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Vorwort zur fünften Auflage

Auch diese Neuauflage wurde zum Anlaß genommen, den vorlie-

genden Text zu verbessern und um neue Abschnitte zu ergänzen.

Schon in den früheren Auflagen wurde die Mehrzielmethode

als eine der leistungsfähigsten Methoden zur Lösung von Rand-

wertproblemen für gewöhnliche Differentialgleichungen behan-

delt. In einem neuen Abschnitt 7.3.8 werden jetzt neuere fortge-

schrittene Techniken beschrieben, die die Effizienz dieser Methode

weiter steigern, wenn man mit ihr Mehrpunktrandwertprobleme

behandeln will, bei denen Unstetigkeiten der Lösung zugelassen

sind. Solche Probleme treten bei Differentialgleichungen auf, die

optimale Steuerungen beschreiben, in denen sich die Steuerung in

Abhängigkeit von Schaltfunktionen ändert.

Krylovraum-Methoden gehören mittlerweile zu den wichtig-

sten iterativen Methoden zur Lösung sehr großer linearer Glei-

chungssysteme. Ihre Beschreibung in Abschnitt 8.7 wird um einen

neuen Unterabschnitt 8.7.4 ergänzt, der sich mit dem Bi-CG Ver-

fahren befaßt und dessen Stabilisierung, dem Bi-CGSTAB Ver-

fahren, das speziell für die Lösung von Gleichungen mit einer

nichtsymmetrischen Matrix wichtig ist. Schließlich werden jetzt

alle Krylovraum-Methoden in einen detaillierteren Vergleich der

iterativen Verfahren in Abschnitt 8.10 einbezogen.

An der Erstellung der Neuauflage haben viele geholfen. Be-

sonders danken wir Herrn Dr. R. Callies für seine Hilfe beim

Zustandekommen des neuen Abschnitts 7.3.8, in den seine Ideen

und Resultate eingeflossen sind. Die Herren Dr. M. Preiß und

Dr. M. Wenzel haben sich mit der kritischen Lektüre nicht nur

der neuen Abschnitte verdient gemacht. Herrn Professor Sadegh

Jokar von der Universität Teheran danken wir für Hinweise auf

(gewissermaßen internationale) Druckfehler in den früheren deut-

schen wie englischen Auflagen.
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Schließlich danken wir den Mitarbeiterinnen und Mitarbeitern

des Springer-Verlages für die mittlerweile gewohnte gute Zusam-

menarbeit, die zum reibungslosen Entstehen auch dieser Neuauf-

lage führte.

Würzburg, München J. Stoer

Januar 2005 R. Bulirsch
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6 Eigenwertprobleme

6.0 Einführung

Viele praktische Probleme in den Ingenieur- und Naturwissenschaften führen

auf Eigenwertprobleme. Zu diesen Problemen gehört typischerweise ein

überbestimmtes Gleichungssystem, etwa von n + 1 Gleichungen für n Un-

bekannte, ξ1, . . . , ξn , der Form

(6.0.1) F(x; λ) :≡

⎡

⎣

f1(ξ1, . . . , ξn; λ)
...

fn+1(ξ1, . . . , ξn; λ)

⎤

⎦ = 0,

in denen die Funktionen fi von einem weiteren Parameter λ abhängen.

Gewöhnlich besitzt (6.0.1) nur für spezielle Werte λ = λi , i = 1, 2,

. . . , dieses Parameters Lösungen x = [ξ1, . . . , ξn], die natürlich von λi

abhängen, x = x(λi ). Diese Werte λi heißen Eigenwerte des Eigenwertpro-

blems (6.0.1), und eine zugehörige Lösung x(λi ) Eigenlösung zum Eigen-

wert λi .

In dieser Allgemeinheit kommen Eigenwertprobleme z.B. bei Rand-

wertproblemen für Differentialgleichungen vor (s. Abschnitt 7.3.0). In die-

sem Abschnitt betrachten wir nur die speziellere Klasse der algebraischen

Eigenwertprobleme, bei denen die Funktionen fi , i = 1, . . . , n, linear von

x und linear von λ abhängen und die die folgende Form besitzen: Zu zwei

reellen oder komplexen n × n-Matrizen A und B sind Zahlen λ ∈ C so zu

bestimmen, so daß das überbestimmte Gleichungssystem von n + 1 Glei-

chungen

(A − λB)x = 0,
(6.0.2)

x H x = 1,

eine Lösung x ∈ C
n besitzt. Dies ist äquivalent damit, Zahlen λ ∈ C so zu

bestimmen, daß das homogene lineare Gleichungssystem
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(6.0.3) Ax = λBx

eine nichttriviale Lösung x ∈ C
n , x �= 0, besitzt.

Für beliebige Matrizen A und B ist dieses Problem noch sehr allgemein

und es wird nur kurz in Abschnitt 6.8 behandelt. Kapitel 6 beschäftigt sich

hauptsächlich mit dem Sonderfall B := I von (6.0.3). Hier sind zu einer

n × n-Matrix A Zahlen λ ∈ C (die Eigenwerte von A) und nichttriviale

Vektoren x ∈ C
n , x �= 0 (die Eigenvektoren von A zum Eigenwert λ), zu

bestimmen, so daß

(6.0.4) Ax = λx, x �= 0.

In den Abschnitten 6.1–6.4 werden die wichtigsten theoretischen Ergeb-

nisse über das Eigenwertproblem (6.0.4) zu einer beliebigen n×n-Matrix A
zusammengestellt. So beschreiben wir verschiedene Normalformen von A,

die mit den Eigenwerten von A verknüpft sind, weitere Resultate über das

Eigenwertproblem für wichtige spezielle Klassen von Matrizen A (z.B. für

Hermitesche und normale Matrizen), sowie elementare Resultate über die

singulären Werte σi einer allgemeinen m×n-Matrix, die als die Eigenwerte

σ 2
i von AH A bzw. AAH definiert sind.

Fast alle Verfahren, um die Eigenwerte und Eigenvektoren einer Ma-

trix A zu bestimmen, beginnen mit einem vorbereitenden Reduktionsschritt,

in dem die Matrix A in eine zu A „ähnliche“, aber einfacher strukturierte

Matrix B mit den gleichen Eigenwerten transformiert wird (B = (bi,k)

ist entweder eine Tridiagonalmatrix, bi,k = 0 für |i − k| > 1, oder eine

Hessenbergmatrix, bi,k = 0, für i ≥ k + 2), so daß die Standardverfahren

zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren von B weniger Rechen-

operationen erfordern als bei ihrer Anwendung auf A. Eine Reihe solcher

Reduktionsmethoden werden in Abschnitt 6.5 beschrieben.

Die Hauptalgorithmen zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvek-

toren werden in Abschnitt 6.6 dargestellt, darunter der LR-Algorithmus von

Rutishauser (Abschnitt 6.6.4) und der leistungsfähige QR-Algorithmus von

Francis (Abschnitte 6.6.4 und 6.6.5). Eng verwandt mit dem QR-Verfahren

ist ein Verfahren von Golub und Reinsch zur Berechnung der singulären

Werte von Matrizen, es wird in Abschnitt 6.7 beschrieben. Nach einer

kurzen Behandlung von allgemeinen Eigenwertproblemen (6.0.3) in Ab-

schnitt 6.8 schließt das Kapitel mit der Beschreibung einer Reihe nützlicher

Abschätzungen für Eigenwerte (Abschnitt 6.9). Diese können dazu dienen,

um die Sensitivität der Eigenwerte bei kleinen Änderungen der Matrix zu

studieren.

Eine detaillierte Beschreibung aller numerischen Aspekte von algebrai-

schen Eigenwertproblemen findet man in der ausgezeichneten Monogra-

phie von Wilkinson (1965), und bei Golub und Van Loan (1983); das
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Eigenwertproblem für symmetrische Matrizen wird bei Parlett (1980) be-

handelt. ALGOL-Programme für alle Verfahren dieses Kapitels findet man

in Wilkinson und Reinsch (1971), FORTRAN-Programme im EISPACK

Guide von Smith et al. (1976) und dessen Fortsetzungsband von Garbow et

al. (1977). Diese Verfahren sind auch in die großen Programmsysteme wie

MATLAB, MATHEMATICA und MAPLE eingegangen und stehen dort in

sehr benutzerfreundlicher Form zur Verfügung.

6.1 Elementare Eigenschaften von Eigenwerten

Im folgenden studieren wir das Problem (6.0.4), d.h. das Problem, zu einer

gegebenen n × n-Matrix A eine Zahl λ ∈ C so zu bestimmen, daß das

homogene lineare Gleichungssystem

(6.1.1) (A − λI )x = 0

eine nichttriviale Lösung x �= 0 besitzt.

(6.1.2) Def.: Eine Zahl λ ∈ C heißt Eigenwert der Matrix A, wenn es

einen Vektor x �= 0 gibt mit Ax = λx . Jeder solche Vektor heißt (Rechts-)

Eigenvektor von A zum Eigenwert λ. Die Menge aller Eigenwerte heißt das

Spektrum von A.

Die Menge

L(λ) := {x |(A − λI )x = 0}
bildet einen linearen Teilraum des C

n der Dimension

ρ(λ) = n − Rang (A − λI ),

und eine Zahl λ ∈ C ist genau dann Eigenwert von A, wenn L(λ) �= 0, d.h.

wenn ρ(λ) > 0 gilt und deshalb A − λI singulär ist:

det(A − λI ) = 0.

Man sieht leicht, daß ϕ(µ) := det(A − µI ) ein Polynom n-ten Grades

folgender Form ist

ϕ(µ) = (−1)n(µn + αn−1µ
n−1 + · · · + α0).

Es heißt das

(6.1.3) charakteristische Polynom

der Matrix A. Seine Nullstellen sind genau die Eigenwerte von A. Sind λ1,

. . . , λk die verschiedenen Nullstellen von ϕ(µ), so läßt sich ϕ in der Form
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ϕ(µ) = (−1)n(µ− λ1)
σ1(µ− λ2)

σ2 · · · (µ− λk)
σk

darstellen. Die Zahl σi , die wir auch mit σ(λi ) = σi bezeichnen, heißt die

Vielfachheit des Eigenwerts λi , genauer, seine algebraische Vielfachheit.

Die Eigenvektoren zum Eigenwert λ sind nicht eindeutig bestimmt, zu-

sammen mit dem Nullvektor füllen sie gerade den linearen Teilraum L(λ)

des C
n aus. Es gilt also

(6.1.4) Mit x und y ist auch jede Linearkombination αx + βy �= 0 wieder

Eigenvektor zum Eigenwert λ der Matrix A.

Die Zahl ρ(λ) = dim L(λ) gibt die Maximalzahl linear unabhängiger

Eigenvektoren zum Eigenwert λ an. Sie heißt deshalb auch die

geometrische Vielfachheit des Eigenwertes λ.

Man verwechsle sie nicht mit der algebraischen Vielfachheit σ(λ).

Beispiele: Die n-reihige Diagonalmatrix D := λI besitzt das charakteristische Po-
lynom ϕ(µ) = det(D − µI ) = (λ− µ)n . λ ist einziger Eigenwert und jeder Vektor
x ∈ C

n , x �= 0, ist Eigenvektor, L(λ) = C
n , und es gilt σ(λ) = n = ρ(λ). Die

n-reihige Matrix

(6.1.5) Cn(λ) :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 1 0
λ ·
· ·
· ·
· 1

0 λ

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

besitzt ebenfalls das charakteristische Polynom ϕ(µ) = (λ−µ)n und λ als einzigen
Eigenwert mit σ(λ) = n. Jedoch ist jetzt der Rang von Cn(λ) − λI gleich n − 1,
also ρ(λ) = n − (n − 1) = 1, sowie

L(λ) = {αe1|α ∈ C}, e1 = (1, 0, . . . , 0)T = 1. Achsenvektor.

An weiteren einfachen Eigenschaften von Eigenwerten notieren wir:

(6.1.6) Ist p(µ) = γ0 + γ1µ + · · · + γmµm ein beliebiges Polynom und

definiert man für eine n × n-Matrix A die Matrix p(A) durch

p(A) := γ0 I + γ1 A + · · · + γm Am,

so besitzt die Matrix p(A) den Eigenvektor x zum Eigenwert p(λ), wenn

λ Eigenwert von A und x zugehöriger Eigenvektor ist. Insbesondere besitzt

αA den Eigenwert αλ, A+ τ I den Eigenwert λ+ τ . Ist A zusätzlich nicht

singulär, so besitzt A−1 den Eigenwert λ−1 zum Eigenvektor x .

Beweis: Aus Ax = λx folgt sofort A2x = A(Ax) = λAx = λ2x und

allgemein Ai x = λi x . Also gilt
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p(A)x = (γ0 I + γ1 A + · · · + γm Am)x

= (γ0 + γ1λ+ · · · + γmλm)x = p(λ)x .

Schließlich ist Ax = λx für nicht singuläres A mit A−1x = λ−1x äquivalent.

⊓⊔
Ferner folgt aus

det(A − λI ) = det((A − λI )T ) = det(AT − λI )

det(AH − λ̄I ) = det((A − λI )H ) = det ((A − λI )T ) = det(A − λI )

die Aussage:

(6.1.7) Wenn λ Eigenwert von A ist, so ist λ auch Eigenwert von AT und

λ̄ Eigenwert von AH .

Zwischen den zugehörigen Eigenvektoren x , y, z,

Ax = λx,

AT y = λy,

AH z = λ̄z

gilt wegen AH = ĀT lediglich die triviale Beziehung ȳ = z. Insbesondere

gibt es zwischen x und y bzw. x und z i.a. keine einfache Beziehung. Wegen

yT = zH und zH A = λzH bezeichnet man zH bzw. yT auch als einen zum

Eigenwert λ von A gehörigen Linkseigenvektor.

Ist ferner x �= 0 Eigenvektor zum Eigenwert λ, Ax = λx , T eine

nichtsinguläre n × n-Matrix, und definiert man y := T−1x , so gilt

T−1 AT y = T−1 Ax = λT−1x = λy, y �= 0,

d.h. y ist Eigenvektor der transformierten Matrix

B := T−1 AT

zum selben Eigenwert λ. Solche Transformationen nennt man

Ähnlichkeitstransformationen,

und B heißt ähnlich zu A, A ∼ B. Man zeigt leicht, daß die Ähnlichkeit

von Matrizen eine Äquivalenzrelation ist, d.h. es gilt

A ∼ A,

A ∼ B ⇒ B ∼ A,

A ∼ B, B ∼ C ⇒ A ∼ C.

Ähnliche Matrizen besitzen nicht nur dieselben Eigenwerte λ, sondern auch

dasselbe charakteristische Polynom. Es ist nämlich
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det(T−1 AT − µI ) = det(T−1(A − µI )T )

= det(T−1) det(A − µI ) det(T )

= det(A − µI ).

Darüber hinaus bleiben die Zahlen ρ(λ), σ(λ) erhalten: Für σ(λ) folgt dies

aus der Invarianz des charakteristischen Polynoms, für ρ(λ) daraus, daß

wegen der Nichtsingularität von T die Vektoren x1, . . . , xρ genau dann

linear unabhängig sind, wenn die zugehörigen Vektoren yi := T−1xi , i = 1,

. . . , ρ, linear unabhängig sind.

Bei den wichtigsten Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten und

Eigenvektoren einer Matrix A werden zunächst eine Reihe von Ähnlichkeits-

transformationen vorgenommen

A(0) := A,

A(i) := T−1
i A(i−1)Ti , i = 1, 2, . . . ,

um die Matrix A schrittweise in eine Matrix einfacherer Gestalt zu trans-

formieren, deren Eigenwerte und Eigenvektoren man leichter bestimmen

kann.

6.2 Die Jordansche Normalform einer Matrix

Es wurde bereits im letzten Abschnitt bemerkt, daß für einen Eigenwert λ

einer n×n-Matrix A die Vielfachheit σ(λ) von λ als Nullstelle des charak-

teristischen Polynoms nicht mit ρ(λ), der Maximalzahl linear unabhängiger

zu λ gehöriger Eigenvektoren, übereinstimmen muß. Man kann jedoch fol-

gende Ungleichung zeigen

(6.2.1) 1 ≤ ρ(λ) ≤ σ(λ) ≤ n.

Beweis: Wir zeigen nur den nichttrivialen Teil ρ(λ) ≤ σ(λ). Sei ρ := ρ(λ)

und seien x1, . . . , xρ linear unabhängige zu λ gehörige Eigenvektoren,

Axi = λxi , i = 1, . . . , ρ.

Wir wählen n−ρ weitere linear unabhängige Vektoren xi ∈ C
n , i = ρ+ 1,

. . . , n, so daß die xi , i = 1, . . . , n, eine Basis des C
n bilden. Dann ist die

quadratische Matrix T := (x1, . . . , xn) mit den Spalten xi nichtsingulär. Für

i = 1, . . . , ρ gilt nun wegen T ei = xi , ei = T−1xi ,

T−1 AT ei = T−1 Axi = λT−1xi = λei .

T−1 AT besitzt daher die Gestalt
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T−1 AT =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ 0 ∗ · · · ∗
. . .

...
...

0 λ ∗ · · · ∗

∗ · · · ∗
0

...
...

∗ · · · ∗
︸ ︷︷ ︸

ρ

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=
[

λI B

0 C

]

,

und es folgt für das charakteristische Polynom von A bzw. T−1 AT

ϕ(µ) = det(A − µI ) = det(T−1 AT − µI ) = (λ− µ)ρ · det(C − µI ).

ϕ(µ) ist durch (λ − µ)ρ teilbar, also λ mindestens eine ρ-fache Nullstelle

von ϕ. ⊓⊔
Im Beispiel des letzten Abschnitts wurden bereits die ν × ν-Matrizen

[s. (6.1.5)]

Cν(λ) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

λ 1 0

· ·
· ·
· 1

0 λ

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

eingeführt und gezeigt, daß für den (einzigen) Eigenwert λ dieser Matrizen

gilt 1 = ρ(λ) < σ(λ) = ν (sofern ν > 1). Einziger Eigenvektor (bis auf

skalare Vielfache) ist e1 und für die Achsenvektoren ei gilt allgemein

(Cν(λ)− λI )ei = ei−1, i = ν, ν − 1, . . . , 2,

(6.2.2)

(Cν(λ)− λI )e1 = 0.

Setzt man formal ek := 0 für k ≤ 0, so folgt sofort für alle i, j ≥ 1

(Cν(λ)− λI )i ej = ej−i

und daher

(6.2.3) (Cν(λ)− λI )ν = 0, (Cν(λ)− λI )ν−1 �= 0.

Die Bedeutung der Matrizen Cν(λ) liegt darin, daß aus ihnen die sog.

Jordansche Normalform J einer Matrix aufgebaut ist. Es gilt nämlich der

folgende fundamentale Satz, den wir ohne Beweis bringen:

(6.2.4) Satz: Sei A eine beliebige n×n-Matrix und λ1, . . . , λk ihre verschie-

denen Eigenwerte mit den geometrischen bzw. algebraischen Vielfachheiten
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ρ(λi ), σ(λi ), i = 1, . . . , k. Zu jedem der Eigenwerte λi , i = 1, . . . , k, gibt

es dann ρ(λi ) natürliche Zahlen ν
(i)
j , j = 1,2, . . . , ρ(λi ) mit

σ(λi ) = ν
(i)
1 + ν

(i)
2 + · · · + ν

(i)
ρ(λi )

und eine nichtsinguläre n × n-Matrix T , so daß J := T−1 AT folgende

Gestalt besitzt:

(6.2.5) J =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

C
ν

(1)

1
(λ1) 0

. . .
C

ν
(1)

ρ(λ1)

(λ1)

. . .
C

ν
(k)

1
(λk)

0
. . .

C
ν

(k)

ρ(λk )

(λk)

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Die Zahlen ν
(i)
j , j = 1, . . . , ρ(λi ), (und damit die Matrix J ) sind bis

auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt. J heißt die Jordansche Normalform

der Matrix A.

Die Matrix T ist i. allg. nicht eindeutig bestimmt.

Partitioniert man die Matrix T spaltenweise entsprechend der Jordan-

schen Normalform J (6.2.5),

T = (T (1)
1 , . . . , T (1)

ρ(λ1)
, . . . , T (k)

1 , . . . , T (k)

ρ(λk )
),

so folgen aus T−1 AT = J und damit AT = T J sofort die Beziehungen

(6.2.6) AT (i)
j = T (i)

j C
ν

(i)
j

(λi ), i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , ρ(λi ).

Bezeichnen wir die Spalten der n × ν
(i)
j -Matrix T (i)

j ohne weitere Indizes

kurz mit tm , m = 1, 2, . . . , ν
(i)
j ,

T (i)
j = (t1, t2, . . . , t

ν
(i)
j

),

so folgt aus (6.2.6) und der Definition von C
ν

(i)
j

(λi ) sofort

(A − λi I )[t1, . . . , t
ν

(i)
j

] = [t1, . . . , t
ν

(i)
j

]

⎡

⎢
⎢
⎣

0 1 0

0
. . .
. . . 1

0 0

⎤

⎥
⎥
⎦

oder



6.2 Die Jordansche Normalform einer Matrix 9

(A − λi I )tm = tm−1, m = ν
(i)
j , ν

(i)
j − 1, . . . , 2,

(6.2.7)

(A − λi I )t1 = 0.

Insbesondere ist t1, die erste Spalte von T (i)
j , Eigenvektor zum Eigenwert

λi . Die übrigen tm , m = 2, 3, . . . , ν
(i)
j , heißen Hauptvektoren zu λi ; man

sieht, daß zu jedem Jordanblock C
ν

(i)
j

(λi ) je ein Eigenvektor und ein Satz

von Hauptvektoren gehört. Insgesamt kann man also zu einer n × n-Matrix

A eine Basis des C
n finden (nämlich gerade die Spalten von T ), die nur aus

Eigen- und Hauptvektoren von A besteht.

Die charakteristischen Polynome

(λi − µ)
ν

(i)
j = det(C

ν
(i)
j

(λi )− µI )

der einzelnen Jordanblöcke C
ν

(i)
j

(λi ) heißen die

(6.2.8) Elementarteiler

von A. A besitzt also genau dann nur lineare Elementarteiler, wenn ν
(i)
j = 1

für alle i und j gilt, die Jordansche Normalform von A also eine Diagonal-

matrix ist. Man nennt dann A diagonalisierbar oder auch normalisierbar.

Dieser Fall ist dadurch ausgezeichnet, daß es dann eine Basis des C
n gibt,

die nur aus Eigenvektoren von A besteht, Hauptvektoren treten nicht auf.

Andernfalls sagt man, daß A „höhere“, nämlich nichtlineare, Elementarteiler

besitze.

Aus Satz (6.2.4) folgt sofort der

(6.2.9) Satz: Jede n × n-Matrix A mit n verschiedenen Eigenwerten ist

diagonalisierbar.

Weitere Klassen von diagonalisierbaren Matrizen werden wir in Ab-

schnitt 6.4 kennenlernen.

Ein anderer Extremfall liegt vor, wenn zu jedem der verschiedenen

Eigenwerte λi , i = 1, . . . , k, von A nur ein Jordanblock in der Jordanschen

Normalform J (6.2.5) gehört. Dieser Fall liegt genau dann vor, wenn

ρ(λi ) = 1 für i = 1, 2, . . . , k.

Die Matrix A heißt dann

(6.2.10) nichtderogatorisch,

andernfalls derogatorisch (eine n × n-Matrix mit n verschiedenen Eigen-

werten ist also sowohl diagonalisierbar als auch nichtderogatorisch!). Die
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Klasse der nichtderogatorischen Matrizen wird im nächsten Abschnitt näher

studiert.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der des Minimalpolynoms einer Matrix

A. Man versteht darunter dasjenige Polynom

ψ(µ) = γ0 + γ1µ+ · · · + γm−1µ
m−1 + µm

kleinsten Grades mit der Eigenschaft

ψ(A) = 0.

Es kann mit Hilfe der Jordanschen Normalform von A sofort angegeben

werden:

(6.2.11) Satz: Sei A eine n × n-Matrix mit den (verschiedenen) Eigen-

werten λ1, . . . , λk und der Jordanschen Normalform J (6.2.5) und sei

τi := max1≤ j≤ρ(λi ) ν
(i)
j . Dann ist

(6.2.12) ψ(µ) := (µ− λ1)
τ1(µ− λ2)

τ2 . . . (µ− λk)
τk

das Minimalpolynom von A. ψ(µ) ist Teiler jedes Polynoms χ(µ) mit

χ(A) = 0.

Beweis: Wir zeigen zunächst, daß alle Nullstellen des Minimalpolynoms ψ

von A, sofern es existiert, Eigenwerte von A sind. Ist etwa λ Nullstelle von

ψ , so gilt

ψ(µ) = (µ− λ) · g(µ)

mit einem Polynom g(µ), das von kleinerem Grade als ψ ist. Es gilt daher

nach Definition des Minimalpolynoms g(A) �= 0. Also gibt es einen Vektor

z �= 0 mit x := g(A)z �= 0. Wegen ψ(A) = 0 folgt dann

0 = ψ(A)z = (A − λI )g(A)z = (A − λI )x,

d. h. λ ist Eigenwert von A. Sofern ein Minimalpolynom existiert, hat es

also die Gestalt ψ(µ) = (µ − λ1)
τ1(µ − λ2)

τ2 · · · (µ − λk)
τk mit gewissen

τi . Wir wollen nun zeigen, daß durch τi := maxj ν
(i)
j ein Polynom mit

ψ(A) = 0 gegeben ist. Mit den Bezeichnungen von Satz (6.2.4) hat man

nämlich A = T J T−1 und daher ψ(A) = Tψ(J )T−1. Nun gilt aber wegen

der Diagonalstruktur von J ,

J = diag(C
ν

(1)

1
(λ1), . . . , C

ν
(k)

ρ(λk )

(λk)),

die Beziehung

ψ(J ) = diag(ψ(C
ν

(1)

1
(λ1)), . . . , ψ(C

ν
(k)

ρ(λk )

))).



6.2 Die Jordansche Normalform einer Matrix 11

Wegen ψ(µ) = (µ− λi )
τi · g(µ), g(µ) ein Polynom mit g(λi ) �= 0, folgt

(6.2.13) ψ(C
ν

(i)
j

(λi )) = (C
ν

(i)
j

(λi )− λi I )
τi · g(C

ν
(i)
j

(λi ))

und daher wegen τi ≥ ν
(i)
j und (6.2.3)

ψ(C
ν

(i)
j

(λi )) = 0.

Also ist ψ(J ) = 0 und damit auch ψ(A) = 0.

Gleichzeitig sieht man, daß man keine der Zahlen τi kleiner als maxj ν
(i)
j

wählen darf: Wäre etwa τi < ν
(i)
j , so wäre wegen (6.2.3)

(C
ν

(i)
y

(λi )− λi I )
τi �= 0.

Aus g(λi ) �= 0 folgt sofort die Nichtsingularität der Matrix

B := g(C
ν

(i)
j

(λi )).

Also wäre wegen (6.2.13) auch ψ(C
ν

(i)
j

)) �= 0, und ψ(J ) und ψ(A) würden

beide nicht verschwinden. Damit ist gezeigt, daß das angegebene Polynom

das Minimalpolynom von A ist.

Sei nun schließlich χ(µ) irgendein Polynom mit χ(A) = 0. Dividiert

man χ (mit Rest) durch das Minimalpolynom χ(µ), erhält man

χ(µ) = g(µ) · ψ(µ)+ r(µ)

mit Grad r < Grad ψ . Aus χ(A) = ψ(A) = 0 folgt daher auch r(A) = 0.

Da ψ das Minimalpolynom von A ist, muß r(µ) ≡ 0 identisch verschwin-

den: ψ ist Teiler von χ . ⊓⊔
Wegen (6.2.4) hat man

σ(λi ) =
ρ(λi )∑

j=1

ν
(i)
j ≥ τi = max

j
ν

(i)
j ,

d. h. das charakteristische Polynom ϕ(µ) = det(A − µI ) von A ist ein

Vielfaches des Minimalpolynoms. Gleichheit, σ(λi ) = τi , i = 1, . . . , k,

herrscht genau dann, wenn A nichtderogatorisch ist. Es folgen somit

(6.2.14) Korollar (Cayley-Hamilton): Für das charakteristische Polynom

ϕ(µ) einer Matrix A gilt ϕ(A) = 0.

(6.2.15) Korollar: Eine Matrix A ist nichtderogatorisch genau dann, wenn

ihr Minimalpolynom und ihr charakteristisches Polynom (bis auf eine Kon-

stante als Faktor) übereinstimmen.
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Beispiel: Die Jordan-Matrix

J =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 0

1 1

1

1 1

1

-1 1

-1

-1

0 -1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

besitzt die Eigenwerte λ1 = 1, λ2 = −1 mit den Vielfachheiten

ρ(λ1) = 2, ρ(λ2) = 3,

σ (λ1) = 5, σ (λ2) = 4.

Elementarteiler:

(1− µ)3, (1− µ)2, (−1− µ)2, (−1− µ), (−1− µ).

Charakteristisches Polynom: ϕ(µ) = (−1)9(µ− 1)5(µ+ 1)4.

Minimalpolynom: ψ(µ) = (µ− 1)3(µ+ 1)2.

Zu λ1 = 1 gehören die linear unabhängigen (Rechts-) Eigenvektoren e1, e4, zu
λ2 = −1 die Eigenvektoren e6, e8, e9.

6.3 Die Frobeniussche Normalform einer Matrix

Im letzten Abschnitt studierten wir die Matrizen Cν(λ), die sich als Bau-

steine der Jordanschen Normalform einer Matrix herausstellten. Die Fro-

beniussche Normalform, oder auch rationale Normalform, einer Matrix ist

analog aus Frobeniusmatrizen F der Form

(6.3.1) F =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 · · · · · · 0 −γ0

1
. . . 0 −γ1

. . .
. . .

...
...

. . . 0 −γm−2

0 1 −γm−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,
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aufgebaut, mit deren Eigenschaften wir uns zunächst befassen wollen. Man

stößt auf Matrizen dieses Typs beim Studium von Krylovsequenzen von

Vektoren: Unter einer Krylovsequenz für die n×n-Matrix A zum Startvektor

t0 ∈ C
n versteht man eine Sequenz von Vektoren ti ∈ C

n , i = 0, 1, . . . ,

m − 1, mit der folgenden Eigenschaft:

a) ti = Ati−1, i ≥ 1.

b) t0, t1, . . . , tm−1 sind linear unabhängig.

c) tm := Atm−1 hängt linear von t0, t1, . . . , tm−1 ab:(6.3.2)

Es gibt Konstanten γi mit

tm + γm−1tm−1 + · · · + γ0t0 = 0.

Die Länge m der Krylovsequenz hängt natürlich von t0 ab. Es gilt m ≤ n,

da mehr als n Vektoren im C
n stets linear abhängig sind. Bildet man die

n × m-Matrix T := [t0, . . . , tm−1] und die Matrix F (6.3.1), so ist (6.3.2)

äquivalent mit

Rang T = m,

(6.3.3)

AT = A[t0, . . . , tm−1] = [t1, . . . , tm] = [t0, . . . , tm−1]F = T F.

Jeder Eigenwert von F ist auch Eigenwert von A: Aus Fz = λz, z �= 0,

folgt nämlich für x := T z wegen (6.3.3)

x �= 0 und Ax = AT z = T Fz = λT z = λx .

Darüber hinaus gilt

(6.3.4) Satz: Die Matrix F (6.3.1) ist nichtderogatorisch: Das Minimalpo-

lynom von F ist

ψ(µ) = γ0 + γ1µ+ · · · + γm−1µ
m−1 + µm

= (−1)m det (F − µI ).

Beweis: Entwickelt man ϕ(µ) := det (F − µI ) nach der letzten Spalte, so

findet man als charakteristisches Polynom von F

ϕ(µ) = det

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−µ 0 −γ0

1 −µ −γ1

. . .
. . .

...

1 −µ −γm−2

0 1 −γm−1 − µ

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= (−1)m(γ0 + γ1µ+ · · · + γm−1µ
m−1 + µm) .
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Nach den Resultaten des letzten Abschnitts (6.2.12), (6.2.14) ist das Mini-

malpolynom ψ(µ) von F Teiler von ϕ(µ). Wäre Grad ψ < m = Grad ϕ,

etwa
ψ(µ) = α0 + α1µ+ · · · + αr−1µ

r−1 + µr , r < m,

so folgt aus ψ(F) = 0 und Fei = ei+1 für 1 ≤ i ≤ m − 1 sofort der

Widerspruch

0 = ψ(F)e1 = α0e1 + α1e2 + · · · + αr−1er + er+1

= [α0, α1, . . . , αr−1, 1, 0, . . . , 0]T �= 0.

Also ist Grad ψ = m und damit ψ(µ) = (−1)mϕ(µ). Wegen (6.2.15) ist

der Satz bewiesen. ⊓⊔
Nimmt man an, daß das charakteristische Polynom von F die Nullstellen

λi mit den Vielfachheiten σi , i = 1, . . . , k, besitzt,

ψ(µ) = γ0 + · · · + γm−1µ
m−1 + µm = (µ− λ1)

σ1(µ− λ2)
σ2 · · · (µ− λk)

σk ,

so ist wegen (6.3.4) die Jordansche Normalform von F (6.3.1) gerade
⎡

⎢
⎢
⎣

Cσ1
(λ1) 0

Cσ2
(λ2)

0

. . .
Cσk (λk)

⎤

⎥
⎥
⎦

.

Die Bedeutung der Frobeniusmatrizen liegt darin, daß sie die Bausteine der

sog. Frobeniusschen oder rationalen Normalform einer Matrix liefern. Es

gilt nämlich:

(6.3.5) Satz: Zu jeder n × n-Matrix A gibt es eine nichtsinguläre n × n-

Matrix T mit

(6.3.6) T−1 AT =

⎡

⎢
⎢
⎣

F1 0

F2

. . .

0 Fr

⎤

⎥
⎥
⎦

,

wobei die Fi Frobeniusmatrizen mit folgender Eigenschaft sind:

1. Ist ϕi (µ) = det (Fi −µI ) das charakteristische Polynom von Fi , so ist

ϕi (µ) ein Teiler von ϕi−1(µ), i = 2, 3, . . . , r .

2. ϕ1(µ) ist bis auf den Faktor ±1 das Minimalpolynom von A.

3. Die Matrizen Fi sind durch A eindeutig bestimmt.

Man nennt (6.3.6) die Frobeniussche Normalform von A.

Beweis: Wir nehmen an, daß J (6.2.5) die Jordansche Normalform von

A ist. Seien ferner o. B. d. A. die Zahlen ν
( j)
j geordnet,
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(6.3.7) ν
(i)
1 ≥ ν

(i)
2 ≥ · · · ≥ ν

(i)
ρ(λi )

, i = 1, 2, . . . , k.

Man definiere die Polynome ϕj (µ), j = 1, . . . , r , r := maxi ρ(λi ), durch

ϕj (µ) = (λ1 − µ)
ν

(1)

j (λ2 − µ)
ν

(2)

j . . . (λk − µ)
ν

(k)

j

(dabei sei ν
(i)
j := 0 für j > ρ(λi )). Wegen (6.3.7) ist ϕj (µ) Teiler von

ϕj−1(µ) und ±ϕ1(µ) Minimalpolynom von A. Als Frobeniusmatrix Fj

nehme man gerade diejenige Frobeniusmatrix, deren charakteristisches Po-

lynom ϕj (µ) ist. Si bezeichne diejenige Matrix, die Fi in die zugehörige

Jordansche Normalform Ji transformiert

S−1
i Fi Si = Ji .

Eine Jordansche Normalform von A (die Jordansche Normalform ist nur bis

auf Permutationen der Jordanblöcke eindeutig) ist dann

J ′ =

⎡

⎢
⎢
⎣

J1

J2

. . .

Jr

⎤

⎥
⎥
⎦

=

⎡

⎢
⎢
⎣

S1

S2

. . .

Sr

⎤

⎥
⎥
⎦

−1⎡

⎢
⎢
⎣

F1

F2

. . .

Fr

⎤

⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎣

S1

S2

. . .

Sr

⎤

⎥
⎥
⎦

.

Nach Satz (6.2.4) gibt es eine Matrix U mit U−1 AU = J ′. Die Matrix

T := U S−1 mit

S =

⎡

⎢
⎢
⎣

S1

S2

. . .

Sr

⎤

⎥
⎥
⎦

transformiert A in die verlangte Form (6.3.6). Man überzeugt sich leicht

von der Eindeutigkeit der Fi . ⊓⊔
Beispiel: Für die Matrix J des Beispiels in Abschnitt 6.2 ist

ϕ1(µ) = (1− µ)3(−1− µ)2 = −(µ5 − µ4 − 2µ3 + 2µ2 + µ− 1),

ϕ2(µ) = (1− µ)2(−1− µ) = −(µ3 − µ2 − µ+ 1),

ϕ3(µ) = −(µ+ 1),

so daß
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F1 =

⎡

⎢
⎢
⎣

0 0 0 0 1
1 0 0 0 −1
0 1 0 0 −2
0 0 1 0 2
0 0 0 1 1

⎤

⎥
⎥
⎦

, F2 =
[

0 0 −1
1 0 1
0 1 1

]

, F3 = [−1].

Die Frobeniussche Normalform hat hauptsächlich theoretische Bedeu-

tung, ihr praktischer Nutzen für die Bestimmung von Eigenwerten ist gering:

im einfachsten Fall einer nichtderogatorischen n × n-Matrix A läuft ihre

Berechnung auf die Berechnung der Koeffizienten γk des charakteristischen

Polynoms

ϕ(µ) ≡ det(A − µI ) = (−1)n(µn + γn−1µ
n−1 + · · · + γ0)

hinaus, dessen Nullstellen die Eigenwerte von A sind. Es ist aber nicht zu

empfehlen, zuerst die γk und dann die Eigenwerte von A als Nullstellen des

Polynoms ϕ zu berechnen, weil im allgemeinen die Nullstellen λi von ϕ auf

kleine Änderungen der Koeffizienten γk von ϕ viel empfindlicher reagieren

als auf kleine Änderungen der Matrix A [s. die Abschnitte 5.8 und 6.9].

Beispiel: Satz (6.9.7) wird zeigen, daß das Eigenwertproblem für hermitesche Ma-
trizen A = AH gut konditioniert in folgendem Sinne ist: Zu jedem Eigenwert
λi (A +△A) von A +△A gibt es einen Eigenwert λj (A) von A mit

|λi (A +△A)− λj (A)| ≤ lub2(△A).

Hat die 20 × 20-Matrix A etwa die Eigenwerte λj = j , j = 1, 2, . . . , 20, so gilt

lub2(A) = 20 wegen A = AH (s. Übungsaufgabe 8). Versieht man alle Elemente
von A mit einem relativen Fehler von höchstens eps, d.h. ersetzt man A durch
A +△A mit |△A| ≤ eps |A|, so folgt (s. Übungsaufgabe 11)

lub2(△A) ≤ lub2(|△A|) ≤ lub2(eps |A|)
≤ eps

√
20 lub2(A) < 90 eps .

Dagegen bewirken relative Fehler der Größenördnung eps in den Koeffizienten γk
des charakteristischen Polynoms ϕ(µ) = (µ−1)(µ−2) · · · (µ−20) von A gewaltige
Änderungen der Nullstellen λj von ϕ [s. Abschnitt 5.8, Beispiel 1].

Eine besonders krasse Konditionsverschlechterung liegt immer dann

vor, wenn A eine hermitesche Matrix mit nahe benachbarten (oder gar mehr-

fachen) Eigenwerten ist, da auch dann noch das Eigenwertproblem für diese

Matrizen gut konditioniert ist, während mehrfache Nullstellen eines Poly-

noms ϕ immer schlecht konditionierte Funktionen der Koeffizienten γk sind.

Hinzu kommt, daß viele Verfahren zur Berechnung der Koeffizienten

des charakteristischen Polynoms numerisch instabil sind, etwa das nahe-

liegende Verfahren von Frazer, Duncan und Collar: Hier wird ausgenutzt,

daß der Vektor c = [γ0, γ1, . . . , γn−1]T wegen (6.3.2), c) als Lösung ei-

nes linearen Gleichungssystems T c = −tn mit der nichtsingulären Matrix
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T := [t0, t1, . . . , tn−1] berechnet werden kann, wenn t0, . . . , tn−1 eine Kry-

lovsequenz der Länge n ist. Leider ist für großes n die Matrix T schlecht

konditioniert, cond(T ) ≫ 1 [s. Abschnitt 4.4], so daß allein die Fehler bei

der Berechnung von T die Lösung c = −T−1tn sehr stark verfälschen. Dies

liegt daran, daß i.a. die Vektoren ti = Ai t0 bis auf einen Skalierungsfak-

tor σi gegen einen Vektor t �= 0 konvergieren, limi σi ti = t , so daß die

Spalten von T immer „linear abhängiger“ werden [s. Abschnitt 6.6.3 und

Übungsaufgabe 12].

6.4 Die Schursche Normalform einer Matrix.

Hermitesche und normale Matrizen,

singuläre Werte von Matrizen

Läßt man zur Ähnlichkeitstransformation T−1 AT nicht mehr beliebige

nichtsinguläre Matrizen T zu, so kann man A i. allg. nicht mehr auf die

Jordansche Normalform transformieren. Für unitäre Matrizen T , d. h. Ma-

trizen T mit T H T = I , gilt jedoch das folgende Resultat von Schur:

(6.4.1) Satz: Zu jeder n × n-Matrix A gibt es eine unitäre n × n-Matrix U
mit

U H AU =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

λ1 ∗ · · · ∗
λ2

. . .
...

. . . ∗
0 λn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

.

Dabei sind die λi , i = 1, . . . , n, die (nicht notwendig verschiedenen) Ei-

genwerte von A.

Beweis: Durch vollständige Induktion bzgl. n. Für n = 1 ist der Satz trivial.

Nehmen wir an, daß der Satz für (n − 1)-reihige Matrizen richtig ist und

sei A eine n × n-Matrix. Sei λ1 irgendein Eigenwert von A und x1 �= 0 ein

zugehöriger Eigenvektor, Ax1 = λ1x1, mit ‖x1‖2
2 = x H

1 x1 = 1. Dann kann

man n − 1 weitere Vektoren x2, . . . , xn finden, die zusammen mit x1 eine

orthonormale Basis des C
n bilden, also die n × n-Matrix X := [x1, . . . , xn]

mit den Spalten xi unitär ist, X H X = I . Wegen

X H AXe1 = X H Ax1 = λ1 X H x1 = λ1e1

besitzt die Matrix X H AX die Form

X H AX =
[

λ1 a

0 A1

]

,
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wobei A1 eine (n− 1)-reihige Matrix ist und aH ∈ C
n−1. Nach Induktions-

voraussetzung gibt es eine unitäre (n − 1)-reihige Matrix U1 mit

U H
1 A1U1 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

λ2 ∗ · · ∗
· · ·
· · ·
· ∗

0 λn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

.

Die Matrix

U := X

[

1 0

0 U1

]

ist dann eine unitäre n × n-Matrix mit

U H AU =
[

1 0

0 U H
1

]

X H AX

[

1 0

0 U1

]

=
[

1 0

0 U H
1

] [

λ1 a
0 A1

] [

1 0

0 U1

]

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

λ1 ∗ · · ∗
· · ·
· · ·
· ∗

0 λn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

.

Daß die Zahlen λi , i = 1, . . . , n, Nullstellen von det(U H AU − µI ) und

damit Eigenwerte von A sind, ist trivial. ⊓⊔
Ist A = AH nun eine Hermitesche Matrix, so ist

(U H AU )H = U H AHU H H = U H AU

wieder eine Hermitesche Matrix. Es folgt daher sofort aus (6.4.1)

(6.4.2) Satz: Zu jeder Hermiteschen n × n-Matrix A = AH gibt es eine

unitäre Matrix U = [x1, . . . , xn] mit

U−1 AU = U H AU =

⎡

⎣

λ1 0
. . .

0 λn

⎤

⎦ .

Die Eigenwerte λi , i = 1, . . . , n, von A sind reell. A ist diagonalisierbar.

Die i-te Spalte xi von U ist Eigenvektor zum Eigenwert λi , Axi = λi xi . A
besitzt somit n linear unabhängige zueinander orthogonale Eigenvektoren.
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Ordnet man die Eigenwerte λi einer n-reihigen Hermiteschen Matrix

A = AH der Größe nach an,

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn,

so kann man λ1 und λn auch auf folgende Weise kennzeichnen [s. (6.9.14)

für eine Verallgemeinerung]

(6.4.3) λ1 = max
0�=x∈Cn

x H Ax

x H x
, λn = min

0 �=x∈Cn

x H Ax

x H x
.

Beweis: Ist U H AU = Λ = diag(λ1, . . . , λn), U unitär, so gilt für alle x �= 0

x H Ax

x H x
= (x HU )U H AU (U H x)

(x HU )(U H x)
= yHΛy

yH y
=
∑

iλi |ηi |2
∑

i |ηi |2

≤
∑

iλ1|ηi |2
∑

i |ηi |2
= λ1,

wobei y := U H x = [η1, . . . , ηn]T �= 0. Nimmt man als x �= 0 speziell

einen Eigenvektor zu λ1, Ax = λ1x , erhält man x H Ax/x H x = λ1, so daß

λ1 = max0�=x∈Cn x H Ax/x H x . Die andere Aussage von (6.4.3) folgt aus dem

eben Bewiesenen, wenn man A durch −A ersetzt.

Aus (6.4.3) und der Definition (s. (4.3.1)) einer positiv definiten (positiv

semidefiniten) Matrix A erhält man sofort

(6.4.4) Satz: Eine Hermitesche Matrix A ist positiv definit (positiv semide-

finit) genau dann, wenn alle Eigenwerte von A positiv (nichtnegativ) sind.

Eine Verallgemeinerung der Hermiteschen Matrizen sind die normalen

Matrizen: Eine n × n-Matrix A heißt normal, wenn gilt

AH A = AAH ,

d.h. A ist mit AH vertauschbar. Beispielsweise sind alle Hermiteschen,

Diagonal-, schiefhermiteschen und unitären Matrizen normal.

(6.4.5) Satz: Eine n × n-Matrix A ist genau dann normal, wenn es eine

unitäre Matrix U gibt mit

U−1 AU = U H AU =

⎡

⎣

λ1 0
. . .

0 λn

⎤

⎦ .

Normale Matrizen sind diagonalisierbar und besitzen n linear unab hän-

gige zueinander orthogonale Eigenvektoren xi , i = 1, . . . , n, Axi = λi xi ,

nämlich die Spalten der Matrix U = [x1, . . . , xn].
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Beweis: Nach dem Satz von Schur (6.4.1) gibt es eine unitäre Matrix

U mit

U H AU =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

λ1 ∗ · · ∗
· · ·
· · ·
· ∗

0 λn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦
=: R = [rik].

Aus AH A = AAH folgt nun

RH R = U H AHUU H AU = U H AH AU

= U H AAHU = U H AUU H AHU

= RRH .

Daraus folgt für das (1, 1)-Element von RH R = RRH

λ̄1 · λ1 = |λ1|2 = |λ1|2 +
n
∑

k=2

|r1k |2,

also r1k = 0 für k = 2, . . . , n. Auf dieselbe Weise zeigt man, daß alle

Nichtdiagonalelemente von R verschwinden.

Sei jetzt A unitär diagonalisierbar, U H AU = diag(λ1, . . . , λn) =: D,

U HU = I . Es ist dann

AH A = U DHU HU DU H = U |D|2U H = U DU HU DHU H = AAH . ⊓⊔

Für eine beliebige m × n-Matrix A ist die n × n-Matrix AH A positiv

semidefinit, denn für x ∈ C
n gilt x H (AH A)x = ‖Ax‖2

2 ≥ 0. Ihre Eigenwerte

λ1 ≥ λ2 · · · ≥ λn ≥ 0 sind nach (6.4.4) nichtnegativ und können deshalb in

der Form λk = σ 2
k mit σk ≥ 0 geschrieben werden. Die Zahlen σ1 ≥ · · · ≥

σn ≥ 0 heißen

(6.4.6) singuläre Werte von A.

Ersetzt man in (6.4.3) die Matrix A durch AH A, so erhält man sofort

(6.4.7) σ1 = max
0�=x∈Cn

‖Ax‖2

‖x‖2

= lub2(A), σn = min
0 �=x∈Cn

‖Ax‖2

‖x‖2

:

Ist insbesondere m = n und A nichtsingulär, so gilt

1/σn = max
x �=0

‖x‖2

‖Ax‖2

= max
y �=0

‖A−1 y‖2

‖y‖2

= lub2(A−1),

(6.4.8)

cond2(A) = lub2(A) lub2(A−1) = σ1/σn .
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Der kleinste singuläre Wert σn einer quadratischen Matrix A gibt den Ab-

stand von A zur „nächsten“ singulären Matrix an:

(6.4.9) Satz: A und E seien beliebige n × n-Matrizen und A habe die

singulären Werte σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0. Dann gilt

1) lub2(E) ≥ σn , falls A + E singulär ist.

2) Es gibt eine Matrix E mit lub2(E) = σn , so daß A + E singulär ist.

Beweis: 1) Sei A + E singulär, also (A + E)x = 0 für ein x �= 0. Dann

ergibt (6.4.7)

σn‖x‖2 ≤ ‖Ax‖2 = ‖ − Ex‖2 ≤ lub2(E)‖x‖2,

also σn ≤ lub2(E).

2) Für σn = 0 ist nichts zu zeigen: denn wegen (6.4.7) ist 0 = ‖Ax‖2

für ein x �= 0, so daß bereits A singulär ist. Sei deshalb σn > 0. Wegen

(6.4.7) gibt es Vektoren u, v mit

‖Au‖2 = σn, ‖u‖2 = 1,

v := 1

σn
Au, ‖v‖2 = 1.

Für die spezielle n × n-Matrix E := −σnvuH gilt dann (A + E)u = 0, so

daß A + E singulär ist, sowie

lub2(E) = σn max
x �=0

‖v‖2

|uH x |
‖x‖2

= σn . ⊓⊔

Eine beliebige m × n-Matrix A läßt sich unitär auf eine gewisse Nor-

malform transformieren, in der die singulären Werte von A erscheinen:

(6.4.10) Satz: A sei eine beliebige (komplexe) m × n-Matrix.

1) Dann gibt es eine unitäre m × m-Matrix U und eine unitäre n × n-

Matrix V , so daß U H AV = Σ eine m×n-„Diagonal-Matrix“ der folgenden

Form ist

Σ =
[

D 0

0 0

]

, D := diag(σ1, . . . , σr ), σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0.

Dabei sind σ1, . . . , σr gerade die von 0 verschiedenen singulären Werte

und r der Rang von A.

2) Die von 0 verschiedenen singulären Werte der Matrix AH sind die

gleichen Zahlen σ1, . . . , σr . Die Zerlegung A = UΣV H heißt

(6.4.11) Singuläre-Werte-Zerlegung von A.
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Beweis: Wir zeigen 1) durch vollständige Induktion nach m und n. Für

m = 0 oder n = 0 ist nichts zu zeigen. Wir nehmen an, daß der Satz für

(m−1) × (n−1)-Matrizen richtig ist und A eine m×n-Matrix mit m ≥ 1,

n ≥ 1 ist. Sei σ1 der größte singuläre Wert von A. Falls σ1 = 0, ist wegen

(6.4.7) auch A = 0, so daß nichts zu zeigen ist. Sei daher σ1 > 0 und x1 �= 0

Eigenvektor von AH A zum Eigenwert σ 2
1 mit ‖x1‖2 = 1:

(6.4.12) AH Ax1 = σ 2
1 x1.

Dann kann man n − 1 weitere Vektoren x2, . . . , xn ∈ C
n finden, derart

daß die n × n-Matrix X := [x1, x2, . . . , xn] mit den Spalten xi unitär wird,

X H X = In . Wegen ‖Ax1‖2
2 = x H

1 AH Ax1 = σ 2
1 x H

1 x1 = σ 2
1 > 0 ist der

Vektor y1 := 1/σ1 Ax1 ∈ C
m mit ‖y1‖2 = 1 wohldefiniert und man kann

m − 1 weitere Vektoren y2, . . . , ym ∈ C
m finden, so daß die m ×m-Matrix

Y := [y1, y2, . . . , ym] ebenfalls unitär wird, Y H Y = Im . Nun folgt aus

(6.4.12) und den Definitionen von y1, X und Y mit

e1 := (1, 0, . . . , 0)T ∈ C
n, ē1 := (1, 0, . . . , 0)T ∈ C

m

die Beziehung

Y H AXe1 = Y H Ax1 = σ1Y H y1 = σ1ē1 ∈ C
m

sowie

(Y H AX)H ē1 = X H AH Y ē1 = X H AH y1 =
1

σ1

X H AH Ax1

= σ1 X H x1 = σ1e1 ∈ C
n,

so daß die Matrix Y H AX folgende Gestalt besitzt:

Y H AX =
[

σ1 0

0 Ã

]

.

Hier ist Ã eine (m − 1)× (n − 1)-Matrix.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine unitäre (m − 1)-reihige Ma-

trix Ũ und eine unitäre (n − 1)-reihige Matrix Ṽ mit

Ũ H ÃṼ = Σ̃ =
[

D̃ 0

0 0

]

, D̃ := diag(σ2, . . . , σr ), σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0,

mit einer (m − 1) × (n − 1)-„Diagonalmatrix“ Σ̃ der angegebenen Form.

Die m-reihige Matrix

U := Y

[

1 0

0 Ũ

]

ist unitär, ebenso die n-reihige Matrix
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V := X

[

1 0

0 Ṽ

]

und es gilt

U H AV =
[

1 0

0 Ũ H

]

Y H AX

[

1 0

0 Ṽ

]

=
[

1 0

0 Ũ H

] [

σ1 0

0 Ã

] [

1 0

0 Ṽ

]

=
[

σ1 0

0 Σ̃

]

=
[

D 0

0 0

]

= Σ, D := diag(σ1, · · · , σr ),

und Σ ist eine m × n-reihige Diagonalmatrix mit σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0,

σ 2
1 = λmax(AH A). Offensichtlich ist Rang A = r wegen Rang A = Rang

U H AV = Rang Σ .

Wir müssen noch zeigen, daß σ1 ≥ σ2 gilt und die σi die singulären

Werte von A sind: Nun folgt aus U H AV = Σ für die n×n-Diagonalmatrix

Σ HΣ

Σ HΣ = diag(σ 2
1 , . . . , σ 2

r , 0, . . . , 0) = V H AHUU H AV = V H (AH A)V,

so daß [s. Satz (6.4.2)] σ 2
1 , . . . , σ 2

r die von 0 verschiedenen Eigenwerte von

AH A sind, also σ1, . . . , σr die von 0 verschiedenen singulären Werte von

A. Wegen σ 2
1 = λmax(AH A) gilt dann σ1 ≥ σ2. ⊓⊔

Die unitären Matrizen U , V in der Zerlegung U H AV = Σ haben fol-

gende Bedeutung: Die Spalten von U geben m orthonormale Eigenvektoren

der Hermiteschen m×m-Matrix AAH an, die Spalten von V n orthonormale

Eigenvektoren der Hermiteschen n × n-Matrix AH A. Dies folgt sofort aus

U H AAHU = ΣΣ H , V H AH AV = Σ HΣ und Satz (6.4.2). Schließlich sei

noch bemerkt, daß man die Pseudoinverse A+ [s. (4.8.5)] der m× n-Matrix

A mit Hilfe der Zerlegung U H AV = Σ sofort angeben kann. Ist

Σ =
[

D 0

0 0

]

, D = diag(σ1, . . . , σr ), σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0,

dann ist die n × m-Diagonalmatrix

Σ+ :=
[

D−1 0

0 0

]

,

die Pseudoinverse von Σ und man verifiziert sofort, daß die n × m-Matrix

(6.4.13) A+ := VΣ+U H

die Bedingungen von (4.8.5.1) für eine Pseudoinverse von A erfüllen. Wegen

der Eindeutigkeitsaussagen von Satz (4.8.5.2) muß daher A+ die Pseudoin-

verse von A sein.
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6.5 Reduktion von Matrizen auf einfachere Gestalt

Die Eigenwerte und Eigenvektoren einer dicht besetzten Matrix A werden

bei den gebräuchlichsten Verfahren folgendermaßen bestimmt. Man trans-

formiert die Matrix zunächst mit Hilfe von endlich vielen Ähnlichkeitstrans-

formationen

A = A0 → A1 → · · · → Am,

Ai = T−1
i Ai−1Ti , i = 1, 2, . . . , m,

in eine einfacher gebaute Matrix B,

B := Am = T−1 AT, T := T1T2 · · · Tm,

und bestimmt anschließend die Eigenwerte λ und Eigenvektoren y von B,

By = λy. Es gilt dann für x := T y = T1 · · · Tm y wegen B = T−1 AT

Ax = λx,

d.h. zum Eigenwert λ von A gehört der Eigenvektor x . Die Matrix B wird

dabei so gewählt, daß

1. die anschließende Eigenwert- bzw. Eigenvektor-Bestimmung für B
möglichst einfach ist (d.h. möglichst wenig Operationen erfordert) und

2. die Rundungsfehler △B, die man bei der Berechnung von B aus A
begeht, die Eigenwerte von A nicht stärker verfälschen als relativ kleine

Änderungen △A der Matrix A.

Wegen

B = T−1 AT,

B +△B = T−1(A +△A)T, △A := T △BT−1,

hat man für jede Vektornorm ‖ · ‖ und die zugehörige Matrixnorm lub(·)
folgende Abschätzungen

lub(B) ≤ cond(T ) lub(A)

lub(△A) ≤ cond(T ) lub(△B)

und daher
lub(△A)

lub(A)
≤
(

cond(T )
)2 lub(△B)

lub(B)
.

Deshalb kann für großes cond(T )≫ 1 selbst ein relativ kleiner Fehler △B
bei der Berechnung von B, lub(△B)/ lub(B) ≈ eps, den gleichen Effekt

auf die Eigenwerte haben wie ein relativer Fehler △A in der Matrix A, der

folgende Größe haben kann
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lub(△A)

lub(A)
≈ cond(T )2 lub(△B)

lub(B)
= cond(T )2 · eps .

Das Verfahren, die Eigenwerte von A als die Eigenwerte von B zu bestim-

men wird dann nicht gutartig sein [s. Abschnitt 1.3]. Um Gutartigkeit zu

garantieren, hat man wegen

cond(T ) = cond(T1 · · · Tm) ≤ cond(T1) · · · cond(Tm)

die Matrizen Ti so zu wählen, daß cond(Ti ) nicht zu groß wird. Dies ist für

die Maximumnorm ‖x‖∞ = maxi |xi | insbesondere für Eliminationsmatrizen

[s. Absschnitt 4.2]

Ti = G j =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0
. . .

1

lj+1, j
. . .

...
. . .

0 lnj 0 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, mit |lk j | ≤ 1,

(6.5.0.1)

G−1
j =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0
. . .

1

−lj+1, j
. . .

...
. . .

0 −lnj 0 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

cond∞(Ti ) ≤ 4,

der Fall und für die euklidische Norm ‖x‖2 =
√

x H x für unitäre Matrizen

Ti = U , z.B. für Householdermatrizen: für sie gilt cond2(Ti ) = 1. Reduk-

tionsalgorithmen, die nur unitäre Matrizen Ti oder Eliminationsmatrizen Ti

(6.5.0.1) benutzen, werden in den folgenden Abschnitten beschrieben. Als

„einfache“ Endmatrix B = Am kann man mit diesen Hilfsmitteln für allge-

meine Matrizen eine obere Hessenberg-Matrix erreichen, die von folgender

Gestalt ist:

B =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ · · · · ∗
∗ · ·
0 · · ·
· · · · ·
· · · · ·
0 · · 0 ∗ ∗

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, bik = 0, für k ≤ i − 2.
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Bei Hermiteschen Matrizen A = AH benutzt man zur Reduktion nur unitäre

Matrizen Ti , T−1
i = T H

i . Mit Ai−1 ist dann auch Ai = T−1
i Ai−1Ti Hermi-

tesch,
AH

i = (T H
i Ai−1Ti )

H = T H
i AH

i−1Ti = T H
i Ai−1Ti = Ai .

Als Endmatrix B erhält man deshalb eine Hermitesche Hessenberg-Matrix,

d.h. eine (Hermitesche) Tridiagonalmatrix oder Jacobimatrix:

B =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

δ1 γ̄2 0

γ2 δ2

. . .

. . .
. . . γ̄n

0 γn δn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, δi = δ̄i .

6.5.1 Reduktion einer Hermiteschen Matrix auf Tridiagonalgestalt.

Das Verfahren von Householder

Bei dem Verfahren von Householder zur Tridiagonalisierung einer Hermi-

teschen n × n-Matrix AH = A =: A0 werden zur Transformation

Ai = T−1
i Ai−1Ti

geeignete Householder-Matrizen [s. Abschnitt 4.7] benutzt:

T H
i = T−1

i = Ti = I − βiuiu
H
i .

Wir nehmen an, daß die Matrix Ai−1 = (αjk) bereits die folgende Gestalt

besitzt

(6.5.1.1) Ai−1 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Ji−1 c 0

cH δi aH
i

0 ai Ãi−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= (αjk)

mit

[
Ji−1 c

cH δi

]

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

δ1 γ̄2 0 0

γ2 δ2

. . .
...

...
. . .

. . . γ̄i−1 0

0 · · · γi−1 δi−1 γ̄i

0 · · · 0 γi δi

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, ai =

⎡

⎣

αi+1,i
...

αni

⎤

⎦.
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Nach Abschnitt 4.7 gibt es eine (n − i)-reihige Householdermatrix T̃i mit

(6.5.1.2) T̃iai = k · e1 ∈ C
n−i .

T̃i hat die Gestalt T̃i = I − βuuH , u ∈ C
n−i , und ist gegeben durch

σ := ‖ai‖2 =
⊕

√
√
√
√

n
∑

j=i+1

|αj i |2

β =
{

1/(σ (σ + |αi+1,i |)) für σ �= 0

0 sonst

k := −σ · eiϕ falls αi+1,i = eiϕ|αi+1,i |(6.5.1.3)

u :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

eiϕ(σ + |αi+1,i |)
αi+2,i

...

αni

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

.

Für die unitäre n × n-Matrix Ti , die wie (6.5.1.1) partitioniert ist,

Ti :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

I 0 0

0 1 0

0 0 T̃i

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

}

i−1

gilt dann offensichtlich T H
i = T−1

i = Ti sowie wegen (6.5.1.2)

T−1
i Ai−1Ti = Ti Ai−1Ti =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Ji−1 c 0

cH δi aH
i T̃i

0 T̃iai T̃i Ãi−1T̃i

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

δ1 γ̄2 0 0

γ2 δ2

. . .
... 0

. . .
. . . γ̄i−1 0

0 γi−1 δi−1 γ̄i

0 · · · 0 γi δi γ̄i+1 0 . . . 0

γi+1

0

0
... T̃i Ãi−1T̃i

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=: Ai

mit γi+1 := k.

Wegen T̃i = I−βuuH läßt sich T̃i Ãi−1T̃i auf folgende Weise berechnen:

T̃i Ãi−1T̃i = (I − βuuH ) Ãi−1(I − βuuH )

= Ãi−1 − β Ãi−1uuH − βuuH Ãi−1 + β2uuH Ãi−1uuH .

Führt man zur Abkürzung die Vektoren p, q ∈ C
n−i ein,

p := β Ãi−1u, q := p − β

2
(pH u)u,

so folgt wegen β ≥ 0, pH u = βuH Ãi−1u = (pH u)H sofort

T̃i Ãi−1T̃i = Ãi−1 − puH − upH + βupH uuH

= Ãi−1 − u

[

p − β

2
(pH u)u

]H

−
[

p − β

2
(pH u)u

]

uH(6.5.1.4)

= Ãi−1 − uq H − quH .

Mit den Formeln (6.5.1.1)-(6.5.1.4) ist die i-te Transformation

Ai = T−1
i Ai−1Ti

beschrieben. Offensichtlich ist

B = An−2 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

δ1 γ̄2 0

γ2 δ2

. . .

. . .
. . . γ̄n

0 γn δn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, δi = δ̄i ,

eine Hermitesche Tridiagonalmatrix.
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Formale ALGOL-ähnliche Beschreibung der Householdertransforma-

tion für eine reelle symmetrische Matrix A = AT = (ajk) mit n ≥ 2:

for i := 1 step 1 until n − 2 do

begin δi := ai i ;

s :=
⊕

√
√
√
√

n
∑

j=i+1

|αj i |2 ; if ai+1,i < 0 then s := −s;

γi+1 := −s; e := s + ai+1,i ;

if s = 0 then begin ai i := 0; goto M M end;

β := ai i := 1/(s × e);

ui+1 := ai+1,i := e;

for j := i + 2 step 1 until n do u j := aj i ;

for j := i + 1 step 1 until n do

pj :=
( i
∑

j=i+1

ajk × uk +
n
∑

k= j+1

ak j × uk

)

× β;

sk :=
( n
∑

j=i+1

pj × u j

)

× β/2;

for j := i + 1 step 1 until n do

qj := pj − sk × u j ;

for j := i + 1 step 1 until n do

for k := i + 1 step 1 until j do

ajk := ajk − qj × uk − u j × qk ;

M M :

end;

δn−1 := an−1,n−1; δn := an,n; γn := an,n−1;

Bei diesem Programm wird die Symmetrie von A ausgenutzt: Es müssen

nur die Elemente ajk mit k ≤ j gegeben sein. Darüber hinaus wird die Ma-

trix A mit den wesentlichen Elementen βi , ui der Transformationsmatrizen

T̃i = I − βiuiuH
i , i = 1, 2, . . . , n − 2, überschrieben: Nach Verlassen des

Programms ist die i-te Spalte von A besetzt mit dem Vektor
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⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

ai i

ai+1,i
...

ani

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

:=
[

βi

ui

]

, i = 1, 2, . . . , n − 2.

(Die Matrizen Ti benötigt man zur „Rücktransformation“ der Eigenvektoren:

Ist y Eigenvektor von An−2 zum Eigenwert λ

An−2 y = λy,

so ist x := T1T2 · · · Tn−2 y Eigenvektor zum Eigenwert λ von A.)

Ausgetestete ALGOL-Programme für die Householder-Reduktion und

die Rücktransformation der Eigenvektoren findet man bei Martin, Reinsch,

Wilkinson (1971), FORTRAN-Programme in Smith et al. (1976).

Wendet man die oben beschriebenen Transformationen auf eine belie-

bige nicht Hermitesche n-reihige Matrix A an, so erhält man mit Hilfe der

Formeln (6.5.1.2), (6.5.1.3) eine Kette von Matrizen Ai , i = 0, 1, . . . , n−2,

der Form

A0 = A,

Ai−1 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗
∗ · · · ·
· · · · ·
· · · · ·
·

0 ∗ ∗ ∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ ∗ ∗ · · · ∗

∗ ∗ · · · ∗
· · ·
· · ·
· · ·

0 ∗ ∗ · · · ∗

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

︸ ︷︷ ︸

i−1

Die ersten i−1 Spalten von Ai−1 haben bereits dieselbe Form wie bei einer

Hessenberg-Matrix. An−2 ist eine Hessenberg-Matrix. Bei dem Übergang

von Ai−1 nach Ai bleiben die Elemente αjk von Ai−1 mit j , k ≤ i un-

verändert.

ALGOL-Programme für diesen Algorithmus findet man bei Martin,

Wilkinson (1971), FORTRAN-Programme in Smith et al. (1976).
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In Abschnitt 6.5.4 wird ein weiterer Algorithmus zur Reduktion einer

allgemeinen Matrix A auf Hessenberg-Gestalt beschrieben, der nicht mit

unitären Ähnlichkeitstransformationen arbeitet.

Die Gutartigkeit des Algorithmus kann man auf folgende Weise zeigen:

Mit Āi und T̄i bezeichne man die Matrizen, die man bei der Durchführung

des Algorithmus in Gleitpunktarithmetik der relativen Genauigkeit eps

erhält, mit Ui diejenige Householdermatrix, die man nach den Regeln des

Algorithmus beim Übergang Āi−1 → Āi bei exakter Rechnung zur Trans-

formation zu nehmen hätte. Ui ist also eine exakt unitäre Matrix und T̄i

ist diejenige näherungsweise unitäre Matrix, die man statt Ui bei der Be-

rechnung von Ui in Gleitpunktarithmetik erhält. Es gelten also folgende

Beziehungen

T̄i = gl(Ui ), Āi = gl(T̄i Āi−1T̄i ).

Mit den in Abschnitt 1.3 beschriebenen Methoden kann man nun zeigen

(siehe z.B. Wilkinson (1965)), daß gilt

lub2(T̄i −Ui ) ≤ f (n) eps,

Āi = gl(T̄i Āi−1T̄i ) = T̄i Āi−1T̄i + G i ,(6.5.1.5)

lub2(G i ) ≤ f (n) eps lub2( Āi−1),

mit einer gewissen Funktion f (n) [i. allg. gilt f (n) = O(nα), α ≈ 1].

Aus (6.5.1.5) folgt sofort wegen lub2(Ui ) = 1, U H
i = U−1

i = Ui (Ui ist

Householdermatrix!)

lub2(Ri ) ≤ f (n) eps, Ri := T̄i −Ui ,

Āi = U−1
i Āi−1Ui + Ri Āi−1Ui +Ui Āi−1 Ri + Ri Āi−1 Ri + G i

=: U−1
i Āi−1Ui + Fi

mit

lub2(Fi ) ≤ eps f (n)[3+ eps f (n)] lub2( Āi−1),

oder wegen eps f (n)≪ 3 in erster Näherung:

lub2(Fi ) ≤̇ 3 eps f (n) lub2( Āi−1),

lub2( Āi ) ≤̇ (1+ 3 eps f (n)) lub2( Āi−1)(6.5.1.6)

≤̇ (1+ 3 eps f (n))i lub2(A).

Für die Hessenberg-Matrix Ān−2 folgt daher schließlich wegen A = Ā0

(6.5.1.7) Ān−2 = U−1
n−2 · · ·U−1

1 (A + F)U1 · · ·Un−2

mit
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F :=
n−2
∑

i=1

U1U2 · · ·Ui FiU
−1
i · · ·U−1

1 .

Aus (6.5.1.6) folgt somit

lub2(F) ≤̇
n−2
∑

i=1

lub2(Fi )

≤̇ 3 eps f (n) lub2(A)

n−2
∑

i=1

(1+ 3 eps f (n))i−1

oder in erster Näherung

(6.5.1.8) lub2(F) ≤̇ 3(n − 2) f (n) eps lub2(A).

Sofern n f (n) nicht zu groß ist, zeigen (6.5.1.7) und (6.5.1.8), daß die Matrix

Ān−2 zu einer nur leicht abgeänderten Matrix A + F exakt ähnlich ist, daß

also das Verfahren gutartig ist.

6.5.2 Reduktion einer Hermiteschen Matrix auf Tridiagonalgestalt

bzw. Diagonalgestalt: Die Verfahren von Givens und Jacobi

Bei dem Verfahren von Givens (1954), einem Vorläufer des Verfahrens von

Householder, benutzt man zur Konstruktion der Kette

A =: A0 → A1 → · · · → Am, Ai = T−1
i Ai−1Ti ,

unitäre Matrizen Ti = Ωjk der Form (ϕ, ψ reell)

(6.5.2.1) Ωjk =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0
. . .

1

cos ϕ −e−iψ sin ϕ

1
. . .

1

eiψ sin ϕ cos ϕ

1
. . .

0 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

← j

← k

,



6.5 Reduktion von Matrizen auf einfachere Gestalt 33

um eine Hermitesche Matrix A auf Tridiagonalgestalt B = Am zu bringen.

Zur Beschreibung dieser Methode nehmen wir der Einfachheit halber an,

daß A = AH reell ist; in diesem Fall kann ψ = 0 gewählt werden, Ωjk ist

dann orthogonal.

Man beachte, daß sich bei einer Linksmultiplikation A → Ω−1
jk A =

Ω H
jk A nur die Zeilen j und k von A ändern, bei einer Rechtsmultiplikation

A→ AΩjk nur die Spalten j und k. Wir beschreiben nur den ersten Trans-

formationsschritt, der aus zwei Teilschritten besteht,

A = A0 → T−1
1 A0 =: A′0 → A′0T1 = T−1

1 A0T1 =: A1.

Im ersten Teilschritt A0 → A′0 wird die Matrix T1 = Ω23, T−1
1 = Ω H

23

so gewählt [s. Abschnitt (4.9)], daß das Element in Position (3, 1) von

A′0 = Ω H
23 A0 annulliert wird; bei der anschließenden Rechtsmultiplikation

mit Ω23, A′0 → A1 = A′0Ω23, bleibt die Null in Position (3, 1) erhalten (s.

Skizze für eine vierreihige Matrix, sich ändernde Elemente werden mit ∗
bezeichnet)

A0 =

⎡

⎢
⎣

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

⎤

⎥
⎦→ Ω H

23 A0 =

⎡

⎢
⎣

x x x x
∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
x x x x

⎤

⎥
⎦ = A′0

→ A′0Ω23 =

⎡

⎢
⎣

x ∗ 0 x
x ∗ ∗ x
0 ∗ ∗ x
x ∗ ∗ x

⎤

⎥
⎦ =: A1.

Da mit A0 auch A1 Hermitesch ist, wird bei der Transformation A′0 → A1

auch das Element in Position (1, 3) annulliert. Anschließend wird das Ele-

ment in Position (4, 1) mit einer Givensrotation T2 = Ω24 zu Null transfor-

miert usw. Allgemein wählt man als Ti der Reihe nach die Matrizen

Ω23, Ω24, . . . , Ω2n,

Ω34, . . . , Ω3n,
...

Ωn−1,n,

und zwar so, daß durch Ωjk , j = 2, 3, . . . , n − 1, k = j + 1, j + 2,

. . . , n, das Element in Position (k, j − 1) annulliert wird. Ein Vergleich

mit dem Verfahren von Householder ergibt, daß diese Variante des Verfah-

rens von Givens etwa doppelt so viele Operationen benötigt. Aus diesem

Grunde wird das Householder-Verfahren meistens vorgezogen. Es gibt je-

doch modernere Varianten („rationale Givenstransformationen“), die dem

Householder-Verfahren vergleichbar sind.
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Auch das Verfahren von Jacobi benutzt Ähnlichkeitstransformationen

mit den speziellen unitären Matrizen Ωjk (6.5.2.1), doch wird jetzt nicht

mehr eine endliche, mit einer Tridiagonalmatrix abbrechende Folge, sondern

eine unendliche Folge von Matrizen A(i), i = 0, 1, . . . , erzeugt, die gegen

eine Diagonalmatrix

D =

⎡

⎣

λ1 0
. . .

0 λn

⎤

⎦

konvergieren. Dabei sind die λi gerade die Eigenwerte von A. Zur Erläute-

rung des Verfahrens setzen wir wieder der Einfachheit halber voraus, daß

A eine reelle symmetrische Matrix ist. Im Transformationsschritt

A(i) → A(i+1) = Ω H
jk A(i)Ωjk

werden jetzt die Größen c := cos ϕ, s := sin ϕ der Matrix Ωjk , j < k
(6.5.2.1), so bestimmt, daß a′jk = 0 gilt (wir bezeichnen die Elemente von

A(i) mit ars , die von A(i+1) mit a′rs):

A(i+1) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

a′11 . . . a′1 j . . . a′1k . . . a′1n
...

...
...

...

a′j1 . . . a′j j . . . 0 . . . a′jn

...
...

...
...

a′k1 . . . 0 . . . a′kk . . . a′kn

...
...

...
...

a′n1 . . . a′nj . . . a′nk . . . a′nn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Nur die eingerahmten Zeilen ändern sich nach den Formeln

(6.5.2.2)

a′r j = a′jr = car j + sark

a′rk = a′kr = −sar j + cark

}

für r �= j, k,

a′j j = c2aj j + s2akk + 2csajk,

a′jk = a′k j = −cs(aj j − akk)+ (c2 − s2)ajk
!= 0,

a′kk = s2aj j + c2akk − 2csajk .
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Daraus erhält man für den Winkel ϕ die Bestimmungsgleichung

tg 2ϕ = 2cs

c2 − s2
= 2ajk

aj j − akk
, |ϕ| ≤ π

4
.

Mittels trigonometrischer Identitäten kann man daraus die Größen c und s
und mit (6.5.2.2) die a′rs berechnen.

Es ist jedoch ratsam, die folgenden numerisch stabileren Formeln zu

verwenden [s. Rutishauser (1971), dort findet man auch ein ALGOL-

Programm]. Man berechnet zunächst die Größe ϑ := ctg 2ϕ aus

ϑ := aj j − akk

2ajk

und dann t := tg ϕ als die betragskleinste Wurzel der quadratischen Glei-

chung

t2 + 2tϑ − 1 = 0,

t = s(ϑ)

|ϑ | +
√

1+ ϑ2
s(ϑ) :=

{

1 falls ϑ ≥ 0,

−1 sonst,

bzw. t := 1/2ϑ , falls |ϑ | so groß ist, daß bei der Berechnung von ϑ2

Überlauf auftritt. Die Größen c und s erhält man aus

c := 1√
1+ t2

, s := t c.

Schließlich berechnet man die Zahl τ := tg(ϕ/2) aus

τ := s

(1+ c)

und formt mit Hilfe von s, t und τ die Formeln (6.5.2.2) numerisch stabil

um in

a′r j = a′jr := ar j + s · (ark − τ ar j )

a′rk = a′kr := ark − s · (ar j + τ ark)

}

für r �= j, k,

a′j j := aj j + t ajk,

a′jk = a′k j := 0,

a′kk := akk − t ajk .

Zum Beweis der Konvergenz betrachtet man die Summe

S(A(i)) :=
∑

j �=k

∣
∣ajk

∣
∣
2
, S(A(i+1)) =

∑

j �=k

∣
∣a′jk
∣
∣
2
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der Quadrate der Nichtdiagonalelemente von A(i) bzw. A(i+1). Für sie findet

man wegen (6.5.2.2)

0 ≤ S
(

A(i+1)
)

= S
(

A(i)
)

− 2
∣
∣ajk

∣
∣
2

< S
(

A(i)
)

falls ajk �= 0.

Die Folge der nichtnegativen Zahlen S(A(i)) nimmt also monoton ab, ist

also konvergent. Man kann limi→∞ S(A(i)) = 0 zeigen (d.h. die A(i) kon-

vergieren gegen eine Diagonalmatrix), wenn man die Transformationen Ωjk

in geeigneter Reihenfolge ausführt, nämlich zeilenweise,

Ω12, Ω13, . . . , Ω1n,

Ω23, . . . , Ω2n,
...

Ωn−1,n,

und diese Reihenfolge zyklisch wiederholt. Unter diesen Bedingungen kann

sogar die quadratische Konvergenz des Jacobi-Verfahrens bewiesen werden,

wenn A nur einfache Eigenwerte besitzt:

S
(

A(i+N )
)

≤
S
(

A(i)
)2

δ
mit N := n(n − 1)

2
,

δ := min
i �= j

∣
∣λi (A)− λj (A)

∣
∣ > 0.

[Beweis s. Wilkinson (1962), weitere Literatur: Rutishauser (1971), Schwarz,

Rutishauser, Stiefel (1972), Parlett(1980)].

Trotz dieser schnellen Konvergenz und des weiteren Vorzugs, daß man

aus den verwendeten Ωjk leicht zusätzlich ein orthogonales System von Ei-

genvektoren von A erhält, ist es in praktischen Anwendungen, insbesondere

für großes n vorteilhafter, die Matrix A mit dem Householder-Verfahren

[s. Abschnitt 6.5.1] auf eine Tridiagonalmatrix J zu reduzieren und deren

Eigenwerte und Eigenvektoren mit dem QR-Verfahren zu berechnen, weil

dieses Verfahren kubisch konvergent ist. Liegt A bereits als Bandmatrix vor,

so gilt dies erst recht: Beim QR-Verfahren bleibt diese Gestalt erhalten, das

Jacobi-Verfahren jedoch zerstört sie.

Es sei noch erwähnt, daß P. Eberlein ein dem Jacobi-Verfahren ähnliches

Verfahren für nichthermitesche Matrizen entwickelt hat. Ein ALGOL-

Programm für diese Methode und nähere Einzelheiten findet man in Eberlein

(1971).
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6.5.3 Reduktion einer Hermiteschen Matrix auf Tridiagonalgestalt.

Das Verfahren von Lanczos

Schon bei der Herleitung der Frobeniusschen Normalform einer allgemeinen

n × n-Matrix A in 6.3 spielten bereits Krylovsequenzen q , Aq, A2q , . . .

zur Matrix A und einem Startvektor q ∈ C
n eine Rolle. Zu ihnen gehören

gewisse lineare Teilräume des C
n , die sog. Krylovräume

Ki (q, A) := span[q, Aq, . . . , Ai−1q], i ≥ 1, K0(q, A) := {0}.

Ki (q, A) besteht aus allen Vektoren, die von den ersten i Vektoren der Folge

{A jq}j≥0 aufgespannt werden. Mit m (≤ n) bezeichnen wir wie in 6.3 den

größten Index i , für den dim Ki (q, A) = i gilt, also die Vektoren q , . . . ,

Ai−1q noch linear unabhängig sind. Dann ist Amq von den m Vektoren q ,

Aq , . . . , Am−1q linear abhängig, die eine Basis von Km(q, A) bilden, so daß

wegen Amq ∈ Km(q, A) auch gilt AKm(q, A) ⊂ Km(q, A): Der Krylov-

raum Km(q, A) ist A-invariant, und die lineare Abbildung x �→ Φ(x ) := Ax

bildet Km(q, A) in sich ab.

In Abschnitt 6.3 erhielten wir Frobeniusmatrizen (6.3.1), wenn man

die Abbildung Φ bezüglich der Basis q , Aq , . . . , Am−1q von Km(q, A)

beschreibt. Die Idee des Lanczos-Verfahrens [s. Lanczos (1950)] zur Re-

duktion einer Hermiteschen n×n-Matrix A auf Tridiagonalgestalt ist damit

eng verwandt: Hier wird die lineare Abbildung Φ bezüglich einer spezi-

ellen orthonormalen Basis q1, q2, . . . , qm von Km(q, A) beschrieben. Die

qi werden dazu so definiert, daß für alle i = 1, 2, . . . , m die Vektoren

q1, q2, . . . , qi gerade eine orthonormale Basis von Ki (q, A) bilden. Eine

solche Basis kann man zu einer gegebenen Hermiteschen n × n-Matrix

A = AH und einem Startvektor q leicht konstruieren. Um den trivialen Fall

m = 0, K0(q, A) = {0}, auszuschließen, sei der Startvektor q �= 0 und

darüber hinaus normiert, ‖q‖ = 1, wobei ‖.‖ die euklidische Norm in C
n

bezeichne. Dann genügen die qi einer dreigliedrigen Rekursionsformel [vgl.

Satz (3.6.3)]

(6.5.3.1a)
q1 := q, γ1q0 := 0,

Aqi = γiqi−1 + δiqi + γi+1qi+1 für i ≥ 1,

wobei

(6.5.3.1b)

δi := q H
i Aqi ,

γi+1 := ‖ri‖ mit ri := Aqi − δiqi − γiqi−1,

qi+1 := ri/γi+1, falls γi+1 �= 0.



38 6 Eigenwertprobleme

Alle Koeffizienten γi , δi sind reell. Das Verfahren bricht mit dem ersten

Index i =: i0 mit γi+1 = 0 ab, und es gilt dann

i0 = m = max
i

dim Ki (q, A).

Beweis: Wir zeigen (6.5.3.1) durch Induktion nach i . Für i = 1 ist

q1 := q wegen ‖q‖ = 1 eine orthonormale Basis von K1(q, A). Seien nun

für ein j ≥ 1 orthonormale Vektoren q1, . . . , qj gegeben, derart daß für

alle i ≤ j die Formeln (6.5.3.1) und

span[q1, . . . , qi ] = Ki (q, A)

gelten und darüber hinaus für i < j die Vektoren ri �= 0 in (6.5.3.1b) nicht

verschwinden. Wir zeigen zunächst, daß dann die gleichen Behauptungen

auch für j + 1 richtig sind, falls zusätzlich rj �= 0 gilt. In der Tat sind dann

γj+1 �= 0, δj und qj+1durch (6.5.3.1b) wohlbestimmt und es ist ‖qj+1‖ = 1.

Der Vektor qj+1 ist orthogonal zu allen qi mit i ≤ j : Für i = j folgt dies

aus γj+1 �= 0,

Aqj = γjqj−1 + δjqj + γj+1qj+1,

der Definition von δj und der Induktionsvoraussetzung

γj+1q H
j qj+1 = q H

j Aqj − δjq
H
j qj = 0.

Für i = j − 1 gilt zunächst aus dem gleichen Grund und weil A = AH

γj+1q H
j−1qj+1 = q H

j−1 Aqj − γjq
H
j−1qj−1 = (Aqj−1)

H qj − γj .

Wegen Aqj−1 = γj−1qj−2+δj−1qj−1+γjqj , folgt aus der Orthogonalität der

qi für i ≤ j sofort (Aqj−1)
H qj = γ̄j = γj und damit qT

j−1qj+1 = 0. Ähnlich

schließt man für i < j − 1 mit Hilfe von Aqi = γiqi−1 + δiqi + γi+1qi+1:

γj+1q H
i qj+1 = q H

i Aqj = (Aqi )
H qj = 0.

Schließlich ist wegen span[q1, . . . , qi ] = Ki (q, A) ⊂ K j (q, A) für i ≤ j
auch

Aqj ∈ K j+1(q, A),

sodaß wegen (6.5.3.1b)

qj+1 ∈ span[qj−1, qj , Aqj ] ⊂ K j+1(q, A),

und damit span[q1, . . . , qj+1] ⊂ K j+1(q, A) gilt. Da die q1, . . . , qj+1 als

orthonormale Vektoren linear unabhängig sind und dim K j+1(q, A) ≤ j+1,

folgt sofort

K j+1(q, A) = span[q1, . . . , qj+1].
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Dies zeigt auch j + 1 ≤ m = maxi dim Ki (q, A), und damit i0 ≤ m für den

Abbruchindex i0 von (6.5.3.1). Andererseits ist nach Definition i0

Aqi0
∈ span[qi0−1, qi0

] ⊂ span[q1, . . . , qi0
] = Ki0

(q, A).

Wegen

Aqi ∈ span[q1, . . . , qi+1] = Ki+1(q, A) ⊂ Ki0
(q, A) für i < i0

folgt daher AKi0
(q, A) ⊂ Ki0

(q, A). Also ist Ki0
(q, A) ein A-invarianter

Unterraum und es gilt i0 ≥ m, weil Km(q, A) der erste A-invariante

Teilraum unter den Ki (q, A) ist. Damit ist i0 = m gezeigt und (6.5.3.1)

vollständig bewiesen. ⊓⊔
Mit Hilfe der Matrizen

Qi := [q1, . . . , qi ], Ji :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

δ1 γ2 0

γ2 δ2

. . .

. . .
. . . γi

0 γi δi

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

, 1 ≤ i ≤ m,

kann man die Rekursionen (6.5.3.1) als Matrixgleichung schreiben

AQi = Qi Ji + [0, . . . , 0, γi+1qi+1]

(6.5.3.2)

= Qi Ji + γi+1qi+1eT
i , i = 1, 2, . . . , m,

wobei ei ∈ Ri der i-te Achsenvektor ei := [0, . . . , 0, 1]T des R
i ist. Man

bestätigt diese Matrixgleichung sofort durch Vergleich der j-ten Spalten,

j = 1, . . . , i , auf beiden Seiten der Gleichung. Man beachte, daß die

n× i-Matrizen Qi orthonormale Spalten besitzen, QH
i Qi = Ii (:= i-reihige

Einheitsmatrix), und Ji relle symmetrische Tridiagonalmatrizen sind. Für

den Abbruchindex i = m ist Jm irreduzibel (d. h. γi �= 0 für i ≤ m) und

wegen γm+1 = 0 reduziert sich (6.5.3.2) auf die Gleichung (vgl.(6.3.3))

AQm = Qm Jm

mit einer Matrix Qm mit QH
m Qm = Im . Jeder Eigenwert von Jm ist auch

Eigenwert von A, denn aus Jmz = λz, z �= 0 folgt für x := Qmz sofort

x �= 0 und
Ax = AQmz = Qm Jmz = λQmz = λx .

Falls m = n, also das Verfahren nicht vorzeitig mit einem Index m < n
abbricht, ist Qn eine n-reihige unitäre Matrix und die Tridiagonalmatrix

QH
n AQn ist irreduzibel und unitär ähnlich zu A.

Das Verfahren von Lanczos besteht nun darin, zu einem gegebenen

Startvektor q := q1 mit ‖q‖ = 1 die Zahlen γi , δi , i = 1, 2,. . . , m,
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(γ1 := 0) mittels der Rekursionen (6.5.3.1) und damit die Matrix Jm zu

bestimmen. Anschließend kann man mit den Methoden von Abschnitt 6.6

die Eigenwerte und -vektoren von Jm (und damit von A) bestimmen.

Zur Praxis des Verfahrens ist folgendes zu bemerken:

1. Man kann den Rechenaufwand pro Schritt reduzieren, wenn man die

Hilfsvektoren

ui := Aqi − γiqi−1

einführt und berücksichtigt, daß ri = ui − δiqi gilt und daß sich

δi = q H
i Aqi = q H

i ui

wegen q H
i qi−1 = 0 auch mit Hilfe von ui berechnen läßt.

2. Es ist i. allg. nicht nötig, alle Vektoren qi zu speichern. Zur Durch-

führung von (6.5.3.1) benötigt man lediglich zwei Vektoren v, w ∈ C
n ,

wobei zu Beginn des Verfahrens v := q der gegebene Startvektor q mit

‖q‖ = 1 ist. Im folgenden Programm [s. Golub und Van Loan (1983)],

das den Lanczos-Algorithmus für eine Hermitesche n × n-Matrix A = AH

realisiert, bedeuten vk , wk , k = 1, . . . , n, die Komponenten dieser Vektoren.

w := 0; γ1 := 1; i := 1;

1: if γi �= 0 then

begin if i �= 1 then

for k := 1 step 1 until n do

begin t := vk ; vk := wk/γi ; wk := −γi t end;

w := Av + w; δi := vHw; w := w − δiv;

m := i ; i := i + 1; γi :=
√

wHw ;

goto 1;

end;

Pro Schritt i → i + 1 hat man lediglich ca. 5n Multiplikaktionen durch-

zuführen und einmal die Matrix A mit einem Vektor zu multiplizieren. Der

Aufwand ist deshalb besonders gering, wenn A eine dünn besetzte Matrix

ist, so daß das Verfahren mit Vorliebe zur Lösung des Eigenwertproblems

für sehr große dünn besetzte Matrizen A = AH benutzt wird.

3. Theoretisch bricht das Verfahren mit einem Index i = m ≤ n ab,

wenn erstmals γi+1 = 0 ist, doch wird man wegen des Einflusses der Run-

dungsfehler in der Rechenpraxis kaum jemals ein γi+1 = 0 finden. Es ist

aber i.a. nicht nötig, das Verfahren solange fortzusetzen bis γi+1 verschwin-

det, oder auch nur genügend klein wird. Man kann nämlich unter wenig

einschränkenden Bedingungen zeigen, daß für i → ∞ die größten bzw.
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kleinsten Eigenwerte sehr rasch gegen den größten bzw. kleinsten Eigen-

wert von A konvergieren [Kaniel-Paige-Theorie: s. Kaniel (1966), Paige

(1971), Saad (1980)]. Wenn man nur an den extremen Eigenwerten von A
interessiert ist (dies kommt in den Anwendungen sehr oft vor), genügen

deshalb relativ wenige Iterationen des Verfahrens, um die extremen Eigen-

werte von A mit ausreichender Genauigkeit durch die extremen Eigenwerte

einer Matrix Ji mit i ≪ n zu approximieren.

4. Bei exakter Rechnung würde das Lanczos-Verfahren (6.5.3.1) ortho-

gonale Vektoren qi liefern. Unter dem Einfluß von Rundungsfehlern verlie-

ren die tatsächlich berechneten Vektoren q̃i aber rasch ihre Orthogonalität.

Diesen Defekt kann man im Prinzip dadurch beheben, daß man in jedem

Schritt den neu berechneten Vektor q̂i+1 an allen Vektoren q̃i , i ≤ j , reor-

thogonalisiert, d. h. daß man q̂i+1 durch

q̃i+1 := q̂i+1 −
i
∑

j=1

(

q̃ H
j q̂i+1

)

q̃j

ersetzt. Leider ist dies sehr aufwendig, man muß jetzt alle Vektoren q̃i spei-

chern und statt O(n) benötigt man O(i · n) Operationen im i-ten Lanczos-

Schritt. Es gibt jedoch verschiedene Vorschläge und Untersuchungen in

der Literatur [s. etwa Paige (1971), Parlett und Scott (1979), Cullum und

Willoughby (1985) (hier findet man auch Programme)], wie man diesen

Aufwand verringern und trotz der beschriebenen Schwierigkeiten sehr gute

Approximationen für die Eigenwerte von A mittels des Lanczos-Verfahrens

bestimmen kann.

6.5.4 Reduktion auf Hessenberg-Gestalt

Es wurde bereits in Abschnitt 6.5.1 bemerkt, daß man eine gegebene n×n-

Matrix A mittels n − 2 Householdermatrizen Ti ähnlich auf Hessenbergge-

stalt B transformieren kann

A := A0 → A1 → · · · → An−2 = B, Ai = T−1
i Ai−1Ti .

Wir wollen nun einen zweiten Algorithmus dieser Art beschreiben, bei dem

als Transformationsmatrizen Ti Produkte von Permutationsmatrizen

Prs := [e1, . . . , er−1, es, er+1, . . . , es−1, er , es+1, . . . , en],

(hier ist ej der j-te Achsenvektor des R
n) mit PT

rs = Prs = P−1
rs und von

Eliminationsmatrizen der Form
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G j =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
. . .

1

lj+1, j 1
...

. . .

lnj 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, mit |li j | ≤ 1,

benutzt werden, die ebenfalls eine einfache Inverse besitzen [s. (6.5.0.1)].

Eine Linksmultiplikation P−1
rs A von A mit P−1

rs = Prs bewirkt eine

Vertauschung der Zeilen r und s von A, eine Rechtsmultiplikation APrs

eine Vertauschung der Spalten r und s von A. Eine Linksmultiplikation

G−1
j A von A mit G−1

j bewirkt, daß für r = j + 1, j + 2, . . . , n das lr j -

fache der Zeile j von Zeile r der Matrix A abgezogen wird, während eine

Rechtsmultiplikation AG j bewirkt, daß für r = j + 1, . . . , n das lr j -fache

der Spalte r zur Spalte j von A addiert wird.

Das Verfahren geht ähnlich wie bei der Gaußelimination (s. Abschnitt

4.1) und dem Verfahren von Householder (s. 6.5.1) vor: D. h. man erzeugt

ausgehend von A =: A0 eine Reihe von weiteren Matrizen Ai , i = 1,

2,. . . , n−2, deren erste i Spalten bereits Hessenberggestalt haben. Im i-ten

Schritt des Verfahrens, Ai−1 → Ai := T−1
i Ai−1Ti , verwendet man als Ti ein

Produkt der Form Ti = Pi+1,sG i+1 mit einem geeignet gewählten s ≥ i +1.

Er zerfällt in zwei Teilschritte

Ai−1 −→ A′ := Pi+1,s Ai−1 Pi+1,s −→ Ai := G−1
i+1 A′G i+1,

wobei der erste einer Spaltenpivotsuche und der zweite einer Gaußelimi-

nation mit Pivotelement a′i+1,i entspricht, der zur Annullierung der störenden

Elemente unterhalb der Subdiagonalen von Spalte i führt.

Da das Verfahren im Prinzip wie in 6.5.1 verläuft, skizzieren wir nur den ersten

Schritt A = A0 → A1 = T−1
1 AT1, T1 = P2,sG2 für n = 4 (hier bedeuten ∗ wieder

Elemente, die sich geändert haben):
Man bestimmt zunächst (Spaltenpivotsuche) das betragsgrößte Element as,1 der

ersten Spalte von A unterhalb der Diagonalen, s ≥ 2 (in der Skizze ©∗ ) und bringt
es mittels der Permutation P2,s an die Position (2,1):

A = A0 =

⎡

⎢
⎣

x x x x
x x x x
x x x x
©∗ x x x

⎤

⎥
⎦ −→ P24 A0 =

⎡

⎢
⎣

x x x x
©∗ ∗ ∗ ∗
x x x x
∗ ∗ ∗ ∗

⎤

⎥
⎦

−→ A′ = (P24 A0)P24 =

⎡

⎢
⎣

x ∗ x ∗
©∗ ∗ x ∗
x ∗ x ∗
x ∗ x ∗

⎤

⎥
⎦
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Anschließend subtrahiert man geeignete Vielfache der Zeile 2 von den Zeilen j > 2,

um die Elemente unterhalb des Pivotelements zu annullieren, A′ → A′′ := G−1
2 A′,

und berechnet schließlich A1 := A′′G2:

A′ −→ A′′ =

⎡

⎢
⎣

x x x x
©∗ x x x
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗

⎤

⎥
⎦ −→ A1 =

⎡

⎢
⎣

x ∗ x x
©∗ ∗ x x
0 ∗ x x
0 ∗ x x

⎤

⎥
⎦ .

Nach n−2 Schritten dieser Art erhält man als Resultat eine Hessenberg-

Matrix B = An−2.

ALGOL-Programme für diesen Algorithmus findet man in Martin,

Wilkinson (1971), FORTRAN-Programme in Smith et al. (1976).

Die Gutartigkeit dieser Methode kann man auf folgende Weise untersu-

chen: Seien Āi und T̄−1
i diejenigen Matrizen, die man bei Gleitpunktrech-

nung im Laufe des Algorithmus statt der Ai , Ti tatsächlich erhält. Wegen

(6.5.0.1) tritt bei der Berechnung von T̄−1
i aus T̄i kein zusätzlicher Run-

dungsfehler auf,
T̄−1

i = gl
(

T̄−1
i

)

und es ist nach Definition von Āi

(6.5.4.1) Āi = gl
(

T̄−1
i Āi−1T̄i

)

= T̄−1
i Āi−1T̄i + Ri .

Mit den Methoden von Abschnitt 1.3 kann man Schranken für die Fehler-

matrix Ri der folgenden Form herleiten

(6.5.4.2) lub∞
(

Ri
)

≤ f
(

n
)

eps lub∞
(

Āi−1

)

,

wobei f (n) eine gewisse Funktion von n mit f (n) = O(nα), α ≈ 1, ist

[vgl. Übungsaufgabe 13]. Aus (6.5.4.1) folgt schließlich wegen A = Ā0

(6.5.4.3) Ān−2 = T̄−1
n−2 · · · T̄−1

1 (A + F)T̄1 · · · T̄n−2

mit

(6.5.4.4) F =
n−2
∑

i=1

T̄1T̄2 · · · T̄i Ri T̄
−1

i · · · T̄−1
2 T̄−1

1 .

Dies zeigt, daß Ān−2 exakt ähnlich ist zu einer abgeänderten Ausgangsmatrix

A+F . Je kleiner F gegenüber A ist, desto gutartiger ist das Verfahren. Nun

gilt für die Matrizen T̄i wegen (6.5.0.1)

lub∞
(

T̄i
)

≤ 2, lub∞
(

T̄−1
i

)

≤ 2,

so daß in Strenge gilt

(6.5.4.5) lub∞
(

T̄1 · · · T̄i
)

≤ 2i .
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Als Konsequenz hätte man wegen Āi ≈ T̄−1
i · · · T̄−1

1 AT̄1 · · · T̄i , (6.5.4.2)

und (6.5.4.4) die Abschätzungen

lub∞
(

Āi
)

≤̇ Ci lub∞
(

A
)

, Ci := 22i ,

(6.5.4.6)

lub∞
(

F
)

≤ K f
(

n
)

eps lub∞
(

A
)

, K :=
n−2
∑

i=1

24i−2,

mit einem Faktor K = K (n), der mit n rasch anwächst. Glücklicherweise

ist die Schranke (6.5.4.5) in den meisten praktischen Fällen viel zu pessi-

mistisch. Es ist bereits recht unwahrscheinlich, daß gilt

lub∞
(

T̄1 · · · T̄i
)

≥ 2i für i ≥ 2.

In allen diesen Fällen kann man die Konstanten Ci und K in (6.5.4.6) durch

wesentlich kleinere Konstanten ersetzen, was bedeutet, daß in den meisten

Fällen F klein gegenüber A und das Verfahren gutartig ist.

Für nichthermitesche Matrizen benötigt die Householdersche Reduk-

tionsmethode (s. Abschnitt 6.5.1) etwa doppelt so viele Operationen als

das hier beschriebene Verfahren. Da in den meisten Fällen die Gutartigkeit

dieses Verfahrens nicht wesentlich schlechter ist als die des Householder-

Verfahrens, wird es in der Praxis vorgezogen (Tests ergeben sogar, daß das

Householder-Verfahren wegen der größeren Zahl der Rechenoperationen

häufig etwas ungenauere Resultate liefert).

6.6 Methoden zur Bestimmung der Eigenwerte

und Eigenvektoren

In diesem Abschnitt soll zunächst beschrieben werden, wie man einige an

und für sich klassische Verfahren der Nullstellenbestimmung von Polynomen

[s. Abschnitte 5.5, 5.6] benutzen kann, um die Eigenwerte von Hermiteschen

Tridiagonalmatrizen bzw. von Hessenbergmatrizen zu berechnen.

Darüber hinaus werden einige Iterationsverfahren zur Lösung des Ei-

genwertproblems angegeben. Prototyp dieser Verfahren ist die einfache

Vektoriteration, bei der ein bestimmter Eigenwert und ein zugehöriger Ei-

genvektor einer Matrix iterativ berechnet wird. Eine Verfeinerung dieser

Methode ist das Verfahren der inversen Iteration von Wielandt, mit des-

sen Hilfe man alle Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen kann, sofern

genügend gute Näherungswerte für die Eigenwerte bekannt sind. Schließlich

gehören zu diesen iterativen Methoden auch das LR- und das QR-Verfahren
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zur Berechnung aller Eigenwerte. Die beiden letzten Verfahren, insbeson-

dere das QR-Verfahren, sind die besten bekannten Methoden zur Lösung

des Eigenwertproblems.

6.6.1 Berechnung der Eigenwerte einer Hermiteschen

Tridiagonalmatrix

Um die Eigenwerte einer Hermiteschen Tridiagonalmatrix

(6.6.1.1) J =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

δ1 γ̄2 0

γ2 δ2

. . .

. . .
. . . γ̄n

0 γn δn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

, δi = δ̄i ,

zu bestimmen, gibt es neben dem wichtigsten Verfahren, dem QR-Verfahren,

das in Abschnitt 6.6.6 beschrieben wird, zwei naheliegende Methoden, die

nun besprochen werden sollen. Sei o.B.d.A. J eine unzerlegbare (irredu-

zible) Tridiagonalmatrix, d.h. γi �= 0 für alle i . Andernfalls zerfällt J in

unzerlegbare Tridiagonalmatrizen J (i), i = 1, . . . , k,

J =

⎡

⎢
⎢
⎣

J (1) 0

J (2)

. . .

0 J (k)

⎤

⎥
⎥
⎦
;

die Eigenwerte von J sind dann die Eigenwerte der J (i), i = 1, . . . , k. Es

genügt also, unzerlegbare Matrizen J zu betrachten. Das charakteristische

Polynom ϕ(µ) von J kann leicht rekursiv berechnet werden: Mit

pi (µ) := det(Ji − µI ), Ji :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

δ1 γ̄2 0

γ2 δ2

. . .

. . .
. . . γ̄i

0 γi δi

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

,

findet man nämlich durch Entwicklung von det(Ji − µI ) nach der letzten

Spalte die Rekursionsformel

(6.6.1.2)

p0(µ) := 1,

p1(µ) = δ1 − µ,

pi (µ) = (δi − µ)pi−1(µ)− |γi |2 pi−2(µ), i = 2, 3, . . . , n,

ϕ(µ) ≡ pn(µ).
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Da δi und |γi |2 reell sind, bilden die Polynome pi (µ) eine Sturmsche Kette

[s. Satz (5.6.5)], falls |γi |2 �= 0 für i = 2, . . . , n.

Deshalb kann man mit dem in Abschnitt 5.6 beschriebenen Bisektions-

verfahren die Eigenwerte von J bestimmen. Dieses Verfahren ist insbe-

sondere dann zu empfehlen, wenn man nicht alle, sondern nur bestimmte

Eigenwerte von J berechnen will. Darüber hinaus ist es wegen seiner Gutar-

tigkeit zu empfehlen, wenn einige Eigenwerte von J sehr dicht beieinander

liegen [s. Barth, Martin und Wilkinson (1971) für ein ALGOL-Programm].

Da J nur reelle einfache Eigenwerte besitzt, kann man auch mit dem

Newton-Verfahren, etwa in der Variante von Maehly [s. (5.5.13)], die Eigen-

werte von J bestimmen, jedenfalls dann, wenn die Eigenwerte nicht zu eng

benachbart sind. Die für das Newton-Verfahren benötigten Werte pn(λ
( j)),

p′n(λ
( j)) des charakteristischen Polynoms und seiner Ableitung können re-

kursiv berechnet werden: pn(λ
( j)) mittels (6.6.1.2) und p′n(λ

( j)) mittels der

folgenden Formeln, die man durch Differentiation von (6.6.1.2) erhält:

p′0(µ) = 0,

p′1(µ) = −1,

p′i (µ) = −pi−1(µ)+ (δi − µ)p′i−1(µ)− |γi |2 p′i−2(µ), i = 2, . . . , n.

Einen Startwert λ(0) ≥ maxi λi für das Newtonverfahren erhält man aus dem

(6.6.1.3) Satz: Für die Eigenwerte λj der Matrix J (6.6.1.1) gilt
∣
∣λj

∣
∣ ≤ max

1≤i≤n

{

|γi | + |δi | + |γi+1|
}

, γ1 := γn+1 := 0.

Für die Maximumnorm ‖x‖∞ = max |xi | ist nämlich

lub∞(J ) = max
1≤i≤n

{

|γi | + |δi | + γi+1|
}

,

und aus J x = λj x , x �= 0 folgt sofort

|λj | ‖x‖∞ = ‖J x‖∞ ≤ lub∞(J ) · ‖x‖∞, ‖x‖∞ �= 0,

und daher |λj | ≤ lub∞(J ).

6.6.2 Berechnung der Eigenwerte einer Hessenbergmatrix.

Die Methode von Hyman

Neben dem in der Praxis am meisten verwandten QR-Verfahren (s. 6.6.4)

kann man im Prinzip alle Methoden von Kapitel 5 verwenden, um die Null-

stellen des charakteristischen Polynoms p(µ) = det(B −µI ) einer Hessen-

bergmatrix B = (bik) zu bestimmen. Dazu muß man, etwa für die Anwen-

dung des Newton-Verfahrens, die Werte p(µ) und p′(µ) für gegebenes µ

ausrechnen. Hyman hat dazu folgende Methode vorgeschlagen:
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Wir setzen voraus, daß B unzerlegbar (irreduzibel) ist, d. h., daß

bi,i−1 �= 0 für i = 2, . . . , n gilt. Dann kann man für festes µ Zahlen α, x1,

. . . , xn−1, so bestimmen, daß x = (x1, . . . , xn−1, xn), xn := 1, Lösung des

Gleichungssystems
(B − µI )x = αe1

ist, oder ausgeschrieben

(6.6.2.1)

(b11 − µ)x1 + b12x2 + · · · + b1nxn = α,

b21x1 + (b22 − µ)x2 + · · · + b2nxn = 0,

...

bn,n−1xn−1 + (bnn − µ)xn = 0.

Ausgehend von xn = 1 kann man nämlich aus der letzten Gleichung xn−1

bestimmen, aus der vorletzten xn−2, . . . , aus der 2. Gleichung x1 und aus

der 1. Gleichung schließlich α. Natürlich hängen die Zahlen xi und α von

µ ab. Faßt man (6.6.2.1) als Gleichung für x bei gegebenem α auf, so folgt

aus der Cramerschen Regel

1 = xn =
α(−1)n−1 b21b32 . . . bn,n−1

det(B − µI )
,

oder

(6.6.2.2) α = α(µ) =
(−1)n−1

b21b32 . . . bn,n−1

det(B − µI ).

Bis auf eine multiplikative Konstante ist also α = α(µ) mit dem charak-

teristischen Polynom von B identisch. Durch Differentiation nach µ erhält

man aus (6.6.2.1) wegen xn ≡ 1, x ′n ≡ 0 für x ′i := x ′i (µ) die Formeln

(b11 − µ)x ′1 − x1 + b12x ′2 + · · · + b1,n−1x ′n−1 = α′,

b21x ′1 + (b22 − µ)x ′2 − x2 + · · · + b2,n−1x ′n−1 = 0,

...

bn,n−1x ′n−1 − xn = 0,

die man zusammen mit (6.6.2.1) ausgehend von der letzten Gleichung re-

kursiv nach den xi , x ′i , α und schließlich α′ auflösen kann. Man kann so

α = α(µ) und α′(µ) für jedes µ ausrechnen, und so das Newton-Verfahren

anwenden, um die Nullstellen von α(µ), d.h. wegen (6.6.2.2) die Eigenwerte

von B zu berechnen.
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6.6.3 Die einfache Vektoriteration und die inverse Iteration

von Wielandt

Vorläuferaller iterativen Methoden zur Eigenwert- und Eigenvektorbestim-

mung für eine Matrix A ist die einfache Vektoriteration: Ausgehend von

einem beliebigen Startvektor t0 ∈ C
n bildet man die Folge von Vektoren

{ti } mit

ti = Ati−1, i = 1, 2, . . . .

Es ist dann

ti = Ai t0.

Um die Konvergenz dieser Folge zu untersuchen, nehmen wir zunächst an,

daß A eine diagonalisierbare n × n-Matrix mit den Eigenwerten λi ist,

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|.

Wir nehmen zusätzlich an, daß es keinen von λ1 verschiedenen Eigenwert

λj gibt mit |λj | = |λ1|, d.h. es gibt eine Zahl r > 0 mit

λ1 = λ2 = · · · = λr
(6.6.3.1)

|λ1| = · · · = |λr | > |λr+1| ≥ · · · ≥ |λn|.

Als diagonalisierbare Matrix besitzt A n linear unabhängige Eigenvektoren

xi , Axi = λi xi , die eine Basis des C
n bilden. t0 läßt sich daher in der Form

(6.6.3.2) t0 = ρ1x1 + · · · + ρnxn

schreiben. Es folgt für ti die Darstellung

(6.6.3.3) ti = Ai to = ρ1λ
i
1x1 + · · · + ρnλ

i
nxn .

Nehmen wir nun weiter an, daß für t0 gilt

ρ1x1 + · · · + ρr xr �= 0

– dies präzisiert die Forderung, daß t0 „genügend allgemein“ gewählt sei –

so folgt aus (6.6.3.3) und (6.6.3.1)

(6.6.3.4)
1

λi
1

ti = ρ1x1+· · ·+ρr xr+ρr+1

(
λr+1

λ1

)i

xr+1+· · ·+ρn

(
λn

λ1

)i

xn

und daher wegen
∣
∣λj/λ1

∣
∣ < 1 für j ≥ r + 1

(6.6.3.5) lim
i→∞

1

λi
1

ti = ρ1x1 + · · · + ρr xr .
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Normiert man die ti =:
(

τ
(i)
1 , . . . , τ (i)

n

)T
auf irgend eine Weise, setzt man

etwa

zi := ti

τ
(i)
ji

,
∣
∣τ

(i)
ji

∣
∣ = max

s

∣
∣τ (i)

s

∣
∣,

so folgt aus (6.6.3.5)

(6.6.3.6) lim
i→∞

τ
(i+1)
ji

τ
(i)
ji

= λ1, lim
i→∞

zi = α(ρ1x1 + · · · + ρr xr ),

wobei α �= 0 eine Normierungskonstante ist. Unter den angegenbenen Vor-

aussetzungen liefert das Verfahren also sowohl den betragsgrößten Eigen-

wert λ1 von A als auch einen zu λ1 gehörigen Eigenvektor, nämlich den

Vektor z = α(ρ1x1 + · · · + ρr xr ), und wir sagen „die Vektoriteration kon-

vergiert gegen λ1 und einen zugehörigen Eigenvektor“.

Man beachte, daß für r = 1 (λ1 ist einfacher Eigenwert), der Grenz-

vektor z unabhängig von der Wahl von t0 ist (sofern nur ρ1 �= 0 ist). Ist λ1

ein mehrfacher dominanter Eigenwert, r > 1, so hängt der gefundene Eigen-

vektor z von den Verhältnissen ρ1 : ρ2 : . . . : ρr , und damit vom Startvektor

t0 ab. Darüber hinaus sieht man aus (6.6.3.4), daß lineare Konvergenz mit

dem Konvergenzfaktor |λr+1/λ1| vorliegt: Das Verfahren konvergiert umso

besser, je kleiner |λr+1/λ1| ist. Gleichzeitig zeigt der Konvergenzbeweis,

daß allgemein das Verfahren nicht gegen λ1 und einen zu λ1 gehörigen

Eigenvektor, sondern gegen λk und einen Eigenvektor zu λk konvergiert,

sofern in der Zerlegung (6.6.3.2) von t0 gilt

ρ1 = · · · = ρk−1 = 0, ρk �= 0

(und es keinen von λk verschiedenen Eigenwert gleichen Betrages wie λk

gibt). Diese Aussage hat jedoch i.a. nur theoretische Bedeutung, denn selbst

wenn anfangs für t0 exakt ρ1 = 0 gilt, wird infolge des Einflusses von

Rundungsfehlern für das berechnete t̄1 = gl(At0) i.a. gelten

t̄1 = ελ1x1 + ρ̄2λ2x2 + · · · + ρ̄nλnxn

mit einem kleinen ε �= 0, ρ̄i ≈ ρi , i = 2, . . . , n, so daß das Verfahren

schließlich doch gegen λ1 konvergiert.

Sei nun A eine nicht diagonalisierbare Matrix mit eindeutig bestimm-

ten betragsgrößtem Eigenwert λ1 (d.h. aus |λ1| = |λi | folgt λ1 = λi ). Er-

setzt man (6.6.3.2) durch eine Darstellung von t0 als Linearkombination von

Eigen- und Hauptvektoren von A, so kann man auf dieselbe Weise zeigen,

daß für „genügend allgemeines“ t0 die Vektoriteration gegen λ1 und einen

zugehörigen Eigenvektor konvergiert.
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Für die praktische Rechnung ist die einfache Vektoriteration nur bedingt

brauchbar, weil sie schlecht konvergiert, wenn die Beträge der Eigenwerte

nicht genügend gut getrennt sind, und weil sie darüber hinaus nur einen Ei-

genwert und einen zugehörigen Eigenvektor liefert. Diese Nachteile werden

bei der inversen Iteration (auch gebrochene Iteration) von Wielandt vermie-

den. Hier wird vorausgesetzt, daß man bereits einen guten Näherungswert

λ für einen der Eigenwerte λ1, . . . , λn , etwa λj , von A kennt: m. a. W. es

soll gelten

(6.6.3.7) |λj − λ| ≪ |λk − λ| für alle λk �= λj .

Man bildet dann ausgehend von einem „genügend allgemeinen“ Startvektor

t0 ∈ C
n die Vektoren ti , i = 1, 2, . . . , gemäß

(6.6.3.8) (A − λI )ti = ti−1.

Falls λ �= λk , k = 1, . . . , n, existiert (A−λI )−1 und (6.6.3.8) ist äquivalent

mit

ti = (A − λI )−1ti−1,

d. h. mit der gewöhnlichen Vektoriteration mit der Matrix (A − λI )−1, die

die Eigenwerte 1/(λk − λ), k = 1, 2, . . . , n, besitzt. Wegen (6.6.3.7) gilt
∣
∣
∣
∣

1

λj − λ

∣
∣
∣
∣
≫
∣
∣
∣
∣

1

λk − λ

∣
∣
∣
∣

für λk �= λj .

Setzen wir A wieder als diagonalisierbar voraus mit den Eigenvektoren xi ,

so folgt aus t0 = ρ1x1 + · · · + ρnxn (wenn λj einfacher Eigenwert ist)

(6.6.3.9)

ti = (A − λI )−1t0 =
n
∑

k=1

ρk

(λk − λ)i
xk,

(λj − λ)i ti = ρj x j +
∑

k �= j

(
λj − λ

λk − λ

)i

ρkxk,

lim
i→∞

(λj − λ)i ti = ρj x j .

Die Konvergenz wird umso besser sein, je kleiner |λj − λ|/|λk − λ| für

λk �= λj ist, d.h. je besser der Näherungswert λ ist.

Die Beziehungen (6.6.3.9) könnten den Eindruck erwecken, daß ein

Startvektor t0 umso besser für die inverse Iteration geeignet ist, je genauer

er mit dem Eigenvektor x j übereinstimmt, zu dessen Eigenwert λj ein guter

Näherungswert λ gegeben ist. Außerdem scheinen sie nahezulegen, daß bei

der Wahl t0 ≈ x j die „Genauigkeit“ der ti mit wachsendem i gleichmäßig

zunimmt. Dieser Eindruck ist trügerisch und im allgemeinen nur für die



6.6 Methoden zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren 51

gut konditionierten Eigenwerte λj einer Matrix A richtig (s. Abschnitt 6.9),

d.h. die Eigenwerte λj , die sich bei einer kleinen Störung der Matrix A nur

wenig ändern:

λj (A +△A)− λj (A) = O(eps), falls
lub(△A)

lub(A)
= O(eps).

Nach Abschnitt 6.9 sind alle Eigenwerte von symmetrischen Matrizen

A gut konditioniert. Eine schlechte Kondition für λj ist dann zu erwarten,

wenn λj mehrfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A ist und

zu A nichtlineare Elementarteiler gehören, oder, was in der Praxis häufig

vorkommt, wenn λj zu einem kleinen Haufen („cluster“) nur wenig von-

einander verschiedener Eigenwerte gehört, deren Eigenvektoren fast linear

abhängig sind.

Bevor wir die für schlecht konditioniertes λj möglichen Komplikationen

für die inverse Iteration an einem Beispiel studieren, wollen wir präzisieren,

was wir unter einem (im Rahmen der benutzten Maschinengenauigkeit eps)

numerisch akzeptablen Eigenwert λ und einem zugehörigen Eigenvektor

xλ �= 0 einer Matrix A verstehen:

Die Zahl λ heißt numerisch akzeptabler Eigenwert von A, falls es eine

kleine Matrix △A mit

lub(△A)/ lub(A) = O(eps)

gibt, so daß λ exakter Eigenwert von A +△A ist.

Solche numerisch akzeptable Eigenwerte λ werden durch jedes nume-

risch stabile Verfahren zur Eigenwertbestimmung geliefert.

Der Vektor xλ �= 0 heißt numerisch akzeptabler Eigenvektor zu einem

gegebenen Näherungswert λ für einen Eigenwert der Matrix A, falls es eine

kleine Matrix △1 A gibt mit

(6.6.3.10) (A +△1 A − λI )xλ = 0,
lub(△1 A)

lub(A)
= O(eps).

Beispiel 1: Für die Matrix

A =
[

1 1
0 1

]

ist die Zahl λ := 1 + √eps numerisch akzeptabler Eigenwert, denn λ ist exakter
Eigenwert von

A +△A mit △ A :=
[

0 0

eps 0

]

.

Obwohl
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xλ :=
[

1
0

]

exakter Eigenvektor von A ist, ist jedoch im Sinne der obigen Definition xλ kein
numerisch akzeptabler Eigenvektor zur Näherung λ = 1+√eps, denn jede Matrix

△1 A =
[
α β

γ δ

]

mit
(A +△1 A − λI )xλ = 0

hat die Gestalt

△1 A =
[√

eps β

0 δ

]

, β, δ beliebig.

Für alle diese Matrizen gilt lub∞(△1 A) ≥
√

eps≫ O(eps · lub(A)).

Folgende paradoxe Situation ist also möglich: Sei λ0 exakter Eigenwert

einer Matrix, x0 zugehöriger exakter Eigenvektor und λ eine numerisch

akzeptable Näherung von λ0. Dann muß x0 nicht unbedingt numerisch ak-

zeptabler Eigenvektor zur Näherung λ für λ0 sein.

Hat man einen solchen numerisch akzeptablen Eigenwert λ von A, so

versucht man mittels der inversen Iteration lediglich einen zugehörigen nu-

merisch akzeptablen Eigenvektor xλ zu finden. Ein Vektor tj , j ≥ 1, den

man zu einem Startvektor t0 mittels inverser Iteration gefunden hat, kann

als ein solches xλ akzeptiert werden, falls

(6.6.3.11)
‖tj−1‖
‖tj‖

= O(eps) · lub(A).

Denn dann gilt wegen (A − λI )tj = tj−1

(A +△A − λI )tj = 0

mit

△A : = −
tj−1t H

j

t H
j tj

lub2(△A) = ‖tj−1‖2

‖tj‖2

= O(eps lub2(A)).

Es ist nun überraschend, daß es bei schlecht konditionierten Eigenwerten

Iterierte tj geben kann, die numerisch akzeptabel sind, während ihr Nach-

folger tj+1 nicht mehr akzeptabel ist:

Beispiel 2: Die Matrix

A =
[
η 1
η η

]

, η = O(eps), lub∞(A) = 1+ |η|,
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besitzt die Eigenwerte λ1 = η+√η, λ2 = η−√η mit den zugehörigen Eigenvektoren

x1 =
[

1√
η

]

, x2 =
[

1
−√η

]

.

A ist wegen der Kleinheit von η sehr schlecht konditioniert, λ1, λ2 bilden einen
Haufen von Eigenwerten, deren zugehörige Eigenvektoren x1, x2 fast linear abhängig
sind [z. B. besitzt die leicht abgeänderte Matrix

Ã :=
[

0 1
0 0

]

= A +△A,
lub∞(△A)

lub∞(A)
= |2η|

1+ |η| = O(eps),

den Eigenwert λ( Ã) = 0 mit min |λ( Ã) − λi | ≥
√
|η| − |η| ≫ O(eps)]. Die Zahl

λ = 0 ist numerisch akzeptabler Eigenwert von A zum Eigenvektor

xλ =
[

1
0

]

.

Es ist nämlich

(A +△A − 0 · I )xλ = 0 für △ A :=
[−η 0
−η 0

]

,

lub∞(△A)/ lub∞(A) = |η|
1+ |η| ≈ O(eps).

Nimmt man diesen numerisch akzeptablen Eigenvektor xλ als Startvektor t0 für die
inverse Iteration und λ = 0 als näherungsweisen Eigenwert von A, so erhält man
nach dem ersten Schritt

t1 := −1

1− η

[
1
−1

]

.

Der Vektor t1 ist aber nicht mehr wie t0 numerisch akzeptabler Eigenvektor zu
λ = 0, denn jede Matrix △A mit

(A +△A − 0 · I )t1 = 0

hat die Gestalt

△A =
[
α β

γ δ

]

mit α = 1+ β − η, γ = δ.

Für alle diese Matrizen △A ist lub∞(△A) ≥ 1−|η|, es gibt unter ihnen keine kleine
Matrix mit lub∞(△A) ≈ O(eps).

Dagegen liefert jeder Startvektor t0 der Form

t0 =
[
τ

1

]

mit nicht zu großem |τ | als t1 einen numerisch akzeptablen Eigenvektor zu λ = 0.
Z. B. ist für

t0 =
[

1
1

]

der Vektor

t1 =
1

η

[
1
0

]

numerisch akzeptabel, wie eben gezeigt wurde.
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Ähnliche Verhältnisse wie in diesem Beispiel liegen im allgemeinen vor,

wenn zu dem betrachteten Eigenwert nichtlineare Elementarteiler gehören.

Sei etwa λj ein Eigenwert von A, zu dem es Elementarteiler von höchstens k-

tem Grade [k = τj , s. (6.2.11)] gibt. Durch ein numerisch stabiles Verfahren

kann man dann im allgemeinen [s. (6.9.11)] nur einen Näherungswert λ mit

dem Fehler |λ − λj | = O(eps1/k) erhalten [wir setzen hier der Einfachheit

halber lub(A) = 1 voraus].

Sei nun x0, x1, . . . , xk−1 eine Kette von Hauptvektoren (s. Abschnitte

6.2, 6.3) zum Eigenwert λj ,

(A − λj I )xi = xi−1 für i = k − 1, . . . , 0, (x−1 := 0).

Für λ �= λi , i = 1, . . . , n, folgt dann sofort

(A − λI )−1
[

A − λI + (λ− λj )I
]

xi = (A − λI )−1xi−1,

(A − λI )−1xi =
1

λj − λ
xi +

1

λ− λj
(A − λI )−1xi−1,

i = k − 1, . . . , 0,

und daraus durch Induktion

(A − λI )−1xk−1 =
1

λj − λ
xk−1 −

1

(λj − λ)2
xk−2 + · · · ±

1

(λj − λ)k
x0.

Für den Startvektor t0 := xk−1 folgt somit für das zugehörige t1
∥
∥t1
∥
∥ ≈ O

(

(λj − λ)−k
)

= O(1/ eps)

und daher ‖t0‖/‖t1‖ = O(eps), so daß t1 als Eigenvektor von A akzeptabel

ist. Hätte man dagegen als Startvektor t0 := x0 den exakten Eigenvektor

von A genommen, so wäre

t1 =
1

λj − λ
t0

und damit
‖t0‖
‖t1‖

= O
(

eps1/k
)

.

Wegen eps1/k ≫ eps ist t1 nicht numerisch akzeptabler Eigenvektor für den

vorgelegten Näherungswert λ (vgl. Beispiel 1).

Aus diesem Grunde führt man in der Praxis die inverse Iteration nur

noch in sehr rudimentärer Form durch: Nachdem man (numerisch akzepta-

ble) Näherungswerte λ für die exakten Eigenwerte von A mittels eines nume-

risch stabilen Verfahrens berechnet hat, bestimmt man probeweise für einige
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verschiedene Startvektoren t0 die zugehörigen t1 und akzeptiert denjenigen

Vektor t1 als Eigenvektor, für den ‖t0‖/‖t1‖ am besten die Größenordnung

O(eps lub(A)) besitzt.

Da man für den Schritt t0 → t1 ein lineares Gleichungssystem (6.6.3.8)

zu lösen hat, wendet man in der Praxis die inverse Iteration nur für

Tridiagonal- oder Hessenbergmatrizen A an. Um das Gleichungssystem

(6.6.3.8) numerisch stabil zu lösen (A − λI ist fast singulär!), muß man

die Gauß-Elimination unbedingt mit Spaltenpivotsuche durchführen (s. Ab-

schnitt 4.1), d.h. man bestimmt eine Permutationsmatrix P , eine untere Drei-

ecksmatrix L mit li i = 1, |lik | ≤ 1 für k < i , und eine obere Dreiecksmatrix

R, so dass

P(A − λI ) = L R, L =

⎡

⎣

1 0
...

. . .

x . . . 1

⎤

⎦ , R =

⎡

⎣

x . . . x
. . .

...

0 x

⎤

⎦ .

Dann erhält man die Lösung t1 von (6.6.3.8) aus den beiden gestaffelten

Gleichungssystemen

(6.6.3.12)
Lz = Pt0,

Rt1 = z.

Für Tridiagonal- und Hessenbergmatrizen A ist L sehr dünn besetzt: In jeder

Spalte von L sind höchstens 2 Elemente von 0 verschieden. Für Hessenberg-

matrizen A ist R eine obere Dreiecksmatrix und für Tridiagonalmatrizen A
eine Matrix der Form

R =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ ∗ ∗ 0

· · ·
· · ·
· · ∗
· ∗

0 ∗

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

so daß in jedem Fall die Auflösung von (6.6.3.12) nur wenige Operationen

erfordert. Überdies ist wegen (6.6.3.12) ‖z‖ ≈ ‖t0‖. Man kann sich daher die

Arbeit noch weiter vereinfachen, indem man ausgehend von einem Vektor

z nur noch t1 aus Rt1 = z bestimmt und versucht, z durch Probieren so zu

wählen, daß ‖z‖/‖t1‖ möglichst klein wird.

Ein ALGOL-Programm für die Berechnung der Eigenvektoren einer

symmetrischen Tridiagonalmatrix durch inverse Iteration findet sich bei

Peters, Wilkinson (1971a), FORTRAN-Programme in Smith et al. (1976).
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6.6.4 Das LR- und das QR-Verfahren

Das LR-Verfahren von Rutishauser (1958) und das QR-Verfahren von

Francis (1961/62) und Kublanovskaja (1961) sind ebenfalls Iterationsverfah-

ren zur Bestimmung der Eigenwerte einer n× n-Matrix A. Es soll zunächst

das historische frühere LR-Verfahren erklärt werden. Hier bildet man ausge-

hend von A1 := A eine Folge von Matrizen Ai nach folgender Vorschrift:

Man stellt mit Hilfe des Gaußschen Eliminationsverfahrens (s. Abschnitt

4.1) die Matrix Ai als Produkt einer unteren Dreiecksmatrix L i = (ljk) mit

lj j = 1 und einer oberen Dreiecksmatrix Ri dar:

(6.6.4.1) Ai =: L i Ri , L i =

⎡

⎣

1 0
...

. . .

∗ · · · 1

⎤

⎦ , Ri =

⎡

⎣

∗ · · · ∗
. . .

...

0 ∗

⎤

⎦ .

Anschließend bildet man

Ai+1 := Ri L i =: L i+1 Ri+1, i = 1, 2, . . . .

Aus Abschnitt 4.1 wissen wir, daß für eine beliebige Matrix Ai eine solche

Zerlegung Ai = L i Ri nicht immer möglich ist, was die Voraussetzung des

folgenden Satzes erklärt:

(6.6.4.2) Satz: Sofern alle Zerlegungen Ai = L i Ri existieren, gilt

(a) Ai+1 ist ähnlich zu Ai :

Ai+1 = L−1
i Ai L i , i = 1, 2, . . .

(b) Ai+1 = (L1L2 · · · L i )
−1 A1(L1L2 · · · L i ), i = 1, 2, . . .

(c) Die untere Dreiecksmatrix Ti := L1 · · · L i und die obere Dreiecksma-

trix Ui := Ri · · · R1 liefern die LR-Zerlegung von Ai ,

Ai = Ai
1 = TiUi , i = 1, 2, . . . .

Beweis: (a) Wegen Ai = L i Ri hat man

L−1
i Ai L i = Ri L i =: Ai+1.

(b) folgt sofort aus (a). Um (c) zu zeigen, gehen wir aus von

L1 · · · L i Ai+1 = A1L1 · · · L i , i = 1, 2, . . . ,

einer Folge von (b). Es ist also für i = 1, 2, . . .
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TiUi = L1 · · · L i−1(L i Ri )Ri−1 · · · R1

= L1 · · · L i−1 Ai Ri−1 · · · R1

= A1L1 · · · L i−1 Ri−1 · · · R1

= A1Ti−1Ui−1.

Damit ist der Satz bewiesen. ⊓⊔

Man kann zeigen, daß die Matrizen Ai unter bestimmten Bedingungen

gegen eine obere Dreiecksmatrix A∞ konvergieren, deren Diagonalelemente

(A∞)j j = λj gerade die Eigenwerte von A sind, daß man also mit dem LR-

Verfahren die Eigenwerte von A iterativ bestimmen kann. Wir wollen die

Konvergenz jedoch nur für das eng mit dem LR-Verfahren verwandte QR-

Verfahren untersuchen, weil das LR-Verfahren einige Nachteile besitzt: Es

bricht zusammen, wenn eine der Matrizen Ai keine Dreieckszerlegung be-

sitzt, und, selbst wenn die Zerlegung Ai = L i Ri existiert, kann das Problem

L i und Ri aus Ai zu berechnen schlecht konditioniert sein.

Um diese Schwierigkeiten zu vermeiden (und um das Verfahren numerisch
stabil zu halten, s. Abschnitt 4.5), könnte man daran denken, das Verfahren durch
Einführung einer Dreieckszerlegung mit Pivotsuche zu modifizieren:

Pi Ai =: L i Ri , Pi Permutationsmatrix, P−1
i = PT

i ,

Ai+1 : = Ri PT
i L i = L−1

i (Pi Ai PT
i )L i .

Es gibt jedoch Beispiele, bei denen der so modifizierte Prozeß nicht mehr konver-
giert:

A1 =
[

1 3
2 0

]

, λ1 = 3, λ2 = −2,

P1 =
[

0 1
1 0

]

, P1 A1 =
[

2 0
1 3

]

=
[

1 0
1/2 1

] [
2 0
0 3

]

= L1 R1,

A2 = R1 PT
1 L1 =

[
1 2
3 0

]

,

P2 =
[

0 1
1 0

]

, P2 A2 =
[

3 0
1 2

]

=
[

1 0
1/3 1

] [
3 0
0 2

]

= L2 R2,

A3 = R2 PT
2 L2 =

[
1 3
2 0

]

≡ A1.

Das LR-Verfahren ohne Pivotsuche konvergiert hier nach wie vor.

Diese Schwierigkeiten des LR-Verfahrens werden weitgehend im QR-

Algorithmus von Francis (1961/62) vermieden, der eine Weiterentwicklung

des LR-Verfahrens ist. Formal erhält man dieses Verfahren, wenn man (in
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6.6.4.1) die LR-Zerlegungen durch QR-Zerlegungen (s. 4.7) ersetzt. Im QR-

Verfahren werden so ausgehend von der n × n-Matrix A1 := A Matrizen

Qi , Ri , Ai nach folgender Vorschrift gebildet:

(6.6.4.3)
Ai =: Qi Ri , QH

i Qi = I, Ri =

⎡

⎣

∗ · · · ∗
. . .

...

0 ∗

⎤

⎦ ,

Ai+1 : = Ri Qi .

Die Matrizen Ai werden also in das Produkt einer unitären Matrix Qi und ei-

ner oberen Dreiecksmatrix Ri zerlegt. Man beachte, daß eine QR-Zerlegung

für Ai stets existiert und etwa mit den Methoden von Abschnitt 4.7 nume-

risch stabil berechnet werden kann: Man kann n − 1 Householdermatrizen

H (i)
j , j = 1, . . . , n − 1, bestimmen, so daß

H (i)
n−1 · · · H

(i)
1 Ai = Ri

obere Dreiecksgestalt besitzt. Dann ist wegen
(

H (i)
j

)H =
(

H (i)
j

)−1 = H (i)
j

Qi := H (i)
1 · · · H

(i)
n−1,

und Ai+1 ergibt sich zu

Ai+1 = Ri H
(i)
1 · · · H

(i)
n−1.

Man beachte ferner, daß die QR-Zerlegung einer Matrix nicht eindeutig ist:

Ist S eine beliebige unitäre Diagonalmatix, d. h. eine Phasenmatrix der Form

S = diag(eiφ1 , eiφ2 , . . . , eiφn ),

so sind Qi S unitär und SH Ri eine obere Dreiecksmatrix und es gilt

(Qi S)(SH Ri ) = Qi Ri . Analog zu Satz (6.6.4.2) gilt nun

(6.6.4.4) Satz: Die Matrizen Ai , Qi , Ri (6.6.4.3) sowie

Pi := Q1 Q2 · · · Qi , Ui := Ri Ri−1 · · · R1,

haben folgende Eigenschaften:

(a) Ai+1 ist unitär ähnlich zu Ai , Ai+1 = QH
i Ai Qi .

(b) Ai+1 = (Q1 · · · Qi )
H A1(Q1 · · · Qi ) = P H

i A1 Pi .

(c) Ai = PiUi .

Der Beweis wird wie bei Satz (6.6.4.2) geführt und wird dem Leser

überlassen. ⊓⊔
Um die Konvergenzeigenschaften des QR-Verfahrens (s. (6.6.4.12))

plausibel zu machen, wollen wir zeigen, daß sich dieses Verfahren als eine
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natürliche Verallgemeinerung der Vektoriteration und der inversen Iteration

(s. 6.6.3) auffassen läßt: Aus (6.6.4.4) erhält man nämlich wie im Beweis

von (6.6.4.2) die Beziehung (P0 := I )

(6.6.4.5) Pi Ri = APi−1, i ≥ 1.

Partitioniert man die Matrizen Pi und Ri in der folgenden Weise

Pi =
(

Pr
i , P̂ (r)

i

)

, Ri =
[

R(r)
i ∗
0 R̂(r)

i

]

,

wobei P (r)
i eine n × r -Matrix und R(r)

i eine r × r -Matrix ist, so folgt aus

(6.6.4.5)

(6.6.4.6) AP (r)
i−1 = P (r)

i R(r)
i für i ≥ 1, 1 ≤ r ≤ n.

Für die linearen Teilräume P
(r)

i := R
(

P (r)
i

)

=
{

P (r)
i z | z ∈ C

r
}

, die von

den (orthonormalen) Spalten von P (r)
i aufgespannt werden, gilt daher

P
(r)

i ⊃ AP
(r)

i−1 = R
(

P (r)
i R(r)

i

)

für i ≥ 1, 1 ≤ r ≤ n,

wobei Gleichheit herrscht, falls A und damit auch alle Ri , R(r)
i nichtsingulär

sind. Es liegt hier also eine Iteration von Unterräumen vor.

Als Spezialfall r = 1 von (6.6.4.6) erhält man die normale Vektorite-

ration (s. 6.6.3) mit dem Startvektor p0 := e1 = P (1)
0 . Für die Vektoren

pi := P (1)
i gilt nämlich wegen R(1)

i = r (i)
11 und (6.6.4.6) die Rekursion

(6.6.4.7) r (i)
11 pi = Api−1, ‖pi‖ = 1, i ≥ 1.

Die Konvergenz der pi kann man wie in Abschnitt 6.6.3 untersuchen. Wir

nehmen dazu der Einfachheit halber an, daß A diagonalisierbar ist, für die

Eigenwerte λi

|λ1| > |λ2| ≥ · · · |λn|
gilt und daß X = (x1, . . . , xn) = (xik), Y := X−1 = (y1, . . . , yn)

T = (yik)

Matrizen mit

(6.6.4.8a) A = X DY, D =

⎡

⎣

λ1 0
. . .

0 λn

⎤

⎦

sind: xi ist Rechtseigenvektor, yT
i Linkseigenvektor zu λi ,

(6.6.4.8b) Axi = λi xi , yT
i A = λi y

T
i , yT

i xk =
{

1 für i = k,

0 sonst.

Falls in der Zerlegung von e1
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e1 = ρ1x1 + · · · ρnxn, ρi = yT
i e1 = yi1,

ρ1 = y11 �= 0 gilt, konvergiert die Vektoriteration tk := Ake1:

(6.6.4.9) lim
k→∞

1

λk
1

tk = ρ1x1.

Andererseits gilt wegen (6.6.4.7)

Ai e1 = r (1)
11 r (2)

11 · · · r
(i)
11 pi .

Wegen ‖pi‖ = 1 gibt es Phasenfaktoren σk = eiφk , |σk | = 1, mit

lim
i

σi pi = x̂1, lim r (i)
11

σi−1

σi
= λ1, mit x̂1 := x1/‖x1‖.

Die r (i)
11 , pi konvergieren also „im wesentlichen“ (d. h. bis auf einen Pha-

senfaktor) gegen λ1 bzw. x̂1. Nach Abschnitt 6.6.3 wird die Konvergenzge-

schwindigkeit durch den Faktor |λ2/λ1| < 1 bestimmt,

(6.6.4.10)
∥
∥σi pi − x̂1

∥
∥ = O

(∣
∣
∣
∣

λ2

λ1

∣
∣
∣
∣

i)

.

Mit Hilfe von (6.6.4.10) überlegt man sich leicht, daß aus Ai+1 = P H
i APi

(Satz (6.6.4.4), (a)) und der wesentlichen Konvergenz der ersten Spalte von

Pi gegen einen Eigenvektor x̂1 von A zum Eigenwert λ1 auch die Konver-

genz der ersten Spalte Ai e1 von Ai gegen den Vektor λ1e1 = (λ1, 0. . . . , 0)T

folgt, wobei der Fehler ‖Ai e1 − λ1e1‖ = O((|λ2|/|λ1)
i ) umso schneller ge-

gen 0 konvergiert, je kleiner |λ2/λ1| ist. Zum Nachweis der Konvergenz

haben wir die Bedingung ρ1 = y11 �= 0 verwandt. Für das folgende notieren

wir, daß diese Bedingung insbesondere dann erfüllt ist, wenn die Matrix Y
eine Dreieckszerlegung Y = LY RY mit einer unteren Dreiecksmatrix LY

mit (LY )j j = 1 und einer oberen Dreiecksmatrix RY besitzt.

Es wird sich später als besonders wichtig herausstellen, daß das QR-

Verfahren für nichtsinguläres A auch mit der inversen Vektoriteration

(s. 6.6.3) verwandt ist. Aus (6.6.4.5) folgt nämlich wegen P H
i Pi = I sofort

P H
i−1 A−1 = R−1

i P H
i oder

A−H Pi−1 = Pi R
−H
i .

Bezeichnet man jetzt mit P̂ (r)
i die n×(n−r+1)-Matrix, die aus den n−r+1

letzten Spalten von Pi und mit R̂(r)
i die Dreiecksmatrix, die aus den letzten

n − r + 1 Zeilen und Spalten von Ri besteht, sowie mit P̂
(r)

i = R(P̂ (r)
i )

den Teilraum, der von den Spalten von P̂ (r)
i aufgespannt wird, so folgt wie

oben
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A−H P̂ (r)
i−1 = P̂ (r)

i

(

R̂(r)
i

)−H

A−H
P̂

(r)
i−1 = P̂

(r)
i

für i ≥ 1, 1 ≤ r ≤ n,

also eine Vektorraumiteration mit der Matrix A−H = (A−1)H .

Im Spezialfall r = n hat man wieder eine gewöhnliche inverse Iteration

für die letzten Spalten p̂i := P̂ (n)
i der Matrizen Pi vor sich

A−H p̂i−1 = p̂i · ρ̄(i)
nn , ρ(i)

nn := (R−1
i )nn, ‖ p̂i‖2 = 1,

mit dem Startvektor p̂0 = en . Ihre Konvergenz man wie eben und wie

in 6.6.3 untersuchen. Wir nehmen dazu wieder an, daß A diagonalisier-

bar ist und A−H genau einen betragsgrößten Eigenwert besitzt, d. h. daß

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn−1| > |λn| > 0 für die Eigenwerte λj von A
gilt (man beachte, daß die Matrix A−H die Eigenwerte λ̄−1

j hat). Mit x j

bzw. yT
j bezeichnen wir wieder die Rechts- bzw. Linkseigenvektoren von

A zum Eigenwert λj mit (6.6.4.8). Wenn nun der Startvektor p̂0 = en

genügend allgemein ist, werden die Vektoren p̂i „im wesentlichen“ gegen

einen normierten Eigenvektor u von A−H zum Eigenwert λ̄−1
n konvergie-

ren, A−H u = λ̄−1
n u, so daß wegen uH A = λnuH der Vektor uH normierter

Linkseigenvektor von A zum Eigenwert λn ist. Es folgt, daß die letzten

Zeilen eT
n Ai der Matrizen Ai gegen [0, . . . , 0, λn] konvergieren. Dabei wird

die Konvergenzgeschwindigkeit jetzt durch den Quotienten |λn/λn−1| < 1

bestimmt,

(6.6.4.11) ‖eT
n Ai − [0, . . . , 0, λn]‖ = O

(∣
∣
∣
∣

λn

λn−1

∣
∣
∣
∣

i)

,

da A−H die Eigenwerte λ̄−1
j besitzt und nach Voraussetzung

|λ−1
n | > |λ−1

n−1| ≥ · · · ≥ |λ−1
1 |

gilt. Für die formale Konvergenzuntersuchung hat man wegen (6.6.4.8) und

A−H = Y H D−H X H den Startvektor p̂0 = en

en = ρ1 ȳ1 + · · · + ρn ȳn

als Linearkombination der Spalten ȳj von Y H , also der Rechtseigenvektoren

ȳj von A−H zu den Eigenwerten λ̄−1
j zu schreiben, A−H ȳj = λ̄−1

j ȳj . Die

Konvergenz ist sichergestellt, falls ρn �= 0.

Aus I = X H Y H = [x1, . . . , xn]H [ȳ1, . . . ȳn] folgt ρn = x H
n en , so daß

ρn �= 0 ist, falls das Element xnn = eT
n xn = ρ̄n der Matrix X nicht

verschwindet. Letzteres ist der Fall, falls die Matrix Y = LY RY eine

LR-Zerlegung mit (LY )i i = 1 besitzt; denn wegen X = Y−1 gilt dann

X = R−1
Y L−1

Y , so daß xnn = eT
n R−1

Y L−1
Y en �= 0, weil L−1

Y eine untere und R−1
Y
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eine obere Dreiecksmatrix ist. Diese Überlegungen motivieren einen Teil

der Aussagen des folgenden Satzes, der die Konvergenz des QR-Verfahrens

beschreibt, falls alle Eigenwerte verschiedene Beträge haben.

(6.6.4.12) Satz: Die n×n-Matrix A =: A1 erfülle folgende Voraussetzungen:

(1) Die Eigenwerte λi von A seien betragsgemäß verschieden

|λ1| > |λ2| > · · · > |λn|.

(2) Die Matrix Y mit A = X DY , X = Y−1, D = diag(λ1, . . . , λn) =
Jordansche Normalform von A, besitze eine Dreieckszerlegung

Y = LY RY , LY =

⎡

⎣

1 0
...

. . .

x · · · 1

⎤

⎦ , RY =

⎡

⎣

x · · · x
. . .

...

0 x

⎤

⎦ .

Dann haben die Matrizen Ai , Qi , Ri des QR-Verfahrens (6.6.4.3) folgende

Konvergenzeigenschaften: Es gibt Phasenmatrizen

Si = diag(σ
(i)
1 , . . . , σ (i)

n ), |σ (i)
k | = 1,

so daß gilt limi SH
i−1 Qi Si = I sowie

lim
i→∞

SH
i Ri Si−1 = lim

i→∞
SH

i−1 Ai Si−1 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

λ1 x · · · x

λ2

. . .
...

. . . x
0 λn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

.

Insbesondere gilt limi→∞ a(i)
j j = λj , j = 1, . . . , n, für Ai =

(

a(i)
jk

)

.

Beweis (nach Wilkinson (1965)): Wir führen den Beweis unter der

zusätzlichen Annahme λn �= 0 also der Existenz von D−1. Wegen X−1 = Y
folgt dann aus den Voraussetzungen des Satzes

(6.6.4.13)

Ai = X Di Y

= QX RX Di LY RY

= QX RX (Di LY D−i )Di RY ,

wenn QX RX = X die QR-Zerlegung der nichtsingulären Matrix X in eine

unitäre Matrix QX und eine (nichtsinguläre) obere Dreiecksmatrix RX ist.

Nun ist Di LY D−i =:
(

l(i)jk

)

eine untere Dreiecksmatrix mit

l(i)jk =
(

λj

λk

)i

ljk, LY =: (ljk), ljk =
{

1 für j = k,

0 für j < k.

Wegen |λj | < |λk | für j > k folgt limi l(i)jk = 0 für j > k und daher
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Di LY D−i = I + Ei , lim
i→∞

Ei = 0.

Dabei ist die Konvergenz umso schneller, je besser die Eigenwerte von A
betragsmäßig getrennt sind.

Weiter erhält man aus (6.6.4.13)

(6.6.4.14)

Ai = QX RX (I + Ei )Di RY

= QX (I + RX Ei R
−1
X )RX Di RY

= QX (I + Fi )RX Di RY

mit Fi := RX Ei R
−1
X , limi Fi = 0. Wir betrachten die positiv definite Matrix

(I + Fi )
H (I + Fi ) = I + Hi , Hi := F H

i + Fi + F H
i Fi

mit limi Hi = 0, und nutzen aus, daß I + Hi als positiv definite Matrix eine

eindeutig bestimmte Choleskyzerlegung (Satz (4.3.3))

I + Hi = R̃H
i R̃i

besitzt, wobei R̃i eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelemen-

ten ist. Dabei hängt der Choleskyfaktor R̃i stetig von der Matrix I + Hi ab,

wie das Cholesky-Verfahren zeigt. Es folgt daher aus limi Hi = 0 sofort

limi R̃i = I . Ferner ist die Matrix

Q̃i := (I + Fi )R̃−1
i

unitär wegen

Q̃H
i Q̃i = R̃−H

i (I + Fi )
H (I + Fi )R̃−1

i = R̃−H
i (I + Hi )R̃−1

i

= R̃−H
i (R̃H

i R̃i )R̃−1
i = I.

Die Matrix I + Fi besitzt daher die QR-Zerlegung I + Fi = Q̃i R̃i , und es

gilt limi Q̃i = limi (I + Fi )R̃−1
i = I , limi R̃i = I. Damit folgt aus (6.6.4.14)

Ai = (QX Q̃i )(R̃i RX Di RY )

mit einer unitären Matrix QX Q̃i und einer oberen Dreiecksmatrix

R̃i RX Di RY .

Andererseits besitzt wegen Satz (6.6.4.4) (c) die Matrix Ai auch die

QR-Zerlegung

Ai = PiUi , Pi := Q1 · · · Qi , Ui := Ri · · · R1.

Da die QR-Zerlegung von Matrizen nur bis auf eine Umskalierung der Spal-

ten (Zeilen) von Q (bzw. von R) durch Phasenfaktoren σ = eiφ eindeutig

ist, gibt es Phasenmatrizen
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Si = diag(σ
(i)
1 , . . . , σ (i)

n ), |σ (i)
k | = 1,

mit

Pi = QX Q̃i S
H
i , Ui = Si R̃i RX Di RY , i ≥ 1,

und es folgt

lim
i

Pi Si = lim
i

QX Q̃i = QX ,

Qi = P−1
i−1 Pi = Si−1 Q̃H

i−1 Q̃i S
H
i ,

lim
i

SH
i−1 Qi Si = I,

Ri = UiU
−1
i−1 = Si R̃i RX Di RY · R−1

Y D−i+1 R−1
X R̃−1

i−1SH
i−1

= Si R̃i RX DR−1
X R̃−1

i−1SH
i−1,

SH
i Ri Si−1 = R̃i RX DR−1

X R̃−1
i−1, lim

i
SH

i Ri Si−1 = RX DR−1
X ,

und schließlich wegen Ai = Qi Ri

lim
i

SH
i−1 Ai Si−1 = lim

i
SH

i−1 Qi Si S
H
i Ri Si−1 = RX DR−1

X .

Die Matrix RX DR−1
X ist eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonale D,

RX DR−1
X =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

λ1 ∗ · · · ∗
λ2

. . .
...

. . . ∗
0 λn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

.

Damit ist Satz (6.6.4.12) bewiesen. ⊓⊔
Aus dem Beweis folgt, daß unter den Voraussetzungen des Satzes die

(wesentliche) Konvergenz der Qi , Ri und Ai linear und umso besser ist,

je kleiner die „Konvergenzfaktoren“ |λj/λk |, j > k, sind, d.h. je besser

die Eigenwerte von A betragsmäßig getrennt sind. Die Voraussetzungen

lassen sich aber abschwächen. So zeigen bereits die Überlegungen, die zu

den Abschätzungen (6.6.4.10) und (6.6.4.11) führten, daß die ersten Spalten

bzw. letzten Zeilen der Ai auch unter schwächeren Voraussetzugen als der

betragsmäßigen Trennung aller Eigenwerte konvergieren. Diese Bedingung

ist insbesondere in dem praktischen wichtigen Fall verletzt, wenn A eine

reelle Matrix mit einem Paar λr , λr+1 = λ̄r konjugiert komplexer Eigenwerte

ist. Nehmen wir etwa an, daß

|λ1| > · · · > |λr | = |λr+1| > · · · > |λn|
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gilt und die übrigen Voraussetzungen von Satz (6.6.4.12) erfüllt sind, so

kann man für die Matrizen Ai =
(

a(i)
jk

)

noch zeigen

(6.6.4.15) (a) limi a(i)
jk = 0 für alle ( j, k) �= (r + 1, r) mit j > k.

(b) limi a(i)
j j = λj für j �= r , r + 1.

(c) Obwohl die 2× 2-Matrizen
[

a(i)
rr a(i)

r,r+1

a(i)
r+1,r a(i)

r+1,r+1

]

i. a. für i → ∞ divergieren, konvergieren ihre Eigenwerte gegen λr und

λr+1.

Es liegt also Konvergenz der Matrizen Ai an den mit λj und 0 bezeich-

neten Stellen der folgenden Figur vor, während die Eigenwerte der mit ∗
bezeichneten 2× 2-Matrix gegen λr und λr+1 konvergieren

Ai −→
i→∞

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λ1 x · · · x x x x · · · x

0 λ2

. . .
...

. . .
. . . x

...

0 λr−1 x x
...

0 ∗ ∗
...

∗ ∗ x
...

0 λr+2

. . .
...

. . .
. . . x

0 0 λn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Ebenso kann man die Voraussetzung (2) von Satz (6.6.4.12) abschwä-

chen: Wenn z. B. A zwar diagonalisierbar ist, A = X DY , Y = X−1, D =
diag(λ1, . . . , λn), aber die Matrix Y keine Dreieckszerlegung Y = LY RY

besitzt, so konvergiert das QR-Verfahren nach wie vor, nur erscheinen die

Eigenwerte von A in der Diagonale der Grenzmatrix nicht mehr notwendig

dem Betrag nach geordnet.

Für eine eingehende Untersuchung der Konvergenz des QR-Verfah-

rens sei auf folgende Literatur verwiesen: Parlett (1967), Parlett und Poole

(1973), Golub und Van Loan (1983).

6.6.5 Die praktische Durchführung des QR-Verfahrens

Das QR-Verfahren besitzt in seiner ursprünglichen Form (6.6.4.3) noch fol-

gende Nachteile, die es zunächst als wenig attraktiv erscheinen lassen.
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a) Das Verfahren ist sehr aufwendig. Pro Schritt Ai → Ai+1 benötigt

man bei vollbesetzten n × n-Matrizen O(n3) Operationen.

b) Die Konvergenz ist sehr langsam, wenn einige Eigenwerte λj , mit

|λ1| > · · · > |λn|, von A betragsmäßig nur schlecht getrennt sind, |λj/λk | ≈
1 für j > k.

Beide Nachteile lassen sich jedoch beheben.

a) Um den Aufwand des Verfahrens zu vermindern, wendet man das

QR-Verfahren nur auf reduzierte Matrizen A an, nämlich Matrizen von

Hessenbergform oder bei Hermiteschen Matrizen A, auf Hermitesche Tri-

diagonalmatrizen (d. h. Hermitesche Hessenberg-Matrizen). Eine allgemeine

Matrix A hat man daher zunächst mit den in 6.5 beschriebenen Methoden

auf eine dieser Formen zu reduzieren. Dies ist nicht sinnlos, weil diese spe-

ziellen Matrixformen gegenüber der QR-Transformation invariant sind: Ist

Ai eine (ggf. Hermitesche) Hessenbergmatrix, so auch Ai+1. Wegen Satz

(6.6.4.4) (a) ist nämlich Ai+1 = QH
i Ai Qi unitär zu Ai ähnlich, so daß

für eine Hermitesche Matrix Ai auch Ai+1 wieder Hermitesch ist. Für eine

n × n-Hessenberg-Matrix Ai kann man Ai+1 auf die folgende Weise be-

rechnen. Man reduziert zunächst die Subdiagonalelemente von Ai mittels

geeigneter Givensrotationen vom Typ Ω12, . . . , Ωn−1,n der Reihe nach zu 0

(s. 4.9)

Ωn−1,n · · ·Ω23Ω12 Ai = Ri =

⎡

⎣

∗ · · · ∗
. . .

...

0 ∗

⎤

⎦ ,

Ai = Qi Ri , Qi := Ω H
12Ω

H
23 · · ·Ω H

n−1,n,

und berechnet Ai+1 aus

Ai+1 = Ri Qi = RiΩ
H
12Ω

H
23 · · ·Ω H

n−1,n .

Wegen der Struktur der Ωj, j+1 sieht man sofort, daß bei der Rechtsmulti-

plikation mit den Ω H
j, j+1 die obere Dreiecksmatrix Ri in eine Hessenberg-

Matrix Ai+1transformiert wird. Im übrigen kann man Ai+1 aus Ai „in einem

Zug“ berechnen, wenn man die einzelnen Matrixmultiplikationen in der fol-

genden durch die Klammerung angedeuteten Reihenfolge ausführt

Ai+1 =
(

Ωn−1,n · · ·
(

Ω23

(

(Ω12 Ai )Ω
H
12

)
)

Ω H
23 · · ·

)

Ω H
n−1,n .

Man bestätigt leicht, daß man so für eine n × n-Hessenbergmatrix Ai die

Matrix Ai+1 mittels O(n2) Operationen berechnen kann. Im Hermiteschen

Fall, Ai eine Hermitesche Tridiagonalmatrix, benötigt man für den QR-

Schritt Ai → Ai+1 sogar nur O(n) Operationen.
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Wir nehmen deshalb für das folgende an, daß A und damit alle Ai (ggf.

Hermitesche) Hessenbergmatrizen sind. Wir können weiter annehmen, daß

die Hessenbergmatrizen Ai unzerlegbar sind, d. h., daß ihre Subdiagonal-

elemente a(i)
j, j−1, j = 2, . . . , n, von Null verschieden sind: denn sonst hat

die Hessenbergmatrix Ai die Form

Ai =
[

A′i ∗
0 A′′i

]

,

wobei A′i , A′′i Hessenbergmatrizen kleinerer Reihenzahl als n sind. Da die

Eigenwerte von Ai gerade die Eigenwerte von A′i und die von A′′i sind,

genügt es die Eigenwerte der kleineren Matrizen A′i , A′′i zu bestimmen. Das

Eigenwertproblem für Ai ist damit auf kleinere Probleme der gleichen Art

reduziert.

Im Prinzip läuft das QR-Verfahren für Hessenbergmatrizen A dann so

ab, daß man nacheinander die Ai nach (6.6.4.3) berechnet und die Elemente

a(i)
n,n−1 und a(i)

n−1,n−2 der letzten beiden Zeilen von Ai beobachtet, die i.a. (s.

(6.6.4.12), (6.6.4.15)) für i → ∞ gegen 0 konvergieren. Sobald eines von

ihnen genügend klein ist,

min
{

|a(i)
n,n−1|, |a

(i)
n−1,n−2|

}

≤ eps
(

|a(i)
nn | + |a

(i)
n−1,n−1|

)

,

wobei eps etwa die relative Maschinengenauigkeit ist, kann man sofort nu-

merisch akzeptable Näherungen für einige Eigenwerte von Ai angeben.

Ist z. B. |a(i)
n,n−1| klein, dann ist a(i)

nn eine solche Näherung, denn dieses

Element ist exakter Eigenwert der zerfallenden Hessenbergmatrix Ãi , die

man aus Ai erhält, wenn man dort a(i)
n,n−1 durch 0 ersetzt: Ãi stimmt mit

Ai im Rahmen der Rechengenauigkeit überein, ‖ Ãi − Ai‖ ≤ eps ‖Ai‖. Man

setzt dann das QR-Verfahren mit der (n− 1)-reihigen Hessenbergmatrix A′i
fort, die man durch Streichen der letzten Zeile und Spalte von Ai bzw. Ãi

erhält.

Ist dagegen |a(i)
n−1,n−2| klein, so sind die beiden leicht berechenbaren

Eigenwerte der 2× 2-Matrix
[

a(i)
n−1,n−1 a(i)

n−1,n

a(i)
n,n−1 a(i)

nn

]

numerisch akzeptable Näherungen für zwei Eigenwerte von Ai , denn diese

Näherungen sind ebenfalls exakte Eigenwerte einer zerfallenden Hessen-

bergmatirx Ãi nahe bei Ai : Man erhält Ãi , indem man jetzt in Ai das

kleine Element a(i)
n−1,n−2 durch 0 ersetzt. Das QR-Verfahren wird nun mit

der (n − 2)-reihigen Hessenbergmatrix A′i fortgesetzt, die man durch Strei-

chen der beiden letzten Zeilen und Spalten aus Ai erhält.
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Nach (6.6.4.4) erzeugt das QR-Verfahren Matrizen, die untereinander

unitär ähnlich sind. Für unitär ähnliche „fast“ unzerlegbare Hessenbergma-

trizen gilt der folgende interessante Satz, der später für die sog. impliziten

Shifttechniken wichtig sein wird:

(6.6.5.1) Satz: Seien Q = [q1, . . . , qn] und U = [u1, . . . , un] zwei unitäre

Matrizen mit den Spalten qi bzw. ui derart, daß die Matrizen H = (hi, j ) :=
QH AQ und K := U H AU beide Hessenbergmatrizen sind, die vermöge Q
und U einer gemeinsamen Matrix A unitär ähnlich sind. Sei ferner hi,i−1 �=
0 für i ≤ n − 1, u1 = σ1q1, |σ1| = 1. Dann gibt es eine Phasenmatrix

S = diag(σ1, . . . , σn), |σk | = 1, so daß U = QS, K = SH H S.

Mit anderen Worten, wenn Q und U „im wesentlichen“ die gleiche erste

Spalte haben und H fast irreduzibel ist, sind auch die beiden Hessenberg-

matrizen K und H „im wesentlichen“, d.h. bis auf Phasenfaktoren, gleich,

K = SH H S. Insbesondere ist dann auch K fast irreduzibel.

Beweis: Für die unitäre Matrix V = [v1, . . . , vn] := U H Q gilt wegen

H = V H K V
K V = V H.

Ein Vergleich der (i − 1)-ten Spalten ergibt

hi,i−1vi = Kvi−1 −
i−1
∑

j=1

h j,i−1vj , 2 ≤ i ≤ n.

Dies erlaubt die rekursive Berechnung der vi , i ≤ n − 1 aus v1 = U H q1 =
σ1U H u1 = σ1e1 (man beachte hi,i−1 �= 0 für 2 ≤ i ≤ n− 1)) und man sieht

wegen v1 = σ1e1 sofort, daß V = (v1, . . . , vn) eine obere Dreiecksmatrix

ist. Wegen der Unitarität von V , V V H = I muß V H = S eine Phasenmatrix

S sein, und der Satz ist wegen V = U H Q, K = V HV H bewiesen. ⊓⊔

b) Die langsame Konvergenz des QR-Verfahrens läßt sich entscheidend

durch sogenannte Shift-Techniken verbessern. Wir wissen aufgrund der en-

gen Beziehung des QR-Verfahrens zur inversen Iteration (s. (6.6.4.11)), daß

für nichtsinguläres A die letzten Zeilen eT
n Ai der Matrizen Ai unter sehr

allgemeinen Voraussetzungen für i → ∞ gegen λneT
n konvergieren, wenn

A Eigenwerte λi mit

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn−1| > |λn| > 0

besitzt, wobei der Fehler ‖eT
n Ai − λneT

n ‖ = O(|λn/λn−1|i ) umso schneller

gegen 0 konvergiert, je kleiner |λn/λn−1| ist. Es liegt deshalb nahe, die Kon-

vergenz ähnlich wie bei der gebrochenen Iteration von Wielandt (s. 6.6.3)
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dadurch zu beschleunigen, daß man das QR-Verfahren nicht auf die Matrix

A sondern auf die Matrix

Ã := A − k I

anwendet. Den Verschiebungsparameter (Shiftparameter) k wählt man als

einen guten Näherungswert für einen der Eigenwerte von A, so daß nach

einer eventuellen Umordnung der Eigenwerte λj gilt

|λ1 − k| ≥ |λ2 − k| ≥ · · · ≥ |λn−1 − k| ≫ |λn − k| > 0.

Dann wird das Element ã(i)
n,n−1 der Matrix Ãi für i → ∞ sehr viel

rascher gegen 0 konvergieren, nämlich wie

∣
∣
∣
∣

λn − k

λn−1 − k

∣
∣
∣
∣

i

≪ 1.

Man beachte, daß mit A auch Ã = A− k I und alle Ãi Hessenbergmatrizen

sind, deren letzte Zeilen die Form

eT
n Ãi = [0, . . . , 0, ã(i)

n,n−1, ã(i)
nn ]

besitzen. Wählt man allgemeiner in jedem Iterationsschritt einen neuen

Shiftparameter, so erhält man das QR-Verfahren mit Shifts

(6.6.5.2)

A1 : = A,

Ai − ki I =: Qi Ri (QR-Zerlegung),

Ai+1 : = Ri Q I + ki I.

Die Matrizen Ai sind wegen

Ai+1 = QH
i (Ai − ki I )Qi + ki I = QH

i Ai Qi ,

nach wie vor untereinander unitär ähnlich. Darüber hinaus zeigt man wie in

Satz (6.6.4.4) (s. Aufgabe 19)

(6.6.5.3)
Ai+1 = P H

i APi ,

(A − k1 I ) · · · (A − ki I ) = PiUi ,

wobei wieder Pi := Q1 Q2 · · · Qi und Ui := Ri Ri−1 · · · R1 gesetzt ist. Falls

darüber hinaus die Ri nichtsingulär sind, gilt auch

(6.6.5.4)
Ai+1 = Ri Ai R

−1
i

= Ui AU−1
i .
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Ebenso ist Ai+1 mit Ai wieder eine Hesssenbergmatrix. Dieser Sachverhalt

läßt sich aber verschärfen

(6.6.5.5) Satz: Sei Ai eine unzerlegbare n×n-Hessenbergmatrix. Wenn der

Shiftparameter ki kein Eigenwert von Ai ist, ist auch Ai+1 eine unzerlegbare

Hessenbergmatrix. Andernfalls besitzt Ai+1 die Form

Ai+1 =
[

Ãi+1 ∗
0 ki

]

,

wobei Ãi+1 eine (n − 1)-reihige Hessenbergmatrix ist.

Mit anderen Worten, wenn Ai irreduzibel ist, dann ist Ai+1 mindestens

fast irreduzibel (vgl. Satz (6.6.5.1)) in der Regel sogar irreduzibel.

Beweis: Aus (6.6.5.2) folgt

(6.6.5.6) Ri = QH
i (Ai − ki I ).

Falls ki kein Eigenwert von Ai ist, muß Ri nichtsingulär sein, und es folgt

aus (6.6.5.4)

a(i+1)
j+1, j = eT

j+1 Ai+1ej = eT
j+1 Ri Ai R

−1
i ej = r (i)

j+1, j+1a(i)
j+1, j

(

r (i)
j j

)−1 �= 0,

so daß auch Ai+1 nicht zerfällt.

Sei nun ki Eigenwert von Ai , es ist dann Ri singulär. Nun sind die ersten

n − 1 Spalten von Ai − ki I linear unabhängig, weil Ai eine unzerlegbare

Hessenbergmatrix ist, also sind wegen (6.6.5.6) auch die ersten n−1 Spalten

von Ri linear unabhängig. Wegen der Singularität von Ri muß daher die

letzte Zeile von

Ri =
[

R̃i ∗
0 0

]

,

verschwinden und R̃i eine nichtsinguläre (n−1)-reihige obere Dreiecksma-

trix sein. Da wegen

Ai − ki I = Qi Ri = Qi

[

R̃i ∗
0 0

]

mit Ai auch Qi eine unzerlegbare Hessenbergmatrix ist, hat

Ai+1 =
[

R̃i ∗
0 0

]

Qi + ki I =
[

Ãi+1 ∗
0 ki

]

mit einer (n−1)-reihigen unzerlegbaren Hessenbergmatrix Ãi+1 die im Satz

behauptete Struktur. ⊓⊔
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Wir wenden uns nun dem Problem zu, wie man die Shiftparameter

wählen soll. Der Einfachheit halber betrachten wir nur den Fall reeller Ma-

trizen, der für die Praxis am wichtigsten ist, überdies sei A eine unzerlegbare

Hessenbergmatrix. Nach den obigen Überlegungen sollte man als Shiftpa-

rameter möglichst gute Näherungswerte für einen Eigenwert von A wählen,

und es stellt sich die Frage, wie man diese findet. Hier geben die Sätze

(6.6.4.12) und (6.6.4.15) Antwort: Existiert z. B. nur ein betragskleinster Ei-

genwert λn von A, so gilt unter schwachen Voraussetzungen limi a(i)
nn = λn .

Das letzte Diagonalelement a(i)
nn von Ai wird also für genügend großes i ein

guter Näherungswert für λn sein. Es empfiehlt sich daher

(6.6.5.7a) ki := a(i)
nn

zu wählen, sobald die Konvergenz der a(i)
n,n fortgeschritten ist, also etwa

∣
∣
∣
∣
∣
1−

a(i−1)
n,n

a(i)
n,n

∣
∣
∣
∣
∣
≤ η < 1

für ein kleines η gilt (bereits die Wahl η = 1/3 führt zu guten Ergebnissen).

Man kann für Hessenbergmatrizen zeigen, daß bei der Wahl (6.6.5.7a) unter

schwachen Bedingungen
|a(i+1)

n,n−1| ≤ Cε2

gilt, falls |a(i)
n,n−1| ≤ ε und ε genügend klein ist, so daß das QR-Verfahren

lokal quadratisch konvergiert. Man bestätigt dies sofort durch elementare

Rechnung für reelle 2× 2-Matrizen

A =
[

a b
ε 0

]

mit a �= 0, |ε| klein: bei der Wahl des Shiftparameters k1 := an,n = 0 findet

man als QR-Nachfolger von A eine Matrix

Ã =
[

ã b̃
c̃ d̃

]

mit |c̃| = |b|ε2

a2 + ε2
,

so daß in der Tat |c̃| = O(ε2) für kleines |ε| gilt. Das gleiche Beispiel läßt

für den Fall symmetrischer Matrizen, b = ε, wegen

|c̃| = |ε3|
a2 + ε2

sogar lokal kubische Konvergenz erwarten. Dieses Resultat für die Shift-

strategie (6.6.5.7a) wurde von Wilkinson (1965), S. 548 (s. auch Aufgabe 23)

unter gewissen Voraussetzungen allgemein für den Fall Hermitescher Ma-

trizen gezeigt.
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Eine allgemeinere Shiftstrategie, die (6.6.4.12) und (6.6.4.15) berück-

sichtigt, ist die folgende:

(6.6.5.7b) Wähle ki als denjenigen Eigenwert λ der 2 × 2-Matrix

[

a(i)
n−1,n−1 a(i)

n−1,n

a(i)
n,n−1 a(i)

n,n

]

,

für den |a(i)
n,n − λ| am kleinsten ist.

Man beachte, daß diese Strategie die Möglichkeit berücksichtigt, daß

Ai mehrere betragsgleiche Eigenwerte besitzen kann. Es kann aber ki auch

für reelles Ai komplex sein, wenn Ai nichtsymmetrisch ist. Wir betrachten

den nichtsymmetrischen Fall später. Für relle symmetrische Matrizen konnte

Wilkinson (1968) für diese Shiftstrategie sogar die globale Konvergenz zei-

gen:

(6.6.5.8) Satz: Sei A =: A1 eine reelle, unzerlegbare und symmetrische

n × n-Tridiagonalmatrix A. Wendet man die Strategie (6.6.5.7b) in jedem

Iterationsschritt des QR-Verfahrens an, so findet man Matrizen Ai , für die

die Elemente a(i)
n,n−1 und a(i)

n,n für i → ∞ mindestens quadratisch gegen 0

bzw. gegen einen Eigenwert von A konvergieren. Von Ausnahmen abgese-

hen, ist die Konvergenzrate sogar kubisch. ⊓⊔

Numerisches Beispiel: Das Spektrum der Matrix

(6.6.5.9) A =

⎡

⎢
⎢
⎣

12 1
1 9 1

1 6 1
1 3 1

1 0

⎤

⎥
⎥
⎦

liegt symmetrisch zu 6, insbesondere ist also 6 Eigenwert von A. Wir geben im

folgenden für das QR-Verfahren mit Shiftstrategie (6.6.5.7b) die Elemente a(i)
n,n−1,

a(i)
n,n sowie die Shiftparameter ki an.

i a(i)
5,4 a(i)

5,5 ki

1 1 0 −.302 775 637 732100

2 −.454 544 295 10210 − 2 −.316 869 782 391100 −.316 875 874 226100

3 +.106 774 452 09010 − 9 −.316 875 952 616100 −.316 875 952 619100

4 +.918 983 519 41910 − 22 −.316 875 952 617100 = λ5
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Weiterbehandlung der 4× 4-Matrix:

i a(i)
4,3 a(i)

4,4 ki

4 +.143 723 850 633100 +.299 069 135 875101 +.298 389 967 722101

5 −.171 156 231 71210 − 5 +.298 386 369 683101 +.298 386 369 682101

6 −.111 277 687 66310 − 17 +.298 386 369 682101 = λ4

Weiterbehandlung der 3× 3-Matrix:

i a(i)
3,2 a(i)

3,3 ki

6 +.780 088 052 87910 − 1 +.600 201 597 254101 +.600 000 324 468101

7 −.838 854 980 96110 − 7 +.599 999 999 996101 +.599 999 999 995101

8 +.127 181 135 62310 − 19 +.599 999 999 995101 = λ3

Die verbleibende 2× 2-Matrix hat die Eigenwerte

+.901 613 630 314101 = λ2

+.123 168 759 526102 = λ1

Man vergleiche damit das Resultat von 11 QR-Schritten ohne Shift:

k a(12)
k,k−1 a(12)

k,k

1 +.123 165 309 125102

2 +.337 457 586 63710 − 1 +.901 643 819 611101

3 +.114 079 951 42110 − 1 +.600 004 307 566101

4 +.463 086 759 85310 − 3 +.298 386 376 789101

5 −.202 188 244 73310 − 10 −.316 875 952 617100

Dieses Konvergenzverhalten ist zu erwarten, da

a(i)
5,4 = O

(

(λ5/λ4)
i
)

, |λ5/λ4| ≈ 0.1.

Bei der Weiterbehandlung der 4 × 4-Matrix sind sogar 23 Iterationen erforderlich,
um

a(35)
4,3 = +.487 637 464 42510 − 10

zu erreichen!
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Daß die Eigenwerte in dem Beispiel der Größe nach geordnet erschei-

nen, ist Zufall: Bei Verwendung von Shifts ist dies i.a. nicht zu erwarten.

Bei der praktischen Realisierung des QR-Schritts (6.6.5.2) mit Shifts für

symmetrische Tridiagonalmatrizen Ai besteht für großes |ki | die Gefahr des

Genauigkeitsverlusts bei der Subtraktion bzw. Addition von ki I in (6.6.5.2).

Man kann jedoch mit Hilfe von Satz (6.6.5.1) Ai+1 direkt aus Ai berech-

nen, ohne in jedem Schritt die Matrix ki I explizit zu subtrahieren und zu

addieren. Dazu wird ausgenutzt, daß man bei gegebenem Ai und ki die er-

ste Spalte q1 der Matrix Qi := [q1, . . . , qn] allein aus der ersten Spalte von

Ai − ki I berechnen kann: Wir sahen zu Beginn dieses Abschnitts, daß sich

Qi = Ω H
1,2Ω

H
2,3 · · ·Ω H

n−1,n

als Produkt von Givensmatrizen Ωj, j+1 schreiben läßt: Aufgrund der Struk-

tur der Ωj, j+1 gilt Ωj, j+1e1 = e1 für j > 1, so daß q1 wegen q1 = Qi e1 =
Ω H

1,2e1 auch gleich der ersten Spalte von Ω H
1,2 ist. Dabei ist Ω1,2 gerade

die Givensmatrix, die das erste Subdiagonalelement von Ai −ki I annulliert,

zur Bestimmung von Ω1,2 genügt daher die Kenntnis der ersten Spalte von

Ai − ki I . Man berechnet dann die Matrix B = Ω H
1,2 AiΩ1,2 mit der Struktur

B =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x x x 0

x x x
x x x x

x x
. . .

. . .
. . . x

0 x x

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Die Matrix B, die symmetrisch und bis auf die Elemente b1,3 = b3,1 fast

eine Tridiagonalmatrix ist, transformiert man wie in Abschnitt 6.5.1 mit

einer Serie von geeigneten Givensmatrizen des Typs Ω̃2,3, Ω̃3,4, . . . , Ω̃n,n−1

in eine symmetrische Tridiagonalmatrix C , die zu B unitär ähnlich ist:

B → Ω̃ H
2,3 BΩ̃2,3 → · · · → Ω̃ H

n−1,n · · · Ω̃ H
2,3 BΩ̃2,3 · · · Ω̃n−1,n = C.

Ω̃2,3 wird dabei so gewählt, daß das Element b3,1 von B annulliert wird,

wobei i.a. in Ω̃ H
2,3 BΩ̃2,3 ein Element �= 0 an der Position (4, 2) (und (2,4))

erzeugt wird, dieses wird durch passende Wahl von Ω̃3,4 annulliert usw.

Für n = 5 haben die Matrizen B → · · · → C folgende Struktur, wobei 0 frisch
annullierte Elemente und ∗ neue Elemente �= 0 bezeichnen:
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B =

⎡

⎢
⎢
⎣

x x x
x x x
x x x x

x x x
x x

⎤

⎥
⎥
⎦

Ω̃2,3

−−−→

⎡

⎢
⎢
⎣

x x 0
x x x ∗
0 x x x
∗ x x x

x x

⎤

⎥
⎥
⎦

Ω̃3,4

−−−→

⎡

⎢
⎢
⎣

x x
x x x 0

x x x ∗
0 x x x
∗ x x

⎤

⎥
⎥
⎦

Ω̃4,5

−−−→

⎡

⎢
⎢
⎣

x x
x x x

x x x 0
x x x
0 x x

⎤

⎥
⎥
⎦
= C.

Setzt man U := Ω1,2Ω̃2,3 · · · Ω̃n−1,n , so gilt C = U H AiU wegen B =
Ω H

1,2 AiΩ1,2. Die unitäre Matrix U besitzt die gleiche erste Spalte wie die

unitäre Matrix Qi (nämlich q1 = Ω1,2e1), die die Matrix Ai entsprechend

(6.6.5.2) in Ai+1 = QH
i Ai Qi transformiert. Falls Ai irreduzibel ist, ist nach

Satz (6.6.5.5) Ai+1 fast irreduzibel, also müssen nach Satz (6.6.5.1) die

Matrizen C und Ai+1 im wesentlichen gleich sein, Ai+1 = SCSH , S :=
diag(±1, . . . ,±1), U = QS. Da auch im expliziten QR-Schritt (6.6.5.2)

die Matrix Qi nur bis auf eine Umnormierung Qi → Qi S durch eine

beliebige Phasenmatrix S eindeutig ist, haben wir einen neuen Algorithmus

zur Berechnung von Ai+1 mittels C gefunden. Man nennt diese Technik die

implizite Shifttechnik zur Bestimmung von Ai+1.

Ist A eine reelle nichtsymmetrische Matrix, so kann A auch konjugiert

komplexe Eigenwerte besitzen. Bei der Shiftstrategie (6.6.5.7b) erhält man

so u.U. komplexe Shiftparameter ki , wenn die 2 × 2-Matrix in (6.6.5.7b)

zwei konjugiert komplexe Eigenwerte ki und k̄i besitzt. Man kann je-

doch die komplexe Rechnung vermeiden, wenn man je zwei QR-Schritte

Ai → Ai+1 → Ai+2 zusammenfaßt, wobei man im ersten Teilschritt den

Shiftparameter ki nach (6.6.5.7b) bestimmt und im nächsten Schritt den

Shift ki+1 := k̄i wählt. Wie man leicht bestätigt, ist dann für reelles Ai auch

Ai+2wieder reell, selbst wenn Ai+1 komplex ist. Francis (1961/62) hat eine

elegante Methode angegeben (implizite Shifttechnik), wie man ohne kom-

plexe Rechnung die reelle Matrix Ai+2 direkt aus Ai bestimmt, wenn Ai eine

reelle unzerlegbare Hessenbergmatrix ist: Sein Verfahren liefert deshalb für

solche Matrizen A =: A1 unmittelbar die Teilfolge

A = A1 → A3 → A5 → · · ·

der Matrizen des QR-Verfahrens mit Shifts.

Wir wollen hier nur die Grundidee der Techniken von Francis beschrei-

ben, explizite Formeln findet man z. B. in Wilkinson (1965). Wir lassen

der Einfachheit halber den Iterationsindex fort und schreiben A = (aj,k) für

die reelle unzerlegbare Hessenbergmatrix Ai , k für ki sowie Ã für Ai+2.
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Nach (6.6.5.2), (6.6.5.3) gibt es eine unitäre Matrix Q und eine obere Drei-

ecksmatrix R, so daß Ã = QH AQ, (A − k I )(A − k̄ I ) = QR, wobei Ã
wieder eine reelle Hessenbergmatrix ist. Wir versuchen nun, eine reelle

unitäre Matrix U , die im wesentlichen die gleiche erste Spalte wie Q be-

sitzt (Qe1 = ±Ue1), so zu bestimmen, daß U H AU = K ebenfalls eine

Hessenbergmatrix ist. Falls k kein Eigenwert von A ist, zeigen die Sätze

(6.6.5.1) und (6.6.5.5) wieder, daß die Matrix K im wesentlichen gleich Ã
ist, K = SH ÃS für eine Phasenmatrix S.

Man geht dazu folgendermaßen vor: Die Matrix

B := (A − k I )(A − k̄ I ) = A2 − (k + k̄)A + kk̄ I

ist reell, und ihre erste Spalte b = Be1, die sich leicht aus A und k ex-

plizit berechnen läßt, hat die Form b = [x, x, x, 0, . . . , 0]T , weil A eine

Hessenbergmatrix ist. Man bestimmt nun eine (reelle) Householdermatrix

P (s. 4.7), die b in ein Vielfaches von e1 transformiert, Pb = µ1e1. Dabei

hat die erste Spalte von P wegen P2b = b = µ1 Pe1 die gleiche Struktur

wie b, Pe1 = [x, x, x, 0, . . . , 0]T . Andererseits besitzt P wegen B = QR,

B = P2 B = P[µ1e1, ∗, . . . , ∗] bis auf einen Faktor ±1 die gleiche erste

Spalte wie Q. Als nächstes berechnet man die Matrix P H AP = P AP , die

wegen der Struktur von P (es ist Pek = ek für k ≥ 4) und A eine reelle

Matrix folgender Form

P AP =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x · · · · · x
x x ·
∗ x x ·
∗ ∗ x x ·

x x ·
. . .

. . . ·
x x

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

ist und bis auf wenige zusätzliche Subdiagonalelemente in den Positio-

nen (3, 1), (4, 1), (4, 2) wieder eine Hessenbergmatrix ist. Hit Hilfe des

Householder-Verfahrens, das am Ende von Abschnitt 6.5.4 beschrieben

wurde, reduziert man anschließend P AP wieder in eine zu P AP unitär

ähnliche Hessenbergmatrix K :

P AP → T1 P APT1 → · · · → Tn−2 · · · T1 P APT1 · · · Tn−2 =: K .

Zur Transformation benutzt man Householdermatrizen Tk , k = 1, . . . , n−2,

die nach Abschnitt 6.5.1 nur in wenigen Spalten von der Einheitsmatrix

verschieden sind, Tkei = ei für i �∈ {k + 1, k + 2, k + 3}.
Für n = 6 erhält man so eine Folge von Matrizen der Form (0 bedeuten wieder

frisch annullierte Elemente, ∗ neue Elemente �= 0):
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P AP =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x · · · · x
x x ·
x x x ·
x x x x ·

x x ·
x x

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

T1−−→

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x · · · · x
x x ·
0 x x ·
0 x x x ·
∗ ∗ x x ·

x x

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

T2−−→

T2−−→

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x · · · · x
x x ·

x x ·
0 x x ·
0 x x x ·
∗ ∗ x x

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

T3−−→

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x · · · · x
x x ·

x x ·
x x ·
0 x x ·
0 x x x

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

T4−−→

T4−−→

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x · · · · x
x x ·

x x ·
x x ·

x x ·
0 x x

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= K .

Die unitäre Matrix U := PT1 . . . Tn−2 mit U H AU = K besitzt wegen

Tke1 = e1 für alle k die gleiche erste Spalte wie P , Ue1 = PT1 · · · Tn−2e1 =
Pe1, so daß nach Satz (6.6.5.1) K (im wesentlichen) gleich Ã ist.

Für die praktische Durchführung des QR-Verfahrens bemerken wir wei-

ter, daß es nicht nötig ist, die Produktmatrix Pi := Q1 . . . Qi zu berechnen

und zu speichern, wenn man nur die Eigenwerte der Matrix A bestimmen

will. Dies gilt nicht im Hermiteschen Fall, wenn man an orthogonalen Vek-

toren als Näherungen für die Eigenvektoren interessiert ist. Es gilt dann

nämlich

lim
i

P H
i APi = D = diag(λ1, . . . , λn),

so daß für großes i die j-te Spalte p(i)
j = Pi ej , j = 1, . . . , n, eine sehr

gute Näherung an einen Eigenvektor von A zum Eigenwert λj ist: Diese

Näherungsvektoren sind orthogonal zueinander, weil sie Spalten der unitären

Matrix Pi sind. Im nichthermiteschen Fall bestimmt man die Eigenvektoren

besser mit Hilfe der inversen Iteration von Wielandt (s. 6.6.3), wobei man

die exzellenten Näherungen für die Eigenwerte benutzt, die man mittels des

QR-Verfahrens gefunden hat.

Das QR-Verfahren konvergiert außerordentlich schnell, wie auch das

obige Beispiel zeigt: Für symmetrische Matrizen ist es erfahrungsgemäß

ungefähr 4 mal so schnell wie das verbreitete Jacobi-Verfahren, wenn Ei-

genwerte und Eigenvektoren zu berechnen sind, und meist 10 mal so schnell,

wenn man nur die Eigenwerte bestimmen will.
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Es gibt zahlreiche Programme für das QR-Verfahren: ALGOL-Pro-

gramme findet man in Wilkinson und Reinsch (1971) (insbesondere die

Beiträge von Bowdler, Martin, Peters, Reinsch und Wilkinson), FORTRAN-

Programme in Smith et al. (1976).

6.7 Berechnung der singulären Werte einer Matrix

Die singulären Werte (6.4.6) und die singuläre-Werte-Zerlegung (6.4.11)

einer m × n-Matrix A können schnell und numerisch stabil mit einem Ver-

fahren berechnet werden, das von Golub und Reinsch (1971) stammt und

eng mit dem QR-Verfahren verwandt ist. Wir nehmen o.B.d.A. m ≥ n an

(andernfalls ersetze man A durch AH ), die Zerlegung (6.4.11) läßt sich dann

in der Form

(6.7.1)

A = U

[

D
0

]

V H , D := diag(σ1, . . . , σn), σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0,

schreiben, wobei U eine unitäre m×m-Matrix, V eine unitäre n×n-Matrix

und σ1, . . . , σn die singulären Werte von A, d.h. die Eigenwerte von AH A
sind. Im Prinzip könnte man deshalb die singulären Werte durch Lösen

des Eigenwertproblems für die Hermitesche Matrix AH A bestimmen, aber

dieses Vorgehen kann mit einem Verlust an Genauigkeit verbunden sein:

z.B. ist für die Matrix

A :=
[

1 1

ε 0

0 ε

]

, |ε| < √eps, eps = Maschinengenauigkeit,

die Matrix AH A gegeben durch

AH A =
[

1+ ε2 1

1 1+ ε2

]

und A besitzt die singulären Werte σ1(A) =
√

2+ ε2, σ2(A) = |ε|. Bei

Gleitpunktrechnung der Genauigkeit eps erhält man statt AH A die Matrix

gl(AH A) =: B =
[

1 1

1 1

]

mit den Eigenwerten λ̃1 = 2 und λ̃2 = 0; σ2(A) = |ε| stimmt nicht bis auf

Maschinengenauigkeit mit
√

λ̃2 = 0 überein!

Bei dem Verfahren von Golub und Reinsch reduziert man als erstes

in einem Vorbereitungsschritt A unitär auf Bidiagonalform: Mit Hilfe des
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Householderverfahrens (s. Abschnitt 4.7) bestimmt man zunächst eine m ×
m-Householder-Matrix P1, die die Subdiagonalelemente der ersten Spalte

von A annulliert: Man erhält so eine Matrix A′ = P1 A der Form (Skizze

für m = 5, n = 4, sich ändernde Elemente werden mit ∗ bezeichnet):

A =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

→ P1 A = A′ =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Dann bestimmt man wie in 4.7 eine n×n-Househouldermatrix Q1 der Form

Q1 =
[

1 0

0 Q̃1

]

so, daß die Elemente auf den Positionen (1, 3), . . . , (1, n) der ersten Zeile

von A′′ := A′Q1 verschwinden

A′ =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x x x x
0 x x x
0 x x x
0 x x x
0 x x x

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

→ A′Q1 = A′′ =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x ∗ 0 0

0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Allgemein erhält man im ersten Schritt eine Matrix A′′ der Form

A′′ =
[

q1 a1

0 Ã

]

, a1 := [e2, 0, . . . , 0] ∈ C
n−1,

mit einer (m− 1)× (n− 1)-Matrix Ã. Man behandelt nun die Matrix Ã auf

die gleiche Weise wie A usw. und erhält auf diese Weise nach n Redukti-

onsschritten eine m × n-Bidiagonalmatrix J (0) der Form

J (0) =
[

J0

0

]

, J0 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

q(0)
1 e(0)

2 0

q(0)
2

. . .

. . . e(0)
n

0 q(0)
n

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

wobei J (0) = Pn · · · P2 P1 AQ1 Q2 · · · Qn−2 und Pi , Qi gewisse Househol-

dermatrizen sind.

Da Q := Q1 Q2 · · · Qn−2 unitär ist und J (0)H J (0) = J H
0 J0 = QH AH AQ

gilt, besitzen J0 und A die gleichen singulären Werte; ebenso ist mit P :=
P1 P2 · · · Pn die Zerlegung
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A =
(

P ·
[

G 0

0 In−m

])[

D
0

]
(

H H QH
)

die singuläre-Werte-Zerlegung (6.7.1) von A, falls J0 = G DH H die sin-

guläre-Werte-Zerlegung von J0 ist. Es genügt also das Problem für n × n-

Bidiagonalmatrizen J zu behandeln.

Im ersten Schritt wird J von rechts mit einer gewissen Givensreflexion

des Typs T1,2 multipliziert, deren Wahl wir im Augenblick noch offen lassen.

Dabei geht J in eine Matrix J (1) = J T1,2 der folgenden Form über (Skizze

für n = 4):

J =

⎡

⎢
⎢
⎣

x x
x x

x x
x

⎤

⎥
⎥
⎦
→ J T1,2 =

⎡

⎢
⎢
⎣

∗ ∗
©∗ ∗ x

x x
x

⎤

⎥
⎥
⎦
= J (1).

Das dabei erzeugte Subdiagonalelement in Position (2, 1) von J (1) wird

durch Multiplikaktion von links mittels einer passenden Givensreflexion

des Typs S1,2 wieder annulliert. Man erhält so die Matrix J (2) = S1,2 J (1):

J (1) =

⎡

⎢
⎢
⎣

x x
x x x

x x
x

⎤

⎥
⎥
⎦
→ S1,2 J (1) =

⎡

⎢
⎢
⎣

∗ ∗ ©∗
0 ∗ ∗

x x
x

⎤

⎥
⎥
⎦
= J (2).

Das Element in Position (1, 3) von J (2) wird annulliert durch Multiplikation

von rechts mit einer Givensreflektion des Typs T2,3,

J (2) =

⎡

⎢
⎢
⎣

x x x
x x

x x
x

⎤

⎥
⎥
⎦
→ J (2)T2,3 =

⎡

⎢
⎢
⎣

x ∗ 0

∗ ∗
©∗ ∗ x

x

⎤

⎥
⎥
⎦
= J (3).

Das Subdiagonalelement in Position (3, 2) annulliert man durch Linksmul-

tiplikation mit einer Givensreflektion S2,3, wodurch jetzt ein Element in

Position (2, 4) erzeugt wird usw. Alles in allem kann man so zu jeder Gi-

vensreflektion T1,2 eine Folge von weiteren Givensreflektionen Si,i+1, Ti,i+1,

i = 1, 2, . . . , n − 1, angeben so daß die Matrix

Ĵ := Sn−1,n Sn−2,n−1 · · · S1,2 J T1,2T2,3 · · · Tn−1,n

wieder bidiagonal wird. Die Matrizen S := S1,2S2,3 · · · Sn−1,n und T :=
T1,2T2,3 · · · Tn−1,n sind unitär, so daß wegen Ĵ = SH J T die Matrix M̂ :=
Ĵ H Ĵ = T H J H SSH J T = T H MT eine Tridiagonalmatrix ist, die unitär

ähnlich zur Tridiagonalmatrix M := J H J ist.
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Die Wahl von T1,2 war bislang offen. Wir zeigen, daß man T1,2 so

wählen kann, daß M̂ gerade die Matrix wird, die das QR-Verfahren mit

Shift k aus der Tridiagonalmatrix M erzeugt. Wir nehmen o.B.d.A. an, daß

M = J H J unzerlegbar ist, denn sonst kann man das Eigenwertproblem

für M auf das Eigenproblem für kleinere unzerlegbare Tridiagonalmatrizen

reduzieren. Mit einer unitären von k abhängigen Matrix T̃ = T̃ (k) gilt für

das QR-Verfahren (s. (6.6.5.2))

(6.7.2) M − k I =: T̃ R, M̃ := RT̃ + k I, R obere Dreiecksmatrix,

so daß sowohl M̃ = T̃ H MT̃ wie M̂ = T H MT zu M unitär ähnliche Tridia-

gonalmatrizen sind. Damit liegt wieder die Situation der Sätze (6.6.5.5) und

(6.6.5.1) vor, und es wird M̃ „im wesentlichen“ gleich M̂ sein, wenn die

Matrizen T und T̃ = T̃ (k) die gleiche erste Spalte besitzen. Bei passender

Wahl von T1,2 kann man dies aber erreichen:

Wegen Ti,i+1e1 = e1 für i > 1, e1 := [1, 0, . . . , ]T ∈ C
n , ist die erste

Spalte t1 = T e1 von T = T1,2T2,3 · · · Tn−1,n auch die erste Spalte T1,2e1 von

T1,2

t1 = T e1 = T1,2 · · · Tn−1,ne1 = T1,2 · · · Tn−2,n−1e1 = · · · = T1,2e1

und hat die Form t1 = [c, s, 0, . . . , 0]T ∈ R
n , c2 + s2 = 1. Andererseits hat

die Tridiagonalmatrix M − k I wegen M = J H J die Form

(6.7.3) M − k I =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

δ1 γ̄2 0

γ2 δ2

. . .

. . .
. . . γ̄n

0 γn δn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, δ1 = |q1|2 − k, γ2 = ē2q1,

falls

J =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

q1 e2 0

q2

. . .

. . . en

0 qn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Eine unitäre Matrix T̃ mit (6.7.2), T̃ H (M − k I ) = R = obere Dreiecks-

matrix, läßt sich als Produkt von n − 1 Givensreflexionen des Typs T̃i,i+1

(s. 4.9) angeben, die die n− 1 Subdiagonalelemente von M − k I der Reihe

nach annullieren, T̃ = T̃1,2T̃2,3 · · · T̃n−1,n . Dabei besitzt insbesondere T̃1,2

folgende Form
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T̃1,2 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

c̃ s̃ 0

s̃ −c̃
1

. . .

0 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,(6.7.4)

[

c̃
s̃

]

:= α

[

δ1

γ2

]

= α

[

|q1|2 − k
ē2q1

]

, c̃2 + s̃2 = 1,

wobei s̃ �= 0 gilt, wenn M nicht zerfällt.

Die erste Spalte t̃1 von T̃ stimmt mit der ersten Spalte von T̃1,2 überein,

die durch c̃, s̃ (6.7.4) gegeben ist. Da M̃ = T̃ H MT̃ eine Tridiagonalmatrix

ist, folgt aus dem Francis’schen Resultat, daß M̂ mit M̃ im wesentlichen

(bis auf Skalierungsfaktoren) übereinstimmt, falls als erste Spalte t1 von T1,2

(dadurch ist T1,2 bestimmt) gerade die erste Spalte von T̃1,2 gewählt wird

(sofern die Tridiagonalmatrix M unzerlegbar ist).

Dementsprechend besteht ein typischer Schritt J → Ĵ des Verfahrens

von Golub und Reinsch darin, daß man zunächst einen reellen Shiftparame-

ter k bestimmt, etwa mittels einer der Strategien aus Abschnitt (6.6.5), dann

T1,2 := T̃1,2 mit Hilfe der Formeln (6.7.4) wählt, und wie oben beschrieben,

weitere Givensmatrizen Ti,i+1, Si,i+1 so bestimmt, daß

Ĵ = Sn−1,n · · · S2,3S1,2 J T1,2T2,3 · · · Tn−1,n

wieder eine Bidiagonalmatrix wird. Durch diese implizite Berücksichtigung

der Shifts wird insbesondere der Genauigkeitsverlust vermieden, der in

(6.7.2) bei einer expliziten Ausführung der Subtraktion M → M − k I und

der Addition RT̃ → RT̃ + k I für großes k auftreten würde. Die Konver-

genzeigenschaften des Verfahrens sind natürlich die gleichen wie bei dem

QR-Verfahren: insbesondere liegt bei Verwendung geeigneter Shiftstrate-

gien (s. Satz (6.6.5.8)) in der Regel kubische Konvergenz vor.

Ein ALGOL-Programm für dieses Verfahren findet man bei Golub und

Reinsch (1971), FORTRAN-Programme in Garbow et al. (1977).

6.8 Allgemeine Eigenwertprobleme

In den Anwendungen treten häufig Eigenwertprobleme der folgenden Form

auf: Für gegebene n× n-Matrizen A, B bestimme man Zahlen λ, so daß es

einen Vektor x �= 0 gibt mit

(6.8.1) Ax = λBx .
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Für nichtsinguläre Matrizen B ist dies mit dem klassischen Eigenwertpro-

blem

(6.8.2) B−1 Ax = λx

für die Matrix B−1 A äquivalent (ähnliches gilt, falls A−1 existiert). Gewöhn-

lich sind nun in den Anwendungen die Matrizen A und B reell symmetrisch

und B darüber hinaus positiv definit. Obwohl dann i. a. B−1 A nicht symme-

trisch ist, kann man trotzdem (6.8.1) auf ein klassisches Eigenwertproblem

für symmetrische Matrizen reduzieren: Ist etwa

B = LLT

die Cholesky-Zerlegung der positiv definiten Matrix B, so ist L nichtsingulär

und B−1 A ähnlich zu der Matrix G := L−1 A(L−1)T

LT (B−1 A)(LT )−1 = LT (LT )−1L−1 A(L−1)T = L−1 A(L−1)T = G.

Nun ist aber mit A auch die Matrix G symmetrisch. Die Eigenwerte λ von

(6.8.1) sind also die Eigenwerte der symmetrischen Matrix G.

Die Berechnung von G kann man auf folgende Weise vereinfachen:

Man berechnet zunächst

F := A(L−1)T

durch Auflösung von F LT = A, und danach

G = L−1 F

aus der Gleichung LG = F . Wegen der Symmetrie von G genügt es,

die Elemente unterhalb der Diagonale von G zu bestimmen. Dazu ist die

Kenntnis des unteren Dreiecks von F ( fi,k mit k ≤ i) ausreichend. Deshalb

genügt es, nur diese Elemente von F aus der Gleichung F LT = A zu

berechnen.

Zusammen mit der Cholesky-Zerlegung B = LLT , die etwa
1
6
n3 wesentliche Operationen erfordert, kostet die Berechnung von

G = L−1 A(L−1)T aus A, B also etwa 2
3
n3 wesentliche Operationen (Multi-

plikationen).

Für weitere Methoden siehe Martin, Wilkinson (1971) und Peters, Wil-

kinson (1970). Ein Analogon des QR-Verfahrens zur Lösung des allge-

meinen Eigenwertproblems (6.8.1) für beliebige Matrizen A und B ist das

QZ-Verfahren von Moler und Stewart (1973), ALGOL-Programme findet

man in Martin, Wilkinson (1971), FORTRAN-Programme in Garbow et al.

(1977).
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6.9 Eigenwertabschätzungen

Mit Hilfe der in Abschnitt 4.4 entwickelten Begriffe der Vektor- und Ma-

trixnormen wollen wir nun einige einfache Abschätzungen für die Eigen-

werte einer Matrix geben. Dazu sei im folgenden ‖x‖ eine für x ∈ C
n

gegebene Vektornorm und

lub(A) = max
x �=0

‖Ax‖
‖x‖

die zugehörige Matrixnorm. Insbesondere verwenden wir die Maximum-

norm
‖x‖∞ = max

i
|xi |, lub∞(A) = max

i

∑

k

|ai,k |.

Wir unterscheiden zwei Typen von Eigenwertabschätzungen:

(1) Ausschließungssätze,

(2) Einschließungssätze.

Bei Ausschließungssätzen werden Gebiete der komplexen Ebene angegeben,

in denen kein Eigenwert liegt (bzw. in deren Komplement alle Eigenwerte

liegen); bei Einschließungssätzen werden Gebiete angegeben, in denen min-

destens ein Eigenwert liegt.

Ein Ausschließungssatz vom einfachsten Typ ist der

(6.9.1) Satz (Hirsch): Für alle Eigenwerte λ von A gilt

|λ| ≤ lub(A).

Beweis: Ist x Eigenvektor zum Eigenwert λ, so folgt aus

Ax = λx, x �= 0,

die Beziehung

‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ ≤ lub(A) · ‖x‖,
|λ| ≤ lub(A). ⊓⊔

Sind λi die Eigenwerte von A, so nennt man

ρ(A) := max
1≤i≤n

|λi |

den Spektralradius von A. Nach (6.9.1) gilt ρ(A) ≤ lub(A) für jede Vek-

tornorm.

(6.9.2) Satz: (a) Zu jeder Matrix A und jedem ε > 0 existiert eine Vektor-

norm mit
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lub(A) ≤ ρ(A)+ ε.

(b) Gehören zu jedem Eigenwert λ von A mit |λ| = ρ(A) nur lineare

Elementarteiler, so existiert sogar eine Vektornorm mit

lub(A) = ρ(A).

Beweis: (a) Zu A existiert eine nichtsinguläre Matrix T , so daß

T AT−1 = J

die Jordansche Normalform von A ist (s. (6.2.5)), d.h. J besteht aus Dia-

gonalblöcken der Gestalt

Cν(λi ) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λi 1 0

λi
. . .

. . . 1

0 λi

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Durch die Transformation J → D−1
ε J Dε mit der Diagonalmatrix

Dε := diag(1, ε, ε2, . . . , εn−1), ε > 0,

erreicht man, daß die Cν(λi ) übergehen in
⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

λi ε 0

λi
. . .

. . . ε

0 λi

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Daraus folgt sofort

lub∞(D−1
ε J Dε) = lub∞(D−1

ε T AT−1 Dε) ≤ ρ(A)+ ε.

Nun gilt allgemein: Ist S eine nichtsinguläre Matrix, ‖·‖ eine Vektornorm, so

ist auch p(x) := ‖Sx‖ eine Vektornorm und es ist lubp(A) = lub(S AS−1).

Für die Norm p(x) := ‖D−1
ε T x‖∞ folgt daraus

lubp(A) = lub∞(D−1
ε T AT−1 Dε) ≤ ρ(A)+ ε.

(b) Die Eigenwerte λi von A seien wie folgt geordnet

ρ(A) = |λ1| = · · · = |λs | > |λs+1| ≥ · · · ≥ |λn|.

Dann hat nach Voraussetzung für 1 ≤ i ≤ s jedes Jordankästchen Cν(λi ) in

J die Dimension 1, d.h. Cν(λi ) = [λi ]. Wählt man
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ε = ρ(A)− |λs+1|,

so gilt deshalb
lub∞(D−1

ε T AT−1 Dε) = ρ(A).

Für die Norm p(x) := ‖D−1
ε T x‖∞ folgt wie in (a)

lubp(A) = ρ(A). ⊓⊔

Eine bessere Abschätzung als (6.9.1) wird durch folgenden Satz gegeben

[s. Bauer, Fike (1960)]:

(6.9.3) Satz: Ist B eine beliebige n × n-Matrix, so gilt für alle Eigenwerte

λ von A

1 ≤ lub((λI − B)−1(A − B)) ≤ lub((λI − B)−1) · lub(A − B),

es sei denn, daß λ auch Eigenwert von B ist.

Beweis: Ist x Eigenvektor zum Eigenwert λ von A, so folgt aus der

Identität
(A − B)x = (λI − B)x,

wenn λ kein Eigenwert von B ist, sofort

(λI − B)−1(A − B)x = x

und daraus
lub
[

(λI − B)−1(A − B)
]

≥ 1. ⊓⊔
Wählt man insbesondere

B = AD :=

⎡

⎣

a1,1 0
. . .

0 an,n

⎤

⎦ ,

die Diagonale von A, und nimmt man die Maximumnorm, so folgt

lub∞
[

(λI − AD)−1(A − AD)
]

= max
1≤i≤n

1

|λ− ai,i |

n
∑

k=1
k �=i

|ai,k |.

Aus Satz (6.9.3) folgt nun

(6.9.4) Satz (Gerschgorin): Die Vereinigung aller Kreisscheiben

Ki :=
{

µ ∈ C
∣
∣ |µ− ai,i | ≤

n
∑

k=1
k �=i

|ai,k |
}

enthält alle Eigenwerte der n × n-Matrix A = (ai,k).
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Da der Kreis Ki den Mittelpunkt ai,i und den Radius
∑n

k=1,k �=i |ai,k |
besitzt, ist diese Abschätzung umso schärfer, je weniger sich A von einer

Diagonalmatrix unterscheidet.

Beispiel:

A =

⎡

⎣

1 0.1 −0.1

0 2 0.4

−0.2 0 3

⎤

⎦,

K1 = {µ | |µ− 1| ≤ 0.2}
K2 = {µ | |µ− 2| ≤ 0.4}
K3 = {µ | |µ− 3| ≤ 0.2}

K1
K2 K3

40 21 3

Fig. 1. Gerschgorinkreise

Insbesondere kann man den letzten Satz verschärfen:

(6.9.5) Korollar: Ist die Vereinigung M1 =
⋃k

j=1 Ki j von k Kreisen Ki j ,

j = 1, . . . , k, disjunkt von der Vereinigung M2 der übrigen n − k Kreise,

so enthält M1 genau k und M2 genau n − k Eigenwerte von A.

Beweis: Ist A = AD + R, so setze man für t ∈ [0, 1]

At := AD + t R.

Dann ist
A0 = AD, A1 = A.

Die Eigenwerte von At sind stetige Funktionen von t . Wendet man den

Gerschgorinschen Satz auf At an, so findet man, daß für t = 0 genau k
Eigenwerte von A0 in M1 liegen und n − k in M2 (mehrfache Eigenwerte

entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit gezählt). Da für 0 ≤ t ≤ 1

alle Eigenwerte von At ebenfalls in diesen Kreisen liegen müssen, folgt aus

Stetigkeitsgründen, daß auch k Eigenwerte von A1 = A in M1 liegen und

die restlichen n − k in M2. ⊓⊔
Da die Eigenwerte der Matrizen A und AT identisch sind, kann man

(6.9.4), (6.9.5) auf A und auf AT anwenden und damit u.U. mehr Information

über die Lage der Eigenwerte erhalten.
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Häufig kann man die Abschätzungen des Gerschgorinschen Satzes ver-

bessern, wenn man die Matrix A vorher mit Hilfe einer Diagonalmatrix

D = diag(d1, . . . , dn) ähnlich transformiert, A → D−1 AD. Man erhält so

für die Eigenwerte von D−1 AD und damit von A die Kreise

Ki =
{

µ
∣
∣ |µ− ai,i | ≤

n
∑

k=1
k �=i

∣
∣
∣
∣

ai,kdk

di

∣
∣
∣
∣
=: ρi

}

Durch geeignete Wahl von D kann man oft den Radius ρi eines Kreises

erheblich verkleinern (wodurch in der Regel die restlichen Kreise größer

werden), und zwar so, daß der betreffende Kreis Ki disjunkt zu den übrigen

Kreisen K j , j �= i , bleibt. Ki enthält dann genau einen Eigenwert von A.

Beispiel:

A =

⎡

⎣

1 ε ε

ε 2 ε

ε ε 2

⎤

⎦,

K1 = {µ | |µ− 1| ≤ 2ε},
K2 = K3 = {µ | |µ− 2| ≤ 2ε},
0 < ε ≪ 1.

Die Transformation mit D = diag(1, kε, kε), k > 0, ergibt

A′ = D−1 AD =

⎡

⎣

1 kε2 kε2

1/k 2 ε

1/k ε 2

⎤

⎦ .

Für A′ ist

ρ1 = 2kε2, ρ2 = ρ3 =
1

k
+ ε.

Die Kreise K1 und K2 = K3 sind für A′ disjunkt, wenn

ρ1 + ρ2 = 2kε2 + 1

k
+ ε < 1

gilt. Dazu muß offenbar k > 1 sein. Der optimale Wert k̃, für den sich K1 und K2

berühren, ergibt sich aus ρ1 + ρ2 = 1. Man erhält

k̃ = 2

1− ε +
√

(1− ε)2 − 8ε2
= 1+ ε + O(ε2)

und damit
ρ1 = 2k̃ε2 = 2ε2 + O(ε3).

Durch die Transformation A→ A′ kann also der Radius ρ1 von K1 von anfangs 2ε

bis auf etwa 2ε2 verkleinert werden.

Die Abschätzung von Satz (6.9.3) läßt sich auch als Störungssatz auf-

fassen, der angibt, wie weit sich die Eigenwerte von A von den Eigenwerten
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von B entfernen können. Um das zu zeigen, nehmen wir an, daß B norma-

lisierbar ist:

B = PΛB P−1, ΛB = diag(λ1(B), . . . , λn(B)).

Dann folgt, wenn λ kein Eigenwert von B ist,

lub
(

(λI − B)−1
)

= lub
(

(P(λI −ΛB)−1 P−1
)

≤ lub
(

(λI −ΛB)−1
)

lub
(

P
)

lub
(

P−1
)

= max
1≤i≤n

1
∣
∣λ− λi (B)

∣
∣

cond(P)

= 1

min
1≤i≤n

∣
∣λ− λi (B)

∣
∣

cond(P).

Diese Abschätzung ist für alle Normen ‖ · ‖ richtig, für die wie bei der

Maximumnorm und der euklidischen Norm für alle Diagonalmatrizen D =
diag(d1, . . . , dn) gilt

lub(D) = max
1≤i≤n

|di |.

Solche Normen heißen absolut, sie sind auch dadurch gekennzeichnet, daß

für sie ‖ |x | ‖ = ‖x‖ für alle x ∈ C
n gilt [s. Bauer, Stoer, Witzgall (1961)].

Aus (6.9.3) folgt damit [vgl. Bauer, Fike (1960), Householder (1964)]

(6.9.6) Satz: Ist B eine diagonalisierbare n × n-Matrix, B = PΛB P−1,

ΛB = diag(λ1(B), . . . , λn(B)), und A eine beliebige n × n-Matrix, so gibt

es zu jedem Eigenwert λ(A) einen Eigenwert λi (B), so daß gilt

|λ(A)− λi (B)| ≤ cond(P) lub(A − B).

Dabei beziehen sich cond, lub auf eine absolute Norm ‖ · ‖.
Diese Abschätzung besagt, daß für die Störempfindlichkeit der Eigen-

werte einer Matrix B die Kondition

cond(P)

der Matrix P und nicht die der Matrix B maßgeblich ist. Die Spalten von

P sind aber gerade die (Rechts-) Eigenvektoren von B. Für Hermitesche

Matrizen B, allgemeiner für normale Matrizen B, kann P als eine unitäre

Matrix gewählt werden (Satz (6.4.5)). Bezüglich der euklidischen Norm

‖x‖2 gilt daher cond2(P) = 1 und damit der

(6.9.7) Satz: Ist B eine normale n×n-Matrix, A eine beliebige n×n-Matrix,

so gibt es zu jedem Eigenwert λ(A) von A einen Eigenwert λ(B) von B mit
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|λ(A)− λ(B)| ≤ lub2(A − B).

Das Eigenwertproblem für Hermitesche Matrizen ist also in jedem Fall

gut konditioniert.

Die Abschätzungen von (6.9.6), (6.9.7) sind globaler Natur. Wir wollen

nun die Störempfindlichkeit eines bestimmten Eigenwertes λ von A bei

kleinen Störungen A → A + εC , ε → 0, in erster Näherung untersuchen.

Wir beschränken uns auf den Fall, daß der Eigenwert λ einfache Nullstelle

des charakteristischen Polynoms von A ist. Zu λ gehören dann bis auf

Vielfache eindeutig bestimmte Rechts- und Linkseigenvektoren x bzw. yH :

Ax = λx, yH A = λyH , x �= 0, y �= 0.

Für sie gilt yH x �= 0, wie man mit Hilfe der Jordanschen Normalform von

A, die nur einen Jordanblock zum Eigenwert λ enthält, der zudem 1-reihig

ist, leicht zeigen kann.

(6.9.8) Satz: Sei λ eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms

der n×n-Matrix A, x und yH ein zugehöriger Rechts- bzw. Linkseigenvektor

von A
Ax = λx, yH A = λyH , x, y �= 0,

und C eine beliebige n × n-Matrix. Dann gibt es eine für genügend kleines

ε, |ε| ≤ ε0, ε0 > 0, analytische Funktion λ(ε), so daß

λ(0) = λ, λ′(0) = yH Cx

yH x

gilt und λ(ε) einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A+εC
ist. In erster Näherung hat man also

λ(ε)
.= λ+ ε

yH Cx

yH x
.

Beweis: Das charakteristische Polynom der Matrix A + εC

ϕε(µ) = det(A + εC − µI )

ist eine analytische Funktion von ε und µ. Sei K eine Kreisscheibe

K =
{

µ
∣
∣ |µ− λ| ≤ r

}

, r > 0,

die außer λ keinen weiteren Eigenwert von A enthält. Es ist dann

inf
µ∈S

∣
∣ϕ0(µ)

∣
∣ =: m > 0, mit S := {µ | |µ− λ| = r}.

Da ϕε(µ) stetig von ε abhängt, gibt es ein ε0 > 0, so daß auch

(6.9.9) inf
µ∈S

∣
∣ϕε(µ)

∣
∣ > 0 für alle |ε| ≤ ε0
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gilt. Nach einem bekannten Satz der Funktionentheorie gibt

ν(ε) := 1

2π i

∮

S

ϕ′ε(µ)

ϕε(µ)
dµ

die Zahl der Nullstellen von ϕε(µ) in K an. Wegen (6.9.9) ist ν(ε) für |ε| ≤
ε0 stetig, also ist 1 = ν(0) = ν(ε) für |ε| ≤ ε0 wegen der Ganzzahligkeit

von ν. Für diese einfache Nullstelle λ(ε) von ϕε(µ) in K gilt nach einem

weiteren funktionentheoretischen Satz die Darstellung

(6.9.10) λ(ε) = 1

2π i

∮

S

µϕ′ε(µ)

ϕε(µ)
dµ.

Für |ε| ≤ ε0 ist der Integrand von (6.9.10) eine analytische Funktion von ε,

also auch λ(ε) nach einem bekannten Satz über die Vertauschbarkeit von

Differentiation und Integration. Zum einfachen Eigenwert λ(ε) von A+ εC
können Rechts- und Linkseigenvektoren x(ε) und y(ε)H

(A + εC)x(ε) = λ(ε)x(ε), y(ε)H (A + εC) = λ(ε)y(ε)H

so gewählt werden, daß x(ε) und y(ε)H für |ε| ≤ ε0 analytische Funktionen

von ε sind. Man setze etwa x(ε) = (ξ1(ε), . . . , ξn(ε))
T mit

ξi (ε) = (−1)i det(B1,i ),

wobei B1,i diejenige (n−1)-reihige Matrix ist, die man durch Streichen von

Zeile 1 und Spalte i aus der Matrix A + εC − λ(ε)I erhält. Aus
(

A + εC − λ(ε) I
)

x(ε) = 0

erhält man durch Differentiation nach ε für ε = 0
(

C − λ′(0) I
)

x(0)+
(

A − λ(0) I
)

x ′(0) = 0

und daraus, wegen y(0)H (A − λ(0) I ) = 0,

y(0)H
(

C − λ′(0) I
)

x(0) = 0,

also wegen y(0)H x(0) �= 0

λ′(0) = yH Cx

yH x
, y = y(0), x = x(0),

was zu zeigen war. ⊓⊔
Bezeichnet man für die euklidische Norm ‖ · ‖2 mit

cos(x, y) := yH x

‖x‖2 ‖y‖2
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den Kosinus des Winkels zwischen x und y, so folgt aus dem letzten Resultat

die Abschätzung

∣
∣λ′(0)

∣
∣ = |yH Cx |
‖y‖2 ‖x‖2 | cos(x, y)| ≤

lub2(C)

| cos(x, y)| .

Die Empfindlichkeit von λ wird also umso größer sein, je kleiner | cos(x, y)|
ist. Für Hermitesche Matrizen ist (bis auf Vielfache) stets x = y, und daher

| cos(x, y)| = 1: Dies steht im Einklang mit Satz (6.9.7), nach dem die

Eigenwerte Hermitescher Matrizen relativ störunempfindlich sind.

Dieser Satz besagt, daß ein Eigenwert λ von A, der nur einfache Null-

stelle des charakteristischen Polynoms ist, in dem Sinne unempfindlich ge-

gen Störungen A → A + εC ist, als es für den entsprechenden Eigenwert

λ(ε) von A + εC eine Konstante K und ein ε0 > 0 gibt mit
∣
∣λ(ε)− λ

∣
∣ ≤ K |ε| für |ε| ≤ ε0.

Für schlecht konditionierte Eigenwerte λ, d.h. falls die zugehörigen Links-

und Rechseigenvektoren fast orthogonal sind, ist K jedoch sehr groß.

Diese Aussage bleibt noch richtig, falls der Eigenwert λ zwar mehrfache

Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A ist, aber nur lineare Ele-

mentarteiler zu λ gehören. Falls jedoch nichtlineare Elementarteiler zu λ

gehören, wird diese Aussage falsch. Man kann für diesen Fall folgendes

zeigen [vgl. Aufgabe 29]:

Seien (µ − λ)ν1 , (µ − λ)ν2 , . . . , (µ − λ)νρ , ν1 ≥ ν2 ≥ · · · ≥ νρ ,

die zum Eigenwert λ von A gehörigen Elementarteiler. Dann besitzt die

Matrix A + εC für genügend kleines ε Eigenwerte λi (ε), i = 1, . . . , σ ,

σ := ν1 + · · · + νρ , für die mit einer Konstanten K gilt

(6.9.11)
∣
∣λi (ε)− λ

∣
∣ ≤ K |ε|1/ν1 für i = 1, . . . , σ, |ε| ≤ ε0.

Dies hat folgende numerische Konsequenz: Wendet man für die praktische

Berechnung der Eigenwerte einer Matrix A (mit lub(A) = 1) ein gutarti-

ges Verfahren an, so lassen sich die verfahrensbedingten Rundungsfehler

so interpretieren, als habe man statt mit A mit einer abgeänderten Aus-

gangsmatrix A + △A, lub(△A) = O(eps), exakt gerechnet. Gehören zum

Eigenwert λi von A nur lineare Elementarteiler, so stimmt der berechnete

Näherungswert λ̃i für λi bis auf einen Fehler der Ordnung eps mit λi überein.

Gehören dagegen zu λi Elementarteiler höchstens ν-ten Grades, muß man

mit einem Fehler der Größenordnung eps1/ν für λ̃i rechnen.

Zur Herleitung eines typischen Einschließungssatzes beschränken wir

uns auf den Fall der euklidischen Norm

‖x‖2 =
√

x H x =
√
∑

i

|xi |2
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und beweisen zunächst für eine Diagonalmatrix D = diag(d1, . . . , dn) die

Formel

min
x �=0

‖Dx‖2

‖x‖2

= min
i
|di |.

In der Tat ist für alle x �= 0

‖Dx‖2
2

‖x‖2
2

=
∑

i |xi |2 |di |2
∑

i |xi |2
≥ min |di |2.

Ist |dj | = mini |di |, so wird diese untere Schranke erreicht für x = ej ( = j-
ter Einheitsvektor). Ist weiter A eine normale Matrix, d.h. eine Matrix, die

sich mit einer unitären Matrix U auf Diagonalform transformieren läßt,

A = U H DU, D = diag(d1, . . . , dn), di = λi (A),

und ist f (λ) ein beliebiges Polynom, so ist

f (A) = U H f (D)U

und aus der unitären Invarianz von ‖x‖2 = ‖U x‖2 folgt sofort für alle x �= 0

‖ f (A)x‖2

‖x‖2

=
‖U H f (D)U x‖2

‖x‖2

=
‖ f (D)U x‖2

‖U x‖2

≥ min
1≤i≤n

∣
∣ f (di )

∣
∣

= min
1≤i≤n

∣
∣ f
(

λi (A)
)∣
∣.

Es folgt somit [vgl. z. B. Householder (1964)]

(6.9.12) Satz: Sei A eine normale Matrix, f (λ) ein beliebiges Polynom und

x �= 0 ein beliebiger Vektor. Dann gibt es einen Eigenwert λ(A) von A mit

∣
∣ f
(

λ(A)
)∣
∣ ≤
‖ f (A)x‖2

‖x‖2

.

Wählt man insbesondere für f das lineare Polynom

f (λ) ≡ λ− x H Ax

x H x
≡ λ− µ0,1

µ0,0

,

wobei

µi,k := x H
(

AH
)i

Akx, i, k = 0, 1, 2, . . . ,

so folgt wegen

µi,k = µ̄k,i

sofort
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‖ f (A)x‖2
2 = x H

(

AH −
µ̄0,1

µ0,0

I

)(

A −
µ0,1

µ0,0

I

)

x

= µ1,1 −
µ1,0µ0,1

µ0,0

−
µ1,0µ0,1

µ0,0

+
µ0,1µ1,0

µ2
0,0

· µ0,0

= µ1,1 −
µ0,1µ1,0

µ0,0

.

Also gilt der

(6.9.13) Satz (Weinstein): Ist A normal und x �= 0 ein beliebiger Vektor,

so liegt in dem Kreis
⎧

⎨

⎩
y

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣λ−

µ0,1

µ0,0

∣
∣
∣ ≤
√

µ1,1 − µ1,0µ0,1/µ0,0

µ0,0

⎫

⎬

⎭

mindestens ein Eigenwert von A.

Der Quotient µ0,1/µ0,0 = x H Ax/x H x heißt übrigens der zu x gehörige

Rayleigh-Quotient

von A. Der letzte Satz wird insbesondere im Zusammenhang mit der

Vektoriteration benutzt: Ist x näherungsweise gleich x1, einem Eigenvektor

zum Eigenwert λ1,

x ≈ x1, Ax1 = λ1x1,

so ist der zu x gehörige Rayleigh-Quotient x H Ax/x H x i.a. ein sehr gu-

ter Näherungswert für λ1. Satz (6.9.13) gibt dann an, wie weit dieser

Näherungswert x H Ax/x H x von einem Eigenwert von A höchstens entfernt

ist.

Die Menge

G[A] =
{

x H Ax

x H x

∣
∣
∣ x �= 0

}

aller Rayleigh-Quotienten heißt der Wertebereich der Matrix A. Wählt man

x als Eigenvektor von A, so folgt sofort, daß G[A] die Eigenwerte von A
enthält. Hausdorff hat darüber hinaus gezeigt, daß G[A] stets konvex ist.

Für normale Matrizen

A = U HΛU, Λ =

⎡

⎢
⎣

λ1 0
. . .

0 λn

⎤

⎥
⎦ , U HU = I,

gilt sogar
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G[A] =
{

x HU HΛU x

x HU HU x

∣
∣
∣
∣

x �= 0

}

=
{

yHΛy

yH y

∣
∣
∣ y �= 0

}

=
{

µ
∣
∣ µ =

n
∑

i=1

τiλi , τi ≥ 0,

n
∑

i=1

τi = 1

}

.

Das heißt, für normale Matrizen ist G[A] gleich der konvexen Hülle der

Eigenwerte von A.

λ1

λ2

λ3

λ4

λ5
λ7

λ6

0

G[A]

Fig. 2. Wertebereich einer normalen Matrix

Für eine Hermitesche Matrix H = H H = U HΛU mit den Eigenwerten

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn erhalten wir so das Resultat (6.4.3) zurück, das λ1

und λn durch Extremaleigenschaften charakterisiert. Eine ähnliche Charak-

terisierung auch der übrigen Eigenwerte von H wird durch folgenden Satz

gegeben:

(6.9.14) Satz (Courant, Weyl): Für die Eigenwerte λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn

einer n-reihigen Hermiteschen Matrix H gilt für i = 0, 1, . . . , n − 1

λi+1 = min
y1,...,yi∈Cn

max
0 �=x∈Cn : x H [y1,...,yi ]=0

x H Hx

x H x
.

Beweis: Für beliebige y1, . . . , yi ∈ C
n definiere man µ(y1, . . . , yi )

durch

µ(y1, . . . , yi ) := max{x H Hx | x ∈ C
n : x H yj = 0 für j ≤ i , x H x = 1}
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Sei ferner x1, . . . , xn ein Satz von n orthonormalen Eigenvektoren von H
zu den Eigenwerten λj [s. Satz (6.4.2)]: Hx j = λj x j , x H

j xk = δj,k für j ,
k = 1, 2, . . . , n. Für yj := x j , j = 1, . . . , i lassen sich dann alle x ∈ C

n

mit x H yj = 0, j = 1, . . . , i , x H x = 1, in der Form

x = ρi+1xi+1 + · · · + ρnxn,
∑

k>i

|ρk |2 = 1

darstellen, so daß für diese x wegen λk ≤ λi+1 für k ≥ i + 1 gilt

x H Hx = (ρi+1xi+1 + · · · + ρnxn)
H H(ρi+1xi+1 + · · · + ρnxn)

= |ρi+1|2λi+1 + · · · + |ρn|2λn

≤ λi+1(|ρi+1|2 + · · · + |ρn|2) = λi+1,

wobei für x := xi+1 Gleichheit herrscht. Also ist

µ(x1, . . . , xi ) = λi+1.

Andererseits besitzen für beliebige y1, . . . , yi ∈ C
n die Teilräume

E := {x ∈ C
n | x H yj = 0 für j ≤ i},

F := {
∑

j≤i+1 ρj x j | ρj ∈ C},

die Dimensionen dim E ≥ n − i , dim F = i + 1, so daß dim F ∩ E ≥ 1

ist und es einen Vektor x0 ∈ F ∩ E mit x H
0 x0 = 1 gibt. Also ist wegen

x0 = ρ1x1 + · · · + ρi+1xi+1 ∈ F

µ(y1, . . . , yi ) ≥ x H
0 Hx0 = |ρ1|2λ1 + · · · + |ρi+1|2λi+1

≥ (|ρ1|2 + · · · + |ρi+1|2)λi+1 = λi+1. ⊓⊔

Definiert man für eine beliebige Matrix A

H1 := 1

2
(A + AH ), H2 := 1

2i
(A − AH ),

so sind H1, H2 Hermitesch und es gilt

A = H1 + i H2.

(H1, H2 werden auch mit Re A bzw. Im A bezeichnet; man beachte aber,

daß die Elemente von Re A i. a. nicht reell sind.)
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Für jeden Eigenwert λ von A gilt wegen λ ∈ G[A] und (6.4.3)

Re λ ≤ max
x �=0

Re
x H Ax

x H x
= max

x �=0

1

x H x

x H Ax + x H AH x

2

= max
x �=0

x H H1x

x H x
= λmax(H1),

Im λ ≤ max
x �=0

Im
x H Ax

x H x
= λmax(H2).

Schätzt man Re λ, Im λ analog nach unten ab, so folgt der

(6.9.15) Satz (Bendixson): Zerlegt man eine beliebige Matrix A in A =
H1 + i H2, wo H1 und H2 Hermitesch sind, so gilt für jeden Eigenwert λ

von A

λmin(H1) ≤ Re λ ≤ λmax(H1),

λmin(H2) ≤ Im λ ≤ λmax(H2).

Alle diese Abschätzungen führen sofort zu Abschätzungen für die Null-

stellen eines Polynoms

p(λ) = anλ
n + · · · + a0, an �= 0.

Zu p gehört ja die Frobeniusmatrix

F =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

0 −γ0

1 0 −γ1

. . .
. . .

...

0 1 −γn−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

, mit γi =
ai

an
,

die (1/an)(−1)n p(λ) als charakteristisches Polynom besitzt. Insbesondere

erhält man aus dem Satz (6.9.1) von Hirsch mit lub∞(A) = maxi
∑

k |ai,k |
angewandt auf F bzw. FT die folgenden Abschätzungen für alle Nullstellen

λk von p(λ):

(a) |λk | ≤ max

{∣
∣
∣
∣

a0

an

∣
∣
∣
∣
, max

1≤i≤n−1

(

1+
∣
∣
∣
∣

ai

an

∣
∣
∣
∣

)}

,

(b) |λk | ≤ max

{

1,

n−1
∑

i=0

∣
∣
∣
∣

ai

an

∣
∣
∣
∣

}

.
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Beispiel: Für p(λ) = λ3 − 2λ2 + λ− 1 erhält man

(a) |λi | ≤ max{1, 2, 3} = 3,

(b) |λi | ≤ max{1, 1+ 1+ 2} = 4.

In diesem Fall ergibt (a) eine bessere Abschätzung.

Übungsaufgaben zu Kapitel 6

1. Man gebe für die Matrix

A =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2 1 0

2 1

2

2 1

2

1

0 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

das char. Polynom, das Minimalpolynom, ein System von Eigen- und Haupt-
vektoren und die Frobeniussche Normalform an.

2. Wie viele paarweise nicht ähnliche 6 × 6-Matrizen mit dem folgenden char.
Polynom gibt es:

p(λ) = (3− λ)4(1− λ)3

3. Welche Eigenschaften haben die Eigenwerte von

positiv definiten/semidefiniten,
orthogonalen/unitären,
reell schiefsymmetrischen (AT = −A)

Matrizen? Man gebe das Minimalpolynom einer Projektionsmatrix A = A2 an.

4. Man bestimme für die Matrizen

a) A = uvT , u, v ∈ R
n ,

b) H = I − 2wwH , wH w = 1, w ∈ C
n ,

c) P =

⎡

⎢
⎣

0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎤

⎥
⎦

die Eigenwerte λi , die Vielfachheiten σi und ρi , das char. Polynom ϕ(µ), das
Minimalpolynom ψ(µ), ein System von Eigen- bzw. Hauptvektoren und eine
Jordansche Normalform J .
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5. Für u, v, w, z ∈ R
n , n > 2, sei

A := uvT + wzT .

a) λ1, λ2 seien die Eigenwerte von

Ã :=
[

vT u vT w

zT u zT w

]

.

Man zeige: A hat die Eigenwerte λ1, λ2 und 0.

b) Wie viele (linear unabhängige) Eigen- und Hauptvektoren kann A haben?
Welche Typen der Jordanschen Normalform J von A sind möglich? Man

gebe J speziell für Ã = 0 an!

6. a) Man zeige: λ ist Eigenwert von A genau dann wenn −λ Eigenwert von B
ist, wenn

A :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

δ1 γ2 0

β2 δ2
. . .

. . .
. . . γn

0 βn δn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, B :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−δ1 γ2 0

β2 −δ2
. . .

. . .
. . . γn

0 βn −δn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

b) Für die relle symmetrische Tridiagonalmatrix

A =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

δ1 γ2 0

γ2 δ2
. . .

. . .
. . . γn

0 γn δn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

gelte
δi = −δn+1−i , i = 1, . . . , n,

γi = γn+2−i , i = 2, . . . , n.

Man zeige: Mit λ ist auch −λ Eigenwert von A. Was folgt daraus für die
Eigenwerte von Matrix (6.6.5.9))?

c) Man zeige, daß die Eigenwerte der Matrix

A =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 γ̄2 0

γ2 0
. . .

. . .
. . . γ̄n

0 γn 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

symmetrisch zu 0 liegen und daß

det(A) =
{

(−1)k |γ2|2 |γ4|2 . . . |γn |2 falls n gerade, n = 2k,

0 sonst.
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7. C sei eine reelle n × n-Matrix und

f (x) := xT Cx

xT x
für x ∈ R

n, x �= 0.

Man zeige: f ist stationär an der Stelle x̃ �= 0 genau dann, wenn x̃ Eigenvektor

von 1
2 (C + CT ) mit f (x̃) als zugehörigem Eigenwert ist.

8. Man zeige:

a) Ist A normal mit den Eigenwerten λi , |λ1| ≥ · · · ≥ |λn |, und den singulären
Werten σi so gilt

σi = |λi |, i = 1, . . . , n,

lub2(A) = |λ1| = ρ(A),

cond2(A) = |λ1|
|λn |

= ρ(A)ρ(A−1) (falls A−1 existiert).

b) Für jede n × n-Matrix A gilt

(

lub2(A)
)2
= lub2(AH A).

9. Man zeige: Ist A eine normale n × n-Matrix mit den Eigenwerten λi ,

|λ1| ≥ · · · ≥ |λn |,

und sind U , V unitär, so gilt für die Eigenwerte µi von U AV

|λ1| ≥ |µi | ≥ |λn |.

10. B sei eine n × m-Matrix. Man beweise:

M =
[

In B

BH Im

]

positiv definit ⇐⇒ ρ(BH B) < 1

(In , Im Einheitsmatrizen, ρ(BH B) = Spektralradius von BH B).

11. Man zeige für n × n-Matrizen A, B:

a) |A| ≤ |B| �⇒ lub2(|A|) ≤ lub2(|B|),
b) lub2(A) ≤ lub2(|A|) ≤

√
n · lub2(A).

12. Inhalt der folgenden Aufgabe ist die Behauptung in Abschnitt 6.3, daß eine
Matrix dann schlecht konditioniert ist, wenn 2 Spaltenvektoren „fast linear
abhängig“ sind. Für die Matrix A = (a1, . . . , an), ai ∈ R

n , i = 1, . . . , n, gelte

|aT
1 a2| ≥ ‖a1‖2 ‖a2‖2 (1− ε), 0 < ε < 1,

(d.h. a1 und a2 schließen einen Winkel α mit 1 − ε ≤ | cos α| ≤ 1 ein). Man
zeige: A ist singulär oder es gilt cond2(A) ≥ 1/

√
ε.
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13. Abschätzung der Funktion f (n) in Formel (6.5.4.4) für Gleitpunktarithmetik der
relativen Genauigkeit eps: A sei eine n × n- Matrix in Gleitpunktdarstellung,
G j eine Eliminationsmatrix vom Typ (6.5.4.1) mit den wesentlichen Elementen
li, j . Die li, j entstehen durch Division von Elementen aus A, sind also mit einem
relativen Fehler von maximal eps behaftet. Man leite mit den Methoden von
Abschnitt 1.3 die folgenden Abschätzugen her (höhere Potenzen epsi , i ≥ 2,
sind zu vernachlässigen):

a) lub∞[gl(G−1
j A)− G−1

j A] ≤̇ 4 eps lub∞(A),

b) lub∞[gl(AG j )− AG j ] ≤̇ (n − j + 2) eps lub∞(A),

c) lub∞[gl(G−1
j AG j )− G−1

j AG j ] ≤̇ 2(n − j + 6) eps lub∞(A).

14. Konvergenzverhalten der Vektoriteration: A sei eine reelle symmetrische n ×
n-Matrix mit den Eigenwerten λi mit |λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn | und den
zugehörigen Eigenvektoren x1, . . . , xn mit xT

i xk = δi,k . Ausgehend von einem

Startvektor y0 mit xT
1 y0 �= 0 werde berechnet

yk+1 := Ayk

‖Ayk‖
, für k = 0, 1, 2, . . .

mit einer beliebigen Vektornorm ‖ · ‖, parallel dazu die Größen

qk,i := (Ayk)i

(yk)i
, 1 ≤ i ≤ n, falls (yk)i �= 0,

und der Rayleigh-Quotient

rk :=
yT

k Ayk

yT
k yk

.

Man beweise:

a) qk,i = λ1

[

1+ O

((

λ2

λ1

)k)]

für alle i mit (x1)i �= 0,

b) rk = λ1

[

1+ O

((

λ2

λ1

)2k)]

.

15. In der reellen Matrix

A = AT =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

−9 ∗ ∗ ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ 1 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ 4 ∗
∗ ∗ ∗ ∗ 21

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

stellen die Sterne Elemente vom Betrag ≤ 1/4 dar. Die Vektoriteration werde
mit A und dem Startvektor y0 = e5 durchgeführt.

a) Man zeige, daß e5 als Startvektor „geeignet“ ist, d.h. daß die Folge yk in
Aufg. 14 tatsächlich gegen den Eigenvektor zum betragsgrößten Eigenwert
von A konvergiert.
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b) Man schätze ab, wieviel richtige Dezimalstellen rk+5 gegenüber rk gewinnt.

16. Man beweise: lub∞(F) < 1 �⇒ A := I + F besitzt eine Dreieckszerlegung
A = L · R.

17. Die Matrix A sei nichtsingulär und besitze eine Dreieckszerlegung A = L ·
R(li,i = 1). Man zeige:

a) L und R sind eindeutig bestimmt.

b) Für eine obere Hessenbergmatrix A hat L die Form

L =

⎡

⎢
⎢
⎣

1 0
∗ 1

. . .
. . .

0 ∗ 1

⎤

⎥
⎥
⎦

,

und RL ist eine obere Hessenbergmatrix.

c) Wenn A Tridiagonalmatrix ist, besitzt L die Form wie in b),

R =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

∗ ∗ 0
. . .

. . .

. . . ∗
0 ∗

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

,

und RL ist eine Tridiagonalmatrix.

18. a) Welche Matrizen von oberer Dreiecksgestalt sind zugleich unitär, welche
reell-orthogonal?

b) Wie unterscheiden sich verschiedene QR-Zerlegungen einer nichtsingulären
Matrix voneinander? Gilt das Resultat auch für singuläre Matrizen?

19. Man beweise die Formeln (6.6.5.3) für das QR-Verfahren mit Shifts.

20. a) Gegeben sei eine obere Dreiecksmatrix

R =
[
λ1 ∗
0 λ2

]

mit λ1 �= λ2.

Man bestimme eine Givensrotation Ω , so daß

ΩT RΩ =
[
λ2 ∗
0 λ1

]

.

Hinweis: Ωe1 muß Eigenvektor von R zum Eigenwert λ2 sein.

b) Wie kann man eine obere Dreiecksmatrix R mit rk,k = λk , k = 1, . . . ,

n, unitär in eine obere Dreiecksmatrix R̃ = U H RU , U H U = I , mit der
Diagonalen diag(λi , λ1, . . . , λi−1, λi+1, . . . , λn) transformieren?

21. A sei eine normale n × n-Matrix mit den Eigenwerten λ1, . . . , λn , A = QR,
QH Q = I , R = (ri,k) obere Dreiecksmatrix. Man beweise:

min
i
|λi | ≤ |rj, j | ≤ max

i
|λi |, j = 1, . . . , n.
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22. Man führe einen QR-Schritt mit der Matrix A =
[

2 ε

ε 1

]

aus,

a) ohne Shift,

b) mit Shift k = 1, d.h. nach Strategie (6.6.5.7a).

23. Effekt eines QR-Schrittes mit Shift bei Tridiagonalmatrizen:

A =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

δ1 γ2 0

γ2 δ2
. . .

. . .
. . . γn

0 γn δn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0

B
.
.
.

γn

0 · · · γn δn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

γi �= 0, i = 2, . . . , n.

Mit A werde ein QR-Schritt mit dem Shiftparameter k = δn ausgeführt,

A − δn I = QR → RQ + δn I =: A′ =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

δ′1 γ ′2 0

γ ′2 δ′2
. . .

. . .
. . . γ ′n

0 γ ′n δ′n

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Man zeige: Wenn d := mini |λi (B)− δn | > 0 ist, gilt

|γ ′n | ≤
|γn |3
d2

, |δ′n − δn | ≤
|γn |2

d
.

Hinweis: Q = Produkt geeigneter Givens-Rotationen, Anwendung von Aufg.
21.
Beispiel: Was erhält man für

A =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

5 1
1 5 1

1 5 1
1 5 0.1

0.1 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

?

24. Ist die Shiftstrategie (6.6.5.7a) beim QR-Verfahren für reelle Tridiagonalmatri-
zen des Typs

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

δ γ2 0

γ2 δ
. . .

. . .
. . . γn

0 γn δ

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

sinnvoll? Man beantworte diese Frage mit Hilfe von Aufg. 6.c) und der fol-
genden Tatsache: Ist A reell symmetrisch, tridiagonal und sind alle Diagonal-
elemente 0, so gilt dies auch nach einem QR-Schritt.
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25. Man berechne durch Abschätzung (Gerschgorin) der Eigenwerte für die Matrix

A =

⎡

⎣

5.2 0.6 2.2
0.6 6.4 0.5
2.2 0.5 4.7

⎤

⎦

eine obere Schranke für cond2(A).

26. Man schätze die Eigenwerte folgender Matrizen möglichst genau ab:

a) die Matrix A in Aufg. 15.

b)

⎡

⎣

1 10−3 10−4

10−3 2 10−3

10−4 10−3 3

⎤

⎦ .

Hinweis: Satz von Gerschgorin in Verbindung mit der Transformation A →
D−1 AD, D eine geeignete Diagonalmatrix.

27. a) A, B seien quadratische Hermitesche Matrizen und

H =
[

A C

C H B

]

.

Man zeige: Zu jedem Eigenwert λ(B) von B gibt es einen Eigenwert λ(H)

von H mit ∣
∣
∣λ(H)− λ(B)

∣
∣
∣ ≤
√

lub2(C H C).

b) Man wende a) auf den praktisch wichtigen Fall an, daß H eine Hermitesche,
„fast zerfallende“ Tridiagonalmatrix der Gestalt

H =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗ ∗ 0

∗ ∗ . . .
. . .

. . . ∗
∗ ∗ ε

ε ∗ ∗
∗ ∗ . . .

. . .
. . . ∗

0 ∗ ∗

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, |ε| klein,

ist . Wie lassen sich die Eigenwerte von H durch die von A und B
abschätzen?

28. Man zeige: Ist A = (ai,k) Hermitesch, so gibt es zu jedem Diagonalelement
ai,i einen Eigenwert λ(A) von A mit

∣
∣
∣λ(A)− ai,i

∣
∣
∣ ≤
√
∑

j �=i

|ai, j |2.
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29. a) Man beweise für die ν × ν-Matrix

Cν(λ) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

λ 1 0

λ
. . .
. . . 1

0 λ

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin und geeigneter Skalierung mit Diago-
nalmatrizen: Für die Eigenwerte λi (ε) der abgeänderten Matrix Cν(λ)+εF
und genügend kleines ε gilt

∣
∣
∣λi (ε)− λ

∣
∣
∣ ≤ K

∣
∣
∣ε

1/ν
∣
∣
∣

mit einer Konstanten K . Man zeige durch spezielle Wahl der Matrix F ,
daß der Fall λi (ε)− λ = O(ε1/ν) möglich ist.

b) Man beweise das Resultat (6.9.11) (Transformation von A auf Jordannor-
malform).

30. Man gebe den Wertebereich G[A] = {x H Ax | x H x = 1} an für

A :=

⎡

⎢
⎣

1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 −1 1
0 0 −1 −1

⎤

⎥
⎦ .

31. Man zerlege die Matrizen

A :=
[

2 0
2 2

]

, B :=
[

i i
−i i

]

, C :=
[

2 5+ i 1− 2i
5+ i 1+ 4i 3

1+ 2i 1 −i

]

in H1 + i H2 mit Hermiteschem H1, H2 (i2 = −1).

32. Man bestimme mit den Sätzen von Gerschgorin und Bendixson möglichst kleine
Einschließungsgebiete für die Eigenwerte von

A =

⎡

⎣

3. 1.1 −0.1
0.9 15.0 −2.1
0.1 −1.9 19.5

⎤

⎦ .
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7 Gewöhnliche Differentialgleichungen

7.0 Einleitung

Sehr viele Probleme aus den Anwendungsgebieten der Mathematik führen

auf gewöhnliche Differentialgleichungen. Im einfachsten Fall ist dabei eine

differenzierbare Funktion y = y(x) einer reellen Veränderlichen x gesucht,

deren Ableitung y′(x) einer Gleichung der Form y′(x) = f (x, y(x)) oder

kürzer

(7.0.1) y′ = f (x, y)

genügt; man spricht dann von einer gewöhnlichen Differentialgleichung. Im

allg. besitzt (7.0.1) unendlich viele verschiedene Funktionen y als Lösungen.

Durch zusätzliche Forderungen kann man einzelne Lösungen auszeichnen.

So sucht man bei einem Anfangswertproblem eine Lösung y von (7.0.1),

die für gegebenes x0, y0 eine Anfangsbedingung der Form

(7.0.2) y(x0) = y0

erfüllt.

Allgemeiner betrachtet man auch Systeme von n gewöhnlichen Differen-

tialgleichungen
y′1(x) = f1(x, y1(x), . . . , yn(x)),

y′2(x) = f2(x, y1(x), . . . , yn(x)),

...

y′n(x) = fn(x, y1(x), . . . , yn(x)),

für n gesuchte reelle Funktionen yi (x), i = 1, . . . , n, einer reellen Variablen.

Solche Systeme schreibt man analog zu (7.0.1) vektoriell in der Form

(7.0.3)

y′ = f (x, y), y′ :=

⎡

⎣

y′1
...

y′n

⎤

⎦ , f (x, y) :=

⎡

⎣

f1(x, y1, . . . , yn)
...

fn(x, y1, . . . , yn)

⎤

⎦ .
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Der Anfangsbedingung (7.0.2) entspricht dabei eine Bedingung der Form

(7.0.4) y(x0) = y0 =

⎡

⎣

y10

...

yn0

⎤

⎦ .

Neben gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung (7.0.1), (7.0.3),

in denen nur Ableitungen erster Ordnung der unbekannten Funktion y(x)
vorkommen, gibt es gewöhnliche Differentialgleichugen m-ter Ordnung der

Form

(7.0.5) y(m)(x) = f (x, y(x), y(1)(x), . . . , y(m−1)(x)).

Man kann diese jedoch stets durch Einführung von Hilfsfunktionen

z1(x) : = y(x),

z2(x) : = y(1)(x),

...

zm(x) : = y(m−1)(x),

in ein äquivalentes System von Differentialgleichungen erster Ordnung

transformieren:

(7.0.6) z′ =

⎡

⎢
⎢
⎣

z′1
...

z′m−1

z′m

⎤

⎥
⎥
⎦
=

⎡

⎢
⎢
⎣

z2
...

zm

f (x, z1, z2, . . . , zm)

⎤

⎥
⎥
⎦

.

Unter einem Anfangswertproblem für die Differentialgleichung m-ter Ord-

nung (7.0.5) versteht man die Aufgabe, eine m-mal differenzierbare Funk-

tion y(x) zu finden, die (7.0.5) und Anfangsbedingungen der Form

y(i)(x0) = yi0, i = 0, 1, . . . ,m − 1.

erfüllt.

Anfangswertprobleme werden in 7.2 behandelt.

Neben Anfangswertproblemen für Systeme von gewöhnlichen Differen-

tialgleichungen kommen in der Praxis häufig auch Randwertprobleme vor.

Hier soll die gesuchte Lösung y(x) der Differentialgleichung (7.0.3) eine

Randbedingung der Form

(7.0.7) r(y(a), y(b)) = 0

erfüllen, wobei a �= b zwei verschiedene Zahlen sind und
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r(u, v) :=

⎡

⎣

r1(u1, . . . , un, v1, . . . , vn)
...

rn(u1, . . . , un, v1, . . . , vn)

⎤

⎦

ein Vektor von n gegebenen Funktionen ri von 2n Variablen u1, . . . , un ,

v1, . . . , vn ist. In den Abschnitten 7.3, 7.4, 7.5 werden Probleme dieser Art

betrachtet.

Bei den Verfahren, die wir im folgenden beschreiben, wird nicht ein

formelmäßiger Ausdruck für die gesuchte Lösung y(x) konstruiert – dies ist

i. allg. gar nicht möglich – sondern es werden an gewissen ausgezeichneten

Abszissen xi , i = 0, 1, . . . , Näherungswerte ηi := η(xi ) für die exakten

Werte yi := y(xi ) bestimmt. Häufig sind diese Abszissen äquidistant, xi =
x0+ih. Für die Näherungswerte ηi schreiben wir dann auch präziser η(xi ; h),
da die ηi wie die xi von der benutzten Schrittweite h abhängen. Ein wichtiges

Problem wird es sein, zu prüfen, ob und wie schnell bei einem Verfahren

η(x; hn)/n) für die Nullfolge hn := (x − x0)/n, n → ∞, gegen y(x)
konvergiert.

Für eine detaillierte Behandlung von numerischen Methoden zur Lösung

von Anfangs- und Randwertproblemen wird auf die Spezialliteratur ver-

wiesen: Neben dem klassischen grundlegenden Buch von Henrici (1963)

seien die Bücher von Butcher (1987), Gear (1971), Grigorieff (1972, 1977),

Keller (1968), Shampine und Gordon (1975) und Stetter (1973) genannt.

Eine umfassende Darstellung auch der neueren Resultate findet man in der

zweibändigen Monographie von Hairer et al. (1993, 1991).

7.1 Einige Sätze aus der Theorie der gewöhnlichen

Differentialgleichungen

Für später seien einige Resultate aus der Theorie der gewöhnlichen Diffe-

rentialgleichungen – zum Teil ohne Beweis – zusammengestellt. Sei dazu

im folgenden [s. (7.0.3)]
y′ = f (x, y)

stets ein System von n gewöhnlichen Differentialgleichungen, ‖·‖ eine Norm

auf dem R
n und ‖A‖ eine damit verträgliche multiplikative Matrixnorm

mit ‖I‖ = 1 [s. (4.4.8)]. Es läßt sich dann zeigen [s. z. B. Coddington

und Levinson (1955)], daß das Anfangswertproblem (7.0.3), (7.0.4) – und

damit speziell (7.0.1), (7.0.2) – genau eine Lösung besitzt, falls f einigen

einfachen Regularitätsbedingungen genügt:

(7.1.1) Satz: Die Funktion f sei auf dem Streifen S := {(x, y)|a ≤ x ≤
b, y ∈ R

n}, a, b endlich, stetig und es gebe eine Konstante L , so daß
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(7.1.2) ‖ f (x, y1)− f (x, y2)‖ ≤ L‖y1 − y2‖
für alle x ∈ [a, b] und alle y1, y2 ∈ R

n („Lipschitzbedingung“). Dann

existiert zu jedem x0 ∈ [a, b] und jedem y0 ∈ R
n genau eine für x ∈ [a, b]

definierte Funktion y(x) mit:

1) y(x) ist stetig und stetig differenzierbar für x ∈ [a, b];

2) y′(x) = f (x, y(x)) für x ∈ [a, b];
3) y(x0) = y0.

Aus dem Mittelwertsatz folgt leicht, daß die Lipschitzbedingung insbe-

sondere dann erfüllt ist, wenn die partiellen Ableitungen ∂ fi/∂yj , i , j = 1,

. . . , n, auf dem Streifen S stetig und beschränkt sind. Für später bezeichnen

wir mit

(7.1.3) FN (a, b)

die Menge der Funktionen f , für die die partiellen Ableitungen bis zur

Ordnung N auf dem Streifen S existieren und dort stetig und beschränkt

sind. Die Funktionen f ∈ F1(a, b) erfüllen somit die Voraussetzung von

(7.1.1).

In den Anwendungen ist f meistens auf S stetig differenzierbar, aber

häufig sind die Ableitungen ∂ fi/∂yj auf S unbeschränkt. Dann besitzt das

Anfangswertproblem (7.0.3), (7.0.4) zwar noch eine Lösung, doch braucht

diese nur noch in einer gewissen Umgebung U (x0) des Startpunktes x0, die

von den Startwerten (x0, y0) abhängen kann, definiert zu sein und nicht auf

ganz [a, b] [s. Coddington, Levinson (1962)].

Beispiel: Das Anfangswertproblem

y′ = y2, y(0) = y0 > 0

besitzt die Lösung y(x) = y0/(1− y0x), die nur für x < 1/y0 erklärt ist.

Satz (7.1.1) ist der grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz für

das Anfangswertproblem (7.0.3), (7.0.4). Wir wollen nun zeigen, daß die

Lösung eines Anfangswertproblems stetig von dem Anfangswert abhängt:

(7.1.4) Satz: Auf dem Streifen S = {(x, y)|a ≤ x ≤ b, y ∈ R
n} sei die

Funktion f : S → R
n stetig und genüge dort der Lipschitzbedingung

‖ f (x, y1)− f (x, y2)‖ ≤ L‖y1 − y2‖
für alle (x, yi ) ∈ S, i = 1, 2. Ferner sei a ≤ x0 ≤ b. Dann gilt für die

Lösung y(x; s) des Anfangswertproblems

y′ = f (x, y), y(x0; s) = s

für a ≤ x ≤ b die Abschätzung

‖y(x; s1)− y(x; s2)‖ ≤ eL|x−x0|‖s1 − s2‖.
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Beweis: Nach Definition von y(x; s) ist

y(x; s) = s +
∫ x

x0

f (t, y(t; s))dt.

Es folgt daher für a ≤ x ≤ b

y(x; s1)− y(x; s2) = s1 − s2 +
∫ x

x0

[ f (t, y(t; s1))− f (t, y(t; s2))]dt

und damit

(7.1.5) ‖y(x; s1)− y(x; s2)‖ ≤ ‖s1− s2‖+ L
∣
∣
∣

∫ x

x0

‖y(t; s1)− y(t; s2)‖dt
∣
∣
∣.

Für die Funktion

Φ(x) :=
∫ x

x0

‖y(t; s1)− y(t; s2)‖dt

gilt Φ ′(x) = ‖y(x; s1)− y(x; s2)‖ und daher wegen (7.1.5) für x ≥ x0

α(x) ≤ ‖s1 − s2‖ mit α(x) := Φ ′(x)− LΦ(x).

Das Anfangswertproblem

(7.1.6) Φ ′(x) = α(x)+ LΦ(x), Φ(x0) = 0,

hat für x ≥ x0 die Lösung

(7.1.7) Φ(x) = eL(x−x0)

∫ x

x0

α(t)e−L(t−x0)dt.

Wegen α(x) ≤ ‖s1 − s2‖ folgt so die Abschätzung

0 ≤ Φ(x) ≤ eL(x−x0)‖s1 − s2‖
∫ x

x0

e−L(t−x0)dt

= 1

L
‖s1 − s2‖[eL(x−x0) − 1] für x ≥ x0

und damit das verlangte Resultat für x ≥ x0,

‖y(x; s1)− y(x; s2)‖ = Φ ′(x) = α(x)+ LΦ(x) ≤ ‖s1 − s2‖eL|x−x0|.

Ähnlich geht man für x < x0 vor. ⊓⊔
Den letzten Satz kann man verschärfen: Die Lösung des Anfangs-

wertproblems hängt unter zusätzlichen Voraussetzungen sogar stetig dif-

ferenzierbar von dem Anfangswert ab. Es gilt
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(7.1.8) Satz: Falls zusätzlich zu den Voraussetzungen von Satz (7.1.4) die

Funktionalmatrix Dy f (x, y) = [∂ fi/∂yj ] auf S existiert und dort stetig und

beschränkt ist,

‖Dy f (x, y)‖ ≤ L für (x, y) ∈ S,

dann ist die Lösung y(x; s) von y′ = f (x, y), y(x0; s) = s, für alle x ∈
[a, b] und alle s ∈ R

n stetig differenzierbar. Die Ableitung

Z(x; s) := Ds y(x; s) =
[
∂y(x; s)

∂σ1

, . . . ,
∂y(x; s)

∂σn

]

, s = [σ1, . . . , σn]T ,

ist Lösung des Anfangswertproblems (Z ′ = Dx Z)

(7.1.9) Z ′ = Dy f (x, y(x; s))Z , Z(x0; s) = I.

Man beachte, daß Z ′, Z und Dy f (x, y(x; s)) n×n-Matrizen sind. (7.1.9)

beschreibt somit ein Anfangswertproblem für ein System von n2 Differen-

tialgleichungen, die linear in Z sind. Formal kann man (7.1.9) durch Diffe-

rentiation der Identitäten

y′(x; s) ≡ f (x, y(x; s)), y(x0; s) ≡ s,

nach s erhalten.

Einen Beweis von Satz (7.1.8) findet man z. B. in Coddington, Levinson

(1955).

Für manche Zwecke ist es wichtig, das Wachstum der Lösung Z(x) von

(7.1.9) mit x abzuschätzen. Sei dazu allgemeiner T (x) eine n × n-Matrix

und die n×n-Matrix Y (x) Lösung des linearen (in Y ) Anfangswertproblems

(7.1.10) Y ′ = T (x)Y, Y (a) = I.

Dann kann man zeigen:

(7.1.11) Satz: Falls T (x) stetig auf [a, b] ist, so gilt mit k(x) := ‖T (x)‖
für die Lösung Y (x) von (7.1.10)

‖Y (x)− I‖ ≤ exp

(∫ x

a
k(t)dt

)

− 1, x ≥ a.

Beweis: Nach Definition von Y (x) gilt

Y (x) = I +
∫ x

a
T (t)Y (t)dt.

Mit

φ(x) := ‖Y (x)− I‖
folgt wegen ‖Y (x)‖ ≤ φ(x)+ ‖I‖ = φ(x)+ 1 für x ≥ a die Abschätzung
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(7.1.12) φ(x) ≤
∫ x

a
k(t)(φ(t)+ 1)dt.

Wir definieren nun eine Funktion c(x) durch die Forderung

(7.1.13)

∫ x

a
k(t)(φ(t)+ 1)dt = c(x) exp

(∫ x

a
k(t)dt

)

− 1, c(a) = 1.

Durch Differentiation von (7.1.13) erhält man [c(x) ist offensichtlich diffe-

renzierbar]

k(x)(φ(x)+ 1) = c′(x) exp

(∫ x

a
k(t)dt

)

+ k(x)c(x) exp

(∫ x

a
k(t)dt

)

= c′(x) exp

(∫ x

a
k(t)dt

)

+ k(x)

[

1+
∫ x

a
k(t)(φ(t)+ 1)dt

]

,

woraus wegen k(x) ≥ 0 und (7.1.12) folgt

c′(x) exp

(∫ x

a
k(t)dt

)

+ k(x)
∫ x

a
k(t)(φ(t)+ 1)dt = k(x)φ(x)

≤ k(x)
∫ x

a
k(t)(φ(t)+ 1)dt.

Man erhält so schließlich c′(x) ≤ 0 und daher

(7.1.14) c(x) ≤ c(a) = 1 für x ≥ a.

Die Behauptung des Satzes folgt nun sofort aus (7.1.12)–(7.1.14). ⊓⊔

7.2 Anfangswertprobleme

7.2.1 Einschrittverfahren. Grundbegriffe

Wie schon 7.1 vermuten läßt, sind die Methoden und Resultate für Anfangs-

wertprobleme für Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen erster

Ordnung im wesentlichen von der Zahl n der unbekannten Funktionen un-

abhängig. Wir beschränken uns daher im folgenden auf den Fall nur einer

gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung für nur eine unbekannte

Funktion (d. h. n=1). In der Regel gelten die ergebnisse jedoch auch für

Systeme (n > 1), sofern man Größen wie y, f (x, y) als Vektoren und | · |
als Norm || · || interpretiert. Für das folgende setzen wir voraus, daß das

betrachtete Anfangswertproblem stets eindeutig lösbar ist.
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Eine erste numerische Methode zur Lösung des Anfangwertproblems

(7.2.1.1) y′ = f (x, y), y(x0) = y0,

erhält man durch eine einfache Überlegung: Da f (x, y(x)) gerade die

Steigung y′(x) der gesuchten exakten Lösung y(x) von (7.2.1.1) ist, gilt

näherungsweise für h �= 0

y(x + h)− y(x)

h
≈ f (x, y(x))

oder

(7.2.1.2) y(x + h) ≈ y(x)+ h f (x, y(x)).

Nach Wahl einer Schrittweite h �= 0 erhält man so ausgehend von den

gegebenen Anfangswerten x0, y0 = y(x0) an den äquidistanten Stellen xi =
x0 + ih, i = 1, 2, . . . , Näherungswerte ηi für die Werte yi := y(x) der

exakten Lösung y(xi ):

(7.2.1.3)

η0 := y0,

für i = 0, 1, 2, . . . ,

ηi+1 := ηi + h f (xi , ηi ),

xi+1 := xi + h.

Dies ist das Polygonzug-Verfahren von Euler [s. Fig. 3].
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Fig. 3. Polygonzug-Verfahren von Euler
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Offensichtlich hängen die Näherungswerte ηi von der Schrittweite h ab:

Wir schreiben deshalb auch präziser η(xi ; h) statt ηi . Die Funktion η(x; h)
ist also nur für

x ∈ Rh := {x0 + ih | i = 0, 1, 2, . . .}

bzw. für

h ∈ Hx :=
{

x − x0

n

∣
∣
∣
∣

n = 1, 2, . . .

}

definiert und zwar rekursiv durch [vgl. (7.2.1.3)]

η(x0; h) := y0,

η(x + h; h) := η(x; h)+ h f (x, η(x; h)).
Das Eulersche Verfahren ist ein typisches Einschrittverfahren. Allgemein

sind solche Verfahren durch eine Funktion

Φ(x, y; h; f )

gegeben und sie erzeugen ausgehend von den Startwerten x0, y0 Näherungen

ηi für die Werte yi := y(xi ) der exakten Lösung y(x) auf analoge Weise

[vgl. (7.2.1.3)]:

(7.2.1.4)

η0 := y0,

für i = 0, 1, 2, . . . ,

ηi+1 := ηi + hΦ(xi , ηi ; h; f ),

xi+1 := xi + h.

Bei dem Verfahren von Euler ist beispielsweise Φ(x, y; h; f ) := f (x, y);
hier ist Φ von h unabhängig.

Im weiteren wollen wir der Einfachheit halber bei der Funktion Φ

das Argument f fortlassen. Wie bei dem Eulerschen Verfahren (s. oben)

schreiben wir auch präziser η(xi ; h) statt ηi , um die Abhängigkeit der

Näherungswerte von der Schrittweite h anzudeuten.

Seien nun x und y beliebig aber fest gewählt und sei z(t) die exakte

Lösung des Anfangswertproblems

(7.2.1.5) z′(t) = f (t, z(t)), z(x) = y,

mit den Anfangswerten x , y.

Dann gibt die Funktion

(7.2.1.6) ∆(x, y; h; f ) :=

⎧

⎨

⎩

z(x + h)− y

h
für h �= 0,

f (x, y) für h = 0,
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den Differenzenquotienten der exakten Lösung z(t) von (7.2.1.5) zur Schritt-

weite h an, während

Φ(x, y; h) = η(x + h; h)− η(x; h)
h

der Differenzenquotient der durch Φ gelieferten Näherungslösung η(x; h)
von (7.2.1.5) ist. Wie bei Φ wollen wir auch bei ∆ im folgenden das Ar-

gument f fortlassen.

Die Größe der Differenz τ(x, y; h) := ∆(x, y; h) − Φ(x, y; h) gibt

an, wie gut die exakte Lösung der Differentialgleichung (7.2.1.5) die Glei-

chung des Einschrittverfahrens erfüllt: Sie ist ein Maß für die Güte des

Näherungsverfahrens. τ(x, y; h) wird lokaler Diskretisierungsfehler an der

Stelle (x, y) des betreffenden Verfahrens genannt. Für eine vernünftige Ein-

schrittmethode wird man

lim
h→0

τ(x, y; h) = 0

verlangen. Wegen limh→0 ∆(x, y; h) = f (x, y) ist dies äquivalent mit

(7.2.1.7) lim
h→0

Φ(x, y; h) = f (x, y),

Man nennt Φ bzw. das zugehörige Einschrittverfahren konsistent, wenn

(7.2.1.7) für alle x ∈ [a, b], y ∈ R und alle f ∈ F1(a, b) [s. (7.1.3)]

erfüllt ist.

Beispiel: Das Eulersche Verfahren, Φ(x, y; h) := f (x, y), ist offensichtlich
konsistent. Dieses Resultat läßt sich verschärfen: Wenn f genügend oft stetig partiell
differenzierbar ist, läßt sich abschätzen, wie schnell τ(x, y; h) mit h gegen 0 geht.
Dazu entwickle man die Lösung z(t) von (7.2.1.5) in eine Taylorreihe um den Punkt
t = x :

z(x + h) = z(x)+ hz′(x)+ h2

2
z′′(x)+ · · · + h p

p!
z(p)(x + θh), 0 < θ < 1.

Nun ist wegen z(x) = y, z′(t) ≡ f (t, z(t)),

z′′(x) = d

dt
f (t, z(t)) |t=x= fx (t, z(t)) |t=x + fy(t, z(t))z′(t) |t=x

= fx (x, y)+ fy(x, y) f (x, y),

z′′′(x) = fxx (x, y)+ 2 fxy(x, y) f (x, y)+ fyy(x, y) f (x, y)2 + fy(x, y)z′′(x)

usw. und daher

(7.2.1.8)

∆(x, y; h) = z′(x)+ h

2!
z′′(x)+ · · · + h p−1

p!
z(p)(x + θh)

= f (x, y)+ h

2
[ fx (x, y)+ fy(x, y) f (x, y)]+ · · · .
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Für das Eulersche Verfahren, Φ(x, y; h) := f (x, y), folgt

τ(x, y; h) = ∆(x, y; h)−Φ(x, y; h) = h

2
[ fx (x, y)+ fy(x, y) f (x, y)]+ · · ·

= O(h).

Allgemein spricht man von einem Verfahren der Ordnung p, falls

(7.2.1.9) τ (x, y; h) = O(h p)

für alle x ∈ [a, b], y ∈ R und alle f ∈ Fp(a, b) gilt.

Das Eulersche Verfahren ist also ein Verfahren erster Ordnung.

Das letzte Beispiel zeigt, wie man einfach Verfahren höherer Ordnung

gewinnen kann: Man nehme dazu als Φ(x, y; h) Abschnitte der Taylorreihe

(7.2.1.8) von ∆(x, y; h). Z. B. wird durch

7.2.1.10 Φ(x, y; h) := f (x, y)+ h

2
[ fx (x, y)+ fy(x, y) f (x, y)]

ein Verfahren zweiter Ordnung geliefert. Die so gewonnenen Methoden

höherer Ordnung sind aber kaum brauchbar, da man in jedem Schritt

(xi , ηi ) → (xi+1, ηi+1) zusätzlich zu f auch noch partielle Ableitungen

fx , fy etc. von f berechnen muß.

Einfachere Verfahren höherer Ordnung erhält man z. B. mit Hilfe des

Ansatzes

(7.2.1.11) Φ(x, y; h) := a1 f (x, y)+ a2 f (x + p1h, y + p2h f (x, y)),

wenn man die Konstanten a1, a2, p1, p2 so bestimmt, daß die Taylorentwick-

lung von ∆(x, y; h)−Φ(x, y; h) nach h mit einer möglichst hohen Potenz

anfängt. Für Φ(x, y; h) (7.2.1.11) hat man folgende Taylorentwicklung

Φ(x, y; h) = (a1 + a2) f (x, y)+ a2h[p1 fx (x, y)

+ p2 fy(x, y) f (x, y)]+ O(h2).

Ein Vergleich mit (7.2.1.8) ergibt die Bedingungen

a1 + a2 = 1, a2 p1 = 1
2
, a2 p2 = 1

2

für Verfahren zweiter Ordnung. Eine Lösung dieser Gleichungen ist

a1 = 1
2
, a2 = 1

2
, p1 = 1, p2 = 1

und man erhält das Verfahren von Heun (1900),

(7.2.1.12) Φ(x, y; h) = 1
2
[ f (x, y)+ f (x + h, y + h f (x, y))],



120 7 Gewöhnliche Differentialgleichungen

das pro Schritt lediglich die zweimalige Auswertung von f erfordert. Eine

andere Lösung ist

a1 = 0, a2 = 1, p1 = 1
2
, p2 = 1

2
,

die auf ein modifiziertes Euler-Verfahren (Collatz (1969)) führt

(7.2.1.13) Φ(x, y; h) := f
(

x + h
2
, y + h

2
f (x, y)

)

,

das wiederum von zweiter Ordnung ist und pro Schritt zwei Auswertungen

von f erfordert.

Das klassische Verfahren von Runge-Kutta (1895) erhält man aus einem

etwas allgemeineren Ansatz für Φ als (7.2.1.11). Es hat die Form

(7.2.1.14) Φ(x, y; h) := 1
6
[k1 + 2k2 + 2k3 + k4]

mit
k1 := f (x, y),

k2 := f
(

x + 1
2
h, y + 1

2
hk1

)

,

k3 := f
(

x + 1
2
h, y + 1

2
hk2

)

,

k4 := f (x + h, y + hk3).

Durch (mühsame) Taylorentwicklung nach h findet man für f ∈ F4(a, b)

Φ(x, y; h)−∆(x, y; h) = O(h4).

Damit ist das Verfahren von Runge-Kutta ein Verfahren vierter Ordnung.

Pro Schritt sind bei ihm vier Auswertungen von f erforderlich.

Hängt f (x, y) nicht von y ab, so ist die Lösung des Anfangwertpro-

blems

y′ = f (x), y(x0) = y0

gerade das Integral y(x) = y0 +
∫ x

x0
f (t)dt . Das Verfahren von Heun

entspricht dann der Approximation von y(x) mittels Trapezsummen, das

modifizierte Euler-Verfahren der midpoint-rule und das Verfahren von

Runge-Kutta der Simpson-Regel [s. 3.1].

Alle Verfahren dieses Abschnitts sind Beispiele von mehrstufigen

Runge-Kutta-Verfahren:

(7.2.1.15) Definition: Ein s-stufiges (explizites) Runge-Kutta-Verfahren ist

ein Einschrittverfahren, dessen erzeugende Funktion Φ(x, y; h; f ) durch

endlich viele reelle Zahlen βi, j mit 2 ≤ i ≤ s und 1 ≤ j ≤ i − 1, sowie c1,

c2, . . . , cs , α2, α3, . . . , αs folgendermaßen definiert ist:

Φ(x, y; h; f ) := c1k1 + · · · + csks,

wobei
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k1 := f (x, y),

k2 := f (x + α2h, y + hβ21k1),

k3 := f (x + α3h, y + h(β31k1 + β32k2)),

...

ks := f (x + αsh, y + h(βs1k1 + · · · + βs,s−1ks−1)).

Man symbolisiert diese Verfahren mit Butcher (1964) anhand des Ta-

bleaus

(7.2.1.16)

0

α2 β21

α3 β31 β32

...
...

. . .
αs βs1 β2s . . . βs,s−1

c1 c2 . . . cs−1 cs

In Abschnitt 7.2.5 werden weitere solche Verfahren beschrieben.

Butcher (1964) hat diese Verfahren systematisch analysiert; von ihm,

Fehlberg (1964, 1966, 1969), Shanks (1966) und vielen anderen sind Ver-

fahren von höherer als vierter Ordnung angegeben worden; zusammenfas-

sende Darstellungen findet man bei Grigorieff (1972) und Stetter (1973),

insbesondere aber bei Hairer, Nørsett und Wanner (1993).

7.2.2 Die Konvergenz von Einschrittverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir das Konvergenzverhalten der von einem

Einschrittverfahren gelieferten Näherungslösung η(x; h) für h → 0 unter-

suchen. Dazu sei f ∈ F1(a, b), y(x) die exakte Lösung des Anfangswert-

problems (7.2.1.1), y′ = f (x, y), y(x0) = y0, und das Einschrittverfahren

durch die Funktion Φ(x, y; h) gegeben,

η0 := y0,

für i = 0, 1, . . . :

ηi+1 := ηi + hΦ(xi , ηi ; h),
xi+1 := xi + h.

Für x ∈ Rh := {x0 + ih | i = 0, 1, 2, . . .} liefert es die Näherungslösung

η(x; h), η(x; h) := ηi , falls x = x0 + ih. Wir interessieren uns für das

Verhalten des globalen Diskretisierungsfehlers

e(x; h) := η(x; h)− y(x)
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bei festem x für h → 0, h ∈ Hx := {(x − x0)/n | n = 1, 2, . . .}. Da e(x; h)
wie η(x; h) nur für h ∈ Hx definiert ist, bedeutet dies die Untersuchung

der Konvergenz von e(x; hn) für die spezielle Schrittweitenfolge hn :=
(x − x0)/n, n = 1, 2, . . . . Wir nennen das Einschrittverfahren konvergent,

falls

(7.2.2.1) lim
n→∞

e(x; hn) = 0

für alle x ∈ [a, b] und für alle f ∈ F1(a, b).
Wir werden sehen, daß für f ∈ Fp(a, b) Verfahren der Ordnung p > 0

(7.2.1.9) konvergent sind und für sie sogar gilt

e(x; hn) = O(h p
n ).

Die Ordnung des globalen Diskretisierungsfehlers ist also gleich der Ord-

nung des lokalen Diskretisierungsfehlers.

Wir zeigen zunächst den

(7.2.2.2) Hilfssatz: Genügen die Zahlen ξi einer Abschätzung der Form

|ξi+1| ≤ (1+ δ)|ξi | + B, δ > 0, B ≥ 0, i = 0, 1, 2, . . . ,

so gilt

|ξn| ≤ enδ|ξ0| +
enδ − 1

δ
B.

Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt sofort

|ξ1| ≤ (1+ δ)|ξ0| + B,

|ξ2| ≤ (1+ δ)2|ξ0| + B(1+ δ)+ B,

...

|ξn| ≤ (1+ δ)n|ξ0| + B[1+ (1+ δ)+ (1+ δ)2 + · · · + (1+ δ)n−1]

= (1+ δ)n|ξ0| + B
(1+ δ)n − 1

δ

≤ enδ|ξ0| + B
enδ − 1

δ

wegen 0 < 1+ δ ≤ eδ für δ > −1. ⊓⊔
Damit können wir folgenden Hauptsatz beweisen:

(7.2.2.3) Satz: Gegeben sei für x0 ∈ [a, b], y0 ∈ R das Anfangswertproblem

y′ = f (x, y), y(x0) = y0,

mit der exakten Lösung y(x). Die Funktion Φ sei stetig auf
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G := {(x, y, h) | a ≤ x ≤ b, |y − y(x)| ≤ γ, 0 ≤ |h| ≤ h0},

wobei h0, γ > 0, und es gebe positive Konstanten M , N und p, so daß

(7.2.2.4) |Φ(x, y1; h)−Φ(x, y2; h)| ≤ M |y1 − y2|

für alle (x, yi , h) ∈ G, i = 1, 2, und

(7.2.2.5) |τ(x, y(x); h)| = |∆(x, y(x); h)−Φ(x, y(x); h)| ≤ N |h|p

für alle x ∈ [a, b], |h| ≤ h0. Dann gibt es ein h̄, 0 < h̄ ≤ h0, so daß für

den globalen Diskretisierungsfehler e(x; h) = η(x; h)− y(x) gilt

|e(x; hn)| ≤ |hn|p N
eM |x−x0| − 1

M

für alle x ∈ [a, b] und alle hn = (x − x0)/n, n = 1, 2, . . . , mit |hn| ≤ h̄.

Für γ = ∞ ist h̄ = h0.

Beweis: Die Funktion

Φ̃(x, y; h) :=

⎧

⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎩

Φ(x, y; h) für (x, y, h) ∈ G,

Φ(x, y(x)+ γ ; h) für x ∈ [a, b], |h| ≤ h0,

y ≥ y(x)+ γ ,

Φ(x, y(x)− γ ; h) für x ∈ [a, b], |h| ≤ h0,

y ≤ y(x)− γ ,

ist offensichtlich auf G̃ := {(x, y, h)|x ∈ [a, b], y ∈ R, |h| ≥ h0} stetig und

genügt der Bedingung

(7.2.2.6) |Φ̃(x, y1; h)− Φ̃(x, y2; h)| ≤ M |y1 − y2|

für alle (x, yi , h) ∈ G̃, i = 1, 2, und wegen Φ̃(x, y(x); h) = Φ(x, y(x); h)
auch der Bedingung

(7.2.2.7)

|∆(x, y(x); h)− Φ̃(x, y(x); h)| ≤ N |h|p für x ∈ [a, b], |h| ≤ h0.

Das durch Φ̃ erzeugte Einschrittverfahren liefere die Näherungswerte η̃i :=
η̃(xi ; h) für yi := y(xi ), xi := x0 + ih:

η̃i+1 = η̃i + hΦ̃(xi , η̃i ; h).

Wegen

yi+1 = yi + h∆(xi , yi ; h)
erhält man durch Subtraktion für den Fehler ẽi := η̃i − yi die Rekursions-

formel

(7.2.2.8)

ẽi+1 = ẽi + h[Φ̃(xi , η̃i ; h)− Φ̃(xi , yi ; h)]+ h[Φ̃(xi , yi ; h)−∆(xi , yi ; h)].
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Nun folgt aus (7.2.2.6), (7.2.2.7)

|Φ̃(xi , η̃i ; h)− Φ̃(xi , yi ; h)| ≤ M |η̃i − yi | = M |ẽi |,
|∆(xi , yi ; h)− Φ̃(xi , yi ; h)| ≤ N |h|p,

und damit aus (7.2.2.8) die rekursive Abschätzung

|ẽi+1| ≤ (1+ |h|M)|ẽi | + N |h|p+1.

Hilfssatz (7.2.2.2) ergibt wegen ẽ0 = η̃0 − y0 = 0

(7.2.2.9) |ẽk | ≤ N |h|p ek|h|M − 1

M
.

Sei nun x ∈ [a, b], x �= x0, fest gewählt und h := hn = (x − x0)/n, n > 0

ganz. Dann ist xn = x0+nh = x und es folgt aus (7.2.2.9) für k = n wegen

ẽ(x; hn) = ẽn sofort

(7.2.2.10) |ẽ(x; hn)| ≤ N |hn|p
eM |x−x0| − 1

M

für alle x ∈ [a, b] und hn mit |hn| ≤ h0. Wegen |x−x0| ≤ |b−a| und γ > 0

gibt es daher ein h̄, 0 < h̄ ≤ h0, mit |ẽ(x; hn)| ≤ γ für alle x ∈ [a, b],

|hn| ≤ h̄, d.h. es ist für |h| ≤ h̄ nach Definition von Φ̃

Φ̃(xi , η̃i ; h) = Φ(xi , ηi ; h),

so daß das von Φ erzeugte Einschrittverfahren

η0 = y0,

ηi+1 = ηi +Φ(xi , ηi ; h),

die gleichen Näherungen liefert wie Φ̃, η̃i = ηi , ẽi = ei . So folgt aus

(7.2.2.10) die Behauptung des Satzes

|e(x; hn)| ≤ N |hn|p
eM |x−x0| − 1

M

für alle x ∈ [a, b] und alle hn = (x − x0)/n mit |hn| ≤ h̄. ⊓⊔
Aus dem letzten Satz folgt insbesondere, daß Verfahren der Ordnung

p > 0, die in einer Umgebung der exakten Lösung eine Lipschitzbedingung

der Form (7.2.2.4) erfüllen, konvergent (7.2.2.1) sind. Man beachte, daß

(7.2.2.4) erfüllt ist, wenn z. B. ∂Φ(x, y; h)/∂y in einem Gebiet G der im

Satz angegebenen Form existiert und stetig ist.

Der Satz liefert auch eine obere Schranke für den Diskretisierungsfehler,

die man im Prinzip ausrechnen kann, wenn man M und N kennt. Man könnte

sie z. B. dazu benutzen, um zu gegebenem x und ε > 0 die Schrittweite h
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zu ermitteln, die man verwenden müßte, um y(x) bis auf einen Fehler ε zu

berechnen. Leider scheitert dies in der Praxis daran, daß die Konstanten M
und N nur schwer zugänglich sind, da ihre Abschätzung die Abschätzung

höherer Ableitungen von f erfordert. Schon im einfachen Euler-Verfahren,

Φ(x, y; h) := f (x, y), ist z. B. [s. (7.2.1.8) f.]

N ≈ 1
2
| fx (x, y(x))+ fy(x, y(x)) f (x, y(x))|,

M ≈ |∂Φ/∂y| = | fy(x, y)|.

Für das Verfahren von Runge und Kutta müßte man bereits Ableitungen

vierter Ordnung von f abschätzen!

7.2.3 Asymptotische Entwicklungen für den globalen

Diskretisierungsfehler bei Einschrittverfahren

Satz (7.2.2.3) legt die Vermutung nahe, daß die Näherungslösung η(x; h),
die von einem Verfahren p-ter Ordnung geliefert wird, eine asymptotische

Entwicklung nach Potenzen von h der Form

(7.2.3.1) η(x; h) = y(x)+ ep(x)h
p + ep+1(x)h

p+1 + · · ·

für alle h = hn = (x − x0)/n, n = 1, 2, . . . , mit gewissen von h un-

abhängigen Koeffizientenfunktionen ek(x), k = p, p + 1, . . . , besitzt. Dies

ist in der Tat für allgemeine Einschrittverfahren p-ter Ordnung richtig, wenn

nur Φ(x, y; h) und f gewisse zusätzliche Regularitätsbedingungen erfüllen.

Es gilt folgendes wichtige Resultat von Gragg (1963):

(7.2.3.2) Satz: Es sei f ∈ FN+1(a, b) [s. (7.1.3)] und η(x; h) die von einem

Einschrittverfahren der Ordnung p, p ≤ N , gelieferte Näherung für die

Lösung y(x) des Anfangwertproblems

y′ = f (x, y), y(x0) = y0, x0 ∈ [a, b].

Dann besitzt η(x; h) eine asymptotische Entwicklung der Form

(7.2.3.3)
η(x; h) =y(x)+ ep(x)h

p + ep+1(x)h
p+1 + · · · + eN (x)hN

+ EN+1(x; h)hN+1 mit ek(x0) = 0 für k ≥ p,

die für alle x ∈ [a, b] und alle h = hn = (x − x0)/n, n = 1, 2, . . . , gilt.

Dabei sind die Funktionen ek(x) von h unabhängig und differenzierbar und

das Restglied EN+1(x; h) ist für festes x in h = hn = (x−x0)/n beschränkt,

supn |EN+1(x; hn)| <∞.
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Z. B. gehört zum Euler-Verfahren (7.1.2.3) wegen p = 1 eine Entwicklung

η(x; h) .= y(x)+ e1(x)h + e2(x)h
2 + · · · ,

die sämtliche h-Potenzen enthält.

Der folgende elegante Beweis stammt von Hairer und Lubich (1984).

Das Einschrittverfahren sei durch die Funktion Φ(x, y; h) gegeben. Da es

die Ordnung p besitzt und f ∈ FN+1(a, b) gilt, hat man [s. 7.2.1]

y(x + h)− y(x)− hΦ(x, y; h)
= dp+1(x)h

p+1 + · · · + dN+1(x)h
N+1 + O(hN+2).

Wir nutzen zunächst nur

y(x + h)− y(x)− hΦ(x, y; h) = dp+1(x)h
p+1 + O(h p+2)

aus und zeigen, daß es eine differenzierbare Funktion ep(x) gibt mit

η(x; h)− y(x) = ep(x)h
p + O(h p+1), ep(x0) = 0.

Wir betrachten dazu die Funktion

η̂(x; h) := η(x; h)− ep(x)h
p,

wobei die Wahl von ep noch offen ist. Man zeigt leicht, daß η̂ als Resultat

eines anderen Einschrittverfahrens aufgefaßt werden kann,

η̂(x + h; h) = η̂(x; h)+ hΦ̂(x, η̂(x; h); h),

wenn man Φ̂ durch

Φ̂(x, y; h) := Φ(x, y + ep(x)h
p; h)− (ep(x + h)− ep(x))h

p−1

definiert. Durch Taylorentwicklung nach h findet man

y(x + h)− y(x)− hΦ̂(x, y; h)
= [dp+1(x)− fy(x, y(x))ep(x)− e′p(x)]h

p+1 + O(h p+2).

Das zu Φ̂ gehörige Einschrittverfahren besitzt also die Ordnung p+1, wenn

man ep als Lösung des Anfangswertproblems

e′p(x) = dp+1(x)− fy(x, y(x))ep(x), ep(x0) = 0,

wählt. Bei dieser Wahl von ep liefert Satz (7.2.2.3) angewandt auf φ̂ sofort

η̂(x; h)− y(x) = η(x; h)− y(x)− ep(x)h
p = O(h p+1).

Eine Wiederholung der Argumentation mit φ̂ statt φ usw. liefert schließlich

die Behauptung des Satzes. ⊓⊔



7.2 Anfangswertprobleme 127

Asymptotische Entwicklungen der Form (7.2.3.3) sind aus zwei Gründen

wichtig. Man kann sie einmal dazu benutzen, den globalen Diskretisierungs-

fehler e(x; h) abzuschätzen: Das Verfahren p-ter Ordnung habe z. B. die

Entwicklung (7.2.3.3). Es gilt dann

e(x; h) = η(x; h)− y(x) = ep(x)h
p + O(h p+1).

Hat man zur Schrittweite h den Näherungswert η(x; h) gefunden, so be-

rechne man anschließend mit einer anderen Schrittweite, etwa mit h/2,

für dasselbe x den neuen Näherungswert η(x; h/2). Für kleines h [und

ep(x) �= 0] ist dann in erster Näherung

(7.2.3.4) η(x; h)− y(x)
.= ep(x)h

p,

(7.2.3.5) η
(

x; h

2

)

− y(x)
.= ep(x)

(h

2

)p
.

Die Subtraktion dieser Gleichungen ergibt

η(x; h)− η
(

x; h

2

)
.= ep(x)

(h

2

)p
(2p − 1),

ep(x)
(h

2

)p .= η(x; h)− η(x; h/2)

2p − 1
,

und man erhält durch Einsetzen in (7.2.3.5)

(7.2.3.6) η
(

x; h

2

)

− y(x)
.= η(x; h)− η(x; h/2)

2p − 1
.

Für das klassische Runge-Kutta-Verfahren (7.2.1.14) ist z. B. p = 4,

man bekommt so die häufig benutzte Formel

η
(

x; h

2

)

− y(x)
.= η(x; h)− η(x; h/2)

15
.

Die andere, wichtigere Bedeutung asymptotischer Entwicklungen liegt

darin, daß sie die Anwendung von Extrapolationsverfahren [s. 3.4] recht-

fertigen. Wir werden später [s.(7.2.12.7) f.] ein Verfahren kennenlernen,

dessen asymptotische Entwicklung für η(x; h) nur gerade Potenzen von h
enthält, das daher für Extrapolationsalgorithmen besser geeignet ist [s. 3.4]

als das Euler-Verfahren. Wir verschieben deshalb die Beschreibung von

Extrapolationsverfahren bis zum Abschnitt 7.2.14.



128 7 Gewöhnliche Differentialgleichungen

7.2.4 Rundungsfehlereinfluß bei Einschrittverfahren

Bei der praktischen Durchführung eines Einschrittverfahrens

(7.2.4.1)

η0 := y0,

für i = 0, 1, . . . :

ηi+1 := ηi + hΦ(xi , ηi ; h),
xi+1 := xi + h,

erhält man bei der Benutzung von Gleitpunktarithmetik (t Dezimalstellen)

der relativen Genauigkeit eps = 5 · 10−t statt der ηi andere Zahlen η̃i , die

einer Rekursionsformel der Form

(7.2.4.2)

η̃0 := y0,

für i = 0, 1, . . . :

ci := gl(Φ(xi , η̃i ; h)),
di := gl(h · ci ),

η̃i+1 := gl(η̃i + di ) = η̃i + hΦ(xi , η̃i ; h)+ εi+1,

genügen, wobei sich der gesamte Rundungsfehler εi+1 in erster Näherung

aus drei Anteilen zusammensetzt

εi+1
.= hΦ(xi , η̃i ; h)(αi+1 + µi+1)+ η̃i+1σi+1.

Dabei ist

αi+1 = [gl(Φ(xi , η̃i ; h))−Φ(xi , η̃i ; h)]/Φ(xi , η̃i ; h)
der relative Rundungsfehler, der bei der Berechnung von Φ in Gleitpunk-

tarithmetik entsteht, µi+1 der Fehler bei der Berechnung des Produktes

h · ci und σi+1 der Fehler bei der Addition η̃i + di . Gewöhnlich ist in

der Praxis h eine kleine Schrittweite mit |hΦ(xi , η̃i ; h) ≪ |η̃i |: es ist dann

εi+1
.= η̃i+1σi+1 (sofern |αi+1| ≤ eps und |µi+1| ≤ eps), d. h. der Rundungs-

fehlereinfluß wird in erster Linie durch die Additionsfehler σi+1 bestimmt.

Anmerkung: Es liegt daher nahe, die Addition mit doppelter Genauigkeit (2t
Dezimalstellen) auszuführen. Bezeichnet gl2(a+ b) die doppelt genaue Addition, η̃i
eine doppelt genaue Zahl (2t Dezimalstellen) und η̄i := rd1(η̃i ) die auf t Dezimal-
stellen gerundete Zahl, so lautet der Algorithmus statt (7.2.4.2) nun

(7.2.4.3)

η̃0 := y0,

für i = 0, 1, . . . :

η̄i := rd1(η̃i ),

ci = gl(Φ(xi , η̄i ; h)),
di = gl(h · ci ),

η̃i+1 := gl2(η̃i + di ).
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Wir wollen nun den gesamten Einfluß aller Rundungsfehler εi abschät-

zen. Dazu seien yi = y(xi ) die Werte der exakten Lösung des Anfangs-

wertproblems, ηi = η(xi ; h) die bei exakter Rechnung von dem Einschritt-

verfahren (7.2.4.1) gelieferte diskretisierte Lösung und schließlich η̃i die bei

t-stelliger Gleitpunktarithmetik tatsächlich berechneten Näherungswerte für

die η̃i , die einer Beziehung der Form

(7.2.4.4)

η̃0 := y0,

für i = 0, 1, . . . :

η̃i+1 = η̃i + hΦ(xi , η̃i ; h)+ εi+1,

genügen. Der Einfachheit halber setzen wir außerdem

|εi+1| ≤ ε für alle i ≥ 0

voraus. Für Φ gelte weiter eine Lipschitzbedingung der Form (7.2.2.4)

|Φ(x, y1; h)−Φ(x, y2; h)| ≤ M |y1 − y2|.

Dann folgt für den Fehler r(xi ; h) := ri := η̃i − ηi durch Subtraktion von

(7.2.4.1) und (7.2.4.4)

ri+1 = ri + h(Φ(xi , η̃i ; h)−Φ(xi , ηi ; h))+ εi+1

und daher

(7.2.4.5) |ri+1| ≤ (1+ |h|M)|ri | + ε.

Hilfssatz (7.2.2.2) ergibt wegen r0 = 0

|r(x; h)| ≤ ε

|h| ·
eM |x−x0| − 1

M

für alle x ∈ [a, b] und h = hn = (x−x0)/n, n = 1, 2, . . . . Der Gesamtfehler

v(xi ; h) := vi := η̃i − yi = (η̃i − ηi )+ (ηi − yi ) = r(xi ; h)+ e(xi ; h)

eines Verfahrens der Ordnung p läßt sich deshalb unter den Voraussetzun-

gen des Satzes (7.2.2.3) so abschätzen:

(7.2.4.6) |v(x; h)| ≤
[

N |h|p + ε

|h|

]
eM |x−x0| − 1

M

für alle x ∈ [a, b] und alle hinreichend kleinen h := hn = (x − x0)/n.

Diese Formel zeigt, daß der Gesamtfehler v(x; h) für großes |h| zunächst

mit |h| kleiner wird, dann aber wegen der größeren Zahl der Rundungsfehler

wieder anwächst, wenn man |h| zu klein wählt.
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Die folgende Tabelle illustriert dieses Verhalten anhand des Anfangswertpro-
blems

y′ = −200x y2, y(−1) = 1

101
, exakte Lösung: y(x) = 1

1+ 100x2
.

Das Runge-Kutta-Verfahren (7.2.1.14) liefert bei 12-stelliger Rechnung Näherungs-
werte η(0; h) für y(0) = 1 mit folgenden Fehlern:

h 10−2 0.5 · 10−2 10−3 0.5 · 10−3

v(0; h) −0.276 · 10−4 −0.178 · 10−5 −0.229 · 10−7 −0.192 · 10−7

h 10−4 0.5 · 10−4 10−5

v(0; h) −0.478 · 10−6 −0.711 · 10−6 −0.227 · 10−5

Der Term ε/|h| in (7.2.4.6) wird plausibel, wenn man bedenkt, daß

man (x − x0)/h Einzelschritte der Schrittweite h benötigt, um von x0 nach

x zu gelangen, und daß alle an und für sich unabhängigen Rundungsfehler

εi durch ε abgeschätzt wurden. Die Abschätzung ist deshalb i. allg. viel zu

grob, um praktisch bedeutsam zu sein.

7.2.5 Einschrittverfahren in der Praxis

In der Praxis stellen sich Anfangswertprobleme meist in folgender Form:

Gesucht ist der Wert, den die exakte Lösung y(x) für ein bestimmtes

x �= x0 annimmt. Es liegt nahe, diese Lösung näherungsweise mittels ei-

nes Einschrittverfahrens in einem Schritt, d. h. durch Wahl der Schrittweite

h̄ = x − x0, zu berechnen. Für großes x − x0 führt dies natürlich zu einem

großen Diskretisierungsfehler e(x; h̄), so daß diese Wahl von h̄ i. allg. völlig

unzureichend ist. Gewöhnlich wird man daher passende Zwischenpunkte xi ,

i = 1, . . . , k − 1, x0 < x1 < · · · < xk = x , einführen und ausgehend von

x0, y0 = y(x0) die Werte y(xi ) näherungsweise berechnen. Nachdem man

einen Näherungswert ȳ(xi ) für y(xi ) bestimmt hat, berechne man ȳ(xi+1)

durch einen Schritt des Verfahrens mit der Schrittweite hi := xi+1 − xi ,

ȳ(xi+1) = ȳ(xi )+ hi Φ(xi , ȳ(xi ); hi ), xi+1 = xi + hi .

Damit stellt sich jedoch wieder das Problem, wie die Schrittweiten hi

gewählt werden sollen. Da der Rechenaufwand des Verfahrens proportio-

nal der Zahl der Einzelschritte ist, wird man versuchen, die Schrittwei-

ten hi möglichst groß zu wählen, aber nicht zu groß, um den Diskreti-

sierungsfehler klein zu halten. Im Prinzip läuft dies auf folgendes Pro-

blem der Schrittweitensteuerung hinaus: Bestimme zu gegebenen x0, y0 eine

möglichst große Schrittweite h, so daß der Diskretisierungsfehler e(x0+h; h)



7.2 Anfangswertprobleme 131

nach einem Schritt mit dieser Schrittweite noch unterhalb einer Schranke ε

bleibt. Diese Schranke ε sollte man nicht kleiner als K eps wählen, wobei

eps die relative Maschinengenauigkeit und K eine Schranke für die Lösung

y(x) in dem interessierenden Bereich ist

K ≈ max{|y(x)| | x ∈ [x0, x0 + h]}.

Eine ε = K eps entsprechende Wahl von h garantiert dann, daß die gefun-

dene Näherungslösung η(x0 + h; h) im Rahmen der Maschinengenauigkeit

mit der exakten Lösung y(x0+h) übereinstimmt. Eine Schrittweite h = h(ε)
mit

|e(x0 + h; h)| ≈ ε, ε ≥ K eps,

kann man näherungsweise mit den Methoden von Abschnitt 7.2.3 bestim-

men: Bei einem Verfahren der Ordnung p gilt in erster Näherung

(7.2.5.1) e(x; h) .= ep(x)h
p.

Nun ist ep(x) differenzierbar und ep(x0) = 0 [Satz (7.2.3.2)], also in erster

Näherung

(7.2.5.2) ep(x)
.= (x − x0)e

′
p(x0).

Es ist damit |e(x0 + h; h)| .= ε falls

(7.2.5.3) ε
.= |ep(x0 + h)h p| .= |h p+1e′p(x0)|.

Daraus kann man h berechnen, wenn man e′p(x0) kennt. Einen Näherungs-

wert für e′p(x0) kann man aber mittels (7.2.3.6) bestimmen. Benutzt man

zunächst die Schrittweite H um η(x0 + H ; H) und η(x0 + H ; H/2) zu

berechnen, so gilt nach (7.2.3.6)

(7.2.5.4) e(x0 + H ; H/2)
.= η(x0 + H ; H)− η(x0 + H ; H/2)

2p − 1
.

Andererseits ist wegen (7.2.5.1), (7.2.5.2)

e(x0 + H ; H/2)
.= ep(x0 + H)

(
H

2

)p
.= e′p(x0)H

(
H

2

)p

.

Also folgt aus (7.2.5.4) der Schätzwert

e′p(x0)
.= 1

H p+1

2p

2p − 1

[

η(x0 + H ; H)− η

(

x0 + H ; H

2

)]

und (7.2.5.3) liefert so für h die Formel

(7.2.5.5)
H

h
.=
(

2p

2p − 1

|η(x0 + H ; H)− η(x0 + H ; H/2)|
ε

)1/(p+1)

,



132 7 Gewöhnliche Differentialgleichungen

die man folgendermaßen benutzen kann: Man wähle eine Schrittweite H ,

berechne η(x0+H ; H), η(x0+H ; H/2) und h aus (7.2.5.5). Falls H/h ≫ 2

ist wegen (7.2.5.4) der Fehler e(x0 + H ; H/2) viel größer als das vorge-

schriebene ε. Man sollte daher H reduzieren. Dazu ersetzt man H durch

2h, berechnet mit dem neuen H wieder η(x0 + H ; H), η(x0 + H ; H/2)

und aus (7.2.5.5) das zugehörige h, bis schließlich H/h ≤ 2 wird. Sobald

dies der Fall ist, akzeptiert man η(x0 + H ; H/2) als Näherungslösung für

y(x0 + H) und geht zu dem nächsten Integrationsschritt über, indem man

x0, y0 und H durch die neuen Startwerte x0 + H , η(x0 + H ; H/2) und 2h
ersetzt [s. Fig. 4].

Beispiel: Betrachtet wurde das Anfangswertproblem

y′ = −200xy2, y(−3) = 1

901
,

mit der exakten Lösung y(x) = 1/(1+ 100x2). Das Runge-Kutta-Verfahren liefert
dann bei 12-stelliger Rechnung mit der angegebenen Schrittweitensteuerung folgen-
den Näherungswert η für y(0) = 1. Dabei wurde in (7.2.5.6) das Kriterium H/h ≫ 2
durch die Abfrage H/h ≥ 3 ersetzt:

Anzahl kleinste
η − y(0) Runge-Kutta-Schritte Schrittweite H

−0.13585× 10−6 1476 0.1226 · · · × 10−2

Für konstante Schrittweiten h liefert das Verfahren folgende Ergebnisse:

Anzahl
h η(0; h)− y(0) Runge-Kutta-Schritte

3
1476 = 0.2032 · · · × 10−2 −0.5594× 10−6 1476

0.1226 · · · × 10−2 −0.4052× 10−6 3
0.1226···×10−2 = 2446

Eine feste Schrittweitenwahl führt bei gleichem bzw. größeren Rechenaufwand zu
schlechteren Resultaten! Im ersten Fall dürfte die Schrittweite h = 0.2032 · · ·×10−2

in dem „kritischen“ Bereich nahe 0 zu groß sein; der Diskretisierungsfehler wird zu
groß. Die Schrittweite h = 0.1226 · · · × 10−2 wird dagegen in dem „harmlosen“
Bereich von −3 bis nahe 0 zu klein sein; man macht unnötig viele Schritte, so daß
zu viele Rundungsfehler anfallen.

Diese Methode der Schrittweitensteuerung erfordert die Berechnung der

beiden Näherungswerte η(x0 + H ; H) und η(x0 + H ; H/2) für y(x0 + H),

also drei Schritte des Grundverfahrens, um eine optimale Schrittweite in x0

zu bestimmen. Effizienter sind Methoden, die auf einer Idee von Fehlberg

beruhen (Runge-Kutta-Fehlberg-Methoden): Anstatt zwei Näherungen aus

demselben Einschrittverfahren zu vergleichen, werden hier zwei Näherungen
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Fig. 4. Schrittweitensteuerung

für y(x0 + H) genommen, die von einem Paar verschiedener Einschrittver-

fahren ΦI, ΦII vom Runge-Kutta-Typus (7.2.1.15) der Ordnungen p und

p + 1 stammen,

(7.2.5.6)
ŷi+1 = ȳi + hΦI(xi , ȳi ; h),
ȳi+1 = ȳi + hΦII(xi , ȳi ; h),

mit



134 7 Gewöhnliche Differentialgleichungen

(7.2.5.7)

ΦI(x, y; h) =
p
∑

k=0

ck fk(x, y; h)

ΦII(x, y; h) =
p+1
∑

k=0

ĉk fk(x, y; h),

wobei für k = 0, 1, . . . , p + 1

(7.2.5.8) fk := fk(x, y; h) = f
(

x + αkh, y + h
k−1
∑

l=0

βkl fl
)

.

Man beachte, daß beide Verfahren ΦI, ΦII die gleichen Funktionswerte f0,

f1, . . . , fp verwenden, so daß für ΦII nur eine zusätzliche Auswertung

von f (.) zur Berechnung von fp+1 nötig ist. Man nennt ΦI, ΦII deshalb

auch eingebettete Verfahren. Die Koeffizienten αk , βkl , ck und ĉk sind so

zu wählen, daß die Verfahren die Ordnung p bzw. p + 1 besitzen,

(7.2.5.9)
∆(x, y(x); h)−ΦI(x, y(x); h) = O(h p),

∆(x, y(x); h)−ΦII(x, y(x); h) = O(h p+1).

Geeignete Koeffizienten kann man im Prinzip wie bei (7.2.1.11) bestimmen.
Dies führt i. allg. auf ein kompliziertes nichtlineares Gleichungssystem. Wir wollen
deshalb nur für den einfachen Fall von eingebetteten Verfahren der Ordnungen 2 und
3, p = 2, erläutern, wie man solche Verfahren bestimmt. Unter den zusätzlichen

Bedingungen αk =
∑k−1

j=0 βk j , k = 1, 2, 3, liefert (7.2.5.9) für den Fall p = 2

folgende Gleichungen

2
∑

k=0

ck − 1 = 0,

2
∑

k=1

αkck −
1

2
= 0,

3
∑

k=0

ĉk − 1 = 0,

3
∑

k=1

αk ĉk −
1

2
= 0,

3
∑

k=1

α2
k ĉk −

1

3
= 0,

3
∑

k=2

Pk1ĉk −
1

6
= 0,

P21 := α1β21, P31 := α1β31 + α2β32.

Dieses System besitzt noch unendlich viele Lösungen. Man kann deshalb zusätz-
liche Forderungen stellen und erfüllen, um die Effizienz der Methode zu steigern,
etwa daß der Wert von f3 aus dem i-ten Schritt als neues f0 im (i + 1)-ten Schritt
verwendet wird. Wegen

f3 = f (x + α3h, y + h(β30 f0 + β31 f1 + β32 f2))
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und
„neues“ f0 = f (x + h, y + hΦI (x, y; h))

erhält man so
α3 = 1, β30 = c0, β31 = c1, β32 = c2.

Weitere Forderungen lassen sich an die Größe der Koeffizienten der Fehlerterme
∆−ΦI, ∆−ΦII stellen. Wir wollen dies aber nicht mehr ausführen und stattdessen
auf die Arbeiten von Fehlberg (1964, 1966, 1969) verweisen.

Man findet auf diese Weise schließlich folgenden Koeffizientensatz

k αk βk0 βk1 βk2 ck ĉk

0 0 — — — 214
891

533
2106

1 1
4

1
4 — — 1

33 0

2 27
40 − 189

800
729
800 — 650

891
800
1053

3 1 214
891

1
33

650
891 — − 1

78

Für die Anwendungen sind jedoch Verfahren höherer Ordnung interessanter.
Von Dormand und Prince (1980) wurden folgende Koeffizienten für eingebettete
Verfahren der Ordnungen 4 und 5 (DOPRI 5(4)) angegeben:

k αk βk0 βk1 βk2 βk3 βk4 βk5 ck ĉk

0 0 35
384

5179
57600

1 1
5

1
5 0 0

2 3
10

3
40

9
40

500
1113

7571
16695

3 4
5

44
45 − 56

15
32
9

125
192

393
640

4 8
9

19372
6561 − 25360

2187
64448
6561 − 212

729 − 2187
6784 − 92097

339200

5 1 9017
3168 − 355

33
46732
5247

49
176 −

5103
18656

11
84

187
2100

6 1 35
384 0 500

1113
125
192 − 2187

6784
11
84 0 1

40

Der Koeffizentsatz ist so gebaut, daß die Fehlerterme des Verfahrens 5. Ordnung
minimal sind.

Wir wollen nun zeigen, wie man mit Hilfe eines Paars von eingebetteten

Verfahren der Ordungen p und p+ 1, (7.2.5.7)–(7.2.5.9), die Schrittweiten

steuern kann. Man betrachte dazu die Differenz ŷi+1 − ȳi+1 der Werte, die

diese Verfahren liefern. Aus (7.2.5.6) folgt

(7.2.5.10) ŷi+1 − ȳi+1 = h[ΦI(xi , ȳi ; h)−ΦII(xi , ȳi ; h)].
Wegen (7.2.5.9) gilt in erster Näherung

(7.2.5.11)
ΦI(x, y(x); h)−∆(x, y(x); h) .= h pCI(x),

ΦII(x, y(x); h)−∆(x, y(x); h) .= h p+1CII(x).
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Daraus ergibt sich

(7.2.5.12) ŷi+1 − ȳi+1
.= h p+1CI(xi ).

Die Integration von xi → xi+1 sei erfolgreich gewesen, d.h. zu vorgegebener

Fehlerschranke ε > 0 sei

|ŷi+1 − ȳi+1| ≤ ε

erreicht worden. In erster Näherung ist dann auch

|CI(xi )h
p+1| ≤ ε.

Soll die „neue“ Schrittweite hneu = xi+2− xi+1 erfolgreich sein, muß gelten

|CI(xi+1)h
p+1
neu | ≤ ε.

Nun ist in erster Näherung CI(xi )
.= CI(xi+1) und für CI(xi ) hat man wegen

(7.2.5.12) die Approximation

|CI(xi )| .= |ŷi+1 − ȳi+1|
|h|p+1

.

Dies liefert die Forderung

|ŷi+1 − ȳi+1|
∣
∣
∣

hneu

h

∣
∣
∣

p+1

≤ ε

an die neue Schrittweite hneu, die zu folgendem Rezept führt:

(7.2.5.13) hneu := h
( ε

|ŷi+1 − ȳi+1|
)1/(p+1)

.

Die Schrittweitensteuerung wird so sehr einfach: Die Berechnung von ŷi+1

und ȳi+1 erfordert nur p + 1 Auswertungen der rechten Seite f (x, y) der

Differentialgleichung: Ein Vergleich mit (7.2.5.5) zeigt, daß dort die Be-

rechnung von η(x0 + h; H/2) zusätzliche Auswertungen von f erfordert

(insgesamt drei mal so viele), so daß die Schrittweitensteuerung mittels

(7.2.5.13) effizienter ist als die mit (7.2.5.5).

Manche Autoren empfehlen aufgrund ausgedehnter numerischer Expe-

rimente eine Modifikation von (7.2.5.13), nämlich

(7.2.5.14) hneu
.= αh

( ε|h|
|ŷi+1 − ȳi+1|

)1/p
,

wobei α ein geeigneter Anpassungsfaktor ist, α ≈ 0.9.

Im Zusammenhang mit der graphischen Ausgabe und der Beurteilung

der Lösung eines Anfangswertproblems steht man häufig vor folgendem

Problem: Zunächst liefert ein Runge-Kutta Verfahren Näherungswerte yi für
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die Löung nur an den diskreten Stellen xi , i = 0, 1, . . . , deren Lage durch

die Schrittweitensteuerung festgelegt wird. Für die graphische Ausgabe oder

für die Bestimmung von Irregularitäten im Lösungsverlauf ist die Lage der

xi zu grob. Eine Einschränkung der Schrittweitensteuerung |h| ≤ hmax wäre

zu ineffizient. Als Ausweg bietet sich an, aus den Näherungswerten der

Lösung yi an den xi eine „dichte Ausgabe“ für alle Zwischenpunkte x̂(ϑ) :=
xi+ϑh, 0 ≤ ϑ ≤ 1, zwischen xi und xi+1, zu konstruieren. Hier ist natürlich

h := xi+1 − xi . Man spricht dann von einem kontinuierlichen Runge-Kutta

Verfahren. .

Für das oben eingeführte DOPRI 5(4)-Verfahren leistet dies die Darstellung
(wir benutzen die Abkürzungen x := xi , y := yi )

y(x + ϑh) := y + h
5
∑

k=0

ck(ϑ) fk ,

wobei die fk wie in DOPRI 5(4) bestimmt werden. Folgende ϑ-abhängige Gewichte
ck(ϑ) garantieren ein Verfahren 4. Ordnung:

c0(ϑ) := ϑ(1+ ϑ(−1337/480+ ϑ(1039/360+ ϑ(−1163/1152)))),

c1(ϑ) := 0,

c2(ϑ) := 100ϑ2(1054/9275+ ϑ(−4682/27825+ ϑ(379/5565)))/3,

c3(ϑ) := −5ϑ2(27/40+ ϑ(−9/5+ ϑ(83/96)))/2,

c4(ϑ) := 18225ϑ2(−3/250+ ϑ(22/375+ ϑ(−37/600)))/848,

c5(ϑ) := −22ϑ2(−3/10+ ϑ(29/30+ ϑ(−17/24)))/7.

Natürlich stimmen die ck(ϑ) für ϑ = 1 mit den Konstanten ck von DOPRI 5(4)
überein.

7.2.6 Beispiele für Mehrschrittverfahren

In einem Mehrschrittverfahren zur Lösung des Anfangswertproblems

y′ = f (x, y), y(x0) = y0,

genauer einem r -Schrittverfahren mit r > 1, benötigt man für die Berech-

nung eines Näherungswerts ηj+r für y(x j+r ) nicht nur ηj+r−1 sondern r
Näherungswerte ηk ≈ y(xk) für die Lösung an den r Stellen xk , k = j ,
j + 1, . . . , j + r − 1 (wobei in der Regel diese Stellen äquidistant gewählt

sind, xk := x0 + k h):

(7.2.6.1)
für j = 0, 1, 2, . . . :

ηj , ηj+r , . . . , ηj+r−1 �⇒ ηj+r .
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Der Start solcher Verfahren erfordert r Startwerte η0, η1, . . . , ηr−1, die

man sich für r > 1 auf andere Weise beschaffen muß, z. B. mit Hilfe eines

Einschrittverfahrens .

Wir wollen zunächst einige Beispiele klassischer Mehrschrittverfahren

kennenlernen. Dazu gehen wir von der Formel

(7.2.6.2) y(xp+k)− y(xp− j ) =
∫ xp+k

xp− j

f (t, y(t))dt

aus, die man durch Integration von y′(x) = f (x, y(x)) erhält, und erset-

zen ähnlich wie bei den Newton-Cotes-Formeln [s. 3.1] in (7.2.6.2) den

Integranden durch ein interpolierendes Polynom Pq(x) mit

1) Grad Pq(x) ≤ q,

2) Pq(xk) = f (xk, y(xk)), k = p, p − 1, . . . , p − q, xk := x0 + k h.

Mit Hilfe der Lagrangeschen Interpolationsformel (2.1.1.3) und mit den

Abkürzungen yk := y(xk)

Pq(x) =
q
∑

i=0

f (xp−i , yp−i )L i (x), L i (x) :=
q
∏

l=0
l �=i

x − xp−l

xp−i − xp−l
,

erhält man die Näherungsformel

(7.2.6.3)

yp+k − yp− j ≈
q
∑

i=0

f (xp−i , yp−i )

∫ xp+k

xp− j

L i (x)dx

= h
q
∑

i=0

βqi f (xp−i , yp−i )

mit

(7.2.6.4) βqi := 1

h

∫ xp+k

xp− j

L i (x)dx =
∫ k

− j

q
∏

l=0
l �=i

s + l

−i + l
ds, i = 0, 1, . . . , q.

Ersetzt man in (7.2.6.3) die yi durch Näherungswerte ηi und ≈ durch das

Gleichheitszeichen, so erhält man den Ansatz

ηp+k = ηp− j + h
q
∑

i=0

βqi fp−i , mit fl := f (xl , ηl), xl := x0 + l h.

Je nach Wahl von k, j und q bekommt man verschiedene Mehrschrittver-

fahren.
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Für k = 1, j = 0 und q = 0, 1, 2, . . . erhält man die Verfahren von

Adams-Bashforth:

(7.2.6.5)

ηp+1 = ηp + h[βq0 fp + βq1 fp−1 + · · · + βqq fp−q ]

mit βqi :=
∫ 1

0

q
∏

l=0
l �=i

s + l

−i + l
ds, i = 0, 1, . . . , q.

Ein Vergleich mit (7.2.6.1) zeigt, daß hier r = q+1 ist. Einige Zahlenwerte:

βqi i = 0 1 2 3 4

β0i 1

2β1i 3 −1

12β2i 23 −16 5

24β3i 55 −59 37 −9

720β4i 1901 −2774 2616 −1274 251

Für k = 0, j = 1 und q = 0, 1, 2, . . . , erhält man die Formeln von

Adams-Moulton:

ηp = ηp−1 + h[βq0 fp + βq1 fp−1 + · · · + βqq fp−q ],

oder, wenn man p durch p + 1 ersetzt,

(7.2.6.6)

ηp+1 = ηp + h[βq0 f (xp+1, ηp+1)+ βq1 fp + · · · + βqq fp+1−q ]

mit βqi :=
∫ 0

−1

q
∏

l=0
l �=i

s + l

−i + l
ds.

Auf den ersten Blick scheint es, daß (7.2.6.6) nicht die Form (7.2.6.1) besitzt,

weil ηp+1 auf beiden Seiten der Gleichung in (7.2.6.6) vorkommt: (7.2.6.6)

stellt bei gegebenen ηp, ηp−1, . . . , ηp+1−q eine i.a. nichtlineare Gleichung

für ηp+1 dar, das Verfahren von Adams-Moulton ist ein implizites Verfahren.

Folgendes Iterationsverfahren zur Bestimmung von ηp+1 liegt nahe:

(7.2.6.7) η
(i+1)
p+1 = ηp + h[βq0 f (xp+1, η

(i)
p+1)+ βq1 fp + · · · + βqq fp+1−q ],

i = 0, 1, 2, . . .

Die Iteration hat die Form η
(i+1)
p+1 = Ψ (η

(i)
p+1) einer Fixpunktiteration: Mit

den Methoden von Abschnitt 5.2 kann man leicht zeigen, daß für genügend

kleines |h| die Abbildung z → Ψ (z) kontrahierend ist [s. Übungsaufgabe

10] und daher einen Fixpunkt ηp+1 = Ψ (ηp+1) besitzt, der (7.2.6.6) löst.

Diese Lösung ηp+1 hängt natürlich von xp, ηp, ηp−1, . . . ηp+1−q und h ab und
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damit ist auch das Verfahren von Adams-Moulton ein Mehrschrittverfahren

des Typs (7.2.6.1) (hier mit r = q).

Zu gegebenen ηp, ηp−1, . . . , ηp+1−q kann man sich einen guten Start-

wert η
(0)
p+1 für die Iteration (7.2.6.7) z. B. mit Hilfe des Verfahrens von

Adams-Bashforth (7.2.6.5) verschaffen. Aus diesem Grunde bezeichnet man

Verfahren wie das Verfahren von Adams-Bashforth auch als Prädiktor-

Verfahren (explizite Verfahren) und Verfahren wie das von Adams-Moulton

als implizite Verfahren oder Korrektor-Verfahren (η
(i)
p+1 wird durch die Ite-

ration (7.2.6.7) „korrigiert“).

Einige Zahlenwerte für die in (7.2.6.6) auftretenden Koeffizienten:

βqi i = 0 1 2 3 4

β0i 1

2β1i 1 1

12β2i 5 8 −1

24β3i 9 19 −5 1

720β4i 251 646 −264 106 −19

Bei dem Verfahren von Nyström wählt man in (7.2.6.2) k = 1, j = 1 und

erhält so

(7.2.6.8)

ηp+1 = ηp−1 + h[βq0 fp + βq1 fp−1 + · · · + βqq fp−q ]

mit βqi :=
∫ 1

−1

q
∏

l=0
l �=i

s + 1

−i + l
ds, i = 0, 1, . . . , q.

Man hat es wieder mit einem Prädiktor-Verfahren zu tun, das offensichtlich

die Gestalt (7.2.6.1) mit r = q + 1 hat.

Bemerkenswert ist der Spezialfall q = 0. Hier ist β00 =
∫ 1

−1
1ds = 2

und aus (7.2.6.8) wird

(7.2.6.9) ηp+1 = ηp−1 + 2h fp.

Dies ist die sog. Mittelpunktsregel (midpoint-rule), die der Approximation

eines Integrals durch „Rechtecks-Summen“ entspricht.

Die Verfahren von Milne sind wieder Korrektor-Verfahren. Man erhält

sie für k = 0, j = 2 aus (7.2.6.2), wenn man p durch p + 1 ersetzt:

ηp+1 = ηp−1 + h[βq0 f (xp+1, ηp+1)+ βq1 fp + · · · + βqq fp+1−q ]

(7.2.6.10)

mit βqi :=
∫ 0

−2

q
∏

l=0
l �=i

s + l

−i + l
ds, i = 0, 1, . . . , q.

Wie (7.2.6.7) löst man auch (7.2.6.10) iterativ.
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7.2.7 Allgemeine Mehrschrittverfahren

Alle in 7.2.6 besprochenen Mehrschrittverfahren und alle Einschrittverfahren

aus Abschnitt 7.2.1 haben die folgende Form:

(7.2.7.1)

ηj+r + ar−1ηj+r−1 + · · · + a0ηj = hF(x j ; ηj+r , ηj+r−1, . . . , ηj ; h; f ).

Allgemein nennt man solche Verfahren r-Schrittverfahren. Bei den in 7.2.6

betrachteten Methoden hängt die Funktion F darüber hinaus linear von f
in der folgenden Weise ab:

F(x j ; ηj+r , ηj+r−1, . . . , ηj ; h; f ) ≡ br f (x j+r , ηj+r )+ · · · + b0 f (x j , ηj ).

Dabei sind die bi , i = 0, . . . , r , gewisse Konstanten. Man spricht dann

von linearen r-Schrittverfahren; diese Verfahren werden in 7.2.11 weiter

behandelt.

Beim Verfahren von Adams-Bashforth (7.2.6.5) (r = q + 1) ist z. B.

ar−1 ≡ aq = −1, aq−1 = · · · = a0 = 0, br ≡ bq+1 = 0,

bq−i = βqi =
∫ 1

0

q
∏

l=0
l �=i

s + l

−i + l
ds, i = 0, 1, . . . , q.

Zu je r Startwerten η0, . . . , ηr−1 wird durch (7.2.7.1) eine Folge ηj ,

j ≥ 0, definiert. Als Startwerte ηi wählt man möglichst gute Näherungswerte

für die exakte Lösung yi = y(xi ) von (7.2.1.1) an den Stellen xi = x0+ ih,

i = 0, 1, . . . , r − 1. Solche Näherungswerte erhält man z. B. mittels guter

Einschrittverfahren. Mit

εi := ηi − y(xi ), i = 0, 1, . . . , r − 1,

wollen wir die Fehler in den Startwerten bezeichnen. Weitere Fehler,

z. B. Rundungsfehler bei der Berechnung von F , treten bei der Auswertung

von (7.2.7.1) auf. Wir wollen den Einfluß auch dieser Fehler studieren und

betrachten deshalb allgemeiner als (7.2.7.1) folgende Rekursionsformeln:

(7.2.7.2)

η0 := y0 + ε0,

...

ηr−1 := yr−1 + εr−1;
für j = 0, 1, 2, . . . :

ηj+r + ar−1ηj+r−1 + · · · + a0ηj :=
hF(x j ; ηj+r , ηj+r−1, . . . , ηj ; h; f )+ hεj+r .
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Die Lösungen ηi von (7.2.7.2) hängen von h und den εj ab und definieren

eine Funktion

η(x; ε; h),
die wie die Fehlerfunktion ε = ε(x; h) nur für x ∈ Rh = {x0 + ih | i =
0, 1, . . .} bzw. für h ∈ Hx = {(x − x0)/n | n = 1, 2, . . .} erklärt ist durch

η(xi ; ε; h) := ηi , ε(xi ; h) := εi , xi := x0 + ih.

Wie bei Einzelschrittverfahren kann man den lokalen Diskretisierungs-

fehler τ(x, y; h) eines Mehrschrittverfahrens (7.2.7.1) an der Stelle x, y
definieren. Dazu sei f ∈ F1(a, b), x ∈ [a, b], y ∈ R und z(t) die Lösung

des Anfangswertproblems

z′(t) = f (t, z(t)), z(x) = y.

Als lokalen Diskretisierungsfehler bezeichnet man dann die Größe

(7.2.7.3)

τ (x, y; h) := 1

h

[

z(x + rh)+
r−1
∑

i=0

ai z(x + ih)

− hF(x; z(x + rh), z(x + (r − 1)h), . . . , z(x); h; f )
]

.

Sie gibt an, wie gut die exakte Lösung einer Differentialgleichung die Rekur-

sionsformel (7.2.7.1) erfüllt. Von einem vernünftigen Verfahren wird man

erwarten, daß dieser Fehler für kleines |h| klein wird. In Verallgemeinerung

von (7.2.1.7) definiert man daher die Konsistenz von Mehrschrittverfahren

durch:

(7.2.7.4) Def: Das Mehrschrittverfahren heißt konsistent, falls es für jedes

f ∈ F1(a, b) eine Funktion σ(h) mit limh→0 σ(h) = 0 gibt, so daß

(7.2.7.5) |τ(x, y; h)| ≤ σ(h) für alle x ∈ [a, b], y ∈ R.

Es besitzt die Konsistenzordnung p, falls für f ∈ Fp(a, b)

σ (h) = O(h p).

Beispiel: Für die Mittelpunktsregel (7.2.6.9) gilt wegen z′(t) = f (t, z(t)),
z(x) = y

τ(x, y; h) : = 1

h

[

z(x + 2h)− z(x)− 2h f (x + h, z(x + h))
]

= 1

h
[z(x + 2h)− z(x)− 2hz′(x + h)].

Durch Taylorentwicklung nach h findet man
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τ(x, y; h) = 1

h

[

z(x)+ 2hz′(x)+ 2h2z′′(x)+ 8h3

6
z′′′(x)

− z(x)− 2h
(

z′(x)+ hz′′(x)+ h2

2
z′′′(x)

)
]

+ O(h3)

= h2

3
z′′′(x)+ O(h3).

Das Verfahren ist also konsistent und von zweiter Ordnung.

Leichter bestimmt man die Ordnung der Verfahren aus 7.2.6 mittels der

Fehlerabschätzungen für interpolierende Polynome [s. (2.1.4.1)] bzw. für

die Newton-Cotes-Formeln (3.1.4).

Für f (x, y) :≡ 0, und z(x) :≡ y hat man bei einem konsistenten Ver-

fahren

τ(x, y; h) = 1

h
[y(1+ ar−1 + · · · + a0)− hF(x; y, y, . . . , y; h; 0)],

|τ(x, y; h)| ≤ σ(h), lim
h→0

σ(h) = 0.

Für stetiges F(x; y, y, . . . , y; .; 0) folgt daraus, da y beliebig ist,

(7.2.7.6) 1+ ar−1 + · · · + a0 = 0.

Wir werden im weiteren an F häufig die Bedingung stellen

(7.2.7.7) F(x; ur , ur−1, . . . , u0; h; 0) ≡ 0

für alle x ∈ [a, b], alle h und alle ui . Für lineare Mehrschrittverfahren ist

(7.2.7.7) sicher immer erfüllt. Zusammen mit (7.2.7.6) garantiert (7.2.7.7),

daß die exakte Lösung y(x) ≡ y0 der trivialen Differentialgleichung y′ = 0,

y(x0) = y0, auch exakte Lösung von (7.2.7.2) ist, falls εi = 0 für alle i .
Da die von einem Mehrschrittverfahren (7.2.7.2) gelieferte Näherungs-

lösung η(x; ε; h) auch von den Fehlern εi abhängt, ist die Definition der

Konvergenz komplizierter als bei Einschrittverfahren. Man kann natürlich

nur erwarten, daß der globale Diskretisierungsfehler

e(x; ε; h) := η(x; ε, h)− y(x)

bei festem x mit h = hn = (x − x0)/n, n = 1, 2, . . . , gegen 0 konver-

giert, wenn auch die Fehler ε(x; h) mit h → 0 beliebig klein werden. Man

definiert deshalb:

(7.2.7.8) Def: Das durch (7.2.7.2) gegebene Mehrschrittverfahren heißt kon-

vergent, falls

lim
n→∞

η(x; ε; hn) = y(x), hn := x − x0

n
, n = 1, 2, . . . ,
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für alle x ∈ [a, b], alle f ∈ F1(a, b) und alle Funktionen ε(z; h), für die es

ein ρ(h) gibt mit

(7.2.7.9)
|ε(z; h)| ≤ ρ(h) für alle z ∈ Rh ,

lim
h→0

ρ(h) = 0.

7.2.8 Ein Beispiel

Die Resultate von Abschnitt 7.2.2, insbesondere Satz (7.2.2.3), legen die

Vermutung nahe, daß auch Mehrschrittverfahren umso besser konvergieren,

je höher die Ordnung p des lokalen Diskretisierungsfehlers ist [s. (7.2.7.4)].

Daß dies falsch ist, soll das folgende Beispiel zeigen, in dem auch eine Me-

thode zur Konstruktion von Mehrschrittverfahren möglichst hoher Ordnung

beschrieben wird.

Wir wollen ein lineares 2-Schrittverfahren des Typs (7.2.7.1), also ein

Verfahren der folgenden Form konstruieren

ηj+2 + a1ηj+1 + a0ηj = h[b1 f (x j+1, ηj+1)+ b0 f (x j , ηj )].

Die Konstanten a0, a1, b0, b1 wollen wir so bestimmen, daß ein Verfahren

möglichst hoher Ordnung entsteht. Ist z′(t) = f (t, z(t)), z(x) = y, so gilt

für den lokalen Diskretisierungsfehler τ(x, y; h) (7.2.7.3)

hτ(x, y; h) = z(x + 2h)+ a1z(x + h)+ a0z(x)− h[b1z′(x + h)+ b0z′(x)].

Wir entwickeln die rechte Seite in eine Taylorreihe nach h

hτ(x, y; h) = z(x)[1+ a1 + a0]+ hz′(x)[2+ a1 − b1 − b0]

+ h2z′′(x)[2+ 1
2
a1 − b1]+ h3z′′′(x)[ 4

3
+ 1

6
a1 − 1

2
b1]+ O(h4)

und bestimmen die Koeffizienten a0, a1, b0, b1 so, daß möglichst viele

h-Potenzen verschwinden. Dies führt zu den Gleichungen

1+ a1 +a0 = 0,

2+ a1 −b1 −b0 = 0,

2+ 1
2
a1 −b1 = 0,

4
3
+ 1

6
a1 − 1

2
b1 = 0,

mit der Lösung a1 = 4, a0 = −5, b1 = 4, b0 = 2, die zu dem Verfahren

ηj+2 + 4ηj+1 − 5ηj = h[4 f (x j+1, ηj+1)+ 2 f (x j , ηj )]

der Ordnung 3 [wegen hτ(x, y; h) = O(h4), d. h. τ(x, y; h) = O(h3)]

führen. Löst man mit dieser Methode das Anfangswertproblem
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y′ = −y, y(0) = 1,

mit der exakten Lösung y(x) = e−x , so findet man bei 10-stelliger Rechnung

für h = 10−2, selbst wenn man die (bis auf die Maschinengenauigkeit)

exakten Startwerte η0 := 1, η1 := e−h benutzt, folgendes Resultat:

j ηj − yj − x4
j

216
· (−5) j

j4 e3x j /5 [vgl. (7.2.8.3)]

2 −0.164× 10−8 −0.753× 10−9

3 +0.501× 10−8 +0.378× 10−8

4 −0.300× 10−7 −0.190× 10−7

5 +0.144× 10−6 +0.958× 10−7

...
...

...

96 −0.101× 1058 −0.668× 1057

97 +0.512× 1058 +0.336× 1058

98 −0.257× 1059 −0.169× 1059

99 +0.129× 1060 +0.850× 1059

100 −0.652× 1060 −0.427× 1060

Wie erklärt sich dieses oszillierende Verhalten der ηj ? Wenn wir vor-

aussetzen, daß als Startwerte die exakten Werte η0 := 1, η1 := e−h benutzt

werden und bei der Ausführung des Verfahrens keine Rundungsfehler auf-

treten (εj = 0 für alle j), erhaltenen wir eine Folge von Zahlen ηj mit

η0 = 1,

η1 = e−h,

ηj+2 + 4ηj+1 − 5ηj = h[−4ηj+1 − 2ηj ] für j = 0, 1, . . . ,

oder

(7.2.8.1) ηj+2 + 4(1+ h)ηj+1 + (−5+ 2h)ηj = 0 für j = 0, 1, . . . .

Solche Differenzengleichungen haben spezielle Lösungen der Gestalt ηj =
λ j . Geht man mit diesem Ansatz in (7.2.8.1) ein, so findet man für λ die

Gleichung

λ j [λ2 + 4(1+ h)λ+ (−5+ 2h)] = 0,

die neben der trivialen Lösung λ = 0 die Lösungen

λ1 = −2− 2h + 3

√

1+ 2
3
h + 4

9
h2,

λ2 = −2− 2h − 3

√

1+ 2
3
h + 4

9
h2

besitzt. Für kleines h ist
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√

1+ 2
3
h + 4

9
h2 = 1+ 1

3
h + 1

6
h2 − 1

18
h3 + 1

216
h4 + O(h5)

und daher

(7.2.8.2)
λ1 = 1− h + 1

2
h2 − 1

6
h3 + 1

72
h4 + O(h5)

λ2 = −5− 3h + O(h2).

Man kann nun zeigen, daß sich jede Lösung ηj von (7.2.8.1) als Linear-

kombination

ηj = αλ
j
1 + βλ

j
2

der beiden partikulären Lösungen λ
j
1 , λ

j
2 schreiben läßt [s. (7.2.9.9)]. Dabei

sind die Konstanten α und β durch die Anfangsbedingungen η0 = 1, η1 =
e−h bestimmt, die auf folgendes Gleichungssystem für α, β führen

η0 = α + β = 1,

η1 = αλ1 + βλ2 = e−h .

Seine Lösung läßt sich angeben:

α = λ2 − e−h

λ2 − λ1

, β = e−h − λ1

λ2 − λ1

.

Wegen (7.2.8.2) bestätigt man leicht

α = 1+ O(h2), β = − 1
216

h4 + O(h5).

Also gilt für festes x �= 0, h = hn = x/n, n = 1, 2, . . . , für die

Näherungslösung ηn = η(x; hn):

η(x; hn) = αλn
1 + βλn

2

=
[

1+ O
( x

n

)2
] [

1− x

n
+ O

( x

n

)2
]n

− 1

216

x4

n4

[

1+ O
( x

n

)]
[

−5− 3
x

n
+ O

( x

n

)2
]n

Der erste Term strebt für n → ∞ gegen die Lösung des Anfangswertpro-

blems y(x) = e−x . Der zweite Term verhält sich für n →∞ wie

(7.2.8.3) − x4

216

(−5)n

n4
e3x/5.

Wegen limn→∞ 5n/n4 = ∞ oszilliert dieser Term für n →∞ immer hefti-

ger. Dies erklärt das oszillatorische Verhalten und die Divergenz des Verfah-

rens. Wie man leicht sieht, liegt dies daran, daß−5 Wurzel der quadratischen

Gleichung µ2+4µ−5 = 0 ist. Es steht zu erwarten, daß auch im allgemeinen
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Fall (7.2.7.2) die Nullstellen des Polynoms Ψ (µ) = µr+ar−1µ
r−1+· · ·+a0

eine für die Konvergenz des Verfahrens wichtige Rolle spielen.

7.2.9 Lineare Differenzengleichungen

Für den folgenden Abschnitt benötigen wir einige einfache Resultate über

lineare Differenzengleichungen. Unter einer linearen homogenen Differen-

zengleichung r -ter Ordnung versteht man eine Gleichung der Form

(7.2.9.1) u j+r+ar−1u j+r−1+ar−2u j+r−2+· · ·+a0u j = 0, j = 0, 1, 2, . . . .

Zu jedem Satz von komplexen Startwerten u0, u1, . . . , ur−1 gibt es of-

fensichtlich genau eine Folge von Zahlen un , n = 0, 1, . . . , die (7.2.9.1)

löst.

In den Anwendungen auf Mehrschrittverfahren interessiert das Wachs-

tumsverhalten der un für n →∞ in Abhängigkeit von den Startwerten u0,

u1, . . . , ur−1. Insbesondere möchte man Bedingungen dafür haben, daß

(7.2.9.2) lim
n→∞

un

n
= 0 für alle Startwerte u0, u1, . . . , ur−1 ∈ C.

Zu der Differenzengleichung (7.2.9.1) gehört das Polynom

(7.2.9.3) ψ(µ) := µr + ar−1µ
r−1 + · · · + a0.

Man sagt nun, daß (7.2.9.1) die

(7.2.9.4) Stabilitätsbedingung

erfüllt, falls für jede Nullstelle λ von ψ(µ) gilt |λ| ≤ 1 und weiter aus

ψ(λ) = 0 und |λ| = 1 folgt, daß λ nur einfache Nullstelle von ψ ist.

(7.2.9.5) Satz: Die Stabilitätsbedingung (7.2.9.4) ist notwendig und hin-

reichend für (7.2.9.2).

Beweis: 1) Sei (7.2.9.2) erfüllt und λ Nullstelle von ψ (7.2.9.3). Dann

ist die Folge un := λn , n = 0, 1, . . . , eine Lösung von (7.2.9.1). Für |λ| > 1

divergiert die Folge un/n = λn/n, so daß aus (7.2.9.2) sofort |λ| ≤ 1 folgt.

Sei nun λ eine mehrfache Nullstelle von ψ mit |λ| = 1. Dann gilt

ψ ′(λ) = rλr−1 + (r − 1)ar−1λ
r−2 + · · · + 1 · a1 = 0.

Die Folge un := n λn , n ≥ 0, ist daher eine Lösung von (7.2.9.1),

u j+r + ar−1u j+r−1 + · · · + a0u j

= jλ j (λr + ar−1λ
r−1 + · · · + a0)

+ λ j+1(rλr−1 + (r − 1)ar−1λ
r−2 + · · · + a1)

= 0.
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Da un/n = λn für n → ∞ nicht gegen 0 konvergiert, muß λ einfache

Nullstelle sein.

2) Sei nun umgekehrt die Stabilitätsbedingung (7.2.9.4) erfüllt. Mit den

Abkürzungen

Uj :=

⎡

⎢
⎢
⎣

u j

u j+1

...

u j+r−1

⎤

⎥
⎥
⎦
∈ C

r , A :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

· ·
· ·

0 0 1

−a0 · · · −ar−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

,

ist die Differenzengleichung (7.2.9.1) in Matrixschreibweise zur Rekursi-

onsformel

(7.2.9.6) Uj+1 = AUj , j = 0, 1, . . . ,

äquivalent, so daß Un = AnU0. Dabei ist U0 = [u0, u1, . . . , ur−1]T gerade

der Vektor der Startwerte und A eine Frobeniusmatrix mit dem charakteristi-

schen Polynom ψ(µ) (7.2.9.3) [Satz (6.3.4)]. Weil die Stabilitätsbedingung

(7.2.9.4) erfüllt ist, gibt es nach Satz (6.9.2) eine Norm ‖ ‖ auf dem C
r mit

lub(A) = 1 für die zugehörige Matrixnorm. Es folgt daher für alle U0 ∈ C
r

(7.2.9.7) ‖Un‖ = ‖AnU0‖ ≤ ‖U0‖ für alle n = 0, 1, . . . .

Da auf dem C
r alle Normen äquivalent sind [Satz (6.9.2)], gibt es ein k > 0

mit (1/k)‖U‖ ≤ ‖U‖∞ ≤ k‖U‖. Es folgt daher für alle U0 ∈ C
r

||Un||∞ ≤ k2||U0||∞, n = 0, 1, . . . ,

d.h. es gilt limn→∞ (1/n)||Un||∞ = 0 und daher (7.2.9.2). ⊓⊔
Der Beweis des letzten Satzes beruht darauf, daß die Nullstellen λi von

ψ spezielle Lösungen der Form un := λn
i , n ≥ 0, von (7.2.9.1) liefern.

Der folgende Satz zeigt, daß man alle Lösungen von (7.2.9.1) in ähnlicher

Weise darstellen kann:

(7.2.9.8) Satz: Das Polynom

ψ(µ) := µr + ar−1µ
r−1 + · · · + a0

habe die k verschiedenen Nullstellen λi , i = 1, 2, . . . , k mit den Vielfachhei-

ten σi , i = 1, 2, . . . , k, und es sei a0 �= 0. Dann ist für beliebige Polynome

pi (t) mit Grad pi < σi , i = 1, 2, . . . , k, die Folge

(7.2.9.9) un := p1(n)λ
n
1 + p2(n)λ

n
2 + · · · + pk(n)λ

n
k , n = 0, 1, . . .

eine Lösung der Differenzengleichung (7.2.9.1). Umgekehrt läßt sich jede

Lösung von (7.2.9.1) eindeutig in der Form (7.2.9.9) darstellen.
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Beweis: Wir zeigen den ersten Teil des Satzes. Da mit {un}, {vn} auch

{αu j + βvj } Lösung von (7.2.9.1) ist, genügt es zu zeigen, daß zu einer

σ -fachen Nullstelle λ von ψ die Folge

un := p(n)λn, n = 0, 1, . . . ,

eine Lösung von (7.2.9.1) ist, wenn p(t) ein beliebiges Polynom mit Grad

p < σ ist. Für festes j ≥ 0 läßt sich nun p( j+t) mit Hilfe der Newton’schen

Interpolationsformel (2.1.3.1) in folgender Form darstellen

p( j + t) = α0 + α1t + α2t (t − 1)+ · · · + αr t (t − 1) · · · (t − r + 1)

mit ασ = ασ+1 = · · · = αr = 0 wegen Grad p < σ . Mit der Abkürzung

ar := 1 gilt daher

u j+r + ar−1u j+r−1 + · · · + a0u j = λ j
r
∑

ρ=0

aρλ
ρ p( j + ρ)

= λ j
r
∑

ρ=0

aρλ
ρ
[

α0 +
r
∑

τ=1

ατρ(ρ − 1) · · · (ρ − τ + 1)
]

= λ j [α0ψ(λ)+ α1λψ
′(λ)+ · · · + ασ−1λ

σ−1ψ (σ−1)(λ)]

= 0,

weil λ eine σ -fache Nullstelle von ψ ist und deshalb ψ (τ )(λ) = 0 für

0 ≤ τ ≤ σ − 1 gilt. Dies zeigt den ersten Teil des Satzes.

Nun ist ein Polynom p(t) = c0 + c1t + · · · + cσ−1tσ−1 vom Grad < σ

gerade durch seine σ Koeffizienten cm bestimmt, so daß wegen σ1+σ2+· · ·+
σk = r in der Darstellung (7.2.9.9) insgesamt r frei wählbare Parameter,

nämlich die Koeffizienten der pi (t), enthalten sind. Der zweite Teil des

Satzes besagt deshalb, daß man durch passende Wahl dieser r Parameter

jede Lösung von (7.2.9.1) erhalten kann, d. h. , daß zu jeder Wahl von r
Anfangswerten u0, u1, . . . , ur−1 folgendes lineare Gleichungssystem aus r
Gleichungen für die r unbekannten Koeffizienten der pi (t), i = 1, . . . , k,

eindeutig lösbar ist:

p1( j)λ j
1 + p2( j)λ j

2 + · · · + pk( j)λ j
k = u j für j = 0, 1, . . . , r − 1.

Der Beweis dafür ist zwar elementar aber mühselig. Wir lassen ihn deshalb

fort. ⊓⊔

7.2.10 Die Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Wir wollen nun die Resultate des letzten Abschnitts benutzen, um das

Konvergenzverhalten des Mehrschrittverfahrens (7.2.7.2) zu untersuchen,

das durch eine Funktion



150 7 Gewöhnliche Differentialgleichungen

F(x;u; h; f ), u := [ur , ur−1, . . . , u0]T ∈ R
r+1,

gegeben ist. Es wird sich zeigen, daß bei einem konsistenten Verfahren

[s. (7.2.7.4)] die Stabilitätsbedingung (7.2.9.4) notwendig und hinreichend

für die Konvergenz [s. (7.2.7.8)] des Verfahrens ist, wenn F gewissen

zusätzlichen Regularitätsbedingungen genügt [s. (7.2.10.3)].

Wir notieren im Zusammenhang mit der Stabilitätsbedingung, daß für

ein konsistentes Verfahren wegen (7.2.7.6) λ = 1 Nullstelle von ψ(µ) =
µr + ar−1µ

r−1 + · · · + a0 ist.

Wir zeigen zunächst, daß die Stabilitätsbedingung notwendig für die

Konvergenz ist:

(7.2.10.1) Satz: Wenn das Mehrschrittverfahren (7.2.7.2) konvergent ist [s.

(7.2.7.8)] und F der Bedingung (7.2.7.7), F(x;u; h; 0) ≡ 0, genügt, so ist

die Stabilitätsbedingung (7.2.9.4) erfüllt.

Beweis: Wenn das Verfahren (7.2.7.2) im Sinne von (7.2.7.8) konver-

gent ist, liefert es bei der Integration der Differentialgleichung y′ ≡ 0,

y(x0) = 0, mit der exakten Lösung y(x) ≡ 0 eine Näherungslösung

η(x; ε; h) mit

lim
h→0

η(x; ε; h) = 0

für alle x ∈ [a, b] und alle ε mit |ε(z; h)| ≤ ρ(h), ρ(h)→ 0 für h → 0. Man

wähle nun ein festes x �= x0, x ∈ [a, b]. Für h = hn = (x − x0)/n, n = 1, 2,

. . . , folgt xn = x und η(x; ε; hn) = ηn , wobei ηn wegen F(x;u; h; 0) ≡ 0

durch die Rekursionsformel

ηi = εi ,

ηj+r + ar−1ηj+r−1 + · · · + a0ηj = hnεj+r ,

i = 0, 1, . . . , r − 1,

j = 0, 1, . . . , n − r,

mit εj := ε(x0 + jhn; hn) bestimmt ist. Wir wählen εj+r := 0, j = 0, 1,

. . . , n − r und εi := hnui , i = 0, 1, . . . , r − 1, mit beliebigen Konstanten

u0, u1, . . . , ur−1. Es gelten dann mit

ρ(h) := |h| max
0≤i≤r−1

|ui |

die Ungleichungen

|εi | ≤ ρ(hn), i = 0, 1, . . . , n.

sowie

lim
h→0

ρ(h) = 0.

Nun ist ηn = hnun , wenn man un rekursiv aus u0, u1, . . . , ur−1 mittels der

folgenden Differenzengleichung bestimmt
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u j+r + ar−1u j+r−1 + · · · + a0u j = 0, j = 0, 1, . . . , n − r.

Da das Verfahren nach Voraussetzung konvergent ist, gilt

lim
n→∞

ηn = (x − x0) lim
n→∞

un

n
= 0,

d. h. es folgt (7.2.9.2), denn u0, u1, . . . , ur−1 waren beliebig gewählt. Aus

Satz (7.2.9.5) folgt dann die Behauptung. ⊓⊔
Wir verlangen jetzt von F zusätzlich die Lipschitz-Stetigkeit in folgen-

dem Sinne:

Zu jeder Funktion f ∈ F1(a, b) gebe es Konstanten h0 > 0 und M , so

daß

(7.2.10.2)
|F(x; ur , ur−1, . . . , u0;h; f )− F(x; vr , vr−1, . . . , v0; h; f )| ≤

≤ M
r
∑

i=0

|ui − vi |

für alle x ∈ [a, b], |h| ≤ h0, u j , vj ∈ R [vgl. die analoge Bedingung

(7.2.2.4)].

Wir zeigen nun, daß für konsistente Verfahren die Stabilitätsbedingung

auch hinreichend für die Konvergenz ist:

(7.2.10.3) Satz: Das Verfahren (7.2.7.2) sei konsistent [s. (7.2.7.4)] und F
genüge den Bedingungen (7.2.7.7) und (7.2.10.2). Dann ist das Verfahren

für alle f ∈ F1(a, b) konvergent [s. (7.2.7.8)] genau dann, wenn es die

Stabilitätsbedingung (7.2.9.4) erfüllt.

Beweis: Die Notwendigkeit der Stabilitätsbedingung für die Konvergenz

folgt aus Satz (7.2.10.1). Um zu zeigen, daß sie unter den angegebenen

Voraussetzungen auch hinreichend ist, geht man wie im Beweis von Satz

(7.2.2.3) vor: Sei y(x) die exakte Lösung von y′ = f (x, y), y(x0) = y0,

yj := y(x j ), x j = x0 + jh, und ηj Lösung von (7.2.7.2),

ηi = yi + εi , i = 0, . . . , r − 1,

ηj+r + ar−1ηj+r−1 + · · · + a0ηj = hF(x j ; ηj+r , . . . , ηj ; h; f )+ hεj+r ,

für j = 0, 1,. . . , wobei |εj | ≤ ρ(h), limh→0 ρ(h) = 0. Für den Fehler

ej := ηj − yj gilt dann

(7.2.10.4)
ei = εi ,

ej+r + ar−1ej+r−1 + · · · + a0ej = cj+r ,

i = 0, . . . , r − 1,

j = 0, 1, . . . ,

mit
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cj+r :=h[F(x j ; ηj+r , . . . , ηj ; h; f )− F(x j ; yj+r , . . . , yj ; h; f )]

+ h(εj+r − τ(x j , yj ; h)),
wobei τ(x j , yj ; h) der lokale Diskretisierungsfehler (7.2.7.3) ist. Wegen der

Konsistenz (7.2.7.4) gibt es eine Funktion σ(h) mit

|τ(x j , yj ; h)| ≤ σ(h), lim
h→0

σ(h) = 0,

so daß wegen (7.2.10.2)

(7.2.10.5) |cj+r | ≤ |h|M
r
∑

i=0

|ej+i | + |h| [ρ(h)+ σ(h)].

Mit Hilfe der Vektoren

E j :=

⎡

⎢
⎢
⎣

ej

ej+1

...

ej+r−1

⎤

⎥
⎥
⎦

, B :=

⎡

⎢
⎢
⎣

0
...

0

1

⎤

⎥
⎥
⎦
∈ R

r

und der Matrix

A :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0

· ·
· ·

0 0 1

−a0 · · · −ar−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

,

läßt sich (7.2.10.4) äquivalent formulieren

(7.2.10.6) E j+1 = AE j + cj+r B, E0 :=

⎡

⎣

ε0
...

εr−1

⎤

⎦ .

Wegen der Stabilitätsbedingung (7.2.9.4) gibt es nach Satz (6.9.2) eine Norm

‖ · ‖ auf dem C
r mit lub(A) ≤ 1. Nun sind auf dem C

r alle Normen

äquivalent [s. Satz (4.4.6)], d. h. es gibt eine Konstante k > 0 mit

1

k
‖E j‖ ≤

r−1
∑

i=0

|ej+i | ≤ k‖E j‖.

Wegen
r−1
∑

i=0

|ej+i | ≤ k‖E j‖,
r
∑

i=0

|ej+i | ≤ k‖E j+1‖

erhält man aus (7.2.10.5)



7.2 Anfangswertprobleme 153

|cj+r | ≤ |h|Mk(‖E j‖ + ‖E j+1‖)+ |h| [ρ(h)+ σ(h)]

und aus (7.2.10.6)

‖E j+1‖ ≤ ‖E j‖ + |cj+r | ‖B‖,
wobei ‖B‖ ≤ k. Dies zeigt für j = 0, 1, . . .

(7.2.10.7) (1−|h|Mk2)‖E j+1‖ ≤ (1+|h|Mk2)‖E j‖+k|h| [ρ(h)+σ(h)].

Für |h| ≤ 1/(2Mk2) ist nun (1− |h|Mk2) ≥ 1
2

und

1+ |h|Mk2

1− |h|Mk2
≤ 1+ 4|h|Mk2.

(7.2.10.7) ergibt somit für |h| ≤ 1/(2Mk2) und alle j = 0, 1, . . .

‖E j+1‖ ≤ (1+ 4|h|Mk2)‖E j‖ + 2k|h|[ρ(h)+ σ(h)].

Wegen ‖E0‖ ≤ krρ(h) liefert Hilfssatz (7.2.2.2) schließlich

‖En‖ ≤ e4n|h|Mk2

krρ(h)+ [ρ(h)+ σ(h)]
e4n|h|Mk2 − 1

2Mk
,

d.h. man hat für x �= x0, h = hn = (x − x0)/n, |hn| ≤ 1/(2Mk2)

‖En‖ ≤ e4Mk2|x−x0|krρ(hn)+ [ρ(hn)+ σ(hn)]
e4Mk2|x−x0| − 1

2Mk
.

Es gibt also von hn unabhängige Konstanten C1 und C2 mit

(7.2.10.8) |en| = |η(x; ε; hn)− y(x)| ≤ C1ρ(hn)+ C2σ(hn)

für alle genügend großen n. Wegen limh→0 ρ(h) = limh→0 σ(h) = 0 folgt

die Konvergenz des Verfahrens. ⊓⊔
Aus (7.2.10.8) erhält man sofort das

(7.2.10.9) Korollar: Ist zusätzlich zu den Voraussetzungen von Satz

(7.2.10.3) das Mehrschrittverfahren ein Verfahren der Konsistenzordnung

p [s. (7.2.7.4)], σ(h) = O(h p), ist f ∈ Fp(a, b) und gilt auch für die Fehler

εi = ε(x0 + ihn; hn), i = 0, 1, . . . , n,

eine Abschätzung der Form

|εi | ≤ ρ(hn), i = 0, 1, . . . , n,

mit einer Funktion ρ(h) = O(h p), dann gilt auch für den globalen Diskre-

tisierungsfehler
|η(x; ε; hn)− y(x)| = O(h p

n )

für alle hn = (x − x0)/n, n genügend groß.
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7.2.11 Lineare Mehrschrittverfahren

In den folgenden Abschnitten setzen wir voraus, daß in (7.2.7.2) außer den

Startfehlern εi , 0 ≤ i ≤ r − 1, keine weiteren Fehler auftreten, εj = 0 für

j ≥ r . Da aus dem Zusammenhang stets hervorgehen wird, welche Start-

werte benutzt werden, und damit die Startfehler feststehen, soll außerdem

einfacher η(x; h) statt η(x; ε; h) für die durch das Mehrschrittverfahren

(7.2.7.2) gelieferte Näherungslösung geschrieben werden.

Die gebräuchlichsten Mehrschrittverfahren sind lineare Mehrschritt-

verfahren. Bei ihnen hat in (7.2.7.1) die Funktion F(x;u; h; f ), u =
[ur , . . . , u0] ∈ R

r+1, die Form

(7.2.11.1)
F(x; ur , ur−1, . . . , u0; h; f )

≡ br f (x + r h, ur )+ br−1 f (x + (r − 1)h, ur−1)+ · · · + b0 f (x, u0).

Ein lineares Mehrschrittverfahren ist damit durch die Koeffizienten a0, . . . ,

ar−1, b0, . . . , br bestimmt. Es liefert mittels der Rekursionsformel [vgl.

(7.2.7.2)]

ηj+r + ar−1ηj+r−1 + · · · + a0ηj = h[br f (x j+r , ηj+r )+ · · · + b0 f (x j , ηj )],

xi := x0 + ih,

zu jedem Satz von Startwerten η0, η1, . . . , ηr−1 und zu jeder (genügend

kleinen) Schrittweite h �= 0 Näherungswerte ηi für die Werte y(xi ), i ≥ 0,

der exakten Lösung y(x) eines Anfangswertproblems y′ = f (x, y), y(x0) =
y0.

Für br �= 0 liegt ein Korrektor-Verfahren vor, für br = 0 ein Prädiktor-

Verfahren.

Jedes lineare Mehrschrittverfahren erfüllt offensichtlich für f ∈ F1(a, b)
die Bedingungen (7.2.10.2) und (7.2.7.7). Deshalb ist nach Satz (7.2.10.1)

die Stabilitätsbedingung (7.2.9.4) für das Polynom

ψ(µ) := µr + ar−1µ
r−1 + · · · + a0

notwendig für die Konvergenz (7.2.7.8) dieser Verfahren. Nach Satz

(7.2.10.3) ist die Stabilitätsbedingung für ψ zusammen mit der Konsistenz

(7.2.7.4) auch hinreichend für die Konvergenz.

Zur Prüfung der Konsistenz hat man nach Definition (7.2.7.4) das Ver-

halten des Ausdrucks [hier ist ar := 1]
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(7.2.11.2)

L[z(x); h] : =
r
∑

i=0

ai z(x + ih)− h
r
∑

i=0

bi f (x + ih, z(x + ih))

≡
r
∑

i=0

ai z(x + ih)− h
r
∑

i=0

bi z
′(x + ih)

≡ h · τ(x, y; h)

für die Lösung z(t) von z′(t) = f (t, z(t)), z(x) = y, x ∈ [a, b], y ∈ R zu

untersuchen. Nimmt man an, daß z(t) genügend oft differenzierbar ist (dies

ist der Fall, wenn f genügend oft stetig partiell differenzierbar ist), dann

findet man durch Taylorentwicklung von L[z(x); h] nach h

L[z(x); h] = C0z(x)+ C1h z′(x)+ · · · + Cqhq z(q)(x)(1+ O(h))

= hτ(x, y; h).

Hier hängen die Ci nur von den aj , bj ab, und zwar linear; z. B. ist

C0 = a0 + a1 + · · · + ar−1 + 1

C1 = a1 + 2a2 + · · · + (r − 1)ar−1 + r · 1− (b0 + b1 + · · · + br ).

Mit Hilfe des Polynoms ψ(µ) und des weiteren Polynoms

(7.2.11.3) χ(µ) := b0 + b1µ+ · · · + brµ
r , µ ∈ C,

lassen sich C0 und C1 in der Form

C0 = ψ(1), C1 = ψ ′(1)− χ(1)

schreiben. Nun ist

τ(x, y; h) = 1

h
L[z(x); h] = C0

h
z(x)+ C1z′(x)+ O(h).

Also gilt C0 = C1 = 0 nach Definition (7.2.7.5) für konsistente Mehrschritt-

verfahren, d. h. ein konsistentes lineares Mehrschrittverfahren hat minde-

stens die Konsistenzordnung 1.

Allgemein hat es für f ∈ Fp(a, b) (mindestens) die Ordnung p [s. Def.

(7.2.7.4)], falls

C0 = C1 = · · · = Cp = 0.

Über die Sätze (7.2.10.1) und (7.2.10.3) hinaus gilt für lineare Mehr-

schrittverfahren

(7.2.11.4) Satz: Ein konvergentes lineares Mehrschrittverfahren ist auch

konsistent.
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Beweis: Man betrachte das Anfangswertproblem

y′ = 0, y(0) = 1,

mit der exakten Lösung y(x) ≡ 1. Zu den Startwerten ηi := 1, i = 0, 1,

. . . , r − 1, liefert das Verfahren Werte ηj+r , j = 0, 1, . . . , mit

(7.2.11.5) ηj+r + ar−1ηj+r−1 + · · · + a0ηj = 0.

Setzt man hn := x/n, so gilt η(x; hn) = ηn und wegen der Konvergenz des

Verfahrens
lim

n→∞
η(x; hn) = lim

n→∞
ηn = y(x) = 1.

Für j →∞ folgt daher aus (7.2.11.5) sofort

C0 = 1+ ar−1 + · · · + a0 = 0.

Um C1 = 0 zu zeigen, wird ausgenutzt, daß das Verfahren auch für das

Anfangswertproblem
y′ = 1, y(0) = 0,

mit der exakten Lösung y(x) ≡ x konvergiert. Wir wissen bereits C0 =
ψ(1) = 0. Nach Satz (7.2.10.1) ist die Stabilitätsbedingung (7.2.9.4) erfüllt,

also λ = 1 nur einfache Nullstelle von ψ , d. h. ψ ′(1) �= 0; deshalb ist die

Konstante

K := χ(1)

ψ ′(1)

wohldefiniert. Wir wählen weiter die Startwerte

ηj := j · h · K , j = 0, 1, . . . , r − 1,

zu denen wegen y(x j ) = x j = jh die Startfehler

εj = ηj − y(x j ) = jh(K − 1) = O(h), j = 0, 1, . . . , r − 1,

gehören, die für h → 0 gegen 0 konvergieren [vgl.(7.2.7.9)]. Das Verfahren

liefert zu diesen Startwerten eine Folge ηj mit

(7.2.11.6) ηj+r+ar−1ηj+r−1+· · ·+a0ηj = h(b0+b1+· · ·+br ) = h χ(1).

Durch Einsetzen in (7.2.11.6)) sieht man unter Beachtung von C0 = 0 leicht,

daß für alle j gilt
ηj = j · h · K .

Nun hat man ηn = η(x; hn), hn := x/n. Wegen der Konvergenz des Ver-

fahrens gilt daher

x = y(x) = lim
n→∞

η(x; hn) = lim
n→∞

ηn = lim
n→∞

n hn K = x · K .

Es folgt K = 1 und damit C1 = ψ ′(1)− χ(1) = 0. ⊓⊔
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Zusammen mit den Sätzen (7.2.10.1), (7.2.10.3) ergibt dies

(7.2.11.7) Satz: Ein lineares Mehrschrittverfahren ist genau dann für f ∈
F1(a, b) konvergent, wenn es die Stabilitätsbedingung (7.2.9.4) für ψ erfüllt

und konsistent ist (d. h. ψ(1) = 0, ψ ′(1)− χ(1) = 0).

Mit Hilfe des folgenden Satzes kann man die Konsistenzordnung eines

linearen Mehrschrittverfahrens bestimmen:

(7.2.11.8) Satz: Ein lineares Mehrschrittverfahren ist genau dann ein Ver-

fahren der Konsistenzordnung p, wenn µ = 1 p-fache Nullstelle der Funk-

tion ϕ(µ) := ψ(µ)/ ln(µ)− χ(µ) ist.

Beweis: In L[z(x); h] (7.2.11.2) setze man speziell z(x) := ex . Für ein

Verfahren p-ter Ordnung gilt dann

L[ex ; h] = Cp+1h p+1ex (1+ O(h)).

Andererseits ist
L[ex ; h] = ex [ψ(eh)− hχ(eh)].

Es liegt also ein Verfahren der Ordnung p genau dann vor, wenn

ϕ(eh) = 1

h
[ψ(eh)− hχ(eh)] = Cp+1h p(1+ O(h)),

d. h. , falls h = 0 p-fache Nullstelle von ϕ(eh) bzw. µ = 1 p-fache Null-

stelle von ϕ(µ) ist. ⊓⊔
Dieser Satz legt folgende Konstruktion von Verfahren nahe: Zu gegebe-

nen Konstanten a0, a1, . . . , ar−1 bestimme man weitere Konstanten b0, b1,

. . . , br so, daß ein Mehrschrittverfahren möglichst hoher Konsistenzordnung

entsteht. Dazu entwickle man die für konsistente Verfahren in einer Umge-

bung von µ = 1 holomorphe Funktion ψ(µ)/ ln(µ) in eine Taylorreihe um

µ = 1:

(7.2.11.9)
ψ(µ)

ln(µ)
= c0+c1(µ−1)+· · ·+cr−1(µ−1)r−1+cr (µ−1)r+· · · ,

mit Koeffizienten ci , die nur von den aj abhängen, und zwar linear. Wählt

man dann

(7.2.11.10)
χ(µ) : = c0 + c1(µ− 1)+ · · · + cr (µ− 1)r

=: b0 + b1µ+ · · · + brµ
r ,

erhält man ein Korrektor-Verfahren mindestens der Ordnung r + 1 und die

Wahl
χ(µ) : = c0 + c1(µ− 1)+ · · · + cr−1(µ− 1)r−1

= b0 + b1µ+ · · · + br−1 + 0 · µr

führt zu einem Prädiktor-Verfahren mindestens der Ordnung r .
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Um Verfahren noch höherer Ordnung zu erhalten, könnte man ver-

suchen, die Konstanten a0, . . . , ar−1 so zu bestimmen, daß in (7.2.11.9)

gilt

(7.2.11.11)
ψ(1) = 1+ ar−1 + · · · + a0 = 0

cr+1 = cr+2 = · · · = c2r−1 = 0.

Der Ansatz (7.2.11.10) für χ(µ) würde dann zu einem Korrektor-Verfahren

der Ordnung 2r führen. Leider sind die so erhaltenen Verfahren nicht

mehr konvergent, weil die Polynome ψ , für die (7.2.11.11) gilt, nicht

mehr die Stabilitätsbedingung (7.2.9.4) erfüllen: Dahlquist (1956, 1959)

konnte nämlich zeigen, daß ein lineares r -Schrittverfahren, das die Sta-

bilitätsbedingung (7.2.9.4) erfüllt, höchstens die Ordnung

p ≤
{

r + 1, falls r ungerade,

r + 2, falls r gerade,

besitzen kann [vgl. Abschnitt 7.2.8].

Beispiel: Das konsistente Verfahren höchster Ordnung für r = 2 erhält man
über den Ansatz

ψ(µ) = µ2 − (1+ a)µ+ a = (µ− 1)(µ− a).

Die Taylorentwicklung von ψ(µ)/ ln(µ) um µ = 1 liefert

ψ(µ)

ln(µ)
= 1− a + 3− a

2
(µ− 1)+ a + 5

12
(µ− 1)2 − 1+ a

24
(µ− 1)3 + · · · .

Setzt man

χ(µ) := 1− a + 3− a

2
(µ− 1)+ a + 5

12
(µ− 1)2,

so hat das resultierende lineare Mehrschrittverfahren für a �= 1 die Ordnung 3 und für
a = −1 die Ordnung 4. Wegen ψ(µ) = (µ− 1)(µ− a) ist die Stabilitätsbedingung
(7.2.9.4) nur für −1 ≤ a < 1 erfüllt. Insbesondere erhält man für a = 0

ψ(µ) = µ2 − µ, χ(µ) = 1

12
(5µ2 + 8µ− 1).

Dies ist gerade das Adams-Moulton-Verfahren (7.2.6.6) für q = 2, das demnach die
Ordnung 3 besitzt. Für a = −1 erhält man

ψ(µ) = µ2 − 1, χ(µ) = 1

3
µ2 + 4

3
µ+ 1

3
,

das dem Verfahren von Milne (7.2.6.10) für q = 2 entspricht und die Ordnung 4
besitzt (siehe auch Übungsaufgabe 11).

Man übersehe nicht, daß für Mehrschrittverfahren der Ordnung p der

Integrationsfehler nur dann von der Ordnung O(h p) ist, falls die Lösung
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y(x) der Differentialgleichung mindestens p + 1 mal differenzierbar ist

[ f ∈ Fp(a, b)].

7.2.12 Asymptotische Entwicklungen des globalen

Diskretisierungsfehlers für lineare Mehrschrittverfahren

Wie in Abschnitt 7.2.3 kann man versuchen, auch für die Näherungs-

lösungen, die von Mehrschrittverfahren geliefert werden, asymptotische Ent-

wicklungen nach der Schrittweite h zu finden. Dabei treten jedoch eine

Reihe von Schwierigkeiten auf.

Zunächst hängt die Näherungslösung η(x; h) und damit auch ihre asym-

ptotische Entwicklung (falls sie existiert) von den benutzten Startwerten ab.

Darüber hinaus muß es nicht unbedingt eine asymptotische Entwicklung der

Form [vgl. (7.2.3.3)]

(7.2.12.1)
η(x; h) =y(x)+ h pep(x)+ h p+1ep+1(x)+ · · ·

+ hN eN (x)+ hN+1 EN+1(x; h)
für alle h = hn := (x − x0)/n geben mit von h unabhängigen Funktionen

ei (x) und einem Restglied EN+1(x; h), das für jedes x in h beschränkt ist.

Dies soll für ein einfaches lineares Mehrschrittverfahren, die Mittel-

punktsregel (7.2.6.9), d. h.

(7.2.12.2) ηj+1 = ηj−1 + 2h f (x j , ηj ), x j = x0 + jh, j = 1, 2, . . . ,

gezeigt werden. Wir wollen mit dieser Methode das Anfangswertproblem

y′ = −y, x0 = 0, y0 = y(0) = 1,

mit der exakten Lösung y(x) = e−x behandeln. Als Startwerte nehmen wir

η0 := 1, η1 := 1− h,

[η1 ist der durch das Eulersche Polygonzug-Verfahren (7.2.1.3.) geliefer-

te Näherungswert für y(x1) = e−h]. Ausgehend von diesen Startwerten ist

dann durch (7.2.12.2) die Folge {ηj } und damit die Funktion η(x; h) für alle

x ∈ Rh = {x j = jh| j = 0, 1, 2, . . .} definiert durch

η(x; h) := ηj = ηx/h falls x = x j = jh.

Nach (7.2.12.2) genügen die ηj wegen f (x j , ηj ) = −ηj der Differenzen-

gleichung

ηj+1 + 2hηj − ηj−1 = 0, j = 1, 2, . . . .

Mit Hilfe von Satz (7.2.9.8) lassen sich die ηj explizit angeben: Das

Polynom
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µ2 + 2hµ− 1

besitzt die Nullstellen

λ1 = λ1(h) = −h +
√

1+ h2 =
√

1+ h2

(

1− h√
1+ h2

)

,

λ2 = λ2(h) = −h −
√

1+ h2 = −
√

1+ h2

(

1+ h√
1+ h2

)

.

Damit gilt nach Satz (7.2.9.8)

(7.2.12.3) ηj = c1λ
j
1 + c2λ

j
2, j = 0, 1, 2, . . . ,

wobei die Konstanten c1, c2 mit Hilfe der Startwerte η0 = 1, η1 = 1 − h
bestimmt werden können. Man findet

η0 = 1 = c1 + c2,

η1 = 1− h = c1λ1 + c2λ2,

und daher

c1 = c1(h) =
λ2 − (1− h)

λ2 − λ1

= 1+
√

1+ h2

2
√

1+ h2
,

c2 = c2(h) =
1− h − λ1

λ2 − λ1

= h2

2

1√
1+ h2 + 1+ h2

.

Somit ist für x ∈ Rh , h �= 0,

(7.2.12.4) η(x; h) := ηx/h = c1(h)[λ1(h)]
x/h + c2(h)[λ2(h)]

x/h .

Man überzeugt sich leicht, daß die Funktion

ϕ1(h) := c1(h)[λ1(h)]
x/h

eine für |h| < 1 analytische Funktion von h ist. Ferner ist

ϕ1(h) = ϕ1(−h),

denn offensichtlich gilt c1(−h) = c1(h) sowie λ1(−h) = λ1(h)−1. Der

zweite Term in (7.2.12.4) zeigt ein komplizierteres Verhalten. Es ist

c2(h)[λ2(h)]
x/h = (−1)x/hϕ2(h)

mit der für |h| < 1 analytischen Funktion

ϕ2(h) = c2(h)[λ1(−h)]x/h = c2(h)[λ1(h)]
−x/h .

Wie eben sieht man ϕ2(−h) = ϕ2(h). ϕ1 und ϕ2 besitzen daher für |h| < 1

konvergente Potenzreihenentwicklungen der Form
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ϕ1(h) = u0(x)+ u1(x)h
2 + u2(x)h

4 + · · · ,
ϕ2(h) = v0(x)+ v1(x)h

2 + v2(x)h
4 + · · ·

mit gewissen analytischen Funktionen u j (x), vj (x). Aus den expliziten For-

meln für ci (h), λi (h) findet man leicht die ersten Glieder dieser Reihen:

u0(x) = e−x , u1(x) =
e−x

4
[−1+ 2x],

v0(x) = 0, v1(x) =
ex

4
.

Damit besitzt η(x; h) für alle h = x/n, n = 1, 2, . . . , eine Entwicklung der

Form

(7.2.12.5) η(x; h) = y(x)+
∞
∑

k=1

h2k
[

uk(x)+ (−1)x/hvk(x)
]

.

Wegen des oszillierenden von h abhängigen Terms (−1)x/h ist dies

keine asymptotische Entwicklung der Form (7.2.12.1).

Schränkt man die Wahl von h so ein, daß x/h stets gerade bzw. un-

gerade ist, erhält man echte asymptotische Entwicklungen einmal für alle

h = x/(2n), n = 1, 2, . . . ,

(7.2.12.6a) η(x; h) = y(x)+
∞
∑

k=1

h2k[uk(x)+ vk(x)],

bzw. für alle h = x/(2n − 1), n = 1, 2, . . . ,

(7.2.12.6b) η(x; h) = y(x)+
∞
∑

k=1

h2k[uk(x)− vk(x)].

Berechnet man den Startwert η1 statt mit dem Eulerverfahren mit dem Ver-

fahren von Runge-Kutta (7.2.1.14), erhält man als Startwerte

η0 := 1,

η1 := 1− h + h2

2
− h3

6
+ h4

24
.

Für c1 und c2 bekommt man auf dieselbe Weise wie oben

c1 = c1(h) =
1

2
√

1+ h2

[

1+
√

1+ h2 + h2

2
− h3

6
+ h4

24

]

,

c2 = c2(h) =
√

1+ h2 − 1− h2

2
+ h3

6
− h4

24

2
√

1+ h2
.
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Da c1(h) und c2(h) und damit η(x; h) keine geraden Funktionen von h sind,

wird η(x; h) keine Entwicklung der Form (7.2.12.5) mehr besitzen, sondern

nur noch eine Entwicklung der Art

η(x; h) = y(x)+
∞
∑

k=2

hk[ũk(x)+ (−1)x/h ṽk(x)] für h = x

n
, n = 1, 2, . . . .

Die Form der asymptotischen Entwicklung hängt also entscheidend von den

benutzten Startwerten ab.

Allgemein wurde von Gragg (1965) folgender Satz gezeigt, den wir ohne

Beweis angeben [s. Hairer und Lubich (1984) für einen kurzen Beweis]:

(7.2.12.7) Satz: Es sei f ∈ F2N+2(a, b) und y(x) die exakte Lösung des

Anfangswertproblems

y′ = f (x, y), y(x0) = y0, x0 ∈ [a, b].

Für x ∈ Rh = {x0 + ih|i = 0, 1, 2, . . .} sei η(x; h) definiert durch

(7.2.12.8)

η(x0; h) := y0,

η(x0 + h; h) := y0 + h f (x0, y0),

η(x + h; h) := η(x − h; h)+ 2h f (x, η(x; h)).

Dann besitzt η(x; h) eine Entwicklung der Form

(7.2.12.9)
η(x; h) = y(x)+

N
∑

k=1

h2k
[

uk(x)+ (−1)(x−x0)/hvk(x)
]

+ h2N+2 E2N+2(x; h),

die für x ∈ [a, b] und alle h = (x−x0)/n, n = 1, 2, . . . , gilt. Die Funktionen

uk(x), vk(x) sind von h unabhängig. Das Restglied E2N+2(x; h) bleibt bei

festem x für alle h = (x − x0)/n, n = 1, 2, . . . , beschränkt.

Es sei hier explizit darauf hingewiesen, daß Satz (7.2.12.7) auch für

Systeme von Differentialgleichungen (7.0.3) gilt: f , y0, η, y, uk , vk usw.

sind dann als Vektoren zu verstehen.

Der Fehler e(x; h) := η(x; h)− y(x) ist unter den Voraussetzungen von

Satz (7.2.12.7) in erster Näherung gleich

h2[u1(x)+ (−1)(x−x0)/hv1(x)].

Wegen des Terms (−1)(x−x0)/h zeigt er ein oszillierendes Verhalten:

e(x ± h; h) .= h2[u1(x)− (−1)(x−x0)/hv1(x)].
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Man sagt aus diesem Grunde, daß die Mittelpunktsregel „schwach instabil“

sei. Den führenden Oszillationsterm (−1)(x−x0)/hv1(x) kann man mit Hilfe

eines Tricks beseitigen. Man setzt [Gragg (1965)]:

(7.2.12.10) S(x; h) := 1
2
[η(x; h)+ η(x − h; h)+ h f (x, η(x; h))],

wobei η(x, h) durch (7.2.12.8) definiert ist. Wegen (7.2.12.8) ist nun

η(x + h; h) = η(x − h; h)+ 2h f (x, η(x; h)).

Also gilt auch

(7.2.12.11) S(x; h) = 1
2
[η(x; h)+ η(x + h; h)− h f (x, η(x; h))].

Addition von (7.2.12.10) und (7.2.12.11) ergibt

(7.2.12.12) S(x; h) = 1
2

[

η(x; h)+ 1
2
η(x − h; h)+ 1

2
η(x + h; h)

]

.

Wegen (7.2.12.9) erhält man so für S eine Entwicklung der Form

S(x; h) = 1
2

{

y(x)+ 1
2

[

y(x + h)+ y(x − h)
]

+
N
∑

k=1

h2k
[

uk(x)+ 1
2
(uk(x + h)+ uk(x − h))

+ (−1)(x−x0)/h(vk(x)− 1
2
(vk(x + h)+ vk(x − h)))

]
}

+ O(h2N+2).

Entwickelt man y(x ± h) und die Koeffizientenfunktionen uk(x ± h),
vk(x ± h) in Taylorreihen nach h, findet man schließlich für S(x; h) eine

Entwicklung der Form

(7.2.12.13)
S(x; h) =y(x)+ h2

[

u1(x)+ 1
4
y′′(x)

]

+
N
∑

k=2

h2k
[

ũk(x)+ (−1)(x−x0)/h ṽk(x)
]

+ O(h2N+2),

in der der führende Fehlerterm kein Oszillationsglied mehr enthält.

7.2.13 Mehrschrittverfahren in der Praxis

Das nicht voraussagbare Verhalten der Lösungen von Differentialgleichun-

gen erzwingt i. allg. bei der numerischen Integration die Änderung von

Schrittweiten, wenn man eine vorgegebene Genauigkeitsschranke einhalten

will (Schrittweitensteuerung). Mehrschrittverfahren, die mit äquidistanten
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Stützstellen xi und einer festen Ordnung arbeiten, sind deshalb für die Pra-

xis wenig geeignet. Jede Änderung der Schrittweite verlangt eine Neube-

rechnung von Startdaten, vgl. (7.2.6), bzw. impliziert einen komplizierten

Interpolationsprozeß, was die Leistungsfähigkeit dieser Integrationsmetho-

den stark herabsetzt.

Bei wirklich brauchbaren Mehrschrittverfahren muß man deshalb auf

die Äquidistanz der Stützstellen xi verzichten und angeben, wie man die

Schrittweiten effizient ändern kann. Die Konstruktion solcher Methoden sei

im folgenden skizziert. Wir knüpfen dazu an die Gleichung (7.2.6.2) an, die

durch formale Integration von y′ = f (x, y) erhalten wurde:

y(xp+k)− y(xp− j ) =
∫ xp+k

xp− j

f (t, y(t))dt.

Wie in (7.2.6.3) ersetzen wir den Integranden durch ein interpolierendes

Polynom Qq vom Grad q , verwenden aber hier die Newtonsche Inter-

polationsformel (2.1.3.4), die für die Schrittweitensteuerung einige Vor-

teile bietet. Man erhält zunächst mit dem interpolierenden Polynom eine

Näherungsformel

ηp+k − ηp− j =
∫ xp+k

xp− j

Qq(x)dx

und daraus die Rekursionsvorschrift

ηp+k − ηp− j =
q
∑

i=0

f [xp, . . . , xp−i ]

∫ xp+k

xp− j

Q̄i (x)dx

mit

Q̄i (x) = (x − xp) · · · (x − xp−i+1), Q̄0(x) ≡ 1.

Im Fall k = 1, j = 0, q = 0, 1, 2, . . . erhält man eine „explizite“ Formel

(Prädiktor)

(7.2.13.1) ηp+1 = ηp +
q
∑

i=0

gi f [xp, . . . , xp−i ],

wo

gi :=
∫ xp+1

xp

Q̄i (x)dx .

Für k = 0, j = 1, q = 0, 1, 2, . . . , und mit p + 1 statt p erhält man eine

„implizite“ Formel (Korrektor)

(7.2.13.2) ηp+1 = ηp +
q
∑

i=0

g∗i f [xp+1, . . . , xp−i+1]
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mit

g∗i :=
∫ xp+1

xp

(x − xp+1) · · · (x − xp+2−i )dx für i > 0,

g∗0 :=
∫ xp+1

xp

dx .

Der Näherungswert ηp+1 =: η
(0)
p+1 aus der Prädiktorformel läßt sich nach

Abschnitt 7.2.6 als „Startwert“ für die iterative Lösung der Korrektorformel

verwenden. Wir führen aber nur einen Iterationsschritt aus und bezeichnen

den erhaltenen Näherungswert mit η
(1)
p+1.

Aus der Differenz der beiden Näherungswerte lassen sich wieder Aus-

sagen über den Fehler und damit die Schrittweite gewinnen. Subtraktion der

Prädiktorformel von der Korrektorformel liefert

η
(1)
p+1 − η

(0)
p+1 =

∫ xp+1

xp

(Q(1)
q (x)− Q(0)

q (x))dx .

Q(1)
q (x) ist das interpolierende Polynom der Korrektorformel (7.2.13.2) zu

den Stützstellen

(xp+1, f (1)
p+1), (xp, fp), . . . , (xp−q+1, fp−q+1)

mit

f (1)
p+1 = f (xp+1, η

(0)
p+1).

Q(0)
q (x) ist das interpolierende Polynom der Prädiktorformel zu den Stütz-

stellen (xp, fp), . . . , (xp−q , fp−q). Setzt man f (0)
p+1 := Q(0)

q (xp+1), dann ist

Q(0)
q (x) auch durch die Stützstellen

(xp+1, f (0)
p+1), (xp, fp), . . . , (xp−q+1, fp−q+1)

eindeutig definiert. Das Differenzpolynom Q(1)
q (x)− Q(0)

q (x) verschwindet

also an den Stellen xp−q+1, . . . , xp und besitzt für xp+1 den Wert

f (1)
p+1 − f (0)

p+1.

Also ist

(7.2.13.3) η
(1)
p+1 − η

(0)
p+1 = Cq · ( f (1)

p+1 − f (0)
p+1).

Sei nun y(x) die exakte Lösung der Differentialgleichung y′ = f (x, y)
zum Anfangswert y(xp) = ηp. Wir setzen voraus, daß die zurückliegenden

Näherungswerte ηp−i = y(xp−i ), i = 0, 1, . . . , q exakt sind, und machen

noch die zusätzliche Annahme, daß f (x, y(x)) durch das Polynom Q(1)
q+1

exakt dargestellt wird, das zu den Stützpunkten
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(xp+1, f (1)
p+1), (xp, fp), . . . , (xp−q , fp−q)

gehört. Es ist dann

y(xp+1) = ηp +
∫ xp+1

xp

f (y, y(x)) dx

= ηp +
∫ xp+1

xp

Q(1)
q+1(x) dx .

Für den Fehler

Eq := y(xp+1)− η
(1)
p+1

ergibt sich

Eq = ηp +
∫ xp+1

xp

Q(1)
q+1(x)dx − ηp −

∫ xp+1

xp

Q(1)
q dx

=
∫ xp+1

xp

(Q(1)
q+1(x)− Q(0)

q (x))dx −
∫ xp+1

xp

(Q(1)
q (x)− Q(0)

q (x))dx .

Im ersten Term stimmt Q(0)
q (x) mit dem Polynom Q(0)

q+1(x) überein, das zu

den Interpolationsstellen

(xp+1, f (0)
p+1), (xp, fp), . . . , (xp−q , fp−q)

gehört. Analog zu (7.2.13.3) ist dann gerade

Eq = Cq+1( f (1)
p+1 − f (0)

p+1)− Cq( f (1)
p+1 − f (0)

p+1)

= (Cq+1 − Cq)( f (1)
p+1 − f (0)

p+1).

Sind nun die Stützpunkte xp+1, xp, . . . , xp−q äquidistant und ist h := x j+1−
x j , so gilt für den Fehler

Eq = y(xp+1)− η
(1)
p+1 = O(hq+2)

.= C hq+2.

Die weiteren Überlegungen gestalten sich nun nach früherem Muster (vgl.

Abschnitt 7.2.5).

Sei ε eine vorgegebene Toleranzschranke. Der „alte“ Schritt halt wird

als „erfolgreich“ akzeptiert, falls

|Eq | = |Cq+1 − Cq | · | f (1)
p+1 − f (0)

p+1|
.= |C · hq+2

alt | ≤ ε.

Der neue Schritt hneu wird als „erfolgreich“ angesehen, falls

|C · hq+2
neu | ≤ ε.

gemacht werden kann. Elimination von C liefert wieder
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hneu
.= halt

(
ε

|Eq |

) 1
q+2

Diese Strategie läßt sich noch verbinden mit einer Änderung von q
(Änderung der Ordnung des Verfahrens). Man ermittelt die drei Größen

(
ε

|Eq−1|

) 1
q+1

,

(
ε

|Eq |

) 1
q+2

,

(
ε

|Eq+1|

) 1
q+3

und bestimmt das maximale Element. Wenn der erste Term maximal ist,

wird q um 1 verringert; ist der zweite maximal, wird q beibehalten, und ist

der dritte maximal, wird q um 1 erhöht.

Entscheidend ist, daß sich die Größen Eq−1, Eq , Eq+1 aus dem Schema

der dividierten Differenzen rekursiv berechnen lassen. Man kann zeigen

Eq−1 = gq−1,2 f (1)[xp+1, xp, . . . , xp−q+1],

Eq = gq,2 f (1)[xp+1, xp, . . . , xp−q ],

Eq+1 = gq+1,2 f (1)[xp+1, xp, . . . , xp−q−1],

wobei die Größen f (1)[xp+1, xp, . . . , xp−i ] die dividierten Differenzen für

die Stützpunkte (xp+1, f (1)
p+1), (xp, fp), . . . , (xp−i , fp−i ) und die Größen gi j

durch

gi j =
∫ xp+1

xp

Q̄i (x)(x − xp+1)
j−1dx, i, j ≥ 1,

definiert sind. Die gi j genügen der Rekursion

gi j = (xp+1 − xp+1−i )gi−1, j + gi−1, j+1

für j = 1, 2, . . . , q + 2− i , i = 2, 3, . . . , q , mit den Startwerten

g1 j =
(−(xp+1 − xp))

j+1

j ( j + 1)
, j = 1, . . . , q + 1.

Das so besprochene Verfahren ist „selbststartend“: Man beginnt mit q = 0,

erhöht im nächsten Schritt auf q = 1 u.s.w. Die für Mehrschrittverfahren

mit äquidistanten Schrittweiten und festem q notwendige „Anlaufrechnung“

(vgl. 7.2.6) entfällt.

Für ein eingehendes Studium muß auf die Spezialliteratur verwiesen

werden, etwa Hairer, Nørsett and Wanner (1993), Shampine and Gordon

(1975), Gear (1971) und Krogh (1974).
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7.2.14 Extrapolationsverfahren zur Lösung des Anfangswertproblems

Wie in Abschnitt 3.5 ausgeführt, legen asymptotische Entwicklungen die

Anwendung von Extrapolationsverfahren nahe. Besonders effektive Extra-

polationsverfahren erhält man für Diskretisierungsverfahren mit asymptoti-

schen Entwicklungen, in denen nur gerade h-Potenzen auftreten. Man be-

achte, daß das für die Mittelpunktsregel bzw. für die modifizierte Mittel-

punktsregel der Fall ist [s. (7.2.12.8), (7.2.12.9) bzw. (7.2.12.10),

(7.2.12.13)].

In der Praxis verwendet man insbesondere die Graggsche Funktion

S(x; h) (7.2.12.10), deren Definition wegen ihrer Wichtigkeit wiederholt

sei:

Gegeben sei das Tripel ( f, x0, y0), eine reelle Zahl H und eine natürliche

Zahl n > 0. Man definiere x̄ := x0 + H , h := H/n. Zu dem Anfangswert-

problem

y′ = f (x, y), y(x0) = y0,

mit der exakten Lösung y(x) wird der Näherungswert S(x̄; h) für y(x̄) auf

folgende Weise berechnet:

(7.2.14.1)

η0 : = y0,

η1 : = η0 + h f (x0, η0), x1 := x0 + h,

für j = 1, 2, . . . , n − 1 :

ηj+1 : = ηj−1 + 2h f (x j , ηj ), x j+1 := x j + h,

S(x̄; h) : = 1
2
[ηn + ηn−1 + h f (xn, ηn)].

Bei Extrapolationsverfahren zur Approximation von y(x̄) wählt man dann

(s. 3.4, 3.5) eine Folge

F = {n0, n1, n2, . . .}, 0 < n0 < n1 < n2 < · · · ,

von natürlichen Zahlen und berechnet für hi := H/ni die Werte S(x̄; hi ),

i = 0, 1, . . . . Wegen des Oszilliationsterms (−1)(x−x0)/h in (7.2.12.13)

darf F jedoch nur gerade oder nur ungerade Zahlen enthalten. Gewöhnlich

nimmt man die Folge

(7.2.14.2) F = {2, 4, 6, 8, 12, 16, . . .}, ni := 2 ni−2 für i ≥ 3.

Wie in Abschnitt 3.5 berechnet man dann ausgehend von den S(x̄; hi )

in der nullten Spalte mit Hilfe von Interpolationsformeln ein Tableau von

weiteren Werten Tik , und zwar Schrägzeile für Schrägzeile:
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(7.2.14.3)

h0 S(x̄; h0) = T00

T11

h1 S(x̄; h1) = T10 T22

ց
T21 T33

ց ր
h2 S(x̄; h2) = T20 T32

...ց ր
T31

...ր
h3 S(x̄; h3) = T30

...

...
...

Dabei ist

Tik := T̃ik(0)

gerade der Wert des interpolierenden Polynoms (besser nimmt man rationale

Funktionen) k-ten Grades in h2,

T̃ik(h) = a0 + a1h2 + . . .+ akh2k,

mit T̃ik(h j ) = S(x̄; h j ) für j = i , i−1, . . . , i−k. Wie in 3.5 gezeigt wurde,

konvergiert jede Spalte von (7.2.14.3) gegen y(x̄)

lim
i→∞

Tik = y(x̄) für k = 0, 1, . . . .

Insbesondere konvergieren bei festem k die Tik für i → ∞ wie ein Ver-

fahren (2k + 2)-ter Ordnung gegen y(x̄). In erster Näherung gilt wegen

(7.2.12.13) [s. (3.5.9)]

Tik − y(x̄)
.= (−1)kh2

i h2
i−1 · · · h2

i−k[ũk+1(x̄)+ ṽk+1(x̄)].

Weiter kann man wie in 3.5 mit Hilfe des Monotonieverhaltens der Tik

asymptotische Abschätzungen für den Fehler Tik − y(x̄) gewinnen.

Hat man ein hinreichend genaues Tik =: ȳ gefunden, wird ȳ als

Näherungswert für y(x̄) akzeptiert. Anschließend kann man auf dieselbe

Weise y( ¯̄x) an einer weiteren Stelle ¯̄x = x̄ + H̄ näherungsweise berechnen,

indem man x0, y0, H durch x̄ , ȳ, H̄ ersetzt und das neue Anfangswertpro-

blem wie eben löst.

Es sei ausdrücklich darauf hingewiesen, daß das Extrapolationsverfah-

ren auch zur Lösung eines Anfangswertproblems (7.0.3), (7.0.4) für Systeme

von n gewöhnlichen Differentialgleichungen anwendbar ist. In diesem Fall

sind f (x, y) und y(x) Vektoren von Funktionen, y0, ηi und schließlich
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S(x̄; h) (7.2.14.1) sind Vektoren des R
n . Die asymptotischen Entwicklun-

gen (7.2.12.9) und (7.2.12.13) sind nach wie vor richtig und bedeuten, daß

jede Komponente von S(x̄; h) ∈ R
n eine asymptotische Entwicklung der

angegebenen Form besitzt. Die Elemente Tik von (7.2.14.3) sind ebenfalls

Vektoren aus dem R
n , die wie eben komponentenweise aus den entspre-

chenden Komponenten von S(x̄; hi ) berechnet werden.

Bei der praktischen Realisierung des Verfahrens tritt das Problem auf,

wie man die Grundschrittweite H wählen soll. Wählt man H zu groß,

muß man ein sehr großes Tableau (7.2.14.3) konstruieren, bevor man ein

genügend genaues Tik findet: i ist eine große Zahl und um Tik zu bestimmen,

hat man S(x̄; h j ) für j = 0, 1, . . . , i zu berechnen, wobei die Berechnung

von S(x̄; h j ) allein n j+1 Auswertungen der rechten Seite f (x, y) der Diffe-

rentialgleichung erfordert. So wachsen bei der Folge F (7.2.14.2) die Zahlen

si :=
∑i

j=0(n j +1) und damit der Rechenaufwand für ein Tableau mit i+1

Schrägzeilen mit i rasch an: es gilt si+1 ≈ 1.4si .

Wenn die Schrittweite H zu klein ist, werden unnötig kleine und damit

zu viele Integrationsschritte (x0, y(x0))→ (x0 + H, y(x0 + H)) gemacht.

Es ist deshalb für die Effizienz des Verfahrens sehr wichtig, daß

man ähnlich wie in 7.2.5 einen Mechanismus für die Schätzung einer

vernünftigen Schrittweite H in das Verfahren einbaut. Dieser Mechanismus

muß zweierlei leisten:

a) Er muß sicherstellen, daß eine zu große Schrittweite H reduziert wird,

bevor ein unnötig großes Tableau konstruiert wird.

b) Er sollte dem Benutzer des Verfahrens (des Programms) für den

nächsten Integrationsschritt eine brauchbare Schrittweite H̄ vorschlagen.

Wir wollen auf solche Mechanismen nicht weiter eingehen und es mit

der Bemerkung bewenden lassen, daß man im Prinzip ebenso wie in Ab-

schnitt 7.2.5 vorgehen kann.

Ein ALGOL-Programm für die Lösung von Anfangswertproblemen mit-

tels Extrapolationsverfahren findet man in Bulirsch und Stoer (1966).

7.2.15 Vergleich der Verfahren zur Lösung

von Anfangswertproblemen

Die beschriebenen Verfahren zerfallen in drei Klassen,

a) Einschrittverfahren,

b) Mehrschrittverfahren,

c) Extrapolationsverfahren.

Alle Verfahren gestatten eine Änderung der Schrittweite h in jedem In-

tegrationsschritt, eine Anpassung der jeweiligen Schrittweite stößt bei ihnen
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auf keine grundsätzlichen Schwierigkeiten. Die modernen Mehrschrittver-

fahren und auch die Extrapolationsverfahren arbeiten darüber hinaus nicht

mit festen Ordnungen. Bei Extrapolationsverfahren kann die Ordnung bei-

spielsweise mühelos durch Anhängen weiterer Spalten an das Tableau der

extrapolierten Werte erhöht werden. Einschrittverfahren vom Runge-Kutta-

Fehlberg-Typ sind von der Konstruktion her an eine feste Ordnung gebun-

den, doch lassen sich mit entsprechend komplizierten Ansätzen auch Ver-

fahren mit variabler Ordnung konstruieren. Untersuchungen darüber sind im

Gange.

Um die Vor- bzw. Nachteile der verschiedenen Integrationsmethoden

herauszufinden, wurden mit größter Sorgfalt Rechenprogramme für die oben

erwähnten Verfahren erstellt und umfangreiche numerische Experimente mit

einer Vielzahl von Differentialgleichungen durchgeführt.

Das Ergebnis kann etwa so beschrieben werden: Den geringsten Rechen-

aufwand gemessen in der Anzahl der Auswertungen der rechten Seite einer

Differentialgleichung erfordern die Mehrschrittverfahren. Pro Schritt muß

bei einem Prädiktor-Verfahren die rechte Seite der Differentialgleichungen

nur einmal zusätzlich ausgewertet werden, bei einem Korrektor-Verfahren

ist diese Zahl gleich der (im allgemeinen geringen) Zahl der Iterationen.

Der Aufwand, den die Schrittweitensteuerung bei Mehrschrittverfahren ver-

ursacht, gleicht diesen Vorteil aber wieder weitgehend aus. Mehrschritt-

verfahren haben den höchsten Aufwand an Unkosten-Zeit (overhead-time).

Vorteile sind insbesondere dann gegeben, wenn die rechte Seite der Dif-

ferentialgleichung sehr kompliziert gebaut ist und deshalb jede ihrer Aus-

wertungen sehr teuer ist. Im Gegensatz dazu haben Extrapolationsverfahren

den geringsten Aufwand an Unkosten-Zeit, dagegen reagieren sie manch-

mal nicht so „feinfühlig“ auf Änderungen der vorgegebenen Genauigkeits-

schranke ε wie Einschrittverfahren oder Mehrschrittverfahren: häufig wer-

den viel genauere Ergebnisse als gewünscht geliefert. Die Zuverlässigkeit

der Extrapolationsverfahren ist sehr groß, bei geringeren Genauigkeitsan-

forderungen arbeiten sie aber nicht sehr wirtschaftlich, sie sind dann zu

teuer.

Bei geringen Genauigkeitsanforderungen sind Runge-Kutta-Fehlberg-

Verfahren (RK F-Verfahren) niedriger Ordnungen p vorzuziehen. RK F-

Verfahren gewisser Ordnungen reagieren auf Unstetigkeiten der rechten

Seite der Differentialgleichung manchmal weniger empfindlich als Mehr-

schritt- oder Extrapolations-Verfahren. Zwar wird, wenn keine besonderen

Vorkehrungen getroffen werden, bei RK F-Verfahren die Genauigkeit an

einer Unstetigkeitsstelle zunächst drastisch reduziert, danach aber arbeiten

diese Verfahren wieder störungsfrei weiter. Bei gewissen prakischen Pro-

blemen kann das vorteilhaft sein.
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Keine der Methoden weist solche Vorteile auf, daß sie allen anderen

vorgezogen werden könnte (vorausgesetzt, daß alle Methoden sorgfältig pro-

grammiert wurden). Welches Verfahren für ein bestimmtes Problem heran-

gezogen werden soll, hängt von vielen Dingen ab, die hier nicht im einzelnen

erläutert werden können, dazu muß auf die Originalarbeiten verwiesen wer-

den, siehe z.B. Clark (1968), Crane und Fox (1969), Hull et al. (1972),

Shampine et al. (1976), Diekhoff et al. (1977).

7.2.16 Steife Differentialgleichungen

Der Zerfall von Ozon in den höheren Luftschichten unter der Einwirkung

der Sonnenstrahlung wird in der chemischen Reaktionskinetik beschrieben

durch

O3 + O2

k1

⇀↽
k2

O + 2O2; O3 + O
k3→ 2O2.

Die kinetische Parameter kj , j = 1, 2, 3, sind dabei aus Messungen bekannt

– oder werden durch Lösung eines „inversen Problems“ aus gemessenen

Zerfallskurven der Substanzen bestimmt. Bezeichnen y1 = [O3], y2 = [O],

y3 = [O2] die Konzentrationen der miteinander reagierenden Gase, so wird

diese Reaktion, sehr vereinfacht, durch die Lösungen des Differentialglei-

chungssystems

ẏ1(t) = −k1 y1 y3 + k2 y2 y2
3 − k3 y1 y2,

ẏ2(t) = k1 y1 y3 − k2 y2 y2
3 − k3 y1 y2,

ẏ3(t) = −k1 y1 y3 + k2 y2 y2
3 + k3 y1 y2

beschrieben [vgl. Willoughby (1974)].

Nimmt man die Konzentration von molekularem Sauerstoff [O2] als

konstant, ẏ3 ≡ 0, und die Anfangskonzentration des Radikals O als Null

an, y2(0) = 0, so erhält man bei entsprechender Skalierung der kj das

Anfangswertproblem

ẏ1 = −y1 − y1 y2
2 + 294y2,

ẏ2 = (y1 − y1 y2)/98− 3y2,

y1(0) = 1,

y2(0) = 0,
t ≥ 0.

Typisch für Probleme der chemischen Reaktionskinetik sind die stark unter-

schiedlichen Zeitordnungen, in denen die Reaktionen ablaufen. Das äußert

sich in den unterschiedlichen Größenordnungen der Koeffizienten im Dif-

ferentialgleichungssystem. Eine Linearisierung ergibt daher einen weiten

Bereich der Eigenwerte [s. Gerschgorin-Kreissatz (6.9.4))]. Man muß also
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Lösungen erwarten, die durch „Grenzschichten“ und „asymptotische Pha-

sen“ gekennzeichnet sind. Solche Systeme bereiten bei der numerischen

Integration große Schwierigkeiten.

Ein Beispiel [vgl. dazu Grigorieff (1972, 1977)] möge das erläutern.

Gegeben sei das System (mit der unabhängigen Variablen x)

(7.2.16.1)
y′1(x) =

λ1 + λ2

2
y1 +

λ1 − λ2

2
y2,

y′2(x) =
λ1 − λ2

2
y1 +

λ1 + λ2

2
y2,

mit negativen Konstanten λi < 0, i = 1, 2. Seine allgemeine Lösung ist

(7.2.16.2)
y1(x) = C1eλ1x + C2eλ2x ,

y2(x) = C1eλ1x − C2eλ2x ,

mit Integrationskonstanten C1, C2.

Integriert man (7.2.16.1) mit dem Euler-Verfahren [s. (7.2.1.3)], so las-

sen sich die numerischen Näherungen geschlossen darstellen,

(7.2.16.3)
η1i = C1(1+ hλ1)

i + C2(1+ hλ2)
i ,

η2i = C1(1+ hλ1)
i − C2(1+ hλ2)

i .

Offensichtlich konvergieren die Näherungen für i →∞ nur dann gegen 0,

falls die Schrittweite h so klein gewählt wird, daß

(7.2.16.4) |1+ hλ1| < 1 und |1+ hλ2| < 1.

Es sei nun |λ2| groß gegen |λ1|. Wegen λ2 < 0 ist dann in (7.2.16.2) der

Einfluß der Komponente eλ2x gegenüber eλ1x vernachlässigbar klein. Leider

gilt das nicht für die numerische Integration. Wegen (7.2.16.4) muß nämlich

die Schrittweite h > 0 so klein gewählt werden, daß

h <
2

|λ2|
.

Für den Fall λ1 = −1, λ2 = −1000 ist h ≤ 0.002. Obwohl also e−1000x

zur Lösung praktisch nichts beiträgt, bestimmt der Faktor 1000 im Expo-

nenten die Schrittweite. Dieses Verhalten bei der numerischen Integration

bezeichnet man als steif (stiff equations).

Ein solches Verhalten ist allgemein zu erwarten,wenn für eine Differen-

tialgleichung y′ = f (x, y) die Matrix fy(x, y) Eigenwerte λ mit Re λ≪ 0

besitzt.

Das Euler-Verfahren (7.2.1.3) ist für die numerische Integration solcher

Systeme kaum geeignet; gleiches gilt für die RKF-Verfahren, Mehrschritt-

verfahren und Extrapolationsverfahren, die bisher behandelt wurden.
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Geeignete Methoden zur Integration steifer Differentialgleichungen lei-

ten sich aus den sogenannten impliziten Verfahren ab. Als Beispiel diene

das implizite Eulerverfahren .

(7.2.16.5) ηi+1 = ηi + h f (xi+1, ηi+1), i = 0, 1, . . . .

Die neue Näherung ηi+1 läßt sich nur iterativ bestimmen. Der numerische

Aufwand wächst also beträchtlich.

Man findet häufig, daß bei konstanter Schrittweite h > 0 viele Verfahren

angewandt auf das lineare Differentialgleichungssystem

(7.2.16.6) y′ = Ay, y(0) = y0,

A eine n × n-Matrix, eine Folge von Näherungsvektoren ηi für die Lösung

y(xi ) liefern, die einer Rekursionsformel

(7.2.16.7) ηi+1 = g(h A)ηi

genügen. Die Funktion g(z) hängt nur von dem betreffenden Verfahren ab

und heißt Stabilitätsfunktion. Sie ist gewöhnlich eine rationale Funktion, in

die man eine Matrix als Argument einsetzen darf.

Beispiel: Für das explizite Euler-Verfahren (7.2.1.3) findet man

ηi+1 = ηi + h Aηi = (I + h A)ηi , also g(z) = 1+ z,

für das implizite Euler-Verfahren (7.2.16.5):

ηi+1 = ηi + h Aηi+1, ηi+1 = (I − h A)−1ηi , also g(z) = 1/(1− z).

Nimmt man an, daß in (7.2.16.6) die Matrix A nur Eigenwerte λj mit

Re λj < 0 besitzt [vgl. (7.2.16.1)], so konvergiert die Lösung y(x) von

(7.2.16.6) für x → ∞ gegen 0, während wegen (7.2.16.7) die diskrete

Lösung {ηi } für i → ∞ nur für solche Schrittweiten h > 0 gegen 0 kon-

vergiert, für die |g(hλj )| < 1 für alle Eigenwerte λj von A gilt.

Weil das Vorkommen von Eigenwerten λj mit Re λj ≪ 0 nicht notwen-

dig die Verwendung kleiner Schrittweiten h > 0 erzwingt, ist deshalb ein

Verfahren für die Integration steifer Differentialgleichungen geeignet, wenn

es absolut stabil in folgendem Sinne ist:

(7.2.16.8) Def.: Ein Verfahren (7.2.16.7) heißt absolut stabil (A-stabil), falls

|g(z)| < 1 für alle Re z < 0 gilt.

Eine genauere Beschreibung des Verhaltens einer Methode (7.2.16.7)

liefert ihr absolutes Stabilitätsgebiet, unter dem man die Menge

(7.2.16.9) M = {z ∈ C
∣
∣ |g(z)| < 1}
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versteht: Ein Verfahren ist umso geeigneter für die Integration steifer Dif-

ferentialgleichungen, je größer der Durchschnitt M ∩ C− von M mit der

linken Halbebene C− = {z | Re z < 0} ist; es ist absolut stabil, falls M

sogar C− enthält.

Beispiel: Das absolute Stabilitätsgebiet des expliziten Euler-Verfahrens ist

{z
∣
∣
∣ |1+ z| < 1},

das des impliziten Euler-Verfahrens

{z
∣
∣
∣ |1− z| > 1}.

Das implizite Euler-Verfahren ist also absolut stabil, das explizite nicht.

Unter Berücksichtigung der A-Stabilität lassen sich analog zu den Aus-

führungen in den vorherigen Kapiteln (7.2.14), (7.2.1) und (7.2.11) Extrapo-

lationsverfahren, Einschrittverfahren und Mehrschrittverfahren entwickeln.

Alle Methoden sind implizit oder semi-implizit, da nur diese Methoden

eine rationale Stabilitätsfunktion besitzen. Die früher hergeleiteten expliziten

Verfahren führen auf polynominale Stabilitätsfunktionen, die nicht A-stabil

sein können. Das implizite Element aller steifen Differentialgleichungslöser

besteht in der einfachen (semi-implizit) oder mehrfachen Lösung linearer

Gleichungssysteme (resultierend aus Iterationsverfahren vom Newton Typ).

Die Matrix E dieser linearen Gleichungssysteme enthält dabei im wesentli-

chen die Jacobimatrix fy = fy(x, y); i. allg. wählt man E = I − hγ fy mit

einer Konstanten γ .

Extrapolationsverfahren

Wir wollen eine Extrapolationsmethode zur Lösung steifer Systeme der

Form* y′ = f (y) herleiten. Dazu spaltet man zunächst den steifen Teil

der Lösung y(t) in der Nähe von t = x ab, indem man die modifizierte

Funktion c(t) := e−A(t−x)y(t) mit A := fy(y(x)) einführt. Für sie gilt

c′(x) = f̄ (y(x)), mit f̄ (y) := f (y)− Ay,

so daß das Eulerverfahren (7.2.1.3) bzw. die Mittelpunktsregel (7.2.6.9) die

Näherungen

c(x + h) ≈ y(x)+ h f̄ (y(x)),

c(x + h) ≈ c(x − h)+ 2h f̄ (y(x))

* Jede Differentialgleichung kann auf diese autonome Form reduziert wer-

den: ỹ′ = f̃ (x̃, ỹ) ist äquivalent zu
[

ỹ
x̃

]′
=
[

f̃ (x̃,ỹ)
1

]

.
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liefert. Mit Hilfe von c(x ± h) = e∓Ah y(x ± h) ≈ (I ∓ Ah)y(x ± h) erhält

man eine semi-implizite Mittelpunktsregel [vgl. (7.2.12.8)],

η(x0; h) := y0, A := fy(y0),

η(x0 + h; h) := (I − h A)−1[y0 + h f̄ (y0)],

η(x + h; h) := (I − h A)−1
[

(I + h A)η(x − h; h)+ 2h f̄ (η(x; h))
]

für die Berechnung einer Näherungslösung η(x; h) ≈ y(x) des Anfangs-

wertproblems y′ = f (y), y(x0) = y0. Diese Methode wurde von Bader und

Deuflhard (1983) als Basis von Extrapolationsverfahren genommen, die mit

großem Erfolg zur Lösung von reaktionskinetischen Problemen der Chemie

verwendet wurden.

Einschrittverfahren

In Anlehnung an Runge-Kutta-Fehlberg-Methoden [s. (7.2.5.7) ff.] ha-

ben Kaps und Rentrop (1979) für autonome Systeme [s. letzte Fußnote]

y′ = f (y) Verfahren zur Integration von steifen Differentialgleichungen

konstruiert, die sich durch einfachen Aufbau, Effizienz und eine robuste

Schrittweitensteuerung auszeichnen. Numerisch getestet wurden sie bis zu

den extremen Werten
∣
∣
∣
∣

λmax

λmin

∣
∣
∣
∣
= 107 (bei 12-stelliger Rechnung).

Analog zu (7.2.5.7) hat man

(7.2.16.10)
ȳi+1 = ȳi + h ΦI(ȳi ; h),
ŷi+1 = ȳi + h ΦII(ȳi ; h),

mit

(7.2.16.11)
|∆(x, y(x)); h)−ΦI(y(x); h)| ≤ NIh

3,

|∆(x, y(x)); h)−ΦII(y(x); h)| ≤ NIIh
4,

und

ΦI(y; h) =
3
∑

k=1

ck f ∗k (y; h),

ΦII(y; h) =
4
∑

k=1

ĉk f ∗k (y; h),

wobei für die f ∗k := f ∗k (y; h), k = 1, 2, 3, 4, gilt

(7.2.16.12) f ∗k = f
(

y + h
k−1
∑

l=1

βkl f ∗l
)

+ h f ′(y)
k
∑

l=1

γkl f ∗l .
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Bei gegebenen Konstanten müssen die f ∗k aus diesen Systemen iterativ be-

stimmt werden. Die Konstanten genügen Gleichungen, die ähnlich wie in

(7.2.5.9) ff. gebaut sind. Kaps und Rentrop geben folgende Werte an:

γkk= 0.220428410 für k = 1, 2, 3, 4,

γ21= 0.822867461,

γ31= 0.695700194, γ32= 0,

γ41= 3.90481342, γ42= 0, γ43 = 1,

β21= −0.554591416,

β31= 0.252787696, β32= 1,

β41= β31, β42= β32, β43 = 0,

c1 = −0.162871035, c2 = 1.18215360,

c3 = −0.19282599510 − 1,

ĉ1 = 0.545211088, ĉ2 = 0.301486480,

ĉ3 = 0.177064668, ĉ4 = −0.23762236310 − 1.

Die Schrittweitensteuerung erfolgt nach (7.2.5.14)

hneu = 0.9h 3

√

ε|h|
|ŷi+1 − ȳi+1|

.

Mehrschrittverfahren

Dahlquist (1963) hat bewiesen, daß es keine A-stabilen r -Schrittverfahren

der Ordnung r > 2 gibt und daß die implizite Trapezregel

ηn+1 = ηn +
h

2
( f (xn, ηn)+ f (xn+1, ηn+1)), n > 0,

wobei η1 durch das implizite Eulerverfahren (7.2.16.5) gegeben wird, das

A-stabile Mehrschrittverfahren der Ordnung 2 mit dem (betragskleinsten)

Fehlerkoeffizienten c = − 1
12

ist.

Gear (1971) zeigte, daß auch die sog. BDF-Verfahren bis zur Ord-

nung r = 6 gute Stabilitätseigenschaften besitzen: Ihre Stabilitätsgebiete

(7.2.16.9) enthalten streifenförmige Teilmengen von C− = {z | Re z < 0}
deren Form in Fig. 5 skizziert ist.

Diese Verfahren gehören zu der speziellen Wahl [siehe (7.2.11.3)]

χ(µ) = brµ
r

und können mit Hilfe von Rückwärtsdifferenzen (backward differences) dar-

gestellt werden, was den Namen der Verfahren erklärt [s. Gear (1971)]. Die

Koeffizienten der Standarddarstellung
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Fig. 5. Zur Stabilität der BDF-Verfahren

r αr cr br a0 a1 a2 a3 a4 a5

1 90o 0 1 −1

2 90o 0
2

3

1

3
−4

3

3 88o 0.1
6

11
− 2

11

9

11
−18

11

4 73o 0.7
12

25

3

25
−16

25

36

25
−48

25

5 51o 2.4
60

137
− 12

137

75

137
−200

137

300

137
−300

137

6 18o 6.1
60

147

10

147
− 72

147

225

147
−400

147

450

147
−360

147

ηj+r + ar−1ηj+r−1 + · · · + a0ηj = hbr f (x j+r , ηj+r )

findet man in der folgenden Tabelle, die den Büchern von Gear (1971) bzw.

Lambert (1973) entnommen wurde.

Hier sind α = αr und c = cr die Parameter in Fig. 5, die zu der betr.

BDF-Methode gehört. Byrne und Hindmarsh (1987) berichten über sehr gute

numerische Ergebnisse dieser Methoden.

Weitere Details über steife Differentialgleichungen findet man in Grigo-

rieff (1972, 1977), Enright, Hull und Lindberg (1975), Willoughby (1974).

Eine neuere zusammenfassende Darstellung geben Hairer und Wanner

(1991).
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7.2.17 Implizite Differentialgleichungen,

Differential-Algebraische Gleichungen

Bisher wurden nur explizite gewöhnliche Differentialgleichungen y′ =
f (x, y) (7.0.1) behandelt. Für viele moderne Anwendungen, bei denen große

implizite Systeme
F(x, y, y′) = 0

zu lösen sind, ist diese Einschränkung zu stark. Es ist deshalb auch aus

Gründen der Effizienz wichtig, Verfahren zur direkten Lösung solcher Sy-

steme zu entwickeln, ohne sie vorher in explizite Form zu bringen, was auch

nicht immer möglich ist.

Beispiele sehr großer impliziter Systeme findet man in vielen wichtigen An-
wendungen, z. B. bei dem Entwurf von Mikrochips für moderne Rechner. Eine wirt-
schaftliche Planung solcher Chips, in die auf engstem Raum Tausende von Tran-
sistoren eingeätzt sind, ist ohne den Einsatz numerischer Techniken nicht möglich.
Ein Mikrochip stellt, abstrakt gesehen, ein kompliziertes elektrisches Netzwerk dar.
Die Kirchhoffschen Gesetze für die elektrischen Spannungen und Ströme in den
Knotenpunkten des Netzwerkes führen auf ein System von Differentialgleichungen,
deren Lösungen gerade die Spannungen und Ströme als Funktionen der Zeit t sind.
Anhand der numerischen Lösungen des Differentialgleichungssystems können also
noch vor der eigentlichen Fertigung des Chips seine elektrischen Eigenschaften be-
stimmt werden, d. h. man kann solche Chips auf einem Großrechner „simulieren“
[s. z. B. Bank, Bulirsch und Merten (1990), Horneber (1985)].

Die auftretenden Systeme von Differentialgleichungen sind implizit. Je nach
Komplexität der verwendeten Transistormodelle unterscheidet man:

Lineare, implizite Systeme(7.2.17.1)

CU̇ (t) = BU (t)+ f (t),

Linear-implizite, nichtlineare Systeme(7.2.17.2)

CU̇ (t) = f (t,U (t)),

Quasilinear-implizite Systeme(7.2.17.3)

C(U )U̇ (t) = f (t,U (t)),

Algemeine implizite Systeme(7.2.17.4)

F(t,U (t), Q̇(t)) = 0,

Q(t) = C(U )U (t).

Der Vektor U , er kann mehrere tausend Komponenten enthalten, beschreibt die Kno-
tenspannungen des Netzwerkes. Die Matrix C , in der Regel dünn besetzt und sin-
gulär, enthält die Kapazitäten des Netzwerkes, die spannungsabhängig sein können,
C = C(U ).

Zur Lösung von Systemen des Typs (7.2.17.2) existieren bereits numerische Al-
gorithmen [vgl. Deuflhard, Hairer und Zugk (1987), Petzold (1982), Rentrop (1985),
Rentrop, Roche und Steinebach (1989)]. Die effiziente und zuverlässige numerische
Lösung der Systeme (7.2.17.3) und (7.2.17.4) ist noch Gegenstand der Forschung
[s. z. B. Hairer, Lubich und Roche (1989), Petzold (1982)].
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Im folgenden werden einige grundsätzliche Unterschiede solcher impli-

ziter Systeme zu den bisher behandelten Systemen der Form (wir bezeichnen

die unabhängige Variable wieder mit x)

(7.2.17.5) y′(x) = f (x, y(x)), y(x0) := y0,

angegeben. Bei Systemen vom Typ (7.2.17.1),

(7.2.17.6)
Ay′(x) = By(x)+ f (x),

y(x0) = y0,

mit y(x) ∈ R
n und n × n-Matrizen A, B kann man folgende Fälle unter-

scheiden:

1. Fall: A regulär, B beliebig.

Die formale Lösung des zugehörigen homogenen Systems ist

y(x) = e(x−x0)A−1 B y0.

Obwohl das System in explizite Form gebracht werden kann, y′ = A−1 By+
A−1 f , ist dies in der Praxis für große dünn besetzte Matrizen A und B nicht

möglich, weil A−1 B in der Regel eine „volle“ Matrix sein wird, die schwer

zu berechnen und zu speichern ist.

2. Fall: A singulär, B regulär.

Dann ist (7.2.17.6) äquivalent zu

B−1 Ay′ = y + B−1 f (x).

Die Jordan-Normalform J der singulären Matrix B−1 A = T J T−1 hat die

Gestalt

J =
[

W O
O N

]

,

wobei W die Jordanblöcke zu den Eigenwerten λ �= 0 von B−1 A enthält

und N die zu den Eigenwerten λ = 0.

Wir sagen, daß N den Index k besitzt, falls N nilpotent vom Grade k
ist, d.h. falls N k = 0, N j �= 0 für j < k. Die Transformation auf Jordan-

Normalform entkoppelt das System: Mit den Vektoren
(

u

v

)

:= T−1 y,

(
p(x)

q(x)

)

:= T−1 B−1 f (x)

erhält man das äquivalente System

Wu′(x) = u(x)+ p(x),

Nv′(x) = v(x)+ q(x).
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Das Teilsystem für u′(x) hat die Struktur von Fall 1 und ist für beliebige

Anfangswerte y0 eindeutig lösbar. Dies gilt nicht für das Teilsystem für

v′(x): Zunächst kann dieses System nur unter einer zusätzlichen Glattheits-

voraussetzung für f gelöst werden, nämlich

f ∈ Ck−1[x0, xend],

wobei k der Index von N ist. Es gilt dann

v(x) = −q(x)+ Nv′(x)

= −(q(x)+ Nq ′(x))+ N 2v′′(x)

...

= −(q(x)+ Nq(x)+ · · · + N k−1q(k−1)(x)).

Wegen N k = 0 bricht die Auflösungskette ab, und man sieht, daß v(x)
allein durch q(x) und seine Ableitungen bestimmt ist. Es treten also zwei

grundsätzliche Unterschiede zu (7.2.17.5) auf:

(1) Der Index der Jordan-Form zu B−1 A bestimmt die erforderliche

Glattheit der rechten Seite f (x).
(2) Nicht alle Komponenten des Anfangswertes y0 sind frei wählbar:

v(x0) ist durch q(x), f (x) und seine Ableitungen in x = x0 fixiert. Für

die Lösbarkeit des Systems müssen die Anfangswerte y0 = y(x0) eine

zusätzliche Konsistenzbedingung erfüllen, sie müssen „konsistent“ gewählt

sein. In der Praxis kann das Problem der Berechnung konsistenter Anfangs-

werte freilich schwierig sein.

3. Fall: A und B singulär.

Hier muß man die Untersuchung auf „sinnvolle“ Systeme eingrenzen.

Da es Matrizen gibt [ein triviales Beispiel ist A := B := 0], für die (7.2.17.6)

nicht eindeutig lösbar ist, betrachtet man nur solche Matrixpaare (A, B), die

zu eindeutigen Lösungen des Anfangswertproblems führen. Es ist möglich

solche Paare mit Hilfe von regulären Matrizenbüscheln zu charakterisieren:

Darunter versteht man Paare (A, B) quadratischer Matrizen, für die es ein

λ ∈ C gibt, so daß λA+B eine nichtsinguläre Matrix ist. Da dann det(λA+
B) �≡ 0 ein nichtverschwindendes Polynom in λ vom Grad ≤ n ist, gibt

es höchstens n Zahlen λ, nämlich die Eigenwerte des verallgemeinerten

Eigenwertproblems [s. Abschnitt 6.8] Bx = −λAx , für die λA+ B singulär

ist.

Für reguläre Matrizenbüschel kann man zeigen, daß das System

(7.2.17.6) höchstens eine Lösung besitzt, für die es auch explizite For-

meln mit Hilfe der Drazin-Inversen gibt [s. z. B. Wilkinson (1982), oder
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Gantmacher (1969)]. Fall 3 wird hier nicht weiterverfolgt, da sich im Ver-

gleich zu Fall 2 keine grundsätzlich neuen Erkenntnisse ergeben.

Im Falle singulärer Kapazitätsmatrizen C zerfallen die Systeme

(7.2.17.1) und (7.2.17.2) nach entsprechender Transformation in ein Diffe-

rentialgleichungssystem und ein nichtlineares Gleichungssystem (die unab-

hängige Variable bezeichnen wir wieder mit x):

(7.2.17.7)

y′(x) = f (x, y(x), z(x)),

0 = g(x, y(x), z(x)) ∈ R
n2 ,

y(x0) ∈ R
n1 , z(x0) ∈ R

n2 : konsistente Anfangswerte.

Dieses entkoppelte System wird auch als differential-algebraisches Sy-

stem bezeichnet [s. z. B. Griepentrog und März (1986), Hairer und Wanner

(1991)]. Nach dem Satz über implizite Funktionen besitzt es eine lokal ein-

deutige Lösung, falls die Jacobimatrix
(
∂g

∂z

)

regulär ist (Index-1 Annahme).

Differential-algebraische Systeme sind typisch für die Dynamik von Mehr-

körpersystemen – die Index-1 Annahme kann hier allerdings verletzt sein

[s. Gear (1988)].

Numerische Verfahren

Das differential-algebraische System (7.2.17.7) kann als Differentialglei-

chung auf einer Mannigfaltigkeit interpretiert werden. Man kann daher zu

seiner Lösung erfolgreich Homotopietechniken mit Lösern von Differen-

tialgleichungen (siehe 7.2) und von nichtlinearen Gleichungen (siehe 5.4)

kombinieren.

Ansätze für Extrapolations- und Runge-Kutta-Verfahren lassen sich for-

mal durch Einbettung der nichtlinearen Gleichung (7.2.17.7) in eine Diffe-

rentialgleichung

εz′(x) = g(x, y(x), z(x))

und Untersuchung des Grenzfalls ε = 0 gewinnen. Effiziente und zu-

verlässige Extrapolations- und Einschrittverfahren für differential-algebra-

ische Systeme sind in Deuflhard, Hairer und Zugk (1987) beschrieben.

Das in (7.2.16.10)-(7.2.16.12) angegebene Integrationsverfahren für

steife Systeme läßt sich für implizite Systeme der Form (7.2.17.2) verallge-

meinern. Das folgende Verfahren der Ordnung 4 mit Schrittweitensteuerung

wurde von Rentrop, Roche und Steinebach (1989) angegeben. Mit der No-

tation aus Abschnitt 7.2.16 (und etwas verbesserten Koeffizienten) hat es

für autonome Systeme Cy′ = f (y) die Form
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C f ∗k = f
(

y + h
k−1
∑

l=1

βkl f ∗l
)

+ h f ′(y)
k
∑

l=1

γkl f ∗l , k = 1, 2, . . . , 5,

mit

γkk= 0.5 für k = 1, 2, 3, 4, 5,

γ21= 4.0,

γ31= 0.46296 . . . , γ32= −1.5,

γ41= 2.2083 . . . , γ42= −1.89583 . . . , γ43= −2.25,

γ51= −12.00694 . . . , γ52= 7.30324074 . . . , γ53= 19.0,

γ54= −15.851 . . . ,

β21= 0,

β31= 0.25, β32= 0.25,

β41= −0.0052083 . . . , β42= 0.1927083 . . . , β43= 0.5625,

β51= 1.200810185 . . . , β52= −1.950810185 . . . , β53= 0.25,

β54= 1.0,

c1 = 0.538 . . . , c2 = −0.13148 . . . , c3 = −0.2,

c4 = 0.5925 . . . , c5 = 0.2,

ĉ1 = 0.4523148 . . . , ĉ2 = −0.1560185 . . . , ĉ3 = 0,

ĉ4 = 0.5037 . . . , ĉ5 = 0.2.

Mehrschrittverfahren eignen sich ebenfalls zur numerischen Lösung

differential-algebraischer Systeme. Es sei hier nur auf das Programmpaket

DASSL [s. Petzold (1982)] verwiesen, das die Lösung impliziter Systeme

der Form

F(x, y(x), y′(x)) = 0

ermöglicht. Die Ableitung y′(x) wird hier durch die Gearschen BDF-

Formeln ersetzt. Dadurch geht das Differentialgleichungssystem in ein nicht-

lineares Gleichungssystem über. Für die Details der Lösungsstrategien und

ihrer Implementierung sei auf die Literatur verwiesen, z. B. Byrne und

Hindmarsh (1987), Gear und Petzold (1984), und Petzold (1982).

7.2.18 Behandlung von Unstetigkeiten in Differentialgleichungen

Die bisher betrachteten Verfahren zur Integration von Anfangswertpro-

blemen der Form (7.2.1.1) setzen voraus, daß die rechte Seite f der be-

trachteten Differentialgleichung bzw. die Lösung y(x) hinreichend oft dif-

ferenzierbar ist. Aber bei der Modellierung von Problemen aus der An-

wendung wird man häufig auf Anfangswertprobleme geführt, deren rechte
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Seiten Unstetigkeiten aufweisen. Diese Unstetigkeiten können problembe-

dingt sein (z.B. Reibungs- und Kontaktphänomene aus der Mechanik, char-

genweise betriebenen Prozesse aus der Verfahrenstechnik etc.), aber auch

durch notwendige Vereinfachungen bei der Modellierung verursacht sein

(z.B. niedrige Differenzierbarkeitsordnung der Interpolationsfunktionen für

tabellarisch gegebene Meßdaten).

Im folgenden betrachten wir Anfangswertprobleme der Form

(7.2.18.1)
y′(x) = fn(x, y(x)), xn−1 < x < xn; n = 1, 2, . . . ,

y(x0) = y0.

Die Anfangswerte y+n = limx→x+n y(x) an den Unstetigkeitsstellen, den

„Schaltpunkten“ xn , seien bestimmt durch Sprungfunktionen

y+n = φn(xn, y−n ),

wobei y−n = limx→x−n y(x).
Im allgemeinen ist es nötig, die numerische Integration an den Schalt-

punkten xn anzuhalten und sie dann mit entsprechend abgeänderter rechter

Seite an derselben Stelle neu zu starten. (In Abschnitt 7.2.15 wurde zwar

erwähnt, daß es Verfahren gibt, die direkt zur Integration von (7.2.18.1)

eingesetzt werden können, allerdings müssen an den Unstetigkeitspunkten

Einbußen an Lösungsgenauigkeit in Kauf genommen werden.)

Die Schaltpunkte xn , n = 1 ,2,. . . , seien charakterisiert als Nullstellen

reellwertiger Schaltfunktionen

(7.2.18.2) qn(xn, y(xn)) = 0, n = 1, 2, . . . .

Im folgenden werde angenommen, daß es sich bei den Nullstellen immer

um einfache Nullstellen handelt.

Wäre die Lösungstrajektorie y(x) von (7.2.18.1) a priori bekannt,

könnte die Suche der Schaltpunkte auf die Bestimmung der Nullstellen von

(7.2.18.2) reduziert werden; dies ist im allgemeinen nicht der Fall.

Effiziente Verfahren zur Schaltpunktsuche, vgl. z.B. Eich (1992):

Seien ηi−1 und ηi numerische Approximationen der Lösung von

(7.2.18.1) im (i − 1)-ten bzw. i-ten Integrationsschritt an den Punkten x i−1

und x i mit der rechten Seite fn(x, y(x)); ỹ(x) sei eine stetige Approxima-

tion der Lösung y(x) zwischen beiden Punkten.

Im Intervall [x i−1, x i ] befinde sich die Nullstelle xn der Schaltfunktion

qn wo x i−1 < xn < x i . Wir setzen voraus, daß ein Wert ηi existiert, und

damit auch ỹ(x) auf dem gesamten Intervall [x i−1, x i ].

Ist ỹ(x) auf [x i−1, xn + ǫ] hinreichend genau approximiert, so besitzt

die Funktion qn(x, ỹ(x)) in [x i−1, xn + ǫ] auch eine Nullstelle x̃n , welche
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die gesuchte Approximation für den Schaltpunkt xn darstellt (ǫ beschreibt

eine eventuelle rundungsfehlerbedingte Verschiebung der Nullstelle). Diese

Nullstelle kann man mit einem geeigneten Algorithmus bestimmen (z.B. Se-

kantenverfahren oder inverse Interpolation, s. Bd I. Abschnitt 5.9; in Gill et

al. (1995) werden diese Methoden erweitert (Safeguard-Verfahren)).

Zum Erkennen einer Unstetigkeit wäre es zu aufwendig, zwischen zwei

Integrationsschritten jede Schaltfunktion nach einer Nullstelle abzusuchen.

Ist die Integrationsschrittweite so klein, daß eine Schaltfunktion höchstens

eine Nullstelle zwischen zwei Integrationschritten besitzt, kann man sich

auf die Beobachtung von Vorzeichenwechseln der Schaltfunktionen be-

schränken. Ändern mehrere Schaltfunktionen ihr Vorzeichen, so wird der

Schaltvorgang durch diejenige Schaltfunktion ausgelöst, welche als erste

umschaltet.

7.2.19 Sensitivitätsanalyse bei Anfangswertproblemen

Anfangswertprobleme enthalten nicht selten Abhängigkeiten in Form von

reellen Parametern p = (p1, . . . , pnp ),

(7.2.19.1)
y′(x; p) = f (x, y(x; p), p), x0 < x < x1,

y(x0; p) = y0(p).

Kleine Änderungen der Parameter können große Auswirkungen auf die

Lösung y(x; p) haben. Das Studium solcher Abhängigkeiten liefert wichtige

Einsichten in den durch die Differentialgleichung beschriebenen Prozeß.

Gesucht sind die zu einer Lösungstrajektorie y(x; p) gehörigen Sensi-

tivitäten (Konditionszahlen)

∂ y(x; p)

∂p

∣
∣
∣
p
.

Sind die Parameter p reine Modellparameter, so liefert diese Information

nützliche Hinweise über die Eigenschaften des Modells. Sensitivitäten spie-

len eine beherrschende Rolle bei der numerischen Berechnung der Lösung

von Problemen der optimalen Steuerung, z.B. bei der Parametrisierung der

Steuerfunktionen und bei Parameteridentifizierungsaufgaben [Heim und von

Stryk (1996), Engl et al. (1999)].

Zur Berechnung der Sensitivitäten existieren verschiedene numerisch

brauchbare Verfahren:

– Approximation durch Differenzenquotienten,

– Lösung der Sensitivitätsgleichungen,

– Lösung adjungierter Gleichungen.
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Bei der ersten Methode werden die Sensitivitäten approximiert durch

∂ y(x; p)

∂pi

∣
∣
∣
p
≈ y(x; p +∆pi ei )− y(x; p)

∆pi
, i = 1, . . . , np,

wobei ei der i-te Einheitsvektor des R
np ist. Der Aufwand bei der Implemen-

tierung ist nicht groß. Bei Verwendung eines ordnungs- und/oder schritt-

weitengesteuerten Integrationsverfahrens ist zu beachten, daß bei der Inte-

gration der „gestörten“ Trajektorien y(x; p+∆pi ei ) dieselbe Ordnungs- und

Schrittweitenfolge wie bei der Berechnung der Referenztrajektorie y(x; p)
verwendet wird [s. Buchauer et al. (1994), Kiehl (1999)].

Werden höhere Genauigkeiten der Sensitivitäten benötigt, oder ist die

Zahl der Parameter höher, sind im allgemeinen die beiden anderen Methoden

vorzuziehen.

Differenziert man das System (7.2.19.1) entlang einer Lösung y(x; p)
nach p, so erhält man unter Berücksichtigung von Satz (7.1.8) die zu

(7.2.19.1) gehörigen Sensitivitätsgleichungen

(7.2.19.2)
∂y′(x; p)

∂p
= ∂ f (x, y; p)

∂y
· ∂y(x; p)

∂p
+ ∂ f (x, y; p)

∂p
, x0 < x < x1,

∂y(x0; p)

∂p
= ∂y0(p)

∂p
.

Weitere Einzelheiten in Hairer et al. (1993).

Bei den Sensitivitätsgleichungen (7.2.19.2) handelt es sich um ein Sy-

stem linearer Differentialgleichungen für die Funktion

z(x) := ∂y(x; p)/∂p.

Bei der Implementierung eines Algorithmus zu ihrer numerischen Lösung

läßt sich dies effektiv ausnutzen.

Auf die Methode der adjungierten Differentialgleichungen soll hier nicht

weiter eingegangen werden [s. z.B. Morrison und Sargent (1986)].

Die numerische Approximation der Sensitivitäten kann sowohl mittels

adjungierter Gleichungen als auch über die Sensitivitätsgleichungen sehr

effizient und mit hoher Genauigkeit vorgenommen werden. Grundlage ist

die interne numerischen Differentiation (IND), bei der unter anderem die

Rekursionsformeln zur numerischen Integration differenziert werden [Leis

und Kramer (1985), Caracotsios und Stewart (1985), Bock et al. (1995) ]. Im

Gegensatz zur IND steht die externe numerische Differentiation (END), bei

der das Integrationsverfahren (bis auf z.B. Anpassungen der Schrittweiten-

und Ordnungssteuerung) nicht verändert wird.
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Bei Anfangswertproblemen mit Unstetigkeiten [s. Abschnitt 7.2.18] ist

eine Korrektur der Sensitivitäten an den Schaltpunkten vorzunehmen. Für

Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen wurden solche Korrekturen

in Rozenvasser (1967) behandelt, für Anfangswertprobleme von differen-

tial-algebraischen Gleichungssystemen mit differentiellem Index 1 in Galán,

Feehery und Barton (1998).

7.3 Randwertprobleme

7.3.0 Einleitung

Allgemeiner als Anfangswertprobleme sind Randwertprobleme. Bei diesen

wird eine Lösung y(x) eines Systems

(7.3.0.1a)

y′ = f (x, y), y =

⎡

⎣

y1

...

yn

⎤

⎦ , f (x, y) =

⎡

⎣

f1(x, y1, . . . , yn)
...

fn(x, y1, . . . , yn)

⎤

⎦

von n gewöhnlichen Differentialgleichungen gesucht, die eine Randbedin-

gung der Form

(7.3.0.1b) Ay(a)+ By(b) = c

erfüllt. Dabei sind a �= b gegebene Zahlen, A, B quadratische n-reihige

Matrizen und c ein Vektor des R
n . In der Praxis sind die Randbedingungen

meistens separiert:

(7.3.0.1b′) A1 y(a) = c1, B2 y(b) = c2,

d. h. in (7.3.0.1b) können die Zeilen der Matrix [A, B, c] so vertauscht wer-

den, daß für die umgeordnete Matrix [ Ā, B̄, c̄] gilt.

[ Ā, B̄, c̄] =
[

A1 0 c1

0 B2 c2

]

.

Die Randbedingungen (7.3.0.1b) sind linear (genauer affin) in y(a), y(b).
Gelegentlich kommen in der Praxis auch nichtlineare Randbedingungen

der Form

(7.3.0.1b′′) r
(

y(a), y(b)
)

= 0

vor, die mittels eines Vektors r von n Funktionen ri , i = 1, . . . , n, von 2n
Variablen gegeben sind:
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r(u, v) ≡

⎡

⎣

r1(u1, . . . , un, v1, . . . , vn)
...

rn(u1, . . . , un, v1, . . . , vn)

⎤

⎦ .

Selbst separierte lineare Randwertprobleme sind noch sehr allgemein. So

lassen sich z. B. Anfangswertprobleme als spezielle Randwertprobleme die-

ses Typs auffassen (mit A = I , a = x0, c = y0, B = 0).

Während Anfangswertprobleme gewöhnlich [s. Satz (7.1.1)] eindeutig

lösbar sind, können Randwertprobleme auch keine Lösung oder mehrere

Lösungen besitzen.

Beispiel: Die Differentialgleichung

(7.3.0.2a) w′′ + w = 0

für die reelle Funktion w : R→ R läßt sich mit den Abkürzungen y1(x) := w(x),
y2(x) := w′(x) in der Form schreiben

[
y1

y2

]′
=
[

y2

−y1

]

.

Sie besitzt die allgemeine Lösung

w(x) = c1 sin x + c2 cos x, c1, c2 beliebig.

Die spezielle Lösung w(x) := sin x ist die einzige Lösung, die den Randbedingungen

(7.3.0.2b) w(0) = 0, w(π/2) = 1

genügt. Alle Funktionen w(x) := c1 sin x , c1 beliebig, erfüllen die Randbedingungen

(7.3.0.2c) w(0) = 0, w(π) = 0,

während es keine Lösung w(x) von (7.3.0.2a) gibt, die den Randbedingungen

(7.3.0.2d) w(0) = 0, w(π) = 1

genügt. (Man beachte, daß alle Randbedingungen (7.3.0.2b-d) die Form (7.3.0.1b′)
mit A1 = B2 = [1, 0] haben!)

Das vorstehende Beispiel zeigt, daß es keinen ähnlich allgemeinen Satz

wie (7.1.1) für die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen von Randwert-

problemen geben wird (siehe dazu Abschnitt 7.3.3).

Viele praktisch wichtige Probleme lassen sich auf Randwertprobleme

(7.3.0.1) reduzieren, so zum Beispiel

Eigenwertprobleme für Differentialgleichungen,

bei denen die rechte Seite f eines Systems von n Differentialgleichungen

von einem weiteren Parameter λ abhängt

(7.3.0.3a) y′ = f (x, y, λ),
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und n + 1 Randbedingungen der Form

(7.3.0.3b)

r
(

y(a), y(b), λ
)

= 0, r
(

u, v, λ
)

=

⎡

⎣

r1(u1, . . . , un, v1, . . . , vn, λ)
...

rn+1(u1, . . . , un, v1, . . . , vn, λ)

⎤

⎦

zu erfüllen sind. Das Problem (7.3.0.3) ist überbestimmt und besitzt daher

bei beliebiger Wahl von λ i. a. keine Lösung y(x). Das Eigenwertproblem

(7.3.0.3) besteht darin, diejenigen Zahlen λi , die Eigenwerte von (7.3.0.3),

zu bestimmen, für die (7.3.0.3) eine Lösung y(x) besitzt. Durch Einführung

einer weiteren Funktion

yn+1(x) := λ

und einer weiteren Differentialgleichung

y′n+1(x) = 0

ist (7.3.0.3) mit dem Problem

ȳ′ = f̄
(

x, ȳ
)

, r̄
(

ȳ(a), ȳ(b)
)

= 0

äquivalent, das nun die Form (7.3.0.1) besitzt. Dabei ist

ȳ :=
[

y
yn+1

]

, f̄ (x, ȳ) :=
[

f (x, y, yn+1)

0

]

,

r̄(u1, . . . , un, un+1, v1, . . . , vn, vn+1) := r(u1, . . . , un, v1, . . . , vn, vn+1).

Weiter lasssen sich auch

Randwertprobleme mit freiem Rand

auf gewöhnliche Randwertprobleme (7.3.0.1) reduzieren. Bei diesen Proble-

men ist z. B. nur eine Randabszisse a gegeben, und es ist b (der freie Rand)

so zu bestimmen, daß das System von n gewöhnlichen Differentialgleichun-

gen

(7.3.0.4a) y′ = f (x, y)

eine Lösung y besitzt, die n + 1 Randbedingungen erfüllt

(7.3.0.4b) r
(

y(a), y(b)
)

= 0, r(u, v) =

⎡

⎣

r1(u, v)
...

rn+1(u, v)

⎤

⎦ .

Hier führt man statt x eine neue unabhängige Variable t und eine noch zu

bestimmende Konstante zn+1 := b − a ein durch
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x − a = t zn+1, 0 ≤ t ≤ 1,

_zn+1 =
dzn+1

dt
= 0.

[Stattdessen eignet sich auch irgendein Ansatz der Form x−a = Φ(t, zn+1)

mit Φ(1, zn+1) = zn+1.]

Damit gilt für z(t) := y(a + t zn+1), y(x) eine Lösung von (7.3.0.4),

ż(t) = Dt z(t) = Dx y(a + t zn+1) zn+1 = f
(

a + t zn+1, z(t)
)

zn+1.

(7.3.0.4) ist daher mit dem Randwertproblem vom Typ (7.3.0.1)

(7.3.0.5)

⎡

⎢
⎢
⎣

ż1
...

żn

żn+1

⎤

⎥
⎥
⎦
=

⎡

⎢
⎢
⎣

zn+1 f1(a + t zn+1, z1, . . . , zn)
...

zn+1 fn(a + t zn+1, z1, . . . , zn)

0

⎤

⎥
⎥
⎦

,

ri
(

z1(0), . . . , zn(0), z1(1), . . . , zn(1)
)

= 0, i = 1, . . . , n + 1,

für die Funktionen zi (t), i = 1, . . . , n + 1, äquivalent.

7.3.1 Das einfache Schießverfahren

Wir wollen das einfache Schießverfahren zunächst an einem Beispiel erläu-

tern. Gegeben sei das Randwertproblem

(7.3.1.1)
w′′ = f (x, w,w′),

w(a) = α, w(b) = β

mit separierten Randbedingungen. Das Anfangswertproblem

(7.3.1.2) w′′ = f (x, w,w′), w(a) = α, w′(a) = s

besitzt dann i. a. eine eindeutig bestimmte Lösung w(x) ≡ w(x; s), die

natürlich von der Wahl des Anfangswertes s für w′(a) abhängt. Um das

Randwertproblem (7.3.1.1) zu lösen, müssen wir s =: s̄ so bestimmen, daß

die zweite Randbedingung erfüllt wird, w(b) = w(b; s̄) = β. Mit anderen

Worten: man hat eine Nullstelle s̄ der Funktion F(s) :≡ w(b; s) − β zu

finden. Für jedes Argument s kann man F(s) berechnen, indem man z. B.

mit den Methoden von Abschnitt 7.2 den Wert w(b) = w(b; s) der Lösung

w(x; s) des Anfangswertproblems (7.3.1.2) an der Stelle x = b bestimmt.

Eine Berechnung von F(s) läuft also auf die Lösung eines Anfangswert-

problems hinaus.

Zur Bestimmung einer Nullstelle s̄ von F(s) kann man im Prinzip alle

Methoden von Kapitel 5 benutzen. Kennt man z. B. Werte s(0), s(1) mit
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Fig. 6. Einfaches Schießverfahren

F
(

s(0)
)

< 0, F
(

s(1)
)

> 0

(s. Fig. 6) kann man s̄ durch ein einfaches Bisektionsverfahren [s. Abschnitt

5.6] berechnen.

Da w(b; s) und damit F(s) i. a. [s. Satz (7.1.8)] stetig differenzierbare

Funktionen von s sind, kann man auch das Newton-Verfahren zur Bestim-

mung von s̄ benutzen. Dazu hat man ausgehend von einem Startwert s(0)

iterativ Werte s(i) nach der Vorschrift

(7.3.1.3) s(i+1) = s(i) −
F
(

s(i)
)

F ′
(

s(i)
)

zu berechnen. Die Zahlen w(b; s(i)) und damit F(s(i)) kann man durch

Lösung des Anfangswertproblems

(7.3.1.4) w′′ = f (x, w,w′), w(a) = α, w′(a) = s(i)

bestimmen. Den Wert der Ableitung von F ,

F ′(s) = ∂

∂s
w(b; s),

für s = s(i) erhält man z. B. durch Behandlung eines weiteren Anfangswert-

problems: Mit Hilfe von (7.1.8) bestätigt man leicht, daß für die Funktion

v(x) :≡ v(x; s) = (∂/∂s)w(x; s)
(7.3.1.5)

v′′ = fw(x, w,w′)v + fw′(x, w,w′)v′, v(a) = 0, v′(a) = 1

gilt. Wegen der partiellen Ableitungen fw, fw′ ist das Anfangswertproblem

(7.3.1.5) i. a. wesentlich komplizerter als (7.3.1.4). Aus diesem Grund ersetzt



192 7 Gewöhnliche Differentialgleichungen

man in der Newton-Formel (7.3.1.3) die Ableitung F ′(s(i)) durch einen

Differenzenquotienten ∆F(s(i)),

∆F
(

s(i)
)

:=
F
(

s(i) +∆s(i)
)

− F
(

s(i)
)

∆s(i)
,

wobei ∆s(i) „genügend“ klein zu wählen ist. F(s(i)+∆s(i)) berechnet man

wie F(s(i)) durch Lösung eines Anfangswertproblems. Dabei ergeben sich

folgende Schwierigkeiten:

Wählt man ∆s(i) zu groß, ist ∆F(s(i)) nur eine schlechte Approximation

für F ′(s(i)) und die Iteration

(7.3.1.3a) s(i+1) = s(i) −
F
(

s(i)
)

∆F
(

s(i)
)

konvergiert wesentlich schlechter gegen s̄ als (7.3.1.3) (falls sie überhaupt

konvergiert). Wählt man ∆s(i) zu klein, wird F(s(i) + ∆s(i)) ≈ F(s(i))

und bei der Subtraktion F(s(i) +∆s(i)) − F(s(i)) tritt Auslöschung auf, so

daß selbst kleine Fehler bei der Berechnung von F(s(i)), F(s(i) + ∆s(i))

das Resultat ∆F(s(i)) stark verfälschen. Die Lösung der Anfangswertpro-

bleme (7.3.1.4), d. h. die Berechnung von F , hat man daher möglichst ge-

nau vorzunehmen. Der relative Fehler von F(s(i)), F(s(i) +∆s(i)) darf nur

die Größenordnung der Maschinengenauigkeit eps haben. Diese Genau-

igkeit kann man mit Extrapolationsverfahren erreichen [s. 7.2.14]. Wenn

dann ∆s(i) außerdem so bemessen ist, daß F(s(i)) und F(s(i) + ∆s(i))

bei t-stelliger Rechnung etwa die ersten t/2 Stellen gemeinsam haben,

∆s(i) ∆F(s(i)) ≈ √eps F(s(i)), sind die Auswirkungen der Auslöschung

noch erträglich. In der Regel ist dies bei der Wahl ∆s(i) = √eps s(i) der

Fall.

Beispiel: Zu lösen sei das Randwertproblem

w′′ = 3
2w

2,

w(0) = 4, w(1) = 1.

Nach (7.3.1.2) berechnet man sich zunächst die Lösung des Anfangswertproblems

w′′ = 3
2w

2,

w(0; s) = 4, w′(0; s) = s.
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Fig. 7. Graph von F(s)

Fig. 7 zeigt den Graphen von F(s) := w(1; s) − 1. Man sieht, daß F(s) zwei
Nullstellen s̄1, s̄2 besitzt. Die Iteration nach (7.3.1.3a) liefert

s̄1 = −8.000 000 0000,

s̄2 = −35.858 548 7278.
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Fig. 8. Die Lösungen w1 und w2

Fig. 8 illustriert die beiden Lösungen wi (x) = w(x; s̄i ), i = 1, 2, der Randwert-
aufgabe. Sie wurden auf etwa 10 Ziffern genau berechnet. Beide Lösungen lassen
sich übrigens geschlossen darstellen, es ist
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w(x; s̄1) =
4

(1+ x)2
,

w(x; s̄2) = C2
1

⎛

⎝
1− cn(C1x − C2|k2)

1+ cn(C1x − C2|k2)
−

1
√

3

⎞

⎠,

wo cn(ξ |k2) die Jacobische elliptische Funktion zum Modul

k =
√

2+
√

3

2

bezeichnet. Für die beiden Integrationskonstanten C1, C2 erhält man aus der Theorie
der elliptischen Funktionen und einem Iterationsverfahren nach 5.2 die Werte

C1 = 4.303 109 90 . . . ,

C2 = 2.334 641 96 . . . .

Ähnlich wie in diesem Beispiel verfährt man bei der Lösung eines allge-

meinen Randwertproblems (7.3.0.1a), (7.3.0.1b′′) für n gesuchte Funktionen

yi (x), i = 1, . . . , n,

(7.3.1.6) y′ = f (x, y), r
(

y(a), y(b)
)

= 0, y = [y1, . . . , yn]T ,

wo f (x, y) und r(u, v) Vektoren von n Funktionen sind. Man versucht

wieder einen Startvektor s ∈ R
n für das Anfangswertproblem

(7.3.1.7) y′ = f (x, y), y(a) = s

so zu bestimmen, daß die Lösung y(x) = y(x; s) den Randbedingungen

von (7.3.1.6) genügt

r
(

y(a; s), y(b; s)
)

≡ r
(

s, y(b; s)
)

= 0.

Dazu hat man eine Lösung s = [σ1, σ2, . . . , σn]T der Gleichung

(7.3.1.8) F(s) = 0, F(s) :≡ r
(

s, y(b; s)
)

,

zu finden, etwa mit Hilfe des allgemeinen Newton-Verfahrens (5.1.6),

(7.3.1.9) s(i+1) = s(i) − DF
(

s(i)
)−1

F
(

s(i)
)

.

Dabei ist in jedem Iterationsschritt F(s(i)), die Funktionalmatrix

DF
(

s(i)
)

=
[
∂Fj

∂σk

]

s=s(i)

und die Lösung d(i) := s(i) − s(i+1) des linearen Gleichungssystems

DF(s(i))d(i) = F(s(i)) zu berechnen. Zur Berechung von F(s(i)) =
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r(s(i), y(b; s(i))) hat man y(b; s(i)) zu bestimmen, d. h. das Anfangswertpro-

blem (7.3.1.7) für s = s(i) zu lösen. Zur Berechnung von DF(s(i)) beachte

man

(7.3.1.10) DF(s) = Dur
(

s, y(b; s)
)

+ Dvr
(

s, y(b; s)
)

Z(b; s)

mit den Matrizen

(7.3.1.11)

Dur(u, v) =
[
∂ri (u, v)

∂u j

]

, Dvr(u, v) =
[
∂ri (u, v)

∂vj

]

,

Z(b; s) = Ds y(b; s) =
[
∂yi (b; s)

∂σj

]

.

Bei nichtlinearen Funktionen f und r wird man DF(s) nicht mittels

dieser komplizierten Formeln berechnen, sondern stattdessen durch Diffe-

renzenquotienten approximieren: Man ersetzt DF(s) näherungsweise durch

die Matrix

∆F(s) = [∆1 F(s), . . . , ∆n F(s)]

mit

(7.3.1.12)

∆j F(s) = F(σ1, . . . , σj +∆σj , . . . , σn)− F(σ1, . . . , σj , . . . , σn)

∆σj
.

Wegen F(s) = r(s, y(b; s)) hat man zur Berechnung von ∆j F(s) natürlich

y(b; s) und y(b; s+∆σj ej ) durch Lösung der entsprechenden Anfangswert-

probleme zu bestimmen.

Bei linearen Randbedingungen (7.3.0.1b),

r(u, v) ≡ Au + Bv − c, Dur = A, Dvr = B,

vereinfachen sich diese Formeln etwas. Es ist

F(s) ≡ As + By(b; s)− c,

DF(s) ≡ A + BZ(b; s).

In diesem Fall hat man zur Bildung von DF(s) die Matrix

Z(b; s) =
[
∂y(b; s)

∂σ1

, · · · , ∂y(b; s)
∂σn

]

zu bestimmen. Wie eben ersetzt man die j-te Spalte ∂y(b; s)/∂σj von

Z(b; s) durch einen Differenzenquotienten

∆j y(b; s) := y(b; σ1, . . . , σj +∆σj , . . . , σn)− y(b; σ1, . . . , σj , . . . , σn)

∆σj
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und erhält so die Näherung

(7.3.1.13)

∆F(s) = A + B ∆y(b; s), ∆y(b; s) := [∆1 y(b; s), . . . , ∆n y(b; s)].
Zur Durchführung des näherungsweisen Newton-Verfahrens

(7.3.1.14) s(i+1) = s(i) −∆F
(

s(i)
)−1

F
(

s(i)
)

ist also folgendes zu tun:

0. Wähle einen Startwert s(0).

Für i = 0, 1, 2, . . . :

1. Bestimme y(b; s(i)) durch Lösung des Anfangswertproblems (7.3.1.7)

für s = s(i) und berechne F(s(i)) = r(s(i), y(b; s(i))).

2. Wähle (genügend kleine) Zahlen ∆σj �= 0, j = 1, . . . , n, und bestimme

y(b; s(i) +∆σj ej ) durch Lösung der n Anfangswertprobleme (7.3.1.7)

für s = s(i) +∆σj ej = [σ
(i)
1 , . . . , σ

(i)
j +∆σj , . . . , σ

(i)
n ]T , j = 1, 2, . . . ,

n.

3. Berechne ∆F(s(i)) mittels (7.3.1.12) [bzw. (7.3.1.13)] und weiter die

Lösung d(i) des linearen Gleichungssystems ∆F(s(i))d(i) = F(s(i)) und

setze s(i+1) := s(i) − d(i).

In jedem Schritt des Verfahrens hat man also n+1 Anfangswertprobleme

und ein n-reihiges Gleichungssystem zu lösen.

Wegen der nur lokalen Konvergenz des (näherungsweisen) Newton-

Verfahrens (7.3.1.14) divergiert das Verfahren im allgemeinen, wenn nicht

der Startvektor s(0) bereits genügend nahe bei einer Lösung s̄ von F(s) =
0 liegt [s. Satz (5.3.2)]. Da solche Startwerte in der Regel nicht bekannt

sind, ist das Verfahren in der Form (7.3.1.9) bzw. (7.3.1.14) noch nicht

sehr brauchbar: Man ersetzt es durch das modifizierte Newton-Verfahren

[s. (5.4.2.4)], das gewöhnlich auch bei nicht sonderlich guten Startvektoren

s(0) noch kovergiert (sofern das Randwertproblem überhaupt lösbar ist).

7.3.2 Das einfache Schießverfahren bei linearen Randwertproblemen

Bei der Ersetzung von DF(s(i)) durch ∆F(s(i)) in (7.3.1.9) geht i. a. die

(lokale) quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens verloren. Das Er-

satzverfahren (7.3.1.14) ist in der Regel nur noch (lokal) linear konvergent

und zwar umso besser, je besser ∆F(s(i)) und DF(s(i)) übereinstimmen.

Im Sonderfall linearer Randwertprobleme ist nun DF(s) = ∆F(s) für alle

s (bei beliebiger Wahl der ∆σj ). Dabei heißt ein Randwertproblem linear,

falls f (x, y) eine affine Funktion in y ist und lineare Randbedingungen

(7.3.0.1b) vorliegen, d. h. es ist
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y′ = T (x)y + g(x),
(7.3.2.1)

Ay(a)+ By(b) = c

mit einer n × n-Matrix T (x), einer Funktion g : R → R
n und konstanten

n × n-Matrizen A und B. Wir setzen im folgenden voraus, daß T (x) und

g(x) auf [a, b] stetige Funktionen sind. Mit y(x; s) bezeichnen wir wieder

die Lösung des Anfangswertproblems

(7.3.2.2) y′ = T (x) y + g(x), y(a; s) = s.

Für y(x; s) läßt sich eine explizite Formel angeben

(7.3.2.3) y(x; s) = Y (x) s + y(x; 0),

wobei die n × n-Matrix Y (x) die Lösung des Anfangswertproblems

Y ′ = T (x) Y, Y (a) = I

ist.

Bezeichnet man die rechte Seite von (7.3.2.3) mit u(x; s), so gilt nämlich

u(a; s) = Y (a) s + y(a; 0) = I s + 0 = s

Dxu(x; s) = u′(x; s) = Y ′(x) s + y′(x; 0)
= T (x) Y (x) s + T (x) y(x; 0)+ g(x)

= T (x) u(x; s)+ g(x),

d. h. u(x; s) ist eine Lösung von (7.3.2.2). Da unter den oben getroffenen

Voraussetzungen über T (x) und g(x) das Anfangswertproblem eindeutig

lösbar ist, folgt u(x; s) ≡ y(x; s). Mit (7.3.2.3) ergibt sich für die Funktion

F(s) (7.3.1.8)

(7.3.2.4) F(s) = As + By(b; s)− c = [A + BY (b)] s + By(b; 0)− c,

so daß auch F(s) eine affine Funktion von s ist. Daher gilt [vgl. (7.3.1.13)]

DF(s) = ∆F(s) = A + BY (b) = ∆F(0).

Falls ∆F(0)−1 existiert, ist die Lösung s̄ von F(s) = 0 gegeben durch

s̄ = −[A + BY (b)]−1[By(b; 0)− c]

= 0−∆F(0)−1 F(0),

oder etwas allgemeiner durch

(7.3.2.5) s̄ = s(0) −∆F(s(0))−1 F(s(0))
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für beliebiges s(0) ∈ R
n . Mit anderen Worten, die Lösung s̄ von F(s) = 0

und damit die Lösung des linearen Randwertproblems (7.3.2.1) wird aus-

gehend von beliebigen Startwerten s(0) durch das Verfahren (7.3.1.14) in

einem Iterationsschritt geliefert.

7.3.3 Ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz für die Lösung

von Randwertproblemen

Unter sehr einschränkenden Bedingungen kann die eindeutige Lösbarkeit

gewisser Randwertprobleme gezeigt werden. Dazu betrachten wir im fol-

genden Randwertprobleme mit nichtlinearen Randbedingen

(7.3.3.1)
y′ = f (x, y),

r
(

y(a), y(b)
)

= 0.

Das durch (7.3.3.1) gegebene Problem ist genau dann lösbar, wenn die

Funktion F(s) (7.3.1.8) eine Nullstelle s̄ besitzt

(7.3.3.2) F(s̄) = r
(

s̄, y(b; s̄)
)

= 0.

Letzteres ist sicherlich erfüllt, falls man eine nichtsinguläre n×n-Matrix Q
finden kann, so daß

(7.3.3.3) Φ(s) := s − QF(s)

eine kontrahierende Abbildung des R
n ist [s. Abschnitt 5.2]; die Nullstelle

s̄ von F(s) ist dann Fixpunkt von Φ, Φ(s̄) = s̄.

Mit Hilfe von Satz (7.1.8) können wir nun folgendes Resultat beweisen,

das für lineare Randbedingungen von Keller (1968) stammt.

(7.3.3.4) Satz: Für das Randwertproblem (7.3.3.1) gelte

a) f und Dy f sind stetig auf S := {(x, y) | a ≤ x ≤ b, y ∈ R
n}.

b) Es gibt ein k ∈ C[a, b] mit ‖Dy f (x, y)‖ ≤ k(x) für alle (x, y) ∈ S.

c) Die Matrix

P(u, v) := Dur(u, v)+ Dvr(u, v)

besitzt für alle u, v ∈ R
n eine Darstellung der Form

P(u, v) = P0

(

I + M(u, v)
)

mit einer konstanten nichtsingulären Matrix P0 und einer Matrix M =
M(u, v), und es gibt Konstanten µ und m mit

‖M(u, v)‖ ≤ µ < 1, ‖P−1
0 Dvr(u, v)‖ ≤ m

für alle u, v ∈ R
n .
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d) Es gibt eine Zahl λ > 0 mit λ+ µ < 1, so daß
∫ b

a
k(t)dt ≤ ln

(

1+ λ

m

)

.

Dann besitzt das Randwertproblem (7.3.3.1) genau eine Lösung y(x).

Beweis: Wir zeigen, daß bei passender Wahl von Q, nämlich Q := P−1
0 ,

für die Funktion Φ(s) (7.3.3.3) gilt

(7.3.3.5) ‖DsΦ(s)‖ ≤ K < 1 für alle s ∈ R
n ,

wobei K := λ+ µ < 1. Daraus folgt dann sofort

‖Φ(s1)−Φ(s2)‖ ≤ K‖s1 − s2‖ für alle s1, s2 ∈ R
n,

d. h. Φ ist eine kontrahierende Abbildung, die nach Satz (5.2.3) genau einen

Fixpunkit s̄ = Φ(s̄) besitzt, der wegen der Nichtsingularität von Q eine

Nullstelle von F(s) ist.

Nun gilt für Φ(s) := s − P−1
0 r(s, y(b; s))

DsΦ(s) = I − P−1
0

[

Dur
(

s, y(b; s)
)

+ Dvr
(

s, y(b; s)
)

Z(b; s)
]

= I − P−1
0

[

P
(

(s, y(b; s)
)

+ Dvr
(

s, y(b; s)
)(

Z(b; s)− I
)]

(7.3.3.6)

= I − P−1
0

[

P0(I + M)+ Dvr (Z − I )
]

= −M
(

s, y(b; s)
)

− P−1
0 Dvr

(

s, y(b; s)
)(

Z(b; s)− I
)

,

wobei die Matrix
Z(x; s) := Ds y(x; s)

Lösung des Anfangswertproblems

Z ′ = T (x)Z , Z(a; s) = I mit T (x) := Dy f
(

x, y(x; s)
)

,

ist [s. (7.1.8), (7.1.9)]. Aus Satz (7.1.11) folgt wegen Voraussetzung b) für

Z die Abschätzung

∥
∥Z(b; s)− I

∥
∥ ≤ exp

(∫ b

a
k(t)dt

)

− 1

und weiter aus (7.3.3.6) und den Voraussetzungen c) und d)

∥
∥DsΦ(s)

∥
∥ ≤ µ+ m

[

exp

(∫ b

a
k(t)dt

)

− 1

]

≤ µ+ m

[

1+ λ

m
− 1

]

= µ+ λ = K < 1.
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Damit ist der Satz bewiesen. ⊓⊔
Anmerkung: Die Voraussetzungen des Satzes sind nur hinreichend und zudem
sehr einschränkend. Voraussetzung c) ist z. B. schon im Fall n = 2 für so einfache
Randbedingungen wie

y1(a) = c1, y1(b) = c2

nicht erfüllt [s. Übungsaufgabe 20]. Obwohl sich einige der Voraussetzungen so
z. B. c), abschwächen lassen, erhält man trotzdem nur Sätze, deren Voraussetzungen
in der Praxis nur selten erfüllt sind.

7.3.4 Schwierigkeiten bei der Durchführung

des einfachen Schießverfahrens

Von einem Verfahren zur Lösung des Randwertproblems

y′ = f (x, y), r
(

y(a), y(b)
)

= 0

wird man verlangen, daß es zu jedem x0 aus dem Definitionsbereich einer

Lösung y einen Näherungswert für y(x0) liefert. Bei der bisher besprochenen

Schießmethode wird nur der Anfangswert y(a) = s̄ bestimmt. Man könnte

meinen, daß damit das Problem gelöst sei, da man den Wert y(x0) an jeder

anderen Stelle x0 durch Lösung des Anfangswertproblems

(7.3.4.1) y′ = f (x, y), y(a) = s̄

etwa mit den Methoden von Kapitel 7.2 (näherungsweise) bestimmen kann.

Dies ist jedoch nur im Prinzip richtig. In der Praxis treten dabei häufig erheb-

liche Ungenauigkeiten auf, wenn die Lösung y(x) = y(x; s̄) von (7.3.4.1)

sehr empfindlich von s̄ abhängt. Ein Beispiel soll dies zeigen.

Beispiel 1: Das lineare System von Differentialgleichungen

(7.3.4.2)
[

y1

y2

]′
=
[

0 1
100 0

] [
y1

y2

]

besitzt die allgemeine Lösung

(7.3.4.3) y(x) =
[

y1(x)
y2(x)

]

= c1e−10x
[

1
−10

]

+ c2e10x
[

1
10

]

, c1, c2 beliebig.

y(x; s) sei diejenige Lösung von (7.3.4.2), die der Anfangsbedingung

y(−5) = s =
[

s1

s2

]

genügt. Man verifiziert sofort

(7.3.4.4) y(x; s) = e−50(10s1 − s2)

20
e−10x

[
1

−10

]

+ e50(10s1 + s2)

20
e10x

[
1

10

]

.
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Wir wollen nun die Lösung y(x) von (7.3.4.2) bestimmen, die den linearen sepa-
rierten Randbedingungen

(7.3.4.5) y1(−5) = 1, y1(5) = 1

genügt. Man findet mit Hilfe von (7.3.4.3) die exakte Lösung

(7.3.4.6) y(x) = e50 − e−50

e100 − e−100
e−10x

[
1

−10

]

+ e50 − e−50

e100 − e−100
e10x

[
1

10

]

.

Der Anfangswert s̄ = y(−5) der exakten Lösung ist

s̄ =

⎡

⎢
⎣

1

−10+ 20(1− e−100)

e100 − e−100

⎤

⎥
⎦ .

Bei Berechnung von s̄ in z. B. 10-stelliger Gleitpunktarithmetik erhält man statt s̄
bestenfalls einen Näherungswert s̃ der Form

s̃ = gl(s̄) =
[

1(1+ ε1)

−10(1+ ε2)

]

mit |εi | ≤ eps = 10−10. Sei z. B. ε1 = 0, ε2 = −10−10. Zum Anfangswert

s̃ =
[

1

−10+ 10−9

]

gehört aber nach (7.3.4.4) die exakte Lösung y(x; s̃) mit

(7.3.4.7) y1(5; s̃) ≈
10−9

20
e100 ≈ 1.3× 1034.

Andererseits ist das Randwertproblem (7.3.4.2), (7.3.4.5) sehr gut konditioniert,
was die Abhängigkeit der Lösung y(x) von den Randdaten (7.3.4.5) betrifft. Be-
trachtet man etwa statt (7.3.4.5) Randbedingungen der Form (Störung der ersten
Randbedingung)

y1(−5) = 1+ ε, y1(5) = 1,

so besitzt das gestörte Randwertproblem die Lösung ȳ(x, ε) (ȳ(x, 0) = y(x))

ȳ(x, ε) = e50 − e−50 + e50ε

e100 − e−100
e−10x

[
1
−10

]

+ e50 − e−50 − e−50ε

e100 − e−100
e10x

[
1

10

]

.

Für −5 ≤ x ≤ 5 sind die Faktoren von ε klein (=O(1)), ja es gelten dann sogar in
erster Näherung Abschätzungen der Form

|ȳ1(x, ε)− ȳ1(x, 0)|≤̇ε ȳ1(x, 0) ≤ ε,

|ȳ2(x, ε)− ȳ2(x, 0)|≤̇10ε ȳ1(x, 0) ≤ 10ε

mit Faktoren ȳ1(x, 0) = y1(x), die im Inneren des Intervalls [−5, 5] extrem klein
sind. Also hat wegen (7.3.4.7) allein ein Rundungsfehler, den man bei der Berech-
nung des Startwerts s̄ = y(−5) der exakten Lösung mittels des Schießverfahrens
begeht, einen erheblich größeren Einfluß auf das Ergebnis der Rechnung als Fehler
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in den Eingangsdaten (hier der Randdaten) des Problems: das Schießverfahren ist in
diesem Beispiel kein gutartiges Verfahren [s. Abbschnitt 1.3].

Das Beispiel zeigt: Selbst die Berechnung des Startwertes s̄ = y(a) mit

voller Maschinengenauigkeit garantiert nicht, daß sich weitere Werte y(x)
genau bestimmen lassen. Wegen (7.3.4.4) hat man bei dem betrachteten

Beispiel für großes x > 0
∥
∥y(x; s1)− y(x; s2)

∥
∥ = O

(

e10x
∥
∥s1 − s2

∥
∥
)

,

d. h. der Einfluß fehlerhafter Anfangsdaten wächst exponentiell mit x .

Nach Satz (7.1.4) trifft dies allgemein zu: Für die Lösung y(x; s) des

Anfangswertproblems y′ = f (x, y), y(a) = s, gilt unter den Voraussetzun-

gen dieses Satzes

‖y(x; s1)− y(x; s2)‖ ≤ ‖s1 − s2‖ eL|x−a|.

Diese Abschätzung zeigt aber auch, daß der Einfluß ungenauer An-

fangsdaten s = y(a) für x ∈ [a, b] aus kleinen Intervallen [a, b] nur klein

ist.

Eine weitere Schwierigkeit des einfachen Schießverfahrens, die seine

praktische Bedeutung erheblich einschränkt, ist die folgende: Häufig besitzt

die rechte Seite einer Differentialgleichung y′ = f (x, y) stetige partielle

Ableitungen Dy f (x, y) auf ganz S = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, y ∈ R
n},

die aber dort nicht beschränkt bleiben. In diesem Fall muß die Lösung

y(x) = y(x; s) des Anfangswertproblems y′ = f (x, y), y(a) = s, nicht

für alle x ∈ [a, b] sondern nur noch in einer evtl. sehr kleinen Umgebung

Us(a) von a definiert sein, die von s abhängen kann. Damit existiert eventu-

ell y(b; s) nur für die Werte s aus einer kleinen Menge Mb, die gewöhnlich

nicht bekannt ist. Das einfache Schießverfahren muß daher immer zusam-

menbrechen, wenn man als Startwert des Newton-Verfahrens einen Vektor

s(0) �∈ Mb wählt. Da die Menge Mb umso größer wird, je kleiner |b − a|
ist, verliert auch dieser Nachteil des Schießverfahrens für kleine Intervalle

[a, b] an Gewicht. Alle diese Schwierigkeiten für große Intervalle [a, b]

werden bei der Mehrzielmethode [s. Abschnitt 7.3.5] vermieden.

Beispiel 2: Gegeben sei die Randwertaufgabe [vgl. Troesch (1960, 1976)]:

(7.3.4.8) y′′ = λ sinh λy

(7.3.4.9) y(0) = 0, y(1) = 1

(λ ein fester Parameter).
Um die Aufgabe mit dem einfachen Schießverfahren behandeln zu können, muß

zunächst die Anfangssteigung y′(0) = s „geschätzt“ werden. Bei der numerischen
Integration des Anfangswertproblems (7.3.4.8) mit λ = 5, y(0) = 0, y′(0) = s
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stellt sich heraus, daß die Lösung y(x; s) überaus empfindlich von s abhängt: für
s = 0.1, 0.2, . . . , bricht die Rechnung noch vor Erreichen des rechten Randes
(x = 1) wegen Exponentenüberlaufs ab, d. h. y(x; s) besitzt bei einem xs ≤ 1 eine
von s abhängende singuläre Stelle. Der Einfluß der Anfangssteigung y′(0) = s auf
die Lage der Singularität läßt sich hier abschätzen:

y′′ = λ sinh λy

besitzt das erste Integral

(7.3.4.10)
(y′)2

2
= cosh λy + C.

Die Bedingung y(0) = 0, y′(0) = s definiert die Integrationskonstante

C = s2

2
− 1.

Die Integration von (7.3.4.10) führt auf

x = 1

λ

∫ λy

0

dη
√

s2 + 2 cosh η − 2
.

Die singuläre Stelle ist dann durch

xs =
1

λ

∫ ∞

0

dη
√

s2 + 2 cosh η − 2

gegeben.
Zur näherungsweisen Berechnung des Integrals zerlegen wird das Integrations-

intervall ∫ ∞

0
=
∫ ε

0
+
∫ ∞

ε

, ε > 0 beliebig,

und schätzen die Teilintegrale getrennt ab. Es ist

∫ ε

0

dη
√

s2 + 2 cosh η − 2
=
∫ ε

0

dη
√

s2 + η2 + η4/12+ · · ·
≤
∫ ε

0

dη
√

s2 + η2

= ln

⎛

⎝
ε

|s| +

√

1+ ε2

s2

⎞

⎠,

und

∫ ∞

ε

dη
√

s2 + 2 cosh η − 2
=
∫ ∞

ε

dη
√

s2 + 4 sinh(η/2)
≤
∫ ∞

ε

dη

2 sinh(η/2)

= − ln

(

tanh(ε/4)

)

.

Es gilt also die Abschätzung
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xs ≤
1

λ
ln

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

ε

|s| +
√

1+ ε2

s2

tanh

(
ε

4

)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=: H(ε, s).

Für jedes ε > 0 ist H(ε, s) eine obere Schranke für xs , also insbesondere

xs ≤ H
(√

|s|, s
)

für alle s �= 0.

Das asymptotische Verhalten von H
(√
|s|, s

)

für s → 0 läßt sich leicht angeben:

in erster Näherung gilt nämlich für kleines |s|

tanh

(√
|s|
4

)

=̇
√
|s|
4

,
1√
|s|
+
√

1+ 1

|s| =̇
2√
|s|

,

so daß asymptotisch für s → 0

(7.3.4.11) xs ≤ H
(√

|s|, s
)

=̇ 1

λ
ln

⎛

⎝
2/
√
|s|√
|s|/4

⎞

⎠ = 1

λ
ln

8

|s| .

[Man kann darüber hinaus sogar zeigen (s. unten), daß asymptotisch für s → 0

(7.3.4.12) xs =̇
1

λ
ln

(

8

|s|

)

gilt.]
Damit man beim „Schießen“ den rechten Rand x = 1 erreicht, darf |s| also

höchstens so groß gewählt werden, daß

1 ≤̇ 1

λ
ln

(

8

|s|

)

, d. h. |s| ≤̇ 8e−λ;

für λ = 5 erhält man den kleinen Bereich

(7.3.4.13) |s| ≤̇ 0.05 .

Für den „Kenner“ sei noch folgendes hinzugefügt:
Das Anfangswertproblem

(7.3.4.14) y′′ = λ sinh λy, y(0) = 0, y′(0) = s

besitzt die exakte Lösung

y(x; s) = 2

λ
arsinh

(

s

2

sn(λx |k2)

cn(λx |k2)

)

, k2 = 1− s2

4
;
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dabei sind sn, cn die Jacobischen elliptischen Funktionen zum Modul k, der hier von
der Anfangssteigung s abhängt. Bezeichnet K (k2) die Viertelperiode von cn, so hat
cn bei

(7.3.4.15) xs =
K (k2)

λ

eine Nullstelle und folglich y(x; s) dort eine logarithmische Singularität. K (k2)

besitzt aber die Entwicklung

K (k2) = ln
4√

1− k2
+ 1

4

(

ln
4√

1− k2
− 1

)
(

1− k2
)

+ · · ·

oder umgerechnet auf s

K (k2) = ln
8

|s| +
s2

16

(

ln
8

|s| − 1

)

+ · · · ,

woraus (7.3.4.12) folgt.
Für die Lösung des eigentlichen Randwertproblems, d. h.

y(1; s) = 1

erhält man für λ = 5 den Wert

s = 4.575 046 14× 10−2

[vgl. dazu (7.3.4.13)]. Dieser Wert ergibt sich als Folge einer Relation zwischen den
Jacobifunktionen verbunden mit einem Iterationsverfahren nach Abschnitt 5. Der
Vollständigkeit halber sei noch eine weitere Beziehung angeführt, die mit Hilfe der
Theorie der Jacobifunktionen abgeleitet werden kann. Die Lösung der Randwertauf-
gabe (7.3.4.8), (7.3.4.9) besitzt eine logarithmische Singularität bei

(7.3.4.16) xs =̇ 1+ 1

λ cosh(λ/2)
.

Für λ = 5 folgt
xs =̇ 1.0326 . . . ,

die Singularität der exakten Lösung liegt in unmittelbarer Nähe des rechten Randes!
Das Beispiel beleuchtet hinreichend die Schwierigkeiten, die bei der numerischen
Lösung von Randwertproblemen auftreten können.

Für eine direkte numerische Lösung des Problems ohne Kenntnis der Theorie
der elliptischen Funktionen s. 7.3.6.

Ein weiteres Beispiel für das Auftreten von Singularitäten findet man in Aufgabe
19.

7.3.5 Die Mehrzielmethode

Die Mehrzielmethode∗ wurde schon verschiedentlich in der Literatur be-

schrieben, so in Keller (1968), Osborne (1969), und Bulirsch (1971). In

∗ Auch Mehrfachschießverfahren („multiple shooting method“) genannt.
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Oberle und Grimm (1989) findet man FORTRAN-Programme. Bei der

Mehrzielmethode werden die Werte

s̄k = y(xk), k = 1, 2, . . . ,m,

der exakten Lösung y(x) eines Randwertproblems

(7.3.5.1) y′ = f (x, y), r
(

y(a), y(b)
)

= 0

an mehreren Stellen

a = x1 < x2 < · · · < xm = b

gleichzeitig iterativ berechnet. Sie läuft auf eine Zerlegung in m − 1 Rand-

wertprobleme auf den kleineren Intervallen [xk, xk+1], k = 1, 2, . . . , m− 1,

hinaus, deren Randdaten so bestimmt werden, daß eine Lösung von (7.3.5.1)

entsteht.

Sei dazu y(x; xk, sk) die Lösung des Anfangswertproblems

y′ = f (x, y), y(xk) = sk .

Die Aufgabe besteht nun darin, die Vektoren sk , k = 1, 2, . . . , m, so

zu bestimmen, daß die aus den y(x; xk, sk) stückweise zusammengesetzte

Funktion

y(x) := y(x; xk, sk) für x ∈ [xk, xk+1), k = 1, 2, . . . ,m − 1,

y(b) := sm

stetig ist, also eine Lösung der Differentialgleichung y′ = f (x, y) dar-

stellt, und darüber hinaus die Randbedingungen r(y(a), y(b)) = 0 erfüllt

[s. Fig. 9].
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Fig. 9. Mehrfachschießverfahren
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Dies ergibt die folgenden nm Bedingungen

(7.3.5.2)
y(xk+1; xk, sk) = sk+1, k = 1, 2, . . . ,m − 1,

r(s1, sm) = 0

für die nm unbekannten Komponenten σk j , j = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . ,

m, der sk

sk = [σk1, σk2, . . . , σkn]T .

Insgesamt stellt (7.3.5.2) ein Gleichungssystem der Form

(7.3.5.3)

F(s) :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

F1(s1, s2)

F2(s2, s3)
...

Fm−1(sm−1, sm)

Fm(s1, sm)

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

:=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

y(x2; x1, s1)− s2

y(x3; x2, s2)− s3

...

y(xm; xm−1, sm−1)− sm

r(s1, sm)

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 0

für die Unbekannten

s =

⎡

⎣

s1
...

sm

⎤

⎦

dar. Es kann mit Hilfe des Newton-Verfahrens

(7.3.5.4) s(i+1) = s(i) − DF
(

s(i)
)−1

F
(

s(i)
)

, i = 0, 1, . . .

iterativ gelöst werden. Damit es auch bei schlechter Wahl des Startvektors

s(0) möglichst noch konvergiert, nimmt man in der Praxis statt (7.3.5.4)

das modifizierte Newton-Verfahren (5.4.2.4) [s. Abschnitt 7.3.6 für weitere

Hinweise zu seiner Realisierung]. In jedem Schritt des Verfahrens müssen

F(s) und DF(s) für s = s(i) berechnet werden. Dazu hat man für k = 1,

2, . . . , m − 1 durch Lösung der Anfangswertprobleme

y′ = f (x, y), y(xk) = sk

die Werte y(xk+1; xk, sk), k = 1, 2, . . . , m − 1, zu bestimmen, und F(s)
gemäß (7.3.5.3) zu berechnen. Die Funktionalmatrix

DF(s) =
[

Dsk Fi (s)
]

i,k=1,...,m

hat wegen der besonderen Struktur der Fi (7.3.5.3) die Gestalt
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(7.3.5.5) DF(s) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

G1 −I 0 0

0 G2 −I . . .
. . .

. . .
. . . 0

0
. . . Gm−1 −I

A 0 0 B

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

wobei die n × n-Matrizen A, B, Gk , k = 1, . . . , m − 1, selbst wieder

Funktionalmatrizen sind:

Gk :≡ Dsk Fk(s) ≡ Dsk y(xk+1; xk, sk), k = 1, 2, . . . ,m − 1,

B :≡ Dsm Fm(s) ≡ Dsm r(s1, sm),(7.3.5.6)

A :≡ Ds1
Fm(s) ≡ Ds1

r(s1, sm).

Wie im einfachen Schießverfahren ersetzt man in der Praxis zweck-

mäßig die Differentialquotienten in den Matrizen A, B, Gk durch Differen-

zenquotienten, die man durch Lösen weiterer (m−1)n Anfangswertprobleme

berechnen kann (für jede Matrix G1, . . . , Gm−1 je n Anfangswertprobleme).

Die Gleichungen (7.3.5.4) sind mit den Abkürzungen

(7.3.5.7)

⎡

⎢
⎣

∆s1
...

∆sm

⎤

⎥
⎦ := s(i+1) − s(i), Fk := Fk

(

s(i)
k , s(i)

k+1

)

mit folgendem linearen Gleichungssystem äquivalent

(7.3.5.8)

G1∆s1 −∆s2 = −F1,

G2∆s2 −∆s3 = −F2,

...

Gm−1∆sm−1 −∆sm = −Fm−1,

A∆s1 + B∆sm = −Fm .

Ausgehend von der ersten Gleichung kann man alle ∆sk sukzessive durch

∆s1 ausdrücken. Man findet so

(7.3.5.9)

∆s2 = G1∆s1 + F1,

...

∆sm = Gm−1Gm−2 . . . G1∆s1 +
m−1
∑

j=1

(
j−1
∏

l=1

Gm−l

)

Fm− j ,

und daraus schließlich mit Hilfe der letzten Gleichung
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(7.3.5.10)
(

A + BGm−1Gm−2 . . . G1

)

∆s1 = w,

mit w := −(Fm + BFm−1 + BGm−1 Fm−2 + · · · + BGm−1Gm−2 . . . G2 F1).

Dies ist ein lineares Gleichungssystem für den unbekannten Vektor ∆s1,

das man mit Hilfe des Gaußschen Eliminationsverfahrens lösen kann. So-

bald man ∆s1 bestimmt hat, erhält man ∆s2, ∆s3, . . . , ∆sm sukzessive aus

(7.3.5.8) und s(i+1) aus (7.3.5.7).

Es sei ohne Beweis erwähnt, daß unter den Voraussetzungen des Satzes

(7.3.3.4) die Matrix A+BGm−1 . . . G1 in (7.3.5.10) nichtsingulär ist. Ferner

gibt es dann wieder eine nichtsinguläre nm × nm-Matrix Q, so daß die

Funktion

Φ(s) := s − QF(s)

kontrahierend ist, also genau einen Fixpunkt s̄ besitzt mit F(s̄) = 0.

Man sieht überdies, daß F(s) und im wesentlichen auch DF(s) für alle

Vektoren

s =

⎡

⎣

s1
...

sm

⎤

⎦ ∈ M := M (1) × M (2) × · · · × M (m−1) × Rn

definiert ist und damit eine Iteration (7.3.5.4) der Mehrzielmethode für

s ∈ M ausführbar ist. Dabei ist M (k), k = 1, 2, . . . , m − 1, die Menge

aller Vektoren sk , für die die Lösung y(x; xk, sk) (zumindest) auf dem klei-

nen Intervall [xk, xk+1] erklärt ist. Diese Menge M (k) umfaßt die Menge

Mk aller sk , für die y(x; xk, sk) auf ganz [a, b] definiert ist. Das Newton-

Verfahren zur Berechnung von s̄k mittels des einfachen Schießverfahrens ist

aber nur für sk ∈ Mk ⊂ M (k) ausführbar. Dies zeigt, daß die Anforderungen

der Mehrzielmethode an die Güte der Startwerte für das Newton-Verfahren

wesentlich geringer sind als die des einfachen Schießverfahrens.

7.3.6 Hinweise zur praktischen Realisierung der Mehrzielmethode

In der im letzten Abschnitt beschriebenen Form ist die Mehrzielmethode

noch recht aufwendig. Zum Beispiel ist in jedem Schritt des modifizierten

Newton-Verfahrens

(7.3.6.1) s(i+1 = s(i) − λi d
(i), d(i) := ∆F

(

s(i)
)−1

F
(

s(i)
)

,

zumindest die Approximation ∆F(s(i)) der Funktionalmatrix DF(s(i)) mit-

tels Bildung geeigneter Differenzenquotienten zu berechnen. Dies allein

läuft auf die Lösung von n Anfangswertproblemen hinaus. Diesen enormen

Rechenaufwand kann man mit Hilfe der in Abschnitt 5.4.3 beschriebenen
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Techniken erheblich reduzieren, in dem man nur gelegentlich die Matrix

∆F(s(i)) neu berechnet und die übrigen Matrizen mit Hilfe des Rang 1-

Verfahren von Broyden rekursiv berechnet.

Als nächstes soll das Problem behandelt werden, wie man die Zwischen-

punkte xk , k = 1, . . . , m, in [a, b] wählen soll, wenn eine Näherungslösung

(Starttrajektorie) η(x) für das Randwertproblem bekannt ist: Man setze

x1 := a. Hat man bereits xi (< b) gewählt, so integriere man das An-

fangswertproblem

η′i = f (x, ηi ), ηi (xi ) = η(xi )

mit Hilfe der Methoden von 7.2, breche die Integration an der ersten Stelle

x = ξ ab, für die die Lösung ‖ηi (ξ)‖ „zu groß“ gegenüber ‖η(ξ)‖ wird,

etwa ‖ηi (ξ)‖ ≥ 2‖η(ξ)‖ und setze xi+1 := ξ .

Beispiel 1: Gegeben sei die Randwertaufgabe

(7.3.6.2) y′′ = 5 sinh 5y, y(0) = 0, y(1) = 1

[vgl. Beispiel 2 von Abschnitt 7.3.4].
Als Ausgangstrajektorie η(x) wird die Gerade η(x) ≡ x genommen, die beide

Randpunkte verbindet.
Die durch den Rechner gefundene Unterteilung 0 = x1 < x2 · · · < xm = 1 zeigt

Fig. 10. Zu dieser Unterteilung und den Startwerten sk := η(xk), s′k := η′(xk) liefert
die Mehrzielmethode nach 7 Iterationen die Lösung auf etwa 9 Ziffern genau.

Die Aufgabe legt eine noch günstigere Starttrajektorie nahe, nämlich die Lösung
η(x) := sinh 5x/ sinh 5 des linearisierten Problems

η′′ = 5 · 5η, η(0) = 0, η(1) = 1.

Bei einigen praktischen Problemen ist die rechte Seite f (x, y) der Dif-

ferentialgleichung als Funktion von x auf [a, b] nur stückweise stetig oder

auch nur stückweise stetig differenzierbar. In diesen Fällen achte man dar-

auf, daß die Unstetigkeitsstellen als Teilpunkte xi auftreten, andernfalls gibt

es Konvergenzschwierigkeiten [s. Beispiel 2].

Es bleibt das Problem, wie man eine erste Näherungslösung η(x) für

ein Randwertproblem findet. In vielen Fällen kennt man z. B. aus physikali-

schen Gründen den qualitativen Verlauf der Lösung, so daß man sich leicht

zumindest eine grobe Näherung verschaffen kann. Gewöhnlich reicht dies

auch für die Konvergenz aus, weil das modifizierte Newton-Verfahren keine

besonders hohen Anforderungen an die Qualität des Startvektors stellt.

In komplizierteren Fällen hilft häufig die sog. Fortsetzungsmethode

(Homotopie-Methode). Hier tastet man sich allmählich über die Lösung

„benachbarter“ Probleme an die Lösung des eigentlich gestellten Problems

heran: Fast alle Probleme enthalten gewisse Parameter α,
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Fig. 10. Zwischenpunkte für die Mehrzielmethode

(7.3.6.3) Pα: y′ = f (x, y; α), r(y(a), y(b); α) = 0,

und die Aufgabe lautet, die Lösung y(x), die natürlich auch von α abhängt,

y(x) = y(x;α), für einen bestimmten Wert α = ᾱ zu bestimmen. Meistens

ist es so, daß das Randwertproblem Pα für einen gewissen anderen Wert

α = α0 einfacher ist, so daß zumindest eine gute Näherung η0(x) für die

Lösung y(x;α0) von Pα0
bekannt ist. Die Fortsetzungsmethode besteht nun

darin, daß man zunächst ausgehend von η0(x) die Lösung y(x;α0) von Pα0

bestimmt. Man wählt dann eine endliche Folge genügend eng benachbarter

Zahlen εi mit 0 < ε1 < ε2 < · · · < εl = 1, setzt αi := α0 + εi (ᾱ− α0), und

nimmt für i = 0, 1, . . . , l−1 die Lösung y(x;αi ) von Pαi als Startnäherung

für die Bestimmung der Lösung y(x;αi+1) von Pαi+1
. Mit y(x;αl) = y(x; ᾱ)

hat man schließlich die gesuchte Lösung von Pᾱ . Für das Funktionieren

des Verfahrens ist es wichtig, daß man keine zu großen Schritte εi → εi+1

macht, und daß man „natürliche“, dem Problem inhärente Parameter α wählt:

Die Einführung künstlicher Parameter α, etwa Ansätze des Typs

f (x, y;α) = α f (x, y)+ (1− α)g(x, y), ᾱ = 1, α0 = 0,

wo f (x, y) die gegebene rechte Seite der Differentialgleichung und g(x, y)
eine willkürlich gewählte „einfache“ Funktion ist, die mit dem Problem

nichts zu tun hat, führt in kritischen Fällen nicht zum Ziel.
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Eine raffiniertere Variante der Fortsetzungsmethode, die sich im Zusam-

menhang mit der Mehrzielmethode bewährt hat, wird bei Deuflhard (1979)

beschrieben.

Beispiel 2: Singuläre Randwertaufgabe.
Die stationäre Temperaturverteilung im Innern eines Zylinders vom Radius 1

wird beschrieben durch die Lösung y(x;α) der nichtlinearen Randwertaufgabe [vgl.
Na und Tang (1969)]:

(7.3.6.4)
y′′ = − y′

x
− αey ,

y′(0) = y(1) = 0.

α ist hier ein „natürlicher“ Parameter mit der Bedeutung

α =̇
Wärmeerzeugung

Leitfähigkeit
, 0 < α ≤ 0.8 .

Zur numerischen Berechnung der Lösung für α = 0.8 könnte man die Unterteilung

α = 0, 0.1, . . . , 0.8

benützen und ausgehend von der explizit angebbaren Lösung y(x; 0) ≡ 0 die Ho-
motopiekette zur Berechnung von y(x; 0.8) konstruieren. Die Aufgabe weist jedoch
noch eine weitere Schwierigkeit auf: die rechte Seite der Differentialgleichung be-
sitzt bei x = 0 eine Singularität! Zwar ist y′(0) = 0 und die Lösung y(x;α) im
ganzen Intervall 0 ≤ x ≤ 1 erklärt und sogar analytisch, gleichwohl treten erheb-
liche Konvergenzschwierigkeiten auf. Der Grund ist in folgendem zu suchen: Eine
Rückwärtsanalyse [vgl. Abschnitt 1.3] zeigt, daß das Ergebnis ỹ der numerischen
Rechnung gedeutet werden kann als exakte Lösung des Randwertproblems (7.3.6.4)
mit leicht abgeänderten Randdaten

ỹ′(0) = ε1, ỹ(1) = ε2

[s. Babuška et al. (1966)]. Diese Lösung ỹ(x;α) ist der Lösung y(x;α) zwar „be-
nachbart“, besitzt aber anders als y(x;α) bei x = 0 nur eine stetige Ableitung
wegen

lim
x→0

ỹ′′ = − lim
x→0

ε1

x
= ±∞.

Da die Konvergenzordnung jedes numerischen Verfahrens nicht nur von der Methode
selbst, sondern auch von der Existenz und Beschränktheit der höheren Ableitungen
der Lösung abhängt, was gerne übersehen wird, wird im vorliegenden Beispiel die
Konvergenzordnung beträchtlich reduziert (im wesentlichen auf 1). Diese Schwie-
rigkeiten sind charakteristisch für viele praktische Randwertprobleme und nicht nur
diese. Die Ursache des Versagens wird meistens nicht erkannt und die „Schuld“ der
Methode oder dem Computer zugeschrieben.

Durch einen einfachen Kunstgriff lassen sich diese Schwierigkeiten vermeiden.
Die „benachbarten“ Lösungen mit y′(0) �= 0 werden durch einen Potenzreihenansatz
um x = 0 ausgeblendet:

(7.3.6.5) y(x) = y(0)+ x2

2!
y(2)(0)+ x3

3!
y(3)(0)+ x4

4!
y(4)(0)+ · · · .
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Die Koeffizienten y(i)(0), i = 2, 3, 4, . . . , lassen sich alle durch λ := y(0), also
eine noch unbekannte Konstante, ausdrücken; durch Einsetzen in die Differential-
gleichung (7.3.6.4) findet man

(7.3.6.6) y(2)(x) = −
(

y(2)(0)+ x

2!
y(3)(0)+ x2

3!
y(4)(0)+ · · ·

)

− αey(x),

woraus für x → 0 wird

y(2)(0) = −y(2)(0)− αey(0), d. h. y(2)(0) = − 1
2αeλ.

Durch Differentiation ergibt sich

y(3)(x) = −
(

1
2 y(3)(0)+ 1

3 xy(4)(0)+ · · ·
)

− αy′(x)ey(x),

also y(3)(0) = 0. Weiter ist

y(4)(x) = −
(

1
3 y(4)(0)+ x(. . .)

)

− α
{(

y′(x)
)2
+ y(2))(x)

}

ey(x),

so daß
y(4)(0) = 3

8α
2e2λ.

Man kann zeigen, daß y(5)(0) = 0, allgemein y(2i+1)(0) = 0.
Die singuläre Randwertaufgabe läßt sich nun wie folgt behandeln. Als Informa-

tion über y(x;α) benutze man in der Nähe von x = 0 die Potenzreihendarstellung
(7.3.6.5) und in „genügender“ Entfernung von der Singularität x = 0 die Differen-
tialgleichung (7.3.6.4) selbst. Man hat z. B.

(7.3.6.7) y′′(x) =

⎧

⎪
⎨

⎪
⎩

− 1
2αeλ

[

1− 3
8 x2αeλ

]

für 0 ≤ x ≤ 10−2,

− y′(x)
x
− αey(x) für 10−2 ≤ x ≤ 1.

Der Fehler ist von der Größenordnung 10−8. Die rechte Seite enthält jetzt noch
den unbekannten Parameter λ = y(0). Wie in 7.3.0 gezeigt, läßt sich dies aber als
erweiterte Randwertaufgabe interpretieren. Man setzt

y1(x) := y(x),

y2(x) := y′(x),

y3(x) := y(0) = λ

und erhält das System von Differentialgleichungen auf [0, 1]

y′1 = y2,

y′2 =

⎧

⎪
⎨

⎪
⎩

− 1
2αey3

[

1− 3
8 x2αey3

]

für 0 ≤ x ≤ 10−2,

− y2

x
− αey1 für 10−2 ≤ x ≤ 1,

(7.3.6.8)

y′3 = 0

mit den Randbedingungen
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(7.3.6.9) r =
[

y2(0)
y1(1)

y3(0)− y1(0)

]

= 0.

Zur Behandlung mit dem Mehrzielverfahren wähle man die „Heftstelle“ 10−2 als
einen Unterteilungspunkt, etwa

x1 = 0, x2 = 10−2, x3 = 0.1, . . . , x11 = 0.9, x12 = 1.

Um die Glätte der Lösung an der Heftstelle muß man sich nicht kümmern, sie ist
durch den Ansatz gesichert. In Verbindung mit der Homotopie [s. (7.3.6.3)] erhält
man ausgehend von y(x;α0) ≡ 0 die Lösung y(x;αk) aus y(x;αk−1) mit nur 3
Iterationen mühelos auf etwa 6 Ziffern genau (s. Fig. 11; Gesamtrechenzeit auf
einer CDC 3600 für alle 8 Trajektorien: 40 sec.).

��� ���

� ��

���

���

������

Æ

�

�����

�����

�����

���

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�������

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������
���������
��������
�������
������
������
�����
�����
����
�����
����
����
����
����
����
����
���
����
��
���
���
��

����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�����������
��������
������
������
������
�����
�����
����
����
����
����
����
����
���
���
����
���
���
���
���
���
���
���
���
��
���
���
��
���
��
���
��
���
��
��
���
��
�����
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
�
��
��
��
��
�
��
��
��

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
������������������

������������
�����
����
�����
����
����
���
����
���
����
���
���
���
���
���
���
��
���
���
��
���
���
��
��
���
��
���
��
��
��
���
��
��
��
��
��
��
��
���
��
����
��
�
��
��
��
��
��
��
����
�
��
��
��
��
�
��
��
��
�
��
��
�
��
��
��
�
��
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
�
��
�
��
�
��
�
��
�
�
��
�
��
���
�
�
��
�
�
�
��
�
�
�

Fig. 11. Lösung y(x;α) für α = 0(0.1)0.8.

7.3.7 Ein Beispiel: Optimales Bremsmanöver eines Raumfahrzeugs

in der Erdatmosphäre (Re-entry Problem)

Die folgende umfangreiche Aufgabe entstammt der Raumfahrt . Sie soll illu-

strieren, wie nichtlineare Randwertprobleme praktisch angepackt und gelöst

werden, denn erfahrungsgemäß bereitet die konkrete Lösung solcher Aufga-

ben dem Unerfahrenen die größten Schwierigkeiten. Die numerische Lösung

wurde mit der Mehrzielmethode durchgeführt mit dem Programm in Oberle

und Grimm (1989).

Die Bahnkoordinaten eines Fahrzeugs vom Apollo-Typ genügen beim

Flug des Fahrzeugs durch die Lufthülle der Erde den folgenden Differenti-

algleichungen:
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(7.3.7.1)

v̇ = V (v, γ, ξ, u) = − Sρv2

2m
CW (u)− g sin γ

(1+ ξ)2
,

γ̇ = Γ (v, γ, ξ, u) = Sρv

2m
CA(u)+

v cos γ

R(1+ ξ)
− g cos γ

v(1+ ξ)2
,

ξ̇ = Ξ(v, γ, ξ, u) = v sin γ

R
,

ζ̇ = Z(v, γ, ξ, u) = v

1+ ξ
cos γ.

Es bedeuten: v: Tangentialgeschwindigkeit, γ : Bahnneigungswinkel, h:

Höhe über Erdoberfläche, R: Erdradius, ξ = h/R: normalisierte Höhe, ζ :

Distanz auf der Erdoberfläche, ρ = ρ0 exp(−βRξ): Luftdichte, CW (u) =
1.174 − 0.9 cos u: aerodynamischer Widerstandskoeffizient, CA(u) =
0.6 sin u: aerodynamischer Auftriebskoeffizient, u: Steuerparameter (belie-

big zeitabhängig wählbar), g: Erdbeschleunigung, S/m: Frontfläche/Fahr-

zeugmasse; Zahlenwerte: R = 209 (=̂ 209105 ft); β = 4.26; ρ0 = 2.70410-3;

g = 3.217210-4; S/m = 53200; (1 ft = 0.3048 m) [s. Fig. 12].
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Fig. 12. Die Koordinaten der Trajektorie

Die Differentialgleichungen wurden unter den Annahmen a) ruhende,

kugelförmige Erde, b) Flugbahn liegt in einer Großkreisebene, c) Astro-

nauten beliebig hoch belastbar, etwas vereinfacht. Gleichwohl enthalten die

rechten Seiten der Differentialgleichungen alle physikalisch wesentlichen

Terme. Die größte Wirkung haben die mit CW (u) bzw. CA(u) multiplizier-

ten Glieder, es sind dies die trotz der geringen Luftdichte ρ durch das schnell

fliegende Fahrzeug (v
.= 11 km/sec) besonders einflußreichen Luftkräfte;
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sie lassen sich über den Parameter u (Bremsklappen, Bremskonus des Fahr-

zeugs) beeinflussen. Die mit g multiplizierten Terme sind die auf das Fahr-

zeug einwirkenden Gravitationskräfte der Erde, die übrigen Glieder sind

eine Konsequenz des gewählten Koordinatensystems.

Beim Flug durch die Lufthülle der Erde erhitzt sich das Fahrzeug. Die

durch konvektive Wärmeübertragung hervorgerufene Aufheizung im Stau-

punkt vom Zeitpunkt t = 0 des Eintritts in die „fühlbare“ Erdatmosphäre

(h = 4 (=̂ 400000 ft)) bis zu einem Zeitpunkt t = T ist gegeben durch das

Integral

(7.3.7.2) J =
∫ T

0

q̇dt, q̇ = 10v3√ρ.

Die Kapsel soll in eine für die Wasserung im Pazifik günstige Ausgangspo-

sition gesteuert werden. Über den frei wählbaren Parameter u ist die Steue-

rung so vorzunehmen, daß die Aufheizung J minimal wird und folgende

Randbedingungen erfüllt werden:

Daten beim Eintritt in Erdatmosphäre:

((7.3.7.3)

v(0) = 0.36 (=̂ 36000 ft/sec),

γ (0) = −8.1◦
π

180◦
,

ξ(0) = 4

R
[h(0) = 4 (=̂ 400000 ft)].

Daten der Ausgangsposition für die Landung:

(7.3.7.4)

v(T ) = 0.27 (=̂ 27000 ft/sec),

γ (T ) = 0,

ξ(T ) = 2.5

R
[h(T ) = 2.5 (=̂ 250000 ft)].

Die Endzeit T ist frei. ζ bleibt bei der Optimierung unberücksichtigt.

Die Variationsrechnung [vgl. z. B. Hestenes (1966)] lehrt nun folgendes:

Man bilde mit Parametern (Lagrange-Multiplikatoren) den Ausdruck

(7.3.7.5) H := 10v3√ρ + λvV + λγΓ + λξΞ,

wobei die Lagrange-Multiplikatoren oder adjungierten Variablen λv , λγ , λξ

den drei gewöhnlichen Differentialgleichungen genügen
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(7.3.7.6)

λ̇v = −
∂H

∂v
,

λ̇γ = −
∂H

∂γ
,

λ̇ξ = −
∂H

∂ξ
.

Die optimale Steuerung u ist dann gegeben durch

(7.3.7.7)

sin u = −0.6λγ

α
, cos u = −0.9vλv

α
, α =

√

(0.6λγ )2 + (0.9vλv)2.

Man beachte: (7.3.7.6) ist wegen (7.3.7.7) nichtlinear in λv , λγ .

Da keine Bedingung an die Endzeit T gestellt wird, muß die weitere

Randbedingung erfüllt sein:

(7.3.7.8) H
∣
∣
∣
t=T
= 0.

Die Aufgabe ist damit auf ein Randwertproblem für die 6 Differentialglei-

chungen (7.3.7.1), (7.3.7.6) mit den 7 Randbedingungen (7.3.7.3), (7.3.7.4),

(7.3.7.8) zurückgeführt. Es handelt sich also um ein freies Randwertproblem

[vgl. (7.3.0.4a, b)]. Eine geschlossen angebbare Lösung ist nicht möglich,

man muß numerische Methoden benutzen.

Es wäre nun verfehlt, eine Starttrajektorie η(x) ohne Bezugnahme auf

die Realität konstruieren zu wollen. Der Unerfahrene möge sich nicht durch

die harmlos aussehende rechte Seite der Differentialgleichung (7.3.7.1)

täuschen lassen: Bei der numerischen Integration stellt man schnell fest, daß

v, γ , ξ , λv , λγ , λξ äußerst empfindlich von den Anfangsdaten abhängen.

Die Lösung besitzt bewegliche Singularitäten, die in unmittelbarer Nach-

barschaft des Integrationspunktes liegen (siehe dazu das vergleichsweise

triviale Beispiel (7.3.6.2)). Diese Sensitivität ist eine Folge des Einflus-

ses der Luftkräfte, und die physikalische Interpretation der Singularität ist

„Absturz“ der Kapsel auf die Erde bzw. „Zurückschleudern“ in den Welt-

raum. Wie man durch eine a posteriori-Rechnung zeigen kann, existieren

nur für einen äußerst schmalen Bereich von Randdaten differenzierbare

Lösungen des Randwertproblems. Das ist die mathematische Aussage über

die Gefährlichkeit des Landemanövers.

Konstruktion einer Starttrajektorie. Aus aerodynamischen Gründen wird

der Graph des Steuerparameters u den in Fig. 13 dargestellten Verlauf haben

(Information der Raumfahrtingenieure).

Diese Funktion läßt sich in etwa approximieren durch

(7.3.7.9) u = p1 erf
(

p2(p3 − τ)
)

,
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Fig. 13. Kontroll-Parameter (empirisch)

wo

τ = t

T
, 0 < τ < 1,

erf(x) = 2√
π

∫ x

0

e−σ
2

dσ,

und p1, p2, p3 zunächst unbekannte Konstante sind.

Zur Bestimmung der pi löst man das folgende Hilfsrandwertproblem:

Differentialgleichungen (7.3.7.1) mit u aus (7.3.7.9) und zusätzlich

(7.3.7.10)

ṗ1 = 0,

ṗ2 = 0,

ṗ3 = 0.

Randbedingungen: (7.3.7.3), (7.3.7.4) und T = 230.

Die Randvorgabe T = 230 sec ist eine Schätzung für die Dauer des

Bremsmanövers. Mit den relativ schlechten Approximationen

p1 = 1.6, p2 = 4.0, p3 = 0.5

läßt sich das Hilfsrandwertproblem sogar mit dem einfachen Schießverfah-

ren lösen, falls man von „rückwärts“ her integriert (Anfangspunkt τ = 1,

Endpunkt τ = 0).

Ergebnis nach 11 Iterationen:

(7.3.7.11) p1 = 1.09835, p2 = 6.48578, p3 = 0.347717.

Lösung der eigentlichen Randwertaufgabe: Mit der „nichtoptimalen“

Steuerfunktion u aus (7.3.7.9), (7.3.7.11) erhält man durch Integration von

(7.3.7.1) Näherungswerte für v(t), γ (t), ξ(t). Diese „halbe“ Starttrajektorie
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läßt sich zu einer „vollen“ Starttrajektorie ergänzen: wegen cos u > 0 folgt

aus (7.3.7.7) λv < 0; man wählt

λv ≡ −1.

Weiter ergibt sich aus

tan u = 6λγ

9vλv

eine Näherung für λγ . Eine Approximation für λξ erhält man aus der Re-

lation H ≡ 0, H nach (7.3.7.5), denn H = const ist ein erstes Integral der

Bewegungsgleichungen.

Mit dieser Näherungstrajektorie für v, γ , . . . , λξ , T (T = 230) und der

Technik nach 7.3.6 kann man nun die Teilpunkte für die Mehrzielmethode

ermitteln (m = 6 genügt). Die Fig. 14, 15 zeigen das Ergebnis der Rechnung

(nach 14 Iterationen); die Dauer des optimalen Bremsmanövers ergibt sich

zu T = 224.9 sec, Genauigkeit der Resultate: ca. 7 Ziffern.

Fig. 16 zeigt das Verhalten der Steuerung u = arctan(6λγ /9vλv)

während der Iteration. Man sieht, wie die zunächst großen Sprunghöhen

an den Stützpunkten des Mehrzielverfahrens „eingeebnet“ werden.

Fig. 14. Die Bahntrajektorien h, γ , v
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Fig. 15. Verlauf der adjungierten Variablen λξ , λγ , λv

Fig. 16. Iterationswerte der Steuerung u
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Die folgende Tabelle zeigt das Konvergenzverhalten des modifizierten

Newton-Verfahrens [s. Abschnitte 5.4.2, 5.4.3]:

Fehler Schrittlänge Fehler Schrittlänge

‖F(s(i))‖2 (in (5.4.3.5)) ‖F(s(i))‖2 (in (5.4.3.5))

[s. (7.3.5.3)] λ [s. (7.3.5.3)] λ

5× 102

3× 102 0.250 1× 10−1 1.000

6× 104 0.500 (Versuch) 6× 10−2 1.000

7× 102 0.250 (Versuch) 3× 10−2 1.000

2× 102 0.125 1× 10−2 1.000

1× 102 0.125 1× 10−3 1.000

8× 101 0.250 4× 10−5 1.000

1× 101 0.500 3× 10−7 1.000

1× 100 1.000 1× 10−9 1.000

7.3.8 Zur Realisierung der Mehrzielmethode – fortgeschrittene

Techniken

In Abschnitt 7.3.5 wurde eine Prototyp-Version der Mehrzielmethode be-

schrieben. In diesem Abschnitt beschreiben wir weitere fortgeschrittene

Techniken. Sie haben zum Ziel, den sehr hohen Rechenaufwand zu redu-

zieren, mit der die Methode bei der Lösung komplexer Probleme aus den

Anwendungen in den Natur- und Ingenieurwissenschaften verbunden ist.

Die Berechnung der Jacobimatrix. Der größte Rechenaufwand ist bei

der Mehrzielmethode mit der Approximation der Jacobimatrizen DF(s(i))

verbunden – insbesondere der partiellen Ableitungen Gk in (7.3.5.6). Diese

Ableitungen

Gk(xk+1; xk, sk) := Dsk y(xk+1; xk, sk), k = 1, 2, . . . , m − 1,

könnten durch Lösung von mindestens n (m−1) zusätzlichen Anfangswert-

problemen und Differenzenbildung approximiert werden. Dieses Vorgehen

ist zwar konzeptionell einfach; nachteilig ist aber, daß man dabei keine

Informationen über die Genauigkeit der berechneten Gk erhält, aber die

Gk sehr genau approximieren muß. Eine geringe Genauigkeit der Gk führt

oft zu einer schlechten Konvergenz der Iterationsverfahren zur Lösung des

nichtlinearen Systems (7.3.5.4).
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Es wurden deshalb andere Techniken zur Berechnung der Gk ent-

wickelt [s. Hiltmann (1990), Callies (2000)], die auf der Integration der

Variationsgleichung [vgl. (7.1.9)] beruhen

(7.3.8.1)

∂Gk(x; xk, sk)

∂x
= fy(x, y(x; xk, sk)) Gk(x; xk, sk),

Gk(xk; xk, sk) = I

beruhen. Man beweist sie durch Differentiation von

(7.3.8.2) y′ = f (x, y), y(xk) = sk

nach sk , wenn man berücksichtigt, daß y = y(x; xk, sk) auch eine glatte

Funktion der Anfangswerte xk , sk ist. In der Rechenpraxis integriert man

die Differentialgleichungen (7.3.8.1) und (7.3.8.2) zwar parallel, verwendet

dabei aber verschiedene Integrationsverfahren, um die verschiedene Struktur

der Systeme zu berücksichtigen. So kann man z. B. schon durch Ausnutzen

der Linearität von (7.3.8.1) etwa die Hälfte der Funktionsauswertungen von

f einsparen [s. Callies (2001)]. Auch die Schrittweiten werden für beide Sy-

steme unabhängig voneinander gesteuert; auch können die Zwischenpunkte

xk einfacher bestimmt werden als in Abschnitt 7.3.6.

Weiter kann man mit Vorteil die Formel

(7.3.8.3) Dxk y(xk+1; xk, sk) = −Gk(xk+1; xk, sk) f (xk, sk)

für die partielle Ableitung von y(xk+1; xk, sk) nach xk verwenden, die man

durch Differentiation von (7.3.8.2) und der Identität y(xk; xk, sk) ≡ sk nach

xk erhält.

Stückweise stetige rechten Seiten. In vielen Anwendungen ist die rechte

Seite f (x, y) der Differentialgleichung nicht überall stetig oder differen-

zierbar [s. Abschnitt 7.2.18], und auch die gesuchte Funktion kann Sprung-

stellen besitzen. Solche Probleme können zwar im Prinzip im Rahmen der

Mehrzielmethode behandelt werden, indem man z. B. dafür sorgt, daß alle

Unstetigkeitspunkte unter den Zwischenpunkten xi der Methode vorkom-

men. Doch wächst dann in der Regel die Anzahl der Zwischenpunkte und

damit auch die Größe des nichtlinearen Systems(7.3.5.3) dramatisch an.

Wie [Callies (2000a)] aber zeigte, kann man diese Nachteile vermeiden,

wenn man zwei Typen von Diskretisierungen unterscheidet, eine Makro-

diskretisierung mit den Zwischenpunkten x1 < x2 < · · · < xm und eine

Mikrodiskretisierung xν =: xν,1 < xν,2 < · · · < xν,κν
:= xν+1, ν = 1, . . . ,

m − 1.

Man betrachte dazu das folgende stückweise definierte sog. Mehrpunkt-

Randwertproblem
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(7.3.8.4)
y′ = fν,µ(x, y), x ∈ [xν,µ, xν,µ+1)

y(xν,µ) = sν,µ

} {

ν = 1, . . . ,m − 1,

µ = 1, . . . , κν − 1,

rν,µ(xν,µ, sν,µ, y(x−ν,µ)) = 0, ν = 1, . . . , m − 1, µ = 2, . . . , κν,

r(x1, s1,1, xm, sm−1,κm−1
) = 0.

Mit den Abkürzungen s1 := s1,1 und

sν+1 := sν,κν
, rν := rν,κν

, ν = 1, . . . , m − 1,

ist die Lösung von (7.3.8.4) formal zur Lösung eines speziellen Systems

von nichtlinearen Gleichungen [vgl. (7.3.5.3)] äquivalent:

(7.3.8.5) F(z) :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

r1(x2, s2, y(x−2 ))

r2(x3, s3, y(x−3 ))
...

rm−1(xm, sm, y(x−m ))

r(x1, s1, xm, sm)

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 0, z :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x1

s1

x2

s2
...

xm

sm

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Hier ist y(x−ν+1) := y(x−ν+1; xν, sν), ν = 1, . . . , m − 1, und y(.) für x ∈
[xν,µ, xν,µ+1), die Lösung des folgenden Anfangswertproblems

y′ = fν,µ(x, y), x ∈ [xν,µ, xν,µ+1), µ = 1, . . . , κν − 1,

y(xν,µ) = sν,µ.

Weiter ist sν,1 := sν , und xν,µ und sν,µ erfüllen für µ = 2, . . . , κν − 1 die

Gleichung

rν,µ(xν,µ, sν,µ, y(x−ν,µ)) = 0.

Wie in Abschnitt 7.2.18 erzeugen beispielsweise Schalt- und Sprung-

funktionen ein System solcher Gleichungen.

Probleme dieser Art sind sehr allgemein, weil die xν,µ nicht a priori

bekannt sein müssen, Sprünge in der Lösung y(.) an den Stellen x = xν,µ

erlaubt sind und die rechten Seiten fν,µ der Differentialgleichung von ν und

µ abhängen können. Man beachte, daß das einfache Zweipunktrandwertpro-

blem (7.3.5.1) aus Abschnitt 7.3.5 und (7.3.5.2) Spezialfälle von (7.3.8.4)

sind: man erhält sie für festes f ( fν,µ = f ), feste Zwischenpunkte xi in

der Makrodiskretisierung (man streiche in (7.3.8.5) im Vektor z die Varia-

blen x1, x2, . . . , xm) und keine echten Punkte in der Mikrodiskretisierung

(κν := 2, xν,1 := xν , xν,2 := xν+1, sν,1 := sν , rν,2(x, s, y) := y − s).
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Das nichtlineare System (7.3.8.5) wird wieder mit einem modifizierten

Newton-Verfahren iterativ gelöst. Die ξ -te Iteration besitzt die Form

(7.3.8.6)

z(ξ+1) := z(ξ) − λ(∆F(z(ξ)))−1 F(z(ξ)), ∆F(z(ξ)) ≈ D F(z(ξ)).

Eine Schrittlänge λ wird akzeptiert, falls z(ξ+1) folgende zwei Tests erfüllt:

(7.3.8.7)

‖F(z(ξ+1))‖ ≤ ‖F(z(ξ))‖
‖(∆F(z(ξ)))−1 F(z(ξ+1))‖ ≤ ‖(∆F(z(ξ)))−1 F(z(ξ))‖

(Test 1),

(Test 2).

Die Berechnung der Jacobimatrix D F(z) erfordert die Berechnung der

Sensitivitätsmatrizen

Gν = Gν(xν+1; xν, sν) := Dsν y(x−ν+1; xν, sν), ν = 1, 2, . . . , m − 1.

Dies führt zu Problemen, falls das offene Makro-Intervall (xν, xν+1) Punkte

der Mikrodiskretisierung enthält, κν > 2. Wir wollen beschreiben, wie man

diese Probleme löst, beschränken uns dabei aber auf den einfachsten Fall

nur eines offenen Makro-Intervalls (x1, x2), m = 2, das zudem nur einen

Punkt der Mikrodiskretisierung enthält (κ1 = 3), den wir mit x̂ bezeichnen.

Dies führt auf ein Kernproblem und eine grundlegende Voraussetzung:

Voraussetzung (A): Sei x1 < x̂ < x2 und ε > 0. Ferner sei f1 ∈
C N ([x1 − ε, x̂ + ε] × R

n,R
n), f2 ∈ C N ([x̂ − ε, x2 + ε] × R

n,R
n), und

q ∈ C2([x1, x2]×R
n,R). Man betrachte das folgende stückweise definierte

System von gewöhnlichen Differentialgleichungen

(7.3.8.8) y′ =
{

f1(x, y(x)), falls q(x, y(x)) < 0,

f2(x, y(x)), falls q(x, y(x)) > 0,

mit den Anfangsbedingungen y(x1) = s1. Für x̂ gelte q(x̂, y(x̂−; x1, s1))

= 0. Zur Integration von f2 verwende man die Startwerte (x̂, ŝ), d.h.

y(x̂) := ŝ, wobei ŝ eine (als existent vorausgesetzte ) Lösung einer wei-

teren Gleichung p(y(x̂−), ŝ) = 0 mit einer Funktion p: R
2n → R

n ist.

Ferner gelte q(x, y(x)) < 0 für x1 ≤ x < x̂) und q(x, y(x)) > 0

für x̂ < x ≤ x2. Für die Funktion Q(x, y) := [qx + qy f1](x, y) gelte

Q(x̂, y(x̂)) > 0. Schließlich sei p auf einer offenen konvexen Menge

D̃ ⊂ R
2n mit (y(x̂), ŝ) = (ŝ, ŝ) ∈ D̃ zweimal stetig differenzierbar und

besitze eine nichtsinguläre Jakobimatrix Dŝ p(y, ŝ)|y=ŝ .

Falls Voraussetzung (A) erfüllt ist, heißt q(x, y) eine Schaltfunktion,

p(y, s) eine Übergangsfunktion, und der Mikropunkt x̂ auch Design-Punkt.

Im Kernproblem (7.3.8.8) spielt das Gleichungssystem
[

q(x̂, y(x̂−))
p(y(x̂−), ŝ)

]

= 0
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die Rolle der Gleichung rν,µ(. . .) = 0 in (7.3.8.4). In vielen Anwendungen besitzt
p die Form p(y, s) = φ(y)− s [vgl. Abschnitt 7.2.18].

Voraussetzung (A) erlaubt die Anwendung des Satzes über implizite

Funktionen. Sie garantiert, daß der Mikropunkt x̂ und der Startwert ŝ lokal

eindeutige Lösungen glatter Gleichungen sind, die überdies glatt von s1

abhängen, x̂ = x̂(s1), ŝ = ŝ(s1). Dies wird im Beweis des folgenden Satzes

verwandt:

(7.3.8.9) Satz: Sei x̂ ein Mikropunkt und Voraussetzung (A) erfüllt. Dann

kann die Sensitivitätsmatrix ∂y(x2; x̂(s1), ŝ(s1))/∂s1 mittels der Formel

∂y(x2; x̂(s1), ŝ(s1))

∂s1

=

− G2(x2; x̂, ŝ)

(
∂p

∂ ŝ

)−1
∂p

∂y
G1(x̂; x1, s1)

+ G2(x2; x̂, ŝ)

[

f2(x̂, ŝ)+
(
∂p

∂ ŝ

)−1
∂p

∂y
f1(x̂, y(x̂))

]

· L(.)

berechnet werden, in der folgende Abkürzungen verwandt werden

∂p

∂y
= ∂p(y, ŝ)

∂y

∣
∣
∣
y=y(x̂−)

,
∂p

∂ ŝ
= ∂p(y, ŝ)

∂ ŝ

∣
∣
∣
y=y(x̂−)

,

L(.) := L(x̂, x1, s1) :=
(

Q(x̂, y(x̂))
)−1 ∂q(x̂, y)

∂y

∣
∣
∣
y=y(x̂−)

G1(x̂; x1, s1).

Beweis: Unter der Voraussetzung (A) genügen x̂ und ŝ den Gleichungen

q(x̂, y(x̂; x1, s1)) = 0, p(y(x̂−; x1, s1), ŝ) = 0, so daß sie insbesondere als

Funktionen von s1 angesehen werden können (ihre Abhängigkeit von x1

spielt im folgenden keine Rolle) x̂ = x̂(s1), ŝ = ŝ(s1). Durch Differentiation

der Identität q(x̂(s1), y(x̂(s1); x1, s1)) ≡ 0 erhält man so mit Hilfe des Satzes

über implizite Funktionen

∂ x̂

∂s1

= −
(
∂q(x̂, y(x̂; x1, s1))

∂ x̂

)−1
∂q(x̂, y(x̂; x1, s1))

∂s1

= −Q(x̂, y(x̂))−1 ∂q(x̂, y)

∂y

∣
∣
∣
y=y(x̂−)

G1(x̂; x1, s1).

Analog erhält man aus der Gleichung p(y, ŝ) = 0, die ŝ als Funktion von

y definiert,
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∂ ŝ

∂y
= −

(
∂p(y, ŝ)

∂ ŝ

)−1
∂p(y, ŝ)

∂y
.

Die Kettenregel und (7.3.8.3) liefern dann

∂y(x2; x̂, ŝ)

∂s1

= ∂y(x2; x̂, ŝ)

∂ x̂

∂ x̂

∂s1

+ ∂y(x2; x̂, ŝ)

∂ ŝ

∂ ŝ

∂y

∂y(x̂)

∂s1

= G2(x2; x̂, ŝ)

(

− f2(x̂, ŝ)
∂ x̂

∂s1

+ ∂ ŝ

∂y

∂y(x̂)

∂s1

)

,

wo ∂y(x̂)/∂s1 eine Abkürzung für

∂y(x̂(s1)
−; x1, s1)

∂s1

= ∂y(x̂−)

∂ x̂

∂ x̂

∂s1

+ ∂y(x; x1, s1)

∂s1

∣
∣
∣
x=x̂−

= f1(x̂, y(x̂−))
∂ x̂

∂s1

+ G1(x̂; x1, s1)

ist. Die Behauptung des Satzes folgt dann aus der Kombination dieser Glei-

chungen. ⊓⊔
Der Satz erlaubt es, die Lösung eines Mehrpunkt-Randwertproblems

(7.3.8.4) iterativ durch die Lösung eines relativ kleinen Systems (7.3.8.5)

zu bestimmen, und zwar ähnlich genau und effizient wie bei der Lösung des

analogen Systems (7.3.5.3) für das gewöhnliche Randwertproblem (7.3.5.1).

Die Größe des Systems (7.3.8.5) ist nämlich allein durch die Anzahl m der

Punkte der Makrodiskretisierung bestimmt, obwohl die Anzahl der Funktio-

nen fν,µ auf der rechten Seite von (7.8.3.4) i.a. sehr viel größer ist (sie ist

gleich der Anzahl
∑m−1

ν=1 (κν − 1) aller Mikro-Intervalle, während die rechte

Seite von (7.3.5.1) nur von einer einzigen stetigen Funktion f abhängt).

7.3.9 Der Grenzfall m →∞ der Mehrzielmethode

(Allgemeines Newton-Verfahren, Quasilinearisierung)

Unterteilt man das Intervall [a, b] immer feiner (m → ∞), so konvergiert

die Mehrzielmethode gegen ein allgemeines Newton-Verfahren für Rand-

wertaufgaben [vgl. etwa Collatz (1966)], das in der angelsächsischen Lite-

ratur auch unter dem Namen Quasilinearisierung bekannt ist.

Bei dieser Methode wird eine Näherungslösung η(x) für die exakte

Lösung y(x) des nichtlinearen Randwertproblems (7.3.5.1) durch Lösung

von linearen Randwertproblemen verbessert: Durch Taylorentwicklung von

f (x, y(x)) und r(y(a), y(b)) um η(x) findet man in erster Näherung [vgl.

die Herleitung des Newton-Verfahrens in 5.1]
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y′(x) = f
(

x, y(x)
) .= f

(

x, η(x)
)

+ Dy f
(

x, η(x)
)(

y(x)− η(x)
)

,

0 = r
(

y(a), y(b)
) .= r

(

η(a), η(b)
)

+ A
(

y(a)− η(a)
)

+ B
(

y(b)− η(b)
)

mit A := Dur(η(a), η(b)), B := Dvr(η(a), η(b)). Es ist daher zu erwarten,

daß die Lösung η̄(x) des linearen Randwertproblems

(7.3.9.1)
η̄′ = f

(

x, η(x)
)

+ Dy f
(

x, η(x)
)(

η̄ − η(x)
)

A
(

η̄(a)− η(a)
)

+ B
(

η̄(b)− η(b)
)

= −r
(

η(a), η(b)
)

eine bessere Lösung von (7.3.5.1) als η(x) ist. Für später führen wir die

Korrekturfunktion ∆η(x) := η̄(x) − η(x) ein, die nach Definition Lösung

des Randwertproblems

(7.3.9.2)
(∆η)′ = f

(

x, η(x)
)

− η′(x)+ Dy f
(

x, η(x)
)

∆η,

A∆η(a)+ B∆η(b) = −r
(

η(a), η(b)
)

ist, so daß

(7.3.9.3) ∆η(x) = ∆η(a)+
∫ x

a

[

Dy f
(

t, η(t)
)

∆η(t)+ f
(

t, η(t)
)

−η′(t)
]

dt.

Ersetzt man in (7.3.9.1) η durch η̄, so erhält man eine weitere Näherung ¯̄η für

y usw. Trotz seiner einfachen Herleitung besitzt dieses Iterationsverfahren

schwerwiegende Nachteile, die es als wenig praktikabel erscheinen lassen:

1. Die Vektorfunktionen η(x), η̄(x), . . .müssen in ihrem ganzen Verlauf

über [a, b] abgespeichert werden.

2. Die Matrixfunktion Dy f (x, y) muß explizit analytisch berechnet wer-

den und ebenfalls in ihrem Verlauf über [a, b] abgespeichert werden.

Beides ist bei den heute in der Praxis auftretenden Problemen (z. B. f
mit 25 Komponenten, 500–1000 arithmetischen Operationen pro Aus-

wertung von f ) so gut wie unmöglich.

Wir wollen zeigen, daß die Mehrzielmethode für m → ∞ gegen das

Verfahren (7.3.9.1) in folgendem Sinne konvergiert:

Sei η(x) eine auf [a, b] genügend glatte Funktion und sei ferner (7.3.9.1)

eindeutig lösbar mit der Lösung η̄(x), ∆η(x) := η̄(x) − η(x). Dann gilt:

Wählt man für die Mehrzielmethode (7.3.5.3)–(7.3.5.10) irgendeine Unter-

teilung a = x1 < x2 < · · · < xm = b der Feinheit h := maxk |xk+1 − xk |
und als Startvektor s für die Mehrzielmethode den Vektor

s =

⎡

⎢
⎢
⎣

s1

s2
...

sm

⎤

⎥
⎥
⎦

mit sk := η(xk),
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dann erhält man als Lösung von (7.3.5.8) einen Korrekturvektor

(7.3.9.4) ∆s =

⎡

⎢
⎢
⎣

∆s1

∆s2
...

∆sm

⎤

⎥
⎥
⎦

mit max
k

∥
∥∆sk −∆η(xk)

∥
∥ = O(h).

Zum Beweis nehmen wir der Einfachheit halber |xk+1− xk | = h, k = 1,

2, . . . , m−1, an. Wir wollen zeigen, daß es zu jedem h eine differenzierbare

Funktion ∆s̄ : [a, b]→ R
n gibt mit maxk ‖∆sk−∆s̄(xk)‖ = O(h), ∆s̄(a) =

∆s1 und maxx∈[a,b] ‖∆s̄(x)−∆η(x)‖ = O(h).
Dazu zeigen wir als erstes, daß die in (7.3.5.9), (7.3.5.10) auftretenden

Produkte

Gk−1Gk−2 . . . G j+1 = Gk−1Gk−2 . . . G1

(

G j G j−1 . . . G1

)−1

einfache Grenzwerte für h → 0 (hk = const, hj = const) besitzen. Die

Darstellung (7.3.5.9) für ∆sk , 2 ≤ k ≤ m, läßt sich so schreiben

(7.3.9.5) ∆sk = Fk−1 + Gk−1 . . . G1

[

∆s1 +
k−2
∑

j=1

(

G j . . . G1

)−1
Fj

]

.

Nach (7.3.5.3) ist Fk gegeben durch

Fk = y
(

xk+1; xk, sk
)

− sk+1, 1 ≤ k ≤ m − 1,

also

Fk = sk +
∫ xk+1

xk

f
(

t, y(t; xk, sk)
)

dt − sk+1

und mit Hilfe des Mittelwertsatzes

(7.3.9.6) Fk =
[

f
(

τk, y(τk; xk, sk)
)

− η′
(

τ̃k
)]

h, xk < τk, τ̃k < xk+1.

Sei nun die Matrix Z(x) Lösung des Anfangswertproblems

(7.3.9.7) Z ′ = Dy f
(

x, η(x)
)

Z , Z(a) = I,

sowie die Matrix Z̄k die Lösung von

Z̄ ′k = Dy f
(

x, η(x)
)

Z̄k, Z̄k(xk) = I, 1 ≤ k ≤ m − 1,

also

(7.3.9.8) Z̄k(x) = I +
∫ x

xk

Dy f
(

t, η(t)
)

Z̄k(t)dt.
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Für die Matrizen Zk := Z̄k(xk+1) zeigt man nun leicht durch vollständige

Induktion nach k, daß

(7.3.9.9) Z(xk+1) = Zk Zk−1 . . . Z1.

In der Tat, wegen Z̄1 = Z ist dies für k = 1 richtig. Ist die Behauptung für
k − 1 richtig, dann genügt die Funktion

Z̄(x) := Z̄k(x)Zk−1 . . . Z1

der Differentialgleichung Z̄ ′ = Dy f (x, η(x))Z̄ und den Anfangsbedingungen

Z̄(xk) = Z̄k(xk)Zk−1 . . . Z1 = Zk−1 . . . Z1 = Z(xk). Wegen der eindeutigen
Lösbarkeit von Anfangswertproblemen folgt Z̄(x) = Z(x) und damit (7.3.9.9).

Nach Satz (7.1.8) gilt nun für die Matrizen Ḡk(x) := Dsk y(x; xk, sk)

(7.3.9.10)
Ḡk(x) = I +

∫ x

xk

Dy f
(

t, y(t; xk, sk)
)

Ḡk(t)dt,

Gk = Ḡk
(

xk+1

)

.

Mit der Abkürzung

ϕ(x) :=
∥
∥Z̄k(x)− Ḡk(x)

∥
∥

ergibt sich nach Subtraktion von (7.3.9.8) und (7.3.9.10) die Abschätzung

ϕ(x) ≤
∫ x

xk

∥
∥Dy f

(

t, η(t)
)

− Dy f
(

t, y(t; xk, sk)
)∥
∥ ·
∥
∥Z̄k(t)

∥
∥dt

(7.3.9.11)

+
∫ x

xk

∥
∥Dy f

(

t, y(t; xk, sk)
)∥
∥ · ϕ(t)dt.

Wenn Dy f (t, y) bzgl. y für alle t ∈ [a, b] gleichmäßig Lipschitzstetig ist,

zeigt man leicht für xk ≤ t ≤ xk+1

∥
∥Dy f

(

t, η(t)
)

− Dy f
(

t, y(t; xk, sk)
)∥
∥ ≤ L

∥
∥η(t)− y(t; xk, sk)

∥
∥ = O(h)

und die gleichmäßige Beschränktheit von ‖Z̄k(t)‖, ‖Dy f (t, y(t; xk, sk))‖
für t ∈ [a, b], k = 1, 2, . . . , m − 1. Aus (7.3.9.11) erhält man damit und

mit Hilfe der Beweismethoden der Sätze (7.1.4), (7.1.11) eine Abschätzung

der Form

ϕ(x) = O(h2) für x ∈ [xk, xk+1],

insbesondere für x = xk+1

(7.3.9.12)
∥
∥Zk − Gk

∥
∥ ≤ c1h2, 1 ≤ k ≤ m − 1,

mit einer von k und h unabhängigen Konstanten c1.



230 7 Gewöhnliche Differentialgleichungen

Aus der Identität

Zk Zk−1 · · · Z1 − GkGk−1 · · ·G1 =
(

Zk − Gk
)

Zk−1 · · · Z1

+Gk
(

Zk−1 − Gk−1

)

Zk−2 · · · Z1 + · · · + GkGk−1 · · ·G2

(

Z1 − G1

)

und den aus Satz (7.1.11) folgenden weiteren Abschätzungen

‖Gk‖ ≤ 1+ c2h, ‖Zk‖ ≤ 1+ c2h, 1 ≤ k ≤ m − 1,

c2 von k und h unabhängig, folgt daher wegen kh ≤ b−a und (7.3.9.9) für

1 ≤ k ≤ m − 1

(7.3.9.13) ‖Z(xk+1)− GkGk−1 · · ·G1‖ ≤ c1h2k(1+ c2h)k−1 ≤ Dh

mit einer von k und h unabhängigen Konstanten D.

Aus (7.3.9.5), (7.3.9.6), (7.3.9.9), (7.3.9.12), (7.3.9.13) ergibt sich

(7.3.9.14)

∆sk =
(

Z(xk)+ O(h2)
)

×
[

∆s1 +
k−2
∑

j=1

(

Z(x j+1)+ O(h2)
)−1(

f
(

τj , y(τj ; x j , sj )
)

− η′(τ̃j )
)

h

]

+ O(h)

= Z(xk)∆s1 + Z(xk)

∫ xk

a
Z(t)−1

[

f
(

t, η(t)
)

− η′(t)
]

dt + O(h)

= ∆s̄(xk)+ O(h).

Dabei ist ∆s̄(x) die Funktion

(7.3.9.15) ∆s̄(x) := Z(x)∆s1 + Z(x)
∫ x

a
Z(t)−1

[

f
(

t, η(t)
)

− η′(t)
]

dt,

mit ∆s̄(a) = ∆s1. Man beachte, daß ∆s̄(x) mit ∆s1 auch von h abhängt.

Offensichtlich ist ∆s̄ nach x differenzierbar und es gilt wegen (7.3.9.7)

∆s̄ ′(x) =Z ′(x)

[

∆s1 +
∫ x

a
Z(t)−1

[

f
(

t, η(t)
)

− η′(t)
]

dt

]

+ f
(

x, η(x)
)

− η′(x)

=Dy f
(

x, η(x)
)

∆s̄(x)+ f
(

x, η(x)
)

− η′(x),

so daß

∆s̄(x) = ∆s̄(a)+
∫ x

a

[

Dy f
(

t, η(t)
)

∆s̄(t)+ f
(

t, η(t)
)

− η′(t)
]

dt.

Durch Subtraktion dieser Gleichung von (7.3.9.3) folgt für die Differenz



7.4 Differenzenverfahren 231

θ(x) := ∆η(x)−∆s̄(x)

die Gleichung

(7.3.9.16) θ(x) = θ(a)+
∫ x

a
Dy f

(

t, η(t)
)

θ(t)dt

und weiter mit Hilfe von (7.3.9.7)

(7.3.9.17) θ(x) = Z(x)θ(a), ‖θ(x)‖ ≤ K‖θ(a)‖ für a ≤ x ≤ b,

mit einer geeigneten Konstanten K .

Wegen (7.3.9.14) und (7.3.9.17) genügt es, ‖θ(a)‖ = O(h) zu zeigen,

um den Beweis von (7.3.9.4) abzuschließen. Nun zeigt man mit Hilfe von

(7.3.5.10) und (7.3.9.15) auf dieselbe Weise wie (7.3.9.14), daß ∆s1 =
∆s̄(a) einer Gleichung der Form

[

A + B
(

Z(b)+ O(h2)
)]

∆s1

= −Fm − BZ(b)
∫ b

a
Z(t)−1

(

f
(

t, η(t)
)

− η′(t)
)

dt + O(h)

= −Fm − B
[

∆s̄(b)− Z(b)∆s1

]

+ O(h)

genügt. Wegen Fm = r(s1, sm) = r(η(a), η(b)) folgt

A∆s̄(a)+ B∆s̄(b) = −r
(

η(a), η(b)
)

+ O(h).

Durch Subtraktion von (7.3.9.2) und wegen (7.3.9.17) folgt

Aθ(a)+ Bθ(b) =
[

A + BZ(b)
]

θ(a) = O(h),

und damit θ(a) = O(h), weil (7.3.9.1) nach Voraussetzung eindeutig lösbar

und damit A + BZ(b) nichtsingulär ist. Wegen (7.3.9.14), (7.3.9.17) ist

damit (7.3.9.4) bewiesen.

7.4 Differenzenverfahren

Die allen Differenzenverfahren zugrunde liegende Idee ist, in einer Diffe-

rentialgleichung die Differentialquotienten durch passende Differenzenquo-

tienten zu ersetzen und die so erhaltenen diskretisierten Gleichungen zu

lösen.

Wir wollen dies an folgendem einfachen Randwertproblem zweiter Ord-

nung für eine Funktion y : [a, b]→ R erläutern.

(7.4.1)
−y′′ + q(x)y = g(x),

y(a) = α, y(b) = β.
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Unter den Voraussetzungen q , g ∈ C[a, b] (d. h. q und g sind auf [a, b]

stetige Funktionen) und q(x) ≥ 0 für x ∈ [a, b] läßt sich zeigen, daß (7.4.1)

eine eindeutig bestimmte Lösung y(x) besitzt.

Um (7.4.1) zu diskretisieren, teilen wir [a, b] in n + 1 gleiche Teilin-

tervalle

a = x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = b, x j = a + j h, h := b − a

n + 1
,

und ersetzen mit der Abkürzung yj := y(x j ) den Differentialquotienten

y′′i = y′′(xi ) für i = 1, 2, . . . , n durch den zweiten Differenzenquotienten

∆2 yi := yi+1 − 2yi + yi−1

h2
.

Wir wollen den Fehler τi (y) := y′′(xi )−∆2 yi abschätzen und setzen dazu

voraus, daß y(x) auf [a, b] vier mal stetig differenzierbar ist, y ∈ C4[a, b].

Man findet dann durch Taylorentwicklung von y(xi ± h) um xi

yi±1 = yi ± hy′i +
h2

2!
y′′i ±

h3

3!
y′′′i +

h4

4!
y(4)(xi ± θ±i h), 0 < θ±i < 1,

und damit

∆2 yi = y′′i +
h2

24
[y(4)(xi + θ+i h)+ y(4)(xi − θ−i h)].

Da y(4) noch stetig ist, folgt

(7.4.2) τi (y) := y′′(xi )−∆2 yi = −
h2

12
y(4)(xi + θi h) für ein |θi | < 1.

Wegen (7.4.1) erfüllen die Werte yi = y(xi ) die Gleichungen

(7.4.3)

y0 = α

2yi − yi−1 − yi+1

h2
+ q(xi )yi = g(xi )+ τi (y), i = 1, 2, . . . , n,

yn+1 = β.

Mit den Abkürzungen qi := q(xi ), gi := g(xi ), den Vektoren

ȳ :=

⎡

⎢
⎢
⎣

y1

y2

...

yn

⎤

⎥
⎥
⎦

, τ (y) :=

⎡

⎢
⎢
⎣

τ1(y)
τ2(y)

...

τn(y)

⎤

⎥
⎥
⎦

, k :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

g1 + α/h2

g2

...

gn−1

gn + β/h2

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

und der symmetrischen n × n-Tridiagonalmatrix
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(7.4.4) A := 1

h2

⎡

⎢
⎢
⎣

2+ q1h2 −1 0

−1 2+ q2h2 . . .
. . .

. . . −1

0 −1 2+ qnh2

⎤

⎥
⎥
⎦

ist (7.4.3) äquivalent mit

(7.4.5) Aȳ = k + τ(y).

Das Differenzenverfahren besteht nun darin, in Gleichung (7.4.5) den Feh-

lerterm τ(y) fortzulassen und die Lösung u = [u1, . . . , un]T des so erhalte-

nen linearen Gleichungssystems

(7.4.6) Au = k

als Approximation für ȳ zu nehmen.

Wir wollen zunächst einige Eigenschaften der Matrix A (7.4.4) zeigen.

Dazu schreiben wir A ≤ B für zwei n × n-Matrizen, falls ai j ≤ bi j für i ,
j = 1, 2, . . . , n. Es gilt nun:

(7.4.7) Satz: Ist qi ≥ 0 für i = 1, . . . , n, so ist A (7.4.4) positiv definit und

es gilt 0 ≤ A−1 ≤ Ã−1 mit der positiv definiten n × n-Matrix

(7.4.8) Ã := 1

h2

⎡

⎢
⎢
⎣

2 −1

−1 2
. . .

. . .
. . . −1

−1 2

⎤

⎥
⎥
⎦

.

Beweis: Wir zeigen zunächst, daß A positiv definit ist. Dazu betrach-

ten wir die n × n-Matrix An := h2 Ã. Nach dem Satz von Gerschgorin

(6.9.4) gilt für ihre Eigenwerte die Abschätzung |λi − 2| ≤ 2, also

0 ≤ λi ≤ 4. Wäre λi = 0 Eigenwert von An , so wäre det(An) = 0; es

gilt aber det(An) = n + 1, wie man sich leicht mittels der Rekursionsfor-

mel det(An+1) = 2 det(An)− det(An−2) überzeugt [man erhält diese sofort

durch Entwicklung von det(An+1) nach der ersten Zeile]. Andererseits ist

auch λi = 4 kein Eigenwert von An , denn dann wäre An−4I singulär. Nun

gilt aber

An − 4I =

⎡

⎢
⎢
⎣

−2 −1

−1
. . .

. . .
. . .

. . . −1

−1 −2

⎤

⎥
⎥
⎦
= −D An D−1,

D := diag(1,−1, 1, . . . ,±1),
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also | det(An − 4I )| = | det(An)|, und damit ist mit An auch An − 4I nicht-

singulär. Es folgt die Abschätzung 0 < λi < 4 für die Eigenwerte von An .

Dies zeigt insbesondere, daß Ã positiv definit ist. Wegen

zH Az = zH Ãz +
n
∑

i=1

qi |zi |2, zH Ãz > 0 für z �= 0 und qi ≥ 0

folgt sofort zH Az > 0 für z �= 0, also die positive Definitheit von A.

Satz (4.3.2) zeigt die Existenz von A−1 und Ã−1 und es bleibt nur noch

die Ungleichung 0 ≤ A−1 ≤ Ã−1 zu beweisen. Dazu betrachten wir die

Matrizen D, D̃, J , J̃ mit

h2 A = D(I − J ), D = diag(2+ q1h2, . . . , 2+ qnh2),

h2 Ã = D̃(I − J̃ ), D̃ = 2I.

Offensichtlich gelten wegen qi ≥ 0 die Ungleichungen

0 ≤ D̃ ≤ D,

(7.4.9) 0 ≤ J =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1
2+q1h2 0

1
2+q2h2 0

. . .

. . .
. . .

1
2+qn−1h2

0 1
2+qnh2 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

≤ J̃ =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

0 1
2

0

1
2

0
. . .

. . .
. . .

1
2

0 1
2

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

.

Wegen J̃ = 1
2
(−An + 2I ) und der Abschätzung 0 < λi < 4 für die Ei-

genwerte von An gilt −1 < µi < 1 für die Eigenwerte µi von J̃ , d. h. es

gilt ρ( J̃ ) < 1 für den Spektralradius von J̃ . Aus Satz (6.9.2) folgt die

Konvergenz der Reihe

0 ≤ I + J̃ + J̃ 2 + J̃ 3 + · · · = (I − J̃ )−1.

Wegen 0 ≤ J ≤ J̃ konvergiert dann auch

0 ≤ I + J + J 2 + J 3 + · · · = (I − J )−1 ≤ (I − J̃ )−1

und es gilt 0 ≤ D−1 ≤ D̃−1 wegen (7.4.9) und daher

0 ≤ (h2 A)−1 = (I − J )−1 D−1 ≤ (I − J̃ )−1 D̃−1 = (h2 Ã)−1,

was zu zeigen war. ⊓⊔
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Insbesondere folgt aus diesem Satz, daß das Gleichungssystem (7.4.6)

eine Lösung besitzt, falls q(x) ≥ 0 für x ∈ [a, b], die z. B. mittels des

Cholesky-Verfahrens [s. 4.3] leicht gefunden werden kann. Da A eine Tri-

diagonalmatrix ist, ist die Zahl der Operationen für die Auflösung von (7.4.6)

proportional zu n.

Wir wollen nun die Fehler yi−ui der aus (7.4.6) gewonnenen Näherungs-

werte ui für die exakten Lösungen yi = y(xi ), i = 1, . . . , n, abschätzen.

(7.4.10) Satz: Das Randwertproblem (7.4.1) habe eine Lösung y(x) ∈
C4[a, b] und es gelte |y(4)(x)| ≤ M für x ∈ [a, b]. Ferner sei q(x) ≥ 0 für

x ∈ [a, b] und u = [u1, . . . , un]T die Lösung von (7.4.6). Dann gilt

|y(xi )− ui | ≤
Mh2

24
(xi − a)(b − xi ) für i = 1, 2, . . . , n.

Beweis: In den folgenden Abschätzungen sind Betragszeichen |.| oder

Ungleichungen ≤ für Vektoren oder Matrizen komponentenweise zu ver-

stehen.

Wegen (7.4.5) und (7.4.6) hat man für ȳ − u die Gleichung

A(ȳ − u) = τ(y).

Satz (7.4.7) und die Darstellung (7.4.2) für τ(y) ergeben dann

(7.4.11) |ȳ − u| = |A−1τ(y)| ≤ Ã−1|τ(y)| ≤ Mh2

12
Ã−1e

mit e := [1, 1, . . . , 1]T . Der Vektor Ã−1e kann mittels folgender Beobach-

tung sofort angegeben werden: Das spezielle Randwertproblem

−y′′(x) = 1, y(a) = y(b) = 0,

des Typs (7.4.1) besitzt die exakte Lösung y(x) = 1
2
(x − a)(b − x). Für

dieses Randwertproblem gilt aber wegen (7.4.2) τ(y) = 0 und es stimmen

die diskrete Lösung u von (7.4.6) und die exakte Lösung ȳ von (7.4.5)

überein. Überdies ist für dieses spezielle Randwertproblem die Matrix A
(7.4.4) gerade die Matrix Ã (7.4.8) und k = e. Also gilt Ã−1e = u, ui =
1
2
(xi − a)(b − xi ). Zusammen mit (7.4.11) ergibt das die Behauptung des

Satzes. ⊓⊔
Unter den Voraussetzungen des Satzes gehen also die Fehler mit h2 ge-

gen 0, es liegt ein Differenzenverfahren zweiter Ordnung vor. Das Verfah-

ren von Störmer und Numerov zur Diskretisierung der Differentialgleichung

y′′(x) = f (x, y(x)),

yi+1 − 2yi + yi−1 =
h2

12
( fi+1 + 10 fi + fi−1),
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führt ebenfalls auf Tridiagonalmatrizen, es besitzt jedoch die Ordnung 4.

Man kann diese Verfahren auch zur Lösung nichtlinearer Randwertprobleme

y′′ = f (x, y), y(a) = α, y(b) = β,

verwenden, wo f (x, y) anders als in (7.4.1) nichtlinear von y abhängt. Man

erhält dann für die Näherungswerte ui ≈ y(xi ) ein nichtlineares Gleichungs-

system, das man i. allg. nur iterativ lösen kann.

In jedem Fall erhält man so nur Verfahren geringer Ordnung. Um eine

hohe Genauigkeit zu erreichen, muß man anders als etwa bei der Mehr-

zielmethode das Intervall [a, b] sehr fein unterteilen [s. Abschnitt 7.6 für

vergleichende Beispiele)].

Für ein Beispiel zur Anwendung von Differenzenverfahren bei partiellen

Differentialgleichengen s. Abschnitt 8.4.

7.5 Variationsmethoden

Variationsverfahren (Rayleigh-Ritz-Galerkin-Verfahren) beruhen darauf, daß

die Lösungen einiger wichtiger Typen von Randwertproblemen gewisse

Minimaleigenschaften besitzen. Wir wollen diese Verfahren an folgendem

einfachen Randwertproblem für eine Funktion u : [a, b]→ R erläutern:

(7.5.1)
−(p(x)u′(x))′ + q(x)u(x) = g(x, u(x)),

u(a) = α, u(b) = β.

Man beachte, daß das Problem (7.5.1) etwas allgemeiner ist als (7.4.1).

Unter den Voraussetzungen

(7.5.2)

p ∈ C1[a, b],

q ∈ C[a, b],

g ∈ C1([a, b]× R),

p(x) ≥ p0 > 0,

q(x) ≥ 0,

gu(x, u) ≤ λ0,

λ0 kleinster Eigenwert der Eigenwertaufgabe

−(pz′)′ − (λ− q)z = 0, z(a) = z(b) = 0,

weiß man, daß (7.5.1) stets genau eine Lösung besitzt. Wir setzen daher

für das Weitere (7.5.2) voraus und treffen die vereinfachende Annahme

g(x, u(x)) = g(x) (keine u-Abhängigkeit in der rechten Seite).

Ist u(x) die Lösung von (7.5.1), so ist y(x) := u(x)− l(x) mit

l(x) := α
b − x

b − a
+ β

a − x

a − b
, l(a) = α, l(b) = β,
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die Lösung eines Randwertproblems der Form

−(py′)′ + qy = f,

(7.5.3)
y(a) = 0, y(b) = 0,

mit verschwindenden Randwerten. Wir können daher ohne Einschränkung

der Allgemeinheit statt (7.5.1) Probleme der Form (7.5.3) betrachten. Mit

Hilfe des zu (7.5.3) gehörigen Differentialoperators

(7.5.4) L(v) :≡ −(pv′)′ + qv

wollen wir das Problem (7.5.3) etwas anders formulieren. Der Operator L
bildet die Menge

DL := {v ∈ C2[a, b] | v(a) = 0, v(b) = 0}
aller zweimal auf [a, b] stetig differenzierbaren reellen Funktionen, die die

Randbedingungen v(a) = v(b) = 0 erfüllen, in die Menge C[a, b] aller auf

[a, b] stetigen Funktionen ab. Das Randwertproblem (7.5.3) ist also damit

äquivalent, eine Lösung von

(7.5.5) L(y) = f, y ∈ DL ,

zu finden. Nun ist DL ein reeller Vektorraum und L ein linearer Operator

auf DL : Mit u, v ∈ DL gehört auch αu+βv zu DL und es ist L(αu+βv) =
αL(u)+βL(v) für alle reellen Zahlen α, β. Auf der Menge L2(a, b) aller auf

[a, b] quadratisch integrierbaren Funktionen führen wir durch die Definition

(7.5.6) (u, v) :=
∫ b

a
u(x)v(x)dx, ‖u‖2 := (u, u)1/2,

eine Skalarprodukt und die zugehörige Norm ein.

Der Differentialoperator L (7.5.4) hat einige für das Verständnis der

Variationsmethoden wichtige Eigenschaften. Es gilt

(7.5.7) Satz: L ist ein symmetrischer Operator auf DL , d.h. es gilt

(u, L(v)) = (L(u), v) für alle u, v ∈ DL .

Beweis: Durch partielle Integration findet man

(u, L(v)) =
∫ b

a
u(x)[−(p(x)v′(x))′ + q(x)v(x)]dx

= −u(x)p(x)v′(x)|ba +
∫ b

a
[p(x)u′(x)v′(x)+ q(x)u(x)v(x)]dx

=
∫ b

a
[p(x)u′(x)v′(x)+ q(x)u(x)v(x)]dx,
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weil u(a) = u(b) = 0 für u ∈ DL gilt. Aus Symmetriegründen folgt ebenso

(7.5.8) (L(u), v) =
∫ b

a
[p(x)u′(x)v′(x)+ q(x)u(x)v(x)]dx

und damit die Behauptung. ⊓⊔

Die rechte Seite von (7.5.8) ist nicht nur für u, v ∈ DL definiert. Sei

dazu D := {u ∈ K 1(a, b)|u(a) = u(b) = 0} die Menge aller auf [a, b]

absolutstetigen Funktionen u mit u(a) = u(b) = 0, für die u′ auf [a, b] (fast

überall existiert und) noch quadratisch integrierbar ist [s. Def. (2.4.1.3)]. Ins-

besondere gehören alle stückweise stetig differenzierbaren Funktionen, die

die Randbedingungen erfüllen, zu D. D ist wieder ein reeller Vektorraum

mit D ⊇ DL . Durch die rechte Seite von (7.5.8) wird auf D die symmetri-

sche Bilinearform

(7.5.9) [u, v] :=
∫ b

a
[p(x)u′(x)v′(x)+ q(x)u(x)v(x)]dx

definiert, die für u, v ∈ DL mit (u, L(v)) übereinstimmt. Wie eben zeigt

man für y ∈ DL , u ∈ D durch partielle Integration

(7.5.10) (u, L(y)) = [u, y].

Bezüglich des durch (7.5.6) auf DL eingeführten Skalarproduktes ist L ein

positiv definiter Operator in folgendem Sinn:

(7.5.11) Satz: Unter den Voraussetzungen (7.5.2) ist

[u, u] = (u, L(u)) > 0 für alle u �= 0, u ∈ DL .

Es gilt sogar die Abschätzung

(7.5.12) γ ‖u‖2
∞ ≤ [u, u] ≤ Γ ‖u′‖2

∞ für alle u ∈ D

mit der Norm ‖u‖∞ := supa≤x≤b |u(x)| und den Konstanten

γ := p0

b − a
, Γ := ‖p‖∞(b − a)+ ‖q‖∞(b − a)3.

Beweis: Wegen γ > 0 genügt es, (7.5.12) zu zeigen. Für u ∈ D gilt wegen

u(a) = 0

u(x) =
∫ x

a
u′(ξ)dξ für x ∈ [a, b].

Die Schwarzsche Ungleichung liefert die Abschätzung
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u(x)2 ≤
∫ x

a
12dξ ·

∫ x

a
u′(ξ)2dξ = (x − a)

∫ x

a
u′(ξ)2dξ

≤ (b − a) ·
∫ b

a
u′(ξ)2dξ

und daher

(7.5.13) ‖u‖2
∞ ≤ (b − a)

∫ b

a
u′(x)2dx ≤ (b − a)2‖u′‖2

∞.

Nach Voraussetzung (7.5.2) ist p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0 für x ∈ [a, b];

also folgt aus (7.5.9) und (7.5.13)

[u, u] =
∫ b

a
[p(x)u′(x)2 + q(x)u(x)2]dx ≥ p0

∫ b

a
u′(x)2dx ≥ p0

b − a
‖u‖2

∞.

Schließlich ist wegen (7.5.13) auch

[u, u] =
∫ b

a
[p(x)u′(x)2 + q(x)u(x)2]dx

≤ ‖p‖∞(b − a)‖u′‖2
∞ + ‖q‖∞(b − a)‖u‖2

∞

≤ Γ ‖u′‖2
∞,

was zu zeigen war. ⊓⊔
Insbesondere folgt aus (7.5.11) sofort die Eindeutigkeit der Lösung von

(7.5.3) bzw. (7.5.5): Für L(y1) = L(y2) = f , y1, y2 ∈ DL , ist L(y1−y2) = 0

und daher 0 = (y1− y2, L(y1− y2)) ≥ γ ‖y1− y2‖2
∞ ≥ 0, was direkt y1 = y2

nach sich zieht.

Wir definieren nun für u ∈ D durch

(7.5.14) F(u) := [u, u]− 2(u, f )

ein quadratisches Funktional F : D → R, F ordnet jeder Funktion u ∈ D
eine reelle Zahl F(u) zu. Dabei ist f die rechte Seite von (7.5.3), (7.5.5).

Grundlegend für die Variationsmethoden ist es, daß das Funktional F seinen

kleinsten Wert genau für die Lösung y von (7.5.5) annimmt:

(7.5.15) Satz: Es sei y ∈ DL die Lösung von (7.5.5). Dann gilt

F(u) > F(y)

für alle u ∈ D, u �= y.

Beweis: Es ist L(y) = f und daher nach Definition von F wegen (7.5.10)

für u �= y, u ∈ D,
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F(u) = [u, u]− 2(u, f ) = [u, u]− 2(u, L(y))

= [u, u]− 2[u, y]+ [y, y]− [y, y]

= [u − y, u − y]− [y, y]

> −[y, y] = F(y),

weil nach Satz (7.5.11) [u − y, u − y] > 0 für u �= y gilt. ⊓⊔
Als Nebenresultat halten wir die Identität fest:

(7.5.16) [u − y, u − y] = F(u)+ [y, y] für alle u ∈ D.

Satz (7.5.15) legt es nahe, die gesuchte Lösung y dadurch zu approxi-

mieren, daß man F(u) näherungsweise minimiert. Ein solches näherungs-

weises Minimum von F erhält man auf systematische Weise so: Man wähle

einen endlichdimensionalen Teilraum S von D, S ⊂ D. Ist dim S = m, läßt

sich jedes u ∈ S bezüglich einer Basis u1, . . . , um von S in der Form

(7.5.17) u = δ1u1 + . . .+ δmum, δi ∈ R,

darstellen. Man bestimmt dann das Minimum uS ∈ S von F auf S,

(7.5.18) F(uS) = min
u∈S

F(u),

und nimmt uS als Näherung für die exakte Lösung y von (7.5.5), die nach

(7.5.15) die Funktion F auf dem gesamten Raum D minimiert. Zur Berech-

nung der Näherung uS betrachte man die folgende Darstellung von F(u),
u ∈ S, die man über (7.5.17) erhält

Φ(δ1, δ2, . . . , δm) : ≡ F(δ1u1 + · · · + δmum)

=
[

m
∑

i=1

δiui ,

m
∑

k=1

δkuk

]

− 2

(
m
∑

k=1

δkuk, f

)

=
m
∑

i,k=1

[ui , uk]δiδk − 2

m
∑

k=1

(uk, f )δk .

Mit Hilfe der Vektoren δ, ϕ und der m × m-Matrix A,

(7.5.19)

δ :=

⎡

⎣

δ1
...

δm

⎤

⎦ , ϕ :=

⎡

⎣

(u1, f )
...

(um, f )

⎤

⎦ , A :=

⎡

⎣

[u1, u1] . . . [u1, um]
...

...

[um, u1] . . . [um, um]

⎤

⎦ ,

erhält man für die quadratische Funktion Φ : R
m → R

(7.5.20) Φ(δ) = δT Aδ − 2ϕT δ.
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Die Matrix A ist positiv definit, denn A ist wegen (7.5.9) symmetrisch und

es gilt für alle Vektoren δ �= 0 auch u := δ1u1 + · · · + δmum �= 0 und daher

wegen Satz (7.5.11)

δT Aδ =
∑

i,k

δiδk[ui , uk] = [u, u] > 0.

Das lineare Gleichungssystem

(7.5.21) Aδ = ϕ

besitzt somit eine eindeutige Lösung δ = δ̃, die man mit Hilfe des Cholesky-

Verfahrens (s. 4.3) berechnen kann. Wegen der Identität

Φ(δ) = δT Aδ − 2ϕT δ = δT Aδ − 2δ̃T Aδ + δ̃T Aδ̃ − δ̃T Aδ̃

= (δ − δ̃)T A(δ − δ̃)− δ̃T Aδ̃

= (δ − δ̃)T A(δ − δ̃)+Φ(δ̃)

und (δ − δ̃)T A(δ − δ̃) > 0 für δ �= δ̃ folgt sofort Φ(δ) > Φ(δ̃) für δ �= δ̃.

Also liefert die zu δ̃ gehörige Funktion

uS := δ̃1u1 + · · · + δ̃mum

das Minimum (7.5.18) von F(u) auf S. Mit der Lösung y von (7.5.5) folgt

wegen F(uS) = minu∈S F(u) aus (7.5.16) sofort

(7.5.22) [uS − y, uS − y] = min
u∈S

[u − y, u − y].

Wir wollen dies zu einer Abschätzung für den Fehler ‖uS − y‖∞ benutzen.

Es gilt

(7.5.23) Satz: Es sei y die exakte Lösung von (7.5.3), (7.5.5). Ferner sei S ⊂
D ein endlichdimensionaler Teilraum von D und F(uS) = minu∈S F(u).
Dann gilt die Abschätzung

‖uS − y‖∞ ≤ C‖u′ − y′‖∞

für alle u ∈ S. Hierbei ist C = √Γ/γ mit den Konstanten Γ , γ von Satz

(7.5.11).

Beweis: (7.5.12) und (7.5.22) ergeben für beliebiges u ∈ S ⊆ D

γ ‖uS − y‖2
∞ ≤ [uS − y, uS − y] ≤ [u − y, u − y] ≤ Γ ‖u′ − y′‖2

∞.

Daraus folgt die Behauptung. ⊓⊔
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Jede obere Schranke für infu∈S[u − y, u − y] oder schwächer für

inf
u∈S
‖u′ − y′‖∞,

liefert also eine Abschätzung für ‖uS − y‖∞. Wir wollen eine solche

Schranke für einen wichtigen Spezialfall angeben. Dazu wählen wir als

Teilraum S von D die Menge

S = Sp∆ := {S∆ | S∆(a) = S∆(b) = 0}

aller kubischen Splinefunktionen S∆ (s. Def. (2.4.1.1)), die zu einer festen

Unterteilung
∆ : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b

des Intervalls [a, b] gehören und an den Endpunkten a, b verschwinden.

Offensichtlich ist Sp∆ ⊆ DL ⊆ D. Wir bezeichnen mit ‖∆‖ die Feinheit

der Zerlegung ∆,
‖∆‖ := max

1≤i≤n
(xi − xi−1).

Die Splinefunktion u := S∆ mit

u(xi ) = y(xi ), i = 0, 1, . . . , n,

u′(ξ) = y′(ξ) für ξ = a, b,

wobei y die exakte Lösung von (7.5.3), (7.5.5) ist, gehört offensichtlich zu

S = Sp∆. Aus Satz (2.4.3.3) und seinem Beweis folgt die Abschätzung

‖u′ − y′‖∞ ≤ 7
4
‖y(4)‖∞‖∆‖3,

sofern y ∈ C4(a, b). Zusammen mit Satz (7.5.23) ergibt dies das Resultat:

(7.5.24) Satz: Die exakte Lösung y von (7.5.3) gehöre zu C4(a, b) und es

seien die Voraussetzungen (7.5.2) erfüllt. Es sei S := Sp∆ und uS diejenige

Splinefunktion mit

F(uS) = min
u∈S

F(u).

Dann gilt mit der von y unabhängigen Konstante C = √Γ/γ

‖uS − y‖∞ ≤ 7
4
C‖y(4)‖∞‖∆‖3.

Die Abschätzung des Satzes kann verbessert werden [s. Fußnote zu Satz
(2.4.3.3)]:

‖uS − y‖∞ ≤ 1
24 C‖y(4)‖∞‖∆‖3.

Die Fehlerschranke geht also mit der dritten Potenz der Feinheit von ∆

gegen Null; das Verfahren ist somit in dieser Hinsicht dem Differenzenver-

fahren des letzten Abschnitts überlegen [s. Satz (7.4.10)].
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Zur praktischen Realisierung des Variationsverfahrens, etwa im Falle

S = Sp∆, hat man sich zunächst eine Basis von Sp∆ zu verschaffen. Man

überlegt sich leicht, daß m := dim Sp∆ = n + 1 (nach Satz (2.4.1.5) ist die

Splinefunktion S∆ ∈ Sp∆ durch n + 1 Bedingungen

S∆(xi ) = yi , i = 1, 2, . . . , n − 1,

S′∆(a) = y′0, S′∆(b) = y′n

bei beliebigen yi , y′0, y′n eindeutig bestimmt). Als Basis S0, S1 . . . , Sn

von Sp∆ wählt man zweckmäßig B-Splines [s. Abschnitt 2.4.4], die einen

kompakten Träger besitzen:

(7.5.25) Sj (x) = 0 für x ≤ max(x0, x j−2) und x ≥ min(xn, x j+2).

Dann wird die zugehörige Matrix A (7.5.19) eine Bandmatrix der Form

(7.5.26) A = ([Si , Sk]) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x x x x 0

x · ·
x · ·
x · ·
· · x
· · x
· · x

0 x x x x

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

weil wegen (7.5.9), (7.5.25)

[Si , Sk] =
∫ b

a
[p(x)S′i (x)S

′
k(x)+ q(x)Si (x)Sk(x)]dx = 0

für alle |i − k| ≥ 4 gilt. Nachdem man für diese Basis S0, . . . , Sn die

Komponenten der Matrix A und des Vektors ϕ (7.5.19) durch Integration

bestimmt hat, löst man das Gleichungssystem (7.5.21) nach δ auf und erhält

damit die Näherung uS für die exakte Lösung y.

Natürlich kann man statt Sp∆ auch einen anderen Raum S ⊆ D wählen,

z. B. die Menge

S =
{

P | P(x) = (x − a)(x − b)
n−2
∑

i=0

ai x
1, ai beliebig

}

aller Polynome, die höchstens den Grad n haben und für x = a, b ver-

schwinden. In diesem Fall wäre aber die Matrix A i. allg. keine Bandmatrix

mehr, und darüber hinaus sehr schlecht konditioniert, falls man als Basis

von S die speziellen Polynome

P1(x) := (x − a)(x − b)x i , i = 0, 1, . . . , n − 2,

wählte. Ferner kann man als S die Menge [s. (2.1.5.10)]
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S = H (m)
∆

wählen, wobei ∆ wieder eine Zerlegung a = x0 < x1 < · · · < xn = b
ist und H (m)

∆ aus allen Funktionen u ∈ Cm−1[a, b] besteht, die in jedem

Teilintervall [xi , xi+1], i = 0, . . . , n − 1, mit einem Polynom vom Grad

≤ 2m− 1 übereinstimmen (Hermitesche Funktionenräume). Hier kann man

wieder durch passende Wahl der Basis {ui } von H (m)
∆ erreichen, daß die

Matrix A = ([ui , uk]) eine Bandmatrix wird. Bei entsprechender Wahl des

Parameters m erhält man auf diese Weise sogar Verfahren höherer als drit-

ter Ordnung: Verwendet man (2.1.5.14) statt (2.4.3.3), so erhält man statt

(7.5.24) für S = H (m)
∆ die Abschätzung

‖uS − y‖∞ ≤
C

22m−2(2m − 2)!
‖y(2m)‖∞‖∆‖2m−1,

falls y ∈ C2m[a, b]; es liegt ein Verfahren mindestens der Ordnung 2m − 1

vor [Beweise dieser und ähnlicher Abschätzungen sowie die Verallgemei-

nerung der Variationsmethoden auf nichtlineare Randwertprobleme findet

man in Ciarlet, Schultz, Varga (1967)]. Man beachte jedoch, daß mit wach-

sendem m die Matrix A immer schwieriger zu berechnen ist.

Wir weisen darauf hin, daß Variationsverfahren auf wesentlich allge-

meinere Randwertprobleme als (7.5.3) angewandt werden können, so insbe-

sondere auf partielle Differentialgleichungen. Wichtige Voraussetzung für

die zentralen Sätze (7.5.15), (7.5.23) und die Lösbarkeit von (7.5.21) sind

im wesentlichen nur die Symmetrie von L und Abschätzungen der Form

(7.5.12) [s. Abschnitt 7.7 für Anwendungen auf das Dirichlet-Problem].

Die Hauptarbeit bei Verfahren dieses Typs besteht darin, die Koeffizi-

enten des linearen Gleichungssystems (7.5.21) mittels Integration zu berech-

nen, nachdem man sich für eine geeignete Basis u1, . . . , um von S entschie-

den hat. Für Randwertprobleme bei gewöhnlichen Differentialgleichungen

sind diese Verfahren in der Regel zu aufwendig und zu ungenau und mit

der Mehrzielmethode nicht konkurrenzfähig [s. den nächsten Abschnitt für

vergleichende Resultate]. Ihr Wert zeigt sich erst bei Randwertproblemen

für partielle Differentialgleichungen.

Endlichdimensionale Räume S ⊂ D von Funktionen, die die Rand-

bedingungen von Randwertaufgaben (7.5.5) erfüllen spielen auch bei Kollo-

kationsmethoden eine Rolle. Ihr Prinzip ist recht naheliegend: Mit Hilfe

einer Basis {u j } von S versucht man wieder die Lösung y(x) von (7.5.5)

durch eine Funktion
u = δ1u1 + · · · + δmum

aus S zu approximieren. Man wählt dazu m verschiedene Punkte x j ∈ (a, b),
j = 1, 2, . . . , m, die sog. Kollokationsstellen, und bestimmt die Koeffizi-

enten δk durch Lösung des Gleichungssystems
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(7.5.27a) (Lu)(x j ) = f (x j ), j = 1, 2, . . . ,m,

d.h. man verlangt, daß die Differentialgleichung L(u) = f durch u an

den Kollokationsstellen x j exakt erfüllt wird. Dies führt auf ein lineares

Gleichungssystem für die m Unbekannten δk , k = 1, . . . , m,

(7.5.27b)
m
∑

k=1

L(uk)(x j )δk = f (x j ), j = 1, 2, . . . ,m.

Bei Kollokationsmethoden hat man viele Möglichkeiten, das Verhalten

des Verfahrens zu beeinflussen, nämlich durch die Wahl des Funktionen-

raums S, der Basis von S und der Kollokationsstellen. Man erhält so u. U.

außerordentlich effiziente Verfahren.

So wählt man häufig als Basis {u j } von S Funktionen mit kompak-

tem Träger, etwa B-Splines (s. 2.4.4) wie in (7.5.25). Dann ist die Matrix

A = [L(uk)(x j )] des Gleichungssystems (7.5.27b) eine Bandmatrix. Bei den

sog. Spektralmethodenwerden Räume S von trigonometrischen Polynomen

(2.3.1.1), (2.3.1.2) gewählt, die von endlich vielen trigonometrischen Funk-

tionen, etwa eikx , k = 0, ±1, ±2, . . . , aufgespannt werden. Bei einer ent-

sprechenden Wahl der x j kann man dann oft die Gleichungen (7.5.27), die ja

als eine Art von Interpolationsbedingungen für trigonometrische Polynome

anzusehen sind, mit Hilfe der Methoden zur schnellen Fouriertransformation

(s. Abschnitt 2.3.2) lösen.

Wir wollen das Prinzip an dem einfachen Randwertproblem

−y′′(x) = f (x), y(0) = y(π) = 0,

des Typs (7.5.3) erläutern. Alle Funktionen u(x) =
∑m

k=1 δk sin kx erfüllen die
Randbedingungen. Wählt man als Kollokationspunkte x j := jπ/(m + 1), j = 1, 2,

. . . , m, so findet man wegen (7.5.27), daß die Zahlen γk := δkk2 das trigonometri-
sche Interpolationsproblem (s. Abschnitt 2.3.1)

m
∑

k=1

γk sin
k jπ

m + 1
= f j , j = 1, 2, . . . ,m,

lösen. Man kann daher die γk mit den Methoden der schnellen Fouriertransformation
bestimmen.

Verfahren dieses Typs spielen bei der Lösung von Anfangs-Randwert-

problemen für partielle Differentialgleichungen eine große Rolle. Näheres

dazu findet man in der Spezialliteratur, z. B. in Gottlieb und Orszag (1977),

Canuto (1987) und Boyd (1989).
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7.6 Vergleich der Methoden

zur Lösung von Randwertproblemen

für gewöhnliche Differentialgleichungen

Die in den vorausgegangenen Abschnitten beschriebenen Methoden, nämlich

1) Einfachschießverfahren,

2) Mehrzielmethode,

3) Differenzenverfahren,

4) Variationsverfahren,

sollen anhand eines Beispiels verglichen werden. Gegeben sei das lineare

Randwertproblem mit linearen separierten Randbedingungen

(7.6.1)
− y′′ + 400y = −400 cos2 πx − 2π2 cos(2πx),

y(0) = y(1) = 0,

mit der exakten Lösung (s. Figur 17)
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Fig. 17. Exakte Lösung von (7.6.1)

(7.6.2) y(x) = e−20

1+ e−20
e20x + 1

1+ e−20
e−20x − cos2(πx).

Obwohl dieses Problem verglichen mit den meisten Problemen aus der

Praxis sehr einfach ist, liegen bei ihm folgende Besonderheiten vor, die

Schwierigkeiten bei seiner Lösung erwarten lassen:
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1. Die zu (7.6.1) gehörige homogene Differentialgleichung −y′′+400y =
0 besitzt exponentiell stark wachsende bzw. fallende Lösungen der

Form y(x) = c e±20x . Dies führt zu Schwierigkeiten für das Einfach-

schießverfahren.

2. Die Ableitungen y(i)(x), i = 1, 2, . . . , der exakten Lösung (7.6.2) sind

für x ≈ 0 und x ≈ 1 sehr groß. Die Fehlerabschätzungen (7.4.10)

für das Differenzenverfahren bzw. (7.5.24) für das Variationsverfahren

lassen deshalb große Fehler erwarten.

Bei 12-stelliger Rechnung wurden folgende Ergebnisse gefunden [bei der

Bewertung der Fehler, insbesondere der relativen Fehler, beachte man den

Verlauf der Lösung, s. Figur 17: max0≤x≤1 |y(x)| ≈ 0.77, y(0) = y(1) = 0,

y(0.5) = 0.907 998 593 370 · 10−4]:

1) Einfachschießverfahren: Nach einer Iteration wurden die Anfangs-

werte

y(0) = 0, y′(0) = −20
1− e−20

1+ e−20
= −19.999 999 9176 . . .

der exakten Lösung mit einem relativen Fehler ≤ 3.2 · 10−11 gefunden.

Löst man dann das (7.6.1) entsprechende Anfangswertproblem mit Hilfe

eines Extrapoaltionsverfahren [s. Abschnitt 7.2.14; ALGOL-Programm Dif-

fsys aus Bulirsch und Stoer (1966)], wobei man als Anfangswerte die auf

Maschinengenauigkeit gerundeten exakten Anfangswerte y(0), y′(0) nimmt,

so erhält man statt der exakten Lösung y(x) (7.6.2) eine Näherungslösung

ỹ(x) mit dem absoluten Fehler ∆y(x) = ỹ(x) − y(x) bzw. dem relativen

Fehler εy(x) = (ỹ(x)− y(x))/y(x):

x |∆y(x)|∗ |εy(x)|

0.1 1.9 · 10−11 2.5 · 10−11

0.2 1.5 · 10−10 2.4 · 10−10

0.3 1.1 · 10−9 3.2 · 10−9

0.4 8.1 · 10−9 8.6 · 10−8

0.5 6.0 · 10−8 6.6 · 10−4

0.6 4.4 · 10−7 4.7 · 10−5

0.7 3.3 · 10−6 9.6 · 10−6

0.8 2.4 · 10−5 3.8 · 10−5

0.9 1.8 · 10−4 2.3 · 10−4

1.0 1.3 · 10−3 ∞

∗ maxx∈[0,1] |∆y(x)| ≈ 1.3 · 10−3.
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Hier wirkt sich deutlich der Einfluß der exponentiell anwachsenden Lösung

y(x) = c e20x des homogenen Problems aus [vgl. Abschnitt 7.3.4].

2) Mehrzielmethode: Um den Einfluß der exponentiell anwachsenden

Lösung y(x) = c e20x des homogenen Problems zu mindern, wurde ein

großes m, m = 21, gewählt,

0 = x1 < x2 < . . . < x21 = 1, xk =
k − 1

20
.

Drei Iterationen der Mehrzielmethode [Programm nach Oberle und Grimm

(1989)] ergaben folgende absolute bzw. relative Fehler

x |∆y(x)|∗ |εy(x)|

0.1 9.2 · 10−13 1.2 · 10−12

0.2 2.7 · 10−12 4.3 · 10−12

0.3 4.4 · 10−13 1.3 · 10−12

0.4 3.4 · 10−13 3.6 · 10−12

0.5 3.5 · 10−13 3.9 · 10−9

0.6 1.3 · 10−12 1.4 · 10−11

0.7 1.8 · 10−12 5.3 · 10−12

0.8 8.9 · 10−13 1.4 · 10−12

0.9 9.2 · 10−13 1.2 · 10−12

1.0 5.0 · 10−12 ∞

∗ maxx∈[0,1] |∆y(x)| ≈ 5 · 10−12.

3) Differenzenverfahren: Das Verfahren von Abschnitt 7.4 liefert für

die Schrittweiten h = 1/(n + 1) folgende maximale absolute Fehler ∆y =
max0≤i≤n+1 |∆y(xi )|, xi = i h [für h wurden Potenzen von 2 gewählt, damit

die Matrix A (7.4.4) in der Maschine exakt berechnet werden kann]:

h ∆y

2−4 2.0 · 10−2

2−6 1.4 · 10−3

2−8 9.0 · 10−5

2−10 5.6 · 10−6

Diese Fehler stehen im Einklang mit der Abschätzung von Satz (7.4.10),

eine Halbierung von h reduziert den Fehler auf 1
4

des alten Werts. Um

Fehler zu erreichen, die mit denen der Mehrzielmethode vergleichbar sind,

∆y ≈ 5 · 10−12, müßte man h ≈ 10−6 wählen.
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4) Variationsverfahren: In der Methode von Abschnitt 7.5 wurden

als Räume S Räume Sp∆ von kubischen Splinefunktionen zu äquidistanten

Einteilungen

∆: 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1, xi = ih, h = 1

n
,

gewählt. Folgende maximale absolute Fehler ∆y = ‖uS − y‖∞ [vgl. Satz

(7.5.24)] wurden gefunden:

h ∆y

1/10 6.0 · 10−3

1/20 5.4 · 10−4

1/30 1.3 · 10−4

1/40 4.7 · 10−5

1/50 2.2 · 10−5

1/100 1.8 · 10−6

Um Fehler der Größenordnung ∆y ≈ 5 ·10−12 wie bei der Mehrzielmethode

zu erreichen, müßte h ≈ 10−4 gewählt werden. Zur Berechnung allein der

Bandmatrix A (7.5.26) wären für diese Schrittweite ca. 4 ·104 Integrationen

nötig!

Diese Ergebnisse zeigen eindeutig die Überlegenheit der Mehrzielme-

thode selbst bei einfachen linearen separierten Randwertproblemen. Diffe-

renzenverfahren und Variationsmethoden kommen selbst hier nur dann in

Frage, wenn die Lösung nicht sehr genau berechnet werden muß. Um die

gleiche Genauigkeit zu erreichen, hat man bei Differenzenverfahren Glei-

chungssysteme größerer Dimension zu lösen als bei Variationsmethoden.

Dieser Vorteil der Variationsmethoden fällt jedoch erst bei kleineren Schritt-

weiten h ins Gewicht und wird in seiner Bedeutung erheblich dadurch ein-

geschränkt, daß die Berechnung der Koeffizienten der Gleichungssysteme

viel aufwendiger ist als bei den einfachen Differenzverfahren. Zur Behand-

lung nichtlinearer Randwertprobleme für gewöhnliche Differentialgleichun-

gen kommt eigentlich nur die Mehrzielmethode in einer ihrer Varianten in

Frage.
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7.7 Variationsverfahren für partielle

Differentialgleichungen. Die „Finite-Element“-Methode

Die in Abschnitt 7.5 beschriebenen Methoden können auch zur Lösung von

Randwertproblemen für partielle Differentialgleichungen verwandt werden,

darin liegt sogar ihre eigentliche Bedeutung. Wir wollen dies hier nur kurz

für ein Dirichletsches Randwertproblem im R
2 erläutern; eine eingehende

Behandlung dieses wichtigen Gebiets findet man in weiterführenden Mono-

graphien [Angaben dazu am Ende des Abschnitts]. Gegeben sei ein (offenes

beschränktes) Gebiet Ω ⊂ R
2 mit dem Rand ∂Ω . Gesucht wird eine Funk-

tion y: Ω̄ → R, Ω̄ := Ω ∪ ∂Ω mit

(7.7.1)
−∆y(x)+ c(x)y(x) = f (x) für x = (x1, x2) ∈ Ω,

y(x) = 0 für x ∈ ∂Ω ,

wobei ∆ der Laplace-Operator ist

∆y(x) := ∂2 y(x)

∂x2
1

+ ∂2 y(x)

∂x2
2

.

Dabei seien c, f : Ω̄ → R gegebene stetige Funktionen mit c(x) ≥ 0

für x ∈ Ω̄ . Wir nehmen der Einfachheit halber an, daß (7.7.1) eine Lösung

y ∈ C2(Ω̄) besitzt, d. h. y besitzt in Ω stetige Ableitungen Dα
i y := ∂α y/∂xα

i
bis zur Ordnung 2, α ≤ 2, die auf Ω̄ stetig fortgesetzt werden können. Als

Definitionsgebiet DL des zu (7.7.1) gehörigen Differentialoperators L(v) :=
−∆v + c v nehmen wir DL := {v ∈ C2(Ω̄ | v(x) = 0 für x ∈ ∂Ω}, so daß

(7.7.1) äquivalent zur Lösung von

(7.7.2) L(v) = f, v ∈ DL ,

ist. Wir setzen für das Gebiet Ω voraus, daß in ihm die Integralsätze von

Gauß bzw. Green gelten und es jede Gerade xi = const, i = 1, 2, in

höchstens endlich vielen Segmenten schneidet. Mit den Abkürzungen

(u, v) :=
∫

Ω

u(x)v(x)dx, ‖u‖2 := (u, u)1/2 (dx = dx1dx2)

gilt dann [vgl. (7.5.7)]

(7.7.3) Satz: L ist auf DL ein symmetrischer Operator:

(7.7.4)
(u, L(v)) = (L(u), v) =

∫

Ω

[D1u(x) D1v(x)+ D2u(x) D2v(x)

+ c(x)u(x)v(x)]dx

für alle u, v ∈ DL .
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Beweis: Eine der Greenschen Formeln lautet

−
∫

Ω

u∆vdx =
∫

Ω

( 2
∑

i=1

Diu Div
)

dx −
∫

∂Ω

u
∂v

∂ν
dω.

Dabei ist ∂v/∂ν die Ableitung in Richtung der äußeren Normalen und dω
das Linienelement von ∂Ω . Wegen u ∈ DL ist u(x) = 0 für x ∈ ∂Ω , also
∫

∂Ω
u∂v/∂νdω = 0. Daraus folgt die Behauptung des Satzes. ⊓⊔

Wiederum [vgl. (7.5.9)] definiert die rechte Seite von (7.7.4) eine Bili-

nearform

(7.7.5) [u, v] :=
∫

Ω

( 2
∑

i=1

Diu Div + c u v
)

dx,

und es gilt ein Analogon zu Satz (7.5.11):

(7.7.6) Satz: Es gibt Konstanten γ > 0, Γ > 0 mit

(7.7.7) γ ‖u‖2
W (1) ≤ [u, u] ≤ Γ

2
∑

i=1

‖Diu‖2
2 für alle u ∈ DL .

Dabei ist

‖u‖2
W (1) := (u, u)+ (D1u, D1u)+ (D2u, D2u)

eine sog. Sobolev-Norm.

Beweis: Das Gebiet Ω ist beschränkt. Es gibt also ein Quadrat Ω1 der Sei-

tenlänge a, das Ω im Inneren enthält. O.B.d.A. sei der Nullpunkt Eckpunkt

von Ω1 (s. Figur 18).
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Fig. 18. Die Gebiete Ω und Ω1
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Jedes u ∈ DL kann stetig auf Ω1 fortgesetzt werden durch u(x) := 0 für

x ∈ Ω1 \Ω , so daß nach den Annahmen über Ω , D1(t1, ·) noch stückweise

stetig ist. Wegen u(0, x2) = 0 folgt

u(x1, x2) =
∫ x1

0

D1u(t1, x2)dt1 für alle x ∈ Ω1.

Die Schwarzsche Ungleichung ergibt daher

[u(x1, x2)]
2 ≤ x1

∫ x1

0

[D1u(t1, x2)]
2dt1

≤ a
∫ a

0

[D1u(t1, x2)]
2dt1 für x ∈ Ω1.

Durch Integration dieser Ungleichung über Ω1 erhält man

(7.7.8)

∫

Ω1

[u(x1, x2)]
2dx1dx2 ≤ a2

∫

Ω1

[D1u(t1, t2)]
2dt1dt2

≤ a2

∫

Ω1

[(D1u)2 + (D2u)2]dx .

Wegen u(x) = 0 für x ∈ Ω1 \ Ω kann man die Integration auf Ω be-

schränken, und wegen c(x) ≥ 0 für x ∈ Ω̄ folgt sofort

a2[u, u] ≥ a2

2
∑

i=1

‖Diu‖2
2 ≥ ‖u‖2

2

und daraus schließlich

γ ‖u‖2
W (1) ≤ [u, u] mit γ := 1

a2 + 1
.

Wiederum folgt aus (7.7.8)

∫

Ω

c u2dx ≤ C
∫

Ω

u2dx ≤ Ca2

2
∑

i=1

‖Diu‖2
2, C := max

x∈Ω
|c(x)|,

und deshalb

[u, u] ≤ Γ

2
∑

i=1

‖Diu‖2
2 mit Γ := 1+ Ca2.

Damit ist der Satz bewiesen. ⊓⊔
Wie in Abschnitt 7.5 kann man größere Vektorräume D ⊃ DL von

Funktionen finden, so daß die Def. (7.7.5) von [u, v] für u, v ∈ D sinnvoll,

die Aussage (7.7.7) des letzten Satzes für u ∈ D richtig bleibt und
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(7.7.9) [u, v] = (u, L(y)) für y ∈ DL und u ∈ D

gilt. Uns interessiert hier nicht, wie ein möglichst großer Raum D mit Eigen-

schaften aussieht1: wir interessieren uns nur für spezielle endlichdimensio-

nale Funktionsräume S, für die man im einzelnen leicht (7.7.7) und (7.7.9)

für alle u aus der linearen Hülle DS von S und DL nachweisen kann, wenn

man [u, v] für u, v ∈ DS durch (7.7.5) definiert.

Beispiel: Die Menge Ω̄ sei mit einer Triangulation T = {T1, . . . , Tk} versehen,

d. h. Ω̄ ist Vereinigung von endlich vielen Dreiecken Ti ∈ T , Ω̄ =
⋃k

i=1 Ti ,
derart, daß je zwei Dreiecke aus T entweder disjunkt sind, genau eine Ecke oder
genau eine Kante gemeinsam haben (s. Fig. 19).

T1 T2

T3

Ω

Fig. 19. Triangulierung von Ω

Mit Si (i ≥ 1) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen u: Ω̄ → R mit den
folgenden Eigenschaften:

1) u ist stetig auf Ω̄ .
2) u(x) = 0 für x ∈ ∂Ω .
3) Auf jedem Dreieck T der Triangulation T von Ω stimmt u mit einem Polynom

i-ten Grades überein,

u(x1, x2) =
∑

j+k≤i

ajk x j
1 xk

2 .

Die Funktionen u ∈ Si heißen finite Elemente. Offensichtlich ist jedes Si ein
reeller Vektorraum. Es muß zwar u ∈ Si in Ω nicht überall stetig partiell differen-
zierbar sein, wohl aber im Innern jedes Dreiecks T ∈ T . Def. (7.7.5) ist für alle u,
v ∈ DSi sinnvoll, ebenso sieht man sofort, daß (7.7.7) für alle u ∈ DSi richtig ist.

1 Man erhält D durch „Vervollständigung“ des mit der Norm ‖ · ‖W (1) versehenen

Vektorraums C1
0 (Ω) aller auf Ω einmal stetig differenzierbaren Funktionen ϕ,

deren Träger supp(ϕ) := {x ∈ Ω | ϕ(x) �= 0}, kompakt ist und in Ω liegt.
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Diese Funktionsräume S = Si , i = 1, 2, 3, insbesondere S2 und S3, werden bei der
„finite-element“-Methode im Rahmen des Rayleigh-Ritz-Verfahrens benutzt.

Genau wie in Abschnitt 7.5 [(7.5.14), (7.5.15), (7.5.22)] zeigt man

(7.7.10) Satz: Sei y die Lösung von (7.7.2) und S ein endlichdimensionaler

Raum von Funktionen, für den (7.7.7), (7.7.9) für alle u ∈ DS erfüllt ist.

Sei ferner F(u) für u ∈ DS definiert durch

(7.7.11) F(u) := [u, u]− 2(u, f ).

Dann gilt:

1) F(u) > f (y) für alle u �= y.

2) Es gibt ein uS ∈ S mit F(uS) = minu∈S F(u).
3) Für dieses uS gilt

[uS − y, uS − y] = min
u∈S

[u − y, u − y].

Die Näherungslösung uS kann wie in (7.5.17)–(7.5.21) beschrieben und

durch Lösen eines linearen Gleichungssystems der Form (7.5.21) bestimmt

werden. Man muß dazu eine Basis von S wählen und die Koeffizienten

(7.5.19) des linearen Gleichungssystems (7.5.21) berechnen.

Eine praktisch brauchbare Basis von S2 z. B. erhält man auf folgende Weise:
Sei P die Menge aller Ecken und Seitenmittelpunkte der Dreiecke Ti , i = 1, 2, . . . ,
k, der Triangulierung T , die nicht auf dem Rand ∂Ω liegen. Man kann zeigen, daß
es zu jedem P ∈ P genau eine Funktion uP ∈ S2 mit

uP (P) = 1, uP (Q) = 0 für Q �= P , Q ∈ P .

gibt. Überdies haben diese Funktionen die schöne Eigenschaft, daß

uP (x) = 0, für alle x ∈ T mit P �∈ T ;

daraus folgt, daß in der Matrix A von (7.5.21) alle [uP , uQ] = 0 sind, für die es
kein Dreieck T ∈ T gibt, dem P und Q gemeinsam angehören: Die Matrix A ist
nur schwach besetzt. Basen mit ähnlichen Eigenschaften kann man für die Räume
S1 und S2 angeben [siehe Zlamal (1968)].

Auch die Fehlerabschätzung von Satz (7.5.23) kann man übertragen.

(7.7.12) Satz: Es sei y die exakte Lösung von (7.7.1), (7.7.2) und S ein

endlichdimensionaler Raum von Funktionen, für die (7.7.7), (7.7.9) für alle

u ∈ DS gilt. Für die Näherungslösung uS mit F(uS) = minu∈S F(u) gilt

dann die Abschätzung

‖uS − y‖W (1) ≤ inf
u∈S

(Γ

γ

2
∑

j=1

‖Dju − Dj y‖2
2

)1/2

.
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Wir wollen nun obere Schranken für

inf
u∈S

2
∑

j=1

‖Dju − Dj y‖2
2

für die Räume S = Si , i = 1, 2, 3, angeben, die im obigen Beispiel für

triangulierte Gebiete Ω definiert wurden. Es gilt der folgende Satz:

(7.7.13) Satz: Sei Ω ein trianguliertes Gebiet mit Triangulation T . Es sei

h die größte Seitenlänge, θ der kleinste Winkel aller in T vorkommenden

Dreiecke. Dann gilt:

1. Falls y ∈ C2(Ω̄) und

∣
∣
∣
∣

∂2 y(x1, x2)

∂xi∂x j

∣
∣
∣
∣
≤ M2 für alle 1 ≤ i, j ≤ 2, x ∈ Ω,

dann gibt es eine Funktion ũ ∈ S1 mit

a) |ũ(x)− y(x)| ≤ M2h2 für alle x ∈ Ω̄ ,

b) |Dj ũ(x)−Dj y(x)| ≤ 6M2h/ sin θ für j = 1, 2 und für alle x ∈ T o,

T ∈ T .

2. Falls y ∈ C3(Ω̄) und

∣
∣
∣
∣

∂3 y(x1, x2)

∂xi∂x j∂xk

∣
∣
∣
∣
≤ M3 für alle 1 ≤ i, j, k ≤ 2, x ∈ Ω,

dann gibt es ein ũ ∈ S2 mit

a) |ũ(x)− y(x)| ≤ M3h3 für x ∈ Ω̄ ,

b) |Dj ũ(x)− Dj y(x)| ≤ 2M3h2/ sin θ für j = 1, 2, x ∈ T o, T ∈ T .

3. Falls y ∈ C4(Ω̄) und

∣
∣
∣
∣

∂4 y(x1, x2)

∂xi∂x j∂xk∂xl

∣
∣
∣
∣
≤ M4 für 1 ≤ i, j, k, l ≤ 4, x ∈ Ω,

dann gibt es ein ũ ∈ S3 mit

a) |ũ(x)− y(x)| ≤ 3M4h4/ sin θ für x ∈ Ω̄ ,

b) |Dj ũ(x)− Dj y(x)| ≤ 5M4h3/ sin θ für j = 1, 2, x ∈ T o, T ∈ T .

[Hier bedeutet T o das Innere des Dreiecks T . Die Einschränkung x ∈ T o

für die Abschätzungen b) ist nötig, da die ersten Ableitungen Dj ũ an den

Rändern der Dreiecke T Sprungstellen haben können.]

Da für u ∈ Si , i = 1, 2, 3, die Funktion Dju nur stückweise stetig ist,

folgt wegen
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‖Dju − Dj y‖2
2 =

∑

T∈T

∫

T
[Dju(x)− Dj y(x)]

2dx

≤ C max
x∈T 0

T∈T

|Dju(x)− Dj y(x)|2, C :=
∫

Ω

1dx,

aus jeder der unter b) angegebenen Abschätzungen über Satz (7.7.12) sofort

eine obere Schranke für die Sobolev-Norm ‖uS − y‖W (1) des Fehlers uS − y
für die speziellen Funktionenräume S = Si , i = 1, 2, 3, sofern nur die exakte

Lösung y die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen von (7.7.13) erfüllt:

‖usi − y‖W (1) ≤ Ci Mi+1

hi

sin θ
.

Die Konstanten Ci sind von der Triangulation T von Ω und von y un-

abhängig und können explizit angegeben werden, die Konstanten Mi , h, θ

haben dieselbe Bedeutung wie in (7.7.13). Diese Abschätzungen besagen,

daß z. B. für S = S3 die Fehler (bzgl. der Sobolev-Norm) mit der dritten

Potenz der Feinheit h der Triangulation gegen 0 gehen.

Satz (7.7.13) soll hier nicht bewiesen werden. Beweise findet man

z. B. bei Zlamal (1968), Ciarlet und Wagschal (1971).

Hier soll nur soviel angedeutet werden, daß die speziellen Funktionen

ũ ∈ Si , i = 1, 2, 3, des Satzes durch Interpolation von y gewonnen werden:

Z. B. erhält man für S = S2 die Funktionen ũ ∈ S2 durch Interpolation von

y an den Punkten P ∈ P der Triangulierung (s. oben):

ũ(x) =
∑

P∈P

y(P)uP(x).

Ein wichtiger Vorteil der finite-element-Methode liegt darin, daß man

Randwertprobleme auch für verhältnismäßig komplizierte Gebiete Ω be-

handeln kann, Ω muß nur triangulierbar sein. Schließlich sei wiederholt,

daß man mit diesen Methoden nicht nur Probleme mit R
2 der spezi-

ellen Form (7.7.1) behandeln kann, sondern auch Randwertprobleme in

höherdimensionalen Räumen und für allgemeinere Differentialoperatoren

als den Laplaceoperator. Eine eingehende Beschreibung der finite-element-

Methoden findet man bei Strang und Fix (1963), Oden und Reddy (1976),

Schwarz (1988), Ciarlet und Lions (1991). Quarteroni und Valli (1994) be-

handeln allgemein die Numerik partieller Differentialgleichungen.
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Übungsaufgaben zu Kapitel 7

1. Es sei A eine reelle diagonalisierbare n×n-Matrix mit den reellen Eigenwerten
λ1, . . . , λn und den Eigenvektoren c1, . . . , cn . Wie läßt sich die Lösungsmenge
des Systems

y′ = Ay

mit Hilfe der λk und ck explizit darstellen ?
Wie erhält man die spezielle Lösung y(x) mit y(0) = y0, y0 ∈ R

n ?

2. Man bestimme die Lösung des Anfangswertproblems

y′ = J y, y(0) = y0

mit y0 ∈ R
n und der n × n-Matrix

⎡

⎢
⎢
⎣

λ 1 0
. . .

. . .

. . . 1
0 λ

⎤

⎥
⎥
⎦

, λ ∈ R.

Hinweis: Man setze die k-te Komponente des Lösungsvektor y(x) in der Form
y(x) = pk(x)eλx an, pk Polynom vom Grad ≤ n − k.

3. Gegeben sei das Anfangswertproblem

y′ = x − x3, y(0) = 0.

Zur Schrittweite h sollen mit dem Eulerverfahren Näherungswerte η(x j ; h)
für y(x j ), x j = jh, berechnet werden. Man gebe η(x j ; h) und e(x j ; h) =
η(x j ; h)−y(x j ) explizit an und zeige, daß e(x; h) bei festem x für h = x/n → 0
gegen Null konvergiert.

4. Das Anfangswertproblem

y′ = √y, y(0) = 0

besitzt die nichttriviale Lösung y(x) = x2/4. Das Eulerverfahren liefert jedoch
η(x j ; h) = 0 für alle x und h = x/n, n = 1, 2, . . . . Man begründe dieses
Verhalten !

5. Es sei η(x; h) die Näherungslösung, die das Eulerverfahren für das Anfangs-
wertproblem

y′ = y, y(0) = 1

liefert.
a) Es ist η(x; h) = (1+ h)x/h .
b) Man zeige, daß η(x; h) die für |h| < 1 konvergente Entwicklung

η(x; h) =
∞
∑

i=0

τi (x)h
i mit τ0(x) = ex
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besitzt; dabei sind die τi (x) von h unabhängige analytische Funktionen.
c) Für i = 1, 2, 3 gebe man τi (x) an.
d) Die τi (x), i ≥ 1, sind die Lösungen der Anfangswertprobleme

τ ′i (x) = τi (x)−
∞
∑

k=1

τ k+1
i−k (x)

(k + 1)!
, τi (0) = 0.

6. Man zeige, daß das modifizierte Euler-Verfahren die exakte Lösung der Diffe-
rentialgleichung y′ = −2ax liefert.

7. Man zeige, daß das durch

Φ(x, y; h) := 1
6 [k1 + 4k2 + k3],

k1 := f (x, y),

k2 := f

(

x + h

2
, y + h

2
k1

)

,

k3 := f (x + h, y + h(−k1 + 2k2))

gegebene Einschrittverfahren („einfache Kutta-Regel“) die Ordnung drei besitzt.

8. Betrachte das Einschrittverfahren

Φ(x, y; h) := f (x, y)+ h

2
g(x + 1

3 h, y + 1
3 h f (x, y))

mit

g(x, y) := ∂

∂x
f (x, y)+

(
∂

∂y
f (x, y)

)

· f (x, y).

Man zeige, daß es von dritter Ordnung ist.

9. Wie sieht die allgemeine Lösung der Differenzengleichung

u j+2 = u j+1 + u j , j ≥ 0,

aus ? (Für u0 = 0, u1 = 1 erhält man die „Fibonacci-Folge“.)

10. Bei den Verfahren vom Adams-Moulton-Typ wird, ausgehend von den Nähe-
rungswerten ηp− j . . . , ηp für y(xp− j ), . . . , y(xp), ein Näherungswert ηp+1

für y(xp+1) nach der Iterationsvorschrift (7.2.6.7) berechnet: Ausgehend von

einem beliebigen η
(0)
p+1 setzt man für i = 0, 1, . . .

η
(i+1)
p+1 := Ψ (η

(i)
p+1) := ηp + h[βq0 f (xp+1, η

(i)
p+1)+ βq1 fp + · · · + βqq fp+1−q ].

Man zeige: Für f ∈ F1(a, b) gibt es ein h0 > 0, so daß für alle |h| ≤ h0 die

Folge {η(i)
p+1} gegen ein ηp+1 mit ηp+1 = Ψ (ηp+1) konvergiert.

11. Man benutze die Fehlerabschätzungen für die Interpolation durch Polynome
bzw. für die Newton-Cotes-Formeln, um zu zeigen, daß das Adams-Moulton-
Verfahren für q = 2 die Ordnung drei und das Milne-Verfahren für q = 2 die
Ordnung vier besitzt.
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12. Für q = 1 und q = 2 bestimme man die Koeffizienten βqi der Nyström-
Formeln

ηp+1 = ηp−1 + h[β10 fp + β11 fp−1],

ηp+1 = ηp−1 + h[β20 fp + β21 fp−1 + β22 fp−2].

13. Man prüfe, ob das lineare Mehrschrittverfahren

ηp − ηp−4 =
h

3
[8 fp−1 − 4 fp−2 + 8 fp−3]

konvergent ist.

14. Es sei Ψ (1) = 0 und für die Koeffizienten von

Ψ (µ)

µ− 1
= γr−1µ

r−1 + γr−2µ
r−2 + · · · + γ1µ+ γ0

gelte |γr−1| > |γr−2| ≥ · · · ≥ |γ0|. Genügt Ψ (µ) der Stabilitätsbedingung ?

15. Man bestimme α, β und γ so, daß das lineare Mehrschrittverfahren

ηj+4 − ηj+2 + α(ηj+3 − ηj+1) = h[β( f j+3 − f j+1)+ γ f j+2]

die Ordnung drei hat. Ist das so gewonnene Verfahren stabil ?

16. Es werde das durch

ηj+2 + a1ηj+1 + a0ηj = h[b0 f (x j , ηj )+ b1 f (x j+1, ηj+1)]

gegebene Prädiktor-Verfahren betrachtet.
a) Man bestimme a0, b0 und b1 in Abhängigkeit von a1 so, daß man ein

Verfahren mindestens zweiter Ordnung erhält.
b) Für welche a1-Werte ist das so gewonnene Verfahren stabil ?
c) Welche speziellen Verfahren erhält man für a1 = 0 und a1 = −1 ?
d) Läßt sich a1 so wählen, daß man ein stabiles Verfahren dritter Ordnung

bekommt ?

17. Es soll das Verfahren

ηj+2 + 9ηj+1 − 10ηj =
h

2
[13 f j+1 + 9 f j ]

auf das Anfangswertproblem

y′ = 0, y(0) = c

angewandt werden. Startwerte seien η0 = c und η1 = c + eps (eps: Maschi-
nengenauigkeit). Welche Werte ηj hat man bei beliebiger Schrittweite h zu
erwarten ?

18. Zur Lösung des Randwertproblems

y′′ = 100y, y(0) = 1, y(3) = e−30

betrachte man das Anfangswertproblem
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y′′ = 100y, y(0) = 1, y′(0) = s

mit der Lösung y(x; s) und bestimme s = s̄ iterativ so, daß y(3; s̄) = e−30. s̄
werde nur bis auf einen relativen Fehler ε genau berechnet, d. h. statt s̄ erhält
man s̄(1+ ε). Wie groß ist y(3; s̄(1+ ε)) ?
Ist in diesem Fall das einfache Schießverfahren (wie oben beschrieben) eine
geeignete Methode zur Lösung des Randwertproblems ?

19. Betrachtet werde das Anfangswertproblem

y′ = κ(y + y3), y(0) = s.

a) Man bestimme die Lösung y(x; s) dieses Problemes.
b) In welcher x-Umgebung Us(0) von 0 ist y(x; s) erklärt ?
c) Zu gegebenem b �= 0 gebe man ein k > 0 an, so daß y(b; s) für alle |s| < k

existiert.

20. Man zeige, daß die Vor. c) von Satz (7.3.3.4) im Fall n = 2 für die Randbe-
dingungen

y1(a) = c1, y1(b) = c2

nicht erfüllt ist.

21. Unter den Voraussetzungen von Satz (7.3.3.4) beweise man: E := A +
BGm−1 · · ·G1 in (7.3.5.10) ist nichtsingulär.

Hinweis: E = P0(I + H), H = M + P−1
0 Dvr · (Z − I ).

22. Man zeige durch eine Fehleranalyse (Rückwärtsanalyse), daß der mit Rundungs-
fehlern behaftete Lösungsvektor von (7.3.5.10), (7.3.5.9) gedeutet werden kann

als exaktes Ergebnis von (7.3.5.8) mit leicht abgeänderten rechten Seiten F̃j
und abgeänderter letzter Gleichung

(A + E1)∆s1 + E2∆s2 + · · · + Em−1∆sm−1 + (B + Em)∆sm = −F̃m ,

lub(E j ) klein.

23. Sei DF(s) die Matrix von (7.3.5.5). Man beweise

det(DF(s)) = det(A + BGm−1 · · ·G1).

Für die inverse (DF(s))−1 gebe man eine Zerlegung in Blockmatrizen R, S,
T explizit an:

(DF(s))−1 = RST .

S : Diagonal-Blockmatrix, R : normierte untere Dreiecksmatrix, S, T so
gewählt, daß ST · DF(s) normierte untere Dreiecksmatrix ist.

24. Sei ∆ ∈ R
n beliebig. Man beweise:

Für ∆s1 := ∆ und ∆sj , j = 2, . . . , m, aus (7.3.5.9) gilt für

∆s =

⎡

⎣

∆s1
.
.
.

∆sm

⎤

⎦
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(DF(s) · F)T ∆s = −FT F + FT
m ((A + BGm−1 · · ·G1)∆− w).

Ist ∆ also Lösung von (7.3.5.10), so ist stets

(DF(s) · F)T ∆s < 0.

25. Gegeben sei die Randwertaufgabe

y′ = f (x, y)

mit den separierten Randbedingungen

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

y1(a)− α1

.

.

.

yk(a)− αk
yk+1(b)− βk+1

.

.

.

yn(b)− βn

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 0.

Es sind also k Anfangswerte und n − k Endwerte bekannt. Die Information
kann benutzt werden, um die Dimension des Gleichungssystems (7.3.5.8) zu
reduzieren (k Komponenten von ∆s1 und n − k Komponenten von ∆sm sind
null).
Für m = 3 stelle man das Gleichungssystem für die Korrekturen ∆si auf. Dabei
soll (unter Benutzung der Information) von x1 = a nach x2 und ebenso von
x3 = b nach x2 integriert werden („Gegenschießen“, s. Fig. 20).
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Fig. 20. Gegenschießen

26. Die Konzentration einer Substanz in einer kugelförmigen Zelle vom Radius
1 wird beim stationären Ablauf einer enzym-katalytischen Reaktion durch
die Lösung y(x;α) des folgenden Randwertproblems beschrieben [vgl. Keller
(1968)]:

y′′ = −2y′′

x
+ y

α(y + k)

y′(0) = 0, y(1) = 1,
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α, k : Parameter, k = 0.1, 10−3 ≤ α ≤ 10−1.
Obwohl f für x = 0 singulär ist, existiert eine Lösung y(x), die für kleines |x |
analytisch ist. Trotzdem versagt jedes numerische Integrationsverfahren in der
Nähe von x = 0. Man helfe sich wie folgt:
Unter Benutzung der Symmetrien von y(x) entwickle man y(x) wie in Beispiel

2, Abschnitt 7.3.6 um 0 in eine Potenzreihe bis x6 einschließlich; dabei sind
alle Koeffizienten durch λ := y(0) auszudrücken. Mit Hilfe von p(x; λ) =
y(0)+ y′(0)x + · · · + y(6)(0)x6/6! erhält man ein modifiziertes Problem

(∗)
y′′ = F(x, y, y′) =

⎧

⎨

⎩

d2 p(x; λ)
dx2 für 0 ≤ x ≤ 10−2,

f (x, y, y′) für 10−2 < x ≤ 1,

y(0) = λ, y′(0) = 0, y(1) = 1,

das jetzt numerisch besser lösbar ist.
Man fasse (∗) als Eigenwertproblem für den Eigenwert λ auf und formuliere
(∗) wie in Abschnitt 7.3.0 als ein Randwertproblem (ohne Eigenwert). Zur
Kontrolle seien die Ableitungen angegeben:

y(0) = λ, y(2)(0) = λ

3α(λ+ k)
, y(4)(0) = kλ

5α2(λ+ k)3
,

y(6)(0) = (3k − 10λ)kλ

21α3(λ+ k)5
, y(i)(0) = 0 für i = 1, 3, 5.

27. Gegeben sei das Randwertproblem

y′′ − p(x)y′ − q(x)y = r(x), y(a) = α, y(b) = β

mit q(x) ≥ q0 > 0 für a ≤ x ≤ b. Gesucht sind Näherungswerte ui für die
exakten Werte y(xi ), i = 1, 2, . . . , n, xi = a + ih und h = (b − a)/(n + 1).
Ersetzt man y′(xi ) durch (ui+1 − ui−1)/2h und y′′(xi ) durch (ui−1 − 2ui +
ui+1)/h2 für i = 1, 2, . . . , n und setzt man weiter u0 = α, un+1 = β, so
erhält man aus der Differentialgleichung ein Gleichungsystem für den Vektor
u = [u1, . . . , un]T

Au = k, A eine n × n-Matrix, k ∈ R
n .

a) Man gebe A und k an.
b) Man zeige, daß das Gleichungssystem für hinreichend kleines h eindeutig

lösbar ist.

28. Man betrachte für g ∈ C[0, 1] das Randwertproblem

y′′ = g(x), y(0) = y(1) = 0.

a) Man zeige:

y(x) =
∫ 1

0
G(x, ξ)g(ξ)dξ

mit

G(x, ξ) :=
{
ξ(x − 1) für 0 ≤ ξ ≤ x ≤ 1,
x(ξ − 1) für 0 ≤ x ≤ ξ ≤ 1.
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b) Ersetzt man g(x) durch g(x)+∆g(x) mit |∆g(x)| ≤ ε für alle x , so geht
die Lösung y(x) über in y(x)+∆y(x). Man beweise

|∆y(x)| ≤ ε

2
x(1− x) für 0 ≤ x ≤ 1.

c) Das in 7.4 beschriebene Differnzenverfahren liefert als Lösungsvektor u =
[u1, . . . , un]T des Gleichungssystems [s. (7.4.4)]

Au = k

Näherungswerte ui für y(xi ), xi = i/(n + 1) und i = 1, 2, . . . , n. Ersetzt
man k durch k + ∆k mit |∆ki | ≤ ε, i = 1, 2, . . . , n, so geht u über in
u +∆u.
Man zeige

|∆ui | ≤
ε

2
xi (1− xi ), i = 1, 2, . . . , n.

29. Sei
D := {u | u(0) = 0, u ∈ C2[0, 1]}

und

F(u) :=
∫ 1

0
{ 1

2 (u
′(x))2 + f (x, u(x))}dx + p(u(1))

mit u ∈ D, fuu(x, u) ≥ 0, p′′(u) ≥ 0.
Man beweise: Ist y(x) Lösung von

y′′ − fu(x, y) = 0, y(0) = 0, y′(1)+ p′(y(1)) = 0,

so folgt
F(y) < F(u), u ∈ D, u �= y,

und umgekehrt.

30. a) T sei ein Dreieck im R
2 mit den Eckpunkten P1, P3 und P5; es seien weiter

P2 ∈ P1 P3, P4 ∈ P3 P5, P6 ∈ P5 P1 von P1, P3, P5 verschieden. Dann gibt
es zu beliebigen reellen Zahlen y1, . . . , y6 genau ein Polynom höchstens
2-ten Grades

u(x1, x2) =
∑

0≤ j+k≤2

ajk x j
1 xk

2 ,

das in den Punkten Pi die Werte yi annimmt, i = 1, . . . , 6.
Hinweis: Es genügt offenbar, dies für ein einziges Dreieck zu zeigen, dessen
Koordination man geeignet wählt.

b) Gilt eine zu a) analoge Aussage bei beliebiger Lage Pi ?
c) T1, T2 seien 2 Dreiecke einer Triangulierung mit einer gemeinsamen Seite

g und ui Polynome höchstens 2-ten Grades auf Ti , i = 1, 2.
Man zeige: Stimmen u1 und u2 in drei verschiedenen auf g liegenden
Punkten überein, so ist u2 eine stetige Fortsetzung von u1 auf T2 (d. h. u1

und u2 stimmen auf ganz g überein).
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Babuška, I., Prager, M., Vitásek, E. (1966): Numerical Processes in Differential
Equations. New York: Interscience.

Bader, G., Deuflhard, P. (1983): A semi-implicit midpoint rule for stiff systems of
ordinary systems of differential equations. Numer. Math. 41, 373–398.

Bank, R. E., Bulirsch, R., Merten, K. (1990): Mathematical modelling and simulation
of electrical circuits and semiconductor devices. ISNM. 93, Basel: Birkhäuser.
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8 Iterationsverfahren zur Lösung

großer linearer Gleichungssysteme,

einige weitere Verfahren

8.0 Einleitung

Viele praktische Probleme führen zu der Aufgabe, sehr große lineare Glei-

chungssyteme Ax = b zu lösen, bei denen glücklicherweise die Matrix

A nur schwach besetzt ist, d. h. nur relativ wenige nicht verschwindende

Komponenten besitzt. Solche Gleichungssysteme erhält man z. B. bei der

Anwendung von Differenzenverfahren oder finite-element Methoden zur

näherungsweisen Lösung von Randwertaufgaben bei partiellen Differenti-

algleichungen. Die üblichen Eliminationsverfahren [s. Kapitel 4] können

hier nicht ohne weiteres zur Lösung verwandt werden, weil sie ohne be-

sondere Maßnahmen gewöhnlich zur Bildung von mehr oder weniger voll

besetzten Zwischenmatrizen führen und deshalb die Zahl der zur Lösung er-

forderlichen Rechenoperationen auch für die heutigen Rechner zu groß wird,

abgesehen davon, daß die Zwischenmatrizen nicht mehr in die üblicherweise

verfügbaren Maschinenspeicher passen.

Aus diesen Gründen hat man schon früh Iterationsverfahren zur Lösung

solcher Gleichungssysteme herangezogen. Bei diesen Verfahren wird aus-

gehend von einem Startvektor x (0) eine Folge von Vektoren

x (0) → x (1) → x (2) → · · ·
erzeugt, die gegen die gesuchte Lösung x konvergiert. Allen diesen Ver-

fahren ist gemeinsam, daß der einzelne Iterationsschritt x (i) → x (i+1) einen

Rechenaufwand erfordert, der vergleichbar ist mit der Multiplikation von

A mit einem Vektor, d.h. einen sehr geringen Aufwand, wenn A schwach

besetzt ist. Aus diesem Grunde kann man mit noch erträglichem Rechen-

aufwand relativ viele Iterationsschritte ausführen. Dies ist schon deshalb

nötig, weil diese Verfahren nur linear und zwar gewöhnlich auch noch sehr

langsam konvergieren. Dies zeigt aber auch, daß diese Verfahren den Eli-

minationsverfahren in der Regel unterlegen sind, wenn A eine kleine Matrix

(eine 100× 100-Matrix ist in diesem Sinne noch klein) oder nicht schwach

besetzt ist.
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Aus diesem allgemeinen Rahmen fallen lediglich die sog. Nachitera-

tion [s. (8.1.9)–(8.1.11)] und die sog. Krylovraum-Methoden [s. Abschnitt

8.7]. Die Nachiteration wird verhältnismäßig oft angewandt und dient dazu,

die Genauigkeit einer von einem Eliminationsverfahren gelieferten, durch

Rundungsfehler verfälschten Näherungslösung x̃ eines Gleichungssystems

iterativ zu verbessern.

Auf Krylovraum-Methoden treffen die oben angegebenen allgemeinen

Charakteristika iterativer Verfahren zu mit der einen Ausnahme, daß diese

Verfahren bei exakter Rechnung nach endlich vielen Schritten mit der ex-

akten Lösung x abbrechen: Sie liefern Iterierte xk , die die Lösung des

Gleichungssystems unter allen Vektoren in Krylovräumen der Dimension

k die gesuchte Lösung des Gleichungssystems optimal approximieren. Wir

beschreiben drei Verfahren dieses Typs, das klassische cg-Verfahren von

Hestenes und Stiefel (1952) zur Lösung von linearen Gleichungen Ax = b
mit positiv definitem A [s. Abschnitt 8.7.1], sowie für Systeme mit be-

liebigem nichtsingulärem A das GMRES-Verfahren von Saad und Schultz

(1986) [s. Abschnitt 8.7.2], eine einfache Form des QMR-Verfahrens von

Freund und Nachtigal [s. Abschnitt 8.7.3] und das Bi-CGSTAB-Verfahren

von van der Vorst (1991) in Abschnitt 8.7.4. Alle diese Verfahren haben

den Vorteil, daß sie anders als viele eigentliche Iterationsverfahren nicht

von weiteren Parametern abhängen, deren optimale Wahl häufig schwierig

ist. Bezüglich der Anwendbarkeit der Krylovraummethoden gelten jedoch

dieselben Bemerkungen wie für die echten iterativen Verfahren. Aus diesem

Grund werden diese Verfahren in diesem Kapitel behandelt.

Eine detaillierte Behandlung von Iterationsverfahren findet man in der

Neuauflage des Buches von Varga (2000), sowie bei Young (1971) und

Axelsson (1994), sowie von Krylovraummethoden in Saad (1996).

Zur Lösung der sehr speziellen großen Gleichungssysteme, die man

bei der Lösung des sog. Modellproblems (das Poisson-Problem auf dem

Einheitsquadrat) gibt es einige direkte Verfahren, die die Lösung in endlich

vielen Schritten liefern und den Iterationsverfahren überlegen sind: Eines der

ersten dieser Verfahren, der Algorithmus von Buneman, wird in Abschnitt

8.8 beschrieben.

Zur iterativen Lösung der sehr großen Gleichungssysteme, die bei

der Anwendung von Finite-Element-Techniken auf allgemeine Randwert-

probleme für partielle Differentialgleichungen enstehen, benutzt man seit

einigen Jahren mit größtem Erfolg Mehrgitterverfahren. Wir erläutern in

Abschnitt 8.9 nur das Prinzip dieser Verfahren anhand eines Randwertpro-

blems für gewöhnliche Differentialgleichungen. Für eine eingehende Be-

handlung dieser wichtigen Verfahren, die eng mit der Numerik von partiel-

len Differentialgleichungen verknüpft sind, müssen wir auf die einschlägige
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Literatur verweisen, z.B. Hackbusch (1985), Braess (1997), Bramble (1993),

Quarteroni und Valli (1997).

Es sei ferner darauf hingewiesen, daß eine Anzahl von Techniken

entwickelt worden sind, um auch große Gleichungssysteme Ax = b mit

schwach besetztem A nichtiterativ mit Hilfe von Eliminationsverfahren zu

lösen: Diese Techniken beschäftigen sich mit der zweckmäßigen Speiche-

rung solcher Matrizen und der Wahl einer geeigneten Folge von Pivots,

damit die im Laufe des Eliminationsverfahrens entstehenden Zwischenma-

trizen möglichst schwach besetzt bleiben. Einfache Verfahren dieses Typs

wurden bereits in Abschnitt 4.6 beschrieben. Für die linearen Gleichungssy-

steme, die bei der Anwendung von Finite-Element-Methoden auf partielle

Differentialgleichungen entstehen, hat sich insbesondere ein Verfahren von

George (1973) bewährt. Für eine eingehende Behandlung dieser Methoden

müssen wir aber auf die Spezialliteratur verweisen.

8.1 Allgemeine Ansätze

für die Gewinnung von Iterationsverfahren

Gegeben sei eine nichtsinguläre n×n-Matrix A und ein lineares Gleichungs-

system

(8.1.1) Ax = b

mit der exakten Lösung x := A−1b. Wir betrachten Iterationsverfahren der

Form [vgl. Kapitel 5]

(8.1.2) x (i+1) = Φ(x (i)), i = 0, 1, . . . .

Mit Hilfe einer beliebigen nichtsingulären n×n-Matrix B erhält man solche

Iterationsvorschriften aus der Gleichung

Bx + (A − B)x = b,

indem man setzt

(8.1.3) Bx (i+1) + (A − B)x (i) = b,

oder nach x (i+1) aufgelöst,

(8.1.4) x (i+1) = x (i) − B−1(Ax (i) − b) = (I − B−1 A)x (i) + B−1b.

In dieser Allgemeinheit wurden solche Iterationsverfahren zuerst von Witt-

meyer betrachtet.
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Man beachte, daß (8.1.4) mit folgender speziellen Vektoriteration

[s. 6.6.3] identisch ist

[
1

x (i+1)

]

= W

[
1

x (i)

]

, W :=
[

1 0

B−1b I − B−1 A

]

,

wobei die n + 1-reihige Matrix W zum Eigenwert λ0 := 1 den Links-

eigenvektor [1, 0] und den Rechtseigenvektor
[

1
x

]

, x := A−1b, besitzt. Nach

den Ergebnissen von Abschnitt (6.6.3) wird die Folge
[

1
x (i)

]

dann gegen
[

1
x

]

konvergieren, wenn λ0 = 1 einfacher betragsdominanter Eigenwert von W
ist, d. h. wenn

λ0 = 1 > |λ1| ≥ · · · ≥ |λn|

die übrigen Eigenwerte λ1, . . . , λn von W (dies sind die Eigenwerte von

(I − B−1 A)) dem Betrage nach kleiner als 1 sind.

Jede Wahl einer nichtsingulären Matrix B führt zu einem möglichen

Iterationsverfahren (8.1.4). Es wird umso brauchbarer sein, je besser B die

folgenden Bedingungen erfüllt:

a) Das Gleichungssystem (8.1.3) ist leicht nach x (i+1) auflösbar,

b) die Eigenwerte von I − B−1 A sollen möglichst kleine Beträge haben.

Letzteres wird umso eher der Fall sein, je besser B mit A überein-

stimmt. Diese Optimalitäts- und Konvergenzfragen sollen in den nächsten

Abschnitten untersucht werden. Hier wollen wir nur noch einige wichtige

spezielle Iterationsverfahren (8.1.3) angeben, die sich durch die Wahl von

B unterscheiden. Dazu führen wir folgende Standardzerlegung von A

(8.1.5) A = D − E − F

ein mit

D =

⎡

⎢
⎣

a11 0
. . .

0 ann

⎤

⎥
⎦ ,

E = −

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

0 0

a21 0
...

. . .
. . .

an1 · · · an,n−1 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

, F = −

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

0 a12 · · · a1n

0
. . .
. . . an−1,n

0 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

,

und den Abkürzungen, falls ai i �= 0 für i = 1, 2, . . . , n:

(8.1.6) L := D−1 E, U := D−1 F, J := L +U, H := (I − L)−1U.
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1. Im Gesamtschrittverfahren oder Jacobi-Verfahren wird

(8.1.7) B := D, I − B−1 A = J,

gewählt. Man erhält so für (8.1.3) die Iterationsvorschrift

aj j x
(i+1)
j +

∑

k �= j

ajkx (i)
k = bj , j = 1, 2, . . . , n, i = 0, 1, . . . ,

wobei x (i) := [x (i)
1 , . . . , x (i)

n ]T .

2. Im Einzelschrittverfahren oder Gauß-Seidel-Verfahren wird gewählt

(8.1.8) B := D − E, I − B−1 A = (I − L)−1U = H.

Man erhält so für (8.1.3)

∑

k< j

ajkx (i+1)
k + aj j x

(i+1)
j +

∑

k> j

ajkx (i)
k = bj ,

j = 1, 2, . . . , n, i = 0, 1, . . . .

3. Das Verfahren der Nachiteration ist ein besonderer Spezialfall. Hier

wird folgende Situation vorausgesetzt. Als Resultat eines Eliminationsver-

fahrens zur Lösung von Ax = b erhält man infolge von Rundungsfeh-

lern eine (i. a.) gute Näherungslösung x (0) für die exakte Lösung x und

eine untere bzw. obere Dreiecksmatrix L̄ , R̄ mit L̄ · R̄ ≈ A [s. 4.5]. Die

Näherungslösung x (0) kann man dann anschließend iterativ mittels eines

Verfahrens der Form (8.1.3) verbessern, indem man wählt

B := L̄ · R̄.

(8.1.3) ist dann äquivalent mit

(8.1.9) B
(

x (i+1) − x (i)
)

= r (i)

mit dem Residuum

r (i) := b − Ax (i).

Es folgt aus (8.1.9)

(8.1.10) x (i+1) = x (i) + u(i), u(i) := R̄−1 L̄−1r (i).

Man beachte, daß man u(i) durch Auflösung der gestaffelten Gleichungs-

systeme

(8.1.11) L̄z = r (i), R̄u(i) = z,
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einfach berechnen kann. Im allgemeinen (falls A nicht zu schlecht kondi-

tioniert ist) konvergiert das Verfahren außerordentlich rasch. Bereits x (1)

oder x (2) stimmen mit der exakten Lösung x bis auf Maschinengenau-

igkeit überein. Da aus diesem Grunde bei der Berechnung der Residuen

r (i) = b − Ax (i) sehr starke Auslöschung auftritt, ist es für das Funktionie-

ren des Verfahrens äußerst wichtig, daß die Berechnung von r (i) in doppelter

Genauigkeit ausgeführt wird. Für die anschließende Berechnung von z, u(i)

und x (i+1) = x (i) + u(i) aus (8.1.11) und (8.1.10) ist dagegen keine doppelt

genaue Arithmetik nötig.

Programme und Rechenbeispiele für die Nachiteration findet man in

Wilkinson, Reinsch (1971) bzw. Forsythe, Moler (1967).

8.2 Konvergenzsätze

Die Iterationsverfahren (8.1.3), (8.1.4) liefern zu jedem Startvektor x (0) eine

Folge {x (i)}i=0,1,... von Vektoren. Wir nennen nun das betreffende Verfahren

konvergent, falls für alle Startvektoren x (0) diese Folge {x (i)}i=0,1,... gegen

die exakte Lösung x = A−1b konvergiert. Mit ρ(C) bezeichnen wir im

folgenden wieder den Spektralradius [s. 6.9] einer Matrix C . Damit können

wir folgendes Konvergenzkriterium angeben:

(8.2.1) Satz: 1) Das Verfahren (8.1.3) ist genau dann konvergent, wenn

ρ(I − B−1 A) < 1.

2) Hinreichend für die Konvergenz von (8.1.3) ist die Bedingung

lub(I − B−1 A) < 1.

Dabei kann lub(·) bezüglich jeder Norm genommen werden.

Beweis: 1) Für den Fehler fi := x (i) − x folgt aus

x (i+1) = (I − B−1 A)x (i) + B−1b,

x = (I − B−1 A)x + B−1b

durch Subtraktion sofort die Rekursionsformel

fi+1 = (I − B−1 A) fi

oder

(8.2.2) fi = (I − B−1 A)i f0, i = 0, 1, . . . .
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a) Sei nun (8.1.3) konvergent. Dann gilt limi→∞ fi = 0 für alle f0. Wählt

man speziell f0 als Eigenvektor zum Eigenwert λ von I − B−1 A, so folgt

aus (8.2.2)

(8.2.3) fi = λi f0

und daher |λ| < 1 wegen limi→∞ fi = 0. Also ist ρ(I − B−1 A) < 1.

b) Ist umgekehrt ρ(I − B−1 A) < 1, so folgt aus Satz (6.9.2) sofort

limi→∞(I − B−1 A)i = 0 und daher limi→∞ fi = 0 für alle f0.

2) Für beliebige Normen gilt [s. 6.9.1] ρ(I − B−1 A) ≤ lub(I − B−1 A).

Damit ist der Satz bewiesen. ⊓⊔
Dieser Satz legt die Vermutung nahe, daß die Konvergenzgeschwin-

digkeit umso größer ist, je kleiner ρ(I − B−1 A) ist. Diese Aussage kann

man präzisieren.

(8.2.4) Satz: Für das Verfahren (8.1.3) gilt

(8.2.5) sup
f0 �=0

lim sup
i→∞

i

√

‖ fi‖
‖ f0‖

= ρ
(

I − B−1 A
)

für die Fehler fi = x (i) − x . Dabei ist ‖ · ‖ eine beliebige Norm.

Beweis: Sei ‖·‖ eine beliebige Norm und lub(·) die zugehörige Matrixnorm.

Mit k bezeichnen wir die linke Seite von (8.2.5). Man sieht sofort k ≥
ρ(I − B−1 A), indem man für f0 wie in (8.2.2), (8.2.3) die Eigenvektoren

von (I−B−1 A) wählt. Sei nun ε > 0 beliebig. Dann gibt es nach Satz (6.9.2)

eine Vektornorm N (·), so daß für die zugehörige Matrixnorm lubN (·) gilt

lubN (I − B−1 A) ≤ ρ(I − B−1 A)+ ε.

Nach Satz (4.4.6) sind alle Normen auf dem C
n äquivalent, es gibt also

Konstanten m, M > 0 mit

m ‖x‖ ≤ N (x) ≤ M ‖x‖.

Ist nun f0 �= 0 beliebig, so folgt aus diesen Ungleichungen und (8.2.2)

‖ fi‖ ≤
1

m
N ( fi ) =

1

m
N
(

(I − B−1 A)i f0

)

≤ 1

m

[

lubN (I − B−1 A)
]i

N ( f0)

≤ M

m

(

ρ(I − B−1 A)+ ε
)i‖ f0‖
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oder

i

√

‖ fi‖
‖ f0‖

≤
[

ρ(I − B−1 A)+ ε
]

i

√

M

m
.

Wegen limi→∞
i
√

M/m = 1 erhält man k ≤ ρ(I − B−1 A)+ε und, da ε > 0

beliebig ist, k ≤ ρ(I − B−1 A). Damit ist der Satz bewiesen. ⊓⊔
Wir wollen diese Resultate zunächst auf das Gesamtschrittverfahren

(8.1.7) anwenden. Wir benutzen dabei die im letzten Abschnitt einge-

führten Bezeichnungen (8.1.5)–(8.1.8). Bezüglich der Maximumnorm gilt

lub∞(C) = maxi
∑

k |cik |, so daß

lub∞(I − B−1 A) = lub∞(J ) = max
i

1

|ai i |
∑

k �=i

|aik |.

Falls nun |ai i | >
∑

k �=i |aik | für alle i , dann folgt sofort

lub∞(J ) < 1.

So erhält man aus (8.2.1) 2) sofort den ersten Teil von

(8.2.6) Satz: 1) (Starkes Zeilensummenkriterium) Das Gesamtschrittverfah-

ren ist konvergent für alle Matrizen A mit

(8.2.7) |ai i | >
∑

k �=i

|aik | für i = 1, 2, . . . , n.

2) (Starkes Spaltensummenkriterium) Das Gesamtschrittverfahren kon-

vergiert für alle Matrizen A mit

(8.2.8) |akk | >
∑

i �=k

|aik | für k = 1, 2, . . . , n.

Beweis von 2): Ist (8.2.8) für A erfüllt, so gilt (8.2.7) für die Matrix AT .

Also konvergiert das Gesamtschrittverfahren für AT und es ist daher wegen

Satz (8.2.1) 1) ρ(X) < 1 für X := I − D−1 AT . Nun hat X die gleichen

Eigenwerte wie X T und wegen D−1 X T D = I − D−1 A auch die gleichen

Eigenwerte wie I − D−1 A. Also ist auch ρ(I − D−1 A) < 1, d. h. das

Gesamtschrittverfahren ist für die Matrix A konvergent. ⊓⊔
Für unzerlegbare Matrizen A kann das starke Zeilen- (Spalten-) Sum-

menkriterium verfeinert werden. Dabei heißt A unzerlegbar (irreduzibel),

falls es keine Permutationsmatrix P gibt, so daß PT AP die Gestalt

PT AP =
[

Ã11 Ã12

0 Ã22

]
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besitzt, wo Ã11 eine p× p-Matrix und Ã22 eine q×q-Matrix mit p+q = n,

p > 0, q > 0 ist.

Die Unzerlegbarkeit einer Matrix A kann man häufig leicht mit Hilfe

des der Matrix A zugeordneten (gerichteten) Graphen G(A) prüfen. Wenn

A eine n × n-Matrix ist, so besteht G(A) aus n Knoten P1, . . . , Pn und es

gibt eine gerichtete Kante Pi → Pj in G(A) genau dann, wenn ai j �= 0.

Beispiel:

A =

⎡

⎢
⎢
⎣

1 2 0

−1 1 0

3 0 1

⎤

⎥
⎥
⎦

,
...............................................

.......
......
.......

.
.......................

...............................................
.......
......
.......

.
.......................

...............................................
.......
......
.......

.
.......................

P1 P2 P3G(A) :
.......................................... ................ ........

..............
.........................................................................

.........
..........

.............
...................

................................................................................................................
.
........

Man zeigt leicht, daß A genau dann unzerlegbar ist, falls der Graph G(A)

in dem Sinne zusammenhängend ist, daß es für jedes Knotenpaar (Pi , Pj )

in G(A) einen gerichteten Weg von Pi nach Pj gibt.

Für unzerlegbare Matrizen gilt:

(8.2.9) Satz: (Schwaches Zeilensummenkriterium) Falls A unzerlegbar ist

und

|ai i | ≥
∑

k �=i

|aik | für alle i = 1, 2, . . . , n,

aber |ai0i0
| >

∑

k �=i0
|ai0k | für mindestens ein i0 gilt, dann konvergiert das

Gesamtschrittverfahren.

Analog gilt natürlich auch ein schwaches Spaltensummenkriterium für

unzerlegbares A.

Beweis: Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt wie beim Beweis von

(8.2.6) 1) für das Gesamtschrittverfahren

lub∞(I − B−1 A) = lub∞(J ) ≤ 1,

und daraus

(8.2.10) |J |e ≤ e, |J |e �= e, e := (1, 1, . . . , 1)T .

(Betragsstriche |·| und Ungleichungen für Vektoren oder Matrizen sind stets

komponentenweise zu verstehen.)

Nun ist mit A auch die Matrix J unzerlegbar. Um den Satz zu beweisen,

genügt es, die Ungleichung

|J |ne < e

zu zeigen, denn daraus folgt sofort
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ρ(J )n = ρ(J n) ≤ lub∞(J n) ≤ lub∞
(

|J |n
)

< 1.

Nun ist wegen (8.2.10) und |J | ≥ 0

|J |2e ≤ |J |e ≤�= e

und allgemein

|J |i+1e ≤ |J |i e ≤ · · · ≤�= e,

d. h. für die Vektoren t (i) := e − |J |i e gilt

(8.2.11) 0 ≤�= t (1) ≤ t (2) ≤ · · · .

Wir zeigen, daß die Zahl τi der von 0 verschiedenen Komponenten von t (i)

mit i streng monoton wächst, 0 < τ1 < τ2 < · · ·, solange τi < n. Wäre dies

nicht der Fall, so hätte man wegen (8.2.11) ein erstes i ≥ 1 mit τi = τi+1.

O.B.d.A. habe t (i) die Gestalt

t (i) =
[

a
0

]

mit einem Vektor a > 0, a ∈ R
p, p > 0.

Wegen (8.2.11) und τi = τi+1 hat dann auch t (i+1) die Form

t (i+1) =
[

b
0

]

mit einem Vektor b > 0, b ∈ R
p.

Partitioniert man |J | entsprechend

|J | =
[

|J11| |J12|
|J21| |J22|

]

, |J11| eine p × p-Matrix,

so folgt
[

b
0

]

= t (i+1) = e − |J |i+1e ≥ |J |e − |J |i+1e

= |J | t (i) =
[

|J11| |J12|
|J21| |J22|

] [

a
0

]

.

Wegen a > 0 ist dies nur möglich, falls J21 = 0, d. h. falls J zerlegbar ist.

Also gilt 0 < τ1 < τ2 < · · · und damit t (n) = e − |J |ne > 0. Damit ist der

Satz bewiesen. ⊓⊔
Die Bedingungen der Sätze (8.2.6) und (8.2.9) sind auch hinreichend

für die Konvergenz des Einzelschrittverfahrens. Wir zeigen dies nur für das

starke Zeilensummenkriterium. Es gilt sogar etwas schärfer

(8.2.12) Satz: Falls
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|ai i | >
∑

k �=i

|aik | für alle i = 1, 2, . . . , n,

dann ist das Einzelschrittverfahren konvergent und es gilt [s. (8.1.6)]

lub∞(H) ≤ lub∞(J ) < 1.

Beweis: Sei κH := lub∞(H), κJ := lub∞(J ). Wie schon öfters ausgenutzt,

folgt aus der Voraussetzung des Satzes

|J |e ≤ κJ e < e, e = (1, . . . , 1)T ,

für die Matrix J = L +U . Wegen |J | = |L| + |U | schließt man daraus

(8.2.13) |U |e ≤ (κJ I − |L|)e.

Nun sind L und |L| untere Dreiecksmatrizen mit verschwindender Diago-

nale. Für solche Matrizen bestätigt man leicht

Ln = |L|n = 0,

so daß (I − L)−1 und (I − |L|)−1 existieren und gilt

0 ≤ |(I − L)−1| = |I + L + · · · + Ln−1|
≤ I + |L| + · · · + |L|n−1 = (I − |L|)−1.

Durch Multiplikation von (8.2.13) mit der nichtnegativen Matrix (I−|L|)−1

erhält man wegen H = (I − L)−1U

|H |e ≤ (I − |L|)−1|U |e ≤ (I − |L|)−1(I − |L| + (κJ − 1)I )e

= (I + (κJ − 1)(I − |L|)−1)e.

Nun ist (I − |L|)−1 ≥ I und κJ < 1, also kann die Ungleichungskette

fortgesetzt werden

|H |e ≤ (I + (κJ − 1)I )e = κJ e .

Das heißt aber

κH = lub∞(H) = lub∞(|H |) ≤ κJ

was zu zeigen war. ⊓⊔
Da lub∞(H) ≥ ρ(H), lub∞(J ) ≥ ρ(J ) sind, legt dieser Satz die Ver-

mutung nahe, daß unter den Voraussetzungen des Satzes auch ρ(H) ≤
ρ(J ) < 1 gilt, d. h., daß in Anbetracht von Satz (8.2.4) das Einzelschrittver-

fahren mindestens ebenso schnell wie das Gesamtschrittverfahren konver-

giert. Dies ist jedoch, wie Beispiele zeigen, nicht allgemein richtig, sondern
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nur unter weiteren Voraussetzungen über A. So gilt z. B. der folgende Satz,

der ohne Beweis angeführt sei [für einen Beweis s. Varga (1962)].

(8.2.14) Satz (Stein und Rosenberg): Ist die Matrix J = L +U ≥ 0 nicht-

negativ, so gilt für J und H = (I − L)−1U genau eine der folgenden

Beziehungen

1) ρ(H) = ρ(J ) = 0,

2) 0 < ρ(H) < ρ(J ) < 1,

3) ρ(H) = ρ(J ) = 1,

4) ρ(H) > ρ(J ) > 1.

Die Voraussetzung J ≥ 0 ist insbesondere dann erfüllt [s. (8.1.5),

(8.1.6)], wenn die Matrix A positive Diagonalelemente und nichtpositive

Nichtdiagonalememente besitzt: ai i > 0, aik ≤ 0 für i �= k. Da diese

Bedingung bei vielen linearen Gleichungssystemen zutrifft, die man durch

Differenzennäherungen von linearen Differentialoperatoren erhält [vgl. z. B.

Abschnitt 8.4], so gibt dieser Satz die für viele praktische Fälle wich-

tige Auskunft, daß das Einzelschrittverfahren [abgesehen vom Spezialfall

1) des letzten Satzes] besser als das Gesamtschrittverfahren konvergiert,

wenn überhaupt eines der beiden Verfahren konvergiert.

8.3 Relaxationsverfahren

Die Ergebnisse des letzten Abschnitts legen es nahe, nach einfachen Matri-

zen B zu suchen, für die das zugehörige Iterationsverfahren (8.1.3) evtl. noch

besser als das Einzelschrittverfahren konvergiert, ρ(I − B−1 A) < ρ(H).

Man kann sogar Klassen geeigneter, von einem Parameter ω abhängiger

Matrizen B(ω) betrachten und versuchen, den Parameter ω „optimal“ zu

wählen, d. h. so, daß ρ(I − B(ω)−1 A) als Funktion von ω möglichst klein

wird. Bei den Relaxationsverfahren wird die folgende Klasse von Matrizen

B(ω) studiert:

(8.3.1) B(ω) = 1

ω
D (I − ωL).

Dabei benutzen wir wieder die Bezeichnungen (8.1.5), (8.1.6). Auf diesen

Ansatz kommt man durch folgende Überlegung.

Wir nehmen an, daß man von der (i +1)-ten Näherung x (i+1) schon die

Komponenten x (i+1)
k , k = 1, 2, . . . , j−1, kennt. Ähnlich dem Einzelschritt-

verfahren (8.1.8) definiert man dann eine Hilfsgröße x̃ (i+1)
j durch
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(8.3.2)

aj j x̃
(i+1)
j = −

∑

k< j

ajkx (i+1)
k −

∑

k> j

ajkx (i)
k + bj , 1 ≤ j ≤ n, i ≥ 0,

und bestimmt x (i+1)
j dann durch eine Mittelbildung zwischen x (i)

j und x̃ (i+1)
j

der Form

(8.3.3) x (i+1)
j := (1− ω)x (i)

j + ω x̃ (i+1)
j = x (i)

j + ω
(

x̃ (i+1)
j − x (i)

j

)

.

Man nennt ω den Relaxationsparameter und spricht von Überrelaxation

(Unterrelaxation), falls ω > 1 (ω < 1) gewählt wird. Für ω = 1 erhält man

genau das Einzelschrittverfahren zurück.

Eliminiert man die Hilfsgröße x̃ (i+1)
j aus (8.3.3) mittels (8.3.2), so erhält

man für j = 1, 2, . . . , n und i ≥ 0

aj j x
(i+1)
j = aj j x

(i)
j + ω

[

−
∑

k< j

ajkx (i+1)
k − aj j x

(i)
j −

∑

k> j

ajka(i)
k + bj

]

.

In Matrix-Schreibweise ist dies äquivalent mit

B(ω)x (i+1) =
(

B(ω)− A
)

x (i) + b,

wobei B(ω) durch (8.3.1) definiert ist und

B(ω)− A = 1

ω
D
(

(1− ω)I + ωU
)

.

Für diese Methode ist also die Konvergenzgeschwindigkeit durch den Spek-

tralradius ρ(H(ω)) der Matrix

(8.3.4) H(ω) := I − B(ω)−1 A = (I − ωL)−1
[

(1− ω)I + ωU
]

bestimmt.

Wir wollen zunächst, zum Teil ohne Beweis, einige qualitative Resultate

über ρ(H(ω)) mitteilen. Der folgende Satz zeigt, daß bei Relaxationsver-

fahren bestenfalls Parameter ω mit 0 < ω < 2 zu konvergenten Verfahren

führen:

(8.3.5) Satz (Kahan): Für beliebige Matrizen A gilt

ρ
(

H(ω)
)

≥ |ω − 1|

für alle ω.

Beweis: I−ωL ist eine untere Dreiecksmatrix mit 1 als Diagonalelementen,

also ist det (I − ωL) = 1 für alle ω. Es folgt für das charakteristische

Polynom ϕ(.) von H(ω)
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ϕ(λ) = det
(

λI − H(ω)
)

= det
(

(I − ωL)(λI − H(ω))
)

= det
(

(λ+ ω − 1)I − ωλL − ωU
)

.

Der konstante Term ϕ(0) von ϕ(.) ist bis auf ein Vorzeichen gleich dem

Produkt der Eigenwerte λi (H(ω)) von H(ω):

(−1)n
n
∏

i=1

λi
(

H(ω)
)

= ϕ(0) = det
(

(ω − 1)I − ωU
)

≡ (ω − 1)n .

Es folgt sofort ρ(H(ω)) = maxi |λi (H(ω))| ≥ |ω − 1|. ⊓⊔
Für Matrizen A mit L ≥ 0, U ≥ 0 läßt nur die Überrelaxation bessere

Konvergenzgeschwindigkeiten als das Einzelschrittverfahren erwarten:

(8.3.6) Satz: Ist die Matrix A unzerlegbar, gilt J = L +U ≥ 0 und ist das

Gesamtschrittverfahren konvergent, ρ(J ) < 1, so ist die Funktion ρ(H(ω))

für ein ω̄ ≥ 1 im Intervall 0 < ω ≤ ω̄ streng monoton fallend.

Für einen Beweis siehe Varga (1962) sowie Householder (1964).

Weiter läßt sich zeigen:

(8.3.7) Satz (Ostrowski, Reich): Für positiv definite Matrizen A gilt

ρ
(

H(ω)
)

< 1 für alle 0 < ω < 2.

Insbesondere konvergiert das Einzelschrittverfahren (ω = 1) für positiv

definite Matrizen.

Beweis: Sei 0 < ω < 2 und A positiv definit. Dann ist F = E H in der

Zerlegung (8.1.5) A = D− E − F von A = AH . Für die Matrix B = B(ω)

(8.3.1) gilt B = (1/ω)D − E und die Matrix

B + BH − A = 1

ω
D − E + 1

ω
D − F − (D − E − F)

=
(

2

ω
− 1

)

D

ist positiv definit, da die Diagonalelemente der positiv definiten Matrix A
positiv sind [Satz (4.3.2)] und weil (2/ω)− 1 > 0.

Wir zeigen zunächst, daß die Eigenwerte λ von A−1(2B − A) alle im

Inneren der rechten Halbebene liegen, Re λ > 0. Ist nämlich x Eigenvektor

zu A−1(2B − A) so gilt

A−1(2B − A)x = λx,

x H (2B − A)x = λx H Ax .
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Durch Übergang zum Hermitesch Konjugierten der letzen Gleichung erhält

man wegen A = AH

x H (2BH − A)y = λ̄x H Ax .

Durch Addition folgt

x H (B + BH − A)x = Re λ x H Ax .

Nun sind aber A und (B+ BH − A) positiv definit und daher Re λ > 0. Für

die Matrix Q := A−1(2B − A) = 2A−1 B − I ist

(Q − I )(Q + I )−1 = I − B−1 A = H(ω).

[Man beachte, daß B eine nichtsinguläre Dreiecksmatrix ist, also B−1 und

damit (Q + I )−1 existieren.] Ist µ Eigenwert von H(ω) und z zugehöriger

Eigenvektor, so folgt aus

(Q − I )(Q + I )−1z = H(ω)z = µz

für den Vektor y := (Q + I )−1z �= 0

(Q − I )y = µ(Q + I )y

(1− µ)Qy = (1+ µ)y.

Wegen y �= 0 muß µ �= 1 sein und man erhält schließlich

Qy = 1+ µ

1− µ
y,

d. h. λ = (1 + µ)/(1 − µ) ist Eigenwert von Q = A−1(2B − A). Hieraus

erhält man µ = (λ− 1)/(λ+ 1) und deshalb für |µ|2 = µµ̄

|µ|2 =
|λ|2 + 1− 2 Re λ

|λ|2 + 1+ 2 Re λ
.

Wegen Re λ > 0 für 0 < ω < 2 folgt so schließlich |µ| < 1, d. h.

ρ
(

H(ω)
)

< 1. ⊓⊔
Für eine wichtige Klasse von Matrizen lassen sich die mehr qualitativen

Aussagen der Sätze (8.3.5)–(8.3.7) erheblich verschärfen. Es ist dies die von

Young eingeführte Klasse der Matrizen mit „property A“ [s. z. B. Young

(1971)], bzw. ihre erhebliche von Varga (1962) stammende Verallgemeine-

rung, die Klasse der konsistent geordneten Matrizen [(s. (8.3.10)]:

(8.3.8) Def: Die Matrix A besitzt die „property A“, wenn es eine Permuta-

tionsmatrix P gibt, so daß P APT die Gestalt
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P APT =
[

D1 M1

M2 D2

]

, D1, D2 Diagonalmatrizen.

besitzt.

Die wichtigste Eigenschaft der Matrizen mit „property A“ gibt der

folgende Satz an:

(8.3.9) Satz: Zu jeder n × n-Matrix A mit „property A“ und ai i �= 0,

i = 1, . . . , n, gibt es eine Permutationsmatrix P , so daß für die Zerlegung

(8.1.5), (8.1.6) Ā = D(I − L − U ) der permutierten Matrix Ā := P APT

gilt: Die Eigenwerte der Matrizen

J (α) := αL + α−1U, α ∈ C, α �= 0,

sind von α unabhängig.

Beweis: Nach Def. (8.3.8) gibt es eine Permutation P , so daß

P APT =
[

D1 M1

M2 D2

]

= D(I − L −U ),

D :=
[

D1 0

0 D2

]

, L = −
[

0 0

D−1
2 M2 0

]

, U = −
[

0 D−1
1 M1

0 0

]

.

Dabei sind D1, D2 nichtsinguläre Diagonalmatrizen. Nun ist für α �= 0

J (α) = −
[

0 α−1 D−1
1 M1

αD−1
2 M2 0

]

= −Sα

[

0 D−1
1 M1

D−1
2 M2 0

]

S−1
α

= −Sα J (1)S−1
α

mit der nichtsingulären Diagonalmatrix

Sα :=
[

I1 0

0 α I2

]

, I1, I2 Einheitsmatrizen.

Die Matrizen J (α) und J (1) sind also ähnlich und haben deshalb die glei-

chen Eigenwerte. ⊓⊔
Matrizen A, die bzgl. der Zerlegung (8.1.5), (8.1.6) A = D(I − L −U )

die Eigenschaft haben, daß die Eigenwerte der Matrizen

J (α) = αL + α−1U

für α �= 0 von α unabhängig sind, heißen nach Varga (1962)

(8.3.10) konsistent geordnet.
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Satz (8.3.9) besagt, daß sich Matrizen mit „property A“ konsistent ordnen

lassen, d. h. die Zeilen und Spalten von A lassen sich mit Hilfe einer Permu-

tation P so umordnen, daß eine konsistent geordnete (8.3.10) Matrix P APT

entsteht.

Konsistent geordnete Matrizen A müssen aber durchaus nicht die Gestalt

A =
[

D1 M1

M2 D2

]

, D1, D2 Diagonalmatrizen,

besitzen. Dies zeigt das wichtige Beispiel der Blocktridiagonalmatrizen A,

die die Form

A =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

D1 A12

A21 D2
. . .

. . .
. . . AN−1,N

AN ,N−1 DN

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

, Di Diagonalmatrizen,

haben. Falls alle Di nichtsingulär sind, gilt für die Matrizen

J (α) = −

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 α−1 D−1
1 A12

αD−1
2 A21 0

. . .

. . .
. . . α−1 D−1

N−1 AN−1,N

αD−1
N AN ,N−1 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

die Beziehung

J (α) = Sα J (1)S−1
α , Sα :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

I1

α I2

. . .
αN−1 IN

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

,

also ist A konsistent geordnet. Blocktridiagonalmatrizen haben auch die

„property A“. Wir zeigen dies nur für die spezielle 3× 3-Matrix

A =
[

1 b 0

a 1 d
0 c 1

]

.

Für sie gilt nämlich
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P APT =

⎡

⎢
⎢
⎣

1 a d

b 1 0

c 0 1

⎤

⎥
⎥
⎦

für P :=

⎡

⎣

0 1 0

1 0 0

0 0 1

⎤

⎦ .

Im allgemeinen Fall geht man analog vor.

Es gibt jedoch konsistent geordnete (8.3.10) Matrizen, die nicht die

„property A“ besitzen. Dies zeigt das Beispiel

A :=
[

1 0 0

1 1 0

1 1 1

]

.

Für unzerlegbare n× n-Matrizen A mit nichtverschwindenden Diagonalele-

menten ai i �= 0, und der Zerlegung A = D(I−L−U ) läßt sich häufig leicht

mit Hilfe des Graphen G(J ), der der Matrix J = L + U zugeordnet ist,

entscheiden, ob A die „property A“ besitzt oder nicht. Dazu betrachte man

die Längen s(i)
1 , s(i)

2 , . . . aller geschlossenen gerichteten Wege (gerichtete

Zyklen)

Pi → Pk1
→ Pk2

→ · · · → Pks(i)
= Pi

in G(J ), die von Pi nach Pi führen. Mit li bezeichnen wir den größten

gemeinsamen Teiler der s(i)
1 , s(i)

2 , . . .

li = ggT(s(i)
1 , s(i)

2 , . . .)

und nennen den Graphen G(J ) 2-zyklisch, falls l1 = l2 = · · · = ln = 2, und

schwach 2-zyklisch, falls alle li gerade sind. Es gilt dann der folgende Satz,

den wir ohne Beweis angeben:

(8.3.11) Satz: Eine unzerlegbare Matrix A besitzt genau dann die „property

A“, falls G(J ) schwach 2-zyklisch ist.

Beispiel: Zur Matrix

A =

⎡

⎢
⎢
⎣

4 −1 0 −1

−1 4 −1 0

0 −1 4 −1

−1 0 −1 4

⎤

⎥
⎥
⎦

gehört die Matrix

J := 1

4

⎡

⎢
⎢
⎣

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

⎤

⎥
⎥
⎦
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mit dem Graphen G(J )

.............................................................

......
..................

.......
.......
......
......
......
......
......
......
.......
....

................ ......
..

.............................................................

......
..................

.......
.......
......
......
......
......
......
......
.......
....

................ ......
..

......................
....................................... ................ ........

............................................................
.........................

............................................................
.........................

......................
....................................... ................ ........

P1

P4

P2

P3

G(J ) ist zusammenhängend, also ist J und damit auch A unzerlegbar [s.

8.2]. Da G(J ) offensichtlich 2-zyklisch ist, besitzt A die „property A“.

Die Bedeutung der konsistent geordneten Matrizen [und damit wegen

(8.3.9) indirekt auch der Matrizen mit „property A“] liegt darin, daß man

explizit angeben kann, wie die Eigenwerte µ von J = L + U mit den

Eigenwerten λ = λ(ω) von H(ω) = (I − ωL)−1((1 − ω)I + ωU ) zusam-

menhängen:

(8.3.12) Satz (Young, Varga): A sei eine konsistent geordnete Matrix

(8.3.10) und ω �= 0. Dann gilt:

a) Mit µ ist auch −µ Eigenwert von J = L +U .

b) Falls µ Eigenwert von J ist, dann ist jedes λ mit

(8.3.13) (λ+ ω − 1)2 = λω2µ2

Eigenwert von H(ω).

c) Falls λ �= 0 Eigenwert von H(ω) ist und (8.3.13) gilt, dann ist µ

Eigenwert von J .

Beweis: a) Da A konsistent geordnet ist, besitzt die Matrix J (−1) = −L −
U = −J die gleichen Eigenwerte wie J (1) = J = L +U .

b) Wegen det(I − ωL) = 1 für alle ω ist

det
(

λI − H(ω)
)

= det
[(

I − ωL
)(

λI − H(ω)
)]

= det
[

λI − λωL − (1− ω)I − ωU
]

(8.3.14)

= det
(

(λ+ ω − 1)I − λωL − ωU
)

.

Sei nun µ Eigenwert von J = L +U und λ Lösung von (8.3.13). Es folgt

λ + ω − 1 =
√
λωµ oder λ + ω − 1 = −

√
λωµ. Wegen a) können wir o.

B. d. A.

λ+ ω − 1 =
√
λωµ

annehmen. Für λ = 0 folgt ω = 1, so daß wegen (8.3.14)

det
(

0 · I − H(1)
)

= det(−ωU ) = 0,

d. h. λ ist Eigenwert von H(ω). Für λ �= 0 folgt aus (8.3.14)
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det
(

λI − H(ω)
)

= det

[

(λ+ ω − 1)I −
√
λω
(√

λL + 1√
λ

U
)
]

=
(√

λω
)n

det

[

µI −
(√

λL + 1√
λ

U
)
]

(8.3.15)

=
(√

λω
)n

det
(

µI − (L +U )
)

= 0,

da die Matrix J (
√
λ) =

√
λL + (1/

√
λ)U die gleichen Eigenwerte wie

J = L+U besitzt und µ Eigenwert von J ist. Also ist det(λI −H(ω)) = 0

und damit λ Eigenwert von H(ω).

c) Sei nun umgekehrt λ �= 0 Eigenwert von H(ω) und µ eine Zahl mit

(8.3.13), d. h. mit λ+ω−1 = ±ω
√
λµ. Wegen a) genügt es zu zeigen, daß

die Zahl µ mit λ + ω − 1 = ω
√
λµ Eigenwert von J ist. Dies folgt aber

sofort aus (8.3.15). ⊓⊔
Als Nebenresultat erhalten wir für ω = 1:

(8.3.16) Korollar: A sei eine konsistent geordnete Matrix (8.3.10). Dann

gilt für die Matrix H = H(1) = (I − L)−1U des Einzelschrittverfahrens

ρ(H) = ρ(J )2.

Wegen Satz (8.2.4) bedeutet dies, daß man mit dem Gesamtschrittver-

fahren etwa doppelt so viele Iterationsschritte als mit dem Einzelschrittver-

fahren benötigt, um die gleiche Genauigkeit zu erreichen.

Wir wollen nun den optimalen Relaxationsparameter ωb, der durch

ρ
(

H(ωb)
)

= min
ω∈R

ρ
(

H((ω)
)

= min
0<ω<2

ρ
(

H(ω)
)

charakterisiert ist [s. Satz (8.3.5)], in einem wichtigen Spezialfall explizit

angeben.

(8.3.17) Satz (Young, Varga): A sei eine konsistent geordnete Matrix. Fer-

ner seien die Eigenwerte von J reell und es gelte ρ(J ) < 1. Dann ist

ωb =
2

1+
√

1− ρ(J )2
, ρ

(

H(ωb)
)

= ωb − 1 =
(

ρ(J )

1+
√

1− ρ(J )2

)2

.

Allgemein gilt

(8.3.18)

ρ
(

H(ω)
)

=

⎧

⎨

⎩

ω − 1 für ωb ≤ ω ≤ 2,

1− ω + 1
2
ω2µ2 + ωµ

√

1− ω + 1
4
ω2µ2 für 0 ≤ ω ≤ ωb,

wobei zur Abkürzung µ := ρ(J ) gesetzt ist (s. Fig. 21).
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Fig. 21. Die Funktion ρ(H(ω))

Man beachte, daß der linksseitige Differentialquotient von ρ(H(ω)) in

ωb gleich „−∞“ ist. Man sollte daher als Relaxationsparameter ω lieber

eine etwas zu große als eine zu kleine Zahl wählen, wenn man ωb nicht

genau kennt.

Beweis: Die Eigenwerte µi der Matrix J sind nach Voraussetzung reell und

es ist

−ρ(J ) ≤ µi ≤ ρ(J ) < 1.

Bei festem ω ∈ (0, 2) [nach Satz (8.3.5) genügt es, nur diesen Bereich

zu betrachten] gehören zu jedem µi zwei Eigenwerte λ
(1)
i (ω), λ

(2)
i (ω) von

H(ω), die man durch Auflösung der in λ quadratischen Gleichung (8.3.13)

mit µ = µi erhält. Geometrisch erhält man λ
(1)
i (ω), λ

(2)
i (ω) als Abszissen

der Schnittpunkte der Geraden

gω(λ) =
(λ+ ω − 1)

ω
,

mit der Parabel mi (λ) := ±
√
λµi (s. Fig. 22).

Die Gerade gω hat die Steigung 1/ω und geht durch den Punkt (1, 1).

Wenn die Gerade gω(λ) die Parabel mi (λ) nicht schneidet, sind λ
(1)
i (ω),

λ
(2)
i (ω) konjugiert komplexe Zahlen vom Betrag |ω − 1|, wie man sofort

aus (8.3.13) findet. Offensichtlich ist

ρ
(

H(ω)
)

= max
i

(

|λ(1)
i (ω)|, |λ(2)

i (ω)|
)

= max
(

|λ(1)(ω)|, |λ(2)(ω)|
)

,

wobei λ(1)(ω), λ(2)(ω) sich durch Schneiden von gω(λ) mit m(λ) := ±
√
λµ

mit µ = ρ(J ) = maxi |µi | ergibt. Durch Lösung der quadratischen Glei-

chung (8.3.13) für µ = ρ(J ) nach λ bestätigt man sofort (8.3.18) und damit

die übrigen Behauptungen des Satzes. ⊓⊔
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Fig. 22. Bestimmung von ωb

8.4 Anwendungen auf Differenzenverfahren – ein Beispiel

Um ein Beispiel für die Anwendung der beschriebenen Iterationsverfahren

zu geben, betrachten wir das Dirichletsche Randwertproblem

−uxx − u yy = f (x, y), 0 < x, y < 1,
(8.4.1)

u(x, y) = 0 für (x, y) ∈ ∂Ω

für das Einheitsquadrat Ω := {(x, y) | 0 < x, y < 1} ⊆ R
2 mit dem Rand

∂Ω [vgl. Abschnitt 7.7]. f (x, y) sei stetig auf Ω ∪ ∂Ω . Da gewöhnlich die

verschiedenen Verfahren zur Lösung von Randwertproblemen anhand die-

ses Problems verglichen werden, heißt (8.4.1) auch das „Modellproblem“.

Um (8.4.1) mittels eines Differenzenverfahrens zu lösen, ersetzt man, wie in

Abschnitt 7.4 für Randwertprobleme bei gewöhnlichen Diffentialgleichun-

gen beschrieben, den Differentialoperator durch einen Differenzenoperator.

Dazu überdeckt man Ω ∪∂Ω mit einem Gitter Ωh ∪∂Ωh der Maschenweite

h := 1/(N + 1), N ≥ 1 eine ganze Zahl:

Ωh :=
{

(xi , yj ) | i, j = 1, 2, . . . , N
}

,

∂Ωh :=
{

(xi , 0), (xi , 1), (0, yj ), (1, yj ) | i, j = 0, 1, . . . , N + 1
}

,

wobei zur Abkürzung gesetzt ist [s. Fig. 23]:

xi := ih, yj := jh, i, j = 0, 1, . . . , N + 1.
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.................... ............

......

..............

............y

y1

yj

1

x1 xi x1

•

• • •

•

Fig. 23. Diskretisierung von Ω

Mit der weiteren Abkürzung

ui j := u(xi , yj ), i, j = 0, 1, . . . , N + 1,

kann man den Differentialoperator

−uxx − u yy

für alle (xi , yj ) ∈ Ωh bis auf einen Fehler τi j durch den Differenzenoperator

(8.4.2)
4ui j − ui−1, j − ui+1, j − ui, j−1 − ui, j+1

h2

ersetzen. Die Unbekannten ui j , 1 ≤ i , j ≤ N (wegen der Randbedingungen

kennt man die ui j = 0 für (xi , yj ) ∈ ∂Ωh), genügen daher einem Glei-

chungssystem der Form

(8.4.3) 4ui j − ui−1, j − ui+1, j − ui, j−1 − ui, j+1 = h2 fi j + h2τi j

(xi , yj ) ∈ Ωh,

mit fi j := f (xi , yj ). Dabei hängen die Fehler τi j natürlich von der Ma-

schenweite h ab. Unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen für

die exakte Lösung u kann man wie in Abschnitt 7.4 zeigen, daß τi j = O(h2)

gilt. Für genügend kleines h kann man daher erwarten, daß die Lösung zi j ,

i, j = 1, . . . , N des linearen Gleichungssystems

(8.4.4) 4zi j − zi−1, j − zi+1, j − zi, j−1 − zi, j+1 = h2 fi j , i, j = 1, . . . , N ,

z0 j = zN+1, j = zi0 = zi,N+1 = 0 für i , j = 0, 1, . . . , N + 1,
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das man durch Fortlassen des Fehlers τi j aus (8.4.3) erhält, näherungsweise

mit den ui j übereinstimmt. Zu jedem Gitterpunkt (xi , yj ) von Ωh gehört

genau eine Komponente zi j der Lösung von (8.4.4). Faßt man die gesuchten

N 2 Unbekannten zi j und die rechten Seiten h2 fi j reihenweise (s. Fig. 22)

zu Vektoren zusammen

z := (z11, z21, . . . , zN1, z12, . . . , zN2, . . . , z1N , . . . , zN N )T ,

b := h2( f11, . . . , fN1, . . . , f1N , . . . , fN N )T ,

so ist (8.4.4) mit einem linearen Gleichungssystem der Form

Az = b

mit der N 2-reihigen Matrix

A =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 −1 −1

−1 4
. . . −1

. . .
. . . −1

. . .

−1 4 −1

−1 4 −1
. . .

−1 −1 4
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . −1

. . .
−1 −1 4

. . .
. . .

. . . −1
. . .

. . . −1
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . −1

−1 4 −1

−1 −1 4
. . .

. . .
. . .

. . . −1

−1 −1 4

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(8.4.5) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

A11 A12 0

A21 A22
. . .

. . .
. . . AN−1,N

0 AN ,N−1 AN N

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

äquivalent. A ist auf natürliche Weise in N -reihige Blöcke Ai j partitioniert,

die von der Partitionierung der Punkte (xi , yj ) von Ωh in horizontale Reihen

(x1, yj ), (x2, yj ), . . . , (xN , yj ) induziert werden.
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Die Matrix A ist sehr schwach besetzt. Pro Zeile sind maximal fünf Ele-

mente von Null verschieden. Deshalb benötigt man für die Durchführung

eines Iterationschritts z(i) → z(i+1) z. B. des Gesamtschrittverfahrens (8.1.7)

oder des Einzelschrittverfahrens (8.1.8) nur etwa 5N 2 Operationen ( 1 Ope-

ration = 1 Multiplikation bzw. Division + 1 Addition). (Wäre die Matrix

A voll besetzt, würde man dagegen N 4 Operationen pro Iterationsschritt

benötigen.) Man vergleiche diesen Aufwand mit dem eines endlichen Ver-

fahrens zur Lösung von Az = b. Würde man etwa mit dem Cholesky-

Verfahren (weiter unten sehen wir, daß A positiv definit ist) eine Drei-

eckszerlegung von A = LLT berechnen, so wäre L eine N 2-reihige untere

Dreiecksmatrix der Form

L =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

∗
...

. . .

∗ . . .
. . .

. . .
∗ · · · ∗
︸ ︷︷ ︸

N+1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Zur Berechnung von L benötigt man ca. 1
2
N 4 Operationen. Da z. B. das

Gesamtschrittverfahren ca. (N + 1)2 Iterationen (Überrelaxationsverfahren:

N + 1 Iterationen) braucht [s. u. (8.4.9)], um ein 2 Dezimalstellen ge-

naues Resultat zu erhalten, wäre das Cholesky-Verfahren weniger aufwen-

dig als das Gesamtschrittverfahren. Die Hauptschwierigkeit des Cholesky-

Verfahrens liegt jedoch darin, daß man bei den heutigen Speichergrößen zur

Speicherung der ca. N 3 nichtverschwindenden Elemente von L zu viel Platz

benötigt. (Typische Größenordnung für N : 50–100). Hier liegen die Vorzüge

der Iterationsverfahren, für die nur man O(N 2) Speicherplätze benötigt.

Zum Gesamtschrittverfahren gehört die Matrix

J = L +U = 1
4
(4I − A).

Der zugehörige Graph G(J ) (für N = 3)

.............................................................
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..................

.......
.......
......
......
......
......
......
......
.......
....

................ ......
..

.............................................................

......
..................

.......
.......
......
......
......
......
......
......
.......
....

................ ......
..

......................
....................................... ................ ........

............................................................
.........................

............................................................
.........................

......................
....................................... ................ ........

P13

P12

P23

P22

.............................................................

......
..................
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.......
......
......
......
......
......
......
.......
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................ ......
..

......................
....................................... ................ ........

............................................................
.........................

............................................................
.........................

......................
....................................... ................ ........

P33

P32
.............................................................
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..................
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.......
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.........................
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....................................... ................ ........

P11 P21

.............................................................
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..................

.......
.......
......
......
......
......
......
......
.......
....

................ ......
..

............................................................
.........................

......................
....................................... ................ ........

P31
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ist zusammenhängend und 2-zyklisch. A ist daher unzerlegbar [s. 8.2] und

besitzt die „property A“ [Satz (8.3.11)]. Man überlegt sich leicht, daß A
außerdem bereits konsistent geordnet ist.

Die Eigenwerte und Eigenvektoren von J = L + U können explizit

angegeben werden. Man verifiziert durch Einsetzen sofort, daß für die N 2

Vektoren

z(k,l), k, l = 1, 2, . . . , N ,

mit den Komponenten

z(k,l)i j := sin
kπ i

N + 1
sin

lπ j

N + 1
, 1 ≤ i, j ≤ N ,

gilt

J z(k,l) = µ(k,l)z(k,l)

mit

µ(k,l) := 1

2

(

cos
kπ

N + 1
+ cos

lπ

N + 1

)

, 1 ≤ k, l ≤ N .

J besitzt also die Eigenwerte µ(k,l), 1 ≤ k, l ≤ N .

Der Spektralradius von J ist daher

(8.4.6) ρ(J ) = max
k,l

∣
∣µ(k,l)

∣
∣ = cos

π

N + 1
.

Zum Einzelschrittverfahren gehört die Matrix H = (I − L)−1U mit dem

Spektralradius [s. (8.3.16)]:

ρ(H) = ρ(J )2 = cos2 π

N + 1
.

Nach Satz (8.3.17) ist der optimale Relaxationsfaktor ωb und ρ(H(ωb))

gegeben durch

ωb =
2

1+
√

1− cos2
π

N + 1

= 2

1+ sin
π

N + 1

,

(8.4.7)

ρ
(

H(ωb)
)

=
cos2

π

N + 1
(

1+ sin
π

N + 1

)2
.

Die Zahl κ = κ(N ) mit ρ(J )κ = ρ(H(ωb)) gibt an, wie viele Schritte

des Gesamtschrittverfahrens dieselbe Fehlerreduktion wie ein Schritt des

optimalen Relaxationsverfahrens liefern. Für sie gilt
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κ =
ln ρ
(

H(ωb)
)

ln ρ(J )
.

Nun ist für kleines z, ln(1+ z) = z − z2/2+ O(z3) und für großes N

cos
π

N + 1
= 1− π2

2(N + 1)2
+ O

(
1

N 4

)

,

so daß

ln ρ(J ) = − π2

2(N + 1)2
+ O

(
1

N 4

)

.

Ebenso folgt

ln ρ
(

H(ωb)
)

= 2

[

ln ρ(J )− ln

(

1+ sin
π

N + 1

)]

= 2

[

− π2

2(N + 1)2
− π

N + 1
+ π2

2(N + 1)2
+ O

(
1

N 3

)]

= − 2π

N + 1
+ O

(
1

N 3

)

,

so daß schließlich asymptotisch für großes N gilt

(8.4.8) κ = κ(N ) ≈ 4(N + 1)

π
,

d. h. das optimale Relaxationsverfahren ist mehr als N mal so schnell als

das Gesamtschrittverfahren. Die Größen

RJ := − ln(10)

ln ρ(J )
≈ 0.467(N + 1)2,

RGS := 1

2
RJ ≈ 0.234(N + 1)2,(8.4.9)

Rωb := − ln(10)

ln ρ
(

H(ωb)
) ≈ 0.367(N + 1)

geben die Zahl der Iterationen an, die man bei dem Jacobiverfahren, dem

Gauß-Seidel-Verfahren bzw. bei dem optimalen Relaxationsverfahren benö-

tigt, um den Fehler auf 1/10 seines ursprünglichen Wertes zu vermindern.

Wir geben schließlich eine Formel für die Kondition cond2(A) von A
bezüglich der euklidischen Norm an. Da J die Eigenwerte

µ(k,l) = 1

2

(

cos
kπ

N + 1
+ cos

lπ

N + 1

)

, 1 ≤ k, l ≤ N ,
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besitzt, folgt aus A = 4(I − J ) für die extremen Eigenwerte von A

λmax(A) = 4

(

1+ cos
π

N + 1

)

, λmin(A) = 4

(

1− cos
π

N + 1

)

.

Man erhält so für cond2(A) = λmax(A)/λmin(A) die Formel

(8.4.10) cond2(A) =
cos2

π

N + 1

sin2 π

N + 1

.= 4

π2
(N + 1)2 = 4

π2h2
.

8.5 Block-Iterationsverfahren

Wie das Beispiel des letzten Abschnitts zeigt, haben die Matrizen A, die

man bei der Anwendung von Differenzenverfahren auf partielle Differenti-

algleichungen erhält, häufig eine natürliche Blockstruktur,

A =

⎡

⎣

A11 · · · A1N
...

...

AN1 · · · AN N

⎤

⎦ ,

wobei die Ai i quadratische Matrizen sind. Sind überdies die Ai i alle nicht-

singulär, so liegt es nahe, bezüglich der gegebenen Partition π von A Block-

Iterations-Verfahren auf folgende Weise einzuführen: Analog zur Zerlegung

(8.1.5) von A definiert man bezüglich π die Zerlegung

A = Dπ − Eπ − Fπ , Lπ := D−1
π Eπ , Uπ := D−1

π Fπ

mit

(8.5.1)

Dπ =

⎡

⎢
⎢
⎣

A11 0

A22

. . .
0 AN N

⎤

⎥
⎥
⎦

, Eπ := −

⎡

⎢
⎢
⎣

0 0

A21
. . .

...
. . .

. . .
AN1 · · · AN ,N−1 0

⎤

⎥
⎥
⎦

,

Fπ := −

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

0 A12 · · · A1N

. . .
. . .

...
. . . AN−1,N

0 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

.

Man erhält das Block-Gesamtschrittverfahren (Block-Jacobi-Verfahren) zur

Lösung von Ax = b, indem man in (8.1.3) analog zu (8.1.7) B := Dπ

wählt. Man erhält so die Iterationsvorschrift
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Dπ x (i+1) = b + (Eπ + Fπ )x
(i),

oder ausgeschrieben

(8.5.2) Aj j x
(i+1)
j = bj −

∑

k �= j

Ajkx (i)
k , j = 1, 2, . . . , N , i = 0, 1, . . . .

Dabei sind natürlich die Vektoren x (s), b ähnlich partitioniert wie A. In

jedem Schritt des Verfahrens x (i) → x (i+1) müssen jetzt N lineare Glei-

chungssysteme der Form Aj j z = y, j = 1, 2, . . . , N aufgelöst werden.

Das geschieht dadurch, daß man sich zunächst mit den Methoden von Ab-

schnitt 4 eine Dreieckszerlegung (ggf. Cholesky-Zerlegung) Aj j = L j Rj

der Aj j verschafft und die Lösung von Aj j z = y auf die Lösung von zwei

gestaffelten Gleichungssysteme reduziert,

L ju = y, Rj z = u.

Für die Effektivität des Verfahrens ist es wesentlich, daß die Aj j einfach

gebaute Matrizen sind, für die die Dreieckszerlegung leicht durchzuführen

ist. Dies ist z. B. bei der Matrix A (8.4.5) des Modellproblems der Fall. Hier

sind die Aj j positiv definite N -reihige Tridiagonalmatrizen

Aj j =

⎡

⎢
⎢
⎣

4 −1

−1
. . .

. . .
. . .

. . . −1

−1 4

⎤

⎥
⎥
⎦

, L j =

⎡

⎢
⎢
⎣

∗
∗ . . .

. . .
. . .
∗ ∗

⎤

⎥
⎥
⎦

,

deren Cholesky-Zerlegung sehr geringen Rechenaufwand (Operationszahl

proportional N ) erfordert.

Für die Konvergenzgeschwindigkeit von (8.5.2) ist jetzt natürlich der

Spektralradius ρ(Jπ ) der Matrix

Jπ := I − B−1 A = Lπ +Uπ

bestimmend.

Ebenso kann man analog zu (8.1.8) Block-Einzelschrittverfahren (Block-

Gauß-Seidel-Verfahren) definieren durch die Wahl

B := Dπ − Eπ , Hπ := (I − B−1 A) = (I − Lπ )
−1Uπ ,

oder explizit:

Aj j x
(i+1)
j = bj −

∑

k< j

Ajkx (i+1)
k −

∑

k> j

Ajkx (i)
k ,

(8.5.3)
j = 1, 2, . . . , N , i = 0, 1, . . . .
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Wiederum hat man in jedem Iterationsschritt N Gleichungssysteme mit den

kleineren Matrizen Aj j zu lösen.

Wie in Abschnitt 8.3 kann man auch Block-Relaxationsverfahren ein-

führen durch die Wahl B := B(ω) = (1/ω)Dπ (I −ωLπ ) oder explizit [vgl.

(8.3.3)]:

x (i+1)
j := ω

(

x̃ (i+1)
j − x (i)

j

)

+ x (i)
j , j = 1, 2, . . . , N ,

wobei x̃ (i+1)
j die Lösung von (8.5.3) bezeichnet. Jetzt ist natürlich

Hπ (ω) :=
(

I − B(ω)−1 A
)

= (I − ωLπ )
−1
[

(1− ω)I + ωUπ

]

.

Man kann auch die Theorie der konsistent geordneten Matrizen von Ab-

schnitt 8.3 übertragen, wenn man A als konsistent geordnet definiert, falls

die Eigenwerte der Matrizen

Jπ (α) = αLπ + α−1Uπ

von α unabhängig sind. Optimale Relaxationsparameter werden wie in Satz

(8.3.17) mit Hilfe von ρ(Jπ ) bestimmt.

Man erwartet intuitiv, daß die Blockverfahren umso besser konvergie-

ren, je gröber die zugehörige Blockeinteilung π von A ist. Man kann dies

auch unter verhältnismäßig allgemeinen Voraussetzungen für A beweisen

[s. Varga (1962)]. Für die gröbste Partitionierung π von A in nur einen

Block „konvergiert“ das Iterationsverfahren z. B. nach nur einem Schritt.

Es ist dann mit direkten Verfahren äquivalent. Dieses Beispiel zeigt, daß

beliebig grobe Partitionierungen nur theoretisch interessant sind. Die Re-

duktion der Zahl der nötigen Iterationen wird gewissermaßen durch den

größeren Rechenaufwand für die einzelnen Iterationsschritte kompensiert.

Man kann jedoch für die gängigen Partitionierungen zeigen, bei denen A
eine Block-Tridiagonalmatrix ist und die Diagonalblöcke Aj j gewöhnliche

Tridiagonalmatrizen sind [dies ist z. B. bei dem Modellproblem der Fall],

daß der Rechenaufwand der Block-Methoden gleich dem der gewöhnlichen

Methoden ist. In diesen Fällen bringen die Block-Methoden Vorteile. Für

das Modellproblem [s. 8.4] kann man bezüglich der in (8.4.5) angegebe-

nen Partitionierung wieder den Spektralradius ρ(Jπ ) explizit angeben. Man

findet

ρ(Jπ ) =
cos

π

N + 1

2− cos
π

N + 1

< ρ(J ).

Für die entsprechende optimale Block-Relaxationsmethode ist asymptotisch

für N →∞
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ρ
(

Hπ (ωb)
)

≈ ρ
(

H(ωb)
)κ

mit κ =
√

2.

Die Zahl der Iterationen reduziert sich gegenüber dem gewöhnlichen opti-

malen Relaxationsverfahren um den Faktor
√

2 [Beweis: s. Übungsaufgabe

17].

8.6 Das ADI-Verfahren von Peaceman-Rachford

Noch schneller als die Relaxationsverfahren konvergieren die ADI-Verfahren

(alternating direction implicit iterative methods) zur iterativen Lösung spe-

zieller linearer Gleichungssysteme, die man bei Differenzenverfahren erhält.

Von den vielen Varianten dieses Verfahrens beschreiben wir hier nur das

historisch erste Verfahren dieses Typs, das von Peaceman und Rachford

stammt [s. Varga (1962) und Young (1971) für die Beschreibung weiterer

Varianten]. Wir wollen das Verfahren an dem Randwertproblem

(8.6.1)
−uxx (x, y)− u yy(x, y)+ σ u(x, y) = f (x, y) für (x, y) ∈ Ω ,

u(x, y) = 0 für (x, y) ∈ ∂Ω , Ω :=
{

(x, y) | 0 < x, y < 1
}

,

für das Einheitsquadrat erläutern, das wegen des Terms σu nur geringfügig

allgemeiner als das Modellproblem (8.4.1) ist. Wir setzen im folgenden σ

als konstant und nichtnegativ voraus. Mit Hilfe der gleichen Diskretisierung

und den gleichen Bezeichnungen wie in Abschnitt 8.4 erhält man jetzt statt

(8.4.4) das lineare Gleichungssystem

(8.6.2)

4zi j − zi−1, j − zi+1, j − zi, j−1 − zi, j+1 + σh2zi j = h2 fi j , 1 ≤ i, j ≤ N ,

z0 j = zN+1, j = zi0 = zi,N+1 = 0, 0 ≤ i, j ≤ N + 1,

für Näherungswerte zi j der Werte ui j = u(xi , yj ) der exakten Lösung. Der

Zerlegung

4zi j − zi−1, j − zi+1, j − zi, j−1 − zi, j+1 + σh2zi j ≡
≡ [2zi j − zi−1, j − zi+1, j ]+ [2zi j − zi, j−1 − zi, j+1]+ [σh2zi j ],

nach den Variablen, die in der gleichen horizontalen bzw. vertikalen Reihe

von Ωh (s. Fig. 21) stehen, entspricht eine Zerlegung der Matrix A des

Gleichungssystems (8.6.2) Az = b der Form

A = H + V +Σ.

Dabei sind H , V , Σ durch ihre Wirkung auf den Vektor z definiert:
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(8.6.3) wi j =

⎧

⎨

⎩

2zi j − zi−1, j − zi+1, j , falls w = Hz,

2zi j − zi, j−1 − zi, j+1, falls w = V z,

σh2zi j , falls w = Σz.

Σ ist eine Diagonalmatrix mit nichtnegativen Elementen, H und V sind

beide symmetrische positiv definite Matrizen. Für H sieht man das so:

Ordnet man die zi j entsprechend den Zeilen von Ωh (s. Fig. 21) an, z =
[z11, z21, . . . , zN1, . . . , z1N , z2N , . . . , zN N ]T , so ist

H =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2 −1

−1
. . .

. . .
. . .

. . . −1

−1 2

. . .
. . .

. . .
. . .

2 −1

−1
. . .

. . .
. . .

. . . −1

−1 2

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Nach Satz (7.4.7) sind die Matrizen
⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

2 −1

−1
. . .

. . .
. . .

. . . −1

−1 2

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

und damit auch H positiv definit. Für V geht man ähnlich vor.

Analoge Zerlegungen von A erhält man auch bei wesentlich allgemei-

neren Randwertproblemen als (8.6.1).

Im ADI-Verfahren wird das Gleichungssystem (8.6.2), Az = b, entspre-

chend der Zerlegung A = H + V +Σ äquivalent umgeformt in
(

H + 1
2
Σ + r I

)

z =
(

r I − V − 1
2
Σ
)

z + b,

bzw. (

V + 1
2
Σ + r I

)

z =
(

r I − H − 1
2
Σ
)

z + b.

Dabei ist r eine beliebige reelle Zahl. Mit den Abkürzungen H1 := H+ 1
2
Σ ,

V1 := V + 1
2
Σ erhält man so die Iterationsvorschrift des ADI-Verfahrens,

die aus zwei Halbschritten besteht,
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(

H1 + ri+1 I
)

z(i+1/2) =
(

ri+1 I − V1

)

z(i) + b,(8.6.4a)
(

V1 + ri+1 I
)

z(i+1) =
(

ri+1 I − H1

)

z(i+1/2) + b.(8.6.4b)

Bei gegebenem z(i) rechnet man aus der ersten dieser Gleichungen zunächst

z(i+1/2) aus, setzt diesen Wert in b) ein und berechnet z(i+1). ri+1 ist ein

reeller Parameter, der in jedem Schritt neu gewählt werden kann. Bei ge-

eigneter Anordnung der Variablen zi j sind die Matrizen (H1 + ri+1 I ) und

(V1 + ri+1 I ) positiv definite (ri+1 ≥ 0 vorausgesetzt) Tridiagonalmatrizen,

so daß über eine Cholesky-Zerlegung von H1 + ri+1 I , V1 + ri+1 I die Glei-

chungssysteme (8.6.4) a), b) leicht nach z(i+1/2) und z(i+1) aufgelöst werden

können.

Durch Elimination von z(i+1/2) erhält man aus (8.6.4)

(8.6.5) z(i+1) = Tri+1
z(i) + gri+1

(b)

mit

(8.6.6)
Tr :=

(

V1 + r I
)−1(

r I − H1

)(

H1 + r I
)−1(

r I − V1

)

,

gr (b) :=
(

V1 + r I
)−1[

I +
(

r I − H1

)(

H1 + r I
)−1]

b.

Aus (8.6.5) und der Beziehung z = Tri+1
z+ gri+1

(b) folgt durch Subtraktion

für den Fehler fi := z(i) − z

(8.6.7) fi+1 = Tri+1
fi

und daher

(8.6.8) fm = Trm · · · Tr1
f0.

Ähnlich wie bei Relaxationsverfahren, versucht man die Parameter ri so zu

wählen, daß das Verfahren möglichst schnell konvergiert. Wegen (8.6.7),

(8.6.8) heißt das, die ri so zu bestimmen, daß der Spektralradius ρ(Trm · · · Tr1
)

möglichst klein wird.

Wir wollen zunächst den Fall betrachten, daß für alle i der gleiche

Parameter ri = r , i = 1, 2, . . . , gewählt wird. Hier gilt

(8.6.9) Satz: Unter der Voraussetzung, daß H1 und V1 positiv definit sind,

ist ρ(Tr ) < 1 für alle r > 0.

Man beachte, daß die Voraussetzung für unser spezielles Problem (8.6.1)

erfüllt ist. Aus Satz (8.6.9) folgt insbesondere, daß jede konstante Wahl

ri = r > 0 zu einem konvergenten Iterationsverfahren (8.6.4) führt.

Beweis: Nach Voraussetzung ist V1 und H1 positiv definit, also existieren

(V1 + r I )−1, (H1 + r I )−1 für r > 0 und damit auch Tr (8.6.6). Die Matrix
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T̃r : = (V1 + r I )Tr (V1 + r I )−1

=
[

(r I − H1)(H1 + r I )−1
][

(r I − V1)(V1 + r I )−1
]

ist zu Tr ähnlich, also gilt ρ(Tr ) = ρ(T̃r ). Ferner besitzt die Matrix H̃ :=
(r I − H1)(H1 + r I )−1 die Eigenwerte

r − λj

r + λj
,

wenn λj = λj (H1) die nach Voraussetzung positiven Eigenwerte von H1

sind. Wegen r > 0, λj > 0, folgt
∣
∣
∣
∣

r − λj

r + λj

∣
∣
∣
∣
< 1,

und damit ρ(H̃) < 1. Da mit H1 auch H̃ eine Hermitesche Matrix ist, gilt

[s. 4.4] lub2(H̃) = ρ(H̃) < 1 bzgl. der euklidischen Norm ‖ · ‖2. Auf die

gleiche Weise folgt lub2(Ṽ ) < 1, Ṽ := (r I − V1)(V1 + r I )−1 und damit

[s. Satz (6.9.1)]

ρ(T̃r ) ≤ lub2(T̃r ) ≤ lub2(H̃) lub2(Ṽ ) < 1. ⊓⊔

Für das Modellproblem (8.4.1) kann man genauere Aussagen machen.

Die in Abschnitt 8.4 eingeführten Vektoren z(k,l), 1 ≤ k, l ≤ N , mit

(8.6.10) z(k,l)i j := sin
kπ i

N + 1
sin

lπ j

N + 1
, 1 ≤ i, j ≤ N ,

sind, wie man sofort verifiziert, Eigenvektoren von H = H1 und V = V1 und

damit auch von Tr . Damit können die Eigenwerte von Tr explizit angegeben

werden. Man findet

(8.6.11)

H1z(k,l) = µkz(k,l),

V1z(k,l) = µl z
(k,l),

Tr z(k,l) = µ(k,l)z(k,l),

mit

(8.6.12) µ(k,l) := r − µl

r + µl

r − µk

r + µk
mit µj := 4 sin2 jπ

2(N + 1)
,

so daß

(8.6.13) ρ(Tr ) = max
1≤ j≤N

∣
∣
∣
∣

r − µj

r + µj

∣
∣
∣
∣

2

.
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Durch Diskussion dieses Ausdrucks findet man schließlich [s. Übungsauf-

gabe 20]

min
r>0

ρ(Tr ) = ρ
(

H(ωb)
)

=
cos2 π

N + 1
(

1+ sin
π

N + 1

)2
,

wo ωb zu dem optimalen (gewöhnlichen) Relaxationsverfahren gehört [vgl.

(8.4.7)]. Mit anderen Worten: das beste ADI-Verfahren, konstante Parame-

terwahl vorausgesetzt, besitzt für das Modellproblem dieselbe Konvergenz-

geschwindigkeit wie das optimale gewöhnliche Relaxationsverfahren. Da

der einzelne Iterationsschritt des ADI-Verfahrens ungleich aufwendiger ist

als bei dem Relaxationsverfahren, scheint das ADI- Verfahren unterlegen zu

sein. Dies ist sicher richtig, falls man für alle Iterationsschritte die gleichen

Parameter r = r1 = r2 = · · · wählt. Wenn man jedoch von der zusätzlichen

Wahlmöglichkeit Gebrauch macht, in jedem Schritt einen eigenen Parameter

ri zu wählen, ändert sich das Bild zugunsten der ADI-Verfahren. Für das

Modellproblem kann man z. B. so argumentieren: Die Vektoren z(k,l) sind

Eigenvektoren von Tr für beliebiges r mit zugehörigem Eigenwert µ(k,l)

(8.6.12), also sind sie auch Eigenvektoren von Tri · · · Tr1
(8.6.8):

Tri · · · Tr1
z(k,l) = µ(k,l)

ri ,...,r1
z(k,l)

zum Eigenwert

µ(k,l)
ri ,...,r1

:=
i
∏

j=1

(rj − µl)(rj − µk)

(rj + µl)(rj + µk)
.

Wählt man rj := µj , j = 1, 2, . . . , N , so folgt

µ(k,l)
rN ,...,r1

= 0 für alle 1 ≤ k, l ≤ N ,

so daß wegen der linearen Unabhängigkeit der z(k,l)

TrN · · · Tr1
= 0.

Bei dieser speziellen Wahl der rj bricht das ADI-Verfahren für das Mo-

dellproblem nach N Schritten mit der exakten Lösung ab. Dies ist natürlich

ein besonderer Glücksfall, der auf folgenden wesentlichen Voraussetzungen

beruht:

1) H1 und V1 besitzen einen Satz von gemeinsamen Eigenvektoren, die

den gesamten Raum aufspannen.

2) Die Eigenwerte von H1 und V1 sind bekannt.

Man kann natürlich nicht erwarten, daß beide Voraussetzungen bei anderen

Problemen als (8.6.1), (8.6.2) in der Praxis erfüllt sind, insbesondere wird
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man kaum die exakten Eigenwerte σi von H1 bzw. τi von V1 kennen, sondern

bestenfalls untere und obere Schranken für diese Eigenwerte, α ≤ σi , τi ≤ β.

Wir wollen uns mit dieser Situation befassen und zunächst ein Kriterium

dafür angeben, wann Voraussetzung 1) erfüllt ist.

(8.6.14) Satz: Für zwei n-reihige Hermitesche Matrizen H1 und V1 gibt es

genau dann n linear unabhängige (orthogonale) Vektoren z1, . . . , zn , die

gemeinsame Eigenvektoren von H1 und V1 sind,

(8.6.15) H1zi = σi zi , V1zi = τi zi , i = 1, 2, . . . , n,

wenn H1 mit V1 vertauschbar ist: H1V1 = V1 H1.

Beweis: 1. Aus (8.6.15) folgt

H1V1zi = σiτi zi = V1 H1zi für alle i = 1, 2, . . . , n.

Da die zi eine Basis des C
n bilden, folgt sofort H1V1 = V1 H1.

2. Sei umgekehrt H1V1 = V1 H1. Ferner seien λ1 < · · · < λr die Eigen-

werte von V1 mit den Vielfachheiten σ(λi ), i = 1, . . . , r . Nach Satz (6.4.2)

gibt es dann eine unitäre Matrix U mit

ΛV := U H V1U =

⎡

⎣

λ1 I1

. . .
λr Ir

⎤

⎦ ,

wobei Ij eine σ(λj )-reihige Einheitsmatrix ist. Aus H1V1 = V1 H1 folgt

sofort H̃1ΛV = ΛV H̃1 mit der Matrix H̃1 := U H H1U . Wir partitionieren

H̃1 analog zu ΛV ,

H̃1 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

H11 H12 · · · H1r

H21 H22 H2r
...

...
...

Hr1 Hr2 · · · Hrr

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

.

Durch Ausmultiplizieren von H̃1ΛV = ΛV H̃1 erhält man Hi, j = 0 für i �= j
wegen λi �= λj . Die Hi i sind σ(λi )-reihige Hermitesche Matrizen. Wiederum

nach Satz (6.4.2) gibt es σ(λi )-reihige unitäre Matrizen Ūi , so daß Ū H
i Hi iŪi

eine Diagonalmatrix Λi wird. Es folgen für die unitäre n × n-Matrix

Ū :=

⎡

⎢
⎣

Ū1

. . .
Ūr

⎤

⎥
⎦

wegen Hi j = 0 für i �= j die Beziehungen
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(

UŪ
)H

H1

(

UŪ
)

= Ū H H̃1Ū = ΛH =

⎡

⎣

Λ1

. . .
Λr

⎤

⎦ ,

(

UŪ
)H

V1

(

UŪ
)

= Ū HΛV Ū = ΛV ,

also

H1

(

UŪ
)

=
(

UŪ
)

ΛH , V1

(

UŪ
)

=
(

UŪ
)

ΛV ,

so daß gerade die Spalten zi := (UŪ )ei der unitären Matrix UŪ =
(z1, . . . , zn) als n gemeinsame orthogonale Eigenvektoren von H1 und V1

genommen werden können. ⊓⊔

Leider ist die Bedingung H1V1 = V1 H1 recht stark. Man kann zeigen

[s. Varga (1962), Young (1971)], daß sie im wesentlichen nur für Rand-

wertprobleme des Typs

− ∂

∂x

(

p1(x)
∂u(x, y)

∂x

)

− ∂

∂y

(

p2(y)
∂u(x, y)

∂y

)

+ σu(x, y) = f (x, y)

für (x, y) ∈ Ω

u(x, y) = 0 für (x, y) ∈ ∂Ω

σ > 0 konstant, p1(x) > 0, p2(y) > 0 für (x, y) ∈ Ω,

für Rechtecksgebiete Ω bei der üblichen Diskretisierung (Rechtecksgitter

etc.) erfüllt ist. Trotzdem scheinen die praktischen Erfahrungen mit dem

ADI-Verfahren nahe zu legen, daß die für den kommutativen Fall beweisba-

ren günstigen Konvergenzeigenschaften auch häufig im nichtkommutativen

Fall vorliegen. Wir setzen daher für die folgende Diskussion voraus, daß

H1 und V1 zwei positiv definite vertauschbare n × n-Matrizen mit (8.6.15)

sind und daß zwei Zahlen α, β gegeben sind, so daß 0 < α ≤ σi , τi ≤ β

für i = 1, 2, . . . , n. Es ist dann

Tr zi =
r − σi

r + σi

r − τi

r + τi
· zi für alle r > 0, i = 1, 2, . . . , n,

so daß

ρ
(

Trm · · · Tr1

)

= max
1≤i≤n

m
∏

j=1

∣
∣
∣
∣

rj − σi

rj + σi

rj − τi

rj + τi

∣
∣
∣
∣

(8.6.16)

≤ max
α≤x≤β

m
∏

j=1

∣
∣
∣
∣

rj − x

rj + x

∣
∣
∣
∣

2

.
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Dies legt nahe, bei gegebenem m die Parameter ri > 0, i = 1, . . . , m, so

zu wählen, daß die Funktion

(8.6.17) ϕ(r1, . . . , rm) := max
α≤x≤β

m
∏

j=1

∣
∣
∣
∣

rj − x

rj + x

∣
∣
∣
∣

möglichst klein wird. Man kann zeigen, daß für jedes m eindeutig bestimmte

Zahlen r̄i mit α < r̄i < β, i = 1, . . . , m, gibt, so daß

(8.6.18) dm(α, β) := ϕ(r̄1, . . . , r̄m) = min
ri >0

1≤i≤m

ϕ(r1, . . . , rm).

Die optimalen Parameter r̄1, . . . , r̄m können sogar für jedes m explizit mit

Hilfe von elliptischen Funktionen angegeben werden [s. Wachspress (1966),

Young (1971)]. Für die r̄i kennt man weiter leicht zu berechnende gute

Näherungswerte. Für den Spezialfall m = 2k können jedoch auch die opti-

malen Parameter r̄i leicht rekursiv berechnet werden. Für diesen Fall sollen

hier die einschlägigen Resultate ohne Beweis mitgeteilt werden [Beweise:

s. z. B. Wachspress (1966), Young (1971), Varga (1962)].

Mit r (m)
i , i = 1, 2, . . . , m, seien die optimalen ADI-Parameter für

m = 2k bezeichnet. Die r (m)
i und dm(α, β) können rekursiv mit Hilfe des

Gaußschen arithmetisch-geometrischen Mittels berechnet werden.

Man kann zeigen, daß

(8.6.19) d2n(α, β) = dn

(
√

αβ,
α + β

2

)

gilt, wobei die optimalen Parameter des min-max Problems (8.6.18) r (2n)
i

und r (n)
i in folgendem Zusammenhang stehen:

(8.6.20) r (n)
i = r (2n)

i + αβ/r (2n)
i

2
, i = 1, 2, . . . , n.

Ausgehend von dieser Beobachtung, erhält man folgenden Algorithmus zur

Bestimmung von r (m)
i . Man definiert für m = 2k

α0 := α, β0 = β,

(8.6.21)

αj+1 :=
√

αjβj , βj+1 := αj + βj

2
, j = 0, 1, . . . , k − 1.

Dann gilt

(8.6.22) d2k (α0, β0) = d2k−1(α1, β1) = · · · = d1(αk, βk) =
√
βk −

√
αk√

βk +
√
αk

.
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Die Lösung von d1(αk, βk) kann man angeben, r (1)
1 = √αkβk . Die optimalen

ADI-Parameter r (m)
i , i = 1, 2, . . . , m = 2k , können dann rekursiv berechnet

werden:

(8.6.23)

1. s(0)
1 := √αkβk

2. für j = 0, 1, . . . , k − 1: Bestimme s( j+1)
i , i = 1, 2, . . . , 2 j+1, als die

2 j+1 Lösungen der 2 j in x quadratischen Gleichungen

s( j)
i = 1

2

(

x + αk−1− jβk−1− j

x

)

, i = 1, 2, . . . , 2 j .

3. Setze r (m)
i := s(k)

i für i = 1, 2, . . . , m = 2k .

Die s( j)
i , i = 1, 2, . . . , 2 j , sind gerade die optimalen ADI- Parameter

für das Intervall [αk− j , βk− j ].

Wir wollen diese Formeln benutzen, um für das Modellproblem (8.4.1),

(8.4.4) bei festem m = 2k das asymptotische Verhalten von d2k (α, β) für

N →∞ zu studieren. Für α und β nehmen wir die bestmöglichen Schran-

ken [s. (8.6.12)]:

(8.6.24)

α = 4 sin2 π

2(N + 1)
,

β = 4 sin2 Nπ

2(N + 1)
= 4 cos2 π

2(N + 1)
.

Es gilt dann

(8.6.25) dm(α, β) ∼ 1− 4 m

√
π

4(N + 1)
für N →∞, m := 2k .

Beweis: Durch vollständige Induktion nach k. Mit der Abkürzung

ck :=
√

αk/βk

gilt wegen (8.6.21), (8.6.22)

d2k (α, β) = 1− ck

1+ ck
,(8.6.26a)

c2
k+1 =

2ck

1+ c2
k

.(8.6.26b)

Es genügt

(8.6.27) ck ∼ 2 2k

√
π

4(N + 1)
, N →∞,
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zu zeigen, denn dann folgt (8.6.25) aus (8.6.26a) für N →∞ wegen

d2k (α, β) ∼ 1− 2ck .

Für k = 0 ist aber (8.6.27) richtig, wegen

c0 = tg
π

2(N + 1)
∼ π

2(N + 1)
.

Wenn (8.6.27) für ein k ≥ 0 richtig ist, dann auch für k + 1, denn aus

(8.6.26b) folgt sofort

ck+1 ∼
√

2ck für N →∞

und damit die Behauptung. ⊓⊔
In der Praxis wiederholt man häufig die Parameter ri zyklisch, d. h.

man wählt ein festes m, z. B. der Form m = 2k , bestimmt zunächst

näherungsweise die zu diesem m gehörigen optimalen ADI-Parameter r (m)
i ,

i = 1, 2, . . . , m, und nimmt für das ADI-Verfahren die Parameter

rjm+i := r (m)
i für i = 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, . . . .

Wenn man je m Einzelschritte des ADI-Verfahrens als einen „großen Itera-

tionsschritt“ bezeichnet, gibt die Zahl

− ln(10)

ln ρ(Trm · · · Tr1
)

an, wieviele große Iterationsschritte benötigt werden, um den Fehler auf

1/10 des alten Wertes zu verkleinern, d. h.

R(m)
ADI = −m

ln(10)

ln ρ(Trm · · · Tr1
)

gibt an, wieviele gewöhnliche ADI-Schritte zu diesem Zweck im Mittel

nötig sind. Für das Modellproblem erhält man bei optimaler Parameterwahl

und m = 2k wegen (8.6.16) und (8.6.25)

ρ(Trm · · · Tr1
) ≤ dm(α, β)2 ∼ 1− 8 m

√
π

4(N + 1)
, N →∞,

ln ρ(Trm . . . Tr1
) ≤̇ −8 m

√
π

4(N + 1)
, N →∞,

so daß

(8.6.28) R(m)
ADI ≤̇

m

8
ln(10)

m

√

4(N + 1)

π
für N →∞.
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Ein Vergleich mit (8.4.9) zeigt, daß für m > 1 das ADI-Verfahren we-

sentlich schneller konvergiert als das optimale gewöhnliche Relaxationsver-

fahren. In diesem Konvergenzverhalten liegt die praktische Bedeutung des

ADI-Verfahrens begründet.

8.7 Krylovraum-Methoden

zur Lösung linearer Gleichungen

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem

Ax = b,

mit einer reellen nichtsingulären n × n-Matrix A und der rechten Seite

b ∈ R
n . Krylovraum-Methoden erzeugen iterativ, ausgehend von einer

Näherungslösung x0 ∈ R
n mit dem Residuum r0 := b − Ax0, eine Folge

weiterer Näherungslösungen xk ,

x0 → x1 → · · · → xm,

die bei exakter Rechnung spätestens nach n Schritten mit der gesuchten

Lösung abbricht, xm = x̄ := A−1b, m ≤ n. Dabei wird für alle k > 0

xk ∈ x0 + Kk(r0, A)

verlangt, wobei Kk(r0, A) der Krylovraum zur Matrix A und zum Startre-

siduum r0 ist (siehe Abschnitt 6.5.3):

Kk(r0, A) := span [r0, Ar0, . . . , Ak−1r0], k = 1, 2, . . .

Infolge der Rundungsfehler sind diese Verfahren aber nicht endlich, es

kommt deshalb in erster Linie wie bei echten Iterationsverfahren auf ihr

„Konvergenzverhalten“ an, d.h. darauf, wie schnell diese Verfahren eine

hinreichend genaue Näherungslösung xk für x̄ finden. Ihr Arbeitsaufwand

pro Schritt xk → xk+1 entspricht (in etwa) dem einer Multiplikation der

Matrix A mit einem Vektor. Sofern diese Verfahren genügend schnell kon-

vergieren, sind sie deshalb auch für sehr große Matrizen A gut geeignet,

wenn diese Matrizen nur schwach und unregelmäßig besetzt sind. Sie sind

ungünstig für voll besetzte Matrizen und für Bandmatrizen.

Ein erstes Verfahren, das cg-Verfahren („conjugate gradient method“)

wurde von Hestenes und Stiefel (1952) für positiv definite Matrizen A vor-

geschlagen. Diese Matrizen definieren eine Norm ‖z‖A :=
√

zT Az, und das

cg-Verfahren erzeugt eine Folge xk ∈ x0 + Kk(r0, A) mit der Minimumei-

genschaft
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‖xk − x̄‖A = min
z∈x0+Kk (r0,A)

‖z − x̄‖A.

In diesem Verfahren spielen A-konjugierte Vektoren pk ∈ R
n eine Rolle,

pT
i Apk = 0 für i �= k,

die die Krylovräume Kk(r0, A) aufspannen,

span[p0, p1, . . . , pk−1] = Kk[r0, A], k = 1, 2, . . .

Das cg-Verfahren wird in Abschnitt 8.7.1 beschrieben.

Das verallgemeinerte Minimum-Residuen-Verfahren (GMRES, genera-

lized minimum residual method, siehe Saad und Schulz (1986), Saad (1996))

ist für beliebige nichtsinguläre auch nichtsymmetrische n × n-Matrizen A
definiert. Hier besitzen die Vektoren xk ∈ x0 + Kk(r0, A) ein minimales

Residuum b − Axk ,

‖b − Axk‖2 = min
z∈x0+Kk (r0,A)

‖b − Az‖2.

Hauptwerkzeug dieses Verfahrens ist eine Basis v1, . . . , vk von orthonor-

malen Vektoren für den Krylovraum Kk(r0, A),

span[v1, v2, . . . , vk] = Kk(r0, A),

die von dem Verfahren von Arnoldi (1951) geliefert wird. Das GMRES-

Verfahren wird in Abschnitt 8.7.2 beschrieben.

In Abschnitt 8.7.3 wird eine einfache Fassung des QMR-Verfahrens

(quasi-minimal residual method) von Freund und Nachtigal (1991) darge-

stellt, mit dem man ebenfalls allgemeine lineare Gleichungssysteme lösen

kann. Grundlage dieses Verfahrens ist der effizientere, aber auch numerisch

empfindlichere Biorthogonalisierungsalgorithmus von Lanczos (1950). Er

liefert für Kk(r0, A) eine nichtorthogonale Basis v1, . . . , vk , mit deren Hilfe

näherungsweise optimale Vektoren xk ∈ x0 + Kk(r0, A) bestimmt werden.

Auch das bikonjugierte-Gradienten Verfahren (Bi-CG) von Lanczos

(1950) [s. Fletcher (1976) für eine detaillierte Untersuchung] ist ein Ver-

fahren, um lineare Gleichungen mit einer beliebigen Matrix A zu lösen. Es

handelt sich dabei um eine natürliche und effiziente Verallgemeinerung des

cg-Verfahrens, das ebenfalls Iterierte xk ∈ x0+Kk(r0, A) erzeugt. Es hat den

Nachteil, daß es gelegentlich vorzeitig abbrechen und die Größenordnung

der Residuen rk = b − Axk , k = 0, 1, . . . , erheblich schwanken kann. Van

der Vorst (1992) gab mit seinem Bi-CGSTAB-Verfahren eine elegante sta-

bilisierte Verallgemeinerung des Bi-CG-Verfahrens an, wir beschreiben es

in Abschnitt 8.7.4.
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8.7.1 Das cg-Verfahren von Hestenes und Stiefel

Sei nun

(8.7.1.1) Ax = b

ein lineares Gleichungssystem mit einer (reellen) positiv definiten n × n-

Matrix A, b ∈ R
n und der exakten Lösung x̄ = A−1b. Mit ‖z‖A bezeichnen

wir die Norm ‖z‖A :=
√

zT Az. Sie ist eng verwandt mit dem quadratischen

Funktional F : R
n → R,

F(z) = 1
2
(b − Az)T A−1(b − Az)

= 1
2

zT Az − bT z + 1
2
bT A−1b

= 1
2
(z − x̄)T A(z − x̄)

= 1
2
‖z − x̄‖2

A,

das durch x̄ minimiert wird,

0 = F(x̄) = min
z∈Rn

F(z).

Zur Bestimmung von x̄ legt dies z. B. die „Methode des steilsten Ab-

stiegs“ [vgl. Abschnitt 5.4.1] nahe, die eine Folge x0 → x1 → · · · durch

eindimensionale Minimierung von F in Richtung des negativen Gradienten

erzeugt,

xk+1: F(xk+1) = min
u

F(xk + urk) mit rk := −∇F(xk) = −Axk + b.

Im cg-Verfahren wird stattdessen im Schritt xk → xk+1 eine (k + 1)-

dimensionale Minimierung durchgeführt:

xk+1 : F(xk+1) = min
u0,...,uk

F(xk + u0r0 + · · · + ukrk),

(8.7.1.2)

ri := b − Axi für i ≤ k.

Es stellt sich heraus, daß die xk einfach berechnet werden können. Die ri

werden orthogonal sein, also linear unabhängig, solange rk �= 0. Bei exakter

Rechnung gibt es also ein erstes m ≤ n mit rm = 0, da im R
n höchstens n

Vektoren linear unabhängig sind. Das zugehörige xm ist dann die gesuchte

Lösung von (8.7.1.1).

Wir wollen zunächst das Verfahren beschreiben und anschließend seine

Eigenschaften verifizieren.
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(8.7.1.3) cg-Verfahren:

Start: Wähle x0 ∈ R
n und setze p0 := r0 := b − Ax0.

Für k = 0, 1, . . . :

1) Falls pk = 0, setze m := k und stop: xk ist die Lösung von Ax = b.

Andernfalls

2) berechne

ak := r T
k rk

pT
k Apk

, xk+1:= xk + ak pk,

rk+1:= rk − ak Apk, bk :=
r T

k+1rk+1

r T
k rk

,

pk+1:= rk+1 + bk pk .

Bei der Durchführung des Verfahrens hat man also lediglich vier Vektoren

zu speichern, xk , rk , pk und Apk . In jedem Iterationsschritt fällt nur eine

Matrix-Vektor-Multiplikation, Apk , an, der restliche Aufwand entspricht

dem der Berechnung von sechs Skalarprodukten im R
n: Der Gesamtauf-

wand ist daher für dünn besetzte Matrizen A gering.

Die wichtigsten theoretischen Eigenschaften des Verfahrens sind in fol-

gendem Satz beschrieben:

(8.7.1.4) Satz: Sei A eine positiv definite (reelle) n× n-Matrix und b ∈ R
n .

Dann gibt es zu jedem Startvektor x0 ∈ R
n eine kleinste ganze Zahl m,

0 ≤ m ≤ n, mit pm = 0. Die Vektoren xk , pk , rk , k ≤ m, die von dem

cg -Verfahren (8.7.1.3) erzeugt werden, haben folgende Eigenschaften:

a) Axm = b: Das Verfahren liefert also nach spätestens n Schritten die

exakte Lösung der Gleichung Ax = b.

b) r T
j pi = 0 für 0 ≤ i < j ≤ m.

c) r T
i pi = r T

i ri für i ≤ m.

d) pT
i Apj = 0 für 0 ≤ i < j ≤ m, pT

j Apj > 0 für j < m.

e) r T
i rj = 0 für 0 ≤ i < j ≤ m, r T

j rj > 0 für j < m.

f) ri = b − Axi für i ≤ m.

Aus Satz (8.7.1.4) folgt u. a., daß das Verfahren wohldefiniert ist, weil für

pk �= 0 stets r T
k rk > 0, pT

k Apk > 0 gilt. Ferner sind wegen d) die Vektoren

pk A-konjugiert, was den Namen des Verfahrens erklärt.

Beweis: Wir zeigen als erstes durch vollständige Induktion nach k, daß

folgende Aussage (Ak) für alle 0 ≤ k ≤ m gilt, wobei m der erste Index

mit pm = 0 ist:
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1) r T
j pi = 0 für 0 ≤ i < j ≤ k,

2) r T
i ri > 0 für 0 ≤ i < k, r T

i pi = r T
i ri für 0 ≤ i ≤ k,

3) pT
i Apj = 0 für 0 ≤ i < j ≤ k,(Ak)

4) r T
i rj = 0 für 0 ≤ i < j ≤ k,

5) ri = b − Axi für 0 ≤ i ≤ k.

(A0) ist trivial richtig. Wir nehmen induktiv an, daß (Ak) für ein k mit

0 ≤ k < m gilt und zeigen (Ak+1):

Zu 1): Es folgt aus (8.7.1.3)

(8.7.1.5) r T
k+1 pk =

(

rk − ak Apk
)T

pk = r T
k pk −

r T
k rk

pT
k Apk

pT
k Apk = 0

wegen (Ak), 2). Für j < k gilt analog

r T
k+1 pj =

(

rk − ak Apk
)T

pj = 0

wegen (Ak), 1), 3). Dies beweist (Ak+1), 1).

Zu 2): Es ist r T
k rk > 0, denn sonst wäre rk = 0 und damit wegen

(8.7.1.3)

(8.7.1.6) pk =
{

r0, falls k = 0,

bk−1 pk−1, falls k > 0.

Wegen k < m muß k > 0 sein, denn sonst hätte man p0 = r0 �= 0. Für

k > 0 folgt wegen pk �= 0 (weil k < m) aus (8.7.1.6) und (Ak), 3) der

Widerspruch 0 < pT
k Apk = bk−1 pT

k Apk−1 = 0. Also gilt r T
k rk > 0 und

damit sind bk und pk+1 durch (8.7.1.3) wohl definiert. Es folgt daher aus

(8.7.1.3)
r T

k+1 pk+1 = r T
k+1

(

rk+1 + bk pk
)

= r T
k+1rk+1

wegen (8.7.1.5). Dies zeigt (Ak+1), 2).

Zu 3): Nach dem eben Bewiesenen ist auch rk �= 0, also existieren a−1
j

für j ≤ k. Aus (8.7.1.3) folgt daher für j ≤ k [wir benutzen dabei die

Definition p−1 := 0]

pT
k+1 Apj = r T

k+1 Apj + bk pT
k Apj

= a−1
j r T

k+1

(

rj − rj+1

)

+ bk pT
k Apj

= a−1
j r T

k+1

(

pj − bj−1 pj−1 − pj+1 + bj pj
)

+ bk pT
k Apj

=
{

0 für j < k wegen (Ak), 3) und (Ak+1), 1),

0 für j = k nach Definition von ak und bk

und wegen (Ak+1), 1), 2).
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Dies zeigt (Ak+1), 3).

Zu 4): Es ist wegen (8.7.1.3) und (Ak+1), 1) für i ≤ k

r T
i rk+1 =

(

pi − bi−1 pi−1

)T
rk+1 = 0.

Zu 5): Man hat wegen (8.7.1.3) und (Ak), 5)

b − Axk+1 = b − A(xk + ak pk) = rk − ak Apk = rk+1.

Damit ist (Ak+1) bewiesen. Also gilt (Am).

Wegen (Am), 2), 4) gilt ri �= 0 für i < m und es bilden diese Vektoren

ein Orthogonalsystem in R
n , also muß m ≤ n gelten. Aus pm = 0 folgt

schließlich wegen (Am), 2) r T
mrm = r T

m pm = 0, also rm = 0, so daß xm

Lösung von Ax = b ist. Damit ist (8.7.1.4) vollständig bewiesen. ⊓⊔
Mit den Hilfsmitteln von Satz (8.7.1.4) können wir schließlich (8.7.1.2)

zeigen: Man sieht zunächst aus (8.7.1.3), daß für k < m die Vektoren ri ,

i ≤ k, und pi , i ≤ k, die gleichen Teilräume des R
n aufspannen:

Sk :=
{

u0r0 + · · · + ukrk | ui ∈ R
}

=
{

ρ0 p0 + · · · + ρk pk | ρi ∈ R
}

.

Für die Funktion

Φ(ρ0, . . . , ρk) := F(xk + ρ0 p0 + · · · + ρk pk)

gilt aber für j ≤ k
∂Φ(ρ0, . . . , ρk)

∂ρj
= −r T pj

mit r = b − Ax , x := xk + ρ0 p0 + · · · + ρk pk . Für die Wahl

ρj :=
{

ak für j = k,

0 für j < k,

erhält man daher wegen (8.7.1.3) x = xk+1, r = rk+1 und wegen (8.7.1.4) b)

−r T
k+1 pj = 0, so daß in der Tat

min
ρ0,...,ρk

Φ(ρ0, . . . , ρk) = min
u0,...,uk

F
(

xk + u0r0 + · · · + ukrk
)

= F
(

xk+1

)

gilt.

Ebenso bestätigt man mit Hilfe der Rekursionsformel von (8.7.1.3) für

rk und pk sofort

pk ∈ span[r0, Ar0, . . . , Akr0],

so daß

Sk = span[p0, . . . , pk] = span[r0, Ar0, . . . , Akr0] = Kk+1(r0, A)
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gerade der (k+1)-te Krylovraum von A zum Vektor r0 ist. Ersetzt man k+1

durch k, so folgt wegen (8.7.1.2) und F(z) = 1
2
‖z− x̄‖2

A, Sk−1 = Kk(r0, A),

sofort xk − x0 ∈ Kk(r0, A) und

(8.7.1.7) ‖xk − x̄‖A = min{‖u − x̄‖A | u ∈ x0 + Kk(r0, A)}.

Bei exakter Rechnung wäre spätestens rn = 0 und damit xn die gesuchte

Lösung von (8.7.1.1). Wegen des Einflusses der Rundungsfehler ist das

berechnete rn in der Regel von Null verschieden. Man setzt deshalb in

der Praxis das Verfahren einfach über die Iteration k = n hinaus fort, bis

man ein genügend kleines rk(pk) gefunden hat. Ein Algolprogramm für eine

Variante dieses Algorithmus findet man in Wilkinson, Reinsch (1971), einen

umfangreichen Bericht über numerische Erfahrungen in Reid (1971), sowie

weitere Resultate in Axelsson (1976).

Die Minimaleigenschaft (8.7.1.7) führt zu einer Abschätzung der Kon-

vergenzgeschwindigkeit des cg-Verfahrens (8.7.1.3). Bezeichnet man mit

ej := x j− x̄ den Fehler von x j , so gilt r0 = −Ae0 und für u ∈ x0+Kk(r0, A)

u − x̄ ∈ e0 + span [Ae0, A2e0, . . . , Ake0],

d. h. es gibt ein reelles Polynom p(t) = 1 + α1t + · · · + αk tk , so daß

u − x̄ = p(A)e0. Also folgt

‖ek‖A = min{‖p(A)e0‖A | p ∈ Π̄k},

wobei Π̄k die Menge aller reellen Polynome vom Grad ≤ k mit p(0) = 1

bedeutet. Die positiv definite Matrix A besitzt nun n Eigenwerte λ1 ≥ λ2 ≥
· · · ≥ λn > 0 und zugehörige orthonormale Eigenvektoren zi , Azi = λzi ,

zT
i z j = δi j [Sätze (6.4.2), (6.4.4)]. Schreibt man e0 in der Form e0 = ρ1z1+
· · · + ρnzn , so erhält man

‖e0‖2
A = eT

0 Ae0 =
n
∑

i=1

λiρ
2
i

‖p(A)e0‖2
A =

n
∑

i=1

p(λi )
2λiρ

2
i ≤ (max

i
p(λi )

2) · ‖e0‖2
A,

also

(8.7.1.8)
‖ek‖A

‖e0‖A
≤ min

p∈Π̄k

max
i
|p(λi )| ≤ min

p∈Π̄k

max
λ∈[λn ,λ1]

|p(λ)|.

Mit Hilfe der Tschebyscheff-Polynome

Tk(x) := cos(k arccos x) = cos kθ, falls cos θ = x , k = 0, 1, . . . ,
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für die offensichtlich |Tk(x)| ≤ 1 für x ∈ [−1, 1] gilt, kann man nun ein

Polynom aus Π̄k konstruieren, für das max{|p(λ)| | λ ∈ [λn, λ1]} klein wird

(man erhält auf diese Weise sogar das beste Polynom): Durch

λ �→ x = x(λ) := (2λ− (λn + λ1))/(λ1 − λn)

wird das Intervall [λn, λ1] auf [−1, 1] abgebildet. Das Polynom

pk(λ) := Tk(x(λ))

Tk(x(0))

liegt deshalb in Π̄k und es gilt

max
λ∈[λn ,λ1]

|pk(λ)| = |Tk(x(0))|−1 =
∣
∣
∣Tk

(c + 1

c − 1

)∣
∣
∣

−1

,

wobei c := λ1/λn gerade die Kondition der Matrix A bezüglich der lub2(.)-

Norm ist [s. Beispiel b) aus Abschnitt 4.4].

Für x > 1 kann man Tk(x) leicht abschätzen. Wegen Tk(x) = (zk +
z−k)/2, falls x = (z + z−1)/2 und wegen

c + 1

c − 1
= 1

2

(
√

c + 1√
c − 1

+
√

c − 1√
c + 1

)

erhält man schließlich die Ungleichung

(8.7.1.9)
‖ek‖A

‖e0‖A
≤
(

Tk

(c + 1

c − 1

)
)−1

≤ 2

(√
c − 1√
c + 1

)k

.

Sie besagt, daß das cg-Verfahren umso schneller konvergiert, je kleiner die

Kondition c von A ist.

Dieser Sachverhalt wird bei den sog. Vorkonditionierungstechniken

(preconditioning) zur Beschleunigung des cg-Verfahrens ausgenutzt. Man

versucht hier, die positiv definite Matrix A durch eine andere positiv definite

Matrix B, die sog. Vorkonditionierungsmatrix (preconditioner), möglichst

gut zu approximieren, so daß die Matrix B−1 A zum einen eine gute Ap-

proximation der Einheitsmatrix und deshalb die Kondition der zu B−1 A
ähnlichen Matrix

A′ = B1/2(B−1 A)B−1/2 = B−1/2 AB−1/2

eine positiv definite Matrix mit sehr viel kleinerer Kondition als A ist,

c′ = cond(A′)≪ c = cond(A). [Wir verwenden hier, daß es zu jeder positiv

definiten Matrix B eine positiv definite Matrix C =: B1/2 mit C2 = B
gibt: Dies folgt leicht aus Satz (6.4.2).] Darüber hinaus sollte man lineare

Gleichungssysteme Bq = r mit der Matrix B möglichst leicht lösen können.
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Dies ist z. B. der Fall, wenn für B = LLT eine Choleskyzerlegung bekannt

ist und L eine dünn besetzte Matrix ist, z. B. eine Bandmatrix.

Nach Wahl von B ist der Vektor x̄ ′ := B1/2 x̄ Lösung des zu Ax = b
äquivalenten Systems

A′x ′ = b′, b′ := B−1/2b.

Man wendet nun das cg-Verfahren (8.7.1.3) auf das System A′x ′ = b′ aus-

gehend von dem Startvektor x ′0 := B1/2x0 an. Wegen (8.7.1.9) und c′ ≪ c
konvergiert die Folge x ′k , die das cg-Verfahren für A′x ′ = b′ erzeugt, sehr

rasch gegen x̄ ′. Statt aber die Matrix A′ und die cg-Folge x ′k explizit zu be-

rechnen, konstruiert man direkt die den x ′k entsprechende rücktransformierte

Folge xk := B−1/2x ′k . Unter Verwendung der Transformationsregeln

A′ = B−1/2 AB−1/2, b′ = B−1/2b,

x ′k = B1/2xk, r ′k = b′ − A′x ′k = B−1/2rk, p′k = B1/2 pk

findet man so aus den Formeln (8.7.1.3) für das gestrichene System sofort

die Regeln für den

(8.7.1.10) cg-Algorithmus mit Vorkonditionierung:

Start: Wähle x0 ∈ Rn , berechne r0 := b − Ax0, q0 := B−1r0 und p0 := q0.

Für k = 0, 1, . . . :

1) Falls pk = 0, stop: xk ist Lösung von Ax = b.

Andernfalls,

2) berechne

ak := r T
k qk

pT
k Apk

, xk+1:= xk + ak pk,

rk+1:= rk − ak Apk, qk+1:= B−1rk+1,

bk :=
r T

k+1qk+1

r T
k qk

, pk+1:= qk+1 + bk pk .

Verglichen mit (8.7.1.3) hat man jetzt in jedem Schritt zusätzlich ein

lineares Gleichungssystem Bq = r mit der Matrix B zu lösen.

Es bleibt das Problem, ein geeignetes B zu wählen, ein Problem, das

bereits bei der Bestimmung guter Iterationsverfahren in den Abschnitten

8.1–8.3 in ähnlicher Form studiert wurde. Bei der Lösung der Gleichungs-

systeme Ax = b, die bei der Diskretisierung von Randwertproblemen

für elliptische Differentialgleichungen auftreten, etwa bei der Lösung des

Modellproblems in Abschnitt 8.4, hat es sich bewährt, als Vorkonditio-

nierungsmatrizen die sog. SSOR-Matrizen [vgl. 8.3]
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(8.7.1.11) B = 1

2− ω

( 1

ω
D − E

)( 1

ω
D
)−1( 1

ω
D − ET

)

mit einem geeigneten ω ∈ (0, 2) zu wählen [s. Axelsson (1977)]. Hier

sind D und E durch die Standardzerlegung (8.1.5) von A = D − E − ET

gegeben. Man beachte, daß der Faktor L = (1/ω)D− E von B eine untere

Dreiecksmatrix ist, die ebenso dünn besetzt ist wie A: L ist an den gleichen

Stellen wie A unterhalb der Diagonalen von Null verschieden.

Von Meijerink und van der Vorst (1977) stammt der Vorschlag, geeig-

nete Vorkonditionierungsmatrizen B und ihre Choleskyzerlegung durch eine

„unvollständige Choleskyzerlegung“ von A zu bestimmen. Dabei betrachten

wir etwas allgemeiner als in Abschnitt 4.3 Choleskyzerlegungen der Form

B = L DLT , wobei L eine untere Dreiecksmatrix mit li i = 1 und D eine

positiv definite Diagonalmatrix ist. Bei der unvollständigen Choleskyzerle-

gung kann man sogar die Besetzungsstruktur von L vorschreiben: Zu einer

beliebigen Menge G ⊂ {(i, j) | j ≤ i ≤ n} von Indexpaaren mit (i, i) ∈ G
für alle i kann man ein L mit der Eigenschaft

li, j �= 0 �⇒ (i, j) ∈ G

finden. Das Verfahren ist allerdings nur für positiv definite Matrizen A
definiert, die gleichzeitig M-Matrizen sind, d.h. Matrizen A mit ai j ≤ 0 für

i �= j und A−1 ≥ 0.

M-Matrizen A kommen in den Anwendungen sehr häufig vor, und es gibt
einfache hinreichende Kriterien für sie. Beispielsweise ist jede Matrix A = AT mit
ai i > 0, ai j ≤ 0 für i �= j , die die Voraussetzungen des Satzes (8.2.9) erfüllt
(schwaches Zeilensummenkriterium), eine M-Matrix (so z. B. die Matrix A (8.4.5)
des Modellproblems): Man zeigt dies ähnlich wie in den Sätzen (8.2.9), (8.2.12)
durch den Nachweis der Konvergenz der Neumannreihe

A−1 = (I + J + J 2 + · · ·)D−1 ≥ 0

für A = D(I − J ).

Die unvollständige Choleskyzerlegung einer M-Matrix A zu gegebenem

G erzeugt folgendermaßen die Faktoren der Matrix B = L DLT [vgl. das

Programm für das Cholesky-Verfahren am Ende von Abschnitt 4.3]:

(8.7.1.12) Unvollständige Choleskyzerlegung

Für i = 1, . . . , n :

di := ai i −
∑i−1

k=1 dkl2
ik

Für j = i + 1, . . . , n:

di lj i :=
{

aj i −
∑i−1

k=1 dkljklik falls (i, j) ∈ G,

0 sonst.
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Der einzige Unterschied zum normalen Choleskyverfahren ist, daß man

an den „verbotenen Stellen“ (i, j) /∈ G das Element li j = 0 setzt.

Das cg-Verfahren kann auch zur Lösung von linearen Ausgleichspro-

blemen

(8.7.1.13) bestimme minx ‖Bx − c‖2

mit (dünn besetzten) m×n-Matrizen B vom Rang n verwandt werden: Nach

Abschnitt 4.8.1 ist nämlich die Optimallösung x̄ von (8.7.1.13) auch Lösung

der Normalgleichungen

Ax = b, A := BT B, b := BT c,

wobei A positiv definit ist. Da auch für dünn besetztes B die Matrix A =
BT B voll besetzt sein kann, liegt folgende Variante des cg-Algorithmus

(8.7.1.3) zur Lösung von (8.7.1.13) nahe, die sich in der Praxis gut bewährt

hat:

Start: Wähle x0 ∈ R
n und berechne

s0 := c − Bx0, p0 := r0 := BT s0.

Für k = 0, 1, . . . :

1) Falls pk = 0, stop: xk ist Optimallösung von (8.7.1.13);

andernfalls,

2) berechne

qk := Bpk, ak := r T
k rk

qT
k qk

,

xk+1:= xk + ak pk, sk+1:= sk − akqk,

rk+1:= BT sk+1, bk :=
r T

k+1rk+1

r T
k rk

,

pk+1:= rk+1 + bk pk .

Natürlich gilt dann für die Iterierten xk , die dieses Verfahren erzeugt,

xk − x0 ∈ Kk(r0, BT B),

‖xk − x̄‖BT B = min{‖u − x̄‖BT B | u ∈ x0 + Kk(r0, BT B)}.
Wegen cond2(BT B) = cond2(B)2 ist die Konvergenzgeschwindigkeit für

großes cond2(B) ≫ 1 dieser Variante des cg-Verfahrens zur Lösung von

Ausgleichsproblemen nicht sehr hoch [vgl. die Überlegungen in Band I,

Abschnitte 4.8.2 und 4.8.3].
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Dieses Verfahren kann auch verwandt werden, um lineare Gleichungen

Bx = c mit einer quadratischen nichtsymmetrischen Matrix B zu lösen.

In diesem Fall ist es aber besser, zur Lösung solcher Systeme eines der

Verfahren GMRES, QMR, Bi-CGSTAB zu verwenden, die in den folgenden

Abschnitten 8.7.2–8.7.4 beschrieben werden.

Numerische Beispiele, in denen das vorkonditionierte cg-Verfahren

(8.7.1.10) mit dem ursprünglichen Verfahren (8.7.1.3) verglichen wird, wer-

den in Abschnitt 8.10 angegeben.

8.7.2 Der GMRES-Algorithmus

Wir betrachten nun Gleichungssysteme

Ax = b

mit einer reellen, evtl. auch nichtsymmetrischen, aber nichtsingulären n×n-

Matrix

A und der Lösung x̄ = A−1b. Die verschiedenen Bemühungen, cg-artige

Verfahren zur Lösung solcher nicht positiv definiter Systeme zu entwickeln,

führten unter anderem zu dem GMRES-Verfahren (generalized minimum

residual method, siehe Saad und Schultz (1986)). Es handelt sich um eine

Krylovraum-Methode, in der zu einem Startvektor x0 �= x̄ mit dem Resi-

duum r0 := b − Ax0 �= 0 iterativ weitere Näherungslösungen xk für die

Lösung x̄ mit folgenden Eigenschaften erzeugt werden:

(8.7.2.1)
xk ∈ x0 + Kk(r0, A),

‖b − Axk‖2 = min{‖b − Au‖2 | u ∈ x0 + Kk(r0, A)}.
Ein wichtiges Hilfsmittel dazu ist die Kenntnis geeigneter orthonormaler

Basen der Krylovräume Kk(r0, A), k ≥ 1. Wegen r0 �= 0 gilt nach Definition

von Kk(r0, A) = span[r0, Ar0, · · · , Ak−1r0]

1 ≤ dim Kk(r0, A) ≤ k,

so daß es einen größten Index m mit 1 ≤ m ≤ n gibt mit

dim Kk(r0, A) = k für alle 1 ≤ k ≤ m.

Gleichzeitig ist m die kleinste natürliche Zahl, für die der Krylovraum

Km(r0, A) ein A-invarianter Teilraum ist, d.h.

(8.7.2.2) AKm(r0, A) := {Ax | x ∈ Km(r0, A)} ⊂ Km(r0, A).

Denn die A-Invarianz von Km(r0, A) = span[r0, Ar0, · · · , Am−1r0] ist mit

Amr0 ∈ Km(r0, A)
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äquivalent, d.h. mit

dim Km+1(r0, A) = dim Km(r0, A) < m + 1.

Im GMRES-Verfahren spielen spezielle orthonormale Basen der Krylov-

räume Kk(r0, A) eine wichtige Rolle, die durch orthonormale Vektoren vi ∈
R

n, 1 ≤ i ≤ m, mit der Eigenschaft

span[v1, v2, · · · , vk] = Kk(r0, A), für 1 ≤ k ≤ m

gegeben sind. Für k = 1 liefert dies (bis auf ein Vorzeichen) v1:

v1 := r0

β
, β := ‖r0‖2.

Die restlichen vi kann man mit Hilfe eines Verfahrens berechnen, das

(in Verallgemeinerung des Verfahrens von Lanczos (6.5.3.1)) von Arnoldi

(1951) vorgeschlagen wurde. Er setzte dieses Verfahren im Zusammenhang

mit dem Eigenwertproblem für eine beliebige Matrix A ein, um A mittels

unitärer Ähnlichkeitstransformationen in eine Hessenbergmatrix zu transfor-

mieren [vgl. Abschnitt 6.5.4]:

(8.7.2.3) Algorithmus von Arnoldi:

Start: Gegeben r0 �= 0. Setze β := ‖r0‖2, v1 := r0/β.

Für k = 1, 2, . . .

1) Berechne u := Avk .

2) Für i = 1, 2, . . . , k
berechne hi,k := vT

i u.

3) Berechne wk := u −
∑k

i=1 hi,kvi und hk+1,k := ‖wk‖2.

4) Falls hk+1,k = 0 setze m := k und stop.

Andernfalls,

5) berechne vk+1 := wk/hk+1,k .

In Schritt 2) des Algorithmus werden die hi,k wie im Schmidtschen

Orthogonalisierungsverfahren so bestimmt, daß

wk ⊥ vi , d.h. vT
i wk = 0,

für i = 1, . . . , k gilt. Falls ‖wk‖2 �= 0 liefert deshalb Schritt 5) einen neuen

Vektor vk+1, der zusammen mit v1, · · · , vk ein Orthonormalsystem bildet.

Wir werden sehen, daß der Algorithmus mit dem gleichen Index m abbricht,

der oben eingeführt wurde.

Durch Induktion zeigt man, daß das Verfahren orthonormale Vektoren

v1, · · · , vm mit der Eigenschaft

(8.7.2.4) span[v1, · · · , vk] = Kk(r0, A) = span[r0, Ar0, · · · , Ak−1r0]
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für k ≤ m liefert. Genauer besitzt vk für 1 ≤ k ≤ m sogar eine Darstellung

der Form

(8.7.2.5) vk =
k
∑

j=1

γj A j−1r0 mit γk �= 0,

d.h. der Koeffizient γk von Ak−1r0 ist von 0 verschieden. Denn dies ist für

k = 1 nach Definition von v1 = r0/β richtig. Falls (8.7.2.5) für ein k ≥ 1

gilt, ist nach Induktionsvoraussetzung vi ∈ Kk(r0, A) für i ≤ k und es folgt

wegen (8.7.2.5)

Avk =
k
∑

j=1

γj A jr0, γk �= 0,

und damit

wk =
k
∑

j=1

γj A jr0 −
k
∑

j=1

h j,kvj .

Nach Induktionsvoraussetzung besitzt jedes vj mit 1 ≤ j ≤ k eine Darstel-

lung

vj =
j
∑

i=1

δi Ai−1r0,

also hat wk die Form

wk =
k
∑

j=1

ǫj A jr0 mit ǫk = γk �= 0.

Falls nun hk+1,k = ‖wk‖ �= 0, folgt wegen vk+1 = wk/hk+1,k die Behaup-

tung (8.7.2.5) für k + 1.

Für wk = 0 ist also Akr0 eine Linearkombination der A jr0 mit j ≤ k−1,

d.h. der Abbruchindex m = k des Arnoldi-Algorithmus ist der gleiche Index

m, der oben eingeführt wurde,

m = max{k ≥ 1 | dim Kk(r0, A) = k}.

Die n × k-Matrizen Vk := [v1, v2, . . . , vk] besitzen orthonormale Spalten,

V T
k Vk = Ik , die eine Basis von Kk(r0, A) bilden,

Kk(r0, A) = {Vk y | y ∈ R
k}.

Jedes x ∈ x0 + Kk(r0, A) besitzt also die Darstellung x = x0 + Vk y für ein

y ∈ R
k .
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Die Rekursionen des Arnoldi-Verfahrens lassen sich kompakt mit Hilfe

der (k + 1)× k-Hessenbergmatrizen

H̄k :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

h1,1 h1,2 · · · h1,k

h2,1 h2,2 · · · h2,k

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . hk,k

0 · · · 0 hk+1,k

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 1 ≤ k ≤ m,

und ihren k × k-Untermatrizen Hk , die man durch Streichen der letzten

Zeile von H̄k erhält, darstellen.

Denn aus den Formeln der Schritte 3) und 5) des Algorithmus folgt

sofort für 1 ≤ k < m

Avk =
k+1
∑

i=1

hi,kvi =
k
∑

i=1

hi,kvi + wk,

sowie für k = m wegen wm = 0

Avm =
m
∑

i=1

hi,mvi .

Diese Beziehungen sind äquivalent zu

(8.7.2.6) AVm = Vm Hm

bzw. für 1 ≤ k < m

(8.7.2.7)
AVk = Vk Hk + wkeT

k , eT
k := (0, · · · , 0, 1) ∈ R

k,

= Vk+1 H̄k .

Aus diesen Formeln folgt sofort für 1 ≤ k ≤ m (wegen V T
k wk = 0)

(8.7.2.8) Hk = V T
k AVk .

Wir notieren folgende Eigenschaft der Hk :

(8.7.2.9) Die Matrix Hm ist nichtsingulär und es gilt rg H̄k = k für k < m.

Denn andernfalls gäbe es ein y ∈ R
m , y �= 0, mit Hm y = 0. Dann ist

z := Vm y �= 0 und aus (8.7.2.6) folgt sofort

Az = AVm y = Vm Hm y = 0,
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im Widerspruch zur Nichtsingularität von A. Der Beweis von rg H̄k = k für

k < m folgt direkt aus dem Nichtverschwinden der Subdiagonalelemente

h j+1, j , j = 1, 2, · · · , k, von H̄k für k < m.

Mit Hilfe der Matrizen H̄k, Hk und Vk läßt sich die Lösung xk von

(8.7.2.1) leicht berechnen. Zunächst besitzt jedes x ∈ x0 + Kk(r0, A) die

Form x = x0 + Vk y mit einem Vektor y ∈ R
k . Es folgt wegen r0 = βv1 =

βVk+1ē1, ē1 = (1, 0, · · · , 0)T ∈ R
k+1, V T

k+1Vk+1 = I , und (8.7.2.7) für

k < m
‖b − Ax‖2 = ‖b − Ax0 − AVk y‖2

= ‖r0 − Vk+1 H̄k y‖2

= ‖Vk+1(β ē1 − H̄k y)‖2

= ‖β ē1 − H̄k y‖2.

Die Lösung yk des linearen Ausgleichsproblems

(8.7.2.10) min
y∈Rk
‖β ē1 − H̄k y‖2

liefert die Lösung xk von (8.7.2.1), xk = x0 + Vk yk .

Für k = m zeigt man unter Verwendung von (8.7.2.6) auf die gleiche

Weise für x ∈ x0 + Km(r0, A)

(8.7.2.11)

‖b − Ax‖2 = ‖r0 − AVm y‖2

= ‖Vm(βe1 − Hm y)‖2

= ‖βe1 − Hm y‖2,

wobei jetzt e1 = (1, 0, . . . , 0)T ∈ R
m . Man kann nun den Abbruchindex m

von (8.7.2.3) auf eine weitere Weise mit Hilfe der xk (8.7.2.1) charakteri-

sieren:

(8.7.2.12) Falls A nichtsingulär ist, ist xm = A−1b die Lösung von Ax = b,

und für alle k < m gilt xk �= A−1b: Der Abbruchindex m ist der erste Index

k für den xk = A−1b die Lösung von Ax = b ist.

Beweis: Wir verwenden (8.7.2.8). Für k = m ist Hm nichtsingulär, so

daß es genau ein ym ∈ R
m mit Hm ym = βe1 gibt. Also ist wegen (8.7.2.11)

das entsprechende xm := x0 + Vm ym Lösung von Ax = b.

Für k < m sind alle Subdiagonalelemente h j+1, j , j = 1, 2, . . . , k, der

Hessenbergmatrix H̄k von Null verschieden. Das lineare Gleichungssystem

H̄k y =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

h1,1 . . . h1,k

h2,1
. . .

...
...

. . . hk,k

0 . . . hk+1,k

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

y =

⎡

⎢
⎢
⎣

β

0
...

0

⎤

⎥
⎥
⎦
= β ē1
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kann deshalb nicht lösbar sein: Denn die eindeutige Lösung der letzten k
Gleichungen ist wegen h j+1, j �= 0, nur der Nullvektor y = 0, der aber

wegen β �= 0 keine Lösung der ersten Gleichung ist. ⊓⊔

Die linearen Ausgleichsprobleme (8.7.2.10) kann man mit Hilfe von

Orthogonalisierungsverfahren [siehe Band I, Abschnitt 4.8.2] lösen, wobei

man ausnutzt, daß H̄k eine Hessenbergmatrix ist. Haupthandwerkszeug sind

(k + 1)-reihige Givensrotationen Ωj = Ωj, j+1 ( j=1, 2, . . . , k) vom Typ

Ωj, j+1 [siehe (6.5.2.1)]

Ωj, j+1 =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
. . .

1

cj −sj

sj cj

1
. . .

1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

← j
← j + 1

, c2
j + s2

j = 1.

Ihre Parameter cj , sj werden so gewählt, daß in der Folge von Matrizen

H̄k → Ω1 H̄k → Ω2(Ω1 H̄k)→ · · · → Ωk(Ωk−1 · · ·Ω1 H̄k) =: R̄k

alle Subdiagonalelemente der Reihe nach annulliert werden und eine obere

(k + 1)× k-reihige Dreiecksmatrix

R̄k =
[

Rk

0

]

, Rk =

⎡

⎣

x . . . x
...

. . .
...

0 . . . x

⎤

⎦ ,

entsteht. Die gleichzeitige Transformation des Vektors ḡ0 := β ē1 ∈ R
k+1

ḡ0 → Ω1ḡ0 → · · · → Ωk(Ωk−1 · · ·Ω1ḡ0) =: ḡk

liefert schließlich einen Vektor

ḡk :=
[

gk

γ̄k+1

]

, gk :=

⎡

⎢
⎢
⎣

γ1

γ2

...

γk

⎤

⎥
⎥
⎦
∈ R

k

(die Bezeichnung erklärt sich dadurch, daß sich die Komponenten γ1, . . . ,

γk von ḡk im weiteren Verlauf des Verfahrens, k → k + 1 → · · ·, nicht

mehr ändern werden).
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Wir illustrieren das Verfahren für k = 2. In der Skizze bedeutet B
Ω−→ C

die Linksmultiplikation mit der Matrix Ω , C := Ω B. Mit * werden die Elemente
bezeichnet, die sich bei den einzelnen Transformationen ändern.

[ H̄2, ḡ0 ] =
[ x x x

x x 0
x 0

]

Ω1−→
[ ∗ ∗ ∗

0 ∗ ∗
x 0

]

Ω2−→
[ x x x

0 ∗ ∗
0 ∗

]

=

=
[ R2 g2

0 γ̄3

]

= [ R̄2 ḡ2 ] .

Nun ist Qk := ΩkΩk−1 · · ·Ω1 eine unitäre Matrix, so daß

‖β ē1 − H̄k y‖2 = ‖Qk(β ē1 − H̄k y)‖2 = ‖ḡk − R̄k y‖2.

Man erhält deshalb die Lösung yk des Ausgleichsproblems (8.2.7.10) als

Lösung von

min
y
‖ḡk − R̄k y‖2 = min

y

∥
∥
∥

[

gk

γ̄k+1

]

−
[

Rk

0

]

y
∥
∥
∥

2
,

und damit als Lösung yk := R−1
k gk des linearen Gleichungssystems

(8.7.2.13) gk = Rk y.

Dann ist xk := x0 + Vk yk die Lösung von (8.7.2.1) [man beachte, daß für

k < m wegen rg H̄k = k auch rg R̄k = rg (Qk H̄k) = k ist, so daß Rk

nichtsingulär ist].

Also ist die Größe des Residuums b − Axk gegeben durch

(8.7.2.14) ‖b − Axk‖2 = ‖β ē1 − H̄k yk‖2 = ‖ḡk − R̄k yk‖2 = |γ̄k+1|.

Es ist nun wichtig, daß man sich beim Übergang k − 1 → k einen großen

Teil der Rechenarbeit sparen kann: Der Grund ist, daß sich H̄k von H̄k−1

im wesentlichen nur durch eine zusätzliche Spalte unterscheidet,

H̄k =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

h1,1 . . . h1,k−1 h1,k

h2,1
. . .

...
...

0
. . . hk−1,k−1

...

...
. . . hk,k−1 hk,k

0 . . . 0 hk+1,k

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

nämlich um die letzte Spalte
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hk :=

⎡

⎢
⎢
⎣

h1,k
...

hk,k

hk+1,k

⎤

⎥
⎥
⎦

,

deren Komponenten in den Schritten 2) und 3) von (8.7.2.3) neu berechnet

werden. Die Matrix Qk−1 H̄k , Qk−1 := Ωk−1 · · ·Ω1, besitzt nämlich die

Form

Qk−1 H̄k =
[ Rk−1 rk

0 ρ

0 σ

]

=: R̃k mit

[ rk

ρ

σ

]

:= Qk−1hk, rk ∈ R
k−1.

Es muß also nur die letzte Spalte r̃k von R̃k mit Hilfe des Produkts

(8.7.2.15) r̃k =
[ rk

ρ

σ

]

= Qk−1hk = Ωk−1Ωk−2 · · ·Ω1hk

neu berechnet werden.

Die Matrix R̃k bringt man durch passende Wahl einer einzigen (k+ 1)-

reihigen Givensrotation Ωk des Typs Ωk,k+1 mit Parametern ck , sk auf obere

Dreiecksgestalt:

R̃k =
[ Rk−1 rk

0 ρ

0 σ

]

→ Ωk R̃k =: R̄k =
[

Rk

0

]

=
[ Rk−1 rk

0 rk,k

0 0

]

.

Folgende Wahl

(8.7.2.16) ck := ρ
√

ρ2 + σ 2
, sk := −σ

√

ρ2 + σ 2

leistet das Verlangte. Insgesamt gilt also für die letzte Spalte r̄k von R̄k

(8.7.2.17) r̄k =
[ rk

rk,k

0

]

=

⎡

⎢
⎢
⎣

r1,k
...

rk,k

0

⎤

⎥
⎥
⎦
= Ωk r̃k, rk,k =

√

ρ2 + σ 2.

Skizze für k = 3 :

R̃2 =

⎡

⎢
⎣

x x x
x x

ρ

σ

⎤

⎥
⎦

Ω3−→

⎡

⎢
⎣

x x x
x x
∗
0

⎤

⎥
⎦ =: R̄3.
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Nun ist ē1 ∈ R
k+1 der erste Einheitsvektor in R

k+1. Setzt man ḡ0 := β ē1,

so besitzt der Vektor Qk−1ḡ0 (wegen ḡk−1 ∈ R
k−1) die Form

Qk−1ḡ0 =
[

ḡk−1

0

]

, mit ḡk−1 =

⎡

⎢
⎢
⎣

γ1

...

γk−1

γ̄k

⎤

⎥
⎥
⎦

.

Also gilt für ḡk := ΩkΩk−1 · · ·Ω1ḡ0

ḡk =

⎡

⎢
⎢
⎣

γ1

...

γk

γ̄k+1

⎤

⎥
⎥
⎦

:= Ωk

[

ḡk−1

0

]

= Ωk

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

γ1

...

γk−1

γ̄k

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

d.h. es gilt

(8.7.2.18) γk = ck γ̄k, γ̄k+1 = sk γ̄k .

Illustration des Schritts k − 1→ k für k = 3:

[
ḡ2

0

]

=

⎡

⎢
⎣

γ1

γ2

γ̄3

0

⎤

⎥
⎦ =

⎡

⎢
⎣

x
x
x
0

⎤

⎥
⎦

Ω3−→

⎡

⎢
⎣

x
x
∗
∗

⎤

⎥
⎦ =

⎡

⎢
⎣

γ1

γ2

γ3

γ̄4

⎤

⎥
⎦ =: ḡ3.

Die Größe des Residuums b− Axk läßt sich also wegen (8.7.2.14) und

(8.7.2.18) rekursiv berechnen, ‖b − Axk‖2 = |γ̄k+1| = |sk γ̄k |, so daß

‖b − Axk‖2 = |γ̄k+1| = |sksk−1 · · · s1|β.

Man kann deshalb die Größe des Residuums ‖b − Axk‖2 bestimmen, ohne

vorher yk als Lösung von Rk y = gk und xk = x0 + Vk yk zu berechnen.

Dies kann man im GMRES-Algorithmus ausnutzen, indem man zu einer

gewünschten Genauigkeit ǫ > 0 erst dann die Lösung xk von (8.7.2.1)

berechnet, wenn |γ̄k+1| = |sksk−1 · · · s1|β ≤ ǫ ist.

Wir wollen kurz zeigen, daß man auch die Vektoren xk rekursiv berechnen
kann. Wegen

xk = x0 + Vk yk = x0 + Vk R−1
k gk =: x0 + Pkgk

führen wir die Matrizen Pk := Vk R−1
k = [p1, . . . , pk ] mit den Spalten pi ein.

Wegen

Rk =
[

Rk−1 rk
0 rk,k

]

,
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erfüllt dann Pk genau dann die Gleichung

Vk = [v1, . . . , vk ] = Pk Rk = [Pk−1, pk ]
[

Rk−1 rk
0 rk,k

]

,

wenn vk = Pk−1rk+rk,k pk . Dies liefert folgende Rekursionsformel für die Vektoren
pi :

(8.7.2.19) pk =
1

rk,k

(

vk −
k−1
∑

i=1

ri,k pi

)

.

Wegen

Pkgk = [Pk−1, pk ]
[

gk−1

γk

]

= Pk−1gk−1 + γk pk

erhält man die folgende Rekursionsformel für die xk

(8.7.2.20) xk = x0 + Pkgk = xk−1 + γk pk .

Ihr Gebrauch ist aber i.allg. nicht ratsam: Man erspart sich zwar die Speicherung
der Matrizen Rk , sie erfordert aber wegen (8.7.2.19) die Speicherung und die mit
wachsendem k immer teurere Berechnung der Vektoren pk , k ≥ 1. Wir werden
weiter unten sehen, daß die Situation sich ändert, wenn die H̄k Bandmatrizen mit
einer kleinen Bandbreite l ≪ n sind.

Ein gewisser Nachteil des Arnoldi-Verfahrens (8.7.2.3) ist es, daß un-

ter dem Einfluß der Rundungsfehler die berechneten Vektoren vi , i ≤ k,

nicht exakt orthogonal sind und sich ihre Orthogonalität mit wachsen-

dem k weiter verschlechtert [dies ist ein bekannter Nachteil des Gram-

Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens, siehe Band I, Abschnitt 4.7

für eine Analyse des Phänomens]. Eine drastische Abhilfe besteht in der

Nachorthogonalisierung von vk+1, in der ein frisch berechneter Vektor ṽk+1

noch einmal an den bereits akzeptierten Vektoren v1, . . . ,vk orthogonalisiert

wird

ṽk+1 → v̂k+1 := ṽk+1 −
k
∑

i=1

(vT
i ṽk+1)vi ,

bevor er akzeptiert wird, vk+1 := v̂k+1/‖v̂k+1‖2. Natürlich bedeutet dies

eine Verdoppelung des Rechenaufwands. Eine billigere Verbesserung der

Orthogonalität der berechneten vi erhält man bereits ohne zusätzlichen Re-

chenaufwand, wenn man die Schritte 1)–3) des Arnoldi-Verfahrens (8.7.2.3)

ersetzt durch

1′) Berechne w := Avk .

2′) Für i := 1, 2,. . . k

berechne hi,k := vT
i w, w := w − hi,kvi .

3′) Berechne hk+1,k := ‖w‖2 und setze wk := w.
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Ein sehr viel gewichtigerer Nachteil des GMRES-Verfahrens ist es,

daß anders als im cg-Verfahren (8.7.1.3) der Rechenaufwand für den k-

ten Schritt k − 1 → k wegen der Orthogonalisierung von Avk an den k
Vektoren v1,. . . , vk linear mit k anwächst. Man führt deshalb das GMRES-

Verfahren häufig mit n̄-periodischen restarts entsprechend dem folgenden

Schema durch, wobei 1 < n̄ ≪ n ( z.B. n̄ = 10):

(8.7.2.21) GMRES(n̄):

0) Gegeben x0, berechne r0 := b − Ax0.

1) Berechne xn̄ mittels des GMRES-Verfahrens.

2) Setze x0 := xn̄ , gehe zu 0).

Nachteilig ist hier, daß die Informationen, die in den Vektoren v1, . . . ,

vn̄ stecken, bei jedem restart verloren gehen.

Anstelle von restarts kann man auch die Anzahl der Orthogonalisie-

rungen in Schritt 2) des Verfahrens künstlich begrenzen: die Vektoren Avk

werden dann nur noch an den letzten l Vektoren vk , vk−1, . . . , vk−l+1 ortho-

gonalisiert, wobei l ≪ n eine fest gewählte Zahl ist (hier gehen also nur die

Informationen verloren, die in den alten Vektoren vk−i mit i ≥ l stecken).

Man erhält so ein verkürztes GMRES-Verfahren, indem man in (8.7.2.3) die

Schritte 1)–3) ersetzt durch

1′) Berechne w := Avk .

2′) Für i = max{1, k − l + 1}, . . . , k

berechne hi,k := vT
i w, w := w − hi,kvi .

3′) Berechne hk+1,k := ‖w‖2 und setze wk := w.

Das Verfahren erzeugt dann (k + 1)× k-Hessenbergmatrizen H̄k der Band-

breite l, sowie k × k-Dreiecksmatrizen Rk der Bandbreite l + 1.

Skizze für k = 4 und l = 2:

H̄4 =

⎡

⎢
⎢
⎣

x x 0 0
x x x 0
0 x x x
0 0 x x
0 0 0 x

⎤

⎥
⎥
⎦

, R4 =

⎡

⎢
⎣

x x x 0
x x x

x x
x

⎤

⎥
⎦ .

Die Relationen (8.7.2.7) bleiben erhalten, aber die Spalten der Matrizen

Vk = [v1, . . . , vk] sind nicht mehr orthogonal. Trotzdem sind für k ≤ m die

Vektoren v1, . . . vk linear unabhängig und bilden eine Basis von Kk(r0, A)

(s. (8.7.2.4), der dort gegebene Induktionsbeweis bleibt gültig), so daß jedes

x ∈ x0 + Kk(r0, A) die Form x = x0 + Vk y besitzt. Wegen der fehlenden

Orthogonalität der vi gilt aber für k < m nur
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‖b − Ax‖2 = ‖b − Ax0 − AVk y‖2

= ‖r0 − Vk+1 H̄k y‖2

= ‖Vk+1(β ē1 − H̄k y)‖2

�= ‖β ē1 − H̄k y‖2,

so daß die Minimierung von ‖β ē1− H̄k y‖2 nicht mehr mit der Minimierung

von ‖b − Ax‖2 äquivalent ist. Da die vi i.allg. näherungsweise orthogonal

sind, ist es trotzdem sinnvoll, die Optimallösung yk von

min
y
‖β ē1 − H̄k y‖2

und den zugehörigen Vektor xk := x0 + Vk yk zu berechnen: xk wird dann

zwar ‖b− Ax‖2 auf x0 + Kk(r0, A) nicht exakt minimieren, aber mit guter

Näherung.

Da die H̄k und die Dreiecksmatrizen Rk jetzt Bandmatrizen der Band-

breite l bzw. l + 1 sind, ist es für l ≪ n vorteilhaft, die Rekursionsfor-

meln (8.7.2.19) und (8.7.2.20) zu verwenden: Für die Durchführung des

Verfahrens muß man dann nur die letzten l Vektoren vk ,. . . , vk−l+1 und

l zusätzliche Vektoren pk−1, . . . , pk−l speichern; die komplette Speiche-

rung der Matrix Rk entfällt, nur die letzte Spalte von Rk wird benötigt.

Die Formeln (8.7.2.15) und (8.7.2.19) vereinfachen sich wegen hi,k = 0 für

i ≤ k − l, ri,k = 0 für i ≤ k − l − 1 zu

r̃k = Ωk−1Ωk−2 · · ·Ωk−lhk,

pk =
1

rk,k

(

vk −
k−1
∑

i=max{1,k−l}
ri,k pi

)

.

Insgesamt erhält man so das folgende quasi-minimale Residuen-Verfah-

ren (QGMRES-Verfahren):

(8.7.2.22) QGMRES(l):
Gegeben ǫ > 0, 2 ≤ l ≪ n ganz,

und ein x0 mit r0 := b − Ax0 �= 0.

0) Setze β := γ̄0 := ‖r0‖2, v1 := r0/β, k := 1.

1) Berechne w := Avk .

2) Für i = 1, 2, . . . , k, berechne

hi,k :=
{

0, falls i ≤ k − l,
vT

i w, sonst,

w := w − hi,kvi .
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3) Berechne hk+1,k := ‖w‖2,

und damit den Vektor h̄k = [h1,k, . . . , hk+1,k]T .

4) Berechne r̃k := Ωk−1Ωk−2 · · ·Ωk−l h̄k ,

die Rotationsparameter ck , sk mittels (8.7.2.16),

γk , γ̄k+1 mittels (8.7.2.18)

und den Vektor [s. (8.7.2.17)]

r̄k =

⎡

⎢
⎢
⎣

r1,k
...

rk,k

0

⎤

⎥
⎥
⎦

:= Ωk r̃k .

5) Berechne

pk := 1

rk,k

(

vk −
k−1
∑

i=max{1,k−l}
ri,k pi

)

.

6) Setze xk := xk−1 + γk pk .

7) Falls |γ̄k+1| ≤ ε, stop.

Andernfalls

setze vk+1 := w/hk+1,k , k := k + 1 und gehe zu 1).

Für symmetrische, aber indefinite Matrizen A = AT ist das Arnoldi-Verfahren
mit dem Verfahren von Lanczos (6.5.3.1) identisch: Man kann wie in Abschnitt
6.5.3 zeigen, daß dann alle Skalarprodukte hi,k = vT

i Avk = 0 für 1 ≤ i ≤ k − 2
verschwinden und daß

hk,k+1 = hk+1,k , k = 1, 2, . . . n,

gilt. In diesem Fall sind also die Matrizen

Hk :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

h1,1 h1,2 0

h2,1
. . .

. . .
. . .

. . . hk−1,k
0 hk,k−1 hk,k

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

symmetrische Tridiagonalmatrizen. Es liegt also hier von Haus aus, ohne eine
künstliche Verkürzung, die Situation l = 2 des QGMRES-Verfahrens vor. Das
QGMRES-Verfahren vereinfacht sich dann zu dem SYMMLQ-Verfahren von Paige
and Saunders (1975), das hier aber nicht näher dargestellt werden soll: Das
QGMRES-Verfahrens ist als Verallgemeinerung dieses Verfahrens anzusehen.

Es ist ebenfalls möglich, die Konvergenz des GMRES-Verfahrens durch

Vorkonditionierungstechniken ähnlich wie beim cg-Verfahren (8.7.1.10) zu
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beschleunigen: Diese Techniken beruhen auf der Wahl einer geeigneten

Vorkonditionierungsmatrix B mit den folgenden Eigenschaften:

1) B ist eine gute Approximation von A, so daß B−1 A bzw. AB−1 gute

Approximationen der Einheitsmatrix sind.

2) Gleichungssysteme der Form Bu = v sind leicht lösbar, d.h. B−1v ist

leicht berechenbar.

Die Eigenschaft 2) ist z.B. dann erfüllt, wenn man eine L R-Zerlegung

von B = L R mit dünn besetzten Dreiecksmatrizen L und R kennt.

Anders als beim cg-Verfahren kann man zu gegebenem B zwischen

zwei Vorkonditionierungstechniken wählen: Bei der Linksvorkonditionie-

rung wendet man das GMRES-Verfahren auf das zu Ax = b äquivalente

System

B−1 Ax = B−1b,

und bei der Rechtsvorkonditionierung auf das System

AB−1u = b

in den neuen Variablen u = Bx an. Wir gehen hier nur auf die Links-

Vorkonditionierung ein. Man hat dann im GMRES-Verfahren lediglich die

Matrix A durch B−1 A und das Residuum r0 = b − Ax0 durch das neue

Residuum q0 := B−1b − B−1 Ax0 = B−1r0 zu ersetzen. Man erhält so statt

(8.7.2.3) folgendes Verfahren:

(8.7.2.23) GMRES mit Linksvorkonditionierung:

Gegeben ǫ > 0, x0 mit r0 := b − Ax0 �= 0.

0) Berechne q0 := B−1r0, β := γ̄0 := ‖q0‖2, v1 := q0/β

und setze k := 1.

1) Berechne w := B−1 Avk .

2) Für i = 1, 2, � � � , k

berechne hi�k := vT
i w, w := w − hi�kvi .

3) Berechne hk+1�k := ‖w‖2 und γ̄k+1 [s. (8.7.2.18)].

4) Falls |γ̄k+1| > ǫ,

berechne vk+1 := w/hk+1�k , setze k := k + 1

und gehe zu 1).

Andernfalls,

5) bestimme die Lösung yk von (8.7.2.13), berechne

xk := x0 + Vk yk , setze m := k und stop.
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Die Krylovräume Kk(q0, B−1 A), k = 1, 2, . . . , besitzen jetzt die ortho-

gonalen Basen v1,. . . , vk und das Verfahren liefert schließlich als Resultat

den ersten Vektor xm ∈ x0 + Km(q0, B−1 A) mit

‖B−1(b − Axm)‖2 = min
u
{‖B−1(b − Au)‖2 | u ∈ x0 + Km(q0, B−1 A)}

≤ ǫ.

8.7.3 Der Biorthogonalisierungsalgorithmus von Lanczos

und das QMR-Verfahren

Es gibt weitere Krylovraum-Methoden zur Lösung allgemeiner linearer Glei-

chungssysteme Ax = b mit einer nichtsingulären n × n-Matrix A, die im

Unterschied zu den bisher behandelten Methoden mit zwei Krylovräumen,

Kk(v1, A) = span[v1, Av1, . . . , Ak−1v1],

Kk(w1, AT ) = span[w1, ATw1, . . . , (AT )k−1w1],

arbeiten.

Sei x0 wie bisher eine Näherungslösung von Ax = b mit r0 = b−Ax0 �=
0. Der folgende Biorthogonalisierungsalgorithmus von Lanczos (1950) geht

dann von dem speziellen Vektor

v1 := r0/β, β := ‖r0‖2,

und einem beliebigen weiteren Vektor w1 ∈ C
n mit ‖w1‖2 = 1 aus (in der

Regel wählt man w1 := v1). Er hat zum Ziel, eine möglichst lange Folge

von linear unabhängigen Vektoren vi bzw. linear unabhängigen Vektoren wi ,

i = 1, 2, . . . , zu erzeugen, die die Krylovräume Kk(v1, A) bzw. Kk(w1, AT ),

k ≥ 1, aufspannen,

span[v1, . . . , vk] = Kk(v1, A), span[w1, . . . , wk] = Kk(w1, AT ),

und die folgende Biorthogonalitätseigenschaft besitzen:

wT
i vj =

{
δj �= 0 für i = j ,
0 sonst.

(8.7.3.1) Biorthogonalisierungsverfahren:

Gegeben x0 mit r0 := b − Ax0 �= 0.

0) Setze β := ‖r0‖2, v1 := r0/β,

wähle w1 ∈ C
n mit ‖w1‖2 = 1, und setze v0 := w0 := 0, k := 1.

1) Berechne δk := wT
k vk . Falls δk = 0, setze m := k − 1 und stop.
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Andernfalls,

2) berechne αk := wT
k Avk/δk , β1 := ǫ1 := 0 und für k > 1,

βk := σkδk

δk−1

, ǫk := ρkδk

δk−1

,

sowie

ṽk+1 := Avk − αkvk − βkvk−1,

w̃k+1 := ATwk − αkwk − ǫkwk−1.

3) Berechne ρk+1 := ‖ṽk+1‖2, σk+1 := ‖w̃k+1‖2.

Falls ρk+1 = 0 oder σk+1 = 0, setze m := k und stop.

4) Andernfalls berechne vk+1 := ṽk+1/ρk+1, wk+1 := w̃k+1/σk+1.

Setze k := k + 1 und gehe zu 1).

Der folgende Satz zeigt, daß die vk , wk die verlangten Eigenschaften

haben:

(8.7.3.2) Satz: Sei m der Abbruchindex von (8.7.3.1). Dann gilt für alle

1 ≤ k ≤ m

(8.7.3.3)
span[v1, . . . , vk] = Kk(v1, A),

span[w1, . . . , wk] = Kk(w1, AT ),

sowie

(8.7.3.4) wT
k vj =

{

δj �= 0 für j = k,

0 für j �= k, j = 1, . . . ,m.

Die Vektoren v1, . . . , vm bzw. die Vektoren w1, . . . , wm sind linear un-

abhängig.

Beweis: Die Eigenschaft (8.7.3.3) folgt sofort aus den Schritten 2)–4)

des Verfahrens. Die Biorthogonalität (8.7.3.4) zeigt man durch vollständige

Induktion. Wir nehmen dazu an, daß (8.7.3.4) für ein k mit 1 ≤ k < m
gelte:

wT
i vj = 0, vT

i wj = 0, 1 ≤ i < j ≤ k.

Wegen k < m ist dann δj �= 0 für alle j ≤ k, es ist ρk+1 �= 0, σk+1 �= 0 und

es sind vk+1 und wk+1 wohldefiniert. Wir wollen zeigen, daß dann auch die

Vektoren v1, . . . , vk+1 und w1, . . . , wk+1 biorthogonal sind.

Als erstes beweist man wT
i vk+1 = 0 für i ≤ k. Für i = k folgt nämlich

aus der Definition von ṽk+1, der Induktionsvoraussetzung und der Definition

von αk
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wT
k vk+1 =

1

ρk+1

[wT
k Avk − αkw

T
k vk − βkw

T
k vk−1]

= 1

ρk+1

[wT
k Avk − αkw

T
k vk] = 0.

Für i ≤ k−1 erhält man aus der Induktionsvoraussetzung und der Definition

von w̃k+1 zunächst

wT
i vk+1 =

1

ρk+1

[wT
i Avk − αkw

T
i vk − βkw

T
i vk−1]

= 1

ρk+1

[wT
i Avk − βkw

T
i vk−1]

= 1

ρk+1

[vT
k (w̃i+1 + αiwi + ǫiwi−1)− βkw

T
i vk−1]

= 1

ρk+1

[(σi+1v
T
k wi+1 + αiv

T
k wi + ǫiv

T
k wi−1)− βkw

T
i vk−1].

Die Induktionsvoraussetzung liefert dann wT
i vk+1 = 0 für i < k − 1, und

für i = k − 1 wegen der Definition von βk

wT
i vk+1 = wT

k−1vk+1

= 1

ρk+1

[(σkv
T
k wk + 0+ 0)− βkw

T
k−1vk−1]

= 1

ρk+1

[(σkδk − βkδk−1)] = 0.

Auf die gleiche Weise zeigt man vT
i wk+1 = 0 für alle i ≤ k. Schließlich ist

(8.7.3.4) mit der Matrixgleichung

W T
m Vm = Dm

mit den Matrizen Vk := [v1, . . . , vk], Wk := [w1, . . . , wk], und den Dia-

gonalmatrizen Dk := diag (δ1, . . . , δk) identisch. Da Dm nichtsingulär ist,

folgt aus W T
m Vm = Dm sofort rg Vm = rg Wm = m. ⊓⊔

Ähnlich wie bei dem Arnoldi-Verfahren kann man die Rekursionsfor-

meln von (8.7.3.1) mit Hilfe der Matrizen Vk , Wk und der Tridiagonalmatri-

zen

T̄k :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α1 β2 . . . 0

ρ2 α2
. . .

...
...

. . .
. . . βk

...
. . . αk

0 . . . . . . ρk+1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, S̄k :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α1 ǫ2 . . . 0

σ2 α2
. . .

...
...

. . .
. . . ǫk

...
. . . αk

0 . . . . . . σk+1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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und ihrer k-reihigen Untermatrizen Tk bzw. Sk , die man durch Streichen der

letzten Zeile von T̄k bzw. S̄k erhält, ausdrücken: Man zeigt wie beim Beweis

von (8.7.2.6), (8.7.2.7) für k < m

AVk = Vk+1T̄k = VkTk + ṽk+1eT
k ,

AT Wk = Wk+1 S̄k = Wk Sk + w̃k+1eT
k .

Wegen W T
k Vk = Dk , W T

k ṽk+1 = V T
k w̃k+1 = 0 folgt

W T
k AVk = DkTk, V T

k AT Wk = Dk Sk,

sowie wegen W T
k AVk = (V T

k AT Wk)
T die weitere Relation

ST
k = DkTk D−1

k ,

die man auch anhand der Definitionen der βk und ǫk direkt verifizieren kann.

Das Abbruchverhalten des Biorthogonalisierungsverfahrens (8.7.3.1) ist kompli-
zierter als bei dem Arnoldi-Verfahren (8.7.2.3). Das Verfahren kann einmal in Schritt
4) wegen ρk+1 = 0 bzw. σk+1 = 0 abbrechen. Wegen k = rg Vk = dim Kk(v1, A) =
rg Wk = dim Kk(w1, AT ) ist dies äquivalent zu

dim Kk+1(v1, A) = k bzw. dim Kk+1(w1, AT ) = k,

d.h. mit der A-Invarianz von Kk(v1, A) bzw. der AT -Invarianz von Kk(w1, AT ). Die
Spalten von Vk (bzw. Wk ) liefern dann eine Basis dieser invarianten Krylovräume
Kk(v1, A) (bzw. Kk(w1, AT )). Es ist deshalb der Abbruchindex m von (8.7.3.1)
kleiner oder gleich n.

Leider kommt es auch vor, daß der Lanczos-Algorithmus vorzeitig in Schritt 1)
wegen δk = wT

k vk = 0 abbricht (obwohl dann beide Vektoren vk und wk von 0 ver-
schieden sind), bevor er eine Basis eines invarianten Krylovraums gefunden hat. Man
spricht dann von einem „ernsthaften Kollaps“ („serious breakdown“) des Verfahrens.
Für die Rechengenauigkeit gefährlich sind bereits Situationen, wenn |δk | ≈ 0 sehr
klein wird und das Verfahren fast zusammenbricht („numerischer Kollaps“). Diese
Situationen lassen sich aber (fast) alle mittels sog. look-ahead-Techniken entschärfen,
wenn man die Biorthogonalitätsforderungen (8.7.3.4) abschwächt. So ist das QMR-
Verfahren von Freund und Nachtigal (1991) eine Variante des Verfahrens (8.7.3.1),
das (fast) alle ernsthaften Zusammenbrüche und zu kleine |δk | vermeidet und trotz-
dem Basen v1, . . . , vk und Basen w1, . . . , wk der Krylovräume Kk(v1, A) bzw.
Kk(w1, AT ) erzeugt, ohne die Struktur der Matrizen T̄k (bzw. S̄k ) wesentlich zu
beeinträchtigen: diese Matrizen sind dann Blockmatrizen, ihre Blockkomponenten
αi , βi , ρi , ǫi , σi sind dann nicht mehr Zahlen, sondern einfache Matrizen mit einer
sehr geringen Zeilen- und Spaltenzahl. Ihre Dimension wird dabei im Verfahren so
gesteuert, daß zu kleine |δk | vermieden werden.

Wir wollen hier lediglich das Prinzip des QMR-Verfahrens erläutern

und verzichten deshalb der Einfachheit halber auf eine Darstellung dieser

Steuerung, d.h. wir nehmen an, daß das Verfahren (8.7.3.1) nicht nach einem

ernsthaften Kollaps in Schritt 1) wegen δk = 0 abbricht, sondern nur in



338 8 Iterationsverfahren für große lineare Gleichungssysteme

Schritt 4). Es ist dann δk �= 0 für alle k ≤ m + 1. Für k ≤ m liefern die

Spalten von Vk eine Basis von Kk(v1, A) = Kk(r0, A) und es gilt

AVk = Vk+1T̄k = VkTk + ṽk+1eT
k .

Jedes x ∈ x0+ Kk(r0, A) läßt sich also eindeutig in der Form x = x0+ Vk y
mit einem y ∈ C

k schreiben und es gilt wie in Abschnitt 8.7.2

‖b − Ax‖2 = ‖b − Ax0 − AVk y‖2

= ‖r0 − Vk+1T̄k y‖2

= ‖Vk+1(β ē1 − T̄k y)‖2,

wobei ē1 := [1, 0, . . . , 0]T ∈ R
k+1. Statt ‖b − Ax‖2 auf x0 + Kk(r0, A) zu

minimieren, bestimmt man wie im quasiminimalen Residuenverfahren yk

als Lösung des Ausgleichsproblems

(8.7.3.5) min
y
‖β ē1 − T̄k y‖2

und setzt xk := x0 + Vk yk .

Das weitere Verfahren entspricht also genau dem verkürzten quasi-

minimalen Residuenverfahren QGMRES (8.7.2.22), wenn man dort die

Hessenbergmatrix H̄k der Bandbreite l durch die Tridiagonalmatrix T̄k (sie

besitzt die Bandbreite l = 2) ersetzt. Man hat deshalb in (8.7.2.22) lediglich

l = 2 zu wählen und den Vektor hk durch den Vektor

tk =

⎡

⎣

t1,k
...

tk+1,k

⎤

⎦ =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
...

βk

αk

ρk+1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

die letzte Spalte von T̄k , zu ersetzen.

Insgesamt erhält man so die einfachste Form des QMR-Verfahrens, in

dem die Möglichkeit eines ernsthaften Zusammenbruchs von (8.7.3.1) nicht

berücksichtigt wird, und dessen allgemeinere numerisch stabile Form von

Freund und Nachtigal (1991) beschrieben wurde.

(8.7.3.6) QMR-Verfahren, einfache Form:

Gegeben x0 mit r0 := b − Ax0 �= 0 und ε > 0.

0) Berechne β := ‖r0‖2, v1 = w1 := r0/β und setze k := 1.

1) Mittels (8.7.3.1) bestimme man αk , βk , ǫk , ρk+1, σk+1,

vk+1, wk+1 und damit die letzte Spalte tk von T̄k .
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2) Berechne r̃k := Ωk−1Ωk−2tk (mit Ω−1 = Ω0 := I ),

die Rotationsparameter ck , sk von Ωk wie in (8.7.2.16)

und γk , γ̄k+1 wie in (8.7.2.18).

3) Berechne die Vektoren

r̄k =

⎡

⎢
⎢
⎣

r1,k
...

rk,k

0

⎤

⎥
⎥
⎦

:= Ωk r̃k,

pk := 1

rk,k

(

vk −
k−1
∑

i=k−2

ri,k pi
)

.

4) Berechne xk := xk−1 + γk pk .

5) Falls |γ̄k+1| ≤ ε, stop.

Andernfalls setze k := k + 1 und gehe zu 1).

Ähnlich wie im GMRES-Verfahren kann man auch die Konvergenz des

QMR-Verfahrens mit Hilfe von Vorkonditionierungstechniken beschleuni-

gen [eine Beschreibung dieser Techniken findet man in der Arbeit von

Freund und Nachtigal (1991)]. Vergleichende numerische Beispiele, die

auch das vorkonditionierte QMR-Verfahren illustrieren, werden in Abschnitt

8.10 gegeben.

8.7.4 Der Bi-CG und der Bi-CGSTAB Algorithmus

Das bikonjugierte Gradientenverfahren (Bi-CG-Verfahren, oder auch BCG-

Verfahren) zur Lösung eines Gleichungssystem Ax = b mit einer nicht-

symmetrischen (reellen) n × n-Matrix A verallgemeinert das klassische cg-

Verfahren (8.7.1.3) von Hestenes und Stiefel. Es ist mit dem Biorthogonali-

sierungsverfahren (8.7.3.1) verwandt und stammt von Lanczos (1950); von

Fletcher (1976) wurde es näher untersucht.

In diesem Abschnitt bedeuten (v,w) und ‖v‖ stets das übliche Ska-

larprodukt (v,w) = vTw bzw. die zugehörige euklidische Norm ‖v‖ :=
(v, v)1/2 im R

n .

Die folgende Formulierung des Bi-CG-Verfahrens unterstreicht seine

Beziehungen zum cg-Verfahren (8.7.1.3):

(8.7.4.1) Bi-CG-Verfahren:

Start: Gegeben sei ein x0 ∈ R
n mit r0 := b − Ax0 �= 0. Wähle ein r̂0 ∈ R

n

mit (r̂0, r0) �= 0 und setze p0 := r0, p̂0 := r̂0.



340 8 Iterationsverfahren für große lineare Gleichungssysteme

Für k = 0, 1, . . . :

Berechne

(1) ak =
(r̂k, rk)

( p̂k, Apk)
, xk+1 := xk + ak pk,

rk+1 := rk − ak Apk , r̂k+1 := r̂k − ak AT p̂k .

(2) bk := (r̂k+1, rk+1)

(r̂k, rk)
,

pk+1 := rk+1 + bk pk , p̂k+1 := r̂k+1 + bk p̂k .

Das Verfahren ist wohldefiniert, solange (r̂k, rk) und ( p̂k, Apk) von Null

verschieden bleiben. Seine theoretischen Eigenschaften sind mit denen des

cg-Verfahrens vergleichbar [s. Satz (8.7.1.4)]:

(8.7.4.2) Satz: Sei A eine reelle nichtsinguläre n × n-Matrix, b ∈ R
n und

x0 ∈ R
n , r̂0 Startvektoren mit (r̂0, r0) �= 0, r0 := b − Ax0. Dann erzeugt

(8.7.4.1) Vectoren xk , pk , p̂k , rk , r̂k mit folgenden Eigenschaften:

Es gibt einen ersten Index m ≤ n mit (r̂m, rm) = 0 oder ( p̂m, Apm) = 0, für

den die Aussagen (1)–(6) von (Am) gelten:

(Am) (1) ( p̂i , rj ) = (r̂j , pi ) = 0 für i < j ≤ m,

(2) (r̂i , ri ) �= 0 für i < m,

(r̂i , pi ) = (r̂i , ri ) = ( p̂i , ri ) �= 0 für i ≤ m,

(3) ( p̂i , Apj ) = (AT p̂j , pi ) = 0 für i < j ≤ m,

( p̂i , Api ) �= 0 für i < m,

(4) (r̂i , rj ) = (r̂j , ri ) = 0 für i < j ≤ m,

(5) ri = b − Axi für i ≤ m.

(6) Für i ≤ m:

span[r0, r1, . . . , ri ] = span[p0, p1, . . . , pi ] = Ki+1(r0, A),

span[r̂0, r̂1, . . . , r̂i ] = span[ p̂0, p̂1, . . . , p̂i ] = Ki+1(r̂0, AT ).

Beweis: Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz (8.7.1.4) durch

Induktion geführt: Die Aussage (A0) ist trivial richtig. Für jedes k ≥ 0 zeigt

man wie im Beweis von (8.7.1.4) die Implikation

(Ak), ( p̂k, Apk) �= 0, (r̂k, rk) �= 0 ⇒ (Ak+1),

ein Beweis, der dem Leser überlassen ist. Aus (Ak), (2), (4) folgt insbeson-

dere, daß die Vektoren ri , r̂i für i < k nicht verschwinden und biorthogonal

sind,
(r̂i , rj ) = (r̂j , ri ) = 0 für i < j < k.

Also sind die ri , i = 0, 1, . . . k − 1, und auch die r̂i , i = 0, 1, . . . k − 1,

linear unabhängige Vektoren im R
n , so daß k ≤ n. Also existiert ein erster

Index m ≤ n, für den (r̂m, rm) = 0 oder ( p̂m, Apm) = 0 gilt. ⊓⊔
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Die Iterierten xi existieren für i = 0, 1, . . . , m, aber sie besitzen keine

Minimaleigenschaften bzgl. der Menge x0 + Ki (r0, A) (wie die Iterierten

des cg-Verfahrens, s. (8.7.1.7)), sondern nur die Galerkin-Eigenschaft

(w, b − Axi ) = 0 für alle w ∈ Ki−1(r̂0, AT ).

Diese folgt sofort aus (Am) (1),(4).

Das Verfahren besitzt ähnliche und sogar noch kompliziertere Ab-

brecheigenschaften als das Biorthogonalisierungsverfahren (8.7.3.1) von

Lanczos: Zunächst stoppt das Verfahren, falls ( p̂m, Apm) = 0, auch wenn

beide Vektoren pm und p̂m nicht verschwinden: Man kann zeigen, daß dies

genau dann geschieht, wenn es kein xm+1 ∈ x0 + Km+1(r0, A) mit der

Galerkin-Eigenschaft gibt. Das Verfahren stoppt aber auch, falls (r̂m, rm) =
0, auch wenn beide Vektoren rm und r̂m von Null verschieden sind: Dies

geschieht genau dann, wenn der Lanczos Algorithmus (8.7.3.1) für die Start-

werte v1 := r0/‖r0‖, w1 := r̂0/‖r̂0‖ mit einem „serious break-down“ ab-

bricht [siehe Abschnitt 8.7.3].

Ein weiterer Nachteil ist es, daß die Größen ‖ri‖ der Residuen mit

i erratisch schwanken können, bevor sie sich für großes i „beruhigen“.

Ebenso leidet die Genauigkeit der berechneten Vektoren rk , r̂k , pk , p̂k , und

xk erheblich unter dem Einfluß von Rundungsfehlern, wenn die kritischen

Größen
(r̂k, rk)

‖r̂k‖‖rk‖
,

( p̂k, Apk)

‖ p̂k‖‖Apk‖
klein werden werden und das Verfahren „fast“ abbricht.

Das erratische Verhalten der Residuen rk kann jedoch erheblich ver-

bessert werden. Auf der Basis von Resultaten von Sonneveldt (1989) hat

van der Vorst (1992) einen Algorithmus vorgeschlagen, das Bi-CGSTAB-

Verfahren, der das Bi-CG-Verfahren stabilisiert. Zur Beschreibung dieses

Verfahrens benötigen wir einige weitere Eigenschaften der Vektoren, die

das Bi-CG-Verfahren (8.7.4.1) erzeugt. Der folgende Hilfssatz wird ohne

Beweis mitgeteilt (man beweist ihn leicht mit Hilfe von (8.7.4.1) durch

Induktion bzgl. k):

(8.7.4.3) Hilfssatz: Es gibt Polynome Rk(µ), Pk(µ), k = 1, 2, . . . , m, des

Grades k mit Rk(0) = 1, R0(µ) ≡ P0(µ) ≡ 1, die die Eigenschaften

rk = Rk(A)r0, r̂k = Rk(AT )r̂0

pk = Pk(A)r0, p̂k = Pk(AT )r̂0

}

k = 0, 1, . . . , m,

besitzen und folgenden Rekursionsformeln genügen

(8.7.4.4)
Rk+1(µ) = Rk(µ)− akµPk(µ)

Pk+1(µ) = Rk+1(µ)+ bk Pk(µ)

}

k = 0, 1, . . . , m − 1.
⊓⊔
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Aus den Rekursionen folgen explizite Formeln für die höchsten Terme

dieser Polynome für k = 1, 2, . . . , m:

(8.7.4.5)
Rk(µ) = (−1)ka0a1 · · · ak−1µ

k + O(µk−1)

Pk(µ) = (−1)ka0a1 · · · ak−1µ
k + O(µk−1)

Außerdem folgt aus der Aussage (Am) (4) von Satz (8.7.4.2) die Ortho-

gonalitätsrelation

(8.7.4.6)
(

Ri (AT )r̂0, Rj (A)r0

)

=
(

r̂0, Ri (A)Rj (A)r0

)

= 0 for i < j ≤ m.

Wir führen nun neue Vektoren ein,

r̄k := Qk(A)Rk(A)r0 = Qk(A)rk,

p̄k := Qk(A)Pk(A)r0 = Qk(A)pk,
k = 0, 1, . . . ,

die durch die Wahl weiterer reeller Polynome Qk(µ) vom Grad k der Form

Qk(µ) = (1− ω1µ)(1− ω2µ) · · · (1− ωkµ)

definiert sind. Die Qk hängen noch von frei zu wählenden Parametern ωi

ab und genügen jedenfalls der Rekursionsformel

(8.7.4.7) Qk+1(µ) = (1− ωk+1µ) Qk(µ).

Es wird sich herausstellen, daß man die Vektoren r̄k und p̄k (und die zu-

gehörigen Vektoren x̄k mit den Residuen b − Ax̄k = r̄k) direkt berechnen

kann, ohne die vom Bi-CG-Verfahren erzeugten Vektoren zu verwenden.

Überdies kann der Parameter ωk von Qk so gewählt werden, daß die Größe

des neuen Residuums r̄k minimal wird.

Um dies zu zeigen, bemerken wir zunächst, daß die Rekursionen

(8.7.4.4) und (8.7.4.7) zu einer Rekursion für r̄k und p̄k führen:

(8.7.4.8a)

r̄k+1 = Qk+1(A)Rk+1(A)r0

= (1− ωk+1 A)Qk(A)
[

Rk(A)− ak APk(A)
]

r0

=
[

Qk(A)Rk(A)− ak AQk(A)Pk(A)
]

r0

− ωk+1 A
[

Qk(A)Rk(A)− ak AQk(A)Pk(A)
]

r0

= r̄k − ak A p̄k − ωk+1 A(r̄k − ak A p̄k),

sowie
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(8.7.4.8b)

p̄k+1 = Qk+1(A)Pk+1(A)r0

= Qk+1(A)
[

Rk+1(A)+ bk Pk(A)
]

r0

= r̄k+1 + (1− ωk+1 A)
[

bk Qk(A)Pk(A)
]

r0

= r̄k+1 + bk( p̄k − ωk+1 A p̄k).

Als nächstes zeigen wir, daß die ak und bk mit Hilfe der Vektoren r̄j

und p̄j ausgedrückt werden können. Dazu führen wir neue Größen ρk und

ρ̄k ein,

(8.7.4.9)

ρk :=(r̂k, rk),

ρ̄k :=(r̂0, r̄k) =
(

r̂0, Qk(A)Rk(A)r0

)

=
(

Qk(AT )r̂0, Rk(A)r0

)

.

Nun besitzt Qk(µ) den führenden Term

(−1)kω1 · · ·ωk µ
k .

Außerdem kann wegen (8.7.4.5) jede Potenz µi mit i < k (≤ m) als Line-

arkombination der Polynome Rj (µ) mit j < k geschrieben werden. Also

liefern die Orthogonalitätsrelationen (8.7.4.6) und (8.7.4.9)

ρ̄k = (−1)kω1 · · ·ωk
(

(AT )k r̂0, Rk(A)r0

)

.

Daraus folgt mit Hilfe der gleichen Orthogonalitätsargumente und (8.7.4.5),

(8.7.4.10)

ρk = (r̂k, rk) =
(

Rk(AT )r̂0, Rk(A)r0

)

= (−1)ka0 · · · ak−1

(

(AT )k r̂0, Rk(A)r0

)

,

= ρ̄k
a0

ω1

· · · ak−1

ωk
.

Also kann auch bk = (r̂k+1, rk+1)/(r̂k, rk) wie folgt

(8.7.4.11) bk =
ρ̄k+1

ρ̄k

ak

ωk+1

berechnet werden.

Als nächstes bestimmen wir mit Hilfe von (Am) (3), (8.7.4.1) und

(8.7.4.5) eine neue Formel für ( p̂k, Apk):

( p̂k, Apk) = (r̂k + bk−1 p̂k−1, Apk)

= (r̂k, Apk) =
(

Rk(AT )r̂0, APk(A)r0

)

= (−1)ka0 · · · ak−1

(

(AT )k r̂0, APk(A)r0

)

.

Andererseits folgt ebenfalls aus (Am) (3)
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(r̂0, A p̄k) =
(

r̂0, AQk(A)Pk(A)r0

)

=
(

Qk(AT )r̂0, APk(A)r0

)

= (−1)kω1 · · ·ωk
(

(AT )kr0, APk(A)r0

)

,

so daß

( p̂k, Apk) =
a0

ω1

· · · ak−1

ωk
(r̂0, A p̄k).

Zusammen mit (8.7.4.10) liefert dies eine neue Formel für

ak = (r̂k, rk)/( p̂k, Apk),

nämlich

(8.7.4.12) ak =
(r̂0, r̄k)

(r̂0, A p̄k)
= ρ̄k

(r̂0, A p̄k)
.

Bisher ließen wir die Wahl von ωk+1 offen: Da wir an kleinen Residuen

r̄i interessiert sind, ist es vernünftig, ωk+1 so zu wählen, daß die Größe

‖r̄k+1‖ des neuen Residuums von [s. (8.7.4.8a)]

r̄k+1 = sk − ωk+1tk, wo sk := r̄k − ak A p̄k , tk := Ask ,

minimal wird. Dies führt zu der Wahl

ωk+1 := (sk, tk)

(tk, tk)
.

Falls r̄k = b − ax̄k das Residuum von x̄k ist, dann ist wegen (8.7.4.8a)

r̄k+1 das Residuum von

(8.7.4.13) x̄k+1 := x̄k + ak p̄k + ωk+1(r̄k − ak A p̄k).

Das Bi-CGSTAB-Verfahren von van der Vorst erhält man schließlich

durch eine Kombination der Formeln (8.7.4.8)–(8.7.4.13):

(8.7.4.14) Bi-CGSTAB-Verfahren:

Start: Gegeben sei ein x̄0 ∈ R
n mit r̄0 := b − Ax̄0 �= 0. Wähle ein r̂0 ∈ R

n

mit (r̂0, r̄0) �= 0, und setze p̄0 := r̄0.

For k = 0, 1, . . . , :

Berechne

(1) ak := (r̂0, r̄k)

(r̂0, Ā pk)
,

v := A p̄k , s := r̄k − akv, t := As,

(2) ωk+1 := (s, t)

(t, t)
,

x̄k+1 := x̄k + ak p̄k + ωk+1s, r̄k+1 := s − ωk+1t ,
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Stop, falls ‖r̄k+1‖ hinreichend klein ist.

Andernfalls,

(3) berechne

bk := (r̂0, r̄k+1)

(r̂0, r̄k)

ak

ωk+1

,

p̄k+1 := r̄k+1 + bk( p̄k − ωk+1v).

Man beachte, daß man (r̂0, r̄k) in Schritt k nicht mehr bestimmen muß:

es wurde bereits in Schritt k − 1 berechnet.

Eine Abschätzung des Rechenaufwands zeigt folgendes: In jedem Schritt

von Bi-CGSTAB sind zwei Matrix-Vektor Produkte mit der n×n-Matrix A,

vier Skalarprodukte und 12n zusätzliche Gleitpunktoperationen erforderlich,

um verschiedene Vektoren der Länge n rekursiv neu zu berechnen. Dieser

Aufwand pro Iteration ist auch für sehr große Probleme gering, wenn nur A
eine dünn besetzte Matrix ist, selbst für unsymmetrisches A. Bi-CGSTAB ist

deshalb im Prinzip ein sehr leistungsfähiges Verfahren um selbst sehr große

lineare Gleichungssysteme dieser Struktur zu lösen. Seine Effizienz kann

man weiter steigern, wenn man Vorkonditionierungstechniken verwendet

[s. van der Vorst (1992)].

Obwohl das Stabilitätsverhalten von Bi-CGSTAB sehr viel besser als

das von Bi-CG, sollte man nicht übersehen, daß auch Bi-CGSTAB immer

dann abbricht, wenn das zugrunde liegende Bi-CG-Verfahren kollabiert. Bi-

CGSTAB ist zwar viel einfacher als das QMR-Verfahren aber nicht so stabil:

Anders als das QMR-Verfahren trifft Bi-CGSTAB keine Vorkehrungen ge-

gen einen ernsthaften oder einen numerischen Kollaps des Verfahrens [s.

Abschnitt (8.7.3)]. Schließlich ist Bi-CGSTAB auch nicht gegen die Gefah-

ren gefeit, die dann entstehen, wenn die Galerkinbedingungen einige Ite-

rierte nur schlecht bestimmen. In Abschnitt 8.10 findet man vergleichende

numerische Resultate.

8.8 Der Algorithmus von Buneman und Fouriermethoden

zur Lösung der diskretisierten Poissongleichung

In leichter Verallgemeinerung des Modellproblems (8.4.1) betrachten wir

das Poisson-Problem

− uxx − u yy + σu = f (x, y) für (x, y) ∈ Ω,

(8.8.1)
u(x, y) = 0 für (x, y) ∈ ∂Ω
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für das Rechteck Ω := {(x, y) | 0 < x < a, 0 < y < b} ⊆ R
2 mit dem

Rand ∂Ω . Hier sind σ > 0 eine Konstante und f :Ω∪∂Ω → R eine stetige

Funktion.

Diskretisiert man (8.8.1) auf die übliche Weise, so erhält man statt

(8.8.1) für die Näherung zi j der u(xi , yj ), xi := i △ x , yj := j △ y, △x :=
a/(p + 1), △y := b/(q + 1) die Gleichungen

−zi−1, j + 2zi j − zi+1, j

△x2
+ −zi, j−1 + 2zi j − zi, j+1

△y2
+ σ zi j = f (xi , yj )

für i = 1, 2, . . . , p, j = 1, 2, . . . , q . Zusammen mit den Randwerten

z0 j := zp+1, j := 0 für j = 0, 1, . . . , q + 1,

zi0 := zi,q+1 := 0 für i = 0, 1, . . . , p + 1

erhält man so für die Unbekannten

z =

⎡

⎢
⎢
⎣

z1

z2
...

zq

⎤

⎥
⎥
⎦

, z j =
[

z1 j , z2 j , . . . , zpj
]T

,

ein lineares Gleichungssystem, das man in der Form [vgl. (8.4.5)]

(8.8.2a) Mz = b

mit

(8.8.2b) M =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

A I 0

I A . . .
. . .

. . . I
0 I A

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

, b =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

b1

b2
...

bq

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

,

schreiben kann, wobei I = Ip die p-reihige Einheitsmatrix, A eine p-reihige

Hermitesche Tridiagonalmatrix der Form

(8.8.2c) A = ρ2

⎡

⎢
⎢
⎣

−2α 1 0

1 −2α
. . .

. . .
. . . 1

0 1 −2α

⎤

⎥
⎥
⎦

mit

ρ := △y

△x
, α := 1+ 1+ σ△y2/2

ρ2
≥ 1,

und M aus q Blockzeilen und -Spalten besteht.
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In den letzten Jahren sind einige sehr effektive Verfahren zur Lösung

von (8.8.2) vorgeschlagen worden, die auch dem ADI-Verfahren [s. 8.6]

überlegen sind. Alle diese Verfahren sind Reduktionsverfahren: unter Aus-

nutzung der speziellen Struktur der Matrix M wird die Lösung von (8.8.2)

rekursiv auf die Lösung ähnlich gebauter Gleichungssysteme mit der halben

Unbekanntenzahl zurückgeführt und auf diese Weise die Zahl der Unbe-

kannten sukzessive halbiert. Wegen seiner Einfachheit wollen wir hier nur

eines der ersten Verfahren, den Algorithmus von Buneman (1969) beschrei-

ben [s. auch Buzbee, Golub und Nielson (1970), sowie Hockney (1970) und

Swarztrauber (1977) für verwandte Verfahren.]

Folgende Beobachtung ist für das Reduktionsverfahren von Buneman

wesentlich: Betrachtet man das Gleichungssystem (8.8.2), ausgeschrieben

Az1 + z2 = b1,

· · ·
z j−1 + Az j + z j+1 = bj , j = 2, 3, . . . , q − 1,(8.8.3)

· · ·
zq−1 + Azq = bq ,

so kann man für alle geraden j = 2, 4, . . . aus den drei aufeinanderfolgenden

Gleichungen

z j−2 + Az j−1 + z j = bj−1,

z j−1 + Az j + z j+1 = bj ,

z j + Az j+1 + z j+2 = bj+1,

die Variablen z j−1 und z j+1 eliminieren, indem man von der Summe der

ersten und dritten Gleichung das A-fache der zweiten Gleichung abzieht:

z j−2 + (2I − A2)z j + z j+2 = bj−1 − Abj + bj+1.

Für ungerades q erhält man so das reduzierte System

(8.8.4)

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

2I − A2 I

I . . .
. . .

. . .
. . . I
I 2I − A2

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

z2

z4
...

zq−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦
=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

b1 + b3 − Ab2

b3 + b5 − Ab4
...

bq−2 + bq − Abq−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

für z2, z4, . . . . Kennt man die Lösung von (8.8.4), also die geradzahlig indi-

zierten Teilvektoren z2 j , so kann man die ungeradzahlig indizierten Vekto-

ren z1, z3, . . . aus folgenden Gleichungen bestimmen, die sofort aus (8.8.3)

für j = 1, 3, . . . folgen:
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(8.8.5)

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

A 0

A
A

. . .
0 A

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

z1

z3

z5
...

zq

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

b1 − z2

b3 − z2 − z4

b5 − z4 − z6
...

bq − zq−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Auf diese Weise hat man die Lösung von (8.8.2) auf die Lösung des re-

duzierten Systems (8.8.4) mit der halben Zahl von Unbekannten und die

anschließende Lösung von (8.8.5) zurückgeführt. Nun hat (8.8.4) wieder

die gleiche Struktur wie (8.8.2):

M (1)z(1) = b(1)

mit

M (1) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

A(1) I 0

I . . .
. . .

. . .
. . . I

0 I A(1)

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

, A(1) := 2I − A2,

z(1) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

z(1)1

z(1)2
...

z(1)q1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

:=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

z2

z4
...

zq−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

, b(1) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

b(1)
1

b(1)
2
...

b(1)
q1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

:=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

b1 + b3 − Ab2

b3 + b5 − Ab4
...

bq−2 + bq − Abq−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

,

so daß man das eben beschriebene Reduktionsverfahren auch auf M (1) an-

wenden kann, usw. Allgemein erhält man so für q := q0 := 2k+1 − 1 eine

Folge von Matrizen A(r) und Vektoren b(r)
j nach der Vorschrift:

(8.8.6).

Start: Setze A(0) := A, b(0)
j := bj , j = 1, 2, . . . , q0, q0 := q = 2k+1 − 1.

Für r = 0, 1, 2, . . . , k − 1:

Setze

a) A(r+1) := 2I −
(

A(r)
)2
,

b) b(r+1)
j := b(r)

2 j−1 + b(r)
2 j+1 − A(r)b(r)

2 j , j = 1, 2, . . . , 2k−r − 1 =: qr+1.

Für jede Stufe r + 1, r = 0, . . . , k − 1, erhält man so ein lineares Glei-

chungssystem

M (r+1)z(r+1) = b(r+1),

ausgeschrieben:
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⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

A(r+1) I 0

I A(r+1) . . .
. . .

. . . I

0 I A(r+1)

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

z(r+1)
1

z(r+1)
2
...

z(r+1)
qr+1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

b(r+1)
1

b(r+1)
2
...

b(r+1)
qr+1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Seine Lösung z(r+1) liefert die geradzahlig indizierten Teilvektoren der

Lösung z(r) des Gleichungssystems M (r)z(r) = b(r) der Stufe r :
⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

z(r)2

z(r)4
...

z(r)qr−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

:=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

z(r+1)
1

z(r+1)
2
...

z(r+1)
qr+1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

während sich die ungeradzahlig indizierten Teilvektoren von z(r) durch

Lösung der folgenden Gleichungen ergeben:
⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

A(r) 0

A(r)

. . .

0 A(r)

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

z(r)1

z(r)3
...

z(r)qr

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

b(r)
1 − z(r)2

b(r)
3 − z(r)2 − z(r)4

...

b(r)
qr
− z(r)qr−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Man erhält so aus den Daten A(r), b(r), die durch (8.8.6) geliefert wer-

den, schließlich die Lösung z := z(0) von (8.8.2) nach den folgenden Regeln:

(8.8.7).

0) Start: Bestimme z(k) = z(k)1 durch Lösung des Gleichungssystems

A(k)z(k) = b(k) = b(k)
1 .

1) Für r = k − 1, k − 2, . . . , 0:

a) Setze z(r)2 j := z(r+1)
j , j = 1, 2, . . . , qr+1 = 2k−r − 1.

b) Berechne für j = 1, 3, 5, . . . , qr die Vektoren z(r)j durch Lösung

von
A(r)z(r)j = b(r)

j − z(r)j−1 − z(r)j+1.

2) Setze z := z(0).

In der Fassung (8.8.6), (8.8.7) ist der Algorithmus noch unvollständig und

er hat er schwerwiegende numerische Mängel: Zunächst ist die explizite
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Berechnung von A(r+1) = 2I − (A(r))2 in (8.8.6) a) sehr aufwendig: Aus der

Tridiagonalmatrix A(0) = A wird mit wachsendem r sehr rasch eine voll

besetzte Matrix [A(r) ist eine Bandmatrix der Bandbreite 2r +1], so daß die

Berechnung von (A(r))2 und die Lösung der linearen Gleichungssysteme in

(8.8.7) 1b) für größeres r immer teurer wird. Darüber hinaus kann man sich

leicht überzeugen, daß die Größe der Matrizen A(r) exponentiell anwächst:

z. B. ist für das Modellproblem (8.4.1)

A = A(0) =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

−4 1 0

1 −4
. . .

. . .
. . . 1

0 1 −4

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

,
∥
∥A(0)

∥
∥ ≥ 4,

∥
∥A(r)

∥
∥ ≈

∥
∥A(r−1)

∥
∥

2 ≥ 42r
,

so daß bei der Berechnung von b(r+1)
j in (8.8.6) b) für größeres r große Ge-

nauigkeitsverluste auftreten, weil i. allg. ‖A(r)b(r)
2 j ‖ ≫ ‖b

(r)
2 j−1‖, ‖b

(r)
2 j+1‖ gilt

und deshalb bei der Summation in (8.8.6) b) die in b(r)
2 j−1, b(r)

2 j+1 enthaltene

Information verloren geht.

Beide Nachteile lassen sich durch eine Umformulierung des Verfahrens

vermeiden. Die explizite Berechnung von A(r) läßt sich vermeiden, wenn

man A(r) als Produkt von Tridiagonalmatrizen darstellt:

(8.8.8) Satz: Es gilt für alle r ≥ 0

A(r) = −
2r
∏

j=1

[

−
(

A + 2 cos θ
(r)
j · I

)]

mit θ
(r)
j := (2 j − 1)π/2r+1 für j = 1, 2, . . . , 2r .

Beweis: Wegen (8.8.6) a) gilt mit A(0) = A

A(r+1) = 2I −
(

A(r)
)2
,

so daß es ein Polynom pr (t) vom Grad 2r gibt mit

(8.8.9) A(r) = pr (A).

Offensichtlich gilt für die Polynome pr

p0(t) = t,

pr+1(t) = 2− (pr (t))
2,

also besitzt pr die Form
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(8.8.10) pr (t) = −(−t)2r + · · · .

Mit Hilfe der Substitution t = −2 cos θ und vollständiger Induktion folgt

(8.8.11) pr (−2 cos θ) = −2 cos(2rθ).

Diese Formel ist für r = 0 trivial. Wenn sie für ein r ≥ 0 richtig ist, dann

auch für r + 1 wegen

pr+1(−2 cos θ) = 2− (pr (−2 cos θ))2

= 2− 4 cos2(2rθ)

= −2 cos(2 · 2rθ).

Wegen (8.8.11) besitzt pr (t) die 2r verschiedenen reellen Nullstellen

tj = −2 cos

(
2 j − 1

2r+1
π

)

= −2 cos θ
(r)
j , j = 1, 2, . . . , 2r ,

und daher wegen (8.8.10) die Produktdarstellung

pr (t) = −
2r
∏

j=1

[

−(t − tj )
]

.

Daraus folgt wegen (8.8.9) sofort die Behauptung des Satzes. ⊓⊔

Den letzten Satz kann man nun in der Weise praktisch nutzen, daß man

die Lösung der verschiedenen Gleichungssysteme

A(r)u = b

in (8.8.7) 1b) mit der Matrix A(r) rekursiv auf die Lösung von 2r Glei-

chungssystemen mit den Tridiagonalmatrizen

A(r)
j := −A − 2 cos θ

(r)
j I, j = 1, 2, . . . , 2r ,

zurückführt:

A(r)
1 u1 = b ⇒ u1,

(8.8.12) A(r)
2 u2 = u1 ⇒ u2,

...

A(r)
2r u2r = u2r−1 ⇒ u2r ⇒ u := −u2r .
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Da, wie man sich leicht überzeugt, die Tridiagonalmatrizen A(r)
j für die

angegebene Diskretisierung von Problem (8.8.1) positiv definit sind, kann

man diese Systeme mittels Dreieckszerlegung von A(r)
j ohne Pivotsuche [s.

4.3] mit sehr geringem Aufwand lösen.

Die numerische Instabilität, die in (8.8.6) b) wegen des exponentiellen

Wachstums der A(r) auftritt, kann man nach dem Vorschlag von Buneman so

vermeiden, daß man statt der Größen b(r)
j andere Vektoren p(r)

j , q(r)
j , j = 1,

2, . . . , qr , einführt, die mit den b(r)
j auf folgende Weise zusammenhängen

(8.8.13) b(r)
j = A(r) p(r)

j + q(r)
j , j = 1, 2, . . . , qr ,

und die man numerisch stabiler als die b(r)
j berechnen kann. Vektoren p(r)

j ,

q(r)
j mit diesen Eigenschaften sind folgendermaßen rekursiv berechenbar:

(8.8.14).

Start: Setze p(0)
j := 0, q(0)

j = bj = b(0)
j , j = 1, 2, . . . , q0.

Für r = 0, 1, . . . , k − 1:

Berechne für j = 1, 2, . . . , qr+1:

a) p(r+1)
j := p(r)

2 j −
(

A(r)
)−1[

p(r)
2 j−1 + p(r)

2 j+1 − q(r)
2 j

]

,

b) q(r+1)
j := q(r)

2 j−1 + q(r)
2 j+1 − 2p(r+1)

j .

Natürlich läuft die Berechnung von p(r+1)
j in Teilschritt a) darauf hinaus,

daß man wie eben beschrieben [s. (8.8.12)] zunächst die Lösung u des

Gleichungssystems

A(r)u = p(r)
2 j−1 + p(r)

2 j+1 − q(r)
2 j

mit Hilfe der Faktorisierung von A(r) von Satz (8.8.8) bestimmt, und dann

p(r+1)
j mit Hilfe von u berechnet:

p(r+1)
j := p(r)

2 j − u.

Wir wollen durch Induktion nach r zeigen, daß die Vektoren p(r)
j , q(r)

j , die

durch (8.8.14) definiert sind, die Beziehung (8.8.13) erfüllen.

Für r = 0 ist (8.8.13) trivial. Wir nehmen induktiv an, daß (8.8.13) für

ein r ≥ 0 richtig ist. Wegen (8.8.6) b) und A(r+1) = 2I − (A(r))2 gilt dann
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b(r+1)
j = b(r)

2 j+1 + b(r)
2 j−1 − A(r)b(r)

2 j

= A(r) p(r)
2 j+1 + q(r)

2 j+1 + A(r) p(r)
2 j−1 + q(r)

2 j−1 − A(r)
[

A(r) p(r)
2 j + q(r)

2 j

]

= A(r)
[

p(r)
2 j+1 + p(r)

2 j−1 − q(r)
2 j

]

+ A(r+1) p(r)
2 j + q(r)

2 j−1 + q(r)
2 j+1 − 2p(r)

2 j

= A(r+1) p(r)
2 j +

(

A(r)
)−1{[

2I − A(r+1)
][

p(r)
2 j+1 + p(r)

2 j−1 − q(r)
2 j

]}

+ q(r)
2 j−1 + q(r)

2 j+1 − 2p(r)
2 j

= A(r+1)
{

p(r)
2 j −

(

A(r)
)−1[

p(r)
2 j−1 − p(r)

2 j+1 − q(r)
2 j

]}

+ q(r)
2 j−1 + q(r)

2 j+1 − 2p(r+1)
j

= A(r+1) p(r+1)
j + q(r+1)

j .

Wegen (8.8.13) kann man die Vektoren b(r)
j in (8.8.7) mit Hilfe der p(r)

j , q(r)
j

ausdrücken und erhält z. B. aus (8.8.7) 1b) für z(r)j das Gleichungssystem

A(r)z(r)j = A(r) p(r)
j + q(r)

j − z(r)j−1 − z(r)j+1,

so daß man z(r)j auf folgende Weise erhalten kann:

Bestimme die Lösung u von

A(r)u = q(r)
j − z(r)j−1 − z(r)j+1,

[man verwende dazu wieder die Faktorisierung von Satz (8.8.8)] und setze

z(r)j := u + p(r)
j .

Wenn man so systematisch in (8.8.6), (8.8.7) die b(r)
j durch p(r)

j und

q(r)
j ersetzt, erhält man den

(8.8.15) Algorithmus von Buneman.

Voraussetzung: Gegeben sei das Gleichungssystem (8.8.2), q = 2k+1 − 1.

0) Start: Setze p(0)
j := 0, q(0)

j := bj , j = 1, 2, . . . , q0 := q .

1) Für r = 0, 1, . . . , k − 1:

Für j = 1, 2, . . . , qr+1 := 2k−r − 1:

Berechne die Lösung u des Gleichungssystems

A(r)u = p(r)
2 j−1 + p(r)

2 j+1 − q(r)
2 j
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mittels der Zerlegung von Satz (8.8.8) und setze

p(r+1)
j := p(r)

2 j − u; q(r+1)
j := q(r)

2 j−1 + q(r)
2 j+1 − 2p(r+1)

j .

2) Bestimme die Lösung u des Gleichungssystems

A(k)u = q(k)
1

und setze z(k) := z(k)1 := p(k)
1 + u.

3) Für r = k − 1, k − 2, . . . , 0:

a) Setze z(r)2 j := z(r+1)
j für j = 1, 2, . . . , qr+1.

b) Bestimme für j = 1, 3, 5, . . . , qr die Lösung u des Gleichungssy-

stems

A(r)u = q(r)
j − z(r)j−1 − z(r)j+1

und setze z(r)j := p(r)
j + u.

4) Setze z := z(0).

Dieses Verfahren ist sehr effizient: Wie eine Abzählung ergibt, benötigt man

zur Lösung des Modellproblems (8.4.1) (a = b = 1, p = q = N = 2k+1−1)

mit seinen N 2 Unbekannten ungefähr 3kN 2 ≈ 3N 2 log2 N Multiplikationen,

die Zahl der Additionen ist von derselben Größenordnung. Eine Untersu-

chung der numerischen Stabilität des Verfahrens findet man in Buzbee,

Golub und Nielson (1970).

Das Buneman-Verfahren ist ein sog. zyklisches Reduktions-Verfahren:

Es reduziert wiederholt ein lineares System der Form (8.8.2) auf ein ähnlich

strukturiertes System (8.8.4) halber Größe. Der gleiche Rechenaufwand von

O(N 2 log2 N ) Operationen zur Lösung von (8.8.2) wird von einem „Fourier-

Verfahren“ benötigt, das die Techniken der schnellen Fouriertransformation

aus der trigonometrischen Interpolation verwendet [s. Bd. I, Abschnitte 2.3.1

und 2.3.2]. Dabei wird die spezielle Struktur der Matrix A (8.8.2c) ausge-

nutzt:

Wir beginnen mit der leicht zu bestätigenden Beobachtung, daß die

p × p-Matrix
⎡

⎢
⎢
⎣

0 1

1 . . .
. . .

. . .
. . . 1

1 0

⎤

⎥
⎥
⎦

die Eigenwerte

µk := 2 cos ξk, ξk := kπ

p + 1
, k = 1, 2, . . . , p,
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mit den zugehörigen Eigenvektoren

(8.8.16) xk := [ sin(ξk), sin(2 ξk), . . . , sin(p ξk) ]T , k = 1, 2, . . . , p

besitzt. Diese Eigenvektoren sind zueinander orthogonal [Satz (6.4.2)] und

besitzen die gleiche euklidische Norm ‖xk‖ =
√
(p + 1)/2, so daß die

Matrix

X :=
√

2

p + 1

[

x1, x2, . . . , xp
]

eine orthogonale Matrix ist, X−1 = X T . Also hat die Matrix A (8.8.2c) die

Eigenwerte

(8.8.17) λk := ρ2(µk − 2α) = 2ρ2(cos ξk − α), k = 1, 2 . . . , p,

und die gleichen Eigenvektoren xk (8.8.16). Ihre Jordansche Normalform ist

daher
X T AX = Λ := diag(λ1, . . . , λp).

Nun ist das System (8.8.2) äquivalent zu (z0 = zq+1 := 0)

(8.8.18) z j−1 + Az j + z j+1 = bj , j = 1, 2, . . . , q.

Also gelten für die Vektoren yj := X−1z j = X T z j und u j := X−1bj = X T bj

die Gleichungen

(8.8.19) yj−1 +Λyj + yj+1 = u j , j = 1, 2, . . . , q.

Seien nun yk j und uk j , k = 1, . . . , p, die k-ten Komponenten von yj bzw.

u j . Wegen (8.8.19) genügen dann für jedes k = 1, 2, . . . , p, die yk j und

uk j , j = 1, 2, . . . , q , dem folgenden tridiagonalen System von Gleichungen

yk, j−1 + λk yk j + yk, j+1 = uk j , j = 1, 2, . . . , q.

Die rechten Seiten uk j , j = 1, . . . , q , dieser Gleichungen, d.h. die Kompo-

nenten von u j = X T bj sind dann gegeben durch

uk j =
√

2

p + 1

p
∑

l=1

bl j sin(lξk), k = 1, 2, . . . , p.

Da die Abszissen ξk = kπ/(p + 1) äquidistant sind, können diese Sum-

men mit Hilfe der Algorithmen der trigonometrischen Interpolation [s. Bd.

I, Satz (2.3.1.12)] berechnet werden, z.B. mit den FFT-Algorithmen aus

Abschnitt 2.3.2. Schließlich erhält man die Lösung z j von (8.8.18) durch

die Berechnung von z j = Xyj , wobei wiederum die Algorithmen der trigo-

nometrischen Interpolation aus den Abschnitten 2.3.1 und 2.3.2 verwendet

werden können.
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Nun haben die Matrizen A(r) (8.8.6) des Buneman-Verfahrens die glei-

chen Eigenvektoren xk wie A (8.8.2c). Also können wieder Fouriertechniken

verwendet werden, um die reduzierten Systeme M (r)z(r) = b(r) zu lösen,

die in (8.8.7), 1)b) vorkommen. Man kann auf diese Weise ein kombiniertes

Verfahren konstruieren, das aus l Reduktionsschritten vom Buneman-Typ,

r = 1, 2, . . . , l, und der anschließenden Lösung von Systemen niedrigerer

Ordnung durch Fouriermethoden besteht. Dies führt auf den FACR(l)- Algo-

rithmus von Hockney (1969) (FACR: Fourier analysis and cyclic reduction).

Swarztrauber (1977) konnte zeigen, daß man bei einer geeigneten Wahl von

l ein Verfahren erhält, das nur O(N 2 log2 log2 N ) Operationen benötigt, um

das Poisson-Problem auf einem N × N -Gitter mit p = q = N = 2k+1 − 1

zu lösen.

In der vorliegenden Form dienen die Verfahren zur Lösung des diskre-

tisierten Dirichletschen Randwertproblems für die Poisson-Gleichung auf

einem Rechteckgebiet. Es gibt Varianten der Verfahren zur Lösung analo-

ger Randwertprobleme für die Helmholtzgleichung oder die biharmonische

Gleichung auf Rechtecksgebieten.

Reduktionsverfahren mit noch besseren Stabilitätseigenschaften zur Lö-

sung solcher Probleme wurden von Schröder, Trottenberg und Reutersberg

(1973, 1976) angegeben und eingehend untersucht. Es gibt ferner kompli-

ziertere Versionen dieser Verfahren zur Lösung der entsprechenden diskre-

tisierten Randwertprobleme für Nichtrechtecksgebiete [s. Buzbee und Dorr

(1974), Buzbee et al. (1971), Proskurowski und Widlund (1976), O’Leary

und Widlund (1979)]. Während diese Verfahren direkt, also nichtiterativ

sind, gibt es mittlerweile leistungsfähige Iterationsverfahren mit erheblich

verbesserten Konvergenzeigenschaften. Zu ihnen gehören die Mehrgitterver-

fahren, deren Prinzipien wir im nächsten Abschnit kurz erläutern wollen,

und die modernen Gebiets-Zerlegungs-Methoden: Hier sei der Leser auf

die Spezialliteratur verwiesen, etwa Chan, Glowinski, Periaux und Widlund

(1989); Glowinski, Golub, Meurant und Periaux (1988); Keyes und Gropp

(1987).

8.9 Mehrgitterverfahren

Mehrgitterverfahren gehören zu den leistungsfähigsten Verfahren, um die

linearen Gleichungssysteme zu lösen, die man bei der Diskretisierung von

Differentialgleichungen erhält. Wir wollen hier nur die Grundideen dieser

vielseitigen und variantenreichen Verfahren in einer sehr einfachen Situation

studieren, was aber schon die wesentlichen Prinzipien klar werden läßt. Für

eine eingehende Behandlung muß auf die Spezialliteratur verwiesen werden,
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z. B. Brandt (1977), Hackbusch und Trottenberg (1982), insbesondere auf

die Monographie von Hackbusch (1985). Unsere Darstellung schließt sich

an Briggs (1987) an. Anstelle von Randwertproblemen für partielle Diffe-

rentialgleichungen, wo die Stärke von Mehrgitterverfahren erst recht zum

Tragen kommt, betrachten wir hier als Modellproblem nur die Randwert-

aufgabe [vgl. (7.4.1)]

(8.9.1)
−y′′(x) = f (x) für x ∈ Ω := (0, π),

y(0) =y(π) = 0,

für eine gewöhnliche Differentialgleichung, die als eindimensionales Ana-

logon des zweidimensionalen Modellproblems (8.4.1) anzusehen ist. Die

übliche Diskretisierung mit einer Schrittweite h = π/n führt zu einem

eindimensionalen Gitter Ωh = {x j = jh | j = 1, . . . , n − 1} ⊂ Ω und

schließlich zu einem linearen Gleichungssystem

(8.9.2)

Ahuh = fh, Ah := 1

h2

⎡

⎢
⎢
⎣

2 −1 0

−1 2
. . .

. . .
. . . −1

0 −1 2

⎤

⎥
⎥
⎦

, fh :=

⎡

⎢
⎢
⎣

f (x1)

f (x2)
...

f (xn−1)

⎤

⎥
⎥
⎦

,

für einen Vektor uh = [uh;1, . . . , uh;n−1]T von Näherungswerten uh; j ≈
y(x j ) für die exakte Lösung y auf dem Gitter Ωh . Der Index h deutet auch

an, daß uh und fh als Funktionen auf dem Gitter Ωh aufzufassen sind: Die

j-te Komponente uh; j von uh läßt sich so auch als Wert der Gitterfunktion

uh(x) für x = x j ∈ Ωh schreiben, uh; j = uh(x j ), was wir gelegentlich tun

werden. Die Matrix Ah ist eine (n−1)-reihige Matrix, deren Eigenwerte λ
(k)
h

und Eigenvektoren z(k)h explizit angegeben werden können [vgl. Abschnitt

8.4]:

(8.9.3)

z(k)h :=[sin kh, sin 2kh, . . . , sin(n − 1)kh]T ,

λ
(k)
h := 1

h2
4 sin2 kh

2
= 2

h2
(1− cos kh), k = 1, 2, . . . , n − 1.

Dies bestätigt man leicht durch Verifikation von Ahz(k)h = λ
(k)
h z(k)h , k = 1,

. . . , n− 1. Die Vektoren z(k)h besitzen die euklidische Norm ‖z(k)h ‖ =
√

n/2

und sind orthogonal zueinander [Satz (6.4.2)].

Betrachtet man die Komponenten sin jkh = sin jkπ
n der Vektoren z(k)h

auf den Gitterpunkten x j von Ωh für j = 1, . . . , n − 1, so sieht man, daß

die z(k) = z(k)h mit wachsendem k = 1, . . . , n − 1 Schwingungen wachsen-

der „Frequenz“ k beschreiben: Die Frequenz k gibt gerade die Anzahl der

Halbwellen auf Ωh an (s. Fig. 24 für n = 6, k = 1).
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Fig. 24. Die Gitterfunktion z(2).

Um die Notation zu vereinfachen, lassen wir gelegentlich den Index

h fort, wenn es klar ist, zu welchen Schrittweiten h bzw. Gittern Ωh die

Vektoren und Matrizen u = uh , f = fh , A = Ah gehören.

Eine der Motivationen für Mehrgitterverfahren liegt in dem Konvergenz-

verhalten der üblichen Iterationsverfahren (8.1.7), (8.1.8) zur Lösung von

Au = f . Wir wollen dies für das Jacobi-Verfahren (8.1.7) näher studieren.

Die Standardzerlegung (8.1.5), (8.1.6)

Ah = Dh(I − Jh), Dh =
2

h2
I,

von A = Ah führt zu der (n − 1)-reihigen Matrix

J = Jh = I − h2

2
Ah =

1

2

⎡

⎢
⎢
⎣

0 1 0

1 0
. . .

. . .
. . . 1

0 1 0

⎤

⎥
⎥
⎦

und der Iterationsformel des Jacobi-Verfahrens

v(i+1) = Jv(i) + h2

2
f,

das eine Folge v(i)(= v
(i)
h ) von Näherungsvektoren für die exakte Lösung

u = uh von (8.9.2) erzeugt. Der Fehler e(i) := v(i) − u genügt dann der

Rekursionsformel

e(i+1) = Je(i) = J i+1e(0).

Die Iterationsmatrix J = Jh = I − h2

2
Ah besitzt die Eigenwerte
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µ(k) = µ
(k)
h = 1− h2

2
λ
(k)
h = cos kh, k = 1, . . . , n − 1,

und die gleichen Eigenvektoren z(k) = z(k)h wie Ah . Wir analysieren das

Verhalten des Fehlers e nach einem Iterationsschritt e ⇒ ē = Je und

zerlegen dazu e nach den Eigenvektoren von J = Jh [s. 6.6.3]

e = ρ1z(1) + · · · + ρn−1z(n−1).

Hier gibt das Gewicht ρk an, wie stark die Schwingung der Frequenz k an

e beteiligt ist. Es folgt

ē = ρ1µ
(1)z(1) + · · · + ρn−1µ

(n−1)z(n−1).

Wegen 1 > µ(1) > µ(2) > · · · > µ(n−1) = −µ(1) > −1 folgt, daß alle

Frequenzen k = 1, 2, . . . , n − 1 von e gedämpft werden, jedoch in unter-

schiedlichem Maße: Die extremen Frequenzen mit k = 1 und k = n − 1

werden am schlechtesten gedämpft, die mittleren mit k ≈ n
2

dagegen sehr

gut.

Durch Einführung eines geeigneten Relaxationsfaktors ω in die Itera-

tionsmatrix läßt sich das Dämpfungsverhalten für die hohen Frequenzen

k mit n
2
≤ k ≤ n − 1 erheblich verbessern. Dazu betrachten wir das

gedämpfte Jacobi-Verfahren (8.1.3), (8.1.4), (8.1.7) das zu der Zerlegung

A = Ah = B − (B − A) mit B := (1/ω)D gehört und zu den Iterationsfor-

meln

(8.9.4) v(i+1) = J (ω)v(i) + ω

2
h2 f

mit der Matrix Jh(ω) = J (ω) := (1 − ω)I + ωJ führt. Für ω = 1 erhält

man das ursprüngliche Jacobi-Verfahren zurück, J (1) = J . J (ω) besitzt

offensichtlich die Eigenwerte

(8.9.5)

µ
(k)
h (ω) = µ(k)(ω) := 1− ω + ωµ(k) = 1− 2ω sin2 kh

2
, k = 1, . . . , n − 1,

und wieder die Eigenvektoren z(k) = z(k)h .

Ein Iterationsschritt transformiert den Fehler folgendermaßen:

(8.9.6) e =
n−1
∑

k=1

ρkz(k) ⇒ ē = J (ω)e =
n−1
∑

k=1

ρkµ
(k)(ω)z(k).

Wegen |µ(k)(ω)| < 1 für alle 0 < ω ≤ 1, k = 1, . . . , n − 1, werden

für 0 < ω ≤ 1 alle Frequenzen des Fehlers gedämpft. Jedoch kann man

es bei passender Wahl von ω erreichen, daß die hohen Frequenzen k mit
n
2
≤ k ≤ n − 1 besonders stark gedämpft werden: Für ω = ω0 := 2/3 wird
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max
n
2
≤k≤n−1

|µ(k)(ω)|

minimal, und es gilt dann |µ(k)(ω)| ≤ 1/3 für n
2
≤ k ≤ n − 1: Man

beachte, daß dieser Dämpfungsfaktor 1/3 für die hohen Frequenzen nicht

von h abhängt, während nach wie vor maxk |µ(k)(ω)| = µ(1)(ω) = 1 −
2ω sin2(h/2) = 1− O(h2) für kleines h ↓ 0 gegen 1 konvergiert, also auch

das gedämpfte Jacobi-Verfahren für h ↓ 0 immer schlechter konvergiert

[vgl. die Diskussion in Abschnitt 8.4].

Ein Nachteil des gedämpften Jacobi-Verfahrens ist es, daß es von einem richtig
zu wählenden Parameter ω abhängt. In der Praxis zieht man parameterunabhängige
Iterationsverfahren vor. Ein solches Verfahren ist das Gauß-Seidel-Verfahren (8.1.8),
das zu der Zerlegung

Ah = Dh − Eh − Fh, Eh = FT
h := 1

h2

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

0 . . . . . . 0

1
. . .

.

.

.
.
.
.

. . .
. . .

.

.

.

0 . . . 1 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

,

von Ah gehört. Man erhält die Iterierte v(i+1) aus v(i) durch Lösung der linearen
Gleichungen

(Ah − Eh)v
(i+1) − Fhv

(i) = fh .

Man kann zeigen, daß das Gauß-Seidel-Verfahren ähnliche Dämpfungseigenschaften
wie das gedämpfte Jacobi-Verfahren besitzt. Da die Theorie des gedämpften Jacobi-
Verfahren einfacher ist, beschränken wir uns im folgenden auf die Analyse dieses
Verfahrens.

Durch relativ wenige Schritte des gedämpften Jacobiverfahrens kann

man eine Iterierte v(i) = v
(i)
h finden, deren Fehler

e(i)
h = v

(i)
h − uh = ρ

(i)
1 z(1)h + · · · + ρ

(i)
n−1z(n−1)

h

praktisch keine hochfrequenten Anteile mehr enthält,

max
n/2≤k<n

|ρ(i)
k | ≪ max

1≤k<n/2
|ρ(i)

k |.

Hier setzt nun eine weitere Überlegung an: e(i)
h ist Lösung des Glei-

chungssystems Ahe(i)
h = −r (i)

h , wobei r (i)
h = fh − Ahv

(i)
h das Residuum von

v
(i)
h ist. Mit e(i)

h enthält auch die Zerlegung von

r (i)
h = −

n−1
∑

k=1

ρ
(i)
k λ

(k)
h z(k)h

kaum noch hochfrequente Anteile. Nun kann man „langwellige“ Gitter-

funktionen gh auf Ωh recht gut durch eine Gitterfunktion g2h auf dem
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gröberen Gitter Ω2h = { j · 2h | j = 1, 2, . . . , n
2
− 1} (wir setzen hier

voraus, daß n eine gerade Zahl ist) mit Hilfe eines Projektionsoperators I 2h
h

approximieren:

g2h := I 2h
h gh, I 2h

h := 1

4

⎡

⎢
⎣

1 2 1

1 2 1

· · · · · ·
1 2 1

⎤

⎥
⎦ .

Dabei ist I 2h
h eine ( n

2
− 1)× (n − 1)-Matrix: Faßt man gh als Funktion

auf Ωh und g2h als Funktion auf dem „groben“ Gitter Ω2h auf, so erhält

man g2h durch Mittelung

g2h( j · 2h) = 1

4
gh((2 j − 1)h)+ 2

4
gh(2 j · h)+ 1

4
gh((2 j + 1)h)

für j = 1, . . . , n
2
− 1 (s. Fig. 25 für n = 6).

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�

�������������������������������

����
���
���
��
��
��

��������

��������

��������

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�

�� �� �� �� ��

Æ

Æ

Æ

Æ

Æ

��
���
���
��
���
���
��
���
���
��
���
���
��
���
���
��
���
���
��
���
���
��
���
���
��
���

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���
��
���
��
���
���
��
���
��
���
��
���
���
��
���
��
���
��
���
��
���
���
��
���
��
���
��
���
���
��
���
��
�� �

��
��
�
��
��
��
�
��
��
�
��
��
��
�
��
��
�
��
��
��
�
��
��
��
�
��
��
�
��
��
��
�
��
��
�
��
��
��
�
��
��
��
�
��
��
�
��
��

�
���
���
��
���
��
���
��
���
��
���
���
��
���
��
���
��
���
��
���
���
��
���
��
���
��
���
���
��
���
��
���
��
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

Æ � ��
� ���

�
��
��
��

�
��
��
��

�
��
��
��

�
��
��
��

��
�
��
��

��
�
��
��

��
��
�
��

��
��
�
��

��
��
��
�

��
��
��
�

��
��
��
�

��
��
��
�

��
��
��
�

��
��
��
�

������
�
�����
��
�����
��
������
�
�������

�����
��
������
�
������
�
�����
��
�����
��

��
��
�
��

�
��
��
�
�

�
��
�
��
�

��
��
�
��

��
�
��
��

�
��
�
��
�

��
��
��
�

��
�
��
��

�
��
�
��
�

�
�
��
��
�

��
�
��
��

�
��
��
�
�

�
�
��
��
�

��
�
��
��

�
��
��
�
�

Fig. 25. Projektion durch Mittelung.

Anstelle des oben beschriebenen Mittelungsoperators könnte man auch den ein-
facheren Projektionsoperator

I 2h
h =

⎡

⎢
⎣

0 1 0
0 1 0

. . . . . .

0 1 0

⎤

⎥
⎦

wählen, der der Funktion gh auf Ωh die Funktion g2h = I 2h
h gh mit

g2h( j · 2h) := gh(2 j · h), j = 1, . . . ,
n

2
− 1,

auf Ω2h zuordnet. Wir werden diese Möglichkeit aber nicht weiter diskutieren.
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Umgekehrt kann man mit Hilfe eines Interpolationsoperators I h
2h jede

Gitterfunktion g2h auf dem groben Gitter Ω2h durch Interpolation zu einer

Gitterfunktion gh = I h
2hg2h auf dem feinen Gitter Ωh fortsetzen, wenn man

I h
2h z. B. definiert durch:

I h
2h := 1

2

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

2

1 1

2

1
...
... 1

2

1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Dabei ist I h
2h eine (n− 1)× ( n

2
− 1)-Matrix, gh wird durch Interpolation

aus g2h erhalten (g2h(0) = g2h(π) := 0), d. h. für j = 1, . . . , n − 1 gilt

gh( jh) :=
{

g2h(
j
2
· 2h) falls j gerade,

1
2
g2h(

j−1

2
· 2h)+ 1

2
g2h(

j+1

2
· 2h) sonst.

(s. Fig. 26 für n = 6).

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�������������������������������

����
���
���
��
��
��

��������

��������

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�� �� �� �� ��

Æ

Æ

Æ

Æ

Æ

Æ � ��
� ���

�
��
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
��
�

��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�

��������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������

����������������
������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������

Fig. 26. Fortsetzung durch Interpolation.

Die einfachste Form eines Mehrgitterverfahrens besteht nun darin, im

Anschluß an eine Reihe Glättungsschritte mit dem gedämpften Jacobi-

Verfahren (8.9.4), die eine Näherungslösung v
(i)
h von Ahuh = fh mit dem

Fehler e(i)
h und dem Residuum r (i)

h liefern, das Residuum r (i)
h ⇒ r (i)

2h :=
I 2h
h r (i)

h auf das gröbere Gitter Ω2h zu projizieren, dann das lineare Glei-

chungssystem

A2he(i)
2h = −r (i)

2h
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„auf dem groben Gitter“ zu lösen und schließlich die Lösung e(i)
2h ⇒ ẽ(i)

h :=
I h
2he(i)

2h auf das feine Gitter Ωh fortzusetzen. Man erwartet dabei, daß ẽ(i)
h

jedenfalls dann eine recht gute Approximation für die Lösung e(i)
h von

Ahe(i)
h = −r (i)

h ist, falls e(i)
h eine „langwellige“ Gitterfunktion ist, und daß

deshalb v
(i+1)
h := v

(i)
h − ẽ(i)

h eine sehr viel bessere Approximation für die

Lösung uh ist als v
(i)
h .

Insgesamt erhalten wir so ein einfaches Zweigitterverfahren (ZG), das

aus einer gegebenen Näherungslösung v
(i)
h von Ahuh = fh die nächste

Näherungslösung v
(i+1)
h := ZG(v

(i)
h ) nach folgender Vorschrift erzeugt:

(8.9.7) Zweigitterverfahren: Sei vh ein Gittervektor auf Ωh .

1) (Glättungsschritt) Führe ν Schritte des gedämpften Jacobi-Verfahrens

(8.9.4) mit ω = ω0 := 2/3 und dem Startvektor vh durch. Das Resultat

sei der Vektor wh mit dem Residuum rh := fh − Ahwh .

2) (Projektionsschritt) Berechne r2h := I 2h
h rh .

3) (Grobgitterlösung) Löse A2he2h = −r2h .

4) (Interpolation und Feingitterkorrektur) Setze ZG(vh) := wh − I h
2he2h .

In unserem einfachen Modellproblem können wir das Verhalten des Fehlers

eh := vh − uh → ēh := v̄h − uh

in einem Iterationsschritt vh ⇒ v̄h := ZG(vh) von (8.9.7) verhältnismä-

ßig leicht analysieren. Nach den ν Dämpfungsschritten gilt für den Fehler

dh := wh − uh von wh wegen (8.9.6)

dh = J (ω0)
νeh, rh = −Ahdh = −Ah J (ω0)

νeh .

Weiter findet man aus (8.9.7),

A2he2h = −r2h = −I 2h
h rh = I 2h

h Ahdh,

ēh = v̄h − uh = dh − I h
2he2h,

ohne Mühe die Formel

(8.9.8)
ēh =

(

I − I h
2h A−1

2h I 2h
h Ah

)

dh

=Ch · J (ω0)
νeh

mit der (n − 1)× (n − 1)-Matrix

Ch := I − I h
2h A−1

2h I 2h
h Ah .

Um die Fortpflanzung der einzelnen Frequenzen in eh nach ēh zu studieren,

benötigen wir Formeln für die Abbildung Chz(k)h der Eigenvektoren z(k)h von
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Ah . Mit den Abkürzungen ck := cos2(kh/2), sk := sin2(kh/2), k ′ := n − k,

verifiziert man sofort durch einfaches Nachrechnen

(8.9.9) I 2h
h z(k)h =

{

ckz(k)2h für k = 1, . . . , n
2
− 1,

−sk ′ z
(k ′)
2h für k = n

2
, . . . , n − 1.

Dabei sind die z(k)2h , 1 ≤ k < n/2, gerade die Eigenvektoren von A2h zu den

Eigenwerten

λ
(k)
2h =

4

(2h)2
sin2 kh = 1

h2
sin2 kh

[s. (8.9.3)], so daß

A−1
2h z(k)2h =

1

λ
(k)
2h

z(k)2h , k = 1, 2, . . . ,
n

2
− 1.

Ebenfalls durch Nachrechnen zeigt man

(8.9.10) I h
2hz(k)2h = ckz(k)h − skz(k

′)
h , k = 1, 2, . . . ,

n

2
− 1.

Durch Kombination dieser Resultate erhält man für k = 1 , 2, . . . , n
2
− 1

I h
2h A−1

2h I 2h
h Ahz(k)h = λ

(k)
h I h

2h A−1
2h I 2h

h z(k)h

= λ
(k)
h ck I h

2h A−1
2h z(k)2h

= λ
(k)
h

λ
(k)
2h

ck I h
2hz(k)2h

= λ
(k)
h

λ
(k)
2h

ck(ckz(k)h − skz(k
′)

h ).

Unter Verwendung von

λ
(k)
h

λ
(k)
2h

=
4
h2 sin2 kh/2

1
h2 sin2 kh

= 4sk

sin2 kh
, cksk =

1

4
sin2 kh,

bekommt man schließlich für k = 1, 2, . . . , n
2
− 1

(8.9.11) Chz(k)h = (I − I h
2h A−1

2h I 2h
h Ah)z

(k)
h = skz(k)h + skz(k

′)
h .

Auf die gleiche Weise berechnet man auch die Wirkung von Ch auf die

„hochfrequenten“ Vektoren z(k
′)

h :

(8.9.12) Chz(k
′)

h = ckz(k)h + ckz(k
′)

h , k = 1, . . . ,
n

2
.

Wir können nun folgenden Satz zeigen:
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(8.9.13) Satz: Wählt man ν = 2, ω0 = 2/3, so gilt nach einem Schritt von

(8.9.7) für die Fehler eh := vh−uh , ēh := v̄h−uh von vh und v̄h := ZG(vh)

die Abschätzung

‖ēh‖2 ≤ 0.782 ‖eh‖2.

Das Zweigitterverfahren liefert also Vektoren v
( j+1)
h = ZG(v

( j)
h ), deren

Fehler e( j)
h = v

( j)
h −uh mit einer von h unabhängigen Konvergenzrate gegen

0 konvergieren,

‖e( j)
h ‖2 ≤ 0.782 j‖e(0)

h ‖2.

Dies bemerkenswert, weil die Konvergenzraten aller bisher behandelten Ite-

rationsverfahren [vgl. Abschnitt 8.4] von h abhängen und für h ↓ 0 immer

schlechter werden.

Beweis: Der Fehler eh = vh − uh besitze die Zerlegung

eh = ρ1z(1)h + · · · + ρn−1z(n−1)
h .

Wir haben bereits gesehen (s. (8.9.5)), daß J (ω0) ebenfalls die Eigenvek-

toren z(k)h zu den Eigenwerten µ
(k)
h (ω0) = 1 − 2ω0sk , k = 1, . . . , n − 1,

besitzt. Nach Wahl von ω0 gilt dann für k = 1, . . . , n
2
, k ′ := n − k

|µ(k)
h (ω0)| < 1, |µ(k ′)

h (ω0)| ≤
1

3
.

Aus (8.9.6), (8.9.11) und (8.9.12) folgt für k = 1, . . . , n
2

Ch J (ω0)
νz(k)h =

(

µ
(k)
h (ω0)

)ν
(skz(k)h + skz(k

′)
h ) =: αk(z

(k)
h + z(k

′)
h ),

Ch J (ω0)
νz(k

′)
h =

(

µ
(k ′)
h (ω0)

)ν
(ckz(k)h + ckz(k

′)
h ) =: βk(z

(k)
h + z(k

′)
h ),

wobei für die αk := (µ
(k)
h (ω0))

νsk , βk := (µ
(k ′)
h (ω0))

νck die Abschätzungen

|αk | ≤ sk ≤
1

2
, |βk | ≤

1

3ν
für k = 1, . . . ,

n

2

gelten. Damit erhält man für den Fehler (δn/2 := 1/2, sonst δk := 1)

ēh = Ch J (ω0)
νeh

=
n/2
∑

k=1

δk(ρkαk + ρk ′βk)(z
(k)
h + z(k

′)
h ).

Wegen der Orthogonalität der z(k)h und ‖z(k)h ‖2 = n/2 für k = 1, . . . , n − 1

erhält man die Abschätzung
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‖ēh‖2 = n
[ n/2
∑

k=1

δk(ρ
2
kα

2
k + ρ2

k ′β
2
k + 2ρkρk ′αkβk)

]

≤ n
[ n/2
∑

k=1

δk(ρ
2
kα

2
k + ρ2

k ′β
2
k + (ρ2

k + ρ2
k ′)|αkβk |)

]

≤ n(
1

4
+ 1

2 · 3ν
)

n/2
∑

k=1

δk(ρ
2
k + ρ2

k ′)

= (
1

2
+ 1

3ν
)‖eh‖2.

Für ν = 2 folgt daraus die Behauptung des Satzes. ⊓⊔
Für das Zweigitterverfahren stellt sich das Problem, wie man in Schritt

3) von (8.9.7) das lineare Gleichungssystems A2he2h = −r2h auf dem

gröberen Gitter Ω2h löst. Hier liegt die Idee nahe, das Zweigitterverfah-

ren auch zur Lösung dieses Systems zu verwenden unter Benutzung von

Lösungen von Gleichungen auf dem nächstgröberen Gitter Ω4h usw. Man

erhält so Mehrgitterverfahren im engeren Sinne. Als einen wesentlichen Be-

standteil der verschiedenen denkbaren Verfahren dieses Typs beschreiben

wir hier noch den sog. Mehrgitter-V-Zyklus, der in jedem Schritt zur Lösung

von Ahuh = fh auf dem feinsten Gitter Ωh alle Gitter

Ωh → Ω2h → · · · → Ω2 j h → Ω2 j−1h → · · · → Ωh

der Reihe nach besucht. Der Name V-Zyklus rührt daher, daß man zunächst

vom feinsten zum gröbsten Gitter „absteigt“ und dann wieder zum feinsten

Gitter „aufsteigt“. Während eines V -Zyklus wird eine Näherungslösung vh

von Ahu = fh durch eine neue Näherungslösung

vh ← MVh(vh, fh)

ersetzt, wobei die Funktion MVh(vh, fh) rekursiv definiert ist durch

(8.9.14) Mehrgitter-V-Zyklus: Gegeben vh , fh . Setze H := h.

1) Wende ν-mal das gedämpfte Jacobi-Verfahren (8.9.4) (mit ω = ω0 =
2/3) zur Lösung von AH u = fH mit dem Startvektor vH an und be-

zeichne das Resultat wieder mit vH .

2) Falls H = 2 j h, fahre fort mit 4). Andernfalls setze

f2H := I 2H
H ( fH − AHvH ), v2H := MV2H (0, f2H ).

3) Berechne vH := vH + I H
2Hv2H .

4) Wende ν-mal (8.9.4) zur Lösung von AH u = fH ausgehend vom Start-

wert vH an und nenne das Ergebnis wieder vH .
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Weitere Varianten sind in der Literatur beschrieben und analysiert wor-

den [s. z. B. Brandt (1977), Hackbusch und Trottenberg (1982), Hackbusch

(1985), McCormick (1987)]. Für die effektivsten unter ihnen kann man

unter sehr allgemeinen Bedingungen zeigen, daß sie zur Lösung von Dis-

kretisierungsgleichungen wie Ahuh = fh mit N Unbekannten nur O(N )

Operationen benötigen, um eine Näherungslösung vh zu finden, deren Feh-

ler ‖vh − uh‖ = O(h2) von der Größenordnung des Diskretisierungsfeh-

lers maxx∈Ωh ‖y(x) − uh(x)‖ = τ(h) = O(h2) ist [vgl. Satz (7.4.10)]. Da

die exakte Lösung uh der diskretisierten Gleichung Ahuh = fh sich von

der exakten Lösung y(x) des ursprünglichen Problems (8.9.1) durch den

Diskretisierungsfehler τ(h) unterscheidet, hat es keinen Sinn, ein vh mit

‖vh − uh‖ ≪ τ(h) zu bestimmen.

Für das einfache Zweigitterverfahren (8.9.7) können wir mit Hilfe von

Satz (8.9.13) ein etwas schwächeres Ergebnis zeigen: Wegen N = n−1 und

h2 = π2/n2 erfordert dieses Verfahren nach (8.9.13) j = O(ln N ) Iteratio-

nen, um z. B. aus der Startlösung v
(0)
h = 0 ein v

( j)
h mit ‖v( j)

h − uh‖ = O(h2)

zu berechnen. Da die Lösung des tridiagonalen Gleichungssystems in Schritt

3) von (8.9.7) O(N ) Operationen erfordert, benötigt (8.9.7) insgesamt

O(N ln N ) Operationen, um eine Lösung akzeptabler Genauigkeit zu be-

stimmen.

8.10 Vergleich der Iterationsverfahren

Zum Vergleich der Verfahren aus diesem Kapitel betrachten wir den Re-

chenaufwand, den diese Verfahren bei der Lösung des folgenden Randwert-

problems

(8.10.1)

− uxx − u yy + γ x ux + γ y u y + δ u = f, δ, γ Konstante,

u(x, y) = 0 for (x, y) ∈ ∂Ω ,

Ω := { (x, y) | 0 ≤ x, y ≤ 1 },
auf dem Einheitsquadrat Ω des R

2 erfordern.

Für δ = γ = 0 erhalten wir das Modellproblem von Abschnitt 8.4. Wie

dort approximieren wir das Problem (8.10.1) durch Diskretisierung: Wir

wählen eine Schrittweite h = 1/(N + 1), Gitterpunkte (xi , yj ) := (ih, jh),
i , j = 0, 1, . . . , N + 1, und ersetzen die Ableitungen uxx , u yy , ux , u y in

(xi , yj ), i , j = 1, . . . , N , durch zentrale Differenzen:

−uxx (xi , yj )− u yy(xi , yj ) ≈
4ui j − ui+1, j − ui−1, j − ui, j+1 − ui, j−1

h2
,

ux (xi , yj ) ≈
ui+1, j − ui−1, j

2h
, u y(xi , yj ) ≈

ui, j+1 − ui, j−1

2h
.
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Dies liefert ein System von linearen Gleichungen

(8.10.2) Az = b

für den Vektor

z := [z11, z21, . . . , zN1, . . . , z1N , z2N , . . . , zN N ]T

der N 2 Unbekannten zi j , i , j = 1, . . . , N , die ui j := u(xi , yj ) approximie-

ren.

Die Matrix A hängt von der Wahl von δ und γ ab. Für δ = γ = 0 ist

sie (bis auf den Faktor h2) mit der positiv definiten Matrix A (8.4.5) des

Modellproblems identisch. Für γ = 0 und alle δ ist A noch symmetrisch,

wird aber für genügend kleine negative Werte von δ indefinit. Schließlich

ist A für alle γ �= 0 nichtsymmetrisch.

In einer ersten Gruppe von Tests vergleichen wir die Verfahren von

Jacobi, Gauß-Seidel, die Relaxationsmethoden, die ADI-Verfahren und das

Verfahren von Buneman. Wir verwenden dazu die linearen Gleichungen

(8.10.2), die zu dem Modellproblem gehören, weil für dieses Problem die

Konvergenzeigenschaften der Verfahren genau bekannt sind. Außerdem sind

die ADI-Verfahren und das Verfahren von Buneman auf die Behandlung

des Modellproblems (und einfacher Varianten davon) zugeschnitten. Die

linearen Gleichungen (8.10.2) zum Modellproblem werden auch im Test

des konjugierten Gradientenverfahrens verwandt, weil das cg-Verfahren die

positive Definitheit von A voraussetzt.

In einer zweiten Gruppe von Tests benutzen wir zum Vergleich der

übrigen Krylovraum-Methoden (GMRES, QMR, Bi-CGSTAB) die linea-

ren Gleichungen (8.10.2) mit einer nichtsymmetrischen Matrix A (γ �= 0

und δ ≪ 0); diese Verfahren dienen ja zur Lösung solcher allgemeinerer

Probleme.

Für die erste Gruppe von Tests, die zu dem Modellproblem gehören,

verwenden wir als rechte Seite f von (8.10.1) die Funktion

f (x, y) = 2π2 sin πx sin πy.

Die exakte Lösung u(x, y) von (8.10.1) ist dann

u(x, y) := sin πx sin πy

und als rechte Seite b von (8.10.2) erhält man

b := 2π2ū

wobei

ū := [u11, u21, . . . , uN1, . . . , u1N , . . . , uN N ]T , ui j = u(xi , yj ).
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In Abschnitt 8.4 wurden die Eigenvektoren der Iterationsmatrix J des

Jacobiverfahrens angegeben, die zu A gehört. Man verifiziert sofort, daß b
Eigenvektor von J , und wegen A = 4(I − J )/h2 auch Eigenvektor von A
ist. Daher läßt sich auch die exakte Lösung z von (8.10.2) angeben: Wegen

Jb = µb, mit µ = cosπh.

erhält man

(8.10.3) z := h2π2

2(1− cosπh)
ū .

Für das Relaxationsverfahren wurden die optimalen Relaxationsparame-

ter ωb gewählt [s. Satz (8.3.17)], wobei für ρ(J ) der exakte Wert (8.4.6)

genommen wurde. Ebenso wurden im ADI-Verfahren die optimalen Para-

meter aus (8.6.23) gewählt, die zu m = 2k , k = 2, 4, gehören, und die

Parameter α und β wie in (8.6.24).

Als Maß für den Fehler wurde die Größe

r̄ (i) :=
∥
∥Az(i) − b

∥
∥
∞

genommen; die Iterationen wurden abgebrochen, sobald r̄ (i) auf die Größen-

ordnung 10−4 reduziert war.

Bei den Jacobi-, Gauß-Seidel-, Relaxations- und ADI-Verfahren wurde

z(0) := 0 als Startvektor der Iteration benutzt. Dem entspricht das Startre-

siduum r̄ (0) = 2π2 ≈ 20. Die Ergebnisse findet man in Tabelle I, in der

neben dem Wert N auch die Zahl i der Iterationen und das Endresiduum

r̄ (i) angegeben sind.

Die Resultate von Tabelle I stehen im Einklang mit den Aussagen

über die Konvergenzgeschwindigkeit, die in Kapitel 8 hergeleitet wurden:

das Gauß-Seidel-Verfahren konvergiert doppelt so schnell wie das Jacobi-

Verfahren [Korollar (8.3.16)], die Relaxationsverfahren bringen eine weitere

Reduktion der Anzahl der Iterationen [Satz (8.3.17), (8.4.9)], und das ADI-

Verfahren benötigt die wenigsten Iterationen [vgl. (8.6.28)].

Da das Verfahren von Buneman [s. Abschnitt 8.8] nichtiterativ ist und

(bei exakter Rechnung) die exakte Lösung von (8.10.2) in endlich vielen

Schritten mit einem Aufwand [s. 8.8] von ca. 6N 2 log2 N Gleitpunktopera-

tionen liefert, sind die Rechenresultate für dieses Verfahren nicht angegeben.

Um die iterativen Verfahren mit dem von Buneman zu vergleichen, beachte

man, daß alle diese Verfahren nur die Lösung z von (8.10.2) berechnen.

Diese Lösung z ist aber nur eine Approximation für die eigentlich gesuchte

Lösung u(x, y) von (8.10.1). In der Tat folgt aus (8.10.3) durch Taylorent-

wicklung nach Potenzen von h
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Verfahren k N r̄ (i) i

Jacobi 5 3.5× 10−3 60
10 1.2× 10−3 235

Gauss-Seidel 5 3.0× 10−3 33
10 1.1× 10−3 127
25 5.6× 10−3 600

Relaxation 5 1.6× 10−3 13
10 0.9× 10−3 28
25 0.6× 10−3 77
50 1.0× 10−2 180

ADI 2 5 0.7× 10−3 9
10 4.4× 10−3 12
25 2.0× 10−2 16

4 5 1.2× 10−3 9
10 0.8× 10−3 13
25 1.6× 10−5 14
50 3.6× 10−4 14

Tabelle I

z − ū =
(

π2h2

2(1− cosπh)
− 1

)

ū = h2π2

12
ū + O(h4),

so daß für den Fehler ‖z − ū‖∞ wegen ‖ū‖∞ ≤ 1 gilt

‖z − ū‖∞ ≤
h2π2

12
+ O(h4).

Da man in den Anwendungen nicht an der Lösung z von (8.10.2), sondern

an der Lösung u(x, y) von (8.10.1) interessiert ist, hat es wenig Sinn, die

Lösung z von (8.10.2) genauer als mit einem Fehler der Größenordnung

h2 = 1/(N + 1)2 zu approximieren. Weil der Startvektor z(0) = 0 einen

Fehler ‖z − z(0)‖ ≈ 1 besitzt, benötigt man wegen (8.4.9) mit dem Jacobi-,

Gauß-Seidel- und dem optimalen Relaxationsverfahren folgende Iterations-

und Operationszahlen (eine Iteration erfordert ca. 5N 2 Gleitpunktoperatio-

nen (flops, floating-point operations)), um z mit einem Fehler der Ordnung

h2 zu berechnen:
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Verfahren Iterationszahl flops

Jacobi 0.467(N + 1)2 log10(N + 1)2 ≈ N2 log10 N 5N4 log10 N

Gauß-Seidel 0.234(N + 1)2 log10(N + 1)2 ≈ 1
2 N2 log10 N 2.5N4 log10 N

SOR 0.367(N + 1) log10(N + 1)2 ≈ 0.72N log10 N 3.6N3 log10 N

Zur Analyse des ADI-Verfahrens benutzt man (8.6.28): Man zeigt so

leicht, daß zu gegebenem N die Zahl R(m)
ADI für m ≈ ln[4(N + 1)/π ],

m
√

4(N + 1)/π ≈ e, minimal wird. Das ADI-Verfahren mit optimaler Wahl

von m und optimaler Parameterwahl benötigt also

R(m)
ADI · log10(N + 1)2 ≈ 3.6(log10 N )2

Iterationen, um die Lösung z von (8.10.2) mit einem Fehler der Größenord-

nung h2 zu approximieren. Pro Iteration erfordert das ADI-Verfahren ca.

16N 2 Gleitpunktoperationen, so daß die gesamte erforderliche Operations-

zahl ungefähr

57.6N 2(log10 N )2

beträgt. Das Buneman-Verfahren benötigt dagegen nach Abschnitt 8.8 nur

6N 2 log2 N ≈ 20N 2 log10 N

Gleitpunktoperationen, um (8.10.2) exakt zu lösen.

Als nächstes untersuchen wir die Krylovraum-Methoden aus den Ab-

schnitten 8.7.1–8.7.4. Die numerischen Resultate für diese Verfahren (Aus-

nahme: die unvollständige QMGRES(l)-Methode (8.7.2.22)) wurden mit

Hilfe von MATLAB unter Verwendung der MATLAB-Funktionen PCG, GM-

RES, QMR and BICGSTAB gewonnen.

Da das cg-Verfahren (8.7.1.3) nur für positiv definite Systeme anwend-

bar ist, dienten zum Test die Gleichungen (8.10.2), die zum Modellproblem

gehören (δ = γ = 0). Als rechte Seite von (8.10.2) wurde der Vektor

b := Ae, e := [1, . . . , 1]T ∈ R
N 2

genommen, so daß z = e die exakte

Lösung von (8.10.2) ist. Als Startvektor wurde z(0) := 0 gewählt. Wir

beschreiben die numerischen Resultate für N = 50 [d.h. die Anzahl der

Unbekannten in (8.10.2) ist N 2 = 2500] in Form eines Diagramms, das die

Größen

(8.10.4) reli := ‖Az(i) − b‖2

‖Az(0) − b‖2

der relativen Residuen als Funktion der Iterationsnummer i angibt. Figur 27

zeigt die Resultate für das cg-Verfahren (8.7.1.3) ohne Vorkonditionierung
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Fig. 27. Das cg-Verfahren mit und ohne Vorkonditionierung.

(durchgezogene Linie –– ) und das vorkonditionierte cg-Verfahren (8.7.1.10)

(– – –), in dem zur Vorkonditionierung die SSOR-Matrix (8.7.1.11) mit

ω = 1 verwandt wurde.

Die langsame Konvergenz des cg-Verfahrens ohne Vorkonditionierung

wird durch die Abschätzung (8.7.1.9) erklärt: denn die Matrix A besitzt nach

(8.4.10) die relativ große Kondition

c = cond2(A)=̇ 4

π2
(N + 1)2 ≈ 1054.

Die langsame Konvergenz wird also durch die Vorkonditionierung erheblich

beschleunigt. Dabei ist ein Schritt des vorkonditionierten Verfahrens zwar

teurer, aber nicht wesentlich teurer, wie die folgende Tabelle zeigt. In ihr

werden die Anzahl der Gleitpunktoperationen (flops) pro Iteration für beide

Verfahren angegeben:

ohne Vorkonditionierung mit Vorkonditionierung

flops/Iteration 34.5N2 47.5N2

Die Anzahlen der Iterationen (i t) und Operationen (flops), die man

insgesamt zur Reduktion der Größe des Startresiduums um den Faktor 10−7
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benötigt, sind:

keine Vorkonditionierung mit Vorkonditionierung

i t 765 56

flops 26378N 2 2662N 2

In diesen Zusammenhang gehört ein theoretisches Resultat von Axels-

son (1977): Er zeigte, daß das cg-Verfahren (8.7.1.10) mit der SSOR-

Vorkonditionierung O(N 2.5 log N ) Operationen erfordert, um eine Nähe-

rungslösung z̄ der linearen Gleichungen (8.10.2) des Modellproblems zu

finden, die genügend genau ist, ‖z̄ − ū‖ = O(h2).

Das Verhalten der übrigen Krylovraum-Methoden GMRES, QMR, und

Bi-CGSTAB, die in den Abschnitten 8.7.2–8.7.4 beschrieben wurden, wird

durch analoge Tabellen und Diagramme illustriert. Da diese Verfahren

primär zur Lösung von linearen Gleichungen mit einer nichtsymmetrischen

Matrix A dienen, wurden sie anhand der unsymmetrischen Systeme (8.10.2)

getestet, die man aus (8.10.1) für δ := −100, γ := 40, N := 50, und den

Startvektor z(0) = 0 erhält, aber nur für die vorkonditionierten Versionen

dieser Verfahren [es wurde die SSOR-Vokonditionierungsmatrix (8.7.1.11)

mit ω = 1 zur Linksvorkonditionierung verwandt]. Figur 28 illustriert das

Verhalten der relativen Residuen reli (8.10.4) in Abhängigkeit von i für fol-

gende Verfahren: die Restart-Version GMRES(25) (8.7.2.21) von GMRES

(– – –) , das unvollständige GMRES-Verfahren QGMRES(30) (8.7.2.22)

(– · – ·), das QMR-Verfahren aus Abschnitt 8.7.3 ( ), und das Bi-

CGSTAB-Verfahren (8.7.4.14) (· · ·). Der Restart-Parameter n̄ = 25 für

GMRES, und der Parameter l = 30 für QGMRES wurden minimal und

zwar so gewählt, daß diese Methoden überhaupt in der Lage waren, eine

Iterierte z(i) mit reli ≤ 10−9 zu liefern.

Die folgende Tabelle gibt wieder die Anzahl i t der Iterationen und den

Rechenaufwand an, die diese Verfahren benötigen, um das Startresiduum

rel0 = 1 auf reli t ≤ 10−9 zu reduzieren:

GMRES(25) QGMRES(30) QMR Bi-CGSTAB

i t 202 179 73 101

flops 25199N 2 37893N 2 6843N 2 4928N 2

flops/i t 124.7N 2 211.7N 2 93.7N 2 48.8N 2

Die numerischen Resultate für die Krylovraum-Methoden zeigen fol-

gendes: Das QMR-Verfahren und das Bi-CGSTAB-Verfahren sind klar den

verkürzten Versionen GMRES(n̄) (8.7.2.21) und QGMRES(l) (8.7.2.22) von

GMRES überlegen. Falls die Parameter n̄ und l klein sind, ist zwar der

durchschnittliche Rechenaufwand pro Iteration dieser Verfahren klein, aber
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Fig. 28. Verhalten der GMRES-, QMR- und Bi-CGSTAB-Verfahren.

sie sind dann oft nicht mehr in der Lage, das Startresiduum in einer vertret-

baren Anzahl von Iterationen substantiell zu reduzieren. Für größere Werte

von n̄ oder von l sind die Verfahren zwar fähig, genaue Lösungen zu lie-

fern aber dann werden die Verfahren auch teuer, weil ihr durchschnittlicher

Aufwand pro Iteration mit n̄ und l rasch wächst.

In unseren Tests benötigte QMR ungefähr 40% mehr Rechenoperationen

aber 30% weniger Iterationen als Bi-CGSTAB, um eine Lösung hoher Ge-

nauigkeit zu berechnen. Die Resultate zeigen aber auch, daß die Residuen

der Iterierten bei QMR glatter konvergieren als bei Bi-CGSTAB, wo man

größere Schwankungen beobachtet.

Zum Schluß einige allgemeine Bemerkungen zu den Verfahren von Ka-

pitel 8. Die klassischen Verfahren (Jacobi, Gauß-Seidel, Relaxation) und

alle Krylovraum-Methoden sind im Prinzip geeignet, lineare Gleichungen

Ax = b mit einer dünn besetzten Matrix A beliebiger Herkunft iterativ

zu lösen. Dagegen sind die ADI-Verfahren, das Buneman-Verfahren und

die Fouriermethoden aus Abschnitt 8.8 nur geeignet, die linearen Gleichun-

gen zu lösen, die man bei der Diskretisierung bestimmter Randwertpro-

bleme für partielle Differentialgleichungen erhält (Varianten des Modell-

problems). Verglichen mit diesen spezialisierten Methoden ist die Kon-

vergenz der klassischen Verfahren zu langsam. Wegen ihrer besonderen
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Dämpfungseigenschaften werden sie aber Rahmen anderer Algorithmen ver-

wendet, so z.B. innerhalb des Dämpfungsschritts von Mehrgitterverfahren

[s. Abschnitt 8.9, (8.9.7) und (8.9.14)].

Im allgemeinen verwendet man heute Mehrgitterverfahren zur Lösung

der großen linearen Gleichungssysteme, die man durch Diskretisierung von

Randwertproblemen für partielle Differentialgleichungen erhält. Unter sehr

allgemeinen Voraussetzungen liefern diese Verfahren eine genügend genaue

Lösung der linearen Gleichungen mit einer Anzahl von Rechenoperationen,

die lediglich linear (oder nur geringfügig langsamer) mit der Zahl der Un-

bekannten der linearen Gleichungen wächst. In dieser Hinsicht sind die spe-

zialisierteren ADI-Verfahren und die Methoden von Abschnitt 8.8 für das

Modellproblem mit Mehrgitterverfahren vergleichbar, mit denen man aber

sehr viel allgemeinere Probleme lösen kann.

Krylovraum-Methoden finden ihre natürliche Anwendung bei der Lö-

sung der dünn besetzten linearen Gleichungssysteme, auf die, vereinfacht

ausgedrückt, Mehrgittermethoden nicht anwendbar sind. Solche Probleme

erhält man z.B. bei der Behandlung von Netzwerkproblemen. Krylovraum-

Methoden werden aber auch innerhalb von Mehrgitterverfahren verwandt,

z.B. bei der Berechnung von „Grobgitterlösungen“ [s. (8.9.7)]. Für die Effi-

zienz von Kryloraum-Methoden sind Vorkonditionierungstechniken äußerst

wichtig.

Übungsaufgaben zu Kapitel 8

1. Man zeige:

ρ(A) < 1⇔ lim
i→∞

Ai = 0.

Hinweis: Man benutze Satz (6.9.2).

2. A sei eine m ×m-Matrix und Sn =
∑n

i=0 Ai . Man zeige: limn→∞ Sn existiert
genau dann, wenn ρ(A) < 1 ist und es gilt dann

lim
n→∞

Sn = (I − A)−1.

Hinweis: Man verwende Aufgabe 1) und die Identität

(I − A)Sn = I − An+1.

3. In Gleitpunktarithmetik wird an Stelle von (8.1.10) effektiv folgende Iteration
ausgeführt:
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x̄ (0) := x (0); B := L̄ · R̄;
x̄ (i+1) := x̄ (i) + B−1r̄ (i) + a(i),

mit r̄ (i) := b − Ax̄ (i) und

a(i) := gl(x̄ (i) + B−1r̄ (i))− (x̄ (i) + B−1r̄ (i)).

(Mit Hilfe der Theorie in 4.5, 4.6 läßt sich ‖a(i)‖ nach oben abschätzen.) Man
zeige:

a) Der Fehler ε(i) := x̄ (i) − x , x := A−1b genügt der Rekursion

(∗) ε(i+1) = (I − B−1 A)ε(i) + a(i) = Cε(i) + a(i), C := I − B−1 A.

Man leite daraus eine explizite Formel für ε(i) ab.

b) Man zeige, daß die ‖ε(i)‖ für i → ∞ beschränkt bleiben, falls ρ(C) < 1

und die a(i) beschränkt bleiben, ‖a(i)‖ ≤ η für alle i . Man gebe eine

möglichst gute obere Schranke für lim supi→∞ ‖ε(i)‖.
4. Man zeige:

a) A ist genau dann unzerlegbar, falls der zu A gehörige Graph G(A) zusam-
menhängend ist.
Hinweis: Man benutze, daß die Graphen G(A) und G(PT AP), P eine
Permutationsmatrix, bis auf die Numerierung der Knoten übereinstimmen.

b) Sei

A1 =
[

1 0 2
3 1 0
−1 0 1

]

, A2 =
[

1 2 0
−1 1 0

3 0 1

]

.

Man zeige: Es existiert eine Permutationsmatrix P , so daß A2 = PT A1 P;
G(A1) und G(A2) sind identisch bis auf Umbenennung der Knoten der
Graphen.

5. Gegeben

A =

⎡

⎢
⎣

2 0 −1 −1
0 2 −1 −1
−1 −1 2 0
−1 −1 0 2

⎤

⎥
⎦ .

Man zeige:
a) A ist unzerlegbar.
b) Das Gesamtschrittverfahren konvergiert nicht.

6. Man zeige: die Matrix

A =

⎡

⎢
⎣

2 −1 0 −1
−1 2 −1 0

0 0 2 −1
−1 0 −1 2

⎤

⎥
⎦

ist unzerlegbar und nichtsingulär.

7. Man betrachte das lineare Gleichungssystem Ax = b, A eine nichtsinguläre n×
n-Matrix. Falls A zerlegbar ist, so kann man das vorliegende Gleichungssystem
immer in N Gleichungssysteme, 2 ≤ N ≤ n, der Form
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N
∑

k= j

Ajk xk = bj , Aj j m j × m j -Matrix,

N
∑

j=1

m j = n,

zerlegen, wobei alle Aj j unzerlegbar sind.

8. (Varga (1962)) Man betrachte die gewöhnliche Differentialgleichung

− d

dx

(

p(x)
d

dx
y(x)

)

+ σ(x)y(x) = f (x), a ≤ x ≤ b,

y(a) = α1, y(b) = α2,

p(x) ∈ C3[a, b], σ(x) stetig und σ(x) > 0, p(x) > 0 auf a ≤ x ≤ b.
Man diskretisiere die Differentialgleichung zu der allgemeinen Intervallteilung
a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 = b, mit

hi := xi+1 − xi ,

unter Verwendung von

d

dx

(

p(x)
d

dx
y(x)

)

x=xi

=
pi+1/2

yi+1 − yi

hi
− pi−1/2

yi − yi−1

hi−1

hi + hi−1

2

(∗)

+
{

O(h̄2
i ), falls hi = hi−1

O(h̄i ), falls hi �= hi−1

mit h̄i = max(hi , hi−1) und

pi+1/2 = p(xi+1/2) = p(xi + hi/2), pi−1/2 = p(xi−1/2) = p(xi − hi−1/2).

Man zeige:
a) mit Hilfe der Taylorentwicklung, daß (∗) gilt.
b) Für die Matrix A des entstehenden linearen Gleichungssystems mit Ax = b

gilt: A ist reell, tridiagonal mit positiver Diagonale und negativen Neben-
diagonalelementen, sofern die hi für alle i hinreichend klein sind.

c) A ist unzerlegbar und erfüllt das schwache Zeilensummenkriterium.
d) Die Jacobi Matrix J ist unzerlegbar, J ≥ 0, 2-zyklisch, konsistent geordnet

und es ist ρ(J ) < 1.
e) Konvergieren die Jacobi-, Gauß-Seidel-, Relaxationsverfahren bzgl. der

feinsten Partitionierung von A?

9. Gegeben seien

A1 =
[

0 1 1
1 0 1
1 1 0

]

, A2 =
[

0 1 0
1 0 1
1 1 0

]

,

A3 =
[

0 1 0
1 0 1
0 1 0

]

, A4 =

⎡

⎢
⎣

0 1 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
1 0 0 0

⎤

⎥
⎦ ,
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A5 =

⎡

⎢
⎣

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

⎤

⎥
⎦ , A6 =

⎡

⎢
⎣

0 1 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 0 0

⎤

⎥
⎦ .

Welche Graphen G(Ai ) sind 2-zyklisch?

10. Gegeben sei die 9× 9-Matrix A

(∗) A =
[

M −I 0
−I M −I

0 −I M

]

, mit M =
[

4 −2 0
−1 4 −1

0 −1 6

]

.

a) Man gebe die Zerlegungsmatrizen B, C von A = B − C an, die den
folgenden 4 Iterationsverfahren entsprechen:

(1) Jacobi

(2) Gauß-Seidel

}

bzgl. der feinsten Partionierung,

(3) Jacobi

(4) Gauß-Seidel

}

bzgl. der in (*) benutzten Partionierung π .

b) Man zeige: A ist unzerlegbar, G(J ) 2-zyklisch und A hat „property A“.
c) Man zeige, daß die Verfahren (1) und (2) für A konvergieren, wobei (2)

schneller als (1) konvergiert.
d) Man zeige, daß (3) und (4) konvergieren.

Hinweis: Man berechne nicht M−1, sondern man leite einen Zusammenhang
zwischen den Eigenwerten von Jπ bzw. Hπ und M her. Dabei beachte man,
daß bei speziell partitionierten Matrizen S, wie

S =
[

0 R 0
R 0 R
0 R 0

]

,

die Eigenwerte von S durch die von R ausgedrückt werden können, falls
man einen Eigenvektor für S ansetzt, der analog zu S partitioniert ist.

11. Man zeige von folgender Matrix A, daß sie „property A“ besitzt und nicht
konsistent geordnet ist. Man gebe eine Permutation an, so daß die permutierte
Matrix PT AP konsistent geordnet ist.

A =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 −1 0 0 0 −1

−1 4 −1 0 −1 0

0 −1 4 −1 0 0

0 0 −1 4 −1 0

0 −1 0 −1 4 −1

−1 0 0 0 −1 4

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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12. Man zeige: Alle Blocktridiagonalmatrizen

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

D1 A12

A21 D2 A23

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . AN−1,N
AN ,N−1 DN

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

Di nichtsinguläre Diagonalmatrizen, Ai j �= 0 haben „property A“.

13. Man zeige: (8.4.5) ist konsistent geordnet.

14. Man weise nach: A ist konsistent geordnet, besitzt aber nicht die „property A“.

A :=
[

1 −1 0
1 1 0
1 1 1

]

.

15. Man betrachte das Dirichletsche Randwertproblem auf dem Gebiet Ω (s. Fig.
27 mit Ωh für h = 1.

................ ........

......

..........

........y

1

2

3

1 2 3 4 x

1 2 3 4

5 6

7

Fig. 27. Das Gebiet Ω .

a) Man stelle das zugehörige Gleichungssystem Ax = b auf unter Benut-
zung der Diskretisierung (8.4.2) und gebe A an, wobei der Vektor x
in der in Fig. 26 angegebenen Reihenfolge geordnet werden soll, d. h.
x = [x11, x21, x31, x41, x12, x22, x13]T .

b) Man zeige: A ist unzerlegbar, symmetrisch, G(J ) 2-zyklisch, A hat „prop-
erty A“ und es ist ρ(J ) < 1.

c) Man ordne A konsistent und gebe an, welcher Umnumerierung der Varia-
blen x in der Figur dies entspricht. Ist diese Umordnung eindeutig?
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16. Gegeben sei

A :=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

3 −1 0 0 0 −1

−1 3 −1 0 −1 0

0 −1 3 −1 0 0

0 0 −1 3 −1 0

0 −1 0 −1 3 −1

−1 0 0 0 −1 3

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

a) Man zeige, daß die Gesamtschritt, Einzelschritt- und Relaxationsverfahren
konvergieren.

b) Welches dieser Verfahren ist vorzuziehen?
c) Man gebe explizit die zu A und dem unter b) gewählten Verfahren gehörige

Iteration an.

17. Man vergleiche anhand des Modellproblems das einfache Relaxations- mit dem
Blockrelaxationsverfahren zu der in (8.4.5) angegebenen Partitionierung und
zeige für N →∞:

ρ
(

Hπ (ωb)
)

≈ ρ
(

H(ω)
)κ

, mit κ =
√

2.

Hinweis: Man beachte die Angaben zum Modellproblem in 8.5.

18. (Varga (1962)) Gegeben sei die Matrix A

A =

⎡

⎢
⎢
⎣

5 2 2

2 5 3

2 3 5

⎤

⎥
⎥
⎦

.

a. Man bestimme den Spektralradius ρ1 der zu A gehörigen Gauß-Seidel-
Matrix H1 zur feinsten Partitionierung von A („Punkt-Gauß-Seidel-Metho-
de“).

b. Man bestimme ρ2 = ρ(H2), wobei H2 die zum Block-Gauß-Seidel-
Verfahren gehörende Matrix ist. Man benutze die oben angegebene Par-
titionierung.

c. Man zeige 1 > ρ2 > ρ1, d. h. das Block-Gauß-Seidel-Verfahren muß nicht
schneller als die Punkt-Gauß-Seidel-Methode konvergieren.

d. Man beantworte a), b) für

Ā =

⎡

⎢
⎢
⎣

5 −2 −2

−2 5 −3

−2 −3 5

⎤

⎥
⎥
⎦
;

gilt wiederum 1 > ρ2 > ρ1 ?

19. Man verifiziere (8.6.10)–(8.6.13).
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20. (Varga (1962)) Man zeige:

min
r>0

max
0<α≤x≤β

∣
∣
∣
∣
∣

r − x

r + x

∣
∣
∣
∣
∣

2

=
(√

β −√α√
β +√α

)2

,a)

wobei das Minimum gerade für r = √αβ angenommen wird.
b) Für das Modellproblem mit

µj = 4 sin2 jπ

2(N + 1)

(vgl. (8.6.12)) erhält man dann

min
r>0

ρ(Tr ) =
cos2 π

N + 1
(

1+ sin
π

N + 1

)2
.

21. Man kann für (8.6.18) Näherungslösungen angeben, die in der Praxis für kleine
m oft hinreichend gut die exakte Lösung approximieren. Peaceman, Rachford
haben folgende Näherung vorgeschlagen:

rj = β ·
(
α

β

)(2 j−1)/(2m)

, j = 1, 2, . . . ,m.

Man zeige:

a)

∣
∣
∣
∣
∣

rj − x

rj + x

∣
∣
∣
∣
∣
< 1, für alle j, α ≤ x ≤ β.

b) β > r1 > r2 > · · · > rm > α und für z := (α/β)1/(2m) gilt:
∣
∣
∣
∣

rk − x

rk + x

∣
∣
∣
∣
≤ 1− z

1+ z
für k = m, α ≤ x ≤ rm bzw. k = 1, β ≥ x ≥ r1.

∣
∣
∣
∣

x − ri+1

x + ri+1

x − ri

x + ri

∣
∣
∣
∣
≤
(

1− z

1+ z

)2

, ri ≥ x ≥ ri+1.

c) Aus a) und b) folgt für (8.6.17)

ϕ(r1, . . . , rm) ≤ 1− z

1+ z
.

[s. Young (1971) für Einzelheiten zu diesen Näherungsformeln].

22. Man zeige für die in (8.6.21) erzeugte Folge αj , βj :

α0 < αj < αj+1 < βj+1 < βj < β0. j ≥ 1,

vadjust
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und
lim

j→∞
αj = lim

j→∞
βj .

23. Man bestimme die Parameter r (4)
i für m = 4, α = 0.5, β = 3.5 aus (8.6.23) und

vergleiche sie mit den Näherungswerten der Formel von Peaceman-Rachford
in Aufgabe 21. Insbesondere vergleiche man ϕ(r1, . . . , r4) mit der in Aufgabe
21 c) gegebenen Abschätzung.

24. Man betrachte das Dirichletsche Problem zur Differentialgleichung

uxx + u yy +
1

x
ux +

1

y
u y = 0

in einem rechteckigen Gebiet Ω mit Ω ⊂
{

(x, y) | x ≥ 1, y ≥ 1
}

. Man gebe

eine Differenzenapproximation des Problems, so daß das entstehende lineare
Gleichungssystem der Form

(H + V )z = b

die Eigenschaft HV = V H besitzt.

25. (Varga (1962)) Man betrachte die Differentialgleichung

uxx + u yy = 0

auf dem Rechtecksgebiet Ω := {(x, y) | 0 ≤ x, y ≤ 1} mit den Randbedingun-
gen

u(0, y) = 1, u(1, y) = 0, 0 ≤ y ≤ 1.

∂u

∂y
(x, 0) = ∂u

∂y
(x, 1) = 0, 0 ≤ x ≤ 1.

a) Analog zu (8.4.2) diskretisiere man uxx+u yy für die Maschenweite h = 1/3
für alle Gitterpunkte an denen die Lösung unbekannt ist. Die Randbedin-
gung u y(x, 0) = u y(x, 1) = 0 berücksichtige man durch Einführung fikti-
ver Gitterpunkte z. B. (xi ,−h) und approximiere u y(xi , 0) durch

u y(xi , 0) = u(xi , 0)− u(xi − h)

h
+ O(h), i = 1, 2.

Man erhält so ein lineares Gleichungssystem Az = b in acht Unbekannten.
Man gebe A und b an.

b) Man bestimme die Zerlegung A = H1+ V1 entsprechend (8.6.3) und zeige
H1 ist reell, symmetrisch, positiv definit,
V1 ist reell, symmetrisch, positiv semidefinit.

c) Man zeige:
H1V1 = V1 H1.

d) Obwohl die Voraussetzungen von (8.6.9) nicht erfüllt sind, zeige man
ρ(Tr ) < 1 für r > 0 und man berechne ropt:

ρ(Tropt
) = min

r>0

ρ(Tr ).
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Als Ergebnis erhält man ropt =
√

3, mit

ρ(Tropt
) ≤
√

3− 1√
3+ 1

.

Hinweis: Man benutze das Ergebnis von Aufgabe 20 a), die exakten Eigen-
werte von H1 und beachte den Hinweis zu Aufgabe 10 d).

26. Man betrachte das lineare Gleichungssystem Az = b von Aufgabe 15, wenn
man die Unbekannten nicht in der in 15 a) angegebenen Reihenfolge {1, 2, 3, 4,
5, 6, 7} (s. Fig. 22), sondern in der Reihenfolge {7, 5, 6, 1, 2, 3, 4} anordnet.
a) Man zeige, daß mit dieser Ordnung A konsistent geordnet ist.
b) Man gebe die zu (8.6.3) analoge Zerlegung

A = H1 + V1

an und zeige:
α) H1, V1 sind symmetrisch, reell, H1 ist positiv definit, V1 hat negative

Eigenwerte.
β) H1V1 �= V1 H1.
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–, singuläre 212ff.
–, Vergleich von Verfahren für 246ff.
Rang 1-Verfahren 210
rationale Normalform 12, 14
Rayleigh-Quotient 94
Rayleigh-Ritz-Galerkin-Verfahren

236ff., 250ff.
Reaktionskinetik 172
Re-entry Problem der Raumfahrt 214
Rechtseigenvektor 3
Rechtsvorkonditionierung 333
Reddy 256
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Reduktionsverfahren 347, 354
reguläre Matrizenbüschel 181
Reich 282
Reid 315
Reinsch 2, 3, 30, 308, 78, 82, 274,

315
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Relaxationsverfahren 280ff., 295, 299,

303, 369
–, Block- 298f.
Rentrop 176f., 179, 182
reorthogonalisieren 41
Residuum 273, 360
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Reutersberg 356
Rice 384
RKF-Verfahren 171
Roche 179, 182
Rosenberg 280
Rozenvasser 187
Rückwärtsanalyse 212
Rückwärtsdifferenzen 177
Rundungsfehlereinfluß 128
Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren 171,

176
Runge-Kutta-Verfahren 120f., 127,

132, 161
–, mehrstufige 120
Rutishauser 2, 36, 56

Saad 41, 270, 310, 320
Safeguard-Verfahren 185
Sargent 186
Saunders 332
Schaltfunktion 184, 224
Schaltpunkte 184, 224
Schiessverfahren
–, einfaches 190, 200, 246f.
–, Mehrfach- 205, 209ff., 246f.,

221ff.
Schloeder 186
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verfahren 321
Schrittweite 111, 116
Schrittweitensteuerung 130, 163
Schröder 356
Schultz 244, 270, 320
Schulz 186, 310
Schur 17
Schursche Normalform 17
schwach 2-zyklisch 286
schwach instabil 163
Schwarz 36, 256
Schwarzsche Ungleichung 238
Schwetlick 106
Scott 41
semi-implizit(e)
–, Verfahren 175
–, Mittelpunktsregel 176
Sensitivitätsanalyse 185
Sensitivitätsgleichungen 186
separierte Randbedingungen 187
Shampine 111, 167, 172
Shanks 121
Shiftstrategie 71f.
Shift-Techniken 68ff.
–, implizite 75ff.
Shiftparameter 69
Simpson-Regel 120
singuläre Werte 2, 17, 20, 78
–, -Zerlegung 21, 78
Smith 3, 30, 43, 55, 78
Sobolev-Norm 251, 256
Sonneveldt 341
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Spektralmethoden 245
Spektralradius 84, 234, 274
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Splinefunktion 242
Sprungfunktion 184
SSOR-Matrix 317, 372
stabil, absolut 174
Stabilitätsbedingung 150
Stabilitätsfunktion 174
Stabilitätsgebiet, absolutes 174
Standardzerlegung einer Matrix 272
Starttrajektorie
–, Konstruktion einer 210
steif 173
Stein 280
Steinebach 179, 182
Stetter 111, 121
Stewart 83, 186
Stiefel 36, 270, 309f.
Stoer 89, 170, 247
Störempfindlichkeit der Eigenwerte

89ff.
Störmer 235
Störungssatz 88
Strang 261
Sturmsche Kette 46
Swarztrauber 347, 356
symmetrischer Operator 237, 250
SYMMLQ-Verfahren 332

Tang 212
Träger 245
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–, implizite 177
Trapezsumme 120
Triangulation 253
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32ff.
Tridiagonalmatrix 2, 26, 45
trigonometrische Polynome 245
Troesch 202
Trottenberg 356f.
Tschebyscheff-Polynome 315
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318f.
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van der Vorst 318, 345
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Varga 244, 270, 280, 282ff., 287f.,

305f., 380ff.
Variationsrechnung 216
Variationsverfahren 236ff., 249,

250ff.
Vektoriteration
–, einfache 44, 48, 94, 97, 272
–, inverse 44, 50ff., 94
Velte 268
verallgemeinertes Eigenwertproblem

181
Verschiebungsparameter 69
Vielfachheit 4
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–, algebraische 4
–, geometrische 4
von Stryk 185
Vorkonditionierungsmatrix 316
Vorkonditionierungstechniken 316ff.,

332, 371f.

Wachspress 306
Wagschal 251
Wanner 121, 167, 178, 182, 186
Watts 267
Weinstein 94
Wertebereich 94
Weyl 95
Widlund 356
Wielandt,
–, inverse Iteration von 44, 48, 50,

68, 77
Wilkinson 2f., 30f., 36, 43, 46, 55,

62, 71ff., 83, 181, 274, 315
Willoughby 41, 172, 178
Wittmeyer 271
Witzgall 89
Wright 185

Young 270, 283, 287f., 299, 305f.

Zeilensummenkriterium
–, schwaches 277
–, starkes 276



394 Namen- und Sachverzeichnis

Zlamal 254, 256
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zusammenhängend 277
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