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Uberblick

Beispiel aus der Numerik:

Mathematisches
Modell

Numerisches
Modell

chemischer Abstraktion

Diskretisierung /' Runge-Kutta
Reaktionsprozel | jantifizierung

\ Verfahren

System von DGLn

Zahlen/Grafiken

Numerische Seite

Literatur:
Bjorck-Dahlquist Numerische Methoden 1972
(praxisorientiert)
Deuflhard-Holmann Numerische Mathematik /Il 1991
(anspruchsvoll)
Reiner Grundlagen der Numerischen Mathematik I/l  1980/82
(klassisch)
Stiefel Einfiihrung in die Numerische Mathematik 1970
(handlich, einfach, alt)
Stoer-Bulirsch Einfiihrung in die Numerische Mathematik I/l 1986
(DAS! Numerikbuch)
Gautschi Numerical Analysis 1997
(auslindisch)
Praktische Mathematik:

o Bleistift und Papier
e Rechenautomaten

e Tabellen
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e Rechenschieber

Numerische Mathematik:

e Taschenrechner
e PC

Scientific Computing: (wissenschaftliches Rechnen)

e Rechnen mit riesigen Datenmengen
o Grofirechenanlagen

In der Vorlesung wird die Numerische Mathematik behandelt. Als Hilfsmittel werden der Taschenrech-
ner, sowie ein PC eingesetzt, als Software wird MAPLE empfohlen. Eine kleine Rolle spielt immernoch
PASCAL.

Programm von Numerik I:
1. Fehleranalyse
2. Tterative Losung von nichtlinearen Gleichungen
3. Polynome
4. Direkte Losung von linearen Gleichungssystemen
5. Iterative Losung von linearen Gleichungssystemen
5. Eigenwertprobleme

In der Vorlesung Numerik II werden die Losungen von DGLn, Interpolation und Approximation, sowie
numerische Integration behandelt.



KAPITEL 1

Fehleranalyse

1.1 Fehler
Fehlertypen:
— Modellfehler:

— Datenfehler
— Idealisierungsfehler
— Numerische Fehler

— Disktretisierungsfehler

— Abbruchfehler (z.B. bei Reihen)
— Rundungsfehler

Definition 1.1.1. Sei x eine exakte GroBe in einem normierten Raum. Sei X eine Niherung an x. Dann
heil3en:

=

g:=x— absoluter Fehler
x—

=

o relativer Fehler, falls x # 0
X

1.2 Fehlerfortpflanzung und Stabilit:it

Satz 1.2.1 (Fehlerfortpflanzung bei arithmetischen Operationen). Die Operanden x1, x, seien nd-
herungsweise bekannt:

X[Z)?[—gi , i=1,2

0 sei der relative Fehler. 1 bzw. & sei der absolute bzw. relative Fehler des Resultates bei einer arithme-
tischen Grundoperation. Dann gilt, falls Nenner # 0:

Addition:
n=¢e+&
X1 X2 Lo . .
&= o1+ [ (ungiinstig bei Ausloschung)
X1+ X2 X1+ Xxo

Multiplikation:

n=eg1xX] +&x =" bedeutet ,,in erster Naherung “
f =0 + 07
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Division:
. 1 X1
Nt —& - —&
X1 X2
&§=01-
Bei arithmetischen Grundoperationen in R oder . ..
x—X
0= falls x #0
Beweis. Addition:
z= f(x1, %) = X1 + X2
I=fEL, ) =% +X
&
6i=—
Xi
n=z-zZ=¢€ +&
n & +& 1 1 X1 X
Ef=-= = e+ & = 1+ 2
Z X1 + X2 X1+ X2 X1 + X2 X1 + X2 X1 + X
Multiplikation: analog
Division: (schwieriger)
X
7= f(x1,x2) = —
X2
. X
==
b))
Taylor:
Z=z+ fo(x1, x2)(—€1) + fr,(x1, 02)(—&2) + . ..
. X1 1 X1
=— - —& + —82
X2 Xl x2
-z R 1 &1 X1 & 1
Q=—=—————=—81——82=51—52
Z Z X1 2 X2 Z X1 X2
O

Definition 1.2.1. Ein mathematischer Prozef} heiflt gut konditioniert, wenn kleine Anderungen der Da-
ten xi,...,x, nur kleine Anderungen der (exakten) Losung bewirken. Sonst heifit der ProzeB schlecht

konditioniert.

f:Q — Rseiauf Q c R” definiert; Q sei offen und konvex. f sei auf Q stetig differenzierbar. Der
Datenvektor sei x = (x; --- x,)7 € Q; der Fehlervektor € = (g; ---

(Taylor):

SN
1= 10- =Y L.
Jj=1 J

L S
f(X) Z“f()C) BX,() !

Definition 1.2.2. Sei f : Q — R wie oben, dann heif3en:

_of . & of
oi=ge®  bawn= o 2

absoluter Fehler

relativer Fehler

T:Q 3 X := x+ & Dann

Konditionszahlen (in bezug auf die i-te Komponente) beziiglich des absoluten bzw. relativen Fehlers.
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Ein ProzefB3 heifit gut konditioniert, wenn die Betridge der Konditionszahlen klein gegen Eins sind. An-
dernfalls schlecht konditioniert.

= ,.natiirliche* (In)Stabilitét.

Gegensatz dazu ist die ,,numerische® (In)Stabilitdt bedingt durch den Rechnungsverlauf.
Beispiel 1.2.1.

f(x)=In(x- Va2 —1), x=30
exakt: f(30) = —4,0940 6666 8632 ...

natiirliche Satbilitit:

1 X -1
/ - 1= —
S x— Va2 -1 ( \/xz—l) Va2 -1

-1
f/(30) = — =-0,03335... (absoluter Fehler)
V899
30
7ao) [V =02443 ... (relativer Fehler)

numerische Stabilitiit:
x = Vx2-1 - x=-V¥x2-1 — In(x- Vx2-1

Bei vierstelliger Rechnung:

V30% — 1 =29,98(332870 ...)

30 — V899 ~ 0,02
In(0,02) =~ -3,910

bei zehnstelliger Rechnung:

30 — V899 ~ 0,0166 7130
In(0, 0166 7130) = —4, 0940 6660 1

Stabil:
In(x— Va2 -1) = ln( ) = —In(x+ Vx2—1) (keine Ausldschung)
x+ Va2 -1
(x+ Vxz-1) 0 ® 59,98

—1n(59,98) ~ —4, 094

Genauere Analyse der numerischen (In)Stabilitit:

Zerlegung von f in eine Kette von Elementaralgorithmen:

f=@no - opmop
Ein Fehler, der bei der Berechnung von ¢; auftritt, geht in die Restabbildung

@n O *t 0Pyl

wie ein Eingabefehler (Datenfehler) ein und wird durch diese Abbildung an das Endresultat
weitergegeben.

Definition 1.2.3. Sei f = ¢ op_j o -+ o die Zerlegung der Abbildung f in Elementaralgorithmen.
Ein Algorithmus ¢ o --- o ¢ zur Berechnung von f heilit numerisch stabil, wenn die Teilalgorithmen

hi=¢n°"'°90i+1’ i=],...,k—]

natiirlich stabil sind.
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1.3 Rundungsfehler bei Gleitkommaarithmetik

Eine reelle Zahl x € R besitzt eine Darstellung als unendlicher Dezimalbruch:

e8]

aloezx,»lofi, ocell,~1), eeZ, x;€{0,1,...,9), x; #0
i=1

Allgemeiner ist die g-adische Darstellung (beim Rechner ist g € Z, gerade):
O'geZaig_i, oce{l,-1}, ee?, a;€{0,1, ... ,g—1}, a; #0
i=1

Definition 1.3.1. Seig € N gerade, 1€ N, xe R\ {0} mitx =0 ¢g° Y2, @ig™,
oef{l,-1}, ee?Z, a; €{0,1, ... ,g—- 1}, a; # 0. Dann:

o9 Vi, @ g™ ,falls apy <
rd,(x) :=

[IS] ST O] Y

oo (S aig™ + %) falls @y >
rd;(x) heiflt der auf 7 Stellen gerundete Wert von x.

Satz 1.3.1. Sei g € N gerade, t € N, x # 0 mit g-adischer Darstellung wie eben. Dann gilt:

~.
~

13
(0 = g’ ajg”
i=1

<:

1
i) Irdi(x) - < 5¢"

iy | =] L
X 2

i) rd,(x) — x < l i+l
rd;(x) 2

Bemerkung. DaB sich nach i) alle Ziffern dndern konnen, zeigt r = 3, g = 10:
x=0,9996 — rd(x)=1,000=10"-(1-107"+0-102+0-103+0-107%
Bewers. zu i): Nur fiir a4 > §

Fall 1:

ap=-=a,=9g-1
td,(x) = 0g* ' (1-g7'+0- g%+ --- +0-g7)
Fall 2: Fiir ein o; gilt
ai<g-—-l=ay = =a
d,(x)=0g’(@ g + - +ai g @+ 1) g +0- g7 4 1097
Zu ii) :

Fall 1:

g
Ay < 5

0<-o(d(x)-x) =g ) ag’

i=t+1

— ge . ang—t—l +ge Z a; g—i

>t+1
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Fall 2:

g
Ay 2 5

0<od()-x)=gg" g ) g’

i=t+1

=g =g g g D aig?
i>t+1
< ¢t — e.g —t-1
=9 9 29
1 e—t

zu iii): Wegen ; # O ist @; > 1. Daher |x| > g¢g™! = ¢°~'. Mit i) also

d)—x| 1 e _ 1
7 < = . = =
X = 29 9 29
zu iv): Rundungsvorschrift gibt:
rd, () 2 aig™" 2 g
weiter wie in iii). |

Korollar 1.3.1. Es gelten die Darstellungen

1 1
1d(x) = x(1 + &) = ﬁ mit e£eR: Jel< g < og

Bewess. Fiir x = 0 setzt man € = ¢ = 0. Sonst

rd,(x) — x
&E= ——
X

nach Satz 1.3.1 iii)

1
< — —t+1
lel < 29

-1d
&= X1 nach Satz 1.3.1iv) also
rd,(x)

1
< = —t+1
1€l < 29
m]

Die Zahl %g"“ heift relative Rundungsgenauigkeit det z-stelligen Gleitkommaarithmetik (zur Basis g)
oder ,,Maschinenzahl‘

- 1 —1+1
eps = 2g

Definition 1.3.2. Eine g-adische und #-stellige Gleitkommazahl hat die Form x = 0 oder
t
x:UgeZa,-g_’, oce{l,=1}, e€Z, a;e{0,1,...,g—1}, a1 #0
i=1

o heifit Vorzeichen

e heiit Exponent

g heift Basis

>, @i g~ heiBt Mantisse von x.
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Maschinenzahlen sind g-adische #-stellige Gleitkommazahlen mit beschrinkten Exponenten,
etwa —99 < e < 99. Im folgenden wird die Diskussion zu Uber- und Unterlauf vernachlissigt.

Die arithmetischen Grundoperationen zwischen Maschinenzahlen

2] S] ® @

fithren i.a. aus dem Bereich der Maschinenzahlen hinaus. Auf den Rechnern werden® © ® ©i.a.
so realisiert, daf3

X
x®y=rd(x+y) , x®y=rdilx-y) , x@yzrd,(;)

Es folgt:

x®y=x+y)(l+e)=x(1+¢&)+y(l+e)
x®y=x(1+ey
xoy=x(1+¢)/y
1 1-t
< =—
lel < eps = 59
Wilkinsons backward analysis (Riickwértsanalyse):
Idee:

Arbeitet man mit Daten, die durch Eingangsquellen verfilscht sind, dann sind Rundungs-
fehler irrelevant, wenn man das numerisch erhaltene Resultat als exaktes Resultat von
verfilschten Daten ansehen kann, deren Stérung gréBenordnungsmiBig unterhalb der Ein-
gangsfehler liegt. In diesem Fall spricht man von einem ,, gutartigen “ Algorithmus.

Beispiel 1.3.1. Berechne S(xq,...,x,) := x| + x + - - - + x,,. Verfahren:
Si1:=x1 , Spi=xp+Si-1, k=2,...,n

PascaL:
S:=x[1]; FOR I=2 TO N DO S=S+x[k];

In Gleitkommaarithmetik:

[o%])

1 =X

o))

k=X ® Sk
O+ Se-)(1 + &)
=x(1+&)+ 811+ &)
=Sk =Sk + &)+ Sii (1 + &)
= 8- Se=aSk+ 0 +&)S 1 — Sk-1)
aSk + (1 + )ler-1S k-1 + (1 + &-1)(S k2 — Skl
=S+ +e)e 181+ (1 + &)1+ &-1)(...)

Vollstindige Induktion:

= Sn - Sn = SnSn + (1 + gn)gn—lsn—l + (1 + En)(l + En—l)gn—ZSn—Z
+o+(I+e)d+e1) - (1 +&3)e252
= SnSn + Sn—lSn—l i ‘9252
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Folge:
Der Fehler hingt von der Summationsreihenfolge ab! Am besten die Reihenfolge so wih-
len, daB} die S nicht zu grofl werden! Etwa (n =3, r =4, g = 10):

x1=0,1234, x,=1997, x3=-1998

S, ist klein, wenn x; = 1997, x, = —1998:

§, =-1,000
§3=-1,00000, 1234
= -0, 8766 gut!
Andere Reihenfolge:

§,=0,1234® 1997 = 1997
§3=-1998 ® 1997 = —1,000 schlecht!

= Das Assoziativgesetz der Addition gilt beim numerischen Rechnen nicht!
Am Rande (nicht ernstzunehmen):

Der Fundamentalsatz der Algebra gilt in der Numerik auch nicht, da es zu einem Polynom n-ten Grades
immer mehr als n Nullstellen gibt (weil verschiedene Niherungswerte HA! HA!).






15

KAPITEL 2

Iterative LOosungen nichtlinearer
Gleichungen

2.1 Fixpunktiteration
Eine Grundaufgabe der Numerik:
Finde ein (alle) x € Q mit:
fx) =0, f:Q—>R
x ist Nullstelle von f, x ist Losung von f(x) = 0.

Niherungsweise Losung:

zu gegebenem & > 0 finde ein ¥ € €, so dal
AxeQ: f)=0,|x—1X<e
Damit ist die Aufgabe numerisch gelost!.

Unter Umstédnden ist eine Umformung zu einer Fixpunktgleichung sinnvoll:

Findexe Q: ¢(x)=xzB.:

e(x)=x+Af(x), A1#0

Algorithmus (Fixpunktiteration):

Gegeben: p:Q->R, >0, x0€Q
Gesucht: x¥eQ, sodaB |¥x —x*| <¢, p(x*) =x"
Start: k := 0 —xg-c Q- beliebig
(%) Xee1 = o(xi)
Ist das Abbruchkriterium erfiillt?

Nein— k := k+ 1, weiter bei (%)

Ja — fertig!
Fiir ein Abbruchkriterium braucht man noch Informationen, wie man z.B. aus bekannten
X1y ... X (und @(x1), . . ., @(x;)) feststellt, ob |x;, — x*| < & gilt.

Fixpunktiteration:

xo beliebig, xps1 = @(x0), k=0,1,2,...
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Beispiel. ¢(x) = vx, Q = [0, o). Fixpunkte bei 1 und 0.

xXo=2 x0=0,5

x; =1,414 x1 =0,7071
x; =1,189 x; = 0,8409
x3 = 1,091 x3 =0,9170
x4 = 1,044 x4 = 0,9576
x5 = 1,021 x5 =0,9786
xe = 1,011 x¢ = 0,9892

Die Startpunkte in der Abbildung sind willkiirlich gewihlt!

0,8+

06}

04t

02+

0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 14
Xo X X2 X2 X

Abbildung 2.1: Iteration der Wurzelfunktion

1 ist anziehender Fixpunkt, O ist abstoBender Fixpunkt

2.2 Metrische Riume

Definition 2.2.1. Sei E ein Vektorraum iiber dem Grundkorper K (in der Numerik ist K = R oder
K = C). Eine Abbildung || || : E — R heilit Norm, wenn sie folgende Eigenschaften erfiillt:

i x>0 fir0#xeE
i) |lax]| = |al [lx]| firxe E, ae K
i) lx +yll < [lxll + [lyll firx,y € E

Beispiel 2.2.1. E =R", x = (x;---x,)".

n
Il = ) I £;-Norm
=1
n
[l == i Z x| L>-Norm, Euklidische Norm
i=1
n
llxll,, == '\ Z |xil” £,-Norm
i=1
[1*]]oo == mréllX |oxi Lo-Norm, Maximum-Norm
in

Tschebyscheff-Norm
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Bemerkung. Im R? sind die ,.EBinheitskugeln‘:

Sp={ey e RG], < 1)
Si:={(xy) eR*| x| + |yl < 1}

<

x>
Abbildung 2.2: Verschiedene Normen
Sy:={(x,y) eR* | X* +4* < 1)
Se :={(x,y) € R? | I;I i}}
Satz 2.2.1. Auf dem Vektorraum K" sei eine Norm || || gegeben. Dann sind ||

d.h. es gibt Konstanten a,f € R : 0 < @ < 8 < oo, so daf3 fiir alle x € K":

a|lxlly < [lxlf < Blxll

Bewers. Seien ey, ..., e, die Einheitsvektoren im K”". Fiir beliebige x = (xi, ..

gilt dann:

Xl =1yl | < [lx = yll =

n
Z(Xi —yie;
=1

n
n
Smax||e,~|| E |x; — yil
=0T TS

Cauchy-Schwarz: (T arbi) < [X af |2 b7 mitag = 1, b = |xc — el

n
< " i = yilled
i=1

< max e - Vil =yl

[|und|| ||, dquivalent,

X)Ly =W )"

= Die Abbildung x — [|x|| ist stetig! Auf der beschrinkten und abgeschlossenen Menge

S ={xeK]||xll, =1}
nimmt x — ||x|| sein Maximum und Minimun an.
Ixl, =1 = B<|xl[<A
y = 0 ist trivial.
1
0xyeK' — .yes

lIyll,

1
B<—— -yl <A

l1yll2
= Blyl, <llyll < Allyll,
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Korollar. Alle Normen in K" sind untereinander dquivalent.

Bewers. || |[,|ll Il Normen im K”.

IA

Bllxll2

il < ikl < Bl

/ / l
Bl = B — il
(0

alldy < il

IA

a - —dl < ixll < il

Abstand  ||x — X]|

Definition 2.2.2. Sei E nicht leer. E heiit (zusammen mit einer Abbildung d : E X E — R) metrisch
und d Metrik oder Distanzfunktion, wenn gilt:

) dxy=0 & x=y
i) d(x,y) <d(x,2) +d(y,2)

Bemerkung. Mit z = x folgt aus ii):

d(x,y) d(y, x)
d(y, x) d(x,y)

Mit y = x folgt aus ii):

} d(x,y) = d(y, x)

<
<

0<2-d(x,20 = dx2=0

Definition 2.2.3. Eine Folge {x,} C E heiit Cauchy-Folge, falls zu jedem £ > 0 ein N = N(&) existiert,
so daB d(x,, x,) < efiir alle 4, v > N. {x,} C E heiB3t konvergent gegen x* € E, wenn d(x,, x*) < & fiir
allev > N.

Definition 2.2.4. Ein metrischer Raum heif3t vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in E gegen ein x* € E
konvergiert.

Definition 2.2.5. Ist ein normierter Raum E vollstindig beziiglich der Metrik d(x, y) = ||x — y||, dann ist
E mit seiner Norm ein Banachraum.

2.3 Der Banachsche Fixpunktsatz (BFS)

Definition 2.3.1. Eine Abbildung ¢ eines metrischen Raumes E in sich, ¢ : E — E, heil$t lipschitzbe-
schrdnkt mit der Lipschitzkonstanten L > 0, falls fiir alle x, y € E gilt:

d(e(x), ¢(y) < Ld(x,y)

¢ heiBBt Kontraktion oder kontrahierend, falls ¢ lipschitzbeschrinkt ist, mit der Lipschitzkonstanten L <
1.

Bemerkung (1). Es reicht nicht d(¢(x), ¢(y)) < d(x, y)
Bemerkung (2). Kontrahierende Abbildungen sind stetig.

Satz 2.3.1 (Banachscher Fixpunktsatz). Ist ¢ : E — E eine kontrahierende Abbildung eines voll-
stindigen metrischen Raumes in sich, dann besitzt ¢ genau einen Fixpunkt x* = @(x*). Die Iteration
Xir1 = @(xx), k = 0 konvergiert fiir jeden Startwert xo € E gegen den Fixpunkt. Bezeichnet L die
Kontraktionszahl von ¢, dann gelten fiir k > 1 die Fehlerabschditzungen:

) d(x, x*) < L-d(xe1, x)
k

i) A x) < T

- d(xg, x1) a priori-Abschdtzung

L
i) d(xg, x) < —I - d(xg, xk—1) a posteriori-Abschdtzung

Beweis. Der Beweis erfolgt im mehreren Schritten:
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a) {x;} ist eine Cauchy-Folge

b) Der Grenzwert ist ein Fixpunkt

c¢) Es gibt nur einen Fixpunkt

d) Es gelten die Fehlerabschétzungen

d(xk+1, Xkr2) = d(@(xi), (x41)) < Ld(xg, X1)
Mit vollstidndiger Induktion:

’ Akt Xprse1) < L - d(x, Xpr1) ‘

Zu a):
dCxs Xem) < dQxk, Xpa1) + A1, Xea2) + <+ + A Xm—15 Xkm)
_qm
< Ao Xeer) - (1 L+ L2 oo+ 171 = o d O, Xenn)

1
< 1-I dxg, Xer1)
k

1-L

<

d(xo, x1)
Fiir ¢ > 0 wahle N = N(¢g) so, dal3 % d(xg, x1) < & ist. Dann ist d(xg, xg4,) < € fir
k,k+m>N.
Zub):
Die Cauchy-Folge konvergiert gegen ein x* € E, weil E vollstindig ist. ¢ ist stetig.
e(x") = p(lim xp) = lim ¢(x) = lim X = 27
= x* ist Fixpunkt.
Zu c):
Seien x* und ¥ Fixpunkte von ¢.
d(x", ¥) = d(p(x"), (%))
<L-d(x", %)
= dxx)=0, alsox=x"

Zu d):
D) d(x, x%) = d(@(xe-1), @(x*)) < L - d(og—1, x°)

k k

1 _Ld(xo,m) = d(x, x") < -1

i) d(Xg, Xgem) < d(xo, x1)

d(xg, <
T-1I (ks Xg+1) -1

iif)  d(xg, Xgam) < d(Xe—1, Xx)

Bemerkung. Die Fixpunktfolge kann man auch schreiben als

{x0, ¢(x0), ¥ (x0), ¢ (x0), - . .}

Die Teilfolge {x1, x2, X3, . .. } der Fixpunkte ist {x, ©(x1), ©*(x1), ... }. Analog ist {x, X¢,1, ... } die Folge
{x 0(x0), @ (xi), .

Satz 2.3.2. Sei I C R ein Intervall und ¢ : I — R stetig differenzierbar. ¢ ist kontrahierend, wenn fiir
alle x € 1 gilt:

sup |go’(x)| <L<l
xel
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Bewers. d(x,y) = |x —y|

dle(x), @) = lelx) — eyl

MES |go’(§)| “lx—yl, &zwischen xund y

Wenn |¢'(€)] < L < 1ist fiir alle € € I, dann ist alles gezeigt. O
Beispiel. ¢(x) = 1+x—1x?, xe€[l,2]

1) [1,2] ist vollstdndig (abgeschlossen) und metrisch (d(x, y) = |x — yl).

2) ¢'(x) =1—-x <0 fiir x> 1 = monoton fallend.

¢l[1,2] = [¢(2), (D] = [1, 3] € [1,2]
3) sup ¢’ (x)| = 1 = nicht kontrahierend!

xel
Besser: [1,3] = [e(3). ()] = [§. 31 C [1,3]

suple’(x)| =3 =L<1

xel

Jede Folge {x,}, xo € [1, %], Xk+1 = @(xx) konvergiert nach Satz (2.3.1) (BFS) gegen den
Fixpunkt x* = 1 + x" — %()c*)2 = x'=1V2

lxe — x| < [k = Xet] = X = X

L
1-L
In der Praxis ist ¢ manchmal nicht auf ganz E definiert oder nur in Teilbereichen von E kontrahierend.
Dabher eine lokale Variante von Satz (2.3.1) (BES):

D c E, D # 0 und Kugel in D
K& ={xeE|dx,&<r}cD

Mit E ist auch K,(¢) ein vollstindiger metrischer Raum. Daher hat ein ¢, das eine Selbstabbildung auf
K, (¢) ist und in D kontrahierend ist, einen Fixpunkt, der mit dem Satz (2.3.1) (BFS) berechnet werden
kann.

Wann gilt ¢ : K,(§) — K.(£)?
x e K (&)

d(e(x),£) < d(e(x), ¢(&)) + d(@(£).£)
< L-d(x, ) + d(e(é). &)
< L-r+d(eé).6)

Wenn man weil3, daf3
[ dpé). &) <r—Lr|
erfiillt ist, dann gilt d(¢(x), &) < r, d.h. ¢(x) € K,(&).

Satz 2.3.3 (lokale Variante des BFS). ¢ bilde die Teilmenge D des volistindigen metrischen Raumes
Ein E ab. Es mogené € D, r > 0und 0 < L < 1 existieren mit:

) K@ ={xeE|dx,&<rCD
ii) Fiiru,v e K,(¢) : de(u), p(v)) < L-d(u,v)
iii) Es gilt die Kugelbedingung: d(p(¢),é) <(1-L)-r

Dann hat ¢ einen Fixpunkt in K,.(£).

Jede Folge xi+1 = @(xi) mit xg € K,(€) konvergiert gegen den Fixpunkt und es gelten die Fehlerabschdit-
zungen.

Definition 2.3.2. Es sei ¢ : E — FE eine Iterationsfunktion in einem metrischen Raum E, x* sei ein
Fixpunkt von ¢. Es gebe eine Umgebung U(x*) von x*, so daf fiir alle Startwerte xo € U(x") die
Iterationsfolge x,.1 = ¢(x,), n = 0,1,... gegen x* konvergiert. Dann heifit das durch ¢ erzeugte
Iterationsverfahren lokal konvergent. Ist U(x*) = E moglich, dann ist das Verfahren global konvergent.
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2.4 Konvergenzordnung

Definition 2.4.1. Ein durch die Iterationsfunktion ¢ : E — E mit Fixpunkt x* € E gegebenes Itera-
tionsverfahren x,.; = ¢(x,) hat mindestens die Konvergenzordnung s € R. Es ist s > 1, falls fiir den
absoluten Fehler 0 # ¢, = d(x, x¥) gilt:

. Crsl . el <1 firs=1
limsup — =c¢ mit -
; lc] < o0 fiirs>1

k—oo ek

Der Wert ¢ hei3t der asymprotische Fehlerkoeffizient (kurz Konvergenzfaktor). Ein Iterationsverfahren
hat genau die Ordnung s, wenn ¢ # 0 gilt. Die Konvergenz ist:

superlinear, wenn s = 1, ¢ =0
linear, wenn s = 1, 0 # || < 1
quadratisch, wenn s =2, ¢ #0
Satz 2.4.1. I C R sei ein Intervall, ¢ : I — I sei s-mal stetig differenzierbar. Es gelte ¢(x*) = x* und
G =¢"(x) = =" D) = 0falls s > 1

bzw. |¢'(x")| < 1, falls s = 1. Dann hat das Iterationsverfahren x,.1 = @(x,), xo € I geeignet lokal
mindestens die Konvergenzordnung s. Gilt zusdtzlich ¢ (x*) # 0, dann ist s die genaue Konvergenzord-
nung.

Bewers. Nach Taylor gilt:
I
et = Q00) = X"+ 04+ + 0+ =0V - (1 = 1)’
s!

Dabher:

Xpe1 — X* 1 . . .
(;H_—X*)S = F"D(S)(f") mit &, zwischen x* und x,,.
a !

li d(-xn+l 5 X*)
1m sup

1
=1 |, ® ;
D vy = ISP Sy [0 )|

1 S *
=§|<P()(x)

O

Bemerkung. Ist ¢ : I — [ stetig differenzierbar mit |¢’(x)| < 1, dann gibt der MWS, daf} die Folge
Xn+1 = ¢(x,) monoton konvergiert, falls ¢’(x) > O fiir alle x € I und und alternierend konvergiert, falls
¢ (x) <0 fiir alle x € 1.

Beispiel.
I=10,% @ X CoSX

¢'(x) =—sinx <0
Konvergenzfaktor: 0, 6736 = ¢(x*)

I = [0, 0) ©:x- X
@) =5z

Konvergenzfaktor: vgl. Abbildung 2.1 auf Seite 16

N

2.5 Das Verfahren von Newton und das Sekantenverfahren

Sei x* eine Nullstelle von f : R — R. In einer Umgebung I, := (x* — &, x* + &) sei f zweimal stetig
differenzierbar. Es gelte f'(x*) # 0. Ist xy € I, eine Nidherung an x* = x( + h, dann gilt nach Taylor:

1
0= f(x) = fOx) + f'(xo) - h+ SR

N———
wird vernachldssigt
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& zwischen x* und xy.

Berechne 4 aus

f(xo)

0=f(x")=flxo)+ f(x0)-h  (mh=-4—7)
1" (x0)
und eine bessere Nidherung:
S (xo)
X1 = Xo + h= X0 —
1" (x0)
= Fixpunktiteration:
fx)
n+l = n d =X-
Xn+1 = @(x,) und @(x) = x o)
Tangentensteigung:
A
Tangente
Jx)
X, Xo >
Abbildung 2.3: Geometrische Interpretation des Newton-Verfahrens
Fxo) = fo) = o f’(xo)
Xo — X S (x0)

Algorithmus 2.5.1 (Newtonverfahren).
Gegeben: xo€el, fe C*), >0

Gesucht: xpel: |x—x|<eg, f(x)=0
Iteration: Xewl = X — ;(()jfk)) fiirk=0,1,2,...

bis das Abbruchkriterium erfiillt ist.

Satz 2.5.1. Sei x* eine Nullstelle von f. In einer Umgebung I, := (x* — &,x* + &), € > 0 sei f zweimal
stetig differenzierbar und es gelte f'(x*) # 0. Dann konvergiert das Newtonverfahren lokal bei x*, d.h.
A5 C 1., so daf fiir jedes xo € Is die Folge x,.1 = X, — j% gegen x* konvergiert.

BEwEs. ¢(x) = x — J% falls f'(x) # 0

freCy, ff(x)#20 = 3l cl.:f(x)#0
, f/f/_ff// _f 1/
@

1 =22 - JS s

e e

Aus der Stetigkeit:

Als, C Is,, so daB sup |<p’(x)| <L<1

x€els,

0 = 03, nach Satz (2.3.3) (lokaler BFS) mit £ = x*, r = 6 (Kugelbedingung trivial erfiillt wegen
d(é, (&) = d(x*, p(x*)) = 0) konvergiert die Iterationsfolge in /5. O

Satz 2.5.2. Sei x* eine Nullstelle von f. In I sei f zweimal differenzierbar und es gelte f'(x*) # 0.
Dann existiert Is = (=6 + x*, x* — 0) C I, so dap fiir jedes xy € I5 die Folge {x,} des Newtonverfahrens
mindestens quadratisch konvergiert.
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BEWEIS. X" — Xp1 = X" — X, + ;(&))
1 *
0= F(6) = f0n) + /()" = ) + 2 f" (5 + B = )
0<¥<1,9=9,
. . f(xn)
D AT
_ _lf”()Cn + ﬁ(x* - -xn)) (x* _ xn)z
2 f/(xn)
= lim X — Xpa _ 1 lim f“(xn + 9" — X))
neo (x° = Xx,)> 2o ')
1)
2 fr(x*)
O

Bemerkung. Wenn f(x*) = f’(x*) = 0, dann sind die Sitze (2.5.1) und (2.5.2) nicht anwendbar!

Sei f € C"™*'[a,b], m > 1.In x* € [a, b] sei
@)= ) == ) =02 f00)
Dann gilt fiir & := x — x* — 0 nach Taylor:

m—1

* * 1 * 1 m * m m+
SO ) = () + ; ARG LR VARV AR Uy

=0

m-2
/ * / * 1 + * m * m— m
fx +h)=f(x)+kz:;ﬁf“‘ 1)(x)hk+mf( () "+ O™

=0

e e m_31 + * 1 m * m— m—
[ +h)=f(x)+;ﬁf“‘ 2)<x>hk+(m_2),f< () B + O

=0
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Daher fiir 2 — 0:
f(x*) ~ Lf(m)(x*) W+ O(hm+l)
f/(x*) = 1)'f(m)(_x )hm 1 + O(hl’l’I)

L) h+ O(h?)
() + Oy

[ — f"(x )h+0(h2>] [ O(h)}

o

l-h+()(h)
m

A= f(x)

(i)’ (= IO L@ =@ )
I [f'(0)]?
ACYC))
[f' (01
[ LA+ 00 h] - [L5A i -H"2 4 O )|
A+ O] - [ kA - !+ O(hm)|

[(m D!
[% . 0(hm+1)] : [(m 1)k 24 O(h’"*l)]
[T+ O(h™)] - [h™1 + O(h™)]

—D!

=1-

&+ 00)]-[m=1) - 17! + O]

=1- [T+ 0] - [1 + O]
=1- [% +O() |- [(m = 1) + OW)] - [1 + O(W))*
m-—1
=1- +O0(h)
= l + O(h)
m

Folge:
Bei m-facher Nullstelle konvergiert das Newtonverfahren

S (xn)
S (xn)

nur linear mit dem Konvergenzfaktor

= ¢(x,)

Xn+l = Xp —

1
1 - — = lim ¢'(x,)
m

n—oo

Modifiziertes Newtonverfahren:

JG)

f,( n) = ‘,D(Xn) = on(xn) keN

Xp+l =

Satz 2.5.3. Sei f € C"™*'[a,b], m > 1 mit m-facher Nullstelle x* € [a, b]. Sei 1 > k > m. Dann existiert
ein Is = (=6 + x*, x* + 0), so dap fiir jeden Startwert xy € Is die Folge

- JGxw)

f "(%Xn)

fiir k < m linear mit dem Konvergenzfaktor 1 — ﬁ gegen x* konvergiert. Fiir k = m ist die Konvergenz
mindestens quadratisch.

Xp+l1 =
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Beweris. (analog zum Beweis von Satz (2.5.2))

W
@r(0) = x =k oS
G =1-k- (%) @)

k k
=1-—=-0h) — () =1-—firx—>x, h=x-x" -0
m m

= lineare Konvergenz fiir k < m mit dem Konvergenzfaktor 1 — %, mindestens quadratische Konvergenz
fiir k = m. ]

Schitzen der Vielfachheit:

X — X — k- f(xn—l)
! " I (1)
_ 7. S (xn)
R e

(xn+l - xn) - (xn - xn—l)

. [f(xn) _ fGo1)
f’(xn) f,(xnfl)

M\=VS —k - [(%) (E)} '(xn - xn—l)

—_————

|-

Xn = Xn—1

(-xn+1 - xn) - (xn - -xn—l)

Q
|
»

Also: m

Beispiel.
f(x) = x(x + D(2x - 3)*

=4x* —8x =342+ 9x

Iteration: Xpsl = Xy — ff((’j%))
Start: XxXo =2
n Xp dy =X, —X—1 | m=~ —ﬁ
1 1,7931 -0,2069 2,6633
2 1,6639 -0,1292 2,4226
3 1,5880 —-0,0759 2,2481
4 1,5459 -0,0421 2,1369
9 1,5030 —-0,0030 2,0189
10 1,5015 —-0,0015 2,0097
11 1,5008 —-0,00075 2,0048
17 | 1,500016 -0,1-1075 2,3722
Iteration: Xpel = X, — 2 - ]%
Start: xo =2
n Xn %m
1 1,5862 1,2493
2 1,5036 1,0458

3 | 1,500007040 1

en =X —x,, b ~c Wenne,~ 107, danniste, = c- 107°.
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Nachteile des Newton-Verfahrens:
e In jedem Schritt eine Neuberechnung von f”(x,) notwendig.
e Manchmal ist f’ nicht explizit bekannt.
o f ist nicht differenzierbar.
e f’ ist nur mithsam zu berechnen.
Die Idee ist, die Ableitung f’ durch den Differenzenquotienten

Sa) = f(xa1)

Xn = Xn—-1

Zu ersetzen.

Xn+1 ) ) , Xn+1 'zcn-/

v

v

Abbildung 2.4: Sekantenverfahren

Xp = Xp-1

") = f()

Sekantenverfahren, Start mit xy und x;.

' f(xn)

Xp+l = X

Algorithmus 2.5.2 (Sekantenverfahren).
Gegeben: xo,x1 €1, feCl), e>0

Gesucht: xprel: |x—x|<eg, f(x)=0
Iteration: Xpil = Xp — f(xx):—;(;M - F(x)

bis das Abbruchktriterium erfiillt ist.

Algorithmus 2.5.3 (Regula falsi).
Gegeben: x0,x1 €1, feCl), e>0
f(xo) - f(x1) <0
Gesucht: xrel: |xp—x"|<e, f(x)=0

Iteration: y=x, - f(;):—;‘m - f(x)

Xue1 = y falls f(y) - f(x,) <0
xn;:l - )ycn_l }f“”S f@) - fx) >0

Abbruch sobald |x,.1 — x,| < &

Literatur: H.R.Schwarz ,, Numerische Mathematik* S.208ft.
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Satz 2.5.4. Es sei f € C?[a, b] mit f(x*) = 0 fiir x* = # Auflerdem gelte
1) f'(x) # 0 fiir alle x € [a, b]

2) min |f(x)] > &% - max | f(x)|
asx<b asx<b
Dann konvergiert das Sekantenverfahren global auf [a, b] gegen x* mit der Konvergenzordnung

1+ 5
2

~ 1,618 (f"(x")+#0)

Bemerkung. Ist f in einer Umgebung um x* streng monoton und strikt konvex, dann hat das Sekanten-

1+2\E (goldener Schnitt).

verfahren die genaue Konvergenzordnung

Satz 2.5.5. Fiir jede stetige Funktion f : [a,b] — R konvergiert das Iterationsverfahren der Regula
falsi fiir xo = a, x; = bund f(a)- f(b) < 0 gegen eine Nullstelle x* von f.

Bemerkung. Ist f € C*[a,b] und f”(x*) # 0, dann ist die Konvergenzordnung 1.
Fiir eine Funktion F : Q — R", Q C R” gilt

Fi(x)
Fm=[ . Fix): Q> R!
Fox)
x*eR": F(x*) = 0 & x* € R” gemeinsame Nullstelle von Fy,..., F,.

Beispiel. n=2:
Flxy) = (47")

Die Nullstelle (x*, y*) ist die gemeinsame Nullstelle von x? + 5> — 1 und x - y.

XY+ @) -1=0
Xy =0

Nullstellen (+1,0), (0, +1)

)
X

Taylor im Punkt x) = [ .

(V)
Xn

€ IRH

F(x) = F") + Tp(x) - (x = x) 4 - -

mit
dF OF
6_)(:(X(V)) a_an(x(wf))
Ip(™) = :
OF, oF,
W(x(")) B_X,,(X(V))

Ist x* eine Nullstelle, dann
0=F") +Tp(x™) - (x" = x") + -
Ersetze x* durch x(*+D:
= D — ) _ J;l (x(v)) F(x(v))
———
AW

Newton-Iterationsvorschrift fiir F € C'(Q, R"), Q C R”.

Numerisch giinstiger:

Lose Jp(x™) - A® = F(x™). Dann:

KD — ) AW)

Fiir multivariables Newton-Verfahren gilt ebenfalls eine lokale Konvergenzaussage und die quadratische
Konvergenzordnung, falls x* eine einfache Nullstelle von F ist.
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KAPITEL 3

Polynome

3.1 Polynomiale Approximationen

Taylor:
feC"a,bl, xo € (a,b)

(k)
f(x)_zf ) (¢ ) mit i L

= x—xo |X — x0|

Polynom
Ist die Reihe alternierend, dann ist die Fehlerabschitzung besser, z.B. :
2k

f(x)—smx—Z( D ey Rt

fiir x > O ist die Reihe alternierend.

1 .
Roni1(f) < m fiir x € [0, 1]

Ahnlich gutes Konvergenzverhalten fiir z.B. cos, exp, log in geeigneten Bereichen!

Bei beliebigen Funktionen f € C*[a, b] treten Probleme auf:

o Die Taylor-Koeffizienten % konvergieren oft nur langsam (u.U. auch gar nicht) gegen Null.

e Bei zunehmender Entfernung von x zu x( wird die Approximation durch Taylor-Polynome immer
schlechter.

e Bei der Rechnung mit endlicher Stellenzahl sind die Polynomkoeffizienten sehr grof3, obwohl die
Funktionswerte sehr klein sind (Ausloschung!).

Beispiel 3.1.1. f(x) =¢* = 1+x+% +% +...+ & 4 ... Diese Reihe ist konvergent fiir alle x € C.
Fir z.B. x = -10:

100 1000
-10
=1-10+ — - — +---
2 6

Um ¢! = 0,000045399.. .. auf drei giiltige Stellen auszurechnen, braucht man mindestens 41 Sum-
manden, wenn man 11-stellig rechnet! Der Grund ist die Ausloschung!!

Abhilfe:

10 .
et=e"-ed = 0= (%) . Berechne ¢! und potenziere.
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3.1.1 Kettenbruchentwicklungen

Mit Kettenbriichen kann man Funktionen mit hoher Genauigkeit darstellen und relativ schnell auswer-
ten.

Definition 3.1.1. Es seien A = {a\};2 |, B = {b};_, Folgen reeller oder komplexer Zahlen. Dann nennt
man

ap

k, := bo +

ay
...+_
by

den vom A und B erzeugten Kettenbruch der Linge n. Kiirzer:

kn=b0+ a b] + ap b2 +---4+ a, bn

Datails: Hardy-Littlewood Zahlentheorie

Auswertung:
9 =p,
@) . ) An—i+1 .
2V i=b, + FrpE i=1,...,n
ky := 72

Es kann passieren, daB z~" = 0 ist! Dann Abbruch.

Euler und Wallis:

Fiir die Berechnung von k, betrachtet man die Abschnittskettenbriiche (j-te Ndherungsbriiche)

PA
k.jl=b0+ aj b] +-o+ a; bj Zj,jZO,l,...,n
J

P_1 =1 Q_1 =0
Py := by Qo = 1

ﬂ _ a _ bob+a,
[ bo + by — by
= Py =bob +a, 01 = by
=b1Py+a P =b1Qo +a; 0

Algorithmus 3.1.1 (Kettenbruchentwicklung).

Gegeben: A =Aarly_,, B=1{bi}_y» ar,br € K

Gesucht: k,=bo+ a | by +---+ a,| b, €K

Start: Pi=1,0.1=0, Ph=by, Qp=1

Iteration: Firj=1,...,n
Pj=bjPii+ajPja,  Qj=b;Qj1+a;0j
Ausgabe: g =k,

KorREKTHEIT DES ALGoRITHMUS. Induktion iiber die Kettenldnge.

Induktionsannahme: Algoritmus ist korrekt fiir Kettenbriiche der Linge < n.

Induktionsanfang: n=0,n=1

An
k,=bo+ a | by +---+ a, ibn_1+b—ni
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Kettenbruch der Lange n — 1.

ay

P, (bn—l + hn)Pn—Z + ay-1Pp-3
On (bn—l + Z_Z> Onot+a, 10,3

an
P+ by n=2 byPp_i +a,Py_»
= . =
Qn—l + EQn—Z ann—l + anQn—Z

Beispiel 3.1.2. Fiir jedes x € R, x > 1 gilt:

i = 2 [T - 123 - 4[5 - 027 - 162[9 —---

1+x

Wenn man x durch ix ersetzt, dann ergibt sich:

arctanx= x[1 + X [3 + 42 [5 + 92 [7 +--

arctan(l) = §

m
Zzl1+13+45+97+l69+-~~z0,7853

1 1 3
k = -, k = = = k = =
0 1 1 1 4 2

Abbildung 3.1: GleichmifBige Approximation

Zu f € Cla, b] gesucht ein Polynom p:

n%ai] [f(x) = px)| < &, [l e : Maximum-Norm
x€la,

—_—
b,
lf=pl&”

Approximationssatz von Weierstraf.

feCla,bl,e>0 = dpPolynom :|f - plll“" < &
Frage: Wie findet man unter allen Polynomen p vom Grad < n ein Polynom p* mit

EFI) = I = pIS™ < If = plle” 2
Beispiel 3.1.3. Intervall [0, 7], f(x) = cosx

p(X) = 1+ arx® + asx*, ar ~ —0,49670 a4 ~ 0,03705, |If — pll“?! <0,9-

1074
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3.2 Auswertung von Polynomen

Pa(x) = apX" + -+ +ajx +ag
Auswertung an der Stelle xy € K

(1)
a2

Pu(x) = (- ((@nX + @uo1) X + Q) X+ -+~ +a))x + ap
N————

(1)

L]

Das Horner-Schema entspricht dieser Kennung.

Algorithmus 3.2.1 (Horner).

Gegeben: Koeffizientenvektor (ay, . . . ,a,) € K™ und xy € K
Gesucht: Pn(x0) mit p,(x) = kio ax®
Berechnung: aﬁll) = a, fiirk =1, _ 7
ay = x0- a0, +
Ausgabe: af]l)

Aufwand: n Multiplikationen und n Additionen

Hornerschema 3.2.1.

an ap-1 Aap-2 e ai ao
1 1 1 1
X0 - r xoaﬁl ) r XQai_)l ce P )C()Cl(z ) P )C()Cl(1 )
n ] 1 1 1 ] o 1
o T R
n n—1
Bemerkung. p,(x) = ), arxk = (x = xo) Y, bpxk + Pn(x0)
k=0 k=0
Koeffizientenvergleich:
a, = by = b, = al(‘ll)
1
a1 = baa2—xobp1 = by = af1—)l
= by—xob by = da)’
ai 0 — Xob1 = 0 a;
1
ap = plxo)—xobo = plxo) = af) )
pa=paig) _ " v g ’
P = ) bt —— 3 brxg = pr(xo)
0 k=0 XX k=0
ay an—1 e a a ap
1 1 1 1
X0 — r xoaﬁl ) s r X()ag ) r )C()a(2 ) r X()a(l )
o 1 1 ] n o J
R T T ]
2 2 2 2
X0 - r xoafz ) ce r )C()aé ) r .)C()a(2 ) r )C()a(l )
2y ] 2 ] y y
a? a,?, ay’ a” Pu(x0)
3 3 3 3
X0 - P X()Cl,(l ) ce r X()ag ) r )C()a(2 ) r xoa(] )
3 3 J » 3 ]
ERE & T [

1
ay " = ol (o)
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Vergleich mit Taylor-Entwicklung:
(k)
Pn (X())
Pa(x) = Z - x)f

= pa(x0) + (x = x0) - (Pl (x0) + (x = xo>( Py (x0) + -+ + (x = x0) - —P(")(Xo)))
Gibt die Werte k', p,(f ) im vollstindigen Horner-Schema.

Sei p,(x) = 3 axx* mit a; € R und xy € C eine Nullstelle von p,,.
=0

Pa(X,) = Zak xg = Zakxk

k=0

= > @ = pa(xp) = 0
k=0

Um g, (x) = % auszurechnen, kann man entweder erst die Nullstelle xy und dann die Nullstelle

Xo mit dem Horner-Schema abspalten oder beides gleichzeitig.
(x = x0)(x — Xp) = x> — (xo + Xo)X + X0Xo

= x> = 2Re(xp) - x + |xo?

Somit ist g ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Seien s := 2Re xg, p := — |x0|2. Teilen mit Rest:

()] (1)

pa(x) = (&% = 5x = p) - gua(x) + @\ x + a

n n
Zakxk = (x2 — 85X — p)Z (Dgh=2 4 a(ll)x+ aél)
k=0 k=2
n—1
1 1 Dy -1 1 1 1 1
= aSL )it + (aijl - sa; )))c" + Z(ai) sal(ﬁ)l pal(ﬁ)z)x ) + af))
k=1
Der Koeffizientenvergleich gibt eine dreigliedrige Rekursion.

Doppelzeiliges Hornerschema 3.2.2.

Gegeben: (ay, .. .,ap) reeller Koeffizientenvektor von p,. s, p € R
Gesucht: Zahlen agl) (D e R und qn-2, so daf}
Pa(0) = (= 5 = p) - Guea(0) + ) x + af)’
Rekursion: (1) =a,
51)1 =a,. |+ saﬁll)
a,((l)zak+sa§(131+pa;(132 k=n-2,...,1
a(()l) =ap+ pa(l)
Reihenschema 3.2.3.
an An-1 any -+ a ao
» B _ R pafll) . - pa(Sl) - pa(zl)
P . sal Jr> ;1)1 o Jr) Sa(zl) Jr) B
N IR ) ]

o M
a, a, a, )

Die beiden SchluBkoeffizienten verschwinden genau dann, wenn die Nullstellen von x> — sx — p die
Nullstellen von p,, sind. x> — sx — p hat die Nullstellen

s 1 5
Syl fe-4
2T NS TP

Umgekehrt folgt aus (x — a1)(x — an) = X2 — (@) + @)x + a1, die Beziehung:

s =a; +a, p=—aia
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Satz 3.2.1. Sind a1, ay Nullstellen des Polynoms p,, dann lassen sich diese Nullstellen unter Verwen-
dung des doppelzeiligen Hornerschemas mit s = a; + @z, p = —aa simultan abspalten. Genau in
diesem Fall ist az)l) = a(ll) =0.

3.3 Tschebyscheff-Polynome und -Entwicklungen

In der englischen Literatur (und in MAPLE) Chebyshev, T),(x).
Sei 1, x,x%,...,x" die Basis des Raumes aller Polynome vom Grad < 7.

To, ..., T, (die ersten n + 1 Tschebyscheff-Polynome) bilden eine andere Basis von IP,,.

Definition 3.3.1. Durch die Rekursion
To(x) =1, Ti(x) = x, Tor1(x0) :=2xT,(0) =T 1(x), n>1

werden Polynome definiert. Sie heiflen Tschebyscheff-Polynome (erster Art). Durch
Up(x) = 1, Uy(x) = 2x, U1 (x) :=2xU,(x) = U,_1(x), n=>1

werden Polynome definiert, die Tschebyscheff-Polynome (zweiter Art) heil3en.

Abbildung 3.2: Tschebyscheff-Polynome

Bemerkung.

Ta(x) = 2x% = 1
Ts(x) = 4x° — 3x
Ta(x) = 8x* — 8x% + 1

Leichte Rechnung Zeigt:

T,(x) =2"'x" + Terme niedriger Ordnung

U,(x) =2"x" + Terme niedriger Ordnung
Satz 3.3.1. Die Tschebyscheff-Polynome erster Art haben die Darstellung
T,(x) = cos(n-arccosx), xe€[-1,1],n€ Ny
und die Eigenschaften:
i) |T,(x)| <1 fiirxe[-1,1]
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ii) T, hat in [-1, 1] die Extremalpunkte

k
2 = cos — und T,(x") = (=1)", k=0,....n
n

iii) T, hat n einfache Nullstellen in [—1, 1], ndmlich fcf(") 1= CoS (%n), k=1,...

iv) Zwischen je zwei Nullstellen von T, liegt eine Nullstelle von T,,.

Bewels. Additionstheoreme des Kosinus:

cos(n + 1)t = cosntcost — sinntsint
cos(n — 1)t = cosntcost + sinntsint

cos(n + 1)t + cos(n — 1)t = 2cosntcost

Fiir ¢, (#) := cos nt gilt also die Rekursion:

Oni1(t) :=2c08t - @) — @u1(2)
wot) =1, @i(f) =cost

Die Abbildungen
X >t = arccos x [-1,1] — [0, x]
t+— x =cost [0,7] = [-1,1]
sind bijektiv.

L.

Daher sind die Funktionen i,(x) = ¢,(arccos x) = cos(n arccos x) auf [—1, 1] definiert und geniigen der

Rekursion
o) =1, ¢1(0) =%, Yn1(X) = 220, () — -1 (x)
Anfangswerte und Rekursion stimmen mit der Folge T, iiberein
= T,(x) = ¥, (x) fir x € [-1, 1]
cosnt| <1 Vrtel0,n] = i)
T,(x(") = cos (n - ) = cos(kn) = (~1)* = ii)

T,(%") = cos (n- %=L - 7) = cos (5L - ) = 0 = iii)

X(”)—0052k+1ﬂ<c0s2k_17r—5c(")
R P} 2n © Tk
2k—-1 2k -1
)”c,({") = €08 5 —— T < COS 5w = )Ef{””) = iv)

Bemerkung. T, ist gerade fiir gerades n und ungerade fiir ungerades n.

Satz 3.3.2. Unter allen Polynomen p € P,, deren Koeffizient bei x"* gleich 1 ist, hat

Maximum-Norm im intervall [-1, 1].

R

L;l,l] = T, -1

min
inlll

peP, 2n-1

Bewers. (indirekt) Annahme: Es gibt ein Polynom p € P, mit dem Hochstkoeffizienten 1 und

-1,1
Pl < 2o

1

on-1

T, die kleinste
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Dann gilt in den n + 1 Extremalstellen von T):
1 1

Pag) < mm = e )

, 1 1 ,

P > s = S TG
1 1

(n) _ (n)

Py < g = 5 TG

Das Differenzpolynom g = p — 2%, T, hat ein Minuszeichen in xé"), Pluszeichen in x(l"), Minuszeichen
in x(Z”) etc. Daher hat g die Nullstellen in den Intervallen (x(ln), xg’)), (x;"), x(ln)), URE RN xfl"_)l). Also hat
g mindestens n verschiedene Nullstellen. Es gilt aber ¢ € P,,_;, daher muf} ¢ (wegen Fundametalsatz

der Algebra) das Nullpolynom sein. Dies ist ein Widerspruch zu q(xg') ) < 0, also ist die Annahme
falsch! m]

Satz 3.3.3. Die Tschebyscheff-Polynome zweiter Art haben die Darstellung:

U, () = sin [(n + 1) arccos x| cl-L1]
= sin(arccos x) * ’

und die Eigenschaften:
i) Up(=x) = (=1)"Uy(x), Up(1) =n + 1
ii) T)(x) =nU,1(x), n=1,2,...

iii) U,, n > 1 hat n einfache Nullstellen in (-1, 1)

km
~(n)
= ,kzl,...,
xk COS(I’Z+1) n

es sind die Extremalstellen von T, in (-1, 1).
(ohne Beweis)

Satz 3.3.4. Die Tschebyscheff-Polynome bilden beziiglich der Gewichtsfunktion

w(x) =

1—x2

ein Orthonormalsystem:

1

) m firn=m=0
Tn(-x) Tm(x) . dx=1Z%2 ﬁ}irn =m#0
f V1 — x2 >
-1 0 firn+m

(ohne Beweis)

Konvergiert

00

F) =) axTu(x)

k=0
gleichmiBig fiir alle x € [—1, 1], dann gilt

1

1
1 = 1
_lf f)Tu(x) - mdx kzz(;ak f T(x) Tp(x) - mdx
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Definition 3.3.2. Sei f stetig in [—1, 1]. Dann heif3t
1-x2

1
2 1
a(f) = —ff(x)Tk(x)'—dx, k=0.1.2...
71'_1 \/—

der k-te Fourier-Tschebyscheff-Koeffizient von f. Die formal gebildete Reihe

ao

5,0 = 243w T
k=1

heiBt Fourier-Tschebyscheff-Reihe von f.

Satz 3.3.5. Wenn S fiir f € C[-1,1] auf [-1, 1] gleichmdiffig konvergiert, d.h.

’ L1
lim @ + le a(f) T - S, =0

k—o0

dann gilt S y = f. (ohne Beweis)

Satz 3.3.6. Sei f € C*[-1,1]. Dann gilt
c
(A < 150 k=12,...

mit einer nur von f abhdngigen Konstanten C. Die Fourier-Tschebyscheff-Reihe konvergiert dann gleich-
maflig gegen f. (ohne Bewelis)

n
Auswertung eines Polynoms p = 3 a; Ty € P, in x € K:
k=0

Idee 1: Umentwickeln in Darstellung p(x) = Y, c;x*

k=0
und dann Horner-Algorithmus

Idee 2:  Entwickele einen eigenen Algorithmus zur Auswertung
von Tschebyscheff-Darstellung.

T, (Tn(x)) = Tpm(x)
Tor1(x) = 2xTy(x) = Tp1(x), n 2 1
2x Tr(x) = Trp1 (%) + Tre1(x), k211
2x To(x) = 2Ty (%)

n n—1
Ansatz: p(x) = kgO ar Tr(x) = 2x — 2x0) g‘o b Ti(x) + p(xo)

10 .o, 0
01 0
10 1 0
(Ta@)..... To)-|0 1 0 10 = (20 Tt (). ... 20 To(), 1)
10 2
0 ..., 1 0 1
0 0 ..., 0
—2x0 0
(TuC0.e . To()-| O 2% 0 1= (=20 Tt (9, =250 To(), 0)
0 ...... 2% 0
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1 0 ... 0
—2)(0 1
1 —2x0
(Tu)..... To(x)
—2.XO 2
o ...... 1 —ZXO 1

= (2(x = x0) Tyo1 (0, ..., 2(x = x0) To(x), 1)

n-1 b
= 20— 20) 3 BT + pi) = (206 = x0) Tua (0, . 205 = %) To(x), 1) [ : ]

=0 PO
1 0 ... 0 by
—2)(?0 1 .
1 —2X0
= (Tu@).....To)-
: 2x 2 || bo
0 ...... 1 —2x 1) \p(xo)
Ansatz .
= (Tu(), . To) - |
ab
1 0 ... 0 by 4,
—ZX() 1 A
1 —2)60
= (Tu().... To()) . eI
. ~2x0 2 . by ai
0 ...... 1 —2xp 1) \P(x0)) \ao
1 0 ... . 0 by an
—2)(0 1
1 —2x9 1
= ) =
1 —2xy 2 bo a
0 ...... 1 2% 1) \px0)) lao
bn—l = a4y
bua = anp1+2x0by-
bok = Gug1 + 2x0bu—k+1 — bpis2, k=3,...,n-1
ﬁo = 2bg = ay;+2xoby — by
p(xo) = ao+ xobo — b1
Schema des Clenshaw-Algorithmus:
ay ap-1 ap-2 e a ap
-1 - - J|—> —by-1 J|—> —b, Jﬁ -by
ZX() - Jﬁ ZX()bn,l J|—> 2x0bn 2 tee J|—> ZXObl J|—> X(),B()
bn—l bn—2 bn—3 Ut BO p(XO)

Resultat: Es gilt

n

D@ Tux) = 2(x - x0)

k=0
fir p(x) = X_ ax Ti(x).
Der Clenshaw-Algorithmus erfordert n Multiplikationen und 2n — 1 Additionen.

+ p(xo)

n—1
'% + Z by Ti(x)
=1
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3.4 EinschlieBungssiitze fiir Polynomnullstellen

Satz 3.4.1. Sei p, € P,. Fiir jedes z € C liegt mindestens eine Nullstelle von p,, in dem Kreis um z mit
dem Radius

. Pn (Z)
P2

Beweis. Sei grad(p,) =n

(@) =ay(z—21)(2—22) - (2= 2n)

Fiir z = z; ist p,(zx) = 0 und r = 0, d.h. der Satz gilt trivial. Fiir z # z:

P _ Z": anz=z1) (= z-1) @ = 2e1) (2= Zn)

(@) an(z=21) @ =2 (2= 2n)
<!
- =1 = Zk
Also:
/(2 n n
inEZ; kZ;Z—Zk <k1 72— Zk

_zn: <n- .nl |

min’;_ z—z]| ~ min]_, |z—z]
n
= minf- g <n-| 222
J=1 Ph(2)
Gilt grad(p,,) < n, dann:
Pn(2)

min |z — zx| < grad(p,)
Pa(2)=0

D (2)

Lemma 3.4.1 (Frobenius-Begleitmatrix). Sei

n

pn(2) = Zakzk mit a, =1

k=0

Die Nullstellen von p,, sind die Eigenwerte der Matrix

0 1 0 ..... 0
0 0O 1 0 0
A=| Frobenius-Begleitmatrix
0 ... . ... 0 1
—ap —dadi ... —Ap-1

Zum Eigenwert A von A gehort der Eigenvektor
(LA, A2 AT

Beweis. Mit vollstidndiger Induktion iiber n zeigt man daf3
det(A — AE) = (-1)"p,(Q)

n=1:

pix)=x+ay, A—AE)=-ap—-A1=-p(1) V
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>y

—ay

A ist die Frobenius-Begleitmatrix zum Polynom

Prot(X) =ay + arx + -+ apxyn—2 + X"

-1 0 ... 0

det(A — AE) = -
A-AE,,

—ay

Entwicklung nach der ersten Zeile:

0 1 0 ...... 0
0 -2 1 0 0
-2 1 0
=—A-det(4d — AE) —
0 0 1
—ayp —dady ... —dp-1 — A
| 0
1 -1 1 0
==A-(=D)""pu_1(D) = (=1)"(=ao) - 0
0 .. -1 1
= (D@ d+ @A + - + 2" + ag(-1)"
= (=1)"pa()
1 z 0o 1 0 ..... 0 1 0
z 7 0 0 10 ... 0 z 0
z =1 =] S B I el (*)
772 |t 0 ... ... 0 1 72 0
71 7 e B —a,_) \7! pn(2)

Ist z eine Nullstelle von p,, so ist z ein Eigenwert von A mit dem Eigenvektor

(1,2,2%,...,2" )7

O

Die folgende Bemerkung, sowie die beiden Beispiele werden im Rahmen dieser Vorlesung nicht gebraucht.
Sie kdnnen zur Not Ubergangen werden (Fortsetzung bei Satz 3.4.2).

Bemerkung. Durch gliederweises Differenzieren der Identitit (x) kann man zeigen, dafl

0
z :
1 d! . B 0 _
Vi(D) = Qoai | =| k-1 die Null kommt oben k — 1 mal vor
n-2
n—1 .
z z=4 (n—l)!/ln_k

(n—h)!
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Insbesondere V(1) = (1,4, 22,..., 2" H7T Vo) = (0,1,24,...,(n — DT, etc.
Aus (%) folgt falls p,(1) = p(1) = - = p¥1) = 0

Vit (D) + Vi) = A - V()|

Ist A; eine i-fache Nullstelle von p,,, i =1,...,s X', m; = n, dann gilt:

A 1 ... O

o A4 1 - 0

0 )

A[Vi(4), Va(Ay), ..., Vi, ()] = [V1(4), Va(Ay), . .., Vi ()] - ] .
. A 1

0o 0 .... A4

J; : Jordankistchen

AVi(A), Vo), ..., Vi (1), Vi), .., Vi, (o), ., Vi (A5)]

=[Vi(), ..., Vi, (491

v )

Beispiel 3.4.1.

pa=G@-DEz-2)E-3)z-4) =7 —102> + 3522 - 50z + 24

0O 1 0 0y (1 1 1 1 1 2 3 4
0 0 1 0|1 2 3 4| |1 4 9 16
0 0 0 1|11 4 9 16]/7 |1 8 27 64
24 50 =35 10/ 1 8 27 64) (1 16 81 256
1 1 1 1y(1L 0 0 0
[t 2 3 4ffo 200
11 4 9 16/]0 0 3 0
1 8 27 64) \0 0 0 4
Beispiel 3.4.2.
ps =@+ 1P -2)=2 -3 -27
01000 (1 0 10 1y (-1 1 01 2
00 100O0[]-1 1 01 2 1 -2 0 0 8
000 T10[]1 =200 4|=[{1 3 0 o0 8
0 00O T1|]-1 3 00 8 1 -4 0 0 16
002301\t 40016 -1 5 00 32

Satz 3.4.2 (Gerschgorinscher Kreissatz). Sei A = (a; j);'jzl eine Matrix mit a;; € K. Sei K; die abge-
schlossene Kreisscheibe um a;; mit dem Radius

n
rp = E la,-jl, i= ],...,11
J=1

J#i
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Dann liegt jeder Eigenwert von A in mindestens einem K;, d.h.

n
{1 € C|AEigenwert von A} C U K;
i=1

wy

Beweis. Zum Eigenwert A existiert ein Eigenvektor w = ( : ) # 0. 0.B.d.A. gilt |lwl|l, = 1, w; = 1. Aus
Wy

A - w = Aw folgt fiir die i-te Zeile

n

aj - W; — /111),' = —Zaijwj

=1

J#i
n n
lai; — Al < Zaijwj < Z |aij| |w] < r:
J=1 J=1
J#i J#i
Also 1 € K;. o

Bemerkung. A und AT haben dieselben Eigenwerte.
Satz 3.4.3. Die Vereinigung der Kreisscheiben
Kl ={zeCllz-ail < ) layl)
k=1
ki
enthdlt ebenfalls alle Eigenwerte der Matrix A.
Korollar 3.4.3. Alle Eigenwerte von A liegen in

U)oL}

i=
Anwendung des Gerschgorinschen Kreissatzes auf die Frobeniusmatrix:

Satz 3.4.4. Die Nullstellen z,, .. .,z, des Polynoms

n-1

p@) =2"+ ) ad
k=0
geniigen den Abschdtzungen:
. n-1
i) lad < max{l, ¥ ||}
j=

ii) |zl < maxflaol, 1 + lail, ..., 1+ lan1l}

Bewers. Fiir i):

0 1 0 ..... 0 K, = {1-0/<1)
0 0O 1 0 0
0 ... ... 0 1 )
—ay —ar ........ —a, Ky = Al <1}
n-2
K, : |/l+a,,_1|$Z|aj|
=0
n-2

= U=lail <A+l <) o)

J=0
n—1
= <) |a
=0
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Fiir ii): durch Anwendung von Satz 3.4.2 auf

0 00 —ap
1 00 —a;
0 ....... 0 1

0o ....... 1 —dp—1

3.5 Sturmsche Ketten und das Bisektionsverfahren

In diesem Abschnitt ist alles reell, d.h. Polynome mit reellen Koeffizienten. Nur reelle Nullstellen von
Polynomen werden gezihlt.
Sprechweise: o := (fy, fi,. .., f,) geordnete Liste von Objekten heiflit Sequenz.

Definition 3.5.1. Sei o := (fy, fi, ..., fn) eine Sequenz reeller Polynome. o~ heif3it Sturmsche Kette auf
[a, b], wenn gilt:

1) fol@) # 0 # fo(b)

i) f,(x) # O fiir alle x € [a, b]
i) 1 <k<n, fil6) =0, £ €la,b] = fi-1(§) fir1(§) <0
v) £€(a,b), fo(&) =0= f(& /i) >0

Definition 3.5.2. Sei o = (ag,ay,...,a,) mit a; € R. Dann ist w(o’) die Anzahl der Zeichenwechsel in
der Sequenz ohne Beriicksichtigung der Nullen. Formal:

w(ay,...,a,)+1 fallsaga; <0
1) w(ag,ai,...,a,) =< w(a,...,a,) falls apa; > 0 oder ay =0
w(ag, as, ...,a,) fallsay#0,a; =0

i) wa,) =0

w(o, x) = w(fo(x),..., fL(x) firo = (fo,...,[fn)
z.B.w(l1,2,-3,0,-5,1) =2

Satz 3.5.1. Sei o eine Sturmsche Kette auf [a, b]. Dann ist w(o, a) — w(o, b) die Anzahl der Nullstellen
von fy in [a, b].

Bewess. x - w(o, x), [a,b] —» Ny

Abbildung 3.3: Die Sprungstellen sind Nullstellen eines f
& sei Nullstelle von fi, | <k <m

Tr = {fi-15 fio» frer1} Sequenz
x| e ® | @) | fier®) | wr, x)

E-0 + + - 1
& + 0 - 1
éE+0 + + - 1
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oder
x| 1@ | i) | fir® | wre, x)
-0 - + + 1
& - 0 + 1
E+0 - + + 1

Fazit: Bei Nullstellen der f;, 1 < k < m é@ndert sich die Wechselzahl nicht!

& Nullstelle von fy, 7o(fo, f1)
Wegen f;(§) f1(§) > 0 = Einfache Nullstelle und f; hat konstantes Vorzeichen in der Umgebung von &.

x | fo(x) | fikx) | w(zo,x) x| fox) | i) | w(To, X)
-0 + + 0 éE-0 + - 1

& 0 + 0 ¢ 0 - 0
¢+0 - + 1 ¢E+0 - - 0

x | fo) | filx) | w(To,x) x | foo | filx) | w(to,x)
E-0| - n 1 E-0| - - 0

& 0 + 0 ¢ 0 - 0
£E+0 + + 0 &E+0 + - 1

entweder:  fy wichst monoton, f; > 0
oder: fy fillt monoton, f; <0
Fall 1 und Fall 4 fallen weg

Fazit: Fuir f,(¢) gilt:

w(o,&E-0)=w(o,é+0)+ 1 &€ (a,b)

= w(o, a) — w(o, b) = Anzahl der Nullstellen von f. |

Konstruktion einer Sturmschen Kette
fo ist ein Polynom des Grads n.
h=rf Polynom des Grads n — 1

Euklidischer Divisionsalgorithmus:

fo=qfi—-1f grad(f>) < grad(f)
h=ah-fH grad(f3) < grad(f>)

etc...

fs1 = qsfs — for
fs = qsr1fsr1

fsr1 = g&T(fo, f1) # 0
g¢T(fy, fy) = const. = alle Nullstellen von f; sind einfach

Fall 1: f;,; = const.
Behauptung. o(fy, fi,. .., fs+1) ist Sturmsche Kette fiir alle [a, b] mit fy(a) # 0 # fo(b).
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BewEIs. 1) ist trivial
ii) gilt wegen f;,; = const.
i) 1<k<s: fil6) =0= fie1(§) = —fir1(§)

) fi=fg= £ fi€) >0
einfache Nullstelle = f;(¢) # 0

O
Fall 2: f;,; nicht konstant
gk = i, 0<k<s+1 =gz =1
s+1
Behauptung. o(go, g1, . . . , gs+1) ist Sturmsche Kette fiir alle [a, b] mit go(a) # 0 # go(b).
BEWEISs. 1) ist trivial
ii) gilt wegen g1 = 1
iii) fi-1(x) = ge() fi(x) = fia1 () | for1(x)
Gk-1(x) = gr(X)gr(x) — grr1(x)
. fo Y _ hK® _ e _ [®
v) (f_ol) O=7e 9©=757m0
fol hat nur einfache Nullstellen = (fo])/ & #0=1v)
O

Bemerkung. In Fall 2 ist

,_(fo ho fs+l)
fv+1 ’ fv+1 ’ ’ fv+l

eine Sturmsche Kette. o(fpy, ..., fi+1)

w(o, x) = w(o’, x) fiir alle x mit fy,(x) #0

Das heifit: zur Berechnung der Wechselzahl im Satz von Sturm reicht es in jedem Fall die Wechselzahl
w(o, a) — w(o, b) zu berechnen.

Sturmsche Ketten sind auch gut, wenn man nur eine bestimmte (z.B. ,,die zweite*) Nullstelle von f;
ausrechnen will.

Algorithmus 3.5.1.

Gegeben: Sturmsche Kette (fy, ..., fm),
Intervall [a, b], das alle reelle Nullstellen von f; enthiilt.
m = w(o, a) — w(o, b) kel{l,....m}, e>0

Gesucht: Die reelle Nullstelle & von fo mit &) < & < --- < &, genauer:
ein Intervall (@', b’ mit &, € [a’, 'l und b’ —ad’ < &

Iteration: Berechne fiir ¢ .= # die Zahl w(o, ¢).
Wenn w(o, ¢) — w(o, a) < k, dann ersetze a durch c, d.h. a := c,
sonst ersetze b durch ¢, b := c.
Abbruch sobald b — a < &, sonst weiter mit Iteration.

3.6 Anwendung des Newtonverfahrens
Bisher: Algorithmus 2.5.1

ACYY
17 (xx)

Xpsl = X fir f € Cl[a, b]
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sowie
KD = ok 1 ) F(x), F:R"—>R"

Newton-Verfahren fiir komplexe Funktionen:

zZ
Teel = Zk — f,( K fir f € C'(G), G C
S (@)
Startwertschétzen durch ,,Hohenlinien‘:
If1: 2z [f2)
Fehlerabschitzung mit Satz 3.4.1 fiir Polynome p,, € P,:
e — 2] < 1P2C0)

T e

Wie bekommt man alle Nullstellen eines Polynoms?
Im Beweis zum Satz 3.4.1 steht:

) 1
= (&1 - - - & Nullstellen von p,,)

DPn(Xi) ; Xp — & 3 ¢ P

Sei f = pu:
1 1
el = Xk = Foy = M I 1
0 =1 ¢

Wenn &1, ..., & schon bekannt sind, dann (alternative Rechenvorschrift):

1
Mol = X% Fap vy 1

SO i=1 x—¢&
e ———
_yn 19Oy
THi=stl xy-& T glx)
mit
gx) =a,(x —&g1) - (x = &) = S ’ Deflationsverfahren
(x=&)--(x=¢&)

Problem: Finde die komplexen Nullstellen eines Polynoms p,(x) = }/_, ax® mit a; € R unter Ver-
meidung der komplexen Arithmetik.

Losung mit Bairstow-Verfahren. p, hat mit der Nullstelle x* auch die Nullstelle x*

*|2

& x> —2Rex" — x| - x teilt p,

Nach Reihenschema 3.2.3 gilt:

n

Zakxk = ()c2 —SX—p) Z b2 + byx + by

k=0 k=2
an Aap-1 ap-2 e aj ap
P\ - - pby - p pb3 Y pba
J
N — r Sbn r Sbn_l ce P Sb2 r —
] J J ]
by, by bpp - b1 bo
x? — sx — p ist Teiler von p, & b; = by = 0. b; und b, hiingen von s und p ab! Losung mit dem

Newton-Verfahren in zwei Variablen:

bi(s,p)=0
bo(s,p) =0



3.6 Anwendung des Ne

wtonverfahrens

Berechnung von 2

i = 0, 1 fiir die Iterationvorschrift:

FTE E?
by by~
(Sk+1) _ (Sk) _ (8_50 6_1?] .(bo(Sk,Pk))
h b 9by bi(s )
Pk Pk ks Pk
H ds ap (SksPk) l
ob;_
Zunichst ¢; 1= —2, i=2,....,n+2:
ap
ob, —
_o, 0b,_ _o,
op ap
0b,_» 0
= 7 Wdp- b, b,-1) = b,
p (9p(a 2+ pby+ sby-1)
0b,_3 0
= —(ap3+pby1+ b,
ap ap (@n3 +pbu_1+5by,2)
6bn—2
=b,_1 +5-
1 ts ap
0b,,_ 0
Cokir = = — (pi + pDuogsr + Shuis1)
op  Ip
0b,_i+2 0by_k41
= b, . .
k+2 t P op +s op
= by_s2 + P Cnird + S Cpia3, k=4,...,n-1
0bg 0b,
=—=p-—+b
T TP e T
=by + pcC4
b, bn-y bn2 b3 by b bo
Pl - - ¢ P > PCs p  pea
] ] ]
S - r SCy r S Cp-1 tee r S Cq r -
J ] ] ]
Cn Cn-1 Cp-2 e c3 (&)
e 9
3= ap ) 2 = ap
Entsprechend fiir die Ableitungen nach s:
% =+ sc % =pc
9s 2 3, 9s pcs

Dabher die Jacobi-Matrix:

abg
as
I(s,p) = [%]

as

by )
ap pcs (&)
by Ccr+S5C3 C3

op

Algorithmus 3.6.1 (von Bairstow).
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Gegeben:

Gesucht:
Start:

Iteration:

Koeffizientenvektor (ay, . .., a,)" € R™! von p,(x) = Y}_ axx*,
Ndherung & an eine komplexe Nullstelle x* von p,, € > 0.

Niiherungen &, &, an x*, X" mit |& — x*| < & (= Ek - 7c*| <e)
so =2 Re&, py:=— ¢,
Fiirk=0,1,2,...:

Pk C3k Cok
J(sk> pr) = ( )

Cok t+ SkC3k  C3k

ok = Sk, Pr)s €3k = €3(Sk, Pr) - - -

Sei (gx, 6x)" Losung von J(sy, pr) (§§) = (2?8:%)

2
Sk+1 | . Skt1

Sk+1 = Sk + &k z
= &5 = +i\[—Prs1 — )

Dik+1 = Pr + 0
Wenn n - |€x1 — k| < &, dann Abbruch.

2
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KAPITEL 4

Direkte LOsung von linearen
Gleichungssystemen

Ax=b A : mx n-Matrix b : ein m-Tupel

anxy + -+ + al,lx,l—bl =0
ayxy + -+ o+ apx,—by = 0
Ami X1 + o+ X, —b, = 0

Beispiel. y”(x) + y(x) = f(x), x € [0, 1]. Randbedingungen: y(0) = y(1) = 0. Numerische Losung mit
Diskretisierung von [1, 0].

1
.szk'l’l, OSkSN,hZN

h 2h 3h 4h

o
=L

Abbildung 4.1: Einteilung

Ziel: Finde yy,...,yn—1 50, daBy =~ y(xx), k=1,...,N—1yo =0, yy =0

_ylx+h) = 2y(x) +y(x = h)
~ 5
Yy’ (xr) + y(xx) = f(xx), k=1,...,N — 1. Ndherungsweise

y' (x)

Yl — 2X + Yio1

2 + Y = fx), k=1,...,N-1
2+ K 1 0 ) (x0)
I P " fn
= 0 1 = i?

..... 1 =2+h?) \Un-1 fen-1)
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4.1 Das GauBsche Eliminationsverfahren

Definition 4.1.1. Eine Matrix der Gestalt

1
1 -
......... O ......... 1 .........
1
_ . . . die Nullen sind in der i-ten und k-
Pik = : . : .
ten Zeile
1
......... ) O
-1
1
heit Permutationsmatrix.
Bemerkung.
X1
X1
. Xi-1
Xk
Xitl
Pyl - |=]| Vertauschung von i-ter und k-ter Komponente
Xeo1
X;
. Xk+1
X

X
(-xl"'-axn)Pik = ()C],...,X[_I,Xk,x,'+],...,Xk_l,xl',.Xk+1,...,.xn)
Py P =FE (Einheitsmatrix)

Definition 4.1.2. Eine Matrix des Typs L; € K™

1 0
0 1
0 1
Li= liv1i 1
o - Ly ... 1

heil’t elementare untere Dreiecksmatrix.

Bemerkung.
1 0
0 1
B 0 1
L= =liv1; 1
o - =l ... 1
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laft sich als Produkt von elementaren unteren Dreiecksmatrizen schreiben L = Ly Ly - - - L,,_| mit

1 0
0 1
0 1
Li= iy 1 i=1,...,n-1
0 Li ... 1
BEwEIs.
1 0
by
: 1
Li---L,=
! ¢ g 1
lnl e lnk ..... 1
Mit vollsténdiger Induktion: & = 1 : Definition von L.
kp-1 —n:
1 0 | 0
I 0 1
1 0 1
b= Leg-1 1 hvix 1
I L1 O 1 0 Lie ... 1
1 0
lz] i .
. 0 1
= g1 1
S AT |
I A A L |

O

Bemerkung. Untere Dreiecksmatrizen bilden eine Gruppe beziiglich der Multiplikation, erzeugt durch
die elementaren unteren Dreiecksmatrizen.

Ziel der Gaufelimination:

Ax=>b umformenzuRx=1>b

R : obere Dreiecksmatrix mit gleicher Losungsmenge.

ar Xy + -+ apx, = by
an) X + - + ayXx, = b2
A1 X1+ 0+ Xy = by

Schritt 1: Eliminiere x;; wenn ein a;; # 0, dann 0.B.d.A. a;; # 0.
Die Zeilenumformung gibt

ajnxy + apxy + - + apx, = b]
’ ’ _ ’

0 + aypxo + -+ ay,x, = D)

’ ’ _ ’

0 + a,x + -+ au,x, = b,
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aijl a;

’ 1 ’ 1 .

Ay = Ajk — — A1k b; =b;— —b i=2,....,m
arn a

(A|D) sei die Matrix mit den n Spalten von A und b als n + 1-te Spalte.
Formal:
Schritt 1: Bestimme den Index p; € {1,...,n} mita, | # 0.

Schritt 2: Vertausche die erste Zeile von (A|b) mit der Zeile p; (= neue Matrix (A|B))

Schritt 3: Subtrahiere fiiri = 2, ...,n das [;;-fache, [;; = Z—]‘], der ersten Zeile von der i-ten.
Resultat: Matrix (A’|b")

(Alb) — (A,b) — (A'Ib")

(A|B) = Pi(Alb) und P = Py,, Permutationsmatrix
(A’|b") = Ly P1(Alb)

mit
1
—121 1

L, = . . elementare untere Dreiecksmatrix
=l 1
Da P; und L, regulir sind, besitzen A x = b und A’x = b’ die gleiche Losungsgesamtheit.
Ax=b = L1P1A)C=L1P1bC>A’X=b’
Ax=b = PL'Ax=P L'V ©Ax=b

Falls die erste Spalte von A null ist, dann ist (A’|0") = L1 P1(Alb) mit P; = L; = E.

Bemerkung. a,; = a;; heiBit Pivot-Element. Entsprechend heifit Schritt 1 Pivot-Suche, genauer:
Spaltenpivot-Suche, denn das Pivot-Element wird in der ersten Spalte gesucht. Es reicht a;; # 0. Nu-
merisch besser:

m
|ap,1| = max|a|

Numerisch ist es noch besser, die Zeilen am Anfang zu dquilibrieren:

n

Dla|=1  firi=1,....m

j=1
(vergleiche spiter bei Fehlerabschitzung)
Nichster Eliminationsschritt mit (A|b)

ay by
AwHy=( . _|.
: b
0
a’”‘ ‘ b 1 0 --- 0 1 0 --- 0
0 0 0
_ 1= 5 |- i, -(A')D)
L,P,A | L,Pyb : L, : P,
0 0 0

(Alb) = (A'|D) = (APp?P) > ... 5 (AYDBY)
AY ist vom Typ:

r=RgA
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D.h. quadratische Matrizen und zusitzlich det(A) # 0.

Dann treten beim Eliminationsverfahren keine Nullspalten auf (Schritt 1 findet immer ein a;,, # 0),
weil jede Matrix vollen Rang hat.

Platzsparende Notation:

Bei der Elimination von x; aus Zeilen j =k +1,...,n
(k) (k)
S e w
i T % T T Cu T
ik Ak
(1) (1) (1) ()
a a(lzz) ...... a(lzn) b(lz)
121 6122 ...... n b2
3
Ly | I3 bg)
La | bo || oonn.. b
Losung durch Riickwirtseinsetzen.
Beispiel.
-3x1 + 5S5x - 4dx3 3
2x; — 6xp, + 12x3 = 2
lxl - 2)62 + 2)63 = -1
-3 5 43 -3 5 43
2 8 28 2 8 28
3|73 3|4 = 5|73 3|4 =Sxu=lLn=2
L1 21y 1 Ly _17_1
3 3003 3 8 2 2

4.2 Die LR-Zerlegung

Definition 4.2.1. Sei A € K™ und L, R € K"™" mit
1 0

L=|: -. ,
. 1

Gilt A = L - R, so heifit diese Darstellung die LR-Zerlegung von A.

% e sk
R = Lo

0 *
Satz 4.2.1. Es sei A € K™ eine nicht-singulire Matrix, die nach Durchfiihrung der Gauflelimination
auf die obere Dreiecksmatrix R iiberfiihrt sein moge. Ferner sei

P=P, P,y PP

das Produkt aller benotigter Permutationsmatrizen. Dann gilt:

P-A=L-R mit

1

[y
L=

lnl

1

ln2

0

1

Bewers. Zunichst die Annahme, daf} keine Permutation notwendig war. Dann gilt:

AD = A,
mit
1
0
Ly :=
0

Ak+D — Li A®

~h1re 1

_lnk

und A®™ =R
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Also
R=A" =L, A"V =L, L, ,A"?  b=L,,---Lb
= "':Ln—an—Z"'LlA
=>A=L"-L'L"' R  NachSatz (4.1.1)
—
1 0
=:L= by .

b lyner 1

Bei PA =P,y - P,—»--- P, - P1 - A stehen alle Pivots an richtiger Stelle, d.h. keine Permutation bei P A
mehr erforderlich. o

Am Ende der Gauflelimination (ohne Permutation) steht

(1) (1) aP

all 0(122) ....... (lzn)
lz] 022 ....... 612”
Ly | I
lnl an ln3 e af’l’;l‘l)
O I () ! 0
11 In /
R= U L=|
0 ) '
lnl lnn—l 1
Bemerkung.

det(A) = (=1 det(R) = (=) ]_[ a'l

Jj=1

wobei k die Anzahl der erforderlichen Zeilenvertauschungen ist.

det(P)det(A) = det(L)det(R),  det(P;;) = —1
N——— N—— ——

=(=1)k =1 ")
(=1) ]_[ajj

Satz 4.2.2. FEine regulire Matrix A € IK"™" besitzt genau dann eine LR-Zerlegung, wenn alle Hauptmi-

noren von Null verschieden sind, also detA; # O fiirk =1 ...,n mit
app -+ ai
Ay =
gy v Opk

Bewers. Ist die Gauflelimination ohne Permutation durchfiihrbar, dann ist es auch die Gauf3elimination
fiir Ay. also

_ D 2 (k)
detAy =ay| ay, --a #0

Wenn alle Hauptminoren von Null verschieden sind, dann

o .@  ®

o = ay dyy -y detAg 40
Kk T (1) (2) *k=1)
Ay Ay A1k det A1
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Berechnung der LR-Zerlegung nach Crout

Firi=1,...,n
i—1
Tig i= Qik —Zli‘;r_,‘k, k=ii+1,...,n
=1

i1
1
bi=—\axi— ) ljrii
Tki I jz:; ! j}

k=i+1,...,n

Satz 4.2.3. Wenn fiir A € K" mit|detA # 0 | eine LR-Zerlegung existiert, dann ist sie eindeutig.

Beweis. Seien A = L, - Ry, A =L, - R, zwei LR-Zerlegungen.

LRy = LR, = L;lLl = RzRII = = E

=R, =Ry, L|=L,. O

Bemerkung. Das Gleichungssystem Ax = b ist leicht 16sbar wenn A = L - R oder PA = L - R bekannt
ist.

PAx=Pb L(Rx) = Pb

Schritt 1: Lose Ly = Pb Ul B E = | Vorwirts-Einsetzen

Schritt 2: Lose Rx =y T .. || = | Riickwiirts-Einsetzen
Das Gaufeliminationsverfahren ist die LR-Zerlegung und Vorwirts- und Riickwirts-Einsetzen mit Ver-
tauschung der Reihenfolge der Rechenoperationen.

[y =b, bnach (n— 1) Eliminationsschritten]

Komplexitiit: (Anzahl der Multiplikationen/Divisionen und der Additionen)
LR Berechnung von

o)
T ST
Qi
V=¥ —1a®, jl=k+1n (n — k)’ Multipl., k Additionen|

Berechnung von A**D erfordert daher

n—-k)y+(n- k)2 = (n—k)(n — k + 1) Multipl./Divis. und (n — k)2 Additionen
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Insgesamt:
n—1 —_— n—1 n—1 n—1
Dn-bm-k+) TEL N jG+h=) 2>
k=1 Jj=1 j=1 =1
B nn—-1)2n-1) nn-1) nn-1)|2n-1
- 6 T2 T2 [ 3 1}

1 1
= -—nn-Dm+1)= §n3 + O(n*) Multipl./Divis.

=

2 nn—1)2n-1)
7= 6

[

n—1
D =k =k
k=1

1

~.
Il

n® + O(n*) Additionen

Q| —

Riickwiérteinsetzen: (Rx = y)

xk:rikk(yk_l;lrk,x,), k=nn-1,...,2,1

Eine Division und n — k Multiplikationen und Additionen.

Vorwirtseinsetzen: (Ly = b)

k — 1 Multiplikationen und Additionen.
Hier (Riickwirts- und Vorwirts-Einsetzen):

Zn:(n—k+ 1)+Zn:(k— 1= nz_i(j+ 1)+§k
k=1 k=1 j=1 k=0

| —1
_n(n 2+ ), ”(”2 ) _ 2 Multipl,/Divis. und n* — n Additionen

Definition 4.2.2. Eine Matrix A € K™ hat die obere Bandbreite k und untere Bandbreite m, wenn ihre
Elemente a;; fiir die Indizes i, j mit j — i > k und mit i — j > m null sind.

Satz 4.2.4. A € K"™" habe die Zerlegung A = LR. Hat A die obere Bandbreite m, dann gilt dies auch
fiir L und R. (L untere Bandbreite m, R obere Bandbreite k). Z.B.:

% %
® Kk k
* K %
* % K
I
% % ok
s % * % *

4.3 Die Cholesky-Zerlegung
Definition 4.3.1. Eine symmetrische Matrix A € K™ mit der Eigenschaft
xTAx>0firx#0

hei3t positiv definite Matrix.
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Satz 4.3.1. Sei A € R™" symmetrische Matrix. Dann sind dquivalent:
i) A ist positiv definit
ii) Alle Eigenwerte von A sind positiv
ist A positiv definit, dann gilt detA > 0.
Beweis. Bekannt aus der Linearen Algebra: 3 orthogonale Matrix U, (UTU = E)

4 0
UT-A-U-= . = diag(Ay, ..., 4,)
0 A,

Aus i) folgt: (u; ist die i-te Spalte von U, u; # 0)
uiT-Auiz/li i=1,...,n
Nun ist 4; Eigenwert und es gilt:

A 0
AU=U .
0 A

= AM,‘ = /l,-u,- = ll)
i)y:=U"x

x A x=x"-UUT-A-UUT -x)

iy
:yTUTAUyzy.[ : )
At
= Z/l,ylz >0
i=1

Der Fall x" - A - x = 0 heiBt y = 0 = x = U y = 0. Charakteristisches Polynom:

X(D) = det(A = AE) = (=1)" - 2" + (=1)"( ) @)™ +--- + det A
i=1
=(=D"A- )@= ) (A= 4)

=>detA=4;-A---4, >0

Beispiel.
2 -1 0
-1 2 -1
-1 2 -1
A=
. .o =1
0 -1

A ist reell-symmetrisch. Gerschgorin: Alle Eigenwerte liegen in
{zeCllz-2/<2}
A reell-symmetrisch:
= Alle Eigenwerte sind reell

= Alle Eigenwerte in [0, 4]



58

DIREKTE LOSUNG VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN

Null ist ein Eigenwert von A & detA = 0.

2
-1

-1
2
-1

-1
2

0

-1

X1

. =1 .
0 -1 2 Xy

Sei x; # 0. Dann 0.B.d.A. x; = 1.
Behauptung. x; = k.

Bewess. k=1V
k — 1-te Zeile:
—Xg—2 + 2xk,1 — X, = 0
—k=2)+2k—=1)=x;
k

Letzte Zeile:

X1 +2x, =0

aber —-(n—-1)+2n=n+1+#0alsox; =0
Wenmnx; =---=x,_;1 =0, x;#0
2 —1 O X1
-1 2 -1
-1 2 -1

=0

TR | .

0 -1 2 Xy

0O.B.d.A. x; = 1, Widerspruch wie eben. Also Ax = 0 = x = 0. Also detA # 0. Also sind alle
Eigenwerte von A > 0 = A positiv definit. O

Satz 4.3.2. Sei A positiv definit. Dann
i) alle Hauptuntermatrizen Ay sind positiv definit
ii) a,-,'-ajj>a%jﬁir1 <i<j<n
iii) a; >0 fiiri=1,...,n
Beweis. Wird dem Leser als Ubung iiberlassen O

Folgerung. detA, > 0 fiirk = 1,...,n. Nach Satz (4.2.2) hat A eine LR-Zerlegung A = L - R.

I Fo o i
r 0
Vi
R = |: Fij = =2
~ tii
0 e Fnn 'n—1n
—_— 0 ....... 1
D
R
detA[ >0
e o=
" dCtA,'_l
A = LD RoAT=RT.D-LT=4 RT : normierte untere Dreiecksmatrix,

D - LT : obere Dreiecksmatrix

Nach Satz (4.2.3)ist L=R", R=D-LTundA=L-D-LT

D = diag(/r1, . -

- V) - diag(Vrir, ..

< Van)
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Satz 4.3.3 (Cholesky-Zerlegung). Jede positiv definite Matrix A € R™" kann eindeutig in die Form
A=G-GT
zerlegt werden mit einer unteren Dreiecksmatrix G mit positiven Diagonalelementen.

BEwEIs.

G := L-diag(\ri1,---» \Fm)
ﬁGGT=Ldlag( VL, .- \/rnn)'diag(\/ﬁ"”7 M)LT
=A

Damit ist die Existenz gesichert.

Eindeutigkeit:
A =G G7, G untere Driecksmatrix O >0, k=1,...,n
. A 1 1
L := G -diag(—,..., —) ist normierte untere Dreiecksmatrix
g1 9nn
R := diag(éll: e ann) : GT
= [R =G -diag(1,...,1)-G" =
=L=L R=R
G =L-diag(gi1,...,9m) = GT =diag@i1,...,Gm) - L"
A 1 1
G—r =d1ag(A—,,A—)R
gi1 nn
. 1 1 . +
= diag(—, ..., —) -diag(ri1,..., 7)) - L
g1 Inn
NN . . 1 1 .
= diag(gi1, ..., gmm) = diag(—, ..., —) - diag(rii, ..., Fun)
gi1 nn
= diag(22, ..., ™)
g1l Inn
:g,fk:rkk, k=1,...,n

:}gkk: '\[}"k, k:l,...,n
= G =L-diag(Vrip.... Vi) =G

Bemerkung. A =G -G"

=2 xAx=x"GG'x=(G ' x)"-(G"x)=0
Also, wenn det G # 0, dann

G'x=0=x=0
und A ist positiv definit.

Bemerkung. Aus A =G -G" folgt

n
akizaikzzgil'gkl, 1<i<k<n
=1

gy =0fturl>1
i i-1

1
= ajx = Zgil'gkl = Zgil'gkl"'gii'gki
=1 =1

_ 2 2
aii = gy + o+ gy

= hieraus die g;; berechnen, = ¢;; berechnen
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Verfahren von Cholesky-Crout

Firi=1,...,n
e berechne g;; = jaii — Xi_| 9>
e Firk=i+1,...,n
| i-1
Jki = —(aik - Z gil - gkl)

9ii =y

Satz 4.3.4. Bei der Berechnung der Cholesky-Zerlegung einer positiv definiten n X n-Matrix sind

nn—1n+4)
6

nn—1Dn+1)
6

und n Wurzeln erforderlich. Die Zerlegung A = L - D - L™ heif3t rationale Cholesky-Zerlegung.

Multiplikationen/Divisionen

Additionen

4.4 Das GauB-Jordan-Verfahren

apnxy t+ -0+ apX,— =Y
ayxy + -+ ayXy— = Y2
an1 X1 + e + A Xpn— = Y

Vertausche x; und y;, a;; # 0 Pivot.

1 _ _
—Y+ ——Xo++ —— X, = X
an ar arn
a 1412 az1din
—!/1+(22— ) +"'+(azn— )n—!lz
a 11 a
A=AD
X
X1 yi y ol Zi o
X2 Y2 X y3
AV =] |- A9 . |=|. |- A® =1
X, n . . . .
" Y Xn Yn %, i
Y1 X1
S A= gilt fiir beliebige (xq,...,%,)", W1,...,yn)" € K"
Yn Xn
X1 Y1
Al @ |=
X Un

=>A(n+l) :Afl

Vertauschen von x, und y;:

s—1 n
Yr = QrsXs t Z Ak Xk + Z Ak Xk
k=1 k=s+1
s—1 n
O Gk 1 —Q
= Xy = X+ —Yr + Xk
k=1 Grs rs k=se1 s

fiiri # r
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Algorithmus (von GauB}-Jordan).
Gegeben: A = AD e K™ invertierbar
Gesucht: Al

Fiirl=1,...,n bilde A® nach folgenden Regeln:

1) Pivot-Suche

Bestimme den Zeilenindex p; € {l + 1,...,n} so, daf
) _ )
Ap1v1| = HAX |“/< I+1

2) Vertausche | + 1-te mit p;-ter Zeile von AP, Dies gibt eine Matrix A® und die Komponenten @; -

3) Austauschschritt

a) Spaltenregel

&(l)
)y _ Y . .
Uiyt = i=1,....n i#l+1

A

b) Zeilenregel

~(D)

—a
+1) ._ Ytk _
Yk T n k=1,....,n k#l+1

1+11+1
c) Pivotregel
awy 1
Q141 = 2
Q1141

d) Rechteckregel

a’  -al
Geay - k=0 il 1%k
ISy

al
i

ATl = AUFD Ppn+1n+l ) Pp1 1

Pro Austauschschritt gibt es n? Multiplikationen/Divisionen sowie (n — 1)? Additionen. Man vertausche
immer solange ein x; gegen €in y, bis oben nur noch y ;-Werte stehen:

Yo Yy, yio |
Xy Spalten- und X1
v —_—
A Zeilentausch Al
Xetn Xn
Darstellung: Gauf3-Jordan-Tabellen
Beispiel.
_ _ X1 X2 X3 ‘
35 -4 s ity
A= 2 -6 12
L 5 2 -6 12|y
1 -2 2 |y
2-(-4) 7
Rechteckregel -3 — =—=
echteckrege B 3
X1 X2 Y X1 Yy Y2 Y3 Y1 Y2
7 ) 7 T 1 )
-3 3 -3 |y 5 T 5 | * -7 -2 3 |x
3 3 9 39 2
111 — 2 15 I S
6 2 1|73 9 & 36 |73 2 1|73
2 g 1 111 9 3 1
3 6193 9 T3 13143 2 1M
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NS
[\S)

Y3 Y1 Y3

2
yl I -3 % -9
-2 7 -7 X2 -3 2 -9 X1 1 1
11 - 1 AT = -2 5 T
-3 7 —2 X3 —2 3 —7 X2 1 1 _2
3 1 _9|y 11 5 2 4
2 1 2 1 X3

Gesamtaufwand von Gauf3-Jordan:
n’ Multipl./Divis.
n(n—1)*>  Additionen

Bemerkung. GauB-Jordan ist nur anwendbar, wenn wirklich A~! erforderlich ist. Im allgemeinen reicht
die LR-Zerlegung.

4.5 Matrizennormen

Definition 4.5.1. Eine Abbildung N : C™" — R, = [0, o) heiit Matrixnorm, wenn
i) NA) =0 A=0eC™
ii) 1eC, AeC™ = N(A) =|1 N(A)
iii) A,Be C™" = N(A+ B) < N(A) + N(B)
iv) A,Be C™ = N(A- B) < N(A) - N(B)
gelten.

Beispiel. i) Zeilensummennorm:
n
n
A Al = max ) lagd
= e
ii) Spaltensummennorm:
n
n
A JAlL = max > Jaid
=l

iii) Frobeniusnorm:

A Al = iimﬁ
i=1 k=1

Satz 4.5.1. Ist|| | : C" — R, eine Vektornorm, dann erhdlt man durch
A
lub(A) = max A hax 14 )
x20 ||| llxll=1
eine Matrixnorm auf C™". Sie heifst die zu || || gehdrende lub-Norm (least upper bound).

Bemerkung. ||A x|| < lub(A) ||x|| wenn
[|A x]] < K(A) ||x]| dann Iub(A) < K(A)
Bewers. (lub ist Matrixnorm)
i)
lub(A)) =0=[[Ax||=0Vx

=>Ax=0Yx=>A=0
= lub(A) =0



4.5 Matrizennormen

1A A4
i) lub(A4) = max AT _ e FUIAXE ) bea)
x20  ||x]| x#0 (1|
iii)
A+ B A x|| + ||B
lub(A + B) = max IIC )xllS IA x| + [|B x|
x#0 [Ixll x#0 [B]
A B
< max A BB b + ubes)
x20 ||| x20  ||x]|
iv)
AB A(By)|| |IB
b - B) = ma 4B IA@OI B
w0 ||| Bxz0 || Bx| (1]l
A B
A9 o B ibca) - ub(B)

< ma
Br=yz0 Iyl x#0  ||x]]

B=0=AB=0= lub(AB) =0 = lub(A) - lub(B)

Definition 4.5.2. Seien A € C™" und 4y, ..., 4, € C die Eigenwerte von A. Dann ist
o(A) = max |

der Spektralradius von A.

Satz 4.5.2. luby(A) = /o(AFA)

Bemerkung. [|A]l, = lub,(A) heillit Spektralnorm.

A=(aw) = A'=@) A"=4AT
@it = AH@ahHH = aHa

= alle Eigenwerte sind reell.
Wegen xH(A"A) x = (Ax)" Ax > 0 sind alle Eigenwerte > 0.

Beweis. AMA sei hermitesch. Also existiert ein U € €™ mit UNU = E
UNARA) U = diag(y, ..., A,)

Sei u; die i-te Spalte von U

A
AMAU = U-[ .. ]=>AHAu,- = A
A
UNU=E=uu=1
Aus (x) folgt: utA"Au; = 4; = (Aup"Au; > 0.
Seien xeC, iMx=1, y:= uvhx (= Uy=x)

Einschub:

Y1 n n
y=(;], W =GB =D =)l
i=1 i=1

Yn

n
=llylh = | D lwil® = \Jy'y Ende.
i=1
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n
A3 = HafAx =yt UPAPA Uy = 37 4 lyil
diag(Ay,....A,) i=1

<0(A"A) D Iyl = o(AMA) yHy
i=1

= o(AMA) - HUUMx = o(AMA) fiir xHx = 1

IAxll, < \Jo(AHA) Vxe, AMx=1

x=u; = xMx =1;is0,daB 2 = o(A"A).
A x5 = x"ARA x = Wl A" A w) = ul A

= LU7u; = 4; = o(A"A)

m|
Satz 4.5.3. Es gilt:
i) lubs(4) := max [|A sl = max 3 laud
Xlleo= i=1 =1
i) lubi (4) = max |4+l = miax 3 Ja|
= =1 =]
Beweis. Wird dem Leser als Ubung iiberlassen O
Satz 4.5.4. Fiir die Frobeniusnorm gilt
luby(A) < J|AllF < VRg(A) luby(A)
(ohne Beweis)
Definition 4.5.3. N : K™" — R, sei Matrixnorm. N heilt passend zur Vektornorm || || : K" - R,,
wenn gilt
1A x|| < N(A) |Ix]l, YAeK™, VxeK'
Bemerkung. lub; | istpassend zu || ||. Umgekehrt: N Matrixnorm
x 0 -+ 0
llxll == N .o
x, 0 -+ 0
Wegen
X1 0 0 Y1 0 0 X1+ Y 0 0
x+y—| Lo T+ r =
x, O 0 y, O 0 Xp+y, O 0
gilt
xx 0 -+ 0 yp 0 -~ 0 x1+y; 0 -+ 0O
NL oo e RN e 2N e
x, 0 -+ 0 y, O 0 Xp+y, 0 -+ 0
[11 [yl [lx+yll
D.h. || || erfiillt die Dreiecksungleichung. Alle anderen Eigenschaften analog. || || ist passend zu N,
weil
yi 0 - 0 x 0 -+ 0
Ax=y=| 0 = o [=AL
Yo O -+ 0 X, 0 -+ 0

= [lyll = A x|l < N(A) [Ix]|
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4.6 Fehlerabschiatzungen

Gleichungssystem: Ax=D>
Storung von b: Ax+Ax)=b+Ab A1 x]] <?
Stoérung von A: A+AA)(x+Ayx)=b [|Axx|| < ?
Storung von Aund b: (A +AA)(x+A3zx) =b+ Ab  ||Azx|| <?
Definition 4.6.1. Fiir eine regulire Matrix A € K" und eine Matrixnorm N : K" — R, heif3t
cond(A) := N(A) - N(A™")
die Kondition von A beziiglich N.

Bemerkung. A regulir

= 0<N@A)=N(A-E)<NA) NE)= NE) > 1
1 < N(E) = N(AA™") < N(A) - N(A™") = cond(A)

Satz 4.6.1. Sei A € K"™" reguliir und 0 # b € K". x + Ax sei Losung von A(x + Ax) = b + Ab und

Ax =Db. N sei eine zu || || passende Matrixnorm. Dann gilt:
lAx]| < N(A~Y) ||| absoluter Fehler
A Ab
M < cond(A) - u relativer Fehler
1] 11l
BEewers.
AAx=Ab = Ax=A"'Ab
= ||Ax] < N(A™Y [|Ab|
b=Ax = bl <NA) Il
LN
1Rl

O

Lemma 4.6.2. Sei A € K™". Existiert eine Matrixnorm N mit N(A) < 1, dann existiert auch (E + A)™!
und es gilt

N(E+A)™ < ;

- N(A)
BEwEIs.
1)
X1 0 0
Il =N © ¢ Vektornorm

x, O 0

Y1 0 0 X1 0 0

y=Ax=| . . 1 |=A

Yn 0 0 Xn 0

y1 0 0 X1 0
=Nl : . I |<NA-N

Yn 0 0 Xn 0 0

= Nistpassend zu || ||.
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2) Syi=E-A+A2-A3+... +(=1)'A"

(E+A)S,=E-A+A>-A>+... 4+ (-])"A"
+A-AT+ AP F 4 (=1)A!
=E+(-1)"A"™"  x e K" beliebig
(E+A)S,x—x=(-1)"A""x
I(E + A) S ux — x| = A" x|| < NA™ ) |1x]
< N(AY" 1|
R L

—0

= (E+A) limS,x=x

———
N

(E+A)S x=x firalle x e K" =S =(E+A)7"!

N——
E

3)

N(S,) < N(E) + N(A) + N(A)* + --- + N(A)"
1

< — VYnelN
1-N(A)

:N(S)Sl——N(A)

O

Satz 4.6.3. Sei A,AA € K™" b e K", A regulir Ax =b, A+ AA)(x + Ax) = b. Sei || || Norm auf K",
N passende Matrixnorm und N(A"" )N(AA) < 1. Dann gilt:

IAx] _ cond(A) N(AA)

IxIl 1 - cond(A) - % N(A)

Beweis. N(A™'AA) < N(A"")N(AA) < 1. Nach Lemma (4.6.2) ist E + A~' AA regulir und

1
-1 -1
N((E + A7'AA) )S—I—N(A—'AA)

> A+AA=AE+A'AA)  regulir
N(A+AA)™ D) = N(E +A'AA) 1A
1

B ) _1
= TCNGA AR N@A™)

x=A"'"b, x+Ax=(A+AA)'b

= Ax=[(A+AA)'b-A"D]
=A+A)TA-(A+AAN)]A D
=—(A+AA)"-AA- A7TMD
——
= [|Ax]| < N((A + AA)™") N(AA) ||x]|
[|AX]| < N(A™") N(AA)
Ixll = 1= N(A-'AA)
N(A™") N(AA) _N(@AA)

T 1-N@AY- N(AA)% N(A)
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Bemerkung. Ganz allgemein (Storung mit AA und Ab)
(A+AA)(x+ Ax) = b + Ab, Ax=b

Daraus folgt:

IAXI _ cond(A) Nad) | IIAbII)

Il = 1 - cond(a) - X&D ( NA) ol

Satz 4.6.4. Ist A € K™" zeilendquilibriert
dceR,: Z|aij|=c fiiri=1,...,n
=1

dann gilt fiir jede Diagonalmatrix D

conde(A) < conds(DA)

4.7 Die QR-Zerlegung

Die LR-Zerlegung resp. GauBelimination
Anen = L' Ay

zB. Apew = A¥D Ay = AW

Agr = A, Apew =R

= cond(Anen) = N(Apew) - N(AZL)

neu

< N N(Aar) - N(AZD) N(L)

alt

= cond(L) - cond(Agy)

Im allgemeinen ist cond(L) > 1 und eine Konditionszahlverstarkung um den Faktor cond(L) tritt oft auf.

Gibt es eine Transformation mit cond(QA) = cond(A) und QR Dreiecksgestalt?

O unitir

& Q"0=E o Q0'=0" = 0"=E = Q" unitir

luby(Q) = /o(QHQ) = Vo(E) = 1
Satz 4.7.1. A € C™", Q unitdir
= cond;,(QA) = cond,(A)

BEWEIS.
IAll, = [|Q" - 04|, <2, 1Al = 1QAl,

< 1Qll2 1Al = [IAll2
= lAll> = IQAIl

Genauso fiir A~' Q"

lat], = lla ool < [laT o], < fla~'l,
It =lla=e™ [l = o)
IAIL A7, < NeAllL e,
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Satz 4.7.2. Jede reguliire Matrix A € C™" [iif3t sich schreiben als
A=Q-R
mit Q unitdr, R obere Dreiecksmatrix mit positiver Diagonalen.

Bewers. Mit dem Orthogonalisierungsverfahren von E. Schmidt.
a,...,a, Spalten von A
q2,.-.,q, (noch unbekannte) Spalten von Q

OM - 0 = E bedeutet

0 fluri#j
9 -4 {1 fiirizj} 0ij

A=QR,A-R" = Qergibt:
<al,~~,an>=<‘]la-~,Qn> k=17"',n

Induktion tiber &:

k=1 a=rmgr r:=llall = \/a'fal >0

1
q1:=—a =4 q =1
r
{ar) ={q1)
k—1=k:
k=1
qr = ai — Z(qf cap) - qr #F 0 weil ay,...,ak-1) =4{q1, ..., qk-1)
=1
ik = llgill, > 0
1
qk ‘= —dqk
Tk
=S qlg =12, ...,a) ={q1,- -, q)
k=1
rkk'ﬁlk+Z(CIIH'ak)'6]/=dk
=1
ri=qrae furl=1,... k-1
k

= ai = Z Tkiqi

=1

j<k:
1
Hor = —ab - &
f]ﬂk—rkkqj qk
| k=1
H H H
=—l\q; ax— ) (@ -ax) q;q
() l; gt a) dia )
o5
1
= —(CI',T| “ag — l]]Hak) =0
Tk
zq,?quo

O

Satz 4.7.3. Die QR-Zerlegung von einer reguldren Matrix A, A = Q R, Q unitdir, R obere Dreiecksmatrix,
ist eindeutig, wenn

rkk>0, k:l,...,n

Bewers. A = Q) - R; = Q> - Ry. QR-Zerlegung, wo Ry, R, pos. Elemente haben.
= 0501 = RoR;" =: D obere Dreiecksmatrix.

D" =0 0,=(0on" =D
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= D ist Diagonalmatrix, alle Diagonalelemente sind positiv.

>p'=D'=E

Nachteil des Orthogonalisierungsverfahrens von E. Schmidt

i1
dr = ay — Z(Qr “ar) - q
=

kann sehr klein sein. Stabilere Methode von Householder.

Definition 4.7.1. Sei w € C", ||w|l, = 1. Dann heif3t

1=2wlP 2wws - 2w,

b B2 2wiw, 1 =2w,f —2w,w,
w =L —z0W =

DWWy e 1= 2w

elementare hermitesche Matrix bzw. Householder-Matrix. Die Abbildung
Q,:C">C": 2z Hyz
heiit Householder-Transformation.

Satz 4.7.4. Es gelten die Aussagen:

i) H, ist hermitesch und unitdr

HY'=H,  H'H,=E

w
it) H, ist involutorisch
H>=E

iii) H, hat den Eigenwert —1 mit dem Eigenvektor w und den (n — 1)-fachen Eigenwert 1 mit dem
Eigenraum

V={ueC IwHu =0} Hyperebene mit dem Normalenvektor w

iv) Seiw=0,wy,...,w,)", 0= (wa,...,w,)". Dann gilt:

1 0

0 Hy

Beweis. Der Beweis wird dem Leser als Ubung iiberlassen. O

Bemerkung. Die Householder-Transformation ist eine Spiegelung an der Hyperebene V,
denn {uy,...,u, 1} ist eine Basis von V.

n—1
zeC" zzchiui+cnw
i=1
n—1
H,z= Z ciH,u; + ¢, H,w
i=1

n—1
= Z ciu; — c,w
i=1
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Frage: Gibteszua,b e C"einw e C", |w|, = 1 mit H,a = b?

0
Antwort: Ja, wenn ||a|, = ||b||,. Analytischer Beweis fiir b = ( . ] =a-e;:

|

H,, ist unitér

= llall, = [|Hyall, = = ||
aeC=>a=0- e, o = llall,, ¢ € [0, 271) noch unbek.
Hy,a=a- Zw(wHa) =a- 2(wHa)w = e (*)
= Sahigy @@
1
= ———(a—ae)
lla — ael|

Bestimmung von ¢, a = (ay,...a,)". Aus () folgt durch Multiplikation mit a":

ala - 2(wHa) a'w = aaHel = aa

2
= llal} - 2]a"w[ e R
. : . a
Seia; =la||e’ = €79= it
lai]

aa = |lally €% lai| €™ = |lall, la] €4~
= lally lai| [ cos(p — o) + isin(p — )] € R

=¢ -0 €{-n0,nr}

Festlegung des Vorzeichens von « :

2 2
la - aerlly = ylar — af +las] + -+ + la|

. .12
il 7 #lialy i’ +las| + -

\/(|611| Fllall)? + lazl + -+ Ausloschung
Ausloschung vermeiden durch die Wahl des unteren Vorzeichens!

- a
a=-¢" |all, = —wal fira; #0

la
Wenn a; =0, dann a := — ||al|,
Bemerkung. Wenn a € R”, dann @ € R und w € R".
Algorithmus (Householder).
ap
Gegeben: acC', a= ( : J

day
Gesucht: aeC,weC: ww=1

mit H,a = ae;

[ lally - & fiiray #0
a =
~llal,  fira =0

. 2 2
B = lla—aeill, = \/(Ia1l +llall)® + laol™ + -+ + lay|

w= E(a—a/e])
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Satz 4.7.5. Zu einer beliebigen Matrix A € C"™" existiert eine unitire Matrix Q € C™™ und eine obere
Dreiecksmatrix R € C"" mit A = QR

Beweis. AQ := A. Sei a(lo) die erste Spalte von A, w; so, daB Hw,a(lo) = aje

| K e *
H, AQ = 0 .
wi AD m-—1
0
[ —

n—1

a\" ist erste Spalte von A

[0%) % cee %
B 0
Ha)lA(l) = . ~ wy = (07 lDZZ’ ey wZn)T
: A(z)
0
)  x *
0
H, H,A=H,| . N
: AD
0
(03] * Lol *
0 Q) * *
- 0 O
D A®
0O O
usw. bis
1 D S *
0 (0%) *
Hy --HyA=| © o " 4 ) fallsm < n
0 0 0 a =
0o ...... 0 % %
aq * *
0 (0% *
=l 0 - . fallsn <m
0 -0 ay
0o ....... 0
s = min{m — 1, n}
H, -~ H,,A=R=A=QRmitQ = H;ll --~H;J. Qunitdrund Q = Hy, --- Hy,. |

Der Algorithmus ist stabiler und allgemeiner als das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren!
Wenn A € R™", dann auch Q € R™" und R € R™".

Ax=b O"oRx = 0Mp
Rx=0"

4.8 Lineare Ausgleichsprobleme

Methode der kleinsten Quadrate (Gauf3).
MeBpunkte x; MeBwerte y;, i=1,...,n
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X>
Abbildung 4.2: Meflpunkte
Aus physikalischen oder 6konomischen Griinden muf3
Y = a + Bx; i=1,...,n
gelten.
ri=a+Bxi—y; Residuum
r=@r, ... )" Residuenvektor

Gesucht sind o*, * mit
n n
min ) (o +fri =y’ = ) (0" + B~y
=l i=1

Methode der kleinsten Quadrate (least-square problem).
In Matrixform:

Gesucht: min r'r = min ||r||§.Allgemeiner:
(a,B)cR? (a,B)eR?

Gesucht: m]%{n [|Ax — bII% (lineares Ausgleichsproblem).
YeR"

Verallgemeinerung der Losung linearer Gleichungssysteme auf die ,,Losung® von iiberbestimmten und
unldsbaren Problemen. Im folgenden Beschrinkung auf R”.
ImR” gilt: x,y e R" = (x,y) 1= Y1, xiy;

[lxll, = WV{x, x), d.h. Euklidische Norm stammt vom inneren Produkt ab.

Satz 4.8.1. Sei V ein Vektorraum mit innerem Produkt. U, C V sei ein n-dimensionaler Unterraum von
V. V hat die Norm ||x|| = V{x, x). Zu jedem f € V gibt es genau ein h* € U, mit:

() (f-h"hy=0 VheU,
(xx) Fiir h* gilt:
If =41l = minllf ~ Al und

If-mll=|f-h|, heU,=h=h
Beispiel. V = {f : [a,b] = R| [ f2(x)dx > oo (~ L[a, b]))
b
f9):= f J()g(x) dx

G =lfIF=0=f=0
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P, : Menge der Polynome in V

b

I — P = f L) — i (o) dx

a

Abbildung 4.3: orthogonale Projektion

Bemerkung. Wegen Satz 4.8.1 (x) hei3t 4* orthogonale Projektion von f auf U,. Wegen Satz 4.8.1 (sx)
heil3it 4* die beste Approximation von f auf U,,.

Bewers. ||x|| ist Norm (s. Lineare Algebra). Sei {#, ..., h,} eine Basis von U,, h* = }}?, ¢;h;. Dann ist
Satz 4.8.1 (*) dquivalent zu

<f—Zc,~h,~,hj>=O, j=1,....n
i=1
Das ist dquivalent zu

n

Zci<hi,hj>=<f,hj>, j=1,...,n

i=1

Die Koeffizientenmatrix ist regulér (s. Box).

= chi=0=>c¢=--=¢,=0

n

i=1

Also existieren cy,...,c, und sind eindeutig durch Satz 4.8.1 (*) bistimmt. Das gilt dann auch fiir
h* =30, cihi
If=hIP ={f =h f=h)y=(f =R+ R =h f=h +h —h)
=(f=-hW,f-m)+{f+h I =)+ W —h f-h")+h" —hh" —h)
€U, €U,

=|If = HIP+0+0+|h" — Al
>|f - h*llz, Gleichheit nur fiir ||h* — h|| = 0, d.h. fir A" = h

O
Satz 4.8.2. Seia € R™", b € R™ mit m > n gegeben. Betrachte das Ausgleichsproblem
IR = i iR
lIAX" — bl min lIAx = DIf5 0

Dann gilt:
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i) x* lost © genau dann, wenn es die Normalgleichungen
ATAX" =A"bh
erfiillt
it) Die Menge
L:={xeR"|ATAx=ATb}
ist ein nichtleerer affiner Raum, d.h.
X, €eLl=>0-D)x+Ax, €L
fiir alle A € R. Ferner gilt Ax; = A x,
iii) © hat genau dann eine eindeutige Losung, wenn Rg(A) = n (voller Spaltenrang) ist
iv) Unter allen Losungen von © gibt es genau eine Losung x* mit minimaler Euklidischer Norm
Bemerkung. x* heilit Pseudonormallisung von © resp. von A x = b.
Bewers. i): Nach Satz 4.8.1 mit V = R” und U,, = Bild(A) = {Ax | x € R"},b = f. (%) ist hier

(Ax* = b,ay) =0 YyeR"

Nebenrechnung:

u,Avy =u" (Av) = (W Av=A"Tu)"v
= <ATu, v>

Dies ist dquivalent zu AT (Ax* — b) = 0, Ax* = h*

ii): L # 0 weil Ax* nach Satz 4.8.1 existiert, L : affiner Losungsraum. Ax; = Ax, weil Ax; = Ax* = Ax,
iii): Kern(ATA) = Kern(A), also ist AT A regulir, genau dann, wenn Rg(A) = n ist

iiv): L* = LNn{x € R" | ||x]l, < ||x*|l,} ist kompakt (beschrinkt und abgeschlossen, R” endlichdimensio-
nal) und nichtleer wegen x* € L*. Die Abbildung x — ||x]|, ist stetig. Also existiert ein Minimum von
x > ||x]|, auf L*. Es sei bei x* € L*. Dann ist auch ||x*||, = min,; ||x]},.

Seien x; und x; beides Pseudonormalldsungen, ||x;|, = [|x2]l, = min,e; |||, =: 0, dann ist

X1 + X2 1
) < 2 +—
> |, 2||Xl||2 2||3Cz||2
_1 +l o X1+ X
=50t50=0=| 5| =
40 = (x| + X, X1 + X2) = (x1,%1) + 2 (x1, X2) + (X2, X2)

= 0" +2(x1,x2) + 0° = (x1, %) = 0

2
llxr — xall5 = (xp — x2, X1 — x2) = (1, X1) — 2(x1, X2) + (X2, X2)

=0 = X =X

Bemerkung. Ist die QR-Zerlegung von A bekannt, m > n, A = QR, Q orthogonal.

aq * ES
0 a . R, In Zeilen
. 0o - * 0O --- 0
R = 0 a, |= .
0 0 .
. 0 --- 0
0o ....... 0
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2 c In
, b=| ---
2 d Jim-n

= [Rix— 07, + llodl;

IAx - bl = | Q" (Ax - b)|[; = ”(Rg;‘) -Q"b

-[5)-(&),

= |Rix - @7¢|; + lldIl3

2

Wenn Rg(A) = n, dann auch Rg(R;) = Rg(R) = Rg(QTA) = Rg(A) = n und x* ist eindeutig bestimmt
durch

Im Fall Rg(A) < n sind feinere Methoden erforderlich!
Definition 4.8.1. Sei A € R"™". Die Darstellung
A=UzV"

mit orthogonalen Matrizen U € R™™,V € R™" und Diagonalmatrix £ € R™" heifit Singulirwertzer-
legung von A.

Lemma 4.8.3. Sei A € R™". Die positiven Eigenwerte von AT A und AA™ stimmen iiberein und haben
dieselbe Vielfachheit, d.h.

dimKern(AE, — ATA) = dim Kern(1E, — AAT)
Bemerkung. ATA und AAT sind reell symmetrisch = alle Eigenwerte sind reell.

ATAx = Ax, x#0 = x'AT Ax = Ax"x
(Ax)T
A2
1= [IAX]I3 S

>
llxll>

Analog AAT x = Ax, x#0 =120

Bewess. 4> 0, x #0, ATA=1x = (AAT)Ax = 1Ax
= Aux ist Eigenvektor zum Eigenwert 1 von AAT.

[Ax # 0 weil sonst ATAx =0 = Ax # O]

A>0,x#0, AAT=Ax = ((ATAATx=I1ATx
= AT x ist Eigenvektor zum Eigenwert 1 von ATA.

[ATx # O weil sonst AATx=0=Ax # 0]

Sei {x1, ..., x;} Orthonormalbasis fiir den Eigenraum Kern(1E, — AT A). Insbesondere also
X xj =6 AT Ax; = Ax;, ihj=1,...,k

= Axy,...,Ax; im Eigenraum zum Eigenwert A von AAT.
(Axi)T(ij) = xl-TATij = /lxiij = A6;;

= Axi,...,Ax; sind zueinander orthogonal, insbesondere linear unabhéngig.
= k = dimKemn(AE, — ATA) < dim Kern(1E, — AA™).

Analog dim Kern(1E, — AAT) < dim Kern(1E, — ATA).

Zusammen also

dim Kern(AE, — AA™) < dim Kern(1E, — ATA)
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Lemma 4.8.4. Fiir A € R™" ist
Rg(A) = Rg(AT) = Rg(AAT) = Rg(ATA)

die Anzahl der positiven Eigenwerte von AT A resp. AA™ mit der Vielfachheit
dimKern(AE, — ATA)

gezdhlt.

Bewers. Rg(A) = Rg(AT) wegen Zeilenrang = Spaltenrang. Ferner bekannt aus der Linearen Algebra:
fir Be R™: Rg(B) = s — dimKern(B)

Fiir B= ATA und B = A gibt die Differenz
Rg(ATA) — Rg(A) = (n — n) — dim Kern(A" A) + dim Kern(A)

Wegen Kern(ATA) = Kern(A) folgt
Rg(A) = Rg(ATA)

Der Rang einer symmetrischen Matrix ist die Anzahl der Eigenwerte # 0 mit der Vielfachheit gezahlt.
ATA und AAT sind symmetrisch = Behauptung. m|

Satz 4.8.5. Sei A € R"™" mit r = Rg(A). Dann existieren orthogonale Matrizen
U= (u,...,u, € R™™ V=(,...,v,) € R

derart, daf
:=UTAV =diag(oy,. .., Cminnm) € R™"

mit 0,202+ 20, >0r1 = "= Onminfnm) = 0

Bemerkung. X hat die Gestalt:

IS IRITLXVL

Bewess. {vy,...,u,} Orthonormalsystem aus Eigenvektoren zu AT A.

ATAU,'Z/L‘U,' i=],...,l’l

OBdA A1 2> 24,>A4 =---=2,=0.Sei
\//l_,- i=1,...,r
g .= .
0 i=r+1,...,min{m,n}
1
u; == —Av; i=1,...,r
T
Dann gilt:
1 A;
AATu,' = —AATAU,' = —AU,' = /l,'l/l,'
gi gi
1 A;
uiTujz —v;rATAviz ! viT~vj
O','O'j O_io-j\/-—/

8

LTI (I
oo |1 i=j  (Def.von o)
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Ergédnze {uy,...,u,} durch ein Orthonormalsystem {u,.1,...,u,} von Eigenvektoren zum Eigenwert 0
von AAT.

U:=u,... uy), V:=(v,...,v,) orthogonal.

g1

UTAV =

i<r,j<r

1
(UTAV);; = u] Av; = —v] ATAv; = —Lo] v,
(o] g

4; 0 i#]j
— j5ij={ L+]

o op i=]

1

i<r,j>r:

1 1
u Av; = —v] ATAv; = —v/ -0=0
(o] —— (o]
Jj>r

i > r, jbeliebig:
AATu;=0-u4;=0 = u; €Kern(AAT) = Kern(A")
=>ATu; =0 =>U'AT=0
= ul-TA v;=0
——

=0

Jordan:

A:=TJT' = AT=TJ=T

L]

At; = At + 1,4
O

Definition 4.8.2. Die positiven Eigenwerte von AAT (und AT A) sind eindeutig durch A bestimmt. Damit
sind auch o,...,0, eindeutig durch A bestimmt. Sie heillen Singuldrwerte von A. (U und V nicht
eindeutig!)

Nun zuriick zum linearen Ausgleichsproblem:
A=UzV’ eine (mogliche) Singuldrwertzerlegung
U = (uy,...,uy). Dann gilt fiir beliebige x € R”
IAx - bl = |UT (Ax - )3
= luTAVVTx - UB|[;

= [[zvTe- v,
r n

= Y (VT = ulb) + > -ul by
i=1 i=r+1

const!

Minimalwert ist

: 2 _ T7\2
min [Ax - b5 = ) ()

i=r+1
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Dieses Minimum wird angenommen fiir alle x mit
T
u'b ulb ulb
VTX: 1_52_7"',r_9ar+1""?an
(o] (o) gy —m——
egal!

Unter allen Losungen hat x* minimale Euklidische Norm (Satz 4.8.2(iv) im Fall m > n, jetzt aber m,n
beliebig).

r -rb T n
= o= Y (2) + ) e
1

i=1 j=r+l
T
9 O, 9 O)
U'b
=V-Zr-U"b
Definition 4.8.3. Zu A € R™" und Rg(A) = rsei UTAV = X = diag(o1, ..., Ominma}> 0, - . ., 0) eine
nach Satz 4.8.5 existierende Singuldrwertzerlegung mit oy > -+ > 0 > 041 = *** = Ominfmny = 0. Mit

der Matrix

=

heil3t

A+ — V2+UT c ]Rnxm
Pseudoinverse (bzw. Moore-Penrose-Inverse).
Satz 4.8.6. Sei A € R™", r = Rg(A). Dann gilt:

i) Die eindeutig bestimmte Losung x* minimaler Norm des Ausgleichsproblems
min [|Ax — blf
ist gegeben durch x* = A*b.
ii) A” ist eindeutig durch A bestimmt.
iii) Rg(A) =n = A* = (ATA)'AT.
iv) m=n, Aregulir = A" = A",

v) Es gelten die Moore-Penrose Bedingungen:

AA* = (AAM)T
AYA = (ATA)T
AATA = A
ATAA* = A

vi) Erfiillt B die vier Moore-Penrose Bedingungen

AB = (AB)"

BA = (BA)™
ABA = A
BAB = B,

dann ist B = A*.
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BEWEIs.
i) eben gezeigt.

ii) Die Abbildung ® : R” — R”", b — x* ist wohldefiniert (zu jedem b existiert genau ein x*) und
linear (x* = A*b). Zu @ gehort die eindeutig bestimmte Matrix A*.

iii) Rg(A) = n = m = n. Satz 4.8.2 (iii)= Normalgleichung ATAx = ATb. Eindeutig bestimte
Losung; Rg(ATA) = Rg(A) = n. Es folgt die Existenz von (ATA)™' und x = (ATA)"'ATh. Mit
x* = x = A*b folgt wg. Eindeutigkeit (ATA")AT = AT

iv) Rg(A) = n =m = A~ existiert.
(ii)=> AT = (ATA) AT = A7 1(AT)1AT = A7!

v) A=UZVT, A*=VI*UT

= AAT =UZV'VE'UT = UZETUT

UT = AA" symmetrisch

ATAAY = A" analog.
vi) Wenn B und C die vier Moore-Penrose Bedingungen erfiillen, dann gilt

B = BAB = B(AB) = B(AB)" = BBTA"
=B(B"A)(CTAT)
= B(AB)"(AC)"
= (BAB)AC
= BAC
C=(CAC=(CA'C=A"C"C=A"B"A'C"C
=(BA)"(CA)'C
= B(ACA)C
= BAC

Fazit: Die Pseudoinverse kann auf drei Weisen erklirt werden:
i) Matrix der Abbildung b — x*;
i) A*=VZtUT,
iii) Durch die Moore-Penrose-Bedingungen.

Satz 4.8.7. Sei A € R™" mit Pseudoinverser A* € R™™. Dann hat A" die Pseudoinverse (A*)". Kurz:
(AN = (@A) (vgl. (AHT =(A) 1 =1 A7)

Bewess. Der Beweis wird dem Leser als Ubung iiberlassen. O
Satz 4.8.8. Sei A € R™". Dann ist
x> AATx bzw. x> AtAx

die orthogonale Projektion auf Bild(A) bzw. Bild(A™).
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Bewers. Sei P4 := AA*. Aus der ersten Moore-Penrose Bedingung folgt P4 = P}. Auflerdem ist
PsPs = AA*AA* = AA* = P4. Somit ist P4 Projektion.

[Projektion: x = Pyy = Pax = PaPay = Pay = x]

P, ist orthogonal.

[x — PaxLPaxbzw. (P4x)"(x — Pyx) = x" Pa(x — Pax) = X" Pax — X' PaPsx = 0]

Noch zu zeigen: Bild P4 € Bild A:

x€BildPy = x=Puy=A(A*y) = Az = x € BildA
——

=z
BildA C Bild P4
x€BildA = x = Ay = AA"(Ay) € Bild P4
Py~ ist orthogonale Projektion auf BildAT. Zu zeigen: Py = (AT)(AT)* = A*A

(AT)(AT)+ — AT(A+)T — (A+A)T — A+A
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KAPITEL 5

Iterative Losungen linearer
Gleichungssysteme

5.1 Das Gesamt- und Einzelschrittverfahren

Betrachte spezielles Gleichungssystem:

x=Tx+u T e K™, ueK"
Iterationsvorschrift:
D =70 4y k=0,1,... xXQeK"

O K" —» K" O:x—>Tx+u
® ist kontrahierend, wenn fiir ein (passendes) Matrixnorm-Vektornorm-Paar N, || || gilt:
IP(x) — W)l = IT(x = Il < N(T) llx —yll, N(T) <1

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz konvergiert die Iteration fiir beliebige x® € K" gegen den Fix-
punkt.

Wie bekommt man nun Ax = b auf auf Fixpunktform?

1. Methode

A=D-B D:=diag(a11,a22,...,a,m) B:=D-A
Hier ist es wichtig, daB ay, # 0 firk =1,...,n gilt.
Ax=bo Dx—Bx=b
o x=D"'Bx+D7'b
=>T=D"'B u=D"»
2. Methode
A=D-L-U D := diag(a;, an, - .., am) ay #0firk=1,...,n

L (fiir lower): strikte untere Dreiecksmatrix.
U (fiir upper): strikte obere Dreiecksmatrix.
Ax=boe Dx—-Lx=Ux+b
ox=D-L)7'Ux+D-L)""b
=>T=MD-L7'U u=D-L)7"b
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Gesamtschrittverfahren (GSYV, Jacobi-Verfahren):
A=D-B  D:=diagai,an,....am) aw#0V¥k=1,....n x©eK"

(arx # 0 1ist keine starke Einschriankung, da durch Vertauschung erreichbar)
Iterationvorschrift: x**1 = D=1 Bx® + p~1p

Ausfiihrlich:
1
K+l k
x(1 = —0- alzx(z) — = ax) + by)
a
k+1 1 k
x(2+ ) = —(—atzlx(1 )0 a2nx,(1k) +by)
an
1 k k
XD = — (=gl - a,,gx(z) —--=0+by)
Ann

Iterationsmatrix (GSV):

Tgsv = D™'B Jacobi-Matrix (nicht Funktionalmatrix!!!!)

Einzelschrittverfahren (ESV, GauB3-Seidel-Verfahren):
A=D-L-U D :=diag(aii,ax,...,awm) awx #0Vk=1,...,n X(O) e K"

L: strikte untere Dreiecksmatrix.
U strikte obere Dreiecksmatrix.
Iterationsvorschrift: x**D = (D - L)"'Ux® + (D - L)"'b

Ausfiihrlich:
1
k+1 k
x(l D - —(0—alzx(2) — o= apx® 4 by)
ar
1
k+1 k
_x(2+ ) = —(—aglx(l)—0—~--—a2nxf1k)+b2)
ann
1
1 k k
KD = —(—a,,lx(1 - a,,,,_lx;_)l -0+b,)

nn
D = D-L)'UxP + (D-L)'b
Dx*D = [ x®&D 4 yx® 4 p
26D = DD 4 Ux® 4 p)
Iterationsmatrix (ESV):
Tesv = (D-L)'U

Wann konvergieren diese Verfahren?

5.2 Konvergenz von Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssy-
steme

x=Tx+u
XD —
kD . = ) Fehler, x Losung

= ®D = Te® = TkeO
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Konvergenz tritt eine, wenn limy_, T* = 0 (Nullmatrix) gilt, d.h.
. k _ ..
kh_)n.}o T; ;= 0 Vi, j

Satz 5.2.1. Das Iterationsverfahren x**V = Tx® + u konvergiert fiir beliebige Startwerte x© € K"
genau dann gegen die Losung von x = Tx + u, wenn o(T) < 1 (o: Spektralradius) ist.

Bewess. o(T) > 1=>34,v#0: Tv=A, [4=>1
eV =p= %D =Tk = 2%p  divergent

(4 > 1 divergent, A = 1 auf Sphire) o(T') < 1:

x=Tx+ve (E-T)x=v

Eigenwerte von E — T sind {1 — 2|4 Eigenwert von T}. Fiir o(T) < 1 liegen also die Eigenwerte von
E — T im Kreis um 1 mit dem Radius kleiner als 1. = 0 ist kein Eigenwert von E — T'.

= E — T ist regular.

= Es gibt genau einen Fixpunkt x.

J1 0

=>Tk=8JS7'sJs~'...5JS ' = §Jks~!

E
T" >0 /50050 i=1,...,1
0 1 0
r;—lk ", .. :
Ji =Z()A{f”1k I:= C T ek, g e K
v .
v=0 . 1
0 0
IkZOfﬁI'kZI",'
k
‘()/lf‘vsk”l/l,-|k‘v—>0furk—>oo, v=0,...,r,—1
4
JE = 0 fiir k > co = J¥ > 0 fiir k — o0, also T* — 0 fiir k — 0. o

Lemma 5.2.2. A € K™", N Matrixnorm. Es gilt o(A) < N(A).
Bewers. Der Beweis wird dem Leser als Ubung iiberlassen. O

Satz 5.2.3. Ist A diagonaldominant, d.h. gilt

jail > D lawl, i=1,...m,

k=1
k#i

dann konvergiert das Gesamtschrittverfahren beim beliebigen Startvektor x©,

BEWwEIs.

a,-j

aii

Tgsy = D™'B = ||Tgsvlle = myéllx <1
i

J=Li#j
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Bemerkung. |||7]|| gibt MaB fiir die Geschwindigkeit, mit der der Fehler gegen Null geht (falls |||7]]| < 1).
¥ =14 = (V) < ITIF e
I llund [l [l passend!

Satz 5.2.4 (Kriterium von Sassenfeld). Sei A = E - L— U, L,U strikte obere bzw. untere Dreiecks-
matrix. Ferner gelte 3}, ;.. |ax| < 1 fiirk = 1,...,n. Dann folgt

IE-D'Ulw<IL+U|<1
| — S~——
Tesy Tasv
d.h. schnellere Konvergenz fiir Tgsy als fiir Tgsy.

Bewers. Nach Satz 4.5.3 ist

E— L)y 'Ux||o
x#0 (1l

Zu zeigen:
IL+ Ullo = mix > laal < 1= IE = L) Ul < IL+ Ullaltle VX € Kx %0 (4)

i=1
k=1,k#i

Sei z := (E — L)"'Ux. Dann gilt z = Lz + Ux oder komponentenweise

i-1

n
Zi = Z Ak + Z ik Xk

k=1 k=it1
i—1 n
el < ) laulael + D lald
k=1 k=il
Insbesondere:

n

n
o1l < ) lanel el < Il D laned < ¥l L + Ul
k=2

k=2

Wenn schon gezeigt

Izjl < lIxlleo 1L + Ullo Jj=1.i-1

dann folgt
i-1 n
el < ) laulael + D lai b
k=1 k=i+1
i-1 n
< > laik Il L+ Ulloy + Il D la
k=1 k=i+1

i-1 n
= ||x||oo( lawl IL+ Ul + Y |aik|)
k=1 <1 k=i+1

n
< Il D il < ¥l 1L + Ul

k=1
i#k

=zleo < [l 1L + Ullo
o

Satz 5.2.5. Ist A € C™" hermitesch und positiv definit, dann konvergiert das ESV fiir jeden Startvektor
©) n
XV e
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Beweis. Siehe z.B. Fernuni-Skript Numerische Mathematik I. O

Bemerkung. Das GSV konvergiert fiir positiv definite, hermitesche Matrizen nicht unbedingt. Beispiel:

1
A=|a a € R
1%

R ~ R
— QR

A hat die Eigenwerte 1 — a (doppelt) und 1 + 2, d.h. A ist positiv definit fiir —% < a < 1. Die Jacobi-
Matrix

0 —-a -«
TGSV =|—a 0 -
- —-a 0

hat die Eigenwerte « (doppelt) und —2e.
Folge: Fiir % < a < 1 ist A positiv definit aber o(Tgsv) > 1.

5.3 Relaxation und Nachiteration
BeimGSVA=D-B
KD = p71gx® + D71p
=x® -D (D -B)x® + Db
= xP - D1 (Ax® - p)
Relaxationsverfahren:
KD = 0 _ D1 Ax® - p)
w ist der Relaxationsfaktor. w € R: JOR-Verfahren (Jordan-Over. .. (keine Ahnung)-Relaxation).

Algorithmus 5.3.1 (GSV mit Relaxation, JOR-Verfahren).

Gegeben: A e K™, D = diag(ayi, .. -, an,) reguldr
b € K", Startwert x® e K"

Iteration: x*D = [(1 = w)E + wD™'B]x® + wD™'h
Komponentenweise:
w w w
x(lk”) =(1- w)x(lk) - —alzx;k) — o —a X0+ — b
ar ar ar
w w w
x(2k+1) = ——a21x(1k) +(1- w)x(zk) — e = —az,,x,(f‘) + —by
anr az an
w k w k w
D = - — 20— — g~ (1~ wa® + —b,
Ann Ann ap
Iterationsmatrix: Tasvw) = (1 —w)E + wD™'B
Satz 5.3.1. Tgsy = Tgsv(1) habe die Eigenwerte Ay, ..., A,. XV, ..., x™ seien die zugehirigen Eigen-
vektoren. Dann hat Tgsy(w) die Eigenwerte
pw)y=1-w+w- 4
mit zugehorigen Eigenvektoren x?, i=1,...,n.
() — (1 = (@) -1 (i) — —_ AYR0)
Bewess. Tgsv(w)x 1-wx+wD "Bx (1 —w+ wd)x |
Tesv

Satz 5.3.2. Die Iterationsmatrix des Gesamtschrittverfahrens besitze die reellen Eigenwerte —1 < A <
-+ < A, < 1. Dann wird der Spektralradius des JOR-Verfahrens minimal fiir
2 Ay — Ay

_ it o(T N n
BN mit o(Tgsy(w")) S

*

w
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BewEIs.
oTasv(w)) = max u;(w)] = max{luy @), lun )]}

Inw gt 1 —w* +w'd, = -1+w —w'

B 2
T2 -4,

3¢

> w

A=A

* :1_ *+ */1 —_n
(W)l = |1 —w” +w A oA

Jetzt ESV mit Relaxation
SOR-Verfahren (successive over relaxation)
Ahnlich wie bei GSV HilfsgroBe

1 i—1 ) n
)?Ekﬂ) = — |- Z aijxgj+1) - Z (l,‘]'x(.k) + b;
aji o
un i=1 i=i+1
J J 1+
Y =@ —wa® +wi™P weR, w=1: ESV

l

Mit der Zerlegung A = D — L — U hat man

(k+1)

i

)~C(k+ 1)

i

i—1 n
=(- w)aiixﬁk) + w(— Z a,»_,-xi.kﬂ) - Z aijxi.k) + bi]

j=1 J=i+l

a;x =(1- w)a,-ixﬁk) + way;

bzw. in der Matrix-Vektor-Schreibweise:

Dx*D = (1 - w)x® + w@Lx™V + Ux® + b)
KD = (D —wL)™'[(1 = w)D + wU]x® + (D — wL)'wb

Iterartionsmatrix:
Tesv(w) = (D — wL)™'[(1 = w)D + wU]
(Diese Matrix lieber nicht ausrechnen, wenn nicht besonders gefragt.)

Algorithmus 5.3.2 (ESV mit Relaxation, SOR-Verfahren).
Gegeben: A=D-L-U, D=diag(ai,...,an) reguldr
L, U strikte untere bzw. obere A-Matrix, b € K", x© € K", Relaxationswert w

lteration: Komponentenweise:
1 i—1 n
Xﬁkﬂ):— —Zaijx(-k+l)_zaijx('k)+bi . i=1,...,l’l
aji - J — J
j=1 Jj=i+1
xl(.kH) =(1- w)xl@ + w)”cgk”), i=1,...,n
Iterationsmatrix: Tesv(w) = (D — wL)™'[(1 — w)D + wU]
Satz 5.3.3 (Kahan).

o(Tesv(w)) = |1 - w|

Gleichheit nur dann, wenn alle Eigenwerte von Tgsy(w) betragsmdfig gleich |1 — w)| sind.
Folge: Konvergenz des SOR-Verfahrens hochstens fiir w € (0, 2).
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BewEs. A;(w) sei Eigenwert von Tgsv(w).

det (TEsv(w) — /1E) = (—l)n/ln + ...+ det (TEsv(w))
=(=D"A -4 (A = A, (w))

= det (TESV(w)) = l_[ ﬂi(w)

i=1
det (Tgsy(w)) = det (D — wL)™) - det (1 — w)D + wU)
= det(D™") - det ((1 — w)D)

1
= ——(1-w)"-detD
detD( w)" - det

>[Juw=a-w = []lwi=1-uv

i=1 i=1

= mfalx i)l > 11 - w

| —
Q(TEsv(w))
O
Satz 5.3.4 (Reich-Ostrowski). Ist A € R™" symmetrisch, dann gilt:
Das SOR-Verfahren konvergiert genau dann fiir alle w € (0, 2), wenn A positiv definit ist.
OHNE BEWEIs. ]

Nachiteration:

Statt A = LR mit numerischer Rechnung nur A = L - R + F mit der Fehlermatrix F, ||F||., sehr klein.

,Losung* ¥ aus LRX = b. Fiir regulires A ist R (und L) regulir, wenn ||F|., geniigend klein ist.
Ax=b & (IR+F)x=b & LRx=-Fx+b
& LRx=-Fx+LRx & x=i-R'LI''Fx

Weil Fx ~ FX gilt, ist

Zu erwarten ist, da ¥ — R~'L™1(A% — b) bessere Niherung an x ist als ¥ selbst.

Iterationsvorschrift der Nachiteration:
KD = O RN AxD — p)
Iterationsmatrix:
Tn=E-R'L'A

Weil Ax® ~ b gilt, tritt Stellenausloschung bei Ax®) — b ein. Daher Rechnung mit doppelter Stellenzahl
bei

r0 = Ax® — p (sonst normal weiter)
Danach berechnet man die Korrektur:
0 = R0 = B D)

Lv® = O« Vorwirtseinsetzen

R0 =y®  — Riickwiirtseinsetzen
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Algorithmus 5.3.3 (Nachiteration).
Gegeben: A € K™ reguliir
LR sei LR-Zerlegung von A — F, ||F||, sehr klein,
% sei Losung von LR% = b
Iteration: X0 .= % Fiirk=0,1,2,... :
i) r® =AxP —p Doppelte Genauigkeit
i) Lv® = O — Vorwdrtseinsetzen
Rz® =™ Riickwiirtseinsetzen

i) x**D = x® _ 70

solange bis ||x%*1) — xP||, < &
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KAPITEL 6

Eigenwertprobleme

Motivation:

00

Gesucht ist eine Folge {a,}
Erstes Tripel 1(1% + 7%) = 5%.
Wenn Tripel

a® + b = 2c?
gefunden, wie findet man x,y € IN:
b+ = 2y2
Die Differenzbildung auf beiden Seiten liefert:
2-ad = Z(y2 - 62)
(x+a)x—a)=2y+c)y—c)
Ansatz:

x+a=2y-c) o y=2a+3c

x—a=y+c x=3a+4c
b 0 1 O0)(a
x|={3 0 4|[b
y 2 0 3)\c
allgemein

[ a, 0 1 0 a, 1
bn+l =A bn s 3 0 4 s bn =A"(7
Chtl Cn 2 0 3 c, 5

Die Frage ist nun: wie hidngt a,, von n ab und wie ist das Wachstum von q,, fiir n — c0?

A hat die Eigenwerte:
—1  mit dem Eigenvektor (-2,2,1)T

> +xr=2

k)

2+ V3 mitdem Eigenvektor (V3-1,V3+1,2)7;
2— 43 mitdem Eigenvektor (V3+1,V3-1,-2)".

2 V3+1 V3-1
1 2 -2

2
1

-2 V3-1 V3+1 -2 V3-1
Mz[ ] iA.Mz[

V3+1 V3-1
2 -2

4 0 0
=M[{0 A, O

0 0 25

V3+1

® 0 an € N, ag = 1, s0 daB 3(a? + a2, ) Quadratzahl ist fiir alle n € N,.

(*)

(%)
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M''AM=D = M 'AM)----- (M7'AM) = M'A"M

n Faktoren
a, 1
= MYb,|=M'AMM |7
——
Cn D 5

M)l an
o | := M7 by,
wn C}‘l

U, (=" 0 0 U u, = (—1)"uy alternierend
[v,,] =l 0 @+V3r 0 [UO] = 0,=2+ V3 ()
0 0 2 - V3)y"Jlwo w, =2 - V3w, (<1)

(1) ist der einzige Faktor, der Ausschlag gibt, da nur er richtig wichst.

a, u, -2 V3-1 3+1 =1)"uo
[b,,J =M U”J =2 V3+1 V3-1||@+ V3)u
Cn wy, 1 2 -2 (2 - V3)"wy

Die mittlere Komponenete ist die explizite Darstellung von a, in Abhéngigkeit von n. a, wichst wie

(V3 - 12+ V3)'v.

EME

—& 1
|§"" + wi—
R

SN—————
——
n —_
N————

5[

6.1 Grundbegriffe aus der Algebra

A € €™ A e Cist Eigenwert, wenn ein x € C", x # 0 existiert mit Ax = Ax. x heiBt Eigenvektor zum

Eigenwert A.

U := {x]Ax = Ax} heiBt Eigenraum zu Eigenwert A. Die Vielfachheit von A ist dim U. U ist Unterraum
von C", der unter A invariant ist, dh. x € U = Ax € U. Die Eigenwerte sin die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms:

ap—a1 - Aain
p(A) :=det(A — AE) =

(2] e App — A
=(ayg—-A)----- (ap — ) + -+ = (=A)" + Terme mit A mit niedriger Ordnung
= (=" + (V" @ + -+ @) + -+ + det(A)

Ay, ..., 4, Eigenwerte von A.

p=CD'A=-A) - (A=)
S ) L Ly L) TSy PREDDUR § WIS FREEEE: A,

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

n

n n
ZakaZ/lk detAZI—[/lk
k=1 k=1 k=1
Sei @ : C" — C". Zu ® gehore A. Koordinatentransformation y — Ty = zu ® gehort T'AT.

Ax=x, x=Ty = T 'ATT'x=aT"'x

Aist auch Eigenwert von T~'AT mit dem Eigenvektor 7' x.
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Satz 6.1.1 (Komplexe Schur-Zerlegung). Sei A € C"™". Dann ex. eine unitire Matrix U € C™"

/11 N *
UMav = o
0 A,
Dabei sind Ay, . .., A, die Eigenwerte von A (nicht notwendig verschieden).

Beweis. Mit Induktion nach n. n = 1 ist trivial. ,,n — n + 1*“: 4; sei Eigenwert mit dem Eigenvektor v;.
0.B.d.A. sei |jv|| = 1. Man ergénze v; zu einer Orthonormalbasis {vy,...,v,} von C". V = (vy,...,v,) €
C>", ViV = E und

A e ox 1 0
H _ . . -
wHa, W = Lo vi=vl ol
0 2,
I 0 1l o 1 0
Hyr _ H _ _
SUU= ol wi YV 0l w ol whw |TF

1 0 1 0 1 0\[a \(1 O
H _ H _ 1Y
vrav=( e ravly )=l will 4)6 W)

[ A y'
= (T‘T = Behauptung

Satz 6.1.2 (Reelle Schur-Zerlegung). Sei A € R™". Dann ex. eine orthogonale Matrix Q € R™"

Rll Rl.r
QTAQ = S
0 Ry,

wobei die Ry reelle 1 x 1 oder 2x2 Matrizen sind. Ry = (1) € R™! = A Eigenwert von A. Ry, € R>?

=
a I
Ry = (—ﬁ 'g) , «a=xif Eigenwert von A.
Bewers. |, leicht* m]

Ist A = AM, dann ist A hermitesch. Es folgt fiir die Zerlegung aus Satz 6.1.1:
wtA" = UHARU = UHAU

A e ox A 0 A 0
= o= o = und A, = A, d.h. 4, € R

O /ln * e /1,1 O /ln

Satz 6.1.3 (Eigenwertzerlegung hermitescher Matrizen). Zu jeder hermiteschen Matrix A € C™"
gibt es eine unitire Matrix U € C™" mit

UNAU = D = diag(Ay, ..., ).
Die i-te Spalte u; von U ist Eigenvektor zum Eigenwert 1; € R von A.

Al/t,' = /l,‘bt,‘
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Bemerkung. Man nennt A diagonalisierbar wegen U HAU = D. uy,...,u, ist eine Orthonormalbasis
von Eigenvektoren von A

Al 0 u; n
A:UDUH:(ul,...,un) :Z:/lkuku,t1
0 2)\t)
Diese Darstellung heilt die Eigenwertzerlegung von A.
Definition 6.1.1. Eine Matrix A € C"™" heiBt normal, wenn gilt:
AAM = APA.
Satz 6.1.4. A € C™" ist genau dann normal, wenn es eine unitire Matrix U € C™" gibt mit

UMAU = diag(,,...,4,), A& €C, k=1,...,n

Folge: Normale Matrizen (und nur sie) sind unitdr diagonalisierbar. Sie besitzen n Eigenvektoren, die
eine Orthonormalbasis des C" bilden.

Beweis. Schur-Zerlegung

AL - o
vHau = [ =R= e
0 A,
AHA = AAM RR = UMARUU AU = UM AMA U
N——

RRM = vMAavuA"u =u" AAf U = RYR =RR"
S——

Erste Zeile, erste Spalte von R"R = RR"

n
riurn = Z"lkﬂk
=1

n n
2 2 2 2
WP =102+ Y Il = Y =0
k=1 k=1

=rp=-=rp,=0

Analog fiir den Rest. O

6.2 Reduktion auf Tridiagonal- bzw. Hessenberg-Gestalt

Definition 6.2.1. Eine Matrix B = (b; J'):'qul € C"™" der Form

bll blZ bln
bui dh. b =0firi>j+1
0 bnfln

0 0 bnn—l bnn
heiBt (obere) Hessenbergmatrix. B heilit nicht-zerfallend, wenn b, ; # Ofir j=1,...,n -1 gilt.

Bemerkung. Gilt B = B, dann ist B tridiagonal.

Satz 6.2.1. Zu A € C™" existieren eine (obere) Hessenbergmatrix B und Householdermatrizen Hy, ..., H,_, €
C™" so daf3
B=H, - H AH; - H, »
yH U

gilt.
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Bewess. Schritt 1: @; € C*!, ||in|l; = 1, so daB
1

as 0
(Eyy = 2010})| ¢ | =bu|.
Hy, Anl 0
gilt.
(0) —E, 2wt =10
w, ._(w])ec, = E 2w1w1—(0 H)
Betrachte
1L 0),(1 O
vl 2 )
an Qi -t Qi
by 10
- 0 M (O Hi)l)
7 %k
an (ain---aw)Hy Z;: Zz‘ *
by d
_ 2 MH, | 0 axn
*
0 anZ
Nach k Schritten
KOMMT NOCH

O

Bemerkung. Der Beweis ist konstruktiv. Man nennt das resultierende Verfahren ,,Verfahren von Hy-
man‘ oder auch ,,Reduktionsverfahren von Householder*.

Wenn A = A", dann auch B = B", denn
(Hpp + -+ - HAH, - Hy )" =H, 5 H,AH, - - - - H,,=B
Fiir hermitesche Matrizen liefert Satz 6.2.1 eine Tridiagonalmatrix.

Lemma 6.2.2. Sei B eine zerf. Hessenbergmatrix B = (b;j) € C™", by, = 0 fiireinl € {1,...,n—1}.
Dann gilt

det(B — AE,) = det(B; — AE)) - det(C,,—; — AE,_))

b]l—/l ER * % %
by . : Do : by =A% e .
- - * ) ’ ! brias '
O bll—l b” —/l k 3 Cn—l = ' '
. 0 bnn—l brm_/l
K Co
0 0
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Ab sofort daher B nicht-zerfallend. x # 0

(B-AE)x=0

—-q+ (bll —/l)xl +b12X2 + e+ b]nxn =0
by1x1 + (b22 —/l).XQ + -+ bgnx,, =0

bun—1Xp—1 + (bpp — Dx, = 0

Wenn g = g(1) = 0, dann ist A Eigenwert und (x1,..., x,)" ist Eigenvektor. Bei gegebenem x, haben
wir ein Gleichungssystem fiir ¢, xi, .. ., x,—1 mit der Koeffizientenmatrix:

=1 byu-=a4 b -+ by

bannfl

. . bn—ln—l_/l
0 0 bnn—l

q _bln
N X1 —by,
B . |=x )
Xn—-1 _(bnn - /l)
X, =0=>a=x; =---=x,_1 =0 = x =0 (uninteressant)

X, # 0, dann 0.B.d.A. x,, = 1.
Problem: Finde A so, daf} g(1) = 0.

Cramersche Regel:

_bln bll_/l bln—l
_bZn b2| :
1 : 0
) = det
1 b21 . bnnfl
: . bnflnfl -4
_(bml - /1) 0 e e 0 bnnfl
b“ -1 _bln
—1" bz]
= ————det
b21 '-~-'bnn—1 .
bnnfl _(bnn - /1)
_1n+l
- de(B-1E)
b2| B bnn—l
Resultat:

Das charakteristische Polynom einer nicht-zerfallenden oberen Hessenbergmatrix hat sie Darstellung
det(B = AE) = (=1)""'bay - ... bun-1q(A),

wobei g(1) durch das Gleichungssystem
—qe1 +(B-AE)x=0, x,=1 (%)

definiert ist. Fiir g(1) = 0 ist A Eigenwert und (x;(1), ..., x,_1(1), )T zugehoriger Eigenvektor.
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Berechnung von ¢(1) mit %n(n — 1) Multiplikationen und » Divisionen. Fiir das Newton-Verfahren ist
noch ¢’(2) notig. Dazu () nach A ableiten:
—q'(Dey — Ex(A) + (B— AE)x' (1) =0
—q¢'(De; + (B-AE)X' (D) = x(), x,=0

Komponentenweise sieht es dann so aus:

—q' (D) + (b11 — DXy + bppxs + ...+ by X,

n—

1 =X

b]zx,l + (b22 - A)X’z + ...+ bz,,_lx;l_l =X

bnn—lx;,_l =x, (=1)

Algorithmus (Hyman).
Gegeben: B obere Hessenbermatrix nicht-zerfallend
Startwert A©
Gesucht: Verbesserte Niiherung AV an einen Eigenwert von B und

Ndherung an zugehorigen Eigenvektor.

Schritt 1: Lose (B—APE)x—ge; =0, x,=1

Schritt2:  Lose (B-AVE) —q'er=x, x,=0
2O
Schritt 3: Lise A0 = 20 _ q(A™)
q'(1”)

Jetzt ist B eine obere Hessenbergmatrix, nicht-zerfallend und hermitesch. Also ist B hermitesche, nicht-
zerfallende Tridiagonalmatrix.

ap b1 0 0
b

B, =|" @ 0 a, €R, by € C\ {0}
o b

0 0 by a

Satz 6.2.3. Das charakteristische Polynom p,(1) = det(B, — AE) ldf3t sich mit der Rekursion
po() =1, pi(D)=a -2,
Pe(D) = (ax = Dpic1 (D) = bt Ppea(), k=2,...,n
berechnen.
BEWwEIS.
Pi() = (ax — Vi1 (D) = b1 by prea()
p1(D) =det(a; — D) =a; -4
p2() =(a; — D(ay — ) — by |? po(d)  nach Rekursion

= (a1 — D)@ — A) —|by> nach Determinantenformel = po(1) = 1

Pi(D) = (@ = Dpic1 (D) = e Ppra(d) k22
D) =D+ = p(d) > 0 fiir ,4 — —co
Satz 6.2.4. B, € C™" sei eine nicht-zerfallende hermitesche Tridiagonalmatrix. By ihre k-reihige

Hauptuntermatrix. Dann besitzt p,, das charakteristische Polynom von By, k reelle einfache Nullstellen
/li.k), j=1,...,k undfiirk =1,...,n— 1 trennen die Nullstellen von p; die py+1, d. h.

(k+1) 5} (k+1) k) 5] (k+1)
/11 </11 </12 </l2 <...</lk </lk+1



	Überblick
	Fehleranalyse
	Fehler
	Fehlerfortpflanzung und Stabilität
	Rundungsfehler bei Gleitkommaarithmetik

	Iterative Lösungen nichtlinearer Gleichungen
	Fixpunktiteration
	Metrische Räume
	Der Banachsche Fixpunktsatz (BFS)
	Konvergenzordnung
	Newton- und Sekantenverfahren

	Polynome
	Polynomiale Approximationen
	Kettenbruchentwicklungen
	Gleichmäßige Approximation

	Auswertung von Polynomen
	Tschebyscheff-Polynome und -Entwicklungen
	Einschließungssätze für Polynomnullstellen
	Sturmsche Ketten und das Bisektionsverfahren
	Anwendung des Newtonverfahrens

	Direkte Lösung von linearen Gleichungssystemen
	Das Gaußsche Eliminationsverfahren
	Die LR-Zerlegung
	Die Cholesky-Zerlegung
	Das Gauß-Jordan-Verfahren
	Matrizennormen
	Fehlerabschätzungen
	Die QR-Zerlegung
	Lineare Ausgleichsprobleme

	Iterative Lösungen linearer Gleichungssysteme
	Das Gesamt- und Einzelschrittverfahren
	Konvergenz von Iterationsverfahren für lineare Gleichungssysteme
	Relaxation und Nachiteration

	Eigenwertprobleme
	Grundbegriffe aus der Algebra
	Reduktion auf Tridiagonal- bzw. Hessenberg-Gestalt


