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Vorwort

Algorithmische Methoden behandelt Algorithmen zur Losung mathematischer Pro-
blemstellungen der Analysis und der Linearen Algebra. Im Vordergrund steht dabei
deren Realisierung am Computer, wobei wir sowohl numerische als auch symbolische
Zuginge aufgreifen. Wie auch der vorhergehende Band I beruht der vorliegende Band 2
auf der Vorlesung Algorithmische Methoden, die von den Professoren Bruno Buchber-
ger und Heinz W. Engl im Umfeld des SFB F013 ,,Numerical and Symbolic Scientific
Computing® an der Johannes Kepler Universitit Linz ins Leben gerufen wurde und die
wir in den vergangenen Jahren im Rahmen des Bachelor-Studiums Technische Mathe-
matik gehalten haben. Das Buch richtet sich an Lehrende und Studierende im dritten
Semester, kann aber auch begleitend in einer algorithmisch orientierten Prasentation
der Linearen Algebra und/oder Analysis im ersten Studienjahr eingesetzt werden.

Band 1 beschiftigt sich mit Grundbegriffen einer algorithmischen Mathematik und
illustriert diese anhand von Algorithmen fiir Zahlen, Vektoren und Polynomen. Im Mit-
telpunkt von Band 2 stehen Funktionen, Matrizen und multivariate Polynome, die auch
der Gliederung des Buches dienen. Am Beginn jedes Kapitels fithren wir die fur un-
sere Zwecke wichtigen mathematischen Grundlagen an, anschliefend besprechen wir
die Darstellung der Objekte am Computer, etwa die Termdarstellung von Funktionen,
sowie auf diesen definierte Grundoperationen, etwa die Faktorisierung von Matrizen.
Als roter Faden zieht sich das Losen von Gleichungen bzw. Gleichungssystemen, die mit
Hilfe der jeweiligen Objekte beschrieben sind, durch das Buch. Aus Riicksicht auf den
Umfang fithren wir die Diskussion ausschliellich tiber dem Korper der reellen Zahlen
und verzichten etwa auf Methoden zur Bestimmung komplexer Nullstellen.

Die Algorithmen erkliren wir anhand von Pseudocode, sodass unsere Diskussion
nicht an eine bestimmte Programmiersprache oder Mathematik-Software gebunden
ist. Tatsdchliche Implementierungen in Mathematica und/oder MaTLAB der im Buch
beschriebenen Algorithmen bieten wir auf einer frei verfiigbaren E-book Plattform
unter

http://www.risc.jku.at/publications/books/AlgorithmischeMethoden/

an. Die Beispiele im Buch beziehen sich meist auf Aufrufe dieser Mathematica- oder
MarLAaB-Programme. Ein Download ist fur das Verstindnis jedoch nicht unbedingt
erforderlich, vielmehr empfehlen wir eine selbststindige Umsetzung des Pseudocodes
in ein lauffihiges Programm. Ein Ergebnis in blauer Schrift weist darauf hin, dass dieses
Resultat mit einem unserer Algorithmen oder internen Befehlen in Mathematica oder
MaTLAB berechnet wurde. Gleitkommaresultate wurden stets in IEEE double precision
ermittelt, siehe Band 1, Seite 85.



VORWORT

Datenstrukturen und Algorithmen sind eng miteinander verbunden, und oft ist es
gerade so, dass die Funktionsweise oder die Effizienz eines Algorithmus auf der Wahl
einer geeigneten Datenstruktur basieren. Die von uns beschriebenen Datenstrukturen
sind immer jene, die sich fiir die Algorithmen in diesem Buch gut eignen, natiirlich
kénnen sich fiir andere Anwendungen alternative Reprisentationen als vorteilhaft er-
weisen.

Konventionen

Die tiblichen mathematischen Notationen setzen wir ohne weitere Erlduterungen vor-
aus, allfillige Erganzungen behandeln wir in Fufinoten. Fiir die Teilmengenrelation
verwenden wir A C B. Um hervorzuheben, dass A eine echte Teilmenge von B ist,
schreiben wir A C B. Die Menge der natiirlichen Zahlen N beginnt mit 1, fur N U {0}
verwenden wir Ny. Aus Band I ibernehmen wir die Schreibweisen fiir Tupel, im Beson-
deren seien die Index-Schreibweise t; zum Zugriff auf die i-te Komponente eines Tupels
t, deren Variante t;; zur Beschreibung des Tupels (ti, . tj), und |¢| fiir die Linge des
Tupels ¢ in Erinnerung gerufen. Fiir das k-te Element einer Folge x schreiben wir x*,
dieselbe Schreibweise verwenden wir auch fiir den Wert der Programmvariablen x im
k-ten Schleifendurchlauf eines Algorithmus.

Dank

Prof. Heinz W. Engl hat es uns ermoglicht, an der Reihe ,,Mathematik kompakt® mit-
zuwirken, und ist uns wihrend der Arbeit an diesem Buch mit Rat und Tat zur Seite
gestanden. Dafiir mochten wir uns herzlich bedanken. Unser Dank gilt auch Prof. Peter
Paule fir die spannenden Diskussionen tiber die Gestaltung des Buches, Prof. Heinrich
Rolletschek und Prof. Sven Beuchler fiir das Korrekturlesen des Textes sowie Prof. Bruno
Buchberger fir seine Anregungen zum Kapitel tiber Grobner-Basen.

Prof. Karl-Heinz Hoffmann und Dr. Thomas Hempfling, stellvertretend fiir die Her-
ausgeber der Serie und Birkhiduser/Springer Basel, sprechen wir unseren Dank aus fiir
das angenehme Arbeitsklima und die Geduld, die dem Projekt entgegengebracht wur-
de. Bei Prof. Gernot Stroth und Prof. Emo Welzl bedanken wir uns fiir die inhaltliche
Betreuung und die wertvollen Anregungen.

Dem Leser wiinschen wir abschlieffend viel Spaf3 bei der Lektiire. Wir hoffen, mit
dem Buch Studierenden die algorithmische Mathematik schmackhaft zu machen und
Vortragenden bei der Gestaltung einer algorithmisch orientierten Einstiegslehrveran-
staltung behilflich zu sein.
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Funktionen von R nach R

Funktionen sind ein zentrales Hilfsmittel der Mathematik und erlauben, die Abhin-
gigkeit gewisser Grofien von anderen zu beschreiben, etwa die Abhingigkeit des Prei-
ses eines Produkts von Angebot und Nachfrage. Da durch sie Objekte einer Menge
auf Objekte einer anderen Menge abgebildet werden, wird auch oft von Abbildungen
gesprochen. Funktionen konnen anhand der Eigenschaften dieser Mengen und/oder
jener der Abbildungsvorschrift auf vielfiltige Weise unterschieden werden. In diesem
Kapitel konzentrieren wir uns auf reelle Funktionen, also solche, die reelle Zahlen auf
reelle Zahlen abbilden, und auf damit im Zusammenhang stehende grundlegende Fra-
gestellungen der Analysis. Neben der Darstellung dieser Funktionen am Computer
beschiftigen wir uns mit der numerischen und symbolischen Differentiation, einfachen
Verfahren der (bestimmten) numerischen Integration und der Losung nichtlinearer Glei-
chungen, die mit Hilfe reeller Funktionen formuliert sind.

H1
Mathematische Grundlagen

In der Sprache der Mengenlehre definiert man eine Funktion zunichst als eine Menge
von Paaren.

In diesem Kapitel bezeichnen A, B, C stets Mengen. Vereinbarung

Funktion. Man nennt f eine Funktion von A nach B (kurz f: A — B) genau Definition
dann, wenn

1. f C A x B,d.h.,,f ist eine Relation zwischen A und B, und!

2. fiir jedes x € A existiert genau ein y € B mit (x, y) € f.

'AxB:={(a, b) | a € A, b € B} nennt man das kartesische Produkt der Mengen A und B. Das kartesische
Produktbildet die Grundlage fiir die in Band I eingefithrte Menge A x - - - x A aller n-Tupel von Elementen der
Menge A. In einem Paar (a, b) kann man mit einem Index auf die Komponenten zugreifen,d. h. (a, b);, = a
und (a, b), = b. Zwei Paare sind genau dann gleich, wenn sie komponentenweise iibereinstimmen.

P. Kiigler et al., Algorithmische Methoden
© Springer Basel AG 2012



Beispiel

| Funktionen von R nachIR

Fiir jedes x € A heif3t das eindeutig bestimmte y € B mit (x, y) € f der Funktions-
wert von f an der Stelle x, die iibliche Schreibweise dafiir lautet f(x). Ist f: A — B, so
nennt man A die Definitions- und B die Zielmenge von f. Die Menge

W(f):={f(x) e B|xe A} Cc B

wird Wertebereich (Bildmenge) von f genannt. Handelt es sich bei A und B um Teil-
mengen von R, so nenntman f: A — B eine reelle Funktion.

Funktionen mit endlichem Definitionsbereich konnen durch explizite Aufzihlung
aller Paare definiert werden. Insbesondere fiir unendliche Definitionsmengen A von
grofler Bedeutung sind Funktionen der Form

f={x1) |xeA}, (1.1)

wobei T fiir einen Ausdruck steht, der typischerweise von x abhingt. Der Term T stellt
eine Abbildungsvorschrift dar, fiir (1.1) schreibt man auch f: x € A — T oder nur
kurz f: x > T und spricht von der Termdarstellung® von f.

f:x > cos(x),g: x = 3*und h: x = x? sind reelle Funktionen in Termdarstel-
lung. Die Langform (1.1) etwa fiir f lautet dann f = {(x, cos(x)) | x € R}.

Bei den ebenfalls gingigen Schreibweisen

f: A B bzw. f:A—> B, x> T
x—=T
handelt es sich um eine Kombination der Definition f: x +> T, der Festlegung von
Definitionsmenge A und Zielmenge B und der Behauptung f : A — B. Schreibt man also
f:R > R, x = cos(x), so wird zusitzlich zur Definition der Abbildungsvorschrift
auch die Behauptung aufgestellt, dass es sich dabei um eine Funktion von R nach R
handelt.

Fir f: x = T ergibt sich der Funktionswert f (x) einfach als Interpretation von T
unter der Variablenbelegung® x ~+ X, also durch Einsetzen von x anstelle der Funkti-
onsvariablen x in T und anschlieffendes Ausrechnen des von diesem Term dargestellten
Werts, wir kommen darauf auf Seite 13 zuriick.

Eine durch einen Term T charakterisierte Funktion f wie in (1.1) schreibt man
manchmal auch als Lambda-Term* Ax.T. Auch hier ergibt sich der Funktionswert
(Ax.T)(x) natiirlich wie oben durch Interpretation von T unter der Variablenbelegung
X~ X.

Definitions- und Zielmenge sind oft aus dem Zusammenhang klar oder auch nicht relevant. Daher
sind verschiedenste Notationen in Gebrauch, in denen Definitions- und Zielmenge nicht explizit genannt
werden.

3Eine Variablenbelegung B ordnet jeder Variablen in einem Ausdruck einen Wert zu. Liegt nur eine
Variable vor, z. B. x, so schreibt man diese Zuordnung einfach als x ~» f(x).

4Zum Umgang mit Lambda-Termen wurde gegen Mitte des 20. Jahrhunderts ein umfangreicher For-
malismus namens Lambda-Kalkiil entwickelt. Da wir die Lambda-Notation aber lediglich zum Anschreiben
von Funktionen verwenden, werden wir auf diese Theorie nicht niher eingehen.



1 Mathematische Grundlagen

Oft erweist es sich als praktisch, eine Funktionf : x > T ,,symbolisch an einer Stelle
x auszuwerten. Man schreibt daftir ebenfalls f(x), und nach obiger Vorgehensweise
ergibtsich f (x) genauals T. Wenn also x fiir eine ,symbolische Variable“ steht, kann f (x)
anstelle von T geschrieben werden. Mit dieser Konvention konnen wir leicht zwischen
Funktionen und deren beschreibenden Termen hin- und herspringen: f bezeichnet die
Funktion, hingegen steht f (x) fiir den definierenden Term von f. Fiir Lambda-Terme
bedeutet das (Ax.T)(x) = T.

Mit x als symbolischer Variable und h wie im obigen Beispiel steht h(x) fiir x* bzw.
gilt (Ax.x?)(x) = x%.

Grundoperationen auf Funktionen

Als eine auf jeder Funktion zur Verfugung stehende Grundoperation wollen wir
das eben diskutierte Bestimmen des Funktionswertes betrachten. Bei entsprechenden
Definitions- und Zielmengen konnen zwei Funktionen auch hintereinander ausgefiihrt
werden.

Komposition. Seien f: A — Bbzw. g: W(f) — C. Die Komposition (Hinter-
einanderausfithrung) von f und g ist definiert als

gof:A— C, x> g(f(x)).

Die Funktion Ids: x € A > x (die identische Funktion auf A) verhilt sich neutral
bez. der Komposition, d.h. fiir f: A — Bgilt f old4 = f und Idg o f = f. Man-
che Funktionen konnen durch Hintereinanderausfithrung mit ihrer inversen Funktion
»rickgingig® gemacht werden.

Invertierbarkeit. Seif: A — B. Man nennt f invertierbar genau dann, wenn es
eine Funktion g gibt mit

1. g:B—> A, 2. gof =1Ida, 3. fog=Ids.

In diesem Fall nennt man g die zu f inverse Funktion und schreibt dafiir .

Istf: A — B,sonennt man f bijektiv genau dann, wenn es zu jedem y € B genau
ein x € A mit f(x) = y gibt. Jeder Wert der Zielmenge wird also von f genau einmal
angenommen. Ubung I.1 zeigt, dass genau die bijektiven Funktionen invertierbar sind.

Aufreellen Funktionen kann man punktweise arithmetische Operationen definieren,
also z.B. eine Addition als f + g: x — f(x) + g(x), die an allen Stellen definiert ist, an
denen sowohl f als auch g definiert sind. Analog dazu sind f - g, —f oder fl zu verste-
hen. Ausgehend von gewissen ,,einfachen reellen Funktionen (z. B. trigonometrischen,
Potenz-, Exponential- und Logarithmusfunktionen) konnen dann durch Komposition

Beispiel

Definition

Definition



Beispiel

Vereinbarung

Definition

| Funktionen von R nachIR

und arithmetische Operationen kompliziertere Funktionen aufgebaut werden. Die auf
diese Weise entstehenden Termdarstellungen wollen wir reelle Terme in geschlossener
Form nennen, in Abschnitt 2 werden wir niher auf die Regeln zur Bildung von Termen
eingehen. Unendliche Summen, Integrale oder etwa Grenzwerte sind in geschlossenen
Termen dann nicht enthalten®.

Mit f, g und h wie im Beispiel auf Seite 2 gilt:

(g+h)of: R> R fo(g+h: R—> R
x > 3c0s(x) + cos(x)? x > cos(3* + x?).

Mit 3% + cos(x)? und cos(3* + x?) liegen somit zwei Beispiele fiir reelle Ter-
me in geschlossener Form vor, hingegen fassen wir [ 3™ + cos(x)?dx oder
> o2, cos(nx) nicht als geschlossenen Terme auf.

Differentiation und Integration reeller Funktionen

Wir fiihren hier nur unmittelbar benétigte Begriffe und Resultate aus der Differential-
und Integralrechnung an, fiir eine ausfiihrliche Diskussion verweisen wir auf die Ana-
lysis. Auch setzen wir grundlegende Konzepte wie Grenzwertbildung und Stetigkeit als
bekannt voraus.

Mit I sei stets ein nicht leeres, reelles Intervall bezeichnet.

Differenzierbarkeit. Es seien die Funktion f: I — R und x € I gegeben. Die
Funktion f ist differenzierbar an der Stelle x genau dann, wenn der Grenzwert

lim fE B —f)

h—0 h (1'2)

existiert. Fiir A C I nennt man f differenzierbar auf A genau dann, wenn f fiir alle
x € A differenzierbar an der Stelle x ist. Des Weiteren definieren wir Dy := {X €
I'| f differenzierbar an der Stelle x}.

Ist f differenzierbar an der Stelle X, so ist (1.2) wegen der Eindeutigkeit des Grenz-
wertes eindeutig bestimmt. Somit kann eine Funktion definiert werden, die jeder Stelle
X € Dy den entsprechenden Grenzwert (1.2) zuordnet.

°Die Klasse der Terme in geschlossener Form hingt natiirlich wesentlich davon ab, welche Funktio-
nen man zu Beginn als ,einfach® festlegt. Die Exponentialfunktion beispielsweise betrachtet man fiir viele
Anwendungen als ,,einfach®, selbst wenn sie als unendliche Reihe definiert ist.



1 Mathematische Grundlagen

Ableitung. Seif: I — R.Man nennt die Funktion

f'+Df - R, X lim fE+h -f&

h—0 h (1.3)

die Ableitung (Ableitungsfunktion) von f.

Aus (1.3) ergibt sich die Kurzschreibweise f'(x) fiir den Grenzwert (1.2), man
spricht dabei von der Ableitung von f an der Stelle Xx. Mit f'(X) = ... meinen wir
immer ,,f ist differenzierbar an der Stelle X und f'(x) = ...“. Mit Differenzieren einer
Funktion f kann sowohl das Berechnen von f’(X) an einer bestimmten Stelle x als auch
das Ermitteln der Ableitungsfunktion f” gemeint sein.

Die Ableitungsfunktion f” ist selbst wieder eine reelle Funktion, sodass auch die
Differenzierbarkeit von f’ untersucht werden kann. Dies fithrt auf den Begriff der
héheren Ableitung.

Ableitung hoheren Grades. Fiir f: I — R definiert man f*) := f und f® :=
fF*D" fiir jedes k € N. Man nennt f® die k-te Ableitung oder Ableitung k-ten
Grades von f . Speziell ist f(V) = f”, fiir f*) schreibt man auch f” etc. Die Funktion
f ist k-mal differenzierbar (an der Stelle X € I, auf A C I) genau dann, wenn f <1
differenzierbar (an der Stelle x, auf A) ist. Man nennt f k-mal stetig differenzierbar
(an der Stelle x € I, auf A C I) genau dann, wenn f k-mal differenzierbar (an der
Stelle x, auf A) und f @ stetig (an der Stelle x, auf A) ist.

Zur Berechnung der Ableitung f’(x) konnen alternativ zum Grenzwert (1.2) auch
die Summen-, Produkt-, Negations-, Reziprok-, Quotienten- oder Kettenregel, die wir
allesamt als aus der Analysis bekannt voraussetzen, herangezogen werden. Diese Re-
geln zeichnen sich dadurch aus, dass sie das Differenzieren von beliebig kompliziert
durch arithmetische Operationen und Komposition zusammengesetzten Funktionen
auf das Differenzieren einfacher Funktionen zuriickfithren, deren Ableitungen als be-
kannt vorausgesetzt werden®.

Eine lokale Aussage iiber die Ableitung der inversen Funktion liefert die eindimen-
sionale Variante des Umkehrsatzes, siehe [14].

Umkehrsatz in einer Dimension. Seien I ein offenes Intervall, f: I — R stetig
differenzierbar und x € I'so, dass f'(x) 7 0. Dann existieren p > 0 und ein offenes
Teilintervall | € I mitx € Iso,dassf: 1 — (f(%)—p, f(X) + p) bijektiv ist. Aufer-
dem ist die Umkehrfunktion f~': (f(X) — p, f(%) + p) — I stetig differenzierbar,
und fiir alle y € (f(x) — p, f(x) + p) gilt

—1y/ _ 1
o) O (1.4)

5Die Ableitungen der ,einfachen Funktionen® wurden ein fiir allemal — iiblicherweise durch eine Grenz-
wertbildung nach (1.2) — berechnet.
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In der eindimensionalen Integralrechnung haben wir es im Wesentlichen mit zwei
Integralbegriffen zu tun, dem unbestimmten und dem bestimmten Integral. Das Auf-
suchen des unbestimmten Integrals kann als Umkehrung des Differenzierens gesehen
werden.

Stammfunktion, unbestimmtes Integral. Seif: I — R.Eine Funktion F : [ —
R nennt man Stammfunktion von f genau dann, wenn F’ = f, man schreibt dafiir
auch F = [ f und spricht bei [ f vom unbestimmten Integral von f.

Zunichst vollig unabhingig davon ist die Frage nach dem Inhalt der Fliche zwi-
schen dem Graphen einer Funktion f und einem Intervall [a, b] auf der x-Achse. Dazu
betrachtet man eine Zerlegung Z des Intervalls [a, b],d.h.Z, = a,Z)z; = bund Z; < Z;;,
fir alle 1 < i < |Z|, und ein zugehoriges Zwischenpunktsystem z, d.h. z; € [Z;, Zis1]
fiir alle 1 < i < |Z|. Die Fliche approximiert man durch eine Riemann’ -Summe

1ZI-1

Rize= D f(@)Zin —Z),
i=1

d. h. als Summe von Rechtecksflichen. Zum Riemann-Integral gelangt man, indem man
Riemann-Summen fiir immer feinere Zerlegungen betrachtet, wobei die Feinheit einer
Zerlegung Z von [a, b] als F(Z) := max{Zj;1 — Z; | 1 < i < |Z|} definiert ist.

Riemann-Integral, bestimmtes Integral. Sei f: [a,b] — R. Man nennt eine
Zahl T € R das Riemann-Integral von f zwischen a und b genau dann, wenn es fiir
jedes € > 0ein § > 0 gibt, sodass fiir jede Zerlegung Z von [a, b] mit Feinheit
F(Z) < 6 und jedes zugehorige Zwischenpunktsystem z gilt:

IRz, —Z| <e.

Fiir 7 schreibt man auch | : f und spricht dabei vom bestimmten Integral von f
zwischen a und b.

Notation. Fiir obige Integralbegriffe sind auch die Schreibweisen [ f(x)dx und

f ab f (x)dx tblich, in denen dx die symbolische Variable x anzeigt. Fiir f: x > cos(x)
kann das unbestimmte Integral f f somit auch als f cos(x)dx (oder auch f cos(t)dt)
geschrieben werden, analog dazu das bestimmte Integral.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt, dass das bestimm-
te Integral unter Kenntnis einer Stammfunktion einfach berechenbar ist, namlich
i) ab f =F(b)—F(a), wobei F = [ f.Erst dieser Zusammenhang erklirt und rechtfertigt
die Doppelverwendung des Begriffs ,,Integral® Auch der Mittelwertsatz, ein weiterer

7RIEMANN, BERNHARD: 1826-1866, deutscher Mathematiker. In seiner von Gauf, siehe Seite 29, be-
treuten Dissertation an der Universitit Géttingen fiihrte er die nach ihm benannten Riemannschen Flichen
in der komplexen Funktionentheorie ein. In seinem Habilitationsvortrag ,Uber die Hypothesen, welche
der Geometrie zu Grunde liegen® schuf er jenen mathematischen Rahmen, der sechzig Jahre spiter die
Formulierung der allgemeinen Relativititstheorie erlaubte.
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zentraler Satz der Differentialrechnung, bringt die Begriffe Ableitung und Integral in
Zusammenhang. Anschaulich besagt er, dass auf dem Graph von f zwischen den Punk-
ten P, = (a, f(a)) und P, = (b, f(b)) ein Punkt (&, f(§)) liegt, in dem die Tangente
parallel zur Sehne von P, nach P, liegt.

Mittelwertsatz. Seif: [a, b] — R auf [a, b] stetig und auf (a, b) differenzierbar.
Dann existiert ein £ € (a, b) mit

fb) —f(a) = f(&)(b—a). (1.5)
Istf: [a, b] = R auf [a, b] stetig differenzierbar, so gilt fur x, y € [a, b]

1
£ = £ + / £y + 10— ) x - ) dr. (1.6)
0

Eine Konsequenz von (1.5) ist die folgende Aussage unter Verwendung des Landau-
Symbols o fiir reelle Funktionen aus Band 1 Seite 27.

Seien f: I — R stetig differenzierbar und x € I. Dann gilt

flx)—f(x)—f(x)(x—X)=o(]x —x|) fiirx — x. (1.7)

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein &, € (x, x) (oder in (x, x)) mit f(x) —
f(x) = f'(&)(x — x). Damit folgt

f) = fE) —f () x = %) = (f(&) = f () (x — X).
Die Aussage des Lemmas folgt nun mit lim &, = x aus der Stetigkeit von f’. ]
XX

Auch das Landau-Symbol O fiir reelle Funktionen® auf R wird bei spiteren Dis-
kussionen hilfreich sein.

Landau-Symbol O fiir reelle Funktionen. Seif: R — R.Zu gegebenem x € R
beschreibt der Ausdruck O(f(x)) fir x — X eine Funktion g: R — R, fiir die
Konstanten C, € € R" existieren, sodass

lg(x)| < Clf(x)| fur |x—X| < e.
Man schreibt dafiir auch g(x) = O(f (x)) fiir x — X.

Damit lasst sich fiir eine k+1-mal stetig differenzierbare Funktion f die Entwicklung
um x nach dem Satz von Taylor, siehe etwa Band I auf Seite 20, auch als

k
fGx+h) = Z %f@ (X)) + O fiirh — 0 (1.8)

i=0

8In Band 1 wurde auf Seite 43 das Landau-Symbol O fiir reelle Folgen eingefiihrt. Wir verwenden in
beiden Fillen die Notation O, aus dem Zusammenhang ist stets klar, welche Definition gemeint ist.
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schreiben. Ist die Ableitungsfunktion f’: I — R lokal Lipschitz’-stetig in X € I, d.h.,
es existieren L und p so, dass
If'(x1) = f'(x2)] < L|x; — x| fiirallex;, x; € (x —p,x+p) N1,
so kann die Aussage (1.7) noch verscharft werden.
Seien f: I — R stetig differenzierbar und f” lokal Lipschitz-stetig in x € I. Dann

gilt
flx) —f(x) - f(x)(x —x) = O(Jx —x|*) fiirx > X. (1.9)

Beweis. Esseien L die lokale Lipschitz-Konstante und x hinreichend nahe bei x gelegen.
Unter Verwendung von (1.6) folgt dann (1.9) wegen

1
If () = f(x) = f" () (x — %) I/ (G +1x=%) = (%) (x = X) d1]
0

INA

1
L|x—9_c|/ [(r - 1)(x—Xx)|dr
0

IN

Lix—xP O

N2
Funktionen am Computer

In diesem Abschnitt diskutieren wir, wie (reelle) Funktionen allgemein in Datenstruk-
turen auf einem Computer dargestellt werden konnen, sodass Algorithmen mit Funk-
tionen als Ein- oder Ausgabe, darunter auch die in Abschnitt 1 diskutierten Operatio-
nen, computerunterstiitzt ausgefiihrt werden konnen.

Black-Box-Funktionen

Von Black-Box-Funktionen am Computer kann lediglich erwartet werden, dass zu jeder
Stelle x aus dem Definitionsbereich der Funktionswert f (x) geliefert wird. Auf die in der
Funktion codierte Zuordnungsvorschrift kann ,,von auflen® nicht zugegriffen werden,
man kann f also nur aufrufen, um f(x) zu ermitteln. Insbesondere weifd man auch
nicht, ob es sich um eine Funktion einer speziellen Kategorie handelt, etwa um eine
Polynomfunktion oder eine trigonometrische Funktion.

9LipscHITZ, RUDOLF: 1832—1903, deutscher Mathematiker. Da er nicht sofort nach Erlangen des Dok-
torats eine Universititsstelle erhielt, unterrichtete er vier Jahr an einem Gymnasium. Uber Breslau kam er
1864 an die Universitit Bonn. Lipschitz leistete Beitrége u.a. zur Zahlentheorie und der Theorie der gew6hn-
lichen und partiellen Differentialgleichungen. So beschreibt die Lipschitz-Bedingung eine Bedingung fiir die
eindeutige Losbarkeit einer gew6hnlichen Differentialgleichung.
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Ein fehlerfreies und terminierendes Computerprogramm!'® Prog (mit einem Ein-
gangsparameter x) definiert tiber f(x) := Prog(x) eine Funktion f. Ganz egal, was
man iber Prog zusitzlich weifl, man kann jedenfalls f (x) fiir beliebige x aus dem
Definitionsbereich durch einen Aufruf des Programms Prog berechnen.

In MatLAB konnen Funktionen in sogenannten .m-Dateien definiert werden. Die
Funktion f(x) = cos(3* + x?) etwa kann man in MATLAB in einer separaten Datei
namens f.m durch

function y=f(x)
y=C0Ss (3 "x+tx"2)

definieren. Véllig analog dazu verhilt sich in Mathematica eine Funktionsdefi-
nition f[x_Real]:=Cos[3"x+x"2]. Die einzig verfuigbare Operation auf f ist das
Berechnen von f (x) fiir Gleitkomma-Eingaben!! x. Des Weiteren kénnen in einer
Funktionsdefinition beliebige Programmierkonstrukte verwendet werden (Schlei-
fen, Datenbankabfragen etc.), die nicht unmittelbar in mathematische Terme tiber-
setzbar sind, trotzdem handelt es sich um eine Funktion im mathematischen Sinn.

Algorithmen, die mit Black-Box-Funktionen arbeiten, sind dadurch einge-
schrankt, dass sie als Elementaroperation auf Funktionen nur die Bestimmung von
Funktionswerten verwenden konnen. Damit kann man immer noch arithmetische
Operationen auf Funktionen ausfiithren, da diese durch Funktionswerte der beteilig-
ten Funktionen definiert sind. So ist etwa die Funktion —f an der Stelle x definiert
als —(f (x)), man braucht dazu nur die Berechnung von f(x) und eine anschlief}ende
Negation. Man beachte aber, dass Black-Box-Funktionen nicht ohne weiteres als Riick-
gabegroflen produziert werden konnen, ein Algorithmus mit Eingabe f und Ausgabe
—f etwa verlangt nach einer Datenstruktur fiir Funktionen. Die Details hingen von der
verwendeten Programmiersprache ab.

Funktionen in Termdarstellung

Sehr oft sind Funktionen in Form einer Termdarstellung (1.1) gegeben, die wichtige
strukturelle Information iiber den Aufbau der Funktion enthalt. Die Darstellung von
Termen am Computer bildet die Grundlage des symbolischen Rechnens und von Teilen
der Computeralgebra. Terme kommen insbesondere bei Funktionen, die in Termdar-
stellung (1.1) vorliegen, zum Einsatz und erlauben — im Gegensatz zur Black-Box —
auch den Zugriff auf strukturelle Information iiber die Funktion.

Wir wollen uns zunichst mit dem Begriff Term genauer beschiftigen. Jeder Sprache
liegt ein Alphabet zugrunde, in dem die in der Sprache erlaubten Symbole festgelegt
sind. Insbesondere enthilt ein Alphabet Funktionssymbole (mit verschiedenen Stellig-
keiten) und Symbole fir Konstanten und Variablen.

19Neben Syntaxfehlern kann ein Computerprogramm auch Laufzeitfehler, z. B. eine Division durch Null,
aufweisen. Aulerdem kann es passieren, dass ein Programm nicht terminiert, da es in einer Endlosschleife
oder in einer unendlichen Rekursion gefangen ist.

In Mathematica steht Real fiir Gleitkommazahlen, nicht fiir reelle Zahlen im mathematischen Sinn.

Beispiel

Beispiel
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Term. Ein Term ist ein Ausdruck, der durch endlich viele Anwendungen der
folgenden Regeln erzeugt werden kann'2:

1. Eine Variable v ist ein Term.
2. Eine Konstante k ist ein Term.

3. Sein € Nundseienty, ..., t, Terme und F ein n-stelliges Funktionssymbol.
Dannist F(t, ..., t,) ebenfalls ein Term.

Konstanten und Variablen nennt man atomare Terme, andernfalls spricht
man von zusammengesetzten Termen. In einem zusammengesetzten Term T =
F(ty,...,t,) spricht manbei t, ..., t, von den Untertermen von T.

In der Sprache der Mathematik sind Terme rein formale Ausdriicke, die fiir bestimmte
(mathematische) Objekte stehen. Erst eine Interpretation verleiht einem Term eine
Bedeutung, wir kommen darauf auf Seite 13 zuriick. Die Trennung von Syntax und
Semantik — also von Form und Bedeutung — steht meist am Beginn der Entwicklung
formaler Sprachen, die auch die Grundlage der mathematischen Logik sind, fiir Details
verweisen wir auf [7].

Wir betrachten ein Alphabet, in dem die Konstanten 2 und 3, eine Variable x, ein 1-
stelliges Funktionssymbol cos und 2-stellige Funktionssymbole + und " enthalten
sind!3. Dann ist der Ausdruck

cos(+(*(3, x), “(x, 2))) (2.10)
ein zusammengesetzter Term, da

cos ein 1-stelliges Funktionssymbol ist und
+(*(3, x), "(x, 2)) ein Term ist, da
+ ein 2-stelliges Funktionssymbol ist und
(3, x) ein Term ist, da
" ein 2-stelliges Funktionssymbol ist und
3 eine Konstante und damit ein Term ist und (2.11)
x eine Variable und damit ein Term ist, und
*(x, 2) ein Term ist, da
" ein 2-stelliges Funktionssymbol ist und
x eine Variable und damit ein Term ist und
2 eine Konstante und damit ein Term ist.

Zusammengesetzte Terme entstehen beispielsweise durch die Hintereinanderaus-
fithrung von Funktionen, indem der definierende Term der einen Funktion anstelle der

2Die Definition von Termen ist eine rekursive (oft auch genannt induktive) Definition, da der zu defi-
nierende Begriff auch im definierenden Ausdruck vorkommt. Daher stellt auch die Rekursion eine zentrale
Strategie zur Entwicklung von Algorithmen auf Termen dar. Die hier definierten Terme entsprechen den
Termen in Pridikatenlogik erster Stufe.

3Das zugrundeliegende Alphabet wird iiblicherweise nicht explizit angefiihrt sondern muss aus dem
Kontext abgelesen werden, es soll natiirlich immer zumindest alle in dem gerade betrachteten Ausdruck
vorkommenden Symbole enthalten. Zur leichteren Lesbarkeit vereinbaren wir die gewohnten Zeichen wie
+, - oder " als Funktionssymbole fiir die arithmetischen Operationen.
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Funktionsvariablen der anderen Funktion eingesetzt wird. Auch durch die arithmeti-
schen Operationen auf Funktionen entstehen aus einfacheren Termen zusammenge-
setzte Terme. Aus atomaren Termen werden auf diese Art beliebig tief verschachtelte
Terme. Umgekehrt konnen aus einem zusammengesetzten Term seine Bestandteile und
die ihn erzeugende Konstruktion abgelesen werden.

Seien f: x > cos(x),g: x — "(3,x) und h: x = “(x, 2). Dann ist
fol(g+h): x> cos(+("(3, x), "(x, 2))).

Umgekehrt konnen aus cos(+(*(3, x), "(x, 2))) natiirlich die Bestandteile f, ¢ und
h und die Konstruktion f o (g + h) abgelesen werden.

Computerreprisentation (Datenstrukturen fir Terme). Die Umsetzung von Term-
strukturen in Computerprogrammen hingt stark von den in der jeweiligen Program-
miersprache verfiigbaren Grunddatenstrukturen ab. Eine Moglichkeit der Realisierung ei-
ner Term-Datenstruktur stellen geschachtelte Listen (verkettete Listen) dar, indem man
einen Term F(ty, . .., t,) als Liste (F, t1, . . ., t,) der Liange n+ 1 reprdsentiert. Dabei sind
ti, ..., t, selbst wieder Terme und demnach ebenfalls durch Listen dargestellt. Fiir ato-
mare Terme eignen sich Listen der Linge 1. Die Darstellung von cos(+("(3, x), *(x, 2)))
als geschachtelte Liste lautet etwa

(cos, (+,(",(3),(x)), (", (x),(2)))). (2.12)

Fiir ausgefeilte Techniken zur Speicherung von Termen verweisen wir auf [3] und [16].

Computerprogrammierung (Terme in Mathematica'*). In Mathematica ist die dem
gesamten System zugrundeliegende Datenstruktur der Ausdruck. Mathematica-Aus-
driicke sind Symbole, Zeichenketten oder Zahlen oder haben die Form k[ai,...,
a,], wobei k, ay, ..., a, wiederum Ausdriicke sind. Man nennt dann k den Kopf und
ap, ..., a, die Argumente des Ausdrucks. Die Ahnlichkeit im rekursiven Aufbau zu Ter-
men ist auffallend, sodass Ausdriicke als Datenstruktur fiir Terme ideal sind. Mathematica
verwendet englische Namen fiir die Funktionssymbole im Kopf, etwa Power fiir Potenzie-
ren. Der wesentliche Unterschied zur geschachtelten Listenstruktur ist, dass die Funk-
tionssymbole im Kopf anstelle der ersten Listenkomponente gespeichert sind. Der Term
cos(+("(3, x), "(x, 2))) ist Mathematica-intern als Mathematica-Ausdruck

Cos[Plus[Power[3,x],Power[(x,2]1]]

dargestellt, vergleiche mit (2.10) und (2.12). Will man in der Mathematica-Programmier-
sprache eine selbstdefinierte Datenstruktur fiir Terme basierend auf Listen implementie-
ren, so kann man cos(+("(3, x), "(x, 2))) beispielsweise darstellen als

{Cos, {PTus, {Power,{3},{x}},{Power,{x},{2}}}} oder
(7C0s™ L (" (AT 13) L (ML 21

“Auch in MarLaB kann eine Datenstruktur fiir Terme implementiert werden. Dazu kann man basie-
rend auf sogenannten Handle-Klassen eine Datenstruktur fiir verkettete Listen adaptieren, es wird also mit
Referenzen auf Objekte, d. h. Zeigern, gearbeitet. Dies ist mit etwas Aufwand verbunden, wir gehen darauf
nicht niher ein, insbesondere auch deswegen, weil MATLAB nicht fiir symbolisches Rechnen ausgelegt ist.

Beispiel
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Computerreprisentation (Termdatenstruktur 7). Mit T bezeichnen wir eine Daten-
struktur fiir Terme. Fiir T € T greifen wir mit op(T) und arg(T) wie folgt auf die
Bestandteile von T zu: stellt T einen atomaren Term a dar (a ist also eine Variable oder
Konstante), so ist op(T) = a und arg(T) = (), steht T fiir einen zusammengesetzten Term
E(t1, ..., ty), so liefert op(T) = F und arg(T) = (1, ..., t,). Zur leichteren Lesbarkeit
verwenden wir auch hier die gewohnten Operatoren wie +, - oder " als Funktionssymbole,
siehe auch Seite 10, und schreiben Terme unter Zuhilfenahme iiblicher Notation'® an. Zum
Aufbau eines zusammengesetzten Terms F(ty, .. ., t,) verwenden wir I(F, (t1, ..., ty)),
man spricht dabei von einem Konstruktor!® fiir die Datenstruktur T. Einen atomaren
Term a erzeugen wir der Einfachheit halber mittels 1(a).

Mit 7(%, (3, x)) erzeugt man den Term "(3, x), auch 3 geschrieben. Fir T' = 3* € 7
ist demnach op(T') = " und arg(T) = (3, x).

Computerprogrammierung (Realisierung von 7). Computeralgebra-Systeme wie Ma-
thematica erlauben die Manipulation von symbolischen Ausdriicken, insbesondere stehen
in solchen Sprachen Symbole als Grunddatentypen bereits zur Verfiigung. Diese bieten
sich in einer Realisierung der Datenstruktur 7 fiir Variablen, nicht-numerische Konstan-
ten (z. B. m) und Funktionen an. Stellt die verwendete Programmiersprache Symbole nicht
zur Verfiigung, so kann man an deren Stelle Zeichenketten verwenden. Fiir numerische
Konstanten (etwa 2 oder 3/4 oder 3.14) verwendet man die in der jeweiligen Sprache
verfiigharen Grunddatenstrukturen fiir Zahlen oder ebenfalls Zeichenketten.

Es sei explizit darauf hingewiesen, dass ein durch den Konstruktor 7 erzeugter
Term nicht automatisch den arithmetischen Gesetzen folgend vereinfacht wird. So er-
gibt 7(+, (x, x)) den Term x + x und nicht 2x. Im Allgemeinen ist das Vereinfachen von
algebraischen Termen eine eigene Problemstellung mit eigenen Losungsalgorithmen,
deren Darstellung den Rahmen dieses Buches sprengen wiirde. In Computeralgebra-
Systemen stehen solche Algorithmen tblicherweise zur Verfiigung, in Mathematica
etwa Simp1ify oder Ful1Simp1ify. Es empfiehlt sich aber, einfache Regeln zur Verein-
fachung von Termen direkt im Konstruktor 7 zu behandeln, etwa 7(+, (x,0)) = x,
(-, (x, 1)) = x oder 7(-, (x, 0)) = 0, siche auch Ubung L.2.

Zur Ubertragung der in Abschnitt 1 vorgestellten Grundoperationen von Funktio-
nen auf deren Termdarstellungen fithren wir nun Grundoperationen auf Termen ein.
Wir beginnen mit der Berechnung von Funktionswerten. Fiir f: x — cos(3* + x?)
muss zur Auswertung der Funktion an der Stelle 4 der Term cos(3* + x?) unter der Va-
riablenbelegung x ~- 4 interpretiert werden. Aufgabe der Interpretation ist es, Termen
eine Bedeutung zu geben, indem

o den Konstanten Objekte zugewiesen werden,
e Funktionssymbole mit Operationen identifiziert werden und
o die Variablen mit Werten belegt werden.

>Die mathematische Sprache ist reich an Notationen, um zusammengesetzte Terme kompakt und fiir
Menschen leichter lesbar anschreiben zu konnen. Exemplarisch seien Hochstellung, z. B. 3* anstelle von (3, x)
oder die Infix-Schreibweise angefiihrt, bei der fiir F(t;, t;) ein mit F assoziierter Operator zwischen t; und
t, geschrieben wird, z. B. x + 1 anstelle von +(x, 1). In diesem Sinne versteht man also auch cos(3* + x?) als
einen Term.

16Wir folgen hier der Tradition vieler objektorientierter Programmiersprachen, in denen der Konstruktor
fiir Objekte einer Klasse denselben Namen trigt wie die Klasse selbst.
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In der mathematischen Logik definiert eine Interpretation die Semantik der Sprache,
siehe etwa [7], formal besteht eine Interpretation aus einer Menge A, einer Zuordnung
a und einer Variablenbelegung f so, dass

e a(k) € A fir jede Konstante k,

o a(F) eine n-stellige Operation auf A fur jedes n-stellige Funktionssymbol F ist
und

e PB(v) € A fiir jede Variable v des Alphabets.

Um darauf aufbauend einen Term zu interpretieren, geht man rekursiv tiber die Term-
struktur vor und ordnet den Konstanten und Funktionssymbolen ihre Bedeutung laut
a bzw. den Variablen ihre Werte laut 8 zu. Wir wollen nicht naher auf die Details
eingehen und begniigen uns mit einem Beispiel.

Seien A = R und die Zuordnung a so, dass a(2) =2 € R, a(3) = 3 € R, a(")
das Potenzieren auf R, a(+) die Addition auf R und a(cos) die aus der Analysis
bekannte Cosinus-Funktion cos: R — R ist. Man beachte dabei den Unterschied
zwischen Syntax (fett) und Semantik (nicht fett): 2 und 3 sind Konstanten unseres
Alphabets, 2 und 3 stehen fiir reelle Zahlen. Analog dazu ist cos ein Funktionssym-
bol unseres Alphabets, hingegen steht cos fiir eine Operation auf R. Die Interpre-
tation des Terms T = cos(3* + x?) unter der Variablenbelegung f = x ~ 4 ergibt
sich aus der rekursiven Abarbeitung von T als

cos( 3* + x* ) =cos(97) =—0.9251.
—— —_——
=31=8] =42=16
—_—

=81+16=97

cos(97)

Wird bei der Interpretation auf Gleitkommaarithmetik zuriickgegriffen, so ist mit
dem Auftreten von Rundungsfehlern!'” zu rechnen. Diese kénnen nicht nur bei der
Eingabe von x und der Ausfithrung der Elementaroperationen, sondern auch bei
der Auswertung einer Funktion f an einer Stelle x, etwa bei der Berechnung von
f:x > cos(3* + x?) analog zu obigem Beispiel, entstehen. Fiir die Stabilititsanaly-
se von Algorithmen, die Funktionsauswertungen in R involvieren, sind Annahmen an
bzw. Aussagen iiber den entstehenden Fehler notwendig. Mit der Bezeichnung f (x) fur
den tatsichlich berechneten Wert sei exemplarisch die Fehlerabschitzung

‘f(&) —f(x)

o <Cu firu—0 (2.13)

~

fiir alle x mit |¥ — x| < wund f(x) # 0 angefiihrt, weitere Beispiele finden sich in [15].
In Band I Seite 134 hat die Fehleranalyse des Horner-Algorithmus zur Auswertung von
Polynomfunktionen gerade auf (2.13) gefiihrt!®.

17Siehe Band I fiir eine Diskussion von Rundungsfehler und -einheit u.
8 Allerdings waren dort die Polynomfunktionen in einer eigenen Datenstruktur und nicht in Termdar-
stellung reprisentiert.

Beispiel
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Wir kommen nun zur Hintereinanderausfiihrung von Funktionen. Wie auf Seite 11
angedeutet, erhilt man die Termdarstellung von g o f, indem man die Termdarstellung
von f fiir die Funktionsvariable in der Termdarstellung von g einsetzt. Diese Operation
kann leicht rekursiv definiert werden.

Definition Komposition von Termen. Seien T,S € 7 und v eine Variable. Dann ist die
Komposition der Terme S und T (bez. v) definiert als

S falls arg(T) = () und op(T) = v
To,S:= T falls arg(T) = () und op(T) # v
F(tio,S,...,t,0,95) sonst.

wobei t = arg(T),F = op(T)

Die rekursive Definition fiihrt direkt auf den rekursiven Algorithmus Kompositi-
onlerm.

Algorithmus KompositionTerm: Komposition von Termen

t « arg(T) Aufruf: KompositionTerm(T, v, S)
ift = () Eingabe: T,v,Se T
ifT=v mit: v ist eine Variable.
R«S Ausgabe: Re T
else mit: R=T o, S.
R«T
else
F < op(T)

for i from 1 to |¢|
r; < KompositionTerm(t;, v, S)
R « 1(F,r)
return R

Beispiel Ein Aufruf KompositionTerm(cos(x), x, 3* + x*) berechnet zuerst den Unterterm
t = arg(cos(x)) = (x) und wegen t # () dann F = op(cos(x)) = cos, gefolgt
vom rekursiven Aufruf KompositionTerm(x, x, 3* + x2). An dieser Stelle ist wegen
arg(x) = () und T = x = v ein Basisfall mit R = 3* + x? erreicht. Das Endresultat
lautet 7(cos, (3" +x2)), was auf den Term cos(3* + x?) fiihrt, vergleiche dazu
die Beispiele auf den Seiten 4 und 11. Somit kann cos(3* + x2) als Komposition
cos(x) oy (3* + x?) betrachtet werden.

Beispiel Im Aufruf KompositionTerm(x + y, y, x*) erhilt man t = (x, y) und F = +.
Es sind zwei rekursive Aufrufe r, = KompositionTerm(x,y,x?) und r, =
KompositionTerm(y, y, x*) auszufithren. Wegen arg(x) = argly) = () gilt in
beiden Fillen t+ = (), im ersten Fall ist wegen T = x # y = v das Resultat
R =T = x,im zweiten Fallist T =y =vund R = S = x2. Insgesamt erhalten wir
T(+, (x, x?)) = x + x? als Komposition (x +y) o, x%.



3 Differentiation

Abschlieend besprechen wir noch die Ubertragung der arithmetischen Operatio-
nen von Funktionen auf ihre Termdarstellungen.

Arithmetische Operationen. Fiir T, S € 7 definiert man

T+S:=T+,(T,S) T-S:=10,(T,S))

“T=T-(T)  L=T0/.(T)

Subtraktion und Division realisieren wirals S— T =S+ (-T) und S/T = S - %

Es sei erwihnt, dass die Darstellung einer Funktion durch ihre Termdarstellung
keine kanonische Form ist, d. h., zwei verschiedene Terme, etwa x> + 2x + 1 und (x + 1)?,
kénnen durchaus dieselbe Funktion beschreiben.

Fiir spezielle Klassen von Funktionen konnen natiirlich spezialisierte Datenstruk-
turen entwickelt werden, etwa fiir Polynomfunktionen. Fiir die zu einem reellen Poly-
nom p gehorige Polynomfunktion haben wir in Band I die Schreibweise pf , eingefiihrt.
Aufgrund des Evaluations-Homomorphismus

pf, +pf, = pfyiy pf, - pf, =pf,, pf, —pf, = pf,,

sind die auf Polynomfunktionen verfiigbaren'® arithmetischen Grundoperationen ein-
fach realisierbar, da sie durch entsprechende Operationen auf Polynomen charakteri-
siert sind. Es bietet sich daher an, fiir pf ) eine Datenstruktur zu entwerfen, in der ledig-
lich p in einer geeigneten Datenstruktur fiir Polynome, etwa Pgr aus Band 1, abgelegt
wird. In diesem Fall kann man zur Berechnung von Funktionswerten wegen pf ,(x) =
eval(p, x) auf den Horner-Algorithmus zur Polynomauswertung zurtickgreifen.

H3
Differentiation

Beim Differenzieren einer Funktion f: I — R unterscheiden wir zwischen zwei Pro-
blemstellungen, namlich der Suche nach der Ableitungsfunktion f’ gemaf} der Defini-
tion (1.3) und, bei zusitzlich gegebenem X € Dy, der Suche nach der Ableitung f’(x)
gemif der Definition (1.2). Wurde bereits die Ableitungsfunktion f’ ermittelt, redu-
ziert sich die Bestimmung von f'(x) natiirlich auf eine Funktionsauswertung von f’.
Aber auch ohne explizite Bestimmung von f’ kann man die Ableitung f'(x) an einer
Stelle x direkt berechnen oder zumindest annihern.

Symbolisches Differenzieren

Beim symbolischen Differenzieren gehen wir davon aus, dass eine reelle Funktion f
durch ihre Termdarstellung Av.T gegeben ist. Da in der Termdarstellung der Definiti-

“Die Reziprok-Operation steht hier nicht zur Verfigung, da 1/pf » im Allgemeinen nicht als Polynom-
funktion darstellbar ist.

Definition
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Satz

| Funktionen von R nachIR

onsbereich der Funktion tblicherweise nicht berticksichtigt wird, kann T durchaus an
gewissen Stellen nicht definiert sein. Auch fiir die gesuchte Ableitungsfunktion suchen
wir lediglich nach einem Term, dessen Interpretation an allen Stellen x € Dy mit der
Interpretation des Terms der Ableitungsfunktion tibereinstimmt.

Problemstellung (Symbolisches Differenzieren).

Gegeben: T,v
mit: T ist ein Term und v eine Variable und D, 1 # 0.

Gesucht: S
mit:  Sistein Term mit (Av.T) (x) = (Av.S)(x) fir alle x € Dy, 7.

Beim symbolischen Differenzieren konnen auch Funktionen behandelt werden, die
an manchen Stellen nicht differenzierbar sind.

Sei v = x. Fiir T = 3x? + cos(x) erfiillt S = 6x — sin(x) die in der Problemstellung
geforderte Bedingung, die Ableitung von Ax.(3x? + cos(x)) stimmt auf ganz R mit
Ax.(6x — sin(x)) tiberein. Fiir T = In(x) 16st S = % das Problem, da Dy jn(x) = R
und

Ax.In(x)) (%) =In'(x) = % = (/\x.i)(a_c) fiir alle x € R*.

Der Term § ist allerdings im Gegensatz zu T auch fiir x < 0 interpretierbar.
Fir die Funktion Ax.|x| gilt bekanntlich D).,y = R\ {0}. Fithren wir ein
Funktionssymbol sgn0 ein, dessen Interpretation fiir die Funktion

1 falls x > 0

0:R\ {0 R,
s \ (0} = xH[—l falls x <0

steht, so lost fiir T' = |x| der Term S = sgn0(x) das Problem. Es ist klar, dass S nur
auf R \ {0} interpretierbar ist.

Die Ausgabebedingung der Spezifikation bezieht sich nur auf die Stellen, an de-
nen Differenzierbarkeit vorliegt. Fiir die Losbarkeit der obigen Problemstellung ist es
von entscheidender Bedeutung, welche Funktionssymbole man in T erlaubt. Aus der
Analysis ist fiir eine Vielzahl von elementaren Funktionen deren Ableitungsfunktion
bekannt, als Beispiele seien etwa

—_

sin’(X) = cos(X) cos’(X) = —sin(x) exp’ (%) = exp(x) In'(x) = =
X
genannt. Diese Gleichheiten gelten jeweils fiir alle X, an denen beide Seiten definiert
sind, sie beschreiben also einfache Lésungen des symbolischen Differenzierens im Sinne
obiger Spezifikation. Mit [F, bezeichnen wir die Menge von Funktionssymbolen mit
bekannter Ableitungsfunktion, d. h. Fp = {sin, cos, exp, In, .. .}.

Existenz der Ableitung. Seien Fp U {+,—, -, 1/, "} die Funktionssymbole des
zugrundeliegenden Alphabets, T ein Term und v eine Variable. Dann existiert ein
Term S mit (Av.S)(x) = (Av.T) (k) fiir alle x € Dy, 1.



3 Differentiation

Beweis. Wir zeigen die Existenz eines Terms S mit den gewiinschten Eigenschaften
mittels struktureller Induktion?® tiber T. Sei daher zuerst T ein atomarer Term. Ist
T = v,s0ist S := 1 wegen der Ableitung der identischen Funktion, andernfalls ist
S := 0 wegen der Ableitung einer konstanten Funktion.

Seinun T = F(t;) mit F € Fp. Ist ; ein atomarer Term, so existiert Sim Fall t; = v
wegen F € Fp, im Fall #; # v ist S := 0. Ist #; ein zusammengesetzter Term, so ist
T = F(t;) die Termdarstellung der Komposition g o f an der Stelle v mit g = Av.F(v)
und f = Av.t;. Fur ; existiere laut Induktionsannahme ein Term U mit

W.U)(x) = (M) (X) =f'(x) firalle x, (3.14)

also insbesondere f'(v) = U, und wegen F € Fp ist ein Term V mit V = ¢’(v) bekannt.
Laut Kettenregel ist (g o f)'(v) = g(f(v)) - f'(v), somit ist S := (V o, ;) - U der
gewiinschte Term.

Ist T = +(#, t;), soist T die Termdarstellung von f + g an der Stelle v mit f = Av.
und g = Av.t,. Laut Induktionsannahme existieren Terme U und V so, dass

M. U)(x) = (W) (%) =f'(x) MW V)(x) = (Av.kr) (%) =¢'(x)

jeweils fur alle x. Laut Summenregel ist (f + £)'(v) = f'(v) + ¢'(v), und daher ist S :=
U + V der gewiinschte Term. Vollig analog dazu zeigt man mit Hilfe der Produktregel
S=U-L+V-ffurT =-(t1, ). Ist T = *(#, t,), so ist T die Termdarstellung von
f& = exp o((In of )-g) an der Stelle v. Mit der Kettenregel ergibt sich fiir deren Ableitung

(Y ) = (W) (2 -g (1) +¢' ) In(f(v))) und damit S := T-(U- 1 -+ V -In(8y)).

Ist T = —(#;), so ist T die Termdarstellung von —f an der Stelle v mit f = Av.t;.
Laut Induktionsannahme existiert ein Term U wie in (3.14). Laut Negationsregel ist
(=f) () = =f'(v), und daher ist S := —U der gewiinschte Term. V¢llig analog dazu

zeigt man mit Hilfe der Reziprokregel S := -U - tiz fir T =1/(t). |
1

Eindeutigkeit der Losung ist nicht gegeben, da die Termdarstellung einer Funk-
tion nicht eindeutig bestimmt ist. Der Beweis veranschaulicht, wie sich die bekann-
ten Ableitungsregeln fur Funktionen direkt auf die Termdarstellungen der beteiligten
Funktionen tibertragen. Der Induktionsbeweis ist konstruktiv und kann daher sofort
in einem rekursiven Algorithmus SymbDiff umgesetzt werden, dessen Basisfall erreicht
wird, wenn ein atomarer Term oder ein Term der Form F(v) mit F € Fp und der
Funktionsvariablen v erreicht ist.

Der Unteralgorithmus DiffElementar muss fir jedes F € Fp die bekannte, also
nicht mehr zu berechnende, Ableitung von F(v) zur Verfiigung stellen, wir verweisen
fiir dessen einfache Realisierung auf Ubung I.3. In diesem Sinn legt eine konkrete
Realisierung von DiffElementar die Menge F, fest.

20 Aufgrund der induktiven Definition von Termen kann eine Aussage fiir alle Terme T immer gezeigt
werden, indem man die Aussage fiir atomare Terme zeigt (Induktionsanfang) und aus der Giiltigkeit der
Aussage fir Terme ¢y, . . ., t, (Induktionsannahme) auf die Giiltigkeit der Aussage fiir F(#y, . . ., t,) fiir jedes
n-stellige Funktionssymbol F des Alphabets schlielt (Induktionsschluss).
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Algorithmus SymbDiff: Symbolisches Differenzieren

F < op(T),t < arg(T) Aufruf: SymbDiff(T, v)
if F =+ Eingabe: T,ve T

S « SymbDiff(t;, v) + SymbDiff(t,, v) mit: F € Fp U {+,—,-,1/,"} fir
elseif F = — jedes Funktionssymbol F in

S « —SymbDiff(t,, v) T,
elseif F = - v ist eine Variable.

S « SymbDiff(t;,v) - h+ Ausgabe: Se T

SymbDiff(t,, v) - t mit: (Av.S)(x) = (M. T) (k)

elseif F =1/ fiir alle x € Dy, 1.

S « —SymbDiff(t;, v) - %
elseif F ="

U « SymbDiff(t,, v)
V « SymbDiff(t,, v)
Se<T-(U-} 6+V-Tin,(h))
elseif Fe Fp Aty #v
U < SymbDiff(t;, v)
V « DiffElementar(T(F, (v)), v)
W « KompositionTerm(V, v, t;)
S« W-U
else
S « DiffElementar(T, v)
return S

Beim Aufruf SymbDiff(cos(3* + x?), x) werden anfangs F = cosund t = (3" + x2)
ermittelt, was wegen cos € Fp und #; # x in den Zweig der Kettenregel fithrt. Dort
wird im rekursiven Aufruf

1 1
SymbDiff(3* + x*, x) = 3*(0 - s -x+1-In(3) +x*(1-=-2+0-1In(x))
x

berechnet, der Unteralgorithmus DiffElementar(cos(x), x) ergibt V = —sin(x),
und mit KompositionTerm(—sin(x), x, 3* + x2) erhalten wir W = —sin(3* + x2).
Als Endresultat ergibt sich somit

—sin(3* + x%)-(3%(0 - % -x+1-In(3)) + x%(1 - i -2+ 0-1In(x))).

Stattet man den Term-Konstruktor 7 wie auf Seite 12 empfohlen mit einfachsten
Regeln zur Vereinfachung von Termen aus, so erhilt man stattdessen

1
—sin(3* + x2)-(3* - In(3) + x% - — - 2).
x

Offensichtlich lasst dieses Resultat weitere Vereinfachungen zu, wir wollen uns aber
damit zufriedengeben und verweisen auf Ubung 1.2.



3 Differentiation

Wir wollen darauf hinweisen, dass die Ableitungsregel fiir f$, siche den Beweis auf
Seite 17, sehr allgemein gehalten ist, fiir die Spezialfille " bzw. #f (mit r € R) kénnte
man auch einfachere Regeln bereitstellen.

Numerisches Differenzieren

Ziel der numerischen Differentiation ist die Berechnung der Ableitung einer differen-
zierbaren Funktion f an einer Stelle x € Dy, also die Berechnung der reellen Grofie
f'(x). Der nach der vorangegangenen Diskussion naheliegende Weg ist, zunichst f
symbolisch (oder gar hindisch) zu differenzieren und die Ableitungsfunktion f’ an-
schlieend an der Stelle X auszuwerten. Ist dies nicht méglich — etwa bei Vorliegen einer
Black-Box-Funktion — oder zu aufwindig, so kann f'(x) auch numerisch bestimmt bzw.
zumindest approximiert werden.

Problemstellung (Differenzieren an einer Stelle).
Gegeben: f: 1 — R,x € Dy.
Gesucht: deR
mit:  d = f'(%).

Als Ausgangspunkt zur Losung der Problemstellung kann die Definition der Ableitung
von Seite 4 herangezogen werden. Sie legt die Approximation durch den sogenannten
Vorwirtsdifferenzenquotienten

Viz(h) = firh #0 (3.15)

f&+h) - f(%)
h

nahe. Der dabei entstehende Approximationsfehler Vi z(h) — f'(x) kann mit Hilfe der

Taylor-Entwicklung von Seite 7 fiir eine k + 1-mal auf I stetig differenzierbare Funktion

f abhingig von der Glattheit von f, d.h. in Abhingigkeit von k, abgeschitzt werden.

Aus (1.8) ergibt sich fir k > 1

k
Via(h) —f'(®) = l,l'fﬁ)(;c)h"*1 +O(H) =0(h) firh— 0, (3.16)

=2

sodass der Approximationsfehler fir 4 — 0 (mindestens) linear mit h fillt. Dies gilt
auch fiir den Riickwirtsdifferenzenquotienten

Ry z(h) = w fiir h # 0, (3.17)
‘was aus '
f(x—h) = ;):(—1)";!]((")(&);1" +O(WY) firh— 0 (3.18)

abgeleitet werden kann. Eine weitere Moglichkeit zur Approximation von f'(x) stellt
der zentrale Differenzenquotient

Zahy =TT h)z‘hf E=h n0 (3.19)
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dar. Die Subtraktion der Gleichung (3.18) von (1.8) fithrt unter der Glattheitsvoraus-
setzung k > 2 an f auf

Zrz(h) —f(x) = O(h*) firh — 0, (3.20)

sodass der Approximationsfehler im Gegensatz zu Vy z(h) bzw. Ry x(h) dann (mindes-
tens) quadratisch?! mit  fillt.

Bei der Berechnung von Differenzenquotienten in Gleitkommaarithmetik ist zu
beachten, dass nicht nur bei der Rundung von X auf X und infolge der Gleitkomma-
operationen ein Fehler entsteht, sondern in der Regel auch bei der Auswertung der
Funktion selbst. Mit der Bezeichnung von Seite 13 liefert etwa der zentrale Differen-
zenquotient dann tatsdchlich das Ergebnis

Z () = (f(fc;iz):f(fc:iz)) 7 (27;3) .

Unter der Annahme (2.13) an die Funktionsauswertung gilt fiir den bei Verwendung
des zentralen Differenzenquotienten entstehenden Gesamtfehler im Falle k > 2 dann

Cf (%)u
h

|1Z; 2(h) = f'OI <127 5(h) = Zr (W] + 125 5(h) = £/ ()] S +O(h?)

fir u - 0 und & — 0. Allgemein kommt es bei der Gleitkommaberechnung von
Differenzenquotienten zu einer Uberlagerung von Approximations- und Rundungs-
fehlern, bei der der reine Approximationsfehler fiir h — 0 zwar immer kleiner wird,
dieser jedoch bei zu kleinen Werten von & vom Rundungsfehler (bei fixem u) dominiert
wird. Diese Gegenldufigkeit der beiden Fehlerarten spiegelt sich auch deutlich in Abbil-
dung 1.1 aus dem folgenden Beispiel wider. Die numerische Differentiation gehort aus
diesen Griinden zur Klasse der schlecht gestellten Probleme, fiir Anleitungen zur Wahl
eines optimalen Wertes von h verweisen wir auf die Regularisierungstheorie, siehe [8].

10

-5 |

10

107"°

10 10°
Abb. I.1: Doppellogarithmische Darstellung des Betrags des absoluten Fehlers der Differenzen-
quotienten Vy 3 () und Zr ; (h) bei Gleitkommaarithmetik.

Gegeben seien die reelle Funktion f(x) = x* — x> — 1.5 und x = 1.5. Mit Hil-
fe des Vorwirts- bzw. zentralen Differenzenquotienten in Gleitkommaarithmetik
approximieren wir f’(x) = 6.75. Abbildung I.1 zeigt den Betrag des Gesamtfehlers

2Im Fall k = 1 ist allerdings auch fiir Zs z(h) der Fehler nur von der Ordnung O(h).
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\7: ;C(fl)—f ’(x) bzw. Zf, ;C(fl)—f ’(x) in Abhingigkeit von h bei doppellogarithmischer
Sﬁalierung. Zunichst fillt der Fehler mit kleiner werdendem h wie durch (3.16)
und (3.20) angekiindigt?? ab. In beiden Fillen kommt es dann jedoch ab Unter-
schreitung eines kritischen Wertes von h zu einem deutlichen Anstieg des Fehlers.
Grund dafur ist die Rundungsfehlerfortpflanzung infolge der Ausléschung, siche
Band 1, Seiten 18 und 32, zu der es bei der Subtraktion anndhernd gleicher reeller
Zahlen kommt. Dieser Effekt wird bei kleinem Nenner im Differenzenquotienten
zusitzlich verstirkt. Im Fall des zentralen Differenzenquotienten erreicht man die
beste Approximation ungefihr mit # = 107° bei einem relativen Fehler

Z ()~ f'®)

CE -2.47-107". (3.21)

Die Methode der Extrapolation stellt eine Moglichkeit dar, auch mit sehr kleinen
Werten von h verldssliche Approximationen von f’(x) zu erzielen. Lisst sich der Appro-
ximationsfehler eines Differenzenquotienten As (k) als Potenzreihe in h der Gestalt

Arz(h) = f'(%) = cth+ oh® + csl® + - = > gl
j=1

darstellen, so ist die Idee, fiir einige (nicht zu kleine) Werte ngy < --- < 1, zunichst
die Approximationen As 3(1o), . . . , Ar z(1,), und anschliefend das Interpolationspo-
lynom p zu den Datenpaaren (19, Ar x(10)), - - - » (N, Ar 2(1,)) zu ermitteln. Von der
numerisch stabil durchfiihrbaren Auswertung von p an der Stelle 0 erhofft man sich
dann eine bessere Approximation® von f”(%) als durch Ay (). Von Vorteil** dabei ist,
wenn sich der Approximationsfehler nicht nur nach h, wie etwa bei V; 3(h), sondern
auch nach h? in eine Potenzreihe entwickeln lsst, d. h.

Apz(h) = /(%) = i’ + ol + s+ = > (Y,
j=1

wie etwa bei Z; z(h). Unter Verwendung von (3.19) und Interpolation® bez. tﬁ erhalten
wir so den Algorithmus NumDiffExtra.

Wir betrachten erneut die Funktion f(x) = x* — x* — 1.5, deren Ableitung an der

Stelle X = 1.5 durch f'(X) = 6.75 gegeben ist. Mit n = (107 104 107> 1072)T

fithrt der Aufruf NumDiffExtra(f, x, h) in Gleitkommaarithmetik auf einen Ni-
- d-f(x

herungswert d mit d-/1&) _ —8.0923 - 10~ "%, man vergleiche mit (3.21).

f'&)

22Das Verhalten O(h) fiir h — 0 entspricht bei doppellogarithmischer Skala einer Geraden mit Steigung 1,
O(h?) spiegelt sich in einer Geraden mit Steigung 2 wider.

ZWegen 0 ¢ [1o, 1] spricht man von Extrapolation.

2Fir h < 1liegt h? deutlich naher bei Null als h.

% Die Unteralgorithmen InterPolyNewton und EvalPolyNewtonHorner stammen aus Band 1.

Beispiel
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Algorithmus NumDiffExtra: Numerische Differentiation mit Extrapolation

for i from 0 to n Aufruf: NumDiffExtra(f, x, n)
s fGe+n)—fx—ni) Eingabe: f: I — R,x € Dy, n e R™!
' 21 mit: 0 <ng < -+ <nfpxxn el
ni < n? Ausgabe: d e R
p <« InterPolyNewton(n, z) mit: d als Ndherung von f'(x), die
d < EvalPolyNewtonHorner(p, 0) von 1) abhingt.
return d

Auch zur Approximation héherer Ableitungen kommen Differenzenquotienten zum
Einsatz, fiir die nur Auswertungen der Funktion f erforderlich sind. Unter Verwendung
des Riickwirtsdifferenzenquotienten bez. f* und der Definition der Ableitung leitet
sich etwa zur Approximation von f”(x) der sogenannte zweite Differenzenquotient

Ryzen(h) = Rpx(h) _ f(’_”h;;f(i) _f(i)*{l(icfh)
h h
fG+h) = 2f (%) +f (%~ h)

- 7 (3.22)

Z30)

ab. Aus der Addition von (1.8) und (3.18) folgt, dass sich fiir k > 6 der Approximati-
onsfehler

2 2
Zf(25)c -f'(x) = Ifﬂ)(&)hz + 51((6)(9_6)}14 +...=0(K) firh— 0

in eine Potenzreihe in h? entwickeln lisst und insbesondere quadratisch mit h fillt.

Neben Taylor-Reihenentwicklungen kénnen auch Interpolationspolynome zur
Herleitung von Differenzenquotienten herangezogen werden. Ein Zugang ist, zu
den Datenpaaren (xo, f(x0)), ..., (xu, f(x,)) mit xp < --- < x, das Lagrangesche
Interpolationspolynom p zu bilden und die n-te Ableitung der dazu gehorenden
Polynomfunktion?®

. x . q(x s
b, = > 7)1 miel) =[] 22 (.29
i=0 j=0 XX
j#i

an der Stelle x zur Approximation von f (%) mit ¥ € [xg, x,] zu verwenden. Dabei
ist zu beachten, dass pfz(,”) eine konstante Funktion ist, da die Summanden in (3.23)
allesamt Polynomfunktionen von Grad #n sind. Firn = 1 mitxy = x undx; =X+ h
fithrt dies gerade auf (3.15), fir n = 2 mitxp = x — h, x; = x und x, = x + h folgt
(3.22). Die Interpolationspolynomfunktion (3.23) kann aber auch zur Approximation
von f® mit k < n herangezogen werden. So fiihrt etwa fiir n = 2 mit xo = x — h,
x; = x und x; = X + h die Auswertung von pfz(,l) an der Stelle x auf (3.19). Fiir Details
verweisen wir auf [19].

26Mit IEX) bezeichnen wir die Polynomfunktion zum i-ten Lagrange-Polynom Li»x) = ;:0,]‘;!1‘ % aus
Band 1.



3 Differentiation

Differenzieren von Polynomfunktionen

Zum Abschluss gehen wir kurz auf den Spezialfall von Polynomfunktionen ein. Wir
gehen wie auf Seite 15 besprochen davon aus, dass eine Polynomfunktion pf,, in einer
Datenstruktur vorliegt, in der das Polynom p = (po, e pn) € Pr gespeichert ist.
Die zu p gehorige Polynomfunktion ist durch pf,(x) = >, pix' bestimmt, sodass
aufgrund der elementaren Ableitungsregeln

n n—1
pf(X) = D ipiE = D (i+ Dpin¥ fiiralleX e R
i=1 =0

gilt. Bei pf,, handelt es sich also wieder um eine Polynomfunktion. Man nennt

p = (pl, 2D2, s npn) € Pr mitdeg(p) =n—1 (3.24)

die Ableitung des Polynoms p, und es gilt pf;7 = pf,, die zur Ableitung p’ gehérende
Polynomfunktion ist also gerade pf;,. Zum symbolischen Differenzieren von pf, muss
also lediglich p’ nach (3.24) ermittelt und die zugehorige Polynomfunktion gebildet
werden. Wie schon die arithmetischen Operationen auf Seite 15 lisst sich also auch das
Differenzieren einer Polynomfunktion als eine Operation am zugehorigen Polynom
beschreiben.

Fiir die Berechnung der Ableitung an einer Stelle X kann wegen pf;7 (x) =pf,(x) =
eval(p’, x) der Horner-Algorithmus verwendet werden. Diesen haben wir in Band I
aus der Darstellung p = po + x - p1., hergeleitet, aus der nun fiir die Ableitung von p mit
Hilfe von Ubung 1.4 sofort der rekursive Zusammenhang p’ = py., + % - (p1:n)’ folgt.
Fiir die Auswertung von p bzw. p’ ergeben sich daraus die rekursiven Zusammenhinge

eval(p, X) = po + % - eval(p1., X)  eval(p’, X) = eval(p1.p, X) + % - eval((p1.)', X).

Wie in Band I besprochen, kann die Rekursion fiir eval(p, X) beginnend mit & ) =
eval(py:n, X) = p, nach der Vorschrift

ED = eval(pjy, %) = pi +%- €7V firi=n—1,...,0

als Schleife realisiert werden. Aufgrund der Ahnlichkeit der Rekursionsformeln er-
gibt sich fir eval(p’,X) ein analoges Iterationsmuster, in dem man mit n™ :=
eval((pu:n)’, X) = 0 beginnt und der Reihe nach

(i)

N = eval(pis1, X) +x - 0V firi=n-1,...,0
[ —

=gl

berechnet, wir verweisen dazu auf Ubung 1.5. Benétigt man sowohl eval(p, x) als auch
eval(p’, x), so kann man den Horner-Algorithmus dahingehend erweitern, dass in je-
dem Schleifendurchlauf zusitzlich zu £ auch ' berechnet wird. Bei der Berechnung
von 'Y greift man dabei neben " auch auf den im vorangegangenen Durchlauf
berechneten Wert £*1 zuriick, siehe Algorithmus EvalAblPolyHorner.
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Algorithmus EvalAblPolyHorner. Auswertung Ableitung/Polynom nach Horner

ifp=0 Aufruf: EvalAblPolyHorner(p, w)
£« 0,n«0 Eingabe: p € Pr,w € R.
else Ausgabe: £,neR
n « deg(p), & < pp,n < 0 mit: & = eval(p, w), n = eval(p’, w).
for i from n— 1 to 0 by -1
neé+tw-n
§pitw-§

return (&, n)

H4
Integration

Ahnlich wie beim Differenzieren in Abschnitt 3 unterscheidet man auch beim Inte-
grieren einer Funktion f: I — R zwischen zwei Problemstellungen, dem Berechnen
des unbestimmten Integrals [ f und dem Berechnen des bestimmten Integrals f: f bei
gegebenena < b e I.

Bei Algorithmen zum Berechnen von [ f bei gegebener Funktion f in Termdarstel-
lung spricht man vom symbolischen Integrieren, als Resultat erhilt man eine Termdar-
stellung von F = [ f.

Beispiel Symbolische Integrationsalgorithmen sind Bestandteil jedes typischen Compu-
teralgebra-Systems, wir demonstrieren dies anhand eines Beispiels in Mathematica.
Zum Berechnen einer Stammfunktion von
1 1

+
_ 1y, 1 _ 424 1
x—1l+y x=5)P+

flx) = (4.25)

definiert man f in einer der in Mathematica verfiigbaren Formen, siehe Abschnitt 2,
und verwendet dann den Befehl
In[1]:= Integrate[ f[x1,x]

Out[1]= 10ArcTan [10 (=% +x)] + 24/5ArcTan I:*l;lng]

Das Resultat ist eine Termdarstellung der Stammfunktion F von f. Das bestimmte
Integral von f zwischen 0 und 1 kann basierend auf F leicht aus dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung als F(1) — F(0) berechnet werden, in
Mathematica erhilt man es durch den Aufruf

In[2]:= Integrate[f[x],{x,0,1}]

Out[2]= 10(ArcTan[2] + ArcTan[8]) + 2+/5 (ArcTan [%] + ArcTan [%]) .

Anders als beim symbolischen Differenzieren unterscheiden sich diese Algorith-
men aber ganz fundamental von den klassischen Berechnungsmethoden, die man beim
»hindischen Rechnen® einsetzt (partielle Integration, Substitutionsmethode etc.) und
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wiirden den Rahmen dieses Buches sprengen?’. Wir widmen uns daher gleich der in
der Regel approximativen Berechnung des bestimmten Integrals ohne vorherige Be-
rechnung einer Stammfunktion, der sogenannten numerischen Integration.

Problemstellung (Bestimmte Integration).
Gegeben: a, b € R, f stetig auf [a, b]

mit: a <b.

Gesucht: Z e R

mit: IZfabf.

Existenz und Eindeutigkeit der Losung sind unmittelbare Folge des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung. Fiir die Konditionsuntersuchung beschreiben wir
das Integrationsproblem durch die Abbildung

b
<PifH/ f (4.26)

und messen den Abstand zweier auf [a, b] stetiger Funktionen f und f mit Hilfe der
Maximumsnorm ||f (4,5 = maxb|f(x)|.
as<x<

Kondition des Integrationsproblems. Sei f stetig auf [a, b] und ¢ wie in (4.26)
gegeben. Beztiglich der Maximumsnorm sind die absolute bzw. relative Kondition
des Problems (¢, f) gegeben durch

_ LW ey
Wy

Kas =b—a Krel

wobei fir die relative Kondition f: f # 0 vorausgesetzt ist.

Beweis. Sei f stetigauf [a, b]. Aus den Eigenschaften des Integrals folgt dann

/abf—/abf‘ < /ﬂblf—fl < b-a)f = s>

wobei etwa fiir f = f + ¢ mit ¢ € R iiberall Gleichheit gilt. Die absolute Kondition des
Integrationsproblems bez. der Maximumsnorm ist somit durch x,ps = b — a gegeben.

Im Hinblick auf die relative Kondition ergibt sich fiir fab f#0

lo(f) - 9(N)l =

WS ST g oW =T _ S0 i I~ Flias
i 8] CF Wl

woraus die zweite Aussage des Satzes folgt. |

27Es sei auch erwihnt, dass nicht jedes Integral als Term in geschlossener Form bestehend aus den vier
Grundrechnungsarten, der Exponential- und Logarithmusfunktion darstellbar ist. Als prominentes Beispiel
L2 . . L
sei [ e dx genannt, das u.a. zum Berechnen von Werten der Normalverteilungsfunktion benotigt wird.

Satz
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Die Integration ist also bei geringer Linge des Integrationsintervalls [a, b] im ab-
soluten Sinn gut konditioniert. Ahnlich zur Ausléschung bei der Summenbildung tritt
aber im relativen Sinn ein schlecht konditionierter Fall ein, wenn | f: fl K f: I Nl ia.
gilt.

Zur numerischen Approximation des Integrals f: f werden sogenannte Quadra-
turformeln

n
Q™I (f,a,b) = > w*f(x;) (4.27)

i=0
mit geeigneten Stiitzstellen x € R™! und Gewichten w**? e R™! verwendet. Zu
Quadraturformeln gelangt man, indem man die Funktion f durch eine einfacher zu

integrierende Approximation f ersetzt und f: £ als Integralniherung verwendet. In der
Regel werden dazu Polynomfunktionen herangezogen. Der Aufwand einer Quadratur-
formel wird durch die Anzahl der notwendigen Auswertungen von f bestimmt.

Die einfachste Quadraturformel ist die Mittelpunktsregel, bei der f durch die kon-
stante Funktion f(t) = f (“;—b) ersetzt wird, also

b~
MG.a.b) = [T =b-af(h), (4.28)

Im Allgemeinen liefern Quadraturformeln nur einen Naherungswert fiir | : f, sodass

stets mit einem Verfahrensfehler Q(W’x)(f ,a,b)— f ab f ungleich Null zu rechnen ist.
Fiir (4.28) gilt folgender Satz:

Sei f zweimal stetig differenzierbar auf [a, b]. Dann existiert ein &y € [a, b] mit

! N(‘iM) (b—a). (4.29)

M(f,a,b)—/abf=— .

Beweis. Eine Taylor-Entwicklung von f um den Punkt “er—b liefert

F(0) =5 450 (= 50) + 72 (1 - 3ty

mit & € (a, b). Damit folgt zunichst

b b
Mif b= [ [0 ) a

Sei nun

[0 - i

S5 (=) de

a 2

C =
Wegen (r — “er—b)z > 0 gilt

min () < ¢ < max (1),
tela,b] tela,b]
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sodass es nach dem Zwischenwertsatz ein &y € [a, b] mit ¢ = f” (&) gibt. Dies fihrt
auf

(b-a). O

b b "
M(f,a,b)—/f:_f”(%w)/ (t_Wer)z dtZ—f (ZiM)

Aus (4.29) folgt, dass die Mittelpunktsregel alle Polynomfunktionen bis zum Grad 1
exakt integriert. Als generelles Qualititsmerkmal einer Quadraturformel gilt, bis zu
welchem Grad Polynomfunktionen exakt integriert werden konnen.

Exaktheitsgrad. Eine Quadraturformel Q™% (.. a, b) besitzt den Exaktheitsgrad
e € Ny genau dann, wenn

b
Q" (p, a,b) = / p

fiir alle Polynomfunktionen p von Grad < e gilt.

Fir jede Quadraturformel mit Exaktheitsgrad e > 0 gilt QW-*)(1,a,b) = fab 1,
woraus

n
> wrEtt —b-a (4.30)
=0

als Bedingung an die Gewichte folgt.
Verwendet man zur Approximation von f die Interpolationspolynomfunktion von
Grad < 1 zu den Punkten (a4, f(a)) und (b, f (b)), so fithrt dies auf die Trapezregel

T(f,a,b) = &2f(a) + LLf (D). (4.31)

Es wird also [ ab f durch den Flicheninhalt eines Trapezes angendhert. Mit Hilfe von
Taylor-Reihenargumenten kann fiir eine zweimal auf [a, b] stetig differenzierbare
Funktion f

b
T(f, a,b) —/ f="%00-ay (4.32)

mit {r € [a, b] gezeigt werden, sieche [22]. Somit ist auch der Exaktheitsgrad der
Trapezregel gleich 1. Ein Vergleich mit (4.29) zeigt, dass der Fehler von T(-, a, b) fiir
glatte Funktionen und kleines Integrationsintervall in etwa doppelt so grof3 wie jener
von M(-, a, b) ist und entgegengesetztes Vorzeichen hat. Wire f”(&r) = f”(&m), so
wiirde

S(f,a,b)=2M(f,a,b) + 1T(f, a, b) = Z2(f(a) + 4f (%) + £ (b)) (4.33)

auf den exakten Integralwert fithren. Tatsichlich liefert die als Simpson?® -Regel bezeich-
nete Quadraturformel (4.33) im Allgemeinen auch fiir f”(&r) # f”(&m) eine bessere

2891mpson, THOMAS: 1710-1761, englischer Mathematiker. Er leitete die Mathematikabteilung einer
koniglichen Militdrakademie. Die nach ihm benannte Simpson-Regel zur numerischen Integration geht
eigentlich auf Newton zuriick, dafiir wurde die nach Newton benannte Iteration zum Losen der Gleichung
f(x) = 0, siehe Seite 39, erstmals 1740 von Simpson publiziert.

Definition
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Niherung an f ab f als T(f, a, b) oder M(f, a, b). Fiir den Approximationsfehler gilt
dabei laut [22] fiir eine viermal auf [a, b] stetig differenzierbare Funktion f

b
S(f, a, b)—/ F=d (58 D& mité e a,bl. (4.34)

Der Exaktheitsgrad von (4.33) ist somit 3, obwohl die Regel aus einer Kombinati-
on zweier Quadraturformeln mit Exaktheitsgrad 1 hervorgeht. S(f, a, b) kann auch
hergeleitet werden, wenn man den Integranden f durch die Interpolationsfunktion
von Grad < 2 zu den Punkten (a, f(a)), (“ f(“*b)) (b, f(b)) ersetzt. Damit ist
die Simpson-Regel genauso wie die Trapezregel ein Spezialfall der (abgeschlossenen)
Newton-Cotes*®-Formeln, bei denen man die Stiitzstellen entsprechend einer dquidi-
stanten Unterteilung

xi:a-i—i-b’T“ firallei=0,...,n

des Intervalls [a, b] wihlt und den Integranden f durch die Interpolationspolynom-
funktion auf Seite 22 von Grad < nzuden n+1 Datenpaaren (xo, f (x0)), - - ., (X, f(xn))
ersetzt. Unter Verwendung der Lagrange-Polynomfunktionen li(x) und

= /H ]dt——/l(x(s)ds

wobei die Gleichheit der beiden Integrale aus der Variablentransformation t = (s—a) ;=
folgt, ergibt sich die Integralndherung

p n n
N, (f, a, b) :/ D) 1Y =-a) D a"f(x). (4.35)
4 =0 i=0

Die Gewichte a hangen dabei nur von # (also nicht von f oder den Integrationsgren-
zen a, b) ab und sind in Tabellen zusammengefasst, zur Integralniherung nach (4.35)
ist somit der Aufruf eines Algorithmus zur Polynominterpolation nicht erforderlich.
Es handelt sich um rationale Zahlen mit der Eigenschaft

n
Sl
i=0

was aus (4.30) ersichtlich ist. Tabelle 1.1 gibt eine Ubersicht der Newton-Cotes-For-
meln (4.35) fir n = 1, ..., 8. Allgemein gilt, dass der Exaktheitsgrad der Newton-
Cotes-Formel N,(f, a, b) entweder n oder n + 1 ist, siche auch Ubung L.6. Im Prinzip
kann dadurch ein beliebig hoher Exaktheitsgrad erzielt werden. Da jedoch die Poly-
nominterpolation nur bedingt zur Approximation von Funktionen geeignet ist, siche

29CorEes, ROGER: 1682-1716, englischer Mathematiker. Wurde bereits mit 23 Jahren am Trinity College
Cambridge fiir eine Professur fir Astronomie und experimentelle Philosophie nominiert und dann mit
25 Jahren zum Professor bestellt. Assistierte Newton bei der zweiten Auflage der Principia, publizierte selbst
aber aufgrund des frithen Todes nur eine Arbeit. Die nach ihm benannten Quadraturformeln erschienen in
einer posthumen Publikation seiner Arbeiten, die 1722 von einem seiner fritheren Assistenten und Nachfolger
als Professor in Cambridge herausgegeben wurde.
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etwa Band 1 Seite 147, ist von Newton-Cotes-Formeln mit allzu vielen Stiitzstellen
abzuraten. Tabelle 1.1 zeigt auflerdem, dass ab n = 8 Gewichte a™ mit wechselndem
Vorzeichen auftreten konnen, sodass es bei der Summenbildung in (4.35) dann zu
numerischer Instabilitit infolge von Ausléschung kommen kann. Um bei fester An-
zahl n + 1 von Stiitzstellen den Exaktheitsgrad zu erhéhen, muss die Forderung nach
einer dquidistanten Unterteilung des Intervalls [a, b] fur (3.23) aufgegeben werden.
Dies fithrt dann auf die Gaufschen®® Quadraturformeln mit — maximal erzielbarem —
Exaktheitsgrad 2n + 1, siehe [22] fiir Details.

Tabelle I.1: Newton-Cotes-Formeln fir n=1,...,8.

nl| a® e
1 1
1 2 2 1
1 4 1
2| 5 6 6 3
1 3 3 1
31 3 8 3 8 3
7 » P! 32 7
41 5 90 90 90 9% >
s| 1 s s s 75 a9 5
288 288 288 288 288 288
el a4 26w w6 a ;
840 840 840 840 840 840 840
2| 751 3577 133 2989 298 133 3577 751 ;
17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280 17280
o | 989 sess 928  10s96 _4si0 1096 _ 928 ssss 989 |
78350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350 28350

In der Praxis wendet man eine Quadraturformel nicht auf das gesamte Integrati-
onsintervall [a, b] an, sondern nutzt die Additivitatseigenschaft

/ - [1+] 'y (436)

des Integrals fiir eine Zwischenstelle ¢ € (a, b). Die Ndherung von fab f ist dann natiir-
lich die Summe der Quadraturergebnisse fiir die Teilintervalle [a, c¢] und [c, b].

Zuc = “er—b bestimmen wir mit d = “7° und e = % die Mittelpunkte der Teil-
intervalle [a, c] und [c, b]. Wenden wir auf diesen die Simpson-Regel (4.33) an,
gelangen wir zur Quadraturformel

S:(f,a,b)=S(f,a,c)+S(f,c,b) = l’l’—; (f(a) +4f (d) + 2f (c) + 4f (e) + £ (b))

zur Niherung von fah f.

30Gauss, CarL FrIEDRICH: 1777-1855, deutscher Mathematiker. Gaufl wird oft als einer der einfluss-
reichsten Mathematiker der Geschichte bezeichnet. Er war ein notorischer Perfektionist und publizierte seine
Resultate immer erst dann, wenn sie vollstindig ausgereift und jeder Kritik erhaben waren. Neben Geometrie
und Zahlentheorie, die er die ,Konigin der Mathematik® nannte, beschiftigte er sich auch mit dem Erd-
magnetfeld und ermittelte 1839 die Lage des magnetischen Siidpols. Am Unterrichten hatte er keine grofe
Freude, er betreute aber z. B. Riemann, siehe Seite 6, und war bei dessen Habilitationsvortrag anwesend.

Beispiel
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Sowohl S, (f, a, b) = S(f, a, b) als auch S,(f, a, b) sind ein Spezialfall der summier-
ten Simpson-Regel

Sm(fs ﬂ, b) =
h . m—1 m—1 .
) <f( )+ 4Zf 0+ (2 + Dho) +23 f (a+ 2jha) +f(h)) (4.37)
=1
m—1
mit hy,, = (b — a)/2m. Diese erhdlt man durch » S(f, tj, tj+2), wobei
=0

ti=a+jhy, furalej=0,...,2m.

Unter Verwendung von (4.34) fiir die Teilintervalle [£,;, ;2] folgt fiir eine viermal auf
[a, b] stetig differenzierbare Funktion f der Approximationsfehler

Sm(f,a,b)— / f= Wf(“ (&,)H5,, mités, € [a,b]. (4.38)

Wihlt man alternativ mit h,, = (b — a)/m die Unterteilung

ti=a+jh, firj=0,...,m,

m—1
so fithrt >° T(f, t;, tj1) auf die summierte Trapezregel
=0

(f(a) f(b))

T,(f,a,b) = +Zf( + ) + (4.39)

Fiir eine zweimal auf [a, b] stetig differenzierbare Funktion f lautet der Approximati-
onsfehler

Tw(f,a,b)— / f= —f”(ng)hz mit &r, € [a, b]. (4.40)

Zur algorithmischen Umsetzung der summierten Trapez- bzw. Simpson-Regel ist le-
diglich ein Summationsproblem zu lsen, siehe dazu auch die Diskussion in Band 1.
Man beachte, dass die Anzahl der fir S, (f, a, b) benotigten Funktionsauswertungen
doppelt so hoch ist wie jene fir T,,(f, a, b).

Wir betrachten die Funktion f aus (4.25). Zur numerischen Approximation von
fol f mit Hilfe von Trapez- und Simpson-Regel wihlen wir T5,(f, a, b) und
Sm(f, a, b), um einen Vergleich bei gleicher Anzahl 2 + 1 von Funktionsauswer-
tungen zu ermoglichen. Abbildung I.2 links zeigt die Approximationsfehlerbetrige
| Tom(f,0,1) — folfl und [S,,(f,0,1) — folfl in Abhingigkeit von m. Der Fehler
von S,, entspricht dabei in etwa dem Quadrat des Fehlers von T,,,.
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Zwischen (4.37) und (4.39) besteht der Zusammenhang

Sm(f,a,b)= ! 4Tom(f,a,b) — Tiu(f, a, b)),
3

was zeigt, dass durch eine Kombination von summierten Trapezregeln zu unterschied-
lich feinen Unterteilungen der Exaktheitsgrad erhoht werden kann. Die Idee, verschie-
dene Trapezsummen zu mitteln, wird rekursiv bei der Romberg-Integration genutzt
und kann bei hinreichend glattem f zu einer deutlichen Reduktion des Approximati-
onsfehlers im Vergleich zu (4.40) oder (4.38) fithren. Wir verweisen auf [12] fir Details,
untermauern das Grundprinzip aber anhand des folgenden Beispiels.

Sowohl S; als auch S, besitzen Exaktheitsgrad 4. Wegen h, = h; /2 ist aber nach
(4.38) der Approximationsfehler von S, in etwa 2* = 16-mal kleiner als jener von
S1, also

b—a
180

% b b—
G, Sif,a,b)- / F=0 T g it

b
S, a, b)—/f= -

Somit besteht die Hoffnung, dass

1 b p—
S:(f,a,b)+ E(Szo‘, a,b)=Si(f,a,b)) =/a f+ Togo‘“)@sz) — fW(&,)ht

eine bessere Nidherung an | ah f darstellt. Tatsachlich handelt es sich bei der Kom-
bination auf der linken Seite gerade um die Newton-Cotes-Formel Ny(f, a, b),
also

Nu(f, a,b) = 1—15(1682(]‘, a,b) = Si(f, a, b)),

die laut Tabelle I.1 den hoheren Exaktheitsgrad 5 besitzt.

Die bisher besprochenen Quadraturverfahren wihlen allesamt die Stiitzstellen un-
abhingig von der zu integrierenden Funktion f, zudem sind die angegebenen Feh-
lerschranken in der Regel praktisch nicht nutzbar. Bei adaptiven Integrationsmethoden
wird hingegen die Wahl der Stiitzstellen automatisch gesteuert, um das Integral fab f mit
einer gewiinschten Genauigkeit zu approximieren und dabei die Anzahl der Funktions-
auswertungen moglichst gering zu halten. Gentigt die Anwendung einer Quadratur auf
[a, b] nicht der Genauigkeitsvorgabe, werden basierend auf (4.36) Approximationen
von f; fund [ b f bestimmt. Kann auch deren Summe nicht als Naherung fiir | ab f
akzeptiert werden, wird die Additivitdtseigenschaft in rekursiver Weise auf die Teil-
intervalle [a, c] und [c, b] angewandt. So erhilt man eine adaptive Unterteilung des
Intervalls [a, b], die in Bereichen starker Verinderung von f feiner und in Bereichen
langsamer Veridnderung gréber ist. Notwendig dafiir ist eine Schitzung des jeweiligen
Approximationsfehlers. Zur Illustration betrachten wir zunéchst die Simpson-Regel
S2(f, a, b). Den Approximationsfehler schitzen wir mit Hilfe der genaueren Quadra-
turformel Ny(f, a, b), also

b
Sz(f,a,b)—/ f~S(f,a,b) = Ny(f,a,b)=6.

Beispiel
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Dies hat den Vorteil, dass zur Fehlerschitzung keine zusitzliche Funktionsauswertung
notwendig ist. Liegt der Schitzwert 6 unterhalb einer vorgegebenen Toleranz €, ver-
wenden wir dann auch gleich den im Vergleich zu S;(f, a, b) vermeintlich besseren
Wert Ny(f, a, b) als Naherung fur f: f. Andernfalls unterteilen wir [a, b] in [4, ¢] und
[¢, b] mit ¢ = (a+b)/2 und fahren auf beiden Intervallen rekursiv fort. Dabei kann auf
die bereits zuvor berechneten Funktionswerte y = (f (a), f(o), f (b)) zuriickgegriffen
werden. Das daraus entstehende Verfahren nennt man eine adaptive Simpson-Regel,
siehe BestIntAdSimp.

Algorithmus BestIntAdSimp: Bestimmtes Integral mit adaptiver Simpson-Regel

h«(b-a)/2,c < (a+D)/2 Aufruf: BestIntAdSimp(f,a, b, y, €)
& «—f((a+0))2), & « f((c+b)/2) Eingabe: f stetig auf [a, b],

St h-(y+4y+y5)/3 _EeRyeR’
52(—h'(y1+4§1+2y2+4§2+y3)/6 mit: :f(a)’

N, « %(1652—51) )2 :f((a+b)/2),
5(—52—N4 V3 :f(b)

Ausgabe: I e R

if 18] < ¢ mit: [T - ['f] < e

I < N4
else

y <« (J’ls §1sJ’2)’J’N <~ (J’zs §2,J/3)
Iy < BestIntAdSimp(f, a, c,y’, €/2)
I, < BestIntAdSimp(f,c, b, y", €/2)
I<L+D

return |

Um |I - fabfl < & zu garantieren, verlangen wir |I; — fabfl <eg/2und|l, - fabfl <
€/2 in jedem rekursiven Aufruf. Tatsichlich ist diese Halbierung der Fehlerschran-
ke meist viel zu restriktiv, da in der if-Abfrage der Fehler der Simpsonniherung S,
geschitzt wird, dann aber mit der in der Regel genaueren Ndherung Ny = S, + 6 fort-
gesetzt wird. Um den Aufwand gering zu halten, verwendet man daher oft auch nur €
anstelle von €/2 in den rekursiven Aufrufen, um zu einem Approximationsfehler mit
|7 - fabfl = O(¢) zu gelangen. Um sicher zu stellen, das BestIntAdSimp nach endlich
vielen Schritten ein Resultat liefert, muss die if-Abfrage um ein Abbruchskriterium
erweitert werden, das etwa priift, ob die aktuelle Schrittweite & noch oberhalb eines
vorgegebenen Minimalwerts hp;, liegt, siehe [9] fiir Details.

Zur numerischen Integration der Funktion (4.25) tber [0, 1] verwenden wir
BestIntAdSimp mit der Fehlerschranke € = 1077, ohne diese in den rekursiven
Aufrufen zu halbieren. Dies fiihrt bei 237 Funktionsauswertungen auf einen Ni-
herungswert I mit |I — fol f| = 4-10°. Abbildung 1.2 rechts zeigt die verwen-
deten Funktionswerte sowie die Lage der entsprechenden Stiitzstellen. Bei der
Verwendung der summierten Simpson-Regel sind in etwa doppelt so viele Funk-
tionsauswertungen notwendig, um zu einem dhnlichen Approximationsfehler zu
gelangen.



5 Nichtlineare Gleichungen

[}
2
2
% o - - -summierte Trapezregel
‘@ 10 ——summierte Simpsonregel 100
c 3
L 8 i
I (S 80 /oy
e [\
% /
o —~ 60 g
s E H 4
g = i '-.
3 40) ;
ol 3
°
=
3 [ 1000 2000 3000 4000

Anzahl der Funktionsauswertungen v %

Abb. 1.2: Links: Betrag des Approximationsfehlers der summierten Trapez- bzw. Simpson-
formel. Rechts: Funktionswerte und Stiitzstellen bei der Berechnung von fol f mitf aus (4.25)
bei Verwendung von BestintAdSimp.

In der obigen Diskussion wurde stets vorausgesetzt, dass die zu integrierende Funk-
tion hinreichende Glattheitseigenschaften besitzt. Fiir Bemerkungen zu schwierigen
Integranden wie unstetigen Funktionen, Nadelimpulse oder schwach singuldren Funk-
tionen verweisen wir auf [6].

W5
Nichtlineare Gleichungen

Das Losen einer Gleichung
flx) =y (5.41)

bei gegebener Funktion f: R — R und rechter Seite y € R zdhlt zu den zentralen
Fragestellungen der Mathematik.

Problemstellung (Nichtlineare Gleichung).

Gegeben: f:R > R,yeR

Gesucht: xeR

mit:  f(x) =y.

Bereits das Beispiel der quadratischen Gleichung, siehe etwa Band 1, Seite 3, zeigt, dass
die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit einer Losung dieses Problems im Allgemei-
nen wenn iiberhaupt nur unter Zusatzinformationen iiber f und/oder Einschrankun-
gen des Definitionsbereichs geklart werden kann. Ist f stetig und liegt y in [f(a), f (b)]
(bzw.in [f (b), f (a)]), so folgt etwa die Existenz einer Losung aus dem Zwischenwertsatz
der Analysis.

Zwischenwertsatz. Seien a < b und f: [a,b] — R stetig. Dann existiert zu Satz
jedem y € [f(a), f(b)] falls f(a) < f(b) (bzw. y € [f(D), f(a)] falls f(b) < f(a))

ein X € [a, b] mit f(x) = y.

Gibt es ein X mit f'(x) # 0, so ist nach dem Umkehrsatz von Seite 5 die Umkehr-
funktion f ! auf einer Umgebung von f(x) definiert. Liegt y in dieser Umgebung, so ist
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die dann lokal eindeutige Losung durch x = f!(y) gegeben. Zur tatsichlichen Losung
der Problemstellung ist dieses Resultat aber nur bedingt hilfreich, da f ! in der Regel
nicht explizit bekannt ist.

Kondition

Im Hinblick auf die Kondition einer nichtlinearen Gleichung muss zunichst festgelegt
werden, beziiglich welcher Eingangsdaten diese untersucht werden soll. Die Auswir-
kung von Storungen in der Funktion f auf die Losung diskutieren wir erst in Kapitel IV
in allgemeinerem Zusammenhang, sodass wir an dieser Stelle lediglich die rechte Seite
y als Eingangsgrofe des Problems auffassen. Unter den Voraussetzungen und Bezeich-
nungen des Satzes iiber inverse Funktionen von Seite 5 lisst sich das Problem dann
beschreiben durch (¢, y) mit

o:=f1(f&) -p.fX)+p) > 1. (5.42)

Kondition der nichtlinearen Gleichung. Seien ein offenes Intervall I, eine stetig
differenzierbare Funktion f: I — R und y € R gegeben. Sei des Weiteren x € I
eine Losung von (5.41) mit f'(x) # 0. Dann sind die absolute bzw. die relative
Kondition des Problems (¢, y) mit ¢ wie in (5.42) gegeben durch

_ @)

|x]

IF'®7,

Kabs = |f/(J_C)71| Krel

wobei fur die relative Kondition x # 0 und y # 0 vorausgesetzt ist.

Beweis. Nach (1.4) ist die Funktion ¢ an der Stelle y differenzierbar mit
P =0 = (5.43)

Die Aussage folgt damit aus den allgemeinen Formeln fiir die Konditionszahlen eines
Problems (¢, y) aus Band I, Seiten 28 und 29. ]

Zur Losung polynomialer Gleichungen bis zum Grad 4 kann man auf Formeln
zuriickgreifen, diese sind auch in Programmpaketen wie Mathematica eingebaut. Ein
wesentliches Resultat der Galois®' -Theorie besagt, dass fiir eine allgemeine Polynom-
funktion von Grad grofler 4 eine explizite Losungsformel in geschlossener Form??

31Gavois, EvARISTE: 1811-1832, franzdsischer Mathematiker. Seine Arbeit iiber die Losbarkeit algebrai-
scher Gleichungen wurde an die Akademie der Wissenschaften in Paris zu Fourier gesandst, geriet dort aber
aufgrund des Todes von Fourier in Vergessenheit. Galois starb an den Folgen eines Bauchdurchschusses nach
einem Duell. Ein Freund schrieb seine mathematischen Arbeiten ab und sandte sie an bekannte Mathema-
tiker dieser Zeit, u.a. Gauf, siehe Seite 29. Ihre Bedeutung wurde jedoch erst nach deren Publikation durch
Liouville im Jahr 1843 erkannt.

32Unter einer Losungsformel in geschlossener Form versteht man in diesem Zusammenhang eine Be-
schreibung der Losung(en) durch einen geschlossenen Term, siche Seite 4, bestehend aus den vier Grund-
rechnungsarten und Wurzeln.
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nicht existieren kann. In diesem Fall und auch in Situationen, in denen f keine Poly-
nomfunktion ist, kann eine Losung mit numerischen Verfahren im Allgemeinen nur
niherungsweise bestimmt werden. Dabei wird eine Folge (x(k))kENO erzeugt, die un-
ter geeigneten Voraussetzungen gegen eine Losung konvergiert. Zunichst beschiftigen
wir uns jedoch mit dem Begriff der Konvergenzgeschwindigkeit (auch Konvergenzrate
genannt), mit deren Hilfe geeignete Losungsverfahren dann auch klassifiziert werden
konnen.

Konvergenzgeschwindigkeit

Konvergenzgeschwindigkeit. Seien die reelle Folge (x¥));cy, und X € R gegeben.

i. Die Folge (x¥)icn, konvergiert (mindestens) linear gegen X genau dann,
wenn es Konstanten ¢ € (0, 1) und k; € N gibt mit

x®D — %] < c)x® — x| fr alle k > k.

ii. DieFolge (x);c, konvergiert (mindestens) superlinear gegen x genau dann,
wenn es eine Nullfolge (s(k))kENO mit & > 0 und kg € N gibt mit

kD — x| < e®x® _ % fiir alle k > ko.

iii. Es gelte x%® = % fiir k > 00. Die Folge (x(k))kENU konvergiert (mindestens)
quadratisch gegen X genau dann, wenn es Konstanten C > 0 und ky € N
gibt mit

lx®D — %] < Clx® — x> firalle k > k. (5.44)

Zu beachten ist, dass die Definitionen von linearer und superlinearer Konvergenz
insbesondere die Konvergenz der Folge implizieren. Dagegen muss bei der Definition
der quadratischen Konvergenz explizit die Konvergenz der Folge vorausgesetzt werden,
da (5.44) allein noch nicht zwangsldufig die Konvergenz der Folge garantiert. Es ist
zu beachten, dass Aussagen, die auf Basis dieser Definitionen getroffen werden, wegen
k > ko fir ein ky € N nur asymptotischer Natur sind. So kann etwa im Laufe eines
Iterationsverfahrens das entsprechende Konvergenzverhalten erst sehr spit auftreten.
Liegt quadratische Konvergenz vor, so folgt aus (5.44) die Abschitzung

log (Jx™® — %|) log,,(C)
log o (Jx® 1 = x]) ~ 2logo(|lx*D —x|)

<

1
5 fur alle k > ko, (5.45)
sobald |x**) —%| < 1 und damit log(|x**V —|) < 0 erfiillt sind. Da der zweite Term
auf der linken Seite in (5.45) zunehmend an Bedeutung verliert, gilt als Faustregel, dass

sich bei einem Iterationsverfahren mit quadratischer Konvergenzgeschwindigkeit die
Anzahl der korrekten Dezimalstellen®® mit jedem Schritt verdoppelt.

33Wir erinnern daran, dass log,(x) im Wesentlichen die Anzahl der Dezimalstellen der Zahl x beschreibt,
siehe etwa Band 1 Seite 81.

Definition
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Seien g € (0, 1), x € R und eine Folge (x(k))keNO gegeben. Gilt |x® — x| = 4~ so
konvergiert die Folge linear gegen %. Gilt [x®) — %| = ¥, so ist die Konvergenz

wegen

k+1 K+2k+1 _  2k+1 (k
( =g |x( ) _

lx® — %] = q x|
und ¢**! — 0 superlinear. Schlieflich impliziert |x® — x| = ¢*", dass die Folge
konvergiert, und die Konvergenz wegen

(k+1) _ el

— k —
D =2 =g = (") = X -z

quadratisch erfolgt.

Die (mindestens) quadratische Konvergenz von (x) )keN, gegen X kann unter Ver-
wendung des Landau-Symbols O fiir reell-wertige Funktionen auf N aus Band 1, Sei-
te 43 auch durch

lx®D — % = O(Ix® — %) (5.46)

beschrieben werden. Aufgrund der Einschrinkung ¢ € (0, 1) ist eine O-Schreibweise
bei linearer Konvergenz aber nicht moglich.

Losungsverfahren

Fiir die Diskussion von Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungen gentigt es, sich
auf den homogenen Fall zu konzentrieren und das Nullstellenproblem

fix)=0 (5.47)

zu betrachten, da jede inhomogene Gleichung ¢(x) = y mit der Setzung f (x) = g(x)—y

auf (5.47) zuriickgefiihrt werden kann,

Bisektionsverfahren

Zur Losung der Gleichung (5.47) mit einer stetigen Funktion f: [a, b] — R bietet
sich das Bisektionsverfahren an. Die Idee dabei ist, eine reelle Nullstelle von f durch
immer kleiner werdende Intervalle [a®, b®] einzuschlieRen. Voraussetzung ist, dass
die Funktion f in den Randpunkten a® und b¥) des aktuellen Intervalls Funktions-
werte unterschiedlichen Vorzeichens besitzt, also dass f (a®) f ( bWy <0 gilt. Nach dem
Zwischenwertsatz von Seite 33 liegt dann in [a®, p®)] mindestens eine Nullstelle von
f. Gilt fir den Mittelpunkt x® = (a® + p®)/2 des Intervalls f (x®) = 0, ist das
Problem geldst. Andernfalls liegt je nach Vorzeichen von f(x®)) zumindest eine Null-
stelle in [a®+D, p*k+D] = [0 x0)] oder [akD), pk+D] = [xK) | pK)] sodass die Suche
im Intervall [a**1, p**D] halber Lange mit f(a**D)f (b**D) < 0 fortgesetzt werden

3 Auch die Kondition nichtlinearer Gleichungen kann ohne Verlust der Allgemeinheit anhand eines
homogenen Problems diskutiert werden. Wir kommen darauf in Kapitel IV zuriick, die Diskussion von
Seite 34 stellt dann einen Spezialfall dar.
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kann. Fiir die Intervallslingen L® := b®) — g gilt also

LEY < 1L firalle k > 0,
weshalb man das Verfahren zu jenen mit (mindestens) linearer Konvergenzgeschwin-
digkeit zahlt. Insbesondere gilt fur die gegen eine Nullstelle x konvergierenden Mittel-
punkte x(¥ die Fehlerabschitzung

x® —x| < (0 —a'?) fiir alle k > 0. (5.48)

Diese lasst sich in der algorithmischen Umsetzung GlglDBisekt des Verfahrens als
Abbruchskriterium verwenden.

Algorithmus Glgl DBisekt: Losung von f (x) = 0 mit Bisektion

k < 0,L =00 —g® Aufruf: GlglDBisekt (f, a'®, b©, n)
a a9 b« b0 Eingabe: f stetig auf [a'?, b?], a® b € R,
while ;L > n neR*
x < (a+b)/2 mit: a® < b, f(a®). f(b©) < 0.
iff(a)-f(x) <0 Ausgabe: x € [a?, b10]
b« x mit: |x —x| <1,
else wobei x € [a'?, b®] und f(X) = 0.
a <« x
x < (a+b)/2
ke—k+1
return x

Computerprogrammierung. Im Algorithmus Glgl DBisekt kann in einem erweiterten
Abbruchskriterium A zusdtzlich gepriift werden, ob es sich beim berechneten Mittelwert
x®) bereits um eine Nullstelle handelt. Von einer Abfrage, ob f (x'¥) = 0 gilt, ist allerdings
im Hinblick auf Rundungsfehler durch Gleitkommaarithmetik abzuraten. Vielmehr wird
man die Grofevon |f (x'X))| priifen. Weitere Bemerkungen zum Thema Abbruchskriterium
finden sich auf Seite 41.

Zur Bestimmung der (einzigen) Nullstelle x = 1.5 in [1, 2.8] von
fiR>R, x> x*—x’ — 1.6875 (5.49)

wenden wir den Algorithmus Glgl DBisekt mita'® = 1,6 = 2.8undn = 10~ an.
Das Verhalten des (betragsweisen) relativen Fehlers |x® — %|/|x] ist in Abbildung
1.4 links auf Seite 42 dargestellt, trotz der relativ guten Startniherung x(® = 1.9
bricht das Verfahren erst nach 53 Schritten mit x*® = 1.5 ab.

Neben der langsamen Konvergenz der Bisektion ist ein weiterer Nachteil, dass unter
Umstinden die Voraussetzung f (a) - f(b) < 0 nicht erfiillbar und damit das Verfahren
nicht anwendbar ist, man denke nuran f: [-1,1] = R, x — x2.

Beispiel
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Fixpunktverfahren

Ein weiterer Zugang zur Losung des Nullstellenproblems ist, die nichtlineare Gleichung
(5.47) in eine Fixpunktgleichung
x = ¢(x) (5.50)

zu iiberfithren und diese dann mittels Fixpunktiteration
xD = p(x W) (5.51)

zu 16sen®. Ein hinreichendes Konvergenzkriterium fiir (5.51) liefert der Banachsche
Fixpunktsatz aus Band I, Seite 12. Danach konvergiert die Fixpunktfolge, wenn ¢ auf
einem Intervall [a, b] eine kontrahierende Selbstabbildung ist, d. h. den Bedingungen
W(¢) C [a, b] und

6(x) — ()] < Lix—y| mitL <1 (5.52)

geniigt, und x¥ € [a, b] gilt. Ist (5.52) erfiillt, so folgt
<D — x| = [p(x") — 9(3)| < LIx™ ~X].

Beim Fixpunktverfahren ist also nur lineare — und damit langsame — Konvergenz der
Fixpunktfolge (x*);cy, garantiert. Im Fall einer differenzierbaren Abbildung ¢ ist
nach dem Mittelwertsatz von Seite 7 die Bedingung (5.52) erfiillt, falls

|¢'(x)] <1 fiir alle x € (a, b).

Wir betrachten erneut die nichtlineare Gleichung (5.47) mit f aus (5.49) und
der Losung x = 1.5. Zum Startwert x© = 1.9 liefert die Iteration (5.51) der

Fixpunktgleichung
1.6875
x=¢(x) = TR (5.53)
580 =3¢

eine divergente Folge (x* )i, . Verwendet man hingegen die alternative Fixpunkt-
gleichung

1.6875
' +x2, (5.54)
X

x=¢x) =
so liefert die Fixpunktiteration (5.51) mit x> = 1.9 nach 33 Schritten die Lo-
sung 1.5, siche dazu auch Tabelle 1.2 auf Seite 41. Die Voraussetzung des Banach-
schen Fixpunktsatzes sind in diesem Fall mit [a, b] = [1.2, 2] und L = 0.5 erfiillt,
wovon man sich etwa durch die graphische Darstellung von ¢ und ¢’ tiber dem
Intervall [1.2, 2] iiberzeugen kann.

¥ Diesem Zugang sind wir bereits in Band I auf Seite 9 bei Betrachtung der nichtlinearen Gleichung

x? — r = 0 begegnet.
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Newton-Verfahren

Wir wenden uns nun dem Newton-Verfahren und damit der zentralen Methode zur
numerischen Losung nichtlinearer Gleichungen zu. Sei dazu x*) eine Niherung an
eine Nullstelle X der Funktion f. Ist f stetig differenzierbar, so ldsst sich f durch die
Taylor-Polynomfunktion ersten Grades T)(x) = f (x®) + f "(x®)(x — x®) in einer
Umgebung des Entwicklungspunkts x(*) approximieren, vergleiche etwa mit (1.8) und
Band 1, Seite 20. Betrachtet man die Nullstellenaufgabe (5.47) nun mit T} anstelle von
f, 50 erhilt man fiir f/(x®)) # 0 mit der eindeutigen Losung

f(x(k))
x - £1(x®)

eine hoffentlich bessere Ndherung von x. Bei der Iterationsvorschrift (5.55) handelt es
sich gerade um das Newton-Verfahren. Durch T wird die Tangente an die Funktion f
bzw. die Linearisierung von f im Punkt x¥) beschrieben, deren Nullstelle liefert dann das
nichste Folgenglied x**1, siche Abbildung I.3. Das Newton-Verfahren (5.55) kann mit

)
f1x)

auch als Fixpunktiteration (5.51) aufgefasst werden. Unter den Voraussetzungen des
Banachschen Fixpunktsatzes lasst sich dann lineare Konvergenz der Folge gegen eine
Nullstelle x ableiten. Die Stirke des Newton-Verfahrens ist jedoch, dass die Folge unter
geeigneten Voraussetzungen (lokal) zumindest superlinear oder gar quadratisch gegen
x konvergiert.

x kD (5.55)

o(x) =x

% x®  x@  x® x©

1 1.5 2 25 3 3.5
X

Abb. 1.3: Graphische Interpretation des Newton- (5.55) und des Sekantenverfahrens (5.58)

Seien f: R — R stetig differenzierbar und x € R mit f(x) = 0 und f'(x) # 0
gegeben. Dann existiert ein p > 0, sodass das Newton-Verfahren (5.55) fiir alle
Startwertex® e [x— p, x+p] wohldefiniertist, und die Folge (™) )keN, superlinear
gegen X konvergiert. Gilt zudem, dass f” lokal Lipschitz-stetig in X ist, so liegt sogar
quadratische Konvergenzgeschwindigkeit vor.

Beweis. Aus der Stetigkeit von f” auf R und f'(x) # 0 folgt die Existenz von Konstanten
p1 > 0und ¢ > 0 mit

1
<c¢ furallex e (x — p1,x + p1). (5.56)
I ()l

Satz
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Nach dem Lemma von Seite 7 existiert zusitzlich ein p, > 0 mit
If(x) = f(%) — f(x)(x —%)| < ilx —x| firallex € (x — py, x + p2).

Sei nun p := min {pl, pz}. Gilt x® e (x — p, X+ p),so ist x%+D wohldefiniert, und
wegen

(k+1) k) _ = f&%) |

f(x®)
= il G = fE )P - B) < H -

=X = |

istauch x**!) e [x — p, x + p]. Liegt also der Startwert x'*) in (X — p, X + p), so ist die
gesamte Folge wohldefiniert, und es gilt

™ %) < Jx D -3 <o < (%)k [x© — x| fiir alle k € Ny.

Daraus folgt die Konvergenz der Folge (x®);cn, gegen x.

Hinsichtlich der Konvergenzgeschwindigkeit gilt*® zunachst
xS @) - ) - 3)
® x| 1) 1x® - |
Nl (x®) = f(x) = f/ (TN W —x) L

e x|

Unter Verwendung des Lemmas auf Seite 7 folgt hm £ = 0 und damit die superli-
neare Konvergenz der Folge (x® keN, - =

Im Hinblick auf die quadratische Konvergenz betrachten wir mit f(x) = 0 die
Gleichheit

f/(x(k))(x(kﬂ) -x) = f(x(k)) +f/(x(k))(x(k+1) _ x(k))
_ (f(x(k)) —f(a_c) _f/(x(k))(x(k) _ 5c))
= —(f&") — ) - )" ~5)) .

Unter Verwendung von (5.56) fiihrt eine Division durch [x®) — X|? auf

x®D) — x| - If(x(") — &) = f®)W —

PURE ) — %2
Da f' nach Voraussetzung lokal Lipschitz-stetig ist, folgt aus (1.9) schlieSlich
[x*V — x| = O™ - x|?). 1

Die Iterationsvorschrift (5.55) fihrt unmittelbar auf den Algorithmus Glgl DNewton.

36Im Konvergenzbeweis nehmen wir an, dass x®) # x fiir alle k € Ny, da andernfalls die Losung bereits
nach endlich vielen Schritten erreicht ist.
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Algorithmus Glgl DNewton: Losung von f (x) = 0 nach Newton
f" < Ableitung(f) Aufruf: Glgl DNewton(f, x'¥)

x « x© Eingabe: f: R — R,x”¥ e R
while A nicht erfiillt mit: f stetig differenzierbar,
x — x— ¥ f'(x) # 0 fiir X mit f(x) = 0.
e Ausgabe: R
return x usgabe: x €

mit: x als Ndherung von Xx, die vom Startwert x©
und dem Abbruchskriterium .4 abhingt.

Computerprogrammierung. Fiir die Umsetzung von Glgl DNewton auf dem Computer
muss die Funktion f in einer Datenstruktur vorliegen, die die symbolische Berechnung der
Ableitungsfunktion f' mit Hilfe von Ableitung(f ) erlaubt, siehe dazu auch unsere Diskus-
sion im Abschnitt 3. In einer alternativen Realisierung des Newton-Verfahrens kann durch
Erweiterung der Eingabeparameter neben der Funktion f auch die Ableitungsfunktion f'
an den Algorithmus iibergeben werden, wobei es dann geniigt, wenn sowohl f als auch
f" als Black-Box-Funktionen vorliegen. Ist dies nicht moglich, muss in jedem Schritt der
Wert f'(x®) numerisch approximiert werden, etwa mit Hilfe der ab Seite 19 vorgestellten
Methoden.

Wir kehren zum Nullstellenproblem mit f aus (5.49) zuriick und wenden nun den
Algorithmus Glgl DNewton mit Startwert x*) = 1.9 an. Tabelle 1.2 zeigt das qua-
dratische Konvergenzverhalten®” der erzeugten Newton-Iterationsfolge und stellt
es der linearen Konvergenzgeschwindigkeit der Fixpunktiteration gegeniiber. Nach
nur 6 Schritten ist mit Glgl DNewton die Nullstelle x erreicht. Einen weiteren Ver-
gleich zwischen linearer und quadratischer Konvergenz zu diesem Beispiel zeigt
die Abbildung 1.4 links.

Tabelle 1.2: Gegeniiberstellung von linearer und quadratischer Konvergenzgeschwindigkeit
anhand von f aus (5.49).

x® bei Fixpunktiteration mit (5.54) x® bei Newton-Iteration

1.9

1.9

1.650738316013129
1.553230422764504
1.518145550545990
1.506096581999179
1.502037673151810
1.500679838491422

AUl W —=O |

1.629880765988197

1.518672823275928

1.500451752255235

1.500000271915709

1.500000000000099
1.5

Abbruchskriterien fiir das Newton-Verfahren (sowie fiir alle anderen Methoden)
kénnen auf der Grofe von |f (x¥)| oder dem absoluten bzw. relativen Fehler von x*
basieren. Umsetzbare Fehlerabschitzungen haben wir beim Bisektionsverfahren auf
Seite 37 und bei der Fixpunktiteration bereits im Zusammenhang mit der Diskussion
des Banachschen Fixpunktsatzes in Band I, Seite 12 kennengelernt. Liegen solche nicht

37Entsprechend der Faustregel von Seite 35 verdoppelt sich in etwa die Anzahl der korrekten Dezimal-
stellen mit jedem Iterationsschritt.

Beispiel
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vor, wird der Fehlerbetrag |x®) — %| typischerweise durch die berechenbare GroRe
[x*+D) — x®] ersetzt. Ubung 1.8 zeigt, dass im Fall von superlinearer Konvergenz das
Abbruchskriterium [x**D — x®| < n auch gerechtfertigt ist. Des Weiteren wird man
die Iteration in GlglDNewton abbrechen, falls f "(x%)) = 0 auftritt, um eine Division
durch Null zu vermeiden.

Sind die Voraussetzungen des Konvergenzsatzes nicht erfiillt, kann es zur Divergenz
der Iterationsfolge kommen. Insbesondere kann dies bei Vorliegen eines schlechten
Startwertes x(*) auftreten.

Beispiel Bei Durchfithrung des Newton-Verfahrens mit
f(x)=—4x-¢* (5.57)

divergiert die Folge fiir alle Startwerte x” > 1, wie durch Anlegen entsprechender
Tangenten an den Graphen ersichtlich wird. Fiir x©) = 1 ist wegen f"(x¥)) = 0 das
Verfahren nicht durchfiihrbar, bei x(© = 0.999 erhilt man im zweiten Schritt bei
Durchfiithrung in IEEE double precision einen Exponenteniiberlauf, siehe Band I,
Seite 87. Hingegen fiihrt der Startwert x = 0.99 auf eine gegen die Losung
x = 0 konvergente Folge. Die anfinglich langsame Konvergenz, siche Abbildung I.4
rechts, steht dabei in keinem Widerspruch zur Konvergenzgeschwindigkeitsaussage
des obigen Satzes, da in den Definitionen von Seite 35 die Abschitzungen ja jeweils
erst ab einem gewissen Iterationsindex ky gelten miissen.

Fiir Beispiele, bei denen die Newton-Folge zyklisches Verhalten, also x20 =
x®) | aufweist und damit ebenfalls nicht konvergiert, verweisen wir auf Ubung I.10.

10

10
10’
)
| _10
5 10
=3
107 ""\p‘ | 10_2‘:l
. 30
w 200 10 20, 3 40 50 105 20 40 slé) 80 100 120
q q q (k) _% g q q q
Abb. 1.4: Links: Vergleich des Betrags des relativen Fehlers *—= (bei logarithmisch skalierter

y-Achse) fiir das Bisektionsverfahren (strichliert) und das Newton-Verfahren (durchgezogen).
Rechts: Graphische Darstellung des Fehlerbetrags |x®) — x| fiir das Newton-Verfahren mit
(5.57) zum Startwert x(© = 0.99.

Zur Wahl eines geeigneten Startwertes x(*) kann man etwa einige Schritte des Bi-
sektionsverfahrens oder theoretische Aussagen zur Lage der Nullstellen heranziehen.
Handelt es sich bei f um eine Polynomfunktion zu einem Polynom p € R[x] n-ten
Grades, so gilt z. B. fiir jede Nullstelle x die Ungleichung

n—1

%] < max{l,z Ilzl:;ll}'

i=0

Deren praktische Bedeutung macht der folgende Satz aus [22] klar.
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Das Polynom p € R[x] mit deg(p) = n > 2 besitze nur reelle Nullstellen®® Satz
X; > --+ > X,. Dann liefert das Newton-Verfahren fiir jeden Startwert x> %
eine streng monoton fallende Folge (x*);cn,, die gegen X, konvergiert.

Wir gelangen somit zu einem Algorithmus Glgl DPolyNewton fiir Polynome mit
rein reellen Nullstellen, der mit Hilfe der Polynomkoeffizienten einen Startwert x(*
konstruiert, fiir den die Newton-Folge dann garantiert gegen die Losung x; konvergiert.
Zur Auswertung von p und p’ greifen wir dabei auf den Horner-Algorithmus von
Seite 24 zurtick.

Algorithmus Glgl DPolyNewton: Losung von eval(p, x) = 0 nach Newton

x ¢ max{l, Z?;()l ||§;|I} Aufruf: GlglDPolyNewton(p)
while A nicht erfullt Eingabe: p € Pr
(&, n) < EvalAblPolyHorner(p, x) mit: deg(p) > 2 und p besitzt nur
x e x—2% reelle Nullstellen.
n Ausgabe: x e R

return x mit: x als Naherung an die grofi-
te Nullstelle von p, die vom
Abbruchskriterium A abhingt.

Rufen wir Glgl DPolyNewton(p) mit p = x° — $x* auf, so wird als Startwert x©) = 1 Beispiel
gewihlt. Im ersten Schleifendurchlauf ist £V = 0.55 und ") = 4.22, und fiir x"
ergibt sich 0.86842. Im weiteren Verlauf erhilt man die Werte

x®=0.77052 x¥=0.70607 x®¥=0.67460 x© =0.66707 x© =0.66667.

Ein Nachteil der automatischen Startwertgenerierung in Glgl DPolyNewton ist, dass
bei zu groffem Wert von x(?) die Folge wegen

n .
3 pach)
w_ = W L
=x" - ~x(1--)
n

i i1
3 ipi®

i=1

x(k+1)

38Selbst wenn eine Gleichung der Form f(x) = 0 zunichst mit Hilfe einer reellen Funktion beschrieben
ist, kann sich die Losungsmenge bzw. -eigenschaft bei Erweiterung des Definitionsgebietes auf den Korper
der komplexen Zahlen C andern. So besitzt die Gleichung x> + 1 = 0 tiber R keine, tiber C hingegen
zwei Losungen. Eine entsprechende Formulierung der Problemstellung fiir eine Polynomfunktion zu p €
R[x] erfordert dann trotz der reellen Koeffizienten zunichst auch eine Erweiterung der Polynomevaluation
eval(p, w) von w € R auf w € C. Ein w € C mit eval(p, w) = 0 wird dann als reelle Nullstelle von
p bezeichnet, falls der Imaginirteil von w gleich Null ist. Da wir in dem Buch auf eine algorithmische
Behandlung der komplexen Zahl verzichten, sprechen wir in diesem Fall der Einfachheit wegen hier, aber
insbesondere auch in Abschnitt 14, trotz der im Buch nur auf R definierten Operationen von einer ,rein
reellen Losung bei Erweiterung des Losungsbegriffs auf den Kérper der komplexen Zahlen®.
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anfinglich nur sehr langsam konvergiert. Ein dhnliches Verhalten haben wir bereits
im Beispiel auf Seite 42 beobachtet. Abhilfe kann dann durch die Verwendung von
Schrittweiten f; in einem modifizierten Newton-Verfahren

k) _ f (x™)

f/( (k

geschaffen werden. Wir kommen darauf in Kapitel IV noch einmal zu sprechen, ver-
weisen aber bereits hier auf die einschligige Literatur.

Schlieflich erwihnen wir, dass sich auch bei der Losung nichtlinearer Gleichungen
die Frage nach der Auswirkung von Rundungsfehlern stellt. So wird in Gleitkomma-
arithmetik etwa durch das Newton-Verfahren ja eigentlich eine Folge (x)icyy, gemif3

) _ 5 (f(x(k)/f(x(k)

erzeugt. Unter Annahmen an die bei der Funktionsauswertung von f und f” entste-
henden Fehler, die Abschitzung von Seite 13 ist lediglich ein einfaches Beispiel dafiir,
finden sich Aussagen zur Rundungsfehlerproblematik beim Newton-Verfahren in [15]
oder [13]. Der Grundtenor der dort getroffenen Aussagen ist, dass nicht nur die Vor-
aussetzungen fiir Konvergenz erfiillt sein miissen, sondern auch gute Kondition der
Problemstellung sowie hinreichende Qualitit der Funktionsauswertungen notwendig
sind, um die Nullstelle mit Hilfe des Newton-Verfahrens mit einem relativen Fehler in
der Groflenordnung der Rundungseinheit anndhern zu konnen.

kD)

Sekantenverfahren

Steht die Ableitungsfunktion f’ nicht zur Verfiigung, so ist das Newton-Verfahren
eigentlich nicht realisierbar, zumindest ist dann eine Approximation von f "(x®) erfor-
derlich. Ersetzt man in (5.55) f° '(x®)) durch den Differenzenquotienten

f(x(k)) _f(x(kfl))
xB) — xk-1)
so erhilt man das Sekantenverfahren
B _ 5 (k-D)
FG®) —f(*D)
Da zur Berechnung von x**!) die beiden Vorginger x*¥) und x*~1 benotigt werden,
spricht man von einem zweistufigen Verfahren®. Insbesondere sind fiir den sich ablei-

tenden Algorithmus Glgl DSek zwei Startwerte x(” und x!) erforderlich. Die Funktion
f wird hier durch die Sekante

XD = ) _ (B (5.58)

)~ fah)

_®
P T R A

S:R—> R, x> f(x¥) +
durch die Punkte (x*=V, f(x*7D)) und (x®, f(x®)) mit x¥ # x*-V approximiert,
x*+1) ist dann die Losung der Nullstellenaufgabe mit S anstelle von f, siehe Abbil-
dung I.3.

¥ Die Fixpunktiteration und das Newton-Verfahren gehoren zur Klasse der einstufigen Verfahren.
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Algorithmus Glgl DSek: Losung von f (x) = 0 mit Sekantenverfahren

X x(o),x « xM

Aufruf: GlglDSek(f, x© x(M)

fmefx) Eingabe: f: R — R,x® xV e R
while A nicht erfiillt mit: f stetig differenzierbar,
¢« f(x) f'(%) # 0 fiir x mit f(x) = 0.
xte—x-(- ’g‘:}‘, Ausgabe: x € R
X X[« mit: x als Naherung einer Nullstelle von f,
x — x* die von den Startwerten x(¥, ") und
return x dem Abbruchskriterium A abhingt.

Computerprogrammierung. Zur Vermeidung unnitiger Auswertungen der Funktion f
wird in GlglDSek der aktuelle Funktionswert f (x) als { zwischengespeichert und nach
Aktualisierung von x auf x* der Variablen f~ zugewiesen.

Uber die Konvergenz des Verfahrens gibt der folgende Satz Auskunft:

Seien f: [a,b] — R stetig differenzierbar, f’ Lipschitz-stetig auf [a, b] und Satz
x € (a,b) mit f(x) = 0 und f'(x) # 0. Dann existiert p > 0, sodass das Se-
kantenverfahren (5.58) fiir alle x'¥, ") € [x — p, X + p] C [a, b] mit x© # x(I)
wohldefiniert ist, und die durch (5.58) erzeugte Folge gegen x konvergiert. Zusitz-

lich gilt

Ix®* D — %] = O(Ix® = 3|P) mit p = (1 + V5)/2 ~ 1.618. (5.59)

Beweis. Es sei L > 0 die Lipschitz-Konstante von f* und es sei p > 0 so klein, dass
[x—p,x+p] Cla,blundLp < %|f’(5c)| erfiillt sind. Aus

If'GI = 1f ) < If' (%) = f'(x)] < Lx—x| < Lp < 1|f'(%)]

folgt dann
W@ < |f(x)] firallex € [x—p,x+p]. (5.60)

Gilt x®, &1 e [x — p, x + p] mit x® = x* D 50 gilt auch f(x*) # f(x*D), da
andernfalls (5.60) einen Widerspruch zum Mittelwertsatz liefert. Somit ist x**!) dann
wohldefiniert, und unter Verwendung der Mittelwertsitze von Seite 7 folgt aus (5.58)
die Darstellung

x®) kD)

fG®) = D)
F6®) D) f) - )

NS S O )

o (% g a® —xCD x® _x
f®) = fx*)
X0 (k-D)

SO 4 ) 1 )
x (&)

(x(k) _
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mit &; € [x — p, X + p]. Aus (5.60) folgt damit

(k+1) _ = 2V =X 11 e ®) _ (k-Dyy _ (= ® _ =
|x -x| < W If'(x +t(x" —x ) —f(x+t(x™ = X)) dt
0
20x® — % !
WL/ [1— ¢ de|x*V — x|
X 0
Lp
0z < 110 _ s
THC R
(k+1

Somit gilt auch x**V in [x— p, X+ p] mit ¥V # x(¥) Liegen daher die Startwerte x'",
x9in [x—p, x+p] mitxV) # x(, soist die Folge wohldefiniert und gegen X konvergent.
Fiir den Nachweis der Konvergenzgeschwindigkeit verweisen wir auf [12]. O

Die Aussage (5.59) ist zwar schwicher als* (5.46), sie garantiert jedoch (relativ
schnelle) superlineare Konvergenz. Allerdings ist bei Realisierung des Sekantenverfah-
rens in Gleitkommaarithmetik die Gefahr der Ausloschung gegeben.

Eine Kombination des Sekantenverfahrens mit dem Bisektionsverfahren fiihrt
auf die Methode der Regula Falsi*'. Dabei wird erneut eine Folge von Intervallen
[a(kﬂ)’ b(kﬂ)] — [a(k)’ x(k)] oder [a(kﬂ)’ b(kﬂ)] — [x(k)’ b(k)] mitf(a(kﬂ)) -f(b(kﬂ)) <
0 erzeugt. Anders als beim Bisektionsverfahren wird x*) jedoch nicht als Mittelpunkt
von [a®), )] gewihlt, sondern als Nullstelle der durch (a®, f(a(k))) und (bW, f(b(k) )
gehenden Sekante, was zu

f(a®) — f(bk)

mit x% e (a®, p®) fighrt.

Eine weitere Moglichkeit zur Losung nichtlinearer Gleichungen besteht dar-
in, nicht wie beim Sekantenverfahren nur durch die Punkte (x*~V, f(x*=V)) und
(x*=2) £(xk2))) zu interpolieren, sondern auch (x*=2), f(x*=2))) zu beriicksichtigen.
Dies fithrt auf die Methode der inversen*? quadratischen Interpolation, die in Kom-
bination mit dem Bisektionsverfahren wiederum die Grundlage des Algorithmus von
Brent*® darstellt. Fiir Details verweisen wir auf [19].

40Tn [12] wird gezeigt, dass die Folge beim Sekantenverfahren nicht schneller als (5.59) konvergieren
kann.

4ILeonardo von Pisa (mittelalterlicher italienischer Mathematiker) wird aus seinem ,,Liber abbaci® die
»Regel des zweifachen falschen Ansatzes“ zugeschrieben, mit der man bei linearen Aufgaben aus zwei falschen
Losungen eine richtige ermitteln kann, woraus sich in weiterer Folge der Begriff Regula Falsi (,Regel des
Falschen®) entwickelt hat.

42Man spricht von inverser Interpolation, da das quadratische Interpolationspolynom p hier nicht durch
die Bedingung eval(p, x0)) :f(x(j)),j =n-2,n—1,n sonderndurcheval(p,f(x(j))) = x(j),j =n-2,n—1,n
definiert wird.

B BRENT, RICHARD PEIRCE: geb.1946, australischer Mathematiker.
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Ubungsaufgaben

11
1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

Seif: A — B.Zeigen Sie: f ist invertierbar genau dann, wenn f bijektiv ist.

Implementieren Sie fiir den Term-Konstruktor 7 von Seite 12 zusitzliche algebraische
Vereinfachungsregeln und beobachten Sie die Auswirkungen auf das symbolische Diffe-
renzieren im Algorithmus SymbDiff.

Implementieren Sie den Algorithmus DiffElementar so, dass er auch die Betragsfunktion
und die Inversen der trigonometrischen Funktionen (und evtl. andere elementare Funk-
tionen, deren Ableitung Sie in Formelsammlungen finden) behandelt.

Leiten Sie aus dem rekursiven Zusammenhang p = p, + x - py., fiir univariate Polynome
p € Pr den Zusammenhang p’ = py., +x - (py.,)’ fiir die Ableitung von p her. (Hinweis: Be-
trachten Sie die zu p gehérige Polynomfunktion pf,, und leiten Sie diese mit den bekannten
Differentiationsregeln ab.)

ImplementierenSie eval(p’, x) = eval(p;.,, X)+Xx-eval((p;.,)’, X) von Seite 23 als rekursiven
Algorithmus zur Berechnung von eval(p/, x) fiir ein Polynom p € Pg. Uberlegen Sie (z.B.
durch Analyse der Rekursion anhand von Beispielrechnungen mit dem Algorithmus), wie
Sie die Rekursion dhnlich jener im Horner-Algorithmus in einer Schleife realisieren konnen.

Zeigen Sie, dass der Exaktheitsgrad e der Newton-Cotes Formel N, (f, 4, b) fiir gerades n
gleich n + 1 ist.

Berechnen Sie die Integrale mit Hilfe der Newton-Cotes-Formeln aus Tabelle I.1, der sum-
mierten Simpsonformel und des Algorithmus BestIntAdSimp und ermitteln Sie die jeweils
benotigte Anzahl von Funktionsauswertungen. Experimentieren Sie mit den Eingabepara-
metern und vergleichen Sie die Resultate mit den exakten Integralwerten (wenn moglich).

R 1 1
2 1
/ ———dr furi=1,...,5. / Jtdt. / cos(te4’2).
A+t A 8

Gegeben sei eine gegen X superlinear konvergente Folge (x*))
k € Ny. Zeigen Sie, dass dann

it x® + % fii
keny, it X # X fur alle

Seiena < b und ¢: [a,b] — [a, b] stetig. Zeigen Sie, dass die Fixpunktgleichung (5.50)
dann eine Losung besitzt.

Wenden Sie das Newton-Verfahren zur Losung von f(x) = 0 mit

flx)= x> +2x% - 5x + 6, flx) = %xs - ;::3 +x, flx) = sgn(x)\/m

an und vergleichen Sie das Vehalten zu den Startwerten x® = 1 und x© = 1.01.




Matrizen

Die in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen behandeln m x n-Matrizen, worunter
wir uns zunichst ,,Rechtecksschemata® bestehend aus m Zeilen und 7 Spalten vorstellen
wollen. Unser Hauptaugenmerk liegt auf dem Ldsen reeller linearer Gleichungssysteme
der Form

Auxy + ... + Aux, = b
Apmx1 + ... + Apux, = by
mit m = n, wobel zu gegebenen Ay, ..., Aun, b1, ..., b,y € R die Unbekannten

X1,...,%;, € R gesucht sind. Unter Verwendung der Matrixmultiplikation schreibt
man ein lineares Gleichungssystem kompakt als
A11 - AM X1 bl
. =1 bzw. A-x=0b,
Aml e Arrm Xn bm
mit einer Matrix A bzw. Vektoren x und b. Liegen mehr Gleichungen als Unbekannte
vor, also m > n, so sucht man in der Regel nach einer Ersatzlosung X, fiir die der

Abstand zwischen den Vektoren b und A - x beziiglich der euklidschen Norm minimal
ist. Dies fiihrt uns zur linearen Ausgleichsrechnung.

W6
Mathematische Grundlagen

Matrix. Fir m,n € N nennt man A eine m x n-Matrix (iiber R) genau dann,
wenn
A {l,....m} x{1,...,n} > R.

Fir die Menge aller 1 x n-Matrizen tiber R schreiben wir R”*". Man nennt m x n
die Dimension von A.

P. Kiigler et al., Algorithmische Methoden
© Springer Basel AG 2012

Definition



Beispiel

Il Matrizen

Eine m x n-Matrix A besitzt somit fiiralle i € {1, ..., m}undj € {1, ..., n} einen
Funktionswert A(i, j). Insgesamt ist A durch die m - n Funktionswerte vollstindig
charakterisiert, und man schreibt eine Matrix als rechteckiges Schema mit m Zeilen
und n Spalten, in dem in der i-ten Zeile und j-ten Spalte genau der Wert A(3, j) steht.
Neben A(i, j) sind die Indexschreibweisen A; ; oder kurz A;; gebrauchlich, also

AH Aln
A= : . (6.1)
Apl ... A

Im Fall m = »n nennt man die Matrix quadratisch. Die Eintrage A; nennt man die
Hauptdiagonale von A. Gilt A; = 0 fiir alle i > j, so spricht man von einer (rechten)
oberen Dreiecksmatrix, ist A; = 0 fiir alle i < j, so spricht man von einer (linken)
unteren Dreiecksmatrix.

In Anlehnung an die entsprechende Schreibweise bei Tupel steht A; ., ., (fiir 1 <
iip <ih <mund1l < j; <j < n) fiir eine Untermatrix von A der Dimension
(i —i; + 1) x (j, —j1 + 1), in der an der Position (i, j) genau A;;; -1 j1j,-1 steht. In
(6.1) entspricht dies dem rechteckigen Teilbereich von der 7;-ten bis zur i,-ten Zeile
und der j; -ten bis zur j,-ten Spalte. Fasst man geeignete Untermatrizen als Blocke auf,
aus denen sich die Matrix A zusammensetzt, so spricht man oft von einer Blockmatrix.
Fiir 1 <k <mund 1 <! < netwa kann man eine Matrix A gemif3!

A oo Ay | AL - A

A:

A1 oo Ak | Akt oo Aga :(IP11|1P12)

Ake1,1 -+ - Ak, | Akrn 41 - - Aksin Va1 |pn

Am,l cee Am,l Am,l+1 cee Am,n
mit den Blocken

Y11 = Ak Y12 = Akl Y21 = Agrim, 11 V22 = Aktlom,l+1n

partitionieren. Die Untermatrix A;, := A;1,, € R " steht fiir die i-te Zeile von A,
analog dazu schreiben wir A,; := Ay, j € R"™*! fiir die j-te Spalte von A, also?

Ale

A:< : ) und A= (A, ... A.,).
Aue

Jede Spalte A,; kann dabei auch als Spaltenvektor in R™ aufgefasst werden, dhnlich

interpretiert man A;, als Zeilenvektor der Linge #, siche Band 1.

A= (; % ?) ist eine 2 x 3-Matrix mitAH = 1,A12 = 3,A21 =7 etc. A1;2,2;3 = (% ?)
ist eine 2 x 2-Untermatrix von A, die zweite Zeile von A ist A,, = (7 2 1). Die
Matrizen (19) und (19) sind untere Dreiecksmatrizen.

Die Anzeige einer Partitionierung durch horizontale bzw. vertikale Linien soll immer auf eine Auffas-
sung als Blockmatrix hinweisen.
2Ist die Partitionierung offensichtlich, verzichten wir auf Linien zu deren Anzeige.
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Spiegelt man die Eintrige einer m x n-Matrix entlang ihrer Hauptdiagonalen, so
erhilt man eine Matrix der Dimension n x m.

Transponierte Matrix. Sei A € R"™*", Dann ist AT € R"™" mit Definition
(AT); = Ay

die transponierte Matrix (die Transponierte) von A.

Quadratische Matrizen A € R"*", die mit ihrer Transponierten tibereinstimmen, d. h.
A = AT, werden symmetrisch (bez. der Hauptdiagonalen) genannt.

Arithmetische Grundoperationen auf Matrizen

Die Addition von Matrizen entspricht genau der Addition von Funktionen. Eine Matrix
A wird mit einem Skalar ¢ multipliziert, indem jeder Eintrag von A mit f multipliziert
wird. Mit diesen Operationen bildet R”*" einen Vektorraum tiber R, dessen neutrales
Element (bez. +) gegeben ist durch

05],’”’") =0 firallei=1,...,mundj=1,...,n.

Man nennt 0" die Nullmatrix® (der Dimension m X n). Matrizen gleichen For-
mats konnen — wie Funktionen — komponentenweise multipliziert werden. Fiir spétere
Anwendungen stellt sich aber folgende Definition als wichtiger heraus:

Matrixmultiplikation. Fiir A € R™*! und B € R™*" ist das Produkt A - B eine Definition
m X n-Matrix, deren Eintrage definiert sind durch
I

(A-B)j:= > AyBy firallei=1,...,mundj=1,...,n (6.2)
k=1

Ein Spezialfall ist das Produkt A - x einer Matrix A € R™*" mit einem Vektor x € R",
wobei man einfach den Spaltenvektor x als 1-spaltige Matrix x € R™! auffasst. Allge-
mein gilt fur die i-te Zeile bzw. j-te Spalte in A - B nach (6.2)

(A-B)i. =Ai-B (A-B).j=A-B,.

Das Produkt einer 2 x 3 und einer 3 x 4-Matrix ergibt eine 2 x 4-Matrix, etwa gilt Beispiel

(313)-(3332)=(3882).

31st die Dimension der Nullmatrix aus dem Zusammenhang klar, so schreiben wir einfach 0.



Satz

Definition

Definition

Il Matrizen

Die Matrixmultiplikation ist assoziativ, die Kommutativitit ist im Allgemeinen je-
doch auch bei quadratischen Matrizen nicht erfiillt. Die Transponierte eines Matrixpro-
dukts erhilt man durch Multiplikation der Transponierten in vertauschter Reihenfolge,
es gilt also

(A-B)T =B" - A" (6.3)

Seien A € RM*L ynd B € RE*N | Fasst man A und B als Blockmatrizen mit Blécken
Y11, ..., Py bzw. ©1y, ..., Op mit pj € RE** und O € R**W auf,soist A - B
eine Blockmatrix in RM*N mit Blocken

1
b ZZy)ik-ij e REXT firallei=1,...,mundj=1,...,n. (6.4)
k=1

Ein Vergleich von (6.4) mit (6.2) zeigt, dass zur Multiplikation von Blockmatrizen
wie bei der normalen Matrixmultiplikation vorgegangen wird, zur Multiplikation der
einzelnen Blocke wendet man einfach Matrixmultiplikation rekursiv auf kleineren
Untermatrizen an. Die Dimensionierung der Blocke muss dabei gerade so sein, dass alle
in (6.4) auftretenden Matrixoperationen auch definiert sind. Zum Beweis verweisen
wir auf Ubung I1.2.

Inverse und Rang einer Matrix

Zwei Matrizen gleicher Dimension, also A, B € R™*", konnen nur im Fall m = n
miteinander multipliziert werden. Fiir die Diskussion der algebraischen Eigenschaf-
ten der Matrixmultiplikation konzentrieren wir uns daher auf den Fall quadratischer
Matrizen.

Einheitsmatrix. Die Matrix*

10 ... 0
E™ ::(?%:;' ?) dhE) =6 firij=1,...n

00 .. 1
heifdt Einheitsmatrix® (der Dimension #n X n).

In R"™*" ist E* das neutrale Element beziiglich der Multiplikation.

Regularitit. Eine Matrix A € R"*" heif3t reguliir genau dann, wenn sie beztiglich
der Matrixmultiplikation invertierbar ist. Andernfalls nennt man A singulir.

1 fallsi=j

4Wie in Band 1 verwenden wir das Kronecker-Symbol 6jj = [
0 sonst.

5Auch bei der Einheitsmatrix fithren wir oft die Dimension nicht explizit an, sofern sie aus dem Kontext
klar hervorgeht, und schreiben einfach E.
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Falls A € R™*" invertierbar ist, so ist die zu A inverse Matrix A™' € R™" mit
A-A'=AT A=E

eindeutig bestimmt. Nicht jede Matrix A € R"*" ist invertierbar, aber wenn A und B
reguldr sind, dann ist auch deren Produkt regulir, und es gilt

(A-B'=B1.A"". (6.5)

Die Lineare Algebra liefert als ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir
Invertierbarkeit, dass alle Spalten der Matrix linear unabhingig sind. Die Frage nach der
Anzahl linear unabhéngiger Spalten kann aber auch fir eine Rechtecksmatrix gestellt
werden.

Rang. Die maximale Anzahl von linear unabhingigen Spalten einer Matrix A € Definition
R™*" nennt man den Rang von A und schreibt dafiir rg(A).

12 -1
Fir A = ({§) gilt rg(A) = 1. Die Spalten der Matrix B = ( 13
1

) sind linear Beispiel
11

unabhingig, daher gilt rg(B) = 3.

Matrizen und lineare Abbildungen

Auch wenn Matrizen als Funktionen von {1, ..., m} x {1,..., n} nach R definiert
sind, ihre Bedeutung erhalten sie in erster Linie durch ihre Assoziation mit linearen
Abbildungen von R" nach R™, da diese genau die Abbildungen der Gestalt f4: x —> A-x
mit A € R™*" sind®.

Wertebereich und Nullraum. Der Wertebereich der Matrix A € R™*" ist definiert Definition
als W(A) := W(fa), entspricht also gerade dem Wertebereich der zugehorigen
linearen Abbildung’. Der Nullraum der Matrix ist definiert als

N@)={xeR"|A-x=0}.

W (A) kann dabei auch als lineare Hiille der Spalten von A aufgefasst werden, also
W(A) = span(A,j, ..., A,,). Zusammen mit Ubung IL.1 folgt

dim(W(A)) =rg(A) = rg(AT) = dim(W(AT)).

®Eine Motivation fiir die Definition der Matrixmultiplikation (6.2) kommt daher, dass die Verkniipfung
geeigneter linearer Abbildungen gerade einer Multiplikation der zugehorigen Matrizen entspricht, d.h.

faofs =fap.

7Vergleiche mit Seite 2.
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Der folgende Satz aus der linearen Algebra erklirt den Zusammenhang zwischen dem
Rang der Matrix und der Dimension des Nullraums:

Satz Sei A € R"™*", Dann gilt

dim(N(A)) = n—rg(A) und dim(N(AD) =m — rg(AT). (6.6)

Im Hinblick auf die Invertierbarkeit einer Matrix A € R"*" folgt damit
Aistregulir < n=rg(A) =dim(W(A)) & dim(N(A)) =0. (6.7)

Ist A regulir, so folgt aus A - x = 0 klarerweise x = 0. Im allgemeinen Fall A € R"*"
gilt mit A - x = 0 auch ATA - x = 0. Ist umgekehrt ATA - x = 0, so gilt xTATA . x =
> (A-x)? = 0 und daher A - x = 0. Damit ist N(A) = N(ATA) und folglich
dim(N(A)) = dim(N (AT A)). Mit (6.6) und (6.7) lisst sich daraus leicht ableiten, dass

rg(A) =n & dim(N(A)) = dim(N(ATA) =0 < ATA reguldr. (6.8)

Matrixnormen und weitere wichtige Kenngroen

Fiir spitere Konditions- und Stabilitatsuntersuchungen ist es wichtig, den Fehler zwi-
schen zwei Matrizen A und A beurteilen zu konnen. Wie bei Vektoren kann dies ent-
weder komponentenweise oder mit Hilfe von Normen geschehen.

Definition Matrixnorm. Eine Abbildung ||-||: R™*" — R ist eine Matrixnorm genau dann,
wenn fiir alle A, A € R™" und A € R gilt®

IAl=0 & A=0 Al =|Al- Al A +A] < Al + AL

Tritt in Fehlerabschitzungen ein Matrix-Vektor-Produkt auf, ist folgende Zusatzei-
genschaft einer Matrixnorm von Bedeutung:

Definition Vertriglichkeit. Die Matrixnorm ||-|| heiflt mit den Vektornormen |- |4 (auf R")
und ||-|| g (auf R™) vertriglich genau dann, wenn gilt

lA-xllg < IAll lIx]lq fur alle A € R™*" und x € R".

Die Vertriaglichkeit ist nur bei bestimmten Kombinationen von Normen gegeben.
Zu gegebenen Vektornormen kann man jedoch stets eine mit diesen vertrigliche Ma-
trixnorm definieren.

8Vergleiche mit den Normkriterien in Band I, Seite 30.
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Induzierte Norm. Sei A € R™*" und seien |||, und | -||g Vektornormen auf R"
bzw. R™. Dann ist
Alla,p == IIIXII}aEIHA -xllp (6.9)

die durch ||-|lq und ||-|| g induzierte Matrixnorm®.

Bei ||All 4,4 handelt es sich gerade um die kleinste reelle Zahl ¢, fiir die
|A-xllg <cllxlla furallex € R" (6.10)
erfiillt ist.

Verwendet man in (6.9) auf R” und R™ jeweils die euklidsche Norm ||-||2, so
induziert dies die Spektralnorm

IAll2 = lAll2,2 = max |A - x> = max VxTATAx.
ol =1 Il =1

Wihlt man in (6.9) jeweils ||-[|c0, S0 ergibt das die Zeilensummennorm
n
Allso = ||A = max Ajil.
[Alloe = 1 Allos.00 = max > |4
Jj=1
Ein weiteres Beispiel einer Matrixnorm ist die Frobenius'°-Norm

IAllF =

m n
> 14,

i=1 j=1

At

die der euklidschen Norm des Vektors ( :

: ) € R™" entspricht. Sie ist etwa mit
A.ﬂ

der euklidschen Norm vertriglich, jedoch nicht durch Vektornormen induzierbar.
Zu den zentralen Kenngroflen einer Matrix zdhlt auch ihre Konditionszahl. Sie tritt

hiufig im Zusammenhang mit der Kondition eines Problems auf, ist aber nicht mit
dieser zu verwechseln.

‘ImFalla = Bschreibenwir [|A|| 4 statt || Al ¢,- Sind die verwendeten Normen aus dem Zusammenhang
Klar, so lassen wir die Indizes zur Gidnze weg.
10FRoBENIUS, FERDINAND GEORG: 1849-1917, deutscher Mathematiker. Nach einem Jahr als auferor-
dendlicher Professor in Berlin arbeitete er ab 1875 am Eidgendssischen Polytechnikum Ziirich. 1892 kehrte
er an die Universitit Berlin zurtick und wurde durch seine Arbeit in der Darstellungstheorie fiir Gruppen zu
einem der fithrenden Mathematiker seiner Zeit. Typisch fiir das damalige Berlin war Frobenius ein Verfechter
der reinen Mathematik im Kontrast zur angewandten Mathematik, wie sie damals vor allem in Géttingen
vertreten wurde.
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Konditionszahl einer Matrix. Sei A € R™*" mit rg(A) = n und seien ||-||, und
[I-ll g Vektornormen auf R” bzw. R™. Dann nennt man

max [|A - x||
Ixlla=1 p

Ko p(A) 1= (6.11)

min [|A - x||
Ixlla=1 P

die Konditionszahl'!der Matrix A (bez. ||-||o und ||-|| p).

Wegen rg(A) = nistdim(N(A)) = 0, siehe (6.6). Somit ist A-x = 0 nur fiir x = 0 mog-
lich und k4 g(A) wohldefiniert'?. Offensichtlich gilt stets kq g(A) > 1. Im Falle einer
reguldren Matrix liefert der folgende Satz eine alternative Darstellung von k4 g(A).

Sei A € R"" reguldr. Dann gilt

Ka,p(A) = | Alla,p IA™ 1 p,ac (6.12)

Beweis. Nach Definition der induzierten Matrixnorm gilt zunéchst \Hﬁax1”A ~xllg =
X||a=

|Allq,p- Seien nun z € R" mit |1zl = 1, [A7 |ga = A z]la und y = A7 2/||A7 2] 4
mit ||y|l« = 1 gegeben. Dann gilt

1 1 A7 2]« o
A > " = = A" lg,a-
Hfmg” xllg T NA-ylp llzll g
Seien umgekehrt nun z € R” mit |zl = 1, |A - zlp = HnﬁinlﬂA - x|lpund y =
X|la=
A-z/|A-z||g mit |ly|lg = 1 gegeben. Dann gilt
1A e = max A xlla 2 147y lla = S S—
P gt = A zlg HnﬁinlllA - x|lg
Xlla=
. 1 _ _ .
Somit gilt i 1A, A 1”@‘" und damit (6.12). Ll

llxlla=1

In der Regel verwendet man (6.12) nur fiir & = B, also k4 (A) = ||All« [|A7!] 4. Hiu-
fig wird diese Gleichung auch zur Definition der Konditionszahl einer reguliren Matrix
herangezogen, wobei die verwendete Matrixnorm dann nicht mehr notwendigerweise
induzierbar sein muss, etwa kz(A) := ||Allr |A™ 5.

m Fall & = B schreiben wir k4 (A) statt k4o (A). Sind die verwendeten Normen aus dem Zusammen-
hang klar, so lassen wir die Indizes zur Ginze weg.

2Durch Ka,p(A) =0 fur ”rﬂlinlllA - x|l = 0 kann die Definition auch auf den Fall rg(A) < n erweitert
X[l =

werden.
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Spezielle Matrizen

Matrizen mit speziellen Gestalten oder Eigenschaften werden mit eigenen Namen ver-
sehen, so sind uns etwa bereits reguldre Matrizen begegnet.

Orthogonale Matrix. Eine Matrix Q € R"*" heifit orthogonal genau dann, wenn

Qfl — QT-

Wegen Q! = QT & QT - Q = Eist die Orthogonalitit von Q gleichbedeutend
damit, dass die Familie der Spaltenvektoren von Q eine Orthonormalbasis des R" bildet.
Aus (6.3) und (6.5) folgt leicht, dass das Produkt zweier orthogonaler Matrizen wieder
eine orthogonale Matrix ergibt.

Permutationsmatrix und elementare Vertauschungsmatrix. Eine Matrix P €
R™*" heif3t Permutationsmatrix genau dann, wenn sie aus der Einheitsmatrix E
durch Vertauschen von Spalten hervorgeht. Die ledigliche Vertauschung der k-ten
mit der /-ten Spalte fithrt zur elementaren Vertauschungsmatrix'

k 1
Lo
0 1
ykin _"7
1= 1 0

Multipliziert man eine elementare Vertauschungsmatrix V&L yon links zu A, so
bewirkt dies die Vertauschung der k-ten mit der /-ten Zeile von A, also

Ale Are
At A,
yibm A = ykbn = - (6.13)
Al Ake
Ane Ane

Eine weitere wichtige Zeilenmanipulation, das Subtrahieren eines Vielfachen einer Zeile
von einer anderen, lasst sich mit Hilfe folgender Matrizen durchfiihren.

Frobenius-Matrix. Eine Matrix F € R"*" ist eine Frobenius-Matrix genau dann,
wenn sie von E in hochstens einer Spalte unterhalb der Hauptdiagonalen abweicht.

3Dje mit . markierten Positionen sind mit 1 besetzt, alle nicht explizit angefiihrten Eintrége sind 0.

Definition

Definition

Definition
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Definition
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Zu jedem A € R™*" mit A;; # 0 existiert eine Frobenius-Matrix F € R™*™ mit!4

(F-A)g=Ap e

Beweis. Wegen A;; # 0 ist die Frobenius-Matrix

1
Sy
F:= . . (6.14)
A 1
wohldefiniert. Zusitzlich gilt
Ale
A A4,
F.A=F.| . = . , (6.15)
Ane Amo*éﬁ]‘Alo
woraus sich (F - A),; = Aje; ergibt. O

Frobenius-Matrizen sind regulir, deren Inverse erhilt man einfach, indem man die
Eintrage unterhalb der Diagonalen negiert.

2242
Essei A = (? Iy 2) € R***, Dann gilt fiir F aus (6.14)
2264
1 000
F=(°;é?8), F1=(
1001

Der obige Satz besagt also, dass die erste Spalte des Matrixprodukts F - A stets ein
Vielfaches des Einheitsvektors e ist. Vergleichbares kann man durch die Verwendung
spezieller Orthogonalmatrizen anstelle von Frobenius-Matrizen erzielen.

Householder!>-Transformation. Fiir v € R™ \ {0} nennt man die Matrix
E- (VZ—V)v -vT die Householder-Transformation zu v.

Jede Householder-Transformation ist orthogonal und symmetrisch.

“Den j-ten kanonischen Basisvektor des R™ bezeichnen wir mit e](.m). Ist die Dimension aus dem Zusam-
menhang klar, so schreiben wir nur e;.

I5HoUSEHOLDER, ALSTON SCOTT: 1904-1993, amerikanischer Mathematiker. Householder arbeitete
schon in den 1930er Jahren in Chicago an mathematischer Biologie. Spiter verlagerte sich sein Interesse
zur numerischen linearen Algebra, und er trug wesentlich zur Systematisierung des anfangs chaotischen
neuen Teilgebiets der Mathematik bei. Er war Prisident der American Mathematical Society (AMS), der
Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM) und der Association for Computing Machinery
(ACM). Er rief 1961 das Gatlinburg Symposium on Numerical Linear Algebra ins Leben, das noch heute unter
dem Namen Householder-Symposium stattfindet.
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Beweis. Die Symmetrie von E — (Tzv)V - vT ist trivial, die Orthogonalitit folgt aus

2 4
E-——v-vDHT . (E- veoyl) = veovl+ — . vy W =E O
(v, v) (v, v) (v, v) (v, v)? :’;

Zu jedem A € R™" mit A,; # 0 existiert eine symmetrische und orthogonale Satz
Matrix H € R™*™ mit
(H-A)a = Aall - er. (6.16)

Beweis. Gilt A,; = ||A.1]|2€1, so ist (6.16) offensichtlich mit H := E erfiillt. Andernfalls
wihlt man die Householder-Transformation

% mit v := A.1 - ||A.1 ||2€1. (617)

Mit dieser Wahl gilt dann (v, v) = 2(v, A,;) und daher

(H-A)=H-Ay=A,~ vyl Ag = Ad e §
(V,V ——
=(v,Aa1)
1 2 -1 Beispiel
Essei A = ( L2 ) e R*3. Dann ist ||A.; ||, = 2, und fiir H wie in (6.17) mit eispie
11 1
v=(-111-1)Tgilt
bt 2-4
11 11 020
H=| 3 2 ?° und H-A= 2
3711 2 030
SR 0-13

u7
Matrizen am Computer

Eine Matrix A € R™*" ist durch endlich viele Werte A1, . . ., A;un € R bestimmt. Setzen
wir voraus, dass eine Computerdarstellung fiir reelle Zahlen zur Verfiigung steht, so
fithrt dies zu einer naheliegenden Computerreprisentation fiir Matrizen.

Computerreprisentation (Datenstruktur Mp"" fiir Matrizen in R"*"). Zur Darstel-
lung einer Matrix A € R"™*" am Computer fiithren wir eine Datenstruktur My™" ein, in
der man lediglich A1y, . . . , Ay so abspeichert, dass mit Hilfe zweier Parameter i undj der
Zugriff auf die Elemente A;; moglich ist. Je nach verwendeter Programmiersprache eignen
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sich dazu Pelder (Arrays) oder geschachtelte Listen'®. Wir gehen davon aus, dass in dieser
Datenstruktur auch der Zugriff auf Untermatrizen, siehe Seite 50, und die Bestimmung
der Dimension einer Matrix zur Verfligung stehen. Wir iibernehmen die entsprechenden
Notationen fiir R™*" aus Abschnitt 6 auch fiir My". Wie schon bei Vektoren und Poly-
nomen kann man auch bei Matrizen eine parametrisierte Datenstruktur einsetzen, um
Matrizen iiber beliebigem Korper K darzustellen, siehe dazu die entsprechenden Bemer-
kungen iiber parametrisierte Datenstrukturen in Band 1.

Die arithmetischen Grundoperationen in R”*" aus Abschnitt 6 sind miihelos auf
My" iibertragbar. Der Rechenaufwand fiir Addition bzw. skalare Multiplikation be-
trigt O(m - n) arithmetische Operationen in R. Fiir A € R"™*! und B € R™" benotigt
man zur klassischen Multiplikation von A und B folgend der Definition von Seite 51
O(m - n - I) arithmetische Operationen in R.

Basierend auf einer Idee von Strassen'” liegen fiir n x n-Matrizen auch Multiplika-
tionsalgorithmen mit einer geringeren asymptotischen Zeitkomplexitit als O(n’) vor.
Fiir A, B € R**? gilt

A A B B C C .

() (s w)-(Er &) me oo
Chi=a+Ap- By
Co=B+y+(An+An—An—An) By
Cy =B +6+Axn - (By +Bip— By —Bp)
Cyp= ﬁ ty+ o)

a=An-Bn

B=a+(Ay +Axpn —Apn) - (B + By — Bia)
¥y = (A2 + Ap) - (Bia — Bi1)

6=(Ay —An) - (Biz — Bp).

(7.19)

Anstelle von 8 Multiplikationen bei der klassischen Multiplikation ben&tigt man in
(7.19) nur 7 Multiplikationen auf Kosten einer groferen Anzahl an Additionen'®, die
man aber aufgrund ihres geringeren Aufwands in Kauf nimmt. Entscheidend ist, dass
(7.18) auch fiir Blockmatrizen gilt, also wenn A; und Bj Matrizen sind, wobei die
Multiplikationen in (7.19) dann selbst Matrixmultiplikationen sind, fiir die man das
Verfahren rekursiv anwendet. Demnach betrachtet man eine Matrix A € R"" fir
n = 2k als aus vier quadratischen Blocken

A — ( 1:k, 1:k | 1:k,k+1:2k ) (7.20)
Aks1:2k, 14| Ak 12k k4 12k

16 Matrizen sind die Basis-Datenstruktur in MaTLAB, das,, MAT" im Namen MarLaB kommt von,,Matrix®,
und nicht von ,Mathematik“. Natiirlich stehen Matrizen auch in Mathematica als eingebaute Datenstruktur
zur Verfigung.

17StRASSEN, VOLKER: ¥1936, deutscher Mathematiker. Arbeitete anfangs an der University of Berkley in
Kalifornien in Statistik und Informationstheorie. Nach der Habilitation in Erlangen wechselte er 1968 an
die Universitit Ziirich, wo sein Interesse fiir Algorithmenanalyse entstand. Er erhielt 2003 den ACM Paris
Kanellakis Theory and Practice Award fiir die Entwicklung eines probabilistischen Primzahltests mit grof3er
Bedeutung fiir die Kryptographie.

8Das von Strassen urspriinglich vorgeschlagene Verfahren benotigt 18 Additionen. Bei sorgsamer Anord-
nungder Berechnungen in (7.19) und Zwischenspeicherung der Resultate kommt man mit nur 15 Additionen
bzw. Subtraktionen aus.
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aufgebaut, analog dazu die Matrix B, und multipliziert A und B (rekursiv) gemif (7.18)
bzw. (7.19). Ist die Dimension der Matrizen ungerade, so fiillt man beide Matrizen wie
in (7.21) mit Nullen auf Dimension 2k x 2k auf, und wegen der Rechenregel fiir

Blockmatrizen | | |
Al0 B|0 A - B|0
(36)-(516) = (%3°%) 720

befindet sich das gesuchte Produkt A - B genau im linken oberen Block des Resultats.
Der Basisfall der Rekursion ist fir n = 1 erreicht, die Multiplikation zweier 1 x 1-
Matrizen kann mittels einer Multiplikation in R realisiert werden, siehe Algorithmus
MultMatStrassen.

Algorithmus MultMatStrassen: Matrixmultiplikation nach Strassen
Aufruf: MultMatStrassen(A, B)
Eingabe: A, B € R"™*".
Ausgabe: C e R™" mitC=A-B.

ifn=1
Cii < Ay - By
else

k< (n+1)div2
A’ « Fiille(A, 2k), B' < Fiille(B, 2k)
A « Teile(A', k, k), B < Teile(B, k, k)
a; <~ Ay +Ap,a; <~ a; — A, a3 < Ay — A ag <~ A —ap
by < Biy — Bi1, by <= By — by, b3 < Biy — Byy, by <~ By — by
p1 ¢ MultMatStrassen(Ai2, B21), p2 < MultMatStrassen(a;, b;)
p3 ¢ MultMatStrassen(ay, By,), ps < MultMatStrassen(A,;, b4)
a < MultMatStrassen (A1, Bi1), B < a+p>
y < MultMatStrassen(ay, b1), 6 < MultMatStrassen(as, b3)
1 %ﬁ‘f'y,Cz %ﬁ'f’é
Ch ««a + P1» Cp < + ps3, Cy <o + Pa, Cyp o+ 14
C « BlOCkM(ltTiX(Cll, C12, C21, C22), C « Cl:n,l:n

return C

Der Unteralgorithmenaufruf Fiille(A, 2k) fullt die Matrix A gemaf3 (7.21) mit Nul-
len auf Dimension 2k x 2k auf, und in Teile(A, k, k) wird die Matrix A in vier Unterma-
trizen wie in (7.20) geteilt. Schlussendlich konstruiert BlockMatrix(Ci1, Ci2, C1, Ca2)
eine Matrix C aus den Blocken Cy;, Ci2, Cy; und Cys.

Ist M (n) der Rechenaufwand von MultMatStrassen zur Multiplikation zweier n x n-
Matrizen, dann gilt unter der Annahme eines konstanten Aufwands fiir die Grundope-
rationen in R

M@2n) <7-M(n) +15- O(n?),

woraus man
M(n) — O(nlogz(7)) ~ O(n2'807)

herleiten kann, siehe [24]. Die Einsparung einer Multiplikation fiihrt also bei rekursiver
Anwendung trotz der weitaus groferen Anzahl von Additionen —immerhin 15 anstelle
von nur 4 bei der klassischen Multiplikation — auf einen asymptotisch geringeren
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Rechenaufwand. Mit dhnlichen wie den gezeigten Techniken kann die asymptotische
Komplexitdt noch weiter verringert werden. Der beste derzeit bekannte Algorithmus
benétigt O(n*?7®) arithmetische Operationen in R. Der administrative Mehraufwand
sowie der Aufwand fiir die zusitzlichen Additionen lohnen sich erst bei grofieren
Matrizen. Die praktische Anwendbarkeit dieser Algorithmen hingt sehr stark von der
konkreten Implementierung und von der verwendeten Hardware ab. Unter bestimmten
Bedingungen kann sich die Strassen-Multiplikation wie in MultMatStrassen schon fiir
Matrizen ab Dimension 16 x 16 auszahlen, siehe [24, 17].

]
Faktorisierung

Ein Zugang zur Losung eines linearen Gleichungssystems A - x = b ist, die Matrix A als
Matrixprodukt M - R darzustellen — man spricht von einer Faktorisierung der Matrix —
und anstelle von A - x = b nacheinander die Probleme

1. lose M -c=b fiirc und 2. loseR-x=c¢ fiirx

zu betrachten. Die Zerlegung hat dabei so zu erfolgen, dass sowohl R - x = ¢ als
auch M - ¢ = b einfacher zu lgsen sind als A - x = b. Dies trifft beispielsweise auf
Gleichungssysteme der Gestalt

Riuxi+Rpxo+...+Riuuxy, =
Rypx, +...+Ryxy, = o
(8.22)
Runxn = ¢
mit einer quadratischen oberen Dreiecksmatrix R mit R;; # 0 firallei = 1,...,n

zu, die wir mit der besonders einfachen Methode der Riickwiirtssubstitution in Ab-
schnitt 9 1osen. Dort sehen wir, dass sich auch Gleichungssysteme mit einer unteren
Dreiecksmatrix oder einer Orthogonalmatrix dhnlich einfach 16sen lassen. Im Folgen-
den beschiftigen wir uns daher mit Algorithmen, die eine Faktorisierung A = M - R
berechnen, in der R eine obere Dreiecksmatrix und M eine untere Dreiecks- oder eine
Orthogonalmatrix ist.

LR-Zerlegung

In der Diskussion der LR-Zerlegung'®, also der Zerlegung in ein Produkt einer linken
unteren und einer rechten oberen Dreiecksmatrix, beschrinken wir uns auf den Fall
einer quadratischen Matrix A € R"*". Selbst wenn diese reguldr ist, kann die Existenz
einer solchen LR-Zerlegung im Allgemeinen nicht garantiert werden. Eine Zerlegung
in abgeschwichter Form ist aber unter Zuhilfenahme von Permutationsmatrizen fiir
jede reguldre Matrix moglich.

YAuch die Bezeichnungen LU-Zerlegung und LU-Dekomposition sind gebrauchlich, sie stammen von
den englischen Bezeichnungen lower und upper fiir die beteiligten Dreiecksmatrizen.
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Problemstellung (LRP-Zerlegung).

Gegeben: A € R™"
mit: A regulr.
Gesucht: L, R, P € R™"
mit: einer unteren Dreiecksmatrix L mit L; = 1 furallei=1,...,n,
einer oberen Dreiecksmatrix R und
einer Permutationsmatrix P so, dass gilt P- A =L - R.

FﬁrAz(%%(sz)) e R¥3giltP- A =L-R mit Beispiel
L:(é?g) R:(é%g) P:(ég?).
201 003 010
LRP-Zerlegung. Zu jeder reguliren Matrix A € R"*" existieren Matrizen Satz

L, R,PeR"™ mitL;=1firallei=1,...,nund
P.-A=L-R, (8.23)

wobei L eine untere bzw. R eine obere Dreiecksmatrix und P eine Permutations-
matrix ist.

Beweis. Wir zeigen (8.23) durch Induktion nach n. Im Fall n = 1 ist A eine obere
Dreiecksmatrix und (8.23) gilt mit L = P = Eund R = A. Ist n > 1, dann ist

I={i| Ay #0} #9, (8.24)

da andernfalls die erste Spalte von A nur aus Nullen bestiinde, im Widerspruch zur
Regularitit von A. Wir wihlen i € I und vertauschen in einem ersten Schritt die erste
und i-te Zeile, d. h.

A=V-A mitV =Vl

und erreichen damit?® A;; # 0. Laut dem Satz von Seite 58 karln man durch Multipli-
kation mit einer Frobenius-Matrix F in der ersten Spalte von A unter der Diagonalen
Nullen erzeugen, sodass F - A die Gestalt

All |A12 s Aln
_ 0
F-A=| . mit A’ € RODx(rD (8.25)

: A’

0|
hat, man vergleiche mit (6.15). Aufgrund der Regularitit von F ist auch F - A und
damit nach Ubung I1.5 auch A’ regulir. Laut Induktionsannahme existieren L', R’ und
PPmitP'-A' =L -R,und mit P = (ll 0) folgt aus (8.25)

0[P
5 -5 (AunlAza ) _ (AnlAiz ) _ [1]0 An|ALzn
rori-p (5f) - (o) - () (o).
—_—— ——
=L =R

20Man beachte, dass i = 1 sein kann, was V = E zur Folge hat.
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Nach Ubung I1.3 gibt es eine Frobenius-Matrix F mit F - P = P - F, sodass

F-P-V-A=P-F-A=L-R

Insgesamt gilt also (8.23) mit

L:=F'.L bzw. P:=P.V. (8.26)
L ist eine untere Dreiecksmatrix mit L;; = 1 fir allei = 1, ..., n, da L ein Produkt
zweier unterer Dreiecksmatrizen mit Einsen entlang der Diagonalen ist. P ist als Produkt
zweier Permutationsmatrizen selbst eine Permutationsmatrix. U

Selbst unter der Zusatzforderung L;; = 1 ist die Eindeutigkeit der LRP-Zerlegung
nicht gegeben, da die Indexmenge I aus (8.24) mehrere Elemente beinhalten kann,
und damit verschiedene Kandidaten fiir die Wahl des Pivotelements A;; zur Verfiigung
stehen. Eindeutigkeit kann nur bei Vorliegen einer (echten) LR-Zerlegung A = L - R
mit L = 1, also P = E, gezeigt werden. In diesem Fall konnen auch Aussagen iiber die
Kondition der Problemstellung getroffen werden. Diese ist Forschungsgegenstand der
jiingeren Vergangenheit, aus [21] sei exemplarisch fiir A = L - R die Abschitzung

IL-LI o llA-Al

< Keel fir [A—A| = 0
IL| Al

mit ke = [L7Y|IR7Y||A]l > x(A) zitiert. Schlechte Kondition der LR-Zerlegung liegt
also jedenfalls bei hoher Konditionszahl von A vor.

Der obige Existenzbeweis zeigt, wie aus einer reguldren Matrix A durch sukzessi-
ves Erzeugen von Nullen unterhalb der Diagonalen mit Hilfe von Multiplikation mit
Frobenius-Matrizen eine Zerlegung P - A = L - R erzeugt werden kann. Beginnend
mit der ersten Spalte erzeugt man Nullen unterhalb der Diagonalen und setzt diesen
Prozess rekursiv mit der nach (8.25) entstehenden Untermatrix A’ fort bis nach n — 1
Schritten der Basisfall der Rekursion erreicht ist und die Matrizen P, L und R wie im
Beweis gezeigt ermittelt werden konnen.

INTNNYSY

011
Wir zerlegen die Matrix A = (% 24 ) e R4, d.h.n =4.EsistI = {2, 3, 4}, wir
2256

i 2242
wihlen etwa?! i = 2, damit ist V = V(:2% und A = (? 5 2). Dann lauten nach
2264
dem Beispiel auf Seite 58

1000 2(242

0 100 i 0[110 / 110
F=1{_ F-A= A:(zza .

;010 0[223 022

1001

0]022

Fir A" kennen wir bereits eine LRP-Zerlegung aus dem Beispiel von Seite 63,

nimlich P/ - A’ = I/ - R mit ' = (6?8),12’ = (6%3) i B = (68?). Fiir
201 003 010

2 Dem Beweis nach istjedes A;; miti € I als Pivotelement zulissig. Fiir einen spiteren Algorithmus ist die
Wahl des Pivotelements jedoch eindeutig festzulegen, meist basiert eine solche Pivotsuche auf numerischen
Uberlegungen, siche Seite 68.
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_ 10
die LRP-Zerlegung von A bilden wir zuerst wie im Beweis P = (8 :
00

i =f=X=}
(=Y Y=Y}

) , durch

Vertauschen der Eintrige der ersten Spalte von F gemif3 P, siche Ubung I1.3, ergibt
1 000 1000
sich F = ( 501 8) und mit L = (8 39 8) schlussendlich nach (8.26)
-3001 0201

010 0110 1000
L= 1010 R=\0022 P=10001)-
1201 0003 0010

Die im Beispiel veranschaulichte Vorgehensweise kann direkt in einem rekursiven
Algorithmus umgesetzt werden. Fiir eine alternative Realisierung als Schleife beobach-
ten wir zunichst, dass sich in der j-ten Zeile von R genau die erste Zeile der Matrix AW
(mit Nullen vor der Diagonalen) befindet??. Die Berechnung von P aus (8.26) erfolgt
nach dem Muster

()5 110\ & 1| o - 10\ /1 0 \:
p=pWyl = (3‘7) v = (0|p(z>\7<z>)V(1) = (O|p(z>)(0|\7(z>)v(1) =...

Nach n — 1 Schritten gilt demnach

(n-1) 2 1) S v fallsj =1
p=vr . yvHov mit vV = 1 ki) .
( 0 |\—,@) falls j > 1.

Aqs dieser Koystruktion d'er v geht hervor, dass jeweils Vv e R™" ynd VO =
VGiH=Lm) (da V) = vOEn—7+D) mit i € [ wiein (8.24)) gelten. Umgekehrt ist klarerweise
()
VO = Vi jur i i
Die Berechnung von L folgt nach (8.26) aufgrund der Blockgestalt von F~! und L
ahnlich wie fiir P oben dem Muster

1 0
—(FHV . [ = &): - T
L= (N1 = (Girfer) = (et ) =

7F2:n71,1

Diese Formel beriicksichtigt bereits das triviale Invertieren der Frobenius-Matrix F")
von Seite 58. In der j-ten Spalte von L steht unterhalb der Diagonalen die erste Spalte von
—FY, zu kldren bleibt nur noch die Berechnung von F9.Dazu bemerken wir, dass im j-
ten Schritt der Rekursion in P¥) genau die aus den Schritten j+1 bis n— 1 akkumulierten
Vertauschungen vorliegen, siehe auch obiges Beispiel. Gemaf$ Ubung I1.3 hat F¥) dann

die Gestalt
EOD = [ p G
FO = ( po . -F} E” S )

Es miissen also alle Zeilenvertauschungen aus den Schritten j + 1 bis n — 1 auf die erste
Spalte von F) angewendet werden. Da diese Vertauschungen aber im j-ten Durchlauf

22Wir verwenden die Notation A0 fiir die Matrix A im j-ten Schritt der Rekursion.
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einer Schleifenrealisierung noch nicht zur Verfiigung stehen, kann man stattdessen
die im j-ten Schritt benotigte Vertauschung VY auf die jeweils ersten Spalten von
FY_ ..., FYD anwenden und erreicht damit letztlich denselben Effekt. Dies bewerk-
stelligt man am besten, indem man im j-ten Durchlauf in der j-ten Spalte von L un-
terhalb der Diagonale vorerst nur F.({) abspeichert und V¥ auf die Spalten 1, ...,j— 1
von LY anwendet.

Zusammengefasst ergibt dies den Schleifenalgorithmus LRPZerlegung, in dem wir
die Ermittlung der Position i des Pivotelements in einen Unteralgorithmus Pivotsuche
auslagern®. Im Unteralgorithmus Frobenius(A) berechnen wir die zu A laut dem Satz
von Seite 58 existierende Frobenius-Matrix (6.14). Fiir die oben beschriebenen Zeilen-
vertauschungen in den vorderen Spalten von L und das dem Invertieren der Frobenius-
Matrizen entsprechende Negieren der Eintrige in der j-ten Spalte unter der Diagonalen
fiihren wir der Ubersichtlichkeit halber einen Unteralgorithmus Tausche(L, V, j) ein.

Algorithmus LRPZerlegung: LRP-Zerlegung von Matrizen
P EM L« EMR—EMA A Aufruf: LRPZerlegung(A)

for jfrom1ton—1 Eingabe: A € R™"
i « Pivotsuche(A’), V « VU-iti-1.n) mit: A ist regulér.
A« Vimjn + AL F Frobenius(A)  Ausgabe: L, R, P € R"™"
Ljnj < F.1, L < Tausche(L, V, ) mit: L...untere Dreiecksmatrix,
Rijw < Al,P < V.-P Li=1firi=1,...,n,
A" (F - A)pnjr1,2:m-j41 R...obere Dreiecksmatrix,
Ry < Ay P...Permutationsmatrix
return (L, R, P) undP-A=L-R.

Wir veranschaulichen den Ablauf des Algorithmus anhand des Beispiels von Sei-
te 63. Wir starten mit A’ = A = (% % g) € R>*3 und j = 1. Wegen A}, # 0 liefert
die (einfache) Pivotsuche i = 1, sodass V = Eund A = A’. Frobenius(A) ergibt
B= (—(1)2 ?) ?) und damit

L:(i?8), R:(é%8), P=FE, F-Az(ééé)), A=(93).
001 001 022

Im nichsten Schritt (j = 2) ist wegen A/, = 0 dann i = 2 und V = V%33,
A entsteht dann durch Vertauschen der ersten mit der zweiten Zeile in A’. Die
Frobenius-Matrix ist jetzt F = E, und in Tausche wird in der ersten Spalte von L
der zweite mit dem dritten Eintrag vertauscht. Damit ist A’ = (3) € R!*!, und mit
R33 = 3 erhilt man abschlieflend

L:(é?8) R:(éig) P:V-P:(é
201 003 0

—Oo o
o—O

Z3Eine einfache Realisierung von Pivotsuche(A’) wihlt das kleinste i mit A}, # 0, fiir Alternativen verwei-
sen wir auf die Diskussion auf den Seiten 68 und 69.
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Vernachlissigt man zunichst den Aufwand fir die Pivotsuche, so sind im j-ten
Schleifendurchlauf maximal jeweils (n—j)? Divisionen, Multiplikationen bzw. Subtrak-
tionen in R zum Erzeugen von Nullen notwendig, den Aufwand fuir die Vertauschungen
kann man gegentiber den arithmetischen Operationen vernachlissigen. Da die Schleife
(n—1)-mal durchlaufen wird, betragt der Aufwand fiir LRPZerlegung schlechtestenfalls
O(n?) arithmetische Operationen®* in R.

Computerprogrammierung (Speicherplatzoptimierung). Die untere Dreiecksmatrix
L und die obere Dreiecksmatrix R konnen gemeinsam in einer einzigen n x n-Matrix
abgelegt werden. Da die Eintrige Li; = 1 ja nicht gespeichert werden miissen, kann man
oberhalb und in der Diagonalen die Eintrige von R bzw. unterhalb der Diagonalen die
verbleibenden Eintrige von L speichern.

Wir wenden uns nun der Frage nach der numerischen Stabilitdt der Gleitkomma-
realisierung? von LRPZerlegung zu. Im folgenden Satz nach [15] gehen wir zunichst
auf die LRPZerlegung ohne Pivotsuche ein, d. h. eine echte LR-Zerlegung, in der in jedem
Schritt A}, als Pivotelement verwendet wird.

Riickwiirtsfehler in LRPZerlegung. Sei A € R™" und A die entsprechend ge- Satz
rundete Grofe. Besitzen A und A eine LRP-Zerlegung mit P = E, dann liefert die
Gleitkommarealisierung des Algorithmus LRPZerlegung ohne Pivotsuche Matrizen

Lund RmitA = [ - R, wobei A € R"”*" und

1A= Allso S 2nl|LlloolIRlloc - u fiir u — 0. (8.27)

Auf den ersten Blick scheint dieses Resultat die normweise Stabilitit im Sinne der
Riickwirtsanalyse zu liefern. Das Problem jedoch ist, dass in der oberen Schranke in
(8.27) nicht ||A|| 0, sondern nur ||L|| oo || R|| 0o auftritt.

Sei A = (°9'1). Dann fithrt LRPZerlegung ohne Pivotsuche in Gleitkomma- Beispiel
arithmetik auf L = (¢, 9) und R = (9" _J,). Es ergibt sich [|L]| = 1001,
IRlloo = 999 bzw. | L]l s | R]lco = 999999 im Vergleich zu [|Al| s = 2.

Das Produkt ||L||so||R]|ss kann also deutlich grofler als IA]lso sein, sodass Riick-
wirtsstabilitdt durch (8.27) nicht garantiert ist. Der Pivotsuche kommt somit auch aus
numerischer Sicht grofie Bedeutung zu, da mit ihrer Hilfe die Elemente des Faktors L
beschrinkt werden kénnen, was sich dann vorteilhaft auf || L|| oo || R|| oo bei Gleitkomma-
realisierung auswirkt. Im j-ten Schleifendurchlauf entsteht durch Zeilenvertauschung

24In [24] ist gezeigt, dass der asymptotische Rechenaufwand fiir eine LRP-Zerlegung mit jenem der
Matrixmultiplikation iibereinstimmt. Ein Blick auf Seite 62 zeigt daher, dass eine LRP-Zerlegung auch mit
einem geringeren Aufwand als O(n*) berechnet werden kann.

BAlle Stabilititsaussagen in diesem Abschnitt iiber LRPZerlegung beruhen auf einer Umsetzung des
Algorithmus, in der die elementaren Zeilenumformungen auf A (das Vertauschen zweier Zeilen und das
Erzeugen von Nullen) ohne Matrixmultiplikation direkt auf der Matrix-Datenstruktur gemif (6.13) bzw.
(6.15) durchgefiihrt werden, siehe auch Ubung I1.7.
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aus A'UD g RO=+Dx(n=+1) dje Matrix AV e ROTHDX(=+1) fp die

A0

L@, =L firallei=0,...,n —j (8.28)
-

gilt, da in der j-ten Spalte von LY gerade die negierten Eintrige der Frobenius-Matrix
FU stehen, sieche die Seiten 58 und 66. Wihlt man als Pivotelement im Rahmen der
Spaltenpivotsuche das betragsgrofite aller moglichen Elemente der ersten Spalte von
AU s0 gilt

20 _ 20

Ajll = ALl

|Af ] kzl?}fﬁfﬁﬁl' k1l
Aus (8.28) folgt damit |L§]J2j’j| < 1. Da der Unteralgorithmus Vertausche lediglich Po-
sitionsdnderungen bewirken kann, gilt |L;| < 1 fiir alle Eintrédge der resultierenden
Dreiecksmatrix L = L") € R"*" und daher

ILlloo < n. (8.29)

Wir betrachten erneut A = (9! 1). Dann fithrt LRPZerlegung mit Spaltenpivot-
suche in Gleitkommaarithmetik zu L = (/; 1), R = (} gdoo) und P = (V}),

insbesondere gilt dann ILloo = 1.001.

Im Hinblick auf die Auswirkung von LRPZerlegung auf R betrachtet man den
Wachstumsfaktor

A’(])
max 4]
k=1, n
w(a) = (8.30)
~max |A;]|
i,k=1,...,
der Matrix A = A. Fiir die Norm von R ergibt sich damit
IRlleo < 7+ max |Rig| <nw(A)|Allo. (8.31)
i,k=1,...,

Die Aussage (8.27) aus dem Satz von Seite 67 gilt auch, wenn A eine beliebige regulire
Matrix ist, und L, R die Ergebnisse bei Gleitkommarealisierung von LRPZerlegung mit
Spaltenpivotsuche sind, siehe [6]. Mit (8.29) und (8.31) folgt daher die Abschitzung

A - Al <20°w(A)|Alloe -u fiiru — 0.

Da der Algorithmus LRPZerlegung O(n’) elementare Rechenoperationen?® benotigt,
entscheidet letztlich der Wachstumsfaktor von A tiber die Riickwirtsstabilitét bei Gleit-
kommarealisierung. In vielen praktischen Anwendungen kann LRPZerlegung (mit
Spaltenpivotsuche) aufgrund eines niedrigen Wachstumsfaktors als stabil betrachtet

26Der Aufwand der Spaltenpivotsuche betragt O(n?) Vergleichsoperationen und ist im Vergleich zum
Aufwand fiir die arithmetischen Operationen vernachlissigbar.
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werden. Allgemein ist bei Spaltenpivotsuche jedoch nur die Abschitzung
w(A) < 2" (8.32)

moglich, Gleichheit gilt etwa fiir die von Wilkinson?” angefiihrte Matrix

A= E | e rmen, (8.33)
-1 ... -1 1

siche Ubungsaufgabe I1.9. In bei Spaltenpivotsuche numerisch instabilen Situationen
kann durch eine Totalpivotsuche, bei der nicht nur in der ersten Spalte von AU~ son-
dern in der gesamten Matrix nach einem Pivotelement gesucht wird, Abhilfe geschaffen
werden?8. Dabei konnen neben Zeilen- auch Spaltenvertauschungen auftreten, sodass
die resultierende Zerlegung die Gestalt P - A - Q = L - R mit einer weiteren Permutati-

onsmatrix Q besitzt, siche [12] fiir Details.
Abschliefend sei noch die Cholesky® -Zerlegung fiir symmetrische, positiv definite

Matrizen A € R"*", also Matrizen mit (A-x, x) > 0 fiir alle x € R” mitx # 0, erwihnt.
Dabei handelt es sich um die eindeutige Faktorisierung

A=L-LT (8.34)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L mit L; > 0 fiir alle i = 1, ..., n. Diese kann
in Vergleich zur LRP-Zerlegung mit etwa halb so hohem Rechenaufwand bzw. Spei-
cherplatzbedarf und auf stets numerisch stabile Weise ermittelt werden, siehe [15] fiir
Details.

QR-Zerlegung

Neben der LRP-Zerlegung spielt auch die QR-Zerlegung, welche wir fiir rechteckige
Matrizen mit vollem Rang diskutieren?®, eine zentrale Rolle. Es handelt sich dabei um
die Faktorisierung einer Matrix in eine orthogonale Matrix und eine obere Dreiecks-
matrix.

27WILKINSON, JAMES HARDY: 1919-1986, englischer Mathematiker. Als Assistent von Turing am National
Physical Laboratory in London beschiftigte er sich schon mit Gleitkommaarithmetik, bevor es die ersten
Computer gab. Wilkinson ist Begriinder der numerischen linearen Algebra und erhielt 1970 den Turing-Preis
der Association of Computing Machinery (ACM) und den von-Neumann-Preis der Society for Industrial
and Applied Mathematics (SIAM).

ZDer Aufwand hierbei betragt jedoch O(r®) Vergleichsoperationen und ist daher im Vergleich zum
Aufwand fiir die arithmetischen Operationen nicht mehr vernachléssigbar.

29CHOLESKY, ANDRE-Louis: 1875-1918, franzosischer Mathematiker. Er arbeitete fiir die franzosische
Armee in der Landvermessung in Frankreich, Nordafrika und Kreta. Anfang des 20. Jahrhunderts wurde der
Paris-Meridian, der vor dem Greenwich-Nullmeridian in vielen Lindern als Referenz verwendet wurde, neu
justiert. Dies verlangte nach einer Anpassung des Koordinatengitters auch in Frankreich, was fiir die Armee
von hochster Bedeutung war. In diesem Zuge entwickelte Cholesky die nach ihm benannte Matrixzerlegung
als eine Methode zur Losung der Normalgleichung in der linearen Ausgleichsrechnung, siehe Seite 89.

30 Auch eine LRP-Zerlegung ist fiir rechteckige Matrizen mit vollem Rang durchfiihrbar, Grundlage dafiir
ist der Satz auf Seite 58.
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Problemstellung (QR-Zerlegung).
Gegeben: A € R™**"
mit: rg(A) = n.
Gesucht: Q € R™*™ R e R™*"
mit:  einer orthogonalen Matrix Q und
einer oberen Dreiecksmatrix Rmit R; > Ofiirallei=1,...,n
so,dass gilt A= Q- R.

Zur Konstruktion einer QR-Zerlegung bedient man sich dhnlich der LRP-Zerlegung
Matrixmultiplikationen, um spaltenweise unterhalb der Diagonalen von A Nullen zu
erzeugen. Dazu konnen, wie schon auf Seite 59 angedeutet, anstelle der Frobenius-
Matrizen geeignete Householder-Transformationen verwendet werden.

QR-Zerlegung. Fiir jedes A € R™*" mit rg(A) = n existieren eine orthogonale
Matrix Q € R™*™ und eine obere Dreiecksmatrix R € R”*" mit R;; > 0 fiir alle
i=1,...,nmitA=Q-R.

Beweis. Wegen rg(A) = n ist A,; # 0. Nach dem Satz von Seite 59 existiert eine
symmetrische und orthogonale Matrix H € R"™ " mit (H - A).,; = ||A.ll2e1. Wir
verwenden Induktion nach n.Im Falln = 1ist H-A = (H - A).; = ||A.1]|»€1, d.h.
A =H"|A4le; und

Q=H'=H'=H R = [|A.ll2e
liefert die gewtinschte Zerlegung. Ist n > 1, so hat H - A die Gestalt

lAerllz| 12 - - - 1n
0
P mit A’ e RV (D) (8.35)
0

undr; € Rftirallej =2, ..., n. Esist rg(A") = n — 1, siehe Ubung 1.1, und A}, # 0,
da sonst die ersten beiden Spalten in (8.35) im Widerspruch zu rg(A) = # linear
abhingig wiren. Somit existieren laut Induktionsannahme eine orthogonale Matrix
Q' e RI™ (=1 ynd eine obere Dreiecksmatrix R* € R™ VX1 mit R > 0 fiir

i=1,...,n—1lundA =Q -R.ZuQ := (%}%) gilt mit

Q:=H-Q Ri= (Ll ) (8.36)
jedenfalls R; > 0 fiiri = 1, ..., n und durch Multiplikation von Blockmatrizen

Wegen H = H! ist daher Q - R = A. Als Produkt orthogonaler Matrizen ist Q ortho-
gonal, und R ist klarerweise eine obere Dreiecksmatrix. ]
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Wegen R;; = 0 firj < i < m gilt zudem™

. A 5| Q=Qua e R
A= (Qualouen) (K2 = Q- R m“[R:m:ERMw (8.37)

Man spricht bei A = Q - R von der diinnen QR-Zerlegung von A. Wegen rg(A) = n sind
die Faktoren Q € R™*" und R € R"™*" eindeutig bestimmt. Aus ATA = RTQTQR =
RTR sieht man nimlich, dass R” genau dem eindeutig bestimmten (reguliren) Faktor
LmitL; > Ofurallei =1, ..., naus der Cholesky-Zerlegung (8.34) der wegen (6.8)
reguliren Matrix A A entspricht. Die Eindeutigkeit von Q folgt dannaus Q = A - R,
Die (volle) QR-Zerlegung aus dem Satz von Seite 70 ist hingegen nicht eindeutig, da ja
fiir jede andere orthogonale Matrix Q = (Q| Q) ebenfalls A = Q- R gilt.

Zur Datenfehlerverstirkung bei der QR-Zerlegung zitieren wir den folgenden Satz
aus [15]:

Datenfehlerverstirkung bei der QR-Zerlegung. Seien A, A e R"™" mitrg(A) =
rg(A) = nund A = Q- Rbzw. A = Q - R deren diinne QR-Zerlegungen. Dann
gilt

IR - Rll¢ |A-Allr ~
— = < ukp(A)————  fiur [A—Allp = 0,
IR " IAllp

IA - Allp

fiir |[A —Allr — 0,
Al

1Q - Qllr < cmkr(A)

mit einer Konstanten ¢, die nur von m abhingt.

Ahnlich wie bei der LR-Zerlegung auf Seite 64 ist fiir die Kondition des Problems die
Konditionszahl der Matrix A ausschlaggebend. Ist diese hoch, so muss bei der QR-
Zerlegung mit starker Datenfehlerverstirkung gerechnet werden.

Der konstruktive Existenzbeweis liefert einen rekursiven Algorithmus zur QR-
Zerlegung von A. Mittels einer orthogonalen Transformation H wird A in die Gestalt
(8.35) gebracht, ehe mit A’ der Prozess rekursiv fortgesetzt wird. Die gesuchten Q und
R ergeben sich dann aus (8.36). Ein geeignetes H berechnen wir der Ubersichtlichkeit
halber in einem Unteralgorithmus Householder, der auf dem konstruktiven Existenz-
beweis des Satzes von Seite 59 beruht. Bei einer Gleitkommaberechnung von H ist zu
beachten, dass es bei der Subtraktion A;; — ||A,; ||, zur Bestimmung der ersten Kom-
ponente des Vektors v laut (6.17) im Fall A;; > 0 zu Ausléschung kommen kann. Dies
kann man vermeiden, wenn v; nach

— [l Azm1 113
v = ] RurlAal: falls A1 > 0
Ay — ||Aall2  sonst

3lRiir A € R™*" bezeichnen wir mit A,ij fur 1 < i < j < n die Untermatrix Ay, ;;j und mit A;;j, far
1 < i <j < mdie Untermatrix Aj; 1:4.

Satz
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berechnet wird?. Es sei auch darauf hingewiesen, dass der Fall A,; = ||A,;]2€;, d. h.
H = E, genau dann eintritt, wenn [|Ay., 1113 = 0.

Algorithmus Householder: Householder-Transformation

v A, s — (Apmi, Azmi) Aufruf: Householder(A)
a — JA} +s Eingabe: A € R™*"
ifs=0 mit: A,; # 0.
H « Em Ausgabe: H € R™*™
else mit: H symmetrisch, orthogonal und
ifA;; >0 (H-A)a = Aallz - ey
Vl S Aljira
else

V1 FAH—(X

(m)_ 2, ,7T
H «E i

return H

Die Struktur des Induktionsbeweises zur Existenz einer QR-Zerlegung erinnert
an die LRP-Zerlegung, daher kann auch die Berechnung einer QR-Zerlegung in einer
Schleife in dhnlicher Weise erfolgen. Da man schrittweise immer in der rechten un-
teren Untermatrix A’ voranschreitet, arbeitet man im j-ten Schritt auf einer Matrix
AV e RUmH1=)x(m+15) | die mittels einer orthogonalen Matrix H) e R(m+1=)x(m+1-)
in die Gestalt (8.35) transformiert wird. Die Berechnung von Q erinnert an jene von P
bei der LRP-Zerlegung auf Seite 65, das Berechnungsmuster lautet

= 1/0 1l o 1| o 1] 0
Q=H"YQW=HW (3}@) =HWY <0|H(2’Q(2)) =HW (0|H(2)) <0|Q(z)) =...

Daraus ergibt sich

_ _ . HY falls j = 1
Q=Q"-...-Q" mitQ” =1 e .
(W) fallS] > 1,
was aufgrund der Symmetrie aller QU sofort zu

R=QT - A=@Q")T......Q"T.A=Q".....Q".A (8.38)

fiihrt. Somit kénnen Q = Q™ und R = R™ beginnend mit Q® = E bzw. R® = A
schrittweise nach

QY = QU . QU RY = QW . R~V
berechnet werden, wobei sich durch die Blockgestalt von QU

QY = QU™ . QY = (%1, Q) - QY = (i), @b, 1Y) und

2 2 2
—MA2milly _ Af—llAerlly

32 .
Es gilt 7 SiAclh = A+l

=An — lAall.
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. . -1 (-1 -1 (G-1)
;) :Q(])‘R(ifl Q(] Ry, 11]1|R1]1]n Ry, 11]1| Rijijn
o [r7D o [HORTD

jom,jin jm,jin

ergeben. Zur Berechnung von Q¥ bzw. R muss daher lediglich H) mit den Spalten j

bis m von QU bzw. der Untermatrix R ") multipliziert werden. Im j-ten Durchlauf

\jim,jin
wird die Untermatrix RO mjm = H 0 R]E’m’l]-m gebildet. Deren erste Spalte ist wegen (8.36)

ein Vielfaches von e(m E 2 ) und findet sich im Endresultat R als R;.n,j- Insgesamt ergibt

sich so der Algorlthmus QRMatHouseholder.

Algorithmus QRMatHouseholder: QR-Zerlegung von Matrizen nach Householder

Q«—EMRA Aufruf: QRMatHouseholder(A)
for j from 1 to n Eingabe: A € R"™*"
A" < R jin mit: rg(A) = n.
H < Householder(A") Ausgabe: Q € R™*"™ R e R™*"
O & g 2 5T mit: Q ist orthogonal,
Riim,jm <= H - Rinjin R ist eine obere Dreiecksmatrix mit
return (Q, R) R; > Oftrallei=1,...,nund
A=Q- R
12 - -
Rufen wir QRMatHouseholder mit A = ( 103 ) e R**3 auf, so sind nach dem Beispiel
111

ersten Schritt Q) = HW und RY = HV . A mit HY = H aus dem Beispiel von
Seite 59. Fiir j = 2 liefert der Aufruf Householder(A’®) mit A’® = (Jlgs §) unter

Verwendung des Vektors v = (—1.09808 1.5 —1.5)T

. . 0.57735 0.57735 ~0.57735 .
die Matrix H® = ( 0.57735 0.211325 0.788675 ) Daraus ergeben sich
—~0.57735 0.788675 0.211325

0.5 —0.288675 0.211325 0.788675
—0.5 0.288675 0.788675 0.211325 0 0.633975

(2) 8'2 00'8265?5962755 0 59735 0 507735 (2) (2) 2388508 1 713205
Q :(" ; 0.7 ) und R :(8'0 2.'36603)-
SchlieBlich ergibt bei j = 3 der Aufruf Householder(A'™) mit A"® = ( 225%2.)
mit Hilfe von v = (~0.0834643 0.633975)" die Matrix H® = (553325 28815 ),

und schlussendlich

0.5 —0.288675 0.408248 —0.707107

s 0.5 0.866025 0 0
Q= Q( ) — [ 0.5 —0.288675 0.408248 0.707107 und
—0.5 0.288675 0.816497 0

2 =05 1

R = R® = ( 0259808 —1.73205
0 0 244949 |-
0 0 0

Computerprogrammierung (Rechenzeit- und Speicheroptimierung). Da HY die
Gestalt E™1) — By . v mit B € RE aufweist, gilt fir alle Q € R™™15 ynd
Re R(mﬂfj)x(nﬂfj)

Q-HY =Q-w-vl' mitw=BQ-vbzw.

. 8.39
HY .-R=R-v-wl' mitw=pR"v. (8.39)
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Die in QRMatHouseholder angefiihrten Matrixmultiplikationen kénnen also mit einem
Aufwand von O(m?) bzw. O(m - n) realisiert werden. Die explizite Berechnung von H 0)
ist dafiir nicht unbedingt notwendig, da lediglich v benotigt wird. Zum Speichern von v
bietet sich der unterhalb der Diagonalen von R frei werdende Speicherplatz an, fiir Details
sieche etwa [11].

Im j-ten Schleifendurchlauf ist H e R"1=)x(m+1-) der Aufwand fiir deren
Berechnung in Householder betrigt O(m?). Der Rechenaufwand fiir die Berechnung
von QY und RV betrigt O(m?) bzw. O(m - n) Grundoperationen. Nach n Schleifen-
durchlidufen ergibt sich fiir QRMatHouseholder ein Gesamtaufwand von O(m?n) arith-
metischen Operationen in R, selbst wenn wir in Householder die gesamte Matrix H
berechnen. Im Spezialfall m = n ergibt das wie bei der LR-Zerlegung O(m?) Elementar-
operationen, eine detaillierte Analyse offenbart aber einen anniahernd doppelt so hohen
Rechenaufwand®, siehe [6]. In vielen Anwendungen wird die Matrix Q nicht expli-
zit berechnet, da man fiir die an eine QR-Zerlegung anschlieflenden Berechnungen oft
analog zu (8.39) lediglich die Vektoren v) aus den Householder-Transformationen be-
notigt. In solchen Fillen liegt dann der Aufwand fiir diese (modifizierte) Householder-
Transformation bei O(m), der Gesamtaufwand fuir eine entsprechende QR-Zerlegung
(ohne Berechnung von Q) liegt dann lediglich bei O(mn?) arithmetischen Operationen
in R, siehe [11].

Grundlage fur eine Aussage zur numerischen Stabilitit der QR-Zerlegung ist der
folgende Satz nach [15]:

Riickwirtsstabilitit von QRMatHouseholder. Sei A € R™*" eine Matrix mit
rg(A) = nund A e R™" die entsprechend gerundete Grofle mit rg(;\) = n.Dann
liefert die Gleitkommarealisierung des Algorithmus QRMatHouseholder Matrizen
Qe R™™ynd R e R™" mit Q- R = A, wobei A € R™*" und

A—A
w<«/_mnu fiiru — 0.
lAllF

Da unter der Voraussetzung rg(A) = n die Stabilititszahl /nmn jedenfalls von der
gleichen Grofienordnung wie die Anzahl der Elementaroperationen ist, ist die Gleit-
kommarealisierung von QRMatHouseholder — anders als jene von LRPZerlegung — stets
stabil im Sinne der Riickwirtsanalyse.

Die diinne QR-Zerlegung kann alternativ zu (8.37) auch mit Hilfe des Gram-
Schmidt-Verfahrens zur Orthonormalisierung von # linear unabhingigen Vektoren
a; € R™, hier aufgefasst als Spalten A,; einer Matrix A € R”*" mit rg(A) = n, berech-
net werden. Wir betrachten dazu den Algorithmus GramSchmidtMod, siehe Band I,
Seite 113, und bezeichnen mit v ) e R™ die Vektoren am Ende des i-ten Durchlaufs der

duleren Schleife. Definieren wir damit die Matrix V¥ e R"™*" gemif3 V( = v , gllt

insbesondere V(© = A. Der i-te Schritt in der duleren Schleife von GramSchmldtMod
lasst sich nun als Multiplikation einer oberen Dreiecksmatrix R € R" " von rechts

3Wir erinnern daran, dass in der asymptotischen Komplexitit konstante Faktoren keine Rolle spielen,
. 3 3
so gilt etwa sowohl %5~ = O(m?) als auch 2% = 0(m?).
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zur Matrix V1 e R™*" quffassen, also V) = VE-DRO Dabei ist R? gerade durch

1

1 .
1 it - (i=1)
; L i . rii = |lv;" 7’|l und
R(z) — i mit | = sz(ifl) V(iil)) firi > i
ij = = \Vi > Vi ]

i

definiert, vergleiche mit (12.20) in Band I. Somit ergibt sich die diinne QR-Zerlegung
aus
Q =y = y-Dpm — 4 RORD . R
=R-1
was erklart, weshalb man das Gram-Schmidt-Verfahren als triangulire Orthogona-
lisierung verstehen kann. Im Gegensatz dazu entspricht die QR-Zerlegung mittels
Householder-Transformation wegen (8.38) einer orthogonalen Triangulierung.

Hmo
Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit gegebener Matrix A € R™*" und rechter Seite
b € R™ lisst sich unter Zuhilfenahme der Matrixmultiplikation kompakt in der Form
A - x = b anschreiben. Jedes X mit A - X = b nennt man eine Lisung des Gleichungs-
systems. Aus der Linearen Algebra setzen wir als bekannt voraus, dass ein lineares
Gleichungssystem keine, genau eine oder unendlich viele Losungen besitzen kann. Wir
wollen uns in diesem Abschnitt auf den Fall reguldrer Matrizen mit eindeutiger Lisung
X = A”'b konzentrieren.

Problemstellung (Lineares Gleichungssystem).
Gegeben: A e R™" beR"
mit: A ist regular.
Gesucht: x e R”
mit: A-Xx=b.

Bei der Untersuchung der Kondition des linearen Gleichungssystems betrachten
wir zunichst lediglich die rechte Seite b als fehleranfillige Eingabegrofle. Das Problem
wird dann durch die Abbildung

pa: R" > R", bi> A" (9.40)

beschrieben. Liegt anstelle von b ein Vektor b vor, so lautet die Lésung anstelle von
X = @a(b) dann x = @4 (b), und der Fehler ist durch

¥-x=AYb-b)

gegeben. Durch Abschitzung mit Hilfe der induzierten Norm von Seite 55 ergibt sich
der folgende Satz zur normweisen Kondition des Problems:
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Kondition eines linearen Gleichungssystems. Die normweise absolute bzw. re-
lative Kondition des Problems (¢4, b) mit ¢4 nach (9.40) ist bez. ||-|| durch

o 1]l O
Kabs = [|A™ ||« Krel = W”A Il
o

mit b # 0 fir k. gegeben.

Wegen ||A7'b||q = [|X|lo und der Vertriglichkeit [|A - X||o < [|AllallX]l gilt

blla oy, A Xla o
K = — o A e =~ A o < AlallA e = Ka(A),  (9.41)
1A~ bl o %l : o

die relative Kondition lésst sich also durch die Konditionszahl der Matrix abschatzen.
Zur Untersuchung der Auswirkung von Stérungen der Matrix A auf A™!b (bei fixem
b) betrachtet man die Abbildung

¢p: {A e R™" | Aregulir} - R", A> A™'b.

Da dabei ¢}, (A) mit (pb(A) verglichen werden soll, stellt sich die Frage, unter welcher
Bedingung an die Datenstorung die resultierende Matrix A tiberhaupt invertierbar ist.
Fiir eine Konditionsanalyse verweisen wir auf [6] und erwdhnen lediglich, dass auch
die normweise relative Kondition des Problems (¢, A) durch die Konditionszahl der
Matrix abschitzbar ist, also

Kre] < Ka(A)s (942)

vergleiche mit (9.41). Im Hinblick auf Datenstorungen sowohl in A als auch b, fithren
wir abschlieend noch die Fehlerabschitzung

1% = %la Kam)(”A‘A”“ ) ||b—b||a) e 1A — Al — 0. 15— bll — 0
1%« Al 101l

an, die sich durch Kombination der obigen Resultate ergibt. Sie unterstreicht die zen-
trale Rolle, die die Konditionszahl x,(A) der Matrix A bei der Beurteilung der Daten-
stabilitdt eines linearen Gleichungssystems spielt.

Fiir eine effiziente algorithmische Losung eines linearen Gleichungssystems ist die
Losungsformel X = A™!b aufgrund des mit der Invertierung der Matrix verbundenen
Rechenaufwands in der Regel nicht geeignet. Vielmehr kommen zwei Klassen von
Methoden zum Einsatz. Direkte Verfahren basieren auf einer Faktorisierung der Matrix
A und liefern bei Vernachldssigung von Rundungsfehlern in endlich vielen Schritten
die exakte Losung A™'b des Gleichungssystems. Dem gegeniiber stehen sogenannte
iterative Verfahren, in denen eine Folge von Naherungslosungen konstruiert wird, die
im Idealfall gegen die Losung konvergiert.
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Direkte Verfahren

Wir betrachten zunichst das lineare Gleichungssystem (8.22) von Seite 62 mit oberer
Dreiecksmatrix R.

Problemstellung (Lineares Gleichungssystem mit oberer Dreiecksmatrix).
Gegeben: R e R™" ¢ eR"
mit: R ist obere Dreiecksmatrix mit R; # 0 firi=1,..., n.
Gesucht: x e R”
mit: R-x=c.

Aus der dortigen Darstellung ergibt sich aus der n-ten Zeile X, = ¢,/Ruy, und die
verbleibenden Zeilen lauten

R11X1 + R12X2 +...+ Rl,n,lxn,l = (- RM)_C”
R22X2 +...+ Rz,n,lxn,l = - Rzn)_(?n
Rnfl,nflxnfl = Cp-1— Rnfl,n;Cn-

Da dies wieder ein System mit oberer Dreiecksmatrix und von Null verschiedenen Dia-
gonalelementen ist, kann dieser Prozess rekursiv fortgesetzt werden, bis aus der ersten
Zeile x; berechnet ist, daher der Name Riickwiirtssubstitution. Die Schleifenumsetzung
findet sich im Algorithmus RiickSubMat. Vollig analog 16st man in einem Algorithmus
VorSubMat mittels Vorwirtssubstitution Gleichungssysteme L - ¢ = b fiir eine untere
Dreiecksmatrix L mit L; # 0 firi=1,...,n.

Algorithmus RiickSubMat. Rickwirtssubstitution zur Losung von R - x = ¢

for i from n to 1 by —1 Aufruf: RiickSubMat(R, c)
S ¢ Eingabe: R € R™", ¢ € R"
forjfromi+ 1ton mit: R obere Dreiecksmatrix mit
S%S—Ri]’?z]' R,-,-—T/OﬁiriZI,...,n.
Ko & Ausgabe: x € R”

return mit: R-x =c.

Fiir Vorwirts- und Riickwirtssubstitution betrdgt der Rechenaufwand fiir die i-te
Zeile je n — i Multiplikationen und Subtraktionen sowie eine Division, sodass ins-
gesamt jeweils O(n?) Elementaroperationen in R notwendig sind. Auskuntft {iber den
Riickwirtsfehler bei Gleitkommarealisierung von RiickSubMat gibt der folgende Satz*:

Riickwirtsfehler von RiickSubMat. Seien R € R"*" eine obere Dreiecksmatrix Satz
mit R; # 0 firi = 1,...,n bzw. ¢ € R” und R bzw. ¢ die entsprechenden
gerundeten Groflen mit Ri #0firi=1,...,n Die Gleitkommarealisierung des
Algorithmus RiickSubMat zur Losung von R - x = ¢ liefert eine Ndherung X € R”

34Ein analoges Resultat gilt fiir VorSubMat.
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mit _
R-X=¢ mitc=7C¢und (9.43)

IR -Rlleo S nullRl|ls fiiru — 0. (9.44)

~

Beweis. Aus dem Algorithmus RiickSubMat folgt die Darstellung

X = Ri (Ci = (Ri i+1ms Q_Ciﬂzn)) furi=1,...,n—-1 (9.45)
11

Bei Durchfithrung in Gleitkommaarithmetik ergibt sich damit

1
X = T(l +£1')(1 +£1{) (Ei_gi) (9.46)
mit der Abschitzung |g| < wu, |¢/| < u fiir die bei der Division und Subtraktion
entstehenden Rundungsfehler. Mit §; bezeichnen wir das Gleitkommaresultat der Be-
rechnung von (R; i+1:1, Xi+1:1)- Aus der Riickwirtsfehleranalyse des Skalarprodukts aus
Band I leitet sich die Beziehung

- A

Si = (Ri,iﬂ:ns 9~Ci+1:n)
ab, wobei furallej=i+1,...,n

|IA217—1~217| §(n—i+1)u|1~2ﬁ| firu— 0

gilt. Somit fithren ¢ := ¢ und Ry = (HES% fir k = 1,...,n (mit g, = 0) zur
Aussage des Satzes,dan —k+1 < nund
|1A2kk—Rkk| §nu|1~2kk| fiiru — 0. L]

Da die Stabilitdtszahl n aus (9.44) deutlich unter der Anzahl der Elementaroperatio-
nen O(n?) liegt, ist die Gleitkommarealisierung von RiickSubMat also stets numerisch
stabil im Sinne der Ruckwirtsanalyse.

Losung eines linearen Gleichungssystems mittels GauBschem Algorithmus

Liegt im Hinblick auf A - x = b eine Zerlegung A = L - R vor, so lasst sich dieses
System unter Verwendung von VorSubMat und RiickSubMat in zwei Hauptschritten
gemif$ Seite 62 mit M = L losen. Bedenken wir, dass fur invertierbare Matrizen A in
der Regel nur die Darstellung P - A = L - R mit reguldrem P moglich ist, so erhalten wir
aufgrund der daraus resultierenden Aquivalenz der Gleichungssysteme A - x = b und
P-A-x=P-bden Gaupschen Algorithmus® LGSGaufs.

35 Als GauBischer Algorithmus wird oft auch folgende Vorgehensweise bezeichnet: Man bringt A durch
elementare Zeilenoperationen in Rechtecksgestalt, was als L™ P - A = R ausgedriickt werden kann. Wegen
A-x=b & R-x=L"'P-bwendetman dieselben Umformungen auf die rechte Seite b an und hat dann
ein System mit oberer Dreiecksmatrix zu 16sen. Der Unterschied zu LGSGauf ist marginal und offenbart
sich etwa dann, wenn mehrere Gleichungssysteme mit gleicher Matrix und variierender rechter Seite zu
losen sind, da dann in dieser Vorgehensweise die gesamte Berechnung fiir jede rechte Seite neu durchgefiihrt
werden muss. Die LRP-Zerlegung hingegen muss nur einmal berechnet werden, lediglich Vorwirts- und
Riickwirtssubstitution sind erneut durchzufiihren.
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Algorithmus LGSGaufs: Losung von A - x = b nach Gaufl

(L, R, P) < LRPZerlegung(A) Aufruf: LGSGauf(A, b)

b«P-b Eingabe: A € R™", b e R"
¢ « VorSubMat(L, b) mit: A regulr.

X « RiickSubMat(R, c) Ausgabe: x € R"

return x mit: A-x =b.

Der Gesamtaufwand fiir LGSGauf betrigt O(n°) Elementaroperationen infolge des
Aufwands fiir den Unteralgorithmus LRPZerlegung, siehe Seite 67. Zur Abschitzung des
Rickwirtsfehlers bei der Gleitkommarealisierung von LGSGaufS verwendet man die
entsprechenden Resultate fiir die Unteralgorithmen, vgl. Seiten 67 und 77. Dabei spielt
wieder der Wachstumsfaktor w(A), vgl. Seite 68, eine wesentliche Rolle. Bei Verwendung
der Spaltenpivotsuche gilt folgender Satz, siehe z. B. [6].

Riickwirtsfehler in LGSGauf. Seien A € R™" reguldr bzw. b € R” und Abzw. b
die entsprechenden gerundeten Grofien mit A regulir. Die Gleitkommarealisierung
des Algorithmus LGSGaufS mit Spaltenpivotsuche liefert eine Naherung x € R”
mit

~

A-x= lA1, wobei

. ’ IA = Allo

- < 2n*w(A)u  firu — 0.
|All oo

>
Il
S
c
=]

Seien die regulire Matrix A € R" " aus (8.33) mit n = 50 und der Vektor y € R
mit y; = (—%)1 gegeben. Mit b = A -y € R* betrachten wir das Gleichungssystem
A - x = b, dessen eindeutige Losung durch x = y gegeben ist. Bei Durchfithrung
in Gleitkommaarithmetik liefert der Algorithmus LGSGauf$ jedoch ein Ergebnis
x € R mit

|56i_x1|

= =0.0232,

i=1,...50  |X;]
der Fehler u der Eingangsdaten wird demnach um den Faktor 2.1 - 10'* verstarkt.
Verwendet man hingegen in LGSGauf rationale Arithmetik, siehe Band I, so erhilt
man das korrekte Resultat

X = (_i 81 _ 729 515377520732011331036461129765621272702107522001 ) —
10> 100> 1000 * * "> 100000000000000000000000000000000000000000000000000 Ve

Wie fir LRPZerlegung kann auch fiir LGSGauf8 nur bei mafligem Wachstums-
faktor von A die Stabilitdt der Gleitkommarealisierung garantiert werden. Die hohe
Rundungsfehlerfortpflanzung im Beispiel ist daher wegen w(A) = 2%, siche Ubungs-
aufgabe I1.9, nicht verwunderlich.

Satz

Beispiel
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Bei einer symmetrisch positiv definiten Matrix verwendet man die Cholesky-
Zerlegung von Seite 69. Die Gleitkommarealisierung des entsprechend angepassten
LGSGauf ist stets numerisch stabil im Sinne der Riickwirtsanalyse, siehe [23].

Nachiteration zur Verbesserung einer Naherungslosung

Bei numerischer Instabilitit bei Spaltenpivotsuche kann unter bestimmten Voraus-
setzungen auch die Methode der Nachiteration Abhilfe schaffen®. Generell zielt diese
Technik darauf ab, die Qualitit einer vorliegenden Nidherungslosung x zu verbessern.
Grundlage dafiir ist, dass der Fehler d = X — X der Korrekturgleichung

A-d=b-A -Xx=11r4(X) (9.47)

gentigt, wobei man r4 ,(X) das Residuum von X (bez. A und b) nennt. Nach Berechnung
von d aus (9.47) erhilt man bei Vernachldssigung von Rundungsfehlern die gesuchte
Losung des Gleichungssystems durch X = X + d. Bei Verwendung von Gleitkomma-
arithmetik erhilt man zwar anstelle von d eine fehlerbehaftete Korrektur El, dennoch
erhofft man sich von % ¥ d eine Verbesserung im Vergleich zu %. Die wiederholte An-
wendung dieses Arguments fithrt zum Algorithmus Nachiteration, in dem die Schleife
abgebrochen wird, wenn die aktuelle Ndherungslosung ,,genau genug ist.

Algorithmus Nachiteration: Nachiteration zur Verbesserung einer Naherung X

X < X Aufruf: Nachiteration(A, b, X)
while A nicht erfiillt Eingabe: A € R™",b,x € R”

reb-—A-x mit: A regulir.

Bestimme d mitA-d =r Ausgabe: x € R"

x —x+d mit: x als Naherung von A~'b, die von X und
return x dem Abbruchskriterium .4 abhingt.

Zur Beurteilung einer Ndherungslosung x (im Abbruchskriterium A oder auch
sonst) konnte man die Norm |74 5(X)|« des Residuums heranziehen, welche fiir die
exakte Losung ja verschwindet. Aus (9.47) folgt jedoch unter Verwendung vertriglicher
Normen die Abschitzung

1% =Xl _ 1A ras®lla _ A TIANIRlli7a,6() |

174,63l o
- = < - =Kk(A)————,
%]l & [ES [P Xl allblla 11l

sodass der Schluss von einem kleinen Residuum 7, ;(X) (in Relation zur rechten Seite
b) auf einen kleinen relativen Fehler der Niherungslésung x nur bei kleiner Kondi-
tionszahl der Matrix A zulidssig ist. Besser geeignet ist der komponentenweise relative
Riickwirtsfehler®”

|b—A-xl;i

b= AKX (9.48)
..... n (|A]1X] + |b]);

36Bei Verwendung der Totalpivotsuche ist die Gleitkommarealisierung der Gauf-Elimination stets riick-
wirtsstabil, allerdings ist die Totalpivotsuche mit hohem Aufwand verbunden, siche Seite 69.

377Zu b € R" bezeichnet |b| € R" jenen Vektor, dessen Komponenten durch |b;| gegeben sind. Analog
dazu ist |A] € R"™*" definiert.
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der die kleinste Zahl 7] beschreibt, fiir die die Beziehung A-%=bmit IA-Al < nlA|
und |b - b| < 1]b| moglich ist. Es kann gezeigt werden, dass sich das Ergebnis 74 5 (%)
bei Gleitkommaberechnung von (9.48) vom exakten Wert 14 ,(X) um hochstens n - u
unterscheidet, siehe [6]. Die Formel (9.48) kann somit verldsslich zur Beurteilung von
X verwendet werden.

In Kombination mit dem Gauflschen Algorithmus kann man zur Losung der Kor-
rekturgleichung (9.47) auf die zuvor ermittelte LRP-Zerlegung von A zurtickgreifen. Bei
Verwendung der Spaltenpivotsuche geniigt unter gewissen Voraussetzungen an die Ma-
trix A ein einziger Nachiterationsschritt, um eine hinreichend gute Niherungslosung
zu erhalten. Insbesondere ist die Gleitkommarealisierung der Gauf3schen Elimination
mit Spaltenpivotsuche und einmaliger Nachiteration dann numerisch stabil im Sinne
der Riickwirtsanalyse. Wir verweisen auf [6] fur die Details und begntigen uns hier mit
der Fortsetzung des Beispiels von Seite 79.

Der Riickwirtsfehler der auf Seite 79 bestimmten Naherungslgsung X ist na ;(x) =
1.4648 - 10~°. Rufen wir mit diesem x den Algorithmus Nachiteration auf, so erhal-
ten wir nach nur einem Iterationsschritt bereits eine ausreichend gute Niherung
x) mit
1 —
I %

X,
napxV) =3.607- 1077 max —— " =15147- 107,
’ i=1,..,50 x|

Losung eines linearen Gleichungssystems mittels QR-Zerlegung

Als Alternative zur LRP-Zerlegung kann man die beiden Schritte von Seite 62 zur
Losung eines Gleichungssystems A - x = b auch mit Hilfe der QR-Faktorisierung, also
mit M = Q, durchfiithren. Aufgrund der Orthogonalitit von Q gilt

Q- c=b < c=0Q" b,
woraus sich unmittelbar der Losungsalgorithmus LGSQR ergibt. Dessen Aufwand be-

tragt ebenfalls O(n?), ist jedoch etwa doppelt so hoch wie jener von LGSGaup, siehe
Seite 74.

Algorithmus LGSQR: Losung von A - x = b mit QR-Zerlegung

(Q, R) < QRMatHouseholder(A) Aufruf: LGSQR(A, b)

ce—Qr-b Eingabe: A € R™", b e R"
X < RiickSubMat(R, c) mit: A reguldr.
return x Ausgabe: x € R"

mit: A-x=D0.

Im Gegensatz zum Algorithmus LGSGauf ist die Gleitkommarealisierung des Al-
gorithmus LGSQR stets numerisch stabil im Sinne der Riickwiértsanalyse. Wir kommen
auf die Details dazu auf Seite 92 zurtick und veranschaulichen dies vorab anhand eines
Beispiels.

Beispiel



Beispiel

Il Matrizen

Wir betrachten erneut das lineare Gleichungssystem aus dem Beispiel von Sei-
te 79. Der Aufruf des Algorithmus LGSQR liefert in Gleitkommaarithmetik eine
Niherungslosung x mit

|xi — xil

max 0 =1.4356-10""
i=1,...50  |X;]

und dem akzeptablen Riickwirtsfehler na ,(x) = 5.8257 - 107 °.

In der Regel wird jedoch der Kombination aus LGSGaufS mit Spaltenpivotsuche
und einmaliger Nachiteration der Vorzug gegeben, da dabei sowohl Rechenaufwand
als auch Speicherplatzbedarf niedriger ausfallen als bei LGSQR.

Iterative Verfahren

Die grundlegende Idee bei iterativen Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungs-
systems A - x = b mit A € R"*" ist die Konstruktion einer Folge (x(k))kENO, die schnell
gegen die Losung X = A~'b konvergiert und dabei die Berechnung der einzelnen
Folgenglieder ohne grofien Aufwand erlaubt. Da eine auf dem Konvergenzargument
limg— 00 ¥ = % beruhende Iteration nach endlich vielen Schritten abgebrochen wer-
den muss, ist — anders als bei direkten Verfahren — in der Regel neben Rundungsfehlern
auch mit einem Abbruchsfehler zu rechnen. Diesen nimmt man immer dann in Kauf,
wenn direkte Methoden zu rechen- oder speicherintensiv sind. Ausgangspunkt fiir viele
klassische Iterationsmethoden ist eine Zerlegung der Matrix A gemif3

A=M-N. (9.49)

Darin fordern wir zunichst lediglich, dass es sich bei M um eine regulire Matrix
handelt. Damit lisst sich das Gleichungssystem wegen A - x =M - x — N - x = bin die
Fixpunktgleichung

x=M'N-x+M'b=¢x)

iiberfithren, wobei®®

. n n
9: R" >R mit G := M 'Nundc:=M'b. (9.50)
x> G-x+c
Zur Losung des Gleichungssystems ldsst sich daraus die Fixpunktiteration

V=G xW 1 c=MT(N-x¥ +b) (9.51)

ableiten, vergleiche mit Seite 38, iiber deren Konvergenz der folgende Satz Auskunft
gibt:

3Die Abbildung ¢ hingt zunichst von G und c ab, diese aber ihrerseits von A, b und der Zerlegung
(9.49).
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Zu regulirem A € R"*" liege eine Zerlegung (9.49) mit regulirem M € R"*" vor.
Falls fiir G = M"'N die Abschitzung ||G|| < 1 in einer mit einer Vektornorm || ||
vertraglichen Matrixnorm gilt, konvergiert die durch (9.51) definierte Folge fiir
jeden Startvektor x(¥) € R" gegen X = A”'b.

Beweis. Die Subtraktion der Fixpunktgleichung x = ¢(x) von (9.51) fithrt zunichst
auf x**) — % = G(x® — %). Eine Normabschitzung liefert

k = k = k =
I = %[lo < IGIIx® = %lla < IGI 1% = |,

woraus wegen |G| < 1 dann limy_, ., x¥ = X folgt. |

Bei der Wahl der Matrizen in der Zerlegung (9.49) verfolgen wir zwel meist wi-
derspriichliche Ziele. Zum einen soll die (geeignet gewihlte) Norm von G jedenfalls
Kkleiner als 1 sein, zum anderen soll sich x**1) aus x¥) leicht berechnen lassen. Dabei ist
zu beachten, dass man bei der Implementierung von (9.51) die Iterationsmatrix G in
der Regel aufgrund des damit verbundenen Aufwands nicht explizit bestimmen wird.
Da (9.51) gleichbedeutend ist mit M - x**V = N . x® + b, wird die Berechnung von
x*+1) realisiert, indem man

1. r® = N - x% 4+ p berechnet und
2. das System M - x**1 = r(®) J5st,

Im Fall M = E ist der zweite Schritt trivial, ||G]| = |[E — Al < 1 ist womdglich
aber nicht garantiert. Auf der anderen Seite fihrt M = A wegen N = 0 auf ||G] =
10l = 0, der zweite Schritt entspricht wegen r® = b aber dann gerade der Losung des
urspriinglichen Gleichungssystems. Bei der Aufspaltung von A nach (9.49) gehen wir
somit stets einen Kompromiss ein.

Jacobi-Verfahren

Mit Hilfeder sichaus A € R"*" ergebenden Diagonal- und (strikten) Dreiecksmatrizen

Ay 0 .0 0 w0 0 A . A
D = (.) e (.) L=—|%" 0 R =- ; :
0 = 0 Aum At e A1 O 0. 00"
gilt zunichst die Darstellung
A=D-L-R (9.52)

Ein einfaches Iterationsverfahren ist das Jacobi-Verfahren, bei dem unter der Voraus-
setzung A;; # 0 fur alle i = 1, ..., n die Aufspaltung (9.49) mit der Wahl M = D
und N = L + R erfolgt, und sich die Iterationsvorschrift (9.51) mit ¢ = D~'b und der
Iterationsmatrix

G =D'(L+R)

ergibt. Die obige Implementierungsvorschrift fihrt auf den Algorithmus LGSJac, in
dem der Unteralgorithmus DLRZerlegung fiir die Aufspaltung der Matrix A gemaf3

Satz



Il Matrizen

(9.52) sorgt. In jedem Iterationsschritt ist ein Gleichungssystem der Form D - x = r
zu 19sen. Die Forderung nach dessen einfacher Losbarkeit ist aufgrund der Diagonal-
struktur der Matrix D erfiillt, die Losung berechnet sich einfach nach x; = r;/D;; fur

i=1,...,n.

Algorithmus LGSJac Niherungslosung von A - x = b nach Jacobi

(D, L, R) < DLRZerlegung(A) Aufruf:
x « x© Eingabe:
while A nicht erfiillt mit:

r< (L+R)x+b Ausgabe:

for i from 1 ton mit:
X < 1i/Dj

return x

LGSJac(A, b, x)

A e R™" b, x© e R"
Aregulirund A; #0,i=1,...,n

x e R"

x als Ndherung von A71b, die vom Start-
wert x(© und dem Abbruchskriterium
A abhingt.

Ehe wir auf Konvergenzeigenschaften der Jacobi-Iteration eingehen, stellen wir ein
eng verwandtes Verfahren vor.

GauB-Seidel-Verfahren

Beim Gauf-Seidel’®-Verfahren erfolgt die Aufspaltung (9.49) mit den Matrizen M =
D — L und N = R, in der Fixpunktiteration (9.51) bedeutet dies ¢ (D-L)'
und

Ggs = (D-L)'R. (9.53)

Im Algorithmus LGSGS ist in jedem Schritt ein Gleichungssystem (D — L)x = r zu 16-
sen. Auch dessen Losung kann aufgrund der Dreiecksgestalt der Matrix D — L einfach
mittels Vorwirtssubstitution, siehe Seite 77, ermittelt werden.

Algorithmus LGSGS: Naherungslosung von A - x = b nach Gauf3-Seidel

Aufruf: LGSGS(A, b, x'?)
Eingabe: A € R™" b, x¥ ¢ R"
mit: A regulir.
Ausgabe: x € R"
mit: x als Ndherung von A71p, die vom
Startwert x© und dem Abbruchs-
kriterium A abhiangt.

(D, L, R) < DLRZerlegung(A)
x « x©
while A nicht erfiillt
r<R-x+b
x « VorSubMat(D — L, r)
return x

Der folgende Satz zeigt, dass im Fall einer strikt diagonaldominanten Matrix A €

R™" d.h. |A;| > 27:1, j il Ajj] fiir alle i 1,...,n, die von beiden vorgestellten

Verfahren erzeugten Folgen gegen die Losung von A - x = b konvergieren.

39SEIDEL, JoHAN JACOB: 1919-2001, niederlindischer Mathematiker. Er entkam wihrend des 2. Weltkriegs
aus einem deutschen Arbeitslager in Berlin und floh in die Niederlande. Nach dem Krieg arbeitete er als Lehrer
und erhielt 1948 das Doktorat an der Universitit von Leiden. Ab 1956 baute er die Mathematikabteilung an
der neu gegriindeten Technischen Universitidt Eindhoven auf.
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Seien A € R™*" strikt diagonaldominant und b € R". Dann konvergieren sowohl Satz
die durch das Jacobi- als auch die durch das Gauf3-Seidel-Verfahren definierten
Folgen fiir jeden Startvektor gegen x = A™'b. AuBerdem gilt

Gaslloo < [1Gylloo < 1. (9.54)

Beweis. Beide Verfahren sind wohldefiniert, da in Folge der strikten Diagonaldomi-
nanz |A;| > 0 gilt, und damit D und D — L invertierbar sind. Zum Nachweis der
Konvergenz wenden wir den Satz von Seite 83 an. Im Fall des Jacobi-Verfahrens ist
seine Voraussetzung fur die Zeilensummennorm wegen

J#i

erfiillt. Im Hinblick auf das Gauf3-Seidel-Verfahren rufen wir

|Ggslleo = max [|Ggsx|loo
[Ixlloo=1

in Erinnerung und wihlen ein x mit || x||sc = 1. Die Komponenten von y = Ggsx lassen

sich zunichst als
( > Ay - ZA,]x]) (9.55)

]<1 ]>1

darstellen. Mit Hilfe von Induktion zeigen wir nun
lyil < 1Gjlleo flirallei=1,...,n
Firi = 1gilt|y| = |Z I x]| < 1GilloollXllco = || Gylloo- Unter der Induktionsannahme

lyk] < |Gylloo fiir alle k =1,...,1i— 1 folgt mit (9.55) die Abschitzung

I |(Z|A,]||y]|+Z|A,]||x])
n ]>1
< |(Z|Ay|||GJ||oo+Z|A,]|||x||oo) < (Z|A,]|+Z|A,]|)
]>1 ]<1 ]>1

und damit |y;| < ||Gy|leo. Daraus ergibt sich ||y]loo = |Gasxllo < [|Gylloo und wegen
Gaslloo < |Gjllee < 1 die Konvergenz des Gauf3-Seidel-Verfahrens. ]

Im Falle von strikt diagonaldominanten Matrizen impliziert also die Konvergenz
der Jacobi-Iteration jene des Gauf3-Seidel-Verfahrens. Eine Verallgemeinerung der Aus-
sage ist jedoch nicht moglich. So gibt es nicht-symmetrische Matrizen, fir die die
Jacobi-Iteration konvergiert, das Gauf3-Seidel-Verfahren aber divergiert — und auch
umgekehrt.

Fiir das Gauf3-Seidel-Verfahren gilt auch folgende Konvergenzaussage, deren Beweis
sich etwa in [6] findet.



Satz

Il Matrizen

Die durch das Gauf3-Seidel-Verfahren definierte Folge konvergiert fiir jede sym-
metrisch positiv definite Matrix A € R"*" und jedes b € R" gegen x = A™'b.

Liegt ein konvergentes Iterationsverfahren zur Losung eines linearen Gleichungs-
systems vor, so stellt sich die Frage nach dessen Konvergenzgeschwindigkeit. Der Be-
griff der Konvergenzgeschwindigkeit von Seite 35 lasst sich dabei auf Folgen im R”
iibertragen, indem in der Definition die Betrige durch Vektornormen ersetzt werden.
Wihrend die Eigenschaft der superlinearen und der quadratischen Konvergenz unab-
hingig von der gewdhlten Norm ist, ist die Eigenschaft der linearen Konvergenz sehr
wohl von dieser infolge der Forderung ¢ € (0, 1) abhingig. So konvergiert unter den
Voraussetzungen des Satzes von Seite 83 wegen

Ix® D — %[0 < 1GIIx™ = %[l (9.56)

und ||G|| < 1 die durch (9.51) definierte Folge (mindestens) linear bez. ||- || o. Aufgrund
der Aquivalenz der Normen® auf R” impliziert (9.56) zwar auch die Konvergenz der
Folge bez. einer Norm ||| g, jedoch nicht zwangslaufig, dass auch

(k+1

Ix®D — %5 < cllx® - XI5

mit ¢ € (0, 1) erfiillt und damit lineare Konvergenz bez. |-|| g gegeben ist.
Aus der Abschitzung (9.56) folgt

log,o(Ix™ = Xlla) — log,,(Ix*™ = X[la) > —log, (IGI)).

Somit beschreibt —log,,([|G||) in etwa die Anzahl der Dezimalstellen, welche pro Ite-
rationsschritt in der Nidherung x* an Genauigkeit, gemessen anhand der Vektornorm
des Fehlers, zumindest gewonnen wird*!. Fiir die Umsetzung dieser Beobachtung in
ein Abbruchskriterium A verweisen wir auf [25]. Eine Alternative zur Beurteilung
der aktuellen Niherungslosung x*) bietet der komponentenweise Riickwirtsfehler,
den wir schon auf Seite 80 im Zusammenhang mit einem Abbruchskriterium fiir die
Nachiteration vorgestellt haben.

Je kleiner die Norm der Iterationsmatrix G, desto schneller fillt also die Schranke
aus dem Beweis von Seite 83 fiir den Approximationsfehler pro Iterationsschritt. Itera-
tionen der Form (9.51) lassen sich diesbeziiglich oft durch die Methode der Relaxation
verbessern. Dabei bedient man sich einer Konvexkombination der alten und der neuen
Iterierten gemaf3

5D = 1Gx® + o)+ (1 - 1)x® = Gx® + ¢ mit G, =G + (1 — 7)E.

Ziel ist es dann, den Relaxationsparameter*” 1 so zu wihlen, dass ||G;| moglichst
klein ist. In bestimmten Fillen kann durch passende Wahl von 1 sogar ein divergen-
tes in ein konvergentes Verfahren verwandelt werden. Beim Vergleich verschiedener
Iterationsverfahren anhand der Norm der Iterationsmatrizen ist jedoch zu beachten,
dass z.B. die Ungleichung ||Ggslleo < [|Gylloo aus (9.54) nur bedeutet, dass im Fall

40 Auf R" sind alle Normen dquivelent zueinander, d. h. zu beliebigen Normen ||-|| o, |- | p auf R" existieren
Konstanten c¢| 4,8, 2,0, > 0,50dass ¢i o,gll%lla < X[l < 2,a,pll%]l« fiir alle x € R" gilt.

“1Vergleiche dazu die Diskussion auf Seite 35.
42Fiir < 1 spricht man von Unter-, fiir 7 > 1 spricht man von Uberrelaxation.
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des ungiinstigsten Gleichungssystems das Gauf3-Seidel mindestens so schnell wie das
Jacobi-Verfahren (bez. einer mit ||-|| o vertriglichen Vektornorm) konvergiert. Die Un-
gleichung impliziert nicht, dass das Gauf3-Seidel-Verfahren fiir jedes System A - x = b
(mit zuldssiger Matrix A) immer schneller ist.

Wir betrachten das Gleichungssystem A - x = b mit

), b= (é) ,x=Alb= (?) und dem Startvektor x©) = ((8)) .

Il
ST
Nl = bl
— ol

Fiir das Jacobi-, Gauf$-Seidel- und relaxierte Jacobi-Verfahren lauten die Iterati-
onsmatrizen dann

[S18

1 1 1 1
0 -4 -} 0-4 - ¢ % =
Gy={-:0 - Gos =013 3 Gao=| 3171,
172 0 035 3 Tz 2

Die Matrix A ist nicht strikt diagonaldominant, mit**||Gj|loc = [|Gjll, = 1 und
|Gjllp = 1.2247 konnen wir basierend auf dem Satz von Seite 83 fiir die Jacobi-
Iteration auch keine Konvergenzaussage treffen. Tatsdchlich konvergieren die Ite-
rierten auch nicht gegen die Losung X, sondern gegen x* = (=2 0 2)T mit
x* =%, = +/3, siehe Abbildung II.1. Mit verdndertem Startvektor ist sogar diver-
gentes Verhalten moglich. Im Fall des Gauf3-Seidel-Verfahrens ist die Konvergenz
aufgrund der Symmetrie von A (fiir alle Startvektoren) gesichert, zudem gilt auch
||GG3||2 =0.7957 < 1.

01— sl
[SIETSIEY
—
-
[SITSIEN

- Jacobi-Verfahren
— Gauss-Seidel-Verfahren

- - -relaxiertes Jacobi-Verfahren|

0 5 10 15 20 25 30 0 0.2 04 06 0.8 1 1.2
Iterationsindex k Relaxationsparameter ©

Abb. 11.1: Links: Der Fehler [|x*) — x|\ fiir das Jacobi-, das relaxierte Jacobi- mit 7 = 0.8 und
das Gauf3-Seidel-Verfahren bei logarithmischer y-Achse. Rechts: Die Spektralnorm || Gy .||z in
Abhdngigkeit vom Relaxationsparameter t.

Im Hinblick auf das relaxierte Jacobi-Verfahren gilt ||Gj ;|lc > 1 fiir alle Relaxa-
tionsparameter 7 > 0. Abbildung II.1 veranschaulicht, dass fiir die Spektralnorm
Gyl < 1firz € (0, 1) gilt und damit konvergentes Verhalten vorliegt. Die
Norm ist fur 7 = 0.8 am kleinsten und es gilt |Gy o5l = 0.6 < |Ggsll2- Den-
noch konvergiert in diesem Beispiel das Gauf3-Seidel-Verfahren schneller als die

relaxierte Jacobi-Iteration, siehe Abbildung II.1.

43 Auch die Berechnung von Matrixnormen erfolgt in der Regel mit Hilfe von Algorithmen, in MATLAB

etwa ist norm der entsprechende Befehl.

Beispiel
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Im Beispiel konnte durch geeignete Wahl von 1 die Konvergenz des relaxierten
Jacobi-Verfahrens gegen x erzwungen werden, dies ist im Fall einer symmetrisch positiv
definiten Matrix A stets moglich, siehe [6].

In vielen praktischen Anwendungen kann mit Hilfe von iterativen Methoden in
Gleitkommaarithmetik eine hinreichend gute Ndherungslosung erreicht werden, der
Einfluss von Rundungsfehlern darf dennoch nicht voéllig ignoriert werden. Eine Run-
dungsfehleranalyse von (9.51) ist ungleich aufwendiger als jene fiir direkte Methoden,
ein Uberblick iiber vorhandene Ergebnisse sowie Beispiele zum Gauf-Seidel-Verfahren
mit starker Rundungsfehlerfortpflanzung finden sich in [15].

Anstelle des (nur) hinreichenden Konvergenzkriteriums aus dem Satz von Seite 83
zieht man in der Praxis ein sowohl hinreichendes als auch notwendiges Kriterium
heran, wonach Konvergenz genau dann vorliegt, wenn der sogenannte Spektralradius
der Iterationsmatrix G echt kleiner als 1 ist. Dieser ist als Betrag des betragsgrofiten
Eigenwerts von G definiert. Abschlieflend sei erwihnt, dass es zur Losung von A-x = b
zahlreiche iterative Verfahren gibt, die nicht in das Schema (9.51) fallen. Hervorgeho-
ben sei das Verfahren der konjugierten Gradienten, das bei einer symmetrisch positiv
definiten Matrix A als das effizienteste gilt. Iterative Methoden zeigen ihre Vorteile be-
sonders bei sich aus der Anwendung ergebender spezieller Struktur und/oder hoher
Dimension der Matrix, fiir Details verweisen wir auf die numerische Mathematik.

W 10
Lineare Ausgleichsprobleme

In der bisherigen Diskussion linearer Gleichungssysteme sind wir stets von quadrati-
schen Matrizen A € R"*" ausgegangen. In vielen Anwendungen tibersteigt jedoch die
Anzahl der Gleichungen die der Unbekannten, sodass ein iiberbestimmtes** Gleichungs-
system

A-x=b mitAeR™", beR"undm > n

die Folge ist. Dieses ist in der Regel nicht 1gsbar, weshalb man es sich zur Ersatzaufgabe
macht, ein X so zu bestimmen, dass der Abstand zwischen b und A - x moglichst klein
wird. Die Abstandsmessung kann beziiglich verschiedener Normen erfolgen, wahlt man
nach dem Gaufschen Ausgleichsprinzip die euklidsche Norm, so fiihrt dies zu einem
linearen Ausgleichsproblem.

Problemstellung (Lineares Ausgleichsproblem).

Gegeben: A € R™" b e R"
mit: m > n.
Gesucht: x e R"
mit:  ||b—A x|, = min||b—-A - x|.
xeR"

Ein Beispiel fiir ein lineares Ausgleichsproblem ist die Polynomapproximation.

4Fiir den Fall m < n eines unterbestimmten Gleichungssystems verweisen wir auf [15].
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Gegeben seien m Datenpaare (2, o), - - - » (Zu-1, Ym-1) mit m > 2 und z; # z; fiir
i #jsowie 0 < n < m. Gesucht sei ein Polynom p von Grad Kkleiner #, das die
Bedingung

n—1
eval(p, z;) = Zp]-zll. =y, furallei=0,...,m—1 (10.57)
=0
»am besten® erfiillt. Dies fithrt unter Verwendung von
1z z z
1 z z Zi! Po o
A= . . x = : b= (10.58)
1 Zim1 Zrznf 2::;11 n—1 m—1

zu einem linearen Ausgleichsproblem. Fiir n = 2 spricht man von der Bestimmung
der Ausgleichsgeraden, der Fall m = n entspricht dann der eindeutig l6sbaren
Polynominterpolationsaufgabe aus Band 1.

Im Fall m = n und A invertierbar ist die Losung des linearen Ausgleichproblems
durch A™'b gegeben. Allgemein lasst sich zunichst unter Zuhilfenahme von Ubung 1.4
feststellen, dass jede Losung — sofern sie existiert — natiirlich auch

o(x) = lb—A-xll3 = D (bi = (A-x)))* = (ATA - x, x) = 2(A"b, x) + (b, b) (10.59)

i=1

minimiert, weshalb man hiufig von kleinste-Quadrate-Losungen spricht. Die notwen-
dige Bedingung dafiir, dass ¢ bei x ein Minimum annimmt, ist, dass der Gradient** von
¢ an der Stelle x verschwindet, also V¢(x) = 0. Mit (10.59) bedeutet dies, dass x die
sogenannte Normalgleichung

ATA - x=ATb (10.60)

erfullt. Sei umgekehrt ein x € R" gegeben, das (10.60) lost. Dann gilt fiir alle x € R”

Ib—A-X[3<b-A X3 +[A-X-A-x]3
=|b-A-x|3+2(b-A-%,A-X—A-x)+|A-X—A-x|3=|b-A-x]3.

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Der Vektor x € R" ist genau dann Losung des linearen Ausgleichsproblems, wenn
er die Normalgleichung (10.60) lost.

Fir f: R" — R bezeichnet Vf(x) € R" den Gradienten von f an der Stelle X, siche auch Seite 128.

Beispiel

Satz
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Geometrisch bedeutet ATA - x = ATb, dass der Vektor b — A - k senkrecht bzw. normal
auf alle Spalten — und damit auch auf den Wertebereich W(A) — von A stehen muss,
um ||b— A - x||; zu minimieren. Mit Hilfe der Normalgleichung konnen wir nun leicht
iiber die Losbarkeit des linearen Ausgleichsproblems Auskunft geben.

Lineares Ausgleichsproblem. Das lineare Ausgleichsproblem ist stets 1osbar. Die
Losung ist genau dann eindeutig, wenn die Spalten der Matrix A linear unabhingig
sind, d. h. rg(A) = n gilt.

Beweis. Auf Seite 54 haben wir bereits N(ATA) = N(A) gezeigt. Des Weiteren gilt
klarerweise W(ATA) ¢ W(AT), zudem folgt mit (6.6)

dim(W(ATA)) = n— dim(N(ATA)) = n — dim(N(A)) = dim(W(AT)),

sodass wir W(ATA) = W(AT) erhalten. Somit liegt A”b im Wertebereich von AT A,
und (10.60) ist losbar. Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus der Tatsache, dass AT A nach
(6.8) genau dann invertierbar ist, wenn rg(A) = n. |

Falls AT A singulir ist, hat die Normalgleichung (10.60) unendlich viele Losungen,
an denen dann stets das Minimum von ||b — A - x||; angenommen wird. Sind x, €
R" eine Losung und v # 0 ein Element im Nullraum von AT A, so ist etwa jedes
X = xo + av mit @ € R eine weitere Losung. Eindeutigkeit kann dann nur durch
Zusatzbedingungen garantiert werden, etwa dass unter allen Losungen von (10.60)
jene mit kleinster euklidscher Norm gewihlt wird.

Fir die Konditionsanalyse des linearen Ausgleichsproblems beschrinken wir uns
auf den Fall rg(A) = n, in dem die eindeutige Losung durch

¥=(ATA)ATD

gegeben ist. Wie bei den linearen Gleichungssystemen spielt auch hier die Konditions-
zahl der Matrix A eine wichtige Rolle. Wir betrachten zunichst wieder ausschliefSlich
Stérungen des Vektors b und daher die Abbildung

oa: R" 5 R", b (ATA)'ATD. (10.61)
Im folgenden Satz bezeichnet 8 fiir X # 0 den Winkel zwischen b und A - &, d. h.

(b,AX) _ (ATb,%) _ |IAX|,
IDl201AXll2  IBl2llAX]2 - 11612

ra,b(X)
o2

cos(0) = und sin(@) =

Kondition des linearen Ausgleichsproblems. Seix # 0 die Losung des linearen
Ausgleichsproblems mit rg(A) = n. Dann ist die normweise absolute bzw. relative
Kondition des Problems (@4, b) mit @4 aus (10.61) bez. der euklidschen Norm
durch

. b
Kabs = [[(ATA)IAT |, Keel = —— Ky (A) (10.62)

- = 2
IAll2 1%l
K2 (A)

mit x # 0 fir x; gegeben. Dariiberhinaus gilt Ky < =0
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Beweis. Aufgrund der Linearitit der Abbildung ¢4 ergibt sich die absolute Kondition
des Problems dhnlich wie auf Seite 76. Fiir die relative Kondition gilt damit

1] ) 1615 Al
Keet = o [|(ATA) AT, = 12 102

. - [(ATA) AT,
EHE I%12 1Al

aus dem Satz zu k(A) von Seite 56 folgt die Darstellung aus (10.62). Die zwei-
te Aussage in (10.62) folgt schliesslich aus der Vertraglichkeit der Normen, also
A - Xll2 < All21l]]2. L

Im Hinblick auf die Auswirkung von Storungen in A betrachten wir die Abbildung
@i {A e R™"| 1g(A) =n} > R", A (ATA)'Ab.

In [6] wird gezeigt, dass die relative Kondition x. des Problems (¢, A) bez. der
euklidschen Norm die Abschitzung

Krel < K2(A) + K3 (A)? tan(0) (10.63)

erfullt. Ist das Residuum r,4 5 (x) im Vergleich zum Vektor b Kklein, so gilt sin(0) <« 1
und damit cos(0) ~ 1 und tan(0) =~ 0. In diesem Fall ist die Kondition des linearen
Ausgleichsproblems dhnlich jener eines linearen Gleichungssystems, siehe (9.41) und
(9.42). Bei grofien Residuen, also cos(6) < 1 und tan(0) > 1, ist die Datenstabilitit
jedoch deutlich verschieden, insbesondere ist dann in (10.63) auch das Quadrat der
Konditionszahl k;,(A) sptirbar.

Wir wenden uns nun der algorithmischen Losung des linearen Ausgleichsproblems
fiir den Fall rg(A) = n zu. Da die Matrix ATA dann symmetrisch positiv definit ist,
ist die wohl naheliegendste Idee, die Normalgleichung (10.60) unter Verwendung des
Cholesky-Verfahrens von Seite 69 zu 16sen. Allerdings ist nach Ubung I1.8 die Kondition
der Normalgleichung durch x;(ATA) = k;(A)? charakterisiert, was nur bei grolen
Residuen in etwa der Kondition des linearen Ausgleichsproblems entspricht, siehe
(10.63). Bei kleinen Residuen wiirde aber der Ubergang zu (10.60) wegen x,(A) > 1,
siehe Seite 56, eine (in der Regel deutliche) Verschlechterung der Kondition bedeuten.
Stattdessen nutzt man die QR-Zerlegung der Matrix A von Seite 70, mit deren Hilfe
das lineare Ausgleichsproblem ohne Verwendung der Normalgleichung gelost werden
kann. Grundlage dafiir ist die folgende Charakterisierung der Losung des Problems:

Seien A € R™*" und b € R"” mit rg(A) = n und einer QR-Zerlegung A =Q R
Dann ist die eindeutige Lésung des linearen Ausgleichsproblems durch x = R !¢y,

mit R = Ry, € R™" und ¢ = QTb € R™ beschrieben.

Beweis. Da Q orthogonal ist, gilt fiir alle x € R”

_ 2
b= = 1Q"G-A4-x)IE = | ()|

D 2 2
llcin — R- x”z + ||Cn+1:m||2-

Da R invertierbar ist, ist dieser Ausdruck genau fiir X = R7 ¢y, minimal. Ol

Satz
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Dies fiihrt unmittelbar auf den Algorithmus LAPQR zur Losung des linearen Aus-

gleichsproblems.

Algorithmus LAPQR: Losung des linearen Ausgleichsproblems mit QR-Zerlegung

(Q, R) « QRMatHouseholder(A)
R — Rl:n.

c < Qb

% « RiickSubMat(R, c1.,)
return x

=

Aufruf: LAPQR(A, b)
Eingabe: A € R™*", b € R"
mit: rg(A) = n.
Ausgabe: x € R"

t: |[b—A-%|, =min|lb—A - x]||,.
xeR"

Der Rechenaufwand fiir LAPQR betriagt O(m?n) Elementaroperationen®, fiir
m = n erhalten wir den Algorithmus LGSQR von Seite 81. Wie dort bereits ange-
deutet, ist die Gleitkommarealisierung von LAPQR stets numerisch stabil im Sinne der
Riickwirtsanalyse. Fiir den Beweis des folgenden Satzes verweisen wir auf [15].

Riickwirtsstabilitit von LAPQR. Seien A € R™*" mit rg(A) = n bzw. b €
R” und A bzw. b die entsprechenden gerundeten Grofen mit rg(A) = n. Die
Gleitkommarealisierung des Algorithmus LAPQR liefert ein x € R” mit

lb—A %, =min|lb—A-x||, und
xeR"
A-A b—b
u,Smnu firu— 0 u,Smnu fiir u — 0.
lAllF 6112

0 )
0.25 : K
J 24l & | * Datenpunkte I
| = |—n=6 b
=
02 1 w |=-n=48
=
2.2r
~0.15 :
e V,
£ X
? 04 2
5
. :
0.05 % | :
EN 1.8
S 5
*, pr— .
° : L= ;
(] 20 40 60 80 100 1.6—* : " : 5
n -1 -0.5 0 0.5 1

Abb. 11.2: Links: sin(0) = |lra.»(x)|l2/]1b]l2 als MaB fiir die Approximationsgiite in Ab-
héngigkeit von 7. Rechts: Die Datenpunkte sowie die Polynomfunktionen zu n = 6 und
n = 48.

Gegeben seien m = 101 Datenpaare (z;, y;) mitz; = —1+0.002-ifiri = 0, ..., 100
und y; wie in Abbildung II.2 rechts dargestellt. Zur Approximation der ,Daten-
wolke“ durch Polynomfunktionen unterschiedlichen Grades lgsen wir mit Hil-
fe von LAPQR in Gleitkommaarithmetik das lineare Ausgleichsproblem (10.58)

46Verwendet man in LAPQR die modifizierte QR-Zerlegung von Seite 74, so ist der Gesamtaufwand

O(mn?). Die Berechnung QT b kann auch ohne explizite Kenntnis von Q analog zu (8.39) ausgefithrt werden.
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nach x fir verschiedene Werte von n > 2. Abbildung II.2 zeigt links sin(@) =
l7a.6(3)]l2/ 0|2 als MafB fiir die Approximationsgiite in Abhangigkeit von n. Of-
fensichtlich lassen sich die Daten weder durch eine Gerade (1 = 2) noch durch eine
quadratische Funktion (n = 3) besonders gut beschreiben. Fiir n = 6 liegt sin(6)
bei 0.0136 und damit dem Minimalwert 0.0103 bei n = 48 schon relativ nahe.
Abbildung I1.2 zeigt rechts die entsprechenden Polynomfunktionen. Wihrend fiir
n = 6 die Lage der Datenpunkte gut widergespiegelt wird, erkennt man bei n = 48
die unerwiinschten und fiir hochgradige Polynomfunktionen typischen Oszilla-
tionen bereits sehr deutlich?’. Weiterhin ist fiir n = 6 wegen K;(A) = 41.9314
und cos(0) = 0.9999 das Ausgleichsproblem noch gut konditioniert, siehe (10.62),
hingegen muss fiir n = 48 infolge von k,(A) = 1.1113 - 10'7 bereits mit extremer
Verstarkung von Datenfehlern in y; gerechnet werden. Die hohe Kondition bedeu-
tet auch, dass trotz numerischer Rickwirtsstabilitit der Gleitkommarealisierung
von LAPQR auf das Rechenergebnis kein Verlass mehr ist. Besonders deutlich zeigt
sich dies im Fall der Polynominterpolation mit n = m = 101, fir den sin(6) mit
0.2321 deutlich am hochsten liegt. Selbst bei Verwendung der speziellen Interpola-
tionsalgorithmen aus Band I bleibt infolge der durch die katastrophale Kondition
Kk2(A) = 1.4865 - 10" bedingten Rundungsfehlerverstirkung die Interpolations-
bedingung (10.57) stark verletzt. Dies veranschaulicht, weshalb zur Datenappro-
ximation lediglich niedriggradige Polynomfunktionen eingesetzt werden.

Ubungsaufgaben

1.1 1. Zeigen Sie, dass fiir alle A € R"™" gilt: rg(A) = rg(AT).
2. Zeigen Sie, dass fir die Matrix A’ aus (8.35) gilt: rg(A’) =n — 1.

I1.2 Beweisen Sie den Satz iiber die Multiplikation von Blockmatrizen von Seite 52.

. . 0 .
I1.3 Seien P = (%}%) e R™" mit P’ € R"™™" ! und F = (F.1 ED) ) € R™" eine

Frobenius-Matrix. Zeigen Sie, dass

F.-P=P.-F mitF= (P-F,l }—E%ﬁ)

1.4 Seien A € R™*", x € R" und y € R". Zeigen Sie (x, A - y) = (ATx, y).

IL.5 Beweisen Sie, dass mit den Bezeichnungen aus (8.25) aus der Regularitit von A die Regu-
laritdt von A’ folgt.

11.6 Zeigen Sie fir A € R"™" mit m > n und rg(A) = n, dass ATA stets symmetrisch und
positiv definit ist.

I1.7 Implementieren Sie den Algorithmus LRPZerlegungvon Seite 66 in einer Programmierspra-
che Threr Wahl ohne Zuhilfenahme von Matrixmultiplikation. Dabei sind die elementaren
Zeilenumformungen auf A (das Vertauschen zweier Zeilen und das Nullenerzeugen) direkt
auf der Matrixdatenstruktur gemif (6.13) bzw. (6.15) auszufiihren.

47 Abbildung I1.2 zeigt nur einen Ausschnitt, fiir n = 48 betrigt das Maximum der Polynomfunktion auf
[-1, 1] etwa 18 und wird nahe bei 1 angenommen.
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I1.8 SeiA € R™" mitm > nundrg(A) = n. Zeigen Sie, dass dann x,(A)? = k,(ATA) gilt.
11.9 Zeigen Sie, dass fiir die Matrix (8.33) der Wachstumsfaktor w(A) = 2" ist.
I1.10 Zeigen Sie, dass die Matrix A € R™" mit A; = 1/(i+j— 1) symmetrisch positiv definit ist.
Losen Sie anschlieend das lineare Gleichungssystem A - x = bmith;, = 1 firi=1,...,n

mit Hilfe von LGSGauf8 (sowohl in Gleitkomma- als auch rationaler Arithmetik) und
LGSGS fiir n = 5, 10, 15 und vergleichen Sie die Resultate.



Multivariate Polynome

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit dem Ldsen polynomialer Gleichungssysteme.
Diese unterscheiden sich von den linearen Gleichungssystemen des vorangegangenen
Kapitels darin, dass sie auch Produkte von Potenzen der Variablen enthalten kénnen.
Ein einfaches Beispiel dafiir lautet

x‘f+x§:O x1+x—-1=0 x1%—3=0

mit gesuchten x;, x, € R. Zum Losen dieses Systems kann man aus der zweiten Glei-
chungx, = —x;+1 ablesen und dies in die beiden verbleibenden Gleichungen einsetzen.
Auf diese Weise wird x; eliminiert, und es verbleiben Gleichungen in nur mehr einer
Variablen x;. Ahnlich zum Gaufschen Algorithmus, der diesen Eliminationsprozess
fiir lineare Gleichungen systematisiert, werden wir in diesem Kapitel Eliminationsme-
thoden fiir polynomiale Gleichungen studieren.

o 11
Mathematische Grundlagen

Multivariate Polynome iiber R

In Band I haben wir univariate Polynome tiber einem Korper K als Folgen von Koeffi-
zienten —also als Funktionen von Ny nach K — mit nur endlich vielen Folgenelementen
ungleich 0 kennengelernt. Multivariate Polynome erhélt man, wenn man stattdessen
Funktionen von Nj nach K betrachtet, die wieder nur an endlich vielen Stellen Wer-
te ungleich 0 annehmen. Als Koeffizientenbereich wollen wir uns von Beginn an auf
K = R konzentrieren.

n-variates Polynom, Koeffizient. Fiir n € N nennt man p ein n-variates Polynom
itber R genau dann, wenn p eine Funktion von Nj nach R ist, die nur an endlich
vielen Stellen Werte ungleich 0 annimmt. Fiir die Funktionswerte p(e) verwenden
wir die Notation p, und nennen diese die Koeffizienten des Polynoms.

Bei n-variaten Polynomen spricht man auch von multivariaten Polynomen, die uni-
variaten Polynome aus Band I sind in obiger Definition als Spezialfall n = 1 enthalten.

P. Kiigler et al., Algorithmische Methoden
© Springer Basel AG 2012

Definition
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Fir jedes Polynom ist supp(p) := {e € Ny | p. # 0} endlich, man spricht dabei von
der Stiitzmenge (engl. support) von p. Im Spezialfall supp(p) = @ nennt man p das
Nullpolynom, das wir mit 0 bezeichnen. Die Menge aller n-variaten Polynome tiber R
bezeichnet man mit R[x;, ..., x,].

Beispiel Sei n = 2. Dann sind multivariate Polynome etwa definiert durch

2 fallse = (1, 3)
1 fallse=(2,0)
4 fallse=(0,3)"

0 sonst

2 falls e = (1, 3)
pe:=11/5 fallse=(3,0) und G =

0 sonst

Es gilt supp(p) = {(1, 3),, (3, 0)} und supp(q) = {(1, 3), (2,0), (0, 3)}.

Definition Arithmetische Grundoperationen. Seienp, g € R[x, ..., x,].Fiirjedese € Nj
ist

(p+qe ==pe+q. und

(P-qe = Z Pcqd, wobeic+d fiir die komponentenweise Addition
c.deN; auf Nj steht.
c+d=e

Bei der Multiplikation lduft die Summe effektiv tiber ¢ € supp(p) und d € supp(q),
da alle anderen Summanden 0 sind. Sowohl supp(p+¢q) als auch supp(p- q) sind wieder
endlich, da

supp(p + q) C supp(p) U supp(q),
supp(p - q) C {c +deNj | ¢ € supp(p) und d € supp(q)}.

Beispiel Seien p und g wie im vorangegangenen Beispiel. Es gilt

p+q=s mit supp(s)={(1,3),(3,0),(2,0),(0,3)} und
sa3) =4, se0=1/5  sgo =1, 503 =4, bzw.
p-q=r mit supp(r)={(2,6),(4,3),(3,3),(5,0),(1,6)} und
ra.6) =4, Tz =2/5 13 =2+4/5=14/5,
.00 =1/5, 116 =8.

Ist supp(p) = {e}, so spricht man bei p von einem Monom. Jedes Polynom kann
als Summe von Monomen mit paarweise disjunktem Support geschrieben werden,
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niamlich

Z p?¢  mit Pfip €) . IPe fallsd = e

0  sonst.
eesupp(p)

Bei p2'7¢) handelt es sich um ein Monom mit supp(#¢)) = {e}. Definieren wir nun in
R[xi, ..., x,] die speziellen Monome!

1 fallse=e"
(Xi)e1=| ! firi=1,...,n
0 sonst

so lisst sich jedes Monom p”® auch als ein Produkt eines Koeffizienten mit einem
Produkt von Potenzen? der x, ..., %, schreiben, d.h. p(P 9 = p,-xi - -x%, siehe
dazu Ubung IIL.1. Unter Verwendung von b¢ = b} -+ - b fiir beheblge n- Tupel b und
e ergibt sich fir p € R[xy, ..., x,] die kompakte Schreibweise

= > pex, (1L.1)

eesupp(p)

wobei man die Ausdriicke x¢ auch Potenzprodukte nennt.

Die Polynome p, q € R[x;, x;] aus dem Beispiel von Seite 96 lauten in dieser Beispiel
Notation®

p= 2xlxg + 1/5X';’,
q= 2xlxg 4 Xf 4 4X3.

Die Rechenregeln zum Addieren und Multiplizieren auf Seite 96 sind gerade so
definiert, dass sie das gewohnte Rechnen mit Ausdriicken der Form (11.1) unter
Verwendung von Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz zulassen. Beim
Addieren werden also Monome mit identischem Potenzprodukt addiert, beim
Multiplizieren wird nach dem Distributivgesetz ausmultipliziert, und Monome
mit identischem Potenzprodukt werden kombiniert, im Beispiel

(2X1Xg + I/SX?) + (2xlxg + Xf + 4Xg) = 4X1Xg + I/SX? + Xf + 4X3,
(2X1X3 + 1/5X3) . (2xlxg + Xf + 4X3) =
4335 +2/5%)%3 + 14/5%7%; + 1/5%) + 8x1%5,

ptq
p-q

vergleiche auch mit dem Beispiel von Seite 96.

!Bei i handelt es sich um den Index zum Zugriff auf Komponenten des Tupels x. e ) bezeichnet erneut
den i-ten Einheitsvektor in R”.
A : k. 7Tk
2Fiir jedes Polynom p ist p* := [];_, p.
3Im Fall p, = 1 kann bei p,x° in (11.1) der Faktor p, natiirlich weggelassen werden.
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R[x1, ..., x,] weist sowohl die Struktur eines Vektorraums iiber R als auch die
eines kommutativen Rings mit Einselement auf. Das Nullelement* ist 0, das Inverse
zu p bez. der Addition ist —p mit (—p), := —p, fur alle e € N. Somit ergibt sich die
Subtraktion p — g als p + (—g). Das Einselement ist das Monom 1 := 1 - xJ - - - x%. Eine
Division mit Rest wie fir univariate Polynome ist im multivariaten Fall nicht moglich,
an deren Stelle tritt die Polynomreduktion, die wir in Abschnitt 13 niher beleuchten.

Die Monome x; werden oft die Polynomvariablen genannt, bei n-variaten Poly-
nomen spricht man daher von Polynomen in #n Variablen. Ihre eigentliche Erklirung
findet die Bezeichnung ,,Polynomvariable®, weil anstelle der Polynomvariablen auch
Werte eingesetzt werden konnen.

Polynomauswertung. Seip € R[x, ..., x,] und x € R"”. Wir nennen
eval(p, ) == Z Pex’
eesupp(p)

die Auswertung von p an der Stelle .

Wie im univariaten Fall kann man tiber die Auswertung dann Polynomfunktionen
definieren. Die zu einem Polynom p € R[xy, ..., x,] gehorige Polynomfunktion ist
klarerweise eine Funktion von R” nach R. Ein multivariates Polynom kann auch nur
partiell bez. einer oder mehrerer Variablen ausgewertet werden. Wir diskutieren hier
lediglich den Spezialfall der Auswertung bez. %, es entsteht dabei ein Polynom in n— 1

Variablen %, ..., x,-;. Sei dazu p € R[xy,...,x,] und X, € R. Wir nennen das
Polynom g € R[xq, ..., x,-1] mit
qe = Z pda_cg" fiir alle e € Ng’l (11.2)
desupp(p)
dip-1=e

die partielle Auswertung von p bez. x,, an der Stelle x,, (geschrieben evaly (p, X,)), wobei
wir dabei wie im univariaten Fall die Konvention 0° = 1 verwenden. Man sieht sofort,
dass in (11.2) auf jeden Fall g, = O fiir e ¢ supp;.,_,(p) ist, wobei

suppy,, 1 (p) = {din1 | d € supp(p)},

sodass man g, nach (11.2) effektiv nur fiir (endlich viele) e € supp,,,_;(p) (statt
e € Ni™!) berechnen muss.

Fir p = 2x135%3 + x1%3%3 + 4x1%5 € R[x1, %, x3] ist supp(p) = {(1,3, 1),

(1,2,2),(1,3,0)}, daher

Suppl:Z(p) = {(133)3(132)} und
evaly, (p,4) = (2-4' +4-4%)x;3x3 + 1 - 42x%5 = 12335 + 16x1%5 € R[xy, x5].

“4In algebraischen Strukturen mit Addition und Multiplikation nennt man die neutralen Elemente oft
Null- bzw. Einselement.
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Die Auswertung von p fiir x, an der Stelle x,, entspricht dem Ersetzen von x, durch x,
in (11.1) und anschlieBendem Zusammenfassen der Monome mit gleichem Potenz-
produkt.

In Abschnitt 14 werden wir mit jedem Tupel B € R[x;, ..., x,]™ ein polynomiales
Gleichungssystem assoziieren. Das Studium der Losungsmenge eines polynomialen
Gleichungssystems basiert ganz wesentlich auf dem Begriff des Ideals.

Polynomideal. Man nennt I C R[x, ..., X,] ein Polynomideal® genau dann,
wenn

1.0el
2. u+velfiralleu,vel

3.p-uelfiralleuelundp € R(xy, ..., x,].

Firr jedes B € R[xy, ..., x,]" ist durch
m
I = {qu-Bk‘qkeR[xl,...,xn]fﬁrl Skfm}
k=1

ein Polynomideal gegeben.

Das im vorangegangenen Beispiel eingefithrte Ideal nennt man das von By, .. ., By,
(bzw. B) erzeugte Ideal und schreibt dafur Ideal(By, ..., B,,) bzw. Ideal(B). Es handelt
sich dabei um das kleinste Ideal, in dem alle By, ..., B,, enthalten sind. Fiir jedes Ideal
I heifdt B eine Basis von I, falls I = Ideal(B) gilt. Der Ausdruck Z;(":l gk - Bx erinnert
an den Begriff der Linearkombination der By in einem Vektorraum, siehe Band 1.
Hier sind die Koeffizienten g; aber Polynome und nicht wie in einem Vektorraum
Elemente des Grundkorpers, man spricht aber trotzdem oft auch im Zusammenhang
mit Polynomidealen von einer Linearkombination der Bi. Das von B erzeugte Ideal
entspricht in diesem Sinn der linearen Hiille von B.

Ordnungen

Fiir eine kanonische Darstellung von Polynomen spielt eine Ordnung der Monome
eine wichtige Rolle. In unserer Diskussion setzen wir fiir Relationen R auf einer Menge
A,d.h.R C A x A, die Begriffe reflexiv, transitiv und antisymmetrisch aus der Linearen
Algebra als bekannt voraus. Ist eine Relation reflexiv und transitiv, so nennt man sie
eine Quasiordnung. R heiflt linear, wenn (a, b) € R oder (b,a) € Rfiirallea,b € A
gilt. Eine Ordnungsrelation (Halbordnung) ist eine antisymmetrische Quasiordnung.
Fiir Ordnungen® verwenden wir das Symbol < (oder ein dazu #hnliches) und
schreiben a < b anstelle von (a, b) € R. Fiir jede Ordnung < konnen wir fiira < b

°In der Algebra werden Ideale fiir allgemeine Ringe definiert. Wir betrachten also gerade den Spezialfall
des Rings R[x;, . .., x,], werden aber trotzdem meist einfach von Idealen sprechen.

6Sowohl Halb- als auch Quasiordnungen werden oft einfach Ordungen genannt. Nimmt man auf
spezielle Eigenschaften Bezug, so muss der Typus der Ordnung niher spezifiziert werden.

Definition

Beispiel
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auch jederzeit b > a schreiben. Mita < bmeint mana < bund b £ a, analog dazu ist
b > a zu verstehen. Die Reflexivitit ist dann nicht mehr erfiillt. Trotzdem spricht man
auch hier von einer Ordnung und bezeichnet < als die zu < gehérende Striktordnung.
Von einer fundierten Relation < auf einer Menge A spricht man, wenn jede nicht-
leere Teilmenge von A ein minimales Element” bez. < besitzt. Fundierte Ordnungen
spielen eine wichtige Rolle, da in einer derartigen Ordnung keine unendlichen, strikt
absteigenden Kettena > b > ... existieren.

Vereinbarung In allen Betrachtungen von multivariaten Polynomen fixieren wir mit x; > ...
> x, eine Ordnung der Variablen. Mit P” bezeichnen wir die Menge aller Potenz-
produkte x° in n Variablen.

Im Gegensatz zur naheliegenden Ordnung der Monome nach aufsteigenden Poten-
zen im univariaten Fall stehen im multivariaten Fall fir eine solche Ordnung mehrere
Moglichkeiten zur Auswahl. Eine Monomordnung beruht zunichst auf einer Ordnung
der Potenzprodukte.

Definition Zuldssige Ordnung. Man nennt < eine zulissige Ordnung auf P" genau dann,
wenn

1. 1 < tfirallet € P"

2.h <t = ts<psfirallet,t,se P

Beispiel Seien d, e € Njj und seien
x4 <oy X° 1= dy < e fiireinl <k < nund d; = ¢; fiir alle j < k bzw.
x? <l X¢ 1= x? <jox x° 0derd =e.

Es ist x1x3 <iex X3, denn fiird = (1,3) und e = (3, 0) gilt d; < e; und d; = ¢; fiir
alle j < 1. Fiir die Potenzprodukte x;x3 und x;x3 sind d = (1,3) und e = (1, 4),
hier ist d, < e; und d; = ¢; fiir alle j < 2, also xlxg <lex xlxé. Sei weiterhin

n n n n
x4 <gg X° 1= E d; < E e oder( E d; = E ej und x4 <jex xe).
j=1 j=1 j=1 j=1

Der Totalgrad® von x;x3 ist 4, jener von x3 ist 3, daher gilt x] < x;x3. Sowohl
x1x; als auch x7x, haben Totalgrad 4, wegen x1x3 <jx X%, gilt auch x;x3 <

X?Xz.

Man nennt <, die lexikographische bzw. <, die Totalgrad-Ordnung fur Potenz-
produkte. Sowohl <., als auch < sind zuldssige Ordnungen auf P", es handelt sich
jeweils um lineare Halbordnungen. Klarerweise hangen diese Ordnungen von der zuvor
vereinbarten Ordnung der Variablen ab.

7Man nennt a € A ein minimales Element bez. <, wenn eskeinb € Amith < a gibt.
8Bei Z;’:l ej spricht man vom Totalgrad eines Potenzprodukts x¢ bzw. eines Monoms p, x°.
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Monomordnung. Sei < eine zuldssige Ordnung auf P” und seien d, e € Nj und
a, b € R. Wir definieren eine Monomordnung durch

d

ax? < bx® 1= %

< x°.

Man beachte, dass durch das Ignorieren der Koeffizienten die Antisymmetrie der
Ordnung verloren geht. Es gilt sowohl 2x;x3 <jex 5x%1x%3 als auch 5x1x3 <jex
2x1%3. Bei einer Monomordnung handelt es sich also nur mehr um eine lineare
Quasiordnung.

Seien p € R[xy, ..., X,] mit p # 0 und < eine Monomordnung. Dann heiflen’

fm< (p) := max< {pexe | ee supp(p)} fpp_(p) = maxg{xe | ee supp(p)}
red<(p) :=p—fm<(p)
das fiihrende Monom, das fithrende Potenzprodukt bzw. das Reductum von p (bez.

<). Den Koeffizienten p, des fithrenden Monoms nennen wir auch den fiihrenden
Koeffizienten von p (bez. <) und schreiben dafur fk<(p).

Wie im univariaten Fall nennt man p normiert, falls'® fk(p) = 1 gilt. Das Reductum
von p beinhaltet alle Monome von p aufler dem fithrenden.

Fiir p = 2x;x3 + 1/5%3, q = 2x1%3 + %3 + 4x5 € R[x1, x,] gilt

fmskx ﬂ(Skx fppskx redskx fms[g ﬂ<s[g fppSlg redSlg
p|1/5% | 1/5 % 2x,%; 2% | 2 | xixy | 1/5%]
q| = 1 x| 2xx A || 2xx | 2 | x| 4xg %D

Wir sind nun in der Lage, Polynome zu ordnen.

Polynomordnung. Sei < eine zulissige Ordnung auf P”. Dann definieren wir fiir
alle p, g € R[xy, ..., x,] mit p, g # 0 eine Polynomordnung durch

p = q :< fpp(p) < fpp(q) oder (fpp(p) = fpp(q) A red(p) =< red(q)).

Zusitzlich setzen wir 0 < p fiir alle p € R[x, ..., x,].

Das grofite Element einer endlichen Menge A bez. einer linearen Ordnung < bezeichnen wir mit
max < A, wir schreiben max A immer dann, wenn die Ordnung auf A aus dem Zusammenhang klar ist.

1075t die Monomordnung aus dem Kontext klar oder deren konkrete Wahl nicht relevant, so schreiben
wir nur fm(p), fpp(p), tk(p) und red(p).

Definition
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Seien p und g wie im obigen Beispiel. Beztiglich der lexikographischen Ordnung
gilt g < p, weil fpp(q) = x? <iex x; = fpp(p). Beziiglich der Totalgrad-Ordnung
gilt ebenfalls g < p, dafpp(q) = fpp(p) und r, = red - (q) < red- (p) = r, wegen
fpp(ry) = x3 <ig %7 = fpp(rp).

Jede zulidssige Ordnung auf P" ist eine lineare fundierte Ordnung. Linearitit und
Fundiertheit gelten auch fiir die Polynomordnung, siehe [1].

Die Relation < ist eine lineare fundierte Quasiordnung auf R[x, . .., x,].

Fiir Potenzprodukte definiert man wie iiblich, dass x%|x¢ genau dann gilt, wenn
ein ¢ € Nj existiert mit x° = x° - x?. Das bedeutet nichts anderes als d; < ¢; fiir alle
1 < i < n. Auch hierbei handelt es sich um eine fundierte Ordnung. Dariiberhinaus
ergibt sich aus den Definitionen sofort, dass Xdlx‘Z auch x4 < x° fiir jede zuldssige
Ordnung < zur Folge hat.

Im Fall der Teilbarkeit ist auch eine Division von Potenzprodukten moglich, wobei
x¢/x% als jenes Potenzprodukt x¢ definiert ist, fiir das x¢ = x° - x ist. Das kleinste
gemeinsame Vielfache kgV zweier Potenzprodukte ist ein gemeinsames Vielfaches v
der beiden Potenzprodukte, sodass fiir jedes andere gemeinsame Vielfache v gilt v|v. Es
ist leicht zu sehen, dass

kgV(xd, x°) = x™X(@) il max(d, ) := (max (d;, &) | 1<i< n)

Die Teilbarkeitsrelation auf Potenzprodukten erlaubt als fundierte Ordnung keine
unendlichen, strikt absteigenden Ketten. Es kann auch keine unendliche Folge von
nicht-teilbaren Potenzprodukten existieren. Die hier angefiihrte Formulierung dieser
Tatsache ist eine Konsequenz des Lemmas von Dickson'?, siehe wieder [1] fiir dessen
Beweis.

Sei (+9);ey eine Folge in P". Dann existieren 7 < j mit t@)¢0)

Diese Variante von Dicksons Lemma wird uns in Abschnitt 13 bei der algorithmi-
schen Behandlung von Problemstellungen mit multivariaten Polynomen zuhilfe kom-

men. Zuvor wollen wir aber erst die Reprisentation von Polynomen am Computer
behandeln.

'Wir verwenden die Schreibweise (T; | B;) (analog zur Mengenschreibweise {T; | B;}) fiir das Tupel
aller Tj, das entsteht, wenn i den Bereich B; durchlduft. Dabei wird angenommen, dass klar ist, was die
Laufvariable ist und in welcher Reihenfolge diese den Bereich B; durchliuft.

12D1ckson, LEONARD EUGENE: 1874—1954, amerikanischer Mathematiker. Er war der Erste, dem die
Universitit Chicago ein Doktorat in Mathematik verliehen hat. 1924 war er erster Triger des Preises zur
Forderung der Wissenschaften der American Association for the Advancement of Science und 1928 des
Cole-Preises fiir Algebra der American Mathematical Society (AMS).
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W12
Multivariate Polynome am Computer

Fiir die Entwicklung einer Datenstruktur wihlen wir die Darstellung eines Polynoms
p als endliche Summe von Monomen

p= D, px (12.3)
)

eesupp(p

wiein (11.1). Diese ist allerdings nicht eindeutig, da die Reihenfolge der Summation be-
liebig vertauscht werden kann, beispielsweise gilt 2x;x3 + 1/5x] = p = 1/5%3 + 2x1x;.
Eine eindeutige Darstellung erhilt man durch Fixieren einer Monomordnung und
Beschreibung des Polynoms (12.3) durch ein beztiglich dieser Monomordnung abstei-
gend sortiertes Tupel von Monomen, etwa (1 /5x3, 2X1X3) fiir p aus obigem Beispiel
unter Verwendung der lexikographischen Ordnung. Dabei ist jedes Monom p,x¢ durch
das Tupel ( s e) bestehend aus dem Koeffizienten p, und dem Exponententupel e ein-
deutig bestimmt, etwa (1/5, (3, 0)) fiir 1/5x; im Beispiel.

Wir beginnen mit einer eigenen Datenstruktur fiir Monome und fixieren wie auf
Seite 100 die Variablen x = (xi,...,X,) mit x; > ... > x,. Obwohl Monome
natiirlich als spezielle Polynome betrachtet werden konnen, empfiehlt es sich in einer
Computerrealisierung, eine eigene Datenstruktur dafiir bereitzustellen.

Computerreprisentation (Datenstruktur My, fiir multivariate Monome). Wir defi-
nieren eine Datenstruktur My, in der wir fiir ein Monom bx*® die Komponenten b und
e abspeichern und mit der gewohnten Index-Schreibweise auf die Komponenten des Mo-
noms zugreifen. Fiir p € My mit gy = b und p, = e schreiben wir wie fiir Tupel einfach
(b, e). Auf My, ist die Multiplikation einfach zu realisieren, da

(a,d)-(b,e)=(a-b,d+e) fiir (a,d), (b,e) e My

gilt. Dabei steht d + e fiir die komponentenweise Addition auf Njj, und a - b ist die
Multiplikation in R, vergleiche dazu Ubung II1.1. Die Addition zweier Monome mit
identischem Potenzprodukt ist definiert durch

(a,e)+ (b,e) =(a+b,e) fiir (a,e), (b, e) € Mg,
wobei wir in diesem Fall auch das spezielle Monom (0, €) € M, erlauben'.

Wir gehen aulerdem davon aus, dass Algorithmen bereit stehen, die fiir Monome
B, p € Mp die Aussagen p <p, 1 bzw. p <y p iiberpriifen. Diese Algorithmen
kénnen basierend auf den Definitionen der jeweiligen Ordnungen unmittelbar imple-
mentiert werden, wir verweisen auf Ubung I11.3. Mit Hilfe der Monomstruktur kénnen
wir nun eine Datenstruktur fir multivariate Polynome festlegen.

Computerreprisentation (Datenstruktur Py = fiir n-variate Polynome). Wir fiihren
eine Datenstruktur Py~ fiir n-variate Polynome iiber R bez. einer Monomordnung < ein,
in der wir fiir ein Polynom (12.3) in mon(p) das Monomtupel

m= ((pe, e) e My | e e supp(p)) mitm; > mj firallel < i <j < |m|

13Man beachte, dass wegen e € supp(p) in (12.3) fiir die in einem Polynom auftretenden Monome p,x¢
immer p, # 0 gilt.
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abspeichern. Klarerweise gilt |m| = |supp(p)|. Fiir das Nullpolynom gilt mon(0) = (), die
Linge eines Polynoms definieren wir als L(p) := |mon(p)|. Zur Angabe eines Polynoms
p € Pg= schreiben wir einfach das Monomtupel mon(p) an.

Bei Pg= handelt es sich um eine kanonische Darstellung von n-variaten Polynomen
bez. der Monomordnung <. Vielfach wird sich eine Funktion kanonisch%s als praktisch

herausstellen, die ein beliebiges Tupel t von Monomen in die in Py~ verlangte kano-
nische Form bringt. Dabei sind die in t vorkommenden Monome bez. < absteigend zu
sortieren, Monome mit identischem Potenzprodukt sind durch Addition zusammenzufas-
sen und daraus resultierende Monome mit Koeffizient 0 sind aus t zu eliminieren, siche
Algorithmus kanonischMPoly.

Computerprogrammierung. Im Algorithmus kanonischMPoly hingt es von der ver-
wendeten Programmiersprache ab, wie die zuvor realisierte Monomordnung als Eingabe-
parameter iibergeben wird. In Mathematica geniigt die Angabe des Namens, in anderen
Sprachen verwendet man Funktionszeiger. Ein mit diesem Algorithmus ermitteltes Tupel
m kann dann als Monomtupel fiir p € Py = verwendet werden.

AlgorithmuskanonischMPoly: Bestimmung der kanonischen Form in Py =

ift =() Aufruf: kanonischMPoly(t, <)
m <t Eingabe: t € (M})¥, Monomordnung <
elseif t; ; =0 Ausgabe: m € (Mp)!
m < kanonischMPoly(t,. s, <) mit: Zf-zl m; = Zle i,
else m; > myy firallel <i <1,
fetre() mijy #0furallel <i<l.
for i from 2 to k
lff <t
r <« EinfiigenEnde(r, f)
f — I
else

r < EinfiigenEnde(r, t;)
r < kanonischMPoly(r, <)
iflr| >1Afh=r1
B fHr, Ty
if H1 = 0
me—r
else
m <« EinfiigenBeginn(r, 1)
else
m < EinfiigenBeginn(r, f)
return m

Die kanonische Darstellung der Polynome p und g von Seite 97 bez. der Monom-
ordnung <. lautet

p=((1/5,(3,0)), (2, (1,3))) € Px="
q=((1,(2,0)),(2,(1,3)), (4,(0,3)) € Pg=*,

vergleiche auch mit deren Definition auf Seite 96.
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Die in Abschnitt 11 eingefithrten Grundoperationen auf Polynomen lassen sich
einfach auf Py = tibertragen. Sei p # 0 und m = mon(p), dann sind

fm(p) = m € My red(p) = r € Py = mit mon(r) =
tk(p) =mi; €R fpp(p) = my» € Ni.

Dabei ist zu beachten, dass die Monomordnung <, beziiglich der diese Begriffe definiert
sind, jene Ordnung ist, die als Parameter in die Datenstruktur ”Pﬁjg eingeht.

Die Addition zweier Polynome p, g € Py = entspricht dem Zusammenfithren zwei-
er Polynome, sodass die Ordnung der Monome erhalten bleibt, Monome mit gleichem
Potenzprodukt addiert, etwaige Monome der Gestalt (0, e) eliminiert werden, und da-
bei das Resultat sofort wieder in kanonischer Form ist, siche Algorithmus AddMPoly.
Dazu betrachtet man die fithrenden Monome p,, p; von p bzw. g. Ist p1, > 14, so wird
1, das fithrende Monom der Summe und man addiert (rekursiv) das Reductum von
p zu g (analog im Fall p, > p,). Ist weder 1, > p, noch p; > p,, so haben p1, und
4 das gleiche Potenzprodukt. In diesem Fall addiert man die fiihrenden Monome und
bildet (rekursiv) s = red(p) + red(q). Entsteht bei der Monomaddition ein Monom
mit Koeffizient ungleich 0, so wird dieses als fithrendes Monom zu s hinzugefiigt'4,
andernfalls wird es verworfen. Die Subtraktion von Polynomen erfolgt véllig analog.

Algorithmus AddMPoly: Addition in R[x, ..., x,]

ifp=0 Aufruf: AddMPoly(p, q)
s q Eingabe: p, g € 77%5-
elseif g = 0 Ausgabe: s € Py=
sep mit: s=p+q.
else

By < fm(p), r, < red(p)
By < ftm(g), r; < red(q)
if gy > py

s < EinfiigenBeginn(AddMPoly(r,, q), pp)
elseif p, > p,

s < EinfiigenBeginn(AddMPoly(p, 1,), p14)
else

B < pp + Hg, s <= AddMPoly(ry, 1,)

s < EinfiigenBeginn(s, p)
returns

Rufen wir den Algorithmus AddMPoly(p, q) mit p, q € ”P%’S‘”‘ wie oben auf, so
werden zuerst g1, = fm(p) = (1/5,(3,0)) und p, = fm(q) = (1, (2,0)) be-
rechnet. Wegen 1, > p ist (rekursiv) AddMPoly(((2, (1, 3))), q) auszufiih-
ren, als fiihrendes Monom merken wir (1/5, (3, 0)) vor. Im rekursiven Aufruf ist

“Die Tupeloperation FEinfiigenBeginn iibertragen wir auf Polynome p € 'Pﬁ%’s derart, dass
EinfiigenBeginn(p, m) jenes Polynom g mit mon(q) = EinfiigenBeginn(mon(p), m) liefert.

Beispiel
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By >lex Hp = (2, (1, 3)), wir merken (1, (2, 0)) als fithrendes Monom vor und
fahren mit
AddMPoly(((2, (1, 3))), ((2, (1, 3)), (4, (0, 3))))

fort. Hier ist weder p1, >1ex j1, noch py > f1,, daher werden

p=(2,(1,3)+(2,(1,3) =(4,(1,3)) und
s = AddMPoly(0, ((4, (0, 3)))) = ((4, (0, 3)))

berechnet. Insgesamt ergibt sich nach sukzessivem Einfiigen der vorgemerkten
fithrenden Monome am Beginn von s

((1/5,(3,0)), (1, (2, 0)), (4, (1, 3)), (4, (0, 3))) ,

vergleiche dazu auch die Beispiele von Seite 96 und Seite 97.

In AddMPoly(p, q) wird in jedem Rekursionsschritt ein Monom in p und/oder g
behandelt, im schlechtesten Fall sind somit L(p)+L(q) rekursive Aufrufe nétig. In jedem
rekursiven Aufruf werden eine Addition in R und zwei Monomvergleiche durchgefiihrt.
Dazuwerden sowohl fiir <jex alsauch <, schlechtestenfalls n—1 Vergleiche benotigt, im
Fall von <g sind zusitzlich 2(n—1) Additionen zum Bestimmen des Totalgrads und ein
Vergleich notwendig. Insgesamt ist also im schlechtesten Fall mit einem Rechenaufwand
von O((L(p) + L(q))n) zu rechnen.

Zur Multiplikation von Polynomen p und g zerlegen wir q in sein fithrendes Monom
und sein Reductum. Aufgrund des Distributivgesetzes ergibt sich dann

p-q=p- (fm(q) +red(q)) = p-fm(g) + p - red(q),

wobei die Multiplikation im ersten Summanden eine Multiplikation eines Polynoms
mit einem Monom und die Multiplikation im zweiten Summanden wieder eine Poly-
nommultiplikation ist. Dies kann daher in einem rekursiven Algorithmus sofort um-
gesetzt werden. Die Rekursion terminiert nach endlich vielen Schritten, da in jedem
Rekursionsschritt die Anzahl der Monome im zweiten Faktor strikt abnimmt. Da in
weiterer Folge die Polynommultiplikation eine untergeordnete Rolle spielt, verzichten
wir auf die explizite Angabe eines Algorithmus. Die darin benétigte Multiplikation
eines Polynoms mit einem Monom kann basierend auf deren Definition von Seite 96
durch

p-p=(pi-p|l<i<Lp) firpePy=undpe Mj

realisiert werden. Da die Monome in p bez. < absteigend geordnet sind, trifft dies
auch auf die Monome p; - p im Produkt zu, da < eine zuldssige Ordnung auf P" ist.
Insbesondere ist fm(p - p) = fm(p) - p.

Die Auswertung eval(p, X) eines Polynoms p € Py~ kann basierend auf der De-
finition von Seite 98 ebenfalls unmittelbar realisiert werden, siehe Ubung I1I1.3. Um
allerdings ein effizientes und numerisch stabiles Verfahren zur Polynomauswertung
zu erhalten, empfiehlt es sich, den Horner-Algorithmus fiir multivariate Polynome
zu adaptieren, wir gehen auf die Details nicht niaher ein. Fiir die partielle Auswertung
evaly, (p, X) muss nach (11.2) jedes Monom p(P’d) = (a, d) durch ﬁ(P’d) = (aa’cd", dl;,H)
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ersetzt und das resultierende Monomtupel in kanonische Form in ’Pﬁgl’ = gebracht wer-
den, siche Algorithmus PartEvalMPoly.

Algorithmus PartEvalMPoly: Partielle Auswertung eines multivariaten Polynoms

for i from 1 to L(p) Aufruf: PartEvalMPoly(p, k)
a < pi1,d < pis Eingabe: p € P;=,% € R.
m; — (ax%, dyy) Ausgabe: g € Pp "=
mon(q) « kanonischMPoly(m, <) mit: g = evaly, (p, X).
return g

Wir betrachten p = ((2, (1, 3, 1)), (1, (1, 2, 2)), (4, (1,3,0))) € 77%’5‘8 aus dem
Beispiel von Seite 98. Der Aufruf PartEvalMPoly(p, 4) liefert nach Durchlaufen der
Schleife das Tupel m = ((2-4', (1, 3)), (1-4%,(1,2)), (4-4° (1, 3))). Letztlich
wird das Polynom ¢ gebildet, welches die kanonische Form von m als Monomtupel
enthalt, also g = (12, (1, 3)), (16, (1, 2))) € P5=".

Aus mathematischer Sicht konnen multivariate Polynome im Fall n = 1 mit uni-
variaten Polynomen identifiziert werden, auf Ebene der Datenstrukturen ist allerdings
’Pﬁf # Pr. In ’Pﬁf sind nur die von 0 verschiedenen Koeffizienten gemeinsam mit
den zugehorigen Exponenten abgespeichert, was der diinnen Darstellung fiir univa-
riate Polynome gleichkommt. In Pg hingegen wird ja die dichte Darstellung inklu-
sive allfdlliger Null-Koeffizienten verwendet. Fiir den Fall, dass Algorithmen, die fur
univariate Polynome p € Pg vorliegen, mit p € ’Pﬁf anzuwenden sind, ist eine
Konvertierung zwischen den Datenstrukturen ’Pﬁf und Pr erforderlich, sieche dazu
Ubung IIL9.

W 13
Polynomreduktion und Grobner-Basen

In diesem Abschnitt wollen wir zuerst durch Einfithrung der Polynomreduktion den
am Beginn des Kapitels angesprochenen Ersetzungsprozess fiir polynomiale Gleichun-
gen systematisieren. Darauf aufbauend fiihren wir den fir das Losen polynomialer
Gleichungssysteme zentralen Begriff der Grobner-Basis ein.

Polynomreduktion

Die Polynomreduktion kann als eine Verallgemeinerung der Polynomdivision mit Rest
von univariaten Polynomen aus Band I angesehen werden. Dabei handelt es sich um
eine ,,Division durch mehrere Polynome®. Im univariaten Fall wird vom Rest verlangt,
kleineren Grad als der Divisor aufzuweisen. Das hat zur Folge, dass das fithrende
Monom des Divisors kein Monom des Rests teilen kann. Diese Charakterisierung ldsst

107
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sich relativ einfach auf den multivariaten Fall tibertragen. In der Folge schreiben wir

M(p) = {pex | e € supp(p)}

fiir die Menge aller in einem Polynom p vorkommenden Monome, fixieren eine zulassi-
ge Ordnung < auf P" und betonen, dass alle in der Folge eingefiihrten Begriffe von
dieser abhangen.

Definition Seien a, b, r € R[xy, ..., X,] und pz ein Monom.

i. Man sagt a reduziert zu r (modulo b) durch Elimination des Monoms 1 (ge-

schrieben a - u ) genau dann, wenn pz € M(a) und ein Monom 1) existiert
mit fm(b)n = pundr =a - bn.

.. . . b
ii. Man sagt a reduziert zu r (modulo b) (geschrieben a — r) genau dann, wenn

a—b>}, r fur ein p € M(a).

Beispiel Seien a = x}+x35 € R[x;, x;] und b = x; +x,— 1, wir verwenden lexikographische

Ordnung. Zu p = x} € M(a) existiert ein Monom 1 mit fm(b)n = x}, namlich

n = x;, somit gilt mit

fza—b)‘]:(X%-f—X%)—(Xl+X2—1)X'I’:—X?X2+X?+X§

jedenfalls a ﬁbx% r und offensichtlich auch a - r.

Definition Seiena € R[x;,...,x,]und B € R[xq, ..., x,]™.
i. Ein Polynom a ist reduzierbar modulo B genau dann, wenn es ein r €

. . . .. B
R[xj,...,%,] undeinimitl < i < m gibt mita — r.

. : . B
ii. Man nennt r eine Normalform von a modulo B (geschrieben a —* r) genau
dann, wenn r nicht reduzierbar modulo B ist, und entweder r = a ist oder

Tupel i € N bzw. u € R[x, ..., x,]' existieren mit
B; B; B;
A= U =Sty —> > U] — u=r. (13.4)
Beispiel Sei B = (x; + %3 — 1, x1xX, — 3). Das oben berechnete Polynom r ist reduzierbar

modulo B, es eignen sich sowohl i = 1 als auch i = 2. Das Polynom s = x5 +5x, + 1
ist nicht reduzierbar modulo B, denn kein Monom in s ist Vielfaches des fithrenden
Monoms eines B;, sodass auch kein Monom in s durch eine geeignete Subtrakti-

o o . B .
on eliminiert werden kann. Fiir obiges a gilt sogar a —* s, eine entsprechende
Reduktionssequenz (13.4) ist in Tabelle III.1 (links) gezeigt.
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Tabelle I1.1: Reduktionssequenzen der Lange 7 bzw. 10 zur Berechnung einer Normalform. Die
Spalten i und u reprasentieren die Tupel 7 und u aus der Darstellung einer Reduktionssequenz
in (13.4).

i n u i n u

1| x| %% +x +%5 1 x; —X3%; + X] + X5

2| x| x}-3x2+x) 1| =% | x]+x% %%+ %)

1| x| xix—-2x2+x || 1 x2 Xix5 —2X0%y + X0 + %)

2| x| 2xP 3%+ % 1| xx | 2x%3x+x —xi% + X% + X,

1| 2% | 2xi% = 5% +%5 || 1| —2x1% | %2 —x1%3 + 3x,%3 — 2x1 %X, + X5

2 2 —5x; + %, + 6 1 x —x1%5 +3x1%5 — 3x1% + X1 + %)
1| =5 | x3+5%;+1 1| —x3 | $3x% —3x% + %5 + 2% — X3
1| 3x3 | =3x1% +x; +2x5 — 4x3 +3x3
1| -3%x | % +2x)—4x3 + 6x3 — 3%,
4 3 2
1 1 2x; — 4%, + 6x; —4x, + 1

Die in einem Reduktionsschritt zu verwendenden p und B; miissen nicht eindeutig
sein, sodass abhingig von der konkreten Wahl durchaus verschiedene Reduktionsse-
quenzen entstehen koénnen, siehe dazu Tabelle II1.1. Zudem ist auch die Normalform
von a modulo B nicht notwendigerweise eindeutig bestimmt'”, sowohl x3 + 5x, + 1 als
auch 2x3 — 4x3 + 6x3 — 4x, + 1 aus dem Beispiel sind Normalformen von a modulo
B, siehe auch Ubung I11.4.

Die Subtraktion r = a — b in einem Reduktionsschritt lisst sich auch als Ersetzung
von p = fm(b)n durch —red(b)n in a interpretieren. Eine Reduktionssequenz wie in
Tabelle III.1 entspricht demnach einer mit a beginnenden Sequenz von Monomerset-
zungen. Eine Normalform ist erreicht, wenn keine Ersetzung mehr moglich ist. Fiir
einen systematischen Eliminationsprozess ist es von entscheidender Bedeutung, dass
per Definition das Monom p in a mit Hilfe des fithrenden Monoms von b eliminiert
wird. So ist sichergestellt, dass das Polynom r nach einem Reduktionsschritt echt kleiner
ist (in Bezug auf <) als a.

. . b .
Seien a, b, r € R[x, ..., x,] und p1 ein Monom so, dass a —, r. Dannistr < a.

Beweis. Wir beweisen r < a mittels Noetherscher'® Induktion'® bez. a und der Poly-
nomordnung =, als Induktionsannahme gilt also

/

r <a

/

fiir alle @’ < aund r’ mit a’ —b>,1 r. (13.5)

155 sei darauf hingewiesen, dass in anderen Zusammenhingen der Begriff ,,Normalform* oft als Syn-
onym fiir eine kanonische Form verwendet wird. In diesen Fillen verlangt man meist Eindeutigkeit, siche
auch unsere Verwendung von kanonischen Formen im Zusammenhang mit Datenstrukturen zur Darstellung
mathematischer Objekte.

Lemma



Satz

[l Multivariate Polynome

Laut Voraussetzung ist g € M(a) und fm(b)n = p fiir ein Monom . Wir betrachten
zuerst den Fall p = fm(a). In diesem Fall ist

r=a—bn=fm(a) +red(a) — fm(b)n — red(b)n = red(a) — red(b)n.

Ist r = 0, so folgt r < a direkt aus der Definition. Andernfalls ist m < fm(a) fir alle
m € M(r) und daher wegen fpp(r) < fpp(a) auch r < a.Im Fall p # fm(a) gilt

r=a—bn=fm(a)+red(a) — bn = fm(a) +r' wobei red(a) —b>p r,

und aufgrund der Induktionsvoraussetzung (13.5) ist ' < red(a). Somit gilt fpp(r) =
fpp(a) undred(r) = r’ < red(a), also gilt laut Definition auch in diesem Fall r < a. [

Umgelegt auf den univariaten Fall entspricht ein Reduktionsschritt zur Eliminati-
on eines Monoms von a einem einzelnen Subtraktionsschritt in der Polynomdivision
von a durch b, wobei der Rest erreicht ist, wenn keine weitere Elimination mehr vorge-
nommen werden kann. Der Rest r = a mod b entspricht also einer Normalform von a
modulo des Tupels (b), der Quotient q in der Darstellung a = b - g + r enthalt all jene
Monome, mit denen b in den einzelnen Eliminationsschritten multipliziert werden
muss. Die Polynomdivision kann also auch als die Suche nach einer Normalform r von
a modulo (b) mita = b - g + r angesehen werden. Deren multivariate Version nennt
man Polynomreduktion, wobei hier anstelle der Polynome b und g jeweils Tupel von
Polynomen treten.

Problemstellung (Polynomreduktion).

Gegeben: a € R[xy,...,%,],B € R[xy,...,x,]"
Gesucht: Qe R[xy,...,x,]" reR[x1,...,X,]

. B
mit:  a=>,", QB +runda —>*r.

Der folgende Satz besagt, dass eine Normalform mit den geforderten Eigenschaften
stets existiert.

Polynomreduktion. Seien a € R[xj,...,x,] und B € R[x,, ..., x,]". Dann

.. B
existieren Q € R[xi,...,x,]™ und r € R[x1, ..., X,] so, dass a —* r und
m
a= Zk:l QB + 1.

16N OETHER, EMMY: 1882-1935, deutsche Mathematikerin. Fiir ihr Doktorat arbeitete sie an der Uni-
versitit Erlangen an konstruktiven Methoden in der Polynomidealtheorie. Spiter wurde sie von Hilbert!”
an die Universitit Gottingen geholt, wo sie auch unter dessen Namen lehrte, weil ihr als Frau lange die
Habilitation verweigert wurde. Mit ihren Arbeiten in der Invariantentheorie — in der Physik ist das von ihr
bewiesene Noethersche Theorem ein Begriff — beeinflusste sie auch die Entwicklung der modernen Physik,
insbesondere der allgemeinen Relativititstheorie.

17HiLBerT, DAVID: 1862—1943, deutscher Mathematiker. Der nach ihm benannte Hilbertsche Basissatz,
wonach fiir einen Korper K jedes Ideal in K[x;, ..., x,] eine endliche Basis besitzt, war in einer Arbeit
enthalten, die er 1888 bei den Mathematischen Annalen einreichte. Obwohl sein Beweis in einem Gutachten
stark kritisiert und die Publikation abgelehnt wurde, erschien die Arbeit letztendlich ohne Veranderungen,
weil der Herausgeber deren Wichtigkeit erkannte und sich fiir ihre Publikation einsetzte.

¥ Dieses Induktionsprinzip besagt, dass eine Aussage P(a) fiir alle a € A bewiesen ist, sobald man in
Bezug auf eine fundierte Ordnung < beweist, dass P(a) fiir fixes a € A gilt unter der (Induktions-) Annahme
P(b) fiir alle b < a. Man spricht dabei manchmal auch von Werteverlaufsinduktion bez. a und <.
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Beweis. Wir verwenden wieder Induktion bez. a und < mit der Induktionsannahme,
dass jedes a’ < a darstellbar ist als

m
@'=> QBi+r mitQ eR[x,...,x,]" und 7' € Rlxy,...,x,].  (13.6)
k=1

Ist a nicht reduzierbar modulo B, so wihlt manr := aund Q := (0, ..., 0). Andernfalls
existieren 1 < i < mund p € M(a) so, dass fm(B;)n = p fiir ein Monom 7 und damit

a gy a’ mit a’ = a — B;n. Aufgrund des Lemmas von Seite 109 ist @’ < a, sodass
aufgrund der Induktionsannahme Q' und r’ existieren mit (13.6). Mit

Q. +n fallsk=i
Qi = und r:=71'
Q. sonst

erreichen wir die gewiinschte Darstellung a = a’ + Bin = >/, QiBx + . ]

Aus diesem konstruktiven Existenzbeweis ldsst sich ein rekursiver Algorithmus zur
Berechnung einer Normalform ablesen, dessen Arbeitsweise analog zum Divisionsalgo-
rithmus im univariaten Fall ist, siche Algorithmus RedMPoly. Durch Subtraktion eines
entsprechenden Vielfachen eines geeigneten B;, siehe Beispiel unten, eliminiert man
ein Monom p1 in a, auf dem verbleibenden Polynom wird der Prozess rekursiv solange
fortgesetzt, bis keine Reduktion mehr moglich ist. Auch wenn der Beweis dies nicht
erzwingt, eliminieren wir in RedMPoly wann immer mdéglich das fiihrende Monom von
a. Das in einem Reduktionsschritt zu verwendende B; ist, wie auf Seite 109 erwihnt,
nicht eindeutig bestimmt. Dessen Auswahl realisieren wir in einem Unteralgorithmus
reduzierbar(a, B), der nach einer Suche in B als Resultat (i, 11) liefert mit fm(B;)n = p
(existieren keine solchen (i, t]), so liefert reduzierbar(a, B) das Resultat (0, 1)). Aus
dem Algorithmus RedMPoly lisst sich leicht ein Algorithmus NormalformMPoly(a, B)
ableiten, der nur eine Normalform von a modulo B berechnet, ohne in jedem Schritt
die Polynome Qj zu bestimmen.

Wir betrachten wieder a = x} + x5 € R[x;, ;] und B = (%1 + %3 — 1, 1%, — 3)
bez. der lexikographischen Ordnung. Auf Seite 108 haben wir schon gesehen,
dass a reduzierbar modulo B ist. Je nach Realisierung des Unteralgorithmus
reduzierbar konnen bei einem Aufruf RedMPoly(a, B) verschiedene Reduktions-
sequenzen entstehen, unter anderem die in Tabelle III.1 gezeigten'®. Die Poly-
nome Q; ergeben sich, indem die im jeweiligen Reduktionsschritt verwende-
ten Monome 7 im passenden Q; aufsummiert werden. Aus Tabelle III.1 ergibt

YDie linke Spalte erhilt man, wenn man wann immer moglich B, zur Reduktion verwendet, die rechte
Spalte ergibt sich, wenn man wann immer maéglich B; zur Reduktion heranzieht.

Beispiel
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sich etwa

X?+X% = (X?+X%—2X1—5)Bl +(—X%—X1 +2)B2+x§+5xz+1=
(X';’ — X%Xz + X% + xp{% —2x1X) + X1 — xg + 3x§ —3x;+ 1)B;

+2x5 — 43 + 635 — 4% + 1.

Algorithmus RedMPoly: Reduktion eines multivariaten Polynoms

(i,n) « reduzierbar(a, B) Aufruf: RedMPoly(a, B)
ifi=0 Eingabe: a € Py=,B e (Pg=)™.
r<a Ausgabe: Q € (Pg=)",r € Py~
for k from 1 to m mit: a=3" QB + d B,
: ey QkBr +runda —>* r
Qr <0
else
a < a—-Bin

(Q', ") < RedMPoly(a’, B)
for k from 1 to m
ifk=1i
Qr < Q. +n
else
Qr < Q,
r <1
return (Q, r)

Ista 2o 0, so gilt fiir a die Darstellung a = Z,Tzl QiBj und demnach a € Ideal(B).
Umgekehrt erzwingt a € Ideal(B) nicht unbedingt a B 0. S0 gilt zum einen etwa
B, € Ideal(B) und wegen B, E> 0 auch B, 2 0. Zum anderen gilt aber mit B aus

obigem Beispiel auch B, By #0,da B, B mitr = —x3 + x, — 3 gilt und r nicht
reduzierbar modulo B ist. Eine Normalform modulo B ist somit nicht eindeutig.

Grobner-Basen

Modulo einer Gribner®’-Basis sind Normalformen stets eindeutig bestimmt.

Definition Grobner-Basis. Sei G € R[xy, ..., x,]%. Man nennt G eine Grébner-Basis genau
dann, wenn
G, G, .
ausa > rpunda —>" ryfolgtry = r, furallea, r, r € Rxy, ..., x,].

20 GROBNER, WOLFGANG: 1899-1980, osterreichischer Mathematiker. Nach seiner Dissertation in Wien
ging er nach Gottingen und arbeitete mit Emmy Noether, siehe Seite 110. Uber Rom und Wien kam er 1947 als
Professor nach Innsbruck. Grobner-Basen sind nach ihm benannt, da er 1964 in einem Dissertationsthema
eine Aufgabenstellung formulierte, die den Ausgangspunkt zur Entwicklung der gesamten Theorie durch
Buchberger, siehe Seite 114, markiert.
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Da die Definition auf Normalformen aufbaut, ist auch der Begriff Grobner-Basis
von der zugrundeliegenden Ordnung auf P" abhingig. Von zentraler Bedeutung, auch
im Hinblick auf das Losen polynomialer Gleichungssysteme, sind Grobner-Basen G,
die bei gegebenem B € R[xy, ..., x,]" das gleiche Ideal erzeugen wie B.

Problemstellung (Grobner-Basis).
Gegeben: B e R[xy,...,x,]™.
Gesucht: G e R[xy,...,x,]¢
mit: G ist eine Grobner-Basis und Ideal(G) = Ideal(B).

Eine Losung G dieser Problemstellung nennt man eine Grgbner-Basis von B. Diese
ist nicht eindeutig bestimmt, da G z.B. durch Hinzunahme eines Vielfachen eines G;
eine Grobner-Basis bleibt, die dasselbe Ideal erzeugt. Die Existenz von Grébner-Basen
zu gegebenem B weisen wir nach, indem wir einen Losungsalgorithmus angeben und
dessen Korrektheit zeigen. Es sei angemerkt, dass sich in der Literatur verschiedenste
dquivalente Charakterisierungen von Grobner-Basen finden. Exemplarisch sei folgende
Beschreibung mit Hilfe von Normalformen modulo einer Grobner-Basis angefiihrt, da
diese fiir den Algorithmus eine wichtige Rolle spielt. Fiir deren Beweis sei wie fiir alle
anderen Beweise in diesem Abschnitt auf [1] verwiesen.

Sei G € R[x,, ..., x,]% Dann gilt

G ist eine Grobner-Basis «=> a —»* 0 fiir jedes a € Ideal(G).

. . . . . B
Ist B keine Grobner-Basis, so gibt es ein a € Ideal(B) mit a —* r # 0. Dann
existiert aber eine Reduktionssequenz

B; B; B;
A= U St — = U S ug=r— 0, (13.7)
sodass a —B>|* O mitB = (Bi,...,Bp, 1) = EinfiigenEnde(B, r). Iteriert man diesen

Prozess fiir alle a € Ideal(B), die nicht zu Null reduzieren, so kann B durch sukzessives
Hinzufiigen von Polynomen r = RedMPoly(a, B) zu einer Grobner-Basis vervollstin-
digt werden. Das Hindernis aus algorithmischer Sicht ist dabei, dass tiber unendlich
viele Linearkombinationen a € Ideal(B) iteriert werden muss. Der Schliissel zum Er-
folg liegt in speziellen Linearkombinationen.

S-Polynom. Seien p, q € R[xy, ..., X,] mit p, g # 0. Man nennt

kgV (fpp(p), fpp(q)) kgV (fpp(p), fpp(q))
— fk
fpp(p) P~ fkip) fpp(q)

S .— ﬂ((q)

das S-Polynomvon p und q.

Satz

Definition



Beispiel

Satz

[l Multivariate Polynome

Wir betrachten p = 3x3 + x; + 2xix, und q = x;x3 + 2x3 — 5xx; beziiglich der
Totalgrad-Ordnung. Dann ist kgV(fpp(p), fpp(q)) = xlxg und

SPD =1.%-p-3.x}.q=—6x+x}+2x %, + 15x,%5. (13.8)
Der folgende Satz zeigt, dass die Iteration tiber endlich viele S-Polynome ausreicht:

Satz von Buchberger’!. Sei G € R[x,...,x,] mitG; # 0 firalle 1 <i < d.
Dann gilt

G ist eine Grobner-Basis = S(@G) %% 0 fiir alle 1 <i<j<d.

Mit obigem Satz wird die zuvor skizzierte Idee zur Vervollstindigung zu einem
Algorithmus, siehe Algorithmus GBBuchberger. Wir schreiben

GOH:=(Gj|1<j<|GlundG; # Hyfiralle1 <k < |H|)

fiir das Tupel all jener Komponenten von G, die nicht in H auftreten. Im Algorithmus
wird mit G = B © (0) gestartet, da in B etwaig auftretende Nullpolynome jedenfalls
eliminiert werden konnen. Aufgrund des Satzes durchldauft man anstatt unendlich vieler
a € Ideal(G) die lediglich endlich vielen S-Polynome zu den Polynompaaren?? aus G
und berechnet eine Normalform r modulo G. Ist r # 0, so erweitert man G laut (13.7)
um r und bildet neue Paare mit r.

Algorithmus GBBuchberger: Berechnung einer Grébner-Basis nach Buchberger

G < B©6(0) Aufruf: GBBuchberger(B)

P« ((i,j) I1<i<j<IGl Eingabe: B € (Py=)".

while P # () Ausgabe: G e (Pg=)*
(p, q) < P, P < Pyyp| mit: G ist eine Grobner-Basis
r <« NormalformMPoly(5'»%) | G) und Ideal(G) = Ideal (B).
ifr#0

G « EinfiigenEnde(G, r)
for k from 1 to |G| — 1
P « EinfiigenEnde(P, (k, |G|))
return G

21 BUCHBERGER, BRUNO: (¥1942), dsterreichischer Mathematiker. Er entwickelte den nach ihm benannten
Algorithmus in seiner Dissertation 1965, siche [2]. Erst 1970 publizierte er das Verfahren in den aequationes
mathematicae und verwendete dort erstmal den Ausdruck S-Polynom. Die Bezeichnung Gribner-Basis (nach
seinem Lehrer und Doktorvater Wolfgang Grobner, siehe Seite 112) wurde erst bei der Publikation einer
iiberarbeiteten Version der gesamten Theorie in zwei Arbeiten im ACM Sigsam Bulletin 1976 eingefiihrt.
Buchberger initiierte 1985 als erster Herausgeber das Journal for Symbolic Computation (JSC), griilndete das
Institut RISC (Research Institute for Symbolic Computation), das seit 1989 im Schloss Hagenberg nahe Linz
angesiedelt ist, und entwickelte ausgehend von RISC ein weltweit angesehenes Technologie-Zentrum, den
Softwarepark Hagenberg. Fiir die Entwicklung der Theorie der Grobner-Basen erhielt er 2007 den ACM
Paris Kanellakis Theory and Practice Award.

22Zur Erzeugung von P lauft der Index i von 1 bis |G| und fiir jedes i der Reihe nach j von i + 1 bis |G|.
Fiir eine effiziente Umsetzung des Verfahrens konnen die Paare auch speziell sortiert werden, wir verzichten
auf die Details.
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Wir illustrieren den Ablauf von GBBuchberger anhand von
B= (3X§ + X';’ + ZX%XZ, xlxg + 2X3 = 5X1X2)

mit Totalgrad-Ordnung. Wir initialisieren G = B und P = ((1, 2)). Wir wahlen
das erste Paar aus P und léschen es aus P, somit ist P = (). Das zu berechnende
S-Polynom ist genau (13.8), der Algorithmus NormalformMPoly liefert dann®?

x5 + 88

4 Hs2 1X2 — 70X2 + 175x1%,.

14
T—X1+4XX2+ 3

Wegen r # 0 wird G um r erweitert, also Gs = r, und es sind neue Paare zu bilden,
also P = ((1, 3), (2, 3)). Im néchsten Durchlauf ergibt sich mit (p, q) = (1, 3) und
P =((2,3))

§(G1LG) = 1253 X2 4F X1 +2x8 1X2 — 14x3 X2 88X + ZIOXZ = 525X1X§,

dessen Reduktion modulo G auf r = 0 fiihrt, daher ist nichts weiter zu tun. Im
nichsten Durchlauf ist ( , q) = (2, 3) und P = (), man erhilt

§(G2,G3) — 14_3 88

—2x3 X2 5%t 1X2 — 3 XIX : 1X2 I 70X2 = 175X1X2,

die Normalform modulo G ist ebenfalls » = 0. Somit bleibt P = (), und der
Algorithmus bricht an dieser Stelle ab mit der Grobner-Basis

= (f‘)X;t + X? + 2X2X2, X]X% + sz —5x1x%5,

X1 + 4%3 1% + BX? + 88X2X2 70X§ + 175x1%7).

Wir wenden uns nun der Korrektheit des Algorithmus GBBuchberger zu und werden
dabei auch zeigen, dass der Algorithmus stets nach endlich vielen Schritten abbricht**.

Korrektheit von GBBuchberger. Der Algorithmus GBBuchberger ist korrekt.

Beweis. Zur Termination des Algorithmus betrachten wir die im Algorithmus erzeugte
Folge (r(kf'))]-EN mit k; so, dass (k) # 0 fir alle j € N, und konstruieren daraus die
Folge / mit hY := fpp(r%)). Keines der %) ist reduzierbar modulo R := (&) | i < 7
insbesondere gilt

W = fpp(r*)) f fpp(r™) = Y fiiralle i < j, (13.9)

weil sonst r®) modulo R reduzierbar wire. Wiirde der Algorithmus nicht terminieren,
dann wire h eine unendliche Folge mit der Eigenschaft (13.9) im Widerspruch zu
Dicksons Lemma von Seite 102.

23 Der Lesbarkeit halber verwenden wir zum Anschreiben der Resultate unserer Algorithmen nicht die
interne Tupeldarstellung.

24Das Eintreten der Abbruchsbedingung P = () ist nicht trivial angesichts der Tatsache, dass im Fall einer
Reduktion eines S-Polynoms auf eine Normalform r # 0 neue Paare zu P hinzugefiigt werden.

115

Beispiel

Satz
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Seien B € R[x, ..., x,]"™ und G = GBBuchberger(B). Zu zeigen ist, dass G eine
Grobner-Basis ist und Ideal(G) = Ideal(B). Eine Schleifeninvariante im Algorithmus
lautet

I(G, P) i S'%%) 5 o faralle (i, ) € TI(G, P), wobei
(G, P)=={(i,j) |1 <i<j<IGI}\{P|1<I<|P|}>

Vor dem ersten Schleifendurchlauf gilt II(G, P) = @, daher gilt I(G, P) trivialerweise.
Sei nun k € N so, dass?®

1(GHY | pk=Dy ypd p*-1) 0, (Induktionsannahme)

zu zeigen ist §(G-C)) S 0 fiir alle (i,j) € II(G, P). Unabhingig von r gilt im
Algorithmus stets

(G, P) = I(G*Y, Py U {(p, q) ).

(-1
Fir (i,j) € I(G*Y, P%D) gilt jedenfalls S'%G) %0 aufgrund der Induktionsan-

nahme, daher auch S(G-6) —G>|* 0. Betrachten wir nun den Fall (i, ]) = (p, q), so sehen
wir laut Algorithmus

k1) -1y GED
§G G Gy g (13.10)

Fall 1 (r = 0): Laut Algorithmus ist G = G*~!) und daher S Se .

Fall 2 (r # 0): Laut Algorithmus ist G = EinfiigenEnde(G*™, r) und
$GrG) S 0 wie in (13.7).

In beiden Fillen gilt somit I(G, P). Bricht der Algorithmus mit P = () ab, so ist
II(G, P) = {(i,j) | 1 <i <j <|G|}, sodass gemeinsam mit I(G, P) und dem Satz von
Seite 114 folgt, dass G eine Grobner-Basis ist.

Ideal(G) = Ideal(B) gilt jedenfalls zu Beginn des Algorithmus. Sei nun k so, dass
P*=D = (), und nehmen wir an Ideal(G*V) = Ideal(B). Fir r gilt wie zuvor (13.10),
d.h.

iG]
k1) Gk _ .
r=8G G _ Z infk Y fiir geeignete g;,
-1

woraus sofort r € Ideal(G*™V) folgt. Im Fall r = 0 ist G = G*V und somit
Ideal(G) = Ideal(B). Andernfallsist G = EinfﬂgenEnde(G(k’l), r) und daher Ideal (G) =
Ideal(G*~1) = Ideal(B). Somit giltIdeal (G) = Ideal(B) nach jedem Schleifendurchlauf
und daher auch bei Abbruch des Algorithmus. |

% Die Menge I1(G, P) enthilt genau die Index-Paare von méglichen Polynom-Paaren aus G, die nicht
mehr in P enthalten sind, d. h., deren zugehoriges S-Polynom ist im Laufe des Algorithmus schon reduziert
worden.

26Wie gewohnt bezeichnen wir mit G®), P etc. die Werte der Variablen nach dem k-ten Schleifendurch-
lauf. Der Ubersichtlichkeit halber fithren wir den Iterationsindex ab jetzt aber nur an, wenn er ungleich k
1st.
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Reduzierte Grobner-Basen

Eine Grobner-Basis von B ist nicht eindeutig, da sie etwa Polynome enthalten kann,
die zur Erzeugung des Ideals nicht benotigt werden, z. B. das Nullpolynom 0. Ziel ist es
daher, eine Basis ,,auf das Wesentliche zu reduzieren®.

Reduzierte Grébner-Basis. FEine Grobner-Basis H € R[x1, ..., x,]° heifdt redu- Definition
ziert genau dann, wenn furalle 1 <i <s

1. H; # 0, H; ist normiert und

2. H; ist nicht reduzierbar modulo H & (H;) = (Hy, ..., Hi—1, Hi11, ..., Hy).

Sei B € R[x;,...,%,]™. Dann existiert eine reduzierte Grobner-Basis H € Satz
R[xy, ..., x,]° mit Ideal(H) = Ideal(B), die bis auf die Reihenfolge ihrer Kompo-
nenten eindeutig bestimmt ist.

Fiir den Nachweis von Existenz und Eindeutigkeit verweisen wir auf [1] und skiz-
zieren hier nur, wie man ausgehend von einer Grobner-Basis G € R[xy, ..., x,]4
eine reduzierte Grobner-Basis H € R[xi,...,x,]° erhilt. Zuerst berechnet man
fir i = 1,...,d das Polynom H; als Normalform von G; modulo G & (G;). Ist
H; = 0, so kann H; aus H gestrichen werden, da H; € Ideal(H © (H;)) und damit
Ideal(H) = Ideal(H & (H;)). Andernfalls wird H; durch Multiplikation mit 1/fk(H;)
normiert. Jedes der dabei entstehenden H; ist eine Linearkombination der Komponen-
ten von G, sodass Ideal (H) = Ideal(G).

Gilt hinsichtlich der Berechnung einer Normalform von G; modulo G © (G;)

fpp(G))Ifpp(G;)  fiir ein (i,j) miti #j, (13.11)

fpp(Gi)
fpp(G))

enten a € R. Klarerweise ist r € Ideal(G), sodass r E)t* 0, da G eine Grobner-Basis
ist, sieche dazu den Satz von Seite 113. Wegen fpp(r) < fpp(G;) kann G; an dieser

G.
so gilt jedenfalls G; = (G, r mit 7 = G; —a G; und einem geeigneten Koeffizi-

Reduktion aber nicht beteiligt sein, sodass sogar r ¢ 0 und insgesamt G; S 0 mit
G = GO (G;j) gilt. Die Eigenschaft (13.11) ist also eine hinreichende Bedingung fiir die
Reduktion von G; zu 0 modulo G © (G;). Diese Berechnung muss demzufolge nicht
durchgefithrt werden. Man sammelt daher in einem Tupel F all jene G; # 0, fiir die
(13.11) nicht erfiillt ist. Die Polynome in F werden dann wie oben beschrieben gegen-
seitig reduziert, und Ubung I11.7 zeigt, dass dies zu einer reduzierten Grébner-Basis
fithrt. Im resultierenden Algorithmus RedGB steht die Notation G @ H fiir das Tupel
C mit |C| = |G| + |H| und

c - G; falls 1 <i < |G|
' H,',|G| falls|G|+1 Slf |G|+|H|,

d.h., G @ H entspricht dem Zusammenhingen zweier Tupel G und H.



Beispiel

Lemma

[l Multivariate Polynome

Algorithmus RedGB: Berechnung der reduzierten Grobner-Basis

F« (),H < () Aufruf: RedGB(G)
for i from 1 to d Eingabe: G € (’Pﬁ%’i)d
ifGi#0 A mit: G ist eine Grobner-Basis.
fpp(F;) 1 fpp(Gi) fiir 1 <j < |F| A Ausgabe: H € (Pg=)°
fpp(G)) 1 fpp(Gy) firi+1 <j<d mit: H ist eine reduzierte
F <« EinfiigenEnde(F, G;) Grobner-Basis und
s « |F| Ideal(H) = Ideal(G).

forifrom1tos
r < NormalformMPoly(F;, H @ Fj11:)
H « EinfiigenEnde(H, ﬁr)

return H

Der Aufruf RedGB(G) mit G aus dem Beispiel von Seite 115 fithrt auf die reduzierte
Grobner-Basis H mit |[H| = 3, Hy = x5 + x] + 2x7x2, Hy = Gy und Hs = Gs.

Allgemein gilt |H| < |G|, wie aus dem Beispiel ersichtlich, muss nicht notwendi-
gerweise |H| < |G| gelten.

Ausblick

Beim Berechnen einer Grobner-Basis sieht man, dass eine Reduktion eines
S-Polynoms zu 0 keinen Beitrag zur spateren Basis G liefert. Hinzu kommt, dass solche
Nullreduktionen typischerweise mit grofem Rechenaufwand verbunden sind, da alle
Monome Schritt fiir Schritt eliminiert werden miissen. Ahnlich der Vorgehensweise
zum Ermitteln der reduzierten Basis wire es also beziiglich des Rechenaufwands hilf-
reich, solche Nullreduktionen zu vermeiden. Tatsichlich gibt es Kriterien, mit deren
Hilfe die Nullreduktion eines S-Polynoms vorausgesagt werden kann.

Seien p, q € R[xy, ..., X,], sodass kgV(fpp(p), fpp(q)) = fpp(p) - fpp(q). Dann
gilt §-0) S 0 mit G = (. q)-

Dieses Resultat erlaubt die Vorhersage einer Nullreduktion allein durch Betrach-
tung der fithrenden Potenzprodukte. Im Beispiel von Seite 115 hitten wir uns mit
Hilfe dieses Lemmas die Reduktion von (%) sparen konnen, weil fpp(G;) = x3 und
fpp(Gs) = x}. Aus demselben Grund kann man sofort erkennen, dass (x}, x3) eine
Grobner-Basis ist. Die Nullreduktion von S(%%) im Beispiel von Seite 115 hingegen
wire durch diesen Test nicht vorhersehbar gewesen. Es existieren auch noch stirkere
Kriterien, die aber in ihrer Anwendung etwas aufwindiger sind als das hier angefiihrte,
siehe etwa [1].

Der Speicherplatzbedarf fir die reduzierte Grobner-Basis H ldsst sich mit Hilfe
des maximalen Totalgrads D der Eingabepolynome in G abschitzen. Die beste bisher
bekannte obere Schranke fiir den Totalgrad der Polynome in H aus [24] fihrt auf die
Raumkomplexitit der Ordnung O(D?"). Im schlechtesten Fall ist der Speicherplatzauf-
wand also doppelt exponentiell in der Anzahl der Variablen. Diese Komplexitit kann
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durch Modifikation des Algorithmus nicht reduziert werden, da bewiesen wurde, dass
jeder Algorithmus, der die Aussage p € Ideal(B) (vgl. mit dem Satz von Seite 113)
iiberpriifen kann, mindestens diese Komplexitit aufweist. Trotz dieser enormen obe-
ren Schranke fir den Aufwand zeigt sich, dass in vielen Fillen die Berechnung einer
Grobner-Basis mit vertretbarem Aufwand durchfiihrbar ist. Hinsichtlich der Rechen-
zeiten zeigt die Praxis, dass der Aufwand bei lexikographischer Ordnung in der Regel
hoher als bei Totalgrad-Ordnung ist. Dariiber hinaus ist bei lexikographischer Ord-
nung auch eine starke Empfindlichkeit beztiglich der zugrunde liegenden Ordnung der
Variablen zu beobachten, sieche dazu auch Ubung I11.10.

Im gesamten Kapitel haben wir bisher Polynome mit reellen Koeffizienten, also
R[xy, ..., x,], betrachtet. Die Umsetzung auf einem Computer geschieht iiblicherwei-
se mittels rationaler Arithmetik, wobei man beim Rechnen mit rationalen Koeffizienten
in der Regel einen drastischen Anstieg der Linge der Zihler bzw. Nenner der Koeffi-
zienten beobachtet?’. Eine Realisierung des Algorithmus in Gleitkommaarithmetik ist
insofern kritisch als in der zentralen Polynomreduktion die Subtraktion annihernd
gleich grofler Zahlen benotigt wird, um Monome zu eliminieren. Erst in jiingerer Ver-
gangenheit wurde die praktische Durchftihrbarkeit in Gleitkommaarithmetik studiert.
Fiir Details dazu und Ansitze zu einer Stabilitidtsuntersuchung verweisen wir auf [20].

Grobner-Basen spielen eine wichtige Rolle in der Theorie der Polynomideale und
der Computeralgebra. Sie finden aber auch in Problemstellungen wie beispielsweise
dem Losen polynomialer Gleichungssysteme, dem automatischen Beweisen von geo-
metrischen Sachverhalten, dem Umwandeln einer Parameterdarstellung eines geome-
trischen Objekts (z. B. einer Kurve) in eine definierende Gleichung, der Kryptographie
und der Kryptoanalyse ihre Anwendung.

H 14
Polynomiale Gleichungssysteme

Mit Hilfe der bisher vorgestellten Methoden sind wir nun in der Lage, (reelle) po-
lynomiale Gleichungssysteme zu losen. Die Beweise der diesem Verfahren zugrunde
liegenden Theorie gehen tiber das uns zugingliche Grundwissen tiber Ideale hinaus,
wir verweisen dafiir auf [1, 4].

In diesem Abschnitt bezeichne H stets die reduzierte Grobner Basis von B.

Problemstellung (Polynomiales Gleichungssystem).
Gegeben: B e R[xy,...,x,]™.
Gesucht: x e R”
mit: eval(B;,x) =0fiurallei=1,...,m.

Wir schreiben kurz G(B) fiir das durch B € R[x;, ..., x,]"” charakterisierte System

eval(B;, x) =0 fiirallei=1,...,m.

27In den Berechnungen fillt also auch der reine Aufwand fiir Koeffizientenarithmetik ins Gewicht, in
den Komplexititsuntersuchungen wird dieser Aufwand aber als konstant angenommen.

Vereinbarung
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Beispiel

[l Multivariate Polynome

Die Bedeutung von Idealen fiir das Losen von Gleichungssystemen liegt darin, dass
jede Losung des durch B beschriebenen Systems auch eine Losung des zu B’ gehorigen
Systems ist, falls die von B und B’ erzeugten Ideale iibereinstimmen, siche Ubung IIL8.

Betrachten wir zunichst den univariaten Fall, also B € R[x]™. In R[x] ist bemer-
kenswerterweise jedes Ideal von einem einzigen Polynom erzeugbar, insbesondere ist
Ideal(By, ..., B,) = Ideal(h), wobei das erzeugende Element i durch ggT(B, ..., By)
gegeben ist. Das durch B beschriebene Gleichungssystem ist also dann durch ein
Polynom h vollstindig definiert. Ein x 16st G(B) in diesem Fall genau dann, wenn
eval(h, x) = 0. Zudem gilt Zzl Q;B; mod h = 0 fiir alle Q; € R[x], d.h., fiir jede
Linearkombination der B; ist der Rest bei Division durch # gleich 0.

Im multivariaten Fall stimmen wegen Ideal(H) = Ideal(B) die Losungen von G(B)

mit jenen von G(H) iiberein. Nach dem Satz von Seite 113 gilt Zzl Q;B; K 0, d.h.
jede Linearkombination der B; reduziert zu 0 modulo H. Grobner Basen verhalten sich
bez. der Reduktion im multivariaten Fall v6llig analog zum ggT bez. der Division mit
Rest im univariaten Fall.

Ein polynomiales Gleichungssystem G(B) kann keine Losung haben (selbst bei
Erweiterung des Losungsbegriffs auf die komplexen Zahlen, siche Fufinote 38 auf
Seite 43), kann endlich viele, oder aber auch unendlich viele Losungen besitzen. Die
Beurteilung der Losbarkeit stiitzt sich ganz wesentlich auf die Gestalt der reduzierten
Grobner Basis von B.

Kehren wir zuriick zum einleitenden Gleichungssystem von Seite 95. In diesem
Beispiel ist B = (x} + x3, x1 + %2 — 1, 1%, — 3), RedGB(GBBuchberger(B)) liefert
die reduzierte Grébner Basis H = (1). Daher ist G(B) unldsbar, da jede Losung X
auch eine Losung der Gleichung eval(1, x) = 0, also 1 = 0, sein miisste.

Fir B = (x? + x5 + x5 — 1, X1 + X, + x3) beschreibt G(B) gerade den Schnitt
der Einheitskugel mit einer Ebene durch deren Mittelpunkt. Dieses System hat
klarerweise unendlich viele Losungen, die den Koordinaten der unendlich vie-
len Punkte auf dem Schnittkreis entsprechen. Die reduzierte Grébner Basis von
B lautet (x% + XpX3 + X5 — %, X1+ x5 + X3), die fiihrenden Potenzprodukte der
Polynome in der Basis lauten x; und x3.

Es lasst sich zeigen, dass das System G(B) hochstens endlich viele Losungen hat, falls
die reduzierte Grobner-Basis fiir jede Polynomvariable x; ein Polynom mit fithrendem
Potenzprodukt xi—” enthilt. Die nachfolgende Diskussion fithren wir ausschlief3lich fiir
den Fall von Systemen mit endlich vielen Losungen. Eine Losungsstrategie besteht dann
darin, eine Basis des von B erzeugten Ideals zu finden, fiir die das Losen des zugehori-
gen Systems einfacher ist als das Losen des Originalsystems. Wir veranschaulichen die
Vorgehensweise vorerst an einem Beispiel.

Wir betrachten B = (x] + 2xix; + 3x3, x1x} — 5x1%; + 2x3) wie auf Seite 115,
diesmal aber bez. lexikographischer Ordnung. Die reduzierte Grobner-Basis von
B lautet

(33 7.9 6_2 5
H=(x] - 123X2 3%, — 5% + 3X2,

73 2. 4 2.3

X1X2 T 3550 00 230X2 + 300 ~ 25527 5%

X2 = 15X2 + &Xg = 125X2).
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H weist die Besonderheit auf, dass H3 € R[x,] und H;, H, € R[x;, %x;]. In einem
ersten Schritt kann man somit aus der Gleichung eval(Hs, x;) = 0 eine Losung x,
ermitteln, diese in H; bzw. H, fiir x, einsetzen, und dann mit dem verbleibenden
System, das nicht mehr von x; abhingt, fortfahren.

Der folgende Satz zeigt, dass bei Verwendung der lexikographischen Ordnung die
spezielle Gestalt der Grobner-Basis im obigen Beispiel kein Zufall war. Wir verwenden
dabei

HnA:=(H;|j=1,...,|H| AH; € A)

fiir das Tupel all jener Komponenten von H, die in der Menge A enthalten sind.

Sei H € R[xy,...,X,]° eine reduzierte Grobner-Basis beziiglich der lexikogra- Satz
phischen Ordnung. Dann gilt

Ideal(H) NR[x;, ..., %X,] =Ideal(HNMR[x;, ...,%x,]) firalei=1,...,n.

Die linke Seite Ideal(H) N R[x;, ..., x,] besteht aus jenen Polynomen im Ide-
al, die nur von x;, ..., x, abhidngen. Diese Polynome bestimmen die Losungen fiir
Xi, ..., Xp. Der Satz besagt nun, dass dieser Teil des Ideals genau von jenen Polynomen
in der Grobner-Basis H erzeugt wird, die nur von x;, . . ., X, abhdngen. Eine Grébner-
Basis bez. der lexikographischen Ordnung weist daher immer eine Dreiecksgestalt mit
Blocken A; := HNR[x;, ..., x,] firi =1, ..., nauf?®, wobei der letzte Block A, nur
aus einem univariaten Polynom besteht. Dazu betrachte man etwa die Grobner-Basis
H aus dem vorangegangenen Beispiel, sie besteht aus den Blocken

Ay = (Hy, Hy) Ay = (H3)

mit Hy, H, € R[x;, x;] und H; € R[x;]. Abbildung III.1 zeigt eine schematische
Darstellung der Dreiecksgestalt.

A € R[xy, 3, ..., %,]

e R[x,, ..., x%,]

€ [anl > Xn]

>
S}
—— [ —

R
€ Rx,]

Abb. 111.1: Dreiecksgestalt einer lexikographischen Grobner-Basis.

28Bei Verwendung der Totalgrad-Ordnung ist diese Struktur im Allgemeinen nicht gegeben.
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Durch die Berechnung einer reduzierten Grobner-Basis bez. der lexikographischen
Ordnung fithren wir das Problem des Losens eines polynomialen Gleichungssystems
auf das Losen einer Gleichung in nur einer Variablen zuriick, wofiir wir Losungsme-
thoden aus Abschnitt 5 heranziehen kénnen. Basierend auf der Dreiecksgestalt der
Grobner-Basis ermittelt man dann in einem der Riickwirtssubstitution bei linearen
Gleichungssystemen dhnlichen Prozess, vgl. Seite 77, die Losungen des Gleichungssys-
tems. Man beginnt mit dem Block A, = (h) und betrachtet die Gleichung

eval(h, x,) =0 fiir x,. (14.12)

Gelingt es, eine Losung x, € R zu ermitteln, so kann diese in die verbleibenden Poly-
nome H © A, fiir x, eingesetzt werden, es entstehen so neue Polynome [. Fiir alle H;
aus A,y ist H; € R[x,1, x,], somit [; = evaly, (Hj, x,) € R[x,1], siche Seite 98. Ana-
loges gilt fiir die restlichen Blocke, sodass I, . . . , I;; wieder Dreiecksgestalt aufweisen,
allerdings in einer Variablen weniger, womit ein rekursives Vorgehen ermoglicht wird.
Im Unterschied zum ersten Schritt besteht nun allerdings der letzte Block A,—; nicht
mehr zwingend aus nur einem sondern moglicherweise aus mehreren univariaten Po-
lynomen T}, ..., I € R[x,—1] mit1 < ¢ < s — 1. Die Losungen fiir x,,—; sind dann
wie auf Seite 120 besprochen durch die Gleichung eval(ggT(L;, ..., L-1), x4—1) = 0
bestimmt. Dabei muss ggT(I;, ..., I;_1) aber nicht mittels Euklidschem Algorithmus
berechnet werden, da gezeigt werden kann, dass dieser ggT immer mit

Mingeg(A,-1) = ein Polynom I' # 0 aus A, mit minimalem Grad

iibereinstimmt (bis auf einen konstanten Faktor, der auf die Losung der Gleichung
aber keine Auswirkung hat). Um auf diese Weise zu einer Losung x € R" zu gelangen,
missen die jeweils auftretenden Gleichungen fiir x; wie etwa (14.12) die Berechnung
einer Losung in R erlauben. Bei Verwendung einer Grobner-Basis bez. der lexikogra-
phischen Ordnung ist dies unter der Voraussetzung, dass G(B) auch bei Erweiterung
des Losungsbegriffs auf den Korper der komplexen Zahlen ausschliefllich Losungen in
R" besitzt, auch tatsachlich moglich. Es kann also nicht passieren, dass eine Losung fiir
x; beim Einsetzen in die Polynome des Blocks A;_; auf ein univariates Polynom fiihrt,
welches keine Nullstelle in R besitzt. Alleine das Vorliegen einer Dreiecksgestalt reicht
dafiir nicht aus, wie das folgende Beispiel belegt.

Sei B = (X1X2 +x+1, x5+ xz). Aus dem univariaten Polynom B, erhilt man
eine Losung x; = 0, die bei der partiellen Auswertung von B; bez. x; an der Stelle
0 auf das Polynom 1 fiihrt, aus dem man keine Lsung fuir x; ermitteln kann. Die
Losung 0 fiir x, ist somit nicht zu einer Gesamtlosung fortsetzbar.

Die reduzierte Grobner-Basis von B bez. der lexikographischen Ordnung lautet
dagegen H = (x;, x» + 1). Die Gleichung x, + 1 = 0 fithrt auf x, = —1, und diese
Losung lasst sich auch zu einer Gesamtlosung x = (0, —1) fortsetzen.

Eine Schleifenumsetzung der oben beschriebenen Vorgehensweise ist im Algorith-
mus RiickSubMPoly gezeigt. Die Eingabebedingung H € (Py =*)* bedeutet dort, dass
es sich bei H um eine reduzierte Grobner-Basis beziiglich der lexikographischen Ord-
nung handelt.
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Algorithmus RiickSubMPoly. Riickwirtssubstitution aus einer Grobner-Basis

I' <« H Aufruf: RiickSubMPoly(H)

for i from n to 1 by —1 Eingabe: H € (P =)
A« I'mR[x;] mit: H ist eine reduzierte Grobner-Basis.
h < mingeg(A) G(H) ist losbar und besitzt auch
x; < GlglDPoly(h) bei Erweiterung des Losungsbegriffs
r<roa auf den Korper der komplexen Zah-
for j from 1 to |T| len endlich viele ausschlielich reel-

[ < PartEvalMPoly(T;, x;) le Losungen.
return x Ausgabe: x € R”

mit: x als Ndherung einer Losung von
G(H), die vom verwendeten Unter-
algorithmus Glgl DPoly abhingt.

Computerreprisentation. In RiickSubMPoly berechnet Glgl DPoly(h) in der Regel nur
eine Niherungslosung® der polynomialen Gleichung eval(h, x;) = 0 fiir x; mith € ’Pﬁf‘“"
unter Verwendung eines der Verfahren aus Abschnitt 5. In der hier beschriebenen Form
eignet sich insbesondere das Newton-Verfahren fiir Polynomfunktionen Glgl DPolyNewton
von Seite 43, da dieser Algorithmus aufgrund der automatischen Startwertberechnung
lediglich ein univariates Polynom als Eingabe erwartet’®. Auch die Eingabebedingung fiir
Glgl DPolyNewton ist aufgrund der Dreiecksgestalt von H bzw. der Forderung nach endlich
vielen ausschliefSlich reellen Losungen stets erfiillt. Zu beriicksichtigen bleibt lediglich, dass
die Algorithmen aus Abschnitt 5 mit Eingaben in R[x] rechnen, sodass h in Glgl DPoly in
die Datenstruktur Pr zu konvertieren ist, bevor etwa Glgl DPolyNewton aufgerufen wird,
siehe dazu Seite 107.

Zum Losen eines polynomialen Gleichungssystems miissen wir nun nur noch die
Algorithmen GBBuchberger, RedGB und RiickSubMPoly in naheliegender Weise mit-
einander kombinieren, siehe Algorithmus PGSGB. Die Vorgehensweise erinnert stark
an das Losen linearer Systeme mit Hilfe einer Kombination aus Matrix-Faktorisierung
und Rickwirtssubstitution, sieche Abschnitt 9.

Algorithmus PGSGB: Losung von G(B) mit Grobner-Basen
G < GBBuchberger(B) Aufruf: PGSGB(B)

H « RedGB(G) Eingabe: B € (Pg=")"
x < RiickSubMPoly(H) mit: G(B) ist losbar und besitzt auch bei Erweite-
return x rung des Losungsbegriffs auf den Koérper der

komplexen Zahlen endlich viele ausschlief3lich
reelle Losungen.
Ausgabe: x € R”
mit: x als Ndherung einer Losung von G(B), die von
der konkreten Realisierung des Unteralgorith-
mus RiickSubMPoly abhingt.

21In Spezialfillen kann es gelingen, die Losung X ohne Approximationsfehler zu bestimmen, siehe die
Bemerkung zum Beispiel am Ende des Abschnitts.

30Prinzipiell eignen sich zur Realisierung von GlgIDPoly alle in Abschnitt 5 vorgestellten Verfahren,
wobei jedoch zu beachten ist, dass diese meist zusitzliche Eingabeparameter (zur Angabe von Startwerten
oder einer Genauigkeitsschranke) verlangen.
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Wir suchen nach einer Losung des polynomialen Gleichungssystems
PR B o = 2,2, 2.2, 2.2 -
xX{+x;+x5=1, x1—x3=0, xXx5 + x5 + x7x5 — 2x1%%3 = 0.
Die reduzierte Grobner-Basis von
(242 a2 _ 2.2, 2.2, 2.2
B= (x1 + x5+ x5 — 1, x1 — X3, X]X5 + X5X5 + X|X; 2X1X2X3)
bez. der lexikographischen Ordnung lautet

_ _ 2 2 2,342 6_ 44
H—(X] X3, X5 +2x5 — 1, XoX3 + §%; — X3, X3 9X3).

Der Algorithmus RiickSubMPoly(H) setzt zu Beginn T'® = H und im ersten

Schleifendurchlauf fiir i = 3 ist A = (Xg = gxé), also das univariate Polynom in

x3. Klarerweise ist h = A;, und als eine Lésung der Gleichung x§ — §x3 = 0 (fiir x3)
ergibt sich x; = 0.66667 wie im Beispiel von Seite 43. Durch partielle Auswertung
der Polynome in T”) © A bzgl. x5 an der Stelle 0.66667 erhilt man am Ende
des ersten Durchlaufs TV = (x; — 0.66667, x3 — 0.11111, 0.44444 x, — 0.14815),
siehe auch Tabelle III.2.

Im Schleifendurchlauf fiir i = 2ist A = (x3 — 0.11111, 0.44444 x, — 0.14815).
Daher ist h = minge(4) = 0.44444x; —0.14815, wir 16sen die Gleichung
eval(h, x;) = 0.44444 x, — 0.14815 = 0 (fiir x;) und erhalten x, = 0.33333. Par-
tielle Auswertung der Polynome in T'") © A bzgl. x, an der Stelle 0.33333 liefert
I'® = (x; — 0.66667), siche wieder Tabelle III.2.

Im letzten Schleifendurchlauf ist A = (x; — 0.66667), als Losung der Gleichung
x1 —0.66667 = 0 (fur x; ) ergibt sich x; = 0.66667. Insgesamt ist das Resultat somit
x = (0.66667, 0.33333, 0.66667).

Tabelle I11.2: Partielle Auswertung in RiickSubMPoly.

j I;‘O) I;‘” I;‘Z) X
1| x5 —x %1 —0.66667 | x; — 0.66667 | ~ x; = 0.66667
2| x2+2x-1 %% —0.11111 —

B X% + 2x3 — x3 | 0.44444x, — 0.14815 — ~ x, = 0.33333
4| x§-3x3 — — ~ X3 = 0.66667

Bei Verwendung von Gleitkommaarithmetik kann es sowohl bei der Bestimmung
der Grobner-Basis als auch wihrend der Riickwirtssubstitution zu spiirbarer Run-
dungsfehlerfortpflanzung kommen, Details dazu sowie Gegenmafinahmen finden sich
in [20]. Bei Vorliegen einer Grobner-Basis mit rationalen Koeffizienten kann man auch
versuchen, eine Losung des Gleichungssystems mit Hilfe symbolischer Methoden zu er-
mitteln. Dazu muss es jedoch in jedem Schritt gelingen, eine Losung von eval(h, x;) = 0
in geschlossener Form, siche Seite 34, zu ermitteln. In obigem Beispiel kann wegen

6 _ 44

_ A4 _ 42 4 .. N _ . . N
X3 = X3 = x3(x3 — §) neben der trivialen Losung x; = 0 auch eine weitere Losung

_ 2
X3—§

fortgesetzt werden kann.

aus Formeln gewonnen werden, die in weiterer Folge zu x = x = (%, %, %)
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Ubungsaufgaben

II.1 Uberzeugen Sie sich mit Hilfe der arithmetischen Grundoperationen davon, dass fiir jedes
Polynom p € R[x,...,x,] die Monome p®*), siehe Seite 97, auch als p, - x{' -+ - x&
dargestellt werden konnen. Zeigen Sie, dass die Polynommultiplikation fiir den Spezialfall
der Multiplikation von Monomen auf ax? - bx* = abx?* fiihrt.

II1.2 Seienx® e R"firi=1,...,1 Uberzeugen Sie sich davon, dass
{p e R[x,...,%,] | eval(p, i =o0furallei=1,..., l}

ein Polynomideal ist.
IL.3 i. Implementieren Sie Algorithmen, die die Vergleiche <., und <, fiir Monome realisie-
ren.
ii. Implementieren Sie einen Algorithmus EvalMPoly(p, X), der fiir p € Pz~ und x € R"
die Auswertung eval(p, x) berechnet.
II1.4 SeienB = (3x3 + %], x,%3 + 2x3) und a = 3x,x}. Finden Sier # smita B¢ runda S s
i. bei Verwendung der Totalgrad-Ordnung bzw.
ii. bei Verwendung der lexikographischen Ordnung.
III.5 Zeigen Sie nur mit Hilfe der Definitionen, dass (p) fiir jedes p € R[x,,...,x,] eine
Grobner-Basis ist.
111.6 Sei B = (3x§ + X+ 2%y, X1 X5 + 2X) — 5x1x2) mit lexikographischer Ordnung wie im
Beispiel von Seite 120. Berechnen Sie unter Zuhilfenahme von GBBuchberger eine Grobner-
Basis von B. Vergleichen Sie das Resultat mit jenem aus dem Beispiel von Seite 115. Ermitteln
Sie auflerdem eine Losung von G(B).

II1.7 Sei F eine Grébner-Basis mit fpp(F;) { fpp(F;) fiir alle 1 < 1,7 < |F|. Sei weiterhin r # 0

so, dass Fj —F>,|* rfiirein1 < k < |F|,wobei F' = F © (F;). Wir definieren

r fallsl=k

H, =
F, sonst.

Zeigen Sie, dass dann S(r-Hi) ﬁ)!* 0 fiiralle 1 < I < |H|, d.h., H ist wieder eine Grobner-
Basis.

1.8 Seien B € R[x,,...,%,]" und B’ € R[x,, ..., %,]9. Zeigen Sie, dass im Fall Ideal(B) =
Ideal(B’) fiir alle x € R” gilt

eval(B;,x) =0firallei=1,...,m < eval(B,x)=0fiirallei=1,...,d.
II1.9 Implementieren Sie Konvertierungsfunktionen fiir Polynome in einer Variablen zwischen

den Datenstrukturen Py~ und Pkg.

III.10 Verwenden Sie den Befehl GroebnerBasis in Mathematica und berechnen Sie fiir verschie-
dene Polynomtupel B die reduzierte Grobner-Basis. Experimentieren Sie mit verschiedenen
Ordnungen und variieren Sie auch die zugrunde liegende Variablenordnung.




Funktionen von IR” nach
Rm

Gegenstand dieses Kapitels sind Gleichungssysteme der Gestalt

Fl(xla---sxﬂ) : 05
F?’n(xla---sxﬂ) = 05
bei denen zu m gegebenen reell-wertigen Funktionen F;: R” — R nach einer Losung
X1, ..., X, gesucht wird. Unter Verwendung der vektorwertigen Funktion F: R* — R"™
mit
Fl(Xl, sxﬂ)
F(x) =
Fm(X1, ---sxﬂ)

lasst sich die Problemstellung dann kompakt schreiben als
F(x) = 0. (14.1)

Einigen Spezialfillen sind wir in den vorangegangenen Kapiteln bereits begegnet. Gilt
m = n = 1, so beschreibt (14.1) eine im Allgemeinen nichtlineare Gleichung in einer
Variablen (siche Abschnitt 5). Ist F eine affin-lineare Funktion F(x) = A - x — b mit
A € R™" und b € R"™, so handelt es sich bei (14.1) um ein lineares Gleichungs-
system (siche Abschnitt 9). Im Falle von Polynomfunktionen F;: R" — R (fiir alle
j = 1,...,m) fuhrt (14.1) schlieSlich auf ein polynomiales Gleichungssystem (siehe
Abschnitt 14). In diesem Abschnitt betrachten wir nun den allgemeinen Fall eines
nichtlinearen Gleichungssystems (14.1), wobei wir von F: R" — R" lediglich hinrei-
chende Differenzierbarkeitseigenschaften fordern.

Bei der Wahl der Normen auf den Vektorriumen R” und R” sind wir in der
folgenden Diskussion aufgrund der Norméiquivalenz, siehe die Fuinote von Sei-
te 86, vollig frei. Der Einfachheit halber bezeichnen wir diese ohne Unterschied
mit ||-||. Zu x € R" bezeichnen wir mit K,(x) = {x € R” | |lx — x| < p} die
offene p-Kugel um x. Im Fall einer Matrix A € R"™*" steht ||A||, falls nicht an-
ders erldutert, fur die durch die gedachten Vektornormen induzierte Norm von
A. Nur wenn wir die Rolle der Normen betonen mochten oder spezielle Normen
bevorzugen, verwenden wir die Notationen [|-[la, ||l II-lla,5 (vgl. Seite 55) oder
Kp.al®) = {x € R | x ~%lla < p}.

P. Kiigler et al., Algorithmische Methoden
© Springer Basel AG 2012

Vereinbarung
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W15
Mathematische Grundlagen

Die Begriffe partielle Ableitung und Gradient einer reell-wertigen Funktion f : R" —
R an einer Stelle x haben wir bereits verwendet, deren Definition soll hier der Ubersicht
wegen jedoch angefiihrt werden.

Definition Partielle Differenzierbarkeit. Seien A C R" offen, f: A - R,x € Aundi €
{1, ..., n}.f heilt partiell differenzierbar nach x; an der Stelle x genau dann, wenn
der Grenzwert o
x +re;") —f(%
limfE ) —f()

t—0 t

existiert. f heiflt partiell differenzierbar nach x; auf A genau dann, wenn f fiir alle
x € A partiell differenzierbar nach x; an der Stelle X ist.

Definition Partielle Ableitung, Gradient. Seien A C R" offen und f: A — R partiell
differenzierbar nach x; auf A. Dann heif8t die Funktion

of

()
T &) =
—:A—)R,x»—)limf(x i) =S
ox; t—0 t

die partielle Ableitung (Ableitungsfunktion) von f nach x;. Falls alle partiellen Ab-
leitungen existieren, so heifst die vektorwertige Funktion

VF:A> R, x> (;—j;(x), e %(x))T

der Gradient von f .

Es folgen Ableitungsbegriffe fiir vektorwertige Funktionen.

Definition Jacobi-Matrix. Seien A C R” offen, x € Aund F: A c R" — R™. Falls alle

partiellen Ableitungen Z—i an der Stelle x firi = 1,...,nbzw.j = 1,...,m

1
existieren, so heif$t die m x n-Matrix

PG B €9
JP&) = : (15.2)
Trx ... ®

Jacobi-Matrix von F an der Stelle x.
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Differenzierbarkeit. Seien A C R” offen, x € A und F: A — R™. F heifdt
differenzierbar an der Stelle x genau dann, wenn eine m X n-Matrix J; existiert,
sodass gilt

Fix)=F&)+Jz- (x—%)+o(|x—Xx|) fir x > x. (15.3)

Die Funktion F heift differenzierbar auf A genau dann, wenn F in allen Punkten
von A differenzierbar ist.

Die Analysis lehrt, dass im Fall der Differenzierbarkeit die Matrix J; in (15.3) eindeu-
tig bestimmt ist und mit der Jacobi-Matrix (15.2) tibereinstimmt. Dies legt folgende
Definition nahe.

Ableitungsfunktion. Seien A C R” offen und F: A — R™ auf A differenzierbar.
Die matrixwertige Funktion

F'iA— R™" x> JP(x)

nennt man die Ableitung (Ableitungsfunktion) von F.

Der fiir unsere Diskussion zentrale Begriff ist die stetige Differenzierbarkeit.

Stetige Differenzierbarkeit. Seien A C R" offen,x € Aund F: A — R"™. F heift
stetig differenzierbar an der Stelle x genau dann, wenn es ein p > 0 gibt, sodass fiir
alle x € KC)(x) sémtliche partiellen Ableitungen % L (x) existieren und alle . Stetig
an der Stelle x sind. F heif3t stetig differenzierbar aqu genau dann, wenn F fir alle
X € A stetig differenzierbar an der Stelle x ist.

Zur Berechnung der partiellen Ableitung kénnen die bekannten Differentiations-
regeln fir Funktionen in einer Variablen herangezogen werden, indem Variablen, nach
denen nicht differenziert wird, wie Konstanten behandelt werden. Auch die Kettenregel
lasst sich verallgemeinern. Seien! F: A — R™ und G: B ¢ W(F) — R’ differenzier-
bar. Fiir die Hintereinanderausfithrung G o F gilt dann fiir x aus der offenen Menge
ACR"

(GoF)(x) = G(F(x)) - F'(x),

wobei es sich auf der rechten Seite um das Produkt der Jacobi-Matrizen handelt.
Die Ableitungsfunktion F': A — R™*" geniigt in x lokal einer Lipschitz-Bedingung,
falls es Konstanten L > 0 und p > 0 gibt, sodass die Abschitzung

|F'(x) = F'(x)|| <Lllx—x|l firallex e /Cy(x)NA (15.4)

erfillt ist.

LW (F) c R™ steht fiir den Wertebereich der Funktion F: A ¢ R" — R™, siehe Seite 2.

Definition

Definition

Definition
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Durch (15.3) wird ein Zusammenhang hergestellt zwischen F und der affin-linearen

Funktion i
LEY . R" 5 R™ x> F(X)+F(X) - (x — %), (15.5)

der sogenannten Linearisierung von F um den Punkt x. Eine weitere Beziehung zwischen
F und F' liefert der Mittelwertsatz der Analysis.

Satz Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Seien A C R” offen und F : A — R"™
stetig differenzierbar. Zudem seien x und y Punkte, sodass fiir alle t € [0, 1] der
Punkt x + t(y — x) in A liegt. Dann gilt>

1
F(y) — F(x) :/ F'(x+ty —x)) - (y — x) dr.
0

Damit lasst sich die zweite Aussage des folgenden Satzes® beweisen, wihrend die erste
aus Stetigkeitsargumenten folgt, siehe Ubung IV.5.

Satz Sei F: A C R" — R" stetig differenzierbar. Dann gilt
[[F(x) = F(x) = F'(x)(x —=%)| = o(llx — x||) fiirx - X. (15.6)
Ist F’ zusitzlich lokal Lipschitz-stetig an der Stelle X, so folgt

|F(x) - F(®) — F'(x)(x = %)| = O(|lx — ||*) fiir x — X. (15.7)

Stimmt die Anzahl der Komponentenfunktionen F; mit jener der Variablen x; {iberein,
also m = n, so ist die Jacobi-Matrix quadratisch. Ist F'(x) € R"*" reguldr fiir ein
X, so gilt dies auch fiir die Jacobi-Matrizen von F in einer Umgebung von X. Zum
Nachweis dieser Behauptung bendétigen wir folgendes Resultat iiber Storungen der
Einheitsmatrix, siehe [10]:

Lemma Seien M, M, € R™" mit ||E™ — M, - M;|| < 1. Dann sind M; und M, reguldr,

und es gilt
M3 |

[EC) — M, - My

M| <
[ 1I|_1_

Wir sind nun in der Lage, den folgenden Satz zu beweisen.

Satz Seien A C R” offen, F: A — R” stetig differenzierbar auf A, x € A und F'(x)
reguldr. Dann existiert ein p > 0, sodass K,(X) C A und fiir alle x € K, (x) auch
F'(x) reguldr ist. Zudem existiert ein ¢ > 0 mit

IFFx)7 < ¢ firallex e ICo(%).

2Zu stetigem ¢: [0, 1] — R™ ist ]01 @(t) dt als jener Vektor im R definiert, dessen i-te Komponente

durch ]01 @i(t) dt gegeben ist.
3Vergleiche mit den entsprechenden Lemmata im eindimensionalen Fall (Seiten 7 und 8).
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Beweis. Aus der Stetigkeit von F’ in x, der Regularitit von F’(x) und der Offenheit von
A folgt die Existenz von p > 0 mit K,(x) C A und

IF'G) = Fll < 5

1
—————  furallex € K,(x).
)7l g

Daraus ergibt sich

IE” - F'&) " F )l < [FGE)IIFE) -F@ll <5 firallex € Ky(%).

1
2

Obiges Lemma fiithrt damit auf die Regularitdt von F’(x) mitsamt der Abschitzung

F/ )1
IF" ()l <2IF &)Y firalle x € Ky(X).

/ -1
IF'(x) | < 1— ”E(n) _F’(y_c)*lF’(X)” B

|

In der Umgebung von X sind die Jacobi-Matrizen F’(x) also nicht nur regulir, deren
Inverse besitzen dartiberhinaus eine von x unabhéngige obere Norm-Schranke.
Wir kehren zurtick zu Ableitungsbegriffen fiir reellwertige Funktionen.

Richtungsableitung. Seien A C R” offen,f: A —» R,x € Aund d € R". f heifdt Definition
an der Stelle X differenzierbar in Richtung* d genau dann, wenn der Grenzwert

hmf(fc+td)—f(5c)

t—0 t

(15.8)

existiert. Ist f fiir alle x € A in Richtung d differenzierbar, so nennt man

i A —> R, x— lim f—(x *td) =~ f(x)
od t—0 t

die Ableitung von f in Richtung d.

Es gilt offenbar o (x) = g—){i(a_c). Fiir eine an der Stelle x € A differenzierbare Funktion

(’/‘)EE")
f:ACR"— Rexistiert die Richtungsableitung fiir alle Richtungen d, und es gilt
0
T =vf®.d)
Ist F: A C R" —» R"™ differenzierbar, so gilt dies auch fur die Funktion Beispiel
0:ACR" SR, x> l||F(x)||2=lZm:Fk(x)2 (15.9)
’ 2 P& ' '

4Hiufig wird in der Definition der Richtungsableitung noch zusitzlich die Bedingung ||d||» = 1 gestellt,
um die Abhingigkeit des Ableitungswertes von der Linge des Vektors d auszuschlieflen.
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Beispiel
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Aus
00 _ ~ . _ 0F _
— = F — 15.10
5 ) kzlj (%) 5 ) (15.10)
folgt, dass der Gradient von ¢ in x durch
V¢(x) = F'(x)"F(x)

gegeben ist. Zu d € R” lautet die Richtungsableitung dann

Z%(i) = (F'(x)'F(%), d) = (F(), F'(x)d).

Ein Vektor d € R" heiflt Abstiegsrichtung von f in x, falls %(R) < 0ist. Insbesondere
existiert dann ein ¥ > 0 mit

flx+1td) < f(x)
Da nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(VI(x), d) = =IVf@)Il21ld]l2

gilt, ist fiir Vf(x) # 0 durch d = —Vf(x) die Richtung des steilsten Abstiegs von f im
Punkt x gegeben.

SchlieSlich betrachten wir noch reellwertige Funktionen f: A — R, die auf der
offenen Menge A zweimal stetig differenzierbar sind, d. h., alle partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung® sind auf A definiert und stetig.

fiir alle ¢ € (0, £]. (15.11)

firalled e R”

Hesse®-Matrix. Seien A C R” offen und f: A — R zweimal stetig differenzier-
bar. Dann heifit

*f (= *f (=
%.(x) SO > (%)
HP(x) = : : e R™" (15.12)
2 _ 2 _
—L® ... ;[W(x)

die Hesse-Matrix von f an der Stelle x.

Wir setzen obiges Beispiel fort, nun jedoch unter der stirkeren Annahme, dass
Fy fur k = 1,..., m zweimal stetig differenzierbar ist. Dann ist die partielle

SIst die partielle Ableitung % der Funktion f nach x; partiell differenzierbar, so bezeichnet man die
8
resultierende Ableitungsfunktion mit % und spricht von der partiellen Ableitung zweiter Ordnung von f
nach x; und x;.

%HEgssk, Lubwic OrTo: 1811-1874, deutscher Mathematiker. Beeinflusst durch Vorlesungen von Jacobi
an der Universitit Konigsberg begann er, sich fiir die Mathematik zu interessieren. Nach einigen Jahren in
Konigsberg waren die Universitidt Heidelberg und das Polytechnikum Miinchen, die heutige TU Miinchen,
seine Wirkungsstitten. Sein grofles Engagement in der Lehre spiegelt sich in seinen Lehrbiichern wider, so
stammt der Begriff der Hesseschen Normalform einer Gleichung aus einem solchen iiber Geometrie. Neben
der Berliner, der Gottinger und der Bayerischen Akademie der Wissenschaften war er auch Ehrenmitglied

der London Mathematical Society.
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Ableitung von % aus (15.10) nach x; an der Stelle x durch
J

oF _ 6Fk _
6x,6x]( HI= kZ:I: ox; ]-(x)
gegeben. Daraus folgt
m
HY(%) = F(®)"F &) + > F@H™ (). (15.13)
k=1
Normweise Kondition
Im Rahmen der Konditionsanalyse eines durch eine Abbildung
p:ACR"—> R" (15.14)

beschriebenen Problems’ (¢, p), haben wir in Band I auf Seite 33 die relative kompo-
nentenweise Kondition ke xomp mit Hilfe der partiellen Ableitungen von ¢ diskutiert.
Ist ¢ differenzierbar, so konnen die normweisen Konditionszahlen anhand der Jacobi-
Matrix von ¢ charakterisiert werden. Aus (15.3) folgt mittels Dreiecksungleichung
zunichst

le®) —@@)lig < 9" (P)p —p)lig+ollp—plla)  firp — p.

Infolge der Eigenschaft (6.10) der induzierten Matrixnorm ist die normweise absolute
Kondition des Problems (¢, p) bez. ||-llas ||-l5 durch ks = 1¢"(p)lla,p gegeben. Gilt
p # 0 und @(p) # 0, so lisst sich die relative normweise Kondition darstellen durch

¢’ (P)la, e (p)lla.p
rel = IPlla- (15.15)
YT le®)ls
Die eindeutige Losung der quadratischen Gleichung x* —2p;x+p, = 0 mitp? > p, Beispiel
und x < p; ist beschrieben durch
. , p1 1 T
@(p) =p1—+/pi —p> mit ¢'(p)=(1- -
( vPi—p2 2V} —pz)
Mit a = 2 erhilt man fiir die relative normweise Kondition den Ausdruck
\/(1 +4(p1 — Vol = p2)?) (9} + D)
Keel (P15 p2) = — (15.16)

2 (pr(=p1 + o} =)+ p2)

Im Hinblick auf nachfolgende Konditionsuntersuchungen bezeichnen wir hier die Eingangsdaten des
Problems mit p € A.
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Mit Hilfe einer Graphik sieht man, dass etwa fur (p;, p,) € [-10, 10] x [-10, —1]
die Abschitzung k..(p1, p2) < 10.5 gilt, und damit das Problem im Sinne von
(15.15) gut gestellt ist. Die Uberlegungen

lim & (1, PZ) =oo und lim Krel(PlsPZ) =00
pr—0— pr—>—00

zeigen aber, dass fiir p, < 0 das Problem im Sinne der relativen normweisen
Kondition auch schlecht gestellt sein kann, obwohl nach Band I, Seite 33 dann
gute relative komponentenweise Kondition vorliegt. Die verschiedenen Zugéinge
zur Kondition eines Problems sind somit nicht zueinander dquivalent.

W 16
Funktionen am Computer

Die Darstellung von Funktionen F: R” — R™ unterscheidet sich nicht wesentlich
von jener fiir reelle Funktionen, die wir in Abschnitt 2 diskutiert haben. Black-Box-
Funktionen hidngen nun von n Eingabeparametern xi, . . . , x, bzw. einem Eingabevek-
tor x € R" ab, als Resultat liefern sie eine Ausgabe y € R™. Je nach Programmier-
sprache verwendet man Funktionen mit n Eingabeparametern oder reprisentiert den
Eingabevektor durch Tupel, Listen, Felder oder dhnliche Strukturen, etwa durch die in
Band I vorgestellte Datenstruktur fiir Vektoren. Dieselben Strukturen zieht man fiir
die Darstellung der Ausgabe heran.

Computerreprisentation (Datenstruktur fir Funktionen). Fiir eine Termdarstellung
zerlegt man F: R" — R™ zuerst in die Komponentenfunktionen F;: R" — R, welche
man am Computer jeweils durch Terme T; € T, siehe Seite 12 fiir die Einfithrung der
Datenstruktur I, reprisentiert. Die Terme T; sind dabei nach den gleichen Regeln aufge-
baut wie in Abschnitt 2, sie unterscheiden sich von jenen fiir reelle Funktionen in einer
Variablen x lediglich dadurch, dass mehrere Variablen x,, ... , x, anstatt nur einer Va-
riablen x auftreten, siehe dazu Ubung IV.6. Eine Termdarstellung fiir F besteht dann aus
einem Vektor von Termen T € ™. Fiir dessen Darstellung am Computer greifen wir auf
die Vektor-Datenstruktur Vy-aus Band 1 zuriick®. Im Spezialfall m = 1 verwendet man
natiirlich einfach die Datenstruktur T von Seite 12.

Addition und Subtraktion sind komponentenweise definiert und stimmen daher
mit den in Vi-schon verfiigbaren Operationen iiberein. Als weitere Grundoperation
auf Funktionen diskutieren wir kurz die Funktionsauswertung von F an der Stelle
x. Sei F reprasentiert durch T € Vi Zur Auswertung von F an der Stelle x wird
wegen F(x) := (Fi(x) ... F(x))T komponentenweise vorgegangen. In den einzelnen
Komponenten geschieht die Auswertung durch Interpretation des Terms T; unter der
Variablenbelegung x; ~» x1, ..., X, ~> X,, wobei man auch hier wie bei Termen mit
einer Variablen auf Seite 13 rekursiv tiber die Termstruktur vorgeht.

8Da wir 7 als Datenstruktur fiir reelle Terme eingefiihrt haben und in 7 die Grundoperationen fiir reelle
Zahlen zur Verfiigung stehen, kénnen wir auf 7 durchaus die Struktur eines Korpers voraussetzen.
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Wir betrachten die Funktion F: R? — R? mit den Komponentenfunktionen
Fi:R* 5> R, x > x +sin(x;) —5und F,: R? > R, x = xe" — 3. Zur
Darstellung der Funktion F am Computer verwenden wir den Vektor T € VZTmit
T, = xf +sin(x;) — 5 und T, = x,e* — 3. Den Funktionswert F(2, 1) erhalten
wir durch komponentenweise Interpretation von T unter x; ~» 2,x, ~» 1 als
(—0.158529 4.38906)T.

Ein Beispiel fiir eine vektorwertige Funktion ist Vf firf : R” — R.In symbolischer
Form kann man den Gradienten durch einen Vektor darstellen, wobei jede Komponente
die Termdarstellung der jeweiligen partiellen Ableitung enthalt.

In Verallgemeinerung dieses Konzepts kann man auch fiir matrixwertige Funktio-
nen die Termdarstellung durch eine Matrix von Termen realisieren. In einer Compu-
terdarstellung ziehen wir dazu die Matrix-Datenstruktur aus Abschnitt 7 heran. Auf
Seite 59 haben wir die Datenstruktur Mp"" zwar nur fiir Matrizen iiber R vorgestellt,
haben aber dort schon darauf hingewiesen, dass analog zu Vektoren durch Verwendung
einer parametrisierten Datenstruktur My"" Matrizen iiber einem beliebigen Kérper K
darstellbar sind. In diesem Sinne steht die Datenstruktur M fiir die Termdarstellung
matrixwertiger Funktionen zur Verfiigung. Ein wichtiges Beispiel ist die symbolische
Darstellung der Jacobi-Matrix.

17
Nichtlineare Gleichungssysteme

Gegenstand dieses Abschnitts sind nichtlineare Gleichungssysteme
F(x) =0, (17.17)

bei denen die Anzahl n der Unbekannten x; mit jener der das System beschreibenden
Komponentenfunktionen tibereinstimmt, und die Funktion auf der offenen Menge
A C R” stetig differenzierbar ist.

Problemstellung (Nichtlineares Gleichungssystem).
Gegeben: F:ACR"— R"
mit:  F ist stetig differenzierbar auf A C R" offen.
Gesucht: xe€ A
mit:  F(x) = 0.

Der inhomogene Fall G(x) = y lasst sich durch F(x) = G(x) —y auf (17.17) zuriickfiih-
ren. Wie fiir n = 1 in Kapitel I konnen Aussagen tiber die Losbarkeit bestenfalls unter
zusitzlichen Annahmen an F getroffen werden, siehe [22] fiir Details. Die Eindeutigkeit
einer Losung X ist dann in der Regel nur lokal gegeben, es ist also nur innerhalb einer
Umgebung von X sicher gestellt, dass es kein weiteres X mit F(x) = 0 gibt.
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Kondition

Bei der Konditionsanalyse des nichtlinearen Gleichungssystems (17.17) wird unter-
sucht, welche Auswirkung eine Storung der Funktion F auf die Losung des Problems
hat. Unterschiede zwischen zwei Funktionen F und F kénnen dabei durch Normen auf
dem unendlich-dimensionalen Raum der auf A stetig differenzierbaren Funktionen
beschrieben werden. Da wir die Diskussion aber tiber endlich-dimensionalen Riumen
fithren wollen, nehmen wir an, dass die Funktion F durch einen Vektor p aus einer
offenen Menge P C R" parametrisiert, und das Problem dann durch

F(x)=F(xi, ..., %P1, ..., pr) =0 (17.18)

mit stetig differenzierbarer Funktion F: A x P — R" beschrieben ist. Der Vektor
p kann dabei z.B. die Koeffizienten von etwaigen Polynomfunktionen F; oder mit
F(x, p) = G(x) — p die rechte Seite einer inhomogenen Gleichung reprasentieren. Bei
der Konditionsanalyse untersuchen wir dann, wie sich Storungen in p auf die Losung
des nichtlinearen Gleichungssystems auswirken. Dazu greifen wir auf den Hauptsatz
iiber implizite Funktionen zuriick, siehe [14], in welchem wir die Jacobi-Matrix von E
an der Stelle (x, p) als Blockmatrix F(x, p) = (ﬁx(y"c, [7)|1A3p(5c, [7)) mit F, (%, p) € R
und ﬁp(a_c, p) € R™" auffassen.

Hauptsatz iiber implizite Funktionen. Seien A C R", P C R’ offen und
F:AxP = R" stetig differenzierbar. Auflerdem seien (X,p) € A x P mit
F(x, p) = 0 und F.(x, p) reguldr gegeben. Dann existieren p; und p, und eine
stetige Funktion

@: KpLalp) = Ky, p(%), (17.19)

sodass X = @(p) gilt, und zu gegebenem p € K, 4(p) das Element ¢(p) die einzige
Losung (fur x) von F(x, p) = 01in KCp, p(X) ist. Zudem ist die Funktion ¢ in p
differenzierbar mit

¢'(p) = ~Fu(%, p) ' Fy(%, p). (17.20)

Die Funktion ¢ ordnet also der Eingangsgrofie p gerade die (lokal) eindeutige
Losung @(p) des nichtlinearen Gleichungssystems zu. Mit der Jacobi-Matrix aus (17.20)
ergeben sich die normweisen Konditionen des Problems (¢, p) dann einfach aus den
Formeln von Seite 133.

Kondition des nichtlinearen Gleichungssystems. Mit den Bezeichnungen und
Voraussetzungen des Hauptsatzes tiber implizite Funktionen ist die absolute norm-
weise Kondition des Problems (¢, p) mit ¢ wie in (17.19) bez. |||, |-l durch

Kabs = ||Ex(X, ﬁ)’lﬁp(a_c, P)lla,p gegeben. Unter der zusitzlichen Annahme x # 0
und p # 0 ist die relative normweise Kondition gegeben durch

IPlla
Ixllp

Keel = IEx(%, p) " Ep(%, P)llap
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Wir betrachten erneut das Beispiel der quadratischen Gleichung mit
E(x,p) = x* = 2p1x + ps
fiir Parameter p? > p, und
B, p)=2x—2p1, Fplx,p) = (-2x )T

Mit a = 2 ergibt sich fiir die relative normweise Kondition der Ausdruck

_ 1 2., 2 1 x Y
Krel = |X| (Pl +p2)(4(x_p1)2 + (x_pl) )

Ersetzen wir darin x durch die Losungsformel ¢(p) von Seite 133, so erhalten wir
gerade die Darstellung (15.16).

Losungsverfahren

Die zentrale Idee zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems (17.17) ist, eine Fol-
ge (x®) )keN, zu konstruieren, die gegen ein X mit F(x) = 0 konvergiert. Mit Ausnahme
des Bisektionsverfahrens lassen sich dabei die in Abschnitt 5 besprochenen Verfah-
ren ins Mehrdimensionale iibertragen. Hinsichtlich der Konvergenzgeschwindigkeit
behalten die auf Seite 35 definierten Begriffe ihre Giiltigkeit, sofern man den Betrag
durch eine Vektornorm ||-||o auf R" ersetzt, beziiglich der Abhingigkeit der linearen
Konvergenzeigenschaft von der gewihlten Norm verweisen wir auf die Diskussion von
Seite 86.

Fixpunktverfahren
Gelingt es, das nichtlineare Gleichungssystem in eine Fixpunktgleichung
d(x) =x (17.21)
zu iiberfithren, so kann zu deren Losung eine Fixpunktiteration
D = (W) (17.22)
mit geeignetem Startwert x© herangezogen werden. Deren Konvergenz gegen einen

Fixpunkt ist unter folgenden Bedingungen sichergestellt:

Die Funktion ®: A C R" — R” sei auf der offenen Menge A stetig differenzierbar
und habe einen Fixpunktx in A, d. h.x = ®(x). Des Weiteren sei | - || , eine Norm auf
R" und ||| eine damit vertridgliche Norm auf R”*” mit ||®'(X)|| < L < 1. Dann
existiert ein p > 0, sodass fir x© e Iep,a(a_c) die durch die Fixpunktiteration
(17.22) definierte Folge (mindestens) linear gegen x bez. |- ||« konvergiert.
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Beweis. Da @' stetig ist, existiert ein p > 0, sodass’
|9/ (x)| <L <1 firallex € Kpa(X).

Sei nun x® € Kp,a(a_c). Dann gilt auch x + x® - %) e l@p,a(a_c) fur alle t € [0, 1].
Unter Verwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung von Seite 130 ergibt
sich

(k1 [@(x®) — &(x)|

x®+D — %[|

IA

1
/ 19 (x + t(x® = )I[x* = X[|odt < LIx® = X|lo < p.
0

Daraus folgt x5t e l@p,a(a_c) und damit die Wohldefiniertheit der Folge, d.h.
x® € K, (%) fiir alle k. Zudem konvergiert die Folge wegen L < 1 linear gegen
x bez. ||| a- O

Gibt es eine abgeschlossene Teilmenge K C R", die von @ auf sich selbst abgebildet
wird, also ®(K) C K, und erfiillt ® dort eine Lipschitz-Bedingung || ®(x) — &(y)|| <
Lllx — y|| mit L < 1 fiir alle x, y € K, so liefert der Banachsche Fixpunktsatz in R”
zusitzlich noch die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes in K. Fiir dessen Beweis
muss in der Diskussion in Band I, Seite 12 lediglich der Betrag |-| durch die Norm ||| «
ersetzt werden. Somit gelten auch die Fehlerabschitzungen

) Lk .
[x% = %o < -1 IxD = x|, und (a-priori Schranke)

_ L _ .
Ix® =%l < ﬁnx(k) — x5, (a-posteriori Schranke)

wobei die a-posteriori aus der a-priori Schranke folgt, wenn man x*~!) als Startwert
x9 interpretiert. Beide konnen in einer algorithmischen Umsetzung von (17.22) als
Abbruchskriterium verwendet werden.

Wir betrachten das nichtlineare Gleichungssystem (17.17) mit der Funktion

F:R? —» R? , o
_ [x{ +sin(xy) =5
F(x) = ( e — 3 ) . (17.23)

Eine entsprechende Fixpunktformulierung (17.21) ist durch ®: R? — R? mit

— si __cos(n)
D(x) = ( > S‘f(’”)) und  @(x) :( o zm)
3™ —3e ™ 0
gegeben. Aus @ (R x [0, 1]) = [2, +/5] und @,([2, +/5] xR) C [0, 1] ist ersichtlich,
dass ® auf K = [2, 4/5] x [0, 1] eine Selbstabbildung ist. Zudem gilt || ®'(x)||F <
0.5 < 1 fiir alle x € K. Da die Frobenius-Norm mit der euklidschen Norm

91Cp,a(5c) ={x e R" | |x = X|la < p} bezeichnet den Abschluss von ), «(x).
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vertraglich ist, gilt || ®(x)—®(y)|2 < L|lx—y/||, mit L = 0.5 auf K. Somit existiert in
K ein eindeutiger Fixpunkt x, gegen den die durch (17.22) definierte Folge fiir jeden
Startwert x*) € K bez. ||-||, linear konvergiert. Die linke Seite der Abbildung IV.1
zeigt mit x© = (2 0)T und x = (2.1588 0.3464)T den Verlauf der Norm ||x® —
X||, des absoluten Fehlers sowie der a-priori und a-posteriori Schranken. Die a-
priori Schranke besagt etwa, dass der Fehler nach 20 Schritten unter 10~° liegt. Die
tatsichliche Fehlernorm ist aber [|x?” — x|, = 7.5558 - 10~'? und wird durch die
a-posteriori Schranke 3.7322 - 10! deutlich besser abgeschitzt.

In obigem Beispiel lief3en sich die Fehlerschranken noch durch eine Verkleinerung
von K und damit eine Reduktion von L verbessern. Tatsichlich ist aber in vielen
praktischen Anwendungen eine Verifizierung der Voraussetzungen des Banachschen
Fixpunktsatzes schwierig.

Newton-Verfahren

Zur Losung von (17.17) mit stetig differenzierbarer Funktion F: A ¢ R" — R”
kommt dem Newton-Verfahren eine zentrale Rolle zu. Die Idee ist, wie im Fall n = 1,
die nichtlineare Funktion F durch ihre Linearisierung L* ") in einer Niherung x® fiir
eine Losung zu ersetzen und anstelle von (17.17) das linearisierte Problem LEX) (x) =
0 zu betrachten. Ist F'(x®)) regulir, so fiihrt dies auf die eindeutige Losung

XD Z (0 pr (01 g0y (17.24)

wodurch gerade das Newton-Verfahren definiert ist.

Seien A C R” offen, F: A — R” stetig differenzierbar auf A und x € A mit
F(x) = 0 und F’(x) reguliir gegeben. Dann existiert ein p > 0, sodass das Newton-
Verfahren (17.24) fiir alle Startwerte x(©) e KCp(x) wohldefiniert ist, und die Folge
(x®) keny, Superlinear gegen x konvergiert. Gilt zudem, dass F " lokal Lipschitz-stetig
in X ist, so liegt sogar quadratische Konvergenzgeschwindigkeit vor.

Beweis. Nach dem Satz von Seite 130 existieren p; > 0 und ¢ > 0, sodass fiir alle
x € K, (x) C AdieJacobi-Matrix F'(x) regular ist und der Abschitzung IF'(x)7 | < ¢
gentigt. Aus (15.6) folgt dann die Existenz eines p, > 0 mit

|IF(x) — F(x) — F'(x)(x — X)|| < 2—1C||x—9_c|| fur alle x € KCp, (%) C A.

Sei nun p = min {pl, pz}. Gilt x® e KCp(X), so ist x%*+D wohldefiniert, und wegen

_ -1
(k+1 ”x(k) —x— F/(x(k)) F(X(k))”

IE (O F(x®) = Fx) — F/(x®)(x® - %)
lF(x®) = ) = F(x)(x® - x)| (17.25)

i _ 5
2™ = x|

[0 — x|

IN A
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folgt auch x**1) € K, (x). Liegt also der Startwert x* in K (%), so ist die gesamte Folge
wohldefiniert, und es gilt

I =2 < S =2l < < (3) IO -7 furalle k € No.

Daraus folgt die Konvergenz der Folge gegen x. Die superlineare bzw. quadratische
Konvergenzgeschwindigkeit der Folge ergibt sich schliefSlich aus (17.25) und (15.6)
bzw. (15.7). ]

Unter verschirften Voraussetzungen an die Funktion F kann sogar die Existenz
einer lokal eindeutigen Losung gezeigt werden, siehe dazu [22].

In der Realisierung der Iterationsvorschrift (17.24) bestimmt man aufgrund des
damit verbundenen Aufwands nicht explizit die inverse Matrix F'(x*)~!, sondern lost
vielmehr in jedem Schritt die sogenannte Newton-Gleichung

F(x®)d® = —p(x®) (17.26)
nach der Newton-Korrektur d® und berechnet anschlieBend x5tV = x® + 4 Diese

Vorgehensweise, der wir in dhnlicher Form bereits auf Seite 83 begegnet sind, fithrt auf
den Algorithmus GlgnDNewton.

Algorithmus GlgnDNewton: Losung von F(x) = 0 nach Newton

F' « Ableitung(F) Aufruf: GlgnDNewton (F, x0)
x « x© Eingabe: F: A c R" — R",x(¥ € A offen
while A nicht erfiillt mit: F stetig differenzierbar auf A,
d < LGS(F'(x), —F(x)) F'(x) regular fiir x mit F(x) = 0.
x —x+d Ausgabe: x € A
return x mit: x als Ndherung von x, die vom Start-

wert x© und dem Abbruchskriterium
A abhingt.

Computerprogrammierung. Analog zum eindimensionalen Fall steht der Aufruf
Ableitung(F) fiir die symbolische Berechnung der Ableitungsfunktion F', siehe Seite 40. Der
Aufruf LGS(F'(x), —F(x)) steht fiir die Losung des linearen Gleichungssystems (17.26),
wofiir sich die Methoden aus Abschnitt 9 anbieten. Als Abbruchskriterium kann man bei
superlinearer Konvergenz und gegebener Fehlerschranke n > 0 auf

(k+1) _

[ES Pl <n

zuriickgreifen, siehe auch Ubung L.8.

Beispiel Wir betrachten die stetig differenzierbare Funktion F: R? — R? aus (17.23) mit

der Jacobi-Matrix
[ 2x1 cos(xz)
F/(x)_(xzex1 ) (17.27)
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Tabelle IV.1: Verlauf der Newton-Iteration.
% x5’ [ ~ x|
2 0 0.381058420181465

2.148498537572540
2.158815695959009
2.158819368830617
2.158819384398576

[ SO I SR e ) ]

0.406005849709838
0.345788730520271
0.346384075821388
0.346384068239940

0.060508484569115
0.000595349145499
0.000000017315879
0.000000000000001

Tabelle IV.1 zeigt die quadratische Konvergenz der Newton-Iterierten bei Aufruf
von GlgnDNewton mit Startwert x¥ = (2 0)7 gegen die Losung

% = (2.158819384398576 0.346384068239940)" .

Die Uberlegenheit im Vergleich zum Fixpunkt-Verfahren wird auch aus Abbil-
dung IV.1 (rechts) ersichtlich, wo die entsprechenden Verliufe von [|x* — X]|,
einander gegentibergestellt werden.

Besonders bei hochdimensionalen Problemen kann beim Newton-Verfahren der
Aufwand pro Iterationsschritt betridchtlich sein. Zum einen muss je nach Computerre-
prisentation von F die Jacobi-Matrix F’(x®)) symbolisch'® oder numerisch bestimmt
werden, zum anderen muss das lineare Gleichungssystem (17.26) gelost werden. Ein
Zugang zur Reduktion des Rechenaufwands ist, die Jacobi-Matrix von F nur einmal
fiir den Startwert x(©) zu berechnen und anstelle von (17.26) lediglich

F'(x)d® = —F(x) (17.28)

zur Bestimmung der Korrektur d® zu verwenden. Dies erlaubt es dann, vorab ei-
ne LRP-Zerlegung von F'(x9) zu berechnen und in jedem Iterationsschritt (17.28)
mit einem Aufwand von O(#n?) durch Vor- und Riickwirtssubstitution zu losen, sie-
he GlgnDNewtonV. Durch den Ubergang von (17.26) auf (17.28) geht allerdings die
superlineare Konvergenzeigenschaft verloren, bestenfalls kann nur lineare Konvergenz-
geschwindigkeit garantiert werden, siehe [5].

Algorithmus GlgnDNewtonV: Losung von F(x) = 0 nach Newton (vereinfacht)

F' « Ableitung(F) Aufruf: GlgnDNewtonV(F, xV)

J « F/(x) Eingabe: F: A Cc R" — R",x¥ € A offen
(L, R, P) < LRPZerlegung(J) mit: F stetig differenzierbar auf A,
x « x© F'(x) regulir fiir x mit F(x) = 0.
while A nicht erfiillt Ausgabe: x € A
b « —P-F(x) mit: x als Ndherung von x, die vom Start-

¢ < VorSubMat(L, b)
d < RiickSubMat(R, ¢)
X ¢ x+d

return x

wert x© und dem Abbruchskriterium
A abhingt.

198elbst wenn die Ableitungsfunktion F’ symbolisch bestimmt werden kann, sind dennoch im Allgemei-

nen n? Funktionsauswertungen zur Bildung von F’ (x*

)) erforderlich.
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Seien A C R" offen, ||-|| o eine Norm auf R”, F: A — R"auf A stetig differenzierbar
und x € A mit F(x) = 0 und F'(x) reguldr gegeben. Dann existiert ein p > 0,
sodass das vereinfachte Newton-Verfahren x**1) = x® 4 &) mjt 4 aus (17.28)
fiir alle Startwerte x(© KCp,a(x) wohldefiniert ist und die Folge (x(k))keNO linear
gegen X bez. |||« konvergiert.

In Fortsetzung des obigen Beispiels rufen wir nun GlgnDNewtonV mitx¥ = (2 0)”
auf. Die resultierende Folge konvergiert langsamer als beim Newton-Verfahren
gegen die Losung X, jedoch immer noch schneller als beim Fixpunktverfahren,
siche Abbildung IV.1 (rechts).

“““ Fixpunktverfahren
S = = -vereinfachtes Newton-Verfahren|
., |=—Newton-Verfahren

—lz® — 2|

«a-priori Schranke

- - -a-posteriori Schranke|

0 5 10 15 20 25 30
k k
Abb. IV.1: Links: Fehlerverlauf bei Fixpunktiteration, rechts: Vergleich von Fixpunkt-, Newton-
und vereinfachtem Newton-Verfahren.

Eine weitere Moglichkeit zur Reduktion des Aufwands beim Newton-Verfahren ist, die
Jacobi-Matrix F'(x®)) in jedem Schritt durch eine regulire Matrix B zu approximie-
ren, die Korrektur d® also aus

BPA® = —F(xF)

zu bestimmen. Neben x® muss dann auch B® in jedem Schritt aktualisiert werden,
Grundlage dafiir ist die Quasi-Newton-Bedingung

BF D (x k) — W) = F(x®HD) — F(x V). (17.29)

Fir n = 1 fiihrt dies gerade auf das Sekantenverfahren von Seite 44, im Fall n > 1
ist B**D durch (17.29) nicht mehr eindeutig festgelegt, wodurch eine ganze Klasse
von Quasi-Newton-Verfahren entsteht. Unter geeigneten Voraussetzungen und Zusatz-
bedingungen an B**!) konvergiert die erzeugte Folge sogar superlinear gegen eine
Losung X, siehe [5] fiir Details.

Ein Nachteil des Newton-Verfahrens und seiner vorgestellten Varianten ist, dass der
Startwert x(*) hinreichend nahe der Losung X liegen muss. Da dies in der Praxis nicht
uiberpriifbar ist, haben Globalisierungsmethoden das Ziel, den Konvergenzbereich des
Newton-Verfahrens (oder der Quasi-Newton-Verfahren) zu erweitern und letztlich
beliebige Startwerte aus dem Definitionsgebiet von F zu erméglichen. Zum Einsatz
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kommen dabei z. B. Techniken zur Bestimmung einer Schrittweite ¢*) in jedem Schritt
gemifd
X = 0 g0 g®), (17.30)

wobei d® zunichst nicht zwangsliufig in jedem Schritt als Losung der Newton-
Gleichung (17.26) bestimmt wird. Unter geeigneten Voraussetzungen geht das glo-
balisierte Verfahren dann aber ab einem hinreichend groflen Index ko in das (lo-
kale) Newton-Verfahren (17.24) dber, d.h,, fir k > ko gilt % = 1 und W =
—F'(x" )~ F(x*), wodurch auch dessen Konvergenzeigenschaften tibernommen wer-
den. Fiir Details und alternative Globalisierungszugiange verweisen wir auf [5].

W 18
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Wir wenden uns nun nichtlinearen Gleichungssystemen
F(x)=0 (18.31)

zu, bei denen die Anzahl m der Gleichungen grofler gleich der Anzahl # der Unbekann-
ten ist, also m > n. Die Komponentenfunktionen F;: A C R" - Rfiri=1,...,m
seien zweimal stetig differenzierbar und der Einfachheit halber auf ganz R" definiert,
d.h. A = R". Existiert ein x € R"” mit F(x) = 0, so spricht man vom kompatiblen Fall.
Wie im linearen Fall ist (18.31) aber hdufig nicht 1gsbar. Daher sucht man stattdessen
nach einem X mit minimalem Abstand von F(x) zum Nullvektor. Die Verwendung der
euklidschen Norm zur Abstandsmessung fiihrt dann auf folgende Problemstellung:

Problemstellung (Nichtlineares Ausgleichsproblem).
Gegeben: F:R" —» R”™
mit:  m > nund F; zweimal stetig differenzierbar furi =1, ..., m.
Gesucht: x € R"
mit: @2 = min] Fola

=.

Ein typisches Beispiel ist die Approximation von Daten mit Hilfe einer Modell-
funktion ), die nichtlinear von Modellparametern abhingt.

Zu m Datenpaaren (t1, 1), - - - , (tm, Yi) seien die n < m Parameter x1, ..., X, Beispiel
einer Modellfunktion n(t, x1, . . ., x,) gesucht, sodass die Bedingungen

yi=nlt,x1,...,x,) furallei=1,...,m

moglichst gut erfiillt sind. Folgt man dabei dem Prinzip der kleinsten Fehlerqua-
drate, so fithrt dies auf die Aufgabe, die Parameter so zu wihlen, dass

> i nlti,x, .. X))
i=1
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minimal wird. Mit F;: R" - R, x = y; —n(ti,x1,...,x,) furi = 1,...,m
entspricht dies einem nichtlinearen Ausgleichsproblem gemif obiger Problem-
stellung. Hangt n nur linear von x ab, wie es etwa bei Polynomfunktionen mit
Koeffizientenvektor x der Fall ist, erhidlt man ein lineares Ausgleichsproblem, ver-
gleiche mit dem Beispiel von Seite 89.

Ziel der Ausgleichsrechnung ist somit die Minimierung'! der Funktion ¢ von Sei-
te 131. Dabei spielen folgende Begriffe eine Rolle:

Sei f: R" — R. Ein Punkt x € R" heifdt (globales) Minimum von f genau dann,
wenn gilt
f(x) < f(x) fiir allex € R"\{x}. (18.32)

x € R” heifdt lokales Minimum von f genau dann, wenn eine Umgebung U/ (x) von
X existiert, sodass gilt

f(x) < f(x) furallex e U(x)\{x}. (18.33)

Ist f stetig differenzierbar auf R", so heifft x € R" stationdrer Punkt von f genau
dann, wenn gilt
Vi) = o. (18.34)

Kann in (18.32) bzw. (18.33) < durch < ersetzt werden, so ist X ein strikt globales bzw.
lokales Minimum. Offensichtlich ist ein (strikt) globales Minimum auch ein (strikt) lo-
kales Minimum. Ein zentrales Resultat der Optimierungstheorie besagt, siehe z. B. [10],
dass jedes lokale Minimum x € R” einer stetig differenzierbaren Funktion notwendi-
gerweise auch ein stationdrer Punkt ist. Aussagen zu Existenz und Eindeutigkeit von
Minima sind nur unter zusitzlichen Annahmen an f moglich. So lisst sich z. B. folgen-
de hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines strikt lokalen Minimums angeben,
siehe Ubung IV.8.

Seif: R" — R zweimal stetig differenzierbar und x € R". Gelten
Vf(x)=0 und HY () istpositiv definit, (18.35)

so ist X ein strikt lokales Minimum von f.

Fiir ¢ aus (15.9) lassen sich diese hinreichenden Bedingungen auch mit Hilfe der Funk-
tion F formulieren, siche dazu das Beispiel auf Seite 132.

Im Hinblick auf eine Konditionsanalyse betrachten wir lediglich den kompati-
blen Fall und gehen wie auf Seite 136 von einer parametrisierten Darstellung der
Funktionen aus, also F(x) = F(x, p) bzw. ¢(x) = qA)(x, p) mit p aus einer offenen
Menge P C R" mit p € R’. Im Beispiel von Seite 143 konnte p etwa fiir den
Datenvektor y stehen. Zu (%, p) mit F(x, p) = 0 setzen wir weiterhin voraus, dass

'Um Effekte am Rand von A auszuschliefen, betrachten wir hier nur auf ganz R" definierte Funktionen.
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rg(F (x, p)) = 1, wobei die Jacobi-Matrix von F an der Stelle (x, p) wieder als Block-
matrix F'(x, p) = (F (x, p)|Fp(x p)) mit F.(x, p) € R™" und Fp(x p) € R™"
aufgefasst wird. Dann ist aber Fo(x, 7T Fo(x, P) positiv definit'?, sodass zusammen mit
Fo(x, [7)1:"(92, p) = 0 die hinreichenden Bedingungen (18.35) erfiillt sind, und X eine lo-
kal eindeutige Losung des Ausgleichsproblems zu den Eingangsdaten p ist. Schlieflich
nehmen wir an, dass zu gegebenem p € K, »(p) eindeutige Losbarkeit des Ausgleichs-

problems vorliegt, es also eine stetige Funktion

@: Ky 2(p) > Kp,2(%) (18.36)

t13

gibt, wobei wobei ¢(p) das einzige Minimum in KCp, 2(X) ist'”. Zur Kondition kann

dann folgende Aussage getroffen werden:

Kondition des nichtlinearen Ausgleichsproblems im kompatiblen Fall. Es gel- Satz
ten obige Bezeichnungen und Voraussetzungen. Weiterhin sei die Funktion ¢ aus

(18.36) in p differenzierbar. Dann ist die absolute normweise Kondition des Pro-

blems (¢, p) bez. der euklidschen Normen auf R" und R” durch

A — A N\ A — A -
ks = I (BE DT EE D) & D) EE Bl

gegeben. Unter der zusitzlichen Annahme X # 0 und p # 0 ist die relative norm-
weise Kondition gegeben durch

[E
(B3[P

& oA e =N N A L A o =
ko= I (BEDTEGED) BE D EHE DI
Beweis. Wir betrachten zunichst die in p differenzierbare Funktion

w: Kp2(p) = R™, p> E(e(p), p).

Nach der Kettenregel von Seite 129 gilt

v (0) = (Eo®). D)[Eo(0@). D)) - (~57-) = Elo(p). ) - ¢/(B) + Ey(9(). ).

Das nach Annahme strikt lokale Minimum ¢(p) erfiillt notwendigerweise die Bedin-
gung (18.34), d.h.

Fip(),p)" - p(p) =0 firalle p € Kp, »(p).

12Dje Hesse-Matrix der Funktion q?) bez. x an der Stelle (%, p) ist nach Seite 143 unter der Voraussetzung
Fx,p)=0 gerade durch Ecx, p)TFe(x,p) gegeben. Diese Matrix ist dann aufgrund von rg(I:“x (x,p)) =n
positiv definit.

13Man beachte, dass f?((p(p), p) = 0 fiir p # p nicht zur Bedingung gemacht wird.
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Daraus folgt durch Differentiation unter Verwendung der Produktregel sowie der Kom-
patibilititsannahme w(p) = 0 die Beziehung

E9(), D) F9(h), ) ¢'(B) + Ful@(®), ) Fylo(p), ) = 077,

Da F.(x, p)TF.(x, p) nach Voraussetzung reguldr ist, ergibt sich schlieRlich mit x =
¢(p) die Darstellung

9@ = (B DR D) Bl D (D)

fiir die Jacobi-Matrix der Abbildung (18.36) an der Stelle p. Die Aussagen des Sat-
zes folgen aus den Formeln fiir die normweisen Konditionen von Seite 133 mit
a=p=2. |

Im linearen Fall F(x, p) = A - x — p erhilt man gerade das auf Seite 90 angeftihrte
Konditionsresultat.

Gegeben sei das nichtlineare Ausgleichsproblem mit der parametrisierten Funktion

. p1—x1(1 —x)
F:RExR SR, (x,p) | p2—x(1—x2 (18.37)
3 —x1(1—x3)

mit
—1+x X1 1 0 0
Ecx,p)=|-1+x 2xx| und FEy(x,p)=[0 1 0
-14+x 3x1%3 0 0 1

Zup = (% % %)T ist die (sogar global) eindeutige Losung durch x = (3 1/2)T
gegeben, welche auch F(x, p) = 0 erfiillt. Nach obigem Satz lauten die Konditions-
zahlen K,ps = 2.5757 und kg = 3.1917, wobei zur Berechnung der Spektralnorm
die MaTLAB-Routine norm verwendet wurde. Das betrachtete Ausgleichsproblem
ist somit sowohl im absoluten als auch im relativen Sinn gut konditioniert.

Gradientenverfahren

Die Idee des Gradientenverfahrens!* ist, die Funktion ¢ aus (15.9) schrittweise zu
minimieren, indem man ausgehend von einer Niherung x* einen Schritt der Linge
¢ in Richtung des steilsten Abstiegs, also des negativen Gradienten, von ¢ in x(*)
macht. Die Iterationsvorschrift lautet somit

D = (0 (k) g(k) (18.38)

“Das Gradientenverfahren kann zur Minimierung allgemeiner stetig differenzierbarer Funktionen
f: R" = R herangezogen werden und gehort zur Klasse der Abstiegsverfahren.
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mit d® = -Vo(x®) = —F(x")TF(x®). Nach (15.11) kommt es im Fall Vo(x®) # 0
dann fiir hinreichend kleines %) zu einer Reduktion des Funktionswerts, also
o(x* D) < ¢(x®). Die Wahl einer geeigneten Schrittweite obliegt dabei einer Schritt-
weitenstrategie. Ein einfaches Beispiel dafiir ist die sogenannte Armijo'°-Regel, bei
derzu o € (0,1),& € (0,1) und x € R" mit d = —V¢(x) # 0 die Schrittweite
t = max{&' | I € Ny} bestimmt wird, sodass

o(x +td) < o(x) + otVe(x)'d. (18.39)

Der sich daraus ableitende Algorithmus ist in SArmijo dargestellt.

Algorithmus SArmijo: Schrittweiten-Algorithmus nach Armijo

[ < 0,t < §l,g — —d Aufruf: SArmijo(x,d, F, 0, &)

s (g, d) Eingabe: F: R" — R", x € R,

¢ < 3 IIE@)I3 0,§€(0,1)

while %|| Fix+td)|3>¢+0-t-s mit: F stetig differenzierbar,
l<1+1 d=-Ve¢(x)#0.
i 2 Ausgabe: t € R*

return ¢ mit: ¢ geniigt der Bedingung (18.39).

Die Termination von SArmijo ist durch den folgenden Satz sichergestellt:

Seien F: R" — R™ stetig differenzierbar, 0, & € (0,1) und x € R" mit d = Satz
—V¢(x) # 0 gegeben, wobei ¢ die Funktion aus (15.9) ist. Dann existiert ein
l e N() mit

o(x + &'d) < ¢(x) + 0&'Vo(x)d.

Beweis. Wir nehmen an, dass
o(x + &'d) > ¢(x) +0€'Ve(x)'d firalle ] € Ny
gilt. Dann ergibt sich aber

¢(x + &'d) — p(x)
§l

und durch Grenzwertbildung fiir | - oo

> oVo(x)'d

Z—Z(x) =Vo(x)'d > oVe(x)'d.

Aus o € (0, 1) folgt aber Vo(x)Td > 0, was im Widerspruch zu V¢(x) # 0 steht. [

15ArRMIj0, LARRY, amerikanischer Mathematiker. Er promovierte 1962 an der Rice Universitit und ar-
beitete in der 1960er Jahren bei Tetra Tech in Arlington, Virginia.
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Zur Klarung der Rolle von o und & betrachten wir die Funktion p(t) = ¢(x + td),
womit sich (18.39) als
p(1) < p(0) + oty (0)
schreiben ldsst. Bei der Bestimmung der Schritte betrachtet man also jenen Bereich, in

dem der Graph von  unterhalb der Geraden durch (0, y(0)) mit Steigung oy’(0) liegt,
und wihlt die gréfite darin enthaltene Zahl der Gestalt &', siche auch Abbildung IV.2.

t

Abb. IV.2: Die Armijo-Regel wahlt die groRte Zahl der Gestalt &' mit I € Ny innerhalb des
gekennzeichneten Bereichs.

Die Kombination des Gradientenverfahrens (18.38) mit der Armijo-Regel fihrt auf
den Algorithmus NLAPGrad.

Algorithmus NLAPGrad: Losung des nichtlinearen Ausgleichsproblems mit

Gradientenverfahren
F' « Ableitung(F) Aufruf: NLAPGrad(F, x, o, &)
x « x© Eingabe: F: R" — R",x» e R", 0, & € (0, 1)
while A nicht erfiillt mit: F stetig differenzierbar und m > n.
d « —F'(x)TF(x) Ausgabe: x € R"
t < SArmijo(x,d, F, 0, &) mit: x als Naherung von x mit |[F(x)|, =
X é—x+t-d m}%{r}”F(z)Hz,die vom Startwert x(?), den
return x i

Schrittweitenparametern o und £ und
dem Abbruchskriterium A abhingt.

Der folgende Satz trifft eine Aussage zum Konvergenzverhalten des Algorithmus.
Aus der Analysis rufen wir dazu in Erinnerung, dass x € R"” genau dann ein Haufungs-

punkt einer Folge (x)), . “ist, wenn eine gegen % konvergente Teilfolge (x(k(”)) .
seNy

existiert.

Satz Seien F: R" — R™ stetig differenzierbar, x¥ € R"” und o, & € (0, 1). Dann
ist jeder Haufungspunkt x der durch NLAPGrad erzeugten Folge (x'V) keny, €0
stationdrer Punkt der Funktion ¢ aus (15.9), d. h.

Vo(x) = F(x)TF(x) = 0. (18.40)
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Beweis. Sei (x(k(S))) . eine gegen x konvergente Teilfolge der durch den Algorithmus
seNp

NLAPGrad erzeugten Folge (x(k))kENO. Wir nehmen an, dass Vg(x®) # 0 fir alle
k € Ny, da andernfalls bereits nach endlich vielen Schritten ein stationdrer Punkt
erreicht ist. Da die Funktion ¢ aus (15.9) stetig ist, folgt ¢(x(k(5))) — ¢(x) fiir s > oo.

Da es sich bei (q)(x(km))) N um eine konvergente und per Konstruktion monoton
seNy

fallende Folge in R handelt, konvergiert auch die gesamte Folge (¢(x*))) ken, 8egen
¢(x). Daraus folgen o(x®) — p(x*+Dy - 0 fiir k — oo und wegen der Armijo-Regel
auch

—t®NVex™2 = 0 fir k — oo, (18.41)

wobei t®) = £ ™ mit 10 e N, gerade die durch die Armijo-Regel eindeutig bestimmte
Schrittweite ist. Wir nehmen nun an, dass Vé(x) # 0. Wegen V¢(x(k(5))) — Vo(x) fir
s — oo fiihrt (18.41) dann zu

5 50 firs — oo. (18.42)
(s)
Damit ergibt sich mit ¢ = £/~
P 1+ gDa*y > (x*K) + oV g(x kT g (18.43)

fiir alle hinreichend groflen s. Die Betrachtung des Grenziibergangs s — 0o in (18.43)
fithrt mit &) — 0 wegen (18.42) und der stetigen Differenzierbarkeit von ¢ auf

—IVe@)% > -l Vo).

Dies steht jedoch wegen V¢(x) # 0 im Widerspruch zu o € (0, 1). |

Erstaunlich ist, dass fiir diese globale Konvergenzaussage, fiir die ein beliebiger
Startwert in R” gewihlt werden kann, keine weiteren Bedingungen an F als die stetige
Differenzierbarkeit gestellt werden miissen. Allerdings besagt der Satz nicht, dass die
Folge (x(k))kENU konvergiert. Selbst wenn sie konvergent ist, muss der Grenzwert kein
lokales Minimum von ¢ sein, da (18.40) ein notwendiges, aber kein hinreichendes Kri-
terium fiir ein lokales Minimum ist, siehe [10]. Besitzt ¢ jedoch nur einen stationiren
Punkt x und ist zudem die Levelmenge

L&) ={x eR"| ¢(x) < ¢(x)}

beschrankt, so konvergiert die Folge bei hinreichender Glattheit von F gegen das (einzi-
ge) Minimum X, siehe [12]. Ein Nachteil des Gradientenverfahrens ist seine in der Regel
langsame Konvergenz. Dennoch spielt es, zumindest in seinen Varianten, eine wichtige
Rolle bei der Minimierung stetig differenzierbarer Funktionen f: R” — R, wo es dann
bei der Globalisierung lokal schnell konvergenter Verfahren zum Einsatz kommt, siche
[10]. Auch die auf Seite 143 angedeutete Globalisierung des Newton-Verfahrens kann
mit Hilfe des Gradientenverfahrens erfolgen.
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Abb. IV.3: Iterationsverlauf beim Gradientenverfahren (links) und GauB-Newton-Verfahren
(rechts) zur Losung des Ausgleichsproblems mit (18.37).

Zur Losung des nichtlinearen Ausgleichsproblems mit F(x) = F(x, p) aus (18.37)
mit p = (% % %)T verwenden wir NLAPGrad mit o = 0.5, £ = 0.9 und dem
Startvektor x© = (2.2 0.9)T. Abbildung IV.3 (links) zeigt die Hohenlinien der
Funktion ¢, d.h. die Mengen {x € R? | ¢(x) = c} fiir verschiedene Werte von
¢ € R*, sowie den Verlauf der Iterierten x¥) in der (x1, x,)-Ebene. Infolge des
flachen, langgezogenen Tals konvergiert die Folge nur sehr langsam, erst nach 185

Iterationsschritten wird die Losung x = (3 0.5) erreicht.

GauB-Newton-Verfahren

Eine Alternative zum Gradientenverfahren besteht darin, Zhnlich wie beim Newton-
Verfahren auf Seite 139, die Abbildung F durch ihre Linearisierung L"*") um die
aktuelle Niherung x¥) zu ersetzen und das lineare (Gaufsche) Ausgleichsproblem

min||F(x) + F'(x)(x =x)ll2
xeR"

zu betrachten. Falls die Jacobi-Matrix F’ (x©) vollen Rang besitzt, existiert nach Seite 90
eine eindeutige Losung x**1), wobei die Korrektur d® = x**1) — x() dann gerade als

eindeutige Losung von
min|F'(x™)d + F(<'“)]l. (18.44)
e n

aufgefasst werden kann. Die resultierende Gauf3-Newton-Iterationsvorschrift
) 0 g0
zur Losung des nichtlinearen Ausgleichproblems fiihrt zum Algorithmus NLAPGN,

bei dem das lineare Teilproblem (18.44) in jedem Schritt mit LAPQR aus Abschnitt 10
gelost wird.
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Algorithmus NLAPGN: Losung des nichtlinearen Ausgleichsproblems nach Gauf3-
Newton

F' « Ableitung(F) Aufruf: NLAPGN(F, x'?)

x « x© Eingabe: F: R" — R™ x ¢ R"

while A nicht erfiillt mit: F stetig differenzierbar, rg(F'(z)) = n
d < LAPQR(F'(x), —F(x)) fir z € KCp 2(x) mit p > 0.
X ¢ x+d Ausgabe: x € R”

return x mit: x als Naherung von x mit |[F(x)|, =

m}%@nHF(z)Hz, die vom Startwert x(©
zeR"

und dem Abbruchskriterium A ab-
hingt.

Im Vergleich zum Gradientenverfahren ist der Aufwand pro Iterationsschritt un-
gleich hoher, dafiir kann unter geeigneten Voraussetzungen im kompatiblen Fall qua-
dratische Konvergenz der durch NLAPGN erzeugten Folge gegen ein lokales Minimum
von ¢ gezeigt werden, siehe [6].

Wir betrachten erneut das nichtlineare Ausgleichsproblem mit (18.37) mit p = Beispiel
(% % %)T und verwenden nun NLAPGN mit dem Startvektor x@ = (2.2 0.9)7.

Abbildung IV.3 (rechts) zeigt, dass die Iterierten'® deutlich schneller als beim Gra-
dientenverfahren konvergieren, bereits nach 9 Iterationsschritten ist die Losung

% = (3 0.5)7 erreicht.

Das Gauf3-Newton-Verfahren lasst sich auch ausgehend von den hinreichenden
Bedingungen von Seite 144 fir das Vorliegen eines strikten lokalen Minimums der
Funktion ¢ aus (15.9) motivieren. Wendet man zur Losung des nichtlinearen Glei-

chungssystems
Vo(x) = F(x)TF(x)=0

das Newton-Verfahren an, so erhilt man die Iterationsvorschrift
H@® (x(k) )d(k) — —V(p(x(k) ).

Um die (meist) aufwendige Berechnung der Hesse-Matrizen HE) (x%)) in (15.13)
fir j = 1, ..., m zu vermeiden, ersetzt man die Matrix H® (x®)) einfach nur durch
F'(x"NTF'(x®). Diese Vereinfachung scheint jedenfalls im kompatiblen Fall, in dem
HY(x) = F'(x)"F'(x) gilt, gerechtfertigt. Die positive Definitheit von H® (%) ist dann
iquivalent zur Bedingung rg(F'(x)) = n. Gilt der volle Rang auch fiir ¥ aus einer
Umgebung von X, so ist die resultierende Gleichung

F (xR (x5 d® = —F' (x0T R (x0) (18.45)

eindeutig losbar und entspricht gerade der Normalgleichung zum Ausgleichsproblem
(18.44).

165 = (~33.503 —1.2865)" liegt auRerhalb des Darstellungsbereichs.
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Bei vollem Rang von F'(x%)und Vo(x®) #£ 0 gilt auch
dOT Ve ®y = —g®T (T B (0 g® = ) F(x®g B, < o,

sodass es sich bei d® aus (18.45) um eine Abstiegsrichtung von ¢ im Punkt x*
handelt. Unter Verwendung einer Schrittweitenstrategie, die allerdings effizienter als
die auf Seite 147 vorgestellte sein muss, kann dann fiir die durch

) 0 440 g(K)

erzeugte Folge unter vergleichsweise schwachen Voraussetzungen an F Konvergenz
gegen einen stationdren Punkt von ¢ gezeigt werden, siehe [18] fiir Details.

Ein Nachteil des Gauf3-Newton-Verfahrens ist, dass bei schlechter Konditionszahl
der Matrix F'(x¥) der Betrag von d'¥) sehr groff werden kann, wihrend die Linea-
risierung L* ) nur bei kleinen Abstinden zu x*) eine verlissliche Niherung an F
darstellt. Einen Ausweg liefert das Levenberg!”-Marquardt'®-Verfahren, bei dem die
Korrektur d® als Losung von (18.44) unter der zusitzlichen Bedingung [|d|| < A®
mit A®) > 0 bestimmt wird. Der Linearisierung L**"") wird somit nur innerhalb einer
Kugel mit Radius A® um x® vertraut, fiir Details zur algorithmischen Realisierung
verweisen wir auf [12].

7 LEvENBERG, KENNETH: gest. 1973, amerikanischer Mathematiker. Er trug zur Entwicklung der mathe-
matischen Modelle bei, auf deren Basis der Passagier-Jet Boing 737 entwickelt wurde, und war 1970 fiir seine
Verdienste um die Mathematik unter den amerikanischen Wissenschaftlern des Jahres gelistet. Das nach ihm
benannte Verfahren zur nichtlinearen Ausgleichsrechnung publizierte er 1944 wihrend seiner Titigkeit in
der US-Armee.

18MARQUARDT, DONALD W.: 1929-1997, amerikanischer Mathematiker. Er war als Statistiker im Che-
miekonzern DuPont titig, als er 1963 das Verfahren von Levenberg, siehe Seite 152, zur nichtlinearen Aus-
gleichsrechnung wiederentdeckte.
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Ubungsaufgaben

Vi1

1v2

1v.3

1v.4

V.5
V.6

1v.7

1v.8
v.9

1v.10

0 x, =0oderx, =

0
Seif: R* 5 R, (x1,x) . Zeigen Sie, dass f an der Stelle (0, 0)

1 sonst
partiell differenzierbar, aber nicht differenzierbar ist.
95 falls (x1, %) # (0,0)

Seif: R 5 R, (x1,x%)— Mg . Zeigen Sie, dass fiir f die
falls (x;, x,) = (0,0)

Aussage 03%2(0, 0) # *f (0, 0) gilt.

Oxp0x1

—)_ falls (xy, %) # (0, 0)
Seif: R? 5 R, (x1,%) sin(xj +33) 1 %) 7 (0, . Zeigen Sie, dass f an der
0 falls (x;, x,) = (0,0)

Stelle (0, 0) differenzierbar ist und dass dennoch % und % in (0, 0) nicht stetig sind.

(? x%4) falls x; #0
Seif: R2 - R, (x,x) > §%™ . Zeigen Sie, dass f an der Stelle (0, 0)
0 falls x, =0

nicht differenzierbar ist und dass dennoch alle Richtungsableitungen von f an der Stelle
(0, 0) existieren.

Zeigen Sie die Aussagen (15.6) und (15.7) des Satzes von Seite 130.

Implementieren Sie eine Verallgemeinerung der Datenstruktur 7 aus Abschnitt 2 derart,
dass diese zur Termdarstellung von Funktionen in mehreren Variablen geeignet ist. Im-
plementieren Sie basierend auf dieser Datenstruktur die Grundoperationen Auswertung,
partielle Ableitungen, Gradient und Jacobi-Matrix.

Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem
X1 +x, = 2
(t—-x) = p

Fithren Sie eine Konditionsanalyse bez. Stérungen des Parameters p durch und ermitteln
Sie fiir p = 4 die relative normweise Kondition bez. der euklidschen Norm. Losen Sie das
Gleichungssystem mit Hilfe des Newtonverfahrens fiir p = 4 bzw. p = 0 mit x© =(1,2)T
und erkldren Sie den Unterschied im beobachteten Konvergenzverhalten.

Beweisen Sie den Satz von Seite 144.

Der zeitliche Verlauf der Konzentration eines chemischen Stoffes geniige dem Gesetz
C(t) = bo + hle/ht + hzeﬂ'zt,

zu den Zeitpunkten #; wurden die Messwerte ¢; gemifS folgender Tabelle bestimmt:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
L 0 0.4 1 1.5 2 3 51| 82 | 99
¢ | 3.81 | 2.94 | 245 | 2.37 | 2.24 | 2.05 | 1.8 | 1.82 | 1.75

Bestimmen Sie durch Losen des nichtlinearen Ausgleichsproblems mit Hilfe der Algorith-
men NLAPGrad bzw. NLAPGN die Parameter by, by, b,, A, As.

Losen Sie mit Hilfe der Algorithmen NLAPGradbzw. NLAPGN das nichtlineare Ausgleichs-

. 1—x—px? .
problem zur Funktion F: R — R?, x > ( 2x+ xpx ) mit dem Startwertx® = 0.1 und
den Parameterwerten p = —10, =5, 0, 5, 10. Fiir welche Werte des Parameters p besitzt die

Funktion ¢: R = R, x > [|F(x)]|3 lediglich ein lokales Minimum?
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