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Vorwort

Dieses Buch ist aus mehreren Vorlesungszyklen Numerische Mathematik her-
vorgegangen, die ich an den Universitdten in Karlsruhe, Kaiserslautern und
Mainz gehalten habe. Im Gegensatz zu vielen anderen Lehrbiichern enthélt es
neben den {iblichen Algorithmen der numerischen linearen Algebra und der
Approximation eine umfassende Einfithrung in die Verfahren zur Losung ge-
wohnlicher und partieller Differentialgleichungen. Dies bietet den Vorteil, dafl
die bereitgestellten Grundlagen auf die fortgeschritteneren Kapitel abgestimmt
sind und die Notationen der einzelnen Kapitel weitgehend iibereinstimmen.

Die Numerische Mathematik steht heute mehr denn je in der Verantwortung,
sich den vielfiltigen mathematischen Herausforderungen aus den Ingenieur-
und Naturwissenschaften zu stellen. In diesem Kontext ist die Fahigkeit zur
addquaten mathematischen Modellierung, zur algorithmischen Umsetzung und
zur effizienten Implementierung gefordert, was hdufig mit dem Schlagwort Wis-
senschaftliches Rechnen umschrieben wird. Diese Entwicklung darf sich nicht
allein auf die Forschung beschranken, der Anwendungscharakter muf} vielmehr
schon in der Lehre betont werden, damit die Studierenden auf die entsprechen-
den beruflichen Anforderungen vorbereitet werden. Aus diesem Grund enthélt
das Buch zahlreiche konkrete Anwendungen der jeweiligen Lehrinhalte.

An vielen Hochschulen werden numerische Verfahren zur Losung von Differen-
tialgleichungen unterrichtet, bevor die Studierenden Gelegenheit haben, die
Losungstheorie dieser Gleichungen kennenzulernen. Um dennoch ein tieferge-
hendes Verstidndnis zu erméglichen, enthélt das Buch drei Modellierungska-
pitel, die die wichtigsten Differentialgleichungen einfithren. In meinen eigenen
Vorlesungen habe ich solche Beispiele den jeweiligen Differentialgleichungskapi-
teln vorangestellt. Alternativ kann dieser Teil jedoch auch fiir eine unabhéngige
Modellierungsvorlesung oder ein ergéinzendes Seminar verwendet werden.

Damit der Umfang des Buchs in einem vertretbaren Rahmen blieb, mufite an
anderer Stelle gekiirzt werden. Bisweilen habe ich deshalb bei der Auswahl des
Stoffs auf gingige Resultate verzichtet, wenn mir ihr Anwendungsbezug nicht
oder nicht mehr relevant zu sein schien. Natiirlich sind diese Entscheidungen
subjektiv gefarbt und lassen sich kontrovers diskutieren.



4 Vorwort

Die wichtigsten Algorithmen sind in einem Pseudocode formuliert, der sich an
der Programmierumgebung MATLAB® orientiert.! MATLAB bietet den Vor-
teil, dafl auch komplexere Algorithmen relativ schnell programmiert werden
kénnen. Dieser Zeitgewinn kann genutzt werden, um die Grenzen numerischer
Verfahren experimentell auszutesten. Die Ubungsaufgaben zu den einzelnen
Kapiteln enthalten entsprechende Programmieraufgaben. MATLAB kann pro-
blemlos in den Ubungen vorlesungsbegleitend eingefiihrt werden, als ergéinzen-
de Literatur empfehle ich die Biicher von Uberhuber und Katzenbeisser [103]
oder Higham und Higham [54]. Es sei angemerkt, daf§ auch fast alle Beispiele
und Abbildungen des Buchs mit MATLARB erstellt wurden; The MathWorks,
Inc., mochte ich an dieser Stelle fiir die Unterstiitzung danken.

Damit bin ich bei den Danksagungen angelangt, doch die Liste der vielen Stu-
dierenden, Kollegen und Freunde, die mit Rat und Tat zur Seite gestanden
haben, ist derart umfangreich geworden, dafl hier nicht alle erwdhnt werden
konnen. Thnen allen ein herzliches Dankeschén. Besonderen Dank schulde ich
meinen Mitarbeiter /innen Dr. M. Briihl, M. Geisel und B. Schappel, die un-
wahrscheinlich viel Zeit in die Korrektur des Manuskripts und die Auswahl
der Ubungsaufgaben investiert haben. Vor allem Herrn Dr. Briihl méchte ich
dafiir danken, daf3 ich in ihm einen Ansprechpartner hatte, den ich jederzeit in
— zum Teil erschopfende — Diskussionen iiber einzelne Abschnitte des Manu-
skripts verwickeln konnte. Zudem waren seine IXTEX-Kenntnisse eine unschétz-
bare Hilfe fiir mich.

AufBlerdem mochte ich namentlich den Kollegen M. Eiermann, M. Hochbruck,
C. Lubich und C.-D. Munz fiir ihre Vorlesungsmanuskripte danken, die sich
als duflerst hilfreich erwiesen haben. Frau Hochbruck hat dariiber hinaus viele
Teile des Manuskripts gelesen und in Vorlesungen ,erprobt®. Thre Ratschlige
waren ausgesprochen hilfreich.

In die zweite und dritte Auflage wurden neben einigen neuen Aufgaben zahl-
reiche Korrekturen und kleinere Verbesserungen aufgenommen. Ich danke fiir
die zahlreichen Vorschlige und Hinweise, die diesbeziiglich an mich herange-
tragen worden sind. Uber die sehr positiven Reaktionen auf dieses Buch habe
ich mich sehr gefreut.

Mainz, im November 2008 Martin Hanke-Bourgeois

IMATLAB ist ein eingetragenes Warenzeichen von The MathWorks, Inc.
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Einleitung

Die Aufgabe der Numerischen Mathematik besteht in der konkreten (zahlen-
méBigen) Auswertung mathematischer Formeln beziehungsweise in der explizi-
ten Losung mathematischer Gleichungen; die Kapiteliiberschriften dieses Bu-
ches geben einen Hinweis auf die vielfiltigen Fragestellungen.

In der Regel ist das Ziel die Realisierung einer Rechenvorschrift (eines Algo-
rithmus) auf einem Computer. Dabei ergeben sich drei wesentliche Nebenbe-
dingungen.

e Die zur Verfiigung stehende Zahlenmenge ist endlich und die einzelnen Re-
chenoperationen kénnen nur im Rahmen der Maschinengenauigkeit erfolgen.
e Der Speichervorrat ist endlich; von wichtigen Ausnahmen abgesehen, kon-
nen Funktionen einer reellen oder komplexen Variablen nur approximativ im
Computer dargestellt werden.

e Die Rechenzeit ist beschriankt, so dafl die meisten Probleme in der zur Ver-
fligung stehenden Zeit nur ndherungsweise gelost werden konnen.

Jede dieser Einschriankungen resultiert in entsprechenden Fehlern (Rundungs-
fehler, Diskretisierungsfehler und Verfahrensfehler), die im Einzelfall disku-
tiert und abgeschéitzt werden miissen. Fiir die jeweilige Aufgabenstellung ist
dann zu entscheiden, welcher Algorithmus mit den zur Verfiigung stehenden
Ressourcen die vorgegebene Genauigkeit mit dem geringsten Aufwand erzielt.

Dieses Anforderungsprofil bildet eine Schnittstelle zwischen Mathematik auf
der einen und zahlreichen Anwendungsfachern auf der anderen Seite. Die Au-
tomobilindustrie, um ein erstes Beispiel anzufiithren, simuliert heute Bremsma-
nover und Crashtests im Computer lange bevor der erste Prototyp eines Fahr-
zeugs gebaut wird; die Simulationen verwenden Programmpakete zur numeri-
schen Losung gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen. Ein zweites
Beispiel ist die medizinische Diagnostik, die mittlerweile zahlreiche Verfahren
einsetzt, die ohne Mathematik und insbesondere ohne numerische Methoden
undenkbar wéren. Eine solche Anwendung, auf die wir gleich zuriickkommen
werden, ist die Computertomographie. Als drittes Beispiel seien die Wettervor-
hersage und die Klimaforschung erwahnt, bei der enorme Datenmengen und
komplizierte Strémungsprobleme auf sehr unterschiedlichen Léngenskalen zu
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bewiltigen sind. Auch hier bestehen die wesentlichen Komponenten des ma-
thematischen Modells aus partiellen Differentialgleichungen.

Die Rechnungen, die heute in der Wirtschaft, den Ingenieur- und den Naturwis-
senschaften am Computer durchgefithrt werden, sind oftmals so komplex, daf
eine vollstdndige Fehleranalyse nicht mehr moglich ist. In vielen Féllen werden
numerische Ergebnisse berechnet und visualisiert, die allenfalls durch prakti-
sche Experimente plausibel gemacht werden kénnen. Unter diesen Umstéanden
ist es entscheidend, dafl zumindest fiir reprisentative Modellgleichungen eine
rigorose Analyse des Algorithmus vorgenommen wird.

Aus demselben Grund ist es auch unerlafilich, daff sich die Mathematik mit dem
Modellbildungsprozef3 per se auseinandersetzt. Umgekehrt mufl die Modellie-
rung gerade bei grofien Simulationen auch wichtige numerische Fragestellungen
beriicksichtigen, etwa welche Vereinfachungen vorgenommen werden kénnen,
damit realistische Ergebnisse iiberhaupt erst berechenbar werden.

Die Numerische Mathematik muf} sich somit heute nicht mehr nur mit dem
Entwurf konkreter Algorithmen fiir {iberschaubare Teilprobleme und deren
Fehleranalyse beschéftigen, sondern sich einem wesentlich vielfaltigeren Auf-
gabenspektrum stellen, welches unter dem Begriff Wissenschaftliches Rechnen
zusammengefafit wird. Dieses Aufgabenspektrum reicht von der aktiven Mitar-
beit bei der mathematischen und numerischen Modellierung, iiber die Auswahl
und vor allem die Kombination sinnvoller Losungsverfahren

fiir die einzelnen Module des Projekts, bis schliefilich hin zu umfangreichen
Testldufen mit real vorgegebenen Eingabedaten. Gerade dieses letzte Stadium
eines interdisziplindren Vorhabens ist in seiner Bedeutung und seinen Schwie-
rigkeiten nicht zu unterschétzen: Der Mathematiker mufl insbesondere in der
Lage sein, die Ergebnisse der Simulationen im physikalischen Kontext zu in-
terpretieren und ein von den vorher durchgefithrten Modellrechnungen abwei-
chendes Verhalten des Programms zu erkennen.

Der Begriff des Wissenschaftlichen Rechnens wird gelegentlich noch weiter
ausgelegt und umfafit dann auch verschiedene Teilgebiete, die in die Infor-
matik hineinreichen; stellvertretend seien hier Programmpakete zur Automa-
tischen Differentiation und die Implementierung trickreicher Algorithmen fiir
Hochleistungsrechner (Parallelrechner oder Vektorrechner) angefiihrt. Derarti-
ge Aspekte des Wissenschaftlichen Rechnens werden trotz ihrer offensichtlichen
Bedeutung in diesem Buch nicht beriicksichtigt, um dessen Umfang nicht {iber
Gebiihr zu strapazieren.

Am Beispiel der Computertomographie soll im folgenden die Arbeitsweise im
Wissenschaftlichen Rechnen veranschaulicht werden. Abbildung 0.1 zeigt ei-
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Abb. 0.1: Rontgentomographie: Scannergeometrie (links) und Rekonstruktion (rechts)

ne Roéntgenaufnahme eines aktuellen Tomographen der Firma Siemens.! Fiir
dieses Bild aus 512 x 512 Bildpunkten wurde der Kopf des Patienten mit
580 x 672 Rontgenstrahlen durchleuchtet, die wie in der linken Skizze in einer
Querschnittsebene liegen; die dunklen Balken symbolisieren hier die Rontgen-
quelle, die helleren Balken die Detektoren.

Bei ihrem Weg durch den Koérper werden die Rontgenstrahlen aufgrund ihrer
kurzen Wellenlédnge fast nicht gestreut, verlieren aber Energie. Die verbliebene
Energie wird am Detektor gemessen. Fiir unsere Zwecke ist das physikalische
Modell ausreichend, dafl der Energieverlust im wesentlichen proportional zu der
Energie des Rontgenstrahls ist; die nichtnegative Proportionalitdtskonstante
ist abhéngig von der Ortsvariablen und kann als eine Dichtefunktion f des
Korpers interpretiert werden. Ein hoher Energieverlust entspricht einem sehr
dichten Gewebe (etwa einem Knochen), ein geringer Energieverlust entspricht
diinnem Gewebe. Es ist diese Dichtefunktion f, die in Abbildung 0.1 rechts
visualisiert wird.

Sei I' der geradlinige Weg eines solchen Rontgenstrahls durch den Korper, x ein
Punkt auf I' und s die Bogenlédngenparametrisierung von I". Ferner bezeichne
E(z) die Energie des Strahls im Punkt « und dE die Energieénderung entlang
eines (infinitesimal) kleinen Wegstiicks der Lange ds. Dann ergibt das obige
Modell die Bezichung

dE = —FE(x)f(x)ds

ISiemens (Erlangen) und insbesondere Herrn Dr. H. Bruder seien fiir die zur Verfiigung
gestellten Daten und die geduldige Beantwortung zahlreicher Riickfragen gedankt.
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beziehungsweise die Differentialgleichung

d

. E@) = ~f@)E@), z=us).
s

Division durch E(z) ergibt

1 d

ilogE(x) = m o

. B@) = — ().

und nach Integration iiber I folgt hieraus

EQ)
E(D)’

/Ff(x) ds = —log E(D) +log E(Q) = log (0.1)

wobei E(Q) die Energie des Rontgenstrahls an der Réntgenquelle und E(D)
die gemessene Energie am Detektor angibt.

Aus dieser Vielzahl von Integralmitteln iiber die einzelnen Linien ist nun die
Dichtefunktion f zu rekonstruieren. Wir skizzieren im folgenden eine Moglich-
keit hierfiir, die im wesentlichen mit dem Algorithmus iibereinstimmt, der von
Sir Hounsfield in dem ersten Tomographen iiberhaupt implementiert wurde.
Fiir diese Leistung wurde ihm 1979 gemeinsam mit dem Mathematiker Cor-
mack der Medizin-Nobelpreis verliehen.

Bei dem Verfahren wird ein Quadrat {2, in dem sich der Kopf befindet, durch
ein Gitter in Teilquadrate (2, k = 1,..., N, unterteilt. Die Funktion f soll
nun durch eine (beziiglich dieser Unterteilung) stiickweise konstante Funktion

N

[ = f = Sk Xk
k=1

approximiert werden; dabei bezeichnen die y; die charakteristischen Funktio-
nen der Teilquadrate {2, und die s, geeignete nichtnegative Entwicklungskoef-
fizienten. Eingesetzt in (0.1) ergibt dieser Ansatz

log% ~ /Ff(x)ds = ;sk/ka(x)ds = ;|Fﬂ9k|sk, (0.2)

wobei |I" N 2| die Linge des Anteils von I in (2, angibt.

Betrachten wir alle M = 580-672 Geraden I7, fiir die Mefldaten b, fiir die linke
Seite von (0.2) zur Verfiigung stehen, so ergibt sich (bei einer Unterteilung in
N = 5122 Pixel bzw. Teilquadrate) aus (0.2) ein riesiges iiberbestimmtes li-
neares Gleichungssystem fiir die gesuchten Koeffizienten si, ..., sy. Aufgrund
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der Herleitung bietet es sich an, dieses Gleichungssystem im Sinne eines Aus-
gleichsproblems zu 16sen, also Koeffizienten s, zu suchen, fiir die der ,,Datenfit“

i(bj - i 115 1 £2] sk>2 (0.3)

J=1 k=1

moglichst klein wird, vgl. Kapitel II1.

Die Koeffizientenmatrix dieses Ausgleichsproblems enthélt die Eintréage [ N
2|, von denen die meisten Null sind, da jede Linie nur eine geringe Anzahl Teil-
quadrate schneidet. Doch selbst wenn nur die von Null verschiedenen Eintrage
abgespeichert werden, erfordert diese Matrix immer noch einen Speicherbedarf
von knapp zwei Gigabyte und mufl wihrend der Rechnung auf Hintergrund-
speicher ausgelagert werden. Fiir die Losung des Ausgleichsproblems kommen
daher allenfalls iterative Methoden in Betracht; in Abschnitt 15 werden wir
ein solches Verfahren vorstellen und auf dieses Problem anwenden.

Da stiickweise konstante Funktionen nur eine schlechte Approximationsgiite
haben (vgl. Abschnitt 43), fithrt das obige numerische Modell zu einem relativ
groflen Verfahrensfehler. Fiir die Siemens-Rekonstruktion ergeben sich etwa in
den Modellgleichungen (0.2) Abweichungen von bis zu 5%, obwohl die Mefige-
nauigkeit eher im Promillebereich liegt.

Heute wird daher in der Regel ein anderes Verfahren zur Berechnung von f
verwendet, die sogenannte gefilterte Riickprojektion. Dieses Verfahren beruht
auf tieferliegenden mathematischen Uberlegungen und erméglicht qualitativ
hochwertige Rekonstruktionen mit einem deutlich reduzierten Aufwand. In-
teressanterweise steht die gefilterte Riickprojektion in engem Bezug zu rein
theoretisch motivierten Arbeiten aus einer Zeit, als noch niemand an mogliche
Anwendungen aus dem Bereich der Tomographie gedacht hat. Der Mathema-
tiker Radon hat némlich bereits 1917 eine Integraldarstellung fiir den Wert
f(z) der gesuchten Dichte im Punkt x € (2 hergeleitet. Die heutigen Verfah-
ren beruhen auf einer sehr #hnlichen Inversionsformel, die in zwei Schritten
ausgewertet werden kann: Im ersten Schritt werden die Linienintegrale {iber
alle parallel verlaufenden Geraden mit einer geeigneten Kernfunktion gefal-
tet; das Ergebnis dieser Faltung wird im anschliefenden zweiten Schritt iiber
alle Geraden gemittelt, die durch den Punkt x laufen (dieses Integralmittel
wird Riickprojektion genannt und gibt dem Verfahren seinen Namen). Fiir die
numerische Implementierung dieser Inversionsformel wird der kontinuierliche
Faltungsoperator durch eine diskrete Faltung approximiert, die mit Hilfe der
schnellen Fouriertransformation (FFt) effizient berechnet werden kann (vgl.
die Abschnitte 53 und 54). Das abschlieBende Integralmittel kann durch eine
einfache Quadraturformel (die Trapezsumme, vgl. Abschnitt 36) diskretisiert
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werden. Fiir genauere Details und die mathematischen Grundlagen sei auf das
Buch von Natterer [75] verwiesen.

Unabhéngig davon, ob der erste oder der zweite Zugang zur Rekonstruktion
von f gewahlt wird, fithrt die Rechnung mit realen Daten zu teilweise iiber-
raschend schlechten Ergebnissen, da die numerische Losung sehr sensibel auf
Datenfehler reagiert: Das Problem ist schlecht konditioniert. Die Datenfehler
setzen sich aus Meflungenauigkeiten, Modellfehlern in dem zugrunde gelegten
(einfachen) physikalischen Modell und Approximationsfehlern bei der numeri-
schen Diskretisierung zusammen. Diese Sensibilitét ist in gewisser Weise mit
den offensichtlichen Schwierigkeiten bei der numerischen Differentiation ver-
gleichbar (Abschnitte 1.2 und 48) und erfordert spezielle Korrekturen der nu-
merischen Algorithmen. Im Fall der gefilterten Riickprojektion erfolgt diese
Korrektur durch einen zusétzlichen Filter fiir den Faltungskern, der den Feh-
lereinflufl dampft. Diese Erkenntnisse sowie die Entwicklung geeigneter Filter-
funktionen haben letztendlich den Durchbruch der Computertomographie er-
moglicht. Ihre heutige Bedeutung fiir die medizinische Diagnostik ist somit das
Resultat einer intensiven Kooperation von Mathematikern und Entwicklungs-
ingenieuren und unterstreicht die Relevanz des Wissenschaftlichen Rechnens.

Abschlielend sei noch erwéhnt, dafl die hohe Auflésung der Bilder aus der
Rontgentomographie nicht zuletzt deshalb moglich ist, weil das physikalische
Modell linear ist, die Me3werte also linear von der Dichtefunktion f abhéngen.
Akustische, optische oder elektromagnetische Wellen mit einer héheren Wel-
lenlénge werden im Koérper gestreut, so dafl ihr Verlauf vom Medium selbst
abhéngt; in diesem Fall geht die Linearitéit verloren und das lineare Ausgleichs-
problem (0.3) muf letztendlich durch ein nichtlineares Ausgleichsproblem (Ab-
schnitte 20 und 21) ersetzt werden.

Eine typische Anwendung dieser Art ist die Ultraschalltomographie, deren Po-
tential gegenwértig intensiv untersucht wird. Rekonstruktionen mit der Qua-
litdt, die wir heute aus der Rontgentomographie gewohnt sind, werden mit
Ultraschallmessungen allerdings in absehbarer Zeit nicht moglich sein.
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Rundungsfehler stehen im Mittelpunkt des ersten Abschnitts dieses Kapitels.
Insbesondere wird ihr Einflufl auf die Stabilitdt von numerischen Algorithmen
anhand einiger ausgewahlter Beispiele diskutiert. Daneben wird Matrix- und
Vektornormen viel Platz eingerdumt, da ein sicherer Umgang mit diesen Be-
griffen im gesamten Rest dieses Buchs wesentlich ist.

Das Buch von Higham [55] ist eine ausgezeichnete Quelle mit interessanten
Erginzungen zu der Thematik dieses Kapitels. Aus der deutschsprachigen Li-
teratur sei noch das Buch von Deuflhard und Hohmann [23] erwéhnt.

1 Rundungsfehler, Kondition und Stabilitét

Vor der Implementierung eines numerischen Algorithmus sollte man sich zu-
néchst mit den moglichen Auswirkungen der Daten- und Rundungsfehler be-
schiftigen. Wihrend die Rundungsfehler einer einzelnen Elementaroperation
(Addition, Multiplikation, Standardfunktionen, etc.) in der Regel vernachlis-
sigbar sind, kann ihre Fehlerfortpflanzung {iber mehrere Rechenschritte hinweg
problematisch werden. Dies fiihrt auf den Betriff der Stabilitit eines Algorith-
mus.

Fiir eine genauere Untersuchung der einzelnen Rundungsfehler und ihrer Fort-
pflanzung approximiert man die Rechnerarithmetik durch ein Modell, nach
dem jede Elementaroperation auf dem Rechner anstelle des exakten Resultats
die hierzu néchstgelegene Maschinenzahl liefert:

a@b = O(aob).

Hierbei sind a und b Maschinenzahlen, o steht fiir eine der mathematischen
Grundoperationen und [0 fiir die entsprechende Realisierung auf dem Rech-
ner; die Operation [J(z) bezeichnet die Rundung von z zur néchstgelegenen
Maschinenzahl.

Eine weitere Annahme besagt, daf§ diese Rundungsoperation den tatséchlichen
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Wert innerhalb einer maximalen relativen Genauigkeit bestimmt,
O(x) = 2(1+¢) mit |e] < eps. (1.1)
Die sogenannte Maschinengenauigkeit eps ist dabei folgendermaflen definiert:
eps = inf{zx >0 : 1Hr#1}.

Der genaue Wert ist rechnerabhéingig; in der Regel ist eps eine negative Po-
tenz von 2, etwa 2% Wie man leicht einsieht, wird diese zweite Modellannah-
me (1.1) allerdings falsch, wenn eine von Null verschiedene Zahl x auf Null
gerundet wird; man bezeichnet eine solche Situation als Underflow. Ahnlich
ist die Situation beim Owerflow, also wenn der Betrag eines Rechenergebnisses
grofler als die grofite zur Verfligung stehende Maschinenzahl wird. In beiden
Féllen sollte bei einer guten Programmiersprache zumindest eine Warnung
ausgegeben werden. Sofern also weder Overflow noch Underflow auftreten, ist
nach diesem Modell der relative Rundungsfehler durch

|O(x) — =]

< eps
|z|

beschrankt.

Unter den beiden genannten Modellannahmen sind alle Elementaroperationen
auf dem Rechner in der folgenden Weise realisiert:

aldb = (aob)(1+¢) mit |e| < eps. (1.2)

Diese Voraussetzung erlaubt eine einfache und doch recht genaue Rundungs-
fehleranalyse numerischer Algorithmen, wie wir im folgenden skizzieren wollen.
Als Ergénzung sei auf das lesenswerte Buch von Overton [79] verwiesen, das
dem IEEE-Rechnerarithmetikstandard gewidmet ist, den beispielsweise auch
MATLAB verwendet.

Bevor wir uns im weiteren der Stabilitdt eines Algorithmus zuwenden, fithren
wir zundchst den Begriff der Kondition eines gegebenen Problems ein. Dabei
beschréinken wir uns vorerst auf Probleme, bei denen eine reellwertige Funkti-
on z+ —f(x) fiir verschiedene x € R ausgewertet werden soll. Aufgrund von
Daten- oder Rundungsfehlern werde nun die Funktion f nicht an der Stelle x
sondern an der Stelle & = x + Az ausgewertet; wie wirkt sich dieser Eingangs-
fehler auf das Ergebnis aus?

Bezeichnen wir mit Ay = f(x + Az) — f(x) den fortgepflanzten absoluten
Fehler, so gilt fiir f € C*(R) nach dem Mittelwertsatz

Ay = f(z+ Az) = f(z) = f(§)Ax,
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wobei ¢ in dem Intervall zwischen = und z + Ax liegt. Ist die Ableitung
Lipschitz-stetig, dann gilt sogar?

Ny = fl(x)Ax + O(|Ax)?). (1.3)

Um die Sache zu vereinfachen, vernachléssigen wir den quadratischen Term
und verwenden die GroBe |f'(z)| als ein MaB fiir die Fehlerverstirkung des
absoluten Eingangsfehlers. Dabei ist der relative Fehler tiblicherweise von gro-
Berer Bedeutung; fiir zy # 0 folgt jedoch unmittelbar aus (1.3)

Ay Ax NAN:
O 05 ey P A
v T = V)%
Definition 1.1. Die Zahl k., = |f'(x)| heilt absolute Konditionszahl des

Problems =+ —f(z). Fiir xf(x) # 0 ist ke = |f'(x)z/ f(x)| die relative Kon-
ditionszahl dieses Problems.

(1.4)

Die beiden Konditionszahlen beschreiben also die Verstarkung des absoluten
bzw. relativen Eingangsfehlers bei der Auswertung der Funktion f. Ein Pro-
blem ist schlecht konditioniert, falls eine der Konditionszahlen deutlich grofier
als Kins ist, ansonsten heiflt es gut konditioniert.

Beispiele. 1. Bei der Addition wird eine reelle Zahl x zu a addiert: f(z) =
x+a. Fir o ¢ {0, —a} ergibt sich die zugehorige relative Konditionszahl

ol =l
f(x) r+al
Die relative Konditionszahl ist somit grof, wenn |z + a| < |z| gilt, also wenn

x ~ —a. Diesen schlecht konditionierten Fall bezeichnet man als Ausldschung:
Fiir a = —1, x = 1.000 001 und Eingangsfehler Az = 0.001 ist beispielsweise

Rrel = ‘

x +a=0.000001,
(x + Azx)+a=0.001001.

Der absolute Fehler im Ergebnis ist gleich dem Eingangsfehler, der relative
Fehler wird hingegen um den Faktor 10° verstirkt.

2. Als zweites Beispiel betrachten wir die Multiplikation zweier Zahlen, also
f(z) = az. In diesem Fall lautet die absolute Konditionszahl

Rabs = |f/(.’E)| = |a|

'Hier und im weiteren wird die O-Notation a. = O(b.) verwendet, wenn eine positive Kon-
stante C' existiert, so dafi die Ungleichung |a.| < Cb. fiir alle ¢ aus einer vereinbarten
Grundmenge F C R™ giiltig ist. Die o-Notation a. = o(b.) besagt, daB a./b. — 0 bei ver-
einbartem Grenziibergang ¢ — ¢g. Gilt a. = O(b.) und b. = O(a.), so schreiben wir auch
az ~ b..



20 I Zentrale Grundbegriffe

Die absolute Kondition ist daher schlecht wenn |a| > 1 ist; in diesem Fall
ergibt sich eine starke absolute Fehlerverstiarkung. Der relative Fehler bleibt
allerdings gleich (k. = 1). 0O

Betrachten wir nun die Implementierung eines Algorithmus |f|zur Lésung eines
gegebenen Problems z 1 —(z) = y mit x € D(f) C R. Wir wollen annehmen,
dafl z und y von Null verschieden sind. Im Verlauf des Algorithmus miissen
Rundungsfehler mit relativer Grole eps in Kauf genommen werden. Man kann
daher zufrieden sein, wenn die Genauigkeit des Ergebnisses im Rahmen des-
sen liegt, was aufgrund der Kondition des Problems ohnehin bei gerundeten
Eingangsgrofien erwartet werden muf, vgl. (1.4), also wenn

“ < CY Krel €pS (1.5)

gilt mit einem méaBig groflen Cy > 0, das weitestgehend von x unabhéngig
ist. Diese Form der Stabilitdtsanalyse wird Vorwdrtsanalyse genannt und der
Algorithmus |f| heifit vorwdrts stabil, wenn (1.5) erfiillt ist. Als Beispiel seien
die Grundrechenarten des Rechners angefithrt: Geméfl unserer Modellannah-
me (1.2) sind sie allesamt vorwérts stabil; in der Praxis gilt dies nur unter der
Einschrankung, dafl weder Underflow noch Overflow auftreten.

Bei der Riickwdrtsanalyse interpretiert man die berechnete Naherung als exak-
te Losung eines Problems mit gestorten Eingangsdaten, also[f](z) = f(z+Ax)

und untersucht die zugehorige Storung |Az|. Gibt es mehrere Urbilder x + A,
so wéahlt man eines mit kleinster Storung Ax. Gilt dann

‘%‘ < Cgreps (1.6)

und ist C'g nicht zu grof3, so wird der Algorithmus |f | rickwdrts stabil genannt.
Gibt es kein entsprechendes Urbild, dann ist |f| nicht riickwérts stabil.

Fiir einen riickwarts stabilen Algorithmus ergibt sich somit nach (1.4) und
(1.6) mit z =z + Az

‘(x)—f(x)‘ _ Rt
f(@) [y 17

Im Wesentlichen — d. h. bis auf den Einflu} des Approximationsfehlers in (1.4)
— ist also jeder riickwirts stabile Algorithmus auch vorwiérts stabil; man kann
in (1.5) etwa Cyy = Cg wihlen. Die Umkehrung ist jedoch im allgemeinen nicht
richtig.

Die exakte Untersuchung der Kondition eines Problems sowie der Stabilitét
eines Losungsalgorithmus ist im allgemeinen sehr aufwendig. Wir wollen dies
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im folgenden weitgehend vermeiden und beschridnken uns statt dessen auf eine
Auswahl einpriagsamer Beispiele, die die generelle Vorgehensweise illustrieren
sollen.

Die konkreten Rechnungen in diesen Beispielen wurden in der Programmierum-
gebung MATLAB durchgefiihrt, auf die wir auch im weiteren Verlauf des Bu-
ches noch oft zuriickgreifen werden. In dieser Programmierumgebung betragt
die Maschinengenauigkeit eps = 2772 2 2.2 - 10716, und 2'0** ~ 1.7977 - 103%®
ist ungefihr die grofite zur Verfiigung stehende Maschinenzahl. Bei den dar-
gestellten numerischen Ergebnissen sind die korrekten Ziffern jeweils dunkler
gedruckt.

1.1 Ausléschung

Der bereits genannte Ausloschungseffekt tritt bei der Auswertung der Funktion

f(x):x3( * —l>, x>1,

2 —1 T

fiir grofe Argumente x auf. Die obige Klammerung der Funktion fithrt mit
x = 1.2-107 zunichst auf die Zwischenergebnisse

x/(IQ - 1)7
1/z,

7 = 8.333333333333391- 1078
7, = 8.333333333333334- 1078
Ny = 1.728 - 10! = 23,

~
~
~
~

im Rahmen der Maschinengenauigkeit. Die anschliefende Subtraktion
e =m B n = 5.691...-10"%

ergibt jedoch nur noch eine korrekte Dezimalstelle, so dafl schliefflich ein vollig
verkehrtes Ergebnis

[Fl(z) = ns D my = 0.983...

berechnet wird. Wie man leicht einsieht ist die Funktion f im gesamten Defi-
nitionsgebiet x > 1 grofer als Eins. Der Algorithmus ist also nicht riickwérts
stabil. Man beachte, daf fiir dieses Problem

2
2 —1

Rrel =

sehr nahe bei Null ist, Eingangsfehler also stark gedampft werden sollten. Der
Algorithmus ist also auch nicht vorwérts stabil.
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Fiir grofe x kann f(z) mittels der Identitét

fla) = ——

1—a2~

stabil ausgewertet werden. Eine Implementierung dieser Darstellung liefert den
korrekten Wert [f](z) = 1.000000000000007 = O f(z).

1.2 Numerische Differentiation

Ahnliche Phinomene treten iiblicherweise bei der numerischen Differentiation
auf. Gegeben sei ein vorwérts stabiler Algorithmus zur Auswertung der
stetig differenzierbaren Funktion F' und gesucht ist eine Ndherung fiir f =
F'" an der Stelle z. Eine Moglichkeit hierzu besteht in der Berechnung des
Differenzenquotienten

[F)(z + h) — [Fl(x)

flx) = [f](z) = ; mit || klein .

Bei der Auswertung des Zahlers ergibt sich nach (1.5) ein Ergebnis F'(z)h +
O(h?)+ O(F () eps), wobei der letzte Term den ersten fiir kleine i dominieren
kann — wieder ein Ausloschungseffekt. Nach Division durch A erhilt man dann
einen relativ grofien Fehler der Grofienordnung O(eps/h).

Ist hingegen die Funktion F' geschlossen gegeben, etwa F'(z) = 2%, dann kann
prinzipiell die Ableitung f(z) = 2z im Rahmen der Rechengenauigkeit exakt
ausgewertet werden. Die numerische Differentiation ist also instabil.

1.3 Nullstellenaufgabe

Die Funktion g : R — R sei stetig differenzierbar mit einer einfachen Nullstelle
in 7, das heifit es gilt

y=9@) =0 und ¢(@)#0.
Dann existieren offene Intervalle Z um Z und J um y = 0 und eine lokale
Umkehrfunktion g7t : 7 — Z von ¢g mit ¢~ *(0) = Z. Die Losung der Nullstel-
lenaufgabe g(z) = 0 kann also als Auswertung der Funktion f = ¢g=! an der
Stelle y = 0 interpretiert werden.

Nach Definition 1.1 ergibt sich hierfiir die absolute Konditionszahl

1
Rabs = f/ 0) = —A‘ .
= 170 = |
Die Nullstellenaufgabe ist daher schlecht konditioniert, falls der Graph von g
die z-Achse mit einem sehr kleinen Winkel schneidet (vgl. Abbildung 1.1).
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z

Abb. 1.1: Gut und schlecht konditionierte Nullstellenaufgabe

=)

1.4 Quadratische Gleichungen

In dem Beispiel des vorigen Abschnitts wihlen wir das Polynom g(z) = az? +
br + ¢ mit Parametern a,c # 0 und b* — 4ac > 0. Die Nullstellen von ¢ sind
dann die Lésungen

—b £ Vb2 — 4ac

= (1.7)

T1/2 =

der quadratischen Gleichung ax? + bx + ¢ = 0. Bei der Auswertung dieser
Formel kénnen sich verschiedene Probleme ergeben.

(i) > > |dac|, sodaBl b2 —4dac ~ |b|:

In diesem Fall tritt im Zéahler je nach Vorzeichen von b bei x; oder bei x,
Ausléschung auf. Eine Implementierung der obigen Formel ist in diesem Fall
also schlecht konditioniert, besonders dann, wenn auch noch |a| klein ist. Besser
ist der folgende Algorithmus, der Ausléschung vermeidet:

—b — /b2 — 4ac c

fir b > 0 : Ty = 1=,
2a aTs

. —b+ Vb2 — 4ac c

fir b <0 : T = , L9 = —.
2a ary

(i1)  b* =~ 4dac:

Dies kann zu Ausloéschung im Radikanden der Wurzel fithren. Aus dem vorhe-
rigen Beispiel wissen wir, dafl in diesem Fall die Kondition der Nullstellenauf-
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gabe,
B 1 B 1
Rabs = |2am1/2 +b| N Vb2 — 4ac’
sehr groff und daher die Nullstellenaufgabe per se schlecht konditioniert ist.

Im Fall (i) ist das Problem gut konditioniert (k.ns =~ 1/]b]), aber die For-
mel (1.7) ist instabil; im Fall (i7) liegt die Schwierigkeit nicht in der fehlenden
Stabilitdt des Algorithmus, sondern in der schlechten Kondition der Nullstel-
lenaufgabe.

1.5 Berechnung der Eulerschen Zahl

Zur Berechnung der Eulerschen Zahl e kann man den Grenzproze$3

. 1.n
e = hm(l—i— ;)

n—oQ

numerisch implementieren. Eine Tayloranalyse der zugehorigen Ndherungen
ergibt

en = (14 %)n = exp(nlog(l + %)) = exp(n(% +0(n™?)))
=exp(1+0(n™")) =e+0(n")

und daher wird man erwarten, dafl eine Approximation der Zahl e im Bereich
der Maschinengenauigkeit fiir n, ~ 1/eps erreicht wird.

Tabelle 1.1 zeigt die berechneten Naherungen fiir verschiedene n. Erstaun-
licherweise erreicht die Genauigkeit nur etwa eine Groflenordnung von ,/eps ~
1.5+ 1078 und wird danach wieder schlechter; fiir den Index n, = 10'® ~ 1/eps
ist keine einzige Ziffer von korrekt.

Die Erkldrung liegt natiirlich im Einflu} der Rundungsfehler, denn bei der
Auswertung des Klammerausdrucks 1E% bleiben nur wenige signifikante Zif-
fern von 1/n erhalten. Die berechnete Néherung [e,|kann fiir n < 1/eps fol-
gendermaflen abgeschétzt werden:

~ exp(n log(l%%)) = exp(nlog(l + % + O(eps)))
= exp(1+0(n™") + O(neps)) = e+O(n") + O(neps).

Es ergeben sich somit zwei Fehlerkomponenten: ein Approximationsfehler mit
Ordnung O(n~ ') und ein fortgepflanzter Datenfehler der GroBe O(n eps). Ins-
gesamt ist daher lediglich eine absolute Genauigkeit von etwa max{n~!,neps}
erreichbar, und dies entspricht recht gut den Fehlerwerten in der Tabelle. Das
Optimum wird fiir n=" ~ neps erreicht, also fiir n ~ 1/,/eps.
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Tab. 1.1: Approximationen von e

n |ef\

10 2.593742460 1.2-1071
102 2.704813829 1.3-1072
103 2.716923932 1.4-1073
10% 2.718145926 1.4-1074
10° 2.718268237 1.4-107°
108 2.718280469 1.4-10°6
107 2.718281694 1.3-107
108 2.718281798 3.0-1078
10° 2.718282052 2.2-1077
1010 2.718282053 2.2-1077
10 2.718282053 2.2-1077
1012 2.718523496 2.4.107%
1013 2.716110034 2.2-1073
1014 2.716110034 2.2-1073
1015 3.035035206 3.2.1071
e 2.718281828

1.6 Rationale Funktionen

Das folgende Beispiel ist dem Buch von Higham [55] entnommen. Abbildung 1.2
zeigt die berechneten Funktionswerte der rationalen Funktion

(((4z — 59)x + 324)x — 751)x + 622
(((x — 14)z + 72)x — 151)x + 112

an 300 aufeinanderfolgenden Maschinenzahlen in der Ndhe von & = 1.606. Die
gezackte Linie in der Mitte der Abbildung gibt eine hochgenaue Approximation
an den exakten Wert der Funktion in diesem Bereich. Die runden Kreise in der
Abbildung sind hingegen die Werte, die sich bei der Auswertung von f mit dem
sogenannten Hornerschema ergeben, d.h. mit dem durch die Klammerung in
(1.8) definierten Algorithmus.

Die Funktion f hat in der unmittelbaren Nachbarschaft des betrachteten In-
tervalls ein lokales Maximum. Entsprechend schlecht konditioniert ist die Um-
kehrfunktion f=! (vgl. Abschnitt 1.3), was sich in der Abbildung widerspie-
gelt, da das Urbild eines gegebenen Funktionswerts nicht verléfllich bestimmt
werden kann. Auffallend ist bei dieser Abbildung jedoch, dafl die Lage der be-
rechneten Néherungen im wesentlichen auf sieben Geradenstiicke beschréankt
ist, deren Definitionsbereiche zudem stark iiberlappen. Der dargestellte Be-
reich der y-Achse umfafit etwa 80 aufeinanderfolgende Maschinenzahlen, von

denen jeweils offensichtlich nur einige wenige, relativ weit auseinanderliegende
Maschinenzahlen fiir [f] () in Betracht kommen.

f(z) = (1.8)
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8.7524 1

exakt

8.7524 1
0 100 200 300

Abb. 1.2: Berechnete Funktionswerte von f aus (1.8), vgl. den Text zur Erlduterung der
Abbildung

2 Vektor- und Matrixnormen

Die Uberlegungen und Definitionen des vorigen Abschnitts lassen sich prinzi-
piell auch auf vektorwertige Funktionen mehrerer Variablen iibertragen. Bei
n Variablen und m Funktionskomponenten fithrt dies jedoch auf nm absolute
und relative Konditionszahlen. Um diese Zahlenflut zu vermeiden, wird in der
Regel ein einfacherer Zugang gewihlt, der zu einer einzigen Konditionszahl
fiir die schlimmstmaogliche Fehlerfortpflanzung fiithrt, vgl. Definition 2.9 weiter
unten. Hierzu ist es erforderlich, fiir Vektoren und Matrizen geeignete Normen
einzufiihren.

Im weiteren ist es meist unerheblich, ob die Vektoren bzw. Matrizen reelle
oder komplexe Eintrédge besitzen; in diesem Fall schreiben wir der Einfachheit
halber K fiir den entsprechenden Zahlenkorper und driicken dadurch aus, daf3
die entsprechenden Resultate in gleicher Weise fiir K = R und K = C gelten.

Somit bezeichnet K™ den Vektorraum der n-dimensionalen Vektoren
Iy
r=x]=1|":1], T € K,

Tn
iiber IK und K"*" den entsprechenden Vektorraum der m x n-Matrizen

iy - Qip
A=layl=| : N aij € K.

m1  * Amn
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Fir x € K™ unterscheiden wir zwischen
T len d * = = — len,
xh =[x, x9,...,2,) € und 2" = [T, Ta,...,T,) € ;

bei z* sind die Eintrage komplex konjugiert; fiir K = R stimmen die beiden
wZeilenvektoren“ 7 und z* iiberein.? AT und A* in K™ ™ sind entsprechend
definiert. Stimmen A und A* {iberein, so heiffit A hermitesch. Ist A € K"*"
invertierbar, so bezeichnen wir mit A=! die Inverse von A, A~ ist eine Kurz-
schreibweise fiir die Inverse von A*. Stimmen A* und A~! {iberein, so heifit A
unitédr. Der Nullvektor und die Nullmatrix werden jeweils mit 0 bezeichnet, I
ist die Einheitsmatrix in IK"*".

Wie iiblich identifizieren wir die Matrix A € IK"*™ mit der linearen Abbildung
A K" — K™, Az Ax.

Mit R(A) bezeichnen wir den Bildraum (engl.: range) dieser Abbildung und
mit N (A) ihren Kern (Nullraum), also den Unterraum, der von A auf das
Nullelement abgebildet wird. Der Kern ist trivial, N'(A) = {0}, falls A vollen
Spaltenrang hat, d. h. falls Rang A = n.

Im Raum K" greifen wir gelegentlich auf die kartesische Basis {e1,...,e,}
zuriick, wobei e; = [0;]7_; den Vektor bezeichnet, der in der i-ten Komponente
eine Eins und ansonsten nur Nulleintrdge enthélt;

1 i=j
5i': ) i '7
{0, i,

ist das sogenannte Kronecker-Symbol. Fiir die lineare Hiille von k Vektoren

21, ..., 2 verwenden wir die Notation span{zy, ..., 2} (engl.: to span, umfas-
sen).
Definition 2.1. Sei X ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung || - || : X — R
heifit Norm, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) |z >0 fir alle 2 € X \ {0},

(17) ez = |af ||z]| firallex € X, a €K,

(iii) |z +yl| < |zl + |yl fir alle z,y € X .

Die drei Bedingungen werden (in dieser Reihenfolge) mit Definitheit, Homoge-
nitdt und Dreiecksungleichung bezeichnet.

Beispiele. Die gangigsten Normen in X = K" sind die

2Fiir das euklidische Innenprodukt zweier Vektoren x,y € K™ verwenden wir die konsistente
Schreibweise z*y.
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n

e Betragssummennorm:  ||z||; = Z EAR
e Euklidnorm: ]2 = (Z:M;z ) =Varrx,
e Maximumnorm: ||| oo = 1r£1a<X ] .

1SN

Mogliche Normen in X = K"™*" sind die

e Spaltensummennorm:  ||A|; = [nax Z |ai;]
e Zeilensummennorm: |Al| 0 = max Z lai;] ,
1<i<m
1/2
e Frobeniusnorm: Al F = (ZZ la;] )
=1 j=1

Die wichtige Spektralnorm [|Al, wird weiter unten eingefiihrt, vgl. (2.2). ¢
Jede Norm in X = K" oder X = K™*" induziert eine Metrik
dz,y) = lz—yll,  =zyeX,

und damit einen Konvergenzbegriff: Die Folge {x;} C X ist konvergent mit
Grenzelement = € X genau dann, wenn d(xy, x) fiir k — oo gegen Null konver-
giert. Gliicklicherweise ist dieser Konvergenzbegriff in den Rdumen X = K"
und X = K™ nur auf den ersten Blick von der Wahl der Norm abhéngig;
tatsichlich ist in diesen Rdumen die Frage, ob eine Folge {z;} C X konvergent
ist oder nicht, vollig unabhéngig von der gewéahlten Norm.

Satz 2.2. Alle Normen in K" sind dquivalent zur Maximumnorm, d.h. fir
jede Norm || - || in K" gibt es positive Konstanten ¢, C' > 0 mit

cllzle < |zl < Cllz)loe  fir alle x € K™.

Beweis. Seien x = [z;] und y = [y;] beliebige Vektoren im K" und || - || eine
Norm im K". Dann ist

n

r—Yy = Z(l"z — Yi)ei

i=1

und aus der Dreiecksungleichung folgt

n n
[zl = llyll | < llz=wll < D lz—wl llell < lle=yllo ) lleill-
i=1 i=1
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Folglich ist || - || : K" — R eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitz-
Konstante L = """ | |le;||. Als solche nimmt die Funktion || - || auf der kom-
pakten Einheitssphire {x € K" : |z|/o = 1} sowohl ihr Maximum C' wie
auch ihr Minimum ¢ an; wegen der Normeigenschaft ist das Minimum strikt
positiv. Daher folgt fiir beliebiges z € K™\ {0}
c<|—lse
[121] o0

beziehungsweise
clzlloe < ll2ll < Cllzllo0

was zu zeigen war. 0

Als Korollar folgt damit unmittelbar, dafi zwei beliebige Normen im K" zu-
einander dquivalent sind. Ferner gilt ein entsprechendes Resultat fiir Normen
in K™ vgl. Aufgabe 5.

Wir beweisen nun die obige Behauptung {iber die Unabhéngigkeit des Konver-
genzbegriffs.

Korollar 2.3. In K" und IK™*™ sind fiir jede Norm Folgen genau dann kon-
vergent, wenn sie komponentenweise konvergent sind.

Beweis. Wir beweisen den Satz hier nur fiir X = K" und verweisen fiir den
Beweis des Falls X = K"™*" wieder auf Aufgabe 5.

Nehmen wir an, es gibt ein x € X und eine Norm || - || in X, so da8
|z® — 2| — 0, k— .

Aus Satz 2.2 folgt hieraus
k) Lo
|z —xHoonga: —z|| — 0, k — 00.

Da max; \xl(-k) — x| somit fiir & — oo gegen Null konvergiert, liegt komponen-
tenweise Konvergenz gegen x vor.

Ist umgekehrt die Folge {#(®} komponentenweise konvergent gegen x, dann
folgt ||#* — 2|, — 0 fiir k — oo und fiir eine beliebige andere Norm in K"
folgt aus Satz 2.2

H:v(k)—xH < C’||3U(k)—x||Oo — 0, k — oo.

Somit konvergiert die Folge auch in dieser Norm gegen . ]



30 I Zentrale Grundbegriffe

Der Vektorraum K™*™ unterscheidet sich vom K™ dadurch, dafl noch eine Mul-
tiplikation AB fiir A, B € K™*" definiert ist. Daher sind noch die folgenden
beiden Begriffe wesentlich.

Definition 2.4. Eine Norm || - ||y auf K™™ heifit submultiplikativ, falls
|AB|| s < ||Alla || Blla - fiir alle A, B € K™=

eine Norm || - || 5 auf K™*™ heifit vertraglich mit einer (Vektor-)Norm || - ||
auf K", wenn

|Az]| < ||A]l a || fir alle A € K™ und alle x € K" .

Beispiele. Die Norm [|A|| = max;; |a;;| ist nicht submultiplikativ, denn fiir

1 . . [2 2
A—[l 1] ist A —{2 2]

und A% =2 £ 1 = ||A||%. Die sogenannte Gesamtnorm ||All¢ = nmax;; a;;]
ist hingegen submultiplikativ, vgl. Aufgabe 5.

Die Frobeniusnorm ist mit der Euklidnorm vertréaglich. Um dies nachzurech-
nen, verwendet man zunéchst die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und erhélt

n

(A2)? = (Y ayz)® < Y a1l = O lay ) 12113
j=1 1 j=1

i= = =1
fiir 1 <4 <n. Durch Summation iiber ¢ folgt dann die Behauptung;:

n

[Az)3 = > (Ax)F < YO layP) =13 = 1AlIF1z]3 -

i=1 =1 j=1 o
Definition und Satz 2.5. Sei || - || eine Norm in K". Dann ist
Az
jal = sup 270 — s a0
w20 ||zl el =1

eine Norm auf K"*", die durch || - || induzierte Norm. Diese Norm ist sub-
multiplikativ und ist mit der Ausgangsnorm vertrdglich. Ist || - || ar eine andere
mit || - || vertrigliche Norm, dann gilt | A|| < ||Al|x fiir alle A € TK"*™.

Beweis. Die Normeigenschaften sind leicht nachgerechnet. Fiir die Submulti-
plikativitdt betrachten wir eine beliebige Matrix A € K™*" und eine Matrix
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B # 0 und erhalten

gl — oo IABzl_ABe| _]|ABa| ||Ba]
|4B] = = s - S
S S A 2 IS A ) T I P
< ap lABal Bl Al Bl

u
Bato ||Bx|  Bazo ||| w20 Yl 2z |2

= [AIIBI -

Folglich ist die induzierte Norm submultiplikativ. Die Vertréaglichkeit mit der
Ausgangsnorm folgt unmittelbar aus der Definition: Demnach ist ndmlich

[Az]| _ [[Az]]
Al = sup >
fiir jedes x # 0 beziehungsweise || Az| < || Al ||z||. Sei abschliefend || - || s eine
andere mit || - || vertrdgliche Norm. Dann ist nach Definition 2.5 ||A[| = ||Az||
fir ein gewisses € K" mit ||z|| = 1 und aus der Vertréglichkeit der zweiten

Norm folgt daher
Al = Azl < Al arll=ll = (1Al 2
Damit ist der Beweis vollstandig. 0

Beispiel 2.6. Sei A € K™ und x € K". Dann ergibt eine einfache Rechnung,
daf

n n n
[Az]ly =D [(Ax)i| = DD aya |
i=1 -1 j—1
n n n n
< gl ] =l lag]
j=1 i=1

i=1 j=1
n n

<3 layl max > fayl = flalla 4]
j=1 i=1

Also ist die Spaltensummennorm mit der Betragssummennnorm vertréglich,
das heifit

[Az][1

[E41B

< ||A|l1 fiir alle x # 0. (2.1)

Wir wollen nun zeigen, daf ||Al|; die kleinstmogliche obere Schranke ist, also
daf} die Betragssummennorm die Spaltensummennorm induziert. Dazu miissen
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wir ein € K™\ {0} finden, fiir das Gleichheit in (2.1) gilt. Wir wihlen hierzu
den Spaltenindex j, fiir den

n

1Al =) lay]

i=1

gilt und definieren x als den zugehdorigen kartesischen Basisvektor e;: Aufgrund
dieser Konstruktion folgt unmittelbar, daf3

Ae
JAlL = [ Ae,], = MAal
ol

was zu zeigen war. O

In dhnlicher Weise weist man nach, dafl die Zeilensummennorm durch die Ma-
ximumnorm induziert wird, vgl. Aufgabe 6.

Bemerkung. Die Definitionen 2.4 und 2.5 lassen sich sinngeméafl auf Normen
in K™*™ mit m # n iibertragen. In diesem Fall miissen dann natiirlich sowohl
in K™ als auch in K" zugehorige Normen spezifiziert werden. Man {iberpriift
beispielsweise sofort anhand der Rechnung in Beispiel 2.6, dafl die Spaltensum-
mennorm in IK"*" durch die Kombination beider Betragssummennormen in
K™ und K" induziert wird. O

Die vermutlich wichtigste Norm in K" ist die Euklidnorm. Wir werden uns

daher im Rest dieses Abschnitts mit der durch die Euklidnormen in K" und

K™ induzierten Norm in IK™*™ beschéftigen, der sogenannten Spektralnorm
|All2 = e | Az||2 = max ((A:U)*(Aar;))l/2 = Hnﬁaxl(x*A*Ax)l/Q. (2.2)

Z||l2= x 2:1 Z||l2=

Die Spektralnorm ist nicht mit dem Spektralradius o(A) einer quadratischen

Matrix A € K™ zu verwechseln: Ist 0(A) C C die Menge aller Eigenwerte

(das Spektrum) von A, dann ist der Spektralradius gegeben durch

o(A) = max { |\ : A€ a(A)}, (2.3)

also dem Betrag des betragsgrofiten Eigenwerts der Matrix A. Lediglich fiir
einige spezielle Matrizen stimmen [|Al[, und o(A) iiberein, zum Beispiel fiir
hermitesche Matrizen A = A* € IK™*™. Aber auch im allgemeinen Fall besteht
zwischen den beiden Begriffen Spektralnorm und Spektralradius ein gewisser
Zusammenhang:

Satz 2.7. Fir jede Matriz A € K™ ist ||All2 = [|[A*|2 = (Q(A*A))1/2 .



2 Vektor- und Matrixnormen 33

Beweis. Aus [|A|l2 = 0 folgt unmittelbar A = 0 und der Beweis ist in diesem
Fall trivial. Sei also im weiteren p = ||All2 > 0 und =z € K" mit |[z]|, = 1
ein Vektor, fiir den das Maximum in (2.2) angenommen wird. Fir y = Az/u
ergibt sich dann

[A*y — pall; = A5 — (A%y) (px) — (pa) A%y + p?|]|3
= A%yl — py* Az — pat Aty + 4
= [|A"y[3 — 2uRey Az + p*.

Nach Konstruktion ist aber Az = py und ||y||2 = ||Az||2/p = ||Al|2/p =1, so
dafl

1Ay — pall3 = (A3 — 26 Iylls + * = A — . (24)
Da die linke Seite von (2.4) nichtnegativ ist, folgt hieraus
1AII = p* < 1415 < 11A%31yl5 = 14715

Somit ist ||A||2 < [|A*||2. Das gleiche Argument auf A* anstelle von A ange-
wandt ergibt entsprechend || A*||2 < || A||2, das heiBt ||Al|2 und ||A*||2 stimmen
iiberein.

Wiederum eingesetzt in (2.4) folgt schlieflich
1Ay — plly = | AYl15 — p* < (A3 1II5 — w* = [JAIZ — p* = 0.

Also ist A*y = px beziehungsweise A*Ax = p?z. Mit anderen Worten, x
ist ein Eigenvektor von A*A zum Eigenwert u? = ||A||3. Es verbleibt nun
lediglich noch zu zeigen, daf ||A||3 der betragsgréfite Eigenwert von A*A ist.
Dies folgt jedoch unmittelbar aus (2.2), denn ist z mit ||z||2 = 1 ein beliebiger
Eigenvektor von A*A zum Eigenwert A, dann ergibt (2.2)

ph= Al > 27 (A"A)z] = [2" Az = [A] ||2]13 = Al 0
Satz 2.7 erkléart, warum die durch die Euklidnorm induzierte Norm Spektral-
norm genannt wird, allerdings ist nicht das Spektrum von A sondern das von
A* A entscheidend. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf§ jede hermite-
sche Matrix (wie A*A) eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren besitzt und
die zugehorigen Eigenwerte allesamt reell sind. Ist die Matrix zudem positiv
(semi)definit (wie A*A), d.h. ist 2*Ax fiir alle /= 0 positiv (nichtnegativ),
dann sind die Eigenwerte positiv (nichtnegativ). Mit Hilfe dieser Eigenschaft
ist ein etwas einfacherer Beweis von Satz 2.7 moglich (vgl. Aufgabe 14).

Die Berechnung der Spektralnorm einer Matrix ist aufgrund von Satz 2.7 we-
sentlich aufwendiger als die der Zeilen- oder Spaltensummennorm; schliellich
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miissen hierzu die Eigenwerte von A*A bestimmt werden. Haufig ist man da-
her mit guten Abschéitzungen zufrieden. In vielen Féllen ist zum Beispiel die
folgende obere Schranke fiir die Spektralnorm ausreichend.

Satz 2.8. Fir A€ K™ gilt |All2 < (| All1]|All ).

Beweis. Nach Satz 2.7 ist || A]|3 der groBte Eigenwert von A*A; sei z ein zuge-
horiger Eigenvektor mit ||z]|; = 1. Da nach Beispiel 2.6 bzw. der anschlieBen-
den Bemerkung die Spaltensummennorm durch die Betragssummennormen in
K™ und K" induziert wird, gilt

1Al = [[A" Al < [|A"[[ [ Azlls < 1A ANl = (A Al
Wegen ||A*||1 = || Al ist dies gerade die Behauptung. 0

Wie angekiindigt verwenden wir nun Normen, um die Kondition eines Pro-
blems x 1+ —(x) abzuschitzen, wenn = € D(F) und F(z) jeweils n-dimen-
sionale Vektoren sind. Wir beschrinken uns auf den Spezialfall, in dem ein
lineares Gleichungssystem Az = b zu losen ist, wobei A € IK™*™ invertierbar
sei. In diesem Fall ist also F'(b) = A~'b. Bei einem Eingangsfehler Ab ergibt
sich

z2=A""D und 24Nz =A b+ Ab)=ATb+ AT AD,
das heifit die berechnete Losung z + Az enthéalt den fortgepflanzten Fehler

Nz =ATTNAb.
Sind nun || - ||a und || - || ein vertrigliches Matrix-/Vektornormpaar, dann
folgt
Az ATIAD ANb|| [|Az
1A= _ |l [ 1A o [Ab]] [[Az]]
2]l I2]] 1ol 1=l
0] =
< HA_1||MHA||MW :
Definition 2.9. Der Faktor
condyr(A) = [[ A7 |ar ]| Allas
wird als Kondition der Matrix A beziiglich der Norm || - || 5y bezeichnet.

Aus der Abschétzung (2.5) wird ersichtlich, daf die Kondition einer Matrix eine
Art relative Konditionszahl fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems
ist, vgl. Definition 1.1. Sie beschreibt die schlimmstmdgliche Fortpflanzung
des Eingangsfehlers beim Losen des linearen Gleichungssystems. Falls iibrigens
|| - || ar durch eine Vektornorm induziert wird, kann man Beispiele fiir b und
Ab konstruieren, fiir die in (2.5) Gleichheit herrscht, vgl. Aufgabe 16.
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Aufgaben

1. Zeigen Sie, dafl unter der Modellannahme (1.2) die Multiplikation f(z) = ax riickwirts
stabil ist. Unter welchen Einschrinkungen gilt dies auch fiir die Addition g(z) = = 4 a?

2. Vergleichen Sie die beiden Rechenvorschriften

xr—y r+y
cos 5

f(x) = sinz —siny  und  g(z) = 2sin
fiir festes y € (0,7/2) und z = y. In exakter Arithmetik stimmen f und g iiberein. Zeigen
Sie, daf} zwar beide Vorschriften riickwiirts stabil sind, aber nur g ein Resultat im Bereich
der Maschinengenauigkeit liefert.

3. Schreiben Sie ein Programm, daf8 die ersten n = 105 Terme der Reihe

2": Dk x
2%k +1 4

k=0

aufsummiert. Summieren Sie einmal in aufsteigender und einmal in absteigender Reihenfolge.
Erwarten Sie einen Unterschied? Interpretieren Sie Ihre numerischen Ergebnisse.

4. Plotten Sie das Polynom
p(x) = 223200658 2> — 108355782222 + 1753426039 = — 945804881

(vgl. Rump [94]) im Intervall [1.61801916, 1.61801917]. Wieviele Nullstellen liegen in diesem
Intervall? Uberpriifen Sie Ihre Vermutung mit einem Computeralgebraprogramm.

5. Zeigen Sie:
(a) Die Gesamtnorm
Allg = vVmn max max |a;;
Allg = Vi max max |as|
ist eine Norm auf IK™*" die fiir m = n submultiplikativ ist.
(b) Alle Normen auf K™*" sind zueinander dquivalent und Konvergenz in K™ ist be-
ziiglich jeder Norm &dquivalent zur komponentenweisen Konvergenz.

6. Zeigen Sie, dafi die Maximumnormen in K und K" die Zeilensummennorm in K"*"
induzieren.

7. Weisen Sie nach, daf zu jeder submultiplikativen Norm || - || 5y auf IK"*" eine Norm auf
K" existiert, mit der die Norm || - || as vertriiglich ist. Gibt es auch immer eine Norm in K",
die || - || ar induziert?

8. Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Spektralnorm:

(a) Ist A € K™*" beliebig, dann gilt ||A||2 = max|y*Axz|, wobei das Maximum iiber alle
x € K" und alle y € K™ mit [|z|2 = |ly||2 = 1 gebildet wird.

(b) Ist A € K™*™ hermitesch, dann gilt ||A4| 2 = max |z*Az|, wobei x € K" alle Vektoren
mit Euklidnorm |[|z| 2 = 1 durchléuft.
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9. Betrachten Sie fiir Matrizen A € K™*™ den Spektralradius o(A) und den numerischen
Radius

*A
r(A) = sup I*I}.
0#zcCr T°T
Ist einer dieser beiden Radien eine Norm in K"*"? Uberpriifen Sie gegebenenfalls die Ver-
traglichkeit mit der Euklidnorm.

10. Sei || - || eine Vektornorm und || - || die induzierte Matrixnorm.

(a) Zeigen Sie, daB fiir jede nichtsingulire Matrix S € C"*" durch |z||s = ||Sz| eine
Vektornorm definiert wird und || A||s = ||[SAS™!|| die zugehorige induzierte Matrixnorm ist.
(b) Sei A € K™ und V~'AV = J die Jordan-Normalform von A. Betrachten Sie die

Zeilensummennorm || - || = || - || und die Matrix S = D'V~ mit
€ 0
2
D = . und 0<e<l.
0 e

Weisen Sie die Ungleichung || Afls < o(A) + € nach.

11. Unter Spur(B) einer Matrix B € IK™*" versteht man die Summe aller Diagonalelemente
von B. Beweisen Sie, daf fiir A € K™*"™

A% = Spur(A*4) = Y .
A€o (A*A)

Verwenden sie dies fiir einen Beweis der Abschétzung [|All2 < ||A| p fiir alle A € K™*™.

(Alternativ folgt dies auch unmittelbar aus der Vetriiglichkeit der Frobeniusnorm mit der
Euklidnorm.)

12. Betrachten Sie die Bidiagonalmatrix

L = o eR™™.
11
(a) Weisen Sie die Abschétzung 1 < ||L||2 < 2 nach.

(b) Zeigen Sie, da8 Konstanten ¢, C' > 0 existieren mit cn < ||[L7!|2 < Cn.
Fiir den genauen Wert von ||L~1||5 vergleiche Aufgabe VI.14.

13. Seien || - ||ar und || - || ein vertrégliches Matrix-/Vektornormpaar in K™*™ und K".
Zeigen Sie:

(a) |[{]lar > 1 und condps(A) > 1 fiir jede nichtsingulire Matrix A € K"*".

(b) Esgilt o(A) < [|Afl ar fiir alle A € K™*™.

(c) Ist || - || ar die durch | - || induzierte Matrixnorm, dann gilt ||I|| 5y = 1 und cond s (A4) =1
genau dann, wenn A ein Vielfaches einer Isometrie ist, d.h. wenn ||Az| = pllz| fiir alle
z € K" und ein p > 0.
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14. (a) Fiihren Sie einen alternativen Beweis von Satz 2.7, in dem Sie verwenden, dafl eine
Orthonormalbasis des K" aus Eigenvektoren von A* A existiert.
(b) Beweisen Sie fiir den Fall, da§ A hermitesch und invertierbar ist die Darstellung

condy(A4) = [A1/ A,

wobei A den betragsgrofiten und A, den betragskleinsten Eigenwert von A bezeichnet.

15. Sei || - || eine Vektornorm in K™ und || - ||as eine mit ihr vertrigliche Matrixnorm in
K™ " sowie A € K™*™ eine nichtsinguldre Matrix. Zeigen Sie:

(a) Ist || - || s submultiplikativ und B € K™*" mit |A— B||a/[|Allm < 1/ condas(A), dann
ist B nichtsinguldr und es gilt

11| ar
1+ |A=Y(B - A)llm

LY
[A=T(B ~ Al

< BT Allw < 5

(b) Es existiert eine singuldre Matrix B € K™*™ mit ||A — B||2/||A]|2 = 1/ condz(A).

16. Sei || - || eine Vektornorm in K", || - || as eine vertrigliche Matrixnorm in K"*" und
A € K"™*™ nichtsingulir.
(a) Konstruieren Sie im Fall, da8 || - || as die induzierte Matrixnorm ist, Vektoren b und Ab

in K™, so daB in (2.5) Gleichheit herrscht.

(b) Zeigen Sie, dafi unter der Voraussetzung ||AA|a||A7 | a < 1 das gestorte lineare
Gleichungssystem (A + AA)zZ = b+ Ab eindeutig 16sbar ist und daB fiir 0 # b € K™ und
z = A7'b die Storung der Losung, Az = Z — z, folgender Abschiitzung geniigt:

Az condar(A)[[1]|m (HAA”M+ IIAbH>.

-1 IAA] A

Hinweis: Aufgabe 15.
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II Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme haben eine seltene Ausnahmestellung in der Ma-
thematik, denn sie konnen durch Gauf3-Elimination mit endlich vielen Elemen-
taroperationen explizit gelost werden (exakte Arithmetik vorausgesetzt). Diese
Ausnahmestellung mag dazu verleiten, lineare Gleichungssysteme vom mathe-
matischen Standpunkt aus als trivial anzusehen, und in der Praxis werden
daher oft ,irgendwelche* Routinen aus einer Programmbibliothek zur Losung
solcher Systeme aufgerufen.

Da jedoch der Rechenaufwand in der Regel kubisch mit der Anzahl der Un-
bekannten anwiéchst, ist es gerade bei hochdimensionalen Gleichungssystemen
entscheidend, strukturelle Eigenschaften zu berticksichtigen. In den folgenden
Abschnitten werden daher verschiedene Algorithmen fiir spezielle Matrizen-
klassen vorgestellt.

Zur Vertiefung der hier vorgestellten Resultate sei auf das umfassende Buch
von Golub und Van Loan [34] verwiesen.

3 Ein Beispiel aus der Mechanik

Wir eréffnen dieses Kapitel mit einem Beispiel aus der (linearen) Elastizitéts-
theorie. Probleme dieser Art treten in einer Vielzahl technischer Anwendungen
auf und fithren in der Praxis leicht zu Gleichungssystemen mit einigen tausend
Gleichungen.

Die konkrete Aufgabenstellung in dem hier betrachteten Beispiel besteht darin,
den Einfluf§ der Schwerkraft auf eine Briicke zu untersuchen. Die Briicke wird
durch das zweidimensionale Tragwerk aus Abbildung 3.1 mit 18 elastischen
Stiben und acht Gelenken modelliert, das an zwei Lagern rechts und links
verankert ist.!

1Die Ahnlichkeit dieser Konstruktion mit der Briicke aus der Animation truss in MATLAB
ist beabsichtigt, vgl. Abschnitt 22 in Kapitel V. Ahnliche Beispiele finden sich auch in [62, 86].
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11 13

14 e 15 > 16 e 17 e 18

3
Abb. 3.1: Geriist der Briicke

Wir assoziieren die Gelenke des Tragwerks (in der Abbildung durch nicht aus-
gefiillte Kreise dargestellt) mit Punkten z; = [&,n;]7 € R? und zéhlen dabei
den Index 7 von links nach rechts hoch, d. h. wir bezeichnen mit zq, ..., z4 die
vier Gelenke in der oberen Reihe und mit zs, ..., zg die vier Gelenke in der
unteren Reihe. Die Stdbe numerieren wir wie in der Abbildung angegeben: im
unbelasteten (abgebildeten) Zustand haben sie die Langen [y, . .., [is.

Unter der Annahme, dafi die Masse zu gleichen Teilen in den Gelenken kon-
zentriert ist, wahrend die Stdbe masselos sind, kénnen wir uns unter dem
Tragwerk auch ein Masse-Feder-System (mit sehr steifen Federn) vorstellen.
Wir nehmen weiterhin an, daf &uBere Krifte py,...,ps € R? an den Gelenken
z1 bis zg angreifen —im Beispiel wird dies die Schwerkraft sein — und wollen die
entstehende Deformation berechnen. Die &ufleren Krifte verteilen sich namlich
als innere Krifte auf die einzelnen Stébe, die dadurch gestreckt oder gestaucht
werden und somit fiir die Deformation des gesamten Tragwerks verantwortlich
sind.

Die Berechnung der inneren Krifte erfolgt mit Hilfe des Schnittprinzips: Fin
einzelnes Gelenk wird freigeschnitten, indem alle Verbindungsstidbe zu Nach-
bargelenken durchtrennt werden; die inneren Krifte kompensieren den Wegfall
der festen Verbindungen an den Schnittenden. Dieses Vorgehen ist in Abbil-
dung 3.2 fiir das erste Gelenk illustriert. Da Stédbe Kréfte nur in ihrer Léngs-
richtung aufnehmen kénnen, zeigen diese inneren Kréfte in die jeweilige Stab-
richtung; sie konnen daher durch skalare Grolen fr, k = 1,. .., 18, reprisentiert
werden, deren Vorzeichen fiir Zugkrdfte (vom Gelenk weg zeigend) positiv und
Druckkrifte negativ gesetzt wird.

Das freigeschnittene System soll sich im statischen Gleichgewicht befinden.
Daraus ergibt sich etwa fiir das erste Gelenk die Gleichung

0=p + h [(1)] + fa {:j + /5 {_ﬂ )
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Abb. 3.2:
Freigeschnittenes Gelenk 1

wobei ¢ = cosf, s = sinf und 0 der in Abbildung 3.1 eingezeichnete Winkel
zwischen den einzelnen Querstreben und der horizontalen £-Achse ist. Entspre-
chend ergibt die Kréaftebilanz fiir die anderen Gelenke

0 = po+ h _(1) + fo [(1)] + fo [:j + fr [_ﬂ + fy [_j ,
0 = ps+ fo _(1) + /3 Ll)] + fo [:j + fio0 [_ﬂ + fu [_j )

0 = ps+Js _(1) + fi2 {_(ﬂ + fis {_ﬂ 5

0 = ps+ fs ﬂ + fs [j + fua {_(ﬂ + fi5 [1] )

0 = ps+ fr {ﬂ + fo [j + fis [_é] + fi6 [(1)] ;

0 = pr+f3 [_j + fio E)] + fi6 {_(1)] + fir [(1)} )

+ fu [_j + fi2 [ﬂ + fir {_(1)] + fis {é] .

Sammeln wir die acht mal zwei vorgegebenen duflieren Kraftkomponenten in
der obigen Reihenfolge im Vektor p € R® und setzen f = [f] € R'®, so kann
die Kréftebilanz in dem Gleichungssystem

o
I
=
o0

p=Ef (3.1)
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mit
-1 . _
s 1
1 -1 c —c
s 1 s
1 -1 —c
s 1 s
1 —c
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—1 —s
—c 1 -1
-1 —s
c 1 -1
—S —1
c 1 -1
- _s _1 -

zusammengefaft werden. E heifit Gleichgewichtsmatriz; der Ubersichtlichkeit
halber sind die Nulleintrage von I nicht dargestellt. Das so bestimmte Krif-
tegleichgewicht ist allerdings nur fiir kleine Auslenkungen eine akzeptable N&-
herung, da Veranderungen der Gelenkpositionen und ihre Auswirkungen auf
die Richtungen der Krifte nicht beriicksichtigt worden sind.

Durch die Deformation des Tragwerks éndert sich die Lange [, des k-ten Stabs
in I + di. Diese Deformation des Stabs ist mit der inneren Kraft f; iiber ein
Materialgesetz gekoppelt. Im einfachsten Modell linear-elastischer Stédbe ist
dies das Hookesche Gesetz, wonach die innere Kraft in einem Stab proportional
zu seiner Verzerrung, d.h. seiner relativen Langenédnderung, ist:

d
ﬂzni- (3.2)

Der Proportionalitdtsfaktor 7 (der sogenannte Youngsche Elastizititsmodul)
beschreibt die Steifigkeit des Stabs.

Die Langenédnderungen berechnen sich aus den alten Positionen z; und den
neuen Positionen z; + x; der einzelnen Gelenke; x;, i = 1,...,8, sind die soge-
nannten Verschiebungen. Verbindet etwa der k-te Stab die Gelenke z; und z;,
dann errechnet sich folglich die neue Lange I, + dj aus

(e +di)? = llzi + 2 — 2 — 2|3
= ||z — 213 + 2(zi — 2)* (s — ;) + |2 — x;l3.

Durch Vernachlissigung der quadratischen Terme dj und ||z; — z;]|3 auf der
linken und rechten Seite ergibt sich wegen I}, = ||2; — z;||2 in erster Ndherung

(ZZ' — Z’])*(.Tz — xj) _ Zi — Zj *<.I'i - xj) (33)
2 = 2l 2 Iz = 2|2

dk%
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Abb. 3.3: Deformation der Briicke aufgrund der Schwerkraft

Der Vektor (z; — z;)/||zi — 2;||2 in (3.3) ist gerade wieder der Richtungsvektor
des k-ten Stabs mit entsprechendem Vorzeichen. Werden die Verschiebungen
wieder in einem Vektor # € R zusammengefafit (und zwar in der gleichen
Reihenfolge wie im Vektor p), ergibt sich aus (3.3) die Beziehung

d=FE'x (3.4)
zwischen dem Vektor d = [d;] € R'™ und dem Verschiebungsvektor z mit
derselben Gleichgewichtsmatrix F wie zuvor.

Bezeichnet L die Diagonalmatrix mit den Léngen [, auf der Diagonalen, so
lautet das Hookesche Gesetz (3.2)

f=nL""d,
und aus (3.1) und (3.4) folgt somit die Gleichung

p= Ax mit A=nEL'E* € R6*16 (3.5)

zwischen dem Vektor p der duferen Kréifte und dem Verschiebungsvektor z.
Die Matrix A ist die Steifigkeitsmatriz des Tragwerks. Sie ist invertierbar (vgl.
Aufgabe 1), so daf nach (3.5) zu jedem Kraftvektor p genau ein resultierender
Verschiebungsvektor x gehort.

Die Beziehung (3.5) modelliert die Realitdt im Rahmen der linearen Elastizi-
tatstheorie, da einerseits bei der Berechnung der Langenénderungen d;, quadra-
tische Anteile vernachlassigt wurden und andererseits die Winkeldnderungen
bei der Aufstellung des Kraftegleichgewichts nicht eingeflossen sind.

Beschreibt p die Schwerkraft, so weisen alle acht Kraftvektoren p; nach unten;
genauer ist

-0 o9

mg
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wobei g die Erdbeschleunigung und m die Masse eines Gelenks bezeichnet. Die
zugehorige Losung x des linearen Gleichungssystems (3.5) enthélt die einzelnen
Verschiebungsvektoren x; fiir die jeweiligen Gelenke der Briicke unter dem
Einfluf§ der Schwerkraft. Abbildung 3.3 illustriert das Ergebnis.

4 Die L R-Zerlegung

Wir wenden uns nun dem wichtigsten Algorithmus zur Losung linearer Glei-
chungssysteme zu, der Gauf-Elimination. Wir gehen davon aus, dafl das Ver-
fahren an sich bekannt ist und betonen vorrangig die Interpretation der Gauf3-
Elimination als Faktorisierung der Koeffizientenmatrix in zwei Dreiecksmatri-
zen, die sogenannte LR-Zerlegung.

Sei zunichst = [z1,...,2,]T7 € K" ein beliebiger Vektor, dessen k-te Kom-
ponente x; /= 0 isk sei dabei ein fest gewéhlter Index. Mit e, bezeichnen wir
wieder den k-ten kartesischen Einheitsvektor in K™ und definieren damit die
n X n-Matrix

Lk:[—lke};, lk:{O,...,O,lk+17k,...,lnk]T

(4.1)
mit =/, j=k+1,...,n.
Man rechnet unmittelbar nach, dafl
_]. 0 cee 0_ [ I i —(E1—
0 . ) )
Lz = Lo S R (4.2)
—lpprp 17 Tk+1 0
: : 0 : :
0 —lby -~ 0 1] | 2, | 0

Diese sogenannten Eliminationsmatrizen konnen also genutzt werden, um die
unteren n — k Eintrége eines Spaltenvektors zu Null zu transformieren.

Sei nun A = A; = [a;;] eine n x n-Matrix und z = [a;1] € K™ die erste Spalte
von A;. Wenn ay; /= 0 istaBt sich L; = [ — lje] wie in (4.1) mit & = 1
definieren und man erhélt

1 0 0 ai; aiz - Qip ai; Qa2 . Qi
—lor 1 0 - 0] [az1 a2 -+ a2 0 af) - af)
LA = |~la 0 1 0| |asi aszz -+ asa| = |0 oS - o
0 :
Ll O - 0 1] [an1 an2 o Qnn Lo a8 o Gl
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2

mit gewissen neuen Eintrigen a;;°, 7,7 > 2. Die resultierende Matrix nennen

WI1r
AQ - LlAl . (43)

Dies ist der erste Schritt der GauB-Elimination. Wenn agé) / = 0 ist, wird im

zweiten Schritt © = [a19, ag), . ,a%)]T, also die zweite Spalte von Ay gewéhlt.

Mit der zugehorigen Matrix Lo aus (4.1) ergibt sich dann entsprechend

10 0 a1 a2 @3 o Qg

0 1 : 0 ay) ay - af)

—lzgz 1 0 0 aff - af)

Ay = Lody = —lgp 0 1 A = 0 0 aff - af)
0 : :

[0 —lno 0 1] Lo 0 o) o Gl

In dieser Weise fortfahrend (immer vorausgesetzt, dafi das sogenannte Pivot-

element agf) von Null verschieden ist) erhdlt man nach n — 1 Transformationen

schliefllich eine obere Dreiecksmatrix R = A,, und es gilt
R=L, 1A, 1=L, 1L, 5 ---11A
beziehungsweise
A=LR mit L=L"'Ly" L. (4.4)

Die inversen Matrizen L; ' sowie die Matrix L konnen dabei explizit angegeben
werden:

Lemma 4.1. Es ist L;l =1+lLe undL=1+hLei+ ...+ 1,16 4.

Beweis. Aufgrund der Nulleintrige in den Vektoren [; und e; ist

el; =0 fir 1<i<j<n. (4.5)
Daraus folgt zunéichst die erste Behauptung, denn

(I —Le)I +lier) = I —lie; +Lief —lieflie; = 1 —Lelliel = 1.
Die spezielle Form von L ergibt sich induktiv: Dazu nehmen wir an, daf3

Lyt Lt = T+ he; + ..+ e
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fir ein £ mit 1 < k < n gilt (fiir £ = 1 ist dies nach dem ersten Teil des
Lemmas erfiillt). Aus Ly}, = I 4 lj41€},, folgt dann

Lyt L' Ll = (T+ hef + oo+ leeg) (L + leri€ig)

und wegen (4.5) ergibt dies

k
Lyt Ly = IT+hei+.. +lep + laeh,, + Z lieflks1€)44
i=1
= T+hey+... 4 lpep + ey -
Damit ist die Induktionsbehauptung auch fiir £+ 1 erfiillt und die Aussage des
Lemmas bewiesen. O]

Wird im Verlauf der Gau-Elimination ein Pivotelement al(l), 1 <4< n, Null,
dann bricht das Verfahren in dieser Form zusammen. Sind hingegen alle P1—
votelemente fiir 7 = 1,...,n von Null verschieden, dann haben wir insgesamt

das folgende Resultat bewiesen:

Satz 4.2. Fualls kein Pivotelement Null wird, bestimmt die Gauf-Elimination
ewne LR-Zerlequng

1 ayp a2 a3 A1n
2 2 2
loy 1 0 aéz) aég') én)
A=LR = |la1 I3 ag? (332
0 :
_lnl ln? ln,n—l 1_ asgn)_

mat invertierbaren Dreiecksmatrizen L und R.

Gleichungssysteme mit Dreiecksmatrizen konnen unmittelbar durch Vorwérts-
bzw. Riickwértssubstitution gelost werden. Somit erméglicht die L R-Zerlegung
in einfacher Weise die Losung eines linearen Gleichungssystems Az = b, vgl. Al-
gorithmus 4.1.

Aufwand. Der Hauptaufwand von Algorithmus 4.1 besteht in der LR-Zerle-
gung. Anhand von (4.2) und der speziellen Gestalt von Aj, sicht man, daf die
Matrix-Matrix-Multiplikation A1 = LyAs genau (n — k)? Multiplikationen
kostet. Dazu kommen noch die n — k Divisionen aus (4.1) zur Berechnung von
lx. Somit ergibt sich also fiir die L R-Zerlegung ein Aufwand von

n—1 n—1

1
Z(n—k—i—l Zj+1 —n3—§n
k=1 j=1
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Initialisierung: A € K™*" erfiille die Voraussetzung von Satz 4.2 und b € K™ sei gegeben

faktorisiere A = LR mit der Gauf-Elimination
Ly=b % bestimme y durch Vorwértssubstitution
Rxr =y % berechne x durch Riickwirtssubstitution

Ergebnis: x = A~1b, denn Az = (LR)x = L(Rx) =b

Algorithmus 4.1: Losung linearer Gleichungssysteme (erste Fassung)

Multiplikationen /Divisionen. Demgegeniiber sind die Kosten fiir die Berech-
nung der eigentlichen Losung x vernachlassigbar: Bei der Vorwértssubstituti-
on ist zunéchst fiir jeden Eintrag von L, der von Null und Eins verschieden
ist, eine Multiplikation erforderlich; die gleiche Anzahl Multiplikationen wird
fiir die Riickwirtssubstitution mit R gebraucht zuziiglich n Divisionen durch
die Diagonalelemente. Insgesamt ergibt sich also ein zusétzlicher Aufwand von

n? — n Multiplikationen und n Divisionen fiir die Berechnung von z. o

Beispiel. Das Verfahren soll an einem einfachen Beispiel vorgefiihrt werden:

101 100][1 0 1 100][1 0 1
A=12 2 2= 2 1 0l o 2 o|l™=1|210|]0 2 o|=LR.
180 1010 8-1 14 1|0 0-1

Ist b= [1,1,1]7 die rechte Seite des zugehérigen Gleichungssystems, so ergibt
sich zunéchst y aus Ly = b:

1 0 0 [wn 1 1
2 1 0| |yf = |1}, also y = |—1
1 4 1§ |ys 1 4

Die Losung = erhélt man anschliefend durch Riickwértssubstitution aus dem
Gleichungssystem Rz = y:

1 0 1 |2y 1 )
0 2 0| |aaf = |—-1], also =z = |—1/2
0 0 —1| |z3 4 —4

O

Leider sind die Voraussetzungen von Satz 4.2 nicht immer erfiillt. Klar ist
beispielsweise, daf} sie bei einer singuldren Matrix A € IK™*™ nicht erfiillt sein
konnen, denn sonst ergibt sich aus Satz 4.2 unmittelbar

0 =detA = det Ldet R = 1Ha@

i
i=1
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also ein Widerspruch, da die rechte Seite von Null verschieden ist, wenn alle
Pivotelemente ungleich Null sind. Es gibt aber auch nichtsinguldre Matrizen,
die keine L R-Faktorisierung besitzen, zum Beispiel

A - [0 1] y [1 O] {?"11 7“12] _ {Tn 12
10 log 1 0 7o lorrin loiria + 722
Durch Vergleich der (1,1)-Elemente von A und LR ergibt sich zwangsliufig
r11 = 0 im Widerspruch zu der Bedingung l5171; = 1 fiir die Ubereinstimmung

der (2, 1)-Elemente. Tatséchlich bricht die Gau$-Elimination in diesem Beispiel
bereits im ersten Schritt zusammen, da das erste Pivotelement a;; Null ist.

4.1 Spaltenpivotsuche

Selbst wenn eine L R-Zerlegung existiert, kénnen numerische Instabilitdten auf-
treten, falls im Verlauf der Gauf-Elimination ein Pivotelement sehr klein (also
fast Null) wird.

Beispiel. Wir betrachten das 2 x 2 lineare Gleichungssystem Az = b mit

1073 —1 —4
A—[l 2] und b—[G].

Die Matrix A ist gut konditioniert: Aus der expliziten Formel fiir die Inverse
von A erhélt man

AT =

1 2 1 N 1.996 0.998
140.002 |[-1 1073 = |=0.998 0.001

und somit ist condue (A) = || Al [|A7 oo & 33 = 9. Gemif} (2.5) diirfen wir
daher bei einem vorwiérts stabilen Losungsalgorithmus mit nicht viel mehr als
einer Stelle Genauigkeitsverlust bei der berechneten Losung rechnen. Fiir das
obige b lautet die auf drei Stellen nach dem Komma gerundete Losung

o [-1.996
=4 b“’[ 3.998]'

Nehmen wir nun an, wir hitten einen Rechner mit dreistelliger Dezimaldar-
stellung, also mit Maschinengenauigkeit eps ~ 5-1073. Dann ergibt die Gauf}-
Elimination zunéchst

. B 10 0.001 —1]  [o.001 -1
LoHA= [—1000 1] = [1 2} a {0 1000] = &
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dabei ist das Element 795 von R gerundet worden:
r9o = 1000H2 = [J(1002) = 1000.

Bei der Vorwiértssubstitution zur Berechnung von y ergibt sich ein weiterer
Rundungsfehler,

y1=—4, yo = 68 (1000 y,;) = 6H4000 = [J(4006) = 4010,
der dann schlielich auf die indiskutable Naherungslosung von Rx = y fiihrt:

2o = 401041000 = 4.01,
21 = 1000 0 (=4 BHz,) = 10003 0.01 = 10.

x1 ist also vollig falsch, noch nicht einmal das Vorzeichen ist korrekt. Somit
ist der Algorithmus 4.1 nicht vorwérts stabil. Der Grund dafiir ist das klei-
ne Pivotelement aq1, das einen grofien Faktor ls; = 1000 und damit starke
Fehlerverstéarkung bewirkt. o

Zur Stabilisierung der Gauf-Elimination vertauscht man daher vor jedem Eli-
minationsschritt die i-te Zeile und eine andere Zeile mit dem Ziel, ein moglichst
grofles Pivotelement zu erhalten. In unserem Fall wiirden beispielsweise die bei-
den Zeilen von A vertauscht. Dann ergibt sich bei gleicher Rechengenauigkeit

1 0] 5[ 21 1 2
—0.001 1 0.001 —1] |0 -1
und dann durch Vorwirts- bzw. Riickwértssubstitution (man beachte, dafl na-

tiirlich auch die Komponenten der rechten Seite [by,bo]T vertauscht werden
miissen)

y1 =6, Yo = —4H0.006 = —4.01,
und
xy = 4.01, r1=6B8120z) =688.02=-2.02.

Die Genauigkeit dieses Ergebnisses ist nun im Bereich des erwarteten Fehlers.

Offensichtlich ist jedoch das Attribut ,, grof3“ fiir ein Pivotelement ein sehr re-
lativer Begriff. Man rechnet nédmlich leicht nach, dafl sich genau der gleiche
Vektor x ergibt, wenn die erste Zeile des Gleichungssystems vorab mit 10000
multipliziert wird und damit a;; im ersten Schritt das gréfite Element der
ersten Spalte ist. Bewéhrt hat sich daher die Spaltenpivotsuche (partial pivo-

ting), bei der im i-ten Teilschritt das Element a,(fi) (1 < k < n) als Pivotelement
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gewahlt wird, das relativ zur Betragssummennorm der jeweiligen Zeile am be-
tragsgrofiten ist.

Mit Spaltenpivotsuche wird die Matrixformulierung der Gauf3-Elimination kom-
plizierter. Werden vor dem i-ten Eliminationsschritt beispielsweise die i-te und
die j-te Zeile (j > i) der Matrix A; vertauscht, dann kann dies durch die zu-
gehorige Permutationsmatrix

| (146)

beschrieben werden (die eingezogenen Linien grenzen den Bereich zwischen
i-ter und j-ter Zeile bzw. Spalte ab). Es gelten ndmlich die folgenden Eigen-
schaften:

e Multiplikation einer Matrix A mit P; von links entspricht einer Vertauschung
der i-ten und j-ten Zeile von A;

e Multiplikation einer Matrix A mit P; von rechts entspricht einer Vertau-
schung der i-ten und j-ten Spalte von A;

e insbesondere ist P? = I.

Werden also vor dem i-ten Eliminationsschritt die i-te und j-te Zeile von A
vertauscht, bedeutet dies, dafl in dem Eliminationsschritt die Matrix L; von
links an P;A; heranmultipliziert wird, also

A1 = LiPA;. (4.7)

Lemma 4.3. Sei k < i, P; durch (4.6) und Ly, durch (4.1) gegeben. Dann ist
P,L, = LiP;, wobei Lj, bis auf eine Vertauschung von ly, und lj, wieder die
Form (4.1) hat.

Beweis. Wegen P? = T gilt
P,L, = P,.LyP? = (P,L,P,)P; ,

und daraus folgt die gewiinschte Matrixgleichung mit Lj = P;L;P;. Aufgrund
der genannten Rechenregeln mit P; folgt weiterhin, daf3
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[ | | T [ | ; T
| | | |
1 I [ 1 | [
—lp+1k 1 : : —lpy1 1 : :
. ol | . o |
Li= (RLOP = | == g g | Po= | === o= |
: | | : | |
N TS G ol 0L
N | I : | |-
L ! S L ‘ b1
Somit hat L) die Form (4.1), lediglich [;; und [;;, sind vertauscht. 0

Wir kénnen nun den folgenden Satz fiir die Gau-Elimination mit Spaltenpi-
votsuche beweisen.

Satz 4.4. Ist A nichtsinguldr, dann bestimmt die Gauf-Elimination mit Spal-
tenpivotsuche eine LR-Zerlegqung PA = LR, wobei R wie zuvor die reduzierte
obere Dreiecksmatriz A, bezeichnet und P = P,_y--- P eine Permutations-
matriz ist. Die linke untere Dreiecksmatriz L ergibt sich durch Vertauschen
geeigneter Elemente in den Spalten der Matriz L aus Lemma 4.1.

Beweis. Zunéchst sei angenommen, dafl die Gau3-Elimination mit Spaltenpi-
votsuche nicht zusammenbricht. Dann ergibt sich aus (4.7) durch sukzessive
Anwendung von Lemma 4.3

R = An = LnflpnflAnfl = Lnflpnfan72Pn72Ln73Pn73 A
= Ln—l-Z/n—ZPn—IPn—QLn—SPn—?) A
- Lnflianinfi’»PnfanfZPnfl? Al
Hierbei ist L,,_» = L, und L,_5 die Matrix, die sich geméfi Lemma 4.3 nach

dem Vertauschen von L, 3 mit P, 5 und P, ; ergibt. Durch Auflésen der
Rekursion erhalt man schliellich

R=1L,  -L.P, - PA=1L, , --L PA.

Die Matrix L aus der Formulierung des Satzes ist somit wie in Lemma 4.1
das Produkt der Inversen von L; bis L,_;, d.h. auch die Elemente von L
unterscheiden sich von den Elementen von L aus Lemma 4.1 lediglich durch
Permutationen innerhalb der einzelnen Spalten.

Zu klaren bleibt schliellich noch, dafl die Gauf-Elimination mit Spaltenpivot-
suche nicht abbricht, also dafi alle Pivotelemente nach der Spaltenpivotsuche
von Null verschieden sind. Wire etwa das Pivotelement im i-ten Teilschritt
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tatséchlich Null, dann wéren zwangslaufig wegen der Auswahlregel des Pivot-

elements alle Elemente ayi), 7 > 1, gleich Null, das heifit

[ a1 | Qy; Q1n |
|
|
______ e e e e — — — — — —
A = 10 az(-?ﬂ ag
0 : :
L 10 ag,)i-i-l a%

Die Determinante des rechten unteren quadratischen Blocks ist demnach Null
und daher auch die Determinante von A;. Nach dem Produktsatz fiir Deter-
minanten folgt daraus aber

i—1 i—1
0 = det Al = det (Li—lj:)i—l ce L1P1A) = <H det Lj Hdet Pj) det A

i
=t = =l 4

im Widerspruch zu der Voraussetzung, daf3 A nichtsingular ist. 0

Beispiel. Das folgende Beispiel illustriert die Berechnung der Matrizen P, L
und R bei der Spaltenpivotsuche. Betrachtet wird die Matrix

11 0 2
12 12 2 -1
-1 0 -1/8 -5
2 -6 9 12

A:

Obwohl das (1, 1)-Element kleiner als das (4, 1)-Element ist, werden vor dem
ersten Eliminationsschritt keine Zeilen vertauscht, da das Pivotelement auf
der Grundlage der relativen Grofle ausgewahlt wird, bezogen auf die Betrags-
summennorm der jeweiligen Zeilen; unter diesem Gesichtspunkt ist das (1,1)-
Element relativ am grofiten. Der erste Eliminationsschritt lautet daher

1 000]t 1 o0 2
|12 10000 0o 2 —2f
A=120 01 0l o 1 —1/8 =3 = Lids
2 0010 -8 9 8

Das (2, 2)-Element von A, ist Null, also muf} ein anderes Pivotelement gewéhlt
werden. Ein Vergleich der dritten und vierten Zeile ergibt die relativen Grofien
1/(1 4+ 3+ 1/8) = 8/33 fir das (3,2)-Element und 8/(8 + 9 + 8) = 8/25
fiir das (4, 2)-Element. Folglich wird das (4, 2)-Element ausgewéhlt und durch
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Vertauschung der zweiten und vierten Zeile an die (2, 2)-Position permutiert.
Der zweite Eliminationsschritt lautet dann

1 1 0 2 1 0 00]t 10 2
o -8 9 8 o 1 0o0|f0o-89 8
A =1, 1 —-1/8 =3| |0 —-1/8 1 0| |0 0 1 —2 =L s
0 0 2 -2 0 0 01/]]0 0 2 —2

Vor dem letzten Eliminationsschritt miissen die dritte und vierte Zeile von As
aufgrund der Spaltenpivotsuche vertauscht werden und man erhélt

1 10 2 10 0 0]t 10 2
o -89 8 |01 0 ofl0o -89 8
P3A3_0 02 2= loo 1 ollo o2 —of "t
0 0 1 -2 00 1/2 1]]0 00 —1

Um die Eintriige von L in der korrekten Reihenfolge zu erhalten, ist es am
einfachsten, die strikten unteren Diagonaleintrége von L einfach in den ent-
sprechenden Matrixeintrdgen von A zu belassen, wie es in der folgenden Dar-
stellung in den hellgrau hinterlegten Feldern illustriert wird. Bei einer Vertau-
schung zweier dunkel hinterlegter Zeilen aufgrund der Pivotstrategie werden
die Eintrage von L dann in der korrekten Weise mitvertauscht:

1 1 0 2 1 1 0 2

/2 12 2 -1 _ 0 2 -2
-1 0 -1/8 =5 1 1 -1/8 =3
2

2 —6 9 12 -8 9 8
11 0 2 1 1 0 2
-8 9 8
B e I T /- T § R £ B VS R
1/2 0| 2 -2

Somit ist
1 1 0 2 1 0 0 0 1 1 0 2
PA— 2  —6 9 121 2 1 0 0|0 -8 9 8
- /2 1/2 2 —1| 1/2 0 1 00 0 2 =2
-1 0 -1/8 =5 -1 -1/8 1/2 1] [0 0 0 -1

die gesuchte Faktorisierung PA = LR. O
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Initialisierung: A € K™*"™ erfiille die Voraussetzung von Satz 4.2 und b € K™ sei gegeben

faktorisiere PA = LR mit der GauB-Elimination mit Spaltenpivotsuche
Ly =Pb % bestimme y durch Vorwértssubstitution
Rx =y % berechne x durch Riickwirtssubstitution

Ergebnis: © = A~'b, denn PAz = (LR)z = L(Rx) = Pb

Algorithmus 4.2: Losung linearer Gleichungssysteme

Fiir spezielle Matrizen kann auf die Spaltenpivotsuche verzichtet werden, da
ohnehin niemals Zeilen vertauscht werden miissen. Hierzu gehoren die strikt
diagonaldominanten Matrizen.

Definition 4.5. Eine Matrix A € K™ heifit strikt diagonaldominant, falls

n

|aii| > E |ai;| firalle:=1,...,n.
Jj=1
J#i

Satz 4.6. Ist A strikt diagonaldominant, dann wdhlt die Spaltenpivotsuche m
jedem Eliminationsschritt der Gauf$-Elimination das Diagonalelement ag-) als
Pivotelement aus. Insbesondere existiert also eine LR-Zerlegung von A und A

1st nichtsinguldr.

Beweis. Betrachten wir zunachst die Auswahl des ersten Pivotelements. Da A
strikt diagonaldominant ist, gilt

n
I [G117~~-7G1n]TH1 = ’all“i‘Z’alj’ < 2\@11],
=2

d.h. das (1,1)-Element ist betragsméBig mehr als halb so gro wie die Be-
tragssummennorm der ersten Zeile. Entsprechend ergibt sich, dafl alle anderen
Eintrdge a;; fiir ¢ > 1 betragsméfig hochstens halb so grofl sind wie die Be-
tragssummennormen der jeweiligen Zeilen:

2)an| < laa| + lai] < |ai, .- am]" |-

Folglich wird vor dem ersten Eliminationsschritt das (1,1)-Element als Pivot-
element ausgewéhlt.

Der Beweis lduft nun induktiv durch, wenn wir zeigen kénnen, dafl die rechte
untere (n —1) x (n — 1)-Submatrix von Ay wieder strikt diagonaldominant ist.
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Dazu schreiben wir den ersten Eliminationsschritt in der Blockform

a1q ! bT 1 ; 0 ajp ! bT

e S G S g L
| _ | | bT

a' B 2oy 0'p- 2
I aii | a1
| | |

Der rechte untere Block von A, ist also gegeben durch B —ab” /ay1, so daB das
(i, 7)-Element al(?) von A, fiir 2 < 4,7 < n die folgende Form hat:
(2) Y]

= Q4 R
zj J ar;

2<i,j<n.

Die Untermatrix von A ist demnach genau dann strikt diagonaldominant,
wenn

n

@101, 1015 .
Qi — | > E ‘aij— J , 1=2,...,1. (48)
ail o ail
‘7,_‘
J#i

Wegen der strikten Diagonaldominanz von A gilt tatsichlich

a;1a a
Z’“w . ZWJ’ + ‘ = ’ Zlaljl

J?él ]751 ]751
- jass| — laxi
< Z’aij’ + Jag | ———
=2 ]a11|
J
J#i
< |CZ“| — |ai1| + |@¢1! . |ai1a1i’ _ |a“| _ |ai1a1i|
|a ’ |CL11|

und demnach folgt (4.8) aus der umgekehrten Dreiecksungleichung. Somit ist
A, ebenfalls strikt diagonaldominant, was zu zeigen war.

Nach Satz 4.2 ergibt die Gauf-Elimination also eine Faktorisierung A = LR
mit nichtsinguléren Matrizen L und R und damit ist auch A nichtsingulér.

4.2 Totalpivotsuche

Mit der Spaltenpivotsuche ist die Gauf-Elimination in der Regel sehr zuverlas-
sig, obwohl immer noch Beispiele konstruiert werden kénnen, bei denen selbst
diese Pivotwahl nicht stabil ist. In solchen Ausnahmefillen kann man statt des-
sen eine andere Pivotstrategie verfolgen, die sogenannte Totalpivotsuche (total
pivoting).
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Dabei wihlt man vor dem i-ten Eliminationsschritt aus dem gesamten rech-
ten unteren Matrixblock (also aus den Indizes (j,k) mit i < j, &k < n) das
Element a;lk) als Pivotelement aus, das betragsméflig am grofiten ist. Das ent-
sprechende Element, etwa ag.zk), wird an die (i,7)-Position gebracht, indem wie
zuvor die Zeilen j und i und zusétzlich noch die Spalten k und 7 vertauscht
werden. Letzteres kann formal dadurch beschrieben werden, dafi A mit einer
Permutationsmatrix @; von rechts multipliziert wird (Q; sieht wie die Permu-
tationsmatrix in (4.6) aus, wobei k die Rolle von j iibernimmt). Entsprechend
zu (4.7) ergibt dies die Matrixtransformation

Ay = LiPAQ; ,

und man erhélt schliellich eine LR-Zerlegung der Matrix PAQ mit @ =
Q1 Qn-1.

Wird die Totalpivotsuche zur Losung eines linearen Gleichungssystems ver-
wendet, dann entsprechen Spaltenvertauschungen Permutationen des Vektors
x. Der Ergebnisvektor ist also nicht in der richtigen Reihenfolge und muf3 ab-
schliefend zuriickpermutiert werden.

Satz 4.7. Die Gauf-Elimination mit Totalpivotsuche ist rickwdrts stabil.

Fiir einen Beweis dieses Resultats sei auf das Buch von Wilkinson [108] verwie-
sen. Die Totalpivotsuche wird in der Praxis nur selten eingesetzt, da die Suche
nach dem betragsgroften Element im i-ten Schritt einem Aufwand O(i?) ent-
spricht; der Gesamtaufwand der Pivotsuche ist also nicht mehr gegeniiber der
eigentlichen Rechnung vernachléssighar.

4.3 Nachiteration

Zum Abschlu beschreiben wir noch eine einfache Moglichkeit zur Verbesse-
rung der Genauigkeit einer mit der LR-Zerlegung berechneten Naherungslo-
sung x des Gleichungssystems AZ = b. Dieses Prinzip der Nachiteration aus
Algorithmus 4.3 nutzt geschickt aus, dafi die exakte Losung ¥ in der Form

T=A"=x+A"b- Az)
geschrieben werden kann; r = b — Ax ist das sogenannte Residuum der Néhe-
rungslosung x.

Aufwand. Jeder Nachiterationsschritt ist relativ billig, da die Vorwiérts- und
Riickwirtssubstitution mit rund n? Multiplikationen auskommt (zum Ver-
gleich: Die Berechnung der LR-Zerlegung ist eine GroBenordnung teurer). O
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Initialisierung: A € IK™*™ sei nichtsinguléir; gesucht ist die Lésung Z von Ax = b

bestimme Naherungslosung x mit Algorithmus 4.2

while x nicht genau genug do % Nachiteration
berechne r = b — Az mit doppelter Genauigkeit % beachte: b— Ax = A(Z — x)
l6se Az = r wie in Algorithmus 4.2 % verwende die berechnete L R-Zerlegung
rT=x+z

end while

Algorithmus 4.3: Nachiteration

Eine heuristische Uberlegung mag die Nachiteration erldutern. Dazu nehmen
wir an, dafl die Kondition der Matrix die Groflenordnung cond,(A) = 109 hat,
wahrend die Rechnerarithmetik auf etwa d Dezimalstellen genau ist. Unter
der Voraussetzung d > ¢ erwarten wir aufgrund der Fehlerabschétzung (2.5)
fiir eine vorwiirts stabile LR-Zerlegung etwa d — ¢ Stellen Genauigkeit in der
Néaherungslosung x. Da im Anschlufl an die Berechnung von z das Residuum r
mit doppelter Genauigkeit berechnet wird, konnen wir fiir das Residuum nach
der Rundung wieder d Stellen Genauigkeit voraussetzen. Mit dem gleichen
Argument wie zuvor werden dann von der exakten Losung z = T — x von
Az = r wieder d — ¢ Stellen korrekt berechnet, d.h. nach einem Schritt der
Nachiteration kennen wir 2(d— ¢) Dezimalstellen von Z. Entsprechend erhalten
wir nach & Nachiterationsschritten z auf min{d, (k+1)(d — ¢)} Stellen genau.

Es ist dabei von entscheidender Bedeutung, daff das Residuum so genau wie
moglich berechnet wird: Daher mufl » unbedingt mit doppelter Genauigkeit
und mit der Originalmatrix A berechnet werden, nicht mit dem Produkt LR.

5 Die Cholesky-Zerlegung

Wir betrachten als nichstes eine ,,Blockversion” der L R-Zerlegung. Dazu par-
titionieren wir ein gegebenes A € IK™*" in der Form

A Ap
A pu—
[A21 Ago

Demzufolge ist Ay € KP*(=P) A, € KPP und Ay, € KP)x(=p) Bej

der Block-LR-Zerlegung von A gehen wir analog zum vorigen Abschnitt vor
und faktorisieren

An A12 I 0 All A12
— pu— . .1
A [Am A22] [AmAlf I] [ 0 S] &1)

] mit nichtsinguldrem A;; € KP*P,
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Der (2,2)-Block S der rechten oberen Block-Dreiecksmatrix kann explizit aus-
gerechnet werden,

S = Agy — A21A1_11A12 € K(n—p)x(n—p) (52)

und wird Schur-Komplement von Aq; in A genannt.

Die Losung eines linearen Gleichungssystems Az = b kann entsprechend durch
(Block-)Vorwérts- und Riickwértssubstitution erfolgen: Dazu werden die Vek-
toren z und b € K" konform in ihre ersten p Komponenten x1,b; € KP und
die restlichen Komponenten x5, b, € K" unterteilt; die Vorwértssubstitution
ergibt dann Hilfsvektoren

Yy = bl )
Yo = by — A21Aﬂlb1 )

aus denen durch anschlieBende Riickwértssubstitution das Ergebnis berechnet
wird:

Ty = S_lyz = S_l(bz — A21A1_11b1) s
ry = Ail(bl — Algl‘g) .
Letzteres ist allerdings nur moglich, wenn S nichtsingulér ist.

Lemma 5.1. A sei hermitesch und positiv definit und 1 < p < n. Dann ist die
Submatriz Ay, € KP*P jnvertierbar und sowohl Ay, als auch S sind hermitesch
und positiv definit.

Beweis. Wegen

A A12] \ {Az‘l Asl]
[Aﬂ A22 AT2 A§2

ergibt sich
All == ATl 5 A22 == A;Z und A12 == A;l .
Folglich ist Aq; hermitesch und fiir einen beliebigen Vektor z € K? gilt
z|* A Al |z z|* [Anx *
< = = 2"A
0 < |:0:| |:A21 Ayl |0 0 Agiw A
mit Gleichheit genau fiir x = 0. Das bedeutet, dal A;; ebenfalls positiv definit

ist und Aj}]' existiert. S ist somit wohldefiniert mit

S* = Ay, — ALAT AL = Ay — An A A = S.
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Fiir den Nachweis, da} S positiv definit ist, definieren wir fiir ein beliebiges
y € K" P den Vektor x = —Al_llAlg y € IKP und erhalten

R e I e
T ly] [An As] Yy y] [Aaw + Agy
- ) bt an] - ] )
y] [ A A Ay + Agy yl Sy
= y'Sy,
wobei wiederum Gleichheit nur fiir y = 0 gelten kann. Somit ist S positiv
definit. 0

Im folgenden betrachten wir eine Variante der L R-Zerlegung.

Definition 5.2. Eine Faktorisierung A = LL* mit linker unterer Dreiecksma-
trix L mit positiven Diagonaleintrigen heifit Cholesky-Zerlegung von A.

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Cholesky-Zerlegung gibt das
folgende Resultat.

Proposition 5.3. Hat A eine Cholesky-Zerlequng, dann ist A hermitesch und
positiv definit.

Beweis. Aus A = LL* folgt unmittelbar A* = (L*)*L* = LL* = A; also ist A
hermitesch. Ferner ist

" Ar = o' LL*x = (L*z)* L'z = ||L*z|2 > 0

fiir alle x € K™ mit Gleichheit genau fiir x = 0, da L positive Diagonaleintriage
haben soll und somit nichtsingulér ist. Folglich ist A positiv definit. 0

Tatséchlich sind diese Bedingungen an A auch hinreichend.

Satz 5.4. Ist A hermitesch und positiv definit, dann ezistiert eine Cholesky-
Zerlegung von A.

Beweis. Der Beweis wird induktiv {iber die Dimension n der Matrix gefiihrt,
wobei fiir n = 1 die ,Matrix“ nur aus einem Element aq; besteht, das positiv
sein muf, da A positiv definit ist. Also kann man fiir n = 1 einfach L = [ /a1 |
setzen.

Sei nun die Behauptung fiir alle quadratischen Matrizen der Dimension n — 1
korrekt und A eine beliebige n x n Matrix. Dann partitionieren wir

A_[Ziiﬂ mit Agy € KO=DX0=1 und Ay = A5, .
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Nach Lemma 5.1 ist das Schur-Komplement S = Agy — A9 Aja/aq; von agy
in A hermitesch und positiv definit. Aufgrund der Induktionsannahme hat S
daher eine Cholesky-Zerlegung S = LgL%. Mit 11, = /a1y,

e[ 0] e e[ ]

Ao /ly1 Lg 0 L%
folgt
e [ D[ ] [ )
AQl/lll LS 0 Lg Agl B
mit
1 . 1
B = 5 AnAp+ Lsly = —AnAin+ S = Ay
l11 an
Also ist
ann Ao
LL* = =A
[Am A22:|
eine Cholesky-Zerlegung von A. 0

Die numerische Berechnung der Eintrige von L kann sukzessive durch zeilen-
weisen Koeffizientenvergleich des Produkts A = LL* erfolgen,

11 Q12 - Aip i1 0 lin oy --- ln_1
A1 Q22 -+ A2p lor oo lao lno
ap1 Ap2 - App lnl ln? e l’rm 0 lnn

Die Eintrige von L ergeben sich somit in der folgenden Weise:

a1 = |l11|2 lin = a}{Q;
o1 = lmE lyy = a21/E,

1/2
az = |lo1|* + |loa|® lyy = (a22 - |121|2) / ;
a3y = lslm 31 = a:n/E,
azg = lz1loy + lzolao l3o = (asy — 5315)/57

1/2
azz = |lg1|” + |lsa]” + [Iss]? l33 = (a33 — a1 ]? — |l32|2) / ;
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Die Losbarkeit dieser (nichtlinearen) Gleichungen ist durch den Existenzbeweis
(Satz 5.4) gewihrleistet, d. h. alle Quadratwurzeln existieren und die resultie-
renden Diagonalelemente [; von L sind ungleich Null. Aus diesem Algorithmus
folgt unmittelbar

Korollar 5.5. Die Cholesky-Zerlegung einer hermiteschen und positiv defini-
ten Matrixz A ist eindeutig bestimmit.

Aufwand. Die Berechnung von [;; (mit ¢ > j) erfordert insgesamt j Multipli-
kationen, Divisionen oder Wurzeln. Demnach ergibt sich ein Gesamtaufwand
von

n

Z(nJrl—j)j _ nn+1)?  nh+1)2n+1) 1n3 L o).

2 6 6

=1

Die Berechnung der Cholesky-Zerlegung ist somit um den Faktor Zwei billiger
als die L R-Zerlegung. o

Beispiel. Gegeben sei

12 1
A=12 5 2
1 2 10

Dann ergeben sich die Eintrége von L wie oben skizziert:
i =V1=1, Iy = 1/1 =1,
I = 2/1 = 2, Iz = (2-2)/1 =0,
lyy = Vb —4 =1, ls3 = V10 —1 = 3.

Also ist
1 00 1 21
A=12 1 0 010
1 0 3 00 3

O

Die Cholesky-Zerlegung kann natiirlich fiir die gleichen Zwecke wie die LR-
Zerlegung eingesetzt werden mit dem Vorteil, dafl sie nur etwa halb so viel
kostet wie die L R-Zerlegung. Bedeutsamer ist allerdings die Tatsache, daf3 LL*
immer hermitesch und positiv definit ist, obwohl das berechnete L in der Praxis
aufgrund von Rundungsfehlern nur eine Nidherung an den exakten Cholesky-
Faktor ist. Wird hingegen die LR-Faktorisierung einer hermiteschen, positiv
definiten Matrix A berechnet, dann ist aufgrund der Rundungsfehler nicht
gewihrleistet, dafl das (exakte) Produkt LR hermitesch und positiv definit ist.
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6 Toeplitz-Systeme

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Beispiel aus der Signalverarbeitung.

Beispiel 6.1. Eine Antenne empfiangt in regelméfigen Abstdnden storanfil-
lige Signalwerte y; € C, i € Z. In vielen Anwendungen enthalten aufeinander-
folgende Signalwerte Redundanzen und sind deshalb nicht vollig unkorreliert.
Diese Korrelationen konnen oftmals mittels eines sogenannten endlichen linea-
ren Filters ausgedriickt werden,

Yi R Y = kayz;k : (6.1)
k=1

Falls die Koeffizienten &, € C auf der rechten Seite bekannt sind, kénnen
so fehlerbehaftete Signalwerte mittels (6.1) rekonstruiert werden. Leider sind
jedoch diese Koeffizienten in der Regel unbekannt.

Einen Ansatz zur Berechnung geeigneter Koeffizienten &, findet sich in der sto-
chastischen Literatur: Hierzu werden die Signalwerte y; durch Zufallsvariablen
modelliert und der lineare Filter wird so bestimmt, daf3 das Fehlerfunktional

2

¢(€17"'7€n):8yi_yi

minimiert wird, wobei £ der Erwartungswert und g; durch (6.1) definiert ist.
Der resultierende Filter heifit Wiener-Filter. Durch Ausquadrieren ergibt sich

2

k=1

= Elyil =D &GETwy) — Y GEWivik) + Y G&ETiyi-r)
k=1 k=1

7,k=1

wobei lediglich vorausgesetzt werden muf}, daff die Varianz E|y;|> aller MeB-
werte endlich ist.

Mit den folgenden Vektoren z,b € C™ und der Matrix T € C™*™,
v=1[&] . b=[E@wiw)],_,, T= [5(yi——jyi—k)};k:17
kann das Fehlerfunktional auch folgendermaflen geschrieben werden:

B(z) = Elyi|* — ab — b'w + 2" Tw = E|y* — 2Rex’b + 2" T, (6.2)
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Man beachte, dafl die sogenannte Kovarianzmatriz T hermitesch und (zumin-
dest) positiv semidefinit ist, denn

> 0.

rTx = Z &6 EWisyir) = € ’ ngyifk 2
k=1

J,k=1

Wir werden im weiteren dariiber hinaus annehmen, dafl die untere Schranke
Null nur fir & = 0, K = 1,...,n, also nur fiir x = 0 angenommen werden
kann. In diesem Fall ist 1" positiv definit.

Setzen wir = T, dann ergibt eine einfache Rechnung, daf

O(x) —d(z) = a™Tex —2Rea™ — T°TxT +2ReT"D

z)'T(x —2) + 2Rea™TT — 22"T7T + 2 Re(Z"b — 2™D)
z)T(x—T).

Da T positiv definit ist, ist der letzte Ausdruck nichtnegativ und genau dann

Null, wenn x = ¥ ist. Mit anderen Worten: Die eindeutige Losung des linearen
Gleichungssystems

= (x —
= (xz —

Tz =b (6.3)

ist das globale Minimum des Funktionals (6.2).

In der Signalverarbeitung spielen Signale aus sogenannten stationdren stocha-
stischen Prozessen eine besondere Rolle, fiir die die Korrelation zwischen den
Signalwerten y; und y;_ nicht vom aktuellen Zeitpunkt (also dem Index 1)
abhéngt. Mit anderen Worten,

5<yi—iji7k) = tp—j fiir alle 1,7,k € Z

und gewisse t, € C, k € Z. Fiir diese stationédren Prozesse hat die Kovarianz-
matrix T die spezielle Form

to 1 o tp
7= |11 T (6.4)
[PPSR A T )

Eine Matrix dieser Form heifit Toeplitz-Matriz. Die rechte Seite des linearen
Gleichungssystems (6.3) hat die spezielle Form b = [t;,...,t,]7; man nennt
dies die Yule-Walker-Gleichung. O
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Gleichungssysteme Tx = b mit Toeplitz-Matrizen treten in verschiedenen An-
wendungen auf, nicht nur in der Signalverarbeitung. Sie konnen zudem beson-
ders effizient (mit nur 2n? Multiplikationen) geldst werden. Bevor wir uns im
folgenden derartigen Losungsverfahren zuwenden, untersuchen wir zunéchst
die Toeplitz-Struktur etwas genauer.

Sei A € K™ eine beliebige Matrix und £ die Permutationsmatrix

0 1
E— ' (6.5)
1 0

Bei der Transformation A+ —# A wird die Reihenfolge der Zeilen von A und bei
der Transformation A+ —AFE die Reihenfolge der Spalten von A umgekehrt.
Folglich wird bei der Abbildung A1 —EATE das (i, j)-Element von A auf die
Position (n+ 1 — j,n+ 1 —1) verschoben, und zwar fiir jedes 1 < 7,5 < n; das
folgende Schema soll diese Permutation des (i, j)-Elements verdeutlichen:

AT T E(ATE)

G,5) & (i) “F Gnr1—0) TSP mr1—jnr1—4).

Diese Transformation entspricht einer Spiegelung an der Antidiagonalen. Fiir
A = I ergibt sich somit wieder I, denn EATE = E? = . Matrizen wie die
Einheitsmatrix, die invariant unter einer solchen Spiegelung sind, nennt man
persymmetrisch.

Proposition 6.2. Toeplitz-Matrizen T € IK"*" sind persymmetrisch, d. h. es
gilt T = ETTE.

Beweis. Der Beweis ist unmittelbar klar, denn sowohl das (i, j)-Element als
auch das (n +1 — j,n + 1 —i)-Element von T liegen beide auf der (i — j)-ten
Nebendiagonalen und sind daher aufgrund der Definition einer Toeplitz-Matrix
gleich. 0

Wir beschranken uns im weiteren auf den Fall, daf§ T reell, symmetrisch und
positiv definit ist. Ferner sei das Gleichungssystem (6.3) so skaliert, daff to = 1
ist; da T positiv definit sein soll, kann dies immer erzwungen werden. Im
folgenden schreiben wir T, fiir T und bezeichnen mit 7}, 1 < k& < n, die
Hauptuntermatrizen von T'. Nach Lemma 5.1 ist T} fiir jedes k£ symmetrisch
und positiv definit. Ferner sei

by t
B0 = || e =

by, 123
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und 2 die (eindeutig bestimmte) Losung von
Tx®) = p®) | (6.6)
Schlieflich fithren wir noch die Notation

— 123
t(k) _ Et(k) — (6.7)
t

fiir die Spiegelung von t*) ein.

6.1 Der Levinson-Algorithmus

Wir beschreiben nun den rekursiven Levinson-Algorithmus zur Losung des
Toeplitz-Systems Tz = b. Dazu nehmen wir an, die Losung z®) von (6.6) sei
fiir ein 1 < k < n bekannt und bestimmen die Losung 2*+1 des nichstgroferen
Systems

't
|
,,,,,,,, - S
t ti1 1 1 br41
Aus (6.8) ergibt sich einerseits
v =T, (b® — pt®) = 20 — 7 1™ (6.9)

und andererseits

C by — 107 = by — 05 () — )
K k+1 k+1 ( L ) (6.10)

—

= bpp — 1;(7“)*:5(’“) + uz@*TgltW .
An dieser Stelle fithren wir noch die Losung 3*) des Toeplitz-Gleichungssystems
Tiy® = t® (6.11)

ein; (6.11) ist gerade die Yule-Walker-Gleichung aus Beispiel 6.1. 3*) steht in
unmittelbarem Bezug zu (6.9) und (6.10), denn wegen Proposition 6.2 und der
Symmetrie von T}, gilt

—

y® = By® = ET W = 10 EtW = 177140 (6.12)
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Initialisierung: Die Toeplitz-Matrix 1" sei so normiert, dafl to = 1 ist
g =by, yW=t;, o1 =1-13
fork=1,...,n—1do

berechne z(F+1) = [U} gemif (6.13)
W

berechne y#+1) = [ﬂ gemif (6.15)

okt1 = (1= ¢%)ay, % vel. (6.16)
end for
Ergebnis: ™ =T-1p

Algorithmus 6.1: Levinson-Algorithmus

Mit anderen Worten: Die Losung z**1) von (6.8) ergibt sich aus

—

v = (bppy — tW*2®) /oy
x(kJrl) _ mit H ( k+1 o )/ k
/j/ v fr x(k) f— 'uy(k:) s

wobei o}, das Schur-Komplement von T}, in Ty, ist,

— —

o = 1 — TR B ey )

und somit nach Lemma 5.1 positiv ist.

(6.13)

(6.14)

Um (6.13) implementieren zu konnen, bedarf es noch der Kenntnis von 3*).
Da aber (6.11) ein Gleichungssystem von derselben Form wie (6.6) ist und die
Losung von (6.11) fiir jedes k = 1,...,n als Zwischenresultat benotigt wird,
konnen wir *) genau wie *) rekursiv berechnen: In Analogie zu (6.13) ergibt

dies
P — (ters — £ 8 o
Y — [ ] mie & = (e Y /o (6.15)
Die Vektoren y* kénnen nun fiir k = 1,...,7n aus (6.15) berechnet werden und

erméoglichen dabei gleichzeitig die Berechnung der Vektoren z*) aus (6.13).

Alternativ zu (6.14) kann oy auch aus der Rekursion

oer1 = (1= C%)oy

(6.16)
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mit ¢ aus (6.15) berechnet werden, was aus (6.14) und (6.15) folgt:
- 1— t(k:-‘rl)*y(k‘-‘rl) = 1= t(k:)z - tk-}-l(

= 1= t0 () — ¢y®) — tng

—

= op — ((ter1 — tPyW) = op — oy,
Algorithmus 6.1 verwendet diese etwas billigere Implementierung.

Aufwand. Der k-te Schleifendurchlauf von Algorithmus 6.1 kostet 4k + O(1)
Multiplikationen. Folglich ergibt sich ein Gesamtaufwand von 2n?+ O(n) Mul-
tiplikationen zur Berechnung von 7~ 1b. 0

Ok+1

Beispiel. Zu 16sen sei das Toeplitz-System

2 1 1/2 2
1 2 1 |x=| -8
/2 1 2 —28
1. Normalisieren des Gleichungssystems durch Division durch 2 ergibt
1 1/2 1/4 1
T=|1/2 1 1/2], b=1| —4
1/4 1/2 1 —14

Demnach ist ¢, = 1/2 und ¢, = 1/4.
2. Initialisierungen: W =1, yM=1/2 o =3/4.

3. Der Schleifendurchlauf £ = 1 ergibt zunéchst
p=(—4-1/2)-4/3=—-6, v=1+6/2=4, 2?= [—é] .

An dieser Stelle sollte man iiberpriifen, daB Thz? = [1, —4]7 = b® erfiillt ist.
Weiterhin folgt

¢=(1/4—1(1/2)-(1/2))-4/3=0, z=1/2,

also

Auch hier ergibt die Probe das korrekte Ergebnis Thy® = [1/2,1/4]" = (2.
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4. Der Schleifendurchlauf k = 2 fithrt dann auf die Losung:
_ /4] .| 4 15, -
= (-1 [1/2} [_6]) 4/3 = ~12-4/3 = 16,

o= [l - ol = L] [ =

Also ist 7 = 2 = [4,2, —16]". o

6.2 Der Algorithmus von Trench

Man kann sogar mit nur rund gnQ Multiplikationen die gesamte Inverse 7!
einer symmetrischen und positiv definiten Toeplitz-Matrix 7" € R™*™ bestim-
men. Grundlage fiir diesen Algorithmus von Trench ist Proposition 6.2: Aus
ihr folgt, dafl

1

T™'=(ET"E) =ET "E=ET'E (6.18)

ebenfalls persymmetrisch ist. Im allgemeinen ist 7! jedoch keine Toeplitz-
Matrix.

Fiir die Herleitung des Algorithmus von Trench zerlegen wir wieder

Tn—l t(n_l) X T
T = und T'=T,'= : (6.19)

*

Aus der hintersten Spalte der Blockidentitit TT~! = I ergibt sich

—

Tz + &Y =0, 0 Vgppe=1. (6.20)

Hieraus folgt unmittelbar z = —¢7, ¢, d.h. 2 ist durch die Losung der
Yule-Walker-Gleichung gegeben, vgl. (6.12),

r ==&y,

Eingesetzt in die zweite Gleichung in (6.20) folgt aus (6.14)

L=ty = gop
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Also haben wir mit

g 1 B
On—1 ’ On—1

(6.21)

die letzte Zeile und Spalte von T/, bestimmt. Aufgrund der Persymmetrie von
T~ erhalten wir hieraus unmittelbar die erste Zeile und Spalte von X.

Nun betrachten wir die (n—1) x (n—1)-dimensionale linke obere Blockgleichung
der Identitit TT~! = I: Die entsprechende Gleichung lautet

T X+t Vg* =T,

und somit ist wegen (6.12) und (6.21)

X =T =Tt Vg = 17t gy = T o aat (6.22)

Ersetzt man auf der rechten Seite von (6.22) T,, durch ET, ' E gemiS8 (6.18),
so erhélt man

X = BT, E+o0, 22". (6.23)

Andererseits ergibt sich unmittelbar aus (6.22) durch Multiplikation mit £ von
links und von rechts

EXE = ET-\E+o0, Exa*E = ET"\E+o0p,1 2 x*;

n—1 n—1

zusammen mit (6.23) folgt somit
X = EXE+ 0, (22" =2 7).

Dies bedeutet, daf die Elemente z;; von X iiber die Eintrége von z = [§;] wie
folgt gekoppelt sind (man beachte die Dimension n — 1 von X und z):

Tij = Tn—jm—i + On-1(&&5 — &n-ibn—j) - (6.24)

Daher kénnen nun alle Elemente von 7! in der folgenden ,spiralférmigen®
Reihenfolge berechnet werden:

o=

_

_
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Dabei werden zuniichst geméf (6.19) in die unterste Zeile von T-! der Vek-
tor 7 und das Element ¢ aus (6.21) eingetragen; damit ist auch die hinterste
Spalte von T~! wegen der Symmetrie der Matrix festgelegt. Aufgrund der
Persymmetrie von 7! kénnen danach die erste Zeile und die erste Spalte von
T~1 ausgefiillt werden. In den inneren Spiralschleifen werden als erstes bei dem
Durchlaufen des unteren Pfeils von links nach rechts die Matrixeintréage x;; der
Submatrix X von T~! aus der Gleichung (6.24) bestimmt; dazu bendtigt man
lediglich die bereits berechneten Eintriige von T~ aus der unmittelbar zuvor
nach unten durchlaufenen Spalte. Der anschlielende Pfeil nach oben zeigt die
Matrixeintrage an, die danach wieder aufgrund der Symmetrie bekannt sind,
und der Rest dieser Spiralschleife (Pfeil von rechts oben nach links unten ums
Eck) durchlduft die Eintrdge, die wegen der Persymmetrie ebenfalls unmit-
telbar gegeben sind. In dieser Weise fiahrt man fort, bis alle Matrixelemente
berechnet sind.

Beispiel. Am einfachsten macht man sich das Verfahren von Trench wieder an
einem Beispiel klar. Fiir die Matrix aus dem vorigen Beispiel,

2 1 1/2
A=11 2 1|,
12 1 2
muf zuerst wieder T' = A/2 gesetzt werden, damit ¢y = 1 ist. In (6.17) haben
wir bereits 0y = 3/4 und y® = [1/2,0]” berechnet; damit sind die unterste

Zeile und hinterste Spalte von 7! = 247! durch (6.21) gegeben. Der Algo-
rithmus von Trench geht dann folgendermafien weiter:

T11 T12 0 4/3 —2/3 0
2471 = oy xe —2/3| TTE™ | —2/3 oz —2/3
0 —2/3 4/3 0 —2/3 4/3
[ 4/3 —2/3 0
-2/3  5/3 —2/3|,

0 —2/3 4/3

wobei sich im letzten Schritt der verbliebene Matrixeintrag xqo wie folgt aus
(6.24) berechnet:

Ty = w11+ 09(&5 — &) = 4/3 + 3/4(4/9_0) =5/3.
Insgesamt ergibt sich also die Inverse

2/3 —-1/3 0
A'=|-1/3 5/6 —1/3
0 -1/3 2/3

(6.24)
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7 Der Banachsche Fixpunktsatz

Wenn die Gleichungssysteme sehr grof} sind, verbieten sich Eliminationsverfah-
ren wegen ihres hohen Aufwands. Zudem sind die grofien in der Praxis auftre-
tenden Matrizen meist diinn besetzt, d. h. nur wenige Eintrége einer Zeile sind
ungleich Null. Typische Beispiele fiir solche Matrizen sind die Steifigkeitsma-
trizen aus der Elastizitdtstheorie, die wir in Abschnitt 3 kennengelernt haben
(vgl. Aufgabe 2). Wéhrend die Matrix eines solchen Problems noch gut in
den Speicher passen mag, trifft dies fiir die Faktoren L und R aus der Gauf-
Elimination unter Umstédnden nicht mehr zu, da diese im allgemeinen nicht
mehr so diinn besetzt sind (vgl. etwa Abbildung 93.4 zu Beispiel 93.6 fiir einen
konkreten Fall). Unter diesen Umstédnden behilft man sich gerne mit Itera-
tionsverfahren, die das Gleichungssystem zwar nicht exakt, aber hinreichend
genau losen.

Bevor wir konkrete Verfahren vorstellen konnen, beweisen wir zunéchst ein
zentrales Resultat, den Banachschen Fixpunktsatz:

Satz 7.1 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei @ : K — K eine (nichtlineare)
beziiglich || - || kontrahierende Selbstabbildung (eine Kontraktion) einer abge-
schlossenen Teilmenge K C K™ mit Kontraktionsfaktor q, d. h.

|@(x) —D(2)|| < qllz—=z| fireng<lundallex,zec K. (7.1)

Dann hat die Fizpunktgleichung x = ®(x) genau eine Losung T € K (T heifit
Fizpunkt von @), und die Fixpunktiteration z(*+1) = @(x(k)), k=0,1,2,...,
konvergiert fiir jeden Startvektor (%) € K gegen T fiir k — oo. Dariiber hinaus
st fur k> 1

(a) a® =7 < q2®D -3 (Monotonie) ,
k

(b) 2™ —2| < 1q_ |20 — 2] (A-priori-Schranke)
—q

(c) flz® 7| < % |2 — =) (A-posteriori-Schranke) .
—q

Beweis. 1. Wir wihlen einen beliebigen Startwert z(®) € K und betrachten
die durch 2*+Y = @(z®) k= 0,1,2,..., definierte Iterationsfolge. Aufgrund
der Kontraktionseigenschaft von @ gilt fiir beliebiges k € N, daf3

lz®+D —2® = [ #(2®) — @(a* V)| < glla® — V) (7.2)
Damit ergibt sich induktiv

Hm(’““) _ x(k)H < ¢ ||x(1) _ 96(0)” : ke N. (7.3)
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Als nichstes wird gezeigt, da8 die Folge {2®)} eine Cauchy-Folge ist. Dazu
wéhlen wir m, ! € N mit [ > m und erhalten aus (7.3)

20 = 2™ < a® = 20D 4.t 2D - 2]

< @) e =)

1
q" ﬁ qu) - fE(O)H . (74)
Da ¢™ fiir m — oo gegen Null konvergiert, wird der letzte Ausdruck kleiner
als jedes positive €, wenn nur m hinreichend gro wird. Daher ist {#(*)} eine
Cauchy-Folge mit Grenzwert . Da alle Iterierten wegen der Selbstabbildungs-

eigenschaft in der abgeschlossenen Menge IC bleiben, gehort auch z zu K.

IN

2. Nun weisen wir nach, daf§ x ein Fixpunkt von @ ist. Dazu beachte man
zunéchst, dafl @ (Lipschitz-)stetig ist. Folglich kann man in der Rekursion
1) = @(2) den Grenziibergang k — oo betrachten: Wihrend die linke
Seite gegen x konvergiert, konvergiert die rechte Seite wegen der Stetigkeit von
& gegen @(x). Also ist x = @(x) beziehungsweise x ein Fixpunkt von ¢. Damit
ist die Existenz eines Fixpunkts nachgewiesen.

3. Die Eindeutigkeit des Fixpunkts folgt aus der Kontraktionseigenschaft:
Falls 7 und x zwei Fixpunkte von @ in K sind, ist

l =2 = [[2(z) = 2@)|| < gllz -7

und dies kann wegen ¢ < 1 nur gelten, wenn ||z — || = 0, also z = T ist. Mit
anderen Worten: @ hat in /C nur den einen Fixpunkt ¥ und die Iterationsfolge
{2®) konvergiert fiir jedes (*) gegen 7.

4. Es verbleibt der Nachweis der drei Fehlerabschéitzungen. Die erste Unglei-
chung (a) ergibt sich in &hnlicher Weise wie zuvor die Eindeutigkeit:

l2® — 7| = lo@@"Y) -~ 2@)] < qfa*V -7

Ungleichung (b) folgt leicht aus (7.4): Demnach ist fir m > k

lz — 2B < ¢*

e Ll F

und die Behauptung ergibt sich durch Grenziibergang m — oo. Fiir Unglei-
chung (c¢) schétzen wir die linke Seite von (7.2) mit der umgekehrten Dreiecks-
ungleichung und der Monotonieabschétzung (a) nach unten ab:

L = e e |

> o™ =2 = ¢ lla™ =2 = (1 - q) = — 7.
Eingesetzt in (7.2) folgt daraus auch die letzte Behauptung dieses Satzes.
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Initialisierung: Sei A = M — N mit invertierbarem M

wiihle beliebiges () € K"

for k=1,2,... do
lose Mz(®) = Nz(k=1 4 p
until stop

Algorithmus 7.1: Allgemeine Fixpunktiteration fiir lineare Gleichungssysteme

Der Banachsche Fixpunktsatz 148t sich zur Konstruktion konvergenter Itera-
tionsverfahren fiir die numerische Losung nichtsingulérer linearer Gleichungs-
systeme Ax = b mit A € K™*" und b € K" verwenden: Hierzu wihlt man eine
additive Zerlegung von A,

A=M-N,

wobei M invertierbar sein soll und bringt die Gleichung Az = b auf ,,Fixpunkt-
gestalt”

Mz =Nzx+b  bzw. x=Tr+c (7.5)

mit 7= M~'N und ¢ = M~'b. Die rechte Seite Tx + ¢ von (7.5) entspricht
also der (hier affin linearen) Funktion ®(x) aus Satz 7.1.

Es ist offensichtlich, dafl ein solches Vorgehen nur dann sinnvoll ist, wenn
Gleichungssysteme mit der Matrix M erheblich einfacher zu 16sen sind als
Gleichungssysteme mit A. Zur Konvergenz des resultierenden Algorithmus 7.1
gibt der Banachsche Fixpunktsatz die folgende Auskunft:

Satz 7.2. Ist||-|| eine Norm in IK™*™, die mit einer Vektornorm ||-|| vertrdglich
ist, und ist | M~ N|| < 1, dann konvergiert Algorithmus 7.1 fiir jedes x(© € K"
gegen A~'D.

Beweis. Wir setzen ®(z) = Tx+cmit T = M~'N und ¢ = M~'b. Mit K = K"
ist die Selbstabbildungsvoraussetzung aus Satz 7.1 offensichtlich erfiillt. Ferner
ist wegen der Linearitéat von T

|D(2) = 2(2)|| = [T(x =2 < ITllle - =l

und wegen ||T|| = ||[M~'N|| < 1 ist & somit eine Kontraktion. Nach Satz 7.1
konvergiert die Folge {(*} aus Algorithmus 7.1 daher gegen den eindeutig be-
stimmten Fixpunkt ¥ = 77 + ¢. Aus (7.5) ist offensichtlich, da8  das lineare
Gleichungssystem Ax = b 16st. Umgekehrt ist jede Losung des Gleichungs-
systems ein Fixpunkt von &. Da genau ein Fixpunkt existiert, ergibt sich
hieraus die Invertierbarkeit von A. ]
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Korollar 7.3. Sei A invertierbar und T = M~*N. Dann konvergiert Algo-
rithmus 7.1 genau dann fir jedes z°) € K" gegen T = A~'b, wenn fiir den
Spektralradius o(T) von T die Ungleichung o(T) < 1 erfillt ist.

Beweis. Falls o(T') < 1 ist, existiert eine Norm || - || in K" und eine dadurch
induzierte Norm || - ||. in K™ mit || 7). < o(T) 4+ ¢ < 1, vgl. Aufgabe 1.10.
Damit ergibt sich die eine Beweisrichtung aus Satz 7.2.

Ist umgekehrt o(7") > 1, dann existiert ein Eigenwert A von A mit |[A| > 1 und
zugehorigem Eigenvektor z / = 0. Da = ¥ ein Fixpunkt von T'x + ¢ ist, ergibt
sich fiir (9 = Z + 2 und ein festes k > 1 der Iterationsfehler

e® -7 = TtV p -7 = T2®Y — 77 = T2V - 7)

und durch Induktion folgt

2® 7 = T —3) = TFz = Mz, (7.6)
Wegen ||Aez|| = [A*|z]| > [|z]] > 0 kann 2® also fiir k& — oo nicht gegen
7 = A~ konvergieren. 0

Dem Spektralradius von T = M~'N kommt also bei der Iteration aus Algo-
rithmus 7.1 eine besondere Bedeutung zu: Geméf Korollar 7.3 entscheidet o(T')
iitber Konvergenz und Divergenz. Dariiber hinaus bestimmt der Spektralradius
aber auch noch die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit:

Satz 7.4. Unter den Voraussetzungen von Korollar 7.3 gilt

max limsup |7 — 2™ ||V/* = o(T).

k—o0

Beweis. Wie im Beweis von Korollar 7.3 sieht man sofort anhand eines Eigen-
paars (A, z) von T' mit |A| = o(T) und z /=0, daB

max limsup ||z*) — Z||* > limsup |[T%z||Y* = limsup |A|[|z]|** = o(T).

k—o0 k—o0 k—o0

Unter Verwendung der Norm || - ||. und der induzierten (Matrix-)Norm | - |-
aus dem Beweis von Korollar 7.3 ergibt sich ferner fiir jeden Startvektor x(®)

la® ~ 2. = |THa® ~2)]. < TJE)=® - 7).

Wegen der Aquivalenz aller Normen im K™ existiert daher ein geeignetes ¢, > 0
mit

~ o \1/k o \1/k
[2® =2 < (cella® = Z)) 7" < TN (eell=@ =) )7,
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und die rechte Seite konvergiert gegen ||7'||. fiir & — oo. Folglich ist
o(T) < max limsup [|o® — 7" < ). < oT) +e
x k—o0
und da & > 0 beliebig klein gew&ahlt werden kann, folgt hieraus die Behauptung.
O

Definition 7.5. Aufgrund von Satz 7.4 nennt man o(7") auch den (asymp-
totischen) Konvergenzfaktor der Iteration ) = T2®* =Y + ¢ Die Zahl r =
—log,, o(T) gibt die (asymptotische) Konvergenzrate an.

Als Faustregel kann man sagen, dafl etwa 1/r Iterationsschritte fiir eine zu-
sétzliche signifikante Dezimalstelle des Grenzwerts benotigt werden. Bei dieser
Heuristik ist allerdings Vorsicht angebracht, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 7.6. T bezeichne die sogenannte Shiftmatriz der Dimension n,

0 1 0

T = -
0 1
0 0

Bei einer Matrix-Vektor-Multiplikation 7'z werden alle Eintrédge von x um eine
Position nach oben ,, geshiftet”. Offensichtlich liegt 7" in Jordan-Normalform vor
und man liest unmittelbar den Spektralradius o(T") = 0 ab. Entsprechend ist
r = oo und man wird eine extrem schnelle Konvergenz erwarten (1/r = 0). Ist
jedoch der Ausgangsfehler #(°) — Z = ¢,,, dann ergibt sich aus (7.6)

(n 1) T =T 1( (0)_&,\) _ Tnflen = ey,

das heiflt || Y — 7| = ||#(® — Z|| = 1 sowohl fiir die Euklidnorm, die Ma-
ximumnorm als auch die Betragssummennorm. Mit anderen Worten: In den
ersten n — 1 Iterationsschritten tritt uberhaupt keine Fehlerreduktion auf. Die
Bedeutung der Konvergenzrate ist daher lediglich asymptotischer Natur. O

8 Drei einfache Iterationsverfahren

Das einfachste konkrete Beispiel eines Iterationsverfahrens zur Losung eines
Gleichungssystems Az = b mit A = [a;;] € K"*" und b = [b;] € K" ist vermut-
lich das Gesamtschrittverfahren (oder Jacobi- Verfahren) aus Algorithmus 8.1,
bei dem jeweils die i-te Gleichung nach der i-ten Unbekannten aufgelost wird:

oY = — (=Y el =1 (8.1)
J#i
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Initialisierung: Gegeben sei das Gleichungssystem Az = b mit a;; #0,i=1,...,n
wiihle beliebiges (¥ e K"
for k=0,1,... do % k: Tterationsindex

fori=1,...,ndo
k+1 1 k
o = L (o= S aef?)
" j#i
end for

until stop % end for k

Algorithmus 8.1: Gesamtschrittverfahren

dabei bezeichnet £ den Iterationsindex. Damit das Verfahren durchfiihrbar ist,
miissen alle Diagonaleintrage von A ungleich Null sein.

Aufwand. Es ist einfach zu sehen, daf in jedem Iterationsschritt von Algorith-
mus 8.1 (d. h. fiir jedes k) genau eine Multiplikation oder Division mit jedem
von Null verschiedenen Eintrag von A notig ist. o

Die Frage nach der Konvergenz von Algorithmus 8.1 werden wir auf Satz 7.2
zuriickfithren. Dazu zerlegen wir A in

A=D-L-R, (8.2)

wobei D eine Diagonalmatrix, L eine strikte linke untere und R eine strik-
te rechte obere Dreiecksmatrix ist. Dann kénnen die n Gleichungen (8.1) als
Vektorgleichung

2™ = Db+ (L + R)z™) (8.3)

geschrieben werden. Das Gesamtschrittverfahren entspricht also der Fixpunkt-
iteration aus Algorithmus 7.1 mit M = D und N = L 4 R. Die entsprechende
[terationsmatrix J = M~'N = D Y(L + R) wird Gesamtschrittoperator ge-
nannt.

Bei dem ganz dhnlichen Finzelschritt- oder Gaujf-Seidel-Verfahren (Algorith-
mus 8.2) setzt man in (8.1) alle bereits berechneten Komponenten von z(*+")
auf der rechten Seite ein. Der Aufwand ist somit der gleiche wie beim Gesamt-
schrittverfahren. Dazu der ,Originalton“ von Carl Friedrich Gauf?:

LIch empfehle Ihnen diesen Modus zur Nachahmung. Schwerlich
werden Sie je wieder direct eliminiren, wenigstens nicht, wenn Sie
mehr als zwei Unbekannte haben. Das indirecte Verfahren ldsst sich
halb im Schlafe ausfiihren, oder man kann wdhrend desselben an
andere Dinge denken.“

2aus einem Brief an Gerling aus dem Jahr 1823
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Initialisierung: Gegeben sei das Gleichungssystem Az = b mit a; #0,i=1,...,n
wiihle beliebiges () € K"
for k=0,1,... do % k: Tterationsindex

fori=1,...,n do
*k+1) 1 (k+1) (k)
= = (= Y aay Y = Y ayal?)
" j<i G>i
end for

until stop % end for k

Algorithmus 8.2: Einzelschrittverfahren

Entsprechend zu (8.3) erhélt man die Matrixformulierung des Einzelschritt-
verfahrens, indem man in der Rechenvorschrift fiir 2 i Algorithmus 8.2

%

alle Komponenten von z*+9 auf die linke Seite bringt. Demnach ist

aii$§k+1) + Z aij:r;»k“) = bi - Z aijx§k) s = 1, RN

J<i J>i
das heiBt z(*+1) ergibt sich durch Auflésen des Dreiecksystems
(D — L)z* ) = b+ Rax® (8.4)

Wir haben also wieder eine Fixpunktiteration wie in Algorithmus 7.1, diesmal
mit M =D — Lund N = R; L= (D — L)"'R ist der Einzelschrittoperator.

Eine Anwendung der allgemeinen Theorie des vorherigen Abschnitts liefert das
folgende Konvergenzkriterium:

Satz 8.1. Ist A strikt diagonaldominant, dann konvergieren Gesamt- und Ein-
zelschrittverfahren fiir jeden Startvektor x(0) € IK™ gegen die eindeutige Lisung
von Ax = b.

Beweis. Aufgrund der strikten Diagonaldominanz sind alle Diagonaleintrige
von A von Null verschieden und die beiden Iterationsverfahren wohldefiniert.
Fiir den Konvergenzbeweis wollen wir Satz 7.2 anwenden. Zunéichst betrachten
wir das Gesamtschrittverfahren. Aus der strikten Diagonaldominanz von A
folgt unmittelbar

T o s ayl
[T Nlee = 1D7HL + R)|loc = max ; ] = <1,

JFi

d. h. die Voraussetzung von Satz 7.2 ist fiir die Zeilensummennorm erfiillt.
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Fiir das Einzelschrittverfahren ist der Beweis etwas komplizierter. Wieder grei-
fen wir auf die Zeilensummennorm zuriick und wollen nachweisen, vgl. Aufga-
be 1.6, dafl

[£]loe = max [[Lafle < 1.

ll#lloo=1

Sei also ||z]|o = 1 und ¢ wie zuvor definiert. Die einzelnen Komponenten y; von
y = Lz ergeben sich aus Algorithmus 8.2 mit b =0, 2*) = z und y = 2*+1):

Z aijy; — Z a,jxj (8.5)
7<i >t

Wir zeigen nun induktiv, daf |y;| < ¢ < 1 fir alle ¢ = 1,...,n gilt: Hierzu
schétzen wir in (8.5) |y;| mit der Dreiecksungleichung und der Induktionsan-
nahme wie folgt ab:

il = 1+ > lagllesl) < ZI%IHZI%III:EIIOO
j<’L 7> J<i >t
= |a | Z|%’+Z\% <4
i j<i J>i
Hieraus folgt ||y||co < ¢ und somit ist ||£]|« < g. 0

Beispiele. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

2 0 1 1 1
A=11 —4 1|, b= 4|; dieLosunglautet == |[—1
0 —1 2 -1 —1

Man beachte, dal A strikt diagonaldominant ist. Aus dem Beweis von Satz 8.1
ergibt sich der Kontraktionsfaktor ¢ = 1/2 beziiglich der Zeilensummennorm.
Fiir den Startvektor z(© = [1,1,1]7 ist ||#(® — Z||.c = 2, und nach einer
[teration haben wir bei dem

e Gesamtschrittverfahren: ' J =[0,—1/2,0]" mit Fehler ||:Ef71) —Z|eo = 1;

e Einzelschrittverfahren: x(l) [0, —3/4, —7/8]" mit Fehler Hx(ﬁl) — Tl =1.
Beziiglich der Maximumnorm wird der Fehler also tatséchlich in beiden Fallen
genau um den Faktor g reduziert. Anhand der einzelnen Komponenten erkennt

man aber auch, dafl die Iterierte des Einzelschrittverfahrens geringfiigig besser
ist.

Als zweites Beispiel betrachten wir das 16-dimensionale Gleichungssystem (3.5)
aus Abschnitt 3. Fiir dieses Gleichungssystem divergiert das Jacobi-Verfahren,
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denn die Matrix J besitzt einen Eigenwert A ~ —1.1082 auflerhalb des Ein-
heitskreises. Das Gaufl-Seidel-Verfahren hingegen konvergiert: Alle Eigenwerte
des Einzelschrittoperators £ liegen innerhalb des Einheitskreises und der Spek-
tralradius o(L£) liegt ungefihr bei 0.9520. Dies deutet jedoch auf eine langsame
Konvergenz hin (vgl. Satz 7.4). Tatsdchlich benétigt das Verfahren 94 Itera-
tionen, um den relativen Fehler |7 — x||2/||Z||2 unter 1072 zu driicken. o

Obwohl sich Beispiele konstruieren lassen, fiir die das Gesamtschrittverfahren
iiberlegen ist, konvergiert das Einzelschrittverfahren hiufig schneller als das
Gesamtschrittverfahren. Fiir spezielle Matrizen A lassen sich derartige Ver-
gleiche prizisieren. Im folgenden soll ein solcher Vergleich fiir Matrizen der
Form

I -B* nxn
A_[_B I} cK (8.6)

mit B € KP* 0 < p,q < n, p+ g = n, exemplarisch vorgefithrt werden. Im
vorliegenden Fall ist D = I und

00 0 B*
[y w=p 7

Daher ergeben sich fiir Einzel- und Gesamtschrittverfahren die Iterationsma-

trizen
-1
I 0 0 B* I 0] |0 B* 0 B*
e N A P e A
sowie
[0 B s [B*B 0
J = {B 0 und daher J = [ 0 BB*] (8.8)

Lemma 8.2. Es sei X € KP* Y € K™ und Z € K" mit p,q,n € N.
Dann gilt:

(@) o(XY)\ {0} = o(YX)\ {0}
(b) o(Z*)={N: Neoa(Z)}.

Beweis. (a): Ist A € o(XY) \ {0}, dann existiert ein Eigenvektor v /= 0 mit
XYu=Au /= 0. Daher ist auch=Yu /=0 und es gilt

YXv=Y(XYu)=Y(A\u) =A\Yu=Xv;

folglichist A € o(Y' X)) und o(XY)\{0} C o(Y X). Mit dem gleichen Argument
sieht man auch, dafl (Y X) \ {0} C o(XY).
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(b): Ist A\ € 0(Z), dann existiert x # 0 mit Zz = Az, und damit ergibt sich
Z%r = Z(A\x) = NZx = Nx. Also ist \? € o(Z?). Ist umgekehrt u € o(Z?)
und sind +\ die beiden (ggf. komplexen) Wurzeln von p, dann gilt

0 = det(Z*> — pl) = det((Z — M )(Z + A)) = det(Z — N)det(Z + \).
Daher ist entweder A oder —\ im Spektrum von Z, was zu zeigen war. ]

Nun konnen wir Gesamt- und Einzelschrittverfahren fiir Matrizen der Form
(8.6) vergleichen:

Satz 8.3. Hat A die Gestalt (8.6), dann gilt o(L) = o(J)?>.
Beweis. Nach (8.7) gilt

0 DBB*—M\
= det(—AI) det(BB* — X) = (=\)? det(BB* — \I).
Also ist 0(£) = {0} Uo(BB*) und o(L) = o(BB").

Andererseits ist wegen (8.8) und Lemma 8.2 (a)

det(£ — \I) = det [_M B ]

o(J? = o(BB*) gef. zuziiglich des Eigenwerts 0,

so daB nach Lemma 8.2 (b) die Gleichungskette o(J)? = o(J?) = o(BB*) =
o(L) giiltig ist. 0

Mit anderen Worten (vgl. Korollar 7.3 und Satz 7.4): Fiir Matrizen der Form
(8.6) ist entweder o(J) < 1 und sowohl das Gesamt- als auch das Einzelschritt-
verfahren konvergieren oder es ist () > 1 und beide Verfahren divergieren;
im konvergenten Fall braucht das Einzelschrittverfahren fiir eine vorgegebene
Genauigkeit — grob gesprochen — nur halb so viele Iterationen wie das Gesamt-
schrittverfahren.

Wir erwéhnen schliefilich noch ein drittes Verfahren, das symmetrische Gaufs-
Seidel-Verfahren fiir hermitesche Matrizen. Bei dieser Variante des Einzel-
schrittverfahrens werden die einzelnen Gleichungen des Systems Ax = b zu-
néchst von oben nach unten und dann wieder von unten nach oben durchlau-
fen. Bei jedem Durchlaufen der i-ten Gleichung wird die Komponente z; der
Néherungslosung entsprechend aktualisiert:

kt1/2) 1 (k+1/2) (k) .
= G0 e =S ), i= o,
J<t >t

1
ot = — (b - Z aiﬂg’kH/Q) - Z aijxﬁ'kﬂ)) , t=m. 1

a..
w j<i >0
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Da A hermitesch sein soll, ist L = R*, und entsprechend zu (8.4) ergibt sich
die Matrixnotation

(D — R*)z* /2 = p 4 Ra®) | (8.9a)
(D — R)z™ ) = p 4 Rrgk+1/2) (8.9b)

dieses Verfahrens. Durch Multiplikation von (8.9b) mit (D — R*)D~! ergibt
sich
(D . R*)D—I(D _ R)x(k—&-l) — (D _ R*)D—lb + (D . R*)D_IR*x(kJ"l/Q)
= (D- R*)D*ler (D — R*)DA(R* . D>$(k+1/2) +(D - R*>x(k+1/2)

(8.92) (D - RYD b~ (D—R)D'b— (D — R*)D_le(k) + b+ Rx®
= b+ R'D'Rz®.
Mit
M=(D-R)YDY(D—-R) und N=RD'R (8.10)

erhalten wir somit aus (8.9) die Iterationsvorschrift
Mz® ) = Nz® 4 p
wobei M und N die Bedingung
M—-N=DDYD-R —RD'D=D-R-R = A

erfiillen. Wenn die Diagonaleintrage von A allesamt von Null verschieden sind,
sind die Diagonalmatrix D, die Dreiecksmatrizen D — R* und D — R und
somit auch M invertierbar. Das symmetrische Gauf-Seidel-Verfahren pafit also
ebenfalls in das allgemeine Schema des Algorithmus 7.1.

Aufwand. Niethammer [76] bemerkte, dafl das symmetrische Gau3-Seidel-Ver-
fahren so implementiert werden kann, dafl der Aufwand der gleiche ist wie fiir
das Gesamtschrittverfahren und das Einzelschrittverfahren und im wesentli-
chen pro Iteration einer Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Matrix A ent-
spricht. Hierfiir miissen lediglich die Vektoren R*z**+1/2) und Rx*+1) zwischen-
gespeichert werden, da sie in dem jeweils darauffolgenden Iterationshalbschritt
von (8.9) bendtigt werden, vgl. Algorithmus 8.3. O

Satz 8.4. Sei A= D — R— R* € K™ hermitesch und positiv definit. Dann
konvergiert das symmetrische Gauf-Seidel-Verfahren (8.9).
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Initialisierung: Gegeben sei das Gleichungssystem Az = b mit a;; #0,i=1,...,n

wiihle beliebiges z(¥) e K"

fori=1,...,ndo
o .0
v;= Y, aijT;
J>i
end for

% mnun gilt v = —Rz(©®
for k=0,1,... do % k: Iterationsindex
fori=1,2,...,n do
k
w; = Z a”l-S +1/2)
i<t
k+1/2
I’( Y~ (bi —vi —w;)/az;
end for
% nun gilt w = —R*x(*+1/2)
fori=nn—-1,...,1do
k
V; = Z aij$§' +1)
Jj>i
k
25D = (b — v; — w;) Jas;
end for
% nun gilt v = —Rz(F+D)

until stop % end for k

Algorithmus 8.3: Symmetrisches GauB-Seidel-Verfahren

Beweis. Da A positiv definit sein soll, sind alle Diagonaleintrage von A positiv
und das symmetrische Gau3-Seidel-Verfahren ist wohldefiniert. Der Iterations-
operator des symmetrischen Gau-Seidel-Verfahrens ist durch & = M~*N mit
M und N aus (8.10) gegeben. Wir definieren nun die Diagonalmatrix D~'/2,
deren Diagonaleintriage gerade die Quadratwurzeln der entsprechenden Eintré-
ge von D! sind, das heifit es gilt

D7D =Dt und DM =D7'2
Aus (8.10) folgt hiermit die Cholesky-Zerlegung von M:

M=UU mit U=D"Y*D-R). (8.11)
Wir betrachten nun die Matrix

USU = UM'NU ' = UU'U*NU' = U*NU',  (8.12)

die sich durch eine Ahnlichkeitstransformation von S ergibt und somit die
gleichen Eigenwerte wie S besitzt. Wegen (8.12) ist USU ™! hermitesch und
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zudem positiv semidefinit, da nach (8.12) und (8.10)

t*USU e = 2*U*R*D'RU 'z = |[D7V2RU'z||2 > 0
fiir jedes # € K". Sei nun x mit ||z||» = 1 ein Eigenvektor von USU~! zum
Eigenwert A. Dann ist A > 0 und

A =2 USU e = *UNU e = 2*U (M — A)U 'z

= 1— (U 'a)"AU 'z,

und da A positiv definit ist, mufl A echt kleiner als Eins sein. Somit ist

o(S) = o(USUY) C [0,1),
und die Behauptung folgt aus Korollar 7.3. ]

Beispiel. Da die Steifigkeitsmatrix im Gleichungssystem (3.5) symmetrisch
und positiv definit ist (vgl. Aufgabe 1), kann das symmetrische Gaufl-Sei-
del-Verfahren zur Losung dieses Gleichungssystems angewendet werden. Der
Spektralradius o(S) ~ 0.9533 der Iterationsmatrix ist geringfiigig schlechter
als der des Einzelschrittoperators; fiir zwei Dezimalstellen Genauigkeit braucht
das symmetrische GauB-Seidel-Verfahren entsprechend etwa zwei Iterationen
mehr. O

9 Das Verfahren der konjugierten Gradienten

Zum Abschlufl dieses Kapitels behandeln wir das vermutlich effizienteste Ite-
rationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme Az = b, deren Koeffizienten-
matrix A € K™*" hermitesch und positiv definit ist; der Einfachheit halber
beschrinken wir uns dabei auf reelle (symmetrische) Matrizen.

Das besagte Verfahren l&8t sich nicht in das allgemeine Schema aus Abschnitt 7

einordnen. Statt dessen betrachten wir das quadratische Funktional
1
&(z) = Eaz*Ax — z'b, x e R".

Analog zu Beispiel 6.1 in Abschnitt 6 folgt fiir 7 = A1, da8l
1
D(x) —d(T) = —ax"Ax—2'b — 3 AT+ T

(z — B)*A(z — B) + 27 AT — 3* AT — 2*b + &b

N — DN =N~

(x —2)"A(x —7) > 0. (9.1)
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Da A positiv definit sein soll, hat das Funktional @ ein eindeutiges Minimum
an der Stelle x = 7.

Definition 9.1. Ist A € R™*" hermitesch und positiv definit, dann wird durch
|z||a = Va*Ax | r e R",

eine Norm in R" definiert, die sogenannte Energienorm. Zu der Energienorm
gehort ein Innenprodukt (vgl. Abschnitt 31), ndmlich

(x,y)a = z*Ay,  z,yeR".

Beispiel. Den Begriff der Energienorm und die Bedeutung des Funktionals @
erliutern wir anhand des Mechanikbeispiels aus Abschnitt 3. Um einen Stab
der Lénge [ aus diesem Tragwerk auf die Lange [+ d zu strecken (bzw. zu stau-
chen, falls d < 0 ist), wird Energie benttigt: Anteilig muf fiir die infinitesimale
Dehnung des Stabs von der Liange [ + s auf [ + s + ds die Arbeit (definiert als
Kraft - Weg)

AW = fds

geleistet werden. Hierbei ist f = ns/l durch das Hookesche Gesetz (3.2) gege-
ben. Integration iiber s ergibt dann die Arbeit fiir die vollstindige Langenan-

derung:
W= /dW /fds—/n ds = L& :QdQ.
2 21

Durch Summation iiber alle Stédbe des Tragwerks erhalten wir aus (3.4) mit
der Notation aus Abschnitt 3 die Gesamtarbeit

18
_n 12 N owr—1; N & —1 o, _ 1 *
Pl—gkgllk d —§dL d—§.’lﬁ' FEL EZL'—§£L' Al’,

die fiir eine Verschiebung x des Tragwerks bendtigt wird. Diese Arbeit ist
danach als potentielle Energie in dem deformierten Tragwerk gespeichert.

In Gegenwart dulerer Kréfte ist ein weiterer Term in die Energiebilanz auf-
zunehmen: Wirkt ndmlich auf das Gelenk z; die &uflere Kraft p;, so wird bei
der Verschiebung des Gelenks um ein infinitesimales Wegstiick dx; die Energie
pidx; frei, beziehungsweise ist die Arbeit —p}dx; aufzuwenden. Integration und
anschheﬁende Summation iiber alle Gelenke fithren auf die Arbeit

8

* *

- E p;ri = —px
=1
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Hieraus resultiert insgesamt der Zuwachs
1 * *
Px) =P+ P = 2% Ax —p'x

der potentiellen Energie des Tragwerks bei einer Verschiebung z. Dies ent-
spricht gerade dem Wert des Funktionals &.

Wie wir eingangs gesehen haben, minimiert die Losung ¥ des Gleichungssy-
stems Ax = p das Funktional @. Nach Abschnitt 3 ist Z der Verschiebungsvek-
tor des Tragwerks, der sich unter dem Einflufl der dufleren Kraft p einstellt.
Physikalisch bedeutet dies nichts anderes, als daf3 diejenige Verschiebung re-
sultiert, die die totale potentielle Energie des Tragwerks minimiert. Der Mini-
malwert dieser Energie ist {ibrigens

P(F) = jT"AT —p'% = 5 T"AT — (AB)'T = JT"AT - T"AT = — T°AT,

also negativ. Aus diesem Grund verdndert das Geriist bei Einflufl der Schwer-
kraft | freiwillig” seine Form. o

Aufgrund unserer Uberlegungen ist die Abweichung (9.1) des Funktionals &
von seinem Minimum,

Ba) ~ B(F) = 5 (0~ DAl —7) = ¢ o~ 73, (92

ein gut geeignetes Fehlermaf fiir den Abstand zwischen x und z. Geometrisch
bedeutet (9.2), daf der Graph der Funktion @ beziiglich der Energienorm ein
kreisformiges Paraboloid ist, dessen Mittelpunkt iiber 7 liegt.

Es liegt nun nahe, iterative Verfahren zur Approximation von Z so zu kon-
struieren, dafl das Funktional @ sukzessive minimiert wird. Konkret gehen wir
dabei folgendermaBen vor: Zu der aktuellen Iterierten z*) bestimmen wir ei-
ne ,,Suchrichtung® d®) # 0 und wihlen im nichsten Schritt die neue Iterierte
z*+D iiber den Ansatz

g ® D = ) gk (9.3)
In Abhéngigkeit von o nimmt dann das Funktional den Wert
1
O(z®) + ad®) = &(z®)) 4+ a d®* Ax® + 5 2d®*Ad® — ad®*p  (9.4)

an, und durch Differentiation nach « erhélt man die Schrittweite ay, fiir die
dieser Wert minimal wird, ndmlich

(k)% g(k)

_ ® A
= Jweagw T = b AT (9.5)

(67
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Niveaulinien von &

£+

Abb. 9.1:
Skizze in der || - ||4-Geometrie: dF1) ist
d(k+1) die optimale Suchrichtung

Dabei ist der Nenner ungleich Null, da A positiv definit sein soll.

Offen in diesem Schema ist noch die Wahl der jeweiligen Suchrichtung. Aus
der Darstellung (9.4) von @(z® +ad®) errechnet sich die Richtungsableitung

9 * Co(a® + ad®) — a(z®
50® &) = grad®(z®))*a®) = ilil}) ( o )
= d®*(Az® —p).

Demnach ist
grad &(z) = Az —b

der Gradient von @ im Punkt x. Der negative Gradient, der die Richtung des
steilsten Abfalls von @ angibt, stimmt mit dem Residuum {iberein. Das Resi-
duum muf jedoch nicht unbedingt die bestmdogliche Wahl fiir die Suchrichtung
sein.

Um dies zu erlautern, sei auf Abbildung 9.1 verwiesen, in der die Hohenlinien
von @ in der durch d*) und r*+) aufgespannten Ebene dargestellt sind. Diese
Skizze bezieht sich auf die Geometrie, die durch die Energienorm erzeugt wird.
In dieser Geometrie sind die Niveauflichen von & gerade Kugeloberflichen
mit Zentrum 7, vgl. (9.2). Die Niveaulinien in der dargestellten Ebene sind
also konzentrische Kreise und der gemeinsame Mittelpunkt dieser Kreise ist
die Minimalstelle von @ iiber dieser Ebene. Als neue Suchrichtung bietet sich
daher der Vektor d**V) an, der in dieser Ebene liegt und (beziiglich des Energie-
Innenprodukts) senkrecht zu d®) ist. Man beachte hierbei, da die Gerade
z® +ad®, o € R, im Punkt 21 eine Hohenlinie beriihrt; dies folgt aus der
Minimaleigenschaft des entsprechenden Parameters ay. Die Wahl der néchsten
Schrittweite a1 geméf (9.5) fithrt dann automatisch im néchsten Schritt in
den Kreismittelpunkt.
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Dies ergibt den Ansatz
AR = D g g®) it (@B g8y, =0, (9.6)

Die resultierende Bedingung fiir 5, lautet

(kD)% 4 700)

P = AF* Ad®)

(9.7)
Die Definitionen (9.5) und (9.7) sind nur wohldefiniert, wenn d*) ungleich Null
ist. Aus (9.6) sieht man aber, daf d®) nur Null werden kann, wenn r*) und
d*=1 linear abhingig sind. Da d*~1) tangential zur Niveaufliche von @, also
(beziiglich des euklidischen Innenprodukts) orthogonal zum Gradienten r*)
ist, kann dies nur dann der Fall sein, wenn r®) = 0 ist, also mit z® = Z die

Losung erreicht wurde. Solange also () # 7 ist, ist der durch die Anweisungen
(9.3) bis (9.7) definierte Algorithmus wohldefiniert.

Wegen der speziellen Orthogonalititsbedingung (d**+D d®), = 0 aus (9.6)
nennt man die Suchrichtungen auch zueinander A-konjugiert und spricht aus
diesem Grund vom Verfahren der konjugierten Gradienten oder kurz CG-
Verfahren (engl.: conjugate gradients).

Entscheidend an diesem Verfahren ist eine Optimalitdtseigenschaft (Satz 9.5),
die wir im weiteren herleiten.

Lemma 9.2. Sei 20 ein beliebiger Startvektor und d© = r© = b — Az,
Wenn o ®) 47 fir k=0,...,m, dann gilt

(a) rm*ql) =0 firalle 0<j<m,
(b) rmpl) =0 fiir alle 0<j<m,
(c) (d™ d9Yy =0 firalle 0<j<m.
Beweis. Fiir k> 0 gilt Az®*+D) = Az®) + 0, Ad® und somit ist
T(k+1) _ T(k) o OzkAd(k) ’ kE>0. (9.8)

Daher bewirkt die Wahl (9.5) fur ay, da8
pEED* R — (20— 0 AdR ) a®) = ¢ B*g®) o qa®*Ad® = 0. (9.9)

Nach dieser einleitenden Beobachtung fithren wir den Rest des Beweises durch
Induktion iiber m.

m=1:

Setzt man k = 0 in (9.9), dann entspricht dies der Behauptung (a) fiir m =1
und wegen 79 = d© zudem der Behauptung (b). Fiir m = 1 folgt schlieBlich
auch Behauptung (c¢) aus dem Konstruktionsprinzip (9.6) mit & = 0.
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m—m+1:

Im Induktionsschritt nehmen wir an, dafl alle drei Aussagen in der genannten
Form fiir alle m < 7 richtig sind und beweisen nun ihre Giiltigkeit fiir m =
m + 1. Dann folgt zunichst ™ D*d™ = 0 aus (9.9). AuBerdem ergibt (9.8)
zusammen mit den beiden Induktionsannahmen (a) und (c)

PTG = M gl) _ 0 (d™ gy, — 0, 0<j<m.

Folglich gilt (a) fiir m + 1 anstelle von m.
Wegen (9.6) ist 7)) = dU) — 8, 1dV=Y fiir 1 < j < m und r® = d©; daher
folgt Behauptung (b) aus (a).

Die Aussage (¢) mit j = m und m = m + 1 folgt unmittelbar aus der Kon-
struktion von d**1) | vgl. (9.6). Fiir j < m ergibt sich aus (9.6) und der Induk-
tionsannahme die Darstellung

(T g0y, — (D GOy 4 B (@ gy, — D AG)
Ersetzt man hier AdY) mit Hilfe von (9.8), dann folgt
a (dTD | 40y, = pEEG) e ) ) < o<

und die rechte Seite ist Null aufgrund der bereits bewiesenen Behauptung (b).
Damit bleibt fiir den Nachweis von (¢) lediglich noch zu zeigen, dal o # 0
ist. Nehmen wir an, a; wire Null: Wegen (9.5) ist dies gleichbedeutend mit
r()*d0) = 0 und aus (9.6) folgt dann mit der Induktionsannahme

0 = r@*(r0) +ﬂj_1d(j’1)) — p@)x0) —&—ﬂj_lr(j)*d(j’l) = ||r9|?
fiir 0 < j < m beziehungsweise

0 = r@xg0) — ,(0)x,.(0) _ HT(O)Hg

fir j = 0. In jedem Fall ergibt dies also ) = 0 im Widerspruch zu =) # Z.
Somit ist a; # 0 und (™D dW) 4 = 0 fiir alle 0 < j < m + 1. Damit ist der
Induktionsschlufl vollstdndig bewiesen. 0

GeméiB Lemma 9.2 (¢) sind also alle Suchrichtungen paarweise A-konjugiert.
Ferner sind nach Lemma 9.2 (b) alle Residuen linear unabhéngig (alle Ortho-
gonalsysteme sind linear unabhéngig) und daher ergibt sich nach spétestens n
Schritten ™ = 0, also ™ = Z.

Korollar 9.3. Fir A € R™" hermitesch und positiv definit findet das CG-
Verfahren nach hichstens n Schritten die exakte Losung 2™ = Z.
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Abb. 9.2: Tterationsfehler des CG-Verfahrens bei dem Mechanikbeispiel

Beispiel. Wendet man das CG-Verfahren auf das Gleichungssystem (3.5) fiir
die Verschiebungen des Briickentragwerks an, so beobachtet man eine sehr
schnelle Konvergenz. In Abbildung 9.2 ist der relative Fehler ||7—z®||5/||Z] 2
iitber dem Iterationsindex k aufgetragen. Korollar 9.3 besagt, dafl das Verfahren
nach maximal 16 Iterationen die exakte Losung berechnet hat. Tatsdchlich ist
bereits nach nur acht Iterationen der Verschiebungsvektor  bis auf Maschinen-
genauigkeit berechnet. Zum Vergleich: Das GauB-Seidel-Verfahren benotigt 94
Iterationen fiir einen relativen Fehler von lediglich 1072, das Jacobi-Verfahren
konvergiert gar nicht. O

Wie dieses Beispiel zeigt, ist das Ergebnis von Korollar 9.3 in der Praxis nur
von eingeschrinkter Bedeutung, da das CG-Verfahren in erster Linie iterativ
eingesetzt wird und hierbei oftmals nur mit wesentlich weniger als n Iterati-
onsschritten effizient ist. Zudem gehen die Orthogonalitéitseigenschaften aus
Lemma 9.2 mit zunehmender Iterationsdauer aufgrund von Rundungsfehlern
verloren, so dafl Korollar 9.3 fiir die Praxis nicht mehr relevant ist.

Fiir die Interpretation des CG-Verfahrens als iteratives Verfahren ist die fol-
gende Optimalititseigenschaft von groferer Bedeutung.

Definition 9.4. Sei A € K" und y € IK". Dann heifit der Untervektorraum
Ki(A,y) = span{y, Ay,..., A" 'y}
Krylov-Raum der Dimension k von A beziiglich y.

Satz 9.5. Sei A € R™™ hermitesch und positiv definit, d® = r© und %) /2
die k-te Iterierte des CG-Verfahrens. Dann gilt

™ € 2@ 4 (A, ) (9.10)
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und ™ ist in diesem affinen Raum die eindeutige Minimalstelle der Zielfunk-
tion .

Beweis. Wir beweisen zunéichst induktiv, dafl
d9 € span{r@® ... U} =0, k—1. (9.11)

Fiir 7 = 0 ist dies offensichtlich erfiillt und der Induktionsschlufl ergibt sich
sofort aus (9.6). Somit ist span{d®,... d* 1} C span{r®, ... r*=D} und
solange ¥} / = ist, folgt aus Lemma 9.2, daB beide Systeme {dY}*~} und
{r(j)}f;é linear unabhéngig sind. Demnach ist

span{d®, ... d* Y} = span{r® .. rED}, (9.12)

Wegen (9.3) gilt ferner

k—1
z®) = 2O 4 Z a;d9 € 2O fspan{r® . kDY
=0

Nun zeigen wir induktiv, daf
r) e span{r®, ... A7} j=0,...,k—1.

Fiir j = 0 ist dies sicher richtig. Beim Induktionsschlufl |7 — 1 — j* gilt
zunéchst wegen (9.11) und der Induktionsannahme die Beziehung

A0 € span{r®, . rUV} C span{r®,. . 41O},

und aus (9.8) ergibt sich wiederum mit der Induktionsannahme die gewiinschte
Inklusion

r@) = U= — ;1 AdYY € span{r® Ar©® . A0},
Demnach ist

span{r(o), o ,r(’ffl)} C span{r(o), Ar©@ 7Akflr(o)} :

und da die aufspannenden Vektoren {r(j)}fgé ein Orthogonalsystem bilden,
hat die Menge auf der linken Seite die maximal mogliche Dimension k. Also

stimmen die beiden Mengen iiberein und wegen (9.12) haben wir somit

span{d®, ... d* DV} = span{r®@ ... r* D} = (A4, r D). (9.13)
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Aus Korollar 9.3 folgt schliellich die Existenz eines Iterationsindex m < n, fiir
den

m—1
7= 2t = 204 3 a0
7=0

gilt (m muf nicht unbedingt mit n {ibereinstimmen). Demnach ist
m—1
7 2® = 5 a0
=k

und fiir ein beliebiges anderes Element 2 € () 4 ICp.(A, 7)) gilt wegen (9.13)

k-1
For=7—a® 42—z =5 -2® 43" 5d0
=0
k—1 m—1
— Z(de(j) + Z a;dV)
j=0 J=k

fiir gewisse 0; € R. Da die Suchrichtungen nach Lemma 9.2 (¢) A-konjugiert
sind, folgt daher aus dem Satz von Pythagoras (vgl. ggf. Satz 31.6)

k—1

~ 1 N 1 N 1 52

Ba)~#(F) = Le-F = 31 35+ 5|2 6|

2 2 2 =0
= )
= o(=M) - d(7) + 5 1> 6;d9 |7 -
=0

Demnach ist ¢(x) > &(z¥)) mit Gleichheit genau fiir z = z*. 0

Fiir eine Implementierung des CG-Verfahrens sollte man nicht die oben be-
stimmten Gleichungen (9.5) und (9.7) fiir o und Fj verwenden, sondern die
folgenden Darstellungen (9.5") und (9.7'), die etwas stabiler sind.

Fiir die Herleitung dieser alternativen Formeln beachte man, dafl aufgrund von
Lemma 9.2 (a) und (9.6)

0 6) — B2 (8) g )= gh1) (k)

gilt. In (9.5) eingesetzt, ergibt sich somit

_ ™I :
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Initialisierung: A € R™*™ sei hermitesch und positiv definit
wiihle beliebiges 2(0) € R™
r® =p— Az 4O = 0
for k=0,1,2,... do
ay = ||r®)||2 / dB*Ad*) % Ad® fiir spiter abspeichern

241 = 500 o, q(k)
p+D) = () o Ad(R)

Br = ||r®t)3 / || H2 % ||r®* 1|2 fiir spiter abspeichern
dk+1) — (k1) o B d)

until stop % end for

Ergebnis: 2 ist die Approximation von A~'b, () = b — Az(*) das zugehorige Residuum

Algorithmus 9.1: Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren)

Entsprechend ist wegen (9.8) und Lemma 9.2 (b) sowie (9.5')

RS R (T(k-&-l)*r(k) B ) L [+ |2

Qg ay;

2

anstelle von (9.7) verwendet man daher die Formel
Ir® D13
Ir ™13

Br = (9.7)

In Algorithmus 9.1 sind diese Ergebnisse zusammengefaft.

Aufwand. Abgesehen von den beiden zu berechnenden Innenprodukten mit
Aufwand O(n) wird lediglich eine Matrix-Vektor-Multiplikation (Ad®) in je-
dem Iterationsschritt benotigt. Unter der Voraussetzung, dafi A deutlich mehr
als n von Null verschiedene Eintriage besitzt, ist der Aufwand des CG-Verfah-
rens daher im wesentlichen der gleiche wie fiir Gesamt- und Einzelschrittver-
fahren. O

Bemerkung 9.6. Die Eigenschaften des CG-Verfahrens {ibertragen sich aus-
nahmslos auch auf komplexe (hermitesche) Matrizen, also K = C. In diesem
Fall wird das Funktional

1 1 1
O(x) = §x*Ax — Rex™ = 3 lz — 2|4 — EA"AE (9.14)

fiir € C™ minimiert (vgl. Beispiel 6.1 fiir eine entsprechende Vorgehensweise).
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Abb. 9.3: Konvergenzverlauf des CG-Verfahrens

Leider gibt es bislang kein Verfahren fiir Gleichungssysteme mit nicht hermite-
schen Matrizen, das dhnliche Konvergenzeigenschaften wie das CG-Verfahren
besitzt und genauso effizient implementiert werden kann. Mindestens eine die-
ser beiden Eigenschaften geht bei den bislang bekannten Verfahren verloren.
Beispielhaft werden wir in Abschnitt 16 das GMRES-Verfahren vorstellen:
Das GMRES-Verfahren besitzt dhnliche Konvergenzeigenschaften wie das CG-
Verfahren, ist aber wesentlich aufwendiger zu implementieren. o

Beispiel 9.7. Anwendungsbeispiele fiir das CG-Verfahren ergeben sich bei
der numerischen Losung elliptischer partieller Differentialgleichungen, vgl. Ka-
pitel XVI. Als typisches Modellproblem fiir derartige Gleichungssysteme soll
hier das System Ax = b aus (93.11) herangezogen werden, bei dem A die
spezielle (Block-)Form

c -1 4 -1

besitzt. Es sei erwédhnt, dafl die Komponenten des Losungsvektors  Ndherun-
gen fiir die Funktionswerte der Losung u : [0, 1]*> — R der Differentialgleichung
sind. Fiir eine gute Approximation der Losung mufl das Problem hinreichend
fein diskretisiert werden. Entsprechend grof§ wird die Matrix A: Im vorliegen-
den Fall werden 99 x 99 Funktionswerte von u gesucht, so dal A die Dimension
9801 x 9801 besitzt.

Abbildung 9.3 zeigt den Konvergenzverlauf des CG-Verfahrens, angewandt auf
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ein Gleichungssystem mit dieser Matrix und der vorgegebenen Lésung T mit
den entsprechenden Funktionswerten von

u(&,m) =1 —En(l —n).

Da die Losung bekannt ist, kann neben der Konvergenz der Euklidnorm des
Residuums b — Az®) auch die des Fehlers z*) — 2 dargestellt werden. Zum
Vergleich seien auch die Ergebnisse der drei Verfahren des vorigen Abschnitts
nach 100 Iterationen angefiihrt (Startvektor ist jeweils 2(%) = 0):

100 Iterationen rel. Fehler rel. Residuum
Jacobi 0.9514 0.9207
GauB-Seidel 0.9053 0.8679
symm. Gauf-Seidel 0.8216 0.7807

Wie man sieht, sind diese Verfahren bedeutend langsamer, wobei das symme-
trische GaufB-Seidel-Verfahren noch am besten abschneidet. Fiir das Jacobi-
und das Gauf-Seidel-Verfahren konnen die asymptotischen Konvergenzfakto-
ren ¢ ~ 0.9995 bzw. ¢ =~ 0.9990 in diesem Beispiel explizit angegeben wer-
den. Der Konvergenzfaktor des symmetrischen Gauf3-Seidel-Verfahrens ist et-
was geringer, namlich ¢ ~ 0.9980. Zum Vergleich: Nach 100 Iterationen des
CG-Verfahrens ergibt sich ein ,mittlerer Konvergenzfaktor ¢ ~ 0.8897, der
durch die Gleichung

1209 =22 = ¢ C|2© — Z|,
definiert wird. o
10 Prikonditionierung

In Abschnitt 35.3 (Satz 35.7 und der daran anschlieende Absatz) werden wir
sehen, dafl der Iterationsfehler des CG-Verfahrens durch eine obere Schranke
O(¢*) mit

qg~1-2 condz_l/Q(A) (10.1)

abgeschétzt werden kann. Fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfah-
rens ist die Kondition der Koeffizientenmatrix A also ein entscheidender Pa-
rameter: In der Regel ist die Konvergenz um so langsamer, je schlechter A
konditioniert ist.

Wiéhrend dies fiir die Praxis durchaus einen brauchbaren Anhaltspunkt liefert,
ist die Abschdtzung (10.1) nicht immer scharf: Abbildung 9.3 zu Beispiel 9.7
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weist beispielsweise auf einen mittleren Konvergenzfaktor ¢ zwischen 0.89 und
0.93 hin, obwohl der Schitzwert (10.1) den deutlich schlechteren Konvergenz-
faktor ¢ ~ 0.9686 ergibt (mit ¢ anstelle von § wiren mehr als doppelt so
viele Tterationen fiir die gleiche Genauigkeit nétig). In diesem speziellen Fall
héngt die unerwartet schnelle Konvergenz mit der speziellen rechten Seite b
des Gleichungssystems zusammen, vgl. Aufgabe 16.

Bei Werten von ¢ nahe bei Eins kann die Konvergenz unter Umsténden durch
eine sogenannte Prdkonditionierung beschleunigt werden. Hierzu transformiert
man das Gleichungssystem Ax = b zunichst in ein geeignetes dquivalentes
System

M 'Az =M, (10.2)

wobei die Matrix M € R™ "™ hermitesch und positiv definit sein muf}. Im
allgemeinen ist zwar M ~'A nicht hermitesch, aber mit der entsprechenden
Cholesky-Zerlegung M = LL* ist das Gleichungssystem (10.2) seinerseits zu
dem System

LYAL ™z =L"", x=L"z, (10.3)

dquivalent. Die Koeffizientenmatrix L' AL™* aus (10.3) ist hermitesch und
positiv definit, denn fiir ein beliebiges z € R™ und x = L™*z gilt

SLTYAL 2 = 2" Ax > 0

mit Gleichheit genau fiir x = 2z = 0. Folglich kann das CG-Verfahren zur Lo-
sung des Gleichungssystems (10.3) angewendet werden. Wird die Matrix M
so konstruiert, da8 die Konditionszahl von L='AL™* kleiner ist als die Kon-
ditionszahl von A, so wird man fiir die entsprechenden Iterierten z*) und die
resultierenden Niherungen z®) = L=*2() fiir A='b eine schnellere Konvergenz
erwarten als fiir die Iterierten des CG-Verfahrens angewandt auf Az = b. Die
Matrix M wird daher Prikonditionierungsmatriz genannt.

Entscheidend ist, daf3 die Faktorisierung M = LL* nicht explizit berechnet
werden muf, da die in (10.3) ,kiinstlich eingefiihrte Variable* z in der Im-
plementierung wieder durch den zugehorigen Vektor x geeignet substituiert
werden kann. Lediglich fiir die Berechnung der Koeffizienten §;, und die dafiir
benstigten Normen ||L7'b — L™ AL~ 2" ||, wird neben r*) = b — Az*) ein
zusétzlicher Hilfsvektor

s® = M~® = M — M Az
bendétigt. Dann gilt ndmlich
L7 — L7PAL* 2W )2 = ||L7Yb — Az®)||2 = r® L L0 = ek,
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Initialisierung: A und M € R™*™ seien hermitesch und positiv definit

wiihle beliebiges z(?) e K"

0 =p— Az,
16se M s(0) = r(0)
d0) = 5(0)

for k=0,1,2,... do
ay = rB)* k) / d®)* Ad*) % Ad™®) fiir spiter abspeichern
2D = 20 4 g 4B
P(E1) — (B _ g AQ(R)
16se MshtD) = p(k+1)
By, = riktDxglet1) /g (k) 5(k) % r(k+1* g+ fiir spiter abspeichern
dk+1) — g(k+1) 4 3, (k)
until stop % end for

Ergebnis: 2 ist die Approximation von A~'b, 7(*¥) = b — Az*) das zugehérige Residuum
und s*) das Residuum von (10.2)

Algorithmus 10.1: Prikonditioniertes CG-Verfahren (PCG-Verfahren)

Die entsprechende Transformation von Algorithmus 9.1 ergibt das prikondi-
tionierte CG-Verfahren (PCG-Verfahren, Algorithmus 10.1).

Aufwand. Verglichen mit dem CG-Verfahren erhoht sich in der Regel der Auf-
wand des PCG-Verfahrens pro Iteration um die Losung eines linearen Glei-
chungssystems Ms = r. Die (erhoffte) Reduktion der Iterationsanzahl auf-
grund der Prikonditionierung macht sich also nur dann bezahlt, wenn der-
artige Gleichungssysteme entsprechend billig gelost werden kénnen. Dabei ist
zu beachten, dafl Iterationsverfahren in der Regel nur dann eingesetzt wer-
den, wenn die Matrix A diinn besetzt ist; daher dominieren die Kosten fiir die
Gleichungssysteme mit M leicht die Gesamtkosten des PCG-Verfahrens. o

Auf die Wahl von M werden wir gleich etwas detaillierter eingehen. Zunéchst
soll jedoch ein Analogon von Satz 9.5 formuliert werden.

Satz 10.1. Die k-te Iterierte %) von Algorithmus 10.1 liegt in dem affin ver-
schobenen Krylov-Raum

70 + Kp(MLA, M_lr(o))

und ist in dieser Menge die eindeutig bestimmte Minimalstelle des Funktionals

1
b(z) = 5 x*Ax — 2*b.
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Beweis. Aufgrund der Herleitung entspricht Algorithmus 10.1 dem CG-Ver-
fahren, angewandt auf das Gleichungssystem (10.3). Nach Satz 9.5 liegt die
entsprechende Iterierte z¥) = L*2®) in dem affin verschobenen Krylov-Raum

2O 4 K (LYAL™ L7 — LTPAL2©) 0 2O = 10

und minimiert in dieser Menge das Fehlerfunktional

1
U(z) = 3 FLTYALT 2 — 2 L7

Durch die Transformation x = L~ *z werden die Iterierten und die genannten
Krylov-Réume aufeinander abgebildet und es gilt

1
U(z) = 3 ¥ Ax — 2"b = P(x).
Damit ist der Satz bewiesen. 0

Die Konstruktion geeigneter Prikonditionierungsmatrizen M ist eine schwieri-
ge Aufgabe, der in der gegenwirtigen Forschung viel Raum gewidmet wird. Es
gibt eine ganze Reihe recht allgemeiner Ansitze, deren (zum Teil beeindrucken-
de) Konvergenzbeschleunigung aber meist nur in Ausnahmefillen theoretisch
untermauert werden kann. Grundsitzlich macht es sich bezahlt, bei der Aus-
wahl des Prikonditionierers die Struktur der Koeffizientenmatrix A zu bertick-
sichtigen. Ein besonders treffendes Beispiel hierfiir sind Toeplitz-Matrizen, wie
wir spéater noch in Abschnitt 54 sehen werden.

Im Rahmen dieses Buches ist es unmoglich, auch nur einen halbwegs vollstén-
digen Uberblick iiber die Vielzahl der méglichen Prikonditionierungsstrategi-
en zu geben. Hierfiir muf auf die jeweilige Spezialliteratur verwiesen werden,
man vergleiche etwa die Biicher von Greenbaum [36] oder Golub und Van Lo-
an [34, Abschnitt 10.3] und die dort angegebenen Literaturverweise. Lediglich
auf die symmetrische Gau-Seidel-Prékonditionierung soll hier etwas genauer
eingegangen werden, da sie in vielen Féllen zu einer Konvergenzbeschleuni-
gung fithrt und keinen wesentlichen Mehraufwand bei der Implementierung
des PCG-Verfahrens erfordert.

Bei der symmetrischen Gauf-Seidel-Prikonditionierung wird in (10.2) die
Matrix M aus der Zerlegung A = M — N des symmetrischen Gauf3-Seidel-
Verfahrens verwendet. Schreiben wir wieder A = D — R — R*, wobei D den
Diagonalanteil und R die rechte obere Dreiecksmatrix von A bezeichnet, so
hat M nach (8.11) den Cholesky-Faktor

L=(D—R)D 2,
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Um zumindest ansatzweise zu rechtfertigen, dafl diese Prikonditionierung vor-
teilhaft ist, betrachten wir die bereits in Abschnitt 8 untersuchten Beispielma-
trizen der Gestalt

I -B* nxn
A_[_B [} e K (10.4)

mit B € KP* 0 < p,q < n, p+ q = n. Die Matrix L hat in diesem Fall die
Form

L:[_é ﬂ. (10.5)

Proposition 10.2. Die Matriz A aus (10.4) ist genau dann positiv definit,
wenn ||B|l2 < 1. In diesem Fall ergibt sich fir L aus (10.5), daff

condy (L' AL™*) < condy(A)

mit Gleichheit nur fir A=L=1.

Beweis. Nach Satz 2.7 stimmen fiir eine hermitesche Matrix H Spektralradius
und Spektralnorm {iberein. Ferner ist |H~!||, der Kehrwert des betragsklein-
sten Eigenwerts von H. Daher berechnen wir als néchstes die Eigenwerte von
A und L *AL~*. Unter den genannten Voraussetzungen ist

Ay [L O] 1 =B][I B
=) L T T
[rol[ r o 1 _[1 o0
“|B 1| |-B 1-BB*| |0 I-BB*|"

An dieser Darstellung kénnen die Eigenwerte von L™ AL~ abgelesen werden:
o(LT'AL™) = {1}u{1—-)X : A€ a(BB")}. (10.6)

Die Eigenwerte von A konnen ebenfalls iiber die Eigenwerte von BB* ausge-
driickt werden. Dazu bestimmen wir die Block-L R-Zerlegung von A — pul wie
in (5.1):

a-u =[0I S

mit dem Schur-Komplement

S=(1-pI—BB/(1—p) €K,
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Aus den Rechenregeln fiir Determinanten ergibt sich daher
det (A—pl) = (1—p)?det S = (1 — p)?Pdet ((1— p)’I — BBY).

Folglich ist das Spektrum von A durch die Menge {1 £V : \ € o(BB*)}
gegeben, eventuell zuziiglich des Eigenwerts . = 1. Hieraus folgt, dafl A genau
dann positiv definit ist, wenn || B||2 kleiner als Eins ist.

Aus den Spektren von A und L™YAL™*, vgl. (10.6), erhalten wir somit

L4 1Bl (4 1Bl .
dy(A) = = do(L "ALTF) =
conde(d) = T B, T 1oy 0 ol )

1
1—[IBl13’

und die Kondition von A ist daher mindestens so grof§ wie die von L™1AL™*.
Gleichheit tritt dabei offensichtlich nur fiir B = 0 bzw. A = I ein. 0

Aufgrund unserer Voriiberlegungen fiithrt die symmetrische Gauf-Seidel-Pra-
konditionierung fiir Matrizen der Form (10.4) also in der Regel zu einer Kon-
vergenzbeschleunigung.

Aufwand. Wenn das PCG-Verfahren mit dem symmetrischen Gauf3-Seidel-
Prékonditionierer wie in Algorithmus 10.1 implementiert wird, muf} in je-
dem Schritt eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit A und ein Gleichungssy-
stem mit der Matrix M aus (8.11) gelost werden. Verwendet man hierfiir die
Cholesky-Zerlegung von M, so ist letzteres etwa genauso aufwendig wie eine
Matrix-Vektor-Multiplikation mit A. Wie bei dem symmetrischen Gauf3-Seidel-
Verfahren kann man aber auch hier den Aufwand ungefdhr halbieren, wenn
man die geschicktere Implementierung in Algorithmus 10.2 wihlt, die auf dem
sogenannten Eisenstat-Trick [25] beruht. Wir verzichten hier auf eine detaillier-
te Herleitung und verweisen statt dessen auf Aufgabe 17. Wie man sieht, liegt
der Hauptaufwand von Algorithmus 10.2 in der Losung der beiden Dreiecksy-
steme zur Berechnung der Vektoren d® und ¢ (die Multiplikationen mit der
Diagonalmatrix D sind demgegeniiber vernachléssigbar). Da A =D — R — R*
ist, entspricht dieser Aufwand in etwa einer Matrix-Vektor-Multiplikation mit
A. o
Beispiel 10.3. Wir veranschaulichen die Effizienz der symmetrischen Gauf3-
Seidel-Prékonditionierung schliefflich noch anhand eines numerischen Beispiels.
Abbildung 10.1 vergleicht die Konvergenz des zugehorigen PCG-Verfahrens
und des CG-Verfahrens anhand des Beispiels 9.7 aus dem vorangegangenen
Abschnitt. Anstelle der 82 Iterationen des CG-Verfahrens benotigt das PCG-
Verfahren lediglich 34 Iterationen, um den relativen Fehler unter die Schranke
107* zu reduzieren. In diesem Beispiel fiihrt die symmetrische GauB-Seidel-
Prékonditionierung also zu einer klaren Reduktion des Gesamtaufwands. O
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Initialisierung: A =D — R — R* € R™*"™ sei hermitesch und positiv definit
wiihle beliebiges 2(?) € R™
lsse (D — R*)s(® = b — Az(®),

w©® = 50
for k=0,1,2,... do
lése (D — R)d®) = Dw®) % Dw'® fiir spiter abspeichern

lsse (D — R*)g*®) = Dw®) — Dd*)
o) = k) 4 k)
ap = s®*Dgk) / vE)* Doy(F)
26— 5 ®) 4 0 d®)
D) — () ()
B = stETD*Dsk+1) / 5(k)* D g(k) % sFTD*Ds(k+1) fiir spiter abspeichern
wk+D) = g+1) 4 3,0 (8)

until stop % end for

Ergebnis: z® ist die Approximation von A~'b, s¥) = (D — R*)~(b — Az™®)) ein
verallgemeinertes Residuum

Algorithmus 10.2: CG-Verfahren mit symmetrischer Gauf3-Seidel-Prikonditionierung

o Relativer Fehler Relatives Residuum
10 : : : : : : :
N
-2 N \\
10 AN \
N \
\ \
\\ \ o
\
" \J’ \ \
N - \/ LN
\ 4 ()
\ -\
N /\\
_4 N -
10 \

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Abb. 10.1: Konvergenzverlauf von CG- und PCG-Verfahren
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Aufgaben

1. Zeigen Sie, daf} die Gleichgewichtsmatrix E aus Abschnitt 3 vollen Rang besitzt. Fol-
gern Sie hieraus, dafl die Steifigkeitsmatrix A positiv definit und das lineare Gleichungssy-
stem (3.5) eindeutig losbar ist.

2. Sei E die Gleichgewichtsmatrix eines beliebigen Tragwerks, vgl. Abschnitt 3. Weisen Sie
nach, da$ ein Element a;; der Steifigkeitsmatrix A = EL™!E* Null ist, falls die zugehorigen
Gelenke z; und z; in dem Tragwerk nicht durch einen Stab verbunden sind. Hieraus folgt,
daf die Steifigkeitsmatrix in der Regel diinn besetzt ist.

3. A = [a;;] sei eine strikt diagonaldominante Bandmatrix mit Bandbreite [, d. h. es gilt
aij:0 fur\z—j|>l

Weisen Sie nach, dafl die Faktoren L und R der LR-Zerlegung von A ebenfalls Bandbreite
[ haben und daf sich der Aufwand zur Berechnung der LR-Zerlegung in diesem Fall auf
lediglich [?n Multiplikationen bzw. Divisionen reduziert.

4. Seien A € K™*™ hermitesch und positiv definit, A1; € KP*P, 1 < p < n, die linke obere
Submatrix von A und S das zugehorige Schur-Komplement.
(a) Zeigen Sie, dafl

Sy— imf |“]TA|® cK* P
yoy = 0#z€K?P |y Yy ’ y '

(b) Verwenden Sie (a), um zu beweisen, daf}

condz(S) < conda(A).

5. Sei T' € IK™*™ eine beliebige Toeplitz-Matrix und

0 e

So = ) ' ) , aeC.
10

(a) Zeigen Sie, daf fiir jedes o, 8 € C der Rang von ST — T'Sg hochstens zwei ist.
(b) Fiir welche Toeplitz-Matrizen ist Rang(S17 —T'S1) < 2 ?
(¢) Zeigen Sie, daB fiir invertierbare Toeplitz-Matrizen der Rang von S, T~! —T~1S5 eben-
falls hochstens zwei ist.

Aufgrund dieser Eigenschaften sagt man, Toeplitz-Matrizen haben einen Displacement-Rang
p=2.

6. Eine Matrix C' = [¢;;] € K™*" heifit verallgemeinerte Cauchy-Matriz, falls Vektoren
zi,y; € CP, p € N, und komplexe Zahlen s;,t; existieren (i = 1,...,n) mit

*
%iYj
S; — t]' ’

Cij = i,jzl,.‘.,n.

Analog zu Toeplitz-Matrizen (vgl. Aufgabe 5) nennt man p den Displacement-Rang von C.
Zeigen Sie:



104 II Lineare Gleichungssysteme

(a) Ist C eine verallgemeinerte Cauchy-Matrix mit Displacement-Rang p, dann ist der Rang
von SC — CT hochstens gleich p; hierbei seien S und T die Diagonalmatrizen mit den
Eintrdgen s; bzw. t;, i = 1,...,n, auf den Diagonalen.

(b) Sind S,T € K"*™ Diagonalmatrizen, wobei alle Diagonaleintrige von S von allen Dia-
gonaleintrégen von T' verschieden sind, und ist der Rang von SC' — CT gleich p fiir eine
Matrix C' € K"*™, dann ist C' eine verallgemeinerte Cauchy-Matrix mit Displacement-Rang
D.

(c) Ist C eine invertierbare verallgemeinerte Cauchy-Matrix, dann ist auch C~! eine verall-
gemeinerte Cauchy-Matrix.

7. Die Struktur verallgemeinerter Cauchy-Matrizen (vgl. Aufgabe 6) ist von Bedeutung, da

sie bei der Durchfithrung des Gauf-Algorithmus erhalten bleibt: Beweisen Sie, dafl jeweils
der rechte untere quadratische Block [agfllk) " Jm;:kl der in Abschnitt 4 eingefithrten Matrizen
Agy1, k=1,...,n — 1, eine verallgemeinerte Cauchy-Matrix ist, falls A = 4; € K"*™ eine

verallgemeinerte Cauchy-Matrix ist.
8. Wenden Sie den Levinson-Algorithmus zur Losung des n-dimensionalen linearen Glei-
chungssystems
2 -1
—1 2. 0
-1 2 0
an. Bestimmen Sie anschliefend mit dem Algorithmus von Trench die Inverse dieser tridia-

gonalen Toeplitz-Matrix.

9. Die Toeplitz-Matrix T" aus (6.4) sei reell, symmetrisch und positiv definit mit ¢y = 1, und
y*) e RF k=1,...,n—1, seien die Lésungen der Yule-Walker-Gleichungen (6.11). Diese
Vektoren definieren eine linke untere Dreiecksmatrix

1 0 0 0
1 0 0
L = _y(n—l) _y(n—2) 1 c R
—y(n=3) 0
1

Zeigen Sie, dafl T—! = LDL* mit einer Diagonalmatrix D gilt, und implementieren Sie diese
Faktorisierung mit lediglich n? + O(n) Multiplikationen.

10. Untersuchen Sie die Variante des Einzelschrittverfahrens, bei der die Gleichungen der
Matrix rickwdrts durchlaufen werden, d.h. der innere Schleifenindex i in Algorithmus 8.2
lauft riickwérts von ¢ = n bis i = 1.

(a) Bestimmen Sie die Iterationsmatrix U dieses Verfahrens.

(b) Zeigen Sie, daf fiir eine Tridiagonalmatrix A = D — L — R und beliebiges @ € R\ {0}
die Matrizen D — L — aR und D — R — aL, zueinander dhnlich sind.

(c) Folgern Sie aus (b), daB & und die Iterationsmatrix £ des Einzelschrittverfahrens bei
Tridiagonalmatrizen A mit nichtsinguldrem Diagonalanteil die gleichen Eigenwerte haben.
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(d) Implementieren Sie beide Varianten des Gauf-Seidel-Verfahrens und wenden Sie sie auf
das 19 x 19-dimensionale lineare Gleichungssystem

2¢+h —e—h ) 1
— 2e+h . z2 | |1
. —e—h

—e 2e+hl LT 1

mit ¢ = 107% und A = 0.05 an. Verwenden Sie in beiden Fillen den gleichen Startvektor
2 = 0. Interpretieren Sie die Ergebnisse und vergleichen Sie mit (c). Gleichungssysteme
dieser Bauart treten bei Randwertaufgaben fiir singulér gestorte Differentialgleichungen auf,
vgl. Abschnitt 85.

11. Beim SOR-Verfahren (engl.: successive overrelazation method) wihlt man ein w € R
und ersetzt in Algorithmus 8.2 die Rechenvorschrift fiir a:,EkH) durch

(k1) _ (k) Yo USRI (k)
x; = (1-w)z;"” + a (bl ;a”mj ;a”xj )
(a) Zeigen Sie, dal das SOR~Verfahren in das allgemeine Schema aus Algorithmus 7.1 paBt,
und zwar fiir M, = 1D — L, falls die Koeffizientenmatrix A wie in (8.2) zerlegt wird.
(b) Die Iterationsmatrix des SOR-Verfahrens wird iiblicherweise mit £, bezeichnet. Rech-
nen Sie nach, dafl

det(L,) = (1 —w)™.

Folgern Sie hieraus, dal das SOR-Verfahren allenfalls fiir w € (0, 2) konvergieren kann.
(¢) Berechnen Sie L, fiir Matrizen A der Gestalt (8.6). Weisen Sie fiir diesen Fall die folgende
Identitét nach:

(Lo + (w—1)1)" =?T2L, .

12. Sei A € K™*™ hermitesch und positiv definit. Welche Basen des K™ sind sowohl im eu-
klidischen Innenprodukt als auch im Energie-Innenprodukt (vgl. Definition 9.1) orthogonal?

13. (%) bezeichne die k-te Iterierte des CG-Verfahrens angewandt auf Az = b. Zeigen Sie,
daf} die Iteration von der Wahl des zugrundeliegenden orthonormalen Koordinatensystems
unabhéngig ist: Ist V' € K™*" eine unitéire Matrix,

A=VAV*, b=Vb, T=Vux,

und wird das CG-Verfahren auf das Gleichungssystem A% = b mit Startvektor 2(® = Vz(®
angewendet, so ergibt sich die k-te Iterierte 7F) = V¥,

14. A € R3*3 sei symmetrisch und positiv definit und besitze lediglich zwei verschiedene
Eigenwerte. Zeigen Sie, da} das CG-Verfahren nach maximal zwei Iterationen die exakte
Losung berechnet hat. Unter welcher Zusatzvoraussetzung liegt Konvergenz im ersten Schritt
vor, falls 2(©) = 0 gewihlt wird?

Hinweis: Verwenden Sie ein Koordinatensystem, in dem die Basisvektoren die Eigenvektoren
von A sind (dies ist nach Aufgabe 13 zulissig).
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15. (a) Zeigen Sie, daB die Euklidnorm des Fehlers 2(*) — 7 fiir das CG-Verfahren in Ab-
héngigkeit von k& monoton fallend ist.

(b) Implementieren Sie das CG-Verfahren, und testen Sie IThr Programm an dem Gleichungs-
system Az =bmit b=[1,...,1]T und A = LLT, wobei

l2
L= e ROHDX0HD it e =107 und I; = (i +1)/i.

ln
€ € -+ € €

Wihlen Sie n = 24, und berechnen Sie die exakte Losung Z iiber die gegebene Cholesky-
Zerlegung A = LLT. Verwenden Sie fiir das CG-Verfahren

20 = 7 — 10%psb

als Startvektor, wobei eps wie in Abschnitt 1 die Maschinengenauigkeit bezeichnet. Lassen
Sie sich den Fehler ||#(*) — Z||5 der ersten zehn Iterationen ausgeben, und vergleichen Sie
die Werte mit dem theoretischen Ergebnis aus Teilaufgabe (a).

16. Implementieren Sie das CG-Verfahren fiir Beispiel 9.7, und experimentieren Sie mit ver-
schiedenen rechten Seiten b. Wie dndert sich die Konvergenzgeschwindigkeit? Vergleichen Sie
Thre Ergebnisse mit dem Schitzwert g ~ 0.9686 aus (10.1) fir die mittlere Konvergenzrate.

17. Sei A= D — R— R* € R™*" eine hermitesche und positiv definite Matrix mit Diago-
nalanteil D und oberem Dreiecksanteil R. Mit D*!/2 werden die beiden Diagonalmatrizen
bezeichnet, deren Diagonaleintrige die Quadratwurzeln der entsprechenden Eintrige von
D*! sind. SchlieBlich sei L = (D — R*)D~1/2,

(a) Zeigen Sie: Ist p € R", w = D~2pund d = (D — R)~'Dw, so gilt

L7'AL™*p = D'*(d+ (D — R*)"'D(w — d))..

(b) Ubertragen Sie Algorithmus 9.1 auf das Gleichungssystem L~'AL~*z = L~'b; bezeich-
nen Sie die Iterierten mit z(*) und verwenden Sie den Namen p®*) anstelle von d*) fiir die
Suchrichtungen.

(c) Ersetzen Sie in diesem Algorithmus das Matrix-Vektor-Produkt L='AL~*p*) durch die
Darstellung aus Aufgabenteil (a) und speichern Sie das Ergebnis in ¢(®). Fiihren Sie die
hierzu notwendigen Hilfsvariablen w®) und d*) entsprechend ein.

(d) Sie erhalten nun Algorithmus 10.2, wenn Sie die Variablen z, r und ¢ durch neue Varia-
blen z = L™*z, s = D~Y/2p und v = D~'/2¢ ersetzen. Die Variable p kann durch die bereits
vorhandene Variable w = D~1/2p ersetzt werden. Machen Sie sich klar, daB jeweils

s = (D — R*)"}(b — A=)

gilt.
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Ubersteigt die Anzahl der Gleichungen die der Unbekannten, so ist das Glei-
chungssystem diberbestimmt und in der Regel nicht 16sbar. Uberbestimmte
Gleichungssysteme Az = b mit A € K™*" m > n, treten jedoch vielfach in
Anwendungen auf, etwa in dem Tomographiebeispiel aus der Einleitung. Oft
ist es dann sinnvoll, die Losung T des sogenannten linearen Ausgleichsproblems

minimiere ||b — Az||y iber z € K"

zu suchen, etwa wenn der Vektor b aus fehlerbehafteten Mefidaten besteht und
die MeBfehler geeignete statistische Eigenschaften aufweisen.

Die so definierten verallgemeinerten Losungen des Gleichungssystems heiflen
Kleinste- Quadrate-Losungen. Im folgenden untersuchen wir diesen neuen Lo6-
sungsbegriff genauer und leiten numerische Verfahren zur Berechnung Klein-
ster-Quadrate-Losungen her. Eine unerschopfliche Quelle fiir weitergehende
Fragestellungen ist das Buch von Bjorck [8].

11 Die Gauf3schen Normalengleichungen

Im weiteren sei also A € K™ ™ und b € K™, wobei die Einschrankung m > n
erst spéter relevant wird. Das Hauptresultat dieses Abschnitts fithrt den neuen
Losungsbegriff der Kleinsten-Quadrate-Losung auf die Losung eines quadrati-
schen linearen Gleichungssystems zuriick, die sogenannten Gaufischen Norma-
lengleichungen

A*Az = A%, (11.1)

Satz 11.1. Sei A € K™*" und b € K™. Jede Losung des linearen Ausgleichs-
problems

minimiere ||b — Az||y (11.2)

ist eine Losung der Gaufschen Normalengleichungen (11.1) und umgekehrt.
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Bevor wir diesen Satz beweisen, untersuchen wir zunéchst die Koeffizienten-
matrix A*A aus (11.1).

Lemma 11.2. Die Matriz A*A ist hermitesch und positiv semidefinit. Dar-
tiber hinaus ist A*A genau dann positiv definit, wenn der Kern von A trivial
ist, d. h. wenn N'(A) = {0} ist. Ferner ist in jedem Fall

N(A*A) = N(A) und R(A*A) = R(A") = J\/(A)L )
Beweis. Offensichtlich ist A*A hermitesch. Ferner ist
T A Az = ||Az|} > 0 fiir alle 2 € K,

d.h. A*A ist positiv semidefinit und es gilt N'(A*A) C N (A). Die umgekehrte
Inklusion NV (A) C N(A*A) ist offensichtlich und somit ist N'(A) = N(A*A).
Weiterhin gilt trivialerweise R(A*A) C R(A*) und aufgrund der bereits nach-
gewiesenen Identitét fiir N (A*A) folgt

dimR(A*A) = n—dimN(A*A) = n — dimN(A)

= Rang A = dimR(A").
Damit ist R(A*A) = R(A*), und es verbleibt noch zu zeigen, dafl R(A*)
und N(A) orthogonale Komplementérraume sind. Seien also z € R(A*) und

x € N(A) beliebig gewihlt: Dann existiert ein y € K™ mit z = A*y und es
folgt

(11.3)

¥z = 2" A'y = (Ax)*y = 0"y = 0.
Daher sind N (A) und R(A*) zueinander orthogonal und wegen

dimN(A) + dimR(A*) =n,
vgl. (11.3), folgt R(A*) = N(A)*. ]
Nun kénnen wir Satz 11.1 beweisen:

Beweis von Satz 11.1. Fir x € K" sel

B(x) = 5 I~ Acl)3 = 5 (b Ar)* (b~ Ax)

1
2

1 * A% * Ak 1 2
:§xAAx—RexAb+§||bHQ'

Wie in Abschnitt 9 erhalten wir fiir jede Losung T der Normalengleichungen
durch quadratische Erginzung

1
O(a) = O(F) = 5 (¢ —F)A"A(x = ) — F'Ab + ReF" A’
1

=5 (x —2)"A"A(x — 7)),
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N(A*) = R(A)L

Abb. 11.1: Kleinste-Quadrate-Losung

da 7*A*b = 7 A* AT reell ist. Weil A*A nach Lemma 11.2 zudem positiv semi-
definit ist, ergibt sich @(x) > &(), und folglich wird das globale Minimum von
& an den Losungen von (11.1) und nur dort angenommen. Derartige Losungen
existieren nach Lemma 11.2, da A*b zu R(A*) = R(A*A) gehort. Zu beachten
ist allerdings, dal die Matrix A*A singulér sein kann; in diesem Fall haben
die Gaufischen Normalengleichungen mehrere Losungen und das quadratische
Funktional @ wird an allen Losungen minimal. (]

Den Normalengleichungen (11.1) 148t sich entnehmen, daff das Residuum r =
b— Az zu N(A*) gehort. Ersetzt man in Lemma 11.2 A durch A*, ergibt sich

R(A) = N(ADE bzw. N(A*) =R(A)*L. (11.4)
Somit steht das Residuum senkrecht zum Bild von A, vgl. Abbildung 11.1.

Bemerkung 11.3. Im reellen Fall K = R kann ein alternativer Beweis von
Satz 11.1 mit den Methoden der Differentialrechnung gefithrt werden. Dazu
bestimmt man wie in Abschnitt 9 die Richtungsableitung von @ in Richtung
de R"™,

0 O(x + td) — D(x)

gq 2@ = I t

Wegen
O(z+td) — P(x)

% (b— Az — tAd)*(b— Az — tAd) — % (b— Az)*(b— Az)
1

= t(Ad)*(Az — b) + - £*(Ad)" Ad

DO |
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ergibt dies

0 "
%@(x) = (Az —b)"Ad,
und somit ist
grad@(z) = A*(Ax —b) (11.5)

das negative Residuum der Normalengleichungen. Da der Gradient an der Mi-
nimalstelle von @ verschwindet, 16sen die Minimalstellen von @ somit notwen-
digerweise die Gauschen Normalengleichungen. o

Beispiel 11.4. Gesucht ist die Gerade y = a + [z, deren y-Werte kleinsten
Quadratsummen-Abstand von den vorgegebenen Daten § = 1,2,6,4 an den
entsprechenden Abszissen x = 0, 3,4, 7 haben, die sogenannte Ausgleichsgera-
de. Dies fithrt auf das Gleichungssystem

=~ O N =

das im Kleinste-Quadrate-Sinn zu 16sen ist. Wegen

10
o, (11111 3] [4 14
AA_[O 47]14_[1474]’
17
1
o (111 1] (2 [13
Ab[o 47]6[58}’
4

lauten die zugehoérigen Normalengleichungen

4 14| o] _ |13
14 74| || |58
Die Determinante der Matrix A*A ist von Null verschieden, also haben die

Normalengleichungen eine eindeutige Losung, namlich [a, 8]7 = [3/2,1/2]7.
Zur Probe iiberzeugt man sich, dafl

17 10 —1/2
2| 13| [e2] | -1
bmAT= 6l T g [1/2] — | 52
4] o7 -1
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Abb. 11.2: Ausgleichsgerade

senkrecht auf R(A) steht.

Die zugehorige Gerade ist in Abbildung 11.2 dargestellt. Die Quadratsumme
der Léngen aller gebrochenen Linien wird durch diese Gerade minimiert. O

12 Singulérwertzerlegung und Pseudoinverse

Offensichtlich spielt die Matrix A*A eine grofle Rolle beim linearen Ausgleichs-
problem. Im folgenden sei p der Rang von A, Ay, ..., A, bezeichnen die abstei-
gend sortierten Eigenwerte von A*A,

)\12)\22...Z)\p>)\p+1:...:)\n—0,

sowie vy, ...,v, € K" eine zugehorige Basis aus orthonormalen Figenvekto-
ren. Eine solche Spektralzerlegung existiert, da A*A hermitesch und positiv
semidefinit ist, vgl. Kapitel V. Schliellich fithren wir Vektoren u; € K™ ein
durch

_ L

U; ~ Av; 1=1,...,p. (12.1)
Fir 1 < 4,7 < p folgt dann,
1 1 1 A
iy = — = (Avy)*(Avy) = —m v (A" Avy) = —R— vy = &
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Die Vektoren {u; : i = 1,...,p} bilden also eine Orthonormalbasis des ge-
samten Bildraums R(A), denn

dimR(A) =n—dimN(A) =n —dimN(A*A) =n— (n—p) =p.

Dieses Orthonormalsystem kann durch weitere m — p Vektoren w,i1, ..., up
zu einer Orthonormalbasis des K™ ergéinzt werden, wobei diese zusétzlichen
Vektoren den Raum R(A)+ = N(A*) aufspannen, vgl. (11.4).

Wegen (12.1) gilt

1
A= \/A_iA*AUi:\/x’““ i=1...p,

A*u; = 0, i=p+1,....,m.

Wir fassen zusammen:

Definition und Satz 12.1. Jede Matriz A € IK"™*™ mit Rang p besitzt eine
Singularwertzerlegung, d. h. ein System

{oi,ujyvp 2 i=1,....,p,j=1,...om, k=1,...,n}

mit oy > 0y > -+ > 0, > 0 und Orthonormalbasen {u;}7., und {vy}p_, des
K™ bzw. K™, wober

A’Ui:Uiui, A*ui:O'ﬂ}i, izl,...,p,

Av, =0, Au; =0, Jk>p.

Die o; sind die sogenannten Singulirwerte von A. Ihre Quadrate o? sind
(entsprechend ihrer Vielfachheit) genau die von Null verschiedenen Eigenwerte
von A*A.

In Matrixnotation 148t sich dieses Ergebnis kiirzer formulieren. Dazu fithren
wir die Matrizen

U= [u,...,up|] € K" und Vo= [or,... 0] € K"
ein. Da deren Spalten Orthonormalbasen bilden, sind U und V unitér, d. h.
Uu=1eKm™m und VvV = TeK™™.
Mit

g1 0

€ K™ (12.2)
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K" K™

Abb. 12.1: Abbildungseigenschaften von A und Af

ergibt sich dann aus Satz 12.1 AV = UX und daher ist
A=UXV", AT =VIrU". (12.3)

Alternativ kann die Summendarstellung

A= zp: o], A" = zp: o, (12.4)
i=1 i=1

verwendet werden, deren Giiltigkeit man ebenfalls leicht anhand von Satz 12.1
tiberpriifen kann.

Abbildung 12.1 illustriert die Abbildungseigenschaften von A. Wenn die Vekto-
ren x = &u; + &v; + &y die Einheitssphéire des Unterraums span{v;, v;, vy}
des K" durchlaufen (d.h. & + & + & = ||z[|3 = 1), dann durchlaufen ihre
Bilder

Az = o&iui + 05uy + opSpur = Miu; + MUy + U
ein Ellipsoid in dem durch u;, u; und u; aufgespannten Teilraum des IK™: Es
gilt ndmlich

Loy Loy Ly 2 | 2, 2

U—gm + U—ng- + U—znk =& +HE+H& =1,

und dies ist die Gleichung eines Ellipsoids mit Scheitelpunkten (+o;,0,0),
(0,40;,0) und (0,0, £0y) in den zu (u;, u;, uy) gehorenden Koordinaten.

Definition 12.2. Sei UXV* die Singuldrwertzerlegung (12.3) der Matrix A
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aus K™ mit X aus (12.2). Dann heit die Matrix AT = VXTU* € K™™ mit

[ ot 010
|
1!
ET — __0______0'2_:__0__ eKnXm
|
|

Pseudoinverse oder Moore-Penrose-Inverse von A (insbesondere ist X7 die
Pseudoinverse von X).

Entsprechend zu (12.4) gilt die Darstellung
P
Al = Zaflviu;‘ , (12.5)
i=1

aus der unmittelbar folgt, daf3
NAT) = N(A") =R(A), R(A) =RA") =N(A)*".  (12.6)

Beispiel 12.3. Fiir die Matrix

—_ = =
U G T O T O 'y

spannt der Vektor [1,1,1,1]7 offensichtlich den Bildraum R(A) auf und der
Vektor [1, —1] den Kern N'(A). Daher wird R(A") = N (A)* durch den Vektor
[1,1]7 aufgespannt und A" hat folglich die Form

la By 0
AT_[QHVfS]

mit geeigneten Koeffizienten a, 3,7 und §. Wegen N(AT) = R(A)* ist Afu =
0 fiir jedes u € R*, das senkrecht auf dem Vektor [1,1,1,1]7 steht. Somit
muf zwangsliufig jede Zeile von A' ein skalares Vielfaches des Zeilenvektors
[1,1,1, 1] sein, und es verbleibt lediglich noch der Parameter « in

1111
T:
AO‘[1111]
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zu berechnen. Zuvor bestimmen wir die relevanten Teile der Singuldrwertzer-
legung von A: Offensichtlich ist p = 1,

1 1
1 |1 111 1

i - d Avy = V2 =2V2uy;

U1 \/ﬁ[l]’ Uy 5 1 un U1 \/— 1 \/_ula
1 1

also ist oy = 2v/2. Hieraus 1t sich schlieflich a rekonstruieren: Wegen

o |4 | 1 111
- — Aty = = —
i) = smn =

ergibt sich v = 1/8. o
Der Name ,,Pseudoinverse beruht auf dem folgenden Resultat:
Satz 12.4. Die Pseudoinverse AT von A € K™ ist die eindeutige Losung
der vier Gleichungen
(1) AXA=A, (1) XAX =X,
(i) (AX)" = AX, (iv) (XA)"=XA.

Beweis. Zunichst weisen wir nach, da X = AT die vier Gleichungen erfiillt.
Wegen

[ o 0,0 7| ot 0,0
| | .
. o .. o .
oot= [0 o, 0 | |0 ol 0| = [-{19-] (12.7)
| | 0'0
0 0, 0 0 0,0
| |

(X1 gehort zu K™*™) ergibt sich zunichst
Yy =5Y ud Xrrt=xt

Daraus folgt
AATA = UV VSO ULV = USSIXV = UXV = A,
ATAAY = VXU UXVVETU* = VXTX XU = VITU = AT,

Ferner ist AAT = UXYTU* und somit wegen (12.7) hermitesch. Entsprechend
sieht man, daB A'A hermitesch ist. Also erfiillt X = A" die Gleichungen (4)
bis (iv).
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Es verbleibt noch zu zeigen, dafl die vier Gleichungen nur die eine Losung
haben. Sei also X eine Losung der Gleichungen (7)-(iv). Aus (i) folgt dann

0 = AX Av; — Av; = A(X Av; — v;) i=1,...,p.

Wegen Av; = o;u; bedeutet dies, dafl

1
Xu;, = —v; +w; fiir ein w; € N(A).
0;

Nach (iv) und (11.4) ist jedoch R(X A) = N(XA)* und wegen w; € N'(A) C
N(XA) folgt fiir jedes i =1,...,p

1 1 1
0 = wiXA(—v) = wiXu; = wi(—v;+w) = —wiv; + |Jwill3.
g; i 0

Wegen w; € N(A) und v; € N(A)* verschwindet der erste Term auf der
rechten Seite und es ergibt sich w; = 0. Somit ist

1
Xu; = — v, i=1,...,p. (12.8)

Hieraus folgt die Inklusion

R(AX) D span{AXu; : i=1,...,p} = span{Av; : i=1,...,p}

= span{u; : i=1,...,p} = R(A).

Da andererseits trivialerweise R(AX) C R(A) ist, ergibt dies

R(AX) =R(A). (12.9)
Aus (i27) und (11.4) folgt weiterhin

N(AX) = R(AX)* = R(A)" = span{u; : i=p+1,...,m}.
Demnach ist

AXu; =0 bzw. Xu; =w; € N(A), i=p+1,....,m.
Wegen (i) muf allerdings w; = 0 sein, denn

w; = Xu; = X(AXw;) =0, it=p+1,...,m. (12.10)

Ein Vergleich von (12.8) und (12.10) mit (12.5) zeigt, da X und AT iiber-
einstimmen. Also ist AT die einzige Losung der vier Gleichungen (i) bis (iv).

g
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Fiir invertierbare Matrizen A € K™ " ist A = A~! aufgrund der Gleichun-
gen (i) oder (7i). Demnach ist die Pseudoinverse eine Verallgemeinerung der
klassischen Inversen fiir singuldre oder nicht quadratische Matrizen. Dabei ist
vor allem Bedingung (i) interessant, denn sie garantiert, dafl Afb fiir jedes
b € R(A) ein Urbild von b ist: gilt ndmlich b = Az fiir ein = € K", so folgt

A(AD) = AATAz = Az =b.

Andererseits ergibt sich aus (12.10) ATb = 0 fiir b € R(A)*.

Interessant ist auch die folgende Verallgemeinerung der Eigenschaften AA~! =
I = A1 A der klassischen Inversen:

Korollar 12.5. AAT ist der Orthogonalprojektor auf R(A) und ATA der Or-
thogonalprojektor auf N'(A)*.

Beweis. Wir beschrinken uns darauf, die Eigenschaften von P = AA' nachzu-
weisen. P ist genau dann ein Orthogonalprojektor, falls P2 = P und P = P*
gilt, und diese beiden Eigenschaften folgen unmittelbar aus (i) — nach Multi-
plikation mit X = AT von rechts — und aus (ii7). Somit ist AAT ein Orthogo-
nalprojektor und nach (12.9) gilt R(AAT) = R(A). 0

Den Zusammenhang zwischen Pseudoinverse und linearem Ausgleichsproblem
beschreibt schliefflich der folgende Satz.

Satz 12.6. Der Vektor A'b ist die eindeutig bestimmte Lisung des linearen
Ausgleichsproblems (11.2) mit minimaler Euklidnorm.

Beweis. Nach Satz 12.4 (i7) ist

(12.6)

AAT —b € N(AD) R(A)T = N(A%).

Also erfiillt Ah die Normalengleichung (11.1) und ist daher eine Losung des
linearen Ausgleichsproblems.

Ist z eine zweite Losung von (11.1), dann ist
w = Ab—z € N(A*A) = N(A).

Andererseits ist A'b € R(A") und dieser Bildraum stimmt nach (12.6) mit
N(A)* iiberein. Folglich haben wir eine orthogonale Zerlegung von z = Afh —
w, und nach dem Satz von Pythagoras gilt

12113 = 1IAT]15 + [lwll3 > (A3

mit Gleichheit genau fiir w = 0, d. h. fiir z = Afb. ]
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Fiir Matrizen A € K™*™ mit Rang n bedeutet dies:
Korollar 12.7. Ist N(A) = {0}, dann gilt AT = (A*A)~1A*.

Beispiel. Zu losen sei das lineare Ausgleichsproblem mit

N
|
—_ = = =

1 2
1 0
1 und b= 0
1 —1

Die Losung Z mit minimaler Euklidnorm lautet 7 = A'b, wobei die Pseudoin-
verse AT von A in Beispiel 12.3 bestimmt wurde:

Damit ist AT = AATb die Projektion von b auf R(A),

2 1/4
12| |14
AT =312 = i
2 1/4

Alle anderen Losungen des linearen Ausgleichsproblems unterscheiden sich von
z durch ein additives Element aus N (A*A) = N(A), d.h. jede Losung x von
(11.2) hat die Gestalt

111 1

so daf
Izl = [1Zl5 + 26°.

Wie man hieran sieht, ist 7 die Losung des linearen Ausgleichsproblems mit
minimaler euklidischer Norm. O
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13 Die Q R-Zerlegung

Prinzipiell konnten die Ergebnisse aus den Abschnitten 11 und 12 auch in
numerische Algorithmen zur Loésung des linearen Ausgleichsproblems umge-
setzt werden. Beispielsweise konnte die Singuldrwertzerlegung A = UXV* nu-
merisch berechnet werden, um dann die Losung Afb durch Auswertung der
Summendarstellung

t P urh
A = Z_.Ui7

i=1 "

vgl. (12.5), zu berechnen. Dies ist allerdings sehr aufwendig, so daf die Singu-
larwertzerlegung hauptséichlich fiir theoretische Untersuchungen herangezogen
wird.

Alternativ konnten die Normalengleichungen iiber eine Cholesky-Zerlegung der
Koeffizientenmatrix A*A gelost werden, was jedoch ein klassisches Beispiel
fiir einen numerischen Algorithmus ist, der schlechter konditioniert ist als das
eigentlich zu losende Problem. Man sieht das am einfachsten in dem Fall, in
dem A € K™ invertierbar ist. Dann ergibt sich ndmlich fiir die Kondition
des Gleichungssystems Az = b in der Euklidnorm

condz(4) = [A2[A7 2 = (A/Aa)'2,
wéihrend die Kondition der Normalengleichungen durch
condy(A*A) = [|A*Al|2|[(A*A) 2 = M/, = (condg(A))2

gegeben ist; Ay > Ay > -+ > A, sind dabei wieder die absteigend sortierten
Eigenwerte von A*A. Da A/, grofler als Eins ist, sind die Normalengleichun-
gen also deutlich schlechter konditioniert als das lineare Ausgleichsproblem an
sich.

Fiir rechteckige oder singuldre Matrizen A verallgemeinert man die (euklidi-
sche) Kondition durch

conda(A) = [|A]l2[|AT]|2 = o1/, = (M/A,)'",
wobei A, wieder den kleinsten von Null verschiedenen Eigenwert von A*A

bezeichnet.

Wir beschreiben nun einen Algorithmus zur Loésung des linearen Ausgleichs-
problems, der die Normalengleichungen vermeidet, beschranken uns allerdings
auf den Fall Rang A =n < m.
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Abb. 13.1:
Pu Householder-Transformationen sind Spiegelungen

Definition 13.1. Eine Matrix der Gestalt
2
P=1— —w" e K™ mit v € K"\ {0}
v*U

wird Householder-Transformation genannt.

Lemma 13.2. Die Householder-Transformation P aus Definition 13.1 ist ei-
ne hermaitesche, unitire Matrix mit

Pv=—v und — Pw=w fir allew € {v}~.
Beweis. Aus der Definition von P folgt unmittelbar, dafi P hermitesch ist.
AuBlerdem ist P unitér, denn
4 4
vu* + v(v' vt =1 —
v*U (v*v)? v*U

Schliellich ergibt sich fiir den Vektor v aus der Definition von P und fiir ein
beliebiges w1lv

4
PP = P? =71— vv*+*vv*:I.
v*U

2
Pv = Iv——uv(@v) =v—-2v=—v,
V¥V

2
P — I - - * - - O — .
w w e v(v*w) w w ]

Abbildung 13.1 illustriert die Aussage von Lemma 13.2: Demnach ist eine
Householder-Transformation nichts anderes als die Abbildungsmatrix einer
geometrischen Spiegelung. Man beachte, dafl diese Spiegelungen die Euklid-
norm invariant lassen, denn es ist

|Pz||3 = (Pz)*Px = 2*P*Px = vz = ||z|5. (13.1)
T
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Wir verwenden nun Householder-Transformationen, um — &hnlich zu den Eli-
minationsmatrizen Lj; in Abschnitt 4 — die Matrix A auf ,,obere Dreiecksge-
stalt“ zu transformieren (wie das bei einer rechteckigen Matrix zu verstehen
ist, werden wir gleich erldutern).

Um dies zu bewerkstelligen, konstruieren wir zunéchst eine Householder-Trans-
formation P, die einen beliebig vorgegebenen Vektor z € K"\ {0} auf ein
Vielfaches von e; € K" spiegelt, d. h.

2 !
Px = CL‘—TU(U*x) = Sex, ’5’ = HxH27
vTv

vgl. (13.1). Aus Abbildung 13.2 wird deutlich, daf§ v ein Vielfaches von = —£e;
sein muf}; damit bei dieser Subtraktion keine Ausloschung auftritt, wihlen wir

x
— = lalle fiir @ #0,
—lz||2 fiir x1 =0,

wobei z; die erste Komponente von x bezeichnet. Mit geeigneter Normierung
(P ist unabhéngig von der Norm von v) ergibt dies

1
b (g mlel:

e1) = —— (|z1]z + 21 ||z|[2e1) (13.2a)
R E )

fiir 1 # 0 beziehungsweise

v=uz/|z|2+ e fiir 21 = 0. (13.2h)
In jedem Fall ist v*x = ||x||o + |21| und
vio = 24 2|/ ||z 2. (13.3)

Mit diesem v ergibt sich in der Tat fiir x; # 0

2
Pr = 2— —o(w's) — -2 [zll2 + |z1] || @ + 2 [z]] 260
vty 2+ 2zl / Nzl Jaalllz]l2
T T
= v—x——|lz]er = = |[z]l2ex
|21] |21
und entsprechend Pz =z — ||z|[ov = —||z|| 261 fir 21 = 0.

Definition und Satz 13.3. Sei A € K™*" mit m > n und Rang A = n.
Dann existiert eine unitire Matriz (Q € K™ ™ und eine ,rechte obere Drei-
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v
er el
Abb. 13.2: Spiegelung von x auf ein geeignetes Vielfaches von eg
ecksmatriz*
[ 1 Tin |
R = 0 Tnn c ]Kmxn
0 0
mit A = QR. Dabei sind rq1, ..., 7, jeweils von Null verschieden. Fine solche

Faktorisierung von A wird QR-Zerlegung genannt.

Beweis. Wir bestimmen die gesuchte Faktorisierung, indem wir A in jedem
Schritt von links mit einer Householder-Transformation multiplizieren, um suk-
zessive die Spalten von R zu erhalten. Dies ergibt dann eine Darstellung

P,---PA=R (13.4)
mit Householder-Transformationen P;, und hieraus folgt die () R-Faktorisierung

A=QR mit Q=P .-P*=P---P,.

Im ersten Schritt setzen wir A; = A und fiir x die erste Spalte a; von A; und
bestimmen die Householder-Transformation P, € K™ ™ mit v aus (13.2). Es
folgt

Pia; = e mit [r1i] = |laall2 # 0
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beziehungsweise

PA=| -1 o mit Ay € K(m=1x(n-1)

Nehmen wir nun an, dal wir nach ¢ Schritten Householder-Transformationen
Py, ..., P, konstruiert haben mit

i oo T

R
|
P PA = LU T L (13.5)
|
0 0| A
|

mit R € K> und A, € K™ 9%~ Da A nach Voraussetzung vollen
Spaltenrang hat, trifft dies wegen der gegebenen Blockstruktur in (13.5) auch
auf A;,; zu. Im niichsten Schritt kénnen wir daher fiir x € K™~ die erste Spal-
te a;11 # 0 von A;,1 wihlen und konstruieren die Householder-Transformation
P! € Km=9x(m=9) mit dem Vektor v’ € K™% aus (13.2). Auf diese Weise ergibt
sich

Titli+1 1 "
‘Pi/+1Ai+1 = |-~ " *I T
0 1A
mit 71501 = ||air1]2 0 und Ai 9 € K(miiil)x(niiil) und es folgt
+1,i+ + + ) g
I LS S ¥ | 1
|
S R}
I | 0 - _0 _____ r 7‘1 i - - -
[
|
T P PA = 0 0 :Tz+1,i+1:
0 Py L '
—_———— I !
Pit1 0 0 0 A
| |

Man beachte, dafl sich in diesem Schritt die ersten ¢ Zeilen nicht verdndern.
P4 kann selbst wieder als Householder-Transformation mit einem Vektor v €
K™ der Form vT = [0, v'T] aufgefait werden. Durch vollstéindige Induktion
erhalten wir nun die gewiinschte Zerlegung (13.4). 0
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Initialisierung: A; = A € IK™*™ habe vollen Rang n

fori=1,...,ndo % erzeuge Zerlegung (13.5)
% bezeichne mit a; die erste Spalte von A; und mit a;; deren erste Komponente

v = ai/||ai|\2 + ;1 61/|ai1‘ % Vgl. (132), aﬂ/\ai1| =1 fiir ;1 = 0
“ =il

B =2/v*v = (1+|aul/llail2) % vel. (13.3)

w= Afv

% falls der Householder-Vektor v abgespeichert werden soll:

v="uv/v; % skaliere v so, dafl die erste Komponente Eins ist

iiberschreibe untere m — i Komponenten von a; mit v

% A;y1 bezeichnet im folgenden Schleifendurchlauf den rechten unteren
% (m — 1) x (n—i)-Block von A;, vgl. (13.5)
end for

Ergebnis: Der obere Dreiecksanteil der m x n-Matrix enthélt R; unterhalb von R stehen
die hinteren Komponenten der einzelnen Householder-Vektoren

Algorithmus 13.1: Q R-Zerlegung

Bei der Implementierung ist darauf zu achten, dal die Householder-Trans-
formationsmatrizen niemals explizit gebildet werden, denn eine Matrix-Matrix-
Multiplikation PA mit einer Householder-Transformation P kostet O(m?n)
Multiplikationen. Statt dessen kann PA mit nur 2mn Multiplikationen {iber
die Darstellung

PA:A—ivv*A:A— 2vw*, w=A"v,
V¥V V¥V
ausgerechnet werden. Um spéter auf P wieder zugreifen zu kénnen, empfiehlt es
sich, den Vektor v abzuspeichern. Hierzu kénnen die neu erzeugten Nulleintrige
von PA genutzt werden: Dazu muf allerdings v zunéchst so umskaliert werden,
daB die erste Komponente eine Eins (und somit redundant) ist; die restlichen
Eintrdge werden dann in der entsprechenden Spalte von PA abgespeichert.

Aufwand. Algorithmus 13.1 fafit die einzelnen Schritte der @) R-Zerlegung zu-
sammen. Es erweist sich dabei als hilfreich, den Faktor § = 2/v*v als Zwi-
schenresultat abzuspeichern. Beim i-ten Schleifendurchlauf des Algorithmus
schlagen sich dann die einzelnen Teilschritte wie folgt zu Buche:

(13.2): 2(m — i+ 1) Multiplikationen/Divisionen
B: 2 Multiplikationen/Divisionen

w: (n—i+1)(m—i+1) Multiplikationen/Divisionen

A1 (n —14)(m — 1) Multiplikationen/Divisionen
v=uv/vy: m — ¢ Multiplikationen /Divisionen

o= 2(n —4)(m — 1) Multiplikationen/Divisionen
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Initialisierung: A € IK™*™ habe vollen Rang n und b € K™ sei der Vektor in (11.2)

faktorisiere A = QR ... % mit Algorithmus 13.1
. und berechne gleichzeitig ¢ = Q*b = P, --- P1b
16se Riz = ¢; durch Riickwirtssubstitution % Rj und ¢; wie in (13.6)

Ergebnis: x 16st das lineare Ausgleichsproblem (11.2)

Algorithmus 13.2: Losung des linearen Ausgleichsproblems

Damit ergibt sich insgesamt im wesentlichen ein Aufwand von

—

n—1 n—
1
QZ(n—i)(m—i):Q i(m—n+i):mn2—§n3+0(mn)
i=1 1

(2

Multiplikationen /Divisionen. o

Die QR-Zerlegung A = QR kann natiirlich auch alternativ zur LR-Zerlegung
aus Abschnitt 4 zur Losung eines nichtsinguldren Gleichungssystems Az = b
verwendet werden: In diesem Fall 16st man Q Rx = b durch Riickwértssubstitu-
tion aus der Gleichung Rz = Q*b. (Die rechte Seite Q*b kann wieder mit O(n?)
Multiplikationen berechnet werden, indem man jede einzelne Householder-
Transformation P; an den Vektor b heranmultipliziert). Dieses Verfahren ist
allerdings etwa doppelt so teuer wie die Gau-Elimination.

Entscheidender ist die Anwendbarkeit der Q) R-Zerlegung auf das lineare Aus-
gleichsproblem Durch Einsetzen von A = QR ergibt sich namlich

13.1)

1= Axlls Q" (b — Az)lls = Qb — Q"QRall» = |l — Rl

mit ¢ = Q*b. Zerlegen wir R und ¢ konform in

R= [Rl} . o= {Cl} : R e K™, ¢, e K", (13.6)
0 Co

dann ist nach dem Satz von Pythagoras
1o = Az|[3 = lle = R[5 = ller = Razll5 + [lez]l3 = Jleall3

mit Gleichheit genau fiir 2 = R;'c; (R, ist eine obere Dreiecksmatrix mit
nichtverschwindenden Diagonalelementen, also ist R; invertierbar). Damit ist
gezeigt, daB T = Ry 'c; die Losung des linearen Ausgleichsproblems ist, vgl. Al-
gorithmus 13.2.
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Beispiel 13.4. Wir berechnen die Ausgleichsgerade aus Beispiel 11.4 mit Hilfe

der QR-Zerlegung, d. h. wir 16sen das lineare Ausgleichsproblem mit

A= und b=

— = R
~N = W O
= O DN

Im ersten Schritt von Algorithmus 13.1 ist a; = [1,1,1,1]%, also
a2 =2, v=1[3/2,1/2,1/2,1/2]" und B =2/3.

Ferner ist
3/2
pene [ R
1/2
und daher ergibt sich
10 3/2 -2 =7
il I B AR
17 1/2 0 14/3
Daneben berechnen wir
1
v'h = [3/2 1/2 1/2 1/2] 2 = 15/2
4
und
1 3/2 —13/2
fw:b—ﬁ@%w:b—&pzé —51@ - _%3
4 1/2 3/2

Somit wird der zweite Schritt von Algorithmus 13.1 auf die Restmatrix Ay =
as = [2/3,5/3,14/3]" und die unteren drei Eintrége by = [—1/2,7/2,3/2]" von
Pib angewandt. Wegen ||as||2 = 5 fiihrt dies auf

17/15

v = 1/3 s /8:15/177
14/15
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und
17/15 17
w=Aw = 1[2/3 5/3 14/3] | 1/3 | = R
14/15
—1/2
15 30
Bv'by = — [17/15 1/3 14/15] | 7/2| = =.
17 17
3/2
Demnach ist
2/3 17/15 -5
PQAQIAQ—ﬁUw*: 5/3 -5 1/3 = 0 y
14/3 14/15 . 0O
—1/2 17/15] —5/2
PQbQ = b2 — ﬂ(U*bQ)U = 7/2 - ﬁ 1/3 = 99/34
3/2 14/15] —5/34
Damit ist die () R-Zerlegung von A abgeschlossen. Das Ergebnis
-2 =7
1/3| —5
1/3| 5/17
1/3| 14/17

enthilt im oberen rechten Dreiecksteil die von Null verschiedenen Eintrége der
Matrix R; aus (13.6) und im dunkel hinterlegten Rest die hinteren Kompo-
nenten der umskalierten Householder-Vektoren aus den einzelnen Reduktions-
schritten. Ferner haben wir

—13/2 )

c= 0O = __TEE/_Q__ — '
99,34

—5/34 2

Die Losung T = [x1, 25]7 des linearen Ausgleichsproblems ist die Losung des
oberen Dreieckssystems

S - T

also 7 = [3/2,1/2]". o
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Bemerkung 13.5. Wenn A keinen vollen Spaltenrang hat, kann Algorith-
mus 13.1 mit a; = 0 in einem Schleifendurchlauf vorzeitig zusammenbrechen.
Um dies zu vermeiden, miissen bei der () R-Zerlegung vor jedem Teilschritt die
Spalten der Submatrix A;;; aus (13.5) derart permutiert werden (&hnlich zur
Pivotsuche bei der GauB-Elimination), daf§ die Euklidnorm der jeweils ersten
Spalte maximal wird. In Analogie zur Gauf-Elimination wird dies Spalten-
pivotsuche genannt (vgl. Abschnitt 4.1). Mit dieser Spaltenpivotsuche bricht
Algorithmus 13.1 erst dann zusammen, wenn die gesamte Restmatrix A;,; aus
(13.5) die Nullmatrix ist. In dem Moment hat man eine Faktorisierung

Ry RQ]

- (13.7)

Q" AIT = [
berechnet, wobei II € K"*" eine Permutationsmatrix, 27 € KP*P eine rechte
obere Dreiecksmatrix und Ry eine (in der Regel voll besetzte) p x (n — p)-
Matrix ist. Diese Faktorisierung reicht allerdings nur aus, um eine Losung des
linearen Ausgleichsproblems zu bestimmen, im allgemeinen ist dies nicht die
Losung minimaler Norm. O

Die @ R-Zerlegung gehort zu den stabilsten Algorithmen in der numerischen
linearen Algebra. Der Grund liegt darin, dafi unitdre Transformationen we-
gen condy(Q) = 1 keinerlei Fehlerverstirkung hervorrufen. Die abschlieBende
Riickwiartssubstitution hat die gleiche Kondition wie das Ausgangsproblem,
denn es gilt

A*A = (QR)'QR = R"Q"QR = R'R, (13.8)
und folglich ist
condy(R) = condy(A) .

Wegen (13.8) ist R* zudem ein ,,Cholesky-artiger Faktor von A*A, im allge-
meinen jedoch nicht der Cholesky-Faktor selbst, da die Diagonalelemente von
R nicht positiv sein miissen. Man koénnte jedoch eine Q) R-Zerlegung von A
so bestimmen, dal R positive Diagonalelemente hat (man iiberlege sich im
Beweis von Satz 13.3 die notwendigen Anderungen; vgl. auch Aufgabe 8).

14 Givens-Rotationen

Fiir manche Matrizen A € IK™*™ kann die () R-Zerlegung etwas billiger berech-
net werden, wenn anstelle von Householder-Transformationen andere unitére
Transformationen verwendet werden. Wir beschreiben in diesem Abschnitt ei-
ne Moglichkeit fiir sogenannte Hessenberg-Matrizen.
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Definition 14.1. Eine Matrix H = [h;;] € K™ mit m > n hat obere
Hessenberg-Form, wenn H die Gestalt

[ hi hip iy e i
h21 h22 h23 e hQn
O h32 h33 h3n
H - hn n—1 hnn
L S L P e
0

besitzt, d. h. wenn h;; = 0 ist fiir alle Indizes ¢ und j mit j <7 — 1.

Hessenberg-Matrizen und ihre () R-Zerlegung werden uns im Verlauf dieses Bu-
ches noch zweimal begegnen (in den Abschnitten 16 und 27). Hier betrachten
wir eine erste Anwendung.

Beispiel 14.2. Ein lineares Ausgleichsproblem (11.2) soll um eine neue Glei-
chung a*z = § mit a € K" und 3 € K erweitert werden. Dieses erweiterte
Ausgleichsproblem kann mit geringem Aufwand gelost werden, wenn die Lo-
sung des urspriinglichen Problems iiber eine () R-Zerlegung A = QR berechnet
wurde. Mit der Notation aus (13.6) ergibt sich ndmlich

I a* a* I I} 15}
- - - oo Z Z
! = Rl ! = |G
: Q* A Y : Q* b J
I 0 I C2

und aufgrund der Invarianz der Euklidnorm unter unitdren Transformationen
ist die Losung z des erweiterten (m + 1) x n-dimensionalen linearen Aus-
gleichsproblems daher auch eine Losung des (n + 1) x n-dimensionalen Aus-
gleichsproblems

L 15} a* H
— 14.1
minimiere H Ll R z |, (14.1)
dessen Koeffizientenmatrix obere Hessenberg-Form besitzt. o

Fiir die QQR-Zerlegung einer Hessenberg-Matrix werden sogenannte Givens-
Rotationen verwendet.



130 III Lineare Ausgleichsrechnung

T
A 5. 4
0 G(Z7 j7 ¢, S)l
6]' //
: //
S : /
2‘_] /l
0 [Ci
=S T Abb. 14.1:
Geometrische Interpretation einer reellen Gi-
vens-Rotation

Definition 14.3. Seif € (—7, 7], a, 8 € [0,27) und ¢ = e'*cosf), s = e’ sin 0.
Die Matrix

____________________

G(i,j,c,s) = 1 : e K™™  (14.2)

wird (komplexe) Givens-Rotation genannt (die gebrochenen Linien grenzen
den Bereich von der i-ten bis zur j-ten Zeile bzw. Spalte ab).

Givens-Rotationen sind unitiare Matrizen, wobei vornehmlich der reelle Fall mit
a = [ = 0 von Bedeutung ist. In diesem Fall entspricht die Abbildung (14.2)
einer Rotation um den Winkel 6 in der von e; und e; aufgespannten kartesischen
Ebene, vgl. Abbildung 14.1.

Bemerkung 14.4. Beider Operation A+ -6 A mit G = G(i, j, ¢, s) aus (14.2)
werden die Zeilen 7 und j von A (aj bzw. a}) durch Linearkombinationen éa;j +
5aj bzw. —sa; +caj ersetzt, wihrend bei einer Multiplikation von rechts (A1 —
AG) die Spalten 7 und j von A durch entsprechende Linearkombinationen
ersetzt werden. 0

Die Givens-Rotation G kann so konstruiert werden, daff nach der Transformati-
on A1 —&'Adas (j, k)-Element von GA Null ist. Dies entspricht einer Rotation
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des Anteils der k-ten Spalte von A in der (i,j)-Ebene, bei der die j-te Kom-
ponente Null wird. Algebraisch fiihrt dies auf die Forderung —sa;;, + cajr = 0
unter der Nebenbedingung |c|? + |s|* = 1. Dieses Problem hat zwei Losungen,
die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden; eine Losung lautet

ik _ Qjk
(laixl® + lage[*)1/2 (lair]® + lazel?)'/? -

Um bei der Berechnung von s und ¢ Overflow zu vermeiden, werden iiblicher-
weise die mathematisch dquivalenten Darstellungen

ai/|air] t
e r—— e —— t = . ikl
Py * = e ol
t ajk/|a;n|
T o R (D T

ﬁir ‘CLik| 2 |6ij‘,
fur \a,—k\ < |ij’,

verwendet.

Fiir die Q R-Zerlegung einer Matrix A in oberer Hessenberg-Form werden nun
sukzessive Givens-Rotationen G(i,i + 1,¢;,8;), ¢ = 1,...,n, von links an A
heranmultipliziert, um jeweils das (¢ + 1, 7)-Element auf Null zu rotieren:

Av R=Gn,n+1,¢cn,8,) - G(1,2,¢1,51) A,

(14.3)
Q" =Gn,n+1,¢y,8,) -+ G(1,2,¢1,51)

Das folgende Schema illustriert — fiir n = 5 und m = 6 — die dabei notwendigen
Transformationen:

+++++ R
ot

A — | =L | =2
++ ++ -+

++ ++ ++

+ + + ]
-+ o+ TR,
o+ Ft+ o+

=3 i=4 A+ | =5 +++

S = B e = ] | T

++ — %

+ + R

Dabei deuten die grau hinterlegten Fldchen jeweils an, welche Zeilen der Matrix
durch die Givens-Rotationen kombiniert werden, und die Sterne kennzeichnen
neu berechnete Eintrage.
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Aufwand. Die Anzahl der Multiplikationen der n Givens-Rotationen summiert
sich ungefihr zu

zn:él(n—i—i—l) = zn:zu ~ 2n%.
i=1 i=1

Dies ist etwa um den Faktor n/3 geringer als der Aufwand einer herkémmlichen
@ R-Zerlegung. o

Beispiel. Fiir die Ausgleichsgerade aus Beispiel 11.4 wurde in Beispiel 13.4
die Q R-Zerlegung der Koeffizientenmatrix und die entsprechende rechte Seite
bestimmt:

10 2 -7 —13/2
I 0 -5 P .7,
A=l 4| =9 0 ol TP g9/
17 0 0 —5/34

Wir wollen nun wie in Beispiel 14.2 annehmen, daf§ ein fiinfter Mefipunkt
(x,9) = (1,1) neu hinzukommt und die aktualisierte Ausgleichsgerade y =
at + [tx beziiglich der erweiterten Datenmenge berechnen. Das zugehorige
Problem (14.1) lautet dann

1 1 1],
L e
minimiere —13/2 | — |-2 -7 [ ]

ﬁ-i—
~5/2 0 -5 ,

Die @ R-Zerlegung dieser Koeffizientenmatrix in Hessenberg-Form erfolgt durch
zwei Givens-Rotationen. Die erste Rotation kombiniert die ersten beiden Zei-
len derart, daf der (2, 1)-Eintrag Null wird. Die entsprechenden Parameter von
G(1,2,¢q, s1) sind durch

t1=1/2, a=1/V5, s=-2/V5
gegeben, und die zugehorige Transformation (inklusive der rechten Seite) lautet

11 1 N V5 35| 14/V5
—2 —7|-13)2 | = 0 —v5|—45/\/5
0 —5| —5/2 0 5| —5/2

Die zweite Givens-Rotation mit den Koeflizienten

tgz—l/\/g, Cg:—]_/\/g, 82:—\/3/\/6
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Abb. 14.2: Aktualisierte Ausgleichsgerade

transformiert die zweite und die dritte Zeile derart, dafl der (3, 2)-Eintrag Null
wird:

Vh 3Wh| 14/V5 T V5 3V5 | 14/5
0 —v5|-45/v5 | =2 0 30| 17/v/30
0 —5| —5/2 0 0]-2/V6

Die Parameter ot und % der neuen Ausgleichsgeraden losen somit das Glei-
chungssystem

V5 3v5] [af]  [14/V5
0 /30| |BT]  |17/V/30]°
Die resultierende Ausgleichsgerade lautet y = 11/10+17/30 2. Abbildung 14.2
zeigt die fiinf Datenpunkte sowie die neue und die alte Ausgleichsgerade; die

gepunktete Linie ist die alte Gerade. Der neue Punkt (1,1) ist durch einen
ausgefiillten Kreis hervorgehoben. O

15 Ein CG-Verfahren fiir das Ausgleichsproblem

Wenn die Matrix A gro und diinn besetzt ist, wird man zur Losung des linea-
ren Ausgleichsproblems der Q) R-Zerlegung unter Umstanden ein Iterationsver-
fahren vorziehen. Da die Koeffizientenmatrix A*A der Gaufischen Normalen-
gleichungen hermitesch und — falls A vollen Spaltenrang hat — positiv definit
ist, bietet sich das CG-Verfahren an, angewandt auf die Normalengleichungen

A"Ax = A™b.
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Allerdings haben wir bereits frither gesehen, dafl die Kondition der Matrix
A*A wesentlich schlechter ist als die Kondition der Matrix A. Daher sollte
nach Moglichkeit das explizite Ausmultiplizieren von A* A vermieden werden.
Zudem ist die Matrix A*A in der Regel nicht mehr diinn besetzt, und damit
wire ein Hauptargument fiir die Verwendung iterativer Verfahren zunichte.

Durch eine geschickte Umformulierung des CG-Verfahrens kénnen beide Pro-
bleme umgangen werden. Wir bezeichnen im weiteren mit 2(*) die Iterierten
des auf die Normalengleichungen angewendeten CG-Verfahrens und fithren die
beiden Residuen

r®) — p— Ag®) und s®) — A*p — A*Ax®) = A*p)

ein: ®) ist wie bisher iiblich das Residuum des Ausgleichsproblems wihrend
s*) das Residuum der Normalengleichungen angibt. Da das CG-Verfahren auf
die Normalengleichungen angewendet wird, iibernimmt also s*) die Rolle von
r*) in Algorithmus 9.1.

Die Koeffizientenmatrix A*A geht in Algorithmus 9.1 an zwei Stellen ein: bei
der Berechnung von oy, und bei der Aktualisierung von s*). Bei der Definition
von «ay, kann wegen des Innenprodukts leicht auf das Ausmultiplizieren der
Koeffizientenmatrix A*A verzichtet werden, denn es gilt

a = [sWI3/ 1AdV]3. (15.1)

Die Berechnung von s+ hingegen erfolgt am einfachsten in zwei Schritten:
Zunichst aktualisiert man das Residuum des Ausgleichsproblems,

Pt (k) akAd(k) ’ (15.2)
und berechnet anschlielend

stHD — grpktD) (15.3)

Diese Umformungen liefern das Verfahren CGLS (engl.: conjugate gradient me-
thod for linear least- squares problems), das bei exakter Arithmetik dquivalent
zu Algorithmus 9.1, angewandt auf die Normalengleichungen, ist.

Aufwand. Wenn Ad® zwischengespeichert wird, benétigt das CGLS-Verfahren
(Algorithmus 15.1) neben zwei Innenprodukten lediglich je eine Multiplikation
mit A und A* pro Iterationsschritt. O

Die wichtigsten Eigenschaften des CGLS-Verfahrens ergeben sich als unmit-
telbare Konsequenz aus den Resultaten von Abschnitt 9.
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Initialisierung: A € K™*™ und b € K™ seien gegeben

wiihle beliebiges () € K"

r©® =p— Az©
s — 4%

40 — 40)
for k=0,1,2,... do
o = [|s®2 / [|Ad®)||2 % Ad™®) fiir spiter abspeichern

20D = (B 4 g, ()

rEFD) — (B _ g AG(R)

s+ = grp(k+1)

B = [ls®V13 / 1s®)]3

dk+D) = g(k+1) 4 g, q(k)
until stop % end for

Ergebnis: z®) ist die Approximation der Losung des Ausgleichsproblems (11.2),
r®) = b — Az™®) das Residuum und s*) das Residuum der Normalengleichungen

Algorithmus 15.1: CGLS-Verfahren

Satz 15.1. Die k-te Iterierte 2®) des CGLS-Verfahrens liegt in dem verscho-
benen Krylov-Rraum

@+ (A A, Ar0)
= 2O fspan{A© (A" A O (ATA)L A O}
Unter allen Elementen x dieses affinen Raums minimiert 2®) die Residuen-
norm ||b — Ax||.

Beweis. Die erste Behauptung, £ € 2 + [C.(A*A, A*r(©), folgt sofort aus
der Aussage (9.10) von Satz 9.5. Zudem minimiert *) nach demselben Satz
die Zielfunktion @ aus Abschnitt 9 unter allen Elementen dieses Krylov-Raums;
im hiesigen Kontext hat ¢ die Gestalt (vgl. Bemerkung 9.6)

O(z) = %x*(A*A)m — Rea"(A%)).

Eine einfache Rechnung ergibt
1 2 1 2 " 1 2 1 2
5 I A3 = 5 03— Reb Az + 2 [|As]3 = @(x) + 5 [1bl3

und folglich stimmen @(z) und 3||b — Az||3 bis auf eine additive Konstante
iiberein. Damit ist der Beweis vollstindig. 0

Wegen dieser Minimierungseigenschaft ist das CGLS-Verfahren also direkt auf
das lineare Ausgleichsproblem zugeschnitten.
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il

Abb. 15.1: Réntgentomographie: Siemens-Rekonstruktion (li.) und CGLS-Iterierte (re.)

Bemerkung 15.2. Das CGLS-Verfahren kann ohne Modifikationen auch auf
Matrizen A ohne vollen Spaltenrang angewendet werden. Auch Satz 15.1 bleibt
unverindert giiltig, und die Iterierten 2(*) konvergieren gegen eine Losung des
linearen Ausgleichsproblems. Bei Matrizen ohne vollen Spaltenrang ist das
lineare Ausgleichsproblem allerdings nicht mehr eindeutig l6sbar. Der Grenz-
wert T der CGLS-Iterierten ist jedoch durch den folgenden Zusatz eindeutig
festgelegt:

Unter allen Losungen des linearen Ausgleichsproblems minimiert 7
den euklidischen Abstand ||Z — 2@ ||, zu 2©.

Die Wahl von 29 dient hier also als eine Art Auswahlkriterium des Grenzwerts
und kann dazu verwendet werden, A-priori-Informationen iiber die Losung
in das Verfahren einflieflen zu lassen. Fiir einen Beweis dieses Zusatzes vgl.
Aufgabe 11. O

Beispiel 15.3. Algorithmus 15.1 bietet eine Moglichkeit zur Losung des riesi-
gen iiberbestimmten linearen Gleichungssystems Az = b, das in der Einleitung
fiir die Computertomographie hergeleitet wurde. Fiir dieses Gleichungssystem
der Dimension 389760 x 262144 benotigt das Verfahren nur 21 Iterationen,
um den Kopfquerschnitt relativ gut zu approximieren, vgl. Abbildung 15.1.
Genauere Rekonstruktionen sind leider wegen der Modellierungsfehler mit die-
sem einfachen Ansatz nicht moglich, da der tatsidchliche Kopfquerschnitt z das
Modell nur bis auf einen relativen Fehler von rund 1.7% erfiillt, d. h.

b — Az
10]] 2
Dieser recht hohe Datenfehler und die schlechte Kondition der Matrix A sind

~ 0.0172.
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die Ursache dafiir, dafl weitere Iterationen das Bild nicht mehr verbessern
sondern, im Gegenteil, verschlechtern. Dieses verwunderliche Phédnomen der
Semikonvergenz 1483t sich mit einer detaillierteren Konvergenzanalyse erkldren
(siehe [26] oder [75]). o

16 Nachtrag: Das GMRES-Verfahren

Zum Abschluf} dieses Kapitels stellen wir noch das GMRES-Verfahren vor, ein
CG-artiges Iterationsverfahren fiir invertierbare Matrizen A € K™, die al-
lerdings nicht wie in Abschnitt 9 hermitesch und positiv definit sein miissen.
Obwohl zu dem aktuellen Kapitel kein unmittelbarer thematischer Bezug zu
bestehen scheint, haben wir die Herleitung dieses Verfahrens bis zum jetzi-
gen Zeitpunkt zuriickgestellt, da bei der Konstruktion Methoden der linearen
Ausgleichsrechnung Verwendung finden.

Die Zielsetzung des GMRES-Verfahrens ist dhnlich zu der des CG-Verfahrens,
vgl. Satz 9.5: Gesucht wird das Element

™ € 2@ 4 1 (A,r @), r0 =p— Az (16.1)

welches innerhalb dieses affin verschobenen Krylov-Raums die Euklidnorm des
Residuums

D(x) = [[b— Azl

minimiert. Die Zielfunktion @ ersetzt dabei die Energienorm aus Abschnitt 9,
da diese fiir allgemeine Matrizen A keine Norm darstellt.

Fiir die Losung dieses Minimierungsproblems konstruieren wir zunéchst eine
Orthogonalbasis von Ky (A, 7(?); beim CG-Verfahren wird diese Orthogonalba-
sis durch die Residuenvektoren erzeugt, vgl. Lemma 9.2. Im allgemeinen Fall ist
die Berechnung einer solchen Orthogonalbasis erheblich aufwendiger. Wir ver-

wenden zu diesem Zweck den Arnoldi-Prozef§, der in den ersten j = 1,2,...,n
Iterationsschritten sukzessive den Startvektor

vy =70/ rO, (16.2)
zu einer Orthonormalbasis {vi,...,v;} von K;(A,r®) erginzt.. Diese Basis-

vektoren werden fiir das weitere in Matrizen
Vi =[vr,...,v] € K™, j=1,2,...,n,

gesammelt. Die zugehorigen Produkte P; = ViV, j = 1,...,n, bilden dann
Orthogonalprojektoren auf KC;(A, r(®).
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Um Vj zu Vji; zu ergénzen, setzen wir
Vi1 = i1/ || gj41ll2, gj+1 = (I = P;)Av;. (16.3)

Offensichtlich gehort Av; zu ;41 (A4, 7)) und aufgrund der Konstruktion gilt
v LIC; (A, r®). Also ist vj,, die (bis auf das Vorzeichen eindeutige) Er-
gianzung der Orthonormalbasis von /C;(A, 7(9)) zu einer Orthonormalbasis von
Kji1(A,r®). Eine Ausnahmesituation tritt ein, wenn g;y; der Nullvektor ist.
Dann gehért Av; wegen (16.3) selbst zum Krylov-Raum KC;(A,7®) und es
folgt

ICj(Av T(O)) - ICJ-H(A’ 7,(0)) )

d.h. Aist eine Selbstabbildung des Krylov-Raums C;(A, 7). In diesem Fall ist
die Menge {v;,...,v;} eine vollstindige Basis aller Krylov-Raume KC;(A,r(©)
mit i > j, und die GMRES-Iterierte zU) ist die exakte Losung des linearen
Gleichungssystems Ax = b, vgl. Aufgabe 14.
Aus (16.3) erhalten wir mit P; = V;V/*
J
Avj = ViV Avs + Nlgzallavsn = D (07 Av))os + gzl ovjh1 (16.4)

i=1
Léuft j von 1 bis k, so ergibt (16.4) die Matrix-Gleichung

AVy, = Vi Hy (16.5)
wobei
[ hy hie has o hu ]
hai has has -+ hoy
0 h32 h33 h3k
Hy, = . . : € KkHL)xk (16.6)
: 0 hk,kq Pogcse
| 0 ... 0 hkyie |

eine obere Hessenberg-Matrix mit den entsprechenden Eintréigen

v Avj 1< 7,
hij = § llaill2, i=j+1,
0, P>+,

ist.
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Initialisierung: A € K™*™ und v; € K" mit [jvi|l2 = 1 seien gegeben
for j=1,2,... do
Uj+1 = Av;
fori=1,2,...,5 do
hij = ’U;:k’{)j+1
Vi1 = Uj41 — hijvs
end for
hiv1s = 104l
if hj+l,j 7é 0 then
Vjt1 = Ujg1/hje1 5
end if
until hjiq ;=0 % end for
k=j % letzter Wert des Lauf-Indizes der for-Schleife

FErgebnis: Die Werte h;; sind die Eintréige der Hessenberg-Matrix Hj, aus (16.6),
{v;}5_, bildet eine Orthonormalbasis des Krylov-Raums K (A, vy)

Algorithmus 16.1: Arnoldi-Prozef

Die Gleichung (16.4) besagt, dafl die Summe auf der rechten Seite von Av;,
abgezogen werden muf}, um die orthogonale Ergédnzung v;;; der Orthonor-
malbasis {vy,...,v;} zu bestimmen. Diese Vorgehensweise, bei der der neue
Basisvektor sukzessive gegen alle alten Basisvektoren orthogonalisiert wird,
beruht auf dem Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren. Aufgrund von
Rundungsfehlern ergibt sich jedoch selten wirklich die Identitét V;'V; = I, d. h.
die Orthogonalitét der Basisvektoren geht mit wachsendem j zunehmend ver-
loren. Als etwas stabiler erweist sich das modifizierte Gram-Schmidt- Verfahren,
das in Algorithmus 16.1 verwendet wird und das bei exakter Arithmetik mathe-
matisch dquivalent zu dem Gram-Schmidt-Verfahren ist, vgl. etwa Bjorck [§]
oder Higham [55].

Wir wenden uns nun wieder dem GMRES-Verfahren zu. Mit Hilfe der Or-
thonormalbasis aus dem Arnoldi-Prozef kann der gesuchte Vektor () in der
Form

20 = 2O Ly W)

mit einem geeigneten, aber noch zu bestimmenden z*) geschrieben werden.
Wird diese Darstellung in die Zielfunktion @ eingesetzt, so ergibt sich fiir z*)
das lineare Ausgleichsproblem

minimiere  ||7® — AVi2®|,. (16.7)

Wegen der Wahl (16.2) des Startvektors fiir den Arnoldi-Proze§ haben wir
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7 = poVigrer mit pg = [|r?]|2, ferner kénnen wir AV, mit Hilfe der Fak-
torisierung (16.5) ersetzen. Somit ist das Ausgleichsproblem (16.7) fiir z*)
dquivalent zu

minimiere ||poVii161 — Vk+1sz(k)H2 = |lpoe1 — sz(k)Hg.
Zur Berechnung von z*) muB nun ein (k + 1) x k-dimensionales lineares Aus-
gleichsproblem mit einer oberen Hessenberg-Matrix gelost werden.

Eine QR-Zerlegung von Hj kann wie in Abschnitt 14 effizient mit Givens-
Rotationen implementiert werden. Da die ersten k Zeilen und die ersten k& — 1
Spalten von Hj mit Hy_; tibereinstimmen,

kann dabei die Q) R-Zerlegung von Hy_; aus dem vorangegangenen Iterations-
schritt ausgenutzt werden. Ist

0
Ry
G1--G2Gi1Hp1 = [ gl} =1 0N

mit den Givens-Rotationen G; = G(j,j + 1,¢j,s;) € K** und der oberen
Dreiecksmatrix Ry_; € K*D**=1) die QR-Zerlegung von Hj_;, so ergibt
sich entsprechend mit den in IKF+D*(*k+1) eingebetteten Givens-Rotationen Gj
die Faktorisierung von Hy, :

(\
Gror- GoGhH, = | =

he | h=Gey- GoGihy € K.

Offensichtlich miissen die Givens-Rotationen Gi,...,Gj—; lediglich auf die
letzte Spalte hy von Hjp angewendet werden, um h; zu berechnen. Danach
muf noch eine neue Givens-Rotation Gj, = G(k, k + 1, ¢y, sp,) € KEFDx kD)
bestimmt werden, die das (k + 1, k)-Element auf Null transformiert.

Algorithmus 16.2 fafit alle Schritte des GMRES-Verfahrens zusammen (der
Ubersichtlichkeit halber fiir reelle Matrizen), wobei der Arnoldi-Proze gleich
in der oben beschriebenen Weise mit der Reduktion von Hj auf obere Drei-
ecksgestalt verzahnt ist.
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Initialisierung: A € K™ b€ K" und 2(©) € K" seien gegeben

r® =p— Az
d = [do] = [[Ir”]2] € R!

v = T(O)/do
for k=1,2,... do % Tteration von GMRES
g1 = Avy,

fori=1,2,...,k do % Arnoldi-Prozef
hik = V] Vg1
Vg1 = Ug41 — harv;

end for
w = |tgs1ll2 % w entspricht hyy1 ; wird aber nicht in Matrix H abgespeichert
fori=1,2,...,k—1do % wende die alten Givens-Rotationen auf hj an
h = cihig + sihit1k
hit1x = —sihik + cihitak
hik = h
end for

% bestimme die neue Givens-Rotation Gy,
if w< |hkk| then
tk = w/|hkk|
ck = hik/ (|hekl (14 67)1/2)
&y = tk/(]. + ti)l/Q
else
tr = hkk/w
ek = tr/(1+3)1/2
50 = 1/(1+ )12
end if

% wende die neue Givens-Rotation auf die letzte Spalte von H und die rechte Seite an

hii = cphip + spw % H = [h;;] ist nun die reduzierte k X k obere Dreiecksmatrix
% erginze d = [d;]5" zu einem Vektor in K*+!
dp = —spdp_1 % |dk| ist gleichzeitig die aktuelle Residuennorm ||b — A;r(k>|\2
dr—1 = cpdi—1

until |dj| ist hinreichend klein % end for

% Berechnung von z(*) nur am Schluf
Hz® =( % bestimme Entwicklungskoeffizienten durch Lésen des Dreiecksystems

z®) = 20 4 1, 2(F) % Vi =[vi,... vk

Ergebnis: x®) ist die letzte Tterierte, |dy| die zugehorige Residuennorm ||b — Az®)||,

Algorithmus 16.2: (Reelles) GMRES-Verfahren
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Aufwand. Die Kosten des GMRES-Verfahrens werden von denen des Arnoldi-
Prozesses dominiert. Neben der Matrix-Vektor-Multiplikation mit A besteht
der Hauptaufwand der k-ten Iteration aus den k£ 4 1 Innenprodukten zur Be-
rechnung der letzten Spalte von Hj. Werden die Kosten einer Matrix-Vektor-
Multiplikation bei einer diinn besetzten Matrix mit O(n) Operationen ange-
setzt, so ergibt sich ein Gesamtaufwand von k?n/2 4+ O(kn) Multiplikationen
fiir die ersten k Iterationen des Verfahrens.

Von Bedeutung ist auch der Speicheraufwand des Verfahrens, da alle Basisvek-
toren v;, 7 = 1,..., k, abgespeichert werden miissen, um am Schlufl die Nahe-
rungslosung £*) berechnen zu kénnen. k Iterationen bendtigen etwa kn Spei-
cherplétze, was bei vielen Anwendungen bereits fiir moderate k£ den Speicher-
bedarf der Koeffizientenmatrix iibersteigt. o

Der Rechenaufwand ist also um den Faktor k/2 hoher als der des CG-Verfah-
rens im hermitesch positiv definiten Fall. Der anwachsende Speicheraufwand ist
jedoch haufig das groflere Problem. Fiir die Effizienz des GMRES-Verfahrens
ist daher in besonderem Mafle die Konvergenzgeschwindigkeit entscheidend.

Leider fehlt — im Gegensatz zu dem CG-Verfahren fiir den positiv definiten
Fall — eine befriedigende Konvergenztheorie fiir das GMRES-Verfahren. Klar
ist aufgrund der Minimierungsvorgabe, da§ das Verfahren (bei exakter Arith-
metik) nach spétestens n Iterationen die exakte Losung des Gleichungssystems
gefunden hat. Andererseits kommen so viele Iterationen aufgrund der Auf-
wandsabschétzung nicht ernsthaft in Betracht.

In der Praxis beobachtet man in der Regel verschiedene Phasen der Iteration,
bei denen die Fehlerkurve abwechselnd zu stagnieren scheint, dann linear oder
gar superlinear abfillt. Um Stagnationen zu vermeiden, ist wie bei dem CG-
Verfahren ein guter Prikonditionierer oftmals unverzichtbar. Bei der Konstruk-
tion des Prikonditionierers (der in diesem Kontext nicht hermitesch positiv de-
finit zu sein braucht) werden in der Regel die gleichen Kriterien angelegt, die
sich beim CG-Verfahren bewéhrt haben: Demnach soll der Prikonditionierer
entweder die Kondition der Koeffizientenmatrix reduzieren oder deren Spek-
trum in gewissen Punkten A\ /= 0 konzentrieren. Allerdings kann man auch
Gleichungssysteme konstruieren, bei denen eine solche Strategie fehlschlagt;
entsprechende Beispiele finden sich etwa in dem Buch von Greenbaum [36].

Um den Speicheraufwand in den Griff zu bekommen, kann man das GMRES-
Verfahren nach jeweils ¢ Iterationen abbrechen und dann die Iteration mit
der aktuellen Iterierten als Startvektor neu beginnen. Die Iterierten dieser Va-
riante GMRES(Y) liegen jeweils in den gleichen Krylov-Réumen wie die ent-
sprechenden Iterierten des GMRES-Verfahrens, minimieren aber ab dem ersten
Neustart nicht mehr die Euklidnorm des Residuums, da beit GMRES(¢) zur Lo-
sung des Minimierungsproblems (16.7) nur noch diejenigen Arnoldi-Vektoren
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herangezogen werden, die seit dem letzten Neustart konstruiert wurden. Ins-
besondere findet diese Variante in der Regel nicht mehr die exakte Losung
des Gleichungssystems in endlicher Zeit. Dennoch kann fiir eine relativ grofle
Klasse von Matrizen Konvergenz bewiesen werden.

Satz 16.1. Sei A € K™ mit Rex*Ax > «lz||3 fir ein a > 0 und alle
x € K" Dann konvergiert das GMRES({)-Verfahren gegen die Lisung des
Gleichungssystems Ax = b.

Bemerkung. Die Bedeutung der hier geforderten Voraussetzung an A wird in
anderem Kontext in Abschnitt 23 untersucht: Beispielsweise folgt aus dem Satz
von Bendixson (Satz 23.6), dafl unter dieser Voraussetzung das Spektrum von
A notwendigerweise in der rechten Halbebene der komplexen Ebene liegt. O

Beweis von Satz 16.1. Fiir beliebiges w € R und = € K" ergibt sich aufgrund
der Voraussetzung an A die Ungleichung

I —wA)z]|3 = ||z]|3 — 2wRez" Az +w* || Az 3
< (1—2wa + Al [l2]l5-

Fiir 0 < w < 2a/||Al|3 ist die rechte Seite kleiner als ||z||3 und somit I —
wA eine Kontraktion beziiglich der Euklidnorm. Wir fixieren ein entsprechen-
des w und bezeichnen den Kontraktionsfaktor mit ¢, 0 < ¢ < 1. Fiir 1 <
k < ¢ stimmen die k-te Iterierte ) von GMRES(¢) und die entsprechen-
de GMRES-Iterierte iiberein. Aufgrund der Minimaleigenschaft der GMRES-
Iterierten kénnen wir daher das zugehérige Residuum mit dem Residuum von

k—1
9 =20 403 (T —wA)r@ e 20+ K (A, )

=0
vergleichen: Aus
k—1
b—ATH = O — AN (I —wA)r©

=0

k—1

— 0 _ Z(I wA)r© 4 Z wA)iHp(©)
=0 =0

= 7O — 7O 4 (I = wA)rO = (I - wA)r®
folgt

I = Az® ]y < b= ATV 2 = [I(1 = wA)*r Oy < ¢"[Ir]2.
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10

10 | gmres(5)

107°h  gmres

.
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Abb. 16.1: Konvergenzverlauf von gmres und gmres(5)

Entsprechend ergibt sich nach dem ersten Neustart, also nach k Iterationen
mit ¢ < k < 2¢ die Abschéitzung

b= A2 2 < ¢ b= A2 2 < ¢ JrVl2 = ¢V

So fortfahrend erhalten wir dieselbe Abschétzung fiir jedes k > 0, so dafl sich
der Tterationsfehler A='b — 2*) = A=Y (b — Az®) durch

1470 — 2@y < AT P2, k=012, (16.8)

abschétzen 148t. Da die rechte Seite fiir & — oo gegen Null konvergiert, folgt
hieraus die Behauptung. 0

Beispiel 16.2. Die Kurven in Abbildung 16.1 zeigen die Entwicklung des re-
lativen Fehlers fiir GMRES und GMRES(5) bei einem Gleichungssystem, des-
sen Koeffizientenmatrix nicht hermitesch ist. Es handelt sich dabei um das
Gleichungssystem aus Abschnitt 59 mit der Dimension n = 256. Dies ist ein
Beispiel, in dem gmres sehr gut konvergiert: Man sieht fast durchweg ein linea-
res Konvergenzverhalten, das nach den ersten fiinf Iterationen etwas schneller
wird. Erwartungsgeméf ist die Konvergenz von gmres(5) nicht ganz so gut. Es
sei angemerkt, dafl in diesem Beispiel die Voraussetzung von Satz 16.1 erfiillt

1st. O
Die Konstruktion effizienter Iterationsverfahren zur Losung nichthermitescher
Gleichungssysteme ist gegenwirtig ein sehr aktives Forschungsgebiet. Neben

dem GMRES-Verfahren werden auch Verfahren untersucht, bei denen anstelle
der Orthogonalbasis aus dem Arnoldi-Prozel (mit dem hohen Speicherbedarf
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aufgrund der langen Rekursionen) andere Basen des Krylov-Raums mit kurz-
en Rekursionen erzeugt werden. Wahrend diese Verfahren mit geringem Spei-
cherplatz und oft auch dem Rechenaufwand des klassischen CG-Verfahrens
auskommen, minimieren die Iterierten in der Regel keine der iiblichen Ziel-
funktionen wie etwa die Residuennorm. Entsprechend schwierig ist ihre Kon-
vergenzuntersuchung. Fiir eine Ubersicht dieser Verfahren sei wieder auf das
Buch von Greenbaum [36] verwiesen.
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Aufgaben

1. Gegeben sei die Wertetabelle
2|0 h 2h - nh
y‘yo Yyi Y2 - Yn

mit & € RT und n € N fiir die Funktion y = y(z). Rechnen Sie nach, daf§

n

6

nn+1)(n+2)h ;(% —n

6 =

die Steigung der besten Ausgleichsgerade G = {(z,y) : y = « + Bz} im Sinne von Bei-
spiel 11.4 ist.

2. Der Abstand eines Punktes (x;,y;) von einer Geraden G = {(z,y) : y = o + Sz} ist
definiert als

d; = (lH;;IéG((Iz —2)’ + (yi —y)?)

1/2

(a) Weisen Sie die Identitéit

di = 1+162 H L; %ﬂ {yioj A
nach.

(b) Sind n Punkte {(z;,y;)}7; gegeben, dann ist d = (3", d?)'/2 der Abstand aller Punk-
te von der Geraden GG. Bestimmen Sie den Abstand der vier Punkte von der Ausgleichsge-
raden aus Beispiel 11.4 und {iberlegen Sie sich eine andere Wahl von « und £, fiir die dieser

Abstand kleiner wird.

3. Esseien A € R™*™ und C' € RP*™ mit p < n < m + p und beide Matrizen haben vollen
Rang. Ferner sei b € R™ und d € RP. Betrachten Sie das restringierte lineare Ausgleichspro-
blem 3 ||b — Az||3 — min unter der linearen Nebenbedingung Cx = d. Zeigen Sie, daf die
Losung 7 und 7 = b — AZ die entsprechenden (Block-)Komponenten der Losung des linearen
Gleichungssystems

1 0 A r b
0 0 C A = |d
A* C* 0 T 0

sind.
Hinweis: Verwenden Sie die Lagrange-Multiplikatorenregel.

4. Bei dem mechanischen Beispiel aus Abschnitt 3 stellen sich innere Krifte fi ein, die die
duBeren Krifte p; an den Knoten kompensieren. Dieser Gleichgewichtszustand wird durch
das lineare Gleichungssystem p = Ef beschrieben, vgl. (3.1).

(a) Zeigen Sie unter der Voraussetzung, daf die Diagonalmatrix L in Abschnitt 3 die Ein-
heitsmatrix ist, dafy der Vektor f das Minimierungsproblem 16st :

Minimiere || f||3 unter der Nebenbedingung Ef = p.
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(b) Betrachten Sie nun den Fall einer allgemeinen Diagonalmatrix L: Zeigen Sie, daf f dann
das Minimierungsproblem

18
minimiere Z Uy f,f unter der Nebenbedingung Ef =p.
k=1

lost.

5. Seien A € R™*™ und b € R™. Bei der Tikhonov-Regularisierung wird fiir o > 0 die
folgende Minimierungsaufgabe fiir € R™ gelost:

minimiere T, (z) = ||b— Az|3 + a|z||3.

Zeigen Sie:
(a) Fiir jedes @ > 0 gibt es ein eindeutig bestimmtes z,, € R™, so dafl

To(xa) < To(z) firallez € R™.
(b) x4 erfiillt das lineare Gleichungssystem
(ATA+ al)z, = ATb.
(c) Tst At die Pseudoinverse von A, dann gilt
zo, — Alb fir o — 0.

6. Sei A € IK"*™. Zeigen Sie, daf gilt

n

min{ |[A — Q[|% : Q wnitar} = > (o7 — 1),

i=1

und geben Sie eine unitdre Matrix @ an, fiir die dieses Minimum angenommen wird.

Hinweis: Verwenden Sie [|A — Q|| = Spur((A — Q)(A* — Q).

7. Sei A € R™*™ m > n. Zeigen Sie, dafl A eine Zerlegung der Gestalt A = U*BV
besitzt, wobei U € R™*™ sowie V € R"*" orthogonal sind und B € R™*™ eine untere
Bidiagonalmatrix ist, d. h.

+ 0
+
B=
.+
o_ _ _ 4]
0

8. Q1R = Q2Rs seien zwei Q R-Faktorisierungen einer Matrix A € IK"*"™ mit m > n, d.h.
1 und @9 sind unitdre Matrizen und R; und Ry obere Dreiecksmatrizen. Zeigen Sie, dafl
eine unitire Diagonalmatrix S € K™*™ existiert, fiir die gilt:

Q1= Q25" Ry = SR,.
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9. Diese Aufgabe beschéftigt sich mit der @ R-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche fiir Matrizen
A ohne vollen Spaltenrang, vgl. Bemerkung 13.5.

(a) Uberlegen Sie sich die Details der Spaltenpivotsuche, und leiten Sie die resultierende
Faktorisierung (13.7) her.

(b) Wie kann man aus (13.7) eine Losung des linearen Ausgleichsproblems bestimmen?
Zeigen Sie an einem Beispiel, dafl Thre Losung im allgemeinen keine minimale Norm besitzt.
(¢) Implementieren Sie diesen Algorithmus und vergleichen Sie die von Ihnen berechnete
Losung des Ausgleichsproblems mit der Losung mit minimaler Norm.

10. Uberlegen Sie sich den genauen Rechenaufwand, wenn die QR-Zerlegung einer Matrix
in oberer Hessenberg-Form mit Householder-Transformationen berechnet wird. Vergleichen
Sie das Ergebnis mit dem Aufwand des Algorithmus aus Abschnitt 14.

11. Beweisen Sie die Aussagen aus Bemerkung 15.2.

12. A € R™*"™, m > n, besitze vollen Spaltenrang, und es sei b € R(A). Gesucht ist die
Losung ! des linearen Ausgleichsproblems

minimiere ||b— Az||3.

(a) Zeigen Sie, daB 2t = ATz, wobei z eine Losung von AA”z = b ist.

(b) Wenden Sie das CG-Verfahren auf das Gleichungssystem fiir z an (vgl. Bemerkung 15.2).
Substituieren Sie in Threm Algorithmus z(®) = AT 2(%) sowie s¥) = ATd*),

(c) Zeigen Sie, daB z*) die Fehlernorm ||z*) — 2f||3 in Kp(AAT,b — Az(®)) minimiert.

13. Zeigen Sie, dafl das modifizierte Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren aus Algo-
rithmus 16.1 dquivalent zu dem klassischen Gram-Schmidt-Verfahren (16.4) ist.

14. Sei A € K™ ™ nichtsingulér, ) = b — Az(©) und K,,(A, 7)) = K11 (A, 7)) fiir ein
m < n. Beweisen Sie, dafl das GMRES-Verfahren in diesem Fall nach héchstens m Schritten
die exakte Losung (™ = A~1b berechnet hat.

15. Zeigen Sie, dal die oberen Hessenberg-Matrizen Hj aus (16.5) rechteckige Tridiago-
nalmatrizen sind, falls A eine hermitesche Matrix ist. Vergleichen Sie fiir diesen Fall den

Aufwand des GMRES-Verfahrens mit der allgemeinen Aufwandsabschétzung.

16. Das GMRES-Verfahren werde auf ein Gleichungssystem Az = b mit Koeffizientenmatrix

0 0 —ag
10 0 —aq
A= IR
0 —QGp—2
0 1 —Qp—1
angewendet. Zeigen Sie, daB die Residuen (9, i = 0,...,n—1, der Iterierten alle die gleiche
Norm haben, falls der Startvektor 2(?) die Gleichungen x§°) =bjy1+ aixﬁ?), i=1,...,n—1,

erfiillt.
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Nach den linearen Gleichungssystemen wenden wir uns nun nichtlinearen Glei-
chungen in einer und mehreren Variablen zu. Nichtlineare Gleichungen werden
zumeist als Nullstellenaufgabe formuliert, d. h. gesucht wird die Nullstelle einer
Abbildung

F:D(F) c K" — K"

oder das Minimum von ||F'(x)||2 tiber D(F'). Hier und im folgenden bezeichnet
D(F') den Definitionsbereich von F', der im weiteren als offen und zusammen-
héngend vorausgesetzt wird. Durch die Transformation F(z) = G(z) —y kann
jede nichtlineare Gleichung G(x) = y unmittelbar in eine solche Nullstellen-
aufgabe tiberfithrt werden.

Da nichtlineare Gleichungen in der Regel nicht geschlossen gelést werden koén-
nen, ihre Losungen also nicht in endlich vielen Schritten berechenbar sind,
kommen fast ausschlielich Iterationsverfahren zur Approximation der Losung
zur Anwendung.

Ein Standardwerk zu diesem Thema ist das Buch von Ortega und Rhein-
boldt [78]. Der wichtige eindimensionale Fall wird sehr ausfiihrlich in [9] behan-
delt. Aus der weiterfithrenden Literatur zum nichtlinearen Ausgleichsproblem
sind die Biicher [32, 74] empfehlenswert.

17 Konvergenzbegriffe

Zur Erlduterung einiger grundlegender Aussagen iiber Iterationsverfahren zur
Losung nichtlinearer Gleichungen betrachten wir als Einfiihrung das Heron-

IFiir Iterationsfolgen im K" verwenden wir wie in den vorangegangenen Kapiteln die Nota-
tion {m(k)} mit hochgestelltem und geklammertem Iterationsindex; ein tiefgestellter Index
wie in xl(-k) bezeichnet dann die entsprechende Komponente der k-ten Iterierten. Lediglich im
Eindimensionalen werden wir hiervon abweichen und den Iterationsindex tiefstellen (ohne
Klammern). Da die Dimension des Grundraums immer offensichtlich ist, diirften Mifiver-

stindnisse ausgeschlossen sein.
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Verfahren zur Berechnung der v-ten Wurzel einer Zahl a € C\ {0}. Ausgehend
von einer Startniherung xgy € C sind die weiteren Iterierten dieses Verfahrens
durch die Rekursion

1
Tepr = — (v = Dap+a/zy™"), k=0,1,..., (17.1)

definiert. Wenn die Folge konvergiert, erfiillt der Grenzwert x die Fixpunkt-
gleichung

ve = (v—1x+a/z"!

und somit ist ¥ = a. Unklar ist jedoch zunéchst, ob und gegen welche v-te
Wurzel die Folge konvergiert und wie schnell die Konvergenz gegebenenfalls
ist.

Im klassischen Heron-Verfahren — dies entspricht dem Fall v = 2 — fallt die
Beantwortung dieser Fragen noch relativ leicht: Die Transformation

ok —Va (17.2)
Tk + \/a
mit einer beliebig fixierten Wurzel /a fiihrt auf die Rekursion

. _ T —vVa _ apta/rg—2ya T34 a—2y/axy
P Trp1 +V/a T+ a/zr + 2v/a 2+ a+ 2y/axy

(%)2 = 2. (17.3)

Zp =

Folglich ist

0 fir |z < 1,
klim lzk] = <1 fir [z0| =1,
00 fir [z > 1,

d.h. die Folge {x;} konvergiert gegen \/a, falls |zp| < 1 ist, und gegen —/a,
falls |zp| > 1 ist; in allen anderen Fillen liegt keine Konvergenz vor.

Die Bedingung

ol = |22V 5

fir die komplexe Startnéherung xzq ist dquivalent zu

|zo|* — 2ReTova + |a| = |zo — val?
< |z +Val® = |zo* + 2ReTpva + |al
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Abb. 17.1: _9 ‘ ‘ 3
Konvergenzgebiete des Heron-Verfahrens -2 -1 0 1 2

also zu ReZgy/a = 0. Fiir ein positives a ergibt sich somit Konvergenz gegen
diejenige Wurzel von a, die dasselbe Vorzeichen hat wie der Realteil von xy.

Bereits fiir den Fall v = 3, also das Heron-Verfahren zur Berechnung der drit-
ten Wurzel einer Zahl a, ist die Konvergenzdiskussion wesentlich komplizierter.
In diesem Fall kommen drei Grenzwerte in Frage und es ergibt sich eine schein-
bar chaotische Abhéngigkeit des Grenzwerts vom Startwert xq. Abbildung 17.1
zeigt in verschiedenen Graustufen die drei Teilmengen der komplexen Ebene, in
denen der Startwert x liegen muf}, damit das Verfahren gegen die in der jewei-
ligen Menge liegende dritte Wurzel der Zahl a = 1 konvergiert (die moglichen
Grenzwerte sind mit Kreuzen markiert).

17.1  Lokale Konvergenz

Offensichtlich konvergieren Iterationsverfahren fiir nichtlineare Gleichungen in
der Regel nicht mit jedem Startwert gegen die gesuchte Losung. Andererseits
sehen wir zumindest beim Heron-Verfahren, dafl das Verfahren gegen eine Lo-
sung = konvergiert, falls der Startwert nur hinreichend nahe bei T gewéhlt
wird. Dies legt die folgende Definition nahe:

Definition 17.1. Ein Iterationsverfahren 2**1 = @(z(*)) mit einer Funktion
¢ D(@) C K™ — K" heifit lokal konvergent gegen z € K", falls eine Um-
gebung U C D(®) um T € U existiert, so daB fiir alle Startvektoren #(*) € U
die resultierende Folge {2®)} gegen 7 konvergiert. In diesem Fall spricht man
von einem anziechenden Fizpunkt T von @. Das Iterationsverfahren heifit global
konvergent, wenn U der gesamte Raum K" ist.

Das Heron-Verfahren (zumindest in den Féllen v = 2 und v = 3) ist also
fiir jede v-te Wurzel von a € C lokal konvergent. Eine hinreichende Bedin-
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gung fiir die lokale Konvergenz eines allgemeinen Iterationsverfahrens liefert
der folgende Satz.

Satz 17.2. Die Funktion @ : D(®) C K" — K" sei stetig differenzierbar und
habe einen Fizpunkt T in D(P). Ferner sei || - || eine Norm in K™ und || - ||
eine damit vertragliche Norm in IK™*™ mit ||®'(Z)| < 1. Dann ist @ in einer
Umgebung U von T eine Kontraktion und die Fizpunktiteration

2* D = @ () k=0,1,2,...

lokal konvergent gegen .

Beweis. Wegen der Stetigkeit von @' existiert beziiglich der genannten Norm
in K" eine abgeschlossene Kugel Y C D(®) um = mit Radius p > 0, so dafl

2" (x)]| <g<1  firallex el.

Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung im K™ (vgl. Heuser [53,
Satz 176.4]),

#(5) = 9() = [ ¥ (a+tly =)y -2,

folgt

1
12(y) — P(x)|| < /0 9" (z + tly — ) ly — 2l dt < qlly — =] (17.4)
fiir alle z,y € U. Speziell fiir y = ¥ ergibt dies
[8(2) =2 < qlle =Z| <qp<p,

d.h. @ ist eine kontrahierende Selbstabbildung von Y. Die Behauptung folgt
somit aus dem Banachschen Fixpunktsatz 7.1. 0

Beispiel 17.3. Abbildung 17.2 zeigt eine Aufhéngevorrichtung fiir ein Ge-
wicht der Masse m, etwa ein Wirtshausschild, das am Punkt C' befestigt wer-
den soll: Die beiden Stidbe der Lénge [y bzw. Iy seien durch ein Gelenk B
miteinander verbunden und mit einem Lager A an der Wand befestigt. Wir
nehmen an, dafl die Stédbe starr sind und eine vernachlédssighare Masse besit-
zen, so dafl duBere Krifte allenfalls die Winkel der Gelenke verédndern kénnen.
Wir modellieren diesbeziiglich die Steifigkeit der Gelenke durch Drehfedern, die
einer Winkelédnderung aus der in Abbildung 17.2 links dargestellten Ruhelage
entgegenwirken.

Mit dem angehéngten Gewicht stellt sich die neue Gleichgewichtslage aus Ab-
bildung 17.2 rechts ein, die durch die beiden eingezeichneten Winkel §; und 65
beschrieben wird: 6, ist die Auslenkung des ersten Stabs aus der Horizontalen
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lo

Abb. 17.2: Aufhéngevorrichtung mit und ohne Gewicht

und 0y die Auslenkung des zweiten Stabs aus der Vertikalen, und zwar jeweils
im Uhrzeigersinn. Diese beiden Winkel sollen im folgenden berechnet werden.

Eine duflere Kraft {ibt auf jedes der beiden Gelenke ein Drehmoment aus, das
sich aus der Formel

Moment = Hebelarm x Kraft (17.5)

errechnet.? In unserem Fall ist die einzige #uBere Kraft die Gewichtskraft im
Punkt C, und die Stéarke des Drehmoments ist das Produkt aus der Gewichts-
kraft mg und dem horizontalen Abstand des Punkts C' von dem jeweils be-
trachteten Gelenk. Das Vorzeichen ist positiv, wenn das Drehmoment im ma-
thematisch positiven Sinn (gegen den Uhrzeigersinn) wirkt.

Im Gleichgewichtszustand ist die Summe aller Drehmomente in jedem Ge-
lenk gleich Null. Da das Geriist ansonsten starr ist, errechnen sich hieraus die
Riickstellmomente der einzelnen Federn, die proportional zu den Winkelaus-
lenkungen sind; die Stérken k; und k3 der beiden Drehfedern sind die jeweiligen
Proportionalitdtskonstanten.

Fiir das Lager A ist der horizontale Abstand zum Punkt C' durch [; cosf; —
I3 8in 05 gegeben und somit mufl gelten

k101 — mg(ly costy — lysinfy) = 0.

Der Winkel von Gelenk B verringert sich in dem Gleichgewichtszustand um
den Winkel 0; — 6, gegeniiber dem unbelasteten Zustand, woraus die zweite

2In der Mechanik werden alle auftretenden Grofien in (17.5) als Vektoren interpretiert, und
das Drehmoment beziiglich eines Punkts wird durch das Kreuzprodukt der beiden Vektoren
auf der rechten Seite von (17.5) reprisentiert. Der Hebelarm ist dann durch den Vektor vom
Bezugspunkt zum Angriffspunkt des Kraftvektors zu ersetzen.
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Gleichung
—k2(91 — 92) + mglg sin 92 =0

folgt. Eine einfache Umformung fithrt daher auf das folgende nichtlineare Glei-
chungssystem fiir die gesuchten Winkel 6; und 6s:

0, = Tng(k—l1 cosb; — ]i—isin(%) ,

ly |l

L :
T + k:_g) sin ) .

0y = mg(k—1 cost; — (

Fiir das numerische Beispiel nehmen wir wie in der Skizze an, dafl die beiden
Stébe die gleiche Lange haben (I; = Iy = [) und die beiden Drehfedern gleich
stark sind (k; = ko = k). Dann sind 6; und 6, Fixpunkte der Abbildung
@ : R? — R? mit

cos B — sin O,
cosf; — 2sin b,

B0y, 0,) = c{ ] c=mgl/k.

Die Jacobi-Matrix ¢'(-) von ¢ lautet

& (0,,0,) = —c { (17.6)

sinf;  cosby
sinf;, 2cosfy |’

Im weiteren fassen wir die beiden Winkel in einem Vektor z = [0, 0,]7 € R?
zusammen. Aus (17.6) folgt dann fiir jedes z € R?

| 2'() | < 3c,

und da die Zeilensummennorm mit der Maximumnorm vertriglich ist, sieht
man wie in (17.4), da8

| 2(x) —2(y) |lo < 3cllz — vyl oo fiir alle z,y € R?.

Folglich ist @ fiir ¢ < 1/3, also fiir hinreichend grofie Federkonstanten, eine
Kontraktion des R? und besitzt nach dem Banachschen Fixpunktsatz in R?
genau einen Fixpunkt 7 = [0y, 65]7. Zudem konvergiert dann die Folge

2D @(x(k))

fiir jeden Startvektor (*) € R? gegen z. Fiir (% = [0,0]” und ¢ = 1/4 fragen
wir uns nun, nach wievielen Iterationen der Fehler ||z(*) — 2| kleiner als
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Abb. 17.3: Konvergenzverlauf der Fixpunktiteration

5-107° ist. Mit ¢ = 3¢ = 3/4 und der A-priori-Fehlerabschiitzung aus Satz 7.1
erhalten wir die Bedingung

k k |
la® — 7| < 1‘1— la® — 2O, = clq— <5-107°, (17.7)
- —q

die fiir k£ > 35 erfiillt ist. Abbildung 17.3 zeigt neben der Maximumnorm des
Fehlers #(*) — 7 (durchgezogene Linie) und der obigen A-priori-Abschiitzung
(Strichpunktlinie) noch die Fehlerschranke

q _
k= o % =2

1—gq

aus der A-posteriori-Abschéitzung aus Satz 7.1 (gebrochene Linie).

Offensichtlich wird die Fehlerschranke 5-10~° bereits nach 13 Iterationen unter-
schritten. Auf der Grundlage der A-posteriori-Abschéatzung wiirde man nach
16 Iterationen stoppen. Die Diskrepanz zwischen den Steigungen der beiden
Fehlerabschiatzungen liegt unter anderem daran, dafl fiir ¢ die globale obere
Schranke von ||@(z)||« fiir alle * € R? eingesetzt wurde. Tatséchlich hingt
die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit der Fixpunktiteration nur von
der Ableitung ¢’ in der Nahe des Fixpunkts ab, vgl. Aufgabe 2. o

17.2  Konvergenzordnung

Als néchstes analysieren wir die Konvergenzgeschwindigkeit einer Folge.
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Definition 17.4. Fiir eine reelle nichtnegative Nullfolge {e }ren wird

k = lim sup E,t/k (17.8)

k—oo

als asymptotischer Konvergenzfaktor bezeichnet. Die Folge {e} heifit subline-
ar, linear bzw. superlinear konvergent, je nachdem ob xk =1, 0 < k < 1 oder
r = 0 ist. Gilt im superlinear konvergenten Fall zudem

e < Cely fir ein p > 1, C' > 0 und fast alle k € N, (17.9)

dann hat die Folge die Konvergenzordnung p. Entsprechend wird die Termino-
logie fiir konvergente Folgen {2} C K" mit Grenzwert 7 iiber die Fehlerfolge
er = ||[#® — 7| eingefiihrt (dabei spielt es keine Rolle, welche Norm im K"
verwendet wird).

Generell gilt (zumindest asymptotisch): Superlinear konvergente Folgen kon-
vergieren schneller als linear konvergente, und die Konvergenz ist um so schnel-
ler, je hoher die Konvergenzordnung ist. Man macht sich leicht klar, dafl jede
Nullfolge {4}, die die Bedingung (17.9) erfiillt, superlinear konvergiert.

Bemerkung 17.5. Als Faustregel erwartet man bei einem Iterationsverfahren
mit Konvergenzordnung p, dafl sich die Anzahl der korrekten Dezimalstellen
bei jeder Iteration ,ver-p-facht. O

Beispiele. 1. Lineare Konvergenz tritt in der Praxis sehr hiufig auf, z. B. im
Zusammenhang mit dem Banachschen Fixpunktsatz, vgl. Satz 7.1 (a). Ent-
sprechend ist die Konvergenz in Satz 17.2 ebenfalls (mindestens) lokal line-
ar. Lineare Konvergenz ist uns auch in Abschnitt 8 begegnet: Nach Satz 7.4
konvergieren das Gesamtschrittverfahren, das Einzelschrittverfahren und das
symmetrische GauB-Seidel-Verfahren linear (und global), falls die Spektralra-
dien der jeweiligen Iterationsmatrizen kleiner als Eins sind. Fiir dieses Bei-
spiel stimmt die Definition des asymptotischen Konvergenzfaktors mit der aus
Definition 7.5 iiberein. Auch das GMRES(¢)-Verfahren konvergiert unter den
Voraussetzungen von Satz 16.1 mindestens linear, vgl. (16.8).

2. Bei Konvergenzordnung p = 2 spricht man von quadratischer Konvergenz.
Ein Beispiel hierfiir ist das Heron-Verfahren mit » = 2 und a > 0: Fiir die
Folge {z;} aus (17.2) ist das wegen (17.3) offensichtlich, fiir die eigentliche
Iterationsfolge {x)} des Heron-Verfahrens ergibt sich unter der Voraussetzung
Va/2 <z < 24/a, daB auch x4 € [\/a/2,2+/a], und in diesem Fall folgt aus
(17.3)

Tt +V/a s _ 3Wa )
x —Val = ———— |z, — Va|© < T —Val®.
|2k — Val m+¢a\2|k Val a’k Val
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Also konvergieren die Iterierten des Heron-Verfahrens lokal quadratisch gegen
Va. Quadratische Konvergenz wird uns im néchsten Abschnitt im Zusammen-
hang mit dem Newton-Verfahren erneut begegnen.

3. Die Rayleigh-Quotienten-Iteration (Algorithmus 25.2) zur Berechnung des
kleinsten Eigenwerts einer hermiteschen Matrix ist kubisch konvergent, d.h.
die Konvergenzordnung ist p = 3.

4. Die Konvergenzordnung braucht nicht unbedingt eine ganze Zahl zu sein;
ein entsprechendes Beispiel ist das Sekantenverfahren aus Abschnitt 18.2.

5. Die Nullfolge e, = k™ mit v € R™T ist ein Beispiel fiir eine sublinear
konvergente Folge. Die Folge ¢, = 1/k! konvergiert hingegen superlinear, denn

1/k 1 1

k= (1-2---k)V/k = (kk/2)1/k 1/VE — 0, k — oo.

Bei dieser Folge divergieren jedoch fiir jedes p > 1 die Quotienten

-~ 1, ke
L > — — k
& T kt1t T Tkt o B
so da die Bedingung (17.9) fiir kein p > 1 erfiillt ist. o

Die Konvergenzordnung einer superlinear konvergenten skalaren Iterationsfolge
kann in vielen Féllen mit der folgenden Technik bestimmt werden.

Satz 17.6. Die Funktion @ : D(®) C K — K sei (p+ 1)-mal stetig differen-
zierbar und habe einen Fizpunkt & € D(P). Ferner sei p > 2 und

0= @) =...=0"" @)  und ISP (T)#0. (17.10)
Dann ist die Fizpunktiteration x1 = @ () lokal superlinear konvergent gegen
T und die Konvergenzordnung ist genau p.

Beweis. Die lokale Konvergenz folgt unmittelbar aus Satz 17.2, da @'(z) = 0
vorausgesetzt ist. Fiir den Nachweis der Konvergenzordnung entwickeln wir @
um 7 in ein Taylorpolynom,

Pax) = D@)+ Y T D =3+ O — 7).

und durch Einsetzen von (17.10) ergibt dies

d@) (7)
p!

Thy1 = Qp(l’k) = fll'\+ (l‘k — i,\)p + ék(l'k — /.T\)p
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mit einem &, = & (1) = O(|ap —7|). Da @P)(Z) # 0 vorausgesetzt ist, existiert
eine abgeschlossene Kugel U um 7, so dafl

g}(p
|§k| = 2 ‘ ) T € Uu.
Folglich ist
1 |oW) (7 3 P (7 R
2‘]9'()"931@ P < ogy — 7 < 2|p!($)|‘ka‘p
fiir alle z, € U und die Konvergenzordnung ist demnach genau p. 0

Bemerkung 17.7. Die gleiche Beweismethode ergibt: Ist @ in einer Umge-
bung des Fixpunkts T p-mal stetig differenzierbar mit p > 2 und gilt (17.10),
wobei auch @) (7) = 0 zugelassen ist, dann konvergiert zj; = @(;) (lokal)
mindestens mit Ordnung p gegen Z. O

Beispiel. Wir wenden Satz 17.6 auf das allgemeine Heron-Verfahren (17.1) an
Hier ist @(x) = ((v — 1)z + a/2~1) /v mit den Ableitungen

D' (z) = vl (1—ax™) und  @"(2) = (v — Daz™*

14

Wegen z¥ = a ist ¢'() = 0 und ?"(z) = (v — 1)/ # 0. Somit ist die
Konvergenz des allgemeinen Heron-Verfahrens (genau) lokal quadratisch. O

18 Nullstellenbestimmung reeller Funktionen

Wir suchen nun allgemeine Schemata zur Konstruktion superlinear konvergen-
ter Iterationsverfahren zur Berechnung von Nullstellen nichtlinearer Abbildun-
gen. Dabei beschrianken wir uns zunéchst auf den Fall einer skalaren Funktion;
der mehrdimensionale Fall ist dann das Thema von Abschnitt 19.

18.1 Das Newton-Verfahren

Um die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts, speziell Satz 17.6, nutzen
zu konnen, bringen wir zunéchst die Nullstellenaufgabe f(z) = 0 in Fixpunkt-
form. Denkbar ist etwa eine Gleichung der Form

7= o+ g(@) f(x) = B(x)
mit einer glatten Funktion g, von der wir zunéchst nur voraussetzen, daf} sie in
einer Umgebung der Nullstelle  von f von Null verschieden ist. Im Hinblick



18 Nullstellenbestimmung reeller Funktionen 159

P(@) = 1+4(2) {(7) +9(2) f'(7) =

auf Satz 17.6 fordern wir als néchstes, dafi ¢'(Z) verschwindet. Wegen
0

fiithrt dies auf die Bedingung

9(z) = =1/ f(7)
was natiirlich nur fur f/(Z) # 0 moglich ist. Wahlen wir speziell g = —1/f', so
erhalten wir das Newton- Verfahren

Thil = Th — Jﬁ(éi)) k=0,1,... (18.1)

Die rechte Seite von (18.1) ist die Schnittstelle der Tangente

y = fla) + f(zn) (@ — zx)
an den Graph von f im Punkt (zy, f(zx)) mit der z-Achse, vgl. Abbildung 18.1.
Beispiel. Die Nullstellen der Funktion

flx)=2"—a, veN\{1}, ae R",

sind die v-ten Wurzeln der Zahl a. Das Newton-Verfahren lautet in diesem Fall

y—a v—1 a
k 1-—v
Thy1 = T — — = T + —x, 7, k=0,1,...,
vy, v v
und entspricht somit dem Heron-Verfahren. o

Satz 18.1. Sei f € C®[a,b] und T € (a,b) mit f(Z) =0 und f'(T) # 0. Dann
konvergiert das Newton-Verfahren (mindestens) lokal quadratisch gegen .

Beweis. Die Behauptung folgt aufgrund der Konstruktion des Verfahrens so-
fort aus Satz 17.6 und Bemerkung 17.7. 0

Bemerkungen. Offensichtlich bleibt die Aussage des Satzes auch fiir komplex-
wertige Funktionen f giiltig; in diesem Fall kann das Intervall [a, b] durch eine
Umgebung U C C von T ersetzt werden.

Die Differenzierbarkeitsanforderungen an f aus Satz 18.1 kénnen erheblich
abgeschwicht werden: Fiir die Aussage des Satzes ist es bereits hinreichend,
dafl f’ in einer Umgebung von Z Lipschitz-stetig ist. Fiir einen Beweis dieses
stiarkeren Resultats verweisen wir auf das allgemeine Konvergenzresultat fiir
das Newton-Verfahren im R™ (Satz 19.1). Die Lipschitz-Stetigkeit von f’ ist
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Abb. 18.1: Geometrische Interpretation des Newton-Verfahrens

allerdings eine Minimalforderung, auf die nicht verzichtet werden kann, wie
das folgende Beispiel demonstriert: Fiir

flz) =a+ 2%, a>1,

mit Nullstelle 7 = 0 ist die Ableitung f'(x) = 1+ax®! fiir < 2 im Nullpunkt
nicht Lipschitz-stetig. Die Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens lautet
fiir dieses Beispiel

Tp +xy
1+ az{™"

(07
Ty,

= (a—1)—F* .
( )1—1-0[3:3’1

T4l = T —

Fir z, € (0,1) und 1 < a < 2 ergibt sich somit

oy < opp < (a—1agp < 1,

das heifit, das Newton-Verfahren konvergiert in diesem Fall genau mit Ordnung
[OWS (1, 2). O

Wenn in Satz 18.1 die Voraussetzung f'(Z) # 0 verletzt ist, dann ist die Kon-
vergenzordnung ebenfalls nicht mehr lokal quadratisch. Wir setzen

f(z) -
Plx)=0— %, TFT,
und nehmen an, da§ f € CP™[a,b], p € N\ {1}, eine p-fache Nullstelle in 7
hat, also daf3

J@) = F@) =...= fr V@) =0,  fOE) 0.
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Dann ergibt sich

() (7
@) = 1@+ @3+ o(je -3,
>

fl(z) = @+M(m—f>p_l + O(lz —2["),

so daf in einer Umgebung von = die Approximation
1 R ~
&(x) :x—];(x—x)—i-O(]x—xF)

giiltig ist. Fiir das Newton-Verfahren xy,, = @(zy) erhalten wir daher

|wes1 — B = |D(ax) — 3] = (1= 1/p) oy — &+ O(|zx — T]).
Also ist die Konvergenz genau linear, und sie ist um so langsamer, je grofier p
ist.

Beispiel 18.2. Wir wollen den Zeitpunkt fbestimmen, an dem die Weltbevol-
kerung die Neun-Milliarden-Grenze iiberschreitet. Grundlage sei das Verhulst-
Modell aus Abschnitt 60, wonach die Funktion

ft) = a/(1—ce®)
mit den Parametern
a = 9.8606, c=—1.1085-10%, d=0.029,

die Bevolkerung (in Milliarden Menschen) zum Zeitpunkt ¢ (in Jahren) angibt,
vgl. (60.4), (60.5).

Gesucht ist also eine Nullstelle der Funktion f(¢) — 9. Beriicksichtigt man die
Identitdt f'(t) = f(t)(a — f(t))d/a, so fihrt die Newton-Vorschrift auf die
Iteration

- a  flty) =9
B TN (T e R

Wihlen wir als Startwert das Jahr ty = 1961, so ergeben sich die Iterierten ¢y
aus der folgenden Tabelle:

k | Newton—Verfahren
1961

2058.05620301193
2068.11470840815
2069.45919347077
2069.48118224579
2069.48118803443

U= W N~ O
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Man kann recht gut erkennen, dafi sich die Anzahl der korrekten Stellen (die
dunklen Ziffern in der Tabelle) in jeder Iteration etwa verdoppelt — dies besté-
tigt die in Bemerkung 17.5 angefiihrte Faustregel. Bereits die fiinfte Newton-
Iterierte liefert das Ergebnis im Rahmen der Maschinengenauigkeit.

Zum Vergleich ziehen wir das einfache Intervallhalbierungsverfahren heran:
Bei diesem einfachen Verfahren startet man mit einem Intervall, das die Lo-
sung enthélt (etwa [1961,2200]), halbiert das Intervall in jeder Iteration und
betrachtet im weiteren nur diejenige Intervallhélfte, in der aufgrund des Vorzei-
chenverhaltens von f—9 die gesuchte Losung liegen mufl. Mit diesem Verfahren
ergibt sich nach neun Iterationen der Einschluf3

t € [2069.2968 ..., 2069.7636 .. ],

der wenigstens das korrekte Jahr 2069 als Antwort festlegt. O

Man beachte, dafl in diesem Beispiel die Funktion f nur ein grobes Modell
darstellt. Es ist daher eigentlich sinnlos, die Losung der nichtlinearen Glei-
chung auf volle Genauigkeit zu bestimmen. Statt dessen wiirde es beispielswei-
se ausreichen, lediglich das ungefihre Jahr zu bestimmen, in dem die Neun-
Milliarden-Marke iiberschritten wird (also das Jahr 2069). Hierfiir wiirden be-
reits zwei oder drei Newton-Iterationen ausreichen.

Damit stellt sich die Frage nach einer effektiven A-posteriori-Abschéitzung des
Iterationsfehlers. Scharfe Abschéitzungen dieser Art sind in der Regel heuri-
stisch begriindet: So kann man beispielsweise mutmaflen, dafi aufgrund der
sehr schnellen Konvergenz

l2e — 2| S [zk — 2| (18.2)

eine gute Abschitzung fiir den k-ten Iterationsfehler ist. In Beispiel 18.2 wiirde
man auf diese Weise nach drei Iterationen vermuten, dafl die zweite Iterierte
die exakte Zeit auf ein bis zwei Jahre genau angibt.

Die Konvergenz des Newton-Verfahrens ist in der Regel nur lokal. Nur in Aus-
nahmeféllen kann globale Konvergenz garantiert werden; eine solche Ausnahme
ist der Fall einer konvexen Funktion f.

Satz 18.3. Sei T C R ein Intervall und f : T — R differenzierbar, streng
monoton wachsend und konvex mit (eindeutiger) Nullstelle T € Z. Dann kon-
vergiert das Newton-Verfahren fir alle xo € T mit xqg > T monoton gegen
T

Beweis. Wir nehmen an, daf fiir ein & > 0 die aktuelle Iterierte z; grofier als
7 ist, und beweisen die Induktionsbehauptung

z S Tht1 S T - (183)
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Abb. 18.2: Veranschaulichung von Satz 18.3

Da f differenzierbar ist, folgt aus der Konvexitét, dafl der Graph von f ober-
halb der Tangente an f im Punkt x; verlauft, also daf

f@) = f'(we)(@ = o) + f(an).-

Speziell fiir = x,; wird die rechte Seite dieser Ungleichung Null aufgrund
der Newton-Vorschrift (18.1). Also ist f(xjy1) nichtnegativ und wegen der
Monotonie von f folglich zx.; > Z. Andererseits ist wegen (18.1) z1 < xy,
da nach Voraussetzung bzw. Induktionsvoraussetzung sowohl f(zy) als auch
/' (xy) nichtnegativ sind. Die Konvergenz folgt nun aus der Monotonie und der
Beschranktheit der Iterierten. Wegen (18.1) mufl der Grenzwert eine Nullstelle
von f sein. Damit ist die Behauptung (18.3) vollstindig bewiesen. 0

Bemerkung. Entsprechende Resultate gelten fiir konkave und fiir monoton fal-
lende Funktionen. Beispielsweise konvergiert das Newton-Verfahren fiir jede
konkave monoton wachsende Funktion f mit Nullstelle T, wenn xg < 7 ge-
wihlt wird. Zum Beweis wendet man Satz 18.3 auf die Gleichung —f(—z) =0

all. <>

Die Voraussetzungen von Satz 18.3 sind insbesondere bei der Berechnung der
grofiten Nullstelle 7 eines reellen Polynoms f(z) = 2" + a,_12" " + ... + ag
mit n reellen Nullstellen erfiillt. Fiir Z kann hierbei etwa das Intervall [z, 00)
gewéhlt werden. Eine weitere Anwendung dieses Satzes folgt in Abschnitt 18.3.

Abbildung 18.2 veranschaulicht das Resultat aus Satz 18.3. Man macht sich
leicht klar, dafl unter der Voraussetzung des Satzes eine Startndherung zo < Z,
xg € Z, auf x; > T abgebildet wird. Falls x; weiterhin in Z liegt, bilden
schlieBlich die Iterierten xy, k > 1, obere Schranken fiir die Nullstelle Z. Man
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kann dariiber hinaus in einfacher Weise eine Folge monoton wachsender unterer
Schranken definieren, vgl. Aufgabe 5: Dazu sucht man eine Niaherung zy < 7,
2o € Z, und konstruiert die Folge {z;} durch

f(Zk)

W i)

(18.4)

Dabei wird in (18.4) im Nenner wieder die Newton-Iterierte x; bei der Aus-
wertung der Ableitung eingesetzt. Die ersten Iterierten der Folge {z;} sind
ebenfalls in Abbildung 18.2 eingezeichnet.

18.2 Das Sekantenverfahren

Der Aufwand bei der Implementierung des Newton-Verfahrens (18.1) steckt
in der Auswertung von f und von f’. In der Praxis ist die Funktion f’ oft
nicht explizit bekannt oder um ein Vielfaches komplizierter als die Funktion
f. Daher ersetzt man gelegentlich die Ableitung f’(zx) in (18.1) durch einen
Differenzenquotienten, etwa

Py ~ L) = S

Ty — Tk—1

Ausgehend von zwei Startndherungen zy und z; erhélt man so fiir £ > 1 die
Iterationsvorschrift des Sekantenverfahrens:

o Ty — Th_1 o) = i1 f(xg) — xp fag_1)
ThHL S T e F ) T T T i) = flo)

Der Name ,,Sekantenverfahren beruht auf der geometrischen Interpretation in
Abbildung 18.3:

(18.5)

f(@e) — f@e-1)

T — Tg—1

y = flo) + (z — @)

ist die Gleichung der Sekante an den Graph der Funktion f durch die Punk-
te (zx—1, f(zk—1)) und (zg, f(xy)). Die Nullstelle dieser Sekante ist die neue
Iterierte xy1 aus (18.5).

Satz 18.4. f sei zweimal stetig differenzierbar in [a,b] und habe eine Nullstelle
T € (a,b) mit f'(x) # 0 und f"(x) # 0. Dann konvergiert das Sekantenverfah-
ren lokal gegen T mit der genauen Konvergenzordnung

1
p= 5(1+J5) = 1.61803.....
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Abb. 18.3: Geometrische Interpretation des Sekantenverfahrens

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung an f'(z) ist f’ in einer Umgebung der
Nullstelle von Null verschieden, also f dort injektiv und das Sekantenverfahren
wohldefiniert. Den Konvergenzbeweis unterteilen wir in drei Schritte.

1. Aus (18.5) folgt fiir den Fehler
€ — 33\ — Tk
fir £ > 1 die Rekursion

€k—1f(1’k) - ka(iﬂk—ﬂ
f(xy) = fan-1)

. . €k — €k—1 _
= )~ f T

also
Cht1 1 ( flop—1)  flaw) ) _ 9(@i) — g(wr—1)
exer—1  flog) = flap—) \wp1 =2 2 — 7T f(ax) — flzr-1)
mit
o) =L gy - LB,

(Die Funktion g kann durch g(Z) = —f'(Z) und ¢'(%) = —4 f"(Z) stetig diffe-
renzierbar in den Punkt x = ¥ fortgesetzt werden.) Aus dem (verallgemeiner-
ten) Mittelwertsatz (vgl. Heuser [53, Abschnitt 49.9]) ergibt sich die Existenz
eines &, zwischen x;, und x;_1, so daf

eerr &) 1 f(&)+ (&)@ — &)
exer—1  f'(&) (&) (& — )2
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Der Zéhler 148t sich dabei als Taylor-Restglied interpretieren, so daf§ wir schlief3-
lich die Darstellung

o _ 1 JETIEE-&) _ 1)
exer—1  f'(&) (& — 2)? 2 f'(&)
mit einem geeigneten (; zwischen Z und &, erhalten. In einem hinreichend
kleinen Intervall um 7 ist die rechte Seite von (18.6) betragsméfig beschriankt
durch C' > 0 und daher
lecra] < (Cler-l) lexl, k>1.

Hieraus folgt, dafl der Fehler des Sekantenverfahrens monoton und mindestens
linear gegen Null konvergiert, wenn zy und x; nur hinreichend nahe bei 7 liegen
(ndmlich so nahe, daf§ |eg| und |e;| kleiner als 1/C' sind).

(18.6)

2. Zum Nachweis der Konvergenzordnung setzen wir fiir k € N

e
ler—1/P

1
£k mit  p=o(1+ V'5) (18.7)
und leiten eine Rekursion fiir v, = log &), her. Wegen
1 2 1
- =~ (V5-1)=p—1
ergibt sich aus (18.6)

e e _
Erpl = ‘ k+1| _ ’ k—&-l‘ ‘ek l1-p _ ak‘ek71| ‘ek‘fl/p _ Oék€k1/p
lex|? lex]
mit
a = (Gl /12F ()] -
Dies ist gleichbedeutend mit
Vi1 = log a — /P, = logey, keN. (18.8)

3. Die Rekursion (18.8) lafit sich auflosen und ergibt

Yep1 = logay —y/p = logay — (log 1) /p + Ye1/p”
k

1\ k—j Ik
= =S (=) 10ga; + (=)0,
> (=) Mlogay + (=)™

Jj=1

Nach dem ersten Beweisschritt existiert ein Intervall um Z, in dem die Kon-
vergenz monoton ist und in dem f’ und f” strikt positiv und beschrinkt sind.
Sofern zy und x7 in diesem Intervall liegen, existiert ein a > 0 mit

|logaj| <a < oo fiir alle j € N,
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und wegen 1/p < 1 folgt

= 1
[Ves1] < |l +CLZE =<0 (18.9)
J=1
fiir alle & € Ng. Somit ist ¢ = e™ € (e~¢, ¢°) und wir erhalten aus (18.7)
e “Nex—1|” < lex| < elex-1]?, keN.

Mit anderen Worten: Das Sekantenverfahren hat genau Konvergenzordnung p.
O

Gemaf der Faustregel aus Bemerkung 17.5 bendétigt das Newton-Verfahren
bei einem verniinftigen Startwert etwa vier Iterationen, um den Grenzwert
auf sechzehn Stellen genau zu berechnen. Entsprechend wiirde man bei dem
Sekantenverfahren etwa sechs Iterationen erwarten (log 16/ log p ~ 5.76). Dazu
miissen jedoch je vier Funktionswerte von f und f’ beim Newton-Verfahren
gegeniiber sieben Funktionswerten von f beim Sekantenverfahren berechnet
werden. Da zudem die Auswertung von [’ haufig aufwendiger ist als die von f,
erweist sich das Sekantenverfahren in der Praxis oft als konkurrenzfdhig zum
Newton-Verfahren.

Allerdings ist das Sekantenverfahren nicht so stabil wie das Newton-Verfahren,
da bei der Auswertung von (18.5) die Gefahr der Ausléschung im Nenner
besteht.

Beispiel. Das Sekantenverfahren liefert in Beispiel 18.2 bei Startwerten to =
1961 und ¢; = 2200 nach zehn Iterationen die Losung im Rahmen der Maschi-
nengenauigkeit.

Newton-Verfahren

Sekantenverfahren

© 00 D U= W= O

—
o

11

1961

2058.05620301193
2068.11470840815
2069.45919347077
2069.48118224579
2069.48118803443

1961

2200

2170.41324960649
1340.09208796042
2101.82728726442
2061.36658860449
2072.99776293826
2069.81288232448
2069.46691136301
2069.48124481884
2069.48118804413
2069.48118803443

Dabei setzt die eigentliche schnelle Konvergenz erst ab etwa der fiinften Itera-
tion ein, da sich der zweite Startwert ¢; als sehr ungiinstig erweist. O
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18.3  Spezialfille

In spéiteren Abschnitten stellt sich wiederholt die Aufgabe, spezielle rationale
nichtlineare Gleichungen zu l6sen. Beispielhaft sei in diesem Abschnitt die
Gleichung

= Z-2 |
r(r) = — = 18.10
W= L e
angefiihrt, wobei z;, d;, i = 1,...,n, und p positiv sein sollen. Ferner sei an-

genommen, dafl die d; streng monoton fallend angeordnet sind, d.h. es ist
dy > dy > ... > d,. Offensichtlich hat r an jeder der n Abszissen z = —d; < 0
einen Pol und konvergiert fiir + — +oo gegen Null. Fiir z > —d,, sind die
einzelnen Summanden in der Definition (18.10) von 7 streng monoton fallend
und der Wertebereich von r umfafit alle positiven Zahlen. Daher gibt es genau
eine Losung  von (18.10) im Intervall (—d,,, 00).

Gleichungen der Form (18.10) miissen in jedem Iterationsschritt des Levenberg-
Marquardt-Verfahrens gelost werden, vgl. Abschnitt 21. Dort ist die Losung Z
nur von Bedeutung, sofern sie positiv ist. Wegen der Monotonie von r hat
(18.10) genau dann eine positive Losung, wenn die Bedingung

r(0) > p (18.11)

erfiillt ist.

Man rechnet leicht nach (vgl. auch Abbildung 18.4), da die Funktion r — p in
dem fraglichen Bereich x > —d,, nicht nur streng monoton fallend sondern auch
noch konvex ist. Nach Satz 18.3 und der nachfolgenden Bemerkung konvergie-
ren daher die Iterierten des Newton-Verfahrens, angewandt auf die Funktion
f(z) = r(x) — p mit Startwert zo = 0, monoton und lokal quadratisch gegen
die gesuchte Losung von (18.10).

Beispiel 18.5. Abbildung 18.4 zeigt links den Graph der Funktion r aus
(18.10) fiir die Parameter

di =5, dy =1, dy = 0.5, dy=0.1,

2’1:1, 2’2:0.1, 2’3:2, 24:01

Die Singularitéiten sind durch gepunktete Asymptoten dargestellt; die Singu-
laritéit ,am weitesten rechts® gehort zu x = —dy, = —0.1. Im rechten Teil der
Abbildung erkennt man die einzelnen Newton-Schritte mit den jeweiligen Ite-
rierten und die zugehorigen Tangenten an den Graph von r — p. Fiir die rechte
Seite von (18.10) wurde dabei p = 0.01 verwendet. Die Newton-Iteration zeigt
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L (£ T

401

307

207

_ Graph von r — p
107

~

x

0 : : 0 fer———— ‘ ® > T
-6 -4 -2 0 2 4 0 zqzs506 27 s L9 T10T11

Abb. 18.4: Die Funktion r und die Iterierten des Newton-Verfahrens fiir r(z) —p =0

nicht die erwartet schnelle Konvergenz, denn wegen der sehr steilen Tangenten
fiir  nahe bei Null ndhern sich die Iterierten nur sehr langsam der Losung @
und dem Einzugsbereich des quadratischen Konvergenzverlaufs. o

Die langsame Konvergenz des Newton-Verfahrens i3t sich dadurch erklaren,
dafl die Funktion r nur in sehr kleinen Intervallen gut durch ihre Tangenten an-
genéhert wird. Um das Verfahren zu verbessern, nutzen wir das asymptotische
Verhalten

r(@) ~ |zll3 /2%, @ — o0,

aus, wobei z hier fiir den Vektor [z, ..., 2,|T € R™ steht. Fiir groe = verhélt
sich demnach der Graph der Funktion 1/4/r im wesentlichen wie eine Gerade.
Wie schnell sich diese Asymptotik durchsetzt, hingt von den z; und der relati-
ven Lage der d; untereinander ab. Fiir das spezielle r aus Beispiel 18.5 ist der
Graph von 1/4/r auf der linken Seite von Abbildung 18.5 dargestellt.

Es bietet sich daher an, das Newton-Verfahren auf die Nullstellengleichung

L L2y

r@) VP
anzuwenden. Dies fiithrt auf das Verfahren von Hebden, vgl. (18.13) weiter
unten, fiir das mit dem Startwert o = 0 nun noch globale und lokal quadrati-
sche Konvergenz nachgewiesen werden soll. Da r iiber der positiven Halbachse
streng monoton fillt, ist ¢ in diesem Bereich streng monoton wachsend. Die
ersten beiden Ableitungen von ¢ lauten

, r'(x)
g(r) = — m

g(x) =

3(r'(x))? — 2r(z)r" ()
475/2(x)

und  ¢'(z) =
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0 Ty 152/
0 . » T
x

Graph von 1/y/r

Y] S

o Graph von g

T

Abb. 18.5: Graph von 1/4/r (links) und die Hebden-Iterierten (rechts)

Fiir die Vorzeichendiskussion der zweiten Ableitung benttigen wir die Unglei-
chung

2 o . Zi Zi
Z (di +2)* ;dmLx (di + x)?

Zi2 1/2 22-2 1/2
< g Eaea)

i=1

(18.12)

die aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung im R™ folgt. Damit ergibt sich
49 ()¢ (x) = 3(r'(2))* — 2r(2)r"(x)

n n n

= 12(2@)2 - 12(2@)(2@) =0

=1 i=1 =1

Mit anderen Worten: Die Funktion ¢ ist iiber R™ streng monoton wachsend
und konkav. Unter der Voraussetzung (18.11) folgt somit aus Satz 18.3 bzw.
der daran anschlieBenden Bemerkung die Konvergenz des Hebden-Verfahrens
mit dem Startwert xq = 0.

Fiir die Iterierten des Hebden-Verfahrens ergibt sich die Rekursion

o g(xy) . 1 1 2r3/2(xy,)
Tyl = Tk g,($k> kTt ( T(wk) \//_) 77"’(@)
~ 2r(e) (1= Vrlew)/p) . k=01,2,... (1813

7' (xx)
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10° o
5 ' Sekantenverfahren
107 . o
\ (r(z)=p)e
107" ‘\ *Sekantenverfahren
/x / (9(x) =0) \
Hebd“en Newton
107" — ‘ ‘
0 5 10 15 20

Abb. 18.6: Relative Fehler der verschiedenen Verfahren

Die berechneten Naherungen fiir Beispiel 18.5 sind in Abbildung 18.5 darge-
stellt. Fiir einen Vergleich mit den Nédherungen des Newton-Verfahrens aus Bei-
spiel 18.5 beachte man Abbildung 18.6: Die durchgezogene Kurve gehort zum
Newton-Verfahren, die gebrochene Kurve zum Hebden-Verfahren. Bei dem be-
reits angesprochenen Levenberg-Marquardt-Verfahren kommt es nicht auf eine
sehr genaue Naherung von T an; ein bis zwei Dezimalziffern Genauigkeit sind
vollig ausreichend. Das Hebden-Verfahren erreicht diese Genauigkeit mit nur
zwei [terationen, das Newton-Verfahren bendtigt im Vergleich hierzu iiber zehn
Iterationsschritte. Der Aufwand je Iteration wird bei beiden Verfahren durch

die O(n) Operationen zur Berechnung von 7 und 7’ dominiert und ist daher
im wesentlichen gleich.

Anstelle des Newton-Verfahrens kann natiirlich auch das Sekantenverfahren
zur Losung von g(x) = 0 verwendet werden. Steht aufler xy noch eine verniinf-
tige Approximation z; von T zur Verfiigung, wird man anhand des Graphs von
1/4/r in Abbildung 18.5 ebenfalls sehr schnelle Konvergenz erwarten. Zur Illu-
stration zeigen die gepunkteten Kurven in Abbildung 18.6 das Verhalten des

Sekantenverfahrens fiir obiges Beispiel, wenn fiir x; die erste Newton-Iterierte
gewahlt wird.

Bemerkung. Das Hebden-Verfahren kann auch so interpretiert werden, daf

die Funktion r aus (18.10) in jeder Iteration durch eine rationale Funktion der
Form

¢
SR

approximiert wird; ¢ und ¢ werden dabei so bestimmt, dafl sich  und A in xy
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beriihren, also daf3 gilt
h(zy) = r(xg), B (xy) = r'(xy).

Die néchste Iterierte x4, 16st dann die Gleichung h(z) = p, vgl. Aufgabe 8.
Dies ist eine weitere Verbindung zwischen Newton-Verfahren und Hebden-
Verfahren: Beim Newton-Verfahren approximiert man die Funktion r durch
eine Gerade, die die Funktion r im Punkt z; beriihrt, beim Hebden-Verfahren
wihlt man anstelle der Geraden eine einfache rationale Funktion. o

Beispiel 18.6. Einen ganz dhnlichen Trick wendet man an, um die sogenannte
Sdkulargleichung oder charakteristische Gleichung

2
4

r(r) = 1+ Zd.z_x L0 (18.14)
i=1 "

zu 16sen, die bei gewissen Eigenwertproblemen eine Rolle spielt, siehe etwa
Abschnitt 29. Hierbei sind z; und d;, i = 1,...,n, vorgegebene reelle Zahlen,
wobei die d; paarweise verschieden und streng monoton fallend angeordnet
seien.

Die Nullstellenaufgabe (18.14) dhnelt sehr dem oben ausfiihrlich diskutierten
Problem, allerdings ergeben sich zusétzliche Schwierigkeiten, wenn eine Null-
stelle zwischen zwei Polstellen gesucht ist. Dann konvergiert das entsprechend
modifizierte Newton-Verfahren in der Regel nicht mehr fiir jeden Startwert.
Fiir eine ausfiihrliche Behandlung dieses Problems verweisen wir auf das Buch
von Demmel [22]. 0O

19 Das Newton-Verfahren im IR"™

Das Newton-Verfahren (18.1) 148t sich formal unmittelbar auf die Nullstellen-
aufgabe fiir eine Funktion F': D(F) C R™ — R" verallgemeinern:

pE+D) (k) _ F/(x(k?))—lF(x(k)). (19.1)

Hierbei ist F'(z) die Jacobi-Matrix

Flz) = [gi @] B>

)

Die Bedingung f'(Z) # 0 aus Abschnitt 18 mufl durch die entsprechende Be-
dingung, dafl F'(Z) invertierbar ist, ersetzt werden.
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Initialisierung: =9 € D(F ) sei eine Approximation einer Nullstelle von F
for k=0,1,2,... do
F'(z0NpE) = — (k) % 16se lineares Gleichungssystem, vgl. Kapitel II
2B+ — (k) o p(k)
if £(b+1) ¢ D(F) then
error % ,,Overflow*
end if

iiberpriife Konvergenz, vgl. Bemerkung 19.2, ggf. Abbruch wegen Divergenz
until stop % end for

Algorithmus 19.1: Newton-Verfahren im R"

Fiir die Implementierung des Newton-Verfahrens verwendet man anstelle von
(19.1) zumeist die dquivalente Formulierung

Fla®) 4+ F/(z®) g+ — z®)y = o (19.2)

bei der ein lineares Gleichungssystem mit der Jacobi-Matrix F'(z®)) zu 16sen
ist, vgl. Algorithmus 19.1. An (19.2) erkennt man, da z**+) eine Nullstelle
des ersten Taylorpolynoms von F' um x*) darstellt. Durch (19.2) wird also die
urspriingliche nichtlineare Gleichung F'(x) = 0 durch die lokale Linearisierung

F(z®) + F' (™) (z —2®™) = 0

ersetzt. Dieses Konzept der Linearisierung ist exemplarisch fiir die numeri-
sche Behandlung vieler nichtlinearer Gleichungen und wird uns immer wieder
begegnen.

Wir beweisen nun den folgenden Konvergenzsatz fiir Algorithmus 19.1.

Satz 19.1. || - || und | - || seien vertrigliche Normen in K™ bzw. K"*"
die Funktion F: D(F) C R™ — R" sei stetig differenzierbar und habe eine
Nullstelle & im Innern von D(F'). Ferner sei F'(x) invertierbar fir alle x aus
einer Kugel U C D(F) um T und es gelte

I ()~ (F'(y) = F'(@) | < L |y — | (19.3)

fur alle x,y € U mit einem festen L > 0. Dann konvergiert das Newton-
Verfahren (mindestens) lokal quadratisch gegen .

Beweis. Wegen F(z) = 0 gilt
g® ) 3 = oW _ P tp W) — 7
= 2® -7 — F'(2®)"(F(2®) - F(7))
= F'(aW)™(F@) - Fa®) - F'(aW)(@ - 2™)) .
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Mit dem Mittelwertsatz folgt fiir z*) € ¢ mit h =z — ) somit
gD 7 = F’(x(k))_1< / 1 F'(a® + th)hdt — F’(x(k))h>
0
= /0 1 F'(a®) (F'(z® + th) — F'(2®)) hdt .
Folglich gilt

1
o ) < [P P+ th) — ) | de
0

IN

1 L
Mwﬂﬁw=ﬂwhm%
0 2
also
- L -
20— 3 < o 32, (19.4)

Speziell fiir ||z¥) — Z|| < p < 2/L folgt

. L N N L ~
20— 3 < (5 2% = 7)o =3l < p g 2 -7

d. h. die Newton-Iteration (19.1) ist eine kontrahierende Selbstabbildung jeder
Kugel in D(F) um z mit Radius kleiner als 2/L und somit nach Satz 7.1 bei
entsprechender Wahl des Startvektors konvergent. Die quadratische Konver-
genz folgt aus (19.4). 0

Bemerkung. (19.3) ist eine Lipschitz-Bedingung an F’( - ). Die Konstante L ist
dabei unabhéngig von moéglichen linearen Transformationen

F(z) = AF(z) mit nichtsingularem A € R™".

Lipschitz-stetig ist. Dies ist eine deutlich schwéchere Voraussetzung als in
Satz 18.1. o

Beispiel. Wir greifen noch einmal Beispiel 17.3 aus Abschnitt 17 auf. Dort
haben wir eine Lésung [Z1, Z»]” des nichtlinearen Gleichungssystems

xr1 = (cosxy —sinmxy)/4,

xy = (cosxy — 2sinxy)/4,
mit einer Fixpunktiteration approximiert. Zum Vergleich soll hier das Newton-

Verfahren verwendet werden. Dazu muf3 zunachst eine Funktion /' konstruiert
werden, die 7 als Nullstelle besitzt, etwa

x1 — 0.25cosxy + 0.25sin x4

F(wy,22) = x9 — 0.25cosx; + 0.5 sin g
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10
Fixpunktiteration
10° ¢
1071 vereinfachtes Newton-Verf.|
_15| Newton-Verf.
10 °r

0 5 10 15 20
Abb. 19.1: Konvergenzverlauf der Newton-Iteration

Die Ableitung F” lautet

F'(a, 22) = [1 + 0.25 sin 4 0.25 cosxﬂ

0.25sinx; 14+ 0.5cosxy

mit Determinante det F” = 1+ 0.25sinz 4+ 0.5 cos 25 + (1/16) sin 21 cos x2. Da
diese Determinante ungleich Null ist, sind die Iterationen (19.1) des Newton-
Verfahrens wohldefiniert mit

1 [1 + 0.5 cos x —0.25 cos xz]

’ -1 _ _ -
Fi(ay,22)™ = det F7 | —0.25sinx; 1+ 0.25sina;

Als Startvektor wihlen wir wie in Beispiel 17.3 z(® = 0.

Abbildung 19.1 demonstriert die typische Uberlegenheit des quadratisch kon-
vergenten Newton-Verfahrens gegeniiber der linear konvergenten Fixpunktite-
ration aus Beispiel 17.3: Die schwach eingezeichnete Linie zeigt den Fehler-
verlauf der Fixpunktiteration aus Abbildung 17.3, die Sterne représentieren
die absoluten Fehler der Newton-Iterierten (jeweils beziiglich der Maximum-
norm). Die anderen beiden Kurven werden auf Seite 177 erldutert. In der nach-
folgenden Tabelle sind die signifikanten Ziffern der Newton-Iterierten dunkel
gedruckt.

RO O
0 0
0.20833333333333 0.16666666666667
0.20413062486814 0.16344969131265
0.20412903125185 0.16344858405833
0.20412903125162 0.16344858405816

=W N = O
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Initialisierung: =(®) € D(F) sei eine Approximation einer Nullstelle Z von F,
A eine Approximation von F’(Z)

for k=0,1,2,... do
AR = —F(z(R) % 16se lineares Gleichungssystem
2(61) — o (6) 4 (k)
if z(**+1D ¢ D(F) then

error % ,,Overflow”

end if

iiberpriife Konvergenz, vgl. Bemerkung 19.2, ggf. Abbruch wegen Divergenz
until stop % end for

Algorithmus 19.2: Vereinfachtes Newton-Verfahren

Bei hoherdimensionalen Problemen wird das Newton-Verfahren sehr aufwen-
dig, da in jedem Schritt die neue Ableitungsmatrix ausgewertet und zur Lo-
sung des Gleichungssystems (19.2) faktorisiert werden muf. In vielen Féllen
kann man sich daher mit dem sogenannten wvereinfachten Newton-Verfahren
(Algorithmus 19.2) behelfen, bei dem die Ableitungsmatrix in den Gleichungs-
systemen durch eine Approximation A ~ F’(2*)) ersetzt wird; denkbar ist
etwa die Wahl A = F'(2(®).

Die vereinfachte Newton-Iteration kann als Fixpunktiteration z**1) = @(2®))
mit Fixpunktoperator

d(z) = o — A F(z)

interpretiert werden. Nach Satz 17.2 konvergiert daher Algorithmus 19.2 lokal
gegen T, falls eine geeignete Norm von

(@) =1-AT"F(T) = A7 (A-F'(2))

kleiner als Eins ist, also falls A eine hinreichend gute Approximation an F'(Z)
ist. In diesem Fall ist das vereinfachte Newton-Verfahren eine Kontraktion
in einer Umgebung der Nullstelle  und dort linear konvergent. Eine hohere
Konvergenzordnung liegt in der Regel nicht vor.

Bemerkung 19.2. Da diese Konvergenzaussage nur lokal ist, stellt sich die
Frage, wie bei einer konkreten Iteration entschieden werden kann, ob das Ver-
fahren mit dem verwendeten z(°) und der jeweiligen Matrix A konvergiert oder
nicht. Hierzu konnen die Resultate des Banachschen Fixpunktsatzes 7.1 her-
angezogen werden. Um zu kldren, ob die Iterierten aus Algorithmus 19.2 im
Konvergenzbereich liegen, kann beispielsweise der Kontraktionsfaktor ¢ des
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Fixpunktoperators @, vgl. (7.1), aus dem Quotienten

_ 12@W) o™ V)| eV -2 |a®))
T e® —2® T Jla® — 2 ®]  RED]

E>1, (19.5)

geschétzt werden. Die Wahl der Norm ergibt sich hierbei aus der jeweiligen
Anwendung. Ein Schétzwert ¢, < 1 (etwa ¢ < 1/2) deutet auf Konvergenz
hin, liegt hingegen der Schétzwert g, fiir mehrere aufeinanderfolgende Itera-
tionen in der Néhe von Eins oder gar dariiber, so ist zu befiirchten, daf3 die
vereinfachte Newton-Iteration nicht konvergiert; in diesem Fall verbleibt nur
die Moglichkeit, das Verfahren mit einer besseren Startndherung oder einer
besseren Niaherungsmatrix A neu zu starten. Gleiches gilt, wenn eine Iterierte
2+ auBerhalb des Definitionsbereichs D(F) liegt.

Ist der Schétzwert g aus (19.5) kleiner als Eins, ergibt sich zudem die Mog-
lichkeit, den Iterationsfehler mit der A-posteriori-Schranke des Banachschen
Fixpunktsatzes zu schétzen:

1R
[RE=D ] = (Ip9

(19.6)

0 =3 £ 2 o *+) 2] =
Dies ermoglicht ein effektives Abbruchkriterium fiir Algorithmus 19.2. Beim
klassischen Newton-Verfahren kann entsprechend vorgegangen werden. o

Beispiel. In dem obigen Beispiel ergibt sich fiir das vereinfachte Newton-Ver-
fahren mit A = F’(0) die dritte Fehlerkurve aus Abbildung 19.1 (durchge-
zogene Linie). Die gebrochene Linie, die weitgehend mit dieser Fehlerkurve
iibereinstimmt, entspricht dem zugehorigen Fehlerschétzer (19.6). Offensicht-
lich konvergiert das Verfahren deutlich schneller als die Fixpunktiteration aus
Abschnitt 17.1, dennoch ist die Konvergenzordnung lediglich linear. o

20 Das nichtlineare Ausgleichsproblem

Nichtlineare Gleichungssysteme haben haufig mehr Gleichungen als Unbekann-
te und sind dann nicht unbedingt 16sbar, analog zu iiberbestimmten linearen
Gleichungssystemen. Formulieren wir ein solches Problem wieder als Nullstel-
lenaufgabe fiir eine Funktion F': D(F) C R™ — R™, so landen wir in natiirli-
cher Weise bei einem (m x n-dimensionalen) nichtlinearen Ausgleichsproblem:

1
minimiere @(x) = 3 | F ()3 (20.1)

Im folgenden wird generell vorausgesetzt, dal m > n und F' hinreichend glatt
ist.
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Wir erinnern zunéchst daran, dal dann die Bedingungen
grad®(@) =0 und  @"(Z) positiv definit (20.2)

notwendig und hinreichend dafiir sind, dafl in Z ein lokales Minimum von @
vorliegt. Dabei ist grad @(z) € R™ der Gradient von ¢ und
92
@/I — @ E Ran
@ = | g 20|
die (symmetrische) Hesse-Matriz. Ist zumindest die erste der beiden Gleichun-
gen in (20.2) erfiillt, so nennen wir Z einen stationédren Punkt.

Zur Losung von (20.1) gibt es eine Vielzahl iterativer Algorithmen, die hier nur
exemplarisch vorgestellt werden konnen. Grob gesprochen kann man zwei Ver-
fahrensklassen unterscheiden: Gradientenverfahren (oder Abstiegsverfahren),
die in jedem Iterationsschritt das Funktional @ in einem eindimensionalen af-
finen Raum minimieren, und Newton-artige Verfahren, bei denen (wie in Ab-
schnitt 19) @ oder F in (20.1) durch eine lokale Linearisierung ersetzt wird.
Im folgenden diskutieren wir am Beispiel des Verfahrens des steilsten Abstiegs
die typischen Problemstellungen bei Gradientenverfahren; im néchsten Ab-
schnitt stellen wir dann das Levenberg-Marquardt-Verfahren als Vertreter der
Newton-artigen Methoden vor.

Gradientenverfahren approximieren das Minimum Z von (20.1) durch eine Ite-
rationsfolge {#(*}, bei der sich 2**1) aus 2*) durch die Wahl einer ,,Suchrich-
tung® d®) und einer Schrittweite oy, > 0 ergibt:

2D — g ®) 4 g®) (20.3)

Suchrichtung und Schrittweite werden dabei so bestimmt, dafl eine Abstiegs-
bedingung @(z*+Y) < @(2®) erfiillt ist (fiir Konvergenzaussagen muf} die
Abstiegsbedingung wie in (20.8) weiter verschérft werden).

Ein Vektor d*® wird in diesem Zusammenhang Abstiegsrichtung genannt, wenn
die Richtungsableitung von @ in Richtung d®), gegeben durch

oP k k)\x 3(k
5d® (%)) = grad (z™)*a®)
negativ ist, also wenn
d® = —grad®(z®) + p*) fir ein p® L grad d(z®) . (20.4)

In gewissem Sinn ist dabei die Wahl d®) = — grad @(z*)) optimal, denn nach
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt fiir jede Richtung d*)

0P

9d® (;U(k)) = gradé(m(k))*d(k) > _ ngad@(x(k))HQ Hd(k)H2
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mit Gleichheit genau dann, wenn d® in die Richtung des negativen Gradienten
zeigt.

Fiir d*) = — grad @(z®)) nennt man das resultierende Verfahren (20.3) daher
auch die Methode des steilsten Abstiegs. Bezeichnen wir mit F(z) : D(F) — R,
1 =1,...,m, die einzelnen Koeffizientenfunktionen von F, dann ist
Fl (J,‘) 1 1 m
F@y = | i |, )= L FayF@) = 3 Y R@?.
i=1

F(z)

und der Gradient von @ lautet
grad@(z) = Y Fy(z) grad Fy(z) = F'(z)"F(x), (20.5)
i=1
wobei F” wieder die Jacobi-Matrix von F' bezeichnet. Das Verfahren des steil-
sten Abstiegs geniigt somit der Rekursion

2D = 2 ®) _ o F (2 ®) (0 (20.6)

in der noch die Schrittweite ay, geeignet zu bestimmen ist.

Wihrend beim Verfahren des steilsten Abstiegs die Suchrichtung d® von
Schritt zu Schritt optimal ist, braucht sie auf lange Sicht nicht optimal zu sein.
In der Praxis werden daher alternative Suchrichtungen verwendet, die jedoch
nicht ,zu weit vom Gradienten abweichen sollten. Ublich sind die folgenden
beiden Einschrénkungen an d®:

cllgrad@(@M)llz < [[dV]l2 < O grad @(a™)] (20.7a)

fiir feste Konstanten ¢, C' > 0 und

d@(x®))*d*)
Cosq(grad@(x(k))’d(k)) _ grad @(x\"))

— < =46 (20.7b
Terad @)@y, = ~° (07)

fiir ein festes 0 € (0, 1]. Demnach soll d*) von derselben GréBenordnung sein
wie der Gradient von ¢ und der eingeschlossene Winkel soll strikt gréfier als
7/2 und kleiner als 37/2 bleiben. Die Bedingung (20.7b) ist in Abbildung 20.1
veranschaulicht: Die Suchrichtung darf nur in den grau eingezeichneten Bereich
zeigen.

Damit verbleibt schlieilich noch, die Schrittweite festzulegen, also die Wahl
von «g. In Algorithmus 20.1 wird die Schrittweite durch die while-Schleife
gesteuert: Die Abbruchbedingung garantiert nicht nur die Abstiegsbedingung
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Niveaulinie

/ dk)

Abb. 20.1: Abstiegsrichtung

d(2F+D) < @(2), sondern sogar die etwas stirkere Armijo-Goldstein-Bedin-
gung

O(z® + a,d®) < d(2W®) — pay | grad @(z)d®)| (20.8)
Abbildung 20.2 illustriert die Armijo-Goldstein-Bedingung: Die Schrittweite a

ist so einzustellen, daf} sich der neue Funktionswert von @ im grauen Bereich
befindet, d.h. @ muB in dem eingezeichneten Intervall (0, o] liegen.

Bemerkung. Damit Algorithmus 20.1 wohldefiniert ist, mufl die while-Schleife
zur Schrittweitensteuerung terminieren. Dies folgt aus einer Taylorentwicklung
von @, denn unter der Voraussetzung (20.7b) ist grad @(x*))*d*) negativ, also

O™ + ad®) = d(2®) — a|grad d(=™)*d¥| + O(a?), a—0,

Initialisierung: 1 € (0,1) sei gegeben, etwa p = 0.5
wiihle #(9) und Suchrichtung d(®
for k=0,1,2,... do % Tterationsindex

a=1 % Schrittweite initialisieren

while &(z®) + ad®) > &(z®)) — pa| grad d(z*)*d*)| do
a=a/2

end while

withle neue Suchrichtung d*+1) unter Beachtung der Einschrinkungen (20.7)
until stop % end for

Algorithmus 20.1: Allgemeines Abstiegsverfahren
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Il B + ad®)

D(z®) — pa| grad ¢(z*))*d*)|
-

-
0 o™

Abb. 20.2: Armijo-Goldstein-Bedingung
und fiir hinreichend kleine av = «v, ist die rechte Seite dieser Taylorentwicklung
kleiner als die rechte Seite von (20.8). o

Wir beweisen nun ein Konvergenzresultat fiir diese allgemeine Klasse von Ab-
stiegsverfahren.

Satz 20.1. Die Funktion F sei in einer offenen Menge U C D(F) stetig dif-
ferenzierbar mit Lipschitz-stetiger Ableitung F'. Ferner enthalte U den Start-
vektor 9 sowie die gesamte Menge

M(zo) = {z € D(F) : &(z) < D(z9)}. (20.9)

Falls die Suchrichtung d® in jedem Iterationsschritt die Bedingungen (20.7)
erfillt, dann gilt fir die Iterierten von Algorithmus 20.1, daf

grad @(z¥) — 0, k— 0.
Beweis. Um die folgenden Argumente nicht unnétig kompliziert gestalten zu
miissen, beschrinken wir uns fiir den Beweis auf die Methode des steilsten
Abstiegs, also den Fall

d® = —grad®(z™).

In diesem Fall ergibt sich fiir die Schrittweite ay in (20.3) aus der Armijo-
Goldstein-Bedingung (20.8) die Ungleichung

Oy < d(z®) — poy || grad o(zM) |2 (20.10)
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Ferner kénnen wir annehmen, da grad ®(z®)) fiir alle Iterierten von Null
verschieden ist, denn ansonsten findet die Iteration ,,zuféllig* einen stationiren
Punkt und terminiert.

1. Aufgrund von (20.10) ist die Folge {&(z)} monoton fallend und nach
unten durch Null beschrénkt. Daraus folgt insbesondere, daf§ alle Iterierten zu
U C D(F) gehoren (dies ist der Grund fiir die Voraussetzung, dafl U die gesam-
te Menge M (zg) aus (20.9) enthalten soll). Aus (20.10) ergibt sich induktiv
die Abschitzung

22 > o(aW) + pag ngad@( D3 =

> o(z*Y) +MZ% lgrad @(a?)[3 > MZ% lgrad (a3 .

j=0 7=0

Demnach konvergiert die letzte Summe fiir & — oo, d. h. die einzelnen Sum-
manden miissen fiir £ — oo gegen Null konvergieren:

o || grad ®(z)]|2 — 0, k— 0. (20.11)

2. Nun ist noch zu zeigen, dafl ein € > 0 existiert mit oy > ¢ fiir alle k¥ € N.
Nehmen wir also an, dal o, < 1 ist fiir ein & € N (ansonsten kann ¢ = 1
gewihlt werden und der Beweis ist fertig). In diesem Fall muf} in der k-ten Ite-
ration die while-Schleife aus Algorithmus 20.1 mindestens einmal durchlaufen
worden sein, d. h. die Abbruchbedingung der Schleife war fiir 2cy, nicht erfiillt.
Wegen der speziellen Gestalt (20.10) der Abbruchbedingung fiir das Verfahren
des steilsten Abstiegs folgt hieraus

2uay, || grad d(zM)[|3 > &) — &(x® + 20,d ™) .

Durch Taylorentwicklung kann die rechte Seite weiter abgeschétzt werden: We-
gen der Lipschitz-Stetigkeit von F” ist auch grad @ Lipschitz-stetig, und somit
existiert eine Konstante v > 0 mit

2y || grad S(@®) |3 > — 20y grad @(a®) d® — ya? [ d)|2
— 20, grad @(®) |3 — ya? | grad &)} .

Aufgrund unserer Annahme grad®(z®)) /= 0dknen die Gradientennormen
herausgekiirzt werden und wir erhalten die Ungleichung

yai > 2(1 — p)ay.

Wegen p < 1 und «y, /= 0 folgt hieraus unmittelbar die untere Schranke =
2(1—p)/y > 0 fiir a. Zusammen mit (20.11) folgt schliefllich die Aussage des
Satzes. 0
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Abb. 20.3:
Hohenlinien von @ aus (20.12)

Bemerkung. Satz 20.1 besagt nicht, da die Folge {#(*} konvergent ist. Selbst
wenn sie konvergiert, braucht der Grenzwert kein Minimum von @ zu sein.
Im allgemeinen konvergieren die Iterierten lediglich gegen einen stationédren
Punkt von @. Hat hingegen @ nur einen stationiren Punkt 7 und ist die Menge
M (2?) zudem beschrinkt und F hinreichend glatt, dann konvergiert die Folge
{2®)} gegen 7. In diesem Fall ist 7 zwangsliufig ein Minimum von . o

Beispiel. Gegeben sei die Funktion F(zy,13) = [z1, 25 — 1, 21 (23 — 1)]7 fiir das
nichtlineare Ausgleichsproblem (20.1), so daf

1 1
D(1,02) = 3 |F(z1,22)]|5 = 3 (2 + (23 — 1)* + 2} (23 — 1)*). (20.12)

Das Minimum von @ ist Null und wird fiir z; = 0 und x5 = +1 angenommen.
Hat eine Iterierte *) von Algorithmus 20.1 die Gestalt #*) = [z;,0]7, dann
lautet die Suchrichtung fiir das Verfahren des steilsten Abstiegs

d® = —grad®(z®) = —[221,0]" = —22®).

Nach Satz 20.1 konvergiert daher *) = grad &(x*)) /2 gegen Null fiir k& — oo.
Der Nullpunkt ist jedoch lediglich ein Sattelpunkt von @, da die (eindimen-
sionale) Funktion @(0,x9) fiir 2o = 0 ein lokales Maximum aufweist, vgl. die
Hohenlinien der Funktion @ in Abbildung 20.3. O

Zur numerischen Illustration betrachten wir ein beliebtes Testproblem fiir
nichtlineare Optimierungsalgorithmen:

Beispiel 20.2. Gegeben sei das Ausgleichsproblem (20.1) mit

2
F:R*—> R?, F(xy,20) = [10(;U2 1:61)} .
L



184 IV Nichtlineare Gleichungen

Offensichtlich hat F' genau eine Nullstelle fiir x; = 2o = 1, d.h. 7 = [1, 1] ist
die gesuchte Losung des Ausgleichsproblems.

Die Niveaulinien von @ zum Niveau c¢ ergeben sich als Losungen der Gleichung
100(zy — 22)* = 2c— (1 —1)?.

Daraus erhalten wir notwendigerweise —v/2¢ < 1 — 1 < v/2¢ und schlieflich
1
xQZx%iE\/QC_(l_Il)Q, 1—V2e<z <14+V2.

Zur Minimierung von @ betrachten wir die Methode des steilsten Abstiegs.
Wegen
P = [0 1)

P (20.13)

ergibt sich dabei jeweils in 2®) = [z}, 25)7 die Suchrichtung

(k) porgo(k)\x (k) _ —2003:1(x2 —351)2-1-351 —1
Der linke Teil von Abbildung 20.4 zeigt einige ausgewéhlte Niveaulinien der
Funktion @ und die Iterierten des Verfahrens in der (z1,x2)-Ebene (durch
Kreise gekennzeichnet). Man beachte das zentrale langgestreckte Tal in Form
einer Banane sowie die relativ steil aufragenden Talwinde (die nach auen hin
immer steiler werden).

Startpunkt fiir die Iteration ist #(® = [~0.5,—0.4]7, links unten in Abbil-
dung 20.4; die Losung 7 = [1, 1]7 ist in der Abbildung rechts oben durch einen
dickeren Punkt markiert. Die Schrittweite aj wird wie in Algorithmus 20.1
durch die Armijo-Goldstein-Bedingung (mit Parameter yu = 0.5) gesteuert.
Wie man sieht, ist die Konvergenz sehr langsam; selbst nach tausend Iterations-
schritten haben die Iterierten den Grenzwert noch nicht erreicht. Gleichwohl
konvergiert die Iteration letztendlich, denn @ hat nur den einen stationéren
Punkt 7 und die Menge M (z(?) ist beschriinkt.

Im rechten Teil derselben Abbildung sieht man die Iterierten des Levenberg-
Marquardt-Verfahrens, das wesentlich schneller konvergiert. Dieses Verfahren
ist Gegenstand des folgenden Abschnitts. o
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Abb. 20.4: Das Verfahren des steilsten Abstiegs (links) und die Levenberg-Marquardt-
Iteration (rechts)

21 Das Levenberg-Marquardt-Verfahren

Fiir die Konstruktion schnellerer Verfahren bietet es sich an, die Funktion F
in der Definition von & wie beim Newton-Verfahren durch das lineare Taylor-
polynom um die aktuelle Iterierte zu ersetzen,

B(x) = 2 IF@I3 ~ § IFG®) + FE®)@—a®)3.  (211)

Dies fithrt auf das linearisierte Problem
L L B)y o 7 () ONE
minimiere 5 | F'(z") + F' (") (x — 2™)]|5, (21.2)

dessen Losung « = 2**1 dann die niichste Iterierte ergibt. Dies ist ein m x n-
dimensionales lineares Ausgleichsproblem, dessen Losung in der Regel iiber
die QR-Zerlegung der Koeffizientenmatrix F’(z*) € R™*" erfolgt, vgl. Ab-
schnitt 13. Die Losung 2+ kann iiber die Pseudoinverse von F'(x*)) ausge-
driickt werden,

2®H) = 20 _ (0T p(p0) | (21.3)

Hat F’(z®) keinen vollen Spaltenrang, dann ist die Losung von (21.2) nicht
eindeutig bestimmt. In diesem Fall ist 2**1) aus (21.3) die Losung von (21.2)
mit dem kleinsten euklidischen Abstand zu z®). Das resultierende Iterati-
onsverfahren zur Losung des nichtlinearen Ausgleichsproblems wird Gauf-
Newton-Verfahren genannt.
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Leider lassen sich Beispiele konstruieren, bei denen das Gauf-Newton-Verfah-
ren noch nicht einmal lokal gegen die Losung des nichtlinearen Ausgleichs-
problems konvergiert, vgl. Aufgabe 12. Der Grund liegt darin, dal bei einer
schlechten Kondition von F'(z®) der Vektor 2**+1 — 2 sehr grof sein kann,
wihrend die Linearisierung nur fiir , kleine* 21 —2(*) sinnvoll ist. Daher wird
bei den meisten praktischen Anwendungen das Gau-Newton-Verfahren durch
eine sogenannte Trust-Region-Strategie modifiziert, was auf das Levenberg-
Marquardt-Verfahren fiihrt.

Die Grundidee dieser Strategie besteht darin, dal der Approximation (21.1)
nur in einer Kugel (trust region)

Ri = {z€R": flo—a®]s < i)

um die aktuelle Iterierte 2*)  vertraut* (engl.: to trust) werden kann. Aus die-
sem Grund wird das linearisierte Problem (21.2) folgendermafen abgewandelt:

1
minimiere = || F(2®) + F'(z®)(x — )3 (21.4)

unter der Nebenbedingung ||z — ™|, < py .

Die Radien p; werden dabei dem jeweiligen Verlauf der Iteration angepafit,
siehe unten. ie Vorschrift (21.4) erfordert die Minimierung einer stetigen reell-
wertigen Funktion iiber einer kompakten Teilmenge Ry C R"™; dieses restrin-
gierte Ausgleichsproblem hat bekanntermafien (mindestens) eine Losung.

Fiir die weiteren Untersuchungen iiberfithren wir (21.4) in eine uns vertrautere
Notation. Mit

Ay = F'(a®), h=x—z® b® = —F(2®)

ergibt (21.4) das folgende Minimierungsproblem fiir h:

minimiere  ¥(h) = % (R (21.5)

unter der Nebenbedingung ||A||2 < px .

Ist eine Losung h®) dieses Problems gefunden, dann ergibt sich die nichste
Iterierte als

L) ) )
Um A®™ numerisch berechnen zu kénnen, ist die Beschreibung iiber ein re-

stringiertes Minimierungsproblem allerdings wenig hilfreich. Statt dessen un-
terscheiden wir im weiteren die folgenden beiden Falle:
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Abb. 21.1: Mégliche Abstiegsrichtungen

(@) [1h®l2 < py:

Dann ist h*) ein stationdrer Punkt von ¥, d.h. es ist grad @ (h®)) = 0. Den
Gradienten von ¥ haben wir bereits in Bemerkung 11.3 berechnet:

gradW(h) = A:(Auh —b®).
Folglich 16st h®) die GauBschen Normalengleichungen
ArAh® = Anp®) (21.6a)

®) [1R®]l2 = px:

In diesem Fall muB grad ¥ (h®)) auf den Mittelpunkt der Kugel {h : ||hs <
pr } zeigen, da ansonsten eine Richtungsableitung von ¥ ins Kreisinnere nega-
tiv wére. Dies ist in Abbildung 21.1 illustriert: Beide Skizzen zeigen mogliche
Richtungen des Gradienten in einem Randpunkt i des Kreises, die graue Fla-
che gibt alle zugehorigen Abstiegsmoglichkeiten an, vgl. auch (20.4). Damit
der Punkt A eine globale Minimalstelle der Funktion im Kreis sein kann, darf
keine Abstiegsrichtung ins Innere des Kreises zeigen. Im linken Bild zeigt der
Gradient nicht auf den Kreismittelpunkt und daher existieren Abstiegsmog-
lichkeiten ins Kreisinnere. Im rechten Bild zeigt der Gradient genau auf den
Kreismittelpunkt und es gibt keine Abstiegsrichtung in das Innere des Kreises.
Folglich existiert eine Darstellung

gradW(h®) = Az Ah® — ApH) = —X\.h® fiir ein A\, > 0
beziehungsweise

(Ap A+ N I)R®) = App®) (21.6b)
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Offensichtlich kann (21.6a) als Grenzfall Ay = 0 von (21.6b) aufgefafit werden.
Somit ist das folgende Resultat bewiesen.

Satz 21.1. Die Lisung h = h'®) von (21.5) gendigt der Gleichung
(Aj A + M) b = Ajp™ (21.7)

fiir ein A\, > 0. Dabei ist N, genau dann positiv, wenn ||h®)||y = p, > 0 gilt.

Bemerkung 21.2. Es 148t sich zeigen, dafl der Parameter A\, der Lagrange-
Parameter zu dem restringierten Minimierungsproblem (21.5) ist und dafl die
Losung 2 von (21.7) das Lagrange-Funktional

1 1
5 | Agh — b®|3 + )\k§ (I1A™)13 = pr)

minimiert, vgl. Heuser [53, Abschnitt 174]. o

Die Berechnung von ~A*) kann auf das Problem in Abschnitt 18.3 zuriickgefiihrt
werden. Dazu fafit man (21.7) als eine einparametrige Schar linearer Gleichun-
gen mit Parameter A\ und Lésungen h = hy auf. Gesucht ist nun der Parameter
A = )\, und die zugehorige Losung h*) = hy, fiir die die Nebenbedingung

1Pall2 = [[(AfA + A1) ARp ||y = py, (21.8)

erfiillt ist (sofern {iberhaupt ein entsprechender positiver Parameter \; exi-
stiert). Sind w; die orthonormierten Eigenvektoren der symmetrischen und po-
sitiv semidefiniten Matrix A; A, und d;, @ = 1,...,n, die zugehdrigen nichtne-
gativen Eigenwerte, dann kann A;b¥) in dieser Eigenbasis entwickelt werden,

n
k):Zziui, z € R.
i=1

Mit dieser Darstellung ergibt sich

hy = (AL A + M) LA = d

und aus (21.8) erhalten wir die rationale Gleichung

n
2-2 |

D D vl

fiir den gesuchten Lagrange-Parameter A\, die mit dem Verfahren von Hebden
aus Abschnitt 18.3 numerisch gelost werden kann. Entscheidend ist hierbei, daf3
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die Spektralzerlegung von Aj Aj nicht explizit berechnet werden muf, denn die
Auswertung von r(\) erfolgt iiber r(\) = ||hy]|3, und entsprechend ergibt sich

r(A) = =208 A (A3 Ay + M) AP = 21k g,
mit (AZAk + /\I)g>\ = h>\ .

Fiir jede Hebden-Iterierte A sind also zur Berechnung von r und " zwei Glei-
chungssysteme mit derselben Matrix A; Ay + Al zu losen (zur Bestimmung von
hy und g,). Fiir eine effiziente Implementierung sei auf Aufgabe 11 verwiesen.
Wir wenden uns nun der Anpassung des Trust-Region-Radius py zu. Dieser Ra-
dius sollte so grof wie moglich gewihlt werden, denn wegen [z +1) — 2|, =
|h®)]|y < pg schrinkt ein allzu kleiner Radius pj ein ziigiges Voranschreiten
der Iterierten ein. Andererseits darf p, nur so grofi gewéhlt werden, dafl der
Fehler durch die Linearisierung in einem angemessenen Rahmen bleibt.

Daher benotigen wir ein Kriterium, um die Giite der Linearisierung zu kon-
trollieren. Nach Moglichkeit soll dieses Kriterium nur auf leicht berechenbaren
Groflen beruhen, um den Rechenaufwand nicht wesentlich zu vergrofiern. Ein
erster Ansatz fiir ein solches Kriterium liegt auf der Hand: Der Wert der ei-
gentlich zu minimierenden Zielfunktion @ soll durch die neue Niherung z(*+1
verkleinert werden. Dies allein ist allerdings nicht unbedingt ausreichend. Des-
halb greifen wir wieder auf das schérfere Armijo-Goldstein-Kriterium (20.8)
zuriick: Demnach ist eine neue Néherung z*+1) = 2*) 4 b*) akzeptabel, wenn

|grad @(z®)) pk)| = a

fiir einen Parameter p € (0, 1) erfiillt ist. Der Iterationsschritt ist um so erfolg-
reicher, je grofer p gewihlt werden kann. Wegen grad® = F'*F'| vgl. (20.5),
kann der obige Bruch {iber die Darstellung

L[F@E®))3 — [[F@® +h®)|3

ET T W) Fa®) (21.9)

ausgewertet werden. Dabei ist zu beachten, dafl der Nenner v} dieses Bruchs
wegen (21.7) durch

vy = _h(k)*F’(x(k))*F(x(k)) — h(k)*A;b(’“)
(21.10)
= (Ap®) (A Ay + Md) 7 (AR

gegeben ist und somit, wie gewiinscht, positiv ist.

Fiir die Anwendung des Armijo-Goldstein-Kriteriums verwenden wir zwei To-
leranzschranken g und g4 mit 0 < p— < py < 1. Dabei wird die potentielle
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Initialisierung: Parameter p—, gy mit 0 < p— < pq < 1 seien gegeben, etwa pu— = 1/4 und
py =1/2
wihle #(©) und Trust-Region-Radius po
for k=0,1,2,... do
pk) — —F(x(k))
berechne die Losung h(®) von (21.5) mit dem Hebden-Verfahren, vgl. Abschnitt 18.3
_1IFEM))3 — |1F@E® +r®))3
9 _h(k-)*F/(x(k-))*F(I(k))
if pp < p— then % Schritt nicht erfolgreich, verkleinere Trust-Region
k1) — (k)

Pr+1 = Pr/2
else % Schritt erfolgreich
261 Z 2(k) 4 p(k)

if pp > py then % vergroBere Trust-Region

Pr+1 = 2pk
end if
end if
until stop % end for

Algorithmus 21.1: Levenberg-Marquardt-Verfahren

neue Niherung ) + h®) akzeptiert, falls py, > p_ ist. Wir sprechen in die-
sem Fall von einem erfolgreichen Iterationsschritt. Offensichtlich war in diesem
Fall der Trust-Region-Radius pj, sinnvoll und bietet sich daher auch als Radius
fiir die néchste Iteration an; gegebenenfalls konnte man die Trust-Region so-
gar vergroflern. Letzteres empfiehlt sich, wenn p nahe bei Eins liegt, also fiir
i > fiy, denn dies kann als Hinweis dafiir interpretiert werden, daf sich die
Funktion ¢ in der Umgebung der aktuellen Iterierten nahezu linear verhélt.
Ist hingegen p < p—, dann ist die Armijo-Goldstein-Bedingung verletzt und
z®) + h*¥) wird nicht als neue Iterierte akzeptiert. Der Iterationsschritt war
also micht erfolgreich. In diesem Fall war die Trust-Region offensichtlich zu
grofl und der Iterationsschritt mufl mit einem kleineren Radius p; wiederholt
werden.

Das Levenberg-Marquardt-Verfahren wird in Algorithmus 21.1 zusammenge-
fafit. Wir beweisen im folgenden fiir diesen Algorithmus ein Analogon des Kon-
vergenzsatzes 20.1 fiir allgemeine Abstiegsverfahren. Der Beweis ist hier aller-
dings deutlich schwieriger.

Satz 21.3. Die Funktion F sei in einer kompakten Menge U C D(F') Lip-
schitz-stetig differenzierbar. Ferner enthalte U den Startpunkt x(°) sowie die
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Menge M(z9) aus (20.9). Dann gilt fiir die Iterierten *) von Algorith-
mus 21.1, daf

gradd(z¥) — 0, k— oo.

Beweis. 1. Zunéchst beweisen wir eine obere Schranke fiir den Lagrange-
Parameter )\, aus (21.7). Dazu nehmen wir ohne Einschrédnkung an, dafi A
positiv (also ungleich Null) ist. Aus Satz 21.1 folgt durch Multiplikation von
(21.7) mit A* und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

WO (A Ak + MDR® = RO (A40) < [|A®]]o | A0 5.

Da A} A positiv semidefinit ist, kann die linke Seite nach unten durch )y, ||| 2
abgeschiitzt werden. Ferner gilt in dem betrachteten Fall |||y = pr und da-
her ergibt dies

A < 1AM2 / p (21.11)

2. Als néchstes verwenden wir diese Abschétzung, um eine untere Schranke
fiir den Nenner v, des Armijo-Goldstein-Kriteriums (21.9) herzuleiten. Wir
beschrianken uns zunéchst auf den Fall A\, > 0. Dann ist A; A + A\l positiv
definit und folglich existiert eine Cholesky-Faktorisierung

Ai A+ M\ = LL*

mit invertierbarem L € R™ ™. Mit dieser Faktorisierung kann der Ausdruck
(21.10) fiir v, weiter umgeformt werden und man erhilt mit w = L~ A;p*

e = (A (LL7)H (App®) = wroo — JALS
DOV ) 1)
_ Jwll3 1AM
w* L* Lw '
Dabei gilt
IL* L2 = [LL* ]2 = [|ARAk + Al = ARlIZ + M,
und nach Voraussetzung ist ||Ag|2 = ||F'(z®)]||; fiir alle 2*) € ¢ durch eine

Konstante ¢ > 0 beschriankt. Zusammen mit (21.11) folgt somit
w L' Lw < (¢ + |40/ pe) llwll3-
Eingesetzt in (21.12) erhalten wir hieraus eine erste untere Schranke fiir vy:

1
>
=+ | ADB] o/ pr

Vi,

H k HQ C2Pk+ ||Azb(k)H2 H k ||2
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Es gilt nun, die beiden Fille ||Afb®| 5 grofer oder kleiner als p;, zu unterschei-
den. Dies fiihrt auf

=7 1456013 fiir (|40 ]2 < px )

=7 o AR g AR > oy

Y

Vi

so dafl insgesamt

vi 2 iy |40 |2 min{py, | 4752} (21.13)

= 41

gilt.

Diese Abschiitzung lé3t sich fiir A\, = 0 direkt herleiten: In diesem Fall ergibt
sich namlich aus (21.10)

v = (A ATpE) = pkx 4, ATpE) = || pp®|2

wobei Py, den Orthogonalprojektor auf R(Ay) bezeichnet, vgl. Korollar 12.5.
Wegen N (A}) = R(Ay)?* folgt weiterhin

1AW = 14APONE < JARIB IR < u,

und daher ist (21.13) auch im Fall \; = 0 giiltig.

3. Wir beweisen nun, daf die rechte Seite von (21.13) gegen Null konvergiert.
Bei einem erfolgreichen Iterationsschritt ist py > p— und aus (21.9) und (21.13)
folgt

IF@E)3 = [1FESD)E > 2p-wy
(21.14)

2:“’— * : *
> 2+1 HAkb(k)HQ H’lll’l{p]m ||Akb(k)H2}

Da {||F(z™)||5}% offensichtlich eine monoton fallende Folge und gleichzeitig
nach unten durch Null beschrénkt ist, konvergiert die linke Seite von (21.14)
fiir k — oo gegen Null. Daher gilt zwangsldufig

min{py, [|[A;0W]2} — 0, k- . (21.15)

Zunichst ist hierbei k auf die Indexmenge K der erfolgreichen Iterationsschritte
einzuschrinken. Da aber p; bei erfolglosen Iterationsschritten halbiert wird,
withrend Ay, und b®) unveréindert bleiben, gilt (21.15) fiir alle & — oco. Dieselbe
Argumentation gilt fiir den Fall, dafi nur endlich viele Iterationen erfolgreich
sind, da pj immer nur weiter halbiert wird. 4. Als néchstes wird bewiesen, daf3
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| grad @(z¥)|| fiir eine Teilfolge {k,,} mit k,, — oo gegen Null konvergiert.
Nach (20.5) ist

grad ®(z®) = F'(z®)* F(2®) = —Azp®) |
und falls die Behauptung falsch ist, existieren € > 0 und k(¢) € N mit

| grad®(z®)], = AWy, > € > 0, k>k(e). (21.16)
Aus (21.15) ergibt sich dann unmittelbar

pr— 0, k — oo, (21.17)

womit wir aber aus der Definition (21.9) von py, durch Taylorentwicklung er-
halten, daf3

RO F (a W) F (W) + O([[A™]]3) )
e = W (2®))* F(2®) = 1+ O(py/ve)

21.13 % 21.16
P14 0@/ 14D ]5) PEV 1+ O(pr), k- o0,

Also existiert ein kg € N mit kg > k(e) und py > py fiir alle & > ko, d. h. ab
dem kqo-ten Iterationsschritt wiirde py aufgrund von Algorithmus 21.1 in jedem
Schritt verdoppelt — im Widerspruch zur obigen Folgerung (21.17).

5. Wir beweisen nun die Aussage des Satzes, wiederum durch indirekte Be-
weisfithrung, und nehmen dazu an, daf eine Teilfolge von {A;b®*)} nicht gegen
Null konvergiert. Nach der im 4. Schritt bewiesenen Aussage existiert dann ein
€ > 0 und zwei Indizes m und [ mit

1470 ON 2 > 26, AL <,

(21.18)
|4y >e, k=1+1,....m—1,
Da { ||[F(z®)|| } eine Cauchy-Folge ist, kann [ dabei so grof§ gewihlt werden,
daf3

2

2u_ ¢
l 2 m 2
IPGO)I3 = IPE™)3 < 5= =,

(21.19)

wobei G eine Lipschitz-Konstante von F'(z)*F(x) in U bezeichne; ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit wihlen wir G > 1. Wegen ||z —2®) |, < py
folgt aus (21.14) und (21.18) fiir erfolgreiche Schritte k € {l,...,m — 1} N K
die Ungleichung

. .
IE@O)3 ~ P13 2 S5 e min{lat*) - o], ¢}
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Dies gilt trivialerweise auch fiir erfolglose Iterationsschritte, da dann z*) =
z**+1) ist. Durch Summation von k = [ bis m — 1 erhalten wir

e 5me{,,xu«+n 2]z, e}

(2119) 2u_ g2
< [P - IFE™)I3 < S5 =

und dies kann wegen G' > 1 offensichtlich nur dann erfiillt sein, wenn in jedem
einzelnen Summanden

(k+1) _ . (F) } = ||x(k+1) )

2

min{ ||z |2,

und insgesamt

-1

3

lz®+ = 2@, < /G
l

x~
Il

gilt. Die linke Seite dieser Ungleichung kann mit der Dreiecksungleichung nach
unten durch ||z — 2@ ||, abgeschitzt werden und daher ist ||z —2®||, <
£/G. Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von grad ® = F'*F ergibt sich somit

||A;b(m) — Aj‘b(l)Hg = | grad@(rﬂ(m)) — grad @(x(l))HQ

IN

G|lz™ — 20|, < €

im Widerspruch zur Annahme (21.18). Damit ist der Satz bewiesen. ]

Die Bemerkung im Anschlufl an Satz 20.1 gilt sinngemé&f auch fiir das Leven-
berg-Marquardt-Verfahren.

Beispiel. Die Iterierten des Levenberg-Marquardt-Verfahrens fiir Beispiel 20.2
haben wir bereits im vorigen Abschnitt im rechten Teil der Abbildung 20.4
gesehen. Fiir dieses Beispiel wurde in Algorithmus 21.1 der gleiche Startwert
wie bei dem Verfahren des steilsten Abstiegs gewéhlt sowie die Parameter
p— = 1/4 und py = 1/2. Das gleiche Argument wie in Abschnitt 20 kann
auch hier verwendet werden, um die Konvergenz der Levenberg-Marquardt-
[terierten gegen den einzigen stationiiren Punkt 7 = [1, 1] nachzuweisen. Ab-
bildung 21.2 demonstriert in anderer Form die Uberlegenheit des Levenberg-
Marquardt-Verfahrens: Der Grenzwert wird bereits nach neun Schritten mit
hinreichender Genauigkeit erreicht. Auf der anderen Seite ist ein einzelner Ite-
rationsschritt wesentlich teurer als bei der Methode des steilsten Abstiegs, da
lineare Gleichungssysteme zu losen sind. Anhand der Abbildung wird man
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Abb. 21.2: Konvergenzverlauf des Verfahrens des steilsten Abstiegs und des Levenberg-
Marquardt-Verfahrens (Sterne)

fiir das Levenberg-Marquardt-Verfahren superlineare Konvergenz vermuten.
In diesem Fall ist F(Z) = 0 und F'(Z) nicht singuldr und das Levenberg-
Marquardt-Verfahren geht in einer Umgebung von Z in das Newton-Verfahren

iiber. Daher ist die Konvergenz tatsédchlich lokal quadratisch.

¢
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Aufgaben

1. Zeigen Sie, daff das allgemeine Heron-Verfahren mit v > 2 fiir jedes a > 0 und jeden
positiven Startwert xy konvergiert. Betrachten Sie im Fall ¥ = 3 mit positivem a auch
negative Startwerte. Was konnen Sie hier {iber die Konvergenz sagen?

2. Die stetig differenzierbare Funktion ¢ : D(®) — R™ mit Fixpunkt 7 erfiille die Voraus-
setzungen des Banachschen Fixpunktsatzes. Zeigen Sie, daf der asymptotische Konvergenz-
faktor

= max limsup |z — z®)|}/*
2O ED(P) koo

durch ¢ < o(9'(Z)) abgeschétzt werden kann. Ist diese Abschiitzung scharf?

3. Formulieren Sie hinreichende Bedingungen an die Funktion f, damit das Newton-Verfah-
ren fiir die Nullstellengleichung f(z) = 0 Konvergenzordnung p > 3 besitzt. Interpretieren
Sie Ihre Bedingungen geometrisch.

4. Die p 4+ 1-mal stetig differenzierbare Funktion f habe in T eine p-fache Nullstelle mit
p € N\ {1}. Zur Approximation von Z kann das folgende Verfahren verwendet werden:
f(xr)

'Tk'kl:xkipf’(xk)’ k:O71727""

(a) Bestimmen Sie die (lokale) Konvergenzordnung dieser Iteration.

(b) Zeigen Sie, daf die Iteration mit dem Newton-Verfahren, angewandt auf die Funktion
g = fY/? iibereinstimmt.

(c) Wie lautet das Newton-Verfahren, angewandt auf die Funktion h = f/f’, und welche
Konvergenzordnung hat es?

5. f: R — R sei differenzierbar, streng monoton wachsend und konvex. Ferner habe f eine
Nullstelle Z und fiir gegebene zg < Z < xg bezeichne {z;} die Folge der Newton-Iterierten
und {z} die Folge der Iterierten aus (18.4). Zeigen Sie, daf die Folge {z; } monoton wachsend
gegen T konvergiert.

6. Diskutieren Sie die Konvergenz des Newton-Verfahrens fiir die Funktion
flz) = we™®

fiir alle (zuléissigen) positiven Startwerte.

7. Implementieren Sie das eindimensionale Newton-Verfahren.
(a) Wenden Sie Ihr Programm auf die Testfunktion

flz) = e -1

an. Verwenden Sie xg = 10 als Startndherung;
(b) Verwenden Sie

als Testfunktion und zy = 1.01 als Startnéherung.
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Interpretieren Sie die Ergebnisse. Uberlegen Sie sich eine Schrittweitensteuerung, um ein
etwaiges Fehlverhalten zu verhindern. Vergleichen Sie die Resultate mit und ohne Schritt-
weitensteuerung.

8. Sei f die Funktion aus (18.10). Zeigen Sie, daf} die Iterierte x4, des Hebden-Verfahrens
die Gleichung

¢

h(z) = m:p

16st, wobei ¢ und § so gewihlt sind, daf sich A und f im Punkt x; beriihren, d. h.
h(zk) = flze),  h(zk) = f'(2n) .

9. Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem
r1x9 =0, m1x§—|—m1—x2:07

mit der eindeutigen Losung Z = 0.

(a) Uberpriifen Sie die Voraussetzungen von Satz 19.1. Ist das Newton-Verfahren fiir dieses
Beispiel lokal konvergent?

(b) Zeigen Sie, da das Newton-Verfahren fiir jeden Startwert z(?) € [0, 1]? gegen 2 konver-
giert.

(¢) Bestimmen Sie fiir diesen Fall die Konvergenzordnung.

(d) Implementieren Sie das Newton-Verfahren und plotten Sie die Iterierten fiir verschiedene
Startwerte in das Einheitsquadrat. Diskutieren Sie das Ergebnis.

10. Fiihren Sie den Beweis von Satz 20.1 unter den dort angegebenen allgemeinen Voraus-
setzungen an die Suchrichtungen d*).

11. b € R™ und A > 0. Ferner sei h die Losung von (A*A + AI)h = A*b und g die Losung
von (A*A+ X)g = h.
(a) Zeigen Sie, daB8 h und g die linearen Ausgleichsprobleme

minimiere || [\/f% } h— m |2 bzw. minimiere || {\é]} g— {h/?/X] [|2

16sen.

(b) In Aufgabe III.7 wurde ein Algorithmus beschrieben, um eine m x n-Matrix mit or-
thogonalen Transformationen auf Bidiagonalgestalt B zu bringen. Uberlegen Sie sich, wie
Sie mit den Techniken aus Abschnitt 14 (Givens-Rotationen) eine @ R-Faktorisierung der
resultierenden Blockmatrix

L/?I} = QR

bestimmen koénnen. Zeigen Sie, daf fiir eine solche Faktorisierung 2n Givens-Rotationen
benotigt werden.

(c¢) Fiigen Sie diese Unterprogramme zu einem Algorithmus zur Berechnung von A und g
zusammen. Was kann wiederverwendet werden, und was mufl neu berechnet werden, wenn
sich A dndert?
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12. Gegeben sei die Funktion
+1
F: 2, Fa)=|,
R—-RY, (z) [)\acQJr;z:fl]’

wobei A ein reeller Parameter sei.
(a) Zeigen Sie, dafl das nichtlineare Ausgleichsproblem

1
minimiere @(z) = > HF(l’)H%

fiir A < 1in 2 = 0 ein lokales Minimum besitzt. Zeigen Sie ferner, dafl dies fiir A < 7/16 das
einzige lokale Minimum ist.

(b) Weisen Sie nach, dal = 0 fiir A < —1 ein abstofiender Fizpunkt des GauB-Newton-
Verfahrens (21.3) ist, d. h. es gibt ein ¢ > 0, so da§

|21 — 0] > |z — 0| fir alle 2, mit 0 < |z, — 0] < 4.

(c) Zeigen Sie, dafl andererseits die Iterierten des Levenberg-Marquardt-Verfahrens fiir A <
7/16 global gegen x = 0 konvergieren.

(d) Implementieren Sie das Levenberg-Marquardt-Verfahren fiir dieses Beispiel. Verwenden
Sie den Startwert zo = 10 und experimentieren Sie mit verschiedenen Parametern A < 7/16.
Welche Konvergenzgeschwindigkeit 148t sich beobachten?

13. Implementieren Sie das Verfahren des steilsten Abstiegs und das Levenberg-Marquardt-
Verfahren, und wenden Sie beide auf das nichtlineare Ausgleichsgeradenproblem aus Aufga-
be II1.2 an.
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Fiir die Entwicklung effizienter Algorithmen ist die Struktur des zugrunde-
liegenden Problems von entscheidender Bedeutung. Ein gutes Beispiel hierfiir
sind Eigenwertprobleme: Das Eigenwertproblem fiir eine Matrix A € K™*",

Ar = \r, reC"\ {0}, xeC,

ist nichtlinear, denn die Unbekannten A und z treten im Produkt auf. Trotzdem
verwendet die gingige Software zur Berechnung von A und/oder x keines der
Verfahren aus dem vorangegangenen Kapitel.

Algorithmen fiir die Losung des Eigenwertproblems und fiir die Losung nicht-
linearer Gleichungen haben jedoch wesentliche FEigenschaften gemeinsam: Die
Methoden sind fast ausschlielich iterativ und die besseren Verfahren konver-
gieren lokal quadratisch oder gar kubisch. Nicht immer ist die Konvergenz
jedoch global, so dafl auch die Suche nach guten Startniherungen und die
Stabilitdt der Losung angesprochen werden muf.

Neben dem bereits in Kapitel IT genannten Buch von Golub und Van Loan [34]
sei hier noch das Buch von Demmel [22] hervorgehoben, das auch einen guten
Uberblick iiber die zur Verfiigung stehende Software bietet.

22 Wozu werden Eigenwerte berechnet ?

Das Programmpaket MATLAB enthélt ein Animationsprogramm truss, das
die natiirlichen Eigenschwingungen einer zweidimensionalen Briicke vorfiihrt.
Zur Berechnung dieser Schwingungen miissen die Eigenvektoren und Eigenwer-
te einer Matrix bestimmt werden, was im folgenden erldutert werden soll. Nicht
zuletzt aus diesem Grund haben wir bereits fiir das Beispiel in Abschnitt 3 jene
Briicke ausgewéahlt.

Wihrend in Abschnitt 3 nur das statische Gleichgewicht in Gegenwart duflerer
Kréfte untersucht wurde, betrachten wir nun das dynamische Verhalten des
Tragwerks. Dazu betrachten wir die Positionen z;, 7 = 1,...,8, der Gelenke als
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Abb. 22.1: Langsamste Eigenschwingung der Briicke

Funktionen der Zeit, z; = z;(t), die jeweils eine Kurve in R? beschreiben. Die
Ableitungen z(t) geben die zugehorigen Geschwindigkeitsvektoren, die zweiten
Ableitungen 2! (t) die Beschleunigungsvektoren zum Zeitpunkt ¢ an. Im folgen-
den werden alle acht Gelenke gemeinsam betrachtet und ihre Koordinaten wie
zuvor in einem Vektor z = z(t) € R' zusammengefafit.

Bei einer Auslenkung z(t) = z(t) — 2(?) der Gelenke aus dem statischen Gleich-
gewichtszustand z(*) ergibt sich eine Riickstellkraft —Az(t), vgl. Abschnitt 3,
die nach dem Newtonschen Gesetz

Kraft = Masse - Beschleunigung (22.1)
eine Beschleunigung der Gelenke
ma"(t) = —Az(t) (22.2)

nach sich zieht; m ist wieder die Masse der einzelnen Gelenke. (22.2) ist ein
Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung fiir die Verschiebungsvektoren
x(t).

Differentialgleichungen werden erst spéter in diesem Buch behandelt, daher
soll an dieser Stelle auf die allgemeine Losungstheorie nicht weiter eingegangen
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Abb. 22.2: Eine andere Eigenschwingung der Briicke

werden. Fiir unsere Zwecke reicht es aus, spezielle Losungen dieser Gleichung
zu betrachten. Hierzu benotigen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.
Da A symmetrisch und positiv definit ist, existiert eine Orthogonalbasis des
R'® aus Eigenvektoren von A und die zugehorigen Eigenwerte sind positiv. Sei
v ein solcher Eigenvektor und A der zugehorige Eigenwert. Normieren wir der
Einfachheit halber die Masse m auf Eins, dann ist

z(t) = cos(VAt)v
offensichtlich eine Losung von (22.2): In diesem Fall ist

2(t) = —VAsin(VAt)v, 2"(t) = —Xcos(VAt) v,
und da v ein Eigenvektor von A ist, ergibt —Axz(t) ebenfalls —\ cos(v/At) v.
Die zugehorige Funktion

2(t) = 2O+ cos(VAt) v (22.3)

beschreibt eine kosinusférmige Oszillation der Briicke um den Gleichgewichts-
zustand z(*) mit Periodendauer T = 27/ VA Je groBer der Eigenwert A ist,
desto schneller schwingt die Briicke. Die Abbildungen 22.1 und 22.2 stellen die



202 V Eigenwerte

Abb. 22.3: Zeitlicher Verlauf einer Eigenschwingung mit und ohne Dampfung

beiden extremalen Positionen (fiir t = k7/v/\, k € Z) der Briicke fiir zwei der
insgesamt sechzehn moglichen Eigenschwingungen dar. Die zugehorigen Ver-
schiebungen werden durch die jeweiligen Eigenvektoren beschrieben und mit
positivem beziehungsweise negativem Vorzeichen zum Gleichgewichtszustand
29 addiert. Das MATLAB-Programm truss animiert diese Oszillationen.

GeméB (22.3) wiirde eine einmal angeregte Briicke fiir alle Zeiten gleichblei-
bend auf und ab schwingen — ein wenig realistisches Modell. Tatséchlich erwar-
tet man in der Praxis aufgrund von Reibungswiderstinden eine abklingende
Ostzillation. Derartige Widerstandskréafte wirken entgegengesetzt zu der Bewe-
gung und sind im einfachsten Fall proportional zur vorliegenden Geschwindig-
keit. Zu der Riickstellkraft —Axz(t) kommt also noch eine weitere Kraft —da'(¢)
mit Dampfungskonstante d > 0 hinzu. Das Newtonsche Gesetz (22.1) fithrt bei
diesem erweiterten Modell auf die Differentialgleichung

ma(t) = —da'(t) — Ax(t). (22.4)

Wieder setzen wir m = 1 und nehmen an, dafi d hinreichend klein ist. In diesem
Fall lautet eine typische Losung der Differentialgleichung (22.4)

z(t) = e 2 cos(wt) v mit w = \/A—d?/4 >0, (22.5)

wie man mit etwas mehr Aufwand als zuvor nachrechnet. Erneut sind es die Ei-
genvektoren, die die Form der Eigenschwingungen bestimmen. Allerdings sind
die Oszillationen nun etwas langsamer (w < v/A) und vor allem werden die Am-
plituden mit wachsender Zeit immer starker geddmpft, vgl. die dickere Kurve
in Abbildung 22.3. Die Amplitudenfunktion e~%/? ist zur Veranschaulichung
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gepunktet dargestellt. Die diinnere Kurve im Hintergrund zeigt schliefllich die
entsprechende Losung fiir d = 0.

Reibungswiderstéinde fithren also dazu, dafi einmalige Stérungen des Gleich-
gewichtszustands nur kurze Zeit meibare Auswirkungen haben. Die Situation
ist vollig anders, wenn zeitabhéngige duflere Kriifte das statische Gleichgewicht
der Briicke storen. Beispielhaft betrachten wir eine periodische Erregung mit
Frequenz wy in einer Eigenrichtung v von A die etwa durch den Verkehr {iber
die Briicke verursacht werden konnte. Das zugehorige vollstiandige Differenti-
algleichungsmodell lautet dann

2"(t) = —da'(t) — Ax(t) + cos(wot) v (22.6)

Solche Krifte fithren selbst im gedédmpften Fall auf periodische, nicht abklin-
gende Losungen z(t), und zwar mit der gleichen Frequenz wy, vgl. Aufgabe 1.
Ist A der zu v gehérende Eigenwert von A, dann ist fiir wy ~ v/A die Amplitu-
de der resultierenden Losung besonders grof: man spricht dann von Resonanz,
VA wird als Eigenfrequenz der Briicke bezeichnet. Fiir wy = v\ wird die
Amplitude am grofiten, und in diesem Fall verhalten sich alle Losungen der
Differentialgleichung (22.6) fiir grofie Zeiten t wie die spezielle Losung

x(t) = ﬁ sin(VAt) . (22.7)

In Abhéngigkeit von dem Dampfungsfaktor d kénnen diese Resonanzen belie-
big grofl werden.

Die Losung (22.7) bezieht sich auf den geddmpften Fall (d # 0). Sofern die
Stérfrequenz wy von v/A verschieden ist, ergibt sich auch im ungedampften Fall
eine periodische Losung mit Frequenz wy. Sobald jedoch Resonanz eintritt, also
wenn wy = VA ist, schaukeln sich die Schwingungen auf und die Briicke wird
instabil. Eine solche Losung lautet

z(t) = %t sin(vVAt)v. (22.8)

Abbildung 22.4 illustriert das Schwingungsverhalten im Resonanzfall. Die diin-
nere Kurve im Hintergrund zeigt die sich aufschaukelnde Losung (22.8) fiir den
reibungsfreien Fall (d = 0), die dickere Kurve zeigt die entsprechende Losung
im Fall d # 0, die asymptotisch in die periodische Losung (22.7) einschwingt.

Aufgrund der grofien Amplitude in (22.7) kénnen Resonanzphidnomene selbst
im gedampften Fall zu Instabilitdten fithren. Besonders fragwiirdige Popula-
ritdt erwarb sich auf diese Weise die Tacoma-Briicke (USA), die 1940 durch
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Abb. 22.4: Resonanzverhalten mit und ohne Dampfung

Windturbulenzen zunéchst in starke Schwingungen versetzt wurde und schlief3-
lich einstiirzte;! die Tacoma-Briicke war allerdings eine Hingebriicke, die durch
das obige Modell nicht beschrieben wird, vgl. statt dessen etwa McKenna [73].

Aus den genannten Griinden gehort bei der Konstruktion eines Bauwerks die
Spektralanalyse der zugehorigen Steifigkeitsmatrix zu den zentralen Aufgaben
der verantwortlichen Ingenieure. Dabei mufl beachtet werden, dafl mogliche
Erregerschwingungen auflerhalb der Resonanzbereiche der Steifigkeitsmatrix
liegen. Vor allem die kleinen Eigenwerte sind dabei kritisch, da diese reziprok
zu ihrer Wurzel in die Amplitudenfaktoren in (22.7) und (22.8) eingehen.

23 Eigenwerteinschlie3ungen

Nach dieser Einfithrung stellen wir nun eine Reihe von Verfahren vor, mit
denen das Spektrum einer Matrix A € K"*" grob eingegrenzt werden kann.
Solche Abschéitzungen konnen spéter zur Wahl geeigneter Startwerte fiir lokal
konvergente Iterationsverfahren ausgenutzt werden.

Zuvor jedoch stellen wir ohne Beweis einige wichtige theoretische Resultate
iiber Eigenwerte und Eigenvektoren zusammen. Das charakteristische Polynom
p(A\) = det(A — M) ist ein (komplexwertiges) Polynom iiber C vom Grad n.
Jede der n (komplexen) Nullstellen von p ist ein Eigenwert von A, d.h. zu
einer solchen Nullstelle A gibt es einen Figenvektor x € C"\ {0} mit Az = \z;

Unter http://www.gallopinggertie.com/ findet sich im Internet ein Video dieses Ein-
sturzes.
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umgekehrt ist auch jeder Eigenwert eine Nullstelle von p.

Ist A € 0(A), dann ist A € o(A*). Folglich gibt es einen Vektor y # 0 mit
A*y = Ay und es gilt

Nyt = ()" = (A"y)" =y A.

Daher heifit y auch linker Eigenvektor von A zu X\. Aus y € N((A—AI)*) und
Lemma 11.2 folgt, dafl y senkrecht auf R(A— AI) steht. Insbesondere ist also y
orthogonal zu allen Eigenvektoren von A mit Eigenwerten A # \. Ist hingegen
A ein einfacher Eigenwert von A und z # 0 ein zugehoriger Eigenvektor, dann
ist y*x # 0.

Eigenwerte sind selbst bei reellen Matrizen i. a. nicht reell. Ist aber A € R"™*"
und A € 0(A), dann ist auch A € 0(A), denn aus Az = \x folgt

AT = Az = \x = \7.

Zuvor haben wir bereits erwéahnt, dafl die Eigenwerte einer hermiteschen Ma-
trix A = A* allesamt reell sind. Die zugehorigen Eigenvektoren bilden eine
Orthogonalbasis des K”. Sind A und B hermitesch, dann hat auch das Pro-
dukt AB ausschlieflich reelle Eigenwerte, vgl. Aufgabe 2.

Als ein erstes EinschlieBungsresultat formulieren wir den wichtigen Satz von
Gerschgorin.

Satz 23.1 (Satz von Gerschgorin). Sei A = [a;;] € K™ und X ein belie-
biger Eigenwert von A. Dann gilt

i=1 i=1 j=1
JFi

Beweis. Sei Ax = Az mit = [z;] # 0. Dann existiert ein z; mit |z;| < |z
fiir alle j # i. Bezeichnet (Ax); die i-te Komponente von Az, dann ist
n

)\in == (Aﬁ)l = Zaijij s
j=1

und somit folgt

A —ail = D a2 < layl
T
i=1 ‘ =1

i i
Also ist A € K; C U?:l K;. O
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Fiir A € o(A*) gilt der Satz von Gerschgorin entsprechend, niamlich

n n
XEL_J{C5 K—an“SZ’aﬁ\}
i=1 j=1
J#i
oder dquivalent

Ae K= U 1K= aul <7 agl ) (23.2)
i=1 i=1 j=1
J#i
Die Kreise IC; und K} werden Gerschgorin-Kreise genannt.

Die Aussage von Satz 4.6 beinhaltet, dafl strikt diagonaldominante Matrizen
nicht singulédr sind. Dies kann auch unmittelbar als Folgerung aus dem Satz
von Gerschgorin geschlossen werden: Da fiir solche Matrizen in jeder Zeile die
Betragssumme der Nebendiagonalelemente kleiner als der Betrag des Diago-
nalelements ist, liegt ¢ = 0 in keinem der Gerschgorin-Kreise IC;. Etwas inter-
essanter ist der folgende Fall, in dem ¢ = 0 Randpunkt eines der Gerschgorin-
Kreise ist. Derartige Matrizen treten zum Beispiel bei Randwertaufgaben auf,
vgl. Abschnitt 83.

Definition 23.2. Eine Tridiagonalmatrix A = [a;;] € K™*" heifit irreduzibel,
falls alle Elemente auf der oberen und der unteren Nebendiagonalen von Null
verschieden sind und irreduzibel diagonaldominant, falls A irreduzibel ist,

\a“-\ Z Z\a,—j\ fur alle ¢ = 1,...,77, (233)
J#i
gilt und dabei fiir mindestens ein i die echte Ungleichung in (23.3) erfiillt ist.

Im Gegensatz zu stark diagonaldominanten Matrizen kann bei irreduzibel dia-
gonaldominanten Tridiagonalmatrizen der Wert ( = 0 (als Randpunkt) zu
mehreren Gerschgorin-Kreisen gehoren, allerdings nicht zu allen. Dennoch kann
¢ = 0 kein Eigenwert sein, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 23.3. Jede irreduzibel diagonaldominante Tridiagonalmatriz ist nichtsin-
quldr.

Beweis. Der Beweis geht analog zu dem Beweis von Satz 23.1. Wir nehmen an,
dafl A eine irreduzibel diagonaldominante Tridiagonalmatrix und = ein Vektor
aus N(A) \ {0} ist. Ferner sei z; eine Komponente von z mit maximalem
Betrag, |z;| = [|z]|o # 0. Um die Beweisfithrung zu vereinfachen, gehen wir
davon aus, dafl z; weder die erste noch die letzte Komponente ist. Die i-te
Zeile von Az = 0 ergibt dann

ATy = —Qj—1Ti—1 — Aji+1Ti+1 5
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und daraus folgt aufgrund von (23.3)
|ai| |7] o = laul|zi] < laiial|zioa] + @il 2]
< el oo (Jasio1] + lasisi]) < N2l oolasl -
Demnach gilt iiberall das Gleichheitszeichen, das heifit

zia] = |zip] = 2] = [loflo
und

laii—1| + |aiiv1] = |ail - (23.4)
Da fiir diese Herleitung ein beliebiger Index i mit |z;| = ||z|| » gewéhlt werden

kann, folgt induktiv, daf} alle Eintridge von z den gleichen Betrag aufweisen.
Da jedoch fiir mindestens einen Index i in (23.3) kein Gleichheitszeichen steht,
ergibt sich mit (23.4) ein Widerspruch, d.h. A ist nicht singulér.

Fiir den Fall, dafl etwa die erste Komponente von x maximalen Betrag aufweist,
folgt aus der ersten Zeile von Az = 0 entsprechend

lan|[|7]| o = lanl|z1] = |arz||ze] < law|||z] o S lax|[|7]] o ,

und wieder muf iiberall das Gleichheitszeichen gelten. Insbesondere ist also
|za| = ||| oo und nach dem bereits behandelten Fall steht dies im Widerspruch
zu den Voraussetzungen. ]

Weitere EinschlieBungsresultate fiir das Spektrum o(A) beruhen auf dem Kon-
zept des Wertebereichs einer Matrix.

Definition 23.4. Unter dem Wertebereich einer Matrix A € K™*" versteht
man die Menge aller Rayleigh-Quotienten x*Ax/x*x mit x € C™\ {0},

vt Ax

W) = {¢= — zeC"\{0}}
={(=2"Az: z€C", |z]=1} C C.

In dieser Definition ist es wesentlich, daf§ x alle kompleren Vektoren durch-
lauft, selbst dann, wenn A eine reelle Matrix ist, vgl. Aufgabe 4. Die Bedeu-
tung des Wertebereichs beruht darauf, dafl er insbesondere die Eigenwerte der
Matrix enthélt. Ist ndmlich x € C" \ {0} ein Eigenvektor von A, so ist der
entsprechende Rayleigh-Quotient der zugehorige Eigenwert. Weitere wichtige
Eigenschaften des Wertebereichs sind in dem folgenden Lemma zusammenge-
faf3t.
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Lemma 23.5.

(a) W(A) ist zusammenhdngend.

(b) Ist A € K™ hermitesch, dann ist W(A) das reelle Intervall [\, A\1],
wobei A1 den grofiten und A, den kleinsten Figenwert von A bezeichnet.

(¢) Ist A schiefhermitesch, d. h. A* = —A, dann ist W(A) ein rein imagindres
Intervall, namlich die konvexe Hiille aller Eigenwerte von A.

Beweis. (a) Liegen (p und ¢; # (o im Wertebereich W(A), dann existieren
gewisse zg, z1 € C" \ {0} mit

Co = xyAxg/xhx, G = xj Az /2ixy.

Wegen (1 # (p sind xy und z; offensichtlich linear unabhingig, so daf§ die
Verbindungsgerade

[zo, 1] = {2 =20+ t(x1 — o) : t €[0,1] }

nicht den Nullpunkt enthilt. Damit ist die Stetigkeit der Abbildung t + —
xy Az xx, gewéhrleistet, so dafl

G = xjAxy/xfwy 0<t<1,

eine stetige Kurve in W(A) bildet, die (y mit ¢; verbindet.

(b) Aufgrund der Definition ist W(A) das Bild der kompakten Einheitssphére
unter einer stetigen Abbildung und somit eine kompakte Menge. Nach Teil (a)
des Lemmas ist W(A) zusammenhéingend und auflerdem reell, wenn A hermi-
tesch ist. Also ist W(A) ein kompaktes reelles Intervall. Wir wihlen nun ein
a > 0 derart, daBl A + o positiv definit ist. Fiir dieses « existiert somit die
Cholesky-Zerlegung A 4+ of = LL*, und fiir x € C" mit ||z||» = 1 gilt

v*Ar = v (A+al)r —a = o*LL*s —a = ||L*z]|3 — «.
Aus Satz 2.7 folgt somit
max W(A) = ||L*]|5—a = o(LL*) —a = o(A+al) —a = \.

Durch Ubergang zu W(—A) beweist man entsprechend, daf der linke End-
punkt von W(A) der kleinste Eigenwert A, von A ist.

(¢) Wegen A* = —A ist 1A hermitesch, denn
(1A)" = JA* = —id* = iA.

Ferner ist W(iA) = iW(A) und 0(14) = io(A). Also folgt die Behauptung aus
Teil (b). -
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Im A

A
<
< R
|
NJ
= |

‘ > Re A
W((A+A*))/2

Abb. 23.1: Satz von Bendixson.

Fiir jede beliebige Matrix A € IK™*™ ist
A4+ A" A-—A*
2 + 2
eine Zerlegung in eine hermitesche Matrix (A 4+ A*)/2 und eine schiefhermite-

sche Matrix (A — A*)/2. Dies ist die Grundlage des folgenden EinschlieBungs-
satzes.

A:

Satz 23.6 (Satz von Bendixson). Das Spektrum von A € K™ ™ ist in dem
Rechteck

A+ A* A— A

R = W(—5—)+W(——) (23.5)

enthalten.?

Beweis. Wir beweisen die stidrkere Aussage W(A) C R: Fir x € C” mit
|z||2 = 1 gilt ndmlich

. LJATFAY A A LA+ A LA— A
sch:x( 5 + 5 ):c:a: 5 T+ 5 T
A+ A* A— A*

e W(

7)) W)

Aus Lemma 23.5 folgt, dafl diese EinschluBmenge R ein Rechteck ist, vgl. Ab-
bildung 23.1. ]

2Sind A, B ¢ K", dann bezeichnet A + B die Menge {a+b : a € A, b€ B}.
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N

(=)

-4 -2 0 2 4 6 -4 -2 0 2 4 6
Abb. 23.2: Gerschgorin-Kreise fiir A (links) und A* (rechts)

Beispiel. Wir wenden die Resultate aus den Sétzen von Gerschgorin und Ben-
dixson auf die Matrix

4 0 =3
A= 0 -1 1
-1 1 0

an. Abbildung 23.2 zeigt die Gerschgorin-Kreise (23.1) fiir A und A*, vgl. (23.2).

Fiir den Satz von Bendixson berechnen wir ferner den symmetrischen und den
schiefsymmetrischen Anteil von A,

0 -2 0 0 -1

A+ A* A— A*
H = —; = -1 1}, S = 5 =100 0
-2 1 0 10 0

Die Spektren von H und S koénnen ihrerseits wieder mit Hilfe des Satzes von
Gerschgorin eingeschlossen werden: Auf diese Weise erhélt man das etwas gro-
bere Rechteck

R = [-3,6]+[-1,i] D R Do(A).
Folglich mufl das Spektrum von A im Schnitt aller drei EinschluBmengen
liegen. Dies ergibt die am dunkelsten eingefirbte Menge in Abbildung 23.3.

Tatséchlich ist das Spektrum durch die eingezeichneten Kreuze gegeben:

o(A) = {—1.7878..., 0.1198..., 4.6679... } .
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Abb. 23.3: ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
Alle EinschlieSungssitze gemeinsam -4 -2 0 2 4 6

Fiir hermitesche Matrizen ist noch das folgende Resultat von grofier theoreti-
scher Bedeutung.

Satz 23.7 (Satz von Courant-Fischer). Sei A € K" hermitesch und
{z1,..., 20} C K" ein orthonormales System. Ferner seien Ay > Ao > ... > A\,
die absteigend sortierten Figenwerte von A mit orthonormierten Eigenvektoren
x;, i=1,...,n. Dann git fir alle k=1,...,n

. x*Ax
min
0#£z€Z, T*X

< M\, Z, = span{zy,..., 2k}, (23.6)

mit Gleichheit fiir Z, = span{zy, ..., xx}.

Beweis. Fiir k = 1 folgt die Behauptung aus Lemma 23.5 (b). Fiir £ > 1
konstruieren wir zundchst einen nichttrivialen Vektor x = Zle Gz € 2y, der

senkrecht auf den Eigenvektoren zq,...,xp_1 von A steht. Dann erfiillen die
Koeffizienten (, ..., (; das homogene lineare Gleichungssystem
k
o= (#5z)G =0, j=1..k-1. (23.7)
i=1

Da dieses Gleichungssystem unterbestimmt ist (k— 1 Gleichungen fiir & Koeffi-
zienten), hat es eine nichttriviale Losung [(, . . ., (x]T # 0. Wird der zugehérige
Vektor  # 0 in die Eigenbasis von A umentwickelt, z = Y | &a;, dann folgt

n n
gt = E &i&j Tir = Z|§i!2
ij=1 Y’ i=1
ij
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und

" Ax = ¥ Zn:giAﬁi =z Zn:&)\zl'z (227) Zn:Algzx*ﬁz
] i=1 i=k
= Z)\QZQIE X, = Z)\i’fi‘Q < )\kZ‘fz"Q-
‘ i=k i=k

1j

Dies entspricht der Ungleichung x*Az < Agx*zr und somit ist die Behaup-
tung (23.6) bewiesen.

Fir Z, = span{zy,...,z;} kann jedes x € Z; in der Form z = Zle &y
geschrieben werden, und es folgt entsprechend

k k
¥ Ar = Z/\@ngsz Z)\ &2 > /\k2|§1|2 AL 2.
i=1 j=1

Somit ist
. ot Ax
min
0#£z€Z, T*X

und demnach gilt in diesem Fall Gleichheit in (23.6). 0

Y

Die Aussage von Satz 23.7 wird gelegentlich als Maxmin-Prinzip bezeichnet, da
der Eigenwert A\, auf diese Weise als das Maximum der betrachteten Minima
charakterisiert wird. Unter denselben Voraussetzungen gilt ein entsprechendes
Minmax-Prinzip:

z* Az
max
0#Ax1Z, x*x

> At (23.8)

mit Gleichheit fiir Z;, = span{zy,...,xx}, vgl. Aufgabe 8.

24 Kondition des Eigenwertproblems

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die Auswirkung einer Stérung der Matrix
A auf ihr Spektrum o(A). Wir beginnen hierzu mit der Matrix

0 -~ 0 —ag

A= R (24.1)
a 0 —Qp—2
0 1 —Up—1
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und entwickeln die Determinante von A — Al nach der letzten Spalte. Auf diese
Weise erhalten wir das charakteristische Polynom von A:

p(A\) = (=1)"det(A—=AI) = A"+ a, NP+ +aA+ag.

Ist umgekehrt p ein beliebig vorgegebenes monisches Polynom vom Grad n
mit Koeffizienten ay,...,a,_1, dann nennt man die Matrix A aus (24.1) die
Frobenius-Begleitmatrixz von p.

Das spezielle monische Polynom pg(A) = (A — @)™ mit a # 0 hat eine n-fache
Nullstelle A = a, wihrend p.(\) = (A — a)” — € (mit € > 0) die Nullstellen

\e = a + gt/mel2mh/n k=1...,n,

besitzt. Das ,, gestorte Polynom p. unterscheidet sich von pqg lediglich in dem
Koeffizienten vor A\’ (und zwar gerade um ¢). Bezeichnen wir die entspre-

chenden Frobenius-Begleitmatrizen mit A, und mit || - || die Zeilensummen-,
Spaltensummen-, Spektral- oder Frobeniusnorm, so hat die ,,Stérungsmatrix*
0 --- 0 ¢
0 0
NA =A.—A=|. .
0 e 0
jeweils die Norm ||AA|| = e, wihrend die Eigenwerte der beiden Matrizen den
Abstand
IAN = A=A =&Y, k=1,...,n, (24.2)
haben.
Fiir a # 0 ist daher
[AA] et |AA] . 1Al e/
— — = C mi C: = .
A lal A T al e

Da c. fiir ¢ — 0 beliebig grofl wird, kann die relative Konditionszahl des Ei-
genwertproblems ohne Zusatzvoraussetzungen an die Matrix also beliebig grof3
sein. Auf der anderen Seite hidngen die Eigenwerte stetig von den Eintrigen
der Matrix ab und der gefundene Exponent 1/n in (24.2) ist schlimmstmoglich,
vgl. Aufgabe 11. Ferner werden wir gleich in Satz 24.1 sehen, daf fiir einige
wichtige Matrizen das Eigenwertproblem deutlich besser konditioniert ist.

Zunéchst erinnern wir jedoch daran, dal eine Matrix A € K™ diagonali-
sierbar heifit, falls eine Basis {z;}7; des K™ aus Eigenvektoren existiert. Mit
X =[z1,..., 1, € K™ gilt dann

A=XAX1, (24.3)
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wobei in der Diagonalmatrix A die Eigenwerte Aq, ..., A\, auf der Diagonalen
stehen. Die Matrix X wird Figenvektormatriz genannt. Falls X unitédr gewéhlt
werden kann, heifit A normal. Normale Matrizen lassen sich auch durch die
Gleichung AA* = A*A charakterisieren. Insbesondere sind also hermitesche
Matrizen ein Spezialfall der normalen Matrizen.

Man beachte, daf3 eine Matrix im allgemeinen nicht diagonalisierbar ist, statt
dessen treten Hauptvektoren und ,,Jordankastchen® in der Jordan-Normalform
auf. Ein typisches Beispiel ist die Matrix

01
A pu—
e
deren charakteristisches Polynom p(\) = A? eine doppelte Nullstelle in A =
0 hat. A hat jedoch nur einen eindimensionalen Eigenraum, der durch den

Vektor [1,0]7 aufgespannt wird, wihrend [0, 1]7 ein Hauptvektor zu diesem
Eigenvektor ist.

Satz 24.1 (Satz von Bauer und Fike). A € K"*" sei diagonalisierbar mit
entsprechender Faktorisierung A = XAX™1 wie in (24.3). Ferner sei E €

K™ ™ und X ein Figenwert von A+ E. Dann existiert ein Eigenwert X von A
mit

A=A < cond(X) | E] .
Hierbei bezeichnet || - || wahlweise die Zeilensummen-, Spaltensummen- oder

Spektralnorm und cond( - ) die entsprechende Kondition.

Beweis. Falls X im Spektrum von A liegt, ist die Behauptung trivial. Andern-
falls existiert (Al — A)~', und fiir einen Eigenvektor z /= 0 voul + £ zum
Eigenwert A gilt

Er = (A+E—-Ax = (M - A)z,
also

(M —A)"'Ex=ux.
Folglich ist

1< = A)E| = X - A) X E|
IXTIXHIEI AL = A) 7

N

cond(X) || E|| max |A—A|"". 0
Aeo(A)
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Korollar 24.2. Ist A € K™ normal (2. B. hermitesch) und \ ein Eigenwert
von A+ E € K™ dann existiert ein A € o(A) mit

A=A < [E]2.
Die Matriz E braucht hierbei selbst nicht normal zu sein.

Beweis. Im betrachteten Fall ist die Eigenvektormatrix X eine unitédre Matrix.
Folglich ist || X2 =1 und || XY = [|X*]|2 = 1. O

Satz 24.1 gibt der Kondition cond(X) der Eigenvektormatrix X einer diago-
nalisierbaren Matrix A die Bedeutung einer absoluten Konditionszahl fiir die
Berechnung der Eigenwerte von A, dhnlich wie in Definition 2.9 die Kondition
cond(A) als relative Konditionszahl fiir die Losung eines linearen Gleichungs-
systems mit Koeffizientenmatrix A hergeleitet wurde.

Prinzipiell ist der Satz 24.1 von Bauer und Fike auch anwendbar, um Eigen-
werte von A einzuschlieflen. Allerdings kann in der Praxis nicht immer eine
Néaherungsmatrix A+ E angegeben werden, deren Eigenwerte explizit bekannt
sind. Héufig 148t sich hingegen ein Vektor bestimmen, der ,beinahe® ein Ei-
genvektor ist, was folgendermafien zu einer A-posteriori-Abschétzung einer Ei-
genwertndherung herangezogen werden kann.

Satz 24.3. A € K™ sei eine hermitesche Matriz, A € R und x € K" ein
Vektor mit

[Az = Az|2 = e[lzl]2,  €>0.
Dann besitzt A einen Eigenwert X mit
A=A = min A\—py| < ¢.
| | = min [A—pl <
Ist ferner T ein Eigenvektor zum Eigenwert X und ~v der Abstand von A\ zu

dem ndchstgelegenen von X verschiedenen FEigenwert von A, dann gilt fir den
eingeschlossenen Winkel 0 zwischen x und T die Abschditzung

|sind| < e/v.

Beweis. Falls A im Spektrum von A liegt, kann A=A gewahlt werden. Anson-
sten ist A — AI invertierbar und ebenfalls hermitesch, und es ist

A— NIt
mas = (A=A = sp AUl
peol) (A = pl i S P

Speziell fiir z = Ax — Az ergibt sich somit nach Voraussetzung die untere
Schranke

o —1
e LS MA=AD T el _
o) V=4l EE T4z =Tl

1/e.
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Abb. 24.1:
Beweisskizze

Also existiert ein A € o(A) mit
1A=Al > 1/e,

und dies ist gerade die erste Behauptung.

Fiir die Abschétzung des Eigenvektors kénnen wir ohne Einschrankung anneh-
men, dafl z selbst kein Eigenvektor zum Eigenwert X von A ist. Dann wihlen
wir einen Eigenvektor 7 zum Eigenwert A mit z*Z > 0 und |Z]| 2 = ||z 2, und
erhalten fiir = eine Darstellung

T = T + stt mit c¢=cosf, s=sinf, 0 <0 <m/2,

und einem Vektor 7+ mit Z*7+ = 0 und [|Z*]||2 = ||Z]|2, vgl. Abbildung 24.1.
Daraus folgt

(A= XDz = c(A = N7 + s(A— \F*-,
und wegen T*(A — \I) = (/)\\ — A\)Z* ergibt sich
[ Az — Az
= Z|A = AP|Z]|2 4 2s¢(X — NReZ* (A — A)Z- + s%||(A = A)E||2
= A = AP|Z]|2 + 2s¢(X — A)?Re 77t + s2|(A — AD)ZL| 2
= AN = AP (23 + S I(A = ADF3.
Aufgrund der Voraussetzung erhalten wir hiermit die Ungleichung

e’ [lzll3 > s*II(A = ADTHI3,
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und mit z = (A — Azt folgt hieraus wegen ||Z4]|2 = |22
2 o< 2 Tt _ 2(A— N2z .
- (A=)t z*z

Ferner ist 2*7 = 71*(A — A\)Z = (A — A\)7-*% = 0, d. h. z steht senkrecht auf
dem Eigenvektor Z des dominanten Eigenwerts (A — \)™2 von (A — AI)~2. Aus

dem Minmaxprinzip (23.8) von Courant-Fischer ergibt sich daher die obere
Schranke

2 2 Z(A- )% 2 - -2 2
s < e max —————— = ¢” min |[pu— A" = (¢ .
- 0#217 2*z pea(A) |M | ( /’Y)
HFEX
Damit ist auch die zweite Behauptung bewiesen. 0

Eigenvektoren reagieren also unter Umsténden wesentlich sensibler als Eigen-
werte auf Stérungen in der Matrix — zumindest bei hermiteschen Matrizen. Je
néher zwei Eigenwerte einer Matrix beieinander liegen, um so schwieriger ist
es, den Eigenvektor stabil zu approximieren.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts noch ein Analogon zu Korollar 24.2 fiir die
Frobeniusnorm.

Satz 24.4 (Satz von Wielandt-Hoffman). Die n x n Matrizen A und E

seien hermitesch, A\y > ... > A\, und A\ > ... > \, seien die Figenwerte von
A bzw. A+ E. Dann ist

S =) < B3 (24.4)
i=1
Beweis. Wir beweisen hier lediglich ein etwas schwécheres Resultat, ndmlich
die Existenz von n Eigenwerten \; von A, die die Ungleichung (24.4) erfiillen;

mit diesem Beweis konnen wir aber nicht garantieren, daf jeder Eigenwert von
A genau einmal in der Summe auftritt.

1. Von unabhéngigem Interesse ist zunédchst das folgende Hilfsresultat: Ist
@ € K™ unitar und A € K™, dann ist

1QAllF = [[AQ[lr = [[All F - (24.5)
Wegen ||AQ||r = ||Q*A*|| r ist es hinreichend, die erste Gleichung in (24.5)
nachzuweisen. Dazu seien die Spalten von A mit aq,...,a, bezeichnet. Dann

ist QA = [Qal, . ,Qan] und die Teilbehauptung ergibt sich wie folgt:

- (13.1) w—
1QAIE = > 1Qaill; =" llaill3 = IAlI%.
i=1 i=1
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2. Im zweiten Beweisschritt betrachten wir die Faktorisierung A+ F = QAQ*
von A+ FE in die Diagonalmatrix A mit den Eigenwerten \;, i = 1,...,n, und
eine zugehorige (unitire) Eigenvektormatrix (). Aufgrund von (24.5) gilt dann

IEIF = A+ E—Al% = |A-QAQ(F = > [1Q"AQe; — N3

=1

und die rechte Seite 148t sich nach Satz 24.3 durch

n L *A €; — )\7;61' 2 -~ ~
S 1@ AGe ~ e = Y IR A0l 5 5 5,
i=1 i=1 2 i=1

e

2

fiir geeignete Xj € 0(Q*AQ) abschétzen. Da Q*AQ und A zueinander &hnlich
sind, folgt hieraus das Resultat

STIN=N P < IR fi gewisse \;, € o(A).
i=1

Der Beweis des vollstédndigen Satzes (vgl. etwa das Buch von Wilkinson [108,
S. 108ff.]) verwendet andere Techniken und ist wesentlich komplizierter.

25 Die Potenzmethode

Als erstes konstruktives Verfahren zur Berechnung einzelner Eigenwerte und
Eigenvektoren betrachten wir die Potenzmethode nach von Mises.

Um die Grundidee dieses Verfahrens herauszustellen, gehen wir zunéchst von
einer reellen diagonalisierbaren n x n Matrix A mit n betragsméfig verschie-
denen (und daher reellen) Eigenwerten \; aus, die wie folgt angeordnet seien:

IAr] > Ao > ... > |A] > 0.
Ist || - || eine Vektornorm und sind v;, i = 1,...,n, mit |lv;]| = 1 jeweils zu

A; gehorende Eigenvektoren von A, dann kann jeder Vektor x € K" in diese
Eigenvektorbasis entwickelt werden,

T = Zgivi' (25.1)
i=1
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Hieraus erhalten wir
n

Az =3 " Mg, (25.2)

i=1

und stellen fest, daf} sich fiir groBe k& auf der rechten Seite von (25.2) der Sum-
mand mit dem dominanten Eigenwert durchsetzt, falls £&; von Null verschieden
ist, d. h.

Akl' [ /\]f§1v1 .

Aus den Vektoren A*z kann also prinzipiell auf den betragsgrofiten Eigenwert
und einen zugehorigen Eigenvektor geschlossen werden. Dies ist die Grundidee
des von Mises-Verfahrens. In der Praxis wird nach jeder Multiplikation mit A
der Vektor neu normiert, um moglichen Overflow bzw. Underflow zu vermei-

den: Ausgehend von einem Startvektor z(® mit ||z(?)]| = 1 berechnet man die
Iterationsfolge
2 = A0 und AW =R )20 k=1,2,...,  (25.3)

und durch vollstéandige Induktion sieht man unmittelbar, dafl
20 = AR AR k=0,1,... (25.4)

Wir untersuchen nun dieses Verfahren unter etwas allgemeineren Vorausset-
zungen.

Satz 25.1. Die (nicht notwendigerweise diagonalisierbare) Matriz A € IK"*"
habe die Eigenwerte

A1] > A2 > ..o > A,

ferner sei y ein linker Eigenvektor zum Eigenwert A\; mit ||y|| = 1. Ist 20 €
K" ein Startvektor mit |20 =1 und y*2(*) / = Wann gilt

: . 1/k
limsup | [|Z®] = n] [7* < o/l (25.5)
k—o00
und es ezistiert ein Figenvektor v von A zum Eigenwert \y mit ||v|| =1 und

limsup ||z%) — sign (A\F) o[ YF < |Ag/A.

k—o0

Dabei ist die Vorzeichenfunktion sign fir alle A € C\ {0} durch
sign (A) = A/|A|

definiert.
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Beweis. Da A; unter den getroffenen Annahmen ein einfacher Eigenwert von A
ist, existiert genau ein zugehoriger Eigenvektor v mit ||v|| = 1 und sign (y*v) =
sign (y*2(?)), mit dem wir die Matrix

E=A-)\-2 (25.6)
y*v
definieren. Es gilt dann
_ v* _ _F
Ey=Ay-nLy =Xy —- N2y =0
v vy

und nach Lemma 11.2 gehért y zu N(E*) = R(E)*. Fiir jeden Eigenvektor
z # 0 von E mit Eigenwert p # 0 folgt demnach

1
Yz = ;y*Ez =0. (25.7)

Aus (25.6) und (25.7) erhalten wir daher
Az = Ez+)\1y Sy = "z,
yrv

d.h. p ist auch ein Eigenwert von A. Dieser Eigenwert muf} allerdings von
A1 verschieden sein, da y und v nicht zueinander orthogonal sind. Somit gilt
o(E)\ {0} C o(A)\ {\} beziehungsweise

o(E) < |Aof. (25.8)

Wir zeigen als néchstes, dafl

AR O = Mgy 4 BFO) wobei € = y* 2 /y*v > 0. (25.9)
Offensichtlich gilt (25.9) fiir £ = 1, denn aus (25.6) folgt

Az = \év+ EZ0
Fiir £ > 1 schlieit man nun induktiv aus (25.9) und (25.6), da8

AR = 4(AR0) = Ni¢Av + AEFZO)

*Ek (0)
= Mitley 4 EFLO L\ vo=
yrv

Wegen y*E*2(0) = (E*y)*EF12(0) = 0 folgt hieraus (25.9) fiir k+1. Im weiteren
schreiben wir (25.9) in der Form

B Ek(0)

AR = ey ™) mit  w® = —
ATE

(25.10)
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Nach Aufgabe 1.10 kénnen wir nun fiir ein gegebenes ¢ > 0 eine Norm || - ||,
in K" und eine dadurch induzierte Norm || - || in K™ wéhlen mit ||E]. <
o(E) + . Mit dieser Norm gilt wegen (25.8)

k ||,(0) k || 20
o). < DB 0L, eyt 10
Adle € Al §
Andererseits ist diese Norm || - || &quivalent zu der vorgegebenen Norm || - ||,

d. h. es existieren positive Konstanten ¢, und C} mit

cllzlle < |zl < Co|lx|e fir alle z € K".

Folglich ist

Co |20 71X +e\k _ C
W < L llw®]. < & ( )<—€’f 95.11

w ~ € w e > = qE .

) < cut. < EE (BRe)t o L s
mit

|/\2‘ +e€

.= 25.12

q N (25.12)
Aus (25.4) und (25.10) erhalten wir somit

A = g ) oy — e ) vt e (25.13)
mit

. Ak
o _ _sign () (w® + (1 o+ w®])0), (25.14)

o+ w®]

da € nach (25.9) positiv ist. Wegen |[v]| — [|w®]|| < J[o+w®| < [Jv]| + [|w®]|
und |[v]| =1 folgt aus (25.11) die Abschétzung

1= Jo+w®| ] < w?] = O0), k—oo. (25.15)

Demnach gilt [[e®) || = O(¢*) fiir & — oo, und z® und 21 verhalten sich
fiir k — oo wie

2P = sign (M) v 4+ O(¢") und 2% = X\ sign (W) v + O(¢h).

Hieraus folgen unmittelbar die Behauptungen mit der oberen Schranke ¢. aus
(25.12) anstelle von |Ay/A1|. Da e jedoch beliebig klein gewihlt werden kann,
gelten die Behauptungen auch wie in Satz 25.1 formuliert. ]
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Initialisierung: Startvektor (%) mit [|2(?)]|y = 1 sei gegeben
for k=1,2,... do
S0 gy (h-D)
2 = 30 7150
B = (b0 5(8)
until stop % end for

Ergebnis: %) ist eine N&herung des betragsgrofiten Eigenwerts von A und z(®) approximiert
einen zugehorigen Eigenvektor

Algorithmus 25.1: Von Mises-Potenzmethode (bzgl. der Euklidnorm)

Bei der von Mises-Iteration konvergiert also z(*) gegen eine Eigenrichtung von

A und die Norm von 2% gegen den Spektralradius von A. Die Konvergenz
ist jeweils linear und ¢ = |Ag/A;| ist der asymptotische Konvergenzfaktor.
Bei einer Implementierung der Potenzmethode bestimmt man zunéchst |A;|
aus (25.5). Anhand des Vorzeichenverhaltens von z*) kann man dann auf das
Vorzeichen von A; schlieflen. Im Reellen gilt beispielsweise: Alternieren die
Vorzeichen von z*)| dann ist \; < 0, ansonsten ist A\; > 0.

Bemerkung 25.2. Da die Eigenvektoren nicht bekannt sind, kann die Vor-
aussetzung y*2(®) # 0 aus Satz 25.1 nicht a priori iiberpriift werden. Diese
Voraussetzung erweist sich jedoch in der Praxis als wenig problematisch, da in
der Regel im Verlauf der Iteration aufgrund von Rundungsfehlern eine Kom-
ponente von z¥) lings v ,eingeschleppt® wird. Die Asymptotik (25.5) ist in
diesem Fall allerdings erst fiir groBere k feststellbar. Ahnlich ist die Situation,
wenn in (25.1) [&] < [|z|| gilt. 0

Verwendet man die Euklidnorm, so kann der Eigenwert auch wie in Algorith-
mus 25.1 durch den Rayleigh-Quotienten von z*~1 approximiert werden,

Mo op® = gk gl — k= Dx 5 (k) (25.16)

Diese Eigenwertndherung konvergiert fiir hermitesche Matrizen schneller.

Korollar 25.3. Ist A neben den Voraussetzungen aus Satz 25.1 auch noch
hermitesch und ist || - || = || - || 2, dann gilt

[ A= u® | = O(|Aa/ M), k — o0.

Beweis. Fiir hermitesche Matrizen stimmen die beiden Eigenvektoren y und
v aus dem Beweis von Satz 25.1 bis auf das Vorzeichen iiberein. Nach (25.10)
gehort w® zu R(E), und wegen v = y € R(E)* sind v + w® in (25.13)
sowie die Darstellung (25.14) von e*) orthogonale Summen. Aus dem Satz von
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Pythagoras folgt somit
lo+w®]e = folls = 1
und, zusammen mit (25.15),

1e®13 < Jo®l3+ (1= o+ w®]2)” < 2 @3, (25.17)
Aus der zweiten Zerlegung von z(¥) in (25.13) erhalten wir ferner
(A=MDz® = (A= \I)eW |
und hieraus folgt die Fehlerdarstellung
A — Iu(k+1) = A28 (k) _ p(R)x g (k) — Z(k)*()q[ _ A)Z(k)
= 2\ T — A)e®
Da A hermitesch ist, kénnen wir dies weiter umformen,
A — pED = 2B\ T — A)e®) = B\ T — A)zF) = B\ T — A)e®
und zusammen mit (25.17) folgt dann unmittelbar die Fehlerabschétzung
D= i) < (Pl + AL [e® 3 < 4l Al lw®]3.  (25.18)

Mit A ist auch die Matrix E hermitesch. Daher ist ||E||2 = o(F) und aus
(25.10) und (25.8) folgt in diesem Fall

1
lw®]2 <

— el

Eingesetzt in (25.18) erhalten wir also

AllAll2
|)\1 _ u(k+1)’ S
€17

was zu zeigen war. 0

Aa/ A"

Aa/ M|,

Die Potenzmethode kann in der bislang betrachteten Form nur verwendet wer-
den, um den betragsgroBten Eigenwert und einen zugehorigen Eigenvektor zu
bestimmen. Zur Berechnung anderer Figenwerte und Eigenvektoren kann die
Matrix jedoch geeignet transformiert werden:

(a) Sofern A invertierbar ist, ersetzt man bei der inversen Iteration A durch
A~!in Algorithmus 25.1, um den betragskleinsten Eigenwert A, und einen
zugehorigen Eigenvektor zu approximieren. Da A~ die Eigenwerte \;',i =
1,...,n, mit den gleichen Eigenvektoren wie A besitzt, konvergiert die inverse
Iteration gegen den dominanten Eigenwert A ! von A~1.
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Initialisierung: (po, 2?) mit ||2(9||2 = 1 sei Approximation eines Eigenpaars von A
for k=1,2,... do
(A — pp_1 D)2 = Z6=1)
(k) — g(k)/ Hg(k)H2
e = 2% A58
until stop % end for

Ergebnis: 2*) approximiert einen Eigenvektor von A und gy, den zugehédrigen Eigenwert

Algorithmus 25.2: Rayleigh-Quotienten-Iteration

(b) Ist A eine Ndherung an einen Eigenwert von A, liegt aber selbst nicht im
Spektrum o(A), dann ergibt Algorithmus 25.1 mit (A — AI)~! anstelle von
A die gebrochene Iteration von Wielandt. (A — XI)~! besitzt die Eigenwerte
(Ai—A)"L i =1,...,n, und die gebrochene Iteration approximiert daher einen
Eigenvektor zu dem Eigenwert \; von A, der am nédchsten an A liegt.

Die gebrochene Iteration wird in der Praxis vorrangig eingesetzt, um die Ei-
genvektoren zu bereits berechneten Eigenwerten zu bestimmen, vgl. auch Ab-
schnitt 29.2 und insbesondere Beispiel 29.5. Dabei mufl in jedem Iterations-
schritt ein lineares Gleichungssystem mit derselben Matrix A — Al gelost
werden. Man verwendet daher in der Implementierung iiblicherweise die L R-
Zerlegung oder die @QR-Zerlegung von A — AI. Entsprechendes gilt fiir die
inverse Iteration.

Ist \; der gesuchte Eigenwert, dann konvergiert die gebrochene Iteration um
so schneller, je ndher A an \; liegt, da dann der Konvergenzfaktor

A=A
g " — max —— 1

entsprechend klein wird. Das Verfahren kann daher beschleunigt werden, indem
der Schatzwert A wahrend der Iteration stédndig verbessert wird. Dies fiihrt
uns auf die Rayleigh-Quotienten-Iteration (Algorithmus 25.2), bei der in je-
dem Iterationsschritt eine neue Ndherung A = p; aus dem aktuellen Rayleigh-
Quotienten bestimmt wird.

Aufgrund dieser Konstruktion mag man vermuten, daf§ die Rayleigh-Quotien-
ten-Iteration superlinear konvergiert. Im allgemeinen ist dies auch tatséchlich
der Fall, fiir A = A* ist die Konvergenz sogar lokal kubisch.

Satz 25.4. Es sei A= A* € K™ und die Folge {z®} aus Algorithmus 25.2
konvergiere gegen einen Eigenvektor ¥ von A. Dann konvergieren die Néherun-
gen . aus Algorithmus 25.2 lokal kubisch gegen den zugehdrigen Eigenwert .
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Beweisskizze. Wir verzichten hier auf den vollstindigen Beweis, der einige sub-
tile technische Fallunterscheidungen benétigt (dazu verweisen wir auf das Buch
von Parlett [81]). Statt dessen skizzieren wir lediglich die Beweisidee fiir den
wichtigsten Fall, in dem die Iterierten asymptotisch durch eine Linearkombi-
nation zweier Eigenvektoren darstellbar sind.

Sei (A, z) das Eigenpaar mit A # X, dessen Figenwert A am néchsten an h) liegt,
ferner sei ||z||2 = ||Z]|2 = 1. Wir wollen fiir diese Beweisskizze annehmen, daf
sich z® darstellen laBt als

Z(k) = fkf + Ckl‘ + y(k)
(25.19)
mit y® Lspan{Z, 2} und [y®| s = o(|¢|) fiir k — oo.
Wegen der angenommenen Konvergenz der z*) gilt

gk—>1,<ﬂk—>0, k — oo.

Daher ergibt sich aus der Orthogonalitidt der Eigenvektoren von A und aus
(25.19)

XN =] = A= 2@ Az = 20X — A4)W)|
= &P T — A)F + G2 (A — Az + oG |

= |GP A=A+ oG, k— oo, (25.20)
Aufgrund der Iterationsvorschrift und wegen (25.19) ist
Sk
LK) — ~z(k) mit k) — _ Sk—1 7 Cre-1 o gj(k)
[Z0)]] 2 A= g1 A= k-1

mit einem §*) 1 span{Z,z}, so daB8 aus dem Satz von Pythagoras ||z, >
|€k—1/ (A — pg—1)| folgt. AuBerdem gilt

1 Ch—1

qu(x — k—1) ‘ .

S ECTIN e I Py W
Eingesetzt in (25.20) ergibt dies
A=l =GN = A1+ o(1)
N /):— Mkfl‘g
<l A= A — 1+o(1
= ’Ck 1| | ’ ’£k71|2‘)\_,uk71|2 ( ( ))
25.20) |~ X — pp1]?
Rl o)),

k12N — ppa ?
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Abb. 25.1: Approximationsfehler bei Potenzmethode und Rayleigh-Quotienten-Iteration

und wegen &, — 1 existiert somit eine Konstante C' > 0 mit

~ C
XN < ————

2|A_Mk—1‘37 k — oo.
f—1]

Unter den genannten Vereinfachungen haben wir daher kubische Konvergenz
nachgewiesen. 0

Beispiel 25.5. Gesucht sei der grofite Eigenwert der symmetrischen Tridia-
gonalmatrix

12 B 0
G 1/2 f, ;
A= By 1/2 B mit  fi= .
? 5, 1/32 5, WAZ — 1
0 By 1/2

Nach dem Satz von Gerschgorin ist der grofite Eigenwert von A Kkleiner als
po = 1/24 5142 = 1.046874... . Diese obere Schranke wéhlen wir als Startwert
fiir die Rayleigh-Quotienten-Iteration. Fiir z(*) verwenden wir einen Zufalls-
vektor. Abbildung 25.1 veranschaulicht durch eingezeichnete Sterne die sehr
schnelle Konvergenz dieses Verfahrens, die durchgezogene (linear abfallende)
Kurve zeigt zum Vergleich die Fehler der Potenzmethode (Algorithmus 25.1)
fiir dieses Beispiel. Fiir die Potenzmethode ergeben sich nach 20 Iterationen
etwa vier signifikante Dezimalstellen des grofiten Eigenwerts; der Konvergenz-
faktor liegt in diesem Beispiel nach Korollar 25.3 bei (Ay/\;)? & 0.6514. Die
kubisch konvergente Rayleigh-Quotienten-Iteration braucht hingegen nur fiinf
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Iterationen, um \; auf Maschinengenauigkeit zu berechnen; die Naherungswer-
te lauten

Mk
1.04687402434197
0.85630945419961
0.92010158422290
0.95153127920772
0.95308981076350
0.95308992296933

T W N~ O

Die dunklen Ziffern sind jeweils korrekt. O

Die Rayleigh-Quotienten-Iteration kann auch bei beliebigen Matrizen A €
K™ eingesetzt werden. Im allgemeinen ist die Konvergenz aber nur lokal
quadratisch, vgl. Stewart [98, S. 345ff].

26 Das () R-Verfahren

Wir stellen im weiteren das @) R-Verfahren vor, das in der Praxis am haufig-
sten zur Berechnung aller Eigenwerte einer beliebigen quadratischen Matrix
eingesetzt wird. Das Verfahren vereinigt in sich die globalen Konvergenzeigen-
schaften der Potenzmethode und die schnelle lokale Konvergenz der Rayleigh-
Quotienten-Iteration. Wir leiten in diesem Abschnitt zunichst das Verfahren
und seine theoretischen Eigenschaften her, die effiziente numerische Implemen-
tierung ist dann Gegenstand des nachsten Abschnitts.

Das @ R-Verfahren an sich 148t sich sehr einfach formulieren: Sei Ag = A und
{p}x>0 eine Folge komplexer Zahlen, sogenannte ,Shifts“. Dann berechnet
man im k-ten Iterationsschritt mit Hilfe der Q) R-Zerlegung aus Abschnitt 13

Ak - ,ukl == QkRk7 (261&)
Api1 = RpQr + puid . (26.1b)

Hierbei ist jeweils Q5 unitéir und R; eine rechte obere Dreiecksmatrix.

Lemma 26.1. Seien g, Ay, Qr und Ry wie in (26.1) definiert. Dann gelten
die folgenden Identitditen:

(a)  Appr = QpAQy,
(b)) A1 = (QoQ1- - Qi) A(QoQ1 -+ Qi)

k

(¢) JJA=ml) = (QuQ: - Qr)(RkRi—y - Ro) .

=0
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Beweis. (a) Aufgrund von (26.1) ist

A1 = RpQp 4+l = QrOQukRyQr + 11:QrQx
= Qn(QrRy + 11)Qr = QrALQk .

(b) folgt sofort aus (a) durch vollstdndige Induktion .

(¢) wird ebenfalls durch Induktion iiber k bewiesen. Fiir k = 0 ergibt sich die
Behauptung aus der @ R-Zerlegung (26.1a) von A — pugl = Ay — pol. Ferner
ist wegen (b)

Qk+1Rk+1 = Ak+1 — g1l
= (Qo- Q)" A(Qo - Qk) — ter1(Qo - - Q)" (Qo -+ - Q)
= (Qo- Qr) (A — pyr 1)(Qo- - Q) -

Daraus folgt Qo -+ QrQrr1Rk+1 = (A — i1 1)(Qo - - - Qx), und unter Verwen-
dung der Induktionsannahme (c) erhalten wir schlieflich

(Qo - QrQry1)(Rra Ry) -+ Ro = (A — ppea I)(Qo -+ - Qi) (Ry. - - - Ro)

k
(A= e ) [J(A = 1)
7=0

was zu beweisen war. 0]

Nach Lemma 26.1 (a) haben also alle Matrizen Ay, k € Ny, die gleichen Eigen-
werte, da sie durch Ahnlichkeitstransformationen ineinander iiberfithrt werden
konnen.

Wir wollen nun motivieren, daff die Matrizen Ay im Verlauf der Iteration
allméhlich obere Dreiecksmatrizen werden, von deren Diagonalen schlieflich
die Eigenwerte von A abgelesen werden konnen. Die Argumente hierfiir be-
ruhen im wesentlichen auf {iberraschenden Zusammenhingen zwischen dem
@ R-Verfahren und der Potenzmethode beziehungsweise der gebrochenen Ite-
ration.

1. Zunéchst beschrénken wir uns auf den Fall ohne Shifts (d.h. wir setzen
p = 0 fur alle & € Ny). Nach Lemma 26.1 (¢) ist dann

AR = (Qo- - Qu)(Ry - - - Ro) = Q. Ry, (26.2)

eine QR-Zerlegung von A**1. Vergleicht man speziell die erste Spalte dieser
Matrixgleichung, so ergibt sich

(k) (k)
Ak“ =Qy 7" 61_"'11)‘15 )
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wobei rgli) das (1,1)-Element von Ry und qgk) die erste Spalte von Q) ist.
Aufgrund der Erkenntnisse aus Abschnitt 25 {iber die Potenzmethode kann
man daher erwarten, daf3 qgk) fiir hinreichend grofle k eine gute Ndherung an

einen Eigenvektor zum dominanten Eigenwert A\; von A ist.
Nach Lemma 26.1 (b) ist Apy1 = QL AQ),. Folglich gilt

Apner = QiAgY ~ MQigl” = Nei,
und somit hat A, in etwa die Gestalt

A

0
Ap1 =~ :
0
2. Aus (26.2) folgt fiir eine invertierbare Matrix A wegen der Orthogonalitét
der Matrix @Q,, die Gleichung Q} = R, A~**Y und Multiplikation mit e’ von
links ergibt

¢ = Q= R AT = Dt AT,

Der Vektor qSﬁ’ — die letzte Spalte von @), — ist also nichts anderes als das
Resultat von k + 1 Schritten der inversen Iteration mit A* und somit eine
Néherung fiir einen linken Eigenvektor zu dem betragskleinsten Eigenwert A,
von A.

Aus Lemma 26.1 (b) folgt daher

e;szkH = GZQI:AQk = qg“)*AQk ~ /\nqﬁf)*Qk = )\ne;kr (263)

Also ist die letzte Zeile von Ag, 1 ndherungsweise ein Vielfaches von e, und zu-
sammen mit der ersten Beobachtung zuvor ergibt sich fiir Ay, ndherungsweise
die Gestalt

Apy1 ~

Damit soll nun ausreichend motiviert sein, dafl die Matrizen A; fiir £ — oo
die Form einer rechten oberen Dreiecksmatrix annehmen.
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3. Stellen wir uns nun vor, wir wollten die Konvergenz der in 2. beobachteten
inversen Iteration zum kleinsten Eigenwert A, von A (und damit auch von Ay)
beschleunigen. Als linken Néherungs-Eigenvektor fiir A; haben wir in (26.3)
den n-ten kartesischen Einheitsvektor identifiziert. Wegen der lokal schnellen
Konvergenz der Rayleigh-Quotienten-Iteration liegt es nahe, Algorithmus 25.2
anzuwenden, also den Rayleigh-Quotienten p, = e Ae, zu bilden (das ist ge-
rade das rechte untere Eckelement von A;) und dann einen Schritt der inversen
Iteration beziiglich des linken Eigenvektors auszufithren: Wegen (26.1a) ergibt
dies

en(Ar —md) ™ = e R1Q) = k) e Qp = k)qn’“*,
Tnn

wobei %) das rechte untere Eckelement von Ry und qn) die hinterste Spalte
von @) bezeichnet; hierzu mufl man lediglich beachten, dafl R,;l wieder eine
obere Dreiecksmatrix ist, deren Diagonaleintrige gerade die Kehrwerte der
entsprechenden Diagonaleintrage von Ry sind.

Mit anderen Worten: Ein Schritt der Rayleigh-Quotienten-Iteration ergibt ge-
rade die hinterste Spalte von @) als neue Naherung an den linken Eigenvektor
von Ag zu A,. Dartiberhinaus sieht man mit Hilfe von Lemma 26.1 (a) sofort,
daf3 das rechte untere Eckelement von A, gerade der zugehorige Rayleigh-
Quotient, also der néchste Shift py 1 aus Algorithmus 25.2 ist:

e = ¢ 4™ = Qi AQuen = € Apiien .

Wihlt man also als Shift uy in (26.1) jeweils das (n, n)-Element von Ay, dann
darf man wie bei der Rayleigh-Quotienten-Iteration sehr schnelle (quadrati-
sche oder gar kubische) Konvergenz dieser Eckelemente gegen den kleinsten
Eigenwert )\, von A erwarten.

Shifts in (26.1) dienen also der Konvergenzbeschleunigung des @) R-Verfahrens.

Dies mag als Motivation des () R-Verfahrens geniigen. Der Vollsténdigkeit hal-
ber beweisen wir nun die lineare Konvergenz des Verfahrens ohne Shifts fiir
einen Spezialfall:

Satz 26.2. A € K" " sei diagonalisierbar mit paarweise verschiedenen Ei-
genwerten || > [Xo| > ... > |\ > 0, A € K™ die entsprechende Dia-
gonalmatriz mit den Diagonaleintrigen \;, i = 1,....,n und X = [z1,...,x,]
die zugehdérige Eigenvektormatriz, d. h. es gilt A = XAX ™', Existiert die LR-
Zerlegung von X ', X1 = LU, dann sind die Matrizen A, des QR-Verfahrens
ohne Shifts (d. h. mit p, = 0 in (26.1) fir alle k € Ny) asymptotisch obere
Dreiecksmatrizen und ihr Diagonalanteil diag(Ay) konvergiert fiir k — oo min-
destens linear gegen A.>

3Fiir A € K™ " bezeichnet diag(A) € K"*" diejenige Diagonalmatrix, deren Hauptdiago-
nale mit der von A iibereinstimmt.
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Beweis. Wegen py, = 0 ergibt sich aus Lemma 26.1 (¢) die QQ R-Zerlegung
A" = QR = (Qo--- Qr1)(R1--- Ro) (26.4)
von AF. Andererseits ist wegen der Existenz der LR-Zerlegung von X 1
AP = (XAX Y = XAPX 7! = XAPLU = (XAPLAMAU = X AMU

wobei X, = XA*LA~F gesetzt wurde. X, hat eine QR-Zerlegung X}, = P,U,
mit invertierbarer oberer Dreiecksmatrix Uy, (da auch X}, invertierbar ist), und

A¥ = P (UA*U)

ist somit eine weitere Q R-Zerlegung von A*. Durch einen Vergleich mit (26.4)
ergibt sich daher, dal P, und Q,,_, sowie U,A*U und Ry, bis auf eine unitire
Diagonalmatrix S}, {ibereinstimmen, vgl. Aufgabe I11.8:

Qi = PSi, R = SUAU. (26.5)
Wegen
Qr = (Qo Q1) Qo Qr1Qr) = Q111Q, = SiPy ' PeiSi

und
Ry = (RpRp_1---Ro)(Rp—1---Ro)™" = RiR,
= SpnUpn AMTUUTAFUS; = SiiUpn AUSS;
folgt daher aus (26.1a)
Ay = QuRr = SkPy'Pe1 Sy S Ui AULLS),
= SUU PO P U AU S
= SULX ' X AUCES; (26.6)

Bezeichnen wir mit /;; die Eintrége von L, dann ist insbesondere /;; = 1 und aus
der Anordnung der Eigenwerte \; in A ergeben sich die Eintrige von A¥LA~*
zZu

0 fiiri <7,
(A"LA™ )y = Mlgh* = ¢ 1 fiir i = 7,
O(¢®)  fiiri>j,
und fiir ein ¢ mit 0 < ¢ < 1. Somit ist

Xp=XNIAN"=X+E,  mit ||E2=0("), k— .
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Demzufolge erhalten wir
X' X = X+ E) Y X+ Ey) =1+ F,
mit || Fy||2 = O(¢"), und eingesetzt in (26.6) ergibt sich

A, = SkUkAUk_lsz + SkUkaAUk_lsz . (267)
Da P, und Sy unitdre Matrizen sind, ist ||Ux|l2 = ||PiXk|l2 = || Xkl/2 und
1U 2 = [1X, |2, so daB der zweite Term in (26.7) wegen der Konvergenz
X, — X fur k — oo durch

ISk URFAU SEll2 < conda(Xe) [\ [ Fill2 = O(q") (26.8)

abgeschétzt werden kann. Daher ergibt sich asymptotisch
A~ SkUkAUk_ISZ, k — oo,

und dies ist als Produkt oberer Dreiecksmatrizen selbst eine obere Dreiecks-
matrix mit

diag(Ay) ~ Sy diag(Uy)A diag(Uy) 'Sy = A, k— 0.
Nach (26.7) und (26.8) konvergiert der Fehler
|Ax — SLULAU 'Sll2 = [|SkULERAU, Skl 2

linear gegen Null. ]

27 Implementierung des (Q R-Verfahrens

Im folgenden gehen wir auf einige praktische Aspekte bei der Implementierung
des @ R-Verfahrens ein.

27.1  Reduktion auf Hessenberg-Form

Fiir beliebige Matrizen A € K™*™ ist das QR-Verfahren sehr aufwendig, denn
jede Tteration benotigt etwa O(n?) Operationen. Um diesen Aufwand zu re-
duzieren, wird die Matrix A zunichst durch Ahnlichkeitstransformationen auf
obere Hessenberg-Form transformiert (vgl. Definition 14.1). Die Transformati-
on wird dhnlich wie in Abschnitt 13 durchgefiihrt: Man konstruiert geeignete
Householder-Matrizen P, ..., P, > und transformiert A sukzessive:

A —>A0:P*AP, P:P1"'Pn_2. (271)
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Das Konstruktionsprinzip ist in dem folgenden Schema fiir n = 5 verdeutlicht:

++++ +++++ +
Fbb | [ REEEE]| | F
A= | 44+ | =5 || wxxx|| —
+++++ * % ok
+++++ RS
+++++ ++ +++++ ++
b | R | b | R |
= |EFEEFE] — |+ e e = Ap.
* %k % W
* ok % * %

Die hellgrau hinterlegten Fliachen heben diejenigen Zeilen hervor, die bei der
Multiplikation mit den Householder-Transformationen von links verédndert wer-
den. Die Householder-Transformation wird wie in Abschnitt 13 jeweils so be-
stimmt, daf die erste von Null verschiedene Spalte in dem hellgrauen Be-
reich ein Vielfaches von e; ist. Bei der anschlielenden Multiplikation dieser
Householder-Transformation von rechts werden die dunkelgrau hinterlegten
Eintrige der Matrix verdndert. Die Sterne geben die jeweils neu zu berechnen-
den Matrixeintriage an.

Aufwand. Durch Vergleich mit der Aufwandsabschédtzung aus Abschnitt 13
ergibt sich unmittelbar, dafl fiir jeden Stern in der obigen Umformung etwa
zwei Multiplikationen benétigt werden. Daher umfafit der Aufwand fiir die
Transformation in Hessenberg-Form ungefahr

n—1

2 5
Z 2(k* 4+ nk) =~ 3 n +n? = 3 n®  Multiplikationen .
k=2
%

27.2  Ein Iterationsschritt des Q R-Verfahrens

Fiir die Q R-Zerlegung der Hessenberg-Matrix Ay — py/ in Teilschritt (26.1a)
der QR-Iteration empfiehlt sich der effiziente Algorithmus aus Abschnitt 14.
Mit Hilfe von Givens-Rotationen G(j,j+1,¢j,s;), 7 = 1,...,n—1, erhélt man
die Transformation

Qz - G(n - 17 n,Cp—1, Snfl) e G(17 27017 Sl) )

die im folgenden Schema wieder fiir n = 5 illustriert wird:
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+++++ kK K K K

| [TEEEE

Ay — el = ++++ | — ++++

+++ +++

++ ++
+++++ +++++ +++++
|| S ++++

— — — +++ | = Rx.

+++
++ ++

An den grau hinterlegten Flichen erkennt man wieder, welche Zeilen der Ma-
trix durch die Givens-Rotationen kombiniert werden, die Sterne kennzeichnen
neu berechnete Eintrige.

Im Teilschritt (26.1b) der Iteration mu das Produkt der Givens-Rotationen
von rechts an Ry heranmultipliziert werden:

Ri v =Ap = Ry G(1,2,¢1,81)" - Gin—1,n,¢p1, $p1)" + .

Dabei kombiniert eine Multiplikation von rechts mit G(7,i+1, ¢;, s;)* jeweils die
Spalten ¢ und i+1 des Zwischenergebnisses. Daher hat Ay, wieder Hessenberg-
Form:

+++++ K[| +++

++++ i Kk |4+

R, = +++ — +++

++ ++

+ +

+ PR+ +-+[¥TH + ++HHE

o + K|+ s ++ *i+ iy F ok
—- * [ x|+ - + %] %+ — +H H = Ap1 — il .

44 *|* 4+ * *

+ + )k

Aufwand. Die beiden Teilschritte (26.1) bendtigen somit

n—1 n
2) dAn—i+1) =2 4i~ 40
i=1 1=2

Multiplikationen. Bei geeigneter Wahl der Shift-Parameter u;, (vgl. Abschnitt
27.3) konvergiert das Q R-Verfahren in der Regel quadratisch und man kann
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daher davon ausgehen, dafl eine konstante Anzahl Iterationen ausreicht, um
einen einzelnen Eigenwert hinreichend genau zu bestimmen. Insgesamt wer-
den somit O(n) Iterationen fiir die Berechnung aller Eigenwerte benotigt. Auf
der Grundlage dieser Abschétzungen ergibt sich ungefihr ein Gesamtaufwand
O(n?) fiir das vollstdndige @ R-Verfahren (inklusive der Transformation in obe-
re Hessenberg-Form, die in Abschnitt 27.1 beschrieben wurde). O

27.3  Bestimmung der Shifts und Deflation

Geméf der Voriiberlegungen in Abschnitt 26 bietet sich fiir die Konvergenz-
beschleunigung des @) R-Verfahrens als Shift y; das (n,n)-Eckelement a'®) von
Ag an. Als noch erfolgreicher erweist sich eine andere Strategie, bei der py aus

dem rechten unteren (2 x 2)-Eckblock

oy [ o,

X o n—1,n— n—1n

AP [a(k) " ] (27.2)
n,n—1 nn

von Ay wie folgt bestimmt wird:

sei der Eigenwert von A%*? aus (27.2 ,
H & b (27.2) (27.3)

der am niichsten an a*) liegt .

In beiden Féllen konvergiert das (n,n)-Element von Ay sehr schnell gegen den

exakten Eigenwert und das (n,n — 1)-Element gegen Null, also

* e -
% | |

Ay — e = B :
0 T N i
L0 o e 0\, | | 0 0 A |

Ab diesem Zeitpunkt reicht es aus, nur noch das kleinere Teilproblem mit
der Hessenberg-Matrix By 1 zu betrachten; diese Reduktion wird Deflation
genannt. Das Problem zerfillt auch ansonsten gelegentlich in Teilprobleme,
wenn ein Nebendiagonalelement az(»i)lli, 1 =1,...,n — 2, Null wird oder im

Bereich der Maschinengenauigkeit liegt.

27.4 Komplexe Eigenwerte

Ist die Matrix A reell, so sind auch die Matrizen Q und Ry, aus (26.1) reell und
das gesamte Verfahren kann reell formuliert werden. Auf diese Weise lassen sich
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jedoch keine komplex konjugierten Eigenwerte von A bestimmen. Statt dessen
entwickeln sich in diesem Fall rechts unten in A; 2 x 2-Blocke wie in (27.2),
deren Eigenwerte mit den beiden gesuchten komplex konjugierten Eigenwerten
iibereinstimmen — dhnlich wie bei der reellen Jordan-Normalform. Um diese
Eigenwerte zu bestimmen, miifite eigentlich mit komplexen p, € C geshif-
tet werden. Komplexe Shifts und die damit verbundene komplexe Arithmetik
lassen sich jedoch umgehen, wenn zwei komplexe Shifts (mit komplex konju-
gierten py und pyy1 = fig) zu zwei reellen Schritten geeignet zusammengefafit
werden; fiir genauere Details sei auf das Buch von Golub und Van Loan [34]
verwiesen.

27.5 Hermitesche Matrizen

Ist A hermitesch, dann ist die Konvergenz lokal kubisch, entsprechend zur Kon-
vergenz der Rayleigh-Quotienten-Iteration, vgl. Satz 25.4 und die Motivation
aus Abschnitt 26 fiir die Verwendung der Shifts p;. Zudem sind unter dieser
Zusatzvoraussetzung alle Matrizen Ay nach Lemma 26.1 (a) hermitesch. Ay
ist also eine hermitesche Hessenberg-Matrix und damit zwangsléufig eine Tri-
diagonalmatrix. Dadurch werden die einzelnen Iterationsschritte billiger. Sie
erfordern nur O(n) Operationen, so dafi nach etwa O(n?) Operationen alle Ei-
genwerte von A berechnet sind. Nach Satz 26.2 konvergieren die Matrizen Ay
in diesem Fall gegen eine Diagonalmatrix.

Fiir hermitesche Tridiagonalmatrizen gibt es aber inzwischen neuere Verfahren
zur Bestimmung aller (oder einzelner) Eigenwerte und Eigenvektoren, deren
Aufwand #hnlich oder gar geringer ist wie der Aufwand des () R-Verfahrens,
vgl. Abschnitt 29.

27.6  Bestimmung von Eigenvektoren

Prinzipiell gibt es zwei Moglichkeiten zur Berechnung der zugehorigen Eigen-
vektoren: Fafit man alle orthogonalen Transformationen in einem Produkt
Q = Q@Q1Qs--- zusammen, dann ergibt sich im Grenziibergang die Fak-
torisierung R = Q*AQ der oberen Dreiecksmatrix R. Die Eigenwerte von A
sind gerade die Diagonalelemente r; von R und aus den zugehorigen Eigen-
vektoren z; von R ergeben sich die Eigenvektoren Qz; von A. Der Eigenvektor
2 = [(jlj=) € N(R — r;;I) kann beispielsweise bestimmt werden, indem man
G = lund ¢; = 0 fiir j > 4 initialisiert und dann die verbliebenen Kom-
ponenten (i, ..., (1 durch Riickwértssubstitution aus dem Gleichungssystem
(R — riI)z; = 0 bestimmt. Dies ist jedoch nicht unbedingt stabil, und we-
gen der notwendigen expliziten Berechnung von @ ist diese Vorgehensweise
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dariiber hinaus recht teuer.

Alternativ kann zunéchst die gebrochene Iteration auf die Hessenberg-Matrix
Ag = P*AP zur Approximation der Eigenvektoren von Ag angewendet werden.
Die dabei auftretenden Gleichungssysteme mit Hessenberg-Matrizen Ay — Al
konnen sehr effizient mit einer ) R-Zerlegung geltst werden, die analog zu Ab-
schnitt 27.2 implementiert werden kann. Als Shift A verwendet man hierbei
die berechnete Eigenwertniherung des Q) R-Verfahrens. Da diese Approxima-
tion sehr gut ist, reicht meist ein einziger Schritt der gebrochenen Iteration
aus, um den Eigenvektor hinreichend genau zu bestimmen. Allerdings héngt
die Genauigkeit der Ndaherung unter Umsténden stark von dem verwendeten
Startvektor ab, vgl. Abschnitt 29.2.

27.7  Ein abschlieflendes Beispiel

Wir wenden das @ R-Verfahren auf die reelle symmetrische Tridiagonalmatrix
Ag = A aus Beispiel 25.5 an. Die Shifts p;, werden dabei nach der Strategie
(27.3) bestimmt. Nachfolgend werden fiir jedes k die rechten unteren Eckele-
mente sowie die Shifts y;, angegeben:*

% k
a(54) aé; HE

0.25197631533948 0.50000000000000 0.75197631533948
0.03040951681439 0.76711805522064 0.76964359979529

—0.00004026652781 0.76923465228119 0.76923465966410
0.00000000000073 0.76923465505284 0.76923465505284
0.00000000000000 0.76923465505284

=W N = O

Nach vier Schritten wird also A5 = 0.76923465505284 erkannt.

Wie in Abschnitt 27.3 erldutert, kann die Dimension des Problems nun um
Eins erniedrigt werden. Die Weiterbehandlung der verbliebenen 4 x 4-Matrix
ergibt dann nach weiteren drei Schritten Ay = 0.95308992296933 :

3 3
agg) %(14) Hk

—0.22702435034463 0.75365545870499 0.95085368678850
—0.00198108984877 0.95308129563224 0.95308990180718
—0.00000000009223 0.95308992296933 0.95308992296933
—0.00000000000000 0.95308992296933

N O U

1Die MATLAB-Routine eigmovie bietet eine entsprechende Moglichkeit, die Zwischener-
gebnisse des @) R-Verfahrens mitzuverfolgen.



238 V Eigenwerte

Nach erneuter Deflation erhalten wir

k (%) (k)

@32 @33 Hk
7 0.01101753998910 0.49955690005666 0.49999463431359
8 0.00000021661453 0.49999999999983 0.50000000000000
9

0.00000000000000 0.50000000000000

und A3 = 0.5 bis auf Maschinengenauigkeit. Die verbliebene 2 x 2-Matrix hat
die Eigenwerte

A1 = 0.04691007703067 und A2 = 0.23076534494716 .

Wie man sieht, werden aufgrund der iiberaus schnellen Konvergenz fiir kei-
nen Eigenwert mehr als vier Iterationen des () R-Verfahrens benttigt, was die
Aufwandsabschatzung aus Abschnitt 27.2 bestétigt.

Zum Vergleich noch das Ergebnis des Q) R- Verfahrens ohne Shift nach neun Ite-
rationen. Die Diagonal- und Nebendiagonalelemente der (Tridiagonal-)Matrix
Ag € R lauten

a(9> ag?)

i,—1

0.94555805304325

0.03647724695393 0.77591442936831
0.01524997438615 0.50085001330370
0.00074933824927 0.23076742725381
—0.00000021714632 0.04691007703092

U W N =

Man beachte, daf§ die Naherungen fiir die Eigenwerte von A in der Diagonalen
stehen, also in der letzten Spalte der Tabelle zu suchen sind; fehlerhafte De-
zimalstellen sind dort heller dargestellt. Anhand der Nebendiagonalelemente
erkennt man, dafl kein Eigenwert im Rahmen der Maschinengenauigkeit ist,
lediglich as5 stellt eine verniinftige Néherung an A5 dar.

Fiir die Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren mit der inversen Iteration
verweisen wir an dieser Stelle auf das spétere Beispiel 29.5.

28 Das Jacobi-Verfahren

In den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels beschrianken wir uns auf das
numerische Eigenwertproblem fiir hermitesche Matrizen A = A* € K™*".

Zunéchst soll das Jacobi- Verfahren vorgestellt werden. Dazu schreiben wir
A=D-R—-R",
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wobei D = diag(A) eine Diagonalmatrix und R eine echte obere Dreiecksma-
trix ist. Dann ist

S(A) = |R+ R |7 = D layl (28.1)
ij=1
i]#j
ein Maf} dafiir, wie gut die Diagonalelemente von A die Eigenwerte von A
approximieren:

Proposition 28.1. Ist d;; ein beliebiges Diagonalelement von A, dann ezi-
stiert ein A € o(A) mit

|dii — Al < V/S(A).

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus dem Satz 24.4 von Wielandt-Hoffman
oder aus Aufgabe [.11 und Korollar 24.2 zu dem Satz von Bauer-Fike: Demnach
existiert ein A € o(A) mit

|dis = Al < [R+ R*||2 < [R+ R||p = /S(A). O

Beim Jacobi-Verfahren soll das MaB S(A) aus (28.1) mit unitéiren Ahnlichkeits-
transformationen

Ap1 = QA Qr, k=0,1,2,..., Ay =A, (28.2)

sukzessive verkleinert werden. Als Transformationsmatrizen @), werden Givens-
Rotationen verwendet. Um die folgende Darstellung moglichst einfach zu ge-
stalten, beschrinken wir uns auf reelle (symmetrische) Matrizen A € R™*".

Lemma 28.2. A = [a;;] € R™™ sei eine symmetrische Matriz und i,j €
{1,...,n} miti < j seien fest gewdihlte Indizes. Ferner sei G = G(i,7,¢,s)
mit ¢ = cos® und s = sinf die reelle Givens-Rotation mit dem (eindeutig
bestimmten) Winkel 0, der die Gleichung
2@1"
tan(20) = —2— 0] <m/4, (28.3)

@jj — Qii
erfillt (fir a; = aj; sei @ = w/4). Dann ist das (i, j)-Element b;; der Matrix
B = G*AG Null.

Beweis. Sei B = G*AG = [by]. Nach Bemerkung 14.4 hingen die Elemente
bii, bij, bj; und bj; lediglich von den Eintrégen a;;, a;;, aj; und a;; von A ab:
Genauer gilt, vel. (14.2),

bii bij c —S Qi aij cC S
pu— . .4
[bj' bj} L C] szi ajj] LS C] (284)
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Insbesondere ist also
b.. = .. .. .. L. S — g2 e 2, _ ..
ii = |Cai — SQj;, Caij — Sajj o = sca; — s°aj; + ¢ a;; — scaj;

= sclai — ajj) + (¢ — %)ayj,

da A symmetrisch ist. Fiir a; = aj; und s = ¢ = 1/+/2, also fiir § = 7/4,
ergibt dies b;; = 0. Fiir a;; # a;; ergibt die spezielle Wahl (28.3) von 6 die
Identitéat

sin(260) 2sc

ajj — ag an(26) cos(20) 2 —s*’ (28.5)

und damit ist auch in diesem Fall b;; = 0. 0

Sei nun B = G*AG die Transformation aus Lemma 28.2. Dann ist ||Bl|r =
I|All F, vgl. (24.5), und wegen

S(A) = |AI: =D i,
v=1

ergibt sich
S(B) = 1BIF =Y b, = AIF =Y _ b, = S(A) + > (al, —,) -
v=1 v=1 v=1
Da die Transformation B = G*AG auler den Elementen a;; und a;; alle Dia-
gonalelemente von A invariant 148t, erhalten wir

S(B) = S(A) + (a, + a3, — by, = b%;) . (28.6)

Die gleiche Uberlegung kann auf die 2 x 2-Transformation (28.4) angewendet
werden: Dann ergibt sich aufgrund der Symmetrie von A und B entsprechend

2 _ o2 2 2 12 32
2b;; = 2a;; + (aj; + aj; — bi — bjj) .

Aus (28.6) und b;; = 0 folgt somit
_ 2 2 _ 2
S(B) = S(A) + 2bj; — 2a;; = S(A) — 2a

oy (28.7)
Bei dem Jacobi-Verfahren geht man nun wie folgt vor: Fiir den Iterations-
schritt (28.2) wihlt man ein Nebendiagonalelement von A aus und bestimmt
die Givens-Rotation @, die dieses Element geméfl Lemma 28.2 auf Null trans-
formiert. Aus (28.7) folgt, daf auf diese Weise das Mafl S(Ay) reduziert wird.
Fiir die Auswahl des entsprechenden Matrixelements werden hauptséichlich die
folgenden beiden Varianten verwendet:



28 Das Jacobi-Verfahren 241

1. Beim klassischen Jacobi-Verfahren wird - im Hinblick auf (28.7) - ein be-
tragsgrofites Nebendiagonalelement ausgewahlt. Die Maximumssuche erfordert
jedoch O(n?) Operationen und ist damit relativ aufwendig.

2. Billiger zu implementieren ist das zyklische Jacobi- Verfahren, bei dem die
Nebendiagonalelemente zyklisch (zeilenweise) durchlaufen werden:

(i, 5) = (1,2),(1,3),...,(1,n),(273),...7(2,n),...,(n—1,n),

In beiden Fillen konvergiert S(Ay) gegen Null fiir £ — oo. Wir beweisen das
im folgenden fiir die klassische Variante; fiir das zyklische Verfahren ist der
Beweis erheblich schwieriger, vgl. Forsythe und Henrici [28].

Satz 28.3. Beim klassischen Jacobi-Verfahren gilt S(Ax) — 0 fir k — oo,
d. h. die Diagonaleintrdge von Ay konvergieren gegen die Eigenwerte von A.
(k)

Beweis. Sei a;;’ ein betragsgrofites Nebendiagonalelement von Ag. Dann gilt

S(Ay) < (n—1)nfa?|?,

und eingesetzt in (28.7) (mit B = Ay und A = Ay) folgt

2

S(Ar1) < S(Ax) — (n—1n

S(Ay) = (1- )S(Ak). (28.8)

(n—1)n
Also konvergiert S(Ay) mindestens linear gegen Null und nach Proposition 28.1
konvergieren die Diagonaleintrige von Ay gegen die Eigenwerte von A. ]

Aufwand. Pro Tterationsschritt sind 8n Multiplikationen notwendig. Hinrei-
chend fiir S(Ay) < ¢ ist nach (28.8) die Abschétzung

S(Ay) < (1- ﬁ)’“smo) <e.
Wegen
k k 2
(1—@) %1_(71371)71’ k< n®,

wird man bis zum Erreichen der vorgegebenen Schranke ¢ mindestens k ~ n?
[terationen erwarten. Dies entspricht einem Gesamtaufwand O(n?). O

Tatsédchlich ist die Konvergenz der beiden angefiithrten Varianten des Jacobi-
Verfahrens wesentlich schneller als (28.8) suggeriert:
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Satz 28.4. Die hermitesche Matriz A € K™ habe paarweise verschiedene
FEigenwerte. Dann g¢ilt sowohl bei der klassischen als auch bei der zyklischen
Variante des Jacobi-Verfahrens, dafs

S(Appn) < CS(Ag)?

fiir N =n(n —1)/2 und hinreichend grofie k.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein ¢ > 0 mit
‘)\i_)\j’ > 20 fir )\i#)\j; )\i,)\j EO’(A),

und wir wollen im folgenden annehmen, dafl S(A;,) bereits kleiner als §%/4 ist.
Demnach ist S(A;) = €262 fiir ein ¢ € (0,1/2) und die Eintréige agf) von Ag
sind durch

o] < ed,  i#7], (28.9)

beschréankt. Aus Proposition 28.1 folgt fiir beliebige ¢ # j und entsprechende
Eigenwerte A;, A;, dafl

I Y Y YR Y
= |Ai—Aj|—|A—a’“>| A = aj5 |

Betrachten wir nun die Givens-Rotation in der (k + 1)-ten Iteration, so gilt
wegen (28.3)

O
_ %
‘ B ®

77 n

1 1

und mit (28.9) und (28.10) fithrt dies auf die Abschétzungen

Is] <e, 1>e¢>1-e)Y?>1—¢; (28.11)

man beachte, daf |0| < /4, also ¢ positiv ist.

Bei der Transformation Aii; = Q7 ArQ sind nun fiir ¢ # j drei Félle zu
unterscheiden:

(a) all -l =0,
(b]') z])’ _a(k+1) - z(f))
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(b2) ay
deren Nebendiagonalelement a verknupft vgl. Bemerkung 14.4: In diesem
Fall ergibt sich

) wird durch genau eine der beiden Givens-Rotationen mit einem an-

k k1 k
az(j) l w( ) = :I:sa(k) = ) + ((c— 1)%('3‘) +sall)).

In den letzten beiden Féllen (bl) und (b2) ergibt sich daher wegen (28.10) und
(28.11) eine Anderung

jaig ™ = @i’ < (Isl + 1 = el max|afl)] < 252%. (28.12)

Sofern also das Nebendiagonalelement a;; (ko) , ko > k, wiahrend der N Iterati-
onsschritte

Akl ﬁAkJrll .t ﬁAkJrN

auf Null transformiert wird, bleibt dessen Betrag in den nachfolgenden Itera-
tionen wegen (28.12) unterhalb der Schranke 2N de?:

all] < Ja —alV) o+ el o] < N2se?, ko <I< K+ N.
In jedem Iterationsschritt werden nun (wegen der Symmetrie) zwei Nebendia-
gonalelemente gemé$ (a) auf Null transformiert. Da es genau 2N Nebendia-
gonalelemente gibt, umfafit die Anzahl der Nebendiagonalelemente, die grofier
als 2Nde? sind, nach der (k+ 1)-ten Iteration allenfalls 2N — 2 Elemente, nach
der (k + 2)-ten Iteration allenfalls 2N — 4 Elemente und so fort. Nach k + N
Iterationen sind alle Nebendiagonalelemente kleiner als 2Nde?, d. h.
4N3

S(Appn) < N(AN?5%") = R S(AR)?. O
Satz 28.4 besagt, dafl unter den genannten Voraussetzungen bei Zyklen von je
N Jacobi-Iterationen das Fehlermaf S(Agy) quadratisch gegen Null konver-
giert.

Bei der Implementierung der Givens-Rotationen miissen zunéchst die Grofien
¢ = cosf und s = sinf zu dem Winkel 0 aus (28.3) berechnet werden. Dazu
beachte man, daf aus (28.5) mit ¢ = tan(26) zunéchst

452 = t*(c* — 5?)? (28.13)
und dann mit ¢ 4+ s2 =1

4% — 4t = (4t — 42+ 1) und 45 — 45t = t2(4st — 4P+ 1)
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folgt. Auflésen dieser (in ¢® und s?) quadratischen Gleichungen ergibt
9 1j:1<1>1/2 5 1j:1<1>1/2
=%+ (5 s ==+ - (——]) .
2 2\e2+1/ 27 2\2+41

Wegen |0] < /4 ist fiir ¢ das positive und fiir s* das negative Vorzeichen maf-
geblich. Um Ausléschung zu vermeiden, berechnet man s* besser aus (28.13):
2 t2(2c* — 1) _ t? '
4¢? 42 (12 + 1)

Setzt man noch

1 (2&5) Gy — Qjj
t QCLZJ ’

so erhalt man schlieflich die Formeln

2

(1 n 1( r )1/2)1/2 d sign (1)
c= (=42 un § = .
2 2\1+472 2¢(1 + r2)1/2

Ein praktischer Vergleich zwischen dem Aufwand des Jacobi- und des () R-Ver-
fahren ergibt typischerweise eine Uberlegenheit des @ R-Verfahrens um einen
Faktor zwischen 4 und 10. Dafiir ist das Jacobi-Verfahren einfacher zu pro-
grammieren und zu parallelisieren.

Beispiel 28.5. Zur Hlustration des klassischen Jacobi-Verfahrens betrachten
wir die symmetrische Matrix

A:[aij] GIR,X mit aij:7r2W, ZS],
deren Eigenwerte explizit bekannt sind:
2
Ao = T k=1,....n.

4(n+1)%sin’(kr/(2n +2))

Abbildung 28.1 zeigt fiir dieses Beispiel mit n = 100 die Entwicklung des Kon-
vergenzmafles /S(A;) im Verlauf der Iteration (durchgefiihrt wurden 2N =
19800 Iterationen). Nach diesen 2N Iterationen erreicht y/S(Ay) den Wert
1.1 - 107" und der relative Fehler der berechneten Eigenwertniherungen auf
der Diagonalen von A,y liegt durchweg zwischen 1.4 - 10716 und 2.4 - 10714

Offensichtlich ist die Konvergenz iiber weite Strecken der Iteration lediglich
linear. Erst ab etwa k = 3N/2 bezichungsweise 1/S(Ax) ~ 1077 macht sich
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10°

10

10

10

-12]

10

o N2 N  3N/2 N
Abb. 28.1: Konvergenzverlauf von /S(Ayx)

das Einsetzen quadratischer Konvergenz bemerkbar. Dies liegt an dem kleinen
Wert § ~ 8.783 - 107® aus (28.10), denn die Eigenwerte \; von A liegen fiir
grofe k und n sehr nah beieinander.

Interessant ist auch die Entwicklung der Nebendiagonalelemente, die in Ab-
bildung 28.2 nachvollzogen werden kann. Dort sind die Matrizen Ay nach je
N/4 Tterationen in logarithmischen Grauwertstufen dargestellt, die mit kleiner

werdenden Eintragen immer heller werden. o
29 Spezielle Verfahren fiir hermitesche

Tridiagonalmatrizen

Als néchstes betrachten wir hermitesche Tridiagonalmatrizen und stellen fiir
die Berechnung aller Eigenwerte und Eigenvektoren solcher Matrizen eine Al-
ternative zu dem () R-Verfahren vor. Hierzu kann ohne Beschrankung der All-
gemeinheit angenommen werden, dafl die Nebendiagonalelemente der Matrix
reell und nichtnegativ sind; dies ergibt sich aus Aufgabe 16. Daher setzen wir
im weiteren voraus, dafl A die Gestalt

&3] 51 0

A= P (29.1)
ﬁn—l
0 /8n—1 Qp,
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k = 3N/4

10"
) 107
. 107

Abb. 28.2: Iterierte A; des Jacobi-Verfahrens

k= N/2

V Eigenwerte
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besitzt, wobei a; € R, i=1,...,n,und §; >0,7=1,...,n— 1.

Wie beim @ R-Verfahren kann der Aufwand dieses Verfahrens mit O(n?) Ope-
rationen abgeschétzt werden; laut Demmel [22] ist der Aufwand in der Praxis
bereits fiir moderate n dem @) R-Verfahren iberlegen. Anschliefend wird in Ab-
schnitt 29.2 noch auf eine stabile Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren
eingegangen.

An dieser Stelle sei auch noch auf das Bisektionsverfahren in Abschnitt 35.2
verwiesen: Das Bisektionsverfahren ist das effizienteste Verfahren fiir hermi-
tesche Tridiagonalmatrizen, wenn nur die Eigenwerte aus einem bestimmten
Teilintervall gesucht werden.

29.1  Ein Divide-and-Conquer-Verfahren

Unter Divide-and-Conquer-Verfahren versteht man Algorithmen, die ein gege-
benes Problem in gleichartige Teilprobleme kleinerer Dimension zerlegen (die
dann wiederum zerlegt werden konnen etc.). Im vorliegenden Fall wird ein
Index m € {2,...,n} gewdhlt und A in

[ B \ 7
B o :
R ﬂm—l‘ ! ;
Bm—1 Qm : Bm A : Bm'! Bm
A: —————————— U = |--—+--- +|[---+---
Bm :O‘m+1 Bm1 : As ﬂm: Bm
:ﬁqul ' ’ I '
: e B anl
L , Bn-1 on |
additiv zerlegt mit
ap TYm Bm+1
A1 — ﬁl (65 . und A2 _ ﬂm+1 Q42 7
. ' ﬂ'rnfl . . ﬂnfl
Bm—l Ym—1 ﬁn—l Oy

wobei V1 = qm — B und Vi, = Qi1 — B ist. Mit Hilfe des Vektors
W= en + eny1 € R” kann diese Matrixzerlegung auch in der Form

_ Al 0 *
A= [O AJ + Brww (29.2)

geschrieben werden.
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Der Divide-and-Conquer-Philosophie entsprechend wird im weiteren angenom-
men, dafl alle Eigenwerte und Eigenvektoren von A; und A, bereits berechnet
sind: Es seien also Faktorisierungen

Ar=VIMVT Ay =TV VY

von A; und A, gegeben, wobei die Diagonalmatrizen A; und A, die jeweiligen
Eigenwerte und die Spalten von V; und V5 die zugehorigen orthonormierten
Eigenvektoren enthalten. Dann ist

A 0] . . w0 (A0
[0 AJ—VAV mit v_{o V} A_[O AQ]

die Spektralzerlegung der Blockdiagonalmatrix und aus (29.2) folgt die Glei-
chung

VXAV = A+ B2z, z2=Vw= m (29.3)

%

mit v; € R"™ und v, € R"™™. Wegen V*w = V*e,, + V*e,,41 ist dabei v; die
hinterste Spalte von V* und v, die erste Spalte von V5*. Offensichtlich ist V* AV
eine Ahnlichkeitstransformation von A und somit ist das gesuchte Spektrum
von A identisch mit dem Spektrum der Matrix A + 3,,,22* in (29.3).

Die Berechnung der Eigenwerte von A + (3,,22* beruht schliellich auf der fol-
genden Proposition.

Proposition 29.1. Sei D = [d;;] € R™™ eine Diagonalmatriz mit paarweise
verschiedenen Eintrigen d; = dy und z = [z1,...,2,]7 € R" ein Vektor,
dessen Eintrdge alle von Null verschieden seien. Dann sind die Eigenwerte
von D+ Bzz*, B # 0, gerade die n Nullstellen der rationalen Funktion

z

n 2
FO) =1+48) (29.4)

Beweis. Sei  # 0 und x # 0 ein Eigenvektor von D + (zz* zum Eigenwert \.
Dann folgt

(D= M)z = (D+ pzz")x — fzz"e — A = —f(2"x)z. (29.5)

Wir zeigen zunichst, dafi A kein Eigenwert von D ist. Da D eine Diagonal-
matrix ist, wére ansonsten einer der kartesischen Basisvektoren Eigenvektor,
etwa e;, und durch Multiplikation von (29.5) mit e; von links folgt

0 = —p(z"z)(ej2) .
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Nach Voraussetzung sind  und e}z = z; von Null verschieden, so daf in diesem
Fall z*x = 0 gelten muB. Eingesetzt in (29.5) ergeben sich hieraus die beiden
Gleichungen

(D—=X)x =0 und Z'x = 0.

Aus der ersten Gleichung folgt, dafl alle Eintrdge z; von x mit i # j gleich
Null sein miissen, da die entsprechenden Diagonaleintrage von D — Al von
Null verschieden sind (sonst wéren zwei Diagonaleintrége von D gleich, was
durch die Voraussetzungen ausgeschlossen ist). Damit ist aber = # 0 ein Viel-
faches von e; und die zweite Gleichung z*z = 0 steht im Widerspruch zu der
Voraussetzung z; # 0.

Die Annahme A € o(D) ist folglich zum Widerspruch gefiihrt worden, d. h.
D — M ist invertierbar. Aus (29.5) ergibt sich somit

v =—B(z*z)(D — \) "'z, (29.6)
und durch Multiplikation von links mit z erhalten wir
Zr = —B("r)2 (D — \) 2.

Aus (29.5) folgt weiterhin z*z # 0, denn ansonsten wére (D —Al)x = 0 und A
doch ein Eigenwert von D. Also kann abschliefend durch z*z gekiirzt werden,
und die Behauptung ist bewiesen. 0

Bemerkungen. 1. Proposition 29.1 148t sich relativ leicht verallgemeinern,
wenn eine der getroffenen Voraussetzungen an d; und z;, ¢ = 1,...,n, nicht
erfiillt ist. Diese Verallgemeinerungen laufen darauf hinaus, dafl entsprechende
Eigenwerte von D auch Eigenwerte von D + (Gzz* sind: Fiir z; = 0 ist d; ein
Eigenwert von D + (zz* mit Eigenvektor e;; auch wenn d; = d; fiir ein j # i
gilt, ist d; ein Eigenwert, diesmal mit Eigenvektor x = zje; — ze;. Die restli-
chen Eigenwerte ergeben sich nach wie vor als Nullstellen der Funktion f aus
(29.4).

2. Aus dem Beweis von Proposition 29.1 kénnen auch die Eigenvektoren von
D+ [zz* abgelesen werden: Ist A ein Eigenwert von D+fzz*, dann ist z = (D—
AI)~'2z ein zugehoriger Eigenvektor, vgl. (29.6). Nach (29.3) ist schlieflich Vz
ein entsprechender Eigenvektor von A. Diese Vorgehensweise zur Berechnung
der Eigenvektoren erweist sich allerdings als nicht ausreichend stabil. o

Beispiel. Gegeben sei die Tridiagonalmatrix

1 3 1 3 ‘
3 —6 1 3 -7 11
A = e e I
1 31 21 + 11
1 2 12 |
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-10 -5 0 5

Abb. 29.1: Die rationale Funktion f

Die Spektralzerlegungen von A; und A, sind einfach zu berechnen: A; hat die
Eigenwerte d; = —8 und dy = 2 mit Eigenvektoren [1, —3]7 und [3,1]7, A, die
Eigenwerte d3 = 1 und dy = 3 mit Eigenvektoren [1, —1]7 und [1, 1]7. Durch
Normierung fiithrt dies auf die Matrizen

1 1 3 1 1 1
Vlfo[—s 1] mnd ”ﬁ[—l 1]'

Aus (29.3) ergibt sich dann z = [-3,1,/5,v/5]7 /+/10 und die rationale Funk-
tion f aus (29.4) lautet

9/10  1/2  1/10 12

A+8  A-—-1 A—2  A=37
Diese Funktion ist in Abbildung 29.1 geplottet. Thre Nullstellen sind durch
Kreise markiert: Dies sind die Eigenwerte von A. o

fA) =

Fiir effiziente numerische Verfahren zur Losung der charakteristischen Glei-
chung f(\) = 0 sei an dieser Stelle lediglich auf den Hinweis in Beispiel 18.6
verwiesen. Algorithmus 29.1 beschreibt eine Implementierung des oben be-
schriebenen Verfahrens fiir den Fall, dafl n eine Zweierpotenz ist. Diese Voraus-
setzung ist allerdings nicht wesentlich, sie erleichtert lediglich die Darstellung,
da dann in jedem Schritt A; und A, gleich grof§ gewihlt werden kénnen.

Aufwand. Fir die Aufwandsabschitzung dieses Algorithmus wird verwendet,
daf} jede einzelne Nullstelle der rationalen Funktion f in einer geringen Zahl
von Iterationsschritten auf maximale Genauigkeit berechnet werden kann. In
jedem Iterationsschritt miissen dabei (im wesentlichen) die Funktion f und ihre
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function [V, )] = divide_and_conquer (A, n)

% berechnet Spektralzerlegung von A: V' enthilt die Eigenvektoren,
% X die Eigenwerte in entsprechender Reihenfolge

if n =1 then

A=A

V=1
else

m=n/2

zerlege A wie in (29.2)

[Vi, A1] = divide_and_conquer (A, m)

[V, Ag] = divide_and_conquer (As, m)

% w1 sei die hinterste Spalte von Vi*, v sei die vorderste Spalte von V5
)\1 U1

d= =
L\J o L&]

% f sei die rationale Funktion aus (29.4)

A = roots (f) % berechnet alle n Nullstellen von f, vgl. Beispiel 18.6
ggf. Sonderbehandlung, falls die Voraussetzungen von Proposition 29.1 verletzt sind

bestimme V' durch gebrochene Iteration, vgl. Algorithmus 29.2
end if

end % divide_and_conquer

Initialisierung: A sei n x n-Tridiagonalmatrix mit n = 27
[V, A] = divide_and_conquer (A, n)

Algorithmus 29.1: Divide-and-Conquer-Verfahren

Ableitung ausgewertet werden; dies benotigt O(n) Multiplikationen und Divi-
sionen. Hinzu kommen weitere O(n) Multiplikationen fiir die Bestimmung eines
zugehorigen Eigenvektors (vgl. etwa Algorithmus 29.2 im folgenden Abschnitt).
Die Berechnung aller n = 2P Eigenwerte von A — bei Kenntniss der Spektralzer-
legungen von A; und A, — benétigt daher einen Aufwand b, = O(n?) = O(4?).

Geht man bei der Implementierung rekursiv vor, berechnet also auch die Spek-
tralzerlegungen von A; und A, mit dem Divide-and-Conquer-Verfahren, dann
errechnet sich eine obere Schranke a,, fiir den Gesamtaufwand zur Berechnung
aller Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A € R™*™ mit n = 2P aus
der Rekursion

a, = 2a, 1 + b, = 2a, 1 + O0(4").

Somit existiert ein ¢ > 0, so daf a, < 2a,_; + c4? ist, und durch Auflésen der
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Rekursion ergibt sich

a, < cAP + 24P 4 4edPP 4L = c4pz2_j = O(n?).

29.2  Berechnung der Eigenvektoren

Im weiteren sei A die Approximation eines Eigenwerts der symmetrischen Tri-
diagonalmatrix A aus (29.1) und = = [zy,...,z,|T der gesuchte Eigenvektor.
Zur Vereinfachung der Darstellung wollen wir annehmen, dafl A irreduzibel ist,
ansonsten tritt Deflation auf und die Eigenvektoren von A kénnen unmittelbar
aus den Eigenvektoren der entsprechenden Teilmatrizen A; und Ay zusammen-
gesetzt werden, vgl. (29.3). Wir beginnen mit dem folgenden Lemma:

Lemma 29.2. Sei A € R™™" eine symmetrische irreduzible Tridiagonalmatriz
der Gestalt (29.1). Ist x ein zugehiriger Eigenvektor, dann sind dessen erste
und letzte Komponente von Null verschieden.

Beweis. Wir schreiben die ersten n—1 Zeilen der Eigenwertgleichung Az = Ax
mit z = [z1,...,2,]7 /=0 in der Gestalt

(g = Nzy + frze = 0,
By + (ag — N)zy + foxs = 0,

ﬁn—2xn—2 + (an—l - )\)Jjn—l + ﬁn—lwn =0.

Wiére nun x; = 0, so ergibt sich durch Vorwiartssubstitution zunéchst aus der
ersten Gleichung wegen 3; /= 0 unmittelbaz, = 0. Aus der zweiten Gleichung
folgt dann x3 = 0, und so fortfahrend ergibt sich x4 = ... =z, = 0 im Wider-
spruch zu der Voraussetzung = /= 0. Durch eine entsprechende Argumentation
mit Riickwartssubstitution von x aus den letzten n — 1 Gleichungen sieht man,
daB z,, /=0 gilt. 0

Wir kénnen also im weiteren davon ausgehen, dafi x; /= 0 ist. Da multiplikative
Faktoren bei der Bestimmung eines Eigenvektors keine Rolle spielen, bietet es
sich daher an, 1 = 1 zu setzen und dann, &hnlich zu dem obigen Beweis die
Zeilen 1 = 1 bis ¢ = n — 1 des Gleichungssystems Ax = Az zu durchlaufen, um
die restlichen Eintrdge von x durch Vorwértssubstitution zu berechnen:

ry = 1
o =A—-0a1)/f
fori=2,3,...,n—1do

zip1 = (A= )z — Bicazioa) / B
end for

xt =[z1,...,z.]7
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Tatsédchlich ist diese Rekursion instabil und fiir die Praxis nicht zu empfeh-
len. Wir wollen jedoch hierauf (zunichst) nicht eingehen und nehmen an, der
obige Algorithmus wiirde in exakter Arithmetik ausgefiihrt. Selbst dann kann
der berechnete Vektor unter Umstédnden ein véllig unbrauchbares Ergebnis
darstellen:

Beispiel 29.3. Gegeben sei die 3 x 3-Tridiagonalmatrix

0 ¢ 0
A= |e 1 ¢ |,
0 & ¢

wobei € > 0 ein kleiner Parameter sei. Fiir e — 0 ist

g
N=1+24+0(%), T=|1]+0(,

62

ein Eigenpaar von A. (Die anderen Eigenwerte sind von der Groenordnung
O(e) und im weiteren ohne Bedeutung.) Mit dem obigen Algorithmus ergibt
sich fiir die Ndherung A = 1 mit exakter Arithmetik der Ndherungsvektor

1 €
= 1/e| =1/e | 1],
—1/e -1
dessen letzte Komponente offensichtlich vollig falsch ist. o

Um die Ursache fiir diese schlechte Approximation zu verstehen, mufi man
beachten, dafl aufgrund der Schleifenkonstruktion in dem Algorithmus der be-
rechnete Vektor x+ nur die oberen n — 1 Gleichungen des linearen Gleichungs-
systems Ax = Az erfiillt. Die letzte Gleichung ist in der Regel hingegen nicht
erfiillt — sie ist lediglich dann erfiillt, wenn \ ein exakter Eigenwert von A ist.
Mit anderen Worten: im allgemeinen ist

Azt — Azt = e, (29.7)
mit v, /= 0.

Man kénnte nun aber auch x,, = 1 setzen, und dann die Gleichungen Az = Az
von unten nach oben durchlaufen, um die restlichen Komponenten von x durch
Riickwértssubstitution zu bestimmen:

Tp = 1
Tp—1 = ()\ - Oén)/ﬁn—l
fort=n—-1n—-2,...,2do

zic1 = (A — ag)w; — Biwis1) / Bica
end for
7 = [r1, .27
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In exakter Arithmetik (dieser Algorithmus ist ansonsten ebenfalls nicht zu
empfehlen) ergibt dies einen Vektor x~, der die unteren n — 1 Gleichungen des
Gleichungssystems Ax = Az erfiillt. Die erste Gleichung ist nur dann erfiillt,
wenn A ein Eigenwert von A ist. Folglich ist

Az™ — Az = ey, (29.8)

wobei v in der Regel von Null verschieden ist.

Beispiel. In Beispiel 29.3 ergibt sich mit A = 1 bei dieser alternativen Vorge-
hensweise der Vektor

3

—& —£
2 = [1/e2 —1/e| = 1/* |1 —¢
1 g2
Somit ist zwar e2x~ = T + O(g), also keine véllig unbrauchbare Niherung an

den gesuchten Eigenvektor, aber das Vorzeichen und die Gréflenordnung der
ersten Komponente von x~ ist falsch. Bemerkenswerterweise sind +; und -3
gleich, ndmlich

71:73:1/8—1+5.
Letzteres ist bei dieser Vorgehensweise immer der Fall, vgl. Aufgabe 17. o

Behalten wir die Annahme bei, dafl A selbst kein Eigenwert von A sondern
nur eine gute Naherung an einen solchen ist, so konnen die beiden Ndherungen
T und 2~ aus (29.7) und (29.8) als das Ergebnis der gebrochenen Iteration
von Wielandt mit Startvektor e, bzw. e; interpretiert werden. Die Giite dieser
Néherungen hiangt davon ab, inwieweit der jeweilige Startvektor eine relevan-
te Komponente in Richtung des gesuchten Eigenvektors besitzt, vgl. Bemer-
kung 25.2. In Beispiel 29.3 liegt weder fiir den Startvektor e; noch fiir e3 eine
signifikante Komponente vor, allerdings ist aus dieser Uberlegung heraus e;
zumindest noch etwas besser geeignet als ez, da die erste Komponente von =
deutlich grofler als die dritte ist.

Satz 24.3 liefert eine andere Moglichkeit zur Interpretation von (29.7) und
(29.8): Demnach sind nicht |vy;| und |v,| die relevanten GiitemaBe fiir die N&-
herungsvektoren sondern die entsprechenden relativen Grifien (in Satz 24.3
mit € bezeichnet), die sich in Beispiel 29.3 folgendermafen verhalten:

|y 7|
—_— 1/\/5, ~ &, e—0.
=2 [ElP

Dies bestitigt wiederum die Uberlegenheit von = in diesem Beispiel.
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Im dem betrachteten Beispiel sind weder ™ noch z~ zufriedenstellende Ni-
herungen, da weder e; noch es einen signifikanten Anteil in die Richtung des
gesuchten Eigenvektors besitzen. Wie wir gleich sehen werden, ist es jedoch oh-
ne allzu grofien Zusatzaufwand moglich, aus der Kenntnis von x* und z~ fiir
jeden kartesischen Startvektor e; die zugehérige Naherung 2 der gebrochenen
Iteration von Wielandt zu bestimmen, also die Losungen 2 von

(A= XDz =¢;,  i=1,...,n. (29.9)
Nach Satz 24.3 ist dann diejenige Ndherung (¥ am verliBlichsten, fiir die
2|, maximal ist.

Satz 29.4. T € R™" sei eine symmetrische, invertierbare und irreduzible
Tridiagonalmatriz. Dann existieren Vektoren u = [w;], v = [v;] € R, so daf
T die Gestalt

U1V1 UV1 U3V1 ... UpUy
UgV1 UQV2 U3V2 ... UpUy
-1
T = | usv; usvs usvs Up U3
L UpU1 UpUV2 UpV3 ... UpUp |

besitzt.

Beweis. Wir setzen zunichst u = T 'e; = [u;]?,. Nach Lemma 29.2 ist dann
U, /= 0 und wir setzen = T e, Jty. uw und u,v sind dann gerade die erste
bzw. die letzte Spalte von T—!. Wegen der Symmetrie von T ist auch 7"—*
symmetrisch und somit gilt u, = wu,v;. Wegen wu,, /= 0 folgt hieraus; = 1.
Damit haben die erste und die letzte Spalte von T~! die gewiinschte Form.

Fir ¢ € {2,...,n — 1} betrachten wir nun
= [, Vs U1 Vs 17 ¢ R™
W = (W1, .o WV, Ui 1V, o U] E )

Offensichtlich stimmen die ersten ¢ Komponenten von w und wu;v sowie die
letzten n — ¢ + 1 Komponenten von w und wv;u iiberein. Da T eine Tridiago-
nalmatrix ist, sind somit die ersten i — 1 Komponenten von T'w und von u;Tv
sowie die letzten n — ¢ Komponenten von Tw und v;Tu jeweils gleich. Wegen
Tv = e,/u, und Tu = e; sind diese Komponenten allesamt Null. Damit ist
hochstens die i-te Komponente von T'w von Null verschieden, d. h. es existiert
ein w € R mit

Tw = we;.
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Falls w # 0 ist, ergibt sich hieraus die i-te Spalte von T~ als w/w. Wegen der
Symmetrie von 7! ist die erste Komponente dieser Spalte gleich u;, und aus
der Definition von w ergibt sich daher die Bedingung

U; - wv Jw = u;/w.

Somit ist w = 1 und die i-te Spalte von T~! stimmt wie behauptet mit w
iiberein.

Also bleibt nur noch der Fall w = 0 zu untersuchen. In diesem Fall ist Tw = 0
und da 7T invertierbar ist, mul w = 0 sein. Wegen v; = 1 und u,, # 0 ergibt sich
daraus u; = v; = 0. Folglich sind die beiden i-ten Komponenten der ersten und
letzten Spalte von T~1 gleich Null. Wegen der Symmetrie von 7! iibertrigt
sich das auf die erste und die letzte Komponente des i-ten Spaltenvektors x
von T~1, also der Losung des Gleichungssystems

Tl’zei.

Durch Vorwiértssubstitution aus den ersten i — 1 Gleichungen dieses Systems
und durch Riickwértssubstitution aus den letzten n—i Gleichungen ergibt sich
dann aber, daB x = 0 ist, also ein Widerspruch. Somit kann der Fall w = 0
nicht auftreten, und der Beweis ist abgeschlossen. 0

Die gesuchten Vektoren 29, i = 1,...,n, sind nach (29.9) gerade die Spalten
der Inversen von A — AI. Nach Satz 29.4 konnen alle Spalten aus den beiden
Vektoren

u =z und v=2z"/u,

konstruiert werden. Anstelle der instabilen Rekursion zur Berechnung der Vek-
toren z*, sollte jedoch fiir (" und 2™ ein stabiler Algorithmus zur Losung
der linearen Gleichungssysteme (29.9) verwendet werden, etwa mit Hilfe einer
@ R-Zerlegung von A durch Givens-Rotationen, vgl. Abschnitt 27.2.

Aufgrund von Satz 29.4 ist es dann moglich, mit nur O(n) Operationen alle
Normen ||#(||5 zu berechnen und eine Spalte mit maximaler Norm auszuwéh-
len. Es ist ndmlich

% %

2013 = (uwy)® + > (uw)® = (um)g(Z(%)2+ > (Z—Z)Q)’

j=1 j=i+1 j=1 "t j=i+1

also

12913 = (uv:)?(a; +b;), i=1...,n, (29.10)
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Initialisierung: \ ¢ o(A) approximiere einen Eigenwert von A aus (29.1)

faktorisiere A — A\ = QR % QR-Faktorisierung, vgl. Abschnitt 27.2
lose Ru = Q*ey % Riickwirtssubstitution; u = [u1, ..., u,]T
lose Rv = Q*ep/un % Riickwirtssubstitution; v = [v1, ..., v,]T
ap = 1, bn =0
fori=1,...,n—14do % Rekursion fiir (29.11)

a1 =1+ (vi/vit1)%a;

bni = (Un—iy1/Un—i)*(1 + bn_it1)
end for
% k sei ein Index, fiir den (u;v;)%(a; + b;) maximal ist, vgl. (29.10)
") = [ugvr, ..., Uk, Uk 1k, -+« Un U] T

Ergebnis: z®) ist eine Approximation an den gesuchten Eigenvektor

Algorithmus 29.2: Approximation eines Eigenvektors

mit den Hilfsgrofien

4 = Z(Z—j)2 wd b= Y (Z—j)z. (29.11)
=1 j=i+1

Diese Hilfsgréfien konnen rekursiv aufsummiert werden, vgl. Algorithmus 29.2.

Aufwand. Die Q) R-Faktorisierung von A — AI kostet etwa 13n multiplikati-
ve Operationen, vgl. Aufgabe 14. Die resultierende obere Dreiecksmatrix R
besitzt drei von Null verschiedene Diagonalen, d.h. der Aufwand zur Losung
eines Gleichungssystems mit R betriagt etwa 2n Multiplikationen und n Divi-
sionen. Fiir die zwei Gleichungssysteme miissen zuvor die rechten Seiten mit
den Givens-Rotationen multipliziert werden. Bei der rechten Seite e, werden
nur zwei Multiplikationen benétigt, bei e; hingegen weitere 2n Multiplikatio-
nen. Die Berechnung aller Hilfsgroflen a; und b;, ¢ = 1,...,n — 1, kostet 4n
Multiplikationen sowie 2n Divisionen, und weitere 2n Multiplikationen sind fiir
die Suche nach der Spalte z*) mit maximaler Norm nétig, wenn die Quadrate
u?, v i =1,...,n, zwischengespeichert wurden. Der Aufwand fiir die explizi-
te Berechnung von z® betrigt abschlieBend noch einmal n Multiplikationen.
Insgesamt ergeben sich somit etwa 30n Multiplikationen/Divisionen, um den
gewiinschten Eigenvektor auszurechnen. o

Dieser Aufwand kann noch reduziert werden, wenn anstelle der ) R-Zerlegung
eine sogenannte LD L*-Faktorisierung (dhnlich der LR-Zerlegung) von A — A/
berechnet wird. Details finden sich etwa in der Arbeit von Parlett und Dhil-
lon [82] oder in dem Buch von Demmel [22]. Der Aufwand fiir diese Faktori-
sierung und die Losung der beiden Gleichungssysteme umfafit dann nur noch
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etwa 6n Multiplikationen/Divisionen.

Eine weitere Moglichkeit zur Reduktion des Aufwands besteht darin, die Ei-
genvektorndherung nicht anhand der Norm des relativen Residuums

142® = 22O/ 2 D]l2 = 1/ 2|5

sondern anhand der Giite von ¢; als Startvektor fiir die Wielandt-Iteration zu
messen. Letzteres konnte etwa iiber die Grofle des Rayleigh-Quotienten
(A — M) Le
pi = u = (A \)le (29.12)

€, €;

iiberpriift werden. Offensichtlich ist p; das (i,4)-Element von (A — AI)~!, d.h.
pi = u;v; in der Notation von Satz 29.4. Die Berechnung aller p;, ¢ = 1,...,n,
kostet somit nur n Multiplikationen im Vergleich zu den 8n Multiplikatio-
nen/Divisionen, die zur Optimierung von ||z bendtigt wurden. Als Nihe-
rungseigenvektor wird dann die Spalte 2*) von (A — AI)~! ausgewshlt, fiir die
|pr| maximal ist.

Verwendet man das Kriterium (29.12) und die LD L*-Faktorisierung zur Lo-
sung der beiden Gleichungssysteme, so kostet die Berechnung einer geeigneten
Eigenvektorndherung nur noch 8n statt 30n multiplikativen Operationen.

Beispiel. Wenden wir Algorithmus 29.2 und die Variante mit Kriterium (29.12)
auf das Beispiel 29.3 an, so ist

- —€ 1

1 +
u=" == 1/e2—1/¢| , v = 1/e
4! gi! 1 Y3Us3 ~1/e

(z~ und ™ haben wir bereits oben berechnet). Daraus ergeben sich die Koef-
fizienten p; aus (29.12) zu

2 -2
P1L~ e, P2~ & ’ p3N17 e—0.

Offensichtlich ist ps am grofiten. Zum Vergleich: Die Parameter a; und b; aus
(29.11) verhalten sich wie

al:17 a2N17 a3N27

e—0,
b3:0, b2N84, b1N€76,
und (29.10) liefert daher
el ~ e, Ja® o~ e 2P~ V2, e =0,
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das heiBt die Norm von z( ist fiir kleine ¢ am groSten.

Beide Auswahlstrategien withlen daher z(? als Niherungseigenvektor, der sich
aus den Vektoren u und v berechnet:

1/e? —1/e 1—c €
(2) — 3 2| _ — 3
X = — 1/6 —1/5 = 2734( 1 +O(€ ))
Y1 1/5 g4 —¢e°+¢ 2

+? weist eine gute Ubereinstimmung mit dem gesuchten Eigenvektor Z auf.

O

Beispiel 29.5. Zum Abschlufl dieses Abschnitts rechnen wir noch ein numeri-
sches Beispiel. In Beispiel 25.5 (und in Abschnitt 27.7) hatten wir den grofiten
Eigenwert A = 0.95308992296933 der dort angegebenen symmetrischen Tridia-
gonalmatrix A bestimmt. Wenden wir Algorithmus 29.2 auf dieses Problem
an, so wird der dritte Testvektor z(3) als Niaherung des gesuchten Eigenvektors
ausgewihlt. Die folgende Tabelle zeigt die drei Vektoren u, v und z®, jeweils
so normiert, dafl ihr Maximaleintrag Eins ist (die dritte Komponente).

U v ()
—0.611162218274239 —0.611162218274235 —0.611162218274235
0.959249374866718 0.959249374866716 0.959249374866716
1 1 1
0.810159006433173 0.810159006433175 0.810159006433173
—0.450552684867252 —0.450552684867256 —0.450552684867252

Wie man sieht, stimmen fast alle signifikanten Ziffern von u und v mit 2
iiberein (die fehlerhaften Ziffern sind heller dargestellt), aber weder u noch v
haben die maximale Genauigkeit. o

30 Das Lanczos-Verfahren

Fast alle bislang betrachteten numerischen Verfahren fiir das Eigenwertpro-
blem mit einer (allgemeinen) hermiteschen Matrix A € K"*" benétigen einen
kubisch mit der Dimension anwachsenden Aufwand und sind daher nicht prak-
tikabel, wenn n sehr grof§ ist. Falls die Matrix A diinn besetzt ist, bieten
eventuell andere Verfahren wie etwa die Potenzmethode einen Ausweg, die
nur Multiplikationen mit A zur Losung des Eigenwertproblems einsetzen. Al-
lerdings approximiert die Potenzmethode nur den betragsgrofiten Eigenwert
von A. Die gebrochene Iteration von Wielandt zur Approximation anderer
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Eigenwerte ist fiir groffle n wieder zu aufwendig, da in jeder Iteration ein teu-
res lineares Gleichungssystem zu losen ist. Im folgenden soll ein Verfahren
hergeleitet werden, mit dem mehrere (im Extremfall alle) Eigenwerte von A
gleichzeitig approximiert werden und das die Matrix A lediglich in Form von
Matrix-Vektor-Multiplikationen einsetzt.

Wie zuvor sei im weiteren vorausgesetzt, dafl A € IK™*™ hermitesch ist und die
Eigenwerte {\;} von A absteigend sortiert seien,

M 2> > >N,

Ferner nehmen wir ohne Einschrankung an, daf§ \; der betragsgrofite Eigenwert
ist und bezeichnen mit 2®), k = 0,1,2, ..., wie in Abschnitt 25 die Iterierten
der Potenzmethode bei vorgegebenem Startvektor z(*) € IK™. Bei hermiteschen
Matrizen bieten sich nach Korollar 25.3 die Rayleigh-Quotienten

S(k=1)x 4 (k—1)

(k) _ (k=D)x 4 (k=1) _
per =z Az S—1)% 5 (k1)

als Approximationen des betragsgrofiten Eigenwerts von A an. Nach Lem-
ma 23.5 kann p¥) folgendermafen abgeschitzt werden:

® < 0 ._ FAr 30.1
= oggékz*z_l’ (30-1)
wobei Z;, = span{z(®, ... z*~D} ugk) ist also eine mindestens genauso gute
Approximation an \; wie p*).
Wir erldutern nun, wie u(lk) verhéltnisméaBig einfach berechnet werden kann.
Dazu setzen wir zunéchst voraus, daf§ eine Orthonormalbasis {vq, ..., v} des
Krylov-Raums
Ki(A, 29) = span{z®, A . A*D0O0) = 2z (30.2)

gegeben sei. Die Berechnung einer solchen Orthonormalbasis kann mit dem
weiter unten folgenden Lanczos-Prozef} erfolgen (vgl. Satz 30.2), der etwa den
gleichen Aufwand wie die Potenzmethode besitzt. Ist

Vi = [Ul,...,vk] e K™k

die Matrix mit den orthonormalen Basisvektoren in den einzelnen Spalten,
so ergibt die Entwicklung eines Vektor z € Ki(A, 2(?) in dieser Basis einen
Koeffizientenvektor y € IK* mit z = Vj,y. Den Rayleigh-Quotienten kénnen wir
dann wie folgt umgeschreiben:

Az Yy VAV gtV AV
2z vy ViViey vy
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Eingesetzt in (30.1) erhalten wir somit

(k) y ViIiAVLY
My = max “—— ———
O£yeKE Yy

d. h. u(lk) ist der grofite Eigenwert der k x k-dimensionalen Matrix V,* AV.

Daneben konnen aber auch die anderen Eigenwerte von V;* AV}, als Ndherungen
an Eigenwerte von A herangezogen werden. Dies 148t sich wie folgt motivieren:
Py, = V,.V; ist ein Orthogonalprojektor mit V;, = R(P;) = R(Vi) = Ki(4, 20)
und die Matrix V;* AV}, kann als Représentant der Orthogonalprojektion Ay von
A auf V}, verstanden werden,

Ak:Vk—ﬂ/;“ Ak:PkAV

denn fir j =1,...,k gilt

k k
Apv; = Zfivi genau dann, wenn (Vi AVy)e; = Z@ei.
i=1 i=1

Je grofer der Unterraum V), ist, um so besser wird A; die Abbildung A ap-
proximieren — und um so niher werden die Eigenwerte von A; an den Eigen-
werten von A liegen. Diese Idee der Projektionsverfahren oder Ritz-Verfahren
ist nicht auf Krylov-Raume Vj, beschrinkt. Wie wir noch sehen werden, ist
aber in diesem Fall die numerische Implementierung um vieles einfacher als im
allgemeinen Fall. Die Eigenwerte von A nennt man {ibrigens Ritzwerte.

Satz 30.1. \; > Xy > ... > A\, und ugk) > ,uék) > > ,u,(gk) seien die
Figenwerte der hermiteschen Matriz A € K™ ™ bzw. von VAV, k=1,2,...
Dann gelten fiir 1 < j <k die Ungleichungsketten

k+1 k k k+1
)\nfjﬁ»l S ulE;+13j+1 S M](g,)j+1 und ,U/E) S ,U'( ) S )\j-
Mit anderen Worten, mit wachsendem £k fillt der j-kleinste Eigenwert von
VF AV, monoton von oben gegen den j-kleinsten Eigenwert von A, wihrend
der j-grofite Eigenwert von V;*AV) von unten monoton gegen den j-grofiten
Eigenwert von A wéchst.

In Abbildung 30.1 ist dieses Monotonieverhalten fiir ein Beispiel mit einer Ma-
trix A € R0¥100 dargestellt: In dieser Abbildung geben die Kreise in der
k-ten Zeile die k Eigenwerte von VAV an, k = 1,...,20. In der untersten
Zeile sind aufler den Ritzwerten fiir £ = 20 auch die hundert Eigenwerte von A
mit Strichen auf der A-Achse markiert. Schliellich illustrieren die gebrochenen
bzw. gepunkteten Verbindungslinien die Monotonieaussagen des obigen Sat-
zes: Die gebrochenen Linien verbinden jeweils die j-kleinsten Ritzwerte, die
gepunkteten Linien entsprechend die j-grofiten Ritzwerte.
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Abb. 30.1: Monotonie-Eigenschaften der Ritzwerte

Man beachte die guten Approximationen der etwa zehn gréfiten Ritzwerte
in der untersten Zeile. Auf der anderen Seite sieht man aber auch, dafl die
kleinen Ritzwerte keine guten Approximationen an die kleinsten Eigenwerte
von A sind.

Der folgende Beweis von Satz 30.1 ist im wesentlichen eine Anwendung des
Minmax-Prinzips von Courant-Fischer (fiir einen alternativen Beweis sei auf
Abschnitt 35.1 verwiesen).

Beweis von Satz 30.1. Sei k < n fest gewdhlt, und seien {y;} die orthonormier-
ten Eigenvektoren von V;* AV}, zu den Eigenwerten ugk), 1=1,...,k. Ferner sei
2 = Viyi, i = 1,..., k. Man beachte, daf8 fiir beliebiges j € {1,...,k} die Vek-
toren {z;}7_, wegen der Isometrie-Eigenschaft der Abbildung V}, : K¥ — K"
eine Orthonormalbasis der linearen Hiille span{z, ..., z;} bilden.

1. Zunéchst beweisen wir die Ungleichung

W< =1k,
Aufgrund der Diskussion des Gleichheitszeichens beim Minmax-Prinzip von
Courant-Fischer (Satz 23.7) gilt

(k) YV AVy .
= min ——— mit ;= span{yi,...,Yir. (30.3

) = i L Y, = spanfyi, .y} (303)
Setzen wir z = Viy, dann ist z*z = y*y und z durchlduft den j-dimensionalen
Unterraum Z; = span{zy,...z;}. Aus Satz 23.7 folgt somit

®) . yVEAVY . ZFAz

p; = min ————= = min
0£yEY; Yy 0#2€2; 2*2

< A\,



30 Das Lanczos-Verfahren 263

was zUu zeigen war.

2. Nun zeigen wir die Monotonie der Eigenwertapproximationen bei wachsen-
dem £k,

k k+1 .
p < Y =1k

Wegen der speziellen Form der Matrizen V;,, k = 1,2, ..., gilt fiir jedes y € K*

Viy = Viy  mit Y = [g} e KM

Konstruieren wir entsprechend die Vektoren ¥, ..., ¥k, so folgt aus (30.3) fur
ein beliebiges j € {1,... ,k}

k) _

yVEAVy VAV
,LL]- mim — = I ———

04yeY; Y'Y 0£TEY; vy

mit )A)j = span{yi, ..., y; }. Dabei ist die rechte Seite, wiederum nach Satz 23.7,
kleiner gleich u§k+1), und dieser Teil der Behauptung ist ebenfalls bewiesen.

3. Wir wenden abschlieend die bereits bewiesenen Aussagen auf die Matrix
—A an. —A und V;*(—A)Vj, haben die Eigenwerte

A > o> =N bawe =P > >

Nach den bereits bewiesenen Aussagen wachsen die j-grofiten Eigenwerte von
Vi¥(—A)V,, monoton gegen den j-groften Eigenwert von —A,

(k) (k+1)
Mg S THpgpigi S T At
und der Beweis ist vollstandig. 0

(1
i
Klar ist nur, dafl ugk) wegen (30.1) eine bessere Approximation an \; ist als
die entsprechende Néherung der Potenzmethode. Wir werden weiter unten (in
Proposition 30.4) eine A-posteriori-Abschétzung angeben, mit der man die
Genauigkeit aller Naherungen aus Satz 30.1 iiberpriifen kann.

Satz 30.1 macht keine Aussage iiber die Giite der Eigenwertndherungen u

Offen ist bislang auch noch die Frage, wie die Orthonormalbasis {v;}%_ | des
Krylov-Raums Ky (4, 2(9) effizient bestimmt werden kann. Eine Moglichkeit
hierfiir ist der Lanczos-Prozefs:
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Satz 30.2. Sei A € K™ hermitesch und vy = 2 ein beliebiger Vektor mit
|20y = 1. Ferner sei vy der Nullvektor in K™ und By = 0 gesetzt. Dann
bilden die Vektoren {v;}¥_| aus der dreistufigen Rekursionsformel

Tig1 = (A — o l)v; — Bi_1vi, Vig1 = Tiv1/ i s (30.4)

i=1,....k—1, mit oy = v} Av; und §; = ||ris1]|2 eine Orthonormalbasis von
Kr(A, 2, falls alle B;, i = 1,...,k — 1, von Null verschieden sind.

Beweis. Der Beweis geht induktiv, wobei die Aussage fiir £ = 1 trivial ist. Im
Induktionsschritt & — k + 1, & > 1, sei angenommen, dal {vy,..., v} eine
Orthonormalbasis von Ky (A, (%) und alle Bj, 1 < j <k, von Null veschieden
sind. Dann folgt aus (30.4) die Darstellung

Try1 = Avg + wy, (30.5)

mit wy € Ki(A, 2) und Avy, € Kjp1(A, 2(9). Insbesondere gehort also vy zu
Kri1(A, 29). Zum Nachweis der Orthogonalitit sei zunichst i € {1,... k—2}:
Dann folgt wegen der Induktionsvoraussetzung aus (30.4), daf§

* * * * *
Uirpyr = Ui Avg — o v up — B vivk—1 = (Av;) oy
-0 =0

Da 1 <i <k — 2ist, gehort Av; zu Kj_1(4, 2(9) und ist daher orthogonal zu
vg. Demnach gilt

VT = Vv = 0, i=1,....k—2. (30.6)

Es verbleibt somit noch der Nachweis von (30.6) fur i = k — 1, falls & > 1 ist,
und fiir ¢ = k. Fiir ¢ = £ — 1 kann man zunéchst wie vorher argumentieren:

V1 Tht1 = Vo1 Avk — apvp_1 v — Br10p_1 V-1 = (Avg-1)"vp — Bio1 -
Ersetzt man nun Av,_; geméf (30.5), so ergibt sich hieraus
Vet Tht1 = (e — We—1) "0k — Br—1 = T30k — W10k — Br—1
= llrelle = wiyor = [lrill2 = —wp_yve.

Dawy,_1 € Kj_1(A, 29) ist, folgt aus der Induktionsvoraussetzung w;_ vy, = 0,
und daher gilt (30.6) auch fir i = k& — 1.
Fiir ¢ = k ist schlieflich
VpTp+1 = VLAV — g 0pvg —Br—1 Upvk—1 = VAU — oy,
=~

=1 =0
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und letzteres verschwindet aufgrund der Definition von «y. Somit steht ry,

aus Ky 1(4, 29) senkrecht auf (A, 29) . Da By = ||r511]l2 / = 0 angenommen
wurde, ist vg1 = rpr1/||7ks1]|2 also wohldefiniert und ergénzt {vy, ..., v} zu
einer Orthonormalbasis von Ky (A, 2(). 0

Als néchstes untersuchen wir die Matrix V,* AV}, die sich aus der Orthonor-
malbasis aus Satz 30.2 ergibt.

Proposition 30.3. Sei Vi, = [v1,...,v;] mit den Vektoren v, i = 1,... k,
aus Satz 30.2. Dann gilt

aq 51 0

T = VA, = | @ (30.7)
e o B
0 Br-1 oy

mit den Koeffizienten {a;} und {3;} aus Satz 30.2.

Beweis. Der (i, j)-Eintrag t;; von V,*AVj ist gegeben durch v;Av;. Also ist
Vr AV}, hermitesch und aufgrund der Definition der Koeffizienten in Satz 30.2
ist ti; = oy, @ = 1,...,k. Ferner ist ¢;; = 0 fiir ¢« — 57 > 1, denn Av; gehort
zu Kj11(A, 29) und dieser Unterraum ist orthogonal zu v;. Fiir i = j + 1,
j=1,...,k—1, ergibt sich schliellich

tieng = viaAv; 2 0l (rj — ) = varie = 65 0

Die Eigenwerte von T}, kénnen beispielsweise mit dem () R-Verfahren sehr ef-
fizient ermittelt werden, zumal in der Regel k wesentlich kleiner als n ist.
Anhand der folgenden A-posteriori-Abschéatzung 148t sich iiberpriifen, wie gut
diese Eigenwerte diejenigen von A approximieren.

Proposition 30.4. Sei (u,w) ein Eigenpaar von Ty, = V¥ AV mit ||w]||2 =1
und wy, die letzte Komponente von w. Dann besitzt A einen FEigenwert A mit

A —ul < Brlwxl, (30.8)
wobei By wie in Satz 30.2 definiert ist.
Beweis. Der Beweis beruht auf der Darstellung

AV, — VT, = Brvgsaer, . (30.9)

Zum Nachweis dieser Identitdt multiplizieren wir die linke Seite von (30.9) mit
e; und erhalten fiir 1 <i < k aus (30.4)

(AVi,—=ViTy)e; = Av; — Vi(Biciei1 + cuie; + Bieita)

= Av; — Bisivio1 — v — Bivigr = 1igr — Bivigr = 0
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Initialisierung: A € IK™*"™ sei hermitesch, grofl und diinn besetzt

wiihle Startvektor 2(9) ¢ K™
To=1] % die leere Matrix
0=0, 7 =20

for k=1,2,... do

Br—1= ||7"k||2

Vg = Tr/Br—1

ay = v Avy,

Th1 = (A — o l)vy — Br_1Vk—1

G % Ti =[] fiir k = 1
Br—1€5_4 ay
bestimme alle Eigenwerte von T ... % z.B. mit dem @QR-Verfahren

. und die zugehorigen Eigenvektoren % mit Algorithmus 29.2
until hinreichend viele Eigenwerte von A approximiert werden, vgl. Proposition 30.4

Algorithmus 30.1: Lanczos-Verfahren

aufgrund der Definition von ;. Wegen vy = 0 bleibt diese Umformung auch
fiir © = 1 korrekt, sofern ey = 0 gesetzt wird. Schlielich ergibt sich fiir 1 = k

(AVi = VilTi)er, = Avy — Vi(Br—1€k-1 + ageyr)

= Av, — ﬂk—lvk—l — OV = Tr41 = ﬁkvkﬂ,

und somit ist (30.9) spaltenweise nachgewiesen. Fiir = Vyw mit |z]|y =
|lw]l2 =1 folgt aus (30.9)

Az — pr = AViw — Vi(pw) = (AVy — ViT)w = Grvgsiepw = BrwiUpit -
Wegen f;, > 0 ergibt dies
Az — plla = B lwil = Br lwil [lz]l2,
und damit folgt die Behauptung aus Satz 24.3. 0

Bemerkung. Prinzipiell ist es moglich, daf§ der Lanczos-Proze$ (30.4) vorzeitig
terminiert, weil ein r¢yq mit £ 4+ 1 < n Null wird. In diesem Fall ist

Avy, = agpvp + Bp_1vp—1 € ’Ck(A,Z(O))

und somit Kpy1(4,20) = Ki(A, 2@). Mit anderen Worten, Ky (A, 2(?) ist
ein invarianter Unterraum von A und die Eigenwerte und Eigenvektoren der
Orthogonalprojektion Ay stimmen mit Eigenwerten und Eigenvektoren von A
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Abb. 30.2: Ritzwerte inklusive Rundungsfehler

iitberein. Wegen (; = 0 kann man dies auch an Proposition 30.4 ablesen: Alle
Eigenwerte von T}, sind auch Eigenwerte von A; ist w ein Eigenvektor von Ty,
dann ist Viw der entsprechende Eigenvektor von A. Um weitere Figenwerte
von A zu bestimmen, mufl das Verfahren mit einem anderen Startvektor 7(©) ¢
Kr(A, 2) neu gestartet werden. o

Beispiel. Zwanzig Schritte des Lanczos-Verfahrens ergeben bei der Matrix A
aus Beispiel 28.5 mit exakter Arithmetik die in Abbildung 30.1 dargestellten
Ritzwerte. In jeder der 20 Zeilen dieser Abbildung sieht man die Ritzwerte
nach dem k-ten Iterationsschritt, &k = 1,...,20. In der Praxis sieht das Ergeb-
nis in der Regel nicht ganz so gut aus, denn aufgrund von Rundungsfehlern
geht die Orthogonalitit der Basisvektoren v;, 1 = 1,2, ..., recht bald verloren.
Fiir die Berechnung der Ritzwerte aus Abbildung 30.1 wurden daher die v;
reorthogonalisiert; verschiedene Strategien hierzu findet man in dem Buch von
Golub und Van Loan [34]. Ohne eine solche Reorthogonalisierung ergeben sich
die Ritzwerte aus Abbildung 30.2.

Vergleicht man die beiden Abbildungen, so erkennt man gewisse ,Spalten-
spriinge* in Abbildung 30.2: An den vier durch etwas dickere ausgefiillte Kreise
hervorgehobenen Stellen werden Ritzwerte ,,verdoppelt®, d. h. ab diesem Index
k approximieren zwei Ritzwerte denselben Eigenwert von A; man spricht von
sogenannten Geistern. Die obige Darstellungsweise bietet eine Moglichkeit, sol-
chen Geistern auf die Spur zu kommen.

Gliicklicherweise kénnen Geister in der Regel ohne grifleren Genauigkeitsver-
lust bei der weiteren Rechnung ignoriert werden. Dies wird in der Tabelle in
Abbildung 30.3 verdeutlicht, die den gréfiten Ritzwert mit der entsprechenden
Néherung der Potenzmethode bei gleichem Startvektor vergleicht. Trotz des in
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Konvergenz gegen den grofiten Eigenwert:

k | Lanczos-Verfahren Potenzmethode
1 | 0.9047943877776 0.9047943877776
2 | 0.9998925431301 0.9935201060703
3 | 1.0000804817493  0.9996682526178
4 | 1.0000806298220 1.0000548418775
51 1.0000806300188 1.0000790175509
6 | 1.0000806300189 1.0000805291921
7 | 1.0000806300189 1.0000806237142
8 | 1.0000806300189 1.0000806296246
9 | 1.0000806300189 1.0000806299942
10 | 1.0000806300189 1.0000806300173
11 | 1.0000806300189 1.0000806300189

V Eigenwerte

Approximationen nach 20 Iterationen:

10

10

10

10

-10|

Eigenwerte
7’ D/ /
e
rel. Fehler /
o-— O ’é/
4 6 8 10

Abb. 30.3: Konvergenzgeschwindigkeit und relative Genauigkeit des Lanczos-Verfahrens

diesem Fall sehr giinstigen Konvergenzfaktors ¢ = Ay /A\; &~ 0.25 der Potenzme-
thode benétigt das Lanczos-Verfahren nur etwa halb so viele Iterationen wie
die Potenzmethode, um alle signifikanten Stellen von \; zu bestimmen.

In den zwanzig Iterationen des Lanczos-Verfahrens werden neben dem grofiten
Eigenwert von A trotz der Rundungsfehler und der Geister noch knapp zehn
weitere Eigenwerte von A auf mehrere Stellen genau berechnet. Die Graphik
in Abbildung 30.3 zeigt die zehn grofiten Eigenwerte von A sowie den rela-
tiven Fehler der approximierenden Ritzwerte: Die sechs grofiten Eigenwerte
sind demnach auf rund 14 Stellen genau berechnet worden, bei den anderen
vier Naherungen sind immerhin noch drei bis neun signifikante Dezimalstellen

korrekt.

O
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Aufgaben
1. Gegeben sei die Differentialgleichung
2 (t) +d2'(t) + Ax(t) = cos(wot) v

mit wy > 0, wobei A € R™*™ symmetrisch positiv definit und v € R" ein Eigenvektor von
A zum Eigenwert A sei. Zeigen Sie, dafl die Funktion

z(t) = asin(wot — 0)v

eine Losung dieser Differentialgleichung ist, wenn a und 6 wie folgt gegeben sind:

2

w2 —
und 0 = arctan —2
wo

-1/ fiir d > 0

a = ((wg — >\)2 + de(%)

beziehungsweise

a=1/(wi—)\) und 6 = 7/2 fiir d = 0 und wy # VA .

2. Es seien A, B € K™*" hermitesch. Zeigen Sie:

(a) Alle Eigenwerte von AB sind reell.

(b) Ist A zudem positiv definit, dann ist AB diagonalisierbar.

Geben Sie hermitesche Matrizen A und B an, deren Produkt AB nicht diagonalisierbar ist.

3. Sei A eine n x n-Matrix mit paarweise disjunkten Gerschgorin-Kreisen. Zeigen Sie, dafl
jeder Gerschgorin-Kreis genau einen Eigenwert enthilt und dafl im Fall einer reellen Matrix A
unter dieser Voraussetzung alle Eigenwerte reell sind.

Hinweis: Zerlegen Sie A = D+ N in den Diagonal- und Nebendiagonalanteil und betrachten
Sie die Eigenwerte der Matrizenschar A, = D 4+ 7N, 0 <71 < 1.

4. Die Matrix S € R™*™ sei schiefhermitesch und es sei A = oI + .S mit a € R. Zeigen Sie,
daB der reelle Wertebereich Wg (A),

AT er\ (0},

r*r

Wr(A) = {g =
aus genau einem Punkt besteht.

5. Gegeben sei A € R™ ™ hermitesch. Zeigen Sie, dafy der Gradient der Funktion r(z) =
(z*Azx)/(x*x) fiir z € R™\ {0} genau dann verschwindet, wenn « ein Eigenvektor von A ist.

6. Zeigen Sie, dafi der Wertebereich der Matrix

dl a
A=
{0 dz]

eine Ellipse mit Brennpunkten d; und ds und kleiner Halbachse |a|/2 ist.

7. Sei A ein Eigenwert von A auf dem Rand des Wertebereichs W(A). Zeigen Sie, daf} jeder
zu A gehorende Eigenvektor senkrecht auf allen Eigenvektoren zu anderen Eigenwerten von
A steht.

Hinweis: Betrachten Sie W(A|span{v,w}) Mit Av = Av und einem weiteren Eigenvektor w
von A.
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8. Beweisen Sie das Minmax-Prinzip (23.8) von Courant-Fischer.

9. Zu gegebenem A, B € K™*" mit Rang B =n und A = A* sei

A B

M:[B* 0

:| c K2n><2n

(a) Zeigen Sie mit Hilfe des Minmax-Prinzips von Courant-Fischer, dafl M jeweils n positive
und negative Eigenwerte hat.

(b) Driicken Sie fiir die beiden Spezialfille A =0 und A = I die Eigenwerte und Eigenvek-
toren von M durch Singuldrwerte und Singulérvektoren von B aus.

10. Betrachten Sie die Matrix

1+ ecos(2/¢) —esin(2/e)

A= —esin(2/e) 1—ecos(2/e)|’

und bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.. Untersuchen Sie den Grenzfall
e — 0.

11. Gegeben sei A € K™*™ mit

M1
sAs =g = | M

-

0o n

und eine Approximation (A, z), ||z|2 = 1, an das Eigenpaar von A.
Beweisen Sie fiir u = Ax — Az die Abschitzung

1— A=A

m |)\1 - )\‘n S COHdQ(S) HUHQ .

Hinweis: Verwenden Sie, dai 1 = |[z||2 = ||S(J — AM)71S71ul|2 gilt, und schitzen Sie
[I[(J — AI)~!||2 mit Hilfe von Satz 2.8 nach oben ab.

12. Betrachten Sie die Potenzmethode unter den Voraussetzungen von Satz 25.1, wobei
dariiber hinaus alle Eigenwerte von A nichtnegativ seien. Ersetzen Sie in Algorithmus 25.1
die Matrix A durch die geshiftete Matrix A — pl. Fiir welche Werte 1 € R 148t sich mit
diesem Verfahren eine N&herung an den Spektralradius p(A) berechnen? Bestimmen Sie den
Wert i, fiir den die Konvergenzgeschwindigkeit maximal wird.

13. Gegeben sei die zirkulante Shiftmatriz

0 1 0

S = | emen
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(a) Uberlegen Sie sich, daff alle Eigenwerte von S im abgeschlossenen Einheitskreis liegen.
(b) Wenden Sie die Potenzmethode auf den Startvektor z(®) = e; an. Wie lautet die k-te
Iterierte?

(¢) Offensichtlich konvergiert die Potenzmethode mit diesem Startvektor nicht. Wieso steht
das nicht im Widerspruch zu Satz 25.17

14. Zeigen Sie, dafl die Q R-Zerlegung einer n x n Tridiagonalmatrix mit Givens-Rotationen
wie in Abschnitt 27.2 etwa 13n Multiplikationen, Divisionen und Quadratwurzeln erfordert.

15. Sei A eine symmetrische Tridiagonalmatrix mit diag(A) = 0.

(a) Machen Sie sich klar, daB jeder Iterationsschritt des Q R-Verfahrens ohne Shift (vgl. Ab-
schnitt 27.2) diese Eigenschaft invariant 148t, d.h. fiir alle Iterierten ist diag(Ax) = 0.

(b) Wie vereinbart sich das mit Satz 26.27

16. Seien; € R,i=1,...,n,und 3; € C,i =1,...,n—1. Zeigen Sie, da} die hermiteschen
Tridiagonalmatrizen

ar b ar |Bi]

E Qo ’ |ﬂ1| (6%}

und

ﬁnfl |ﬁn*1|

ﬁnfl Qp |ﬂn71 | Qp,

die gleichen Eigenwerte haben. Wie ergeben sich die Eigenvektoren der ersten Matrix aus
den entsprechenden Eigenvektoren der zweiten Matrix?

17. Uberlegen Sie sich, daB8 die Faktoren v, und ,, aus (29.7) und (29.8) immer gleich sind,
wenn A den Voraussetzungen von Lemma 29.2 geniigt.

18. Die symmetrische Tridiagonalmatrix A € R™*" aus (29.1) mit

n—1 k/n? —k2\1/2
aL=...=aq, = 7 und ﬂk_§(4k2—l) ,

hat die Eigenwerte 0,...,n — 1, vgl. Aufgabe VI.16. Implementieren Sie Algorithmus 29.2
und berechnen Sie damit fiir n = 100 die Niherungseigenvektoren ®), k = 1,...,n, zum
Eigenwert A = 0. Plotten Sie sowohl die Normen der x(*) als auch der Rayleigh-Quotienten
pr aus (29.12) iiber k. Vergleichen Sie die Ergebnisse fiir grofie & mit denen fiir kleine k.

19. Zeigen Sie, daB fiir hermitesche Matrizen A € K"*™ das Arnoldi-Verfahren mathema-
tisch dquivalent zum Lanczos-Verfahren ist.

20. Implementieren Sie das Lanczos-Verfahren und bestimmen Sie hiermit den Spektralra-
dius der Iterationsmatrix des symmetrischen Gauf3-Seidel-Verfahrens fiir das Modellproblem
aus Beispiel 9.7. Beachten Sie, dafl die Iterationsmatrix dieses Verfahrens nicht symmetrisch
ist.
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VI  Orthogonalpolynome

Effiziente Darstellungen bzw. Methoden zur Approximation von Funktionen
einer reellen Variablen stehen im Mittelpunkt dieses zweiten Buchteils. Am
einfachsten ist es, lediglich endlich viele Funktionswerte an gewissen Knoten
abzuspeichern. Werden Funktionswerte zwischen den Knoten benétigt, miis-
sen diese Werte interpoliert werden. Alternativ kann die Funktion durch ein
Element eines endlichdimensionalen Funktionenraums F approzimiert werden,
reprasentiert durch eine Linearkombination geeigneter Basisfunktionen.

Fiir den ersten Ansatz verweisen wir auf die Kapitel VIII und IX. In dem nun
folgenden Kapitel iiber Orthogonalpolynome wird der zweite Zugang und fiir
F der Raum [, aller Polynome mit Grad kleiner oder gleich n gewéhlt. Zur
Approximation einer Funktion f wird dasjenige Polynom p € II, bestimmt,
das beziiglich einer geeigneten Innenproduktnorm am néchsten an f liegt. Die
Berechnung dieses Polynoms erfolgt mit Hilfe orthogonaler Polynome.

Die reichhaltige (analytische) Theorie der Orthogonalpolynome wird umfas-
send in dem Standardwerk von Szeg6 [100] dargestellt. Ergidnzend sei auch auf
das Buch von Chihara [15] verwiesen.

31 Innenproduktridume, Orthogonalbasen und
Gramsche Matrizen

Der Begrift der Orthogonalitit ist aus dem K™ bereits vertraut: Zwei Vektoren
x,y € K™ heiflen zueinander orthogonal, falls

n
Ty = Zfiyi =0.
i—1

Geometrisch bedeutet dies, dafl zwischen x und y ein rechter Winkel ist. In
beliebigen Vektorrdumen werden Orthogonalitdt und Winkel mit Hilfe eines
Innenprodukts definiert.
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Definition 31.1. Eine Abbildung (-, -) : X x X — K in einem Vektorraum
X tiber K heifit Innenprodukt oder Skalarprodukt, falls

(7’) <fvg>:<gvf> furaﬂef,gEX,
(i) (f,ag+0Bh)y = a(f,g)y+B(f,h) firalle f,g,he X, a,f€K,
(t3i)  (f,f)>0 fir alle f € X \ {0}.

Zwei Elemente f,g € X sind zueinander orthogonal, falls { f,g) = 0. Wegen
(i) gilt eine dhnliche Linearitétsbedingung (i) auch fir das erste Argument,
die Koeffizienten treten hierbei jedoch komplex konjugiert auf:

(ag+Bh,f) =alg.f) + B(h.[f).

Eine Abbildung (-, -), die () und (i7) erfiillt, wird daher auch hermitesche
Bilinearform genannt. Fiir = 0 und f = ag ergibt sich aus (i7) die Gleichung
(ag,ag) = |al*(g,q), speziell fiir a = 0 folgt (0,0) = 0.

Proposition 31.2. Ist (-,-) ein Innenprodukt in einem Vektorraum X iiber
K, so gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[{g.h)]* < (g.9)(hh)  firalleg,heX,
und Gleichheit gilt genau dann, wenn g und h linear abhdingig sind.

Beweis. Zunédchst macht man sich leicht klar, daf§ die Ungleichung erfiillt ist,
wenn g und h zueinander orthogonal sind und daf} das Gleichheitszeichen gilt,
falls g und h linear abhéngig sind. Im weiteren kénnen wir uns also auf den Fall
beschrianken, dafl ¢ und h linear unabhéngig und nicht zueinander orthogonal
sind. Aus (7i7) und (i) folgt dann fir f = ag + Sh

0 < (f.f)=la*(g,9) +a@B(g,h) + aB(h,g) + IB*(h,h).

Somit ist

~2Re (@5 (g.h)) < |aP(g.9) + [BP(h.h).

und speziell fiir

@ = (gh) (b)) und B = —[(g,h)|(g,9)"

folgt

2((g,h)*(g.g)"*(h,h)* < 21(g,h)[* (g.g) (h.h)

und damit die Behauptung. ]
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In reellen Innenproduktraumen ist somit

{2.y) € [-1,1] fiir z,y # 0,

[yl

und dieser Bruch ist genau dann gleich 1, wenn 2 und y linear abhéngig sind.
In diesem Fall gibt das Vorzeichen dariiber Aufschluf3, ob z und y in die gleiche
oder in entgegengesetzte Richtungen zeigen. Der Bruch ist Null, wenn z und
y zueinander orthogonal sind. Allgemein definiert

cosf = 7<x,y>

[l Iyl

in einem reellen Innenproduktraum X den eingeschlossenen Winkel 0 = <t(x,y)
zwischen zwei von Null verschiedenen Elementen z,y € X. Sind U,V C X zwei
Unterrdume des reellen Innenproduktraums X, so wird durch

cosd = sup L
ozucy ||ull [[v]|
0£veV

der Winkel 0 = <(U, V') € [0, 7/2] zwischen den beiden Unterrdumen definiert.
Diese Definition des Winkels &8t sich auf komplexe Innenproduktriaume ver-
allgemeinern, indem das Innenprodukt durch dessen Realteil ersetzt wird. Der
Winkel zwischen zwei Unterrdumen ist grundsétzlich kleiner oder gleich /2.

Definition und Satz 31.3. Zu jedem Innenprodukt (-,-) : X x X — K
gehort die Norm || f|| = (f, f)/? in X.

Beweis. Zum Beweis sind die drei Bedingungen aus Definition 2.1 zu iiberprii-
fen. Die Definitheit entspricht Bedingung (iii) aus Definition 31.1, wéihrend
die Homogenitét aus der Linearitéitsbedingung (i7) bzw. ihrem Analogon fiir
das erste Argument folgt: Ist f € X und « € K, so gilt

laf|I* = (af,af ) = aalf. f) = laP[If]*.

Die Dreiecksungleichung fiir || f + ¢|| mit f,g € X ergibt sich schlieBlich aus
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

If+9l°> =(Ff+a f+g) =12+ {f.9)+(g.F)+ llgll
= [IfI?+2Re(f.g)+ llgl* < IIF1Z+20f1 gl + llgll?
(ILFI =+ Tlglh?- O
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Beispiele. Die folgenden Beispiele spielen in der Numerik eine wichtige Rolle:
1. X=C™" (m,neN):

Im Raum X der komplexwertigen m x n-Matrizen wird fir A = [a;;] und
B = [b;;] ein Innenprodukt durch

(A, B) = Spur(A*B) = ZZ@()U.
i=1 j=1
definiert. Wegen (( A, A)) = || A]|% ist die Frobeniusnorm die zugehorige Norm.
2. X=L2() (RCRY:

Sei X der Raum aller komplexwertigen Funktionen f : {2 — C, deren Betrag
quadratisch integrierbar ist. In X wird das folgende Innenprodukt mit der
entsprechenden Norm definiert:

(1.9)ewa = [ Tag@)de,  Wflo = ([ P a)”

Der Raum X, versehen mit diesem Innenprodukt, heiit £2(£2).
3. X =1I,:

Sind z;, ¢ = 0,...,n, paarweise verschiedene reelle und w; beliebige positive
Gewichte, dann wird durch

(f,g9) = szmg(%)

ein (diskretes) Innenprodukt im Raum I7,, aller (komplexen) Polynome vom
Grad kleiner oder gleich n definiert. o

Die £2-Norm miBt nur die ,absolute Gréfie einer Funktion, aber nicht ihre
,Glattheit”. Zu diesem Zweck fithren wir noch eine andere Norm ein:

Beispiel 31.4. Ist Z = (a,b) C R ein endliches Intervall, dann bezeichnet
H'(Z) den Raum aller komplexwertigen Funktionen F' € £?(Z) mit der fol-
genden Eigenschaft:

Es gibt ein ¢ € C und ein f € £*(Z) mit F(z) = c+/ f(t)dt. (31.1)

Eine Funktion F' € H'(Z) ist stetig in Z (sogar absolutstetig) und kann stetig
auf das abgeschlossene Intervall fortgesetzt werden. Dies liegt daran, dafl die
zugehorige Funktion f aus (31.1) zu £L*(Z) gehért, also insbesondere meBbar
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A

Y

Abb. 31.1: Hutfunktion A

ist. Somit héngt das Integral ff f(t) dt stetig von der oberen Integrationsgrenze
x ab.!

Ist f € L*Z) wie in (31.1) mit ' € H'(Z) assoziiert und g € £*(Z) in
entsprechender Weise mit G € H'(Z), dann sind

(F.Glww = [FOGWO®+ [T,
1Pl = ([ IF@Ra [1sopa)”,

das zum Raum H'(Z) gehérige Innenprodukt und die entsprechende Norm.
Die Funktion f wird schwache Ableitung von F' genannt und mit F” bezeich-
net. Fiir differenzierbare Funktionen stimmt die schwache Ableitung nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung mit der klassischen Ableitung
iiberein. Der Raum H'(Z) wird Sobolevraum genannt.

Als Beispiel einer nicht iiberall differenzierbaren H'-Funktion betrachten wir
die Hutfunktion A € H'(a,b) aus Abbildung 31.1,

(x —x0)/(x1 —0), wo < <74,
A(z) = (z —x2) /(21 — 22) 1 <x <2y,
0, sonst ,

mit a < xg < 11 < w9 < b. Man rechnet leicht anhand der Definition nach,

IMan kann zeigen, vgl. etwa Rudin [93, Satz 7.11], daB F fast iiberall differenzierbar ist und
dort F' = f gilt.
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dafl die schwache Ableitung von A durch die Funktion A\ mit

1/(xy —x9), xo<zx<27,
Az) = —1/(zg — 1), T <1 <To,
0, r <y oder x> .

gegeben ist. Die Werte \(x;), i = 0, 1,2, konnen beliebig festgelegt werden.

Man beachte, daf§ fiir die hermitesche Bilinearform

b
(F,G)Hé(a,b):/ FOG () dt, F.GeH' (ab), (31.2)

die Eigenschaft (izi) aus Definition 31.1 fiir die konstanten Funktionen (und
nur fiir diese) verletzt ist. Somit definiert diese hermitesche Bilinearform zwar
kein Innenprodukt auf H'(a,b), aber auf den beiden Teilriumen

Hj(a,b) = {F € H'(a,b) : F(a) = F(b) =0} und
Hl(a,b) = {F € H'(a,b) : / F(x)dz =0}.

In H'(a,b) induziert diese Bilinearform die Halbnorm

b 1/2
Flinian = (| 1FP (@) do)

Ist (-, ) ein Innenprodukt in X, dann spricht man wie im K™ von einer
Orthonormalbasis {¢;}7_, eines Teilraums X,, C X, falls

(i, dj) = 045, ,7=1,...,n.

Beispiel 31.5. Die Menge {1/v/2m, (sinkz)/\/7, (coskx)//m : 1 < k < n}
bildet eine Orthonormalbasis der sogenannten reellen trigonometrischen Po-
lynome vom Grad n beziiglich £*(—n, ), denn fiir j # 0 erhiilt man durch
partielle Integration

O

T 1
/ cos jr cos kx dr = — sinjxcoskx
J

—T

T k T
+ - / sin jx sin kx dx
- 9 _

™

k . i k2 [T .
= — - cosjrsinkx + — cos jx cos kx dx .
J

- j2

—T

Auf eine Seite gebracht ergibt sich also

2 ]{32 ™
J = / cosjrcoskxrdr = 0,
j _

™
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und fiir j # k liefert dies die Orthogonalitiat der Funktionen cos jz und cos kz.
Fiir den Fall j = k bricht man die obigen Umformungen nach der ersten Zeile
ab und erhélt statt dessen

/ cos® jrdr = / sin? jodr = / (1 — cos? jx) dr,

also ||(cos jz)//T|| z2(—xx) = 1. Die paarweise Orthogonalitét der Sinusfunk-
tionen und die Orthogonalitdt zwischen Sinus- und Kosinusfunktionen wird
entsprechend bewiesen. o

Hat man erst einmal eine Orthonormalbasis eines endlichdimensionalen Teil-
raums X,, C X zur Verfiigung, dann gelten folgende Resultate:

Satz 31.6. Sei {¢;}, eine Orthonormalbasis von X,, C X. Dann gilt:

(a) fir f € Xy ist f =Y (i, f) i,

i=1

(b) fir f € Xy st [If1* =D | (¢ f) P
=1

(¢) fir f /&, ist fn = Z<¢i’ f) ¢i die Bestapprozimation an f aus X,,:

i=1

If = Full < IIf —gll  firallege X\ {fu},
(d) firalle f € X ist > _[{(¢i, f)[* < |If]*.

i=1
Bemerkung. Eigenschaft (b) entspricht dem Satz von Pythagoras; (d) wird Bes-
selsche Ungleichung genannt. o

Beweis. (a) Nach Voraussetzung gilt f = Y"1 | a;¢; fiir gewisse oy € C. Also
folgt

<¢j7f> = <¢ja ai¢i> = ai<¢ja¢i> = Qj. (313)

(b) Aus (a) folgt

n n

A2 = (FF) = (D it > _aiey ) = > > i (i, ;)
i=1 7j=1 i=1 j=1
= Z|ai|2 = Z|<¢ivf>|2'
i=1 =1
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(c¢) Wir definieren o, j = 1,...,n, durch (31.3) und rechnen nach, da8
If = Z@@HQ = (f- Zdi¢iaf - Z@j¢j )
i=1 i=1 j=1

— AP = Yo 2Re (@ (£05) + D0 D Eds( 00 dy)

i=1 j=1
(31.3) - e =L
=7 |IfIP - QZRe (aja5) + Z |ail? .
j=1 i=1

Durch quadratische Ergénzung ergibt sich daher

If — Z@'@Hz = |fI* - Z o | + Z & — ay?, (31.4)
=1 i=1 i=1

und die rechte Seite von (31.4) wird genau dann minimal, wenn &; = «; fur
1=1,...,n.

(d) Fiir f € X,, ist die Behauptung nach Teil (b) richtig. Fir f € X \ X, gilt
nach (31.4) mit oy; = (@, f)

0 < If =D il = IFI° =D lasl* = IF1% =D 1(ou £) .
i=1 =1 i=1 O

Dieser Satz macht klar, warum Orthogonalitiat in der Numerik so wichtig ist:
Man hat einerseits einfache Basisdarstellungen und kann andererseits unmittel-
bar die Bestapproximation an eine vorgegebene Funktion berechnen. Sofern die
vorliegende Basis von X,, C X keine Orthonormalbasis ist, fithrt die Bestim-
mung der Bestapproximation auf die Losung eines linearen Gleichungssystems:

Definition 31.7. Sei {¢;}}_, ein beliebiges Funktionensystem von X, C X.
Dann ist

G = [<¢“¢J>]" GKan

ij=1
die sogenannte Gramsche Matriz dieses Funktionensystems.

Proposition 31.8. FEine Gramsche Matrix ist hermitesch und positiv semide-
finit. Sie ist genau dann positiv definit, wenn das zugehorige Funktionensystem,
linear unabhdngig ist.

Beweis. Sei {¢;}?_, ein Funktionensystem und G die zugehorige Gramsche
Matrix. Aus den definierenden Eigenschaften eines Innenprodukts folgt un-
mittelbar, dal G hermitesch ist. Fiir einen Vektor z = [zy,...,z,]T € K" gilt
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ferner

Ty (1,20, 2i05 )
»*Gr = [Ty,...,T,|G |+ | = [T1,..., Ty :

In < ¢H7ijj¢j >

= (men Yoae) = | o wal

Offensichtlich ist also *Gx > 0 fiir alle x € K™ und Gleichheit gilt genau fiir
das Nullelement > | x;¢; = 0. Falls {¢;}I; ein linear unabhéngiges Funktio-
nensystem ist, so folgt aus letzterem x; = 0 fiir alle i = 1, ..., n. Ist umgekehrt
x*Gr > 0 fiir alle  # 0, dann ist die Menge {¢;} linear unabhéngig. 0

Bemerkung 31.9. Allgemeiner gilt
Gy = ( Exi(bi, Zyjqu) firr alle z,y € K". (31.5)
i=1 j=1

Sind also f und g durch ihre Entwicklungskoeffizenten {x;} bzw. {y;} beziiglich
einer geeigneten Basis {¢;}"; im Rechner dargestellt, dann kann das Innen-
produkt ( f, g ) iiber die Gramsche Matrix mittels (31.5) ausgerechnet werden.

%
Wir bestimmen nun die Bestapproximation aus X,, C X an eine Funktion
feX.

Satz 31.10. Ist f € X, {¢;}, eine Basis von X,, C X und G = [(d)i,g&j >]ij

die zugehorige Gramsche Matriz. Dann ist f, = Y " | x;¢; genau dann die
Bestapproximation an f aus X,,, wenn

€ <¢17.f>
Gr=1» fir z=1:| und b= :

- (6n, )

Beweis. Unter Verwendung der angegebenen Vektoren z und b ergibt sich

1 - 1 - 1 <
B ||f—zxi¢i||2 B 1A%~ Re<zxi¢iaf> T3 HZHMZ%HQ
i=1 i=1 i=1

1 1
=3 1£]1* — Rez*b + §$*Gx.

Nach Bemerkung 9.6 nimmt dieses Funktional sein Minimum fiir z = G~1b an.
(Der Wert von || f|| beeinfluBt nicht die Minimalstelle sondern nur den Wert
des Minimums.) 0
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32 Tschebyscheff-Polynome

Die Tschebyscheff-Polynome sind gegeben durch
T, (z) = cos(narccos z) , —-1<z<1. (32.1)

Fiir n = 0 und n = 1 ergibt dies
To(z) =1, Ti(z) =z,

also Polynome vom Grad 0 bzw. 1. Fiir beliebiges n € N ist T}, jedoch nicht
unmittelbar als Polynom identifizierbar. Um die Zugehorigkeit zum Raum der
Polynome zu erkennen, verwendet man trigonometrische Identitdten und die
Substitution ¢ = arccosx und erhélt

To1(z) 4+ Thyi(z) = cos((n — 1)t) + cos((n + 1)t)
= cos nt cost — sin nt sin(—t) + cos nt cost — sin nt sint
= 2cos(arccosz) cos(narccosz) = 2xT,(x).
Folglich gilt die Rekursion
Toi1(x) = 22T, (x) — T, 1(x), n=1,2,..., (32.2)
To(x) =1, Ti(x) = z,

und somit ist 7}, ein Polynom vom Grad n, das als solches fiir alle x € R bzw.
x € C wohldefiniert ist. Zudem ist 7}, ein gerades Polynom, falls n gerade ist,
und ein ungerades Polynom, falls n ungerade ist.

Wie wir nun sehen werden, bilden die Polynome {7 }, beziiglich eines spe-
ziell gewichteten reellen £2-Innenprodukts eine Orthogonalbasis des Polynom-
raums [I7,,.

Satz 32.1. Es gilt

1 1 07 27&]7
(T;,T;) = /1ﬂ($)Tj($)ﬁdI— T, i=j=0,
7/2, i=j+0.

Beweis. Nach (32.1) ist
1
1
(T;,T;) = / cos(i arccos x) cos(j arccos ) = dx ,
—1 — T
und mit der Substitution
xr=cost, dr=—sintdt=—v1—a2dt, 0<t<m,
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ergibt sich aus der Symmetrie der Kosinusfunktionen und aus Beispiel 31.5

s 1 T
T, T;) = cos it cos jtdt = = cos it cos jtdt
! 2
0

—T

0, i#7,
= T, i=75=0,
/2, i=j#0.
Damit ist die Behauptung bewiesen. 0

Aus (32.1) folgt unmittelbar die Abschétzung

|Th(x)| <1, -1<x<1, (32.3)
und aus der Rekursion (32.2) errechnet sich der Hochstkoeffizient:

To(z) = 2" '™+ ... (32.4)

Zudem iiberpriift man leicht, daf alle n Nullstellen von 7;, im Intervall (—1,1)
liegen, vgl. Abbildung 33.1 und Aufgabe 6 (c).

Die Tschebyscheff-Polynome haben eine Reihe extremaler Eigenschaften, die
sie fiir viele Approximationsprobleme in der Numerik interessant machen. Eine
dieser Eigenschaften soll im folgenden exemplarisch vorgefiihrt werden.

Satz 32.2. Sei & /d—1,1] : Unter allen Polynomen p, vom Grad n mit
(&) = 1 minimiert p, = T, /T,(§) die Mazimumnorm ||py|| -1, tber [—1,1].

Beweis. Wir nehmen an, daf ein Polynom p,, € II,, mit p,(§) = 1 existiert,
welches eine kleinere Maximumnorm ||py,||(—1,1) hat als ¢, = T,,/T,,(§). Da t,
nach (32.1) an n + 1 aufeinanderfolgenden Stellen z = cos(kn/n) € [—1,1],
k=0,...,n, die Extremalwerte +1/7,,(£) alternierend annimmt, wihrend p,
aufgrund der getroffenen Annahme an all diesen Stellen betragsmifig kleiner
ist, hat ¢, — p, mindestens n Vorzeichenwechsel, also n Nullstellen (vgl. Ab-
bildung 32.1).

Wegen der Normierung hat ¢,, — p,, dariiber hinaus noch eine weitere Nullstelle
im Punkt £. Da t, — p, ein Polynom mit Grad kleiner gleich n ist, miissen
t,, und p, folglich identisch sein. Dies steht im Widerspuch zu der Annahme,
dafl die Maximumnorm von p,, kleiner als die von ¢, ist. Damit ist der Satz
bewiesen. 0

Bemerkung. Satz 32.2 1483t sich auch folgendermaflen interpretieren: Unter al-
len Polynomen p, vom Grad n mit ||p,||(-1, < 1 wiéchst T,, auBerhalb des
Intervalls [—1, 1] am schnellsten. Dies folgt fiir jedes beliebige ¢ / €1, 1] durch
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'
71 N\ P N ;18
{ . ‘

T/ Tn(€)

Abb. 32.1: Skizze zum Beweis von Satz 32.2.

Vergleich von T,,/T,(§) und p,,/p,(§) mit Hilfe von Satz 32.2: Aus ihm folgt
nadmlich

@1 2 155l 2 lags o = mey
Pa()] — "pa(§) M T T T (8]
und somit die gewiinschte Behauptung. O

Die Orthogonalitét der Tschebyscheff-Polynome und ihre Beschrinkung durch
Eins im Interval [—1, 1] machen sie zu einer giinstigen Basis aller Polynome,
besser etwa als die herkémmliche Basis der Monome z*, k = 0, ..., n. Beachtet
man, daf die orthonormierten Tschebyscheff-Polynome nach Satz 32.1 durch

ug(z) = 1//7, up(x) = /2/m T,,(z), neN, (32.5)
gegeben sind, so kann jedes Polynom p, € II, nach Satz 31.6 unmittelbar in
der Form

n

pu() = 3 (wipoyuilw) = 3 ailTi(w) (32.6)

=0

geschrieben werden, wobei

/1 ()1 1 4
ay = n(¥)———= ax,
0 71]) P g

! 2 1
o = w(x)— Ti(2)—=dz, i1=1,2,...
/_1p<>ﬂ 0=
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Initialisierung: p,, € II, sei durch die Tschebyscheff-Entwicklung (32.6) gegeben
y =2z
Bn = an
ﬁn—l =ap-1+ yﬁn
fori=n—2,n—3,...,1do
Bi = o + yBi+1 — Bitz
end for

Ergebnis: pn(x) = ag + 201 — Pa.

Algorithmus 32.1: Clenshaw-Algorithmus

Diese Entwicklung hat den Vorteil, daf alle Entwicklungskoeffizienten gleich-
méfig beschrankt sind:

1 T
1 1 1
gl = () ———=dx| = — n(cost)dt] < nll =111,
| |/1P()7T 1.2 ‘ W‘/op( ) ’ 1Pall -1

1

|| = |/ (T cos zarccosx)idﬂ
1 —a?

= ‘/ pn(cost) cos ztdt‘ \an[ 11] 5 1<i<n.

Die Tschebyscheff-Entwicklung (32.6) 148t sich zudem sehr effizient mit Hilfe
der Rekursionsformel (32.2) auswerten:

n—1
= o () + o T,(x
ZZ; (x) (x)

=:0n
(32.2) =
= Z aiﬂ(l‘) + (an 2 ﬁn) n— 2( ) + (Oln,1 + 27; ﬁn)Tnfl(x)

— ﬁ,—/_.ﬁ
n—4

32.2

PZINT 0, Ti(@) + (s — Buet)Ta(@) + (s + 22 Bt — B)Taoz(a)
i=0 ::Ei;-2

= ... = (Oéo—ﬁg)To(.T)—FﬁlTl(l') = 511'4‘040—52.

Dies ergibt den sogenannten Clenshaw-Algorithmus (Algorithmus 32.1) zur
Auswertung von p, ().

Aufwand. Der Clenshaw-Algorithmus ist mit n+ 1 Multiplikationen billiger als
die Berechnung der einzelnen Funktionswerte 7),(x) iiber ihre Rekursionsformel
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und anschlieBende Summierung der Reihe (32.6). Algorithmus 32.1 ist zudem
stabiler. o

33 Allgemeine Orthogonalpolynome

Eine Gewichtsfunktion w iiber einem Intervall Z C R ist eine positive und
integrierbare Funktion iiber Z. Zu einer gegebenen Gewichtsfunktion kann das
reelle Innenprodukt

(pq) = / p()q(@)w(z) d (33.1)

und die zugehorige gewichtete £2-Norm

ol = ( / p(2) () d ) (33.2)

iiber dem Raum £2(Z) der reellwertigen quadratisch integrierbaren Funktionen
definiert werden. Mit IT,, C £*(Z) wird weiterhin der Teilraum aller reellen
Polynome vom Grad kleiner oder gleich n bezeichnet.

Satz 33.1. Zu jeder Gewichtsfunktion w und zugehdrigem Innenprodukt (33.1)
existiert eine eindeutig bestimmte Folge {u,}°, mit

up(z) = "+ ... €11, Y >0,

und (Up, Uy, ) = Opp. Insbesondere ist

Uy = Y = (/w(x)dw)l/Z.
z
Setzt man u_y1 = 0, so gilt fiirn > 0 die dreistufige Rekursionsformel

ﬁn+1un+1(x) - I‘Un(l‘) - OénJrlun(x) - ﬁnunfl(x) ) (333)

wobet a1 = (Up, Uy ) und Bpi1r = Yo/ Vo1 ist. Fir By sei der Wert Null
vereinbart.

Beweis. Die Darstellung von uqg ist offensichtlich. Fiir die hoheren Polynomgra-
de gehen wir induktiv vor und nehmen an, {u;}7_, sei eine Orthonormalbasis
von I1,, mit den gewiinschten Eigenschaften. Dann definieren wir

Pt (2) = 2Up(2) — Qpg1tn(2) — Buttn_1(2) = Y™+ ... € I, (33.4)
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und miissen zunéchst zeigen, dafl r, 1 orthogonal zu I, ist; wir weisen dies

fiir jede Basisfunktion ug, K =0,...,n, nach. Fiir k=0,...,n — 2 ist
(U, ) = (Un, Tn ) — Qgr (g, Un ) =B (Uk, Un—1)
=0 =0

= /uk(x)xun(x)w(x) dr = (zug,u,),
T
und da aufgrund der Einschriankung an k das Polynom xuy(z) zu 1, gehort,
verschwindet auch das letzte Innenprodukt.

Es verbleibt somit noch der Nachweis der Orthogonalitéit von 7,1 zu u, und
Un_1, letzteres allerdings nur fiir n > 1. In diesem letzteren Fall ergibt sich
zunachst wie zuvor

<un—17 Tn+1 > - <un—17 TUp > — Opyq <un—1> Up, > _ﬂn <un—1? Up—1 >

_ /I i1 () (2)0(2) d; 0— 3, B

Nach (33.3) ist xu,—1 = Bnty + ¢u—1 mit einem Polynom ¢,y € I1,—; und es
folgt

<un—17’rn+1> = Bn<un7un> + <Qn—1vun> _/Bn = 0.
=1 =0

Fiir u,, ergibt sich schliellich wegen der Definition von «;,;

<un77nn+1> - <un7xun> — Oy <un>un> _/Bn <un>un—1> = Opy1 — Opy1 = 0.
—_——— ——— —_————

=Qn41 =1 =0

Somit steht r,.1 € I, 1 senkrecht auf I1,. Da der Hochstkoeffizient ~, von
Tni1 DOsitiv ist, konnen wir u,y1 = rog1/||7ns1llw € IThy1 setzen und auf
diese Weise die Menge {uy}}_, zu einer Orthonormalbasis von I1,,;; erginzen.
Bekanntlich ist diese Ergénzung bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt.
Nach (33.4) hat u,+1 den exakten Polynomgrad n + 1 mit Hochstkoeffizienten

Tn+1 = Vn/ Hrn+1||w > 0.
Damit ist u,1 eindeutig festgelegt und wegen

Tn
n+1 = HT7L+1kun+1 = —Up41 = B1L+1un+1
Tn+1

folgt aus (33.4) die gewiinschte Rekursion (33.3). 0
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Bemerkung. Es sei darauf hingewiesen, dafl sich die Beweise der Sédtze 33.1
und 30.2 sehr &hneln. Dies ist kein Zufall, denn es gibt einen engen Bezug zwi-
schen dem Lanczos-Prozef und Orthogonalpolynomen; wir werden auf diesen
Zusammenhang in Abschnitt 35.1 genauer eingehen. O

Beispiel. Aus (32.4) und (32.5) errechnen sich die Hochstkoeffizienten der or-
thonormierten Tschebyscheff-Polynome wu,, zu

Y =1/V7, Yo =2"/V2r, neN. (33.5)

Damit ergeben sich aus Satz 33.1 die folgenden Koeffizienten fiir die Rekursi-
onsformel der orthonormierten Tschebyscheff-Polynome :

Bi=1/vV2,  B.=1/2, n>2. (33.6)

Da die Polynome zu?(x) fiir alle n € N ungerade Funktionen sind, ist o, = 0
fiir alle n € N. O

Fiir viele Anwendungen ist die Gewichtsfunktion w = 1 {iber einem beschrénk-
ten Intervall von besonderem Interesse, da die zugehérige Norm mit der £2-
Norm iibereinstimmt. Fiir Z = (—1, 1) fithrt dies auf die Legendre-Polynome.

Beispiel 33.2 (Legendre-Polynome). Die Legendre-Polynome P, € II,
sind durch

P.(z) = L@ (2 —1)" (33.7)

—onp! dan

definiert. Thre Orthogonalitéit iiber (—1,1) beziiglich der Gewichtsfunktion
w = 1 wird folgendermaflen bewiesen: Fiir n > m ist

1 n m

2"n! 2" m! ( P,, P,) = /1 j? (2% —1)" jx—m (2* — 1) dx
dn—l 2 n d" 2 m !

~ dan? (== 1) dam (=" —1) -1

1 dnfl ) m+1 )

Da (2? —1)™ jeweils n-fache Nullstellen in +1 besitzt, verschwinden die beiden
Randterme und es folgt

1 dn—l dm+1

2l 2"l (P, Py} = —
w2l (PP = - [ S
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Durch wiederholte partielle Integration ergibt sich schliefilich in derselben Wei-
se
1 Jm+n

2"l 2" m! ( Py, P ) = (—1)" 21
w2l (PP} = (1" [ @1y o

(2 = 1)™dx .

Fiir n > m ist der Integrand dieses letzten Integrals identisch Null, da (z*—1)™

ein Polynom vom Grad 2m ist und dieses Polynom m +n > 2m mal abgeleitet

wird. Daher sind die Polynome P, aus (33.7) paarweise orthogonal zueinander.

Fiir m = n ist die 2n-te Ableitung von (z? — 1)" = 2*" + ... die konstante

Funktion mit Wert (2n)! und durch n-malige partielle Integration erhélt man
1 22n+1

2"l 2"l (P,, P,) = (—1)"(211)!/1(35— D"z +1)"de = (71!)22717+1 :

Folglich ist ( P,,, P, ) =2/(2n+ 1), n € Ny, und

2n+ 1,12 2n+ 1,172 (2n)!
n Pn = "
ist das entsprechende orthonormierte Legendre-Polynom mit Hochstkoeffizient
2n+ 1,12 (2n)!
= ) 33.8
= ) s (33.8)

Fiir die Koeffizienten 3, der Rekursionsformel (33.3) aus Satz 33.1 ergibt sich
dann

ﬁ B Yn—1 B 2"(71!)2 2 )1/2(271— 1)1/2 (QTL—Q)!
" Tn (2n)! “2n+1 2 20-1((n — 1)!)2
2n— 1,172 2n? n
Sy onen—1)  (Anz—1)72° "

Wegen (33.7) ist P, fiir gerade n ein gerades Polynom und fiir ungerade n ein
ungerades Polynom; also ist wie bei den Tschebyscheff-Polynomen «,, immer
gleich Null. Damit lautet die Rekursionsformel
n+1 n
Upt1(z) = zuy(z) —
(4(n+1)2 —1)""? (

4n? —1)1/2
fiir n € Ny mit u_; = 0 und uozl/ﬂ. o

up—1(z) (33.9)

Fiir einen Vergleich der Legendre-Polynome mit den Tschebyscheff-Polynomen
sei auf Abbildung 33.1 verwiesen.

In der Theorie allgemeiner Orthogonalpolynome, insbesondere bei der Unter-
suchung ihrer Nullstellen (vgl. den nachfolgenden Abschnitt), spielen noch zwei
weitere Funktionenfolgen eine wichtige Rolle.
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Tschebyscheff-Polynome Legendre-Polynome

Abb. 33.1: Orthonormalpolynome vom Grad 20 (gepunktet: Grad 19).

Definition 33.3. Seien w eine Gewichtsfunktion und {u, }> ; die zugehorigen
Orthonormalpolynome aus Satz 33.1. Dann ist

Ko (&, 2) = Zm(é)m(z)

fiir festes £ € R und n € Ny ein Polynom in z vom Grad n, das sogenannte
Kernpolynom zu dem Innenprodukt (33.1). Die zugehdorige rationale Funktion

Ap(z) = m = <§\Uz‘($)|2>_l> n=>1l,

heifit Christoffel-Funktion. Wegen K, _1(z,x) > |ug(z)[* > 0 ist A, wohldefi-

niert.

Falls & nicht zu Z gehort, bilden die Kernpolynome ebenfalls ein orthogona-
les System, und zwar zu der Gewichtsfunktion w(z) = |z — {Jw(z) iber Z.
Dies wird im néchsten Abschnitt bewiesen (vgl. Satz 34.4). Die Kernpolynome
haben dariiber hinaus eine Extremaleigenschaft beziiglich der gewichteten £2-
Norm (33.2), ganz dhnlich zu dem Resultat aus Satz 32.2 fiir die Tschebyscheff-
Polynome in der Maximumnorm.

Satz 33.4. Sei & € R. Das Minimum von ||p,|w unter allen Polynomen p,,
vom Grad n mit p,(§) = 1 hat den Wert A:L/fl(f) und dieser wird nur fir
P = Kn(&, )/ Kn(&,8) angenommen.



34 Nullstellen von Orthogonalpolynomen 293

Beweis. Sei p, € II,, mit p,(§) = 1. Nach Satz 31.6 ist

n

n
o= S {wpa)us,  IpallZ = 3 wspa) 2,
i=0

=0
und aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung im R"*! ergibt sich

n

1= 2200 = (D (wm)u(©)’

(0 ep) ) (2 I0) = 5149

7=

IN

Dabei gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn ein ¢ € R existiert mit
(Ui, pn ) = cui(§),i=0,...,n. In diesem Fall ist also

Palz) = Czui(@ui(x) = cKo(&x)

und wegen p,(£) = 1 ergibt sich ¢ = K[ !(&,€). Folglich ist ||p,[|% > An41(E)
und diese Schranke wird nur fiir p, = K, (&, - )/K, (£, §) angenommen. 0

Bemerkung. Satz 33.4 und sein Beweis bleiben auch fiir komplexe Polynome
giiltig, allerdings muf u;(&) in der Definition des Kernpolynoms komplex adjun-
giert werden. Hierauf werden wir spater in den Anwendungen aus Abschnitt 35
zuriick kommen. o

34 Nullstellen von Orthogonalpolynomen

Die Nullstellen der Orthogonalpolynome {u,} beziiglich einer Gewichtsfunk-
tion w iiber Z haben einige wichtige Eigenschaften: Sie sind allesamt reell,
liegen im Innern von Z und die Nullstellen aufeinanderfolgender Orthogonal-
polynome trennen sich gegenseitig. Dies wollen wir im folgenden beweisen.

Satz 34.1. Die Nullstellen der Orthogonalpolynome {u,} sind alle einfach
und liegen tm Innern von I.

Beweis. Wir nehmen an, die Aussage sei falsch. Hat wu,, etwa eine Nullstelle z
auf dem Rand von 7 oder in R\ Z, dann ist

po-1(z) =
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ein Polynom vom Grad n — 1 und demnach ist
2
0= (pp_1,up) = /Iznf(wzw(x)dx
Da jedoch w(z)/(z — z) in Z keinen Vorzeichenwechsel hat und u? () nichtne-
gativ und nicht identisch Null ist, ergibt dies einen Widerspruch.

Ist hingegen z € 7 eine mehrfache Nullstelle von wu, oder liegt z / &, dann
wenden wir das entsprechende Argument auf
r—2)(r—2) |z — =22

pn—Q(x) - (

an. Dazu beachte man, dafl nach Satz 33.1 w,, ein reelles Polynom ist, also mit
z / & auch Z eine Nullstelle von wu, ist; folglich ist p, s ein reelles Polynom
vom Grad n — 2. ]

Bevor weitere Eigenschaften dieser Nullstellen hergeleitet werden, wenden wir
uns noch einmal den Kernpolynomen zu.

Lemma 34.2 (Christoffel-Darboux-Identitéit). Sind £,z € R mit £ # x,

so gilt

(x)un(g) — un(x)un+l(§)
r—E& '

Hierbei hat 3,11 = Yn/Yns1 > 0 die gleiche Bedeutung wie in der Rekursions-
formel (33.3).

Ko(€,2) = Bopy (34.1)

Beweis. Eine Anwendung der dreistufigen Rekursionsformel (33.3) auf w,1(2)
und u,41(&) ergibt

Br+1 (Un—l—l(m)un(g) — Un (T)Un 11 (5))
= uu(§) (xun(x) — QU () — ﬁnun—1<x))
— Un () (fun(g) — Qn1Un(§) — ﬁnunfl(g))
= (z = Qun(z)un(§) + ﬂn(un(x)un—l(f) - un—l(x)un(g)) .

Der zweite Summand kann in der gleichen Weise ersetzt werden und somit
ergibt sich nach n entsprechenden Rekursionsschritten

BnJrl (un+1($)un(€) — Unp (x)unJrl (6))

= Z(QU — Qui(x)ui(§) + Bo (Uo(x) u-1(§) —u-1(x) Uo(@)

=0 =0 =0

= (z =K 2). 0
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Korollar 34.3. Fiir alle x € R st

Ko(2,7) = B (41 (2)ttn () = tnia (@), (7)) (34.2)

Beweis. Zum Beweis ersetzen wir in (34.1) den Zahler durch

U1 (2)n (§) — un(T)up41(§)
= (un—&-l(x) - un-&-l(g))un(g) — Un41(§) (un(fv) - un(g))

und fithren anschliefend den Grenziibergang ¢ — x durch. 0

Nun koénnen wir die bereits angesprochene Orthogonalitit der Kernpolynome
beweisen:

Satz 34.4. Sei { € R\ Z. Dann sind die Kernpolynome K,(&, -), n € Ny,
paarweise orthogonal beziglich |x — &|w(x), d. h.

/Z Kol€2)Kn(6,2) [2 — (@) de = 0, n#m.

Beweis. Sei n > m. Da K,,(&, -) nach Definition 33.3 ein Polynom vom Grad
m < n ist, folgt aus der Identitdt (34.1) von Christoffel-Darboux, daf

/I Ko(€,2) Ko (€, 2)|2 — Elu(x) da
. / (1 ()1 (€) — ()t 42(€)) Fo (€, 2)0(x) it

= et () (i1, Knl€ +)) = ti1(€) {m K€ )

v~

=0 =0

= 0.

Dabei hingt das Vorzeichen davon ab, ob & rechts oder links des Intervalls 7
liegt. O

Nun zuriick zu den Nullstellen von u,, und der sogenannten Trennungseigen-
schaft:

Satz 34.5. Zwischen je zwei Nullstellen von u,,1 befindet sich genau eine
Nullstelle von u,,.

Beweis. Da (3,41 und K, (z,x) positiv sind (vgl. Definition 33.3), folgt aus
(34.2), daB

oy (2)un(z) > g (2)u), () fiir alle x € R.
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Insbesondere gilt dies fiir alle n+1 Nullstellen von u,, 1, die nach Satz 34.1 reell
und einfach sind. An einer solchen Nullstelle ist also u, , (x)u,(z) positiv, und
da wu;,,, das Vorzeichen zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von
Upy1 genau einmal wechselt, hat somit auch w,, mindestens einen Vorzeichen-
wechsel (also eine Nullstelle) zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen
von 1. Auf diese Weise finden sich alle n Nullstellen von ,,. 0

Zur Hlustration dieses Resultats sei noch einmal auf Abbildung 33.1 verwiesen.

Sind die Rekursionskoeffizienten der dreistufigen Rekursionsformel (33.3) ge-
geben, so lassen sich die Nullstellen der Orthogonalpolynome am stabilsten
iiber die sogenannten Jacobi-Matrizen

aq /31 0

g, = | e R (34.3)
Bn—l
0 ﬁnfl Qp

berechnen, denn die Figenwerte von J, sind gerade die Nullstellen des n-ten
Orthogonalpolynoms wu,,:

Satz 34.6. Die Nullstellen von u,, sttimmen mit den Eigenwerten von J,, tiber-

ein. Ist X ein Eigenwert von J, und w = |[wy, ... ,w,|T ein zugehériger Eigen-

vektor mit |[w|e = 1 und wy > 0, dann ist wy = yup_1(N), k= 1,...,n, mit
1/2

v = A (A).

Beweis. Wir wéhlen eine Nullstelle A von w,, und setzen wy = yug_1(A) an,

k = 1,...,n, mit einer beliebigen Konstanten v /= 0. Dann folgt aus der
Rekursionsformel (33.3), dafl die k + 1-te Komponente, k = 1,...,n — 2, von
Jpw durch

(Jow)ip1 = Brwy + Qpp1Wii1 + Brp1Wiao
= Y(Brur-1(A) + apprur(N) + Berrusi(A))
= ’)//\Uk<)\> = )\wk+1

gegeben ist. Die gleiche Umformung bleibt aber auch fiir die erste (k = 0)
und letzte (k = n — 1) Komponente von J,w richtig, wenn man formal wy =
u_1(A\) = 0 und w,1 = u,(\) = 0 setzt. Folglich ist A ein Eigenwert von .J,
und w = [wy,...,w,|’ ein zugehoriger Eigenvektor. Insbesondere ist w; > 0.
Fiir den normierten Eigenvektor gilt

n—1
1= Jlwll3 = ¥*> ui () = 7*/4.(N)
k=0
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und somit ist v = AY 2()\). Da u,, n paarweise verschiedene Nullstellen besitzt,
ergeben sich auf diese Weise alle Eigenwerte von J,. 0

Beispiel 34.7. Nach (33.6) ist

- O 1/\/§ -

1/v2 0 1/2

Jn = /2 0 - e " (34.4)
1/2

1/2 0

die Jacobi-Matrix der orthonormierten Tschebyscheff-Polynome. Die Eigen-
werte von J,, sind die Nullstellen von T},, d. h.

2k — 1
A = cosby, szu, k=1,...,n,
2n
vgl. Aufgabe 6. O
35 Anwendungen in der numerischen linearen Algebra

Die Resultate der vorangegangenen Abschnitte treffen auch auf diskrete In-
nenprodukte der Form

(pq) = D_wip()a(h),  wi>0, (35.1)

zu, wobei N = oo oder N < oo sein kann. Lediglich im endlichen Fall (N < o0)
muf} bei den Orthonormalpolynomen wu,, die Einschréankung n < N vorgenom-
men werden. In diesem Fall liefert die rechte Seite der Rekursionsformel (33.4)
fir n = N — 1 gerade das Polynom

() = v H(»T - i),

vgl. Aufgabe 15. Im Hinblick auf (33.3) setzen wir in diesem Fall Sy = 1 und
uyNy = TnN-.
Von den Ergebnissen aus Abschnitt 34 muf} lediglich Satz 34.1 fiir diskrete

Innenprodukte abgewandelt werden: Die Nullstellen der entsprechenden Or-
thonormalpolynome sind einfach und liegen in dem Intervall

T = conv{)\; : 1 <i< N}, (35.2)



298 VI Orthogonalpolynome

€ Tk

A .. A\ e .. Ay

Abb. 35.1: Die Parabel (A — z;)(A — z)

wobei conv(M) die konvexe Hiille der Menge M bezeichnet. Alle anderen
Resultate bleiben unverédndert giiltig. Insbesondere trennen sich die Nullstel-
len zweier aufeinanderfolgender Orthogonalpolynome und die Kernpolynome
K& +), 0 <k < N, sind fir £ € R\ Z ihrerseits Orthogonalpolynome be-
ziiglich des diskreten Innenprodukts

(p.q >/ = Z wil i = &p(Ai)g(Ni) - (35.3)

Gegeniiber dem in Abschnitt 34 behandelten Fall 148t sich fiir Innenprodukte
der Form (35.1) die Lage der Nullstellen von u,, wie folgt prizisieren:

Satz 35.1. Sind {u;}Y, die Orthonormalpolynome fiir das Innenprodukt (35.1)
undn < N, dann hat u,, zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Knoten \; und
A, hochstens eine Nullstelle.

Beweis. Seien \; < \; zwei aufeinanderfolgende Knoten von (35.1) und es sei
Up(2;) = up(zg) = 0 mit \; < 2; <z, < A\. Dann ist
r —x;)(r — xp)

pn—Q(x> - (

ein Polynom vom Grad n — 2, und an allen Knoten \; von (35.1) gilt

uz (Ai)

(A = 25) (X — )
da die Parabel (A — z;)(\ — xy) nur im Intervall (z;, z;) negativ ist (vgl. Ab-
bildung 35.1). Dies ergibt jedoch einen Widerspruch, denn somit ist

>0, 1<i<N,
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B B N uz ()
0= (pno2tn) = Zwi (A — xj) (N — ) =0

i=1
und Gleichheit kann in der letzten Ungleichung nur dann auftreten, wenn u,, an
allen N Knoten verschwindet; dies ist jedoch wegen des Polynomgrads n < N
von u,, nicht moglich. 0

Ist N < o0, so hat uy_; also zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Knoten
A; aus (35.1) genau eine Nullstelle. Aufgrund der Festlegung uy = yy_jw hat
uy genau die Knoten \; als Nullstellen.

Wir illustrieren nun die Bedeutung der in diesem Kapitel entwickelten Theorie
fiir die Numerische Mathematik anhand dreier Beispiele aus der numerischen
linearen Algebra. Die vielleicht wichtigste Anwendung, die Gaufl-Quadratur,
folgt am Ende des néchsten Kapitels.

35.1 Das Lanczos-Verfahren

Sei A = A* € KMV, Bei dem Lanczos-Prozef aus Abschnitt 30 wird — ausge-
hend von einem Startvektor z € K™ — durch

Tit1 = (A - aiI)Ui - ﬁi—ﬂi—l , Vi1 = Tz'+1/ ||7“i+1H:>7

(35.4)
v = z/]z||2, vo =0,
1=1,...,n—1, mit
o =vfAv;  und B = i
zunéchst eine Orthonormalbasis {vy, ..., v,} des n-ten Krylovraums
K.(A,z) = span{z, Az,... A" 2} (35.5)
erzeugt.

Jedes Element v € K, (A, z) 1aBt sich mit geeigneten Koeffizienten m; € K,
1=0,...,n—1, entwickeln in

n—1 n—1
v = Z mAlz = (Z Al ) z. (35.6)
i=0 i=0

Wir fithren nun das Polynom

p(A) = imx (35.7)
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vom Grad n — 1 ein und schreiben p(A) fiir die N x N-Matrix, die sich ergibt,
wenn anstelle von A in (35.7) jeweils A eingesetzt wird; damit fihrt (35.6) auf
die Darstellung

v=p(A)z.

Solange die Entwicklung (35.6) eindeutig ist, also solange dim K, (A, z2) = n
gilt, wird auf diese Weise jedem Element v € K,,(A, z) in eindeutiger Weise ein
Polynom p vom Grad n—1 zugeordnet und umgekehrt. Unter dieser Bedingung
definiert

(p.a) = (p(A)2) (a(A)z) (35.8)
ein Innenprodukt in 17,1, denn dann ist
(p.p) = (p(A)2)" (p(A)2) = lIp(A)2II3 (35.9)

fir jedes p € IT,,_1 \ {0} positiv.

Im weiteren wird der Einfachheit halber angenommen, dafi alle Eigenwerte
A1 > Ay > ... > Ay von A paarweise verschieden sind und zq,...,xy die
zugehorigen orthonormierten Eigenvektoren von A bezeichnen. Dann kann der
Startvektor in diese Basis entwickelt werden,

z = Z &x; fiir gewisse §; € R,

und aus (35.8) folgt
(P, :( Zfz z) ( (A)Z;@%):(
ZN: Aj) &gyl = EN: ’fi‘Qp()\

Mit anderen Worten: Das Innenprodukt (35.8) ist ein diskretes Innenprodukt
der Form (35.1), die Eigenwerte von A sind die Knoten \; und die Gewichte
= |&/|* sind die Eigenanteile des Startvektors.

Die Vektoren v;, i = 1,...,n, aus (35.4) kénnen iiber (35.6), (35.7) mit Poly-
nomen u;_; vom Grad ¢ — 1 identifiziert werden. Aus der Orthonormalitit der
v; folgt dann

-
Mz

)

(A £jl’])

J=1

(uiuj) = (ui(A)2) (u;(A)z) = vf, v = by, i,j=0,...,n—1,
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d.h. die Polynome {u;}?-4 sind gerade die Orthonormalpolynome fiir das dis-
krete Innenprodukt (35.8). Eingesetzt in (35.4) ergibt sich unmittelbar die
Rekursion

ﬁzul(A)z = (A — ozi[)ui,l(A)z — ﬁi,lui,g(A)z,
d. h. die dreistufige Rekursionsformel dieser Orthonormalpolynome lautet
ﬁlul(x) = xui_l(az) - aiui_l(x) - ﬁi_lui_g(yc) . (3510)
Insbesondere sind die wu; reellwertige Polynome, denn die Koeffizienten aus

(35.10) sind reelle Zahlen. Aus (35.10) folgt schlieBlich, da8 die Tridiagonal-

matrix

&3] 51 0
T, = 51 (&%) )
B . /Bn—l
0 /anl (079

aus (30.7) gerade die Jacobi-Matrix zu der Rekursion (35.10) ist.

Das Lanczos-Verfahren bestimmt die Eigenwerte dieser Jacobi-Matrix als Né-
herungen an die Eigenwerte von A. Nach Satz 34.6 sind diese Eigenwerte gerade
die Nullstellen von w,,. Wie wir gesehen haben, liegen diese Nullstellen in der
konvexen Hiille der Knoten {\;}Y,, also in der konvexen Hiille des Spektrums
von A, und die Nullstellen von w,, und wu,; (also die Eigenwertnédherungen des
Lanczos-Verfahrens nach n und n + 1 Iterationsschritten) trennen sich. Diese
Ergebnisse entsprechen dem Hauptresultat aus Abschnitt 30 (Satz 30.1), das
dort mit dem Satz von Courant und Fischer bewiesen wurde.

Dariiber hinaus wissen wir jetzt aber noch etwas mehr:

(1) das Lanczos-Verfahren liefert nach n Iterationen n paarweise verschiedene
Eigenwerte (Satz 34.1);

(7i) zwischen je zwei Eigenwerten von A liegt hochstens ein Eigenwert der
Jacobi-Matrix T,, (Satz 35.1).

35.2 Das Bisektionsverfahren

Das Bisektionsverfahren bietet eine Moglichkeit, gezielt spezielle Figenwerte
einer Tridiagonalmatrix zu approximieren. Um dieses Verfahren herzuleiten,
betrachten wir zunéchst das zu dem vorigen Abschnitt inverse Problem:
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Problem 35.2. Gegeben sei die symmetrische Tridiagonalmatriz

ar B 0
ro|H e e KNV (35.11)
e - Bn-1
0 fn-1  an
mit positiven Nebendiagonaleintrdagen [By,...,0By_1. Gibt es dann ein Innen-

produkt in I x_1, fir dasT die zugehérige Jacobi-Matrix ist ¢

Die Antwort auf diese Frage ist ,Ja“ Zur Konstruktion dieses Innenprodukts
benoétigen wir die Spektralzerlegung WAW™* von T', wobei W eine unitire Ma-
trix und A eine Diagonalmatrix ist, die die Eigenwerte \;, i =1,..., N, von T’
auf der Diagonalen enthélt. Die orthonormierten FEigenvektoren in den Spalten
von W = [w;] seien ferner so gewahlt, dal die jeweils erste Komponente wy;,
i=1,...,N, positiv ist. (Nach Lemma 29.2 ist die erste Eigenvektorkompo-
nente einer irreduziblen symmetrischen Tridiagonalmatrix (35.11) immer von
Null verschieden.)

Satz 35.3. Seien oy, i=1,...., N, und 3;, i =1,..., N — 1, die Fintrdge der
Tridiagonalmatriz T aus (35.11). Ferner sei Sy = 1 gesetzt. Dann bilden die
firi=1,...,N durch

BGiui(z) = (x — ap)ui—1(x) — Biqui—o(x) € I, (35.12)

definierten Polynome {u; f\:)l mit u_y = 0 und ug = 1 eine Orthonormalbasis
von Ily_q beziiglich des Innenprodukts

(p,q) = Z w2 p()g(\) - (35.13)

Das letzte Polynom uy € Iln hat Nullstellen in allen N Eigenwerten von T,
die paarweise verschieden sind.

Beweis. Wir verwenden die oben eingefiihrte Spektralzerlegung von 7. Dann

erhilt die j-te Spalte w = [wyj,...,wy;]’ von W einen (reellen) normierten

Eigenvektor von 1" zum Eigenwert A;, und die einzelnen Zeilen der entspre-
chenden Gleichung Tw = A\jw lauten

Wy + ﬁl’ng = )\jwlj s (3514&)

Bic1wi—1j + cswig + Biwig; = Ajwij, 2<i<N-1, (35.14b)

BN-1WN-1; + aNWN; = Ajwn; . (35.14c¢)
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Wir zeigen nun induktiv, daf§ die Komponenten dieses Eigenvektors mit den
Polynomen {u; i]\if)l in folgendem Zusammenhang stehen:

wij = wyup_1 (),  k=1,...,N. (35.15)

zunéchst ist die Aussage fiir £ = 1 wegen uy = 1 offensichtlich. Hieraus folgt
ferner mit (35.14a) und (35.12) fiir i = 1, dafl
Brwey = (Aj — an)wyy = (A — en)wijue(A;) = Prwjua () ,
da u_; = 0 gesetzt wurde. Wegen /31 # 0 gilt somit (35.15) auch fir k£ = 2.
Nehmen wir nun an, daf (35.15) fiir alle & < ¢ mit einem ¢ € {2,..., N — 1}
erfiillt ist. Aus (35.14b) erhalten wir dann
ﬁz’wiﬂ,j = ()\j - Oéi)wij - ﬁiflwifl,j
= (A — ai)wijuia (Ag) = Bimwijui—a(X;)
= wi; (A — ai)uimi () = Bimawia ()
und ein Vergleich mit (35.12) ergibt

Biwipr; = wiiBiui(Ay).
Wie zuvor folgt nun die Induktionsbehauptung (35.15) mit k = i+1, da §; # 0
ist.

Hieraus ergibt sich insbesondere, dafl alle Eigenwerte von 1" paarweise ver-
schieden sein miissen, da ansonsten zwei Eigenvektoren linear abhéngig wéren.
Wegen [y = 1 ist ferner

un(hy) = Brun(y) “ET (O — an)un—1 () = By-1un—a(Xy)

(35.15) 1 (35.14c)
= — ()\ijj — ANWNj — ﬂN—1wN—1,j) = 0,
Wi
das heif3t, die Eigenwerte von T sind die Nullstellen von uy.
Da W eine unitdare Matrix ist, sind die Zeilen von W paarweise orthogonal und
es folgt

(O (35.15) al
i = [wi, - wyn) | 5| =T D whug (e (M)
Wikn =1
= <Uj—1auk—1>-

Die Polynome {u; i]\fol bilden also eine Orthonormalbasis von Ily_q fiir das
Innenprodukt (35.13). 0
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Bemerkung. Die Voraussetzung, daf§ die Nebendiagonaleintriage 3; von T posi-
tiv sind, ist nicht wesentlich; wichtig ist lediglich, daf} sie von Null verschieden
sind. Bei beliebigen Vorzeichen der §; gilt Satz 35.3 weiterhin, lediglich die
Hochstkoeffizienten von u;, ¢ = 0, ..., N —1, sind nicht langer allesamt positiv.

O

Wir kénnen nun die Resultate iiber die Nullstellen orthogonaler Polynome
ausnutzen, um die Eigenwerte von T" zu lokalisieren. Dabei sei wieder voraus-
gesetzt, daf alle Nebendiagonalelemente von T' positiv sind. Ferner seien

A <20 A <\

die Nullstellen von u,, 1 < n < N. Zur Vereinfachung der weiteren Darstellung

setzen wir noch )\iﬁgl = —oo und /\E)") = +o0.

Da alle Nullstellen von w, einfach sind, wechselt u, an jeder Nullstelle das
Vorzeichen. Zudem konvergiert u,(z) — +oo fiir x — +o00, da der Hochstko-
effizient ~,, positiv ist; daher ist u,(x) > 0 fir z > )\gn). Daraus folgt

sign(ug(z)) = (=11, AP <z <Al (35.16)

1<k<n+1lundn<N\.

Satz 35.4 (Satz von Sturm). Sei x € R beliebig gewdhlt. Dann entspricht
die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge {u;(x)}Y, der Anzahl der Ei-
genwerte von T', die grofler oder gleich x sind. Das Auftreten einer Null gilt
als Vorzeichenwechsel; ein Ubergang . ..,+,0,F, ... zihlt als ein Vorzeichen-
wechsel.

Beweis. Der Beweis geht induktiv {iber die Dimension der Matrix T'. Fiir N =
1 hat T lediglich einen Eigenwert, ndmlich die Nullstelle )\gl) von uy. Die Folge
{ug(x),us(x)} besteht aus zwei Elementen: ug(z) ist aufgrund der Definition
immer positiv; u;(z) ist positiv, falls > )\gl) ist und nichtpositiv sonst. Im
ersten Fall hat die Folge keinen Vorzeichenwechsel, im letzteren Fall genau
einen. Also ist die Behauptung fiir N = 1 richtig.

Nehmen wir nun an, dafl die Induktionsannahme fiir die Dimension n = N — 1
richtig ist und betrachten fiir ein beliebiges £ mit 1 < k < N ein x aus dem
Intervall (/\,(Cn), /\gi)l]. Da die linke obere n x n-Submatrix von 7" nach Satz 35.3

die Eigenwerte )\gn), 1 < < n, besitzt, besagt die Induktionsannahme, dafl die
Folge {u;(z)}"_, k—1 Vorzeichenwechsel hat. Wegen der Trennungseigenschaft
der Nullstellen der Orthogonalpolynome (Satz 34.5) gilt

A <A <A <, <
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Abb. 35.2: Die Legendre-Polynome und der Satz von Sturm

so dafl nur zwei Mo6glichkeiten fiir die Position von x denkbar sind:
(a) /\,(cn)< z < A,iN),
®) A<z <Al

Im Fall (a) ist sign(uy(z)) = (—1)F = —sign(u,(z)) oder gleich Null, d. h. die
Folge {u;(z)}Y, besitzt k Vorzeichenwechsel; im zweiten Fall ist sign (uy(z)) =
(=1)k! = sign(u,(z)) und die erweiterte Folge hat weiterhin & — 1 Vorzei-
chenwechsel. 0

Beispiel. Abbildung 35.2 zeigt die Legendre-Polynome wuy, . . ., u4. An den Stel-
len # = 0.2 (durch Kreise gekennzeichnet) und x = 0.4 (durch Sterne gekenn-
zeichnet) ergeben sich die folgenden Vorzeichen:

x ‘uo(az) ur(z) ws(r) wug(r) wuy(z)
02 |+ + - - 7
04 |+ + - - -

Folglich hat die Folge {u;(0.2)}?_, zwei Vorzeichenwechsel, wihrend die Folge
{u;(0.4)}1, nur einen Vorzeichenwechsel aufweist. Daher liegt die zweitgréfite
Nullstelle von 1y zwischen 0.2 und 0.4. O

Prinzipiell kénnte die Folge {u;(z)}Y, fir z € R iiber die Rekursionsfor-
mel (35.12) ausgewertet werden, um dann anhand der Vorzeichenwechsel zu
entscheiden, ob x eine obere oder untere Schranke fiir den k-grofiten Eigen-
wert von 7" ist. Leider ist diese Rekursion sehr instabil. In der Praxis geht man
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Initialisierung: Das Intervall (z,,z,) enthalte einen Eigenwert der Matrix T" aus (35.11)

repeat

A= (Ty+20)/2

ql()\) =1 — )\

if ¢1(\) > 0 then % Vorzeichenwechsel
j=1

else
j=0

end if

fori=1,2,...,N —1do
Git1(N) = @iy — A = 7 /qi(N)
if ¢i+1(A) > 0 then % Vorzeichenwechsel
j=7+1
end if
end for % 7 ist die Anzahl der Vorzeichenwechsel
if j > k then
Ty = A
else
Ty = A
end if
until x, — x, hinreichend klein.

Ergebnis: (z,,x,) enthilt nach wie vor einen Eigenwert von T

Algorithmus 35.1: Bisektionsverfahren

daher anders vor: Fiir die Quotienten
¢i(z) = —Fiui(z)/ui—1(z), i=1,2,..., (35.17)

ergibt sich entsprechend aus (35.12) ¢1(x) = —fius(z) = a; —x, und fir ¢ > 1
folgt die Rekursion

Gi1(7) = —Bipuin(v)/ui(r) = i — 2+ Biui1(x) /ui(z)

= a1 —x— 7 /q(r). (35.18)
Interessanterweise kann die Folge {q;(z)}Y, durch Auswertung der Rekursi-
on (35.18) stabil berechnet werden, obwohl die Nenner ¢;(x) auf der rechten
Seite im Verlauf der Rechnung beliebig klein werden koénnen. Die Rechnera-
rithmetik muf lediglich Underflow und Overflow bzw. Division durch Null ab-
fangen konnen. Dieses Stabilitéatsresultats wird in dem Buch von Demmel [22]
erlautert.

Da alle f; positiv sind, entspricht ein Vorzeichenwechsel von u;_; () nach u;(z)
einem Wert ¢;(z) € Ry, withrend kein Vorzeichenwechsel einem Wert ¢;(x) €
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R~ U{+oo} entspricht. Auf dem Satz von Sturm beruht Algorithmus 35.1 (das
sogenannte Bisektionsverfahren) zur Bestimmung des k-grofiten Eigenwerts \g
von 7.

Aufwand. Die Konvergenz von Algorithmus 35.1 ist linear, der Konvergenz-
faktor ist ¢ = 1/2. Jeder Iterationsschritt kann mit N Divisionen realisiert
werden, wenn die Quadrate 37 im voraus berechnet werden. O

35.3 Das CG-Verfahren

Als letztes Anwendungsbeispiel der Orthogonalpolynomtheorie greifen wir noch
einmal das CG-Verfahren aus Abschnitt 9 zur Losung eines linearen Glei-
chungssystems Az = b auf, wobei b € KV und A € K¥*V hermitesch und
positiv definit sei. Die Losung dieses Gleichungssystems wird wieder mit z
bezeichnet.

Wir koénnen uns dabei auf den Fall beschrinken, daf8 als Startvektor (¥ = 0
gewihlt wird. Wie wir in Satz 9.5 gesehen haben, bestimmt das CG-Verfahren
in diesem Fall nach k Iterationsschritten eine Niherung 2*) in dem Krylovraum

Kr(A,b) = span{b, Ab,..., A" b},

wobei 2*) unter allen Elementen dieser Menge ein Zielfunktional ¢ minimiert,
das bis auf eine additive Konstante durch

O(z) = |z = 2|4 = (¢ —2)"A(z - 7)

gegeben ist, vgl. (9.14).

Ein gegebenes Element = € Ky (A, b) 1aBit sich wie in (35.6) und (35.7) schreiben
als

x = q(A)b (35.19)

mit einem (ggf. komplexen) Polynom ¢ vom Grad k£ — 1. Von Bedeutung ist
auch das zugehorige Polynom

p(A) = 1= Xg(N) (35.20)
vom Grad k, denn einerseits ist

T—x=7T—q(A)b= (I-q(A)A)T = p(A)z (35.21)
und andererseits ist

b—Ar=b— Aq(A)b= (I — Aq(a))b =p(A)b. (35.22)
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Man beachte, daf aufgrund der Definition (35.20) immer
p(0) =1 (35.23)

gilt. Entwickeln wir schliellich Z in die Eigenbasis von A,
N
A:Z&’Uia Avi:Ai’Uiavjvj:éij,i,j:].,...,N,
i=1

dann folgt aus (35.21), daB
b(z) = (9«“—3)*14(?6—3) = (p(A)A)*(Ap(A)A)

Zp & Ap(A)E vfvy = ZAI&I )P (35.24)

1,7=1

Dies ist das Quadrat einer diskreten Norm von p und nach Satz 33.4 wird
dieser Ausdruck unter der Nebenbedingung (35.23) durch das entsprechende
Kernpolynom

Kk(oa : )

—_— 11
Ki(0,0) < F

Pr =
minimiert.

Da auch das zu der CG-Iterierten gehorende Polynom p € I, den Aus-
druck (35.24) minimiert und das minimierende Polynom eindeutig bestimmt
ist (vgl. Satz 33.4) miissen p und pj iibereinstimmen. Ferner wissen wir aus
(35.3), daB die Kernpolynome K (0, -), k& € Ny, paarweise orthogonal sind,
und zwar beziiglich des diskreten Innenprodukts

= D_NI&l pODa0) = (p(A)8)" (a(A4)0) (35.25)

Damit haben wir das folgende Resultat bewiesen:

Proposition 35.5. Die Iterierten des CG-Verfahrens mit Startvektor (9 = 0
konnen in der Form

™ = g1 (A, k=0,...,N,

mit qx_1 € IIx_1 geschrieben werden. Die zugehdrigen Polynome pr(\) =
1 = Age—1(N), &k = 0,..., N, bilden die durch (35.23) normierten Orthogo-
nalpolynome zu dem Innenprodukt (35.25) und minimieren das quadratische
Funktional (35.24). Wegen (35.22) werden diese Polynome Residuenpolynome
genannt.
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Bemerkung 35.6. Zwischen dem CG-Verfahren und dem Lanczos-Verfahren
besteht ein enger Zusammenhang. Wird nédmlich fiir das Lanczos-Verfahren der
Startvektor z = b gewihlt, dann stimmen die Innenprodukte (35.8) und (35.25)
iiberein. Somit stimmen auch die Iterierten vy, 1 = ug(A)b aus dem Lanczos-
Verfahren und die Residuenvektoren b — Az® = p,.(A)b des CG-Verfahrens
bis auf ein Vielfaches miteinander iiberein. Anders ausgedriickt: Die Nullstel-
len des Polynoms pj, aus dem CG-Verfahren sind die Naherungseigenwerte nach
k Schritten des Lanczos-Verfahrens. Dieser Zusammenhang kann auch nume-
risch genutzt werden: Die Implementierung des Lanczos-Prozesses kann so er-
weitert werden, dafl gleichzeitig die CG-Iterierten mitberechnet werden. Der
resultierende Algorithmus symmlq stammt von Paige und Saunders [80]. Der
Aufwand von symmlq ist nur unwesentlich groBer als der des CG-Verfahrens.

O

Uber die polynomiale Interpretation der Minimierungseigenschaft des CG-
Verfahrens kann nun auch eine Abschéitzung der Konvergenzgeschwindigkeit
hergeleitet werden.

Satz 35.7. Sei A € KN*N hermitesch und positiv definit mit o(A) C [a,d] U
{A, ., A} Hierbei seim < N und 0 < a <d <\, <...<\. Dann gilt
fiir den Fehler nach k > m Schritten des CG-Verfahrens die Abschdtzung

VAfa=1 (a5 0p)

1T~ 2@y < 2v/d/ag"™ |Zl2 mit q =

Beweis. Die affin-lineare Transformation

d+a—2)\

) =

AeR,

bildet das Intervall [a, d| auf das Intervall [—1, 1] ab. Wir setzen nun

- H/\J A ud  p(A) = Mw()\)
o Th—m (2(0))

wobei Ty, das (k — m)-te Tschebyscheff-Polynom bezeichnet. Wegen z(0) =

(d+a)/(d—a) > 1ist der Nenner ungleich Null und somit p ein Polynom vom

Grad k mit p(0) = 1. Der hintere Faktor w verschwindet an den Eigenwerten

ALy -y A von A und aufgrund der Anordnung dieser Eigenwerte liegt w(\)

zwischen Null und Eins fiir A € [a, d]. Daraus folgt die Abschitzung

d+ -
(G |7 o 1T

max]()|<max|p ‘Tkm

A€o (A) Aela,d]
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wobei das letzte Maximum Eins ist, vgl. (32.3). Nun verwenden wir die Mini-
malitétseigenschaft der Residuenpolynome {p;} des CG-Verfahrens beziiglich
des Funktionals (35.24): Wegen p € I}, mit p(0) = 1 und p(};) = w(A;) =0
fir j =1,...,m folgt daraus

N N N
DXL M) < D XIGP PO = D Nl& [p() P
i=1 i=1 i=m+1
d+a,, 2 9 d+ay -2 <9
< d|Tp_m i|° < d|Th_m .
< d|Tem(5=,)] mz:+1|a| [T (=) 12115
Dabei haben wir verwendet, dafl die restlichen Eigenwerte A,,i1,..., Ay von

A im Intervall [a, d] liegen. Hieraus folgt nun mit (35.21)

|7 —2®)2 = (pr(A)Z)" (pr(A)Z) = ngjpk()\i)pk@j)vf”j

N N

= D&l O < - D el ()
i=1 i=1
d d+a —2 ||~ 2

< T (=) 11215

Fiir den Wert des Tschebyscheff-Polynoms haben wir schliellich nach Aufga-
be 6 die Abschétzung

d+a) > lq
d—a 2

m—Fk

Tkrfm(

mit ¢ aus (35.26) und daraus folgt dann unmittelbar die Behauptung. 0

Wir interpretieren Satz 35.7 zunéchst fiir den Fall m = 0, d.h. fiir [a,d] =
[An, A1]. In diesem Fall bestimmt im wesentlichen der Quotient A\; /Ay (also
die Kondition conds(A) der Matrix, vgl. Aufgabe 1.14 (b)) die Konvergenz-
geschwindigkeit des CG-Verfahrens: Die Konvergenz ist demnach mindestens
linear mit Konvergenzfaktor

2 ~1/2
gq=1— ——— ~ 1—2cond, ""(A).
1+ Condé/Q(A) ’

Diese Abschétzung ist relativ scharf, wenn das Spektrum von A das Intervall
[An, A1] ,dicht ausfiillt® (vgl. Beispiel 9.7 und die zugehorige Diskussion zu
Beginn von Abschnitt 10).

Der Fall m > 0 bezieht sich auf die Konstellation, in der lediglich die kleineren
Eigenwerte Ay, ..., Ay ein Intervall dicht ausfiillen, wahrend die m grofiten
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Eigenwerte weiter gestreut sind. In diesem Fall wird nach Satz 35.7 die Kon-
vergenz durch eine effektive Kondition“ \,,.1/Ay < conds(A) beschrieben;
die ,,Ausreifler A{,..., A\, bewirken lediglich eine Verzogerung zu Beginn der
Iteration: Die schnellere Konvergenz setzt mit etwa m Schritten Verzogerung
ein.

Man kann Satz 35.7 auch so interpretieren: Ab dem m-ten Schritt (1 < m < N)
ist die Konvergenz mindestens linear mit Konvergenzfaktor

/w1
I w1

Da g, mit wachsendem m monoton fallt, ist die Konvergenz des CG-Verfahrens
praktisch superlinear. Dieser superlineare Konvergenzeffekt 148t sich in Bei-
spiel 9.7 erkennen (vgl. Abbildung 9.3), in dem die Konvergenz in den zweiten
flinfzig Iterationen deutlich schneller ist als in den ersten fiinfzig Iterationen.

Eine weitere Anwendung von Satz 35.7 wird in Abschnitt 54 présentiert im
Zusammenhang mit der Prékonditionierung linearer Gleichungssysteme mit
Toeplitz-Struktur, vgl. Beispiel 54.3.
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Aufgaben

1. Gegeben sei eine Basis {¢y} eines n-dimensionalen (komplexen) Vektorraums X sowie n
weitere Funktionen

n

QS]:Za]kgOkv a]keKv .7:177”
k=1

Ferner sei f = Y7, (j¢; € X gegeben und A = [a;] € K"*". Zeigen Sie: Ist 2 =
(€1, Ga)T und A* 2 = [&1,...,&,]7, dann ist

F=> ¢
j=1

2. Sei X ein linearer Raum mit Innenprodukt ( -, - Y und {¢; : i = 1,...,n} eine Basis von
X sowie G = LL* eine Zerlegung der zur Basis gehorigen Gramschen Matrix mit L= = [I;;].
Zeigen Sie, daf} die Funktionen

¢]:lej¢l7 jzla"'anv
=1

ein Orthonormalsystem in X bilden.

3. Die abgebildete Cantor-Funktion ist ein beliebtes Beispiel einer monotonen stetigen Funk-
tion, die fast iiberall differenzierbar ist und deren Ableitung dort jeweils Null ist. Sie kann
formal durch den Aufruf cantor(0,1,0,1) des folgenden Algorithmus definiert werden:

1
function f = cantor (f1, f2,a,b) -
% berechnet f im Intervall [a, b]; o
% fi =min f|a4), fo = max f|a 08 —
l=(0b-a)/3 -
Ty = [a,a+1] 0.6¢ B
Io=la+1,a+2l :
Ig = [a+2l7b] .
m=(fi + f2)/2 o4 =
flz, = cantor (fi1,m,a,a+1) 3
flzy=m 02} -
flz, = cantor (m, fa,a + 21, b) -
end % cantor O;

0O 02 04 06 08 1

Uberlegen Sie sich, ob die Cantor-Funktion zu H'(0,1) gehort.

4. Zeigen Sie, da8 Funktionen u,v € H'(a,b) partiell integriert werden kénnen:

b b b
/ w' dr = wv —/ wvde.
a a a
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5. Betrachtet wird das H!(—1,1)-Innenprodukt im Raum der Polynome. Zeigen Sie:

(a) Es existiert eine eindeutig bestimmte Orthonormalbasis {u,} mit positiven Héchstko-
effizienten.

(b) Fiir jedes n € Ny ist ug, ein gerades und g,y ein ungerades Polynom.

(¢) ug, u; und ug stimmen bis auf Normierungen mit den Legendre-Polynomen Py, P; und
P iiberein. Stimmt dies auch noch fiir us?

(d) Schreiben Sie ein Programm, daf die Polynome uy, ..., u, berechnet und plottet. Be-
stimmen Sie dazu zunéchst die Gramsche Matrix der ersten n Legendre-Polynome in diesem
Innenprodukt (beachten Sie Aufgabe 9) und verwenden Sie dann Aufgabe 2.

6. (a) Zeigen Sie, dafi die Tschebyscheff-Polynome fiir z > 1 durch
T, (x) = cosh(nArcoshx)

definiert sind.
(b) Sei x > 1. Beweisen Sie die Ungleichung

nGI 25 ()"

(c) Geben Sie die Nullstellen von T}, an. Uberpriifen Sie, daB alle Nullstellen im Intervall
(—1,1) liegen und symmetrisch zum Nullpunkt angeordnet sind.

(d) Zeigen Sie, daf die grofite Nullstelle /\(1") von T, das asymptotische Verhalten
2
)\gn) =1- %n_2 + 0(n™*), n — oo,

besitzt.

7. Fir n € Ny werden die Tschebyscheff-Polynome 2. Art durch

1 /

sin((n + 1) arccos z)
!

Un(x) =

(x) = - , —-l<x<l1,
sin arccos

definiert.

(a) Zeigen Sie, daf die Polynome /2/7 U,, die Orthonormalpolynome zu der Gewichtsfunk-

tion w(z) = /1 — 2 iiber (—1,1) sind.

(b) Ermitteln Sie die Rekursionsformel der orthonormierten Tschebyscheff-Polynome 2. Art.

(c) Leiten Sie eine Darstellung analog zu Aufgabe 6 (a) fiir U, (z) mit = > 1 her und zeigen

Sie, daf

r>1.

nCED = ()

8. Die Polynome Vy = 1 sowie V,, = U, + U,,_1 € II,,, n € N, seien definiert als die Summe
zweier aufeinander folgender Tschebyscheff-Polynome 2. Art.
(a) Leiten Sie fiir n € Ng die Darstellung

sin((n + 1/2) arccos x)
sin(1/2 arccos x)

Valz) = , -l<z<1,

her.
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(b) Zeigen Sie, daf die V,, Orthogonalpolynome zu der Gewichtsfunktion

_ VvV1i—=z B _
w(z) = Ve iiber (—1,1)

sind.
(c) Bestimmen Sie die zugehérige Jacobi-Matrix.

9. Es seien P, die Legendre-Polynome. Rechnen Sie nach, dafl
1
P,(1) =1 und P)(1) = En(n—&— 1), n>0.
10. Fiir n € Ny werden die Hermite-Polynome durch

2 d" 2
r——e " reR,

H,(z) = (-1)"e o ,

definiert. Zeigen Sie:
(a) Die Hermite-Polynome geniigen fiir n € N der Rekursionsformel

Hy,1(x) = 2zH,(x) — 2nH,_1(z)

mit Hy(z) = 1 und Hy(x) = 2z. (Damit ist klar, dafl H,, ein Polynom vom Grad n ist.)
(b) Fir die Ableitung von H,, gilt H, (x) = 2nH,,_1(x).
(c) Die Funktionen

1

V2rnl/m

sind die Orthonormalpolynome zum Gewicht w(z) = e~* auf dem Intervall (—oo, 00).
Hinweis: Verwenden Sie in (a) die Leibnizsche Produktregel fiir die n-te Ableitung und
beachten Sie in (c), daB f_oooo e dr = N

H,(z), n € Ny,

2
x

11. (a) Sei T'C C der Rand des Einheitskreises. Dann definiert

(n.0) = 5 [ 70 Z

ein Innenprodukt im Raum aller Polynome. Rechnen Sie nach, daf§ die Monome p(z) = 2"
n € Ny, fiir dieses Innenprodukt eine Orthonormalbasis bilden.

(b) Gibt es eine Gewichtsfunktion w iiber R, so da8 die Monome orthogonal beziiglich des
zugehorigen Innenprodukts (33.1) sind?

)

12. Sei II], die Menge aller monischen Polynome (d.h. die Menge aller Polynome, deren
Hochstkoeffizient Eins ist) mit exaktem Grad n.

(a) Sei u, = v,2™ + ... das Orthonormalpolynom aus Satz 33.1 Beweisen Sie, dafl p,, =
Un /s die gewichtete £2-Norm (33.2) unter allen monischen Polynomen p,, € II/, minimiert.
(b) Zeigen Sie, daf die monischen Tschebyscheff-Polynome 2!="T,, auch das folgende Mi-
nimierungsproblem l6sen:

minimiere  ||pn || [-1,1 unter allen p,, € I1}, .
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(c¢) Berechnen Sie

el Pall (1.1 und el IPnllz2(<1,1)

und vergleichen Sie die Ergebnisse. Zeigen Sie mit Hilfe der Stirling-Formel (41.5), daf
. 1 .
i, [pnllezqay & 5 vm min, (pnll- -

13. Gegeben sei die n x n-Tridiagonalmatrix
2 -1
-1 2.
A, = )
=1
-1 2

Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 7, dal A, die Eigenwerte Ay = 2 — 2cosf mit 0, =
kr/(n+1), k=1,...,n, besitzt, und daf§

T = [sinj@k }::1
ein zu A\, gehoriger Eigenvektor ist (k=1,...,n).

14. Berechnen Sie die Normen ||L|[ und ||L71]|2, wobei

L — c ]Rnxn .
11
Hinweis: Bilden Sie LL* und vergleichen Sie mit Aufgabe 8.
15. Gegeben sei ein diskretes Innenprodukt (35.1) mit 0 < N < oo. Zeigen Sie, dafl in diesem
Fall die rechte Seite der Rekursionsformel (33.3) fiir n = N — 1 das Polynom ry = yy_1w
mit w(z) = vazl(;r — \;) ergibt.
16. Die Orthonormalpolynome zu dem diskreten Innenprodukt

N—-1

(f9) = f(k)g(k)

k=0

heiflen diskrete Tschebyscheff-Polynome und kénnen explizit angegeben werden, vgl. Jor-
dan [58, §§139,140]. Sie geniigen der Rekursionsformel (33.3) mit

N -1 N2 —n2\1/2
= n( n) , n<N.

ATy

(a) Berechnen Sie die Werte u,,(N — 1), n=1,..., N — 1, iiber die dreistufige Rekursions-
formel (33.3). Kann Ihr Ergebnis korrekt sein?
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(b) Die Auswertung der dreistufigen Rekursionsformel kann als Vorwirtssubstitution zur
Losung eines linearen Gleichungssystems (fiir die Polynomwerte u,(N — 1), n = 1,...,N)
in Dreiecksform interpretiert werden. Stellen Sie dieses Gleichungssystem auf und l6sen Sie
es mit der QR-Zerlegung. Ist dieses Ergebnis besser?

(c) Eine stabilere Moglichkeit zur Berechnung der fraglichen Polynomwerte besteht darin,
die Gleichungen (33.3) fir n =1,..., N — 1 als ein symmetrisches Gleichungssystem fiir die
Unbekannten w, (N — 1), n = 1,..., N — 1, aufzufassen. Wie lautet die rechte Seite dieses
Gleichungssystems? Welche Losung erhalten Sie mit diesem Verfahren?

Vergleichen Sie alle berechneten Polynomwerte in einer halblogarithmischen Darstellung
(siehe auch Aufgabe V.18).

17. Gegeben sei das diskrete Innenprodukt

mit Knoten A; < Ay < ... < Ay und positiven Gewichten w; >0 (i = 0,...,N). Mit u;(-)
werden die zugehorigen Orthonormalpolynome und mit K;(¢, -) fir £ € R die jeweiligen
Kernpolynome bezeichnet (j = 0,...,N). Beweisen Sie, daf die Kernpolynome K;(¢&, -)
fiir £ / &\1, An]| beziiglich des Innenprodukts

N
(pa) = Zwi\)\i —&lp(As)a(Ns)

orthogonal sind.

18. Implementieren Sie das Bisektionsverfahren (Algorithmus 35.1) und berechnen Sie damit
Néherungen fiir den k-ten Eigenwert der Jacobi-Matrix Jog der orthonormierten Tscheby-
scheff-Polynome (vgl. Beispiel 34.7).
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Gegenstand dieses Kapitels ist die numerische Approximation bestimmter In-
tegrale

1f] = /bf(x)d:z;, —o<a<b< oo,

die nicht in geschlossener Form ausgewertet werden kénnen. Zur Approximati-
on werden geeignete Quadraturformeln verwendet, die wenige Funktionswerte
von f zu einer Integralndherung mitteln. Durch Anwendung einer solchen Qua-
draturformel auf einzelne Teilintervalle von [a,b] der Lénge h ergibt sich ein
zusammengesetztes Quadraturverfahren, das fiir h — 0 gegen I[f] konvergiert.

Dieser Stoff wird in jedem Numerik-Lehrbuch ausfiihrlich behandelt, hier sei
vor allem auf die neueren Biicher von Gautschi [31] und Kref} [63] verwiesen,
die zum Teil von der hier gewéhlten Darstellung abweichen. Fiir weiterfiithren-
de Resultate empfiehlt sich neben dem Standardwerk von Davis und Rabino-
witz [21] noch das Buch von Krommer und Uberhuber [65], in dem auch auf
aktuelle Software eingegangen wird.

36 Die Trapezformel

Die einfachsten Quadraturformeln sind die sogenannte Mittelpunktformel

[ raris = - (45 = Ml (36.1)

und die Trapezformel

/ fydr = "2 pa) + 50 F0) = TIA). (36.2)
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-
-
-
-
-
-

a b a b

Abb. 36.1: Geometrische Interpretation der Mittelpunktformel und der Trapezformel.

Natiirlich gilt im allgemeinen weder in (36.1) noch in (36.2) das Gleichheits-
zeichen. Die Formel ist lediglich eine Naherung, vgl. Abbildung 36.1. Um diese
Néherung zu verbessern, kann man jedoch das Intervall [a, b] in n gleich grofie
Teilintervalle zerlegen und die entsprechende Formel auf jedes Teilintervall an-
wenden. Bei der Mittelpunktformel ergibt sich so eine spezielle Riemannsche
Zwischensumme, die Trapezformel fithrt auf die sogenannte Trapezsumme. Be-
zeichnen wir die Randpunkte der n Teilintervalle mit z; = a+1th, i =0,...,n,
wobei h = (b — a)/n die Linge der einzelnen Teilinvertvalle ist, so lautet bei-
spielsweise die Trapezsumme

I e (COR ()

h

1 ) (36.3)
- 3@+ 1)+ 510).

Man macht sich leicht klar, daf3 die beiden zusammengesetzten Quadratur-
verfahren fiir n — oo gegen I[f] konvergieren, falls f iiber [a,b] Riemann-
integrierbar ist. Unter zusétzlichen Voraussetzungen an f kann dariiber hin-
aus die folgende Fehlerabschétzung bewiesen werden (vgl. Aufgabe 2 fiir das
entsprechende Resultat bei der Mittelpunktformel):

Satz 36.1. Sei f € C?%[a,b] und h = (b— a)/n fir ein n € N. Dann gilt

b—
(1A= TlfI] < 5= 15 e 2.

Dabei bezeichnet || - ||[ap die Mazimumnorm iber dem Intervall [a,b] .
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Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall n = 1, also die Trapezformel. Deren
Fehler 148t sich mit einer Stammfunktion F' von f in der Form

117~ Tilf) = FO) ~ Fla) 52 (f(a) + 50)

schreiben. Eine Taylorentwicklung von F um x = a ergibt dann

—a

If]=1[f] = F'(a)(b—a) +/ F () (b — ) dw — ! (f(a) + f(1))

b—a b
- U@ 1) + [ -

und aus dem Hauptsatz der Integralrechnung folgt schlielich

1) - /nf “+%dm

Man beachte, daf§ der zweite Faktor unter dem Integral die Ableitung der
Parabel

Lz — @)z —) (36.4)

K(z) = 5

ist, die in beiden Randpunkten des Intervalls verschwindet. Durch partielle
Integration ergibt sich daher
1 -1l = /' / e

—/f”(x)K(x)dx. (36.5)

Die Fehlerdarstellung (36.5) geht auf Peano zuriick, die Funktion K aus (36.4)
wird aus diesem Grund Peano-Kernfunktion genannt.

Aus der Dreiecksungleichung folgt nun unmittelbar mit der Substitution v =
(2 —a—10)/(b—a)

[ I[f]=Tlf]] < / |f" () K (2)] dz < —IIf”II[abl/ (r—a)(b—a)dx

L(b—a)? b—a
:§||f"||[a,b]/_1( -

1 " 3 1 3 )1 1 11 3
- — (b —a - = — ap(b—a)’.
6 11 a1 (b = @) (u 5 U ) LT D 1 Va3 (0 — @)
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Ersetzen wir in diesem Zwischenergebnis a durch z;, b durch x;; = x; +h und
wenden das Ergebnis auf (36.3) an, so folgt

117~ Tl < vyde — b (Frin) + f) |

n

n b
< Z— 1" Nfap B = D 1"l B* =

i=1

1

0

Bei vielen Anwendungen erfordert die obere Schranke O(h?) aus Satz 36.1 eine
sehr kleine Wahl von h (und damit sehr viele Funktionsauswertungen), um
eine vorgeschriebene Genauigkeit garantieren zu kénnen. Man mag sich daher
fragen, ob es nicht bessere Verfahren als die Trapezsumme gibt. Im folgenden
entwickeln wir solche Verfahren und betrachten dabei das (geringfiigig allge-
meinere) Integral

= /abf(x)w:r dx

Dabei ist w(x) wie in Kapitel VI eine Gewichtsfunktion, also eine positive
integrierbare Funktion tiber dem Intervall [a, b] mit

/abw(:p)dx<oo.

Zur Approximation von I[f;w] betrachten wir Ausdriicke der Form

m

QU = Y wif(w) (36.6)
i=0
mit Knoten x; und Gewichten w;, 1 = 0,...,m. Dabei sei ausdriicklich be-

tont, dafl zwischen w; und w(z;) kein unmittelbarer Zusammenhang zu beste-
hen braucht. Eine N#herung (36.6) nennen wir eine Quadraturformel, wenn
die Wahl von m, {z;} und {w;} fest ist, wie zum Beispiel bei der Trapezfor-
mel (36.2). Unter dem dazugehdrigen (zusammengesetzten) Quadraturverfah-
ren verstehen wir dann die Unterteilung von [a, b] in n gleich grofie Teilinter-
valle mit Intervallinge h = (b — a)/n, in denen jeweils die Quadraturformel
angewandt wird. Bei n Teilintervallen (n > 1) bezeichnen wir die entsprechen-
de Néherung des Quadraturverfahrens mit Q,[f].

Um die qualitativen Merkmale einer Quadraturformel beziehungsweise eines
Quadraturverfahrens beschreiben zu kénnen, fiithren wir noch zwei Definitionen
an.
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Definition 36.2. (a) Eine Quadraturformel Q-] fiir das Integral I]-; w] hat
Ezaktheitsgrad q, falls

Qlp] = I[p; w] fir alle p € 11, .

11, ist dabei wieder der Raum aller Polynome mit Grad hochstens g.
(b) Ein Quadraturverfahren @Q,[-] hat die Konsistenzordnung s, falls

‘Qn[f}_[[f?wH:O(h‘s)7 n— 00,
fiir hinreichend glatte Funktionen f.

Beispiel. Fiir w = 1 hat die Trapezformel den Exaktheitsgrad ¢ = 1, und die
Trapezsumme hat Konsistenzordnung s = 2 fiir alle f € C?[a, b], vgl. Satz 36.1.

O

Bemerkung. Fir die Bestimmung des Exaktheitsgrades einer Quadraturformel
ist es hinreichend, eine Basis von II, zu untersuchen, da sowohl @[] als auch
I[-;w] lineare Abbildungen sind. o

37 Polynominterpolation

Um weitere Quadraturformeln und —verfahren einfithren zu koénnen, benétigen
wir ein Hilfsmittel: die Polynominterpolation. Hierzu benétigen wir ein Gitter

A={rp<r<...<zp} C R (37.1)

aus m + 1 ansteigend angeordneten Knoten. Mit h; = x; —x;_1,i=1,...,m,
bezeichnen wir die Lénge der einzelnen Teilintervalle,

h = max hi (37.2)
ist die Gitterweite des Gitters. Ein Gitter heif3t dquidistant, wenn alle Gitter-
intervalle gleich lang sind; in diesem Fall ist h = (b — a)/m.

Problem 37.1 (Interpolationsaufgabe). Gegeben seien ein Gitter (37.1)
sowie m + 1 Werte yo, ..., Ym. Gesucht ist ein Polynom p € II,, mit

p(x;) = v i=0,...,m. (37.3)

Bevor wir die Losbarkeit dieser Interpolationsaufgabe diskutieren, miissen noch
einige weitere zentrale Begriffe eingefithrt werden.
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Definition 37.2. Wir bezeichnen mit

m

w(z) = H(a: —x;) €Il

i=0
das zu dem Gitter A gehorende Knotenpolynom. Die Polynome
w(z) T —
li(r) = ———— = —2 e,
(@) (x — zy)w!(z;) on T — T
i
werden Lagrange-Grundpolynome genannt.

Von entscheidender Bedeutung ist die folgende leicht nachzurechnende Eigen-
schaft der Lagrange-Grundpolynome,

ZZ(ZL’]) :51']'; Z,] :0,...777’1, (374)

denn aus ihr folgt unmittelbar, daf3
b= Z yili €1l (37.5)
i=0

die Interpolationsaufgabe 16st.

Satz 37.3. Das Problem 37.1 hat genau eine Losung p € Il,,. Dieses Inter-
polationspolynom kann in der Form (37.5) dargestellt werden.

Beweis. Es verbleibt noch der Nachweis der Eindeutigkeit. Sind p und ¢ aus
11, zwei Losungen von Problem 37.1, dann folgt aus der Interpolationseigen-
schaft (37.3)

(p—q)(z))=0, i=0,...,m.
Das Polynom p — ¢ € II,, hat somit m + 1 Nullstellen, d. h. es mufl p = ¢ sein.

Beispiel. Eine Funktion f wird durch das Polynom

z—0b T—a f(b) — f(a)
b

pa) = (@) ) + [ T = f(a) +

in den Punkten (a, f(a)) und (b, f(b)) interpoliert (p € II; ist die Sekante an
f durch diese Punkte). 0O

Satz 37.4. Sei f € C"™*a,b] und p € II,, das Interpolationspolynom zu dem
Gitter A C la,b] aus (37.1) und den Werten y; = f(x;), i = 0,...,m. Dann
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gibt es zu jedem x € [a,b] ein & aus der konvexen Hiille T = conv{x,xq,...,Tm}
mit
_ ()
o) = pla) = TS wla). (37.6)

Beweis. Offensichtlich ist (37.6) fiir z € A richtig. Sei nun w das Knotenpoly-
nom zu dem Gitter und = &€ A fest gewéhlt. Dann hat die Funktion

we) = 1) — o) — 2 (f@) —pla)),  teR, (37.7)

w(z)
Nullstellen in jedem der m + 1 Gitterpunkte sowie in t = x. Jedes der m + 1
Teilintervalle zwischen diesen Nullstellen enthélt nach dem Satz von Rolle eine
Nullstelle 77 von A/, i = 1,...,m + 1. So fortfahrend erhdlt man m + 2 — k
Nullstellen Ti(k) von h'®) k =1,2,..., in dem Intervall Z. Insbesondere ergibt
sich eine Nullstelle & = 7™ von A"+V) in T. Wegen p € I1,, ist die (m-+1)-te
Ableitung von p identisch Null. Die (m + 1)-te Ableitung von w ist ebenfalls
konstant, ndmlich
m—+1

drm+1
Hieraus folgt mit (37.7) fiir die Nullstelle & von A1 daf

WM () = ™4 ) = (m+1).

0 = ") = fmD(E) - % (f(z) = p(=))
beziehungsweise
(m+1)
)=o) = L8 (o) 0

Als Verfahren der numerischen Approximation ist die Polynominterpolation
leider nur sehr eingeschréankt brauchbar, ndmlich nur bei wenigen Interpola-
tionspunkten, d.h. bei kleinem Polynomgrad. Andernfalls ergeben sich unter
Umsténden starke Oszillationen zwischen den Interpolationspunkten. Das fol-
gende Beispiel mag als Warnung gentigen:

Beispiel 37.5. Gegeben seien die Werte y; = f(x;) der Funktion

1

i

iiber dem #quidistanten Gitter A,,, = {z; = i/m : —m <i < m} C [-1,1].
Runge hat im Jahr 1901 dieses Beispiel angegeben und bewiesen, dafi die zu-
gehorigen Interpolationspolynome py,, € Ily,, fir m — oo in [—1,1] nicht
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1.2

0.8r

0.61

0.4r

0.2r

Abb. 37.1: Das Beispiel von Runge

punktweise gegen f konvergieren. Abbildung 37.1 zeigt die Funktion f (fette
Kurve) und die Interpolationspolynome p;o (diinne Kurve) und p;s (gebroche-
ne Kurve). 0O

Bemerkung 37.6. Bei der Hermite-Interpolation werden einzelne Gitterkno-
ten mehrfach zugelassen. Tritt beispielsweise der Knoten z; k£ mal auf, so wer-
den neben dem Funktionswert y; an der Stelle x = z; noch die ersten k — 1
Ableitungen des Interpolationspolynoms vorgeschrieben:

_ k—
p(xz) =Y, p/(wz) = y; )y e p(k 1)(xz) = y7,( Y .
Auch diese Interpolationsaufgabe ist eindeutig 16sbar und Satz 37.4 gilt ent-

sprechend: Im Knotenpolynom w treten mehrfache Knoten z; dann entspre-
chend ihrer Vielfachheit auf, vgl. Aufgabe 4. o

38 Newton-Cotes-Formeln

Uber die Polynominterpolation lassen sich leicht Quadraturformeln fiir I]-;w]
mit beliebigem Exaktheitsgrad ¢ angeben. Ist A = {zg < ... < z,,} C [a,0]
ein Gitter und

b
wj :/li(aj)w(z)dm, 1=0,...,m, (38.1)

das Integral des i-ten zugehorigen Lagrange-Grundpolynoms, dann gilt das
folgende Resultat.
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Proposition 38.1. Q[-] aus (36.6) sei eine Quadraturformel fir das Integral
I[-;w] dber dem Gitter /\. Dann hat Q genau dann einen Ezaktheitsgrad q >
m, wenn die zugehirigen Gewichte w; durch (38.1) gegeben sind.

Beweis. Sei zundchst (38.1) erfiillt fiir alle ¢ = 0,...,m und p € II,, beliebig
gewéhlt. Offensichtlich interpoliert p sich selbst in den Gitterpunkten von A.
Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms gilt daher

= Zp<xi) li(x) )

vgl. Satz 37.3. Daraus folgt

Ip;w] = /p(x)w(:v)dx = / Zp(xi)li(m)w(x)dx

=0

— ZP(:EZ)/ li(x)w(z) dx 2 Zwlp(x )

das heifit () hat mindestens Exaktheitsgrad ¢ = m

Fiir die umgekehrte Beweisrichtung sei angenommen, dafl ¢ > m ist. Dann ist
insbesondere

b m
/a Li(z)w(z)dz = I[l;w] = Q] = ;wj lz(;Cj) = w;,
also gilt (38.1). 0

Aus dem Interpolationsfehler erhalten wir aulerdem unmittelbar eine Abschét-
zung fiir den Quadraturfehler.

Proposition 38.2. Sei f € C"™'[a,b]. Dann gilt die folgende Fehlerabschiit-
zung fir die Quadraturformel Q[f] aus Proposition 38.1:

| 1[f;w] = Q[f]] < Hf(mH)H ”]/\ . (38.2)

Hierbei ist w(x) das Knotenpolynom aus Definition 37.2.

Beweis. Seip € II,, das Interpolationspolynom zu f iiber dem Gitter A. Dann
gilt offensichtlich Q[f] = Q[p] und wegen des Exaktheitsgrads der Quadratur-
formel Q[ -] folgt

1) — QLf) = Ifsw) — Ipru] = /(f—p)(w)w(x)dx~

Damit folgt die gewiinschte Aussage unmittelbar aus Satz 37.4. ]
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Beispiele. Im weiteren beschranken wir uns auf den Fall dquidistanter Kno-
tena =290 <11 < ... <2y =bund w = 1. In diesem Fall spricht man
von (abgeschlossenen) Newton-Cotes-Formeln. Fiir m = 1 ergibt sich etwa die
Trapezformel (36.2). Man iiberzeugt sich relativ leicht davon, daf die Simpson-
Formel

b—a

[ raran = i) = 20 (@) + 4

a+b
2

)+ f(b)) (38.3)

mindestens Exaktheitsgrad ¢ = 2 besitzt. Nach Proposition 38.1 muf es sich
daher bei (38.3) um die zweite Newton-Cotes-Formel handeln. 0O

Da die konstanten Funktionen in allen Polynomrédumen 7, mit ¢ > 0 liegen,
gilt fiir jede Quadraturformel @ mit Exaktheitsgrad ¢ > 0, dafl

/ lde = I[1] = Q[1] = Zwi-l = Zw

Daher ist

m

Z w;=b—a (38.4)

=0

bei jeder Quadraturformel fiir I[-] mit Exaktheitsgrad ¢ > 0 (insbesondere
also fiir alle Newton-Cotes-Formeln).

Weil die Polynominterpolation nur bedingt gute Approximationen an f lie-
fert (vgl. Beispiel 37.5), macht es im allgemeinen wenig Sinn, die Anzahl m
der Gitterknoten hochzuschrauben. Zudem treten fiir groflere m negative Ge-
wichte und dadurch unter Umstédnden Stabilitétsverluste selbst bei positiven
Integranden auf. Fiir m < 10 sind die Gewichte etwa in der Formelsammlung
von Abramowitz und Stegun [1, Formeln 25.4.13-25.4.20] tabelliert.

Um genauere Approximationen an den Integralwert zu erhalten, wird in der
Praxis statt dessen wie in Abschnitt 36 das Integrationsintervall unterteilt und
das entsprechende zusammengesetzte Newton-Cotes-Verfahren verwendet. Im
Fall m = 2 erhélt man so das zusammengesetzte Simpson-Verfahren

[ Ha)dn s (@) + 4700+ 20m) + 4 ) + o+ ) + )

= Sn[f]
mit h = (b—a)/(2n) und x; = a + ih.

Das folgende Hilfsresultat wird zur Abschitzung des Quadraturfehlers des zu-
sammengesetzten Simpson-Verfahrens benétigt.
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Lemma 38.3. Sei Q[f] eine Quadraturformel fir I[f] = fjl f(z)dx mit zum
Nullpunkt symmetrischen Knoten und Gewichten. Gilt Qlp| = I[p] fir alle
Polynome p € Il,,, dann hat Q[-] (mindestens) den Exaktheitsgrad 2q + 1.

Beweis. Wir betrachten die Basis {2, 2!, ..., 2%, 2?7"!} von II5,.,. Nach Vor-
aussetzung ist Q[x’] = I[27] fiir j = 0,...,2q. Wegen der Punktsymmetrie von
2?01 st ferner sowohl I[z%*1] als auch Q[2?7™!] gleich Null. Letzteres folgt
dabei aus der Symmetrie der Knoten und Gewichte. Somit stimmen ()] -] und
I[-] auf einer Basis von Iy, iiberein und damit automatisch auf ganz ITo, .

O

Quadraturformeln, die die Voraussetzungen von Lemma 38.3 erfiillen, werden
symmetrisch genannt. Durch eine affin-lineare Transformation [a,b] + ——1,1]
dndern sich zwar in entsprechender Weise die Knoten und Gewichte einer
Newton-Cotes-Formel (die Knoten werden mittransformiert, die Gewichte wer-
den mit 2/(b—a) multipliziert), jedoch nicht ihr Exaktheitsgrad, da affin-lineare
Transformationen nicht den Polynomgrad des Integranden dndern. Die auf das
Intervall [—1, 1] transformierte Simpson-Formel hat die Knoten —1, 0 und 1
und die Gewichte 1/3, 4/3, 1/3. Die Simpson-Formel ist daher symmetrisch
und hat folglich mindestens den Exaktheitsgrad ¢ = 3 (und nicht lediglich den
Exaktheitsgrad ¢ = m = 2, wie er durch Proposition 38.1 garantiert ist).

Fiir das zusammengesetzte Simpson-Verfahren ergibt sich damit die folgende
Fehlerabschétzung.

Satz 38.4. Sei f € C*[a,b] und n € N. Dann gilt mit h = (b — a)/(2n)

b—a

BO’UMWth{

| Z[f] = Salf]] <

d. h. das zusammengesetzte Stmpson-Verfahren hat die Ordnung s = 4.

Beweis. Sei [c,d] = [r;_2,%2], i = 1,...,n, eines der n Teilintervalle von
[a, b], auf das die Simpson-Formel angewandt wird. Wir interpolieren f in [c, d]
durch ein Polynom p dritten Grades mit Stiitzstellen in ¢, d und (c¢+d)/2. Die
Stiitzstelle in der Mitte des Intervalls wird dabei doppelt vorgegeben im Sinne
der Hermite-Interpolation, vgl. Bemerkung 37.6. Wie im Beweis von Propositi-
on 38.2 ergibt sich der Quadraturfehler im Intervall [c, d] somit als das Integral
iiber f—p. Um dieses abzuschétzen, verwenden wir die Fehlerdarstellung (37.6)
fiir den Interpolationsfehler mit dem entsprechenden Knotenpolynom

w(z) = (z—c)(x —d)(z — (c+ d)/2)2

(vgl. erneut Bemerkung 37.6). Durch Integration ergibt dies mit der Dreiecks-
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ungleichung und der Substitution t = (22 — ¢ — d)/(d — ¢)

‘/Cd(f(fﬂ) — p(x)) dm’ < ||f(4;!H[a,b](d;c)5/_ll (1 — 1) dt

1f D) ap) ,d—c\5,1 1. d—c b—aa,
= TG, = T ) 1 Ve

und durch Summation dieser jeweiligen Fehler aus den einzelnen Teilintervallen
folgt die Behauptung. 0

Beispiel. Die Simpson-Formel liefert fiir das Integral I = f_ll rldr = 2/5 den
Wert S = 2/3 # I, so dafl der Exaktheitsgrad der Simpson-Formel genau ¢ = 3
ist. Die Fehlerschranke von Satz 38.4 liefert fiir dieses Beispiel den exakten
Fehler |I — S| = 4/15, diese Schranke ist also scharf (vgl. auch Aufgabe 6). 0O

Man beachte, dafi der Wert fiir h in Satz 38.4 bereits beriicksichtigt, dafl fiir
das zusammengesetzte Simpson-Verfahren doppelt so viele Funktionswerte be-
notigt werden wie fiir die Trapezsumme: Bei der gleichen Anzahl von Funkti-
onsauswertungen fiir die Trapezsumme und das zusammengesetzte Simpson-
Verfahren stimmen auch die Werte von h in Satz 36.1 und Satz 38.4 iiberein.

Beispiel 38.5. Wir vergleichen die Ergebnisse der Trapezsumme mit dem zu-
sammengesetzten Simpson-Verfahren. Abbildung 38.1 zeigt die relativen Fehler
der entsprechenden Néherungen an das Integral

b
/ dxr = log?2
0o T+1

fir n = 1/h = 1,2,...,2000. Dabei ist n + 1 die Anzahl der Funktionsaus-
wertungen des Integranden. An der Abbildung ist deutlich die sublineare Kon-
vergenzgeschwindigkeit (n=? bzw. n~*) zu erkennen. Zudem ist offensichtlich
der relative Fehler des Simpson-Verfahrens ziemlich genau das Quadrat des
entsprechenden Fehlers der Trapezsumme. o

39 Das Romberg-Verfahren

In der Fehlerabschétzung der Trapezsumme und des zusammengesetzten Simp-
son-Verfahrens ist der Faktor h* mit festem s der entscheidende Term (fiir die
Trapezsumme ist s = 2, fiir das Simpson-Verfahren ist s = 4). Eine Halbierung
von h fithrt demnach zu einer Verbesserung des Fehlers um einen Faktor von
etwa 27°. In diesem Abschnitt stellen wir eine Methode vor, bei der neben
einer Reduktion von h gleichzeitig auch der Exponent s erhoht wird.
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Abb. 38.1: Relative Fehler bei Trapezsumme und zusammengesetztem Simpson-Verfahren

Beispiel 39.1. Zur Motivation betrachten wir die Trapezformel und nehmen
an, daf§ die Fehlerabschiatzung aus Satz 36.1 scharf ist. Dann gilt

Tif] =~ I[f]+e¢ und
Lf] = Ifl+e/4
mit € = (b — a)®|| /" (ap1/12. Wir konnen also erhoffen, daf

Tonlf] = Bl + 5 (Bl ~Tilf) = T17]+0-¢ (30,1

eine noch bessere Néherung an [[f] als T5[f] ist — und das bei im wesentlichen
demselben Rechenaufwand. Tatsachlich erhalt man auf diese Weise

Taolf] = “7% (Fa) +27(422) + J(b)
P8 () + 2(55) + F6) - 26 (@) — 260))
b—a

= P () Ar) + 1)
die Simpson-Formel S[f], die einen hoheren Exaktheitsgrad besitzt. o

Diese Idee, verschiedene Trapezsummen zu mitteln, kann rekursiv fortgefiithrt
werden, wie im folgenden skizziert werden soll. Dazu nehmen wir zunéchst
an, daB f um jeden Punkt x € [a,b] in eine global konvergente Potenzreihe
entwickelt werden kann, also daf3

f@, . P

k
T o h 4

fx+h) = flz)+
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fir alle h > 0. Dann definieren wir

gz, h) = /I+ F(t)dt. (39.2)

Bezeichnet F eine Stammfunktion von f, so ist g(z,h) = F(z + h) — F(z),
und aus der Potenzreihenentwicklung von f folgt

f(z) 5 f(k)(x) k+1
h+ ... hF
o e Tt T
Wir halten nun A fest und betrachten geeignete Vielfache der partiellen Ab-

leitungen von ¢ nach x, die durch gliedweise Differentiation nach x berechnet
werden konnen:

glz,h) = f(z)h+

oo, h) = f@)h + P @ @Rt (kil)!f““)(m)h’““ b
— 5 hg(nh) = S P @R TR O
%’ﬁgm(l‘,h) = +%f”($)h3 + ---+mf(k)(x)hk+l +...,

Die Vorfaktoren sind so gewéhlt, dafl sich bei einer Summation dieser Reihen
die hoheren Ableitungen von f wegheben,

1 1
f@)h = g(z,h) — §hgm(x,h) + ﬁhQQM(m,h) -
= m%hka—k (z,h) (39.3)
- R oah T ‘
k=0
Die Koeffizenten By, kK = 0,1,..., die in dieser formalen Reihenentwicklung

auftreten, sind die sogenannten Bernoulli-Zahlen. Sie lauten
By=1, By =-1/2, By=1/6,
BgZBg):B';:...:BQk_H:...:O,
B, =-1/30, Bg=1/42, ... ;
die Bernoulli-Zahlen mit geradem Index wachsen sehr schnell an und verhalten
sich fiir grofle k& wie
|Bor| ~ 2(2k)!(2m)7%*, k—o0.
Aus (39.2) folgt fiir £ > 1
ak

gk 9@ k) =[5 @t h) — D).
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Eingesetzt in (39.3) erhédlt man wegen Boy, . = 0 fiir k= 1,2, ..., somit
z+h 1
f@h = [ f@d - Sh(fn - fa)
+ Z B2k h2k f(Zk 1)(33 + h) f(2k71)(x))
beziehungsweise
h
o (Fl@+h)+ f(z))
v - Boy, 2k—1 2k—1 2k
[ 30 G (r ) = @) 1
z k=1 ’

Istx =x;_1,1=1,...,n, ein Gitterpunkt der Trapezsumme und h = (b—a)/n,
dann ist die linke Seite gerade die Ndherung der Trapezformel fiir das Integral
f t) dt. Durch Summation von ¢ = 1 bis n erhalten wir daher

To[f] FED(b) — fC D (a) ) 2. (39.4)

=2k

Dies ist die sogenannte Fuler-Maclaurin-Summenformel. Falls f weniger glatt
ist oder nicht in eine konvergente Potenzreihe entwickelt werden kann, 148t sich
zumindest das folgende Resultat beweisen.

Satz 39.2. Sei f € C?™2[a,b], h = (b—a)/n und 7o, wie in (39.4) definiert.
Dann gilt

Tolf] = I1f] + ) maeh™ + O(h*"+?) . (39.5)

k=1
Dabei geht die Mazimumnorm von f®m+2) in den O(-)-Fehlerterm ein.

Fiir einen Beweis dieses Satzes sei auf das Buch von Kref§ [63] verwiesen, man
vergleiche auch Aufgabe IX.9. Die Gleichung (39.5) liefert eine prézise asym-
ptotische Entwicklung des Quadraturfehlers der Trapezsumme. Man beach-
te, daf} fiir eine (b — a)-periodische Funktion f iiber R alle Koeffizienten 1o
aus (39.4) verschwinden. Hat eine solche Funktion eine Potenzreihenentwick-
lung, die iiber das Intervall [a, b] hinaus konvergiert, so ist die Konvergenz der
Trapezsumme sogar linear, vgl. etwa [63].
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Beispiel. Wir greifen noch einmal das einfithrende Beispiel 39.1 auf. Nach
Satz 39.2 gilt fiir f € C*[a,b]

Tlfl = Ilfl+ mh*+0(h"),
Toalf] = I[f]+ /40 + O(hY),
jeweils mit h = (b—a)/n und 7 = (f'(b) — f'(a))/12. Somit ist

Tolf) = Tolf] = 370 +0(h")

beziehungsweise
4
72h2 = g (Tn[f] - T2n[f]) + O(h4)~
Damit folgt
1

Toulf) = 5 (Tlf) = Toalf]) = 111+ O

Die linke Seite ist gerade wieder das zusammengesetzte Simpson-Verfahren
Sulf], vgl. Aufgabe 5. Auf diese Weise ergibt sich also ein weiterer Beweis fiir
die hohere Konvergenzordnung des zusammengesetzten Simpson-Verfahrens
geméfl Satz 38.4. o

Das Romberg-Verfahren perfektioniert die Vorgehensweise aus diesem Beispiel.
Wir gehen davon aus, daf fiir eine gegebene Funktion f € C?™*2[q,b] die
Trapezsumme fiir m verschiedene Gitterweiten h; = (b —a)/n;, 1 = 1,...,m,
mit hy > hy > ... > h,, berechnet worden ist. Setzen wir ¢(h?) fiir die
rechte Seite von (39.5), so 148t sich aus den berechneten Integralnéherungen
das Polynom p,,, 1 € I, 1 bestimmen, das die Funktion ¢ an den Abszissen
h? interpoliert,

Pm_1(h?) = ©(h?) = T,.[f], i=1,...,m.

Dies erlaubt dann die Approximation von I[f] = ¢(0) durch p,,_1(0). Man
nennt diese Vorgehensweise Ertrapolation, da aus den Werten von ¢ an den
Stellen A%, ..., h2, auf den Wert ¢(0) geschlossen werden soll und die Null nicht
in der konvexen Hiille der h? liegt. Der Extrapolationsfehler |p,, 1(0) — I[f]|
wird in einer Arbeit von Bulirsch [12] genauer untersucht.

Fiir die Knotenzahlen n; der Trapezsummen wahlt man in der Praxis meist
die klassische Romberg-Folge

_ 9i—1 N
nl—2 y 7,—1,2,...,

oder die sogenannte Bulirsch-Folge

ny =1, TLQiIZi, n2i+1:3-2i’1, 1=1,2,...
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ny =1 ° °
ng =2 o ° o}
ng =3 o ° ° o
ng =4 o] ° o ) fo)
ns =6 o ° o o o ° o
ng =8 o . o ° o ° o) ° o)
ny =12 O ® 0 0 0 @ O ®:0 0 0 e 0
ng = 16 O ® 0 ® 0 e O e O @ O e O e O @ O
ng = 24 folf HoNoNCR NoX HoNoNol Fo¥ HoNoNoR NoX HoNoNol Yol
: —
a b

Abb. 39.1: Die zu berechnenden Funktionswerte bei der Bulirsch-Folge

Wihrend die klassische Romberg-Folge zu einem einfacheren Rechenschema
fiithrt, wird in der Praxis zumeist die Bulirsch-Folge implementiert, da sie mit
weniger Funktionsauswertungen auskommt. Fiir m = 9 werden beispielsweise
bei der Bulirsch-Folge lediglich 33 Funktionsauswertungen benotigt (statt 257
Funktionsauswertungen bei der klassischen Romberg-Folge). Abbildung 39.1
soll dies veranschaulichen: Die Kreise kennzeichnen die Knoten der jeweiligen
Gitter fiir die zusammengesetzte Trapezsumme mit der Bulirsch-Folge; ein
weiler Kreis zeigt dabei an, dafl der entsprechende Funktionswert f(z;) bereits
fiir eine vorangegangene Trapezndherung 7,,, berechnet wurde.

Das Interpolationspolynom p,, ; kann in der folgenden Weise rekursiv berech-
net werden.

Lemma 39.3 (Aitken-Neville). Fir 1 <i < j < m bezeichne p(; ;) € II;_;
das (eindeutig bestimmte) Polynom, das die Interpolationsaufgabe

p(l7])(hi) = Tnk [f] Y k = 7:7 A 7j) (39.6)

erfillt. Dann gilt fir1 <i<j <m:

Paj+1)(@) = mp(iﬂ,jﬂ)(x) - ﬁp(i,j)($)~ (39.7)
J+ i 7+ 4

Beweis. Um die Rekursion (39.7) fiir feste ¢ und j mit 1 <14 < j < m nachzu-
weisen, zeigen wir, dafl das durch die rechte Seite von (39.7) definierte Polynom

T — h? T = h2‘+1
p(z) = mp(i+l,j+l)($) - h?T_]h?p(i,j)(l‘)
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die entsprechenden Interpolationsbedingungen (39.6) erfiillt. Zunéchst ist

p(hi) = pay(hi) = Tulfl,  p(hia) = parigen(hin) = Toalf],

und fiir 1 + 1 < k < j ergibt sich

2 hi, — hi hi — h?+1 2
p(hy) = M Plit1,j+1) (hk) - W (i,j)(hk)
G+1 _\,_/ G+1 N—

) ) ) T, [£] T, [f]
h2 —h2 —h2 + h2,,
= o =Tl

Die Polynome p und pg; ;1) erfiillen also die gleichen j + 2 — 4 Interpolati-
onsbedingungen und liegen beide in I7;_; ;. Nach Satz 37.3 miissen sie daher
ibereinstimmen. Damit ist (39.7) bewiesen. 0

Die Rekursion (39.7) kann nun verwendet werden, um die Integralndherung

Tamlf] = pam)(0) = pm-1(0) = ¢(0) = I[f]

iiber die Zwischenergebnisse

T(j,j+k)[f] - p(j7j+k)(0)> k:()a"'am_]-v jzla"'7m_k7

rekursiv zu berechnen. Aus (39.7) folgt ndmlich

T j+mlf] = 7JT( 140 L]+ LT( k-1 Lf]
J:J h?-‘,—k h] JT4iJ h?—i—k _ hj iy
h2
= T(+154mf] + ﬁ (Tovrgemlf] = Ty gee-nlf])

j+k

und die Rechnung kann {iber zwei geschachtelte Schleifen wie in Algorith-
mus 39.1 organisiert werden.

Beispiele. Bei der klassischen Romberg-Folge ist n; = 2/7! und somit I/](-k) =

(njix/n;)* = 4*. Daher vereinfacht sich die Rekursion in Algorithmus 39.1 zu

4kT(j+1,j+k) [f] - T(j,j+k—1) [f]
4k — 1

T1510 1 = T jen-vlf]
4k —1 '

T +mlf] = 3.5)

= Tlitrj+mf] +
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Initialisierung: nj, j = 1,...,m, seien aufsteigend angeordnete natiirliche Zahlen,
etwa die Romberg-Folge oder die Bulirsch-Folge

berechne T(; ;[f] = Tn,[f], 5 =1,...,m
fork=1,...,m—1do
forj=1,...,m—k do

k) _ (i N? _ (myte)?
Vj - (h]+k) o ( n; )
T340 ] = Thr4m ] +

end for % j-Schleife
end for % k-Schleife

Ergebnis: I[f] = T m)[f]

Tr1,+0 ] = T 4w ]
I/](-k) — 1

Algorithmus 39.1: Romberg-Verfahren

1 T
Fiir das Integral — / sin? z dx lauten die ersten drei Trapezniherungen
m™Jo

1
no= 5 (sin®0 +sin*7) = 0,
1
T, = 1 (sin® 0+ 2sin® Z +sin*7) = 1/2,
1
T, = g(sm4o+2sm4g +2sin® Z 4 2sin" 2 +sin’ 1) = 3/8.
Das Romberg-Verfahren kann nun gemifl Algorithmus 39.1 bzw. (39.8) mit
dem folgenden Romberg-Tableau ausgewertet werden:

fon == \
~1/3
Topy =T =1/2 < T2 =2/3
13 w
Tigg =Tyi=3/8 —3 =T, =1/3 1815 > 7, = 14/45

Dabei werden jeweils zwei Nidherungen geméfl der Verbindungslinien des Ta-
bleaus und den daran stehenden Faktoren linear kombiniert. Die gesuchte Ap-
proximation fiir den Integralwert ergibt sich rechts unten: 7{; 3 = 14/45.

Als ein zweites numerisches Beispiel wenden wir das Romberg-Verfahren auf
das Integral aus Beispiel 38.5 an. Die Dreiecke in Abbildung 39.2 entspre-
chen den Nédherungen T{, ;y auf der Diagonalen des Romberg-Tableaus; Drei-
ecke nach oben kennzeichnen Naherungen fiir die klassische Romberg-Folge,
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Abb. 39.2: Relative Fehler des Rombergverfahrens

Dreiecke nach unten gehoren zu den Naherungen mit der Bulirsch-Folge. Die
Abszisse einer Dreiecksposition gibt die Zahl der notigen Auswertungen des
Integranden an. Fiir ng = 24 werden bei der Bulirsch-Folge beispielswei-
se 33 Funktionsauswertungen benéttigt und die resultierende Néherung des
Romberg-Verfahrens ist fast im Bereich der Maschinengenauigkeit eps. Die glei-
che Anzahl Funktionsauswertungen ergibt bei der klassischen Romberg-Folge
lediglich eine Genauigkeit zwischen 10~ und 107!2. Zum Vergleich: Der rela-
tive Fehler des Simpson-Verfahrens (gebrochene Kurve) liegt bei 33 Funktions-
auswertungen knapp unter 10~7, der Fehler der Trapezsumme (Strichpunkte)
liegt bei 1074 O

40 Gauf3-Quadratur

Wir beginnen diesen Abschnitt mit dem folgenden

Problem 40.1. Gegeben seien m paarweise verschiedene Knoten xi,...,ZTm,
und m Gewichte wy, . .., w,,. Wie grof$ ist mazimal der Fxakheitsgrad der Qua-
draturformel
Qlfl = Zwif(xi) ~ I[fw] ? (40.1)
i=1

Dabei ist w wie zuvor eine fest vorgegebene Gewichtsfunktion tiber dem Inte-
grationsintervall T = |a, b].
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Zu beachten ist die von den vorhergehenden Abschnitten abweichende Indi-
zierung der Knoten und Gewichte der Quadraturformel Q[-]. Wéahrend bisher
der Index immer von i = 0 bis m lief, lduft er hier und im folgenden lediglich
von i = 1 bis m. Unter Beriicksichtigung dieser Anderung kann aus Proposi-
tion 38.1 unmittelbar geschlossen werden, daf§ der maximale Exaktheitsgrad
mindestens m — 1 ist, falls die Gewichte w; geméf (38.1) durch Integration
der Lagrange-Grundpolynome bestimmt werden. Das folgende Resultat liefert
eine Oberschranke fiir den grofftmoglichen Exaktheitsgrad.

Proposition 40.2. Seiw > 0 in (a,b). Dann ist der Ezxaktheitsgrad der Qua-
draturformel Q[ -] aus (40.1) hichstens ¢ = 2m — 1.

Beweis. Wir betrachten das quadrierte Knotenpolynom

p(z) = Wi (z) = H(x —23)? € Iy, .

Offensichtlich ist @Q[p] = 0 und

/Hx—:cl x)dr > 0,

da alle Faktoren nichtnegativ und auf einer offenen Teilmenge positiv sind.
Daher ist Q[p] / #[p; w] und der Exaktheitsgrad der Quadraturformel ist hoch-
stens 2m — 1. ]

Um zu untersuchen, ob Proposition 40.2 scharf ist, leiten wir im weiteren not-
wendige Bedingungen an eine Quadraturformel mit Exaktheitsgrad 2m—1 her.
Motiviert durch den Beweis von Proposition 40.2 betrachten wir weiterhin das
Knotenpolynom

m

w(z) = H(l’ — ;) € I,
i=1
und ein beliebiges Polynom p € I1,, ;. Dann gehort das Produkt wp zu I15, 1
und es ist (wp)(x;) = 0,7 =1,...,m. Nehmen wir nun an, die Quadraturformel
Q@[] habe den Exaktheitsgrad ¢ = 2m — 1. Dann folgt

0 = Qlwp] = Iwp;w]| = / w(z)p(z)w(z) dr; (40.2)

mit anderen Worten: w steht orthogonal auf dem gesamten Unterraum I1,,
beziiglich des Innenprodukts

(o) = / (@) (z)w(z) de. (40.3)
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Nach Satz 33.1 mufl daher das Knotenpolynom w ein skalares Vielfaches des
m-ten Orthonormalpolynoms wu,, zu der Gewichtsfunktion w sein. Insbeson-
dere miissen die Nullstellen von w und u,, iibereinstimmen. Die Knoten x;,
i = 1,...,m, der Quadraturformel (40.1) miissen also die nach Satz 34.1
paarweise verschiedenen und im offenen Intervall (a,b) gelegenen Nullstellen
des eindeutig bestimmten Orthonormalpolynoms u,, sein. Dies ist eine er-
ste notwendige Bedingung an eine Quadraturformel Q[-] mit Exaktheitsgrad
q=2m — 1.

Ferner sind nach Proposition 38.1 die Gewichte w;,7 = 1, ..., m, der Quadra-

turformel @[] durch die Integrale der Lagrange-Grundpolynome [; eindeutig
festgelegt,

b
w; = / Li(z)w(x)dz, i=1,...,m, (40.4)

vgl. (38.1). Es bleibt also eine einzige Quadraturformel als moglicher Kandidat
fiir den maximal erreichbaren Exaktheitsgrad ¢ = 2m — 1 iibrig. Dies ist die
sogenannte m-stufige Gaufs-Formel G,,[-;w] zu der Gewichtsfunktion w.

Satz 40.3. Die m-stufige Gauf-Formel mit den Nullstellen x;, i = 1,...,m,
des m-ten Orthonormalpolynoms beziiglich des Innenprodukts (40.3) als Kno-
ten und den Gewichten w; aus (40.4) hat den mazimal maéglichen Exaktheits-
grad g = 2m — 1. Die Gewichte sind dabei allesamt positiv und hdngen tiber

mit den Christoffel-Funktionen aus Definition 33.3 zusammen.

Beweis. Um den Exaktheitsgrad ¢ = 2m — 1 nachzuweisen, betrachten wir
die Basis { 1,z,...,2" w(z),zw(z),..., 2" w(z) } von Ils,_1. Wegen der
Wahl der Gewichte (und unter Beriicksichtigung der modifizierten Indizierung)
ist die Gau-Formel nach Proposition 38.1 exakt fiir die Monome 1, z, ..., 2™ 1.
Fiir die Basisfunktionen 2w (z), j = 0,..., m—1, folgt die Exakthelt aus (40 2),
denn die rechte Seite ist wegen der Orthogonahtat von w und 1, 1 gleich Null.

Also hat G,,[-;w] den Exaktheitsgrad ¢ = 2m — 1.

Fiir den Nachweis von (40.5) entwickeln wir das j-te Lagrange-Grundpolynom
l; € I, in der Orthonormalpolynombasis {u};;' und erhalten

m—1
= E QpUp
k=0
mit

ap = (u,l;) = / () (x)w(z) de = uglj;w],
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vgl. Satz 31.6. Aus k < m — 1 folgt wl; € II5,—» und somit ist [[ugl;;w] =
G ugl; w] und

ap = Gpluglj;w] = g wiug(x;) L) = wjug(x;) .
v

=0i;

Fiir die entsprechende Norm von [; folgt somit aus dem Satz von Pythagoras

m—1 m—1
15012 = (L) = D af = w) > ui(x;). (40.6)
k=0 k=0

Andererseits ist — wiederum wegen des Exaktheitsgrads von G,,[-;w] —

15115 = I[6;w) = G sz ) = w;.

Hieraus folgt zunichst die Positivitdt von w; und durch einen Vergleich mit
(40.6)

m—1
w up(z;) = w AN xy).
k=0
Damit ist der Satz vollsténdig bewiesen. ]

Bemerkung. Nach Satz 33.4 ist A,,(x;) das Minimum von ||p[|2, wobei p alle
Polynome aus I1,,_; mit p(z;) = 1 durchlduft. Ferner ist das minimierende Po-
lynom ein Vielfaches des Kernpolynoms aus Definition 33.3 vom Grad m — 1
mit £ = x;. Wegen (40.6) und (40.5) ist das minimierende Polynom offensicht-
lich gerade das entsprechende Lagrange-Grundpolynom ;. O

Beispiel 40.4. Fiir die Tschebyscheff-Gewichtsfunktion w(x) = (1 — 22)~1/2
im Intervall (—1,1) sind die Knoten der m-ten GauB-Formel die Nullstellen
des m-ten Tschebyscheff-Polynoms 7;,,,

2 —1
2m
vgl. Beispiel 34.7. Nach (32.5) sind die orthonormierten Tschebyscheff-Polyno-

me durch vy = 1/y/m und uy, = /2/7 T}, fiir k > 1 gegeben. Aus (40.5) und der
expliziten Darstellung (32.1) der Tschebyscheff-Polynome erhalten wir somit

= (gui(ml))_l = (%—i—%mz_lcosQ (k:(2i—1)%)>_1.

T; = COS m, 1=1,....,m,
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Mit der Kosinus-Halbwinkelformel folgt hieraus

m—1

1 1 -1
w; = <7r+7rl§_1 <1+cos (26 —1)— )))
m—1
1 -1
= (@4__ cos 22—1 )) .
T T m

In der letzten Summe treten jeweils fir £ = [ und & = m — [ die gleichen
Summanden mit gegengesetzten Vorzeichen auf. Folglich hat diese Summe den
Wert Null und es ergibt sich w; = m/m. Damit lautet die m-stufige Gaufs-
Tschebyscheff-Formel

21 —

1 m .
/1%@ > feos = ). (40.7)
1=1 <>

Zum Abschlufl dieses Abschnitts schiatzen wir noch den Quadraturfehler der
GauB-Formeln ab.

Satz 40.5. Sei f € C*[a,b] und G| ;w] die m-stufige Gauf-Formel fiir
I[-;w]. Dann gilt

1™ 1,81
(2m)!~2 7

wobei vy, wie in Satz 33.1 den Hdochstkoeffizienten des Orthonormalpolynoms
U,, bezeichnet.

| I[f;w] = Gl f;w] | <

Beweis. Wie bereits bei der Simpson-Formel greifen wir auf die in Bemer-
kung 37.6 angesprochene Hermite-Interpolation zuriick und interpolieren die
Funktionswerte f(z;) zusammen mit den Ableitungen f’(z;) in allen Knoten
x; der GauB-Formel durch ein Polynom ps,, 1 € Ily,,_1. Die entsprechende
Verallgemeinerung von Satz 37.4 liefert fiir jedes x € [a, b] ein £ € (a,b) mit

m
O [l -

i=1

(2m)

f(l‘) - p2m—1(x

Da die Knoten z; die Nullstellen des m-ten Orthonormalpolynoms sind, gilt
also

FE(E) up ()

f(x) - pmel(x) = (Qm)' 77271 )
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und wegen des Exaktheitsgrads von G,,][-; w] folgt

| I[fiw] = Gulfiw]| = [1[f;w] = Gulpam-riu]]
= |/b(f— )(@)w(z)de| < w/bzﬁ (z)w(z) dx
L S oemig
=1
117%™ a8
@m)I2 -
Bemerkung. Speziell fiir die GauB-Tschebyscheff-Formel (40.7) ist
w%=Yr, o =4"/2r), m>1,
vgl. (33.5). o

41 Gaul3-Legendre-Formeln

Leider lassen sich nur die wenigsten Gauf3-Formeln so wie die Gauf3-Tscheby-
scheff-Formeln explizit angeben. Insbesondere fiir den wichtigen Spezialfall
w = 1, der zu der klassischen £2-Norm gehért, kénnen die Knoten der Gauf-
Formeln nur fiir kleine m explizit angegeben werden. Im Intervall [—1, 1] sind
dies die Nullstellen der Legendre-Polynome aus Beispiel 33.2. Die zugehori-
ge GauB-Formel heiBt daher Gaufs-Legendre-Formel G,,[ - ;w = 1] oder kurz
Gl

Beispiel 41.1. Die erste Gaufi-Legendre-Formel ist die Mittelpunktformel,
G1[f] = M][f], denn sie hat nach Lemma 38.3 den Exaktheitsgrad ¢ = 1
und ist, wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, dadurch eindeutig als
Gauf-Formel festgelegt. Nach Beispiel 33.2 ist

3 5, 1
das Legendre-Polynome vom Grad 2. Folglich sind die Nullstellen z,/, =
+1/v/3 von P, die Knoten von Gy[-]. Damit Gy[f] fiir f(x) = = den Inte-
gralwert Null ergibt, miissen die beiden Gewichte w; und ws gleich sein. Somit
ist

Golf] = f(=1/V3) + f(1/V3)

die zweistufige Gauf-Legendre-Formel. Die dritte Gauf-Legendre-Formel 148t
sich ebenfalls noch explizit angeben:

Golf] = 2 F(=VTB/3) + 5 J(0) + 2 [(VIB/3).



342 VII Numerische Quadratur

Die GauB-Legendre-Formeln sind in der Formelsammlung [1, Table 25.4] fir
verschiedene m tabelliert. Sie konnen mit dem folgenden Algorithmus von Go-
lub und Welsch [35] numerisch bestimmt werden. Dieses Verfahren beruht auf
der bekannten Rekursionsformel der Legendre-Polynome und den Resultaten
aus den Abschnitten 34 und 35.2.

Wir erinnern zunéchst an Satz 34.6, nach dem die Nullstellen z;, i = 1,...,m,
des m-ten Legendre-Polynoms, also die Knoten der m-stufigen Gau3-Legendre-
Formel, gerade die Eigenwerte der m-ten Jacobi-Matrix dieser Orthonormal-
polynome sind. Nach Beispiel 33.2 geniigen die orthonormierten Legendre-
Polynome der Rekursionsformel (33.9),

ﬁn+1un+1(x) = I‘Un(l‘) - /Bnunfl(x) ) n e NO; (411)

mit u_; = 0, up = 1/v/2 und

n
o= @z—n2 '€ N (41.2)

Die zugehorige m x m-Jacobi-Matrix lautet
[0 5 0
p 0 "

_ . . mxm
I = . G cR , (413)

6m—2 0 ﬁm—l
L 0 ﬁm—l 0 J

vgl. (34.3).

Die Gewichte w;, i = 1,...,m, der Gaufl-Formel ergeben sich nach Satz 40.3
aus den Christoffel-Funktionen, w; = A,,(z;), und demzufolge besteht nach
Satz 34.6 der folgende Zusammenhang zwischen dem Gewicht w; und der ersten
Komponente vy; eines Eigenvektors v; € R"™ von J,, zum Eigenwert x;:

v/ villy = Am(ziug(@:) = wiug(e:) = wi/2.
Wir fassen diese Ergebnisse in dem folgenden Resultat zusammen:

Proposition 41.2. Sei J,,, aus (41.3) die m x m-Jacobi-Matriz der Legendre-
Polynome mit den Eigenwerten \; und zugehorigen Eigenvektoren v; = [Uﬁ];ﬁzl,
t=1,...,m. Dann lautet die m-te Gauf$-Legendre-Formel

m 21}%
Gnlfl = 2]

fN)- (41.4)

[Nl o}
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Aufwand. Da J,, eine Tridiagonalmatrix ist, konnen ihre Eigenwerte und Ki-
genvektoren mit etwa O(m?) Operationen berechnet werden, vgl. Abschnitt 29.

O

Beispiel 41.3. Als Beispiel fiir den Algorithmus von Golub und Welsh greifen
wir auf das Beispiel aus Abschnitt 27.7 zuriick. Dort wurden die Eigenwerte der
Matrix (J5 + I)/2 berechnet, also die Stiitzstellen der fiinften Gauf-Legendre-
Formel fiir das Intervall [0, 1]. In Beispiel 29.5 wurde ferner anhand des grofiten
Eigenwerts A5 = 0.95308992296933... demonstriert, wie die zugehorigen Eigen-
vektoren effizient und stabil berechnet werden. Aus dem dort angegebenen
Ergebnis errechnet sich das zugehorige Gewicht ws der Quadraturformel zu

2
Uls

w3

= 0.11846344252809...

Ws

Da hier 7 = [0, 1] das Integrationsintervall ist, fehlt der Faktor 2 aus (41.4).

Aus der allgemeinen Theorie zur Gaufl-Quadratur aus dem vorangegangenen
Abschnitt ergibt sich die folgende Fehlerabschéitzung fiir die m-stufige Gauf3-
Legendre-Formel.

Satz 41.4. Fiir f € C*™[—1,1] st

[ 111 = Gulf]| < m I1FC™ -1
mit
2 At Vr
N 2m+1((2m)!)3 2ym

(4em)?™(1+O0(L)), m — cc.

m

Beweis. In Beispiel 33.2 haben wir den Hochstkoeffizienten ~,, des m-ten or-
thonormierten Legendre-Polynoms ausgerechnet. Demnach ist

s 2m+1 ((2m)!)2
Tm T T )t

vgl. (33.8), und somit ergibt sich die gewiinschte Fehlerabschétzung mit dem

exakten Wert ¢, aus dem allgemeinen Satz 40.5. Das asymptotische Verhalten
von &, fiir m — oo folgt aus der Stirling-Formel

m! = V2re™" (m + )™ (1+ 0(L)), m — o00. (41.5)

O

Schliefllich konstruieren wir noch die Radau-Legendre-Formeln, die unter ande-
rem bei der numerischen Losung von Anfangswertaufgaben bei gewohnlichen
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Differentialgleichungen eine wichtige Rolle spielen, vgl. Abschnitt 79. Die m-
stufige Radau-Legendre-Formel R,,[-] ist eine Quadraturformel fiir I]-], bei
der ein Knoten von vornherein festgelegt wird, namlich z,, = 1:

m—1 1
Rlf] = (1) + Y wf @) ~ [ fa)da. (416)
i=1 -
Dabei soll R,, (unter der Nebenbedingung 7,, = 1) den maximal méoglichen
Exaktheitsgrad haben. Da Z,, = 1 ein Randpunkt des Intervalls [—1,1] ist
und die Nullstellen der Legendre-Polynome allesamt im Innern dieses Inter-
valls liegen, sind die m-stufige Radau-Legendre-Formel und die entsprechende
Gaufl-Legendre-Formel niemals identisch, so dafi der Exaktheitsgrad von R,,,[-]
maximal 2m — 2 sein kann. Dieser Exaktheitsgrad wird auch tatsdchlich er-
reicht, wie im weiteren gezeigt werden soll.

Dazu erinnern wir zunéchst an das inverse Problem 35.2 aus Abschnitt 35.2:
Modifizieren wir das rechte untere Eckelement der Jacobi-Matrix J,, aus (41.3)
mit den Koeffizienten 3, aus (41.2) gemif

0 51 0
B0
_ . . mxm
T = o By ER™™,  anmeR, (41.7)
6m—2 0 6m—1
_O ﬁm—l o7

so existiert nach Satz 35.3 ein diskretes Innenprodukt
(poa) =D W% plE:)q(i) (41.8)
i=1

im Raum 17, 1, fiir das die Polynome {@,}"- aus der Rekursion

ﬂn-{—lﬂn—&-l(l’) = {L'ﬂn((E) — ﬁnﬁn_l(.T) S Hn+1, (419)

n=0,1,....,m—2, mit u_; =0 und %y = 1 die zugehorigen Orthonormalpo-
lynome sind. Dabei sind die Stiitzstellen z; von (41.8) die Eigenwerte von I
und die zugehorigen Gewichte die jeweils erste Komponente 01; des beziiglich
der Euklidnorm zu Eins normierten entsprechenden Eigenvektors von J,,. Man
beachte die Analogie zur Gaufl-Legendre-Formel.

Offensichtlich stimmt die Rekursion (41.9) (bis auf die Initialisierung von )
mit der Rekursion (41.1) der orthonormierten Legendre-Polynome {u,} iiber-
ein. Daher ergibt sich unmittelbar

in(r) = V2un(z), n=0,1,...,m—1. (41.10)
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Proposition 41.5. Sei oy, > 0 in (41.7) eine beliebige reelle Zahl. Dann hat

die Quadraturformel
1
%/ f(z)dx (41.11)
-1

mit den oben spezifizierten Knoten ; und den positiven Gewichten w; = 20%,,

i=1

1=1,...,m, mindestens den Exaktheitsgrad 2m — 2.
Beweis. Nach Satz 35.3 sind die Faktoren 0}, aus (41.8) und damit die Ge-
wichte w; fiir ¢ = 1,...,m positiv. Fiir die Abschitzung des Exaktheitsgrades

wéhlen wir ein beliebiges n < 2m — 2 und faktorisieren das Monom f(z) = a™
in zwei Monome p(z) = 2% und ¢(z) = ' mit 0 < ki <m—1, k+1=n.
Entwickeln wir p und ¢ in die Legendre-Polynome,

m—1

- Zaz‘“z‘(ﬂf)j q(z) = Zbiui($>7 (41.12)

so gilt mit der Notation (-, -) fiir das £*Innenprodukt iiber (—1,1)
1 m—1
/ " dr = Z abj(u;,u;) = Z a;b; . (41.13)
-1 i,j=0 i=0

Auf der anderen Seite folgt aus (41.12) und (41.10)

- i), ) = o5 3 bia).

also die Entwicklung von p und ¢ in die Orthonormalpolynome {,} zu dem
Innenprodukt (41.8). Folglich ist

Z a;b; ul,u] = % a;b; ,
255 =0
und ein Vergleich mit (41.13) ergibt
' 2 gkl S n
/_1x dr = 2( 22”12 ;T z::wixi.

Demnach ist die Quadraturformel (41.11) fiir alle Polynome vom Grad kleiner
oder gleich 2m — 2 exakt. ]
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Die Aussage von Proposition 41.5 ist unabhéngig von der Wahl des bislang
freien Parameters «,, in der Matrix .J,,. Fiir die Konstruktion der Radau-
Legendre-Formel wahlt man «,, derart, daf§ der grofite Eigenwert z,,, von J,,
gleich Eins ist.

Lemma 41.6. FEs gibt genau ein o, € R, ndmlich

m

Ay = 1/6:1(_[— Jm)_lem = m,

fiir das die Matriz J,, aus (41.7) den Eigenwert \ = 1 besitzt.

Beweis. Wir bezeichnen wieder mit e,, € R™ den m-ten kartesischen Einheits-
vektor. Dann gilt J,,, = J,,, + amemer,.

Sei v € R™ ein Eigenvektor von J,, + aepe;), zum Eigenwert A = 1. Dann gilt
v = (Jm +aeper v = Juv+alerv)en,, (41.14)

d.h. (J,, — I)v ist ein Vielfaches von e,,, und zwar ein von Null verschiedenes
Vielfaches. Letzteres liegt daran, dafl die Eigenwerte von .J,, die Nullstellen des
m-ten Legendre-Polynoms sind, die allesamt in (—1,1) liegen, so daf§ J,,, — I
invertierbar ist. Normieren wir v derart, dafl

(I —Jn)v = e (41.15)
erfiillt ist, so folgt aus (41.14) unmittelbar

alerv) =1
und somit gilt

a=1/ev =1/e(I—Jn) tem = am.

Umgekehrt sieht man, daf fiir v aus (41.15) und a = «,, die Eigenwertglei-
chung (41.14) erfiillt ist.

Fiir die zweite Darstellung von «,, verwenden wir wieder die Aussage aus
Satz 35.3, wonach das Polynom

Um(x) = (. — ) Um—1(2) — B 1Um—2(x)

in x = 1 eine Nullstelle besitzt, sofern A = 1 ein Eigenwert von J, ist. Dies
ergibt die Gleichung

(1 = ap)tm (1) = Bnrtim—(1), (41.16)
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Abb. 41.1: Relative Fehler der Quadraturverfahren

zu deren Losung die Funktionswerte von u, an der Stelle x = 1 bendtigt
werden. Letztere ergeben sich unmittelbar aus (41.9) durch Induktion tiber n:

(1) = V2n+1, n=0,...,m—1.

Eingesetzt in (41.16) erhalten wir somit

m—1
1—an)V2m—1 = V2m — 3,
( ) Vv (2m —1)(2m — 3)

woraus die Behauptung folgt. ]

Die m-te Radau-Legendre-Formel ist also die Quadraturformel (41.11), die sich
fir a,, = m/(2m — 1) ergibt. Der Aufwand zur Berechnung dieser Formel ist
der gleiche wie zur Berechnung der Gauf3-Legendre-Formel.

Radau-Formeln lassen sich wie Gaufl-Formeln auch fiir allgemeinere Gewichts-
funktionen herleiten. Im allgemeinen mufl dann der Parameter «,, aus der
ersten Identitdt von Lemma 41.6 durch Losen des Gleichungssystems (41.15)
bestimmt werden.

Beispiel. Wir vergleichen die verschiedenen Quadraturverfahren noch einmal
anhand des Integrals

1
1
/ dx
0o T+1
aus Beispiel 38.5. Abbildung 41.1 zeigt neben den bereits bekannten Fehler-
kurven fiir die Trapezsumme, das zusammengesetzte Simpson-Verfahren so-
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wie das Romberg-Verfahren (mit der Bulirsch-Folge) die Ergebnisse der Gau$-
Legendre-Quadratur bei jeweils gleicher Knotenzahl. Da hier [0, 1] das Integra-
tionsintervall ist, miissen die oben berechneten Knoten x; der Gau$-Legendre-
Formeln wie in Beispiel 41.3 linear auf das Intervall [0, 1] transformiert werden
und die Gewichte w; entsprechend halbiert werden. Die Konvergenzkurve der
Gauf3-Legendre-Quadraturformeln zeigt eine im wesentlichen lineare und &u-
Berst schnelle Konvergenz. Um alle signifikanten Stellen des Integralwerts zu
berechnen, werden nur etwa 12 Funktionsauswertungen benotigt. Das ist um
einen Faktor drei bis vier besser als beim Romberg-Verfahren. Abbildung 41.1
enthélt keine Ndherungen der Radau-Legendre-Formeln, da diese mit den N&-
herungen der jeweiligen Gau-Legendre-Formeln nahezu {ibereinstimmen. o

Man beachte allerdings, dafl die Konvergenzgeschwindigkeit bei allen Quadra-
turformeln entscheidend von dem Integranden abhéngt. Die Resultate aus Ab-
bildung 41.1 sind daher nur eingeschrénkt auf andere Integranden iibertragbar.

42 Ein adaptives Quadraturverfahren

Bei der Approximation eines konkreten Integrals sind die A-priori-Fehlerschran-
ken der vorangegangenen Abschnitte oft nicht anwendbar, da sie eine scharfe
Abschitzung einer hoheren Ableitung des Integranden bendtigen und den Feh-
ler dennoch oft nur grob einschlieflen.

Zudem gehen diese Abschitzungen davon aus, dafl das Integrationsintervall
gleichméfig unterteilt ist — speziell bei Integranden mit Singularitéiten ist es
hingegen sinnvoll, in der Nahe der Singularitdt ein feineres Gitter zu wéh-
len, um die Anzahl der nétigen Funktionsauswertungen zu minimieren. In der
Praxis wird das Gitter zumeist adaptiv verfeinert. Diese Verfeinerung erfolgt
anhand von Fehlerindikatoren, die den lokalen Integrationsfehler schatzen.

Wir beschreiben nun eine von mehreren Moglichkeiten, einen solchen Algorith-
mus zu implementieren. Dazu betrachten wir ein einzelnes Teilintervall [a, b]
des Gitters und bezeichnen mit /[f] das zu berechnende Integral iiber diesem
Intervall. Dieses Integral kann durch die zusammengesetzte Simpson-Formel
Ss[f] approximiert werden, die finf Funktionswerte an dquidistanten Gitter-
punkten des Intervalls [a, b] verwendet.

Um die Genauigkeit dieser Niherung zu schétzen, verwenden wir die Idee des
Romberg-Verfahrens. Die Simpson-Ndherung S,[f] entspricht der Approxima-
tion T{9,3)[f] im Romberg-Tableau, vgl. Aufgabe 5. Daher kann ohne zusdtzli-
che Funktionsauswertungen auch ein Kontrollverfahren, ndmlich die Romberg-
Naherung 7Ty 3)[f] berechnet werden, die in der Regel eine deutlich hohere
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function I = adaptive_quadratur (a,b, fo, fa, f1,€)

% berechnet das Integral von f iiber [a,b]. Eingabe sind die Funktionswerte an den
% beiden Randpunkten (fp und f4) und der Funktionswert fo in der Integralmitte
% ¢ ist die vorgegebene absolute Fehlertoleranz

h=(b—a)/2

m = (a+1b)/2 % Intervallmitte

S1= (fo+4fo+ fa)h/3 % Simpson-Formel Sy[f] = T(1 2)[f]

fi=fla+h/2)

fs=f(b—h/2)

So = (fo+4f1 +2fo +4f3+ f1)h/6 % entspricht T{ 3 [f]

T(l,f)’) = (16S2 - S])/15

=18 —T3)l % Fehlerschitzer
if 0 < € then

I'=Taug
else % rekursiver Aufruf

L = adaptivefquadratur(a, m, fo, f1, fa, 6)
I = adaptive_quadratur(m, b, f2, f3, fa, e)
I=5L+1I

end if

end % adaptive_quadratur

Algorithmus 42.1: Adaptive Simpson-Quadratur

Genauigkeit aufweist. Dies erdffnet die Moglichkeit, den Quadraturfehler der
Simpson-Formel durch folgende Heuristik zu schétzen:

‘]{f]—Sﬂf]‘ ~ ‘T(1,3)[f]—52[f]| =:90.

Liegt der Fehlerschétzer 6 unter einem vom Benutzer vorzugebenden Schwell-
wert €, so wird S[f] als Integralndherung akzeptiert. Wahlweise kann Sa[f]
durch Ty 3)[f] ersetzt werden. Ist der Wert des Fehlerschitzers hingegen zu
groB, so wird das Gitter iiber [a,b] verfeinert und die Naherung Sy[f] berech-
net. Dabei konnen alle bereits berechneten Funktionswerte weiter verwendet
werden. Da Sy[f] der Summe der Sy-Néherungen fiir die beiden Integrale {iber
den neuen Gitterintervallen [a, (a 4+ b)/2] und [(a + b)/2, b] entspricht, ist auf
diese Weise die Grundlage fiir ein rekursives Fortschreiten geschaffen worden.

Ein Implementierungsvorschlag fiir dieses Verfahren ist in Algorithmus 42.1
enthalten. Fiir eine robuste Implementierung muf allerdings die if-Bedingung
in Algorithmus 42.1 sorgfiltiger formuliert werden, damit eine endliche Ter-
minierung des Algorithmus garantiert ist (man vergleiche die Diskussion bei
Gander und Gautschi [30]). Dies kann etwa dadurch erreicht werden, dafl die
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Abb. 42.1: Adaptives Gitter fiir die Integration von /.

Funktion verlassen wird, sobald eine gewisse Rekursionstiefe erreicht ist oder
wenn zwischen a und b keine weitere Maschinenzahl liegt.

Beispiel. Um die Effizienz dieses Verfahrens zu demonstrieren, betrachten wir
das Integral

/Olﬁdx:2/3,

fiir das die Fehlerabschiatzungen der vorangegangenen Abschnitte allesamt
nicht anwendbar sind, da die Ableitungen des Integranden unbeschriankt sind.
Bei Vorgabe einer Genauigkeit e = 107 liefert Algorithmus 42.1 das Ergebnis
I = 0.666660323... mit einem relativen Fehler 9.515 - 10-¢. Hierfiir werden die
37 in Abbildung 42.1 dargestellten Gitterpunkte ausgewéhlt. Offensichtlich er-
kennt der Algorithmus die Notwendigkeit, in der Ndhe der Wurzelsingularitét
das Gitter zu verfeinern.

Fiir € = 10® wihlt der Algorithmus ein Gitter mit 97 Gitterpunkten. Der
resultierende relative Fehler 5.3716 - 10~® ist erwartungsgeméf zwei Fehlerpo-
tenzen kleiner als zuvor. o

Um die gleiche Genauigkeit mit weniger Funktionsauswertungen zu erzielen,
mufl die Simpson-Formel in Algorithmus 42.1 durch eine Gauf-Formel er-
setzt werden. Fiir den Fehlerschitzer werden dann sogenannte Gaufs-Kronrod-
Formeln verwendet. Details konnen in [30] nachgelesen werden.
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Aufgaben

1. Sei f : T — R konvex und differenzierbar. Zeigen Sie, dafl die Trapezsumme eine
obere Schranke und das zusammengesetzte Mittelpunktverfahren eine untere Schranke fiir
J7 f(z) dz liefert.

2. Das zusammengesetzte Mittelpunktverfahren fiir das Integral I[f] = fab f(t) dt lautet

My[f] = b*aZf(H 2w,

Beweisen Sie fiir f € C2[a, b] die Fehlerabschiitzung

1

11 - ML) | <

Vergleichen Sie das Resultat mit dem Ergebnis von Satz 36.1 fiir die Trapezsumme.

3. Beweisen Sie die folgende Fehlerabschiitzung fiir die Trapezsumme: Gehért f zu £2(a, b),
dann gilt

Vb —
v 120
4. Gegeben seien ein Gitter A = {xg,..., 2} und 2m + 2 Werte yo,...,¥n € R und

Yos - -+ Ypy € R. Zeigen Sie, daB es genau ein Polynom pa,11 € Hopm41 gibt mit der Eigen-
schaft

| I[f] = Tulf]] < Hf”Hll2ab)h

p2m+1(wj) = Y5, p/2m+1(x]) :y;7 J :0,.‘.,7’”7

Leiten Sie fiir dieses Hermite-Interpolationspolynom die Darstellung

m

P2my1 = Z(yiLOi +yiL1;)
i=0

her, wobei die Polynome Lg; und L;; mittels der Lagrange-Grundpolynome durch
Loi(z) = (1 = 2li(x))(z — ) (x),  Lule) = (z— )l (x),
definiert sind.

5. Zeigen Sie, dafl zwischen dem zusammengesetzten Simpson-Verfahren und der Trapez-
summe der folgende Zusammenhang besteht:

Sn[f] = T2n[ ]_( n[f] T2n[ ])/3

6. Geben Sie eine Funktion an, fiir die die Fehlerabschéitzung aus Satz 38.4 mit dem tat-
séchlichen Fehler des zusammengesetzten Simpson-Verfahrens iibereinstimmt.

7. (a) Weisen Sie nach, dafl die Quadraturformel T{; )[-] des Romberg-Verfahrens mit den
Schrittweiten hy = b — a und he = (b — a)/3 die Newton-Cotes-Formel fiir n = 3 liefert (die
sogenannte Keplersche Fafregel).
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(b) Zeigen Sie, daf die Quadraturformel Ty 3[-] des Romberg-Verfahrens bei Verwendung
der klassischen Rombergfolge gerade die Newton-Cotes-Formel fiir n = 4 ist (die Milne-
Formel).

8. Sei f € C?™*2[a,b], m > 0. Zeigen Sie, daf fiir das Romberg-Verfahren bei Verwendung
der klassischen Rombergfolge n; = 21=1, i = 1,2,..., die folgende Fehlerabschitzung gilt:

b—a\2mt+2 )
) =12

b
[ 1@ ds = Tysimf)] < Ol o (5

Hinweis: Verwenden Sie die Fehlerabschétzung aus Satz 39.2.

9. Bestimmen Sie die Knoten und die Gewichte der ersten zwei Gaufl-Formeln zur nihe-
rungsweisen Berechnung von

1
Ifil-a] = [ (1-a)f()ds.
0
10. Gegeben sei das uneigentliche Integral
2 &0 2
e = [ fa)e e,
— 00

das durch eine m-punktige Gaufl-Formel approximiert werden soll. Die Orthogonalpolynome
zur Gewichtsfunktion w(z) = e~ {iber R sind die Hermite-Polynome (vgl. Aufgabe VI.10),
daher heifit die entsprechende Quadraturformel Hermite-Gaufs-Formel. Bestimmen Sie die
ein- und die zweipunktige Hermite-Gauf-Formel.

11. (a) Beweisen Sie die lineare Konvergenz der Gauf-Legendre-Formeln fiir das Integral
aus Beispiel 38.5 (vgl. Abbildung 41.1). Betrachten Sie dazu die Quotienten aus den Fehler-
abschétzungen von Satz 41.4 fiir zwei aufeinanderfolgende Quadraturformeln. Wie grof} ist
der Konvergenzfaktor?

(b) Was laBt sich iiber die Konvergenz sagen, wenn die GauB-Legendre-Formel auf das
Integral

ol
/ dx a>0,
o ar+1

angewendet wird?
(¢) Implementieren Sie die Gau-Tschebyscheff-Formel fiir dieses Beispiel (mit ¢ = 1) und
vergleichen Sie ihre Ergebnisse mit Abbildung 41.1. Beachten Sie die Integrationsgrenzen.

12. Sei J,, die Jacobi-Matrix (41.3) der Legendre-Polynome. Zeigen Sie, dafi der Wert der
GauB-Legendre-Formel fiir das Integral fil 1/(z — a) dz durch

1
m :2T 'm_Ii1
G [;r—a] ey (J, al)” e

gegeben ist.
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13. Leiten Sie die zweite Radau-Legendre-Formel iiber dem Intervall [0, 1] her:
1
Rlf) = 3/450/3) + 1/45() = [ fa)da,
0
14. (a) Zeigen Sie, daf die Gewichte w;, i = 1,...,m, der Radau-Legendre-Formel (41.6)
iiber
’Lbiz/lm(i‘i), i=1,...,m,

mit den Christoffel-Funktionen aus Definition 33.3 zusammenhéngen.
(b) Beweisen Sie, da8 das Gewicht @, der m-ten Radau-Legendre-Formel durch

2
m?

Wy =
gegeben ist.

15. (a) Beweisen Sie, dafl das Knotenpolynom der m-stufigen Radau-Legendre-Formel be-
ziiglich des £2-Innenprodukts iiber (—1,1) senkrecht auf I1,,_ steht.

(b) Zeigen Sie, daB die Stiitzstellen Z1, ..., Z;,—1 dieser Formel die Nullstellen des (m — 1)-
ten Orthogonalpolynoms zur Gewichtsfunktion w(z) = 1 — z iiber (—1,1) sind.

16. Bei der m-stufigen Quadraturformel

m—1 1
Lolfiu) = wif (-1 + Y wif(@) + wnf() = [ fla)ula)ds
i=2 -1
seien die Knoten 1 = —1 und x,,, = 1 fest vorgeschrieben. Die inneren Knoten xs, ...,z 1
und die Gewichte wy, . .., w,, sollen so bestimmt werden, dafl die Quadraturformel grofftmog-

lichen Exaktheitsgrad besitzt. Die so erhaltenen Quadraturformeln heiflien Lobatto-Formeln.
(a) Weisen Sie nach, daf§ der Exaktheitsgrad der m-stufigen Lobatto-Formel maximal 2m—3
ist.
(b) Zeigen Sie, daf der Exaktheitsgrad 2m — 3 genau dann erreicht wird, wenn die beiden
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(7) Der Exaktheitsgrad ist mindestens m — 1;

1
(i) [ p(z)w(z)(1 — z*)w(z) dz = 0 fiir alle p € II,,_3.
-1
Dabei bezeichnet w das Knotenpolynom zu den Knoten xs, ..., 2y 1.

(c) Berechnen Sie die Knoten und die Gewichte von L] -;1].

17. Zur Approximation des Integrals

/ f(@,y) dyde
A

einer Funktion f iiber dem Dreieck A = {(x,y) : 0 < x,y < 1,2+ y < 1} sollen Quadra-
turformeln unter Verwendung von 1- bzw. 2-punktigen GauB-Quadraturformeln konstruiert
werden. Verwenden Sie dazu den Satz von Fubini und approximieren Sie anschlieflend zu-

néchst das innere und dann das duflere Integral durch geeignete Gaufl-Formeln. Verwenden
Sie Aufgabe 9.
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18. Implementieren Sie Algorithmus 42.1 und berechnen Sie damit das uneigentliche Integral

L
—dx = 2.
/0\/5

Setzen Sie hierfiir die Funktion f(z) = 1//z, x > 0, durch f(0) = 0 fort. Modifizieren Sie
den Algorithmus so, dafl auch das verwendete Gitter ausgegeben wird. Uberzeugen Sie sich
von der Korrektheit des Algorithmus, indem Sie verschiedene Werte von e vorgeben.



VIII Splines

Historisch wurde zunéchst die Polynominterpolation zur Approximation ska-
larer Funktionen verwendet. Die interpolierenden Polynome weisen jedoch in
der Regel bei feineren Gittern starke Oszillationen auf und nur eine geringe
qualitative Ubereinstimmungen mit der gesuchten Funktion. Daher ist diese
Art der Interpolation lediglich fiir sehr kleine Polynomgrade beziechungsweise
spezielle Interpolationsgitter sinnvoll.

Statt dessen bietet es sich an (wie beim Ubergang von Quadraturformeln zu zu-
sammengesetzten Quadraturverfahren), die gesuchte Funktion durch stiickwei-
se zusammengesetzte Polynome niedrigen Grades zu interpolieren. Dies fiihrt
auf die sogenannten Splines, denen wir uns in diesem Kapitel zuwenden.

Die hier gewéhlte Darstellung konzentriert sich auf Fehlerabschéatzungen in
der £2-Norm. Andere Fehlerabschitzungen und viele weitergehende Fragen
werden in dem Buch von Schumaker [95] behandelt. Schliellich seien noch die
Lehrbiicher von Himmerlin und Hoffmann [46] und von Kref [63] genannt, in
denen ein alternativer Zugang iiber B-Splines im Vordergrund steht.

43 Treppenfunktionen

Gegeben sei ein reelles Intervall [a,b] und ein Gitter
A ={a=xy<mz <..<x =0} (43.1)

aus [ + 1 streng monoton wachsend angeordneten Knoten. Wie zuvor seien h;
die Léngen der einzelnen Gitterintervalle und h = max;—; _; h; die Gitterweite
von A. Unter einer Treppenfunktion s verstehen wir eine rechtsseitig stetige
Funktion, die in jedem der halboffenen Teilintervalle [z;_1,x;) konstant ist,

s(x) = s;, wa<w<wz, i=1...1.

Die Treppenfunktionen iiber A bilden offensichtlich einen linearen Raum Sy o
der Dimension [. Als Basisfunktionen bieten sich die charakteristischen Funk-
tionen x; der [ Teilintervalle an (die Funktion x; hat somit den Wert Eins
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| | | | | | T -

a=x9 T1 To T3 Ty x5 Tg=0>

Abb. 43.1: Treppenfunktion

im Intervall [z;_y, ;) und sonst den Wert Null), denn mit ihnen ergibt sich
unmittelbar die Basisdarstellung

l

= Zsz’Xi-

So.a ist ein Teilraum von £2(a,b), die Basisfunktionen y;/vhi, i = 1,...,1,
bilden eine zugehorige Orthonormalbasis von Sy . Daher kénnen wir Satz 31.6
anwenden, um die Bestapproximation aus Sy A an eine vorgegebene Funktion
f € L*(a,b) zu bestimmen:

!
Satz 43.1. Sei f € L*(a,b). Dann ist s = s;x; mit

i=1
e ‘
Si_h_/ fx)de, i=1,...,1, (43.2)

beziiglich der L£2-Norm die Bestapprozimation aus Sy an f. Ist f € H'(a,b),
dann gilt

1f = sllc2apy < AU N c2ap) -

Beweis. Nach Satz 31.6 (c) hat die Bestapproximation die Darstellung

I
:g £2ab)\/7 Z / flz dl‘ Xz ZSzXz~
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Ferner gilt die Fehlerdarstellung

If - S||£2(ab) = / ‘f —s(x ‘ dr = Z/ —sl| dz . (43.3)

Ist f € H'(a,b), dann existiert nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
(Funktionen aus H'(a,b) sind nach Beispiel 31.4 stetig) in jedem Teilintervall
[z;_1,x;) eine Zwischenstelle & mit f(&) = s;, und fiir x € [z;_1, x;) folgt aus
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

@) =" = 5@~ si@l = | [ sl

<(f ) s/\ OFar [ a=n [ iropa

Eingesetzt in (43.3) folgt somit die behauptete Fehlerabschétzung

1 = sl 2y < Zh/ / (1) dt da
_ th/"

(O dt < max h2/ PO dt.

1

O

Ersetzt man in der Darstellung (43.2) das Integral durch die zusammengesetzte
Mittelpunktformel, dann ergibt sich die Nadherung

l

i—1 1 T

sm s = () (43.4)
i=1

sy ist die eindeutig bestimmte Treppenfunktion, die die Funktion f in den
Gitterintervallmittelpunkten interpoliert.

Bemerkung. Die Fehlerabschétzung aus Satz 43.1 bleibt auch fiir die interpo-
lierende Treppenfunktion s; aus (43.4) richtig; im Beweis muf lediglich die
Zwischenstelle &; durch (z;_1 + x;)/2 ersetzt werden. o

44 Lineare Splines

Man macht sich leicht durch Taylorentwicklung klar, dafl die Gréenordnung
O(h) des Fehlers bei der Approximation durch Treppenfunktionen bestméglich
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1 — 1 ——t—

a = Xo Tr1 T2 T3 T4 Ts = b

Abb. 44.1: Linearer Spline

ist. Um hohere h-Potenzen zu erhalten, muffi man (wie bei der Quadratur)
von stiickweise konstanten Funktionen zu stiickweise definierten Polynomen
hoheren Grades iibergehen.

Definition 44.1. Sei A wie in (43.1) ein Gitter aus [ + 1 Knoten z;, i =
0,...,0. Ein Spline vom Grad n € N ist eine Funktion s € C"![a, b], die auf
jedem Intervall [z;_q,;), i = 1,...,l, mit einem Polynom p; € II,, iiberein-
stimmt. Fiir den Raum der Splines vom Grad n beziiglich A schreiben wir
Sp.n. Treppenfunktionen bezeichnen wir auch als Splines vom Grad n = 0.

Neben den Treppenfunktionen sind die stiickweise linearen Funktionen, die
sogenannten linearen Splines (vgl. Abbildung 44.1) fiir n = 1 und die kubischen
Splines (n = 3, siche Abschnitt 46) die wichtigsten Spezialfille.

Der Raum S, o ist fiir jedes n € N ein linearer Vektorraum mit
II, C Sy - (44.1)

Ist s € S, A dann gehort s®) zu Sp—k.n fir 0 < k < n. Ferner existiert im
Innern eines jeden Gitterintervalls die n-te Ableitung s und ist dort jeweils
konstant. Lediglich in den Gitterpunkten von A ist s nicht definiert. Durch
geeignete Fortsetzung in die Gitterpunkte kann s™ jedoch mit einer entspre-
chenden Treppenfunktion in Sy A identifiziert werden. Umgekehrt gehort die
n-te Stammfunktion einer beliebigen Treppenfunktion zu S, A, da sie n — 1
mal stetig differenzierbar ist und in jedem Gitterintervall mit einem Polynom
n-ten Grades iibereinstimmt.

Proposition 44.2. S, s ist ein (n+1)-dimensionaler Unterraum von L*(a, b).
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Beweis. Fiir jedes i = 1,...,1 bezeichne =; eine beliebige n-te Stammfunktion
der charakteristischen Funktion y; des Gitterintervalls [x;_1,x;). Die Funktio-
nen =j, ¢ = 1,...,[, gehoren allesamt zu S, A, genau wie die Monome 27,
j=0,1,....,n—1, vgl. (44.1). Wir beweisen nun, daf§ die Menge

{2, :i=1,..., U{2? :j=0,...,n—1} (44.2)

eine Basis von S, A bildet.

Ist s € Sy, beliebig gewiihlt, so gehort s zu Sy o und es gilt

!
s = ZsiXi
i=1

flir gewisse s1,...,s; € R. Folglich stimmen s und 22:1 s;=; bis auf ein Po-
lynom vom Grad n — 1 iiberein. Dies beweist, dafl jeder Spline s € S, A als
Linearkombination des Funktionensystems (44.2) darstellbar ist.

Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit nehmen wir an, es géibe ein Poly-
nom p € II, 1 und Zahlen s1,...,s; mit

!
s:p+ZsiEi:O in [a,b].
i=1

Hieraus folgt unmittelbar

l
s = "5 =0,
i=1

und da die x;, ¢ = 1,...,[, eine Basis von Sy A bilden, ergibt sich s, = ... =
s; = 0. Folglich ist s = p = 0, d.h. die Elemente von (44.2) sind linear
unabhéingig und bilden eine Basis von S, . 0

Fiir lineare Splines iiber /\ ergeben sich somit genau [ + 1 Freiheitsgrade. An-
stelle der im Beweis konstruierten Basis (44.2) verwendet man in der Numerik

iiblicherweise die sogenannte nodale Basis der Hutfunktionen A;, i =0,...,1,
aus Abbildung 44.2.

Bemerkung. In Beispiel 31.4 haben wir gesehen, dafl die Hutfunktionen A; zu
H'(a,b) gehoren und haben ihre schwache Ableitung ausgerechnet. Somit ist
S1.a ein linearer Unterraum von H'(a,b). Die schwache Ableitung s’ eines li-
nearen Splines s € 51 A ist mit der im Beweis von Proposition 44.2 berechneten
Treppenfunktion identisch. O
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Abb. 44.2: Hutfunktionen Ay, A; und Ao

Ahnlich dem Lagrange-Grundpolynom nimmt die Hutfunktion A; an den Kno-
ten x; des Gitters die Werte

Ai(zj) = b5, 4,5 =0,....1, (44.3)

an. Damit kénnen wir das folgende Interpolationsresultat formulieren:

Satz 44.3. Seien A\ aus (43.1) ein Gitter tiber [a,b] und yo, . .., y, vorgegebene
Daten. Dann ist s = Zé:o yil\i € S1a der eindeutig bestimmte lineare Spline
mit
s(x;) = yi i=0,...,1.

Beweis. Wegen (44.3) erfiillt s offensichtlich die Interpolationsbedingung. Die
Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, dafl die lineare Teilfunktion im Gitterin-
tervall [z;_1, x;) durch die beiden Wertepaare (z;_1,v;—1) und (z;,y;) eindeutig
festgelegt ist. 0

45 Fehlerabschitzungen fiir lineare Splines

Bevor wir den Approximationsfehler des interpolierenden linearen Splines ab-
schéitzen, beweisen wir den folgenden Hilfssatz {iber den Fehler einer beliebigen
interpolierenden Funktion.

Lemma 45.1. Zu gegebenem f € H'(a,b) sei o € H'(a,b) eine Funktion, die
f dber dem Gitter A\ C |a,b] aus (43.1) mit Gitterweite h interpoliert. Dann
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qilt
h ! /
1f =l c2ap) < 7 1f" = @'l c2(ap) -
Beweis. Sei x € [x;_q1,x;) fir ein ¢ € {1,...,l}. Aufgrund der Interpolations-

bedingung gilt

@) - ola) = | TP - d0) di

Ti—1

und aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

/x |F(@) = pla)Pdr = / /;(f/(t)_go,(t)) il

< / (/ (1) = &' ()] dt/ dt) dx
Ti—1 Li—1 Ti—1
= [ @ [ 10— dOPdds
< / |f'(t) — ()| dt / (x —x;q)dx
1 2 . ! ! 2
= S0 I - P
Summation von ¢ = 1,...,[ liefert daher die gewiinschte Ungleichung. ]

Bemerkung. Die Konstante 1/v/2 in der Abschétzung aus Lemma 45.1 ist nicht
bestmoglich. Die optimale Konstante lautet 1/7 (vgl. Aufgabe IX.8). o

Mit Hilfe von Lemma 45.1 konnen wir nun den Fehler des interpolierenden
linearen Splines abschétzen:

Satz 45.2. Sei f € H'(a,b) und s der interpolierende lineare Spline zu f iiber
einem Gitter A C |a, b] mit Gitterweite h. Dann ist

h
1f = sl c2(ap) < 7 0Nl 22(ap) -

Beweis. Im Hinblick auf Lemma 45.1 (der lineare Spline s gehort zu H'(a, b))
ist es erforderlich, den £2-Abstand zwischen f’ und s’ abzuschiitzen. Dazu
beachten wir, daf3

1 = N Zepy = NN Zagapy = (2" =88 ) e2ap)
(45.1)

b
1122 a0) —/ 2f — &) (x)s'(z) d .
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Wir zeigen nun, dafl das hintere Integral positiv ist. Da s’ stiickweise konstant
ist mit

PR (C R (O

Ti — Ty 1 ) HAS (Iifla xl) )

folgt

[er - = 3 LI [ g0

i=1

_ Z f(x;) — flziz) (2f (z3) — s(x;) = 2f (@im1) + s(zim1)) -

i1 i Li—1

Wegen der Interpolationseigenschaft ist dies dquivalent zu

/ (2f — &)(x)s () dz = Zf £ = W) () — pan )

In (45.1) eingesetzt, folgt somit

1 = SN 22wy < 1122
und damit ergibt sich die Behauptung aus Lemma 45.1. ]

Die Abschitzung aus Satz 45.2 stimmt bis auf einen konstanten Faktor mit
derjenigen aus Satz 43.1 fiir Treppenfunktionen iiberein. Allerdings lassen sich
unter zusétzlichen Glattheitsannahmen an f bessere Fehlerabschéatzungen be-
weisen.

Definition 45.3. Mit H?(a,b) bezeichnen wir den Sobolevraum derjenigen
Funktionen f € H'(a,b), deren (schwache) Ableitung f’ ebenfalls zu H'(a,b)
gehort. Die Ableitung von [’ bezeichnen wir mit f”.

Satz 45.4. Sei f € H?(a,b) und s der interpolierende lineare Spline zu einem
Gitter A\ C [a,b]. Dann gilt

h2
If = sl 2@y < 5 1" 22(a,b) » (45.2)

h
1f = sl c2@py < ﬁ||f"||£2(a,b)~ (45.3)
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Beweis. Durch partielle Integration (vgl. Aufgabe VI.4) auf jedem Teilintervall
(x;_1,x;) ergibt sich aus der Interpolationseigenschaft

l

1 = N2 = D ((f = @) = )(@)

i=1

T

Ti—1

- [ 9@ - 9w i)

- - [U-9@f @

Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Lemma 45.1 folgt somit

1= 8"l Zegapy < I = sl ez 1F" 1 e2(a)
h
< — - S/ 2(q " 2(a,b) -
<% | f I 22(ap) 1] || 22(ab)

Division durch || f* — || z2(a,») ergibt somit die Behauptung (45.3). Damit folgt
aber sofort auch (45.2) aus Lemma 45.1 und (45.3). 0

Ein Vergleich mit Satz 43.1 ergibt, dafl die Erhohung des Splinegrads von n = 0
auf n = 1 eine entsprechende Erhohung der h-Potenz in der Abschéitzung fiir
den Interpolationsfehler in der £2-Norm nach sich zieht (vorausgesetzt, die zu
interpolierende Funktion f ist hinreichend glatt).

Die Fehlerabschéitzung fiir den interpolierenden Spline ist natiirlich gleichzeitig
eine Fehlerabschitzung fiir die Bestapproximation aus S; A an f beziiglich der
L2-Norm. Wihrend wir in Satz 43.1 die bestapproximierende Treppenfunktion
noch explizit angeben konnten, ist dies fiir lineare Splines jedoch nicht mehr
moglich. Allerdings haben wir in Satz 31.10 gesehen, daf§ eine numerische Be-
rechnung der Bestapproximation leicht implementiert werden kann, wenn die
Gramsche Matrix G = [(Ay, Aj)2(ap) Ji; der Hutfunktionen bekannt ist. Der
Vollstandigkeit halber berechnen wir daher nun noch die Gramsche Matrix der
Hutfunktionen.

Beispiel 45.5. Seien wie zuvor A ein Gitter der Form (43.1) {iber [a, b] und
A;, 1=0,...,1, die zugehorigen Hutfunktionen. Wir bezeichnen mit

9ij = (A, A >L2(a,b)

den (i, j)-Eintrag von G. Man beachte, dafi i und j von 0 bis [ laufen, G also
eine (I + 1) x (I + 1)-Matrix ist. Offensichtlich ist das Produkt A;(z)A;(z)
identisch Null, wenn |i — j| > 2 ist, d.h. G ist eine Tridiagonalmatrix.
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Firi=j € {1,...,l} ergibt sich

T ) hi 2
A (z)dr = e dt = h;/3.

i1 0 )

Entsprechend ist
Tit+1
/ Aj(z)de = hiy/3, i=0,...,1—1,

und daher berechnet sich die Diagonale von G zu

hi/3, i=0,
h/3, i=1.

Wegen der Symmetrie von G reicht es nun aus, noch die unteren Nebendiago-
nalelemente von G' zu bestimmen:

Giji-1 = /:ch-l Mt dr = /0 hi  hi “

1
— 5 (/2= 12/3) = hif6,

t=1,...,0[. Damit ergibt sich

[2h, hq 0
. hy 2(hy 4+ h2)  he
G = 6 ha (45.4)
2(hlfl + hz) Iy
| 0 hy 2h |
als Gramsche Matrix der Hutfunktionen {Ay, ..., A;}. o

46 Kubische Splines

Kubische Splines werden vor allem in der graphischen Datenverarbeitung ein-
gesetzt, denn S3 A ist ein Unterraum von C? und C?-Kurven werden vom
menschlichen Auge als , glatt” empfunden. Dies ist einer der Griinde, warum
quadratische Splines nur von untergeordneter Bedeutung sind.
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Abb. 46.1: Quadratischer und kubischer Spline (welcher ist welcher?)

Beispiel 46.1. Abbildung 46.1 enthélt einen quadratischen und einen kubi-
schen Spline, die die gleichen sechs Punkte (Randpunkte eingeschlossen) im
Intervall [0, 1] interpolieren und an den Randpunkten die gleichen Ableitun-
gen haben. Welche Kurve ist glatter? Versuchen Sie mit dem Auge die ,,Un-
glattheitsstellen des quadratischen Splines zu finden (also die Spriinge in den
zweiten Ableitungen). Abbildung 46.2 auf der nichsten Seite zeigt die Losung:
Die helle Kurve dort ist der quadratische Spline, die kleinen Kreise markieren
die Interpolationspunkte, also die Unstetigkeitsstellen der zweiten Ableitung
des quadratischen Splines. O

Nach Proposition 44.2 ist S3 » ein (I 4 3)-dimensionaler Vektorraum, falls A
wie zuvor ein Gitter mit [ + 1 Gitterpunkten z, ..., x; ist. Damit ist (formal)
die Interpolationsaufgabe fiir kubische Splines unterbestimmt und man kann
weitere Zusatzbedingungen an den interpolierenden kubischen Spline stellen.

Die Untersuchung von Existenz und Eindeutigkeit (bei entsprechenden Zu-
satzbedingungen) interpolierender kubischer Splines fithren wir mit Hilfe der
zweiten Ableitung s” eines allgemeinen kubischen Splines s € S3 o durch. Wie
wir in Abschnitt 44 gesehen haben, gehort s” zu Sy A, das heifit

I
s = Z%Ai mit vy =8"(x;), i=0,...,1. (46.1)
i=0

Die Koeffizienten 7; (die sogenannten Momente des kubischen Splines) spielen

im folgenden eine wesentliche Rolle. Mit den Abkiirzungen s; = s(z;) und

/

s; = si(x;), i = 0,...,1, fiir die Funktionswerte und die Werte der ersten
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Abb. 46.2: Kubischer Spline (dunkel) und quadratischer Spline (hell)

Ableitung des Splines gilt nach dem Satz von Taylor
s(x) = s; + si(x —x;) + / (x —t)s"(¢) dt, x € w1, 14,

und da sich (46.1) in diesem Teilintervall zu s” = ~;_1A;_1 + v;\; vereinfacht,
ergibt sich hieraus die Darstellung

(I - 131')2 Vi — Yi-1 (33 - Ii)?’
s(x) = s;+ st (x — )+ +
(=) ( ) 2 h; 6 (46.2)
fiir .%'E[l’i,l,xi], Zzl,,l

Insbesondere haben wir daher am linken Randpunkt die Funktionswerte

S(l‘ifl) = S§; — S;hi + ’}/iflh?/6 + ’Ylh12/3 s (463&)
s'(xi1) = s = Yim1hi/2 — vihi/2, i=1,...,1. (46.3b)
Fire=2,...,1,ist §'(z;-1) = s,_, wegen der Stetigkeit von s’ und daher folgt

aus (46.3b), daB

hi :
82—3271 - 5(71—1—’_71)7 Z:2a"'al' (464)
Durch Kombination der Gleichungen (46.3a) mit Index ¢ und i 4 1 ergibt sich
weiterhin
Sit1 — Si Si — Si—1 hiya hiya

hi
- h, = 52’+1—’YiT—’Yz‘+1T—S;+%>1E+%‘

hi
3 )

hi+1
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i =1,...,l—1. Die hier auftretende Differenz der ersten Ableitungen kann mit

Hilfe von (46.4) ersetzt werden. Damit erhalten wir schlielich die Gleichungen
Sit1— Si  Si— Si-1 hi hi + hi i1

fir ¢ = 1,...,0 — 1 zwischen den Funktionswerten und den Momenten eines

beliebigen kubischen Splines s € S3 A. In Matrixnotation lautet dieses System

hi 2(h1 + hs) ha 0 Yo
ha 2(h2 + hs) f}il
. s :
V-1
0 hii 2(hi-r+ ) Iy o
(46.5)
—hit it + Ryt —hyt 0 50
—hyt hyt 4 byt o
= - . _pt :
=1 S1—1
0 —hil bt =k L

Erfiillen umgekehrt die Momente v; und die Funktionswerte s; = s(x;) die
Gleichungen (46.5), dann definieren diese Werte genau einen interpolierenden
kubischen Spline (46.2), dessen Ableitungen s; = §'(z;) durch (46.3a) gegeben
sind, also

52:%4—%_1%4—%%, 1=1,...,1. (46.6)
Die beiden Matrizen in (46.5) haben jeweils die Dimension (I — 1) x (I + 1).
Fiir die iibliche Interpolationsaufgabe bedeutet dies, dafi der Momentenvektor
selbst bei Vorgabe aller Funktionswerte s;, ¢ = 0,...,[, nicht eindeutig be-
stimmt ist; es werden noch zwei zusétzliche Gleichungen benétigt. Wir wollen
im folgenden zwei Moglichkeiten hierzu vorstellen.

Als erstes betrachten wir den Teilraum der sogenannten natirlichen kubischen
Splines s € S3 A mit

§"(a) = $"(b) = 0.

Wegen vy = s”(a) und v; = s”(b) vereinfacht sich das Gleichungssystem (46.5)
fiir natiirliche kubische Splines zu
2(h1 + hg) h2 0 7 dl
1 h 2(hg + hs) - V2 do
e - (46.7)
6 - - hi_1 : :
0 hi—a 2(h—1 + h) ] |4 di_q
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mit
Si+1 — Si Si — Si—1

d; = - . di=1,...,01—1. 46.8
hit h; ' (46.8)

Die resultierende (I — 1) x (I — 1)-Matrix auf der linken Seite von (46.7) ist
die Gramsche Matrix der relevanten Hutfunktionen {A;,...,A;—1}, vgl. Bei-
spiel 45.5. Sie ist somit positiv definit und das Gleichungssystem (46.7) hat fiir
jede Interpolationsvorgabe s; = v;, ¢ = 0,...,, einen eindeutig bestimmten
Losungsvektor. Wir fassen zusammen:

Satz 46.2. Seien A ein Gitter iber [a,b] und yo,. ..,y vorgegebene Daten.
Dann gibt es genau einen natiirlichen kubischen Spline s € S3 o mit

s(z;) = yi i=0,...,10.

Beispiele. Wir bestimmen den natiirlichen kubischen Spline s, der die Lagran-
ge-Interpolationsbedingungen

s(xi):@j, iZO,...,l,

fiir ein festes j € {0,...,({} erfiillt. Fiir ein dquidistantes Gitter A mit Gitter-
weite h hat das zugehorige Gleichungssystem (46.7) die Form

41 0]+

14 . Y2 6
|| T omlen e tea),

0 1 4] [V-1

wobei die Vektoren e;, j = 1,...,1— 1, die kartesischen Basisvektoren im R'™!
bezeichnen und ey = e¢; = 0 gesetzt seien. Links in Abbildung 46.3 sieht man
einen solchen Spline, die Interpolationsvorgaben iiber dem Gitter A sind hier-
bei durch Kreise markiert. Dabei zeigt sich ein wichtiger Nachteil dieser fiir
die Interpolation wesentlichen Basissplines: Sie sind auf jedem Gitterintervall
von Null verschieden. Dies bedeutet, daf3 die Modifikation der Interpolations-
vorgabe in einem einzigen Gitterpunkt den Spline in dem gesamten Intervall
la, b] beeinfluft.

Das rechte Bild derselben Abbildung zeigt einen kubischen Spline, der auf
einem grofitmoglichen Bereich des zugrundeliegenden Intervalls verschwindet.
Dieser sogenannte B-Spline s mufl in dem verbliebenen Restintervall Z/ minde-
stens zwei Wendepunkte haben, d. h. s” ist ein linearer Spline mit mindestens
zwei Nullstellen im Innern von Z’. Daher mufl Z' aus mindestens vier aufein-
anderfolgenden Gitterintervallen von A bestehen. O
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Abb. 46.3: Natiirliche kubische Splines

Lafit man die Einschrinkung auf natiirliche Splines fallen, kénnen Zusatzbe-
dingungen an die interpolierenden kubischen Splines gestellt werden. In der
Regel sind dies zusétzliche Randbedingungen, etwa Vorgaben an die erste Ab-
leitung des interpolierenden Splines am Rand. Man spricht in diesem Fall von
der vollstandigen Interpolationsaufgabe

Satz 46.3. Es gibt genau einen kubischen Spline s € Ss a, der die vollstindige
Interpolationsaufgabe

s(r))=vyi, i=0,...,1,
mit den Randbedingungen
s'(xo) =vp, s'(z) =y, (46.9)

lost. Dabei seien yo, ..., y, y, und y, beliebig vorgegebene Werte.

Beweis. Aus (46.3b) mit ¢ = 1 folgt
s'(a) = sy —0hi/2 =11 /2.

Wegen (46.6) ist die zusétzliche Interpolationsbedingung am linken Rand somit
dquivalent zu

ha ha T Y1 — Y /
— — = dy = — Yy - 46.10
3 Yo + 6 " 0 I Yo ( a)

Die Randbedingung am rechten Rand erfordert, dafl die durch (46.6) gegebene
Ableitung s; mit der Vorgabe y; iibereinstimmt. Hieraus ergibt sich die zweite
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Gleichung

hy hy ~
—_ _ —_ :d = !
671 1+ 3% 1 Y

!

46.10b
; (46.100)

Zusammen mit den Bedingungen (46.5) ergibt dies das Gleichungssystem

28, hy 0] [ ] _ CZ) _
hy 2(hy + ha) h o &
é hy : _ 5 (46.11)
L2(h+ ) Ry V-1 di—q
i 0 hl th_ L Yo L Jl a

fir die Momente des Splines. Die Koeffizientenmatrix aus (46.11) ist auch
hier die Gramsche Matrix der relevanten Hutfunktionen {Ao, ..., A;}, vgl. Bei-
spiel 45.5, und somit ist auch dieses Gleichungssystem eindeutig losbar. Folglich
gibt es genau einen kubischen Spline, der die vollsténdige Interpolationsaufga-
be 16st. ]

Die Berechung des kubischen Splines fiir die vollsténdige Interpolationsaufgabe
ist in Algorithmus 46.1 zusammengefafit. Mit entsprechenden Modifikationen
kann der Algorithmus leicht auf die Berechnung des interpolierenden natiirli-
chen Splines iibertragen werden.

Aufwand. Da die Koeffizientenmatrix von (46.11) eine Tridiagonalmatrix ist,
erfordert das Aufstellen des linearen Gleichungssystems und dessen Losung
nach Aufgabe I1.3 nur O(l) Operationen. o

Bemerkung 46.4. Sind y; = f(x;) die Funktionswerte einer zu interpolieren-
den Funktion, so liegt es nahe, fiir y| und y; die Werte der Ableitung von f
an den Intervallrindern a und b einzusetzen. In der Praxis liegen diese Wer-
te oft nicht vor, konnen jedoch fiir die vollstéandige Interpolationsaufgabe aus
den bekannten Funktionswerten in der Ndhe der Randpunkte approximiert
werden. Fiir ein dquidistantes Gitter A mit Gitterweite h empfehlen sich die
Differenzenquotienten

Yo = (—11yo + 18y1 — 9ya + 2y3)/(6h)

v = (Mlyr — 18y + 12 — 2y1-3)/ (6h) ,
die eine Genauigkeit

v = @) +00),  y = fb)+00%,

aufweisen, sofern f hinreichend glatt ist (vgl. Aufgabe XV.3). o

(46.12)
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Initialisierung: Sei zo < x1 < ... < a7 ein Gitter. Gesucht ist der kubische Spline s
mit s(x;) =y, ¢ =0,...,1, und §'(x0) =y, s'(x1) =y,

% berechne zunichst die rechte Seite d = [dNO, diy...,dj_1, CZ]T von (46.11)
h1 =21 —x9
7 Y1 — Yo
do = Uy
fori=1,...,1—1do

hi+1 =Ti4+1 — T4

d — Yi+1 =Y Yi —Yi—1

' hit1 hi

end for

Y —Y1—1
hy
% G bezeichne die Koeffizientenmatrix aus (46.11)
lose Ge=d % ... mit der Cholesky-Zerlegung von G
% seic=[y,...,n"
fori=1,...,ldo
S; = % + 'Yi—lhi/G + ’Yihi/B

7
end for % s =s'(z;)

d =y —

Ergebnis: fir x € [x;_1, ;] gilt s(x) = y; + s(x — z;) + 74 — +

Algorithmus 46.1: Vollstéindige kubische Splineinterpolation

Beispiel. Als Anwendung der Splineinterpolation betrachten wir folgende Auf-
gabe: Ein Roboterarm soll zu vorgegebenen Zeitpunkten t¢; gewisse Punkte
y; € R3, i=1,...,1—1, ansteuern und dann zu seinem Ausgangspunkt 1, zu-
riickkehren. Der Roboterarm soll sich also auf einer Kurve s(t) im R? bewegen,
die die Interpolationsbedingungen

S(tl):yz, i:O,...,l,

mit y; = yo erfiillt. Als Nebenbedingung wird gefordert, dass der Roboter zu
Beginn und nach Abschlufl der Aufgabe im Ruhezustand ist. Die Geschwin-
digkeit des Roboterarms ist die (komponentenweise gebildete) Zeitableitung
s'(t) € R3. Die Nebenbedingung fiihrt also auf die vollstindige Interpolations-
bedingung

s'(ty) = $'(t;) =0.

Nach Satz 46.3 gibt es fiir jede Ortskoordinate genau einen kubischen Spline,
der die entsprechende vollstéindige Interpolationsaufgabe 16st. Der Vektor, der
aus diesen drei Splinefunktionen besteht, liefert also eine zuléssige Roboter-
bahn.
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Abb. 46.4: Dreidimensionale Splinekurve

Man beachte, dafl die zweite Ableitung s”(t) € R?® der Beschleunigung des
Roboters entspricht. Fiir die berechnete Splinekurve verdndert sich daher der
Beschleunigungsvektor stetig mit der Zeit. Dies vermeidet Verschleiflerschei-
nungen an den Robotergelenken, die durch abrupte Richtungsénderungen her-
vorgerufen werden kénnen.

Abbildung 46.4 zeigt eine solche Roboterbahn, bei der sieben Punkte nach-
einander in gleichen Zeitabstinden angefahren werden. Ausgangspunkt und
Ziel der Bewegung sind die Ruhelage (0,0,0.5), die durch einen fetten Punkt
markiert ist. o

47 Fehlerabschitzung fiir kubische Splines

Interpolierende kubische Splines haben eine wichtige Optimalitéitseigenschaft.
Fiir eine Funktion y : [a,b] — R mift
y"(z)
(1+y(2)2)"
die Krimmung des Graphs von y im Punkt (z,y(z)). Beschreibt y = y(z)
etwa die Form einer Holzlatte, so bezeichnet

1 [ "(x) 2
E=3 / ((HZTQ)H dr

die Biegeenergie der Latte.
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Ohne Auswirkung duflerer Krifte nimmt die Latte einen Zustand minima-
ler Biegeenergie ein, soweit es die ortlichen Gegebenheiten zulassen. Wird
beispielsweise durch Pflocke erzwungen, dafl die Latte durch gewisse Punk-
te (x;,v:), © = 0,...,1, verlauft, so wird die Latte eine Form einnehmen, die
die Biegeenergie E unter den Nebenbedingungen y(x;) = y;, i = 0,...,, und
unter geeigneten Randbedingungen fiir z = a und = b minimiert.

Fiir kleine Auslenkungen y/(¢) kann die Biegeenergie durch das quadratische
Funktional

1 ’ " 2 1 ") 2
E ~ 3 Y (z)| dz = 3 19" 11 22(0.0)

approximiert werden. Wie wir gleich sehen werden, wird dieses Funktional
durch den interpolierenden kubischen Spline minimiert. Der Graph des kubi-
schen Splines hat somit niherungsweise die Form einer an den Punkten (x;,v;),
1=20,...,l, eingespannten Holzlatte.

Satz 47.1. Der kubische Spline s interpoliere die Punkte (x;,y;), 1 =0,...,1,
und g € H*(a,b) sei eine beliebige weitere interpolierende Funktion mit

gla)=s"(a)  und  g'(b)=5'(b).
Dann gilt ||s"]| z2ap) < 119”1 £2(a)-
Beweis. Es gilt

19" 22y = 18"+ (9" = 8" M Z2any

b
= 15 g+ 9" = Sy +2 [ " = ) o
Wir zeigen nun, dafl der letzte Term verschwindet, also dafl

Hg”H%Q(a,b) = HS”H%Q((L,b) +1lg" - SHH%Q(a,b) (47.1)

ist, woraus dann sofort die Behauptung folgt. Dazu verwenden wir partielle
Integration, vgl. Aufgabe VI.4:

b b
/ S//(g//_sll) de — S//(gl_sl)‘z - / S/N(gl—S,) d.l?

Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet aufgrund der Randbedin-
gungen an ¢; da s im Innern von [z;_1,x;] konstant ist, etwa gleich o;, folgt
somit

b l Tq l
/ s"(¢" — §")dx = _Zo'i/ (¢ — ) dz = —Zo’i(g—g)
a i=1 Ti—1 i=1

da g und s die gleichen Daten interpolieren. Also gilt (47.1) wie behauptet.

=0,

Ty
Ti—1
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Bemerkung 47.2. Ist s ein natiirlicher Spline, dann gilt die Identitét (47.1)
und somit die Aussage von Satz 47.1 fiir jede Funktion g € H?%*(a,b), die
dieselben Punkte (z;,v;), ¢ = 0,...,[, interpoliert. Dies folgt unmittelbar aus
dem obigen Beweis. 0O

Korollar 47.3. Sei f € H?*(a,b) und s der interpolierende kubische Spline
zu f beziglich des Gitters /N mit den Randbedingungen s'(a) = f'(a) und
s'(b) = f'(b). Dann gilt

1" = 8"l 20y < N7 = 8l £2(a)

fiir alle linearen Splines § € Sy A.

Beweis. Zu 5 € Sy wihlen wir S e S5 A mit S” = 5. Wir wenden (47.1)
auf die Funktion g = f — S an und beriicksichtigen, dal s — S der vollsténdig
interpolierende kubische Spline zu g ist. Es folgt also

I(f =) 22y = N9" 1220y = Ng" = (s = 8) N 22y

= [I(f =9)" = (s =5)" 12200y = IS = 8" 1220y »
was zu beweisen war. 0

Bemerkung 47.4. Korollar 47.3 besagt, dafi die zweite Ableitung des voll-
stdndig interpolierenden kubischen Splines zu f die Bestapprozimation (beziig-
lich £2) an die Funktion g = f” aus dem Raum der linearen Splines ist. Dieses
Ergebnis hitte man auch aus dem linearen Gleichungssystem (46.11) fiir die
Momente ablesen kénnen: Da die Koeffizientenmatrix von (46.11) die Gram-
sche Matrix (45.4) der Hutfunktionen ist, ist die Funktion s” nach Satz 31.10
die Bestapproximation an jene Funktion g, fiir die die rechte Seite von (46.11)
mit den entsprechenden Innenprodukten iibereinstimmt:

<A07g>:CZ07 <Alag>:d172:177l_17 <Al7g>:dl~
Es ist nicht schwer nachzurechnen, daf dies fiir g = f” erfiillt ist. O

Analog zu dem Raum H?(a,b) fithren wir schlieBlich noch den Sobolevraum
H*(a,b) derjenigen Funktionen f € H?(a,b) ein, deren zweite Ableitung f”
wiederum zu H?(a,b) gehort. Eine solche Funktion gehort also zu C3[a, b], die
dritte Ableitung f” liegt sogar in H'(a,b), und es gibt dariiber hinaus eine
schwache vierte Ableitung f) € £%(a,b) von f.

Satz 47.5. Sei f € H*(a,b) und /\ ein Gitter iber [a,b] mit Gitterweite h. Ist
s der interpolierende kubische Spline zu f mit s'(a) = f'(a) und s'(b) = f'(b),
dann ist

h4
1f = sl c2(ap) < v 1F D 22 - (47.2)
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Beweis. Wir wenden Korollar 47.3 an und vergleichen den Abstand von f”
und s” in der £2-Norm mit dem Approximationsfehler des f” linear interpo-
lierenden Splines s € S; a. Da nach Voraussetzung f” zu H?(a,b) gehort, gilt
nach Satz 45.4

2

B h
1" =8l c2(ap) < 5 1F N 220

und aus Korollar 47.3 folgt somit

h2
<

1" = 8"l 2y < 5 1F DN 22 - (47.3)

Aufgrund der Interpolationseigenschaft des kubischen Splines s verschwindet
die Funktion f — s an allen Gitterpunkten z;, ¢ = 0,...,1, von A. Folglich ist
der (eindeutig bestimmte) lineare Spline ¢, der f — s in A interpoliert, die
Nullfunktion ¢ = 0. Wegen f — s € H?(a,b) kann der Interpolationsfehler von
¢ wieder mit Hilfe von Satz 45.4 abgeschétzt werden und somit gilt

h2
1f = sllezapy = If =5 = elerwn < 5 1" ="l -
Die Behauptung folgt schliefllich durch Einsetzen von (47.3). 0

Bemerkung. Fiir dquidistante Gitter lassen sich entsprechende Abschétzungen
beweisen, falls die Randapproximationen (46.12) aus Bemerkung 46.4 fiir die
vollsténdige Interpolation verwendet werden, vgl. Swartz und Varga [99].

48 Geglittete kubische Splines

Im folgenden betrachten wir den Fall, daf§ die zu interpolierenden Werte y;
nur im Rahmen einer moglichen Ungenauigkeit § mit den Funktionswerten
der zugrunde liegenden Funktion y iibereinstimmen. Dabei sei vorausgesetzt,
dafl y zu H?(a,b) gehort und homogene Randwerte y(a) = y(b) = 0 besitzt.
Aufgrund der Unsicherheit in den Daten,

lyi —y(x)| <6,  di=1,...,1—1,

bestimmen wir in diesem Fall nicht den interpolierenden Spline sondern suchen
statt dessen die , glatteste Funktion f, welche die Interpolationsaufgabe in
einem Kleinste-Quadrate-Sinn 16st:
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Problem 48.1. Minimiere || f"|| z2(ap) unter allen Funktionen f € H?*(a,b)
mit f(a) = f(b) = 0 und unter der Nebenbedingung

1 -1

i Dy — fl)? < 6 (48.1)

i=1

Wie wir gleich sehen werden, ist die Losung von Problem 48.1 wieder ein
kubischer Spline iiber dem Gitter A.

Satz 48.2. f, sei ein natirlicher kubischer Spline tber dem Gitter /N mit
fe(a) = fu(b) = 0, der die Nebenbedingung (48.1) mit Gleichheit erfillt,

-1
Doty fl@)f = (1-1)8%,

und dessen dritte Ableitung an den Gitterknoten fiir ein A > 0 die folgenden
Springe aufweist:

(0], o= F i) = f2(im) = Ay — fulws). (48.2)

t=1,...,0—1. Dann ist f, die eindeutig bestimmte Losung von Problem 48.1.

Beweis. Wir wihlen eine beliebige Funktion g € H?(a,b) mit g(a) = g(b) = 0.
Da f, ein natiirlicher kubischer Spline sein soll, ergibt sich durch partielle
Integration

/ ") fl () dr = g'(b)fI(b) — g'(a) £ (a) — / g (@) [ (x) dx

U
—-Y [ d@f@d = -3

i=1

T

o1 2 9()

Ti—1

Da g an den Randpunkten zy = a und z; = b verschwindet, kann diese Summe
wie folgt umgeordnet werden:

/ () fl @) de =3 glw) 1], - (18.3)

Sei nun f € H?(a,b) eine beliebige Funktion mit f(a) = f(b) = 0, die die
Nebenbedingung (48.1) erfiillt. Wenden wir (48.3) auf die Funktion g = f — f.
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an, dann erhalten wir
1N Z2 oy = I N 22 ()

b
N / (f = £.)"(@) " (x) da

) -1
N e 2 3 () = i) [£1],,
(48.2) Z:lil
= ||f” - f:H%Q(a,b) + ”‘Z(f(xz‘) - f*(ﬂTz)) (yi - f*(xz)) :

Bezeichnen 7,7, € R'™! die Vektoren

-1 -1

r= [ f@D, = - A

dann kann dies folgendermaflen geschrieben werden:

1N 2@y = N 22y = " = F N Zoany + 200 — 1)
= " = Fll 22apy + AU =7l + llrll3 = lI7113) -

Nach Voraussetzung ist ||r.||3 = (I —1)d?, withrend ||r||3 aufgrund der Neben-
bedingung (48.1) héchstens so groff wie (I — 1)6? ist. Folglich ist

1N 2@y = N 2oany = " = PN Zoany + A e =7l > 0, (48.4)
so daB f, (sofern es existiert) eine Losung von Problem 48.1 ist.
Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit mufl man in (48.4) das letzte Gleichheits-
zeichen diskutieren. Offensichtlich liegt Gleichheit hochstens dann vor, wenn
f" — fI verschwindet, also wenn f — f, eine lineare Funktion ist. Da f und
f« beide an den Randpunkten xqg = a und x; = b Nullstellen besitzen, ergibt

dies die Gleichheit von f und f,. Also ist das Minimum unter den gemachten
Annahmen eindeutig bestimmt. ]

Satz 48.2 macht keine Aussage dariiber, ob die gestellten Anforderungen an
den Spline f, erfiillbar sind. Diese Frage beantwortet der folgende Satz, in dem
[+ explizit konstruiert wird.

Satz 48.3. Unter der Voraussetzung

-1
1
T—1 Z lyil* > 6° (48.5)
=1

existiert ein Spline s = f,, der alle Bedingungen aus Satz 48.2 erfillt.
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Beweis. Sei ¢ € R'™* der Vektor der Momente v; = s”(z;), i = 1,...,1 — 1,
eines natiirlichen kubischen Splines s. Nach Gleichung (46.7) besteht zwischen
diesem Momentenvektor und den Funktionswerten s = [s(z1),...,s(z;_1)]"
von s der Zusammenhang

Ge=Ts, (48.6)
falls s(x¢) = s(x;) = 0 ist. Dabei sind G und 7' durch

2(h1 + hg) ho 0
1 ho 2(h2 + h&)
G=- .
6 hi—1
0 hi—1 2(hi—1 + )
und
hit+hyt =kt 0
_h—l h—l + h,_l
T _ 2 2 . 3
~h
0 ~hy h R

gegeben, vgl. auch (46.5). Die Matrix 7" tritt auch bei der Berechnung der
Spriinge der dritten Ableitung von s an den Gitterknoten auf: Wegen

" o M) — e i S (e
[5"],, = &"(oct) = "(@im) = =5— "

firi = 1,...,1—1, entspricht die Bedingung (48.2) aus Satz 48.2 némlich dem
linearen Gleichungssystem

Tc = XNy —s) (48.7)

mit y = [y;] € R Da T irreduzibel diagonaldominant und somit nach
Satz 23.3 nichtsingulér ist, fithrt eine Multiplikation mit 7" von links und Ein-
setzen von (48.6) auf das dquivalente Gleichungssystem

T?c = N(Ty —Ts) = ATy — \Gc
beziehungsweise
(G+aT?e=Ty, a=1/\. (48.8)

G und T? sind beide symmetrisch und positiv definit. Folglich ist G + oT?
fiir jedes positive « invertierbar, das heifit fiir jedes & = 1/A > 0 existiert
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ein natiirlicher kubischer Spline mit homogenen Randwerten, der die Bedin-
gung (48.2) erfiillt.

Es bleibt daher nur noch zu zeigen, dafl der positive Parameter A so gewéhlt
werden kann, daf s auch die Nebenbedingung (48.1) mit Gleichheit, also

ly = sl = (1-1)0 (48.9)
erfiillt. Wegen (48.7) und (48.8) fithrt dies auf die Forderung

1 1 1
I—1)02 £ — |Te|?2 = = |IT(G + =T~ 'Ty||2
(1-1) 2z ITellz = 53 IT(G+ 3T Tyl (18.10)

= [T+ ATTGT ) y[l5 = r(N).
Nach Aufgabe 13 hat diese Funktion die Form der Funktion r aus (18.10)

in Abschnitt 18.3. Somit existiert nach (18.11) genau dann eine eindeutige
positive Losung A der Gleichung r(\) = (I — 1)6?%, wenn

r(0) = llyll3 > (I —1)8".
Dies entspricht aber gerade der Voraussetzung (48.5). ]

Wir fassen zusammen: Falls die Bedingung (48.5) erfiillt ist, also falls der
Datenfehler relativ klein ist, ergibt sich die Losung f. von Problem 48.1 als
natiirlicher kubischer Spline {iber A\, der iiber seinen Momentenvektor ¢ als
Losung von (48.8) definiert ist. Der Parameter A ist dabei so einzustellen, daf
die Sikulargleichung (48.10) erfiillt ist. Ist hingegen die Bedingung (48.5) nicht
erfiillt, dann hat Problem 48.1 offensichtlich die triviale Losung f = 0.

Bemerkungen. Der Parameter \ ist der Lagrange-Parameter zu dem Minimie-
rungsproblem 48.1 unter der Nebenbedingung

-1
Sy — f@)l? = (1-1)8,

vgl. auch Bemerkung 21.2. Tatsdchlich erkennt man aus dem Beweis von
Satz 48.2, da} der Spline f, das zugehorige Lagrange-Funktional

-1
1 2oy + A D lyi — f(x)?
=1

mit dem Parameter A aus (48.2) minimiert, vgl. Aufgabe 11. Dividiert man
dieses Funktional durch A und fithrt wieder & = 1/ ein, so ergibt sich das
Minimierungsproblem
-1
minimiere Y " [y; — f(2:) " + a |l /| 220

i=1
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das einer Tikhonov-Reqularisierung der Interpolationsaufgabe entspricht, vgl.
Aufgabe IIL5. Fiir a = 0 werden die Daten (sofern sie widerspruchsfrei sind)
exakt interpoliert und das Minimum ist Null. Bei groflen Datenfehlern wiir-
de dies zu starken Oszillationen der interpolierenden Funktionen fiihren, was
durch Hinzunahme des Strafterms || f"|| 7. (ap) Unterdriickt wird. 0O

Aufwand. Fir jeden Wert von « (respektive A\ = 1/«) kann der zugehérige
kubische Spline mit O(l) Operationen berechnet werden. Fiir die Losung des
Problems 48.1 muf der Parameter A jedoch die Gleichung (48.10) erfiillen.
Wie im Beweis von Satz 48.3 bereits angedeutet wurde, kann diese nichtli-
neare Gleichung effizient mit dem Hebden-Verfahren aus Abschnitt 18.3 (etwa
unter Verwendung des Sekantenverfahrens) gelost werden. Dabei ist in jedem
Iterationsschritt ein kubischer Spline zu berechnen. Aufgrund der schnellen
Konvergenz des Sekantenverfahrens ist der Gesamtaufwand fiir die Losung von
Problem 48.1 ebenfalls von der GroBenordnung O(1). o

49 Numerische Differentiation

Der gegléttete kubische Spline aus dem vorangegangenen Abschnitt wird in der
Praxis haufig eingesetzt, um die Ableitung einer Funktion y zu approximieren,
von der nur ungenaue Funktionswerte y; ~ y(x;) tiber einem Gitter A bekannt
sind.

Beispiel. Die zum Teil fatalen Auswirkungen solcher Datenfehler werden an-
hand des folgenden Rechenbeispiels klar: Sind

Vi1 = y(2,1) = 6 und v = y(@;) +0

die gegebenen Daten fiir zwei benachbarte Gitterpunkte, so ergibt die iibliche
Approximation der Ableitung von y durch einen Differenzenquotienten
Yi — Yi—1 y(w;) —y(r; 1)

) )
= 2— = ¢ i i 2—.
hi Ty — Tj—1 * h; Y (I ) e hi

Um den Approximationsfehler ¢; abzuschétzen, verwenden wir den Mittelwert-
satz: Fiir eine entsprechende Zwischenstelle & € (z;_1,x;) ergibt dies

ei = y'(&) —y'(v) = O(hi).
Damit hat diese Approximation der Ableitung den Fehler

—y(z;) | = 20 + O(hy) . (49.1)

| Yi — Yi—1
hi

h;
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Abb. 49.1:
Approximationsfehler und fortgepflanzter
Datenfehler

Fiir § > 0 ergeben sich somit bei kleinen Gitterweiten sehr groie Fehler, obwohl
der eigentliche Approximationsfehler €; in dem Fall klein ist. Abbildung 49.1 il-
lustriert die beiden gegenldufigen Fehleranteile auf der rechten Seite von (49.1)
(die fettere Linie wird weiter unten erlédutert). Man beachte, dafl der Gesamt-
fehler in der Regel mindestens die GroBenordnung /0 hat. o

Wir beweisen nun eine Fehlerabschitzung aus [48] fiir die Ableitung des ge-
glatteten kubischen Splines, falls das verwendete Gitter A dquidistant ist. Wie
immer setzen wir dafiir eine gewisse Glattheit der Ausgangsfunktion y voraus.
Aufgrund der Problemstellung 48.1 erscheint hier die Forderung y € H?(a,b)
angemessen.

Im Beweis der Fehlerabschitzung wird der geglittete Spline mit dem (na-
tiirlichen) interpolierenden kubischen Spline der exakten Funktionswerte von
y iiber dem Gitter A verglichen. Daher beweisen wir zunéchst das folgende
Hilfsresultat.

Lemma 49.1. Seiy € H*(a,b) und s der zugehdrige interpolierende natiirli-
che kubische Spline tiber dem dquidistanten Gitter A mit Gitterweite h. Dann
qilt

h
s — vt < —= " St -
I Yllezgap < \/5\\3/ I c2(a)
Beweis. Wir interpolieren s — y iiber /A mit dem linearen Spline . Nach
Voraussetzung ist s(x;) = y(x;), ¢ = 1,...,[, und daher ¢ die Nullfunktion.

Die Abschétzung aus Satz 45.4 fiir den Interpolationsfehler von ¢ liefert somit
in diesem speziellen Fall

h
HS/ - y/HLQ(a,b) = HSI - ?/’ - 80'||£2(a,b) < ﬁ HSH - y//||E2(a,b) .
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Nach Bemerkung 47.2 gilt (47.1) mit y anstelle von g, und daher ist die £
Norm von s” — ¢” hochstens so grofi wie die von y”. Oben eingesetzt, ergibt
dies die Behauptung. 0

Nun zu dem eigentlichen Hauptresultat dieses Abschnitts.

Satz 49.2. Seiy € H%*(a,b), y(a) = y(b) = 0, und |y; — y(z;)| < § firi =
1,...,01—1. Dann gilt fir die Ableitung f. der Lisung f. von Problem 48.1 die
Abschdtzung

1/2
1=y e < VB (R erany + (VE—ad Iyl c2a) ')

Beweis. Wir schreiben f, —y' = (f. — s') + (' — v'), wobei s den natiirlichen
kubischen Spline bezeichnet, der y in den Gitterpunkten von A interpoliert.
Lemma 49.1 liefert eine Ungleichung fiir den Fehler s — ¢/, es verbleibt daher
noch die Abschétzung der Ableitung von e = f, — s.

Sei o die (beziiglich £?) bestapproximierende Treppenfunktion {iber A an ¢/,

l
o= e, (49.2)
i=1

wobel Xi = Xg;,_12:, ¢ = 1,...,[, die charakteristischen Funktionen der ein-
zelnen Teilintervalle sind und

I i) —e(wi— .
ai:—/ e/(x)dx:Lhe(xl), i=1,...,1,

vgl. Satz 43.1. Zur Abschitzung von ||€/[| z2(q) zerlegen wir

12 s = / ¢(2)(€(x) - o(x)) do + / d()o(@)dr  (49.3)

und untersuchen die beiden Summanden separat.

Der erste Term kann mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Satz 43.1 wie
folgt abgeschétzt werden:

b
/ ¢(2)(¢'(@) —o(@)) dz < |l€]l c2p " = ol c2(an)

Rl 2 el c2ap

IN

Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich weiterhin

el c2apy < WF N e2any + 15" 2y < 209" 22(a) » (49.4)
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wobei letzteres daraus folgt, dafl sowohl die £2-Norm von s” als auch die von
JI durch [|y"|| z2(a,5) beschrénkt sind: Die Ungleichung [[s”|| z2(ap) < 19"l 22(ap)
folgt aus (47.1) (vgl. Bemerkung 47.2) und die Abschitzung ||| z2(ap) <
Y| £2(ap) €rgibt sich aus dem Minimierungsproblem 48.1, da sowohl f, als
auch y die dortigen Voraussetzungen erfiillen. Also haben wir gezeigt, dafl

b
/ ¢ (z)(e'(x) = o(2)) dz < 2h|le'll c2ap 19"l 20ty - (49.5)

Zur Abschétzung des zweiten Terms verwenden wir die Darstellung von o aus
(49.2). Damit folgt

/abe'(x)a(x)dx = iz_l;ai/wjl Zo‘l i) — e(x; 1))

= Z e(x;) (a; — 1) + e(b)ay —e(a)ay .

i=1
Da sowohl f, als auch s die Randwerte yo = 1y, = 0 exakt interpolieren, ist
e(a) = e(b) = 0. Eine Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung in R'~*
ergibt somit
b 9 -1 -1
(/ e (x)o(z) d:v) Z Z oazH

1 =1
-1 -1 9

— ZeQ(xi) % </: (¢'(z) — €'(x + h)) d:p) .

Hierbei ist

Y ) = i(f*wi) i — o)’

< 32 (1) =yl 4+l —y(@)l?) < 40— 13,

=1

wahrend die einzelnen Summanden des zweiten Faktors durch

/:_1 (¢'(z) — €' (z + h)) da:‘

T; z+h T; Tit1
// ]e“(t)|dtda:§// € (t)| dt dx

IN

Tit1 Ti+1 1/2
— h/ le”(t)|dt < hv2h (/ ye”(t)|2dt)

Ti—1 Ti—1
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abgeschitzt werden konnen. Insgesamt folgt somit wegen h = (b — a)/l und
(49.4)

(/abe’(m)a(ac) dr)’ < 401 -1 lizh/+ e ()2 dt

b
< 80— a)3* (2 [ "0 dr) < 640 = )0 |
Zusammen mit (49.5) setzen wir dies nun in (49.3) ein und erhalten

e 22y < 2R 1€l c2aiy 19"l 2y + 8V —ad lly"|l c2(ay -

Durch quadratische Ergédnzung folgt hieraus

(I cran = b exan) < (B esian + (V5= a8) 2 11 )
und somit ist
1€ 22y < 20018l ez + 8V — a8) 2 Iyl oty -
Zusammen mit Lemma 49.1 ergibt dies
e =Yl 2oy < N2y + 115" = ¥l 2

1/2
< 28yl c2(ap) + (8V —a6)" 1" | oty + f 1"l 22(a,p) -

Da2+1/ V2 kleiner als v/8 ist, ist der Satz somit vollstdndig bewiesen. ]

Die fettere Linie in Abbildung 49.1 gehort zu der Fehlerabschéitzung des ge-
glatteten kubischen Splines. Dieser Fehler setzt sich nach Satz 49.2 aus zwei
Komponenten zusammen. Der erste, von § unabhingige Term, ergibt sich aus
dem Interpolationsfehler bei exakten Daten, vgl. Lemma 49.1. Dieser Appro-
ximationsfehler ist fiir allgemeine Funktionen y € H?(a,b) unvermeidlich. Der
zweite Term beschreibt den EinfluB des Datenfehlers, der mit O(+v/d) in die Feh-
lerschranke eingeht — unabhéngig von der GroSe von h. Fiir h < /¢ ist dieser
Fehleranteil dominierend. Bei der Approximation von 3’ mit Differenzenquo-
tienten wichst der Datenfehler nach (49.1) fiir A — 0 hingegen unbeschrankt
an. Ein entscheidender Vorteil der gldttenden kubischen Splines gegeniiber den
Differenzenquotienten besteht jedoch darin, daf§ f! eine glatte Approximation
an 3 liefert, ndmlich einen quadratischen Spline.
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Abb. 49.2: Geglétteter kubischer Spline und numerische Ableitungen

Beispiel. Als Anwendung sei ein Beispiel angefiihrt, bei dem es darum geht, die
effektive Warmeleitfahigkeit einer Gieiform fiir die Stahlschmelze zu bestim-
men. Bei dem in [47] implementierten Verfahren zur Losung dieses Problems
ist es erforderlich, gemessene Temperaturwerte im Innern der Gieffform nume-
risch zu differenzieren. Die Mef3daten sind als Kreise in dem linken Bild aus
Abbildung 49.2 in °C {iber der Zeit [1000s] eingezeichnet.

Die zur Verfiigung gestellten Mefldaten erweisen sich allesamt als Vielfache von
5°C, die Daten liegen also allenfalls im Rahmen dieser Genauigkeit. Daher bie-
tet sich fiir die Meffungenauigkeit der Wert § = 2.5 an. Abbildung 49.2 (links)
zeigt den resultierenden gegliatteten kubischen Spline. Fiir dessen Berechnung
werden die Daten zunéchst durch Subtraktion der linearen Funktion

Y — %o
Ty — o

(x — z9)

auf homogene Randwerte transformiert.

Das rechte Bild der Abbildung zeigt zwei Approximationen der Ableitung: die
Treppenfunktion mit den Werten der Differenzenquotienten (dies entspricht
der Ableitung des interpolierenden linearen Splines) und die Ableitung des ge-
glatteten kubischen Splines. In diesem Beispiel ist die Gitterweite h bereits
so klein, dafl an manchen Stellen eine deutliche Fehlerverstarkung in der nu-
merischen Ableitung des linearen Splines zu erkennen ist. Fiir die spezielle
Anwendung ist die Treppenfunktion jedoch vor allem aufgrund ihrer fehlenden
Glattheit unbrauchbar. o
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Aufgaben

1. Seien y; = f(z;), @ = 0,...,1, mit f € C?[a,b] die Interpolationsvorgaben iiber einem
Gitter A C [a,b] mit Gitterweite h. Zeigen Sie, daBl der zugehorige lineare interpolierende
Spline s in jedem Punkt = € [a, b] die Abschiitzung

h2
(@) =s@)] < Z 1" Nan)

erfiillt. Vergleichen Sie mit Satz 45.4.

2. Sei A C [a, b] ein dquidistantes Gitter und s € Sy A die Bestapproximation an eine Funk-
tion f € Cla, b] beziiglich der £2-Norm. Zeigen Sie, dal s dann auch eine gute Approximation
beziiglich der Maximumnorm ist, genauer dafl

If = sllae < 40 = 3llay

fiir alle s € S1 A.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst mit Hilfe von Satz 31.10, dafl die Bestapproximation s, € S1 A
beziiglich £? an eine Funktion g € Cla,b] die Ungleichung [[sz {0y < 3|gll(a,y erfiillt.
Wenden Sie dieses Hilfsresultat dann auf die Funktion g = f — § an.

3. Entwickeln Sie mit den Methoden aus Abschnitt 46 einen Algorithmus, um vorgebene
Daten y;, ¢ = 0,...,1, iiber einem Gitter A = {xg < 21 < ... < 2} mit einem quadratischen
Spline s € Sy A zu interpolieren. Geben Sie gegebenenfalls noch zusétzliche Randbedingun-
gen an die Ableitung vor, damit s eindeutig bestimmt ist.

Implementieren Sie ihren Algorithmus und vergleichen Sie den quadratischen Spline mit dem
interpolierenden kubischen Spline, der die gleichen Randableitungen besitzt.

4. Bestimmen Sie den Kern der Matrix auf der rechten Seite von (46.5). Interpretieren Sie
das Resultat.

5. Berechnen Sie zu einem Gitter A C [a, b] eine ,Lagrange-artige* Basis von S5 A beziig-
lich der vollstdndigen Interpolationsaufgabe. Wie sind die Randbedingungen in diesem Fall
einzuarbeiten? Plotten Sie die berechneten Basisfunktionen und vergleichen Sie mit Abbil-
dung 46.3.

6. Sei A ={a =9 <...<x = b} ein dquidistantes Gitter und x; ein Punkt dieses Gitters
mit 2 <4 <[ — 2. Weisen Sie nach, daf} es genau einen kubischen Spline s mit s(z;) = 1
gibt, der in [a,b] \ [x;_2, 2;12] verschwindet. Zeigen Sie, dafl s in (z;_2,z;12) positiv ist.

7. Sei By = X[-1/2,1/2) die charakteristische Funktion des Intervalls [~1/2,1/2] und B,
m € N, rekursiv definiert durch

z+1/2

Bo() = /R Xer21/2( — 9) B (y) dy = / | B

(a) Zeigen Sie, dafi B,,, m € N, nichtnegativ und (m — 1)-mal stetig differenzierbar ist.
Beweisen Sie aulerdem, dafl B,,, aulerhalb des Intervalls [—(m+1)/2, (m+1)/2] verschwindet

und im Fall m gerade auf jedem Teilintervall [k — 1/2, k + 1/2] bzw. im Fall m ungerade auf
jedem Teilintervall [k, k + 1], k € Z, ein Polynom vom Grad m ist.
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(b) Berechnen und plotten Sie die Funktionen By, By und Bs.

(c) Zeigen Sie, daB die verschobenen Funktionen B,, (- — k), k =0,...,m, in dem Intervall
[(m —1)/2,(m 4+ 1)/2] linear unabhiingig sind.

(d) Sei A={c=wx<...<uxz,=d} ein dquidistantes Gitter iiber [c,d] mit Gitterweite h
und sei m ungerade, m = 2] — 1 fiir ein | € IN. Zeigen Sie, dafl die B-Splines

:r:—c—hk)
h b

fir k=—-1+1,...,n+ 10— 1, eine Basis von S,, A bilden.

By, k(x) = By x € [e,d],

8. Die Funktion f € C%(RR) sei (b — a)-periodisch und A ein Gitter iiber [a, b].

(a) Zeigen Sie, daBl es genau einen kubischen Spline s € S5 A gibt, der die Funktion f iiber A
interpoliert und zu einer zweimal stetig differenzierbaren (b — a)-periodischen Funktion iiber
R fortgesetzt werden kann. Geben Sie einen Algorithmus mit Aufwand O(l) zur Berechnung
der Koeflizienten dieses Splines an.

(b) Beweisen Sie fiir diesen Spline ein Analogon von Korollar 47.3, ndmlich

1f" = 5"l c2apy < " = 5l 2(ap)

fiir alle linearen Splines § € S1, A mit §(a) = 5(b).
(c) Zeigen Sie, daB fiir diesen Spline ebenfalls die Fehlerabschidtzung aus Satz 47.5 gilt.

9. (a) Uberlegen Sie sich, warum Satz 47.5 nicht fiir den interpolierenden natiirlichen ku-
bischen Spline an eine beliebig vorgegebene Funktion f € H*(a,b) gilt.

(b) Implementieren Sie den Algorithmus zur Berechnung des interpolierenden natiirlichen
kubischen Splines an eine Funktion f iiber einem dquidistanten Gitter A C [a, b] mit Gitter-
weite h. Betrachten Sie speziell die Funktion f(z) = e auf dem Intervall [—1, 1] und plotten
Sie fir h =277, j =1,2,..., den Interpolationsfehler in der Maximumnorm.

10. Sei f € C4[a,b], A C [a,b] ein dquidistantes Gitter mit Gitterweite h und s die Losung
der vollstindigen Interpolationsaufgabe. Beweisen Sie die Fehlerabschitzung

h4
1 = slan < 75 1o

beziiglich der Maximumnorm.
(a) Zeigen Sie zuniichst mit Hilfe von Aufgabe 2, daf

1! 1 h’2 (4)
1" = 8"l {ap < > 15 fap) -
(b) Die gesuchte Abschétzung folgt dann aus Aufgabe 1. Wie?

11. Beweisen Sie, dafl der kubische Spline f, aus Satz 48.2 das Lagrange-Funktional

-1
£ 220y + A D lyi — £l

i=1

unter allen Funktionen f € H?(a,b) minimiert.
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12. Sei G = LL* die Cholesky-Zerlegung der Gramschen Matrix G in (48.6). Zeigen Sie,
daB der Momentenvektor ¢ aus (48.8) das lineare Ausgleichsproblem

minimiere

1 ar]e = L)l
VaT y/Val 2
16st.
13. Uberfithren Sie die Funktion r aus (48.10) in die Gestalt (18.10) der in Abschnitt 18.3

betrachteten Funktionenklasse. Welche Bedeutung haben dabei die Parameter n, sowie die
Koeffizienten d; und z;, i1 = 1,...,n?
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Nach der Interpolation durch Splines wenden wir uns nun der Interpolation und
Approximation einer (komplexwertigen) Funktion einer Verdnderlichen durch
trigonometrische Polynome zu. In den Anwendungen werden trigonometrische
Polynome haufig verwendet, da die zugehorigen Entwicklungskoeffizienten mit
der schnellen Fouriertransformation (fft) sehr effizient berechnet werden kon-
nen. Fiir die zugehorigen Fehlerabschiatzungen fithren wir eine Skala periodi-
scher Sobolevrdume iiber einem reellen Intervall ein.

Dieses Kapitel reicht in ein sehr weites Gebiet der Analysis hinein, in welches
das Buch von Zygmund [110] einen umfassenden Einblick gibt. Eine selektivere
Darstellung aus dem Blickwinkel der numerischen Mathematik findet sich etwa
in dem Buch von Henrici [50, Kapitel 13]. Fiir die hier vorgestellten periodi-
schen Sobolevraume sei schliefllich noch auf das Buch von Kref3 [64] verwiesen.

50 Trigonometrische Polynome

Wir beginnen mit der Definition eines trigonometrischen Polynoms.

Definition 50.1. Ein (komplexes) trigonometrisches Polynom vom Grad n
ist eine Funktion der Form

t(0) = Z e ap € C. (50.1)

Die Menge aller trigonometrischen Polynome vom Grad n wird im folgenden
mit 7, bezeichnet.

Wegen ihrer Periodizitdt verwendet man trigonometrische Polynome vor allem
zur Approximation periodischer Funktionen. Periodische Funktionen treten
bei Anwendungen zum Beispiel auf, wenn Funktionen iiber einer geschlossenen
Kurve im R™ als Funktion der Bogenlénge parametrisiert werden.
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Bemerkung 50.2. Wenn o = o fiir alle £k = 0, ..., n, dann nimmt ¢ {iber
R nur reelle Werte an. In diesem Fall kann ¢ auch als reelles trigonometrisches
Polynom dargestellt werden, namlich

t0) = % + Z(ak cos kO + by sin k6)
k=1
mit ag = 2¢a und

ak:2Reak, bk:—QImak, k‘:l,...,n. <>

Wir wollen nun eine gegebene Funktion f iiber [0, 27] durch trigonometrische
Polynome approximieren. Aufgrund der Ergebnisse aus Abschnitt 31 und we-
gen des folgenden Resultats bietet sich dabei die £2-Norm als ,,Giitemaf3* an:

Proposition 50.3. Die Funktionen

L ke
— ", k=-n,....,n, 50.2
o (50.2)

bilden eine Orthonormalbasis von T, beziglich £*(0,27) und die L£*(0,27)-
Bestapproximation aus T, an f hat die Form (50.1) mit
1 2 .
ap = — f(0)e " dp k=-n,...,n. (50.3)
27 Jo

Beweis. Fiir —n < j,k < n gilt

Loie L 1 /QW —ik6 ij0
—— e —— ¢ = — e e do
< V2 V2 ) 27 Jo

1 2
— dg =1 k=j

B 27_(_ O ) ] )

N 1 1 s 2w
_ 1(J*k)f)‘ -0 ki
2w iy — k) 0 o kA

Die Koeffizienten der Bestapproximation ergeben sich daher aus Satz 31.6 (¢).

g

Man beachte, dafl die sogenannten Fourierkoeffizienten «y nicht von n ab-
hidngen. Daher driangt sich die Frage auf, ob fiir n — oo in einem geeigneten
Sinn

F0) ~ > o (50.4)

k=—o00
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Giiltigkeit besitzt. Wir verwenden die Notation ~, da zunéchst weder klar ist,
ob die rechte Seite konvergiert noch ob ihr Wert im Konvergenzfall mit f(#)
iibereinstimmt. Daher wird die rechte Seite von (50.4) als formale Fourier-
rethe von f bezeichnet. Die Untersuchung ihrer Konvergenzeigenschaften ist
Gegenstand der Fourieranalyse. Hier wollen wir zunéchst nur einige wichtige
Resultate zitieren:

Satz 50.4. (a) Ist f € L*(0,27) in einer Umgebung von 0 € (0,27) wvon
beschrdankter Variation, dann konvergiert die Fourierrethe an der Stelle 6 gegen
(f(6+) + f(6=))/2. Fiir = 0 und 6 = 27 gilt ein entsprechendes Resultat

mit Grenzwert (f(0+) + f(2m—))/2.

(b) Ist f zudem stetig und stickweise stetig differenzierbar mit f(0) = f(2m),
dann konvergiert die Fourierreihe gleichmdjfSig gegen f.

(¢) Konvergiert umgekehrt die Fourierreihe von f gleichmafig, so stimmt die
Grenzfunktion bis auf eine Nullmenge mit f tberein.

Fiir die ersten beiden Aussagen vergleiche man die Sétze 136.1 und 137.2 aus
dem Buch von Heuser [53]. Die letzte Aussage folgt aus der allgemeineren £2-
Konvergenztheorie der Fourierreihen, vgl. [53, Abschnitt 141]. Wir beweisen
nun den folgenden Zusammenhang zwischen der £2-Norm und den Fourierko-
effizenten von f:

Proposition 50.5. Die Funktion f € L*(0,27) besitze die formale Fourier-
rethe (50.4).

(a) Dann ist

Z ‘O‘k|2 < . ||fH52(0727r)~ (50.5)

k=—o00

(b) Konvergiert die Fourierreihe von f gleichmdfig in [0, 27], dann gilt Gleich-
heit in (50.5).

Beweis. (a) Die Entwicklungskoeffizenten von f beziiglich der Orthonormal-
basis (50.2) sind durch 27 . fiir —n < k < n gegeben. Nach der Besselschen
Ungleichung, Satz 31.6 (d), gilt daher

2
2w Z |Oék|2 < ||f||£2(0,27r)'

k=—n

Da n beliebig gewihlt war und die Fourierkoeffizenten nicht von n abhéngen,
folgt (50.5).
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(b) Im Falle gleichméBiger Konvergenz der Fourierreihe gilt

2 n . 2
/ f(0)2df = lim 3 akel’“’] df.
0

2
n—oo
0 k=—n

Wegen der Orthogonalitét der Basisfunktionen von 7, ergibt das Integral auf
der rechten Seite Y} 27 |oy|?, und wegen (50.5) konvergiert dies fiir n — oo
gegen die unendliche Reihe, also gilt

2
HfHLQ(O,Zﬂ') =27 Z o O

k=—o00

Bemerkung 50.6. Es sei an dieser Stelle festgehalten, vgl. etwa [64, S. 126],
daB fiir jede Funktion f € £2(0,27) Gleichheit in (50.5) gilt und £2-Funktionen
gerade dadurch charakterisiert werden konnen, dafl die Reihe auf der linken
Seite von (50.5) konvergiert. o

Beispiel 50.7. Als Beispiel betrachten wir die charakteristische Funktion x4
eines Intervalls [a, b] C [0, 27]. Wir setzen ¢ = (a+b)/2 und d = (b—a)/2 < 7.
GemaB (50.3) gilt fur die Fourierkoeffizienten die Formel

I —ik0
ap = — e " de ke,
2 J,

d.h.esist ag = (b—a)/(27) = d/7 und fir k # 0 ergibt sich

L il L ko) —ikd ikd
L e T Wit LR C )
1 .
= — Yy eﬂkc(cosk:d —isin kd — cos kd — isinkd)
1 . sinkd
= —e¢ _
T k

Somit hat die formale Fourierreihe von x|, die Gestalt

oo

d 1

X[ap)(0) ~ - + - i
k=1

. sinkd .
e ikc €1k9.

Werden die Terme fiir +k zusammengefafit, ergibt sich die rein reelle Darstel-
lung

d 1 =~sinkd , 4. Cik(O—c
Xlap(0) ~ ;JF;E: ’ (1079 4 7 k7))
k=1
d 2.1
= — —E — sin kd k(O —c).
7T+7T ksm cos k( c)
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A
1+ — n=2_
-- n=16
n =128
’ Ay 9
0 ‘a ’ 27

Abb. 50.1: Konvergenz der Fourierreihe einer charakteristischen Funktion

Bezeichnen wir mit ¢,, die Bestapproximation aus 7,, an X4, dann gilt fiir den
Fehler x(q5 — t, gem&fl Proposition 50.5

> 2 SN sin’kd
Xt = toll Z20.0m) = 27 Z lenf* = T Z 2
|k|=n+1 |k|=n+1

Da d < 7 ist, verhélt sich die Summe auf der rechten Seite wie
Z E2? 2/ t72dt = 2n7 ",
|k|=n+1 n
das heifit es existiert ein € > 0 mit
X = toll 202 > en™V?,  neN. (50.6)

Im Hinblick auf Bemerkung 50.6 verhélt sich der Approximationsfehler asymp-
totisch genau wie n~1/2.

Abbildung 50.1 illustriert exemplarisch das Konvergenzverhalten dieser Fou-

rierreihe. Dargestellt sind die Polynome ¢,, mit n = 8, 16 und 128. O
51 Sobolevriume

In Abschnitt 31 hatten wir den Raum H*'(0,27) eingefithrt. Wir wollen uns
im folgenden auf die Teilmenge H2(0,27) der 2m-periodischen Funktionen in
H'(0,27) beschriinken, also auf Funktionen f € H'(0,27) mit f(0) = f(2m).
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Eine Funktion f € H}(0,27) besitzt nach Voraussetzung eine schwache Ablei-
tung

F10)~ > 8™ mit f(e)—f(0)+/0 flydt.  (51.1)

Wegen der 27-Periodizitit von f kommen dabei nicht alle méglichen £2(0, 27)-
Funktionen f’ in Frage, denn es mufl

ﬂ@—f@ﬂ—ﬂ@+£ﬂf®ﬁ

gelten. Folglich ist

1 2 ,
Bo = %/O f(0)do=0. (51.2)

Ausgehend von (51.1) bietet es sich an, die Fourierreihe von f durch gliedweise
Integration der Fourierreihe von f’ zu bestimmen. Zunéchst ist diese Vorge-
hensweise jedoch keineswegs gerechtfertigt, da die Konvergenzeigenschaften
der beiden Fourierreihen nicht gekldrt sind. Dennoch fiihrt dieser Ansatz zum
Ziel, wie das folgende Resultat bestétigt.

Lemma 51.1. Sei f € HX(0,27) und f" durch (51.1), (51.2) definiert. Dann
sind fir k # 0 die Fourierkoeffizienten von f durch oy, = B/ (ik) gegeben.

Beweis. Nach Proposition 50.3 berechnen sich die Fourierkoeffizienten von f

aus der Formel
1 27

k= 5 f(@)e*dg .
Durch Einsetzen von (51.1) ergibt sich fiir & # 0
1 i —ik0
o = 5 (f(0)+/0 f(t)dt)e db

_ 1) /2” ik 1 /2” / / S

= 5 ) e ™ do + o ), () t e " dldt

— / f —1k9

— _7]{27 / f dt —/ f _lkt dt
1 ™

(51.2)

1 2) 1
=~ (G-m) T —h .

dt
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Als Konsequenz aus diesem Hilfsatz erhalten wir

Satz 51.2. Eine Funktion f € L£2(0,27) mit f(0) ~ > oo . oxe*? gehirt
genau dann zu H(0,27), falls

o0
Z E|o|* < oo

k=—c0

In diesem Fuall ist

1
Z (B + D|ag)® = o Hf||§{1(0,27r) '

k=—c0

Beweis. Die eine Beweisrichtung folgt unmittelbar aus dem vorangegange-
nen Lemma 51.1: Fiir eine Funktion f € H(0,2) sind ikay, die Fourierko-
effizienten der schwachen Ableitung f’ € £2(0,27). Also konvergiert nach Pro-
position 50.5 die unendliche Reihe > k?|ay|? und wegen Bemerkung 50.6 ist

o

ST Dl = > Blal + > el

k=—o00 k=—o0 k=—o0

1
= o (17 Wx02m) + 112502m))

Konvergiert umgekehrt die Reihe "2 k*|ay/|?, dann definiert nach Be-
merkung 50.6 die formale Fourierreithe Y p2 ikage*® eine Funktion ¢ aus
L£2(0,27). Zu g existiert eine Stammfunktion G € H(0,27), die wie in (31.1)
definiert ist, wobei die Konstante ¢ so zu wihlen ist, daf§ fOQw G(0)do = 2mag
gilt. Nach Lemma 51.1 haben GG und f dann die gleichen Fourierkoeffizienten,
und daher ist f =G € HL(0,27). 0

Beispiel 51.3. In Beispiel 50.7 haben wir die formale Fourierreihe der cha-
rakteristischen Funktion eines Intervalls [a, b] C [0, 27| bestimmt. Demnach ist
fir 0 <zp <1 < 29 <271

1 1
f(a) = o X[wox] T

T — Zo To — Ty

X[z1,22]

N i( 1 o—iker sinkd; 1 o sin k:d2> o0
2d17r k 2d27T k
k=1
wobei ¢; = (xg+x1)/2, ca = (x1+12) /2, dy = (21 —1x0)/2 und dy = (zg—21)/2
die jeweiligen Intervallmittelpunkte bzw. -radien sind. Nach Beispiel 31.4 ist f
die schwache Ableitung der Hutfunktion A € H1(0,27) mit
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(0 — 20) /(21 — o), o <0 <y,
AO) = (0 —x2)/(z1 —22), 21 <0<,
0, sonst .

Folglich hat A nach Lemma 51.1 die (gleichméfig konvergente) Fourierreihe

o0 1 .
A — —ike1 _: _
0) = ap+ kE|_1(2d177 e sin kd, S

Dabei ist ag = o= [T A(0) df = (di + da)/(27). o

o

. 1 .
e ke gin kdg) e e (51.3)

Ausgehend von Satz 51.2 kénnen wir nun eine sogenannte Skala von Funktio-
nenrdumen einfiithren.

Definition und Satz 51.4. Fir s > 0 ist

oo

H2(0,27) = {f(0) ~ Y o™ 0 > |k[*|ox]* < 0}

k=—00 k=—oc0

der (periodische) Sobolevraum der Ordnung s. Das zugehdrige Innenprodukt
fiir f ~>" are®® und g ~ 3" Bre*? aus H2(0,27) ist definiert durch

(1,9) 302w = 27 > ([KI* + 1) @By

k=—oc0

Wir verzichten auf den Nachweis, daB8 ( -, - )ps(0,2r) tatséchlich ein Innen-
produkt definiert. Statt dessen halten wir die folgenden Eigenschaften dieser
(periodischen) Sobolevrdume fest:

o Firr > s > 0 gilt HZ(0,2m) C HZ(0,2m). Dies folgt unmittelbar aus der
Definition 51.4 mit dem Majorantenkriterium.

o Fiir s > 1 ist H5(0,27r) € H(0,27) und daher hat jede Funktion f €
H?(0,27) mit s > 1 eine schwache Ableitung f’. Aus Lemma 51.1 folgt zu-
dem unmittelbar f’ € H:71(0,2n). Insbesondere hat also eine Funktion f €
H:(0,27), s € N, s schwache Ableitungen f’, f”,..., f®®, wobei f,..., f=Y
stetig und 27-periodisch sind und £ noch zu £2(0, 27) gehort.

Sobolevrdume sind aus der modernen angewandten und numerischen Mathe-
matik kaum mehr wegzudenken und haben inzwischen vielfach die Rolle der
Funktionenrdume C* (mit s € N) {ibernommen. In beiden Féllen charakteri-
siert der Index s eine gewisse ,,Glattheit” entsprechender Funktionen f € H?
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bzw. f € C%, die allerdings fiir die beiden Funktionenrdume nicht dquivalent
ist. So gehéren 2m-periodische Funktionen f € C*(R) immer auch zu H!(0, 27)
und entsprechend gehéren 27-periodische Funktionen f € C*(R) mit s € N
immer auch zu H(0, 27). Die Umkehrung ist allerdings falsch, wie das Beispiel
der Hutfunktion belegt: Die Funktion A aus Beispiel 51.3 ist nicht stetig dif-
ferenzierbar, gehort aber zu H1(0,27). Sie gehort sogar zu H2(0, 27) fiir jedes
s < 3/2, denn mit den Fourierkoeffizienten aus (51.3) gilt

o

> Pl < D Z| et

k=—c0
fiir s < 3/2.

Um ein Gefiihl fiir die ,,Glattheit* einer Funktion f € HZ(0,27) zu bekommen,
beweisen wir abschlieBend noch die folgenden beiden Aussagen:

Satz 51.5. Fir s > 1/2 konvergiert die Fourierreihe einer Funktion f €
H3(0,2m) gleichmdfig in [0, 2], d. h. alle Funktionen f € HE(0,2m) sind stetig
und 27 -periodisch. Speziell fiir s = 1 sind die Funktionen f € H(0,2m) sogar
Hélder-stetig mit Hélder-Exponenten o = 1/2. Genauer gilt

1£0) = FOI < 1l ms0,2m 10 — 22
fiir alle 0t € [0,27] und alle f € HL(0,2m).

Beweis. Die gleichméflige Konvergenz der Fourierreihe fiir eine Funktion f €
H?3(0,27) mit s > 1/2 folgt unmittelbar aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:
Fiir m > n gilt ndmlich

m

> Jane™| = Z|k| (IKflax) < (Zw QSZIkIQSIaI)

|k|=n |k|= k|= k|=

1 g 1/2
< —= Ifllmzoan (D IF72)

und somit folgt die gleichméfBige Konvergenz aus dem entsprechenden Cauchy-
Kriterium.

Fiir s = 1 ergibt sich fiir 0 < ¢ < 0 < 27 (wiederum mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung, diesmal in £?) aus der Definition einer Funktion f € H'(0,27),

dafy
" 7) dT‘ < (/tgd7>1/2</t€]f’(7)|2d7'>1/2

10— 12 || £ 1l #120,20) - 0

fO0) = f@O) =

IN
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Die Schérfe dieses Satzes macht man sich unmittelbar an den folgenden beiden
Beispielen klar.

Beispiele. Die charakteristische Funktion x eines Intervalls [a,b] C [0, 27]

ist nicht stetig, gehort aber nach Beispiel 50.7 und Definition 51.4 zu allen
H3(0,27)-Rdumen mit s < 1/2.

Die £%Funktionen f,(#) = (6(27 —6))” mit 0 < o < 1 haben in (0,27) die
klassischen Ableitungen

£10) = 20(6(2m — 0))* " (x — 0) .

«

Daher gilt

27 27
/ F(0)2d — 40 / 622(2 — 0)20=2(x — 0)2df,
0 0

und dieses uneigentliche Integral existiert lediglich fiir o > 1/2. Mit anderen
Worten: f, gehort genau dann zu H}(0,27), wenn a > 1/2 ist. Man beachte,
daf} die Funktion f, wegen ihres Verhaltens an der Stelle § = 0 lediglich Holder-
stetig mit Holder-Exponenten « ist. Somit kann fiir eine H}(0, 27)-Funktion
keine Holder-Stetigkeit mit einem Holder-Exponenten grofler als v = 1/2 ga-
rantiert werden. o

Entsprechende Resultate gelten dann natiirlich auch fiir die schwachen Ablei-
tungen von Funktionen aus H?(0,27) mit groferen s. Beispielsweise ist eine
Funktion f € H2(0,27) grundsitzlich stetig differenzierbar; ihre (klassische)
Ableitung ist zudem 27-periodisch und Holder-stetig mit Exponenten o = 1/2.

52 Trigonometrische Interpolation

Als néchstes wenden wir uns der numerischen Approximation einer Funktion f
durch trigonometrische Polynome zu. Am naheliegendsten ist dabei der Zugang
iiber die Bestapproximation beziiglich £2, also die Berechnung des Polynoms
aus Proposition 50.3. Leider konnen dessen Fourierkoeffizienten nur in den sel-
tensten Fallen analytisch berechnet werden. Zur numerischen Approximation
von (50.3) bietet sich statt dessen die Trapezsumme an: Dazu verwenden wir
im weiteren die Funktionswerte von f iiber einem &dquidistanten Gitter

A ={0;=2jr/N : 0<j<N}.

Wegen der Periodizitéit von f ergibt die Trapezsumme die Approximation

N—-1
. 1 ke,
o ~ o = N E f(Qj)e k6; (521)
=0
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Die Naherungen &, werden diskrete Fourierkoeffizienten genannt. Fiir die Tra-
pezsumme periodischer Funktionen liefert der folgende Satz eine besondere
Fehlerabschétzung, die wesentlich besser als die iibliche Abschétzung ist. Th-
ren Beweis werden wir am Ende dieses Abschnitts nachreichen.

Satz 52.1. Fir jede Funktion g € H:(0,21) mit s > 1/2 gilt

‘/% )d — Ww (9j)

mit h = 2w /N und einer positiven Konstanten Cy, die nur von s abhdngt.

< Csllgll mz0,2m 7 (52.2)

Bemerkung. Im Rahmen der trigonometrischen Interpolation beschranken wir
uns im folgenden wie bereits in Satz 52.1 auf Funktionen f € H2(0,27) mit
s > 1/2, denn nur fiir solche Funktionen kénnen wir mit Hilfe von Satz 51.5
Stetigkeit und wohldefinierte Funktionswerte iiber dem Gitter A garantieren.

O

Besonders fiir glatte periodische Funktionen sind die Koeffizenten &, aus (52.1)
also sehr gute Niherungen fiir a;, zumindest solange der zweite Faktor e 7% in
(50.3) nicht zu stark oszilliert, also solange k nicht zu grofl ist. Wir studieren
daher im weiteren die Ndherungspolynome ¢, € 7, mit n < N/2, gegeben
durch

t,(0) = ae™? n < N/2, (52.3a)

bzw. t,(6) = Z apet? n= N/2, N gerade. (52.3b)

k=1-n
Lemma 52.2. Seien ¢, € H:(0,27) fir ein s > 1/2. Dann definiert

N—-1

(o, 0) = > _ o0.)¥(0,), b =—, (52.4)

v=0

eine (diskrete) hermitesche Bilinearform mit

<<€ij9,€ik9>> _ N fir g,k €Z und k—j=IN firenléeZ,
0 sonst.

Folglich ist (52.4) ein (diskretes) Innenprodukt in dem Teilraum span{e*? :
—N/2 < k < N/2} C Tjnjo) und die Funktionen ¢ /\/N, —N/2 < k < N/2,

bilden ein Orthonormalsystem beziiglich dieses Innenprodukts.
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Beweis. Seien j, k € 7 beliebig gewihlt. Dann ist

N-1 N—-1
<< eije’ 6ik9 >> _ Z e—ijeyeikey _ Z(ei(k—j)Qn/N)V
v=0 v=0

=

(]

(e#™)" = N, fallsk—j=IN fireinl€Z,

— v=0
1— ei(kfj)27r
W = O, sonst .
Hieraus folgt unmittelbar auch die zweite Behauptung. 0

Es ist zu beachten, dal das in Lemma 52.2 genannte Orthonormalsystem im-
mer genau N Basisfunktionen enthélt, unabhéngig davon, ob N gerade oder
ungerade ist. Der ungewohnliche Indexbereich fiir £ in (52.3b) ist dadurch be-
griindet, daf die Funktionen e’ und e " fiir n = N/2 mit geradem N an
den diskreten Punkten 6; iibereinstimmen und daher beziiglich des diskreten
Innenprodukts (52.4) nicht ,unterscheidbar® sind. Mit anderen Worten: Fiir
gerades N und n = N/2 ist (52.4) kein Innenprodukt iiber dem gesamten
Raum 7,.

Aus Lemma 52.2 erhalten wir nun sofort

Satz 52.3. Sei f € H3(0,2mw) mit s > 1/2 und t,, fiirn < N/2 wie in (52.3a)
mit &y aus (52.1) definiert. Dann gilt fir jedes t € T, \ {t,}:

2 [t (0,) = F(0,)]" < i t(6.,) — £(6.)]" (52.5)

Beweis. Da n < N/2 ist, bilden die Funktionen eike/\/ﬁ, k= —n,...,n, eine
Orthonormalbasis von 7, beziiglich (52.4). Wegen

N-1

D O [#6,) = FON = (t—ft— 1)

v=0

und der Definition é; = (¢ /v/N, f ) /vV/N aus (52.1) folgt die Aussage daher
mit dem gleichen Argument wie im Beweis von Satz 31.6 (c). 0

Das trigonometrische Polynom t,, ist also die Bestapproximation aus 7,, an die
Funktion f iiber dem Gitter A im Kleinste-Quadrate-Sinn. Besonders interes-
sant ist der Fall N = 2n:
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Satz 52.4. Fir N = 2n interpoliert t, aus (52.3b) die Funktion f in allen
Knoten des Gitters I\, d.h. {(f —t,,f—t,)) =0

Beweis. Nach Lemma 52.2 bilden die Funktionen

1 .
(0) = —= e, l-n<k<n,

VN

ein Orthonormalsystem beziiglich (( -, - )), die Vektoren y = [Tk(Qj)];\:Ol e CV,

1 —n < k < n, also eine Orthonormalbasis des CV. Folglich gibt es genau eine
Linearkombination

S aw = [£0)], €TV,

k=1—n
also ein zugehoriges trigonometrisches Polynom #(0) = >, ,  &.el*? mit
(t— f,t—f) =0. Wie in Satz 52.3 sieht man, daB ¢, aus (52.3b) die Best-
approximation von f aus span{e*® : —n < k < n} C 7, beziiglich (52.5) ist.
Daher muB ¢ = t,, sein. 0

Das Polynom aus Satz 52.4 ist das trigonometrische Interpolationspolynom, fiir
das wir im weiteren eine Fehlerdarstellung herleiten wollen. Zunéchst beweisen
wir das folgende Hilfsresultat (bei dem N auch ungerade sein darf).

Lemma 52.5. Sei f € H:(0,2n) fir ein s > 1/2. Dann gilt

dp= Y opun, —N/2<k<N/2. (52.6)

l=—00

Beweis. Nach Satz 51.5 konvergiert die Fourierreihe von f aufgrund der ge-
troffenen Voraussetzungen gleichméfig gegen f. Daher gilt nach (52.1) und
Lemma 52.2:

1N1 1 [e%S)
A 11/9 —1k0 ik vl
ap = — E E e =5 g a, (e, e )
]:0 v=—00 V=—00
[
= E Qk+IN - 0
l=—00

Lemma 52.5 beschreibt ein Phéanomen, das als Aliasing bekannt ist, und bei-
spielsweise vom Fernsehen vertraut ist: Beobachtet man dort etwa das Wagen-
rad einer anfahrenden Kutsche, dann scheinen bei einer gewissen Geschwindig-
keit der Kutsche die Speichen des Rads stillzustehen, bevor sie sich langsam
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riickwiirts zu drehen beginnen — obwohl die Kutsche weiter an Geschwindigkeit
zulegt. Der Film zeigt uns Bilder mit einem gewissen zeitlichen Abstand, die
vom Gehirn durch eine kontinuierliche Bildsequenz interpoliert werden. Das
Auge nimmt lediglich wahr, daf§ sich das Wagenrad von einem Bild zum néch-
sten um den Winkel 0 etwa gegen die Fahrtrichtung gedreht hat. Fiir das Auge
ist jedoch nicht unterscheidbar, ob sich das Wagenrad zwischen den beiden
Bildern wirklich um den Winkel 6 gegen die Fahrtrichtung, oder vielmehr um
einen Winkel 27 — 0, 47 — 6, etc. in Fahrtrichtung bewegt hat. Die zugehorigen
Frequenzen fallen bei der interpolierten Funktion iibereinander, entsprechend
der Aussage von Lemma 52.5.

Man kann Lemma 52.5 auch folgendermafien interpretieren: Ein trigonometri-
sches Polynom vom Grad n kann nur eine bestimmte Bandbreite an Frequenzen
auflésen, ndmlich Frequenzen bis hin zu n/(27). Falls die zugrundeliegende
Funktion wesentliche Frequenzen oberhalb dieser Schranke besitzt, mufl der
Grad der trigonometrischen Approximation erhoht werden, damit diese Fre-
quenzen als solche erkannt werden.

Satz 52.6. Sei f € H:(0,2n) fir ein s > 1/2 und t,, n < N/2, die trigo-
nometrische Approzimation an f aus (52.3a) oder das trigonometrische In-
terpolationspolynom (52.3b) zu f dber dem Gitter A bei geradem N. Dann
gilt

If = tall 2027) < VI+con™ || fl ms0,2m)

mit cg =23 (21 — 1)7%.
i=1

Beweis. Wir beschranken uns auf den Beweis der Fehlerabschétzung fiir das
Interpolationspolynom. In diesem Fall ist N = 2n und aus Lemma 52.5 erhal-
ten wir

(o]
Qp —ap = E Qkt20n 5 I1-n<k<n.
=1

Eine Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt daher

[ee}

o — dnl* <D+ 200 7> [k A+ 200 [y |

l1|=1 lij=1

< Z(2Mn — )% Z |k + 20> ||

ll|=1 lij=1
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also

o — dnl* < en™> Y [k + 20n|* oo (52.7)

li|=1

Fiir den Interpolationsfehler

o0 A~
_ Z Bkeika mit ﬁk _ {Oék;—ak, 1_n§k§n7

[ ayg sonst ,

ist die £2-Norm durch

1 oo n . o0
- 1f = tall Z202m = D 1B < D0 o=l + D o

k=—00 k=1-n |k|=n
beschrénkt. Die beiden Teilsummen konnen dabei separat weiter abgeschétzt
werden: Aus (52.7) erhalten wir

n

n oo
Z log, — Ggl? < een™ Z Z\k+2ln|2s|ak+gln\2

k=1-n k=1-n|l|=1

oo
C
n 3 bl < S Wl

V=—00

IN

Die andere Teilsumme wird wie folgt abgeschétzt:

oo S oo _9s
S —4aS8 S n
S lanP < SR/ lrP < 0 ST P = T 1

|k|=n |k|=n k=—00

Zusammen ergibt dies die Behauptung. Der Beweis fiir das Polynom (52.3a)
geht entsprechend. 0

Ganz analog zu dem Beweis von Satz 52.6 kann auch die eingangs erwahnte
Fehlerabschitzung fiir die Trapezsumme bewiesen werden:

Beweis von Satz 52.1. Wir betrachten die Koeffizienten & der trigonometri-
schen Polynome t,, aus (52.3) zu einer Funktion g € H:(0,27) mit der gleich-
méiBig konvergenten Fourierreihe Y age™™. Nach (52.1) und (50.3) gilt

%z

Q>

27
/ g(0)df = 2rmay,
0
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Abb. 52.1: EKG-Signal mit trigonometrischen Bestapproximationen

und daher folgt wie in (52.7)

2 o N-1 2
‘/0 9(0)do — — ;g(ej) = 472 |ag — G
< AT AN Y NPl < C2R* (|9l s 020
l1|=1

mit Cs = 7 °/27c, und ¢, wie in Satz 52.6. Damit ist Satz 52.1 bewiesen.

Beispiel 52.7. Trigonometrische Approximationen bieten die Moglichkeit, ein
gegebenes Signal auf die wesentlichen auftretenden Frequenzen zu reduzieren.
Abbildung 52.1 zeigt beispielsweise ein EKG-Signal' mit N = 2048 Mefwer-
ten sowie die in Satz 52.3 charakterisierten Bestapproximationen aus 7g (ge-
brochene Linie) und 73, (durchgezogene Linie). Die Koeffizienten ¢y dieser
Polynome sind dabei die gleichen wie fiir das trigonometrische Interpolati-
onspolynom (52.3b). Man sieht sehr deutlich, wie die scharfen Peaks in den
MeBwerten mit abnehmendem Polynomgrad ausgeglittet werden und nur die
wichtigsten Informationen iibrig bleiben. Der Polynomgrad n = 8 ist fiir dieses
Signal allerdings so klein, dafl nicht mehr alle relevanten Details erfafit werden:
so wird zum Beispiel das Minimum am ca. 200. Datenpunkt von tg ,,iibersehen®,
fiir tg ist das Signal an dieser Stelle zu hochfrequent. o

!Die Daten wurden freundlicherweise von Prof. Dr. P. Maaf (Universitit Bremen) zur Ver-
figung gestellt.
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53 Schnelle Fouriertransformation

In diesem Abschnitt wollen wir voraussetzen, dafi N = 2n = 2P eine Zweier-
potenz ist. Ferner bezeichnen wir mit w = e 2™/" die N-te Einheitswurzel.

Die Abbildung, die den Funktionswerten y; = f(6;) einer Funktion f an
den Gitterpunkten 6; = 2j7/N, j = 0,...,N — 1, die Koeffizienten Ndy,
k=1—mn,...,n,aus (52.1) zuordnet, wird diskrete Fouriertransformation ge-
nannt. Um das trigonometrische Interpolationspolynom beziehungsweise eine
Bestapproximation niedrigeren Grades zu berechnen, mufy die diskrete Fou-
riertransformation moglichst effizient implementiert werden.

Die diskrete Fouriertransformation kann durch die folgende Matrix-Vektor-
Multiplikation dargestellt werden:

Co Qo W WO WY Yo
: 0o 1 WwN-1
Cn - N Ojn _ W0 W2 co 2N Yn
Cn+1 o7 . . . Yn+1
N 0 ,N-1 (N—1)?
L en—1 | a1 | W W w 4 Lyn—1 J
beziehungsweise
c=Fy. (53.1)

Die komplexe symmetrische Matrix F' heifit Fouriermatriz. Aus Lemma 52.2
folgt F*F/N = I, d.h. F//3/N ist eine unitire Matrix und

1
F' = —pF*. 2
N (53.2)

Mit einer herkémmlichen Matrix-Vektor-Multiplikation in (53.1) wiirde die
Berechnung der diskreten Fourierkoeffizienten N? Multiplikationen kosten. Im
folgenden stellen wir einen Algorithmus vor, der nur mit O(N log N) Opera-
tionen auskommt, die sogenannte schnelle Fouriertransformation (FFt).

Dank (53.2) kann die schnelle Fouriertransformation auch ausgenutzt werden,
um die Werte y; = t(6;) eines trigonometrischen Polynoms mit Koeffizienten
&y zu berechnen: Mit denselben Vektoren ¢ und y wie in (53.1) ergibt sich
néamlich wegen der Symmetrie von F

1
y=Flc= NF*CZ

3

1
N
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Diese Formel, von deren Giiltigkeit man sich {ibrigens auch durch einen Ver-
gleich von (52.1) und (52.3) vergewissern kann, ist die Grundlage fiir die schnel-
le inverse Fouriertransformation (ifft).

Beispiel. Um die trigonometrischen Bestapproximationen des EKG-Signals aus
Beispiel 52.7 zu berechnen, fithrt man zunéchst eine FFt der N = 2048 Mef-
werte durch. Fiir die Bestapproximation t,, vom Grad m im Sinne von Satz 52.3
werden anschliefiend alle berechneten Koeffizienten &y mit |k| > m durch Null
ersetzt. Die in Abbildung 52.1 dargestellten Funktionswerte ¢,,,(6;) ergeben sich
schlieBlich durch eine ifft dieser Entwicklungskoeffizienten. Dabei ist aller-
dings zu beachten, dafl die berechneten Werte t,,(6;) aufgrund von Rundungs-
fehlern nicht mehr rein reell sind. Da die Imaginéarteile jedoch im Bereich der
Maschinengenauigkeit liegen, konnen sie getrost vernachléssigt werden. o

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Fft ist die folgende Beobachtung:

Lemma 53.1. Sei M = 2m gerade, wy = e 2™ und v, = > n,why,
v=0
j=0,....,M —1. Dann gilt
m—1
v = > Pl e =+ T
= (53.3)
Yei+1 = £ ) ;jrfv 77157) = (77v - 77V+m)wﬁ/[7
v=0
firl =0,...,m — 1, wobei w,, = w3, die entsprechende m-te Einheitswurzel
15t.
Beweis. Fiir gerade Indizes ergibt sich
m—1 m—1
v2l 2vl 2ul+2lm vl
Yo = nuw = > (A orem Wi ) = > (1 T ) -

—, ,2vl
=W

Entsprechend erhélt man fiir ungerade Indizes

—_

m—

v(2l+1 v+m) (2041
Yol+1 = Z (nuw]\/g ) + 77V+mw§\4 . ))

v=0
m—1 m—1
21+1)m 2014+1)v v
= (771/ + Nv+m w( = ) J(V[Jr ) - 2(77 77V+m)wa l'
v=0 v=0

-1 ]
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function v = dft(n,w, M)

% Indizierung der Vektoren beginnt bei Null; w = e~ 127/M

m=M/2
o Tim
77(+) _ 71 - 7'7m+1
m—1 M —1
Tlo Tim 1
(I B Ll O
NMm—1 NM—1 wm

% e steht fiir die komponentenweise Multiplikation der beiden Vektoren

if M = 2 then
(+)

7= ye

else % rekursiver Aufruf
~(H) = dft (17('*'),(.4127 m)
7(7) =dft (77(7) ) w27 m)

v =T AR A T

end if
end % dft

function c¢= fft(y,N)

% schnelle Fouriertransformation des Vektors y € CV

w = 67i27r/N
c=dft(y,w,N)
end % fft

function y = ifft(c, N)
% inverse schnelle Fouriertransformation des Vektors ¢ € CV
y=FFt(c,N)/N

end % ifft

% berechnet diskrete Fouriertransformation des Vektors n € C* mit geradem M, die

Algorithmus 53.1: Schnelle Fouriertransformation
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Da die Summen in (53.3) wieder die gleiche Gestalt wie die zu berechnende
Ausgangsumme haben (allerdings nur mit halb so vielen Summanden), kann
ihre Berechnung in der gleichen Weise erfolgen. Dies ergibt den rekursiven
Algorithmus 53.1.

Fiir eine effiziente Implementierung vermeidet man rekursive Algorithmen, da
Funktionsaufrufe relativ langsam sind. Statt dessen werden auf jeder Rekur-
sionsstufe die alten Groflen 7, (die nicht weiter gebraucht werden) durch die
neuen Grofien nl(,i) geméf dem folgenden Schema (dargestellt fiir N = 8) iiber-
schrieben:

t ]+ | ++ ++ 4] =
* + ++ t+ -] =7
* T+ - + | =
x to—_— - +——| =%
x | — 44| =m
*4>—/—+ — 4+ —| =95
. — — Y (e
| *] - | ——] - — -] =7

(%
oy )

Man beachte, daf§ der Zielvektor nicht die richtige Reihenfolge hat. Ersetzt
man hingegen in dem schematisch dargestellten Zielvektor jeweils ,,+“ durch
,0¢ und ,,—* durch ,1“ und schreibt diese Ziffern von hinten nach vorne auf,
dann ergeben sich gerade die Bindrdarstellungen der entsprechenden ~-Indizes:

Yo: 000 — 000=0
v4: 001 — 100=4
v2: 010 — 010=2
v6: 011 — 110=6
v: 100 — 001 =1
¥ 101 — 101 =5
v3: 110 — 011 =3
yr: 111 — 111 =7

Diese ,,bit-reversal-Methode® liefert die korrekte Zuordnung zwischen Speicher-
platz und ~-Index.

Tatséchlich kann die schnelle Fouriertransformation mit verschiedenen Algo-
rithmen realisiert werden. Wir verweisen diesbeziiglich auf das detaillierte Buch
von Van Loan [104].

Aufwand. Sei N = 2P, also p = log, N. Werden alle Potenzen «°, ... o™ 1

im Vorfeld berechnet, dann miissen in jedem Rekursionsschritt N komplexe
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Additionen und N/2 komplexe Multiplikationen ausgefiihrt werden. Da p Re-
kursionsschritte durchzufithren sind, ergibt dies den Gesamtaufwand

N
Nlog, N kompl. Additionen, 5 logy N kompl. Multiplikationen .

Rechnet man vier reelle Multiplikationen fiir eine komplexe Multiplikation und
je zwei reelle Additionen fiir jede komplexe Multiplikation/Addition, dann er-
geben sich somit

3N log, N Additionen, 2N log, N Multiplikationen . O

Beispiel 53.2. Fiir eine typische Anwendung der fft in den Ingenieurwis-
senschaften greifen wir die in Abschnitt 22 behandelte Schwingung eines Trag-
werks auf. Dort hatten wir ohne Beriicksichtigung der Reibung in (22.2) die
Differentialgleichung

ma”(0) = —Ax(0)

als einfaches mathematisches Modell fiir die Bewegung der Gelenkkoordinaten
hergeleitet. A € R16*16 ist dabei die Steifigkeitsmatrix aus (3.5), die Masse m
sei im folgenden gleich Eins und die Variable 8 reprasentiert die Zeit.

Der Einfachheit halber nehmen wir im weiteren an, dafl die Briicke zum Zeit-
punkt § = 0 um eine Verschiebung x(0) aus ihrem Gleichgewichtszustand aus-
gelenkt sei und in der Folge ohne weitere Einwirkung duflerer Krifte schwingt.
Entwickeln wir z(0) in die 16 Eigenvektoren v; der Matrix A,

16
2(0) = Y 05,
j=1

und bezeichnen mit A;, j = 1,...,16, die zu den Eigenvektoren gehoérenden
positiven Eigenwerte von A, so ergibt sich als Losung der Differentialgleichung

z(0) = Z ~; cos(v/Aj 0)v; (53.4)

wie man leicht durch Differentiation tiberpriift.

Abbildung 53.1 zeigt die entsprechende Oszillation des linken oberen Gelenks
in diesem Tragwerk fiir den Fall, da§ z(0) mit der zu (3.6) gehorenden Ver-
schiebung iibereinstimmt: Dargestellt sind die vertikale n-Koordinate (durch-
gezogene Linie) und die horizontale {-Koordinate (gebrochene Linie) der Ver-
schiebung des Gelenks als Funktion der Zeit. Aufgrund der speziellen Form der
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Abb. 53.1: Vertikale und horizontale Schwingung des ersten Gelenks der Briicke

auslenkenden Kraft aus (3.6) ist die vertikale Bewegung des Gelenks stirker
als die horizontale Bewegung.

GeméiB der Ubereinkunft aus Abschnitt 3 enthilt die zweite Komponente 5
des Losungsvektors x aus (53.4) die vertikale Bewegung dieses ersten Gelenks.
Bezeichnen wir noch mit vy;, j = 1,..., 16, die zweiten Komponenten der Ei-
genvektoren v; von A, so kénnen wir die durchgezogene Linie in Abbildung 53.1
als den Graph der Funktion

f(0) = 22(0) = Z%‘ cos(/A; 0)va;

identifizieren. Man beachte, dafl f nur dann eine periodische Funktion ist, wenn
alle Quotienten /A;/A\g, j,k = 1,...,16, rationale Zahlen sind. Ansonsten
heifit f fast periodisch.

Wir wollen nun annehmen, dafl die Steifigkeitsmatrix A nicht bekannt ist und
statt dessen die tatsdchliche Schwingung des Tragwerks beobachtet wird. In
einem solchen Fall werden in den Natur- und Ingenieurwissenschaften mit Hilfe
des sogenannten Energiespektrums die Eigenfrequenzen des zugrunde liegenden
Systems bestimmt. Dazu wird die Funktion f aus Abbildung 53.1 {iber einem
aquidistanten Gitter

AN, ={0;=47:5=0,....,N—1} C [0,T)

mit T = N7 und Abtastrate T abgetastet®. Zu diesen gemessenen Funktions-
werten f; = f(6;) wird das T-periodische trigonometrische Interpolationspo-

2Der Begriff des ,Abtastens® (engl.: to sample) aus der Signalverarbeitung steht fiir die
Messung der genannten Funktionswerte.
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Abb. 53.2: Energiespektren der vertikalen und der horizontalen Schwingung des ersten
Briickengelenks

lynom

ta(0) = Y @™ n=N/2,
k=1-n

bestimmt (wir nehmen weiterhin an, da N gerade ist). Unter dem Energie-
spektrum (engl.: power spectrum) der Funktion f (Abbildung 53.2) versteht
man die Zuordnung des Betragsquadrats |éy|> der Entwicklungskoeffizienten
dy; zu der entsprechenden Frequenz wy, = k/T € (—1/(27),1/(27)]. Wenn die
abgetasteten Funktionswerte wie in diesem Beispiel reell sind, stimmen die
Betrige der Koeffizienten & und &_j, iiberein, und es reicht, den positiven
Frequenzbereich darzustellen.

Fiir Abbildung 53.2 wurde die vertikale und die horizontale Schwingung des
ersten Briickengelenks im Intervall [0,700) mit Abtastrate 7 = /2.3 abge-
tastet. Dies entspricht N = 512 Funktionswerten und einem Frequenzbereich
w € [0,0.3661). Die als Funktion der Frequenz dargestellten Entwicklungskoef-
fizienten der beiden trigonometrischen Interpolationspolynome ergeben sich ge-
méB (53.1) durch je eine FFt der 512 abgetasteten Funktionswerte. Die durch-
gezogene Linie entspricht wieder der vertikalen Schwingung des Gelenks, die
gebrochene Linie gehort zu der horizontalen Schwingung. Die im Hintergrund
heller eingezeichneten senkrechten Linien zeigen zum Vergleich die tatséchli-
chen Eigenfrequenzen \/E /(27), 7 = 1,...,16, dieses Tragwerks: Wie man
sieht, weist das Energiespektrum signifikante Ausschldge iiber den gesuchten
Frequenzen auf, allerdings sind nicht alle Eigenfrequenzen in (53.4) gleich stark
vertreten. Dies liegt daran, daff die Initialauslenkung x(0) nur wenige wesent-
liche Eigenanteile aufweist, wie Tabelle 53.1 zeigt. O
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Tab. 53.1: Initialauslenkung je Eigenvektor

VA /2m Vi VA /2w Vi VA2 Vi VA2 Vi
0.0302 —7.5165 0.1157  —0.0000 0.2267  —0.0000 0.2820 0.0012
0.0622 0.0000 0.1534  —0.0493 0.2434 —0.0084 0.2892  —0.0000
0.0843  —0.0000 0.1679  —0.0000 0.2459  —0.0000 0.3019 0.0011
0.0916 —0.1979 0.1981 —0.0033 0.2636  —0.0000 0.3419  —0.0005

54 Zirkulante Matrizen

Bisher haben wir die diskrete Fouriertransformation hauptséchlich im Kontext
der Approximation 2r-periodischer Funktionen kennengelernt. Daneben hat sie
aber auch ihre Bedeutung in der numerischen linearen Algebra. Dies liegt letzt-
endlich daran, dafl die Vektoren 7, die uns im Beweis von Satz 52.4 begegnet
sind, eine Orthonormalbasis im C" bilden, die fiir manche Anwendungen bes-
ser geeignet ist als die herkémmliche kartesische Basis. Wir beschrinken uns
bei der weiteren Darstellung wie im vorangegangenen Abschnitt auf Zweierpo-
tenzen N = 2P, diese Einschréankung ist aber nicht wesentlich.

Definition 54.1. Eine zirkulante Matriz C € CN*¥ ist eine Toeplitz-Matrix
C =[¢j_i iy mit ¢ = enyr, 1 = N < k <0, das heiit

Ch €1 -+ CN-2CN-1
CN—-1 Co O CN-2
C - .
&) CN-1 Co C1
L cCit C ... CN—-1 (O i

Zirkulante Matrizen sind dadurch ausgezeichnet, dafl ihre Figenvektoren die
Spalten der Fouriermatrix sind:

Satz 54.2. Ist C € CN*N eine zirkulante Matriz und F die N-dimensionale
Fouriermatriz (53.1), dann gilt

CF*=F*D, (54.1)
wobei die Diagonalmatriz D die Eigenwerte \i, k = 0,...,N — 1, von C
enthdlt.

Beweis. Mit w = e 2/V ist die k-te Spalte (in der ungewohnlichen Zihlweise
k=0,...,N —1) der Matrix F* durch

ko 2k N-1)k 1%
v = [1, 08, W%, .. WO DE]



54 Zirkulante Matrizen 413

gegeben. Die j—te Komponente von Cvk, 7=0,..., N —1, hat daher die Form

J

[Cug ], E Cy—jw™ kv — =ik E Cy_ w0k = =ik E c,uw“k.

p=j+1-N
Nach Voraussetzung ist c_,w"* = cN_uw(N Wk und somit erhalten wir

-1

J
[Cug]; = w7 ( Z ey + o + Zc,uw”k)

p=j+1-N p=1
- k n lc
=w’ E c_pwt + o + E c_pw)
p=j+1
= /\]&dﬁjlC
mit
N-1 N-1
A, = Co+ g oWt = ¢y + E en_pwF (54.2)
v=1 v=1

Damit ist gezeigt, dal vy ein Eigenvektor von C' mit Eigenwert A\ ist, &k =
0,..., N —1, und folglich gilt CF* = F*D mit

Ao
D pu—
AN-1 .
Die Eigenwerte \i, k =0,..., N — 1, einer zirkulanten Matrix sind also durch
(54.2) gegeben, bzw. durch

Ao Co

A CN—
Y= R T (54.3)

AN-1 C1

Daher konnen alle Eigenwerte einer zirkulanten Matrix durch eine Fft ih-
rer ersten Spalte berechnet werden. Bei einer N x N-Matrix kostet dies nur
O(N log N) Operationen.

Auch die Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer zirkulanten N x N-Matrix
kann in O(N log N) anstelle von N? Operationen erfolgen. Aus (54.1) und
(53.2) folgt ndmlich die Darstellung

C = F*DF™ = F'DF,
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Initialisierung: C € CN*N sei zirkulant, ¢ die erste Spalte von C, € CV
A = Fft(c)
T = fft(z)
y=Te\ % komponentenweise Multiplikation
y =iffe(y)

Ergebnis: y=Cx

Algorithmus 54.1: Matrix-Vektor-Multiplikation mit zirkulanter Matrix

die mit den Ergebnissen aus Abschnitt 53 leicht in (i)Ffts iibersetzt werden
kann (vgl. Algorithmus 54.1).

Entsprechend konnen Gleichungssysteme C'z = x gelost werden, indem die
komponentenweise Multiplikation in Algorithmus 54.1 durch eine komponen-
tenweise Division der Vektoren ersetzt wird.

Aufwand. Algorithmus 54.1 benétigt drei (i)Ffts und hat daher einen Auf-
wand von rund 6N log, N Multiplikationen. o

Algorithmus 54.1 ist auch fiir Toeplitz-Matrizen relevant. Jede Toeplitz-Matrix
T = [tj—;];; € C"" kann in eine zirkulante Matrix C' der Dimension N = 2n
eingebettet werden:

0 typ ... 1
[T E : I R U
C = {E T] mit E = o, . (54.4)
. . . 1-n
ti i tnq O

Mit Hilfe dieser Einbettung &8t sich Tz fiir z € C" aus dem Matrix-Vektor-
Produkt

x Tx
“[o) - 2]
mit der zirkulanten Matrix C' ablesen. Eine Implementierung dieser Idee mit
(i)Tfts findet sich in Algorithmus 54.2.

Aufwand. Da die Fouriertransformationen in Algorithmus 54.2 die doppelte
GroBe N = 2n haben, sind die Kosten entsprechend hoher als fiir Algorith-
mus 54.1, namlich etwa 12nlog, n Multiplikationen. O

Zirkulante Matrizen konnen auch als Prakonditionierungsmatrizen eingesetzt
werden, um Toeplitz- Gleichungssysteme

Tx=b (54.5)
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Initialisierung: Sei T die Toeplitz-Matrix [t;—;];; € C**" und z = [z;] € C,,

Cc= [to,t_l,...,tl_n,O,tn_l,...,tl}T

A= fft(c)

z=[z1,...,2,,0,...,0]T € C?

z=Tft(2)

y=Aez % komponentenweise Multiplikation
y =ifft(y)

Ergebnis: Die ersten n Komponenten von g enthalten das Resultat y = Tz .

Algorithmus 54.2: Matrix-Vektor-Multiplikation mit Toeplitz-Matrix

mit dem priakonditionierten CG-Verfahren zu 16sen, vgl. Abschnitt 10. Wir
beschrianken uns wieder auf den Fall, in dem die Toeplitz-Matrix

to T o th
T_ t1 1o
b1 -0t o

geradzahlige Dimension aufweist (d.h. n ist gerade), reell, symmetrisch und
positiv definit ist. Man macht sich dann leicht klar, dal in diesem Fall der
zirkulante Strang-Prdkonditionierer

Co C1 v Cp—a
M= |1 @ (54.6)
. o
C1 Ch—1 Co
mit

¢ =30, j=n/2, (54.7)
toj, n/241<j<n-1,

ebenfalls symmetrisch ist. Ferner kann man zeigen, daf} fast alle Eigenwerte
der zugehorigen prikonditionierten Matrix M ~'T in unmittelbarer Nachbar-
schaft von A = 1 liegen, falls die Nebendiagonaleintriage t; von T mit wachsen-
dem ¢ hinreichend schnell abklingen, vgl. etwa Chan und Ng [14]. Aufgrund
der Abschédtzung aus Satz 35.7 benotigt das PCG-Verfahren dann nur weni-
ge Iterationen, um die Losung des Gleichungssystems hinreichend genau zu
approximieren.
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Da in jedem Schritt des PCG-Verfahrens lediglich Matrix-Vektor-Multiplika-
tionen mit 7 und M ~! ausgefiihrt werden miissen und dies mit Hilfe der beiden
Algorithmen 54.1 und 54.2 mit jeweils O(nlogn) Multiplikationen geschehen
kann, werden auch insgesamt lediglich O(nlog n) Operationen benétigt, um das
Toeplitz-Gleichungssystems (54.5) im Rahmen einer vorgegebenen Genauigkeit
zu l6sen.

Beispiel 54.3. Zur [llustration verwenden wir das priakonditionierte CG-Ver-
fahren zur Berechnung des Wiener-Filters

Ui = Z EkYi—k
=1

zu einem reellen stationdren Prozef {y;}, dessen Kovarianzmatrix bekannt
sei. Nach Beispiel 6.1 16st der Koeffizientenvektor x = [§;] dieses Filters das
Toeplitz-System (54.5) mit den Matrixeintrigen

tk:€(yiyi—k)7 k:()7...,n—1,
und der rechten Seite
b: [tl,...,tn}*,

wobei t,, entsprechend definiert ist. Ist das gegebene Signal beispielsweise ein
AR (1)-Prozef3, d.h. gilt

Yi = PYi-1+ Zi, €D, (54.8)

mit p € (—1,1) und unabhéingigen normalverteilten Zufallsvariablen z; € R
mit Mittelwert Null und Varianz n? (entsprechende Modelle werden etwa in der
Finanzwirtschaft genutzt), so ergibt sich durch Auflésen der Rekursion (54.8)
die Darstellung

o0
'z
Yi = g P Zi—v,
v=0

und aus der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen folgt

v v - np
te = EWivi—k) = E PPME(Ziyzick—y) = E pp" kP = 1__p2
v=0

p,v=0

Entsprechend rechnet man nach, dafl ein AR(1)-Prozef stationér ist.
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Abb. 54.1: Eigenwerte (durch Kreise markiert) vor und nach der Préikonditionierung

Dieses einfache Beispiel hat den Vorteil, daf die exakte Losung x = [p,0, ..., 0]
unmittelbar angegeben werden kann. Dies ermdoglicht eine genauere Untersu-
chung des Konvergenzverhaltens des CG-Verfahrens. Dazu wéhlen wir M wie
in (54.6), (54.7), und betrachten zunichst die Spektren von 7' und M~'T
in Abbildung 54.1 (fiir die Parameter p = 0.8, = 1 und die Dimension
n = 128): Wéhrend das Spektrum von T' den Wertebereich der Matrix ohne
grofere Liicken ausfiillt (dies ist eine ungiinstige Eigenwertverteilung fiir das
CG-Verfahren), liegen bei der prikonditionierten Matrix lediglich zwei Eigen-
werte auBlerhalb eines Intervalls (1 —e,1+¢) mit e &~ 7-107S.

Aufgrund von Satz 35.7 wird man daher davon ausgehen, dafl das PCG-Verfah-
ren nur etwa zwei Iterationen benotigt, um die Eigenvektorkomponenten der
beiden ,, Ausreifler-Eigenwerte® in x zu rekonstruieren, bevor eine sehr schnelle
Konvergenz gegen die restlichen Anteile der Losung einsetzt. Dies wird durch
die numerischen Resultate belegt: Abbildung 54.2 zeigt die Entwicklung des
relativen Fehlers |z — x| 2/||z]|2 fiir die Iterierten x) der beiden Varianten
des CG-Verfahrens mit und ohne Prikonditionierung: die durchgezogene Kur-
ve zeigt den Konvergenzverlauf ohne Prikonditionierung, die Sterne geben das
Ergebnis mit Prikonditionierung wieder.

Mit Priakonditionierung benétigt das Verfahren lediglich fiinf Iterationen, um
die Losung auf Maschinengenauigkeit zu bestimmen. Fiir eine Genauigkeit von
107 sind nur drei Iterationen hinreichend, wihrend die Variante ohne Pritkon-
ditionierung hierfiir bereits iiber vierzig Iterationen bend¢tigt. Beachtet man
noch, dafi Matrix-Vektor-Produkte mit M ~! billiger sind als jene mit 7' (da
nach Algorithmus 54.2 fiir die Multiplikation mit T ffts doppelter Lange not-
wendig sind), ergibt sich eine Reduktion der urspriinglichen Rechenzeit um
fast neunzig Prozent. o

55 Symmetrische Transformationen

Im folgenden leiten wir aus der Fouriertransformation spezielle Darstellungen
reeller Funktionen als reelle trigonometrische Reihen ab.
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Abb. 54.2: Die relativen Fehler beim (P)CG-Verfahren

55.1 Die Sinustransformation

In mathematischen Anwendungen treten hiufig relle Funktionen iiber einem
Intervall auf, die an beiden Intervallrindern verschwinden. Erfiillt die Funktion
f diese Voraussetzung im Intervall [0, 7], so kann f durch

f(0)=—f2r-190), T <6<2r,

zu einer beziiglich §# = 7 punktsymmetrischen Funktion iiber [0, 27] fortgesetzt
werden. Die Fourierkoeffizienten « der so fortgesetzten Funktion sind rein
imaginér, denn

1 2 ) 1 T ) .
ap = 5= / fO)e ™ df = — / F(0) (e7 — e *CT=0) g
= —i/ £(0)sin k6 df.
T Jo
Mit der Abkiirzung

2 [ ,

bk = —ZImak = / f(@) sin k6 do
T Jo

ergibt sich somit wie in Bemerkung 50.2 fiir f eine rein reelle Darstellung der
formalen Fourierreihe:

fO) ~ ) bpsinkd,  0<6<m. (55.1)
k=1
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Damit diese Reihenentwicklung im Sinne der Bemerkung 50.6 sinnvoll ist, muf
f lediglich quadratisch integrierbar sein. Die eingangs genannten Randbedin-
gungen f(0) = f(m) = 0 miissen hingegen nicht unbedingt erfiillt sein.

Beispiel 55.1. Wir betrachten nochmals die Hutfunktion A aus Beispiel 51.3,
schrénken aber xq auf o < 7 ein, so dafl A(0) = A(7) = 0 ist. Mit den anderen
Bezeichnungen dieses Beispiels ergibt sich aus der Fourierreihe (51.3) von A
die Darstellung

A(O) — A(27 — 0)

_ —iker o3 o —ikeca 3 ik _ —ikf
= z:l (—2d17r e "sin kdy S e " sin kdg) 2 (e e )

1 . 1 o 2
= kzl (m e ke gin kd, — % e~ kez gin kdg) 7= sin k6
Wenn wir nun noch die Terme mit Index k& und —k jeweils zusammenfassen,
erhalten wir in dem Intervall [0, 7], in dem A(27 — - ) verschwindet, schliefflich

die Sinusreihe

/1 . 1 . 2
A(O) = Z (dl—ﬂ' cos key sin kdy — e cos kcs sin kdg) w2 sin k0 .

k=1 <>

Wir betrachten nun die punktsymmetrische Fortsetzung einer Funktion f €
H(0,7) und berechnen wie in den vorangegangenen Kapiteln das trigono-
metrische Interpolationspolynom iiber dem Gitter A C [0,27] mit N = 2n.
Aufgrund der Darstellung (52.6) sind dessen Koeffizienten éy, —n < k < n,
ebenfalls rein imaginér, und dariiber hinaus ergibt sich fiir den letzten Koeffi-
zienten

G = 9 Y TG = o S0 (-1 f (/)
= S (1~ ()P () = 0

Das resultierende Polynom hat also ebenfalls eine Sinusentwicklung.

Satz 55.2. Jede Funktion f € Hg(0,7) kann dber [0, 7] in eine gleichmdfSig
konvergente Sinusreihe der Form (55.1) entwickelt werden. Das reelle trigono-
metrische Polynom

n—1
tO) = Y besinkd, 0<O<m,
k=1
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mit
2 n—1
b, = — ] in jk k=1,....,n—1 55.2
& - ;f(jw/n) sin jkm/n N 1) , ( )

interpoliert die Funktion f iiber dem Gitter A = {0 =gm/n :0<j5<n}.

Beweis. Fiir den Beweis muf lediglich noch die Darstellung (55.2) der Ent-
wicklungskoeffizienten nachgereicht werden. Wie bei der Funktion f ergibt
sich auch fiir das Polynom t die Gleichung b, = —2Im &, und damit folgt aus
(52.1) unmittelbar die Behauptung:

2n—1 n—1
1
== 7 /n) sin jk /n = ik
- Zl f(ym/n)sin jkm/n = Zf (jm/n)sin jkm/n .
= ([
Wie in (53.1) sammeln wir die Entwicklungskoeffizienten des in Satz 55.2 be-

stimmten Interpolationspolynoms und die Funktionswerte von f iiber dem
Gitter A in Vektoren

~ qn—1 . n—1
b=[b]_, wd y=[fGr/n)]
Dann ergibt sich b geméf (55.2) aus dem Matrix-Vektor-Produkt

2
b=—2Sy mit S = [smjkTr/n] (55.3)
n

k=1"

Da aufgrund der Interpolationseigenschaft zudem
flm/n) = t(jm/n) = Zbksmkﬁr/n j=1,....n—1,

gilt, haben wir auflerdem die Bemehung
y=5b. (55.4)

Proposition 55.3. Die Sinusmatrix S aus (55.3) ist reell und symmetrisch,
die skalierte Matriz \/2/n S ist unitdr.

Beweis. Die Symmetrie von S ist offensichtlich und die Identitéit S* = (n/2)1
folgt unmittelbar aus (55.3) und (55.4). 0

Die Matrix-Vektor-Produkte mit S in (55.3) und (55.4) kénnen mit Hilfe der
schnellen Fouriertransformation mit lediglich O(nlogn) statt n? Operationen
ausgewertet werden (schnelle Sinustransformation), wenn man die Herleitung
von Satz 55.2 in einen entsprechenden Algorithmus umsetzt. Dies ergibt die
Routine dst aus Algorithmus 55.1. Allerdings sei an dieser Stelle betont, dafl
es fiir die schnelle Sinustransformation bessere Algorithmen gibt, die nur etwa
halb so viele Operationen benotigen, vgl. [104].
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function z =dst(y,n)

% berechnet z = Sy fiir y € R"~! (schnelle Sinustransformation)

n= [O,yl,. . .,yn_l,(), Whp—ilg o o .,*yl}T S R2n
a = FFt(n,2n) % a=[ag,a1,.. .00 1]7
z = i[alaOQ: 0o '7a7L71]T/2

end % dst

Algorithmus 55.1: Schnelle Sinustransformation

55.2 Die Kosinustransformation

Wihrend die Sinustransformation vor allem innerhalb der Mathematik von
Bedeutung ist (vgl. etwa Kapitel XVII), hat die Kosinustransformation auch
auBerhalb der Mathematik Anwendungen, da sie keine Einschriankungen an
die Randwerte f(0) und f(m) vorgibt. Bei der Kosinustransformation wird die
reellwertige Funktion f € £2(0,7) zuniichst durch f(0) = f(27 — 0) spiegel-
symmetrisch zu einer Funktion iiber [0, 27| fortgesetzt wird. Letztere hat rein
reelle Fourierkoeffizienten
1 27

. 1 ™
= o f@)e ™ do = = / £(0) cos kb do
T Jo

2 Jo

und somit folgt aus Bemerkung 50.2 die formale Entwicklung
a o0
F(0) ~ 50 + ) ajcoskd (55.5)
k=1
in eine Kosinusreihe mit Entwicklungskoeffizienten
2 s
a, = 2Reqy, = —/ f(6)cos k6 db .
T Jo

Beispiel. Um die entsprechende Kosinusreihe der Hutfunktion aus Beispiel 55.1
zu berechnen, verwenden wir die Fourierreihe von A(0) 4+ A(27 —#): Mit (51.3)
folgt

Ty — T

AO) + A2 — ) — =

. 1 . 1
e ke gin kd; — e~ kez gin kdg) —
k2

ik6 —iko
( 2d1ﬂ' 2d27T (e te )

I
WK

k|=1

1 1 2
<d2—7T sin kg sin kdy — dl—w sin kcy sin kdl) yE cos kO,

hE

=~
Il
—
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und hieraus ergibt sich wegen A(27 — ) = 0 tiber [0, 7] die Kosinusreihe

— =1 1 2
A9) = T2 — %o + Z(d— sin kcg sin kdy — I sin kcq sin kdl)k— cos ko

2w o 17

von A iiber [0, 7. o
Im Kontext der Kosinustransformation ist es von Vorteil, die Funktion f {iber
dem wverschobenen Gitter

A ={227:j=01,...,n-1} C (0,m) (55.6)

zu interpolieren. Um dennoch auf die Resultate dieses Kapitels zuriickgreifen zu
konnen, betrachten wir die Funktion g(0) = f(6+5-) iiber [0, 27]. Dazu denken
wir uns f zunéchst spiegelsymmetrisch auf [, 27] und dann 27-periodisch auf
R fortgesetzt. Nach Satz 52.4 wird g durch das trigonometrische Polynom

n
E dk 61k0

k=1-n
mit
2n—1 B 2n—1
1 , el 1
A j —iksmT 2j+1 —ik<m
G = — g(LIm)e " = — g f s n
j=0 j=0
1k7r 2n) 2n—1
_ e/ f R N
1k7r/ 2p) n—1

= E fQJJrl cosk:%“w k=1-mn,....n,

iiber dem Gitter A interpoliert, d. h.
ty(Lm) = g(im) = f(BH7),  j=0,...,N. (55.7)

Dabei gilt &, = 0, da der Kosinus fiir £ = n nur an seinen Nullstellen ausge-
wertet wird. Aus (55.7) folgt unmittelbar, daf das trigonometrische Polynom

n—1 n—1

tf(e) 0 o Z ke—lkw/ (2n) oik0 —

ko

mit
) V2 éy, fir k=0,
ap = .
k 2~ ikm/(2n) &, fir 1 <|k|<n-1,
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die Funktion f iiber dem verschobenen Gitter /A" interpoliert. Die Koeffizienten
ay konnen iiber die unten stehende Summenformel (55.8) berechnet werden.
Insbesondere ist a, = a_j. Damit haben wir das folgende Resultat bewiesen:

Satz 55.4. Jede Funktion f € H*(0,7) kann dber 0,7 in eine gleichmdfSig
konvergente Kosinusreihe der Form (55.5) entwickelt werden. Das reelle trigo-
nometrische Polynom

n—1
£(6) + Y g cosk 0<f<m
=1
mit
\/5 n—1 2]+1
= ir k=0
n};f fiir k=0,
g = =0 (55.8)

o -
— g f2]+1 COkaJHW firk=1,...,n—1,
n

j=

interpoliert die Funktion f iber dem verschobenen Gitter A aus (55.6).

Fir die Vektoren
~ 1n—1 . n—1
a:[ak]kzo und y:[f(%Q—j;lTr)}j:O

erhalten wir aus (55.8) und der Interpolationseigenschaft die beiden Gleichun-
gen

2
a = ECy und y = Cra (55.9)

mit der Kosinusmatrix

1/v2, k=0,

55.10
COSk‘2]+17T, k#0. ( )

C=laylil, mit = {

Die Matrix C' ist im Gegensatz zu S nicht symmetrisch, aber wie zuvor ist
\/2/n C unitdr. Ferner kénnen Matrix-Vektor-Produkte mit C' und C* eben-
falls mit O(nlogn) Operationen berechnet werden. Eine entsprechende Im-
plementierung fiir die schnelle (inverse) Kosinustransformation findet sich in
Algorithmus 55.2.

Ein Vorteil der Kosinustransformation besteht darin, dafl eine Funktion f aus
H'(0,7) durch die symmetrische Definition f(6) = f(2m —6) zu einer Funktion
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function z =dct(y,n)
% berechnet z = Cy fiir y = [y1,...,yn]’ € R" (schnelle Kosinustransformation)
n= [y17~"7yn7yn7'~'7y1]T € RQ”
a = FFt (n,2n) % a=[ag,a1,-...,q0,1]T € R?"
zZ0 = Oz()/(2\/§)
fork=1,...,n—1do
2 = akefikw/(2n)/2
end for
% z= [an 1y >zn71}T
end % dct

function y=idct(z,n)
% berechnet y = C*z fiir z = [29,...,2,_1]7 € R™ (inverse Kosinustransformation)
Qo = 2\/§Z0
fork=1,....,n—1do
ap = 26ilc7'r/(2'n)zlC
Qon—k = Ok
end for
a, =0 % a= [a07a17"-7a2n71]T €R2n
77:|fft(0472n) % n= [77077]17"'777271—1]T GRZn
y=n [77077717 oo 777n*1]T/2
end % idct

Algorithmus 55.2: Schnelle Kosinustransformation

f € HX(0,27) fortgesetzt wird. Die m-periodische Fortsetzung, die der Fourier-
transformation zugrunde liegt oder die punktsymmetrische Fortsetzung durch
die Sinustransformation wéren hingegen beide im Punkt 6 = 7 in der Regel
nicht mehr stetig und ldgen somit in keinem Raum H?(0, 27) mit s > 1/2. Die
Koeffizienten der Kosinustransformation fallen somit stérker ab als die entspre-
chenden Fourierkoeffizienten. Deswegen bietet sich die Kosinustransformation
fir Datenkompressionen an.

Beispiel 55.5. Seit Beginn der 90er Jahre wird die Kosinustransformation zur
Bildkompression im sogenannten JPEG-Standard verwendet. Abbildung 55.1
zeigt ein bekanntes Testbild® und dessen zweidimensionale Kosinustransfor-
mierte. Die zweidimensionale Kosinustransformation der gegebenen Daten y;,
Jok =0,...,n— 1, erfolgt in Verallgemeinerung von (55.9) iiber die Doppel-

3Der Abdruck erfolgt mit freundlicher Genehmigung des Massachusetts Institute of Tech-
nology. Das Bild ist in der MATLAB-Programmierumgebung als Datei cameraman.tif ent-
halten
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Abb. 55.1: Originalbild und dessen Kosinustransformation

sumime
n—1 n—1 n—1 n—1
. 4 4
ik = 2 E E  CivChylfon = n2 Ckp Q2 CivYup
pn=0 v=0 pn=0 v=0

mit ¢,,, aus (55.10). Dies entspricht einer vertikalen Kosinustransformation der
einzelnen Spalten der Matrix Y = [y;;], gefolgt von einer zweiten (horizontalen)
Kosinustransformation, angewendet auf die Zeilen des Resultats. Diese Summe
kann mit Hilfe der Kosinusmatrix kurz in der Form

A=CYCr = (C(OY))

mit A = [a;;] geschrieben werden. Die Berechnung von A kann somit die
Funktion dct aus Algorithmus 55.2 verwenden; dies ergibt die schnelle zwei-
dimensionale Kosinustransformation.

In unserem Beispiel besteht das Bild aus 256 x 256 Bildpixeln, die in ent-
sprechender Anordnung die Matrix Y € R?**2%6 bilden. Das rechte Bild aus
Abbildung 55.1 zeigt die Kosinuskoeffizienten als Grauskalenbild der Matrix
A; die Eintrage von A umspannen acht (!) Zehnerpotenzen und sind in lo-
garithmischer Darstellung aufgetragen. Die dunklen Werte gehtren zu grofien
Eintrédgen. Sie sind zu einem Grofiteil in der linken oberen Ecke konzentriert,
die zu den niedrigen Kosinusfrequenzen gehort: die horizontalen Frequenzen
werden von links nach rechts groflier, die vertikalen Frequenzen sind von oben
nach unten aufsteigend angeordnet. Durch die scharfen Kontraste des Bildes
ergeben sich auch grofie Koeffizienten bei irregulér verteilten hohen Frequen-
zen.
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Abb. 55.2: Originalbild und JPEG-Kompression auf etwa 10% Speicherbedarf

Zur Bildkompression werden die Werte der Kosinuskoeffizienten auf dquidi-
stante Gitter gerundet. Kleine Koeffizienten werden auf diese Weise zu Null
gerundet und miissen nicht mehr abgespeichert werden. Die entsprechende
Gitterweite wird tiblicherweise in Abhéngigkeit von der Frequenz gewihlt: Im
allgemeinen wichst die Gitterweite mit der Frequenz, um so die speziellen ko-
gnitiven Fahigkeiten des Gehirns zu beriicksichtigen. Grob gesprochen ergibt
sich so eine stéirkere Datenkompression in den hohen Frequenzen. Im JPEG-
Standard wird die Kompression schliellich nicht auf das Bild als Ganzes ange-
wendet, sondern auf Teile von jeweils 8 x 8 oder 16 x 16 Pixeln; fiir genauere
Details sei auf das Buch von Pennebaker und Mitchell [83] verwiesen.

Abbildung 55.2 zeigt eine JPEG-Kompression, bei der das komprimierte Bild
nur einen Speicherbedarf von rund 10% des Originalbilds benétigt. 0O
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Aufgaben

1. Bestimmen Sie die Fourierreihe der iiber [0, 27] definierten Funktionen

(a) f(0) =0, (b) 9(0) =6(2m - 0).

In welchen Sobolevraumen H (0, 27) liegen f und g? Warum steht das nicht im Widerspruch
zu der Tatsache, dal f und g unendlich oft differenzierbar sind?

2. (a) Fiir zwei 2n-periodische Funktionen f,g € £2(0,27) wird die Faltung f * g von f
und g definiert durch

21
(fxg)(x) = flz—y)g(y) dy.
0
Zeigen Sie, daf} zwischen den Fourierkoeffizienten 4 von f % g und den Fourierkoeffizienten
ag, B von f und g folgender Zusammenhang besteht:

Ve = 27w, keZ.

(b) Sei f € £2(0,27) eine 27-periodische Funktion mit den Fourierkoeffizienten . Zeigen
Sie, daf8 die Funktion f(- — s) fiir festes s € R die Fourierkoeffizienten £, = e~**qy, hat.

3. Die ansonsten stetige, 2m-periodische Funktion f habe eine Sprungstelle bei 6y € [0, 27)
mit f(6p+) < f(0o—). Das Gibbs-Phinomen besagt, dafl die Bestapproximation ¢, von f
aus 7, (beziiglich £?) fiir groBe n das tatsiichliche Sprungintervall [ f(fo+), f(6p—)] um etwa
9% in beide Richtungen iiberschétzt (vgl. Abbildung 50.1).

Weisen Sie das Gibbs-Phédnomen exemplarisch fiir die Funktion f(0) = 6 aus Aufgabe 1 (mit
Sprungintervall [0, 2] bei 6y = 0) nach: Zeigen Sie, daf

TsinT

lim inf ¢,(0) = 7T*2/
0

n—o0 0 (0,2m)

mit 7 = 0.0894S...
Hinweis: Betrachten Sie t,,(p/n) fiir festes p > 0.

dr = —0.56228... = —v 21
-

4. Betrachten Sie die charakteristische Funktion xj des Intervalls [0,h] C [0,27). Zeigen
Sie, daf fiir s < 1/2 Konstanten 0 < ¢5 < C; existieren mit

cs W% Ixnllc20,2m) < lIxnll #20,20) < Csh™% |Ixall £20,27) 5 0<h<2r.

5. Sei s >0 und f € H:(0,2m). Beweisen Sie die Interpolationsungleichung
1—0o/s o/s
1l mg02m < lfll paiaam 1l 02m, 0<a<s.

6. Sei f € H:(0,2m) fiir ein s > 0 und ¢,, € 7,, die Bestapproximation an f beziiglich der
L£2-Norm. Zeigen Sie, dafl

If = tull c2(0,2r) < 7% I E2 (0,2m)
und

1f = tull e 0.20) < 177° (1 fll 220,20

fir0<o<s.
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7. Sei f € H:(0,27) fiir ein s € (0,1) und V) der Raum der Treppenfunktionen mit Gitter-
weite 2 /2F. Zeigen Sie, dafl

inf ||f — < c27hke s

Jnf Ilf =l c20,2x) < ¢ ILF1l &5 0,2)
mit einer von £ und s unabhingigen Konstanten ¢ > 0.
Hinweis: Beweisen Sie die Behauptung zunéchst fiir trigonometrische Polynome f = t,, € 7,,,
n = 2%, mit Hilfe von Satz 43.1.

8. (a) Seiy < HL(0,7) mit y(0) = y(x) = 0. Beweisen Sie die Ungleichung

Iyl 220 < 191l 20,m) -
(b) s € H'(a,b) interpoliere eine Funktion f € H'(a,b) iiber einem Gitter A C [a, b] mit
Gitterweite h. Verwenden Sie die Ungleichung aus (a) fiir die Fehlerabschétzung

h
If = sllc2(ap) < - £ = 5"l £2(ap) -

(c) Zeigen Sie anhand von Beispielen, dafl die Konstanten Eins bzw. 1/7 in den beiden
Abschitzungen scharf sind.

9. Wenden Sie Satz 52.1 zu einem Beweis der asymptotischen Fehlerentwicklung der Trapez-
summe aus Satz 39.2 fiir 27-periodische Funktionen f € C?™+2[0, 27] an, deren Ableitungen

ebenfalls alle 27-periodisch sind.

10. Sei N =2n und 0 < k < N. Zeigen Sie, daf

(0) = smn(ﬁ]f 6;) cote;ej

ein trigonometrisches Polynom vom Grad n ist und daf
1;(0k) = i 0; =2jn/N, j=0,... ,N—1.

l; iibernimmt also bei der trigonometrischen Interpolation die Rolle des Lagrange-Grundpo-
lynoms aus Abschnitt 37.

11. Beweisen Sie fiir f € H2(0,27) mit s > 1/2 und das zugehdorige trigonometrische Inter-
polationspolynom ¢,, € 7, aus (52.3b) die Fehlerabschitzung

1f = tallfozm < &n'>7* |11l g (0,2m)

mit einer geeigneten Konstanten ¢, > 0.

Hinweis: Verwenden Sie die Ungleichung Y07 v=2% < n=2¢ + [* 1725 4t

12. Schreiben Sie ein Programm, welches die n-te Partialsumme Ezzfn ae*® einer Fou-
rierreihe an den N dquidistanten Stiitzstellen 2j7/N, j =0,... , N — 1, plottet. Wihlen Sie
n < N = 2P und verwenden Sie die (i)Ffft. Approximieren Sie mit Threm Programm die
folgenden (formalen) Fourierreihen:
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(a) die sogenannte Delta-Distribution 6(- — ), konzentriert im Punkt 8 = 7, mit der for-
malen Fourierreihe

(b) die Fourierreihe

oo

1 k0
1O~ > g

|k]=2

Beachten Sie, dafi die Funktion f nach Definition 51.4 zu dem Sobolevraum HY 2(0,277)
gehort, dafl aber die Partialsummen der Fourierreihe fiir § = 0 gegen +oo divergieren
(vgl. Heuser [53, Satz 33.3]). Die Funktion f ist daher nicht stetig periodisch fortsetzbar.
Warum nicht?

13. Einer Funktion f € £2((0,27)?) kann man entsprechend zu Abschnitt 50 eine formale
zweidimensionale Fourierreihe

f(6,0) ~ Z 0 el0+ke)
J,k=—00
zuordnen, wobei die Koeffizienten oy, j, k € Z, durch
1 o
o= 0 —i(G0+ke) g(g,
= gz [, TOO (0,9)

gegeben sind.
(a) Bestimmen Sie die Koeffizienten des (zweidimensionalen) trigonometrischen Polynoms

tn(0,0) = Z G, e/ 0TEd)
J,k=1—n
das die Interpolationsaufgabe
tn(6,,0,) = f(0.,0,), v,u=0,...,2n—1,

mit den Abszissen 0, = wv/n 16st.
(b) Sei N =2nund Y =[f(6,,60,) ],],\f;:lo die N x N-Matrix der zu interpolierenden Funk-
tionswerte von f. Zeigen Sie, da88 eine geeignete Anordnung der Koeffizienten é;;, aus (a) in

einer N x N-Matrix C' existiert, so dafl
N2C = FYF;

hierbei ist F' die Fouriermatrix aus (53.1).
(¢) Schreiben Sie Routinen

C =££ft2D(Y,N), Y =ifft2D (C,N),

die die entsprechenden Transformationen mit O(N?1log N) Operationen durchfiihren (zwei-
dimensionale Fft). Verwenden Sie hierzu die Routinen fft und ifft aus Abschnitt 53.
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14. In Aufgabe VIIL.8 soll ein Algorithmus zur Berechnung des interpolierenden periodi-
schen kubischen Splines bestimmt werden. Bei dquidistanten Knoten mufl dazu ein lineares
Gleichungssystem gelost werden, dessen Koeffizientenmatrix A die folgende Gestalt hat:

r2 1/2 0 1/2]
1/2 2 1/2
y 1/2 '2 0
0
1/2
11/2 0 1/2 2 |

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A.
(b) Welchen Aufwand erfordert die Losung des linearen Gleichungssystems mit den Tech-
niken aus Abschnitt 547 Vergleichen Sie dies mit der Gauf-Elimination. Was ist effizienter?

15. Verallgemeinern Sie Satz 54.2 auf die Singuldrwertzerlegung einer rechteckigen Matrix
der Gestalt

Co C1 Co C3 e Cop—1
Con—2 Con—1 Co C1 Con—3
C = Con—4 C2p—3 C2an—2 Cop—1 Con—5
Co C3 .. 1
Dazu bezeichne F;, die m—dimensionale Fouriermatrix und x,gm>, k =1,...,m, seien die

Spaltenvektoren von F};,. Gehen Sie dann wie folgt vor:
(a) Zeigen Sie, daf§ fir k=1,...,n
C.rffn) = ,ukxfc") und Cﬂcizf,l = ,un+kxl(€n)

mit geeigneten py und pu, 4 gilt.

(b) Setzen Sie fiir k = 1,...,n die Singuldrvektoren von C' als Linearkombinationen
Vg = akm,(f”) + ﬁklff;z und Utk = an+kI§€2n) + ﬂn+k$;2:]i
an.

16. Sei T' € K™*™ eine Toeplitz-Matrix.
(a) Bestimmen Sie die zirkulante Matrix C € K"*", die das Minimierungsproblem

minimiere |7 — C|| g

16st.

(b) Beweisen Sie, da§ mit 7" auch die Losung C' hermitesch und positiv definit ist.
Hinweis: Verwenden Sie, dafl die Frobenius-Norm invariant unter Orthogonaltransforma-
tionen ist.
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17. F € CV*V gei die Fouriermatrix und T eine beliebige Toeplitz-Matrix der Dimension
N. Ferner sei

1
efiﬂ'/N
D =
e—iN-1)m/N

Zeigen Sie, daf %F *T'DF eine verallgemeinerte Cauchy-Matrix ist.
Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe IL5 (a) mit o = 1 und § = —1 sowie Aufgabe IL.6 (b).

18. Sei (55.1) die gleichmiiflig konvergente Sinusreihe von f € H}(0, 7). Zeigen Sie, daB

T o0
112200y = §Zb?~
j=1

19. Rechnen Sie nach, daf 1
> 0.8
B(z) = Zbgj_l sin(2j — 1)z
=t 0.6
mit
10 ((2 3 /8) . 0.4
3.9 . sin((25 —1)m
= )y R
b2] ! 7T4 ( ) ( 2_] -1 ) 0.2
die Sinusreihe fiir den kubischen B-Spline zu dem Gitter
A ={0,7/4,7/2,37/4, 7} ist (vgl. Abbildung). 0 /4 /2 3n/4 o«

20. Sei S die Sinusmatrix aus (55.3) und A € R(=D*(=1 Zejgen Sie, da SAS~' genau
dann eine reelle Diagonalmatrix ist, wenn A die Gestalt

M ap a1 cet Up_3 Gp_9] fas az ... apn_o 0 0 7
ay  ap aq (p—3 as 0 0 0
4= ay Qo . B 0 a, o
a2 Ap—o 0
Ap—3 . ap aj 0 0 0 o as
Ldp—2 Ap—3 ... A9 aq ap | L 0 0 Ap—2 ... 043 as |

besitzt.
Hinweis: Bestimmen Sie eine Basis fiir den Unterraum der Matrizen mit obiger Gestalt und
beweisen Sie die gewiinschte Eigenschaft fiir die Basiselemente.
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Die Approximation mit trigonometrischen Polynomen hat den Vorteil, daf3
eine vorgegebene Funktion elegant in einen niederfrequenten (,, glatten®) und
einen hochfrequenten Anteil zerlegt werden kann. Zudem konnen die zugehori-
gen Entwicklungskoeffizienten effizient ausgerechnet werden. Ein Nachteil der
trigonometrischen Polynome ist hingegen ihre schlechte Lokalisierungseigen-
schaft, die dazu fithrt, dafl zur Approximation von Sprungfunktionen Polynome
hohen Grades benétigt werden.

In den vergangenen Jahren wurden aus diesem Grund alternative Funktionen-
basen vorgeschlagen (sogenannte Multiskalenbasen), die sich wie die trigono-
metrischen Polynome gut zur Frequenzanalyse eignen, aber eine verbesserte
ortliche Lokalisierung aufweisen. In der Numerik sind derartige Basen interes-
sant, wenn in einer Anwendung verschiedene , Langenskalen® einer Variablen
von Bedeutung sind.

In der Literatur werden Multiskalenbasen in der Regel unter dem Stichwort
Wawvelets behandelt. Aus der rasch anwachsenden Zahl von Monographien zu
diesem Thema seien hier die Biicher von Louis, Maal und Rieder [70] und
von Jensen und la Cour-Harbo [57] angefiihrt. Die hier behandelten linearen
Spline-Wavelets kommen in den meisten Biichern nicht in dieser Form vor.
Lesenswerte Ausnahmen sind das Buch von Chui [17] und der Ubersichtsartikel
von Cohen [20].

56 Das Haar-Wavelet

Beispiel. Aus Beispiel 50.7 erhalten wir durch eine lineare Transformation des
Intervalls (0, 27) auf das Intervall (0, 1) die 1-periodische Fourierreihe der cha-
rakteristischen Funktion f = .4 eines Intervalls [a, b] C (0,1):

1 Z"" e SInkd
f(.Z‘)Nb—a+— e*lchlnTeﬁlmm7 OSxSl,
™
|k|=1
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mit ¢ = m(a + b) und d = (b — a). Die Entwicklungskoeffizienten verhalten
sich (bis auf die durch den Sinusterm bedingte Oszillation) im wesentlichen wie
1/k, fallen also nur relativ langsam ab. Bezeichnet ¢,, die nach n Termen abge-
brochene Reihe, dann ergibt sich ein Fehler || f —t,|| z2.1) ~ n~ /2, vgl. (50.6).
Fiir eine gute Approximation der charakteristischen Funktion sind also viele
Entwicklungsterme der Fourierreihe notwendig. o

Das gleiche Phinomen beobachtet man bei anderen £2-Funktionen mit Sprung-
unstetigkeiten. Man sagt daher, daB rapide Anderungen im ,Ortsbereich“ einer
Funktion (also beziiglich der z-Variablen) durch trigonometrische Polynome
nur schlecht approximiert werden kénnen; sie haben eine schlechte Lokalisie-
rungseigenschaft beziiglich der Ortsvariablen.

Im folgenden konstruieren wir exemplarisch Funktionenbasen, die ebenfalls
eine Aufspaltung in unterschiedliche Frequenzbereiche erlauben, andererseits
aber auch gute Lokalisierungseigenschaften aufweisen. Wir greifen fiir unsere
Konstruktion auf Splinerdume zuriick, denen in der Numerik ohnehin eine sehr
grofle Bedeutung zukommt.

Fir £k =0,1,2,...,p bezeichne
Ay = {jhy : j=0,1,....2% hy=27%} C [0,1] (56.1)

eine Familie dquidistanter Gitter iiber [0, 1]. Dabei entsteht A1 durch eine
einmalige Verfeinerung von A\, d.h. einer Halbierung aller Teilintervalle von
Ay. Das feinste Gitter A, hat die Gitterweite h, = 277, wihrend das grébste
Gitter A\ lediglich aus einem einzigen Intervall besteht.

Mit V,, wird zunéchst der Raum der Treppenfunktionen iiber A, bezeichnet,
also die Menge aller Funktionen f € £2(0,1), die im Innern aller Teilintervalle
Iy = [jhk, (7 + 1)hk], j=0,...,2% — 1, jeweils konstant sind. Da A, eine
Verfeinerung von 2\, ist, ergibt dies eine ganze Skala von Funktionenrdumen

VocWic---CVpqCV,.

Als Basis fiir Vj, verwenden wir wie in Abschnitt 43 die charakteristischen
Funktionen yj; der Teilintervalle Zy;, j = 0,...,28 — 1. Im Gegensatz zu
Abschnitt 43 werden die Basisfunktionen im folgenden allerdings so skaliert,
daB ihre £2-Norm Eins ist:

xij (@) = 22 (2% = j), X=X
Etwas eingénglicher ist die dquivalente Darstellung

Xro(z) = 22y (2%2) Xkj (@ + Jhi) = xro(x),

56.2
E=0,....p, j=1,...,28-1. (56.2)



56 Das Haar-Wavelet 435

Die Transformation z + —2Fx in (56.2) entspricht einer Stauchung der Aus-
gangsfunktion y, wiahrend das Argument x 4 jh; von Xy, eine Verschiebung
(Translation) der Grundfunktion xxo um jhy nach rechts bewirkt.

Fiir festes k£ konnen in dem Raum V), nur bestimmte Frequenzen einer Funktion
f dargestellt werden (&hnlich dem Raum 7, der trigonometrischen Polynome
vom Grad kleiner gleich n = 2% der die gleiche Dimension aufweist). Zur
Darstellung hoherer Frequenzen mufl das Gitter A verfeinert werden. Dies
fithrt auf das Gitter A\,,; und den zugehorigen Funktionenraum V. Da Vj
ein Unterraum von Vi, ist, wére es in diesem Kontext wiinschenswert, die
Basis von V}, geeignet zu einer Basis von V. zu ergénzen. Hierzu bendtigen
wir eine Zerlegung

Vipr =V & W (56.3)

in den Unterraum Vj der (relativ) niederfrequenten Funktionen und einen
Komplementéarraum Wy der (relativ zu V;) hochfrequenten Funktionen sowie
eine geeignete Basis von W.

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns auf den Fall, dafl W, das Orthogonal-
komplement von Vj, ist und suchen — in Analogie zu (56.2) — Basisfunktionen
Yy von Wy, die aus einer einzigen Funktion v durch

i () = 229 (280 — )
beziehungsweise

Uro(x) = 2M2p(20z) Ui (@ + jhi) = Yro(), (56.4)
k=0,....p—1, j=1,...28-1,

erzeugt werden konnen. Wegen der Einschrankung Wy C Vi1 mufl ¢ eine
Treppenfunktion iiber Ay, sein. Aus (56.4) folgt daher, dal ¢ eine Treppen-
funktion iiber dem Referenzgitter

N, ={j/2:jel} (56.5)
ist. Als geeignet erweist sich die Funktion
1, 0<z<1/2,

P(z)=<¢ —1, 1/2<x<1, (56.6)
0, sonst ,
das sogenannte Haar- Wavelet'. Abbildung 56.1 zeigt die zugehorigen Funk-

tionen 155 und 1415 aus (56.4). Der englische Begriff Wavelet 148t sich mit
kleine Welle* iibersetzen.

!Die Funktion % aus (56.6) wurde erstmals von Haar [41] im Jahr 1910 eingefithrt. Die
Wiederentdeckung in der Wavelet-Theorie erfolgte in den 80er Jahren.
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Abb. 56.1: Verschiedene Basisfunktionen fiir den Raum der Treppenfunktionen

Im weiteren zeigen wir, dal das Funktionensystem {¢y; : j =0,...,2% — 1}
aus (56.4) das Orthogonalkomplement W} von Vj in Vi, ; aufspannt. Bevor
wir dies beweisen, fithren wir noch den folgenden Begriff ein:

Definition 56.1. Unter dem Trdger supp(f) einer stiickweise stetigen Funk-
tion f iiber einem Intervall Z C R wird der Abschluf aller z € Z mit f(z) /=0
verstanden (engl. support).

Der Tréger von xj; ist also gerade das Intervall Zy;.

Proposition 56.2. Sei x = xjo,1) und ¢ wie in (56.6) definiert. Dann bilden
{xkj g =0,...,2" =1} und {¢g; : j = 0,...,2% — 1} Orthonormalbasen
(beziiglich L?) der orthogonalen Komplementdirrdiume Vi und Wy, von Vi .

Beweis. Sowohl x3; als auch v,; haben denselben Triger Zj;. Da sich diese
Intervalle fiir verschiedene j und festes k& in maximal einem gemeinsamen Punkt
beriihren, verschwinden alle Integrale

1 1 1
/ Xk]Xk]' d,f N / wkjwkj’ d,f und / Xk]fl/)k]’ de
0 0 0

fir j /5, 7,7/ €{0,...,2¥ —1}. Zudem gilt fiir j = 5’

1 G+27* !
[ d@de = [T 2 jae = [ e =1,
j 0

92—k

0 2-k

0
1 (D2 !
Vi) doe = / 2" (25 — j)dx = / V() dt =1,
J 0
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und

1 (j+1)27*
/ Vg () (@) o = / Py (20 — (2 — j)de
0 J

-k

:/le(t)q/)(t)dt:/omdt—/ll dt =1/2-1/2 = 0.

/2

Folglich bilden die x; eine Orthonormalbasis von Vj, und die v, ein orthonor-
males System in Vj, ., das senkrecht auf V} steht. Da die Anzahl der betrach-
teten Funktionen mit der Dimension 25! von V,.,, iibereinstimmt, bilden die
ty; somit eine Orthonormalbasis von W),. 0

Neben der eingangs genannten Basis {xx11,;}; bildet das Funktionensystem

{Xuj.thrj = §=0,...,2" =1}

somit eine weitere Orthonormalbasis von V1 entsprechend der orthogonalen
Zerlegung (56.3). Diese Basis wird Zweiskalenbasis von Vi1 genannt. Fiir eine
Funktion f € Vi, bezeichnet man ihren Anteil in Vj als Trend, ihren Anteil
in Wy, als Fluktuation beziiglich des Gitters A\y.

Aus der Zweiskalenbasis ergibt sich in entsprechender Weise eine Multiskalen-
basis, wenn die Zerlegung (56.3) fiir jedes Gitter rekursiv vorgenommen wird,
also

‘/p = ‘/;3—1 S Wp—l = ‘/;)—2 ) Wp_g D Wp—l = ...

(56.7)
= VwoWydW, o - d Wy,

mit den entsprechenden Basisfunktionen von Vi, Wy, ..., W,_, und W,_;. Da
das Haar-Wavelet der Grundbaustein dieser Multiskalenbasis ist, spricht man
auch von der Haar-Basis aller Treppenfunktionen iiber A, .

Beispiel. Zur Illustration betrachten wir wieder das einfithrende Beispiel und
approximieren die charakteristische Funktion f = x4 eines Teilintervalls
[a,b] C (0,1). Wir haben bereits gesehen, dafl zur Approximation von f sehr
viele trigonometrische Basisfunktionen benotigt werden und mit n Koeffizien-
ten im wesentlichen eine Genauigkeit der Gréfenordnung n~'/? erreicht wird.

Mit der Haar-Basis geht das wesentlich besser. Wir definieren
ar =sup{zr € Ay : x <a}, by =inf{x € Ay : z>b},
und setzen i = Xia, b,]- Aufgrund der Konstruktion ist ¢, € Vj; und

Jnf 1f =@ lzeon < I = @l zon < la—an + b= b <2-27F
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Mit n = 2% Ansatzfunktionen erhalten wir also in etwa die gleiche Approxi-
mationsgiite wie mit n Basisfunktionen der trigonometrischen Basis. Bei der
Bestapproximation an f aus Vj treten allerdings weit weniger als n Terme
in der Multiskalenbasisentwicklung auf. Nach Satz 31.6 (¢) werden hierfiir nur
diejenigen Basisfunktionen benotigt, die nicht orthogonal zu f sind. Neben xgo
sind das lediglich diejenigen 1y, deren Tréger den Punkt a oder den Punkt b im
Innern enthalten, also hochstens zwei Basisfunktionen auf jedem Gitter. Somit
miissen fiir die Approximationsgiite O(n~'/2) bei der Haar-Multiskalenbasis
lediglich O(logn) Koeffizienten abgespeichert werden. o

Es bleibt noch die Frage zu kldren, wie aus der konventionellen Darstellung
einer Funktion f € V, wie in Abschnitt 43 (d.h. einer Entwicklung bzgl. der
{Xpj};) die Entwicklung in die Multiskalenbasis berechnet werden kann. Eine
entsprechende Basistransformation ist auf der Grundlage von (56.7) mdoglich.
Hierfiir werden die Identitéten

\/§ng = Xk+1,2j + Xk+l,2j+1 ) ] — 07 . 2/€ -1 7 (568)
V21U = Xkt12) — Xk+1.2j41

beziehungweise

Xk+1,25 = ij/\/§ + ¢kj/\/§7
Xks12i41 = Xki/V2 — Uri/V?2,

benotigt. Diese fithren leicht auf eine entsprechende Matrixformulierung der
Basistransformation: Ist f = Z;\;—ol Err1jXkt1 € Viyr gegeben, n = 2% und
N = 2n, dann folgt aus Aufgabe VI.1 unmittelbar die Entwicklung

=0,...,2" -1,  (56.9)

1
s . §kj = % (fkﬂ,zj + fk+1,2j+1)7

— N s t
! jZO(@kaJ + ;) mi my = (€127 — Exrrinn),

(56.10)

beziiglich der Zweiskalenbasis. Algorithmus 56.1 zeigt, wie hieraus durch re-
kursives Fortschreiten die Transformation in die Multiskalenbasis berechnet
werden kann. Die Entwicklungskoeffizienten werden dabei in dem Vektor

_ T
w = [fo,o, 10,05 111,05 11,15 712,05 - - - 7771),71—1]

ausgegeben.

Aufwand. Die Transformation (56.10) kostet 2 - 28 = N Multiplikationen und
genauso viele Additionen. Die Multiskalentransformation einer Funktion f €
V, benétigt daher insgesamt jeweils Zz;é 2k+1 ~~ 271 = 2 dim V,, Multiplika-
tionen und Additionen und ist somit noch billiger zu implementieren als die

fft. O
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function w = fthwt(z, N) % Wavelettransformation
% N sei Zweierpotenz, n = N/2; x = [xj];y:_ol enthalte die Koeffizienten &1 j,
% die Hilfsvektoren & = [¢; ;”:_01 und n = [nj]?:_ol enthalten die Koeffizienten &, bzw. n;
if N =1 then

w=2x
else _
To + X1
¢ 1 To + 23
V2 :
lZN—2 + TN-1]
[ o — 1 T
1 T2 — X3
)= ==
V2
LCN—2 — TN—-1]

e {fhwt (§,n)]
n
end if

end % fhwt

function z = ithwt (w, N) % inverse Wavelettransformation

% N Zweierpotenz; x, & und 1 wie oben; w = [w]-]j.vgol e RV

n=N/2
v=[wo,...  ,wu1]T
n=[wn,. .., wy_1]T
if n =1 then
E=wv
else
¢ = ithwt (v, n)
end if
&0+ 1o
§o — Mo
! &1 +m
z= 7 &1 . m
£n71 + Mn—1
_fnfl — n—1

end % ifhwt

Algorithmus 56.1: Schnelle Haar-Wavelet-Transformation
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Abb. 56.2: Fouriertransformation von f (links) und Wavelettransformation (rechts)

Beispiel 56.3. Zum Vergleich verwenden wir einmal trigonometrische Poly-
nome und einmal die Waveletbasis, um das EKG-Signal f € Vj; aus Abbil-
dung 52.1 in hoch- und niederfrequente Strukturen zu zerlegen. Abbildung 56.2
zeigt in einer logarithmischen Skala die Absolutbetrage der jeweiligen Entwick-
lungskoeffizienten. Diese sind in beiden Bildern der Ubersicht halber nach zu-
nehmenden Frequenzen der entsprechenden Basisfunktionen sortiert. Die ver-
tikalen Unterteilungen deuten die Unterrdume Vj, an.

In beiden Fillen werden die Entwicklungskoeffizienten von f mit zunehmender
Frequenz kleiner. Dieser Abfall ist bei den Fourierkoeffizienten etwas ausge-
pragter und vor allem gleichméfiger, was daran liegt, dafl die Waveletdarstel-
lung das lokale Frequenzverhalten analysiert. Solche ortsabhédngigen Charakte-
ristika der Funktion f erkennt man nur an den Waveletkoeffizienten aber nicht
an den Fourierkoeffizienten.

Beide Bilder in Abbildung 56.2 zeigen lediglich diejenigen Entwicklungskoeffi-
zienten, deren Betrag grofier als 107* ist. Fiir mogliche Anwendungen in der
Datenkompression sei jedoch angemerkt, dafl von den 2048 Waveletkoeffizien-
ten iiber ein Viertel betragsméBig kleiner als 10~ sind. Sie kénnen gegebenen-
falls vernachlissigt werden. Hingegen liegen lediglich 24 Fourierkoeffizienten,
also weniger als 1.2% unterhalb dieser Toleranzschwelle.

In Abbildung 56.3 wird die rekursive Waveletzerlegung an dem EKG-Signal f
demonstriert. In der obersten Zeile ist der Anteil von f in V3 dargestellt. Die
anderen Zeilen zeigen die Anteile von f in Vj (links) und W, (rechts), also den
Trend und die jeweilige Fluktuation beziiglich der Gitter A, mit k=7, k = 6,
usw. bis k = 2 ganz unten. Man kann gut erkennen, wie das Ausgangssignal
aus diesen einzelnen Komponenten zusammengesetzt ist. O
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Abb. 56.3: Waveletzerlegung des EKG-Signals
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Abb. 57.1: 1-periodische lineare Splines

57 Semiorthogonale Spline-Wavelets

Wegen der schlechten Approximationsordnung der Treppenfunktionen wird das
Haar-Wavelet nur selten in der Praxis eingesetzt. Da in der Numerischen Ma-
thematik lineare oder kubische Splines bevorzugt werden, stellen wir nun Mul-
tiskalenbasen fiir lineare Splines vor.
Bei linearen Splines iibernimmt die Hutfunktion
T, O<x <1,

Az)=< 2—=x, l<z<2,

0, sonst ,

in natiirlicher Weise die Rolle der charakteristischen Funktion aus dem vorigen
Abschnitt. Dabei ist lediglich zu beachten, dafl ihr Tréger supp(A) = [0, 2] zwei
Gitterintervalle iiberdeckt. Zudem ergeben sich gewisse Probleme am Rand des
Splinegitters, da die ,,abgeschnittenen* Randfunktionen aus Abschnitt 44 nicht
die Form der anderen Hutfunktionen haben. Wir beschrénken uns hier daher

auf periodische lineare Splines.
Im weiteren bezeichne also Vj, £ > 1, den Raum der linearen Splines iiber
Ay = {jhy : j €L h,=27%}
mit Periode 1, vgl. Abbildung 57.1. Analog zu dem vorigen Abschnitt wird die
nodale Basis {Ag;,j =0,...,28 — 1} von V; fiir « € [0,1] durch

Ay + jhy) = Ago(a) (57.1)

Apo(x) = 2F/2A(2F2)
j=1,...,2"-1,

k=0,...,p,
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definiert und anschliefend 1-periodisch fortgesetzt. Besondere Aufmerksamkeit
verdient dabei die Basisfunktion Ay ox_;, denn

supp(Agor—1) N[0,1] = Lo ULy o6y,

vgl. Abbildung 57.1. An dieser Stelle sei festgehalten, dal die nodale Basis
keine Orthogonalbasis ist. Tatséchlich mufl bei Waveletbasen fiir lineare Splines
weitgehend auf Orthogonalititseigenschaften verzichtet werden.?

Wie im vorigen Abschnitt suchen wir nun einen Komplementarraum Wy, zu Vj
mit

Viei = Vi ® W .

Dieser Komplementérraum soll durch eine Basis {¢;.;, j = 0,...,2% — 1} aus

1-periodischen linearen Splines {iber A\, aufgespannt werden, die durch eine
geeignete Funktion ¢ iiber R erzeugt werden:

Yro(z) = 2M2¢(2%2) Ui (x4 Jhi) = Yro(2),

(57.2)

0<z<1, k=0,....p—1, j=1,...28 1.
Folglich muB ¢ ein linearer Spline iiber dem Referenzgitter A, aus (56.5) sein.
Wir beschranken uns im weiteren auf den Fall, dafl 1 kompakten Tréger im In-
tervall [0, 3] hat und k& > 2 ist. Damit ist garantiert, dafl die Einschriankung von
ro auf das Intervall [0, 1] eine vollstdndige gestauchte Kopie von ¢ darstellt.

Definition 57.1. Ein linearer Spline ¢ iiber A, mit supp(¢) C [0, 3] heifit
Wawvelet, falls ein o > 0 existiert, so dafl der Winkel zwischen den Teilrdumen

Wy, =span{ty; : j=0,...,28 —1} (57.3)

und Vj von Vi fiir jedes k > 2 grofer als av ist. Die den Rdumen Vj, zugrun-
deliegende Funktion A heifit Skalierungsfunktion (manchmal spricht man auch
von Mutterwavelet 1 und Vaterwavelet A). Ist ¢ ein Wavelet, dann existiert
eine Multiskalenzerlegung V), = Vo @ Wy @ W3 @ --- @ W,_;. Die zugehorige
Basis heifit Wawveletbasis.

Unter den getroffenen Annahmen ist die Funktion ¢ durch fiinf Parameter
U1, ..., 05 festgelegt, ndmlich die Funktionswerte

vy =v(G/2), j=1,...,5.

2Geht man anstelle der periodischen linearen Splines zu linearen Splines auf unbeschrinkten
Gittern iiber, so l#fit sich hingegen eine orthogonale Waveletbasis konstruieren, vgl. Chui [17].
Das zugehorige Battle-Lemarié- Wavelet hat allerdings keinen kompakten Tréger.
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Ferner gilt die Darstellung
P(x) = V1AQ2x) + 0o A(22 — 1) + P3A (22 — 2)

Die Funktionen {Ay;} und {¢y;} tiber dem k-ten Gitter konnen wie in (56.8)
durch die nodale Basis des (k + 1)-ten Gitters ausgedriickt werden, némlich?

(57.4)

1 1
\/§Akj =3 Apy12j + Npg1 241 + 5 Api1242,

\/§¢)kj = 1 Nig1,25 + V2 A 2j41 + Vs A1 2542 (57.5)
+ V4 Akg1,2j43 + Vs Npg1,2j44 -

Um diese Darstellung zu erhalten, mufl lediglich (57.4) in (57.2) eingesetzt
werden.

Aus (57.5) ergibt sich die Basistransformation von der Zweiskalenbasis in die
nodale Basis von Vj; . Ist ndmlich

n—1 N-—1
= (8 + mithns) = D Gerighing, n=25 N=2n,
Jj=0 j=0

dann erfiillen die Entwicklungskoeffizienten nach Aufgabe VI.1 das Gleichungs-
system

Eetr10 | [1/2 1/2;7/’1 s w3 | [ &k,0
Ekt1,1 1 12 hy €k
Ekt1,2 1/2 1/2 b3 11 U5 .
Ekt1,3 1 :1/)4 P2 c :
Ept1,a — 1 1/2 1/2 Y5 3 Y1 | Skyn—1_
. V2 o : o U (57.6)
: o \ o Tior
Ek+1,N—3 1 [ Pa P2
Ekt1,N—2 1/2 1/2! U5 3 1 .
LEk+1,N—1] L 1! pa Yo | k-1

Ohne Zusatzforderungen ist der Raum W) aus (57.3) im allgemeinen kein
Komplementédrraum von Vi, also 1 kein Wavelet. Um zu erkennen, ob 1 ein
Wavelet ist, bilden wir fiir jedes gerade 7 = 0,2,4,..., N — 2 die Summen
285415 — Ekr1,j-1 — Epr1,j41 und reduzieren (57.6) zu dem n x n linearen Glei-
chungssystem

28112 — Err11 — Shr13 co 1 c_1 Mk,0
28kt1,4 — Err1.3 — ShrLs c_1 ¢ ¢ M1
: =V2 | : (57.7)
26k41,8—2 — Ept1,N—3 — Ek41,N—1 c_1 ¢ €1 Mheyn—2
28k41,0 = &rp1,N—1 — Skt c1 c_1 Cy Mheyn—1

3Im weiteren soll der zweite Index j bei einer Basisentwicklung in {Ay;}; bzw. {¢y;}; immer
modulo 2* verstanden werden. Beispielsweise ist Ek,—1 = & filr n = 2k,
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mit
co1 =15 —a/2, co=1P3 — a2 —12/2, 1 =1 — /2. (57.8)

Der folgende Satz gibt nun ein einfaches Kriterium dafiir, dal ¢ ein Wavelet
ist.

Satz 57.2. Seien i, ...,15 € R gegeben und c_1, ¢y und c¢; durch (57.8)
definiert. Falls das trigonometrische Polynom

ty(0) = c_1e™ + o+ cre (57.9)

keine rellen Nullstellen besitzt, dann ist der lineare Spline 1 aus (57.4) ein
Wavelet.

Beweis. Wir miissen zeigen, daf ein § > 0 existiert, so daf§ fiir jedes & > 2
und zwei beliebige von Null verschiedene Funktionen v € V;, und w € W), die
Ungleichung

<’U, w >£2(0,1)

||U||L2(o,1) ||w||a2(o,1)

<1-6 (57.10)

erfiillt ist, denn dann ist auch der Kosinus des Winkels zwischen Vj, und W)
kleiner als 1 — §. Dabei konnen wir uns auf Funktionen v € Vi, und w € W},
mit ] z2¢01) = ||w]| £2(01) = 1 beschrénken. Wir entwickeln

n—1 n—1
U:kaj/\kj, w:—anjwkj, n=2% N=2n,
Jj=0 j=0

und definieren

N-1
u=v—w = Z§k+1,j/\k+1,j € Viyr-
=0
U= [&110- - Eprin-1]T € RN und w = [mro, ..., Mkn—1]’ € R"™. Angesichts

der Normierung der Ay4;; folgt mit der zugehorigen Gramschen Matrix G,
daf3

1
Hu’|2,c2(0,1) = u'Gu > §||u||§, (57.11)

denn das Spektrum dieser (symmetrischen) Matrix liegt nach dem Satz 23.1
von Gerschgorin in dem Intervall [1/3, 1], vgl. Aufgabe 2.
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Die Matrix C' aus (57.7) ist eine zirkulante Matrix, deren Eigenwerte \; sich
nach Satz 54.2 und (54.3) durch eine diskrete Fouriertransformation der ersten
Spalte ergeben:

Aj = cot e eI e 2N = (527 /n) j=0,...,n—1.

Nach Voraussetzung ist |t,(0)| > € fiir ein € > 0 und alle § € R, d.h. C ist
invertierbar. Genauer ist

07 = _max I < 1z,

.....

denn |\;], 7 =0,...,n — 1, sind gerade die Singuldrwerte von C. Um dies zu
sehen, beachten wir, dafl nach Satz 54.2

1
C*C = ZF'D'FIF'DF = lF*EF, Y=D'D,
n n

wobel F' die (bis auf den Faktor y/n unitére) Fourier-Matrix ist. Somit kénnen
die Quadrate der Singuldrwerte von C' von der Diagonalmatrix 3 abgelesen
werden. Aus (57.7) und (57.11) folgt somit

4 26

[wlly < —=[lulls < — [lull201) - (57.12)
e

V2e

Betrachten wir nun die Gramsche Matrix W = [w;;] der Funktionen {ty;};.
Wegen supp(¢)) C [0,3] ist W eine zirkulante Matrix mit maximal fiinf von
Null verschiedenen Diagonalen, deren Eintrége nach der Cauchy-Schwarz-Un-
gleichung allesamt durch

lwig] = [ Yrj D20 < Nwill 20 19050l 2000y = 191172 (0.9)

beschrinkt sind. Nach dem Satz von Gerschgorin ist somit ||[W||o < 59| %2(

0,3)
und es folgt
1= [[wlZpy = w' Ww < 5[¢] 203wl

Zusammen mit (57.12) ergibt sich hieraus die Ungleichung

2
€ _
||u||,262(0,1) Z 120 ||wH£22(073) = 26 > 0.
Damit gilt
2(v,w)201) = HUHQLZ(OJ) + Hw||2£2(0,1) - ||u||2£2(0,1) <2-2

und die Behauptung (57.10) ist nachgewiesen. 0
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Wie wir im Beweis dieses Satzes gesehen haben, ist die Matrix C' des Glei-
chungssystems (57.7) unter der genannten Vorraussetzung invertierbar und
das Gleichungssystem kann zur Berechnung der {n;},; genutzt werden. Aus
den Gleichungen (57.6) fiir {41 9;4+1 konnen die fehlenden Koeffizienten {&;};
durch Riicksubstitution berechnet werden:

§kj = \@ngrl,?jJrl — Yk j—1 = V2Tl » j=0,...,2" - 1. (57.13)

Aufwand. Die Losung des linearen Gleichungssystems (57.7) kann mit der
GauB-Elimination erfolgen. Das Aufstellen dieses linearen Gleichungssystems
erfordert n Multiplikationen und 2n Additionen. Fiir die Gauf-Elimination
sind etwa 8n + 3n multiplikative Operationen notwendig. Die Berechnung der
{&;}; gemaB (57.13) kostet schlieflich weitere 3n Multiplikationen. Zusammen
ergibt das ungefdhr 15n Multiplikationen. Die Riicktransformation in die no-
dale Basis geschieht hingegen einfach via (57.6). Da die entsprechende Matrix
hochstens 8n von Null verschiedene Eintrége hat, kostet diese Transformation
maximal 8n Multiplikationen.

Die vollsténdige Transformation von der nodalen Basis in die Multiskalenba-
sis 18t sich somit durch Zz;; 15 - 28 ~ 15 - 27 multiplikative Operationen
bewerkstelligen. Die Riicktransformation kostet etwa 8- 2P Multiplikationen. O

Welche Werte 11, . . . , 15 ergeben nun ein sinnvolles Wavelet? Als erstes Beispiel
wéihlen wir die Parameter derart, daf3 die Teilrdume V), und W) zueinander
senkrecht sind. Damit Ag; und v; bei festem £ fiir alle j und j' paarweise
orthogonal sind, miissen die vier Orthogonalitdtsbedingungen

AJ—w(_])v j:_27_170717

erfiillt sein. Fiir alle anderen Werte von j haben die genannten Funktionen dis-
junkte Tréger und sind daher trivialerweise orthogonal. Fiir diese vier Innen-
produkte verwenden wir Bemerkung 31.9, nach der das Innenprodukt zweier
linearer Splines ¢ und ¢ tiber dem Referenzgitter A, aus (56.5) mit supp(¢g) =
[0,2] durch die Formel

2 1 01 [0
2 .
/ o(x)p(x)de = % [¢o o1 ¢4] b . 80,1 (57.14)
0 4 1 :
0 1 2] [¥4

gegeben ist, wobei ¢; = ¢(i/2) und p; = ¢(i/2), i = 0,...,4. Die vier Glei-
chungen (A, ¢(- —j)) =0 fir j = —2,—1,0, 1, fithren somit auf das lineare
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Abb. 57.2: Skalierungsfunktion A und semiorthogonales Wavelet 1)

Gleichungssystem

3 4+ 1/2 =
3¢+ by 4+ 3Us 4+ 1/2¢

/29y + 33 + 594 + 35

129y + 3¢5 =

fir die Koeffizienten ¢; = ¢(j/2), 7 = 1,...,5. Es folgt 1y = —611, ¢y = —65
und die verbliebenen beiden Gleichungen vereinfachen sich zu

—27¢1 + 3'(/13 - 31//5 = 07
—3¢ 4+ 31y — 2T = 0.

Durch Elimination von 15 ergibt sich unmittelbar 1; = 15 und damit die (bis
auf einen multiplikativen Faktor eindeutige) Losung

Y1 =1/6, =1, Y3=5/3, Yy=-1, 95=1/6.

Die zugehorige Funktion 1 ist in Abbildung 57.2 dargestellt. Man beachte
wieder den Wellencharakter dieser Funktion.

Nach Satz 57.2 ist ¢ ein Wavelet, da das trigonometrische Polynom
ty(0) = 8/3+4/3cosb

aus (57.9) fiir alle # € R nach unten durch 4/3 beschrinkt ist. Die Unterraume
Wy, und Vj, sind zueinander orthogonal, die Basisfunktionen ;; von W}, jedoch
nicht paarweise orthogonal; daher nennt man ¢ semiorthogonales Wavelet.
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58 Biorthogonale Spline-Wavelets

Die durch das semiorthogonale Wavelet ¥ aus Abbildung 57.2 erzeugte Wave-
letbasis hat einen Nachteil, wie wir spéater sehen werden: Zur Darstellung eines
linearen Splines mit kleinem Tréger (etwa einer Hutfunktion A,; € V,) sind in
der Regel alle Basiselemente dieser Waveletbasis notwendig. Dies héngt damit
zusammen, dafl die Inverse der entsprechenden zirkulanten Matrix in (57.7)
voll besetzt ist. Die ortliche Lokalisierungseigenschaft des semiorthogonalen
Wavelets ist also nicht so gut wie die des Haar-Wavelets.

Definition 58.1. Wir sagen, daf ein lineares Spline-Wavelet ¢ die Lokalisie-
rungseigenschaft besitzt, falls eine Konstante [ € Ny und reelle Koeffizienten
aj, B, aj, B, =1 < j <1, existieren mit

A2r) = 3 (e5A(w =) + Bz = ).
A2z —1) = ) (GA @ —j) + Bo(z —j)) .

j=—1

(58.1)

Besitzt ein Wavelet die Lokalisierungseigenschaft, so folgen aus (57.1) und
(57.2) unmittelbar entsprechende Darstellungen von Agiqo und Ay in der
Zweiskalenbasis von Vi, (vorausgesetzt, dal 2% grofer als 2/ + 2 ist):

! !
Apsro = V2 Z(Oéj/\kj + Bitrj) s Mg = V2 Z(dj/\kj + Bﬂ/}k]‘)-

j=—1 Jj==l

Da sich die anderen Basisfunktionen Aji;; mit 7 > 2 durch geeignete Ver-
schiebungen dieser beiden Funktionen ergeben, vgl. (57.1), gelten entsprechen-
de Darstellungen fiir alle Basisfunktionen der nodalen Basis von Vjq, d.h.
jedes Element der nodalen Basis von V1 kann durch eine feste Anzahl von
Basisfunktionen der entsprechenden Zweiskalenbasis ausgedriickt werden. Aus
diesem Grund beeinfluit eine Stérung einer Funktion f € V, in einem einzi-
gen Gitterpunkt z € A, lediglich die Koeffizienten jener Basisfunktionen der
Waveletbasis, deren Tréager in der Nachbarschaft von x liegt. Wavelets, die die
Lokalisierungseigenschaft besitzen, lassen sich wie folgt charakterisieren:

Satz 58.2. Ein lineares Spline-Wavelet v iber A, mit suppt C [0,3] und
Werten v¢; = ¥(5/2), 5 = 1,...,5, hat genau dann die Lokalisierungseigen-
schaft, falls zwei der Parameter c_q, ¢y und ¢y aus (57.8) gleich Null sind.
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Beweis. Der Beweis beruht auf der Beobachtung, daf die zirkulante Matrix aus
(57.7) genau dann eine Bandmatrix als Inverse besitzt, wenn sie ein Vielfaches
der Einheits- oder der (zirkulanten) Shiftmatrix aus Aufgabe V.13 ist.

Wir nehmen zunéchst an, dafl zwei der drei Parameter gleich Null sind und
zeigen, dafl ¢ dann die Lokalisierungseigenschaft besitzt. Dabei beschréinken
wir uns auf den Fall, dal ¢_; = ¢; = 0 und ¢ von Null verschieden ist. Die
anderen beiden Fille konnen analog behandelt werden. Geméa8 (57.8) gilt dann

Yo =29 und Py = 295 (58.2)
und aus (57.7) folgt unmittelbar

1
i = s (2€k+120+1) = Ehrr2G+1-1 — Sk12G+1)+1) (58.3)
Co 2

fiir j = 0,...,2"— 1. Speziell fiir die Entwicklungskoeffizienten &1 ; = d;o von
Aj1,0 beziiglich der nodalen Basis von Vj1; ergibt dies mit n = 2k

Nkn—1 = \/5/00 und Mkj = 0 fiir ] 7& n—1
und aus (57.13) folgt ferner

o= -2 g = Y2 gm0 e g 00 1),

Damit hat A1 die Basisentwicklung

V2
Apy10 = — P (¢2Ak,n—1 + algo — ¢k,n—1)
0

und die erste Gleichung aus (58.1) gilt mit [ = 1 und a1 = —y/cy, ag =
—y/co, -1 = 1/cy, Bo = 1 = aq = 0. Entsprechend ergibt sich

Apy1q = \/— (%AM 1+ (2¢0 + s + Vo) Ngo + YalNgy — Vi1 — ¢ko>
Co

und die zweite Gleichung von (58.1), wiederum mit [ = 1. Mit anderen Worten,
das Wavelet 1 erfiillt die Lokalisierungseigenschaft.

Hat umgekehrt das Wavelet 1 die Lokalisierungseigenschaft, dann existieren
nach Definition 58.1 ein [ € Ny und Koeffizienten o; und 3; mit

!
Apsro = V2 Z(%‘Akj + Bitis)

j=—1
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fiir hinreichend grofe k, etwa fiir 2 > 21 + 2. GemiB (57.7) erfiillen die (3;
dann das folgende lineare Gleichungssystem:

[0] [¢v el [ ﬁ:O i

0 c_1 €y € [31

- LA O . (58.4)
0 c_1 ¢y 6:—1

2] | &1 c_1 ¢ | _5;1_

Ohne Einschrankung sei angenommen, dafi §; und (_; nicht beide verschwin-
den.

Wir unterscheiden im folgenden zwei Fille. Falls 3, / = 0 ist, lautet did {2)-te
Gleichung des Gleichungssystems (58.4)

0=2(c1f+co-0+c-0)
und es folgt ¢_; = 0; die (I + 1)-te Gleichung ergibt dann
0=20-F-1+cof+ci-0)

und daher ist auch ¢y = 0. In diesem Fall ist also lediglich ¢; von Null verschie-
den und aufgrund der letzten Gleichung von (58.4) ist [ = 0 und Gy = 1/¢;.

Im zweiten Fall ist 5, = 0 und 3_; /= 0. Insbesondere ist dahdr> 0 und die
(n — I)-te Gleichung lautet

0=2(1-04+c-0+c8),

d.h. ¢; = 0. An dieser Stelle ist eine weitere Fallunterscheidung notig. Falls
[ > 2 ist, ergibt die (n — [ + 1)-te Gleichung

0 =2(c1-04+cofy+0-F1y).

Demnach ist ¢ = 0 und ¢_; /= 0 und aus der letzten Gleichung ergibt sich
zwangslaufig [ = 2 und f_9 = 1/c_;. Im anderen Fall ist [ = 1 und die n-te
Gleichung fithrt auf die Bedingung

2 = 2(0'50"‘0_1'0—"006_1).

In diesem Fall ist also 31 = 1/¢y, d. h. ¢g mufl von Null verschieden sein. Wire
nun ¢_; /=0, dann folgt aus der zweiten Gleichung wegef; = 0

0 = 2(c_16y + o - 0+ 0)
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und somit Gy = 0, d. h. die erste Zeile ergibt einen Widerspruch:
0= 2(00'04‘04—6_15_1) /:0
Somit ist in diesem letzten Fall ¢_; = 0 und lediglich ¢q von Null verschieden.

g

Fiir das semiorthogonale Wavelet aus Abbildung 57.2 sind alle drei Parameter
c_1, ¢o und ¢; von Null verschieden. Daher hat das semiorthogonale Wavelet
nicht die Lokalisierungseigenschaft.

Die Bedingung c¢_; = ¢; = 0 ist dquivalent zu den beiden Gleichungen (58.2)
und diese stellen zwei lineare Bedingungen an die fiinf gesuchten Koeffizienten
Y;, 3 =1,...,5, von ¢ dar. Da ¢ ohnehin hochstens bis auf (multiplikative)
Normierung eindeutig ist, kénnen noch zwei weitere Nebenbedingungen an
gestellt werden, zum Beispiel Orthogonalititsbedingungen. Dabei ist aber zu
beachten, dafl diese Bedingungen nicht auf ¢y = 0 fithren diirfen.

Zwei weitere Nebenbedingungen an 1) sind allerdings zu wenig, um Orthogona-
litdt von 7 zu allen Hutfunktionen iiber dem Referenzgitter A, zu erzwingen;
dazu wéren mindestens drei Nebenbedingungen notwendig. Daher gibt man an-
dere Orthogonalititsbedingungen vor, etwa ¢ LII;. (Man beachte, da8 IT; ein
Teilraum der linearen Splines ist, aber kein Teilraum der periodischen linearen
Splines. Dennoch hat diese Orthogonalitéitsforderung in der Waveletliteratur
Tradition, vgl. [70].) II; wird von der Konstanten y = 1 und der Geraden y = «
erzeugt. Die beiden Orthogonalitidtsbedingungen lauten also

3 3
/ Y(r)der =0  und / zp(x)dr =0 (58.5)
0 0
und fithren analog zu (57.14) auf die beiden Bedingungsgleichungen

Y1+ Yo+ Y3+ Yy + Y5 = 0,
U1+ 29 + 393 + 4Py + 595 = 0,

vgl. Aufgabe 9. Zusammen mit (58.2) ergibt dies die (bis auf Vielfache) ein-
deutig bestimmte Losung

7/112—1/6> 7/)22—1/37 Z1)3:17 77Z)4:_1/37 1/)5:_1/6

Damit ist das trigonometrische Polynom t,, aus (57.9) konstant gleich ¢y = 4/3,
und der lineare Spline ¥ mit den obigen Koeffizienten nach Satz 57.2 ein Wa-
velet, das sogenannte biorthogonale Wavelet (vgl. Abbildung 58.1).

Aufwand. Die Transformation von der nodalen Basis in die Zweiskalenbasis
via (58.3) und (57.13) kann mit 4n multiplikativen Operationen implementiert
werden. Die Riicktransformation iiber (57.6) kostet 5n Multiplikationen. Der
Aufwand ist also geringer als fiir das semiorthogonale Wavelet. o
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Abb. 58.1: Skalierungsfunktion A und biorthogonales Wavelet v
59 Ein Anwendungsbeispiel

Eine Punktladung in einem Punkt y, € R? erzeugt ein elektrisches Potential*

1
CAr o -]’

us(r) = G(x,y.) re R\ {u.}, (59.1)

und das zugehorige elektrische Feld

1 z—y.
E.(z) = —gradu,(z) = R

Wird in dieses elektrische Feld ein elektrischer Isolator 2 C R? platziert, dal
den Punkt g, nicht enthélt, so ergibt sich ein neues Potential ug, dessen Ho-
henlinien (die Feldlinien des zugehorigen elektrischen Felds) senkrecht in den
Rand I" von {2 miinden, vgl. Beispiel 70.1. Bezeichnet v den dufleren Norma-
lenvektor auf I', so entspricht diese geometrische Beschreibung der Feldlinien
der Gleichung

8u0

fiir die Richtungsableitung von ug senkrecht zum Rand, die sogenannte Nor-
malenableitung.

4In diesem Abschnitt bezeichnet |z| fiir @ = (21, 29, 23) € R? immer die Euklidnorm im R3,
d.h. |z|? = 22 + 23 + 23.
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In Beispiel 70.1 werden wir herleiten, dafl jedes elektrische Potential w in einem
homogenen Medium die Laplace-Gleichung

0? o 92

= 75W+ z5W+ 735
03 03 03

Aw w =0,
16st; A ist der Laplace-Operator. Diese Behauptung kann fiir die sogenannte
Grundldsung G(-,y,) aus (59.1) in R*\ {.} leicht nachgerechnet werden. Die

Differenz u = ug — u, 16st wegen Au = Au, — Awug ebenfalls die Laplace-
Gleichung: aus (59.2) folgt

Au=0 in R3\ (2,

ou ou, (59.3)
w95, auf ['=00.

(59.3) ist eine (elliptische) partielle Differentialgleichung; die Randbedingung
fiir die Richtungsableitung von v wird Neumann-Bedingung genannt. In Kapi-
tel XVI behandeln wir numerische Methoden zur Losung derartiger Probleme,
falls die Differentialgleichung in einem beschréinkten Gebiet zu losen ist. Hier
ist die Losung in einem unbeschrinkten Gebiet gesucht; es handelt sich um ein
sogenanntes Aufenraumproblem. Ist g eine stetige Funktion mit | rgds =0
(dies kann man fiir das obige Beispiel zeigen), so hat das Problem (59.3) ge-
nau eine physikalisch sinnvolle Losung u, d. h. eine Losung u, die fiir |z| — oo
verschwindet.

Diese Losung kann mit der sogenannten Randintegralmethode bestimmt wer-
den. Dazu macht man einen Lésungsansatz

ulz) = / Gle.y)o(y) dsy), =€ RO\ T, (50.4)

in Form eines Kurvenintegrals (beziiglich der y-Variablen) iiber den Rand des
Gebiets. Man kann (59.4) als eine Uberlagerung von Punktladungen auf dem
Rand von I interpretieren, einem sogenannten Einfachschichtpotential; ¢ ist
die zugehorige Ladungsdichte. Da G( -, y) die Laplace-Gleichung fiir = # y 16st,
ergibt sich aus (59.4) durch Vertauschung von Differentiation und Integration,
daB u wie gewiinscht die Laplace-Gleichung in R? \ (2 erfiillt.

Die Ladungsdichte ¢ ist so zu wahlen, daf u auch die Neumann-Randbedingung
aus (59.3) erfiillt. Will man jedoch durch Differentiation von (59.4) die entspre-
chende Richtungsableitung von u bestimmen, so treten wegen der Singularitét
des Integranden fiir x = y Schwierigkeiten auf, die im Rahmen dieses Buches
nicht ndher erlautert werden kénnen. Es ergibt sich das folgende Resultat, fiir
dessen Beweis auf das Buch von Krefl [64, Theorem 6.27] verwiesen wird:
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Satz 59.1. Die Funktion u aus (59.4) lost das Aufenraumproblem (59.3), falls
@ eine stetige Losung der Integralgleichung

Low v [ asy) = g@),  wer.  (595)

2 r Ov(x)
ist. Dabei ist OG /Ov(x) die Normalenableitung von G beziglich der x-Variablen
im Punkt x € I.

Fiir die Anwendung der Wavelet-Basen betrachten wir das entsprechende Pro-
blem im R2. In diesem Fall lautet die Grundlésung

1 1
G = —log ——

mit dem zugehorigen Feld

1 z—y
E = — —
)= 5 |z —y|?

Fiir {2 wahlen wir eine Ellipse um den Nullpunkt mit Halbachsen der Lange «
und G. Mit der Koordinatentransformation

1 =«acosl, Yy =acosT,

0<71,0<2
Ty = (sinf,  y, = FsinT, =T i

fiir den Ellipsenrand I" wird aus (59.5) die Integralgleichung

1

590 + [ KON = 900 (59.6)

iiber [0, 27) mit Kernfunktion
>1/2 aﬁ
32 cos? 0 + a2 sin® 0 a?+ (32— (a? — B?)cos(t+6)’

vgl. Aufgabe 12. Um die Notation nicht unnétig kompliziert zu gestalten, haben
wir in (59.6) die Funktionen ¢ und g auf dem Rand I" mit den entsprechend
substituierten Funktionen iiber [0, 27) identifiziert.

1 /3 cos’T+ a?sin’ T
kwm):—§;<

Wir suchen nun eine Niherung ¢, € V, an die (periodische) Losung ¢ von
(59.6), wobei der Ansatzraum V), hier den Raum der 27-periodischen linearen
Splines iiber [0, 27] mit n = 2P dquidistanten Stiitzstellen bezeichnen soll. Ist
{¢1, P2, ..., ¢n} eine Basis von V,, dann konnen wir ¢,, € V,, beziiglich dieser
Basis entwickeln,

Pn = Z Giti - (59.7)
i=1
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Neben der klassischen nodalen Basis verwenden wir im folgenden auch die
semiorthogonale und die biorthogonale Waveletbasis.

In jedem Fall werden n Gleichungen benétigt, um die n unbekannten Koeffi-
zienten (; in (59.7) zu bestimmen. Beim Galerkin- Verfahren bildet man dazu
Innenprodukte der Gleichung (59.6) mit den Basisfunktionen ¢; von V,. Das
ergibt das lineare Gleichungssystem

Az =0, (59.8)

mit z = [C1, ..., G)", b= [(0:1,9)2(02m )i und der Matrix

1
A=~ 3 (61,95 ) c202m) + (D0 Kbj ) e200m |, (59.9)

wobei K den Integraloperator

K:¢p 1 —K¢ = /0277 k(T,0)¢(T)dr (59.10)

mit k& aus (59.6) bezeichnet.

Die Graustufendarstellungen in Abbildung 59.1 veranschaulichen fiir die drei
genannten Basen von Vg die Groflenordnungen der jeweiligen Eintrége der Ko-
effizientenmatrix A € R*%%%6 in einer logarithmischen Skala. Die Matrizen
gehoren zu einer Ellipse {2 mit Halbachsenldngen o = 10 und 8 = 1. Dabei ist
zu beachten, dafl in der oberen Abbildung eine andere Graustufeneinteilung
verwendet wird als in den unteren beiden (man vergleiche die abgebildeten
Skalen).

Generell werden die Matrixeintrige fiir die Waveletbasen bei den feineren Ska-
len sehr schnell sehr klein, da die Kernfunktion sehr glatt ist und nur eine
kleine Fluktuation auf den feinen Gittern aufweist. Interessant sind dariiber
hinaus die fingerdhnlichen Strukturen bei der Koeffizientenmatrix fiir die bior-
thogonale Waveletbasis. Sie beruhen auf den Innenprodukten ( ¢;, ¢;)z2(0,2x)
der jeweiligen Basisfunktionen in der Matrix A, vgl. (59.9). Dies erkennt man
daran, daf3 diese , Finger bei der semiorthogonalen Waveletbasis fehlen, da die
Wavelets auf unterschiedlichen Skalen zueinander orthogonal sind.

Abbildung 59.1 148t vermuten, daf fiir beide Waveletbasen in jeder Zeile der
Koeffizientenmatrix A alle bis auf etwa O(logn) Eintrdge ohne merklichen
Genauigkeitsverlust durch Null ersetzt werden kénnen. Im Gegensatz dazu
kann bei der konventionellen Basisdarstellung praktisch kein Matrixelement
vernachlissigt werden. Eine solche Datenkompression spart Speicherplatz und
verbilligt den Einsatz iterativer Methoden zur Losung des Gleichungssystems,
da Matrix-Vektor-Produkte mit diinn besetzten Matrizen sehr viel billiger sind.
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Nodale Basis

8 32 64 128 256

Biorthogonale Waveletbasis Semiorthogonale Waveletbasis

32
64

128

256

8 32 64 128 256

Abb. 59.1: GroBe der Eintrdage der Koeffizientenmatrix A

In dem konkreten Beispiel ist h = 27/256 die Gitterweite des zugrundeliegen-
den Splinegitters. Wegen des Approximationsfehlers O(h?) linearer Splines ist
es unsinnig, das lineare Gleichungssystem (59.8) auf mehr als drei oder vier
Stellen Genauigkeit zu l6sen. Beriicksichtigt man, dafl die Kondition conds(A)
von A etwas grofler als zehn ist, so garantiert die Abbruchbedingung

Ib—Az® ), _ B

~ 5-107° 59.11
1|6]] 2 ~ condy(A) ( )

aufgrund der Abschitzung (2.5) eine Genauigkeit der letzten Iterierten ) im
Bereich der Approximationsordnung. Die Abschétzung (59.11) legt aber auch
nahe, daf} entsprechend grofie Storungen in der Matrix A ohne Genauigkeits-
verlust vorgenommen werden koénnen.
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Abb. 59.2: Konvergenzverhalten von gmres in Abhéngigkeit vom Iterationsindex (links)
bzw. von der Anzahl Multiplikationen (in Mio., rechts)

Wir ersetzen daher bei den Matrizen alle Elemente, die betragsméfig kleiner
als 5-107° sind (relativ zu dem betragsgréfiten Element) durch Null. Fiir die
biorthogonale Waveletbasis verbleiben dann lediglich 22% der Matrixelemente

ungleich Null, fiir die semiorthogonale Waveletbasis sogar nur 9%. Fiir die
nodale Basis liegen alle Matrixeintrége oberhalb dieser Schranke.

Nun wird das GMRES-Verfahren auf die drei Gleichungssysteme angewendet.
Als rechte Seite wihlen wir in (59.3) die Funktion g, die zu einer Punktladung
im Punkt y, = (11, 1) gehort. Abbildung 59.2 zeigt die jeweilige Fehlerentwick-
lung; aufgetragen ist der relative Fehler in der £2-Norm. Das linke Bild trigt
den Fehler in der herkémmlichen Weise iiber dem Iterationsindex auf, das rech-
te Bild illustriert die Fehlerentwicklung in Abhéngigkeit von der Anzahl der
benotigten Multiplikationen. Erwartungsgeméf stagniert der Iterationsfehler
fiir alle drei Matrizen im Bereich des Diskretisierungsfehlers, also bei einem
Wert knapp oberhalb von 1072. Entscheidend ist aber die Tatsache, da8 eine
Iteration mit den ,,ausgediinnten* Matrizen erheblich billiger ist und daher fiir
die Waveletbasen zwar etwas mehr Iterationen, aber wesentlich weniger Mul-
tiplikationen benotigt werden, um diesen Fehler zu erzielen. Die Verwendung

der semiorthogonalen Waveletbasis reduziert beispielsweise den Aufwand fiir
die Losung des Gleichungssystems um mehr als 75%.
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Aufgaben
1. Auf dem Teilraum H{ (0, 1) bildet die Bilinearform

(o) = / o () () da

ein Innenprodukt.

(a) Konstruieren Sie den linearen Spline v {iber dem Referenzgitter A, mit kleinstmogli-
chem Tréger, der beziiglich dieses Innenprodukts orthogonal zu A ist und der (,1) =1
erfiillt. Wie héngt ¢ mit dem Haar-Wavelet zusammen?

(b) Zeigen Sie, daB ¢ ein Wavelet beziiglich des £2(0, 1)-Innenprodukts ist und geben Sie
explizite Formeln fiir die entsprechenden Basistransformationen von der Zweiskalenbasis in
die nodale Basis und zuriick an.

Die durch dieses Wavelet erzeugte Mehrskalenbasis im Raum der linearen Splines ist die
sogenannte hierarchische Basis.

2. Sei Vi der Raum der 1-periodischen linearen Splines iiber dem Gitter Ak und

n—1

u = Z§k+1,jAk+1,j € Vi, n =2k
j=0
Der Vektor u = [£.0, ..., &k n—1]7 € R™ sei der entsprechende Koeffizientenvektor.

(a) Berechnen Sie die zur Basis {A;; : 7 =0,...,2F — 1} gehérige Gramsche Matrix G.
(b) Zeigen Sie mit dem Satz 23.1 von Gerschgorin, dafl

. 1
[ullZ2(0,1) = w*Gu > 5““”%-

3. Die folgende Wertetabelle definiert fiinf lineare Splines %) iiber dem Referenzgitter
A, mit supp @ C [0, 3]. Skizzieren Sie diese Splines und untersuchen Sie, welche davon
Wavelets sind.

z 0 05 1 15 2 25 3
P 0 1 -1 0 0 0 0
@0 1 0 -1 0 0 0
@) 0o -1 2 -1 0 0 0
P 0 0 1 -1 0 0 0
P 0 0 -1 2 1 0 0

4. Der in Aufgabe 3 definierte Spline 1) ist kein Wavelet, hat aber dennoch interessan-
te Eigenschaften. Wie iiblich seien die Funktionen ty; = 2%/2¢®3) (2% . —j) € Vj4y durch
Stauchung und Verschiebung von ) definiert.

(a) Zeigen Sie, daB ¢ die Orthogonalititsbedingungen (58.5) erfiillt und daB die Funk-
tionen t; und )y fiir j # j' zueinander orthogonal sind.

(b) Betrachten Sie die lineare Hiille

Vier = span{ Apj,¢pj 0 j=0,...,2" =1} C Vi

und bestimmen Sie cine Funktion ¢ € Vi1 \ {0}, die senkrecht auf Vi, steht.
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5. Es sei Vi der Raum der 1-periodischen linearen Splines iiber dem Gitter ﬁk und v das
semiorthogonale Wavelet aus Abschnitt 57.

(a) Berechnen Sie die Gramsche Matrix G der zugehérigen Multiskalenbasis fiir das £2-
Innenprodukt und bestimmen Sie von p unabhingige Konstanten ¢, C' > 0 mit

cllzl? € 2*Gz < C|2|2 fiir alle z € R
(b) Uber die Multiskalenbasisdarstellung

p— 12F—1

f - Z§2]A2] + Z Z 77k7¢k]

k=2 5=0
einer Funktion f € V, = Vo @ W & --- ® W,,_; wird eine Norm || - || v, durch

p— 12F—1

||fHV = Z|§2J|2 + Z Z |77kj|

k=2 j=0
definiert. Bestimmen Sie fiir diese Norm von p unabhéngige Konstanten ¢, C > 0 mit

ellflv, < Ifllezon < Clflly, — firalle f € V.

6. Sei 1) ein Wavelet, das die Lokalisierungseigenschaft besitzt. Zeigen Sie, dafl jede Hutfunk-
tion aus Vi1 durch eine feste Anzahl von Basisfunktionen der zugehorigen Zweiskalenbasis
ausgedriickt werden kann.

7. Vervollstandigen Sie den Beweis von Satz 58.2 und konstruieren Sie das Wavelet ¢ mit
supp ¥ C [0, 3], das die Orthogonalitéitsbedingungen (58.5) erfiillt und fiir das die Koeffizi-
enten ¢_1 und ¢y aus (57.8) verschwinden. Geben Sie explizite Formeln fiir die Basistrans-
formationen von der nodalen Basis in die Zweiskalenbasis an.

8. In dieser Aufgabe bezeichne Vj, den Raum der stiickweise konstanten Splines iiber dem
Gitter Ay und x sei wie in Abschnitt 56 die zugehérige Skalierungsfunktion.

(a) Bestimmen Sie alle stiickweise konstanten Spline-Wavelets 1) iiber dem Referenzgitter
A, mit Tréger supp v C [0, 3], so dall W), und Vj, jeweils orthogonal zueinander sind und
die Orthogonalitéitsbedingungen (58.5) erfiillt.

(b) Zeigen Sie, dai genau zwei (welche?) dieser Wavelets punktsymmetrisch zum Mittel-
punkt x = 1.5 des Trégerintervalls und durch fo Y?(z)dz = 1 normiert sind.

(c) Zeigen Sie, dafl keines der Spline-Wavelets aus (a) dle Lokalisierungseigenschaft besitzt.
Hinweis: Fiir die entsprechende Definition der Lokalisierungseigenschaft ist in Definition 58.1
die Skalierungsfunktion A durch x zu ersetzen.

9. Zeigen Sie, daf} die beiden Orthogonalitidtsbedingungen (58.5) zu den beiden Bedingungs-
gleichungen

Y1+ Yo+ Y3+ Y+ Y5 = 0,
1+ 2P0 + 34h3 +4ehy + 545 = 0,

fithren.
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10. Gegeben sei ein linearer Spline f € Vi1 mit

N—-1 n—1
= Z Skt1,jM k415 = Z(fkj/\kj + M Prs) » n=2"-1, N=2n,
=0 =0

wobei die ¥; aus dem biorthogonalen Wavelet aus Abschnitt 58 abgeleitet sind. Mit

= [€k0s ks s €]’ €R™,
= [Mkos Mt - - Men—1]” € R™,
z = [&ht1,0, 11y Eerrn—1) €RY,

seien die zugehorigen Koeffizientenvektoren bezeichnet.
(a) Zeigen Sie, dal

2 -1 -1 -1 2 -1
2 6 2-1 3 -1 2-1
z und y=—= . z.

2 6
1 —1
W)

m .
2-1 -1 2 6 2 -1 -1
(b) Betrachten Sie die gestorten Koeffizienten

3 =2+ 6[1’ei27r/N7.“7€i(N—1)27T/N]T'

Wie wirkt sich diese Storung auf @ aus? Zeigen Sie, dafi die fortgepflanzte Storung & —

der Abschitzung
M < 9/8
12 = 2|2

genligt.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe IX.15.

11. Bestimmen Sie die Bestapproximation s, der charakteristischen Funktion x(o.4,0.6) des
Intervalls [0.4,0.6] aus dem Raum V} der periodischen linearen Splines iiber dem Gitter
Ap mit Gitterweite h = 27P und plotten Sie sowohl fiir die semiorthogonale als auch die
biorthogonale Multiskalenbasis den Anteil von s, in Vj, fiir k = n/2.

12. Leiten Sie die Kernfunktion k(6, 7) der Integralgleichung (59.5), (59.6) fiir den Fall einer
Ellipse 2 mit Halbachsen o und /3 her.

13. Sei k eine doppelt 2m-periodische, viermal stetig differenzierbare Kernfunktion und K
der zugehérige Integraloperator (59.10). Ferner sei ¢ ein Spline-Wavelet (stiickweise konstant
oder stiickweise linear) mit supp ) = [0,1], welches die Orthogonalititsbedingungen (58.5)
erfiillt. Zeigen Sie, dafl unter diesen Voraussetzungen eine positive Konstante C' existiert, so
dafl die Abschétzung

| <¢V]7Kw,u7 >£2(0,2ﬂ') | < 027(1)4»“)5/2 ) v, > 07

giiltig ist. Interpretieren Sie dieses Ergebnis.
Hinweis: Beachten Sie die Darstellung (59.9) fiir die Matrixelemente der Galerkin-Matrizen.
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XI  Dynamik

Die Modellierung technisch-naturwissenschaftlicher Vorgénge ist eine zentrale
Aufgabe des wissenschaftlichen Rechnens. Das entscheidende Problem besteht
darin, die Realitéit so genau abzubilden, wie es fiir die jeweilige Anwendung
erforderlich ist, ohne dabei die numerische Umsetzbarkeit aus den Augen zu
verlieren.

Mathematisches Modellieren ist eine Frage der Erfahrung und des Abstrak-
tionsvermdogens. Viele Modellgleichungen treten mit nur leichten Variationen
in vollig unterschiedlichen Anwendungen auf. Dies soll in den folgenden drei
Kapiteln anhand moglichst einfacher Beispiele illustriert werden. Andere Bei-
spiele finden sich in den Modellierungsbiichern [5, 29, 42, 69] sowie in der
Sammlung [60] von Modellierungsaufgaben aus der Zeitschrift SIAM Review.

Zunéchst betrachten wir zeitabhéngige Prozesse, die das dynamische Verhalten
einer oder mehrerer gekoppelter Grofien beschreiben und bei der Modellierung
zumeist auf Anfangswertprobleme fiir Differentialgleichungen oder differential-
algebraische Gleichungen fiihren.

60 Populationsmodelle

Populationsmodelle, die Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Spezies ei-
nes 6kologischen oder soziologischen Systems beschreiben, sind ein typisches
Beispiel fiir dynamische Prozesse. Derartige Modelle beruhen selten auf physi-
kalischen Naturgesetzen sondern héufig auf Plausibilitdtsiiberlegungen. Es ist
daher wichtig, numerische Simulationen mit konkreten experimentellen Daten
zu vergleichen.
Betrachten wir zunéchst eine von der Umwelt vollig unabhéingige Spezies mit
Kopfzahl x = x(t) zur Zeit t. Unter der Annahme, dafl im wesentlichen kon-
stante Geburts- und Sterberaten g > 0 bzw. s > 0 vorliegen, ergibt sich in
einem kleinen Zeitintervall dt ein relativer Zuwachs
dx
x

= (g —s)dt



466 XI Dynamik

der Population. Division durch dt und Grenziibergang dt — 0 ergibt die Dif-
ferentialgleichung

o= (g )z (60.1)

mit der allgemeinen Losung x(t) = ce9=)(¢=%); der Wert von ¢ entspricht der
Grofle der Population zum Zeitpunkt ¢t = ¢y, dem sogenannten Anfangswert fiir
die Differentialgleichung (60.1). Als Beispiel sei die Weltbevolkerung angefiihrt,
die 1961 bei etwa 3.06 Milliarden Menschen lag und damals pro Jahr um etwa
2% zunahm. Dies entspricht einem Faktor g — s ~ 0.02 in (60.1), wenn wir die
Zeit in Jahren angeben. Die physikalische Einheit der Parameter g und s ist
1/Jahr.

Allerdings hat dieses Modell Defizite, wenn die Geburtenrate hoher als die
Sterberate ist, da eine iiber alle Grenzen anwachsende Population angesichts
beschréankter Ressourcen unrealistisch ist. Fiir das oben genannte Zahlenbei-
spiel ergibt sich beispielsweise

z(t + 35) = ce02t-tot35) — 00235,y ~ 201 - 2(t),

d. h. nach diesem Modell wiirde sich die Weltbevilkerung alle 35 Jahre in etwa
verdoppeln.

Dieser Schwachpunkt beruht auf der fehlenden Berticksichtigung 6kologischer
und sozialer Probleme, die eine grofle Population mit sich bringt. Derartige
Probleme, etwa Kriminalitdt, Abfallbelastung, etc., erhohen die Sterberate.
Auf Verhulst geht daher der Vorschlag zuriick, diese Auswirkungen durch einen
zusétzlichen Term in der Sterberate s = s(x) zu modellieren; demnach setzt
sich die Sterberate

s = 5o+ ax, a>0, (60.2)

aus einer ,natiirlichen Sterberate sg und einem zweiten Anteil ax proportional
zur Grofle der Population zusammen.

Dieses Verhulst-Modell fithrt auf die logistische Differentialgleichung
' =z(d - ax), (60.3)

wobel d = g — s¢ gesetzt wurde. Fiir kleine Werte von z sind die Differenti-
algleichungen (60.1) und (60.3) fast gleich; erst wenn die Population grof ist,
ergeben sich wesentliche Unterschiede. Abbildung 60.1 illustriert diese Unter-
schiede fiir das Beispiel der Weltbevilkerung. Die gebrochene Linie zeigt die
Entwicklung fiir das einfachere Modell mit exponentiellem Wachstum. Fiir das
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Abb. 60.1: Evolution der Weltbevélkerung nach Verhulst (in Milliarden Menschen)

Modell von Verhulst (die durchgezogene Kurve) finden sich in dem Buch von
Braun [11, S. 39] die Parameterwerte

d=0029 und a=2941-10"" (60.4)

auf der Grundlage der Bevolkerungsentwicklung bis ins Jahr 1961. Diese Wer-
te beziehen sich auf Angaben von ¢ in Jahren und z in Milliarden Menschen,
d.h. a hat die Einheit 1/Jahr- Milliarden Menschen. Seit damals sind eini-
ge Jahre vergangen und die Kreise in Abbildung 60.1 zeigen die tatséchliche
Entwicklung der Weltbevolkerung.! Diese neu erhobenen statistischen Daten
liegen etwa zwischen den beiden berechneten Kurven (vgl. auch Beispiel 88.1
in Kapitel XV).

Die Differentialgleichung (60.3) 1a8t sich durch Trennung der Verénderlichen
(vgl. etwa [52, Abschnitt 8]) exakt integrieren und besitzt die Losungsschar

d/a
x(t) - 1— Ce—d(t—t()) ’ (605)
wobei der Parameter ¢ dieser Schar wieder aus dem Anfangswert zu einer Zeit

t = to errechnet werden mufl. Da x(ty) positiv sein soll, ist ¢ < 1 fiir positive

IDie folgende Tabelle aus United Nations, World Population Prospects: The 1998 Revi-
ston bzw. United Nations, World Population Prospects: The 2000 Revision (vgl. auch
http://www.un.org/popin) illustriert die Entwicklung der Weltbevélkerung (in Milliarden
Menschen) in den Jahren von 1950 bis 2000:

1950 :  2.52 1970 :  3.70 1990 :  5.27

1960 :  3.02 1980 : 4.44 2000 :  6.06
Am 12.10.1999 wurde in den Medien offiziell die Geburt des 6 Milliardsten Menschen gefeiert.
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d und ¢ > 1 fiir negative d. Im ersten Fall (d positiv) wéchst die Population
nach diesem Modell monoton gegen den Grenzwert

tlirgox(t) = d/a. (60.6)

Im zweiten Fall (d negativ) stirbt die Population mit exponentieller Geschwin-
digkeit aus. Fiir die obigen Parameter (60.4) sagt das Modell von Verhulst
also eine maximale Bevolkerung von knapp 10 Milliarden Menschen auf der
Erde voraus (vergleiche die gepunktete Asymptote in Abbildung 60.1); die be-
reits heute erkennbare Diskrepanz zu den tatséchlichen Bevolkerungszahlen
1aBt vermuten, dafi sich dieser Grenzwert als zu gering erweisen wird.

Mathematisch erheblich interessanter werden derartige Populationsmodelle,
wenn das 6kologische System aus mehreren Spezies besteht. Am bekanntesten
ist hier die sogenannte Rduber-Beute-Gleichung

v = x1(dy — a1z —res),
1 1(dy 121 2) (60.7)
l'lz = ZCQ(—dQ +be1 — G,QIQ),

mit nichtnegativen Parametern aq, as, di, da, b und r. Dabei bezeichnet x5 eine
Raubtierpopulation und 7 dessen Beute. Ohne Raubtiere (z5 = 0) ergibt sich
fiir ; das bisherige Modell (60.3). Das gleiche gilt fiir die Raubtierspezies bei
nicht vorhandener Beute (z; = 0): In diesem Fall ist allerdings d = —dy < 0 in
(60.3) und nach den obigen Erkenntnissen stirbt die Raubtierspezies aus. Sind
sowohl Raubtiere wie Beutetiere vorhanden, dann ergibt sich fiir die Beutetiere
eine hohere Sterberate

S1 = Sg +axr; +rxg,

wobei der gegeniiber (60.2) neue Anteil ras besagt, dafl die Rate der gefres-
senen Beutetiere proportional zur Anzahl der Raubtiere ist. Entsprechend hat
die Anzahl der Beutetiere einen positiven Einfluf auf die Vermehrung der
Raubtiere.

Wenn die Koeffizienten a; und ay vernachléssigbar sind, ergibt sich durch Di-
vision die Differentialgleichung

dxs bry —dy a9

d—l'l N T dl — Trxo ’
die durch Trennung der Verdanderlichen in die implizite Losungsdarstellung
rPrf = cebrer (60.8)

iiberfithrt werden kann; die Konstante ¢ > 0 wird wieder aus Anfangswerten zu
einem Zeitpunkt £y bestimmt. Man kann zeigen, dafl die Losungsmenge dieser
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» T >

Abb. 60.2: Rauber-Beute-Modelle: Der periodische Fall

Gleichung eine geschlossene Kurve in der (x1,z5)-Ebene darstellt, vergleiche
Aufgabe 1 und Abbildung 60.2 (links). In Abhéngigkeit von t ergibt sich fiir
diesen Fall das periodische Verhalten aus dem rechten Bild. (Die durchgezo-
gene Kurve kennzeichnet die Beute, die gebrochene Linie die Population der
Réuber.)

Im allgemeinen Fall (60.7) mit a;as # 0 148t sich hingegen zeigen (vgl. [11, Ab-
schnitt 4.8]), dafl z5(t) fiir t — oo gegen Null konvergiert, falls do/b > dy/a,
ist. Da dy/a; in dem Verhulst-Modell die asymptotische Zahl der Beutetiere bei
Abwesenheit von Raubtieren angibt, vgl. (60.6), bedeutet diese Ungleichung,
daf} die Sterberate der Raubtiere zu grof} ist, um durch das vorhandene Nah-
rungsangebot kompensiert zu werden: Die Raubtiere sterben in diesem Fall
aus.

Ist hingegen dy/b < dy/a;, dann hat das Gleichungssystem
a1r1 +rr9 = dl, b.l?l — QoTo = d27

eine positive Losung z1, x5 > 0, ndmlich

-1
T _ aq r d1 _ 1 a2d1 + Td? . (609)
) b —a9 dg a1a9 + br bdl — a1d2
Man tiberpriift unmittelbar durch Einsetzen in die Differentialgleichung (60.7),
daB diese Losung gleichzeitig eine konstante (stationdre) Losungsfunktion der
Réuber-Beute-Gleichung ist. Die Populationen xy(t) und z(t) konvergieren

bei positiven Anfangswerten fiir ¢ — oo gegen diese Losung. Dies ist in Ab-
bildung 60.3 an einem Beispiel illustriert: Links sieht man wieder die Kurve
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Abb. 60.3: Réuber-Beute-Modelle: Der konvergente Fall

(1(t), z2(t)) in der (z1,22)-Ebene, rechts sind die beiden Populationen iiber
der Zeit aufgetragen; die gepunkteten Linien bzw. das Zentrum der ,Spirale®
im linken Bild kennzeichnen den Grenzwert (60.9).

Mit dhnlichen Modellen kénnen auch Epidemien innerhalb einer Population
beschrieben werden. In diesem Fall entsprechen z; und z5 den gesunden bzw.
infizierten Individuen der Population, denn letztere reduzieren den gesunden
Bestand durch Infektion. Die Infektionswahrscheinlichkeit ist wie zuvor propor-
tional dazu, dafl gesunde und infizierte Individuen aufeinandertreffen; r sei die
entsprechende Infektionsrate. Daneben unterliegen beide Populationen einer
natiirlichen Sterblichkeitsrate (s; = s bzw. sy = s+v), wobei die Sterblichkeit
der infizierten Individuen in der Regel hoher ist, daher der zusétzliche Term
v > 0. Wir nehmen an, daf} die Geburtenrate g beider Populationen gleich
sei, aber alle Nachkommen gesund zur Welt kommen. Daneben gibt es einen
zweiten Zuwachs fiir die gesunde Population aufgrund der Genesung vormals
infizierter Individuen. Dieser Zuwachs wird proportional zu x5 angenommen
(mit Rate n > 0) und reduziert natiirlich in derselben Weise den infizierten
Bestand, wie er dem gesunden Anteil zugute kommt. Insgesamt erhalten wir
somit das folgende Modell:

h = x1(9g—5s—avy —axe —rw9) + 12(9 + 1),
1 1(g 1 2 2) 2(g ) (60.10)
xhy = xo(—s—v—n+rr —ars —axs).

Um diese Differentialgleichung zu lésen, werden wie zuvor Anfangswerte x(t)
und z5(tg) zu einem Zeitpunkt ¢y benotigt. In diesem Beispiel ist die Situation
interessant, in dem ein infiziertes Individuum zum Zeitpunkt ¢ = tq zu einer
bislang infektionsfreien Population st68t. Das infizierte Individuum, reprasen-
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tiert durch den Wert z5(ty) = 1, verursacht im anschlieflenden Zeitintervall dt
ungefiahr

dry = (—s—v—n+(r—a)z)dt

Neuerkrankungen, und wenn die rechte Seite positiv ist, kann sich die Epidemie
ausbreiten, also wenn die Gréfie x; der Population oberhalb des Schwellenwerts

(s+v+n)/(r—a)

liegt. Andernfalls wird der Infektionsherd gesund (oder er geht zugrunde),
bevor es zu weiteren Ansteckungen kommen kann. Diese Ungleichung legt ver-
schiedene Mafinahmen nahe, um den Ausbruch einer Epidemie zu verhindern:

e Erhohung der allgemeinen Sterberate s (beispielsweise durch aufgestellte
Fallen in Tollwutgebieten);

e gezielte Totung kranker Individuen, um die zusétzliche Sterberate v zu er-
hohen;

e medizinische Heilbehandlung, um die Genesungsrate n zu verbessern;

e Impfungen, um die Infektionsrate r zu reduzieren;

e Isolation infizierter Individuen (Quaranténe), um die Anzahl der Kontakte
zu reduzieren.

Fiir eine Vielzahl weitergehender Fragestellungen und Anwendungen sei auf
die Biicher von Haberman [42] und von Yeargers, Shonkwiler und Herod [109]
verwiesen.

61 Ein Modell fiir Aids

Entsprechende Modelle werden gegenwiirtig auch fiir den Verlauf der Immun-
schwiichekrankheit Aids entwickelt, man vergleiche etwa [109] oder das Buch
von Nowak und May [77]. Von Interesse ist dabei nicht nur die Ausbreitung
der Krankheit innerhalb der Bevilkerung sondern auch die Simulation der kor-
pereigenen Abwehrreaktionen nach einer Infektion durch den HIV-Virus. Letz-
teres ist unter dem Vorbehalt zu sehen, daf3 die verschiedenen Mechanismen der
Immunreaktionen im Kérper derzeit noch nicht vollstdndig verstanden werden.
Es sei aber vermerkt, dafl die bisherige Zusammenarbeit von Mathematikern
und Medizinern zu neuen Strategien fiir den Einsatz von Medikamenten bei
Aids-Patienten gefiihrt hat.

Der menschliche Organismus verfiigt iiber ein hochentwickeltes Immunsystem
zur Bekdmpfung eingedrungener Fremdkorper und Viren. Ein zentraler Be-
standteil dieses Immunsystems sind die sogenannten T-Zellen, die fortlaufend
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von der Thymusdriise abgeschieden werden und dann nach endlicher Zeit einen
programmierten Zelltod, die sogenannte Apoptosis, erleiden. Wenn eine Im-
munreaktion aktiviert wird, vermehren sich die T-Zellen durch Zellteilung, um
die Eindringlinge abzuwehren. Eine Proteinmarkierung auf der Oberfliche der
Zelle unterscheidet die sogenannten CD4" und CD8" T-Zellen; letztere werden
auch Killerzellen genannt: Sie machen die eingedrungenen Viren unschédlich.

Wie alle Viren sucht sich das HIV-Virus eine sogenannte Wirtszelle, dringt in
diese Zelle ein und wird dann innerhalb der Zelle reproduziert. Das Besondere
an dem HIV-Virus ist, dal gerade die CD4" T-Zellen als Wirtszellen ausgebeu-
tet werden und somit in unmittelbarer Weise das Immunsystem des Kérpers
gestort wird; CD8" T-Zellen werden vom Virus nicht befallen. Bei dem Versuch
sich zu teilen, platzen die infizierten CD4" T-Zellen und alle zwischenzeitlich
produzierten Viren gelangen auf diese Weise in den Blutkreislauf.

Im folgenden wird ein mogliches mathematisches Modell zur Simulation des
Krankheitsverlaufs beschrieben; wir beziechen uns dabei auf eine Arbeit von
Kirschner [59]. CD4" und CD8*" T-Zellen werden in diesem Modell nicht un-
terschieden sondern nur die Anzahlen x und y der gesunden und der infizierten
T-Zellen; v ist die Anzahl der HIV-Viren:

¥ = p—suw—r,rv+gv)T, (61.1a)
v o= rpav—sy—gv)y, (61.1b)
Vo= ng(w)y+ f(v) —s,v— (ry +1,) 20, (61.1c)

Die Terme lassen sich dabei im einzelnen wie folgt erlautern. Die im wesent-
lichen konstante Produktion neuer (gesunder) T-Zellen in der Thymusdriise
wird durch den Zuwachs p auf der rechten Seite von (61.1a) beschrieben. Zu der
programmierten Sterberate s, der gesunden T-Zellen kommt noch ein durch
den Virus bedingter Faktor r v fiir die Infektion gesunder T-Zellen durch den
HIV-Virus (entsprechend dem Infektionsterm rzy in (60.10)).

Die Funktion g(v) modelliert die Zellteilungsrate der T-Zellen zur Bekdmpfung
der in den Korper eingedrungenen Viren. Gesunde T-Zellen verdoppeln sich bei
der Zellteilung, daher der Zuwachs g(v)z in (61.1a). Infizierte T-Zellen werden
bei dieser Aktion hingegen zerstort und fithren im Mittel n reproduzierte Viren
dem Blutkreislauf zu; es ergibt sich daher eine Reduktion —g(v)y in (61.1b)
und ein Zuwachs ng(v)y in (61.1c). Die Zellteilungsrate ist ein freier Parameter
des Modells. Natiirliche Bedingungen an ¢ sind im einzelnen

e g(0) =0: es findet keine Zellteilung statt, solange keine Viren in den Kreis-
lauf eingedrungen sind;

e ¢ ist monoton wachsend: je mehr Viren vorhanden sind, um so stérker ist
die Stimulanz;
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¢ g(v) < goo: die Zellteilungsrate kann eine bestimmte Rate g, nicht iiber-
steigen.
Eine einfache Funktion, die diese Anforderungen erfiillt, lautet

v

g(v) = Ug+vgoo,

wobei v, > 0 die Virenzahl angibt, fiir die die Zellteilungsrate halb so grofi wie
die Maximalrate ist.

Die Gleichung (61.1b) enthélt neben dem bereits diskutierten Term g(v)y den
Zuwachs rxv neu infizierter T-Zellen sowie die Abnahme s,y durch Zelltod.
Dabei ist die Sterberate s, der infizierten Zellen um eine Gréflenordnung héher
als die Sterberate s, der gesunden T-Zellen.

Die letzte Gleichung (61.1c) beschreibt die Anderung der Virenpopulation.
Demnach werden aus jeder infizierten T-Zelle im Mittel n Viren freigesetzt,
wenn sie bei dem Versuch einer Zellteilung platzt. Dariiber hinaus werden
HIV-Viren aber auch von anderen infizierten Zellen (etwa von Thymocyten
und Macrophagen) reproduziert. Daher kommt der zusitzliche positive Term
f(v), auf den wir hier nicht niher eingehen wollen. Die verbleibenden Terme
in (61.1c) quantifizieren die Abnahme der Virenpopulation, wie zum Beispiel
durch natiirlichen Virentod mit Rate s,; daneben gehen jene r,xv HIV-Viren
verloren, die in die gesunden CD4% T-Zellen eindringen, wihrend der hinter-
ste Term r,zv die Virenabnahme aufgrund der korpereigenen Abwehrkrifte
modelliert.

Es sei erneut betont, dafi dieses Modell die komplexen Immunreaktionen im
Korper sehr vereinfacht reprisentiert. Zudem sind einige der beschriebenen
Mechanismen unter Biochemikern strittig: So herrscht beispielsweise in der Li-
teratur keine Einigkeit dariiber, ob die Killerzellen tatséchlich direkt wie oben
angenommen HIV-Viren vernichten oder ob sie vielmehr die Virenreprodukti-
on hemmen, indem sie infizierte Zellen binden und vor dem Zelltod aus dem
Blutkreislauf entfernen. In letzterem Fall miifite anstelle des Terms —r,zv in
(61.1c) eher ein Term —ryxy in (61.1b) auftreten.

Eine andere Schwiche dieses Modells mag die gemeinsame Modellierung der
CD8" und der gesunden CD4" T-Zellen in einer Kopfzahl x sein. Der Term
—ryzv in (61.1c) ist beispielsweise nur dann plausibel, wenn die CD8*1 T-Zellen
einen festen Anteil aller gesunden T-Zellen ausmachen. Auf der anderen Seite
dringen Viren nur in CD4% T-Zellen ein; der Term r,2v in (61.1a) und (61.1b)
sollte also die CD8" T-Zellen nicht in der gleichen Weise reduzieren wie die
CD4*" T-Zellen. Hier ist die Modellierung nicht ganz konsistent.

Das Beeindruckende an dem obigen Modell ist jedoch die frappierend gute
Ubereinstimmung der numerischen Simulationen mit dem in der Realitét be-
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Abb. 61.1: Simulierter Verlauf der ersten 13 Jahre einer Aids-Infektion

obachteten Krankheitsverlauf, zumindest bei geeigneter Wahl der zahlreichen
Parameter in (61.1). Der HIV-Virus verharrt nach der Infektion iiber Jahre
hinweg in einer Art ,Lauerzustand“ im Korper des Patienten (der Patient ist
in diesem Zeitraum HIV-positiv), bevor schliellich nach 5-10 Jahren die ei-
gentliche Immunschwéchekrankheit Aids ,ausbricht“. Danach schwinden die
korpereigenen Abwehrkrifte zusehends und der Patient stirbt letztendlich oft
an den Folgen einer an und fiir sich harmlosen Erkéltung.

Zum Vergleich nun in Abbildung 61.1 die Losung des Differentialgleichungs-
modells (61.1) fiir die Parameterwerte

s, = 0.02, p =10, n = 1000,
s, = 0.265, re =24-1077, Goo = 0.01,
Sp =0, ry =7.4-107%, vy = 100

und die Funktion f(v) = 20v/(v + 1). Dabei wird die Zeit in Tagen gemessen
und die Variablen z, y und v geben die jeweilige Zellenzahl pro Kubikmil-
limeter an.? In dieser Simulation wird ein gesunder Kérper (mit anfinglich
1000 T-Zellen) ab dem Zeitpunkt der Infektion betrachtet, an dem ein HIV-
Virus in den Korper eindringt. Aufgetragen ist die Dynamik der gesunden
T-Zellenpopulation x inklusive der CD8* Killerzellen (die durchgezogene Kur-
ve) und die HIV-Virenpopulation v (die gebrochene Kurve) iiber der Zeit. Die

?Diese Parameter sind (mit geringfiigigen Modifikationen) der bereits zitierten Quelle [59]
entnommen. Dabei ist allerdings kritisch anzumerken, daf§ die Vernachléssigung der natiir-
lichen Sterberate s, der Viren eigentlich nicht zuléssig ist, da Messungen im Labor eher auf
eine recht hohe Sterberate s, zwischen zwei und fiinf pro Tag hinweisen, vgl. etwa Perelson,
Kirschner und De Boer [84].
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gepunktete Linie gibt die Zahl y der infizierten T-Zellen an. Wie man sieht,
scheint das System fast sieben Jahre lang stabil zu sein, bevor ein unerklérlicher
Anstieg der infizierten T-Zellen dieses scheinbare Gleichgewicht zum Einsturz
bringt. Danach nimmt die Zahl der Viren im Korper stark zu, wiahrend der
gesunde T-Zellenbestand rapide abnimmt.

62 Chemische Reaktionskinetik

Auch der Ablauf chemischer Reaktionen kann durch ein System gewohnlicher
Differentialgleichungen beschrieben werden, vgl. Aris [5, Kapitel 8]. Betrachten
wir etwa das Reaktionsschema

A+B — 2C+ D,

bei dem je ein Molekiil der beiden Gase A und B zu zwei Molekiilen von
C und einem Molekiil D reagieren. Nach dem Massenwirkungsgesetz ist die
Reaktionsgeschwindigkeit bei konstantem Druck, Volumen und Temperatur
proportional zu der Wahrscheinlichkeit, dafl zwei Molekiile der beteiligten Gase

aufeinander treffen, also proportional zu dem Produkt der Konzentrationen von
A und B.

Bezeichnen cy, . .., cp die Konzentrationen der Gase A bis D (Einheit: mol/l1),
so ergeben sich aus dieser Proportionalitidtsannahme die Differentialgleichun-
gen

dy =y = —kcacp, ¢ = 2Kcacgy, cp = Kkeacg, (62.1)

wobei k die entsprechende Proportionalitédtskonstante ist; je grofler x ist, de-
sto grofer ist die Reaktionsgeschwindigkeit. Ohne duflere Einfliisse beschreibt
(62.1) das chemische System fiir alle Zeiten ¢ > 0 und muf} lediglich noch
mit Konzentrationen der Gase zum Zeitpunkt ¢ = 0 versehen werden. Finden
davon unabhéingig weitere Reaktionen unter den betroffenen Gasen statt, so
miissen entsprechende Terme hinzugefiigt werden.

Beispiel 62.1. Gegeben sei das chemische Reaktionsschema

A X B,
B+B ¥ c4+B,
104

B+C — A+C,

zwischen den Gasen A, B und C, wobei die Reaktionskoeffizienten iiber den
Reaktionspfeilen vermerkt sind. Bei diesem System handelt es sich um ein
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konstruiertes Beispiel mit dimensionslosen Gréflen aus dem Buch von Hairer
und Wanner [45, Section IV.1], das ein beliebtes Testbeispiel fiir numerische
Algorithmen ist. In Abschnitt 77 werden wir auf dieses Beispiel zuriickkommen.

Anhand des Reaktionsschemas macht man sich unmittelbar klar, daf} alle drei
Gase A, B und C die gleiche atomare Zusammensetzung haben miissen; ledig-
lich die innermolekularen Bindungen sind unterschiedlich. Dabei sind A und B
instabile Anordnungen des Molekiils, C' ist ein stabiles Endprodukt. Wahrend
A jedoch nur relativ langsam in die Zwischenform B iibergeht, wirkt die Exi-
stenz von B katalytisch fiir eine weitere, sehr schnelle Transformation von B
nach C. (Man spricht bei dieser zweiten Reaktion von einer autokatalytischen
Reaktion, da der Katalysator und die reagierende Substanz identisch sind.)
Daneben findet in Anwesenheit von C' auch eine Riicktransformation von B
nach A statt. Das Gas C hat hier also ebenfalls eine katalytische Wirkung. Es
ist zu erwarten, dafl die Substanz B nur einen kleinen Anteil des Gasgemischs
ausmacht; dieser ist jedoch entscheidend, um die Weiterreaktion zu C' in Gang
zu halten.

Da C' ein stabiles Endprodukt ist und allenfalls katalytische Wirkung hat,
nimmt sein Anteil c¢o im Gasgemisch durchweg zu. Ferner iiberlegt man sich
recht schnell, daf§ die Summe der Konzentrationen von A, B und C immer
gleich bleiben muf, da in jeder Reaktion genau ein Molekiil in genau ein anderes
Molekiil umgewandelt wird. Dies ist das Gesetz der Massenerhaltung.

Das zu diesem Reaktionsschema gehorende Differentialgleichungssystem lautet

dy = —0.0d4ca+ 10 cpec,
dy = 0.0dcy — 10%cpco — 3-107c%, (62.2)
& = 3-107c%.

Unter der Annahme, daf} zu Beginn der Reaktion lediglich Gas A vorhanden
ist, wahlen wir

ca(0)=1 und cp(0) =cc(0) =0

als Anfangswerte.

Auch aus (62.2) kann man ablesen, dafl ¢ wihrend der Reaktion monoton
zunimmt, da die rechte Seite der Differentialgleichung fiir ¢c nichtnegativ ist;
dariiber hinaus sieht man durch Addition der drei Gleichungen, daf§ die Summe
aller Konzentrationen konstant ist, denn es ergibt sich

(CA-FCB—FCc)/:O.

Folglich ist ¢4 + ¢g + cc = 1 fiir alle ¢ > 0. Weniger offensichtlich ist, dafl alle
drei Konzentrationen fiir alle Zeiten nichtnegativ bleiben.
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0.8/ 3.8
0.6/ 3.6
0.4} 7 3.4
0.2 3.2
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Abb. 62.1: Die einzelnen Konzentrationen als Funktionen der Zeit

Der zeitliche Ablauf der Reaktionen ist in Abbildung 62.1 illustriert. Im linken
Bild sind die Konzentrationen von A (durchgezogene Kurve) und C' (gebro-
chene Kurve) iiber der Zeit aufgetragen. Das Verhalten von cp wére in dieser
Abbildung nicht zu erkennen, denn die Konzentration von B ist durchweg um
vier bis fiinf Zehnerpotenzen kleiner als die von A und C. Trotzdem ist die
Préasenz von B in dem chemischen System und die korrekte Berechnung von
cp fiir eine genaue Simulation des Reaktionsverlaufs entscheidend. Aus diesem
Grund diskutieren wir die Funktion c¢p (im rechten Bild von Abbildung 62.1)
nun noch etwas detaillierter. Die Konzentration von B wéchst zunéchst schnell
an und nimmt dann sehr allméhlich wieder etwas ab (man beachte den Unter-
schied der beiden Zeitskalen in Abbildung 62.1). Dieser Umschlagpunkt wird
erreicht, wenn in der zweiten Gleichung von (62.2)

0.04cy = 10%cpcc +3-107ch
beziehungsweise

cp = 210730 + (10702 + 310 %c4) "/ (62.3)
ist. Da in diesem Anfangsstadium die Konzentrationen von A und C' néhe-
rungsweise durch

ca(t) m e 004 und  co(t) & 1 —ca(t) = 0.04¢

gegeben sind, liegt die Konzentration von A fiir ¢ < 0.1 im Bereich von Eins,
withrend ¢ die Groflenordnung 1072 bis 1072 hat. Somit dominiert der cyu-
Term die rechte Seite von (62.3) und fiir den Maximalwert von cp ergibt sich
die Naherung

cp ~ (310712 ~ 3.65-107°.
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Eine Vielzahl weiterer Beispiele mit MATLAB-Realisierungen findet sich in
dem Buch von Léwe [71].

63 Mehrkoérpersysteme

Wir betrachten n Kérper (Massepunkte) mit Massen m;, i = 1,...,n, die sich
entlang gewisser Bahnen x;(t) € R3, t € Z C R, im Raum bewegen. Die Ablei-
tungen () und z/(t) geben die jeweilige Geschwindigkeit und die Beschleu-
nigung der Korper an. Die Bewegung der Korper wird durch das Newtonsche
Gesetz (22.1) beschrieben,

m;x! (t) = F; i=1,...,n, (63.1)

wobei F; € R? die auf den i-ten Kérper wirkende Kraft bezeichnet.

Im Gegensatz zu den Gleichungen der vorangegangenen Abschnitte handelt es
sich bei (63.1) um Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die unbekann-
ten Funktionen z;, da deren zweite Ableitungen in den Gleichungen auftreten.
Daher werden sowohl Anfangsbedingungen fiir die Ortskoordinaten x;(0) der
Korper zur Zeit t = 0 als auch fiir die Geschwindigkeiten x}(0) benttigt. Alter-
nativ konnen Anfangs- und Endbedingungen vorgegeben werden (man spricht
dann von einem Randwertproblem), etwa die Positionen der Korper zur An-
fangszeit t = 0 und zur Zeit t =T > 0.

63.1 Das Zweikorperproblem

Ein erstes Beispiel fiir ein Mehrkorperproblem ist das sogenannte Zweikorper-
problem, in dem die Bewegung zweier Himmelskorper unter dem Einfluf3 ihrer
Gravitationskraft untersucht wird. Die Stdrke der von Newton bestimmten
Gravitationskraft ist proportional zu den beiden Massen und antiproportional
zu dem Quadrat des Abstands® zwischen den beiden Korpern:

fr) =~

Der Proportionalititsfaktor v = 6.673 - 107! m3/s?kg heifit Gravitationskon-
stante. Auf die beiden Koérper wirken dann die Kréfte

mimsa

Rt r=|ry —11].

To — I Ty — T2

Fi(x1,29) = f(r)

. und Fy(y,29) = f(r) ,

3Fiir zwei Ortsvektoren z; und zo verwenden wir im weiteren die Notationen |z — xo| fur
den euklidischen Abstand (die Euklidnorm) und z; - x5 fiir das Innenprodukt.
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und die Bewegungsgleichungen (63.1) haben die Form

no__ Y me no_ Y my

x] (9 — 1), e (x1 — x2) .

oy — P oy — P

Abhéingig von den Anfangsbedingungen kann die Losungskurve durch eine El-
lipse, eine Parabel oder eine Hyberbel beschrieben werden, vgl. Goldstein [33].

Ein sehr einfacher Spezialfall des Zweikorperproblems ergibt sich, wenn wir die
Bahn 1 = z;(¢) einer (antriebslosen) Rakete in der Nihe der Erde betrach-
ten. Dazu nehmen wir der Einfachheit halber an, die Masse der Erde sei in
ihrem Mittelpunkt x5 konzentriert und bestimmen zunéchst den gemeinsamen
Schwerpunkt
miT1 + Ml m
= L Pt — (11— 1)
my -+ mo my + Mo
der beiden Korper. Falls die Masse m; der Rakete gegeniiber der Erdmasse
vernachlissigbar ist, fallen der Schwerpunkt und der Erdmittelpunkt praktisch
zusammen. Davon unabhingig ist
" my yma

S :m 3 (ZE2—1’1)+

mo yma
———— — (1 —19) =0
my + ma r3 ( ! 2) ’
das heifit wir konnen den Schwerpunkt, beziechungsweise in erster Ndherung
auch den Erdmittelpunkt als Ursprung eines unbeschleunigten Koordinaten-
systems wéhlen.

Von dem Differentialgleichungssystem verbleibt also nur die Gleichung

a
= ———m

! |1 f?

mit einem geeigneten a > 0. Nehmen wir zudem an, dafl die Bewegung der
Rakete senkrecht zur Erdoberfliche verlduft, so kann das Problem auf eine Di-
mension reduziert werden, wenn mit = = z(¢) der Abstand der Rakete von der
Erde bezeichnet wird. Dieser Abstand x geniigt dann der Differentialgleichung

1" = —a/z?, (63.2)

die wir im weiteren in dimensionslosen Koordinaten betrachten wollen. Fiir
die Anfangswerte z(0) = 1 und 2/(0) = —2/3 priift man leicht nach, dafl die
Funktion

e (t)=0-t)*, 0<t<1,

die Differentialgleichung (63.2) fiir a = 2/9 16st. Offensichtlich prallt in diesem
Fall die Rakete zur Zeit t = 1 auf die Erde auf. Thre Geschwindigkeit ist zu
diesem Zeitpunkt 2’ (1) = —oc.
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Abb. 63.1: Entfernung der Rakete als Funktion der Zeit bei verschiedenen Startgeschwin-
digkeiten

Auf der anderen Seite ergibt sich fiir die Anfangsgeschwindigkeit z/(0) = 2/3
bei gleichem a und gleicher Startposition z(0) die Losung

p(t) =1+, t>0.

Diese Losung existiert fiir alle nichtnegativen ¢ mit lim; . x,(t) = oo und
limg oo 2/, (t) = 0. Mit dieser Anfangsgeschwindigkeit schafft die Rakete also
den ,Absprung” von der Erde und zudem ist 2/, (0) = 2/3 die hierfiir mini-
male Anfangsgeschwindigkeit (Fluchtgeschwindigkeit), vgl. Aufgabe 5. Abbil-
dung 63.1 zeigt die beiden Losungen x_ und x, sowie eine weitere Losungskur-
ve, bei der die Anfangsgeschwindigkeit 2'(0) etwas kleiner als 2/, (0) ist; man
kann erkennen, daf§ die Rakete bei dieser kleineren Startgeschwindigkeit auf
die Erde zuriickstiirzen wird.

Bei mehr als zwei Himmelskorpern iiberlagern sich die einzelnen Gravitati-
onskrafte und die zugehorigen Bewegungsgleichungen sind nur noch in Aus-
nahmeféllen analytisch losbar. Die Losung kann jedoch numerisch bestimmt
werden; fiir die zwolf Planeten unseres Sonnensystems ist das mit ertréaglichem
Aufwand machbar.

63.2 Partikelmethoden

Partikelmethoden kénnen zur Simulation eines Fluids (also eines Gases oder
einer Fliissigkeit) verwendet werden. Dabei modelliert man das Fluid durch ein
System endlich vieler Partikel, die sich #hnlich wie Massepunkte verhalten. Je
nach Modell kann man sich unter einem solchen Partikel ein einzelnes Molekiil
oder ein kleines Fluidvolumen aus vielen Molekiilen vorstellen.
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10+

ro| 1 2 3 4

—5+

Abb. 63.2: Modell fiir die innermolekularen Krifte in einem Wassertropfen

Um einen Eindruck von dieser Technik zu vermitteln, greifen wir auf ein Bei-
spiel aus dem Buch von Greenspan [37] zuriick und verwenden im folgenden
eine Partikelmethode zur numerischen Simulation eines sich von der Decke
ablosenden Wassertropfens. Dazu fassen wir die einzelnen Partikel als Wasser-
molekiile auf und modellieren zunéchst deren Wechselwirkungen untereinan-
der. Zwischen zwei Molekiilen wirken sowohl anziehende als auch abstolende
Krifte, jedoch mit unterschiedlicher Reichweite. Die resultierende Kraft kann
— dhnlich wie im vorigen Abschnitt — durch eine Funktion f = f(r) beschrie-
ben werden, die nur vom Abstand r zwischen den beiden Molekiilen abhéngt.
Unterschreitet r einen gewissen Mindestabstand rg, so iiberwiegen die absto-
Benden Krifte und f wird negativ; fiir r — 0 strebt f(r) — —oo. Fir r >
dominieren hingegen die anziehenden Krifte, die allerdings fiir grofie » immer
schwécher werden. Abbildung 63.2 zeigt den typischen Graph einer solchen
Funktion, in diesem Beispiel gegeben durch

flr) = 03 (63.3)

r3 rd

In dem Ensemble aller Molekiile wird somit auf das i-te Partikel im Ort a;
durch jedes andere Molekiil in z; # ; eine entsprechende Kraft

T — T
By = flry) =——, 1y = |z =51,
ij

ausgeiibt. Die Summe »_,; F}; ist die Gesamtkraft, die auf das i-te Partikel
wirkt. Diese Krifte fithren zu einem Gleichgewichtszustand mit einer gitter-
formigen Anordnung der einzelnen Teilchen. Abbildung 63.3 zeigt links eine
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Abb. 63.3: Gitterartige Strukturen zwischen den einzelnen Molekiilen

kiinstlich als Startzustand vorgegebene viereckige Gitterstruktur; rechts sieht
man sehr schon im Ubergang von oben nach unten, wie sich im Verlauf der
Simulation allméhlich eine mehr dreieckige Gitterstruktur einstellt.

Zur Simulation eines sich von der Decke loslésenden Wassertropfens verwenden
wir nun dieses Modell und verteilen in einem Halbkreis

{o=(&n) : |zl <14, <0}

knapp 2000 Partikel in einer viereckigen Gitteranordnung (vgl. Abbildung 63.3
links) mit Gitterweite h = 0.4; die Achse n = 0 entspricht der Decke und die
Halbebene n < 0 dem Raum, in den der Tropfen fallen soll. Zu Beginn wird
die Geschwindigkeit aller Partikel mit Null initialisiert.*

Neben den oben beschriebenen Wechselwirkungen der einzelnen Partikel un-
tereinander wirkt auf jedes Molekiil noch die Schwerkraft, also eine Kraft
G = —mges mit der Erdbeschleunigung g und dem nach oben weisenden karte-
sischen Koordinatenvektor e;. Um die Adhésionskrafte an der Decke zu model-
lieren, ergéinzen wir wie in [37] die bisher beschriebene Ausgangsstruktur durch
eine zusétzliche (oberste) Gitterreihe mit unbeweglichen (Decken-)Partikeln
gleicher Masse, die auf die eigentlichen Partikel dhnliche Krifte wie die Was-
sermolekiile untereinander ausiiben, vgl. (63.3), lediglich um den Faktor 5/4
verstarkt. Dadurch sind die Kréfte und die Anfangsbedingungen an die Was-
serpartikel fiir das Differentialgleichungssystem festgelegt.

Erstaunlicherweise fiihrt diese relativ grobe Modellierung zu realistischen Er-
gebnissen, vgl. Abbildung 63.4. Man erkennt zunéchst einen Ubergang zwi-

4Alle Zahlenangaben in diesem Abschnitt beziehen sich auf ein dimensionsloses Koordina-
tensystem, da lediglich das qualitative Verhalten von Interesse ist.
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b

Abb. 63.4: Simulation eines sich ablésenden Tropfens

schen dem wenigen an der Decke verbleibenden Wasser und dem sich loslo-
senden Tropfen, der immer lénger gestreckt wird bis er schliellich abreifit. Die
ldngliche Form des Tropfens wird spater im Fall wieder kreisformig.

Simulationen mit derart vielen Partikeln erreichen leicht die Grenzen heutiger
Rechenkapazitiat, wenn alle Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Mole-
kiilen ausgewertet werden miissen (bei einer Menge von n Partikeln ergibt
dies einen Aufwand O(n?)). Moderne numerische Verfahren versuchen daher,
die relativ geringen Wechselwirkungen zwischen weit entfernten Partikeln ge-
schickt zu approximieren. In dem hier gerechneten Beispiel wurde der Aufwand
dadurch reduziert, dal Wechselwirkungen zwischen Partikeln mit r;; > 4 ver-
nachléssigt wurden.

Auf die Stromung eines Fluids werden wir in Abschnitt 67 im Rahmen eines
anderen Modells zuriickkommen.

63.3  Restringierte Mehrkorpersysteme

Bei mechanischen Mehrkorpersystemen (etwa bei der Modellierung von Auto-
fahrwerken oder Schienenfahrzeugen, vgl. die Beispiele in dem Buch von Eich-
Soellner und Fiihrer [24]) sind einzelne Komponenten oftmals iiber starre oder
flexible Verbindungen aneinander gekoppelt. Dies fithrt zu Nebenbedingungen
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an die Ortskoordinaten der einzelnen Korper, die in die mathematischen Glei-
chungen aufgenommen werden miissen; man spricht dann von restringierten
Mehrkérperproblemen.

Fiir die folgende Darstellung sammeln wir die Ortskoordinaten z; und die
Kraftvektoren Fj, i = 1,...,n, der n Kérper in Vektoren z € R?*" und F €
R3"; bei einem mechanischen Mehrkérpersystem hingt F in der Regel von der
Zeit, den Positionen der einzelnen Korper und ihren Geschwindigkeiten ab,
F = F(t,z,2'). Die Bewegungsgleichungen (63.1) kénnen dann in der Form

Mz" = F(t,z, ") (63.4)
mit zugehoriger Massematrix

mlf

M = m2] c R3n><3n

mpl

geschrieben werden.

Die Nebenbedingungen an die Korper seien durch die algebraische Gleichung
g(x) =0 (63.5)

gegeben, wobei die Funktion ¢ : R® — RP mit p < 3n hinreichend glatt sein
und ¢'(z) fir jedes = vollen Zeilenrang besitzen soll. Denkbar ist auch eine
allgemeinere Situation, in der g zusétzlich von der Zeit und der Geschwindigkeit
der einzelnen Korper abhéangt.

Beispiel 63.1. Als einfaches Beispiel stellen wir uns eine Punktmasse vor,
die unter dem EinfluB der Schwerkraft lings einer Kurve z(t) auf einer zu-
sammenhingenden Fliche im R? gleitet. Die Fliche werde durch die impli-
zite Gleichung (63.5) mit einer skalaren Funktion ¢g : R® — R repriisentiert.
Die Voraussetzung, dafl ¢’ vollen Zeilenrang hat, impliziert, daf§ die Gleichung
z-grad g(x) = 0 in jedem Punkt = der Fliche zwei linear unabhéngige Losungen
2 € R? besitzt. Dies bedeutet, daff in jedem Punkt der Fliche eine wohldefi-
nierte Tangentialebene existiert, auf der der Vektor grad g(z) senkrecht steht.

O

Die fiir die Bewegung notigen Anfangsbedingungen an x und 2’ zu einem Zeit-
punkt ¢ = 0 sind fiir das restringierte Mehrkorperproblem nicht mehr vollig
frei wéhlbar. Offensichtlich mufl die Anfangsvorgabe x(0) die Nebenbedingung
g(x(0)) = 0 erfiillen. Aber auch die Geschwindigkeit 2/(0) ist eingeschrénkt,
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denn durch Differentiation der Nebenbedingung (63.5) nach der Zeit ergibt
sich eine versteckte Nebenbedingung

g (x)r = 0. (63.6)

Fiir Beispiel 63.1 besagt diese zweite Nebenbedingung, dafi die Geschwindig-
keit des Korpers tangential zur Fliche ist. Man beachte, vgl. Aufgabe 8, dafl
unter der Voraussetzung ¢g(x(0)) = 0 die Nebenbedingungen (63.5) und (63.6)
zueinander dquivalent sind.

Die Losung der herkémmlichen Bewegungsgleichung (63.4) fiir den unrestrin-
gierten Fall wird selbst bei zulédssigen Anfangswerten x(0) und 2’(0) in der Re-
gel nicht die beiden Nebenbedingungen (63.5) und (63.6) erfiillen. Statt dessen
miissen die d&uBeren Kréfte F' in (63.4) um eine Zwangskraft Z ergénzt werden,
die die Nebenbedingung ersetzt (analog zu dem Schnittprinzip in Abschnitt 3).
Die Zwangskraft steht lokal immer senkrecht zum Tangentialraum an die Men-
ge {z : g(z) = 0}, wirkt also in Tangentialrichtung nicht beschleunigend. Da
der Tangentialraum durch N (¢'(x)) = R(¢'(x)*)* gegeben ist, folgt hieraus
die Darstellung

Z =4 (x)*\  firein A € RP. (63.7)
Somit ist die differential-algebraische Gleichung

Max" = F(t,z,2') + ¢ (x)*\,
0 = g(x),

die korrekte Bewegungsgleichung (die sogenannte Fuler-Lagrange-Gleichung)
fiir das restringierte Mehrkorpersystem (vgl. auch die Darstellung in Rabier
und Rheinboldt [88, Chapter 2]).

Der Vektor A ist durch das Gleichungssystem (63.8) eindeutig festgelegt. Leiten
wir ndmlich die versteckte Nebenbedingung (63.6) ein weiteres Mal nach der
Zeit ab,

(63.8)

g (@)z" + ¢g"(x)(',2") =0, (63.9)
so erhalten wir mit (63.8) das positiv definite lineare Gleichungssystem
g @M~ (@) A = —g'(x)M'F(t,2,2") — "(2)(«',2")  (63.10)

fiir A. Eingesetzt in (63.8) ergibt sich hieraus fiir = die gewohnliche Differenti-
algleichung zweiter Ordnung

Mz" = F -G (GM'G*)""(GM™'F + H) (63.11)
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mit F' = F(t,z,2'), G = ¢'(z) und H = ¢"(z)(2',2’), die fiir konsistente
Anfangsbedingungen zu dem differential-algebraischen System (63.8) dquiva-
lent ist. Fiir die Numerik ist diese Formulierung allerdings nicht von Vorteil,
da die resultierenden Ndherungslosungen wegen des Diskretisierungsfehlers im
allgemeinen nicht die Nebenbedingung einhalten.

Beispiel. Bei dem Spezialfall aus Beispiel 63.1 ist A ein Skalar und die Zwangs-
kraft Z = Agradg(z) steht senkrecht zur Tangentialebene in dem Auflage-
punkt des Korpers. Sie entspricht der Kraft, die dem Korper von der Fliche
entgegengesetzt wird. Diese Zwangskraft ist auch fiir die Modellierung der Rei-
bungskraft von Bedeutung. Die Gleitreibungskraft ist nach dem Coulombschen
Reibungsgesetz namlich proportional zu der Stéirke der Zwangskraft und ihre
Richtung ist der Geschwindigkeit entgegengesetzt. Ein vollstdndigeres Modell
fiir die Bewegung des Korpers auf der Fléache wird somit durch die differential-
algebraische Gleichung

d
| grad g(x)] ¥+ Agradg(z),

mz'" = F — gl BRI
HIA /| (63.12)

0 = g(x),

beschrieben, bei der o > 0 der Gleitreibungskoeffizient und m die Masse des
Teilchens ist.

Das Vorzeichen des Lagrange-Parameters A gibt Aufschluf iiber die Richtung
der Zwangskraft. Um dies zu veranschaulichen, betrachten wir ein anderes
Beispiel, ndmlich eine Eisenbahn, die sich auf Schienen in der Ebene (im R?)
bewegt. Die Schienenstrecke werde durch die Menge g(x) = 0 représentiert,
wobei g : R? — R links der Bahnlinie negativ und rechts der Bahnlinie positiv
sein soll. In diesem Beispiel ist der Lagrange-Parameter A aus (63.8) positiv,
falls die Réader der Bahn von rechts gegen die Schienen driicken, und negativ,
falls die Réder von links gegen die Schienen driicken.

Zum Abschlufl betrachten wir eine Punktmasse auf der Fliche, die durch den
Graph der Funktion

P(x1,25) = (100(zy — 27)* + (21 — 1)?) /2

aus Beispiel 20.2 gegeben ist, d.h. g(x, z9, 23) = x3 — P(x1,22). Wir wollen
die Bahn dieser Punktmasse unter dem Einflul der Schwerkraft berechnen und
vernachléssigen dabei den Reibungsterm. Statt dessen sei zugelassen, dafl das
Teilchen bei zu hoher Geschwindigkeit von der Flidche abhebt. Im Gegensatz
zu (63.5) ist die korrekte Nebenbedingung fiir dieses Problem die Ungleichung
g(x) > 0 und die Zwangskraft tritt nur dann auf, wenn die Punktmasse gegen
die Flidche driickt, also wenn A positiv ist. Sobald A\ negativ wird, verliert der
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Abb. 63.5:

Bewegung eines Korpers auf einer Fléche

Korper den Kontakt zur Fliche. Ab diesem Moment gilt die unrestringierte
Bewegungsgleichung (63.4) und der Korper beschreibt wie beim schiefen Wurf
einen parabelférmigen Bogen, bis er wieder auf die Fliche auftrifft.

Abbildung 63.5 zeigt die entsprechende Bahn eines Teilchens, das mit Ge-
schwindigkeit v = 0 im Punkt (—0.5, —0.4, #(—0.5, —0.4)) auf der Fliche star-
tet; die Flugphasen sind als gebrochene Linien eingezeichnet. Wie man sieht,
gleitet das Masseteilchen zunéchst in das bananenformige Tal der Fliache; auf-
grund der Neigung des Talbodens beschreibt das Teilchen dann eine Rechts-
kurve und kann bald darauf nicht mehr der entgegengesetzten Talkriimmung
folgen. In diesem Moment verliert das Teilchen den Kontakt zur Fliche und
prallt in der Folge zwischen den Talwdnden hin und her. Wir gehen dabei
davon aus, dafl das Masseteilchen vollelastisch ist: Daher wird die Geschwin-
digkeit nach dem Aufprall durch eine Spiegelung der alten Geschwindigkeit an
der Flachennormalen bestimmt (,,Einfallswinkel = Ausfallswinkel“). o

64 Elektrische Schaltkreise

Die Simulation umfangreicher elektrischer Schaltkreise ist eine Standardauf-
gabe im Chipdesign. Die individuellen Eigenschaften der einzelnen Bauteile
eines Schaltkreises (Widerstidnde, Spulen, Kondensatoren, etc.) fithren unter
Zuhilfenahme des Kirchhoffschen Gesetzes der Stromerhaltung auf ein System
von Differentialgleichungen und algebraischen Gleichungen, dessen Losung das
zeitliche Verhalten der elektrischen Spannungen innerhalb des Schaltkreises
beschreibt, vgl. etwa das Buch von Vlach und Singhal [105]. Als Beispiel be-
trachten wir die sogenannte Emitterschaltung aus Abbildung 64.1, eine gén-
gige Verstirkerstufe fiir eine Eingangs-Wechselspannung ug mit Hilfe eines
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Abb. 64.1: Verstarker-Grundschaltung

npn-Transistors.

Der Schaltkreis enthalt Widerstiande Rq, Rs, ..., Kondensatoren Ci,Co, ...,
sowie einen Transistor im Zentrum der Schaltung. Der Widerstand R héngt
am Ausgang L der Schaltung und reprisentiert eine Last. An den Widerstéan-
den geniigen die Spannung u und der elektrische Strom® ¢ dem Ohmschen
Gesetz

U =T,

wobei wir im weiteren mit kleinen Buchstaben r = 71,75, ..., den jeweiligen
Ohmschen Widerstand bezeichnen. An den Kondensatoren ist der elektrische
Strom proportional zu Spannungsénderungen,

L= cu.

Die Proportionalitdtskonstanten ¢ = ¢1, s, ..., sind die elektrischen Kapazitd-
ten der Kondensatoren. Ist u die Uberlagerung einer Gleichspannung wug und
einer sinusformigen Wechselspannung mit Kreisfrequenz w und Amplitude w4,

u(t) = up+ ugsinwt,

so blockiert der Kondensator den Gleichstromanteil und verhélt sich beziiglich
des Wechselstromanteils — abgesehen von einer Phasenverschiebung — wie ein
Widerstand mit r» = 1/(wc).

5Wir folgen der Konvention, daf der Strom ,,von Plus nach Minus“ flie8t, also in die Richtung
des Spannungsabfalls.
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Abb. 64.2: Kennlinien eines Transistors

Das entscheidende Bauteil der Verstarkerschaltung ist der Transistor, der aus
drei Zonen besteht, dem Kollektor C', der Basis B in der Mitte und dem Emit-
ter F, an die unterschiedliche Spannungen angelegt werden konnen. Durch die
Spannungen sind auch die elektrischen Strome zwischen den drei Zonen festge-
legt, allerdings sind die Abhéngigkeiten komplizierter als bei einem Widerstand
oder einem Kondensator. Hierzu kommen wir als néchstes.

Dazu bezeichnen wir mit ¢¢, tp und ¢g die drei Strome, die an den Anschliissen
C, B und E in den Transistor flielen sowie mit ue, up und ug die jeweiligen
Potentiale an den Anschliissen. Nach dem Kirchhoffschen Gesetz ist einer dieser
Strome redundant,

lp = —Llp — lc, (641)

die anderen beiden hingen von den angelegten Spannungen (Potentialdiffe-
renzen) ab und werden durch sogenannte Transistor-Kennlinien angegeben,
vgl. Abbildung 64.2. Die Fingangskennlinien (links im Bild) stellen die funk-
tionale Abhéangigkeit

Upg = Up —Ug, (64 2&)

tg = p(upgp,ucek) ,
UcE uc — ug,

fiir verschiedene Parameter ucg dar; Kurven fiir ucg > 1V sind vom Auge
nicht zu unterscheiden. Die Ausgangskennlinien (rechts im Bild) geben die
Zuordnung

e = Y(uce;tn) (64.2b)

fiir verschiedene Parameterwerte 1z wieder.
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Fiir grofiere Werte von uc g liegen die Eingangskennlinien praktisch iibereinan-
der und die Ausgangskennlinien sind fast konstant; dies ist der Arbeitsbereich
des Transistors. Um in den Arbeitsbereich zu kommen, wird die Wechselspan-
nung ug mit Hilfe einer positiven Spannung ug (z. B. aus einer Batterie) ver-
schoben und zwischen Kollektor und Emitter gefithrt. Als Folge wird der an
der Basis flieBende Strom ¢ nahezu ausschliellich durch ugg gesteuert und im
Kollektorstrom (64.2b) etwa auf das 250fache verstérkt (vgl. Abbildung 64.2).
Nach (64.1) haben dann Kollektorstrom und Emitterstrom fast den gleichen
Betrag, die Spannungen an den Widersténden Rg und Ro stehen also ungefihr
im Verhéltnis r¢ /rg. Dies sorgt fiir die gewiinschte Spannungsverstarkung. Die
beiden Kondensatoren C; und C5 am Eingang beziehungsweise Ausgang der
Schaltung dienen als Sperre fiir die Gleichspannung. Auflerdem bewirken sie
eine Phasenverschiebung von 180° zwischen ug und der Ausgangsspannung ..

Wir wollen nun die elektrischen Potentiale an den Transistoreingéngen sowie
die Ausgangsspannung an der Last bestimmen. Mit dem Kirchhoffschen Gesetz
erhalten wir ein entsprechendes Gleichungssystem, indem wir die Summe aller
eingehenden Stréme an den vier Knoten B, C, E und L jeweils gleich Null
setzen. Unter Beriicksichtigung von (64.1) liefert dies die vier Gleichungen

= —ip+ (up — up)/r1 + (us —ug)'cs — up/ra,
= (ug —uc)'ca + (ug — ue)/re — o,
= —UECE+LB+LC—UE/7’E,

= —ur/rp + (uc — UL)/CQ )

o O O O

die wir in Form eines Differentialgleichungssystems
Mz = ¢(x) (64.3)

fiir die unbekannten Potentiale z = [up, uc, ug, ur]? mit Koeffizientenmatrix

(64.4)

und entsprechender rechter Seite ¢ schreiben. Die Matrix M ist aufgrund der
algebraischen Gleichungen des Ohmschen Gesetzes singuldr. Daher ist (64.3)
keine gewohnliche Differentialgleichung, sondern ein differential-algebraisches
Gleichungssystem.

Fiir numerische Simulationen kann das FEbers-Moll-Modell zur quantitativen
Approximation der Kennlinien aus Abbildung 64.2 herangezogen werden (vgl.
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Abb. 64.3: ug und uy, iiber der Zeit

Vlach und Singhal [105]): Nach diesem Modell ist

<p(u, U) — a(eu/u* _ 1) + ﬁ(e(uﬂ;)/u* _ 1)’
vt — (64.5)

¢(U7L) = (L+Oé+ﬂ)m —’7-1—(5,

fiir gewisse positive Parameter «, 3, 7, § und w, (u und v stehen hier fir ugp
bzw. ucg, ¢ ist durch tp zu ersetzen). Fiir ucp > wu, ist der Transistor im
Arbeitsbereich: Anderungen von ¢ werden dann im Kollektorstrom ungefihr
um den Faktor v/« verstérkt. In Analogie zu (64.2a) sei der Vollstéandigkeit
halber noch eine alternative Darstellung von to angefiihrt,

vo = y(euBB/us _ 1) — §(elumE—ucn)/ue _ 1) (64.6)

die mit elementaren Umformungen aus (64.2) und (64.5) folgt.

Abbildung 64.3 zeigt das Resultat einer numerischen Simulation fiir die Para-
meter

ry = 240, ro = 20, re = 10, re=1, rp, =100,
=107, =103, cp=10"", uy=24,
und Eingangs-Wechselspannung ug(t) = — cos(20007t); die Ohmschen Wider-

stdnde sind in k€2, die Spannungen in V und die elektrischen Kapazititen in
mF=s/kQ angegeben. Der Transistor wird duch die Ebers-Moll-Parameter

a=38-107", #=95-10"%, v=95-10"%, §=19-10""
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(jeweils mit Einheit mA=V/kQ) und u, = 0.026 V modelliert.

Nach einer kurzen Einschwingzeit ergibt sich die gleichméflige Schwingung aus
Abbildung 64.3 (dort ist eine Zeitperiode von 10 ms dargestellt). Die beiden
dunklen Linien in der Abbildung zeigen die Eingangsspannung ug und die
Ausgangsspannung u;,. Wie man sieht, ist die Phase von uj, verschoben und die
Amplitude etwa um den Faktor neun verstéirkt (zum Vergleich: ro/rp = 10).
Die drei helleren Kurven geben (in der Reihenfolge von unten nach oben) die
Potentiale an Emitter, Basis und Kollektor wieder.
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Aufgaben

1. Zeigen Sie, dafi die Gleichung (60.8) eine geschlossene Kurve definiert. Gehen Sie dazu
wie folgt vor:
(a) Skizzieren Sie fiir b,d > 0 die Funktion f(z) = z%e~%* iiber R und folgern Sie, daf die
Gleichung (60.8) bei gegebenen ¢, o > 0

genau eine Losung x; hat, falls

ce 2 da\ ds
()%

T: = ;
To be

— genau zwei (verschiedene) positive Losungen 1 besitzt, wenn

ce’r2 do ds
dy (E) :

T

(b) SchlieBen Sie daraus, daB fiir ¢ < (dy/er)? (da/eb)? ein Intervall [, 3] C RT existiert,

so daf8 die Gleichung (60.8)

— keine Losung x; hat, falls x5 ¢ [«, (] ;

— genau eine Losung x1 = b/dy besitzt, falls x5 € {«, 3} ;

— genau zwel (verschiedene) positive Losungen xq besitzt, falls 2o € (a, 5) .

Skizzieren Sie alle Losungen in der (x1, z2)-Ebene.

2. Einer Firma gelingt ein entscheidender technologischer Durchbruch und sie bringt mit
groem Werbeetat ein neues Geriit auf den Markt, dafi der gesamten Konkurrenz deutlich
iiberlegen ist. Neben der Werbung wirkt auch die Mund-zu-Mund-Propaganda der zufriede-
nen Kéufer verkausférdernd.

Entwickeln Sie ein mathematisches Modell fiir die Anzahl x = x(¢) der Besitzer eines solchen
Geréts. Gehen Sie von einer festen Schranke X fiir die Zahl aller potentiellen Kunden in der
Bevolkerung aus. Bestimmen Sie die Losung ihrer Modellgleichung.

3. Die chemische Reaktion A + B — C' gehorche dem Massenwirkungsgesetz mit Reakti-
onskoeflizient k. Bestimmen Sie die Konzentration y = y(¢) von C unter der Annahme, daf§
die Konzentrationen von A, B und C zur Zeit ¢ = 0 durch «, $ und y(0) = 0 gegeben sind.

4. Betrachtet werden n Himmelskorper, die sich unter dem Einfluf} ihrer Gravitationskraf-
te bewegen. Zeigen Sie, dafl sich der Schwerpunkt dieser Himmelskérper mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt.

5. Gegeben sei das Anfangswertproblem aus (63.2):

2
x":—g—Q, 2(0) =1, 2/(0)=a>0.
T

(a) Beweisen Sie, da§ die Losung fiir a > 2/3 fiir alle ¢ > 0 existiert mit z(f) — oo fiir
t — oo. Bestimmen Sie in diesem Fall lim;_, o /().

(b) Argumentieren Sie, warum die Losung fiir o < 2/3 nur fiir endliche Zeit existiert.
Hinweis: Multiplizieren Sie die Differentialgleichung zunéchst mit z'.
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6. Leiten Sie die Differentialgleichung
10" = —gsinf

fiir die Auslenkung 6(¢) eines mathematischen Pen-
dels der Masse m und Léange [ zur Zeit ¢ her, vgl.
Skizze. Hierbei bezeichnet g die Erdbeschleunigung.
Schneiden Sie dazu den Massepunkt frei (vgl. Ab-
schnitt 3 und insbesondere Abbildung 3.2) und stel-
len Sie das Kriftegleichgewicht tangential zur Bahn-
kurve des Massepunkts auf.

7. Das mathematische Pendel aus der vorigen Auf-
gabe kann auch in den Ortskoordinaten (z1,z2) be-
schrieben werden. Fiihren Sie hierzu wie in Bei-
spiel 63.1 die Zwangskraft ein, die auf das Pen-
del wirkt, und leiten Sie das zugehorgie differential-
algebraische Gleichungssystem fiir die Orts- und Ge-
schwindigkeitsvariablen her.

8. (a) Beweisen Sie, daf} die differential-algebraische Gleichung

Mz" = F(t,x,2") + ¢ (x)*\, z(0) =
0 = g(I), I/(O) -

0>
/
0>

XI Dynamik

mit konsistenten Anfangsbedingungen g(xo) = 0 und ¢'(z¢)z{, dquivalent zu (63.8) ist.
(b) Zeigen Sie unter der gleichen Voraussetzung, dafi auch die gewohnliche Differentialglei-

chung (63.11) zu dem System (63.8) dquivalent ist.

9. Eine Person P befindet sich zur Zeit ¢ =0 im
Nullpunkt und wandert mit konstanter Geschwindig-
keit a in Richtung der positiven y—Achse. Ein Hund
H lauft ausgehend vom Punkt (—1, 0) mit gleichblei-
bender Geschwindigkeit ¢ immer auf die Person zu.
Die Position des Hundes zur Zeit ¢ sei (x(t),y(t)),
vgl. Skizze.

(a) Zeigen Sie, daf die Bahnkurve des Hundes in der
zy—Ebene durch die Differentialgleichung

1 a

Ty =L 1+y’2

beschrieben wird.

(b) Bestimmen Sie die Anfangswerte fiir die Differen-
tialgleichung und 16sen Sie das Anfangswertproblem.
Unterscheiden Sie die Félle ¢ > a (Hund ist schnel-
ler), ¢ < a (Person ist schneller) und ¢ = a (beide
sind gleich schnell). Diskutieren Sie das Ergebnis.

Hinweis zu (a): Substituieren Sie zunéchst w(x) = y'(z).
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Im Gegensatz zu den Partikelmodellen aus Abschnitt 63.2 werden bei der ma-
kroskopischen Sichtweise alle wesentlichen physikalischen Gréfien als kontinu-
ierlich angenommen.! Riaumliche und zeitliche Verinderungen dieser Groflen
geniigen hiufig Erhaltungsgesetzen, die unter hinreichenden Glattheitsvoraus-
setzungen zu partiellen Differentialgleichungen dquivalent sind. Der nachfol-
gende Abschnitt gibt eine Einfithrung in dieses Prinzip. Fiir eine umfassendere
und rigorosere Behandlung der physikalischen und mathematischen Grundla-
gen sei etwa auf das Buch von Rubinstein und Rubinstein [92] verwiesen.

65 Integrale und differentielle Erhaltungsform

Im folgenden bezeichnet 2 C R? ein Gebiet, x € (2 die Ortsvariable und ¢t > 0
die Zeit. Mit |z| wird die Euklidnorm der Ortsvariablen und mit x - y das
Innenprodukt zweier Ortsvektoren z,y € R? bezeichnet.

Sind u(z,t) die Dichte und v = v(z,t) die Geschwindigkeit einer zu betrach-
tenden Erhaltungsgrofe, so gibt das Vektorfeld J = uv € R? den Fluf dieser
Grofle an: Ist G ein beliebiges glatt berandetes und beschranktes Teilgebiet
von {2 und v die duere Normale im Punkt x € 0G, so ist v - J die Menge
der Erhaltungsgrofie, die das Gebiet G pro Zeiteinheit durch ein infinitesimales
Oberflachenelement ds im Punkt x € 9G verlafit.

Aufgrund der Erhaltungseigenschaft muf3 der gesamte Abfluff durch den Rand
OG mit der zeitlichen Abnahme der Erhaltungsgréfie in G iibereinstimmen:

/ V-st:—d/udx.
e dt Jg

'Ein Bezug zwischen der makroskopischen Betrachtungsweise auf der einen und Partikel-
modellen auf der anderen Seite l&8t sich herstellen, indem man jeden Punkt im Ort mit einem
Volumenelement identifiziert, das eine sehr grofie Zahl von Partikeln enthélt. Dann kénnen
die kontinuierlichen Gréfien des makroskopischen Modells als Mittelwerte der entsprechenden
Eigenschaften aller Partikel in dem Volumenelement interpretiert werden.
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Sind in G zudem noch ,,Quellen” oder ,,Senken®, d. h. Zu- oder Abfliisse zu be-
riicksichtigen, dann muf die Integralidentitét durch einen Term mit der Quell-
dichte f korrigiert werden,

a udx——/ V-st—l—/fdx. (65.1)
dt Jg oG c

Unter der Annahme, dafi Differentiation und Integration vertauscht werden
kénnen, liefert der Gaufische Satz (siehe etwa Heuser [53, Satz 210.1])?

/C;(ut—kdivJ)dx—/C;fdx.

Da G C 2 beliebig klein gewihlt werden kann, ist diese Gleichung nur dann fiir
alle Gebiete G erfiillt, wenn die beiden Integranden iiberall iibereinstimmen,
also wenn gilt

w+divJ=f in £2. (65.2)

Die Darstellungen (65.1) und (65.2) sind unterschiedliche Formen desselben
Erhaltungsgesetzes, einmal als Integralidentitdt und einmal als partielle Diffe-
rentialgleichung. Héngt J nur von u, aber nicht von den partiellen Ableitungen
von u ab, so spricht man von einer hyperbolischen Differentialgleichung erster
Ordnung Wir werden spéter wiederholt sehen, daf§ der Gebrauch der Differen-
tialgleichung mit Vorsicht erfolgen muf}; wenn die Losung der Erhaltungsglei-
chung nicht die nétigen Glattheitseigenschaften besitzt.

Beispiel 65.1. Als einfaches Beispiel betrachten wir die Ausbreitung einer
Wasserverschmutzung in einem diinnen Leitungsrohr der Lénge L. Wir model-
lieren das Rohr als eindimensional, d. h. wir wéhlen {2 = (0, L) und bezeichnen
mit u = u(z,t) die Dichte der Verunreinigung im Ort x € {2 zur Zeit ¢. Auf-
grund der Bewegung des Wassers wird die Verschmutzung durch das Rohr
transportiert. Solange Diffusionsprozesse ignoriert werden kénnen (vgl. Bei-
spiel 69.1), ist der Flufl gleich J = au, wobei a die Fliegeschwindigkeit des
Wassers ist. Abhéngig von dem Vorzeichen von a weist der Flul entweder in
die positive oder negative Richtung. Die Differentialgleichung (65.2) fiir dieses
Beispiel heifit Transportgleichung:

up + au, =0, ref2, t>0. (65.3)
2Tst J = [J1,.. ., Jd}T € R? mit J;, = Ji(z1,...,24) ein differenzierbares Vektorfeld iiber 2,

so ist die Divergenz von J gegeben durch

. 0y 0Jy
divJ = B + ...+ 92g”
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Abb. 65.1:
Die Gerade z = at und die Abhéngigkeit
der Losung von Rand- und Anfangswer-

¢ 0
en 0 ZTo L

Man sieht sofort, dafl u(z,t) = h(x — at) fiir jede differenzierbare Funktion h
die Transportgleichung 16st, denn es ist

u(x,t) = h'(x —at)-(—a)  und  u.(z,t) =h'(z —at).

Sofern h wenigstens stetig ist, erfiillt 4 zumindest die integrale Form der Er-
haltungsgleichung. Die Graphen der Funktionen u(-,t) ,sehen fiir alle Zeiten
t > 0 gleich aus“, sind lediglich um at gegeniiber der Funktion h nach rechts
(fiir @ > 0) bzw. links (fiir @ < 0) verschoben.

Nehmen wir fiir den Moment an, dafl das Rohr in beide Richtungen unendlich
ausgedehnt ist. In diesem Fall ist 2 = R und die Lésung von (65.3) wird durch
das Anfangswertproblem

u(z,0) =u’(x), x €2, (65.4)

eindeutig bestimmt: sie hat die obige Form mit i = u°. Bei einem beschréankten
Intervall 2 = (0, L) ist die Anfangsvorgabe (65.4) hingegen nicht ausreichend:
Fiir a > 0 ist beispielsweise der Verlauf der Losung fiir z < at unklar, vgl. den
etwas heller eingezeichneten Bereich des Halbstreifens (0, L) x R* in Abbil-
dung 65.1. Um u auch in diesem Bereich eindeutig festlegen zu konnen, bedarf
es noch einer Randbedingung am linken Rand des Intervalls. Dies ist phy-
sikalisch sinnvoll, da dies der Finfluffrand der Stromung ist, d.h. hier wird
zusétzliche Materie in das Gebiet hineintransportiert. Entsprechend wird der
gegeniiberliegende Rand Ausfluffrand genannt.

Etwas komplizierter wird das Modell, wenn sich ein fester Anteil der Ver-
schmutzung jeweils am Boden des Rohrs absetzt. In diesem Fall liegt eine
Senke f in (65.2) vor, deren Gréfie proportional zur Verschmutzung u ist, etwa
f = —cu mit einem festen ¢ > 0. Die zugehorige Differentialgleichung lautet

U + au, = —cu
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0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Ort z Ort =

Abb. 65.2: Geschwindigkeitsprofil a(z) (links) und Lésung u der Advektionsgleichung
(rechts)

und hat die Losung
u(z,t) = e "u’(x — at).

Die Funktion u ist nun nicht mehr konstant gleich u°(zg) lings der in Ab-
bildung 65.1 gebrochen eingezeichneten Geraden z(t) = xo + at, sondern die
Anfangsvorgabe u°(x) klingt entlang dieser Geraden exponentiell ab.

Waéhrend die Losung bislang noch unmittelbar hingeschrieben werden konnte,
ist dies nicht mehr moglich, wenn sich die Stromungsgeschwindigkeit innerhalb
des Rohrs oder eines Rohrsystems verdndert, etwa weil sich das Rohr verengt.
Dieser Fall 148t sich durch eine ortsabhingige FlieBgeschwindigkeit a = a(z)
modellieren und wir erhalten aus (65.2) die sogenannte Advektionsgleichung

d

/
= —a.
dx

u + (au)y = up + au, +a'u = 0 mit a

Fiir das parabolische Geschwindigkeitsprofil a aus Abbildung 65.2 links gibt
das Graustufenbild im rechten Teil der Abbildung einen Eindruck der zuge-
horigen Losung iiber der (z,t)-Ebene: je dunkler die Farbe, desto grofer ist
der Wert von u. Auflerhalb der beiden gepunktet eingezeichneten Randkurven
verschwindet die Losung. Als Anfangsbedingung «° wurde hier die charakteri-
stische Funktion des Intervalls [0, 0.3] gewéhlt, das heifit

0, x <0,
u’(z) = <1, 0<x2<03,
0, x>0.3.
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Man kann gut erkennen, wie die schnellere Flieigeschwindigkeit in der Mit-
te des Intervalls die Verschmutzung auseinanderzieht; umgekehrt staut sich
die Verunreinigung am rechten Ende des x-Intervalls auf, wo die Geschwin-
digkeit wieder abnimmt, bevor die Verunreinigung schliellich aus dem Rohr
austritt. Am rechten Rand treten sogar Konzentrationen auf, die oberhalb der
Eingangskonzentration « = 1 liegen. o

66 Chromatographie

Die Chromatographie ist ein Verfahren zur Auftrennung eines Gemischs ver-
schiedener Substanzen, vgl. Rhee, Aris und Amundson [89]. Zu diesem Zweck
wird das Gemisch in einem Trigermedium gel6st, das mit konstanter Geschwin-
digkeit durch eine mit einem granularen Feststoff gefiillte chromatographische
Saule stromt. Dabei werden einzelne Molekiile der gelésten Substanzen vor-
iibergehend an der Oberfliche des Fiillmaterials adsorbiert: Die Teilchen la-
gern sich an dem Fiillmaterial an, wechseln also aus der sogenannten mobilen
Phase der Trigersubstanz (und der gelosten Stoffe) in die stationédre Phase des
Feststoffs und kehren zu einem spéteren Zeitpunkt wieder in die mobile Phase
zuriick (Desorption).

Die Adsorptionsrate, also die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Teilchen an dem
Feststoff adsorbiert, hangt von verschiedenen dufleren Umstédnden ab, wie zum
Beispiel von der Temperatur und dem Druck. Wir beschréanken uns im weite-
ren darauf, daf§ diese &uleren Parameter konstant bleiben. Unter dieser Vor-
aussetzung hingen die einzelnen Adsorptionsraten nur noch von den beteilig-
ten chemischen Substanzen ab. Verschiedene Stoffe weisen in der Regel un-
terschiedliche Adsorptionsraten auf und verweilen daher beim Durchfluff der
Séaule unterschiedlich lange in der stationdren Phase. Dies hat zur Folge, dafl
sie zu unterschiedlichen Zeitpunkten wieder mit der Trégersubstanz am Ende
der Saule austreten und auf diese Weise voneinander getrennt werden.

Im folgenden bezeichnen wir mit u; = w;(z,t), i = 1,...,m, die Konzentra-
tionen der m Substanzen des Gemischs in der Sdule. (Die Konzentrationen
werden in mol/l angegeben.) Der Wert von u; setzt sich aus den beiden An-
teilen v; und w; der entsprechenden Substanz in der mobilen beziehungsweise
stationdren Phase zusammen,

S—— (66.1)

Wir wollen fiir unser Modell davon ausgehen, dafl die Anzahl der ,,Adsorpti-
onsplitze” allein proportional zu dem Volumen der Séule ist (und nicht von
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der Form der Teilchen abhéngt, die adsorbiert werden). Ist p die positive Pro-
portionalitdtskonstante, so konnen in einem infinitesimalen Kontrollvolumen
dz der Sdule maximal p dx Teilchen adsorbiert werden, das heifit

Wir betrachten nun zunéchst den eigentlichen Adsorptionsvorgang isoliert vom
restlichen Chromatographieprozel und gehen dazu von konstanten Konzen-
trationen u;, i = 1,...,m, in einem festen Kontrollvolumen dx der Séule aus.
Einem Modell von Langmuir folgend setzen wir die Adsorptionsrate einer Sub-
stanz proportional zu der in Losung befindlichen Konzentration dieses Stoffes
und den freien Adsorptionsplitzen an, also proportional zu der Wahrschein-
lichkeit, da8 ein Teilchen einen freien Adsorptionsplatz findet. (Dies setzt die
Annahme voraus, daf alle Adsorptionsplatze gleichberechtigt sind, und damit
insbesondere, daf} sich , benachbarte® adsorbierte Teilchen nicht gegenseitig
beeinflussen.) Die gleichzeitig stattfindende Desorption ist allein proportional
zu der Anzahl adsorbierter Teilchen. Der Adsorptions-/Desorptionsprozefl im
Punkt z kann somit durch das System von 2m gewohnlichen Differentialglei-
chungen

dw; dv; dw;
= Q;U; i Wi = - ) 2
o = i v ( E wj) — dw I o (66.2)

beziiglich der Zeit 7 modelliert werden; a; und d; sind die stoffspezifischen (po-
sitiven) Proportionalitdtskonstanten. Diese Differentialgleichung ist &hnlich zu
den Gleichungen, die wir in Kapitel XI betrachtet haben und die Losung kon-
vergiert fiir 7 — oo gegen einen stationdren Zustand, das sogenannte Adsorp-
tionsgleichgewicht. In diesem Zustand sind w; und v; konstant, d. h. die linken
Seiten von (66.2) sind jeweils Null. Hieraus ergibt sich das Gleichungssystem

w; = ﬁivi(p—ij), i1=1,...,m, (66.3)
j=1
mit x; = a;/d; > 0 fur die Konzentrationen in der mobilen und der sta-

tiondren Phase im Gleichgewichtszustand; durch Summation von (66.3) tiber
1t =1,...,m folgt die geforderte Ungleichung

j=1 1+21 1 Kili &
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Abb. 66.1: Langmuir-Isothermen w = w(v) fiir m = 1 und zwei verschiedene Werte von x

Wieder in (66.3) eingesetzt, erhalten wir schlielich die explizite Darstellung
KiUi
1+ Z;nzl RjU; ’

fir die Konzentrationen in der stationédren Phase in Abhéngigkeit von den
Konzentrationen in der mobilen Phase. Diese Funktionen h; werden Langmuir-
Adsorptionsisothermen genannt, wobei der Begriff Isotherme daher riihrt, daf3
die Parameter k;, i = 1,...,m, nur bei festen dufleren Bedingungen (wie etwa
der Temperatur) als konstant angesehen werden kénnen. Abbildung 66.1 zeigt
zwei Langmuir-Isothermen bei einer einzigen Substanz (m = 1): In beiden
Féllen kann die stationdre Phase die gleiche Stoffkonzentration aufnehmen
(p = 1 mol/l) und bei einer Konzentration von v = 2 mol/l in der mobilen
Phase werden zwei Drittel beziehungsweise 8/9 aller Adsorptionspléitze belegt.

w; = hi(v1,...,0) = p i=1,...,m, (66.4)

Nun wenden wir uns dem eigentlichen Flievorgang in der Sdule wahrend der
Chromatographie zu. Dabei stellen wir uns der Einfachheit halber die chroma-
tographische Séule als senkrecht ausgerichtetes Rohr der Lénge L mit konstan-
tem Querschnitt vor, das von der Trégersubstanz mit konstanter Geschwindig-
keit mit Betrag a durchflossen wird. Dies erlaubt eine eindimensionale Model-
lierung der Séule mit einer Ortskoordinate x € 2 = (0, L), bei der die Stelle
x = 0 den Einspritzpunkt und x = L den Ausfluipunkt der Séule angibt. In
der physikalischen Chemie wird iiblicherweise angenommen, dafi der bereits
skizzierte Adsorptionsprozef in einer wesentlich kiirzeren Zeitspanne ablduft
als der Durchflufl der mobilen Phase, also in einer wesentlich feineren Zeits-
kala. Wir wollen daher unser Modell weiter vereinfachen und davon ausgehen,
daf} sich wiahrend der Chromatographie in jedem Zeitpunkt und an jedem Ort
unmittelbar das Adsorptionsgleichgewicht einstellt.
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Die Konzentrationen u; der m eingeleiteten Substanzen sind Erhaltungsgrofien
im Sinne von Abschnitt 65, fiir die wir nun das Erhaltungsgesetz herleiten
wollen. Fiir u; ergibt sich der Flufl J; = av;, da nur der Anteil in der mobilen
Phase transportiert wird. Quellen und Senken fiir die m Stoffe im Innern der
Saule gibt es keine, so dafl wir fiir jede Substanz die differentielle Form

%ui+a%vi:0, 1=1,...,m, (66.5)
der Erhaltungsgleichung bekommen, beziehungsweise

U + av, =0,
wenn wir die Funktionen u; und v; in Vektoren u = [uq, ..., u,]7 und v =

(U1, ..., v,)7 zZusammenfassen.

Fiir numerische Simulationen ist die Differentialgleichung (66.5) nicht sehr gut
geeignet, da die Abhéngigkeit v = v(u) aufgrund der Form der Isothermen
im allgemeinen nicht explizit ausgedriickt werden kann. Lediglich fiir m = 1,
also wenn nur ein einziger Stoff in die Saule eingeleitet wird, ergibt sich eine
explizite Darstellung,

ou) = O (A ) (66.6)

Auf der anderen Seite ist die Umkehrfunktion u = u(v) mittels
ui:vi—i—wi:vi—i—hi(vl,...,vm), izl,...,m,

fiir jedes m explizit gegeben, ndmlich
RiU;
1+ Z;nzl RjU; '

Aus (66.5) erhalten wir somit fiir unser Modell die alternative Differentialglei-
chung

w = Hij(vy,...,0m) = vi+p (66.7)

v, +——Hw) =0, H=[H,...,H,]", (66.8)
a

die bis auf eine Vertauschung der Rollen von ¢t und = wieder die differentielle
Erhaltungsform (65.2) aufweist.

Beispiel 66.1. Das linke Bild in Abbildung 66.2 zeigt die Losung der Er-
haltungsgleichung (66.5) fiir eine Substanz (m = 1) und die Isotherme aus
Abbildung 66.1 mit x = 1: Die Séule (also die Ortsvariable z) bildet die senk-
rechte Achse, der Einspritzpunkt ist oben und der Ausflufl unten bei L = 10;
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Abb. 66.2: Konzentration u(x,t) in der Sdule (li.) und Ausflufl av(L, -) (re.) iiber der Zeit

auf der horizontalen Achse ist von links nach rechts die Zeit aufgetragen; die
Grautone in der Abbildung veranschaulichen die Gesamtkonzentration u(z, t)
in der Saule.

Simuliert wird eine Chromatographie, bei der zwischen ¢ = 0 und ¢ = 1 eine
Substanz mit konstanter Konzentration wu, eingeleitet wird. Diese Substanz
fliefit mit einer scharf ausgeprigten Front durch die Sdule. Die eingezeichnete
gebrochene Linie zeigt an, wann die Substanz einen Punkt der Séaule vollsténdig
durchflossen hat, die gepunktete Linie veranschaulicht die FlieSgeschwindigkeit
der mobilen Phase. Ohne Adsorption wiirde die Front auf dieser Linie liegen.
Tatséchlich folgt die Front zunéchst einer weniger steilen Geraden, bevor sie
allméahlich langsamer wird und ,,abzubrockeln® beginnt; in diesem spéteren
Verlauf folgt die Front einer Parabelkurve, vgl. auch Aufgabe XVIII.4.

In der Chemie ist der Ausflul av(L, - ) am unteren Ende der Saule der wesent-
liche Aspekt bei der Chromatographie. Im rechten Bild von Abbildung 66.2
erkennt man den scharfen ,Peak®, mit dem die Losungsfront aus der Saule
austritt. Im Anschlufl an den Peak folgt das sogenannte , Tailing“, verursacht
durch die ldnger in der Saule verbliebenen Molekiile. Das Integral unter der
Kurve entspricht aufgrund der Massenerhaltung der eingeleiteten Stoffmenge
und erlaubt deren quantitative Bestimmung. O

Beispiel 66.2. Abbildung 66.3 zeigt die Losung von (66.5) fiir zwei Substan-
zen S7 und Sy mit k1 = 1 und ko = 4, die zwischen t = 0 und ¢ = 1 gleichzeitig
in die Sdule eingeleitet werden. Wegen k1 < ko durchstromt S; die Sdule
schneller als Sy und die beiden Stoffe beginnen sich zu trennen; dabei entste-
hen interessante Konzentrationsverteilungen (vgl. das Bild links). Nach einer
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Abb. 66.3: Konzentrationen u;(x,t) zum Zeitpunkt ¢ = 2.24 (links) und Ausfliisse av; (L, -)
(rechts) bei zwei Substanzen S;, i = 1,2

gewissen Strecke sind die Substanzen vollstandig getrennt und flielen schlief3-
lich nacheinander aus der Saule heraus (Bild rechts). Aufgrund der stirkeren
Adsorption von Sy ist bei dem zweiten Stoff das Tailing stérker. Ein Vergleich
mit Abbildung 66.2 zeigt, dafl S7 die Séule etwas schneller durchflieft als in
Beispiel 66.1, da Sy zu Beginn die Mehrzahl der Adsorptionsplétze blockiert

und S; in diesem Bereich ungehinderter flielen kann. o
67 Stromungsmechanik

Wir beschreiben nun in relativ allgemeiner Form die Stromung eines Fluids in
einem Gebiet 2 C R3. Zentrale Eigenschaften einer solchen Stromung sind die
Erhaltungsprinzipien fiir die Zustandsgrofien Masse, Impuls und Energie mit
den jeweiligen Dichten p, m und E. In Anlehnung an die allgemeinen Uberle-
gungen in Abschnitt 65 wollen wir im folgenden die entsprechenden Flufivek-
toren der drei Erhaltungsgrofien herleiten. Als ergédnzende Literatur seien die
Biicher von Chorin und Marsden [16] und von Temam und Miranville [101]
empfohlen.

67.1  Massenerhaltung
Das Gesetz der Massenerhaltung ergibt sich wie in Beispiel 65.1 mit dem Fluf3

Jp:pv,
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wobei v € R? die Geschwindigkeit des Fluids bezeichnet. Ohne zusitzliche
Quellen und Senken ist somit

pr + div(pv) = 0 (67.1)

die (differentielle) Erhaltungsgleichung fiir die Masse. Diese Gleichung wird
Kontinuitdtsgleichung genannt.

67.2  Impulserhaltung

Fiir die Impulserhaltung miissen wir zunéchst erldutern, welche inneren Kréfte
innerhalb eines (zunéchst beliebigen) Kontinuums wirken. Dazu bedienen wir
uns wie in Abschnitt 3 des Schnittprinzips und schneiden ein Teilgebiet G C (2
frei. Uns interessiert die Oberflachenkraft, die das umgebende Kontinuum auf
den Rand von G ausiibt, beziehungsweise der zugehorige Spannungsvektor,
das ist der Anteil der Kraft pro inf