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Vorwort

Dieses Buch ist aus einer Vorlesung hervorgegangen, die sich an Studierende
des Maschinenwesens und der Elektrotechnik an der RWTH Aachen richtet.
Diese Vorlesung ist Bestandteil der Mathematikausbildung im Grundstudium.
Im Unterschied zu vielen anderen Standorten ist das Thema Numerik in Aa-
chen nicht in der Vorlesungsreihe , Hohere Mathematik“ integriert, sondern
wird als eigenstédndiger Kurs im Rahmen der viersemestrigen Mathematik-
ausbildung angeboten. Nun spricht sicherlich Einiges fiir eine Integration der
Numerik. Man kann Wiederholungen und Notationsinkonsistenzen vermeiden.
Zudem 18t sich durch die numerisch konstruktiven Anteile mancher eher ab-
strakte Stoff besser motivieren. Andererseits sprechen folgende Gesichtspunk-
te fiir die bei uns bevorzugte getrennte Darbietung, die auch zum Versténdnis
dieses Buches hilfreich sind.

Mathematik wird von vielen Studierenden des Ingenieurwesens vorwiegend
als lastige Pflicht angesehen, die man nicht gewahlt hat und deren tatséchli-
cher Nutzen fiir den eigenen Beruf im Grundstudium als auflerordentlich ge-
ring eingeschétzt wird. Angesichts der drastisch steigenden Bedeutung nu-
merischer Simulationswerkzeuge in den Ingenieurtétigkeiten stellen wir die-
ser Ansicht den ganz anderen Anspruch gegeniiber, dafl mit dieser Vorlesung
weit {iber den ,intellektuellen Trainingsgesichtspunkt“ hinaus Ausbildungsin-
halte von hochster beruflicher Praxisrelevanz geboten werden. Dies verlangt
allerdings eine etwas andere Gewichtung bei der Stoffaufbereitung, vor allem
aber eine andere ,,Denkweise“. Beim integrierten Konzept sehen wir die Ge-
fahr — sehr wohl durch Beispiele derzeitiger Praxis vielerorts bestiarkt —, daf
dies vollig verwischt wird, nicht zuletzt verschérft durch schlechter gewor-
dene schulische Voraussetzungen. Worin liegen nun die Unterschiede in der
»Denkweise“? Vom Inhalt her befafit sich das Buch mit der Vermittlung der
Grundbausteine numerischer Algorithmen etwa in der Form von Methoden
zur Losung von linearen oder nichtlinearen Gleichungssystemen, zur Behand-
lung von Ausgleichproblemen, Eigenwertberechnungen, numerischen Integra-
tionsverfahren, Verfahren zur Behandlung von Differentialgleichungen, etc. Es
liegt also keine tragende gemeinsame Problemstellung in Projektform vor, so
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dal man formal von einer Rezeptsammlung sprechen kénnte. Diesem mogli-
chen Eindruck setzen wir bewuflt folgenden Anspruch gegeniiber. Das Ziel
ist einerseits die Vermittlung eines Grundverstdndnisses der Wirkungsweise
der grundlegenden numerischen Bausteine, so dafl diese unter wechselnden
Anwendungshintergriinden intelligent und flexibel eingesetzt werden kénnen.
Dazu reicht es eben nicht, das Newtonverfahren in eindimensionaler Form
zu formulieren und iiber den Satz von Newton-Kantorovich abzusichern, der
eben aus Sicht der Praxis mit vollig ungeeigneten Voraussetzungen arbeitet.
Dariiber hinaus sind zum Versténdnis des Verfahrens Aufwandsbetrachtungen
beispielsweise ebenso wichtig wie Methoden zur Beschaffung geeigneter Start-
werte bzw. konvergenzfordernde Mafinahmen. Eng damit verkniipft ist vor
allem die Vermittlung der F&higkeit, die Ergebnisse numerischer Rechnun-
gen verniinftig beurteilen zu kénnen. In dieser Beurteilungskompetenz liegt
die eigentliche Klammer, die wir der Aufbereitung des Stoffes zugrunde gelegt
haben. Abgesehen von Effizienzgesichtspunkten liefern zwei Begriffe den roten
Faden zur Diskussion und Entwicklung numerischer Werkzeuge, ndmlich die
Begriffe Kondition des Problems und Stabilitit des Algorithmus, wobei gerade
die Zuordnung Problem < Algorithmus von Anfang an deutlich hervorgeho-
ben wird. Das zweite Kapitel mit vielen Beispielen ist gerade dem Verstédndnis
dieser Konzepte gewidmet, um sie dann spéter bei den unterschiedlichen The-
men immer wieder abzurufen. Das Verstdndnis, wie sehr Datenstérungen das
Ergebnis selbst bei exakter Rechnung beeintrichtigen (Kondition des Pro-
blems) bzw. wie man durch konkrete algorithmische Schritte die Akkumula-
tion von Stérungen moglichst gering hilt (Stabilitidt des Verfahrens), ist eben
fiir die Bewertung eines Ergebnisses bzw. fiir den intelligenten Einsatz von
Methoden im konkreten Fall unabdingbar. Vor allem im Verlauf der Diskus-
sion des Konditionsbegriffs werden im zweiten Kapitel zudem einige einfache
funktionalanalytische Grundlagenaspekte angesprochen, die einen geeigneten
Hintergund fiir den spéteren Umgang mit Normen, Abbildungen, Stetigkeit,
etc. bereitstellen. Der zwar durch zahlreiche konkrete und zunéchst elementa-
re Beispiele verdeutlichte Rahmen ist bewuf3t so abstrakt gewéhlt, dafl diese
Konzepte spéter nicht nur auf diskretisierte Probleme, sondern auch auf die
oft dahinter stehenden kontinuierlichen Probleme angewandt werden kénnen.

Die Struktur der Stoffaufbereitung ist dem vorhin skizzierten Ziel im fol-
genden Sinne untergeordnet. Wir bieten Beweise nur in dem Umfang, wie
sie dem gewiinschten Methoden- und Beurteilunsgverstindnis dienlich sind
und verweisen ansonsten auf entsprechende Quellen in Standardreferenzen.
Wir haben versucht, bei jedem Thema so stromlinienférmig wie moglich zu
den ,minimalen“ Kernaussagen zu kommen und diese deutlich hervorzuhe-
ben. Wir bieten dann zu mehreren Themen eine sich anschlieflende, gestaffelte
Vertiefung mit teils anspruchsvollerer Begriindungsstruktur, die zunehmend
auf Querverbindungen und Hintergrundverstéindnis abzielt. Diese Vertiefun-
gen sind fiir die Verarbeitung des Basisstoffs nicht notwendig, kénnen also
je nach Anspruch iibersprungen werden. Beispiele dafiir sind etwa ausgehend
vom linearen Ausgleichsproblem die Diskussion der (orthogonalen) Projektion
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aus einer allgemeineren Sicht sowie anschlieend die Behandlung der Pseu-
doinversen in Zusammenhang mit der Singuldrwertzerlegung. Dies geschieht
jeweils mit einem Blick auf spitere Querverbindungen (teilweise in weiteren
Vertiefungsteilen), etwa zwischen Interpolation, Projektion, Fourierentwick-
lungen, bzw. auf die Rolle der Projektion bei Galerin-Diskretisierungen und
bei der Methode der Konjugierten Gradienten. Die Abschnitte mit Vertie-
fungsstoff werden mit einem Superskript * gekennzeichnet, zum Beispiel: §4.6
Orthogonale Projektion auf einen Teilraum*. Jeder Themenabschnitt schliefit
mit einer Sammlung von Ubungsaufgaben und in den meisten Fillen auch mit
zusammenfassenden Hinweisen zur weiteren Orientierungshilfe.

Obgleich das Schwergewicht auf weitgehend kontextunabhéngigen nume-
rischen Grundbausteinen liegt, haben wir uns entschlossen, die numerische
Behandlung partieller Differentialgleichungen zumindest in Grundziigen anzu-
sprechen. Zum einen liegt dieses Thema vielen Simulationsaufgaben zugrunde.
Zum anderen liefert es Motivation und Hintergrund fiir das wichtige Gebiet
der iterativen Losungsverfahren fiir grofle diinnbesetzte lineare Gleichungssy-
steme. Dies schlieft die Bereitstellung einiger theoretischer Grundlagen mit
ein, die fiir das Verstdndnis der numerischen Verfahren hilfreich sind und {iber
den Begriff der ,Korrektgestelltheit* auch wieder den Bogen zu Fragen der
Kondition schliefen — nun fiir das unendlich-dimensionale Problem. Ein ab-
schlieflendes Kapitel ist der Darstellung einiger komplexerer Anwendungszena-
rien gewidmet, in dem insbesondere verschiedene numerische Grundbausteine
miteinander verkniipft werden miissen. Abgesehen von der sicherlich nicht un-
beabsichtigten Werbewirkung eines solchen wenn auch kleinen Ausblicks auf
die Moglichkeiten numerischer Methoden geht es hierbei auch darum, zu ver-
deutlichen, wie wichtig die Einschédtzung der diversen Fehlerquellen fiir eine
gute Abstimmung der einzelnen Bausteine im Verbund ist.

Der gesamte Stoffumfang geht damit natiirlich erheblich iiber den Aus-
gangsrahmen einer einsemestrigen Numerikvorlesung hinaus. Im folgenden
FluBdiagramm® sind deshalb diejenigen Kapitel schattiert, die sich unse-
rer Meinung nach fiir einen Grundkurs eignen, wobei da sicherlich mehrere
verniinftige Auswahlméglichkeiten bestehen. Ebenso sind in dieser Ubersicht
nochmals die Vertiefungsthemen mit einem * gekennzeichnet.

Fiir Dozenten stehen Folien zur Verfiigung mit darauf Kopien von Teilen
aus dem Buch (S#tze, Beispiele, Kernpunkte, usw.). Diese findet man unter

www.igpm.rwth-aachen.de/DahmenReusken /Folien/
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1

Einleitung

Naturwissenschaftlich /technisch — physikalische Anwendungsgebiete verzeich-
nen eine zunehmende Mathematisierung — insbesondere im Zusammenhang
mit der numerischen Simulation realer Prozesse, die auch die Tétigkeit des
Ingenieurs eigentlich jeder Sparte betrifft. Einige wenige Beispiele sind:

Freiformflichenmodellierung im Karosserieentwurf,

Robotersteuerung,

Flugbahnberechnung in der Raumfahrt,

Berechnung von Gas- oder Fliissigkeitsstromungen,

Netzwerkberechnung,

Halbleiter-Design,

Berechnung von Schwingungsvorgéingen und Resonanz,

Berechnung elektromagnetischer Felder,

Prozefisimulation und -Steuerung verfahrenstechnischer Anlagen,
Numerische Simulation von Materialverformung,

Numerische Verfahren fiir Inverse Probleme z.B. im Zusammenhang mit
bildgebenden Verfahren bei der Computer-Tomographie, der Material-
priifung mit Hilfe von Ultraschall oder NMR, (nuclear magnetic resonance),

Das Streben, das Verstandnis der ,realen Welt* auf virtuellem Wege zu ver-
tiefen und zu erweitern, ist nicht nur 6konomisch motiviert, sondern resultiert
auch aus Moglichkeiten, bisweilen in Bereiche vorstoflen zu kénnen, die etwa
experimentell nicht mehr zugénglich sind. Heutzutage gibt es deshalb wohl
kaum einen Bereich der Wissenschaft oder des Ingenieurwesens, in dem keine
Modellrechnungen betrieben werden. Die Numerische Mathematik liefert die
Grundlagen zur Entwicklung entsprechender Simulationsmethoden, insbeson-
dere zur Bewertung ihrer Verlafllichkeit und Genauigkeit. Am Ende mdchte
man moglichst verldllich wissen, innerhalb welcher Toleranz das Ergebnis ei-
ner Rechnung von der Realitéit abweichen kann.

Die Numerische Mathematik ist somit Teil des Gebietes Scientific Com-
puting (Wissenschaftliches Rechnen), einer Disziplin, die relativ jung ist, sich
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Abb. 1.1. Scientific Computing

sehr dynamisch entwickelt und aus der Schnittstelle der Bereiche Mathematik,
Informatik, Natur- und Ingenieurwissenschaften erwichst (vgl. Abb. 1.1).
Beim wissenschaftlichen Rechnen werden die fiir eine bestimmte Problem-
stellung relevanten Phinomene mit Hilfe eines mathematischen Modells be-
schrieben. Das Modell liefert die Grundlage fiir die Entwicklung von Algo-
rithmen, die dann wiederum die numerische Simulation des zu untersuchen-
den Prozesses gestatten. Die Entwicklung und Analyse solcher Algorithmen
ist eine zentrale Thematik der Numerischen Mathematik (oder ,numerischen
Analysis“ oder ,Numerik“). Bei der Durchfiihrung einer numerischen Simula-
tion auf groflen Rechenanlagen spielt die Informatik eine wichtige Rolle, z. B.
bei der Implementierung (ggf. Parallelisierung) komplexer numerischer Me-
thoden, bei der Verwaltung grofiler Datenmengen oder bei der Visualisierung.

Einige Orientierungsbeispiele:

Die etwas ndhere Betrachtung folgender sehr vereinfachter Beispiele soll die
Spanne zwischen konkreter Anwendung und numerischer Simulation andeu-
ten. Die Beispiele erheben nicht den Anspruch, besonders reprisentativ fiir
den Einsatz numerischer Methoden im Ingenieurbereich zu sein. IThre Auswahl
ist vielmehr dadurch bedingt, dafl man sie hier ohne grofle Hintergrundvertie-
fung anfiithren kann. Dennoch werden sie es uns erlauben, einige im Verlauf die-
ses Buches behandelte Kernfragestellungen zu identifizieren und spéter auch
das Zusammenspiel verschiedener Numerikbausteine verdeutlichen zu kénnen.
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Beispiel 1.1. Problem: Bestimmung des Abraums bei der Braunkohleférde-
rung im Tagebau.

1) Mathematisches Modell: Statt miithsam zu verfolgen, was iiber die ver-
schiedenen Forderbiander im Laufe der Zeit transportiert wurde, nutzt
man aus, dafl der bis zu einem gegebenen Zeitpunkt aufgekommene Ab-
raum gerade der Inhalt des bis dahin entstandenen Lochs ist. Es gilt al-
so, das Volumen des Lochs zu bestimmen. Interpretiert man die Beran-
dung dieses Lochs als den Graphen einer Funktion (von zwei Ortsvaria-
blen), 148t sich das Problem auf die Berechnung eines Volumenintegrals
zuriickfithren.

2) Messung, Experiment: Besagte ,Loch-Funktion® ist natiirlich nicht als
analytischer Ausdruck oder in irgendeiner Weise explizit gegeben. Denkt
man an einzelne Erdklumpen, ist sie sicherlich sehr kompliziert. Das An-
liegen, den Abraum nur innerhalb einer sinnvollen Fehlertoleranz ermit-
teln zu wollen (bzw. zu koénnen), wird es natiirlich erlauben, die Funktion
etwas zu vereinfachen. In jedem Fall liegt die einzige Moglichkeit, quan-
titative Information iiber die zu integrierende Funktion zu erhalten, in
geeigneten Messungen. In diesem Fall bieten sich Tiefenmessungen durch
Stereofotoaufnahmen vom Flugzeug aus zur Bestimmung der benétigten
Problemdaten — Funktionswerte — an.

3) Konstruktiver numerischer Ansatz: Sind aufgrund solcher Messungen die
Werte der Loch-Funktion an geniigend vielen ,,Stiitzstellen® (zumindest
innerhalb gewisser, schon durch die Bodenbeschaffenheit bedingter Feh-
lertoleranzen) bekannt, kann man daran gehen, daraus das Integral der
(nur an diskreten Stellen gegebenen) Funktion zumindest innerhalb der
gewiinschten Toleranz ndherungsweise zu bestimmen. Nach der iiblichen
Strategie teilt man das gesamte Integrationsgebiet — die Deckelfléche iiber
dem Loch — in kleinere Parzellen auf und bestimmt auf jeder Parzelle eine
einfache, explizit integrierbare Funktion, z.B. ein Polynom, die an den
Mef3stellen dieselben Werte wie die Loch-Funktion hat. Das exakte Inte-
gral dieser lokalen Ersatzfunktion nennt man eine Quadraturformel. Durch
Summation der lokalen Integrale erhélt man dann eine Niherung fiir das
Integral der Loch-Funktion und damit fiir den gegenwirtigen Abraum.
Aus der Differenz dieser Werte zu verschiedenen Zeitpunkten erhélt man
dann auch Aufschluf§ iiber die Férderrate. Hier sollte der Leser iibrigens
den Zusammenhang mit Differentiation in Erinnerung rufen.

4) Realisierung iiber Algorithmus: Die einzelnen, bei obiger Vorgehensweise
angedeuteten Schritte, ndmlich die Aufteilung des Integrationsgebiets in
Parzellen, die Ausrechnung der Quadraturformeln, miissen als Sequenz
von Anweisungen an den Rechner — als Algorithmus — programmiert wer-
den. AN

Die im obigen Beispiel verwendeten numerischen Bausteine sind Polynom-
Interpolation bzw. darauf aufbauend Numerische Integration. Der am Ende
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berechnete Wert weicht natiirlich vom tatséichlichen Abraum ab. Das skizzier-
te Vorgehen birgt, wie bereits angedeutet wurde, Fehlerquellen verschiedener
Art. Die Verwertung des Ergebnisses setzt somit das Verstédndnis dieser Feh-
ler, ihrer Auswirkungen und gegebenenfalls ihre Eingrenzbarkeit voraus. Sie
sollen deshalb noch einmal kurz beleuchtet werden, da sich daraus zentrale
Fragestellungen dieses Buches ergeben.

zu 1) Modellfehler: Zunichst beruht das mathematische Modell meist auf
einer Idealisierung unter vereinfachenden Annahmen und fiihrt damit
zu Ergebnissen, die die Realitét nicht exakt wiedergeben kénnen. In
Beispiel 1.1 ist auf kleiner Skala in Anbetracht der Bodenpordsitét
und des Gerélls die Lochberandung nicht wirklich der Graph einer
punktweise definierten Funktion. Das verwendete Modell der Loch-
Funktion entspricht also bereits einer Mittelung auf einer Makroskala,
die unter anderem im Verhéltnis zu den Abstédnden der MefSpunkte zu
rechtfertigen ist.

zu 2) Datenfehler: Im mathematischen Modell werden oft Daten eingesetzt
(z. B. Parameter), die aus physikalischen Messungen oder empirischen
Untersuchungen stammen. Diese Daten sind in der Regel, z. B. durch
MefBungenauigkeiten, mit Fehlern behaftet. Im vorliegenden Beispiel
1.1 liegen MeBungenauigkeiten in der Bildauflosung und in der Boden-
beschaffenheit.

zu 3) Verfahrensfehler: Ein numerisches Losungsverfahren produziert selbst
bei exakter Rechnung die Losung haufig nur ndherungsweise. Eine
Quadraturformel wie in Beispiel 1.1 liefert nicht den exakten Wert
des Integrals, sondern nur eine Ndherung, deren Genauigkeit vom Typ
der Quadraturformel und vom Integranden abhéngt. Derartige Fehler
nennt man Diskretisierungsfehler oder Verfahrensfehler.

zu 4) Bei der Realisierung eines numerischen Verfahrens, d. h.bei der Durch-
fithrung einer Sequenz von Rechneroperationen (Algorithmus), treten
schlielich Rundungsfehler auf.

Bei einer numerischen Simulation gilt es, diese Fehlertypen zu kontrollieren
und (moglichst) zu minimieren. Im folgenden Beispiel werden diese Fehler-
quellen nochmals angedeutet.

Beispiel 1.2. Problem: Als ,technische Aufgabe“ geht es um die Konstruk-
tion eines Taktmechanismus zu einer vorgegebenen Taktzeit T > 0. Ein mogli-
cher Ansatz ist, dies mit Hilfe eines Pendels zu realisieren. Dann geht es um
die Bestimmung der erforderlichen Anfangsauslenkung eines Pendels zu einer
vorgegebenen Schwingungsdauer T. Mit T ist also die Zeit gemeint, die das
Pendel braucht, um in die Ausgangslage zuriick zu schwingen.

Wir untersuchen dazu ein um eine feste Achse drehbares Pendel mit der
Pendelldnge ¢ = 0.6 m. Als Modell nehmen wir das sogenannte mathemati-
sche Pendel, wobei folgende Idealisierungen gemacht werden: Die Schwingung
verlduft ungeddmpft (keine Reibungskriifte), die Aufhingung ist massefrei,
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und die gesamte Pendelmasse ist in einem Punkt konzentriert. Es ist klar, dafl
es aufgrund dieser Idealisierungen Modellfehler gibt. Mit Hilfe der Newton-
schen Gesetze (Actio gleich Reactio — Kraft = Masse x Beschleunigung) kann
die Dynamik des mathematischen Pendels durch die nichtlineare gewohnliche
Differentialgleichung

¢"(t) = —csin(d(t)),  c:= %, (1.1)
mit den Anfangsbedingungen

p(0) =z, ¢'(0) =0, (1.2)

beschrieben werden (s. Abb. 1.2). Die Parameter g, £, x sind die Fallbeschleuni-
gung (g = 9.80665 ms~2, in den Formeln verzichten wir jedoch auf die Angabe
der Einheiten), die Pendellinge (¢ = 0.6 m) und die Anfangsauslenkung = als
Winkelmaf$}. Im allgemeinen sind diese Parameter bereits mit Datenfehlern
behaftet.

Abb. 1.2. Mathematisches Pendel

,Differentialgleichung® bedeutet hier, daf3 die gesuchte unbekannte Funktion
o(t) = ¢(t,z) — der vom Pendel zur Zeit ¢ angenommene Winkel bei Anfangs-
auslenkung x und vorheriger Ruhelage — dadurch gekennzeichnet ist, daf sie
mit ihrer zweiten Ableitung nach ¢ iiber die Relation (1.1) verkniipft ist. Man
redet hier speziell von einer Anfangswertaufgabe, da die Differentialgleichung
(1.1) durch sogenannte Anfangsbedingungen (1.2) ergénzt wird. Ohne diese
Anfangsbedingungen (1.2) kann man keine eindeutige Losung erwarten, da
mit ¢(t) auch n(t) := ¢(t + a) fiir jedes feste a € R (1.1) erfiillt. Man sagt,
die Differentialgleichung hat die Ordnung zwei, da die zweite Ableitung als
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hochste auftritt. Die Anfangsbedingungen legen die Ausgangssituation des
dynamischen Vorgangs fest. Die erste Anfangsbedingung ¢(0) = x gibt an,
welchen Winkel das Pendel zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit der Vertikalen bildet.
Die Geschwindigkeit des Pendels ist durch die erste Ableitung nach der Zeit ¢
gegeben. Die zweite Anfangsbedingung ¢'(0) = 0 in (1.2) besagt also gerade,
daB sich das Pendel zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Ruhelage befindet. Man beach-
te, dafl die Vorgabe von zwei Anfangsbedingungen der Ordnung der Diffe-
rentialgleichung entspricht. Die Theorie gew6hnlicher Differentialgleichungen
liefert Aussagen, unter welchen Bedingungen allgemein Anfangswertaufgaben
des Typs (1.1), (1.2) auf welchem Zeitintervall eine eindeutige Losung be-
sitzen. Dazu wird in einem spéteren Kapitel etwas mehr zu sagen sein. Die
Losung ¢(t) (falls sie existiert) gibt also den Winkel an, den das Pendel zum
Zeitpunkt ¢ mit der vertikalen Achse bildet. Es ist klar, dafl wenn man die
Anfangsauslenkung = dndert, sich auch die Winkelposition zum Zeitpunkt ¢
andert, d.h., die Losungsfunktion ¢ héngt auch von der Anfangsbedingung
ab. Wir driicken dies aus, indem wir schreiben ¢(t) = ¢(t;x) — der Winkel,
der sich zur Zeit ¢ bei einer Anfangsauslenkung ¢(0, z) = z einstellt.

Nun wird in unserer Aufgabe nicht primir nach der Losungsfunktion
¢(t,x) sondern nach einem geeigneten Anfangswert z* gefragt, der gera-
de eine vorgegebene Schwingungsdauer T, zum Beispiel T = 1.8, realisiert.
Fiir kleine z-Werte, also kleine Werte fiir den Winkel ¢(t), kann man wegen
sing =~ ¢ die Differentialgleichung (1.1) durch die lineare Differentialglei-
chung ¢”(t) = —c $(t) annithern. Die Losung dieser Differentialgleichung mit
Anfangsbedingungen $(0) = 2, ¢'(0) = 0 ist

d(t) = x cos(v/c t).

Die Dauer einer Schwingung ist in diesem Fall T = o2 ~ 1.55 (Sekunden),
unabhéngig von z. Fiir grole xz-Werte ist die Linearisierung sin ¢ ~ ¢ nicht
mehr sinnvoll. Fiir 2 = 7 (horizontale Ausgangsposition des Pendels) wurde
die Aufgabe (1.1)-(1.2) mit einer numerischen Methode mit hoher Genauig-
keit gelost. Das Ergebnis wird in Abb. 1.3 gezeigt.

Man stellt fest, dal die Schwingungsdauer in diesem Fall etwa 7" = 1.9 be-
tragt. Man kann zeigen, daf§ fiir z € (0, ), die Funktion © — T'(z) monoton
ist. Wegen T'(x) ~ 1.55 fiir kleines x und T'(3) ~ 1.9 gibt es ein eindeuti-
ges z* € (0, %), wofiir T'(z*) = 1.8 gilt. Unsere Aufgabe ist es, dieses z* zu
bestimmen. Aufgrund der Symmetrie der Bewegung ist die gesamte Schwin-
gungsdauer T, wenn das Pendel zum Zeitpunkt 7'/4 gerade senkrecht steht,

also ¢(T'/4,x) = 0 gilt. Definiert man also

f(z) == p(T/4,2) = $(0.45, x), (1.3)

so lduft unser Problem der Takterkonstruktion auf die Bestimmung der Null-
stelle * € (0, §) dieser (nur implizit gegebenen) Funktion f hinaus

fz*) =0. (1.4)
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Abb. 1.3. Bewegung des Pendels fiir z = 5

Dies nennt man ein Nullstellenproblem. Nullstellenprobleme als Format von
Gleichungen treten in vielfiltigen Zusammenhéngen auf und bilden eine zen-
trale Thematik dieses Buches.

Die géngigen, in spéteren Abschnitten zu behandelnden numerischen Ver-
fahren zur Losung von Nullstellenproblemen haben die gemeinsame Eigen-
schaft, dal sie (mindestens) auf Funktionswerte (bisweilen auf Ableitungs-
werte) der Funktion f zuriickgreifen. f ist aber im vorliegenden Fall nicht
explizit bekannt. Der Wert f(x) ist wegen (1.3) die Losung der Differenti-
algleichung zum Zeitpunkt T'/4 = 0.45 bei Anfangsauslenkung z, d.h., die
Auswertung von f an der Stelle z, verlangt selbst wieder als Unteraufgabe die
Losung der Anfangswertaufgabe (1.1), (1.2). Diese Losung ist wiederum nicht
explizit iiber einen analytischen Ausdruck darstellbar. Sie kann nur numerisch
und damit selbst nur ndherungsweise ermittelt werden. Ein Algorithmus zum
Entwurf des Taktmechanismus konnte also so angelegt werden, dafl als Un-
terroutine ein numerisches Verfahren zur Losung von Anfangswertaufgaben
gegebenenfalls wiederholt aufgerufen wird, um dariiber die eigentliche Auf-
gabe, das Nullstellenproblem (1.4), zu losen. Numerische Ldsungsmethoden
fiir Anfangswertaufgaben werden ebenfalls in diesem Buch vorgestellt. Neben
der Konstruktion derartiger Verfahren wird wieder die Fehlerschitzung eine
wichtige Rolle spielen, deren Bedeutung im vorliegenden Beispiel evident ist.

Solch ein Losungsverfahren produziert im vorliegenden Fall eine Naherung
P(T/4,x) der exakten Losung ¢(T'/4,x), wobei die Abweichungen von der
exakten Losung wieder durch Rundungsfehler bei der Ausfithrung der betref-
fenden Algorithmen sowie durch Diskretisierungsfehler #hnlich wie bei der
Quadratur hervor gerufen werden.
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Abb. 1.4. Berechnete Werte ¢(0.45,z) ~ f(x)

Einige berechnete N#dherungslosungen (5(0.45, x) fiir 41 dquidistante Anfangs-
werte = zwischen 0 und 1.6 werden in Abb. 1.4 gezeigt. Mit numerischen Me-
thoden, die in diesem Buch behandelt werden, kann man die Nullstelle z* der
Funktion f(z) anndhern. Sofern die berechneten Werte die exakten Verhélt-
nisse hinreichend genau widergeben, wire die gesuchte Anfangsauslenkung
etwa z* = 1.48.

Abgesehen von der Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit der Lésung
von (1.1), (1.2), stellen sich in Bezug auf die angesprochene Genauigkeit und
damit Aussagekraft des berechneten Resultats folgende Fragen. Besagte Null-
stellenverfahren zur Losung von (1.4) produzieren eine Folge von N#herungen
x; fiir ¥, die wieder iiber Auswertung von f gewonnen werden. Sie sind
demnach mit Fehlern behaftet. Selbst wenn im néichsten Schritt die Differen-
tialgleichung exakt gelost wiirde, fragt sich, wie sensitiv die Losung von der
eingeschleppten bzw. durch Rundung bedingten Storung des Eingabewertes
2 abhéngt, und wie sich dies weiter auf die Nullstellenbestimmung auswirkt.
Offensichtlich wére eine Rechnung sinnlos, wenn selbst bei exakter Rechnung
kleine (unvermeidbare) Datenstérungen unkontrollierbare Variationen im Er-
gebnis bewirken wiirden. Diese Frage nach der Quantifizierung des Einflusses
von Storungen der Eingabedaten (bei exakter Rechnung) ist die Frage nach der
Kondition des betreffenden Problems. Sich ein Bild von der Kondition eines
Problems zu machen, sollte also der gesamten Fehleranalyse eines speziellen
Algorithmus vorausgehen, da die Kondition angeben soll, welche Ergebnis-
schwankungen unvermeidbar sind. Insofern liefert die Kondition die Meflatte
fiir den Genauigkeitsrahmen, den dann ein konkreter Algorithmus einhalten
sollte. Es macht keinen Sinn, vom Algorithmus Fehlertoleranzen zu verlangen,
die deutlich unterhalb der durch die Kondition markierten Schranken liegen.
Es wire andererseits natiirlich schon, wenn der durch den Algorithmus pro-



1 Einleitung 9

duzierte Fehler in etwa dieser Groflenordnung bliebe. Dies ist die Frage nach
der Stabilitit eines Verfahrens. Die Konzepte Kondition eines Problems und
Stabilitit eines Algorithmus werden im folgenden Kapitel eingehender disku-
tiert, und ziehen sich dann als Grundlage fiir die Bewertung der Ergebnisse
numerischer Simulationen durch die gesamten Entwicklungen in diesem Buch.
Dies betrifft zum Beispiel die stetige Abhdngigkeit der Losung einer Differen-
tialgleichung von den Anfangswerten, ein Thema, das wir im Zusammenhang
mit der Behandlung von Anfangswertaufgaben wieder aufgreifen werden.
Zum Schlufl noch ein wichtiger Hinweis. Die wiederholt notwendige Losung
der Anfangswertaufgabe (1.1), (1.2) bei gegebenen Anfangsdaten (z,0) spielt
hier insofern nur eine mittelbare Rolle, da eigentlich der Anfangswert z* selbst,
also ein Modellparameter gesucht wird. Uber die Verwertung der Ergebnisse
der ,, Vorwiértsrechnungen® zur Losung von (1.1), (1.2) (im Verlauf des Null-
stellenverfahrens) wird erst auf den richtigen Anfangswert z* | zuriickgeschlos-
sen*. Man spricht deshalb auch von einem inversen Problem. Inverse Probleme
sind haufig deshalb delikat, da sie aufgrund der haufigen Vorwértsrechnungen
aufwendig sind und (anders als im vorliegenden Fall) meist extrem schlecht
konditioniert sind, also hochst sensibel auf Datenstorungen reagieren. A

Wie in diesen Beispielen nur unzureichend angedeutet wird, geht der eigent-
lichen numerischen Behandlung die geeignete mathematische Modellierung
physikalisch-technischer Prozesse voraus, die oft die Ausgestaltung numeri-
scher Methoden enorm prégen kénnen. Dies wird exemplarisch in Kapitel 12
nochmals aufgegriffen.

Dennoch bietet diese Monographie in erster Linie eine methodenorientierte
Einfiihrung in die Grundlagen der Numerischen Mathematik. Es geht dabei
nicht um die umfassende Behandlung spezieller komplexer Anwendungspro-
bleme, sondern um die Entwicklung einer Reihe numerischer Methoden, die
immer wieder als algorithmische ,,Bausteine“ zur Losung komplexerer, im Be-
reich des wissenschaftlichen Rechnens oft auftretender Problemstellungen her-
angezogen werden. Die wichtigsten Themen sind:

Verfahren zur Lésung von linearen und nichtlinearen Gleichungssystemen,
Ausgleichsrechnung,

Interpolation,

numerische Integration und Differentiation,

Berechnung von Eigenwerten,

numerische Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen,
numerische Losung von partiellen Differentialgleichungen,
Losungsverfahren fiir grofle diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme.

Wir beschrianken uns somit auf die Erarbeitung von grundlegenden Prototy-
pen typischer Verfahren, die als Module in komplexen realistischen numeri-
schen Simulationen auftreten. Diese Abstraktion oder Reduktion auf Kernele-
mente birgt nun eine Reihe von Schwierigkeiten. Zum einen geht der direk-
te Zusammenhang zu einer realistischen tatséchlichen Anwendungssituation



10 1 Einleitung

verloren. Insofern kénnen die meisten Beispiele, die der Rahmen des Buches
erlaubt, nur den schematischen Ablauf eines Verfahrens illustrieren. Das blofle
Lernen oder Nachvollziehen von Beispielen reicht aber nicht. Es ist auch wich-
tig zu verstehen, warum ein bestimmtes Verfahren in einer vorliegenden Si-
tuation vorzuziehen ist, oder warum verschiedene Verfahren gewisse Effekte in
bestimmten Situationen aufweisen. Es geht um die Vermittlung von Konzep-
ten und damit auch von abstrakteren Zusammenhéngen, die soweit verstan-
den werden sollten, dafl eine Anpassung an eine konkrete Anwendungssitua-
tion moglich ist bzw. dal erkannt wird, welches numerische Losungsverfahren
iiberhaupt fiir ein konkretes Problem angemessen ist. So gibt es zum Beispiel
ganz verschiedene Methoden zur Losung von Gleichungssystemen, deren Aus-
wahl wesentlich von Gréfle und Struktur des Problems abhéngt. Eine zweite
Schwierigkeit liegt nun darin, dafl oft eine Vielfalt mathematischer Ansétze
ins Spiel kommt und das nétige Verstédndnis erworben werden muf}, ohne eine
vollstdndige mathematische Analyse durchfiihren zu kénnen. Man wird also
vielfach auf rigorose Beweise verzichten miissen.

In diesen Buch werden fiir unterschiedliche Problemstellungen (wie z. B. das
Losen eines linearen Gleichungssystems, die Berechnung eines Integrals, die
Bestimmung von Eigenwerten) folgende Themen behandelt:

Kondition (= Empfindlichkeit fiir Storungen) eines Problems.

Wichtige numerische Losungsverfahren.

Stabilitét (= Empfindlichkeit fiir Stérungen) der Losungsverfahren.
Effizienz (= Anzahl der Rechenoperationen, Speicherbedarf) der Losungs-
verfahren, d. h., der numerische Aufwand, der n6tig ist, um mit dem jewei-
ligen Verfahren eine gewiinschte ,,Losungsqualitéit®, sprich Genauigkeit
zu erzielen.
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Fehleranalyse: Kondition, Rundungsfehler,
Stabilitat

Die Durchfithrung von Algorithmen auf digitalen Rechenanlagen fithrt stets
zu Fehlern. Die Fehler im Ergebnis resultieren sowohl aus den Datenfehlern
(oder Eingabefehlern) als auch aus den Fehlern im Algorithmus ( Verfahrens-
fehlern und Rundungsfehlern). Gegeniiber Datenfehlern sind wir im Prinzip
machtlos, sie geh6ren zum gegebenen Problem und kénnen oft nicht vermieden
werden. Bei den Fehlern im Algorithmus haben wir jedoch die Moglichkeit,
sie zu vermeiden oder zu verringern, indem wir das Verfahren veréndern. Die
Unterscheidung dieser beiden Arten von Fehlern wird uns im folgenden zu den
Begriffen Kondition eines Problems und Stabilitit eines Algorithmus fithren.

Datenfehler

Fehler im Algorithmus Fehler im Resultat

Abb. 2.1. Arten von Fehlern

2.1 Kondition eines Problems

Die mathematische Analyse der Fehlerverstiarkung bei Datenfehlern beruht
auf dem Konzept der Kondition eines Problems. Dies ist zunéchst unabhdngig
von einem speziellen Losungsweg (Algorithmus) und gibt nur an, welche Ge-
nauigkeit man bestenfalls (bei exakter Rechnung) bei gestorten Eingangsdaten
erwarten kann.
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Um dies etwas préaziser beschreiben zu koénnen, fassen wir den ,,mathemati-
schen Prozef3“ oder das ,Problem* als Aufgabe auf, eine gegebene Funktion

fiXoY (2.1)

an einer Stelle z € X auszuwerten. Wie man am Beispiel 1.2 sehen konnte,
kann eine solche Auswertung eine komplexe Struktur haben, z. B. die Lésung
einer Differentialgleichung verlangen. Grundlegende Mechanismen lassen sich
allerdings schon anhand folgender einfacher Beispiele identifizieren und ana-
lysieren.

2.1.1 Elementare Beispiele

Beispiel 2.1. Die Berechnung der Multiplikation von x; und x fiihrt auf die
Auswertung der Funktion f(z1,22) = 2172, wobei hier X = R? Y = R ist.

A

Beispiel 2.2. Die Berechnung der Summe von z; und x5 fiihrt auf die Aus-
wertung der Funktion f(x1,72) = x1 + T2, wobei hier X = R2Y = R ist.
A

Beispiel 2.3. Man bestimme die kleinere der Nullstellen der Gleichung
y? =2y + 12 =0,

wobei 22 > x5 gelten soll. Die Losung y* 1#it sich dann mit Hilfe der Formel

y' = flar,a2) = 21— \Jaf — o
auswerten. In diesem Fall gilt X = { (z1,22) € R? | 2¥ > 25}, Y =R. A
Beispiel 2.4. Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden:

Gr={(y1,y2) €R? | a1y + a1 oy2 = x1 }
Go = {(y1,92) € R? | a21y1 + az2y2 = 72 },

wobei = (z1,22)7 € R? und die Koeffizienten a; ; fiir i,j = 1,2 gegeben
seien. Schreibt man kurz
A= (@11 012 :
a1 a2,2

so ist der Schnittpunkt y = (y1,y2)7

Gleichungssystems

von GG1 und G» offensichtlich Losung des

Ay = x.

Falls also A nichtsingulir ist (Determinante det A # 0), d. h., die beiden Ge-
raden sind nicht parallel, so ist u gerade durch

y=A"lz
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gegeben. Hier besteht das Problem also in der Auswertung der Funktion
fla) = Aa,

d.h. X =Y = R2. Selbstverstindlich miite man gegebenenfalls auch die Ein-
trige der Matrix A als moglicherweise fehlerbehaftete Problemdaten einbezie-
hen. Diesen allgemeineren Fall werden wir spater in Abschnitt 3.2 betrachten.

A

Beispiel 2.5. Es soll das Integral

1oy
I, = / dt
o t+5
fiir n = 30 berechnet werden. Fiir die Zahlen I,, (n = 1,2,...) gilt die Rekur-
sionsformel

1 -1 1
" 4 5t 1
In+5In,1=/ ;dt:/ "l = =,
0 t+5 0 n

Durch die Rekursion
1
JoeR, J,=—-——-5J,-1, n=1,2,...,30,
n

wird eine Funktion f: R — R, f(Jy) = J3o definiert. Das Problem besteht in
der Auswertung dieser Funktion an der Stelle Ij:

Io=f() = f(n(Z), X =Y=R.

Schematisch hat man also folgenden Rahmen:

Eingabedaten Ausgabedaten
ieX, Problem, Prozef3 y=f(# ey
; ;
die mit Fehlern mit Fehlern
Az = & — x behaftet sind Ay = f(Z) — f(z)

Es geht nun darum, den Ausgabefehler Ay ins Verhéltnis zum Eingabefehler
Ax zu setzen.

Wodurch dieses Verhiltnis im Beispiel 2.4 geprégt ist, kann man sich auf
intuitiver Ebene folgendermaflen klar machen. Dazu nimmt man an, dafl die
rechte Seite z des Systems Ay = x, also die Problemdaten, mit Fehlern be-
haftet ist. Variation von x wird die Geraden G; und G5 etwas verdndern.
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A A

Abb. 2.2. Kondition bei der Bestimmung des Schnittpunktes

Man kann also bestenfalls zwei diinne Schlduche angeben, die die wirklichen
Geraden enthalten. Der Schnittpunkt liegt demnach im Durchschnitt dieser
Schlduche (siehe Abb. 2.2).

Falls sich die Geraden fast senkrecht schneiden, sind die Fehler im Ergebnis
y = A"1% = f(¥) von der Gréfenordnung der Eingabefehler # selbst, da der
Schnitt der Schlduche fast ein Quadrat ist, dessen Seitenlénge in der Groflen-
ordnung der Schlauchdicke liegt. Da das Ergebnis in diesem Quadrat liegt,
ist seine Genauigkeit etwa von der selben Giite wie die der Daten. Sind die
Geraden jedoch fast parallel, d. h., ist A fast singulér, werden die Fehlerschran-
ken relativ zur Schlauchdicke (d.h. zu den Eingabefehlern) beliebig schlecht,
da das Ergebnis nun irgendwo in einem langezogenen Parallelogramm liegt
und damit eine grofle Schwankungsbreite aufweist. Der linke Fall ist also gut
konditioniert, wihrend der rechte Fall schlecht konditioniert ist.

Wie man derartige Uberlegungen mathematisch exakt und damit quantifizier-
bar formuliert, ist im Falle X = Y = R klar. Die Schwankungsbreite um die
exakte Eingabe (Input) z (und analog beim Output y) la8t sich durch ,,Um-
gebungen“ der Form {Z € R : |z — | < €} beschreiben. Das Verhéltnis der
Groflen von Output- und Inputumgebung mifit dann die Sensitivitdt unter
Storungen.

Im Allgemeinen werden die Mengen X,Y aber komplexerer Natur sein.
In obigen Beispielen tauchten Euklidische Rdume der Dimension > 1, also
Mengen von Vektoren, auf. In Beispiel 1.2 ging es um die Lésung von Dif-
ferentialgleichungen, also um Mengen von Funktionen. Um auch in diesem
allgemeineren Rahmen Sensitivitdten analog behandeln zu kénnen, benttigt
man zwei Strukturkonzepte. Zum einen sind gestorte und exakte Daten zu
vergleichen. Dazu bildet man Differenzen. In den Mengen X,Y miissen also
so etwas wie additive Verkniipfungen definiert sein. Dies liefert gerade das
Konzept der Vektorrdume im Rahmen der Linearen Algebra. Fiir die Zwecke
dieses Buches wird dies vollig ausreichen. An dieser Stelle sollte man sich in
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Erinnerung rufen, wie die Vektorraumverkniipfungen im Falle des Euklidi-
schen Raumes aber auch im Falle eines Funktionenraumes wie C(I) (Raum
der stetigen Funktionen iiber dem abgeschlossenen Intervall I C R) konkret
aussehen.

Zum anderen mufl man dann solche Differenzen bemessen kénnen, ihre
,Grofle also durch eine nichtnegative Zahl ausdriicken. Kurz, man braucht
also einen Ersatz fiir den Absolutbetrag. Die Rolle des Absolutbetrages in die-
sem allgemeineren Rahmen wird von Normen {ibernommen. Wir werden dar-
auf in den folgenden Abschnitten niher eingehen und im Laufe der Diskussion
einige relevante Fakten in Erinnerung rufen, die aus der Hoheren Mathematik
bekannt sind und in folgenden Kapiteln vielfach verwendet werden.

2.1.2 Bemessen, Normen

Aufgrund der offensichtlich zentralen Bedeutung des Begriffs der Norm fiir
jedwede Art von Fehlerschitzungen, seien hier kurz die Definition sowie einige
elementare Fakten dazu in Erinnerung gerufen. Sei V' ein K-Vektorraum, d. h.
ein Vektorraum iiber dem Korper K. Wir werden stets nur K = R oder K = C
benutzen. Ohne Spezifikation ist stets K = R gemeint.

Definition 2.6. Eine Abbildung || - || : V — R heifit Norm auf V, falls

(N1)  ||v|| 20,V v eV und ||v|| =0 impliziert v = 0;
(N2)  Fir allea € K,v € V gilt |Jav|| = |al ||[v||;
(N3)  Fiir alle v,w € V gilt die Dreiecksungleichung

[v 4+ w|| < [|v]| + [Jw]].

Wenn eine Norm auf V' definiert ist, nennt man V oft einen linearen normier-
ten Raum.

Eine Abbildung f eines linearen normierten Raumes V' mit Norm || - ||y
in einen linearen normierten Raum W mit Norm || - ||y heiit Lipschitz-stetig,
falls eine Konstante L — die Lipschitz-Konstante — existiert, so daf} fiir alle
vyw €V gilt || f(v) — f(w)||lw < L|jv—w||y. Lipschitz-Stetigkeit ist also etwas
starker als Stetigkeit, sozusagen , fast Differenzierbarkeit®, da Differenzenquo-
tienten || f(v)— f(w)||w /||lv—wl||y durch die Lipschitz-Konstante L beschrinkt
bleiben.

Bei einem durch eine Lipschitz-stetige Abbildung beschriebe-
nen Problem 148t sich also die absolute Kondition des Problems
gleichmdfig durch die Lipschitz-Konstante beschrinken.

Wie beim Absolutbetrag folgt nun insbesondere aus (N3), daf§

ol = wll| < o —wl,  v,weV, (2.2)
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gilt, vgl. Ubungsaufgabe 2.4.1. Dies besagt insbesondere, da8 jede Norm ei-
ne Lipschitz-stetige Abbildung mit Lipschitz-Konstante eins vom jeweiligen
Vektorraum in R ist.

Wegen v = v—0 kann man ||v|| auch als ,, Abstand“ von v zum Nullelement
in V interpretieren. In der Tat hat dist(v,w) := |jv — w|| die Eigenschaften
einer ,, Distanz* von zwei Elementen. Der Begriff der Distanz ist allerdings
allgemeiner und nicht nur auf (normierte) Vektorrdume anwendbar. Insofern
liefern Normen spezielle Distanzbegriffe.

Fiir eine gegebene Norm || - || auf V' kann man dann mit

KH.H(U,G) = {’LU eV: ||U - w|| < 6}

(offene) || - |-, Kugeln* um v mit Radius e definieren.

Nun kann man ein und denselben Vektorraum durchaus mit unterschied-
lichen Normen ausstatten. Verschiedene Normen kénnen dann geometrisch
unterschiedliche Kugeln induzieren, sieche Ubungsaufgabe 2.4.2.

Beispiel 2.7. Definiert man die co- oder Sup-Norm

|Z||oo := max |z;|, z€K",
1=1,..., n

(2.3)
£l i= £l = max | £(2)], 1 € CD),

bestétigt man mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag leicht,
dafl damit Normen auf den Vektorrdumen K™ bzw. C(I) definiert sind. A

Es kostet etwas mehr Miihe zu zeigen, daf fiir 1 < p < oo auch mit

n 1/p
[z == (Z Ixil”> , wekn,
=1

(2.4)

1/p
£l = Wl = ([ 1w a)™, reca,

Normen auf K™ bzw. C(I) — die sogenannten p-Normen — gegeben sind. Der

Fall p = 2 verdient besondere Beachtung, da die sogenannte Euklidische Norm

genau die Euklidische Distanz eines n-Tupels vom Ursprung angibt. Die ent-

sprechenden Kugeln Kj(z,¢) = K. ,(z,€) sind dann (fiir n = 3) Kugeln im

eigentlichen Sinne, siche Ubung 2.4.2. Zudem wird die Euklidische Norm (oder

2-Norm) || - ||z durch das kanonische Skalarprodukt

||£L'||2 = (x’x)l/Qa (J/', y) = xTy = inyh (25)
i=1

induziert.
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Bemerkung 2.8. Sei V ein linearer Raum (iiber R) mit einem Skalarprodukt
(v)v : V xV — R. Dann ist

o]y = (v,0)/? (2.6)

stets eine Norm auf V. Beispielsweise ist f; f(t)g(t) dt ein Skalarprodukt auf

C(la, b)), das die Norm || f|l2 = (f; f)? dt)1/2 als kontinuierliches Analogon
zu (2.5) induziert. Die Eigenschaften (N1), (N2) sind fiir (2.6) (und insbeson-
dere auch fiir (2.4)) leicht zu verifizieren. Lediglich (N3) verlangt eine zusétz-
liche Uberlegung. Dies folgt allgemein fiir (2.6) aus der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung:

(v, w)v| < lvllvllwllv, vweV, (2.7)

die wohlbekannt sein sollte. Damit ergibt sich ndmlich
lo+wl} = (v +w,0+w)y = (0,0)y + 2(v,w)y + (w,w)y
— oll? + 20wy + [l 2 ol + 2l ol + ol
= (vl + [lwllv)?,
woraus (N3) folgt. A

Beispiel 2.9. Ubrigens sollte man beim Begriff , endlich-dimensionaler Vek-
torraum® nicht nur an R™ denken. Die Menge

m
1, = {Zaixi | a; ER}
i=0

der reellen Polynome vom Grade hochstens m ist ebenfalls ein R-Vektorraum
der Dimension m + 1. Die Monome m;(z) := %, i = 0,...,m, dienen hier
als Basis (ein System von Elementen, deren Linearkombinationen den ganzen
Raum ausfiillen und die linear unabhingig sind). II,,, 148t sich z. B. folgender-
mafen normieren. Man fixiere ein Intervall, z.b. I = [0, 1] und verwende die
Sup-Norm fiir Funktionen

1] = 1Py = mase |P(2)]

A

Wozu braucht man {iberhaupt unterschiedliche Normen? — Nun, um bei der
Bemessung unterschiedliche Effekte zu priorisieren. Bei der Sup-Norm || - ||co
besteht man darauf, da§ alle Komponenten eine gewiinschte Genauigkeit
erfiillen. Reskaliert man die p-Normen, indem man durch die Anzahl der Kom-
ponenten dividiert, sieht man, dafl dann ein Mittelungseffekt stattfindet, der
umso stirker wird, je kleiner p wird. Hier kénnten also einzelne Komponen-
ten Ausreifler enthalten, wobei immer noch eine gegebene Toleranz in einer
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solchen Norm eingehalten wird. Kurz, es kommt oft auf die jeweilige Aufga-
benstellung an.

Unter Umstéinden ist es jedoch fiir viele qualitative Aussagen unerheblich,
welche Norm man verwendet. In solchen Fillen werden wir den Bezug in der
Notation oft unterdriicken. Hierzu triagt insbesondere folgendes Ergebnis bei,
das aus der ,Hoheren Mathematik* vertraut sein sollte. Es benutzt wesent-
lich, daf3 abgeschlossene und beschriankte Mengen in endlich-dimensionalen
Réumen kompakt sind, was fiir unendlich-dimensionale Rdume nicht gilt.

Satz 2.10. Auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V sind alle Nor-
men dquivalent. Das heifit, zu je zwei Normen || - ||«, || - ||+« exzistieren be-
schrainkte, positive Konstanten c,C, so daf

cllvlls« < ollss < Cllvlls fiir alle v € V. (2.8)

Wozu sich im Hinblick auf Satz 2.10 nun erst recht in der Numerik mit
verschiedenen Normen herumschlagen, wo man doch am Ende nur mit dis-
kreten und damit endlich-dimensionalen Problemen zu tun hat? Der Grund
liegt darin, dafl hinter vielen diskreten Problemen ein kontinuierliches und
damit unendlich-dimensionales Problem wie etwa eine Differentialgleichung
steht (vgl. Beispiel 1.2). Es stellt sich dann heraus, dafl eine in Hinsicht
auf Effizienz, Genauigkeit und Stabilitéit angemessenen numerische Methode
diesem ,,unendlich-dimensionalen“ Charakter des Hintergrundproblems Rech-
nung tragen muf. Dabei kann dann die Wahl der Norm eine wichtige Rolle
spielen. Hierzu beachte man, daff die beiden Normen in (2.8) umso &hnlicher
sind, je kleiner der Quotient der Aquivalenzkonstanten C' /c ist. Man bestéitigt
nun leicht, daf z. B.

Izl < llzll2 < Vnllzlles, = €R, (2.9)

gilt und daB man diese Abschidtzung nicht verbessern kann. Die obere Kon-
stante C' héngt also in diesem Fall von der Dimension n ab und die Kon-
stante C/c wichst mit der Wurzel der Dimension. Die Normen driften also
bei grofler werdender Dimension auseinander. Dies ist typisch. Bei steigenden
Genauigkeitsanspriichen wichst aber typischerweise die Dimension der Dis-
kretisierung. Je ndher man also dem Hintergrundproblem durch wachsende
Genauigkeit kommt, umso relevanter wird die Auswahl der jeweils richtigen
Norm.

2.1.3 Relative und Absolute Kondition

Sind also nun X, Y normierte lineare Rdume, bezeichnen wir die zugehérigen
Normen generisch mit || - ||x, || - ||y. Fiir eine Fehleranalyse und die Quantifi-
zierung des Konditionsbegriffs sind dann folgende Gréfien von Interesse:



2.1 Kondition eines Problems 19

absolute Fehler:  ||Az|x, |Ay|y ,

A A
relative Fehler:  §, = I xHX, y = [Aylly
]l x lylly

Mit der relativen/absoluten Kondition eines (durch f beschriebenen) Pro-
blems bezeichnet man nun das Verhéltnis
Oy | Aylly

—=  bzw.
Oz | Az| x

des relativen/absoluten Ausgabefehlers zum relativen/absoluten Eingabefeh-
ler — also die Sensitivitédt des Problems unter Stérung der Eingabedaten.
Wenn man {iber die Kondition eines Problems spricht, wird meistens die re-
lative Kondition gemeint. Ein Problem ist umso besser konditioniert, je
kleinere Schranken fiir §,/d, (mit é, — 0) existieren. Offensichtlich ist die
absolute Kondition eng mit dem Begriff der Ableitung verkniipft, die gerade
die Sensitivitit einer Funktion in Bezug auf Anderungen des Arguments mifit.

Beachte:

Die Kondition beschreibt eine Eigenschaft des Problems selbst und nicht die
Qualitédt einer speziellen Losungsmethode, da exakte Auswertung von f vor-
ausgesetzt wird (in Beispiel 2.2: exakte Summenbildung). Die Kondition sagt
also, mit welchen unvermeidlichen Fehlern man (bei Stérung der Daten) in
jedem Fall (selbst bei exakter Rechnung) rechnen mu8.

2.1.4 Relative Konditionszahlen skalarwertiger Probleme

Wir kommen nun zur quantitativen Prézisierung des Konditionsbegriffes, d. h.
zu berechenbaren Groflen fiir die Kondition. Falls die ein gegebenes Problem
beschreibende Funktion f skalarwertig ist, d. h.

f:R" > R,

und eine explizite Formel fiir f vorliegt (wie in den Beispielen 2.1, 2.2, 2.3),
148t sich die Fehlerverstéirkung relativ einfach abschétzen. Da Y = R, nehmen
wir natiirlich ||+ ||y = |-|, wihrend wir die Norm || - || fir X = R™ unspezifiziert
lassen. Bevor wir fiir diesen Fall die relative Konditionszahl herleiten, werden
zwei Hilfsmittel eingefiihrt, ndmlich das Landau-Symbol und die Taylorent-
wicklung, die hier und an vielen anderen Stellen in diesem Buch verwendet
werden.
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Landau-Symbol

Wir betrachten zwei Funktionen g,h : R™ — R™. Seien || - ||ge und || - ||gm
Normen auf R™ bzw. R™. Sei g € R™. Wenn es Konstanten C > 0, § > 0
gibt, so dafB fiir alle z mit ||z — z¢||g» < ¢ die Abschétzung

g(2)[lrm < C||h(z)]|rm

gilt, sagt man ,, g ist von der Ordnung grof8 O wvon h fir x gegen xy“. Dafiir
wird oft die Notation

g9(x) = O(h(z))  (z — o)
verwendet.
Beispiel 2.11. Fiir n =m =1 gilt
sinz = O(z) (z— a) firalle a e R,
2 +3z=0(x) (xz—0),
P —2x—-6=0(x—-3) (r—3).
Firn=2,m =1, g(z1,22) = 23(1 — x2) + (23 + z1)(1 — 2?) gilt

g(x1,29) = Oy +23)  ((z1,22) — (0,0))
g(w1,72) = O(|1 — 21|+ 1 —22|)  ((w1,22) — (1, 1)) .

A
Taylorentwicklung
Fiir hinreichend oft differenzierbares f : R — R gilt
(@) = f(@) + f'(x)(@ —z) + %(5@ —z)’ 4.
+ f((]];__l)l(;) (& — )1 4 %(i‘ —z)k,

wobei £ eine Zahl zwischen  und z ist. Das Polynom

@ (4
D)

SED (@) k-1
5 )

—z)P 4.+ (F -2

pk—l(i‘) = f(m)—l—f’(:c)(i‘—x)—i— (k*l)!

wird das Taylorpolynom vom Grad k — 1 in x genannt. Fiir kK = 1 erhélt man
als Spezialfall den Mittelwertsatz

f(@) = f(z)

T—x

= f'(€),
wobei ¢ eine Zahl zwischen  und z ist. Oft wird die Darstellung

f(@) =per(B) + O(E — 2*) (2> )

verwendet.
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Fiir hinreichend oft differenzierbares f : R™ — R gilt

)
16) = 1)+ Y. gL @)@ - )
. fl (2.10)
) 3o =)@ ) + O —al}), 7=z
Setzt man kurz
T

Vi) = (8(,;;?) ey 6(3);(?) Gradient,

f(x) = (gigij)n B Hesse-Matriz,
lafit sich (2.10) kompakt auch folgendermafien schreiben:

F(&) = £(2) + (VF@) (@~ ) + (&~ )" /@)~ 2) + O(|z — ).

Wir werden jetzt die Taylorentwicklung fiir eine quantitative Prézisierung der
Kondition einer zweimal differentierbaren Funktion f : R™ — R verwenden.
Aus der Taylorentwicklung ergibt sich

f@) = f@) + (V@) @ - 2)+ Oz —2[?), (@ — ).

Ist insbesondere ||z — z|| klein, d.h., liegen Z und z nahe beieinander, ver-
nachléssigt man hiufig die Terme zweiter Ordnung und schreibt

F(@) = (@) + (Vf(2)" @ - a), (2.11)

um anzudeuten, dafl beide Seiten nur in den Anteilen nullter und erster Ord-
nung iibereinstimmen. Aus (2.11) folgt dann

f ( Z T
632] ) T
Definiert man also die Verstdrkungsfaktoren
Of(x)
di(x) = s Ry (2.12)
I ozx;  f(x)
erhilt man
f(”c)f(_ )f(“”) = Y g - HH (2.13)
T T
~———— Jj=1 Hﬁ—’
rel. Fehler Fehler- rel. Fehler
der Ausgabe N der Eingabe
verstiarkung
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und damit ein Zusammenhang zwischen relativem Eingabefehler

~ ~ T
5 = Tr1 — X1 Ipn — Tn
z 1= RN
T In

und dem relativen Ausgabefehler. Da der Eingabefehler vektorwertig ist (X =
R™), hiingt eine Konditionsabschiitzung von der Wahl der Norm ab, mit der
man §, mifit. Wihlt man zum Beispiel die 1-Norm (p = 1 in (2.4)), ergibt
sich

n

’W’ < hpe (@)Y

Jj=1

mit ke (2) = Kl (2) = max | ()]

Tj —Tj

i (2.14)

Wiirde man 4, in der Sup-Norm messen wollen (vgl. (2.3)), miifite man

n

Ko () =D 16;(2)] = |6(x)lh

j=1

definieren und erhielte

< kL (2)]|60 ]l o (2.15)

= "rel

’f(f) — fx)
f(z)

Der Einfachheit halber konzentrieren wir uns im Folgenden auf die Variante
Krel (@) = Ko (@)

Das Problem ist umso besser konditioniert, je kleiner .. (z) ist. Die Zahl
Krel(z) heiBt die (relative) Konditionszahl des Problems f an der Stelle 2 und
beschreibt die maximale Verstirkung des relativen Eingabefehlers.

Ein besonders einfacher Fall ergibt sich noch, wenn n = 1 ist, die Funktion
f also nur von einer Variablen abhingt, X =Y = R. (2.13) erhélt dann die
Form

(2.16)
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Beispiel 2.12. Gegeben sei die Funktion

2

fR—=R, flzx)=e.
Fiir die relative Konditionszahl erhalt man
.
f(x)

Daraus folgt, daf diese Funktion fiir |x| klein (grof) gut (schlecht) konditio-
niert ist. Zum Beispiel:

= 622,

f'(z)

Kipel(2) =

x=0.1, £ =0.10001

S, lifﬁ’)—f@) —6.03%107°
‘ﬁ’ — 10-* f(z) :
r=4, I =4.0004

L) fx)—f(®) = 9.65 * 1073
|@| — 104 f(z) :

Im ersten Fall hat man Fehlerdampfung, im zweiten dagegen Fehlerverstér-
kung. An diesen Resultaten sieht man, dafl tatséchlich

el

gilt. Ist [z — 7| ,,zu groB®, dann gilt das Resultat (2.17) i.a. nicht mehr, z. B.
fiir = 4, & = 4.04 gilt [2=%| = 1072 und

Rl
aber f,q () = 96. A

r—x

R Kyl (2) = 627 (2.17)

T

r—x

= 162.4,

X

Wir erinnern uns, dafl auch die elementaren Rechenoperationen in diesen Rah-
men fallen und diskutieren als néchstes deren Kondition. Dazu bezeichne d,,
die relativen Fehler der Groflen x, g gegeniiber den exakten Werten z,y, d. h.,

bzw.
T=2(146:), §=y(1+4,).

Ferner nehmen wir an, dafl [0;],]d,| < € < 1. Fiir die Beispiele 2.1, 2.2, 2.3
erhalten wir folgende Resultate:
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Beispiel 2.13. (Multiplikation)

= (z1,)",  f(x) = 2120, aafiff) = 1o, %fi;m) =,
j(z) = ?(fj =1, j=12

Daraus folgt, daf8 £, (7) = 1 (von x unabhéngig!). Die Multiplikation ist also
fiir alle Eingangsdaten gut konditioniert. Fiir die Multiplikation f(x1,x2) =

2129 ergibt sich aus (2.14) dann
T1Tg — T1T2 _ f(Z1,%2) — fz1, x2) <k T1 — 11 Ty — T2
Flar,2) = Prel

<1 (16, ] + 100 ]) < 26

T1T2 T X2

A

Fir die Division gilt ein &hnliches Resultat, wobei nur eine Verstérkung des re-
lativen Fehlers um einen beschriankten Faktor auftritt (£, < 1: Ubung 2.4.4).

Beispiel 2.14. (Addition)

T
= (r1,22)", f(x)=m1+ 22, 0t " o ,
of(x) = T ,
) = . = 5 = 1,2.
¢;(@) or; flx) =+ J
Daraus folgt
I X9
= . 2.18
() = max {| 2] |22/} (215)

Mit f(x1,22) = 21 + 22 gilt dann
_ ‘f(ihjZ) — f(z1,72)

f(z1,22)
< Frel ( ) < Kpel 2€-

1 —x
Fiir die Addition zweier Zahlen mit gleichem Vorzeichen ergibt sich k., < 1.
Hingegen zeigt sich, daf§ die Subtraktion zweier anndhernd gleicher Zahlen
schlecht konditioniert ist. In diesem Fall gilt ndmlich |z + 25| < |a;| fiir
i = 1,2, so daf kpe(x) > 1 ist. Der Faktor k., a8t sich dann nicht mehr
durch eine Konstante abschétzen. Insbesondere kann dieser Faktor sehr grof3
werden, wenn x; &~ —xs ist. In diesem Beispiel wird auch klar, daf§ die Kondi-
tion des Problems stark von der Stelle x, an der die Funktion ausgewertet wird
(Wert der Eingangsdaten), abhéngen kann. Im Gegensatz zur Multiplikation
und Division ist also die Addition (von Zahlen entgegengesetzten Vorzeichens)
problematisch, da die relativen Fehler enorm verstirkt werden kénnen. Diese
Tatsache wird sich spéter im Phénomen der sogenannten Ausldschung fithren-
der Ziffern niederschlagen. VAN

(il + .f?z) — (Il + 332)
xr1 + T2

Ty — T2

T X2
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Beispiel 2.15. (Nullstelle) Bestimmung der kleineren Nullstelle y* der qua-
dratischen Gleichung y? — 221y + 22 = 0 unter der Voraussetzung z? > wy:

r=(z1,22)", flz)=a21— Vi —x =y
Of(x)  Jrxi—mp—x -y df () 1

- K
x4 Vi — Vi — Oz 2\/x? — x9
-y 1 —

brlw) = =T = T
i —xo ¥ 2l —
6o (2) To x1+\/x%fx2 1 1¢>()
2x - - = - — — 1x;
WA -1 2w 2 2

bei der vorletzten Umformung wurde y*(z1 + /2?7 — x3) = x2 verwendet.
Bei diesem Problem héngt die Kondition stark von der Stelle (x1,z2) ab.
Beschrankt man sich z.B. auf den Fall zo < 0, so sieht man sofort, dafl
|p1(x)| < 1 und kpop(z) < 1. Werden dagegen Eingangsdaten xo ~ z7 ange-
nommen, so erhalten wir |¢1(z)[ > 1 und damit s o > 1. A

In den bisher betrachteten Fillen galt fiir den Bildbereich stets Y = R. In Bei-
spiel 2.4 ist nun das Problem charakterisiert durch eine Funktion f : R? — R?
(also nicht R®™ — R), und in Beispiel 2.5 ist keine explizite Formel fiir
f : R — R bekannt. Trotzdem ist in diesen beiden Beispielen die Konditi-
on relativ einfach zu analysieren, weil f eine lineare Abbildung ist, in Beispiel
2.4 reprisentiert durch die (2 x 2)-Matrix A~!. Obgleich wir im Folgenden
linearen Abbildungen meist in Form von Matrizen begegnen werden, ist es
aus folgenden Griinden sinnvoll, die Kondition linearer Abbildungen in einem
etwas abstrakteren Rahmen zu diskutieren. Zum einen sind die Argumente im
Wesentlichen gleich und bringen dadurch den Kern der Sache besser zum Vor-
schein. Zum anderen werden dadurch diverse spitere Anwendungen bequem
abgedeckt.

2.1.5 Operatornormen, Konditionszahlen linearer Abbildungen

Im Folgenden seien X, Y lineare normierte Rdume (iiber R) mit Normen ||| x,
I ly- Zunéchst konnen damit z. B. Euklidische Rdume, Polynomréume oder
allgemeinere Funktionenriume gemeint sein. Eine Abbildung £ : X — Y heifit
bekanntlich linear, falls fiir x,z € X und «, 8 € R gilt

Loz + fBz) = al(z) + BL(2). (2.19)

Beispiel 2.16. (a) Sei Y = II,,, der Raum der Polynome vom Grade < m
iiber R, siehe Beispiel 2.9. Die Abbildung

L:R™ — T, definiert durch L(a) := Zaixi, a e R™HL
i=0
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ist eine lineare Abbildung von R™*! in I1,,, die jedem (m + 1)-Tupel eine
entsprechende Linearkombination der Monome zuordnet.

(b) Sei I = [a,b] € R und xq € I fest. C*(I) bezeichne den Raum der k mal
stetig differenzierbaren Funktionen auf I (ein R-Vektorraum). Die Abbildung
5(’;) :C(I) — R, definiert durch 6;’3)(1“) = ) (a0)

X

ist linear, wie man leicht iiberpriift. Lineare Abbildungen, deren Bildbereich
der Korper ist, hier R, nennt man auch lineare Funktionale. A

Beispiel 2.17. Formal besteht der Raum K™*" der (m x m)-Matrizen iiber
dem Korper K aus Objekten der Form

big - bin
B = (biyj)’,“:” = s bi,j c K.

i,j=1 "
bm,l e bm,n

Wir werden vornehmlich K = R betrachten. Da das Matrix-Vektor-Produkt
Bz fiir x € R™ bekanntlich einen Vektor in R™ produziert, dessen i-te Kom-
ponente durch (Bz); = Z?zl b; jx; gegeben ist, priift man sofort nach, daf
B :R™ — R™ in der Tat eine lineare Abbildung definiert.

Wie aus der Hoheren Mathematik bekannt ist, umfafit die Menge R™*"
alle linearen Abbildungen von R™ nach R™. VAN

Zuriick zum allgemeinen Fall. Die Menge der linearen Abbildungen Lin(X,Y)
bildet beziiglich der iiblichen additiven Verkniipfung wieder einen R-Vektor-
raum. Diesen kann man wieder mit einer Norm ausstatten. Hier interessieren
wir uns nun fiir eine Norm, die das Abbildungsverhalten von L bewertet und
daher auf natiirliche Weise fiir Konditionsbetrachtungen von Bedeutung ist.

Legt man zunéchst wieder eine Norm || - || x fiir X und eine Norm || - ||y fiir
Y fest, so gibt die sogenannte Abbildungs- oder Operatornorm von L an, wie
die Abbildung £ die Einheitskugel K| (0, 1) verformt, wenn man die Bilder

unter dieser Abbildung in der Bildnorm || - ||y mift:
1£llx—y = S 1£(@)[ly- (2.20)
xr X:l

Man sagt, £ ist beschrinkt, wenn || L] x_y endlich ist. Nun gilt fiir ein belie-
biges z € X, daB ¥ = z/|[z][x € K. (0,1). Wegen (N2) in Definition 2.6 gilt
aber ||£(Z)|ly = ||£(z)|ly/||z||x. Deshalb ist die Definition (2.20) &dquivalent

zu
L]l x—y = sup £@)lly (2.21)
z#0 lzllx

Daraus wiederum folgt sofort folgende wichtige Eigenschaft

[£@)ly < [£lx-ylzllx, ¥V zeX. (2.22)
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Bemerkung 2.18. Fiir die Identitdt I : X — X gilt bei Verwendung gleicher
Normen fiir Bild und Urbild stets

Hx = lx-x = sup [Iz[x =1, (2.23)

z||x=1
A

Bemerkung 2.19. Fiir lineare Abbildungen gibt es folgenden wichtigen Zu-
sammenhang zwischen Beschranktheit und Stetigkeit:

’ Eine lineare Abbildung ist beschriankt genau dann, wenn sie stetig ist.

Es sei daran erinnert, was ,stetig in diesem allgemeinen Rahmen heifit: Zu
x € X und € > 0 gibt es ein ¢’ = &'(x,¢) > 0, so daB ||L(z) — L(2)|ly < ¢,
fir alle ||z — 2'||x <¢€’. Wegen der Linearitit gilt

1£(z) = L")y = [1£(z = 2")ly < [Lllx—vllz —2"]|x,

d.h., wenn L beschriankt ist, ist £ sogar Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante ||£||x—y. Die absolute Kondition einer linearen Abbildung ist so-
mit gerade durch die entsprechende Abbildungsnorm ||£]|x—y gegeben. A

Wenn eine lineare Abbildung in Form einer Matrix gegeben ist, lassen sich die
Operatornormen oft explizit ausrechnen.

Bemerkung 2.20. Sei wieder speziell X =R", Y € R™ und B € R™*" eine
(m xn)-Matrix. Stattet man sowohl X als auch ¥ mit der p-Norm fiir 1 < p <
oo aus (siehe (2.3), (2.4)), bezeichnet man die entsprechende Operatornorm

kurz als | B||, := || Bl|x—y. Man bestétigt unschwer, daf
n
I1Blloc = max > |biel, (2.24)
k=1
sowie .
1Bl = max > lbl, (2.25)
k=1
(siche Ubung 2.4.17). Ferner gilt fiir A € R
”AH2 = )‘max(ATA)y (226)

wobei AT die Transponierte von A ist, (d.h. (AT)”. = aj;) und Apax der
grofite Eigenwert ist. A
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Beispiel 2.21. Fiir A = %713 ergibt sich ||A||oc = 5 und ||A]|; = 4. Die
5 =5

. T
Eigenwerte der Matrix A*A = (_5 10

> kann man iiber

5—XA =5
det( 5 10_)\):0 <~ 5-AN(10—-X)—-25=0

bestimmen. Also

1 1
M= 5(15 - 5V5), Ay = 515+ 5V5),

und damit [|All2 = 4/5(15 + 5V/5). A

Jede lineare Abbildung von einem n-dimensionalen in einen m-dimensionalen
Vektorraum 148t sich (iiber Basisdarstellungen in diesen Réumen) durch ei-
ne (m x n)-Matrix darstellen. Aus der Aquivalenz von Normen auf endlich-
dimensionalen Rdumen (Satz 2.10) und (2.24) kann man schliefilich ablei-
ten, dafl jede lineare Abbildung von einem endlich-dimensionalen in einen
unendlich-dimensionalen linearen Raum beschrinkt und damit stetig ist.

Da#f fiir letztere Aussage die Endlichdimensionalitdt wesentlich ist, zeigt
folgendes Beispiel.

Beispiel 2.22. Den Raum C'(I) kann man mit der Norm |[|f|cip) :=
maxo<;<i ||f(j)||LOO(I) ausstatten, siehe Beispiel 2.16. Man iiberpriift leicht,

daf} die lineare Abbildung (Funktional) (59%) von C'(I) in R beschrinkt und
damit stetig ist, wenn man C'(I) mit der Norm | f||c1(;) ausstattet. Das
Funktional ist nicht beschréinkt (und deshalb nicht stetig), wenn man C*([)
nur mit der Norm || - || (r) versieht, vgl. Ubung 2.4.22. Im Falle unendlich-
dimensionaler Rdume — und solche tauchen immer auf, wenn z. B. Differential-
oder Integralgleichungen im Spiel sind — ist also die Wahl der Norm wesentlich.

A

Nachdem wir gesehen haben, daf sich die absolute Kondition einer linearen
Abbildung durch die entsprechende Operatornorm abschitzen 148t, wenden
wir uns jetzt der relativen Kondition linearer Abbildungen zu. Dies verlangt
eine Abschitzung von

L(z)-L T —
le@ — L@y o 15—l
1£(z) |y [l x
N—— N——
Ausgabefehler Eingabefehler

Man sieht sofort, dafl die linke Seite unendlich werden kann (die Kondition
also unendlich und somit mehr als miserabel ist), wenn es ein & # 0 gibt,
so dafl £(z) = 0 ist. Wir miissen dies also ausschlieffen. Dies heifit gerade,
daB die Abbildung injektiv sein mufl, damit eine endliche Kondition vorliegen
kann, was wir von nun an annehmen wollen.
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Satz 2.23. Unter obigen Voraussetzungen gilt

1£(E) — L))y IZ — ollx
Ne@) = L@y ooy 12 = 2lx 2.27
1£()[ly A E >
wobei
Ve
0= sjurfmnX,l I£@)ly : I£]x—y (2.28)
inf =1 [£@)ly — nfje= [1£@)]y

k(L) wird (relative) Konditionszahl von L (beziiglich der Normen ||| x, |||y )-
Offensichtlich gilt stets
k(L) > 1. (2.29)

Wenn insbesondere £ : X — Y bijektiv ist, also die Umkehrabbildung £
von Y nach X existiert, dann erhdlt man

(L) = 1L x—yI£7 ly—x. (2.30)
Beweis: Wegen der Linearitét und (2.22) erhélt man (vgl. Bemerkung 2.19)
1£(2) = L(@)]ly = [I£(E = 2)lly < [£lx-v [ - 2[x. (2.31)

Andererseits ergibt sich aus (N2) und (2.19)

R U I P |
@y ~ Tallx @y~ Telx 1@/l
1 1

< " . 2.32
Telx oy e s 2@y (2.32)

Multipliziert man die linke bzw. rechte Seite von (2.31) mit der linken bzw.
rechten Seite von (2.32), ergibt sich die Abschitzung (2.27).
Falls nun £! existiert, gilt

- £ Wlx  v=£@) ]| x
1£ 1HYHX = sup = sup
y#0 llylly 220 [|1L(2)[ly
o L@ [ly : !
= ( inf ————— = inf ||[L(x ,
(93750 HI’HX ) (Hxszl || ( )HY)
woraus die Behauptung folgt. g

Bemerkung 2.24. Man kann natiirlich formal den Wert x(£) = oo in (2.28)
zulassen, um die Konditionszahl auch fiir lineare Abbildungen zu definieren,
die nicht beschrankt oder nicht injektiv sind. A
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Kondition einer Basis:

Eine wichtige Spezifikation ist die Kondition einer Basis. Dazu sei V ein li-
nearer n-dimensionaler Raum mit Basis & = {¢1,..., ¢, }. In spéteren An-
wendungen konnen die ¢; Polynome oder sogenannte Spline-Funktionen sein.
Die Koordinaten-Abbildung (sieche Beispiel 2.16)

L:R" =V, La)=) a;e; (2.33)
j=1

ordnet jedem n-Tupel a € R™ die entsprechende Linearkombination beziiglich
der gegebenen Basis @ in V zu. Man bestétigt leicht, dafy £ eine lineare Abbil-
dung ist. Dafl @ ein Erzeugendensystem ist, also ganz V aufspannt, bedeutet,
daf} die Abbildung £ surjektiv ist, also als Bild ganz V hat. Die lineare Un-
abhéingigkeit der Elemente einer Basis sichert, daf§ £ injektiv ist, dafl also
L(a) = 0 gerade a = 0 impliziert. Also ist £ bijektiv, d.h. L~ existiert (und
ist wieder linear, siche Ubung 2.4.18).

Man denke wieder an V als einen Funktionenraum. Dann stellt £ gerade
einen eindeutigen Zusammenhang zwischen Funktionen in V', also Objekten,
mit denen der Rechner nicht unmittelbar umgehen kann, und Tupeln von
Zahlen her, also Objekten, die der Rechner verarbeiten kann. Aus praktischer
Sicht ist es dann aber wichtig, zu wissen, wie sich eine Stérung der Koeffizi-
enten a; auf die Funktion £(a) auswirkt und umgekehrt. Sei || - ||y eine Norm
fiir V und sei || - || eine Norm fiir R”, z. B. eine p-Norm, (2.4). Unter der Kon-
dition der Basis @ (beziiglich der Normen || - ||, ]| - ||v/) versteht man dann die
Konditionszahl der Koordinatenabbildung

K(P) == k(L). (2.34)

Bemerkung 2.25. Sei fiir ¢,V wie oben £ durch (2.33) gegeben. Dann ist
die relative Konditionszahl der Koordinaten-Abbildung £ (bzgl. der gewihlten
Normen fiir R™ und V') gerade durch

r(£) =min {C/lel | |ellal < I ajé;llv < Cllall ¥aeR"}  (2.35)

Jj=1

charakterisiert (vgl. Ubung 2.4.21). Die Kondition einer Basis ist also der mi-
nimale Quotient von Konstanten, die die Koeffizientennorm mit der Norm fiir
V koppeln. Je kleiner x(®) umso stiirker ist die Kopplung zwischen Koeffizi-
enten und Funktion, also umso besser.

Gelten insbesondere folgende Bedingungen:

e |vllv = (v,v)"/?, wobei (-,-) ein Skalarprodukt fiir V" ist,

e & ist eine Orthonormalbasis, d.h.

(¢]7¢k> :6j,ka Jak: 17"'7’”" (236)
o Auf R™ wird die Euklidische Norm verwendet, d.h. || - || = | - ||2,
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dann gilt k(®) = 1, d. h., Orthonormalbasen sind optimal konditioniert, siche
Ubung 2.4.21. A

Folgende Konsequenzen obiger Uberlegungen sollte man sich einprigen.

Bemerkung 2.26. (i) Die Zahl k(L) ist eine obere Schranke fiir die relative
Kondition des Problems der Auswertung der Funktion £(z). Sie ist (aufgrund
der Linearitdt von L) unabhdngig vom speziellen Auswertungspunkt z und
wird oft (relative) Konditionszahl von L (bzgl. || - ||x, | - |ly) genannt.

(ii) Die Zahl k(L) héngt von den gewihlten Normen || - ||v, | - |[w ab.

(iii) Fiir beschrinktes £ ist k(L) schon definiert, wenn £ nur injektiv ist. Eine
wichtige Anwendung wird rechteckige Matrizen B € R™*™ betreffen, wenn
m > n gilt. B ist dann injektiv, genau dann wenn B wvollen Rang hat, d.h.,
wenn die Spalten von B linear unabhdngig sind.

(iv) Falls £ bijektiv ist, also £71 existiert, haben £ und £~! wegen (2.30)
dieselbe Konditionszahl !

(v) Eine Hilfe fiir die Anschauung bietet folgende

Geometrische Interpretation:

(2.28) sagt, daB x(L£) das Verhéltnis von mazimaler Dehnung zur
starkstmaglichen Stauchung der Einheitskugel K., (0,1) unter
der Abbildung £ : z — L(x) ist, jeweils gemessen in der Bild-
Norm || - ||y, sieche Abb. 2.3.

AN e .
N

Abb. 2.3. Geometrische Interpretation von x(A)

Matrizen

Wie bereits angedeutet wurde, bilden Matrizen eine wichtige Klasse von li-
nearen Abbildungen und obige Konzepte werden vornehmlich auf Matrizen
angewandt werden. Es lohnt sich also, einige Spezialisierungen hervorzuhe-
ben. Falls A € R™"*" eine quadratische invertierbare Matrix ist, werden wir
fiir die p-Normen, 1 < p < oo, folgende Kurzschreibweisen benutzen:

kip(A) = ”AHPHA_lnp‘ (2.37)
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Der Ausgangspunkt der Diskussion war das lineare Gleichungssystem in Bei-
spiel 2.4, das in folgenden allgemeineren Rahmen paft.

Bemerkung 2.27. (Lineares Gleichungssystem) Ein System von n li-

nearen Gleichungen a; 121 + a;222 + -+ + ajnxy = b, 1 = 1,2,...,n,
in den Unbekannten # = (1,...,7,)7 liBt sich in kompakter Form als
Az = b schreiben, wobei A = (a;;);';—; € R"™" die Koeffizientenmatrix

und b = (by,...,b,)T € R"™ der Vektor der ,rechten Seite“ ist. Falls det A # 0
gilt, ist die Losung durch o = A~1b gegeben, wobei A~! € R"*" die Inverse
von A ist. Wendet man Satz 2.23 auf £ = A~! an, besagt (2.27) daB sich
fiir eine gegebene Norm || - || der relative Fehler ||Z — z||/|z| der Losung des
gestorten Problems AZ = b durch das s-fache des relativen Eingabefehlers,
also k(A)||b — b||/||b]|, abschiitzen 158t.

Achtung! Wegen Bemerkung 2.26 (iv) 148t sich sowohl die relative Kondi-
tion der Anwendung einer invertierbaren Matrix A € R"*™ auf einen Vektor,
y — Ay, als auch die relative Kondition der Losung des Gleichungssystems
Az = b bei Stérungen der rechten Seite durch dieselbe Konditionszahl x(A)
(bzgl. der entsprechenden Norm) abschétzen. A

Wir illustrieren dies anhand von Beispiel 2.4.
Beispiel 2.28. Die Bestimmung des Schnittpunktes der Geraden

6u1 + 1.997uy = 4.003,

(fast parallel!) ergibt das Problem u = A~1b mit
3 1.001 1.999
A= <6 1.997> , b= (4.003) '
Die Losung ist u = (1, —1)T. Wir berechnen den Effekt einer Stérung in b:

o (), e

Man rechnet einfach nach, daf3

P —1 (1.997 —1.001 o (04004
T 0.015 \ —6 3 ’ —\ 08 /-

Als Norm wird die Maximumnorm genommen: ||z|| = ||z]/c := max; |z;|. Es
gilt
1b—blls  3%1073
|z]le  4.003

~7.5%1074 (Storung der Daten)

und . s
u||—||u|0o - T =18 (Anderung des Resultats).
u o0
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Die relative Anderung des Resultats ist also viel grofer als die relative Stérung
in den Daten. Diese schlechte Kondition des Problems wird quantifiziert durch
die grofle Konditionszahl der Matrix A :

Aol A" loo = 47982 . A

Im obigen Beispiel wurden lediglich die Komponenten der rechten Seite als
Daten betrachtet, die Storungen unterworfen sind. Im Allgemeinen wird man
auch mit Storungen in den Eintrdgen der Matrix A zu tun haben. Auch da-
bei wird die Konditionszahl k(A) eine zentrale Rolle spielen. Dies wird in
Abschnitt 3.2 niher diskutiert.

Wir wenden uns nun nochmals dem Beispiel 2.5 zu.

Beispiel 2.29. (Integralberechnung iiber Rekursion) Sei Iy ~ Iy ein
gestorter Startwert. Dann ist f(Iy) = I39 das Resultat der Rekursion

. 1 -
I,=——5,_1, n=12,...,30.
n

Fiir das Resultat ohne Stérung, Iso = f(lp), gilt

1
L= —5li1, n=12...30. (2.38)
Daraus folgt, dafl
Isp — Isg = —5(Iz9 — Ing) = 5°(Iog — Ins) = ... = 5*°(Io — Io)
und damit
[f(To) = f(To)| _ T30 = Iso| _ 5°°|1o| |Io — Io]
|f(Lo)] 30| [Z30] o]
Fiir den gesuchten Wert I3q gilt
1 30 1
T 1 1
Iso| = I30 = de < = 0de = — 2.39
[I30| = I30 /03:4—5 x75/0x T = Ter (2.39)
also 10
57| 30 1,6 _ 22
Kpal = Taol > 155 %57 In(2) = 2.6 * 10°°.
30

Dieses Problem ist also sehr schlecht konditioniert: ein relativer Fehler von
10716 in Iy (z.B. Rundungsfehler) bewirkt einen relativen Fehler in der
GroBenordnung 106 in f(Iy) = Is0.

Auf einer Maschine mit Maschinengenauigkeit 2 x 107¢ (d.h., der rela-
tive Rundungsfehler ist beschrinkt durch 2 * 10716, siehe §2.2.2) liefert die
Rekursion (2.38) die Resultate in Tabelle 2.1.

Wegen der Abschéitzungen 0 < I3y < 1= aus (2.39) ist es klar, daff das
berechnete Resultat vollig unbrauchbar ist, wie es schon zu erwarten war! A
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Tabelle 2.1. Integralberechnung iiber Rekursion

n I, n I,
0] 1.8232156e—01 16 9.8903245e—03
1| 8.8392216e—02 17 9.3719069¢—03
2 | 5.8038920e—02 18 8.6960213e—03
3| 4.3138734e—02 19 9.1514726e—03
4| 3.4306330e—02 20 4.2426370e—03
5| 2.8468352e—02 21 2.6405862e—02
6 | 2.4324906e—02 22 | —8.6574767e—02
7| 2.1232615e—02 23 4.7635209e—01
8 | 1.8836924e—02 24 | —2.3400938e+-00
91 1.6926490e—02 25 1.1740469e+01
10 | 1.5367550e—02 26 | —5.8663883e+01
11| 1.4071341e—02 27 2.9335645e+02
12 | 1.2976630e—02 28 | —1.4667466e+03
13 | 1.2039925e—02 29 7.3337673e+03
14 | 1.1228946e—02 30 | —3.6668803e+04
15| 1.0521935e—02

Bemerkung 2.30. Bei der Ermittlung von Konditionszahlen kommt es meist
weniger auf den genauen Zahlenwert an, sondern mehr auf die Gréflenordnung.
Man will ja wissen, welche Genauigkeit man beim Ergebnis einer numerischen
Aufgabe erwarten kann, wenn die Daten mit einer, nur ungefihr bestimmten,
Genauigkeit vorliegen. A

2.2 Rundungsfehler und Gleitpunktarithmetik

Neben Fehlern bei der Datenaufnahme resultieren Datenstérungen bereits
aus Rundungseffekten beim FEinlesen in digitale Rechenanlagen. Auch die
Durchfiihrung von Rechenoperationen auf digitalen Rechenanlagen fithrt stets
zu weiteren Rundungsfehlern. In diesem Abschnitt sollen einige elementare
Fakten diskutiert werden, mit deren Hilfe sich derartige Fehler und ihre Aus-
wirkungen auf die Ergebnisse numerischer Algorithmen einschétzen lassen.

2.2.1 Zahlendarstellungen

Man kann zeigen, daB fiir jedes feste b € N, b > 1, jede beliebige reelle Zahl
x # 0 sich in der Form

z= :l:(idjbj) % b° (2.40)

darstellen 148t, wobei der ganzzahlige Exponent e so gewihlt werden kann,
daf dy # 0 gilt.
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Auf einem Rechner lassen sich nur endlich viele Zahlen exakt darstellen. Die
Menge dieser Zahlen bezeichnet man héufig als Maschinenzahlen.

Bei numerischen Berechnungen wird fast ausschliefllich die sogenannte
normalisierte Gleitpunktdarstellung (floating point representation) verwendet.
Sie ergibt sich, grob gesagt, aus (2.40), indem man in der Summe nur eine end-
liche feste Anzahl von Stellen zuléfit und den Wertebereich des Exponenten e
beschriankt. Diese Darstellung hat die zu (2.40) analoge Form

x=f*b° (2.41)

wobel

e b e N\ {1} die Basis (oder Grundzahl) des Zahlensystems ist,
e der FEzxponent e eine ganze Zahl innerhalb gewisser fester
Schranken ist:
r<es<R,

e die Mantisse f eine feste Anzahl m (die Mantissenlinge) von
Stellen hat:

f=x0d...dn, d; €{0,1,...,b—1} fiiralle j.

Um die Eindeutigkeit der Darstellung zu erreichen, wird fiir
x # 0 die Forderung d; # 0 gestellt (Normalisierung).

Mit dieser Darstellung erhélt man somit

m

acz:l:(Zdjb_j) * b .

j=1
Wegen der Normalisierung gilt
< fl <. (2.42)
Beispiel 2.31. Wir betrachten als Beispiel die Zahl
123.75 = 1%20 4+ 152% + 152 + 1523 + 022 + 1521 + 1520 4 15271 4 14272
=2T(1#27 4+ 1272 £ 14273 4 15271 + 04275 +
1270 4+ 1277 4 15278 4 15279).
Diese Zahl wird in einem sechsstelligen dezimalen Gleitpunkt-Zahlensystem

(b =10, m =6) als
0.123750 = 103

dargestellt. In einem 12-stelligen binédren Gleitpunkt-Zahlensystem (b = 2,
m = 12) wird sie als
0.111101111000  2***

dargestellt. A
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Fiir die Menge der Maschinenzahlen mit Basis b, m-stelliger Mantisse und
Exponenten r < e < R wird die Kurzbezeichnung M(b, m, r, R) verwendet.

Mit zamin, 2max sel die betragsmifBig kleinste (# 0) bzw. grofite Zahl in
M(b, m,r, R) bezeichnet. Wegen der Definition der Menge M(b, m,r, R) gilt
(vgl. Ubung 2.4.13)

zyvin = 0.100...0x 0" = pr—1
Tvax = O.aaa...a* b® = (1- b_m)bR7 wobei a =b— 1.

Beispiel 2.32. Die Menge M(2, 48, —1024, 1024) enthilt 247 x 2049 positive
Zahlen, also ist die Anzahl der Zahlen in dieser Menge insgesamt 2 * 247 x
2049 + 1 ~ 5.8 * 10'7. Die betragsmiflig kleinste bzw. gréBite Zahl in dieser
Menge ist 2y = 271920 & 2.8%107399 myax = (1-2748)%21024 ~ 1.8410308,
Schematisch kann diese endliche Teilmenge der reellen Zahlen wie in Abb. 2.4

dargestellt werden. A
gk—48 ok+1-48 ok+2-48
2’671‘ A 2k 2k+1 A 2k+2
0.10...0L%2% 0.11...1%2% 0.10...010%2k+2
ST 7 N 7 S 7
48 48 48

Abb. 2.4. M(2,48, —1024, 1024)

Die meisten Rechner benutzen intern eine Zahldarstellung mit 2 oder einer
Potenz von 2 als Basis. Zum Einlesen von Dezimalzahlen stehen entsprechende
Konvertierungsprogramme zur Verfiigung. Man beachte, dafl selbst wenn die
Eingabedaten genau sind, diese Konvertierung bereits Fehler verursacht. Im
folgenden Abschnitt wird sich die Groflenordnung dieser Fehler kliren.

2.2.2 Rundung, Maschinengenauigkeit

Da die Menge der Maschinenzahlen, d. h. der auf einem Rechner exakt darstell-
baren Zahlen, endlich ist, mufi man i. a. Eingabedaten durch Maschinenzahlen
approximieren. Diese Approximation wird durch sogenannte Reduktionsabbil-
dungen

fl: R — M(b,m,r, R)

geleistet, die jeder reellen Zahl im Intervall [y, Zmax] eine Maschinenzahl
zuordnen. Dahinter verstecken sich lediglich geeignete Rundungsstrategien.
Es soll kurz die Standardrundung erlautert werden. Wir nehmen an, daf die
Grundzahl b gerade ist.
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Standardrundung

x € £[xMmiN, ¥max] habe die Darstellung

T = i(gdjb_j) * b°.

Die Reduktionsabbildung wird definiert durch

(Z’J”:l djb_j) * b® falls dyi1 < %,

(X dsb™7 +b7™) % b falls d > (243)
j=1%j m+1l = 3

fi(z) := £

d. h., die letzte Stelle der Mantisse wird um eins erhoht bzw. beibehalten, falls
die Ziffer in der nichsten Stelle > % bzw. < % ist. Ferner

|z] < zain = (meistens) fl(x) =0

|z| > xmax = f(z) =sign (z)oco oder OVERFLOW.
Beispiel 2.33. In einem Gleitpunkt-Zahlensystem mit Basis b = 10 und Man-
tissenldnge m = 6 erhélt man folgende gerundete Resultate:

x fi(x) |L327I |
+ =0.33333333... 0.333333%10° | 1.0%10°6
V2 =1.41421356 . ... 0.141421 + 10> | 2.5% 10~
e 19 = 0.000045399927 .. .| 0.453999 + 10~* | 6.6 x 107
el = 22026.46579 . .. 0.220265 % 10° | 1.6 %1076
5 =01 0.100000 * 10° 0.0

Im Fall b = 2,m = 10 erhélt man:

o) [ |

xr
+ 10.1010101011 %27 | 4.9x10~*
V2 1 0.1011010100 * 21 1.1%1074
e 101 0.1011111010 x 2~ 111 | 3.3 % 104
e!® | 0.1010110000 * 21111 | 4.8 %« 10~
L 10.1100110011 %2711 | 2.4 %104

A

Aus (2.43) (siehe auch Abb. 2.4) erhilt man leicht folgende Abschétzung fiir
den absoluten Rundungsfehler (Ubung 2.4.14)

—m

[fl(x) — 2| < bTbe. (2.44)

Da die Mantisse aufgrund der Normalisierung stets dem Betrage nach grofier
oder gleich b~ ! ist, folgt fiir den relativen Rundungsfehler
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fi(z) —z|  L5obc bt
‘ T = oble 2 (245)
Die Zahl
bl—m
eps 1= — (2.46)

wird (relative) Maschinengenauigkeit genannt. Diese Zahl charakterisiert das
Auflosungsvermdgen des Rechners. Aus (2.46) schliefit man namlich, dafl eps
gerade die untere Grenze (Infimum) all der positiven reellen Zahlen ist, die zu
1 addiert von der Rundung noch wahrgenommen werden, d. h.,

eps = inf{6 > 0| fi(1+9) > 1}. (2.47)
Die Abschitzung (2.45) besagt ferner, daf} fiir eine Zahl ¢ mit |¢] < eps,
némlich € = W,
fi(z) =2z(1+¢) (2.48)
gilt.

Beispiel 2.34. Fiir die Zahlensysteme in Beispiel 2.33 ergibt sich:
1
b:10,m:6—>eps:§*1075
1
b=2,m=10 — eps = 5*2—9 =9.8x107%

Die Werte fiir den relativen Rundungsfehler ||, mit € wie in (2.48), findet man
in der dritten Spalte der Tabellen in Beispiel 2.33. A

2.2.3 Gleitpunktarithmetik und Fehlerverstirkung bei
elementaren Rechenoperationen

Ein Algorithmus besteht aus einer Folge arithmetischer Operationen, mit de-
nen Maschinenzahlen zu verkniipfen sind. Ein Problem liegt nun darin, dafl
die Verkniipfung von Maschinenzahlen durch eine exakte elementare arithme-
tische Operation nicht notwendig eine Maschinenzahl liefert.

Beispiel 2.35. b=10,m = 3:
0.346 * 10% + 0.785 * 102 = 0.1131 * 103 # 0.113 % 103 A

Ahnliches passiert bei Multiplikation und Division.

Die iiblichen arithmetischen Operationen miissen also durch geeignete
Gleitpunktoperationen €, V € {+,—, x,+}, ersetzt werden (Pseudoarith-
metik). Dies wird i. a. dadurch realisiert, dafl man iiber die vereinbarte Man-
tissenlédnge hinaus geniigend viele weitere Stellen mitfiihrt, nach Exponenten-
ausgleich mit diesen Stellen genau rechnet, dann normalisiert und schlieflich
rundet. Das Anliegen dieser Manipulationen ist die Erfiillung folgender
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Forderung:
Fiir V € {+, —, x, +} gelte

rQy = f(zVy) fir z,y € M(b,m,r, R). (2.49)
Wegen (2.48) werden wir also stets annehmen, da8 fir V € {+, —, x, +}
rQy = (2Vy)(1+¢) fiir z,y € M(b,m,r, R) (2.50)

und ein € mit |e| < eps gilt.

Nichtsdestoweniger hat die Realisierung einer solchen Pseudoarithmetik
eine Reihe unliebsamer Konsequenzen: Zum Beispiel geht die Assoziativitit
der Addition verloren, d.h., im Gegensatz zur exakten Arithmetik spielt es
eine Rolle, welche Zahlen zuerst verkniipft werden. Insbesondere wird sich
eine Eigenschaft wie (2.49) nicht fiir eine Sequenz mehrerer arithmetischer
Operationen aufrecht erhalten lassen.

Beispiel 2.36. Man betrachte ein Zahlensystem mit b = 10, m = 3, und die

Maschinenzahlen
2=6590=0.659 * 10*

y= 1 =0.100* 10!
z= 4 =0.400 * 10!

exakte Rechnung: (z 4+ y) + z = (y + z) + = 6595. Pseudoarithmetik liefert
r®y=0.659%10" und (z®y)®z=0.659x10%

aber

y®z=0.500%10" und (y@2)@®x=0.660 107
Das zweite Resultat entspricht dem, was man durch Rundung nach exakter
Rechnung erhalt. A
Entsprechend gilt auch das Distributivgesetz nicht mehr:
Beispiel 2.37. Fiir b = 10,m = 3, = 0.156 * 102 und y = 0.157 % 10? gilt

(x—y)* (z—y) =0.01
(zoy)® (roy) =0.100% 107",

aber
(zer)o(xey) o (yor)d® (y®y) =—0.100 * 10" A

Bisher haben wir beschrieben, wie Zahlen auf einem Rechner dargestellt wer-
den und daraus einige Konsequenzen fiir eine Rechnerarithmetik abgeleitet.
Insbesondere sieht man, dafl typische Eigenschaften der exakten Arithme-
tik (z.B. Assoziativitit, Distributivitit) nicht mehr gelten. Nun besagte die
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Modellannahme (2.49), daf der relative Fehler einer einzelnen Rechneropera-
tion wegen (2.45) im Rahmen der Maschinengenauigkeit bleibt. In einem Pro-
gramm (Algorithmus) sind aber im allgemeinen eine Vielzahl solcher Operatio-
nen durchzufiithren, so dafl man sich nun weiter fragen muf}, in welcher Weise
eingeschleppte Fehler von einer nachfolgenden Operation weiter verstéirkt oder
abgeschwiicht werden. Dies betrifft die Frage der Stabilitdt von Algorithmen,
die wir im n#chsten Abschnitt etwas eingehender diskutieren werden. Als er-
sten Schritt in diese Richtung werden wir hier zunéchst einige einfache aber
wichtige Konsequenzen aus der Kondition der elementaren Rechenoperatio-
nen und der Tatsache ableiten, daf die entsprechenden Gleitpunktoperationen
nicht exakt sind.

Dazu bezeichne wieder d,, §,, die relativen Fehler der GréBen Z, 7 gegeniiber
den exakten Werten z,y, d.h.z = (1 +6,), ¥ =y(1+ J,). Ferner nehmen
wir an, daB |9z, |dy] <e < 1.

In Beispiel 2.13 hatten wir bereits gesehen, daf3 die relative Konditionszahl
Kye] fiir die Multiplikation f(z,y) = zy den Wert s, = 1 hat. Falls insbe-
sondere |dz|,|0y| < € < eps, bleibt bei der Multiplikation der relative Fehler
im Rahmen der Maschinengenauigkeit, denn aus Beispiel 2.13 folgt

Ty —xy
Ty

< 2 eps.

Fiir die Division gilt ein #hnliches Resultat.

Wie die Analyse der Addition in Beispiel 2.14 gezeigt hat, gilt hier x,. =

zier af’Ty‘}, d.h., der Faktor r o 188t sich nicht mehr durch eine
Konstante abschéitzen. Im Gegensatz zur Multiplikation und Division ist also
die Addition (von Zahlen entgegengesetzten Vorzeichens) problematisch, da
die relativen Fehler enorm verstarkt werden kénnen. Diesen Effekt nennt man
Ausldoschung. Wie sich dies im Zusammenhang mit den FEigenschaften der

Gleitpunktarithmetik auswirkt, verdeutlicht das folgende

max {

)

Beispiel 2.38. (Ausloschung) Betrachte
¢ =0.73563, y=0.73441, x—y=0.00122.
Bei 3-stelliger Rechnung (b = 10,m = 3,eps = 1 x 1072) ergibt sich

() = 0.736, |0,] = 0.50 x 1073

=1
=fl(y) = 0.734, |5,| = 0.56 * 1073.

< &

Die relative Storung im Resultat der Subtraktion ist hier

(& —7) — (v —y) ’ _ ‘0.002 —0.00122

=0.64
x—y 0.00122 ‘ 064,

also sehr grof im Vergleich zu 6,, 6,. Wéhrend also die relativen Fehler der
Eingangsgrofien zunédchst von der Mantissenldnge, also von eps abhéngen,
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sinkt bei der Subtraktion die relative Genauigkeit grob um den Faktor b",

wenn die fithrenden r Ziffern von Minuend und Subtrahend iibereinstimmen.
A

Zusammenfassend:

(zQy) — (zVy)

<eps fir z,y e M((b,m,r,R), Ve {+,—, x,+},
e (b,m,r, ), V€ { )

d. h., die relativen Rundungsfehler bei den elementaren Gleitpunktoperationen
sind betragsmdfig kleiner als die Maschinengenauigkeit, wenn die Eingangs-
daten x,y Maschinenzahlen sind.

Sei f(z,y) = zVy, z,y € R, V € {+,—,x,=} und kra die relative
Konditionszahl von f. Es gilt

Ve{x,+}: kra <1 firalle x,y,
Ve{+,-}: kra>1 wenn |xVy| < max{|z]|,|y|}.

Also liegt keine groffe Fehlerverstirkung bei der Multiplikation und Divisi-
on vor, wihrend bei der Addition und Subtraktion eine sehr grofie Fehler-
verstirkung auftreten kann (Ausléschung).

2.3 Stabilitéit eines Algorithmus

Die tatséchliche numerische Losung des Problems, d. h., die numerische Aus-
wertung der Funktion f in (2.1), besteht natiirlich letztlich aus einer Folge
elementarer Rechenoperationen (Gleitpunktoperationen). Dabei werden in je-
dem Schritt Fehler fortgepflanzt bzw. neue Fehler erzeugt. Zur Einschétzung
der Genauigkeit des Resultats mufl man dies in Betracht ziehen (Fehlerakku-
mulation). Nun 1a8t sich ein und dieselbe Funktion f meist iiber verschiedene
Wege — Algorithmen — auswerten. Beim Entwurf von Algorithmen geht es ne-
ben Effizienzgesichtspunkten auch darum, solche Wege, also Sequenzen von
Gleitpunktoperationen zu bevorzugen, die eine moglichst geringe Fehlerakku-
mulation bewirken.

Stabilitdt:

Ein Algorithmus heif3t gutartig oder stabil, wenn die durch ihn im Laufe der
Rechnung erzeugten Fehler in der Groflenordnung des durch die Kondition
des Problems bedingten unvermeidbaren Fehlers bleiben.

Beispiel 2.39. (Fortsetzung Beispiel 2.3, 2.15) Die Bestimmung der kleineren
Nullstelle, u* = f(a1,a2) = a1 — /a3 — ag 1iBt sich mit folgendem Algorith-
mus bewerkstelligen:
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Algorithmus I:

Y1 = a1a1
Y2 = Y1 —az
Yz = /Y2

*
U =yYs=ar —ys.

Fiir a; = 6.000227, az = 0.01 in einem Gleitpunkt-Zahlensystem mit b =
10, m = 5 bekommt man das Ergebnis

@* = 0.90000 * 1073.

Man sieht, dafl in Schritt 4 Ausléschung auftritt. Rechnet man mit sehr hoher
Genauigkeit, so ergibt sich als exakte Losung

u* = 0.83336  1072.

Da das Problem fiir diese Eingangsdaten ai,as, wie in Beispiel 2.15 oben
gezeigt wurde, gut konditioniert ist, ist der durch den Algorithmus erzeugte
Fehler sehr viel grofler als der unvermeidbare Fehler. Algorithmus I ist also
nicht stabil.

Eine Alternative bietet die Tatsache, dafl die Nullstelle ©* sich dquivalent
als

uw =

az
ai ++/a? —as
schreiben 1483t.
Algorithmus IT:

Y1 = a1 * a1

Y2 = Y1 — a2
Yz = /Y2
Ys =0a1+ys
* az
U =Y =—"
Ya

Hiermit ergibt sich mit b =10, m =5
@* = 0.83333 % 1073.

Hier tritt keine Ausloschung auf. Der Gesamtfehler bleibt im Rahmen der
Maschinengenauigkeit. Algorithmus II ist somit stabil. A

Um auch in komplexeren Situationen die durch einen Algorithmus beding-
te Fehlerakkumulation abschitzen zu konnen, bedient man sich hiufig des
Prinzips der
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Riickwértsanalyse (vgl. Abb. 2.5)

e Interpretiere sdmtliche im Laufe der Rechnung auftretenden
Fehler als Ergebnis exakter Rechnung zu geeignet gestorten
Daten.

e Abschitzungen fiir diese Storung der Daten, verbunden mit
Abschétzungen fiir die Kondition des Problems, ergeben dann
Abschétzungen fiir den Gesamtfehler.

f (exakt)
exakte Daten z f(x)
f (numerisch)
Riickwértsfehler Fehler im Resultat
f (exakt)
gestorte Daten Z f(z) = f(2)

Abb. 2.5. Riickwértsanalyse

Beispiel 2.40. x1, 2, 3 seien Maschinenzahlen in einer Maschine mit Ma-
schinengenauigkeit eps.

Aufgabe: Berechne mit dieser Maschine die Summe S = (z1 + z2) + 3.
Man erhilt wegen (2.50)

S = ((x1 + x2)(1 + €2) + x3) (1 + €3),

mit |e;| <eps, i=2,3. Daraus folgt

S = 171(1 + 62)(1 + 63) + 1‘2(1 + 62)(1 + 63) + .’IJ3(1 + 63)
1'1(1 + € + 63) + 1‘2(1 + e+ 63) + 1‘3(1 + 63)

= 21(1 4 61) + x2(1 + d2) + z3(1 + d3) (2.51)
=: 21 + 22 + T3, (252)

wobei
|01] = |92] = |e2 + €3] < 2 eps, |I5] = |e3| < eps. (2.53)

Die Notation = bedeutet, dai Terme héherer Ordnung (in €) vernachlissigt
werden. Wir sehen, dafl das fehlerbehaftete Resultat S als exaktes Ergebnis
zu gestorten Eingabedaten &; = x;(1 + §;) aufgefalt werden kann.
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Schreibt man f(z) = f(z1,22,23) = 1 + T2 + x3 mit relativer Konditi-
onszahl k..j, dann gilt fiir den unvermeidbaren Fehler gem&f (2.14)

< Kpel(7) Z

J=1

rel>

.Z’j—l“

FDaten (-'E

_ ’f@ ~ f()

< kel () 3 eps,
T

wobei angenommen wird, dafl die Daten mit hochstens Maschinengenauigkeit
gestort werden (Z; = x;(1 + €), |¢| < eps). Nach Resultat (2.52) ist der durch
Rechnung bedingte Fehler (bei Vernachlissigung Terme hoherer Ordnung)
hochstens

< Kol (@ Z j:]

Jj=1

FRechnung<x) = ’f(i‘?f(_ )f( )

Krel (T Z 10;] < lirel x)5 eps.

Man sieht, dafl Frechnung (%) hochstens in der Gréflenordnung Fpagen() ist.
Deshalb ist die Berechnung von S ein stabiler Algorithmus. Man beachte, dafl
wegen der moglicherweise schlechten Kondition der Addition (e (7) > 1 fiir
bestimmte Werte von «) FRrechnung() > eps auftreten kann. Die schlechte
Qualitét des Ergebnisses ist jedoch eine Folge der Kondition des Problems
nicht der Stabilitdt des Algorithmus. A

Aufgrund des vielfiltigen Auftretens der Summenbildung (Skalarprodukte,
Matrix/Vektor-Multiplikation, numerische Integration) lohnt es sich, dies all-
gemeiner zu untersuchen.

Beispiel 2.41. (Summenbildung) Aufgabe: Berechne S, = ZT:1 x;. Dazu
gelte:

® 7,...,%,, seien Maschinenzahlen (d. h., es liegen keine Eingabefehler vor),
o S, .= 23:1 zj,1=1,...,m seien Teilsummen,
S; seien die tatséichlich berechneten Teilsummen,

€; sei der neu erzeugte relative Fehler bei der Berechnung von S; aus S;_1,
d.h.,

Si=8S 1@z =(Si1+x)(1+e).
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Man erhélt dann:

Si=8S1 =1, €=0,

Sy =51 @ay= (§1 +x2)(1+ €2) = (x1 + x2)(1 + €2)
m—1 @ Tm = (Snz—l + Im)(l + Em)

<§m72 + xmfl) (1 + 6mfl) + xm) (]- + em)

S =

Il
——~ U

=1 Jj=t
S Y ). (2.54)
i=1 j=i

Definiert man jetzt
61‘ = Z €5, (255)

so ergibt sich durch Einsetzen in (2.54)

m

S =Y _wi(1+6), (2.56)

i=1

d.h., die Rechenfehler werden uminterpretiert als relative Fehler §; der Ein-
gabedaten ;, und S,, ist das Ergebnis ezakter Rechnung mit entsprechend
gestorten Eingabedaten &; = x;(1 + 6;).

Als néchstes mufl man die Storungen J; abschéitzen. Nimmt man an, daf
le;] < eps, so folgt aus (2.55)

[0;] < (m—i+1) eps. (2.57)

Beachte:
Die Schranken fiir |d;| in (2.57) fallen mit wachsendem ¢, d.h., die sich aus
2.56 ergebende Schranke fiir den relativen Fehler

< i |il10i] _ eps Doy (m =i 4 1)

) 2 >0 il

wird dann am kleinsten, wenn man die betragsgrofften Summanden zuletzt
aufsummiert — eine Mafinahme, die die Stabilitit des Algorithmus verbessert.
Dies erklért auch den Effekt in Beispiel 2.2.6.

S — S
Sm

(2.58)
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Um ferner die Analogie zu (2.14) herzustellen, schéitzt man den letzten Term
in (2.58) folgendermaBen ab:

S’m — Sm ‘xz‘ S .
m Emy el _ s
Sm e e IS @i ;(m i+1)eps
m(m + 1) eps
= ipel(@) (2.59)
Die relative Konditionszahl k) (7) der Funktion f(z1,...,2y,) = Z;”:l x; ist

also in natiirlicher Verallgemeinerung von (2.18) durch

@) = o (st}
re i=1.m U300 @]

gegeben. Offensichtlich ist der durch Rechnung bedingte Fehler héchstens nur
ein von den Daten unabhdngiges konstantes Vielfaches des durch die Kondition
bedingten unvermeidbaren Fehlers, wobei die Konstante nur von der Anzahl
der Summanden abhéngt. Insofern ist das obige Summationsverfahren fiir eine
nicht zu grofie Anzahl von Summanden stabil. A

Bemerkung 2.42. Obige Beispiele deuten an, daf ,,Stabilitdt“ kein im ma-
thematisch rigorosen Sinne exakt quantifizierbarer Begriff ist. Da ist stets die
Rede von ,,Groflenordnung” mit entsprechenden Ermessensspielriumen, die
durchaus vom jeweiligen Anwendungsfall abhéingen kénnen. Dennoch bleibt
das Konzept eine wesentliche Bewertungsgrundlage. A

Bemerkung 2.43. Die Diskussion obiger Konzepte sollte eine Grundlage fiir
eine verniinftige Einschétzung typischer Verfahrenskomponenten bieten. Sie
bedeutet nicht, dafi man stets beim Entwurf eines Algorithmus jeden Schritt
»sezieren“ muf}. Zusammenfassend lassen sich als Leitlinien einige einfache
Grundregeln formulieren:

e Kenntnisse iiber die Kondition eines Problems sind oft fiir die Interpreta-
tion oder Bewertung der Ergebnisse von entscheidender Bedeutung.

e Multiplikation und Division sind Operationen die fiir alle Eingangsdaten
gut konditioniert sind. Die Subtraktion zweier ann&hernd gleicher Zahlen
ist eine Operation die schlecht konditioniert ist. Dadurch kénnen bei ei-
ner solchen Subtraktion Rundungsfehler enorm verstéirkt werden. Diesen
Effekt nennt man Ausléschung.

e In einem Losungsverfahren sollen (wegen der Stabilitéit) Ausléschungsef-
fekte vermieden werden.

e Bei einem stabilen Losungsverfahren bleiben die im Laufe der Rechnung
erzeugten Rundungsfehler in der Groflenordnung der durch die Kondition
des Problems bedingten unvermeidbaren Fehler.
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e Im Rahmen der Gleitpunktarithmetik sollen Abfragen, ob eine Grofle
gleich Null ist oder ob zwei Zahlen gleich sind, vermieden werden. Auf-
grund der Auflésbarkeit bis auf Maschinengenauigkeit ist diese Frage nicht
entscheidbar im Sinne einer essentiellen Voraussetzung fiir weitere Ent-
scheidungen und Schritte.

e Vorteilhafte Reihenfolgen bei der Summenbildung sollen beriicksichtigt
werden. A

2.4 Ubungen

Ubung 2.4.1. Man beweise die ,,untere Dreiecksungleichung® (2.2).

Ubung 2.4.2. Man skizziere die Einheitskugeln K. (0, 1) im R? fiir die Nor-
men || - floo, || - [l2, [ - [l1-

Ubung 2.4.3. Man beweise die Ungleichungen in (2.9).

Ubung 2.4.4. Bestimmen Sie die relative Konditionszahl £ ) (z) der Funk-
tion

x
flwr,m0) == (22 #0)
Z2
und zeigen Sie, dafl k) (z) < 1 fiir alle z gilt.

Ubung 2.4.5. Sie haben eine GroBe 2 € R zu 2 = 1.0140.005 gemessen. Nun
benotigen Sie den Wert y := 22 — 1 mit einer relativen Genauigkeit von 1%.
Ist Thre Messung von x schon genau genug, um y mit der erforderlichen Ge-
nauigkeit zu berechnen? Falls nicht, welche relative Genauigkeit von = wiirden
Sie fordern, um y mit einer relativen Genauigkeit von 1% zu berechnen?

Ubung 2.4.6. Die Fliche eines Dreiecks mit den Eckpunkten (z1, 1), (22, y2)
und (z3,ys) betrigt

1 ﬂflyll
T=—|det | z2y2 1

2
x3 Y3 1

Man nehme an, daf} die Koordinaten mit einem Fehler, der absolut kleiner ist
als €, gegeben sind. Man bestimme eine gute obere Schranke fiir den absoluten
Fehler in T'.

Ubung 2.4.7. Eine Zahl € R, z > 0, wird mit einem relativen Fehler von
maximal 5% gemessen. Was konnen Sie iiber den relativen Fehler von

1
) = In(x+1)+2

sagen? Liegt dieser ebenfalls unter 5%?
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Ubung 2.4.8. 7 sei ein Niherungswert fiir z = 2, der mit einem relativen
Fehler von maximal 5% behaftet ist.

a) Wie grof} ist der relative Fehler in f(z) = 7%4-17
b) Wie grof} diirfte die relative Abweichung in = maximal sein, damit der
relative Fehler in f maximal 1% betriagt?

Ubung 2.4.9. Die Funktion f(z) := vz + 1 — y/z soll fiir grofe = (etwa 2 ~
10*) ausgewertet werden. Betrachten Sie die beiden folgenden Algorithmen
zur Auswertung von f:

1

+

=T

S

VT
t—u

Il
5%
e oo

2 =

Welcher Algorithmus ist vorzuziehen? Begriinden Sie Thre Antwort.
Ubung 2.4.10. Man mochte den Ausdruck
f=h={2-1)

mit dem Niherungswert v/2 ~ 1.4 berechnen. Man kennt fiir f noch die
Darstellungen

1
f:fQZWa
f=f3=299—70V2,
1
f=h= s

Welche der Darstellungen fiithrt zu dem besten Resultat? Begriinden Sie Thre
Antwort ohne die Berechnung der einzelnen f;.

Ubung 2.4.11. Berechnen Sie die folgenden drei Ausdriicke fiir die angege-
benen Werte von x. Welches Phénomen ist zu beobachten? Bringen Sie die
Ausdriicke auf eine numerisch stabilere Form.

1 -z o —10-7
a) 19— 1. fir x=107"

b) In(z—+vz?-1) fir z=29.999.

c) l—exp(z™3) fiir |[z]>10.

Ubung 2.4.12. Man fiihre eine Riickwirtsanalyse fiir die Berechnung des
Skalarprodukts

N
Sy = Zaziyi =zTy iiber

i=1

Sj = S]’71 + x5 xy;

durch. Die Zahlen x1,...,xN,¥1,...,yn seien Maschinenzahlen.



2.4 Ubungen 49

Ubung 2.4.13. Sei M(b, m, r, R) die Menge der Maschinenzahlen, wie in Ab-
schnitt 2.2.1 beschrieben, und zyn, zmax die betragsmiflig kleinste (#£ 0)
bzw. grofite Zahl in M(b, m, 7, R). Zeigen Sie, dafl

yn = 07!
TMAX = (1 - bim)bR

gilt.
Ubung 2.4.14. Man beweise die Abschitzung (2.44).

Ubung 2.4.15. Berechnen Sie fiir = 125.75 die Darstellung im biniiren
Zahlensystem und bestimmen Sie fl(x) in der Menge M(2, 10, —64, 63).

Ubung 2.4.16. Bestimmen Sie die Anzahl der Zahlen in der Menge
M(16, 6, —64, 63).

Ubung 2.4.17. Man beweise (2.24) und (2.25).

Ubung 2.4.18. Die lineare Abbildung £ : X — Y sei bijektiv. Zeige, daf die
Umbkehrabbildung £~ ebenfalls linear ist.

Ubung 2.4.19. Seien A, B € R"*"™ und bezeichne | - || die Operatornorm
beziiglich irgendeiner Vektornorm fiir R™. Man zeige, dafl | AB|| < || A|||| Bl
gilt.

Ubung 2.4.20. Die sogenannte Frobenius-Norm einer Matrix A € R™*" ist
durch ||Al|p == (X1, a? )1/2 definiert. Man zeige, dafl

ig=1 %

[Az(l2 < [[Allpllzll2,  |ABllr < [ Allr|Blr
gilt. || - || 7 ist jedoch nicht die zu || - |2 gehorige Operatornorm.
Ubung 2.4.21. Man beweise Bemerkung 2.25.

Ubung 2.4.22. Sei T = [a,b], 2o € I fest und 65 : C1(I) = R
05 (f) = f'(wo)
Fiir £ € C(I) sci || o (1y = max{ | floos |l }. Beweisen Sie:

a) 85 (1) < I fllerqry i alle f € CY(1).
b) Fiir alle ¢ > 0 existiert f € C'(I), so da8 |§g%)(f)\ > || flloo-
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Lineare Gleichungssysteme, direkte
Losungsverfahren

3.1 Vorbemerkungen, Beispiele

Die mathematische Behandlung einer Vielzahl technisch/physikalischer Pro-
bleme fiihrt letztlich auf die Aufgabe der Losung eines Gleichungssystems,
insbesondere eines linearen Gleichungssystems. Folgende Beispiele unterstrei-
chen zum einen die zentrale Bedeutung dieses Themas. Zum anderen werden
sie spéter bei der Identifikation spezieller Anforderungen an die numerischen
Losungsmethoden hilfreich sein.

Beispiel 3.1. In einem System von verzweigten linearen Leitern kann man
die Stéirke quasistationdrer Strome I; mit Hilfe der beiden Kirchhoffschen
Sétze fiir Stromverzweigungen bestimmen. Der erste Satz besagt, dafi (im
stationéiren Fall) der Gesamtstrom durch eine geschlossene Flidche um einen
Stromknoten verschwinden muf:

ZIZ-:O.

Der zweite Kirchhoffsche Satz besagt, daf§ die Summe der Spannungen U; in
einem geschlossenen Integrationsweg Null sein muf:

Y uj=o.
J

Betrachtet man einen einfachen Stromkreis mit aufgepragter Spannung U,
in dem zwei Widerstdnde Ry, Ry mit Teilstromstérken I, I, parallel geschal-
tet sind, ergeben sich folgende Bedingungen, wobei wir das Ohmsche Gesetz
R;I; = U; benutzt haben,
I -1 + I =0
R + Ryl =0 (31)
R =U

und damit bei bekannten Widerstdnden R; und gegebener Spannung U ein
System von drei linearen Gleichungen in den drei Unbekannten I, Iy, Is. A
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Ein wichtiger Hintergrund fiir das Auftreten von Gleichungssystemen ist
die Diskretisierung von Differentialgleichungen, die wieder ein wichtiges Hilfs-
mittel zur mathematischen Modellierung physikalisch-technischer Prozesse
bilden. Folgende Beispiele sollen dieses Prinzip verdeutlichen. Wir begniigen
uns dabei der Einfachheit halber auf Probleme einer Ortsvariablen, die sich
als Spezialfillle des spéter in Kapitel 12 betrachteten allgemeineren Rahmens
ansehen lassen.

Beispiel 3.2. Betrachtet man an Stelle der in Kapitel 12 diskutierten Aus-
lenkung einer eingespannten elastischen Membran unter einer aufgeprigten
Lastverteilung die analoge Auslenkung eines elastischen Fadens {iber dem In-
tervall [0,1], der an den Stellen 0,1 eingespannt ist, erfiillt die Auslenkung
u(z) als Funktion des Ortes = € [0, 1] (nach Wegskalierung von Materialkon-
stanten) das Randwertproblem

—u"(x) = f(z), z€]0,1], u(0)=wu(1l)=0. (3.2)

Die zeitliche Entwicklung der Temperatur v(z,t) in einem durch das In-
tervall [0, 1] représentierten diinnen Draht der Lénge eins geniigt als Funktion
von Ort und Zeit bei konstanter Vorgabe der Temperatur 0 an den Enden des
Drahtes dem Anfangs-Randwertproblem (wieder nach geeigneter Skalierung)

ov(x,t)  O*v(x,t)

o ox?

v(0,t) =v(1,t) =0, t¢e€]0,T],
v(z,0) = vo(z), =z €]0,1],

xz €10,1], t €[0,T],
(3.3)

wobei vy die zum Zeitpunkt ¢ = 0 gegebene Anfangstemperatur ist. Ersetzt
man in (3.3) die partielle Zeitableitung % durch den Differenzenquotienten
(v(z,t + At) — v(x,t))/At, mit At = T/m, kann man nach der (niherungs-
weisen) Temperaturverteilung vg(z) auf den diskreten Zeitleveln ¢, = kAt,
k=0,...,m fragen, die durch das (semidiskrete) N&herungsmodell

U1 (2) —vp(@) v ()
At 022

z €10,1], vg1(0) =vgp41(1) =0, (3.4)

gegeben sind. Man konnte im Prinzip den Term v}/ 41() auf der rechten Seite
von (3.4) durch v}/ (z) ersetzen. Beginnt man mit & = 0, kann man dann aus
der Anfangsbedingung v(x,0) = vo(x) aus (3.3) alle Terme auf der rechten
Seite von (3.4) bestimmen und somit v;(z) ermitteln. Wiederholt man dies,
kann man sich bis zum Zeitlevel T' = mA¢ vorhangeln. Wir werden in einem
spateren Kapitel sehen, weshalb diese Vorgehen wesentliche Nachteile bietet
und weshalb obiger Ansatz vorzuziehen ist. Dann ergibt sich allerdings bei be-
reits bekanntem vy (z) eine Differentialgleichung fir u(z) := vj41(z), ndmlich
wegen (3.4)

—u”(2) + At ru(z) = —At o (x), 2 €[0,1], w(0) =u(l)=0. (3.5)
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In den Beispielen (3.2) und (3.5) wird jeweils diejenige Funktion u(x) ge-
sucht, die eine Differentialgleichung vom Typ

—u"(x) + Mz)u(z) = f(x), =xe][0,1], (3.6)

mit den Randbedingungen
u(0) =u(l) =0 (3.7)

erfiillt. Dieses Problem nennt man eine Randwertaufgabe.

Im allgemeinen kann man die Losung nicht als analytisch geschlossenen
Ausdruck angeben. Eine Moglichkeit, (3.6) und (3.7) numerisch zu 16sen, be-
steht darin, auf [0, 1] verteilte Gitterpunkte

zj=jh, j=0,...,n, h=—, (3.8)

zu betrachten, die fiir groBe n immer dichter zusammenriicken. Mit Hilfe der
Taylorentwicklung setzt man dann Ableitungen mit Differenzenquotienten in
Beziehung:

2 h3

u(@; +h) = ulz;) + bt (@) + S (@) + " (2;) + O(RY),
h? h3

uw(z; — h) = u(z;) — h'(z;) + EUH(%) — Fu"'(:vj) + O(hY).

Daraus folgt sofort
u(aj + h) = 2u(z;) +u(z; — h) = h*u" (z;) + O(hY),

und somit

1
uw'(25) = sz lwl@in) = 2u(e)) + ule; )] + O(R?). (3.9)
D.h., bis auf Terme 2. Ordnung in der Schrittweite h entspricht die 2. Ablei-
tung einem Differenzenquotient. Es liegt daher nahe zu erwarten, dafi dieje-
nigen Werte u;, die die Beziehung

. Ujy1 — 2Uj + Uj—1

W2 + AMzj)u; = f(x;) (3.10)
fiir die inneren Gitterpunkte j = 1,...,n — 1 zusammen mit den Randbedin-
gungen

ug =up =0 (3.11)

erfiillen, fiir kleine h, also grofle n, eine gute Approximation fiir die Werte
u(x;) der exakten Losung von (3.6), (3.7) liefern. (3.10) ist ein System von
n — 1 linearen Gleichungen in den n — 1 Unbekannten u;. Ein solches System
von Gleichungen schreibt man {iblicherweise in Matrizform. Im vorliegenden
Fall erhilt man mit \; := X(x;), f; := h?f(x;) das System
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24+ h%X\ -1 0 0
) . U1 fi
-1 24h%N, -1 " : Us fa
0 —1 24+ h%X3 . 0 = (3.12)
: .. .. Unp—2 fn72
: . . -1 U )
0 c.. 0 _1 24 h2>\n 1 n—1 n—1

Hierbei wurde beriicksichtigt, dal wegen (3.11) in der ersten und letzten Glei-
chung nur zwei Unbekannte vorkommen, wéhrend in allen {ibrigen Gleichun-
gen drei Unbekannte auftreten. Derartige Matrizen heiflen Tridiagonalmatri-
zen.

Man kann zeigen (siehe auch Kapitel 12), daf bei einem nichtnegativen A
wie in (3.2), (3.5) die resultierende Tridiagonalmatrix positiv definit ist, ein
Umstand, dem wir spéter noch ausgiebig Beachtung schenken werden. A

Beispiel 3.3. Anhand eines einfachen Beispiels wird nun die Diskretisierung
von Integralgleichungen verdeutlicht. Gesucht sei diejenige Funktion u(x), die
die Integralgleichung

u(z) + 2 /01 cos(zt)u(t) dt =2, =z €10,1] (3.13)

erfiillt. Eine Moglichkeit, (3.13) numerisch zu lésen, besteht darin, auf [0, 1]
verteilte Gitterpunkte

1 . 1
—(] 2)h7 j=1...,n, h—n7
zu betrachten, die fiir groffe n immer dichter zusammenriicken. Wie vorhin
Ableitungen miissen nun Integrale iiber Punktwerte des Integranden approxi-
miert werden. Dies ist die Thematik der numerischen Integration oder Qua-
dratur, die in Kapitel 10 behandelt wird. Speziell wird fiir die Anniherung
des Integrals in (3.13) hier die Mittelpunktsregel

/0 f(t) dt =~ hZf(tj) (3.14)

eingesetzt (siehe Abb. 3.1). In Kapitel 10 wird gezeigt, dafl wenn f zweimal
stetig differenzierbar ist

\/f ) di — hZf ]sﬂg{gy”( 2)

gilt.
Im zweiten Annidherungsschritt wird die Gleichung (3.13) fiir u(z) nur in
den Punkten x = t; betrachtet. Man erhélt dann die Gleichungen

n
wi +2h Y cos(tity)u; =2, i=1,2,...,n, (3.15)
j=1
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t1 to t3
Abb. 3.1. Mittelpunktsregel

fiir die Unbekannten u; ~ wu(¢;), i = 1,2,...,n. Man darf erwarten, daf} fiir
kleine h, also grofie n, u; eine gute Approximation fiir den Wert u(x;) der
exakten Losung von (3.13) liefert. (3.15) ist ein System von n linearen Glei-
chungen in den n Unbekannten u;. In Matrixform ergibt sich

ﬁ +cos(tity)  cos(tite) -+ cos(tity) uy 1
cos(tat) 5 + cos(tata) vl 1 1
cos(tnt1) S o g 4 cos(tnty)) \Un 1

Abbildung 3.2 zeigt das berechnete Resultat (u;)1<i<p flir n = 30. A

FEinige Bemerkungen zu prinzipiellen Unterschieden zwischen den Gleichungs-
systemen, die in den obigen Beispielen auftreten, sind angebracht. In Beispiel
(3.1) geht es um Systeme fester Grofie, wobei die Matrizen je nach Beschaf-
fenheit des Leiternetzwerks ganz unterschiedliche Struktur haben kénnen. Im
Sinne eines festen Belegungsmusters fiir nichtverschwindende Beitréige sind
derartige Matrizen also strukturlos. In Beispiel 3.2 hingegen ist die Grofie
des jeweiligen Systems variabel und hingt davon ab, wie fein die Diskreti-
sierung und damit wie klein der Diskretisierungsfehler sein soll. Bei analogen
Problemen mit mehreren Ortsvariablen kénnen dadurch sehr grofie Zahlen
— mehrere hunderttausend bis zu Millionen — von Unbekannten auftreten.
Allerdings bleiben die Matrizen stets diinnbesetzt oder sparse, d.h., pro Zei-
le hat man nur eine geringe Zahl von nicht verschwindenden Eintrdgen. Bei
sehr groflen Problemen wird man diese Struktur ausniitzen miissen. Metho-
den zur Losung solcher grofien diinnbesetzten Gleichungssysteme werden in
Kapitel 13 behandelt. Die in diesem Kapitel vorgestellten Methoden eignen
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0.85 . . . .

0.80 + 1
0.75 + 4
U +

0.70 | . ]

0.65 | ot |

0.60 . . . .

Abb. 3.2. Berechnete Losung der Integralgleichung

sich bei wirklich groflen Problemen nur dann, wenn eine enge Bandstruktur
wie bei Tridiagonalmatrizen vorliegt. Die Diskretisierung in Beispiel 3.3 hinge-
gen liefert wieder ein vollbesetztes System, worauf man (zumindest im ersten
Anlauf) die eher als Allzweckwerkzeuge anzusehenden Methoden dieses Ka-
pitels anwenden kann. Dies trifft weitgehend auch auf diejenigen Situationen
zu, in denen lineare Gleichungssysteme erst mittelbar auftreten, wie folgende
Beispiele zeigen.

Beispiel 3.4. In der linearen Ausgleichsrechnung (siehe Kapitel 4) entsteht
auf natiirliche Weise ein lineares Gleichungssystem (die sogenannten Normal-
gleichungen). A

Beispiel 3.5. Zur Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems werden oft
Linearisierungsverfahren, wie z.B. das Newton-Verfahren eingesetzt (siche
Kapitel 5). Bei so einem Verfahren ergibt sich eine Reihe von linearen Glei-
chungssystemen. AN

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Losung von Aufgaben dieses
Typs befassen, wobei wir eine etwas andere einheitliche Notation verwenden
werden. Im folgenden werden dabei einige Begriffe und Ergebnisse aus dem
Bereich der linearen Algebra verwendet, die teilweise schon in Abschnitt 2.1.5
vorgekommen sind.
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Aus Beispiel 2.17 sei erinnert, daf§ R"™*" die Menge der Matrizen

1,1 " Qin

)

A:

Am,1 " Qmn

mit Eintrégen a; ; € R bezeichnet. In diesem Kapitel geht es um folgende
zentrale

Aufgabe:

Zu A€ R™" und b= (by,...,b,)T € R bestimme ein
r=(z1,...,7,)7 € R", das

a1,1T1 + ...+ Q1 Ty = by

An1T1 + ...+ Gy pZy = by

bzw. kurz

Az =D (3.16)
erfiillt.

Das Gleichungssystem (3.16) heifit linear, da A eine lineare Abbildung de-
finiert, vgl. Beispiel 2.17. Das System Ax = b hat fiir A € R™*" b € R™
trivialerweise genau dann (mindestens) eine Lésung, wenn b im Erzeugnis der
Spalten von A liegt, also der Rang von A gleich dem Rang der durch die Spalte
b erweiterten Matrix (A,b) ist. In diesem Kapitel werden wir uns jedoch auf
den Fall m = n beschrénken, d. h., die Anzahl der Gleichungen entspricht der
Anzahl der Unbekannten. Insbesondere interessiert, wann (3.16) eine eindeu-
tige Losung hat. Zur Erinnerung:

Bemerkung 3.6. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Das System (3.16) hat fiir jedes b € R™ eine eindeutige Losung « € R™.

(ii) Die Matrix A in (3.16) hat vollen Rang n.

(iii) Fiir A in (3.16) hat das homogene System Ax = 0 nur die triviale Losung
z = 0.

(iv) Es gilt

det A # 0. (3.17)
A heilt regulir oder nichtsinguldr , wenn (3.17) und damit die Eigenschaften
(i) — (iv) gelten. A

Annahme:
In den Abschnitten 3.2-3.8 wird stets angenommen, dafl det A # 0 gilt.
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3.2 Kondition und Storungssitze

Bevor in den folgenden Abschnitten die verschiedenen Losungsverfahren be-
handelt werden, wird in diesem Abschnitt wie iiblich zuerst das Thema der
Kondition des vorliegenden Problems diskutiert. Dies klang ja bereits in Ab-
schnitt 2.1.5 an, siche Bemerkungen 2.26, 2.27. Folgende Betrachtungen las-
sen sich als weitere Spezialisierung bzw. Vertiefung dieser Ergebnisse ansehen.
Die Problemdaten sind in diesem Fall die Eintrége der rechten Seite b, aber
dariiber hinaus auch die Eintréige der Matrix A. Die Frage nach der Kondition
des Problems Az = b, also die Frage, wie sich die Losung bei Stérungen von
A und b dndert, ist aus mindestens zwei Gesichtspunkten wichtig. Zum einen
muf} man verstehen, wie Datenstorungen die Losung beeinflussen, um das Er-
gebnis einer numerischen Losung beurteilen zu kénnen. Zum anderen werden
wir wie bei der Summenbildung im Sinne einer Riickwértsanalyse versuchen,
die in einem konkreten Algorithmus entstandenen Fehler als Datenfehler um-
zuinterpretieren, um dann iiber Konditionsabschitzungen den tatséchlichen
Fehler abschétzen zu konnen.

Sei im Folgenden z stets die exakte Losung von (3.16) und || - || eine Vek-
tornorm auf R™. In Abschnitt 2.1.2, Beispiel 2.7, haben wir als Beispiele die
Maz-Norm ||z||eo := max;—1,..n |z;| oder die p-Normen ||z, := (3_1; xf)l/p
fiir 1 < p < oo kennengelernt. Fiir p = 2 erhélt man insbesondere die Fuklidi-
sche Norm, die den Abstand eines Punktes x € R™ vom Ursprung mift.

Die zu || - || gehorige Operatornorm (2.20) (bei Verwendung der gleichen
Vektornorm fiir Bild und Urbild) wird auch mit || - || bezeichnet, d. h. ||A]| :=
max {||Az|| | ||z|| = 1}. Es wurde bereits in (2.22) gezeigt, daf} stets ||Az|| <
| Al ||| fiir alle z € R™ gilt.

Wir betrachten zunéchst den einfachsten Fall, daf3 nur die rechte Seite b
gestort ist. Dieser Fall ist schon in Bemerkung 2.27 diskutiert worden, sei
aber hier noch einmal formal hervorgehoben.

Satz 3.7. Sei x + Az die Lisung von A(x + Az) = b+ Ab. Dann
gilt

[|Az|| - | Ab]
< lA7H AN

Tl < o (3.18)

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Satz 2.23 fiir £ = A~'. Es mag nicht
schaden, das Argument im , hiesigen Gewand“ kurz zu wiederholen. Es gilt

Alx + Az) = b+ Ab <= AAx = Ab <= Az = A~ Ab,

und deshalb
| Az|| = [|A~" Ab|| < [|[A71]|]|Ab]. (3.19)

Andererseits gilt wegen

6l = [[Az]] < [[Alf]]l
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e L4l
< 1el (3.20)
llll = [lol]

Aus (3.19) und (3.20) folgt die Behauptung. O

Der relative Fehler der Losung 148t sich also durch das Vielfache
R(A) = k) (A) = [|A7H][1A] (3.21)

des relativen Fehlers der rechten Seite (Eingabedaten) abschétzen. Die Grofle
k(A) heiBt (relative) Konditionszahl (bzgl. der Norm || -||) der Matrix A, vgl.
Abschnitt 2.1.5.

Die Konditionszahlen hiingen natiirlich von der jeweiligen Norm || - || ab.
Bei den Normen ||+ ||oo, || - |25 || - |1 schreiben wir wie in Abschnitt 2.1.5 kurz
Kooy K2, K1.

Es sei auch daran erinnert, dafl stets gilt

1 < k(A), (3.22)
d.h., Konditionszahlen von Matrizen sind stets grofler oder gleich 1, vgl.
(2.29).

Auch folgende Tatsache wurde bereits in allgemeinerer Form diskutiert,

vgl. Bemerkungen 2.26, 2.27.

Bemerkung 3.8. k(A) = k(A™1), d.h., die Berechnung von Az und die
Losung des Systems Az = b (also die Auswertung von A~'b) sind gleich
konditioniert. A

Dies war soweit im Wesentlichen eine Auffrischung bzw. Spezialisierung des
Stoffs von Abschnitt 2.1.5. Es wird sich nun zeigen, dafi k(A) auch maBgeblich
die Stérungen in den iibrigen Eingabedaten beschreibt.

Satz 3.9. Es gelte H(A)% < 1. Sei x + Ax die Lésung von

(A+ AA)(x + Azx) = b+ Ab. (3.23)
Dann gilt:

[Azf] _ #(4) <||AA|| N IIAbII)'

~q_ [AA] A b
Tl = 1= () B2 AL T

Beweis. Sei (A+ AA)z =0, also z = —A"1AAz. Falls 2z # 0, erhiilt man
2]l = |AT" AAz|| < AT AA|ll2]l < 2]

also einen Widerspruch. Deshalb mufl z = 0 gelten, woraus folgt, dafl das
lineare Gleichungssystem (3.23) eindeutig losbar ist. Aus (3.23) und Az = b
folgt

AAx + AAx+ AA Ax = Ab,
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also
Ax = A7 (—AAz — AA Az + Ab)
= —AT'AAx — ATPAA Az + AL AD.
Damit ergibt sich
|Az]| < [ATH[[AA[|=] + AT T IAA] Azl + AT Ab]l,

und daher, mit x := x(A) = ||A||[| A7},

IAAII) A4 [[40]|
l—r [Az|| < 2]l + (3.24)
< 1Al Tl Al

Da
[l] = [[Az[| < [|Alll=]],

erhélt man aus (3.24)

||AA|> (IIAAII ||Ab|>
1- L L e R IR
( A S VTR A

was der behaupteten Abschétzung entspricht. a

Man beachte, daf3
|AA] -

R(A)W = A7 A4l <1 (3.25)
nach Voraussetzung gelten soll, d. h., der relative Fehler in A darf im Verhélt-
nis zur Kondition von A nicht zu grof} sein, damit die Abschéitzung giiltig ist.
Falls ||[A7Y|[|AA|l < 1, besagt obige Abschiitzung, dafi die Konditionszahl
k(A) im wesentlichen die Verstidrkung der relativen Eingabefehler sowohl der
rechten Seite als auch der Matrixeintrédge beschreibt.

Bemerkung 3.10. In einer Maschine mit Maschinengenauigkeit eps sind die
Daten A, b mit relativen Fehlern < eps behaftet. Aufgrund des Satzes 3.9 sagt
man, daf es wegen der Kondition des Problems (A,b) — x = A~1b einen fiir
die Bestimmung von x unvermeidlichen Fehler in der Gréflenordnung

k(A) eps (3.26)
gibt. A

Beispiel 3.11. Sei

3 1.001 1.999
A= <6 1.997)’ b= (4.003) '
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Dann gilt
_ 1 1.997 —1.001 _
Al = A7t =
—0.015 < —6 3 )’ I lloo = 600,
|A]lco = 7.997, Koo(A) =4798.2 .
Fiir
~ 3 1 ~ 2.002
A(G 1.997)’ b( 4 >
hat man

AA = <0 _0'001> . A4l = 0.001,

0 0
0.003
ab= <—0.003) , 11 40]| e = 0.003.
Aus Satz 3.9 ergibt sich somit
147l 1 49
1] oo

als Abschétzung fiir den relativen Fehler der Losung & von A = b. Da die
exakte Losung o = (1,—1)7 das System Az = b und & = (0.2229,1.3333)"
das System AZ = b 16st, ist der tatséichliche relative Fehler

[A%( 0

[E41PS

~ 2.333

also kleiner, als durch die Abschétzung im obigen Satz 3.9 vorausgesagt wird.

A

Um die Genauigkeit einer Annidherung Z der Losung eines Gleichungssystems
Ax = b zu messen, wird oft als Mafi die Grofle des Residuums 7 = b — Az
genommen, welches man ohne Kenntnis der exakten Losung x berechnen kann.
Beachte, dal das Residuum 7 = 0 wére, wenn & die exakte Losung x darstellen
wiirde. Wie aussagekriftig allerdings die Grofle des Residuums in Bezug auf
den tatséchlichen Fehler ist, hangt wieder von der Kondition ab. Fiir die Norm
des Residuums im Vergleich zu der des Fehlers gilt ndmlich:

P N
@70 S T < @

Um die Vertrautheit mit diesen Groflen zu steigern, leiten wir die untere
Abschétzung her:

(3.27)

Il Al — ]
ol = Azl
Die Ungleichungen in (3.27) sind scharf. Folglich kann, wenn A schlecht kon-

ditioniert ist, die GroéBe des Residuums ||7|| ein schlechtes Maf fiir den Fehler
in z sein.

o — |

< [lANIA="] iz
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Beispiel 3.12. Sei A die Matrix aus Beispiel 3.11 und b = (3,6)7. Die exakte
Losung des Gleichungssystems Az = b ist # = (1,0)T. Fiir die Annéherungen

P 0.99684 P 1.000045
~10.00949 ) ° ~10.000089 /
gilt

17]lso = ||b — AZ||oe = 1.95 1077
[7]lse = |Ib— AZso = 4.48 1074 .

Die Norm des Residuums fiir 7 ist also viel kleiner als fiir Z, ||7||coc < ||7]|co- Der
Fehler in 7 ist aber viel grofier als in 2: || — 7||oc = 9.49 1073 > || — 2|00 =
8.90 107°.

Bemerkung 3.13. Im allgemeinen ist es sehr schwierig, die Konditionszahl
k(A) zu berechnen. Es existieren Methoden, die im Laufe der Losung eines
linearen Gleichungssystems eine Schétzung der Konditionszahl liefern. In man-
chen Fallen ist eine Schétzung der Konditionszahl relativ einfach. So gilt fiir
eine symmetrische Matrix A, daf} ihre Konditionszahl beziiglich der 2-Norm
mit dem Quotient des betragsméfig grofiten und kleinsten Eigenwertes iiber-
einstimmt: k2(A) = [Amax/Amin|- Ndherungen fiir diese extremen Eigenwerte
liefern dann eine Schitzung fiir die Konditionszahl. A

3.2.1 Zeilenskalierung

Offensichtlich dient es jedem numerischen Verfahren, wenn das lineare Glei-
chungssystem von vorneherein moglichst gut konditioniert ist. Eine einfache
Methode, die Kondition giinstig zu beeinflussen, ist die Zeilenskalierung, auch
Zeilenéquilibrierung genannt. Darunter versteht man die Multiplikation der -
ten Zeile mit einer Zahl d; # 0 (1 < ¢ < n). Das Gleichungssystem Ax = b
wird dadurch in ein dquivalentes System

D.Az = D.b

umgeformt, wobei D, die Diagonalmatrix D, = diag(dy,...,d,) bezeichnet.
Man kann nun versuchen, die Skalierung D, so zu wéihlen, dafl die Konditi-
on des Gleichungssystems (wesentlich) verbessert wird. Nicht fiir jede Norm
ist eine sichere allgemeine Vorgehensweise bekannt, wie die Skalierung vor-
zunehmen ist. Wir behandeln hier eine einfache und gebréiuchliche Skalie-
rungsmethode, die die Kondition des Problems beziiglich der Maximumnorm
minimiert.
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Sei D, die Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen definiert durch

n

di = (Z'ai,ﬂ)_l :

Jj=1

Fiir die skalierte Matrix gilt 2?21 |(D;A); ;| = 1 fur alle ¢, also sind die
Betragssummen aller Zeilen gleich eins. Eine Matrix mit dieser Eigenschaft
heifit zeilenweise dquilibriert.

Die Skalierung mit D, hat folgende Optimalitétseigenschaft:

Koo (D2 A) < koo(DA) fiir jede regulére Diagonalmatrix D , (3.28)

d. h., diese Zeilenskalierung liefert die minimale Konditionszahl beziiglich der
Maximumnorm. Die Giiltigkeit von (3.28) 148t sich folgendermaBen einse-
hen. Nimmt man an, daf§ A bereits dquilibriert ist, d.h., D, = I, dann gilt
27:1 lai ;] = 1 fiir alle 4, ||Allc = 1 und somit £ (A4) = |A7! |- Sei D eine
beliebige Diagonalmatrix. Dann gilt

n n
DAl = e 3 dioss| = (1] 3 lossl) = o ] = 1Dl
J= J=

1<i<n

und

A—lD—l o A—l o
||(DA)_1Hoo — max ” .’L‘H —m ” yH
ver |zl yer" || Dyl
A" Ylloo —1y 4-1
> max o — = || D[| A7 o,
yeR" || Dl|sollylloo = >
woraus koo (DA) = | DA s|[(DA) Yo > [[A7 oo = Koo(A) und somit die
Behauptung folgt.

Beispiel 3.14. Fiir
8 10000
A= (50 ~60 )
erhilt man koo (A) = 201.2 und

0.799 10~3 0.999
b.A= ( 0.455 —0.545)7 Keo(D,A) = 3.40 .

1 : . . .1 .
Toog» die zweite Zeile mit 75 multipliziert.

A

Hierbei wurde die erste Zeile mit
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3.3 Wie man es nicht machen sollte

Eine prinzipielle Moglichkeit, (3.16) zu 16sen, bietet die Cramersche Regel.
Danach lautet die j-te Komponente x; der Losung von (3.16)
det Aj
l‘j = 5
det A

wobei A; € R™ " diejenige Matrix ist, die aus A entsteht, wenn man
die j-te Spalte durch b ersetzt. Dazu mufl man also n + 1 Determinanten
det Aq,...,det A,,,det A berechnen.

Beispiel 3.15. (siche auch Beispiel 3.19)

2 —-1-33 1

4 0 =31 -8

A= 6 1 —16}|" b= —16

—-2-541 —12

liefert

0 -31 —-1-33
det A=2xdet| 1 —16] —4*det| 1 —16
-5 41 -5 41
—-1-33 —-1-33
4+6xdet [ O =31 | +2x*det| 0 =31
-5 41 1 —-16

=2%92—4%1154+ 6 (—23) + 2% 23 = —368.

Mit dhnlichen Berechnungen erhélt man

1 -1-33
-8 0 31

det Ay =det | — o | o | = 1656,
—12-5 4 1

det Ay = —736, det Ay = 1104, det A, = —368.

Die Cramersche Regel ergibt dann die Lésung

1 T 1 T
T = _368(1656, 736, 1104, —368)" = (42,2, 3,1)". A
Berechnet man die Determinante einer (n x n)-Matrix nach dem Laplaceschen
Entwicklungssatz (wie in Beispiel 3.15), so benotigt man i. a. n! Operationen.
Insgesamt ergibt sich ein Aufwand von (n + 1)! Operationen. Ganz abgese-
hen von den numerischen Effekten aufgrund von Ausléschung, wiirde dieses
Vorgehen die Geduld eines jeden Anwenders iiberstrapazieren. Bei Verwen-
dung eines Rechners mit 10® Gleitpunktoperationen pro Sekunde (100 Mflops)
ergiben sich folgende Rechenzeiten:
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n‘ 10 12 14 16 18 20
Rechenzeit‘ 0.4s 1min 3.6h 41 Tage 38 Jahre 16000 Jahre

Da die damit erfafiten Groflen in bezug auf praktische Anwendungen ldcherlich
gering sind, wird klar, dafl man grundsétzlich andere Ansétze bendtigt, um
realistische Probleme behandeln zu kénnen.

Ziel der folgenden Abschnitte ist die Vorstellung verschiedener Losungs-
verfahren. Der Grund fiir die Vielfalt liegt in der unterschiedlichen Eignung
der Verfahren fiir unterschiedliche Problemmerkmale. Neben der Vermittlung
algorithmischer Abliufe (Rezepte) wird es also insbesondere darum gehen, zu
klédren, in welchen Situationen welches Verfahren angemessen ist.

Dabei werden vor allem die Gesichtspunkte Effizienz (Rechenzeit, Speicher-
bedarf), Genauigkeit und Stabilitéit betrachtet. Je grofer ein Problem, d. h.,
je mehr Unbekannte es beinhaltet, umso mehr mufi man spezielle Struktur-
eigenschaften ausnutzen. Dies deutet schon an, dafl bei der Beurteilung von
Verfahren die Grofie des Problems keine statische, sondern eine variable Grofie
ist, an deren Anderung oder Wachsen die Eigenschaften der Losungsmethode
zu messen sind.

Die im folgenden betrachteten Verfahren beruhen auf folgender trivialer
Beobachtung: Falls C' irgendeine nichtsinguldre Matrix ist, gilt

Az =b < CAz = Cb. (3.29)

In der Tat bedeutet CAx = Cb gerade C'(Ax — b) = 0. Da C regulir ist, ist
dies zu Ax — b = 0 &quivalent. Dies legt die Strategie nahe, nach moglichst
effizienten Wegen zu suchen, zunéchst das gegebene Gleichungssystem in ein
dquivalentes System umzuformen, das dann ,leichter” losbar ist.

3.4 Dreiecksmatrizen, Riickwirtseinsetzen

Sogenannte Dreiecksmatrizen ergeben leichter 16sbare Systeme. Eine Matrix
R = (ri;)i =1 € R"" heifit obere Dreiecksmatriz, falls

Tij = 0 fiir s > (330)

gilt, d.h., wenn unterhalb der Diagonalen nur Nulleintrige stehen. Analog
definiert man wuntere Dreiecksmatrizen, die meist mit L bezeichnet werden.
Insbesondere ist RT eine untere Dreiecksmatrix. Eine Dreiecksmatrix, deren
samtliche Diagonaleintrige eins sind, heif3t normierte Dreiecksmatriz. Die ein-
zigen Matrizen, die sowohl obere als auch untere Dreiecksmatrizen sind, sind
Diagonalmatrizen, fiir die man meist schreibt

D = diag(dlyl, e adn,n)~
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Thre einzigen (moglicherweise) von Null verschiedenen Eintrége sind (d; ;)1<i<n
auf der Diagonalen.

Falls A eine (nichtsinguldre) Diagonalmatrix ist, so ist (3.16) natiirlich
trivial 16sbar, da alle Gleichungen entkoppelt sind. Da die Reduktion eines
allgemeinen Systems auf Diagonalgestalt im wesentlichen bereits die Losung
liefert, wird man sich bei der Reduktionsstrategie mit dem ,néchstleichteren*
Systemtyp begniigen. Die avisierte ,leichte Losbarkeit® 148t sich am Beispiel
einer oberen Dreiecksmatrix illustrieren:

r1,121 + T1,222 + + TipTn = b
T2 2% + + Tonx, = b
(3.31)
Tn—1n—1Tn—-1 + Tn—1,nTn = bn—l
TnnZn = bn.
Da bekanntlich
det R = T1,172,2 " Tn,n, (332)

ist (3.31) genau dann stets eindeutig losbar, wenn alle Diagonaleintréige r; ;,
j=1,...,n, von Null verschieden sind. Dies erlaubt folgendes Vorgehen: Aus
der letzten Gleichung in (3.31) erhélt man sofort

Ty, = bn/Tnom.

Einsetzen von z, in die zweitletzte Gleichung erlaubt die Auflésung nach
Lp—1-
Tp—1 = (bnfl - rnfl,nxn)/rnfl,nfb
Allgemein sieht dies wie folgt aus:
Riickwirtseinsetzen:

Fir j =n,n—1,...,2,1 berechne
Tj = (bj — Z rj’kxk) /Tj’j, (333)
k=j+1

wobei obige Summe fiir j = n leer ist und als Null
interpretiert wird.

Beispiel 3.16.

12 0
31, b=1]1
2 4

R:

o O W

1
0

153 =4/2=2, 33=1-3.2=-5 21 ==(0—(—1)(=5)—2-2)=—-3. A

1
3
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Aus (3.33) ermittelt man leicht folgenden

Rechenaufwand 3.17.

Fir jedes j=n—1,...,1:
n — j Multiplikationen / Additionen,
eine Division,

und fiir j = n eine Division. Also insgesamt

n—1
-1
. Z(n —j)= % Additionen / Multiplikationen, (3.34)
j=1
. n Divisionen.

Frither konnte in einer Maschine eine Addition i. a. wesentlich schneller be-
rechnet werden als eine Multiplikation oder Division. Deshalb wurden oft die
Multiplikationen und Divisionen als wesentliche, ins Gewicht fallende Opera-
tionen angesehen und die Additionen vernachlissigt. Heutzutage sind aber
in fast allen Maschinen die fiir eine Addition und fiir eine Multiplikation
(oder Division) bendtigten Rechenzeiten etwa gleich. Trotzdem werden tra-
ditionsgeméfl bei der Zahlung der Rechenoperationen in einem Algorithmus
nur die Multiplikationen und Divisionen gez#hlt. Auflerdem wird in einem
R(esulgat wie in 3.34 nur der Term hochster Ordnung berticksichtigt, was mit
nn—1) . 1

5— = 4n? angedeutet wird.

Der Rechenaufwand fiir Rickwdrtseinsetzen ist also ca.
%nQ Operationen.

Analog zum Riickwértseinsetzen fiir eine obere Dreiecksmatrix kann das
Vorwirtseinsetzen fiir eine untere Dreiecksmatrix formuliert werden. Als Stra-
tegie bietet sich nun an, (3.16) auf Dreiecksgestalt zu transformieren. Bevor
wir verschiedene Moglichkeiten dazu aufzeigen, seien einige Eigenschaften von
Dreiecksmatrizen erwihnt, die hdufig (zumindest implizit) benutzt werden.

Eigenschaften 3.18.

e Das Produkt von oberen (unteren) Dreiecksmatrizen ist wieder eine obere
(untere) Dreiecksmatriz.

e Die Inverse einer oberen (unteren) nichtsinguliren Dreiecksmatrix ist wie-
der eine obere (untere) Dreiecksmatriz.

e Die Determinante einer Dreitecksmatriz ist gerade das Produkt aller Dia-
gonaleintrdge.



68 3 Lineare Gleichungssysteme, direkte Losungsverfahren

3.5 Gauf3-Elimination, L R-Zerlegung

Die bekannteste Methode, das System

Az =10 (det A # 0) (3.35)
auf Dreiecksgestalt zu bringen, ist die Gaufs-Elimination. Man verdndert die
Losung von (3.35) nicht, wenn man Vielfache einer der Gleichungen von den
anderen Gleichungen subtrahiert. Speziell sei aﬂ :=a1,1 # 0. Dann kann man
geeignete Vielfache der 1. Zeile von A von den iibrigen Zeilen so subtrahieren,
daf die resultierenden Eintrédge der ersten Spalte zu 0 werden. Falls nun auch
der linke obere Eintrag a( ) von A® ungleich Null ist, kann man dies fiir die
zweite Spalte Wlederholen etc und so Schritt fiir Schritt obere Dreiecksgestalt

erlangen:

A=A A2 AG)
®* ...... %k k| sk .. % x| %
K Kk oeee oeen * O@ 0% % -
Ol A — ooj® - (3.36)
Dl A®
X Kk oeee een * O* Cee e % 00*

D1e Eintrige der Matrix A®) werden mit a( j)

notiert. Der Eintrag al(c 11 ®

n (3.36)) heifit Pivotelement. In entbprechender Weise ist natiirlich auch die
rechte Seite b umzuformen. Dabei ist es zweckmiBig, nicht das lineare Glei-
chungssystem aufzuschreiben, sondern nur die Matrix A und die Spalte b,
die beide zu einer Matrix (A b) zusammengefafit werden. Es ergibt sich das
folgende Verfahren:

Gauf3-Elimination

Gegeben A € R™*™ b € R™, (det A # 0).
Fir j=1,2,...,n—1

und falls agfj) #0 ist (3.37)
firi=7+1,7+2,...,n
subtrahiere in (A b) Zeile j mit
a@)
Faktor /; ; := % von Zeile i. (3.38)
Jv]
Das Resultat hat die Form
(R ¢), (3.39)

wobei R € R™*"™ eine obere Dreiecksmatrix ist. Der Algorithmus versagt, falls

ein a(]} im Laufe der Rechnung verschwindet (siehe (3.37)). Dieser Fall wird

spéater diskutiert.
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Beispiel 3.19.

2 —-1-33 1
4 0 =31 v -8
6 1 —-16 1 -16
-2-541 —12
Zusammenfassen:
2 -1-33 1
4 0 —-31 -8
(4 0)= 6 1 —16—-16
-2 -5 4 1-12

Durch die Gau-Elimination ohne Pivotisierung wird dieses System iiberfiihrt
in

j=1 2-1-33 1\ j=2 2-1-3 3 1
fo_a [02 3 -5-10] — 02 3 -5 -10
So_2 (04 8 3-19|t2=5 (00 2 7 1
0 _ 2 \0-6 1 4 —11) Lax=3 \0 0 10 —11 —41
41 = —
X 2-1-3 3 1
)= -5 —1
- 02 3 —5 —10 — (R
a0 (00 2 7 1
T2 \0 0 0 —46 —46
Wegen Az = b & Rx = c liefert Riickwértseinsetzen die Losung = =
(_4%’2a _371)T' A
Der Prozef

e Bestimme (A b) — (R ¢) gemiB (3.37), (3.38).
e Lise Rx =c.

heifit Gaufs-Elimination ohne Pivotisierung. Letzterer Zusatz wird spéter
erlautert.

Zunéchst sei angedeutet, wie obige Manipulationen in die Strategie von (3.29)
paBt. Dazu ist lediglich zu zeigen, da8 sich der Ubergang von AU) nach AU+D
also die Elimination der Eintrége unterhalb von ag j) durch Subtraktion des
¢; j-fachen der j-ten Zeile von der i-ten Zeile (bei gleichzeitiger Umformung
von der rechten Seite), sich als Multiplikation des Systems mit einer reguléren
Matrix interpretieren lafit (vgl. Ubung 3.10.8). Derartige Matrizen haben fol-
gende Gestalt. Eine Matrix der Form
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mit 41,5, .-, n,k € R beliebig, heifit Frobenius-Matriz. Wéhlt man insbe-
) .
sondere ¢; ; = ﬁ, iiberpriift man leicht, dafl solange agj]) #£0

;AW = A6+, (3.40)

Als untere Dreiecksmatrix mit nichtverschwindenden Diagonalelementen ist
Ly, regulér. Genauer bestétigt man, daf Ly, folgende Eigenschaften hat (Ubung
3.10.8): Sei ¥ = (0,...,0,1,0,...)T der k-te Basisvektor in R™. Dann gilt

Ly =T—(0,...,0,lks1 ks o)’ (eM)7
det L =1 (3.41)
Lt =T4(0,...,0, kg1 g, o) (€M) (3.42)

Tteriert man (3.40), ergibt sich

Ln—an—Q s LlA.’L‘ = Ln—an—2 s le, (343)

—An)=:R =:c

(vgl. (3.39)). = lost Az = b unter obiger Voraussetzung an die agf J) also genau
dann, wenn Rz = c gilt, wie wir bereits gesehen haben.

Der Grund, den Prozefl der Gauf-Elimination nocheinmal als Abfolge von
Matrixoperationen (3.40), (3.43) zu interpretieren, liegt jedoch in folgender
wichtiger Beobachtung. Da die Ly invertierbar sind, besagt (3.43)

A=L7'Ly'-- L' \R=:LR, (3.44)

wobei L := Ly'Ly*---L;!, als Produkt unterer Dreiecksmatrizen wieder
eine untere Dreiecksmatrix ist. Mehr noch: L 148t sich sofort explizit angeben.
Dazu iiberpriift man wiederum per Rechnung, daf3

1

l21 0

L'yt Lt = (3.45)

én,l gn,n—l 1

Bemerkung 3.20. Formal ergibt sich insbesondere die normierte untere Drei-
)

ecksmatrix L, indem man den Eliminationsfaktor ¢; ; = % an die Position
453

(i,7) setzt. Wir werden darauf im Zusammenhang mit der numerischen Um-

setzung zuriick kommen. A
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Ein bemerkenswertes ,, Nebenprodukt* der Gau3-Elimination ist also eine Fak-
torisierung von A in ein Produkt einer normierten unteren Dreiecksmatrix L
und einer oberen Dreiecksmatrix R.

Satz 3.21. Gilt im Gauf-Algorithmus stets (3.37), dann erhdlt man
A= LR, (3.46)

wobei R durch (3.39) definiert ist und L die durch (3.38) definierte nor-
mierte untere Dreiecksmatriz ist.

Beispiel 3.22. Sei

2 -1-33

4 0 =31

A= 6 1 —16

—-2-541

die Matrix aus Beispiel 3.19 und

1 000 2-1-3 3
2 100 02 3 -5
L= 3 210|”° k= 00 2 7
-1-351 00 0 —46

die bei der GauB-Elimination berechneten Dreiecksmatrizen.

Es gilt A= LR. A
()
11
Voraussetzung (3.37) in Satz 3.21 nicht erfiillt. Natiirlich kann eine Verletzung
von (3.37) auch in irgendeinem spiteren Stadium des Eliminationsprozesses

eintreten.

Das obige Beispiel deutet schon an, wie man dieser Schwierigkeit begegnen
kann. Vertauscht man die beiden Zeilen, hat man schon eine obere Dreiecks-
matrix. Eine Vertauschung der Gleichungen dndert natiirlich auch nichts an
der Losungsmenge. Eine spezielle Vertauschungsstrategie fiihrt auf eine fiir
die Praxis sehr wichtige Variante der Gau-Elimination, die im néchsten Ab-
schnitt behandelt wird.

Wie bereits das einfache Beispiel A = zeigt, ist im allgemeinen die

3.5.1 Gauf3-Elimination mit Spaltenpivotisierung

Vertauschung von Zeilen ist sicherlich notwendig, wenn man ein verschwin-
dendes Pivotelement trifft. Das folgende Beispiel zeigt, dal das Vertauschen
von Zeilen sehr vorteilhaft sein kann, auch wenn die Pivotelemente nicht Null
sind, wenn man Rundungsfehler mit einbezieht.
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) ()- ()

Mit €21 = 1/0.00031 ergibt GauB-Elimination

-3 )
-3 .
—7 ~ 500031
Bei 4-stelliger Rechnung wiirde sich daraus

0.00031 1 -3
0  —3225|9670

ergeben. Riickwértseinsetzen liefert dann

Beispiel 3.23.

(Rc) =

0.00031 1
0 1

_ 1
0.00031

T1 &~ —6.452, o=~ —2.998.
Exakte Rechnung ergibt allerdings
r1 = —4.00124..., x5 =—-2.998759...,

d.h., 1 ist auf keiner Stelle korrekt. Dieses Ergebnis ist unakzeptabel, weil
die Kondition des Problems sehr gut ist: k(A) = 4.00. Vertauscht man die
Zeilen der Matrix und fithrt dann einen Eliminationsschritt durch, so ergibt

sich ungeféihr
11| =7
(B e) = (0 0.9997—2.998)

und bei 4-stelliger Arithmetik schlie3lich
T, ~ —4.001, x9~ —2.999,
also vollig akzeptable Werte.

Beachte:

Obwohl a1 1 # 0 gilt, ist hier offensichtlich eine Vertauschung von Zeilen an-
gebracht. Es liegt also nahe, als Pivotelement stets das betragsgrifite Element
der jeweiligen Spalte zu nehmen.

Man koénnte nun auf die Idee kommen, zuerst die erste Gleichung des
Systems mit dem Faktor 10000 zu multiplizieren. Dann stiinde wieder das
betragsgrofite Element oben links, man miiite also nicht pivotisieren. Eine
erneute numerische Uberpriifung wiirde allerdings wieder unzureichende Ge-
nauigkeit liefern. Der Grund liegt nun darin, dafl nach dieser Multiplikation
die Kondition der Matrix viel schlechter geworden ist (ca. 20000), so dafl
Arithmetikfehler nun dadurch verstiarkt werden. In Abschnitt 3.2.1 wurde be-
reits gezeigt, daB Aquilibrierung die Kondition beziiglich der co-Norm giinstig
beeinflusst (vgl. (3.28)), Zeilenvertauschung sollte also auf eine dquilibrierte
Matrix aufsetzen. A
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Nach obigen Uberlegungen ist es also nicht sinnvoll, nur dann Gleichun-
gen (Zeilen in der Matrix) zu vertauschen. wenn ein Nulleintrag dies er-
zwingt. Stattdessen setzt man stets bei der Berechnung der Matrix AG+1)
aus AY) ein betragsgroftes Element in der ersten Spalte der verbleibenden
(n—j41) % (n—j+ 1)-Untermatrix an die (4, j)-Pivotposition. Da man das
j-te Pivotelement in der j-ten Spalte sucht, nennt man diesen Vertauschungs-
vorgang Spaltenpivotisierung. Die Matrix sollte zuvor dquilibriert werden.

Analyse der Gauf3-Elimination mit Spaltenpivotisierung

Damit die GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung in die Strategie von
(3.29) pafit, mul man auch die Zeilenvertauschungen als Matrixoperation in-
terpretieren. Dazu benétigen wir den Begriff der Permutation. Eine bijek-
tive Abbildung einer endlichen Menge in sich nennt man Permutation. Mit
Sy (symmetrische Gruppe) bezeichnet man oft die Menge aller Permutatio-
nen auf der Menge {1,...,n}. Die Abbildung = : {1,2,3} — {1,2,3} mit
m(1) =3,7(2) = 1,7(3) = 2 ist also eine Permutation in S3. Werden nur zwei
Elemente vertauscht, spricht man von einer Transposition.

Bezeichnet man wieder mit e’ den i-ten Basisvektor, so 18t sich jeder
Permutation 7 € S,, folgendermaflen eine Matrix zuordnen

P, .= (e’r(l) e 6”(”))T.

Die Permutationsmatriz P, entsteht also aus der Einheitsmatrix durch Ver-
tauschung der Zeilen geméfl der Permutation m € S,,. Jede Spalte und jede
Zeile von P, enthilt also genau eine Eins und sonst nur Nullen.

Mit P, bezeichnen wir insbesondere die (durch eine Transposition er-
zeugte) elementare Permutationsmatrix, die durch Vertauschen der i-ten und
k-ten Zeile von I entsteht. Zum Beispiel, fiir n = 4,7 = 2,k = 4 erhélt man:

1000
0001
Pra=10010
0100
Spéter benotigen wir das Resultat
det P, =1firi =%k, detP;,=—1"firi#k. (3.47)

Ein paar weitere Nebenbemerkungen zur Einordnung: Wenn man zwei
Permutationen hintereinander ausfiihrt, erhélt man wieder eine Permutation.
Ebenso ist das Produkt von Permutationsmatrizen eine Permutationsmatrix
(Achtung! die Reihenfolge spielt eine Rolle). Der Verkniipfung ,, Komposition“
von Permutationen entspricht also auf der Matrizenseite die Matrixmultipli-
kation. Die Identitét ist eine spezielle Permutation, die nichts verdndert — das
neutrale Element. Jede Permutation 18t sich riickgéingig machen (Bijektion),
besitzt also eine Inverse. Insbesondere sicht man leicht

Pl =pT, (3.48)
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Der folgende fiir uns wichtige Punkt 1é8t sich durch Rechnen leicht bestétigen.

Bemerkung 3.24. Fiir A € R"*™ und 7 € S, ist das Produkt P, A diejenige
Matrix, die man aus A durch Vertauschen der Zeilen gemifl 7 erhélt. A

GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung ist fiir jede nichtsingulidre Matrix
durchfithrbar und es gilt folgende Verallgemeinerung von Satz 3.21.

Satz 3.25. Zu jeder michtsinguliren Matriz A existiert eine Permuta-
tionsmatriz P, eine (dazu) eindeutige untere normierte Dreiecksmatriz
L, deren Eintrdge simtlich betragsmdfig durch eins beschrdnkt sind, und
eine eindeutige obere Dreiecksmatriz R, so dafs

PA=LR.

Die Matrizen P,L und R ergeben sich aus der Gauf-Elimination mit
Spaltenpivotisierung.

Der Beweis dieses Satzes ist konstruktiv und verliduft im Prinzip genauso
wie bei Satz 3.21. Der einzige Unterschied liegt darin, dafl etwa im Schritt
von AU nach AU*Y vor der Elimination - also vor der Multiplikation mit
einer Frobenius-Matrix L; — gegebenenfalls die j-te Zeile mit einer Zeile ¢ > j
vertauscht wird, so dafl danach an der Position (j, j) ein anderes Pivotelement
erscheint.

Sei AY) die sich nach j — 1 Schritten der GauB-Elimination mit Spaltenpivo-
tisierung ergebende Matrix (A(") = A). Diese Matrix hat die Struktur

* *

ES

AW — 0 * AW g Rn=i+1)x(n—j+1) (3.49)

+— b

0 | A

Die Matrix A ist nichtsingulir. Da AY) aus A durch Multiplikationen mit
nichtsinguldren Matrizen (Frobenius-Matrizen und Permutationsmatrizen)
entstanden ist, ist A auch nichtsinguléir. Daraus folgt, dafl die erste Spalte
der (n—j+1)x (n—j+41) Matrix AY) in (3.49) mindestens einen Eintrag un-
gleich Null enthélt. Also 148t sich eine Transposition 7; von j mit einem ¢ > j
finden, so daf fir AU) := P, A(J) das Pivotelement a( ? von Null verschieden
ist und die Eigenschaft

|a(J)| > max |a(J)| (3.50)

hat. Es kann dann der Eliminationsschritt AU+ = L; AV = L; P, AW mit
(j)/a(]) folgen. Wegen (3.50) gilt
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|6; ;] <1 fiiralle i > j.

Insgesamt erhélt man also fiir die Gau-Elimination mit Spaltenpivotisierung
die Umformungskette

Ln—lp‘r

n—1

Ly_o+ P L Py Az =Ly 1Py Ly_y-+ P, L1 P.b,  (3.51)

—A(M =R =i

Nach Konstruktion ist

R=1L, 1P, _ Ly_oP. - P, LiP, A (3.52)

n—1 —2

eine obere Dreiecksmatrix. Man erinnere sich, daf§ die P, die oben erwéhn-
ten Permutationsmatrizen sind, die die Zeilenvertauschungen vor dem k-ten
Eliminationsschritt realisieren, also nur die Zeilenindizes gréfer oder gleich
k betreffen. Die zentrale Beobachtung ist nun, dafl man im gewissen Sinne
alle Permutationen ,,sammeln“ kann, nédmlich ,,durch die Frobenius-Matrizen
durchziehen* kann. Genauer liegt dies an folgendem Umstand. Sei 7 eine Per-
mutation, die nur Zahlen grofer gleich k+1 vertauscht und Ly, eine Frobenius
Matrix, so gilt

1
0
P.LyP' = P.L,PT = ’ 1 ) =: Ly, (3.53)
“tr(k+1),k
0 : ..
_Eﬂ'(n),k 0 1

ist also wieder eine Frobenius-Matrix, bei der gegeniiber der urspriinglichen
lediglich die Eintréige ¢;  gemé8 7 vertauscht sind. Aus (3.53) folgt P, Ly =
Ly P, also kann man P, in diesem Sinne ,durch Lj ziehen®. In (3.52) kann
man P,, durch L; ziehen und erhélt

R= Ln—IPT

wnLn_oPr - P Lyl PP A, Ly :=P,LiPL (3.54)

n—2
Jetzt kann man P, durch Ly und ﬁl ziehen, also

R=Ln 1P, Ly P - L3LyPr L1 P, P, A

n—2

— L1 Py LnsPr,_, - LylaLly Py P, Py, A

-1 -2

mit Lo := P LoPY, Ly := P, P,LPLPT .

T27 T3

Man sieht nun das Muster, wie man durch analoge Wiederholung das Produkt
der Transpositionen vor A sammelt. Man erhélt schliefllich

R=1L, - LiPryA, mit Ly =Py, LyPr, (3.55)
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und w1 =1, g = Tp—1 - Tt1, K =0,...,n— 2. Aus (3.55) folgt wieder
L7t L, 1R= P, A (3.56)

Da die Lj wieder Frobenius-Matrizen sind, folgt aus (3.45) die behauptete
Faktorisierung.

Die Eindeutigkeit sieht man folgendermafien ein. Annahme es sei PA =
L'R’ = LR. Dies impliziert L~!L’ = R(R’)~!. Da links eine untere, rechts
aber eine obere Dreiecksmatrix steht, mul L~ 'L’ diagonal sein. Da aber die
Inverse einer normierten Dreiecksmatrix wieder normiert ist und das Produkt
normierter unterer Dreiecksmatrizen wieder eine normierte untere Dreiecks-
matrix ist, folgt L7'L’ = I und damit L = L’ also auch R = R’. Damit ist
der Beweis von Satz 3.25 vollstandig. g

Man beachte ferner, wie sich Symmetrie in der Matrix A auf die L R-Zerlegung
auswirkt.

Bemerkung 3.26. Falls A symmetrisch (A = AT) und regulir ist und eine
LR-Zerlegung von A ohne Spaltenpivotisierung existiert, d.h. A = LR, dann
gilt A= LDLT wobei D eine reelle Diagonalmatrix ist.

Beweis: Wenn eine LR-Zerlegung A = LR (ohne Pivotisierung) existiert,
muf} insbesondere R regulér sein, so dafl man auch

R=DR, R:=D7'R, D:= diag(r11,---sTnn),

schreiben kann, d. h., R ist eine normierte obere Dreiecksmatrix. Wegen AT =
A folgt aber dann A = LDR = RTDTLT. Aufgrund der Eindeutigkeit der
Zerlegung (siche Satz 3.25) folgt dann sofort R” = L und somit LT = R, was
wiederum A = LDL" impliziert. a

3.5.2 Numerische Durchfithrung der L R-Zerlegung und
Implementierungshinweise

Aus den obigen Uberlegungen ergibt sich fiir die Praxis folgende Vorgehens-
weise. Zuerst wird die vorliegende Matrix skaliert (z. B. iiber die Methode aus
Abschnitt 3.2.1) und danach wird die LR-Zerlegung dieser skalierten Matrix
iiber Gauf-Elimination mit Spaltenpivotisierung berechnet.
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Skalierung und Gauf3-Elimination mit Spaltenpivotisierung
e Bestimme die Diagonalmatrix

D = diag(dy, ..., dy),

so dafl DA zeilenweise dquilibriert ist, d. h.

n -1
di: <Z|alk|> N i:17...,n.
k=1

e Wende GaufB-Elimination mit Spaltenpivotisierung auf DA an. Im
j-ten Schritt der Gauf3-Elimination wahlt man diejenige Zeile als Pi-
votzeile, die das betragsméflig grofite Element in der ersten Spalte der
(n4+1—j) x (n+1—j) rechten unteren Restmatrix hat. Falls diese
Pivotzeile und die j-te Zeile verschieden sind, werden sie vertauscht.

Speicherverwaltung und Programmentwurf

Hinsichtlich der tatséichlichen Implementierung dieses Verfahrens ist es wich-
tig zu beachten, da durch geeignetes Uberspeichern der Eintréige von A der
urspriinglich durch A und b beanspruchte Speicherplatz nicht erweitert wer-
den muf. Insbesondere kann man die #; ; auf den unterhalb der Diagonalen
freiwerdenden Stellen von A ablegen. Der folgende Programmablauf soll dies
verdeutlichen.

Ein Programmentwurf zur Berechnung der LR-Zerlegung iiber Gauf-
Elimination mit Skalierung und Spaltenpivotisierung lautet folgendermafien:

L R-Zerlegung mit Skalierung und Spaltenpivotisierung
Fir ¢+=1,2,...,n:

di — 1/ (= laikl);

Fir j=1,2,...,n:

a;j < dia;j;  (Skalierung)
Fir j=1,2,...,n— 1:
Berechne p mit j <p<n, so daB |a, ;| = max [a;;|;
j<i<n
i =D;

Vertausche Zeile j mit Zeile p; (Spaltenpivotisierung)
Fir i=j5+1,7+2,...,n:
@5 ij (neue Eintrédge in L)
Fiir kij+1,j+2,...,n:
ik < Qi k — Q4§05 k3 (neue Eintrage in R)
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Die Werte d; ergeben die Diagonalmatrix D = diag(dy,...,d,). Die Zah-
len r; entsprechen den elementaren Permutationsmatrizen P, = P; ;. in der
Herleitung der LR-Zerlegung, Satz 3.25. Das Produkt aller elementaren Per-
mutationen wird mit

P = Pn7177‘1L71Pn7277‘1L72 s PQ,T2P1,T1
angedeutet. Geméafl Satz 3.25 produziert obiger Algorithmus die Zerlegung
PDA=LR (3.57)

(siehe auch Beispiel 3.30). Man beachte, da§ die Matrizen P und D in der
Praxis nicht explizit berechnet werden. Von D z. B. werden nur die Diagonal-
eintriige in einem Vektor (dq,da, ..., d,) gespeichert.

Bemerkung 3.27. Wenn die Betragssummen der Zeilen von A bereits etwa
die gleiche Gréflenordnung haben, kann man auf die Skalierung verzichten. A

Bemerkung 3.28. Man kann bei der Pivotisierung nicht nur die Zeilen, son-
dern auch die Spalten vertauschen (d.h., die Reihenfolge der Unbekannten
dndern), um noch giinstigere Pivotelemente a;; zu finden. Dies nennt man
Totalpivotisierung. Wegen des erhohten Aufwands und begrenzter Verbesse-
rung der Ergebnisse verzichtet man allerdings meist darauf. A

Aus obigem Programmentwurf 148t sich der Aufwand (nur Gleitpunkt-Opera-
tionen) des Verfahrens ablesen:

Zeilensummenberechnung: n(n — 1) Additionen;

Berechnung der Skalierung: n Divisionen;

Firj=1,2,...,n—1

— Berechnung der neuen Eintréige in L: (n — j) Divisionen;

— Berechnung der neuen Eintriige in R: (n — j)? Multiplik./Additionen

Der dominierende Aufwand (hichste Potenz von n) ist also Z;zll (n—35)2 =
Z;L:_ll j% ~n3/3. Der Aufwand fiir die Skalierung ist ebenso wie das Vorwiirts-

und Riickwirtseinsetzen (vgl. Aufwand 3.17) von der Ordnung n?. Insgesamt
ergibt sich also:

Rechenaufwand 3.29. Der Rechenaufwand fiir die L R-Zerlegung iiber
GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung betrigt ca.

1
gng Operationen. (3.58)

Die Skalierung (falls nétig) kostet nur O(n?) Operationen.
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Beispiel 3.30.

150 £00 : 20
A=|222), dammnD=|020|uwdDA=| 11 (Skalierung).
— 1 11
202 007 —303
Gauf3-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
j=1:
—I oI T o1
Vertausghuna| 1 1 3| Ptmingtion 211 3
ertauscnung maination
pA — 3 33 —  |73|33)
15 _151
6 6 316 6
J=2
—I oI
—3 03 -303
Vertauschung 5 1| Elimination 5 1
—  |73168| — |"3lssf
2|12 2213
3|33 3 5|5
101
N
—551 005
Man rechnet einfach nach, daf
LR =PDA
001 100 001
gilt, wobei P = [100] = [001 010 | eine Permutationsmatrix ist.
010 010 100

Die Matrix P ist das Produkt der elementaren Permutationsmatrizen Pj s
und P, 3. P erhdlt man auch einfacher, indem man die durchgefiihrten Zei-
lenvertauschungen nacheinander auf die Einheitsmatrix anwendet. A

Merke:

e Skalierung/ Aquilibrierung verbessert die Kondition des Problems.

e Pivotisierung verbessert die Stabilitit der Gauf-Elimination/LR-
Zerlegung. Letzteres wird in Abschnitt 3.8 ndher untersucht.

3.5.3 Einige Anwendungen der LR-Zerlegung

Die LR-Zerlegung ist ja nur eine geeignete , Organisation® der Gauf-Elimi-
nation. Daf} diese Organisation erhebliche praktische Vorteile bieten kann,
zeigen folgende Beispiele. Sei dazu A € R™*" eine Matrix die schon zeilenweise
dquilibriert ist. Sei fiir diese Matrix die LR-Zerlegung PA = LR bekannt.
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Lo6sen eines Gleichungssystems

Die Losung von
Az =b

ergibt sich iiber die Losung zweier Dreieckssysteme

Az =b <= PAx=Pb <= LRz =DPb
<= Ly= Pbund Rx = y. (3.59)

Zuerst bestimmt man also y durch Vorwéartseinsetzen aus Ly = Pb, um danach
x aus Rr = y durch Riickwirtseinsetzen zu berechnen.

Mehrere rechte Seiten

Hat man mehrere Gleichungssysteme mit derselben Matrix A, aber verschiede-
nen rechten Seiten b, so benotigt man nur einmal den dominierenden Aufwand
zur Bestimmung der LR-Zerlegung (~ %nS) Fiir jede rechte Seite fillt dann
nur die Losung von Ly = Pb, Rx = y fiir die verschiedenen rechten Seiten
b an. Die dazu benétigte Anzahl der Operationen ist jeweils ~ n?, also von
geringerer Ordnung.

Berechnung der Inversen

In den meisten Fillen ist es weder notwendig noch angebracht, die Inver-
se einer Matrix explizit zu berechnen. Dennoch gibt es Situationen, wo dies
sinnvoll ist. Man kann dann folgendermafen vorgehen. Sei z* € R” die i-te
Spalte der Inverse von A:

A_lz(ar1 x2 ... x") .

Aus AA~T =T folgt ‘ ‘
Ax* =¢€', i=1,...,n. (3.60)

Zur Berechnung der Inverse bietet sich folgende Strategie an:

e Bestimme die LR-Zerlegung PA = LR iiber Gauf}-Elimination
mit Spaltenpivotisierung,
e Lose die Gleichungssysteme

LRz = Pel, i=1,....n.

Die Berechnung der Inversen A~! ist also aufwendiger als die Losung eines
Gleichungssystems. Andererseits ist der Aufwand dieser Methode zur Berech-
nung der Inversen A~! in gewissem Sinne erstaunlich niedrig. Der Aufwand
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fiir die Zerlegung ist ~ %n und der Aufwand fiir n Vorwérts- und Riickwérts-

substitutionen ist etwa n*(Qn + n?) = n3. Insgesamt beno6tigt man also etwa
n3 Operationen, was den den Aufwand einer Matrix-Matrix-Multiplikation
nur geringfiigig tibersteigt!

Beachte:
Der Ausdruck x = A71b ist in der Numerik immer so (prozedural) zu inter-
pretieren, dal z die Losung des Systems Ax = b ist, die man praktisch ohne
die explizite Berechnung von A~! bestimmt.
Berechnung von Determinanten
Aus PA = LR folgt
det P det A = det L det R = det R.

Da wegen (3.47)

det P =det P, det P, 1, ,...det Py, = (—1)#%cilenvertauschungen

folgt

n
det A = ( )#Zellenvertauschungen H i - (361)
j=1

Gegeniiber dem Laplaceschen Entwicklungssatz (~ n! Operationen) werden
nun lediglich ~ gn Operationen benoétigt. Fiir n = 20 ergibt dies bei Ver-
wendung eines 100 Mflops-Rechners eine Laufzeit von 0.1 ms gegeniiber 16 000

Jahren.

Nachiteration

Aufgrund der Rechnerarithmetik ist es nicht moglich L und R exakt zu be-
rechnen sondern man erhilt N&herungen L, R. Entsprechend ist der aus (3.59)
berechnete Vektor & nicht die exakte Losung von Ax = b. Folglich ist das
Residuum r := b — Az ungleich Null. Das Ziel der Nachiteration ist, diese
Néherung iterativ zu verbessern.

Dazu betrachte z° := 7 als Startwert mit dem Residuum r = r% := b— Az".
Man beachte, dafl der Fehler des Startwerts 6° := x — 2° gerade die Losung
des Defektsystems ist

AS? = Ax — Az® = b — Az =10, (3.62)

Kénnte man (3.62) exakt 16sen, bekime man mittels 2°+46° die exakte Losung.
Da dies nicht moglich ist, 16sen wir (3.62) wieder néherungsweise iiber (3 59)
mit der approximativen Zerlegung L, R, d.h. Ly® = r0, R6° = ¢°. Mit 2! :=

2% + §° bekommt man also eine weitere Nitherung, die hoffentlich besser ist.
Allgemein lautet das Verfahren:
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Fir k=0,1,2,..., gegeben r°

Ly* =k, Ro* = yF;
oh = 2k 4 §F;
Pkl = b — Akt

, berechne:

Um eine Verbesserung zu erzielen, wird 7* in der Praxis oft mit doppelter
Genauigkeit berechnet.

Dies ist ein erstes Beispiel des in der Numerik hiufig verwendeten Prinzips
der Iteration. Hierbei wird eine ,,Losung“ schrittweise angenéhert. Natiirlich
stellt sich die Frage, ob diese Iteration tatsdchlich eine Qualitdtsverbesserung
bringt, oder besser gesagt, gegen die ,,exakte“ Zielgrofle konvergiert. Prinzipi-
en solcher Konvergenzanalysen werden spéter in Kapitel 5 vorgestellt. Daraus
lassen sich folgende Bedingungen herleiten, die allerdings von der vereinfa-
chenden Annahme ausgehen, dafl das Vorwirts- und Riickwértseinsetzen ex-
akt ausgefiihrt wird. Dahinter steht die Annahme, dafl die beim Einsetzen
entstehenden Arithmetikfehler von den Fehlern in L, R dominiert werden.

Gilt fiir die nitherungsweise LR-Zerlegung LR = A + AA, so konvergiert
das Verfahren der Nachiteration (bei exakter Rechnung) gegen die Losung x
von Ax = b, wenn fiir irgendeine Norm auf R" die Bedingung

_ 1
IATHIAAL < 5. (3.63)

erfiillt ist, vgl. Ubung 3.10.16. Diese Bedingung ist hinreichend, jedoch nicht
notwendig. In der Praxis wendet man die Nachiteration - meist mit sehr gutem
Erfolg — ohne Uberpriifung der Bedingung (3.63) an, zumal die eigentliche
Botschaft lautet: Fiir moderate Ungenauigkeiten in der Faktorisierung ist die
Nachiteration erfolgversprechend, wobei die Fehlertoleranz umso grofiziigiger
sein darf je moderater || A~} ausfillt.

Das Prinzip der Nachiteration ist nicht auf die L R-Zerlegung beschriankt,
sondern funktioniert analog fiir die weiteren im folgenden zu betrachtenden
Faktorisierungen.

3.6 Cholesky-Zerlegung

Die oben beschriebene Gau-Elimination bzw. die LR-Zerlegung ist prinzipi-
ell fiir beliebige Gleichungssysteme mit nichtsinguldren Matrizen anwendbar.
In vielen Anwendungsbereichen treten jedoch Matrizen auf, die zusétzliche
Struktureigenschaften haben. Zum Beispiel ist die Matrix (3.12) symmetrisch.
In vielen Féllen ist die Matrix nicht nur symmetrisch, sondern auch positiv
definit.



3.6 Cholesky-Zerlegung 83

Positiv definite Matrizen

Definition 3.31. A € R™*"™ heifit symmetrisch positiv definit

(s.p.d.), falls
AT = A (Symmetrie)

und
2T Az >0 (positiv definit)

fiir alle x € R™, x # 0, gilt.

Beispiel 3.32. 1. A = I (Identitéit) ist s.p.d. Die Symmetrie ist trivial und

T

ol Te = 2Te = ||z)|2 > 0,

falls £ 0 .
2. Sei B € R™*"™ m > n, und B habe vollen Rang, d.h., die Spalten von B
seien linear unabhiingig. Dann ist A := BT B € R"*" s.p.d., denn:

AT = (B"B)" = B"(B")" = B"B = A.
Sei x € R", x # 0. Dann gilt
a7 Ax = 27 BT Bx = (B2)" (Bx) = || Bz||2 > 0.

Es gilt 27 Az = |Bz||2 = 0 nur falls Bz = 0 gilt. Da B vollen Rang
hat, muB daher z = 0 sein. Also gilt 7 Az > 0 fiir z # 0, woraus die
Behauptung folgt.

. Die Matrix in (3.12) ist s.p.d.

4. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) : V x V — R und seien

v!,...,v" linear unabhingige Elemente von V. Dann ist die Gram-Matrix

w

G= ((vi,vj>)n

4,g=1

s.p.d., denn fiir x € K", x # 0 folgt v := z1v! +--- +2,0" € V, v # 0,

und es gilt
TG = <ijvj,2xjvj> = (v,v) >0
j=1 j=1
da (-,-) ein Skalarprodukt ist. Die Symmetrie ist offensichtlich. A

Speziell fithrt die Diskretisierung gewisser Randwertaufgaben fiir partielle
Differentialgleichungen (Elastizitdtsprobleme, Diffusionsprobleme) auf lineare
Gleichungssysteme mit symmetrisch positiv definiten Matrizen (vgl. (3.12)).
Auch lineare Ausgleichsprobleme (siehe Kapitel 4) fithren auf Systeme mit
s.p.d. Matrizen.

S.p.d. Matrizen haben eine Reihe wichtiger Eigenschaften. Einige davon wer-
den im folgenden Satz formuliert.
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Satz 3.33. A € R™*" sei s.p.d. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) A ist invertierbar, und A=t ist s.p.d.

(ii) A hat nur strikt positive (insbesondere reelle) Eigenwerte.

(iii) Jede Hauptuntermatriz von A ist s.p.d.

(iv) Die Determinante von A ist positiv (und damit die Determinante aller
Hauptuntermatrizen von A).

(v) A hat nur strikt positive Diagonaleintrige und der betragsgrifite Eintrag
von A liegt auf der Diagonalen.

(vi) Bei der Gauf-Elimination ohne Pivotisierung sind alle Pivotelemente
strikt positiv.

Beweis. Ausfiithrliche Beweise dieser Aussagen finden sich z. B. in [DH]. Die
Behauptungen (i) — (iii) sind relativ einfache Konsequenzen der Definition.
(iv) folgt aus (ii), wenn man weifl, dal die Determinante von A gleich dem
Produkt der Eigenwerte von A ist. Aus a;; = (e*)T Ae! > 0 folgt, dal A nur
strikt positive Diagonaleintrige hat. Fiir die zweite Aussage in (v) wird auf
Ubung 3.10.22 verwiesen. Lediglich (vi) verlangt etwas eingehendere Uberle-
gungen.

Die Giiltigkeit von (vi) kann man folgendermafien einsehen. Sei L; die zur
ersten Spalte von A gehoérende Frobenius-Matrix, d.h., die normierte unte-
re Dreiecksmatrix, die sich von der Einheitsmatrix nur in der ersten Spalte
unterscheidet, deren Eintrége gerade durch (L1);1 = —4;1, 1 = 2,...,n, ge-
geben sind. Da ay,; wegen (v) (oder (iiil)) positiv ist, ist Ly wohldefiniert. Da
die erste Zeile von L1 A mit der ersten Zeile von A iibereinstimmt, gilt

a1 41,2 ... Q1n
0
LA=| . ~ , L ALT = (a(la’l f?z)) (3.64)

wobei A eine symmetrische (n — 1) x (n — 1) Matrix ist. Da fiir beliebiges
y € R* 1\ {0} und 2T := (0,y7)

yTAPy = 2T ALT 2 = (LT2)TA(LT2) >0 wegen LTz #0,

ist A, s.p.d. Also ist ndchste Pivotelement (A(Q))M > (0, und man kann obigen
Vorgang wiederholen. O

Aus obigen Uberlegungen ergibt sich schon das folgende Hauptergebnis dieses
Abschnitts.
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Satz 3.34. Jede s.p.d. Matriz A € R™™™ besitzt eine eindeutige
Zerlegung
A=LDLT, (3.65)

wobei L eine normierte untere Dreiecksmatriz und D eine Diago-
nalmatriz mit Diagonaleintrdgen

di; >0, i=1,...,n, (3.66)

ist. Umgekehrt ist jede Matriz der Form LDLT, wobei D eine
Diagonalmatriz ist, die (3.66) erfillt, und L eine normierte untere
Dreiecksmatrix ist, symmetrisch positiv definit.

Beweis. Aus obigem Beweis zu Satz 3.33, (vi) (vgl. (3.64)) folgt, da8
Ly 1---LALT ... LT =D,

wobei D eine Diagonalmatrix mit strikt positiven Diagonaleintriagen ist. Aus
der Definition der Ly und (3.45) folgt daraus sofort die Darstellung (3.65).

Dafl jede Matrix der Form (3.65) s.p.d. ist, folgt sofort: Symmetrie ist
offensichtlich. Ferner ist fiir i := LT 2 gerade

eTLDL "z = (LT2)"D(LTx) = y"Dy = Y d;ly;|* > 0,

Jj=1

wenn immer y # 0. Letzteres ist aber fiir x # 0 wegen der Regularitéit von L
der Fall. 0

Die Zerlegung in (3.65) heifit Cholesky-Zerlegung. Im Prinzip 148t sich das
Resultat (3.65) als LR-Zerlegung der Matrix A mit R = DL” interpretieren
(siehe Satz 3.25, wo die Eindeutigkeit bereits sichergestellt wird). Aufgrund
von Satz 3.33 (vi) ist bei s.p.d. Matrizen GauB-Elimination ohne Pivotisie-
rung durchfiihrbar. Damit wire auch eine numerische Realisierung von (3.65)
gegeben.

Der Kernpunkt dieses Abschnitts ist jedoch die Tatsache, dafl man die
Faktorisierung (3.65) mit einer alternativen Methode bestimmen kann, die
die Symmetrie von A direkt ausnutzt und dadurch insgesamt effizienter
ist, ndmlich nur etwa den halben Aufwand der allgemeinen LR-Zerlegung
benstigt.

Den Ausgangspunkt bildet folgende Beobachtung. Da A = AT, ist A be-
reits durch die n(n + 1)/2 Eintrége a; ;, ¢ > j vollstindig bestimmt. Dies
sind genau soviel Parameter, wie man zur Bestimmung der Eintrdge von L
und D braucht. Insofern kann man 3.65 als Gleichungssystem von n(n+1)/2
Gleichungen in n(n 4+ 1)/2 Unbekannten auffassen. Wir werden jetzt zeigen,
dafl man diese Gleichungen so anordnen kann, daff man die Unbekannten ¢; ;,
i > j, d;; Schritt fiir Schritt durch Einsetzen vorher berechneter Werte be-
stimmen kann. Dies ist gerade das sogenannte Cholesky-Verfahren.
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Konstruktion der Cholesky-Zerlegung

Das Vorgehen sei zunéchst anhand eines kleinen Beispiels illustriert.

Beispiel 3.35.

2 6 —2 1 00 diy 0 0
A=|[6210 |, L=ty 1 0|, D=| 0 dyo 0
-2 0 16 53)1 53’2 1 0 0 d373

Es gilt
1 00\ [(di1 0 O 1loq l31
LDLT = |ty 1 0 0 dan O 0 1 l35
£371 63,2 1 0 0 d373 00 1
d171 0 0 1 62,1 €3,1
= |lo1diy dep O 0 1 439
l31dy1 l32d22 d33 00 1
Die elementweise Auswertung der Gleichung LDLT = A, die man aufgrund
der Symmetrie auf den unteren Dreiecksteil beschriinken kann, ergibt

j=1:(1,1)-Element: d1 1 =a11 =2 =
(2,1)-Element: lp1d11 =a21 =6 = {37 =06/2 =

(3,1)-E1ement: l3idin=a31=—2 = [l3;= _2/2
-
j=2:(2,2)-Element: (3 1d11 +dao =as2 =21 = dpo=21—3%%2
2
(3,2)—Element: 5371d171€2,1 + €3’2d272 =az2 = 0

— 83,2:7(*1)*2*3/3 -

j =3: (3,3)—Element: £§’1d171 + g%gdg’g + d373 = a3,3 = 16

— d33=16—(—1)242 223 —

100 200
—-121 002
AN
Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Die Gleichung
A=LDL",
beschrankt auf den unteren Dreiecksteil, ergibt
n k—1
aLk = Zeivjdjngkyj = Zgi,jdj,jgkyj + gi,kdk,k7 ) Z k. (367)

Jj=1 Jj=1
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Hierbei wurde ¢ ; = 0 fur j > k und ¢, j, = 1 benutzt. Damit gilt
k—1
ik = ai ) — Zéi,jdj,jék,j; i>k. (3.68)
j=1

Fiir k£ =1 ist die Summe leer. Da ¢ ; = 1, gilt fiir k = 1 (erste Spalte):

hadig=a11 = dig=a11
b= (li,1/d1’1 fiir 4 > 1.

Wir haben hier benutzt, dafl wegen Satz 3.33 (v) d1,1 = a1,1 tatséchlich positiv
ist und die ¢; ; somit wohl definiert sind.

Wir setzen nun voraus, dafl die Spalten 1,...,k — 1 der Matrix L (d.h. ¢; ;,
i>j <k—1) und der Matrix D (d.h. d;;, i <k — 1) schon berechnet sind.
Es ist einfach nachzupriifen, da§ dann alle Terme in der Summe in (3.68)
bekannt sind. Die k-te Spalte von L und von D kann nun mit der Formel
(3.68) berechnet werden:

k—1
i=k: Ek,kdk,k = Qg k — Zéi,jdj,j
Jj=1
. (3.69)
=  dgr = agk — Zgi,jdj,jv
j=1
k—1
7> k : 677]? = (ai“lf — Zéi,jdj,jék’-,j)/dk:k’ (370)
Jj=1

wobei wir hier benutzt haben, daf§ die di  wegen Satz 3.33, (vi) ungleich
null sind. Insgesamt ergibt sich also folgende Methode zur Berechnung der
Zerlegung A = LDL™:

Cholesky-Verfahren
Fiir die aufeinanderfolgenden Spalten, k£ = 1,2, ..., n, hat man explizite
Formeln fiir dy , und ¢; 5, (i > k):

k—1
2
dip = arg — > G id; s
i=1

k—1

b= (ai,k - Zéi,jdj,jfk,j)/dk,k .

Jj=1

Bei der tatséchlichen Implementierung werden die Eintrédge von A tiberschrie-
ben: ¢; ; kommt in den Speicherplatz des Elements a; ; (¢ > j) und d; ; kommt
in den Speicherplatz des Elements a; ;.
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Programmentwurf Cholesky-Verfahren

Fir k=1,2,...,n:
diag « agr — Zj<k ai,jaj,j;
falls diag < 10~°ay, Abbruch
ay,, < diag,
firi=k+1,...,n

@i fy (ai,k = X<k ai,jaj,jak,j) Jak ks

Rechenaufwand 3.36. Man kann das Cholesky-Verfahren mit ca. %n‘g

Multiplikationen und etwa ebenso vielen Additionen realisieren. Der Re-
chenaufwand betréigt also etwa die Hélfte des Aufwands der Standard-

LR-Zerlegung.

Bemerkung 3.37.

e LDLT entspricht der LR-Zerlegung fir R = DL”. Bei s.p.d. Matrizen
ist Pivotisierung weder nétig noch sinnvoll. Beachte, dafl Pivotisierung die
Symmetrie der Matrix zerstéren wiirde.

e Die Losung des Problems Az = b reduziert sich nach Satz 3.34 wieder auf

Ly=b, DLTz=y, d.h LTz=D1y.

e In obiger Version enthilt das Verfahren die Abfrage diag < 10™°ay, . Falls
dies gilt, kann nicht mehr gewéahrleistet werden, dafl das entsprechende Pi-
votelement strikt positiv ist. In diesem Sinne testet das Verfahren Positiv-
Definitheit.

e In der frither iiblichen Form lautete die Cholesky-Zerlegung

A=L LT
fiir eine (nicht normierte) Dreiecksmatrix L. Hier ergibt sich

Ly = LDY?, DY? =diag(\/di1,..,\/dnn) A

3.7 Bandmatrizen

Wie bereits in Beispiel 3.2 angedeutet wurde, treten in Anwendungen oft
Matrizen auf, die diinnbesetzt sind, d. h., bis auf eine gleichméfig beschrinkte
Anzahl sind alle Eintréage pro Zeile und Spalte gleich Null. Insbesondere gilt
dies fiir sogenannte Bandmatrizen. So nennt man Matrizen der Form



3.7 Bandmatrizen 89

aig - aip 0 0
0
ag1 0
A= 0 0
0 - An—pt1,n
0
0 - --- 0 anpn—gs1 - An,n

Man sagt dann, A hat Bandbreite p + ¢ — 1. Bandmatrizen modellieren
Umsténde, bei denen nur (meist geometrisch) benachbarte Groflen mitein-
ander gekoppelt sind wie etwa bei der Diskretisierung von Differentialglei-
chungen.

Unter gewissen Voraussetzungen erlaubt die Bandstruktur eine erhebliche
Reduktion des Rechen- und Speicheraufwands:

Bei Gaufl-Elimination ohne Pivotisierung bleibt die Bandbreite erhalten.
Sei L, R die entsprechende LR-Zerlegung. Dann hat L die Bandbreite ¢
und R die Bandbreite p.

e Der Rechenaufwand bei der LR-Zerlegung ist von der Ordnung pgn, beim
Vor- und Riickwirtseinsetzen von der Ordnung (p + ¢)n. Falls die Band-
breiten kleine Konstanten sind, wird der Aufwand also im wesentlichen
durch n bestimmt, so daf§ sich nach vorherigen Bemerkungen insgesamt
ein Rechenaufwand ergibt, der proportional zur Anzahl n der Unbekannten
ist. Der Aufwand skaliert dann linear mit der Gréfie des Problems.

Tridiagonalmatrizen

Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich mit p = ¢ = 2 — sogenannte Tridiago-
nalmatrizen. Die Matrix in (3.12) ist eine Tridiagonalmatrix. Die allgemeine

Form ist
aiq a2 0 .- 0

a1 22 A2 3
0 aszpass - 0

An—1,n
0o --- 0 Ann—1 Onn

Falls GauB-Elimination ohne Pivotisierung moglich ist (etwa wenn A s.p.d.
ist), ergibt die elementweise Auswertung der Gleichung LR = A (wie bei
der Herleitung des Cholesky-Verfahrens) folgenden einfachen Algorithmus zur
Bestimmung der LR-Zerlegung:
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Algorithmus 3.38 (LR-Zerlegung einer Tridiagonalmatrix).

Setze 711 :=a1,.

Fir j=2,3,...,n:
ljj—1=ajj-1/Tj-1,;-1
Tj—1,j = Qj—1,

T =i —4jj-1Tj—1,5-

Rechenaufwand 3.39. In dieser Rekursion zur Bestimmung der LR-Zerle-
gung einer Tridiagonalmatrix ist der Rechenaufwand etwa 2n Operationen.
Will man mit der berechneten LR-Zerlegung ein System losen, dann sind zu-
dem noch ca. n Operationen in der Vorwértssubstitution und 2n Operationen
in der Riickwértssubstitution notig. Insgesamt ergibt sich ein Aufwand von
ca. bn Operationen.

Kompakte Speicherung

Zum Speichern einer Tridiagonalmatrix wird man kein Feld der Grofe n?
bendétigen. Selbst wenn das Muster der von Null verschiedenen Eintrige we-
niger regelméfig ist, kann man folgendermaflen den Speicheraufwand gering
halten. Als Beispiel betrachten wir eine symmetrische Matrix

Man kodiert die durch die von Null verschiedenen Eintrédge definierte Skyli-
ne der oberen Hilfte (Skyline-Speicherung, SKS-Format). Dabei werden die
Spalten nacheinander behandelt. In jeder Spalte werden die Eintrdge ab dem
Diagonalelement nach oben hin bis zum letzten von Null verschiedenen Ele-
ment gespeichert. In der sechsten Spalte zum Beispiel werden dann die Ein-
triage (60,0,6,0,0,6) gespeichert. Auflerdem wird ein Vektor IND angelegt,
wobei IND(1) := 1 und IND(j + 1) — IND(j) (1 < j < n) gerade die ef-
fektive Hohe der j-ten Spalte ab der Diagonalen ist. Also in dem Beispiel:
IND(7) — IND(6) = 6.

A = (10,20, 2, 30,40, 0, 4, 50, 5,60,0,6,0,0,6,70,7,7)

IND := (1,2,4,5,8,10,16,19)

Fiir eine Ubersicht der wichtigsten Speicherformate wird auf [U] Teil 2 ver-
wiesen.
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3.8 Stabilitédtsanalyse bei der LR- und
Cholesky-Zerlegung

Um die Stabilitdt der LR- und Cholesky-Zerlegung zu untersuchen, versucht
man, nach dem Prinzip der Riickwértsanalyse (vgl. §2.3) das Ergebnis der
Rechnung als Ergebnis exakter Rechnung zu gestorten Eingabedaten A +
AA zu interpretieren. Kann man AA abschétzen, so liefert der Storungssatz
3.9 iiber die Kondition Abschitzungen iiber die Genauigkeit ||Ax||/|x| der
errechneten Losung.

Falls die Matrix A im System
Ax =10 (3.71)

symmetrisch positiv definit ist, wird fiir die Berechnung der Cholesky-Zer-
legung A = LDL"T das Cholesky-Verfahren eingesetzt (vgl. §3.6). Eine
Vorwarts- und Riickwértssubstitution liefert dann die Losung x. Aufgrund
der Rundungsfehler kénnen bei einer tatsichlichen Realisierung auf einem
Rechner weder die Zerlegung noch die Vorwéarts- und Riickwértssubstituti-
on exakt durchgefiihrt werden. Stattdessen wird eine angeniherte Losung &
berechnet. Man kann zeigen, dafl die berechnete Losung & die exakte Losung
eines gestorten Systems

(A+AA)z =) (3.72)
ist, wobei man die Stérung durch
14| _
—— S cp eps (3.73)
[[Aloo

abschétzen kann. Hierbei ist eps die Maschinengenauigkeit und ¢,, eine , kleine“
Zahl, welche nur von der Dimension n der Matrix A abhéngt. Die Storung AA
ist wegen (3.73) in der Grofienordnung der Datenrundungsfehler. Deshalb ist
das Resultat Z mit einem Fehler behaftet, der in der Gréflenordnung des durch
die Kondition des Problems bedingten unvermeidbaren Fehlers bleibt:

- 1AA ] o
o = #lloe _ Fool TS oo(A)cn eps
[E /P — 1—HOO(A)% ~ 1 — Koo(A)cy, eps

R Koo(A)cp eps wenn Koo(A)c, eps < 1.

Damit ist das Losen eines s.p.d. Systems iiber das Cholesky-Verfahren stabil.

Falls A nicht symmetrisch positiv definit ist, kann man zur Losung des Pro-
blems (3.71) auf eine L R-Zerlegung der Matrix A (bzw. von PA fiir eine geeig-
nete Permutationsmatrix P) zuriickgreifen. Dazu wird die GauB-Elimination
eingesetzt (§3.5). Falls GauB-Elimination mit Spaltenpivotisierung angewen-
det wird, kann man zeigen, dal man fiir die berechnete Losung & Resultate
wie in (3.72) und (3.73) erhélt (jedoch mit einer Konstanten ¢, in (3.73),
welche fiir wachsendes n viel grofler ist als im s.p.d. Fall). Damit kann man



92 3 Lineare Gleichungssysteme, direkte Losungsverfahren

die Losung eines linearen Gleichungssystems iiber die Gauf-Elimination mit
Spaltenpivotisierung (fiir moderate Problemgrofien) als ein stabiles Verfahren
einstufen, vgl. Bemerkung 2.42. Eine genaue Analyse findet man in [SB], [DH].
Die Losung iiber die Gaufl-Elimination ohne Pivotisierung ist im allgemeinen
nicht stabil, vgl. Beispiel 3.23.

Beispiel 3.40. Wenn ein Problem schlecht konditioniert ist, wird auch ein
sehr stabiles numerisches Verfahren zur Losung dieses Problems im allgemei-
nen ein Resultat liefern, dal mit einem grofien Fehler — dem konditionsbe-
dingten unvermeidbaren Fehler — behaftet ist. Ein derartiges Beispiel bietet

das lineare Gleichungssystem
Ax =0,

wobei A € R™ "™ eine sogenannte Hilbertmatrix ist:

1 1 1
L3 3 . 5
1 1 1 _1
A: 2 3 4 " n41
IR S
n n+tl n+2 °°° 2n—1
T
Wir wiiblen b= (1, 5. 5l) L doh,
z=(0,0,...,0,1)T (3.74)

ist die Losung. Von dieser Matrix ist bekannt, dafl sie symmetrisch positiv
definit ist. Wir nehmen n = 12 und l6sen das Gleichungssystem iiber das
sehr stabile Cholesky-Verfahren auf einer Maschine mit eps ~ 1076, Das
berechnete Resultat 2 ist mit einem Fehler

[l = &l

~ 1.6 %1072
1] oo

behaftet! Das schlechte Resultat 148t sich durch die sehr grofle Konditionszahl
der Matrix A erkldren:

Koo (A) = [|Allso | A oo ~ 10 fiir n = 12. A

3.9 QR-Zerlegung

Eine Alternative zur L R-Zerlegung bietet die () R-Zerlegung einer Matrix, die
in diesem Abschnitt diskutiert wird. Bei der QR-Zerlegung soll A wieder in
zwei Faktoren zerlegt werden, die im Falle der Invertierbarkeit der faktorisier-
ten Matrix jeweils leicht invertierbar sind. Neben Dreiecksmatrizen spielen
hierbei orthogonale Matrizen eine zentrale Rolle. Die Q) R-Zerlegung wird in
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der Praxis hiufig als Baustein bei der Ausgleichsrechnung (Kapitel 4) und bei
der Berechnung von Eigenwerten (Kapitel 7) eingesetzt. Wir werden die zwei
wichtigsten Methoden zur Berechnung einer Q) R-Zerlegung behandeln. Damit
man diese Methoden von der Gau3-Elimination mit Spaltenpivotisierung (zur
Berechnung der LR-Zerlegung) abgrenzen kann, seien folgende Bemerkungen
vorausgeschickt:

a) Die LR-Zerlegung ist nur fiir (n x n)-Matrizen sinnvoll, wihrend eine Q R-
Zerlegung fiir allgemeine rechteckige (m x n)-Matrizen konstruiert werden
kann.

b) Die Methoden zur Berechnung der @ R-Zerlegung einer (n x n)-Matrix A
sind im Allgemeinen stabiler als die Gauss-Elimination mit Pivotisierung
zur Berechnung einer LR-Zerlegung von A.

¢) Der Aufwand zur Berechnung der QR-Zerlegung einer (n x n)-Matrix A
ist im Allgemeinen hoher als bei der Berechnung einer L R-Zerlegung von
A iiber Gauss-Elimination mit Pivotisierung.

Im Hinblick auf a) mufl man insbesondere den Begriff der Konditionszahl
auf rechteckige Matrizen A € R™*™ erweitern, da die Definition (3.21) fiir
n # m nicht anwendbar ist. Da A eine lineare Abbildung von R™ nach R™
definiert, bietet sich natiirlich die allgemeinere Definition der Konditionszahl
(2.28) aus Satz 2.23 in Abschnitt 2.1.5 fiir lineare Abbildungen an. Speziali-
siert man die Definition (2.28) auf £ = A und wihlt die Euklidische Norm
fiir den Definitions- und Bildbereich, ergibt sich als sinnvolle Definition der
(spektralen) Konditionszahl der Matrix A

= ma ”Axnz/min | 4zl2 (3.75)

ko(A) := .
2(4) = e e /8 Tl

Wir lassen hier formal k2(A) = 0o zu, wenn der Nenner der rechten Seite von
(3.75) verschwindet (vgl. Bemerkung 2.24). Dies ist genau dann der Fall, wenn
die Spalten von A linear abhdngig sind, also immer wenn m < m aber auch
fiir m > n, wenn A keinen vollen Spaltenrang hat. Die lineare Abhéngigkeit
der Spalten bedeute ja gerade, daB es ein z € R™, x # 0 mit Az = 0 gibt, also
A nicht injektiv ist.

Orthogonale Matrizen
Eine Matrix @ € R™*"™ heif3it orthogonal, falls

QTQ =1, (3.76)

d. h., falls die Spalten von @ eine Orthonormalbasis des R™ bilden. Die Inverse
einer solchen Matrix ist also unmittelbar iiber Transposition gegeben: Q! =
Q7. Natiirlich ist insbesondere die Identit#t I eine orthogonale Matrix. Ferner
sind Permutationsmatrizen orthogonal (vgl. Abschnitt 3.5).
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Zunichst sollen einige Fakten zu orthogonalen Matrizen gesammelt werden,
die im folgenden eine wichtige Rolle spielen.

Satz 3.41. Sei Q € R™*"™ orthogonal. Dann gilt:

(i) QT ist orthogonal.
(i) Q|2 = ||33H2 fir alle x € R™.
(iii) k2(Q) =
(iv) Fir belzebzges A€ R™™ baw. A € R™" m € N beliebig, gilt ||All2 =
QA2 = [[AQ]|2.
(v) Es gilt (fir A wie vorhin) ra(A) = r2(QA) = k2(AQ).
(vi) Sei Q € R™*™ orthogonal, dann ist QQ orthogonal.

Beweis. Um diese im Folgenden héaufig verwendeten Eigenschaften einzu-
prégen7 skizzieren wir den Beweis.

u (i): Aus QT = Q! folgt (Q7)7QT = QQT = QQ " =

u (i): |Qz3 = (Q2)" Qz = 2" QT Qu = 2"z = |lz3.
Zu (iii): Aus (ii) folgt ||@Q|l2 = 1. Aus (i) ergibt sich daraus auch ||QT|> =1
und somit £2(Q) = [|Q2[|Q (|2 = |Qll2QT [l = 1.

Zu (iv):
(i)
[QAll2 = sup [|QAz[2 = sup |[|Az]l2 = [All2,
llzll2=1 llzlla=1
(i)
[AQll2 = sup [|[AQz|l2 = sup [AQz|2 = sup [Ayll2 = [[A]2.
llzll2=1 lQzll2=1 llyll2=1

Hierbei haben wir benutzt, dal wegen (ii) {z : ||z|2 =1} = {z : ||Qz]||2 = 1}
gilt.

Zu (v): Bei quadratischen Matrizen A folgt die Behauptung sofort aus (iv) und
der Definition (3.21) fiir die Konditionszahl. Bei nicht-quadratischen Matrizen
miissen wir die allgemeinere Definition (3.75) heran ziehen. Ist m < n oder hat
A fiir m > n keinen vollen Spaltenrang, so sind die durch Matrizen A, QA, AQ
dargestellten linearen Abbildungen nicht injektiv. Die Konditionszahlen in (v)
sind deshalb alle unendlich (vgl. Bemerkung 2.24), so daf in diesem Fall nichts
zu zeigen ist. Fiir den Fall endlicher Konditionszahlen erhélt man gemés (3.75)

_ maXqugzl HQA.Z‘HQ (i) maX”zH2:1 ||A$H2 _
ro(QA) = — = — = Ka(A)
min |z ,=1 |QAz[2  minj,,=1 [[Az|2

und ebenso

maxjje,=1 [AQ2 ]2 w maxjge),=1 [ 4Qz]
minyp,—1 [AQz(2  minygey,—1 [[AQw]|2

u (vi): (QQ)TQQR =QTQTAQ =QTQ =1. 0

k2(AQ) = = ka(A4).
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Orthogonale Transformationen (d. h., die Anwendung orthogonaler Matrizen)
erhalten also die Euklidische Linge eines Vektors, bilden somit Euklidische
Sphéren in sich ab. Hinter Drehungen und Spiegelungen stehen orthogonale
Transformationen. Diese geometrische Interpretation wird spédter zur Kon-
struktion numerischer Verfahren zur Berechnung von () R-Zerlegungen ausge-
nutzt.

Die Grundlage der in diesem Abschnitt zu entwickelnden Verfahren ist folgen-
de einfache Beobachtung: Gelingt es, A € R™*™ als Produkt

A=QR (3.77)

zu schreiben, wobei ) orthogonal und R eine obere Dreiecksmatrix ist, so gilt
wegen (3.76)
Az =b <= QRx=b < Rx=Q"b, (3.78)

d. h., das Problem reduziert sich wieder auf Riickwértseinsetzen, falls R, also
A, invertierbar ist. Dies pafit also wieder in die Strategie (3.29) mit C' = Q7.

Es bleibt nun, konkrete Methoden zur Bestimmung von @, R zu ent-
wickeln. Im folgenden bezeichnet O,, (R) die Menge der orthogonalen (m xm)-
Matrizen. Wir diskutieren zwei Verfahren, die in der Praxis hiufig eingesetzt
werden, um eine Zerlegung der Form (3.77) zu bestimmen. Bei diesen Verfah-
ren verfolgt man dieselbe Grundidee wie bei der LR-Zerlegung. Die Matrix
A wird Schritt fiir Schritt auf obere Dreiecksform transformiert, indem man
sie mit geeigneten Matrizen @Q; € O, (R) multipliziert. Das Produkt der Q;
ergibt wegen Satz 3.41 (vi) wieder eine orthogonale Matrix. Schreibt man
diese in der Form Q7 so ist R := QT A eine obere Dreiecksmatrix und man
erhélt mit @) den gewiinschten orthogonalen Faktor. Die einzelnen Faktoren
(Q; werden meist nach zwei unterschiedlichen Prinzipien konstruiert, ndmlich
als Householder-Spiegelungen oder Givens-Rotationen.

Im Allgemeinen ist das auf Householder-Spiegelungen basierende Verfah-
ren am effizientesten. Da die Givens-Rotationen etwas einfacher zu beschrei-
ben sind und sich bereits vorhandene Null-Eintridge in A leicht und flexibel
ausnutzen lassen, soll diese Methode hier als erstes ndher vorgestellt werden.
Eingehende Literatur zum gesamten Problemkreis findet sich in [GL].

3.9.1 Givens-Rotationen

Das Prinzip der Givens-Rotationen beruht darauf, die Spalten von A iiber
ebene Drehungen sukzessiv in senkrechte Position zu mehr und mehr Ach-
senrichtungen zu bringen, also entsprechende Eintrdge zu eliminieren. Diese
ebenen Drehungen lassen sich folgendermaflen beschreiben:
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Grundaufgabe:
Gegeben sei (a,b)T € R?\ {0}. Finde ¢, s € R mit

(296)=6)

A +s=1.

und

Offensichtlich ist die Matrix in (3.79) dann orthogonal.
Bemerkung 3.42. Man kann wegen (3.80)

c=cos¢, §=sing

(3.79)

(3.80)

fiir ein ¢ € [0,27] setzen, d.h., (3.79) stellt eine Drehung im R? um den
Winkel ¢ dar, vgl. Abb. 3.3. Fiir die tatséchliche Rechnung wird ¢ allerdings

nie benotigt.

A

Da eine Drehung die Euklidische Léange eines Vektors unveréndert 148t, gilt

natiirlich

1(r,0) "2 = Ir] = Va2 + b2 = [[(a, )" 2.

Abb. 3.3. Rotation

Die Losung der Grundaufgabe ist:

ri=+vVa?+b?, c::g, s::é.
T r

(3.81)

(3.82)
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Die Givens-Rotations-Matrizen erhédlt man nun durch , Einbettung® obiger
ebener Drehungen in (m x m)-Matrizen. Dazu definiere

il k|
1
1

T c 0 0 s

0 1 0
Gik = : : € On(R),

0 1

k — —s 0 0 ¢

1

1

(3.83)
wobei ¢, s wieder (3.80) geniigen. G; ;, bedeutet also eine Rotation in der durch
die Koordinatenvektoren e, ¥ aufgespannten Ebene. Insbesondere gilt:

T
Ti—1
1 — T
X1 Ti41
Gip| ¢+ | = : (3.84)
Tm Th—1
k — 0
Thk41
T
fir
T; T
r =+ a? 4 a3, c:f, S:Tk. (3.85)

Die Transformation beeinflu8t nur den i-ten und k-ten Eintrag des Ergebnis-
ses, wobei der k-te Eintrag den Wert Null und der i-te Eintrag den Wert r
erhélt. Man beachte, dafl aufgrund der freien Wahl des Vorzeichens von r in
(3.85) die Rotationsmatrix nur bis auf Vorzeichen bestimmt ist. Die gewiinsch-
te Elimination des k-ten Eintrages ist in jedem Fall gewahrleistet.
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Beispiel 3.43.
4 5 V26

3w o] W o
1 1 0
3 V26 xﬁ
mit Gy = | 2 g 0], Giz=| 0 10 A
001 \FO\F

Im Hinblick auf eine speicher6konomische Implementierung ist es wichtig, dafl
man G, j, durch eine einzige Zahl kodieren kann. Dazu setzt man

1, falls ¢ = 0,
0=0ikr =1 ssign(c)s, falls |s| <], (3.86)
2sign(s)/c, falls |¢] < [s].

Zur Dekodierung kann man folgende Methode benutzen:
Algorithmus 3.44.

Falls p=1, dann c:=0, s:=1.
Falls |o| <1,
dann s:=2p, c:=+V1— 52,
sonst c¢:=2/0, s:=+1—c2.

Bei diesem Vorgehen kann sich das Vorzeichen der Matrix _CS i gegeniiber

der urspriinglichen Wahl durchaus d&ndern. Wie bereits gezeigt wurde, hat
die Wahl des Vorzeichens jedoch keine Auswirkung auf die Elimination des
entsprechenden Eintrags. Man kann auch Vorzeichenkonsistenz sichern, indem
man in (3.85) das Vorzeichen von r so wihlt, dafl stets s > 0 gilt. Im Falle
|p] < 1 setzt man dann s = 2|p|, ¢ = sign(p)v'1 — s2, im anderen Fall ¢ = 2/p,
s = V1 —c2. In jedem Fall ist bei dieser Kodierung sicher gestellt, dafl bei
der Berechnung von v/1 — s2 (bzw. v/1 — ¢?) im Algorithmus 3.44 nur s-Werte
mit 5% < 3 (bzw. ¢? < 3) auftreten, wodurch Ausléschung vermieden wird.

Reduktion auf obere Dreiecksgestalt

Eine gegebene Matrix A wird nun auf obere Dreiecksgestalt reduziert, indem
man hintereinander geeignete G; ;, anwendet, um im unteren ,,Dreieck® Nul-
leintrége zu erzeugen. Da jede Rotation nur zwei Zeilen verdndert, bleiben
Nulleintrédge in anderen Zeilen erhalten. Je nach Struktur von A ergibt sich
dann eine Folge von Givens-Rotationen G;, x,, j = 1,..., N, so daf§

GiN,kN s Gil»klA =R. (387)
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Hieraus folgt die Zerlegung
A=Gl . ... Gl (wR=QR (3.88)

T T
i1,k " AN kRN

mit orthogonalem @ =G

Beachte:

Da die Givens-Rotationen fiir die Anwendung auf einzelne Spalten definiert
sind, kann A durchaus eine rechteckige Matrix sein, die Faktorisierung ist
also keineswegs auf quadratische Matrizen begrenzt. Insbesondere spielt es
zunéchst keine Rolle, ob A invertierbar ist. Wenn A keine quadratische Matrix
ist, mufl man ,,obere Dreiecksgestalt® geeignet interpretieren. Z. B. hat R fiir
A€ R™"™ m > n, die Form

n k ok o+ Xk
D, } * *
o R n . N nxn
R—( 0 )}m—n’ mit R = e R, (3.89)
*
Falls m < n, hat R die Form
~ *...*
R=1| p: ; m, mit R= | erm™ (3.90)
* * o
*

Bei der Anwendung der Gj y ist natiirlich die Reihenfolge wichtig. Vorher er-
zeugte Nullen diirfen hinterher nicht wieder aufgefiillt werden. Zu beachten
ist, wie gesagt, dafl G; ; nur die i-te und k-te Zeile von A veréndern kann.
Befinden sich bei einer Spalte in der i-ten und k-ten Komponente schon Null-
Eintrége, so bleiben diese wegen (3.83) bei der Anwendung von G; j auf diese
Spalte erhalten. Eine typische Anordnung der Rotationen illustriert das fol-
gende schematische Beispiel.

Beispiel 3.45.

* ok %k ® ® ® ® ® ® * k%
x % % | Gi2 0®®| Gis 0% x| Gas [O®®
s oard loard
* k% * % % 0®® 00 ®
* %k % * ok % * % % * %k

® ® ® * %k kK K

Gia | 0 % % G«zf 0® ® G«?L’;l 0% %
00 x 00 % 00®
0®® 00 ® 000

Mit ® werden die Eintrédge angedeutet, die bei der Anwendung von G ; neu
berechnet werden miissen. Die Reihenfolge GLQ, G173, G1,4, G273, GQA7 G374
wiére auch moglich. A
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Beispiel 3.46.

35 57 5 7
02 lef 0 2 G«,2~.’>4 0\/5
00 00 00 |’
45 0-1 00
wobei

g 00% 100 O
0100 0%0-—

Gria=19 010 “24=|001 0 A
4 3 1 2
4002 040 =

Die obige Konstruktion mit Givens-Rotationen zeigt, dal fiir jede Matrix
A € R™*" eine QR-Zerlegung existiert:

Satz 3.47. Sei A € R™*™. Dann ezistiert ein Q@ € Op(R) und
eine obere Dreiecksmatriz R € R™*™ mit

A=QR,

wobei R im Sinne von (3.89), (3.90) zu verstehen ist.

Hinsichtlich der Implementierung der Q) R-Zerlegung iiber Givens-Rotationen
bemerken wir, dafl die Matrizen G; ;, nie explizit berechnet werden. Wie vorher
in (3.86) erklidrt wurde, kénnen die Eintréige ¢, s in G; i durch eine einzige Zahl
0k gespeichert werden. Eine Transformation mit G; x, d.h.die Berechnung
von G, A, verlangt lediglich die Berechnung von zwei Linearkombinationen
der i-ten und k-ten Zeilen von A, kann also tatsichlich ausgefiihrt werden,
ohne G j explizit zu berechnen. Bei der Berechnung der Q) R-Zerlegung wird
oft analog zur LR-Zerlegung die Matrix A mit den Eintrdgen in R und den
Zahlen g; j, iiberschrieben:

Beispiel 3.48. Die Berechnung in Beispiel 3.46 148t sich auch wie folgt dar-
stellen:

35 5 7 5 7
02] Gia 0 2 Gaa 0 \/S
g >
00 0 0 0 0 ’
1 1 -1
wobei die fettgedruckten Zahlen die Werte fiir g1 4 und g2 4 sind. A

Bei einem Gleichungssystem Az = b fiihrt die Q) R-Zerlegung, wie bei der LR-
Zerlegung, auf die Losung eines Gleichungssystems mit einer oberen Dreiecks-
matrix R, vgl. (3.78). Fiir die Fehlerentwicklung im gesamten Losungsprozefl
ist daher in beiden Verfahren die Kondition von R von Bedeutung. Bei der
LR-Zerlegung kann R durchaus eine grofere Kondition als A haben, was sich
quantitativ in der gesamten Stabilitdtsabschéitzung negativ auswirken kann.
Bei der QR-Zerlegung liegen die Dinge anders.



3.9 QR-Zerlegung 101

Bemerkung 3.49. Sei A € R™*" regulir und A = QR eine QR-Zerlegung.
Da dann R = QT A, gilt wegen Satz 3.41, (v). ko(R) = ka(A), das obere
Dreieckssystem in (3.78) hat also noch dieselbe Kondition wie das Ausgangs-
system. Wegen Satz 3.41 hat die Anwendung von Q7 auf die rechte Seite b
die Kondition eins. In Algorithmus 3.44 wurde die Givens-Rotation zudem so
angelegt, dafl Ausloschung vermieden wird. Insgesamt liefert daher die QR-
Zerlegung mit Hilfe von Givens-Rotationen eine sehr stabile Methode zur
Losung linearer Gleichungssysteme. A

Wir fassen einige Hinweise zur praktischen Anwendung und Einstufung des
Verfahrens zusammenfassen:

Q R-Zerlegung iiber Givens-Rotationen:

e Wie in Bemerkung 3.49 erldutert wird, ist das Verfahren sehr stabil
(siehe auch [GL]). Pivotisierung ist nicht erforderlich.

e Etwa durch Beriicksichtigung von schon vorhandenen 0-Eintréigen bei
diinnbesetzten Matrizen 148t sich das Verfahren flexibel an die Struk-
tur einer Matrix anpassen.

e Dennoch haben die Vorziige ihren Preis. Der Aufwand fiir die QR-
Zerlegung einer vollbesetzten m x n-Matrix {iber Givens-Rotationen
betriagt etwa %nS Operationen, falls m ~ n, und etwa 2mn? Ope-
rationen, falls m > n. Zu beachten ist aber, daf} fiir diinnbesetzte
Matrizen der Aufwand wesentlich niedriger ist.

e Bei sogenannten schnellen Givens-Rotationen wird der Aufwand et-
wa halbiert (~ 2n?, falls n & m; ~ mn?, falls m > n, siehe [GL]).

3.9.2 Householder-Transformationen

Statt mit ebenen Drehungen arbeitet das Householder-Verfahren mit Spiege-
lungen an (n — 1)-dimensionalen Hyperebenen durch den Ursprung.

Solche Hyperebenen lassen sich durch ihre Normale v festlegen. Zur Be-
stimmung der Matrixdarstellung der Spiegelung kann man folgendermafien
vorgehen. Zu v = (vy,...,v,)T € R", v # 0, definiert man die Dyade

U1 V1U1 -+ VU1Un
vl = L (v, ) =

Un UnU1 *+ UnUn

Dyaden sind stets Rang-1-Matrizen (alle Spalten sind Vielfache von v). Man
definiert nun die Householder-Transformation

’U’UT

Qu=1-2 (3.91)

vTy’

Man {iberpriift leicht folgende
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Eigenschaften 3.50.
L Qv = QZ

o Q’=1- 2% - 2% + 4”&’;1’5’; Da vvTvuT = (vTv)(voT), folgt

Q=1
¢ Qow=0Q,, a€eR, a#0
e Qy=y <= yv=0.
e (Qyv=—u.

Aus diesen Eigenschaften folgt sofort, dafl die Householder Transformation
@, orthogonal ist:
Q' =ql.

Geometrische Interpretation

Sei
H, ={z cR" | zTv =0}

die Hyperebene aller Vektoren in R™, die zu v orthogonal sind. Aufgrund der
letzten beiden Eigenschaften in 3.50 bewirkt @, tatséchlich eine Spiegelung
an H,, d.h., fir jedes y € R™ ist @,y die Spiegelung von y an H, (vgl.
Abbildung).

H,

Abb. 3.4. Householder-Spiegelung

Diese Eigenschaft kann man folgendermafien zur Reduktion auf obere Drei-
ecksgestalt ausnutzen.
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Grundaufgabe:
Zuy € R", y ¢ span(el), finde v € R", so da8 y an H, gespiegelt gerade in
Richtung e! zeigt, da8 also
Quy = *[lyll2¢" (3.92)
gilt.

Die gewiinschte Spiegelebene 148t sich folgendermafien ermitteln. Aus dem
Ansatz

vl vy 1
Q= (=25, Ju =y~ 2700 L tlyle (3.99)

folgt, da8 v eine lineare Kombination von y und e'! sein muf. Die Skalierung
von v kann frei gewéhlt werden, deshalb kénnen wir

v:y+ael

ansetzen. Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in (3.93) erhélt man

T T
Yy +ay; vy 4
=(1-2 —2—= .
Quy ( yTy ¥ 2ay; + a2> vTvae
Der Koeffizient
y'y +ay —yTy+a?

yTy +2ay1 + 0% yTy + 20y + o2
von y mufl wegen (3.93) Null sein. Daraus folgt
a = %yl
Somit erhélt man als Losung der Grundaufgabe:
v=y=£|yllze’ .
Um Ausloschung bei der Berechnung von
v=(y1 =1yl Y2, yn)"

zu vermeiden, wihlt man das Vorzeichen wie folgt: v = y + sign(y1)||yl2€',
wobei sign(0) := 1. Mit dieser Wahl erhélt man insgesamt

a = sign(y1)||yll2
v=y+ac (3.94)

Quy = —ael.
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Beispiel 3.51. Zu y = (2,2,1)7 wird v € R®gesucht, so daf}

1
Quy = £|yll2e* =£3 [0
0

gilt. Aufgrund von (3.94) ergibt sich a = 3 und v = y + ae' = (5,2,1)T, so
dafl
-3
Quy=1|0|]. (3.95)
0

Man beachte, dafi zur Berechnung von (3.95) die explizite Form von @,

5
21(5,2,1)
ool 100 1 1 (—10-10-5
QU2172T: 010 727:% —10 11 -2
vv o001 X —5 -2 14
(5,2,1) [ 2
1
nicht bendtigt wird. A

Reduktion auf obere Dreiecksform

Der Reduktionsproze l#fit sich nun folgendermafien skizzieren. Sei a' die
erste Spalte der Matrix A € R™*™ m > n. Man wendet die Grundaufgabe
mit y = a' an, d. h., man setzt

v = a' +sign(agq)lat]2e', Q1 :=Qu € On(R), (3.96)
so dafi sich
k ok *
A 0 A®
@A = i@ |
0

mit A® e R(m=Dx(n=1) greibht. Dies wiederholt man, um Spalte fiir Spalte
Nullen unterhalb der Diagonale zu erzeugen. Genauer gesagt, bestimmt man
in analoger Weise ein Q2 = Q.2 € O,,_1(R) fiir die erste Spalte von A und

setzt
10---0

[ BRI
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Dann erhélt man

* ok ok *

0 * * *
Q1A= |00 =A%

Ll A®)

00

usw. So ergibt sich eine Folge von Householder-Transformationen @1, Q2 bis
Qn—1, deren Produkt A auf obere Dreiecksgestalt transformiert

Qn-1-..-Q2Q1A=R.

Da die @ orthogonal und symmetrisch sind, erh#lt man hieraus

A=Q1Q2...Qn 1 R=0QR.

Die praktische Durchfithrung der Householder-Transformation wirft wie-
der die Frage nach einer 6konomischen Speicherverwertung auf. Wie in den
vorher diskutierten Verfahren kann man die freiwerdenden Stellen unter-
halb der Diagonalen von A benutzen, um die wesentliche Information (v €
R™ v? € R™~1 ..)) iiber die Transformationsmatrizen Q1,Q2, ... zu spei-
chern. Da der Vektor v/ € R™~J*! m — j + 1 Komponenten besitzt, aber un-
terhalb der Diagonalen nur m—j Pléitze frei werden, speichert man gewdhnlich
die Diagonalelemente der transformierten Matrix A in einem Vektor d € R"™.
Wie bereits vorher angemerkt wurde, wird eine Transformation mit @); aus-

vl(vl)T

gefiihrt, ohne Q; explizit aufzustellen. Man braucht fiir @1 = I — 2(1]1)7%1
lediglich das Matrix/Vektor Produkt w? := (v!)T A zu berechnen, um dann

von A ein Vielfaches der Dyade v'w? zu subtrahieren:
20t wT
A=A— ————.
@1 (v1)Tp!

Ein konkretes Beispiel mag dies illustrieren.

Beispiel 3.52.

11 1 4
A=120], ot=[2]|+3' =2
20 2 2

1 1

Q1 :=Qn, QA=|Q:1|2 Q110
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Fiir die zwei Spalten der Matrix Q1 A ergibt sich

1 -3
Qi1 12|=1|0 (siehe (3.94)),
2 0
1 1 1 1 -1
2 1 3
Q1|10 =10 VT o] =(0] -zl =[-%
0 o) (DT 0 o) 3 3
—3-1
3
A= 2
Ql ( _i
3

~ - . (2
Q2 =Qp2; Q2 ( 3) =
3

Insgesamt erhélt man

100 -3 _%
OQ2 QiA=1| 0 %\@
0 0 0

1
3
2
2/ —2(1+v2)||, d=(-3, g\@)T
| -

UlT UQT

gespeichert.

Q R-Zerlegung iiber Householder-Spiegelung:

Aufgrund der geschilderten Vermeidung von Ausléschung treffen
sdmtliche Ausfithrungen in Bemerkung 3.49 auch auf diese Varian-
te der QQR-Zerlegung zu. Dieses Verfahren ist deshalb ebenfalls sehr
stabil (siehe auch [GL]). Gesonderte Pivotisierung ist wiederum nicht
erforderlich.

Der Aufwand fiir die @ R-Zerlegung einer vollbesetzten m x n-Matrix
iiber Householder-Transformationen ist etwa 2n® Operationen, falls

3
m =~ n, und etwa mn? Operationen, falls m > n.
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Der Aufwand bei der QQ R-Zerlegung einer quadratischen Matrix iiber House-
holder-Spiegelungen ist etwa doppelt so hoch wie bei der LR-Zerlegung {iber
GauB-Elimination (mit Spaltenpivotisierung).

Fiir eine vollbesetzte Matrix ist der Aufwand bei der QR-Zerlegung
iiber Givens-Rotationen etwa doppelt so hoch wie bei Q)R-Zerlegung {iber
Householder-Spiegelungen. Givens-Rotationen kénnen aber bei diinnbesetz-
ten Matrizen wesentlich effizienter sein.

Wir haben vorher schon betont bzw. aufgezeigt, dal die Bestimmung der
Q R-Zerlegung einer Matrix A weder voraussetzt, dafy A nichtsingulér ist, noch
daBB A eine quadratische Matrix ist. Tatséichlich gibt es ein sehr wichtiges
Anwendungsfeld, bei dem gerade letztere Tatsache wesentlich ist, ndmlich die
lineare Ausgleichsrechnung (Kapitel 4).

Dariiber hinaus spielt die QR-Zerlegung noch eine wichtige Rolle bei der
Berechnung von Eigenwerten.

3.10 Ubungen

Ubung 3.10.1. Beweisen Sie die obere Abschitzung in (3.27)

[ — ]| |AZ — b]|

[/

K(A)

]
wobei || - || irgendeine Norm fiir R™ ist.
Ubung 3.10.2. Gegeben seien die Matrix

423
A=1221
222

und die Vektoren b = (2,1,2)” und b = (3,7,8)7. Losen Sie die Glei-
chungssysteme Az(® = b i = 1,2, mittels LR-Zerlegung (ohne Pivotisie-
rung).

Ubung 3.10.3. Gegeben seien die Matrix

0010
A=110 2
035

und der Vektor b = (1,2,3)7. Bestimmen Sie elementare Permutationsmatri-
zen P; und P, die jeweils nur eine Zeilenvertauschung bewirken, so dafl das
Produkt P, P; A = R eine obere Dreiecksmatrix ist. Losen Sie das Gleichungs-
system Az = b.
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Ubung 3.10.4. Gegeben seien die Matrix

3 2 1 0 5 —4
_|-6-5 2 =3 . 1 _ | -5 @ _ | 10
A= 15 14 —16 14 | die Vektoren b'"/ = 3> b\ = _99
9 8 —-10 9 -2 —15

Losen Sie die Gleichungssysteme Az(®) = b)) i = 1,2, mittels LR-Zerlegung
ohne Pivotisierung.

Ubung 3.10.5. Gegeben sind

2 —4 -6 -2
A=|-24 5 und b= 0
1 -1 3 10

Losen Sie die Gleichung Ax = b durch L R-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung,
und geben Sie auch die Permutationsmatrix P mit LR = PA an.

Ubung 3.10.6. Es seien Matrizen A € R"*" B € R"™*" gegeben. Skizzieren
Sie unter Verwendung von Unterprogrammen zur

e Matrixmultiplikation,
e Matrix-Transponierung,
e [ R-Zerlegung

einen Algorithmus, der den Ausdruck
BA™!

berechnet, ohne die Matrix A zu invertieren. Vergleichen Sie den Aufwand,
wenn m sehr viel kleiner als n ist, mit der Alternative, zunsichst A~' explizit
zu berechnen.

Ubung 3.10.7. Sei

-103 -1
1 210-1
A= 212 4
013 1

a) Berechnen Sie eine LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung. Wie lauten
die Matrizen P, L, R der Zerlegung PA = LR?
b) Losen Sie mit Hilfe der Zerlegung aus a) das Gleichungssystem

-1
A%z = AAx =

N W ©
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Ubung 3.10.8. Eine Matrix der Gestalt

1
0
1
Ly = L1k 1
0 : .
~lpr 01

mit lri1 k..., 00k € R beliebig, heilt Frobenius-Matriz. Sei e* der k-te Ba-
sisvektor in R™.

a) Zeigen Sie, daf} die Frobenius-Matrizen folgende Eigenschaften haben:
Lk =1- (07 v 707£k+1,k7 cee 7€n,k)T(ek)T )

det L =1,
L;l =1+ (0, . >0>€k+1,ka R ,€n7k)T(ek)T R
1
la1 0
Li'Lyt Lt = !
o1 i 1
o

oy lpp 001

b) Es sei angenommen, dafl die GauB-Elimination ohne Pivotisierung kom-
plett durchfithrbar ist. Im j-ten Schritt (1 < j < n — 1) des Gauf}-
Eliminationsalgorithmus wird AY) in AU+Y umgeformt. (vgl. (3.36)). Zei-
gen Sie, dafl man diesen Schritt in Matrixnotation als

AU+ — LjA(j) 7

formulieren kann. Hierbei ist L; die Frobeniusmatrix mit den Eintrégen
£j+1,j7 N aén,j wie in (338)

c) Zeigen Sie: Falls die Gau$3-Elimination ohne Pivotisierung komplett durch-
fithrbar ist, erhilt man A = R, wofiir gilt

R=L, 1Lp_o...11A.

d) Zeigen Sie: Wenn die GauB-Elimination ohne Pivotisierung komplett
durchfiithrbar ist, dann erhélt man

A=LR,

wobei R durch (3.39) definiert ist und L die durch (3.38) definierte nor-
mierte untere Dreiecksmatrix ist.



110 3 Lineare Gleichungssysteme, direkte Losungsverfahren
Ubung 3.10.9. Lisen Sie das lineare Gleichungssystem Az = b mit

14
41

14

A= ! 1],4 eR¥® b =(2,4,6,8,10,12,14,16)",
41

10 14

01 41

wobei die fehlenden Elemente von A mit 0 besetzt sind. Hinweis: Benutzen
Sie die Blockstruktur von A.

Ubung 3.10.10. Sei
2 13
A= 4 36
—236

Berechnen Sie eine L R-Zerlegung dieser Matrix ohne Pivotisierung. Berechnen
Sie det A und A1,

Ubung 3.10.11. Geben Sie eine vollbesetzte, nicht singulire 3 x 3-Matrix an,
bei der das Gauflsche Eliminationsverfahren ohne Pivotisierung versagt.

Ubung 3.10.12. Gegeben ist

=69 -0 463

Sie 16sen statt Az = b das Gleichungssystem Az = b. Wie groB darf e hochstens
sein, damit der relative Fehler in  kleiner als 1072 in der 2-Norm ist? Geben
Sie die Antwort, ohne x zu berechnen.

Ubung 3.10.13. Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem Az = b mit

A= (VYR wa o- (52)

sowie die Approximation A7 = b mit

+ (0.143 0.125 - (0.804
A= (0125 0111) und b"<0694>'

a) Geben Sie die exakte Losung von Az = b und von A% = b an.

b) Schiitzen Sie Hi‘lgﬁ”” mit Hilfe von Satz 3.9 ab, und vergleichen Sie mit dem

[2—z]
[E]

exakten Wert von
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Ubung 3.10.14. Gegeben sei die Matrix

0.005 1 0.005 0.5
A= 1 1 0.005 und der Vektor b= 1
0.005 0.005 1 -2

Die Losung des Gleichungssystems Ax = b ist

0.502512563 . ..
z = | 0.507512687 ...
—2.00505012.. ..

Berechnen Sie die LR-Zerlegung von A in zweistelliger Gleitpunktarithmetik
einmal mit und einmal ohne Spaltenpivotisierung. Losen Sie anschliefend das
Gleichungssystem Az = b in zweistelliger Gleitpunktarithmetik mit den bei-
den erhaltenen L R-Zerlegungen, und vergleichen Sie die Ergebnisse mit der
oben angegebenen Losung z.

Ubung 3.10.15. Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem Az = b

2.1 2512 —2516 —6.5
A=|-13 88 —-7.6 und b= | 5.3
09 —6.2 4.6 —-2.9

a) Losen Sie Az = b zunéchst exakt und dann in fiinfstelliger Gleitpunkta-
rithmetik (mit Spaltenpivotisierung). Geben Sie die Matrizen L und R an.
Wodurch entstehen die groflen Abweichungen?

b) Skalieren Sie das Gleichungssystem mit Hilfe einer Aquilibrierung, und
berechnen Sie die Losung des skalierten Systems mit Gaufelimination mit
Spaltenpivotisierung in fiinfstelliger Gleitpunktarithmetik.

Ubung 3.10.16. Wir betrachten die Nachiteration und nehmen an, daf§ fiir
die niherungsweise LR-Zerlegung LR = A+ AA =: A die Bedingung

1 1

JA a4] < 5

fiir irgendeine Norm auf R™ erfiillt ist.

a) Zeigen Sie, daf A nichtsingulér ist.

b) Zeigen Sie (mit Hilfe der Neumann Reihe), daf ||[I — AT A| < 1 gilt.

c) Zeigen Sie, daf} fiir den Fehler eF := z¥ — 2 bei der Nachiteration (bei
exakter Rechnung) folgende Beziehung gilt

Pt = (I — A1 A)ek.

d) Beweisen Sie, daf} bei exakter Rechnung der Fehler bei der Nachiteration
gegen Null konvergiert: limy_, o e* = 0.
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Ubung 3.10.17. Sei
2 -1 0
A=|-12 -1
0 —1 2

Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LDL? dieser Matrix, und zeigen
Sie, dafl A s.p.d. ist.

Ubung 3.10.18. Bestimmen Sie alle reellen Werte von a, fiir die die Matrix

2 —-10 0
-1 2 —a 0
A= 0 —a 2 —1
0 0 —1 2

positiv definit ist. Ziehen Sie zur Analyse den Algorithmus der Cholesky-
Zerlegung heran.

Ubung 3.10.19. Formulieren Sie einen Algorithmus zur Cholesky-Zerlegung
fiir Tridiagonalmatrizen (dhnlich zu Algorithmus 3.38 fiir die L R-Zerlegung).

Ubung 3.10.20. Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung der Matrix

2 6 —2
A=|[6210],
—2 0 16

falls sie existiert.

Ubung 3.10.21. a) Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung der Matrix

also A= LDLT.

b) Ist die Matrix A positiv definit?

c¢) Losen Sie mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung von A die drei Gleichungssy-
steme

Az = (1,0,0)7,
Az = (0,1,0)7,
Az® = (0,0,1)7.

d) Berechnen Sie die Konditionszahl ke (A) = || Alloo | A7 || oo -
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Ubung 3.10.22. Sei A € R"*™ eine symmetrisch positiv definite Matrix und
e’ der j-te Basisvektor in R”. Wir nehmen an, dafl ein Eintrag aj ¢ mit k # ¢
existiert, so dafl |ak¢| > maxi<;<p a;; gilt.

a) Zeigen Sie, daB fiir alle o € R

(ek + ozee)TA(ek + aeé) = Qi + 20cag,e + o? Qg

b) Zeigen Sie, daB8 27 Az < 0 gilt fiir z := ¥ — %65.
¢) Weshalb ist obige Annahme falsch ?

Ubung 3.10.23. Man gebe die approximative Anzahl der Operationen (Mul-
tiplikationen und Divisionen) an, die man braucht, um folgende Probleme zu
16sen:

a) Losung von Az =b, A € R"*"™ b e R".

b) Wie (a), aber A symmetrisch und positiv definit.

c¢) Losung von Rz = b, R obere Dreiecksmatrix.

d) Berechnung von A1

e) Losung von Az = b;, i = 1,...,p, wenn die Faktorisierung A = LR
bekannt ist.

f) Losung von Az = b, wenn A eine Bandmatrix mit der Bandbreite drei ist.

Ubung 3.10.24. Sei z = (2,2,1)7. Bestimmen Sie Givens-Rotationen G4
und Gs, so daf
GoGiz = (1,0,0)7 mit a € R

gilt.

Ubung 3.10.25. Losen Sie das Gleichungssystem

-3 2 4 5
4 2541 3 |lx=110
5 6v25v2 b

mit Hilfe der QR-Zerlegung der Matrix. Verwenden Sie dazu Givens-Rotatio-
nen.

Ubung 3.10.26. Seien A € R?*3 und b € R? gegeben durch

3 -9 7 1
A=|(-4-13 -1 |, b=|[2
0 —20 —35 3

Bestimmen Sie die Losung € R3 des linearen Gleichungssystems Az = b.
Berechnen Sie dazu die @ R-Zerlegung von A mittels Givens-Rotationen.
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Ubung 3.10.27. Bestimmen Sie die QR-Zerlegung A = QR von

a) mittels Householder-Spiegelungen,
b) mittels Givens-Rotationen.

@ und R sind explizit anzugeben.

Ubung 3.10.28. Bestimmen Sie mit Hilfe von Householder-Spiegelungen eine
QR-Zerlegung der Matrix

-11
A= 2 4
-2 -1
Ubung 3.10.29. Sei
11 1
A=12-1-1
245

Bestimmen Sie mit Hilfe von Householder-Spiegelungen eine QR-Zerlegung
dieser Matrix.

Ubung 3.10.30. Sei A € R™ ™ nichtsingulir und A = Q,R1, A = Q2R
seien QR-Zerlegungen fiir A, d.h.; @1,Q2 € O,(R) und Ry, Ry sind obere
Dreiecksmatrizen. Konnen diese Zerlegungen verschieden sein, wenn ja, in
welchem Zusammenhang miissen R; und Ry zueinander stehen?

Ubung 3.10.31. Zeigen Sie, daf fiir alle n € N, A € R"*™ gilt:
a) ||;4H2 < VAl 1Al

) =lAllz < Al < Vol All2
) Z=llAlls < lIAll2 < vallAlls

) 2l Alle < 1Al < 7l Al

-

o,

Ubung 3.10.32. Bestimmen Sie die Eigenvektoren, Eigenwerte und die De-
terminante einer Householder-Matrix
T

Q=I1-2"—, veR"
Vv

Ubung 3.10.33. Was hat die QR-Zerlegung mit der (Gram-Schmidt) Ortho-
gonalisierung einer Menge linear unabhéngiger Vektoren zu tun?
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Ubung 3.10.34. Gegeben seien diinnbesetzte Matrizen mit folgender Bele-
gungsstruktur (Tridiagonalmatrix bzw. Pfeilmatrix):

.. ¥ ok ok ok ok ¥k
* % % * ok
* % % * ok
(i) (ii) * *
* *
* * *
* *

Uberlegen Sie sich den Speicherplatzbedarf und den Rechenaufwand bei

a) LR-Zerlegung ohne Pivotisierung,

b) LR-Zerlegung mit Pivotisierung,

¢) QR-Zerlegung mit Householder-Spiegelungen,
d) QR-Zerlegung mit Givens-Rotationen.
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Lineare Ausgleichsrechnung

4.1 Einleitung

Bei der Beschreibung des Leistungsprofils einer Maschine hat man oft eine von
wenigen zunédchst unbekannten Parametern abhéngige Kurve durch Mefidaten
in unterschiedlichen Arbeitspunkten zu ,fitten“. Die mathematische Beschrei-
bung physikalisch/technischer Prozesse beinhaltet typischerweise Parameter,
die beispielsweise ein spezifisches Materialverhalten beschreiben, jedoch oft
nicht bekannt sind. Sie miissen daher aus (notgedrungen fehlerbehafteten)
Messungen ermittelt werden. Hierzu ein einfaches Beispiel:

Beispiel 4.1. Man betrachte einen einfachen Stromkreis, wobei I die Strom-
starke, U die Spannung und R den Widerstand bezeichnen.

1S N

Abb. 4.1. Gleichstromkreis

Das Ohmsche Gesetz besagt, daff (zumindest in einem gewissen Temperatur-

bereich) diese Grofien iiber
U=RI (4.1)

gekoppelt sind. Man nehme nun an, dafi eine Mefireihe von Daten (U, I;)
(Spannung, Stromstérke), i = 1,...,m, angelegt wurde. Die Aufgabe bestehe
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darin, aus diesen Mefidaten den Widerstand R im Stromkreis zu bestimmen.
Theoretisch miifite der gesuchte Wert alle Gleichungen

UZ:RI“ 1= 1,...,m, (42)

erfiillen (siche Abbildung 4.2). Nun sind die MeBdaten notgedrungen mit Feh-
lern behaftet.

~NE— — —
~

Abb. 4.2. Gerade U = RI und MeBdaten (I;,U;)

Aus

R=—, R=—

I’ I;

wird man daher fiir i # j im allgemeinen unterschiedliche Werte fiir R be-
kommen. Da keinerlei Hinweis vorliegt, welcher dieser Werte geeignet ist (und
deshalb, ob iiberhaupt einer davon geeignet ist), mufl man eine andere Strate-
gie entwickeln, die in einem gewissen Sinne die Fehler ausgleicht und in einem
zu spezifizierenden Sinne optimal ist. Hierzu kann man versuchen, die durch
eine Wahl von R bedingten Residuen U; — RI; zu quadrieren, aufzusummieren
und dasjenige R zu suchen, das diesen Ausdruck minimiert:

f(R):= (RI; - U;)* = min. (4.3)

i=1

Da f eine quadratische Funktion ist, kann nur ein Extremum vorliegen, das
durch die Nullstelle der Ableitung gegeben ist:

m m

0=f"(R) = fj 2RL - UL =2R( Y1) =23 Uil (44)

i=1 i=1 i=1

Hier ergibt sich diese Nullstelle R* als

w= () /(L) (4.5)
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Da f"(R*) =23 ;" I? > 0, nimmt f an der Stelle R* aus (4.5) tatséichlich
das (eindeutige) Minimum an. Man wiirde R* aus (4.5) als Wert fiir den
Widerstand akzeptieren. A

Beispiel 4.2. Wir untersuchen die Modellierung eines periodischen Vorgan-
ges (siehe etwa Beispiel 1.2) durch eine stetige Funktion f(¢), (¢ > 0) mit
Periode T'. In der Fourieranalyse wird solch eine Funktion durch eine Linear-
kombination der T-periodischen trigonometrischen Polynome

1, cos(et), sin(ct), cos(2ct), sin(2ct), ..., cos(Nct), sin(Nct)

mit ¢ := %’T in der Form

DO =

N
gn(t) = zaog + Z (ay cos(ket) + by sin(kct)) , (4.6)
k=1

approximiert. Man nehme nun an, daf§ nicht f, sondern nur eine Reihe von
Mefldaten
blzf(tl)7 0§t1<t2<...<tm§T,

bekannt ist, wobei m > 2N + 1. Zur Bestimmung einer geeigneten Approxi-
mation gy, d.h.der Koeffizienten ag, a1, b1, az2,bs,...,an,by, kann man nun
wieder die Fehlerquadratsumme minimieren:

m

Z (gn(t;) — b;)* = min. (4.7)

i=1

A
Allgemeiner liegt hiufig folgende Situation vor: Aus theoretischen Uberlegun-
gen ist bekannt, dafl eine bestimmte Grofle b(¢) iiber einen gewissen funktio-
nalen Zusammenhang von einigen Parametern x4, ..., z, abhéngt:

b(t) =y(t;x1,...,20).

Im Beispiel 4.1 war b(t) = y(t,x2) =t und n = 1 (nur mit den Bezeichnungen
U, I, R statt b, t, ). Im Beispiel 4.2 war

b(t) = y(t; a0, a1,b1,a2,b2,...,an,bn) = gn(t)

N
1
= 50 + Z (ay cos(ket) + by sin(kct)), n =2N + 1. (4.8)

k=1

Es geht nun darum, aus einer Reihe von Beobachtungen (Messungen) diejeni-
gen Parameter 1, ..., z, zu ermitteln, die den gegebenen Prozefl (moglichst
gut) beschreiben. Wenn mehr Messungen
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als unbekannte Parameter z;, ¢ = 1,...,n, vorliegen, also m > n, so hat
man im Prinzip ein uberbestimmites Gleichungssystem, welches aufgrund von
MeBfehlern (oder auch Unzulédnglichkeiten des Modells) im Allgemeinen nicht
konsistent ist. Deshalb versucht man, diejenigen Parameter x1,...,z, zu be-
stimmen, die

> wily(ts oy, .., n) — b;)® = min (4.10)
=1

erfiillen (sieche (4.3) und (4.7)). Hierbei kénnen die w; als positive Gewichte
verschieden von 1 gewéahlt werden, wenn man einigen der Messungen mehr
oder weniger Gewicht beimessen mochte. Dieses Vorgehen bezeichnet man
als Gauflsche Fehlerquadratmethode. In zahlreichen Varianten bildet dieses
Prinzip der Ausgleichsrechnung die Grundlage fiir eine immense Vielfalt von
Schétzaufgaben in Naturwissenschaften, Technik und Statistik.

4.2 Das lineare Ausgleichsproblem

Der Schliissel zur Entwicklung numerischer Verfahren zur Behandlung von
Ausgleichsproblemen liegt im Verstéindnis der Fille, in denen der Ansatz bzw.
das Modell linear ist, d. h.

y(ti; 1, .. Tn) = @121+ ..+ Gy, P=1,...,m, (4.11)

wobei die Koeffizienten a; 1, gegeben sind. Dies ist in Beispiel 4.1 (mit z = R,
n=1a1=10b =U,i=1,...,m) sowie bei der Fourier-Modellierung
im Beispiel 4.2 der Fall, wobei y als Funktion von ag,a1,b1,...,an,by linear
von den unbekannten Parametern a;,b; abhéngt (vgl. (4.8)).

Zum einen sind in vielen praktischen Anwendungsfillen — wie in besagten
Beispielen — bereits Ansétze des Typs (4.11) angemessen. Zum anderen wird
sich spéter zeigen, daf sich auch allgemeinere nichtlineare Félle auf die Losung
(mehrerer) linearer Probleme reduzieren lassen. Eine eingehende Diskussion
grundlegender Methoden fiir den Fall (4.11) ist also notwendig.

Im Falle (4.11) 148t sich das Problem (4.10) relativ leicht 16sen. Um dies
systematisch zu untersuchen, ist es hilfreich, das entsprechende Minimierungs-
problem

m m

> Wltisar, .o wn) —bi)* =Y (ain@1+ ...+ Gty — b)* =min  (4.12)

i=1 i—1
in Matrixform zu schreiben. Setzt man

A = (am)?j’il € Rmxn, b S ]Rm,
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nimmt das Minimierungsproblem (4.12) die dquivalente kompakte Form
Az — b3 = mi 4.13
lAz —b]lz = min (4.13)
an.

Das lineare Ausgleichsproblem 148t sich demnach wie folgt formulieren:

Zu gegebenem A € R™*™ und b € R™ bestimme man z* € R",
fiir das
[|Az* — b5 = m%%n ||Az — bl|2 (4.14)
TER™
gilt.
Beachte:

Hierbei ist m — die Anzahl der ,Messungen®, sprich Bedingungen — im all-
gemeinen (viel) grofler als n — die Anzahl der zu schiitzenden Parameter. Im
allgemeinen gilt daher Axz* # b ! Sollte zufillig dennoch eine Losung von
Ax = b existieren, etwa wenn im Idealfall ein exaktes Modell (4.11) mit exak-
ten Daten vorliegt, wiirde diese Losung (bei exakter Rechnung) durch (4.14)
automatisch erfafit, da dann das Minimum des Zielfunktionals || Az — b||2 Null
ist. Deshalb bezeichnet man die Losung x* von (4.14) in nicht ganz korrekter
Weise manchmal als ,, Losung® des dberbestimmten Gleichungssystems Ax = b.

Der im Allgemeinen nicht verschwindende Vektor b — Az wird das Residu-
um (von z) genannt. Beim Ausgleichsproblem begniigt man sich also damit,
die Fuklidischen Norm des Residuums zu minimieren.

Beispiel 4.3. Man vermutet, daf3 die Mefidaten

tlo 1 2 3
y|3 214 1.86 1.72

einer GesetzméifBigkeit der Form

1
= t = _—
y=ft)=a; 7 +6
mit noch zu bestimmenden Parametern «, 3 € R gehorchen. Das zugehorige
lineare Ausgleichsproblem hat die Gestalt (4.14), mit

11 3
11 2.14

o 8] _ 2 _ .

9”‘(5)’ A=11q "= |16 A
1 1.72
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Bemerkung 4.4. Prinzipiell konnte man auch
|Az — b]| = min

fiir irgendeine andere Norm || - || betrachten. Jedoch sprechen fiir die Wahl
I -1l =1 - |l mindestens zwei gewichtige Griinde. Zum einen 148t sich dies
statistisch schliissig interpretieren, vgl. Abschnitt 4.5. Zum anderen ist die
Euklidische Norm || - ||, iiber ein Skalarprodukt definiert (|z]ly = (z,z)2,

wobei (z,y) := 27y), was fiir z. B. die Maximumnorm || - ||o nicht der Fall
ist. Wegen dieser Eigenschaft 148t sich das Problem fiir die Wahl || - || = | - ||2
besonders leicht 16sen, wie wir gleich sehen werden. A
Normalgleichungen

Die Losung von (4.14) 148t sich auf die Losung des linearen Gleichungssystems
ATAz = ATh (4.15)

reduzieren, das haufig als Normalgleichungen bezeichnet wird. Man beach-
te, daB fir A € R™*" die Matrix ATA € R™ " stets quadratisch ist. Die
Kernaussage 148t sich folgendermaflien zusammenfassen:

Satz 4.5. x* € R™ ist genau dann Lésung des linearen Ausgleichs-
problems (4.14), wenn x* Lésung der Normalgleichungen

ATAz = ATh

ist. Das System der Normalgleichungen hat stets mindestens eine
Lésung. Sie ist genau dann eindeutig, wenn Rang(A) = n gilt.

Im Beispiel 4.1 haben wir diesen Sachverhalt schon im Spezialfall n = 1,z =
21 = R beobachtet. Die Bestimmung der Nullstelle der Ableitung der quadra-
tischen Funktion f aus (4.3) fithrte auf eine lineare Gleichung (4.4) in R, was
sich als Spezialfall von (4.15) erkennen 148t. Im Grunde genommen 148t sich
das gleiche Argument auch im allgemeinen Fall verwenden. Da die Euklidische
Norm {iiber ein Skalarprodukt definiert ist, ist die Funktion

f(x) = ||Az —b||3 = 2T AT Ax — 20T Az + b7

eine quadratische Funktion in z € R™. f nimmt daher ein Extremum genau
dort an, wo der Gradient V f(z) = 2(AT Az — ATb) verschwindet, was gerade
(4.15) ist. Aufgrund der Wichtigkeit des Zusammenhangs wollen wir dasselbe
Resultat noch iiber einen anderen Blickwinkel erarbeiten.

Geometrische Interpretation

Anschaulich ist klar, daf§ die Differenz b — Ax gerade senkrecht auf dem
Bildraum Bild(A) = {Ax |z € R"} stehen muf, damit der Abstand || Az —b||2
minimal ist.
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Also gilt:
|Az — b||]2 = min <= Az —b L Bild(A), (4.16)

siehe Abb. 4.3.

Bild(A)
= {Az|x e R"}

>
R

Abb. 4.3. Geometrische Interpretation des linearen Ausgleichsproblems

Wir iiberzeugen uns zunéchst davon, dafi die Orthogonalitétsrelation auf der
rechten Seite von (4.16) #quivalent zu den Normalgleichungen ist. In der Tat
gilt
Az —b L Bild(A) <= w’(Az —b) =0 fiir alle w € Bild(A)
— (Ay)T(Az —b) =0 fiir alle y € R"
— yT(ATAz — ATb) =0 fiir alley € R"
— ATAz — ATh =0, (4.17)

was gerade die Normalgleichungen sind, (woher ja auch der Name stammt).
Dies bestiéitigt also den ersten Teil des Satzes 4.5.

Die Aquivalenz in (4.16) ist ein Spezialfall eines allgemeineren Prinzips.
Da es in einer Vielfalt von Zusammenhingen wie etwa beim Verfahren der
Konjugierten Gradienten oder der Galerkin-Methode zur Diskretisierung von
Differentialgleichungen eine zentrale Rolle spielt, wird es in Abschnitt 4.6 im
entsprechend allgemeineren Rahmen nochmals aufgegriffen.

Der zweite Teil von Satz 4.5 folgt aus der Tatsache, da8 ATA genau dann
invertierbar ist, wenn Rang(A) = n gilt, vgl. Ubung 4.8.2 O

In Beispiel 3.32 wurde bereits folgende Tatsache gezeigt.

Bemerkung 4.6. Falls A € R™*" vollen (Spalten-)Rang n hat,
so ist die Matrix ATA € R™*™ symmetrisch positiv definit.
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Annahme: Wir beschrinken uns in den Abschnitten 4.3 und 4.4 auf den Fall,
dafy A vollen Spaltenrang hat: Rang(A) = n.
Der Fall Rang(A) < n wird in Abschnitt 4.7 diskutiert.

4.3 Kondition des linearen Ausgleichsproblems

Vor der Diskussion konkreter numerischer Verfahren behandeln wir wiederum
die Frage der Kondition. Fiir die Konditionsanalyse wird erwartungsgemaf die
(relative) Konditionszahl der Matrix A € R™*™ eine wichtige Rolle spielen.
Da im allgemeinen m > n ist, mufl man also auf den erweiterten Begriff der
Konditionszahl (3.75) zuriickgreifen, der folgendermaflen lautet

_ HA$H2/ - [Azlls

A) = . 4.18
w2 A) = e,/ Tl (4.18)

Insbesondere ist k2(A) < oo, wenn A vollen Spaltenrang hat. Weitere Eigen-
schaften dieser Konditionszahl findet man in Lemma 4.29. Hier machen wir
lediglich von der Abschétzung

HA?J||2
[ Az |2

”yH2 < KQ(A)

el (4.19)

Gebrauch, die sofort folgt, wenn man in Zahler und Nenner der rechten Seite
von (4.18) jeweils ein beliebiges = bzw. y fixiert.

Wir untersuchen nun, wie die Losung z* des linearen Ausgleichsproblems
4.14 von Stoérungen in A und b abhéngt. Dies entspricht der Frage nach der
Kondition des Problems (4.14). Der bemerkenswerte Punkt hierbei ist, daf
die Kondition des linearen Ausgleichsproblems, wie sich erweisen wird, nicht
nur von der Konditionszahl k2(A) abhéingt, sondern auch vom Winkel O,
der von den Vektoren b und Az* eingeschlossen wird, siche Abbildung 4.4.
Etwas préziser formuliert gilt wegen der Optimalitét von z* die Abschétzung
b — Az*||2 < ||b||]2 und wegen b — Az* L Ax* (sieche (4.17)) besagt der Satz
von Pythagoras, daB ||Az*||3 + ||b — Az*||3 = ||b||3 gilt. Somit existiert ein
eindeutiges © € [0, 5], so daf
Aol g o= Ac"ly
16112 [[bll2

Um die Rolle von k3(A4) und © zu verstehen, betrachten wir zunéchst den
einfachen Fall, dafl nur b gestort ist. Sei wie bisher z* stets die exakte Losung
von (4.14) und Z die des gestérten Problems

0s @ =

(4.20)

|AZ — b||z = min.

Stiinde nun b senkrecht zum Bild von A, d. h.© = /2 und somit cos © = 0,
wire * = 0 die Losung. Da jede (Richtungs-)Stérung von b, die die Ortho-
gonalitdt zerstort, eine von Null verschiedene Minimallésung hervor bringen
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ob

Ax* Az

> >

Abb. 4.4. Stérung in den Daten b

wiirde, wird der relative Fehler der Naherungslosung und somit die Kondition
unendlich. Sei nun andererseits ©® = 0, d.h. b im Bild von A. Dann ist das
iiberbestimmte System konsistent, und es gilt Az* = b. Man erwartet, dafl in
diesem Fall die Kondition des Problems nur durch ko(A) gekennzeichnet ist.
Beide Extremfiille werden durch den folgenden Satz erkliart und abgedeckt.

Satz 4.7. Fiir die Kondition des linearen Ausgleichsproblems
beziiglich Storungen in b gilt
| —a*ll2 _ £2(4) [[b - b]l>
lz*]la — cos@ [|bl2

Beweis. Sei ¢ € R™ und y* die Losung des linearen Ausgleichsproblems
|[Ay — ¢|]2 = min.

Wegen Ay* —c L Ay* gilt || Ay* — c||3 + || Ay*||3 = ||c||3, so daB

[Ay*[l2 < lcll2 (4.21)
gilt. Aufgrund der Normalgleichungen gilt y* = (ATA)~"1AT¢, so dal man
nach (4.21)

|A(ATA) T A ez = [| Ay 2 < [lcll2
erhélt. Weil ¢ beliebig gewahlt war, ergibt sich hieraus
|A(ATA) 71 AT, < 1.

Fiir die Storung A(Z — =*) erhilt man damit (siehe auch Abb. 4.4)

IAE — 2*)ll2 = [ A(ATA) "t ATD — A(ATA) " AT D
= [|A(ATA) T AT (b b)l|2 < [|b — bll2. (4.22)
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Wegen der Definition cos © = ”’ﬁlf‘ll"‘ ergibt sich aus (4.22)

lA@ =2 _ 1 [[b— bl

4.23
Er T T (4:29)
Aus (4.23) und (4.19) ergibt sich die Behauptung. O
Obiger Sachverhalt wird durch folgendes Beispiel illustriert.
Beispiel 4.8. Es sei
11 0.01
A=|ool], b= 1
01 0
Man kann einfach nachrechnen, dafl ko(A 2(ATA) ( r““‘( )))5 ~

2.62 und
" = (ATA) " ATh = (0'81>

gilt. Fiir b = (0.01,1,0.01)7 erhélt man

= aTa\—1477 _ [ O
z=(A'A) Ab<0.01 .
Daraus folgt 3
T —a* b—1b
I3 =2l 10160l
[zl 6|2
also ist dieses lineare Ausgleichsproblem schlecht konditioniert, obwohl die
Konditionszahl x5 (A) klein ist. In diesem Beispiel gilt

Az~ |2
16112
Auch in dem Fall, daf die Matrix A gestort ist, lassen sich Konditionsschran-

ken iiber x2(A) und © ausdriicken. Da das Prinzip dhnlich ist, sei auf einen
Beweis des folgenden Satzes verzichtet, den man z. B. in [DH] findet.

0s O = = 0.01. A

Satz 4.9. Fiir die Kondition des linearen Ausgleichsproblems
beziiglich Stérungen in A gilt

A-A
S (HQ (A) + Ko (A)2 tan @) ””14||2||2

[Z — 2|2

[l 12
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Wir fassen die wesentlichen Punkte zusammen: Ist die Norm des Residuums
des linearen Ausgleichsproblems klein gegeniiber der Norm der Eingabe b,
also ||b — Az*|la < ||b]|2, so gilt cos©® ~ 1 und tan® < 1. In diesem Fall,
der den Normalfall fiir lineare Ausgleichsprobleme darstellen sollte, verhilt
sich das Problem konditionell wie ein lineares Gleichungssystem. Fiir relativ
grofle Residuen, d.h.cos® <« 1 und tan© > 1, treten Effekte auf, die man
bei einem linearen Gleichungssystem nicht hat, wie die Terme ﬁ (in Satz
4.7) und ko(A)?tan© (in Satz 4.9) zeigen. Fiir groBe Residuen verhilt sich
das lineare Ausgleichsproblem konditionell deshalb wesentlich anders als ein
reguléres lineares Gleichungssystem.

4.4 Numerische Losung des linearen Ausgleichsproblems

4.4.1 Losung der Normalgleichungen

Satz 4.5 liefert Informationen iiber die Charakterisierung und Eindeutigkeit
der Losung von (4.14). Dariiber hinaus legt Satz 4.5 eine Methode nahe, diese
Losung auch zu berechnen.

Nach Bemerkung 4.6 ist die Matrix A”A symmetrisch positiv definit. Folg-
lich ergibt sich die Methode:

e DBerechne ATA, AT,
e Berechne die Cholesky-Zerlegung

LDLT = A™A

von ATA.
e Lose
Ly=A"s, LTz=D7'

durch Vorwirts- bzw. Riickwértseinsetzen.

Nach Satz 4.5 ist das Ergebnis z* die Losung des linearen Ausgleichsproblems
4.14.

Beispiel 4.10. Fiir das Ausgleichsproblem in Beispiel 4.3 ergibt sich
205 25
5 5.12
T _ [ 144 12 Ty _
AA_(?S 4>, Ab_<8.72)'

Losung des Gleichungssysteme AT Az = A”Tb liefert die optimalen Parameter

(5)= () - ’
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Rechenaufwand 4.11. Fiir den Aufwand dieser Methode ergibt sich:

Berechnung von A7A, ATb: ca. %an Operationen,
Cholesky-Zerlegung von AA: ca. %nB Operationen,
Vorwirts- und Riickwirtssubstitution: ca. n? Operationen.

Fiir m > n iiberwiegt der erste Anteil.

Nachteile dieser Vorgehensweise

Diese an sich einfache Methode hat allerdings folgende prinzipielle Defizite.

Die Berechnung von A”A ist fiir groe m aufwendig und birgt die Gefahr
von Genauigkeitsverlust durch Ausléschungseffekte. Die Eintriige von ATA
sind also mit (moglicherweise erheblichen relativen) Fehlern behaftet.
Bei der Losung des Systems ATAxz = ATb iiber das Cholesky-Verfahren
werden die Rundungsfehler in ATA und ATb mit ko (ATA) verstiirkt. Aus
Lemma 4.29 folgt, daB k2(A) = (Amax (AT A))Y2/(Amin (AT A))1/2 eine zu
(3.75) dquivalente (offensichtlich auch konsistente) Definition der (spektra-
len) Konditionszahl nichtquadratischer Matrizen ist. Daraus folgt sofort
die Identitét

ra(ATA) = ky(A)% (4.24)

Folglich wird die Rundungsfehlerverstirkung durch xz(A)? beschrieben.
Falls cos©® ~ 1 (siehe (4.20)), wird die Kondition des Problems jedoch
durch k2 (A) gekennzeichnet (siche §4.3). Wenn £2(A) > 1 und cos O =~ 1,
muf} man also damit rechnen, daf die im Laufe dieses Verfahrens erzeugten
Fehler wesentlich grofler sind als die durch die Kondition des Problems
bedingten unvermeidbaren Fehler. In diesem Fall ist diese Methode also
instabil.

Diese Effekte werden durch das folgende Beispiel quantifiziert.

Beispiel 4.12.

V33 2v/3
A=[s 0], b= ¢ |, 0<sx1.
0 4 5

Wegen A(}) = b hat das lineare Ausgleichsproblem ||Az — bl, = min
die Losung * = (1,1)T (fiir alle § > 0). AuBerdem gilt @ = 0, also
cos © = 1,tan @ = 0. Daher wird die Kondition dieses Problems durch x3(A)
beschrieben.

Man rechnet einfach nach, daf

SES

o (A) = \/ra(ATA) = (my ~
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gilt. Ein stabiles Verfahren zur Losung dieses linearen Ausgleichsproblems
sollte ein Resultat & liefern, das mit einem relativen Fehler

M S k2(A) eps (4.25)
[[*{|2

behaftet ist. Hierbei ist eps die Maschinengenauigkeit. Die Losung dieses Pro-
blems iiber die Normalgleichungen und das Cholesky-Verfahren auf einer Ma-
schine mit eps ~ 10716 ergibt:

12 — =2

1
§=10"": ~2x107% & §n2(A)2 eps (4.26)

|2 |2

—6 . 1T ="

1
§=10 ~2%107% ~ 5”2(‘4)2 eps. (4.27)

[l |2
Aus dem Vergleich der Resultate (4.26), (4.27) mit (4.25) ersieht man, daf} die

Losung iiber die Normalgleichungen in diesem Beispiel kein stabiles Verfahren
ist. A

Trotz dieser Nachteile wird obiges Verfahren in der Praxis oft benutzt, ins-
besondere bei Problemen mit gut konditioniertem A. Im allgemeinen aber ist
die im néchsten Abschnitt behandelte Alternative vorzuziehen, da sie stabiler
ist und der Rechenaufwand nur wenig hoher ist.

4.4.2 Losung iiber QR-Zerlegung

Wegen Satz 3.41 verdndert die Multiplikation mit orthogonalen Matrizen die
Euklidische Norm eines Vektors nicht. Die Minimierung von || Az —b||2 ist also
fiir jede orthogonale Matrix @ € O,,(R) dquivalent zur Aufgabe

|Q(Az — B2 = [QAz — Qb, = min.

Die Idee ist nun, eine geeignete Matrix @ € O,,(R) zu finden, die letztere
Aufgabe leicht 16sbar macht. Wie dies geschieht, erkliart der folgende Satz.

Satz 4.13. Sei A € R™*™ mit Rang(A) = n und b € R™. Sei Q €
R™*™ eine orthogonale Matriz und R € R™ ™ eine obere Dreiecksma-

triz, so daf }
QA=R:— (g) I (4.28)

tm—n

Dann ist die Matriz R requldr. Schreibt man

=)}

dann ist * = R™by die Lisung des linearen Ausgleichsproblems (4.14).
Die Norm des Residuums ||Az* — bl ist gerade durch ||bz]|2 gegeben.
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Beweis. Weil @ regulir ist und A den Rang n hat, folgt aus (4.28), daf§ R den
Rang n hat. Also ist R invertierbar.

Die Multiplikation mit orthogonalen Matrizen dndert die Euklidische Norm
eines Vektors nicht. Aufgrund der Zerlegung in (4.28) erhélt man

1Az = bl[3 = |QAz — QbII3 = ||Rz — Qb3 = [|Rx — b3 + [[ba]l3.  (429)

Der Term ||bz||3 héngt nicht von x ab. Also wird ||Az — b[|3 (und damit auch
| Az — b]|2) genau dann minimal, wenn ||Rz — by ||3 minimal wird. Da b; € R™
und R € R™*™ regulér ist, ist letzteres genau dann der Fall, wenn

Rz = by (4.30)
gilt. Aus (4.29) folgt nun ||Az* — blj2 = ||ba||2- O

Es sei bemerkt, dafl die Zerlegung in (4.28) #quivalent zur @) R-Zerlegung
A = QTR ist (hier weichen wir etwas von der Notation in Abschnitt 3.9 ab).

Aus Satz 4.13 ergibt sich nun folgende Methode:

e Bestimme von A die Q R-Zerlegung

QA= (ﬁf) (R e R™™),

z. B. mittels Givens-Rotationen oder Householder-Spiegelung-
en und berechne Qb = (Z;)
e Lose

R(E:bl

mittels Riickwéartseinsetzen.

Die Norm des Residuums mingecgn || Az — b||a = ||[Az* — bl|2 ist gerade durch
Ib2]|2 gegeben.

Rechenaufwand 4.14. Fiir den Aufwand dieser Methode ergibt sich:

e (QR-Zerlegung mittels Householdertransformationen: falls m >> n ca. mn?

Operationen;
e Berechnung von Qb: ca. 2mn Operationen;
e Riickwértssubstitution (4.30): ca. %nQ Operationen.

Offensichtlich iiberwiegt der erste Anteil. Der Aufwand dieser Methode ist
also um etwa einen Faktor 2 hoher als der Aufwand bei der Loésung iiber die
Normalgleichungen.

Beispiel 4.15. Sei
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d.h. m = 3, n = 2. Man bestimme die Losung z* € R? von
||Az — bl|2 = min.

Wir benutzen Givens-Rotationen zur Reduktion von A auf obere Dreiecksge-
stalt (QR-Zerlegung wie in (4.28)):

e Annullierung von as 1:

55 10
AP =gizA=(012 |, b =Gizb=|1
0-5 -5

(In der Praxis werden die Transformationen G 3A und G; gb ausgefiihrt,
ohne dafl G 3 explizit berechnet wird, vgl. Abschnitt 3.9.1.)

e Annullierung von ag?%:
55 I 10
A(s) = G273A(2) =(013 )] = (@) s b(S) = G273b(2) = %
00 _ 55
13
Losung von
(o) ()= ()
013/ \z, %
durch Riickwértseinsetzen:
o (300 3T
- \1697169)
Als Norm des Residuums ergibt sich:
55
balle = —. A
1b212 = 5

Worin liegt nun der Vorteil dieses Verfahrens, wenn schon der Aufwand hoher
ist? Wie bei der Losung von Gleichungssystemen liegt der Gewinn in einer
besseren Stabilitéit aufgrund der giinstigeren Kondition des sich ergebenden
Dreieckssystems.

Wegen Satz 3.41 gilt

RQ(A) = HQ(R), (431)

d. h., das Quadrieren der Kondition, das bei den Normalgleichun-
gen auftritt, wird vermieden. Auflerdem ist die Berechnung der
QR-Zerlegung iiber Givens- oder Householder-Transformationen
ein sehr stabiles Verfahren, wobei die Fehlerverstirkung durch
k2(A) (und nicht ky(A)?) beschrieben wird.
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Streng genommen ergibt sich (4.31) aus einer Erweiterung von Satz 3.41, (v).
auf den Fall, dal A € R™*™ vollen Spaltenrang n hat, siehe Aufgabe 4.8.12.
Hierbei ist natiirlich (3.75) zu verwenden.

Es ergibt sich also, da3 die Methode iiber die @ R-Zerlegung ein stabiles
Verfahren ist und insbesondere (viel) bessere Stabilitétseigenschaften hat als
die Methode iiber die Normalgleichungen.

Beispiel 4.16. Wir nehmen A und b wie in Beispiel 4.12. Die Methode {iber
die QR-Zerlegung von A, auf einer Maschine mit eps ~ 10716, ergibt

.i'_fL‘*HQ

s=104: | S~ 2210719,
[

=100 1T =22 6, 10710
=]l

Wegen der sehr guten Stabilitdt dieser Methode sind diese Resultate viel bes-
ser als die Resultate in Beispiel 4.12. A

In allen obigen Uberlegungen wurde vorausgesetzt, da A € R™*" vollen
Spaltenrang hat,

Rang(A) = n, (4.32)
da nur dann die obere Dreiecksmatrix R in (4.30) invertierbar ist und so-
mit eine eindeutige Losung liefert. Nun 148t (4.32) sich leider in der Praxis
nicht immer garantieren. Selbst das Problem, vorher (4.32) iiber eine numeri-
sche Methode zu priifen, ist schwierig. Fiir eine Methode, auch den allgemei-
nen Fall Rang(A) < n mit Hilfe von QR-Zerlegungstechniken und Cholesky-
Faktorisierung zu behandeln, wird auf [DH], Abschnitt 3.3, verwiesen. Wir
werden zudem auf diesen Fall Rang(A) < n spiter unter einem etwas anderen
Gesichtspunkt nochmals eingehen.

4.5 Zum statistischen Hintergrund — lineare Regression*

Abgesehen davon, dafl die Wahl der Euklidischen Norm die Losung des resul-
tierenden Minimierungsproblems erheblich erleichtert, liegt ein weiterer wich-
tiger Grund fiir diese Wahl in folgendem statistischen Interpretationsrahmen.
Es wiirde den Rahmen sprengen, eine umfassende Darstellung zu bieten. Es
muf} stattdessen selbst in Bezug auf Terminologie auf entsprechende Fachli-
teratur verwiesen werden. Hier geht es lediglich um die grundsétzliche An-
kniipfung, die gegebenenfalls als Briickenverweis dienen kann. Gegeben seien
Daten (t1,91),- .-, (tm,Ym), wobei die t; feste (deterministische) Mefipunkte
und die y; Realisierungen von Zufallsvariablen Y; seien. Lineare Regression
basiert auf einem Ansatz der Form

Y= aplt)zn+F, i=1,...m, (4.33)
k=1
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wobei die ay(t) geeignete Ansatzfunktionen (wie z.B. Polynome, trigonome-
trische Funktionen oder Splines) sind und Modell- bzw. Meffehler durch die
Zufallsvariablen F; dargestellt werden. Dadurch wird Y = (Y7,...,Y;,)T ein
Vektor von Zufallsvariablen, deren Realisierungen die gegebenen Mefldaten

y=(y1,...,ym)T zu den MeBpunkten ¢; sind.
Wir wollen nun aus dem MeBdatensatz eine Schitzung & = (21,...,4,)7
fir den unbekannten Parametersatz x = (z1,...,7,)7 € R™ in (4.33) be-

stimmen. Einen solchen Schétzer liefert die lineare Ausgleichsrechnung. Fiir
A= (k)32 € R™™ (mit Rang(A) = n), sei nédmlich & die Losung des
linearen Ausgleichsproblems

|Az — y||§ — min.

Dann ist & ebenfalls eine Zufallsvariable.

Z als Best Linear Unbiased Estimator

Man kann fragen, wie der Erwartungswert E(Z) mit dem Parametersatz x
zusammenhéngt. Dies i3t sich unter geeigneten Annahmen an die stocha-
stischen FEigenschaften der Fehler F; beantworten. Sind die F; unabhdngig,
identisch verteilt mit Erwartungswert E(F;) = 0 — das Modell hat keinen
systematischen Fehler — und einer Varianz-Kovarianzmatriz

V(F) :=E(FF") = (E(FF))),_ =0’]
— der Rauschlevel (Varianz) ist o2 —, so gilt gerade
E(@) =z, V(@) =E(@-2)(@-2)")=0(ATA)"", (4.34)

d.h., der Schétzer ist erwartungstreu und hat, wie man zeigen kann, mini-
male Varianz. Man spricht auch von einem Best Linear Unbiased Estimator
(BLUE). Der Grund dafiir liegt in der bisher vielgepriesenen Linearitét, die
wiederum eine Konsequenz der Wahl || - ||2 als eine durch ein Skalarprodukt
induzierte Norm ist. Aus Satz 4.5 folgt

&= (AT A1 ATy, (4.35)

Benutzt man nun, daf fiir einen Zufallsvektor und eine nicht zufillige Matrix
M gilt E(M¢) = ME(E), ergibt sich wegen E(F) =0

E(z) = (ATA)T'ATE(Y) = (ATA)'ATE(Az 4 F)
= (ATA) 1 (AT Az + ATE(F)) = 2.

Der Schétzer aus (4.35) ist also, unabhéngig von der Struktur der Varianz
V(F), stets erwartungstreu.
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Hinsichtlich der Varianz folgt aus & = (AT A) "1 ATy, o = (ATA)~tAT(y - F)
gerade
(@ —z)(@ —z)T = (ATA)TATFFT A(AT A)~1

und wegen der Linearitéit des Erwartungswertes wiederum
E((—x)(@—x)") = (ATA)"ATE(FFT)A(ATA)™! = 0c*(ATA)™!, (4.36)

da V(F) = E(FFT) = 021. Dies verifiziert den zweiten Teil von (4.34).

Wieso dieser Schitzer minimale Varianz hat, sei fiir einen Moment zuriick-
gestellt. Tatséchlich liegt dies an der speziellen Voraussetzung an die Struktur
der Varianz-Kovarianzmatrix von F', die hier als skalierte Identitdt angenom-
men wurde. Gilt allgemeiner V(F) = E(FFT) = M = M7 fiir ein (bekanntes)
invertierbares M € R™*™_so hat der BLUE-Schiitzer eine verwandte jedoch
etwas andere Form. Wegen der Linearitit wird eine Matrix B € R™*™ gesucht,
so dafl & = By gilt. Der Vektor von Zufallsvariablen BY soll erwartungstreu
sein, E(BY) = z, und kleinstmdogliche Varianz haben. Aus

z =E(BY) = E(BAz) +E(F)
—— =
=BAx =0
folgt, dafl Erwartungstreue BA = I verlangt und dafl B insbesondere un-
abhiingig von x ist. Die spezielle Wahl B = (AT A)~1AT erfiillt dies. Nun
ist BA = I aber ein unterbestimmtes lineares Gleichungssystem, das somit
noch andere Losungen zulafit. Aus der linearen Algebra ist bekannt, daf sich
die gesamte Losungsmenge aus einer speziellen Losung und allen homoge-
nen Losungen C € R™™™ mit CA = 0 zusammensetzt. Als spezielle Losung
nehmen wir hier nun nicht (A7 A)~*AT sondern (ATM~1A)"1ATM~! und
erhalten den Ansatz

B=(ATM'A)'ATM~ ' +C mit CA=0. (4.37)
Wie vorhin rechnet man nun nach, daf§
V(@) =E((& —2)(@ —2)") = BMBT = (ATM A~ + CMCT

gilt. Die Matrix CMC7T ist symmetrisch positiv semidefinit und V(&) wird
deshalb minimal wenn C' = 0 gilt. Natiirlich ergibt sich wieder genau die
zweite Relation in (4.34), wenn M = o2[ ist. Der BLUE-Schitzer hat im
allgemeinen also die Form

&= (ATM 1A T AT M1y,

wobei dies allerdings die Kenntnis von M voraussetzt. Da Letzteres in der
Praxis oft nicht gegeben ist, kommt dem erwartungstreuen , Least-Squares*
Schitzer & = (AT A)~'ATy hohe Bedeutung zu, der natiirlich mit Hilfe der
obigen Methoden zur Losung des linearen Ausgleichsproblems praktisch rea-
lisiert wird.
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& als Maximum-Likelihood-Schéitzer

Ein zweiter statistischer Hintergrund der Zufallsvariable & héngt mit der
Maximum-Likelihood-Methode zusammen. Dazu nehmen wir, wie im obigen
BLUE-Rahmen an, dafl die Zufallsvariablen F;, 1 < ¢ < m, unabhéngig,
identisch verteilt sind, mit Erwartungswert 0 und Varianz-Kovarianzmatrix
V(F) = 0?I. Zusitzlich wird angenommen, da8 F; normalverteilt ist. Die
Zufallsvariablen Y; sind dann auch normalverteilt, mit E(Y) = Az und
V(Y) = 0?I. Somit hat Y; die Dichtefunktion

Fie) = e b (52))

oV 2w
Fiir die MeBreihe y1, ...,y ist die Likelihood-Funktion definiert durch

2mo?

. 1 \N% 1 aw2
Lz, oym) = | [ filwi) = ( ) 2 sz lly-Azll3 (4.38)
i=1

Ein Parameterwert Z heifit Mazimum-Likelihood-Schdtzwert, wenn
L(Zy1, -, Ym) > L(z;91, .-y ym)  fir alle x € R”

gilt. Aus (4.38) folgt, dal das Maximum der Likelihood-Funktion an der Stelle
angenommen wird, wo ||y — Az||2 minimal ist, also

— A#ls = min [ly — Az[2.
ly — Azl = min [ly — Az]l»

Der Maximum-Likelihood-Schétzer ist deshalb gerade der Schétzer & aus dem
linearen Ausgleichsproblem.

4.6 Orthogonale Projektion auf einen Teilraum*

Um die Aquivalenz (4.16) in einen angemessenen Zusammenhang stellen zu
konnen, mufl man den Blickwinkel ein wenig &ndern. Das lineare Ausgleichs-
problem (4.14) 148t sich folgendermaflen interpretieren: Man finde diejenige
Linearkombination Az der Spalten von A € R™*™  die ein gegebenes b € R™
bzgl. der euklidischen Norm ||-||2 am besten approzimiert. Anders ausgedriickt,
bestimme dasjenige y* in

U =Bild(A) ={Az |z e R"} C R™, (4.39)
das

* _blly = min ||y — b 4.40
lly™ —bll2 ggglly ll2 (4.40)

erfiillt. Fiir spitere Zwecke ist es niitzlich, diese Aufgabe etwas allgemeiner zu
formulieren. Gegeben sei ein Vektorraum V iiber R mit einem Skalarprodukt
(-,-): V xV — R. Durch

o] = (v,v)? (4.41)

wird eine Norm auf V' definiert.
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Das lineare Ausgleichsproblem 148t sich dann als Spezialfall folgender allge-
meiner Aufgabe interpretieren.

Aufgabe 4.17. Sei U C V ein n-dimensionaler Teilraum von V.
Zu v €V bestimme u* € U, fir das

* — || = mi — 4.42
lu™ = vll = min [lu — o] (4.42)

gilt.

Im Falle des linearen Ausgleichsproblems ist U = Bild(A), A € R™*" V =
R™, (u,v) = 3700 wjvg, dhf| - [ =] - [l2-

Bemerkung 4.18. Weil U ein endlich-dimensionaler Teilraum ist, existiert
ein Element in U mit minimalem Abstand zu v, d. h.es existiert u* € U, fiir
das ||u* — v|| = min,ep ||u — v gilt. A

Beweis. Die Norm ist eine stetige Abbildung V' — R (vgl. (2.2)). Fiir jedes
o € U mit ||u —v| <infyep |Ju—v|| + 1 gilt wegen (2.2)

ol +1 2 inf [lu—vl|+1=|u" —vf > [J]| - [lv]],
uelU

also
[[u'[| < 2[foll + 1. (4.43)

Die Menge G = {u € U | |lu]| < 2||v|| + 1} ist abgeschlossen und be-
schriankt und folglich kompakt, da U endlich dimensional ist. Wegen (4.43)
gilt inf,cq [Ju — v|| = inf,ev ||u — v||. Bekanntlich nimmt eine stetige Funkti-
on ihre Extrema auf einer kompakten Menge an. Folglich nimmt die stetige
Funktion F(u) := |lu — v| ihr Minimum iiber der kompakten Menge G in
einem Element u* € G C U an. Also existiert uv* € U, wofiir

|lu* —v|| = min ||u — v|| = min ||u — v||
ueG uelU

gilt. ]

Bemerkung 4.19. Fiir die Existenz einer solchen Bestapproximation ist un-
erheblich, dal die Norm durch ein Skalarprodukt induziert wird. Die Aussage
gilt fiir beliebige Normen. A

Die Losung obiger Aufgabe lifit sich als Verallgemeinerung von (4.16) folgen-
dermafien geometrisch interpretieren (vgl. Abb. 4.3 und Abb. 4.5):
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Satz 4.20. Unter den Bedingungen von Aufgabe 4.17 existiert ein
eindeutiges u* € U, das

*— || = mi - 4.44
lu” = vll = min [lu — o] (4.44)

erfillt. Ferner gilt (4.44) genau dann, wenn
(W —v,u)=0 VYueUl, (4.45)

d.h., u* — v senkrecht (bzgl. (-,-)) zu U ist. u* ist somit die or-
thogonale Projektion (bzgl. (-,-)) von v auf U.

Beweis. Die Existenz einer Bestapproximation in (4.44) wurde bereits gezeigt.
Der Rest des Beweises ist im Kern ein ,,Stoérungsargument®.

(=) Sei u* Losung von (4.44) (die wegen Bemerkung 4.18 existiert). Man
nehme an, (4.45) gelte nicht. Dann existiert ein u’ € U, so daf$}

o= —vu)#0

gilt. Mit @ := u* — Wu’ € U gilt dann

~ (0%
i —vl* = [u* —v— WU'HQ
2
@] 8]
= [lu* — o] - QW (u* —v,u) + WHUIHQ
2
(0%
= ||’LL* - UHQ - ||u,H27

also ||u* — v|| > ||& — v]|, ein Widerspruch (vgl. (4.44)).
(<) Sei u* € U so, daf (4.45) gilt, und sei u € U beliebig. Wegen u—u* € U
und (4.45) gilt

lu =l = ll(u—u*) + (u* = )|
= llu—w| +2(u" —v,u—w*) + [Ju” —v|?

= llu—w*|* + [lu” = v]]*.

Daraus folgt ||[u — v|| > ||u* — v|| genau dann, wenn u # u*. Somit gilt (4.44)
fiir ein eindeutiges u™*. O

Die Losung der Aufgabe 4.17 ist also die orthogonale Projektion (bzgl. (-,-))
von v auf den Unterraum U.

Der Begriff der orthogonalen Projektion ist offensichtlich der Schliissel zur
Losung von (4.42) (vgl. auch Satz 4.5). Es lohnt sich daher, diesen Begriff
nochmals exakt zu formulieren und die wesentlichen Eigenschaften auch fiir
spéatere Zwecke zu sammeln.
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Abb. 4.5. Orthogonale Projektion

Bemerkung 4.21. Wie in Satz 4.20 sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt
(-,-) und dadurch induzierter Norm || - || = (-,-)*/? und U ein endlichdimen-

sionaler Unterraum von V. Zu v € V existiert ein eindeutiges Py (v) € U, so
daB v — Py(v) L U, d.h,,

(v—=Py(),u)y=0 V uel. (4.46)

Mit Py : V — U ist also eine wohldefinierte Abbildung gegeben. Das Ele-
ment u* in (4.45) ist das Ergebnis der Abbildung Py angewandt auf v. Die
wichtigsten Eigenschaften der Abbildung Py lauten wie folgt:

(i) Die Abbildung Py : V — U ist linear.
(ii) Py ist ein Projektor, d.h. Py(u) = u fiir alle u € U (oder kurz P2 = Py).
(iii) Die Abbildung Py ist symmetrisch, d. h.

(Py(v),w) = (v, Py(w)), V v,weV. (4.47)
(iv) Py is beschrankt und zwar gilt

[ Pull = P, [Py (v)l| = 1. (4.48)

Beweis. Die Eindeutigkeit von Py(v) geméf (4.46) war schon in Satz 4.20
gezeigt worden. Man kann sich auch direkt folgendermaflen davon iiberzeugen.
Angenommen, es gibe uj,us € U mit (v — u;,u) =0 fiir alle w € U, i = 1, 2.
Dann gilt

Juy — ual]” = (u1 — ug,us — un)
= (u; —v,u; —ug) + (v — Uy, uy — ua) (4.49) ,

da u; —ug € U. Also gilt u; = usg

Zu (i): Da (v—Py(v),u) = 0 fir alle w € U, genau dann wenn (cv —cPyv, u) =
0, u € U, folgt cPy(v) = Py(cv) fiir alle ¢ € R.
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Ferner gilt fiir v,w € V wegen der Bilinearitidt des Skalarprodukts und der

Definition (4.46) von Py
(Pu(v+w) = (Pu(v) + Pu(w)),u)
= (Pu(v+w) = (v+w)+ (v+w) = (Pu(v) + Pu(w)), u)
= (Pu(v+w) = (v+w),u) + {(v+w) = (Pu(v) + Pu(w)),w)
=((v+w) = (Pu(v) + Pu(w)),w)
= (v = Py(v),u) + (w = Py(w),u) =
fir allew € U, d. h. Py(v+ w) = Py(v) + Py(w).

Zu (ii): Fiir v € U ist o’ := v — Py(v) € U. Nach Definition (4.46) von Py gilt
0= (v~ Py(v),w) = (v—Py(v),v - Py(v)) = v = Pu(v)|?,

und somit Py (v) = v fiir v € U.

Zu (iii): Man hat
(Py(v),w) = (Py(v),w— Py(w))+ (Py(v), Py(w))

"= (Pu(v), Pu(w)) = (Py(v) = v, Py(w)) + (v, Py (w))
(
)

"= (v, Py(w)).

Zu (iv): Da v — Py(v) L Py(v) gilt

[0]1* = 1Py @)|* + [lv — Py (w)|* = || Pv(v)|*
und somit ||Py|| < 1. Wegen (ii) folgt dann ||Py|| = 1. O

Bemerkung 4.22. Eine Bemerkung zum obigen Begriff der ,,Symmetrie“ der
linearen Abbildung Py: Betrachten wir wieder V= R™ und A € R™*" als
lineare Abbildung von R™ in R™. Nimmt man das Standardskalarprodukt

(x,y) = 2Ty so gilt
(Az,y) = (Az)Ty = 2T ATy = (z, ATy),

d.h., in Ubereinstimmung mit unserer Definition von symmetrischen Matri-
zen, ist A im Sinne von (iii) symmetrisch genau dann wenn A = AT gilt.

A

Es stellt sich nun die Frage, wie man Py (v) berechnet. Dazu sei {¢1,...,¢n}
eine Basis fiir U. Dann hat 4 = Py (v) eine eindeutige Darstellung

n
= cds
j=1

mit gewissen, von v abhéngigen Koeffizienten ¢; = ¢;(v).
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Wegen (4.46) gilt
0= (v—Py(v),¢x) = (v, br) ch b5, 0k, k=1,...,n. (4.49)

Definiert man die Gram-Matriz G := ((qﬁk,gbj))?k:l und die Vektoren ¢ =
(c1y--en)t, v=({v,61),...,(v,0,))T so 1aBt sich (4.49) als

Gec=v (4.50)
schreiben. In Beispiel 3.32 wurde bereits gezeigt, dal} G symmetrisch posi-

tiv definit, also insbesondere invertierbar ist. Die gesuchten Koeffizienten ¢
ergeben sich also als Losung eines linearen Gleichungssystems ¢ = G~1v.

Die Berechnung einer orthogonalen Projektion lauft also im allge-
meinen auf die Losung eines symmetrisch positiv definiten Glei-
chungssystems hinaus.

Was bedeutet dies nun im Spezialfall V' = R™, U = Bild(4),v = b € R™,
unter der Annahme Rang(A) = n? Dann bilden ¢; = a; die Spalten von A
eine Basis fiir U = Bild(A4). Man erhilt dann

G = ((aj,a1))} ey = (@] ar) ey = AT A,

und

v={((ba),...,ba))T = (lb,... aT6)T = ATb.

Ubersetzt man (4.50) in diesen Spezialfall, ergibt sich der gesuchte Koeffizi-
entensatz ¢ = x* gerade als

2t = (ATA)"1ATh

in Ubereinstimmung mit Satz 4.5, der sich also auch in natiirlicher Weise iiber
diesen etwas allgemeineren Zugang ergibt.

Wir beschliefen diesen Abschnitt mit einer wichtigen Variante, die zwar im
konkreten Fall der linearen Ausgleichsrechnung nicht zum Zuge kommt, aber
eben eine wichtige Querverbindung zu anderen (zumindest eng verwandten)
Szenarien herstellt. Aufgabe 4.17 148t sich ndmlich besonders bequem l6sen,
wenn man eine Orthonormalbasis von U (bzgl. (-,-)) zur Verfugung hat. Zur
Erinnerung: Elemente ¢q,...,¢, € U bilden eine Orthonormalbasis von U,
falls

<¢i7¢j>:5ij’ Lj=1,...,n (451)
gilt. In diesem Fall ist die Gram-Matrix G gerade die Identitét. Wegen (4.50)
sind die gesuchten Koeffizienten gerade die inneren Produkte

CJ:<U7¢j>) j:17"'7na
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die manchmal (verallgemeinerte) Fourierkoeffizienten von v genannt werden.
Insbesondere kann man folgenden Sachverhalt als unmittelbare Konsequenz
obiger Betrachtungen festhalten.

Folgerung 4.23. Sei {¢1,...,¢,} eine Orthonormalbasis von
U C V. Fir jedes v € V list dann

n

Pu(v) :=> (v,0;) ¢; (4.52)

j=1

die Aufgabe 4.17.

Das klassische Beispiel fiir die in Folgerung 4.23 geschilderten Situation liefern
die Fourierkoeffizienten. Mit

2
(fig) = ; f(t)g(t)dt
ist ein Skalarprodukt auf V' = C([0, 27]) gegeben (vgl. Bemerkung 2.8). Die
dadurch induzierte Norm lautet

1/2

2m
1fllz. :=(O f(t)th> = (f, )2

Man bestétigt leicht, dal die trigonometrischen Funktionen cos(kt),k =
0,...,N, sin(kt), k = 1,..., N ein Orthogonalsystem beziiglich des obigen
Skalarprodukts bilden. Sei U der Raum aufgespannt von diesen 2N + 1 trigo-
nometrischen Funktionen. Mit der geeigneten Normierung lauten die entspre-
chenden Fourierkoeffizienten

1 27
ar, = (f, 7 cos(k)) = — f(t)cos(kt)dt (k=0,...,N),
T Jo
1 2w
b, = (f, 7 tsin(k-)) = = f@)sin(kt)dt (k=1,...,N).
™ Jo
Die trigonometrische Funktion
1 N
gn(t) := 500 + Z ay, cos(kt) + by, sin(kt)
k=1

16st nach Satz 4.23 die Aufgabe

2m
low = e = [ ton(0) = £ dt =minllg = fls. (459)
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4.7 Singulirwertzerlegung (SVD) und Pseudoinverse*

Aufgrund der Normalgleichungen (4.15) hat, wenn Rang(A) = n erfiillt ist,
die Losung z* des linearen Ausgleichsproblems die Darstellung

z* = (AT A)~1 AT, (4.54)

ist also das Ergebnis der linearen Abbildung (AT A)~*AT auf die Daten b.
Man beachte, daf} im Falle m = n gerade (AT A)~1AT = A~! gilt. Die Matrix
AT := (AT A)~1 AT spielt also die Rolle der ,, Inversen“ von A, in einem Sinne,
der noch zu prézisieren ist. Fiir m > n heifit AT die Pseudoinverse von A.
Die folgenden Uberlegungen sollen erkliren, daf die Pseudoinverse A1 im-
mer noch existiert, wenn A keinen vollen Rang mehr hat (also die Form
(AT A)=1 AT keinen Sinn mehr ergibt) und daf die Losung eines im gewis-
sen Sinne erweiterten linearen Ausgleichsproblems sich immer noch iiber die-
se Pseudoinverse charakterisieren lit. Von nun an wird weder Rang(A) =n
noch m > n vorausgesetzt.

Ein prinzipielles Hindernis liegt zunichst darin, dafl, wenn Rang(A4) =:
p < min{m,n}, also der Nullraum Kern(A) := {y € R" | Ay = 0} (ein
linearer Unterraum von R™) von A nicht triviale Dimension ¢ :=n —p > 0
hat, die Losung des linearen Ausgleichsproblems nicht mehr eindeutig ist.

Um ein korrekt gestelltes Problem zu formulieren, muf3 man also eine
zuséitzliche Auswahlbedingung stellen, die Eindeutigkeit garantiert. Um eine
,natiirliche“ Auswahl treffen zu kénnen, ist es hilfreich, die Lisungsmenge

L(b) := {z € R" | x ist Losung von (4.14)}

genauer zu beschreiben. Hierzu gilt fiir zwei x, 2’ € L(b) wegen der Normal-
gleichungen AT A(z — 2’) = 0 und somit

(x—2\TATA(x —2') = |[A(x —2)||3=0 < x—2’ € Kern(A).
Folglich erhélt man als Charakterisierung
L(b) =2+ Kern(A) ={x +y | Ay =0} fiir jedes z € L(b). (4.55)

Wir werden jetzt sehen, dafl das Element a* € L(b) mit kleinster Euklidi-
scher Norm eindeutig ist, womit ein ,, Auswahlkriterium* gegeben ist. Genauer
148t sich dies folgendermaflen formulieren.

Lemma 4.24. Die Lisungsmenge L(b) hat folgende Eigenschaften:

(i) Es existiert ein eindeutiges z* € R, so daf x* = L(b) N Kern(A)*, wobei
Kern(A)* :={z € R" | yT2 =0,V y € Kern(A)} das orthogonale Kom-
plement von Kern(A) ist. In Worten: die Losungsmenge enthdlt genau ein
zum Nullraum Kern(A) orthogonales Element.

(ii) Fir alle x € L(b) \ {z*} gilt ||z|l2 > ||=*|l2, d.h., =* hat die kleinste
Euklidische Norm in L(b).
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Beweis. Sei x ein beliebiges aber festes Element in L(b). Wegen (4.55) hat
jedes weitere Element die Form = + y wobei y € Kern(A). Folglich ist ein
Element in L(b) minimaler Norm gerade durch

| = i 4.56
== _min = +yls (456)

gegeben. Dies ist aber ein Spezialfall von Aufgabe 4.17 mit V = R™ U =
Kern(A), v = —xz. Wegen Satz 4.20 gibt es eine eindeutige Losung y* des
obigen Minimierungsproblems, so dal mit z* = x+y* das eindeutige Element
in L(b) minimaler Norm gegeben ist. Dies bestétigt (ii). Wegen Satz 4.20,
(4.45) gilt ferner 2* = x + y* € Kern(A)*, womit (i) gezeigt ist. O

Aufgrund dieser Resultate kann man nun ein lineares Ausgleichsproblem for-
mulieren, das auch fiir den Fall Rang(A) < n korrekt gestellt ist, also eine
eindeutige Losung besitzt.

Folgerung 4.25. Sei b € R™, A € R™*™. Die Aufgabe

(4.57)

bestimme x* mit minimaler Euklidischer Norm,
fiir das ||Az* — b||2 = mingegn [|[Ax — b||2  gilt,

hat eine eindeutige Losung.

Bemerkung 4.26. In (4.57) wird nicht mehr verlangt, dafl m > n gilt. Der
Fall eines unterbestimmten Gleichungssystems ist also eingeschlossen. A

Dieses allgemeine (fiir jedes A korrekt gestellte) lineare Ausgleichsproblem
(4.57) kann ebenfalls iiber eine allerdings involvierte Variante der QR—Zer-
legung gelost werden. Fiir diesbeziigliche Einzelheiten sei auf [DH] verwie-
sen. Hier konzentrieren wir uns nur auf die wesentlichen strukturellen Hin-
tergriinde. Hierzu werden wir jetzt zeigen, dafl die Losung von (4.57) immer
noch das Ergebnis einer linearen Abbildung ist, die wir wie oben wieder mit
AT bezeichnen werden, und die mit (4.54) iibereinstimmt, wenn Rang(A) = n
gilt. Jedoch auch im allgemeinen Fall 148t sich eine explizite Darstellung der
Pseudoinversen A1 angeben. Diese wiederum beruht auf einer wichtigen Nor-
malform, der Singuldrwertzerlegung einer (beliebigen) Matrix A € R™*™. Die-
se Singulérwertzerlegung spielt in vielen weiteren Bereichen der Numerik und
des Wissenschaftlichen Rechnens eine so wichtige Rolle, daf sie hier angespro-
chen werden soll. Weiter unten wird spéater kurz angedeutet, wo sie sonst noch
ins Spiel kommt.
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Satz 4.27 (Singulirwertzerlegung). Zu jeder Matriz A €
R™*™ existieren orthogonale Matrizen U € R™*™ 1 ¢ R»*"
und eine Diagonalmatriz

Y :=diag(oy,...,0p) € R™*" p=min{m,n} ,
mat
o1>09>...20,2>0, (4.58)
so dafs
UTAV = 3. (4.59)

Beweis. Wenn A = 0 ist die Aussage trivial. Sei

Sei v € R™, mit ||v]|s = 1, ein Vektor fiir den das Maximum angenommen wird
U—llAv € R™. Fiir u gilt dann ||ul|ls = ||Av||2/o1 = 1. Die Vektoren
v und u konnen zu orthogonalen Basen {v,s,...,0,} bzw. {u,ds,...,
des R™ bzw. R™ erweitert werden. Wir fassen die Elemente dieser Ortho-
normalbasen als Spalten entsprechender orthogonaler Matrizen V; € O, (R),

und v =

o1 = ||A]2 = Hrr‘llax ||Az||2 > 0.

Ur € O, (R) auf:

Wegen 4l Av =o10fu=0,i=2,...,

Vi=(v ffl) e R™", orthogonal,
Uy = (u 01) e R™*™, orthogonal .

T

Ay =UT AV, = (Uq)l wB) eR™*™ |

mit w € R* 1. Aus

() 1= 1 (G ) ez o+t = () 1

und ||Alj2 = ||A1]|2 folgt

4 (7)1
o1 = A1)l > ——~F— > /o? +wTw,
|| ( ) s

also mufl w = 0 gelten. Es folgt, dafl

m hat die Matrix UL AV; die Form
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Fiir m = 1 oder n = 1 folgt die Behauptung damit bereits. Fiir m,n > 1
kann man nun Induktion verwenden und annehmen, daf U2T BV, = Yo mit
Us € O 1(R), Vo € O,_1(R) und Xy € R»~Dx(=1) diagonal. Zuniichst
gilt wieder fiir den grofiten Diagonaleintrag oo von Xy gerade os := || B2 <
|UL AV; ||z = ||A]|2 = o1. Ferner ergibt sich nun mit den orthogonalen Matri-

zen U = U (Q) (? ) , V=W (;) ‘92) die Zerlegung

T (o1 O
av-(32)

und damit die Behauptung per Induktion. O

Die o; heiflen Singuldrwerte von A (singular values). Die Spalten der Matrizen
U,V nennt man die Links- bzw. Rechtssinguldrvektoren.

Die Singulérwertzerlegung liefert nun eine explizite Darstellung der Pseu-
doinverse, die man sich folgendermaflen plausibel machen kann. Fiir den spezi-
ellen Fall, dal A € R™*™ eine quadratische invertierbare Matrix ist, liefert die
Singulirwertzerlegung gemif (4.59) die Darstellung A = UXVT, wobei nun
2 eine quadratische Diagonalmatrix mit nichtverschwindenden Diagonalein-
tragen ist. Insbesondere existiert X~ *, wihrend die Orthogonalmatrizen U,V
ohnehin invertierbar sind. Folglich gllt A1 =V X~1UT. Im allgemeinen Fall
hat die Pseudoinverse A% eine ganz analoge Darstellung, wobei lediglich X1
durch X7 ersetzt wird. X+ wiederum ist ganz leicht bestimmbar.

Satz 4.28. Sei UTAV = X cine Singuldrwertzerlequng von A € R™*™ mit

Singuldrwerten o1 > ... > o > 0p41 = ... = 0p = 0, p = min{m,n}.
Definiere AT € R"™™ durch
AT =VvEtUT mit DT =diag(ot,...,0.1,0,...,0) € R™™ | (4.60)

Dann ist Atb = x* die Losung von (4.57). AT heifst Pseudoinverse von A.
Beweis. Fiir be R™, z € R" sei b=UTb, # = VTz. Aus
|4z — b)) = [UTAVV Tz — UTb||3 = | 2% - b3

= oy — by) b?
Z Ly

i=r+1

folgt: Wenn || Az —b||5 fiir = 2* minimal ist, dann mul Z; = (V7 2*); = b;/o;
fir i = 1,...,7 gelten. Wegen ||z*[|2 = ||[VTa*||2 ist ||z*||2 minimal genau
dann, wenn ||VT2*||; minimal ist, also (VZa*); = 0 fiir i = r + 1,.

Fiir die Losung des linearen Aubglelchbproblemb mit mlmmaler Eukhdlbchen
Norm z* = A+b ergibt sich wegen b; = (UTb);, i = 1,...,r, damit

Vi = (=,...,2,0,...,000 = xtUTp

b )
g1 O

also ATb=VX+tUTy. O
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Das Resultat in Lemma 4.28 liefert eine konstruktive Methode zur Bestim-
mung der Pseudoinversen und damit zur Losung des allgemeinen linearen
Ausgleichsproblems (4.57). Dazu sollte die Singuldrwertzerlegung der Matrix
A berechnet werden. In Abschnitt 4.7.1 wird das Thema der Berechnung von
Singuldrwerten kurz behandelt.

Einige wichtige Eigenschaften der Singulirwertzerlegung werden im fol-
genden Lemma formuliert.

Lemma 4.29. Sei UTAV = X eine Singulirwertzerlegung von A € R™X"
mit Singuldrwerten o1 > ... > 0, > 0p41 = ... = 0, = 0, p = min{m, n}.
Die Spalten der Matrizen U und V' werden mit u; bzw. v; notiert. Dann gilt:

(i) Av; = ozul, ATu; =opvs, i=1,...,p

(i) Rang(4) =

(iii) Bild(A) = span{ul, ooy upt,  Kern(A) = span{v,q1,...,0,}.

(iv) [|A]l2 = o1.

(v) Man kann den Begriff der (bedingten) Konditionszahl auch auf Matrizen
erweitern, die keine injektiven Abbildungen mehr definieren, also nicht
unbedingt vollen Spaltenrang haben. Analog zu (3.21) setzt man k5(A) ==
[All2|AT[|2 = 2*. Falls Rang(A) =n < m, so gilt

max| =1 || Az||2

k3(A) = Ka(A) = (4.61)

min|\:c||2:1 ||AZ‘||2

(vgl. (3.75)).
(vi) Die strikt positiven Singulirwerte sind gerade die Wurzeln der strikt po-
sitiven Eigenwerte von AT A:

{oi|i=1,....;r} ={yNATA) | i=1,...,n}\ {0} . (4.62)

(Hierbei sind \;(ATA) die Eigenwerte von ATA).

Beweis. Die Beweise von (i)-(iv) sind einfache Ubungen.
(vi): Aus AT = VXHUT (vgl. Lemma 4.28) folgt ||AT |2 = |[VIZTUT ||y =
[ZF]l2 = L und deshalb r3(A) = ||Al]2]|[AT |2 = &
Nach Definition ist
142 = max Az, - (4.63)

Wenn Rang(A) = n, dann ist » = p = n und

X UT AV
1= = min I zlla _ min [|Az|s. (4.64)
w0 |zla w20 zlla jel=1

oy =

Aus (4.63) und (4.64) folgt das Resultat in (4.61).
(v): Aus A = UXVT folgt ATA = VETXVT = VIXTYV -1 Also sind die
Eigenwerte der Matrix A7A gerade die Eigenwerte der Matrix X7 5. O
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R™ RrR™

span{u;i1,. .., Um}

= Kern(AT)

span{vr41,...,Un}

= Kern(A)

span{ui,...,ur}

= Bild(A)

Span{vh s 7'07'}

= Bild(AT)

Abb. 4.6. Orthogonale Basis in R” und R™

Abb. 4.7. Geometrische Interpretation der Singuldrwertzerlegung

Die Eigenschaften (i) und (iii) aus Lemma 4.29 kann man wie in Abb. 4.6
illustrieren. Eine andere Veranschaulichung der Singulirwertzerlegung wird

in Abb. 4.7 gezeigt.

Aus Lemma 4.29 geht hervor, da Singuldrwerte zu unterschiedlichen
Zwecken benutzt werden kénnen wie etwa zur Bestimmung des Ranges, der

Euklidischen Norm und der Konditionszahl (bzgl. || - ||2) einer Matrix.

Auf die Problematik der Rangbestimmung werden wir in Abschnitt 4.7.2

kurz eingehen.
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4.7.1 Berechnung von Singuldrwerten

In diesem Abschnitt wird ein numerisches Verfahren zur Berechnung der Sin-
guldrwerte einer Matrix A € R™*" vorgestellt. Eine Mdoglichkeit liefert die
Charakterisierung der Singuldrwerte als die Wurzeln der Eigenwerte der Ma-
trix ATA. Man koénnte also die Matrix A7A berechnen und iiber eine Methode
zur Bestimmung von Eigenwerten (dieses Thema wird spéter noch behandelt)
die Singulérwerte berechnen. Es gibt aber Techniken zur Bestimmung der Sin-
guldrwerte, deren arithmetischer Aufwand sehr viel geringer ist als bei dieser
Methode iiber die Eigenwerte der Matrix ATA. Ein effizientes und stabiles
Verfahren zur Singuldrwertberechnung wird im folgendem skizziert. Dazu be-
merken wir zunéchst, dal die Singuldrwerte unter Multiplikationen der Matrix
A mit orthogonalen Matrizen invariant bleiben:

Lemma 4.30. Sei A € R™*™ und seien Q1 € R™*™ Qq € R™ ™ orthogo-
nale Matrizen. Dann haben A und Q1AQy die gleichen Singuldrwerte.

Beweis. Ubung.

Wir werden nun die Householder-Transformationen benutzen, um die Ma-
trix A auf eine wesentlich einfachere Gestalt zu bringen. Im allgemeinen
ist es nicht moglich, eine Matrix A {iber Multiplikationen mit Householder-
Transformationen auf Diagonalgestalt zu bringen. Wir werden zeigen, dafl
aber die sogenannte Bidiagonalgestalt immer erreichbar ist. Wir betrachten
den Fall einer 5 x 4-Matrix A. Sei a' die erste Spalte der Matrix A. Eine
Householder-Transformation Q1, so da Qia' = (* 0 0 0 0)7, liefert

_ (xof
=g+ )

mit einem Vektor vy € R3. Sei Q:l € R3X3~ eine Householder-Transformation,
sodaB Qv = (* 0 0)7, also v QT = v{'Q, = (* 0 0). Mit der orthogonalen

* ok ok
0 * %
Q1A =]0x%x
0 * %
0 % *

EE G

Matrix Qq = ((;)C?) € R*** erhilt man
1
*x00
. T 0 * * *
Q1AQ1=<62) (%C?): 0 * x x
1 0 % % x

0 * % %
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Mit geeigneten Householder-Transformationen kénnen auf &hnliche Weise
Nulleintrége erzeugt werden in der 2. Spalte, 2. Zeile, 3. Spalte und 4. Spalte:

*%x 00 *%x00

R A 0% * % o 0% %0
Q1AQ1 — Q2Q1AQ1 =|00x%x*| — Q2Q:AQ1Q2=]00 %%
00 % % 00 %

00 * * 00 * *

xx00 * %00

0*xx%x0 0*x*0

— Q3Q2Q14Q0:1Q2 = |00 % % | - QuQ3Q2Q1401Q2 = [ 00 * *
000 % 000 =

000 % 0000

Mit dieser Technik kann man eine beliebige Matrix A € R™*"™ auf Bidiago-
nalgestalt transformieren. Fiir m > n ergibt sich

xx ()
kX 3k
Qmet - Q1AQ1...Ono =B = * . (4.65)
.
1] *
0

Die Matrix B hat eine obere Bidiagonalgestalt. Wenn m < n kann man mit
der ersten Zeile anfangen, und dann dieselbe Technik verwenden, um A auf
untere Bidiagonalgestalt zu transformieren.

Bemerkung 4.31. Der Aufwand zur Berechnung der oberen Bidiagonalma-
trix B in 4.65 betréigt mn? + O(mn) Operationen. A

Aufgrund des Resultats in Lemma 4.30 haben die Matrix A und die sich erge-
bende Bidiagonalmatrix B die gleichen Singuldrwerte. Die Matrix B hat eine
obere oder untere Bidiagonalgestalt, wenn m > n bzw. m < n. Wir betrach-
ten nur den Fall m > n (den Fall m < n kann man analog behandeln). Die
Singularwerte der Matrix A sind dann die Wurzeln der Eigenwerte der Tridia-
gonalmatriz B'B. Fiir die Berechnung der Eigenwerte dieser Matrix werden
im allgemeinen sehr viel weniger arithmetische Operationen benétigt als fiir
die Berechnung der Eigenwerte der (vollbesetzten) Matrix A”A. Bei der Be-
handlung von numerischen Methoden fiir Eigenwertbestimmung wird ein effi-
zientes Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte der Tridiagonalmatrix B'B
vorgestellt. Insgesamt ergibt sich folgende Methode zur effizienten Berech-
nung der Singuldrwerte der Matrix A: Erst wird die Matrix iiber Householder-
Transformationen in eine Matrix B mit Bidiagonalgestalt umgeformt; danach
werden die Eigenwerte der Tridiagonalmatriz BB berechnet.
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4.7.2 Rangbestimmung

Viele Resultate aus der numerischen linearen Algebra gelten nur unter der
Voraussetzung, dafl die vorliegende Matrix A € R™*" vollen Rang hat. So
hat zum Beispiel das lineare Ausgleichsproblem min,cgn |Az — b||2 nur eine
eindeutige Losung, wenn Rang(A) = n. Die Methoden aus Abschnitt 4.4 zur
Losung des linearen Ausgleichsproblems sind nur in diesem Fall anwendbar.
In der Praxis wird der Rang einer Matrix fast immer iiber die Singuldrwerte
bestimmt: Falls 01 > ... > 0 > 0,41 = ... = g, = 0, so gilt Rang(A4) = r.
Wenn man also die im vorigen Abschnitt behandelte Methode zur Bestimmung
der Singulirwerte benutzt, scheint die Aufgabe der Rangbestimmung gelost
zu sein. Es tritt aber folgendes Problem auf: Wenn die Matrix A einen Rang
r < p = max{m,n} hat, wird die nach Eingabe in einen Rechner mit Run-
dungsfehlern behaftete Matrix A fast immer einen Rang > 7 haben. AuBerdem
ist die Abfrage ,,0, = 0“ aufgrund von Rundungsfehlern nicht entscheidbar.
Die berechneten Singulirwerte der gestérten Matrix A erlauben aber noch
die Bestimmung des sogenannten numerischen Rangs der Matrix A, d.h. ei-
ner Zahl, die man im Hinblick auf Rundung als die Anzahl unabhéngiger
Spalten von A akzeptiert. Der theoretische Hintergrund hierfiir ist folgendes

Lemma 4.32. Sei UTAV = X eine Singulirwertzerlegung von A € R™*"

mit Singuldrwerten o1 > ... > 0, > 0p41 = ... = 0, = 0, p = min{m, n}.
Fir0<k<p-—1 gilt:
min{ [|[A — B|l2 | B€ R™*"™, Rang(B) <k} =041 . (4.66)

Beweis. Fir k = 0 folgt das Resultat aus |A||2 = o1 und fiir & > r aus
der Wahl B = A. Wir betrachten nun den Fall 1 < k < r. Die Spalten der
Matrizen U und V werden mit u; bzw. v; bezeichnet. Sei Ay, := Zle JiuiviT €
R™*™ Die Matrix Ay hat wegen Lemma 4.29 Rang k£ und

4= Al = [U7(4 — AVa = wen
| diag(o1, ..., 04,0,...) —diag(o1,...,0k,0,...)||2 = Okt1 -

Sei nun B € R™*™ eine beliebige Matrix mit Rang(B) = k. Dann ist
dim(Kern(B)) = n — k, und es muf} aufgrund eines Dimensionsarguments

Kern(B) Nspan{vy,...,vgr1} # {0}
k+1

gelten. Sei z = > .| a;v; ein Vektor aus diesem Durchschnitt mit [|z|2 = 1.
Dann ist Zf:ll a? =1 und Bz = 0. Hieraus ergibt sich
k+1
1A= B3 > I(A = B)zl3 = | A2[13 = || ) asoiuill3
k+1 k+1 - (4.68)
= ZO‘?U? 2 UI%+1 ZO‘? = Ul%+1 .
i=1 i=1

Aus (4.67) und (4.68) folgt die Behauptung. O
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Die Relevanz obigen Lemmas liegt darin, dafl es Aufschluf} {iber die Kondition
der Singuldrwerte und damit iiber Verlafllichkeit von Rangaussagen gibt.

Folgerung 4.33. Fir A und A = A+ AA € R™ ™ mit Singulirwerten oy >
.>0p bzw. 61> ... > Gp, p=min{m,n}, gilt
ok — k| _ [ AA]2
ol 7 Al
In diesem Sinne ist das Problem der Singuldrwertbestimmung gut konditio-
niert.

fir k=1,...,p.

Beweis. Aus Lemma 4.32 ergibt sich:

o = min ~ |[A- B2 < min  ||A—Bll2+]||AA|2 = or + || AA||2 .
Rang(B)<k—1 Rang(B)<k—1

Die gleiche Argumentation liefert o, < & + ||AA]|2. Insgesamt erhélt man

o — k| < [|AA]2. 0

Der Numerische Rang

Sei A € R™ "™ und A = (d; ;) € R™ ™ eine mit Rundungsfehlern behaftete
Annidherung von A, wobei @, ; = a; ;(1+€; ;) mit |e; ;| < eps fiir alle ¢, j. Mit
E = (a; €;,;) € R™*™ ergibt sich

1A = All2 = | Ell2 < Vml|Ellos < Vml|Alloo eps < Vmn|| A2 eps -
A-A|»
Il All2
gebung von A mit Matrizen, die im Hinblick auf Rundungsfehler nicht von A
unterscheidbar sind:

Daraus folgt IA=All: </ eps +0(eps?). Deswegen definieren wir eine Um-

R™X7 | ||A CH2

Bi(eps) :={C eR
4 IA]

<vmneps}.
Der numerische Rang Rang,,,(A) der Matrix A ist das Minimum aller Riinge
der in dieser Umgebung enthaltenen Matrizen:

Rang,,,..(A) := min{ Rang(B) | B € Bs(eps) } .

Dieser numerische Rang héngt von der Maschinengenauigkeit eps ab. Seien
o1 > ... > 0, die Singuldrwerte der Matrix A. Wegen Lemma 4.32 und
[Allz = &1, gilt

IA = Bll2 _ 6141

- =——, 1<k<p.
Rang(B)<k ||A||2 01

Die Umgebung B ;(eps) enthélt also eine Matrix B mit Rang(B) = k genau

dann, wenn G6y11/51 < y/mn eps. Der numerische Rang der Matrix A st
deshalb:

Rang,.(A) =min{1 <k <p| dp11 < F1vV/mneps}, (4.69)

wobei 741 := 0.
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Beispiel 4.34. Wir betrachten die Matrizen

, Ay = A1 4+ 10 eps (100),

w
Wk W] Wit Wl
N O w o
oo o=

wobei eps ~ 2 * 10716 die Maschinengenauigkeit ist. Es gilt Rang(4;) = 2,
Rang(A3) = 3. Die berechneten Singulidrwerte dieser Matrizen sind

7.776, 1.082, 1.731 %107 ¢ fiir Ay, 7.776, 1.082, 2.001 * 10~*° fiir A,.

In beiden Fillen sind die drei berechneten Singulédrwerte strikt positiv, jedoch
gilt
1:{angnum (Al) = Rangnum(Az) =2.

In der Praxis wiirde man hieraus schlieflen, dafl beide Matrizen den Rang 2
haben. A

Fiir eine Matrix A € R™™ kann also durchaus det(A) # 0 gelten obwohl
Rang,,,, (4) < n ist. In diesem Fall ist die Matrix numerisch nicht sinnvoll
invertierbar.

4.7.3 Einige Anwendungshintergriinde der SVD

Wir schlieflen dieses Kapitel mit einigen Bemerkungen zu Einsatzfeldern der
SVD. Zunéchst zur geometrischen Interpretation: Das Bild der Euklidischen
Einheitskugel in R™ unter der Abbildung A € R™*" hat wegen (4.59) und
Satz 3.41, (iii), die Form

{Az | llolls =1} = {USVTz | flzlo = 1} = U({Sy | lyll> = 1),

ist also bis auf eine orthogonale Transformation (Drehung oder Spiegelung)
das Ergebnis einer Diagonaltransformation, die die unterschiedlichen Koor-
dinaten in einem gedrehten orthogonalen Koordinatensystem geméf der sin-
guldren Werte wichtet — die Hauptachsentransformation. Die zu den kleinsten
(oder verschwindenden) Singuldrwerten gehdrenden Koordinatenrichtungen
liefern einen entsprechend geringen Anteil in dem durch U gegebenen Koor-
dinatensystem. Man kann U als ein an den durch die Spalten von A gegebe-
nen ,Datensatz“ angepafites ,natiirliches* orthogonales Koordinatensystem
betrachten, welches insbesondere herausfiltert, wie gut sich dieser Datensatz
gegebenenfalls in einen niedrigerdimensionalen Raum einbetten 148t.

Lemma 4.32 deutet an, wie man eine gegebene Matrix A durch eine Matrix
B niedrigeren Ranges approximieren kann. Ersetzt man X = UT AV durch X,
indem alle Singulérwerte o, j > k durch Null ersetzt werden, gilt fiir B :=
UXVT aufgrund von (4.66) ||A — Bla < ogy1. Dies liBt sich insbesondere zur
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Datenkompression verwenden. Der durch A reprisentierte hochdimensionale
Datensatz A wird durch einen (in einem geeigneten niedriger dimensionalen
Koordinatensystem komprimierten) Datensatz B approximiert. In der Signal-
und Bildverarbeitung findet man dies unter der Bezeichnung Karhunen-Loeve
Transformation.

Wenn die Spalten von A zum Beispiel ein diskretisiertes Stromungsfeld
zu unterschiedlichen Zeitpunkten darstellen (Snapshots), liefert die Singulér-
wertzerlegung im Gewand der ,,Proper Orthogonal Decomposition (POD)
eine der Dynamik des Stromungsfeldes angepafite datenabhéngige Basis, mit
Hilfe derer das typischerweise sehr komplexe Stromungsmodell auf ein Modell
mit einer viel kleineren (den grofen Singulérwerten entsprechenden) Anzahl
von Freiheitsgraden reduziert wird. Dies macht dann etwa die numerische
Losung von optimalen Steuerungsproblemen moglich.

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt wurde, sind Parameterschdtzpro-
bleme typische Félle sogenannter Inverser Probleme, die haufig nicht korrekt
gestellt in dem Sinne sind, da8 entweder keine eindeutige Losung existiert oder
aber die Losung nicht stetig (bzgl. geeigneter Normen) von den Problemdaten
abhéingt. Formuliert man das Schéitzproblem als Ausgleichsproblem, ersetzt
aber AT durch B := VEX*TUT, wobei X aus ¥ dadurch gewonnen wird, dafl
kleine Singuldrwerte durch Null ersetzt werden, hat man die Pseudoinverse
AT durch eine Matrix ersetzt, die wegen (4.61) nun eine kleinere Kondition
hat. Man hat das Problem regularisiert, d.h. durch ein approximatives aber
besser konditioniertes Problem ersetzt. In der Theorie und Anwendung In-
verser Probleme geht es dann darum, einen guten Kompromifl zwischen der
Konditionsverbesserung und der Problemgenauigkeit zu bestimmen.

4.8 Ubungen

Ubung 4.8.1. Sei A € R™*" mit m > n eine Matrix mit unabhingigen
Spalten. Zeigen Sie, daf8 die Matrix AT A symmetrisch positiv definit ist.

Ubung 4.8.2. Sei A € R™*". Zeigen Sie, daB fiir alle z € R" die Aquivalenz
ATAz =0 & Ax =0 gilt. Beweisen Sie, da3 AT A genau dann nichtsingulir
ist, wenn Rang(A) = n gilt.

Ubung 4.8.3. Sei A € R™*" (m > n) eine Matrix mit unabhéngigen Spalten,
d.h.Rang A = n, und .
QA=R= (g) ,

wobei @ € O, (R) und R eine n x n obere Dreiecksmatrix ist. Zeigen Sie, daf
R nichtsingular ist.
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Ubung 4.8.4. Es sei gegeben A € R™*", b € R™ und ¢ : R” — R mit
8(z) = 1Az~ B3,
a) Zeigen Sie, daf fiir den Gradienten V¢(z) gilt
Vo(r) = AT (Az —b).

b) Zeigen Sie:
Vo(z) =0 «— AT Az = ATh .

Ubung 4.8.5. Es sei gegeben

10 0.0\ 0.0101
A=(o1], b={ 0 |, b=b+rAb=| 0
00 0 1

a) Losen Sie die Ausgleichsprobleme
|[Az* — bl|s = min ||Az — ||z und
z€R?

| A% — b||y = min || Az — b||2
rER?2

itber die Methode der Normalgleichungen.
. Azt
b) Berechnen Sie r2(A) = v/k2(ATA) und cos O = %.
c) Zeigen Sie, daf} in diesem Beispiel
1o — bl

"2(4)

2 = &ll2 _ #2(4) [Ib— bl
ll2*]2 cos© |||l

gilt.

Ubung 4.8.6. Formulieren Sie die folgenden beiden Probleme (beispielsweise
durch Einfithrung geeigneter Variablen) so um, daf lineare Ausgleichsproble-

me entstehen:

a) Gesucht sind die beiden Parameter a und b der Funktion f(t) := ae®, so
dafl gegebene Datensiitze (¢;,y;) fiir i = 1,...,m die Gleichung f(t) =y

moglichst gut erfiillen.

b) Ein Rechteck wird vermessen. Dabei erhélt man fiir die beiden Seiten die
Léngen 9 cm bzw. 13 cm und fiir die Diagonale die Lange 16 cm. Welches

Format fiir das Rechteck lassen diese Messungen vermuten?
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Ubung 4.8.7. Gegeben sind die MeBwerte

i1 23
t; 105 1 2

fiir eine GroBe y(t), die einem Bildungsgesetz der Form
a
y(t) = i B

geniigt. Bestimmen Sie a, § optimal im Sinne der Methode der kleinsten
Fehlerquadrate, indem Sie

a) P(a, B) := 2?21(y(tz‘) — y;)? minimieren,
b) zu den Normalgleichungen iibergehen.

Ubung 4.8.8. Nach verschiedenen Autofahrten zwischen den Stidten Ziirich,
Chur, St. Gallen und Genf werden auf dem Tachometer folgende Distanzen
abgelesen:

Ziirich-Genf|St. Gallen-Genf|Genf-Chur|Chur-St. Gallen|Ziirich-Chur
290 km 370 km 400 km 200 km 118 km

Stark vereinfacht 148t sich die Lage der vier Stddte zueinander wie folgt
angeben:

St. Gallen

Genf Chur

Bestimmen Sie mit der Methode der Normalgleichungen die im Sinne der
kleinsten Fehlerquadrate ausgeglichenen Werte fiir die Strecken 1, zo, x3.

I"qung 4.8.9. Sie messen ein Signal f(¢), von dem Sie wissen, daf} es durch
die Uberlagerung zweier Schwingungen entsteht:

f(t) = acos (%t) + Bsin (gt) .
Die Parameter o und [ sollen aus der Meftabelle
t; |1 23
filT 01
nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate bestimmt werden.

a) Formulieren Sie das lineare Ausgleichsproblem.
b) Losen Sie das Problem mittels @ R-Zerlegung.
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Ubung 4.8.10. Gegeben ist eine Funktion

f(z) = (—;aﬂ + g:p + 1) a+ (—22% + 7z — 5)b.

Die Parameter a und b sollen nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate
so bestimmt werden, daf3 die Wertetabelle

zi [0 1 2
flx)[2 —-11 -5

moglichst gut approximiert wird.

a) Formulieren Sie das Ausgleichsproblem.
b) Berechnen Sie a, b sowie die minimale 2-Norm des Residuums mittels
QR-Zerlegung.

Ubung 4.8.11. Bestimmen Sie mit Hilfe von Householder-Transformationen
die QR-Zerlegung der Matrix

-11
A=1 2 4
-2 -1

Berechnen Sie die Losung des Problems ||Az — b|ja = min mit b = (1,1,2)7.
Wie grof§ ist die minimale 2-Norm des Residuums?

Ubung 4.8.12. Man beweise (4.31).

01
Ubung 4.8.13. a) Berechnen Sie die Pseudoinverse der Matrix A = | 2 0
10
b) Losen Sie mit Hilfe dieser Pseudoinversen das Ausgleichsproblem
min ||Az —bla, mit b:= (4,1,0)7.
zER?
—11
Ubung 4.8.14. Berechnen Sie die Singulérwerte der Matrix A = [ 2 0
10

und bestimmen Sie damit xo(A).

Ubung 4.8.15. Beweisen Sie, da8 fiir die Pseudoinverse At Folgendes gilt:

(i) AAT € R™*™ ist die orthogonale Projektion auf Bild(A) C R™.
(ii) AT A € R™ ™" ist die orthogonale Projektion auf Kern(A4): C R™.
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Ubung 4.8.16. Man sagt, da zu gegebenem A € R"™*" eine Matrix X €
R™ "™ folgende sogenannte Penrose-Azxiome erfiillt, falls

(i) (AX)T = AX,
(i) (XA)T = XA,
(il) AXA= A,
(iv) XAX =X,

gilt. Mit X bezeichnet man dann die Moore-Penrose-Inverse. Zeigen Sie, daf3
die Pseudoinverse A* die Bedingungen (i)-(iv) erfiillt.

Ubung 4.8.17. Beweisen Sie das Resultat in Lemma 4.30.

Ubung 4.8.18. Gegeben sei das Ausgleichsproblem

16 52 80 4
min 1 44 80 -32 v 1
zer? |27 | =9 —36 =72 3
—16 —16 64 0

2

Von der Matrix A ist die Singuldrwertzerlegung A = UX V7T bekannt:

32 5 24-20 500

148

_ 1|4 40 3 20 _|o40 T_

U= |-2r 036 0 |° “|ooo|" V" T3 _481:‘11
16 —2012 35 000

Bestimmen Sie

a) die Ausgleichslosung z* mit kleinster Euklidischer Norm,
b) sdmtliche Losungen des Ausgleichsproblems.

Ubung 4.8.19. Gegeben sei die Matrix

0 2 -1
A=12 -6 5
-15 =3

Welchen Rang hat die Matrix? Wie grofl kann eine Stérung AA sein, so dafl
automatisch Rang(A + AA) = Rang(A) garantiert ist?

Ubung 4.8.20. Zeigen Sie, daf8 die Abbildung f : R™*" — R"*™ die einer
Matrix ihre Pseudoinverse zuordnet, d. h.f(A) = AT, unstetig ist. Betrachten
Sie zum Beispiel die Matrix

fiir ¢ in einer Umgebung von 0.
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Nichtlineare Gleichungssysteme, iterative
Losungsverfahren

5.1 Vorbemerkungen

In Gleichungssystemen der Form Az = b mit A € R™*", b € R" kommen
die Unbekannten x linear vor, d.h., falls Az = b und AZ = b, folgt A(x +
Z) = b+ b. Losungsverfahren machen davon ganz wesentlichen Gebrauch.
Nun treten in den Anwendungen allerdings Gleichungssysteme auf, in denen
die Unbekannten nicht in einfacher linearer Weise verkniipft sind.

Beispiel 5.1. Der Betrag der Gravitationskraft zwischen zwei Punktmassen
my und msy (in kg) mit gegenseitigem Abstand 7 (in m) ist aufgrund des

Newtonschen Gesetzes
mimeo

F=aG (5.1)

r2

wobei G = 6.67 - 10711 Nm? /kg.
Wir betrachten ein Gravitationsfeld wie in Abb. 5.1 mit drei festen Punkt-
massen m; und den Koordinaten

(xla?h) = (1‘1,0), (-752>y2) = (562’0)’ (x37y3) = (O>y3)'

Gesucht ist nun der Punkt (z,y), so daf fiir eine Punktmasse m an der Stelle
(z,y) die Gravitationskrifte F; zwischen m und m; (i = 1,2,3) im Gleichge-
wicht sind.

Mathematisch bedeutet die Gleichgewichtsbedingung nichts anderes als ein
Gleichungssystem. Mit den Hilfgréfen

= o =) + (g — )

Fi = Gml;n,
L
Fi(z; — Fi(y: — .
R D@wizo o Bizy)

T ’ T
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ma ¢ (0,ys)
| F2,:L'
I F 2,:.: .
mi Fa, .me
(1'1,0) (070) (372,0)
Abb. 5.1. Gravitationsfeld
gelten die Gleichgewichtsbedingungen
Fl,:r+F27x+F3,z =0
Fiy+Fy+Fs,=0.
Hieraus ergibt sich das System
& m;(x; — x)
fi(z,y) = e =0 5.2
@9 =2 Gt o 52)
- mi(yi — y)
EERNEDS — =0. (5.3)

(=27 + (y— 922

K2

Offensichtlich hingt dieses System (also auch seine Lésungen) nicht von G und

m ab, weiterhin kommen die Unbekannten x, y hier in nichtlinearer Weise vor.
A

Wie auch bei linearen Gleichungssystemen, treten praxisrelevante nichtlinea-
re Gleichungssysteme mit sehr vielen Unbekannten auf. So lassen sich z.B.
Flissigkeitsstromungen durch Systeme nichtlinearer partieller Differential-
gleichungen modellieren. Wie in Abschnitt 3.1 werden solche Gleichungen
zunichst diskretisiert, indem man z. B. Ableitungen durch Differenzenquoti-
enten ersetzt. Die Unbekannten sind dann N#herungen fiir die Gréflen Druck
und Geschwindigkeit der Stromung an den Gitterpunkten. Da diese Grofien
(und gegebenenfalls ihre Ableitungen) nichtlinear in den Differentialgleichun-
gen verkniipft sind, kommen auch die diskreten Néherungen nichtlinear in den
resultierenden Gleichungssystemen vor. Die Anzahl der Unbekannten, d. h.die
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Grofle der Gleichungssysteme, hingt hierbei natiirlich von der Gitterweite,
also von der Feinheit der Diskretisierung ab.

Beispiel 5.2. Statt der linearen Integralgleichung im Beispiel 3.3 (siehe 3.13)
soll nun eine nichtlineare Integralgleichung gelost werden: Gesucht ist eine
positive Funktion u(x) > 0, die die Integralgleichung

u(z) + /01 cos(zt)u(t)®dt =2, = €[0,1], (5.4)

erfiillt. Das Problem wird, wie in Beispiel 3.3, auf dem Gitter

o1 ) 1
tjz(j—i)h’ jzl,...,n7 h:ﬁ7

diskretisiert. Man erhélt dann die Gleichungen (vgl. (3.15))

ui+hY cos(tit;)uf —2=0, i=1,2,...,n, (5.5)

j=1

fiir die Unbekannten u; ~ u(t;), ¢ = 1,...,n. Offensichtlich ergibt sich ein
System von n nichtlinearen Gleichungen in den n Unbekannten w1, us, .. ., ty,.
Man beachte, dafl die Grofle dieses Gleichungssystems von der Gitterweite
h abhingt. Die durchaus nicht einfachen Fragen, ob (5.4) iiberhaupt eine
eindeutige Losung u besitzt und wie sehr die berechneten u; von den Werten
u(t;) abweichen, haben wir hier ausgeklammert. A

Hinter dem algebraischen Gleichungssystem (5.5) steht in diesem Fall eine
,,Operatorgleichung“

fu)=0, mit f(u)(z)=u(z) +/O cos(xt)u(t)®dt —2, =z €10,1], (5.6)

d. h., die ,,Unbekannte® ist hier weder eine Zahl noch ein Vektor sondern etwas
Komplexeres, ndmlich eine Funktion aus einem geeigneten Funktionenraum
wie C([0, 1]). Wie in Beispiel 3.2 ist das Gleichungssystem in n Unbekannten,
hier die Diskretisierung (5.5), ein Hilfsmittel, das eigentliche Problem, hier
(5.4), anndhernd zu 16sen. Obgleich einige der vorgestellten Methoden ge-
eignet sind, unmittelbar Gleichungen in Funktionenrdumen wie Differential-
und Integralgleichungen zu behandeln (was auch fiir das Versténdnis der ent-
sprechenden Diskretisierungen wichtig ist), befafit sich dieses Kapitel ganz
vorwiegend mit der numerischen Losung von (im allgemeinen nichtlinearen)
Gleichungssystemen, also von Problemen der Form
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Zu gegebenem f = (fi,...,f,)T : R® — R” finde man z* =
(z%,...,25)T € R", so daB

fl(ZET,...,I‘;) = O
S (5.7)
falat, ... zk) =0.

Wir werden dies hiufig kurz als

f(@) =0

schreiben.

Der Spezialfall n = 1 wird oft als skalare Gleichung in einer Unbekannten
bezeichnet. Bei n Gleichungen in n Unbekannten wie oben kann man eine
zumindest lokal eindeutige Losung erwarten. Hat man mehr (nichtlineare)
Gleichungen als Unbekannte hat, d.h.f : R®" — R™ mit m > n, mufl man
im allgemeinen mit Losungen im Ausgleichsinne vorlieb nehmen. Dies wird in
Kapitel 6 behandelt.

5.2 Kondition des Nullstellenproblems einer skalaren
Gleichung

Bevor konkrete Algorithmen zur Losung von (5.7) vorgestellt werden, seien
einige Bemerkungen zur Kondition des Nullstellenproblems vorausgeschickt.
Da sich wesentliche Merkmale der Kondition von Nullstellenproblemen bereits
anhand skalarer Probleme erkennen lassen, beschrinken wir uns auf diesen
technisch einfacheren Fall. Es sei also eine Funktion f : R — R gegeben, die
eine (lokal eindeutige) Nullstelle z* hat. Es stellt sich die Frage, wie sehr sich
die Losung z* dndert, wenn die Funktion f variiert. Beim Nullstellenproblem
sind also die Eingangsdaten die Funktionswerte f(x), und das Resultat ist die
Nullstelle z*.

Eine sinnvolle Annahme ist, daf die Fehler in den Funktionswerten (fiir
in einer Umgebung von z*) durch € beschrénkt sind, d. h.

[f(z) = f(2)] < e (5.8)

Bemerkung 5.3. Fiir die Analyse der Kondition des Nullstellenproblems
sind relative Fehler nicht gut geeignet, da

|f(x) — f(2)|
/()]

fiir  — a* i. a. unbeschrankt ist (wegen f(z*) = 0). A
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Sei #* eine Nullstelle fiir die gestérte Funktion f:

f(@") =0. (5.9)
Setzt man z = Z* in (5.8) ein, dann ergibt sich
|f(@) <e (5.10)
Sei m die Vielfachheit der Nullstelle z*:
f@) =0, f)=0, ..., f")=0, f"M@)£0.
Taylorentwicklung ergibt fiir ein ¢ zwischen x* und Z*

(.fj* _ x*)m—l

f@) = fl@") + @ —2")f'(z") + Wf(m_l)(ﬁ*)
(‘i* 71,*)m m
JFTf( '(©)
(@ =)™ ) oy o T =)™ oy
= Tf( )(f) ~ Tf( )(33 )-
Damit erhélt man wegen (5.10)
T2 pon )| w [ 10)] < e
also
~ ok * L m! &
S Ve

Also ist das Nullstellenproblem nur fiir den Fall m = 1 (einfache Nullstelle) gut
konditioniert: Der Fehler im Ergebnis (|Z* — z*|) ist in diesem Fall héchstens
von der GréBenordnung der Datenfehler (|f(z)— f(z)| < €). Falls m > 1,
ist der Faktor em viel grofer als e. Probleme mit mehrfachen Nullstellen sind
im allgemeinen hinsichtlich der Ungenauigkeit in f sehr schlecht konditioniert.
Der Unterschied zwischen m = 1 und m = 2 wird in Abbildung 5.2 dargestellt.

Beispiel 5.4. f(z) = (z — 1)3 hat eine dreifache Nullstelle * = 1. Die Null-
stelle der gestorten Funktion f(z) = (z — 1) — e ist #* = 1+ €3. Also, z. B.
fiir e = 10712:

‘f(x) - f(x)‘ =10712, |2t — 3" =107 A
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einfache Nullstelle mehrfache Nullstelle
Abb. 5.2. Kondition des Nullstellenproblems

Zur Losung des Nullstellenproblems auf einer Maschine muf3 die Funktion
f + R — R ausgewertet werden. Das ergibt dann eine mit Rundungsfehlern
behaftete gestorte Funktion f:R—R. Sei f eine stetige Funktion mit einer
lokal eindeutigen Nullstelle z* € (a, b):

f(x) =0 fir z € (a,b) < x=2z".

Der Begriff ,Nullstelle* verliert seine gewohnte Bedeutung fiir die gestorte
Gleichung )
f(x) =0 fir z € (a,b) N M,

wobei M die Menge der Maschinenzahlen ist. In vielen Féllen hat die mit
Rundungsfehlern behaftete Funktion f in einer Umgebung der Nullstelle z*
viele Nullstellen! Also gibt es dann kein eindeutiges, sondern eine grofie Anzahl
von Z* € (a,b), so daBl (5.9) gilt. Auch kann es passieren, dafl die gestorte

Funktion f keine Nullstelle hat.

Beispiel 5.5. Das Polynom p(z) = 2® — 622 + 92 hat eine doppelte Nullstelle
2* = 3. Die Funktionswerte

p(34+i%x107%),  i=—100,-99,...99,100,

sind auf einer Maschine mit Maschinengenauigkeit eps ~ 10716 berechnet. Die
Resultate sind in Abb. 5.3 dargestellt. Offensichtlich hat die mit Rundungs-
fehlern behaftete Funktion p viele Nullstellen im Intervall [3—10~7,3+1077].

AN

5.3 Fixpunktiteration

Bereits im Beispiel 5.1 scheint keine M6glichkeit zu bestehen, die Unbekann-
ten etwa iiber Eliminationstechniken zu ermitteln. Hier mufl man sich einer
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o+ +
R WA+
T e+
A 4+
= R M+
oo+ + O+

+ A HH +H+ HiH +

2 I I I I I I I I I
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

(x-3).1e+9

Abb. 5.3. p(z) = 2 — 622 + 9, ausgewertet im Intervall [3 —1077,3 +1077)

vollig anderen Losungsstrategie bedienen, die auf dem Konzept der Iteration
beruht. Wie bei der Nachiteration (vgl. Abschnitt 3.5.3) kann man versuchen,
die Losung iterativ, also schrittweise immer besser anzunahern. Man verzich-
tet dabei also im Prinzip auf die ezakte Bestimmung, sondern gibt sich mit
gewiinschten Genauigkeitstoleranzen zufrieden. Tatséchlich ist dies jedoch we-
der theoretisch noch praktisch ein Verzicht oder eine Einschrinkung. In der
Theorie wird ein Grenzprozess mit der Iteration die Losung exakt bestimmen.
Fiir die Praxis ist es entscheidend, diesen Grenzprozefl genau zu verstehen,
um bei einem (praktisch unvermeidbaren) Abbruch der Iteration sicher zu
stellen, dafl die gegenwértige Anniherung geniigend genau ist (Fehleranaly-
se/Abschitzungen). Dabei sei daran erinnert, daf§ aufgrund der Rechnerarith-
metik eine exakte Bestimmung eines Grenzwertes oder einer im Prinzip durch
exakte Umformung berechenbaren Gréfie in der Praxis ohnehin nicht méglich
ist.

Die entscheidende Frage betrifft die Konstruktion solcher Iterationsverfah-
ren, die (moglichst schnell) konvergieren, d. h.mit méglichst wenigen Schritten
mit vertretbarem Aufwand pro Schritt eine gewiinschte Zielgenauigkeit reali-
sieren.

So wie sich ein lineares Gleichungssystem Ax = b als Nullstellenproblem
Az —b = 0 schreiben 148t, sei betont, daf3 das Nullstellenproblem nur eins von
vielen moglichen dquivalenten Formaten eines Gleichungssystems ist. Die viel-
leicht wichtigste Ausgangsposition zur Konstruktion von Iterationsverfahren
ist ein anderes Format, ndhmlich das einer Fixpunktgleichung.
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Bemerkung 5.6. Sei f : R" — R" gegeben und fiir jedes x in einer Umge-
bung der Nullstelle x* sei die von x abhéngige Matrix M, € R™*™ invertierbar.
Dann gilt

fz*)=0 <= " =z"— Myf(z"), (5.11)

d.h., das Nullstellenproblem f(x*) = 0 ist dquivalent zum Fizpunktproblem
¥ =P(x*), mit D(x):=x— M,f(x). (5.12)

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Tatsache, dafl aufgrund der Invertier-
barkeit von M, gilt f(z*) =0 <= M, f(z*)=0. O

Weshalb diese Umformung etwas bringen kann, liegt an zwei Punkten:

(a) Wie sich zeigen wird, gibt es bei Fixpunktproblemen einfache Iterationen,
die unter geeigneten Umstéinden konvergieren, ndmlich, zu einem Startwert

Zo bilde:
Tpr1 = P(xr), k=0,1,2,.... (5.13)

(b)Mit der Umformung in das Fixpunktformat gewinnt man eine gewisse
Flexibilitéit, da man fiir verschiedene Wahlen von M, auch unterschiedli-
che Fixpunktfunktionen ¢ bekommt. Man kann also versuchen, M, so zu
wihlen, daf die Fixpunktiteration (5.13) moglichst gut konvergiert.

Die ,,Kunst“ liegt also jetzt in der Wahl von M. Deshalb ist es zunéchst wich-
tig zu verstehen, was eine Fixpunktiteration , konvergent macht“. Hierzu hilft
ein Hinweis auf die Arbeitsweise eines technischen Regelkreises, vgl. Abb. 5.4.

MeBwerte z; Tip1 = P(z;)
System Regler

Steuersignale

Abb. 5.4. Regelkreis

Dieser Regelkreis hat folgende zwei grundlegende Eigenschaften:

1. Es gibt genau einen Sollwert x*. Befindet sich das System in diesem Zu-
stand, dndert der Regler nichts, d. h.

¥ =d(z"). (5.14)

In diesem Sinne ist der Sollwert «* ein Fizpunkt des Systems.
2. Das Regelsystem versucht, Abweichungen vom Sollwert zu reduzieren

|B(z) — 2*|| < Lllz — 2*|] mit L <1, (5.15)

um schlieBlich in den Sollzustand einzuschwingen.
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Nun ist die Bedingung (5.15) meist schwer nachpriifbar, wenn der Sollwert
nicht explizit bekannt ist. Da ja a* = @(a*) ist, folgt (5.15) aus der stirkeren
Forderung

[@(x) =Pyl < Llz —yl mit L<1 (5.16)

fiir alle ,y aus einer geeigneten Umgebung von z*. Eine Abbildung @, die
(5.16) geniigt, wird Kontraktion genannt.

Die Begriffe Fixpunkt und Kontraktion spielen tatséichlich eine Schliissel-
rolle bei sogenannten iterativen Losungsstrategien zur Behandlung von Glei-
chungssystemen.

In Analogie zum obigen Regelkreis versucht man nun, z* iterativ anzunihern,
indem man die Selbstkorrektur von @ ausnutzt. Diese Idee fiihrt auf folgende
Methode:

Fixpunktiteration:
e Wihle Startwert g (in einer Umgebung von z*),
e Bilde
Tpp1 = B(ax), k=0,1,2,.... (5.17)

Ob (5.17) tatséichlich gegen x* konvergiert, wird von den ,Selbstkorrektur-
qualititen® von @ abhingen (die man z.B. iiber die in gewissem Rahmen
freie Wahl von M, in Bemerkung 5.6 beeinflussen kann). Welche Eigenschaf-
ten & als geeignete Iterationsfunktion kennzeichnen, deuten folgende Bilder
fiir den Fall einer skalaren Gleichung an. Geometrisch bedeutet (fir n = 1)

1
”‘///,/ 0]

® ( z ) — e
7 :
®(20) 1— |

"/
y |
|
/ / |
+
Zo T1 Tg g 1 x

Abb. 5.5. Fixpunktiteration

z* = @(x*), dafl die Gerade y = x den Graphen von @ an der Stelle x* schnei-
det. In beiden Fillen besitzt @ einen Fixpunkt im Intervall [0, 1]. Wahrend die
Iteration (5.17) in Abb. 5.5 offensichtlich gegen x* konvergiert, liegt in Abb.
5.6 Divergenz von (5.17) vor. Man nennt den Fixpunkt auch abstoflend. Der
Grund fiir das unterschiedliche Verhalten liegt offensichtlich in der Steigung
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/

P

Abb. 5.6. Fixpunktiteration

von @. Es lassen sich folgende zwei Fille unterscheiden, wobei wir annehmen,
dafl @ stetig differenzierbar ist.

Fall a: |®'(z*)| < 1. Wegen der Stetigkeit von @' existiert ein § > 0, so daf

|9’ (x)] < 1 fiir alle z in einer Umgebung Us := [¢* — §,2* + §] von z*.
Folglich existiert nach dem Mittelwertsatz fiir jedes z,y € Us ein & € Us
mit

[#(x) = P(y)| = |2 — y)| < max|@'(2)[ o —y| =: L |z —yl,

und L = max,cy, |9'(2)| < 1. Also ist @ im Sinne von (5.16) kontrahierend
auf U. Fiir zg € Us erhilt man:

|zpy1—a*| = [D(zp)—P(x*)| < Lz —a*| < L¥Hag—2*| fiir alle k >0,

also Konvergenz: limg_,oo xx = ™.
Fall b: |@'(x*)] > 1. Wegen der Stetigkeit von @ folgt, dafl 6 > 0 existiert, so
daB |9'(z)| > 1 fiir alle z € Us = [z* — 0, 2* + ¢]. Folglich gilt

|2h1 — 2% = [P(xy) — P(2")| = |9 (&) (wx — 2")]
> |z, — x| fiir alle x € Us,

d.h., fiir alle 23, € Us wird der Fehler |z — 2*| vergroflert.

Der Fall b zeigt, dal eine Funktion @ mit |®'(x*)| > 1 als Tterationsfunktion
in einer Fixpunktiteration 5.17 nicht geeignet ist.

Beispiel 5.7. Aufgabe: Man berechne die positive Nullstelle der Funktion
flx) =25 -2 —1. (5.18)

Betrachtet man die Graphen von 2% und z+1, sieht man, da8 f eine eindeutige
positive Nullstelle z* hat und dafl z* € [0, 2] gilt.
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Tabelle 5.1. Fixpunktiteration

xo = 0.5 xo = 0.5 xro = 1.13 o = 1.135
k| xpt1 = Po(ak) | Thp1 = P1(zk) | otr = P1(zk) | Trg1r = Pi(xg)
0 0.50000000 0.50000000 1.13000000 1.14e+00
1 1.06991319 —0.98437500 1.08195175 1.14e+00
2 1.12890836 —0.09016330 0.60415884 1.17e+00
3 1.13420832 —0.99999946 —0.95136972 1.57e+00
4 1.13467844 —0.00000322 —0.25852598 1.38e+01
5 1.13472009 —1.00000000 —0.99970144 6.91e+406
6 1.13472378 0.00000000 —0.00179000 1.09e+41
7 1.13472411 —1.00000000 —1.00000000 1.69e+246
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Es lassen sich z.B. als Iterationsfunktion fiir ein dquivalentes Fixpunktpro-

blem

oder auch

formulieren. Fiir @, gilt

&) (z)] = |62°| > 1 fiir z € [1,2].

Di(z)=2% -1

() = (x +1)°

Da f(1) <0, f(2) > 0, folgt z* € [1,2] und

|D] (z*)] > 1.

Die Iterationsfunktion @, ist also nicht geeignet, da die Iteration (5.17), mit
& = @1, in der Nihe von z* divergiert.
Fiir @5 ergibt sich

|D,(2)] = ‘1(x+ )78 <= fiirz €0,2]

1
6 6

und damit
1
|P2(x) — Pa(y)| = [P5(E)(z —y)| < 6 |l —y| firz,yel0,2l. (5.19)

Offensichtlich ist die Iteration @5 eine Kontraktion auf [0,2]. Um das Kon-
traktionsargument wiederholt anwenden zu kénnen, muf§ die Folge xg, xx4+1 =
Po(xy), k > 0, fiir o € [0,2] im Intervall [0, 2] bleiben. Diese Bedingung ist
erfiillt, falls @5 eine Selbstabbildung auf [0,2] ist, d.h.®s : [0,2] — [0,2]. Da
B5(0) = 1, $5(2) = 35 < 2 und D, auf [0,2] monoton ist, folgt tatsiichlich
$s 1 [0,2] — [0,2]. Damit erfiillt $5 die Bedingungen, die zur Konvergenz der
Iteration fiithren. Einige Resultate sind in Tabelle 5.1 zusammengestellt. A
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Banachscher Fixpunktsatz

Im Banachschen Fixpunktsatz werden (scharfe) hinreichende Bedingungen
beziiglich der Iterationsfunktion @ und des Startwertes zy formuliert, damit
die Folge der Iterierten der Fixpunktiteration zx11 = ®(xx), k = 0,1,...,
gegen einen Fixpunkt x* konvergiert. Wir werden diesen Satz in groferer All-
gemeinheit formulieren, als es obige skalare Beispiele verlangen. Zum einen
ist die Argumentation in dieser Allgemeinheit nicht schwieriger, zum anderen
148t sich damit eine entsprechend grofiere Klasse von Anwendungen abdecken
wie etwa Operatorgleichungen vom Typ (5.6).

Satz 5.8. Sei X ein linear normierter Raum mit Norm ||-||. E C X sei
eine vollstindige Teilmenge von X. Die Abbildung @ sei eine Selbstab-
bildung auf E:

é:F — F. (5.20)

Ferner sei @ eine Kontraktion auf FE
|6(z) — ()| < L|lx —y|| fir alle z,y € E,mit L <1. (5.21)

Dann gilt:

1. Es existiert genau ein Fizpunkt x* von @ in E.
2. Fiir beliebiges x¢g € E konvergiert

LTh41 :qv)(zk)a k:0,1,2,...

gegen den Fixpunkt x*.
3. A-priori-Fehlerabschdtzung:

Lk
Jzx =2l < = llo1 — o (522
4. A-posteriori-Fehlerabschdtzung:
lan = 271l < 1= llon — 2l (5.23)

Beweis. Zu beliebigem xy € F definiere x5 = &(zx), k = 0,1,2,.... Nach
Voraussetzung gilt xy, € E fiir alle k. Wegen (5.21) gilt

[ehsr — anl = [|@(x) — D(zp-1)|| < Lz — wpa]

< LF||lzy — xo||  fiir alle k.
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Hiermit ergibt sich

|Zmtr — Tkl = |Zmak — Tmtk—1 + Tomtk—1 + ... + Thp1 — k||
< Nmsk = Tmak—1ll + -+ [|Thr1 — 2]
< (L"”rk—1 + ...+ Lk)||x1 — x|

1—-Lm

=r* = llz1 — 2ol (5.24)
k

< g llen = ol -

Wegen L < 1 folgt hieraus, daBl {z}7°, eine Cauchy-Folge ist. Da E
vollsténdig ist, existiert also ein Grenzwert z*, so daf3

lim z, = 2% .
k—oo
Fiir diesen Grenzwert gilt
¥ —&(z*) =% — P(lim z) = 2" — lim P(xy)

k—oo k—oo

=z — lim 2p_1=2"—2"=0,
k—oo

und damit z* = §(x*), das heifit, z* ist Fixpunkt.
Wir beweisen nun die Eindeutigkeit des Fixpunkts. Seien x* und x** so dafl
&(z*) = 2* und P(a™*) = z**. Dann gilt

lo* =™ = [[@(2") = @(z™)|| < Ll|lz* — 2™ mit L <1.
Hieraus folgt ||z* — 2**|| = 0, also z* = a**.
Zum Schlufl werden die Fehlerabschitzungen abgeleitet. Nimmt man in (5.24)

m — oo, ergibt sich das Resultat (5.22).
Weiterhin gilt

ek — @Il < ek — @usa | + lewer —2*]) = lexer — all + [8(an) — B
< laxsr — aull + Lz — 2],

was die a-posteriori-Fehlerschitzung (5.23) impliziert:

[y, — 27 < k41 — x| < ey —zpall. O

L
1-L 1—-L
Bemerkung 5.9. a) Zu den Voraussetzungen: Beispiele sind X =R, || - || =
|| der Betrag und (fir Systeme) X = R”, || - || irgendeine feste Norm
auf R™. Ein linearer normierter Raum oder eine Teilmenge E davon heifit
vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in E auch einen Grenzwert in E be-
sitzt. Eine Folge {zy }nen heift Cauchy-Folge (bzgl. || - ||), falls die Aus-

driicke ||z, — 2| beliebig klein werden, wenn nur n,m geniigend grof}
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genug gewidhlt werden. Fiir X = R sind z.B. E = [a,b] und E = R
vollstdndige Teilmengen.

Es ist bekannt, da R™ und jede abgeschlossene Teilmenge in R™ bzgl.
jeder Norm auf R" vollstandig sind, so dafl in den typischerweise hier
betrachteten Anwendungen diese Voraussetzungen erfiillt sind.

Im Prinzip — und das ist der Grund fiir die allgemeinere Formulierung -
kann man den Fixpunktsatz auch zum Nachweis der Existenz und Eindeu-
tigkeit z. B. von Integralgleichungen des Typs (5.4) heranziehen. Hier ist
die Unbekannte eine Funktion und X etwa der (unendlichdimensionale)
Raum C([0,1]) der auf [0,1] stetigen Funktionen. In einem solchen Fall
ist die Frage der Vollstédndigkeit nicht mehr so einfach und geht iiber den
Rahmen dieser Abhandlung hinaus.

Der Satz garantiert einerseits Fxistenz und Eindeutigkeit einer Losung
der Fixpunktgleichung. Dariiberhinaus bietet er einen konstruktiven Algo-
rithmus zur Bestimmung dieser Losung und gibt Fehlerabschdtzungen an,
die sagen, wie lange man iterieren muf}, um eine gewiinschte Genauigkeit
zu gewinnen. Um z. B. eine Genauigkeit € zu erreichen, geniigt es wegen
(5.22) k so grofi wahlen, da8

Lk
1= LH$1 — 20| <€,
also
Ik < e(l—1L)
=l — ol
d.h. s
k > log (g)/logL .
lz1 — 2ol
Wegen
ek — zp—a | = |P(@h-1) — P(zp—2)|| < Ll|lzp—1 — zp_a| < LF oy — 2ol

ist die Schranke in der a-posteriori-Fehlerabschitzung immer besser (d. h.,
kleiner) als die in der a-priori-Fehlerabschitzung. A

Wir notieren als néchstes einige wichtige Spezialfélle von Satz 5.8.

Folgerung 5.10. Sei X =R, E = [a,b] und @ eine auf E stetig
differenzierbare Funktion. Es gelte

b [a,b] — [a,b] (Selbstabbildunyg),
und

max |¢'(z)] =: L < 1.
z€[a,b]

Dann sind alle Voraussetzungen aus Satz 5.8 erfillt fir | - || = |-|.
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Beweis. Nach dem Mittelwertsatz gilt

[@(x) = D(y)| = |2'(§)(z — y)| < nax, 2" ()] |z =yl =Lz —yl,

d.h., @ ist eine Kontraktion. Wegen Bemerkung 5.9 a) sind alle Voraussetzun-
gen von Satz 5.8 erfiillt, so daf die Behauptung folgt. |

Folgerung 5.11. Sei X = R™, E C R” eine abgeschlossene kon-
vexe Menge, und @ : E — R" sei stetig differenzierbar. Es gelte

¢:.F—FE (Selbstabbildung),

und bzgl. einer Vektornorm || - || auf R™ gelte fiir die zugehorige
Matriznorm
max |9 (z)]| = L < 1. (5.25)
S

Dann sind alle Voraussetzungen aus Satz 5.8 erfillt.

In (5.25) ist
5= By (2) -+ 5P (x)
D' () = : :

die Jacobi-Matrix von @ an der Stelle z.

Beweis. Es geniigt wiederum, die Kontraktivitdt von @ zu bestétigen. Dazu
benutzen wir die Identitat

1
@(x)f@(y):/o D (y+tlx—y)(x—y)dt fir z,yekE.

Wegen der Konvexitit der Menge F ist y + t(z —y) = tx + (1 — t)y € E fiir
x,y € E, t € [0,1]. Hiermit ergibt sich

1
[@(z) — &(y)l| < /O max |2/l — yll dt < Lijz — y] (5.26)

fiir alle z,y € E. a

Folgerung 5.12. Sei X = R", «* € R", so daf§ &(z*) = z* und
O stetig differenzierbar in einer Umgebung von x*. Beziiglich einer
Vektornorm || - || auf R™ gelte fiir die zugehorige Matriznorm

19" (") ]| < 1.

Set B. :={x e R" | |z —2*|| <e}. Fir E = B. mite >0
hinreichend klein sind alle Voraussetzungen aus Satz 5.8 erfillt.
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Fiir die Situation aus Folgerung 5.11 sei folgendes Beispiel angegeben.
Beispiel 5.13. Man zeige, dafl das System

6 = cosx + 2y
8y = zy? +sinz

auf E = [0,1] x [0, 1] eine eindeutige Losung besitzt. Man bestimme diese
Losung approximativ bis auf eine Genauigkeit 1073 in der Maximumnorm

Losung: Fiir x € [0,1] gilt 0 < cosz <1 und 0 < sinz < 1. Fiir

1 1
ZCOST + 3
45(%9):(16 2,1 3y>

STY” + gsinzw

gilt daher @ : E — E. Ferner gilt

Fiir die Norm || - ||oo auf R? ergibt sich

1
€', 9)lloc = max { ¢ [sinal

11
< max{ }
2’2

Wegen Folgerung 5.11 existiert genau eine Losung in E. Wegen (3) in Satz
5.8 gentigt es, fir
(1'0, yO) = (07 0)7

(z1,51) = <tl3’0> ;
k> log <O5 * 107 )/1 1 _g3s (5.27)

zu wéhlen. Wir erhalten Werte, die in Tabelle 5.2 wiedergegeben sind. In
der dritten Spalte werden die Resultate der a-posteriori-Fehlerabschéitzung
(5.23) gezeigt. Aus der a-posteriori-Fehlerabschitzung ergibt sich, dafl schon
fiir k =4 (statt £ =9, vgl. (5.27)) die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist. A

also
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Tabelle 5.2. Fixpunktiteration

($07y0) = (070)7 12'05.5>|<
(@r, yx) = Pler—1,y6-1) |l @r, u6)" = (@r—1,9%1)" lloo
(0.00000000, 0.00000000) —

(0.16666667, 0.00000000)

(0.16435721, 0.02073702)

(0.17133296, 0.02046111) 6.98¢—03
(0.17104677, 0.02132096) 8.60e—04
(0.17134151, 0.02128646) 2.95e—04
( )
( )
( )
( )

1.67e—01
2.07e—02

0.17132164, 0.02132275 3.63e—05
0.17133430, 0.02132034 1.27e—05
0.17133314, 0.02132189 1.56e—06
0.17133369, 0.02132175 5.52e—07

© 0O T Wi~ O

5.4 Konvergenzordnung und Fehlerschitzung

Natiirlich méchte man, dafl die Iterierten zp den Grenzwert z* moglichst
schnell anndhern. Ein Maf fiir die Konvergenzgeschwindigkeit einer Folge ist
der Begriff der Konvergenzordnung.

Definition 5.14. Eine konvergente Folge {xy}ren in R™ mit
Grenzwert x* hat die Konvergenzordnung p, falls fiir ein kg € N

[@rr — 2| < cllay — 2™
fir alle k > ko gilt, wobei

0<e<1l falls p=1.

Das né#chste Beispiel verdeutlicht den groflien Geschwindigkeitsunterschied
zwischen Verfahren der Ordnung p = 1 (lineare Konvergenz) und Verfahren
der Ordnung p = 2 (quadratische Konvergenz).

Beispiel 5.15. Sei |29 —2*|| =0.2,p =1, c = %, e} := ||zx — 2*||. Dann gilt:

2
Bl1] 2] 3 | 4 | 5 | 6
<[ 0.1[0.05 | 0.025 | 0.0125 | 0.00625 | 0.003125

Fiir c = 3 und p = 2 gilt:

k| 1| 2 | 3 | 4 | 5 | 6

er < |0.120.0432 | 0.0056 | 0.000094 | 3-1078 | 2-10°15 - A

Lineare Konvergenz hingt von der Wahl der Norm || - || ab. Wenn eine Folge
linear konvergent beziiglich einer Vektornorm || - || ist, gilt die lineare Konver-
genz nicht automatisch fiir jede andere Vektornorm. Fiir Konvergenzordnung
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p > 1 spielt die Wahl der Norm keine Rolle: Hat die Folge die Konvergenzord-
nung p > 1 bzgl. einer Vektornorm |- ||, dann hat sie diese Konvergenzordnung
(mit einer anderen Konstante ¢) bzgl. jeder Vektornorm.

Sei z* € R™ gegeben (z.B. die Nullstelle einer Funktion). Ein iteratives Ver-
fahren zur Bestimmung von z* hat die Konvergenzordnung p, wenn es eine
Umgebung U von x* gibt, so daf fiir alle Startwerte aus U \ {z*} die von dem
Verfahren erzeugte Folge gegen x* konvergiert und die Konvergenzordnung p
hat.

FEinen Hinweis darauf, wann eine Fixpunktiteration schnell konvergiert,
gewinnt man bereits aus Abbildung 5.5. Je kleiner die Steigung des Graphen
in der Umgebung des Fixpunktes =* ist, umso schneller scheint die Iteration
zu konvergieren. Man erwartet also, da§ &'(z*) = 0 lokal die Konvergenz
begiinstigt.

Bemerkung 5.16. Sei x+1 = @(xx), k = 0,1, ..., eine konvergente Fixpunk-
titeration mit Fixpunkt x* und zweimal stetig differenzierbarem &. Aus

Trar — a" = P(ap) — B(a”) = P (27)(xp, — 27) + O(f|awx —™[*)  (5.28)

folgt, dal im Normalfall, wenn 0 # ||&'(x*)|| < 1 gilt, die Fixpunktiteration die
Konvergenzordnung 1 hat. Quadratische Konvergenz hat man, wenn ¢’ (2*) =
0 gilt. A

Fiir die meisten in der Praxis benutzten Methoden zur Nullstellenbestimmung
gilt p = 1 (lineare Konvergenz) oder p = 2 (quadratische Konvergenz).

Lokale und globale Konvergenz. Konvergiert die Folge zx+1 = &(xy),
k = 0,1,2,..., nur fiir Startwerte xy aus einer Umgebung FE des Fixpunk-
tes z*, so nennen wir die Iteration lokal konvergent. Kann zy im gesamten
Definitionsbereich D von @ beliebig gewéhlt werden, so heiffit das Verfahren
global konvergent. Man beachte, dafl eine bestimmte Methode fiir das eine
Problem lokal konvergent und fiir ein anderes Problem global konvergent sein
kann. In den allermeisten Fillen liegt nur lokale Konvergenz vor (siehe auch
Abschnitt 5.6.2).

Fehlerschitzung fiir skalare Folgen*

Die Abschéitzungen (5.22) und (5.23) in Satz (5.8) liefern bereits Kriterien
fiir den Abbruch einer Fixpunktiteration, sofern man die Lipschitzkonstan-
te L kennt. Schlechte Schéitzungen fiir L liefern entsprechend unzuverlissige
Ergebnisse. In diesem Abschnitt wird nun gezeigt, wie man ohne derartige
Vorkenntnisse iiber einfach berechenbare Gréfien die Differenz (den Fehler)

x* — xy, fiir eine konvergente skalare Folge {x}72, in R mit Grenzwert x*
schétzen kann.
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Wir verwenden die Notation

er i=a" —xy,

Ay = Pk T Tk—1 (5.29)
Trp—1 — Tp—2

Lemma 5.17. Sei {x}°, eine konvergente Folge in R mit Grenzwert x*.
Aus e
lim =t = A€ (=1,1), A#0, (5.30)

k—oo €f
folgt, daff die Konvergenzordnung der Folge {x1}72, genau 1 ist und dafl

lim Ak = A, (531)
k—o00
A
1 7];1 (T — Tp—1)
lim k =1. (5.32)
k—o0 (2%

Wenn die Folge die Konvergenzordnung p > 1 hat, gilt

lim TEHL T TR _ g (5.33)

k—oo [

Beweis. Aus (5.30) erhélt man

. Xk~ Tk—1 . —Ck T ek—1
khm - = khm _
—00 €L —00 €L
4 dm St gl 124 o3
B k—oo €f B A A
und
— ep— Jep—1 — 1 A-1
lim Ap = lim —E L g, O/ — 27— 4 (53
k— o0 k—oo €x_1 — €x—2 k—oo 1 — ek,2/€k71 1-— Y
also gilt Gleichung (5.31). Die Resultate (5.34), (5.35) ergeben
i 1141)2% (xk - xk—l) _ oy Ay I Tk — Th—1 A 1-A -1
kgl;o €L 7kl~>ngol—z4k kingo €L C1-A A

Wir betrachten nun den Fall, wobei die Konvergenzordnung p > 1 angenom-
men wird. Aus Definition 5.14 ergibt sich

€k+1 -1 .
+ <clew|’ fiir k > ko,
€k
und damit e
. k+1
lim =+ — .
k—oo €f
Daraus erhilt man
. Tk+1 — Tk . €k — €k+1 . €k+1
lim “EHL 7R g B TR fim R O

k—o00 €L k—o00 €L k—oo €ep
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Aus den Resultaten (5.32), (5.33) ergeben sich einfache a-posteriori-Fehler-
schétzungen (fiir k£ hinreichend grof):

. k
=1: — T = — Tp_1), 5.36
p " — 1_Ak($k Tp-1) (5.36)
wobel A, = LR etwa konstant sein sollte.
Th—1 — Tk—2
p>1: 2" —xp = rp1 — Tp (5.37)

Man beachte, daf fiir p = 1 (lineare Konvergenz) |z — xx—1| oder |z41 — x|
im allgemeinen keine sinnvolle Schétzung der Grofle des Fehlers |z* — x| ist!

Beispiel 5.18. Fiir die Fixpunktiteration z;41 = $2(z)) aus Beispiel 5.7 sind
einige Resultate in Tabelle 5.3 zusammengestellt.

Tabelle 5.3. Fehlerschitzung

k o = 0.57 LTk+1 = @2(Ik) Ak = x‘:iliiw;;iz 1 _A]j4k (CL‘k — kal) CL‘* — Tk

0 0.500000000000 — — 6.35e—01
1 1.069913193934 - - 6.48e—02
2 1.128908359044 0.1035161 6.81e—03 5.82e—03
3 1.134208317737 0.0898372 5.23e—04 5.16e—04
4 1.134678435924 0.0887022 4.58e—05 4.57e—05
5 1.134720089466 0.0886023 4.05e—06 4.05e—06
6 1.134723779696 0.0885934 3.59e—-07 3.59e—-07
7 1.134724106623 0.0885926 3.18e—08 3.18e—08
8 1.134724135586 0.0885926 2.82e—09 2.82e—09
9 1.134724138152 0.0885926 2.49¢—10 2.49¢—10
10 1.134724138379 0.0885925 2.2le—11 2.21le—11

Um zeigen zu konnen, dafl (in diesem Beispiel) die Fehlerschétzung gute Re-
sultate ergibt, haben wir x* = x39 berechnet und hiermit den Fehler z* — zy,
mit hoher Genauigkeit berechnet (letzte Spalte in Tabelle 5.3). In der Praxis
hat man natiirlich den Fehler 2* — xj, nicht zur Verfiigung.

Man kann in diesem Beispiel auch sehen, dafl Ay, k = 2,3, ..., tatsichlich
gegen die Konstante A = @'(z*) konvergiert (vgl. (5.31)):

1
Ay = 0.0885925 =~ P)(z10) = (210 + 1)7% = 0.0885926. A
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Fehlerschitzung fiir Vektorfolgen

Sei {xk}p2, eine konvergente Folge in R™, n > 1, mit Grenzwert z*. Sei
er = 2* — xx. Wenn die Konvergenzordnung der Folge genau 1 ist, gibt es
keine einfache allgemeine Technik zur Schitzung des Fehlers ey, (oder ||ex]|);
ein Analogon der Fehlerschitzung (5.36) ist fiir den vektoriellen Fall nicht
bekannt. Wenn die Folge eine Konvergenzordnung p > 1 hat, kann man {iber
die einfach berechenbare Grofe ||xx41 — x| den Fehler |leg|| schétzen.

Lemma 5.19. Sei {z1}72, eine konvergente Folge in R™ mit Grenzwert x*
und Konvergenzordnung p > 1. Dann gilt

i M=zl (5.38)
k—oo |lek]|

Beweis. Wegen der Konvergenzordnung p > 1 hat man

lersall

<cllexl”", k> ko,
llexll
und damit
lim Jeeril o (5.39)
koo [lex|
Wegen
ki1 — @kl = llex — exqall < llexl + llexta
und
lzhs1 — zill = ller — ertall = llerll — llextall
gilt
LMol _ lzn — el | lewnll
lell = llexll  — llexl
Aus dem Resultat (5.39) folgt
T e Y O

k—oo |le|

Aus diesem Resultat ergibt sich folgende Fehlerschétzung fiir den Fall p > 1:

p>1: ||wp—2*|| = ||xgyr1—2xk|, fiir & geniigend grofl. (5.40)

Es sei bemerkt, daf im skalaren Fall (5.37) der Fehler e und im vektoriellen
Fall (5.40) die Grofle des Fehlers, |lex||, geschétzt wird.
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5.5 Berechnung von Nullstellen von skalaren
Gleichungen

Angsichts des allgemeinen Problemrahmens von Gleichungen in n Unbekann-
ten oder sogar in Funktionenrdumen sieht ein skalares Problem, also eine Glei-
chung in einer einzigen (reellen) Unbekannten, schon fast trivial aus. Wenn
nun in diesem Abschnitt nur das skalare Problem behandelt wird, eine Null-
stelle
f@*) =0

fiir ein stetig differenzierbares f : R — R zu bestimmen, geschieht dies ei-
nerseits, um ein besseres Verstédndnis fiir das Konvergenzverhalten iterativer
Verfahren im moglichst technisch einfachen Rahmen zu férdern, andererseits
aber auch vor dem Hintergrund, dafl auch ein skalares Problem seine Tiicken
haben kann. Hierzu sei an die im Beispiel 1.2 skizzierte ,,technische Aufga-
be“ der Konstruktion eines Taktmechanismus mit Hilfe des mathematischen
Pendels erinnert. Die fiir eine gewiinschte Taktzeit T' zu bestimmende An-
fangsauslenkung x* des Pendels ergab sich gerade als Nullstelle der Funktion
f(x) = ¢(T/4;x). In diesem Fall ist f(z) nicht als analytischer Ausdruck ex-
plizit gegeben, sondern ist die Losung einer Differentialgleichung — genauer
eines Anfangswertproblems — ausgewertet an der Stelle T'/4, wobei die An-
fangswerte von x abhingen. Die Auswertung der Funktion f(z) an der Stelle
x erfordert also die Losung einer Differentialgleichung mit einem durch = ge-
kennzeichneten Anfangswert, also eine aufwendige Angelegenheit.

Die Anzahl der beno6tigten Funktionsauswertungen pro Iterationsschritt ist
somit ein wichtiger Gesichtspunkt beim Entwurf solcher Verfahren. Anderer-
seits zeigt das Beispiel auch, dafl man sich gegebenenfalls bei der Konzeption
eines Verfahrens damit begniigen muf}, lediglich auf Funktionsauswertungen
zugreifen zu kénnen.

5.5.1 Bisektion

Eine vom Prinzip her sehr einfache und robuste Methode, die Losung einer
skalaren Gleichung nur iiber eine Funktionsauswertung pro Schritt zu bestim-
men, ist die Bisektion, also im Prinzip eine fiir das Nullstellenpoblem in Bei-
spiel 1.2 geeignete Methode. Man nehme an, es seien Werte ag < by bekannt
mit

f(a0) f(bo) <0,

d. h., mit einem positiven und einem negativen Funktionswert. Nach dem Zwi-
schenwertsatz fiir stetige Funktionen mufl dann (ag, bp) mindestens eine Null-
stelle von f enthalten. Man berechnet zg := 1 (ao+bo) und f(zo) und wéhlt ein
neues Intervall [a1,b1] = [ag, o] oder [a1,b1] = [zo, bo], sodaB f(a1)f(b1) <0
gilt, usw. (vgl. Abb. 5.7):
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Algorithmus 5.20. Gegeben ag < by mit f(ag)f(by) < 0.
Fir £ =0,1,2,... berechne:

o I = %(ak —|—bk-), f(a:k)
e Setze

aps1 = a, bpp1 =y falls f(ap)f(ar) <0
Gkg4+1 = Tk, bry1 = by sonst.

Nach etwa zehn Schritten reduziert sich also die Lénge des einschlieflen-
den Intervalls um etwa den Faktor Tausend (2!© = 1024). Die Methode ist
nicht iiberméfig schnell, aber verldflich und dient haufig dazu, Startwerte fiir
schnellere, aber weniger robuste Verfahren zu liefern. Der Hauptnachteil liegt
darin, daf} eine Verallgemeinerung auf Systeme nicht auf offensichtliche Weise
moglich ist.

bop = b1
.
an T

3 = by

$1:b2:b3

Abb. 5.7. Bisektion

Beispiel 5.21. Als Illustration wird die Nullstellenaufgabe aus Beispiel 5.7
diskutiert: Man soll die Nullstelle z* € [0, 2] der Funktion f(z) = 2% — 2 — 1
berechnen. Die Bisektion mit ag = 0, by = 2 liefert die Resultate in Tabelle
54. A

Per Konstruktion halbieren sich die Intervalle, die eine Nullstelle einschliefen,
und damit der Fehler pro Schritt. Das Verfahren hat also die Ordnung p = 1.

5.5.2 Das Newton-Verfahren

Zur Losung des Problem, fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: R — R
eine Nullstelle

f(@*) =0
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Tabelle 5.4. Bisektion

k ax by Tk by — ak f (k)

0 | 0.00000 | 2.00000 | 1.00000 | 2.00000 | —1.00000
1| 1.00000 | 2.00000 | 1.50000 | 1.00000 8.89062
2| 1.00000 | 1.50000 | 1.25000 | 0.50000 1.56470
3| 1.00000 | 1.25000 | 1.12500 | 0.25000 | —0.09771
4 | 1.12500 | 1.25000 | 1.18750 | 0.12500 0.61665
5| 1.12500 | 1.18750 | 1.15625 | 0.06250 0.23327
6 | 1.12500 | 1.15625 | 1.14062 | 0.03125 0.06158
7| 1.12500 | 1.14062 | 1.13281 | 0.01562 | —0.01958
8| 1.13281 | 1.14062 | 1.13672 | 0.00781 0.02062
9| 1.13281 | 1.13672 | 1.13477 | 0.00391 0.00043
10| 1.13281 | 1.13477 | 1.13379 | 0.00195 | —0.00960

zu finden, sei diesmal auf die Idee aus Bemerkung 5.6 zuriickgegriffen. Geméfl
der Strategie aus Abschnitt 5.3 soll eine geeignete Iterationsfunktion @ so
konstruiert werden, daf3 die Fixpunktiteration

Tpr1 = P(xk) (5.41)

moglichst schnell gegen einen Fixpunkt x* von @ konvergiert, der Nullstelle
von f ist. Um die Konvergenzordnung p = 2 zu realisieren, mufl ¢ wegen
(5.28) ¢'(z*) = 0 erfiillen.

Ansatz:
Bemerkung 5.6 folgend sei @¢(z) = = — g(x) f(z). Wegen

P(z") =1-g' (") f(a") = g(@") f'(x") = L = g(a") f'(z"),
ergibt sich

IlokY %) = 1
P'(z*) =0 < g(z") )
Falls also f(z*) = 0 und f/(z*) # 0 gilt, ist
__f@)
b(r)=x— @) (5.42)

in einer Umgebung von x* so konstruiert, dafl (5.41) lokal quadratisch kon-
vergiert. Die Iteration (5.41) lautet in diesem Fall

Tpyp1 =T — ;/((Z’;)), k=0,1,2,.... (5.43)

Dies ist das klassische Newton-Verfahren fiir eine skalare Gleichung.
Mit Hilfe der Taylorentwicklung kann man eine genaue Spezifikation des
Terms O(||zx — x*||?) in (5.28) herleiten.
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Satz 5.22. Sei f zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung
U = (a,b) von x*, und es gelte f(x*) =0, f'(x*) # 0. Dann gilt
fir xp € U und x41 1= ) — f,(m)'“) :

1)

T = S i)

T — ), & e, (5.44)

also ist das Newton-Verfahren lokal quadratisch konvergent.

Beweis. Wir benutzen die Taylorentwicklung

F(@) = Fan) + (o — 2 f (@) + 5 (0 — 277" ().
Einsetzen von x = z* liefert
0= f&") = flan) + (" — ) m) + 3 (2" — )" (&) (€ € V),

und damit

f(ry) T . o ["(€k)
f/(xk) + Xk 2( k) f/(xk)

Wegen der Definition von xj41 erhélt man hieraus

2 [ (k)
f'(wk)

und damit das Resultat in (5.44). O

* 1 *
Tpy1 —x* = 5(33 — T)

Beispiel 5.23. In der Nullstellenaufgabe aus Beispiel 5.7 soll die Nullstelle
x* € [0,2] der Funktion f(z) = 2® — 2 — 1 berechnet werden.
Das Newton-Verfahren 5.43 ergibt in diesem Fall

6
T, — T —1

5.45
6z — 1 (5-45)

LTk4+1 = Tk —

Einige Resultate sind in Tabelle 5.5 zusammengestellt (vgl. auch Tabelle 5.4,
Tabelle 5.1). Wegen der lokalen Konvergenz des Newton-Verfahrens muf der
Startwert xg hinreichend gut sein. Die Resultate in der zweiten Spalte zeigen,
dal xyp = 0.5 diese Bedingung nicht erfiillt. In der vierten Spalte sind die
Resultate fiir die Fehlerschitzung (5.37) dargestellt. A

Was passiert eigentlich, wenn man auf einem Taschenrechner die Quadratwur-
zeltaste driickt?

Beispiel 5.24. Man berechne +/a fiir ein a > 0. y/a ist offensichtlich Lésung
von

f(x):=2®>—a=0.
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Tabelle 5.5. Newton-Verfahren

k |xo = 0.5,z wie in (5.45) ||zo = 2,zx wie in (5.45) | Tpt1 — Tk
0 0.50000000000000 2.00000000000000 —3.19e—01
1 —1.32692307692308 1.68062827225131 —2.50e—01
2 —1.10165080870249 1.43073898823906 —1.76e—01
3 —0.92567640260338 1.25497095610944 —9.34e—02
4 —0.81641531662254 1.16153843277331 —2.52e—02
5 —0.78098515830640 1.13635327417051 —1.62e—03
6 —0.77810656986872 1.13473052834363 —6.39e—06
7 —0.77808959926268 1.13472413850022 —9.87e—11
8 —0.77808959867860 1.13472413840152 0.00e+-00
9 —0.77808959867860 1.13472413840152 —

Das Newton-Verfahren (5.43) ergibt in diesem Fall nach einfacher Umformung

1 a
== —). 5.46
Th+1 B (-’17]@ + xk) ( )
Obgleich bisher im Zusammenhang mit dem Newton-Verfahren stets von lo-
kaler Konvergenz die Rede war, stellt man hier fest, dafi (5.46) fiir jeden
positiven Startwert xg > 0 konvergiert. Sei ndmlich xy > 0 beliebig, dann
folgt aus

1 1
xkﬂ—\/a:Q(wk—&—;)—\/&:m(gﬁk—\/ﬁfzo falls x, > 0,

dafl xp > /a fiir alle k > 1 gilt. Damit ergibt sich

0§$k+1—\/5=%xk;7\/6($k—\/5)§%(l‘k—\/a) fir k>1,

k

also wird der Fehler in jedem Schritt mindestens halbiert. Fiir a = 2 und
zo = 100 erhélt man z. B. die Resultate in Tabelle 5.6.

Man sieht die Halbierung des Fehlers bis etwa £ = 6. Dann setzt die quadrati-
sche Konvergenz ein, wobei pro Schritt die Anzahl der korrekten Stellen etwa
verdoppelt wird. Auch erst dann ist die Fehlerschitzung x4 — xj sinnvoll.

A

Geometrische Deutung und Konvergenz

Zur Frage der lokalen oder globalen Konvergenz des Newton-Verfahrens
sei zunéchst auf folgende alternative geometrische Herleitung des Newton-
Verfahrens verwiesen.

Man nehme an, z sei eine bereits bekannte Néherung fiir eine Nullstelle
x* von f. Dann gilt

F@) = ) + (o =2 f @) + 50— (&) (547
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Tabelle 5.6. Newton-Verfahren

k Tk Thil — Tk V2 —
0 | 100.00000000000000 | —5.00e4+01 | —9.86e4-01
1 50.01000000000000 | —2.50e+01 | —4.86e+01
2 25.02499600079984 | —1.25e+01 | —2.36e+01
3 12.55245804674590 | —6.20e+00 | —1.11e+01
4 6.35589469493114 | —3.02e4-00 | —4.94e+00
5 3.33528160928043 | —1.37e400 | —1.92e+4-00
6 1.96746556223115 | —4.75e—01 | —5.53e—01
7 1.49200088968972 | —7.58e—02 | —7.78e—02
8 1.41624133202894 | —2.03e—03 | —2.03e—03
9 1.41421501405005 | —1.45e—06 | —1.45e—06

10 1.41421356237384 — —7.45e—13

In einer kleinen Umgebung von xj, ist die Tangente

T(x) = f(xx) + (x — xx) f'(x1)

von f an der Stelle zj eine gute Niherung von f. Falls zj, eine gute Niherung
fiir «* ist, erwartet man daher, daf§ die Nullstelle von T'(x) (die existiert,
wenn f'(z) # 0 gilt) eine gute Nidherung an die Nullstelle z* von f ist.
Die Nullstelle der Tangente wird als neue Ann&herung 41 genommen, vgl.
Abb. 5.8. Unter der Voraussetzung f'(zx) # 0 erhélt man

f(zy)
f'(xx)’

T(:I;’k+1) =0 & Tkl = T —

also das Newton-Verfahren.
Dem Motto

okannst Du das schwierige Problem, die Bestimmung einer
Nullstelle einer nichtlinearen Funktion, nicht auf Anhieb lésen,
ziehe Dich auf die wiederholte Losung einfacherer Probleme,
der Losung linearer Gleichungen, zuriick*.

werden wir noch héufiger im Zusammenhang mit dem Namen , Newton“ be-
gegnen.

Diese geometrische Interpretation gibt einigen Aufschluf} iiber das Kon-
vergenzverhalten. Einerseits zeigt sich, dafl man im allgemeinen nicht mehr
als lokale Konvergenz erwarten kann. Im Beispiel in Abb. 5.9 ist es klar, dafl
die Methode divergiert. Andererseits zeigt sich auch (siehe Abb. 5.10), warum
im Beispiel 5.24 Konvergenz fiir alle positiven Startwerte xy vorliegt. Mit
der geometrischen Interpretation 148t sich auch das Konvergenzverhalten in
Beispiel 5.23 erkléren.

Bemerkung 5.25. Falls f eine mehrfache Nullstelle hat, d. h.

fla)y=...=fm V@) =0 fm)#£0, (5.48)
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T(z)

Tk Tk+1 Th+2

Abb. 5.8. Newton-Verfahren

Y

f(z)=nz

Abb. 5.9. Newton-Verfahren

liegt im allgemeinen keine quadratische Konvergenz vor. Man kann sie aber
durch die Modifikation

Thpl = T — M f(ry)
f'(zk)
wieder retten. Natiirlich ist m in der Praxis meist nicht bekannt. A

5.5.3 Newton-idhnliche Verfahren
Sekanten-Verfahren

Fiir das Takter-Problem in Beispiel 1.2 scheint das Newton-Verfahren zunéchst
weniger gut geeignet, da es zusétzlich zu der ohnehin in diesem Fall schon auf-
wendigen Funktionsauswertung auch noch die Auswertung der Ableitung ver-
langt. Dem kann man folgendermaflen abhelfen. Beim Newton-Verfahren wird,
ausgehend von xy, die Funktion f durch die Tangente im Punkt (xg, f(zk))
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Y

fx)=2%—-a

xo

—a

Abb. 5.10. Newton-Verfahren (vgl. Beispiel 5.24)

ersetzt. Beim Sekanten-Verfahren wird, ausgehend von xj, und xy_1, die Funk-
tion f durch die Gerade durch die Punkte (xi—_1, f(xx—1)), (2, f(x)) (eine
sogenannte Sekante) ersetzt:

Die Nullstelle dieser Gerade, die existiert falls f(z) # f(zr+1) gilt, wird als
neue Niherung xy41 genommen:

S(Ik+1) =0.

Dies ergibt

Tp—1f(xr) — o f(@p—1)
f(@r) — f(r-1)

=z — f(an) (M) .

Tk41 =
(5.49)

Man beachte, dafl bei diesem Verfahren die Berechnung von f’ vermieden wird.
Man kann zeigen, daf§ das Sekantenverfahren lokal von der Ordnung

p=1.6

konvergiert. Da es pro Schritt jedoch nur eine Funktionsauswertung benétigt,
ist es insgesamt effizienter als das Newton-Verfahren, falls die Auswertung
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OB

Tp—1 Tk Tg+2 Th+1

Abb. 5.11. Sekanten-Verfahren

von [’ etwa so teuer wie die Auswertung von f ist. Allerdings benétigt man
zwei Startwerte!

Beispiel 5.26. Fiir das Problem aus Beispiel 5.7 liefert die Sekanten-Methode
die Resultate in Tabelle 5.7. Die Werte in der dritten Spalte ergeben wegen

Tabelle 5.7. Sekanten-Methode

Tk Tk+1 — Tk
2.00000000000000 |—1.00e+00
1.00000000000000 1.61e—02
1.01612903225806 1.74e—01
1.19057776867664 | —7.29e—02
1.11765583094155 1.49e—02
1.13253155021613 2.29e—03
1.13481680800485 | —9.32e—05
1.13472364594870 4.92e—07
1.13472413829122 1.10e—10
1.13472413840152 —

© 00O Ui W~ O &

(5.37) eine Fehlerabschiitzung. Diese Resultate zeigen, dafi die Konvergenz
(asymptotisch) wesentlich schneller ist als bei der Fixpunktiteration zg41 =
P (xy) (siche Tabelle 5.3), wo p = 1 gilt. Andererseits ist die Konvergenz
langsamer als beim Newton-Verfahren (siche Tabelle 5.5) mit p = 2. A

Regula-Falsi

Die Regula-Falsi-Methode ist eine Mischung der Bisektion und des Sekanten-
Verfahrens. Man nehme an, wie bei der Bisektion, es seien Werte ag < bg
bekannt mit

f(ao)f(bo) <O.
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Statt der Mitte des Intervalls (d. h.zg = %(ao + by)) wird bei der Regula-Falsi
xg, wie in (5.49), iiber die Sekante durch die Punkte (ag, f(ao)), (bo, f(bo))
bestimmt (vgl. Abb. 5.12):

ao f(bo) — bof(ao)
f(bo) — flao)

Man wihlt nun ein neues Intervall [aq, b1] = [ag, zo] oder [a1, b1] = [xo, bo], sO
daB f(a1)f(b1) <0 gilt, usw.:

Algorithmus 5.27. Gegeben ag < by mit f(ag)f(bo) <O.
Fir £k=0,1,2,... berechne:
_ arf(br)—bif(ak
o o= RN f).
e Setze
Ak+1 = Qf, bk+1 = Tk falls f(:vk)f(ak) S O

ap+1 = Tk, brpy1 =0br sonst.

AY

x1 = ag
: by = by = by

Abb. 5.12. Regula-Falsi

8

Es ergibt sich, dafl
x* € (ag,by) fiir alle & und ay — 2™ oder by — ™ fiir k — oo.

Wegen z* € (ag, bi) ist die Methode sehr zuverléssig. Die Konvergenz ist im
allgemeinen schneller als bei der Bisektion, aber die Konvergenzordnung ist
dieselbe: p = 1.
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5.5.4 Zusammenfassende Hinweise zu den Methoden fiir skalare
Gleichungen

Einige zusammenfassende Bemerkungen:

e Mit der Problemstellung ist oft ein f : R — R vorgegeben, fiir das f(z) =0
zu l6sen ist. Ein moglicher Losungsansatz ist die Fixpunktiteration mit ei-
ner dazu geeignet zu konstruierenden Iterationsfunktion @, etwa gemifl
Bemerkung 5.6. Im allgemeinen hat das Fixpunktverfahren nur die Kon-
vergenzordnung p = 1.

e Das Newton-Verfahren ist jedoch ein Beispiel dieses Ansatzes, das, wenn
f'(z*) # 0 gilt, die Konvergenzordnung p = 2 hat.

e Eine Fixpunktiteration (z. B. die Newton-Methode) ist im allgemeinen nur
lokal konvergent, d. h., der Erfolg der Iteration hingt wesentlich vom Start-
wert ab. Zur Wahl des Startwertes spéter mehr.

e Bisektion und Regula-Falsi sind sehr zuverldssige Methoden. Die Konver-
genzordnung dieser Methoden ist jedoch nur p = 1.

e Das Sekanten-Verfahren ist eine effiziente Variante des Newton-Verfahrens,
wobei die Berechnung der Ableitung f’ vermieden wird. Die Konvergenz-
ordnung dieser Methode ist p = 1.6.

e Wenn die Konvergenzordnung des Lisungsverfahrens bekannt ist, stehen
einfache Fehlerschitzungsmethoden zur Verfiigung (siehe (5.36), (5.37)).

5.6 Das Newton-Verfahren fiir Systeme

Wie schon in Abschnitt 5.1 angedeutet wurde, ist der Fall nichtlinearer Glei-
chungssysteme von besonderer Bedeutung. In diesem Abschnitt geht es also
sozusagen um den ,, Ernstfall“, ndmlich um das Newton-Verfahren zur Losung
des Gleichungssystems

flx)=0, (5.50)

wobei f : R" — R™ (fur n > 1) eine zweimal stetig differenzierbare vektor-
wertige Funktion ist.

5.6.1 Grundlagen des Newton-Verfahrens

Fiir Gleichungssysteme leitet man das Newton-Verfahren am bequemsten {iber
eine zu Abschnitt 5.5.2 analoge geometrische Interpretation her: Um Indizes
fiir Vektorkomponenten vom Iterationsindex zu unterscheiden, sollen im fol-
genden hochgestellte Indizes stets den jeweiligen Iterationsschritt anzeigen:

b = (2f, .. k)T e R
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Taylorentwicklung der Komponente f; um z* ergibt
= Ofi(a*) .
filz) = fia®)+) Tj(xrx;mo (lz—2%2), i=1,2,...n. (5.51)
j=1

Mit der iiblichen Bezeichnung
Ofi(z) .. Ofi(x)
oxq Oxy,
ra=| '

afn(z) .. afn(z)
oxq Oxy,

fiir die Jacobi-Matrix von f kann man (5.51) in folgender Relation zusam-
menfassen:

fl@) = f(a") + f' (") (@ = 2*) + O (||lz — 2"|3) . (5.52)

Statt nach einer Nullstelle von f zu suchen, bestimmt man nun die Nullstel-
le z**! der linearen Néiherung von f in 2¥, d.h.des Taylorpolynoms ersten
Grades:

0= f(a®) + f/(aF) (2" — 2F). (5.53)

Falls f” in z* nicht-singulir ist, erhilt man aus (5.53)
af =gk — (f'(@) 7 (), (5.54)

Dies ist offensichtlich das vektorwertige Analogon zur skalaren Newton-
Tteration (5.43).

Bei der numerischen Durchfithrung des Newton-Verfahrens fiir Systeme
muB die Berechnung der Inversen von f'(z*) vermieden werden, weil dies
bekanntlich aufwendiger als die Losung des Gleichungssystems ist! Die Kor-
rektur s¥ = —(f/(2*))~1 f(«*) ist gerade die Losung des Gleichungssystems
f(z*)s* = — f(2*). Man geht also folgendermafien vor:

Algorithmus 5.28 (Newton-Iteration).

Gegeben: Startwert z°.

Fir £=0,1,2,...:

e Berechne f(z%), f/(z%)
e [o6se das lineare Gleichungssystem in s

f(ah)st = —fah). (5.55)

e Setze (Newton-Korrektur)

k

bl =gk 4 sk (5.56)
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Zur Losung von (5.55) verwendet man ein Verfahren aus Kapitel 3, etwa LR-
oder QR-Zerlegung.

Bemerkung 5.29. Das Newton-Verfahren fiir Systeme 148t sich natiirlich im-
mer noch als Fixpunktiteration

M= ("), mit P(z) =2~ (f(2)) f(2)
auffassen. A
Beispiel 5.30. (vgl. Beispiel 5.13) Lose

fi(z1,22) =6x; —cosx; —2x9 =0,
fo(z1,29) =8xo — mlxg —sinz; =0.

f,(m):( 6 + sin x; -2 )

facg —cosxy 8 —2x1To

(-0

ergibt sich f(20) = (Bl) und

ra=(53):

Man erhilt

Fiir den Startwert

Wegen (5.55) hat man

zu 16sen. Man erhélt

und somit als neue Ndherung

1/8
1_.0 o_ L
T =z +s-46<1>. A

Wie im skalaren Fall erwartet man, dafl das Newton-Verfahren (lokal) quadra-
tisch konvergiert. Um diese Konvergenz streng mathematisch zu garantieren,
bendétigt man allerdings eine Reihe von Voraussetzungen, unter anderem an
den Startwert z¥, die in der Praxis meist leider schwer oder gar nicht iiber-
priifbar sind. Um den Typ solcher Voraussetzungen und das Konvergenzver-
halten des Newton-Verfahrens zu verdeutlichen, formulieren wir eine einfache
Variante eines solchen Satzes.
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Satz 5.31. Sei 2 C R™ offen und konvez, f: 2 — R"™ eine stetig
differenzierbare Funktion mit invertierbarer Jacobimatriz f'(x) fir
alle x € 2. Sei 3, so dafs

[(f(x)"H I < B fir alle x € 1. (5.57)

Ferner sei f'(x) auf 2 Lipschitz-stetig mit einer Konstanten =,
d. h.,
1f' (@) = Wl <Allz —yll, 2,y € 2. (5.58)

Weiterhin existiere eine Losung * von f(x) =0 in 2. Der Start-
wert 20 erfiille 2° € K (z*) == {z € R" | ||2* — z|| < w} mit w
hinreichend klein, so dafi K, (z*) C §2 und

<2 (5.59)

w< — . .
By

Dann bleibt die durch das Newton-Verfahren definierte Folge

{a*}22 ) innerhalb der Kugel K, (z*) und konvergiert quadratisch

gegen x*:

et ot < Tt 2 k=02 (560)

Beweis. Wegen (5.54) und f(z*) = 0 hat man fiir 2% € §2:

)
= a® —a = (f'(@")7 [f(zx) = f(2")] (5.61)
= (@) [f@@") = f@@h) = f'(@") @ —ah)].

Wegen (5.57) gilt somit
[ — 2| < Bl f(2*) = f(2*) = f'(z")(@" =) (5.62)

Man hat also Ausdriicke der Form || f(z) — f(y) — f'(y)(x — y)|| abzuschitzen.
Hierzu setze ¢(t) = f(y + t(x — y)) fir z,y € 2, t € [0,1] und beachte,
da ¢(1) = f(x), ¢(0) = f(y). Nach Voraussetzung ist ¢ ferner auf [0, 1]
differenzierbar fiir jedes =,y € (2, und die Kettenregel ergibt

¢'(t) = f'ly+tx—y) (x—y).
Also gilt wegen (5.58)
16°(t) = &' (Ol = I[f'(y + t(z — ) = £ (W@ = )|
|

<|f'ty+tlx—y) =Wz -yl (5.63)
< Atllz -yl
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Da ferner
1
f@) = fy) = f'()(@ —y) = 6(1) — ¢(0) — ¢'(0) = /O ¢'(t) — ¢'(0) dt,

folgt aus (5.63)

1
v

1£@) = 1) = P =)l <slo =yl [ 1at=Jha =yl .04

Wegen (5.62) ergibt sich hieraus
k+1 * ﬂ’}/ * k|2

1277 = 2| < =~ fla” = 2% (5.65)

Dies ist bereits die quadratische Konvergenzrate. Man muf3 noch zeigen, dafl

fiir alle k die Ungleichung ||z* — 2*|| < w gilt. Da dies nach Voraussetzung

fiir k£ = 0 gilt, bietet sich vollstdndige Induktion an. Man nehme also an, dafl
|k — 2*|| < w gilt. Wegen (5.65) folgt dann

W
leH+ — o) < DY e — ke — k) < 2220
2 2
Daw < %, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 5.32.

a) Die Parameter $ und 7 sind durch das Problem gegeben. Damit (5.59)
gilt, wird eine gentigend gute Startndherung benétigt, um Konvergenz zu
sichern.

b) Man kann unter obigen Voraussetzungen auch zeigen, dafl z* in der Kugel
K, (z*) sogar die einzige Nullstelle ist, denn ist x** eine weitere Losung,
ergibt sich mit (5.64)

lz™ — 2| = [|(f" @) T f @) = @) = (@) (@™ = 2]

< %III** — [ fl™ = 2],
~—_———
<1

Da daraus fiir ||z** — 2*|| # 0 die Ungleichung ||z** — 2*|| < ||z** — 2*||
folgen wiirde, schliefit man x** = x*.

Es gibt Varianten des obigen Satzes, die schwéchere Voraussetzungen benut-
zen, allerdings auch sehr viel aufwendigere Beweise verlangen. Insbesondere
mufl man die Existenz einer Losung z* nicht voraussetzen, sondern kann sie
schlieBen. Entsprechende Forderungen an f’ und den Startwert 20 sind aller-
dings stets vom obigen Typ.

Fiir das Newton-Verfahren fiir Systeme kann man die Fehlerschétzung
(5.40) benutzen. Wie beim skalaren Fall ist dies erst sinnvoll, sobald die qua-
dratische Konvergenz eingesetzt hat.
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Beispiel 5.33. Wir 1osen das nichtlineare Gleichungssystem aus Beispiel 5.2
mit dem Newton-Verfahren. Fiir n = 60 ergibt sich das Gleichungssystem

fi(l'hl'g,...,xgo)zo, Z.:].,Q,...,607

wobei
fi(fEl,l’Q, . 7{,['60) =x; + i ZCOS (w)x? — 9.

Fiir die Jacobi-Matrix erhilt man
1 (=5 2 g o
_ Ofile) _ ) 14 35¢08 (ﬁ)l‘ fiir i = j

(f/(x))zyj T Ox 1 cos (w)ﬁ fiir 4 # 5.

20 3600

In jedem Iterationsschritt des Newton-Verfahrens werden

die Jacobi-Matrix f’(z*) und der Funktionswert f(z*) berechnet,
das lineare Gleichungssystem f’(z%)s* = —f(2*) iiber GauB-Elimination
mit Spaltenpivotisierung gelost,

o zFtl = zF 4 % berechnet.

Die Ergebnisse fiir den Startwert 20 = (2,2,...,2)7 sind in Tabelle 5.8 auf-
gelistet.

Tabelle 5.8. Newton-Verfahren

k| fES]2 | 2 — a®]la
5.87e+01 | 4.75e+00
1.50e+01 | 2.31e+00
2.52e+00 | 5.78e—01
1.31e—01 | 3.32e—02
4.10e—04 | 1.05e—04
4.09¢—09 | 1.05e—09
2.5le—15 —

UL W= O

Die dritte Spalte zeigt die Fehlerschiitzung (5.40). Das berechnete Resultat 2°
ergibt eine Néherung der Losung u der Integralgleichung 5.4 in Beispiel 5.2
an den Gitterpunkten ¢;:

1
2 i =1,2.....60.
60 )’ Z y“~H b

Diese Nidherung der Funktion u(z), z € [0, 1], ist in Abbildung 5.13 dargestellt.
A
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1.15

1.1+ + !

1.05 - +F -
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Abb. 5.13. Numerische Losung der Integralgleichung (5.4)

5.6.2 Hinweise zur praktischen Durchfiihrung des
Newton-Verfahrens

Bei der praktischen Umsetzung des Newton-Verfahrens stellen sich insbe-
sondere folgende Problemfelder: die oft aufwendige Berechnung der Jacobi-
Matrix, die Losung der dabei entstehenden Gleichungssysteme und schliellich
die Wahl eines geeigneten Startwertes. Wir werden im folgenden diese Punkte
kurz ansprechen.

Das vereinfachte Newton-Verfahren

In realistischen Anwendungen liegt der aufwendigste Teil der Rechnung oft in
der Auswertung der Jacobi-Matrix f’(z*). Deshalb hat man eine Reihe von
Aufdatierungstechniken entwickelt, die ausniitzen, dafl sich die Jacobi-Matrix
nicht zu abrupt dndert. Die Behandlung dieser Methoden wiirde jedoch den
gegenwirtigen Rahmen sprengen. Néheres zu diesem Thema findet man zum
Beispiel in [OR].

Wir begniigen uns hier mit einer einfachen Strategie. Falls f’ sich nicht
stark dndert, kann man folgendermaflen vorgehen:

e Aufstellen der Jacobi-Matrix im ersten Schritt f’(z?).
e Statt f/(z*) in (5.55) verwende f’(z°), d.h.,
f/(xO)sk _ —f(xk), xk—i—l _ l'k + sk
fiir k= 0,1,2,. ...

Dadurch geht allerdings die quadratische Konvergenz verloren. In der Pra-
xis verwendet man daher eine Mischform, wobei man f’ nach etwa 3 bis 5
Schritten erneuert.
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Auswertung der Jacobi-Matrix

In vielen Féllen ist die Jacobi-Matrix nicht oder nur unter grofem Aufwand
in geschlossener Form berechenbar. Statt der Ableitungen

Ofi(x*)
830.7-

verwendet man daher numerische Differentiation, indem man die Ableitungen
etwa durch Differenzenquotienten

ofi(x) _ fi(z+he) — fi(x)
8.1‘]‘ - h ’

ersetzt, wobei e/ der j-te Basisvektor ist. Die Gréfe von h hiingt von der spezi-
ellen Aufgabe ab. Allgemein wird ein zu grofles h die Genauigkeit der Approxi-
mation von f’(z*) und damit ebenfalls die Konvergenz der Newton-Iteration
beeintrichtigen. Ein zu kleines h birgt hingegen die Gefahr der Ausléschung.
Die Frage, dies abzuwégen, wird in Abschnitt 8.2.6 nochmals aufgegriffen.

Wahl des Startwertes

Aus Satz 5.31 148t sich bereits ersehen, daf die klassischen theoretischen Er-
gebnisse keine wirklich praxistaugliche Hilfe bieten, die aufgrund der lokalen
Konvergenz notwendigen guten Startwerte zu wihlen. Wir deuten im folgen-
den kurz drei mogliche Strategien an, Konvergenz zu begiinstigen oder gar zu
sichern.

Die Erste ist fast selbstverstindlich. Soweit wie moglich wird man sich bei
der Wahl des Startwertes durch Hintergrundinformation leiten lassen. Dies
héngt naturgemifl vom konkreten Fall ab, so dafl dies anhand eines Beispiels
erlautert wird.

Beispiel 5.34. Wir untersuchen das Problem aus Beispiel 5.1 fiir die Punkt-
massen m; = 10, my = 13, m3z = 6 mit den Koordinaten (z1,y1) = (—3,0),
(x2,92) = (2,0) und (z3,y3) = (0,4). Zur Analyse der Existenz und Eindeu-
tigkeit einer Losung des Systems (5.2), (5.3),

3
B m;(z; — x) B
fila,y) = ; (e (5.66)
N mi(yi — y) -
fwy) =3 : —0 (5.67)
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148t sich ausnutzen, dafl die Funktion f der Gradient einer skalaren Funktion,
des Potentials
m;

3
Vizy) = ; (i — )% + (yi — y)?)'/2

i=1

(5.68)

ist. Fiir fi, fo aus (5.66), (5.67) gilt ndmlich
fl (CE, y))
=VU(x,y).
(f2 (1‘7 y) ( y)
Also ist (z*,y*) Losung des Systems (5.66), (5.67) genau dann, wenn (z*, y*)
ein lokales Minimum, lokales Maximum oder ein Sattelpunkt des Potentials

U ist. In Abb. 5.14 sind einige Niveaulinien (mit Werten zwischen 5 und 20)
des Potentials U dargestellt.

Abb. 5.14. Niveaulinien des Potentials U

Aus diesem Bild erkennt man, dafl U zwei Sattelpunkte und keine lokalen Ma-
xima oder Minima hat. Das System (5.66), (5.67) hat also genau zwei Losun-
gen. Zur Bestimmung dieser beiden Losungen mit Hilfe des Newton-Verfahrens
konnen wir der Abb. 5.14 verniinftige Anfangsniherungen entnehmen, z. B.
(2°,y°) = (—0.8,0.2) bzw. (2°,4°) = (0.5,2.2). Mit diesen Startwerten erhélt
man mit dem Newton-Verfahren die Ndherungen in den Tabellen 5.9 und 5.10.
Die gewéhlten Startwerte fithren also zu schneller Konvergenz. Sie liegen in
der Nahe der Losungen. A

Kann man aus den verfiigbaren Informationen keine gute Startndherung er-
mitteln, so kann man oft mit Homotopieverfahrenzu einer Losung gelangen.
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Tabelle 5.9. Newton-Verfahren

199

k " y" I @*, ") 2|1, 4*) = @y D
0[—0.800000000000000/0.200000000000000| 3.25e—01 1.31e—01
1/—0.697601435074387(0.281666888630281| 1.03e—02 4.45e—03
2|—0.694138545697644[0.284468076535443| 1.09¢—05 4.09e—06
3|—0.694134676058600|0.284469396792393| 9.67e—12 4.57e—12
4]1—0.694134676055255(0.284469396789285| 2.02e—16 -
Tabelle 5.10. Newton-Verfahren

k a* y* I @, y") 2|11, y%) = (" y* ) |l
0/0.5000000000000000|2.200000000000000| 1.87e¢—01 6.32e—02
1/0.4803549525148845(2.260066598359946| 4.51e—03 2.27e—03
210.48258113822118862.259618040348963| 4.01e—06 1.75e—06
310.4825819025667199(2.259619618799409| 3.13e—12 1.59e—12
410.4825819025657873(2.259619618798127| 3.33e—16 -

Dabei wird durch einen Problemparameter oder durch einen kiinstlich ein-
gefiihrten reellen Parameter p aus einem System von nichtlinearen Gleichun-
gen eine Familie von Problemen

F(z,u)=0

definiert. Etwa im Falle von Beispiel 5.2 kann man z. B. die Familie

ui+hYy_cos(titj)ul —2=0, i=12... (5.69)

» T,
Jj=1

mit 1 < p < 3, definieren. Fiir g = 1 ist das Problem (5.69) linear, und man
hat keine Schwierigkeiten beziiglich der Wahl des Startwerts. Die berechnete
Losung u,, kann dann als Startwert fiir ein ,,benachbartes“ Problem (5.69)
mit g > pp verwendet werden. Wenn man den Abstand pq — g ,,klein genug*
wahlt, kann man damit rechnen, dafl u,, ein ausreichend genauer Startwert
fiir das Problem (5.69) mit ¢ = p1 darstellt. Die berechnete Losung u,,, kann
dann als Startwert fiir ein weiteres Problem (5.69) mit po > py verwendet
werden, usw. Auf diese Weise hangelt man sich bis y = 3 vor. Bei vielen
Problemen 18t sich ein natiirlicher Problemparameter identifizieren, der als
Homotopieparameter verwendet werden kann.

Die dritte Strategie hat allgemeingiiltigeren Charakter und ist in jeder mo-
dernen Software zum Umfeld des Newton-Verfahrens enthalten. Sie zielt nicht
primér auf die Startwertwahl ab, sondern versucht das Konvergenzverhalten
zu ,globalisieren*, indem man das Verfahren modifiziert. Aufgrund der Wich-
tigkeit dieser Strategie wird sie im folgenden Abschnitt gesondert diskutiert.
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Das gediampfte Newton-Verfahren

Bei der Newton-Methode fiir eine skalare Gleichung liefert der Korrektur-
schritt s* = —f(2*)/f/(«*) eine Richtung, in welcher die Funktion abnimmt.
Oft ist es giinstiger, nur einen Teil des Schrittes in diese Richtung zu machen
— manchmal ist Weniger mehr —, d. h., man setzt

AR LS Ve (5.70)

fiir ein passendes A = A\, 0 < A <1 (sieche Abb. 5.15).

Abb. 5.15. gedimpftes Newton-Verfahren z**1 = 2% + As®, 0 < X < 1.

Wir zeigen nun, wie man diesen Grundgedanken auf den Fall f : R — R"™,
n > 1, iibertragen kann. Sei z* eine bekannte Anniherung einer Nullstelle
x* der Funktion f und s¥ = —f/(2*)~! f(2*) die Newton-Korrektur. Da man
f(x) = 0 anstrebt, ist ein Ma# fiir die Abweichung von z* von der Losung die
Grofle des Residuums

IF I,

wobei || - ||| eine geeignete Norm ist. Man versucht dann in z*+! := 2% 4+ \s*
den Parameter A\ so zu wihlen, daf3

£ DI < L) (5.71)

gilt. Was bedeutet nun ,,geeignete Norm*“? Sei A € R™*" eine regulire Matrix.
Dann ist das Nullstellenproblem f(z) = 0 dquivalent zu

fa(z) :=Af(x)=0. (5.72)

Wenn A eine Diagonalmatrix ist, kann man die Multiplikation mit A als eine
Neuskalierung des Gleichungssystems interpretieren. Wie man leicht sieht, ist
das Newton-Verfahren affin-invariant: Fiir gegebenes x° € R" ist die New-
tonfolge

T =2k — (2" fae®), k=012,
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unabhingig von A. Entsprechend verlangen wir, dafl der Monotonietest (5.71)
affin-invariant ist. Fiir den einfachen Test

IF @D 2 < 1f (@)1l

ist dies nicht der Fall. Ein Test von der Form

£ @) @D < 1/ @) @] (5.73)

wobei Z vorgegeben ist, ist jedoch affin-invariant. Ein einfach ausfithrbarer
Test ergibt sich fiir # = x*. Die rechte Seite in (5.73) enthilt dann gerade
die Newton-Korrektur s*. Die linke Seite erfordert die Losung eines weiteren
Gleichungssystems mit der Matrix f’(z*) und der rechten Seite f(z**!). Dies
erfordert nicht viel zusétzlichen Aufwand, falls eine LR- oder QR-Zerlegung
von f’(z¥) vorliegt. Man kann das in (5.73) benutzte Maf, mit & = z*, als
eine gewichtete Norm

>

llzlle == £ ") 2l , 2 €RY, (5.74)

interpretieren, wobei die Wichtung von k abhéngt.

Das folgende Lemma zeigt, dal mit einem geeigneten Wert des Dédmpfungs-
parameters A\ eine Reduktion des Residuums wie in (5.71) realisiert werden
kann.

Lemma 5.35. Sei 2% € R”, zF £ 2*, gegeben, f in einer Umgebung von z*

zweimal stetig differenzierbar und f'(z*) requlir. Sei s* = —f'(x®)=1f(2*),

Pt =2k 4 AsF und || - |||x wie in (5.74). Dann existiert A € (0,1), so dafs
G < 1F @) - (5.75)

Beweis. Sei B := f'(z*)~!, fz(z) := Bf(z) und g : R" — R definiert durch
9(x) = fe(@)" fo() = |f (") F@)5 = I/ @) -
Taylorentwicklung der Funktion g liefert
g(@F 4+ Xs%) = g(a*) + A\Vg(a")Ts" + O(N%) (A —0). (5.76)
Wegen Vg(z) = 2f5 ()7 fp(x) und fiy(z) = Bf'(x) erhiilt man
Vg(a*) sk = —2fp(a*)T fp(a") f'(@*) 71 f (")
= —2f(a")TBTBf(z*) = —2|Bf ")} <0

Hieraus und aus (5.76) folgt, daf fiir A > 0 geniigend klein g(x*+\s*) < g(z*)
gilt. U

Obige Erwigungen begriinden das geddmpfte Newton-Verfahren in Abb. 5.16.
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2 k=0

berechne Korrektur

k:=k+1
F(a*)st = — f(a)
Ai=1
Nein Démpfung
Ja
Test . X
k+1 —
x =q r:=x" 4+ As
k > kmax
a Cy:=1-— A Ja
4 Nein
oder Test
f@)lle < CallF@le 7| x:= ix
1 @) e <tol A > Amin
Ja Nein
Abbruch Abbruch

Abb. 5.16. Gedampftes Newton-Verfahren

Bemerkung 5.36. a) Das Verfahren enthilt zwei ineinander geschachtel-
te Schleifen, eine &duflere Schleife bzgl. £ wie beim klassischen Newton-
Verfahren und eine innere bzgl. A = 1, %, i, ..., fiir die Bestimmung des
Dampfungsparameters. Es ist wichtig, beide Schleifen zu begrenzen. Dazu
dienen die Parameter A, und kpax.

b) Es reicht nicht, statt || f(x)||[x < Cxllf(z*)|lx, mit Cy < 1,

£ @)l < [11F ")l

zu testen, da dies wegen Rundungsfehlereinfliissen zu Trugschliissen fithren
kann.

c¢) Die Voraussetzungen fiir das Funktionieren dieser Strategie sind wesent-
lich schwécher als die Forderungen an den Startwert in Satz 5.31. A
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5.7 Berechnung von Nullstellen von Polynomen*

Ist P, ein Polynom,
P,(z) = Zaj:cj ,  an #0, (5.77)
j=0

so haben wir in der Gleichung P,(z) = 0 das klassische Problem vor uns,
die Nullstellen eines Polynoms zu bestimmen. In diesem Abschnitt werden
kurz einige wichtige Techniken zur Bestimmung von (ggf. komplexen) Null-
stellen von Polynomen mit reellen Koeffizienten a; diskutiert. Die Menge aller
Polynome vom Grad n mit reellen Koeffizienten wird mit I1,, bezeichnet.

Deflation

Ist eine Nullstelle z von P,, bekannt, so will man oft noch weitere Nullstellen
von P,, bestimmen und spaltet zu diesem Zweck den linearen Faktor (x—z) ab.
Dieser Prozefl wird Deflation genannt. Seien P, (x) = Z?:o ajz/ und z € R
gegeben. Aus der Beziehung

n—1
Pu(z)=(z—2)P,1(x)+ R, Poa(x)=)» b, ReR, (578
j=0

folgt durch Koeffizientenvergleich:

Qn = bn—la
an—-1 = bn—2 - an—la

ap—2 = bn73 - anf2a

ay = by — zby,

ag = R — Zbo .
Also liefert der folgende Algorithmus eine Faktorisierung wie in (5.78).

Algorithmus 5.37 (Polynomdivision eines linearen Faktors).

Eingabe: Koeffizienten ag,...,a, des Polynoms P,, z € R.
bnfl = an;

Fir j=n—-2,...,0 : bj:aj+1+zbj+1;

R =ag+ zby

Wenn 2z eine Nullstelle von P, ist, mul R = 0 gelten. Sei nun z; eine reelle
Nullstelle des Polynoms P,,. Division von P, durch den Linearfaktor (z — z;)
(Deflation) liefert ein Quotientenpolynom P,_i(xz) = P,(z)/(x — z1) vom
Grade n — 1, dessen Nullstellen die restlichen Nullstellen von P, sind. Zur
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Berechnung der Koeffizienten von P,,_; kann der Algorithmus 5.37 benutzt
werden. Wenn eine reelle Nullstelle zo von P, _1 bekannt ist, kann dieser De-
flationsprozefl wiederholt werden.

Allerdings hat man in der Praxis nur eine numerisch berechnete Annihe-
rung Z; der Nullstelle z; zur Verfiigung, so dal der Algorithmus 5.37 mit
z = Z; (statt z1) durchgefithrt wird. Aulerdem treten bei der Durchfithrung
des Algorithmus 5.37 Rundungsfehler auf. Wegen dieser zwei Effekte sind die
berechneten Koeffizienten Bj von P, _; fehlerbehaftet. Der resultierende Rest
R ist dann im allgemeinen ungleich Null und kann als Rechenkontrolle dienen.
Aufgrund der oft sensiblen Abhéngigkeit der Nullstellen von Stérungen der
Koeffizienten des Polynoms werden die folgenden Nullstellen zunehmend unge-
nauer. Man kann die Genauigkeit haufig verbessern, indem man den aus P,,_1
berechneten Néherungswert Z; von zy als Startwert fiir ein Iterationsverfah-
ren (z. B. die Newton-Methode) benutzt, mit dem man das Nullstellenproblem
P, (z) = 0 fiir das Gesamtpolynom P, 16st. Die durch diese Nachkorrektur be-
rechnete neue (und hoffentlich bessere) Anniherung 25 fiir 25 wird dann in der
Deflation zur Berechnung von P,_s(x) = P,_1(z)/(x — 22) verwendet. Eine
solche Nachkorrektur kann auch zur Verbesserung der weiteren berechneten
Nullstellen, Z3, Zy, . .. , eingesetzt werden.

Beim Newton-Verfahren kann das Abspalten von berechneten Nullstellen
durch den sogenannten Maehly-Trick vermieden werden (vgl. Aufgabe 5.8.17).

Newton-Verfahren fiir komplexe Nullstellen

Das Newton-Verfahren ist auch brauchbar zur Berechnung von komplexen
Nullstellen eines Polynoms. Bei einem Polynom mit reellen Koeffizienten mufl
die Iteration dann natiirlich mit einem komplexen Startwert begonnen werden.

Beispiel 5.38. Das Polynom P3(z) = 2® — 22 + 2 — 1 hat die Nullstellen
1, 72, —2. Die Newton-Methode

zzf:cierkfli szfxiJrl
322 —2rp+1 322 -2z, +1°

Tk+1 = Tk — k':(),l,...,

mit Startwert zg = 0.4 + 0.754 liefert die Resultate in Tabelle 5.11.

Die Resultate in dieser Tabelle zeigen, dafl die Iteranden x; asymptotisch,
d. h. fiir k geniigend grof}, sehr schnell konvergieren (die quadratische Konver-
genz der Newton-Methode) und daf die Fehlerschiitzung |i — x| = |xg+1 — x|
sehr gut ist, sobald die quadratische Konvergenz eingesetzt hat.

Die Bairstow-Methode

Mit der Bairstow-Methode kann bei der Bestimmung von komplexen Null-
stellen eines reellen Polynoms das Rechnen mit komplexen Zahlen vermieden
werden.
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Tabelle 5.11. Newton-Verfahren fiir eine komplexe Nullstelle

Tk i — k| ||ze41 — i
0.40000000000000 + 0.75000000000000 % 4.72e—01 | 7.74e—01
—0.36104836292270 + 0.61085408548207% | 5.31e—01 | 4.79e—01
0.10267444513356 + 0.728866266363067 | 2.90e—01 | 4.58e—01
—0.01987923527724 + 1.17013991538812¢ | 1.71e—01 | 1.46e—01
0.00377579358344 + 1.02575250192764¢ | 2.60e—02 | 2.54e—02
0.00048863011493 + 1.000546280830047 | 7.33e—04 | 7.33e—04
0.00000056371102 + 0.99999979344332¢ | 6.00e—07 | 6.00e—07
—0.00000000000037 + 0.99999999999984 ¢ | 4.00e—13 | 4.00e—13
0.00000000000000 + 1.00000000000000¢ | 5.55e—17 —

0~ Ok W~ O

Wir betrachten ein Polynom P, wie in (5.77) mit reellen Koeffizienten und
an = 1.Ist 21 = ug +iv1 (ug,v1 € R) eine komplexe Nullstelle, dann ist auch
Z1 = uyp — 1 v1 eine Nullstelle von P,,. Das Produkt

(x—2)(x —71) = 22 — 2uyx +u? + 02 (5.79)

ist ein quadratischer Teiler von P, mit reellen Koeffizienten. Die Grundidee
der Bairstow-Methode ist es, statt der komplexen Nullstellen z;,Zz; den qua-
dratischen Faktor auf der rechten Seite in (5.79) zu suchen. Dazu braucht
man eine Methode zur Berechnung einer Faktorisierung von P, mit einem
quadratischen Polynom. Genauer formuliert, fiir gegebenes r, s € R und

Po(z)=2" +a,_ 12" '+ ... +ap (n>2), gs(x)=2"—rz—s, (580)

will man P,_o(x) = 2" 2+ b, 32" 3+ ...+ by und A, B € R bestimmen, so
daf gilt
P,(z) = ¢rs(x)Py_2(z) + Ax + B fiiralle x €R.

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich folgende Methode (vgl. Alg. 5.37):

Algorithmus 5.39 (Polynomdivision eines quadratischen Faktors).
Eingabe: Koeffizienten ay,...,a,—1 des Polynoms P, (a, =1)
und r,s € R.
bp—3z =apn_1+7;
bp—s4 = apn_2 +1by_3+5;

Fir j=n—-5,...,0 : bjzaj+2+rbj+1+sbj+2;
A=ay +rby+ sbi;
B:a0+5bo;

Offensichtlich hdngen P,_2, A und B von r und s ab, und ¢, s teilt genau
dann P, wenn A = B =0 gilt. Die Aufgabe, solche r und s zu finden, kann
man als 2 x 2-Nullstellenproblem
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interpretieren. Hierauf 146t sich das Newton-Verfahren anwenden:
04 aA\ ~! ko ok
k+1 ] = \sk ]~ | aB aB k ok :
s s 5 52 e B(r®, s*)

Nun miissen aber zu gegebenen r = r*, s = s* die partiellen Ableitungen in der

Jacobi-Matrix bestimmt werden. Dazu, ohne Beweis, folgendes Hilfsresultat:

Lemma 5.40. Sein > 4 und P, (x), ¢ s(x) wie in (5.80) mit r,s € R beliebig.
Seien P,_o € II,,_o, P,_4 € II,,_4 und A,B,A,B so dajs

P, (z) = ¢rs(x)Pp_2(x) + Az + B (5.82)
Po_o(2) = qrs(2)Po_ys(z) + Az + B (5.83)
Dann gilt:
0A ~ OB -~ 0A -~ 0B .

Fiir den Fall n < 3 kann man sofort explizite Formeln fiir A(r, s) und B(r,s)
herleiten.
Die Bairstow-Methode hat (fiir n > 4) folgende Struktur:

Algorithmus 5.41 (Bairstow-Methode).
Seien Startwerte 7°,s° gegeben. Fir £=0,1,... :

e Berechne fiir r = rk, s=sk:

- die Faktorisierung (5.82) mit Algorithmus 5.39
(Eingabe: P,,r*, s*)

- die Faktorisierung (5.83) mit Algorithmus 5.39
(Eingabe: P,_o,7% s%)

Berechne mit Hilfe von (5.84) die Jacobi-Matrix aus (5.81)

Berechne r**! 1 aus (5.81)

Wenn |A(r*, s*)| und |B(r*, s*)| hinreichend klein sind, wird g« . als quadra-
tischer Teiler von P, genommen. Es sei noch bemerkt, dafl a-priori nicht klar
ist, wie man einen geeigneten Startwert (r", s%) wihlen kann. Ist ein quadra-
tischer Teiler berechnet worden, folgen daraus unmittelbar entweder ein Paar
von konjugiert komplexen Nullstellen (vgl. (5.79)) oder zwei reelle Nullstellen
des Polynoms. Die gleiche Idee kann man dann auf das Quotientenpolynom
P,_a(x) = P,(2)/(2? — rz — s) anwenden, usw.
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5.8 Ubungen

Ubung 5.8.1. Zur Bestimmung von v/5 wird die positive Nullstelle der Funk-
tion
flx)=2%-5
berechnet. Wir untersuchen folgende Fixpunktiterationen:
Ii: xk.:@l(xk_l) R @1(58):54—1‘—332
12: T = Qg(xk._l) s @2(56) = %
I3: xp = @3(.1%_1) R @3(56) =1+
14: T = 454(3%—1) s @4(56) = %

a) Zeigen Sie, dafl fiir die Funktionen @; (i =1,2,3,4) gilt
O;(z*) =2* <= (2*)?-5=0.

b) Berechnen Sie fiir den Startwert xg = 2.5 jeweils 1, 23, . .., 5.

¢) Skizzieren Sie fiir jedes dieser Verfahren die Funktion ¢; und stellen Sie die
Fixpunktiterationen z = @;(xp_1) fiir den Startwert zo = 2.5 graphisch
dar.

Erkliren Sie anhand dieser Skizzen die Resultate aus b).

d) Zeigen Sie: |®(x*)| > 1 fur ¢ = 1,2 und |P(2*)| < 1 fur i = 3,4. Zeigen
Sie, daf§ das Verfahren I3 lokal linear konvergiert und das Verfahren I,
lokal quadratisch konvergiert.

e) Zeigen Sie, dafl das Verfahren I, gerade das Newton-Verfahren angewandt
auf die Funktion f ist.

f) Wenden Sie die Fehlerschitzungen aus Abschnitt 5.4 auf die Verfahren I5
und I an, und untersuchen Sie die Qualitit dieser Fehlerschitzungen.

Ubung 5.8.2. Gesucht ist eine Niherungslésung der nichtlinearen Gleichung
2z —tanz = 0 im Intervall T = [1,1.5].

a) Uberpriifen Sie, welche der beiden Funktionen

1
p1(x) = 3 tanx
po(x) = arctan(2x)

die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.

b) Fiithren Sie ausgehend vom Startwert o = 1.2 drei Iterationsschritte
durch.

c) Wieviele Iterationsschritte sind notwendig, um eine Genauigkeit von 10~4
zu erreichen (a-priori-Abschiitzung)? Wie genau ist x3 aus Teil b) (a-

posteriori-Abschétzung)?
Ubung 5.8.3. Gesucht ist eine Niherungslosung der Fixpunktgleichung = =
&(x) mit
e*(x —1)
P(r) = —=
(@) 4z +2)

im Intervall I = [—1,0].
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a) Zeigen Sie, dal @ auf I die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunkt-
satzes erfiillt.

Es sei
x90=0, x4 =P(xx), k=0,1,....

b) Geben Sie mit Hilfe der a-priori-Abschéitzung eine obere Schranke fiir den
Fehler |z* — 25| an.

¢) Berechnen Sie x4, ..., 25 und schitzen Sie anhand einer Methode aus Ab-
schnitt 5.4 die Fehler z* — xx, k = 2,3,4,5, ab.

Ubung 5.8.4. Gesucht ist eine Niherungslosung der Gleichung

3z —1
3

1 sin(mz) cos(nzx) =
im Intervall [0, 1]. Zeigen Sie, daf} die Losung der Gleichung im Intervall [0, 1]
eindeutig ist, und geben Sie eine Fixpunktiteration an, die gegen diese Losung
konvergiert,.

Ubung 5.8.5. a) Bestimmen Sie mit dem Bisektionsverfahren Niherungen
aller Nullstellen des Polynoms

p(z) =2 -2 +0.3

bis auf einen relativen Fehler von hichstens 10%.
b) Skizzieren Sie die ersten drei Iterationen des Sekantenverfahrens fiir
p(z) = 0. Gehen Sie dabei von Startwerten im Intervall [-2, —1] aus.

Ubung 5.8.6. Gegeben sei die Funktion f(z) = e* — 422.

a) Zeigen Sie, dal f(z) genau zwei positive Nullstellen besitzt.

b) Eine der beiden positiven Nullstellen liegt im Intervall I = [0, 1]. Zeigen
Sie, dafl die Iteration .

— —oTn/2

Tn4+1 = 26
gegen diese Nullstelle konvergiert, sofern zy € [0, 1]. Wieviele Iterations-
schritte werden hochstens benstigt, wenn der Fehler kleiner als 10~ sein
soll? Startwert sei g = 0.5. Fiihren Sie die entsprechende Anzahl von
Schritten aus. Entscheiden Sie jetzt (nochmal und genauer), wie grof} der
Fehler hochstens ist.

c) Stellen Sie die Fixpunktiterationen aus b) fiir den Startwert zo = 0 gra-
phisch dar.

d) Warum it sich die zweite positive Nullstelle nicht mit der unter b) an-
gegebenen Iteration approximieren? Stellen Sie ein geeignetes Iterations-
verfahren auf und geben Sie ein Intervall an, so dal das Verfahren kon-
vergiert. Bestimmen Sie eine N&herungslosung und geben Sie eine Fehler-
abschétzung an.
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Ubung 5.8.7. Gesucht ist ein Fixpunkt der Abbildung

a) Bestimmen Sie ein Intervall [a,b] mit @ > 0 derart, daf die Fixpunktite-
ration xF+1 .= @(2%) fiir alle 2° € [a, b] konvergiert.

b) Skizzieren Sie die Funktion ¢ und stellen Sie die Fixpunktiteration fiir
den Startwert z° = 0.3 graphisch dar.

Ubung 5.8.8. Wenden Sie jeweils drei Schritte der Iterationsverfahren

f(z) f(z)
f'(x) frx)

zur Approximation der Losung von f(x) = cos(z) + e@=™" = 0 mit dem
Startwert o = 4 an und vergleichen Sie die Ergebnisse mit der Losung z = 7.

bi(x) =2 —

und Py(z) =2 —2

Ubung 5.8.9. Gegeben sei eine Funktion f € C™*+(R) mit m-facher Null-
stelle * (vgl. Bemerkung 5.25). Zeigen Sie:

a) Fiir m > 2 konvergiert das Newton-Verfahren fiir Startwerte x¢ hinrei-
chend nahe bei z* linear gegen x*.
b) Das fiir m € N wie folgt beschleunigte Newton-Verfahren

f(zy)

Tkt =T — M
i [ (k)

konvergiert lokal quadratisch gegen z*. (Hinweis: Entwickeln Sie f(z) und
J/(x) um z* in eine Taylorreihe mit Restglied.)

Ubung 5.8.10. Zeigen Sie, daB das skalare Newton-Verfahren, bei dem man
die Ableitung f’(x) im Nenner durch einen Differenzenquotienten (mit A hin-
reichend klein und unabhiingig von zy) ersetzt hat,

flxy)

Tht1l = Tk = " th)— f(zx)
h

im allgemeinen nur noch Konvergenzordnung 1 hat.

Ubung 5.8.11. Gegeben sei eine Funktion f € C?(R) mit einer einfachen
Nullstelle x*. Bestimmen Sie eine skalare Funktion h so, dafl das Verfahren
Tpt1 = o(x), K =0,1,..., mit

@)

f'(x)
eine Folge liefert, die lokal gegen x* konvergiert und die Konvergenzordnung
mindestens 3 hat. Testen Sie dieses und das Newton-Verfahren an der Funk-
tion f(x) = cos(x) cosh(z) + 1 mit dem Startwert o = 2.25, d. h., berechnen
Sie jeweils die ersten drei Iterationsschritte.

¢(x) = +h(z) f2(),
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Ubung 5.8.12. Gesucht ist eine Niherungslosung des nichtlinearen Glei-
chungssystems

In(l14+2z2) —221 =0
sinxjcosxyg —4ro+1 =0
im Gebiet D = [0, 1] x [0, 3].

a) Leiten Sie eine Fixpunktiteration her und zeigen Sie, dafl diese den Vor-
aussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes gentigt.

b) Fiihren Sie ausgehend von (%) = (0,0)7 einen Tterationsschritt durch.

c) Wieviele Iterationsschritte sind hochstens notwendig, um in der Maxi-
mumnorm eine Genauigkeit von 1072 zu erreichen?

Ubung 5.8.13. Bestimmen Sie Niherungen fiir eine bei z(9) = (1,1)7 liegen-
de Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

(4x? =27z + 25\ _ (0O
f(x)‘_( 422 —3x3-1 )~ \o)"
Wenden Sie dazu mit dem Startvektor z(%)

a) das Newton-Verfahren an,

b) das vereinfachte Newton-Verfahren an, wobei Sie die Matrix f/(x(?)) beim
ersten Newton-Schritt LR-zerlegen und in den weiteren Schritten diese
L R-Zerlegung benutzen.

Berechnen Sie jeweils zwei Iterationsschritte.

Ubung 5.8.14. Bestimmen Sie eine Niherung fiir eine bei 2(®) = (1,1)T
liegende Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

4o — 2Tw122 +25 =0

423 —3x3 —1=0.

Berechnen Sie dazu zwei Schritte mit

a) dem Newton-Verfahren und
b) dem vereinfachten Newton-Verfahren.

Ubung 5.8.15. Gegeben sei das Gleichungssystem

filz,y) =2 —y—1=0

fa(w,y) = (I*2)2+(yf%)2—1:0.

a) Zeigen Sie anhand einer Skizze, dafl dieses System genau zwei Losungen
hat.
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b) Berechnen Sie, ausgehend vom Startwert (zo, o) = (1.5, 1.5), zwei Schrit-
te des Newton-Verfahrens, und berechnen Sie eine Fehlerschéiitzung in der
Maximumnorm.

Ubung 5.8.16. Wenden Sie auf das nichtlineare Gleichungssystem

el ™™ 4+ 0.2 —coszy =0

22 4+ 2y — (14 z2)x; —sinay, —0.2=0
einen Schritt des Newton-Verfahrens mit dem Startwert (1,0)7 an.

Ubung 5.8.17. Sei P,(z) ein Polynom vom Grade n und z; € R, 1 < j <,

so daf}
Py ()

H;:1(w - zj)

ein Polynom vom Grade n — r ist. Beweisen Sie:

P.(x) :=

P (z) _ Py (z)
Pl(z)  Pj(x) — Pu(x) Y5, x_lzj ’

T F# 7.

Formulieren Sie das Newton-Verfahren zur Berechnung einer Nullstelle des
Quotientenpolynoms P, (x).

Ubung 5.8.18. Gegeben sei D := [a,b] x R™ und die stetige Funktion f :
D — R™ sowie eine Konstante K > 0 mit K (b —a) < 1, so daf} fiir alle t € R
und z,z € R™ gilt:

1f(t2) = [t 2)] < K]z = 2].

Ferner sei Y, € R” gegeben. Fiir eine beliebige stetige Funktion y; : [a, b] — R
definieren wir nun y;41 durch

Yir1(t) =Ya +/ f(s,9:(s)) ds fiir ¢ € [a, b].

Zeigen Sie: Durch y; 41 = &(y;) ist eine Abbildung @ : C([a,b],R") —
C([a,b],R™) definiert, die den Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Ba-
nach geniigt — dabei sei auf C([a,b],R™) die Supremumnorm verwendet:

[9lloc = suptea Y (DI
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Nichtlineare Ausgleichsrechnung

6.1 Problemstellung

Wie im Abschnitt 4.1 betrachten wir wieder die Aufgabe, aus gegebenen Daten
(Messungen) b;, ¢ = 1,...,m, m > n, auf eine von gewissen unbekannten
Parametern x4, ..., z, abhingende Funktion

b(t) =y(t;x1, ..., xy)

zu schlieflen, die als mathematisches Modell fiir den Zusammenhang dient, der
iiber die Messungen beobachtet wird. Die Parameter x;,7 =1, ..., n, sind jetzt
so zu bestimmen, daf} in entsprechenden , Arbeitspunkten® ¢;, ¢ = 1,...,m,
eine ,optimale“ Entsprechung b; = b(t;), i = 1, ..., m, erzielt wird. Der Begriff
,optimal“ ist hier wieder im Sinne der Gaufi’schen Fehlerquadratmethode zu

verstehen. D.h. man versucht, diejenigen Parameter z7, ...,z zu bestimmen,
die
m m
S * 2 _ . . 2
§ (y(ti7$17"'7xn)_bi) _;Iel]g}‘ (y(tivmla"'vxn)_b’i)
i=1 i=1

erfiillen. Falls die Parameter linear in y eingehen, so fithrt dies auf die lineare
Ausgleichsrechnung (Kapitel 4). Héngt y von einigen (oder sogar allen) Para-
metern nichtlinear ab, so ergibt sich ein nichtlineares Ausgleichsproblem. Um
diese Problemstellung geht es in diesem Kapitel.

Beispiel 6.1. Elektromagnetische Schwingungen spielen eine zentrale Rolle
in elektrischen Systemen. Jedes mechanische System unterliegt im Prinzip
Schwingungsvorgéngen, deren Versténdnis schon im Hinblick auf Resonanzen
enorm wichtig ist. Schwingungen sind etwa aufgrund von Widerstands- bzw.
Reibungseffekten in der Regal geddmpft. Fiir ein mechanisches System mit
riickstellenden Kréften und Dampfung lautet die entsprechende Differential-
gleichung, die die Gesamtbilanz der Kriifte reprisentiert,

b D
u' + —u' + —u=0,
m m
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wobei m die Masse, D etwa die Federkonstante und b eine Ddmpfungskon-
stante ist. Losungen dieser Differentialgleichung haben die Form

u(t) = uge % sin(wat + @o),

wobei ug einen Anfangswert, § die Abklingkonstante, w,y die sogenannte Kreis-
frequenz und ¢ den Nullphasenwinkel bezeichnen. Wenn diese Parameter
nicht bekannt sind, miissen sie zwecks konkreter Beschreibung des Prozesses
aus Beobachtungen oder Messungen ermittelt werden.

Dies fiihrt auf das folgende Modell einer geddmpften Schwingung

y(t;x1, 22, w3, 14) = X1~ sin(wst + 24)
mit Parametern z1,...,z4. Es seien die Daten in Tabelle 6.1 fiir b; =

y(ti; o1, 22,3, 24), 1 = 1,...,10, gegeben.

Tabelle 6.1. Daten zum Modell einer gedampften Schwingung

ti| 0.1 0.3 0.7 1.2 1.6 2.2 2.7 3.1 3.5 3.9
0.558 0.569 0.176 —0.207 —-0.133 0.132 0.055 —0.090 —0.069 0.027

=
&

Der nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate zu minimierende Aus-
druck ist hier

10

Z (z1e7 "% sin(wst; + 24) — bi)2 = || F(z1, 22,73, 74) |3, (6.1)
i=1

wobei hier F': R* — R0 durch
Fy(z) = Fi(v1, 72,73, 74) = 16”2  sin(wst; + 24) —b; , i=1,...,10,
gegeben ist. A
Definiert man allgemein die Abbildung
F:R" —-R™, Fix):=y(t;x)—b;y i=1,....,m,

kann das nichtlineare Ausgleichsproblem wie folgt formuliert werden:

Bestimme z* € R™, so dafl

1£(2") |2 = min [|F()]l2 , (6.2)
oder, dquivalent,
¢(z*) = min ¢(z) , (6.3)
rER™

wobei ¢ : R" — R, ¢(x) := L[|F(2)[3 = LF ()T F(x).
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Der Faktor % in der zweiten Formulierung &ndert das Extremalproblem
natiirlich nicht und ist, wie sich spéter zeigen wird, der Bequemlichkeit halber
so gesetzt. Oft wird in dieser Problemstellung R™ durch eine offene Teilmenge
2 C R™ ersetzt. Der Einfachheit halber nehmen wir immer 2 = R™. Aufler-
dem wird stets angenommen, dafl F' zweimal stetig differenzierbar ist.

Zur Behandlung des obigen Minimierungsproblems sei an einige niitzliche
Fakten erinnert. Die Funktion ¢ in der Formulierung (6.3) hat in einem Punkt
x* ein lokales Minimum bekanntlich genau dann, wenn die folgenden zwei
Bedingungen erfiillt sind:

Vo(z*) =0 (d.h., z* ist kritischer Punkt von ¢), (6.4)

¢"(z*) € R™*™ ist symmetrisch positiv definit. (6.5)

Bezeichnet F'(z) € R™*" die Jacobi-Matrix von F an der Stelle z, und F)'(x)

2

die Hessesche Matrix von F; an der Stelle z, F/'(x) := (gxfé(;:)lgj)kgn €
R™*" dann 148t sich durch Nachrechnen bestétigen, daf3
m

Vo(z) = F'(z)TF(x), ¢"(x) = F'(2)TF'(z) + ZFl(x)Fl”(x) (6.6)
i=1

gilt.

6.2 Das Gaufl-Newton-Verfahren

Wie beim Newton-Verfahren kann man versuchen, die Losung des vorliegenden
nichtlinearen Problems iterativ iiber eine Reihe geeigneter linearer Probleme
anzundhern.

Sei z* € R™ eine bekannte Annéherung der gesuchten Losung des nichtli-
nearen Ausgleichsproblems (6.2). Statt nun ein Minimum von || F(z)||2 in der
Umgebung von 2* zu suchen, ersetzt man wie bei der Newton-Methode F
zuerst durch eine lineare Approximation mittels Taylorentwicklung

F(z) = F(z") + F'(a") (@ = ") + O(|lz - 2"[3).

Abbruch nach dem linearen Term fiihrt auf das lineare Ausgleichsproblem:

Finde s* € R” mit minimaler 2-Norm, so da8

1F" (@)™ + F(a")]l2 = min ||[F'(2%)s + F@)]> . (6.7)
am

und setze
h =gk 4 s (6.8)

Natiirlich héngt der Erfolg dieser Strategie wieder von der Wahl des Start-
wertes ab.
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Bemerkung 6.2. Das lineare Ausgleichsproblem

1F"(@")s" + F(2*)]l2 = min |F'(z%)s + F(a")]]2

hat eine eindeutige Losung s* € R™ nur dann, wenn die Matrix F'(z*) vollen
Rang n hat. In diesem Fall kann man das lineare Ausgleichsproblem (6.7)
iiber die in Abschnitt 4.4 behandelten Methoden lésen.

Wenn der Rang der Matrix F’(z*) kleiner als n ist, existiert jedoch immer
noch eine eindeutige Losung mit minimaler Euklidischer Norm (siehe An-
schnitt 4.7). Deren Bestimmung verlangt allerdings eine kompliziertere Me-
thode, wie z.B. in [DH] beschrieben wird, oder die (noch aufwendigere) Sin-
guldrwertzerlegung. Der numerische Aufwand solcher Methoden zur Losung
eines rangdefiziten linearen Ausgleichsproblems ist wesentlich hoher als fiir
die in Abschnitt 4.4 behandelten Methoden fiir den Fall mit vollem Rang. A

Insgesamt erhilt man folgendes Verfahren:

Algorithmus 6.3 (Gau3-Newton). Wahle Startwert z°.
Fir k=0,1,2,...:

e Berechne F(z%), F/(z%).
e Ldse das lineare Ausgleichsproblem (6.7).
o Setze zFft! =zF + sk,

Als Abbruchkriterium fiir diese Methode wird haufig
1F" (@*) T F(a")ll2 < e

benutzt, wobei € eine vorgegebene Toleranz ist. Der zugrunde liegende Gedan-
ke hierbei ist, daf} in einem kritischen Punkt 2 von ¢ (vgl. (6.3)) die Ableitung
Vo(z) = F'(x)T F(z) Null sein mus.

6.2.1 Analyse der Gauf3-Newton-Methode

Zur Analyse der Konvergenz der Gau3-Newton-Methode nehmen wir an, dafl
x* ein kritischer Punkt von ¢ ist, der in einer Umgebung U eindeutig ist.
Ferner nehmen wir an, dafl

Rang(F'(z)) =n firalle z €U . (6.9)

Wir werden zeigen, daf§ das Gaufl-Newton-Verfahren als eine Fixpunktitera-
tion interpretiert werden kann. Hierzu sei daran erinnert, da8 fiir 2% € U das
lineare Ausgleichsproblem (6.7) wegen Satz 4.5 die eindeutige Losung

Sk _ —[F’(l‘k)TF/(l‘k”71F’($k)TF(xk)

hat.
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Deshalb kann die Gaufl-Newton-Iteration auch wie folgt formuliert werden:
karl _ :Ck o [F/(xk)TF/(xk)]71F/(:Ek)TF(:L,k)
= 2" — [F'(a")TF' ()] 71 V(2F) (6.10)
= (xk) )
mit
O(z) :=x — [F'(x)TF'(z)]'Vo(x) . (6.11)
Fiir x € U gilt
r=P(z) & Vo(x)=0 S ax=2a".
Die GauB-Newton-Methode ist also eine Fixpunktiteration mit der Iterations-
funktion @.
Eine denkbare Alternative wire das Newton-Verfahren zur Bestimmung

einer Nullstelle von f(x) := V¢(z). Mit Hilfe von (6.6) ergibt dies die Itera-
tionsvorschrift

yF T =gk — 10" ()] T Ve (YY)

=y* —[F'WN F' ")+ Y EWHF )] Vo) -
i=1

Die GauB3-Newton-Methode kann also als ein modifiziertes Newton-Verfahren
zur Bestimmung einer Nullstelle von V¢ interpretiert werden, wobei in ¢” (y*)
der Term mit den zweiten Ableitungen von F weggelassen wird. Wegen
der Vernachléssigung dieses Termes geht die quadratische Konvergenz der
Newton-Methode verloren und die GauB-Newton-Fixpunktiteration (6.10) ist
in der Regel (nur) linear konvergent.

Entscheidend fiir die lokale Konvergenz der Fixpunktiteration (6.10) ist die
Matrix &' (z*). Bevor wir diese Matrix charakterisieren, werden im folgenden
Beispiel einige typische Konvergenzeigenschaften der Gau-Newton-Methode
gezeigt.

Beispiel 6.4. Wir betrachten

F(z):= <a+1jcosx) , mita>r>0, xe€l0,2n].
rsinz

Beim Ausgleichsproblem min,, ||F'(z)||2 sucht man z = z*, so da§ der Punkt
(a,0) + r(cosz*,sinx*) auf dem Kreis mit Mittelpunkt (a,0) und Radius r
minimalen Abstand zum Ursprung hat. Fiir dieses F' gilt

|1F(z)|]2 = Va2 + 2ar cosz + 12,

Flao)=r( 5% F@)F () =12
ey

cos
Vo(x) = —rasinz .
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Es gibt zwei kritische Punkte von ¢:

z* =0 (lokales Maximum) ,
=

(lokales Minimum) .

Die Iterationsfunktion zu F' ist

a .

P(x)=x+ —sinx .

r

In den kritischen Punkten z* = 0, «* = 7 gilt
D' ()| = |1 + 4 cosz*| .
r

Fiir 2* = 0 (lokales Maximum) gilt |#'(z*)| = “** > 1, und fiir 2* = 7
(lokales Minimum) gilt |®'(2*)| = ¢ = 2 — 1. Das lokale Maximum ist also
immer (d. h. fiir alle Werte von a und r) abstoend, und das lokale Minimum
ist abstoflend, wenn a > 2r. Die Gaul-Newton-Methode ist lokal konvergent in
einer Umgebung von z* = 7, wenn a < 2r gilt. Das Verhalten der Methode in
der Néhe des lokalen Minimums wird in den Abbildungen 6.1 und 6.2 gezeigt.

A

Abb. 6.1. Divergenz fiir a > 2r Abb. 6.2. Konvergenz fiir a < 2r

Die Gau3-Newton-Methode hat in diesem Beispiel folgende Eigenschaften:

1. Das lokale Maximum ist abstoflend.

2. Die Methode ist linear konvergent in einer Umgebung des lokalen Mini-
mums (wenn a < 2r), oder

3. das lokale Minimum ist auch abstoflend (wenn a > 2r).

Man kann zeigen, dafl &hnliche Eigenschaften in einem allgemeinen Rahmen
giiltig sind. Die zugehorige mathematische Analyse ist ziemlich kompliziert,
und deshalb werden hier einige Resultate teils ohne Beweis dargestellt.

Es wird vorausgesetzt, dafl die Annahme (6.9) erfiillt ist und dafl F(x*) # 0
gilt, also ein nichtverschwindendes Residuum bleibt.
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Es geht nun zuerst darum, eine Darstellung der Hesseschen ¢”(z) zu finden,
aus der man Informationen iiber die Definitheit gewinnen kann, um daraus
wiederum schlieffen zu kénnen, ob ein Extremum und welches vorliegt. Hierzu
erinnere man sich, dal eine symmetrisch positiv definite Matrix M diagona-
lisierbar ist, d.h. M = TAT~!, wobei die Diagonalmatrix A die positiven
reellen Eigenwerte von M enthélt. Mit TA*T ! =: M® ist dann fiir belie-
biges a € (0,00) die ,a-te Potenz* von M definiert. Insbesondere kann man
so die Wurzel aus einer symmetrisch positiv definiten Matrix ziehen. Folglich
existiert eine (eindeutige) symmetrisch positiv definite Matrix A € R™*" so
dafl
A% = F'(z*)TF'(z*) .
Sei nun K € R™ ™ definiert durch

(Z HF ||

Weil K eine symmetrische Matrix ist, sind alle Eigenwerte von K reell.

Lemma 6.5. Es gilt

S *))A*1 . (6.12)
2

¢"(z7) = A(I - |F(2")[2K)A | (6.13)
D' (z*) = ||F(z*)||s A" KA . (6.14)

Wenn x* ein lokales Mazimum oder ein Sattelpunkt von ¢ ist, muj
p(K) [|[F(z7)[]2 = 1

gelten, wobei p(K) den Spektralradius von K, also den Betrag des betrags-
grofsten Figenwertes von K, bezeichnet.

Die erste Relation (6.13) folgt durch Einsetzen in (6.6). Auch die zweite Rela-
tion (6.14) bestétigt man durch Nachrechnen. Damit nun ¢” (x*) nicht positiv
definit ist, muf} das Spektrum von I — ||F(z*)||2K auch nichtpositive Werte
enthalten, d. h., das Spektrum von ||F(z*)||2 K mufl Werte > 1 enthalten, also
mufl p(K) ||F(z*)||2 > 1 gelten.

Damit die Fixpunktiteration (6.10) (lokal) konvergiert, ist es hinreichend,
daf eine beliebige Operatornorm der Jacobi-Matrix im Fixpunkt kleiner eins
ist. Als weiteres Hilfsmittel definieren wir die Vektornorm ||z|| 4 := ||Az||2 und
fiir B € R"*" die zugehorige Matrixnorm

I1Blla = max [|Bzfla = IABA™ |2 .

Aus Lemma 6.5 ergeben sich folgende wichtige Eigenschaften der Matrix
& (z*):
Folgerung 6.6. Fiir die Gauf-Newton-Iterationsfunktion @ aus (6.11) gilt

12 (2") ][4 = p(K) | F(z")]]2 , (6.15)
|18 ()| = p(K) |F(z*)|l2  fiir jede Operatornorm |- |- (6.16)
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Beweis. Aus Lemma 6.5 erhilt man

19 (27) |4 = | A9 (@) A7 |2 = [|F (@) [l2[l K |2 = [|F' (") 2 p(K)

Fiir jede Operatornorm || - || und jede Matrix B € R™*" gilt | B|| > p(B).
Hiermit ergibt sich

19/ (@) = p(@' (%)) = [ F(27)l|l2 p(AT K A) = ||F (z")||2 p(K).

Hieraus kann man folgendes schlieflen:

Im Normalfall ist F(z*) # 0, K # 0 und deshalb &' (z*) # 0.

Falls die Gaufl-Newton-Methode konvergiert, ist die Konvergenz
im allgemeinen nicht schneller als linear.

Solche kritischen Punkte sind fiir das Gauf3-Newton-Verfahren al-
so abstoflend, was giinstig ist, weil ein (lokales) Minimum gesucht
wird.

Dies steht im Gegensatz zur Newtonmethode, die in der Regel quadra-
tisch konvergent ist. Wenn das Modell exakt ist, d.h. F(z*) = 0 (was in
der Regel nicht der Fall ist), ist ¢'(z*) = 0 und die Methode hat eine
Konvergenzordnung p > 1.
Wenn der kritische Punkt 2* ein lokales Maximum oder ein Sattelpunkt ist,
gilt wegen Lemma 6.5 und (6.16) p(K) ||F(z*)]l2 > 1 und ||®'(z*)]] > 1
fiir jede Operatornorm || - ||. Das Verfahren bewahrt uns also davor, einen
,falschen“ kritischen Punkt zu finden.

Die Grofe p(K) ||F(x*)||2 ist entscheidend fiir die lokale Konvergenz
Gauf-Newton-Verfahrens.

Fiir ein lokales Minimum x* der Funktion ¢ ist die lokale Konver-
genz des GauB-Newton-Verfahrens gesichert, falls das Residuum
|1 E(z*)|l2 und die GroBe p(K) hinreichend klein sind, so daf die
Bedingung p(K) ||[F(z*)||2 < 1 erfullt ist.

des

Ein lokales Minimum von ¢ kann fiir die Gauf-Newton-Methode
abstoflend sein.

Sei z* ein lokales Minimum von ¢, wofiir p(K) ||F(z*)||2 > 1 gilt. Dann
ist ||@'(z*)|| > 1 fiir jede Operatornorm || - ||. Deshalb:

Beispiel 6.7. Wir wenden die GauB-Newton-Methode auf das Problem in
Beispiel 6.1 an. Mit dem Startwert x° = (1 2 2 1)7 ergeben sich die Resultate
in Tabelle 6.2.
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Tabelle 6.2. Gau3-Newton-Verfahren

k £ (z")]2 IVehll2 | IVe")l2/1Vo(z 1)l
0 [ 0.35035332090089 | 1.45¢—01 -

1| 0.34106434131008 | 1.33e—01 0.91
2| 0.22208131421995 | 4.88e—02 0.37
3| 0.16802866234936 | 1.02e—01 2.08
4| 0.09190056278958 | 1.80e—01 0.18
5| 0.08902339976144 | 1.18e—03 0.07
6| 0.08895515308450 | 3.8le—04 0.32
7| 0.08894991006370 | 1.15e—04 0.30
8| 0.08894937563528 | 4.07e—05 0.35
9| 0.08894931422207 | 1.38e—05 0.34
10| 0.08894930687791 | 4.85e—06 0.35
11| 0.08894930599062 | 1.68e—06 0.35
12| 0.08894930588306 | 5.87e—07 0.35

In der letzten Spalte dieser Tabelle sieht man das lineare Konvergenzverhalten
der GauB-Newton-Methode. Die berechneten Parameterwerte 2* = x'? liefern
eine entsprechende Losung y(t; 2*) = e~ %2t sin(xit + x73), die in Abbildung
6.3 gezeigt wird. A

0.7

Abb. 6.3. Losung des nichtlinearen Ausgleichsproblems
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6.2.2 Das geddmpfte Gauf3-Newton-Verfahren

Sei 2% eine bekannte Anniherung des (lokalen) Minimums z* und s* die beim
Gauf-Newton-Verfahren berechnete Korrektur aus (6.7). Wie bei der Newton-
Methode kann man einen Démpfungsparameter einfithren:

aF = ok 4 AsF, 0<A<1.

Die Erfolgsaussichten einer Ddmpfungsstrategie verdeutlicht das folgende
Lemma.

Lemma 6.8. Sei ¥ € R" mit Vé(2*) # 0. Sei s* die Gaup-Newton Korrek-
tur aus (6.7). Fir X\ > 0 hinreichend klein gilt

(b(xk + )\sk) < gb(mk) .

Man kann die GauB-Newton-Methode mit einer Dédmpfungsstrategie kom-
binieren wie sie in Abschnitt 5.6.2 beschrieben wird. Eine alternative, in der
Praxis viel 6fter benutzte Technik stammt von Levenberg und Marquardt und
wird im néchsten Abschnitt behandelt.

6.3 Levenberg-Marquardt-Verfahren

Beim Levenberg-Marquardt-Verfahren wird die Korrektur s* durch folgende
Minimierungsaufgabe festgelegt: Finde s* € R™, so daB

1F" (2%)s* + F (2|5 + 2] s" [ = min , (6.17)
wobei p > 0 ein zu wihlender Parameter ist. Als neue Annéherung wird dann
L gk gk

genommen. Die obenstehende Minimierungsaufgabe hat folgende dquivalente
Formulierung;:

Finde s* € R", so dafl
F'(z*)\ & . (F(z¥) .
H ( ol s¥ + 0 H2 = min . (6.18)

Ein grofler Vorteil des linearen Ausgleichsproblems (6.18) im Vergleich mit
der Aufgabe (6.7) beim GauB-Newton-Verfahren ist, daf} fiir u > 0 die Matrix
F(a)
( I
deshalb immer eine eindeutige Losung s¥, welche mit den in Abschnitt 4.4
beschriebenen Methoden berechnet werden kann (vgl. Bemerkung 6.2).

) immer vollen Rang hat. Die Minimierungsaufgabe in (6.18) hat
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Fiir die Korrektur s* aus (6.17) (oder (6.18)) folgt

p2lIs* 3 < (1F" ()" + F ()3 + 1?ls")13
= min (|F'(z%)s + P[5+ plIs]3) < [F@)IE

und deshalb L
F(x

iy < IFEl:
I

Also kann man durch eine geeignete Wahl von p eine ,,zu groie” Korrektur s
vermeiden. Mit anderen Worten, der Parameter p kann eine Dampfung der
Korrektur bewirken. Man kann zeigen, dafl ein hinreichend grofles p zu einer
Korrektur s* fiihrt, die tatsichlich mit z*+! = 2% + s* eine Verbesserung in
Richtung eines lokalen Minimums von ¢ bewirkt. Etwas genauer formuliert:

Lemma 6.9. Sei ¥ € R" mit Vg(a*) # 0. Sei s* die Levenberg-Marquardt-
Korrektur aus 6.18. Fiir p hinreichend groff gilt

Is

k

$(a* + s*) < o(a") .

Auch das Levenberg-Marquardt-Verfahren kann man als Fixpunktiteration
formulieren (vgl. (6.10)):

Z,Ic+1 — Jik + Sk _ xk _ [F/(xk)TF/(Z‘k) —|—,u21]71F/(.13k)TF($k) = @lt(xk)’
wobei

B, (2) =2 — [F'(@)"F'(a) + 1) F' ()" F(x)
— o — [F'(@)F'(a) + 1°1) ' Vol(a) .

‘Wahl von p

Um Konvergenz zu gewéhrleisten, mufl i , hinreichend grofi“ genommen wer-
den (vgl. Lemma 6.9). Andererseits fithrt ein sehr grofies p zu einer sehr klei-
nen Korrektur, und daher ist, wenn z* noch relativ weit weg vom gesuchten
Minimum ist, sehr langsame Konvergenz zu erwarten. In der Praxis werden
heuristische Kriterien benutzt, um die Wahl von p zu steuern. Ein mogliches
Kriterium wird nun kurz skizziert.

Sei % € R und s* = s*(y1) die Levenberg-Marquardt Korrektur aus 6.18.
Wir definieren den Parameter

P I @)13 — |F(=* + %3 AR(a*,s%)
PONEGRE - [F () + F'(@F)sEE T AR(ak, sb)

wobei angenommen wird, dafl Af%(a;k, s¥) # 0. In pp wird die Anderung des
tatséichlichen Residuums (AR(z*, s*)) verglichen mit der Anderung des Re-
siduums im linearen Modell (das ,Modellresiduum® AR(z*, s*)). Aus (6.17)
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folgt, daf AR(Q:’“, s¥) > 0. Fiir eine akzeptable Korrektur muB auf jeden Fall
AR(x*,s*) > 0 gelten, also pu > 0. Aufgrund der Taylorentwicklung ergibt
sich p, — 1 fiir 4 — oo. Seien nun fy, f; mit 0 < By < B1 < 1 gegeben (z. B.
Bo = 0.2, 81 = 0.8). Zur Parametersteuerung kénnte man folgendes Kriterium
benutzen:

Pu < PBo: s* wird nicht akzeptiert; p wird vergroBert (z. B. verdoppelt) und
eine neue zugehorige Korrektur s* wird berechnet.

Bo < pu < B : s* wird akzeptiert; bei der Berechnung von s**!
Anfangswert dasselbe p genommen.

Pu > B s* wird akzeptiert; bei der Berechnung von s**! wird als Anfangs-
wert ein kleineres u genommen (z. B. Halbierung).

wird als

Zusammenfassend hat das Levenberg-Marquardt-Verfahren folgende Struk-
tur:

Algorithmus 6.10 (Levenberg-Marquardt).
Wihle Startwert 2 und Anfangswert fiir den Parameter pu.
Fir £=0,1,2,...:

1. Berechne F(z*), F'(z%).
2. Lése das lineare Ausgleichsproblem

[ )+ (75, =i

3. Teste, ob die Korrektur sk akzeptabel ist.

Wenn nein, dann wird p angepafit und Schritt 2 wiederholt.
Wenn ja, dann:
4. Setze zFtl =gk 4 sF.

6.4 Ubungen

Ubung 6.4.1. Sei f(t) := 2a++v/a? + t2. Um den unbekannten Parameter o
zu bestimmen stehen folgende Mefiwerte b; ~ f(t;) zur Verfiigung:

t;| 02 04 06 08 10
b [ 1.55 1.65 1.8 1.95 2.1

a) Formulieren Sie die Aufgabe, den Parameter « zu ermitteln, als nichtli-
neares Ausgleichsproblem.

b) Nihern Sie die Losung an, indem Sie, ausgehend vom Startwert o = 0,
zwei Iterationen des Gauf-Newton-Verfahrens durchfiihren.
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Ubung 6.4.2. In der Ebene sind MeBpunkte (x4,y;) fiiri = 1,...,n gegeben.
Es soll ein Kreis gezeichnet werden, so dafl alle Mepunkte moglichst nahe an
der Kreislinie liegen.

a) Formulieren Sie diese Aufgabe als nichtlineares Ausgleichsproblem.
b) Geben Sie die Linearisierung fiir das Gaufi-Newton-Verfahren an.

Ubung 6.4.3. Gegeben sei ¢ € C*(R™,R) durch ¢(z) := %||F(z)||3 mit F €
C?(R™,R™). Zeigen Sie:

m

Vo) = F(@) Flz),  ¢"(@)=F() F(2) + ) Fi(2)F(2) .

i=1

Ubung 6.4.4. Sei f(t) := Ce* cos(27t). Um die unbekannten Parameter \
und C' zu bestimmen stehen folgende MeBwerte b; =~ f(t;) zur Verfiigung:

ti] 01 02 03
bi | 0.395 0.134 —0.119

a) Formulieren Sie die Aufgabe, die Parameter A und C zu ermitteln, als
nichtlineares Ausgleichsproblem.

b) Néhern Sie die Losung an, indem Sie, ausgehend vom Startwert C' = 0,
A =1, zwei Iterationen des Gaufl-Newton-Verfahrens durchfiihren.

Ubung 6.4.5. An einem Quader mift man die Kanten der Grundfliche a =
21 cm, b = 28 cm und die Hohe ¢ = 12 cm. Weiter erhélt man als Me3werte fiir
die Diagonale der Grundfiiche d = 34 cm, fiir die Diagonale der Seitenfliche
e = 24 cm und fiir die Korperdiagonale f = 38 cm. Zur Bestimmung der
Léngen der Kanten nach der Methode der kleinsten Quadrate verwende man
das Verfahren von GauB-Newton.

Ubung 6.4.6. Zeigen Sie, daB man das Levenberg-Marquardt-Verfahren als
Fixpunktiteration z¥*! = @, (2*) formulieren kann, mit

D () =& — [F'(2) F'(2) + p* 1) F' (2) " Fx)
=a — [F'(x)TF'(x) + p*1]7'Ve(z) .

Ubung 6.4.7. Fiir B € R™ "y € R\ {0}, sei C := (MBI>’ wobei I die

n x n-Identitdtsmatrix ist. Beweisen Sie, dafl Rang(C) = n gilt.



7

Berechnung von Eigenwerten

7.1 Einleitung

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit folgender Aufgabe: Sei A € R™"*"
eine reelle quadratische Matrix. Man suche eine Zahl A € C und einen Vektor
v € C" v #£0, die der Figenwertgleichung

Av = lv

geniigen. Die Zahl X\ heifit Figenwert und der Vektor v Figenvektor zum Ei-
genwert A. Nach einigen theoretischen Vorbereitungen wird der Schwerpunkt
dieses Kapitels in der Behandlung numerischer Verfahren zur Berechnung von
Eigenwerten liegen.

Zunichst seinen jedoch einige Bemerkungen und Beispiele zum Problem-
hintergrund vorausgeschickt.

Beispiel 7.1. Jedes mechanische System hat die Fahigkeit zu schwingen.
Analoge Phianomene findet man in elektrischen Systemen etwa in Form von
Schwingkreisen. Die Uberlagerung von Schwingungsvorgingen kann zu Re-
sonanzen fithren, die einerseits katastrophale Folgen wie Briickeneinstiirze
haben konnen, die andererseits aber auch gewollt und ausgenutzt werden.
FEin Versténdnis derartiger Vorgénge ist also von zentralem Interesse. Ein
einfacher mathematischer Modellrahmen zur Beschreibung solcher Schwin-
gungsvorgiange wurde bereits in Beispiel 3.2 skizziert, der auf ein sogenanntes
Sturm-Liouville’sches Problem hinauslduft: Gesucht sei die Zahl A und dieje-
nige Funktion u(x), die die Differentialgleichung

—u"(z) = Ar(z)u(z) =0, z€(0,1), (7.1)

mit den Randbedingungen
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erfiillen. In der Gleichung (7.1) ist 7 eine bekannte stetige Funktion mit r(z) >
0 fiir alle z € [0, 1].

Zum Beispiel erfiillt der Schwingungsverlauf eines Federpendels mit Masse
m und Federkonstante D die Differentialgleichung (7.1) mit Ar(z) = D/m.
Die Losungen haben in diesem Fall die Form u(x) = @sin(woz + o), wobei
o die Phase und wg := /D /m die Figenfrequenz des Systems bezeichnen.
Elektromagnetische Schwingungen in einem Schwingkreis bestehend aus einem
Kondensator mit Kapazitit C' und einer Spule mit Induktivitit L fithren auf
eine Differentialgleichung (7.1) mit Ar(z) = 1/LC. Sind die Werte von D oder
(L, C) nicht bekannt, muf} die Eigenfrequenz erst gefunden werden.

Fiir den Fall r(z) = 1 sind die Losungen von (7.1) zu obigen Randbedin-
gungen bekannt:

_ 2
{A_(k”) k=0,1,2,....

u(zx) = sin(kmx)

Fiir den Fall, daf} r nicht konstant ist, kann man im allgemeinen die Losung
dieses Problems nicht mehr in geschlossener Form angeben. Es ist dann
zweckméfig, die Losung iiber ein Diskretisierungsverfahren, wie in Beispiel
3.2, numerisch anzundhern. Wir betrachten dazu wieder Gitterpunkte

und ersetzen v’ (x;) durch die Differenz

u(z; +h) —2u(z;) + u(z; —h)
h2 ’

Auf dhnliche Weise wie im Beispiel 3.2 ergibt sich ein Gleichungssystem

Au—ARu =0 (7.2)
fiir die Unbekannten A und u; = u(z;), i =1,2,...,n — 1, wobei
2 -1
12 -1 ¢ ra)
A ! R r(2) / 7.3
1 IR U S B )
0 -1 2 -1 ( )
-1 2 =t

Mit RY? = diag(\/r(z1), ..., \/T(xn_1)), R"Y?:= (RY/?)~1 v := RY?y und

B := R™Y2AR™'/2 erhilt man aus (7.2) die transformierte Gleichung
Bv =\,

also ein Eigenwertproblem. Da die Matrix B symmetrisch positiv definit ist,
existiert eine orthogonale Eigenvektorbasis, und alle Eigenwerte sind reell und
positiv (vgl. Folgerung 7.10). A
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Eigensysteme, also Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren, beschreiben
nicht nur technisch/physikalische Eigenschaften sondern spielen eine ebenso
wichtige Rolle als mathematische Bausteine.

Beispiel 7.2. Bei der Berechnung der 2-Norm einer Matrix A, [|A||2, oder
der Konditionszahl beziiglich der 2-Norm, r2(A) = ||A]|2]|A7!2, spielen die
extremen Eigenwerte von A eine Rolle:

e Fiir eine symmetrische Matrix A gilt

[A]l2 = p(A),

wobei p(A) = max{|A| | A ist Eigenwert von A } der Spektralradius von A
ist.
e Fiir eine nichtsingulidre symmetrische Matrix A gilt

ra(A) = p(A)p(A71).

o [|Allz = /p(AT A). A

Beispiel 7.3. Wir betrachten ein System linearer gekoppelter gewhnlicher
Differentialgleichungen

2 =Az40b, 2(0)=2° (7.4)

wobel z = z(t), ¢ € [0,T]. Es wird angenommen, dafl A € R™*™ und b € R"
nicht von ¢ abhéngen. In diesem Fall kann man iiber eine Eigenvektorbasis
der Matrix A die Komponenten entkoppeln. Es sei dazu angenommen, dafl
A diagonalisierbar ist, d. h., es existieren n linear unabhéingige Eigenvektoren
vl v?, L v

Avt =\t i=1,2,...,n. (7.5)
Sei A = diag(\1,...,\,) und V = (v! v? ... v") die Matrix mit den Eigen-
vektoren als Spalten. Die Gleichungen (7.5) kann man in der Form

AV =V A
darstellen. So erhilt man aus

VY =vtAVYV Tl VD

mit
y:=V7lz, ¢c¢:=V"1p
das System
y = Ay+c
von entkoppelten skalaren Gleichungen der Form
yi=Nyi+ci, 1=12,...,n. (7.6)

Aus (7.6) ergibt sich einfach die Losung
yalt) = M+ 2 (M - 1),

wobei z) 1= (V‘lzo)i durch die Anfangsbedingung in (7.4) festgelegt ist. A
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7.2 Einige theoretische Grundlagen

Sei A € R"™™™ X € C ein Eigenwert der Matrix A und v € C", v # 0, ein
zugehoriger Eigenvektor:
Av = . (7.7)

Folgende Charakterisierung von Eigenwerten ergibt sich bereits aus Bemer-
kung 3.6 und zeigt, weshalb man auch bei reellen Matrizen komplexe Eigen-
werte beriicksichtigen mufl.

Lemma 7.4. \ ist ein Eigenwert von A genau dann, wenn

det(A — AI) = 0.

Beweis. Offensichtlich besagt (7.7), daBl (A — Al)v = 0 gilt und somit die
Matrix A — Al singulér ist. Letzteres ist zu det(A — AI) = 0 dquivalent. [

Die Funktion A — det(A — AI) ist bekanntlich ein Polynom vom Grad n, das
charakteristische Polynom der Matrix A. Lemma 7.4 besagt, daf§ die Eigen-
werte der Matrix A gerade die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
sind. Im Prinzip reduziert sich also die Berechnung der Eigenwerte auf die
Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms, wozu man zum
Beispiel die Methoden aus Abschnitt 5.7 heran ziehen kénnte. Da man jedoch
die Koeflizienten dieses Polynoms erst aus der Matrix A berechnen mufl, und
da bekanntlich Nullstellen oft sehr sensibel von den Koeffizienten abhingen
(schlecht konditioniertes Problem), ist dies im allgemeinen ein untaugliches
Vorgehen und nur fiir sehr kleine n akzeptabel. Dies belegen folgende Bei-
spieliiberlegungen.

Beispiel 7.5. Die n x n-Identitdtsmatrix A = I hat Eigenwerte A\; = 1 und
Eigenvektoren v = e?, i = 1,...,n, wobei e’ = (0,...,0,1,0,...,0)7 der i-te
Basisvektor ist. In Abschnitt 7.4 (Satz 7.17) wird gezeigt, dafl das Eigenwert-
problem Az = Az im folgenden Sinne gut konditioniert ist: Sei p ein Eigenwert
der Matrix A+ E, wobei E mit ||E||2 < € eine Storung der Matrix A ist. Dann
gilt die Abschétzung

-y <e (7.8)

Das charakteristische Polynom p(A) := det(A — A\I) des ungestorten Problems
lautet

P = (1A= (3) -

k=0

-0 Qe (e
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Bei einer (kleinen) Storung € > 0 des Koeflizienten (g) = 1 erhélt man das
gestorte Polynom

PN =1—¢— (?)H (Z))\Q— (Z>A3+...+(—1)”<Z)A":p(A)—e

mit den Nullstellen

peA) =0 < (1-A)"—€e=0
= A=1+¢/" (falls n ungerade) oder
A=14€/" (falls n gerade).

Versucht man also, auf diesem Wege die Eigenwerte zu bestimmen, ergibt sich
|1—\| = €!/™, ein Resultat, das wegen der guten Kondition des urspriinglichen
Problems (vgl.(7.8)) unakzeptabel ist (beachte: €'/™ > ¢ fiir n > 1 und 0 <
ek 1). A

Die Charakterisierung in Lemma 7.4 ist deshalb fiir die numerische Behand-
lung von (7.7) wenig hilfreich, erschliefit aber einige hilfreiche theoretische
Grundlagen. Das charakteristische Polynom p(A) = det(A — AI) hat nach
dem Fundamentalsatz der Algebra genau n reelle oder komplexe Nullstellen
Al ..., An, falls sie mit der entsprechenden Vielfachheit gezdhlt werden. Ist
A; eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so spricht man
von einem einfachen Figenwert \;. Die Menge aller paarweise verschiedenen
Eigenwerte
oc(A)={AeC| det(A—-X)=0}

bezeichnet man als das Spektrum von A.

Wir werden ferner Invarianzen des Spektrums ausnutzen. Matrizen A und B
heiflen dhnlich, falls es eine nichtsingulidre n x n-Matrix T gibt, so dafl

B=T71tAT

gilt.

Lemma 7.6. Ahnliche Matrizen haben das gleiche Spektrum, d. h.

o(A) = o(TAT)

fiir beliebiges michtsinguldres T .

Beweis. Das Resultat ist eine Konsequenz aus Lemma 7.4 und der Tatsache,
daBl dhnliche Matrizen dasselbe charakteristische Polynom haben:

det(TYAT — \I) = det(T~*(A — AI)T)
= det(T~ ') det(A — AI) det(T) (7.9)
= det(A — AI).
O
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Eine Matrix A heifit diagonalisierbar, wenn A zu einer Diagonalmatrix &hnlich
ist. Man kann einfach zeigen, dafl A genau dann diagonalisierbar ist, wenn A
n linear unabhéngige Eigenvektoren hat. Sind alle n Eigenwerte der Matrix
A voneinander verschieden, so kann man zeigen, dafl A diagonalisierbar ist.

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit einer wichtigen Matrixfaktorisierung,
der Schur-Faktorisierung (Schursche Normalform), in der die Eigenwerte der
Matrix vorkommen.

Diese Faktorisierung spielt beim @QR-Verfahren zur Berechnung von Ei-
genwerten in Abschnitt 7.7 eine zentrale Rolle.

Satz 7.7 (Komplexe Schur-Faktorisierung). Zu jeder Ma-
triz A € C™*" gibt es eine unitdre Matriz Q@ € C"*", so dafs

A1
)\2 *

QTAQ = =R (7.10)

gilt. Dabei ist {\1,...,\n} = 0(A).

Besteht man auf reellen Faktoren, ergibt sich nur fast ein Dreiecksfaktor.

Satz 7.8 (Reelle Schur-Faktorisierung). Zu jeder Matriz
A € R™ ™ gibt es eine orthogonale Matriz Q € R™ " so daf

Ry
Ras *

QTAQ = =R (7.11)

Rmm

gilt. Dabei sind alle Matrizen R;; (i =1,...,m) reell und besitzen
entweder die Ordnung eins (d. h. R;; € R) oder die Ordnung zwei
(d.h. R;; € R?%2). Im letzten Fall hat R;; ein Paar von konjugiert
komplexen Figenwerten. Die Menge aller Figenwerte der Matrizen
Ry (i=1,...,m) ist gerade das Spektrum der Matriz A.

Eine Matrix mit der Gestalt wie R in (7.11) nennt man Quasi-Dreiecksma-
triz. Es sei noch bemerkt, dafl die Faktorisierungen in (7.10) und (7.11) nicht
eindeutig sind.
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Beispiel 7.9. Sei
30 -18 5
A=|15 9 =5
9 —27 24

Diese Matrix hat eine komplexe Schur-Faktorisierung Q7 AQ1 = Ry mit

—0.168 4 0.630¢ 0.373 + 0.1637 —0.640
@1 =] 0.153+0.319¢ 0.380+ 0.567: 0.640
—0.482 4+ 0.467¢ —0.010 — 0.607: 0.426

27.00 4+ 9.00¢ —11.07 + 14.434 10.05 + 25.874
R = 0 27.00 —9.00¢ —12.8140.27% |,
0 0 9.00

und eine reelle Schur-Faktorisierung QF AQs = Ry mit

0.744 —0.192 —0.640 23.46 21.16 —30.57
Q2= 10377 -0.670 0.640 |, Re=|—-4.4230.54 0.32
0.552 0.717 0.426 0 0 9

Aus der komplexen Schur-Faktorisierung ergibt sich
o(A) =49, 27 — 94, 27 + 9i}.

Die Eigenwerte 27 £ 9¢ sind gerade die Eigenwerte des 2 x 2-Diagonalblocks
(23.46 21.16

_442 305 4) der Matrix Ry in der reellen Schur-Faktorisierung. A

Folgerung 7.10. Jede reelle symmetrische Matriz A € R™*™ [ift
sich mittels einer orthogonalen Matriz Q@ dhnlich auf eine Diagonal-
matriz D transformieren:

Q'AQ = D = diag(\1, ..., \n). (7.12)

A besitzt somit nur reelle Eigenwerte und n linear unabhingige zu-
einander orthogonale Eigenvektoren (ndmlich die Spalten von Q).

Beweis. Aus (7.10) erhilt man
R =(Q"AQ)" =Q"A"Q =Q"AQ = R,

und damit, daB R in (7.10) diagonal sein muB und da8 \; = \; gilt, also alle
Eigenwerte reell sind. Daraus folgt, dafl alle Blocke R;; in der Faktorisierung
(7.11) die Ordnung eins haben, also m = n und R;; € R in (7.11). Aus (7.11)
ergibt sich

RT = (QTAQ)T = QTATQ = Q" AQ = R,
und damit, da R in (7.11) diagonal sein mufl und da§ R = diag(A1,...,An)
gilt. Wegen Q7 = Q! erhilt man hieraus das Resultat in 7.12. 0
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7.3 Eigenwertabschéitzungen

Zu den theoretischen Vorbereitungen gehéren insbesondere einige einfache
Abschétzungen fiir die Eigenwerte einer Matrix, die bei der Berechnung von
Eigenwerten niitzlich sein kénnen. Die Beweise dieser Eigenschaften werden
weitgehend dem Leser iiberlassen.

Zuniichst werden einige Eigenschaften des Spektrums gesammelt.

Eigenschaften 7.11. Seien A, B € R"*™. Dann gilt
(i) Falls A nichtsinguldr:

ANeo(A) <= NlteogAd™h,
(i) ea(Ad) = Aecoa(4),

(i) o/(4) = 0(AT) |
(iv) 0(AB) = o(BA).

Satz 7.12. Fir alle A € o(A) gilt

Al < [IA]l.

Beweis. Sei A € g(A) und v der zugehérige Eigenvektor mit ||v|| = 1. Aus
Av = X folgt

A=Wl = IAv] = flAv] < max [lAz]| = JlA]. 0

Satz 7.13. Seien

KZ'ZZ{ZG(C| |z—ai,i|§2\ai7j|}, i:1,2,...,n,
J#i

die sogenannten Gerschgorin-Kreise. Dann gilt, daf8 alle Figen-
werte von A in der Vereinigung aller dieser Kreise liegen:

o(4) C (UL, K).

Beweis. Sei A € 0(A) und v der zugehorige Eigenvektor. Sei i so, daB |v;| =
maxi<j<p |vj]. Aus Av = Av folgt

azz i § A4,5Vj,

J#i
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also
N = aiil il =1 aiuil <> lail v
i i
und damit o
Vs
A —ail leai,jlw—Zsmel- O
J#i J#i

Folgerung 7.14. Seien K} die Gerschgorin-Kreise fiir AT :

Kl''={zeC| |z—ai7i\§Z|ajyi|}, i=1,2,...,n,
J#i

dann folgt aus Eigenschaft 7.11 (iii) und Satz 7.13:
a(A) C (U Ki) N (Ups, K)). (7.13)
Falls A symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte reell, also gilt:
o(A) c (U, (K;NR)). (7.14)

Beispiel 7.15. Die Matrix

41—
A=10 3 -
10—

DO = =

hat das Spektrum o(A) = {3.43 & 0.14¢,—1.86}. Das Resultat (7.13) ist in
Abb. 7.1 dargestellt. Die Matrix

2 -10
A=|-13 -1
0 -1 4
hat das Spektrum o(A4) = {1.27,3.00,4.73}. Das Resultat in (7.14) liefert
o(4) < ([1,3]U[1,5]U[3,5]),

also o(4) C [1,5]. A

7.4 Kondition des Eigenwertproblems

Wie iiblich schicken wir der Konzeption numerischer Verfahren eine kurze
Diskussion der Frage voraus, wie stark sich die Eigenwerte bei einer Storung
in der Matrix A dndern konnen. Einen Beweis des folgenden Storungssatzes
findet man z. B. in [SB, GL].
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a(4) € (U K0 o(4) € (U K7 :

Abb. 7.1. Gerschgorin-Kreise

Satz 7.16. Sei A € R™"*" eine diagonalisierbare Matrix:
VLAV = diag(\1, ..., An). (7.15)
Sei p ein Figenwert der gestorten Matrix A+ E, dann gilt

min [A; — 4| < V]IVl El,, (7.16)

1<i<n

mit p = 1,2, co.

Man beachte, daf} offensichtlich die absolute Kondition der Eigenwerte von der
Konditionszahl ,(V) = ||V|,[|V ||, der Matrix V abhéngt und nicht von
der Konditionszahl der Matrix A. Da die Spalten von V' gerade Eigenvektoren
der Matrix A sind (vgl. (7.15)), zeigt das Resultat in diesem Satz, daB fiir
eine diagonalisierbare Matrix die Kondition der Eigenvektorbasis (im Sinne
von Mafl k,(V)) eine wichtige Rolle bei der Empfindlichkeit der Eigenwerte
beziiglich Stérungen in A spielt.

Fiir eine symmetrische Matrix ist das Problem der Bestimmung der Ei-
genwerte immer gut konditioniert:
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Satz 7.17. Sei A € R™™" eine symmetrische Matriz und p ein
FEigenwert der gestorten Matriz A+ E. Dann gilt

i ol <
min A = pl < B2 (7.17)

Beweis. Aus Folgerung 7.10 erhélt man, daf3 A {iber eine orthogonale Matrix
diagonalisierbar ist:
VLAV = diag(\1, ..., An),

mit V' orthogonal. Wegen der Orthogonalitit von V gilt ko(V) = 1. Das
Resultat (7.17) folgt nun unmittelbar aus (7.16) mit p = 2. O

Das folgende Beispiel 7.18 zeigt, dafl fiir nichtsymmetrische Matrizen das Pro-
blem der Eigenwertbestimmung schlecht konditioniert sein kann, obgleich A
selbst eine moderate Konditionszahl hat.

11 1

mit Eigenwerten und zugehorigen Eigenvektoren

Beispiel 7.18. Sei

M=1—a v'= <_104>,)\2:1—|—017 v?

(«)

-1 (A0 . (11
Vv AV—(O)\2 mit V= ol
Fiir || A||2 gilt die Ungleichung ||A|2 = p(ATA) < |AT Al|oo < |AT |00 | Allso =
| All1]|A]|o- Also folgt auch ||A7Y|3 < [|A71||1||A™!||oo, woraus sich schliefilich
_4
1—a?

Es gilt

ra(A) = Al A7 2 < (Al Ao AT 1A o) * =

ergibt. Die Matrix A ist also fiir alle & € (0, 3] gut konditioniert. Fiir die
Konditionszahl der Matrix V ergibt sich

_ 1
Ra(V) = VIVl = —~ (7.18)
also ist die Kondition der Eigenvektorbasis v!, v? schlecht fiir o < 1.
C o 0 0 . . . . 1 1
Sei £ = <a3(2 +a) 0). Die gestorte Matrix A+ FE = <a2(1 +a)? 1) hat
Eigenwerte
o =1—a(l+a)=X —a?
po =14 a(l4a) = Ay + o2,
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also gilt (vgl. (7.16))

1 32+« 1
@ta) 1 w)IElL.

i —Nl=a?= =
e | =« 2+« « 2+«

Fiir a < 1 ist die absolute Kondition der Eigenwertbestimmung wegen des
Faktors ra(V) = 1 schlecht. Weil ||Alz und |A;|, i = 1,2, von der GroBen-
ordnung eins sind, ist fiir « < 1 auch die relative Kondition der Eigenwert-
bestimmung schlecht. A

Die Konditionsanalyse fiir Eigenvektoren ist wesentlich schwieriger als die
fiir Eigenwerte und wird in diesem Buch nicht betrachtet. Eine ausfiihrliche
Diskussion findet man z. B. in [GL].

7.5 Vektoriteration

Die Vektoriteration ist vielleicht das einfachste Verfahren zur Bestimmung des
betragsméBig grofiten Eigenwertes und eines zugehorigen Eigenvektors einer
Matrix. Dariiberhinaus liefert diese Vektoriteration (oder Potenzmethode) ein
wichtiges Grundkonzept fiir die Entwicklung anderer leistungsfihigerer Me-
thoden zur Eigenwert- und Eigenvektorbestimmung (z. B. die in Abschnitt 7.6
und 7.7).

Fiir die Analyse der Vektoriteration wird der Einfachheit halber angenommen,
dafl A diagonalisierbar ist, d. h., es existiert eine Basis aus Eigenvektoren von

A:

vl % 0 e Cn.
Die Eigenvektoren v werden so skaliert, da [[vf|ls = 1, i = 1,...,n, gilt.
AuBlerdem nehmen wir an, dafl der dominante Eigenwert von A einfach ist:

MBI

Da wir uns auf eine reelle Matrix A beschrénken, bedeutet die Annahme
[A1] > |Az2| gleichzeitig, dafl A1 und vy reell sind (vgl. Eigenschaft 7.11 (ii)).
Ein beliebiger Startvektor z° € R™ 148t sich (theoretisch!) darstellen als

20 = ot + v + ..+ o™
Wir nehmen ferner an, daf 2% so gew#hlt ist, da8

gilt. Wendet man eine k-te Potenz von A auf 2° an, ergibt sich

AFgY = Z c;j ARyl = ch)\fvj. (7.20)
j=1 =1
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Also gilt

n k
ak = AFY = )\]f{clvl + Z (ii) cjvl } = Ak (crv' + rk), (7.21)
j=2

wobei wegen |‘<I }<1furj_2 n,

A
Iz = 0(| 32 ) (k= o), (7.22)
M
also % — 0 fiir k — oo. Folglich strebt % = A*z0 in die Richtung des ersten
Eigenvektors v'. Um dies priziser formulieren zu kénnen, ist es zweckmiBig,
einen Abstandsbegriff zwischen den Unterriumen T := {av'|a € R} und

Sk .= {aA*zy | o € R} zu definieren:

d(S*,T) := min ||w — v'||y = min |az® — v!|5 . (7.23)
weSk a€R

Aus (7.21) folgt
(Mep) b = ol 4 etk

1

und mit der Bezeichnung oy, := (\¥¢;) ™! somit:

Ag |k
A1
Fiir die Annéherung des betragsméfBig grofiten Eigenwertes A\; kann man nun

*) _ (:L‘k)TA:ck 7 (wk)Tkarl (7 25)
AN E '

a(s*,T) < lowa® = o' lo = ler| ¥l = O(|2]) (k=) (7:29)

A

verwenden. Da apy = (\ile)~1 = )\%ak, erhiilt man aus Resultat (7.24):

AB) — 3, (apz®)T (g p12Fth) _ (0" + R T (0! + etk
llovea® |3 [0t + e k13
1+O 2 A
_ ’/\1| —)\1(1+O|2k)
o
also
Mo (K
B | = 0(‘7?‘ ) (7.26)

Bemerkung 7.19. Falls A symmetrisch ist, sind die Eigenvektoren v or-
thogonal. Mit Hilfe dieser Orthogonalitéitseigenschaft kann man zeigen, daf3
sogar
Ao (2K
AR | :o(‘f ) (7.27)
1

gilt. A
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Da ||2*||s — oo, falls [A\1| > 1, und ||2*||s — 0 falls |\;] < 1, ist es zweckmiBig,
die Tterierten 2* zu skalieren. Damit werden dann starke Anderungen der
GroBenordnung vermieden. Da der Unterraum S* und die Iterierten A*) in
(7.25) micht von der Skalierung von x* abhiingen, bleiben bei einer Neuska-
lierung von x* die Resultate (7.24) und (7.26) erhalten.

Insgesamt ergibt sich folgender

Algorithmus 7.20 (Vektoriteration/Potenzmethode).

Wihle Startvektor y° mit |30 =1.
Fir £ =0,1,2,... berechne

gk+1 — Ayk

AE) = (yk)Tglcﬂ

Y= 5

Mit 2° := 3° kann man {iber Induktion einfach zeigen, da8

pooal Ak
VT e T AR

gilt. Also liefert der Algorithmus 7.20 bis auf einen Skalierungsfaktor in z*

tatsichlich die oben analysierten Folgen a*, (%)

Die Konvergenzgeschwindigkeit und damit die Effizienz der Vektoriteration
hiingt wesentlich vom Verhéltnis zwischen |A1| und |Az| ab (vgl. (7.24), (7.26)
und (7.27)).

Beispiel 7.21. Die Matrix

5445 6
0856 7

A=|0067 8 (7.28)
000-49
0000 —2

hat das Spektrum o(4) = {5,8,6,—4 — 2}, also
&‘ _3
M4

Der Eigenwert A; hat den zugehérigen Eigenvektor v! = (£,2,0,0,0)7. Einige
Resultate der Vektoriteration angewandt auf diese Matrix mit Startvektor

Y = %(17 1,1,1,1)7 werden in Tabelle 7.1 gezeigt.

Fiir die Anndherung des Eigenvektors v! ergibt sich

y'? = (0.7940,0.6079, 0.0070, —0.0001, 0.0000) .



7.5 Vektoriteration 241

Tabelle 7.1. Vektoriteration

O
k |A(k) -\ M
0 6.8000 -
1 3.0947 0.46
2 1.3864 0.44
3 1.5412 1.11
4 0.8622 0.56
5 0.7103 0.82
6 0.4758 0.67
7 0.3666 0.77
8 0.2629 0.72
9 0.1992 0.76
10 0.1468 0.74
11 0.1107 0.75

Offensichtlich gilt A*) — X;, wobei die asymptotische Konvergenzgeschwin-

k
221 st A

digkeit etwa "

In der Praxis ist der Fehler ’/\(’“) — )\1’ nicht bekannt, aber da die Folge
(AF)) >0 linear konvergent ist, kann man ihn iiber die in Abschnitt 5.4 er-
klarte Methode schétzen. Sei dazu

k k—1
0= e (k>2)
dann ergibt sich die Fehlerschiatzung
A= AB) & e (k) \(k=1)) (7.29)
1—qx
Beispiel 7.22. Wir betrachten die symmetrische Matrix

-7 13 —16
A= 13 —-10 13
-16 13 -7

mit dem Spektrum o(A) = {3,9, —36}, also
Aol 1
no=-36 |3 =1
' Al 4

Der Eigenwert \; hat den zugehérigen Eigenvektor v! = %(—17 1,-1)T. In

Tabelle 7.2 sind einige Resultate der Vektoriteration, mit Startvektor y° =
(1,0,0)T, und der Fehlerschitzung (7.29) dargestellt.
Fiir die Anndherung des Eigenvektors v! ergibt sich

y" = (—0.5773,0.5774, —0.5774)7.
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Tabelle 7.2. Vektoriteration

B x| B2l ae= ey | | 0 =A%)
0 29 - - -

1 3.97 0.137 - -

2| 2.63e—1 0.066 0.148 6.44e—1

3| 1.65e—2 0.063 0.067 1.76e—2

4] 1.03e—3 0.062 0.063 1.03e—3

5| 6.44e—5 0.062 0.062 6.44e—5

6| 4.02e—6 0.062 0.062 4.02e—6

Die Resultate in der Tabelle zeigen, daB A*) — X;, wobei die Konvergenz-

2k
geschwindigkeit etwa ’i—f ist (vgl. Bemerkung 7.19), und dafl die Feh-

lerschitzung (7.29) befriedigend ist. A

Beispiel 7.23. Wir betrachten das Eigenwertproblem in Beispiel 7.1 mit R =
I, also Az = \r (A € R=DX(=1) wie in (7.3)). Fiir die Matrix A ist eine
explizite Formel fiir die Eigenwerte bekannt:

4 5,1
)\n,k:ﬁsm (ikﬂrh)’ k=12,....,n—1, h:=—.

Die Numerierung ist hierbei so gewéhlt, dafi Ay > Ay > ... > A\, _1 gilt. Wegen

Q‘ _ ﬁ sin? (l(n—2)7rh) B sin2 (lﬂ-_’ﬂ'h)

= 2 — 2
Ml A sin? (%(n — l)wh) sin? (%T( — %wh)
cos?(mh) B — %(wh)2)2

1
= o1 - 1/1 2)2
cos?(zmh) (1 — 5(57h)?)

O = 1— %7%2 oY

erwarten wir fiir h < 1 eine sehr langsame Konvergenz A*) — X\, der Vek-

2
toriteration mit einem Faktor ~ |22 =1 — 1%7‘(2}12 pro Iteration. Dies wird
bestétigt von den Resultaten der Vektoriteration fiir den Fall h = % mit
Startvektor y° = (1,2,3,4,...,29)/[[y°[|2 in Tabelle 7.3. A

Tabelle 7.3. Vektoriteration

(k) _

k |A(k) — A M
1 1.79e+3 0.51
5 4.81e+2 0.82
15 1.64e+2 0.93
50 4.36e+1 0.98
100 1.70e+1 0.98
150 8.16 0.99
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7.6 Inverse Vektoriteration

In diesem Abschnitt wird stets angenommen, daf3 die Matrix A € R™*™ nicht-
singulédr und diagonalisierbar ist. Da fiir

auch folgt

A*l T i
v —)\iv N

wiirde die Vektoriteration, angewandt auf A~!, unter der Annahme
Al > Pl > e > Pt > Al

den betragsmdjsig kleinsten Eigenwert A, von A ermitteln. Um auch noch
andere Eigenwerte ermitteln zu kénnen, nutzt man aus, dal \; genau dann
Eigenwert von A ist, falls A; — p Eigenwert von A — pI ist. Angenommen, wir
hétten eine Anndherung u = \; eines beliebigen Eigenwertes \; der Matrix A
zur Verfligung, so dafl

| —Ai| < | —Aj|  fiir alle j # 4. (7.30)

(Implizit hat man hierbei angenommen, daf \; ein einfacher und reeller Ei-
genwert ist.) Dann ist (\; — pu)~! der betragsgrofite Eigenwert der Matrix
(A —puI)~t. Zur Berechnung von (\; — )~ !, und damit von );, kann man die
Vektoriteration auf (A — pul)~! anwenden:

Algorithmus 7.24. (Inverse Vektoriteration mit
Spektralverschiebung)

Wahle Startvektor yO mit ||y0||2 =1.

Fir £ =0,1,2,... :
Lose (A —pul)ghtl =y* (7.31)

Y= o

In (7.31) ist zu beachten, da8 §**! = (A — ul)~'y* (das Resultat der Vektori-
teration angewandt auf (A—ul)~!) als Losung des Systems (A—pul)jgFtt = y*
ermittelt wird. Bestimmt man einmal eine L R- oder Q) R-Zerlegung von A—pul,
erfordert jeder Iterationsschritt im Algorithmus 7.24 nur die viel weniger auf-
wendige Durchfithrung der Einsetzphase. Bei der Vektoriteration (Algorith-
mus 7.20) angewandt auf (A— ) =" strebt (y*)T§**! gegen den betragsmiiBig

grofiten Eigenwert von (A — pul)~1, also gegen )\'1*11 (vgl. 7.30).
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Daraus folgt, daf3

1

gilt. Aus der Konvergenzanalyse der Vektoriteration in Abschnitt 7.5 erhilt

man, daf} die Konvergenzgeschwindigkeit in (7.33) durch das Verhiltnis zwi-
schen ﬁ und dem betragsmiiBlig zweitgrofiten Eigenwert von (A — ul)~1,

also durch den Faktor

. . 1 1
AN X =l _ ming D —al _ i —p (7.34)
1 - 1 ming [A; - .
] (v} mingzi [A; = 4l

bestimmt wird. Hieraus schlieflen wir:

Ist u eine besonders gute Schéiitzung von \;, so gilt

A —
_|l—/“ <1,
ming; [A; —

das Verfahren konvergiert in diesem Fall sehr rasch.

Durch geeignete Wahl des Parameters p kann man also mit der inversen Vek-
toriteration (Algorithmus 7.24) einzelne Eigenwerte und Eigenvektoren der
Matrix A bestimmen. In der Praxis ist aber oft nicht klar, wie man fiir einen
beliebigen Eigenwert \; diesen Parameter pu ,,geeignet” wihlen kann.

Die Konvergenzgeschwindigkeit der Methode kann man noch erheblich ver-
bessern, wenn man den Spektralverschiebungsparameter p nach jedem Schritt
auf die jeweils aktuellste Anniiherung A*) von \; setzt. Da die LR- bzw. QR-
Zerlegung in (7.31) dann in jedem Schritt neu berechnet werden mu8, steigt
jedoch damit der Rechenaufwand sehr stark an.

Beispiel 7.25. Wir betrachten die Matrix aus Beispiel 7.21 und wenden zur
Berechnung des Eigenwerts Ay = —4 dieser Matrix den Algorithmus 7.24 mit
= —35und 3 = %(1, 1,1,1,1)T an. Einige Resultate werden in Tabelle
7.4 gezeigt.

Fiir den asymptotischen Konvergenzfaktor in (7.34) ergibt sich

Ma—pul  Pu+35 05 1

minj¢4 |AJ — ,u| - minj¢4 ‘)\] —|—35‘ - 15 - 3

Die Konvergenzresultate in der dritten Spalte der Tabelle 7.4 zeigen auch etwa
diesen Faktor %

Fiir die inverse Vektoriteration, wobei man den Parameter p nach jedem
Schritt auf die jeweils aktuellste Anniherung A*) von Ay = —4 setzt,

wo = —3.5, = AED i k> 1,
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Tabelle 7.4. Inverse Vektoriteration

(k) _
|)‘(k) 7)‘4‘ M‘()\k—l)jiL
0 5.45 -
1] 3.99e—1 0.073
2 1.04e—1 0.26
3 3.83e—2 0.37
4 1.24e—2 0.32
5 4.17e—3 0.34
6 1.39e—3 0.33

Tabelle 7.5. Inverse Vektoriteration

B -] | SRS | p®) 36
0| 545 - 5.93

1| 4.84e-1 0.016 7.53¢-1

2| 2671 115 2.41e-1

3| 2.80e-2 0.39 2.760-2

4] 3.86c-4 0.49 2.860-4

5| T.dde-8 0.50 7.440-8

6| 2.66e-15 0.48 -

sind einige Ergebnisse in Tabelle 7.5 dargestellt. Die Resultate in der drit-
ten Spalte zeigen, dafl die Konvergenzgeschwindigkeit nun wesentlich hoher,
némlich quadratisch statt linear, ist. In der vierten Spalte kann man sehen,
daf} die Fehlerschiatzung f)\(k) — )\1’ ~ ’)\(k) — )\(k+1)| (vgl. Abschnitt 5.4) be-
friedigend ist. A

7.7 QR-Verfahren

Die in den vorigen Abschnitten behandelten Methoden der Vektoriteration
und der inversen Vektoriteration haben allerdings schwerwiegende Nachtei-
le. So kann man mit der Methode der Vektoriteration nur den betragsméafig
grofiten Eigenwert bestimmen und bei der Methode der inversen Vektorite-
ration zur Bestimmung eines Eigenwertes \; (1 < ¢ < n) braucht man einen
»geeignet gewéhlten“ Parameterwert p; = A;. In diesem Abschnitt werden wir
eine alternative, viel bessere Methode behandeln, ndmlich das Q R-Verfahren.
Dieses Verfahren wird in der Praxis sehr oft zur Berechnung von Eigenwerten
benutzt.

Der in Abschnitt 7.7.2 behandelte @ R-Algorithmus ist eng mit der soge-
nannten Unterraumiteration verwandt. Letztere Methode, die sich als Verall-
gemeinerung der Vektoriteration interpretieren ldfit, wird in Abschnitt 7.7.1
diskutiert. In Abschnitt 7.7.3 werden zwei Techniken behandelt, die fiir eine
effiziente Durchfithrung der @ R-Methode berticksichtigt werden miissen.
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7.7.1 Die Unterraumiteration

In diesem Abschnitt wird die Grundidee der Unterraumiteration erklirt. Diese
Methode, die man als eine Verallgemeinerung der Vektoriteration interpretie-
ren kann, ist grundlegend fiir den @ R-Algorithmus in Abschnitt 7.7.2. Wir
setzen voraus, dafl die Matrix A € R™ "™ nur einfache Eigenwerte

[Ad1] > |A2| >...> |An| >0 (7.35)
hat. Daraus folgt (vgl. Eigenschaft 7.11 (ii)), daf alle Eigenwerte reell sind,
und weiterhin, da n linear unabhiingige Eigenvektoren v, ... v™ € R" exi-
stieren.

Fiir w!,...,w’ € R” wird mit

J
(w', ..., w’) :{Zaiwi | a; € R}
i=1

der von w', ..., w’ aufgespannte Unterraum bezeichnet. Sei weiterhin
Vi={(v',...,v0), 1<j<n, (7.36)
der von den Eigenvektoren v, ..., v/ aufgespannte Unterraum. Im Rahmen

der Vektoriteration wird der erste Eigenvektor angen#hert. Zur Berechnung
mehrerer Eigenwerte wire es entsprechend wiinschenswert, hoher dimensio-
nale invariante Unterrdume wie V; anndhern zu kénnen

Ausgangspunkt fiir die Ableitung des @ R-Verfahrens ist folgende Unter-
raumiteration, die, wie wir sehen werden, in gewissen Sinne die Raume V;
approximiert:

Algorithmus 7.26 (Stabile Unterraumiteration).

Wihle eine orthogonale Startmatrix )y € R™*".
Fir £=0,1,2,... berechne
B = AQy,
eine QR-Zerlegung von B:
B =: Qk+1Rk+1 > (737)
wobei (41 orthogonal und Ry, eine obere Dreiecks-
matrix ist.

Man beachte, dafi bei der QR-Zerlegung in (7.37) die Vorzeichen der Dia-
gonaleintriage der Matrix Ry41 frei gewdhlt werden kénnen. Fir das weitere
Vorgehen sei vereinbart, dafi diese Diagonaleintrdge stets nichtnegativ gewdhlt
sind.

Algorithmus 7.26 generiert eine Folge von Matrizen @, deren Spalten im
folgenden mit ¢}, 1 < j < n, bezeichnet werden:

Qw= (s a - at) -
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Einen ersten Hinweis zur Relevanz dieser Matrix-Folge erhélt man, wenn man
annimmt, daf} die Matrizen Q, Rx gegen orthogonale Matrizen bzw. obere
Dreiecksmatrizen @, R konvergieren. Die ergibt dann gerade QR = AQ), d. h.
mit QT AQ = R eine Schurzerlegung gemif Satz 7.8, woraus man die Eigen-
werte gleich ablesen kann. Bevor wir dies ndher untersuchen, betrachten wir
aus dem Blickwinkel der Vektoriteration die Unterrdume

Si = (Akgh, AFqg, ..., AFq) = Bild A¥ (g5 ¢ ... @) (7.38)

In der Tat ist der Raum S,i gerade das Resultat der Vektoriteration, ange-
wandt auf den Startvektor ¢§ (vgl. Abschnitt 7.5), withrend fiir allgemeines j
(1 < j < n)die k-te Potenz von A auf einen Raum der Dimension j angewandt
wird. ‘

Nun kann man den Zusammenhang der Riume S} zu den Q) herstellen,
indem man per Induktion zeigt, daf3

(ah G- @) = 5] (7.39)

gilt, d.h., die ersten j Spalten der Matrix @}, bilden eine Basis des Raums
S/. Diese Basis ist stabil (d.h. gut konditioniert), da die Spalten von Qj
zueinander orthogonal sind, und deshalb fiir numerische Zwecke viel besser
geeignet als die Basis A¥¢j, 1 < i < j, in (7.38). Aufgrund der Theorie
der Vektoriteration strebt A¥¢} (k — oo) fiir jedes i in die Richtung des
ersten Eigenvektors v!, also ist letztere Basis schlecht konditioniert (fiir grofies
k). DaBl uns eine stabile Basis zur Verfiigung steht, ist eine Folge der QR-
Zerlegung in (7.37). Wegen dieser Orthogonalisierung spricht man von einer
stabilen Unterraumiteration.

Die fiir Eigenwertberechnung letztlich wesentliche Eigenschaft des Algorith-
mus 7.26, nimlich die Beziehung zwischen den Riumen V; und Sy, wird zuerst
anhand eines Beispiels illustriert. Dabei wird wieder ein Abstandsbegriff zwi-
schen Réumen verwendet (vgl. (7.23)). Fiir € S, sei

A(V;,2) = min v — ]
J

und
d(V;,S]) ==max {d(V;,z) | x € S}, [|z]s =1} (7.40)
Beispiel 7.27. Wir betrachten die Matrix
100
A=|120], (7.41)
153

mit Eigenwerten A\; = 3, A2 = 2, A3 = 1 und zugehorigen Eigenvektoren

0 0 1
vt=(0], = 1], F=]-1
1 -5 2
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Die Eigenrdume Vj in (7.36) lauten

Vi =(v') ={(0,0,0)"| a €R},
V2 = <U17U2> = {(Oaa7ﬁ)T| (X,B € R} )
Vs = (v}, 0%, 03) = R3,

und die Rdume Sj’? (vgl. (7.39)) sind wie folgt gegeben:

Sk = {(a) ,
Sk =A{aq4) »
Si={an qr.q0) =R®.

Eine einfache Analyse, wobei die Orthogonalitit der Vektoren qi (=12
eine Rolle spielt, zeigt, daB fiir den Abstand zwischen V; und S}, gilt:

d(Vi,S;) = /()i + (4))3 (@) + j-te Komponente von gz) , (7.42)
d(Va, S}) = pmax | cos $g)1 + sino(gi)1] - (7.43)
Aus (7.43) folgt
d(Va, Sp) = o | cos ¢(qp,)1 + sin ¢(qi )1

us

2

= max{|(gt)1], |(¢?)1}

und
d(Va, S3) < [(gi)1] + [(gi)1] < 2max{|(gi)l, [(gi)1]}-

Also kann man auch

d(Va, i) := max{|(gi)1], 1 (a7)1 1} (7.44)

als MaB fiir den Abstand d(Va, S?) nehmen.

Bei Anwendung des Algorithmus 7.26 konnen fiir die resultierenden Ma-
trizen Qr = (¢ ¢7 ¢}) die Abstiinde d(V1, S}) in (7.42) und d(Va, S2) in (7.44)
einfach berechnet werden. Einige Resultate mit der orthogonalen Startmatrix

2 —1 2
Qo==[-12 2 (7.45)
2 2 -1

sind in Tabelle 7.6 aufgefiithrt. Die Ergebnisse in der vierten Spalte dieser Ta-
belle zeigen das von der Vektoriteration bekannte Konvergenzverhalten (vgl.
(7.24)):

d(Vi, S = O(’%‘k) (7.46)
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Tabelle 7.6. Unterraumiteration

k| dp:=d(Vi,S) | di :==d(Va,S}) | dy/dy_y | &3/ d}_,
0 0.7454 0.6667 - -
1 0.5547 0.7907 0.74 1.19
2 0.2490 0.8819 0.45 1.12
3 0.1392 0.4859 0.56 0.55
4 0.0844 0.2285 0.61 0.47
5 0.0524 0.1098 0.62 0.48
6 0.0331 0.0540 0.63 0.49
7 0.0213 0.0269 0.64 0.50
8 0.0138 0.0135 0.65 0.50
9 0.0090 0.0068 0.65 0.50
10 0.0059 0.0034 0.66 0.50
11 0.0039 0.0017 0.66 0.50

Folglich streben die Unterrdume S} mit einer Konvergenzgeschwindigkeit pro-
portional zu |§—f ’k = (%)k gegen den vom Eigenvektor v' aufgespannten Un-
terraum.

Die Werte in der fiinften Spalte zeigen das Konvergenzverhalten

d(Vy, S2) = O(’;\—z‘k) (7.47)

Demnach strebt S,%, mit einer Konvergenzgeschwindigkeit proportional zu

k .
i—yk = (%) , gegen den von den Eigenvektoren v' und v? aufgespannten

Unterraum. Spéater werden wir sehen, daf§ die Eigenschaft Si — V; (k— o)
grundlegend ist fiir das @ R-Verfahren. A

Unter der Annahme (7.35) kann man beweisen (siehe z. B. [GL]), dal Konver-
genzresultate wie in (7.46), (7.47) auch in einem entsprechenden allgemeinen
Rahmen gelten:

"), k—oofirj=1,2,...,n—1, (7.48)

d(v;.5) = O(| 5
J

L ..., v7 aufgespannte

wobei zur Erinnerung V; der von den Eigenvektoren v
Unterraum und S;, der von den ersten j Spalten der Matrix @ aufgespannte
Unterraum ist. Die Matrizen Qy (k =0,1,2,...) ergeben sich aus der Unter-

raumiteration 7.26.

Wie la8t sich dies nun wieder mit der Ausgangsbemerkung zur Schur-Zerlegung
R = QT AQ in Beziehung setzen? Fiir die j-te Spalte ¢ (1 < j <n—1) der
Matrix @y, ergibt sich, wegen (q},) C S — V; (k — o0):

J
q. = Zawé +er, mite, —0 (k— o),
=1
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und somit

Aqi = apAvt + & (e := Aey)

M-

o~
I
—

a v’ + & mit & — 0 (k— o0). (7.49)

|
M~

o~
I
-

Wegen SZ, — V; kann man die Linearkombination der v* in (7.49) mit einer
Linearkombination von q,i, ..., q], anndhern:

J
Agj = Zﬁtz,zﬂ]ﬁ +ék, mitép —0 (k— oo).
=1

Fiir 7 > j erhilt man, wegen der Orthogonalitiit (¢f)Tql =0, i # ¢:
(a1)" Agi, = (g1)"éx = 0 (k — o0). (7.50)

Weil ¢i, 1 < i < n, die Spalten der Matrix Qj sind, folgt aus (7.50), daf
die Folge Qf AQy, fiir k — oo tatsichlich gegen eine obere Dreiecksmatriz
konvergiert. Wegen Q7 = Q;l gilt auferdem, daff die Matrizen Q7 AQj, und
A fiir alle k dhnlich sind und somit dasselbe Spektrum haben (Lemma 7.6).

Zusammenfassend:

Sei {Qk }r>0 die Folge orthogonaler Matrizen aus der Unterraumiterati-
on 7.26, und

Ay = QT AQy, . (7.51)

Es gilt:
o o(Ag) =o0(A) fir alle k.
e Wegen 7.50 gilt

QL AQ, = A, — R= (N) (k — o0). (7.52)

e Die Diagonaleintrige der Matrix Ay sind Anndherungen fiir die Ei-
genwerte der Matrix A.
o FEsgilt
rii=X\, i=1...,n, (7.53)

d. h., die Eigenwerte stehen nach Grdfle sortiert auf der Diagonale
von R.
e Fiir k — oo streben die Fehler in diesen Anndherungen gegen 0,

Ai+

wobei die Konvergenzgeschwindigkeit durch die Faktoren
j=1,2,...,n—1, bestimmt ist (vgl. (7.48)).




7.7 QR-Verfahren 251

Beispiel 7.28. Wir wenden die Unterraumiteration auf die Matrix aus Bei-
spiel 7.27 an mit der Startmatrix Q¢ wie in (7.45). Fiir die resultierenden
Matrizen Qg, k = 1,2,..., kann A; wie in (7.51) berechnet werden. Daraus
ergibt sich:

2.8462 1.5151 3.8814
A; = | 1.3423 1.8106 2.8356 | ,
0.1438 —0.7700 1.3433

3.2620 5.0188 0.4950
As = | —0.0631 1.8341 0.8540 |,
—0.0010 —0.1097 0.9039

3.0038 4.9993 1.0002
A5 = [ —0.0008 1.9963 0.9991 | ,
—0.0000 —0.0001 0.9999

und O’(A) = O’(Al) = 0'(145) = O'(A15) ~ diag(A15) = {3007 200, 100} A

Bemerkung 7.29. Falls A symmetrisch ist, sind auch alle Ag,
k = 0,1,2,... symmetrisch. Die Ay streben in diesem Fall fiir
k — oo gegen eine Diagonalmatriz (vgl. Folgerung 7.10).

Bemerkung 7.30. Da wir in diesem Abschnitt annehmen, daf3 die Matrix A
nur einfache Eigenwerte besitzt, hat die reelle Schur-Faktorisierung (vgl. Satz
7.8) von A die Form
QTAQ = R,

wobei ) eine orthogonale und R eine obere Dreiecksmatrix ist. Aus der oben
diskutierten Analyse der Unterraumiteration folgt, dafl diese Methode eine
Folge Qx, £k = 0,1,2,..., von orthogonalen Matrizen mit der Eigenschaft
QTAQ, = Ar — R liefert, wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist. Offen-
sichtlich ergibt die Unterraumiteration eine ndherungsweise Konstruktion der
reellen Schur-Faktorisierung. A

Bemerkung 7.31. Fiir den Fall, dafl A nicht nur einfache Eigenwerte hat,
sondern auch Paare von konjugiert komplexen Eigenwerten derart, dafl ih-
re Betrige und die Betrdge der reellen Eigenwerte paarweise verschieden
sind, kann man zeigen, dafl die Matrizen Ay in (7.51) gegen eine Quasi-
Dreiecksmatrix (vgl. (7.11)) konvergieren. Jeder 2 x 2 , nicht-Null“-Diagonal-
block der Matrix Ay liefert Annédherungen fiir ein Paar von konjugiert kom-
plexen Eigenwerten der Matrix A (vgl. Beispiel 7.34). A

7.7.2 QR-Algorithmus

Wir werden nun zeigen, wie man sehr einfach die iiber die Unterraumiteration
definierten Matrizen Ay, in (7.51) rekursiv (d. h. Ay aus Ag_1) berechnen kann.
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Dazu wird angenommen, dafl bei der Berechnung einer () R-Zerlegung (z. B. in
(7.37)) die Diagonaleintrige der Matrix R immer > 0 gewéhlt werden. Unter
dieser Normierungsannahme ist die Q R-Zerlegung einer Matriz eindeutig.

Lemma 7.32. Sei Ay := QL AQo, wobei Qg die in Algorithmus 7.26
gewdhlte orthogonale Startmatriz ist, und sei Ax, k = 1,2,..., defi-
niert durch

Ap_1=:QR (die QR-Zerlegung von Ajp_1, mit ri; >0) (7.54)

Ak = RQ
Dann gilt ~
Ay =Ay, k=0,1,2,...,

wobei Ay, die in (7.51) definierte Matriz ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis mittels Induktion. Fiir k¥ = 0 ist das Resultat
trivial. Sei Ay_1 = Ai_1 und @, R die eindeutigen Matrizen der entsprechen-
den QR-Zerlegung in (7.54). Aus Algorithmus 7.26 folgt

AQk-1 = Qi Ry, (7.55)

und damit, daBl Ay_1 = Q¥ | AQr-1 = QT QR gilt. Da QI Q) orthogo-
nal ist und die Q) R-Zerlegung eindeutig ist, ergibt sich

Qi 1Qv=Q, Rp=R. (7.56)
Aus (7.55), (7.56) und den Definitionen von A und Ay, folgt:

A = QL AQr = (QF AQk-1)Q}_1Qx
= RiQf_1Qr = RQ = Ay
0

Aufgrund von Lemma 7.32 148t sich folgende einfache Methode zur Berech-
nung der Matrizen Ay, k =1,2,..., aus (7.51) formulieren:

Algorithmus 7.33 (QR-Algorithmus).

Gegeben: A € R™ "™ und
eine orthogonale Matrix Qg € R™*" (z.B. Qo =1).
Berechne Ay = QF AQo. (7.57)
Fir k=1,2,... berechne
Ap—1 =: QR (QR-Zerlegung von Aj_1)
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Beispiel 7.34. Fiir die symmetrische Matrix A aus Beispiel 7.22 mit o(4) =
{3,9,—36} liefert der QR-Algorithmus mit Qo = I folgende Resultate:

—35.984 —0.8601 —0.0392 —36.000 0.0135 —0.0000
As = | —0.8601 8.9590 0.3826 |, Ag= | 0.0135 9.0000 —0.0143
—0.0392 0.3826 3.0246 —0.0000 —0.0143 3.0000

Dies deutet bereits Konvergenz gegen eine Diagonalmatrix geméfl Bemerkung
7.29 an und diag(Ay) ~ o(A4).

Fiir die Matrix A aus Beispiel 7.9 mit o(A) = {9,27+ 9,27 — 9i} ergeben
sich mit Q¢ = I folgende Resultate:

21.620 —5.8252 15.748 33.228 —19.377 25.450
Az = 19.195 32.873 —26.365|, Ag=|(6.1735 20.779 16.971 ],
—0.2210 0.2433 8.5070 0.0038 —0.0205 8.9930

also Konvergenz gegen eine Quasi-Dreiecksmatrix (vgl. Bemerkung 7.31). Der
2 x 2-Diagonalblock (33'228 _19'377) der Matrix Ag hat die Eigenwerte
6.1735 20.779

27.004 + 8.993:. A

Die Konvergenz des ) R-Verfahrens wird sehr langsam sein, falls es ein j gibt,
fiir das —Aiﬂ
Aufwand pro Schritt beim ) R-Verfahren ist erheblich, da man jedes mal die
QR-Zerlegung einer n x n-Matrix (z. B. mit Householder-Spiegelungen) und
das Produkt RQ berechnen mufl. Der Aufwand pro Iteration ist i.a. O(n3)
Multiplikationen/Divisionen. Der @ R-Algorithmus 7.33 ist daher im allgemei-
nen kein effizientes Verfahren! Im nichsten Abschnitt wird erklért, wie man
das QR-Verfahren auf eine wesentlich effizientere Form bringen kann.

~ 1 gilt (wie es z.B. fiir 5 = 1 in Beispiel 7.23 gilt). Der

7.7.3 Praktische Durchfithrung des Q R-Algorithmus

In diesem Abschnitt werden die zwei wichtigsten Aspekte diskutiert, die bei
einer effizienten Implementierung des () R-Verfahrens zu beriicksichtigen sind:
eine Transformation auf Hessenbergform und die Technik der Spektralverschie-
bung.

Transformation auf Hessenbergform

Eine Matrix B € R™*™ heifit obere Hessenberg-Matriz, falls B die Gestalt

B=| - -, (7.58)
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hat. Ist B eine symmetrische Matrix und hat sie eine Hessenberg-Gestalt wie
in (7.58), dann mufl B eine Tridiagonalmatriz sein.

In Beispiel 7.35 wird gezeigt, wie man eine Matrix A iiber eine orthogonale
Ahnlichkeitstransformation, d. h.

QTAQ, mit Q orthogonal (7.59)
auf obere Hessenbergform (7.58) bringen kann.

Beispiel 7.35. Sei die Matrix

115 -60
1 7 3 12
A= 2 -7-30
2-2815 3

gegeben. Um A auf obere Hessenbergform zu bringen, wird zum Verschwinden
der Eintréige as; und a4; eine Householder-Transformation wie in Abschnitt
3.9.2 verwendet. Man setze dazu

4

1 1 10, INT
o= 2] w3 (o) = (2], Quemro2t ) cgee
2 0 2 (v)Tv
und
10 0 0
0
Q=0 on | (7.60)
0
Dann ergibt sich
1 15 =6 0
-3 21 -9 -6
@A=1 4 5 _g_g
0 —-21 9 -6

Da @; die Form wie in (7.60) hat, bleiben bei der Multiplikation von Q1A mit
Q1 die Null-Fintrdge in der ersten Spalte erhalten:

1 —1-14 -8
. ~3 3 —18-15
A=A =1 "y 5 3

05 22 7

(eine solche Eigenschaft gilt nicht fir die Householder-Transformation in
(3.96), die zur Reduktion auf obere Dreiecksform verwendet wird).

Da fiir die Householder-Transformation Q; = QT = Ql_l gilt, sind die
Matrizen A und A &hnlich, also o(A) = o(A).
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Im néchsten Schritt wird der Eintrag d4o mit Hilfe einer geeigneten House-
holder-Transformation eliminiert. Sei dazu

, (12 1\ (25 I () L
e () w10()) = (2), uomr 22 i

Q= | 0@ . (7.61)
00

1 -1 —-14 -8
. -3 3 —-18 -15
Q24 = 0 —13 —5.692 0.0769 | °

0 0 21.462 7.615

und

Dann ergibt sich

und wiederum bleiben wegen der Form von Q2 in (7.61) die Null-Eintrige in
den ersten zwei Spalten bei der Multiplikation von rechts erhalten:

1 -1 16 -2

-3 3 22385 —6.923
0 —13 5.225 2.260
0 0 —22.740 1.225

Sei @ die orthogonale Matrix Q = Q1Q2, also QT = Q¥ QT = Q2Q1, dann
gilt R

QMAQ = QT AQ = Q2Q1AQ1Q2 = A,
mit A wie in (7.62). Die Matrix A ist also tiber eine orthogonale Transforma-
tion dhnlich zur oberen Hessenberg-Matrixz A. A

Die in obigem Beispiel fiir A € R™*™ mit n = 4 erklarte Methode ist fiir
beliebiges n anwendbar. Also gilt:

Man kann eine Matrix A € R™ " durch Householder-
Transformationen auf eine zu A dhnliche Matrix mit oberer
Hessenberggestalt bringen.

Rechenaufwand 7.36. Der Rechenaufwand der Ahnlichkeitstransformati-
on auf Hessenbergform iiber Householder-Transformationen (Methode aus
Beispiel 7.35) ist etwa gn‘?’ Operationen. Hierbei ist angenommen, dafl die
Householder-Transformationen @), nicht explizit berechnet werden, sondern
nur implizit (iiber den Vektor v) gegeben sind (vgl. Beispiel 3.52).
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Es sei noch bemerkt, daffi man die Transformation auf obere Hessenberg-
form in (7.59) anstatt iiber Householder-Transformationen auch mit Givens-
Rotationen durchfiihren kann.

Sei nun A € R™*" gegeben. Die Matrix wird dann iiber die oben beschriebene
Technik auf obere Hessenberggestalt gebracht (wobei das Spektrum gleich
bleibt). Der Einfachheit halber wird die sich ergebende Matrix auch mit A
bezeichnet.

Wir nehmen im weiteren an, daf$ A eine nicht-reduzierbare obere Hessen-
berg-Matriz ist, d. h., A hat eine obere Hessenbergform mit a;41,; # 0 fur alle 4.
Es sei bemerkt, daf}, wenn B eine obere Hessenberg-Matrix mit b;4, ; = 0 fiir
mindestens ein ¢ ist, man zur Bestimmung der Eigenwerte von B die Matrix in
kleinere nicht-reduzierbare obere Hessenberg-Matrizen aufspalten kann, vgl.
Ubung 7.8.5.

Zur Berechnung der Eigenwerte der oberen Hessenberg-Matrix A benutzen
wir den @QR-Algorithmus. Man kann zeigen, dafl die Hessenberggestalt der
Matrix mehrere grofle Vorteile bringt. Der erste Vorteil ist folgender:

Wenn A eine nicht-reduzierbare obere Hessenbergmatrix ist, kann
man die Identitédt als Anfangsmatrix bei der Unterraumiteration
(also auch beim @QR-Algorithmus) nehmen.

Das folgende Resultat zeigt, dal im @ R-Algorithmus die obere Hessenberg-
gestalt erhalten bleibt.

Lemma 7.37. Sei Ap_1 € R™ ™ eine obere Hessenberg-Matrix
und

Ap—1:= QR (QR-Zerlegung von A;_1)
Ak = RQ

der Iterationsschritt im QR-Algorithmus 7.33, dann ist auch Ay
eine obere Hessenberg-Matriz.

Beweisidee: Die QQ R-Zerlegung einer n x n-Hessenbergmatrix A;_; kann man
iiber eine Folge von Givens-Rotationen G ;41,1 =1,2,...,n—1 (vgl. (3.83))
berechnen. Fiir den Fall n = 3 ergibt sich die Struktur

100 x x 0 * % % * % %
G23G1,245-1 = [0 % x * %0 xxx | = |0%xx*x]| =R,
0 * x* 001 0 * 00 =

also eine QR-Zerlegung Ax_1 = QR mit Q := G£2G§3. Fir Ay = RQ =
RG£2G§3 erhidlt man

* ok ok * % 0 100 * ok ok
Ap =10 % *x 0 Ox*x | = | %*x
00 x 001 0= * 0 * x

)
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also wiederum eine obere Hessenberg-Matrix. Fiir den Fall mit n beliebig kann
man dhnlich argumentieren. g

Aufgrund dieses Ergebnisses ergibt sich als zweiter Vorteil der Transformation
auf Hessenberggestalt eine starke Reduktion des Rechenaufwandes:

Bemerkung 7.38. Dadurch, dal man beim QR-Algorithmus in
einer Vorbearbeitungsphase die Matrix auf obere Hessenbergform
bringt, braucht man nur die QR-Zerlegung einer Hessenberg-
Matrix Ai_1 zu berechnen. Falls man dazu Givens-Rotationen
verwendet (vgl. Beweis von Lemma 7.37), ist der Aufwand fiir die
Berechnung A1 =: QR, A := RQ nur O(n?) Operationen. Falls
A symmetrisch ist, ist dieser Aufwand nur O(n) Operationen.

Die im @ R-Algorithmus 7.33 berechneten Matrizen Ay ,k > 0 haben alle eine
obere Hessenberggestalt. Aulerdem gilt o(Ay) = o(A) fiir alle k und Ay — R,
(k — o0), wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist. Sei
_ (k)
Ay = (ai,j )igi,jgn'
Wegen der oberen Hessenberggestalt der Matrizen Ay zeigt das Konvergenz-
verhalten der Subdiagonalelemente
a) =0 fir k—oo (i=1,2,...n—1)

gerade die Konvergenzgeschwindigkeit in (7.52) (= dritter Vorteil der Trans-
formation auf Hessenberggestalt !).

Beispiel 7.39. Wir betrachten die Matrix

2345 6
4456 7

A=A,=036738 |,
00289
000110

die schon eine obere Hessenberggestalt hat, und wenden den Algorithmus
7.33 auf diese Matrix an. Die Matrizen Ay, £ > 1 haben dann alle eine
obere Hessenberg-Gestalt. In Abb. 7.2 wird die Grofie der Eintrage az(i)l,i
(1=1,2,3,4) fir k=0,1,2,...,20 dargestellt.

Fiir £ = 20 ergibt sich das Resultat

14.149 —15.700 5.804 0.943 1.730
—1.5e—3 9.530 —5.487 0.162 —1.013

Agg = 0 —1.4e—4 5.155 0499 —-0.744
0 0 1.3e—9 1.501  2.006
0 0 0 —3.0e—13 —0.335

also
o(A) = o(Ay) =~ {14.15, 9.53, 5.16, 1.50, —0.34}.
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Abb. 7.2. x: |aé’2 . X |a£f§ , o: |aé’f2)|, +: |a(2k1)|

Die Kurven in Abb. 7.2 sind fiir hinreichend grofle & etwa Geraden, also ist die
Konvergenz ‘agi)ul — 0 linear. Eine genauere Betrachtung der Zahlen zeigt,
daf fiir hinreichend grofles k

’anl) ~ c1(0.67)" %Cl|%|k’ |a:(3k2) ~ c2(0.54)" xcz‘%ﬁ
L 2
A A

)] ~ o029 m ol P, [l = cal0:22) | 2

~
~

Das Konvergenzverhalten |al ey z} ’“ | stimmt mit der in Abschnitt
7.7.1 diskutierten Analyse (vgl. (7. 48) ubereln A

Q R-Verfahren mit Spektralverschiebung

Da die Konvergenzgeschwindigkeit des @ R-Algorithmus (und damit seine Ef-

Ait1
i

fizienz) von den Faktoren ,i=1,2,...,n—1, bestimmt wird (vgl. Bei-

|~ L
fiir einen oder mehrere Werte i. Die Konvergenzgeschwindigkeit der Methode
kann erheblich verbessert werden, indem man, wie bei der inversen Vektori-
teration, einen geeigneten Spektralverschiebungsparameter verwendet. Ange-
nommen, wir hiatten eine Annédherung p ~ \; eines Eigenwertes \; der Matrix
A zur Verfiigung, so daf3

lw—Ni| < |p—Nj|  fiir alle j # i (7.63)

spiel 7.39), wird die Effizienz der Methode (sehr) schlecht sein, falls ’ SubL

(vgl. (7.30)).
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Seien
|71] > |72 > ... > || >0

die Eigenwerte der Matrix A — I, dann ist wegen (7.63) 7, = A\; — p und

|7nl

‘Tn—1|

< 1. (7.64)

Bei Anwendung der QQR-Methode auf die Matrix A — pl wird also der Ei-
genwert 7,, und damit auch \;, sehr rasch angestrebt. Wie bei der inversen
Vektoriteration in Beispiel 7.25 kann der Parameter p in jedem Schritt des
QR-Algorithmus neu (besser) gewiihlt werden. Daraus ergibt sich:

Algorithmus 7.40 (QR-Algorithmus mit Spektralverschiebung).

Gegeben: eine nicht reduzierbare Hessenberg-Matrix A € R"*"™.

AO = A.
Fir k=1,2,...:
Bestimme pi—; € R. (7.65)

Ag—1 — pp—1I =: QR (QR-Zerlegung von Ap_1 — pur—11).
Ap = RQ + pp—11

In diesem Algorithmus wird davon ausgegangen, dafl in einer Vorbearbei-
tungsphase die urspriingliche Matrix auf obere Hessenberggestalt transfor-
miert wird. Als Startmatrix des @ R-Algorithmus ist @y = I genommen wor-
den.

Da die Spektralverschiebung in Ag_; bei der Berechnung von Ay wieder
riickgéngig gemacht wird, gilt immer noch o(Ay) = o(A) fiir alle k.

Zur einfachen Erlduterung der Wahl des Parameters pp_1 in (7.65) nehmen
wir an, dal A nur einfache Eigenwerte hat (vgl. (7.35)). Die Matrizen Ay,
k =0,1,2,..., sollen dann gegen eine obere Dreiecksmatrix streben, wobei
die Diagonaleintrige dieser Matrix gerade die Eigenwerte der Matrix A sind.
Dabher liegt die Wahl des Parameters u;_1 als einer der Diagonaleintrige von
Ag—1, d.h. g1 = agﬁ_l) fiir gewisses ¢, auf der Hand. Da bei Anwendung
der QR-Methode mit einer Spektralverschiebung u ~ A; die Anndherungen
des betragsmafig kleinsten FEigenwertes \; — p der Matrix A — ul sehr rasch
konvergieren und diese Anndhrungen gerade die Eintrage agle —u der Matrizen
A —pl (k=0,1,2,...) sind (vgl. (7.53)), ist

pp—1 = alfh (7.66)

eine geeignete Wahl fiir den Verschiebungsparameter.
Andere Moglichkeiten fiir die Spektralverschiebung, z. B. fiir Matrizen mit
mehrfachen Eigenwerten, findet man in [S, GLJ.
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Mit der Spektralverschiebung wie in (7.66) wird das Subdiagonalelement
agfzkl sehr rasch gegen 0 streben. Im allgemeinen ist die Konvergenzgeschwin-
digkeit hierbei sogar quadratisch, wie bei der inversen Vektoriteration mit

Spektralverschiebung in Beispiel 7.25.

Wegen der raschen Konvergenz gegen den betragsmiflig kleinsten Eigenwert
Ai — i der Matrix A — ul liegt das folgende weitere Vorgehen nahe. Nach
einigen Schritten hat Ay die Struktur

K oeee e e * * *
*
A = = 4 ’
0
* * * *
Q- - --- 0 ~ 0\ 0--c --- 0~ 0[N\

wobei \; eine sehr genaue Anndherung eines Eigenwertes A; der Matrix A
und A eine obere Hessenberg-Matrix der Dimension (n — 1) x (n — 1) ist,
deren Eigenwerte etwa die iibrigen Eigenwerte der Matrix A sind. Der QR-
Algorithmus kann dann mit der Matrix A fortgesetzt werden, wobei fiir die
Spektralverschiebung die Eintrige dgc_)l.n_l der entsprechenden Matrizen Ay,
genommen werden, usw. Mit jedem berechneten Eigenwert reduziert sich also

die Dimension der noch weiter zu bearbeitenden Matrizen.

Beispiel 7.41. Wir betrachten die Matrix A aus Beispiel 7.39 und wenden
den QR-Algorithmus 7.40 an, wobei ux_1 wie in (7.66) genommen wird.

Sobald das Subdiagonalelement af) die Bedingung |a}| < 1016 exfiillt,

wird nur noch die 4 x 4 Matrix links oben weiter bearbeitet. Sobald |ai’2‘ <

10716 gilt, beschréinken wir uns auf die 3 x 3 Matrix links oben, usw. In

Abb. 7.3 wird die Grofle der Eintrige ag_lf_)lyi, (1=1,2,3,4) fir k=0,1,...,17

dargestellt. Fiir £ = 5 ist die Bedingung ‘agfi‘ < 10716 zum ersten Mal erfiillt,
und es wird nur noch die 4 x 4 Matrix links oben bearbeitet, wobei dann
die Verschiebungsstrategie in (7.66) auf diese 4 x 4 obere Hessenberg-Matrix
angewandt wird, usw.

In Abb. 7.3 kann man sehen, dafl das Konvergenzverhalten wesentlich an-
ders ist als in Beispiel 7.39. Statt der linearen Konvergenz in Abb. 7.2 zeigt
Abb. 7.3 ein Konvergenzverhalten, bei dem die Eintrége agf_)l,i nacheinander
quadratisch gegen Null streben. Fiir k = 17 ergibt sich

14.150  1.2371 1.5503 —0.6946 —0.4395
—1.9e—19 —0.3354 —2.0037 —8.5433 —1.9951
Ay = 0 2.1e—20 1.5014 —1.4294 —14.8840
0 0 1.8e—20 5.1552  3.2907
0 0 0 —4.7e—21 9.5248
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Abb. 7.3. x: |aé’2 . X |a£f§ , o: |aé’f2)|, +: |a(2k1)|

Es sei noch bemerkt, dafl beim @QR-Algorithmus ohne Spektralverschiebung
die Eigenwerte der Grofle nach geordnet erscheinen, vgl. (7.53) und Bei-
spiel 7.39, wihrend bei Verwendung der Spektralverschiebung dies i. a. nicht
zu erwarten ist.

7.8 Ubungen

Ubung 7.8.1. Zeigen Sie, daB A € R™ " genau dann diagonalisierbar ist,
wenn A n linear unabhéngige Figenvektoren hat.

Ubung 7.8.2. Beweisen Sie die Eigenschaften in 7.11.

Ubung 7.8.3. Es sei
3000
1400
A= 1110

0112

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte A, 1 < k < 4, von A und die zugehorigen
Eigenvektoren.
b) Konstruieren Sie eine Matrix V, so daf§

A =V diag(A1, Ao, Az, A\g) V1

gilt.
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Ubung 7.8.4. Begriinden Sie geometrisch, warum die Givens-Rotations-Ma-

trix
_( cos(p) sin(yp)
Gle) = <—sin(<P) COS(@) ’ vl

fiir ¢ # 7wk, k € Z, keine reellen Eigenwerte hat. Berechnen Sie die komplexen
Eigenwerte.

Ubung 7.8.5. Gegeben sei die obere Block-Dreiecksmatrix
A1 Az
A =
( 0 Ag
mit Ay; € R™*7, A1 € R™° und Agg € R¥**. Beweisen Sie:
U(A) = U(All) U U(AQQ).

Ubung 7.8.6. Schiitzen Sie mit Hilfe der Gerschgorin-Kreise ab, wo sich die
Eigenwerte der folgenden Matrizen befinden kénnen (Hinweis: A = AT).

61 1 L
31|, B=(331], 02(012>.
1 314 '

Ubung 7.8.7. Sei A € R™*" eine Tridiagonalmatrix mit Git1i = G, Gj; =
b, a;;4+1 = c fiir alle 7, wobei ac > 0.
a) Verifizieren Sie durch Einsetzen, da8 Av® = Ao fiir k = 1,...,n, mit

km a. izl | ki
n—l—l)’ (vk)i:(g) i Sm(n—i—l)

Ak = b+ 2sign(a)v/ac cos (

b) Sei @ = ¢ = —1 und b = 2. Bestimmen Sie eine Formel fiir die Konditi-
onszahl k(A) = ||A||2]|A7 |2 der Matrix A als Funktion von n. Berechnen
Sie k(A) fiir n = 10%, n =103

Ubung 7.8.8. Sei A € R™ ™ eine symmetrische Matrix mit Eigenwerten
M| > |Xa] > [As] > ... > Al Sei A wie in (7.25), die bei der Vekto-
riteration berechnete Ann#iherung von A;. Zeigen Sie, daf3

Ay 2k
oo )
| 1 N
gilt (vgl. Bemerkung 7.19).
Ubung 7.8.9. Transformieren Sie die Matrix

32 41
15 2 3
57-23
64 5 9

A=

durch Householder-Spiegelungen auf eine dhnliche obere Hessenberg-Matrix.
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Ubung 7.8.10. Fiihren Sie einen Schritt des QR-Algorithmus mit Qo = I

und
1 4v3 0 0
A_ | V3 2 3V3 0
1o v3 2 V3
0 0 V3 2

aus.

Ubung 7.8.11. Bestimmen Sie eine Eigenvektorbasis von

300
A=[-11 2],
1 21

A._ oo Ak

und berechnen Sie daraus eine explizite Darstellung von e 0 3T -
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Interpolation

8.1 Vorbemerkungen

FEine klassische Interpolationsaufgabe stellt sich im Zusammenhang mit Tafel-
werten. Eine Logarithmentafel enthélt die Werte der Logarithmusfunktion an
diskreten Stellen z;, i = 0,1,2,.... Um den Logarithmus dann an einer Stelle
y mit z; < y < x;41 auszuwerten, bestimmt man z. B. die (eindeutig gege-
bene) Gerade g(x), die an den Stellen z; und x;11 mit log(x;) und log(x; 1)
iibereinstimmt,

g(x;) =log(xi), g(zit1) = log(wit1)
und begniigt sich mit dem Niherungswert

gly) = A logxir1 + L1 7Y log z; ~ logy. (8.1)
Tit+1 — T4 Tit+1 — T4

Man ,interpoliert” die log-Funktion (linear). Dies liefert natiirlich nur Aus-
wertungen begrenzter Genauigkeit. Man erwartet eine bessere Genauigkeit,
wenn man logy durch den Wert P(y) der (eindeutig bestimmten) Parabel P
ersetzt, die an den Stellen x;, ;41 und z;1o die Werte logz;, logx;+1 und
log ;12 annimmt. Man spricht jetzt von quadratischer (Polynom-) Interpola-
tion. Interpolation speziell mit Polynomen hat eine Vielzahl von Anwendungen
mit unterschiedlichen Zielen und nimmt daher den gréfiten Raum in diesem
Kapitel ein.

Nun mag heutzutage die Interpolation von Tabellenwerten keine vordring-
liche Rolle mehr spielen. Ein Beispiel vielféltiger anderer Anwendungsmoglich-
keiten kann man wieder an Beispiel 1.2 fest machen. Man erinnere sich daran,
dal ¢(t,z) die Winkelposition des mathematischen Pendels zum Zeitpunkt ¢
bei einer Anfangsauslenkung x angibt und als Losung des Anfangswertpro-
blems (1.1) gegeben ist. Zur Konstruktion des Taktmechanismus ist diejenige
Anfangsauslenkung x* gesucht, fiir die zu einer gegebenen Taktzeit T' die Be-
dingung ¢(7T'/4, 2*) = 0 gilt. In Kapitel 5 wurde bereits gezeigt, wie sich dieses
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Problem als Nullstellenaufgabe 16sen 148t. Alternativ kénnte man auch folgen-
dermaflen vorgehen: Zu einigen wenigen, moglicherweise geschitzten Anfangs-
auslenkungen xg, . . . x,, berechne man die Werte ¢(T/4, z;) = f(x;). Wie dies
numerisch geschehen kann, wird in Kapitel 11 beschrieben. Dann konstruiere
man das Polynom P, (z) vom Grade n, das P, (z;) = f(z;),i =0,...,n, erfiillt
und bestimme dann die Nullstelle £* der nun konkret gegebenen , Ersatzfunk-
tion“ P, (z). Fiir n = 1 ist dies natiirlich ein Schritt des Sekantenverfahrens.
Ob fiir n > 1 das Polynom P, zu den gegebenen Daten stets existiert und
eindeutig ist, ist eine der im Folgenden zu kldrenden Fragen.

Allgemein besteht das Interpolationsproblem darin, zu einer Funktion, die
wie in obigen Beispielen nur an diskreten Stellen bekannt ist, eine einfache
Funktion zu finden, die mit der gesuchten Funktion an den besagten Stellen
iibereinstimmt und sich ansonsten an beliebigen Zwischenstellen auswerten
148¢t. Allgemein 148t sich dies etwas exakter und abstrakter so formulieren:

Aufgabe 8.1. Gegeben seien Stiitzstellen
oy Tn ER

und Daten
f(x()), ey f(.’En) e R.

Sei G, ein (n + 1)-dimensionaler Raum stetiger Funktionen. Man bestimme
diejenige Funktion g, € G, die

erfillt.

Soweit ist natiirlich nicht klar, ob solch ein g, fiir jeden Datensatz iiberhaupt
existiert. Dazu spéater mehr.

Die Aufgabe (8.1) heifit Lagrange-Interpolation, da in (8.2) Funktions-
werte interpoliert werden. Benutzt man speziell G,, = II,,, spricht man von
Polynominterpolation.

Abgesehen von obigen speziellen Anwendungen tritt das Interpolationspro-
blem in verschiedenen modernen Anwendungen, wie etwa beim Entwurf von
Karosserieteilen oder Schiffsriimpfen, auf. In solchen Fillen sind typischerwei-
se sehr viele Daten zu interpolieren, d. h., n in Aufgabe 8.1 ist sehr grof}. Hier
verwendet man keine Polynome, sondern typischerweise stickweise Polynome
oder Splines (siehe Kapitel 9). Polynome werden nur bei der Interpolation we-
niger Daten sinnvoll verwendet. Insbesondere spielt die Polynominterpolation
eine wichtige Rolle als Hilfskonstruktion

e zur Beschaffung von Formeln fiir die numerische Integration (Kapitel 10),
oder
fiir die numerische Differentiation (Abschnitt 8.2.6), oder
fiir die Konstruktion von Verfahren zur numerischen Lésung von Differen-
tialgleichungen (Kapitel 11).
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Wir befassen uns nun zunéchst mit der einfachsten Variante des Interpolati-
onsproblems.
8.2 Lagrange-Interpolationsaufgabe fiir Polynome

Wir beschriinken uns in diesem Abschnitt auf die Lagrange-Interpolation mit
Polynomen. Der Raum der Polynome vom Grad n wird mit

n
Hn:{Zajxj | ao,...,anER}
§=0

bezeichnet. Es seien
To<x1 <...<Tp

paarweise verschiedene Stiitzstellen.

Aufgabe 8.2 (Lagrange-Polynominterpolation).
Finde zu Daten f(xo), f(x1),..., f(x,) ein Polynom P, € I, mit

P.(xz;) = f(z;), 7=0,1,...,n.

8.2.1 Existenz und Eindeutigkeit der
Lagrange-Polynominterpolation

Die Aufgabe 8.2 hat in ihrer gesamten Allgemeinheit eine erstaunlich einfache
Losung. Sie beruht auf der Wahl einer problemangepafiten Basis fiir I1,,. Man
beachte namlich, dafl die Funktionen
Ujn(z) = (z—mo) - (—zj1)(x—2jp) - (z —xn) C0<j<n,
(j —@0) -+ (25 — 1) (2j — @j41) - (25 — @)
(8.3)

als Produkt von n linearen Faktoren Polynome in I7,, sind. Sie sind gerade so
konstruiert, dafl

E_]’n(xl) = Ojiy 17] :()7...,71,, (84)

(0;; = 0 falls 4 # j, 6;; = 1), da fiir ¢ # j einer der Faktoren im Zéhler an der
Stelle x; verschwindet, wihrend fiir ¢ = j Zdhler und Nenner in (8.3) iiber-
einstimmen. Aufgrund dieser Eigenschaft lassen sich Interpolationspolynome
sofort angeben, wie der folgende Satz prézisiert, der die Grundlage fiir viele
weitere, die Polynominterpolation betreffenden Betrachtungen bildet.
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Satz 8.3. Das Lagrange-Interpolationsproblem ist stets eindeutig
losbar, d.h., zu beliebigen Daten f(xo), f(x1),..., f(z,) existiert
ein eindeutiges Polynom P, € II,, mit

P,(z;) = f(z;), j=0,...,n.

Insbesondere 1ifit sich P,(z) explizit in der Form
Py(a) =) f(x)jn() (8.5)
=0

darstellen, wobei

T — Tk
Lin(T) = 8.6
o) = T =30 (5.6)
k)

die sogenannten Lagrange-Fundamentalpolynome sind.

Beweis. Wie schon erwahnt wurde, gehéren die Polynome ¢;,, tatséchlich zu
IT,,, so daB die rechte Seite von (8.5) zu II,, gehort. Aus (8.4) folgt nun sofort,
daf

Pa(wi) = f@)lin(xi) =D fa;)d5 = f(wi).
j=0 §=0
Dies zeigt, dafl P, gemif (8.5) tatséichlich eine Losung des Lagrange-Interpo-
lationsproblems ist. Sei P, eine weitere Losung dieses Problems. Dann gilt fiir
Qn = P,—P,,daB Q,, € I, und Q. (z;) = Pp(xj)—Pn(x;) = f(z;)—f(z;) =
0,7=0,1,...,n. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra muf} @, (z) = 0 fiir
alle x gelten, woraus die Eindeutigkeit der Losung folgt. O

Das eindeutige Lagrange-Interpolationspolynom P, € II, der
Funktion f an den Stiitzstellen x, ..., z, wird mit

P, =: P(flxo,...,2n)

bezeichnet.

Die Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms werden wir des ofteren in fol-
gender Form verwenden:

Fiir jedes Polynom @ € II,, und beliebige Stiitzstellen z¢ < - -- <
T, gilt
P(Qlxo,...,zn) = Q, (8.7)

da sich ja @ insbesondere selbst interpoliert und wegen der Ein-
deutigkeit damit gleich dem Interpolationspolynom sein muf.
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Bemerkung 8.4. Die Zuordnung — Abbildung — f — P(f|zo,...,z,) ist
linear, d. h., fiir ¢ € R und beliebigen stetigen Funktionen f, g gilt

P(eflxo, ... xn) = cP(flzo,...,zn)
P(f+glzo,...,zn) = P(flzo,...,zn) + P(glxo, ..., 2Tn).

Dies folgt sofort aus der Darstellung (8.5). Augrund der obigen Selbstrepro-
duktionseigenschaft (8.7) ist diese lineare Abbildung insbesondere ein Projek-
tor. A

Fiir den Fall dquidistanter Stiitzstellen z; = x9 4+ jh, j = 0,1,...,n, kann
man eine vereinfachte Formel fiir die Lagrange-Fundamentalpolynome in (8.6)
herleiten. Sei ¢ := (z — xg)/h, d.h. © = z¢ + th, dann gilt fiir das Lagrange-
Fundamentalpolynom in der Hilfsvariablen ¢:

n

Lin(t) := Ljn(zo +th) = H

k=0

o) +th — (l‘o +kh)
xo+ jh — (l‘() + kh)

— = (t—k) _ (_1)n7j n B
G g Le-m 69

Die Koeffizienten des Polynoms EAjn héngen nur noch von j und n und nicht
mehr von h ab. In Abb. 8.1 sind die Polynome ¢;4, j = 0,1, ...,4, dargestellt.

Abb. 8.1. Lagrange-Fundamentalpolynome @4
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Beispiel 8.5. Bei drei dquidistanten Stiitzstellen g = —h, 1 = 0, 2 = h
erhilt man als Lagrange-Darstellungen fiir P, = P(f| — h,0,h) (vgl. (8.6)):
xz(x —h) (x+ h)(x —h) (z+ h)z
Pye) = - T g o) T ) VT (g)
Hierbei wird die Lagrangesche Basis
(x —z1)(x — x2) (x — o) (x — x2)
V4 xXr) = 5 l xr) = )
=)= Gy —en@ =2 T =)o — o)
(x — o) (x — 1)
log(x) =
() (w2 — @o) (22 — 21)
des Raumes I, verwendet. A

Die obigen Betrachtungen zeigen implizit, da8 die Fundamentalpolynome ¢;,,
eine Basis fiir IT,, bilden. Andere Basen, wie die Monom-Basis {1,z, ..., 2"},
liefern andere Darstellungen desselben Polynoms, wie spater genauer erlautert
wird. Fiir die meisten praktischen Zwecke ist die obige Darstellung (8.5)
zu aufwendig und auch nicht sonderlich stabil, da sie anfillig gegeniiber
Ausléschung ist. Praktisch giinstige Alternativen hingen von der Aufgaben-
stellung ab. Wir werden jetzt zwei Grundaufgabenstellungen genauer disku-
tieren.

8.2.2 Auswertung des Interpolationspolynoms an einer oder
wenigen Stellen

In manchen Fillen — wie in den eingangs erwéhnten Beispielen — ist man nur
an den Werten des Interpolationspolynoms an wenigen oder sogar nur einer
Stelle interessiert. Dies ist sowohl bei der Interpolation von Tabellenwerten als
auch bei der spiter im Zusammenhang mit Quadratur und der Loésung von
gewOhnlichen Differentialgleichungen wichtigen Extrapolation der Fall. In die-
sem Fall braucht man das Interpolationspolynom nicht explizit zu bestimmen.
Insbesondere tritt die Frage der speziellen Darstellung gar nicht auf.
Als Ausgangspunkt der Uberlegungen kann man die Darstellung der in-
terpolierenden Geraden als Konvexkombination der beiden Punkte nehmen
T — X9

P(flzo,z1)(z) = fz1) +

r1 — o 1 — X9

xr1 — X

F(z0). (8.10)

Da trivialerweise f(x;) = P(f|z;)(z), 148t sich das folgende Lemma als Ver-
allgemeinerung von (8.10) in dem Sinne ansehen, dafl sich ein Interpolations-
polynom hoéheren Grades stets als konvexe Kombination von Interpolations-
polynomen niedrigeren Grades schreiben 148t.
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Lemma 8.6 (Aitken). Man hat

Tr — X

P(flz1,...,zn)(x)

P(flzo,..zn)(@) = - —— - (8.11)
N 8.11

Tp— T
P(flxo,...,zn-1)(x),
+1L‘n7.760 (f‘() nl)()
d. h., die Interpolierende an den Stellen xg, . . ., x, ist eine Konvexkombination
der Interpolierenden niedrigeren Grades an den Teilmengen {z1,...,z,} und
{zo,...,xn_1} der Gesamistiitzstellenmenge.

Beweis. Fiir 0 < i < n gilt

oo PU L)) 5P () (52)
= D ) ) = fla) = Pl ) 02),

Ferner erhélt man

To—20 LTp—T

P(flz1, ..., 2n)(z0) + CP(flzo,- - n1)(x0)

Tp—T0 Tp—T0

=0+ P(flzo,- - Tn-1)(x0) = f(z0)

und ebenso

Ty —I0 Tn —Tn
P o) (T P N n
e (fle, - zn)(@n) + pra— (flzo Tp—1)(Tn)
= P(f‘itl, cee 7$n)($n) +0= f(xn)
Also stimmen beide Seiten von 8.11 an allen Stiitzstellen xg, ..., x, iiberein.
Da beide Seiten Polynome vom Grade < n sind, folgt deren Gleichheit wegen
der Eindeutigkeit der Polynominterpolation (siehe Satz 8.3). O

Die Identitét 8.11 fithrt auf das folgende rekursive Schema. Setze fiir festes x
Py = P(flzig,- - zi)(x), 0<k<i<n,
d. h. speziell

Ppn = P(flzo,...,zn)(2),
Pio = P(flzi)(z) = f(xi).

Lemma 8.6 besagt dann

b TN (8.12)
=P+ ——(Pip-1—Pi_1x-1).
Ty — Tij—k
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Dies fafit man im sogenannten Neville-Aitken-Schema zusammen.

Neville-Aitken-Schema:
Po P P ---
xo| f(0)
1| f(x1) Prp
x| f(x2) Po Popo (8.13)
xg|f(ws) P31 Psa -
T f(20) Pog Pag -+ - P
Beispiel 8.7. Sei
n=2, =05 f0)=1, f(1)=4, f(2)=2
Aus (8.12) folgt
—0.5
Pii=d4+—"(4-1)=25
—-1.5
Ppy =2+ —"(2-4)=5
—1.5 1
Poo=5+—2(5-25) =3
2o =54+ —5= (5 - 2.5) = 3
also P(f|0,1,2)(0.5) = 34. A

Rechenaufwand 8.8. Der Aufwand zur Auswertung des Lagrange-Interpo-
lationspolynoms vom Grad n an einer Stelle x mit dem Neville-Aitken-Schema
betriagt etwa

2(n —1)+2(n —2)+... +1=n?

Multiplikationen/Divisionen.

Wir wenden uns nun der zweiten Grundaufgabe zu, das Interpolationspolynom
insgesamt zu bestimmen, also zum Beispiel einen , Ersatz“ fiir f auf einem
Intervall zu beschaffen.

8.2.3 Darstellung des Interpolationspolynoms mittels der
Potenzform

Wenn man nicht nur an speziellen interpolierten Werten des Interpolationspo-
lynoms sondern am gesamten Polynom selbst interessiert ist (wie im Zusam-
menhang mit Quadratur oder Differentialgleichungen), stellt sich die Frage
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nach einer geeigneten Darstellung. Im Prinzip konnte man die klassische mo-
nomaiale Basts 1,x,...,2" benutzen. Fiir das Interpolationspolynom wiirde
sich die Darstellung

P(flzo,. .., &) (x) = ap + a1z + asz® + ... ayz"

als Alternative zur Lagrange-Darstellung (8.5) anbieten.

Beispiel 8.9. Bei drei dquidistanten Stiitzstellen zg = —h, 1 = 0, x93 = h
erhiilt man z. B. folgende Darstellungen fiir P, = P(f| — h,0, h) mit Hilfe der
monomialen Basis 1,z, 22 des Raumes Iy (die im Gegensatz zur Lagrange-
Basis nicht von den Stiitzstellen abhéngt):

f(h) = f(=h) ~ f(h) =2f(0) + f(=h) >

Py(z) = £(0) + o z+ o2

(8.14)

Die Darstellung (8.14) wird auch die Potenzform des Polynoms P, genannt.
A

Die verlockende Einfachheit dieser Monom-Basis sollte jedoch nicht iiber ge-
wichtige Nachteile hinwegtduschen. Hinsichtlich der Kondition der Monom-
Basis im Sinne von (2.35) betrachte speziell das Intervall I := [100,101] und
p(x) = —100+z, so daf offensichtlich gilt || P|| L (1) = SuPyefi00,101) [£—100] =
1. Fiir die Koeffizienten in der Monom-Basis {1,z} gilt aber a = (—100,1)T
und somit ||all = 100. Ebenso bekime man fiir P(x) = 2 mit Koeffizien-
tenvektor (0,1)” diesmal [|P||;_ ;) = 101 wéhrend |lall = 1. Man sicht
also, dal das Verhéltnis zwischen unterer und oberer Abschétzung in (2.35)
beliebig schlecht werden kann. Offensichtlich liegt dies auch daran, daf} die
Monom-Basis unabhéngig vom speziellen Intervall ist, auf dem die Polynome
betrachtet werden.

Wegen der im allgemeinen schlechten Kondition dieser Basis ist bei der
Interpolationsaufgabe das Problem der Bestimmung der Koeffizienten a; in
der Potenzform oft ein schlecht konditioniertes Problem. Die Bedingungen
P(flxo,...,zn)(x;) = f(25), i =0,...,n, filhren auf das Gleichungssystem

ao f(zo)
Vil | = : (8.15)
An f(xn)

zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten a;, wobei V;, die Vandermon-
de-Matrix

1xg 2% -+ a8
1oy 2% - af

V=1. . (8.16)
1o, 22 - a?

ist.
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Die Kondition des Problems

(o) (o) ao
: Lyt : = | : (8.17)

n

f(an) f))  \an

wird durch die Konditionszahl ||V, |||V, }|| der Matrix V;, beschrieben. Die
Vandermonde-Matrizen haben im allgemeinen fiir hohe Dimension n eine sehr
grofie Konditionszahl. Das Problem (8.17) ist daher oft schlecht konditioniert.
Dariiber hinaus erfordert die Losung des Gleichungssystems (8.15) iiberméflig
viel Aufwand im Vergleich zu den weiter unten dargestellten Methoden. Fiir
numerische Berechnungen ist die Darstellung des Interpolationspolynoms in
der Potenzform also nicht gut geeignet.

Beispiel 8.10. Sei h = 1/n und z; =1+ ih,i=0,1,...,n. Fiir diese Stiitz-
stellenverteilung hat die Vandermonde-Matrix eine Konditionszahl bzgl. der
2-Norm wie in Tabelle 8.1 dargestellt.

Tabelle 8.1. Konditionszahl der Vandermonde-Matrix

n 4 6 8 10
k2(Vn) | 4.1e+4 | 2.0e+7 | 1.1e+10 | 6.5e+12

Bemerkung 8.11. Man sollte also das Interpolationspolynom nicht in der
Potenzform darstellen. In anderen Problemstellungen liegen aber oft Polyno-
me in der Potenzform vor. In solchen Féllen liefert das Horner-Schema eine
effiziente Methode zur Auswertung des Polynoms. Sei p € II,, ein Polynom,
das in der Potenzform vorliegt, d. h.,

p(z) =ap+ a1z + ...+ apz”™
mit bekannten Koeffizienten aq, ..., a,. Man sieht leicht, daf3
px)=ar+z (a1 +z(aa+...+x(ap_1+2xa,) --)). (8.18)

Zur Berechnung des Wertes des Polynoms p an der Stelle = bietet sich wegen
(8.18) dann folgendes Verfahren an:

Algorithmus 8.12 (Horner-Schema). Gegeben seien aq, . .., ayn, .

Setze b, = a,,
fiir k=n—1,n—2,...,0 berechne
b = aj, + xbk41
Dann ist
p(z) = by .
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Man beachte, dafl die Anzahl der hierbei verwendeten Operationen (n Ad-
ditionen / Multiplikationen) geringer ist als beim naiven Vorgehen, bei dem
zuerst die Potenzen z’ bestimmt werden, die dann mit den a; multipliziert
und zum Schluf} aufsummiert werden. Gegeniiber dem naiven Vorgehen spart
der Horner-Algorithmus etwa n Multiplikationen. AN

8.2.4 Darstellung des Interpolationspolynoms mittels der
Newtonschen Interpolationsformel

Die praktisch bedeutendste Alternative zur Potenzform bietet die Newton-
Darstellung, die insbesondere (wie die Lagrange-Darstellung) die Notwendig-
keit vermeidet, Gleichungssysteme zu 16sen. Die Darstellung in der Newton-
schen Basis beruht auf folgender Idee. Hat man P(f|zo,...,zn—1) bereits
bestimmt, so sucht man nach einem Korrekturterm, durch dessen Ergénzung
man P(f|xo,...,x,) erhilt, also eine weitere Stiitzstelle einbezieht. Folgendes
Resultat reflektiert diesen Aufdatierungscharakter:

Lemma 8.13. Fiir die Lagrange-Interpolationspolynome
P,_1 = P(f|zo,...,2n-1) € II,_1 und P, = P(f|xo,...,x,) € II,, gilt

P,(z) = Po_1(x) + 0n(z —20) ... (T — Zp—1) (8.19)
mit
f(xn) - Pnfl(xn)
(T — o) ... (Tn — Tp—1)
Beweis. Da P,y € II,_1 und (z — ) ... (x — p_1) € I, gilt
Qn(x) == Pp_1(z) + on(x —x0) ... (& —xp_1) € II,,. (8.21)
Da fiiri <n

On =

eR. (8.20)

Po_1(xi) = flai)
und
(a:i - l‘o) “ee (J)l — xn—l) = 0,

ergibt sich

Qn(x;) = flx;) fir i=0,1,...,n—1. (8.22)

Aus der Definition von §,, erhdlt man
Qnl(zn) = f(zn). (8.23)
Aus (8.21), (8.22) und (8.23) ergibt sich, da @,, das eindeutige Lagrange-
Interpolationspolynom von f an den Stiitzstellen xg, x1, ..., x, ist, d.h. @, =
P(flxo,...,Tn)- O

Der Koeffizient d,, in (8.20) héngt offensichtlich von f und von den Stiitzstellen
x; ab. Man schreibt daher auch

(Sn =: [1’0, ey (En}f (824)




276 8 Interpolation

Folgende Beobachtung wird spéter hilfreich sein.

Bemerkung 8.14. [zg,...,z,]f ist offensichtlich (vgl. (8.19)) der
fiihrende Koeffizient des Interpolationspolynoms P(f|xo,...,zn)(z),
d. h. der Koeffizient der Potenz z™.

Wendet man dieselbe Argumentation auf P,_1(z) = P(f|zo,...,Zn—1)(z) in
(8.19) an, so ergibt sich induktiv die

Newtonsche Interpolationsformel:
P(flxo, ..., xn)(x) = [v0]f + (z — zo) [0, 1]

+(@ = 2o)(x — x1)[wo, 21, 22] f + ...
+(z —x0) - (x — xp_1)[T0, - - -, TH] f- (8.25)

Diese Darstellung ist eindeutig und legt damit die Koeffizienten [z, ..., zx|f
fest, da die Knotenpolynome wi(z) := 1, wi(z) := (x — o)+ (x — Tx—1),
k =1,...,n, wie man leicht sieht, eine Basis — die Newton-Basis — von II,,
bilden.

Beispiel 8.15. Interpoliert man an den drei Stiitzstellen xgp = —h,z; =
0,z2 = h, ergibt sich wegen (8.19) und (8.20) zunéchst
P(fl=h)(x) = f(=h) = [-h]f
P(f]=h,0)(z) = [=h]f + 61(x + 1)

= ony + TOZIE oy — g+ oty o)

Der néchste Schritt wird schon miihsamer, da man zuerst P(f| — h,0)(h)
berechnen mufl. Tut man dies und benutzt wieder (8.20), erhélt man
= P(f| — h,0)(x) + d2(x + h)z

= B + Gt )0 + L 21;(]?2) I 4y

= [=h]lf + (z + h)[-h,0]f + (x + h)x[—h,0, h]f. (8.26)
A

Man sieht, dafi die sukzessive Verwendung von (8.19) und (8.20) schnell sehr
umsténdlich wird.

Wir entwickeln jetzt einen systematischen Weg, die Korrekturkoeffizienten
0 zu bestimmen. &y = [zg]f = f(xo) ist schon vom Rekursionsanfang her
bekannt. Fiir n = 1 zeigt man sofort, daf3

f(z1) = f(2o)

T — o

[To, 21]f =

gilt. Dies deutet schon folgende allgemeine Gesetzméfligkeit an.
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Lemma 8.16. Scien wieder die x; paarweise verschieden. Dann
gilt

1 lf =~ o alf g

[0y ... xn]f =
Tp — X

Beweis. Der Beweis ist eine unmittelbare Konsequenz von Lemma 8.6. Setzt
man die Darstellung (8.25) in beide Seiten von (8.11) ein und vergleicht die
fithrenden Koeffizienten auf beiden Seiten (vgl. Bemerkung 8.14), so ergibt
sich gerade (8.27). O

Wegen (8.27) heiflen die Koeffizienten [z, ..., z,]f auch dividierte Differen-
zen der Ordnung n von f.

Wegen
(il f = f(xi), (8.28)

(vgl. Bemerkung 8.14), ergibt sich das folgende rekursive Schema zur Be-
rechnung der dividierten Differenzen und damit des Interpolationspolynoms
(8.25), siehe Tabelle 8.2.

Tabelle 8.2. Dividierte Differenzen

[@f  [zi@ipilf (@i, Tig1, Tig2]f (@ Tig1, Tig2, Tigs]f
o |[zo] f
> [.To,.rﬂf
z1|[z1]f > [wo,z1,%2]f
> [z, x2]f > [0, z1, T2, 3] f
x2|[z2]f > [@1, @2, x3]f
> [$2,£3}f
z3|[zs]f ;

Die gewiinschten Koeffizienten der Newton-Darstellung treten also am oberen
Rand des Tableaus auf.

Beispiel 8.17. Die Koeffizienten 6y = [—h]f, &1 = [-h,0]f und § =
[<h,0,h]f in der Darstellung (8.26) kann man einfach iiber folgendes Schema
berechnen:
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x| [z f  [wo, xiga]f (@i, Tit1, Tiva) f
—h|f(=h)

> f(0)=f(=h)
h
0 f(O) > f(h)—QJ;(}?g+f(—h)
> f(h);f(o)
h| f(h)

Also: [=h)f = f(=h), [~h,0)f = LO=LCER 1 p o p)f = L2047 Ch)
A

Beispiel 8.18. Sei g =0, 1 = 0.2, x5 = 0.4, z3 = 0.6 und f(x;) = cos(z;),
1=0,...,3. Man bestimme die entsprechenden Lagrange-Interpolationspoly-
nome P(f|xo,z1,22) und P(f|xo,z1,22,x3). Die iiber (8.27) berechneten di-
vidierten Differenzen findet man un Tabelle 8.3. Die fettgedruckten Eintrége
sind die Daten.

Tabelle 8.3. Dividierte Differenzen

0 | 1.0000

> —0.0995

0.2 | 0.9801 > —0.4888

> —0.2950 > 0.0480
0.4 | 09211 > —0.4600

> —0.4790

0.6 | 0.8253

GemiB (8.25) und Tabelle 8.2 benétigt man nur den ersten Eintrag jeder
Spalte in Tabelle 8.3 fiir das Interpolationspolynom:

P(cosz|0,0.2,0.4)(x) = 1.000 — 0.100z — 0.489z(z — 0.2),
P(cosx|0,0.2,0.4,0.6)(x) = P(cosx|0,0.2,0.4)(z) 4+ 0.048z(z — 0.2)(z — 0.4)
= 1.000 — 0.100z — 0.489z(x — 0.2) + 0.048z(z — 0.2)(x — 0.4).

A

Rechenaufwand 8.19. Der Rechenaufwand zur Berechnung der Koeflizien-
ten in der Newtonschen Interpolationsformel mit dem Schema der dividierten
Differenzen betrigt etwa

1 1

Divisionen und n(n + 1) Additionen.
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Liegt die Newton-Darstellung vor, d.h., hat man die dividierten Differen-
zen berechnet, kann man zur Auswertung aufgrund der Produktstruktur der
Newton-Basis wieder ein Horner-artiges Schema der geschachtelten Multipli-
kation verwenden. Wir deuten dies an folgendem Beispiel an:

P(f|zo, 1, 22)(x) = do + di(x — x0) + do(z — o) (x — 1)
= do + (1’ — .’Eo) [dl + dz(iC — xl)] .

Offensichtliche Verallgemeinerung liefert folgenden Algorithmus zur Be-
rechnung des Wertes P(f|zo,...,2,)(x):

Algorithmus 8.20 (Auswertung der Newton-Darstellung).
Gegeben seien die dividierten Differenzen dy, = [xo,...,zx|f, k=0,...,n.
Setze p:=dy; firk=n—1,n—2,...,0, berechne

p(z —ax) +dp —p
was p = P(f|xo,...,x,)(x) ergibt.

Hierbei sind nur n Multiplikationen und 2n Additionen erforderlich, so daf der
Gesamtaufwand (fiir Berechnung der Koeffizienten und Auswertung) mit dem
Neville-Aitken Schema konkurrieren kann. Wozu also Neville-Aitken? Nun,
die Rekursion im Neville-Aitken Schema kann etwas Ausloschungs-resistenter
angelegt werden. Sie wird ferner spater im Rahmen der FExtrapolation noch
eine wichtige Rolle spielen.

Wir schliefen diesen Abschnitt mit einigen niitzliche Eigenschaften divi-
dierter Differenzen, die im Folgenden gebraucht werden.

Satz 8.21. Es gelten folgende Figenschaften:

(1) [zo, - .., xn)f ist eine symmetrische Funktion der Stitzstellen, d. h. hingt
nicht von der Reihenfolge der Stiitzstellen ab (konkret gilt zum Beispiel
[z0, Z1, T2] f = [71, 70, 2] f).

(ii) Die Abbildung f — [xo,...,xk]f ist ein stetiges lineares Funktional auf
C(I) (solange die x; paarweise verschieden sind), wobei I ein Intervall
ist, das die xq, ..., enthdlt.

(iii) Pir Q € My gilt [xg,...,25]Q = 0.
(iv) Fiir die Newton-Basispolynome wy, gilt

[zo, ..., xk|wj = 0k, fur j,k=0,...,n. (8.29)

(v) Sei a := ming<i<, x;, b 1= maxo<i<n xi, I = [a,b] und f € C™(I). Dann
existiert ein £ € I, so dafs

AIG)

n!

E (8.30)
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Beweis. (i) folgt wieder sofort aus der Eindeutigkeit der Darstellung (8.25).
Es kommt nicht darauf an, in welcher Reihenfolge man die Interpolationen
niedriger Ordnung aufgebaut hat.

Zu (ii): Die Linearitét folgt sofort aus der Linearitit des Interpolations-
projektors, (vgl. Bemerkung 8.4). Nun verwende man wieder Bemerkung 8.14.
Die Stetigkeit (d.h. Beschrianktheit) folgt induktiv mit (8.27) aus der Stetig-
keit von f, sofern die Stiitzstellen verschieden sind. Man beachte allerdings,
daf} die Schranke der Beschrianktheit wéichst, wenn Stiitzstellen niher zusam-
menriicken.

Zu (iii): Der Koeffizient von z* in P(Q|zo,...,z)) ist Null, wenn Q €
IIj,_,. Die Behauptung folgt wieder mit Bemerkung 8.14 und (8.7), da @ als
Element von IT;,_1 und daher aus Il sich selbst interpoliert.

Zu (iv): Wir betrachten drei Félle: Falls j > k gilt w;(z;) = 0 fiir ¢ < k.
Wegen (8.27) ist in diesem Fall [xo,...,zx]w; = 0. Sei nun j < k. Dann
gilt [zo,...,zx]w; = 0 wegen (iii). Es bleibt der Fall j = k. Weil wy, € II,

gilt P(wg|zo,-..,zr) = wg. Der fithrende Koeflizient von wy, ist eins. Wegen
Bemerkung 8.14 mu8 [z, ..., z|wr = 1 gelten.
Zu (v): Wird in Folgerung 8.23 bewiesen. |

Die Eigenschaft (v) wird eine wichtige Rolle im nichsten Abschnitt spie-
len. Man beachte, da8 insbesondere auf C*(I) die Abbildung Dy, : f —
[0, ...,xk]f ein stetiges lineares Funktional gleichmdiflig bzgl. der Lage der
Stiitzstellen ist, d. h.,

|F® ()] < maxger | (2)| < I fllex
k! - k! - k! ’

gilt unabhingig von der Lage der Stiitzstellen.

|Drf| = (8.31)

8.2.5 Restglieddarstellung — Fehleranalyse

Bisher blieb die Frage nach der Qualitit der Interpolation bzw. geeigneter
Bewertungskriterien ausgespart. Ein géingiges und geeignetes Bewertungsmo-
dell ist der Fehler der Interpolation im folgenden Sinne. Die Daten f; werden
wieder als Funktionswerte

fi = f(xi), L= 0, e,y (832)

betrachtet, wobei f eine (mdoglicherweise fiktive) Funktion in C'(I) und I ein
Intervall ist, das die Stiitzstellen enthélt. Man interessiert sich dann fiir den
Interpolationsfehler, d. h. fiir die Abweichung zwischen einer solchen Funkti-
on f und dem Interpolationspolynom P(f|zo,...,z,). Da man sich beliebig
viele, beliebig stark oszillierende Funktionen vorstellen kann, die die endlich
vielen Werte f; interpolieren, ist klar, dafl man iiber diesen Fehler nichts aus-
sagen kann, ohne eine strukturelle Voraussetzung an f zu stellen. Wie eine
solche Voraussetzung aussehen kann, ergibt sich aus folgender Darstellung des
Interpolationsfehlers.
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Satz 8.22. Seien xq, ..., T, paarweise verschiedene Stiitzstellen,
a :=min{xg,...,z,}, b:= max{xg,...,x,} und x € R.
Sei I := [min{a,z}, max{b,z}]. Fir f € C" (1) existiert £ € I, so
dafs
flz) - (f|1?07~-~79€n)($)—(x—xo)"'(x—fﬂn)m (8.33)
gilt. Insbesondere gilt
n f(n-l—l) (J})’
. | )
wrél[%)% |f (f|l’0, y In ) - g;Ig[%)z] ]go a:E[a b] (TL + 1)'
(8.34)

Beweis. Wir benutzen folgende Tatsache (Satz von Rolle): Wenn eine Funk-
tion g € C¥[a,b] , k > 1, k + 1 verschiedene Nullstellen in [a,b] hat, besitzt
die Funktion g(*) mindestens eine Nullstelle in [a, b].

Firz =z, (j =0,...,n) ist das Resultat in (8.33) giiltig. Wir nehmen ein
festes « € [a,b] mit x # x; fir alle j und definieren

@) = P(flzo ... 7))
R | A

(8.35)
Fiir die Funktion
g(t) == f(t) = P(flzo, ..., xn)(t) = R[[(t = 2;) , t€[ab],  (836)

gilt, daB g € C"'[a, b] und

g(l'j):(), jZO,...,TL, g(x)zO

Diese Funktion hat also mindestens n + 2 verschiedene Nullstellen in [a, b],
und deshalb muf ein & € [a,b] existieren, wofiir ¢(»* (&) = 0. Hieraus und
aus gt (t) = fOHD () — R(n + 1)! folgt

_ )
 (n+1)!

Wenn man dieses Resultat in (8.35) einsetzt, ist die Behauptung in (8.33)
bewiesen. Das Resultat in (8.34) folgt unmittelbar aus (8.33). O

Folgerung 8.23. Aus (8.33), mit Stiitzstellen zg, ..., 2,1 und & = x,, folgt

(n)
flzn) — P(flxo, ... 2n—1)(@n) = (Tn —x0) - (T, — Tp—1) ! n'(f) , (8.37)
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fiir gewisses £ € [a,b]. Andererseits ergibt sich aus der Newton-Darstellung
(8.19), (8.24):

f(l'n) - P(f|1'07 BEEE) xnfl)(xn)
= P(flxo,...,xn)(xn) — P(flxo,. .. xn_1)(zn)
= (Tn —20) (T — Tp—1)[T0y -+ s Tn-1,Zn]f - (8.38)

Aus (8.37) und (8.38) folgt das Resultat (v) in Satz 8.21. O

Wegen (8.33) ist der Fehler bei linearer Interpolation durch

£(&) ~ P(fleo,21)(@) = (o — o) (o — o) 2,

bei quadratischer Interpolation durch

f"(&2)
6

f(@) = P(flzo, w1, 22)(2) = (z = 2o) (2 — 21)(x — 22)

gegeben.

Beispiel 8.24. Lineare Interpolation von f(z) = log(1l + ) an 2y = 0 und
x1 = 1 ergibt

ﬂm—Pmamm:—Qﬁlg
Da .
eyl -ol=g
und € > 0, folgt
17(@) ~ P70, 1)) < 5.

Quadratische Interpolation an den Punkten 0, % und 1 ergibt

2 x(x—%)(x—l).

1

w
gl

1
irg[%ﬁ} |z(z — 5)($ -1)|=

folgt

1 1

also eine erheblich bessere Fehlerschranke. AN
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Obige Abschitzung driickt etwas sehr Natiirliches aus, ndmlich, da} man
den Unterschied zwischen einem Interpolationspolynom und der interpolier-
ten Funktion nur begrenzen kann, wenn man die Variationsmoglichkeit der
Funktion in irgendeiner Weise einschrankt. Dies geschieht durch Schranken
fiir die Ableitungen der Funktion. Funktionen mit beschrinkten Ableitungen
werden deshalb oft als glatt bezeichnet.

Die Fehlerabschétzung (8.34) 148t sich aus der Sicht zwei unterschiedlicher
Fragestellungen verwenden.

(1) Erhshung des Polynomgrades bzw. der Stiitzstellenanzahl

Man betrachte ein festes Intervall I = [a,b], in dem stets alle Stiitzstellen x;,
i = 0,...,n, liegen sollen. Was geschieht, wenn n wéchst, also immer mehr
Stiitzstellen in I gepackt werden, und der Polynomgrad n sich entsprechend
erhoht? Wird der Fehler dann stets kleiner? Um dies zu untersuchen, setze

’f(n+1)($)| und Wn+1(1') — ﬁ(gj _ Ij)-

=0

M, = U
#1(f) = mae S

Wir bemerken, dafl M,,+1(f) von f, aber nicht von den Stiitzstellen zg, ..., z,
abhéngt und daB w,1 von den Stiitzstellen, aber nicht von f abhéngt. Mit
diesen Bezeichnungen ergibt sich aus (8.33) die Fehlerschranke

[f (@) = P(flzo, ..., 2n)(@)| < |wni1(2)] Mnia(f) (8.39)

fir « € [a,b] und z; € [a,b], j =0,1,2,...,n. Die Funktion w41 spielt offen-
sichtlich eine wichtige Rolle in der Schranke (8.39) fiir den Verfahrensfehler.
Wir betrachten diese Funktion fiir den Fall mit dquidistanten Stiitzstellen
x; =xo+th, h = % Eine Analyse des Verlaufes dieser Funktion zeigt, dafl die
lokalen Extrema der Funktion w,y1(z) gegen die Enden des Intervalls [z, 2]
viel grofler sind als in der Mitte dieses Intervalls. In Abb. 8.2 wird, fiir einige
n Werte, der Verlauf der Funktion a,w,+1(x) gezeigt, wobei angesichts einer
besseren graphischen Darstellung einen Skalierungsfaktor a,, = 22"*! benutzt
wird (vgl. Bemerkung 8.25).

Bemerkung 8.25. Das Verhalten der Funktion w,y; kann fiir eine andere
Wabhl der Stiitzstellen wesentlich besser sein. Es ist zum Beispiel bekannt, dafl
die Nullstellen der sogenannten Tschebyscheff-Polynome wesentlich giinstigere
Stiitzstellen liefern. Fiir diese Nullstellen gibt es explizite Formeln, z. B. fiir
das Intervall [1,2] hat man die Formel

1 1 2j 41
i=1-+ = ) =0,1,...,n. 4

x; 2+2COS(2n+27T>7 ji=0,1,...,n (8.40)

Aus Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome folgt das mit diesen Stiitzstel-

len fiir die Funktion wy,11(z) = [[j_(z — x;) Folgendes gilt:

| — 2—271—1.

£ﬁw%H@)
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Abb. 8.2. 2*""w, |y (z) mit z; =1+ L, j=0,1,...,n, n=3,7,1L

Abb. 8.3. 22" 1y, (z), mit z; = 12 + L cos (55;11270, j=0,1,...,n,n=37,11

In Abb. 8.3 ist die Funktion 22"*1w,, | dargestellt. A

Das Verhalten des Fehlers wird also von der Verteilung der Stiitzstellen, aber
auch vom Anwachsen der Terme M, 1(f) und damit vom Verhalten der
hoheren Ableitungen abhéingen. Weiteres zur Wahl der Stiitzstellen und zum
Thema Tschebyscheff-Polynome findet man in jedem Textbuch zur Numerik
oder Approximationstheorie. Wir werden aber in Abschnitt 8.3 sehen, daf,
selbst wenn beliebig hohe Ableitungen auf I beschrinkt sind, das Anwachsen
von w41 den Fehler dominieren und sogar Divergenz bewirken kann.
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(2) Fester Grad

Statt immer mehr Stiitzstellen zu benutzen, kann man auch n festhalten, die
Stiitzstellen aber auf ein immer kleiner werdendes Intervall konzentrieren. Sei
wieder a := min{xo,...,Zn}, b= max{xg,...,Tn}, n fest, aber h :=b—a
stelle man sich als verédnderbar vor. Falls x € I := [a,b] liegt, erhiilt man
sofort die grobe Abschétzung

w1 (2)] < A",

und somit aus (8.34)

hn+1

If = P(flzos- - @)l < A s (8.41)

(n+1)!

wobei wieder |g||z_(r) := maxger|g(x)| bezeichnet. D.h., sofern f eine be-
schriankte (n 4 1)-te Ableitung hat, 148t sich der Interpolationsfehler im We-
sentlichen durch die (n + 1)-te Potenz der Schrittweite h abschétzen. Der
Fehler wird also mit dieser Ordnung kleiner, wenn die Stiitzstellen geméafl h
zusammenriicken. Dies ist der Effekt, der in den meisten Anwendungen be-
nutzt wird.

Beispiel 8.26. Wir betrachten wieder lineare Interpolation der Funktion
f(z) =log(l + z), diesmal an xg = 0 und z; = h. Dies ergibt

@) = PUI ) =~ 5=
Da 2
e |2(@ = h)l =7,

und £ > 0, folgt
2

h
|f(z) = P(£10,h)(2)] <~
Der Verfahrensfehler strebt also mit der Ordnung 2 gegen 0. A

8.2.6 Numerische Differentiation

Eine erste generelle Anwendung der Polynominterpolation ist die numerische
Differentiation. Verschiedene Aufgabenstellungen wie etwa Gradientenverfah-
ren bei der Optimierung oder das Newton-Verfahren erfordern die Berechnung
von Ableitungen. Auch die Losung von Differentialgleichungen beinhaltet die
niherungsweise Berechnung von Ableitungen. Die Grundidee ist einfach: Man
ersetze die gesuchte Ableitung durch die Ableitung eines Interpolationspoly-
noms.
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Ist etwa f()(z) zu berechnen, kann man P(f|zo,...,z,)(z) fiir Stiitzstellen
Zg, ..., T, in der Ndhe von x bilden und setzt

P(flzo, ..., 22)" (@) = nl[wo, ... zal f =~ (@),

da [zg,...,x,]f der fithrende Koeffizient von P(f|xo,...,zy)(z) ist (vgl. Be-
merkung 8.14).

Speziell erhdlt man bei dquidistanten Stiitzstellen x; = xo + jh, j =
0,1,2,...,
1) — f(x
(z) =[x, m1]f = W (x € [xo,21]) (8.42)
f(@2) = 2f(21) + f(z0)

' (x) =~ 2zo, z1,22]f =

2 (z € [xo,22]).(8.43)

Mit Hilfe der Taylor-Entwicklung ergibt sich
o firzg =2, x1 =x+ hin (8.42)

f(z) = w — gf”(f) (Vorwirtsdifferenzen),

o fiirwg=a2—3h, z1 =2+ 1hin (8.42)

1y — _1
f(z) = f@+ah) —flx=3h) h—Qf”’(g) (zentrale Differenzen),

h 24
(8.44)

o firxg=x—h, x1 =2, xo =x + h in (8.43)

frioy = LEED =W T@ZL L g (sa)

Eine Schwierigkeit bei numerischer Differentiation liegt in der Ausldoschung.
Belaufen sich die absoluten (Rundungs-) Fehler bei der Auswertung von f auf
e, d.h. |f(y) — f(y)| <e, so ergibt sich z. B. beim Berechnen des Differenzen-
quotienten in (8.45)

fle+h) —2f(x) + f(z —h)

Ah =

h2 ’
ANSRLALR WU (L

Ay — Ay| = %](f(:r—i—h) — f(a+h)) —2(f(z) — f(2))
b ([l ) = flo+ )| < 2

Des weiteren betrigt der Diskretisierungs- oder Abbruchfehler |Ay — " (x)] <
ch?, so daB sich ein Gesamtfehler
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30 @] < |80 B+ |30 )] < g™ e

aus Rundungs- und Diskretisierungsfehler ergibt. Beide Anteile sind ge-
genldufig (s. Abb. 8.4). Offensichtlich wird die Schranke fiir h = {/4¢/c mini-
mal. Bei e = 107? 148t sich also A ~ 1072 wahlen. Kleineres h bringt nur eine
Verschlechterung.

‘ 46[1’2 +ch?

/" ch? (Diskretisierungsfehler)

v ... 4eh™? (Rundungsfehler)

Abb. 8.4. Rundungs- und Diskretisierungsfehler bei numerischer Differentiation

Merke: Man sollte stets dafiir sorgen, da Rundungsfehler einen kleineren
Einflul haben als Diskretisierungsfehler.

Beispiel 8.27. Wir betrachten die Aufgabe, die zweite Ableitung der Funk-
tion f(x) = sinz + 322 an der Stelle z = 0.6 mit dem Differenzenquotienten

flz+h)—2f(x)+ f(z —h)
h2

Ap =

fiir eine Folge von Schrittweiten h, die gegen Null strebt, zu approximieren.
Wir rechnen auf einer Maschine mit eps ~ 10716, also erwartet man, daf fiir
h ~ 10~* der Gesamtfehler minimal ist. Tabelle 8.4 bestitigt dies.

8.2.7 Hermite-Interpolation™

Solange f stetig ist, ist die Lagrange-Interpolation bei paarweise verschie-
denen Stiitzstellen wohldefiniert. Was passiert, wenn zwei oder mehrere der
Stiitzstellen sehr nahe beieinander liegen, oder im Grenzfall sogar zusammen-
fallen? Man erwartet, dafl die dividierten Differenzen dann gegen Ableitungen
streben. Die Koeflizienten werden deshalb gegebenenfalls unkontrolliert grofle
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Tabelle 8.4. Numerische Differentiation

h Ay |An = f" ()]
102 | 5.4353622319 4.71e-06
1072 | 5.4353575738 4.72¢-08
107* | 5.4353575196 6.98e-09
107° | 5.4353566092 9.17e-07
1079 | 5.4352078394 1.50e-04
1077 | 5.4400928207 4.74e-03

Werte annehmen, wenn die Funktion gar nicht differenzierbar ist. Eine gewis-
ses gleichméafig kontrolliertes Verhalten der Interpolierenden kann man also
nur dann erwarten, wenn die interpolierte Funktion geniigend ,,glatt“ — sprich
differenzierbar ist.

Wir untersuchen dies wieder am Beispiel der Interpolation mit einer Gera-
den. Dazu soll die Funktion f an den Stellen xy und xg + h linear interpoliert
werden. Die Newton-Darstellung der Interpolierenden lautet dann

f(@o+h) — f(xo)
- :

Ist f differenzierbar, und 148t man nun h — 0 gehen, dann geht die Lagrange-
Interpolierende P j, iiber in

Pro(z) = T(x) = f(xo) + ( — o) f'(w0), (8.46)

d. h. in das Taylor-Polynom an der Stelle xg.

P p(z) = f(20) + (7 — 20)

Man beachte, dafl das Taylor-Polynom von f vom Grade eins in Funktionswert
und Ableitung an der Stelle o mit f iibereinstimmt, d. h.,

T(x0) = f(z0), T'(z0) = f (o).

Man sagt auch, T" interpoliert f bzgl. der linearen Funktionale 1 (f) := f(xo),
w1 (f) :== f(zo), d.h. bzgl. Punktauswertung und Ableitung.

Dies kann man verallgemeinern, was zur Hermite-Interpolation fiihrt. Zur Be-
schreibung dieses allgemeinen Hermite-Interpolationsproblems ist es zweck-
méfig, geeignete lineare Funktionale einzufiihren, die Ableitungen und Funk-
tionswerte beinhalten. Zu

o <21 <...< Ty
definiere fiir j =0,1,...,n:
wi(f) = f(zf)(xj), ;i =max{r | z; =z;_}. (8.47)

Es werden also, je nach Vielfachheit der Stiitzstelle mit dieser Stiitzstelle nach-
einander Ableitungen bis zur Vielfachheit der Stiitzstelle —1 assoziiert.



8.2 Lagrange-Interpolationsaufgabe fiir Polynome 289

Beispiel 8.28. Sei

Dann hat man £ = 0, £, =0, o =1, 3 =3, €4 =0 in (8.47), und
ol1) = £(0),
() =1(0). mal=rG). m)=r0)
pa(f) = f(1).

A

Wenn nur Funktionswerte interpoliert werden sollen, mufl o < z1 < ... < x,
gelten.

Das allgemeine Hermite-Interpolationsproblem mit Polynomen (HIP) 148t
sich nun folgendermaflen beschreiben:

Aufgabe 8.29 (Hermite-Interpolation). Sei f € C*([a,b])
und p; wie in (8.47) mit x; € [a,b] und £; < k fir alle j. Man
bestimme P, € II,,, so dafs

Diese Aufgabe ist eindeutig losbar:

Satz 8.30. Die Interpolationsaufgabe 8.29 hat eine eindeutige Lisung.

Beweis. Im Kern ist das Argument dasselbe wie bei der Lagrange-Interpo-
lation, indem man ausnutzt, dafl ein nichttriviales Polynom vom Grade n
hochstens n Nullstellen hat, wobei man jetzt die Vielfachheiten der Nullstellen
zéhlen muB. Dazu definieren wir die lineare Abbildung L : IT, — R™*! durch

L(P) = (po(P),.... un(P))" .
Sei b := (uo(f),...,un(f))T € R Die Aufgabe 8.29 kann man nun wie
folgt formulieren: Bestimme P,, € II,,, so daf
L(P,) =b. (8.48)
Sei g, € II,, so dal L(g,) = 0. Aus
6\ (x) =0, j=0,....m,

(vgl. (8.47)) folgt, dal ¢, mindestens n + 1 Nullstellen (mit Vielfachheit
gezéhlt) hat, also muf} ¢, aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra das
Nullpolynom sein. Die Abbildung L ist also injektiv. Wegen dim(I1,) =
dim(R™*1) ist sie auch surjektiv, so dafi die Aufgabe (8.48) eine eindeutige
Losung hat. O
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Die Lagrange-Interpolation ist ein Spezialfall der Hermite-Interpolation, der
sich fiir paarweise verschiedene Stiitzstellen ergibt, da dann u;(f) = f(a;)
gerade die Punktauswertungen sind.

Ein zweiter interessanter Spezialfall ergibt sich, wenn alle Stiitzstellen zu-
sammenfallen

zo=-=z, = p(f)=rD), i=0,...,n. (8.49)

In diesem Fall kénnen wir das Interpolationspolynom direkt angeben, ndmlich
das Taylor-Polynom

n .
- (x — x0)’
Pu(z) =) f(”(xo)iﬂ . (8.50)
j=0

Bestimmung des Hermite-Interpolationspolynoms
Es stellt sich wieder die Frage, wie das Hermite-Interpolationspolynom be-
rechnet werden kann. Der wesentliche Schritt liegt in der richtigen Erweite-
rung des Begriffs der dividierten Differenzen auf den Fall zusammenfallender
Stiitzstellen, wie es schon durch (8.46) nahe gelegt wird.

Definition 8.31. Wir bezeichnen fiir beliebige reelle Stitzstellen x;, i =
0,...,n, wieder mit [x;,...,xg]f den jeweils fithrenden Koeffizienten des ent-
sprechenden Hermite-Interpolationspolynoms P(f|xg,...,xx) € .

Wegen Bemerkung 8.14 ist diese Definition konsistent mit dem Lagrange Fall.
Aus (8.50) ergibt sich sofort:

Folgerung 8.32. Fiir xqg = --- = x gilt
B) (g
[0, ..., xk]f = / k(' 0) (8.51)
(vgl. Bemerkung 8.21 (v)).
Wir kénnen nun Lemma 8.16 erweitern.
Lemma 8.33. Gegeben seien xo,...,xr € R. Dann gilt fir x;,x; aus der

Menge {zg,...,x;}

[x(h--*vxi—l7xi+17---7xk]f_[x01~~~7$j—1755j+17~~-75L‘k']f7 f(lllS -Ti#-ij

[330,...75Uk]f: o Famm
L) falls @g=--- = a,

(8.52)

Bemerkung 8.34. Die Resultate in Satz 8.21 gelten im Falle zusammenfal-
lender Stiitzstellen immer noch. Seien xg,...,x, € R beliebige Stiitzstellen.
Fiir die Knotenpolynome wq(z) = 1, w;(z) = (x — z¢)...(x — xj_1), j =
1,...,n, gilt

[Io,...,l‘k]wj': ik j,k:(),...,n. (853)
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Fiir 0 < k& < n ist die Abbildung f — [zo,...,2%]f ein stetiges, lineares
Funktional auf C™(I). Auch die Identitét

M)

n!

[0, ..., zalf = ; (8.54)
¢ € [ming<i<p ;, Maxo<;<n ;] bleibt giiltig. Man kann sie mit den gleichen
Argumenten wie in Folgerung 8.23 beweisen. A

Aufgrund von (8.52) kann man die dividierten Differenzen auch im Falle zu-
sammenfallender Stiitzstellen immer noch rekursiv berechnen, die Tabelle 8.2
ist also immer noch anwendbar.

Beispiel 8.35. Sei g = 0,21 = 9 = 3 = %,m = 1. Man bestimme P, €
114, so daB

B (IS TS R SRS T 1
PA0) =1, Pi(3) =15, Pi(3) = 3, Pi(3) =0, Pa(1) =2,

Die iiber (8.27) berechneten (verallgemeinerten) dividierten Differenzen findet
man in Tabelle 8.5. Die fettgedruckten Eintrége sind die Daten.Das gesuchte

Hermite-Interpolationspolynom ist

1 1 1..
Pyx)=14+z—x(x — 5) + 2x(x — 5)2 + da(x — 5)3

Tabelle 8.5. Dividierte Differenzen

01
> 1
1 1
1> > 2
| >3 >6
> 2
1
1)22

A

Verfahrensfehler
Wie vorher beim Spezialfall der Lagrange-Interpolation stellt sich die Frage
nach Abschitzungen fiir den Interpolationsfehler. Dazu folgendes Resultat:

Bemerkung 8.36. Die Fehlerdarstellung und -abschétzung aus Satz 8.22
bleibt unveréndert giiltig. D.h., die Aussage von Satz 8.22 gilt auch fiir
beliebige, nicht notwendigerweise paarweise verschiedene Stiitzstellen x;,
1=0,...,n.
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Beweisskizze. Man kann die im Beweis von Satz 8.22 fiir die Lagrange-
Interpolation benutzten Argumente auf den allgemeinen Hermite-Fall iiber-
tragen. Um die Beweisidee zu erldutern, betrachten wir eine konkrete Hermite-
Interpolationsaufgabe: Sei xg = 1 = 29 < 23 = 24 < x5 < ... < T, und
P(flxo,...,zn) € II,, so, daB

P(f‘xOv oo ’xn)(j)(1'3+j) = f(j)(x3+j)’ i=0,1,
P(f|170,...,f£n)(l'j):f(l’j), ]:57,’[1

Fir z = x; ist das Resultat (8.33) trivial. Wir nehmen x # x;. Sei

n

g(t) = f(t) = P(flzo, ..., xn)(t) = R][(t = ;) , t€ [a,b],

Jj=0

wie in (8.36) (a,b wie in Satz 8.22). Es gilt g(z) = 0 und g(z;) = 0 fiir
2o < x3 < x5 < ... < Zyp. Deshalb (Satz von Rolle) hat ¢’ mindestens n — 2
verschiedene Nullstellen # xz; in [a,b] . Weil auch ¢'(z¢o) = 0 und ¢'(z3) = 0
hat ¢’ mindestens n verschiedene Nullstellen in [a,b]. Also g” hat mindestens
n—1 verschiedene Nullstellen # xq in [a, b]. Weil auch ¢’ (z() = 0 folgt, daf} g
mindestens n verschiedene Nullstellen in [a, b] hat. Wiederholte Anwendung
des Satzes von Rolle ergibt, daB (¢”)(*~Y = ¢(»+1) mindestens eine Nullstelle,
sag £, in [a,b] hat: g(* T (£) = 0. Man kann jetzt die weitere Beweislinie aus
dem Beweis von Satz 8.22 kopieren. O

Da wir nun eine einheitliche Darstellung

n

P(f|x0,...,a?n)(m):Z[xo,...,xj]fwj(x) (8.55)

Jj=0

des Hermite-Interpolationspolynoms haben, die sowohl den Lagrange- als auch
den Taylor-Fall abdeckt, ergibt sich sofort wieder mit der Linearitdt der Funk-
tionale D; : f — [zo,...,x;]f auf dem Raum C™(I), daB

Dy (P(flzo,--. an)) = [zo,...,zxlf, k=0,...,n, (8.56)

also, Dy,(P(f|zo,--.,2n)) = Di(f). Das heiBt, unabhéngig von der Vielfach-
heit der Stiitzstellen interpoliert das Polynom P(f|xo,...,Z,) stets nicht nur
die Funktionale y1; sondern auch die Funktionale D;, j =0,...,n.

Man findet in Anwendungen eine viel grolere Liste von Interpolationsproble-
men. Auch Integralmittel p(f) := h~! f;Jrh f(z)dz sind lineare Funktionale,
die man interpolieren kann. Dies spielt beispielsweise bei der Entwicklung von
numerischen Verfahren in der Stromungsmechanik eine wichtige Rolle.
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8.3 Grenzen der Polynominterpolation

Die Ausfithrungen in Abschnitt 8.2.5 mogen auf den ersten Blick nahe le-
gen, dafl man mit Erhéhung der Stiitzstellenzahl und damit mit Erhéhung
des Polynomgrades auch beliebig gute Approximationen an die interpolierte

Funktion (bzgl. der Norm || - ||oo) erhélt. Daf dies nicht immer so ist, zeigt
schon ein klassisches Beispiel von Runge. Die Funktion
1
@ =1

ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar. Dennoch zeigt sich, da§ die Folge
der Interpolationspolynome

Pn(m) = P(f|$o, cee ,x”)(x)
flir

ij = -5 + “;;j* 5 Lj = ()7 cee,n,

auf [—5, 5] divergiert. Insbesondere bilden sich an den Intervallenden immer
stirkere Oszillationen aus (vgl. Abb. 8.5).

25

n=15

iy . . . . . . . . .
5

1

Abb. 8.5. Lagrange-Interpolationspolynome Pn(z) zu f(z) = 7.

Dieses Phénomen entspricht den bei Erhchung von n zunehmenden Oszilla-
tionen der Funktion w,1 an den Intervallenden (s. Abb. 8.2).

Fazit: Als Mittel, iiber immer mehr Stiitzstellen immer bessere
Approximationen zu gewinnen, taugt die Polynominterpolation
im allgemeinen nicht.
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Eine geeignete Alternative bietet das folgende Vorgehen: Im Interpolationsin-
tervall [a,b] wird eine Approximation der Funktion f konstruiert, die stick-
weise polynomial ist. Dies ist der Grundgedanke der sogenannten Splinefunk-
tionen. Im néchsten Abschnitt werden diese Splinefunktionen anhand eines
Beispiels kurz erldutert. In Kapitel 9 findet man eine detailliertere Untersu-
chung dieser Splinefunktionen.

8.4 Beispiel einer Splineinterpolation*

Splinefunktionen bilden ein flexibles und effizientes Hilfsmittel, um gréflere
Datenmengen zu interpolieren oder zu approximieren. Sie spielen eine zentrale
Rolle in der geometrischen Modellierung von Freifldchen.

In diesem Abschnitt werden Splinefunktionen kurz anhand des Beispiels
der kubischen Splineinterpolation vorgestellt. In Kapitel 9 werden Splinefunk-
tionen ausfiihrlicher diskutiert.

Seien

a=ro<x1<...<28,=0b

Stiitzstellen und
fj’ j:O717"'7n7

die entsprechenden Daten an diesen Stiitzstellen.

Der Raum der kubischen Splines ist:

Sy = {g € C*([a, b)) | (@i 200] € 3,0 =0,1,...,n — 1}.

Eine Funktion in S% ist in jedem Teilintervall ein Polynom vom Grad 3 und
ist an jeder Stiitzstelle zweimal stetig differenzierbar. Solche Splines sind al-
so stiickweise polynomiale Funktionen, die an den Stiitzstellen noch gewisse
Glattheitseigenschaften haben. Man kann zeigen, dafl

dimS§ =n+3 (8.57)
gilt. Zur Losung des Interpolationsproblems wird S € S§ gesucht, so daf§
S(xj):fj, ij,...,n, (858)

gilt. Da dim S§ = n + 3 ist, gibt es noch zwei freie Parameter, wenn man
die n + 1 Interpolationsforderungen in (8.58) stellt. Zur Festlegung dieser
Parameter werden z. B. die ,natiirlichen“ Endbedingungen

S"(a) = S"(b) = 0 (8.59)

gestellt. Insgesamt erhélt man die
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Aufgabe 8.37. Finde zu den Daten fy, f1,..., fn eine Funktion
S €S, so daf

S(x;)=f; j=0,1,...,m, (8.60)

S"(a) = 8" (b) = 0. (8.61)

Man kann zeigen, dafl dies ein eindeutig losbares Problem ist und dafl die
Losung S dieses Problems folgende interessante Extremaleigenschaft hat:

Lemma 8.38. Sei g eine belicbige Funktion aus C?([a,b]) mit
g(z;) = f;, 7 =0,1,...,n und ¢"(a) = ¢"(b) = 0. Fir die ein-
deutige Losung S der Aufgabe 8.37 gilt

b b
/S”(aﬁ)le‘S/ g"(x)* dx.

Diese Eigenschaft bedeutet, daf3 der kubische Spline S unter allen Funktionen
g € C?%([a, b)), die dieselben Interpolationsforderungen erfiillen, néiherungswei-
se die mittlere quadratische Krimmung minimiert.

Bemerkung 8.39. Die Krimmung einer Kurve
g:la,b] =R, geC*(a,b])
an der Stelle z € [a, b] ist durch

g"(x)

= T g

definiert. Dies liefert die mittlere quadratische Kriimmung

Il = ( / bnm?dx)

Unter der Annahme |¢'(z)| < 1 fiir alle © € [a,b], wird der Wert ||%||2 néhe-
1/2
rungsweise durch den Wert ( f: g"(z)? dx) gegeben. A

1
2

Die Eigenschaft in Lemma 8.38 steht auch hinter der Bezeichnung ,,Spline*.
Damit wurde bereits im 18. Jarhundert in England eine diinne elastische
Holzlatte bezeichnet, die von Schiffsbauern als Hilfsmittel zum Zeichnen von
Rumpflinien benutzt wurde. Dabei wurde der Spline mit Hilfe sogenannter
»Ducks“ an bestimmten Punkten — den Interpolationspunkten — fixiert. Die
Latte nimmt dann aufgrund des Hamiltonschen Prinzips diejenige Position
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ein, die ihre Biegeenergie minimiert. Jenseits des ersten und letzten Fixier-
punktes lduft dann die Latte linear aus, was den Randbedingungen (8.59)
entspricht.

Wie bei der Polynominterpolation (in Abschnitt 8.2) hat der Spline S mehrere
Darstellungen, und es gibt unterschiedliche Methoden zur Berechnung der
Lésung S. Jede Basis in S% liefert eine entsprechende Darstellung von S.
Der heutige Erfolg der Splines hingt im wesentlichen an der Identifikation
einer geeigneten Basis fiir S%'. In Kapitel 9 wird gezeigt, dafl die sogenannten
B-Splines eine fiir numerische Zwecke sehr geeignete Basis bilden (wie die
Newtonsche Basis bei der Berechnung des Lagrange-Interpolationspolynoms).
In diesem Abschnitt wird kurz eine Methode zur Berechnung der gesuchten
Losung S diskutiert. Die Methode ist relativ einfach zu erkliaren, weil die Basis
der B-Splines nicht benutzt wird. Daher ist sie zur Berechnung der Losung in
diesem Einfithrungsbeispiel gut geeignet. Allgemeine effiziente Methoden zur
Berechnung von Splineinterpolationen werden in Kapitel 9 diskutiert.

Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur den Fall mit dquidistanten
Stiitzstellen, d.h. ;41 —x; = h, j =0,1,...,n — 1. Wir fithren die Bezeich-
nungen

m;:=S"(z;), j=0,1,...,n,

und
Ij = [$jaxj+1}7 j:O,l,...,n—l,

ein. Wegen S);, € I3 ergibt sich, daf Sl’}J linear ist und daf

|/}j (.f) _ (xj+1 - x)mj Z (:E — xj)mj-i-l (862)

gilt. Zweifache Integration zusammen mit den Forderungen
S(xj) = fi, S(@j) = fin (8.63)
ergibt (nach lingerer Rechnung)

(Tjr1 —@)’my + (z — x;)°mja N (Tjr1 —2)fi + (@ — 7)) fita
6h h
1

—g M@ = 2)my + (2 = 25)mypa]. (8.64)

Sip;(x) =

(Man kann einfach nachrechnen, daf Sj;, wie in (8.64) tatséchlich (8.62),
(8.63) erfiillt.) Fiir das stiickweise Polynom S aus (8.64) gilt

S, € I, (8.65)
S € C(la, b)), (8.66)

i1, (@j41) = mjp1 = Sjp, (%541)- (8.67)
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Die Stetigkeit in (8.66) folgt aus den Interpolationsbedingungen in (8.63). Die
Stetigkeit der zweiten Ableitung in (8.67) folgt aus (8.62). Man muf} nun die
noch unbekannten Groflen m; so wéhlen, dafl die erste Ableitung von S in
den Stiitzstellen z; stetig ist. Es soll also

Sl’,jfl(xj) = Sl’,j(xj), j=1,...,n—1,
gelten. Mit Hilfe der Darstellung (8.64) erhilt man daraus die Bedingungen
6 .
mj;—1 + 4mj + miq1 = ﬁ(fjil — 2fj + fj+1)7 ] = 1,27 ey — 1.

Wegen (8.61) gilt
mo = my, = 0.

Insgesamt ergibt sich das System

41 my Jo—2f1+ f2
14 . 0 m2 Ji=2f2+ f3
=3 : . (8.68)
1 4 Mp—1 fn72_2fn71+fn

das man mit einer Standard-Methode aus Kapitel 3 16sen kann. Damit ist S
dann iiber die Darstellung (8.64) festgelegt, und es erfiillt alle an die Losung
der Aufgabe 8.37 gestellten Bedingungen. Die gesuchte Losung S € S35 hat
also die Darstellung (8.64), wobei mg = m,, = 0 und (mq1,ma,...,m,_1) die
Losung der Gleichung 8.68 ist.

Beispiel 8.40. Es seien Daten

1 0 1 213|415 6 7
T 3 14| 5] 6 7|8 9 10
f(z;) 125(20/05]05|15(1.0]1.125]0.0

gegeben. Das Lagrange-Interpolationspolynom vom Grad 7
P; = P(f]3,4,5,6,7,8,9,10)

(vgl. Abschnitt 8.2) wird in Abb. 8.6 gezeigt. Das Resultat einer stiickweise
linearen Interpolation wird auch in Abb. 8.6 dargestellt.
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Fiir die Splineinterpolation S € S7 mit den Endbedingungen S”(3) =
S5”(10) = 0 wird das zugehérige System

410000\ /m -1
141000 [ mo 15
014100 |ms| _of 1

001410 [ my -15
000141 [ ms 0.625
000014/ \mg ~1.25

geldst. Die berechneten m; (1 < j <6) werden, zusammen mit mg = my = 0,
in die Darstellung (8.64) eingesetzt. Das Resultat wird in Abb. 8.7 dargestellt.
A

05 ----

0

L L L L L L
3 4 5 6 7 8 9 10

Abb. 8.6. Lagrange-Interpolationspolynom und stiickweise lineare Interpolation

Bemerkung 8.41. Bezeichnet h := max;—o,... n—1 Ti+1 — Z; den
maximalen Knotenabstand, kann man die Abschitzung

1 = Slpe o) < CRUF DN 1 at)

fiir eine von h und f unabhingige Konstante C' zeigen ([deB1]).
Hohere Genauigkeit gewinnt man also durch Verringerung der
Schrittweise bzw. Erhohung der Knotenzahl, vgl. Abschnitt 8.2.5.
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2.5

0.5[ b

Abb. 8.7. Kubische Splineinterpolation

8.5 Trigonometrische Interpolation — Schnelle
Fourier-Transformation*

Die zentrale Rolle von Schwingungen in elektrischen, akustischen und mecha-
nischen Systemen wurde bereits in Abschnitt 7.1 erwdhnt und ist hinlang-
lich bekannt. Schwingungen lassen sich (im ungedidmpften Fall) als periodi-
sche Vorgdnge interpretieren. Es liegt nun nahe, zur Interpolation periodi-
scher Funktionen statt Polynome deren periodische Gegenstiicke — trigono-
metrische Funktionen — als Interpolationssystem zu verwenden. Ein wichtiger
Anwendungshintergrund betrifft hierbei die Signalverarbeitung insbesondere
im Zusammenhang mit der Fouriertransformation, der Zerlegung periodischer
Funktionen in ,,Grundschwingungen*. Da Letztere und speziell die klassischen
Fourier-Reihen eine hilfreiche Orientierung bieten, seien hierzu einige Bemer-
kungen vorausgeschickt. Es ist hierbei bequem, statt mit dem reellen Zah-
lenkorper R mit dem komplexen Korper C zu arbeiten.

8.5.1 Fourier-Reihen

Das Kernanliegen der Harmonischen Analyse ist die Zerlegung periodischer
Vorgiinge in Grundschwingungen etwa des Typs e;(z) := €“* wobei i die
komplexe Einheit i> = —1 ist und die Periode der Einfachheit halber als 27
angenommen wird. Im Allgemeinen sind periodische Funktionen Uberlagerun-
gen von unendlich vielen solcher Grundschwingungen. In der Praxis reduziert
man dies auf nur endlich viele, wobei Anteile oberhalb einer Grenzfrequenz
vernachléssigt werden. Den dabei entstehenden Fehler kann man zum Beispiel

in der Norm
1 2
Iles= (5 [ U@P)

1/2
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messen. Man erinnere sich, daf} fiir eine komplexe Zahl z = x + iy, der Betrag
durch |z| = (22 49?)'/? = (22)/? definiert ist, wobei Z := 2 — iy die komplex-
Konjugierte von z bezeichnet.

Der Vorteil dieser Wahl liegt darin, dafl diese Norm durch das Skalarpro-

dukt
1 2

(fr9) =5 | [fl@)g(x)de, (8.69)

- 2 0
definiert ist, d. h. || f||3 = (f, f), und als solches fiir den Raum Ly geeignet ist.
Man bestétigt leicht, daf die Grundschwingungen e;(z) = e¥* (man beachte

¢j(z) = e—;(2))
1

27
(ej,ex) = 7/ e My = 81, 4,k € Z, (8.70)
2T 0
erfiillen, also ein Orthonormalsystem beziiglich (-,-) bilden. Die Fourier-

Koeffizienten

. 2

fb) = e = 5 [ e (8.71)

geben die ,,Stiarke“ der k-ten Grundschwingung in f an.
Die Fourier-Teilsumme

Saulfiz) =Y flk)e'*” (8.72)

|k|<n

stellt nun als endlicher Teil der gesamten Fourier-Reihe von f eine N#herung
an f dar, die nur Frequenzen kleiner gleich n enthélt. Die Approximation
Sn(f;-) ist eine orthogonale Projektion von f, siehe Abschnitt 4.6. Definiert
man nédmlich den (2n + 1)-dimensionalen Teilraum von Lo:

Uspt1 :=span{eg | k| <n},

so ist wegen Satz 4.23 S, (f;-) die beste Approximation aus Us,i1 an f
beziiglich | - |2, d. h.,

If = Su(f; )2 =min{|[f —ull2 | w € Uzn41 }- (8.73)

Abgesehen von diesem Approximationsresultat 148t sich dies ferner aus
dem Blickwinkel der Interpolation interpretieren. S, (f) ist ndmlich diejenige
trigonometrische Funktion, die dieselben 2n + 1 ersten Fourier-Koeffizienten
wie f hat. Genauso wie bei der Lagrange-Interpolation Funktionswerte an
vorgegebenen Stiitzstellen zur Ubereinstimmung gebracht werden, so werden
hierbei nun Fourierkoeffizienten zur Deckung gebracht. Im Sinne von Ab-
schnitt 8.2.7 sind die Fourier-Koeffizienten ju(f) := (f,ex) = f(k) weitere
Beispiele linearer Funktionale von f, die interpoliert werden, d. h.,

pr(Sn(f52) = pe(f),  |k] <n.

Dieser klassische Rahmen der Harmonischen Analyse hat das folgende diskre-
te Analogon, das in der Signalverarbeitung und -analyse eine wichtige Rolle
spielt.
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8.5.2 Trigonometrische Interpolation und diskrete
Fourier-Transformation

Fiir moderne Anwendungen der Daten- und Signalanalyse ist die Handha-
bung diskreter Daten etwa in Form von Abtastsequenzen wichtig, was nicht
ganz in den obigen Rahmen paft. Stattdessen betrachten wir deshalb nun die
dquidistanten Stiitzstellen z; := 27j/n, j = 0,...,n — 1 im Intervall [0, 27].
Die dadurch induzierte Zerlegung von [0, 27] in gleichlange Teilintervalle ent-
spricht einer Aufteilung des Einheitskreises K in der komplexen Ebene in
gleichlange Bogensegmente entsprechend dem Winkel 27 /n. Die Zahl
En = 672772'/71

ist eine n-te Einheitswurzel, das heifit die Potenzen e/, 7 = 0,...,n — 1,
zerlegen K in gleichlange Bogensegmente und es gilt

() =elr=1, j=0,...,n—1 (8.74)

Als Interpolationssysteme verwenden wir jetzt die Funktionenrdume

T = { cje’™ | ¢;€C} =span{e; |[0<j<m} (8.75)
=0

der Dimension m. Setzt man z := €', so nimmt jedes T € 7, die Form eines
Polynomes 22";01 ¢;jz? vom Grade m—1 iiber C an. Deshalb werden Elemente
aus 7,, auch trigonometrische Polynome genannt. Der Fundamentalsatz der
Algebra stellt somit wieder sicher, dafl das Lagrange-Interpolationsproblem
fir alle Daten f; = f(z;) € C, j =0,...,n — 1, und paarweise verschiedene
Stiitzstellen eindeutig l6sbar ist. Besonders wichtig, aber auch einfach 16sbar
ist dieses Interpolationsproblem, wenn, wie im folgenden stets angenommen
sei, dquidistante Stiitzstellen vorliegen:

Aufgabe 8.42 (Trigonometrische Interpolation).
Sei x = 2wk /n. Finde T,, € T,,, so daf

To(xg) = f(zr), k=0,...,n—1 (8.76)

Das folgende Hauptergebnis dieses Abschnitts zeigt, dafl das trigonometrische
Interpolationspolynom T, eine erstaunlich einfache Darstellung hat.
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Satz 8.43. Zu x, = 27k/n, k=0,...,n — 1, definiere fiir

— n—1

1 1 g

— —uT

- g - g f(z))e . (8.77)
1=0 1=0

Dann erfillt das trigonometrische Polynom

n—1
To(f;2) =Y d;(f)e” (8.78)
§=0
die Interpolationsbedingungen
T.(f;zk) = flag), k=0,...,n—1, (8.79)

lost also die obige Aufgabe 8.42.

Beweis. Das wesentliche Hilfsmittel ist die einfache Identitéit

n—1

1 —i2rmj/n __ 1, m=0,
ﬁzoe _{0, m=1,...,n—1, (8.80)
‘7:

die sofort aus der Geometrischen Reihe folgt. Einsetzen von (8.77) und An-
wendung von (8.80) liefern

Tn(fok)

l ) 3 _12”41/n i2mik/n
(G
Z f(wl)% ( jZO e_izﬂj(l—’f)/n)

"2 Z (z1)b0,—k = f(ak),

=0

also die Giiltigkeit von (8.79). Aufgrund der linearen Unabhingigkeit der Ba-
sisfunktionen €% ist T,,(f;-) auch die eindeutige Losung. O

Der Koeffizient d;(f) aus (8.77) 1aBt sich als Riemann-Summe von (8.71)
auffassen und wird diskreter Fourier-Koeffizient von f genannt. Entsprechend
bezeichnet man den Vektor

d(f) := (do(f),- .- dna(f)T (8.81)

als diskrete Fourier-Transformation (der Linge n).
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Definiert man
1 1
— Z v(x [vll2.n = (v,v)3, (8.82)

erhélt man damit in Analogie zu (8.71)

d;(f) = (f,ej)n = (Ta(f3 "), €5)n- (8.83)

Eine weitere Analogie zum kontinuierlichen Fall ist folgendes diskrete Analo-
gon zu (8.70).

Lemma 8.44. Fiir e;(z) = €% gilt
(ej,exyn =065, fir 0<j,k<n-—1 (8.84)

(8.82) ist ein Skalarprodukt auf T, und || - ||2, ist somit eine Norm fir diesen
Raum.

Beweis. Mit ej(x) = € folgt néimlich aus (8.80)

n—1
6]7€k Z eIt —ikx; _ % Z e—i(k—j)QTrl/n
=0

Fiir ¢ = E;:_Ol cje; € T,—1 gilt

1% )
= — i1 >0 <= 0. O
Q) nEQMI q#

(ej)ogjgnq ist also ein Orthonormalsystem nicht nur beziiglich des kontinu-
ierlichen Standardskalarprodukts (-,-) in (8.69) sondern auch beziiglich des
diskreten Skalarprodukts (-, ), fiir den Raum 7,,, vgl. (8.82). Somit ist we-
gen Satz 4.23 T,(f;-) die orthogonale Projektion von f auf den Raum 7,
beziiglich des Skalarprodukts (-,-),,. Nun ist dies nur ein Skalarprodukt auf
dem endlichdimensionalen Raum 7,,, nicht aber etwa auf dem unendlichdi-
mensionalen Raum C5, der 2w-periodischen stetigen Funktionen, da der ja
nichttriviale Funktionen f enthilt, fiir die f(z;) =0 fir alle 1 =0,...,n — 1,
also ||flla., = O gilt. FaBt man aber unter f die Agquivalenzklasse all der
Funktionen in Cy,; zusammen, die an den Stellen z;, [ = 0,...,n— 1, iiberein-
stimmen, so bilden diese Aquivalenzklassen wieder einen linearen Raum C5_,
fiir den || ||2,, aus (8.82) nun eine Norm ist. Aufgrund von Satz 4.23 gilt dann
firm <nund f € C3,

£ = T3 Mo = 0 11F =l (3.85)

und 1Bt sich als Analogon zu (8.73) auffassen.
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Reelle trigonometrische Interpolation
Wir nehmen nun an, dafl die Daten f(xy), £k =0,...,n—1, reell sind. Das tri-
gonometrische Interpolationspolynom T, (f; z) ist dann im allgemeinen immer
noch komplex (Beispiel: n = 2, f(0) =0, f(r) =1, To(f;z) = 3(1 — €™)).
Wir werden jetzt eine Variante der Interpolationsaufgabe 8.42 behandeln,
wofiir die Losung reell ist. Der Einfachheit halber nehmen wir an, daf
n = 2p + 1 ungerade ist (vgl. Bemerkung 8.48).

Statt der komplexen Funktionenrdume 7,, = span{e; | 0 < j < m}
benutzen wir den reellen Raum

P
Topt1 := {ao—l-Z(ajcoij—i-Bjsinjx) |aj,8;€R}, peN.
j=1

Fiir x € R sei
1 1 ¢j(x) = Re(e;(x)) = cos jz, } )
= —e = —, L > 1,
bo(z) NG o() 7 {%‘(fﬂ) = Im(e, (2)) = sin jz, Jz
so daf3 jép+1 = span{ ¢g, ¢1, V1, . .., Pp,Yp }. Wir zeigen nun, daf die Menge
{¢0,01,%1,...,0p,1, } sogar eine Basis fiir ’j}pﬂ ist, so daf§ dim ’j'gpﬂ =

2p 4+ 1 = n gilt. Fir v,w € 7,, n = 2p + 1, setzen wir z; = 27k/n und
definieren analog zu (8.82)

2 — 1
gZ s ollzm = (v,0)3. (8.86)
1=0

Bemerkung 8.45. Die Bilinearform (-, -),, ist ein Skalarprodukt auf 7,1 und
die Menge { ¢o, (¢;)1<j<p, (¥j)1<j<p } mit p := 3(n—1) bildet ein Orthonor-
malsystem beziiglich dieses Skalarprodukts.

Beweis. Erinnert man sich an die Moivre’schen Formeln
el()( _|_ e—/LQ/, eza _ e—l(x

cosa = ———, sina = — (8.87)

ergibt sich firn=2p+1und 0 < 4,0l <p

n—1
(95, P1)n = - Z cos(jxy) cos(lxy)
k=0
1 n—1 ) _ - - . '
_ % (6227rjk/n + e*'LQﬂ']k/’rL) (ezQﬂlk/n + 67227rlk/n)
k=0

n—1
_ 1 Z [T GHOR/n | Gam(G-Dk/n | 2m(i=g)k/n 4 o=i2n(iHDk/m )

1
= 5 {20011+ 2001} = 051 (8.88)
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Ganz analog zeigt man

(Y, Vi) =05, fir 1<4,0<p

8.89
<¢jawl>n:0a fiir Oﬁjfp,lglﬁp, ( )

woraus dann die Behauptung folgt. O

Somit ist folgende Aufgabe sinnvoll:

Aufgabe 8.46 (Reelle trigonometrische Interpolation).
Sei xy, = 2rk/n und f(zy) €R, k=0,...,n—1,n=2p+ 1.
Finde T, € T,, so dafl

To(zk) = f(zg), k=0,...,n—1

Auch diese Variante besitzt eine eindeutige Losung, die wiederum eine einfache
Darstellung besitzt. Dazu betrachte

Ao(f) = V3T, dohn %Z (8.90)
=0
Ai(f) = (Tn, dj)n = % f(xl)COSJCUz , o J=>1, (8.91)
=0
n—1
Bi(f) = T tsho = 2 S fla)singey . j21,  (892)
=0

Beachte, da8 fiir alle j > 0 die Identitdt A;(f) = %27;01 fx)) cos jo; giiltig
ist, man also nicht zwischen j = 0 und j > 0 unterscheiden mu$.

Satz 8.47. Sei n ungerade und f(xy) € R fir k =0,...,n— 1. Die
reelle trigonometrische Funktion

l
2

T(f;z) = %Ao Z f)cosjz+ B;(f)sinjz) (8.93)

erfullt R
To(f;2x) = f(zk), k=0,...,n—1, (8.94)

und ist die eindeutige Lisung der obigen Interpolationsaufgabe 8.46.

Beweis. Der Beweis ist ganz analog zum Beweis von Satz 8.43. Einsetzen
der obigen Ausdriicke fiir A;(f), B;j(f) in die rechte Seite von (8.93), Vertau-
schung der Summation und Anwendung von (8.88) bzw. (8.89) verifiziert die
Interpolationsbedingungen (8.94). Die Behauptung folgt dann aus Bemerkung
8.45. O
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Bemerkung 8.48. Fiir gerades n wird der Raum

7;1 = Span{(bOa ¢17 ’(/}17 ey (b%nfla ¢%n717 (b%n}

der Dimension n benutzt. Die trigonometrische Funktion Tn € ’]2

n—1

Tn(f;x) = %Ao(f) + Z (Aj(f) cos jx + B;(f) sinjx) +

j=

(SIS

A

1n COS 5NT

(8.95)

1
2

=

mit A;(f), B;(f) wie in (8.90)-(8.92), erfiillt

Tulfize) = flax), k=0,...,n—1.
A

Beispiel 8.49. Fiir n = 15 und z; = 27j/n, j = 0,...,n — 1, seien folgende
Daten (Abtastsequenz) gegeben:

;o 1 2 3 4 5 6 7
flz;)[ 0.1 0.4 0.75 0.32 0.05 0.25 —0.05 —0.4]
;|8 9 10 11 12 13 14
F(z;)[—0.2 =0.65 —0.7 —0.9 —0.7 —0.35 —0.1

In Abb. 8.8 sind diese Daten mit ,+* dargestellt. In dieser Abbildung kann
man auch den Verlauf der interpolierenden Funktion Th4(f;-) € 714 aus (8.93)
sehen.

Abb. 8.8. Trigonometrische Interpolation T14 .
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8.5.3 Schnelle Fourier-Transformation (Fast Fourier Transform
FFT)

Die diskrete Fourier-Transformation (8.77) 1a8t sich als Abbildung von n-
periodischen Folgen in n-periodische Folgen auffassen. Im obigen Fall entstan-
den solche Folgen durch Abtasten einer periodischen Funktion f. Allgemein sei
Yy = (y;)jez eine n-periodische Folge, d. h. y;4,, = y; fiir alle j € Z. Manchmal
ist es bequem, y als Element von C" zu betrachten also die Folge auf einen
Abschnitt (y;)7- ! zu beschriinken. Betrachte nun die Abbildung

F,:y—d=d(y)

mit

n—1 n—1
1 1 1 —27mijl/n -
dj == me) ==Y me ™", jez, (8.96)
1=0 =0

Yj =f<2zj)

Bemerkung 8.50. Die erste wichtige Beobachtung ist, dafl die Abbildung F;,
invertierbar ist. Ferner ist die Inverse F,; ! : d — y vom selben Typ und zwar
gilt

n—1 n—1
(Fld); =Y dye, 7t =D dpe®™ M e (8.97)
k=0 k=0

Beweis. Bezeichnen wir die rechte Seite mit y;, dann ist zu zeigen, daf
F,(y) = d gilt. Dies bestéitigt man durch einfaches Einsetzen der Definiti-
on unter Benutzung von (8.80). Siehe Ubung 8.6.19. O

Wir diskutieren drei wichtige Anwendungen der diskreten Fourier-Transfor-
mation F},:

1. Komplexe trigonometrische Interpolation
Zur Bestimmung des trigonometrischen Interpolationspolynoms T,,(f;z) aus
Satz 8.43 miissen die Koeffizienten d;(f) aus (8.77) berechnet werden. Diese
Koeffizienten haben die Form (8.96) mit y; = f(x;).

2. Reelle trigonometrische Interpolation

Sei n gerade, m := 3n, und f(xx) € R fiir k = 0,...,n — 1. Zur Bestim-
mung der reellen trigonometrischen Funktion T}, (f;z) aus (8.95) miissen die
Koeffizienten

n—1

2

Aj(f):EZf(xz)Coijz, 0<j<m,
- (8.98)
By(f) = =Y fla)sine, 1<j<m,

=0
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berechnet werden. Diese Koeffizienten kénnen sehr effizient mit Hilfe der
(komplexen) Fourier-Transformation F,, bestimmt werden. Dazu wird die m-
periodische komplexe Folge

yj:f(x2])+7’f($2]+l)7 j:Oa"'am_17

eingefiihrt. Die entsprechende diskrete Fourier-Transformation F, : y — d(y)
wird durch

1 2= -
. Z —27rl]l/m , ]: 0,....,m-—1 (899)
m =0

gegeben. Die gesuchten Grofien A;(f), B;(f) lassen sich einfach aus den kom-
plexen Fouriertransformierten d; berechnen:

Lemma 8.51. Fiir A;(f), B;(f) aus 8.98 und d; aus (8.99) gilt die Bezie-
hung:

. 1 3 1S —mij/m .
Aj(f)+ZBj(f):i(dj+dm—j)+25(dm—jfdj)e i ; j:Oa"'ama

wobei d, 1= do, Bo(f) :=0 gesetzt wird.

Deshalb kann die Berechnung der Koeffizienten A;(f), B;(f) auf die Auswer-
tung der diskreten Fourier-Transformation F,(y) zuriickgefithrt werden.

3. Diskrete Faltung

Die diskrete Fourier-Transformation ist in einem weiteren Zusammenhang
sehr wichtig, den wir kurz erlautern werden. Die einfachste Moglichkeit, den
Einflu des Ubertragungsmediums auf ein Signal zu modellieren, oder auch um
ein Signal in Form einer Datensequenz zu filtern, bietet die diskrete Faltung.
Darunter versteht man folgende Operation, die periodische Folgen (Signale)
miteinander verkniipft und eine neue periodische Folge erzeugt. Fiir zwei Fol-
gen y, v nennt man y *v die diskrete Faltung von y und v. Thre Eintrége sind
folgendermaflen definiert

(y * )i Zyk v, ke (8.100)

Man bestétigt leicht, dafl y * v wieder n-periodisch ist. Besteht zum Beispiel
v nur aus positiven Werten, die sich zu Eins summieren, beschreibt die rechte
Seite von (8.100) ein , gleitendes Mittel“. Jeder Eintrag von y wird durch einen
Mittelwert ersetzt, der mit Hilfe von v gebildet wird. Derartige Faltungen die-
nen beispielsweise zur Modellierungen von Filtern in der Signalverarbeitung.

Die Bedeutung der diskreten Fourier-Transformation in Bezug auf Faltun-
gen liegt in folgender Tatsache.

Bemerkung 8.52. Bezeichnet man mit F,(y)-F,,(v) komponentenweise Mul-
tiplikation, d. h. (F,,(y) - Fi(v))r = di(y)di(v), so gilt

Fo(y xv) = F(y) - Fr(v). (8.101)
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Beweis. Wegen (8.100) und (8.96) gilt

n—1 n—1 n-—1
1 —i2mjl/n 1 —i2mjl/n
dj(y*v):ﬁ (Y*V)le 2mjt/ ZEZ(Zylfkvk)e 2mji/
=0 =0 k=0
1 n—1n—1 o o
— Z Y k67127rj(lfk)/nvkefﬂﬂjk/n
TL
=0 k=0
1 n— 1 n—1
— (7 Z yie —z27r]l/n) (7 Z ,Uke—z27r]k/n>
n n
=0 k=0
= d;(y)d;(v),

wobei im vorletzten Schritt die n-Periodizitéit der Folge y benutzt wurde. O

Eine ,,komplizierte“ Produktvariante wie die Faltung wird also unter der dis-
kreten Fourier-Transformation zu einer ,einfachen“ Produktvariante.

Um sich den Nutzen dieser Tatsache klar machen zu kénnen, beachte man,
daB der Aufwand der Faltung fiir n-periodische Folgen grob n? betrigt, wie
man sofort aus (8.100) schliefit. Man braucht nur einen Fundamentalabschnitt
der Lange n zu bestimmen. Ein solcher Fundamentalabschnitt ist das Ergebnis
folgender Matrix/Vektor Multiplikation.

Yo Y-1 Y-2 Y—n+1 Vo
119 Y Y- Y—n+2 U1
Y*xv=— . .
n . . . .
Yn—1 Yn—2 Yn—3 --- Yo Un—-1

Solche Matrizen nennt man Zirkulanten. Sie treten z. B. auch bei der Diskreti-
sierung linearer partieller Differentialgleichungen mit konstanten Koeflizienten
und periodischen Randbedingungen auf.

Der Aufwand fiir die Faltung ist nur ein konstantes (von der Periode n
— sprich von der Abtastdichte 27 /n unabhéingiges) Vielfaches des Aufwandes
der diskreten Fourier-Transformation. Dazu wiederum wird gerade (8.100)
benutzt, wie das folgende Schema zeigt.

Schnelle Faltung (Bestimmung von (y,v) — y * v)

(i) Berechne F,(y), Fn(v)

(ii) Berechne das komponentenweise Produkt F,(y) - Fi,(v). Wegen (8.101)
gilt F,(y) - Fr(v) = F(y * v).

(iii) Riicktransformation gemifl (8.97):

FlFo(y*xv) — yxov.

Diese Art, die Faltung zu berechnen, erfordert also drei diskrete Fourier-
Transformationen sowie n Multipikationen. Die Faltung erfordert also im we-
sentlichen den gleichen Aufwand (bei wachsender Abtastrate n) wie die dis-
krete Fourier-Transformation.
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Schnelle Fourier-Transformation (FFT)
Sowohl im Hinblick auf die Faltung als auch auf die Interpolation ist deshalb
eine besonders effiziente Ausfiihrung der diskreten Fourier-Transformation von
grofler praktischer Bedeutung. Auf dem ersten Blick erfordert auch die Berech-
nung der diskreten Fourier-Transformation n? Operationen (n — 1 Additionen
und n Multiplikationen pro Eintrag), siehe (8.96). Wir werden jedoch sehen,
dafl man diesen Aufwand erheblich reduzieren kann. Dies leistet die sogenann-
te schnelle Fourier-Transformation (FFT), deren Grundprinzip jetzt erldutert
werden soll.

Nehmen wir zuerst an, dafl die Periodenléinge n = 2m gerade ist. Aus
(8.74) folgt dann leicht

2k(m+j) _ _2km  _2kj _ _2km  _kj _ _kj
€om =€m "Cam —Cm Em = Em- (8102)

Fiir die geraden Koeffizienten erhélt man dann

1 2m—1 1 m—1
j2k i 2k j
doy, = o ij%?n =5 Z (yjsi,f + ym+ja2nfm+])>
=0 =0
1 m—1 1 .
=2 5t Yjem)en. (8.103)
=0

Mit Hilfe der Identitidten

Ck+1)(m+j) _ _kj_m+j _ _kj —2mim/2m —2mij/2m __ _kj J
€om =E&m€om” —TE&m € / € / =&m (71)52771

erhdlt man ganz analog durch Aufteilen der Summe fiir die ungeraden Koef-
fizienten

m—1
1 1 S
doky1 = — § ) 5(yj — Y )Em €. (8.104)
J:

Die Identitdten (8.103) und (8.104) besagen, daf§ sich die diskrete Fourier-
Transformation der Linge n = 2m auf die Durchfithrung von zwei diskre-
ten Fourier-Transformationen der halben Lénge m zuriick fithren 148t. Aller-
dings erfordert die Bestimmung der neuen Folgenglieder %(yj + Yj4m) und
Ly — Ymti)Ehm (bei Vorausberechnung von €}, /2) jeweils 2m also insge-
samt 4m = 2n Operationen. Diese Prozedur kann man L mal wiederholen,
wenn n = 2% eine Zweierpotenz ist. Bezeichnet man mit A(n) den Aufwand
zur Durchfithrung einer diskreten Fourier-Transformation der Linge n = 2%,
ergibt sich nach obiger Uberlegung die rekursive Beziehung

A2F) =228 42402871, (8.105)

Da insbesondere A(2) = 4 gilt, folgt aus der Rekursion (8.105) das folgende
Ergebnis, das die berithmte FFT von Cooley und Tuckey begriindet.
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Satz 8.53. Die diskrete Fourier- Transformation lGft sich fir n = 2
iber obige geschachtelte Rekursion mit dem Aufwand von

ALy = L2 = 2nlog, n

durchfiihren.

Dieses Aufwandverhalten 148t sich im Wesentlichen auch noch realisieren,
wenn n keine Potenz von 2 mehr ist. Statt also beim naiven Vorgehen einen
Aufwand von n? zu bendtigen, wichst der Aufwand nur schwach stérker als li-
near in der Anzahl der Daten, was die enorme Bedeutung der FFT fiir vielfalti-
ge Anwendungen bei groffen Datenmengen ausmacht.

8.6 Ubungen

Ubung 8.6.1. Gegeben sei die Wertetabelle

¢t |01 2 3
|1 3 4 6
fi |3 7 30 238

a) Berechnen Sie die entsprechenden dividierten Differenzen anhand eines
Schemas wie in Tabelle 8.2.

b) Berechnen Sie das Lagrange-Interpolationspolynom P(f|zg, 21, x2) in der
Newtonschen Darstellung.

c¢) Berechnen Sie das Lagrange-Interpolationspolynom P(f|xo,z1,z2,z3) in
der Newtonschen Darstellung.

Ubung 8.6.2. Gegeben sei die Wertetabelle

1|0 1 2 3
Z; -10 1 3
;10 3 2 60

Bestimmen Sie P(f|zg,x1,z2,23)(2) nach dem Neville-Aitken-Schema.
Ubung 8.6.3. Gegeben sei die Wertetabelle

i |0 1 2 3
x| 0 1 2 3
fil-3 -3 -1 9

a) Bestimmen Sie P(f|zo, 21,22, 23) in der Lagrangeschen und in der New-
tonschen Darstellung.

b) Berechnen Sie P(f|xg, 21,22, 23)(—1) mit dem Algorithmus von Neville-
Aitken.

¢) Sei g(z) ein Polynom dritten Grades mit ¢(—2) = P(f|xo, x1, 2, 23)(—2)
und g(z;) = P(f|xo,z1, T2, x3)(x;), i = 0,1,2. Welchen Wert hat ¢(—1)?
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Ubung 8.6.4. Berechnen Sie das Interpolationspolynom p € IT, durch die
drei Punkte (x;, f;) (¢ = 0,1,2) in den folgenden drei Darstellungen, wobei

($07f0) = (072)7 (-7717f1) = (273) und (anf2) = (3’8):

a) p(z) =37 ,a;z’ (monomiale Darstellung),

b) p(x) = 327 b li(z) mit den Polynomen I;(z) = 1,2 5__2 (Lagrange-

Darstellung),
c) p(z) = Z?:o ¢;wi(z) mit den Polynomen w;(z) = [[;_;(z —z;) (Newton-
Darstellung). '

Fiir feste z; ist die Abbildung der Koeffizienten a;, b; oder ¢; auf die Werte f;
linear. Bestimmen Sie die Matrizen zu diesen linearen Abbildungen. Um von
den f; auf die Koeffizienten zu kommen, miissen diese Abbildungen invertiert
werden. Was fillt auf?

Ubung 8.6.5. Gegeben seien die folgenden Funktionswerte einer Funktion
f(z)

T 01 2 3
flz) |1 2 3 4

a) Bestimmen Sie mit Hilfe der ersten drei Daten (z;, f(x;)), ¢ = 0,1,2,
eine Niherung fiir f(1). Benutzen Sie dazu das Interpolationspolynom in
Lagrange- und Newton-Darstellung und den Neville-Aitken-Algorithmus.
Welches der drei Verfahren ist das fiir diese Aufgabenstellung giinstigste
Verfahren?

b) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom zu allen Daten. Welche Dar-
stellung wéhlen Sie?

¢) Die den Daten zugrundeliegende Funktion ist f(x) = v/2x. Schitzen Sie
den Interpolationsfehler des Interpolationspolynoms aus Teil a) an der
Stelle . = % ab.

Ubung 8.6.6. Die Funktion
f(z) = 2sin(3nx)

soll polynomial interpoliert werden, und zwar zu den Stiitzstellen zg = 0, x1 =

fEQZl.

1
127 6

a) Berechnen Sie das Interpolationspolynom in der Newton-Darstellung, und

werten Sie es an der Stelle x = i aus.

b) Geben Sie eine Abschétzung fiir den Fehler |f(z) — P(f|zo, z1,x2)(x)| im
Intervall [0, ¢] an, wobei Sie die Extrema von |(z — zo)(z — 21)(z — 22)|
bestimmen.

Ubung 8.6.7. Es seien {xo,...,z,} € R beliehige Stiitzstellen und w; (z) =
1, wi(z) =(x —zo)(x—x1)...(x —xj_1), § =1,...,n die Knotenpolynome.
Beweisen Sie, dal {w;}o<;j<n eine Basis von IT,, bilden.
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Ubung 8.6.8. Gegeben sind die folgenden Daten

1|0 1 2 3 4
|1 3 4 7 8
fil9 19 30 87 254

P, i+ sei das Interpolationspolynom zu den Daten (z;, fi), - - ., (Titk, fi+k)-

a) Stellen Sie zu den gegebenen Daten (mit der angegebenen Reihenfolge)
das vollstindige Schema der dividierten Differenzen auf. Geben Sie das
Polynom Py 4 explizit an.

b) Begriinden Sie unter Zuhilfenahme des Schemas aus a), daf} im vorliegen-
den Fall gilt:

PQQ(QL‘) = P173(I) = P073(CC).

¢) Berechnen Sie die Differenz P (z)— Py 4(z), wobei P* das Interpolations-

polynom bezeichne, welches iiber P (z;) = f;, i = 0,...,4 hinaus noch
P*(2) = 62 erfiillt. (Verwenden Sie dazu méoglichst wenige Rechenopera-
tionen!)

Ubung 8.6.9. Die Funktion sinz soll im Intervall I = [0, 7] dquidistant so
tabelliert werden, dafl bei kubischer Interpolation der Interpolationsfehler fiir
jedes x € I Kkleiner als %10’4 ist. Wie grof§ darf der Stiitzstellenabstand h

dann hochstens sein?

Ubung 8.6.10. Bestimmen Sie eine Differenzenformel zur niherungsweise
Berechnung von f)(z), basierend auf (vgl. Abschnitt 8.2.6)

P(f|x0,x1,x2,x3)(3)(x) = 3![x0,$1,$2,3?3]f ~ f(g)(x)

Ubung 8.6.11. Sei f zweimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie mit Hilfe der
Taylor-Entwicklung, daf§

fa) = LEXN 2D Dy
/ 7f(.’)3+lh)—f($—lh> h? "
fz) = : A - ﬂf €,
xT — xT xr — 2

Ubung 8.6.12. Bestimmen Sie das Hermite-Interpolationspolynom ps € ITs,
das die Bedingungen

ps(1) = —4, p5(1) = =7, p5(1) = =8, p5(2) = —14, p5(2) = =8, p5(3) = 14

erfiillt.
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Ubung 8.6.13. Gegeben seien die Werte 4o, 71, 20 € R.

a) Berechnen Sie das Interpolationspolynom zweiten Grades f.(z) mit

fe(0) = wo, fe(1) = y1 und fe(e) = yo + 20 fiir € € (0, 1).
b) Berechnen Sie das Hermite-Interpolationspolynom zweiten Grades f(z)

mit f(0) = yo, f(1) =y1 und f'(0) = 2.
c) Zeigen Sie, dal f. fir ¢ — 0 gegen f (bzgl. ||g]loc := max,c(o,17]9()|)
konvergiert.

Ubung 8.6.14. Gegeben sei die Wertetabelle

i

O

3
ZT; 5

fi|2

Bestimmen Sie den kubischen Spline S € S5 (vgl. Abschnitt 8.4), so daf3

=] ol =
O =N

- O >

(ST
(<N

S(mi):fi, iZO,l,...,4,
5"(2) = 8"(6) = 0.

Ubung 8.6.15. Sei S% der Raum der kubischen Splines. Zeigen Sie, dafl
dim S% = n + 3 gilt.

Ubung 8.6.16.Sein € N, a =29 < ... <2p=b, fo,.... fn ER, hiy, =
Tiy1—x; ,i =0,...,n—1, S ein interpolierender kubischer Spline zu den Daten
{ZL’Z} und {fl}7 d.h. S [@s,@i11] € I3, S((ﬁl) = fi, S € C2([a,b]) Sei Mj =
S"(x;) ,5 =0,...,n (beachte: S” stetig). Die M; heifilen ,Momente“. Eine
Mboglichkeit, kubische Splines zu bestimmen, wird im folgenden vorgestellt.
Zeigen Sie:

a) Fiir © € [z, z;41] gilt: $”(z) = M; b M;jiq T
hjia hjta
b) Fiir @ € [z, zj41] gilt: S(x) = o + B (x — 25) + 75 (w — 2;)* + 8 (2 — )’
mit
1 f; 2M;+ M,
aj=fi, Bi= Ly =ty 20, 2L by,
Iy 6
M — M,
v =M;)2, &6 =—L— "7,
j J j 6hy 1
c¢) Die Momente {M;} 16sen die Gleichungen p; M;_1 + 2M; + \; M;+1 = d;,
i1=1,...,n — 1, wobei
o 6 (fiJrl_fi_fi_ ¢1)
" i+ higa hiy1 hi '
ithz#l N ithi 5 izl,...,n—l.
hi 4+ hit1 hi 4+ higr
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Wie man in Aufg. a) bzw. ¢) erkannt hat, fehlen zur eindeutigen Bestimmung
der Momente und damit des gesamten Splines noch genau 2 Bedingungen.
Diese stellt man iiblicherweise an den Rand des Splines. Dabei treten folgende
drei (sinnvolle) Varianten auf:

(1) §"(a) = 8"”(b) =0 (natiirliche Randbedingungen)

(2) S’(a) = S'(b), S”(a) = S”(b); nur sinnvoll, wenn yy = yp.

(periodische Randbedinungen)
(3) S'(a) = wp, S"(b) = w1, fiir vorgegebene Werte wq, w; € R.

d) Gib in allen drei Féllen die beiden Gleichungen an, die sich aus den Rand-
bedingungen fiir die Momente My, ..., M, ergeben.

e) Gib nun in allen drei Féllen das gesamte Gleichungssystem fiir die Mo-
mente My, ..., M, in Matrixschreibweise an.

f) Wie lauten diese Gleichungssysteme im Falle h; = h fiir alle ¢ ?

Ubung 8.6.17. Beweisen Sie die Identitéit (8.80):

n—1

lze—ﬂﬂ'm]’/n: 17 m:Oa

et 0, m=1,...,n—1.
j=

Ubung 8.6.18. Zeigen Sie, daB die Faltung zweier n-periodischer Folgen wie-
der n-periodisch ist.

Ubung 8.6.19. Sei (d;) ez eine n-periodische Folge und
n—1
Yj 1= Z dk62m]k/n, j € 7.
k=0

Zeigen Sie, daf} 27;01 yre 2mln = d; fiir j € Z gilt.

Ubung 8.6.20. Das folgende Ergebnis ist niitzlich, um die Komplexitit von
rekursiven Algorithmen (z. B. FFT) abzuschétzen:

Sei k£ € N mit k& > 2 fest. Ferner seien a,b > 0 gegeben. Sei nun f : N — R
eine Funktion, die fiir n = k! mit | € N der Rekursionsgleichung

n
fO)=b fm)=af(T)+bn
gentigt. Zeigen Sie, daB fiir n = k' gilt:
f(n) =0(n) falls a < k,
f(n) = O(nlog,n) falls a =k,
f(n) = O(n'&x @) falls a > k.

(Hinweis: Beweisen Sie zunichst die Formel f (k') = bZiZO al=ikt)
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Splinefunktionen

Wir haben festgestellt, dafl bei einer Interpolationsaufgabe mit vielen dquidi-
stanten Stiitzstellen das Lagrange-Interpolationspolynom in der Regel keine
befriedigende Losung im Sinne einer guten Approximation der interpolierten
Funktion liefert, weil Polynome hohen Grades zu starken Oszillationen nei-
gen. Die Splinefunktionen, mit denen wir uns in diesem Kapitel beschéftigen
werden, bilden ein sehr viel geeigneteres Hilfsmittel als Polynome, um groflere
Datenmengen an beliebigen Stiitzstellen (dquidistant oder nicht dquidistant)
zu interpolieren. Es sei daran erinnert, dafl das Wort ,,Spline®, was so viel
wie ,diinne Holzlatte“ bedeutet, frither im Englischen ein biegsames Line-
al benannte, das zum Zeichnen glatter Kurven verwendet wurde. Dabei sollte
gerade die Minimierung der Biegeenergie Oszillationen unterdriicken. Die Idee
der Splineinterpolation wurde bereits anhand des Beispiels der kubischen Spli-
nes in Abschnitt 8.4 erldutert. In diesem Kapitel wird die Interpolation mit
Splines in einem allgemeineren Rahmen behandelt. Ferner bietet Interpolation
bei weitem nicht die einzige Strategie, Daten zu ,fitten“ oder eine Funktion
zu approximieren. Insbesondere wenn Daten wie in vielen Anwendungen feh-
lerbehaftet sind, ist Interpolation nicht sinnvoll. Heutzutage werden Spline-
funktionen in zahlreichen industriellen wie technisch/naturwissenschaftlichen
Anwendungen verwendet. Die Art der Anwendung reicht von der klassischen
Interpolation iiber Freiformflichendesign im Karosserieentwurf bis zur Da-
tenglittung, Analyse und Kompression. In diesem Abschnitt stellen wir einige
wichtige Werkzeuge vor, die in all diesen Anwendungen zentrale Bedeutung
haben. Diese Werkzeuge sind alle eng mit der Rolle einer bestimmten Basis fiir
Splinefunktionen verbunden, den B-Splines. Wir illustrieren dies an zwei Ver-
wendungstypen, ndmlich der klassischen Interpolation und der Datenglattung
(Smoothing Splines).
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9.1 Splinerdume und Approximationsgiite

Bei der Behandlung von Splines ist es bequemer, statt mit dem Grad von Po-
lynomen, mit der Ordnung k := Grad +1 zu arbeiten. Splines sind stiickweise
Polynome mit einer gewissen globalen Differenzierbarkeit. Die Bruchstellen
zwischen den polynomialen Abschnitten werden hiufig als Knoten bezeich-
net. Fiir eine Knotenmenge 7 = {79, ..., 741} mit

a=Tg<T <...<T<Tp4+1 =050

und k > 1 definieren wir den Splineraum der Splines der Ordnung &k durch

Pyr=1{f: [a,b)HR|f|[Tmi+l)€H07 0<i<t},

H . (9.1)
IPk,T:{feC ([a,b])|f|[ Eﬂk,1,0§2§£}7k22.

Ti 7Ti+1)

Fiir k = 4 ergibt sich gerade der Raum der im Abschnitt 8.4 eingefiihrten
kubischen Splines. Die Elemente von Py , sind durch Vorgabe der Knoten
7; und der Koeffizienten der Polynome auf den Teilintervallen festgelegt. Um
praktisch damit umgehen zu kénnen, ist es natiirlich wichtig, genau zu wissen,
wie viele Freiheitsgrade eine Funktion in Py, hat, d.h., was die Dimension
von PP - ist.

Lemma 9.1. Es gilt:

dimPy, =k+0 .

Beweis. Fir k = 1 besteht der Raum Py , aus allen stiickweise konstanten
Funktionen auf den ¢ + 1 Teilintervallen [, 711), ¢ = 0,...,£. Jedes Teilin-
tervall entspricht in diesem Fall einem Freiheitsgrad. Also gilt dimP; , = 14-£.
Sei nun k£ > 2. Gibt man auf dem ersten Intervall [a, 1) ein beliebiges Poly-
nom p aus Il;_q vor, 148t dies genau k Freiheitsgrade zu. Das Polynomstiick
q € II;,—1 auf dem néchsten Teilintervall 11, 72) ist dadurch festgelegt, dafl

p(])(Tl):q(J)(Tl)a j:Oa"'vk_27

gilt. Dies sind genau k£ — 1 Bedingungen, so daf fiir ¢ noch genau ein zusétzli-
cher Freiheitsgrad iibrig bleibt. Analog zeigt man, daB fiir jedes weitere Inter-
vall [75,7j+1), 7 = 2,...,4, genau ein Freiheitsgrad gewonnen wird. Insgesamt
erhélt man dann k + ¢ Freiheitsgrade. ]
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Bemerkung 9.2. Ohne Beweis (siehe z.B. [P, deB1, deB2]) geben wir eine
Fehlerschranke fiir eine beste Naherung im Splineraum Py, , . Sei

h= max (7541 —7;) und |gfc = max |g(z)| (g€ C([a,b])) .
j=0,...,¢ z€la,b]

Fiir jedes k > 2 existiert eine positive Konstante ¢ < oo, so dafl fiir jedes
m < k und jede Funktion f € C™([a,b]) gilt

i - < ™| ™00 - .
s | = Silleo < ch™|[f7 loo (9:2)
Das Resultat in (9.2) kann fiir den Fall m = 0 verbessert werden: Sei f €
C([a,b]) und k > 1 beliebig, dann existiert fiir jedes € > 0 ein h > 0, so daf}

in = Sklloo <¢. 9.3
sioin I = Silleo <& (9:3)

Das Resultat (9.2) besagt, daf3 je nach Glattheit der approximierten Funktion,
der Fehler der besten Splineapproximation an eine Funktion mindestens wie
die m-te Potenz der maximalen Schrittweite fallt, wobei m < k, und k die
Ordnung des Splines ist. Anders als bei der Polynomapproximation gewinnt
man gréfiere Genauigkeit durch Verfeinerung der Knotenfolge, selbst dann,
wenn die Funktion f nur stetig ist. Ferner gelten lokale Abschétzungen, d.h.,
das Approximationsverhalten in einer gewissen lokalen Umgebung héngt nur
von den Knotenabstéinden und den Eigenschaften der approximierten Funkti-
on in dieser Umgebung ab. Dies erlaubt eine problemangepafite Knotenwahl.

A

Ebenso wie die Newton-Basis giinstige ,, Bausteine* zur Handhabung von Po-
lynominterpolationen liefert, gilt es, gute Bausteine fiir Splines zu bestimmen.
Ein erster natiirlicher Ansatz orientiert sich an obigem Dimensionsargument.

Bemerkung 9.3. Da jedes Polynom insbesondere ein stiickweises Polynom
ist, das zudem sogar unendlich oft differenzierbar ist, gilt natiirlich

Il 1 C Py 7.

Auflerdem sieht man leicht, daf3

wobei, fiir m > 0,
o ™ fir x>0,
710 fir <0,
die sogenannten abgebrochenen Potenzen sind. Man priift leicht nach, dafl die
k + ¢ Funktionen

2, i=0,... k-1, (,—a)kt, i=1,....¢ (9.4)

linear unabhiingig sind (vgl. Ubung 9.4.1). Die Funktionen in (9.4) bilden also
eine Basis fiir Py, -. A
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Leider ist die Basis in (9.4) fiir praktische Zwecke ungeeignet. Da zum Beispiel
das Polynom z? einen Beitrag zum gesamten Intervall liefert, hat diese Basis
nicht die ,,lokalen“ Eigenschaften, die man von einer stiickweisen Konstruktion
erwartet. Ferner zeigt sich, dafl diese Basis schlecht konditioniert ist, d.h.,
Anderungen in den Koeffizienten einer solchen Entwicklung lassen sich nicht
iiber Anderungen der Funktion abschitzen.

9.1.1 B-Splines

Eine viel bessere Basis fiir Py, ; bilden die sogenannten B-Splines, die wir nun
einfithren werden. Um dies zu motivieren, betrachten wir erst die Falle k = 1
und £ = 2. Der Raum Py ; besteht aus stiickweise Konstanten. Man sieht
sofort, daf} die charakteristischen Funktionen

1 fir =z € |r, 75 ,
Nja(2) = Xiry ryi) (@) 1= { (75, 7i1)

0 sonst, §=00

eine Basis fiir P ; bilden. Der Trdger (,support“) der Funktion Nj; wird
durch
suppN; 1 :=={x € R| N;j1(z) # 0}
definiert. Die Basis Nj 1, 0 < j </, ist lokal in dem Sinne, daf§ die Trager der
Basisfunktionen minimal sind.
Jede stiickweise konstante Funktion 148t sich als Linearkombination der
Nj 1 schreiben

V4
S(x) =Y ¢;Nja(x),
7=0

die Funktion 148t sich auf diese Weise mit einem Koeffizientenvektor identifi-
zieren. Diese Identifikation ist aufgrund folgender Tatsache besonders giinstig.

Man iiberzeugt sich leicht, daf fiir alle Koeffizientenvektoren ¢ = (cj)§=0

¢
leloo = 1> ¢iNjalloc (9.5)
=0

gilt. Die Koeflizientennorm ist also gleich der Funktionennorm. Eine kleine
Storung in den Koeffizienten bedingt nur eine kleine Storung der Funktion
und umgekehrt. Die Basis ist in diesem Sinne stabil.

Fiir den Fall k& = 2, also fiir stiickweise lineare Funktionen (sogenannte Po-
lygonziige), werden zwei Hilfsknoten 7—1 < 179 = a, Tg42 > Te+1 = b und
zugehorige Hilfsfunktionen N_; 1, Nyiq1,1 eingefiihrt. Diese Hilfsfunktionen
sind die charakteristischen Funktionen N_131 = X[;_, ) und Ney11 =
. Man priift nun leicht, daf} die Funktion

X[Te+1»‘re+2)
Xr —T;

Nja(z) == ———Nji(z) +

Tj—‘—l*Tj Tj+2*7_j+1

Tito — T '
L Njpia(e) . j=—1,...,6 (96)
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folgende Eigenschaften hat:

1) sie nimmt von Null verschiedene Werte nach Definition von Nj;(x) und
Nj+1,1(z) nur auf dem Intervall [7;, 712] an;

2) auf jedem der beiden Intervalle [7;, Tj 1], [Tj41, Tj+2] ist Njo(x) linear;

3) Njo(x) ist stetig.

Da der Graph wie ein spitzer Hut aussieht, werden die N; »(z) auch Hutfunk-
tionen genannt. Dafl die Njo, 7 = —1,..., ¢, tatséchlich eine Basis fiir Py ,
bilden (vgl. Abb. 9.1 fiir den Fall £ = 2), sieht man wie folgt. Aus

¢
Z ¢jNjo(z) =0, € [a,b],
j=—1
folgt
[
Z Cij}g(Ti):O, ’L:O, ’E
j=—1
Da

1 fir i=j4+1,
Nj’Q(Ti) - {O sonst ,

ergibt sich ¢; = 0 fiir alle j, also die lineare Unabhéngigkeit der NV, 5.
J Js

N71 2(.27) N072(I) N1 2(1‘) N2 2($)

’

a =Ty T1 T2 7—3:b xr

Abb. 9.1. Hutfunktionen

Da N2 € Py, und dimPs, = 2 + ¢, bilden die N, eine maximal line-
ar unabhéngige Menge in P, ; und damit eine Basis. Man beachte, daf§ die
Erhéhung der Splineordnung von k = 1 auf & = 2 bei gleicher Knotenzahl
im Intervall die Dimension von P, ; um eins gegeniiber von P; , gemé&fl der
erweiterten Knotenfolge erhoht.

Um solche Basisfunktionen fiir den allgemeinen Fall zu konstruieren, definieren
wir rekursiv die sogenannten B-Splines nach dem Rezept von (9.6).
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Definition 9.4 (B-Splines). Sei t; < t2 < ... < t, eine belie-
bige Folge von paarweise verschiedenen Knoten. Dann werden die
B-Splines Ny, der Ordnung k (1 < k < n) rekursiv definiert durch

Nja(®) == X, 0,0 fir j=1,...,n—1,

T —t; titp — @
Nj(x) = ﬁNj,kfl(l") + %Njﬂ,kﬂ(m)’ (9.7)
Jj+k—1 J Jj+k Jj+1

fir k=2,....n—1, wund j=1,...,n—k.

Eine einfache Rechnung zeigt, dal fiir k = 2, n = £+ 4, t; = 759, ] =
1,...,n, die Konstruktion in (9.7) dieselben Hutfunktionen wie in (9.6) liefert.
Wir notieren nun ohne Beweis einige wichtige Eigenschaften der B-Splines,
die im gewissen Rahmen schon von obigen Spezialfillen angedeutet werden.
Eine ausfiihrlichere Diskussion und Beweise findet man zum Beispiel in [deB1,
deB2].

Lemma 9.5. Fir die B-Splines N;j aus (9.7) gilt:

(1) supp Nk C[tj,tj+x), d. h. Nji(z) verschwindet auflerhalb von [t;,t;4],
(i) Njx(z )>Ofurallex€(t titk)s
() (V3)|, .0 € Mot

)

(iv) Nj € Ck- 2([t1,t D.

Fiir manche Zwecke ist eine alternative Darstellung der B-Splines von Vorteil.
Sie beruht auf dividierten Differenzen. Man erinnere sich, daf§ fiir 1 < 5 < n—=k
die dividierte Differenz [t;, ..., t;1x](- — 2)%~" als fithrender Koeffizient des
Lagrange-Interpolations-Polynoms der Funktion fi_1(s) := (s — x)"fl an den
Stiitzstellen ¢;,...,t;44 definiert ist. Mit Hilfe dieser dividierten Differenz
kann man eine explizite Darstellung fiir die B-Splines herleiten:

Satz 9.6. Die B-Splines N, haben folgende Darstellung:

Niw(@) = (tian = )t tinl (= 2)f 70

9.8
fir 1<k<n, 1<j<n-—k. (98)

Dies ist so zu verstehen, dafl die dividierte Differenz auf das Argument - wirkt.
Zum Beispiel bedeutet

5,13 — e = Ll - )f - Z”(’ —DT (i ;c)fn _gj oy

Ublicherweise definiert man die B-Splines mit Hilfe von (9.8) und leitet daraus
die Rekursion her.
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Beispiel 9.7. Wir betrachten den Fall der Hutfunktionen (kK = 2). Sei

gz(t) == (t — )4 und fir j < n — 2, P(gs|tj,tj41,t4+2) das Lagrange-

Interpolationspolynom von g, an den Stiitzstellen ¢;,¢;41,%;42. Dann ist

[tj,tj+1,tj+2](' — Z‘)+ = [tj,tj+1,tj+2]gx der fithrende Koeffizient dieses In-

terpolationspolynoms. Wir unterscheiden die Falle x < t;, © > t;492, = €

[tj;tjals @ € [tj1, 1]

1. x <t;. Dann ist P(gy |t;,tj41,tj42)(t) =t — 2 und somit ist der fithrende
Koefﬁment (= Koeffizient der Potenz ¢?) Null: [t;,;41,tj42]9. = 0.

2.x > tj1o. Dannist P(g, |t;,tj41,t42)(t) =0, albo der fithrende Koeffizient
ist Null: [ J+1, ]+2}gx =0.

3.z € [t), th]. Dann gilt folgende Tabelle dividierter Differenzen:

tm [tm]gw [tmvtm-‘rl]gw [tmatm-‘rlatm-‘r?}gw
0
tjt1—x
tit1—t;
t. t. -z > s 7 B
JHLP+L (tj+2—t5)(tj41—t5)
>1
tiva|tj+e — @

t
alsor [t 41, j+2]90 = (t+2— tf)(tm —t5)"

¢
4. 2 € [tj41,tj42]. Wie bei 3 erhélt man [t;,¢,11,t42|9, = O ta)+(27+12 -
Insgesamt:
0 fir z <t
(@ —t5)/(tj+1 — t5) fiir x € [t;, tj41]

(tj+2 = )t tj+1, tjralgo

—~

tiva —x)/(tjy2 —tj41) fiir @ € [tj41,tj12]
fir x 2 tj+2

o

= Nj2(z)
A

Durch Differentiation von (9.8) und wegen der Rekursionsformel (8.27) fiir die
dividierten Differenzen ergibt sich:

Folgerung 9.8. Fiir k > 3 gilt

Njule) = (- 1) { =) Joetl@]

tivk—1 =t itk —tin

(9.9)

d. h., die Ableitungen von B-Splines sind gewichtete Differenzen
von B-Splines niedrigerer Ordnung.
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9.1.2 B-Splines als Basis fiir den Splineraum

Ziel der bisherigen Uberlegungen war, eine stabile Basis fiir Py - zu gewinnen.
Sei Py, der Splineraum wie in (9.1). Zur Knotenmenge 7 = {79, ..., T¢4+1} mit
a=T1y <7 <...<Tp < Tes1 = bdefinieren wir eine erweiterte Knotenmenge
T:

T={t1,...,tp,} mit n:=2k+¢,
t1 <...<tg =10,
1 e (9.10)
tepj =7 fur 7=1,...,¢,

To41 = Thopog1 < ... <Togte -

Zu dieser erweiterten Knotenmenge 7" werden die B-Splines Nj, 1 < j <
n—k=k+/{ wiein (9.7) definiert. Die Funktionswerte N; () sind fiir alle
x € R definiert. Im Splineraum Py, » sind nur die Werte N, ;(x) mit z € [a, b]
(x € [a,b) fiir k = 1) von Interesse. Wir definieren nun

Sva = span{ va ] | 1 S] S k+€} (911)

k|[a,b

Folgendes Hauptresultat zeigt, daB die (auf [a, b] restringierten) B-Splines N; i
(1 <j <k+ 1Y) eine Basis fiir den Splineraum Py, » bilden.

Satz 9.9. Es gilt
Py = Sk -

Bemerkung 9.10. Die Definition in (9.11) ist unabhéingig von der Wahl der
Hilfsknoten t1,...,tx—1 < a und tx4e42,...,t2x+¢ > b. Die Lage der Hilfs-
knoten auBerhalb von (a,b) ist unwichtig. Man 148t sie (wie bei der Hermite-
Interpolation) deshalb oft auf den jeweiligen Intervallenden a bzw. b zusam-
menfallen. Am Beispiel der Hutfunktion sieht man, wie dabei am doppelten
Knoten eine Sprungstelle am Intervallrand entsteht, die natiirlich keinen Ein-
fluf} auf das Innere des Intervalls hat. Man beachte, dafl die charakteristische
Funktion fiir zusammenfallende Knoten verschwindet:

Xlriris1) = 0 wenn 7; =Ty -

Die Rekursion (9.7) bleibt auch fiir zusammenfallende Knoten unter der Kon-
vention giiltig, Terme durch Null zu ersetzen, deren Nenner verschwindet.
Zum Beispiel erhilt man fiir k = 2, ty = t; < to,

tQ—l‘

to — T
Noa(x) + ; 2

:tQ*tl

- .’L’—to
Tt —to

No,2(z) Ny a(z) Xit1,t2) (T)-

2 — 11
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Beispiel 9.11. Als Beispiel betrachten wir [a,b] = [0,1], k=4, I =5, #; =
o =t3 =1, = 0, t5 = 0.1, tg = 0.3, t — 0.45, tg = 0.65, to = 0.8, t10 =
t11 = ti12 = ti13 = 1. Fiir j = 2,3,4,5 werden die kubische B-Splines N, 4 in
Abb. 9.2 gezeigt. A

091

081

Abb. 9.2. Kubische B-Splines

9.1.3 Rechnen mit Linearkombinationen von B-Splines

Satz 9.9 besagt, daBl man jeden Spline S € P, als Linearkombination von
B-Splines in der Form

k+2
S(x) = chN»7k(x) ,  x € [a,bl, (9.12)

schreiben kann, d.h., jeder Spline 18t sich durch eine Koeffizientenfolge
{cj}?if kodieren. Wir zeigen nun, wie solche Linearkombinationen effizient
und stabil behandelt werden kénnen, und zwar am Beispiel der Berechnung
von Funktions- und Ableitungswerten.

Um nun fiir ein gegebenes x € [a, b] und eine gegebene Folge {c; ’;if die
Auswertung S(z) zu berechnen, konnte man die Rekursion (9.7) fiir jedes
Nj i(z) verwenden, dann das Ergebnis mit ¢; multiplizieren und schliefilich
aufsummieren. Es zeigt sich jedoch, dafl es eine effizientere Moglichkeit gibt,
die direkt mit den Koeffizienten c; arbeitet. Setzt man die Rekursion (9.7) in
(9.12) ein und ordnet die Terme geeignet um, erhilt man fiir z € [a, b]:

k+¢

S@) =Y e @)Nj o (2)
j=2
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mit
r—ty otk o

! (x) = Cj—1,

tivk—1—t; * titk—1—t;
d.h., S(z) 148t sich als Linearkombination von B-Splines niedrigerer Ordnung
schreiben, wobei die Koeffizienten nun auch von x abhingen und sich als Kon-
vexkombinationen der Ausgangskoeflizienten c; schreiben lassen. Wiederholt
man das Argument, ergibt sich fiir p < k

k+e
S)= Y & @)Njpp(a), (9.13)
j=1+p
wobei
Cj, b= 0

[p]
" = — t : _ t ] —p — 914
Cj () xijcgp 1] (z) Mcgﬂll] ()  sonst. ( )

titk—p —1j titk—p —t;

Sei nun = € [tm,tmy1). Da Nji(x) = X, .,1,,.)(2), ergibt sich speziell fiir
p=k—-1

k44
S(e) =S N @)N (@) = (),
j=k
d.h.,
S(z) = cFU(2), fir © € [2m,Tmi1)- (9.15)

Daraus ergibt sich ein Algorithmus, analog zum Neville-Schema 8.12 zur Aus-
wertung der Polynominterpolation:

Algorithmus 9.12 (Auswertung von S).
Gegeben: x € [a,b] und c1, ..., crre aus der Darstellung (9.12).

o Bestimme m mit € [ty,tmy1). (Esistk <m <k+{.)
o Setze
Cg,‘)](x) =cj, j=1,...k+L

o Firp=1,...,k—1 berechne mit (9.14)

cg-p](x), j=m-—k+1+p,...,m.

S(z) = ckF=1(z).
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Folgerung 9.13. Wdhit man c¢; =1, j =1,...,k+ £, erhilt man aus (9.14)

(als Konvexkombination) cgp] (x)=1,p=1,...,k—1, also
k+4
S Niwl@) =1, fir x€lab], (9.16)
j=1

d. h., die Nj}, bilden eine Zerlegung der Eins.

Letztere Eigenschaft ist von entscheidender Bedeutung fiir Anwendungen im
Kurven- und Freiformflichenentwurf etwa im Karosseriedesign. Wegen der Lo-
kalitdt der B-Splines liegt fiir & € [, tm+1] der Wert der Linearkombination
S(z) = Zfif ¢; Nj i (z) von B-Splines in der konvexen Hiille der k Kontrollko-
effizienten cp—g41, - - ., Cm. Die Variation der Koeffizienten c; veréndert daher
in vorhersehbarer Weise die Lage der Kurve, ein niitzliches Design- und Kon-

struktionswerkzeug.

Beispiel 9.14. Sei Py ,, 7 := {0,0.1,0.3,0.45,0.65,0.8,1} der Raum der ku-

bischen B-Splines aus Beispiel 9.11. Sei S(z) = Z?=1 ¢;jNja(x) € Py r, mit

(¢j)1<j<0 = (1,0.5,0.3,—0.1,¢,0,0.7,1.0,0.2)

Fiir ¢ = —0.3,—0.6, —0.8 wird der Graph S(x) in Abb. 9.3 gezeigt. VAN
1
0.8 4
0.6 —
04l B
0.2 // ]
N\ ///
AN A
0 N /i e
A\ /i
NN ,
N =-0.3 ~
—02f DN 1
N /
N /
N c=-0, /
—04f \ , ]
N 4
N c=-08
- 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abb. 9.3. Variation eines Kontrollkoeffizienten

In analoger Weise kann man Ableitungen von Splinefunktionen behandeln.

Setzt man (9.9) in S'(z) = Zf:f ¢j N7 () ein, ordnet die Terme um und
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wiederholt diese Manipulation gegebenenfalls p mal, ergibt die folgende Dar-
stellung der p-ten Ableitung von S

k+¢

S(p) Z c j,k: p ) (917)

j=1+p

als Linearkombination von B-Splines der Ordnung k£ — p, wobei die neuen

(p)

Koeffizienten c;’ p-te Differenzen der urspriinglichen Koeffizienten sind

Cj, b= 07
cgp) = D) (D) (9.18)
j—1 _
(h—p) 2, 0<p<k-2

Die Verschiebung der unteren Summationsgrenze in (9.17) rithrt wie im Falle
der Funktionsauswertungen daher, daf§ die Verringerung der Splineordnung
die Trager der B-Splines verkiirzt und dadurch der urspriinglich erste am
linken Intervallrand ausfillt. Nach rekursiver Bestimmung der cgp ) kann auf
(9.17) wiederum Algorithmus 9.12 angewandt werden.

9.1.4 Stabilitdt der B-Spline-Basis

Ohne Beweis geben wir nun einen der Hauptgriinde fiir die Wichtigkeit der
B-Splines an.

Fiir jedes k € N existiert eine positive Konstante ¢ < oo, so daf
fiir alle Knotenmengen 7" = {t;}7_; wie in (9.10) und alle {cj}k‘H
gilt

k+l1

< ¢ Njw()| < 1. (9.19
¢ _max o) ;&%’]_1] (@) < _max el (919)

Das heifit kleine Anderungen in den Koeffizienten bewirken nur kleine Ande-
rungen in der entsprechenden Splinefunktion und umgekehrt und zwar un-
abhdngig von der Lage der Knoten.

Dies ist véllig analog zum Spezialfall (9.5). Man beachte, daf die obere
Abschétzung sofort aus Lemma 9.5 (i) und Folgerung 9.13 folgt. Die unte-
re Abschitzung erfordert Hilfsmittel, die den vorliegenden Rahmen sprengen
wiirden.

Fiir spitere Zwecke notieren wir noch eine Verallgemeinerung dieses Er-
gebnisses, die besagt, daf§ (9.19) im folgenden Sinne fiir alle L,-Normen giiltig
bleibt. Man erinnere sich, dafl

b 1/
110 = Wfllay = ([ 17@)Pde) "
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fiir 1 < p < oo und analog fiir entsprechende Folgennormen

l(ci)llp = (Z |Cj|p> 1/p

Dann gilt wiederum fiir Konstanten ¢, C, die nur von k, nicht aber von den
¢;,t; abhéngen (siche z.B. [deB2])

e [[(es 1Nl )i <]\ch Nial, < Ol INAI ], (020)

Wenn man die B-Splines auf L, normiert, d.h. N p(z) := N;jx(z)/||Njxllp
setzt (also Nj ko0 = Nj k), nimmt (9.20) die zu (9.19) véllig analoge Form

k+2

CH(CJ kMH < HZCJ ikp||

<C|(¢y) ’““H (9.21)

an.

Geeignet skaliert bilden B-Splines also Basen, die im Sinne von
(2.35) unabhingig von der Lage der Knoten fiir alle p-Normen
gleichmdfig gut konditioniert sind. Allerdings ist mittlerweile be-
kannt, daf8 die Kondition etwa wie 2* mit dem Grad der Splines
wéchst. Die Korrelation zwischen Koeffizienten und Funktion wird
also mit steigendem Polynomgrad lockerer.

9.2 Splineinterpolation

Die Losung von Interpolationsproblemen war die urspriingliche Motivation zur
Konstruktion von Splines. Wegen dim Py, » = k + ¢ erwartet man, mit Splines
in Py » = Sk, insgesamt k + ¢ Interpolationsbedingungen erfiillen zu kénnen.
Der folgende Satz (von Schoenberg und Whitney) charakterisiert, wann ein
Interpolationsproblem eindeutig fiir alle Daten losbar ist. Der Beweis dieses
Resultats wird hier nicht behandelt.

Satz 9.15. Sei T' = {t;}7_, wie in (9.10).

Seien x1,...,Zp4e € [a,b] Stitzstellen und fi,..., frre die zu-
gehorigen Daten. Das Problem der Bestimmung eines S € Sy r,
so dafs

gilt, hat genau dann eine eindeutig bestimmte Losung, wenn
€ (i tjrk), j=1,...,k+¢, (9.23)

d. h., wenn in den Trdger jedes B-Splines mindestens eine Stiitz-
stelle fallt. Man kann sogar zeigen, daf$ die Aussage fiir Hermite-
Interpolation giiltig bleibt.
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Bemerkung 9.16. In Abweichung von der Notation in Kapitel 8 fangt die

Numerierung der Stiitzstellen hier mit 1 (statt 0) an. A
Die Matrix
I,
A= (Nj7k(xi))¢j:1
ist genau dann nichtsinguldr, wenn (9.23) gilt. S(x) = f:f ¢; N p(x) 16st
(9.22) genau dann, wenn fiir ¢ = (c1,...,cpre)? und £ = (f1,..., fure)? gilt
Ac=f. (9.24)

Bemerkung 9.17. Man kann sogar zeigen, daf, wenn die Bedingung in (9.23)
erfiillt ist, das Gleichungssystem in (9.24) durch GauB-Elimination ohne Pivo-
tisierung gelost werden kann. Da die B-Splines kompakten Tréager haben, ist
A eine Bandmatrix, so daf} sich die L R-Zerlegung effizient durchfiithren 148t.

A

Wir gehen nun auf den wichtigen Spezialfall der kubischen Splineinterpolation
nochmals ein. Dies betrifft den Fall, dafl £ = 4 ist und Stiitzstellen und Knoten
iibereinstimmen:

Tji=tj43="Tj_1 fir j=1,...,04+2.

Dies liefert allerdings nur ¢ 4+ 2 Bedingungen. Man benétigt zwei weitere Be-
dingungen, da dim Sy 7 = 4 + ¢ gilt. Hierzu gibt es unter anderem folgende
Moglichkeiten:

(a) Vollsténdige kubische Splineinterpolation: Als zusitzliche Bedingung wird
gefordert, dafl an den Intervallenden jeweils noch die ersten Ableitungen
interpoliert werden, so daf} der vollstdndige Satz von Interpolationsbedin-
gungen lautet:

St;) = f(t;), j=4,....0+5 S')=f(a), S©b) = (). (9.25)

D.h., man stellt Hermite-Interpolationsbedingungen als zusétzliche Rand-
bedingungen.
(b) Natiirliche kubische Splineinterpolation:

St;) = f(t;), j=4,....0+5, S"(a)=S"(b)=0. (9.26)

Eine weitere Moglichkeit bietet die ,not-a-knot“ Bedingung. Dabei werden
an beiden Intervallenden jeweils zwei der Polynomstiicke zu einem einzigen
verschmolzen, wodurch man gerade die beiden {iberzéhligen Freiheitsgrade
verliert.

Die eindeutige Losbarkeit der Aufgaben (9.25), (9.26) folgt aus Satz 9.15.
Fiir den Fall der kubischen Splineinterpolation kann die eindeutige Losbar-
keit zusammen mit der in Lemma 8.38 diskutierten Extremaleigenschaft auch
direkt iiber ein einfaches Lemma bewiesen werden.
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Lemma 9.18. Sei g € C*([a,b]) und S € Sy, so daf

S"(b)(g'(b) — §'(b)) = §"(a)(g'(a) — §'(a)) -

b b
/S”(m)zdfcg/ g (x)? dz .

Beweis. Uber partielle Integration erhiilt man

/ §"(x)(¢"(x) - 8"(x)) de
044 tit
=Y [$"@)(g' @) - S @)[; - / - S"(@)(g (@) - §'(x)) da]

i=4

Dann gilt

044
:—Z/ " (x)(g' (z) — S'(x)) dz
Weil S ein kubischer Spline ist, muf8 S” im jedem Teilintervall konstant sein:
SI//(if):di fiir Z'E(ti,tzurl), 224,,1€+4

Hieraus folgt, wegen g(t;) = S(t;) fir i=4,...,0+5,

(44 .
/ S// // S// Z d / g S/( )d

+4

= - Zd (tiv1) = S(tis1)) — (9(t:i) — S(t:))]
=0.
Insgesamt ergibt sich
b b 9
[ o@rdn= [ (8@ + (g @) - (@) do
b b b
— [ s'@rderz [ 8@ @) - S @) do+ [ (@) - (@) da
b b b
_ / S (2)? do +/ (¢ (z) — §"(2))? dw > / S (x)? dw

a a a
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Fiir die vollstindige kubische Splineinterpolation ergibt sich folgendes Resul-
tat:

Satz 9.19. Zu jedem f € C'([a,b]) existiert ein eindeutiger Spli-
ne I4f € Sar, so daff

( )(tj) ( ) ]:437£+5a
(Lsf)(a) = f'(a),  (1af)'(b) = (D).

Ferner erfillt I, f die Extremaleigenschaft
b b
/ (Luf)" (2) dz < / o (2)? du (0.27)

fiir alle Funktionen g € C*([a,b)), die die gleichen Interpolations-
und Randbedingungen wie I, f erfillen.

Beweis. Wir definieren die lineare Abbildung L : Sy — R+,
L(S) = (S(ts),...,S(teys), S (a), S' (b))

Die Aufgabe der vollstdndigen kubischen Splineinterpolation kann man wie
folgt formulieren: gesucht ist S € Sy r, so daf3

L(S) = (f(ta)s .-, f(ters), f'(a), f/(O)T . (9.28)

Sei S € Sy, so daB L(S) = 0. Fiir S und g = 0 sind die Voraussetzungen in
Lemma 9.18 erfiillt und deshalb gilt

b
/ S"(z)? da =

Da S” auf [a, b] stetig ist, folgt daraus S” = 0 auf [a, b]. Also muf der kubische
Spline S auf jedem Teilintervall [ti,tiv1] (i = 4,...,£+5) linear sein. Aus
S(t;) =0 firi =4,...,045 folgt, daB S auf [a, b] dle Nullfunktion sein muf.
Hieraus folgt, daf3 dle Aufgabe 9.28 eine eindeutige Losung S =: I f hat. Die
Extremaleigenschaft in (9.27) folgt einfach aus Lemma 9.18. O

Vollig analog kann man folgendes Resultat fiir die natirliche kubische Splin-
einterpolation beweisen:
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Satz 9.20. Zu jedem f € C?[(a, b)) emistiert ein eindeutiger Spli-
ne I4f € Sar, so daff

(ff)(t]) ft;), j=4,....0+5,
(Iuf)"(a) = (Iof)" (b) = 0.

Ferner erfillt f4f die Extremaleigenschaft
b b
/ (Fa )" (2)? d < / ¢ (2)? dz (9.29)

fiir alle Funktionen g € CQE[a, b)) die die gleichen Interpolations-
und Randbedingungen wie I, f erfiillen.

Bemerkung 9.21. Sei h = max;—1__¢(7j+1 — 7;) und f € C*([a,b]). Man
kann beweisen (siehe [P]), dafl

h4
”f - I4f||oo < T6‘|f(4)||m (9.30)

gilt, wobel || - ||s die Maximumnorm auf [a,b] ist. Der Vergleich mit Bemer-
kung 9.2 zeigt, dafl die kubische Interpolation (unabhingig von der Lage der
Knoten!) die bestmdgliche Approxzimationsordnung realisiert. A

Berechnung der vollstindigen kubischen Splineinterpolation

Sei I,f die vollstindige Splineinterpolation einer Funktion f € C1([a,b]).
Wegen Satz 9.9 hat I, f die Form

+4

I4f ch ]4

Die Losung des Interpolationsproblems verlangt nun, die Koeffizienten c; iiber
die Interpolationsbedingungen (9.25) zu bestimmen.

Da der Tréger von N, 4(z) die drei Stiitzstellen ¢j41, ¢;12 und ;43 enthélt,
stehen in den meisten Zeilen der zur vollstindigen kubischen Splineinterpolati-
on gehorenden Matrix genau drei von Null verschiedene Eintriage. Hinsichtlich
der Interpolationsbedingungen an den Intervallenden ist folgendes zu beach-
ten. Aus der Rekursion (9.7) schliefit man unter Beriicksichtigung von

t1:...:t4:a, t[+5:...:t2+8:b,

daf}
N1 a(ts) = No3(ts) = N3o(ta) = Naa(ts) =1,
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und wegen (9.16) folgt

Nja(t)) =0, j=2,3,....0+4.
Auch gilt

Nyyaa(tors) = Neyas(ters) = Noepao(toys) = Negsa(teys) =1,

also
Njaltess) =0, j=0+3,0+2,...,1.

Folglich lassen sich aus den Bedingungen (I4f)(t4) = f(t4) und (I4f)(te45) =
f(teas) sofort
¢ = f(ta), ceya = f(ters)

fiir die gesuchte Darstellung

{44

(Iaf)(@) = ¢;Njalx)
j=1
ermitteln, d.h., man mufl nur ein Gleichungssystem in den Unbekannten
€2, ..., oy betrachten. Auflerdem ist wegen Ny 3(ts) = 0 und No 3(t4) = 1:
Nj73(t4) =0 fir j = 3,4, e
Wegen der Formel (9.9) fiir die Ableitung von N 4(z) ergibt sich

Njs(ta) — Njy1,3(ta)
bt =t ljta = ljt

Niate) =3 b0t st

Analog kann man zeigen, daf3 N]’-74(t5+5) =0firj=4¢42,/41,...,1. Damit
erhélt man aus den Hermite-Bedingungen

f(a) = (Isf) (ts) = f(a)N{ 4(ts) + c2N3 4(ta)

F1(0) = (Isf) (ters) = f(O)N{a,4(ters) + coyaNoys 4(tess),

so dal mit
o = 1@ — f(a)N1,4(0)
2 — )
N3 4(a)
)= N0
{+3 — )
" Nitsa(®)
lediglich noch die Koeffizienten (cs, ..., cs12)? = ¢ zu bestimmen sind. Wegen

(9.25) muf} ¢ das Gleichungssystem

Arc=f (9.31)
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erfiillen, wobei

f=fs fer2)"

mit
J3 = f(ts) — calNa4(ts),
fev2 = f(tera) — coysNepsa(tera),
f]:f<t_]+2)? .72477€+1
und
N3 4(ts5) Naa(ts)
N3 4(te) Naa(ts) Ns.a(te)
Nya(t7) N5a(t7) Nea(tr) 0
Ar = . . )

Nea(teys) Nevra(ters) Nevoa(tess)
Ney1,a(tera) Noyoa(tera)

d.h., Ap € R*? ist eine Tridiagonal-Matrix. Wegen Bemerkung 9.17 besitzt
Ar eine LR-Zerlegung (GauB-Elimination ohne Pivotisierung), so daf sich das
System Arc = f sehr einfach und effizient 16sen 1:8t.

Hinter der Idee ,,Splines“ stand ja das physikalische Modell der Minimierung
der Biegeenergie einer elastischen Latte, wodurch unkontrollierte Oszillatio-
nen verhindert werden sollen. Dabei sollte man allerdings nicht vergessen, dafl
das Modell (aufgrund der Vereinfachung des ,, Biegefunktionals*) nur fiir klei-
ne Auslenkungen gilt. In der Tat zeigt auch die kubische Splineinterpolation
starke Uberschwinger bei abrupten Spriingen in den Daten.

Beispiel 9.22. Wir betrachten ein Beispiel mit dquidistanten Stiitzstellen,
T;j:=7%0.1, 7=0,...,14, und Daten f; =1 fiir j =0,...,5, f; = 0.5 fiir
j = 6,...,14. Die entsprechende natiirliche kubische-Splineinterpolation ist
in Abb. 9.4 dargestellt. Man stellt fest, dafl wegen des Sprunges in den Daten
Ostzillationen auftreten. A

Fiir mogliche Abhilfen in solchen Fillen sei auf [deB1] verwiesen.

9.3 Datenfit—Smoothing Splines

In vielen Anwendungen ist eine unbekannte Funktion aus einer grofien An-
zahl von Messungen zu ermitteln. Aufgrund der zu erwartenden MeBfehler
oder auch wegen des Umfangs der Datenmenge ist Interpolation dann hiufig
nicht mehr sinnvoll. Liegt ferner keine genaue Kenntnis iiber die Struktur der
gesuchten Funktion vor (etwa iiber polynomiales, periodisches oder exponenti-
elles Verhalten), muff man einen Ansatz machen, bei dem eine beliebige Funk-
tion f mit einer gewiinschten Genauigkeit reproduziert werden kann. Dazu
sind Splines, insbesondere Linearkombinationen von B-Splines pradestiniert.
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Abb. 9.4. Oszillationen bei einer Spline-Interpolation

Gegeben seien also Messungen f;, j = 1,...,m, die gewissen Abszissen x;,
j=1,...,m, in einem Intervall [a, b] zugeordnet werden. Méchte man die da-
hinterstehende Funktion f in einem gewissen Genauigkeitsrahmen € ermitteln,
geben Fehlerabschétzungen vom Typ (9.2) einen Hinweis iiber den Umfang
einer geeigneten Knotenfolge 7 = {70,...,7¢4+1}, so daB die Elemente des
Splineraumes Py, , diese Genauigkeit liefern kénnen. Eine erweiterte Knoten-
folge T = {t1,...,tn}, n := 2k + ¢, wird dann wie in (9.10) definiert. Eine
Approximation S € Si r 1d8t sich dann folgendermafien bestimmen: Finde
c=(c1,...,cne)T, so daB S(z) = SFHY ¢;iNjk(z)

J=1
m m k-+¢ 2
- N, ») 9.32
2 () — £;)? c%&XﬁEF@M% — [ (9.32)
1= J]1=

erfiillt. Hierbei ist i.a. m > k + ¢, und die z; miissen natiirlich nicht mit den
Knoten t; iibereinstimmen. Die Aufgabe (9.32) ist ein lineares Ausgleichspro-
blem der Form

[Are — fl|2 = min,

wobei hier

Ap = (Nji(@:))ioy il € Rmx B0

f = (flw"afW)T € R™.

Bei der Wahl der Knoten ¢; ist darauf zu achten, dafl in jeden Tréger der
B-Splines N;; mindestens ein x, féllt (vgl. Satz 9.15). Die Matrix A hat
dann vollen Rang, so dafl die Methoden aus Abschnitt 4.2 angewandt werden
konnen.
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Auch beim obigen Ausgleichsansatz konnen stark fehlerbehaftete Datenséitze
und starke , Datenausreifier* ein ,, Uberfitten“ mit entsprechenden Oszillatio-
nen bewirken. Das Konzept des ,, Smoothing-Splines schafft da Abhilfe. Ein
Hotrafterm soll starke Ausschlidge unterdriicken und die Daten , glétten®. Fiir
ein 6 > 0 sucht man dasjenige S € Sy r, das

m

> (S(x;) = £;)* + 6218”15 = mmz )2+ 028”15 (9:33)

Jj=1

erfiillt. Aus obigen Griinden hat dieses Problem wieder eine eindeutige Losung
(falls die Schoenberg-Whitney-Bedingung an die Daten erfiillt ist). Offensicht-
lich sucht man bei (9.33) einen Kompromifl zwischen gutem Fit, ndmlich den
ersten Term klein zu machen, und einem glatten Kurvenverlauf, ndmlich wie-
der in Anlehnung an das Biegefunktional die zweite Ableitung zu kontrollieren.
Je nach Wahl von 0 kann man das eine odere andere stédrker betonen, hat al-
so einen zusétzlichen Steuerparameter zur Hand. (9.33) ist ein Beispiel fiir
eine Regularisierungsmethode, wie sie bei sogenannten inversen oder schlecht
gestellten Problemen in zahlreichen Anwendungen zum Tragen kommt. Im
Prinzip fithrt auch (9.33) natiirlich auf ein Ausgleichsproblem fiir die gesuch-
ten Koeffizienten des Smoothing-Splines beziiglich der B-Spline-Basis. Dies
lafit sich besonders bequem fiir eine leichte Modifikation von (9.33) realisie-
ren, die nun wesentlich auf der Ableitungsformel (9.17) und der Stabilitét der
B-Spline-Basis (9.20) beruht. Wegen (9.17) und (9.20) fiir p = 2 gilt ja gerade
fiir S(z) = Y251 ¢;Nj ()

k—+¢ k+2¢ ) )
22 DN 2ll2)® < 1S")13 < €257 (PN jozl2) ™.
j=3

Man erhélt also im Wesentlichen das qualitativ selbe Funktional, wenn man

n (9.33) ||S”||3 durch E;Hﬁ &, mit & = c || ik—2]|2, ersetzt, was zu fol-
gendem Minimierungsproblem fiihrt: Finde S (x) = Zf:f ¢; Nj.r(x) so daB,
m k+2 2 k42
> (L esanta) = f3) +62 38
i=1 =1 i=3
m k+¢ k+4
_ N, 62 34
o S (Sate) ) +e 8w

Um dies in die Form eines linearen Ausgleichproblems zu bringen, beachte
man, dafl wegen (9.18)

L2 :(k—l)(k—2)[ 1
titk—2 —1; Ltjpp—o—t;1

Cj—2

( 1 n 1 ) n 1 }
_ Gt ——— |,
tivh—1—t;  tjap—2—tj_1’ "’ tivk—1 —t; ’
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fir j =3,...,k+ ¢ gilt. Mit € := (¢3,...,¢,4)7 ergibt sich € = Bre,

bs.1 b2 b33

Bri— b2 bf“” b.4’4 . 0 € RUHE-2)x (k+0)

bioyekte—2 brrokre—1 Do nre

(k= Dk = 2)[[Nj k-2l

d' = )
! tivk—2 —tj
d.
biigi=—-H">
5, trrhs — 1
d.
bj,j = S R 5
tivk—1—t

bjj—1:=—(bjj-2 +bj;) -
(9.34) erhilt dann die Form

|Are = fIl3 + 6*(|Bre|3 = min [[Are — f3 + 6%|| Brell3,
CeRk+t

was wiederum gleichbedeutend mit

|(65)=- ()
0Br 0
und somit ein Standard-Ausgleichsproblem ist. Es kann mit den Methoden
aus Abschnitt 4.4 behandelt werden kann. Da sowohl A7 als auch Bp diinnbe-
setzt sind, kann man Givens-Rotationen benutzen. Die Wahl des Smoothing-
Parameters 6 ist problemabhéngig. Systematische (z. B. Statistik-basierte) Pa-
rameterwahlen kénnen hier nicht diskutiert werden. Folgendes Experiment soll

einen groben Eindruck von der Wirkungsweise bei einfachen Test-Datensatzen
verschaffen.

— min (9.35)

2

Beispiel 9.23. Gegeben seien Messungen (zj, f;), 5 = 1,...,20, die in
Abb. 9.5 mit * dargestellt sind. Zur Approximation (und Glittung) dieser Da-
ten benutzen wir kubische Splines mit dquidistanten Knoten 7; = j % 0.1, j =
0,...,10. Also m = 20, k = 4, £ = 9 in diesem Beispiel. Fiir drei Parameter-
werte § = 0, 1073, 1072 werden die Splinefunktionen S(x) = Z;il ¢;N;j4(z)
mit ¢ = (¢1,...,c13) wie in (9.35) in Abb. 9.5 gezeigt. A
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Abb. 9.5. Smoothing-Splines: § =0: — ;0 =10"% — ;=102 ——

9.4 Ubungen

Ubung 9.4.1. Fiir k > 1, m > 0, betrachte die k + [ Funktionen (vgl. (9.4)):
2, i=0,... k-1, (i —a)fY, i=1,...,L

Zeigen Sie Folgendes:

a) Diese Funktionen sind Elemente des Raumes Py, .
b) Diese Funktionen sind linear unabhéingig.

Ubung 9.4.2. Fiir h = 1/n sei tj:=(j—1)h, j=1,...,n. Berechnen Sie die
quadratischen B-Splines N; 3, j = 1,...,n — 3, aus Definition 9.4.

Ubung 9.4.3. Beweisen Sie die Resultate (i) — (iii) in Lemma 9.5.

Ubung 9.4.4. Approximiere die Sinusfunktion iiber eine Periode durch
(i) vollsténdige kubische Splineinterpolation
(ii) natiirliche kubische Splineinterpolation
zu den Stiitzstellen —%, 0, 7, 7, 37”
Ubung 9.4.5. Man erstelle ein Programm zur Auswertung einer Splinefunk-
tion nach dem Algorithmus 9.12.

Ubung 9.4.6. Man erstelle ein Programm zur Berechnung der vollstéindigen
kubischen Splineinterpolation nach der in Abschnitt 9.2 behandelten Methode.
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Numerische Integration

Integrale sind in den seltensten Fiéllen analytisch geschlossen berechenbar. Die
numerische Berechnung von Integralen (Quadratur) ist eine der &ltesten Auf-
gaben in der numerischen Mathematik. In diesem Kapitel werden Methoden
zur Losung dieser Aufgabe diskutiert. Wir konzentrieren uns zunichst auf
einige wichtige Grundprinzipien der Konstruktion von N#herungsformeln fiir
ein eindimensionales Integral
b
| f@ds
a

einer stetigen Funktion f € Cfa,b]. Im Anschluf wird ein einfacher Ansatz zur
néherungsweisen Berechnung von mehrdimensionalen Integralen diskutiert.

10.1 Einleitung
Sei
b ~ b
I= / flx)de, I= / f(z) dx
wobei f ein gestorter Integrand ist. Mit || f — f]|oo 1= max, |f(x)— f(x)| erhilt
man ==

b b
u—f|=1/ f(w)—f(x)dfc\é/ @) - F@)dz < (b—a)lf — Flloe.

Dies zeigt, dafi die absolute Kondition des Integrationsproblems (beziiglich
der Maximum-Norm) gut ist. Fiir die relative Kondition ergibt sich hingegen

= Flee S Wl dz = Floe . 1f = flloo

=11, a) _ .
i RO IR rel 7]l
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Somit kann ganz analog zur Ausléschung bei der Summenbildung r.q > 1

auftreten (némlich wenn | ff f(z)dx| < fab I flloo dz).
Die géngige Strategie zur ndherungsweisen Berechnung von

/abf(x) dx

148t sich folgendermaflen umreifien:

1. Man unterteile [a,b] in Teilintervalle [t;_1,tx] z.B. mit ¢; =
a+jh,j=0,....,n, h= b*T“.

2. Approximiere f auf jedem Intervall [tx_1,¢;] durch eine ein-
fach zu integrierende Funktion gx, und verwende

Z/t“ d$~Z f( d:c—/f Ydz  (10.1)

—1Y k-1

als Naherung fiir das exakte Integral.

Als einfithrendes Beispiel betrachten wir die sogenannte Trapezregel. Dabei
wéhlt man in (10.1) speziell

grl@) = T (1) + 2 (), (10.2)

d.h. die lineare Interpolation an den Intervallenden von [t;_1, tx]. Folglich ist
" gi(x) dz gerade die Fliche

tp—1

| >

[f(tr—1) + f(tn)] (10.3)

des durch den Graphen von gi(x) definierten Trapezes (vgl. Abbildung 10.1).

e b ) + ()

th_1 22

Abb. 10.1. Trapezregel
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Dies liefert die

summierte Trapezregel

T(h) = h | L f(a) + F() +--+ Fltao) + 70| (10.0)

als N#herung fiir f f(z)dx.
Fiir den Verfahrensfehler der Teilintegrale gilt folgende Darstellung:

Lemma 10.1. Sei f € C%([tx—1,tx]). Es gilt:

[/ (tr—1) + f(00)] = k f(x)dx—F%h?’

tr—1

fiir ein & € [th—1,tx].

N>

Beweis. Aus Satz 8.22 folgt, mit g wie in (10.2),

f@) = gi(w) = f(@) = P(fltr-1, i) (@) = (& — 1) (@ — m@,

mit einem & wofiir min{x, tx_1} < & < max{x,t;} gilt. Beachte, daf £ = ¢,
von x abhéngt. Integration liefert

tk h 1 tr
fl@)dz = §[f(tk71)+f(tk)]+§/ (—tp_1)(@—tx) " () dz. (10.5)
b th—1
Sei
— % tt:71(x - tk71>($ — ﬁk}),f”(f;p) dx B ;:‘;1 (x — tk—l)(l‘ _ tk)f”(fm) dx
- 3 tt:,l(x_tkfl)(x—tk)dm B —1p3

Weil (z — tg—1)(x — tg) fiir € [tp—1, 1] ein festes Vorzeichen hat, gilt

min "(z) <e¢< max "(z) .
$E[tk—1;tk]f ( )7 7I€[tk717tk]f ( )

Aufgrund des Zwischenwertsatzes muf3 gelten
c=f"(&) fiirein & € [tp_1,tx].
Einsetzen in (10.5) bestitigt die Behauptung. O

Fiir den Verfahrensfehler von T'(h) ergibt sich damit die Abschitzung

100~ [ 1 d\—!Zf 3If122|f” < Tyn max 177
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Mit nh = b — a ergibt sich insgesamt die Fehlerschranke

/ f(2) dz| < b—a) max |f"(z)| . (10.6)

z€[a,b]

Ebenfalls erhédlt man wegen

B / e =Z W= h e

k=1
und
tim 20 L / 7 () dr = 5 (/) ~ /(@)
die Fehlerschdtzung
N h2
E(h) = E(h) = 75 ('(b) = f'(a)) - (10.7)

Die Fehlerschiitzung E(h) in (10.7) liefert allerdings keine strikte Schranke
fiir den Diskretisierungsfehler und bietet somit generell keine quantitative
Aussage. Auch wenn f'(a) = f'(b) also E(h) = 0 ist, kann E(h) durchaus
grof} sein. Lediglich wenn beispielsweise die dritte Ableitung von f beschréinkt
ist, gibt E(h) im folgenden Sinne tatsiichlich Aufschlu$ iiber den wirklichen
Fehler. Es gilt ndmlich

\E(h) — E(h)| < B3 %a max | " (z)| (10.8)

- z€la,b]

Der Schitzwert gibt also den wirklichen Fehler unter obiger Annahme bis auf
einen Restterm der Ordnung h3 wieder. Man sieht (10.8) folgendermafen ein.

Wegen maxyefs, , o [17() = 7(60)] < hmaxyeqop | (@)] gile nimlich
R h2 n t
B(r) = E(n)| = \EZ{ f"@)dz —hf" (&) }|
th—1

-2y / £(@) ~ £"(64)) da

< Z/tk 1) = 7€) do

h3b

IA

111
1o e [f7()]
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Beispiel 10.2. Zur ndherungsweisen Berechnung von
/2 - N
1= xcostrexd:c:ngez”fQ
0

mit der Trapezregel ergeben sich die in Tabelle 10.1 angegebenen Ndherungs-
werte, Verfahrensfehler und Fehlerschétzungen (10.7). A

Tabelle 10.1. Trapezregel

n| Ty [ 1BEM)=T0) 1| |E®)] =51 (3) - £ 0)
414396928 1.57e—02 1.59¢—02
8 | 4.385239 3.97e—03 3.98¢—03
16| 4.382268 9.95¢—04 9.96e—04
32| 4.381523 2.49e—04 2.49e—04

10.2 Newton-Cotes-Formeln

Die Trapezregel ist ein Spezialfall der folgenden allgemeinen Vorgehensweise.
Fiir ein typisches Teilintervall [t;_1,t;] in (10.1) stehe der Einfachheit halber
im Folgenden [c, d]. Seien nun

Xoy -+ Ty € [c,d]

verschiedene Punkte. Als Nidherung fiir f verwendet man das Interpolations-
polynom P(f|zo, ..., %) zu den Stiitzstellen z;. Als N&herung fiir fcd f(z)dx
erhélt man dann die Quadraturformel

d
Im(f):/ P(flzo,...,zm)(x)dz, (10.9)

wobei das Integral eines Polynoms einfach zu berechnen ist. Obiges Beispiel
der Trapezregel ist von diesem Typ (m =1, ¢ = ¢, 1 = d).

Satz 10.3. Sei I,,(f) durch (10.9) definiert. Fir jedes Polynom
Q € I, gilt

d
1.(Q) = / Q) da.

Man sagt, die Quadraturformel ist exakt vom Grade m.

Beweis. Sei Q € II,,,. Wegen der Eindeutigkeit der Polynominterpolation gilt

P(Qlzo, ..., zm)(z) = Q(x),
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und deshalb

d d
Im(Q):/ P(Q|x0,...,xm)(x)dx:/ Q(z)dx . O

Wie wir spéter sehen werden, ist der Exaktheitsgrad ein wesentliches Qua-
litdtsmerkmal einer Quadraturformel.

In der Form (10.9) ist die Quadraturformel noch nicht praktisch anwend-
bar. Fiir die Konstruktion konkreter Formeln ist folgendes Resultat niitzlich.

Lemma 10.4. Es gibt Gewichte cg, ..., cm, so daff L, (f) aus (10.9) die

Form
m

L(f) =hY_cif(x;) (10.10)

j=0
hat, wobei wieder h = d — c. Die c; sind durch

d m

1 T — T 1 [
1 [ 10.11
¢ h/C I!:lo P—— dx h’/c Lim(x)dx (10.11)

k#j

gegeben, wobei Ly, (0 < j < m) die Lagrange-Fundamentalpolynome zu
den Stiitzstellen xq, ...,z sind.

Beweis. (10.10) und (10.11) folgen sofort aus der Darstellung 8.5 des Lagrange-
Interpolationspolynoms. O

Wahlt man speziell die Stiitzstellen z; dquidistant

1
x0:c+§h=:c+§0h, wenn m =20,
i (10.12)
:vj:c+ih::c+§jh, j=0,...,m, wenn m>0,
m

erhilt man die Newton-Cotes-Formeln. Man kann dann (10.10) in der Form

m

Ln(f) =h > ciflc+&h) (10.13)

Jj=0

mit normierten Stiitzstellen &; und Gewichten c; schreiben, die jetzt un-
abhéngig vom speziellen Intervall [¢, d] sind. Tabelle 10.2 enthélt einige géngi-
ge Beispiele.
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Tabelle 10.2. Newton-Cotes-Formeln

" & ¢ -

0| Mittelpunktsregel| % 1 _ih?)f(z) 3]

1| Trapezregel 0,1 13 Lh?’f(?) (&)

2| Simpson-Regel 0,%,1 1,5, (SR ()

3| 2-Rogel 0351 | BB | EGHYO0

| oo | 0.5 531|538 B B &GO
Fehlerschranken

Je hoher der Grad der Exaktheit ist, desto genauere Nédherungen fiir das Inte-
gral erwartet man, vorausgesetzt, das Interpolationspolynom liefert eine gute
Approximation der Funktion f. Mit h = d— ¢ liefert die Restgliedabschiitzung
8.34 als (grobe) Abschitzung

‘/f x— Ln(f) <hmaXH|x—

< hﬂl
~ (m+ 1)

wobei || f|loo = maxgee,q) |f(2)| die Maximumnorm auf [c, d] ist.

Daf3 diese Abschitzung nicht immer bestmoglich ist, zeigt Tabelle 10.2.
Falls m gerade ist, ist in den aufgelisteten Féllen die h-Potenz im Restglied fiir
m und m+1 die gleiche. Das Resultat fiir den Verfahrensfehler der Trapezregel
in Tabelle 10.2 ist in Lemma 10.1 bewiesen.

¥ IIf(m+1 [

m+ 1)!
(10.14)

1 FANR

Summierte Newton-Cotes-Formeln

Wie bei der Trapezregel kann man fiir jede Newton-Cotes-Formel eine zu-
gehorige summierte (oder wiederholte) Regel herleiten. Als Beispiel behandeln
wir die summierte Simpson-Regel. Anwendung der Simpson-Regel auf jedem
Teilintervall [¢,d] = [tk—1,tk], tx = a+kh, k=0,...,n, h = b_T“ ergibt die
summierte Simpson-Regel

b
h) = / f(z)de + E(h)

mit
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S(h) = to + 1

@\3‘

t1+t
1 2)+

[f(to) +4f( 5

)+w@g+g(

. (10.15)
2f(t2) + .+ 2f (bnoy) +4F (P52 ) + f(tn)]

"1
Eh) =Y —
£~ 90

) / 4)(§k {k & € [tk—17tk] .

(

l\D\»—t

2880

Es gilt, wegen nh = b — a,

4

2880
2880/ G 2880 (f(3 (b) - f° )(a))'

[E(h)] < (b-—-a)Hj“4)Hoo,

Fiir die Schétzung gelten analoge Bemerkungen wie bei der Trapezregel. Der
Schitzwert gibt den tatsichlichen Fehler bis auf einen Term der Ordnung
O(h5) an, falls die fiinfte Ableitung von f beschriinkt ist.

Man beachte, daﬁ beim Aufsummieren der einzelnen Teilintegrale, f; f(z)dx

=> i j;k . x) dx, im Fehler eine h-Potenz verloren geht.

Beispiel 10.5. Fiir das Integral in Beispiel 10.2 ergeben sich die Resultate
wie in Tabelle 10.3.

Tabelle 10.3. Simpson-Regel

S(h) BB | o lF O (5) = P (0)
4 | 4.381343022 | 6.93e—05 6.92e—05
8 | 4.381278035 | 4.33e—06 4.33e—06
16 | 4.381273978 | 2.70e—07 2.70e—07
32 | 4.381273725 | 1.69e—08 1.69e—08

Man beachte, dafl die Simpson-Regel fiir gegebenes n etwa doppelt so viele
Funktionsauswertungen benotigt wie die Trapezregel, allerdings aufgrund des
hoheren Exaktheitsgrades einen quadratisch kleineren Fehler — die doppelte
Anzahl korrekter Stellen — bietet. A
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10.3 Gauf3-Quadratur

Bei Newton-Cotes-Formeln héherer Ordnung ergeben sich schliellich Gewichte
mit wechselnden Vorzeichen. Aufgrund von Ausléschung sind derartige For-
meln weniger stabil.

Der Aufwand bei Quadratur wird im allgemeinen an der Anzahl der Funk-
tionsauswertungen fest gemacht. Letztere konnen beispielsweise wiederum die
Ausfithrung eines moglicherweise aufwendigen Algorithmus erfordern.

Insofern kann man folgende Zielvorgaben formulieren:

Entwickle fiir m € N eine Formel

m d
S wife) = [ Pflao... ) (a)ds (10.16)
i=0 ¢

mit:

e positiven Gewichten w;, ¢ =0,...,m;

e mit moglichst hohem Exaktheitsgrad n > m, d.h.,

d m
/ Q(z)dx = ZwZQ(zz), Y Qell,. (10.17)
c i=0

Der Exaktheitsgrad bei Newton-Cotes-Formeln I,,(f) ist entweder m oder
m+1. Es zeigt sich, dafl man dies verbessern kann. Allerdings sieht man leicht,
dafl man mit einer Formel des Typs (10.17) hdchstens den Exaktheitsgrad
2m+1 realisieren kann. Wiirde némlich (10.17) fiir n > 2m+ 2 gelten, ergébe

sich fiir Q(z) == [[\2y(z — ;) € om0
d m
0< / Q(z)dz = ZwiQ(aci) =0,
¢ i=0

also ein Widerspruch.

Dafl man jedoch (10.17) fiir n = 2m + 1 realisieren kann, also einen im
Verhéltnis zu den Funktionsauswertungen doppelten Exaktheitsgrad erreichen
kann, deutet folgende Heuristik an. Fiir n = 2m+1 kann man aus (10.17) 2m+
2 Gleichungen erhalten, wenn man fiir Q jeweils n+1 = 2m+2 Basispolynome
fir den (n + 1)-dimensionalen Raum IT,, einsetzt. Bei den Newton-Cotes-
Formeln wurden nun die Stiitzstellen x; dquidistant vorgegeben. Betrachtet
man jedoch die m+1 Stiitzstellen z; sowie die m+1 Gewichte w; als insgesamt
2m—+ 2 Freiheitsgrade, so stehen fiir besagte 2m+ 2 Gleichungen genau 2m+ 2
Unbekannte zur Verfiigung. Obwohl dies noch keine Losbarkeit impliziert (die
Gleichungen sind nichtlinear in den z;), so hélt dies doch die Moglichkeit
offen.

Daf} es dann tatséchlich funktioniert, zeigen die Gaufischen Quadraturfor-
meln, die eine Verdopplung des Exaktheitsgrades erlauben.
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Satz 10.6. Sei m > 0. Es existieren Stiitzstellen xq,..., T, €
(¢,d) und positive Gewichte wo, ..., Wy, so daff mit h=d — ¢
m d
WY wif () :/ f(z)dx + E¢(h) (10.18)
i=0 c
und
Eq =0 firalle Q€ Mypm1. (10.19)

Ferner gilt fir passendes & € [c, d]

(m+1)n*

2m+3| £(2m+2)
(2m+2)1)° (2m +3) Y ©] . (10.20)

[Es(h)] =

Beweis. Einen Beweis findet man etwa in [HH].

Die Fehlerdarstellung (10.20) besagt gerade, dafi Ey = 0 ist fiir jedes f €
5,41, die GauB-Formel also exakt vom Grade 2m + 1 ist (und somit folgt
(10.19) aus (10.20)). Im Vergleich mit den Newton-Cotes-Formeln ist hier
also entsprechend auch der Exponent der h-Potenz in der Fehlerschranke (vgl.
(10.14)) etwa um einen Faktor 2 grofler. Dies macht diese Quadratur-Methode
sehr attraktiv, wenn die Glattheit der Integranden entsprechend grof} ist.

Satz 10.6 liefert nur eine Fxistenzaussage fiir Stiitzstellen und Gewichte.
Er ist ein Spezialfall eines allgemeineren Resultats fiir die ndherungsweise
Berechnung von Integralen der Form

/c @)l de

wobel hier w eine feste auf (¢, d) gegebene positive Gewichtsfunktion ist. Kon-
struktive Methoden zur Bestimmung der Stiitzstellen z; und der Gewichte w;
hiingen eng mit sogenannten Orthogonalpolynomen beziiglich der Gewichts-
funktion w zusammen. Orthogonalpolynome bilden gerade polynomiale Basis-
funktionen, die beziiglich des Skalarproduktes (f, g) f f(z w(x) dx,
fy9 € C([c,d]), orthogonal sind. Man kann zelgen daﬁ derartlge Orthogo—
nalpolynome stets reelle paarweise verschiedene Nullstellen in [c,d] haben.
Diese Nullstellen des Orthogonalpolynoms vom Grade m + 1 sind gerade die
Stiitzstellen z; in der GauB-Quadraturformel h """, w; f(z;) fiir das Integral

f f(z)w(z) dx. Speziell fiir [c,d] = [-1,1] und w(z) = 1 sind die Stiitzstel-
len be1 der Gaufl-Quadratur als die Nullstellen des sogemannten Legendre-
Polynoms vom Grade m + 1 charakterisiert. Diese Nullstellen konnen fiir all-
gemeines m zwar nicht durch eine geschlossene Formel angegeben werden,
jedoch iiber eine numerische Methode bestimmt werden. Es gibt natiirlich
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Tabellen mit diesen Werten fiir entsprechend standardisierte Intervalle (vgl.
[HH)).

Fiir ein allgemeines Intervall [c, d] # [—1, 1] kann man die Stiitzstellen iiber
eine geeignete Transformation aus denen des Intervalls [—1, 1] berechnen, wie
in Abschnitt 10.5.1 erklart wird. Wenn die Werte der Stiitzstellen xg, ...,z
bekannt sind, kénnen auch die Werte der Gewichte wy, . . ., w,, beispielsweise
aus Lemma 10.4 berechnet werden.

Was steckt hinter der hohen Fehlerordnung?

Wir deuten nun kurz das Zustandekommen dieser hohen Fehlerordnung fiir
den speziellen Fall w(z) = 1 an (die Argumentation im allgemeinen Fall ist
gleich) und nehmen an, P,,1(x) sei das (m+1)-te Orthogonalpolynom, d. h.,

d
(Pry1,Q) := / Ppt1(@)Q(x)dx =0 VYV Q€ I, (10.21)

Wir kénnen P, 1 so normieren, daf§ der fithrende Koeffizient gleich eins ist,
P,,+1 also die Form

Pruii(2) = (& = 20) -+ (2 — )

hat, wobei, wie oben erwéhnt wurde, die x; gerade die paarweise verschiedenen
Nullstellen von P41 in [e,d] sind. Aufgrund der Restglieddarstellung (8.38)
ergibt sich mit dieser Notation

d
By = [ (#@) = PUfloo.... o)) do

d
= / Poii(z)[x, 0, ..., 2] f da. (10.22)

Aus der Rekursionsformel fiir dividierte Differenzen (8.27) erhélt man nun fiir
jedes feste Tmy1 € [c,d]

[, 20, s 2m]f = [Toy- -+ s Ty Tmsa ] f

10.23
+($*xm+1)[x;x03"'7xmzxm+1]f' ( )

Unter Beachtung von fcd Pri1(2)[zos - s Ty Tmra] fdz = 0 (da Q(z) :=
[0y .-y Ty Tma1]f als Konstante in Ily C I1, liegt) ergibt Einsetzen von
(10.23) in (10.22)

d
—E; = / Poii(x)(x — 1) [x, 2o, - - -, Ty Tnp1 | f dx (10.24)
Cd
= / (‘T - IO) T (1' - Im)(l' - xm+1)[9:,x0, <oy Iy zm+1]fdz

d
= [ 1) = Plalso st 2 0) do
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Das heifit der Fehler verhiilt sich so, als ob man eine Formel mit m + 2 Stiitz-
stellen benutzt hiitte. Ausgehend von (10.24) 148t sich obige Argumentation
wiederholen, solange

d
/ Poii(@)(x — xme1) - (@ —x)de =0 (10.25)

gilt. Dies ist aber wegen (10.21) fiir beliebige xy,4; fiir [ < m der Fall.
Wahlt man speziell die ,,Zusatzstiitzstellen“ gleich den bereits vorhandenen
Tmti = Ti—1,1=1,...,m+ 1, ergibt sich durch wiederholte Anwendung der
Argumentation hinter (10.23) unter Beachtung von (10.25) die Fehlerdarstel-
lung

d
fEf:/ (PmH(x))z[x,mo,xo,...,xm,xm]fdx

f(2m+2) (5) /d )
=/ P, dz, 10.2
Gt ), (Pra(@)de (10.26)
wobei wir wieder den Zwischenwertsatz und (8.54) benutzt haben. Daraus
kann man dann wiederum mit Eigenschaften des Orthogonalpolynoms P, 1
die Abschéitzung aus Satz 10.6 herleiten.

Daf8 die Gewichte w; tatséchlich positiv sind, ergibt sich aus der Exaktheit
vom Grade 2m + 1 durch Anwendung auf das spezielle Polynom g¢(z) :=
H?;o,#k(fr — ;) € I3y, C Izpy1, denn

d m m
0< / q(x)dx = ZMQ(%) = wiq(zr) = wy H (zp — :)°.
¢ i=0 i=0,i#k

Ein gewisser Nachteil der Gau3-Formeln liegt allerdings darin, dal man bei
einer Steigerung des Grades einen kompletten Satz neuer Funktionsauswer-
tungen benotigt, da die Nullstellen des néchst héheren Orthogonalpolynoms
unterschiedlich sind.

Numerische Tests
Wir untersuchen nun den in der Fehlerformel auftretenden Faktor

. (k')4 2 1
Cren = ((2K)1)3(2k + 1) o

(k =m + 1). Fiir glatte Funktionen (d. h., |f®*)| wird nicht allzu gro8, wenn
k grofer wird) wird die Qualitéit der GauB-Quadratur im Wesentlichen durch
den Faktor Cj j bestimmt. In Tabelle 10.4 werden einige Werte fiir diesen
Faktor aufgelistet.

Sei Iy ~ f: f(z)dx = I(f) die Quadraturformel, wobei [a,b] in n Teil-

intervalle mit Lénge bT“ = h unterteilt wird und auf jedem Teilintervall
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Tabelle 10.4. Cy

k=2 k=4 k=38

2.4e—01 | 1.5e—04 | 2.9e—13
7.4e—03 | 2.9e—07 | 2.2e—18
2.3e—04 | 5.6e—10 | 1.7e—23
0.5| 7.2e—06 | 1.1le—12 | 1.3e—28

— N | S

eine GauB-Quadratur mit k Stiitzstellen angewandt wird. Sowohl fiir Iox ,
als auch fiir Ij 2, wird die Anzahl der Funktionsauswertungen etwa ver-
doppelt im Vergleich zu Iy ,. In Tabelle 10.4 kann man sehen, dafi man
|I — Iogn| < |I — Ik 2n| erwarten darf. Daher wird in der Praxis bei Gau$-
Quadratur n in der Regel klein gewéhlt, oft sogar n = 1.

Beispiel 10.7. Die Gauf-Quadratur mit [c,d] = [0, 5] (d.h. n =1 in (10.1))
fiir das Integral in Beispiel 10.2 ergibt die Resultate in Tabelle 10.5.

Tabelle 10.5. GauB-Quadratur
m I T — 1|

1| 4.3690643196 | 1.22e—03
2 | 4.3813023502 | 2.86e—05
3| 4.3812734352 | 2.73e—07
4| 4.3812737083 | 5.18e—10

Man sieht, dafl in diesem Beispiel die Genauigkeit der Gaufl-Quadratur mit
5 Funktionswerten (m = 4; k = 5) besser ist als die der Simpson-Regel an-
gewandt auf n = 32 Teilintervalle (vgl. Tabelle 10.3), wobei insgesamt 65
Funktionswerte benotigt werden. Fiir Probleme mit glattem Integranden ist
die Gaul-Quadratur daher oft gut geeignet, wenn eine hohe Genauigkeit er-
forderlich ist. A

Man kann die Charakterisierung der Stiitzstellen iiber die Legendre-Polynome
umgehen und sie direkt mit Hilfe der Eigenschaft (10.19) bestimmen, also
das entsprechende Gleichungssystem 16sen. Diese Methode wird anhand des
folgenden Beispiels illustriert.

Beispiel 10.8. Es sei [¢,d] = [—1, 1] und m = 1. Die GauB-Quadraturformel
L(f) = 2(cof (o) + c1f(21))

muf fiir p € I13 exakt sein, d. h.

1
/ p(z) de = 2(cop(xo) + eip(z)) fir p(z) = z*, k=0,1,2,3.
1
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Aus

1
/ 2 dr = 2(coxh + c12¥), k=0,1,2,3,
-1

erhélt man die Gleichungen

2
0
2
3 cord + c12?)
0 cors +c1at) .

Dieses nichtlineare Gleichungssystem hat genau zwei Losungen:

1 1 1
Co=¢C = 7, Ioz_f\/gv 1‘1:7\/57

: = ; (10.27)
00201257 5170:5\/?:7 171:*5\/5-

Dies fiithrt auf die Gaufl-Quadraturformel:

B(f) = £~ 5V3) + £(3V5)

Daraus erhiilt man auch eine Formel fiir ein beliebiges Intervall [c,d], siehe
Beispiel 10.11. A

10.4 Extrapolation und Romberg-Quadratur

Das Prinzip der FEztrapolation liefert eine weitere wichtige Methode zur Ge-
nauigkeitsverbesserung, bei der man insbesondere im Gegensatz zu den Gauf-
Formeln progressiv vorgehen kann, d. h., bei einer Steigerung kann man vorher
berechnete Funktionswerte wieder verwenden. Im Falle der numerischen Inte-
gration 1aBt sich dieses Prinzip z.B. im Zusammenhang mit der Trapezregel
verwenden. Zu berechnen sei das Integral

I= /abf(x)dac.

Die Trapezsumme (10.4) liefert eine Approximation der Ordnung h? (siehe
(10.6)). Die wesentliche Grundlage fiir den Erfolg von Extrapolationstechniken
bildet eine sogenannte asymptotische Entwicklung des Diskretisierungsfehlers.
Im Falle der Trapezsumme kann man diesen Fehler genauer in folgender Rei-
henentwicklung beschreiben, wenn f geniigend glatt ist: Fiir f € C?P*+2([a, b])
gilt (s. [SB])

T(h) — I = c1h® + coh* + c3h® + - + c,h?P + O(h?PT2) . (10.28)
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Wichtig fiir die folgende Argumentation ist keinesfalls die Kenntnis der Koef-
fizienten ¢y, sondern lediglich die Tatsache, dafl die Koeffizienten c; nicht von
h abhingen. Dann ergibt sich ndmlich
1 1
T(ih) —I= chhQ 4 éaht . Eh% + O(hPPTE) (10.29)
Multipliziert man (10.29) mit 5 und subtrahiert dann $-mal (10.28), so erhélt
man

[%T(%h) — éT(h)] — I =&h*+ -+ Eh* + O(h**?) . (10.30)
Man kann also die Trapezsumme auf einem Gitter der Schrittweite %h mit
einer Trapezsumme zur Schrittweite A kombinieren, um eine Genauigkeit der
Ordnung h* zu bekommen.

Da in der Trapezsumme bei Halbierung der Schrittweite die Anzahl der
Funktionsauswertungen nur verdoppelt wird, ist die dadurch erreichte qua-
dratische Fehlerreduktion eine sehr effiziente Genauigkeitssteigerung.

Man kann diese Idee systematisch weitertreiben. Sei

AT(Lh) —T(h)

Ti(h) = 3

Aus (10.30) ergibt sich

Ti(h) — I = & h* 4+ &hS + ...+ O(h*PT2),

1 1 1
Ty(=h)—T=¢—h*+c—h% + ... 2p+2
1(5h) Ciqgh' +eagph® + .+ 02,
und damit
16 1 1 16Ty (Lh) — Ty (h)
(Ty(=h) = 1) — —(Ty(h) = 1) = 2 -1
15( 1<2h) ) 15( 1(h) = 1) 15

=dih® +dah® 4 ...+ O(h?PT?) .

Man erkennt, dal die Entwicklung des Fehlers der Quadraturformel

_ 16T (3h) — T1(h)

Tg(h) : 15

mit einem Glied der Ordnung k% beginnt.

Die Systematik dieser Genauigkeitssteigerungen, d.h., die Systematik der
rekursiven Kombination bereits ermittelter Formeln kann man auch aus fol-
gender Interpretation der Naherungsformel Ty (k) := 3T(3h)— +T'(h) erschlie-
Ben. Die zugrunde liegende Idee ist folgende. Der gesuchte Wert ist

b
7(0) :/ flz)dx = 1.
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Wegen (10.28) ist g(x) := T'(y/z) fiir betragsmiBig kleine a-Werte etwa ein
Polynom. Den Wert ¢(0) kann man annéhern via Polynominterpolation zu Da~
ten g(z;), j =0,...,n. Man erwartet bessere Resultate wenn die Stiitzstellen
x; dichter bei Null liegen.

Bestimmt man konkret das lineare Interpolationspolynom der Funktion

z— g(x) = T(Vz) = [+crxtcar’ 4. . +cpa? +O(2P™), (x| 0), (10.31)

zu den Punkten (h?,T(h)) und (+h?,T(3h)), ergibt sich

2
1
Th? — p2

T(5h) —T(h)

P(T(/) |02, 1h%)(w) = T(h) + (o= 12).

Da man T'(0) ann&hern will, extrapoliert man an der Stelle z =0, d. h.

PTG/ 2, 02)(0) = T(h) + 5 (T(GH) ~ T() = Ta(h), (1032)

d.h., man erhélt genau die vorhin durch Kombination der Trapezsummen
gewonnene Niherung vierter Ordnung (s. Abb. 10.2).

\ T(ya)

]Y

0 ihQ h2

Abb. 10.2. Extrapolation

Beispiel 10.9. Sei I = foﬂ/Qaccosx +etdr = T +e3™ — 2 und T(h) die
zugehorige Trapezregel (vgl. Beispiel 10.2). Die Extrapolation angewandt auf
die Trapezregel liefert die Resultate in Tabelle 10.6. Es gilt T1(h) = S(2h),
wobei S(+) die Simpson-Regel aus (10.15) ist. Deshalb stimmen die Resultate
in der dritten und vierten Spalte mit denen in der zweiten und dritten Spalte
von Tabelle 10.3 {iberein. A
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Tabelle 10.6. Extrapolation

n T(h) Ti(h) = 3T (h) — sT(2h) | |Ti(h) — 1|
4| 4.39692773

8 | 4.38523920 4.38134302 6.93e—05
16 | 4.38226833 4.38127803 4.33e—06
32 | 4.38152257 4.38127398 2.70e—07

Die Néherung T»(h) 148t sich wie T (h) ebenfalls iiber Extrapolation erkliren
(vgl. (10.32)): Es gilt

1 1

d.h. Ty (h) bekommt man durch Auswertung an der Stelle © = 0 des quadra-
tischen Interpolationspolynoms der Funktion  — T'(y/z) an den Stiitzstellen
2, (Lh)?, (1n)°

()%, (10)”

Dies legt folgende allgemeine Vorgehensweise nahe. Mit der Bezeichnung
Tio:=T2 'h), i=0,1,2,...,

wobei h eine feste Anfangsschrittweite ist, soll das Interpolationspolynom
P(T(v7)|h?%,...,(27%h)?)(x) an der Stelle z = 0 ausgewertet werden. Dies
ist eine klassische Anwendung des Neville-Aitken Schemas (8.13). Um den
Wert

Ty(h) = Tor = PT(VT) [ B2, .., (27*)?)(0)

zu berechnen, liefert (8.12) (mit der Bezeichnung T}, an Stelle von P, ) die
Rekursion

VT — T
2,7 4] -1 )

j=1,2,...,i>].

Hieraus ergibt sich das Romberg-Schema in Abb. 10.3.

T(h) = To,0
N
T(3h) = Tio — Tia Ti—1,5-1
\ \ 4.7__11
T(ih) =Too —To1 — To2 N
NN N Tij-1 — Ty,
T( h) = T370 — T3’1 — T3,2 — T373 4]411

* ool

Abb. 10.3. Romberg-Schema
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In der ersten Spalte stehen die Werte, welche die Trapezregel fiir die Schritt-
weite 27h (i = 0,1,2,...) liefert. Jede andere Spalte des Romberg-Schemas
entsteht durch Linearkombination der Werte der vorangehenden Spalte. Diese
Linearkombinationen sind so angelegt, dafl der Fehler in 7; ; von der Ord-
nung h**2 ist. Diese Methode zur Anniherung des Integrals I wird Romberg-
Quadratur genannt.

Beispiel 10.10. Sei I = fow/2 rcosx +efdr = 5 + ez — 2, wie in Beispiel
10.2, und T; o = T(27%h), wobei T(-) die Trapezregel ist. Fiir die Anfangs-

schrittweite h = ig ergibt das Romberg-Schema die Werte in Tabelle 10.7.

Tabelle 10.7. Romberg-Schema

Tio Tia T2 Tis
4.396927734684
4.385239200472 4.381343022401
4.382268326301 4.381278034910 4.381273702411
4.381522565173 4.381273978130 4.381273706768 4.381273707762

W N = O .

Tabelle 10.8. Fehler im Romberg-Schema
[ =T

1.57e—02

3.97e—03 6.93e—05

9.95e—04 4.33e—06 5.35e—09
2.49e—04 2.70e—07 8.22e—11 1.42e—12

W N = O =

In Tabelle 10.8 sieht man, daf |1 —T; ;| ~ (27%h)* T2 gilt, also je hoher j ist,
desto schneller ist die Konvergenz fiir zunehmendes 1. A

Statt der Stiitzstellen (27%h)2, i = 0,1,. .., kann man andere Folgen der Form
(h/n;)? verwenden. Insbesondere die etwas kompliziertere Bulirsch-Folge re-
duziert nochmals die benotigte Anzahl der Funktionsauswertungen gegeniiber
der Romberg-Folge, siche etwa [SB].

Das Prinzip der Extrapolation ist allgemein und kann auch fiir andere Fra-
gestellungen genutzt werden. Sei J eine unbekannte skalare Grofle, die man
numerisch anndhern will (z.B. J = I). Wir nehmen an, da§ dazu eine nu-
merische Methode N (h) zur Verfiigung steht, wobei h > 0 ein Parameter ist
(oft eine Schrittweite, z. B. N(h) = T'(h)). Weiter sei angenommen, daf} eine
asymptotische Entwicklung der Form

N(h) = J + e1h? 4 coh®T + ... 4 c,hP? + O(hPTV9) (b | 0)  (10.34)
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mit ¢ € (0,00), p > 1 existiert. Fiir die Extrapolation wird die Existenz einer
solchen Entwicklung vorausgesetzt, und man benétigt die Werte der Grofien
pund q (z.B. ¢ =2, p < m, wenn f € C?™*2([a,b]) in (10.28)). Die Werte
der Koeffizienten ci, ..., c, werden jedoch nicht bené&tigt.

Wir wéhlen Stiitzstellen z; := hg-, J=0,...,kmit 0 < h; < h fiir alle j,
und nehmen an, dafl die Werte N; ¢ := N(h;), j =0,...,k, berechnet worden
sind. Sei nun

F(z) = N(z7) und P(F|zo,...,2%) € I (10.35)
das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen
(:,Cj,F1(3’Jj)):(h??]\/vj’o)7 j:O,...,k.

Der Wert der Extrapolation Ny := P(F|zo,...,2;)(0) liefert eine neue
Niherung fiir die unbekannte Gréfle J. Dieser Wert NNy , kann einfach {iber
den Neville-Aitken-Algorithmus 8.13 berechnet werden.

10.5 Zweidimensionale Integrale

In diesem Abschnitt sollen einige einfache numerische Ansétze zur Berechnung
zweidimensionaler Integrale vorgestellt werden. Wir beschréinken uns auf eini-
ge wichtige Grundprinzipien in diesem Bereich. Fiir eine breitere Darstellung

wird auf [HH] und [U], Teil 2, verwiesen.

10.5.1 Transformation von Integralen

Wir betrachten zunéchst die Transformation eines eindimensionalen Integrals

/a " fa) de.

L=lab, L=d

Sei
und
il — I
eine stetig differenzierbare bijektive Abbildung. Daraus folgt
P(z) >0 firallex € I1, v¥(a)=c, () =d (10.36)

oder
P'(z) <0 firallex € I, ¥(a) =d, ¥(b) =c. (10.37)
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Im Fall von (10.36) ergibt sich

b _ 1/)(1)) d
/f(zb(w))w’(w)dw v=L) / fwdy= [ f)dy

und im Fall (10.37)

B b ) , ., ) y:£(w) B w(b) o c B d
/wau)w)d v / f(y) dy = /df(y)dy— () dy.

(&

Also gilt die Transformationsformel

][ f@ (@) W'« Idx-—t/‘f’ (10.38)

Ein interessanter Spezialfall ergibt sich, falls ¢ affin ist, d.h.

r—a b—a:
bfad+b

O :fa,b) = [e,d], (z) = (10.39)

Wenn .
Qm(g; 1) = (b—a) Zwig(fl?i)

eine Formel zur Annéherung von f b g(x) dz ist, kann man nun einfach eine
entsprechende Quadraturformel fiir das Intervall I = [e, d] herleiten:

d— d
[ 10) y/f (2)] da

b_a/f e = (d =) Y wi (0w

also insgesamt:

Qm(g; 1) =(b—a Zwlg ;)

Qm(f;I)=(d—c sz ) i (10.40)
. . T, —a b—x;
i — Wiy, Lg = d
Wi =i, & b—a + b—a
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Beispiel 10.11. GauB-Quadraturformeln (vgl. Abschnitt 10.3) werden oft fiir
das Intervall [—1,1] spezifiziert, z.B. die GauB-Quadraturformel mit zwei

Stiitzstellen )
1 1 1.1
[1 f(z)de ~ 2[§f( — §\/:’3) + if(gﬁ)}

aus Beispiel 10.8. Mit Hilfe von (10.40) ergibt sich die entsprechende Formel
fiir ein beliebiges Intervall [c, d]

d
h 1 \/3 1. V3
Analog kann man fiir die Gau-Quadratur mit 4 Stiitzstellen
1 3
/ f(z)dx ~ Qsz‘f(fi)a
-1 i=0
1
Wy = W3 = 0.173928, w1 = W = 5 — Wo,
—z9 = x3 = 0.861136, —x; = = 0.339981,
eine Formel fiir ein beliebiges Intervall [c, d] herleiten. A

Sei Q. (f;[—1,1]) eine Quadraturformel mit Exaktheitsgrad M. Sei p(x) ein
Polynom vom Grad k < M und ¢ eine affine Transformation wie in (10.39),
dann ist p(d}(m)) auch ein Polynom vom Grad k. Daraus folgt, dafl die trans-
formierte Formel @, (f; I2) in (10.40) Exaktheitsgrad M hat. In diesem Sinne
bleibt bei einer affinen Transformation die Genauigkeit der Quadraturformel
erhalten. Nicht-affine Transformationen werden den Genauigkeitsgrad nicht
erhalten.

Wir betrachten nun die Transformation eines zweidimensionalen Integrals

/f(a:,y)dxdy, B C R
B

Sei Bi, By C R?2 und % : By — Bs eine stetig differenzierbare bijektive Abbil-
dung mit Jacobi-Matrix

UL (1 4)) ai
J(z,y) = <a¢2(x y) 11? )
Es gilt folgende Verallgemeinerung von (10.38):
Satz 10.12. Falls det J(x,y) # 0 fir alle (x,y) € By, so gilt
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Fiir den Spezialfall, dafl ¢ affin ist,
Wz, y) = A("”) +b, AER™Z det(A)£0, beR?
Y

ergibt sich daraus die Transformationsformel

|det Al f(A(x)—s—b)da:dy: f(@,9)dzdy.  (10.41)
By Y Bs

Mit Hilfe dieser Transformationsformel kann man, wie im eindimensiona-
len Fall, eine Quadraturformel fiir einen Standardbereich (z.B. Einheits-
quadrat, Einheitsdreieck) in eine Formel fiir einen affin-dquivalenten Bereich
iiberfithren.

Bemerkung 10.13. Sei vol(B;), i = 1,2, der Flidcheninhalt von B;, und sei
f(x,y) =1 fiir alle (z,y) € R%. Aus 10.41 schliet man die Formel
VOI(BQ)
VOl(Bl) '

|det A| = (10.42)

A

Es gibt unter anderem folgenden wichtigen Unterschied zwischen ein- und
mehrdimensionaler Integration: Zwei Intervalle [a, b] und [c, d] lassen sich stets
durch affine Transformationen aufeinander abbilden. Hingegen ist es meistens
nicht moglich, einfache Gebiete in R™ ;n > 2, durch eine affine Transformation
ineinander zu iiberfiihren.

Beispiel 10.14. Sei B; = [0,1] x [0, 1] das Einheitsquadrat. Jede affine Ab-
bildung bildet By auf ein Parallelogramm ab. Eine affine Abbildung von B,
auf den Einheitskreis S = {(z,y)| (22 + y?) < 1} ist also nicht mdglich. A

Beispiel 10.15. Sei By das Parallelogramm in Abb. 10.4. Die Abbildung

=) 1) () )

bildet das Einheitsquadrat auf By ab. Wegen Bemerkung 10.13 gilt vol(Bs) =
|det A] = 3. Sei By das Dreieck in Abb. 10.4. Die Abbildung

o= - () ()

bildet das Einheitsdreieck auf By ab. Wegen Bemerkung 10.13 gilt vol(Bs) =
1|det A| = 21. A

In den néchsten beiden Abschnitten werden Quadraturformeln fiir das Ein-
heitsquadrat und das Einheitsdreieck diskutiert. Uber die Transformations-
formel 10.41 erhélt man dann einfach Quadraturformeln fiir affin-aquivalente
Bereiche.
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(-
[P 1\/

B B

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Abb. 10.4. Affine Transformation

10.5.2 Integration iiber dem Einheitsquadrat

Wir betrachten das Integral

/0 1 /O ) dedy, (10.43)

Fiir den Produktbereich [0, 1] x [0, 1] kann man Integrationsformeln basierend
auf eindimensionalen Formeln herleiten. Sei

Qm(g) = szg('xz) (1044)
=0

eine Quadraturformel fiir das eindimensionale Integral fol g(x) dz. Das eindi-
mensionale Teilintegral in (10.43) wird mit

ﬂw=Af@wM

bezeichnet. Anwendung der Quadraturformel (10.44) zur Berechnung des In-
tegrals (10.43) liefert eine Produktregel Qg)(f):

,j=0

Bemerkung 10.16. Bei der Produktintegration braucht nicht ein und diesel-
be Quadraturformel in beiden Integrationsrichtungen verwendet zu werden.
Fehlerschitzungen fiir die Produktregel ergeben sich aus den Fehlerschitzun-
gen der dafiir verwendeten eindimensionalen Quadraturformeln (siehe z.B.
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[HH]). Falls die Formel (10.44) Exaktheitsgrad M hat, ergibt sich, daf die
Produktformel QS?L) fiir alle Polynome

pE spa]a{:c’“y’c2 |0 < ki, ke <M}
exakt ist. A
Beispiel 10.17. Sei

1 1

Qi(9) = 59(950) + 59(1’1), To = Ty = PR

die eindimensionale Gauf-Quadraturformel mit zwei Stiitzstellen fiir das In-
tervall [0, 1] wie in Beispiel 10.11. Daraus ergibt sich die Produktregel

V3 1 V3
-2

N =

QP(f) = 1/ (o 20) + 3 f (eoya) + 4 f (o1,0) + 3 (w1,21)

fiir den Bereich [0, 1] x [0,1]. Diese Formel ist exakt fiir alle Linearkombina-
tionen von Polynomen z*19/%2, 0 < ky, ky < 3. A

10.5.3 Integration iiber dem Einheitsdreieck

Waéhrend sich bei Rechtecken fiir alle Dimensionen in natiirlicher Weise Pro-

duktregeln wie oben ergeben, ist die Situation beim Dreieck (bzw. beim Sim-

plex) davon verschieden. Fiir Dreiecke ist es zweckméBig, von den Monomen

1,z,y, 22, 2y, y2 usw. auszugehen und die Frage nach solchen Quadraturfor-

meln zu stellen, die alle Monome der Form xklyk’2, 0 < ky+ ky < M exakt

integrieren. Wir sagen dann, eine solche Formel habe den Exaktheitsgrad M.
Wir beschrianken uns hier auf einige typische Beispiele:

0) QU =5/ 3)
(i) Q) = ~[/(0,0) + £(1,0) + £(0, 1)

6
() QU) = glf(5.0) + /(0. 3) + f(5,3)
(v) QU) = 2lf(g )+ G )+ F(5 2]

Man rechnet einfach nach, dafl die Monome 1,x,y durch die Formeln in
(1), (i) exakt integriert werden (Exaktheitsgrad 1) und daf die Monome
1,z,y,zy, 2%, y? durch die Formeln in (iii), (iv) exakt integriert werden (Ex-
aktheitsgrad 2).

Sei T ein beliebiges Dreieck, das in kleinere Dreiecke unterteilt ist (vgl.
Abb. 10.5). Die Transformationsformel 10.41 wiederholt angewandt auf eine
der Formeln (i)—(iv) ergibt eine zusammengesetzte Quadraturformel fiir 7'
Kompliziertere Gebiete kann man durch geeignet gewéhlte Vierecke und Drei-
ecke moglichst gut ausschopfen. Zum Verfahrensfehler kommt dann noch der
Fehler hinzu, der durch die Approximation des Gebiets entsteht.
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Abb. 10.5. Unterteilung eines Dreiecks

10.6 Ubungen

Ubung 10.6.1. Seien f, g : [a,b] — R stetig mit g(x) > 0 fiir 2 € [a, b] sowie
¢ : [a,b] — [a,b] gegeben. Zeigen Sie: es existiert ein z € [a, b], so daf} gilt:

b b
/ F(E@)g(x) dz = f(2) / o(x) dz

(Hinweis: Mittelwertsatz).

Ubung 10.6.2. Sei f € C'([a,b]), tx =a+kh, k=0,1,2,...,n, h = =9 (s.
Abschnitt 10.1).

a) Zeigen Sie, daf3
b 1 2 rl e .
hf(tn) = [ f@)de - GHF(G) firein 6 ot
tr—1

gilt.
b) Zeigen Sie, daB fiir die summierte Rechteckregel R(h) = h> ,_; f(tk—1)
gilt

/f dx|< b—a) max |f'(x)| .

z€[a,b]

Ubung 10.6.3. Sci [a, b] unterteilt in Teilintervalle wie in (10.1), und sei

DLt +t
:hzf(k 12 k)
k=1

die summierte Mittelpunktsregel. Beweisen Sie, daf fiir den Verfahrensfehler

E(h):=M(h) — f; f(z) dx folgendes gilt (f € C?([a,b]), f'(a) # f'(b)):

h .
()| < (b - a) maxc | (a)

und 24F(h
lim (h)

W R0 fla)
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Ubung 10.6.4. Sei f € C5([a,b]), tx = a+kh, k = 0,1,...,n, h = =2
Sei m(h) das Resultat der summierten Milne-Regel (d.h. Wende die Mllne-
Regel auf jedes Teilintervall [t;_1,t;] an und summiere auf), und E(h) der
entsprechende Diskretisierungsfehler:

b
h) :/ (&) de + E(h).
a) Geben Sie eine Formel fiir m(h) an.
b) Zeigen Sie, dafl
|E(h)| < m ’ (6 ’
— 1935360 ze[a b]
gilt.

Ubung 10.6.5. Man betrachte die Newton-Cotes-Formeln (10.13). Man zei-
ge:
a) Die Gewichte ¢; fiir die Newton-Cotes-Formel I,,,(f), m > 1, sind durch

a1

k#j

gegeben.
b) Diese Gewichte sind symmetrisch

Cl = Cm—k, k‘ZO,...,m.

¢) Sie lassen sich auch iiber folgende Momentenbedingungen bestimmen:

m ) m
E Ckk‘lz‘ 1 iZO,...,m.
k=0 Eh

Ubung 10.6.6. Es sei eine Quadraturformel mit der Darstellung

B(f) = af(0) + 65(3) + (1)

fiir die Annéherung von fo x) dx gegeben. Bestimmen Sie die Konstanten
«, B, v so, daf3 der Exaktheltsgrad dieser Formel so hoch wie moglich ist.

Ubung 10.6.7. Sei f geniigend glatt und fiir festes =

J = f'(z),
flz+5h) — flz - 5h)
- .

Man zeige, daf eine Entwicklung wie in (10.34) existiert. Man entwerfe ein
Extrapolationsschema wie das Romberg-Schema.

N(h) :=
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Ubung 10.6.8. Bestimmen Sie vier Néherungen T;, i = 0, 1,2, 3, fiir

|
I:/ dx
o 1+=z

mit der Trapezsumme zu den Schrittweiten h; = 27", Verbessern Sie die
gewonnenen Werte mit Hilfe eines Romberg-Schemas. Vergleichen Sie die Er-
gebnisse mit dem exakten Wert [ = In 2.

Ubung 10.6.9. Bestimmen Sie die Niherungen 7T}, i = 0,1,2, 3,4, 5 fiir

1 3
I:/ 2 dx
0

mit der Trapezsumme zu den Schrittweiten h; = 27%. Verbessern Sie die ge-
wonnenen Werte mit Hilfe eines Romberg-Schemas. Vergleichen Sie die Er-
gebnisse mit dem exakten Wert I = % Erkldaren Sie, weshalb die Ergebnisse
viel schlechter sind als die in Beispiel 10.10.

Ubung 10.6.10. Leiten Sie das Romberg-Schema in Abb. 10.3 iiber das
Neville-Aitken-Schema 8.13 ab.

Ubung 10.6.11. Es sei die GauB-Quadraturformel

IL(f) = QZCz‘f(l’i) (10.45)

=0

mit o = €1 = 1%’ €2 = 1%’ —To = T2 = %, 21 = 0 zur Annéherung von
fi1 f(x) dx gegeben.
a) Zeigen Sie, daf3
1
/1mkd$212(xk) fir k=0,1,...,5

gilt, d. h. Io(f) ist exakt vom Grade 5.
b) Bestimmen Sie die entsprechende 3-Punkt-GauB-Quadraturformel zur

Anniherung von f67 f(x)dx.
c¢) Geben Sie die auf (10.45) basierende Produktregel 12(2) (f) zur Anndherung

des Integrals
1,1
| ] tayizay
—1J-1
an. Fiir welche kq, ko gilt

1,1
/ / Rk da dy = I§2) (zFryk2) 2
—1J-1
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Ubung 10.6.12. Sei B das Parallelogramm mit Eckpunkten (1,1), (3,4),
(2,3), (4,6).

a) Bestimmen Sie eine affine Transformation, die das Einheitsquadrat auf B
abbildet.
b) Bestimmen Sie fiir die Gaufi-Quadraturformel I £2)( f) aus Beispiel 10.17

zur Annéherung von
1,1
//f(ff,y)d:ﬂdy
o Jo

die entsprechende GauB-Quadraturformel I {2)( f) zur Anndherung von

/ f(z,y) dz dy.
B

c¢) Fiir welche k1, ko gilt
/ :L,kl ka dx dy — fl(z) (:cklyk'z) ?
B

Ubung 10.6.13. Es sei f : 2 — R ein glatte Funktion auf dem konvexen
Gebiet 2 C R?. Beweisen Sie

/Q fdz = |2|(xs) + O(|2] diam(£2)?),

wobei xg den Schwerpunkt, |£2| den Flicheninhalt und

diam(£2) = sup ||z —yl2
z,yes?

den Durchmesser von {2 bezeichnet.
Hinweis: Fiir den Schwerpunkt gilt [, (zg —y)dy = 0.
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Gewohnliche Differentialgleichungen

11.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel geht es um die numerische Behandlung gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen, welche die ,zeitliche“ Anderung einer oder mehrerer Zu-
standsgrofien charakterisieren. Man kann damit dynamische Systeme beschrei-
ben, die beispielsweise in der Mechanik ebenso wie bei chemischen Reaktionen
auftreten oder auch die Ausbreitung von Epidemien modellieren.

Im einfachsten Fall lautet die Problemstellung wie folgt:

Gesucht wird eine Funktion y = y(¢) einer (Zeit-)Variablen ¢, die
der Gleichung

y'(t) = flty®), teltoT], (11.1)
und der Anfangsbedingung

y(to) = y° (11.2)

geniigen soll.

Da in (11.1) nur die erste Ableitung nach einer Variablen auftritt, spricht
man von einer gewdéhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung. Die Aufga-
be, eine Funktion zu bestimmen, die (11.1) und (11.2) erfiillt, heifit Anfangs-
wertproblem.

Beispiel 11.1. Gesucht wird eine Funktion y(t), ¢t > 0, fir die
y =2ty> (t>0) und y(0)=1

gilt. Wir werden sehen (Satz 11.10), da$ fiir diese Aufgabe eine eindeutige
Losung existiert. Durch Einsetzen kann man einfach nachpriifen, daf y(t) =
(1—1?)~! die Losung ist. Offensichtlich existiert die Lésung nur fiir ¢ € [0, 1).

A
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Allgemeiner hat man mit Systemen von n gewdhnlichen Differentialgleichun-
gen erster Ordnung

yi(t) = filt,y1 (1), ..., yn(t))

y;(t) = fn(t7y1(t)7 o uyn(t))

zu tun, wobei y;(t), i = 1,...,n, eine reelle Funktion einer (Zeit-)Variablen
t € [to, T] ist. Es resultiert ein Anfangswertproblem, falls die gesuchte Losung
dieses Systems den Anfangsbedingungen

yl(tO):yga Z.Zl,...ﬂ%
geniigen soll. Setzt man

y1(2) Jit,yr(t), .., yn(t)) )
yt)y:=| |, flty) = : =],
Yn(t) Faltyr(t), - yn(t)) Y

kann dieses Anfangswertproblem kompakt wieder in der Form

y/(t) = f<t7y(t>) S [t0>T} )

y(to) =" (11-3)

geschrieben werden.

Beispiel 11.2. Gesucht werden Funktionen y; (t), y2(t), t > 0, fiir die

() = (o 2 ane) €200 wma (20 = ()

gilt. Man kann zeigen (vgl. Satz 11.10), daf fiir diese Aufgabe eine eindeutige
Losung existiert. Durch Einsetzen kann man einfach nachpriifen, dafl

yi(t)\ _ 2cost
ya2(t) )~ \cost+ 2sint
die Losung ist. A

Wir werden nun kurz einige einfache Anwendungsbeispiele skizzieren, die zu
Aufgaben obigen Typs fithren.
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Beispiel 11.3. Ein sehr einfaches Réuber-Beute-Modell stammt von Lottka
und Volterra. Sei y; (t) die Beute-Population und y(t) die Rduber-Population.
Die Lottka-Volterra-Gleichung ist

yi = cayi(l —diya), v1(0) =Y,
yé = 0292(d2y1 - 1), yg(O) = yg,
mit positiven Konstanten cq, co, dy, ds. A

Beispiel 11.4. Chemische Reaktionsprozesse werden oft mit gewdhnlichen
Differentialgleichungen modelliert. Ein Standardmodell ist wie folgt. Seien
S1,...,5, chemische Stoffe, die bei konstanter Temperatur in einem abge-
schlossenen System mit einander reagieren. Die i-te Reaktion wird durch

n n

ki
> aiiS; == Y biS;
j=1 j=1

beschrieben, wobei a;;, b;; die stéchiometrischen Koeffizienten sind und k; die
Reaktionsgeschwindigkeitskonstante ist. Als Beispiel betrachten wir die chemi-
sche Pyrolyse (aus [SW]). Das Reaktionsschema der beteiligten Komponenten
Sl,...7S6 ist
Si +2 S, + Sy
Sy + S5 2 55
S1+ 53 s, Sy
Sy 24 S5+ S
Sei y;(t) die Konzentration der Komponente S; zum Zeitpunkt ¢. Das zu-

gehorige System gewohnlicher Differentialgleichungen, das die Dynamik dieses
Reaktionsprozesses beschreibt, ist

Yy = —kiy1 — ksays

vy = k1y1 — kayoys
v = k1y1 — kayoys — ksy1ys + kaya

: (11.4)
Yy = k3y1ys — kaya

ys = kayoys

Ys = kaya.

Die Anfangsbedingungen sind : y;(0) = 1.8 - 1072, 5;(0) = 0 fiir i = 2,...,6,
und die Reaktionsgeschwindigkeitskonstanten sind

ky=79-10719 ky =1.1-10° ks =1.1-107, ky = 1.1-103.

Diese Konstanten k; sind von sehr unterschiedlicher Gréflenordnung. Dadurch
treten in diesem Reaktionssystem (wie in vielen anderen Reaktionssystemen)
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Phinomene auf stark unterschiedlichen Zeitskalen auf. Ein derartiges stei-
fes System mufl man in der Numerik mit Vorsicht behandeln, siehe Ab-
schnitt 11.9. A

Im dritten Beispiel wird gezeigt, wie bei einer Frage der Wéarmeleitung ein
grofles System gewoOhnlicher Differentialgleichungen entsteht.

Beispiel 11.5. Gegeben sei die Temperaturverteilung T eines Stabs der Lan-
ge { zur Zeit t = 0. An beiden Enden des Stabs werde fiir Zeiten ¢ > 0 die
Temperatur vorgegeben, und zwar sei sie dort auf Null geregelt. Die Entwick-
lung der Temperatur T'(x,t) an der Stelle = des Stabes zur Zeit t ergibt sich
als Losung der Anfangsrandwertaufgabe

or 0T
ot~ "o
Die Anfangswerte seien T'(z,0) = &(z). Die Randwerte sind 7'(0,t) =
T(¢,t) = 0. Die Gleichung (11.5) ist ein Beispiel einer partiellen Differential-
gleichung, da in dieser Gleichung die Ableitungen der gesuchten Funktion nach
mehreren Variablen vorkommen. Mit Hilfe der sogenannten Linien-Methode
kann man die gesuchte Losung T'(x,t) mit Hilfe eines Systems gewdhnlicher
Differentialgleichungen erster Ordnung annéhern.
Die Linien-Methode funktioniert folgendermaflen. Man diskretisiere, wie
in Beispiel 3.2, zunéchst die 2. Ableitung nach der Raumvariablen x, d. h.

t>0, z€(0,0). (11.5)

82T(x t) K
T h2 (T(x + hg,t) — 2T (x,t) + T(x — hy,t)),
mit h, = -, und n, € N. Statt (11.5) fiir alle z € (0,¢) zu verlangen, sucht
man fur Jeden Orts-Gitterpunkt x; = jh, Funktionen
g ()~ T(xj,t), j=1,2,... ng—1, (11.6)

die nur noch von der Zeit abhéngen und das im Ort diskretisierte Ndherungs-
problem von n, — 1 gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen

K .
Vi = 73 Wirr =295 T y5-1), J=L e =1 (11.7)
x

erfiillen. Unbekannt sind lediglich die Funktionen zu den inneren Gitterpunk-
ten x1,...,%,, 1, da aufgrund der gegebenen Randwerte yo(t) = y,, (t) =0
fiir t > 0 gilt. (11.7) LBt sich, mit y := (y1,Y2,- -+, Yn, 1), als

y' = f(ty) = Ay (11.8)
schreiben, wobei A die Tridiagonalmatrix
2 -1
-1 2 -1 0
K
A=-2 (11.9)
1o -12 -1

-1 2
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ist. Die Anfangsbedingungen (vgl. (11.3)) sind durch

(1)
y(0) =9° = :
@(Inm_l)

gegeben. Der Begriff Linien-Methode reflektiert hier die Bestimmung der
Funktionen y;(t) entlang der zur Zeitachse parallelen Linien durch die Orts-
Gitterpunkte. Mit Hilfe numerischer Verfahren zur Losung dieses Anfangs-
wertproblems — also iiber eine nachfolgende Diskretisierung in der Zeit ¢t —
erhalten wir insgesamt ein numerisches Verfahren zur Behandlung von parti-
ellen Differentialgleichungen obigen Typs. A

Weitere Beispiele treten zunéchst in anderer Form auf. Man spricht allgemei-
ner von einer gewdéhnlichen Differentialgleichung m-ter Ordnung, falls in der
Differentialgleichung Ableitungen der gesuchten Funktion bis zur Ordnung m
vorkommen.

Beispiel 11.6. Das mathematische Pendel in Beispiel 1.2 wird durch die
gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

¢(t) =~ sin(6(¢))
und die Anfangsbedingungen

#(0) = ¢o, ¢'(0)=0

charakterisiert. Die Parameter g, £ und ¢¢ sind die Fallbeschleunigung, die
Pendelldnge und die Anfangsauslenkung (vgl. Abb. 1.2). A

Allgemein nennt man das Problem der Bestimmung einer skalaren Funktion

y(t), so daBl

y™ =gty sy )t E [t T)

(11.10)
y(to) =20, Y'(to) =21, ..., Y™ V(o) = 2m_1,

gilt, eine Anfangswertaufgabe m-ter Ordnung.

Der Aufgabentyp (11.10) ist allerdings nur scheinbar neu. Im folgenden
Abschnitt 11.2 werden wir zeigen, dafl man ein Anfangswertproblem m-ter
Ordnung wie in (11.10) als ein System von m Differentialgleichungen erster
Ordnung mit entsprechenden Anfangsbedingungen (wie in (11.3)) umformu-
lieren kann.

Es reicht deshalb, numerische Verfahren fiir den einheitlichen Standard-
aufgabentyp des Anfangswertproblems (11.3) zu entwickeln, was der zentrale
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Gegenstand dieses Kapitels ist. Derartige Verfahren arbeiten fiir einzelne ska-
lare Gleichungen formal genauso wie fiir Systeme, so dafl durch die kompakte
Darstellung keine Verwirrung entstehen wird. Andererseits wird es daher auch
zugunsten technischer Einfachheit reichen, an den skalaren Fall (n = 1, d.h.
(11.1), (11.2)) zu denken.

11.2 Reduktion auf ein System 1. Ordnung

Um nicht fiir jede mogliche Situation einen eigenen Typ von Verfahren ent-
wickeln zu miissen, ist es giinstig, Anfangswertprobleme auf eine einheitliche
Form zu bringen. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man das skalare An-
fangswertproblem m-ter Ordnung (11.10) in ein dquivalentes System 1. Ord-
nung der Form (11.3) umformulieren kann. Setzt man

so folgt aus (11.10)
y7/71 = g(tﬂy17y27 v 7y’m)a

y1(to) = 20, wy2(to) =21, ..., Ym(to) = Zm—1-
Man kann dies in
y1(t) = ya(t)
ya(t) = ys(t)
: fir ¢ € [to,T)
y;n—l(t) = Ym(t)
Y (t) = g(t, 51 (1), - - -, ym (1))
mit den Anfangsbedingungen
yi(to) =20, -y Ym(to) = Zm—1

zusammenfassen. Dies ist ein System von m Differentialgleichungen 1. Ord-
nung wie in (11.3).

Beispiel 11.7. Beim mathematischen Pendel in Beispiel 11.6 ergibt sich das

System /
(1) = (@;Eg) = f(t.y) = (_gfﬁ(&u)))
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mit der Anfangsbedingung

=)= (7). A

Beispiel 11.8. Die gewohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung
y" =2y +y +yP—et, e[0T,

mit Anfangsbedingungen

ergibt iiber

n(t) =y(t), wa(t):=v' 1), ust):=y"(1),

das dquivalente System erster Ordnung

yll Y2
vy | = Y3 (t €[0,77)
Yh —2y3 + o +y? — et

mit Anfangsbedingungen

(¥1(0),32(0),3(0)) = (1,0,0). A

11.3 Einige theoretische Grundlagen

Wir sammeln zunéchst einige theoretische Fakten und Hinweise, die man fiir
einen verniinftigen Gebrauch numerischer Verfahren benétigt. Die wesentliche
Leitlinie bietet der auf Hadamard zuriick gehende Begriff des korrekt oder
sachgemdf gestellten Problems. Ein Problem heifit korrekt gestellt, falls 1.)
eine Losung existiert, 2.) diese Losung eindeutig ist und 3.) stetig von den
Daten abhéngt.

Nach dem Satz von Peano existiert bereits unter sehr schwachen Anfor-
derungen an die rechte Seite f, ndmlich Stetigkeit in ¢ und y, eine Losung,
zumindest fiir kleine Zeitintervalle. Beispiel 11.1 deutet jedoch schon an, dafl
auch fiir glattes f der Bereich, auf dem eine Losung existiert, i.a. begrenzt
ist. Punkt 1.) im Sinne lokaler Losbarkeit ist also weitgehend gesichert. Die
Frage der Eindeutigkeit 2.) ist etwas delikater, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 11.9. Betrachte das Anfangswertproblem
¥ =2v/|yl, y(0)=0. (11.11)

Offensichtlich ist sowohl y = 0 als auch y(t) := t|¢| Losung von (11.11). A
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Wenn keine Eindeutigkeit vorliegt, kann man schwerlich erwarten, dafl ein
numerisches Schema das Richtige tut.

Unter etwas stédrkeren Voraussetzungen an f gilt allerdings der folgende
Ezistenz- und FEindeutigkeitssatz von Picard-Lindeldf, der die Forderung 2.)
sichert, vgl. z. B. [SB].

Satz 11.10. Sei f eine Funktion, die stetig in (t,y) und dariber

hinaus im folgenden Sinne Lipschitz-stetig in y ist (wobei |- || eine
beliebige feste Norm auf R™ ist):
1f(t,y) — f(t,2)] < Llly — 2| (11.12)

fiir alle t € [to,to+ 6] mit § > 0 und fiir alley, z aus einer Umge-
bung U von y°. Dann ezistiert eine eindeutige Losung y von 11.8
in einer Umgebung von to (die von 0, || f|| und von U abhdingt).

Man beachte, daf3 die Funktion f(¢,y) = 24/|y| aus Beispiel 11.9 in einer
Umgebung von 0 nicht Lipschitz-stetig in y ist, also die Voraussetzungen des
Satzes 11.10 nicht erfiillt.

Beispiel 11.11. Wir wéhlen || - || = || - [loo, die Maximumnorm. Fiir das
Wiérmeleitungsproblem erhélt man

1f(t,y) = f(t,2)][c = [[Ay — Azlloc = [|A(Y — 2)lloc < [l Alloolly — 2lloc-

Also gilt (11.12) mit L = || 4|l fur alle ¢,y, z.
Fiir das mathematische Pendel aus Beispiel 11.7 ergibt sich mit ¢ := —g/¢

Z2

1) = 56w = | (ou2) = (i) L
= [ {ccosrim =) I
ccos(&)(y1 — 21)

= max{lyz — 2o, |c[ [ cos(§)] |y1 — 21}
< max{L,|[c[}y — z[[oc;

also gilt (11.12) mit L = max{1, ¢} fiir alle ¢,y, .
Fiir f(¢,y) = 2ty? und y° = 1 aus Beispiel 11.1 gilt

[f(t.y) = f(t,2)] =2t |y* — 2| < 2T |y + 2| |y — =] fiw ¢ € [0,T].

Fiir t € [0,7) und y, z aus der Umgebung B(y%,¢) = {z € R | |z — 1] < ¢}
erhidlt man hieraus

\f(t,y)—f(t,z)|§L|y—z|, L::4T(C+1)'

Es sei bemerkt, dafl in diesem Fall (vgl. Beispiel 11.1) die Lésung nur fiir
t € [0,1) existiert, obwohl eine Lipschitz-Eigenschaft fiir jedes Intervall [0, T]
gilt. A
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Forderung 3.) der Korrektgestelltheit ist natiirlich fiir numerische Zwecke be-
sonders essentiell. Schon aufgrund von Rundung unumgéngliche Datenfehler
sollten die Qualitéit einer Ndherungslosung nicht gefihrden. Im vorliegenden
Zusammenhang betrachten wir den einfachsten Fall, daff unter ,Daten* ledig-
lich die Anfangswerte y° (und nicht etwa die Form von f selbst) verstanden
werden. Unter welchen Umsténden die Losung dann grundsétzlich mit nume-
rischen Methoden niherungsweise ermittelt werden kann, zeigt das folgende
Ergebnis (vgl. [SB]). Es besagt, dafl bereits unter den Voraussetzungen von
Satz 11.10 die Lésung nicht nur (lokal) existiert und eindeutig ist, sondern
auch stetig von den Anfangsbedingungen abhéngt.

Satz 11.12. Die Funktion f erfille (11.12) (bzgl. einer Umgebung U
von y°, 20 € R™). Seien y(t), 2(t) Lisungen von (11.3) beziiglich der
Anfangsdaten y°,2° € R™. Dann gilt fir alle t aus einer Umgebung
von ty die Abschitzung

ly(t) = 2(8)]| < eFle=tol |0 — 20 (11.13)

Wir konnen den Begriff der Korrektgestelltheit in den bisher verfolgten Kon-
ditionsrahmen einfiigen. Die eindeutige Losbarkeit sagt, dal die Zuordnung
S 9% — S(y°)(t) := y(t) zumindest in einer Umgebung von ¢ eine wohldefi-
nierte Abbildung ist. Die Losung des Anfangswertproblems ist dann gerade die
Auswertung dieses Losungsoperators an der Stelle °. Die Abschétzung (11.13)
quantifiziert dann die absolute Kondition des Losungsoperators S — sprich des
Anfangswertproblems (11.3) — beziiglich Stérungen in den Anfangsdaten. Fiir
lingere Integrationsintervalle wird diese Abschitzung allerdings exponentiell
schlechter, d.h., die Lésungen kénnen auch bei kleineren Stérungen in den
Anfangsdaten 3 fiir grofie ¢ erheblich variieren. Daf} die Abschétzung (11.13)
die bestmogliche ist, sieht man an folgendem

Beispiel 11.13. (n = 1) Es sei
y = Ly, yto) =4°, 2 =1Lz, =z2(ty) =2, mit L>0,
wobei sich die Losungen fiir t > tg als
y(t) = yleHlt—tol 5 (f) = L0etli—tol
exakt angeben lassen. Dann gilt
y(t) = 2(t) = eMiol(y? - 20).
d.h. ,=*in (11.13). Wegen
‘mw—awy_&b%ww—z%_
y(t) | [y0fetlimtl

ist in diesem Beispiel die relative Kondition fiir alle Werte von 3° und L gut,
wahrend die absolute Kondition fiir L > 1 schlecht ist. A

y0 — 20

yO
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Im allgemeinen Fall erhéilt man, unter den Voraussetzungen wie in Satz 11.12,
fiir die relative Kondition die Abschéitzung

ly(t) — =(0)|
ol = lv@

Die relative Konditionszahl driickt also das Verhéltnis zwischen dem Wachs-
tum der Losung, [ly(t)[|/[|y°], und dem Faktor el*~*| aus. Man beachte, da
wegen L > 0 der Faktor eXl*~*l immer ein exponentielles Wachstum hat.

Allerdings bietet (11.13) eine erhebliche Uberschéitzung fiir Probleme des
Typs y' = —Ly, y(0) = 1 fiir L > 0, wobei die Losung y(t) = e~ exponentiell
abklingt.

Wir werden im Folgenden stets von den Voraussetzungen in Satz 11.10 aus-
gehen, so dal Anfangswertprobleme in geeigneten Umgebungen stets korrekt
gestellt sind.

I9° ool l19° = 200 _ lly® = 2°||
€ = K l(t)
[ [f7dl re [ly°]]

(11.14)

Einige Hintergriinde
Satz 11.10 ist im Wesentlichen eine Konsequenz des Banachschen Fixpunkt-
satzes 5.8. Dies beruht auf folgender auch in weiteren Betrachtungen héufig
benutzten Beobachtung.

Bemerkung 11.14. Die Funktion y(t) 16st y/'(t) = f(t,y(t)), y(to) = y° ge-
nau dann, wenn sie

y(t) =4 + / f(s,y(s)) ds (11.15)
10st.

Beweis. Differenziert man (11.15), sieht man sofort, daff y die Differentialglei-
chung 16st. Auerdem gilt y(to) = y° + j:’:)o f(s,y(s))ds = y°. Umgekehrt gilt
fiir die Losung des Anfangswertproblems

/t f(s,y(s)) ds = / Y (8)ds = y(t) — y(to) = y(t) — 4°

und damit (11.15). O

Definiert man die Abbildung

@ :ve C([to,t]) — P(v)(t) :=y° Jr/t f(s,v(s))ds, (11.16)

so ist @(v) fiir ¢ € [to, ] stetig, sofern f(¢,v(t)) stetig ist. Wegen Bemerkung
11.14 ist aber die Losung y des Anfangswertproblems gerade ein Fizpunkt von
@. Um dessen Existenz und Eindeutigkeit aus Satz 5.8 schlieffen zu konnen,
mufl man noch Kontraktion zeigen. Hier benutzen wir auch die bekannte Tat-
sache, daf} der Raum C([to,#]) mit der Norm || - || vollstéindig ist. (Anders
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als in den vorherigen Beispielen ist dies, weil wir hier den Fixpunktsatz auf
einen unendlich dimensionalen Raum anwenden wollen, nicht automatisch der
Fall.) Nun zur Kontraktion:
[8(v) — P(w)|[L,, = max [[D(v)(t) — P(w)(t)]]
t€[to,t]
t

— max || [ f(s.0(s)) — f(s,w(s)) ds]

te[tU’E] to

=) 1f(s,0(s)) = f(s,w(s))l ds

S/t L max |jv(s) —w(s)| ds

s€[to,t]
= (t—to)Lllv —w|r..,

wobei wir die Lipschitz-Stetigkeit von f bzgl. y benutzt haben. Fiir hinrei-
chend kleines ¢ — ¢ ist L := (£ — to)L < 1, d.h., ® ist auf diesem Intervall
eine Kontraktion. Somit erhélt man eine eindeutige Losung auf [to,]. Falls f
auf einem grofleren Intervall Lipschitz-stetig ist, kann man das Argument mit
dem neuen Anfangswert y () wiederholen.

Das Kernargument fiir die stetige Abhéngigkeit der Losung von den Anfangs-
daten beruht auf einer Methode implizite Ungleichungen ,aufzulésen®, die
haufig als Gronwall-Lemma oder Gronwall-Abschétzung bezeichnet wird. Dies
ist das Ungleichungs-Analogon zu folgendem einfachen Sachverhalt:

¢
o(t) :c+/ w(s)o(s)ds = v(t) = Celo ™), (11.17)
to
Wegen Bemerkung 11.14 (mit f(¢,v(t)) := u(t)v(¢)) erfilllt die Losung der
linken Seite von (11.17) das lineare Anfangswertproblem v’ = uv, v(tg) = C,
dessen Losung sich, wie man nachrechnet, als die rechte Seite von (11.17)
herausstellt.
Das Ungleichungs-Analogon lautet nun wie folgt, vgl. [SB]:

Lemma 11.15. Fiir jedes C > 0 und beliebiges stiickweise stetiges v(t) > 0,
u(t) >0, t > tg, impliziert

¢
v(t) < C’—l—/ u(s)v(s) ds (11.18)
to
die Ungleichung
() < Celro M), (11.19)

Damit ergibt sich ein einfacher Beweis von Satz 11.12 wie folgt. Wegen Be-
merkung 11.14 gilt

wwwwzw—w+[f@mm—ﬂaw»w
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und somit aufgrund der Lipschitz-Eigenschaft von f
t
0_ 0
ly(@) = 2(@)] < lly” — 27| +/ 1f(s,y(s)) = f(s,2(s))ll ds
t
'
<l =21+ [ Lllts) = ()] ds.

to

Die Abschiitzung (11.13) folgt nun sofort aus Lemma 11.15 mit C := [jy® —2°|],
v(t) :=||y(t) — z(¢)|| und wu(t) := L.

11.4 Einfache Einschrittverfahren

Das vielleicht einfachste numerische Verfahren zur ndherungsweisen Losung
von (11.1), (11.2) beruht auf folgender Idee. Da f(to,°) die Steigung des
Graphen der Losung y(t) an der Stelle ¢ty angibt, versucht man, y(¢) dadurch
anzunihern, dafl man ein Stiick entlang der Tangente mit Steigung f(to,4°)
vorangeht, d.h., man verwendet

y' =y° + hf(to,y")

als Ndherung fir y(to + h).

to to+h

Abb. 11.1. Euler-Verfahren

Dies fiithrt auf das folgende Verfahren zur Losung des skalaren Problems (11.1),
(11.2):

Algorithmus 11.16 (Euler-Verfahren).
Gegeben: Schrittweite h = T:lto mit n € N. Berechne fiir
7=0,...,n—1:

t]'+1 = tj + h
Yyt =y + hf(t;,y).

Das Euler-Verfahren zur Losung des Systems (11.3) ist identisch mit Algo-
rithmus 11.16 (wobei dann natiirlich 4/ und f(¢;,3’) Vektoren in R™ sind.
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Wir benutzen hochgestellte Iterationsindizes, um eine Verwechslung mit den
Komponenten-Indizes bei vektorwertigem y zu vermeiden).

Die Wahl einer konstanten Schrittweite h = (T — ty)/n ist unwesentlich.
Ein Vorteil des durch das Eulerverfahren représentierten Verfahrenstyps liegt
gerade in der flexiblen Anpassung der Schrittweite, d.h., h = h; kann variie-
ren.

Man erwartet, dafl diese einfache Methode keine sehr genauen Ergebnisse
liefert. Bevor entsprechende Fehlerbetrachtungen préziser formuliert werden,
seien einige Moglichkeiten aufgezeigt, die zunéchst intuitiv eine Verbesserung
bringen sollten.

Ein Herleitungsprinzip

Eine wichtige Methode, Verfahren zur Losung der Anfangswertaufgabe (11.1),
(11.2) herzuleiten, beruht auf der bereits benutzten Umformung der Differenti-
algleichung in eine Integralgleichung. Aufgrund der Wichtigkeit geben wir die
offensichtliche formale Anpassung von Bemerkung 11.14 in folgender Form
nochmals an.

Bemerkung 11.17. Sei die Anfangsbedingung (¢;,3’) € R? gegeben (z.B.
die berechnete Annéherung im Punkt ¢;). Die Funktion §(¢) 16st das lokale
Anfangswertproblem

g =fty) fiw telt;,T], ;) =y, (11.20)

genau dann, wenn
_ t
B0 =y + [ Fego)ds el 1) (11.21)
tj

gilt. Insbesondere gilt fiir ¢t = ¢;41:

) =i+ [ Fsis) s (11.22)

J

A

Eine Néherung fiir g(¢t) (als auch fiir die gesuchte Losung y(t) von (11.1),
(11.2) im Intervall [t;,¢;41]) ergibt sich nun, wenn man das Integral in (11.22)
durch eine Quadraturformel ersetzt (vgl. Kapitel 10). Das Euler-Verfahren
erhélt man dann iiber

tj+1

) ti+1 ) ) .
m%n:w+/ f@ﬂm%%¢+/ F(tj, 97 ds = 47+,
t

3J J
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d.h., die Funktion s — f(s,9(s)), s € [t;,t;j41], wird durch die Konstante
f(t;, y7) ersetzt. Dies entspricht der sogenannten Rechteckregel bei der nume-
rischen Integration. Statt der Rechteckregel kann man auch die Mittelpunkts-
regel
ti+1 h
/ g(s)ds ~ hg(t; + 5) (11.23)
tj

einsetzen. Die Mittelpunktsregel hat einen hoheren Exaktheitsgrad als die
dem Euler-Verfahren zugrundeliegende Rechteck-Regel. Natiirlich ist bei An-
wendung von (11.23) in (11.22) der Wert

h
g(tj+§) = f(tj+

h

(ty + 5)) (11.24)

h
2
nicht bekannt. Diesen Wert kann man aber durch f(tj + %, yj+%) mit yj+% =
v + 2 f(t;,57) (Euler-Schritt mit kleinerer Schrittweite) annéhern. Dies fiihrt
auf den

Algorithmus 11.18 (Verbessertes Euler-Verfahren).
Gegeben: Schrittweite h = % mit n € N. Berechne fiir
j=0,...,n—1:
tj_;,_l - tj + h
- o .
v =y + 51y

1

y]-'rl — yJ + hf(tj + §’y./+§).

A y(t)
ki = f(t;,y")
1 i h
k y1+é — y] 4 Ekl
yj"‘é ke 2 h 41
. kQ:f(tj+§7y] 2)
y’ k1 . A
t h t g v =y Ak
J tj + 9 j+1

Abb. 11.2. Verbessertes Euler-Verfahren

Wie beim Euler-Verfahren dndern sich die Formeln des verbesserten Euler-
Verfahrens nicht, wenn man die Methode zur Losung eines Systems, wie in
(11.3), einsetzt.
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Falls man das Integral in (11.22) iiber die Trapezregel

[ sts)ds = So(t) + glt50)

tj

annéhert, ergibt sich die folgende Methode:

Algorithmus 11.19 (Trapezmethode).
Gegeben: Schrittweite h = % mit n € N. Berechne fiir
j=0,...,n—1:

tiy1=t;+h

. . h ; j
Y =y 4 () fn ). (1125)

Auch hier #ndern sich die Formeln nicht, wenn man die Trapezmethode auf
ein System von Differentialgleichungen anwendet. Wenn f Lipschitz-stetig in
y und h hinreichend klein ist, hat die Gleichung (11.25) eine eindeutige Losung
yitl,

Die Trapezmethode ist ein Beispiel einer impliziten Methode: der neu zu
berechnende Wert y/*! tritt in der rechten Seite in (11.25) auf. Ein Schritt
dieses Verfahrens erfordert also die Losung einer Gleichung, bzw. eines Glei-
chungssystems. Wir werden spéter sehen, dal man diesen Nachteil bei gewis-
sen Problemtypen in Kauf nehmen mufl. Die (verbesserte) Euler-Methode ist
hingegen ein Beispiel einer expliziten Methode.

Bemerkung 11.20. Ein weiteres Beispiel einer impliziten Methode ist folgen-
de Variante des verbesserten Euler-Verfahrens, das, wie wir in Abschnitt 11.6.2
sehen werden, zur Klasse der impliziten Runge-Kutta-Verfahren gehort. Zur
Anniherung des unbekannten Wertes §i(t; + %) in (11.24) kann man z bestim-
men so, daf

. h h
z:y3+§f(tj+§,z) (11.26)
gilt (implizites Euler-Verfahren mit Schrittweite %), und
) . h
Y=y ) (11.27)

setzen. Wenn f Lipschitz-stetig in y ist, existiert, fiir hinreichend kleines h,
ein eindeutiges z, das (11.26) 16st.

Aus T —yd = hf(t;+ 4, 2) = 22— 27 folgt 2 = (37 +37') und somit
kann man diese Methode auch in der Form
) . h 1 . )
v =y A hf(t + 550 ) (11.28)
darstellen. Die Methode (11.26)-(11.27) (oder (11.28)) heifit die Mittelpunkt-
regel. A
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Beispiel 11.21. Wir betrachten das skalare Anfangswertproblem
y'(t) = y(t) — 2sint, t€]0,4],
y(0) = 1.

Man rechnet einfach nach, daf y(¢) = sint + cost die Lésung dieses Problems
ist. Zur numerischen Berechnung dieser Lésung verwenden wir das Euler-
Verfahren, das verbesserte Euler-Verfahren und die Trapezmethode.

e Fuler-Verfahren:

Y =y hf(t,y)
=y +h(y’ — 2sint;) = (1+ h)y! — 2hsint;

e Verbessertes Euler-Verfahren:

1 . h < h,
v =y + 51t y) = (L4 )y’ — hsing;

>

y =y hf(t 5yt
=y bt 2sint + )
Loy : h 2
={14+h+ ih )y’ — 2hsin(t; + 5) — h®sint;.
e Trapezmethode:

. i h j /
v =y + S () + Ft,yT)

= y] + 5(:1/] + y]'H — 2Sintj — 2Sintj+1)

h . h .
=1+ §)y3 + §y3+1 — h(sint; 4+ sint;j41).

In diesem einfachen Fall kann man die implizite Gleichung fiir /*! in eine
explizite umschreiben:

ho ho
(L= = (14 3)y7 = hisint; +sint;iq),

h
g 1t5 5

=%V 1_ﬁ(sintj+sintj+1).

2 2
In den Tabellen 11.1, 11.2 und 11.3 sind einige Ergebnisse zusammengestellt,
die mit diesen Methoden erzielt werden.

Diese Ergebnisse zeigen, daf3 der Fehler beim Euler-Verfahren proportional
zu h und beim verbesserten Euler-Verfahren sowie der Trapezmethode propor-
tional zu h? ist (siehe Abschnitt 11.5). Fiir zunehmendes j nimmt beim Euler-
und verbesserten Euler-Verfahren auch der Fehler |y7 —y(¢;)| zu, wihrend bei

der Trapezmethode kein monotones Verhalten vorliegt. A
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Tabelle 11.1. Euler-Verfahren

| " =y | [y —y(2)] | ly*" - y(4)]
271 0.0647 0.2271 1.5101
275 0.0332 0.1176 0.8063
276 0.0168 0.0599 0.4170
277 0.0085 0.0302 0.2121

Tabelle 11.2. Verbessertes Eul

er-Verfahren

bl |y =y | " =y@)] | " =y
2=71 0.001155 0.003824 0.025969
275 0.000294 0.000973 0.006606
276 0.000074 0.000245 0.001665
2-7| " 0.000019 0.000062 0.000418

Tabelle 11.3. Trapezmethode

|y =y | " —y@)] | " -y
2-71 0.0002739 | 0.0002956 | 0.0002493
275 0.0000685 | 0.0000740 | 0.0000618
276 0.0000171 0.0000185 | 0.0000154
2-7| 0.0000043 | 0.0000046 | 0.0000039

Beispiel 11.22. Die oben diskutierten Verfahren kénnen, wie schon bemerkt
wurde, unmittelbar zur Losung von Systemen eingesetzt werden. Zum Beispiel
ergibt sich fiir das verbesserte Euler-Verfahren, angewandt auf das System aus
Beispiel 11.2 mit ¢t € [0, T], die Methode

0
Y 2 T .
(yé’):(l); hZZE,nEN; fir j=0,1,...,n—1 :

j+a j
<y1 j) _ (y) .
j+§ J
Ys Y5
j ity Jt3
@9+h L, B w .
Y3 2912 — 24572 4+ 3sin((j + 3)h)

In Tabelle 11.4 sind fiir T'= 1, 2,4 die Fehler

ly" = y(T)lloo = max{|yt" — v2(T)], vz — y2(T)[}

hi( -
2 \2y] — 2yd + 3sin(jh)/)’

flir einige h-Werte dargestellt. Diese Ergebnisse zeigen ein Fehlerverhalten
proportional zu h? (wie in Tabelle 11.2). A
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Tabelle 11.4. Verbessertes Euler-Verfahren fiir ein System

ho| " = yWlloo | 19°" = y@)lloo | lIy"" — y(4) oo
277 0.000749 0.002048 0.001140
27°|  0.000188 0.000507 0.000289
27%| 0.000047 0.000126 0.000073
277 0.000012 0.000031 0.000018

Einschrittverfahren (ESV)
Bei allen bisher benutzten Verfahren hat man eine eindeutige Vorschrift

Uy (7 hy) =y (11.29)
Da diese Verfahren zur Berechnung der Ndherung y/*! an der Stelle ¢;1 =
t;+h; einzig den bekannten Niherungswert y/ an der Stiitzstelle ¢; verwenden,
heiflen sie Finschrittverfahren (ESV). Bei der Euler- und verbesserten Euler-
Methode wird diese Vorschrift durch eine explizit bekannte Funktion (z.B.
Wr(ti gy, hj) =y +h;f(t;,y")) gegeben, und man kann y/*! durch einfaches
Einsetzen (von ¢j,y7, h;) in diese Funktion bestimmen. Diese Verfahren hei-
Ben explizit. Bei der Trapezregel (11.25) und Mittelpunktregel (11.26)-(11.27)
wird die eindeutige Vorschrift ¥¢ nicht durch eine explizite Funktion beschrie-
ben. Diese Verfahren heiflen implizit. Man beachte, dafl es fiir ein Verfahren
mit Vorschrift /™! = W (¢;,47, h;) alternative Darstellungen (mit demselben
Ergebnis) geben kann, siehe z. B. (11.26)-(11.27) und (11.28).

Fiir die Fehlerbetrachtungen in Abschnitt 11.5 ist es bequemer das durch
¥ beschriebene ESV in eine etwas andere Form zu bringen:

: ; ) W(t-yj hl)fyj
i+l — g ts, j,hl _ j+h( AR AR LS| )

=y + @y (.7, hy) -

Die Abbildung @ heifit Verfahrens- oder Inkrement- Vorschrift. Diese einheit-
liche Notation der Inkrement-Vorschrift verbirgt einen subtilen (aber wichti-
gen) Unterschied zwischen expliziten und impliziten Methoden:

Bei expliziten Verfahren kann & durch eine explizit bekannte
Funktion beschrieben werden, und kann man @ (tj, Y7, hj) durch
einfaches Einsetzen von (¢j,y7, h;) in diese Funktion bestimmen.
Bei impliziten Verfahren, hingegen, wird ®; nicht durch eine ex-
plizite Funktion beschrieben, sondern steht fiir eine Vorschrift,
deren Ausfithrung die Losung von Gleichungssystemen verlangt.
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11.5 Fehlerbetrachtungen fiir Einschrittverfahren

Die Wahl eines Verfahrens hangt natiirlich davon ab, mit welchem Aufwand es
Néaherungslosungen mit gewiinschter Genauigkeit liefert. In diesem Abschnitt
wird eine Fehleranalyse fiir Einschrittverfahren skizziert. Dabei spielen die
Begriffe Konsistenz und Konvergenz eine entscheidende Rolle. Diese Begrif-
fe werden zuniichst eingefiihrt, und im Hauptsatz 11.25 wird ein wichtiger
Zusammenhang zwischen Konsistenz und Konvergenz bei Einschrittverfahren
formuliert.

Globaler Diskretisierungsfehler und Konvergenz

Die Aufgabe, das Anfangswertproblem (11.3) zu l6sen, liegt darin, Niherungs-
werte ¢/ an den Stellen t;, 5 =0,...,n, zu ermitteln, wobei ¢,, = T" das gesam-
te Integrationsintervall abgrenzt. Die Giite der Ndherungen hingt natiirlich
von der Schrittweite h ab. Fiir kleineres i braucht man demnach mehr Schrit-
te, um T zu erreichen. Es ist oft bequem, die Folge {1’ };'L:O als Funktion auf
dem Gitter Gy, = {to, ..., tn} zu betrachten. Dabei ist nicht verlangt, daf die
Schrittweiten h; = t;41 — t; konstant sind. Wir unterdriicken dies zugunsten
einfacherer Notation bisweilen. Diese Gitterfunktion wird mit y(-) notiert:
yn(t;) =9y, 7=0,...,n.

Man fragt sich also, ob und wie schnell die errechneten Naherungen
v = yn(t;) die exakte Losung y(t;) approximieren. Dazu wird der globale
Diskretisierungsfehler e (t;) = y(t;) — yn(t;), 7 = 0,...,n, betrachtet. Man
ist letztlich am Verhalten von

joax llen(ty)ll =: Iy — ynlloe (11.31)

yeeny

fiir h — 0 interessiert. Um dies quantifizieren zu kénnen, benutzen wir wieder
den Begriff der Konvergenz(ordnung) eines Verfahrens:

Ein Verfahren heifit konvergent von der Ordnung p, falls

lenlloe = O(RP),  h — 0, (11.32)

gilt.

Der globale Fehler ey, (t;) entsteht durch eine Akkumulation von lokalen Feh-
lern an den Stellen tg,t1,...,t;—1. Um diese Fehlerakkumulation préziser be-
schreiben zu kénnen, braucht man den sogenannten lokalen Abbruchfehler:

11.5.1 Lokaler Abbruchfehler und Konsistenz

Der lokale Abbruchfehler mifit, wie sehr der durch das numerische Verfah-
ren gelieferte Wert nach einem Schritt von der exakten Losung abweicht.
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Man findet in der Literatur bisweilen zumindest formal leicht unterschied-
liche Definitionen. Wir schlagen hier eine Formulierung vor, die die lokale
Natur dieses Begriffs unterstreicht und die verschiedenen Varianten abdeckt.
Wir verwenden dazu Losungen zu ,,lokalen“ Anfangswertproblemen, wobei die
»Anfangspunkte® (¢,,y®) in einer zuldssigen Umgebung der globalen Losung
von (11.3) liegen. Dazu bietet sich folgende Schreibweise an: y(t;t,,y*) be-
zeichnet die Losung des Anfangswertproblems y'(¢t) = f(¢,y(¢)), y(ta) = v°,
die nach unseren Voraussetzungen zumindest fiir ¢ € [tq,t, + h] existieren
moge.

Sei y(t; tq,y®) die Losung des Problems
y'(t) = f(ty), ylta) =y" (11.33)
und
Yn(ta + hita,y*) = Vr(ta,y*  h) = y* + hPp(ta,y* h)  (11.34)

das Resultat, das das Einschrittverfahren nach einem Schritt zum
Startwert (t,,y?) liefert. Dann heifit die Differenz der Werte

O(ta,y* h) = y(ta + hita,y") — yn(ta + hita, y*) (11.35)

der lokale Abbruchfehler (im Intervall [t,,t, + h]).

Ausgehend von der globalen Losung y(t) = y(t;t9,y") des betrachteten An-
fangswertproblems y' = f(t,y), y(to) = y°, wihlt man oft

(ta,y*) = (&5, y(t5)); (11.36)

also einen Punkt des Losungsgraphen zu einem Gitterpunkt des Zeitintervalls,
so daf fiir t;41 = t; +h aufgrund der Eindeutigkeit y(t+h;t;,y(t;)) = y(tj41)
gilt und (11.35) die Form

jn = 0(t5,y(t;),h) = y(tj1:ts y(t;)) — yn (415, y(t5))

=y(tjt1) — y(t;) — hdy (t5,y(t;), h) (11.37)

annimmt. Der lokale Abbruchfehler ist also fiir die Wahl (11.36) die Differenz
zwischen dem exakten Wert y(¢;41) und dem berechneten Wert, falls an der
Stelle ¢; vom exakten Wert y(t;) (der globalen Lisung) ausgegangen wird. Fir
das Euler-Verfahren, angewandt auf eine skalare Gleichung, wird der lokale
Abbruchfehler §5 ;, in Abb. 11.3 dargestellt.

Eine ebenfalls in der Literatur hiufig anzutreffende Variante ist die Wahl

(ta,y") = (t;,97), (11.38)
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YA
y(t)
.¢ d2,h
0 T ylta) + hf(ta, y(t2))
W0 .
|
to t1 to t3 t4 t

Abb. 11.3. Lokaler Abbruchfehler

d.h., als Referenzpunkt wird ein Punkt der diskreten N#iherungslosung ge-
wéhlt. (11.34) nimmt dann die Form

5] 6( ]7y h) ( j+1;tj7yj) - yj+1
= y(tjzr;ty, v’) —y) — hds(t;, 7, h) (11.39)

an. Fiir das Euler-Verfahren angewandt auf eine skalare Gleichung sind d2 5
und d2 5, in Abb. 11.4 dargestellt (vgl. Abb. 11.3).

YA
y(t)
:¢5z,h
y(tita, y?)
. Aoan
L] y2
. ,yl
>
to t1 to t3 t

Abb. 11.4. Lokale Abbruchfehler &; , und 4,

Welche Variante man nun benutzt, wird sich letztlich als unwesentlich erwei-
sen. Fiir eine theoretische Konvergenzanalyse (wie in Beispiel 11.26) ist die
GroBe 9 ;, sehr bequem, wahrend fiir Schétzungen des lokalen Abbruchfehlers
in der Praxis (siche (11.78) und Abschnitt 11.7) die Grofe d; 5, besser geeignet
ist.
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Unter Konsistenzfehler versteht man nun die Grofe

T(ta7ya7h> = 6(ta7}:g 7h) — y(ta + h;t(l)y ) _hyh(ta + h/; tCL?y ), (1140)

bzw. im Fall (11.36) die Kurzschreibweise

_ i _ () — (ti+1:t5,9(t;))
T h '
Der folgende Begriff der Konsistenz(ordnung) als Ma$ fiir die GroBe des lo-
kalen Abbruchfehlers stellt ein wesentliches Qualifikationskriterium eines Ver-
fahrens dar.

Ein ESV heifit mit der Anfangswertaufgabe (11.3) konsistent von
der Ordnung p (oder hat Konsistenzordnung p), falls

I7(ta, y*, )| < ChP = O(RP),  h — 0, (11.41)

fiir alle Punkte (t,,y*) in einer Umgebung des Losungsgraphen
{(t,y(t)) |t € [to, T]} von (11.3) gilt.

Die Konstante in dem O-Term in (11.41) soll dabei unabhingig von j und
von (tq,y”) (aus der obigen Umgebung) sein.

Das Verfahren (11.34) heifit konsistent (ohne Bezug auf eine spezielle An-
fangswertaufgabe), falls in (11.41) p > 1 fiir eine hinreichend grofie Klasse von
Funktionen f und entsprechenden Anfangswertproblemen gilt (etwa fiir alle
f, die hinreichend glatt als Funktionen von (¢,y) sind).

Der Konsistenzbegriff beschreibt das Verhalten eines Verfahrens
iiber den Abgleich mit beliebigen lokalen Losungen, ist also nicht
an (11.36) gebunden, solange man sich in einer zuldssigen Umge-
bung bewegt. Dies ist fiir (11.36) trivialerweise gewéhrleistet und
gilt unter geeigneten Voraussetzungen auch fiir (11.38). Mit die-
ser Formulierung des Konsistenzbegriffs kann man sich dann der
jeweils bequemeren Variante bedienen.

Die Konsistenzordnung quantifiziert auch, wie gut das diskrete Verfahren im
folgenden Sinne das kontinuierliche Problem approximiert. Laft man in

y(ta + h;tq, ya) - yh(ta + h;ta, ya)

h
(11.42)
yta+h;taaya — Ya a
= Wt Bl V) 0o g1, )
die Schrittweite h gegen Null gehen, strebt der Differenzenquotient gegen
Y (ta;ta, y*) = f(ta,y™). Folglich ergibt sich, da bei einem konsistenten Ver-
fahren

T(ta,y" h) =

lim @ (1,0, h) = f(t,v) (11.43)
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gelten muB, d.h., die Verfahrens-Vorschrift approximiert bei kleiner werden-
der Schrittweite die Funktion f. Es sei nochmals daran erinnert, dafl nur im
expliziten Fall @ durch eine explizit bekannte Funktion dargestellt werden
kann.

Bestimmung der Konsistenzordnung: Aufgrund der Wichtigkeit des Begriffs
der Konsistenzordnung skizzieren wir nun eine allgemeine Strategie fiir expli-
zite Einschrittverfahren, die es einerseits erlaubt, die Konsistenzordnung zu
iiberpriifen, und andererseits Hinweise zur Realisierung hoherer Konsistenz-
ordnungen gibt. Dabei geht es darum, den Grenziibergang in (11.43) zu quan-
tifizieren. Das zentrale Hilfsmittel ist wieder einmal die Taylorentwicklung.
Dazu betrachten wir fiir festes (tq,y®), @f(tq,y*, h) =: @(h) als Funktion der
Schrittweite h. Entwickelt man nun §(t, + h) := y(te + h;tq,y*) und P(h)
geméfl Taylor nach der Variablen h um h = 0, so erhélt man unter Bertick-
sichtigung von §(t,) = y*

h
T(ta,y* h) = 7 (ta) + 5;7”(%) + -+ O(hP)

— {®(0) + hd'(0) + - + O(hP)}
h2

= (' (ta) — ®(0)) + ﬁ(g”(ta) —20(0) + 57

5 (gl!l(ta) _ 3@// (0))

hP=t 1
ot (7% (ta) — p2*~D(0)) + O(hP).
Bei Konsistenz der Ordnung p mufl demnach
§9(ta) = j89710(0), j=1,...,p, (11.44)

gelten. Andererseits gilt wegen §/(t) = f(t, §(t)) auch §0)(t) = L £(¢,5(t)),
so daf} sich folgendes Kriterium ergibt.

Das Verfahren (11.30) hat die Konsistenzordnung (mindestens) p > 1
falls

d’ . . j a .
ZF GO mt, = G+ 1D b0,y 0), §=0,....p—1, (11.45)

gilt.

Wir werden dieses Kriterium anhand einfacher Beispiele illustrieren.

Beispiel 11.23. Fiir den Fall einer skalaren Gleichung betrachten wir zwei
einfache Methoden.

(a) Euler-Verfahren: Wegen $¢(t,v, h) = f(t,v) folgt
P(h) = Py(ta,y", h) = f(ta,y") = 2(0), und &'(0) = 0.

Folglich ist (11.45) lediglich fiir p = 1 erfiillt, das Euler-Verfahren hat
somit die Konsistenzordnung p = 1.
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(b) Verbessertes Euler-Verfahren: Geméafi Algorithmus 11.18 lautet hier die
Verfahrens-Vorschrift

h h
B(h) = D4 (ta,y, h) = f(ta + 5.+ 5f(ta,ya)).

Mit Hilfe der Kettenregel erhélt man
QS(O) = f(taa ya)7

= 5 o)+ 5 (5 £ ) Tt

) (11.46)
=355 5

Ebenso folgt andererseits auch

T ems, = 5o + (5 ) Fltay®). (1L47)

t
Aus (11.46) und (11.47) folgt nun sofort, dal (11.45) fiir p = 2 erfiillt
ist. Das verbesserte Euler-Verfahren hat somit Konsistenzordnung (min-
destens) p = 2 und verdient in diesem Sinne seinen Namen.

In beiden Féllen sieht man, dafl es nicht auf die spezielle Wahl von (¢4, y%)
ankommt, sondern nur davon Gebrauch gemacht wird, dafl die kontinuierliche
Grofle das jeweilige lokale Anfangswertproblem 16st. A

Das Kriterium (11.45) ist auch fiir implizite Einschrittverfahren giiltig, aber
schwieriger zu handhaben, weil bei impliziten Verfahren fiir die Verfahrens-
Vorschrift &; keine explizit bekannte Funktion zur Verfiigung steht. Bei der
Konsistenzanalyse impliziter Verfahren ist der Ausgangspunkt die Definition
in (11.35)

5(taa yav h) = y(ta + R tavya) - yh(ta + hita, ya).

Uber einen direkten Vergleich der beiden Terme in der Differenz kann man
dann die Konsistenzordnung bestimmen. Als Beispiel wird eine mégliche Vor-
gehensweise fiir die Trapezregel behandelt:

Beispiel 11.24. Wir betrachten die Trapezmethode (11.25) und fiihren die
kiirze-re Notation §(t) := y(¢;ta, y*), yn(t) := yn(t; ta,y*), § := 8(ta,y* h) =
G(te + h) — yr(te + h), ein. Fiir die Trapezregel bei der Quadratur gilt be-
kanntlich

to+h
5 (Ftar(0) + o+ hoita ) = [ Flo.(0)) ds + 008

a

tot+h
/t 7(s) ds + O(h?)

= g(;a +h) = §(ts) + O(h?).
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Hiermit ergibt sich

Dl 1) = 5 o (Pt ™)+t + Do+ 1))

§(ta) +

P () + £t + it + 1) — 0))

2
(ta) + b (f(ta,y“) + f(ta + hyiji(ta + h))) _ g%

2
(t) + 5t + 1) = Glta) + OU) = 55 (ta 4 )
hof
587’]}(-6(1 +ha§>6 )

(ta +h, &)

Il
<

I
<

= jlta+ 1)+ O(R) -

und somit

0= yh(ta + h) - g(ta + h) = O(hg) - 1haf(ta + h,f) J.
2 Oy
Hieraus folgt
(1-0(h)s =0(h%) ,

und deshalb (fiir 4 hinreichend klein)
5
0y, 1) = DL < en2

Die Trapezmethode hat somit die Konsistenzordnung 2. A

11.5.2 Zusammenhang zwischen Konsistenz und Konvergenz

Eigentlich ist man natiirlich an der Abschétzung des globalen Diskretisierungs-
fehlers (11.31) interessiert. Daf sich in diesem Zusammenhang die Miihe lohnt,
den lokalen Abbruchfehler bzw. den Konsistenzfehler zu kennen, bestitigt
der folgende Hauptsatz, dessen Beweis man in jedem Lehrbuch zur Numerik
gewohnlicher Differentialgleichungen findet, vgl. [SBJ.

Satz 11.25. Falls f(t,y) und $¢(t,y, h) eine Lipschitzbedingung in y
(wie in (11.12)) erfiillen, gilt fir das ESV (11.30) folgende Aussage:
Konsistenz der Ordnung p = Konvergenz der Ordnung p.

Konkret gilt folgende Abschdtzung:

n—1
max () — o7l < {lly(to) = 91l + 3 ;] ", (11.48)
o 2

wobei L die Lipschitzkonstante fiir die Verfahrens-Vorschrift ®; ist.
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In obiger Abschiitzung (11.48) werden bereits inexakte Anfangswerte y° #
y(to) beriicksichtigt. Sie dhnelt der Abschitzung (11.13) zur stetigen Abhéing-
igkeit der ezakten Losungen von (11.3) von den Anfangswerten. Dies wird
hier auf die numerische Niaherung erweitert, indem die jeweiligen lokalen Ab-
bruchfehler hinzukommen, die sich allerdings - und dies ist die Kernaussage
— schlimmstenfalls aufsummieren. Wir werden diesen Punkt nochmals etwas
spéter aufgreifen.

Fiir den Fall exakter Anfangswerte y° = y(to) ergibt sich ferner aufgrund

der Definition des Konsistenzfehlers und wegen t,, — to = Z;l;ol hj

n—1 n—1
10jnll = > hillTinll < (tn —to) _max |75l
0 1
= = 7=0,...,n—

Daraus folgt dann mit (11.48) tatséchlich

max_|y(t;) = ¢’ < (tn —to) _max ||z ]e" ), (11.49)
7=0,..., n 7=0,....n—1

also die in Satz 11.25 behauptete Entsprechung von Konsistenz- und Konver-

genzordnung. Allerdings wird dieser Zusammenhang mit wachsendem Integra-

tionsintervall [to, t,,] schwicher. Mit Satz 11.25 und den Resultaten in Beispiel

11.23 beziiglich der Konsistenzordnung lassen sich nun auch die numerischen

Resultate in Beispiel 11.21 erklédren.

Die Bedeutung des obigen Konvergenzsatzes fiir den Anwender liegt dar-
in, daB sich eine Sicherung einer gewiinschten Genauigkeit der numerischen
Losung im gesamten Integrationsintervall auf eine im allgemeinen viel einfa-
chere, da lokale, Konsistenzbetrachtung reduzieren 1a8t. Letztere beruht etwa,
wie oben angedeutet, auf Mitteln wie Taylorentwicklung.

Es sei allerdings jetzt schon darauf hingewiesen, dafl bei einer spéter zu
betrachtenden Verfahrensklasse der Zusammenhang zwischen Konsistenz und
Konvergenz nicht mehr so einfach ist. Dies betrifft insbesondere die folgende
Rolle der

Stabilitét

Wie oben schon erwéhnt wurde, ist eine Kernaussage in Satz 11.25, dafl bei
ESV die lokalen Abbruchfehler ||d; 5| schlimmstenfalls aufsummiert werden.
Diese kontrollierte Fehlerfortpflanzung beim ESV y/ ! = y7 + h;®¢(t;,y7, hy)
gilt nicht nur fiir den lokalen Abbruchfehler, sondern auch fiir Fehler in
den Daten (y(to)) und Fehler, die bei der Durchfithrung der Vorschrift
®D¢(tj,y7, h;) auftreten konnen. Die Einschrittverfahren sind im Sinne der
Storungsevolution stabil. Zur Verdeutlichung dieser wichtigen Stabilitétsei-
genschaft wollen wir den Beweisgang fiir die Abschiitzung (11.48) kurz skiz-
zieren. Nach Definition des lokalen Abbruchfehlers (11.37) gilt

y(tj1) = y(t;) + 1@y (ts,y(t5), hy) + 65,
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Subtrahiert man davon auf beiden Seiten
Y =yl + hdp(t, Y7, hy), (11.50)
ergibt sich aufgrund der Lipschitzbedingung an &,
ly(tjz) — o'
< ly(t;) =y’ 1+ hyll@r (5, y(ts), hy) — ety v’ hy) |l + 165l
< ly(t;) = o[l + Lh;lly(t;) — v’ | + 165n]l- (11.51)

Mit den Bezeichnungen e; := |ly(¢;) — ¥’||, dj := ||§;nll, b; := Lh; erkennt
man (11.51) als rekursive Ungleichung der Form

€j+1 S (1+bj)6j+dj7 jZO,]., (1152)

Wie man daraus eine explizite Ungleichung fiir die Fehler e; erhilt, soll
zundchst anhand eines Spezialfalls illustriert werden.

Beispiel 11.26. Wir betrachten das skalare Anfangswertproblem
y'(t) = My(t) +g(t), te[0,T],
y(0) = y°,

wobei A > 0 eine vorgegebene Konstante und g € C*([0,7]) eine bekannte
Funktion ist. Es wird das entsprechende Euler-Verfahren

(11.53)

, , , T
Y=y +h (M + (L)), j=012...n-1=--1 (1154

mit konstanter Schrittweite h untersucht. Fiir den lokalen Abbruchfehler des
Euler-Verfahrens gilt

djn =y(tj+1) — y(t;) — hf(t,y(t;)),
und damit
y(tje1) = y(t;) + h (Ay(t;) + 9(t;)) + 6jin- (11.55)
Subtrahiert man wie oben im allgemeinen Fall (11.54) von (11.55), dann ergibt
sich fiir den globalen Diskretisierungsfehler e; := y(t;) — y? die Rekursion
€j11 = (1—|—h)\)€j+5j7h, 7=0,1,...,n—1,

also eine ganz dhnliche Rekursionsungleichung wie (11.52), wobei hier b; = Ah
konstant ist. Daraus folgt

er = (14 hN\)eg + do.n = do.n

ez = (L+hN\)er + 81, = (L4 hX)do,n + 91,0

e3 = (1 + h)\)eg + 527}1 = (1 + h)\)QCSQJL + (1 + h/\)CSLh + 52,h

n—1

en = (1+hN) 6 1_in (11.56)
=0
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Mit Hilfe der Ungleichung In(1 + x) < z fiir z > —1 erhilt man
(14 hA)" < (14 hA)" = IO < onhd — T fiip () < 4 <,

Fiir den globalen Fehler in (11.56) ergibt sich, wegen |d; | < ch? (vgl. Beispiel
11.23),

n—1 n—1
len| < Z(l + hA)? [0n—1—in| < et Z ch? = eTnch? = €™ ¢Th =: Mh.
i=0 i=0

Dies bestitigt die Konvergenz des Euler-Verfahrens von der Ordnung p = 1.
VAN

Im obigen allgemeinen Fall (11.52) geht man zunéchst dhnlich vor, indem man
die Ungleichungskette sukzessive einsetzt und

ej+1 < € +bjej +d;j < ej1+bjrej_1 +dj_1 +bjej +d;

J J J J
S60+Zdi+zbi€i:€0+Zdi+zhii/ei (11.57)
=0 =0 =0 =0

erhélt. Dies ist immer noch eine rekursive Ungleichung, jedoch nun von einer
Form, die an (11.18) erinnert. Definiert man

C’::eo—i—Zdi7 u(s) ==L, v(s) =e;, j=0,...,n—1,

’[tj’thrl) '

so sind v, u stiickweise stetige nichtnegative Funktionen auf [to, ¢,] und (11.57)
nimmt die Form (11.18) an

v(tis) < C+ > hau(t)v(t:) = C + / " u(s)v(s)ds .
=0

to

Da hier f ru(s)ds = (tj41 — to)L < L(t, — to) gilt, liefert das Gronwall-
Lemma

max  ej < (60+Z ) L(tn—to)
j=0,...,n—1
n—1

= (Ivtto) =1+ 3 sl e,

=0

was gerade die Ungleichung (11.48) ist. O
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Aufgrund der Analogie der Abschétzungen (11.48) und (11.13) sollte es nicht
verwundern, daf} in beiden Féllen das Gronwall-Lemma zum Einsatz kommt.
Wie oben schon angedeutet wurde, kann man auch andere als die verfahrens-
bedingten lokalen Abbruchfehler mit in Betracht ziehen. Sei

P =9+ h®p(ty, 90 hy) 0 G=0,1,., (11.58)

wobei 7; der bei der Auswertung von @f(tj,g}j ,hj) auftretende Fehler ist.
Dieser Fehler kann Rundungseffekte enthalten, aber auch zum Beispiel Feh-
ler, die bei einem impliziten Verfahren entstehen, wenn die in der Vorschrift
®¢(t;, 47, h;) auftretenden (nichtlinearen) Gleichungssysteme nur angenéhert
gelost werden. Obige Argumentation bleibt dann vollig unveréndert, wobei
lediglich d; = ||6;,|| durch d; := ||d;,5 — rj|| ersetzt wird. Statt (11.48) ergibt
sich dann die Abschétzung

n—1

max ly(t) = 31 < {Jlytto) = 5l + S Uzl + lrsl) peFen ). (11.59)
2

Dieses Resulat zeigt die kontrollierte Fehlerfortpflanzung (ndmlich héchstens
Aufsummierung) sowohl von Konsistenzfehlern (||d; ]|) als auch von anderen
Stérungen (||ly(to) — y°| und ||r;]]). In diesem Sinne ist jedes ESV, das die
Voraussetzungen in Satz 11.25 erfiillt, stabil:

Stabilitdt von Finschrittverfahren:

Datenfehler (||y(to) —4°|), Konsistenzfehler und Stérun-
gen bei der Durchfiihrung der Vorschrift @¢(¢;,y7, h;)
werden kontrolliert (héchstens aufsummiert).

(11.60)

Bemerkung 11.27. Dieser Stabilititsbegriff weist starke Ahnlichkeit mit un-
serem elementaren Stabilitédtsbegriff (fiir Algorithmen) auf, der sich auf die
Rundungsfehlerfortpflanzung im Verlauf eines Algorithmus bezieht. Man soll-
te aber folgende zwei Punkte beachten. Erstens handelt es sich bei (11.59)
um Fehlerfortplanzung im absoluten Sinne. Der Verstirkungsfaktor entspricht
dem bei der absoluten Kondition in Satz 11.12. Zweitens kann man streng ge-
nommen bei (11.58) nicht von einem Algorithmus sprechen, weil nicht konkret
angegeben wird, wie die Vorschrift @ (t;, 77, h;) ausgewertet wird. Deshalb ist
die Stabilitét in (11.60) eine Eigenschaft der Einschritt- Diskretisierungsmetho-
de (statt ,Algorithmus®). Wir werden dhnlichen Stabilitédtsbegriffen bei den
Mehrschrittverfahren (in Abschnitt 11.8.5) und bei Diskretisierungsmethoden
fiir partielle Differentialgleichungen (in Kapitel 12) begegnen. A
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11.5.3 Praktische Bedeutung der Konvergenzordnung

Man koénnte nun fragen, wozu man sich dem vielleicht anstrengenden ,,Sport*
widmen sollte, Verfahren hoherer Ordnung zu konstruieren, wenn man eine
gewiinschte Zielgenauigkeit einer Naherungslosung dadurch realisieren kann,
daB man die Schrittweite hinreichend klein macht. Folgende Uberlegungen
zeigen, daf} Letzteres nicht funktioniert.

Man nehme dazu an, da ein Verfahren die Ordnung p (|8 4] = O(hPT1))
hat. Der Einfachheit halber sei ¢, — t9 = 1, und h &dquidistant. Aus (11.59)
wissen wir, daf} sich die lokalen Abbruchfehler und die Rundungsfehler im
Wesentlichen aufsummieren. Nimmt man m-stellige Genauigkeit an, so stellt
sich bei den n = h~! Schritten ein Fehler von

e~ h (RPN +107™) ~ BP + RTTI0T™ (11.61)

ein. Die Funktion1 h — RhP 4+ h~'10~™ hat ihr Minimum an der Stelle h =
hopt = (%10’7”)@?. Setzt man diesen optimalen Wert in (11.61) ein, ergibt
sich bestenfalls ein Gesamtfehler von

e~ 10775, (11.62)

Bei einfacher Genauigkeit, also m = 8 und einem Verfahren der Ord-
nung p = 1 sagt (11.62), dal man bestenfalls eine Genauigkeit von
der Ordnung 10~* erreichen kann, da bei kleinerer Schrittweite als
10~® die Rundungsfehler dominieren.

Fazit: Verfahren niedriger Ordnung wie das Euler-Verfahren oder das verbes-
serte Euler-Verfahren sind fiir Anwendungen nicht geeignet, die bei lingeren
Zeitintervallen hohe Genauigkeit verlangen. Hier kommen durchaus Verfahren
der Ordnung vier bis acht und sogar héher zum Einsatz.

Auflerdem sind Verfahren héherer Ordnung auch bei geringerer Zielgenau-
igkeit in der Regel effizienter, weil sie im Vergleich zu den Verfahren niedriger
Ordnung mit weniger f-Auswertungen auskommen. Die Verfiigbarkeit von
Verfahren hoherer Ordnung ist daher von hoher praktischer Bedeutung.

11.5.4 Extrapolation

Wie bei der Quadratur bietet sich auch bei Einschrittverfahren die Moglich-
keit, die Ordnung durch Extrapolation zu steigern. Fiir viele Verfahren kann
man, unter der Annahme dafl die Losung hinreichend glatt ist, zeigen, dafl
der globale Diskretisierungsfehler eine asymptotische Entwicklung in Poten-
zen der Schrittweite hat. Bei sogenannten ,,symmetrischen“ Verfahren enthélt
diese Entwicklung nur gerade Potenzen. Zum Beispiel gilt fiir die Trapez-Regel

_ . h - -
v =y + S () + f e y™)
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wie auch fiir die Mittelpunktregel
Y =y f(t+ g %(yj +y 1)
eine Fehlerentwicklung der Form
yn(T) —y(T) = c1h® + coh + - - - .

Zu einer groben Startschrittweite H und einer Folge ng < n1 < ng < --- (etwa
n; = 2° wie bei der Romberg-Methode) und entsprechenden Schrittweiten
h; := H/n; berechne man die Werte

Ti,O::yhi(tO‘FH)a ZZO,].,?,

Die Rekursion
Tix —Ti1x

Tigr1="T; ,
1 &t (/e r1)? —1

k>0,i>k

liefert iiber das iibliche Extrapolationstableau Néherungen hoherer Ordnung
(vgl. Abschnitt 10.4). Die Werte T; 5, der (k + 1)-sten Spalte haben (bei hin-
reichend glattem f) die Ordnung 2(k + 1).

Semi-implizite Verfahren

Nun sind Extrapolationsschemata bei impliziten Verfahren schon deswegen
problematisch, weil die Ausnutzung einer asymptotischen Entwicklung eine
hohe Genauigkeit der Losungen der involvierten nichtlinearen Gleichungs-
systeme verlangt. Sogenannte semi-implizite oder linear-implizite Verfahren
bieten da Abhilfe. Die Idee 148t sich am einfachsten fiir das implizite Euler-
Verfahren verdeutlichen. Der Einfachheit halber betrachten wir Anfangswert-
aufgaben in autonomer Form, d.h. f(t,y) = f(y). Sei nun J = f'(y7) die
Jacobi-Matrix an der Stelle ¢7. Man schreibt

v =Jy+ (fly) — Jy),

um dann nur den ersten linearen Term implizit zu diskretisieren, wihrend der
zweite Anteil explizit behandelt wird, d. h.

Y=y Ty R(f(Y) - Ty) (11.63)
= (I—-hJ)y™ =(I—hD)y +hf(y’). '
Man muf also hier nur ein lineares Gleichungssystem losen. Es zeigt sich,
daf} diese und andere Varianten semi-impliziter Ansétze in Kombination mit
Extrapolation sehr effiziente Verfahren liefern. Eine ausfiihrliche Darstellung
derartiger Ansétze findet man in [HW].
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11.6 Runge-Kutta-Einschrittverfahren

Eine wichtige Klasse von Einschrittverfahren, die hohere Ordnungen realisie-
ren, bilden die sogenannten Runge-Kutta (RK)-Verfahren. Wie beim verbes-
serten Euler-Verfahren liegt die Idee darin, das Integral in der Losungsdar-
stellung (11.21) gut zu approximieren. Man sucht also eine Quadratur-Formel

i1 m
/ f(s,y(s))ds ~ B> ks,
¢ =1

i
wobei y; geeignete Gewichte sind und

kj %f(sjay(sj))v j: 17"'ama (1164)

entsprechende Stiitzstellen in [t;,¢;41] sind. Dies fiithrt zu den m-stufigen RK-
Verfahren der Form

YT =y + R ks (11.65)
j=1

Fir m = 1, ki = f(t;,y’) ergibt sich das Euler-Verfahren als einfachstes
Beispiel. Die Wahl

h;y . hj 4
m = 2; Y1 = 07 Y2 = 1a k2 = f(t] + ?]ay] + éf(tjvyj))
identifiziert das verbesserte Euler-Verfahren als 2-stufiges RK-Verfahren.
Im allgemeinen geht es also unter anderem um Folgendes:

Zu gegebenem m konstruiere geeignete ,,Hilfsrichtungen® k; so, da8

e cine moglichst hohe Konsistenzordnung p erreicht wird;

e die resultierende Verfahrens-Vorschrift ¢, = 27:1 v;k; eine Lip-
schitzbedingung in y erfiillt.

Satz 11.25 sichert dann, da8 das resultierende Verfahren die Konvergenzord-
nung p hat.

Das sogenannte klassische RK-Verfahren ist ein typisches, immer noch
héufig benutztes Verfahren zur Losung des Anfangswertproblems (11.3).
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Algorithmus 11.28 (Klassisches Runge-Kutta-Verfahren).
Gegeben: Schrittweiten (h;)o<j<n—1 mit Zn 1h =T —1,.
Berechne fiir j=0,...,n—1:

tj+1 = tj +h (h = hj)
kl:f(tj7yj)
h . h
( 27yj+§k1)
h . h
ks = f(t; + 7y]+*k2)
k4 = (t +h,y +hk3)

h
Yt =y + - 5 (k1 + 2k + 2ks + )

Das klassische RK-Verfahren hat die Konsistenzordnung p = 4.

Bei diesem Verfahren wird die Vorschrift ¥y : (¢;,y7,h;) — 3/ durch ei-
ne explizit bekannte (aber im Vergleich zum Euler-Verfahren relativ kompli-
zierte) Funktion beschrieben. Die Methode ist somit explizit: Einsetzen von
(tj,y7, h;) liefert y7*1. Fiir den skalaren Fall (y € R) ist diese Methode in
Abb. 11.5 graphisch dargestellt.

a=1y

b:a+%k1
i c:b—f—gkz

d=c+gk3

e:d+%k4:yj+1

tj ti+% tit1

Abb. 11.5. Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

Man konnte zum Nachweis der Konsistenzordnung des klassischen RK-Ver-
fahrens (11.45) verifizieren. Da dies im Prinzip einfach, jedoch aufgrund der
wiederholten Anwendung der Kettenregel technisch aufwendig ist, wollen wir
hier auf einen Beweis verzichten. Wir begniigen uns zur Erliuterung mit der
Konsistenzuntersuchung fiir folgenden konkreten einfachen Fall.
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Beispiel 11.29. Sei y(t) € R die Losung des Problems
v =Xy, y(to) =y (11.66)

Wir vergleichen nochmals jeweils einen Schritt der bisher betrachteten expli-
ziten Verfahren, wobei fiir 37 der exakte Wert 3’ = y(¢;) genommen wird.

Euler-Verfahren: 4 , 4
YT =yl Ry = (1+ hA)y(L). (11.67)

Verbessertes Euler-Verfahren:
TR LW
vt =y +h(\(y + §>\y )
. X A hA)?
=y +h\y + ?W = (1+h\+ %)y(tj). (11.68)
Klassisches Runge-Kutta- Verfahren:
k‘1 = )\yj
R by
Ry = Ay +507) = (A + 52%)y

. h h » h h? ;
_ Jo N2, — 72 3\,,J
ks = Ay +2()\+2)\)y) A+ 53+ Ay

j h 2 h? 3\,,J
ke = Ay +h(A+ 5N+ 0%)y)
2 3
= (A +hA2+ %)\3 + %X‘)yj
also
2
Jit — gy % {/\yj oAt g)\z)yj +2(0+ g,\2+ %AS)yj
h2 h3 .
+ (A A+ A+ 4A4)yf},
d-b. W2 (BN (hA)
yj+1:(l+h/\—|—( L Y Sy ))y(tj)~ (11.69)

2 6 24

Die exakte Losung von (11.66) ist y(t) = y%e =), Wegen y(t;11) = y(t; +
h) = e*y(t;) und

A (Ah)? o (A
e _1+/\h+T+..._Z;T
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erhélt man fiir den lokalen Abbruchfehler (vgl. (11.37))

in = y(tj1) — /T = y(ty) (()‘;)2 + (/\?)L,)g +.. ) = O(h?)

fiir das Euler-Verfahren,

; Ah)3 Ah)4
8jn = y(tjr1) =y’ = y(t)) ((3,) + % +.. ) = O(h?)
fiir das verbesserte Euler-Verfahren und

Sy = ultysn) =% =aley) (VB + CEE ) — o)

fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren.

403

Das klassische Runge-Kutta-Verfahren hat damit in diesem Beispiel eine
Konsistenzordnung p = 4. Wegen Satz 11.25 ist die Methode konvergent von

der Ordnung 4.

A

Die (verbesserte) Euler-Methode und das klassische RK-Verfahren sind Spe-

zialfélle folgender Klasse:

m-stufige Runge-Kutta-Verfahren

Gegeben: Gewichte oy, v, 1 < i < mund Bip, 1 < 4,4 <
m; Schrittweiten (hj)ogjgnfl mit Z;l;ol hj =T —1y.
Berechne fiir j=0,...,n—1:

tj+1 = tj + h (h = h])

ki = f(t; + aih,y’ + hzmkg), i=1,...,m,(11.70)
=1
m

YT =y hY vk (11.71)
=1

Die Gewichte sind dabei so zu wihlen, daf§ das Verfahren etwa im Sinne von
Beispiel 11.29 mdéglichst hohe Genauigkeit liefert. Ublicherweise ordnet man

die Gewichte in einer Tabelle an, dem sogennannten Butcher-Tableau,

aq 51,1 51,m
Q2 52,1 52,m
Qo ﬂnz,l ﬂm,m

S

(11.72)
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Da die k; in (11.70) i.a. von allen iibrigen k¢, £ = 1,...,m, abhéngen, ist
(11.70) als (i. a. nichtlineares) Gleichungssystem zu verstehen. Die k; miissen
dann ndherungsweise mit Hilfe von iterativen Verfahren ermittelt werden. Die
Vorschrift ¥y : (tj,37, hj) — y’ 7! wird dann nicht durch eine explizit bekann-
te Funktion beschrieben und das RK-Verfahren ist implizit. Aufgrund dieses
erhohten Aufwandes in (11.70) zur Berechnung der k; kommen solche Verfah-
ren nur bei Problemen zur Anwendung, die den Einsatz impliziter Verfahren
erforderlich machen. In der Praxis hat sich in diesem Zusammenhang das
Newton-Verfahren als gegeniiber der Fixpunktiteration iiberlegen erwiesen.

Bemerkung 11.30. Die RK-Verfahren werden oft in folgender zu (11.70)-
(11.71) dquivalenter Form dargestellt:

ul-:yj—l—hZﬁi,gf(tj—i—agh,ug), i=1,...,m, (11.73)
=1

yj“ = yj + hz ’yzf(tj + ayh, Ug). (1174)
=1

A

11.6.1 Explizite RK-Verfahren

Die Losung von Gleichungssystemen in (11.70) (oder (11.73)) entfillt, falls die
k; nur von kq,...,k;_1 abhéngen, d.h., wenn

Bie=0, L=ii+1...,m

gilt. Man spricht dann von ezpliziten RK-Verfahren. Die entsprechende Ta-
belle sieht dann folgendermafien aus:

Gewichte eines expliziten RK-Verfahrens
(63}
Q2 ,32,1
ﬁi’? Fs.2 (11.75)
Qo ﬂm,l """ 5m,m71
T2 Ym

Das Euler-Verfahren, das verbesserte Euler-Verfahren und das klassische RK-
Verfahren sind explizite RK-Verfahren. Die entsprechenden Tabellen sind:
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%

Euler-Verfahren: m = 1

verbessertes Euler-Verfahren: m = 2

0
11
2|2
01
klassisches RK-Verfahren: m = 4
0
11
2|2
1 1
7|03
171001
1111
6336

Eingebettete RK-Verfahren

Besonders geeignet fiir Zwecke der Fehlerschiatzung sind sogenannte einge-
bettete RK-Verfahren. Hierbei kann man einen Parametersatz ergéinzen und
die Ordnung einer Niherung erhohen. In Tabelle 11.5 wird ein Beispiel eines
»eingebetteten Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahrens dargestellt.

Tabelle 11.5. RKF45-Verfahren

0

1|1

1| 1

3|3 9

8 | 32 32

12 |1932 —7200 7296

13 |2197 2197 2107
439 3680 —845

1 216 -8 513 4104 (11-76)

1 8 3544 1859 _ 11 .

5 |737 2 —386s 104 "0 nur bei RK5
25 1408 2197 1 s

()]s 0 2565 4104 5 7i bei RK4
16 6656 28561 9 2~ 1 .

(b)] 735 0 15825 5630 —50 35 Vi bei RKS

Der obere Teil dieser Tabelle bis zur ersten Linie zusammen mit den Gewichten
M,---,75 in (a) ist ein RK-Verfahren der Ordnung 4, hat also die gleiche
Genauigkeit wie das klassische RK-Verfahren. Durch zusétzliche Berechnung
eines kg (unter Beibehaltung von ki, ..., ks!) und Verwendung der 41, ...,9s
aus Zeile (b) ergibt sich ein Verfahren 5. Ordnung, also hoherer Genauigkeit.
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Sei 37 die schon berechnete Niherung der Losung y(t;). Mit dem RK-
Verfahren der Ordnung 4 wird ein neuer Wert

5
YT =y 0> vk (11.77)
(=1

berechnet, wobei die Parameter «;, 3; ¢, 7¢ den Werten in Tabelle 11.5 ent-
sprechen. Im Anschlufl daran kann man, mit nur einer zuséitzlichen Funkti-
onsauswertung, den neuen Wert

6
P =y + 0 ke
=1
mit der Methode fiinfter Ordnung berechnen. Damit ergibt sich als Schiitzwert
des lokalen Abbruchfehlers 0, (gemaf (11.39)) der Methode (11.77) vierter
Ordnung

i =y(tjrsty,y’) =y gt -

g YT (11.78)

Hierbei ist y(t;¢;,y7) die Losung des Problems y'(t) = f(¢,y), y(t;) = v/ (vgl.
(11.39)). Diese Moglichkeit einer einfachen Schétzung des lokalen Abbruch-
fehlers wird zur Schrittweitensteuerung (sieche Abschnitt 11.7) benutzt.

Stetige Runge-Kutta-Verfahren

Oft ist man nicht nur an den berechneten Annéherungen y/ = yj(¢;) zu den
diskreten Zeitpunkten ¢;, j = 0, ..., n, interessiert, sondern méchte man auch
Annéherungswerte fiir t-Werte zwischen diesen diskreten Zeitpunkten haben.
Einfache lineare Interpolation der Werte (¢, y7), (¢j+1,y ") liefert sofort eine
Anngherung yy, (t) fiir t € [t;,¢;11], wobei man dann aber keine hohe Genauig-
keit erwarten darf. Bei den stetigen expliziten Runge-Kutta-Verfahren werden
Naherungswerte yp(t) fir jedes ¢ € [0,T] geliefert. Die Konstruktion dieser
Verfahren ist so, dal man im Vergleich zu den Standard-RK-Verfahren nur
wenig zusétzlichen Aufwand braucht und eine, von der Stufenzahl abhéingige,
hohe Genauigkeit erreichen kann. Die Grundidee 1483t sich einfach erklaren. In
diesen stetigen expliziten RK-Verfahren héngen die Koeffizienten ~1,...,vm
von einem Parameter 6 € [0, 1] ab, und statt (11.71) setzt man

Y=y + B> y(0)ke, 0€0,1], (11.79)
(=1

als Approximation fiir y(t; + 0h). Die Richtungen k; werden wie in (11.70)

durch 8-unabhdngige Gleichungen bestimmt:

i—1

kiZf(tj-‘raih,yj-i-hZﬁi’zkg), t=1,...,m.
=1
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Das Butcher-Tableau hat die Form

aq
Q2 52,1

Ba1 B3

Oy, /87’;7,,1 /Bm,mfl
71(0) 72(0) - - ()

Man wihlt die Koeffizienten a;, v;(0) (1 < i < m) und (8;;)1<j<i<m so, daBl
die Konsistenzordnung gleichmifig in 6 € [0, 1] mo6glichst hoch ist. In einem
Zeitschritt ¢t; — ;41 konnen die Richtungen ki, ..., k,, (unabhéingig von 0)
anhand der Koeffizienten oy, 3;; bestimmt werden. Anschlieend kann man
sehr einfach tiber (11.79) fiir jedes t = t;+0h € [t;,t;41] einen N&herungswert
y?*% ~ y(t; +60h) berechnen. Diese Technik ist ein Beispiel einer Methode mit
»dense output“: Die Diskretisierungsmethode kann zu jedem t € [0,7T] eine
Annéherung liefern.

Beispiel 11.31. Das 3-stufige Runge-Kutta-Verfahren von Heun in Tabelle
11.6 (links) hat Konsistenzordnung 3. Dieses Verfahren hat eine stetige Er-
weiterung mit Konsistenzordnung 2 gleichméfig in 6 € [0, 1]. A

Tabelle 11.6. RK-Verfahren von Heun und zugehdrige stetige Erweiterung

71(0) :=116° —216% + 0
2 12(0) == 36%(1 — 0)
’ v3(0) = 26%(20 — 1)
(

Wi W= O

Ordnung expliziter RK-Verfahren

Prinzipiell ist eine hohe Genauigkeit iiber explizite RK-Verfahren realisierbar.
Die Uberpriifung kann mit Hilfe der Bedingungen (11.45) geschehen. Dies
verlangt aber die Bestimmung immer aufwendigerer Ableitungen von f und
@. Eine geschickte ,,Organisation” geeigneter Ordnungsbedingungen hat sich
zu einer eigenen Theorie entwickelt, auf die wir hier nicht eingehen konnen.
Wir begniigen uns deshalb mit einigen elementaren Bemerkungen zwecks bes-
serer Orientierung. Wie beim Beispiel des klassischen RK-Verfahrens ist die
Anwendung auf folgendes Testproblem instruktiv

v =Xy, y(0)=1°, (11.80)
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Bemerkung 11.32. Fiir ein explizites m-stufiges RK-Verfahren angewandt
auf (11.80) ergibt sich die Rekursion

y =gy, (11.81)
wobei g(z) ein Polynom vom Grade hochstens m ist.

Beweis. Per Induktion zeigt man leicht, dafl im Schritt ¢/ — 371! die Bezie-
hung A\~'k; = y/q;_1(h\) fiir ein Polynom ¢;_; vom Grade hochstens i — 1
gilt. Fiir i = 1 ist A™'k; = A7 f(t; + arh,y?) = A™'Ay/ = ¢/, Annahme: die
Behauptung gelte fiir ¢ > 1. Nach Definition gilt dann

A ki = AT (G aigahy’ + B Biaik)
=1

=y +BAY B ANk
=1 Y
=yl qi-1(hA)

=y (14 hAZﬂiH,lqu(hA)) =: 7 q;(hN)
=1

Also ergibt sich

. . mooq . m .
Y=y + hAZ%Xkr =y (L+ A 7egr-1(hN)) =t y7g(hN),

r=1 r=1
mit g € IL,,. O

Das Polynom g(z) wird hiufig Stabilititsfunktion genannt. Bei den Beispielen
Euler-Verfahren, verbessertes Euler-Verfahren und klassisches RK-Verfahren
hatten wir die jeweilige Stabilitdtsfunktion schon in (11.67), (11.68) und
(11.69) als Taylor-Polynome vom Grade 1, 2 bzw. 4 identifiziert. Die Tat-
sache, daf} bei expliziten RK-Verfahren die Stabilitéitsfunktion ein Polynom
ist, deutet auch schon die wesentliche Beschrankung dieses Verfahrenstyps
an. Wenn némlich A\ < 0 gilt, klingt die Losung y(t) = e schnell ab. Dieses
Abklingen wird durch polynomiale Faktoren g(Ah) schlecht wiedergegeben,
es sei denn, |A\h| ist klein. Bei betragsméfig grofem negativen \ bedeutet
dies eine oft inakzeptabel kleine Schrittweite. Dies ist kein Widerspruch zum
Konvergenzsatz 11.25, der ein asymptotisches Resultat gibt.

Hinsichtlich der Konsistenzordnung ergibt sich ferner sofort folgende Kon-
sequenz.

Bemerkung 11.33. Die Konsistenzordnung eines m-stufigen expliziten RK-
Verfahrens ist hochstens p < m. Falls p = m gilt, mufl

gz)=> = (11.82)

gelten.
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Beweis. Wir betrachten das Testproblem (11.80). Hierfiir ist, wegen Bemer-
kung 11.32, der lokale Abbruchfehler

80 = y(tjr1) — g(hN)y(t;)
= AMGFR) _ g(p))eM
= M (eAh - g(h)\))

o m (h)Y D)
:e)‘J<Z(j!) —g(hk))—Fe)‘JEm_i_l)!

)m+1
+ O((hA)™%2),(11.83)

j=0

wobei g ein Polynom vom Grade héchstens m ist. Somit ist ||d; 4| = O(R™ 1)
genau dann wenn (11.82) gilt. Auerdem ist ||d; | = O(h™*2) nicht mdglich,
weil die Konstante vor dem Term h™T! in (11.83) ungleich Null ist. O

Bei expliziten RK-Verfahren 148t sich allerdings bei m Stufen fiir m > 8
(nur) maximal die Ordnung p = m — 2 erreichen. Einige im Verhé&ltnis zur
Stufe m hochstméglich erreichbaren Ordnungen p(m) sind in folgender Tabelle
angegeben.

Die Verfahren werden aber sehr kompliziert, und die Vorteile der hohen Ord-
nung werden zum Teil durch die benotigte hohe Anzahl der Funktionsauswer-
tungen wieder aufgehoben. Explizite m-stufige RK-Verfahren mit 4 <m <7
werden in der Praxis viel benutzt.

Konvergenz expliziter RK-Verfahren

Aufgrund von Satz 11.25 mufl nur noch sichergestellt werden, daf§ die Ver-
fahrens-Vorschrift eines expliziten RK-Verfahrens eine Lipschitzbedingung
erfiillt.

Bemerkung 11.34. Falls f(t,y) eine Lipschitzbedingung in y erfiillt, so
geniigt auch die Verfahrens-Vorschrift & (t,y,h) = Z;”:l v;k;i(t,y, h) eines
m-stufigen expliziten RK-Verfahrens einer Lipschitzbedingung. Das Verfah-
ren konvergiert dann mit der Konsistenzordnung.

Beweis. Es gilt ||k1(t,v,h) — k1(t,w, h)|| = || f(t + cah,v) — f(t + a1h,w)| <
L||v — w||. Unter der Annahme, da8 die k;, i < r eine Lipschitzbedingung mit
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Konstanten L; erfiillen (L; = L), so gilt

r—1
Fer (8,0, B) = B (w0, B) || = || F(t+ ahyv + 1Y Brika(t, v, h)) —
=1
r—1
flt+arhyw+ > Bkt w, )|
=1
r—1
< L(llo = wl +h > Bral Lallo — wl))
=1
< Lyljv = w,

woraus die Behauptung folgt. (|

11.6.2 Implizite RK-Verfahren*

Bei impliziten RK-Verfahren ist die Realisierung hoher Ordnung im Vergleich
einfacher. Beispielsweise gilt folgendes Ergebnis, das man z.B. in [SW], Ab-
schnitt 6.1, findet.

Satz 11.35. Die Funktion f erfille eine Lipschitzbedingung in y.
Wihit man zu paarweise verschiedenen o € [0,1], j =1,...,m,
die Parameter v; # 0, B, 1 < 4,5 < m, so daff firr > m+1
die Bedingungen

- 1
> ekt = o k=1 (11.84)
i=1
sowie
Zﬂﬂaf‘l = ?], 1<k, j<m, (11.85)
=1

gelten, dann ist das zugehirige RK-Verfahren konsistent von der
Ordnung p =r.

Die Bedingungen (11.84) haben folgende einfache Interpretation. Die Quadra-
turformel

Z'yig(ai)z/o g(s)ds (11.86)

ist exakt vom Grade r — 1 genau dann, wenn die Gleichungen (11.84) erfiillt
sind. Setzt man nimlich g(s) = s*71, 1 < k < r — 1, ein, ergibt sich gerade
(11.84). Um ein hohes r zu erreichen, wéhlt man die Stiitzstellen o; und Ge-
wichte ; wie in einer Gauss-Quadraturformel, so da§ die Methode (11.86) den
maximalen Exaktheitsgrad 2m — 1 hat. Die Bedingungen (11.84) sind dann
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erfiillt fiir r = 2m. Mit diesen Werten fiir die Stiitzstellen «; bilden die Bedin-
gungen (11.85) ein eindeutig losbares lineares Gleichungssystem fiir die Koef-
fizienten (8;4)1<;,i<m. Dieses Gleichungssystem definiert die Werte fiir diese
Koeflizienten 3; ;. Die sich ergebende implizite RK-Methode, ein sogenanntes
RK-Gaufs- Verfahren, hat die Konsistenzordnung 2m. Man kann zeigen, daf3
das die mazimale Konsistenzordnung fiir ein m-stufiges RK-Verfahren ist.

Beispiel 11.36. Die RK-GauB}-Verfahren fiir m = 1 (Konsistenzordnung 2)
und m = 2 (Konsistenzordnung 4) sind

- 13- V3) i 133 -2V3)
2|2 FB+VE) | B+2vE) (11.87)
1
I }

Das obige einstufige RK-Gauf-Verfahren stimmt mit der in Bemerkung 11.20
behandelten Mittelpunktregel {iberein. AN

Die Berechnung der k; ist wie gesagt aufwendig. Fiir das Anfangswertproblem
(11.3) mit einer Funktion y(¢) € R™ muf bei einem RK-GauB-Verfahren in je-
dem Zeitschritt das nichtlineare Gleichungssystem der Dimension mn x mn in
(11.70) (oder (11.73)) geldst werden. Deshalb sucht man nach Kompromissen,
die immer noch die giinstigen (Stabilitiits-)Eigenschaften impliziter Verfahren
haben, jedoch den Aufwand nach Moglichkeit reduzieren. Eine Verfahrensklas-
se mit reduziertem Aufwand sind die SDIRK-Methoden, bei denen (,; = 0
fir I > r und f;; = n gesetzt wird. Dann mufl man in (11.70) nacheinander
m nichtlineare Gleichungssysteme der Dimension n x n 16sen. Diese Methoden
haben aber die maximale Konsistenzordnung m + 1. Ausfiihrliche Darstellun-
gen findet man in [HW].

Bemerkung 11.37. In Bemerkung 11.32 wird das Verhalten expliziter RK-
Verfahren angewandt auf das wichtige Testproblem (11.80)
v =Xy, y(0)=1.

untersucht, und gezeigt, da§ die Stabilitétsfunktion ¢g in (11.81) ein Poly-
nom vom Grade h6chstens m ist. Wie sieht die Stabilitdtsfunktion eines im-
pliziten RK-Verfahrens aus? Um diese Frage zu beantworten fithren wie die
Bezeichnungen k = (k1,...,kn)T, v == (y1,-. ., vm) Ty B = (Bij)1<ij<m,
1:=(1,...,1)T ein. Wegen f(t,y) = Ay ist

k = My’ + hABK,

und somit

(I —hAB)k = A1y,

Dieses System ist eindeutig losbar, genau dann wenn det(I —hAB) # 0. Wenn
das der Fall ist, ergibt sich

k= \I —hAB) 197,
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Daraus folgt

Yy =yl + hyTk =y + hAyT (I — hAB) ™ '1y/
= (L4+ X" (I = hAB) 1)y =: g(hA\)y’. (11.88)

Die Stabilititsfunktion g(z) = 1 + 247(I — 2B)7'1 ist in diesem Fall ei-
ne rationale Funktion in z = h\, also ein Quotient zweier Polynome (siehe
Ubung 11.11.14). Im expliziten Fall ergab sich lediglich ein Polynom. Da die
exakte Losung y(t;11) = eMi+t = ehy(t;) erfiillt, sollte g(hA) den Faktor
e moglichst gut wiedergeben. Wenn nun A < 0 und || >> 1 gilt, ergibt sich
ein schnelles Abklingen der exakten Losung. Fiir grole Argumente AA kann
dieses Abklingen durch ein Polynom schlecht abgebildet werden, wihrend ei-
ne rationale Funktion dies leichter ermdglicht. Ein explizites Verfahren wiirde
in einem solchen Fall sehr kleine Schrittweiten h erfordern, damit |hA| klein
genug ist, withrend beim impliziten Verfahren das Abklingen noch fiir grolere
Werte von h ermoglicht wird. Wir werden diesen Punkt im Zusammenhang
mit steifen Problemen wieder aufgreifen. A

Praktische Gesichtspunkte

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einigen kurzen Bemerkungen zur Losung
des Gleichungssystems (11.70) im Falle impliziter Verfahren. Es ist bequem,
vom RK-Verfahren in der Form (11.73)-(11.74) auszugehen. Wir nehmen der
Einfachheit halber an, daf} die Koeffizienten-Matrix B := (8,),",_, invertier-

bar ist, und betrachten den skalaren Fall n =1 (y/ € R). Setzt man
[ty +anh, uq)
;1= )" F(tu) = : ;

)T
f(tj + aph, Um)

u=(ug,...,Unp
erhélt man die Darstellung

u=y’1+hBF(t;,u) (11.89)
Yy =yl + hyTF(t, ). (11.90)

Zur Bestimmung von u mufl das m x m (im allgemeinen Fall mn x mn)
Gleichungssystem (11.89)

G(u) :=u—y'1 - hBF(tj,u) =0 (11.91)
gelost werden. Wenn u berechnet ist, kann die F-Auswertung in (11.90)
vermieden werden : Aus hBF(tj,u) = u — y/1 ergibt sich F(t;,u) =
h=1B~(u —471), woraus
Y=y +4"B T u—y'1) = ¢ +dT (u—y’1)

folgt. Den Vektor d = BT~ kann man aus den Koeffizienten des RK-
Verfahrens einfach berechnen.
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Wegen der Struktur des nichtlinearen Problems (11.91) liegt eine Fixpunkt-
Iteration uf*! = @(u*), mit &(u) = y/1 + hBF(t;,u), auf der Hand. Diese
Methode wird aber in der Praxis nicht eingesetzt. Der Grund dafiir ist fol-
gender. In Abschnitt 11.9 werden wir sehen, dal implizite Verfahren bei Pro-
blemen verwendet werden, wobei typischerweise die Lipschitz-Konstante der
Funktion f (bzgl. der Variable y) sehr grof} ist. Daraus folgt, wegen

[@(u) — 2(v)|| < A|BI|[|F(t;, ) = F(t;, V)],

daB man nur fiir extrem kleine h-Werte Konvergenz der Fixpunkt-Iteration
erwarten darf.

In der Praxis werden zur Losung des Problems (11.91) Newton-Techniken
eingesetzt. Die Jacobi-Matrix zu (11.91) hat die Form

m

J(u) = (5m' — hﬂr,i%f(tj + a;h, ul))

ri=1

Ersetzt man (%f(tj + a;h,u;) durch a%f(tj, y7) erhilt man ein vereinfachtes
Newton-Verfahren, bei dem eine LR-Zerlegung der Jacobi-Matrix nur einmal
pro Zeitschritt berechnet werden muf}. Detaillierte Untersuchungen dieser und
anderer ckonomischerer Varianten findet man in [HW].

11.7 Schrittweitensteuerung bei Einschrittverfahren

In der Praxis wird es darum gehen, eine gewiinschte Genauigkeit mit mdglichst
wenigen Integrationsschritten zu realisieren. Man kann dies erreichen, indem
man den lokalen Abbruchfehler im Laufe der Rechnung kontrolliert und die
Schrittweite h dementsprechend anpafit, also adaptiv verdndert. Ein wesent-
licher Vorteil der Einschrittverfahren (im Vergleich zu den in Abschnitt 11.8
behandelten Mehrschrittverfahren) liegt in der strukturbedingt leichten Im-
plementierung effektiver Schrittweitensteuerung. Das Vorgehen 148t sich fol-
gendermaflen skizzieren:

e Fiir ein gegebenes Integrationsintervall [to,T] und yi(T) = y™ sei eine
Gesamtfehlertoleranz fiir ||y(T") — yn(T')|| vorgegeben, die wir als (T — tg)e
schreiben:

19(T) = yn(T)|| < (T —to)e . (11.92)

Aufgrund der Abschétzung (11.48) benutzt man als Ansatz fur die Schritt-
weitensteuerung die Annahme, dal die Summe aller lokalen Abbruchfeh-
ler [|0;4] (gemiB (11.38)-(11.39)), j = 0,1,...,n — 1, eine brauchbare
Schétzung fiir den bis t,, = T akkumulierten globalen Fehler ist:

n—1

ly(T) =y (DI < Y 185

Jj=0
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wobei wir die von T — ¢ abhéngige zusétzliche Konstante in (11.48) der
Einfachheit halber unterdriicken. Die Wahl der Schrittweiten ist offenbar
genau dann giinstig, wenn in jedem Schritt etwa der gleiche Konsistenzfeh-
lerbeitrag entsteht. Falls dann entsprechend fiir den lokalen Abbruchfehler
im Intervall [t;, ;1]

[105,nll < (tj41 —t5)e (11.93)

gilt, erhdlt man
n—1 . n—1
S 8l €D (41 — ty)e = (T —to)e,
j=0 j=0

also die Schranke (11.92). Deshalb wird oft folgendes Kriterium zur Steue-
rung der Schrittweite benutzt:

Ist h = tj41 — t; die momentane Schrittweite, so darf der lokale
Fehler ||6; 5|l im Schritt j — j + 1 hochstens he sein. Andererseits
sollte diese Spannweite moglichst ausgeschopft werden.

Entscheidend ist daher eine verldfliche Schétzung des lokalen Abbruchfeh-
lers in jedem Schritt. In der obigen Strategie wird der lokale Abbruchfehler
&;.n aus (11.39) und nicht die GréBe 8,5 aus (11.37) verwendet, weil 8, ,
viel einfacher zu schitzen ist. Zur Ann&herung von 5j’h kann man zum
Beispiel folgende Strategien verwenden:
(i) Ausgehend von ¢; und y; berechne
— einen Schritt mit der Schrittweite h. Das Resultat wird mit y7*!
bezeichnet.
— zwei Schritte mit der Schrittweite % Das Resultat wird mit g/*!
bezeichnet.
Falls die benutzte Integrationsmethode die Konsistenzordnung p hat,
also der lokale Abbruchfehler §(t;41) — 97T (§(tj41) == y(tj+1;t5,97))
in (11.39) proportional zu AP ist, so ergibt sich

Gltje1) —y? = c(t;) Pt

p+1
Gltien) — 97T = 2c(ty) (Z> '

Damit erhilt man (wie in einem Extrapolationsschritt)

i+l J+1 - hptl —P) — AN P
Py T =) T (=2 = 2e(ty) (5 ) (27— 1),

also den Schétzer

Lot

Gltj) — 9 = ﬁ(y y' )

fiir den lokalen Abbruchfehler 4, .
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(ii) Eingebettete RK-Verfahren liefern zwei Ergebnisse, deren Differenz als
Schétzer dienen kann (vgl. (11.78)).

Beispiel 11.38. Wir betrachten die Van der Pol-Gleichung
y'(t) =81 —y(t)*)y'(t) —y(t),  te0,30],

y(0)=2,  y'(0)=0.
Dieses Anfangswertproblem 2. Ordnung 148t sich als System

hn\ _ 0 (t)
s(0) B0 () 2(0) ~ ()

erster Ordnung mit dem Anfangswert

(-6
formulieren. Das Problem wird mit einem RKF45-Verfahren geltst, wobei eine
adaptive Schrittweitensteuerung wie in (ii) verwendet wird. Die berechneten
Néherungen y’ ~ y(t;) sind in Abbildung 11.6 dargestellt. In Abbildung 11.7
werden die Schrittweiten h = h; = t;41 — t; gezeigt. A

25

0.5 . . 4

£ o+ N . . 4

-0.51 : : . g

5 10 15 20 25 30

Abb. 11.6. Numerische Losung der Van der Pol-Gleichung

Das FluBdiagramm in Abb. 11.8 zeigt eine typische Strategie zur Schrittwei-
tensteuerung bei ESV. Dabei wird bei der Anderung der Zeitschrittweite ein
Kriterium benutzt, das folgenden Hintergrund hat. Sei h = h; die aktuelle
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0.12

0.1

0.08

< 0.06

0.04

0.02

0 I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

Abb. 11.7. Schrittweiten h = h]' = tj+1 — t]'

Zeitschrittweite zum Zeitpunkt ¢;, fiir die man eine Schitzung s(h) des loka-
len Abbruchfehlers berechnet hat. Fiir eine Methode mit Konsistenzordnung p
gilt §; 5, ~ s(h) ~ ch?*! (mit ¢ unabhiingig von h). Sei g(h) := SEZ), wobei €
die vorgegebene Toleranz wie in (11.92) ist. Falls ¢(h) < 1, wird der Zeitschritt
mit Schrittweite h akzeptiert; man geht zum Zeitpunkt ;11 = t; + h iiber
und wihlt eine neue Zeitschrittweite hpey. Im Fall g(h) > 1 soll eine kleinere
Zeitschrittweite hpey gewéhlt werden und hiermit der Zeitschritt ab t; neu
berechnet werden. In beiden Féllen wéihlt man die Zeitschrittweite hpeu SO,
daf

chpt1

neu ~ 1
eh/neu

gilt. Wegen

L _ W ooy 58) (e (oo

6hneu B eh h eh h h

ergibt sich hpey =~ q(h)_%h. In der Praxis fiigt man noch Sicherheitsfaktoren
Qmax € [1.5,2], amin € [0.2,0.5] und g € [0.9,0.95] hinzu, die zu grofle Schritt-
weitendnderungen bzw. Fehler, die knapp {iber der Toleranz liegen, vermeiden:
q(h) <1 —  hpey = fmin { Omax, q(h)fi }h,
Q(h) >1 — hpeu = ﬂmax{amina Q(h)_% }h
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Setze to, y°, € > 0,

fixiere hmins Pmax, Qmins Omax, ﬁ7

wiahle h
A\
J=0
h «— hneu >
N v
tj*’rl «— tj + h

berechne yi+1, s(h)

v
q(h) —

1

o — max{ amin, q(h)"» }
o — min{ omax, @}
Rneu < maX{ Rmin, ,@Oéh }

hneu — Hlln{ hmax’ hneu }

\

q(h) <1 oder h = hyin?

nein
ja
A\
jej+1
: v
a
Ende < ! t; =17
nein

\

h «— min{ hpey, T —t; }

Abb. 11.8. Schrittweitensteuerung bei ESV der Ordnung p

11.8 Mehrschrittverfahren

11.8.1 Allgemeine lineare Mehrschrittverfahren

Eine einfache Alternative, hohere Konsistenzordnung bei relativ wenigen
Funktionsauswertungen zu realisieren, bieten Mehrschrittverfahren. Hierbei
greift man in jedem Schritt nicht nur auf eine, sondern auf mehrere vorher
berechnete Niherungen zuriick. Dabei erweist sich die Anderung der Schritt-
weite als schwieriger. Wir beschrdnken uns daher auf den Fall h = %,
n € N.
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Die allgemeine Form eines k-Schrittverfahrens lautet

Jtk J'H...,yj"'k), ji=0,....,.n—k.

Yy =@y (tigr-1,9",y

Am héufigsten verwendet man lineare Mehrschrittverfahren. Ein lineares k-
Schrittverfahren hat die Form

k k
> a T =0 bif ey, §=0,...n—k, (11.94)
= =0

wobei die ag, by mit ay # 0 fest gewihlte Koeffizienten sind und stets
tj =to+ jh
angenommen wird.
Beachte:
Um iiber (11.94) schrittweise Niherungen fiir die Losung von (11.3) zu ermit-

teln, bendtigt man k Anlaufwerte 4°, ..., y*~1. Diese Anlaufwerte werden in
der Regel mit einem Einschrittverfahren (z. B. RK-Verfahren) berechnet.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man den fiihrenden Koeflizienten
auf
=1

normieren. Damit ergibt sich folgender Algorithmus:

Algorithmus 11.39 (Lineares k-Schrittverfahren).
Gegeben: Schrittweite h = u mit n €N,
Koeffizienten ay (0<{¢<k— 1) be (0<L<k),

Startwerte ¢°,...,y* . Berechne fiir j=0,1,...,n—k:

TARE Zazwuth JIVRTAD I (11.95)
=0

Ist hierbei by # 0, so verlangt (11.95) die Losung eines (i.a. nichtlinearen)
Gleichungssystems in dem unbekannten Vektor y7**. In diesem Fall ist das
Verfahren also implizit. Falls by, = 0, dann ist das Verfahren explizit, und y7+*
ergibt sich iiber (11.95) durch Einsetzen der vorher bestimmten Werte 37+,
(=0,...,k—1

Die Formel (11.95) enthélt folgende wichtige Spezialfille:

e Adams-Bashforth-Verfahren (Abschnitt 11.8.2):
a0:a1=...:ak,2=0, ak,1:—1, kaO,

also
k—1

YR =y LR b f (e vt
=0
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o Adams-Moulton-Verfahren (Abschnitt 11.8.3)
a0:a1:...:ak_2:(), ak_lzfl, bk#o,

also .
YT =y TR B b f ()
=0
¢ Riickwirtsdifferenzenmethoden (Abschnitt 11.9.4)

bop=b1=...=bx_1=0, by #0,
also
k—1
Y= =3 a4 Wb f(tk )
£=0
Konsistenz

Der lokale Abbruchfehler (im Intervall [t;1x_1,t;4%]) ist

Sjrk—1,n = Y(tj+k) — Un(tj+k) 5

wobei yp(tj4r) das Resultat des linearen Mehrschrittverfahrens (11.95) mit
Yt = y(tjre), € = 0,...,k — 1, ist. Bei eapliziten Verfahren ergibt sich
dieser Fehler, wie bei den Einschrittverfahren, durch Einsetzen der exakten
Losung y(t) in das Verfahren:

k—1 k—1
Sivh-1n =y(tjpr) + O ay(tise) = h Y bef(tipe,y(tise)).  (11.96)
=0 =0

Unter dem Konsistenzfehler 7j45_1 5 versteht man wieder 0;4+5—1,/h. Wie
bei ESV ist die Konsistenzordnung p durch

|Tinll = OMP), h—0, j=k—1,....,n—1, (11.97)

definiert. Das Verfahren heifit konsistent, falls p > 1 gilt. Wie bei ESV bezieht
sich Konsistenz zuniichst auf eine (feste) Funktion f. Als Eigenschaft des
Verfahrens unterbleibt dieser Bezug, wenn (11.97) fiir eine ganze hinreichend
weite Klasse, etwa aller gentigend glatter f, gilt.

Im Gegensatz zu RK-Verfahren kann man fiir lineare Mehrschrittverfahren
sehr einfache Konsistenzbedingungen formulieren. Ein typisches Ergebnis lau-
tet folgendermafien.
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Satz 11.40. Das lineare Mehrschrittverfahren (11.94) ist konsi-
stent von der Ordnung p genau dann, wenn die folgenden p + 1
Bedingungen erfillt sind

k
>a=o
£=0

k
> lag—be =0, (11.98)
£=0

k

z (f”al — I/E’jflbg) =0, v

£=0

2,...,p.

Dieses Ergebnis ist relativ leicht mit Hilfe der Taylorentwicklung verifizierbar
und findet sich in jedem Lehrbuch iiber die Numerik von Anfangswertproble-
men.

Ferner kann man zeigen, daf die Uberpriifung der Konsistenzordnung fiir
das spezielle Testproblem y' = Ay, y(0) = 1, bereits die entsprechende Konsi-
stenzordnung fiir die gesamte Klasse entsprechend glatter f impliziert.

Bemerkung 11.41. Gibt man die bg,...,b; und a; = 1 in (11.98) vor,
ist (11.98) ein lineares Gleichungssystem in den Unbekannten ag, ..., ax—1
mit einer Vandermonde-Matrix als Systemmatrix. Man kann also sofort
p = k — 1 realisieren. Betrachtet man auch die by, ..., by als Freiheitsgrade,
ergibt sich mit (11.98) ein lineares Gleichungssystem in den 2k + 1 Unbekann-
ten ag,...,ax—1,bg,--.,b,. Man kann dieses Gleichungssystem mit Hermite-
Interpolation in Zusammenhang bringen und schlieffen, daf es eindeutig losbar
ist. Damit folgt aus (11.98) Folgendes:

Fiir ein lineares k-Schrittverfahren ist die (hohe) Konsistenzordnung
p = 2k relativ einfach realisierbar. Wir werden jedoch spéter sehen,
daB man diesen Rahmen aus Stabilitdtsgriinden nicht ausschépfen
kann.

11.8.2 Adams-Bashforth-Verfahren

Diese Klasse von linearen Mehrschrittverfahren beruht auf der Diskretisierung
der Integralgleichung

titk
Wtren) =tyn) + [ Sy ds (11.99)
tith—1
an den Stiitzstellen ¢, ;_1,¢j45—2,...,t; mit Hilfe von Newton-Cotes-Formeln

(vgl. Abschnitt 10.2). Es sei bemerkt, dal man nicht die iiblichen Formeln aus
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Tabelle 10.2 verwenden kann, da die Stiitzstellen ¢;4,_o,...,t; auferhalb des
Integrationsintervalls [tj+k—17 tj+k] liegen.
Das Verfahren lautet:

Algorithmus 11.42 (k-Schritt-Adams-Bashforth-Formel).
Gegeben: Schrittweite h = % mit n €N,
Koeffizienten by, (0 < ¢ <k—1), Startwerte y° ...,y
Berechne fiir j=0,1,...,n—k :

k—1

k-1
Y=y Z bref (e y’ ™) (11.100)
(=0

Fir k=1,...,5 werden die Koeffizienten in Tabelle 11.7 angegeben.

Tabelle 11.7. Adams-Bashforth-Formeln

k ‘ L 0 1 2 3 4 |Konsistenzordnung
1 bi ¢ 1 1
2 2bae -1 3 2
3| 12bs, 5 =16 23 3
4| 24bse | -9 37 =59 55 4
5| 720bs, | 251 —1274 2616 —2774 1901 5

Beispiel 11.43. Zur Illustration sei der Fall £ = 2 untersucht. Das Integral

[ st ts = [ ot = 1t

tia tjt1

wird mit Hilfe der Newton-Cotes-Formel zu den Stiitzstellen ¢;;, t; an-
genihert. Sei
tj+1 — S S — tj

P(gltj, tjs1)(s) = Tg(tj) + Tg(thrl)

das lineare Interpolationspolynom von g an den Stiitzstellen ¢;, ;1. Die
entsprechende Newton-Cotes-Quadraturformel I;(g) ~ I(g) erhdlt man iiber

(vgl. (10.9))
i) = [ Plaltytyin))ds

titz g tit2 g _ ¢
+1 S S
= g(tj)/ S . d8+9(fj+1)/ - L ds
tj+1

tit1

1 3
= —ihg(tj) + §h9(tj+1)~
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Offensichtlich wird das Integral f:/?:f f(s,y(s))ds in (11.99) durch die Néhe-
rung !
1 3
A( = 3FuE)) + 5t y(ti)
3
5.

ersetzt, also (vgl. Tabelle 11.7) by o = —%, ba1 = 5. Aus der Formel

9" (&)
2

9(s) — P(gltj, tj+1)(s) = (s —t;)(s — tj41)

fiir den Interpolationsfehler ergibt sich

g9"(&) / s = t)(s — tjs1)ds = 2 (e .

I(g) — I (g) =
(9) — Ii(9) 2> ), 13

Daraus erhélt man fiir den lokalen Abbruchfehler das Resultat

1
§j41,n = Y(tj42) —y(tj+1) — hz ba,ef (tj+e,y(tite))
=0

- [y - 1)

tit1

= / " f(s,y(s))ds — I (g)

tj+1
5
=1(9) = Li(9) = ;5h°9"(9),

woraus folgt, dafl diese Methode die Konsistenzordnung 2 hat. Man kann diese
Konsistenzordnung auch mit Hilfe von Satz 11.40 zeigen. Durch Einsetzen
ergibt sich, dafl ag = 0, a; = =1, ag = 1, by = —%, by = %, be = 0 die
Gleichungen (11.98) fiir k = p = 2 erfiillen. A
Man beachte, daf3 die Adams-Bashforth-Formeln explizit sind. Eine weitere

offensichtliche Eigenschaft dieser Methoden ist folgende:

Pro Integrationsschritt ist nur eine einzige Funktionsauswer-
tung f(tj+r—1,yT*1) erforderlich, da die vorhergehenden Werte
f(tjin—2, y7T*=2) ... f(t;,97) bereits berechnet worden sind.

Jede Anderung der Schrittweite erfordert die Berechnung zusétzlicher Punkte
der Losungskurve, die nicht in das durch die alte Schrittweite bestimmte Ra-
ster fallen. Deshalb ist eine Schrittweitendnderung bei Mehrschrittverfahren
viel schwieriger durchfihrbar als bei einem FEinschrittverfahren.

11.8.3 Adams-Moulton-Verfahren

Zur néherungsweisen Berechnung des Integrals in (11.99) soll zusétzlich zu den
bekannten Werten der Funktion f(s, y(s)) an den Stellen ¢4 5—1,tj4k—2, - -, t;
auch noch der unbekannte Wert f(t;4x, 4’ *) an der Stiitzstelle ;4 mitver-
wendet werden. Das fiihrt zu
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Algorithmus 11.44 (k-Schritt-Adams-Moulton-Formel).
Gegeben: Schrittweite h = % mit n €N,
Koeffizienten by, (0 < ¢ < k), Startwerte y°,...,y
Berechne fiir j=0,1,...,n—k :

k—1

k

Y=y UL R bkt v, (11.101)
£=0

Fir £ =1,...,4 sind die Koeffizienten in Tabelle 11.8 dargestellt.

Tabelle 11.8. Adams-Moulton-Formeln

k ‘ L 0 1 2 3 4 |Konsistenzordnung
1| 26, | 1 1 2
2| 12by, -1 8 5 3
3| 24bs, 1 -5 19 9 4
4| 720b4,0 | —19 106 —264 646 251 5

Beispiel 11.45. Dies sei fiir den Fall £ = 1 konkret verifiziert. Das Integral

[ swenas= [ awras =110

3 j
wird mit Hilfe der Newton-Cotes-Formel zu den Stiitzstellen t;, ;41 ange-

nihert. Diese Newton-Cotes-Formel ist gerade die Trapezregel (vgl. Tabelle
10.2):

I(g) = 3 (9(t5) + glt511)

Offensichtlich wird das Integral f:_j“ f(s,y(s))dsin (11.99) durch die Annéhe-
rung !
1 1
h(§f(tjyy(tj)) + §f(tj+1ay(tj+1)))
ersetzt, also (vgl. Tabelle 11.8) by g = by = 1.
Mit Hilfe von 1
I(g) = Li(g) = —5h*9"(€)
ergibt sich, wie in Beispiel 11.24, fiir den lokalen Abbruchfehler
8in = O(h®).

Diese Methode hat damit die Konsistenzordnung 2. Man kann dieses Kon-
sistenzresultat auch mit Hilfe von Satz 11.40 zeigen. Durch Einsetzen ergibt
sich, daB a9 = —1, a1 = 1, by = by = 3, die Gleichungen (11.98) fiir
k=1, p=2 erfiillen. A
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Aufgrund des Exaktheitsgrades der verwendeten Quadraturformeln kann man
Folgendes schlieflen.

Bemerkung 11.46. Die Adams-Bashforth-Verfahren haben die
Ordnung p = k, die Adams-Moulton-Verfahren die Ordnung p =
E+1.

Die Adams-Moulton-Formeln sind implizit. In Abschnitt 11.9 wird erklirt, daf3
der Gebrauch solcher impliziter Verfahren fiir manche wichtigen Problemklas-
sen unumgénglich ist.

11.8.4 Priadiktor-Korrektor-Verfahren

Seien 3%, 4',...,47 die schon berechneten Naherungen fiir ¢t = tg,t1,. .t
Bei der Verwendung impliziter Verfahren mufl y/*! i.a. iterativ bestimmt
werden. Einen Startwert kann man mit Hilfe eines expliziten Verfahrens — des
Priadiktors - ermitteln. Dieser Wert wird dann mit einer Fixpunktiteration
fiir das implizite Verfahren korrigiert. Hiufig kombiniert man Verfahren vom
Adams-Bashforth- und Adams-Moulton-Typ. Die Methode zur Berechnung
von y/*! hat in diesem Fall folgende Struktur:

e Pradiktor: Bestimme Startwert y/T10 mit Hilfe eines k;-Schritt-
Adams-Bashforth-Verfahrens:

ki1—1
PO =y b by —1em f (Eoms ).

m=0

e Korrektor: In einem ky-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren wird 37!
iterativ iiber M Iterationen einer Fixpunktiteration angenédhert:

Fir ¢=0,1,2,.... M :

ko—1
YT = g0 By o f (i, 7T B by ke 1-m f (s )
m=0
YL LM

Fiir dieses Pridiktor-Korrektor-Verfahren gilt folgendes Konsistenzresultat
(aus [SW]): die Methode hat die Konsistenzordnung

min{ ky + 1+ M, ky +1}.

Deswegen withlt man in der Praxis hdufig ko = k1 und M = 0 (also nur eine
Iteration der Fixpunktiteration im Korrektor).
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Beispiel 11.47. Fiir den Fall ky = ky = 3, M = 0 ergibt sich das (explizite)
Pridiktor-Korrektor-Verfahren (ABM3)

, o , - -

y T =yl 4 5(23f(tj7y3) —16f(tj—1, 47" ") + 5f(tj—2,9’ 2))
h

Y = 4 o (95 (e ) 4195 (1)

—5f(g LT+ f ey’ ) (11.102)

J+1 . ,5+1,1

) )

Beispiel 11.48. Wir betrachten das skalare Anfangswertproblem

Y =Xxy—(A+1e", te[0,2], y(0)=1,

mit einer Konstante A < 0. Die Losung dieses Problems ist y(t) = e (un-

abhéngig von A). Auf dieses Problem wird das 4-Schritt-Adams-Bashforth-
Verfahren (AB4) und das Pridiktor-Korrektor-Verfahren (ABM3) aus Bei-
spiel 11.47 angewandt. Beide Methoden haben die Konsistenzordnung 4. Die
Startwerte y', 2,y werden mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren be-
rechnet. Die sich bei diesem Verfahren einstellenden Fehler |y, (2) — y(2)] =

|y2/h — e’2| sind in Tabelle 11.9 fiir einige Schrittweiten aufgelistet.
Tabelle 11.9. AB4 und ABM3 Verfahren
A==2 [g¥" —e?| || A= 20, |y*/" —e?|
h AB4 ABM3 AB4 ABM3
273 | 1.17e—05 | 8.93e—06 || 1.40e+07 | 2.40e—01
274 | 6.69e—07 | 5.04e—07 || 3.31e+09 | 6.10e—07
275 | 4.03¢—08 | 2.99e—08 || 8.85e+07 | 2.57e—08
276 | 2.48¢—09 | 1.82¢e—09 || 4.38¢—07 | 1.36e—09
277 | 1.53¢—10 | 1.13e—10 | 9.36e—12 | 7.91e—11
In dieser Tabelle kann man sehen, daf fiir A = —2 bei Halbierung von h der

Fehler etwa mit einem Faktor 16 reduziert wird, was mit einer Konvergenzord-
nung 4 iibereinstimmt. Im Fall A = —2 sind die Fehler beim ABM3-Verfahren
und beim AB4-Verfahren von der gleichen Gréfienordnung, wihrend der Auf-
wand bei der ABM3-Methode etwa doppelt so hoch ist. Das AB4-Verfahren
ist daher effizienter. Fiir A = —20 stellen sich nun bei AB4 fiir die Schritt-
weiten h = 273,274,275 und bei ABMS3 fiir die Schrittweite h = 273 enorme
Fehler ein. Wir werden dies spéter als Stabilitdtsprobleme besser verstehen.
Man sieht ferner, dafl im Falle A = —20 die Stabilitdt des ABM3-Verfahrens
besser ist als die des AB4-Verfahrens. Die Erklarung fiir die hier auftretende
Instabilitdt wird in Abschnitt 11.9 gegeben. A
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Die Kombination einer k-Schritt-Adams-Bashforth-Methode (Ordnung k) mit
einer k-Schritt-Adams-Moulton-Methode (Ordnung k + 1), wobei nur eine
Tteration der Fixpunktiteration im Korrektor (d.h. M = 0) berechnet wird,
hat folgende Eigenschaften:

Die Konsistenzordnung ist k + 1 .
Es sind zwei Funktionsauswertungen pro Integrationsschritt
erforderlich.

e Die Methode hat wesentlich bessere Stabilitdtseigenschaften
(vgl. Beispiel 11.48) als die (k + 1)-Schritt-Adams-Bashforth-
Methode.

11.8.5 Konvergenz von linearen Mehrschrittverfahren*

Einschrittverfahren sind mit k£ = 1 natiirlich formal in der Klasse der Mehr-
schrittverfahren enthalten. Fiir eine Schrittzahl k£ > 1 stellt sich jedoch ein
wesentliches Unterscheidungsmerkmal ein.

Im Gegensatz zu ESV impliziert die Konsistenz bei
k-Schrittverfahren fiir £ > 1 noch nicht die Konvergenz.

Folgendes Beispiel zeigt dies.

Beispiel 11.49. Wir betrachten das Anfangswertproblem aus Beispiel 11.21
Y/ () = y(t) — 2sint,
y(0) =1,

mit Losung y(t) = sint + cost. Zur numerischen Berechnung dieser Losung
verwenden wir das lineare 2-Schrittverfahren

YT = Ay 4 5y + h(Af (L, v T + 21 (8, 97)).

t €10,4],

(11.103)
Diese Methode hat die Konsistenzordnung 3 (vgl. Ubung 11.11.16). Ausgehend

von ¢° = 1, y' = sinh 4 cos h wird fiir einige h-Werte die Folge y2,...,y",
n := 4/h, berechnet. Einige Ergebnisse sind in Tabelle 11.10 aufgelistet.

Tabelle 11.10. 2-Schrittverfahren (11.103)

|y =y | " —y@)] | [y*" - y(4)|
272 0.0094 2.87 3.3e+5
273 0.286 6.1e+4 2.7e+15
94 6.4e+3 5.4e4+14 3.7e+36

Die Resultate deuten an, dafl keine Konvergenz auftritt, obwohl die Methode
die Konsistenzordnung 3 hat. Man beobachtet sogar ein sehr starkes Wachsen
des Fehlers, wenn die Schrittweite h kleiner wird. A
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In diesem Beispiel sieht man, dafl kleine Stérungen (Konsistenzfehler, Run-
dungsfehler) unkontrolliert wachsen kénnen und somit einen sehr grofien glo-
balen Fehler bewirken konnen. Lineare Mehrschrittverfahren besitzen also
nicht automatisch die Stabilitéitseigenschaft von ESV im Sinne von (11.60).
Die in der Methode (11.103) auftretende Instabilitét kann man wie folgt er-
klaren. Wir betrachten die Aufgabe

y'(t) =0 fiir te0,7], y(0)=1, (11.104)

mit Losung y(t) = 1. Die Methode (11.103) hierauf angewandt ergibt folgende
homogene Differenzengleichung:

Y2 it 5yl =0, j=0,1,.... (11.105)

Mit dem Ansatz y/ = 27 (wobei j auf der rechten Seite eine Potenz bedeutet)
erhélt man
P2 4T 50 = 29(22 442 -5)=0, j=0,1,...,
& 2=0 oder z=1 oder z=—5.

Also ist y/ = 2] fiir 2o € {1, =5} eine Losung von (11.105). Wegen der Linea-
ritdt der Differenzengleichung ist dann auch fiir beliebiges A, B € R

v/ = A1 + B(-5)) = A+ B(-5)’

eine Losung von (11.105). Seien jetzt Startwerte y° =1, y! = 1+ J gegeben.
Hierdurch werden die Parameter A, B eindeutig festgelegt. Somit ergibt sich
die Loésung

, 5 6 .
J=(1+4-=)—=(=b)  =0,1,....
P=(+) - g5, =01,

Man sieht, daB eine kleine Stérung § # 0 im Startwert y! exponentiell (wegen
’(—5)” = eI n5) wiichst.

Wir werden fiir allgemeine lineare Mehrschrittverfahren eine Bedingung her-
leiten, die dafiir sorgt, dafl dieses instabile Verhalten vermieden wird. Dazu
betrachten wir wiederum die Testgleichung (11.104). Wegen f(¢,y) = 0 gilt
fiir die diskreten Niherungen 3%y, 92, ... aus (11.94)

aoyj+a1yj+1+...+akyj+k:07 ]:0,1,
Die diskrete Losung (y7) j>o erfiillt somit die homogene Differenzengleichung
aplj +ar€ipr -+ apbipr =0, j=0,1,.... (11.106)

Sei nun zg # 0 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms

k
p(z) = Z ar?’,
=0
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so gilt
aoZy 0+ ar T a2 = 2 p(20) = 0,

d. h., die Folge _

& =2
lost (11.106). Gilt |z9] > 1, so streben die Betriige der Folgeglieder gegen
unendlich. Dies erzeugt instabile Anteile der Néherungslosung. Falls zg eine
mehrfache Nullstelle ist, also auch p'(z9) = 0 gilt, ist die Folge &; = jzé_l
ebenfalls Losung der Differenzengleichung (11.106). Selbst wenn |zg] = 1 ist,
wachsen die Betréige dieser Folge gegen co. Man kann ferner zeigen, daf sich
alle Losungen von (11.106) als Linearkombinationen solcher durch Nullstellen
von p(z) erzeugten Folgen darstellen lassen. Dies motiviert folgende Bedin-
gung, die somit derartig instabile Losungen ausschlief3t.

Definition 11.50. Das Verfahren (11.94) heifit nullstabil, falls
die Wurzelbedingung gilt:
Ist p(z) =0 fiir ein zo € C, dann gilt

lzol <1,
und dariberhinaus, falls zy eine mehrfache Nullstelle ist,

|Z()| <1

Bei einem linearen ESV hat man stets p(z) = z—1, d. h., 29 = 1 ist die einzige
Nullstelle von p(z). Die Wurzelbedingung ist somit erfiillt und lineare ESV
sind immer nullstabil im Sinne von Definition 11.50.

Bei Adams-Bashforth- und Adams-Moulton-Verfahren hat man p(z) =
2P — 2k=1 = 2k=1(z — 1), also eine einfache Nullstelle zp = 1 und eine (k — 1)-
fache Nullstelle zy = 0. Also ist auch fiir diese Methoden die Wurzelbedingung
immer erfiillt, die Adams-Verfahren sind also nullstabil.

Aus Satz 11.25 folgt, daf konsistente lineare 1-Schrittverfahren stets kon-

vergent sind. Folgender Satz ist eine Verallgemeinerung dieses Resultats.

Satz 11.51. Ein konsistentes Mehrschrittverfahren ist genau dann
konvergent, wenn es nullstabil ist. Im Falle der Konvergenz gilt

Konvergenzordnung = Konsistenzordnung.

Bemerkung 11.52. Bei einem k-Schritt-Verfahren werden die k£ Anlaufwerte
Y0, ..., y* 1 {iblicherweise mit einem ESV bestimmt. Dies muf geniigend hohe
Ordnung haben, um die Genauigkeit der Folgerechnung zu gewéhrleisten. A



11.8 Mehrschrittverfahren 429

Bemerkung 11.53. Lineare Mehrschrittverfahren, fiir die die Wurzelbedin-
gung erfiillt ist, haben die gleiche Methodenstabilitit, die bei ESV automa-
tisch gegeben ist, vgl. (11.60): Fehler in den Startwerten (||y(t;) — v, i =
0,...,k) und Storungen bei der Durchfiihrung der Methode werden kontrol-
liert (bleiben beschrénkt fiir h | 0). A

Bei linearen Mehrschrittverfahren ist die (hohe) Konsistenzordnung p = 2k
im Prinzip realisierbar, sieche Bemerkung 11.41. Folgendes Resultat von Dahl-
quist erkldrt, weshalb jedoch (aus Stabilitdtsgriinden) lineare k-Schrittverfah-
ren mit Konsistenzordnung p > k + 3 nie verwendet werden.

Satz 11.54. Fiir jedes lineare nullstabile k-Schrittverfahren mit
Konsistenzordnung p gilt:

p<k+2 firk gerade,
p<k+4+1 firk ungerade.

Diese Schranken sind scharf.

Die Adams-Moulton-k-Schrittverfahren sind nullstabil und haben die Konsi-
stenzordnung p = k+1. Diese Verfahren haben somit in der Klasse der nullsta-
bilen linearen Mehrschrittverfahren (fast) die maximale Konsistenzordnung.

Die Verfahren vom Adams-Typ erfiillen die Voraussetzungen von Satz 11.51.
Dies scheint im Widerspruch zu den Werten in der vorletzten Spalte in Tabel-
le 11.9 zu stehen. Hier ist zu beachten, dafl Satz 11.51 ebenso wie Satz 11.25
asymptotische Aussagen machen, nach denen der Fehler letztendlich beliebig
klein wird, sofern die Schrittweite hinreichend klein ist. Diesen Effekt sieht
man auch in Tabelle 11.9. Dieses , hinreichend klein“ kann dabei sowohl im
Hinblick auf Rechenaufwand als auch Rundungseffekte im praktisch irrelevan-
ten Bereich liegen. Ferner zeigen die beiden Verfahrenstypen AB4 und ABM3
quantitativ unterschiedliches Verhalten bei A = —20, das sich weder aus der
Konsistenz noch iiber die Wurzelbedingung erkldren 148t. Insofern sind Sétze
vom Typ 11.25 und 11.51 zwar grundsétzlich sehr wichtig, aber fiir praktische
Belange alleine nicht ausreichend. Dies trifft insbesondere fiir eine wichtige
Problemklasse zu, die im folgenden Abschnitt untersucht wird.
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11.9 Steife Systeme

11.9.1 Einleitung

Steifen Systemen von Differentialgleichungen begegnet man bei Prozessen mit
stark unterschiedlichen Abklingzeiten. Beispiele sind Diffusions- und Wérme-
leitungsvorgénge oder auch chemische Reaktionen. Um dies etwas préziser zu
fassen, betrachten wir zunéchst das lineare System

2 =Az+0b, 2(0)=2° (11.107)

wobei A € R™ ™ nicht von ¢t abhingt. Ist insbesondere A diagonalisierbar,
d.h., existiert eine Matrix T mit T-!AT = A = diag(A1,...,\,), so erhilt
man aus
T =T ATT 24+ T '
mit
y=T"1z

das System

y =Ay+T ' (11.108)
von entkoppelten skalaren Gleichungen der Form

Yy =Xy+ec (11.109)

Da das asymptotische Verhalten der Losung (d. h., ¢ — 0o) von (11.108) durch
das homogene Problem bestimmt wird, betrachtet man hiufig Modellproble-
me des Typs

y = Ay, y(0)=1y° (nxn-System) (11.110)

oder noch spezieller
v =Xy, y(0)=1y" (skalarer Fall). (11.111)

Das urspriingliche Problem (11.107) bezeichnet man als steif, falls alle Kom-
ponenten der Losung fiir wachsendes ¢ abklingen, dies jedoch mit sehr un-
terschiedlicher Geschwindigkeit. Bei dem einfachen linearen Modell (11.110)
bedeutet dies fiir die Eigenwerte \; € C,i=1,...,n, daf

Re();) <0, max A
wi Al

> 1. (11.112)

Beispiel 11.55. Das Wirmeleitungsproblem in Beispiel 11.5 ergibt ein Sy-
stem von n, — 1 gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen, das sich
als

y = Ay (11.113)

schreiben 1483t. Hierbei ist A die symmetrische Tridiagonalmatrix aus 11.9.
Weil A symmetrisch ist, existiert eine Matrix 7" mit

TYAT = diag(A 1, ..., Ay 1)
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Nun lassen sich die Eigenwerte A; von A explizit angeben:

4Kk gm
A = —— sin? i=1,2, ... -1
i h% SIL (Qnm>7 .7 ) & y N

Daraus folgt

ol D] _sGT o) 14,
w AL sin®(57-) ()2 =
also ist das System (11.113) fiir hT”” = L <1 steif. A

Beispiel 11.56. Chemische Reaktionsprozesse, bei denen die Reaktionsge-
schwindigkeitskonstanten stark unterschiedliche Grolenordnungen haben, fiih-
ren auf ein steifes System gewohnlicher Differentialgleichungen. In Beispiel
11.4 ist dies der Fall. Die Jacobi-Matrix der Funktion f : R® — R® des Mo-
dells 4/ (¢) = f(y) in (11.4) hat fiir ¢ = 0 die Eigenwerte

o(f'(y(0)) ={0,-2.1-10*, —-7.5-107"° £49.1- 107"},

wobei der Eigenwert 0 dreifach ist. Man stellt fest, dal fiir die Eigenwerte
ungleich Null (11.112) gilt und die zwei komplexen Eigenwerte sehr nahe bei
der imaginéren Achse sind. A

Beispiel 11.57.

Yy = —100y;, #1(0) =1
Yo = —2ys +y1, y2(0)=1

Offensichtlich fallt
yl(t) _ e—lOOt

sehr schnell ab, wihrend die Losung

1 99
y2(t) = _%efmm + @6721& von yh = —2ys +e

—100t

sehr viel langsamer abklingt. Bis ¢ = 0.01 klingt der Einschwingterm y; um
den Faktor é ab, bei t = 0.1 ist er um rund 4 Zehnerpotenzen reduziert.
Fiir groflere ¢ spielt die Komponente y; (t) praktisch keine Rolle mehr. Den-
noch beeinfluflt dieser Term die Rechnung erheblich! Wendet man n&mlich
das einfache Euler-Verfahren auf das Problem

yy = =100y, y1(0) =1, (11.114)
an, erhélt man die Rekursion

yitt =yl —100hy] = (1 - 100h)y].
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- 1
Fiir h = 555 folgt

) 1 . )
1 —i—
nl=gu =27

Fiir 7 = 20, also bei tog = ergibt sich der Wert

1
10°
i’ =27 <107°.

Rechnet man dann mit h = % weiter, um y» angemessen zu integrieren, erhélt

man aber 1 — 100h = —49, also
yi Tt = —49y],

was zu einem explosionsartigen Anwachsen im Verlauf der weiteren Rechnung
fiihrt. A

Das Phianomen aus Beispiel 11.57 148t sich folgendermaflen erkldren. Die An-
wendung eines expliziten Einschrittverfahrens auf das Problem

Y =Xy mitA<0 (11.115)
fithrt auf eine Rekursion
Yt =g(hN)y', j=0,1,..., (11.116)

wobei die Stabilitdtsfunktion g vom Verfahren abhéngt. In Beispiel 11.29 hat-
ten wir bereits folgende Félle identifiziert:

g(z)=1+=z2 Euler-Verfahren,
2
g(z)=14+z+ % verb. Euler-Verfahren,
22 3 A
g(z) =142+ 5 + 3 + 51 klassisches RK-Verfahren,

d.h., g(z) ist in diesen Beispielen gerade eine abgebrochene Potenzreihe von
e*, also ein Polynom. In Bemerkung 11.32 wird gezeigt, dafl die Stabilitéts-
funktion eines m-stufigen expliziten RK-Verfahrens ein Polynom m-ten Gra-
des in hA ist.

Die Problematik in Beispiel 11.57 liegt nun in folgendem Umstand. Es gilt
e? — 0 fir £ — —oo, jedoch p(z) — oo, x — —o0, fiir jedes Polynom p
(abgesehen vom Nullpolynom). Daher 148t sich die Funktion e*, < 0 nur
fiir kleine Argumente |x| durch ein Polynom approximieren. Um (11.115) mit
einem expliziten Einschrittverfahren angemessen zu behandeln, muf [Ah| also
klein sein. Fiir grofles || miifite demnach eine extrem kleine Schrittweite h
gewihlt werden. Daraus folgt:

Ezxplizite ESV sind zur Behandlung steifer Probleme ungeeignet.
Diese Aussage gilt ebenso fiir Mehrschrittverfahren.
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Offensichtlich ist es bei steifen Problemen nicht so wichtig, alle Komponen-
ten, insbesondere die sehr schnell abklingenden, mit hoher Genauigkeit zu
approximieren, sondern grundséitzlich das Abklingverhalten iiberhaupt wie-
derzugeben. Entscheidend ist also, um moglichst unterschiedlich abklingende
Komponenten mit akzeptablen Schrittweiten so behandeln zu kénnen, dafl
fiir grofle Bereiche von hA Ddmpfung eintritt. Dafl hierzu implizite Verfah-
ren besser geeignet sind, deutet bereits Bemerkung 11.37 an, die besagt, daf3
die Stabilitdtsfunktion bei einem impliziten RK-Verfahren stets eine ratio-
nale Funktion, also ein Quotient von Polynomen, ist. Rationale Funktionen
konnen das gewiinschte Abklingverhalten auch fiir betragsgrofie Argumente
besser wiedergeben.

Beispiel 11.58. 1. Das implizite Euler-Verfahren
Y =y hf(te, ',
angewandt auf (11.115), ergibt
yj+1 _ yj 4 h/\yj+1,
d.h.
1 !
1—hA S l-a

Wegen A < 0 folgt daraus, daf fiir alle h > 0 |yj+1‘ < |y3| gilt. Es liegt
also Dampfung fiir alle hA € (—o0,0) vor.
2. Die Trapez-Methode

g+l _

Y v, g(z)

ijrl = yj + 5 (f(tja yJ) + f(tj-‘rla yj+1)) ;

angewandt auf (11.115), ergibt

=y Py,

2
d.h. . .
, 1+ 1+ 352
J+1 _ 2 ,j ) — 2%
y “mvh g(x) =1

Also gilt auch bei der Trapez-Regel ’yj+1| < |yj| fiir alle hA € (—00,0).

Allerdings sieht man, dafl die Dampfung beim impliziten Euler-Verfahren fiir
betragsgroffe Werte fiir h\ sehr viel stirker als bei der Trapez-Regel ist. Bei
letzterem Verfahren ndhert man sich der Stabilitétsgrenze lim,_, o g(z) = 1.

A
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11.9.2 Stabilitatsintervalle

Um Déampfungseigenschaften von Verfahren fiir steife Probleme genauer be-
schreiben zu kénnen, werden sogenannte Stabilititsintervalle (sowie allgemei-
ner auch Stabilitdtsgebiete in der komplexen Ebene) definiert. Wir behandeln
zuerst diese Intervalle fiir Einschrittverfahren.
Allgemein ergibt sich bei Einschrittverfahren, angewandt auf (11.115), eine
Rekursion
T = g(h\)y?, (11.117)

wobei g(z) die Stabilitétsfunktion des Verfahrens ist. Nach obigen Uberlegun-
gen soll

lg(z)] <1

fiir moglichst grofie Bereiche von negativem z gelten. Dies fiihrt zu folgender

Definition 11.59. Sei gegeben ein ESV und sei g die zugehdrige
Funktion g wie in (11.117). Das grifite Intervall I = (—a,0), fir
das

zel = |gla) <1 (11.118)

gilt, heifit das Stabilititsintervall des Verfahrens.

Die Grofle dieses Intervalls ist ein Maf fiir die Stabilitdt des Verfahrens bei
Anwendung auf steife Systeme. Um das Modellproblem (11.115) fiir sehr un-
terschiedliche negative A-Werte mit akzeptablen Schrittweiten h stabil losen
zu konnen, soll das Stabilitdtsintervall grofi sein. Einige Stabilitatsintervalle
sind in Tabelle 11.11 gegeben.

Bei linearen Mehrschrittverfahren angewandt auf das Testproblem (11.115)
kann man ebenfalls die Frage stellen, fiir welches Intervall von hA-Werten
Dampfung auftritt. Die Charakterisierung dieses Stabilitdtsintervalls ist jetzt
aber komplizierter als bei ESV, weil die einfache Beziehung (11.117) nicht
mehr giiltig ist. Wir behandeln die Grundidee des Stabilitétsintervalls bei
linearen Mehrschrittverfahren anhand des Beispiels des Adams-Bashforth-
Verfahrens mit & = 2, d. h.

, , 3 1 .
Y=y h <2f(tj+1,y”1) - Qf(tmyj)) , 7=012...

y",y' : bekannte Startwerte.

(11.119)

Wie bei der Stabilitdtsanalyse fiir Einschrittverfahren wird die Methode in
(11.119) auf das Modellproblem (11.115) angewandt:

1 .
M), 5=0,1,2,.... (11.120)

. . 3
v =y T RGN -5

Die allgemeine Losung dieser Differenzengleichung bestimmt man mit dem
Potenzansatz y? = 27 (wobei das j auf der linken Seite einen Index bezeichnet
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und auf der rechten Seite eine Potenz). Nach Substitution in (11.120) und
Division durch 27 erhilt man fiir z folgende quadratische Gleichung

3 1
2% — (1+§h)\)z+§h)\:0. (11.121)

Die Gleichung (11.121) bezeichnet man als die charakteristische Gleichung
der entsprechenden Differenzengleichung (11.120). Die zwei Nullstellen der
quadratischen Gleichung (11.121) werden mit z1, 22 bezeichnet. Man kann
zeigen, daB, falls z; # 25,

y = A(z21)’ + B(zp)’ (11.122)

die allgemeine Losung der Gleichung (11.120) ist, wobei die Konstanten A, B
sich aus den zwei Startwerten ergeben. Um das Abklingverhalten der exakten
Losung y(t) = ce* (A < 0) des Problems (11.115) iiberhaupt wiedergeben zu
kénnen, muf die Losung 37, j = 0,1,2,. .. der Differenzengleichung (11.120)
fiir zunehmendes j zumindest abklingen. Aufgrund der Darstellung (11.122)
tritt dieses Abklingen genau dann auf, wenn

|zi] <1 firi=1,2

gilt. Es sei noch bemerkt, dafl die Nullstellen z1, z5 der Gleichung (11.121)
von dem Wert hA abhingen. Wie bei der Analyse der Einschrittverfahren wird
das hA in (11.121) durch die Variable x < 0 ersetzt.

Seien nun z;(z), z2(x) die Nullstellen der Gleichung (11.121):

3 1
2= (14 5z)2 4 5z =0. (11.123)

Das grofite Intervall I = (—a, 0), fiir das
zel = |z@)|<l, i=1,2 (11.124)
gilt, heilt das Stabilitdtsintervall des Verfahrens.

Nun zeigen wir, wie man in diesem einfachen Beispiel das Stabilitéitsintervall
I berechnen kann. Da man die Gleichung (11.123) in die Gleichung

b 2(am 2

-3 3z2—-1

umschreiben kann, sind die reellen Losungen (z,x) der Gleichung (11.123)
gerade die Punkte auf der Kurve (z,k(z)), wobei k die Funktion k(z) =

% (z — 33f1> ist. Diese Funktion ist in Abb. 11.9 dargestellt.

Es zeigt sich, daf fir x < —1, |z;(z)| > 1 fiir i = 1 oder ¢ = 2, withrend
fir ¢ € (—=1,0), |z(x)| < 1 fir ¢ = 1,2, gilt. Das Stabilitétsintervall der
Adams-Bashforth-Methode (11.119) ist damit I = (-1, 0).
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Tabelle 11.11. Stabilitétsintervalle

Verfahren Stabilitatsintervall
Euler-Verfahren (—2,0)

Verb. Euler-Verfahren (—2,0)
klassisches RK-Verfahren (—2.78,0)
2-Schritt-Adams-Bashforth (-1,0)
4-Schritt-Adams-Bashforth (—0.3,0)
3-Schritt-Adams-Moulton (—3.0,0)
Implizites Euler-Verfahren (—o0,0)
Trapez-Regel (—00,0)
RK-GauB3-Verfahren (—00,0)

Auf analoge Weise konnen fiir andere Mehrschrittverfahren die entsprechen-
den Stabilitéitsintervalle bestimmt werden. Einige Resultate findet man in
Tabelle 11.11.

Die Ergebnisse in Tabelle 11.11 zeigen, dal manche (aber nicht alle!) im-
plizite Verfahren das maximale Stabilitdtsintervall (—oo,0) haben. Fiir die
expliziten Verfahren gilt stets eine Stabilitdtsbedingung |hA| < ¢, wobei —c
die linke Grenze des Stabilititsintervalls ist. Die (explizite) ABM3-Pradiktor-
Korrektor-Methode vierter Ordnung hat ein Stabilitdtsintervall, das grofler
ist als das der 3-Schritt-Adams-Bashforth-Pradiktor-Methode aber kleiner als
das der 3-Schritt-Adams-Moulton-Prédiktor-Methode. Mit diesen Resultaten
lafit sich das Instabilitdtsphénomen in Beispiel 11.48 (fiir A = —20) erkldren.

Zur Losung eines steifen Systems konnte man wéihrend des Ein-
schwingvorgangs ein Verfahren hoher Genauigkeit mit kleinen
Schrittweiten verwenden und anschlieend auf ein implizites Ver-
fahren mit groBerer Schrittweite wechseln.
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11.9.3 Stabilititsgebiete: A-Stabilitat™

Eine Linearisierung eines Systems gewoOhnlicher Differentialgleichungen wird
im allgemeinen nicht nur reelle Eigenwerte haben. Bei schwingungsfihigen
Systemen wird man Loésungskomponenten der Form e antreffen, wobei A
komplex ist. Deshalb miissen bei der Stabilitdtsanalyse von Ein- oder Mehr-
schrittverfahren im allgemeinen nicht nur Stabilitédtsintervalle, sondern sogar
Stabilitdtsgebiete in der komplexen Ebene bestimmt werden. Man 1t im
Modellproblem (11.115) A € C zu (also auch komplexe Werte fiir A). Die Va-
riable hA in der Funktion g in (11.117) kann dann komplexe Werte annchmen.
Statt des Intervalls I, das bei einem Einschrittverfahren iiber die Bedingung
(11.118) charakterisiert ist, wird dann das Stabilititsgebiet

B:={z€C|g(z)] <1} (11.125)

als ein Maf fiir die Stabilitdt der Methode genommen. Zum Beispiel gilt fiir

das Euler-Verfahren, wobei g(z) = 1+z, B = {z € C| |z — (—1)| < 1}, und fiir
das implizite Euler-Verfahren, wobei g(z) = —— (vgl. Beispiel 11.58), erhlt

11—z

man B = {z € C||z — 1| > 1} (vgl. Abb. 11.10).

Abb. 11.10. Stabilitéitsgebiete: explizites (links) und implizites (rechts) Euler-
Verfahren

Fiir das oben untersuchte Adams-Bashforth-Mehrschrittverfahren 14t sich
das Stabilitétsintervall, wie in (11.124), auf das Stabilitdtsgebiet

B ={z € C||z(z)| <1firi=1,2} (11.126)

verallgemeinern. Fiir die graphische Darstellung mehrerer Stabilitdtsgebiete
wird auf [HH] verwiesen.

Quantitative Stabilititsbegriffe: Vor diesem Hintergrund wére es natiirlich
wiinschenswert, wenn das numerische Verfahren das gleiche Stabilitétsgebiet
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wie das kontinuierliche Problem 3’ = Ay, A € C hétte, ndmlich die gesamte
linke komplexe Halbebene:

{z € C|Re(z) <0} C B,

wobei B das Stabilitdtsgebiet wie in (11.125) (Einschrittverfahren) oder
(11.126) (Mehrschrittverfahren) ist. Verfahren mit dieser Eigenschaft nennt
man A-stabil. Einige Bemerkungen zu diesem Stabilitidtsbegriff:

Explizite Ein- oder Mehrschrittverfahren sind niemals A-stabil.

Das implizite Euler-Verfahren und die Trapez-Methode sind A-stabile Ver-
fahren.

Die RK-GauB-Verfahren sind A-stabil.

Fiir lineare Mehrschrittverfahren ist die Forderung der A-Stabilitit wegen
des folgenden beriihmten Ergebnisses von Dahlquist sehr einschrinkend:

Ein A-stabiles lineares Mehrschrittverfahren hat hochstens die
Konsistenzordnung p = 2.

Bei vielen Problemen wird nicht benétigt, dafl das Stabilitéitsgebiet die gesam-
te linke komplexe Halbebene umfafit. Man nennt ein Verfahren A(«)-stabil,
(a € (0, 5]) wenn das Stabilitédtsgebiet einen um die z-Achse symmetrischen
Sektor der linken komplexen Halbebene mit Innenwinkel 2ac am Ursprung
umfafit:

{ze€C||arg(z) —7|<a} CB.

A-Stabilitét stimmt also mit A(%)-Stabilitét iiberein. Selbst fiir Winkel v, die
beliebig nahe an 7/2 sind, kann man A(«)-stabile lineare Mehrschrittverfahren
beliebig hoher Ordnung finden.

Dennoch ist das Kriterium der A(«)-Stabilitéit alleine nicht maBgebend.
Das A-stabile implizite Euler-Verfahren hat uneingeschrénkte Dampfung fiir
|hA] — oo, wihrend die Stabilitétsfunktion der A-stabilen Trapez-Methode
betragsméfig gegen eins strebt, also die Dampfung letztlich verliert, was sich
in Verbindung mit Rundungseffekten durchaus stark auswirken kann. Entspre-
chende weitere Unterscheidungsmerkmale bieten Begriffe wie L-Stabilitét, die
g(—o0) = 0 verlangt.

11.9.4 Riickwirtsdifferenzenmethoden

Die Klasse von Riickwértsdifferenzenmethoden, die kurz BDF-Methoden
(backward differentiation formula) genannt werden, ist fiir steife Systeme recht
bedeutungsvoll. Diese Mehrschrittmethoden haben die Form (vgl. (11.94)):
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Algorithmus 11.60 (k-Schritt-BDF-Methode).

Gegeben: Schrittweite h = % mit n €N,
Koeffizienten a, (0 < ¢ < k), Startwerte y°,...,y" L.
Berechne fiir j=0,1,...,n—k

K
Zazyﬁe = hf(tirr v’ *")
£=0

Diese Methode ist also implizit. Einige konkrete Félle sind in Tabelle 11.12
zusammengestellt.

Tabelle 11.12. Riickwirtsdifferenzenmethoden

Methode Ordnung| A(«a)-Stabilitét
implizites Euler-Verf.: 77T — y7 = hf(t;41,97 7)) 1 a=73
BDF2: 3¢7/72 — 2y + LoJ = hf(tjq0,y""?) 2 a=1
BDF3: gy ™3 — 3y;+2 + 3yt — Lyl = 3 a=096-%

hf(tj+37y]+ )
BDF4: 25474 — 4yi+3 + 3yt — Lyt Ly = 4 a=082-%
hf(tj+47y]+ )

Der Name dieser Methoden erklért sich daraus, dafl die linke Seite der BDF-
Formeln in Tabelle 11.12 das h-fache einer numerischen Differentiationsformel
fiir die erste Ableitung von y(z) an der Stelle ¢;44 ist. Wie bei den Adams-
Methoden werden die BDF-Formeln aus Interpolationsformeln konstruiert.
Sei py € I}, das Lagrange-Interpolationspolynom das die Werte

(tjayj>7 (tj+1,yj+1)v LR (tj-HCaijrk)v

interpoliert, also
k
pr(t) = > v " ik (8),
m=0

wobel (bmk)o<m<k die Lagrange-Fundamentalpolynome zu den Stiitzstellen
ti,...,tj+k, sind. Die k-Schritt-BDF-Methode wird iiber den Ansatz

Pr(tir) = f(tjpn v ™)
konstruiert.

Beispiel 11.61. Das Interpolationspolynom fiir k = 2 ist

()= ty2) e (= )~ ta2) (= £)(E— t21)
J J+1 J J J+2 J J
202 Ty " Ty TE

p2(t) =y
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Wegen pj. (tj12) = (%yﬂ — 2t 4 %yj”)/h ergibt sich die BDF2 Methode

gyj+2 -2yt 4 %yj =hf(tjse, "), j=0,1,...,n—2. A
Diese Methoden sind fiir steife Systeme gut geeignet. Fiir £ = 1,2 sind sie
A-stabil und fiir £k = 3,4,5,6 enthalten sie immer noch das maximale Sta-
bilitdtsintervall (—oo,0), verlieren allerdings zunehmend an Stabilitit in der
N#he der imaginéren Achse. BDF-k-Schrittverfahren mit k& > 7 werden nie
verwendet, weil diese nicht nullstabil und deshalb nicht konvergent sind.

Beispiel 11.62. Wir betrachten das diskrete Wirmeleitungsproblem (11.8)
aus Beispiel 11.5 mit x = 1, £ = 1, Anfangswert @(x) = sin(rz) und Schritt-
weite h, = g5. Fiir die extremen Eigenwerte der Matrix A in (11.9) gilt (vgl.
Beispiel 11.55)

AM(A) = —9.87,  An_1(A) = —14390.

Das System ist offensichtlich sehr steif. Weil keine komplexen Eigenwerte auf-
treten, sind A(a)-stabile Verfahren mit o < 7 verwendbar. Da bei der Dis-
kretisierung der zweiten Ableitung nach der Raumvariablen in Beispiel 11.5
ein Fehler von der Ordnung h2 auftritt, nehmen wir das BDF2-Verfahren
(mit der Konsistenzordnung 2) und wéhlen die Zeitschrittweite h gleich der
Ortsschrittweite hy: h = hy = &. Fiir das BDF2-Verfahren

3 . - 1 . -

bendtigt man Anfangsdaten y°,y'. Den Anfangswert y° erhilt man aus .
Wir verwenden die Trapez-Methode zur Berechnung von y'. In jedem Schritt
des BDF2-Verfahrens mufl das Tridiagonal-System

Cronayt =2yt~ Ly

2 2

gelost werden. Die berechneten Resultate y/ ~ T(jh,x) = T(&,x), j =
1,2,...,24, sind in Abb. 11.11 dargestellt.

Das verbesserte Euler-Verfahren hat, wie das BDF2-Verfahren, Konsisten-
zordnung 2. Wihlt man bei diesem Verfahren die Zeitschrittweite h gleich
der Ortsschrittweite h, = &, dann ist das Verfahren instabil und zur Be-
rechnung der Losung vollig ungeeignet. Das verbesserte Euler-Verfahren ist
erst stabil, wenn |h\,, _1(A)| < 2 (vgl. Tabelle 11.11), d.h. A < 1.39 - 1074,
gilt. In Abb. 11.12 werden die berechneten Losungen fiir die Zeitschrittweiten
h=1.38-10"% und h = 1.40 - 10~* gezeigt. Die Instabilitit der Methode im
Falle h > 1.39 - 10~ ist klar erkennbar. A
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Abb. 11.11. Numerische Losung des Warmeleitungsproblems mit dem BDF2-
Verfahren, mit Zeitschrittweite 1/60.

Abb. 11.12. Numerische Lésung des Warmeleitungsproblems mit dem verbesserten
Euler-Verfahren, mit Zeitschrittweite 1.38 10™* (links) und 1.40 10™* (rechts).

11.10 Zusammenfassende Bemerkungen

Einfache Einschrittverfahren niedriger Ordnung: Das explizite Euler- und ver-
besserte Euler-Verfahren sind aufgrund der niedrigen Ordnung fiir die mei-
sten praktischen Belange ungeeignet. Im Zusammenhang mit der Diskreti-
sierung zeitabhéngiger partieller Differentialgleichungen mag man aufgrund
der immensen Komplexitit solcher Probleme auf einfache Zeitschrittverfah-
ren zuriickgreifen miissen. Fiir extrem steife Probleme ist jedoch das implizite
Euler-Verfahren durchaus wichtig.

Generelle Vorteile von ESV: Die relativ einfache und effiziente Steuerung der
Schrittweitenwahl ist sicherlich eine Stérke der ESV, die zudem iiber Extrapo-
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lationstechniken auch mit einer Ordnungssteuerung kombiniert werden kann.
Unter schwachen Vorgaben an die Verfahrens-Vorschrift sind ESV zudem stets
(null)stabil.

Runge-Kutta-Verfahren: Dies ist eine reichhaltige Klasse von Einschrittver-
fahren, die man keineswegs auf das , klassische* RK-Verfahren eingeschrénkt
sehen sollte. Einige Orientierungspunkte lassen sich folgendermafien formulie-
ren:

e Sie bieten im Prinzip die Realisierung hoherer Ordnung. Die weiteste Ver-
breitung haben dabei in der Praxis explizite RK-Verfahren.

e Mit wachsender Ordnung werden die RK-Verfahren jedoch zunehmend
komplizierter. Der Rechenaufwand ist dann relativ hoch. Man braucht pro
Schritt bei einem expliziten RK-Verfahren p-ter Ordnung mindestens p
Funktionsauswertungen.

e Als Einschrittverfahren bieten RK-Verfahren die Moglichkeit, die jeweilige
Schrittweite an das Verhalten der Losung bequem anzupassen. Eine effizi-
ente Schitzung der lokalen Abbruchfehler kann insbesondere mit Hilfe der
eingebetteten RK-Verfahren geschehen (vgl. RKF45).

Mehrschrittverfahren: Der Rahmen der (linearen) Mehrschrittverfahren bietet
im Vergleich zu ESV eine sehr effiziente Mo6glichkeit, hohe Ordnung zu rea-
lisieren. Prominente Beispiele sind die Adams-Bashforth (explizit), Adams-
Moulton (implizit) und Riickwértsdifferenzenmethoden (implizit). In einem
Adams-Bashforth-Verfahren braucht man zum Beispiel nur eine Funktions-
auswertung pro Integrationsschritt, unabhéingig von der Ordnung des Verfah-
rens. Allerdings mufl man beim Entwurf solcher Verfahren auf die Stabilitét
achten, die nicht mehr automatisch gewihrleistet ist. Zudem bendttigt man bei
einem k-Schritt-Verfahren k& Anlaufwerte 3°, 4%, ...,y* !, die wiederum mit
einem ESV bestimmt werden konnen. Die Anpassung der jeweiligen Schritt-
weite an das Verhalten der Losung ist aufwendig. Jede Anderung der Schritt-
weite erfordert die Berechnung der zusétzlichen Punkte der Losungskurve, die
nicht in das durch die alte Schrittweite bestimmte Raster fallen.

Die bei steifen Problemen oft beobachteten quantitativ besseren Stabi-
litdtseigenschaften impliziter Verfahren kénnen zugunsten einer Aufwandver-
ringerung durch Prddiktor-Korrektor- Verfahren zumindest teilweise bewahrt
werden. Der typische Anwendungsrahmen stellt sich folgendermaflen dar:

e Oft wird ein k-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren (Priadiktor) mit einem
k-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren (Korrektor) kombiniert.

e In der Regel wird nur eine (Fixpunkt-)Iteration im Korrektorschritt aus-
gefithrt. In diesem Fall braucht man nur zwei Funktionsauswertungen in
einem Prédiktor-Korrektor-Integrationsschritt.

e Fin Pradiktor-Korrektor-Verfahren ist explizit, hat jedoch im allgemeinen
bessere Stabilitétseigenschaften als das entsprechende (explizite) Préadik-
tor-Verfahren.
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Riickwdrtsdifferenzenmethoden (BDF-Methoden): Diese Verfahren sind im-
plizit, verbinden aber zumindest fiir ¥ < 6 die in diesem Rahmen mogli-
chen Effizienz- und Ordnungsvorteile von linearen Mehrschrittverfahren mit
einer sehr guten Verwendbarkeit bei steifen Systemen. Zwar erfiillen sie den
stiarksten Stabilitétsbegriff (A-Stabilitét) nur fiir & < 2, haben aber auch fiir
héhere Ordnung bis zu & < 6 immer noch fiir viele Anwendungen akzepta-
ble Stabilitédtsbereiche, die insbesondere die gesamte negative reelle Halbachse
enthalten.

Steife Systeme: Solche Probleme treten zum Beispiel bei chemischen Reak-
tionen, oszillierenden mechanischen Systemen und Diffusionsprozessen auf.
Der Einsatz expliziter Verfahren ist bei solchen Anwendungen nicht sinnvoll.
A-stabile implizite Methoden niedriger Ordnung sind das implizite Euler-
Verfahren (= BDF1), die Trapezmethode und BDF2. Falls der Stabilitéts-
bereich des kontinuierlichen Problems nicht allzu nahe an die imaginére Achse
heran reicht, sind BDF-Verfahren hoherer Ordnung (bis p = 6) gut geeignet,
um hohe Genauigkeit zu realisieren. Falls die kontinuierlichen Stabilitdtsbe-
reiche sehr nahe an die imagindre Achse reichen und man auflerdem eine
sehr hohe Genauigkeit haben moéchte, kann man auf A-stabile implizite RK-
Verfahren hoher Ordnung (z. B. RK-Gauf$-Verfahren) zuriickgreifen.

Beim Einsatz von Extrapolation werden die Stabilitétsgebiete i. a. verklei-
nert. Zudem sind sie im Zusammenhang mit impliziten Verfahren im Hin-
blick auf die notwendige Genauigkeit der zu lésenden nichtlinearen Gleichun-
gen problematisch. Die Verbindung semi-impliziter Ansétze fiir das implizite
Euler-Verfahren (vgl. (11.63) oder fiir die implizite Mittelpunktsregel

Y=y hf (et
in Verbindung mit Extrapolation und einem anschliefenden Glattungsschritt
bieten hingegen sehr effiziente Verfahrensvarianten, die auch bei steifen Pro-
blemen noch gut arbeiten, solange das kontinuierliche Stabilitdtsgebiet nicht

allzu nahe an die imaginére Achse reicht. Eine Ausfiihrliche Darstellung dieser
Techniken findet man in [HW].

11.11 Ubungen

Ubung 11.11.1. Zeigen Sie, daB fiir das System aus Beispiel 11.2 die Lip-
schitz-Bedingung

1F(ty) = f(t2) oo < 4lly — 2]l fiir alle y, 2 € R?
beziiglich der Maximumnorm gilt.

Ubung 11.11.2. Formulieren Sie die gewdhnliche Differentialgleichung vier-
ter Ordnung

Yy = —2ty® 1 (y@)2 L sin(yM) +e7t, >0
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mit Anfangsbedingungen
y©) =1, yDO) =1 y? =0 yD0)=0
als ein dquivalentes System erster Ordnung.

Ubung 11.11.3. Formulieren Sie die Trapezmethode angewandt auf das Sy-
stem in Beispiel 11.5. Wie hoch ist etwa der Rechenaufwand pro Integrations-
schritt bei dieser Methode?

Ubung 11.11.4. Zeigen Sie, daB fiir den lokalen Abbruchfehler 0. des im-
pliziten Euler-Verfahrens 6, = O(h?) gilt. Was ist die Konsistenzordnung
dieses Verfahrens?

Ubung 11.11.5. Wir betrachten das skalare Anfangswertproblem

y'(t) = xy(t) +g(t), tel0,T], A<0,
y(0) = ¢°,
und das entsprechende implizite Euler-Verfahren
Y =y O 4 g(t11))-

Fiir den lokalen Abbruchfehler dieses Verfahrens gilt |d;x] < ch? (vgl.
Ubung 11.11.4).

a) Zeigen Sie, daf fiir den lokalen Abbruchfehler ¢ 5, folgende Beziehung gilt:

1

T (y(tj) = hg(tjs1)) + djn

y(tj) =
b) Zeigen Sie, daB fiir den Fehler e; := y(t;) — y’ die Rekursion
1 )
@j_’.lzme‘j‘i’(gmh, ]:0,1,...,7171,
€y = 0
T

gilt, wobei n = 7.
c) Zeigen Sie, daf} |e,| < ¢Th gilt.

Ubung 11.11.6. Gegeben sei das Anfangswertproblem

Y (t) + o' (t) = ty(t),
y(2)=0, ¥(2)=1, ¢y"(2)=2

a) Transformieren Sie dieses Problem auf ein System gewohnlicher Differen-
tialgleichungen erster Ordnung.

b) Bestimmen Sie approximativ die Losung des transformierten Systems mit
einem Schritt des impliziten Euler-Verfahrens an der Stelle t = 2.5.



11.11 Ubungen 445

Ubung 11.11.7. Bestimmen Sie Niherungen fiir y(1) und y/(1) fiir das An-
fangswertproblem

y'(x) + a2y (x) + 2y(x) =0, y(0)=1, ¢'(0)=1

Formen Sie dazu die Differentialgleichung in ein System erster Ordnung um
und approximieren Sie dieses mit dem expliziten Euler-Verfahren zur Schritt-
weite h = %

Ubung 11.11.8. Gegeben sei die Differentialgleichung
2
11 /
D — — = t
T

und die Anfangswerte y(0) = 1 und y’(0) = 0.Bestimmen Sie mit Hilfe des
verbesserten FEuler-Verfahrens fiir Systeme 1. Ordnung zur Schrittweite h = 1
eine Niherung fiir y(1) und y'(1).

Ubung 11.11.9. Betrachten Sie das AWP
v =v>, y(0)=—-4, 0<z<03.

Bestimmen Sie Ndherungen fiir (0.1), y(0.2) und y(0.3) mit

1. dem expliziten Euler-Verfahren,
2. dem Kklassischen Runge-Kutta-Verfahren,

jeweils zur Schrittweite h = 0.1, und vergleichen Sie diese mit den exakten
Werten.

Ubung 11.11.10. Um zu dem Anfangswertproblem
y'(t) = ft,y(t), y(to) =y° € R,
einen Schritt des impliziten Euler-Verfahrens auszufithren, mufl die Gleichung
y' =y’ +hflto+hy')

gelost werden. Zeigen Sie, daf} fiir jede hinreichend kleine Schrittweite h > 0
eine eindeutige Losung y' in der Néhe von ¢° existiert, falls f Lipschitz-stetig
in der Variablen y ist.

Ubung 11.11.11. Wir betrachten das zweistufige Runge-Kutta-Verfahren
kl = f(tj7 yj)
kQ = f(tj —+ ah,yg —+ ahkl)
yjH = yj + h(C1k‘1 + CQkQ).

Man berechne die Konstanten a, ¢1, ¢s so, dafl die entsprechende Konsistenz-
ordnung maximal ist.
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Ubung 11.11.12. Zeigen Sie, daB das einstufige RK-Gauf-Verfahren mit der
Mittelpunktregel (11.26)-(11.27) iibereinstimmt.

Ubung 11.11.13. Zeigen Sie, daB die Trapezregel ein einstufiges RK-Verfah-
ren ist und geben Sie das zugehorige Butcher-Tableau.

Ubung 11.11.14. Fiir 2z € {y € C | det(I —yB) #0}, sei
g(2) =14+ 29T(I —2B) "1 = 1 + 247w,

mit w = (I — 2B)711 € R™, die Stabilitdtsfunktion eines impliziten RK-
Verfahrens, vgl. (11.88).

a) Beweisen Sie, das 1 und 1 + zyTw alle Eigenwerte der Matrix I + zw~T
sind (Hinweis: w7 hat Rang 1).

b) Beweisen Sie, daf g(z) = det(I + 2w~7) gilt (Hinweis: Determinante =
Produkt der Eigenwerte).

c) Zeigen Sie, dafl

det(I — 2B + 21y7)

9G) = —qaT =B

gilt. Hieraus folgt, daf g(z) eine rationale Funktion in z ist.

Ubung 11.11.15. Zeigen Sie, da$ fiir die Adams-Bashforth- und Adams-
Moulton-Verfahren die Wurzelbedingung (vgl. Definition 11.51) erfiillt ist.

Ubung 11.11.16. Wir betrachten die 2-Schrittmethode
Y= Ayt 5y h(Af (i, ) 26 (8, 97)).

a) Zeigen Sie, daf} dieses Verfahren die Konsistenzordnung 3 hat.
b) Zeigen Sie, dafl fiir dieses Verfahren die Wurzelbedingung (vgl. Definiti-
on 11.51) nicht erfiillt ist.

Ubung 11.11.17. Entscheide, ob fiir folgendes lineares 2-Schrittverfahren die

Wurzelbedingung erfiillt ist und bestimme die Konsistenzordnung:

) . h ) ) )
v =y 4 S (0 97) + 4F (e, v ) + f (4,97 7).

Ubung 11.11.18. Bestimme alle lineare 2-Schrittverfahren mit Konsistenz-
ordnung 4.

Ubung 11.11.19. Gegeben sei das Anfangswertproblem
y'(t) = —200y(t), y(0) =5.

Bestimmen Sie eine obere Schranke h.,.x, so dafl das explizite Euler-Verfahren
fiir alle Schrittweiten 0 < h < hpax eine streng monoton fallende Folge von
Niherungslosungen liefert.
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Ubung 11.11.20. Die Stromstirke I(t) eines Stromkreises mit Induktivitit
L und Widerstand R geniigt der Differentialgleichung LI'(t) + RI = U. Fiir
konstante Spannung U und den Anfangswert 1(0) = Iy ist die Losung durch

I(t) = Ipe Tt 4+ % (1 - e*%t>

gegeben. Wir verwenden ein Euler-Verfahren mit dem Startwert yo = Iy und
der Schrittweite h. Die Anndherung zum Zeitpunkt ¢, = nh wird mit I,
bezeichnet.

a) Zeigen Sie, daf das explizite Euler-Verfahren die diskrete Losung

I =(1- h%)nfo +(1-(1- h%)")

U
R )
liefert.
b) Zeigen Sie, dafl das implizite Euler-Verfahren die diskrete Losung

R, -

U
7)

R\ -n n
In:(lJth) Iiy+(1—(1+h )E

liefert.
¢) Wie mufl h gewihlt werden, damit die Approximationen I, zumindest
qualitativ das Verhalten der exakten Losungen I(t,,) wiedergeben?

Ubung 11.11.21. Losen Sie die Anfangswertaufgabe

y(t) —2

/
t) =
v =S

y(1) =1

auf dem Intervall [1, 3] mit dem folgenden Verfahren:

1. Bestimmung der Startwerte mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren,
2. Priadiktor: Adams-Bashforth, k& = 3,
3. Korrektor: Adams-Moulton, k& = 3,

fiir verschiedene Schrittweiten (h = 1,1, 25) und verschiedene Anzahl von

Iterationen beim Korrektor-Verfahren. Vergleichen Sie die Ergebnisse mit der
exakten Losung.

Ubung 11.11.22. Ein Beispiel fiir ein lineares Mehrschrittverfahren ist fol-
gende Variante der Mittelpunktregel

Y2 =yl + 2hf (i, ).

a) Bestimmen Sie die Konsistenzordnung dieses Verfahrens.
b) Bestimmen Sie das Stabilitétsintervall dieses Verfahrens.
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Ubung 11.11.23. Man beweise, daf die BDF2-Methode

a) die Konsistenzordnung 2 hat,
b) Stabilitétsintervall (—oo,0) hat.

Ubung 11.11.24. Wir betrachten die partielle Differentialgleichung

ug(x,t) = ugy(x,t) + 3mwsin(3nz), fir x€[0,1],¢> 0,
u(0,t) =wu(l,t) =0, t>0,
u(z,0) = sin(mx), fir « € (0,1).

a) Rechnen Sie nach, daf§ die exakte Losung

1
u(z,t) = et sin(mx) + 3—(1 — 6_9ﬂ2t) sin(37x)
0
ist.
b) Diskretisieren Sie die Ortskoordinate so wie in Beispiel 11.5, um ein Sy-
stem gewohnlicher Differentialgleichungen

y'(t) = Ay(t) + b, y(t), be R~ A e R=—Dx(na=1)

zu erhalten.

¢) Losen Sie das System numerisch bis zum Zeitpunkt ¢ = 0.5 mit Hilfe
des BDF3-Verfahrens. Wahlen Sie dabei mehrere Werte fiir n, und fiir
die Zeitschrittweite. Verwenden Sie das implizite Euler-Verfahren und das
BDF2-Verfahren, um die beiden Anlaufwerte zu berechnen. Vergleichen
Sie die berechnete Anndherung zum Zeitpunkt ¢ = 0.5 mit der exakten
Losung.



12

Partielle Differentialgleichungen

12.1 Problemstellung und Prototypen

In der Thematik dieses Abschnitts kdnnte man eine Abkehr von der bisheri-
gen Grundlinie sehen, numerische Bausteine losgelost von speziellen Anwen-
dungsszenarien zu entwickeln. Andererseits mufl man zumindest exemplarisch
der Tatsache Rechnung tragen, dafl die Entwicklung numerischer Methoden
oft ganz erheblich durch die mathematische Modellierung der behandelten
technisch-physikalischen Prozesse geprégt ist. Letztere beruht auf physikali-
schen Bilanzgesetzen fiir Masse, Impuls und Energie oder auf Extremalprin-
zipen fiir die Energie des betrachteten Systems. Solche Bilanzen wie auch
die Bestimmung von Extremalwerten bringen Anderungsraten — also Ablei-
tungen — der involvierten physikalischen Gréflen ins Spiel, und man erhélt
schliefflich Systeme von partiellen Differentialgleichungen als mathematisches
Modell. Die ,,Unbekannten* sind hier Funktionen von Ort und Zeit wie Druck,
Dichte oder Geschwindigkeit, deren partielle Ableitungen miteinander in Be-
ziehung stehen. Beispiele hierzu findet man bei der Berechnung von Gas-
und Fliissigkeitsstromungen (Aerodynamik und Strémungsdynamik), beim
Halbleiter-Design, bei Verformungs- und Elastizitéitsproblemen und bei der
Computer-Tomographie.

Etwas vereinfacht ausgedriickt sind viele der so beschriebenen Prozes-
se durch das Zusammenspiel von zwei Grundphédnomenen gekennzeichnet,
namlich Diffusion und Transport, die wir jetzt ndher erlautern wollen.

Diffusion: Um Ersteres etwas genauer zu beleuchten, betrachte man eine
diinne Platte der Dicke § mit thermisch isolierter Ober- und Unterfliche, die
ein ebenes beschrinktes Gebiet 2 C R? mit Rand I = 012 beansprucht. Man
interessiert sich fiir die stationdre Temperaturverteilung, die sich in der Platte
einstellt, wenn gewisse stationére thermale Randbedingungen am Rand I" vor-
gegeben werden. Aufgrund der etwas idealisierten Annahmen (Modellfehler)
ist die gesuchte Temperaturverteilung u(x,y) eine Funktion nur der Ortsva-
riablen (x,y). Es sei nun kurz skizziert, wie man eine Differentialgleichung
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mit Randbedingungen herleitet, deren Losung gerade die gesuchte Verteilung
u ist. Dazu betrachtet man ein beliebiges (kleines) offenes Teilgebiet 2’ in (2.
Jedem infinitesimalen Randsegment dy des Randes I'" von {2’ entspricht bei
konstanter Plattendicke § ein Flichenelement der Grofle ddy. Die Rate, mit
der Warme durch dieses Flidchenelement flielen kann, ist
ou

kanéd% (12.1)
wobei k die Warmeleitfdhigkeit, eine Materialkonstante, und % in jedem
Punkt des Randes IV die Ableitung von v an diesem Punkt in Richtung der
duBeren Normalen ist. Im stationdren Zustand, also im thermischen Gleichge-
wicht, ist fiir jedes solche Testgebiet 2’ die Netto-Wiarmeflufirate Null, es flief3t
soviel hinein wie hinaus. Diesen Gesamtflul bekommt man durch die Summa-
tion obiger kleiner Beitrége, also im Grenzwert durch Integration iiber den
Rand I'" des Testgebiets £2'. Das heifit, man schliet, dal v die Bedingung

ou
k—4ddy = 12.2
/F kedy =0 (12.2)

erfiillt. An dieser Stelle kommt nun ein klassischer Satz der Analysis ins Spiel,
der Gaufische Satz. Dazu beachte, dafl % = nTVu ist. Dann folgt

Qug . _ 9 (0uxy)y 9 ¢ dulz,y) _
F,kan5d7_5/(),<ax(k oz )+8y(k 3y )) dte.v)=o0.

(12.3)
Den Integranden schreibt man iiblicherweise kiirzer als %(k’%) + a%(k%z) =

div(kVu), wobei wieder allgemeiner fiir eine Funktion v(z) = v(z1,...,2q)
von d Variablen Vv = (a‘zc”1 ...,%)T der Gradient von v ist und fiir ein

Vektorfeld w = (wy,...,wg)T : RY — R? (hier d = 2 und w = kVwv) der
?:1 gqf; definiert ist. Nun schliefit
man folgendermaflen. Falls fiir eine stetige Funktion w € C(f2) und jedes
Teilgebiet 2" C 2 gilt [, w(zx,y)d(x,y) = 0, dann folgt schon w(z,y) =0 in
2. Falls also div(kVu) stetig in 2 ist, besagt (12.3), dafl

Divergenzoperator div durch divw = )

div(kVu) =0 in £2 (12.4)

gilt. Hat man ferner iiber die Platte verteilt Warmequellen der Intensitéit
f(z,y) pro Volumeneinheit, liefert eine analoge Schluiweise als Bilanz

div(kVu)+ f=0 in £ (12.5)

Diese Differentialgleichung besitzt in dieser Form noch keine eindeutige Lo-
sung, da z.B. jede Konstante im Kern des Differentialoperators liegt. Man
bendétigt zusitzlich Randbedingungen. Dabei gibt es unterschiedliche physika-
lisch sinnvolle Vorgaben. Hier moge exemplarisch die sogenannte Dirichlet-
Randbedingung geniigen, bei der die Temperatur u auf dem Rand I" des Ge-
biets (der Platte) {2 als Funktion g vorgeschrieben wird. Ferner ist bei einem
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vollkommen homogenen Material die Wiarmeleitfahigkeit k& konstant in (2.
Man erhélt dann

div(kVu) = kAu, (12.6)
wobei wieder im allgemeinen d-dimensionalen Fall Au := Z?Zl giﬁ der

J

Laplace-Operator ist. Die Gleichungen (12.4), (12.5) erhalten dann zusammen
mit den Randbedingungen die Form

Au=0 bzw. —Au=f/k in 2, u=g auf I. (12.7)

Dies sind Prototypen von elliptischen Randwertaufgaben partieller Differen-
tialgleichungen, die sogenannte Laplace- bzw. Poisson-Gleichung. Die durch
(12.2) ausgedriickte Bilanzierung von Fliissen iiber Testgebietsrinder be-
schreibt einen stationdren Zustand als Ergebnis eines Diffusionsprozesses —
Wirme diffundiert im Medium. Man spricht daher auch von der Diffusions-
gleichung.

Die Bedeutung dieser Gleichungen liegt darin, dafl sie das richtige ma-
thematische Modell in scheinbar unterschiedlichen physikalischen Zusam-
menhéngen liefern. Die Auslenkung einer am Rand eingespannten elasti-
schen Membran unter einer vorgegebenen Last als Funktion der Ortsvaria-
blen geniigt wieder einer Gleichung vom Typ (12.7). Das elektrostatische Feld
V(z,y, z), das von festen Ladungen erzeugt wird, geniigt der dreidimensiona-
len (d = 3) Laplace-Gleichung, der sogenannten Potentialgleichung.

Die Losungen von (12.7) beschreiben einen stationdren ,eingeschwunge-
nen* Zustand. Kehrt man zum Ausgangsmodell der Temperaturverteilung
zuriick und legt zeitlich verdnderliche Randbedingungen an, oder interessiert
sich fiir den instationdren Wirmeleitprozef3, der einer stationéiren Verteilung
vorausgeht, wird u eine Funktion von Ort und Zeit t. Nun mufl die Netto-
Bilanz der Fliisse iiber den Rand eines Testgebiets {2’ der zeitlichen Ande-
rungsrate der im Testvolumen befindlichen Wérme entsprechen. Reskaliert
man die Gleichung, erhilt man schliellich eine Gleichung des Typs

ou u(z,y,0) = up(z,y) in £2,
ot Au, {u(m,y,t) =g(z,y,t) in I" x [0, 7). (12.8)
Die Losung u(z,y, T) ergibt die Temperaturverteilung in der Platte zum Zeit-
punkt 7', wenn die Anfangstemperatur zur Zeit t = 0 durch ug(z, y) gegeben ist
und im Verlauf des Diffusionsprozesses Temperaturvorgaben g(z, y, t) auf dem
Rand I' x [0, T] gegeben sind. Man spricht daher von einer Anfangsrandwert-
aufgabe. Gleichungen des Typs (12.8) zur Beschreibung von Wirmetransport
und Diffusionsprozessen tauchen in unzéihligen technischen Zusammenhéngen
auf wie z. B. bei der Auslegung von Wiarmetauschern, bei Hochleistungsaggre-
gaten wie Turbinen, beim Laserschneiden oder auch in der Raumfahrt beim
Wiedereintritt von Flugkorpern in die Atmosphére.

Die Natur der Losungen der Wirmeleitungsgleichung erkennt man bereits
am idealisierten Fall, daf§ fiir nur eine Ortsvariable z € 2 := R Anfangswerte
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ug auf der gesamten reellen Achse vorgegeben werden (welche im Unendlichen
geniigend schnell abklingen). Man kann dann verifizieren, daf§

u(x,t) Je —ile=v)?*/tgy (12.9)

=y a0
gilt. Die Losung 1st also eine Faltung des Anfangswertes mit dem Kern
K(z,t) = 2%/76 12/t Dies zeigt, dafl eine Storung des Anfangswertes an
einer Stelle z fiir jedes t > 0 sofort auf der gesamten reellen Achse spiirbar
ist, allerdings umso stérker geddmpft, je weiter man von z entfernt ist. Anders
ausgedriickt, u(z, t) hingt fiir jedes positive ¢ bereits von allen Werten ug(x’),
2’ € R ab. Die Informationsausbreitungsgeschwindigkeit ist somit unendlich.

Weiteren Aufschluf erhélt man fiir 2 = (0, 7) und mit den Randbedingun-
gen ¢g(0,t) = g(m,t) = 0,¢ > 0. Entwickelt man die Anfangsbedingung ug in ei-
ne Sinus-Reihe ug(z) = Y77 ¢k sin(kz) und beachtet man, daB etk sin(kx)
fiir jedes k € N die Differentialgleichung u; = u,, erfiillt, ist die Losung von
(12.8) in diesem Fall durch

che * sin (kx) (12.10)

gegeben. Hieran sieht man ganz deutlich, dafl mit fortschreitender Zeit, al-
so bei wachsendem ¢, die hochfrequenten Anteile der Anfangswerte stark
geddmpft werden, sozusagen ,,wegdiffundieren®.

Wellen, Transport: Fragt man nach der Auslenkung einer an den Intervallen-
den eingespannten schwingenden Saite als Funktion u(x,t) von Ort (x) und
Zeit (t), kann man folgendermaflen argumentieren. Man betrachte eine Saite
vernachléssigbarer Dicke, die im Ruhezustand auf der z-Achse liegt und leicht
ausgelenkt wird.

Fiir einen kurzen Abschnitt dz wird mit Newtons Gesetz die Kriftebilanz
in vertikaler Richtung aufgestellt. Bezeichnet man die Masse pro Léngenein-
heit (die sogenannte Massenbelegung) mit p, so wirkt auf dz die Trégheitskraft
ma = pdzruy. Sie wird durch die Saitenspannung und eine méglicherweise
vorhandene duflere Kraft ausgeglichen. Letztere wird mit Hilfe der Kraftbele-
gung f(x,t) durch fdx beschrieben.

Die konstante Saitenspannung bewirkt, dal an den Enden des Saitenab-
schnitts tangential Krifte gleichen Betrages T' angreifen, die eine Komponente
in vertikaler Richtung besitzen, wenn die Saite ausgelenkt ist. Abb. 12.1 ent-
nimmt man, daf links F; = —T sin(«;) und rechts F, = T sin(c,.) wirkt.

Nimmt man an, daf die Auslenkung klein ist, so gilt sin(«) ~ tan(a) = u,.
Deshalb resultiert aus der Saitenspannung die Kraft

Uy (z + dx,t) — ug(x,t)
dx '

—Tuy(x,t) + Tuy(z + dx,t) = Tdx
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Abb. 12.1. Saitenabschnitt

Somit ergibt sich die Kréftebilanz

Uy (z + dz,t) — ug(x,t)
dx ’

pdruy = fdxr+Tdx

aus der man dz kiirzen kann. Fiihrt man anschliefend den Grenziibergang
dx — 0 aus, so erhilt man

Pu 0%

mit ¢? := T/p, g = f/p, was iiblicherweise als Wellengleichung bezeichnet
wird. Sie beschreibt zahlreiche verwandte Phdnomene wie etwa die longi-
tudinalen Spannungswellen in einem elastischen Stab. Wellenausbreitung in
Korpern wird durch das mehrdimensionale Analogon
2
% —FAu=0 (12.12)

beschrieben, wobei A wieder der Laplace-Operator ist. Dies spielt in den Geo-
wissenschaften wie auch in den Materialwissenschaften eine wichtige Rolle.

Es bleibt zu klaren, welche Nebenbedingungen eindeutige Losungen von
(12.11) ergeben. Die einfachste Situation, die allerdings schon Aufschluf iiber
die Natur der Losungen gibt, erhélt man, wenn man auf der gesamten reellen
Achse die Anfangsbedingungen

u(z,0) =g(z), wue(z,0)=h(x), zeR, (12.13)
vorgibt. Nach D’Alembert lautet die Losung von (12.11) mit diesen Anfangs-

bedingungen

x+ct
u(z,t) = = (g(z +ct) + g(z — ct)) + 7/ h(s)ds. (12.14)

2C —ct

N | =

Demnach hingt die Losung u(x,t) fiir ein ¢ > 0 (im Gegensatz zur Wirmelei-
tungsgleichung) nur von Anfangswerten im endlichen Intervall [x — ct, x + ct],
dem Abhdingigkeitsbereich, ab. Insbesondere sieht man, dafl fiir beliebiges
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(hinreichend glattes) g mit g(x £ ct) Losungen der Wellengleichung gege-
ben sind (man nehme h(z) = =cg¢'(z) in (12.13)). Diese Losungen ha-
ben folgende charakteristische Eigenschaft. Schrinkt man eine solche spe-
zielle Losung uy (z,t) = g(z + ct) auf eine Gerade in der (x,t)-Ebene der
Form = + ¢t = b (mit b € R eine beliebige Konstante) ein, ergibt sich
ug(z(t),t) = g(b), d. h., entlang dieser Geraden ist die Losung konstant (ana-
loges gilt fiir u_(z,t) = g(z — ct)). Diese Geraden werden Charakteristiken
genannt. Informatlon wird entlang der Charakteristiken mit konstanter Ge-
schwindigkeit (d. h. ui konstant) propagiert. Faft man ¢ wieder als Zeitvaria-
ble auf, kann man smh die zeitliche Entwicklung eines solchen Losungsanteils
bildlich als ,, Wandern“ des festen Profils in Form des Graphen von g entlang
der Charakteristiken vorstellen, sieche Abb. 12.2.

A
Ut (‘/L'7 t)

Abb. 12.2. Bewegung der Losung entlang Charakteristiken

Letzteres Phinomen, dafl Losungen entlang ausgezeichneter Kurven konstant
sind, tritt bereits bei folgender Gleichung erster Ordnung auf

ou 1o}
TVu—vlf—Fvg Y

12.1
oy " or = (12.15)

mit v, vo Konstanten ungleich Null. Dies heifit einfach, dafl die Ableitung von
w in Richtung v € R? in der (z,y)-Ebene verschwindet, daf} also u entlang sol-
cher Geraden konstant ist. Die Gleichung (12.15) modelliert somit Transport
mit ,, Geschwindigkeit® a = vy /v1 (wenn y als Zeitvariable interpretiert wird).
Terme der Form v7Vu werden deshalb oft als Transport- oder Konvektions-
terme bezeichnet.

Es ist klar, dafl sich die Losungen von (12.7) oder (12.8) i. a. nicht explizit als
analytische Ausdriicke angeben lassen. Das trifft auch auf (12.11) oder (12.12)
zu, wenn man Randbedingungen bei beschrinkten Gebieten einbezieht oder
den Laplace-Operator A (bei inhomogenen Materialien) durch divAV (vgl.
(12.4)) mit einer ortsabhéngigen positiv definiten Matrix A ersetzt. Die Losun-
gen dieser Differentialgleichungen miissen iiber geeignete Diskretisierungen
numerisch approximiert werden. Es wird kaum tiberraschen, dal der Entwurf
numerischer Werkzeuge das oben beobachtete ganz unterschiedliche Verhalten
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der Losungen bei den verschiedenen Problemtypen beriicksichtigen muf}. Wie
lassen sich nun die durch obige Beispiele hervorgebrachten unterschiedlichen
Phénomene in eine mathematische Systematik passen? Wir werden dies hier
nur kurz soweit anreiflen, wie es fiir entsprechende numerische Behandlung
notwendig bzw. hilfreich ist.

Solche Diskretisierungen generieren dann im néichsten Schritt aus den Dif-
ferentialgleichungen typischerweise sehr grofie diskrete Gleichungssysteme, de-
ren numerische Losung ein weiteres zentrales Thema der folgenden Entwick-
lungen ist. Auch dies kann hier nur in sehr eingeschrinkter Form geschehen,
und fiir eine ausfiithrlichere Behandlung wird auf die Literatur verwiesen, z. B.
[Br],[GR],[Hal].

Zuniichst zur angesprochenen Systematik: Bei partiellen Differentialglei-
chungen treten Ableitungen nach mehreren Variablen auf. Wir beschrénken
uns wie in obigen Beispielen auf partielle Differentialgleichungen zweiter
Ordnung, d.h., die partiellen Ableitungen in der Differentialgleichung sind
hochstens zweiter Ordnung, und es tritt mindestens eine Ableitung von ge-
nau zweiter Ordnung auf. Sei {2 ein offenes beschrianktes zusammenh&ngendes
Gebiet in R2. Der allgemeine lineare Differentialoperator zweiter Ordnung in
zwei Variablen (z,y) € {2 hat die Form

Lu = a11Uzp + 2a12Uzy + A22Uyy + bty + bouy + cu (12.16)

wobei u € C?(£2) und die Koeffizienten a;;, b;, ¢ bekannte Funktionen von
(x,y) € 2 sind. Wir nehmen an, daf§ diese Funktionen auf §2 stetig sind. Dem
Hauptteil (d.h., der Anteil, der nur Ableitungen zweiter Ordnung enthilt)
dieses Operators wird eine symmetrische Matrix

Alz,y) = (““(m’y) “12(5”’?/)) (12.17)

a12(z,y) az(z,y)
zugeordnet.

Definition 12.1. Der Differentialoperator L heift elliptisch, wenn fir alle
(x,y) € 2 die Eigenwerte der Matriz A(x,y) ungleich Null sind und das
gleiche Vorzeichen haben. Falls fiir alle (x,y) € {2 die Eigenwerte der Ma-
triz A(z,y) ungleich Null sind und unterschiedliches Vorzeichen haben, nennt
man L hyperbolisch. Wenn fiir alle (z,y) € {2 genau ein Eigenwert der Ma-
trix A Null ist und auferdem die Matrix (all 12 bl) den Rang zwei hat,

as1 ass by
heifst L parabolisch. Analog kann man diese Typeneinteilung auch punktweise
definieren, worauf wir hier nicht ndher eingehen werden.

Die Definition der Typeneinteilung ist analog fiir lineare Differentialoperato-
ren zweiter Ordnung in R%, d > 3.
Die lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung

Lu=f (12.18)
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heifit elliptisch, parabolisch bzw. hyperbolisch, wenn der Differentialoperator
L elliptisch, parabolisch bzw. hyperbolisch ist.
Aus Aufgabe 12.8.1 folgt, dafl der Operator L aus (12.16) elliptisch ist, genau
dann, wenn aq1(z,y)ass(z,y) — aly(x,y) > 0 fiir alle (z,y) € 2 gilt. Es sei
bemerkt, dafl gilt:

L elliptisch < —L elliptisch.
Der Prototyp eines elliptischen Differentialoperators ist der Laplace-Operator

Lu = Au i= Ugg + Uy

Die zugehorige Matrix ist A = ((1) (1)>

Fiir die Warmeleitungsgleichung in einer Ortsvariablen u; = ug, (vgl.
(12.8)) ergibt sich (fir y = ¢t)

_ (10 a1y a1z br\ 10 0
A= (0 0> , Rang <a21 1oy b2> = Rang (0 0 _1> =2
und somit ein parabolisches Problem.
_2
Bei der Wellengleichung (12.11) hat man (fir y =t) A = ( ¢ O), d.h.,

01
sie ist hyperbolisch.

Die Begriffe elliptisch, parabolisch, hyperbolisch erkléren sich folgendermafien.
Die Losungsmengen der quadratischen Gleichungen

TAt=¢, €eR?

sind Ellipsen, Parabeln bzw. Hyperbeln, falls A definit, semidefinit bzw. in-
definit ist. Man kann in Ubereinstimmung mit obigen Beobachtungen zeigen,
daB im hyperbolischen Fall zwei Scharen von Charakteristiken in R? existieren,
entlang derer Storungen in den Anfangswerten mit endlicher Geschwindigkeit
propagiert werden. Im parabolischen Fall existiert nur eine solche Familie (im
Fall der Wérmeleitungsgleichung Parallelen zur a-Achse), wobei allerdings
die Signalgeschwindigkeit unendlich ist. Bei elliptischen Problemen existieren
keine Charakteristiken.

Die Begriffe elliptisch, parabolisch und hyperbolisch sind, wie oben schon
erwihnt, nicht auf den Fall von zwei Variablen beschriankt. Der Laplace-
Operator A = Z;l:l 8672? ist wieder der Prototyp eines elliptischen Operators

in d (Orts-)Variablen. (12.12) ist ein Beispiel eines hyperbolischen Problems
in mehreren Ortsvariablen und (12.8) repriisentiert den parabolischen Typ fiir
beliebig viele Ortsvariable in A.

Wie weiter unten noch ausgefiithrt wird, kann man ferner zeigen, dafl bei
elliptischen Operatoren Anfangswertaufgaben nicht korrekt gestellt in dem
Sinne sind, daf die Losung stetig von den Anfangswerten (bzgl. geeigneter
Normen) abhiingt. Es 148t sich nicht in sinnvoller Weise eine ,,Zeitvariable“
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auszeichnen, sondern alle Variablen spielen dieselbe Rolle und werden daher
wie schon vorher als Ortsvariable bezeichnet. Die angemessene Form von Ne-
benbedingungen, die Eindeutigkeit und stetige Abhéngigkeit von den Daten
sichern, sind im Fall elliptischer Operatoren Randbedingungen. Um dies zu
préazisieren, sei L ein elliptischer Differentialoperator und f : {2 — R eine
bekannte Funktion. Wenn das Gebiet {2 gewisse (schwache) Voraussetzungen
erfiillt und die rechte Seite f und die Koeflizienten a;;, b;, ¢ hinreichend glatt
sind, ist Existenz einer Losung der elliptischen Differentialgleichung in (12.18)
gesichert. Sei 02 der Rand des Gebietes 2 und g : 92 — R eine bekannte
Funktion. Die Aufgabe: Finde u € C%(£2) N C(£2), so daB

Lu=f in {2
{ u=g auf 912, (12.19)

ist ein elliptisches Randwertproblem. Die Randbedingungen in (12.19) heilen
Dirichlet-Randbedingungen. In der Praxis konnen auch andere Randbedin-
gungen auftreten, wie zum Beispiel Neumann-Randbedingungen, 5 8— = g, Wo-
bei g die Ableitung in Normalenrichtung ist. Wir betrachten hler nur den
Fall mit Dirichlet-Randbedingungen. Der Prototyp eines elliptischen Rand-
wertproblems ist somit das:

Poisson-Problem: Gesucht u € C%(£2) N C(£2), so da8

—Au=f in £2,
{ u=g auf df2. (12.20)

Man kann zeigen, daf, wenn 942 aus glatten Liniensegmenten (z. B. Geraden)
zusammengesetzt ist und f € C1(£2), g € C(912) gilt, die Aufgabe (12.20) eine
eindeutige Losung hat. Diskretisierungsverfahren fiir dieses Problem werden
in den Abschnitten 12.3.1, 12.4 und 12.5 behandelt.

Bei parabolischen und hyperbolischen Problemen 148t sich (wie in den Beispie-
len bereits geschehen) neben den in einem elliptischen Operator auftretenden
Ortsvariablen eine Variable auszeichnen und als Zeitvariable interpretieren
(meist mit ¢ € [0, 7] bezeichnet). Solche Probleme modellieren zeitliche Ent-
wicklungen, und angemessene Nebenbedingungen sind in der Form von Rand-
und Anfangswerten gegeben, siehe (12.8). Die Losung u = u(z, t) ist dann eine
Funktion von z € {2, ¢ € [0,T].

Sei L ein elliptischer Differentialoperator. In Verallgemeinerung von (12.8)
gehort die Differentialgleichung

ou

o TLu=f (12.21)

zur Klasse der parabolischen Differentialgleichungen. Die partiellen Ableitun-
gen der Funktion uw nach ¢t und nach den Ortsvariablen miissen existieren.
Deshalb sucht man zunéchst nach Losungen im Raum
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vie{uioxpm o r| (L2 o0l OO T) ma )

(z — v(z,1)) € C*(N2)

Wir werden spéter sehen, wie man diese Forderungen etwas abschwéchen kann
und einen etwas schwécheren jedoch physikalisch sinnvolleren Losungsbegriff
definiert. Zur Sicherung der Eindeutigkeit der Losung werden wie in (12.8)
Randbedingungen und Anfangsbedingungen formuliert. Dies fithrt auf die pa-
rabolische Anfangs-Randwertaufgabe: Finde u € V| so dafl

%t Lu=f in 2x[0,7],
u=g auf 02 (Randbedingung), (12.22)
u(-,0) = up(-) auf £ (Anfangsbedingung),

wobei f: 2x[0,T] = R, g:02x[0,T] — R und ug : 2 — R bekannte Funk-
tionen sind. Der Prototyp dieser Problemklasse der parabolischen Anfangs-
Randwertaufgaben ist uns in etwas speziellerer Formulierung in (12.8) schon
begegnet und lautet:

Wirmeleitungsproblem: Gesucht u € V', so dafl

9u — Au=f in2x[0,T]
u=g aufdN x[0,T], (12.23)
u(-,0) = up(-) auf 2.

Auch hier kann man als Randbedingungen Neumann-Bedingungen verwenden,
die Warmefliisse iiber den Gebietsrand modellieren. Ein Diskretisierungsver-
fahren fiir dieses Problem wird in Abschnitt 12.7 behandelt.

Sei L wieder ein elliptischer Differentialoperator. Es wird nun nicht mehr
iiberraschen, daf§ die Differentialgleichung

0%u 747 wenn A aus (12.17) negativ definit ist

wilfu,:f mit {”_”

wenn A aus (12.17) positiv definit ist
zu der Klasse der hyperbolischen Differentialgleichungen gehort. Prototyp die-
ser Klasse ist die Wellengleichung (vgl. (12.12)):

82

T:—Au:f in 2 x[0,7T].
Solche hyperbolischen Gleichungen werden wir allerdings im Folgenden nicht
mehr betrachten.
Ersetzt man in (12.21) (mit dem ”+7-Zeichen) die Zeitableitung % durch
den Differenzenquotienten (u(z,t+ 7) — u(z,t))/7 und nimmt man fiir einen
Moment an, dafl man, fiir festes ¢, v(x) = u(x, t) bereits kennt, erwartet man,
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daf§ die Funktion w(z), die

w(e) @) o

erfiillt, fir hinreichend kleines 7 eine gute Niherung fiir u(x,t + 7) ist. Die
Funktion w erfiillt somit
Tlw+w=7f+wv (12.24)

und ist damit wieder Losung eines elliptischen Problems, wobei die Rand-
werte wegen (12.22) durch w = g(-,t + 7) auf 92 gegeben sind. Fingt man
mit ¢ = 0 an, so dal dann v = wug tatséchlich bekannt ist, und benutzt man
ein numerisches Verfahren zur niherungsweisen Lésung des elliptischen Rand-
wertproblems (12.24), so ermittelt man eine Niherung fiir u(z,7), um damit
dieses Vorgehen zu wiederholen. Dies deutet schon an, daf sich die numeri-
sche Losung des parabolischen Anfangsrandwertproblems eng mit der Losung
von elliptischen Randwertaufgaben verkniipfen 1a8t. Wir werden daher das
Hauptgewicht auf die numerische Losung elliptischer Randwertaufgaben le-
gen. Gemaf (12.16) sind dabei durchaus Terme erster Ordnung eingeschlossen,
also insbesondere Gleichungen des Typs

—div(AVu) + v Vu = f, (12.25)

wobei L = —div(AVu) fiir eine symmetrisch positiv definite (hinreichend glat-
te) Matrix A den elliptischen Hauptteil stellt. Wie vorher angedeutet wurde
(vgl. (12.15)) repriisentiert v? Vu Konvektion, wihrend —div(AVu) Diffusi-
on modelliert. Man nennt deshalb eine Gleichung dieses Typs Konvektions-
Diffusionsgleichung. Derartige Gleichungen spielen eine wichtige Rolle bei
vielfdltigen Stromungsproblemen. Ist insbesondere der Konvektionsterm viel
grofer als der Diffusionsterm (|| A|| < ||v]|), spricht man von konvektionsdo-
manierten Problemen. Obgleich es sich um eine lineare Differentialgleichung
handelt, stellt diese immer noch eine Herausforderung an numerische Metho-
den dar, da stabile Diskretisierungen oft auf Kosten der Genauigkeit gehen
und die Konstruktion effizienter Verfahren zur Losung der nach Diskretisie-
rung entstehenden Gleichungssysteme schwieriger wird. Wir werden deshalb
insbesondere auch auf diesen Problemtyp eingehen und einige Grundprinzipi-
en geeigneter Diskretisierungen ansprechen.

12.2 Korrekt gestellte Probleme — Kondition*

Bevor man iiber numerische Losungswege nachdenkt, ist natiirlich sicher zu
stellen, daf iiberhaupt Losungen existieren und auch eindeutig sind. Da dies
fiir den Entwurf numerischer Techniken relevant ist, sei dieser Punkt noch-
mals etwas systematischer aufgegriffen. Wie mehrfach anklang, ist Eindeu-
tigkeit nur bei Vorgabe geeigneter Nebenbedingungen in Form von Anfangs-
oder Randbedingungen moglich. Mit obigen Beispielproblemen wurden schon
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solche Nebenbedingungen assoziiert. Es ist nun wichtig zu sehen, dafl man
keine willkiirliche Wahl treffen kann, sondern daf§ zu bestimmten Typen von
Differentialgleichungen nur bestimmte Typen von Nebenbedingungen pas-
sen. Bei hyperbolischen Problemen gibt es im allgemeinen keine Losung,
wenn man auf dem gesamten Rand eines Raum-Zeit-Gebietes Randbedin-
gungen vorgibt. Bei parabolischen und elliptischen Problemen ist die Sach-
lage im folgenden Sinne subtiler. Man betrachte etwa wie zuvor bei der
Wellengleichung die Laplace-Gleichung —Awu = 0 auf der oberen Halbebene
N =RxRi ={(z,y) | z € R,y > 0} jedoch versehen mit den Anfangsbe-
dingungen vom Typ (12.13) (y spielt hier die Rolle der ,Zeit*)

u(z,0) = %sin(nw), uy(x,0) = 0. (12.26)

Man rechnet nach, dal die Losung durch
1
u(z,y) = - cosh(ny) sin(nz) (12.27)

gegeben ist. Zwar ist das Problem (sogar eindeutig) losbar, jedoch wéchst
diese Losung wie €™ in der ,,Zeit“. Dies ist der Fall, obgleich fiir sehr grofies
n die Anfangsbedingungen beliebig klein (etwa in der || - ||o-Norm) werden.
Beliebig kleine Anfangswerte konnen also beliebig starkes Losungswachstum
erzeugen, die Losung hingt also nicht stetig (in der Maximumnorm) von den
Anfangswerten — sprich Daten — ab.

In Bezug auf die Wirmeleitungsgleichung wire es zum Beispiel interes-
sant, fiir die Temperaturverteilung zur Zeit T > 0 auf die Anfangswerte
zuriickschliefen zu kénnen, um zu wissen, welche Eingangstemperatur eine
gewiinschte Zieltemperatur erzeugt. Statt Anfangswerte zur Zeit ¢ = 0 vor-
zugeben, wiirde man hier die ,Endtemperatur® also Werte auf dem , Deckel-
rand“ 2 x {T'} des Raumzeitzylinders {2 x [0, T'] vorgeben. Dies entspricht der
Losung der Wirmeleitungsgleichung fiir ¢ < 0 (man geht , riickwiirts in die
Zeit®). Ein Blick auf (12.10) zeigt aber, was dann geschieht. Hohe Frequenzen
werden nun nicht mehr gedampft sondern enorm verstarkt. Diffusion 148t sich
sozusagen schwer umkehren. Kleine Stérungen in den ,,Endwerten“ wiirden
also sehr verstiarkt. Ein solches inverses Problem, von einem Endresultat auf
unbekannte Problemdaten zuriick zu schlielen ist der Prototyp eines schlecht
gestellten Problems. Dies veranlafite Hadamard bereits 1932 zu folgender Be-
griffsbildung. Ein Problem heifit korrekt gestellt, falls:

1) eine Losung existiert,
2) diese eindeutig ist,
3) und stetig von den Daten abhéngt.

Satz 11.12 gab also Bedingungen an, unter denen ein Anfangswertproblem fiir
ein System gewohnlicher Differentialgleichungen korrekt gestellt ist. In diesem
Fall sind die ,Daten“ Elemente des R™ (fiir ein zunichst festes n € N), die
Wahl der Norm ist also nicht wesentlich (vgl. Satz 2.10). Im vorliegenden Fall
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partieller Differentialgleichungen sind die ,,Daten* in Form von Anfangs- oder
Randwerten Funktionen auf {2 bzw. 02, also Elemente unendlichdimensio-
naler Rdume. Die Spezifikation einer Norm, beziiglich derer Stetigkeit in 3)
gemeint ist, wird also wesentlich.

Die richtige Wahl erfordert hier meist Einblick in die Theorie der betref-
fenden Differentialgleichung. Definiert man wieder ||g||1.__(q) := sup,eq |9(2)],
kann man zum Beispiel im Falle einer elliptischen Randwertaufgabe zweiter
Ordnung (12.19) zeigen (vgl. [Br], §2), dafl die Losung u

lullz.2) < N9llLe0) +cllflloa o) (12.28)

erfiillt, sofern u € C2(£2) N C(£2), wobei die Konstante ¢ nur von der Ellipti-
zititskonstanten o in der Abschitzung ¢ A¢ > /€2 (mit a > 0) abhingt.
Sind also u, @ (hinreichend glatte) Losungen zu den Daten (g, f) bzw. (g, f),
folgt aus der Linearitéit von L sofort

Ju—illro @) < 19— Gllrw @) +ellf = Flloa @),

also die gewiinschte stetige Abhéngigkeit der Losung von den Daten und zwar
hier beziiglich der Maximumnorm. Abstrakter formuliert haben wir im letz-
ten Schritt nur ausgenutzt, dal der aufgrund der eindeutigen Losbarkeit von
(12.19) wohldefinierte Ldsungsoperator

S:(g,f)—u (12.29)

linear ist, Beschrénktheit also (sogar Lipschitz-) Stetigkeit impliziert (vgl.
Bemerkung 2.19). Wie bereits im Zusammenhang mit Anfangswertaufgaben
fiir gewohnliche Differentialgleichungen angedeutet wurde, lassen sich diese
Uberlegungen folgendermaBen interpretieren.

Bemerkung 12.2. Die Losung eines Rand- oder Anfangswertproblems ist
mathematisch dquivalent zur Anwendung des Losungsoperators auf die Da-
ten (vgl. (12.29)). (Man vergleiche hierzu die elementaren Uberlegungen zur
Loésung einer quadratischen Gleichung in Beispiel 2.3.) Dafl das Problem kor-
rekt gestellt ist, ist nun dquivalent dazu, dafl der Losungsoperator im abso-
luten Sinne gut konditioniert ist. A

Wir werden spiter sehen, daf§i man mit etwas mehr analytischem Aufwand
unter schwiicheren Glattheitsannahmen an u Abschiitzungen beziiglich ande-
rer Normen erhilt. Hier sei lediglich erwihnt, daf (12.28) aus einem wichtigen
Prinzip fiir elliptische Operatoren, dem Mazimum-Prinzip, folgt.

Mazimum-Prinzip: Sei die Matrix A in (12.16) und (12.17) in {2 negativ defi-
nit. Fiir v € C?(2)NC($2) impliziert dann Lv < 0 in 2, daBl v sein Maximum
auf dem Rand 942 von {2 annimmt.
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Daraus wiederum schlie3t man sofort das
Vergleichsprinzip: Fiir v,w € C%(2) N C(2) gilt:

Lv < Lwin [0

v<w auf 8()} = v<w in {2 (12.30)

Man kann dies mit Hilfe des Losungsoperators S das Resultat (12.30) folgen-
dermaflen ausdriicken:

[920 = u=S5(g,[f)=0. (12.31)

Man nennt Operatoren, die ein Vorzeichen des Arguments erhalten positiv
oder monoton. Wir werden spéter ein diskretes Analogon zu (12.31) antreffen.

Als letztes Beispiel betrachten wir die Wirmeleitungsgleichung (12.23), wobei
der Einfachheit halber die Randwerte als homogen g = 0 angenommen seien.
Die ,Daten* des Problems sind dann die Anfangswerte ug und die rechte Seite
f. Mit relativ einfachen Mitteln erhéilt man dann die Abschétzung

t
(Dl zage < ltollzage + / 1) apdr. (12.32)

Man erhélt nun also Beschrianktheit und somit Stetigkeit des Losungsopera-~
tors in anderen Normen. Fiir ein festes Zeitintervall [0,7] heifit (12.32) ja
gerade

T
e e Ol < lollaier + | 177y
d. h., die Norm auf der linken Seite setzt sich aus der Maximumnorm bzgl. der
Zeitvariablen und der Lo-Norm bzgl. der Ortsvariablen zusammen, wiahrend
die Norm fiir die rechte Seite f als Funktion auf {2 x [0, T] eine Mischung aus
Lo-Norm im Ort und L;-Norm in der Zeit ist, vgl. den Raum V im vorherigen
Abschnitt. Die Warmeleitungsgleichung ist also beziiglich dieser Normen kor-
rekt gestellt. Wie vorher schon angedeutet wurde, ist die , Riickwértswéarme-
leitungsgleichung® nicht korrekt gestellt.

Die Abschitzung (12.32) beruht auf einer sogenannten Energieabschitzung.
Da es sich dabei um ein wichtiges Prinzip handelt, skizzieren wir die Argumen-
te im vorliegenden technisch einfachen Fall. Zunéchst liefert die Produktregel

d d
@”u('»t)”%z((z :%/ u(z,t) d:zc—/ —u(z,t)?

2/u u(zx,t) dx
o)
Q/QAU u(x,t) + f(z,t)u(x,t) dx,
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wobei wir im letzten Schritt (12.23) benutzt haben. Mit Hilfe des Gauflschen
Satzes erhélt man fiir den Fall homogener Randbedingungen g = 0 auf 02
somit

1d
371400y = = [ Vutet)- Vul o+ [ flatyu(e,t)da

+/ n - Vu(z,t)g(z,t) dx
a9

—/ Vu(x,t)~Vu(x,t)dm+/ f(z, t)u(z,t)d(12.33)
7 o)

Da [, Vu(z,t) - Vu(z,t)dz > 0 und

1d

d
5@”“('70”%2(9) = Hu('7t)”Lz(Q)%Hu('vt)HLz(Q)

ergibt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

d
s )llzac) et Ollna ) < 1FC Ol e, Ol o),
so daf Division durch [|u(-, )| 1, (o) die Ungleichung

d
@HU('J)HLQ(Q) <fC )l La()

liefert. Integration nach ¢ ergibt schliefflich unter Verwendung der Anfangsbe-
dingung u(-,t) = ug gerade die Abschétzung (12.32).

Bei der Diskretisierung dieser Probleme wird es unter anderem darum gehen,
moglichst viele Vorteile aus der Korrektgestelltheit zu ziehen. Die hiufigsten
in der Praxis benutzten Diskretisierungsmethoden lassen sich in drei Klassen
einteilen: Differenzenverfahren, die Finiten-Elemente-Methode (FEM: | Finite
Element Method“) und die Finite- Volumen-Methode. Abschnitt 12.3 ist den
Differenzenverfahren fiir elliptische Randwertaufgaben gewidmet. In den Ab-
schnitten 12.4 und 12.5 werden die Grundideen der Finite-Elemente-Methode
und der Finite-Volumen-Methode anhand des Poisson-Problems erldutert. In
Abschnitt 12.7 wird die sogenannte Linien-Methode zur Diskretisierung para-
bolischer Probleme kurz vorgestellt.

Die Diskretisierung von Randwertaufgaben fithrt auf sehr grofie Glei-
chungssysteme. Numerische Verfahren zur Losung solcher Gleichungssysteme
werden fiir den Fall linearer Probleme in Kapitel 13 behandelt.

Die in diesem Buch gebotene kurze Einfithrung in diese Thematik soll
einerseits einen Mindesthintergrund fiir die numerischen Methoden bereitstel-
len, andererseits eine Briicke zu ausfiihrlicheren Abhandlungen von Diskreti-
sierungsmethoden wie z. B. [GR, Hal] schlagen.
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12.3 Differenzenverfahren fiir elliptische
Randwertaufgaben

In diesem Abschnitt geht es um die gewissermaflen einfachste Diskretisie-
rungsmethode, das Differenzenverfahren. Dieses ist umso bequemer realisier-
bar, wenn die Gebiete (Hyper-)Rechtecke oder Vereinigungen solcher sind.
Wir werden uns daher auf den Modellfall des Einheitsquadrats beschréanken.
Im néchsten Abschnitt 12.3.1 wird speziell ein Differenzenverfahren zur Dis-
kretisierung der Poisson-Gleichung behandelt. Danach, in Abschnitt 12.3.2,
wird die Diskretisierung einer Konvektions-Diffusionsgleichung diskutiert. In
Abschnitt 12.3.4 werden Schranken fiir den Diskretisierungsfehler hergelei-
tet. Insbesondere wird dann gezeigt, dafl in der Fehleranalyse, wie bei den
gewoOhnlichen Differentialgleichungen, die Begriffe Konsistenz und Stabilitdt
eine entscheidende Rolle spielen.

12.3.1 Diskretisierung der Poisson-Gleichung

Wir betrachten die Poisson-Gleichung in (12.20) im Einheitsquadrat 2 =
(0,1)2. Zur Diskretisierung dieses Problems wird ein regelméBiges quadrati-
sches Gitter mit Schrittweite h = L (n € N) eingefiihrt:

Q= {(ih,jh) |1 <i,j <n—1}, (12.34)
2 = {(ih,jh) |0 <i,j <n} . (12.35)

Mit Hilfe der Taylorentwicklung kann man wie in (8.45) zeigen, daf fiir (z,y) €
(2;, die Formel

%(%y) = h_z[u(x —h,y) —2u(z,y) +u(lx + h,y)] + (’)(hz)

gilt. Daraus ergibt sich die Differenzenformel

(Au)(z,y) = (Anu)(z,y)
= h2[u(z — h,y) + u(z + h,y) +u(z,y — h)
+u(x,y + h) — du(z,y)) (12.36)

fiir (z,y) € §2;,. Den Differenzenoperator A, kann man auch mit einem soge-
nannten Differenzenstern darstellen:

~1
1
[FAe=35 |1 4 -1, e (12.37)
-1
¢

Sei nun (%(£2;,) (>(£2,)) die Menge aller Gitterfunktionen auf dem Gitter
2 (£2), dann erhilt man folgende Formulierung:
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Diskretisiertes Poisson-Problem:

gesucht uy, € €2(£2;,), so dafy
—(Apun)(§) = f(§) fiir £ € 025, (12.38)
un(§) = g(§) fiir £ € 25\ 2y .

Das diskrete Problem in (12.38) ist ein lineares Gleichungssystem, wobei je-
dem Gitterpunkt aus §2;, eine Gleichung zugeordnet ist. Die Unbekannten sind
up(€),€ € 25 Da die Werte in den Punkten & € (2, \ £2;, vorgegeben sind, 148t
sich das Gleichungssystem sofort auf ein Gleichungssystem fiir £ € 2), reduzie-
ren. Fiir die Darstellung dieses Systems in der {iblichen Form Ax = b braucht
man eine Numerierung der Gitterpunkte. Die Darstellung hingt von der Wahl
dieser Numerierung ab. Eine mégliche Wahl wird fiir den Falln =5 (h = $)
in Abb. 12.3 gezeigt. Diese Numerierung wird hier die Standardanordnung
genannt.

(h,4h) (2h,4h) (3h,4R) (4h,4h) 13 14 15 16
(h,3h) (2R, 3h) (3h,3R) (4h,3h) 9 10 11 12
(h,2h) (2h,2h) (3h,2h) (4h,2h) 5 6 7 8
(h,h) (2h,h) (3h,h) (4h,h) 1 2 3 4

Abb. 12.3. Standardanordnung der Gitterpunkte, n =5

Mit dieser Anordnung der Gitterpunkte ergibt sich folgende Darstellung des
Problems (12.38):

Aix=b, A; eR™™ m:=(n-1), (12.39)
wobei
T -1 4 —1
. -I1T-1 0 -1 4 -1 0
Ai=s Coe , T= c R(=1x(n-1)
0 -IT-I 0 -1 4 —1
-1T -1 4
(12.40)

und I die (n—1) x (n — 1)-Identitdtsmatrix ist. Der Vektor b in (12.39)
enthilt die f und g entsprechenden Daten aus (12.38):

b= (b bf ... b, bT )", (12.41)
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mit
f(h, k) +h=2(g(h,0) + (0, h))
f(2h,h) + h=2g(2h,0)

b, = : : (12.42)
f(1—2h,h) + h=2g(1 — 2h,0)
f(1—h,h) +h2(g(1 — h,0) +g(1,h))
f(h, jh) +h=2g(0, jh)
f(2h, jh)
b; = ; , 2<j<n-2, (12.43)
f(1—2h,jh)

f(ha 1- h) + hiz(g(ha 1) +g(oa 1- h))
f(2h,1 —h) + h™2g(2h,1)

b,_1 = : . (12.44)
f(1—2h,1—h)+h2g(1 —2h,1)
fA=h,1—=h)+h"2(g(1 = h,1) +g(1,1— h))

Im Falle einer einzigen Ortsvariablen, wenn das Poisson Problem die Form
—ugz, = f in (0,1), u(0) = go, u(1) = g1, annimmt, reduziert sich die Block-
Tridiagonalmatriz Aq auf eine einfache Tridiagonalmatrix, vgl. (3.10), (3.12)
in Beispiel 3.2. Die Losung x = (1'1,1'2, . ,x(n_l)z)T des Systems (12.39)
entspricht der Gitterfunktion wy, in (12.38), z. B. 29 = up(2h,h), Tpio =
up (3h, 2h).

Bemerkung 12.3. In diesem Kapitel ist der Unterschied zwischen Differen-
zenoperatoren und Gitterfunktionen einerseits und Matrizen und Vektoren
andererseits wichtig. Um diesen Unterschied hervorzuheben, werden Vektoren

und Matrizen mit fettgedruckten Buchstaben bezeichnet, wie zum Beispiel in
(12.39). A

Beispiel 12.4. Fiirden Fall f = 1,9 =0,h = 27 (n = 64) ist die der Losung
des Systems (12.39) entsprechende Gitterfunktion in Abb.12.4 dargestellt. In
diesem Fall hat die Matrix A die Dimension 3969 x 3969. Das System ist
also schon recht grof. Fiir das analoge Problem in drei Raumdimensionen
(2 =(0,1)3) mit h = 277 (n = 128) ist die Dimension des entsprechenden
Gleichungssystems sogar 1272 = 2048383, also sehr grof. Die Darstellung in
(12.40) zeigt, daBl die Matrix Ay diinnbesetzt ist: nur etwa 5(n — 1)? = 19845
der (n — 1)* = 260144641 Eintriige der Matrix A; sind von Null verschieden.

A

Bemerkung 12.5. Fiir die Fehleranalyse des Differenzenverfahrens brauchen
wir eine etwas prézisere Beschreibung des Zusammenhangs zwischen der Dis-
kretisierung (12.38) und der dquivalenten Matrix-Vektor-Darstellung (12.39).
Seien die Gitterpunkte &; € 25 mit der Standardanordnung nummeriert. Der
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Abb. 12.4. Loésung der diskretisierten Poisson-Gleichung

Raum ¢2(£2,) besteht aus allen Gitterfunktionen auf {2, und hat die Dimen-
sion m = (n — 1)2. Eine kanonische (orthogonale) Basis in diesen Raum ist
die folgende: Zu jedem Gitterpunkt &; wird die Basis-Gitterfunktion ¢; mit
$i(&;) = 6ij, 1 < i,j < m, definiert. Eine Gitterfunktion v, € ¢2(£2;) hat
beziiglich dieser Basis die Darstellung v, = Y., z;¢;, mit z; = vi(&;).
Der Differenzenoperator Ay, in (12.38) bildet ¢2(£2;,) in £2(£2;) ab. Wegen
dim(¢2(£2,)) = n* # dim(¢3(£2;)) = (n — 1)* kann dieser Operator nicht
bijektiv sein. Der Operator A, eingeschrinkt auf dem Teilraum von ¢2(£2,)
der Gitterfunktionen mit 0-Werten auf dem Rand, d.h.,

Ay 2(021) = {vn € 2(2y) | vp(€) =0 fiir alle € € 02} — £2(02,)

ist bijektiv. Die (¢;)i1<i<m bilden eine Basis nicht nur von £2(£2;,) sondern
auch von ¢2(£2,). Die Matriz Ay in (12.39) ist die Matriz-Darstellung des
Differenzenoperators Ay, = (3(2y,) — €3(2) in der Basis (¢;)1<i<m @ Fiir
vp = Yoty iy € L5(2) gilt

Apon =wn =Y 4idi & Aix=y.

i=1
Aus Eigenschaften der Basis (¢;)1<;<m folgt sofort
Inax o (O] =t lvnllse = Xlloo » Y va()® =t [lonll3 = [Ix[3.  (12.45)
£eny

Fiir die entsprechenden Operatornormen ergibt sich dann
[Anll = 1ALl 1A e = AT, * € {00, 2} (12.46)

Solche Beziehungen gelten natiirlich nicht nur fiir den diskreten Laplace-
Differenzenoperator 4y, sondern auch fiir andere Differenzenoperatoren und
die zugehorige Matrix-Darstellung. A
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12.3.2 Diskretisierung einer Konvektions-Diffusionsgleichung

Als Spezialfall von (12.25) wenden wir uns nun folgender elliptischen Rand-
wertaufgabe zu:

Konvektions-Diffusionsproblem:

Gesucht sei eine Funktion v € C2(2) N C(£2), so dafl
—eAu + cos(f) 24 or T sin(() 24 oy = in2=(0, 1)?,
u=g auf 02 .

(12.47)

Hierbei sind € > 0 und 8 € (0,27) vorgegebene Konstanten und f, g vorge-
gebene Funktionen. In diesem Problem spielt neben der Diffusion, modelliert
durch den Term —eAu, auch die Konvektion, modelliert durch den Term
cos(B) %% + Sin(ﬂ)%z, eine Rolle, vgl. (12.15). Die Zahl ¢ ist ein Maf fiir das
Verhéltnis zwischen Diffusion und Konvektion. Wenn e < 1 gilt, spricht man
von einem Problem mit dominanter Konvektion.

Fiir ¢, 1 € Rsei l(t) := (co+tcos(B), c1 +¢sin(B)) eine Gerade mit Rich-
tungsvektor (cos(3),sin(3)), und u sei eine Losung der Differentialgleichung

008(6)% + sin(ﬂ)% =0 (12.48)

(=0, f =0 in (12.47)). Dann gilt

du(l(t)) Ou

dt Oz

also ist u eine Konstante entlang der Kurve [. Wie bereits in Abschnitt 12

erkldrt wurde, heiflt diese Kurve | Charakteristik oder Stromlinie der Diffe-

rentialgleichung (12.48). Da in diesem Modellproblem die Charakteristiken

Geraden mit Richtungsvektor (cos(8),sin(8)) sind, wird im Problem (12.47)

mit ¢ < 1 die Richtung (cos(3), sin(3)) die Strémungs- oder Konvektionsrich-
tung genannt.

Zur Diskretisierung des Problems (12.47) verwenden wir wie in (12.34), (12.35)
ein regelméfiges quadratisches Gitter. Der Laplace-Operator A wird mit dem
Differenzenoperator Ay, aus (12.36) angenéhert. Fiir die Diskretisierung von
a% bieten sich folgende drei Differenzensterne an (vgl. (8.44) in Abschnitt
8.2.6):

1
th[ 11 0)e S[0 —1 1] E€@n.  (12.49)

10 1], -

7l

Die erste Differenzenformel ist eine sogenannte zentrale Differenz, die beiden
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anderen Moglichkeiten werden einseitige Differenzen genannt. Fiir den Fehler
in diesen Differenzenformeln gilt:

%(axy) - %[—u(x—h,y) +u(e + h,y)] + O(h?), (12.50)
%(%y) = %[—u(:c— hyy) + u(z,y)] + O(h), (12.51)
%(ﬂfvy) = %[—u(az,y) +u(x + h,y)] + O(h). (12.52)

Wie bereits in Abschnitt 8.2.6 erkliart wurde, ist die Genauigkeit also bei der
zentralen Differenz um eine Ordnung besser als bei den einseitigen Differen-
zen. Es ist aber bekannt (siehe auch Abschnitt 12.3.4), dafl fiir konvektions-
dominierte Probleme (¢ < 1) die Diskretisierung mit zentralen Differenzen
zu Instabilitdten fithren kann. Diese Instabilitéiten treten nicht auf, wenn man
eine einseitige Differenz in die sogenannte upwind-Richtung wahlt. Dabei wird
der Mittelpunkt im Differenzenstern mit dem Punkt verbunden, aus dem die
Information kommt. Diese upwind-Richtung héngt von der Konvektionsrich-
tung ab. Ist zum Beispiel 8 € (0, %) U (23X, 27) dann ist die erste Komponente
der Konvektionsrichtung (cos((3), sin(8)) positiv und ,,die Strémung geht von
links nach rechts“. Fiir diesen Fall ist die upwind-Differenz fiir 8%: %[ -110].

Die upwind-Differenz fiir % hiingt also vom Vorzeichen von cos(3) ab. Mit

é:=cos(f), ¢":=max(¢,0), ¢ :=min(é0),

lautet die allgemeine Formel fiir die upwind-Differenz zur Annidherung von

cos(ﬁ)a%
[D;c”"]5 = % [—é* e| é*]g, Ee . (12.53)

Diese Diskretisierung ist in gewissem Sinne natiirlicher als die mit der zen-
tralen Differenz, weil man zur Approximation der Ableitung nur Information
benutzt, die aufgrund der Stromrichtung bereit gestellt wird.

Die partielle Ableitung a% kann man analog behandeln. Sei

§:=sin(B), &1 :=max(5,0), 3§ :=min(s,0).
Die upwind-Differenz zur Annidherung von sin(ﬂ)a% ist

[DZP] o

(=7 . Eemy. (12.54)

13

Das diskretisierte Problem 148t sich nun folgendermaflen formulieren:
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Diskretisiertes Konvektions-Diffusionsproblem:

Gesucht uy, € £2(£2;,), so daB
((— ey + D + DEP)uy ) (€) = f(€) tiir € € 2y, (12.55)
un(§) = g(&) fiir £ € 2\ 2.

Der zugehorige Differenzenstern ist

—e+ hs™

[—5A;,+D§p+Dgp]§:% e het et h(le| 4+ |3]) —e + b
—e — hst
1 T
e w_zg of,
also
A=ec—hs", §=c+hs"T, (12.56)
6=e—hé", W=c+hét, (12.57)
F=f454+06+m=4e+h(e]+]3)) . (12.58)

West-, Ostrichtung bezeichnet. In Matrix-Vektor-Darstellung, basierend auf
der Standardanordnung, ergibt sich das Gleichungssystem

Asx=b, Az e R™™  m:=(n—1)?, (12.59)
mit
T —il Z -6
. I T -nl 0 - 2 —0 0
Azzﬁ T = . (12.60)
0 —5I T —al 0 -0 2 —6
—5I T -0 2

Die rechte Seite b entspricht (12.41)—(12.44), wobei jedoch g(jh,0), g(jh, 1),
9(0,7h), g(1, jh) durch 5g(jh,0), ng(jh, 1),wg(0, jh),09(1, jh) (1 <j <n-—1)
ersetzt wird.

Beispiel 12.6. Fiir die Fille f = 1,9 = 0,h = 2763 = ‘%’r und ¢ =
1, 1072, 1074, ist die Losung des Problems (12.55) (oder #iquivalent (12.59))
in den Abb. 12.5, 12.6, 12.7 dargestellt.

Fiir den Fall dominanter Konvektion (¢ = 1072, 10~%) bildet sich am
Ausstromrand eine Grenzschicht, ein Bereich, in dem sich die Losung extrem
schnell (mit kleiner werdendem ) #ndert. Die Diffusion wirkt sich ndmlich nur
sehr schwach aus, wihrend der Konvektionsterm zusammen mit der rechten
Seite einen konstanten Anstieg in Stromrichtung erzwingt. Die Randbedin-

gungen zwingen dann die Losung wieder zum plotzlichen ,, Abstieg”. A



12.3 Differenzenverfahren fiir elliptische Randwertaufgaben

llll[/,, 0.6

0.08
SN
. W tfirg g 0y 0y 0t A R ITITMANNN N
by
0.02 /4 III”;III' "0'0‘0? :“\:‘ ) “
: y (X it
= eSS ST T T
' it ee st
06 Wi 0.¢“‘\\‘\W\‘\‘\\\\\\\\\\ 08

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

S

T8
S

s
Wgssimit

0.4
0.2

0.2

7
7
7575

Zorssslle
5%
;,';""',':‘

55

e e g s a7 i gty
= B )
AU )
ey g e e gl
e e o s s L
08 "l/,;;"z,"/:,"'ll,"%"la}'l':,"la"'llf"lo“
i e 1
L B A )
06 LBy
Lerglt e ‘
02 Ll 02
0 0

~
Z
L

sttt

i
7
Iq'll’l;"
etrrgs e iiry
PRI
=
L L
aggsltty gty Uy by eyt by gy
e i ey gy iy g g
ll’{‘,"ll[{"’ll,{}’ll}‘"lll{’,’}l,{"ll"’lld"l"’l"lll'

Ipan ity sy

sy g i Hhpe Ul gyt g gy o e

L
LT I ALPALLTALTIALL A
7 "'d"#:"'l:{"'t""#f"'l:""l:l"l'f{'\\

"
7

9%
it 0yt Uiriltarytongl gty sty
Yregllisgi i ettt tsy ey 10,
i
liagstty

%

arggltiey
g
0.8 Lol

0.6

Urliiry
IR
G
i
UL

i
1z ‘
0.2

0 o

L
et
o

08
04
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Hat man das urspriingliche Problem wie in obigen Beispielen diskretisiert,
stellen sich zwei grundlegende Fragenkomplexe:

e Die diskrete Losung up(§) von (12.38) oder (12.55) soll die
Losung u des entsprechenden Randwertproblems an den Git-
terpunkten £ € (2, approximieren. Wie hingt die Genauig-
keit dieser Approximation von der Diskretisierung, insbeson-
dere von der Gitterweite h ab? Dies ist die Frage nach dem
Diskretisierungsfehler.

e Zur Bestimmung von wu, mufl ein gegebenenfalls sehr grofles
lineares Gleichungssystem vom Typ (12.39) oder (12.59) gelost
werden. Sind die bisher bekannten Faktorisierungsmethoden
dazu brauchbar? Welche Methoden sind dazu sonst geeignet
und was 148t sich iiber den benétigten Rechenaufwand sagen?

Im folgenden Abschnitt wird eine erste einfache Methode vorgestellt, die zu-
mindest fiir die bisher betrachteten einfachen Gebiete und Gitter wichtige
Beitrige zur Beantwortung dieser Fragen liefert. Die dabei gewonnenen Ein-
sichten bleiben auch in allgemeineren Situationen im Kern giiltig.

12.3.3 Fourieranalyse

Das in den Modellproblemen aus den Abschnitten 12.3.1, 12.3.2 zur Diskre-
tisierung verwendete regelméflige quadratische Gitter erlaubt die Darstellung
der diskreten Gleichung mit Hilfe eines Differenzensterns, der in allen (inne-
ren) Gitterpunkten gleich ist. Letzteres folgt aus der Tatsache, daff die Koeffi-
zienten in der Differentialgleichung in diesem Fall nicht von den Ortsvariablen
abhéngen. Ein derartiges Problem mit konstantem Differenzenstern in allen
Gitterpunkten kann man mit Hilfe einer Fourieranalyse einfach analysieren.
Diese Vorgehensweise wollen wir deshalb in diesem Abschnitt anhand der
Poisson-Gleichung kurz erldautern.

Die Matrix A; des diskretisierten Problems (vgl. (12.39)—(12.40)) ist symme-
trisch. Deshalb hat A; nur reelle Eigenwerte, und es existiert eine orthogonale
Basis aus Eigenvektoren von A;. Wir werden zeigen, dal man bei diesem Mo-
dellproblem die Eigenwerte und Eigenvektoren mit Hilfe einer Fouriertechnik
explizit angeben kann. Dazu fiihren wir die trigonometrischen Funktionen

e’M(x,y) := sin(vmz) sin(ury), v, €N,

ein. Diese Funktionen sind Null auf dem Rand des Einheitsquadrats und sind,
wie man leicht nachrechnet, Eigenfunktionen des Laplace-Operators:

—Ae"* = ((vm)® + (um)?) e”*. (12.61)
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Sel nun B
el (&) == e"(§) firée R, 1<v,u<n-—1,

die Beschrinkung von e“* auf das Gitter £2;. Aus Bemerkung 8.45 in Ab-
schnitt 8.5.2 kann man folgern, daf3

SToer©) e ©) =0 i (vp) £ (V40
cey,

> el©=ann

£eny,

Die Gitterfunktionen (e;")1<,,u<n—1 bilden also eine orthogonale Basis von
02(§2;,). Anwendung des Differenzensterns ergibt das Resultat

(—An e")(&) = A e (€) fir £ ey, 1<v,pu<n-—1,(12.62)

mit A, = %(sinQ(%mrh) + sin®(3purh)) . (12.63)
Die Gitterfunktionen ;" (als Restriktionen der e”# auf das Gitter {2;,) sind al-
so auch Eigenfunktionen des diskreten Laplace-Operators Ay,. Uber die Stan-
dardanordnung der Gitterpunkte kann man die Gitterfunktion e;"(§),& € 2,
als einen Vektor e;" € R™, m := (n — 1)?, darstellen. Weil A; die Matrix-
Darstellung des Operators Ay, : €3(£2,,) — €%(£2y,) ist, folgt hieraus, dafl

Ase) =N 67, 1<v,u<n-—1, mit
Ay wiein (12.63) .
Offensichtlich sind die ", 1 < v,u < n — 1 orthogonale Eigenvektoren der

Matrix A; mit zugehorigen Eigenwerten A, wie in (12.63). Mit Hilfe dieser
Eigenvektorbasis kann man einfach folgende Lemmata beweisen:

Lemma 12.7. Die Matriz Ay der diskretisierten Poisson-Gleichung
st symmetrisch positiv definit.

Beweis. Die Symmetrie ist klar aus der Darstellung (12.40). Alle Eigenwerte
sind strikt positiv (vgl. (12.63)), und daher ist A positiv definit. O

Die néchste Folgerung beschreibt eine wichtige Eigenschaft der aus der Diskre-
tisierung elliptischer Randwertaufgaben zweiter Ordnung entstehenden Ma-
trizen, die auch in allgemeineren Fillen und fiir andere Diskretisierungen in
dhnlicher Form gilt.

Lemma 12.8. Fir die Konditionszahl der Matriz Ay beziiglich
der 2-Norm gilt

cos®(3mh) 2

sin®($h) B (E

Ko(Aq) = )(1+ O(h2)). (12.64)
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Beweis. Da Ay s.p.d. ist, gilt ka(A1) = Amaz . Aus der Formel (12.63) folgt

dann min
M—in—1 sin®(3m — mh) B cos?(3mh)

ka(Aq) = = = )
2(Aa) A11 sin®(37h) sin®(47h)
also das erste Resultat in (12.64). Das zweite Resultat in (12.64) ergibt sich
aus cos?(37h) = 1 —sin®(37h), sin(3mh) = trh + O(R®). O

Bemerkung 12.9. Lemma 12.7 zeigt die giinstige Eigenschaft der Matrix A,
daB sie symmetrisch positiv definit ist. Das Resultat in Lemma 12.8 hingegen
ergibt die ungiinstige Eigenschaft der Matrix A;, da ihre Konditionszahl
sehr groff wird — némlich wie h~2 wiichst, wenn die Schrittweite h der Diskre-
tisierung gegen Null strebt. Dies wird sich spéter als wesentliches Hindernis
bei der numerischen Losung der Gleichungssysteme erweisen. A

12.3.4 Diskretisierungsfehleranalyse — Stabilitédt und Konsistenz

In diesem Abschnitt werden wir fiir die Modellprobleme aus den vorigen Ab-
schnitten Schranken fiir den Diskretisierungsfehler herleiten. Wie schon im
Falle gewohnlicher Differentialgleichungen spielen dabei die Begriffe Stabilitét
und Konsistenz — richtig interpretiert — eine zentrale Rolle.

Diskretisierte Poisson-Gleichung:
Sei uy, € £2(£2;,) die Losung des Problems (12.38) und u € C2(£2) N C(£2) sei
die Losung der kontinuierlichen Poisson-Gleichung. Der Diskretisierungsfehler
wird durch

ep = ulﬁh — Up,

definiert. Da wuj die Randbedingungen in den Gitterpunkten auf dem Rand
erfiillt, gilt e;, (&) = 0 fiir alle £ € 2), \ 25, und somit e, € £2(§2;). Die Feh-
leranalyse bei Differenzenverfahren beruht auf der folgenden grundlegenden
Ungleichung, wobei Ay, : £3(£2),) — (3(£2),

lenll = 145 Anenll = 143" (~ Anugs, — fie,)l

. (12.65)
<14 = Anug, — fie,ll-

Der Term || — Apug, — fo,|| miBt die Grofe des Defektes, der entsteht,
wenn man die Funktionswerte der kontinuierlichen Losung in den Gitter-
punkten in das diskretisierte Problem —Apu; = f einsetzt. Die Grofle
| = Anwg, — fie, |l wird Konsistenzfehler genannt. Der Faktor | A5t quan-
tifiziert die (In)Stabilitdt der Methode. Aus (12.65) folgt, daBl eine Konsi-
stenzanalyse (Schranke fiir || — Ayuig, — fie,ll) und eine Stabilititsanalyse

(Schranke fiir ||A,'||) zusammen sofort ein Konvergenzresultat liefern:
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Konsistenz (|| — Apujg, — fio, |l = 0) + Stabilitit (|4, = O(1))

= Konvergenz

Bemerkung 12.10. Der Konsistenzbegriff ist dhnlich zu dem bei den gewhn-
lichen Differentialgleichungen: Der Konsistenzterm mifit den Defekt der ent-
steht wenn man die kontinuierliche Losung in die Diskretisierungsmethode
einsetzt. Auch der Stabilitédtsbegriff ist analog zu dem in der Fehleranalyse bei
den gewohnlichen Differentialgleichungen, vgl. (11.60) und Bemerkung 11.53.
Die Griéfe | A" quantifiziert nicht nur die Fortpflanzung des Konsistenz-
fehlers, sondern auch die Verstirkung im absoluten Sinne von Datenfehlern
und von (Rundungs-)Fehlern, die bei der Durchfihrung der Diskretisierungs-
methode auftreten. Dies kann man wie folgt einsehen. Der Einfachheit halber
betrachten wir den Fall wobei die rechte Seite f gestort ist, die Randbedingung
g aber exakt ist. Sei @y, € £2(£2},) so, daB

—(Anap)(€) = (&) +r(§) filr £ € 2y,
an(&) = g(&) fir e 2\ 2,

vgl. (12.38). Der Term r € (2(§2;) beschreibt Fehler die beim Losen des
Gleichungssystems, —Auy (&) = f(€) fir alle £ € (2, entstehen. Sei é, :=
U, — Un € (), e = U, — Un, also €, = e + (up — Up). Wegen

lun — anl| = 114, A (un = an) | < 1125 1 fion = FI+ 1171)
ergibt sich

llenll < llenll + llun — |

<A = A, = fianll + 1 fin = FI+1Irl)-

Die GréBe || A, || quantifiziert in diesem Sinne die Stabilitit der Diskretisie-
rungsmethode. Die Beschreibung des diskreten Problems (12.38) ist noch kein
Algorithmus, weil nicht spezifiziert ist, wie das Gleichungssystem gelost wird,
vgl. Bemerkung 11.27. A

Wir werden jetzt Konsistenz und Stabilitéit untersuchen. Obige Uberlegungen
sind zunéchst fiir beliebige Normen giiltig. Den Fehler in jedem Gitterpunkt
gleichméflig zu beschréinken, was der co-Norm entspricht, ist die stéarkste For-
derung. Dies entspricht der Wahl der Normen in der Abschitzung (12.28)
zum Nachweis der Korrektgestelltheit des Randwertproblems. Hinsichtlich der
Konsistenz ergibt sich dazu folgendes Resultat.

Lemma 12.11. Es gelte u € C*(02). Sei C = max{”%”ooﬁ, H%Hoo,ﬁ}'
Dann gilt:

1
| = Anug, = fianlleo < CR?
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Beweis. Sei £ = (z,y) € 25. Wegen (8.45) erhilt man (mit 0 < n, 7 < 1):

-1

1 1
(—Ahu)(f):ﬁ[—l 2 —1ku+ﬁ 2 | u
0%y h? 0*u 9%u h? 9*u N
= _@(ﬁ) - E@(U,y) - Tyg(g) - ﬁ@iy‘*(x’n)
h?  0*u ot
= —Au(§) - E(@(%y) + afyﬂ%ﬁ)) (12.66)

h? o Mu,
= 1O = 15 (5aa 0 9) + 53 (1)

Hiermit ergibt sich

h? 7, 0*u 0*u C
max | = (Augg, )(€) = f(©)] < ﬁ(“@hﬁ* ||@||m,§> <5
und somit die Behauptung. O

Es bleibt noch, die Stabilitit in |- ||» zu sichern, also zu zeigen, da8 || A} *|o
beschrinkt bleibt (fiir A | 0). Fiir die Stabilititsanalyse ist es bequemer, die
Matrix-Darstellung des Differenzenoperators zu verwenden. Die Stabilitéits-
untersuchungen kann man wegen

1A = |AT (Il - [J: Maximum- oder Euklidische-Norm, vgl. (12.46))

auch mittels Schranken fiir | A7 || durchfiihren. Die Stabilitiitsanalyse in der
Maximumnorm ist nicht ganz so einfach und wird daher noch zuriick gestellt.
Wir betrachten erst die Euklidische Norm, weil in dieser Norm die Fourier-
analyse aus Abschnitt 12.3.3 direkt entsprechende Abschétzungen liefert. Wir
wéhlen eine gewichtete Euklidische Norm:

h2y Y2, yeR™ (12.67)

J=1

[¥ll2.n = hllyll2 =

Die Gewichtung mit & wird benutzt, da fiir v € C(§2) und hinreichend kleines
h die entsprechende Norm [|vjg, [l2,n auf £2(£2,) (vgl. (12.45)) etwa der Lo-
Norm der Funktion v ist:

||”\Qh||§,h = Z h*v(€)? = Riemann-Summe ~ /Qv(;zc,y)2 dzdy = |v]|7,.
€2,

Wegen der Gewichtung gilt auch, fiir v, € £2(£2,),

[[onll2,n < hmgglé};{ [on (&) = h(n = D)l[vnllcc < [lvnlloo- (12.68)
h
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Man erhilt aus Lemma 12.11 damit auch sofort Konsistenz in || - ||2,5, d. h.,
Lo
I = A, = faullzp < ZOR”. (12.69)
Ein Stabilitédtsresultat bzgl. |- ||2,, folgt nun sofort aus der Fourieranalyse:

Lemma 12.12. Es gilt die Ungleichung

_ _ 1
||Ah1||27h =||A; 1||2,h < 3

Beweis. Die Matrix Aj ist symmetrisch positiv definit. Mit Hilfe des Resultats
in (12.63) ergibt sich

- 1 h? 1
A7t —( min N = =1 <2
|| 1 ||2,h (AGU(Al) ) )\171 88in2(%7'rh) )
In der letzten Ungleichung wurde siny > %y fir y € (0, 5) benutzt. O

Aus den Resultaten zur Konsistenz (12.69) und Stabilitit in Lemma 12.12
folgt zusammen mit der Ungleichung (12.65) jetzt folgendes Konvergenzresul-
tat:

Satz 12.13. Sei e, = ujq, — up|, der Fehler bei der Diskretisie-
rung der Poisson-Gleichung, wie in Abschnitt 12.3.1 beschrieben.
Unter den Voraussetzungen aus Lemma 12.11 gilt mit C wie in
Lemma 12.11

1
< —Ch?.
lenlla,n < 5

Bemerkung 12.14. Die gewéhlte Norm || - ||2,5 ist wegen (12.68) schwicher
als die co-Norm, die die Abweichungen in allen Gitterpunkten mifit, wihrend
I I]2.», lediglich den Fehler im quadratischen Mittel angibt. Zwar haben wir es
mit endlich-dimensionalen Problemen zu tun, und auf endlich-dimensionalen
Réumen sind bekanntlich alle Normen &dquivalent. Dies besagt im vorliegen-
den Fall allerdings wenig, da die Dimension mit kleiner werdender Gitterweite
h wéchst und der quantitative Unterschied zwischen diesen Normen immer
groBer wird. Insofern ist bei diesen Betrachtungen die Spezifikation der Nor-
men wichtig. A

Bemerkung 12.15. Zur Sicherung der Konvergenzordnung O(h?) wird ver-
langt, daf§ die Losung beschriankte Ableitungen wierter Ordnung haben soll.
Dies ist eine relativ starke Forderung, die in der Tat in vielen praktisch rele-
vanten Fillen nicht erfiillt ist. Darin liegt eine gewisse Schwéche von Differen-
zenverfahren, die eine der Griinde liefert, nach alternativen Diskretisierungs-
methoden zu suchen. A
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Bemerkung 12.16. Man beachte, dafl Stabilitdt gleichméfBige Beschrankt-
heit (beziiglich der Gitterweite h) der Inversen A;l bedeutet, aber nicht
von Ay selbst. Wegen des Resultats zur Kondition in Lemma 12.8 muf} ja
| Anll2,n wie h™2 wachsen. Dies ist natiirlich plausibel, da ja Ay fiir h — 0
immer genauer den Laplace-Operator A annéhert, der in Ly natiirlich nicht
beschrankt ist. A

Die obige Analyse in der gewichteten Euklidischen Norm ist nicht auf die
Konvektions-Diffusionsgleichung anwendbar, weil fiir die Matrix A keine or-
thogonale Basis von Eigenvektoren existiert. Es gibt aber eine andere Tech-
nik, wobei statt der Norm || - ||z, die stérkere Maximumnorm || - ||oc be-
nutzt wird, die sowohl fiir die Poisson-Gleichung als fiir die Konvektions-
Diffusionsgleichung brauchbar ist, um die Konvergenz zu analysieren. Wir
behandeln diese alternative Technik, die im Sinne von Bemerkung 12.14 so-
gar stidrkere Ergebnisse liefert, zuerst fiir die Poisson-Gleichung. Mit Lemma
12.11 ist bereits eine Schranke fiir den Konsistenzfehler in der Maximum-
norm gegeben. Fiir die Stabilitdtsanalyse, i.e. Herleitung einer Schranke fiir
A5, oo = [|AT"||co, Wird nun eine andere Vorgehensweise als in Lemma 12.12
benutzt. Dazu wird folgender Begriff gebraucht:

Definition 12.17. Fine Matrix A € R™™"™ heifst reduzibel, wenn man die
Spalten und Zeilen der Matriz so permutieren kann, dafl nach der Permutation

die Blockgestalt
Aqi|Ar kxk
<
<® A22), AlleR ,17k<n,

entsteht. Fine Matriz heifst irreduzibel, wenn sie nicht reduzibel ist.
Eine Matriz A € R™ ™ heifst irreduzibel diagonaldominant, wenn sie ir-
reduzibel ist und aufSerdem folgender Bedingung gentigt:

Z la; ;| < la;;| fir alle i, mit strikter Ungleichheit fiir mindestens ein i.
J#i
Beispiel 12.18. Die Matrix
103
204
312
ist reduzibel.Die Matrix
120
243
012

ist irreduzibel, aber nicht irreduzibel diagonaldominant. Die Matrix

2 1 0
-1 2 -1
0 -1 2

ist irreduzibel diagonaldominant. A
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Matrizen, die bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen entste-
hen, sind fast immer irreduzibel.

Grundlegend fiir die Stabilitdtsanalyse in der Maximumnorm ist folgendes
Resultat.

Satz 12.19. Sei A € R"*" eine irreduzibel diagonaldominante
Matriz mit a; ; < 0 fir alle i # j. Dann ist A invertierbar und
alle Fintrdge der Inversen sind nicht-negativ, d. h.,

(A™Y);;, >0 fir alle i,j. (12.70)

Einen Beweis findet man z. B. in [Ha2].

Bemerkung 12.20. Die Rolle des Losungsoperators S aus (12.29) fiir das
Poisson-Problem spielt die Inverse A;' (oder A;') fiir das diskretisierte
Poisson-Problem. Man beachte, daf§ (12.70), mit A = A4, gerade das dis-
krete Analogon zur Monotonie (12.31) des Losungsoperators S eines ellipti-
schen Randwertproblems ist. Offensichtlich impliziert ja (12.70), dal man fiir
yeR" y>0,dh y >0,¢=1,...,n, auch AIly > 0 erhilt. Ebenso wie
(12.31) (in der Form des Maximum- oder Vergleichsprinzip) dem Nachweis der
Korrektgestelltheit (12.28), sprich der Beschrinktheit des Losungsoperators,
zugrunde lag, kann man mit Hilfe von Satz 12.19 ein || - || o-Stabilitdtsresultat
— sprich die gleichmdjSige Beschrinktheit des diskreten Losungsoperators A;l
der diskretisierten Poisson-Gleichung zeigen. A

Lemma 12.21. Es gilt die Ungleichung
-1 -1 1
147 Nloo = 1AL oo < g
Beweis. Die Matrix Ay € R™*™ erfiillt die Voraussetzungen in Satz 12.19.

Also sind alle Eintrige der Matrix AIl nicht-negativ. Die Bedeutung dieser
Eigenschaft liegt darin, dafl sich die Norm der Inversen iiber ihre Anwendung

auf einen speziellen Vektor bestimmen l:ifit. Sei namlich ¢ := (1,...,1)T ¢
R™. Dann ist
m m
IAT oo = max > (A7) = max » (A7)
1§l§mj:1 lsism j=1 (12.71)

_ 14 _ 1A=L
= max (470 = A7 C)
Sei u(z,y) == (1 —z) + y(1 —y), (z,y) € 2 = (0,1)%. Wir betrachten die
Poisson-Gleichung (12.20) mit g(z,y) = u(x,y) ((z,y) € 002) und f(z,y) = 4.
Dann ist u die Losung dieser Gleichung. Wegen uj9; > 0 und der Definition
der rechten Seite b erhélt man fiir die diskrete Losung uy,

Ajup =b >4¢,



480 12 Partielle Differentialgleichungen

wobei ,,>* elementweise gilt. Deshalb ergibt sich unter Beriicksichtigung von
A7 >0

1
0<ATC< T (12.72)

Wegen % = giylf = 0 folgt aus Lemma 12.11 und (12.65), dal ug;, —un =0,
also (up); = u(&;) fir ¢ = 1,...,m. Hieraus und aus (12.71), (12.72) ergibt
sich

1

- _ 1 1 1 1
IAT oo = AT ¢l < Jllunlloe < max fu(zp)] = Ju(5.5) =

O
4 (z,y)€NR

1
g
Wiederum folgt aus den obigen Resultaten zur Konsistenz und Stabilitit we-
gen (12.65) das folgende Konvergenzresultat.

Satz 12.22. Fiir ep = ujg, — up|g, und C wie in Satz 12.13 gilt

1
lenllce < OB,

Bemerkung 12.23. Das Stabilititsresultat ||A; o < % ist das diskrete
Analogon von (12.28) (mit g = 0). Es zeigt, dafl fiir das diskrete Problem
die absolute Kondition (bzgl. Storungen in f) gleichmdiffig in h gut ist, vgl.
Bemerkung 12.10. Im Sinne von Bemerkung 12.2 ergibt sich daraus fiir die
diskreten Probleme eine in h gleichméflige Korrektgestelltheit. A

Diskretisierte Konvektions-Diffusionsgleichung

Die bei der Poisson-Gleichung zur Konvergenzanalyse in der Maximumnorm
benutzte Methode kann man auch bei der Konvektions-Diffusionsgleichung
verwenden. Die Losung des kontinuierlichen Problems (12.47) wird wieder mit
u bezeichnet, wihrend wy, die Losung des diskretisierten Problems (12.55) ist.
Fiir den Differenzenoperator des Konvektions-Diffusionsproblems wird eine
kompaktere Notation eingefiihrt:

B = —eAp + D;fp + D;p : EQ(ﬁh) — f2(0h).

Zunichst ist wieder Konsistenz zu zeigen.

Lemma 12.24. Es gelte u € C*(02). Sei C := max{”%”ooﬁ, ||g471‘||00)ﬁ},

D= max{ngTgHooﬁ, ||%HOO,§}. Dann gilt

_ 1
1Znug, — flanlls < 6ach2 + Dh. (12.73)
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Beweis. Fiir die Diskretisierung der ersten partiellen Ableitung in z-Richtung
mit der einseitigen Differenz gilt (£ = (z,y) € 24)

(D2Pu)(€) = cos(D) 2L = —cos() 1 T ..

Ein analoges Resultat gilt fiir die y-Richtung, also erhélt man fiir beliebiges
g € Qh

|(Znug, ) (€) = F(O)] = [((=eAn + Dg? + DyPyug, ) (€) = f(£)]
%5Ch2 + (| cos(ﬁ)|g + |sin(ﬂ)|g)D

IA

IN

1
6EChQ + Dh.
O

Bemerkung 12.25. Wenn man statt der einseitigen Differenz die zentrale
Differenzenformel aus (12.49) zur Diskretisierung der ersten Ableitungen be-
nutzt, erhilt man ein Konsistenzresultat wie in Lemma 12.24, wobei jedoch
Dh durch $Dh? mit D = max{”%”ooﬁ, | %Hoo,ﬁ} ersetzt werden kann.
Der Konsistenzfehler ist dann also O(h?) statt O(h) (wie in (12.73)). Die-
se in Bezug auf Konsistenz anscheinend giinstigere Diskretisierung wird sich
allerdings beziiglich Stabilitét als problematisch erweisen. A

Die Matrix A ist wieder irreduzibel diagonaldominant mit (Asy);; < 0 fir alle
i # j. Also kann man wie bei der Stabilitdtsanalyse der Poisson-Gleichung
Satz 12.19 benutzen, um Stabilitit zu zeigen.

Lemma 12.26. Fiir =, : (3(2y,) — (2(£2,) gilt die Ungleichung
155 Hloo = 1Az oo < V2.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 12.21 zeigt man ||A5 "o = [[AZ"¢]loo-
Wir betrachten jetzt den Fall g € [0, 7], also cos(3) > 0, sin(8) > 0. Sei
u(z,y) = cos(B)x + sin(B)y (> 0 in §2). Wir betrachten die Konvektions-
Diffusionsgleichung mit f(z,y) = 1, g = ujp. Dann ist u die Lésung dieser

Gleichung. Fiir die diskrete Losung uy, gilt
Asu, =b>¢, also 0<A;'¢ < uy,.

Weil die Funktion w linear ist, folgt aus Lemma 12.24, dafl (up,); = u(§;) fiir
allet=1,...,m, und damit

142 oo = 1A Clloo < [l < (Jax [uz, y)| < cos(f) + sin(5) < V2.
Die andere drei Félle 8 € [5,7], 3 € [r, 2], B € [3F,2n] kann man &hnlich

behandeln. Wichtig ist, dafl u eine lineare Funktion ist, und u > 0 auf {2 gilt.
Fir 8 € [§, 7] kann man u(x,y) = cos(f)(x — 1) + sin(f)y wihlen. O
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Fiir die Methode mit upwind-Differenzen folgt aus Konsistenz und Stabilitéit
wieder Konvergenz:

Satz 12.27. Sei e, = u|q, — up|q, der Fehler bei der Diskretisie-
rung der Konvektions-Diffusionsgleichung, wie in Abschnitt 12.5.2
beschrieben. Mit C, D wie in Lemma 12.24 gilt

2
lenlloo < %Ciﬂ +V2Dh.

Bemerkung 12.28. Sei A, = (@ij)1<ij<m die Matrix, die sich bei der Dis-
kretisierung der Konvektions-Diffusionsgleichung mit zentralen Differenzen
fiir die ersten Ableitungen ergibt. Der zugehérige Differenzenstern ist

1 n
e Ik
—S
mit
1 1
ﬁ:€—§h§, §:E+§h§7
1 1
6:E—§hé, w=¢c §hé,

in(3), ¢&=cos(f).

Diese Diskretisierung hat einen Konsistenzfehler O(h?) (Bemerkung 12.25).
Sie ist also hinsichtlich Konsistenz besser als die Diskretisierung mit upwind-
Differenzen. Fiir die Stabilitdtsanalyse unterscheiden wir 2 Félle.

Falla: h < 2¢. Dann gilt n > 0,5 > 0,0 > 0, w > 0 und die Matrix A,
erfiillt die Voraussetzungen von Satz 12.19. Man kann dann iiber eine Stabi-
litdtsanalyse wie fiir den Fall mit upwind-Differenzen ein Stabilitétsresultat

A5 lc <C, mit C unabhiingig von h und &, (12.74)

I3
Il
=il
+
Va)
+
Q
+

&
[VaPS
I
)

beweisen.

Fall b: 2¢ < h. In diesem Fall ist die Vorzeichenbedingung ,,a; ; < 0 fiir alle ¢ #
J “ nicht erfiillt. Auch die Diagonaldominanz-Eigenschaft ,,> >, ; [@i,;] < |aiq[*
ist verletzt. Die Stabilitéitsanalyse wie in Lemma 12.26, basiert auf Satz 12.19,
ist dann nicht anwendbar. Im allgemeinen gilt nur

A5 oo < C(e), mit C(e) unabhingig von h. (12.75)

Es kann sogar ||A3 [ — oo fiir € | 0 auftreten (vgl. Ubung 12.8.8).

Hieraus schliet man, dafl die Diskretisierung mit zentralen Differenzen
formal stabil ist: Fiir jedes feste ¢ > 0 existiert eine Konstante C' = C(e),
so daB ||[A;'].e < C, unabhingig von h gilt. Bei konvektionsdominierten
Problemen ist € oft sehr klein und man wird aus Effizienzgriinden h > 2¢
wéhlen.
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Dann kann aber die ,Konstante® C' = C(e) extrem grof} sein und eine enorme
Fehlerverstirkung auftreten. Deshalb wird die Methode mit zentralen Diffe-
renzen fir den konvektionsdominierten Fall trotz der formalen Stabilitit als
instabil bezeichnet. Diese Instabilitdt wird im folgenden Beispiel augenschein-
lich. A

Beispiel 12.29. Wir betrachten das Konvektions-Diffusionsproblem aus Bei-
spiel 12.6, aber jetzt mit zentralen Differenzen fiir die Ableitungen erster Ord-
nung.

08

06

04 ...

02 ..

5 o

sogsesssters

o

» ;ﬂ&«ﬂwgfm%w%ma
-

N

o
)

08
06
04
02

Abb. 12.8. Losung der diskretisierten Konvektions-Diffusionsgleichung, ¢ = 1072,

Abb. 12.9. Losung der diskretisierten Konvektions-Diffusionsgleichung, ¢ = 1074



484 12 Partielle Differentialgleichungen

Fiir ¢ = 1072 und € = 10~* ist die diskrete Losung in den Abb. 12.8, 12.9
dargestellt. Fiir ¢ = 1072 ist die Bedingung h < 2¢ erfiillt und man erhilt
eine diskrete Losung mit einer héheren Genauigkeit als die in Abb. 12.6. Im
anderen Fall ist diese Bedingung nicht erfiillt und man beobachtet eine klare
Instabilitét. AN

12.4 Finite-Elemente-Methode fiir elliptische
Randwertaufgaben*

Ein bestechender Vorteil der Finite-Differenzen-Verfahren ist die relativ einfa-
che Aufstellung der Systemmatrizen. Andererseits kann dies nicht iiber erheb-
liche Nachteile hinwegtduschen. Sind die Gebiete {2 komplizierter, haben etwa
Rénder, die nicht aus achsenparallelen Segmenten bestehen, wird es beispiels-
weise schon miithsamer, in Randnihe angepafite Differenzensterne zu konstru-
ieren, die die Konsistenzordnung erhalten. Ein vielleicht prinzipiell wichtige-
rer Nachteil liegt aber auch in den relativ starken Regularitdtsforderungen
(u € C*4(£2)) an die Losung u, unter denen man Konsistenz und Konvergenz
zweiter Ordnung garantieren kann. Es ist aus der Theorie bekannt, dafl in vie-
len praxisrelevanten Situationen, etwa wenn die Gebiete einspringende Ecken
haben, die Losung nicht so regulér ist, vgl. Beispiel 12.40.

Griinde, nach alternativen Diskretisierungen Ausschau zu halten, lassen
sich also so zusammenfassen:

e Handhabung komplizierter Gebietsgeometrien auf entspre-
chender Grundlage unregelmifBiger Gitter ohne wesentliche
Genauigkeitsverluste;

e Realisierung guter Genauigkeit auch bei geringerer Regula-
ritét.

Wir werden zwei Methoden aufzeigen, die Abhilfe fiir den ersten Punkt bie-
ten, sowie eine, die beiden Forderungen gerecht wird — mit einem gewissen
Preis hinsichtlich der Implementierung. Wir beginnen in diesem Abschnitt mit
Letzterer und greifen deshalb nochmals den Regularitétsaspekt auf. Selbst die
bisher oft gestellte Forderung u € C?(£2) N C(£2) ist oft zu stark. Dies klingt
zunéchst paradox, denn wie sollte ein nicht zweimal differenzierbares u Losung
einer Differentialgleichung sein, in der Ableitungen zweiter Ordnung vorkom-
men? Das Problem ist, dafl der Losungsbegriff - v muf3 die Differentialglei-
chung in jedem Punkt des Gebiets erfiillen - zu restriktiv ist. Solche Losungen
nennt man auch starke oder klassische Losungen. Die mathematische Antwort
ist die Formulierung eines relaxierten Losungsbegriffs — der schwachen Lisung
— die nicht mehr auf punktweiser Erfiillung der Differentialgleichung besteht.
Dies ist allerdings mehr als nur ein mathematischer ,, Kunstgriff, sondern hat
einen physikalischen Hintergrund. Wie wir weiter unten in Satz 12.35 sehen
werden, charakterisiert gerade diese schwache Losung die Minimierung eines
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quadratischen Funktionals, das man in vielen Fillen im physikalischen Sinne
als ,,Energie® interpretieren kann. In diesem quadratischen Funktional kom-
men Ableitungen von hochstens erster Ordnung vor, was schon andeutet, dafl
eine Funktion die dieses Funktional minimiert nicht zweimal differenzierbar zu
sein braucht. Die schwache Losung resultiert aus einem Variationsprinzip, das
in der klassischen Mechanik ,,Prinzip der virtuellen Arbeit“ genannt wird. Es
ist nun physikalisch durchaus méglich, daf ein solches Minimum nicht zweimal
stetig differenzierbar ist, man muf} sich dann mit dem schwachen Losungsbe-
griff begniigen. Falls doch, 16st es das Randwertproblem im klassischen Sinne.

Dies wiederum legt eine natiirliche Diskretisierung nahe, indem man die
Minimierung des Energiefunktionals nur iiber einem endlichdimensionalen
Raum durchfiihrt. Die Finite-Elemente-Methode (FEM) fiir elliptische Rand-
wertprobleme des Typs (12.19) beruht nun darauf, dal man als solche end-
lichdimensionalen Ansatzraume flexible Rdume von stiickweisen Polynomen
iiber geeigneten Partitionen des Gebiets {2 in Elemente wie Dreiecke, Vierecke,
Tetraeder, Hexaeder, etc. verwendet. Diese Art der Diskretisierung setzt so-
mit unmittelbar auf der ,,physikalisch sinnvollen“ Variationsformulierung auf,
nicht auf der Differentialgleichung, die die Physik nur in dem Fall beschreibt,
wenn die Extremallosung hinreichend glatt ist. Die wichtigsten Komponenten
der FEM lassen sich folgendermaflen zusammenfassen:

e Schwache Formulierung des Randwertproblems in einem geeigneten (un-
endlich dimensionalen) Funktionenraum V', in dem das ,,Energieminimum*
angenommen wird.

e Wahl eines endlich dimensionalen Finite-Elemente-Raums V;, € V und
Formulierung des diskreten Problems in V.

e Formulierung eines Gleichungssystems, das die Losung des diskreten Pro-
blems beziiglich einer sogenannten nodalen Basis in V}, liefert.

Diese drei Komponenten werden in den folgenden Abschnitten diskutiert. Wie
bei dem Differenzenverfahren verwenden wir als Prototyp eines elliptischen
Randwertproblems das Poisson-Problem (12.20).

12.4.1 Schwache Formulierung eines elliptischen
Randwertproblems

Wir betrachten das Poisson-Problem mit homogenen Randbedingungen in der
sogenannten starken Formulierung (12.20): Gesucht u € C?(2)NC(02), so daB

—Au=f in {2,
{ u=0 auf df. (12.76)
Wir nehmen zunéchst an, daf§ dieses Problem eine Losung u hat. Sei

Vi ={velt(2)nC() |v=0 auf 02}, k=1,2.

Wir wollen u auf eine Weise beschreiben, die weniger Differenzierbarkeit ver-
langt. Dazu multiplizieren wir die Differentialgleichung in (12.76) mit einer
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beliebigen Testfunktion v € V7, integrieren {iber {2 und erhalten mit Hilfe des
Gaufischen Integralsatzes:

fvde = —Auvdx:/Vu-Vvdm—/ (Vu-n)v ds
7} Q Q Y]

= / Vu- Vv dx (weil vjgo = 0).
9
Um die Essenz dieser Relation zu erkennen, ist folgende Notation niitzlich:

F):= /va dx, a(u,v) = /_QVu -V dz.

Die Abbildung (u,v) — a(u,v) ist linear in den beiden Argumenten wu, v,
und heifit deshalb eine Bilinearform. Die Abbildung v — F(v) ist linear und
wird ein lineares Funktional genannt. Die Lésung u von (12.76) ist also auch
Losung folgender Aufgabe:

Gesucht u € Va, so dafi a(u,v) = F(v) furalle veVy (12.77)

Umgekehrt kann man auch zeigen, dafi eine Losung u € V2 von (12.77) die
Aufgabe (12.76) 16st, also:

(12.716) & (12.77).
Die in der Aufgabe (12.77) auftretenden Ableitungen sind allerdings héchstens
erster Ordnung. Um also (12.77) zu formulieren braucht man garnicht v € V5,
zu fordern. Deshalb ist folgende Problemstellung sinnvoll:

Gesucht u € Vi, so daBl a(u,v) = F(v) fiir alle v € V4. (12.78)

Weil Vo C Vi, Vi # Vi, kann es passieren, dafl die Aufgabe (12.78) eine Losung
hat, wihrend (12.77) nicht losbar ist. Der Raum V; ist aber in gewissem Sinne
noch immer zu klein. Diesen Punkt werden wir jetzt genauer beschreiben. Das
natiirliche Skalarprodukt in V; ist

(u,v)1 := / Vu- Vv dz, u,v € Vi. (12.79)
7}

Man kann zeigen, dafl (-,-); tatséchlich ein Skalarprodukt auf V7, mit indu-
1

zierter Norm ||uljy := (u, u)}, definiert:

Bemerkung 12.30. Offensichtlich gilt ||v||; = 0, falls v eine Konstante ist. ||

|l1 ist also im allgemeinen nur eine Seminorm. Die einzige konstante Funktion

in V7 ist allerdings wegen der Nullrandbedingungen die Nullfunktion. Auf

dem Raum V; ist || - ||1 deshalb tatsichlich eine Norm. Insbesondere besagt

die folgende Poincaré-Friedrichs-Ungleichung, dafl eine nur vom Gebiet (2
abhéngende Konstante cp > 0 existiert, so daf fiir alle v € V}

1/2 1/2
cr([0l2, ) + IVolT ) " < vl < (07, 0) + IVolT, ) (12.80)
gilt, vgl. [Br]. A
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Bemerkung 12.31. Dieser so normierte (unendlichdimensionale) Raum V;
(um die Norm zu betonen, schreiben wir oft (V4,] - [|1)) hat leider ein Defi-
zit, das erst bei unendlichdimensionalen Riumen auftreten kann, er ist mit
dieser Norm ausgestattet nicht vollstindig. Es sei daran erinnert, dafl ein nor-
mierter Raum vollsténdig heifft, wenn jede Cauchy-Folge einen Grenzwert in
diesem Raum besitzt. Der Begriff der Vollsténdigkeit war schon im Banach-
schen Fixpunktsatz relevant, um sicher zu stellen, dafl die Fixpunktiteration
einen Grenzwert im betrachteten Raum hat. A

Dafi nun V4 mit der Norm (-, -); tatséchlich nicht vollstéindig ist, zeigt folgen-
des Beispiel.

Beispiel 12.32. Sei 2 = (0,2), v(z) = = fir x € [0,1], und v(z) = 2 — =
fir x € [1,2], also v ¢ Vi = CY(2) N C(£2). Wir nehmen eine Folge von
Annidherungen dieser Funktion v (vgl. Abb. 12.10):

1 2 1 . 1 1
{—Qn(sc—l) +1-5- firzel[l—- 3,1+ 3] n—2.3 .

v(x) sonst

= <
0.9 " n=8 4
PREN
" =4 N
0.8 4 B
07r - - n=2 b N )
, N
2 N
0.6 ” N\ 4
v
051 4
04r T
031 T
0.2r- q
0.1r q
0 I I I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Abb. 12.10. Funktionen v(z) und v, () fir n = 2,4, 8.

Eine einfache Rechnung zeigt, da v,(1 £ 1) = v(1 £ 1) und v, (1 £+ 1) =
v'(1+ 1), woraus folgt v, € V; fiir alle n. Die Funktion v ist an der Stelle
2 = 1 nicht differenzierbar, die Norm ||v||; ist aber wohl definiert iiber ||v]|? =
fol v'(x)? dx + ff v'(x)? dz. Man rechnet einfach nach, daf

! 2 ! 2 2
v — v = 2/ (V' (x) = v}, (2))” da = 2/ (1+n(z—1)) da =
0 1

_1
n
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Also lim, o ||[v — vplj1 = 0. Hieraus, und wegen der Dreiecksungleichung
lon = vmlli < Jun — |l + ||lv — V|1, kann man schlieBen, da die Folge
(Un)n>2 eine Cauchy-Folge in V; ist und daf die Grenzfunktion dieser Folge
die Funktion v ist. Weil v ¢ V ist der Raum V; nicht vollsténdig. A

Wenn man nun das erwéhnte physikalische Minimierungsproblem mathema-
tisch korrekt formulieren will, mufl man sicher stellen, dal der Raum, {iber
dem man die Minimierungsaufgabe betrachtet, solche Extrema auch garantiert
enthilt, dal etwa Minimalfolgen nicht ,,hinauslaufen®. Hierzu ist Vollstandig-
keit wichtig. Eine mathematisch korrekte konkrete Beschreibung der hier ge-
eigneten Funktionenriume wiirde den Rahmen dieses Buches sprengen. Wir
driicken uns darum herum, indem wir ohne Beweis auf das abstrakte Prinzip
der Vervollstindigung von Vi (beziiglich der Norm ||-||1) zuriick greifen, indem
man grob gesagt alle Grenzwerte von Cauchy-Folgen hinzufiigt.

Vervollstindigung: Sei (Z, | - ||) ein normierter Vektorraum. Dann existiert
ein vollstindiger normierter Vektorraum (X, ||-]|+),sodaB Z C X, ||z|| = ||z«
fiir alle z € Z und Z dicht in X ist. Der Raum X heifit die Vervollstdndigung
von Z.

Wir wenden dieses abstrakte Resultat auf den normierten Vektorraum (V4 || -
1) an und nennen die sich ergebende Vervollsténdigung (V| - ||1). Dieser
Raum wird in der Literatur oft mit H{ (£2) bezeichnet und heifit Sobolevraum.
Vereinfacht ausgedriickt besteht H}(§2) aus denjenigen im Lebesgue-Sinne
quadratintegrablen Funktionen iiber (2, die auf dem Rand (wieder im geeigne-
ten Sinne) verschwinden und deren (sogenannte schwache) partielle Ableitun-
gen erster Ordnung noch quadratintegrabel ist. Deshalb ist in V = H}(§2) das
Skalarprodukt (-, -); immer noch wohl-definiert und in der zugehorigen Norm
[I-]l1 ist der Raum V" vollsténdig. Einen vollstdndigen normierten Raum, wobei
die Norm durch ein Skalarprodukt induziert ist, nennt man einen Hilbertraum.

Die schwache Formulierung des Poisson-Problems lautet nun:

Gesucht u € V = H}(£2), so daB

12.81
a(u,v) = F(v) fiir alle veV ( )

Es gelten folgende Beziehungen:
(12.76) « &quivalent — (12.77)—schwicher — (12.78) —schwécher — (12.81).

Es existiert eine umfangreiche mathematische Literatur iiber die genaue-
ren Eigenschaften von Sobolevrdumen. Sie kennzeichnen Glattheit in einem
schwicheren als dem iiblicherweise punktweise definierten Sinne. Der Unter-
schied zwischen punktweiser und schwacher Differenzierbarkeit wird zudem
mit steigender Raumdimension grofer.
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In diesem Abschnitt haben wir die Eigenschaft der Vollstindigkeit der
Sobolevridume angesprochen. In Abschnitt 12.4.4 werden wir noch ein weiteres
Resultat bendtigen, nimlich daf Funktionen v € C(£2), die in 2 stiickweise
glatt sind und u|pp = 0 erfiillen, immer im Sobolevraum HL($2) liegen. Eine
genauere Formulierung dieses Resultats findet man im folgenden Lemma.

Lemma 12.33. Sei (2 aufgeteilt in offene Teilgebiete 2;, 1 < i < m, wobei
jedes Teilgebiet einen stiickweise glatten Rand hat (z. B. Dreieck in 2D) und
Q2 =U 02, ;0 802; =0 fir alle i # j. Fir jedes u € C(£2) mit ujgo = 0
und u € CY(82;),i=1,...,m, gilt u € H(£2).

Beispiel 12.34. Sei 2 = (0,1), h = 1 (m € N) und ; = ((i — 1)h, ih) fiir
1 <i<m. Seiue C([0,1]) mit u(0) = u(1) = 0 und mit der Eigenschaft,
daB fiir alle i die Funktion u)q, ein Polynom ist (das von i abhéngen darf !).
Dann ist u € Hg(£2). Hierbei spielt es keine Rolle, da8 die Unterteilung in
Teilintervalle dquidistant ist. A

12.4.2 Satz von Lax-Milgram und Galerkin-Diskretisierung

Im vorigen Abschnitt haben wir die schwache Formulierung des Poisson-
Problems hergeleitet, siche (12.81). Es lohnt sich, Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung dieses Problems in einem relativ abstrakten Rahmen zu analy-
sieren, das dann vielfach verwendbar ist. Diese allgemeine Analyse ist einer-
seits nicht nur auf die schwache Formulierung der Poisson-Gleichung anwend-
bar, sondern auf die meisten elliptischen Randwertprobleme (in schwacher
Formulierung). Andererseits deckt es die diskretisierten Probleme ebenfalls
ab. Zentrales Resultat in dieser Theorie ist der Satz von Lax-Milgram 12.35.
Wir werden in diesem Abschnitt auch ein allgemeines Konzept zur Diskreti-
sierung, das sogenannte Galerkin-Verfahren, vorstellen. Eine Spezialisierung
dieses Konzepts liefert die Finite-Elemente Methode in Abschnitt 12.4.4.

Sei V ein normierter Vektorraum und F': V' — R eine beschréinkte lineare Ab-
bildung (auch beschrinktes lineares Funktional genannt, weil der Bildbereich
R ist) mit Operatornorm

F
|Flly—g = sup 2 (12.82)
SeP ol

Der Raum aller beschriankten linearen Funktionale ist ein normierter (Norm
wie in (12.82)) Vektorraum, der Dualraum, und wird mit V' bezeichnet. Fiir
die Norm ||F|ly —r wird mit kompakte Notation || F |y benutzt.
Grundlegend fiir die Existenz und Eindeutigkeit von schwachen Formulie-
rungen elliptischer Randwertprobleme wie in (12.81) ist folgender Hauptsatz.
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Satz 12.35 (Lax-Milgram). Sei (H, || -||) ein Hilbertraum und k(-,-) :
Hx H — R eine Bilinearform mit folgenden FEigenschaften: Es existieren
Konstanten 0 < v < I' < oo, so dafs

k(v,v) > y|v|*> fir alle ve H (H-Elliptizitit) (12.83)
k(u,v) < I'lul|||v]] fir alle w,v € H (Beschrianktheit). (12.84)

Sei G € H'. Dann ist die Aufgabe
Gesucht w € H, so dafi k(u,v) = G(v) firalle ve H  (12.85)

eindeutig losbar. Wenn k(-,-) auflerdem symmetrisch ist (d. h. k(w,v) =
k(v,w), fir alle v,w € H), dann ist u gerade die Lisung des Minimie-
rungsproblems

J(u) = Umelg J(v), wobei J(v):= %k(v,v) — G(v). (12.86)

Einen Beweis dieses Satzes findet man zum Beispiel in [Hal, Br].

Wir begniigen uns hier mit einigen Kommentaren, die auch ohne vollstén-
digen Beweis das nétige Zusammenhangsverstédndnis unterstiitzen sollen. Wir
beschrianken uns dabei auf den symmetrischen Fall. Man kann zeigen, dafl das
Minimierungsproblem (12.86) eine eindeutige Losung besitzt, die aufgrund der
Vollstéandigkeit von H in H liegt. Dies ist aus folgendem Grunde plausibel.
J(v) ist ein quadratisches Funktional, das wegen der Elliptizitdt von k(-,-)
wie ||v]|> wiichst und deshalb ein endliches Infimum haben mufl. Daf8 dieses
Infimum ein Minimum ist, also angenommen wird, liegt an der Vollstandigkeit
von H.

Man zeigt dann, dafl die Minimallsung durch (12.85) charakterisiert wird.
Dies zeigt man mit Hilfe eines ,,Stérungsarguments® vom gleichen Typ wie im
Beweis von Satz 4.20. J(u) ist ndmlich minimal, genau dann wenn fiir jede
Storung v € H \ {0} eine Vergroferung eintritt, also J(u + v) > J(u) gilt.
Rechnet man J(u+ v) unter Ausnutzung der Bilinearitéit und Symmetrie von
k(-,-) und der Linearitdt von G(-) schliefit man dhnlich wie im Beweis von
Satz 4.20 auf die Giiltigkeit von (12.85) und umgekehrt.

Dies wiederum bedeutet, da§ die erste Variation von J(-) in u verschwin-
det, d. h., fiir jedes feste v € H und t € R gilt

Tt )~ J(u) = 0(), b g 2T =W

=0. (12.87)

Dies begriindet insbesondere die Terminologie Variationsproblem fiir (12.85).

Der rechte Teil von (12.87) erinnert an eine Richtungsableitung und dies
ist tatséchlich der Fall. Ungewohnt ist lediglich, daf3 die Variablen u, v nicht
notwendig Zahlen oder Vektoren in R” sind, sondern Elemente wie Funktionen
eines unendlichdimensionalen Raumes H sein diirfen. Dennoch mag es helfen,
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den Spezialfall H = R™ nochmals gesondert zu betrachten. Hierzu sei fiir eine
symmetrisch positiv definite Matrix B € R™*™ und festes b € R™

H=R", k(z,y):= y' Bz, G(z) := zTb, -1 =1 e (12.88)

Wie jeder endlichdimensionale Raum ist H = R™ vollstdndig. Aufgrund der
Schwarz-Ungleichung gilt |G(x)| < ||b]|2]|z|l2 = ||b]|||=[|, d. h., das lineare Funk-
tional G ist beschrinkt. Bekanntlich ist y” Bz unter obigen Voraussetzungen
an B ein Skalarprodukt auf R™ und ist der kleinste Eigenwert von B durch
Amin(B) = mingegn 27 Bz /||z||3 charakterisiert, so da§ hier v = Apmin(B) gilt.
Positiv Definitheit garantiert im endlichdimensionalen Fall bereits Elliptizitét.
Sehlielich gilt [k(z,y)| = [y Bal < [IBllyllz] = Amax(B) |yl Damit
sind alle Voraussetzungen von Satz 12.35 in diesem (endlich-dimensionalen)
Spezialfall erfiillt. Das Funktional J lautet nun

J(y) = %yTBy —y'b,
ist also eine quadratische Form in y € R™. Wie bereits beim linearen Aus-
gleichsproblem gezeigt, nimmt J(y) ein Minimum in  genau dann an, wenn
der Gradient VJ(x) verschwindet und die Hessesche H von J positiv definit
ist. Nun ist hier H = B also nach Voraussetzung symmetrisch positiv definit.
Ferner ist das Verschwinden des Gradienten wiederum dazu &quivalent, dafl
alle Richtungsableitungen verschwinden, d. h.,

yIVI(z)=yT(Bx—b) =0 < y"Bx=9yTb VyeR"

(12.89)
<= Bx =0b.

Nach Definition von k(-, -), ist mittlere Relation von (12.89) genau (12.85) und
entspricht also einem linearen Gleichungssystem. Soweit haben wir lediglich
die bereits bekannte Einsicht reproduziert:

Differentiation eines quadratischen Funktionals reduziert die Bestim-
mung des Minimums auf die Losung eines linearen Problems.

Im Falle des linearen Ausgleichsproblems hatten wir J(y) = |Ay — b||3 =
(Ay — b)T(Ay — b) und als resultierendes lineares Problem ergab sich das
System der Normalgleichungen (vgl. Satz 4.5), wobei in diesem Fall B = AT A
galt.

Im Rahmen der abstrakten Problemstellung wie in Satz 12.35 ergibt sich
direkt ein Beschrianktheitsresultat fiir den Losungsoperator. Aus dem Lax-
Milgram Satz und diesem Resultat wird in Abschnitt 12.4.3 die Korrektge-
stelltheit der schwachen Formulierung elliptischer Randwertprobleme folgen.
Aulerdem wird es bei der Stabilitdtsanalyse der Finite-Elemente Methode
benutzt.
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Lemma 12.36. Falls (H,| - ||), k(-,-) und G(-) die Voraussetzungen von
Satz 12.85 erfillen (k(-,-) nicht notwendigerweise symmetrisch), ist der Lo-
sungsoperator S : H' — H, S(G) = u beschrinkt:

1
I1S(@)| < §||GHH/ fiir alle G € H'. (12.90)

Beweis. Aufgrund der Elliptizitdt und der Definition der dualen Norm folgt

ull* = k(u, u) = G(u) < |Gz |[ull 0

Galerkin-Methode und Cea-Lemma
Wir betrachten das allgemeine Variationsproblem wie in Satz 12.35
Gesucht u € H, so dal k(u,v) = G(v) fir alle v € H, (12.91)

und nehmen an, da (H, |- ||), k(-,-) und G(-) die Annahmen aus diesem Satz
erfiillen. Die Idee der Galerkin-Methode ist sehr einfach: Wir wihlen einen
endlich dimensionalen Unterraum Hp C H und l6sen das Variationsproblem
in diesem Unterraum:

Gesucht up € Hy, so daB k(up,vn) = G(vp,) fir alle v, € Hp.  (12.92)

Dieses endlich dimensionale Problem wird Galerkin-Diskretisierung des Pro-
blems (12.91) genannt. Hinsichtlich der Losbarkeit des diskretisierten Pro-
blems trifft man auf eine zweite Stirke von Satz 12.35, namlich, dafl man
auch direkt die eindeutige Losbarkeit der Galerkin-Diskretisierung schlieffen
kann. Dazu sei bemerkt, daf jedes G € H' ein beschrinktes lineares Funktio-
nal auf Hj, ist, also G € Hj,.

Lemma 12.37. Das diskrete Problem (12.92) hat eine eindeutige Liésung
up, € Hy,. Fir den Lésungsoperator Sy, : Hy — Hy, Si(G) = uy, gilt

1
ISw(@)I < Z1G ;. (12.93)

Beweis. Jeder endlich dimensionale Raum ist vollstédndig. Beschréanktheit und
Elliptizitdt von k(-, -) auf H implizieren sofort auch Beschrinktheit und Ellip-
tizitéit auf dem Unterraum Hpy. Die Behauptung folgt somit durch Anwendung
von Satz 12.35 und Lemma 12.36 fiir Hy,. O

Bei der Galerkin-Methode kann man direkt eine Abschéitzung fiir den Diskre-
tisierungsfehler ||u — up|| herleiten.
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Lemma 12.38 (Cea). Es sei vorausgesetzt, daf (H,| - |), k(-,-) und
G(-) die Annahmen von Satz 12.35 erfiillen, (wobei k(-,-) zundchst nicht
notwendigerweise symmetrisch sein soll). Seien w, uy, die eindeutigen
Lésungen von (12.91) bzw. (12.92). Dann gilt

r .
[lw —up| < 5 Jmin lu — g (12.94)

Wenn k(-,-) auflerdem symmetrisch ist, erhilt man die etwas stirkere
Abschdtzung
ol < /2 uin o (12.95)
uU—u — min |lu—w. .
Pl = Y vh€Hp "

Beweis. Die Losungen u und uy, erfiillen

k(u,v) = G(v) fir alle v € H,
k(up,vp) = G(vp) fir alle vy, € Hy,.

Daraus ergibt sich, da H;, C H, iiber Subtraktion
k(u —up,vp) =0 fiir alle vy, € Hp. (12.96)

Fiir beliebiges vy, € Hj, gilt dann aufgrund der Elliptizitdt von k(-, )

—_

1
u —up||® < = k(u —up,u —up) = —k(u — up,u — vp + v — up)

)
)

1 I
(12:26) ;k(U—Uh;U—’Uh) < ~ [ = unl[llu = onll

wobei im letzten Schritt die Beschrénktheit von k(-,-) benutzt wurde. Also
gilt |lu—upl| < % llu—wvp]||. Weil vy, € Hy, beliebig ist, ergibt sich das Resultat
(12.94).

Falls k(-,-) symmetrisch ist, definiert k(-,-) wegen (12.83) ein Skalarpro-
dukt auf H. Die Elliptizitdt und Beschrinktheit von k(-,-) besagen gerade,
dafl

o]l = k(v, v) (12.97)

eine auf H zu || - || &quivalente Norm definiert, denn
VAlloll < lllolll < VT |oll, v € H. (12.98)
In der Norm ||« | hat k(-,-), wegen Jull> = k(u,w) und k(u,v) < ull o],

eine Elliptizitats- und Beschrinktheitskonstante v, = I, = 1. Wendet man
das Resultat (12.94) beziiglich dieser Norm an, erhélt man

Iy
— < — i — = mi — . 12.
=l < 2 iy Jloc— o] = iy [l = ol (12.99)
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Aus (12.98) folgt dann

= wnll < =l = wnll < —= min flu — ox|

val \f

r
< — min |Ju—vl|

- ﬁ v EHp,
und somit die Abschiitzung (12.95). O

Bemerkung 12.39. Falls k(-,-) symmetrisch ist, ist die Bilinearform k(-,-)
also wegen (12.83) ein Skalarprodukt auf H. Die mit Galerkin-Orthogonalitit
bezeichnete Relation (12.96) sagt nun, dafl die Galerkin-Losung uj, gerade die
k(-,-)-orthogonale Projektion von u auf den Unterraum Hj, ist, und deshalb

lw = un|[| = min [u— vl
vp €EHp

gilt, vgl. (12.99). Die eindeutige Existenz der Galerkin-Losung uy € Hp, und
die Abschitzung (12.94) lassen sich in diesem Fall auch aus dem Projekti-
onssatz 4.20 aus Abschnitt 4.6 schlieflen. Die durch das Skalarprodukt k(-,-)
induzierte Norm ||| - ||| wird in Anlehnung an den erwéhnten physikalischen
Hintergrund oft Energienorm genannt. A

12.4.3 Korrektgestelltheit der schwachen Formulierung elliptischer
Randwertprobleme

Wir wenden jetzt den Satz von Lax-Milgram auf die schwache Formulierung
des Poisson-Problems (12.81) an, wobei folgende Spezifikationen getroffen wer-
den:

H=H}D), k(u,v)=a(uv)= /Q Vu-Vudz, G(v)=F(v)= /Q fode.

Man kann zeigen, dafl in diesem Fall unter sehr schwachen Forderungen an
die Glattheit des Randes 02 und an die rechte Seite f, die in praktischen
Anwendungen immer erfiillt sind, alle diese Groflen wohldefiniert sind und
insbesondere das Funktional F stetig ist. Fiir f € Lo(£2) folgt diese Stetigkeit
aus der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (12.80):

[F(v)] = }/vadfv| <Ifllzallvllz. < cp'lIfllzallvlly ¥V f € La(£2) (12.100)

Ferner gilt in diesem Fall a(v,v) = |[v]|? und aufgrund der Cauchy-Schwarz
Ungleichung |a(u, v)| < ||lull1]|v|1, d. h., die Bilinearform a(-,-) ist beschrénkt
(12.84) und elliptisch (12.83), Satz 12.35 ist also anwendbar.

Aus dem Satz von Lax-Milgram schlieffit man, dafl die schwache For-
mulierung des Poisson-Problems, Aufgabe (12.81), fiir jedes f € Lo(f2)
eindeutig l6sbar ist.
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Man beachte, dafl f € La(£2) eine sehr schwache Bedingung hinsichtlich Glatt-
heit ist, so sind zum Beispiel Unstetigkeiten in f zuléssig. In vielen (sogar
einfachen) Fillen hat eine entsprechende starke Formulierung keine Losung,
wir folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 12.40. Wir betrachten folgendes Poisson-Problem: gesucht u €
C?(92) so, daB

— = 1 = 2

{ Au=2 in £2:=(0,1)7, (12.101)

u=0 auf d,

und nehmen an, daf§ dieses Problem eine Losung hat. Aus der Stetigkeit der
zweiten Ableitungen von w und aus uye (z,y) +uyy (z,y) = —2 fur alle (z,y) €
12 folgt wg4 (0, 0)+uy, (0,0) = —2. Aus der Randbedingung folgt u(x,0) = 0 fir
alle z € [0,1], also uz,(0,0) = 0. Analog ergibt sich u,,(0,0) = 0. Insgesamt
ergibt sich hieraus einen Widerspruch. Das Problem (12.101) hat also keine
Losung u € C%(02). A

Fiir Korrektgestelltheit der Aufgabe (12.81) braucht man neben Existenz und
Eindeutigkeit der Losung auch Beschranktheit des Losungsoperators. Die all-
gemeine Theorie aus Abschnitt 12.4.2, Lemma 12.36, liefert ein solches Resul-
tat:

Lemma 12.41. Fiir den Lésungsoperator S : La(2) — H(2), S(f) = u der
schwachen Formulierung des Poisson-Problems (12.81) gilt:

IS(HIs < et llflle.  fir alle f e La(£2)

Beweis. Die eindeutige Losbarkeit der Aufgabe ist oben schon gezeigt worden.
Aus Lemma 12.36 und (12.100) folgt,

1 [F(v)]
IS(HIL < —I1F g2 = sup
y! T H () veri(e) vl

| Jq fodal

-1
<cp 1fllz.,
vEHL(£2) vl
woraus die Behauptung folgt. 0

Eine Stirke des Satzes von Lax-Milgram liegt darin, dafl er auf eine Vielfalt
von Problemen anwendbar ist. Dem Differentialoperator

Lv = —div(AVv) + cv,

wobei wieder A eine auf 2 gleichmifig positiv definite (aber durchaus von
x abhéngige) Matrix und c eine beschriankte nichtnegative Funktion ist, ent-
spricht die Bilinearform

a(u,v) = / (Vu)T AV + cuv da.
2
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Mit dhnlichen Argumenten zeigt man wieder Beschrianktheit und Elliptizitit
fiir den Raum H}(§2), so daB das entsprechende schwache Problem (12.81)
nach Satz 12.35 eine eindeutige Losung u in H = H}(£2) besitzt, vgl. [Br].

Bemerkung 12.42. Der Lax-Milgram Satz ist auch im Falle einer nicht sym-
metrischen Bilinearform anwendbar. Die Charakterisierung durch die Mini-
mierung eines quadratischen Funktionals vom Typ (12.86) ist dann allerdings
nicht mehr verfiigbar. Fiir die Konvektions-Diffusionsgleichung (12.47) mit ho-
mogenen Randbedingungen (g = 0) definiert man eine (nicht symmetrische)
Bilinearform

b(u,v) :=¢ [ Vu-Vuvdr+ / (cos(B) sin(ﬁ))T -Vuvdr
Q o)

auf H := H}(2). Diese Bilinearform ist elliptisch und beschriinkt, erfiillt

also die Voraussetzungen (12.83)-(12.84) des Lax-Milgram Satzes. Das lineare

Funktional F(v) = |, o fvdz ist das gleiche wie bei der Poisson-Gleichung, also

F € H}(£2)'. Man kann jetzt die schwache Formulierung des Konvektions-

Diffusionsproblems,

gesucht u € H(2) so daB b(u,v) = F(v) fiir alle v € H}(02)

in analoger Weise behandeln, und iiber den Lax-Milgram Satz schlielen, dafl
dieses Problem eindeutig losbar ist. Im konvektionsdominierten Fall (¢ <
1) gibt es folgenden wesentlichen Unterschied zum Poisson-Problem. Fiir die
Bilinearform b(-,-) hat man die (scharfe) Elliptizitdtsschranke

b(u,u) > ellul|i  fiir alle u € Hy(£2). (12.102)

Wie in Lemma 12.41 kann man hiermit fiir den Losungsoperator S : La(£2) —
H}(£2) des Konvektions-Diffusionsproblems die Schranke

IS()h < ——[fl, firalle f e Ly(22) (12.103)
CF€&

zeigen. Man kann diese Abschitzung auch nicht wesentlich verbessern, so
dafl (in diesen Normen) die Korrektgestelltheit des Konvektions-Diffusions-
problems nicht gleichmdf$ig in € ist. A

Bemerkung 12.43. In Abschnitt 12.1 wurde bereits der Begriff des ellip-
tischen Differentialoperators definiert, vgl. (12.17). Obige Bemerkungen deu-
ten an, daf elliptische Differentialoperatoren gerade elliptische Bilinearformen
(bzgl. eines geeigneten Hilbertraumes) induzieren, so daf die Begriffsbildung
konsistent ist. A

12.4.4 Galerkin-Diskretisierung mit Finite-Elemente-Riumen

Die Finite Elemente Methode zur Diskretisierung des Modellproblems (12.81)
ist eine Galerkin-Methode mit einer speziellen Wahl des Unterraums Hj; C
H = H}(£2). Dieser Raum wird wie folgt konstruiert:
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e Man zerlegt das Gebiet (2 in ,einfache“ Teilgebiete. Diese Zerlegung heifit
eine zuléssige Triangulierung von {2, falls Ecken und Kanten benachbarter
Teilgebiete zusammenpassen (siche unten).

e Dieser zuldssigen Triangulierung ordnet man einen Funktionenraum zu,
der aus all denjenigen Funktionen besteht, die auf 2 stetig sind und auf
jedem Teilgebiet der Triangulierung mit einem Polynom iibereinstimmen.

Um diese Konstruktion genauer zu beschreiben, betrachten wir den Fall, dafl
{2 ein zweidimensionales polygonales Gebiet ist, d. h., 92 ist eine stiickweise
Gerade (= Polygon), und behandeln den wichtigen Finite-Elemente-Raum
(FE-Raum) der stiickweise linearen Funktionen.

Das Gebiet {2 wird in endlich viele Dreiecke T, . . ., T). zerlegt: 2 = UT_, T;.
Die Zerlegung ist zuldssig, falls fiir alle ¢ # j, T; NT; entweder leer, ein ge-
meinsamer Eckpunkt oder eine gemeinsame Kante ist. Sogenannte ,,hdngende
Knoten“ (vgl. Abb. 12.11) sind nicht erlaubt. (Tatséichlich kann man auch
mit héngenden Knoten arbeiten, worauf wir in diesem Rahmen verzichten
werden.)

Abb. 12.11. Zulassige Triangulierungen und eine nicht-zuléssige Triangulierung.

Sei hr, der Durchmesser eines Dreiecks T; aus einer zuléssigen Triangulierung
mit Dreiecken T, ...,T,, und h := maxi<;<, h7,. Diese Triangulierung wird
mit 7, = {T1,. .., T} bezeichnet. Der Diskretisierungsparameter h bezeichnet
also wie bei den Splinefunktionen den maximalen Durchmesser der Teilgebiete
als Ma#f fiir die ,,Feinheit“ der Diskretisierung.

In der Praxis konstruiert man oft, ausgehend von einer groben Anfangstri-
angulierung von (2, durch wiederholte Verfeinerung eine Familie von zuléssigen
Triangulierungen {7y, }r=12,. mit hy > ha > ....

Sei eine zuléssige Triangulierung 73, von {2 gegeben. Der Raum der stiickweise
linearen Finite-Elemente ist

Spi={veC(2)|vpo=0 und vpell firalle T'c7,}, (12.104)

wobei im Falle von d Variablen Iy = {P(x1,...,24) = ap+a1z1+ -+ aqzq]
ag, - ..,aq € R} der Raum der Polynome vom (totalen) Grad eins ist. Wegen
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Lemma 12.33 ist Sy, ein Unterraum von H{ (£2):
Sp C H&(Q)

Eine Funktion v € Sy, wird eindeutig durch ihre Werte in den Eckpunkten der
Dreiecke T' € 7y, festgelegt. Fiir die Eckpunkte auf 92 miissen diese Werte
bei Vorgabe von Nullrandbedingungen Null sein, wihrend sie im Inneren von
{2 beliebige Werte annehmen kénnen. Also gilt:

Dim(S}p,) = # Eckpunkte im Inneren von 2.

Die Finite-Elemente Diskretisierung des Modellproblems (12.81) mit linearen
Finite-Elemente lautet nun wie folgt:

Gesucht uy, € Sp, so daB a(up,vp) = F(vp) fiir alle v, € Sp,. (12.105)

Aufgrund des Satzes von Lax-Milgram bzw. Bemerkung 12.37 folgt, dafl diese
Aufgabe eine eindeutige Losung hat. Wie man diese Losung berechnen kann,
wird in Abschnitt 12.4.7 erklért.

Einige Bemerkungen zu Varianten dieser linearen Finite-Elemente Diskre-
tisierung des Poisson-Problems seien hinzu gefiigt:

e Statt Dreiecke werden in 2D auch Rechtecke und Parallelogramme be-
nutzt. In 3D nimmt man Tetraeder, Quader oder Parallelepipede. Kom-
plizierte Gebiete {2 (z. B. Bauteile) kann man mit solchen Teilgebieten gut
(annihernd) zerlegen: Die FE-Methode hat eine hohe Flexibilitéit in Bezug
auf Gebietsgeometrie. Man kann in einer Triangulierung Teilgebiete von
unterschiedlichem Typ benutzen (z. B. Dreiecke und Vierecke).

o  Wenn {2 nicht polygonal ist (z.B. eine Kreisscheibe) kann man am Rand
krummlinige Dreiecke ( v ) nehmen oder eine sogenannte isoparametrische
FE-Methode benutzen (siehe [Br]).

o Statt ujp € Il fir T € 7}, kann man auch wr € Il mit k& > 2 nehmen
(k = 2: quadratische FE, k = 3: kubische FE). Die Dimension dieser FE-
Réaume wichst mit zunehmendem k. Man ben6tigt mehr ,, Stiitzstellen* um
eine Funktion aus dem FE-Raum eindeutig festzulegen. Zum Beispiel wird
fiir den Fall £ = 2 in 2D eine Finite-Elemente Funktion eindeutig durch
ihre Werte in den Eckpunkten und den Kantenmittelpunkten festgelegt.

e Der Raum Sj, aus (12.104) ist nicht nur fiir die Poisson-Gleichung sondern
auch zur Diskretisierung allgemeinerer elliptischer Probleme, wie zum Bei-
spiel der Konvektions-Diffusionsgleichung (12.47), geeignet. Bei dominan-
ter Konvektion kénnen allerdings bei der Finite-Elemente Diskretisierung,
wie bei der finiten Differenzenmethode, Instabilitidten auftreten (vgl. Be-
merkung 12.28 und Beispiel 12.6). Die Elliptizititskonstante der Bilinear-
form ist in diesem Fall v = ¢, und deshalb wichst die Konstante bei der
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Abb. 12.12. Stiitzstellen bei quadratischen Finite-Elemente.

Beschriinktheit des Losungsoperators (¢ 'cp!, vgl. (12.103)) bei abneh-
mender Diffusion. Dieser Effekt tritt auch bei der Schranke des Losungs-
operators des diskreten Problems auf, vgl. (12.93). Wenn ¢ kleiner als h
(groBter Durchmesser in der Triangulierung) ist, sind in der Regel, wie
beim Finite-Differenzen-Verfahren , Stabilisierungstechniken* erforderlich.
Eine wichtige stabilisierte FE Methode fiir Probleme mit starker Kon-
vektion ist das Verfahren der Stromliniendiffusion (SDFEM ,streamline
diffusion FEM*, vgl. [RST]).

Die Randbedingungen in der partiellen Differentialgleichung (ujpo = 0,
ujpo = ¢, Neumann-Randbedingung) mufl man bei der schwachen For-
mulierung des Problems und bei der Konstruktion der Finite-Elemente
Réaume beriicksichtigen.

In manchen Anwendungen ist es sinnvoll, einen FE-Raum H), ¢ H}(2) zu
benutzen. Man nennt dies eine nichtkonforme FE Methode. Einen mogli-
chen Zugang zu solchen nichtkonformen Methoden bieten gemischte For-
mulierungen. Hierzu wird das Problem zweiter Ordnung als System von
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung umgeschrieben, wobei
der Gradient der Losung als weitere Unbekannte eingefiihrt wird. Dies
kann vorteilhaft sein in Anwendungen wobei man an den Gradienten —
den , Fliissen“ — interessiert ist.

Fiir elliptische partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung reicht es,
wenn die Finite-Elemente Funktionen global stetig sind (v, € C(£2)). Fiir
partielle Differentialgleichungen héherer Ordnung, wie zum Beispiel die
biharmonische Gleichung A%u = f (als Modell fiir die Durchbiegung ei-
ner diinnen Platte), miissen die Finite-Elemente Funktionen in der Regel
stiirkere globale Glattheitsbedingungen erfiillen (z.B. v, € C1(£2) fiir die
biharmonische Gleichung).

Der Finite-Elemente Rahmen bietet nicht nur die Moglichkeit, komplizier-
tere Gebietsgeometrien zu handhaben, sondern erlaubt auch eine lokale
Anpassung der Diskretisierung an eventuelle spezielle Gegebenheiten der
Losung, indem zum Beispiel nur einige der Dreiecke lokal verfeinert wer-
den. Der gesamte funktionalanalytische Rahmen, der durch das Konzept
der schwachen Formulierung eréffnet wird, hat zudem leistungsfihige Me-
thoden hervorgebracht, solche lokalen Netzverfeinerungen im Laufe einer
Rechnung adaptiv — also in Abhéngigkeit von speziellen Losungsgegeben-
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heiten — dynamisch in einer Weise zu steuern, dafl gewiinschte Fehler-
toleranzen iiber eine moglichst kleine Anzahl von Freiheitsgraden reali-
siert werden. Eine zentrale Rolle spielen hierbei sogenannte a-posteriori
Fehlerschitzungen, die sich aus Residuen herleiten lassen [V]. Dies ist
immer noch ein hochaktuelles Forschungsgebiet mit starken Auswirkun-
gen im gesamten Bereich des wissenschaftlichen Rechnens. Eine kompakte
Einfithrung in dieses Thema wird in Abschnitt 12.4.6 gegeben.

12.4.5 Diskretisierungsfehleranalyse

Den Ausgangspunkt fiir die Analyse des Finite-Elemente-Diskretisierungs-
fehlers eines elliptischen Problems (wie das Poisson-Problem) bildet das Cea-
Lemma 12.38:

r
lu —uplls < — min [Ju— vl (12.106)
Y vh€Hy

Hierbei ist || - || die Norm im Sobolevraum Hg(£2) (siehe (12.79)) und
Hy, C H}(2) ein Finite-Elemente Raum (z.B. Hj, = S;,). Die Konstanten
~v und I' sind die Elliptizitéits- und Beschrinktheitskonstanten aus (12.83)
bzw. (12.84) im Satz von Lax-Milgram. Fiir die Poisson-Gleichung gilt gera-
de v = I' = 1. Eine Schranke fiir den Diskretisierungsfehler folgt also direkt
aus einer Schranke fiir min,, ep, ||[u — vi|l1. Wie bereits angedeutet wurde,
ist letztere Grofle ein Approzimationsfehler, weil sie angibt, wie genau man
(in der Norm | - ||; gemessen) die exakte Losung w der schwachen Formu-
lierung der Differentialgleichung iiberhaupt bestenfalls in dem FE-Raum Hj
anndhern kann. Wir werden ein wichtiges Resultat fiir diesen Approximations-
fehler vorstellen. Dabei beschranken wir uns auf den zweidimensionalen Fall
und auf Triangulierungen mit Dreiecken. V6llig analoge Resultate gelten aber
auch fiir viele andere Triangulierungen auch in htheren Raumdimensionen.

Um befriedigende Schranken fiir diesen Approximationsfehler zu erhalten,
wird allerdings eine weitere Forderung an die Triangulierung gestellt. Wir
gehen davon aus, dafl {7} eine Familie von zuldssigen Triangulierungen von
2 ist, wobei die Auflosung (oder Feinheit) beliebig hoch werden kann: Fiir
jedes & > 0 existiert eine Triangulierung 7; € {7} mit i < 4.

Die obengenannte Annahme bezieht sich auf die Winkel der Dreiecke in
den Triangulierungen 7;, € {7;,}. Die Familie {75} muB} die Eigenschaft ha-
ben, dafi alle Winkel aller Dreiecke durch eine positive Konstante gleichméaflig
nach unten beschrdinkt sind. In diesem Fall nennt man die Familie stabil (oder
auch reguldr). Dreiecke diirfen nicht zu schmal werden. Im Hinblick auf diese
FEigenschaft wird man in der Praxis versuchen die Gittergenerierungs- und
Gitterverfeinerungsmethoden so zu gestalten, dal Dreiecke mit sehr kleinen
Winkeln vermieden werden. Wenn man eine Ausgangstriangulierung sukzes-
sive verfeinert, indem man alle Dreiecke durch Halbierung der Seiten jeweils
in vier kongruente Dreiecke zerlegt, ist Stabilitdt gewihrleistet. Eine Familie
von Gebietszerlegungen mit rechtwinkligen Vierecken ist automatisch stabil.
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Sei nun {7} eine stabile Familie von zuldssigen Triangulierungen mit Drei-
ecken, und

S,(f):{veC(ﬁ) | vjoo =0 und v € Il firalle T€7,} (=1,2,...,

seien entsprechende FE-Riume. Fiir £ = 1 ist S,(Ll) = Sp der Raum linearer
Finite-Elemente, fiir £ = 2 hat man quadratische Finite-Elemente, usw.. Man
kann folgende (scharfe) Schranke beweisen: Fiir u € C*™1(£2) mit ujpp = 0
gilt
min |lu —vall1 < Chulps, (12.107)
vh,GS,(f)

mit einer von der Schrittweite h und von v unabhéngigen Konstante C. Hierbei

ist
[oli = Z Haxlayﬂ ‘

die Semi-Norm der k-ten Ableltungen von v, gemessen in der Lo-Norm. Wenn
man dieses Resultat mit der Cea-Schranke (12.106) kombiniert, ergibt sich
beispielsweise folgende Schranke fiir den Diskretisierungsfehler im Fall linearer
Finite-Elemente (¢ = 1)

L2(Q)

le — uplli < Chluls. (12.108)

Fiir quadratische und kubische FE-Réume erhélt man Fehlerschranken O(h?)
bzw. O(h3) unter der Voraussetzung (siehe (12.107)), da die Losung u hin-
reichend glatt ist, also entsprechend hohe Ableitungen besitzt. Diese Glatt-
heitsvoraussetzung u € C*+1(£2) fiir (12.107) kann mit Hilfe der Theorie der
Sobolevraume erheblich abgeschwéicht werden. Die Ableitungen miissen ledig-
lich im schwachen Sinne definiert und quadratintegrierbar sein. Diesen Punkt
wollen wir hier allerdings nicht weiter vertiefen. Die Diskretisierungsfehler-
schranke O(h*) fiir die Finite-Elemente Diskretisierung im Raum S,(f) wird
giinstiger fiir groferes £. Andererseits ist aber fiir groBeres £ mehr Glattheit
der Losung erforderlich, und der Rechenaufwand zur Berechnung der diskre-
ten Losung steigt an (weil die Dimension des FE-Raums grofler wird). In der
Praxis werden meistens FE-Methoden mit ¢ = 1 (lineare FE) oder ¢ = 2
(quadratische FE) benutzt.

Die Tatsache, da§ das Galerkin-Verfahren eine Projektionsmethode ist (vgl.
(12.96)), liefert bequem eine Abschitzung in der ,Energie-Norm*“ (in obigen
Féllen || - ||1). Der Rest ist Approximationstheorie und héngt nur vom FE-
Raum Hj, ab. Fehlerabschétzungen in anderen Normen, insbesondere in Nor-
men, die schwiécher als die Energie-Norm sind wie | - ||, (), sind nicht ganz
offensichtlich, obgleich mittlerweile Standard. Scharfe Abschéitzungen fiir die
Maximum-Norm sind recht schwierig. Fiir die Lo-Norm bei linearen Finite-
Elemente Diskretisierungen des Poisson-Problems gilt (vgl. (12.108))

llu —un|p, <Ch%ulz, (12.109)
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d.h., man gewinnt gegeniiber der Abschéitzung in der Energie-Norm (12.108)
eine h-Potenz.

Bemerkung 12.44. Wir fiigen einige Kommentare zu der Art der Diskretisie-
rungsfehleranalyse bei der FE-Methode im Vergleich zu der beim Differenzen-
verfahren an. Wir betrachten dazu wieder ein elliptisches Randwertproblem
in schwacher Formulierung, mit einer elliptischen beschrinkten Bilinearform
k(-,-) und einem beschrinkten linearen Funktional F auf Hg(£2): gesucht ist
u € HY($2) so, daBl

k(u,v) = F(v) fiir alle v € HL ().

Zur Diskretisierung wird eine Folge endlich dimensionaler Riume (Hp)pso C
H}(£2) angenommen (z. B. FE-Réume), die in Form einer Galerkin-Diskreti-
sierung auf die Aufgabe fithren:

finde wuy € Hp,so daB k(up,vn) = F(vg) fiir alle vy, € Hy,. (12.110)

Der Diskretisierungsfehler ist e, = u — u, € H{(£2). Aufgrund der Projekti-
onsstruktur des Galerkin-Verfahrens liegen exakte und approximative Losung
in demselben unendlich dimensionalen Raum Hg(£2), und wird der Fehler ey,
im Raum H{(£2) gemessen. Die Konvergenzanalyse beim Differenzenverfah-
ren hingegen verlangte zunéichst eine Reduktion der exakten Losung v in den
endlich dimensionalen Raum ¢2(£2;), in dem dann der Fehler gemessen wird.

In der Diskretisierungsfehleranalyse des Differenzenverfahrens in Abschnitt
12.3.4 wurde dann die zentrale Rolle der Begriffe Stabilitdt und Konsistenz
herausgestellt. Die Fehleranalyse fiir die FE-Methode sieht ganz anders aus.
Es scheint, als ob man mit dem Cea-Lemma (12.106) in Kombination mit
Schranken fiir den Approzimationsfehler vom Typ (12.107) (die nichts mit
dem Variationsproblem zu tun haben) ein magisches Hilfsmittel gefunden
hat, sich um das Muster ,,Stabilitdt + Konsistenz = Konvergenz“ herum zu
schmuggeln. In der Fehleranalyse tiber das Cea-Lemma wird jedoch implizit
ein dhnliches Muster benutzt, ndmlich

»Stabilitit + Approximation = Konvergenz“.

Der Approximationsfehler ist durch min,, cp, ||u — vp|1 definiert. Daf hier
dieser Approximationsfehler und nicht ein Konsistenzfehler auftaucht, liegt
daran, daf§ der Fehler e, im Raum H{(£2) gemessen wird. Wie sieht es mit
der Stabilitdt aus? Beim Differenzenverfahren fiir die Poisson-Gleichung ist die
Stabilitéit als die gleichméflige Beschrinktheit des diskreten Losungsoperators
definiert:

|A | < C, mit C unabhiingig von h.

Dieser Begriff 148t sich wie folgt auf natiirliche Weise auf die Galerkin-
Diskretisierungs-methode (12.110) erweitern.
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Sei Sy, : H;, — Hp, Si(F) = up, der Losungsoperator zum Problem (12.110).
Die Galerkin-Diskretisierung (12.110) heifit stabil, wenn eine Konstante cg
unabhéngig von h existiert, so dafl

ISu(@)1 < esl|Gllu;  fiir alle G € Hj, (12.111)

gilt. Aus der Elliptizitit von k(-,-) auf H}(2) folgt direkt ein Stabilitiitsresul-
tat wie in (12.111). Sei némlich up, € Hy, so, dafl k(up,vn) = G(vy) fur alle
vy, € Hp, dann gilt

1 1 1
Junll} < ;k(uh,uh) = ;G(Uh) < ;HGHH;,HUhllu also

1
[unlly = [1Sk(G)]lx < ;IIGIIH;,

Somit ist die Stabilititsbedingung (12.111) mit cg = ! erfiillt. In der Feh-
lerschranke (12.106) kann man die Terme wie folgt zuordnen:

* % : Stabilitdtskonstante in (12.111);

%  miny, cp, ||u — vpll1 : Approximationsfehler. A

Zusammenfassende Hinweise

Folgende Bemerkungen sollen helfen, obige Ergebnisse in Bezug auf Anwen-
dungen richtig zu interpretieren.

e Abschétzungen des Typs (12.107) sind uns mit (8.41) schon in Abschnitt
8.2.5 bei der Polynom-Interpolation begegnet. Die Approximationsgiite,
also das durch die FE-Réume gebotene Auflosungsvermogen nimmt bei
festem Polynomgrad ¢ mit kleiner werdender Schrittweite h zu.

e Um wieviel schneller der Fehler bei h — 0 fillt, hingt nun vom Grad
¢ ab. Je hoher der Polynomgrad, umso héher die Potenz der Schrittwei-
te h, vorausgesetzt die Losung u hat geniigend hohe Ableitungen in Ls.
Dies begriindet unter anderem das Interesse an Regularitétsresultaten im
Rahmen der Theorie partieller Differentialgleichungen, wobei man verste-
hen will, unter welchen Voraussetzungen an die Daten, sprich rechte Seite,
Randwerte, Koeffizienten sowie an die Gebiete {2 man welche Glattheit
der Losung garantieren kann.

e Finite-Elemente-Fehlerabschiatzungen bei elliptischen Randwertproblemen
haben ein gemeinsames Muster (vgl. (12.106), (12.107)). Wenn man im
FE-Raum Polynome vom Grad k — 1 (k > 2) verwendet, hat man eine
Fehlerschranke von der Form

w—up|lm < CRE™ul,  m€{0,1}, (12.112)
mit
m: Glattheitsordnung der Norm fiir den Fehler,
k : Ordnung der Differenzierbarkeit der Approximierten.
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Wie konnen solche Abschéitzungen in der Praxis helfen? Nun, wenn man
weiB, wie glatt die Losung ist, und eine Abschitzung Cy fiir |u|g, sowie fiir
die Konstante C' in (12.112) hat, so kann man die Schrittweite h, d.h.die
Diskretisierung so wéhlen, daf fiir die Fehlerschranke

CCihF <tol = h < ((CCy) ttol)V/* (12.113)

gilt, um zu garantieren, dafl die dann berechnete FE-Losung wuj, die ex-
akte Losung innerhalb einer gewiinschten Toleranz tol in der L,-Norm
approximiert. Analoges gilt natiirlich fiir die Abschitzung (12.112) in der
Norm || - ||1. Beachtet man, dafi man bei reguléren Triangulierungen eines
beschriinkten Gebietes in R, die GroSenordnung von

N:thh_d

Elementzellen und dazu proportional von Freiheitsgraden benétigt (wobei
der Proportionalitédtsfaktor vom Polynomgrad k abhéingt), besagt (12.113)
Folgendes:

Unter obigen Voraussetzungen benttigt man
O(tol”¥*) Unbekannte (= Freiheitsgrade),

um die Genauigkeit tol zu erreichen.

Je reguldrer also die Losung ist und je hoher entsprechend der Grad
der FE-Riaume gewéhlt werden kann, umso weniger Unbekannte werden
benétigt. Dies motiviert sogenannte hp-Ansétze, bei denen nicht nur die
Dreiecke verkleinert werden, sondern (zumindest lokal) auch die Grade der
Polynome in der FE-Diskretisierung erhéht werden.

Bei hinreichend glatt berandeten Gebieten {2 und hinreichend glatter rech-
ter Seite f kann man etwa fiir die Losung des Poisson-Problems zeigen,
daB fiir gewisse k > 2 gilt

1/2
lulie < (112,00 + 1F1_2) "2, (12.114)

d.h., ein Teil der gewiinschten Information, die Konstante Cy in (12.113)
148t sich im Prinzip aus den Daten gewinnen.

Leider liegen derartige Verhéltnisse in praktischen Anwendungen hiufig
nicht vor. Die Daten sind nicht iiberall glatt genug, die Gebiete haben
keine durchgehend glatten Berandungen, etc., d.h., obige Informationen
sind nicht gegeben oder es liegt gar keine hohe globale Regularitét der
Losung u vor. Allerdings ist die Losung héufig lokal immer noch sehr
glatt und in solchen Bereichen wiirde eine grobe Diskretisierung reichen.
Zusammenfassend kann man festhalten:
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Obige a-priori Schranken fiir den Diskretisierungsfehler
(wie (12.112)) sind h#ufig nicht bestimmbar. Sie sind vollig
ungeeignet, lokal unterschiedliche Losungsstruktur, wie lo-
kal hohere Glattheit, ausnutzen zu kénnen, da insbesondere
stets von einer oberen Schranke h der Gitterweite ausgegan-
gen wird.

Abhilfe bieten da sogenannte a-posteriori Fehlerschétzer, die (a) bestimm-
bar sind und (b) Informationen liefern, um iiber lokale Gitterverfeinerun-
gen auf moglichst 6konomische Art, also mit moglichst wenigen Unbekann-
ten, eine gewiinschte Zielgenauigkeit zu realisieren.

12.4.6 A-posteriori Fehlerschranken und Adaptivitét

Wir begniigen uns in diesem Abschnitt mit einer Skizze der wesentlichen Ideen
einer fehlerkontrollierten FE-Methode auf der Grundlage berechenbarer Feh-
lerschranken fiir den technisch einfachsten Fall des Poisson-Problems in einem
zweidimensionalen Gebiet mit homogenen Randbedingungen. Die zugehorige
Bilinearform lautet also wieder

a(v,w) = (v,w) = / Vo - Vwdx.
¢
Der zugehérige Hilbertraum ist H = HE(£2). Die Grundidee liegt in der

Abschitzung des Residuums. Aus (12.81) folgt fiir alle v € H mit Hilfe des
Gaufischen Satzes

a(u — up,v) = F(v) — a(up,v) = / fodx — / Vuy, - Vodz
7 o)

-y (/vadxf/TVuh-Vvdx)

TEeT,
= Z /fvdz+ Z {/ Auhﬂdl'*/ nT~Vuhvds}
TeT, ' T TeT, 77T oT
= Z /(f+AUh)Ud.T—/ ny - Vupv ds,
7eT, /T T

wobei np die duflere Normale entlang des Randes 0T des Dreiecks T be-
zeichnet. Man beachte, dal nach Aufteilung des Integrals iiber {2 auf jedem
Dreieck T' der Gaufische Satz (partielle Integration) auf uj, anwendbar ist,
da uy elementweise glatt ist. Im Falle linearer Finite-Elemente verschwindet
der Term fT Aupvdx, da uy auf T linear ist und von A annihiliert wird. Fiir
Elemente hoherer Ordnung wiirde der Term mitgefithrt werden. Man beach-
te, daB [.(f + Aup)vdz ein ,lokales Residuum® der Gleichung —Au = f ist.
Summiert man nun die Randintegrale |, o N - Vupvds, fallen wegen der ho-
mogenen Randbedingungen von v € H}(§2) die Anteile auf 012 weg, wihrend



506 12 Partielle Differentialgleichungen

die Anteile zu allen inneren Kanten K € Kj der Triangulierung 7, zweimal
aufgrund zweier benachbarter Dreiecke T, T~ aufeinander treffen. Aufgrund
der entgegengesetzten dufleren Normalen ergibt sich dadurch ein Sprung der
Normalableitung von Vuy iiber jede innere Kante. Wir bezeichnen diesen
Sprung mit [ng - Vuy|. Damit ergibt sich nun

alu — up,v) = (f + Aup)vdx — [nk - Vuplods.  (12.115)
" TEZTh/T ' K;h/f{ : "

Andererseits folgt aus (12.105) F(vn) — a(up,vy) = 0 fiir alle vy, € Sp, wie
oben gerade

O:/fvhdx—/Vuh-Vvhdx
I?) Q

= Z /T(f—i—Auh)vhdat— Z /K[nK-Vuh]vhds.

TeT), KeKy
Subtrahiert man dies von (12.115), ergibt sich fiir alle vj, € Sy, v € HJ (£2)

a(u — up,v) = Z /T(f—i-Auh)(v—vh)dx

TeT),

- Z /K[nK~Vuh](’ufvh)ds.

KeKp

(12.116)

Es geht nun darum, fiir jedes gegebene v € H}(£2) die rechte Seite dadurch
gut abzuschétzen, dafl man das frei wihlbare v, € S;, geeignet wahlt. Hier-
zu bedient man sich geeigneter Approximationsresultate fiir Finite Elemente
Raume. Man kann némlich zeigen, daf es lineare Operatoren Qy, : Lo(§2) — Sy,
— sogenannte Quasi-Interpolanten oder Clément-Operatoren — gibt, die folgen-
de Eigenschaften haben:

v = Qnvll L,y < chrlvlli,ep
(12.117)

1/2
lv = Quoll Loy < chi 1ol 0x

wobei die Gebiete 27, {2k Vereinigungen einiger weniger an das Dreieck T
bzw. die Kante K angrenzender Dreiecke der Triangulierung 7; sind und
hr, hx den Durchmesser bzw. die Linge von T bzw. K angibt. Ferner ist
||UH%7-QT = fQT Vv - Vo dzx; analog fiir 2. Unter schwachen Bedingungen an
die Triangulierung, dafl sich nédmlich benachbarte Dreiecke nicht allzu stark
(hochstens um einen begrenzten Faktor) im Durchmesser unterscheiden, gilt
hy ~ hg ~ diam 27 ~ diam 2x. Wihlt man nun v, = Qpv in (12.116)
und benutzt (12.117), ergibt sich fiir eine von 7}, f unabhiingige Konstante ¢
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(die auch im gewissen Rahmen abschétzbar ist) durch Anwendung der ele-
mentweisen Cauchy-Schwarz-Ungleichung

la(w—un,0)| < e{ 3 hrllf + Aunllnon v
TeTy

|1,QT

1/2
+ 30 Wl Vo lolh,ex - (12118)
KeKy,

Wendet man jetzt die diskrete Cauchy-Schwarz-Ungleichung an und beachtet
man, dafl aufgrund obiger Eigenschaften der lokalen Gebiete 27, 25

ool e, + Y Iolf e, <clolio

TeT KeKy

gilt, ergibt sich schlielich fiir jedes beliebige v € H}(§2)

la(u = un,v) < of 37 BEIS + Al o)

TeTy
1/2
+ > bl Vunl Ry b ol
KeK,
und somit 1o
sup la(u = up, V)] §c{ Z n%T} ) (12.119)
veHE(R2) l[vllx Tet,

mit

1/2
NRT = {h%\\f + AunllZ, o + D hilllng - VUIJH%(;Q} - (12.120)
KCoT
In den obigen Ungleichungen werden die (im Prinzip unterschiedlichen) Kon-
stanten alle mit ¢ bezeichnet. Wegen (12.83) gilt W > yllu—unl

(in unserem speziellen Fall des Poisson-Problems gilt sogar v = 1), so daf§
insgesamt aus (12.119) folgt

1/2
lu—wnlly < e{ 3 whr} (12.121)
TeTy

und damit eine Schranke des Diskretisierungsfehlers in der Energie-Norm. Mit
mehr Aufwand (vgl. [V]) kann man zeigen, dafl auch

nrr < clu—upli,0p, T €T, (12.122)

gilt. Zwecks Einordnung dieser Abschéitzungen ist Folgendes zu beachten:

e Die Konstanten ¢, ¢* hingen von v, I, von der Ordnung der FE-Riume,
von der Regularitidt der Triangulierung 7, jedoch nicht von w, up, f ab. Sie
sind im konkreten Fall im gewissen Rahmen abschétzbar.
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e Die obere Fehlerschranke ist die Summe von lokalen Termen ngr, die
nur von der gegenwirtigen Galerkin-Losung uy, und von den Daten f
abhéingen, also im Prinzip berechenbar sind. (Streng genommen miissen
auch die Daten f approximiert werden, wodurch ein zusétzlicher Daten-
fehler auftritt, den wir hier vernachléssigen). Gilt also

1/2
N, = c{ Z n%7T} < tol, (12.123)
TeT,

ist man sicher, daf§ die Ndherung u;, eine gewiinschte Toleranz tol erfiillt.

e Die ngrr lassen sich als lokale Residuen interpretieren. Die untere Ab-
schédtzung (12.122) sagt, wenn ng p grof ist, muB der Energiefehler in
einer Umgebung des Dreiecks T' auch grof3 sein.

Offensichtlich bietet eine Triangulierung 7; genau dann ein besonders giinsti-
ges Verhiltnis zwischen der erreichten Genauigkeit in der Energie-Norm und
dem Aufwand, sprich der Anzahl der Dreiecke, wenn der Fehler moglichst
aquilibriert ist, also auf allen Dreiecken nahezu gleich grof ist. Da man die
Anteile ||u — uplj1,7 nicht kennt, legen die Abschétzungen (12.121), (12.122)
folgende Strategie nahe:

Unterteile die Dreiecke mit den gréfiten lokalen Residuen ng 1 bis

o die lokalen Residuen ng v nahezu édquilibriert sind;

o die Gesamtschranke 1y, unterhalb einer gewiinschten Toleranz liegt.

Eine konkrete Strategie, die im Falle des Poisson-Problems die gewiinschte Ge-
nauigkeit mit einer bis auf einen konstanten Faktor jeweils minimalen Anzahl
von Freiheitsgraden liefert, sieht im Kern folgendermaflen aus:

Gegeben Ty, berechne die npr, T € Tp, und prife of g, < tol;
falls nicht, finde die kleinste Teilmenge C C Ty, so daf

Z 77}2%,T 2 i Z 7712%,T

TeC TeTh

gilt; unterteile die Dreiecke in C, schliefle die entstehende Triangulierung
konform ab (d. h., eliminiere hingende Knoten) und wiederhole den Vorgang.

Diese Verfeinerungsstrategie kombiniert mit der obigen Fehlerschitzungsme-
thode (Bestimmung von ngrr fir T € 75, und 7y, ) konnen in einem adapti-
ven Ldsungsverfahren eingesetzt werden, sieche Abb. 12.13. Die Entwicklung
solcher adaptiven Methoden zur Losung elliptischer (und anderer) Randwert-
probleme ist ein hochaktuelles Forschungsgebiet.
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Erzeugung des
Anfangsgitters
Aufstellen des
diskreten Problems
Lésung des
diskreten Problems

[ Schatzung des Fehlers j

Genauigkeit

erreicht? nein

Abb. 12.13. Adaptives Losungsverfahren

Beispiel 12.45. Wir beschlielen diesen Abschnitt mit dem einfachen Test-
problem:

—Au=f aqu:(—1,1)2\{(a:,y)ERQ:xEOundySO},
u=20 auf 012.

Das Gebiet {2 hat also L-Form mit einer einspringenden Ecke im Ursprung
des Koordinatensystems, siehe Abb. 12.15. Wir wihlen die rechte Seite f, so
dafl die Losung v in der Néhe der einspringenden Ecke die Form

u(r,0) = n(r)r?/3sin(2/36), r e (0,1), 6 € (0, gﬂ'),
mit einer ,, Abschneidefunktion® n € C*°(0, 1) hat. Die Funktion » nimmt in
einer Umgebung von 0 den Wert eins an und verschwindet bei 1 .

Die folgenden Ergebnisse wurden mit dem Programm-Paket ALBERTA-
berechnet, das im vorliegenden Fall eine Naherungslosung u;, bestehend aus
stetigen stiickweise kubischen Finite Elementen erstellt, siche [Sieb]. Die zu-
grunde liegende Triangulierung mit 1060 Dreiecken (~ 4849 Freiheitsgraden)
wurde adaptiv nach obiger Strategie bestimmt. Abb. 12.15 zeigt die Trian-
gulierung. Der Graph der Néherungslosung, auf dem wieder die Gitteranteile
angedeutet sind, ist in Abb. 12.14 zu sehen. Man sieht, daf die Triangulierung
an Stellen starker Kriimmung verfeinert ist, vor allem aber eine starke, viel
tiefer gehende automatische Verfeinerung an der einspringenden Ecke zeigt.
Dies liegt darin, dafl die Losung dort — entsprechend einer Spannungsspitze —
eine Singularitit aufweist und in der Ecke bereits keine beschrénkte Ableitung
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erster Ordnung mehr besitzt. Derartige Singularitdten entstehen bei ellipti-
schen Randwertaufgaben typischerweise bei Gebieten mit stiickweise glatten
Réndern und einspringenden Ecken. Je kleiner der Auflenwinkel ist, umso
starker kann die Singularitidt ausfallen. Wiirde man die mit dieser Diskreti-
sierung erreichte Genauigkeit (in der Norm || - ||1) mit einer gleichférmigen
Triangulierung realisieren wollen, brauchte man im ganzen Rechengebiet eine
Gitterfeinheit wie an der einspringenden Ecke. Hierin liegt also der Gewinn
adaptiver Losungskonzepte, bei Auftreten von Singularitdten eine gewiinschte
Genauigkeit mit weit weniger Freiheitsgraden (geringerer Problemgrsfie) als
bei uniformen Diskretisierungen zu erreichen. Die Visualisierung des Outputs
wurde iiber das Softwarepaket GRAPE! erstellt. A

Abb. 12.14. Adaptiv berechnete Losung mit iiberlagertem Gitter

12.4.7 Matrix-Vektor Darstellung des diskreten Problems

In diesem Abschnitt skizzieren wir, wie man bei der Finite-Elemente Methode
die diskrete Losung (z. B. up, in (12.105)) bestimmen kann. Wir betrachten erst
die allgemeine Galerkin-Methode aus (12.92):

Gesucht up, € Hy, so daB k(up,vp) = G(vp) fiir alle v, € Hp.  (12.124)

Da der Raum Hj, endlich dimensional ist, kann man eine Basis (¢;)1<j<m
in Hp wahlen. Die gesuchte Losung wuy &8t sich dann in dieser Basis dar-
stellen: uj, = Y77", 2, wobei die m Koeffizienten z; € R, j = 1,...,m,
dadurch eindeutig bestimmt, jedoch noch unbekannt sind. Die unbekannten
Entwicklungskoeffizienten x; bilden die Losung eines zu (12.124) dquivalenten
Gleichungssystems. Hierzu beachte man zunichst, dafl es in (12.124) geniigt,
nur mit den Basisfunktionen v, = ¢;, j = 1,...,m zu ,testen®, da alle vy,
Linearkombinationen dieser Basisfunktionen sind und sowohl das Funktional
G als auch die Bilinearform (-, -) in vy, linear sind. In Wirklichkeit beinhaltet

! Grape Software entwickelt am SFB 256, Universitit Bonn und am Institut fiir
Angewandte Mathematik, Universitét Freiburg
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Abb. 12.15. Der adaptiv berechneten Lésung zugrunde liegende Triangulierung

also (12.124) genau m = dim H}, Bedingungen. Setzt man nun die Darstellung
fiir up, in (12.124) ein und benutzt wieder die Linearitéit von k(-,-) in beiden
Argumenten, ist die Aufgabe (12.124) dquivalent zu folgender:

Gesucht x = (z1,...,2,)7 € R™, so daB

Z k(¢j, ¢i)xy = G(¢i) fiiralle i=1,...,m. (12.125)
j=1

Man hat also m lineare Gleichungen fiir die m unbekannten Koeflizienten x;.
Die Zahlen k(¢;, ¢;) und G(¢;) kann man in einer Matrix und in einem Vektor
sammeln:

K = (kij)i<ij<m € R™™, mit k; ;= k(d;, ¢i),
g:= (G(¢1),...,G(dpn))" € R™.

Mit dieser Notation ergibt sich folgende Aquivalenz:

(12.126)

Variationsproblem (12.124) < lineares Gleichungssystem Kx = g
(12.127)

Die Matrix K wird Steifigkeitsmatrix genannt. Folgende Eigenschaften der
Matrix K haben wir im Prinzip schon in Beispiel 3.32, 4. angetroffen.
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Lemma 12.46. Wenn k(-,-) symmetrisch ist, also k(u,v) = k(v,u) fir alle
u,v € Hy, gilt, dann ist die Matriz K symmetrisch. Wenn auferdem k(v,v) >
0 fiir alle v € Hp, v # 0, dann ist K symmetrisch positiv definit.

Beweis. Die Symmetrie der Matrix K folgt aus
ki,j = k(¢j, ¢1) = k((ﬁl, ¢J) = kj,i fﬁI’ alle 1 S Z,] S m.

Seiy € R™ ein beliebiger Vektor ungleich Null. Dann ist v := 37", y;¢; € Hy,
und v # 0 (weil die ¢; eine Basis bilden). Hieraus und aus der Annahme iiber
Positivitit von k(-,-) ergibt sich

0 < k(v,v —kzyj@,zy,@ :ZZ k(¢j, 00y =y Ky (12.128)
j=1 i=1 i=1 j=1

also ist die Matrix K positiv definit. O

Beide Forderungen an k(:,-) in diesem Lemma sind erfiillt, wenn k(- -) ellip-
tisch (siehe Satz 12.35, (12.83)) und symmetrisch ist.

Diese allgemeine Vorgehensweise 1é8t sich insbesondere auf die Finite-
Elemente Diskretisierung anwenden. Als Beispiel betrachten wir die Diskreti-
sierung der Poisson-Gleichung mit linearen Finite-Elementen, also das endlich
dimensionale Variationsproblem (12.81) mit stiickweise linearen Ansatzfunk-
tionen. Entscheidend fiir die praktische Durchfiihrung der FE-Methode ist die
Wabhl der sogenannten nodalen Basis in dem FE-Raum Sj,. Um diese Basis be-
schreiben zu kénnen, seien {1, ..., &, } die Gitterpunkte (= Eckpunkte) der
Triangulierung 7}, die im Inneren von {2 liegen, wihrend mit {&m41,...,&m}
die restlichen Gitterpunkte auf dem Rand 0f2 des Gebietes bezeichnet wer-
den. Folglich gilt Dim(Sy,) = m, da Randwerte vorgegeben werden. Fiir jeden
Gitterpunkt &; im Inneren von (2 definieren wir die lineare FE-Funktion ¢,
wie folgt (vgl. Abb. 12.16):

G €8h, ¢i&)=1, ¢i(&) =0 fiiralle 1<j<M, j#i (12.129)

VIS
o A

Abb. 12.16. Triger und Gestalt der Funktion ¢;
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Die Funktionen (¢;)1<i<m sind linear unabhéngig: Wire v, = Y i~ yi¢; = 0,
wiirde wegen (12.129) insbesondere 0 = v () = Y v, yidi(@) = y; folgen.
Da [ beliebig war, sagt dies, dafl die Koeffizienten y; alle Null sein miissen,
was lineare Unabhiingigkeit bedeutet. Da nun die Anzahl dieser Funktionen
mit der Dimension des Raumes &}, iibereinstimmt, bilden diese Funktionen
eine Basis von Sj. Da obige Basisfunktionen durch Vorgabe von Werten an
den Ecken definiert sind, spricht man von nodalen Basisfunktionen. Die Spe-
zifizierung von (12.127) auf die FE-Diskretisierung des Poisson-Problems in
(12.81) liefert dann:

Variationsproblem (12.105) < Ax = Db,
mit A = (a;j)1<ij<ms @iy = a(¢j, di), (12.130)
T

Da die Bilinearform af(-,-) symmetrisch und elliptisch ist, folgt aus Lem-
ma 12.46, daf} die Steifigkeitsmatrix A symmetrisch positiv definit ist. Eine
weitere fiir die Praxis sehr attraktive Eigenschaft dieser Matrix ist, daf} sie
diinnbesetzt ist. Die i-te Zeile enthélt die Eintrage

al,J:a(¢J7¢l):/2V¢]v¢t dxv ]:laam
ke

Der Triger von ¢;, supp(¢;), besteht aus allen Dreiecken, die §; als Eckpunkt
haben. Aus Abb. 12.16, sieht man sofort, dafl der Durchschnitt von supp(¢;)
und supp(¢;) vom Mafl Null ist, wenn & und §; nicht durch eine Kante in
der Triangulierung verbunden sind. Folglich ist a; ; = 0 fiir alle j wofiir §;
keine gemeinsame Kante mit &; hat. Die Anzahl der von Null verschwindenden
Eintrige in der i-ten Zeile ist somit hochstens die Anzahl der Kanten der Ecke

&-

Um die Eintrédge der Steifigkeitsmatrix und der rechten Seite in (12.130) zu
bestimmen, miissen Summen von Integralen iiber Dreiecke berechnet werden.
Als Beispiel betrachten wir einen Eintrag des Vektors b:

F(é) /fob v /supp@i)f‘b v

Seien T;,,...,T;, alle Dreiecke in der Triangulierung die ; als Eckpunkt ha-
ben. Dann ist

bi = : f¢z dx. (12131)

In der Regel ist | f ¢; dx nicht analytisch berechenbar und deshalb Qua-
T,
ik

dratur erforderlich. Es stellt sich heraus, dafl es bei der Implementierung vor-
teilhaft ist, die Quadratur nicht direkt auf 7;, anzuwenden, sondern zuerst
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das Integral iiber T;, in ein Integral iiber dem Einheitsdreieck zu transfor-
mieren und darauf dann eine Quadraturformel anzuwenden. Sei 7' das Ein-
heitsdreieck. Es existiert bekanntlich eine affine Abbildung F : R? — R2?,
F(X) = Bx + ¢ so, daB F(T) = T;, (siehe Ubung 12.8.15), und man erhiilt

J

i

g(x) dz = |det B] /T o(F(2)) di. (12.132)

Sei Q+(q) eine Quadraturformel zur Annéherung von [ q(z) di (z. B. die Tra-

pezregel Q(q) = £[q((0,0)) +¢((1,0)) +¢((0,1))]). Die Integrale in (12.131)
werden {iber

| t@ia) da = e8] [ (70 P)@) (600 F)@) di

R |detB|QT(fOF)(¢i OF))

berechnet. Die Eintrédge der Steifigkeitsmatrix kann man auf analoge Weise

bestimmen. Fiir das Modellproblem, wobei a; ; = fQ V¢; -V, dx, ist keine

Quadratur erforderlich, weil die Terme fTY V¢, - V¢; dx einfach analytisch
Kk

berechnet werden kénnen (¢; und ¢, sind linear auf T;, ). Bei anderen Proble-
men, z.B. a; ; = fn Vo;-A(x)V¢; dr mit einer variablen Diffusionskoeffizien-
tenmatrix A(x), ist jedoch Quadratur notwendig. Eine strenge Fehleranalyse
muf} natiirlich die durch Quadratur bedingten Fehler beriicksichtigen. Eine
Faustregel ist, da3 die Ordnung der Quadratur mindestens so hoch wie die
des Diskretisierungsfehlers (in der Norm | - ||1) bei exakter Integration sein
sollte.

Die obige Methode zur Aufstellung einer Matrix-Vektor Darstellung des dis-
kreten Problems kann man folgendermaflen zusammenfassen:

Wahl der nodalen Basis im FE-Raum,;

Darstellung der Eintrége der Steifigkeitsmatrix und der rechten Seite als
Summen von Integralen iiber Dreiecken der Triangulierung; Transforma-
tion der Integrale iiber Dreiecken in Integrale iiber dem Einheitsdreieck,
welche dann mit Quadratur angenéhert werden.

Wiirde man jeden Eintrag a; ; = a(¢;, ¢;) separat berechnen, miifite man In-
tegrale iiber einem Dreieck mehrfach behandeln. Obige Vorgehensweise orga-
nisiert die Integration auf eine Weise, daf3 jedes Dreieck nur einmal bearbeitet
wird.

Diese Vorgehensweise 148t sich nicht nur bei dem Modellproblem, sondern
auch bei allgemeinen FE-Diskretisierungen verwenden. Die konkrete Reali-
sierung héngt vom vorliegenden Problem ab. So braucht man bei einem 3D
Problem mit einer Triangulierung bestehend aus Tetraedern natiirlich eine
Quadraturformel fiir das Einheitstetraeder. Wenn man quadratische (statt li-
neare) FE benutzt, braucht man nodale Basisfunktionen nicht nur zu den
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Eckpunkten der Triangulierung, sondern auch zu den Kantenmittelpunkten
(sieche Abb. 12.12).

Es sei noch bemerkt, dafl man in vielen Féllen die Finite-Elemente Metho-
de als Verallgemeinerung des Differenzenverfahrens interpretieren kann. Zur
Erlduterung dieses Punkts betrachten wir das Poisson-Problem (12.76) mit
2 = (0,1)%. Sei 75, eine uniforme Triangulierung wie im linken Bild der
Abb. 12.11. Die Finite-Elemente Diskretisierung entspricht der in (12.105),
und (12.130) gibt das zugehorige Matrix-Vektor Problem an. Eine einfache
Rechnung ergibt

a;; =a(p;, ;) =4 firalle i=1,...,m,
a;; =a(¢;,¢;) =—1 furalle 1 <i,j<m wofiir ||§ —¢&;|l=h,

a;; =0 sonst.

Wenn man bei der Berechnung der Eintréage der rechten Seite fiir die Integra-
le in (12.131) die Trapezregel verwendet, erhilt man wegen der Eigenschaft

¢i(&) =1, ¢i(&) = 0 fiir alle j # i:
6 6 1

b= [ Fordex Y pHAE) = 1f(G) fri=1.m.
k=1 Ty, k=1 6

Also ergibt sich genau das gleiche diskrete Problem wie beim Differenzenver-
fahren aus Abschnitt 12.3.1.

Kondition der Steifigkeitsmatrix

Beim Differenzverfahren hat die Matrix der diskretisierten Poisson-Gleichung
eine Konditionszahl die wichst wie h=2. Wir werden jetzt zeigen, da (un-
ter gewissen Voraussetzungen) dies auch fiir die Steifigkeitsmatrix A aus
(12.130) gilt. Dazu brauchen wir eine wichtige Eigenschaft der nodalen Ba-
sis, die wir jetzt beschreiben. Wir nehmen an, dafl die der FE-Diskretisierung
zugrunde liegenden Triangulierungen stabil, d.h., die minimalen Winkel der
Dreiecke bleiben oberhalb einer festen positiven Schranke (fiir & | 0), und
quasi-uniform, d. h., das Verhiltis maxrer, diam(7T")/ mingeg, diam(7T) bleibt
beschriankt (fir h | 0), sind. Wie beim Differenzenverfahren, siehe (12.67),
fiihren wir folgende gewichtete Euklidische Norm ein:

[yll2,n = hllyllz =

Man kann zeigen, dafl die nodalen Basen beziiglich einer solchen stabilen
und quasi-uniformen Familie von Triangulierungen im Sinne von (2.35) gut
konditioniert sind (vgl. [Br]): Es existieren Konstanten0 < ¢, < Cy < o0,
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so daf}

m
collyllon < |3 widill, o) < Collyllon ¥V y eR™  (12.133)
=1

Fiir das diskretisierte Poisson-Problem ergibt sich dann folgende Abschéitzung
(vgl. (12.64)).

Folgerung 12.47. Sei {7 }r~0 eine stabile und quasi-uniforme Familie von
Triangulierungen. Fir die symmetrisch positiv definite Steifigkeitsmatriz A
des diskreten Poisson-Problems aus (12.130) gilt

)\max(A)

H(A) - Amilﬂ (A)

<Ch™? (12.134)

mit einer Konstante C' unabhdngig von m = dim Hy = dim S,.

Beweis. Fiir v = Y1 y;¢; gilt a(v,v) = y"Ay. Mit Hilfe der Poincaré-
Friedrichs-Ungleichung (12.80) erhélt man

y' Ay = a(v,0) = [v]§ = ckllvllZ, = ckcillyl3n = cheih?|lyl3-

Wegen der bekannten Charakterisierung des kleinsten Eigenwertes Apin (A) |
ergibt sich sofort:

T A

. y Ay 2 272

Amin(A) = min >—— > c¢nc;h”. 12.135
(A) yerm\{0} yTy £ ( )

Fiir die Eintrage der Matrix A gilt

|ai,;

= la(¢;, 61)| = |/Q Vo, -V, dal

< [supp(¢;) Nsupp(¢;)| ch™? < ¢,

mit einer Konstante ¢ unabhéngig von h. In jeder Zeile der Matrix A bleibt
die Anzahl der nicht-Nulleintriige unterhalb einer festen Schranke (fiir h | 0),
sag ¢. Hiermit ergibt sich

(12.136)

Amax(A) = p(A) < ||Al < €6,
und somit gilt
Amax (A) cé

< =Ch2. O
Amin(lA) -

2 212
ch¢h

Bemerkung 12.48. Abschitzung (12.135) besagt, daf [|A |2 < (cpegh) ™2
gilt. Man beachte aber, dafl hier eine andere Skalierung als bei den Differenzen
Verfahren benutzt wird, vgl. (12.40) und (12.136). Die Matrix h=2A wiirde
der Matrix Ay aus (12.40) entsprechen. In dieser Skalierung wiirde man das
zu Lemma 12.12 analoge diskrete Stabilitdtsresultat auch fiir die vorliegende
Steifigkeitsmatrix bekommen. A
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Bemerkung 12.49. Tatsiichlich ist diese Abschiitzung (12.134) bestmdoglich,
d.h., es gibt eine von h unabhiingige Konstante ¢ > 0, fiir die k(A) > ch™2
gilt. Dies folgt mit &hnlichen Argumenten zusammen mit einer inversen
Abschitzung der Form

lonlls < e~ onllo2), vn € Hp.

Letzteres besagt, daf sich die stidrkere Norm | - ||; auf dem endlich dimen-
sionalen Raum Hj, durch die schwéchere Norm | - ||, () auf Kosten des git-
terabhiingigen Faktors h~! abschitzen 1i8t. Dies folgt elementweise aus der
Aquivalenz von Normen auf endlich dimensionalen Réumen in Verbindung
mit der Transformation auf das Referenzelement.

In der Tatsache, da x(A) ~ h~2 gilt, liegt ein wesentliches Hindernis
fiir eine effiziente Losung der resultierenden diskreten Gleichungssysteme be-
griindet. A

12.5 Finite-Volumen-Methode fiir elliptische
Randwertaufgaben

In diesem Abschnitt werden wir die Grundidee der Finite- Volumen-Methode
vorstellen, das ebenfalls Diskretisierungen auf der Grundlage unregelméafiger
Netze und damit die Behandlung komplexer Gebietsgeometrien gestattet. Wir
beschrinken uns auf den zweidimensionalen Fall, also 2 C R2. Bei dieser Me-
thode geht man von einer Differentialgleichung in sogenannter konservativer
(oder Erhaltungs-) Form aus:

divw(z,y) = f(z,y) fir (z,y) € Q. (12.137)

Hierbei ist w = (w1 (z,y), ws(z,y))T eine vektorwertige Funktion und

. 0 0
leW(LU,y) = %wl(xay) + aiyw2(x7y)

der Divergenzoperator. Die Funktion w nennt man den Fluflvektor. Dieser
Gleichungstyp ergibt sich zum Beispiel bei der Modellierung vieler Erhal-
tungssitze in der Stromungsmechanik (Massenerhaltung, Impulserhaltung).
Obgleich deshalb diese Diskretisierungsmethode keineswegs auf elliptische
Probleme beschriankt ist, werden wir auch in diesem Abschnitt den Schwer-
punkt auf diesen Problemtyp legen.

Beispiel 12.50. Beim Poisson-Problem hat man die Differentialgleichung
—Au = f in 2. Wegen A = divV hat man die dquivalente Darstellung
—divVu = f (vgl. (12.6)), also eine Differentialgleichung in konservativer
Form mit Fluivektor w = —Vu.



518 12 Partielle Differentialgleichungen

Wir betrachten eine Konvektions-Diffusionsgleichung

0 0 .
—EAu—i—cl(x,y)a—Z —I—CQ(x,y)a—Z =f in £ (12.138)

mit Konstante ¢ > 0. Die Konvektionsrichtung c(z,y) := (c1(z,y), ca(x,y))T
habe ferner die Eigenschaft, dafl dive = 0 in 2 gilt (divergenzfreie Stromung).
Dann ist (12.138) dquivalent zu

div(uc —Vu)=f in 2,

also eine Differentialgleichung in konservativer From mit Flufivektor w =
uc — Vu. A

Sei V' ein zusammenhéngendes Teilgebiet von {2 mit einem stiickweisen glatten
Rand. Aus (12.137) ergibt sich wegen des Gaufischen Integralsatzes wie in
Abschnitt 12.1:

w-nds = / fdx (12.139)
v 1%

wobei n die duflere Einheitsnormale zu 0V bezeichnet. Wenden wir dies auf
das Beispiel der Poisson-Gleichung (w = —Vu) an, dann erhélt man

—/ Vu-nds :/ fdx. (12.140)
v 1%

Es sei bemerkt, dafl in dieser Gleichung nur erste Ableitungen von u vor-
kommen, also wesentlich weniger Glattheit als u € C?(£2) erforderlich ist.
Eine Finite-Volumen Methode zur Diskretisierung von (12.137) besteht aus
folgenden zwei Schritten:

1. Man bestimmt eine Aufteilung des Gebietes (2 in Teilgebiete, sogenannte
Kontrollvolumina, mit zugehorigen Stiitzstellen;

2. In jedem Kontrollvolumen V' wird die Gleichung (12.139) mit Hilfe von
Quadratur (zur Anniherung von [, und [,) und Differenzen (zur
Annidherung von in dem Flufivektor w auftretenden Ableitungen) dis-
kretisiert.

Die Unbekannten sind Anndherungen von w an den betreffenden Stiitzstel-
len. Um diese Vorgehensweise genauer zu erkléren, betrachten wir wieder das
Beispielproblem der Poisson-Gleichung mit Dirichlet Randbedingungen:

—divVu=f in 2, u=g auf 9. (12.141)
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Finite-Volumen-Verfahren zur Diskretisierung dieses Problems haben

folgende Struktur:

1. Man wéahlt Stitzstellen &1,...,&, in §2, an denen man diskrete
Anniherungen u,(&;) der gesuchten kontinuierlichen Losung u(€;)
bestimmt. Zu jeder Stiitzstelle &; gehort ein Kontrollvolumen V.

2. Fiir jedes Kontrollvolumen V; erfiillt die kontinuierliche Losung u die
Gleichung (12.140) mit V' = V;. Mit Hilfe einer 2D-Quadraturformel
wird f‘/i f dx angenédhert. Eine 1D-Quadraturformel und geeignete
Differenzenformeln (fiir Vu - n) liefern eine N&herung fiir den Term
Jov, Vu - nds. Man erhilt dann ein diskretes Problem mit m Glei-
chungen (eine fiir jede(s) Stiitzstelle/Kontrollvolumen) in den m Un-
bekannten wuy (&;).

Bei der Wahl der Stiitzstellen, Kontrollvolumina, Quadratur, Differenzenfor-
meln hat man viele Auswahlmoglichkeiten. Deshalb findet man in der Lite-
ratur unterschiedliche Klassen von Finite-Volumen-Diskretisierungen. In den
Abschnitten 12.5.1 und 12.5.2 werden zwei géngige Finite-Volumen Techniken
vorgestellt. Zur Einfithrung betrachten wir zuerst fiir das Poisson-Problem im
Einheitsquadrat (£2 = (0,1)?) eine sehr einfache Finite-Volumen-Methode.
Als Stiitzstellen wihlen wir die Gitterpunkte in einem uniformen Gitter
(wie beim Differenzenverfahren, vgl. (12.34)) mit der Schrittweite h = 1:

Qp ={(ih,jh) | 1 <i,j<n—1}y={&,...,&n}, m:=(n—1)>2

Die Reihenfolge der Stiitzstellen &1, ..., &, ist nicht relevant.
Zu jeder Stiitzstelle & nehmen wir ein quadratisches Kontrollvolumen V; der
Breite h und mit Mittelpunkt &;, vgl. Abb. 12.17.

| .
____JI___E_____I in
e &' o ! Tiw | AP
gzw I _ _‘fz_c]' %/z

Abb. 12.17. Stiitzstellen ¢; und Kontrollvolumen V;
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Der Rand 9V besteht aus vier Seiten: 0V, = I, U, UT;, UL, (west, nord,

.. . (-1 - _ (0 (1 (0
ost, siid) mit Normalen n;,, = ( 0 ) , My, = (1) , My, = <0> , N = (1)

Die zu &; benachbarten Gitterpunkte werden mit &, &n, io, s Dezeichnet.
Fiir die Losung u der Gleichung (12.141) gilt die Beziehung (12.140) fiir jedes
Kontrollvolumen V' =V;, i = 1,...,m. Das Randintegral auf der linken Seite
in (12.140) kann man in Integrale iiber die vier Seiten aufspalten:

—/ Vu-nds=— / Vu - n;ds
ov; ke{w,n,o,s} T,

:/ uzds—/ ude—/
Liw I’ T,

in io

Uy ds+/ uy ds. (12.142)
r

is

Wir betrachten exemplarisch [ . Uz ds. Diskretisiert man das Integral mit
Hilfe der Mittelpunktsregel und approximiert u, mit einer zentralen Differenz,
ergibt sich

/ Uy ds & hui(@) ~ u(&i) — u(iw)-
Tiw

Die anderen 3 Terme in (12.142) werden analog behandelt, woraus sich insge-
samt

~ L. Vu-nds ~ 4u(§;) — w(iw) — u(&n) — ul&io) — ul(&is)
ergibt. Die rechte Seite in (12.140) kann zum Beispiel mit der 2D-Mittelpunkt-
regel angenédhert werden:

/ fdr =~ 2(E).
Vi

Insgesamt hat man dann in den Stiitzstellen die Gleichungen

4uh(§i) - Uh(fz‘w) - Uh(fm) - uh(&‘o) - Uh(fis) = h2f(§i)7 i=1,...,m,

fiir die Gitterfunktion (un(&)), ..,
konnen die in dieser Gleichung auftretenden Terme up (&) mit &) € 00
durch die bekannten Randwerte g(&;x) ersetzt werden. Wir stellen fest, dafl
dieses Gleichungssystem dasselbe wie beim Differenzenverfahren in (12.38)
ist. Also stimmt diese einfache Version der Finite-Volumen Methode fiir das
Poisson-Problem mit dem in Abschnitt 12.3.1 behandelten Differenzenverfah-
ren iiberein. In der Regel (z.B. bei anderen Kontrollvolumina oder anderer
Quadratur) liefert jedoch ein Finite-Volumen-Verfahren eine andere diskrete
Annéherung fiir u als ein Differenzenverfahren. Insbesondere ist man in keiner
Weise an ein gleichférmiges Gitter gebunden. Man mufl dann natiirlich eine
geeignete Vorschrift zur Erzeugung der Kontrollvolumina bereit stellen. Wir
werden nun zwei solcher Methoden vorstellen.

. Wenn &; ein randnaher Gitterpunkt ist,
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12.5.1 Finite-Volumen Methode mit Voronoi-Kontrollvolumina

Seien &1, ..., &y Stiitzstellen in 2 C R2. Das Voronoi-Gebiet zu der Stiitzstelle
&; ist die Menge aller Punkte, deren Abstand zu &; kleiner ist als der Abstand
zu irgendeiner anderen Stiitzstelle ¢;:

Vii={zeR*| ||z - &l <|x—¢&] firalle j#i}, i=1,...,M.

Die Aufteilung von R? in diese Voronoi Gebiete wird Voronoi-Diagramm (zu
den Stiitzstellen &i,...,&,,) genannt. Die Voronoi-Gebiete sind alle konvex
und einige dieser Gebiete sind unbeschréinkt. Wenn man die Stiitzstellen von
benachbarten Kontrollvolumina verbindet (gestrichelte Linien in Abb. 12.18),
entsteht die sogenannte Delaunay Triangulierung. Diese Triangulierung ist
aus n-Ecke (n > 3) aufgebaut, wobei in der Regel viele aber nicht alle n-Ecke
Dreiecke sind (vgl. Abb 12.18). Als Kontrollvolumina wihlen wir

Vi=Vin® i=1,..., M.

Ein Beispiel mit M = 16 Stiitzstellen wird in Abb. 12.18 gezeigt.

:i)\\‘

Abb. 12.18. Voronoi-Kontrollvolumina und Delaunay Triangulierung

Wenn V; C {2 gilt, ist das Kontrollvolumen V; konvex. Im Falle V; Q {2 kann V;
auch nichtkonvex sein. Die Grenze zwischen benachbarten Kontrollvolumina
ist ein gerades Liniensegment.

Wir zeigen jetzt, wie ausgehend von diesen Stiitzstellen &; und zugehorigen
Kontrollvolumina V; die Poisson-Gleichung (12.141) mit einer Finite-Volumen
Methode diskretisiert werden kann. Seien &1, ..., &, die Stiitzstellen im Inne-
ren von {2 (&1,...,&s in Abb. 12.18). Die Unbekannten sind up (&) ~ u(&;),
1 <4 < m, und die Gleichungen fiir diese Unbekannten werden aus

7/ Vu~nds:/ fdz, i=1,...,m, (12.143)
oV; Vi

durch Diskretisierung der Integrale und der ersten Ableitungen (Vu - n) her-
geleitet. Das Integral fv,- fdx kann durch |V;|f(&) angenihert werden. Bei
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der Diskretisierung der Randintegrale in (12.143) miissen wir zwei Fille un-
terscheiden: a. V; C 2 (i = 1,2 in Abb. 12.18); b. V; € 2 (i = 3,4,5 in
Abb. 12.18).

Fall a: V; C (2. Seien Vjq,..., Vi die zu V; = V; benachbarten Kontrollvolu-
mina mit zugehorigen Stiitzstellen &;q,...,&;-. Der Rand von V; besteht aus
den geraden Randsegmenten I3y, ..., I;.:

OV; = Uy, Tip.

Der Einheitsnormalenvektor auf I, wird mit n;; bezeichnet (vgl. Abb. 12.19).
Die Verbindungslinie zwischen &; und & (Kante in der Delaunay Triangulie-
rung) ist orthogonal zu Iy, hat also die Richtung n;. Sei s; der Schnittpunkt
dieser Verbindungslinie mit 5.

Abb. 12.19. Voronoi-Kontrollvolumen im Inneren

Zur Diskretisierung der Randintegrale in (12.143) liegt folgende Methode auf
der Hand:

7/ Vu~nds:72/ Vu~n¢kdsz—Z|Fik|Vu(sik)~nik
oV, Tik —
=t (12.144)
Z ‘ k| g?,k ( )
”5116 - gz”

Insgesamt ergibt sich folgendes Gleichungssystem fiir die Anndherungen

up(&) = u(&),i=1,...,m:

—Z ra =08 i), 1<ism 2109)
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Die in (12.145) auftretenden Terme wup (&;x) mit & € 02 konnen wegen der
Randbedingung durch g(&;;) ersetzt werden.

Fall b: V; ¢ 2. In diesem Fall enthélt OV; mindestens ein Liniensegment, das
zu 952 gehort. Fiir die Randstiicke I, von dV;, die im Inneren von {2 liegen,
konnen die Integrale [ ., Vu - nj;ds wie in (12.144) angenéhert werden. Sei
I € (0V; N OS2) ein gerades Randsegment von 9V;, das Teil des Randes von
12 ist. Zur Diskretisierung des Randintegrals [ . Vu - ng-ds mul man jetzt
»einseitige* Differenzen benutzen, weil I, keine Grenze zwischen Kontrollvo-
lumina ist. Um eine mogliche Vorgehensweise zu erldutern, betrachten wir als
Beispiel die Stiitzstelle €5 aus Abb. 12.18. Sei s die orthogonale Projektion
von &3 auf den oberen horizontalen Rand des Gebietes. Sei I3, C 9f2 das ho-
rizontale Liniensegment des Kontrollvolumens V3. Wegen Vu - np, = %le“sr

ergibt sich folgende Anndherung des Randintegrals:

du(s) u(s) — u(&;)
Vu - ’l“d%p’l"v "r:-l—“rimpri'
e mar ds S D [Vuls) msr = 15l =~ AL | =i

Wegen der Randbedingung ist der Wert u(s) = g(s) bekannt.

Die wichtigsten Punkte dieser Voronoi-Technik lassen sich folgendermafien
zusammenfassen:

e Voronoi-Diagramme und die eng damit zusammenhéngenden Delaunay-
Triangulierungen kommen in mehreren Bereichen der Mathematik und
Informatik vor. Es gibt eine umfangreiche Literatur zu den vielen interes-
santen Eigenschaften dieser Objekte, [BKOS].

Die Kontrollvolumina im Inneren des Gebietes sind konvex.
Die Finite-Volumen Diskretisierung des Poisson-Problems beruht auf den
Identitédten

aV;

- Vu-nds:—Z/ Vu-nideZ/fdx.
k=1 Tk Vi

e Die Verbindungslinie zwischen den Stiitzstellen &; und &, zweier benach-
barter Kontrollvolumina ist orthogonal zu I';;. Daraus ergibt sich die ein-
fache Differenzenformel

u(&ir) — u(&;)
&ix — &l

e Bei der Diskretisierung von Randintegralen iiber Liniensegmente I, C 02
werden einseitige Differenzen benutzt.

e Die Konstruktion eines Voronoi-Diagramms (oder Delaunay Triangulie-
rung) ist im Allgemeinen aufwendig. Fiir M Stiitzstellen in R? ist der
Aufwand O(M In M) Rechenoperationen. Fiir M Stiitzstellen in R? ist die
Rechenkomplexitit sogar O(M?) Operationen [BKOS].

Vu(sig) - ny, ~
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Bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen ist die Anzahl M
der Stiitzstellen in der Regel grofl. Aus der letzten Bemerkung folgt, dafl
(insbesondere in 3D) der Aufwand fiir die Konstruktion einer Zerlegung des
Gebietes in Voronoi-Gebiete hoch ist. Die im néchsten Abschnitt behandelten
Aufteilungen lassen sich viel effizienter konstruieren.

12.5.2 Finite-Volumen Methode mit einem dualen Gitter

In diesem Abschnitt werden wir zwei Varianten einer Finite-Volumen Metho-
de vorstellen, wobei die Kontrollvolumina als duale Gitter zu einem anderen
(primalen) Gitter konstruiert werden. Wie bei der Finite-Elemente Methode
wird eine zulissige Triangulierung 7;, des Gebietes 2 C R? mit Dreiecken
T1,..., T, konstruiert: 2 = U7_,T;, und fiir alle j # i ist T; N T; entweder
leer, ein gemeinsamer Eckpunkt oder eine gemeinsame Kante. Diese Triangu-
lierung bildet das primale Gitter und die Eckpunkte im Inneren von {2 sind
die Stiitzstellen fiir ein Finite- Volumen- Verfahren. Die Menge der Eckpunkte
im Inneren wird mit {1, ..., &y, } bezeichnet. Ausgehend von diesem primalen
Gitter kann man jetzt relativ einfach Kontrollvolumina V; zu den Stiitzstel-
len &, i = 1,...,m, konstruieren. Zwei wichtige Techniken werden hierunter
vorgestellt: das Mittelsenkrechtenverfahren und das Schwerpunktverfahren.

Das Mittelsenkrechtenverfahren
Sei &; ein Eckpunkt der Triangulierung 75 im Inneren von 2. Man kann durch
Verbindung der Mittelsenkrechten ein zu &; gehorendes Kontrollvolumen V;

konstruieren, vgl. Abb. 12.20.

Tt

Abb. 12.20. Kontrollvolumen beim Mittelsenkrechtenverfahren

Damit nun die Schnittpunkte der Mittelsenkrechten innerhalb der Dreiecke
liegen, muf} die primale Triangulierung so beschaffen sein, daf3 alle Innenwin-
kel der Dreiecke < % sind. Dies ist durchaus eine signifikante Einschrinkung
an die Verteilung der Eckpunkte. Man stellt fest, dal die sich mit diesem Ver-
fahren ergebenden Kontrollvolumina Vi, ..., V,, zu den Stiitzstellen &1, ..., &y,
gerade die im vorigen Abschnitt eingefithrten Voronoi-Kontrollvolumina sind.
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Eine interessante Folgerung hieraus ist, dafl; wenn die Stiitzstellen Eckpunk-
te einer zuldssigen Triangulierung sind und diese Triangulierung die obige
Innenwinkelbedingung erfiillt, man das Voronoi-Diagramm zu diesen Stiitz-
stellen (einfach) iiber das Mittelsenkrechtenverfahren konstruieren kann. Die
zugehorige Delaunay-Triangulierung ist dann die primale Triangulierung 7p,.

Wir betrachten als Modellproblem nochmals die Poisson-Gleichung und
miissen dann die Integrale in

- Vu-nds = / fdz (12.146)
V; Vi

diskretisieren. Fiir die rechte Seite bietet sich wieder die Mittelpunktsregel
f% fdx = |V;]f(&) an. Fiir die Randintegrale kann man die im Fall a des vori-
gen Abschnitts beschriebene Diskretisierung einsetzen, siehe (12.144). Bei die-
sem Mittelsenkrechtenverfahren ist fiir jedes i = 1,...,m, das zu & gehorende
Voronoi-Gebiet komplett in {2 enthalten. Somit kann der in Abschnitt 12.5.1
behandelte Fall b nicht auftreten.

Bemerkung 12.51. Man kann auch ein primales Gitter mit Vierecken statt
Dreiecken verwenden, die Eckpunkte dieses Gitters als Stiitzstellen wéhlen
und dazu die Voronoi-Gebiete als Kontrollvolumina konstruieren. Die Metho-
de in dem einfithrenden Beispiel in Abschnitt 12.5, sieche Abb. 12.17, ist von
diesem Typ. A

Das Schwerpunktverfahren
Bei diesem Verfahren werden zur Konstruktion der Kontrollvolumina die

Kantenmittelpunkte mit den Schwerpunkten der Dreiecke verbunden, vgl.
Abb. 12.21.

el

Abb. 12.21. Kontrollvolumen beim Schwerpunktverfahren

Hierbei wird die fiir das Mittelsenkrechtenverfahren notwendige Innenwinkel-
bedingung vermieden. Die Diskretisierung der Randintegrale in (12.146) ist
aber jetzt etwas schwieriger. Eine wichtige Technik fiir diese Randintegrale
148t sich folgendermaflen skizzieren. Sei &; Eckpunkt der Dreiecke 131, ..., T;s.
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In jedem dieser Dreiecke hat das Kontrollvolumen V; zwei Randstiicke die mit

I, und I i (1 < k < s) bezeichnet werden. Die entsprechenden Normalvek-
toren sind n;; und n;. Mit dieser Bezeichnung gilt

Vu-nds = Z/ Vu - ng ds+/ Vu - Ny, ds. (12.147)
v, ; Tik

Wir betrachten ein fest gewiihltes k (1 < k < s) und fiihren eine vereinfachte
Notation ein (vgl. Abb. 12.22).

€3

€2 51 = gz

Abb. 12.22. Notation beim Schwerpunktverfahren

Die Eckpunkte des Dreiecks Tj; werden mit 1, §2 und £3 bezeichnet, und wir
schreiben kurz I := [y, Fl = sz, n; := n;;, n; := n;;. Die Unbekannten
up (&) ~ u(&;) sind die ndherungsweisen Funktionswerte an den Stiitzstellen.
Seien ¢;(x) (j = 1,2, 3) die linearen Funktionen auf T} mit den Eigenschaften
0i(&) =1, ¢;(§) =0 fiir I # j. Wir erhalten damit die lineare Interpolation
zu den Stiitzstellen &; und Interpolationswerten wup(&;)

3
Z (&) (z) fiir x € Tip.

Weil ¢; linear auf Tjy, ist, ist (v¢j)|Tik =: c; ein konstanter Vektor, der nur von
der Triangulierung abhéngt. Zur Diskretisierung von (12.147) wird u(z)z,,
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durch die lineare Funktion uy(x) ersetzt:

Vu(z) -nids + [ Vu(z)-nds
Fl Fl

~ Vup(x) -nyds+ [ Vup(x) -y ds
Fl Fl

3 3
:/F Zuh(fj)0j~n1d8+/ Zuh(fj)cj~ﬁ1d8

14=1 I j=1
3
= Zuh(fﬂ')(wlkj my + | Ii]cj - hy).
=1

Diese Vorgehensweise liefert als Diskretisierung von (12.147) eine Linearkom-
bination ¢; gun (&) + > op_1 i kun(&ik) der gesuchten Funktionswerte uy, (&;).
Hierbei sind ¢; 0, ..., ¢; s berechenbare Koeffizienten und &1, ... ,&; die zu ¢
benachbarten Eckpunkte in der Triangulierung 7. Insgesamt ergibt sich das
Gleichungssystem

cioun(&) + Y cirun(&r) = Vilf(&) , i=1,...,m, (12.148)
k=1

fir die Gitterfunktion (up(§;))i<j<m. Die in (12.148) auftretenden Terme
up (&) mit & € 082 konnen aufgrund der Randbedingung durch g(&;x) er-
setzt werden.

Fiir dieses Schwerpunktverfahren kann man Schranken fiir den Diskre-
tisierungsfehler beweisen. Insbesondere fiir das Modellproblem der Poisson-
Gleichung gelten folgende Abschétzungen vom bekannten Typ:

lu—unlly < Cih,  flu—upL, < C2h?,

wobei die Konstanten Cp,Cs wieder von den zweiten Ableitungen von u
abhiéngen. Die Norm |- ||, ist wie in Abschnitt 12.4.1 als |[v[|f = [, Vo- Vo da
definiert. Diese (scharfen) Schranken zeigen dieselbe h-Abhiingigkeit wie die
Diskretisierungsfehlerschranken bei der linearen Finite-Elemente Methode,
vgl. (12.108) und (12.109).

Zum Vergleich des Schwerpunktverfahrens mit dem Mittelsenkrechtenverfah-
ren:

e Beide Verfahren lassen sich auf 3D verallgemeinern. Das primale Gitter
kann dann zum Beispiel eine Zerlegung von 2 C R? in Tetraeder oder
Quader sein. Es hat sich gezeigt, dal die Verallgemeinerung des Schwer-
punktverfahrens etwas einfacher ist als die des Mittelsenkrechtenverfah-
rens.
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e Die primale Triangulierung mufl beim Mittelsenkrechtenverfahren eine In-
nenwinkelbedingung erfiillen. Im Schwerpunktverfahren diirfen die Winkel
beliebig sein. Diese Innenwinkelbedingung ist in der Praxis oft, insbeson-
dere bei dreidimensionalen Problemen mit unstrukturierten Tetraederzer-
legungen als primales Gitter, nicht einfach zu erfiillen.

e Die Kontrollvolumina sind beim Mittelsenkrechtenverfahren alle konvex,
wéhrend beim Schwerpunktverfahren auch nichtkonvexe Kontrollvolumina
vorkommen koénnen.

e Die Anzahl der geraden Randsegmente eines Kontrollvolumens ist beim
Mittelsenkrechtenverfahren im Allgemeinen nur halb so hoch wie beim
Schwerpunktverfahren.

e Der Diskretisierungsfehler ist beim Schwerpunktverfahren in der Regel
kleiner als beim Mittelsenkrechtenverfahren.

e Fiir das Schwerpunktverfahren existiert mehr mathematische Analyse
(z. B. Diskretisierungsfehlerschranken) als fiir das Mittelsenkrechtenver-
fahren.

12.6 Fazit: Vergleich der Methoden

In den vorherigen Abschnitten haben wir uns mit einigen kurzen Einblicken
in drei wichtige Diskretisierungskonzepte fiir partielle Differentialgleichungen
begniigt. Um dariiber hinaus eine Einordnung in ein ja viel weiteres Umfeld
zu erleichtern, seien einige zusammenfassende und vergleichende Bemerkun-
gen hinzugefiigt. Dabei werden einige Gesichtspunkte angefiihrt, die je nach
Aufgabenstellung Hilfestellung fiir eine Priferenzbildung bieten kénnen.

e Ein wesentlicher Vorteil der Finite-Differenzenmethode liegt darin, dafl
sie relativ wenig Implementierungsaufwand erfordert und sich mit Hilfe
einfacher Datenstrukturen realisieren 1d8t. Sie kann zwar an komplexere
Gebietsgeometrien angepaflt werden, dies erfordert allerdings unsymmetri-
sche Differenzensterne, deren Konsistenzordnung meist sinkt. Da sie un-
mittelbar auf der starken Formulierung der Differentialgleichung aufsetzt,
erfordert die Konvergenzanalyse hohe Regularitit, die in vielen Féllen
nicht gegeben ist. Bei einfachen, koordinatenangepafiten Gebietsriandern
mogen die Vorteile einer einfachen Umsetzung iiberwiegen.

e Die Finite-Elemente-Methode ist ein sehr viel flexibleres und letztlich auch
in mehrfacher Hinsicht leistungsfahigeres Konzept. Zunéchst wieder einige
Vorteile: Die zugrunde liegende schwache Formulierung des Randwertpro-
blems und die darauf unmittelbar aufsetzende Galerkin-Diskretisierung -
als mathematisches Gegenstiick des Prinzips der virtuellen Arbeit — greift
einerseits die Physik in angemessener Weise auf und bietet andererseits ei-
ne mathematisch saubere Grundlage zur Behandlung von Féllen niedriger
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Regularitét. Dies ist noch ausgeprégter der Fall bei den hier nicht bespro-
chenen ,,gemischten“ Methoden. Ferner lassen sich komplizierte Gebiets-
geometrien vom Konzept her miihelos behandeln, ohne diskretisierungs-
bedingte Genauigkeitseinbuflen in Kauf nehmen zu miissen. Die Moglich-
keit, Triangulierungen lokal verfeinern zu koénnen, bietet gute technische
Voraussetzungen, die Diskretisierung lokal an die Struktur der Losung zu
adaptieren. Die zahlreichen Moglichkeiten, die Ansatzraume zu wéihlen,
eroffnet die Realisierung von Diskretisierungen hoher Ordnung. Der im
Rahmen schwacher Formulierungen zur Verfiigung stehende analytische
Apparat mathematischer Methoden ist mittlerweile sehr weit ausgebaut
und bietet einen hohen Verstédndnisgrad fiir fehlerkontrollierte numerische
Simulationen. Dieser analytische Apparat hat auch mafigeblichen Anteil
an der Entwicklung hocheffizienter Losungsmethoden, die grofiskalige Pro-
bleme erst mit vertretbarem Aufwand rechenbar machen.

Dies hat natiirlich seinen Preis, der grob gesagt in einem héheren Aufwand
bei der Implementierung liegt. Einerseits ist diesbeziiglich die Quadratur
zu nennen, die sowohl zur Berechnung des Lastvektors als auch vor al-
lem zur Assemblierung der Steifigkeitsmatrix benétigt wird. Bei den heute
zur Verfiigung stehenden leistungsfihigen Verfahren zur Losung der ent-
stehenden Gleichungssysteme liegt darin oft ein grofler Anteil des gesam-
ten Rechenaufwandes. Die bei unregelméfigen Triangulierungen benotig-
ten Datenstrukturen in Form von Listen der Ecken und Dreiecke miissen
gut durchdacht sein. Andererseits ist die Gittergenerierung — die automati-
sche Erzeugung von Triangulierungen — fiir eine hinreichend weite Klasse
von Gebietsgeometrien mittlerweile ein eigenes Forschungsgebiet gewor-
den. Natiirlich ist der Aufwandpreis vor allem in den Situationen hoch, in
denen andere Ansiitze iiberhaupt schwer verwendbar sind (nichtkonstante
Koeflizienten, komplexe Gebietsréinder).

Auch die Finite-Volumen-Methode erlaubt die Behandlung komplexer Ge-
bietsgeometrien und ist insofern ein flexibles Werkzeug. Die Fundierung
auf dem Gauflschen Satz reflektiert die Bilanzierung von Fliissen iiber die
Rénder von Testgebieten und greift somit ebenfalls in natiirlicher Weise
den physikalischen Hintergrund von Erhaltungsgleichungen auf und bietet
eine diskrete Erhaltungseigenschaft. Sie ist auch keineswegs auf elliptische
Randwertaufgaben begrenzt. Sie kommt wie die Finite-Elemente-Methode
mit relativ schwachen Regularitiatsforderungen aus. Die Aufstellung der
Systemmatrizen ist nicht ganz so aufwendig wie bei der FE-Methode.
Die Erzeugung geeigneter Netze insbesondere beim Mittelsenkrechten-
Verfahren stellt allerdings &hnliche Anforderungen. Das Verstédndnis der
Fehleranalyse, besonders bei den adaptiven Ansétzen ist allerdings weit
schwiicher ausgebildet. Ferner ist es schwieriger, Diskretisierungen héher-
er Ordnung zu realisieren, die in modernen Anwendungen zunehmend an
Bedeutung gewinnen. Im FE-Rahmen kann man durch sukzessive Unter-
teilung der Elemente bequem eine Hierarchie ineinander geschachtelter
Ansatzriume generieren. Mit Hilfe dieser Hierarchie kénnen sehr effizi-
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ente iterative Losungsverfahren, ndmlich die (in diesem Buch nicht be-
handelten) Mehrgitterverfahren, entwickelt werden. Bei Finite-Volumen-
Verfahren sind Paare primaler und dualer Gitter in diesem Sinne nicht so
leicht verfeinerbar. Allerdings gibt es andere Finite-Volumen-Ansétze, die
wir hier nicht besprochen haben und die keine dualen Gitter (oder besser
nur duale Gitter) verlangen und die zeitliche Evolution von Zellmittelwer-
ten beschreiben.

Insofern wird eine Préferenz stark von den speziellen Problemanforderungen
abhéngen. Alle oben besprochenen Varianten verlangen ferner Stabilisierungs-
konzepte bei der Anwendung auf konvektionsdominante Probleme.

12.7 Diskretisierung parabolischer
Anfangs-Randwertaufgaben

Fiir die Diskretisierung parabolischer Anfangs-Randwertaufgaben kann man
die sogenannte Linien-Methode benutzen, die bereits in Beispiel 11.5 fiir den
Fall einer eindimensionalen Ortsvariable behandelt wurde.

Wir erklaren die Grundidee dieser Methode anhand des Wirmeleitungs-
problems (12.23) mit 2 = (0,1)2 und g = 0. Der Laplace-Operator wird
mit finiten Differenzen diskretisiert, wie in Abschnitt 12.3.1 beschrieben:
Au(é,t) = Apu(€,t) + O(h?) fiir € € 2), und t € [0,T]. Daraus ergibt sich
folgende Aufgabe:

Semi-Diskretisierung des Wiarmeleitungsproblems:

gesucht wuy : 2, x [0,T] = R, so daB

B (&) = Dnun (&, ) + f(&,1) in O, x[0,7]
up(§,t) =0 fir £ € 2p\ 2, t €1[0,7T)
up(§,0) = ug(§) fiir £ € 2p.

(12.149)

Dieses Problem wird Semi-Diskretisierung genannt, weil die Ortsvariable dis-
kretisiert wurde, jedoch die Zeitvariable noch kontinuierlich bleibt (¢ € [0, T]).
Wie in Abschnitt 12.3.1 kann man dieses Problem &quivalent in Matrix-Vektor
Darstellung formulieren. Wir benutzen die Standardanordnung der Gitter-
punkte (vgl. Abb. 12.3) und die Notation

1
w,(t) = (up(t)1, .. un(t)m)t €ER™, m=(n—-1)>2 n= W t e 0,7,
(uh(t))j =up(€,t), & € 2, Gitterpunkt mit Nummer j.

Sei Ay die Matrix aus (12.40) und fiir festes t € [0,T] sei b = b(t) der Vektor
wie in (12.41)—(12.44) definiert, mit f(§) = f(£,t), £ € 24, und g = 0.
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Das Problem in (12.149) 1#8t sich dann dquivalent wie folgt formulieren:

gesucht uy : [0,7] — R™, so daf} :
u), (t) = —Aqu,(t) + b(t) fiir alle t € [0,T7, (12.150)
u,(0) = (ug(é1), ... 7U0(§m))T

Dieses System gewdhnlicher Differentialgleichungen ist wegen der Eigenschaft
ko(Aq) = (%)2 steif. Deshalb sollte zur Diskretisierung der Zeitvariable in
(12.150) eine implizite Zeitintegrationsmethode, wie zum Beispiel die Trapez-
regel oder eine BDF-Methode, benutzt werden. Sei

ty = kAt k=0,....K, KAt=T,

und y* € R™ eine Anniherung fiir uy, (), d. h., (v%); ~ un (&5, t) =~ u(&;, tx).
Wendet man die Trapezregel an, dann wird y*, k = 0,... K, durch die Re-
kursion

y" = u,(0),
yhtl gk 1 - .
A —§(A1y = Db(tg1) + Ary —b(tk)) , k=0,...,K—1,
definiert. Diese Methode wird auch die Crank-Nicolson Methode genannt. Fiir
jedes k mufB zur Bestimmung von y**! das Gleichungssystem

1 , 1 1
T+ §AtA1)yk+1 = (I- §AtA1)yk — 5At(b(tk11) +b(t)  (12.151)

gelost werden. Dazu werden iterative Verfahren benutzt, die in Kapitel 13
behandelt werden. Uber eine Konsistenz- und Stabilititsanalyse kann man
zeigen, dafl wenn die Losung u hinreichend glatt ist, fiir den Diskretisierungs-
fehler eine Abschitzung

(") —w(&.te)| < C((A)2+R%), 1<j<m, 0<k<K,

gilt, wobei die Konstante C' nur von v abhingt.

Das Rechengebiet bei einem parabolischen System ist ein Raum-Zeit-
Zylinder. Betrachtet man die Zeitachse als vertikale Koordinatenachse, so ist
mit jedem Ortsgitterpunkt &; eine gekoppelte gewohnliche Differentialglei-
chung entlang einer vertikalen Zeitachse verkniipft. Man nennt dies auch oft
vertikale Linien-Methode.

Man kann obige Reihenfolge auch vertauschen, was zur horizontalen
Linien-Methode oder zum Rothe-Verfahren fithrt. Man fafit das paraboli-
sche Anfangsrandwertproblem als ein Anfangswertproblem im Funktionen-
raum auf. Wir demonstrieren dies fiir die einfachste (fiir steife Probleme ge-
eignete) implizite Diskretisierung, das implizite Euler-Verfahren. Wie bereits
in Abschnitt 12.1 angedeutet wurde, verlangt dies, fiir den (k + 1)sten Zeit-
schritt eine Funktion u**! € HE(£2) (der Einfachheit halber bei homogenen
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Randbedingungen) zu finden, die fiir den neuen Zeitschritt At = 7

= Auk+1 + f(vtk + 7—7)
= (12.152)
—TAuFTY T =k (Gt 7))

erfiillt. Die Losung u”* auf dem vorherigen Zeitschritt k geht dabei in die Da-
ten der rechten Seite ein. (12.152) ist nun wieder ein elliptisches Randwertpro-
blem, welches nun im Prinzip mit jeder der obigen Diskretisierungsmethoden
behandelt werden kann. Hierbei ist es natiirlich sinnvoll, die Genauigkeit der
Ortsdiskretisierung mit der der Zeitdiskretisierung abzustimmen. Fehlerge-
steuerte adaptive FE-Verfahren fiir die Ortsdiskretisierung eignen sich dazu
besonders gut. Sowohl die Zeit- als auch die Ortsdiskretisierung kann auf die-
se Weise eingebaut werden, wogegen bei der vertikalen Linien-Methode die
Ortsdiskretisierung fiir das gesamte Zeitintegrationsintervall [0, T'] fest bleibt.

12.8 Ubungen

Ubung 12.8.1. Sei A = <21’1 21’2> € R?*2 eine symmetrische Matrix. Zei-
1,2 @22

gen Sie:

2TAz >0 fiir alle x € R?\ {0} ,oder

2 &
ai1a22 —ay, >0
1,122 1,2 { ! Ax <0 fiir alle x € R? \ {0} :

Hinweis: det(A) = A1\, wobei A; und A, die Eigenwerte der Matrix A sind.

Ubung 12.8.2. Bestimmen Sie den Typ der folgenden Differentialoperatoren:

a) Lu = tgy — Uzy + 2uy + Uyy — 3uy, + 4u,
b) Lu = gy + Bugy + Uyy + Ug.

Ubung 12.8.3. Beweisen Sie die Resultate in (12.50)-(12.52).

Ubung 12.8.4. Zeigen Sie, daf8 aus dem Maximumprinzip das Vergleichsprin-
zip (12.30) folgt.

Ubung 12.8.5. Leiten Sie fiir allgemeines n € N (b = 1) die Matrix-
Darstellung des diskretisierten Poisson-Problems (12.38) beziiglich der Schach-
brettnumerierung her. Fiir n = 5 ist diese Numerierung wie folgt:

15 7 16 8
513 6 14
11 3 12 4
19 210
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Ubung 12.8.6. Sei
e’M(x,y) := sin(vrzx) sin(umy), v, eN
ef(€) :=e"(¢)  firfe Ry, 1<wv,p<n-—1

Zeigen Sie, daf} die Orthogonalitétseigenschaft

S e e (©) =0 i (v,p) £ (/41

EENy,
gilt.

Ubung 12.8.7. Sei 2 = (0,1), n € N und h = 1. Wir betrachten das
(Konvektions-) Problem u, = f in 2, «4(0) = 0. Sei

c Ran

die Matrix die entsteht bei der Diskretisierung dieses Problems mit einer ein-
seitigen (Upwind-)Differenz. Bestimmen Sie A~! und berechnen Sie | A~} .

Ubung 12.8.8. Sei

0 1 0
-10 1
1 1
A= — Coe . R(n—l)x(n—l) .
2h . . . e ) n h7
-1 01
0 -10
die Matrix die entsteht bei der Diskretisierung von 8% mit einer zentralen

Differenz (wobei die Werte in den Endpunkten vorgegeben sind). Zeigen Sie,
daB fiir gerades n die Matrix A singulér ist.

Ubung 12.8.9. Sei
Vii={veC (D) |v=0 auf 9N}

Zeigen Sie, dafl
(u,v)1 ::/ Vu- Vv dx
2

ein Skalarprodukt auf V; definiert.
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Ubung 12.8.10. Auf dem Funktionenraum V = C([0, 1]) bezeichne

1/2

lulo = (/01|u(x)2dx> Cuev

a) | - |o ist eine Norm auf V.
b) Die Folge (fn)nen C V,

Zeigen Sie:

(2z)™, fir z €[0,1/2),
1, fir @ e[1/2 1],

fota) = {

ist beziiglich der Norm | - |o eine Cauchy-Folge.
c¢) Es gibt keine Funktion g € V mit |g — fn|o — 0, n — cc.

Ubung 12.8.11. Sei

1 1 1
a(u,v) ::/ u'v' dac—l—b/ u'v dw—l—c/ wv d,
0 0 0

mit Konstanten b und ¢ > 0, eine Bilinearform auf H} ((O7 1)) Zeigen Sie, dafl
diese Bilinearform stetig und elliptisch ist.

Ubung 12.8.12. Gegeben Sei 2 := {2 € R? | ||z]|2 < e~ } und die Funktion
1
u(r,¢) =Inln—, r>0.
r

Dabei sind (r, ¢) die Polarkoordinaten von = € R2. Zeigen Sie: u ¢C/(2), aber
u € Hi ().

Ubung 12.8.13. Gegeben sei die Randwertaufgabe

— (/@) + au(@)) =1, u(0) = u(1)

0,

mit einer Konstanten a > 0.

a) Geben Sie die schwache Formulierung dieser Aufgabe an.

b) Untersuchen Sie die Bilinearform aus a) auf Stetigkeit.

¢) Zu einer #quidistanten Unterteilung 7, = {(z;—1,2;)}iv,, ©; = ih, h =
1/m, des Intervalls [0, 1] sei V;, = span{(p; }7"7* der FE-Raum aufgespannt
durch die Hutfunktionen

(l‘ — l‘i_l)/h fir v € (Jﬁi_l,l‘i),
vi(zr) =< (Tiy1 — x)/h fir x € (x4, Tit1),
0, sonst.

Geben Sie das aus dem Galerkin-Ansatz resultierende diskrete Problem
A;xp = f;, an, und untersuchen Sie, ob Aj, die Voraussetzungen in Satz
12.19 erfullt.
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Ubung 12.8.14. Zeigen Sie, dal die Aufgaben (12.124) und (12.125) dquiva-
lent sind.

Ubung 12.8.15. Seien T', T' Dreiecke mit Eckpunkten (a1, az), (b1, b2), (c1, ¢2)
bzw. (a1, a2), (b1, b2), (¢1,¢2). Bestimmen Sie B € R**? und ¢ € R? so, daf
fiir die Abbildung F(z) = Bx + c gilt F(T) =T.

Ubung 12.8.16. Die Konvektions-Diffusions-Gleichung

V-(cu—Vu)=f auf 2=(01)2 c= (Cl) € R
C2
mit Dirichlet-Randbedingung v = ¢ auf 92 soll mit Hilfe eines Finite-

Volumen-Schemas diskretisiert werden. Wir wihlen die Stiitzstellen &; und
Kontrollvolumina wie in Abb. 12.17.

a) Stellen Sie mit Hilfe des GauBischen Integralsatzes fiir jedes Kontrollvolu-
men eine Bilanzgleichung auf.

b) Diskretisieren Sie die Bilanzgleichung, und leiten Sie ein Gleichungssystem
fiir die Anndherungen up,(§;) ~ u(§;) her.

Ubung 12.8.17. Beschreiben Sie die Methode die sich ergibt, wenn man statt
der Trapezregel die BDF2 Methode zur Diskretisierung der Zeitvariable in
(12.150) benutzt.

Ubung 12.8.18. Leiten Sie eine Formel her, die zeigt, wie die Konditionszahl
ro((I+ 2AtAy) der Matrix aus (12.151) von den Schrittweiten At und h
abhéngt. Zeigen Sie mit Hilfe dieser Formel, dafl diese Konditionszahl kleiner
wird wenn (bei festem h) At kleiner wird.
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Grofle diinnbesetzte lineare
Gleichungssysteme, iterative Losungsverfahren

Bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen in mehreren Ortsva-
riablen, die zum Beispiel bei Elastizitdtsproblemen, Diffusionsprozessen oder
Stromungssimulationen auftreten, ergeben sich typischerweise sehr grofie Glei-
chungssysteme mit gegebenenfalls mehreren Millionen Unbekannten. Die be-
treffenden Matrizen sind dabei meist dinnbesetzt (sparse), d.h. die Gesamt-
zahl der von Null verschiedenen Eintrége bleibt in der Gréflenordnung der
Anzahl der Unbekannten. Fiir solche Gleichungssysteme sind die in Kapi-
tel 3 behandelten direkten Methoden im allgemeinen ungeeignet. Daf die
Matrizen diinnbesetzt sind, kann nur sehr bedingt ausgenutzt werden, da die
Unbekannten bei Problemen mit mehreren Ortsvariablen nie so angeordnet
werden konnen, dafl die Indizes geometrisch benachbarter Gréfien stets nahe
beisammen liegen. Folglich liegen die von Null verschiedenen Eintréige der Ma-
trizen oft weit iiber die jeweilige Zeile verteilt. Selbst bei der Verwendung von
Bandbreitenreduktionstechniken wiirden direkte Verfahren im Verlaufe von
Eliminationsschritten ein ,fill-in“ d.h. eine Zunahme nicht verschwindender
Eintrége und damit eine signifikante Zunahme des Speicherbedarfs, bewirken
(siehe Bemerkung 13.2). Es zeigt sich, daf diese Verfahren auch hinsichtlich
der Rechenzeiten fiir derartige Groflenordnungen nicht geeignet sind. Man
weicht stattdessen auf gewisse iterative Verfahren aus, die sich bei solchen
Problemen als iiberlegen erweisen. Die Entwicklung und theoretische Analyse
dieser Methoden ist ein sehr weites Feld. Hier sollen deshalb nur einige wich-
tige Grundprinzipien skizziert werden, die allerdings schon die wesentlichen
Schwierigkeiten und Anforderungen iterativer Losungsverfahren aufzeigen.

13.1 Beispiele grofler diinnbesetzter Gleichungssysteme

In diesem Abschnitt werden zwei konkrete Beispiele diskretisierter partieller
Differentialgleichungen aus Kapitel 12 kurz wiederholt. Diese dienen als Test-
beispiele und bieten eine Orientierung fiir die in den folgenden Abschnitten
diskutierten iterativen Losungsverfahren. Wir beschrinken uns auf elliptische
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Randwertaufgaben und das Differenzenverfahren als Diskretisierungstechnik.
Es sei bemerkt, dafl zur Losung von elliptischen Randwertaufgaben andere
Diskretisierungstechniken, wie das Finite-Volumen-Verfahren oder die Finite-
Elemente-Methode, oft besser geeignet sind. Die fiir die iterativen Losungs-
verfahren relevanten Eigenschaften diskretisierter partieller Differentialglei-
chungen konnen aber anhand des relativ einfachen Differenzenverfahrens gut
illustriert werden.

Als erstes Beispielproblem betrachten wir die diskretisierte Poisson-Gleichung
aus (12.39):
Aix=b, A; eR™™ m:=(n-1)*, (13.1)

wobei fiir nh =1

T -1 4 -1
-IT -1 0 -1 4 -1 0
Lo, , T= S c R(n—Dx(n-1)
P -IT-I 0 -14 -1
-IT -1 4
(13.2)
und I die (n — 1) x (n — 1)-Identitédtsmatrix ist.

Bemerkung 13.1. Zum Testen iterativer Verfahren ist die Poisson-Gleichung
(12.20) im Gebiet 2 = (0,1)? mit rechter Seite f(x,y) = 4 und Randbedin-
gung g(x,y) = 22 +y? niitzlich. Fiir diese Daten ist die kontinuierliche Losung
durch u(z,y) = 22 +y? gegeben. Man kann zeigen, daf in diesem Fall der Dis-
kretisierungsfehler fiir das diskretisierte Problem (12.38) gleich Null ist. (Dies
folgt aus Satz 12.13). Also ist die Losung des diskreten Problems (12.38) durch
u(z,y) = (z2+y2)|§h gegeben. Da das Gleichungssystem (13.1) nur eine ande-
re Darstellung des Problems (12.38) ist, ist damit auch fiir das System (13.1)
die Lésung bekannt. A

Das zweite Testproblem ist die diskretisierte Konvektions-Diffusionsgleichung
aus (12.59):

Asx=b, Ay e R™™  m:=(n—-1)7?, (13.3)
wobei
T -5l : -6
, 51 T -al 0 - Z —b 0
A, = 7= , T = ., (13.4)
0 —5I T —-al 0 - 5 -0
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mit
R=e—hs, 5=c+hst,
6=c—hé", w=c+hé",
Z=n+8§+0+w =4+ h(|¢| + 3],
und
¢:= cos(f), ¢t := max(¢,0), ¢~ := min(é, 0),
§:=sin(B), §* := max(8,0), §~ := min(s,0).

13.2 Eigenschaften von Steifigkeitsmatrizen

Die Matrizen, die bei der Diskretisierung elliptischer partieller Differentialglei-
chungen auftreten, wie z. B. A; und Ao, werden Steifigkeitsmatrizen genannt.
In diesem Abschnitt werden einige wichtige Eigenschaften solcher Steifigkeits-
matrizen aufgezihlt, die fiir die Losung entsprechender Gleichungssysteme
relevant sind.

Hochdimensionalitét:

Die Grofle der Gleichungssysteme, die bei der Diskretisierung von partiellen
Differentialgleichungen entstehen, héingt von der Feinheit des Gitters ab. Die
im vorherigen Kapitel diskutierten Fehlerabschitzungen zeigen, dafl bei klei-
ner werdender Gitterweite h der Diskretisierungsfehler (bei hinreichender Re-
gularitit der Losung) sinkt, im allgemeinen die Qualitéit der diskreten Losung
also zunimmt. Andererseits gilt, je feiner das Gitter, desto grofier das zugehori-
ge Gleichungssystem. Ist die Gitterweite iiberall im diskretisierten Gebiet von
der GroBenordnung h, so ist die Anzahl der Unbekannten bei d Ortsvaria-
blen proportional zu h~%. Der Proportionalititsfaktor hiingt natiirlich vom
Volumen des Gebietes ab. Fiir partielle Differentialgleichungen in zwei Raum-
dimensionen (wie in Abschnitt 12.3.1, 12.3.2) gilt fiir die Anzahl der Gitter-
punkte m also die Beziehung m ~ h~2, wihrend in drei Raumdimensionen
m = h™3 ist. Ist die gesuchte Funktion u skalar, d. h. u : 2 — R, ergeben sich
bei der Diskretisierung etwa m Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten.
Fiir kleines h ist das resultierende Gleichungssystem also sehr grof3.

Diinnbesetztheit:
In einem Gitterpunkt wird bei der Diskretisierung von Ableitungen nur eine
geringe Zahl von Werten in benachbarten Gitterpunkten verwendet. Dem-
zufolge sind in jeder Zeile der Steifigkeitsmatrix nur eine kleine Anzahl von
Eintrégen ungleich Null. Steifigkeitsmatrizen sind daher immer diinnbesetzt,
d. h. nur eine gleichméBig beschrinkte Anzahl von Eintrigen pro Zeile ist von
Null verschieden.

Bei der Finite-Elemente-Methode gilt dies ebenso, da die Tréger der noda-
len Basisfunktionen auf wenige unmittelbar benachbarte Dreiecke beschrankt
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bleiben (siehe Abschnitt 12.4.7). Fiir eine Steifigkeitsmatrix A € R™*™ sind
deshalb im allgemeinen nur cm Eintrdge ungleich Null, wobei c eine kleine
Zahl ist. Abb. 13.1 zeigt das Muster der Nichtnullelemente der Matrizen A4

und A, fiir h = 1—16.

. . . .
0 50 100 150 200
nz = 1065

Abb. 13.1. Nichtnullelemente der Matrizen A1 und Ao

In diesem Beispiel ist die Dimension der Matrix 225 x 225. Die Matrix hat
50625 Eintrége, wovon nur 1065 (~ 5 - 225) von Null verschieden sind.

Blockstruktur:

Bei Diskretisierungen auf regelmiifiigen Rechteckgittern (z. B. durch Differen-
zenverfahren oder Finite-Volumen-Methoden) haben die sich dabei ergeben-
den Steifigkeitsmatrizen oft eine regelméfige Blockstruktur. Dies kann man z.
B. bei der Diskretisierung der Poisson-Gleichung in (13.2) erkennen. Wird ein
unstrukturiertes Gitter verwendet, was gerade bei Finite-Elemente-Methoden
oft der Fall ist, hat die Steifigkeitsmatrix i. a. keine regelméflige Blockstruktur.

Schlechte Kondition:

Die Konditionszahl von Steifigkeitsmatrizen nimmt oft rasch zu, wenn die
Schrittweite des Gitters kleiner wird. Ein typisches Beispiel ist das Resultat
aus Lemma 12.8: Fiir die Konditionszahl der diskreten Poisson-Gleichung gilt
k2(A1) & (2)%. Bei der Finite-Elemente-Methode stellt sich derselbe Effekt
ein, vgl. Folgerung 12.47.
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Symmetrie, Positiv-Definitheit:

Fiir ein symmetrisches elliptisches Randwertproblem (was oft einem reinen
Diffusionsproblem entspricht) ist die entprechende Steifigkeitsmatrix oft sym-
metrisch positiv definit. Fiir die Matrix A; der diskreten Poissongleichung
aus Abschnitt 12.3.1 wird diese Eigenschaft in Lemma 12.7 bewiesen. Bei der
Finite-Elemente-Methode ist dies stets der Fall, vgl. Lemma 12.46.

Diagonaldominanz:

Die Matrizen A; und As sind beide irreduzibel diagonaldominant (Definiti-
on 12.17). Wenn man bei der Diskretisierung eines Konvektions-Diffusions-
problems den Konvektionsanteil mit zentralen Differenzen diskretisiert, ist
die erzeugte Steifigkeitsmatrix fiir ein Problem mit starker Konvektion jedoch
nicht irreduzibel diagonaldominant (Bemerkung 12.28). Werden hingegen die
Konvektionsterme mit Upwind-Techniken diskretisiert, ergeben sich oft Stei-
figkeitsmatrizen, die wieder irreduzibel diagonaldominant sind. Die durch
Finite-Elemente-Methoden und Finite-Volumen-Verfahren erzeugten Steifig-
keitsmatrizen sind im allgemeinen nicht irreduzibel diagonaldominant.

Bemerkung 13.2. In der Einleitung wurde das Problem des zunehmenden
LIl in“ bei der Anwendung direkter Losungsverfahren schon erwéihnt. Als
Beispiel betrachten wir die Matrix A; der diskretisierten Poisson-Gleichung
aus (13.1). In Abb. 13.1 wird das Muster der Nichtnullelemente dieser Matrix
fiir den Fall A = 1—16 gezeigt. Als direkter Loser fiir ein Gleichungssystem mit
der Matrix A; wiirde sich die Cholesky-Zerlegung A; = LDL? mit einer
normierten unteren Dreiecksmatrix L und einer Diagonalmatrix D anbieten.
Diese Zerlegung kann mit dem Cholesky-Verfahren aus Kapitel 3 berechnet
werden. Fiir den Fall h = % hat die Matrix L 3389 Nichtnulleintrige. Das
Muster dieser Nichtnullelemente wird in Abb. 13.2 gezeigt.

Tabelle 13.1 gibt fiir einige h-Werte die Anzahl der Nichtnullelemente der
Matrizen Ay (=nz(A;)) und L (=nz(L)) an.

Tabelle 13.1. Nichtnulleintrige der Matrizen A; und L

h 1/16 1/32  1/64  1/128
nz(A1) | 1065 4681 19593 80137 |~ 5h2
nz(L) | 3389 20821 250109 2048509 | ~ h~®

Das Verhalten nz(L) ~ h~2 gegeniiber nz(A;) ~ 5h~2 zeigt den ungiinstigen
Effekt des ,fill in“. Wegen dieses Effekts werden direkte Losungsverfahren wie
das Cholesky-Verfahren in der Praxis selten benutzt, wenn das vorliegende
Gleichungssystem sehr groff (mehrere zehntausend Unbekannte) und diinn-
besetzt ist. Stattdessen werden oft iterative Losungsverfahren eingesetzt. Bei
diesen Verfahren wird der ,fill-in“ Effekt vermieden. A
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Of;
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nz = 3389

Abb. 13.2. Nichtnullelemente von L bei der Cholesky-Zerlegung der Matrix A4

Man mag gegen den Einsatz iterativer Verfahren bei linearen Gleichungssyste-
men, fiir die es ,,exakte* Loser gibt, einwenden, dafl man damit grundsétzlich
nur Ndherungslosungen erhélt und deshalb vielleicht unnotig auf die anson-
sten angestrebte Genauigkeit verzichtet. Hierzu ist Folgendes zu bedenken:
Zum einen liefern aufgrund der Rechnerarithmetik auch direkte Verfahren,
wie die GauB-Elimination oder das Cholesky-Verfahren, keine im strengen
Sinne exakten Losungen. Wichtiger aber ist zum anderen, dafl iterative Me-
thoden die Moglichkeit bieten, eine aus der Problemstellung als sinnvoll er-
kannte Fehlertoleranz méglichst konomisch zu gewéhrleisten. Die meisten
groflen Gleichungssysteme entstehen durch Diskretisierung eines kontinuierli-
chen Problems. Auch die exakte Losung eines solchen Gleichungssystems ist
aufgrund des Diskretisierungsfehlers nur eine Ndherung der eigentlich gesuch-
ten Losung des kontinuierlichen Systems. Es macht daher meist keinen Sinn,
das Gleichungssystem mit einer Genauigkeit zu 16sen, die viel besser als der
Diskretisierungsfehler ist. Aulerdem sei noch bemerkt, daff man hiufig aus
Durchfiihrbarkeitsgriinden (Speicherkapazitiit) gar keine Wahl hat.

Im Folgenden werden wir auch sehen, wie die Eigenschaften von Steifig-
keitsmatrizen das Verhalten iterativer Verfahren beeinflussen. Insbesondere
werden sich die fiir A | 0 wachsenden Konditionszahlen als ernstes Hindernis
herausstellen.
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13.3 Lineare Iterationsverfahren

13.3.1 Einleitung

Wir betrachten folgende Aufgabe:

Fiir A € R™*" (nichtsingulir) und b € R™ ist das Gleichungssystem
Ax=Db (13.5)

zu 16sen. Wir nehmen an, dafl n grof§ (n > 10000) und A dinnbesetzt
ist.

Typische Beispiele sind die Matrizen A; und Ay aus (13.1) bzw. (13.3) (mit
h hinreichend klein). In diesem Abschnitt werden einige iterative Grundver-
fahren zur Losung des Systems (13.5) diskutiert.

Ein einfacher, jedoch weitreichender Ansatz liegt darin, (13.5) als Fiz-
punktgleichung zu schreiben:

x =x+ C(b — Ax) =: $(x), (13.6)

wobei C € R™*™ eine geeignet zu wihlende nichtsinguldre Matrix ist. Offen-
sichtlich ist x Fixpunkt von (13.6) genau dann, wenn x Losung von (13.5) ist.
Die Losung von (13.5), also der Fixpunkt von @, wird mit x* bezeichnet. Mit
einem Startwert x° € R” fiihrt dies auf die Fixpunktiteration

<M = @(xF) = x* + C(b — Ax")

=(I-CA)x"4+Cb, k=0,1,2,... (13.7)
Fiir den Fehler e* := x* — x* ergibt sich
et = xF !l _x* = p(x¥) — d(x*) = (I - CA)eF,
also
" =(1-CAe®, k=0,1,2,... . (13.8)

Die Matrix I — CA heifit die Iterationsmatriz der Methode in (13.7). Weil die
Fehlerfortpflanzung linear ist, wird eine Methode vom Typ (13.7) ein lineares
Iterationsverfahren genannt. Fiir die Konvergenz der Iteration in (13.7) gilt
folgender wichtiger Satz.

Satz 13.3. Das Verfahren (13.7) konvergiert fiir jeden Startwert
xY € R" gegen die Lisung x* von (13.5) genau dann, wenn

p(I—CA) <1 (13.9)

gilt, wobei p(I — CA) der Spektralradius, also der betragsmdifig
grofite Figenwert, von I — CA ist.
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Beweis. Wir beweisen diesen Satz nur fiir den Fall, daf} die Iterationsmatrix
I— CA diagonalisierbar ist. Fiir einen allgemeingiiltigen Beweis wird auf [GL]
verwiesen. Wenn I—-CA diagonalisierbar ist, gibt es eine nichtsinguldre Matrix
T, so dafl
A1 0
A2

T '(I-CA)T = _ =D (13.10)
0 An
gilt, wobei A1, ..., \, die Eigenwerte der Matrix I — CA sind. Aus (13.8) und

(13.10) folgt
e’ = (TDT H)*e’ = TD*T e,

also

le[l2 = [TD*T~"e"|l> < || T[|2[ D" |2 T~ €|z

= [T/l T~ e l2( max |Ni))* =0, k— oo,
falls |A;| < 1 fir alle j = 1,2,...,n, also wenn p(I — CA) < 1 gilt.
Die Bedingung (13.9) impliziert also Konvergenz der Iteration. Daf letzte-
re Bedingung auch notwendig ist, sieht man folgendermaflen: Angenommen,
|A;| = p(D) = p(I—-CA) > 1 fur gewisses j. Sei v der zugehdrige Eigenvektor
von I — CA. Wihlt man den Startwert x° so, daB e” = v gilt, ergibt sich
sofort aus (13.8)

le*llz = (T - CA)*v]la = [\j*[[v]l2 = [|e°]l> fiir alle &k €N,
also konvergiert die Iteration nicht. O

Wir nennen das iterative Verfahren (13.7) konvergent, wenn es fiir jeden Start-
wert x° konvergiert. Somit gilt: (13.7) konvergent < p(I — CA) < 1.

Bemerkung 13.4. Offensichtlich erfiillt die Abbildung @ in der Fixpunktite-
ration (13.7)

[2(y) = 2(2)]| = [[(I- CA)(y — 2)|| < [T—- CA[ly — =

fiir eine beliebige Norm || - ||. Unter der Annahme, daf die Iterationsmatrix
I — CA diagonalisierbar ist, existiert eine Faktorisierung wie in (13.10). Sei
| - |7 die Vektornorm definiert durch ||x||7 := || T~x|2. Die zugehérige Ma-

trixnorm ist | B[z = | T~'BT|2. Aus (13.10) folgt
[IT— CAljr = [[D[]z = p(I — CA).

Die Bedingung (13.9) besagt also, dafl @ eine Kontraktion beziiglich der Norm
I - |l ist. Da @ den R™ trivialerweise in sich abbildet und der R™ als endlich-
dimensionaler Raum vollstéindig ist, folgt die Konvergenz der Iteration (13.7)
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unter der Bedingung (13.9) auch sofort aus dem Banachschen Fixpunktsatz
(Satz 5.8).

Falls nun die Iterationsmatrix nicht diagonalisierbar ist, kann man eine von
der Matrix I— CA abhéngige Norm || || finden, so da} (13.9) die Ungleichung
[I-CA||. < 1impliziert, ¢ also eine Kontraktion beziiglich der Norm ||| ist.
Die Konvergenz folgt dann wieder aus dem Banachschen Fixpunktsatz (unter
Beachtung der Tatsache, da8 auf dem R™ alle Normen &quivalent sind). A

In der Praxis kann man nicht erst den Spektralradius p(I — CA) bestimmen,
um (13.9) zu iiberpriifen. Nun liefert der Spektralradius bekanntlich eine un-
tere Schranke fiir jede Norm || - ||, d.h., es gilt insbesondere ||I — CAJ >
p(I—CA). Deshalb gilt das folgende niitzliche hinreichende Kriterium, wobei
der Spektralradius p(I — CA) umgangen wird.

Folgerung 13.5. Aus (13.8) folgt unmittelbar, dafs fiir eine belie-
bige Vektornorm || - || mit zugehériger Operatornorm gilt:
[xF —x*|| < IT—- CA|" [|x° —x*||, k=0,1,2,... (13.11)

Die Konvergenz von (13.7) ist folglich fiir jeden Startwert x° € R™
gesichert, falls fiir irgendeine Norm die Bedingung

IT-CA| <1 (13.12)

erfillt ist.

Die Grofe ||[I — CA| heiit die Kontraktionszahl der Fixpunktiteration (13.7)
(beziiglich der Norm || - ||).

Konvergenzrate

Satz (13.3) zeigt, daB p(I — CA) eine wichtige Zahl in dem Sinne ist, dafl
sie entscheidet, ob die Iteration (fiir beliebige Startwerte) konvergiert. Wir
nehmen nun an, da§ p(I — CA) < 1 gilt, und werden zeigen, dafl p(I — CA)
auch ein sinnvolles Maf fiir die Konvergenzgeschwindigkeit ist. Je kleiner p(I—
CA) ist, desto schneller wird der Fehler reduziert. Um dies zu verdeutlichen,
wird der Einfachheit halber wieder angenommen, dafl I — CA diagonalisierbar
ist. Die mittlere Fehlerreduktion in k Iterationsschritten ist dann durch die

Grofle N |

oy = (HzO')’i (13.13)

gegeben, wobei || - || eine beliebige Vektornorm (z. B. || - ||2) ist.

Wir wollen nun das Verhalten von o, etwas genauer betrachten. Da I—CA
diagonalisierbar ist, existiert eine Basis v, va, ..., v, € C" von Eigenvektoren
der Matrix I — CA. Die Numerierung sei so gewahlt, daf fiir die zugehorigen
Eigenwerte

ALl > [Aa] = -0 > [\
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gilt. Um zu sehen, wie die Iterationsmatrix den jeweiligen Fehler veréndert, ist
es giinstig, den Anfangsfehler e® beziiglich der Eigenvektorbasis in der Form

n
eO: E C;V;
i=1

darzustellen. Nimmt man ferner an, dafl ¢; # 0 gilt, ergibt sich (vgl. (13.8))
= (I-CA)*e"=(I-CA) (Zczvz) ZZCM?W
i=1
= )\]f (clvl + Zci(i)kvz) =: )\’f(clvl -+ rk).
i=2

Wegen ¢y
nicht von k abhangen so daf

Konstanten cpin und cpax, die

O < Cmin S ||01V1 + rk” S Cmax

gilt. Insgesamt ergibt sich

_ (JetlyE _ Pl e
[[e]] |€0]|* (13.14)

— A1l = pI— CA) fiir k— oo.

Man sieht also, daf fiir eine hinreichend grofle Anzahl k von ausgefiihrten Ite-
rationsschritten p(I — CA) etwa die mittlere Fehlerreduktion o ist. Um den
Anfangsfehler [|€°]] um den Faktor 1 zu reduzieren, sind k = (—Inoy) ! Ite-
rationsschritte notig. Man kann daher — In oy, als die mittlere Konvergenzrate
(Konvergenzgeschwindigkeit) in k Iterationsschritten interpretieren. Aufgrund
des Resultats in (13.14) ist die sogenannte asymptotische Konvergenzrate

—In(p(I - CA)) (13.15)

ein sinnvolles Maf} fiir die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit.

Komplexitit eines iterativen Verfahrens - Wie sollte man C wéhlen?
Damit die Konvergenzrate — In(p(I— CA)) grof ist, mufl p(I— CA) moglichst
klein, also C eine moglichst gute Anndherung der Inversen von A, sein. Im
Extremfall C = A~! gilt I — CA = 0, und das Verfahren (13.7) konvergiert
in einem Schritt:
x!' =x"+ A7 (b - Ax") = x*.

Zur Bestimmung von 0x := A~!(b — Ax°) miisste man jedoch das Glei-
chungssystem A éx = b — AxY l6sen, was genauso aufwendig wie die Lésung
des urspriinglichen Problems (13.5) ist. Die Wahl C = A~ ist daher nicht
geeignet. Es geht also um folgenden Balanceakt:
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Zu A € R™*"™ wihle C € R" "™ so, daf
e A~! durch C geniigend gut in dem Sinne approximiert wird,
dafB p(I — CA) moglichst klein ist,
e die Operation
y— Cy

mit moglichst geringem Aufwand durchfithrbar ist.

Beachte:
Bei den meisten iterativen Verfahren wird die Operation y — Cy durch-
gefiihrt, ohne daf} die Matrix C explizit berechnet wird.

Der arithmetische Aufwand ist also ein zentraler Gesichtspunkt beim Ent-
wurf von Iterationsverfahren. Nun hingt der gesamte Aufwand nicht allein
vom Verfahren sondern auch vom Problem ab. Ein Gleichungssystem mit ei-
ner sehr groffen Zahl von Unbekannten erfordert sicherlich mehr Aufwand als
ein kleines. Bei iterativen Verfahren kommt es zudem darauf an, mit welcher
Zielgenauigkeit die Losung bestimmt werden soll, wann also die Iteration ab-
gebrochen werden kann. Um Verfahren miteinander vergleichen zu koénnen,
verwendet man oft den Begriff Komplexitit eines Verfahrens als ein diesem
Verfahren eigenes Aufwandsmaf}, bezogen auf die jeweilige Problemgrofie.

Bemerkung 13.6. Die GauB-Elimination (LR-Zerlegung) zur Losung eines
Gleichungssystems mit einer wvollbesetzten Matrix A € R™*™ hat eine Kom-
plexitét von %n3 Operationen (vgl. Bemerkung 3.3.17). Die GauB-Elimination
(LR-Zerlegung) zur Losung eines Gleichungssystems mit einer Bandmatriz
A € R™*" hat, falls die Bandbreite eine kleine Konstante ist, eine Komple-
xitdt von O(n) Operationen (vgl. Abschnitt 3.5). Man sagt dann auch, das
Verfahren hat lineare Komplexitét. Offensichtlich ist lineare Komplexitét von
der Gréflenordnung her optimal, da man zur Bestimmung der Unbekannten
sicherlich einen zu ihrer Anzahl proportionalen Aufwand benétigt. Bei grof3-
skaligen Problemen geht es letztlich darum, Losungsmethoden mit linearer
Komplexitét zu entwickeln. A

Wie wir sehen werden, hingt das Verhalten iterativer Verfahren stark von
der Struktur der Gleichungssysteme ab. Ein Vergleich sollte sich deshalb auf
eine Bezugsklasse von Problemen bezichen. Ebenso mufl man mit mehr Auf-
wand rechnen, wenn bei einem iterativen Verfahren die Toleranz fiir den Fehler
(]|x*¥ —x*|| < eps) kleiner wird. Um in den folgenden Abschnitten unterschied-
liche Verfahren miteinander vergleichen zu kénnen, gehen wir deshalb davon
aus, daf

e cine Klasse von Gleichungssystemen Ax = b vorliegt (z. B. A1x = b wie
in (13.1)—(13.2) mit n = + € N beliebig),

e vorgegeben ist, mit welchem Faktor R ein (beliebiger) Startfehler reduziert
werden soll (||e¥|| < ”e—};”)
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Die Komplexitit eines iterativen Verfahrens ist dann die Gréfenordnung der
Anzahl arithmetischer Operationen, die benotigt werden, um fiir das vorlie-
gende Problem (aus der Problemklasse) eine Fehlerreduktion um den Faktor
R zu bewirken. In den Beispielen werden wir hiufig R = 103 wihlen. Liegt
dem Gleichungssystem eine Diskretisierung mit Gitterweite h und einem Dis-
kretisierungsfehler von der Ordnung O(h?) zugrunde, wire R~ ~ h* sinnvoll.
13.3.2 Das Jacobi-Verfahren
Beim Jacobi- oder Gesamtschrittverfahren wird in (13.7)

C = (diag(A))""
gewihlt. Die Iterationsvorschrift lautet in diesem Fall

x1 = (I-D'A)x* + D 'b. (13.16)

Damit diese Methode durchfithrbar ist, mufl a;; # 0 fir alle ¢ = 1,2,...,n
gelten. Zerlegt man die Matrix A in

A=D-L-TU, (13.17)

wobei —L und —U nur die Eintrédge von A unterhalb bzw. oberhalb der Dia-
gonalen enthilt, it sich (13.16) dquivalent folgendermaflen schreiben:

Dx*l = (L + U)x* + b, (13.18)

d. h., in Komponentenschreibweise ergibt sich:

Algorithmus 13.7 (Jacobi-Verfahren).
Gegeben: Startvektor x’ € R™. Fiir k=0,1,... berechne:

n
k+l _ k -
;T = — E a;jri +bi, 1=12...,n
Jj=1
J#i

Die Formulierung in Algorithmus 13.7 zeigt, daf§ beim Jacobi-Verfahren die
i-te Gleichung nach der i-ten Unbekannten x; aufgelost wird, wobei fir die
Gbrigen Unbekannten (x;, j # i) Werte aus dem vorherigen Iterationsschritt
verwendet werden. Beim Jacobi-Verfahren lassen sich also die Komponenten
von x**1 unabhingig voneinander parallel aus x* ermitteln. Diese Methode
ist leicht parallelisierbar.

Es sei bemerkt, daf im Algorithmus 13.7 die Matrix C = (diag(A))~!
nicht explizit berechnet wird.
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Bemerkung 13.8. Ersetzt man D, L und U durch Blockmatrizen, ergibt
sich sofort eine Blockversion des Jacobi-Verfahrens. Um dies zu erldutern,
betrachten wir das System aus (13.3):

Agx=Db, Ay cR™™ m=(n-1)>* n=

S| =

Weil alle Blécke in der Blockdiagonalmatrix D := h~2 diag(T,T,...,T) gleich
sind (namlich A=2T) und auch die Matrizen U und L eine #hnliche einfache
Struktur besitzen, ergibt sich die einfache Blockversion

Tx; ™ =8x}  +nx), +0%b, 1=1,2,...,n— 1. (13.19)
Hierbei sind xf“, xf und b; Blocke der entsprechenden Vektoren x¥+1, x*

bzw. b, basierend auf der Blockstruktur

x3 \ tn-1

X = X_2 } n._ ! c I&("‘l)z7

Xp-1) }n—1

und x§ := 0, x£ := 0. Pro Iterationsschritt miissen also n — 1 Gleichungs-
systeme mit der Tridiagonalmatrix T gelost werden. Fiir dieses Beispiel gilt
C = h?diag(T~1,T71,...,T!) = (blockdiag(Az2)) ! in (13.7) (diese Matrix
wird aber in (13.19) nicht explizit berechnet). Der Aufwand pro Iterations-
schritt dieses Block-Jacobi-Verfahrens ist natiirlich hoher als beim norma-
len Jacobi-Verfahren. Andererseits ist die Anniiherung (blockdiag(Az)) ™! ~
Ao~ ! besser als die Annéherung (diag(Az))~" ~ Ay~ '. Die Konvergenzrate
des Blockverfahrens ist somit hoher. A

Rechenaufwand. Der Rechenaufwand pro Iterationsschritt ist
beim Jacobi-Verfahren angewandt auf eine diinnbesetzte Matrix
A € R™" vergleichbar mit einer Matrix-Vektor-Multiplikation
Ax, beansprucht also O(n) Operationen.

Konvergenz. Aufgrund von Satz 13.3 ist das Jacobi-Verfahren genau dann
konvergent, wenn p(I-D~!A) < 1 gilt. Schon ein sehr einfaches Beispiel zeigt,
daf} die Methode nicht fiir jedes Gleichungssystem konvergiert: Fiir A = (; f)
gilt p(I — D7'A) = 2. Im folgenden Satz werden zwei wichtige hinreichende
Bedingungen fiir die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens gegeben. Einen Beweis

findet man in [Ha2)].
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Satz 13.9. Fir das Jacobi- Verfahren gelten folgende Konvergenz-
kriterien:

e Fulls sowohl A als auch 2D — A symmetrisch positiv definit
sind, folgt p(I—D71A) < 1.

e Fulls A irreduzibel diagonaldominant ist, gilt p(I — D71A) <
[I-D'All, < 1.

Die Voraussetzung ,,A symmetrisch positiv definit“ ist im allgemeinen nicht
hinreichend fiir die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens, vgl. Ubung 13.7.3.

Aus Satz 13.9 folgt, daB fiir die Modellprobleme aus Abschnitt 13.1 mit
den Steifigkeitsmatrizen A, (Diffusion) und Ao (Konvektion-Diffusion) das
Jacobi-Verfahren konvergiert. In den folgenden zwei Beispielen wird die Kon-
vergenzgeschwindigkeit fiir das Diffusionsproblem und fiir das Konvektions-
Diffusionsproblem untersucht.

Beispiel 13.10. Wir betrachten das Diffusionsproblem mit der Matrix A,
aus (13.1)—(13.2). Fiir die Matrix D = diag(A;) gilt D = 4h~21. Mit Hilfe
der orthogonalen Eigenvektorbasis der Matrix A; aus (12.62)-(12.63) ergibt
sich

p(I— CA) = p(I-D'A,)
= max{|1 — $h%A| | X Eigenwert von A4} (13.20)

=1—2sin?*(3mh) = cos(wh) ~ 1 — Lx2h2.
Fiir die asymptotische Konvergenzrate (13.15) gilt somit

—In(p(I-D "Ay)) ~ —In(1 — $72h?) =~ Lr2h2. (13.21)
Die Konvergenzrate nimmt also sehr rasch ab, wenn die Schrittweite h kleiner
wird. Um einen Startfehler um einen Faktor R zu reduzieren, sind (asympto-

tisch) etwa
—InR 2
K= ~ InR 13.22
Inp(I—D-tA;) w2k " ( )
Iterationsschritte erforderlich. Je grofler das Problem, desto mehr Iterations-
schritte sind in diesem Fall erforderlich, um eine feste Fehlerreduktion zu

erreichen.

Beachte: Die geschitzte Anzahl der notwendigen Iterations-
schritte wichst in Abhéngigkeit der Schrittweite A wie die Kondi-
tionszahlen der betreffenden Matrizen.

Dies deutet an, daf} fiir Diskretisierungen des Poisson-Problems dieses Ver-
fahren nicht gut geeignet ist.

Es sei nochmals betont, dal die Konvergenzrate eines linearen iterativen
Verfahrens nur von der Iterationsmatric I — CA abhingt (vgl. (13.8)). Ins-
besondere ist die Konvergenz unabhéngig von der Wahl der Daten in der
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rechten Seite b. Um die obige Schitzung mit dem tatséichlichen Fehlerver-
halten vergleichen zu konnen, wahlen wir nun die Daten in diesem Beispiel
so wie in Bemerkung 13.1, damit die Losung des Systems A;x = b bekannt
ist. Wir wiihlen den Startvektor x° = 0 und verwenden die 2-Norm, um die
GroBe des Fehlers x* — x* zu messen. In Tabelle 13.2 werden einige Resultate
zusammengestellt, die das Jacobi-Verfahren liefert. Hierbei bedeutet # die
Anzahl von Iterationsschritten, die zur Reduktion des Startfehlers um einen
Faktor R = 10% benétigt werden, und K die theoretische Schitzung von #
aus (13.22):

—1In10? 2
= ~ In 10°. 13.2
In(coswh) — w2h? n1o (13.23)

Tabelle 13.2. Jacobi-Verfahren fiir die Poisson-Gleichung

h [1/40 1/80 1/160 1/320
# | 2092 8345 33332 133227
K | 2237 8956 35833 143338

Die Resultate zeigen, dal K in diesem Beispiel eine befriedigende Schitzung
fiir die Anzahl von erforderlichen Iterationsschritten ist. Man kann auch se-
hen, dafl nach einer Halbierung der Schrittweite h wegen der langsameren
Konvergenz etwa viermal soviele Iterationsschritte benttigt werden. A

Komplexitiat. Wir betrachten das Jacobi-Verfahren fiir die diskrete Poisson-
Gleichung (13.1)—(13.2),

Ajx=b, A;cR™™ m=(n-1>3 n= %

Fiir den Fehlerreduktionsfaktor wird wieder R = 10® gewiihlt. Da m ~ h™2,
folgt aus (13.23), dal K ~ m Iterationsschritte benttigt werden. Da jeder
Schritt einen zu m proportionalen Aufwand erfordert, ergibt sich, dafl die
Komplexitiit des Jacobi-Verfahrens (fiir diese Problemstellung) etwa cm? ist.
Im weiteren werden wir sehen, daf} es iterative Verfahren gibt, welche fiir
diese Problemstellung eine Komplexitidt em™ mit o < 2 haben. Insbesondere
entspricht das SOR-Verfahren (Abschnitt 13.3.4) dem Wert o = 1.5 und das
vorkonditionierte CG-Verfahren (Abschnitt 13.5) dem Wert o = 1.25. Da die
Dimension m meistens sehr grof} ist, hat eine Reduktion der Potenz « einen
groflen Einflufl auf die Effizienz. Es sei zum Schlufl daran erinnert, dal o = 1 —
sprich lineare Komplexitét — eine untere Schranke ist, da eine Matrix-Vektor-
Multiplikation Ajx bereits cm Operationen kostet.

Beispiel 13.11. Wir betrachten das Konvektions-Diffusionsproblem mit der
Matrix Az aus (13.3)-13.4. Da fiir dieses Problem keine orthogonale Eigen-
vektorbasis existiert, kann man nicht wie in Beispiel 13.10 eine theoretische
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Schitzung fiir p(I — D™ Ay) herleiten. Wir fithren fiir den Fall § = £ ein
Experiment wie in Beispiel 13.10 durch. Die rechte Seite b wird so definiert,
daB x = (1,1,...,1)T die Losung ist, also b := A3(1,1,...,1)T. Der Feh-
lerreduktionsfaktor ist wiederum R = 103 und x° = 0. Fiir einige Werte der
Parameter h und ¢ ist die Anzahl der bendtigten Iterationsschritte (#) in
Tabelle 13.3 zusammengestellt.

Tabelle 13.3. Jacobi-Verfahren fiir die Konvektions-Diffusionsgleichung

h [1/40 1/80 1/160 1/320
e=1 |2155 8611 34415 137597
e=10"2| 194 587 1967 7099
e=10"* 75 148 293 597

An diesen Resultaten kann man wie in Beispiel 13.10 einen Zusammenhang
zwischen der Konvergenzrate des Jacobi-Verfahrens und der Konditionszahl
der Matrix des zu losenden Systems ablesen. Fiir den Fall ¢ = 1 (dominan-
te Diffusion) gilt k2(Az) ~ ;% und fiir e = 107 (dominante Konvektion)
gilt ko(Ag) ~ % Diese Beziehungen fiir die Konditionszahl entsprechen den
Wachstumsfaktoren 4 und 2 in den Zeilen fiir € = 1 bzw fiir ¢ = 1074, Es ist
offensichtlich, da§ das unterschiedliche Verhalten der Konditionszahlen (h~2
bzw. h~1) fiir kleine h-Werte einen enormen Unterschied in der Anzahl der
bendétigten Iterationen zur Folge hat. A

13.3.3 Das Gauf3-Seidel-Verfahren

Zerlegt man die Matrix A wie in (13.17), kann man C = (D — L)~! wiihlen,
woraus sich das GauB-Seidel- oder Einzelschrittverfahren

xXFl=(1I-(D-L)'A)x*+(D-L)"'b (13.24)

ergibt. Hier ist (D — L)™' natiirlich wiederum prozedural zu verstehen, d. h.
y—z = Cy = (D — L) 'y ist als Losung des entsprechenden Gleichungssy-
stems (D — L)z = y zu verstehen. Da D — L eine untere Dreiecksmatrix ist,
ist dies effizient durch Vorwiértseinsetzen moglich. Obige Iterationsvorschrift
lautet dquivalent

(D — L)x"*! = Ux* + b. (13.25)

In Komponentenschreibweise heifit dies
% n
k41 _ k o
E a; ;T =— E a;jri+bi, i=1,2,...,n,
j=1 j=it1

oder dquivalent:
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Algorithmus 13.12 (Gauf3-Seidel-Verfahren).
Gegeben: Startvektor x’ € R™. Fiir k=0,1,... berechne:

n
k+1 71 ot k .
( E Qi — E am—xj), 1=1,2,...,n.

j=it1

Bei der Berechnung der i-ten Komponente der neuen Anniherung x**1 ver-
wendet man also die bereits vorher berechneten Komponenten der neuen
Anndherung. Da die Komponenten von x*+! voneinander abhéingen, 148t sich
das GauB-Seidel-Verfahren nicht so einfach parallelisieren.

Ersetzt man D, L und U durch Blockmatrizen, ergibt sich sofort eine Block-
version des GaufB-Seidel-Verfahrens. Die Block-Gauf3-Seidel-Variante fiir das
Problem aus Bemerkung 13.8 lautet (vgl. (13.19))

T = fxk +h2b1a
Txf“ _ SXk-H +axp, +h?b, 1=2,3,...,n—1.

Pro Iterationsschritt miissen hierbei, wie beim Block-Jacobi-Verfahren, n — 1
Gleichungssysteme mit der Tridiagonalmatrix T gelost werden.

Rechenaufwand. Fiir eine diinnbesetzte Matrix A € R™*"
ist der Rechenaufwand pro Iterationsschritt bei der Gauf}-Seidel-
Methode vergleichbar mit dem Aufwand beim Jacobi-Verfahren,
betréigt also O(n) Operationen.

Konvergenz. Beziiglich der Konvergenz des Gauf-Seidel-Verfahrens gilt der
folgende Satz. Einen Beweis findet man z. B. in [Ha2].

Satz 13.13. Fiir das Gauj$-Seidel-Verfahren gelten folgende Kon-
vergenzkriterien:

e Fulls A symmetrisch positiv definit ist, folgt
pI—(D-L)"tA) < 1.

o Fulls A irreduzibel diagonaldominant ist, gilt
pI—(D-L)'A) < [I-(D-L)'All < 1.

Bemerkung 13.14. Fiir eine irreduzibel diagonaldominante Matrix A mit
a;; < 0 fiir alle ¢ # j und a;; > O fiir alle 7 kann man beweisen, daf§

pI—(D—-L)"*A) < p(I-D'A)
oder p(I—(D—-L)'A)=p(I-D'A)=0

gilt, also ist die asymptotische Konvergenzrate beim Gauf-Seidel-Verfahren
im allgemeinen hoher als beim Jacobi-Verfahren. A
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Aus Satz 13.13 folgt, daB fiir beide Modellprobleme mit den Steifigkeitsmatri-
zen A und Ao das GauB-Seidel-Verfahren konvergiert. Aus Bemerkung 13.14
folgt sogar, dafl (asymptotisch) das GauB-Seidel-Verfahren schneller konver-
giert als das Jacobi-Verfahren. In den folgenden zwei Beispielen wird die Kon-
vergenzgeschwindigkeit genauer untersucht.

Beispiel 13.15. Wir betrachten das Diffusionsproblem mit der Matrix A;
aus (13.1)—(13.2). Man kann zeigen (z. B. [Ha2]), daf} fiir diese Matrix

p(I—CA1)=p(I—(D-L) A1) = (p(I-D "Ay))*
gilt. Mit Hilfe des Resultats (13.20) ergibt sich hieraus
p(I— CA;) = cos’(mh) ~ 1 — n°h? . (13.26)
Fiir die asymptotische Konvergenzrate erhélt man dann
—In(p(I— (D —-L)'Ay)) = —In(1 — 7%h?) ~ 72h?, (13.27)

sie ist also etwa doppelt so hoch wie beim Jacobi-Verfahren (vgl. (13.21)). Um
einen Startfehler um einen Faktor R zu reduzieren sind (asymptotisch) etwa
K Tterationsschritte erforderlich, wobei

—InR 1

K= i —m-n) Ay ~ e R

Bei der Durchfiihrung des numerischen Experiments aus Beispiel 13.10 — je-
doch nun mit dem Gauf3-Seidel-Verfahren statt mit dem Jacobi-Verfahren —
ergeben sich die Resultate in Tabelle 13.4.

Tabelle 13.4. GauB-Seidel-Verfahren fiir die Poisson-Gleichung

h [1/40 1/80 1/160 1/320
# | 1056 4193 16706 66694
K | 1119 4478 17916 71669

A

Komplexitit. Die obigen Ergebnisse zeigen, daf fiir das GauB-Seidel-Ver-
fahren angewandt auf die diskrete Poisson-Gleichung

1

Ajx=b, A; cR™™ m=(n-1)7>* n= >
die Komplexitit etwa cm? Operationen ist. Die Potenz von m ist also immer
noch a = 2, wie beim Jacobi-Verfahren. Die Konstante ¢ ist allerdings et-
was kleiner als beim Jacobi-Verfahren, da nur etwa die Hélfte der Iterationen
bendétigt wird.
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Beispiel 13.16. Eine wichtige Beobachtung ist, dal die Resultate des Gaufs-
Seidel-Verfahrens von der Anordnung der Unbekannten abhingen. Dies ist
beim Jacobi-Verfahren nicht der Fall. Um dieses Phdnomen zu illustrieren,
betrachten wir die diskrete Konvektions-Diffusionsgleichung (12.55) mit § =
Z. Wenn die Standardanordnung der Gitterpunkte verwendet wird, ergeben

6
sich die Resultate in Tabelle 13.5.

Tabelle 13.5. Gauf-Seidel-Verfahren fiir die Konvektions-Diffusionsgleichung,
Standardanordnung

€ 1 1072 | 107*
# 17197 | 856 | 14

Hierbei wird h = ﬁ, R = 103 und x°, b wie in Beispiel 13.11 verwendet.
Wenn die Gitterpunkte in umgekehrter Reihenfolge angeordnet werden (von
rechts oben nach links unten), erhilt man die Ergebnisse in Tabelle 13.6.

Tabelle 13.6. Gauf3-Seidel-Verfahren fiir die Konvektions-Diffusionsgleichung,
umgekehrte Reihenfolge

€ 1 1072 | 107*
# 117220 | 1115 | 285

Diese Resultate zeigen ein ziemlich allgemeingiiltiges Prinzip:

Fiir ein Problem, bei dem die Konvektion dominant ist, ist es
fiir das Gauf3-Seidel-Verfahren vorteilhaft, bei der Anordnung der
Unbekannten (Gitterpunkte) die Stromungsrichtung zu beriick-
sichtigen.

13.3.4 SOR-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, daf§ durch Einfithrung eines sogenann-
ten Relaxationsparameters in manchen Féllen die Effizienz eines iterativen
Verfahrens wesentlich verbessert werden kann.

Der Iterationsschritt in Algorithmus 13.12 l#8t sich auch als

i—1 n
k1 _ k-1 k+1 k .
T =x —ay ( E aigr; "+ E a;jT; — bi), i=1,2,...,n, (13.28)
j=1 =i

darstellen. Wir fithren nun eine neue Methode ein, wobei die Korrektur beim
GauB-Seidel-Tterationsschritt (13.28) mit einem Relaxationsparameter w > 0
multipliziert wird:
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Algorithmus 13.17 (SOR-Verfahren).
Gegeben: Startvektor x0 € R", Parameter w € (0,2).
Fir £k =0,1,... berechne:

i—1 n
E+1 _ _k -1 k+1 k .
z; = xy —way; ( g ai ;T + E a; j; —bi>, 1=1,2,...,n.
=1 j=i

Die englische Bezeichnung ,,successive overrelaxation“ dieser Methode erklért
den Namen ,SOR-Verfahren“. Fiir den Wert w = 1 ergibt sich das Gau8-
Seidel-Verfahren. Das SOR-Verfahren 148t sich in Matrix-Darstellung wie folgt
formulieren:

xM = xk — uD7H(—Lx"! + (D - U)x* — b)

oder dquivalent
(D — wL)x*! = Dx* — w(D - U)x* + wb
und weiter
ID-L)x"*1=(1D-L)x* - (D-U-L)x*+b
= (1D -L)x* — Ax* +b.

Hieraus folgt die Darstellung

x* = (I-(iD-L)'A)x* + (1D -L)'b. (13.29)

Das SOR-Verfahren ist also ein lineares iteratives Verfahren von der Form
(13.7) mit C= (1D -L)~".

Rechenaufwand. Aus der Darstellung in Algorithmus 13.17
folgt, dafl beim SOR-Verfahren der Rechenaufwand pro Itera-
tionsschritt vergleichbar mit dem Aufwand beim GauB-Seidel-
Verfahren ist, also O(n) Operationen fiir ein diinnbesetztes A €
R™ ™ betrégt.

Konvergenz. Beziiglich der Konvergenz des SOR-Verfahrens gilt folgender
Satz. Einen Beweis findet man z. B. in [Ha2].

Satz 13.18. Sei M, := I — (2D — L)~ 'A die Iterationsmatriz
des SOR-Verfahrens. Es gilt:

o pML) > w1

o Aspd = p(My) <1 firalewe (0,2).

o A irreduzibel diagonaldominant mit a; ; < 0 fir alle i # j und
a;; >0 firallei = p(M,) <1 fir alle w € (0,1].
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Das erste Ergebnis in diesem Satz zeigt, dal beim SOR-Verfahren nur Werte
w € (0,2) sinnvoll sind. Im folgenden Beispiel wird illustriert, da§ man durch
eine geeignete Wahl des Parameters w eine wesentliche Beschleunigung der
Konvergenz bewirken kann.

Beispiel 13.19. Wir betrachten die Diffusionsgleichung wie in den Beispielen
13.10 und 13.15 fiir den Fall h = ﬁ und die Konvektions-Diffusionsgleichung

wie in den Beispielen 13.11 und 13.16 fiir den Fall e = 1072, h = ﬁ.

10 L L L L L L L L L
1 1.1 12 1.3 1.4 15 16 1.7 1.8 1.9 2

Abb. 13.3. Anzahl der Iterationen in Abhéngigkeit von w fiir A,

1

o
0.9 1 11 1.2 13 14 15 16 1.7 1.8 1.9

Abb. 13.4. Anzahl der Iterationen in Abhingigkeit von w fiir A2

In den Abb. 13.3, 13.4 wird fiir diese beiden Probleme fiir einige w-Werte die
Angzahl der Tterationsschritte angegeben, die zur Reduktion des Anfangsfehlers
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um einen Faktor 102 benétigt wird. Die Resultate zeigen, dafl die Konvergenz
des SOR-Verfahrens bei einer geeigneten Wahl des Parameters w sehr viel
schneller ist als die des GauB-Seidel-Verfahrens (w = 1). A

Leider ist der optimale Wert von w stark problemabhéngig. Fiir die meisten
Probleme ist dieser optimale Wert nicht bekannt. Eine Ausnahme bildet die
diskretisierte Poisson-Gleichung (13.2). Fiir das SOR-Verfahren angewandt
auf das System A;x = b gilt folgender Satz (vgl. [Ha2]):

Satz 13.20. Wir betrachten die diskretisierte Poisson-Gleichung Aix = b
wie in (13.1) -(13.2). Sei p := p(I—D~1A;) < 1 der Spektralradius der Ite-
rationsmatriz des Jacobi-Verfahrens. Sei M, die Iterationsmatriz des SOR-
Verfahrens. Dann ist p(My,) fiir den Relazationsparameter

2
2 H
Wopt 1= ———F—= =14+ | ——F—— 13.30
T (1 T m) (13.30)
optimal und
p(Mwopt) = Wopt — 1. (1331)

Komplexitét. Fir die diskretisierte Poisson-Gleichung Ajx = b ergibt sich
beim SOR-Verfahren mit dem optimalen w-Wert eine sehr grofle Komple-
xitatsverbesserung im Vergleich zum Jacobi- und zum Gauf3-Seidel-Verfahren.
Das Jacobi- und das Gauf-Seidel-Verfahren haben fiir dieses Problem eine
Komplexitiit em? (vgl. die Abschnitte 13.3.2 und 13.3.3). Fiir u aus Satz 13.20
erhélt man (vgl. (13.20)) pu = cos(wh) ~ 1 — £w2h%. Wegen (13.30)-(13.31)
folgt fiir das SOR-Verfahren mit w = wpt:

2 y
cos(mh) ) _losimmh) oy orn (3.39)

MUJ = — 1 = =
(M) = Wopt (1 + sin(7h) 1 + sin(wh)

Um einen Startfehler um einen Faktor R zu reduzieren, sind (asympto-
tisch) etwa K Tterationsschritte erforderlich, wobei

InR 1 ! N InR
B ln p(Mwopt )

~ — ~— . 13.
5T nkR 27r\/Fn (13.33)

Da der Aufwand pro Iteration proportional zu m ist, hat dieses Verfahren eine
Komplexitiit (fiir die vorliegende Problemstellung) von cm!® Operationen.
Im Gegensatz zum Jacobi- und Gauf3-Seidel-Verfahren ist die Potenz von m
hier 1.5 statt 2. Diese Reduktion der Potenz hat einen grofien Einfluff auf die
Effizienz, da zum Beispiel fiir h = ﬁ, m = 3192 der Faktor mmfZS =/m =319
grof} ist.
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Tabelle 13.7. SOR-Verfahren fiir A1

h [1/40 1/80 1/160 1/320
# | 73 146 292 585
K | 44 88 176 352

Beispiel 13.21. Wir betrachten die Poisson-Gleichung A3x = b mit x°, b,
x* und R wie in Beispiel 13.10. In Tabelle 13.7 sind einige Resultate fiir das
SOR-Verfahren mit w = wept aus (13.30) zusammengestellt. Dabei ist K die
Schétzung fiir # aus (13.33).

Es sei bemerkt, daf§ z. B. fir h = §10 die Anzahl der bendétigten Iterati-
onsschritte beim SOR-Verfahren tatséchlich wviel kleiner ist als beim Gauf-
Seidel-Verfahren (vgl. Tabelle 13.4). Man kann auch deutlich sehen, daf die
Effizienzverbesserung (bei SOR im Vergleich mit Gauf-Seidel) bei kleiner wer-
dendem h zunimmt. A

SSOR-Verfahren

Die symmetrische SOR Methode (SSOR) ist eine einfache Variante des SOR-
Verfahrens. Eine Iteration der SSOR Methode ist aus zwei Teilschritten zu-
sammengesetzt. Im ersten Teilschritt wird eine SOR-Iteration wie im Algo-
rithmus 13.17 durchgefiihrt. Im zweiten Teilschritt wird nochmals eine SOR-
Iteration durchgefiihrt, aber jetzt mit der umgekehrten Numerierung der Un-
bekannten. Eine SSOR-Iteration sieht also wie folgt aus:

i—1 n

k+3 _ K -1 k+3 k -

z, P =a —wagy g ai;r; *+ g a;jri —bi), 1=12,....n
j=1 j=i

n %
k+1 _  k+3 -1 okl ks .
T, =z P —wagy, E ai T+ E aijx; * — b, n>i>1
j=1+1 j=1

(13.34)
Die Iterationsmatrix dieser Methode ist
M,=1-C,A, C,:=w(2-w)(D-wU)'DD-wL)"!'. (13.35)

Die SSOR Methode kann so implementiert werden, dafl der Aufwand pro
Iteration etwa gleich dem Aufwand pro Iteration beim SOR-Verfahren ist.
Auch die Konvergenzeigenschaften der SSOR- und SOR-Methode sind ver-
gleichbar. Ein wichtiger Unterschied zwischen dem SOR- und dem SSOR-
Verfahren ist folgender. Wenn die Matrix A symmetrisch positiv definit ist,
ist fiir w € (0,2) die Matriz C,, in der Iterationsmatriz der SSOR-Methode
aus (13.35) auch symmetrisch positiv definit. Dies gilt nicht fiir die Matrix
C, = (2D - L)™' = w(D — wL)™! der SOR-Methode. Dieser Unterschied
spielt eine wichtige Rolle bei der im Abschnitt 13.5 behandelten Technik der
Vorkonditionierung.



560 Diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme, iterative Losungsverfahren
13.4 Die Methode der konjugierten Gradienten

Die Methode der konjugierten Gradienten (engl.: conjugate gradients, daher
meistens mit CG abgekiirzt) ist eines der derzeit bekanntesten effizienten Ver-
fahren zur Losung grofler diinnbesetzter Gleichungssysteme Ax = b mit sym-
metrisch positiv definiter Matrix A. Wenn A € R™ " s.p.d. ist, gelten die
folgenden zwei grundlegenden Eigenschaften:

e Fiir x,y € R" definiert (x,y), = x’ Ay ein Skalarprodukt
auf R™.
e Sei
f(x):=ixTAx - bTx, b,xcR". (13.36)

-2

Dann gilt, dafl f ein eindeutiges Minimum hat und

Ax*=b & f(x") = ){relliR% f(x). (13.37)

Das Funktional f(x) in (13.36) ist ein Spezialfall von (12.86) mit k(x,y) :=
x? Ay, wie in der Diskussion im Anschlul an Satz 12.35 bereits herausgestellt
wurde. Entsprechend wird die Norm ||x||a = \/(x,x), oft Energie-Norm
genannt. Die Aussage (13.37), dal die Lisung des Gleichungssystems Ax =
b gerade das eindeutige Minimum der quadratischen Funktion f ist, folgt
also sofort aus dem Satz von Lax-Milgram. Aufgrund der Wichtigkeit dieses
Resultats sei ein in diesem speziellen Fall einfacher Beweis angedeutet: Sei x*
die eindeutige Losung des Systems Ax = b. Dann kann man f(x) auch in der
Form

fx)=1(x—x)TA(x—x")+c mitc=-3(x")"Ax* (13.38)

schreiben. Da die Zahl ¢ nicht von x abhingt und y” Ay > 0 fiir y # 0, ist
f(x) minimal genau dann, wenn x = x* gilt.

Fiir die Herleitung der CG-Methode brauchen wir neben diesen grundlegenden
Eigenschaften folgende zwei weitere Hilfsresultate. Das erste besagt, in welche
Richtung man bei einer Minimierung am schnellsten absteigen kann.

Lemma 13.22. Sei f gemdf$ (13.36) gegeben. Die Richtung des steilsten Ab-
stiegs von f an der Stelle x, d. h. s € R™ so, daf} die Richtungsableitung

%f(x + t@) | =0 (vf(x))T(HssHQ)

minimal ist, wird durch s = =V f(x) = b — Ax gegeben.

Beweis. Das Skalarprodukt (Vf(x))T(ﬁ) ist fiir festes x minimal genau

dann, wenn V f(x) und s entgegengesetzte Richtung haben, also s = —V f(x)
gilt. Aus der Formel fiir f in (13.36) folgt Vf(x) = Ax — b. O
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Bemerkung 13.23. Fiir die Richtung des steilsten Abstiegs s = —V f(x) gilt
folgende geometrische Interpretation: s ist orthogonal zu der Tangente an die
Hohenlinie {y € R™ | f(y) = f(x)} durch x. A

Die Kernidee zur Minimierung von f(x) liegt darin, ausgehend von einer be-
reits erhaltenen Niherungslosung, einen kleinen Schritt in eine giinstige Ab-
stiegsrichtung zu machen, also wiederholt eine Minimierung in einem einge-
schriankten Raum U C R™ durchzufiithren. Aus (13.38) sieht man sofort, daf}

J5) = min () <= %= x"l|a = mip |x x| a (13.39)

gilt. Das folgende Lemma zeigt, wie man eine solche Aufgabe 16st.

Lemma 13.24. Sei Uy ein k-dimensionaler Teilraum von R™ (k < n) und

p’,p',...,p"! eine A-orthogonale Basis dieses Teilraumes: (p',p’), =0

fiir i # j. Sei v € R™, dann gilt fir u* € Uy, :
[uf = v|[a = min |u—v|a (13.40)
ucUy
genau dann, wenn u® die A-orthogonale Projektion von v auf Uy, ist. Aufer-
dem hat u® die Darstellung
k—1 ]

Z v p (13.41)
:0

A

<.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt mit V' =R", U = Uy, und (-, -) =
(-,")a sofort aus Satz 4.20 in Abschnitt 4.6. Die Darstellung (13.41) ergibt
sich aus Folgerung 4.23 mit ¢;4; = m |

Herleitung der CG-Methode

Fiir die Herleitung des CG-Verfahrens wihlen wir der Einfachheit halber den
Startvektor x = 0. Wie man daraus das Vorgehen fiir beliebige Startvektoren
x% # 0 erhilt, wird in Bemerkung 13.26 erklirt. Die zugehérige Richtung des
steilsten Abstiegs ist nach obigen Betrachtungen r® := b — Ax? = b. In
der CG-Methode wird, ausgehend von U; := span{r’}, eine Reihe von k-
dimensionalen, in gewissem Sinne optimalen Teilrdumen Uy, k = 2,3, ..., des
R™ konstruiert. Insbesondere wird im k-ten Schritt die in der Energie-Norm
beste Anniherung x* € Uy, der Losung x* berechnet, d. h.

k * : *
- = —x"||a. 13.42
le® = x*la = min Jlx — x|l (13.42)

Um x* zu berechnen, wird gem# Lemma 13.24 eine A-orthogonale Basis
des Teilraumes Uy, konstruiert. Konkreter formuliert definieren die folgenden
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Teilschritte die beim CG-Verfahren erzeugten Niherungen x',x2,... der
Losung x*:
Uy :=span{r’}, (13.43)
Fir k=1,2,3,..., fallsr* 1 =b— Ax* 1 £0: (13.44)

CG, : Bestimme A-orthogonale Basis p°,...,p" ! von Us. (13.45)
CGy, : Bestimme mit Hilfe von (13.41) x* € Uy, so daB

|x* — x*||a = min ||x — x*||a. (13.46)
xeUy

CG, : Erweiterung des Teilraumes: (13.47)
Ups1 :=span{p?,...,p* 1, r*}, wobei r* :=b — Ax*.

Wir werden diese Teilschritte jetzt kurz erldutern.

CG,: Die A-orthogonale Basis von U}, wird benétigt, um die Annéherung x*
in Teilschritt CGy, effizient und stabil zu berechnen.

CGy: x* ist die (beziiglich || - ||a) optimale Approximation von x* in Uy,.

CG: Upy1 = Ui, @ span{r*}; Die Erweiterung des Raumes Uy ist optimal in
dem Sinne, daB r* an der Stelle x* die Richtung des steilsten Abstiegs von
f ist (vgl. Lemma 13.22).

*

Sobald r/ = 0 fiir ein j gilt, ist x/ = x*, also wird die Iteration beendet
(vgl. (13.44)). Deshalb betrachten wir im weiteren nur k-Werte, fiir die

vl #£0, j<k-1 (13.48)
gilt.

Die obigen Kommentare zu den Teilschritten CGy,, CG. deuten an, dafl die
Riume Uy, und die Niherungen x*, (k = 1,2,3,...) giinstige Optimalititsei-
genschaften besitzen. Wir werden nun zeigen, dafl man die Teilschritte CG, 1, ¢
zudem mit einem sehr effizienten Algorithmus ausfiihren kann.

Wir verwenden dabei die Notation (-, -) fiir das Euklidische Skalarprodukt:
(x,y) = xTy fiir x,y € R®. Man kénnte nun einwenden, daf} die in CGy,
bendtigte Orthogonalisierung gemif (13.41) ja fir v. = x* durchzufiithren
ist, also auf den ersten Blick die Kenntnis der (unbekannten) Losung x* zu
verlangen scheint. Dafl dem nicht so ist, liegt am Energie-Skalarprodukt (-, ) a.

Wegen
(x",y)a =y, Ax™) = (y,b) (13.49)

sind die Energie-Skalarprodukte auch fiir die Losung x* stets berechen-
bar, ohne x* zu kennen.
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Wir betrachten jetzt die einzelnen Teilschritte nochmals detaillierter:

CGy,: Das Resultat aus Lemma 13.24 liefert die Darstellung

k—1 j
xk = <Xf’pj,>Apj
= (P Pl)a
k=2 )« _
_ <X_7p].>Apj_~_ <AX*apk 1> ph1
= P/ p)a (Ap*~t,pF 1)
0 k-1
- - (13.49) r.p >
T T M. (13.50)

Also kann man x* mit wenig Aufwand aus x*~! und p*~! berechnen.

CG.: Lediglich der neue Defekt r* = b — Ax* muf8 berechnet werden. Am
einfachsten geht dies iiber die Formel in (13.50). Dies ergibt

AxF = AxF1 4+ ak,lApk_l,

woraus

P =1t~ ApFT? (13.51)

folgt. Also kann r® einfach aus r*~! und Ap*~! berechnet werden. Das
Matrix-Vektor-Produkt Ap*~! ist bei der Bestimmung von ayj_; schon
berechnet worden.

CG,: Fiir k = 1 ist Uy = span{r’}, also p® = r°. Fiir k > 1 ist Uy =
span{p’, p',...,p* 2, r*~1}, wobei p°, p!,...,p" 2 eine (schon bekann-
te) A-orthogonale Basis von Ug_; ist. Der gesuchte neue A-orthogonale
Basisvektor pF~! € U}, 1Bt sich geometrisch wie in Abb. 13.5 darstellen.

Abb. 13.5. pF~l =k~ —whk!

Der Vektor w*~1 in Abb. 13.5 ist die A-orthogonale Projektion von rk—1!
auf Uy_1, wofiir wegen Lemma 13.24 die Darstellung

p’

whT — kiz (r*Lp),

§j=0 <p] ’ pj >A
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gilt. Insgesamt ergibt sich fiir den neuen orthogonalen Basisvektor

kzz k pj>

A J
P (13.52)
=0 (p7, pf

Dies wiirde die Berechnung aller Skalarprodukte (r*~!,p7) ., j=0,1...,
k — 2 erfordern. Fiir die Effizienz der CG-Methode ist daher das folgende
Resultat von fundamentaler Bedeutung.

Lemma 13.25. Fiir v*~! und p’ wie oben definiert gilt:
(" pl), =0 fir 0<j<k-3

Beweis. Sei k > 3 fest gewiithlt. Aus U; = span{r’}, Uy = U; @span{r'} =
span{r® r!'} usw. erhiilt man

Upn =span{r® r' ... .r™ 1 m=12..,k (13.53)

Aus der Definition von x™ ergibt sich x™ — x* LA Uy, also —r" =
A(x™ —x*) L Uy,. Zusammen mit (13.53) folgt hieraus

v Lrl fir0<i,j<k, i#j. (13.54)

Wir haben in (13.48) angenommen, daf r/ # 0 fiir j < k — 1 gilt. Wegen
(13.54) muB dann r/ # r/~! gelten, also auch x7 # x3=1 j <k — 1. Aus
(13.50) erhélt man damit, dafl a; # 0 fir j < k — 2 gilt. Nun gilt fur
J<k-3

(13.51)

(eh =t (e = xi )

(rh=1 i), = (xk=1, Apd)
(k) - (ke ) 02

O
Aufgrund dieses Lemmas vereinfacht sich die Formel (13.52) auf
k—1 A k—2
pk}—l — rk}—l _ <r » AP >p]€—2. (1355)

(p"~2, Ap+~2)

k—1 k—1

Somit kann p einfach aus r und p*~2 berechnet werden.

Zusammenfassend a6t sich die Methode in (13.43)—(13.47) mit folgendem
Algorithmus realisieren:
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Start: p® :=r® =b; B_; :=0.
Fir k =1,2,3,..., fallsr*~1 £0:

k—1 k—2
k—1 k—1 k—2 <I' ; Ap ..
= — Bi— o= ————L fiirk>2, (13.56
p r ﬁk 2P ) ﬁk 2 <pk72,Apk72>, ur = 4y ( )
0 k-1
k k—1 k—1 <r P >
= _ = 7 13.
X X +opg1PT T, Qg (pF—1, ApF-1) ’ (13.57)
rf =rk"l —q,  ApFTL. (13.58)

Die Berechnungen in (13.56), (13.57), (13.58) entsprechen den Teilschritten
CG, ((13.45) und (13.55)), CGy, ((13.46) und (13.50)) bzw. CG. ((13.47) und
(13.51)).

Bemerkung 13.26. Die Effizienz und Stabilitit der obigen Iteration kann
noch etwas verbessert werden, wenn man eine andere Darstellung der Ko-
effizienten ag_1, Bx—2 verwendet. Nach einigen Umformungen (siehe Aufga-
be 13.7.11) erhélt man die Formeln

<rk:71’rk:71>
Qp—1 = W, k>1, (1359)
I'k_l,rk_1>

Bei der Herleitung der Methode haben wir angenommen, daf x0 = 0 gilt.
Sei nun x% # 0. Wir betrachten dann das System A% = b mit x = x* — x9,
b =b — Ax% = r’ und wenden hierauf die CG-Methode aus (13.56)—(13.58)
mit Startvektor X° = 0 an. Um anzudeuten, da die Methode auf das trans-
formierte System angewandt wird, verwenden wir in den Formeln in (13.56)—

(13.58) auch die ,~“-Notation: p*~!, %* #* usw. Nach Riicktransformation

der Formeln iiber x* := % + x°, r* = b — Ax* = b — Ax* = #* und
p* := pF ergeben sich genau die gleichen Formeln wie in (13.56)(13.58),
(13.59)—(13.60). A

Insgesamt ergibt sich der beriihmte

Algorithmus 13.27 (Verfahren der konjugierten Gradienten).
Gegeben: A € R"™"™ s.p.d., b € R", Startvektor x' € R",

B_1:=0. Berechne r’ =b—Ax". Fir k=1,2,..., falls r* 1 £0:
k—1 k-1
r"7r
P =" 4 B op" TP, Bra = <<rk2rk2>> (k=>2), (13.61)
k—1 Lk—1
b _ k=1 k—1 _ i
X =X + 1P 5 Q1 — W’ (1362)

rf =rF7l —qp  ApFTL (13.63)
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Bemerkung 13.28.

a) In der Praxis wird statt der Bedingung ,falls r*~1 # 0“ ein Genauig-
keitskriterium verwendet, wie z. B. ,falls |[r*~1||s > € (e: vorgegebene
Toleranz). Auch wird oft eine maximale Schrittzahl k,.x vorgegeben.

b) Fiir r* # 0 wird in Teilschritt CG. die Dimension des Teilraumes um
eins erhoht: dimUg,; = k + 1. Daraus folgt, daB, wenn r/ # 0 fiir
j=0,1,2,...,n—1 gilt, dimU, = n ist, also U, = R™. Aus (13.46)
erhélt man in diesem Fall x” = x*. Das CG-Verfahren ist also endlich:
xF = x* fiir ein k < n. Aufgrund von Rundungseinfliissen wird dies in der
Praxis nicht gelten. Die Bedeutung des CG-Verfahrens beruht allerdings
nicht auf dieser Eigenschaft eines zumindest prinzipiell direkten Losers,
sondern darauf, daf} sich, wie sich zeigen wird, sehr gute Naherungen un-
ter Umstédnden bereits fiir sehr viel kleinere k einstellen. In diesem Fall
interpretiert man das Verfahren als Iterationsverfahren.

¢) Fiir lineare Tterationsverfahren ist wegen 13.8 die Fehlerfortpflanzung li-
near: e"*! = (I- CA)e”, wobei e* := x* —x* und I — CA die Iterations-
matrix der Methode ist. Die CG-Methode ist ein nichtlineares Verfahren:

wobei 1 eine nichtlineare Funktion ist. Bei einem linearen Iterationsver-
fahren ist p(I — CA) die charakteristische Grofle fiir die Konvergenzge-
schwindigkeit. Eine vergleichbare Grofle gibt es bei dem CG-Verfahren
wegen der Nichtlinearitét nicht. A

Rechenaufwand. Im Algorithmus 13.27 werden pro Iterations-
schritt nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation, zwei Skalarproduk-
te und drei Vektor-Operationen der Form x + ayy benétigt. Der
Aufwand pro Iterationsschritt ist vergleichbar mit dem des Jacobi-
oder Gauf3-Seidel-Verfahrens, also O(n) Operationen fiir ein diinn-
besetztes A € R™*™.

Konvergenz. Das Konvergenzverhalten des CG-Verfahrens kennzeichnet der
folgende Satz. Einen Beweis findet man z. B. in [GL].

Satz 13.29. Gegeben sei das Gleichungssystem Ax =b mit A €
R™ ™ gs.p.d. Sei x* die Losung von Ax = b. Dann gilt fir die
durch Algorithmus 13.27 gelieferten Niherungen x*

IiQ(A) -1

\/FEQ(A) =+ ].

k
) [x° —x*||la, k=0,1,2,....

(13.64)

Ik~ x"la < 2(
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o :“EQ(A)_].

P A1

offensichtlich stets < 1 ist, sichert Satz 13.29 Konvergenz der Methode. Bei
einem linearen Iterationsverfahren mit Iterationsmatrix I — CA ist p(I— CA)
etwa (asymptotisch) die Fehlerreduktion pro Iterationsschritt. Es zeigt sich,
daf3 p beim CG-Verfahren die Fehlerreduktion pro Iterationsschritt nicht in
vergleichbarer Weise beschreibt. Die Grofle p gibt oft die Fehlerreduktion in
den ersten Iterationen gut wider, aber im Laufe des Iterationsprozesses wird
die Fehlerreduktion immer besser. Bei der CG-Methode nimmt im Laufe der
Iteration die Konvergenzgeschwindigkeit zu. Dies ist als superlineares Kon-
vergenzverhalten bekannt (vgl. Beispiel 13.30).

(13.65)

Beispiel 13.30. Wir betrachten das Diffusionsproblem A;x = b, wobei b
wie in Bemerkung 13.1 gewahlt wird. Fiir die Konditionszahl der Matrix A,
gilt (vgl. Lemma 12.8)

also

2 — ~1—7h. (13.66)

Aufgrund von (13.64) und (13.66) werden fiir die Reduktion eines Startfehlers
(in der Energie-Norm) um einen Faktor R hochstens etwa
In(2R) 1

~ — In(2R) (13.67)

K= “In(1—nh)  wh

Iterationen bendtigt. Dieses Resultat sagt vorher, dafl die Anzahl der benotig-
ten Iterationen etwa verdoppelt wird, wenn die Schrittweite h halbiert wird.
Dieses Verhalten sieht man tatséchlich in den Resultaten in Tabelle 13.8. Wir
wihlen x° = 0 und berechnen die 2-Norm ||x* — x*||2 (statt ||x* — x*[|a),
damit ein einfacher Vergleich mit den numerischen Resultaten aus Abschnitt
13.3 moglich ist. In Tabelle 13.8 werden einige Resultate des Algorithmus
13.27 zusammengestellt. Hierbei bedeutet # die Anzahl von Iterationsschrit-
ten, die zur Reduktion des Startfehlers um einen Faktor R = 10% ben&tigt
wird.

Tabelle 13.8. CG-Verfahren fiir die diskretisierte Poisson-Gleichung

h[1/40 1/80 17160 1/320
#| 65 130 262 525
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Die Anzahlen der bendtigten Iterationsschritte sind vergleichbar mit denen
des SOR-Verfahrens in Tabelle 13.7. In Abb. 13.6 wird das superlineare Kon-
vergenzverhalten der CG-Methode illustriert. Fiir den Fall h = % wird die
Fehlerreduktion in der Energie-Norm

" — x*||a

e T —x*[[a”

in den ersten 250 Iterationsschritten dargestellt. Die theoretische Schitzung
aus (13.65) ist in diesem Fall p ~ 0.96 (— in Abb. 13.6).
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Abb. 13.6. Fehlerreduktion bei der CG-Methode

Die Resultate zeigen eine fallende Tendenz fiir pg. Auch kann man sehen,
daf fiir grofle k-Werte pr wesentlich kleiner als p ist. Zum Schlufl sei noch
bemerkt, dafi das unregelmifliige Konvergenzverhalten (Oszillationen in py)
eine typische Eigenschaft der CG-Methode ist. A

Komplexitdt. Wir betrachten das CG-Verfahren fiir die diskrete Poisson-
gleichung aus Beispiel 13.30:

1
Aix=b, A;cR™™ m=(nm-1>3 n= 7
Als Fehlerreduktionsfaktor wird R = 103 gewihlt. Aus der obigen Diskussion

beziiglich Aufwand und Konvergenz ergibt sich, daf§ die Komplexitit des CG-
Verfahrens (fiir diese Problemstellung) etwa cm!® Operationen ist, also von
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der gleichen Gréflenordnung wie beim SOR-Verfahren mit optimalem w-Wert.
Ein grofler Vorteil der CG-Methode im Vergleich zum SOR-Verfahren ist, daf3
sie keinen vom Benutzer zu wihlenden Parameter enthélt, dessen optimaler
Wert meist unbekannt ist.

Bemerkung 13.31. Wir nechmen wieder der Einfachheit halber x° = 0. In
der CG-Methode wird die beste Approximation der Losung x* im Unterraum
U bestimmt, vgl. (13.42). Dieser Raum U;, = span{p?,...,p" !} hat die
Dimension k. Man kann iiber Induktion zeigen, dafl

U = span{r’, Ar®, ... A" 1% = (A 1Y)

gilt. Der Raum Ky (A;r°) wird Krylov-Raum der Dimension k (zum erzeu-
genden Vektor r®) genannt. Die CG-Methode bestimmt also in der k-ten Ite-
ration die beziiglich der A-Norm beste Anndherung der Losung im Krylov-
Raum der Dimension k. Viele in der Praxis benutzte iterative Losungsverfah-
ren fiir grofe, diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme gehoren zu der Klasse
der sogenannten Krylov-Teilraumverfahren. Diese Verfahren werden dadurch
charakterisiert, dal in der k-ten Iteration ein Iterand x* im Krylovraum
Kr(A; 1) bestimmt wird. Die CG-Methode gehért also zu dieser Klasse. Wei-
tere Beispiele sind MINRES (,Minimal Residual“), GMRES (,,Generalized
Minimal Residual“) und BiCGSTAB. Fiir ein Gleichungssystem mit einer
symmetrisch positiv definiten Matrix A ist die CG-Methode in der Klas-
se der Krylov-Teilraumverfahren die beste. Wenn die Matrix A nicht s.p.d.
ist, wird das CG-Verfahren im allgemeinen divergieren. Wenn die Matrix
symmetrisch, aber indefinit, ist, kann man die MINRES Methode anwenden
(mit garantierter Konvergenz). Wenn A nichtsymmetrisch ist, konvergiert die
MINRES Methode in der Regel nicht. In solchen Féllen liefern hingegen an-
dere Krylov-Teilraumverfahren wie zum Beispiel GMRES oder BiCGSTAB
eine konvergente Iterationsfolge. Fiir eine Behandlung dieser und anderer
Krylov-Teilraumverfahren wird auf die Literatur verwiesen, siehe zum Bei-
spiel [Saad, Ha2]. A

13.5 Vorkonditionierung

Die Konvergenzgeschwindigkeit der CG-Methode hingt von der Konditions-
zahl der Matrix A ab (vgl. Satz 13.29 und Beispiel 13.30): Wenn die Kon-
ditionszahl grof ist, ist die Konvergenz langsam. Beim vorkonditionierten
Verfahren der konjugierten Gradienten (engl.: preconditioned conjugate gra-
dients method, daher meistens mit PCG abgekiirzt) ist das Ziel, die Kon-
vergenzeigenschaften der CG-Methode durch eine Reduktion der Konditions-
zahl zu verbessern. Dazu wird die Matrix A mit einer geeignet zu wihlenden
symmetrisch positiv definiten Matrix W vorkonditioniert. Das urspriingliche
System

Ax=b, A eR"™"spd, (13.68)
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ist dquivalent zum vorkonditionierten System
W lAx =W 'b. (13.69)

Da die Matrix W1 A i. a. nicht symmetrisch ist, kann man das CG-Verfahren
(Algorithmus 13.27) nicht unmittelbar auf das System in (13.69) anwenden.
Wir werden kurz andeuten, wie man eine geeignete vorkonditionierte Variante
der CG-Methode fiir das Problem (13.68) herleiten kann. Da die Matrix W
symmetrisch positiv definit ist, existiert die Cholesky-Zerlegung (vgl. Satz
3.34)

W =LDL” =: L, LY, (13.70)

wobei Ly = LD? eine untere Dreiecksmatrix ist. Wir betrachten nun statt
(13.69) das transformierte System

Ax=b mit A:=L'AL;T, x:=LTx, b=L;'b. (13.71)

Die Matrix A ist symmetrisch positiv definit. Der CG-Algorithmus 13.27 ist
also auf dieses Problem anwendbar. Wenn man diesen Algorithmus fiir das
transformierte System in die urspriinglichen Variablen x = Ly 7% umschreibt,
ergibt sich folgender

Algorithmus 13.32 (PCG-Verfahren).
Gegeben: AW € R"™"™ g.p.d., b € R", Startvektor x0 € R”,
B_1:=0. Berechne r’ =b—Ax", 2z0=W-Ir" (16se Wz’ =10).

Fir k=1,2,3,..., falls r* 1 £0:
k=1 k-1
— — p— z ’r
Pl =2 B oph T Bra = <<Zk_2,rk_2>> (k>2),
k-1 Lk—1
ko k=1 k—1 _ <Z ) T >
X' =X +oag1p” T, Q-1 = Wa
v =kl o, ApFTl

e
zF = Witk (16se WzF =r*).

Man beachte, dafl in diesem Algorithmus nur die Matrizen A und W auftreten
und nicht die Matrizen A, L. Fiir W = I ist der Algorithmus 13.32 derselbe
wie Algorithmus 13.27. Da der Algorithmus 13.32 gerade das urspriingliche
CG-Verfahren angewandt auf das Problem (13.71) ist, wird die Konvergenz
des PCG-Verfahrens durch die Konditionszahl

ko(A) = kp(LTTALTT) = ko(WTTA) (13.72)

bedingt.
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Um eine gute Effizienz des PCG-Verfahrens zu gewéhrleisten, ist
W so zu wihlen, dafl
o ko(WLA) moglichst klein ist,
e die Losung von
wzk = r*

mit moglichst geringem Aufwand (O(n) Operationen) berech-
net werden kann.

Manchmal ist es schon hilfreich, W = diag(A) zu nehmen. In der Literatur
gibt es eine Reihe von Vorkonditionierungen, die in der Praxis benutzt werden
und mehr oder weniger befriedigend sind. Hier beschrinken wir uns auf zwei
wichtige Vorkonditionierungsmethoden:

Unvollstindige Cholesky-Zerlegung als Vorkonditionierung
Aus Satz 3.34 ist bekannt, daf§ A sich in der Form
A=L,LT (13.73)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L; zerlegen 14t. Um eine Zerlegung mit
einer dinnbesetzten unteren Dreiecksmatrix zu bestimmen, greift man auf eine
unvollstindige Cholesky-Zerlegung zuriick. Hierbei fiihrt man die Zerlegung
nur niherungsweise durch, indem man an den Stellen, wo in A Nulleintréige
stehen, die Eintragung unterdriickt. Zur Beschreibung dieses Prozesses wird
das Muster E C {1,2,...,n} x{1,2,...,n}

E = {(i,7) | ai; # 0} (13.74)

eingefiihrt. Statt der exakten Faktorisierung in (13.73) wird eine néherungs-
weise Faktorisierung konstruiert:

A =LL{ +R, (13.75)
mit:

e L; eine untere Dreiecksmatrix, (13.76)

o (L), = 0 fir (i,j) & E. (13.77)

Wegen (13.76), (13.77) ist die Anzahl der Nichtnullelemente in der Matrix L,
nicht grofer als die Anzahl der Nichtnullelemente im unteren Dreiecksteil der
Matrix A. Die Konstruktion einer niherungsweisen Faktorisierung A ~ ililT
beruht auf der unvollstindigen Durchfiihrung einer Methode zur Berechnung
der vollstdndigen Cholesky-Zerlegung.

Zunichst wird eine einfache Methode zur Berechnung der vollstdndigen
Zerlegung in (13.73) eingefiihrt. In Abschnitt 3.6 wird ein einfaches Verfahren
zur Berechnung der Cholesky-Zerlegung A = LDLT, wobei L eine normierte
untere Dreiecksmatrix und D eine Diagonalmatrix ist, erklirt. Dieses Verfah-
ren kann man auch zur Berechnung der Zerlegung in (13.73) einsetzen und
ergibt den
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Algorithmus 13.33 (Cholesky-Methode zur Berechnung von A =
L;LT). Gegeben: A € R"*" s.p.d. Berechne fiir k=1,2,...,n

k-1 N

2 2,

lee = (ak,k - E lk,j) ;
Jj=1

fir i=k+1,...,n

W‘

-1

lik = (ai,k 4 l; ,]lk,]>/lk ki

Jj=1

Fiir die berechnete untere Dreiecksmatrix L1 = (I;j)1<; j<n gilt LiLT = A,
Wenn die Berechnungen im Algorithmus 13.33 auf das Muster E beschrinkt
werden, ergibt dies den

Algorithmus 13.34 (Unvollstéindige Cholesky-Methode).
Gegeben: A € R"™™ s.p.d., Muster E.
Berechne fiir k=1,2,..

SN

e = (ak,k - Z/Z;%J) ; (13.78)
J
fir i=k+1,...,n: falls (i,k) € FE
Zi,k = (aak — Z//[i,jik,j)/ik,k 3 (13.79)
J

[

Hierbei sind die Summen in (13.78), (13.79) nur iiber Indizes aus dem Muster
zu fithren:

k—1
Z Z . Y= 3 . (13.80)
J=1.(kg)EE j §=1,(i,9)€E,(k.j)€E

Sei nun fiir i > j und (i,j) € E der Eintrag I; ; wie in Algorithmus 13.34

und sonst I; ; := 0. Man kann zeigen, dafl Ly := (I, j)1<; j<n neben (13.76),
(13.77) auch noch die Eigenschaft

(LiLT)j =a;; fi (i,5) € E (13.81)

hat. Also stimmt die unvollstindige Zerlegung qu;lT auf dem Muster E
mit der Matrix A dberein. Fiir die Matrix W im PCG-Algorithmus wird
dann W = I~J11~f{ genommen. Es hat sich gezeigt, dafl fiir viele Proble-
me Ko(W™ 1A) r(L7TALTT) < K(A) gilt. AuBerdem sind die Systeme
L1 LT k = r¥ einfach losbar, weil L1 eine diinnbesetzte untere Dreiecksmatrix
ist. Die PCG Methode mit dieser Vorkonditionierung wird in der Literatur als
ICCG-Methode bezeichnet (,,Incomplete Cholesky-CG*).
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Bemerkung 13.35. Satz 3.4.3 besagt, daf} fiir jede s.p.d. Matrix A die
Cholesky-Zerlegung (13.73) existiert. Auflerdem ist die Berechnung dieser
Zerlegung mit dem Algorithmus 13.33 ein stabiles Verfahren. Diese Resul-
tate lassen sich nicht ohne weiteres auf den Algorithmus 13.34 und die ent-
sprechende unvollstéindige Cholesky-Zerlegung iibertragen. Es gibt Beispiele
von s.p.d. Matrizen, fiir die wegen l~k’k = 0 fiir gewisses k der Algorithmus
13.34 nicht durchfiihrbar ist und eine unvollstindige Zerlegung, die (13.76),
(13.77), (13.81) erfiillt, nicht existiert. Eine hinreichende Bedingung fiir die
Durchfiihrbarkeit und Stabilitat des Algorithmus 13.34 ist, dafl die Matrix A
(neben s.p.d.) irreduzibel diagonaldominant ist. A

Es sind viele Varianten dieses unvollstdndigen Cholesky-Verfahrens entwickelt
worden, siche [Saad]. Man kann z. B. statt des Musters F in (13.74) ein
groferes Muster wihlen (d.h., es werden mehr Indexpaare zugelassen) und
die ndherungsweise Faktorisierung beziiglich dieses Musters konstruieren. Der
Aufwand wird dann gréBer, die berechnete Annéherung Ly ElT von A ist aber
im allgemeinen besser (r(L7 AL T) ist kleiner).

Wir werden nun eine Variante, das sogenannte modifizierte unvollstindi-
ge Cholesky-Verfahren (engl.: MIC, modified incomplete Cholesky), etwas
ausfiihrlicher erkldren. Bei diesem Verfahren werden die Eintréige, die in Al-
gorithmus 13.34 fir (i,k) ¢ E ignoriert werden, vom Diagonalelement a; ;
subtrahiert. Der entsprechende Algorithmus hat die folgende Form:

Algorithmus 13.36 (Modifiziertes unvollstindiges Cholesky).
Gegeben: A € R" " s.p.d., Muster E.
Berechne fir k=1,2,...,n:

Ik = (ak,k - Z/Zk,j) ;
J

fir t=k+1,...n:
falls (i,k) € E:

[N

!/ 1
Hierbei sind die Summen Z und Z wie in (13.80) definiert. Sei nun fiir
it > jund (i,j) € E der Eintrag ZAM wie in Algorithmus 13.36 und sonst
li; = 0.
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Man kann zeigen, daB L, := (l;-yj)lgingn neben (13.76), (13.77) auch noch die
Eigenschaften

(LiL])i; = as; fiie (i,)) € B, i #, (13.82)
Z(ﬁli‘,{)i,j = Zam fiir alle i, (1383)
j=1 Jj=1

hat. Statt der Eigenschaft (I:lleT)” = a;;, die sich beim unvollstdndigen
Cholesky-Verfahren ergibt (vgl. (13.81)), hat das modifizierte unvollstéindige
Cholesky-Verfahren die Eigenschaft (13.83), die besagt, daf die Zeilensummen
der unvollsténdigen Zerlegung L f,IT mit denen der Matrix A {ibereinstimmen.
Fiir die Matrix W im PCG-Algorithmus wird nun W = IAqI:lT genommen.
Diese Methode wird MICCG genannt (,,Modified Incomplete Cholesky-CG*).

Beispiel 13.37. Wir betrachten die diskretisierte Poisson-Gleichung wie in
Beispiel 13.30 und wenden das PCG-Verfahren (Algorlthmus 13.32) zur Losung
dieses Problems an. Die Vorkonditionierung ist W = L L1 oder W =L L1 ,
d. h. die unvollstindige Cholesky-Zerlegung bzw. die modifizierte unvoll-
standige Cholesky-Zerlegung. Im Algorithmus 13.32 mufl in jedem Iterati-
onsschritt ein System der Form Wz* = r* gelost werden. Da die Matrizen
L, und L; untere Dreiecksgestalt haben und genauso diinnbesetzt sind wie A
(vgl. (13.76), (13.77)), ist der Aufwand zur Losung dieses Systems vergleichbar
mit dem einer Matrix-Vektor-Multiplikation Ax. In Tabelle 13.9 sind einige
Resultate fiir das PCG-Verfahren zusammengestellt. Hierbei bedeutet # die
Anzahl der Iterationsschritte, die zur Reduktion des Startfehlers ||x° — x*||2
um einen Faktor R = 103 benétigt werden (x° := 0).

Tabelle 13.9. (M)ICCG-Verfahren fiir die Poisson-Gleichung

h[1/40 1/80 1/160 1/320
20 40 79 157
8 11 14 20

r'> r'z
r'> r'z

W =
W =

T
1 #
T
1 #

A
Komplexitit. Wir betrachten das PCG-Verfahren fiir die diskrete Poisson-
gleichung;:

Aix=b, A; eR™™ m=(n—1)>2 n= g

Als Fehlerreduktionsfaktor wird R = 103 gewihlt. Die Konvergenz der ICCG-
Methode (Vorkonditionierung mit quff) ist schneller als die der Methode
ohne Vorkonditionierung (siehe Tabelle 13.9 und Tabelle 13.8). Die Komple-
xitét ist aber fiir beide Methoden em!-®, wobei die Konstante ¢ beim PCG-
Verfahren kleiner ist. Man kann zeigen, da§ die MICCG-Methode (Vorkondi-
tionierung mit Ly L7) die Komplexitiit cm!2® hat.
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Bemerkung 13.38. In Abschnitt 3.5.2 sind wir im Zusammenhang mit der
Nachiteration bereits einer der unvollstdndigen Cholesky-Zerlegung im Prin-
zip dhnlichen Sachlage begegnet. Eine aufgrund von Rundungseinfliisssen nur
néherungsweise Zerlegung ist in diesem Sinne auch unvollstdndig. Mit einer
(wie auch immer entstandenen) niiherungsweisen Zerlegung A ~ LL” kann
man iiber C := (LL”)~! (prozedural zu verstehen) ein lineares Iterationsver-
fahren x**! = x* + C(b — Ax*) definieren, das genau der Nachiteration ent-
spricht (vgl. Ubung 13.7.14). Insofern kann man die unvollstéindige Cholesky-
Vorkonditionierung als Anwendung eines Schrittes eines anderen Iterations-
verfahrens verstehen. In diesen Rahmen pafit auch die folgende Methode. A

SSOR-Verfahren als Vorkonditionierung
Sei
xFt = xk 4 C(b — AX") | A symmetrisch positiv definit, (13.84)

ein lineares iteratives Verfahren. Wir nehmen an, dafl die Methode konvergiert,
also p(I— CA) < 1 erfiillt ist. Man kann die Matrix C als eine Nidherung fiir
A~ interpretieren. Deshalb liegt der Ansatz

W=C"!

als Vorkonditionierung fiir das CG-Verfahren nahe. Allerdings muf} die Ma-
trix W symmetrisch positiv definit sein. Dies ist zum Beispiel fiir die Jacobi-
Methode (C~! = diag(A)) und fiir die SSOR-Methode (C,, wie in (13.35))
der Fall. Deshalb kann man die Jacobi- oder die SSOR-Methode als Vorkon-
ditionierung mit dem CG-Verfahren kombinieren. Im PCG-Algorithmus 13.32
muB zF = WlrF und wegen W = C~! somit z*¥ = Cr” berechnet werden.
Aus (13.84) folgt, daB z* das Resultat einer Iteration des linearen iterativen
Verfahrens (13.84) angewandt auf Az = r* mit Startvektor 0 ist:

b=r* x"=0 = x!=0Cr"

Speziell fiir die SSOR-Methode muB also zur Berechnung von zF¥ = W—1rk =
C,r* eine Iteration der Methode (13.34) mit b = r* und x° = 0 durchgefiihrt
werden.

Beispiel 13.39. Wir betrachten die diskretisierte Poisson-Gleichung wie in
Beispiel 13.37 und wenden das PCG-Verfahren mit der SSOR-Methode als
Vorkonditionierung zur Losung dieses Problems an. In Algorithmus 13.32 muf3
in jedem Iterationsschritt zur Berechnung von z¥ = W!r¥ eine Iteration der
SSOR-Methode (13.34) durchgefiihrt werden. Der Aufwand hierfiir ist ver-
gleichbar mit dem einer Matrix-Vektor-Multiplikation Ax. In Tabelle 13.10
sind einige Resultate fiir diese Variante des PCG-Verfahrens zusammenge-
stellt. Wie in Beispiel 13.37 bedeutet # die Anzahl der Iterationsschritte, die
zur Reduktion des Startfehlers ||x® — x*|2 um einen Faktor R = 10 bendtigt
werden (x° :=0).

A
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Tabelle 13.10. PCG mit SSOR-Vorkonditionierung fiir die Poisson-Gleichung

h 1/40 1/80 1/160 1/320
w=2/(1+sin(xh)) | 1.854 1.924 1.961 1.981
# 11 16 22 32

13.6 Zusammenfassende Bemerkungen

Lineare Iterationsverfahren: Die Konstruktion linearer Iterationsverfahren
lauft stets darauf hinaus, eine Matrix C zu finden, fiir die p(I— CA) < 1 gilt.
Dahinter steht letztlich der Banachsche Fixpunktsatz. C soll einerseits A1
gut genug approximieren, andererseits effizient auf einen beliebigen Vektor an-
wendbar sein. Bei diinnbesetzten Matrizen bedeutet dies, dafl der Aufwand der
Anwendung von C moglichst proportional zur Problemgrofie bleibt. Die be-
trachteten Beispiele (Gesamt-, Einzelschrittverfahren, Relaxationsverfahren)
erfiillen alle die Forderung der effizienten Anwendbarkeit. Allerdings ist bei der
Anwendung dieser Methoden auf diskretisierte elliptische Randwertaufgaben
vor allem beim Gesamt- und Einzelschrittverfahren die erreichte Fehlerreduk-
tion pro Iteration stark abhéngig von der jeweiligen Gitterweite. Je kleiner die
Gitterweite, je groBer also die Gleichungssysteme, umso schwicher wird die
Fehlerreduktion, so dafl der Aufwand (bei vorgegebener Toleranz) insgesamt
quadratisch mit der Problemgrofie wachst. Hierbei schneidet das Einzelschritt-
verfahren quantitativ etwas besser als das Gesamtschrittverfahren ab, wobei
letzteres jedoch sehr einfach parallelisierbar ist. Die Komplexitédt 148t sich
dann bei Relaxationsverfahren mit geeigneten Relaxationsparametern redu-
zieren. Eine grofle Schwierigkeit bei diesen Relaxationsverfahren ist, da8 es fiir
die meisten Probleme nicht klar ist, was ein ,,geeigneter” Parameterwert ist.
Insgesamt geniigen diese Methoden fiir sich genommen den Anforderungen
bei realistischen Diskretisierungen in mehreren Ortsvariablen nicht.

Es gibt nun zwei Griinde, diesen Verfahren hier einen gewissen Raum zu
bieten. Zum einen kann man daran die Funktionsweise iterativer Verfahren
gut studieren. Zum anderen spielen diese Verfahren als Bausteine in ande-
ren viel effizienteren Verfahren eine wichtige Rolle. Ein Beispiel einer sol-
chen Kombination liefert die SSOR-Methode als Vorkonditionierer beim CG-
Verfahren. Weitere Beispiele findet man bei den sehr leistungsfihigen moder-
nen Multilevel-Methoden. Diese Methoden werden wir in diesem Rahmen nicht
diskutieren, wir glauben aber, hiermit einen guten Einstieg dafiir zu bieten.

CG-Verfahren: Das CG-Verfahren ist ein wichtiges Beispiel einer Krylov-
Raum-Methode fiir symmetrisch positiv definite Probleme. Es 148t sich {iber
einen Minimierungsansatz motivieren und spielt auch in der Optimierung ei-
ne wichtige Rolle. Im Prinzip ist es ein exakter Loser, bezieht aber seine
Bedeutung aus der Tatsache, dal es vor allem in Verbindung mit Vorkondi-
tionierung ein sehr effizientes iteratives Verfahren bildet, dafl oft schon nach
sehr viel weniger als n Schritten gute Niherungen liefert. Dieses Verfahren ist
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nichtlinear. Es ist eine der bedeutendsten Methoden zur Losung symmetrisch
positiv definiter grofiskaliger Variationsprobleme.
13.7 Ubungen

Ubung 13.7.1. Benutzen Sie die Jacobi- und GauB-Seidel-Methode, um eine
Naherungslosung von

821 T1 9
262 o | = |4
214 T3 6

zu berechnen. Fiihren Sie, ausgehend vom Startwert x° = (1,1,1)7, jeweils
zwei Schritte der beiden Verfahren durch.

Ubung 13.7.2. Man zeige, daf mindestens ein Eigenwert der Iterationsma-
trix des Gauf3-Seidel-Verfahrens Null ist.

Ubung 13.7.3. Fiir t € R definiere

1tt
At)y=[t1¢t
tt1

Zeigen Sie, da$ fiir ¢ € (0.5,1) die Matrix A(¢) positiv definit ist. Sei jetzt
t € (0.5,1). Wir betrachten ein Gleichungssystem A (¢)x = b. Zeigen Sie, dafl
das Jacobi-Verfahren zur Losung dieses Gleichungssystems nicht fiir jeden
Startwert konvergiert, wohl aber das Gauf-Seidel-Verfahren.

Ubung 13.7.4. Sei
A= o e R™*"

und G die Iterationsmatrix der Jacobi-Methode angewandt auf A.
a) Zeigen Sie, dafl p(Gy) = 0 gilt.
b) Fiir €* := (1,...,1)T, sei e**! = G je* fiir k > 0. Zeigen Sie:
e |oo = [l€F]joo =1 fiir 0 <k <n—2,
|e¥|loc =0 fiir k> n.
Ubung 13.7.5. Wir betrachten das Richardson-Verfahren fiir ein Gleichungs-

system Ax = b:
X = xP 4 w(b — Ax")
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a) Geben Sie die Iterationsmatrix dieser Methode an.

Gegeben sei die symmetrische Matrix

1 13 2 =5
A=-1210 2
-5 2 13

b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

c¢) Konvergiert das Richardson-Verfahren mit w := 1 fiir diese Matrix? Wenn
ja, welche Fehlerreduktion kénnen Sie in der 2-Norm pro Schritt erwarten?

d) Bestimmen Sie den optimalen Relaxationsparameter w:

p(I —wA) =minp(I—wA).

Welche Fehlerreduktion kénnen Sie fiir das relaxierte Verfahren mit w := @
erwarten?

e) Seiw := @. Fiihren Sie zwei Schritte des relaxierten Richardson-Verfahrens
zu dem Startwert x° = (1,1,1)7 durch, um eine niherungsweise Losung

fiir das Gleichungssystem mit b = (2 5 l)T zu bestimmen. Schétzen Sie
den absoluten und den relativen Fehler nach dem zweiten Schritt mit Hilfe
des Residuums ab.

Ubung 13.7.6. Gegeben sei die Matrix

522
A=1253
235

a) Man bestimme den Spektralradius der zugehorigen GauB-Seidel-Tterations-
matrix.

b) Wir zerlegen A in Blécke A = Dy — Ly — LT mit

520 0 00
D;=(250], Li=10 00
005 -2-30

Geben Sie die Iterationsmatrix der zugehorigen Block-Gauf3-Seidel-Metho-
de und bestimmen Sie den Spektralradius dieser Matrix. Interpretieren Sie
das Ergebnis.

Ubung 13.7.7.Sei A € R™ " eine s.p.d. Matrix. Bezeichnet (-,-) das
Standard-Skalarprodukt, so wird durch (-,-)a := (-, A-) ein weiteres Skalar-
produkt definiert. Zeigen Sie: Zu G € R™" ist G* := A~!GTA die bzgl.
(-, ) a adjungierte Matrix (d. h. fiir alle x,y € R" ist (Gx,y)a = (x,G*y)A),
und es gilt G** = G.

Ubung 13.7.8. Sei A € R"*" eine s.p.d. Matrix und D := diag(A). Zeigen
Sie:
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a) Es existiert ein ¢y > 0, so dafl 2¢gD — A s.p.d. ist.
b) Fiir G :=1— D 'A gilt p(G) < 1.

Ubung 13.7.9. Gegeben seien A = D — L — U € R**” und b € R”, wobei
A strikt diagonaldominant ist, d. h.

\am fﬁri:L...,n

i

Das Jacobi-Verfahren ist dann konvergent, denn fiir die zugehéorige Iterations-
matrix Gy =1 - D !A = D™YL + U) gilt:

p(G) < |Gl = max Z' il

Jaia] =

Es soll nun gezeigt werden, dafl das Gauf3-Seidel-Verfahren mit der Iterations-
matrix Ggs = I—(D—L)"'A = (D —L)~!U ebenfalls konvergent ist, wobei
sogar gilt:

1Gaslloo < 1Gulloo < 1.

a) Sei x € R™ und z := Gggx. Zeigen Sie per Induktion nach i:

‘Zz| < Z |ala.7

j#i il

%]l oo

Hinweis: z; = z; — % (Zj@- Qi ;25 + ZjZi ai,ja?j).
b) Beweisen Sie damit ||Ggs|loco < |G lloo-

Ubung 13.7.10. Sei A symmetrisch positiv definit und C,, wie in (13.35).
Zeigen Sie, daf fiir w € (0,2) die Matrix C,, symmetrisch positiv definit ist.

Ubung 13.7.11. In dieser Aufgabe wird gezeigt, daff die Darstellungen der
Koeffizienten a1 und fB;_2 in (13.57),(13.59) und (13.56),(13.60) dquivalent
sind. Zeigen Sie Folgendes:

a) Fir k=1,2,... gilt:
(r*,pl)y =0 firj=0,... k-1

(Hinweis: Induktion in j und (13.54))
(r O,p’“’1> = (r*=1,pF~1)  (Hinweis: (13.58)).
(=1 pF=1y = (1 rh~1)  (Hinweis: (13.56))

b)
)
) Die Darstellungen fiir ag—1 in (13.57) und (13.59) sind dquivalent.
)
)

L

CIN="Re)

(rk=1, ApF=2) = L (r*=1 =1} (Hinweis: (13.58) und (13.54))

ak2

f) Die Darstellungen fiir f;_2 in (13 56) und (13.60) sind dquivalent.
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Ubung 13.7.12. Es seien A;, C; € R™*" i =1,2,..., k, symmetrisch positiv
semidefinite Matrizen mit der Eigenschaft

axTCix < xTA;x < bxTC;x, xeR"i=1,2,...,k,

fiir Konstanten 0 < a < b. Beweisen Sie: Wenn die Summen A = Zle A;
und C = Zle C; positiv definit sind, gilt

Q|

re(CTTA) <

Ubung 13.7.13. Gegeben seien die symmetrisch positiv definite Matrix A
und der Vektor b:

121 1
A=[252], b=[1
122 1

a) Losen Sie das Gleichungssystem Ax = b mit dem CG-Verfahren, mit
Startvektor x° = (1,0,0)7.

b) Zeigen Sie die A-Orthogonalitit der Vektoren p*, die wihrend des CG-
Verfahrens auftreten.

Ubung 13.7.14. Gegeben sei eine niherungsweise Faktorisierung A ~ LR
der Matrix A € R™*"™ in eine untere und obere Dreiecksmatrix. Man schrei-
be die Nachiteration aus Abschnitt 3.5.3 als lineares Iterationsverfahren und
gebe die entsprechende Matrix C an. Man skizziere ferner die Anwendung
von C. Wieso sichert die Bedingung (3.63) in Abschnitt 3.5.3 tatséchlich die
Konvergenz dieses Iterationsverfahrens?



14

Numerische Simulationen: Vom Pendel bis zum
Airbus

Einhergehend mit stdndig weiterentwickelten Modellbildungsansétzen und mit
immer leistungsfihigeren Rechnern wachsen sowohl die Nachfrage als auch
die Einsatzmoglichkeiten der numerischen Simulation in wunterschiedlichen
Anwendungs- und Grundlagenbereichen der Ingenieur- und Naturwissenschaf-
ten. In den meisten Féllen reicht es dann nicht aus, isoliert nur ein einzelnes
Verfahren zu verwenden, sondern eine Vielzahl der einzelnen Bausteine fiigen
sich iiblicherweise im Verbund zu komplexen Anwendungscodes. Bei der Ab-
stimmung der Verfahrensteile ist es dann umso wichtiger, entsprechende Zwi-
schenresultate im Hinblick auf Fehlertoleranzen einschétzen zu kénnen. In die-
sem Kapitel wollen wir anhand einer Reihe von konkreten Problemstellungen
diese Aspekte verdeutlichen. Mit wachsender Komplexitdt und Realitédtsndhe
dieser Problemstellungen wird das Detail der Diskussion notgedrungen abneh-
men. Ankniipfend an das mehrfach verwendete Beispiel des Taktgebers wer-
den in den Abschnitten 14.1-14.4 zunéchst relativ einfache Problemstellungen
behandelt, wobei insbesondere genauer auf die Abstimmung der Genauigkeits-
anspriiche eingegangen wird. Die meisten der verwendeten numerischen Ver-
fahren zur Losung dieser Beispielprobleme sind in MATLAB verfiighar oder
wurden in MATLAB implementiert. In Abschnitt 14.5 werden zum Schluf} drei
viel komplexere Anwendungsbeispiele kurz angerissen. Hierbei geht es in erster
Linie um einen Ausblick auf die Moglichkeiten moderner Simulationsmetho-
den. Die in diesen Beispielen bendtigten numerischen Verfahren gehen zwar
groftenteils iiber den in diesem Buch behandelten Grundlagenbereich hinaus,
die gebotenen Inhalte sollten dennoch eine tragfihige Ausgangsbasis zur Ein-
arbeitung auch in derartige Anwendungsszenarien bieten. Die numerischen
Simulationen wurden mit speziellen, teils in interdisziplindren Forschungspro-
jekten gezielt entwickelten Software-Paketen durchgefiihrt.



582 14 Numerische Simulationen: Vom Pendel bis zum Airbus
14.1 Taktmechanismus

Problemstellung

Wir greifen nochmals das in Kapitel 1 bereits diskutierte Beispiel 1.2 auf, in
dem zu einer vorgegebenen Schwingungsdauer 7' = 1.8 s die dazu erforderliche
Anfangsauslenkung eines mathematischen Pendels (der Linge ¢ = 0.6 m)
bestimmt werden soll. Hierbei geht es weniger um Realitdtsnihe als vielmehr
um die Demonstration des Zusammenwirkens mehrerer ineinander greifender
numerischer Bausteine in der gesamten Kette: Modellbildung — Entwurf eines
Losungsverfahrens — Formulierung eines Algorithmus — Implementierung und
Anwendung. Wir rufen kurz die wesentlichen Punkte des ersten Beispiels in
Erinnerung.

Mathematisches Modell

Als Modell wird das mathematische Pendel genommen, wobei folgende Idea-
lisierungen gemacht werden: Die Schwingung verlduft ungeddmpft, die Auf-
héngung ist massefrei, und die gesamte Pendelmasse ist in einem Punkt kon-
zentriert. Aufgrund des Newtonschen Gesetzes ,,Kraft = Masse x Beschleuni-
gung® 16st der Winkel ¢(t) (vgl. Abb. 1.2) als Funktion der Zeit ¢ die nichtli-
neare gewohnliche Differentialgleichung

¢'(t) = —csin((t), =5, (14.1)
(¢ = 0.6, Pendelléinge; g = 9.80665, Fallbeschleunigung) mit den Anfangsbe-
digungen

6(0)=z€(0.5). ¢'(0)=0. (14.2)

Um die Abhéngigkeit der Losung vom Anfangswert x zu betonen, schreiben
wir ¢(t) = ¢(t, x). Fiir die Schwingungsdauer 7' = 1.8, mufl dann ¢(0.45, z) =
0 gelten. Man sucht also eine Nullstelle der Funktion

F(z) = ¢(0.45, z). (14.3)

Mit Hilfe von Monotoniebetrachtungen iiberzeugt man sich, dafy die Funktion
[ eine eindeutige Nullstelle 2* € (0, 7) hat.

Dieser Losungsansatz zur Bestimmung der erforderlichen Anfangsauslen-
kung iiber die Losung einer Anfangswertaufgabe ist durchaus nicht der einzig
gangbare Weg. Man kann die Aufgabe auch auf die Berechnung eines Integrals
reduzieren, wie in Ubung 14.6.1 angedeutet wird.

Numerische Methoden

Nullstellenbestimmung: Unser Problem verlangt die Bestimmung der Nullstel-
le 2* € (0, %) der Funktion f aus (14.3). Da f nichtlinear ist, mufl man ein
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iteratives Verfahren verwenden. Fiir jede der dabei bendtigten Funktionsaus-
wertungen von f an einer Stelle 2 mufl die Differentialgleichung (14.1) zu
den entsprechenden Anfangswerten (14.2) bis ¢ = 0.45 numerisch integriert
werden. Eine Funktionsauswertung ist also relativ aufwendig. Noch unklarer
wire die Berechnung der Ableitung von f nach dem Anfangswert x, so dafl
das Newton-Verfahren nicht ohne weiteres anwendbar ist. Stattdessen bie-
ten sich Bisektion oder das Sekanten-Verfahren an. Da Letzteres eine hohere
Konvergenzordnung hat, ist es hier das Verfahren der Wahl.

Anfangswertaufgabe: Da die zur Lésung von Anfangswertaufgaben verfiigba-
ren Verfahren fiir Differentialgleichungen erster Ordnung formuliert sind,
transformiert man die Differentialgleichung (14.1) zuerst in ein System von
zwei Differentialgleichungen erster Ordnung. Mit y(t) := (¢(t),¢'(t))? erhilt
man das Anfangswertproblem

y'(t)z( v (t) ) t € [0,0.45], y(0)=(§>. (14.4)

—csin(y1(t))

Da das Problem nicht als steif erkennbar ist, kann man ein explizites Verfahren
zur numerischen Losung dieser Anfangswertaufgabe verwenden. Die Vorteile
hoéherer Ordnung wurden mehrfach betont. Wir wéhlen hier das klassische
Runge-Kutta-Verfahren, obgleich durchaus auch andere Verfahren gleicherma-
Ben in Betracht kdmen. Der Einfachheit halber wihlen wir eine dquidistante
Schrittweite h = %. Die mit dem Runge-Kutta-Verfahren mit Schrittweite
h berechnete Néherung von f(x) = ¢(0.45, x) wird mit f(z) bezeichnet.

Ergebnisse

Als Startwerte bei der Sekanten-Methode wihlen wir g = 1.0, z; = 1.1. Im
Runge-Kutta-Vefahren wird n = 160, also h = 0.45/160 genommen. Einige
Ergebnisse des Sekanten-Verfahrens findet man in Tabelle 14.1.

In der dritten Spalte sieht man die erwartete schnelle Konvergenz des Sekan-
ten-Verfahrens (Konvergenzordnung p ~ 1.8). Da die Ordnung des Sekanten-
Verfahrens grofer als eins ist, liefern die Differenzen in der vierten Spalte eine
Schitzung fiir den Fehler xj — xj, wobei x} die Nullstelle von f3 ist (vgl.
(5.37)). Man beachte, dafi diese Nullstelle nicht die gesuchte Nullstelle z* von
f ist! Die letzte Spalte in der Tabelle gibt eine Schitzung fir f; (xy).

Wir akzeptieren nun x := xg als Naherung der gesuchten Nullstelle * von
f und wollen jetzt die GroBenordnung des Fehlers |Z — x*| schétzen. Es sei
nochmals betont, daf sich hier mehrere Fehlerquellen tiberlagern. Z ist nur eine
Néiherung der Nullstelle von f;, wobei fj die Funktion f auch nur annéhert.
Dazu werden wir zuerst die Differenz | f(Z)— fr(Z)| schétzen. f(Z) = ¢(0.45, )
ist die exakte Losung der Differentialgleichung mit Anfangswert & zum Zeit-
punkt ¢ = 0.45, und f,(Z) ist das Resultat des Runge-Kutta-Verfahrens (mit
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Tabelle 14.1. Sekanten-Vefahren, h = 0.45/160 im RK-Verfahren
k Tk, fun(zw) Trt1 — Tk | fr(@r—1)/(xk — Th-1)
0 | 1.00000000000000 | —1.37860570291260 0.1
1 | 1.10000000000000| —0.12590174281134 1.053 —13.78
2 | 2.15279336977498 0.66039622870563 —0.8842 0.1196
3 | 1.26857288823876 | —0.08782728419193 0.1038 0.7469
4 | 1.37236364351650 | —0.05163004869099 0.1480 0.8462
5 | 1.52040593665038 0.01934311073356 | —4.01e—2 0.3488
6 | 1.48005831097671| —0.00241102249976 4.51e—3 0.4794
7 | 1.48453006042625| —0.00009218492112 1.81e—4 0.5392
8 | 1.48470783392538 0.00000046967259 | —9.01e—7 0.5186
9 | 1.48470693277913 | —0.00000000009070 | 1.71e—10 0.5212
10 | 1.48470693295311| —0.00000000000000 — 0.5213

Schrittweite h). Der Diskretisierungsfehler f(Z)— fn(Z) kann nun mit einer in
Abschnitt 10.4 beschriebenen Technik geschétzt werden. Dazu wird fp,(Z) mit
mehreren Schrittweiten h berechnet. Sei Fj := fy, (&) mit h; = 0.45/(27 10),
j=1,2,... also Fy = fi(Z) = fn(xg) aus Tabelle 14.1. Die Ergebnisse fiir
j=1,...,4 sind in Tabelle 14.2 aufgelistet.

Tabelle 14.2. Runge-Kutta-Verfahren

j F; 7%;:3;1 15 (Fj — Fj-1)
1 7.146823571141381e—07 — —

2 4.377539938871244e—08 — —4.47e—08
3 2.469546053762706e—09 16.24 —2.75e—09
4| —9.069714770881809e—11 16.13 —1.71e—10

Die Faktoren = 16 in der dritten Spalte entsprechen dem erwarteten Konver-
genzverhalten (Fehler O(h*)) des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens. Weil
der Fehler f(Z) — F; durch einen Term der Form h;* dominiert wird, kann
man ihn iiber & (F; — Fj_1) schitzen. Dies bestitigen die Werte in der vier-

ten Spalte. Fiir h = 0.45/160 erhilt man also die Fehlerschétzung
f(@) = fu(@)] = [f(Z) - Fu| = 1.7107"°.

Da wir jetzt (in einer Umgebung von z*) sowohl die Stérungen in den Funkti-
onswerten als auch die Ableitung von f geschitzt haben, kann man mit Hilfe
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der Beziehung 0 = f(2*) = f(Z) + (z* — %) f'(§) den Fehler |z* — Z| schétzen
(siche Abschnitt 5.2):

e _o @ @ @] |f@)]
IF@OF 1@ @0 052

[F(®) = fo@)] + | fu(@)])

(17107 +9.1107 ") =5.0107".

Wir schlieflen insgesamt, dal die ersten 8 Nachkommastellen der N&herung
T = x9 = 1.48470693277913 an die gesuchte Anfangsauslenkung z* korrekt
sind.

14.2 Datenfit

Eine vielfach anfallende Aufgabe ist die Approximation einer grofien Men-
ge diskreter Daten mit einer glatten Funktion. Wir betrachten hier so ein
Problem anhand eines Mefldatensatzes der uns von Dr.-Ing. H.-J. Ko} vom
Lehrstuhl fiir Technische Thermodynamik zur Verfiigung gestellt wurde.

Problemstellung

Am Lehrstuhl fiir Technische Thermodynamik werden in Zusammenarbeit mit
dem Lehrstuhl fiir Prozeitechnik Modelle zur Beschreibung von Diffusionspro-
zessen in komplexen Stoffsystemen entwickelt. Dazu werden u.a. Konzentra-
tionsmessungen in einer zylindrischen MeBzelle durchgefiithrt. Dabei ist das
Experiment so ausgelegt, dal die Konzentrationsdnderungen im wesentlichen
eindimensional sind. Im hier vorliegenden Beispielproblem handelt es sich
um mittels Ramanspektroskopie aufgenommene Konzentrationsprofile eines
quintéren Diffusionssystems (Toluol, Cyclohexan, Dioxan, Vinylacetat und
Chlorbutan). Fiir mehrere Zeitpunkte (tg < ... < tend) werden Konzentratio-
nen der Stoffe an vielen Punkten (z; < ... < x,,) entlang der Achse der Me8-
zelle gemessen. Dabei entspricht x = 0 dem Zellboden und = = 1 der Oberseite
der Meflzelle. Wir beschrinken uns auf die Konzentration des Chlorbutans.
Zu Beginn des Experiments (¢ & ty) liegt das Chlorbutan hauptsichlich am
Boden vor, wihrend sich an der Oberseite kaum Chlorbutan befindet. Bei
Abbruch des Experimentes (¢ & tenq) haben sich die Stoffmengenanteile des
Chlorbutans durch Diffusion iiber die Mefstrecke ,nahezu“ angeglichen.

Wir befassen uns nur mit dem Problem des Datenfit: Wie kann man die
fehlerbehafteten Mefldaten mit einer glatten Funktion gut approximieren, wo-
bei eventuelle Datenausreifler geglittet werden. Die sich ergebende Funktion
ist eine handliche Approximation der Mefiresultate, die als Input bei der ei-
gentlichen Aufgabe der Entwicklung von Diffusionsmodellen fiir dieses Stoff-
system dienen kann.
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Mathematisches Modell

Seien (xj, f;), j = 1,...,m die Mefidaten (Konzentrationsmessungen des
Chlorbutans zu einem festen Zeitpunkt), mit 0 = 21 < 22 < ... < @, = 1.
Anders als etwa bei geddmpften Schwingungen hat man hier keine vergleich-
bar vorgeprigte Struktur des gesuchten Funktionsverlaufs. Man benétigt hier
also einen Ansatz, der im Prinzip allgemeine Funktionen erfassen kann. Hier-
zu eignen sich Splinefunktionen sehr gut. Bei der Grofle der Datensétze wére
Interpolation sehr aufwendig und zudem ohnehin nicht sinnvoll, da die Me§3-
daten fehlerbehaftet sind. Ausgleichsrechnung ist daher der verniinftigere An-
satz zur Daten-Approximation. Hier benutzen wir speziell kubische Splines
mit dquidistanten Knoten 7; = j % 0.1, j = 0,...,10. Wir suchen also eine
Funktion im kubischen Splineraum

Py, ={g¢€ CQ([O, 1]) | g’ -

©5Tit1)

€ Ils, 7;20,...79}

der Dimension 13, die die Konzentrationsverteilung hinter den Mefidaten an-
néhert. Im Prinzip kann man dies als lineares Ausgleichsproblem formulieren.
Um den Einflufl lokaler Ausreisser in den Mefidaten zu unterdriicken, bietet
sich insbesondere die ,,Smoothing-Variante“ aus Abschnitt 9.3 an (vgl. (9.33)).
Fiir ein # > 0 wollen wir also geméf (9.33) dasjenige S € Py, bestimmen, das

> (S(x;) — £5) +92||S~||mez — )2+ 628"(3  (14.5)

j=1 =1

erfiillt. Fiir # > 0 kann der ,Strafterm® 62||S”||3 starke Ausschlige unter-
driicken und die Daten ,,glatten.

Bekanntlich bilden die B-Splines (N; 4)1<;<13 eine fiir numerische Zwecke
sehr giinstige Basis des Splineraumes, siehe Abschnitt 9.1.1. Der gesuchte Spli-
ne wird deshalb als Linearkombination von B-Splines angesetzt. Es sind also
die entsprechenden B-Splinekoeffizienten zu schétzen. Die Aufgabe wird nu-
merisch viel einfacher, wenn man folgende Modifikation von (14.5) betrachtet,
vgl. Abschnitt 9.3: Gesucht ist S = Z 1 ¢ N; 4, so dafl

m 13
>_(s( 1623 (7N )
i=1 7= ; (14.6)
= min Z fj)2 + 62 Z (5§'2)”Nj,2”2)2
SePy,, “ j=3

wobei Cf) die Koeffizienten in der Darstellung S” (x) = Z;S 3 EQ)NJ"Q (x) sind,
vgl. (9.17). Hierbei werden zwei Dinge ausgenutzt: Ableitungen von B-Splines
sind Linearkombinationen von B-Splines entsprechend niedrigerer Ordnung,

und richtig gewichtete B-Splines bilden eine stabile Basis fiir Lo (vel. (9.21)).
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Somit unterscheiden sich die beiden Strafterme in (14.5) bzw. (14.6) nur um
konstante, von den Koeflizienten c; unabhingige Faktoren und haben ver-
gleichbare Glattungseffekte.

Numerische Methoden

Die Koeffizienten ¢; fassen wir in dem Vektor ¢ := (1, .. 013)T zusammen. In
Abschnitt 9.3 wird gezeigt, daf8 die Koeffizienten ¢; := c || 2|2 als einfach
berechenbare Linearkombinationen der Koeflizienten (CJ)1§]§13 darstellbar
sind (vgl. (9.17)),

(¢3,...,¢13)7 = Bre, Bp € RM*!3 gine Tridiagonalmatrix.

Die Aufgabe (14.6) ist nun zu folgendem linearen Ausgleichsproblem &quiva-

lent:
H <HBT> (g) H2 — min . (14.7)

Hierbei ist £ = (fi,..., fm)” und Ap = (Nja(z:)/"" | € R™13. Weil
die B-Splinebasisfunktionen einen lokalen Trager haben, ist die Matrix A
diinnbesetzt. Fiir unseren Beispieldatensatz (m = 60) wird das Muster der

nicht-Nulleintriige der Matrix A7 in Abb. 14.1 gezeigt.

ese

832

POy IR { {1

2 46 81012
nz =237

Abb. 14.1. Muster der Matrix At

Das Ausgleichsproblem (14.7) kann mit einer @ R-Zerlegung stabil gelést wer-
den. Da die Matrizen Ap, By diinnbesetzt sind, eignen sich hier Givens-
Rotationen zur effizienten Durchfithrung der Q) R-Zerlegung.
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Nachdem c¢ berechnet ist, kann man den Spline S(z) = Z;il ¢; N a(x) mit
Algorithmus 9.12 effizient auswerten. Die wesentlichen Bausteine in diesem
Beispiel sind also Ausgleichsrechnung iiber @ R-Zerlegung in Verbindung mit

B-Spline-Techniken.

Ergebnisse

Zwei Datensiitze (m = 60) und die berechneten Spline-Approximationen mit
0 = 0 (keine Glittung) werden in den Abb. 14.2 und 14.3 gezeigt. Das lin-
ke Bild entspricht einer Chlorbutan-Konzentrationsverteilung zu Beginn des
Experiments (t = tp), das rechte zeigt einen Datensatz fiir ¢ & tenq. Der Da-
tensatz in Abb. 14.4 ist derselbe wie in Abb. 14.3, nur haben wir durch eine
Anderung der f-Werte bei z7 und x1o zwei kiinstliche ,, Ausreifier* konstru-
iert. Mit Hilfe des Strafterms kann der Effekt dieser Ausreiler auf die Spline-
Approximation unterdriickt werden, siehe Abb. 14.4. Bei Ansétzen dieser Art
spielt natiirlich eine angemessene Wahl des Glattungsparameters 6 eine we-
sentliche Rolle. Unter dem Stichwort Cross Validation bzw. Generalized Cross
Validation gibt es hierzu ausgefeilte Methoden, 6 iiber Information aus den
Daten automatisch anzupassen. Dies geht allerdings iiber den Rahmen dieses
Buches hinaus.

Abb. 14.2. Spline-Approximation Abb. 14.3. Spline-Approximation

14.3 Ein Masse-Feder System

Beim folgenden Beispiel aus der Mechanik (das uns von Herrn Dr. H. Jarausch
zur Verfiigung gestellt wurde) handelt es sich wieder um eine Verkniipfung ei-
nes Nullstellenproblems mit Integrationsmethoden zur Losung von Anfangs-
wertaufgaben.
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Abb. 14.4. Smoothing-Spline, # =0: — ;6 =0.02: ——
Problemstellung

Wir betrachten zwei auf einer horizontalen Ebene gleitende Massen m; und
my. Zwischen der Masse mi und der Wand befindet sich die Feder ¢y, zwischen
den Massen die Feder cs, vgl. Abb. 14.5.

7 Xy

o

= c

o~ 2

/ m, m,

Z trockene Reibung

é —r T e—

Abb. 14.5. Masse-Feder System

Zwischen einer Masse und der Ebene wird trockene Reibung angesetzt. Bei
dieser Reibung treten zwei Effekte auf. Ist eine Masse in Bewegung, so herrscht
Gleitreibung, die eine der Geschwindigkeit entgegengerichtete, aber ansonsten
konstante Kraft mg ug auf die Masse ausiibt, wobei ug der Gleitreibungs-
beiwert ist. Ist die Masse in Ruhe, so tritt Haftreibung auf. Wird auf die
Masse die Kraft K ausgeiibt, so reduziert die Haftreibung diese auf den Wert
sign(K) - max{|K| — mg pm,0}, wobei py der Haftreibungsbeiwert ist. Die
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Federn ¢; und ¢ mogen im unbelasteten Zustand die Langen £; bzw. £5 ha-
ben. Wir nehmen ferner an, dafl beide Federn nur auf Druck belastet werden
konnen. Daher {ibt z. B. die Feder ¢; keine (Zug—)Kraft auf die Masse m;
aus, wenn x; > {1 ist. Analog herrscht keine Kraft zwischen den Massen,
falls xo — x1 > £ ist. Wir setzen sogenannte Tellerfedern mit einer nichtlinea-
ren Kennlinie an (siche Abb. 14.6). Darin ist s die Abweichung der Federlénge
von der Ruhelage. Die von ¢; und ¢y ausgeiibten Federkriifte werden mit Fj (s)
bzw. Fy(s) bezeichnet.

A F(s)

Abb. 14.6. Kennlinie Tellerfeder

Wir wollen nun die Bewegung der Massen studieren, wenn sich zum Zeitpunkt
t=0 die Masse m, an der Position ¢; und die Masse mo bei £1 + f5 befindet.
Die Masse my befinde sich in Ruhe (v1(0) = v; = 0), wihrend die Masse mo
eine Geschwindigkeit v2(0) = 99 < 0 habe. Insbesondere sind wir an der Ruhe-
lage des Gesamtsystems interessiert, die sich aufgrund der reibungsbedingten
Dampfung einstellen wird.

Mathematisches Modell

Die Massen m, und ms werden als Punktmassen betrachtet, worauf nur die
Federkréfte und Reibungskréfte wirken. Geschwindigkeit und Kraft sind im
Prinzip Vektoren. Da sie in diesem Beispiel stets parallel zur horizontalen
Achse gerichtet sind, kann man sie auf skalare Groflen reduzieren. Nach rechts
gerichtete Groflen (Geschwindigkeit, Kraft) werden als positiv betrachtet. Die
Gesamtfederkrafte F; auf m; sind

Fi(x1,22) = max{Fy ({1 — x1),0} — max{Fy(¢2 — (x2 — 21)),0},

Folx1,x0) = max{Fs(ls — (z2 — 1)),0}. (14.8)

Um die trockene Reibung beschreiben zu koénnen, fithren wir eine geschwin-
digkeitsabhéngige ,,Schaltfunktion“ ein

0 wenn v =0,
s(v) =
1 wenn v #0.



14.3 Ein Masse-Feder System 591
Die auf m; (i = 1,2) wirkenden Reibungskréfte R; werden durch

Ri(z1, 22,v:) = — s(vq) sign(vi) mig pe
+ (1 = s(v;)) sign(F;) max{|F;| — m;g pu,0}

beschrieben. Das Newtonsche Gesetz F' = ma ergibt dann die Differentialglei-
chungen
1
al(t) = —(Fi+Ri), i=12, t>0.

Da die Reibungskriifte von den Geschwindigkeiten der Massen abhéngen, wol-
len wir die Geschwindigkeiten v; als eigenstéindige Variablen einfithren. Mit
der Vektorfunktion y(t) = (:cl(t),vl(t),:rg(t),vg(t))T erhilt man dann das
Anfangswertproblem (fiir ¢ > 0)

Y2 2
L (Fi(yr,y3) + Ri(yr,¥s, 2)) 0
/t — mi 1 ’ ’ ’ O = 149
y'(1) ” s 0=, L] (149
o (Fa(yr,93) + Ra(y1, 43, 94)) o

Die obige Problemstellung der Bestimmung der Ruhelage fithrt auf folgen-
de Aufgabe: Man bestimme den kleinsten Zeitpunkt 7' (und die Lage der
Massen), an dem sich beide Massen in Ruhe befinden, und die Federkriifte
die Haftreibung nicht mehr iiberwinden kénnen — das Gesamtsystem befindet
sich dann dauerhaft in Ruhe.

Numerische Methoden

Der Umstand, dafl die Schaltfunktion s(v) an der Stelle v = 0 unstetig ist,
bestimmt die Glattheit der rechten Seite. Die Terme max{...,0} in (14.8)
bewirken, dafl F; (Lipschitz-)stetig aber nicht mehr iiberall differenzierbar
ist. Die Terme R; konnen sogar an den Schaltpunkten unstetig sein. Deshalb
ist die rechte Seite des Differentialgleichungssystems (14.9) zu bestimmten
Zeitpunkten (,,Schaltpunkten®) unstetig bzw. nur Lipschitz-stetig. Dies wol-
len wir beriicksichtigen, indem wir jeweils nur bis zum n#chsten Schaltpunkt
numerisch integrieren. Wir , deaktivieren“ dazu die Mechanismen, die zu einer
nicht—glatten rechten Seite fithren und lokalisieren den néchsten Schaltpunkt
ts, von dem aus wir dann mit einer anderen (glatten) rechten Seite (bis zum
néchsten Schaltpunkt) fortfahren.

Man kann dies folgendermaBen bewerkstelligen. Aufgrund von (14.8) und
der Definition von s(v) geht es konkret um die Vorzeichenwechsel von ¢; — 1,
ly—(x2—121), v1, und ve. Nach Definition von y(t) = (xl(t), v1(t), x2(t), vo (t))T
sind dies die Nullstellen der vier Schaltfunktionen

Vi(y) =1 — b1, Vo(y) =ys —y1 — Loy, U3(y) = yo, Yaly) =wya. (14.10)
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Bezeichnet man ferner mit f(¢,y(¢)) die zwischen diesen Vorzeichenwechseln
jeweils glatte rechte Seite der Differentialgleichung (14.9), fiihrt obige stiick-
weise Integrationsstrategie auf die Aufgabe: Suche t4 € [to, te] so, dafl

Yi(y(ts)) =0 fiirein i€ {1,2,3,4}, und
y(to) =yo. ()= f(t,y(t)) fir t€ [to,ts]

gilt. Damit reduziert sich unser Problem auf ein eindimensionales Nullstel-
lenproblem fiir die Funktion p;(t) := ;(y(t)), wobei y(t) die Losung des
obigen Anfangswertproblems ist. Auf dem Intervall [to,ts) sind die rechte
Seite und die Losung glatte Funktionen. Auflerdem bleibt die Lésung auch
fiir gewisses 0 > 0 auf dem erweiterten Intervall [tg,ts + 0) glatt, wenn
man an der Stelle ¢ = t; nicht umschaltet. Wir setzen jetzt ausgehend von
t = to eine Losungsmethode fiir Anfangswertprobleme ein, wobei dann die
Vorzeichen von p;(t), i = 1,2,3,4, beobachtet werden. Die Schaltfunktionen
werden dabei nicht aktiviert (auch nicht, wenn ¢ > ¢4 ist). Sobald fiir ein
i € {1,...,4} und zwei aufeinander folgende, diskrete Zeitpunkte f < ¢ die
Bedingung p;(%)p;(t) < 0 erfiillt ist, wird die numerische Zeitintegrationsme-
thode gestoppt. Damit |p;(f) — p;(f)| nicht zu grof wird, mu man die maxi-
male Schrittweite des Anfangswertlosers beschrinken. Besser noch verwendet
man ein Verfahren mit ,,dense output® (vgl. Abschnitt 11.6 oder [SW]), das
eine lokale, polynomiale Approximation von y(t) zwischen zwei Zeitschritten
liefert. Bisektion wird eingesetzt, um das Zeitintervall [f,#] zu verkleinern, in
dem die Nullstelle t5 von p; liegt. Nach einigen Bisektionschritten wird auf
die Newton-Methode zur genaueren Bestimmung von ¢4 iibergegangen. Die
dafiir bendtigte Ableitung pf(t) 148t sich wegen

pi(t) = (Vun(y(0)) /(1) = (Vui(y(9) " S (ty(0)

einfach bestimmen. Diese Ableitung existiert, weil wir an der Stelle ¢, nicht
umgeschaltet haben, und deshalb die Losung der Differentialgleichung glatt
bleibt. Wir kénnen in diesem Fall auf einfache Weise das Newton—Verfahren
fiir das Nullstellenproblem p;(t) = 0 einsetzen. Fiir die Funktionsauswertung
benstigt man y(t), das man mit einem Schritt des Anfangswertlosers zum
Startwert (f,y(f)) bestimmen kann. In unserem konkreten Problem haben
wir zur Losung des Anfangswertproblems ein eingebettetes Runge—Kutta—
Verfahren eingesetzt, wobei eine Methode mit Konsistenzordnung 4 in eine
Methode der Ordnung 5 eingebettet ist (vgl. Abschnitt 11.6). Dieses Vefahren
wird Dormand—Prince 4(5) genannt, und erméglicht auch ,,dense output®.
Auch hierbei ist die durch das Newton-Verfahren zu erreichende Genauigkeit
mit der Genauigkeit der Integrationsmethode abzustimmen.

Ergebnisse

Wir wollen nun konkret die Bewegung zweier gleichgroer Massen (m; =
1000 kg) numerisch simulieren. Wir betrachten trockene Reibung fiir die Kom-
bination Gummi auf Asphalt. Hierfiir ist der Haftreibungsbeiwert pgy = 0.6
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und der Gleitreibungsbeiwert pg = 0.4 . Die Federn ¢; und ¢o seien Tellerfe-
dern mit ¢; = ¢5 = 0.5m und mit der Kennlinie

F(s) = Foa((l —0)(1-0/2) <g>2 + 1),

wobei 0 = s/h, p=0.12m, h = 0.19m. Diese Kennlinie hat eine in Abb. 14.6
angedeutete Form. Wir nehmen Fy = 6000 N fiir ¢; und Fy = 12000 N fiir
c2. Die Anfangsgeschwindigkeit (von mg) wurde auf vy(0) = v = —4m/s?
gesetzt. Die zeitliche Entwicklung des Systems wird in Abb. 14.7 gezeigt.

1.2 T T T T LA IR
s N

0.8

0.6

0.4

0.2

0

02 N ; /’ m, docktan m, bleibt liegen  m, bleibt liegen |
- \\ K i -
- \/ov,=0 . ]

0.4 Y2 P — X [m]

- /5 H ) 1
FAR : : —_——
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L \V y i

0.8, ~o J === v, [0.25m/s]
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Abb. 14.7. Ergebnisse

Die Masse mo kommt bei t=0.215 kurz zum Stillstand, da sie ihre ganze Ener-
gie auf die Masse m; iibertragen hat. Sie wird dann von der komprimierten
Feder c¢; beschleunigt, bis sie bei t=0.351 von m; abhebt. Bei t=0.414 hat
v1 einen Nulldurchgang. Zum Zeitpunkt t=0.563 hat m; die Masse my ein-
geholt, dockt an und gibt ihre Energie an mso ab, bis sie bei t=0.768 liegen
bleibt. Kurz darauf (t=0.805) 16st sich mg von m; und wird durch die Rei-
bung zum Zeitpunkt t=1.181 zum Stillstand gebracht. Das System verharrt

nun bei £1=0.404 und x5,=1.181 in Ruhe.
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14.4 Wiarmeleitung

Das Problem der Warmeleitung spielt in vielen technischen Anwendungen von
der Motorentechnik bis hin zur Raumfahrt eine zentrale Rolle. Bereits bei
relativ einfachen Modellproblemen kommen mehrere numerische Bausteine
ins Spiel.

Problemstellung

Wir betrachten ein Warmeleitungsproblem in einem homogenen Balken (2 =
[0,2] x [0,1] x [0, 1] mit einer kontrollierten Warmezufuhr auf der oberen Seite
I, ={(z,y,1) |0 <2 <2 0<y <1} und adiabaten Randbedingungen auf
dem {iibrigen Teil des Randes I', := 92\ I',. Zu Beginn liegt eine bekannte
Temperaturverteilung uo(x) (x € §2) im Balken vor. Mit u(x,t) = u(z,y, z,t)
(x € 2, t € [0,tena]) wird die zeitabhéingige Temperatur im Balken bezeich-
net. Wir wollen wissen, wie sich die Temperaturwerte im Zentrum des Balkens
im Laufe der Zeit verhalten, wie also der Verlauf der Funktion ¢ — u(1, %, %, t)
aussieht.

Mathematisches Modell

Wie bereits in Abschnitt 12.1 dargelegt wurde, fiihrt die Modellierung von Dif-
fusionsprozessen auf das Standardmodell zur Beschreibung dieses Wérmelei-
tungsproblems in der Form folgender Anfangsrandwertaufgabe (vgl. (12.23)):

ou(x,t)

ra aAu(x,t) fir (x,t) € 2 x[0,tend), (14.11)
u(x,0) = up(x) fir x € §2, (,Anfangsbedingung®), (14.12)
—/\% =0 auf I}, (,Adiabater Rand“), (14.13)
—/\% = q(x,y,t) auf I,. (,Wirmezufuhr®). (14.14)

Die Koeffizienten a und A sind Konstanten, die von Materialeigenschaften
abhingen (Wirmeleitfihigkeiten). Der Einfachheit halber setzen wir A = a =
1. Die partielle Ableitung )\g—ﬁ ist die Ableitung in Normalrichtung auf dem
Rand, wobei n der nach auflen gerichtete Normalvektor ist, beschreibt also
Warmefliisse.

Numerische Methoden

Der numerische Ansatz folgt dem Vorgehen in Abschnitt 12.7. Zur Ortsdis-
kretisierung der parabolischen Differentialgleichung benutzen wir eine Finite-
Elemente-Methode. Sei 7j, eine aus Tetraedern bestehende zulissige Triangu-
lierung von {2.
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Den Raum der entsprechenden linearen Finite-Elemente bezeichnen wir mit
Sp={veC(Q)|vpell, firale T €T}

Im Sinne der vertikalen Linien-Methode diskretisieren wir zuerst die Ortsva-
riablen: Gesucht ist up,(x,t) € Sy, mit up(x,0) = [yug(x), x € £2, so daB fiir
alle t € [0, tena] und alle vy, € S}, gilt:

/Mvh(x) dx = — | Vup(x,t) - Vop(x) dx—/ qunpds.  (14.15)
o Ot Q I

Der Term sz erscheint, damit die Randbedingung (14.14) erfiillt ist. Die
homogene Neumann-Randbedingung (14.13) wird in der Variationsformulie-
rung (14.15) automatisch erfiillt. Der Operator Ij, : C(£2) — S), interpoliert
die Anfangswertfunktion ug linear in den Gitterpunkten. Die sich ergebende
Funktion Ijug liegt dann im FE-Raum und kann als Anfangsbedingung fiir
up (x,t) benutzt werden. Sei (¢;)1<i<a die nodale Basis im FE-Raum Sj,. Sei
uy = (ug,... ,uM)T € RM der Koeflizentenvektor der Darstellung von Ijug
in dieser Basis, also Inug(x) = Zf\il u;¢;(x). Analog sei uy(t) € RM die Dar-
stellung von up(x,t) in dieser Basis. Die Aufgabe (14.15) hat dann folgende
dquivalente Formulierung: Gesucht ist uy, () € RM, so daf

Mjuj, (1) = —Apup(t) =bu(t)  fir alle ¢ € [0, tenal,

s (0) = o, (14.16)

gilt. Hierbei ist

(bh(t))i:/ qpids , 1<i< M,

z

M) = [ Gioyix, (Aniy= [ Vo Ve, 1<ij<
2 (9]

Das System von M gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen kann
mit einer der in Kapitel 11 behandelten Methoden diskretisiert werden. Aus
Folgerung 12.47 wissen wir, daf} die Anfangswertaufgabe mit feiner werden-
der Ortsdiskretisierung zunehmend steif wird. Die Konditionszahl k(A ) der
Steifigkeitsmatrix A wiichst nimlich wie h~2, withrend die Konditionszahl
k2(Myp,) der sogenannten Massematrix M, aufgrund der Stabilitéit der no-
dalen Basis gleichméfig beschriankt bleibt, vgl. (12.133). Man sollte deshalb
eine implizite Methode wie das implizite Euler-Verfahren, die Trapezregel oder
eine BDF-Methode verwenden. In jedem Zeitschritt dieser impliziten Zeitin-
tegration muf} nun ein grofles diinnbesetztes lineares Gleichungssystem gelost
werden. Da die involvierten Matrizen symmetrisch positiv definit sind, kann
man dazu ein vorkonditioniertes CG-Verfahren benutzen. Als wesentliche nu-
merische Werkzeuge werden hier also folgende Bausteine verwendet:
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Gittergenerierung,

Finite-Elemente Diskretisierung,

Integrationsmethode zur Losung steifer Anfangswertaufgaben,
vorkonditioniertes CG-Verfahren.

Bei inhomogenem Material mufi A durch divaV mit einem ortsabhingigen
Diffusionskoeffizienten a ersetzt werden. In diesem Fall mufi man gegebenen-
falls numerische Integration zur Berechnung der Eintrage von Aj verwenden.

Als Alternative konnte man auch die horizontale Linienmethode benutzen,
bei der zuerst eine Zeitdiskretisierung durchgefiihrt wird. Daraus ensteht dann
pro Zeitschritt ein elliptisches Randwertproblem, welches wiederum mit ei-
ner Finite-Element-Methode behandelt werden kann. Hierbei hat man jedoch
mehr Freiheit in der Wahl der Ortsdiskretisierung, kénnte also eine adaptive
Methode verwenden, vgl. Abbschnitt 12.4.6. Auf unterschiedlichen Zeitnive-
aus wiirden also unterschiedliche Ortsnetze auftreten konnen, die sich in der
Zeit den Losungseigenschaften anpassen.

Ergebnisse

Wir zeigen Resultate fiir den Fall ug(x) = 2 fiir alle x € 2 und ¢(z,y,t) =
252(4 — 2)y(1 — y) sin(3t). Bei der Diskretisierung wird eine uniforme Zer-
legung von {2 in Tetraeder mit Gitterweite hy, = 27% (k= 1,2,...) in y- und
z-Richtung und einer Gitterweite 2h; in x-Richtung benutzt. Die folgenden
Abbildungen zeigen den Temperaturverlauf im Schwerpunkt des Balkens iiber
der Zeit fiir verschiedene Zeitintegrationsmethoden und verschiedene Zeit-
schrittweiten. In allen Fillen ist hy = 2~* die Gitterweite fiir die Ortsdiskreti-
sierung. Die in jedem Zeitschritt auftretendenden linearen Gleichungssysteme
werden mit einem vorkonditionierten CG-Verfahren gelost. Dabei wird so lan-
ge iteriert, bis das relative Residuum (gemessen in || - ||2) kleiner als 107 ist.
Wir werden auf die Wahl der Schrittweite h bzw. der Abbruchtoleranz beim
CG-Verfahren spéter nochmals eingehen.

Sei up, ¢ der mit der Zeitschrittweite At = 2740.04 berechnete Temperatur-
wert im Schwerpunkt zum Zeitpunkt ¢ = teng = 1, also up ¢ =~ up (1, %, %, ).
Das Superskript , T“ oder ,E*“ gibt an, ob die Trapezregel oder das implizite
Euler-Verfahren fiir die Zeitintegration verwendet wird. Einige dieser Tempe-
raturwerte sind in Tabelle 14.3 aufgelistet.

Tabelle 14.3. Temperaturwerte us ¢, A7 = u;f’g — u;f’g_l, AP = uEyg — UE’Z_l

T E
Aja| Al

UE,Z UE,Z AZT AE %AET AE
2.400050]| 2.656840
2.415396| 2.545810 0.0051 | —0.111

2.419213| 2.484934| 4.02 | 1.82 | 0.0013 | —0.061
2.420178| 2.453170{ 3.96 | 1.92 | 0.00032| —0.032

W N = O
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Abb. 14.8. Temperaturverlauf bei

Abb. 14.9. Temperaturverlauf beim
der Trapezregel

impliziten Euler-Verfahren

Aufgrund der Theorie (die Trapezregel ist von 2. Ordnung, das Euler-Verfahren
von 1. Ordnung) und der Ergebnisse in den Abb. 14.8 und 14.9 erwartet man,
daB die Trapezregel bei der Zeitdiskretisierung eine hohere Genauigkeit als das
Euler-Verfahren liefert. Dies wird von den Resultaten in Tabelle 14.3 bestétigt.
Die Zahlen in den beiden letzten Spalten sind (zuverlidssige) Schitzungen fiir
den Fehler wuy(1, %, %, 1) — UE,@ bzw. up(1, %, %, 1) — u];ig.
Das ezplizite Fuler-Verfahren, mit dem sich die Losung von Gleichungssy-
stemen vollkommen vermeiden liefe, ist fiir dieses steife System nicht geeignet.
Nur fiir sehr kleine Zeitschrittweiten ist diese Methode stabil. In Abb. 14.10

wird die Instabilitit dieser Methode mit der Schrittweite At = 10~* gezeigt.
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Abb. 14.10. Temperaturverlauf beim expliziten Euler-Verfahren

Abbildung 14.11 zeigt die Temperaturverteilung (Querschnitt des Balkens fiir
x = 1) zum Zeitpunkt ¢ = 1. Man kann erkennen, da§ an der Oberfliche mit
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dem Heizwérmestrom (z = 1), die Temperatur ein durch g gepréigtes hoheres
Niveau besitzt, welches bis zur Unterseite des Balkens (z = 0) abnimmt.

Temperatur u

2 0 o

y

Abb. 14.11. Temperatur im Balken-Querschnitt fiir x = 1

' 5 %, 1) — up,¢ sicher abzuschétzen,
miisste man den Fehler der Finite-Elemente-Approximation in der Maximum-
norm eingrenzen kénnen. Dies ist viel schwieriger als etwa in der Ly-Norm.
Bei der Schrittweite h = 27% kann man fiir stiickweise lineare Finite-Elemente
bestenfalls eine Genauigkeit der Ordnung 278 erwarten (tatsiichlich kann dies
nicht ganz garantiert werden). Aufgrund der Stabilitdt der nodalen Basis wir-
ken sich Fehler in den Koeffizienten der Finite-Elemente-Niherung etwa in
gleicher Groflenordnung auf die Fehler in entsprechenden Funktionennormen
aus. Insgesamt brduchte man deshalb die Gleichungssysteme nur mit einer
Genauigkeit zu l6sen, die im Bereich des Diskretsierungsfehlers liegt. Die Ge-
nauigkeit der Losung des Gleichungssystems wird durch das Abbruchkriterium
im CG-Verfahren bestimmt. Im vorliegenden Fall endet die Iteration, falls das
relative Residuum 1075 unterschreitet. Die Grofie des (relativen) Residuums
kann aber von der Euklidischen Norm des (relativen) Fehlers selbst schlimm-
stenfalls um den Faktor der Kondition der involvierten Matrix abweichen, vgl.
(3.27). Bei der Schrittweite h = 27% ist dieser Faktor von der Ordnung 2%.
Dafl der Losungsvektor in der Euklidischen Norm also noch im Rahmen des
Diskretisierungsfehlers (~ 278) genau ist, wird durch die Schranke 1075 fiir
das Residuum gewéhrleistet.

Um den Gesamtdiskretisierungsfehler u(1, 3
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Wir wollen nun noch kurz auf das Verhalten des iterativen Losers eingehen.
Dazu betrachten wir den ersten Zeitschritt bei der Trapezregel. Als Toleranz-
kriterium beim Losen des linearen Gleichungssystems wird wieder ein rela-
tives Residuum von 10~° genommen. Wir verwenden die CG-Methode und
das CG-Verfahren mit SSOR-Vorkonditionierung (vgl. Abschnitt 13.5). Im
SSOR-Verfahren wird fiir den Relaxationsparameter der Wert w = 1.9 ge-
nommen. Fiir unterschiedliche hi- und At-Werte wird die benétigte Anzahl
von Iterationen in Tabelle 14.4 dargestellt.

Tabelle 14.4. Iterationszahlen beim CG- und PCG-Verfahren

hy =27F CG PCG
kAt =0.1]At = 0.01]At = 0.1]At = 0.01
2 26 12 11 5
3 39 13 16 6
4 68 17 22 8
5 122 25 29 10
6 228 43 39 11

In der zweiten Spalte sieht man etwa den Effekt der Verdopplung der Ite-
rationszahl bei Halbierung der Ortsschrittweite. Dies bestétigt die in Ab-
schnitt 13.4 behandelte Analyse der CG-Methode. Die Iterationszahlen in der
dritten Spalte sind wesentlich kleiner als die in der zweiten Spalte, was durch
die Verkleinerung der Konditionszahl der Matrix bei kleiner werdendem At
verursacht wird. Die Matrix n#dhert sich bei kleiner werdendem At immer
mehr der gut konditionierten Massematrix. Die letzten beiden Spalten zeigen
den giinstigen Effekt der Vorkonditionierung.

14.5 Komplexere Beispiele numerischer Simulationen

Die bisherigen Beispiele beschrieben das Zusammenwirken unterschiedlicher
numerischer Bausteine und die dabei relevanten Fehlerbetrachtungen. Die An-
wendungen selbst waren jedoch noch relativ akademischer Natur. Wir wen-
den uns nun etwas komplexeren Simulationsaufgaben zu, nicht zuletzt um
einen Eindruck davon zu vermitteln, was moderne Simulationswerkzeuge in
der Technik leisten kénnen, und wo aus einer nun , makroskopischen® Sicht
typische Anforderungen liegen. Speziell sollen in diesem Abschnitt folgende
drei Beispiele komplexerer numerischer Simulationen angerissen werden.

o Inverses Wirmeleitproblem in einem welligen Rieselfilm: Dieses Thema
ist Teil eines umfangreicheren Forschungsprojekts an der RWTH, das ge-
meinsam vom Lehrstuhl fiir Numerische Mathematik mit dem Lehrstuhl
fiir Prozesstechnik (Prof. W. Marquardt) und dem Lehrstuhl fiir Warme-
und Stoffiibertragung (Prof. U. Renz, Prof. R. Kneer) durchgefiihrt wird.
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o Inkompressible Strémung in einer Blutpumpe: Die Ergebnisse zu diesem
Thema stammen aus einem Projekt am Lehrstuhl fiir Computergestiitzte
Analyse Technischer Systeme (CATS) von Prof. M. Behr.

o Kompressible Stromung um einen Flugzeugfliigel: Dieses Beispiel bezieht
sich auf Untersuchungen am Aerodynamischen Institut der RWTH, die
von Prof. W. Schréder geleitet werden.

Wir bedanken uns an dieser Stelle ganz herzlich bei den oben erwihnten
Kollegen speziell fiir diese Beitréige und ebenso fiir die nun schon langjéhrige
Zusammenarbeit. Wenn auch die Untersuchung derartiger Probleme zunéchst
im Rahmen der universitdren Forschung verankert ist, sind davon durchaus
auch industrielle Anwendungen beriihrt.

14.5.1 Inverses Wirmeleitproblem in einem welligen Rieselfilm

Die Losung der Warmeleitungsgleichung erlaubt die Bestimmung einer Tem-
peraturverteilung, die sich bei einer gegebenen Anfangstemperatur und bei
gegebenem Wiérmezufuhr am Gebietsrand im zeitlichen Verlauf einstellt.
Aus Problemparametern wie Anfangs- und Randbedingungen werden Sy-
stemzustinde wie Temperaturverteilungen ermittelt. Man nennt dies auch
, Vorwértssimulation“. Andererseits ist es offensichtlich von praktischem In-
teresse, diejenigen Problemparameter (wie Anfangs- und Randbedingungen
aber auch Materialparameter) zu bestimmen, die einen gewiinschten Zustand
(wie eine vorgegebene Temperaturverteilung) ergeben. Aus den Zustéinden,
die entweder gemessen oder aber durch Vorwirtssimulationen berechnet wer-
den konnen, sind dann die entsprechenden Modellparameter zu bestimmen.
Dies nennt man ein ,inverses Problem“. In vielen ingenieurtechnischen Fra-
gestellungen — wie auch im Beispiel dieses Abschnitts — geht es letztlich um
solche inversen Probleme. Es ist nun leider eine unangenehme Eigenheit inver-
ser Probleme, daf3 sie meist nicht mehr im Sinne von Abschnitt 12.2 korrekt
gestellt sind. Am Beispiel der Wérmeleitung ist dies intuitiv einsichtig. Um
Anfangs- oder Randwerte zu ermitteln, mufl man Diffusion — also ,, Verschmie-
rung von Information® riickgingig machen. Dafl dies nur bedingt moglich
ist, ist nachvollziehbar. Hierin liegen also besondere Herausforderungen, de-
nen man mit sogenannten Regularisierungsmethoden begegnet. Als einfache
Beispiele fiir Regularisierungstechniken lassen sich das Levenberg-Marquardt-
Verfahren (vgl. Abschnitt 6.3) ebenso wie der Glattungsansatz (14.5) interpre-
tieren. In diesem Abschnitt diskutieren wir exemplarisch einen komplexeren
Fall einer inversen Fragestellung.

Problemstellung

Wirme- und Stofftransportmechanismen in Fallfilmen sind in industriellen
Anwendungen von hoher Relevanz. Anwendungsgebiete sind zum Beispiel die
Prozesse der Absorption in Rohrbiindelkolonnen, der Aufkonzentrierung von
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Flissigkeiten in Fallfilmverdampfern, der Kiihlung von fliisssigen Lebensmit-
teln in Fallfilm-Wérmetauschern und der evaporativen Kithlung an Kiihlturm-
Fiillkérpern.

In vielen Studien wurde beobachtet, dal sowohl der Warme- als auch der
Stofftransport in Rieselfilmen durch die Welligkeit des Fliissigkeitsfilms signi-
fikant beeinfluit werden. Diese Transportmechanismen und die Strémungs-
eigenschaften von welligen Rieselfilmen kénnen bis heute nur unzureichend
durch mathematische Modelle beschrieben werden.

Im Folgenden betrachten wir den Warmetransport in einem Fallfilm. Um
den Einflufl der Wellenstruktur auf den Wirmeaustausch zu studieren, wer-
den Messungen an einem Fallfilmapparat durchgefiihrt. In Abb. 14.12 ist der
experimentelle Aufbau schematisch dargestellt. Die Anlage besteht aus ei-

Lautsprecher

(/ Durchflussmesser

=
Heizfolie
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, G IR-Kamera
Fallfilm
! o
= [+]
(=) Pumpe
e

Netzteil

i

Abb. 14.12. Fallfilm-Experiment

nem Fliissigkeitskreislauf und einem Lautsprecher, der 2D-Wellen mit einer
bestimmten Frequenz anregt. Im Mef3bereich fliefit der laminar wellige Film
an einer Seite einer sehr diinnen und elektrisch beheizten Folie herab. Auf
der filmabgewandten Riickseite dieser Folie werden Temperaturmefiwerte mit
einer Infrarot-Kamera mit hoher Auflésung in Raum und Zeit aufgezeichnet.
Eine Detailansicht des MeBbereichs wird in Abb. 14.13 gezeigt. Die Experi-
mente werden am Lehrstuhl fiir Wirme- und Stoffiibertragung der RWTH
durchgefiihrt.!

! Siehe: S. Grof et al., Identification of boundary heat fluzes in a falling film expe-
riment using high resolution temperature measurements. Int. J. of Heat and Mass
Transfer 48 (2005), 5549-5562.
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Abb. 14.13. Detailansicht des Meflausschnitts

Die Schitzung des Wérmestroms auf der Oberfliche I's des Rieselfilms aus
Temperaturmef3daten auf der Riickseite I} der Folie stellt ein sehr komple-
xes inverses Problem dar, da es an die Fluiddynamik des Films gekoppelt
ist. Hier soll ein einfacheres und dennoch anspruchsvolles Problem betrach-
tet werden, bei dem diese Kopplung entfillt. Wir wollen den instationdren
Wirmetransport von der Heizfolie zum Film als Funktion von Ort und Zeit
auf der Basis der Temperaturmessungen schdtzen. In nachfolgenden Schritten
kann die Schétzgrofie mit anderen fiir den Fallfilm charakteristischen Grofien
wie z.B. der mittleren Filmtemperatur und dem Strémungsprofil korreliert
und so ein besseres Verstédndnis der damit verbundenen kinetischen Phéno-
mene erzielt werden.

Mathematisches Modell

Wir betrachten das Gebiet {2 (siche Abb. 14.13) mit dem Rand 92 = I} U
Iy U I, wobei I'1, I3 und I, die Mefseite, die Filmseite und die restlichen
Rénder der Heizfolie bezeichnen. Das direkte Problem oder Vorwdrtsproblem
wird durch das folgende Wirmeleitproblem fiir die Temperatur 1" beschrieben

%f(x’t) = aAT(x,t), (x,t) € 2 X [to, tendl, (14.17)
T(x,to) = To(x), x€ 12, (14.18)
G060 =0 60 €T ot a1
_)\?)%(X’t) =q(x,1),  (x,t) € I x [to, tenal, (14.20)
_A‘lT(X,t) = qro(x,t), (x,t) € Is X [to, tend]. (14.21)

on
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Dabei sind Ty, § und qr, = qpoie die Anfangs- und Randbedingungen. Die
duere Normale auf dem Rand wird wieder mit n bezeichnet. Die Materialei-
genschaften Dichte p, spezifische Wérmekapazitat ¢ und Wirmeleitfahigkeit
A sind in der Temperaturleitfihigkeit a = % zusammengefafit. Diese wird
wegen des sehr engen experimentellen Temperaturbereichs als konstant ange-
nommen.

Das inverse Problem besteht aus der Schitzung des Wérmestroms g, (x, t)
auf I'; mit Hilfe der Temperaturmessungen 7,,, auf I} unter der Annahme, dafl
Ty und ¢ bekannt sind. Dies ist ein typisches Beispiel eines inversen Warme-
leitproblems. Eine hiufig verwendete Losungsstrategie beruht auf der Umfor-
mulierung des Problems als Optimalsteuerungsproblem. Die unbekannte Grofe
qro soll als Steuergrifie derart bestimmt werden, daf3

1 .
J(x,t;qro) := §||T(X,t;QFO)|[‘1 — Tm(x,t)||2L2 — min, (14.22)

wobei T(x,t;qr,)  (14.17) — (14.21) erfiillt.

Man soll also gp, so wéhlen, dal die entsprechende Vorwirtssimulation
moglichst gut (im Sinne der Norm | - [|7,) die gemessenen Daten T,,(x,t)
trifft. Um die Abhéngigkeit der Temperatur vom Wéarmestrom ¢p, deutlich
zu machen, wird die Losung von (14.17)-(14.21) mit T'(x,t; gr,) bezeichnet.
Die Norm in (14.22) ist definiert durch

tend
1= [ [ oraxa (14.23)
to I

Numerische Methoden

Die Losung von (14.17) héingt linear von den Anfangs- und Randbedingun-
gen ab. Das Funktional J in (14.22) ist deshalb quadratisch in ¢g,. In Ab-
schnitt 13.4 wurde das CG-Verfahren als Methode zur Losung eines symme-
trisch positiv definiten Gleichungssystems dadurch begriindet, dafl die Losung
des Gleichungssystems zum Minimum eines quadratischen Funktionals dqui-
valent ist. Die Methode der konjugierten Gradienten kann also auch als Me-
thode zur Losung eines quadratischen Minimierungsproblems benutzt werden,
was im vorliegenden Fall geschieht. Dabei werden geméaf Algorithmus 13.27
Schritt fiir Schritt Suchrichtungen p™ erzeugt, die als Abstiegsrichtungen be-
nutzt werden. Insbesondere besagt (13.61), dafl die neue Suchrichtung p™ eine
Linearkombination der vorherigen Suchrichtung und des jeweiligen Residu-
ums ist. Das Residuum ist wiederum nichts anderes als der Gradient des
quadratischen Funktionals an der jeweiligen Naherung. Im vorliegenden Fall
bendtigt man also den Gradienten V.J(¢™) zur Bestimmung einer Suchrich-
tung p" = VJ(q")+Bn_1p" *. Dadie Abhiingigkeit des Funktionals .J von der
iterativ bestimmten Approximation ¢" der Randbedingung ¢ = g, nicht ex-
plizit gegeben ist, ist nicht unmittelbar ersichtlich, wie man diesen Gradienten
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auswertet. Mit dhnlichen Argumenten, die auch dem Satz von Lax-Milgram
zugrunde liegen, kann man jedoch zeigen, dafl dieser Gradient die Losung des
sogenannten adjungierten Problems ist. Zur Bestimmung des Schrittweiten-
parameters a, in (13.62) wird das sogenannte Sensitivititsproblem benotigt.
Beide Probleme, das adjungierte und das Sensitivitdtsproblem, besitzen die
gleiche Struktur wie das direkte Problem (14.17)-(14.21) — allerdings mit an-
deren Anfangs- und Randbedingungen. In jeder Iteration der CG-Methode
miissen somit zwei direkte Wérmeleitprobleme gelost werden. Die Struktur
des iterativen Verfahrens ist in Abb. 14.14 dargestellt.

direktes
Problem

\ 4

1 ' Temperatur [
Update ld

A
1
1
]
1
vt
T J(a™)y

adjungiertes
Problem

»

A 4

Sensitivitats
fn prablem

Abb. 14.14. CG-Methode Abb. 14.15. Triangulierung der
Heizfolie

Fiir die Zeitintegration von (14.17)-(14.21) setzen wir das implizite Euler-
Verfahren ein. Zur rdumlichen Diskretisierung werden stiickweise lineare
Finite-Elemente auf Tetraedergittern verwendet. Die resultierenden diinnbe-
setzten Gleichungssysteme werden wiederum mit einem vorkonditionierten
CG-Verfahren geldst. Da die Heizfolie sehr diinn ist (siche Abb. 14.15), sind
die Tetraeder stark degeneriert (anisotrop), was zu zusitzlichen numerischen
Komplikationen fithren kann.

Wie bereits erwihnt wurde, sind inverse Probleme héufig nicht korrekt
gestellt, da eine stetige Abhéingigkeit der Losung von den typischerweise feh-
lerbehafteten (MeB-)Daten nicht gegeben ist. Folglich ist eine Regularisierung
notwendig. Im vorliegenden Fall wird dies durch die Wahl der Diskretisierung
und durch ein geeignetes Abbruch-Kriterium fiir den Optimierungsalgorith-
mus realisiert, wie weiter unten angedeutet wird.
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Ergebnisse

Da#f die obige Vorgehensweise funktioniert, soll durch numerische Studien un-
termauert und illustriert werden. Im ersten numerischen Experiment mit ei-
nem Balken (£2 := [0,10] x [0,40] x [0,100]) geben wir einen Wérmestrom
qro(X,t) vor, berechnen die zugehorige Temperaturverteilung 7.6 durch Losen
von (14.17)-(14.21) und stéren diese Daten mit einem kiinstlichen Rauschen

Th =T + ow.

Hierbei bezeichnet o die Standardabweichung und w einen standard-normal-
verteilten MeBfehler. Nun wollen wir den vorgegebenen (exakten) Wirme-
strom mit Hilfe des oben beschriebenen Verfahrens aus den Daten T;,, zuriick-
schitzen. Da die Messungen fehlerbehaftet sind, muf eine geeignete Regulari-
sierungstrategie benutzt werden. Wir verwenden das sogenannte Diskrepanz-
prinzip, welches die iterative Optimierung beendet, sobald das Residuum im
Giitefunktional (14.22) von der GréBenordnung der Standardabweichung ist.
Die berechnete Schitzung und der vorgegebene Wirmestrom sind in Abb.
14.16 dargestellt.

T T
exakt
— — —geschatzt

1k 4
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Warmestrom [kW/mz]
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-15
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Abb. 14.16. Exakter und geschétzter Wéarmestrom fiir o = 0.25 und y = 20 mm

In der zweiten Simulation werden die echten Mefldaten aus einem Fallfilm-
Experiment verwendet. Der Mefibereich hat die Abmessungen 19.5 x 39 mm?
bei einer Foliendicke von nur 25 pum, d. h., wir betrachten das stark anisotrope
Gebiet (2 := [0,0.025] x [0, 19.5] x [0, 39]. Die Temperaturdaten werden mit ei-
ner Frequenz von 500 H z und einer raumlichen Auflésung von 100 x 200 Pixel
aufgenommen. Die elektrische Heizung erzeugt einen konstanten Wérmestrom
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q(x,t) = 6.4 kW/m?, (x,t) € I't X [to, tena). Als Anfangstemperaturverteilung
wird die erste Aufnahme der IR-Kamera benutzt, die konstant iiber die Fo-

liendicke fortgesetzt wird. Die echten Materialeigenschaften des Experiments

sind durch ] 7 W
g
=8900 =, c=410 ——, A =23 —
P m3 ¢ kg K’ m K
gegeben. Damit ergibt sich eine Temperaturleitfihigkeit a = 6.3 - 1076 m?/s.
Abb. 14.17 zeigt die stark verrauschten Temperaturdaten in der y-z-Ebene zu

einem Zeitpunkt.

Abb. 14.17. Temperaturmessung mit der IR-Kamera

Der aus den echten Mefldaten geschéitzte Warmestrom von der Folie zum
Film ist in Abb. 14.18(a) iiber der Zeit (nach n; Zeitschritten) dargestellt.
Das oben beschriebene Diskrepanzprinzip wurde mit einer angenommenen
Standardabweichung des Meffehlers von o = 0.02 eingesetzt. Die Schétzgrofie
zeigt eine wellenférmige Struktur, die sich in der Zeit mit der Wellenfrequenz
des Rieselfims bewegt und so den Einflul der welligen Filmoberfliche auf
den Wirmeaustausch widerspiegelt. Als Referenz fiir die gute Qualitit des
Ergebnisses werden in Abb. 14.18(b) zusitzlich die gemessene und die aus der
Schétzung berechnete Temperatur miteinander verglichen.

Die bei diesem inversen Problem verwendeten numerischen Werkzeuge sind
also im Prinzip dieselben wie bei der Losung des (Vorwérts-) Wérmeleitpro-
blems. Man , bezahlt® fiir den inversen Charakter des Problems dadurch, daf3
man die Vorwértssimulationen aufgrund des dufleren Optimierungsproblems
mehrfach 16sen mufl — also mit einer héheren Rechenkomplexitét.
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Abb. 14.18. Schitzung (a), gemessene (gestrichelte Linie) und geschiitzte Tempe-
ratur (durchgezogene Linie) (b)

14.5.2 Inkompressible Stromung in einer Blutpumpe

Die Simulation von Stromungsprozessen spielt in ganz unterschiedlichen An-
wendungsfeldern eine zentrale Rolle. Das folgende Beispiel betrifft die Me-
dizintechnik. Die Resultate kommen aus einem am Lehrstuhl fiir Computer-
gestiitzte Analyse Technischer Systeme durchgefiihrten Projekt.?

Problemstellung

Implantierbare Blutpumpen zur Unterstiitzung des Herzens stellen fiir vie-
le Patienten mit einer Herzkrankheit die einzige Hoffnung dar, wenn kein
geeignetes Herz zur Transplantation zur Verfiigung steht. Rotationspumpen
mit kontinuierlichem Durchflufl finden zunehmend Verbreitung als Alterna-
tive zu eher traditionellen pulsierenden Geréten und weisen den Vorteil der
LangzeitverlaBlichkeit auf. Wir wollen anhand numerischer Simulationen die
Blutstrémung in einer Blutpumpe analysieren. Eine solche computergestiitzte
Analyse muf3 in der Lage sein, verléfllich Vorhersagen unterschiedlicher Art

2 Siehe: M. Behr et al., Performance analysis of ventricular assist devices using
finite element flow simulation, Int. J. for Numerical Methods in Fluids 46 (2004),
1201-1210.
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zu treffen. Zum einen betrifft dies das Stromungsverhalten — den Durchfluf,
der von der Pumpe bei einer bestimmten Rotordrehzahl und einem bestimm-
ten Druckniveau erzielt wird. Zum anderen betrifft dies auch Aussagen {iber
die biologische Vertréglichkeit des Gerites, insbesondere iiber das Niveau der
Blutschédigung in Folge wiederholter Einwirkung von hohen Spannungen in
der Stromung auf die Blutkorper.

Mathematisches Modell

Die Stromung einer viskosen inkompressiblen Fliissigkeit in einem 3-dimensio-
nalen Gebiet 2, mit Rand I; wird durch folgende Navier-Stokes-Gleichungen
fiir Geschwindigkeit u(x,¢) € R® und Druck p(x,t) € R modelliert:

divu=0 in . (14.25)

Hierbei ist f die Schwerkraft, p die Dichte der Fliissigkeit und o(u,p) € R3*3
der Spannungstensor. Die Dichte wird im Fluid als konstant angenommen,
woraus die Form (14.25) der Kontinuitéitsgleichung resultiert (inkompressible
Stréomung). Die Spannung ergibt sich aus einem konstitutiven Ansatz :

o(u,p) = —pI+T(u), T(u)=p(Vu+(Vu)"). (14.26)
Hierbei wird die Notation

diV (0'11 g12 013)
Vu= (V’Uq VUQ VU3), div o = | div (0’21 0922 023) (1427)
div (031 032 033)

verwendet. Die Viskositéit g = pmol + fiturp ist die Summe aus der (bekann-
ten) molekularen dynamischen Viskositit der Fliissigkeit (fimo1) und der (un-
bekannten) turbulenten Wirbelviskositét (pu,n). Die Wirbelviskositét wird
eingefiihrt, um Effekte sehr kleiner turbulenter Wirbel zu beriicksichtigen, die
von dem Gitter nicht erfalt werden. Zur Quantifizierung dieser Wirbelvisko-
sitdt wird ein aus der Literatur bekanntes Turbulenzmodell angenommen. Das
System partieller Differentialgleichungen (14.24)-(14.25) wird um Rand- und
Anfangsbedingungen ergénzt. Es werden die Dirichlet-Randbedingung u =g
auf einem Teil des Randes I'; und die natiirliche Randbedingung o(u,p)n = h
auf dem restlichen Teil angenommen, wobei n den (duBleren) Normalvektor
auf dem Rand bezeichnet. Die Funktionen g,h der Randbedingungen sind
bekannt. Zum Modell gehort auBlerdem eine Anfangsbedingung fiir u.

Der Index des Gebietes §2; (mit Rand I7}) weist darauf hin, daf sich das
von der Fliissigkeit ausgefiillte Volumen in Abhéngigkeit von der Zeit &ndern
kann, beispielsweise als Ergebnis der Bewegung eines ,,freien Randes®.

In den numerischen Simulationen werden anstatt des Ansatzes (14.26)
auch alternative konstitutive Anséitze verwendet, die die komplexe Mikrostruk-
tur von Blut besser modellieren.
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Numerische Methoden

Das Stromungsproblem hat eine hohe geometrische Komplexitit (Abb. 14.19).
Als Gitter benutzen wir eine Zerlegung des Rechengebietes in Tetraeder. Das
instationdre Stromungsproblem (14.24)-(14.25) wird unter Verwendung ei-
ner Raum-Zeit Finite-Elemente-Formulierung gelost. Beim Raum-Zeit Ansatz
werden in einem Finite-Elemente-Raum die Zeit- und Ortsableitungen zusam-
men diskretisiert. Diese Methode stellt eine Alternative gegeniiber dem , klas-
sischen* Ansatz dar, in dem die Finite-Elemente-Diskretisierung der Orts-
ableitungen von einer impliziten Zeitintegration getrennt wird (Methode der
Linien, siehe Abschnitt 12.7). Raum-Zeit Finite-Elemente beriicksichtigen au-
tomatisch zeitabhéngige Verformungen des Rechengebietes (2; und sind des-
halb fiir unser Problem gut geeignet. Weil im vorliegenden Strémungsproblem
die Konvektion relativ (zur Diffusion) stark ist, wird die Finite-Elemente-
Diskretisierung mit einer Stabilisierungstechnik kombiniert.

Nach der Diskretisierung ergibt sich in jedem Zeitschritt ein nichtlinea-
res Gleichungssystem mit etwa 10 Geschwindigkeits- und Druckunbekann-
ten. Diese nichtlinearen Gleichungssysteme werden ndherungsweise mit der
Newton-Methode gelost. In jedem Zeitschritt werden dazu 4 — 10 Newton-
Iterationen benétigt, bis eine vorgegebene Toleranz erreicht wird. In jeder
Newton-Iteration ist ein grofles diinnbesetztes lineares Gleichungssystem zu
l6sen. Dazu wird ein Krylov-Teilraumverfahren (GMRES) verwendet (vgl. Be-
merkung 13.31).

Ergebnisse

Typische Stromungssimulationen untersuchen die GYRO-Zentrifugalpumpe,
die am Baylor College of Medicine in Houston entwickelt wird. Das Rechen-
gebiet und eine typische Zerlegung des Gebietes mit mehr als einer Million
Tetraeder-Elementen sind in Abb. 14.19 dargestellt.

Erste Untersuchungen betreffen einen Vergleich von numerischen Simula-
tionen mit experimentellen Ergebnissen, wobei die Pumpe in einem Testschlei-
fenmodus l4uft. Hierbei werden Glyzerin oder Blut als Testfliissigkeiten ver-
wendet und die Winkelgeschwindigkeit des Rotors variiert. Unterschiedliche
Klemmniveaus, d.h. Drosselungen der Strémung, werden an den Schliuchen
der Stromungsschleife eingestellt, um unterschiedliche Widerstandswerte des
Kreislaufsystems zu simulieren. Die sich ergebende Durchflulgeschwindigkeit,
oder Durchflulmenge, wird aufgezeichnet. Im mathematischen Modell werden
die experimentellen Bedingungen reproduziert. In den Berechnungen kann die
entsprechende Druckdifferenz zwischen [, und Iy, verwendet werden, die
verschiedenen Klemmniveaus entspricht. Bei jeder Strémungsbedingung sind
4-8 Umlédufe des Rotors notig, damit das berechnete Stromungsfeld einen
quasi-stationdren Zustand erreicht.

Drei auf diese Weise erhaltene Leistungskurven sind in Abb. 14.20 fiir drei
Winkelgeschwindigkeiten von 1800, 2000 und 2200 rpm (U./min) dargestellt.
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(a) Gebiet (b) Tetraedergitter

Abb. 14.19. Rechengebiet und Tetraederzerlegung fiir die GYRO-Rotationsblut-
pumpe.
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Abb. 14.20. Leistungskurven fiir die GYRO-Rotationsblutpumpe: Experiment (ge-
strichelte Kurve) und Simulation (durchgezogene Kurve).

Bei 1800 und 2000 rpm ist die Ubereinstimmung zwischen numerischen Vor-
hersagen und experimentell bestimmten Werten gut. Bei 2200 rpm ergibt sich
aufgrund der Beschrinkungen des Turbulenzmodells eine groflere Abweichung.
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Abb. 14.21. Strémung in der GYRO-Rotationsblutpumpe: Druckverteilung am
Rotor.

Bei geringeren rpm-Werten ist heutzutage die Untersuchung anhand numeri-
scher Simulationen eine zuverlidssige Methode zur Vorhersage der Pumplei-
stung, noch bevor die eigentlichen Prototypen gebaut werden. Der computer-
gestiitzte Ansatz ermoglicht einzigartige Einblicke in das Stromungsfeld, wie
beispielsweise in die Druck- oder Schubspannungsverteilung (siehe Abb. 14.21)
oder in die Historie der Schiadigung der Blutkorperchen entlang verschiedener
Stromlinien, die in Abb. 14.22 dargestellt wird.

Alle Berechnungen wurden auf einem Linux-PC-Cluster parallel durch-
gefiihrt, wobei 32 bis 72 CPUs eingesetzt wurden. Fiir jede Stromungsbedin-
gung sind zur Bestimmung einer quasi-stationdren Stromung mehrere Stunden
Rechenzeit erforderlich.

Die numerischen Simulationen liefern einen detaillierten Einblick in das
Stromungsfeld und ermdoglichen damit eine systematische Untersuchung der
Effekte von Anderungen der Geometrie (Form der Blutpumpe). Das eigentli-
che Ziel ist die Geometrie der Blutpumpe so zu optimieren, dafl die Schadigung
der Blutkérperchen moglichst gering bleibt. Insofern hat man es auch hier
letztlich wieder mit einem inversen Problem zu tun, wobei aus den Vorwérts-
stromungssimulationen auf die unbekannten Geometrieparameter geschlossen
werden soll, die die ,,optimale“ Form der Blutpumpe beschreiben.
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Abb. 14.22. Stréomung in der GYRO-Rotationsblutpumpe: Stromlinien entlang
derer die Akkumulation der Blutschidigung berechnet wird.

14.5.3 Kompressible Stromung um einen Flugzeugfliigel

Stromungssimulationen spielen auch in der Luftfahrtindustrie eine tragen-
de Rolle. Je grofier Flugzeuge dimensioniert werden, umso wichtiger werden
verldflliche Simulationsvorhersagen etwa zur Auslegung einer Hochauftriebs-
fliigelkonfiguration oder zum Verhalten abrollender Wirbel, die den Start
nachfolgender kleinerer Flugzeuge betreffen. Derartige Stromungssimulatio-
nen reichen an die Grenzen des derzeit Rechenbaren. In diesem Abschnitt
soll exemplarisch die Umstromung eines Flugzeugfliigels betrachtet werden,
der aus einem Vorfliigel, Hauptfliigel und einer Hinterklappe besteht (Abb.
14.23). Wihrend der Start- und Landephase erhohen der Vorfliigel und die
Hinterklappe die Wolbung des Fliigels, um auch in diesen Flugzusténden, die
im Vergleich zum Reiseflug durch deutlich geringere Anstromgeschwindigkei-
ten gekennzeichnet sind, die notwendige Auftriebskraft zu erreichen (Hoch-
auftriebskonfiguration).

Im Folgenden wird niaher auf die numerische Berechnung der Umstrémung
des in Abb. 14.23 gezeigten Fliigels eingegangen. Die numerischen Simulatio-
nen wurden am Aerodynamischen Institut der RWTH durchgefiihrt.?

Ziel der Untersuchungen ist die Bestimmung aerodynamischer Beiwerte
wie Auftrieb und Widerstand, die u.a. bei der Auslegung und Entwicklung

3 Siehe: M. Meinke et al., A comparison of second- and sixth-order methods for
large-eddy stmulations, Computers and Fluids 31 (2002), 695-718.
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Hauptfltigel Hinterklappe

Vorfligel

Abb. 14.23. Hochauftriebskonfiguration bestehend aus Vorfliigel, Hauptfliigel und
Hinterklappe.

eines Tragfliigels von grofler Bedeutung sind. Weiterhin sind Detailkenntnis-
se des Stromungsfeldes von Interesse. Zentrale Fragen lauten: wo entstehen
Wirbelstrukturen und wie breiten sie sich aus, an welchen Stellen kommt es
zum Ablosen der Strémung vom Profil, liegt eine laminare oder turbulen-
te Stromung vor bzw. wo findet der Umschlag von laminarer zu turbulenter
Stromung statt?

Mathematisches Modell

Sei {2 ein dreidimensionales Rechengebiet, das die umstromte Struktur enthélt.
Im Gegensatz zu den vorher betrachteten Fliissigkeitsstromungen kann man
bei Luft nicht mehr von konstanter Dichte ausgehen. Die instationére kompres-
sible Luftstromung um den Fliigel wird durch einen Satz von Erhaltungsglei-
chungen fiir Masse, Impuls und Energie beschrieben, die insbesondere die kom-
pressiblen Navier-Stokes-Gleichungen enthalten. Aufgrund der Kompressibi-
litdt der Stromung haben diese Gleichungen gegeniiber den in Abschnitt 14.5.2
erwiahnten eine kompliziertere Form. Fiir derartige aerodynamische Stromun-
gen ist es iiblich, anstatt der physikalischen Groéfien u(x,t) € R? (Geschwin-
digkeit), p(x,t) € R (Druck), p(x,t) € R (Dichte), die sogenannten konser-
vativen Variablen q = q(x,t) = (p, pu1, puz, pus, pE)T zu benutzen. Hierbei
ist F(x,t) die Gesamtenergie. Unter Beriicksichtigung der thermischen Zu-
standsgleichung

r=2L (R: allgemeine Gaskonstante),

Rp

wobei T' die statische Temperatur darstellt, ergibt sich der folgende Zusam-
menhang zwischen p und E:

1
p=ply—-1)(E - §||u||2), (v = 1.4 fiir Luft).

Wenn q bekannt ist, kann man die Werte von u, p, p bestimmen.
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In den konservativen Variablen kénnen die Erhaltungsgleichungen in der Di-

vergenzform
oq | .
5 +div F(q) =0 (14.28)

dargestellt werden. Die Flufifunktion F(q) € R®>*3 ist eine Summe von kon-
vektiven und diffusiven Fliissen F = Fy + Fq, wobei

pul 0
Fi(q):= | puou+pl | = Fy(q):=— T(u)
(pE+pu” u" T(u) +N(VT)"

Hierbei ist u o u das dyadische Produkt ((uo u);; = u;u;) und T(u) € R3*3
der Spannungstensor (vgl. (14.26)):

T(u) = p (Vu+ (Vu)') - ;u (div u)I .

Die stoffspezifischen Groflen g und A sind die dynamische Viskositéat bzw.
die Wéarmeleitfihigkeit. Die Definition von Vu und divF entspricht der in
(14.27). Die partiellen Differentialgleichungen in (14.28) fiir ¢ € [to, tend], X €
2, werden durch physikalisch begriindete Anfangs- und Randbedingungen
erganzt.

Numerische Methoden

Das Rechengebiet {2 wird bei derartigen Aufgaben vorzugsweise in Hexaeder
aufgeteilt, die vor allem in der Néihe der umstromten Struktur sehr viel bessere
Losungsqualitdt gewihrleisten. In Bereichen, wo die Stromungsgrofien stark
variieren, muf} eine ausreichend hohe Auflésung vorhanden sein, da ansonsten
der Diskretisierungsfehler inakzeptabel grofl wiirde. Abb. 14.24 zeigt das lo-
kal verfeinerte Gitter fiir die betrachtete Hochauftriebskonfiguration. In einer
2-y-Ebene liegen etwa 7-10° Gitterpunkte, die durch 65 Punkte in Spannwei-
tenrichtung ergénzt werden, so dafl das Gitter aus insgesamt etwa 45 Millionen
Punkten besteht.

Da die Navier-Stokes-Gleichungen in der Divergenzformulierung (14.28)
vorliegen, wird zur Diskretisierung ein Finite-Volumen-Verfahren benutzt (vgl.
Abschnitt 12.5), bei dem die Unbekannten mit den Eckpunkten der Zellen oder
auch mit den Zellmittelpunkten assoziiert werden.

Zur Approximation der diffusiven Fliisse wird ein zentrales Differenzen-
schema mit einer Genauigkeit 2. Ordnung eingesetzt. Zur Diskretisierung der
konvektiven Fliisse wird ein Upwind-Schema verwendet, das ebenfalls eine Ge-
nauigkeit von 2. Ordnung hat. In der Zeit werden die Gleichungen mittels eines
impliziten dualen Zeitschrittverfahrens integriert. Fiir das gesamte Rechenge-
biet werden somit pro Zeitschritt ca. 225 Millionen Gleichungen geltst. Inner-
halb des dualen Zeitschrittverfahrens wird ein Mehrgitterverfahren verwendet,
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Abb. 14.24. Rechennetz der Hochauftriebskonfiguration. Die Darstellung zeigt
einen Schnitt in der z-y-Ebene, wobei jeder 3. Punkt gezeigt wird.

bei dem festgelegte Berechnungsschritte auf einem vergroberten Gitter aus-
gefithrt werden und anschliefend auf das feinere Netz interpoliert werden.
werden* In dreidimensionalen Untersuchungen bedeutet jede Vergréberung
eine Reduktion des Rechenbedarfs um den Faktor 8.

Der enorme Rechenbedarf wird durch eine Parallelisierung des Algorithmus
auf mehrere Prozessoren aufgeteilt. Dazu wird das Rechennetz in Blocke zer-

4 Siehe: N. Alkishriwi et al., A large-eddy simulation method for low Mach number
flows using preconditioning and multigrid, erscheint in Computers and Fluids
(2006).
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legt, die jeweils von einem Prozessor unabhéngig berechnet werden. Nach je-
dem Rechenschritt werden die ermittelten Stromungsgrofien auf den Rédndern
der benachbarten Blocke ausgetauscht. Um eine weitere Leistungssteigerung
zu erzielen, wurde der Stromungslser so programmiert, daf§ moglichst viele
Berechnungsschritte vektorisierbar sind. Die Berechnung wird auf einer NEC
SX-8 durchgefithrt. Hierbei handelt es sich um ein Cluster bestehend aus 72
Knoten mit je 8 Prozessoren. Die Peak-Performance dieses Systems betrigt
12 TFlops.

Ergebnisse

Wir betrachten eine Hochauftriebskonfiguration wie in Abb. 14.23. Die An-
stomung des Profils erfolgt unter einem Winkel von 4°. Die Machzahl der
Anstromung (Ma), die das Verhéltnis der Anstromgeschwindigkeit zur Schall-
geschwindigkeit angibt, betrdgt Ma = 0.17. Die Stromungssimulation liefert
die instationdren Stromungsgrofen (p,u, F) an jedem Gitterpunkt zu den je-
weils berechneten Zeitpunkten.

Das instantane Stromungsfeld der Hochauftriebskonfiguration ist in Abb.
14.25 anhand von Stromlinien und Wirbelverteilungen visualisiert. Es wird
deutlich, dafl sich besonders im Spaltbereich zwischen Vor- und Haupt-
fliigel sowie zwischen Hauptfliigel und Hinterklappe eine Stromung einstellt,
die durch massive Rezirkulationsgebiete bestimmt ist. Die Vorhersage die-
ser Strukturen sowie der Wechselwirkung der Strémung auf der Unter- und
Oberseite ist sowohl fiir die Aerodynamik als auch fiir die Aeroakustik der
Fliigelkonfiguration von grofler Bedeutung.

14.6 Ubungen

Ubung 14.6.1. Wir betrachten die in Abschnitt 14.1 beschriebene Problem-
stellung der Bestimmung einer Anfangsauslenkung, so dafl beim Pendel eine
Schwingungsdauer T' = 1.8 realisiert wird. Sei x = z* die gesuchte Anfangs-
auslenkung, also ¢(0.45,2*) = 0 (vgl. (14.3)).

a) Zeigen Sie, daff die Losung ¢ von (14.1)-(14.2) auch Losung des Problems
¢'(t)? =2c(cosg(t) — cosx)
¢(0) =0

ist.
b) Zeigen Sie, dafl

—¢'(1)
V2¢y/cos ¢(t) — cos x*

gilt (Hinweis: Fiir ¢ € (0,0.45) ist t — ¢(t) := ¢ (¢, 2*) monoton fallend).

=1 fiir alle ¢ € (0,0.45),
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Abb. 14.25. Stromlinien und Wirbelverteilung fiir die Hochauftriebskonfiguration.

c) Zeigen Sie:

dg —0.45=0

1 1
V2e /0 vVcosf — cos z*
(Hinweis: Substitution 0 := ¢(t)).
d) Zeigen Sie:

1 [ 1
—/ dn —0.45 =0
ve Jo \/1 — sin®($2*) sin®p

(Hinweis: Substitution 1 = arcsin (sin(36)/sin(1z7))).

e) Beschreiben Sie ein auf Quadratur basierendes numerisches Verfahren zur
Ann#herung der Losung x*.

f) Implementieren Sie das in e) vorgestellte Verfahren.
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explizites, 418

implizites, 418 Randbedingung, 53

lineares, 418 Dirichlet-, 450

stabiles, 428 Neumann-, 457
MICCG-Methode, 574 Randwertaufgabe, 52, 53
Mittelpunktregel, 383 Raum, vollstandiger, 171
Mittelsenkrechtenverfahren, 524 Rechenoperationen
Mittelwertsatz, 20 elementare, 38
Modellfehler, 4 Rechner, Auflésungsvermogen, 38
monotoner Operator, 462 rechte Seiten, mehrere, 80

Reduktionsabbildung, 36

Nachiteration, 575 reduzibel, 478
Newton-Basis, 276 Regel, Cramersche, 64
Newton-Cotes-Formeln, 345, 346 Regula-Falsi, 188
Newton-Verfahren, 182 relativer Rundungsfehler, 37

fiir Systeme, 190 Residuum, 121
nichtsinguldr, 57 RK, siehe Runge-Kutta
nodale Basis, 512 Rothe-Verfahren, 531
Normalform Riickwirtsanalyse, 43, 58

Schursche, 232 Rundung, 36
Normalgleichung, 122 Standard-, 37
normalisierte Gleitpunktdarstellung, 35

Rundungsfehler, 4
numerische Differentiation, 285 absoluter, 37
relativer, 37
Rundungsstrategie, 36
Runge-Kutta
-GauB-Verfahren, 411
PCG-Verfahren, 569 -Verfahren, 400

Peano, Satz von, 375 eingebettetes, 405
Permutation, 73 explizites, 404

obere Dreiecksmatrix, 65
orthogonal, 92
Orthonormalbasis, 140

Permutationsmatrix, 73, 74, 93 implizites, 410
Picard-Lindelof, 376 klassisches, 401
Pivotisierung, Total-, 78 stetiges, 406
Poincaré-Friedrichs-Ungleichung, 486
Poisson-Gleichung, 451 Schrittweitensteuerung, 406, 413
Polynom Schur-Faktorisierung, 232
charakteristisches, 230 komplexe, 232
-interpolation, 266 reelle, 232
Potential, 198 Schursche Normalform, 232
-gleichung, 451 schwache Losung, 484
Potenz Schwerpunktverfahren, 524
abgebrochene, 319 Sekanten-Verfahren, 186
-methode, 238 Semi-Diskretisierung, 530
Pridiktor-Korrektor-Verfahren, 424 Singuldrwert, 145
Pseudoarithmetik, 38 -zerlegung, 143
Pseudoinverse, 145 SKS-Format, 90

Skyline-Speicherung, 90
Q R-Zerlegung, 92 Sobolevraum, 488



SOR-Verfahren, 555
Spaltenpivotisierung, 73
Speicherung

kompakte, 90

Skyline-, 90
Spektral

-radius, 229
Spektrum, einer Matrix, 231
Spline

B-, 320

-funktion, 317

-interpolation

natiirliche, 330
vollsténdige kubische, 330

SSOR-Verfahren, 559
Stabilitat, 41, 426
Stabilitdtsfunktion, 408
Standardrundung, 37
steifes System, 430
Stromlinie, 468
Sturm-Liouvillesches Problem, 227
Summierte Newton-Cotes-Formeln, 347
symmetrisch, 82

positiv definit, 83
System, steifes, 430

Taylorentwicklung, 20, 53
Totalpivotisierung, 78
Transposition, 73
Trapezmethode, 383
Trapezregel, 342
Tridiagonalmatrix, 54, 89, 335
trigonometrische Polynome, 301

Uberspeichern, 77

untere Dreiecksmatrix, 65
Unterraumiteration, 246
upwind-Differenz, 469

Variationsproblem, 490
Vektoriteration, 238
Verfahren
Cholesky-, 82, 85
Einschritt-, 380, 386
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explizites, 383
implizites, 383
Euler-
explizites, 380
verbessertes, 382
GauB-Newton-, 215
k-Schritt-, lineares, 418
konsistentes, 390
Konvergenz, 387
Mehrschritt-, 417
explizites, 418
implizites, 418
lineares, 418
stabiles, 428
Newton-, 182
fiir Systeme, 190
Pradiktor-Korrektor-, 424
Runge-Kutta-, sieche Runge-Kutta-
Verfahren
Sekanten-, 186
Stabilitét, 426
Verfahrensfehler, 4
Vorkonditionierung, 569
Voronoi
-Diagramm, 521
-Gebiet, 521

Wirmeleitungsgleichung, 451
Wellengleichung, 453
Wurzelbedingung, 428

Zahl

Gleitpunkt-, 35

Maschinen-, 35, 36
Zahlendarstellung, 34
Zeilenskalierung, 62
zentrale Differenz, 468
Zerlegung

Cholesky-, 85

der Eins, 327

LR-, 68

QR-, 92

unvollstéandige Cholesky-, 571
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