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Geleitwort

Jeder misst sich gern. Ich erinnere mich noch gut, wie ich im Februar-
heft der SIAM News 2002 erstmals etwas tiber die ,SIAM 100-Digit Chal-
lenge” las. Nick Trefethens kurzer Beitrag® stellte die 10 Probleme sei-
ner Herausforderung vor und schloss mit der Bemerkung: ,Hinweis: Es
ist schwer! Sollte irgendjemand insgesamt 50 Ziffern herausfinden, wer-
de ich beeindruckt sein.” Fiir einen unverbesserlich computerorientierten
Mathematiker wie mich war das ein uniibersehbares Signal zum Angriff,
eine unwiderstehliche Versuchung. Es lief darauf hinaus, dass ich mich ge-
meinsam mit zwei weiteren Kollegen beteiligte. Leider verfehlten wir bei
wenigstens einem der 10 Probleme das korrekte Ergebnis und bekamen
deshalb auch keine Anerkennung.> Dennoch war es eine sehr lohnende
und vergniigliche Ubung.

Das vorliegende Buch zeigt detailliert, wie jedes der Probleme gelost
werden kann, geschrieben von Autoren, welche anders als ich zu siegrei-
chen Teams gehorten, die alle 10 Probleme erfolgreich gemeistert hatten.
Ja besser noch: Fiir jedes Problem werden gleich mehrere Losungsansétze
vorgestellt, auch solche, die auf Wunsch eine Genauigkeit von tausenden
Ziffern zu erreichen erlauben oder die Losung weit groflerer verwandter
Probleme gestatten. Im Verlauf streifen die Autoren so gut wie jede wich-
tigere Technik moderner numerischer Mathematik: numerische lineare Al-
gebra, numerische Quadratur, Grenzwertextrapolation, Fehlerkontrolle, In-
tervallarithmetik, Kurvenintegration, iterative Verfahren, globale Optimie-
rung, Langzahlarithmetik, evolutiondre Algorithmen, Eigenwertloser und
vieles andere mehr (die Aufzdhlung liefle sich viel weiter fortsetzen).

1 Auf S. 1 findet sich der vollstandige Text.

2 Jonathan Borwein verrit im Mathematical Intelligencer, in seiner lesenswerten Re-
zension [Boros] der englischen Originalausgabe dieses Buchs, dass er und Greg
Fee die anderen Mitglieder des Teams gewesen seien und dass sie 85 Ziffern
abgeliefert hatten.



VI Geleitwort

Dem vorliegenden Werk wird es beschieden sein, ein Klassiker der rech-
nerorientierten Wissenschaft zu werden - ein Festmahl in 10 Gédngen. Vom
tibergeordneten Standpunkt aus bietet das Buch eine zwingende Antwort
auf die Frage ,Was ist numerische Mathematik?”. Wir begreifen durch die-
ses Buch, dass numerische Mathematik weit mehr ist als eine Ansamm-
lung wilhelminischer Maximen {iber die Notwendigkeit sorgsamen Um-
gangs mit Rundungsfehlern. Stattdessen lernen wir aus erster Hand, welch
groflen und wachsenden Stamm raffinierter Algorithmen und mathemati-
scher Kunstgriffe im Dienste effizienter Berechnungen dieses Gebiet um-
fasst. So hat Nick Trefethen einst bemerkt [Treg8], dass, ,wenn Rundungs-
fehler verschwénden, 95% der numerischen Mathematik bestehen bliebe.”

Wie bereits gesagt, beschreiben die Autoren des Buchs Techniken, die
in etlichen Fillen erweitert werden konnen, um die Resultate der 10 Pro-
bleme auf eine Genauigkeit von tausenden von Ziffern zu berechnen. Eini-
ge werden sich fragen, warum sich jemand um solch ungeheure Préazision
kiimmern wollte, wo doch in der physikalischen ,Wirklichkeit” kaum eine
Grofie auf mehr als 12 Ziffern genau bekannt sei. So reichte beispielsweise
ein auf 20 Dezimalziffern korrekter Wert von 7 aus, um den Umfang ei-
nes Kreises um die Sonne mit den Ausmafien der Erdbahn auf die Breite
eines Atoms genau zu berechnen. Warum also sollte sich jemand darum
kiimmern wollen, ein numerisches Resultat auf 10 000 Ziffern genau zu be-
rechnen?

In der Tat haben unldngst Arbeiten in der experimentellen Mathematik
ein wichtiges Feld bereitet, auf dem numerische Resultate von sehr grofier
Prézision benotigt werden, in einigen Fillen auf eine Genauigkeit von tau-
senden von Dezimalziffern. Insbesondere werden Genauigkeiten auf dieser
Skala benétigt, um Algorithmen zur Aufdeckung ganzzahliger Relationen?
auf die Entdeckung neuer mathematischer Identititen anzuwenden. Ein
solcher Algorithmus liefert fiir n reelle Zahlen x; (1 < i < n), welche in der
Form hochgenauer Gleitkommazahlen vorliegen, n ganze Zahlen a;, welche
nicht alle null sind, so dass a;x1 + axxy + - - - + a,x,, = 0.

Mit das bekannteste Beispiel dieser Art ist eine 1995 entdeckte neue
Formel fiir 7t:

. i 1/4 2 1 1
16k \8k+1  8k+4 8k+5 8k+6)°
Diese Formel wurde mit Hilfe eines Computerprogramms gefunden, wel-
ches den PSLQ-Algorithmus zur Aufdeckung ganzzahliger Relationen im-

3 Diese Algorithmen finden sich unter den Top 10, die Jack Dongarra und Fran-
cis Sullivan [DSoo] zusammengestellt haben. In ihre Hitliste wurden Algorith-
men aufgenommen, welche nach ihrer Ansicht ,den stdrksten Einfluss auf die
Entwicklung und Praxis von Wissenschaft und Technik des 20. Jahrhunderts”
hatten.



Geleitwort VII

plementierte. In diesem Fall wurde eine Prézision von etwa 200 Dezimal-
ziffern verwendet. Dariiberhinaus benétigte die Rechnung einen Eingabe-
vektor von mehr als 25 mathematischen Konstanten, jede auf 200 Ziffern
genau gegeben. Der mathematische Stellenwert dieser speziellen Formel
liegt darin, dass sie die direkte Berechnung von bindren oder hexadezima-
len Ziffern von 7t von jeder beliebigen Stelle an gestattet. Der Algorithmus
ist dabei sehr einfach, kommt fast ohne jeden Speicher aus und benétigt
keine Langzahlarithmetik [BBP97, AWg97y, BBo4, BBGo4]. Seit 1996 wurden
zahlreiche weitere Formeln dieses Typs gefunden, so auch etliche Formeln
fiir Grofsen aus der Quantenfeldtheorie [Baioo].

Man sollte betonen, dass eine grofie Auswahl von Algorithmen der nu-
merischen Mathematik in der experimentellen Mathematik zum Einsatz
kommt. Nicht wenige dieser Algorithmen sind in diesem Buch beschrie-
ben. Besonders wichtig sind die hochgenaue numerische Quadratur (d.h.
die hochgenaue numerische Auswertung bestimmter Integrale) und die
hochgenaue Auswertung von Grenzwerten und unendlichen Reihen. Diese
Algorithmen bendtigen natiirlich Langzahlarithmetik, verlangen aber oft
auch nach mathematischer Raffinesse und erheblicher Kunstfertigkeit im
Umgang mit Formeln.

Kurzum, die meisten Techniken dieses Buchs, wenn nicht sogar alle,
besitzen Anwendungen weit jenseits der klassischen Gebiete der ange-
wandten Mathematik, auf die sich die numerische Mathematik seit langem
hauptsachlich stiitzte. Es ist von grofSlem Wert, diese Techniken zu erler-
nen, und es macht in vielen Fillen sogar Spaf3, mit ihnen zu arbeiten. Jeder
Bissen dieses zehngingigen Festmahls ist ein Hochgenuf.

David H. Bailey

Chief Technologist

Computational Research Department
Lawrence Berkeley National Laboratory, USA



Vorwort

Dieses Buch fiihrt seine Leser auf einen packenden Streifzug durch einige
der wichtigsten und leistungsfahigsten Gebiete zeitgenossischer numeri-
scher Mathematik. Ein erstes ungewohnliches Merkmal dieses Streifzugs
ist seine Gliederung nach Problemen und nicht nach Methoden: Es lohnt
wirklich zu begreifen, dass numerische Probleme oft zu einer grofien Me-
thodenvielfalt fithren. So 16sen wir beispielsweise ein Irrfahrtsproblem (Ka-
pitel 6) mit neun verschiedenen Methoden, die so unterschiedlich sind wie
hochdimensionale lineare Algebra, eine von symbolischen Algorithmen ge-
lieferte Dreitermrekursion, elliptische Integrale oder Fourieranalysis. Dabei
erhalten wir in IEEE-Arithmetik die volle Genauigkeit von rund 16 Ziffern
und, ins Extrem getrieben, in Langzahlarithmetik 10 0oo Ziffern.

Ein weiteres ungewohnliches Merkmal ist unser sorgsames Bemiihen,
die Giiltigkeit jeder einzelnen Ziffer eines numerischen Resultats stichhal-
tig zu rechtfertigen. Die dabei eingesetzten Methoden reichen von sorgfél-
tig entworfenen Computerexperimenten und aposteriorischen Fehlerschit-
zungen zu rechnergestiitzten Beweisen auf der Basis von Intervallarithme-
tik. In der Praxis reichen die ersten beiden Methoden tiblicherweise vollig
aus und gestatten das erwiinschte Vertrauen ins Ergebnis. Intervallmetho-
den hingegen, obgleich mathematisch schon streng, wiirden oft keinen wei-
teren Nutzen bringen. Dennoch passiert es zuweilen, dass einer der besten
Zugénge zu einem Problem einen Beweis entlang des Wegs liefert (so in
Kapitel 4), ein Umstand von betrdchtlichem mathematischen Interesse.

Ein Leitmotiv dieses Buchs ist, dass typischerweise zwei Optionen zur
Losung eines numerischen Problems vorliegen: Entweder ldsst man eine
einfache Methode mit roher Gewalt tiber Nacht und unbeaufsichtigt auf
einem Hochstleistungsrechner mit Unmengen Speicherplatz vor sich hin
werkeln oder man verbringt seine Tage mit vertieftem Nachdenken, un-
ter Zuhilfenahme von mathematischer Theorie und einer guten Bibliothek,
und hofft, eine raffiniertere Methode zu finden, die das Problem in we-



X Vorwort

niger als einer Sekunde auf einer handelsiiblichen Maschine 16st. Selbst-
verstandlich werden in der Praxis die beiden Optionen in Problemgrofie
und Schwierigkeit verschieden skalieren und die Wahl wird von Fakto-
ren wie Arbeitszeit, Interesse, Wissen und den zur Verfiigung stehenden
Rechnern beinflusst werden. Ein Beispiel eines theoriegeleiteten Umwegs,
welcher einen letztlich bei weitem effizienteren Losungszugang liefert als
der direkte Weg, ist auf dem Umschlag des Buchs illustriert. Die dem ers-
ten Kapitel entnommene Graphik zeigt, dass viele reelle Probleme sehr viel
einfacher werden, wenn man die reelle Achse verldsst und sich in die kom-
plexe Ebene begibt.

Die Wegmarken unseres Streifzugs sind die 10 Probleme des fesseln-
den Wettbewerbs, mit dem Nick Trefethen aus Oxford im Februarheft der
SIAM News 2002 die rechnerorientierte mathematische Offentlichkeit her-
ausforderte. Das Ergebnis jedes Problems ist eine reelle Zahl, von der die
Teilnehmer einige Ziffern berechnen sollten. Die Auswertung war einfach:
fur jede korrekte Ziffer gab es einen Punkt, maximal 10 je Problem. Die vol-
le Punktzahl lag also bei 100. Als der Staub sich einige Monate spéter legte,
hatten 94 Teams aus 25 Landern ihre Losungen eingesendet. Zwanzig von
ihnen hatten die volle Punktzahl erzielt, fiinf weitere schafften 99 Punkte.
Die ganze faszinierende Geschichte (mit der Nennung aller Gewinner) er-
zdhlen wir im einleitenden Kapitel ,Die Geschichte”. Hier findet sich auch
ein freimtitiges Interview mit Nick Trefethen.

Dieser jetzt als SIAM 100-Digit Challenge bekannte Wettbewerb war aus
verschiedenen Griinden bemerkenswert. Die Probleme waren recht ver-
schiedenartig, so dass ein Experte in einem speziellen Gebiet zwar wenig
Miihe mit einem oder zweien von ihnen hatte, er oder sie aber eine Menge
Zeit investieren musste, um hinreichend viel zur Losung der anderen Pro-
bleme zu lernen. Verlangt waren einzig und allein Ziffern, keine Beweise
der Existenz und Eindeutigkeit der Losung, keine Beweise der Konvergenz
der Methode oder der Korrektheit des Resultats. Dennoch werden ernst-
hafte Teams einige Miihe in theoretische Untersuchungen gesteckt haben.
Moderne Software hat auf diese Art Probleme einen enormen Einfluss und
so ist es duflerst niitzlich, die wichtigsten Softwarewerkzeuge an diesen
Problemen zu erproben und auf diese Weise ihre Starken und Schwéachen
kennenzulernen.

Dieses Buch eignet sich fiir Studenten nach Abschluss ihres Grundstu-
diums und koénnte als Grundlage eines Seminars oder fiir Projektarbeiten
dienen. Tatsdchlich wurden die Probleme urspriinglich beginnenden Dok-
toranden der Universitdit Oxford gestellt, um sie aufzufordern, iiber die
Grundtechniken der numerischen Mathematik hinauszudenken. Wir haben
uns bemiiht, die Vielfalt mathematischer und algorithmischer Werkzeuge
zu zeigen, die ins Spiel kommen, wenn man der vorliegenden oder dhnli-
chen numerischen Herausforderung gegeniibersteht:



hochdimensionale numerische linea-
re Algebra

rechnergestiitzte Funktionentheorie
spezielle Funktionen und das arith-
metisch-geometrische Mittel
Fourieranalysis

asymptotische Entwicklungen
Konvergenzbeschleunigung
Diskretisierungen mit exponentieller
Konvergenzrate

Vorwort XI

Computeralgebra

globale Optimierung

Monte-Carlo Verfahren und evolu-
tiondre Algorithmen

Chaos und Schattenorbits

Stabilitat und Genauigkeit
Fehleranalyse: a priori und a poste-
riori

Langzahl-, Signifikanz-, und Inter-
vallarithmetik

Wir hoffen, unsere Leser zu einer umfassenden Sichtweise der Mathema-
tik zu ermuntern. Denn eine Lehre dieses Wettbewerbs ist sicherlich, dass
Uberspezialisierung den Blick desjenigen zu sehr verengt, der ein ernsthaf-
tes Interesse an computergesttitzten Berechnungen hat.

Die Kapitel zu den 10 Problemen konnen unabhéingig voneinander ge-
lesen werden. Da Konvergenzbeschleunigung eine wichtige Rolle fiir viele
der Probleme spielt, haben wir eine Diskussion der grundlegenden Metho-
den als Anhang A mit aufgenommen. Anhang B fasst unsere Bemiithungen
zusammen, die Losungen auf extrem hohe Genauigkeiten zu berechnen.
Anhang C enthilt Programmtext, mit welchem die 10 Probleme in einer
Anzahl von Programmierumgebungen gelost werden kénnen. Und im An-
hang D haben wir schliefilich eine Auswahl weiterer Probleme zusammen-
gestellt, welche als interessante Herausforderung derjenigen Leser dienen
sollen, die einige der Techniken dieses Buchs gemeistert haben.

Ganz im Sinne reproduzierbarer numerischer Resultate finden sich die
vollstandigen lauffihigen Programmtexte aller Verfahren, Beispiele, Tabel-
len und Figuren sowie weiteres Material auf der begleitenden Webseite:

www.numerikstreifzug.de

Wir vier Autoren, aus vier Landern, drei Kontinenten, zwei Hemispha-
ren, kannten einander vor diesem Wettbewerb nicht und fanden erst iiber
E-Mail zusammen, um dieses Buch vorzuschlagen und zu schreiben. Es er-
forderte tausende E-Mails und den regen Austausch von Dateien, Program-
men und Zahlen. Diese Zusammenarbeit stellt einen unerwarteten Lohn fiir
unsere Teilnahme an der SIAM 100-Digit Challenge dar.

Notation und Terminologie. Wenn wir davon sprechen, dass zwei reelle Zah-
len auf d Ziffern tibereinstimmen, miissen wir klarstellen, was gemeint ist.
In diesem Buch sehen wir vom Runden ab und fordern, dass eine Beschnei-
dung auf die ersten d signifikanten Ziffern die gleichen Ziffernfolgen ergibt.
Fiir diesen Typ von Ubereinstimmung in allen gezeigten Ziffern verwenden
wir das Zeichen =, wie etwa in 7 = 3.1415.

Intervalle nahe beieinanderliegender Zahlen wie z.B. [1.234567, 1.234589]
notieren wir in diesem Buch kurz mit 1.234523.



XII Vorwort

Danksagungen. Zuallererst gedenken wir dankbar unseres unerwartet ver-
storbenen Kollegen John Boersma (1937-2004). Er hatte alle Kapitel mit
dem scharfen Blick des Experten durchgesehen und uns auf viele Stellen
hingewiesen, an denen unsere Darstellung oder die Mathematik verbessert
werden konnte.

Wir danken Nick Trefethen fiir seinen Ansporn und Rat. Unser Dank
gilt jenen zahlreichen Mathematikern und Mitgliedern anderer Teams, die
ihre Losungen und Einsichten mit uns geteilt haben. Insbesondere mochten
wir Paul Abbott, Claude Brezinski, Brett Champion, George Corliss, Jean-
Guillaume Dumas, Peter Gaffney, Yifan Hu, Rob Knapp, Andreas Knauf,
Danny Lichtblau, Weldon Lodwick, Oleg Marichev, Fred Simons, Rolf Stre-
bel, John Sullivan, Serge Tabachnikov und Michael Trott danken.

Whurde eine Losungsmethode von mehreren Teams verwendet oder fin-
det sie sich in der verfiigbaren Literatur, so haben wir davon abgesehen,
einzelne Namen zu erwdhnen und zu wiirdigen. Wir wollen nirgends nahe-
legen, dass bestimmte Ideen von uns stammten, auch wenn sich etliche
solche in diesem Buch finden. Obwohl jedem Kapitel der Name des Au-
tors voransteht, der es letztlich geschrieben hat, kam es in jedem Fall unter
substantieller Mitwirkung auch der anderen Autoren zustande.

Folkmar Bornemann, Technische Universitit Miinchen
Dirk Laurie, Universitit Stellenbosch, Siidafrika

Stan Wagon, Macalester College, St. Paul, USA

Jorg Waldvogel, ETH Ziirich, Schweiz



Vorwort XIII

Vorwort zur deutschen Ausgabe

Diese deutsche Ausgabe folgt dem korrigierten Zweitdruck (Friithjahr 2006)
des englischen Originals [BLWWo4]. Zwar wurde die eine oder andere
Kleinigkeit aktualisiert bzw. ergdnzt (vor allem in §9.6 und §10.7.1) und
so manche erlduternde Fufinote oder vertiefende Literaturangabe hinzu-
gefiigt, groflere Anderungen gab es jedoch nur im Kapitel 7: Fiir die
exakte Losung des Problems stelle ich nun statt der urspriinglich vom
LinBox-Team verwendeten algebraischen Methoden die neue, im wesentli-
chen numerische und weitgehend in Maschinenarithmetik laufende Metho-
de [Wano6] von Zhendong Wan vor. Diese entspricht besser dem Charak-
ter des Buchs und verleiht der Argumentation im Bailey’schen Geleitwort
zusétzliches Gewicht: Die exakte Losung eines mathematischen Problems
erfordert hier seine numerische Losung auf die astronomische Genauigkeit
von 194 779 Ziffern. Um Missverstandnissen gleich vorzubeugen: Derartige
Genauigkeiten sind ein Nebenschauplatz, im Vordergrund steht die Lo-
sung schwieriger numerischer Probleme auf technische Genauigkeiten in
Maschinenarithmetik.

Von ein paar Ausnahmen abgesehen, habe ich darauf verzichtet, fiir die
im Literaturverzeichnis aufgefiihrten Lehrbiicher systematisch nach deut-
schen Aquivalenten zu suchen. Es kénnte sich hierbei ohnehin nur um eine
subjektive Wahl handeln, welche die Favoriten von so manchem Lehren-
den bzw. Lernendem ignoriert. Weiter wurde der Programmtext im eng-
lischen Original belassen. Eine Umbenennung der Variablennamen wire
viel zu aufwandig und zudem sehr fehlertrachtig gewesen — vom Sinn ein-
mal ganz abgesehen, sind doch die zahlreichen Befehle von Maple, Ma-
thematica, Matlab, Octave und PARI/GP ohnehin unabénderlich englisch.
Schliefilich habe ich bei der Angabe von Zahlen auch den Dezimalpunkt
unangetastet gelassen und nicht durch das im Deutschen so traditionsrei-
che Dezimalkomma ersetzt. Meines Erachtens hat sich Letzteres (aufSerhalb
des kaufménnischen Bereichs) durch die Allgegenwart von Computern oh-
nedies tiberlebt und sollte in der wissenschaftlichen Literatur nicht mehr
verwendet werden.

Ich danke meinen Testlesern Carolyn Kalender und Bernhard Langwall-
ner. Mit grofler Sorgfalt haben sie zahlreiche Druckfehler und Formulie-
rungsschwéchen aufgespiirt und hatten stets konstruktive Alternativen zur
Hand. Sie sorgten auch dafiir, dass mein Umgang mit der reformierten
deutschen Rechtschreibung weniger willkiirlich ausfiel.

Clemens Heine vom Springer-Verlag hatte die Idee, eine deutsche Aus-
gabe des Buchs zu verlegen. Die Zusammenarbeit mit ihm und Agnes
Herrmann war stets so erfreulich, dass ich nie bereut habe, mich darauf
eingelassen zu haben.

Miinchen, im Juli 2006 Folkmar Bornemann
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Die Geschichte

Probleme, die es lohnt zu jagen,
Zeigen es, indem zuriick sie schlagen.

Piet Hein

Der , Wettbewerb der 100 Ziffern” nahm 2001 seinen Anfang, als Nick Tre-
fethen von der Universitat Oxford an die STAM® mit der Idee herantrat,
zehn anspruchsvolle Probleme des numerischen Rechnens in Form eines
Wettbewerbs zu veroffentlichen. Die Verantwortlichen bei SIAM waren von
dieser Idee sofort begeistert und der Wettbewerb wurde offiziell im Fe-
bruarheft der SIAM News 2002 gestartet. Hier ist eine Ubersetzung des vol-
len Wortlauts von Trefethens Herausforderung;:

Jeden Oktober treffen ein paar neue Doktoranden in Oxford ein, um ihre
Forschungen fiir eine Promotion in numerischer Mathematik aufzuneh-
men. Zu zweit arbeitend beteiligen sie sich in ihrem ersten Semester an
einem informellen Kurs, ,Problem Solving Squad” genannt. Sechs Wochen
lang gebe ich ihnen wochentlich ein in wenigen Sitzen formuliertes Pro-
blem, dessen Ergebnis eine einzige reelle Zahl ist. Der Auftrag lautet, diese
Zahl auf so viele Ziffern genau zu berechnen, wie sie es schaffen.

Zehn dieser Probleme finden sich weiter unten. Ich mochte sie der Leser-
schaft als Herausforderung anbieten. Wer kann sie 16sen?

Ich werde 100$ an das Individuum oder Team zahlen, das mir vor dem
20. Mai 2002 den genauesten Satz numerischer Ergebnisse abliefert. Mit
den Losungen sollten ein paar Bemerkungen, Programme oder Grafiken
eingesendet werden, aus denen fiir mich hervorgeht, wie die Ergebnisse

1 Society for Industrial and Applied Mathematics, die 1951 gegriindete US-amerika-
nische Gesellschaft fiir industrielle und angewandte Mathematik mit weltweit
iiber 10 000 Mitgliedern.
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erhalten wurden. Die Auswertung wird einfach: Jede korrekte Ziffer ergibt
einen Punkt, bis zu zehn je Problem, so dass maximal 100 Punkte erreichbar
sind.

Nun zum Kleingedruckten: Jeder Teilnehmer darf weit und breit Einfille
und Rat von Freunden und aus der Literatur einholen, aber die Kerngrup-
pe jedes teilnehmenden Teams sollte aus nicht mehr als einem halben Dut-
zend Mitgliedern bestehen. Alle Teilnehmer miissen mir versichern, dass
sie keine Hilfe von Studenten aus Oxford oder anderen erhalten haben,
welche diese Probleme bereits kennen.

Hinweis: Es ist schwer! Sollte irgendjemand insgesamt 50 Ziffern herausfin-
den, werde ich beeindruckt sein. Die zehn wundersamen Zahlen werden
im Augustheft der SIAM News bekanntgegeben, zusammen mit den Na-
men der Gewinner und ihrer stirksten Verfolger.

— Nick Trefethen, Universitit Oxford

Zum Ablauf der Frist lagen Einsendungen von 94 Teams aus 25 Lan-
dern vor. Die Teilnehmer kamen aus allen Bereichen der reinen und ange-
wandten Mathematik, darunter Forscher renommierter Universititen, Leh-
rer weiterfithrender Schulen und Studienanfanger. Die Beitrdge waren ge-
wiss einfach zu bewerten und der Ausgang wurde kurz nach Ablauf der
Frist bekanntgegeben: Es gab 20 Teams mit voller Punktzahl und 5 weitere
mit g9 Punkten.

Trefethen veroffenlichte einen detaillierten Bericht [Treo2] der Begeben-
heit im Augustheft der SIAM News und vermittelte darin sehr schén die
Freude, welche die Teilnehmer beim Arbeiten an den Problemen hatten.
Im Laufe weniger Monate nach Abschluss des Wettbewerbs setzten viele
Teams ihre Losungen ins Internet; die Adressen dieser Seiten finden sich
auf der Webseite dieses Buchs.

In einem interessanten Leserbrief an die SIAM News, abgedruckt im
Dezemberheft, thematisierte Joseph Keller von der Universitit Stanford fol-
genden Punkt:

Ich finde es bemerkenswert, dass kein Beweis der Korrektheit der Losun-

gen erbracht wurde. Das Ubergehen solcher Beweise ist zwar landlaufige

Praxis im wissenschaftlichen Rechnen, aber von einem Wettbewerb zum

Berechnen genauer Ziffern hatte man sich mehr erhoffen diirfen.

Diese in der Tat wichtige Frage hat einen Gutteil unserer Arbeit an diesem
Buch geleitet. So liefern wir Beweise fiir die meisten der Probleme und
beschreiben fiir die anderen die tiberwéltigende Fiille an Evidenz, welche
keinen Raum fiir Zweifel mehr ldsst (aber zugegebenermafien einen Beweis
im streng mathematischen Sinne knapp verfehlt).> Einige Antworten auf
Kellers Brief erschienen im Februarheft der SIAM News 2003, ein Jahr nach
dem Start des Wettbewerbs.

2 Wenn ich der Evidenz nicht traue, warum sollte ich dann irgendeiner Evidenz
trauen?” Ludwig Wittgenstein, Uber Gewifsheit, Suhrkamp, Frankfurt a.M., 1970.
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This is to certify that

Eric Dussaud, Chris Husband, Hoang Nguyen,
Daniel Reynolds and Christiaan Stolk
were

First Prize 100—digit Winners
in this competition entered by hundreds
of contestants around the world.

Lioyd N, Trefethen
Onford Unaversaty
May 2002

Abb. 1. Jedes siegreiche Team erhielt 100 $ und eine attraktive Urkunde.

Die Gewinner

Zwanzig Teams erzielten 100 Punkte und wurden mit dem 1. Preis ausge-
zeichnet:

Paul Abbott, University of Western Australia, Nedands, und Brett Champion,
Yufing Hu, Danny Lichtblau und Michael Trott, Wolfram Research, Inc., Cham-
paign, Illinois, USA

Bernard Beard, Christian Brothers University in Memphis, Tennessee, USA, und
Marijke van Gans, Isle of Bute, und Brian Medley, Wigan, Vereinigtes Kénigreich
(,,Das Team vom CompuServe-SCIMATH Forum®)

John Boersma, Jos K. M. Jansen, Fred H. Simons und Fred W. Steutel, Eindhoven
University of Technology, Niederlande

Folkmar Bornemann, Technische Universitdat Miinchen, Deutschland

Carl DeVore, Toby Driscoll, Eli Faulkner, Jon Leighton, Sven Reichard und Lou
Rossi, University of Delaware, Newark, USA

Eric Dussaud, Chris Husband, Hoang Nguyen, Daniel Reynolds und Christian
Stolk, Rice University, Houston, Texas, USA

Martin Gander, Felix Kwok, Sebastien Loisel, Nilima Nigam und Paul Tupper,
McGill University, Montreal, Kanada

Gaston Gonnet, ETH Ziirich, Schweiz, und Robert Israel, University of British
Columbia, Vancouver, Kanada

Thomas Grund, Technische Universitit Chemnitz, Deutschland

Jingfang Huang, Michael Minion und Michael Taylor, University of North Ca-
rolina, Chapel Hill, USA

Glenn Ierley, Stefan L. Smith und Robert Parker, University of California, San
Diego, USA

Danny Kaplan und Stan Wagon, Macalester College, St. Paul, Minnesota, USA
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— Gerhard Kirchner, Alexander Ostermann, Mechthild Thalhammer und Peter
Wagner, Universitat Innsbruck, Osterreich

— Gerd Kunert und Ulf Kahler, Technische Universitat Chemnitz, Deutschland

— Dirk Laurie, University of Stellenbosch, Stidafrika

- Kim McInturff, Raytheon Corp., Goleta, California, USA, und Peter S. Simon,
Space Systems/Loral, Palo Alto, California, USA

— Peter Robinson, Quintessa Ltd., Henley-on-Thames, Vereinigtes Konigreich

— Rolf Strebel und Oscar Chinellato, ETH Ziirich, Schweiz

— Ruud van Damme, Bernard Geurts und Bert Jagers, University of Twente, Nie-
derlande

— Eddy van de Wetering, Princeton, New Jersey, USA

Finf Teams erzielten g9 Punkte und wurden mit dem 2. Preis ausgezeich-
net:

- Niclas Carlsson, Abo Akademi University, Finnland

- Katherine Hegewisch und Dirk Robinson, Washington State University, Pull-
man, USA

— Michel Kern, INRIA Rocquencourt, Frankreich

— David Smith, Loyola Marymount University, Los Angeles, California, USA

— Craig Wiegert, University of Chicago, Illinois, USA

Interview mit Nick Trefethen

Viele Gesichtspunkte der Geschichte waren nur Trefethen selbst bekannt
gewesen. Wir sind daher dankbar, dass er zustimmte, uns seine Ansichten
tiber den Wettbewerb und allgemeinere Aspekte numerischen Rechnens im
Rahmen des folgenden Interviews mitzuteilen.

Lloyd Nicholas Trefethen ist Professor fiir numerische
Mathematik an der Universitdt Oxford, Mitglied des Bal-
liol College sowie der Royal Society und Leiter der Nu-
merical Analysis Group der Universitit Oxford. Er wurde
in den Vereinigten Staaten geboren und studierte in Har-
vard und Stanford. Er hatte Positionen am Courant Insti-
tut in New York, am MIT und an der Cornell University
inne, bevor er 1997 den Lehrstuhl in Oxford tibernahm.
Im Jahre 1985 wurde er mit dem ersten Leslie-Fox Preis
ausgezeichnet.

Trefethens einflussreiche Schriften zur numerischen
und angewandten Mathematik umfassen fiinf Biicher
und tiber 100 Aufsitze. Sein Werk umspannt die Gebiete

der theoretischen sowie praktischen numerischen Mathematik. Von allgemeinerem
Interesse sind seine Essays wie etwa , The Definition of Numerical Analysis” [TBgy,
Anhang], ,Maxims about Numerical Mathematics, Computers, Science, and Life”
[Treg8] und , Predictions for Scientific Computing 50 years from Now” [Treoo].
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Es haben sich 94 Teams aus 25 Lindern am Wettbewerb beteiligt, von Chile bis
Kanada, von Siidafrika bis Finnland. Wie viele Leute waren es?

Es gab Teams jeder Grofe bis zur erlaubten Maximalzahl von sechs, insge-
samt etwa 180 Teilnehmer. Die meisten von ihnen erzielten 40 Punkte oder
mehr. Und das sind nur diejenigen, von denen ich wusste! Sicherlich gab es
noch andere, die sich an einigen der Probleme versucht haben und es mir
nicht mitteilten. Ich horte Geriichte, dass Soundso nachts lange aufgeblie-
ben wire. Habe er mir denn keine Zahlen zugesendet?

Gab es Linder, aus denen Sie Einsendungen erwartet hatten, aber keine bekamen?

Nein, das wiirde ich nicht sagen. Ich erhielt Einsendungen aus sechs anglo-
phonen Lindern und hatte nicht erwartet, viel aus der nicht englischspra-
chigen Welt zu horen, in der die SIAM News nicht so weit verbreitet sind.
Daher war es eine hiibsche Uberraschung, Einsendungen aus aller Herren
Lander wie China, Russland, Spanien, Slovenien, Griechenland, Argentini-
en, Mexiko und Israel zu empfangen.

Welchen Hintergrund und welche Ausbildung hatten die Teilnehmer? Gab es einen
signifikanten Unterschied zwischen denen mit und denen ohne Erfolg?

Wir hatten allerart Teilnehmer, von Amateuren und Studenten bis zu
Mathematikern von Weltrang. Aber man muss zugeben, dass im Grofsen
und Ganzen die meisten Teams an Universitdten verankert waren und an
den hoher bewerteten Teams typischerweise ein promovierter Experte fiir
numerisches Rechnen beteiligt war. Ein wesentliches Merkmal des Erfolgs
war Zusammenarbeit. Mehr als die Hélfte der Teams bestand aus einer
einzelnen Person, aber nur fiinf dieser Einzelkdmpfer schafften es unter
die Gewinner.

Wolfram Research (Mathematica) hatte ein siegreiches Team ins Rennen geschickt
und Gaston Gonnet, einer der Griinder von Maple, war Teil eines solchen Teams.
Gab es Teams anderer Unternehmen fiir mathematische Software?

Cleve Moler, der Schopfer von Matlab und leitende Wissenschaftler von
MathWorks, hatte zur Zeit des Wettbewerbs in Stanford den Kurs CS 138
fur Studenten im Grundstudium gelehrt und im Mérz 2002 Problem 1 als
Teil der Hausaufgabe fiir die Abschlusspriifung gestellt. Ich weiss zwar
nicht, wie seine Studenten abschnitten, aber ich kann Ihnen versichern, dass
Cleve alle Ziffern richtig herausbekam.3

3 In seinem aus diesem Kurs hervorgegangenen Buch [Molog] stellt Moler das
Problem 1 als Aufgabe 6.19 auf S. 183. Er gibt dort Hinweise, welche die in §1.3
diskutierte Losungsmethode skizzieren.
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Viele Teams benutzten Mathematica, Maple und Matlab. Welche andere Software
wurde verwendet, gab es da ungewdohnliche Entscheidungen?

Ja, die drei Ms waren in der Tat sehr beliebt. Es gab aber auch eine Fiille an
C und C++, an Fortran und anderen Programmierumgebungen einschliefs-
lich Java, Visual Basic, Turbo-Pascal, GMP, GSL, Octave und Pari/GP. Ein
Teilnehmer packte die Probleme mit Excel an, war aber nicht besonders
erfolgreich.

Kannten Sie alle Resultate, als Sie die Probleme vorstellten?

Ich kannte acht von ihnen auf volle 10 Ziffern. Meine Liicken waren die
komplexe Gammafunktion (Problem 5) und das zwischen den Spiegeln
hin- und hergeworfene Photon (Problem 2). Ich fiirchte, in den letzten ver-
bleibenden Wochen schwirrten in meinem Kopf so viele Ziffern herum,
dass ich etwas recht Dummes tat. Kurz vor Einsendeschluss schickte ich
eine Erinnerung an das NA Digest im Internet, an das ich ein P.S. anfiigte,
von dem ich annahm, dass es die Leute amiisieren wiirde:

Hinweis. Die korrekten Ziffern sind 56403899311367472691
91274224157853142257191239544746342078343703837583797932
367495263306868621433534. (Nicht in dieser Reihenfolge.)

Wie ich sagte, kannte ich zu dieser Zeit noch nicht einmal alle 100 Ziffern!
Fiir meinen kleinen Spaf$ nahm ich die mir bekannten etwa 9o Ziffern und
fillte sie zufdllig auf. Es kam mir nie in den Sinn, dass die Leute diesen
Fingerzeig ernst ndhmen und versuchten, ihre Resultate mit ihm zu tiber-
priifen. Sie taten es und einige der letztlichen Gewinner stellten fest, dass
sie anscheinend zuviele 4-en und 7-en, aber zuwenige 2-en und 5-en hat-
ten. Es ist mir sehr unangenehm, einen solchen Missgriff gemacht und sie
beunruhigt zu haben.

Sollten , Ziffern” Ihrer Meinung nach in einem solchen Wettbewerb als gerundet
oder abgeschnitten gelten?

Was fiir ein Schlamassel, so ohne jede tiefe Bedeutung, aber es verursacht
solches Kopfzerbrechen in der Praxis! (Nick Higham behandelt diese Dinge
sehr griindlich in seinem groflen Buch Accuracy and Stability of Numerical
Algorithms [Higg6].) Nein, ich habe keine Meinung, was als , Ziffer” gelten
sollte, aber ich wiinschte sehr, ich hitte eine klare Regelung getroffen, als
ich den Wettbewerb vorstellte.

Warum wuchs die Liste der Gewinner mit voller Punktzahl von 18 auf 20 inner-
halb der ersten paar Inge, nachdem Sie die Ergebnisse bekannt gemacht hatten?

Hauptsidchlich aus Griinden, die im Zusammenhang mit genau der Pro-
blematik von Rundung kontra Abschneiden standen. Wiirden Sie glauben,
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dass es sieben Teams gab, die 99 von 100 Punkten erzielten? Nachdem ich
die Liste mit 18 Gewinnern in Umlauf gebracht hatte, haben mich zwei von
diesen sieben iiberzeugt, dass ich eines ihrer Ergebnisse missdeutet hatte.
Zwei weiteren gelang es nicht, mich zu iiberreden.

Konnen Sie uns sagen, an welchen Aufgaben die Teams scheiterten, welche die volle
Punktzahl um ein oder zwei Punkte verfehlten? Stimmten diese mit Ihrer eigenen
Einschiitzung der Schwierigkeit iiberein? Welche Probleme waren Ihrer Ansicht
nach die schwierigsten?

Die Storenfriede waren die gleichen zwei, die ich bereits erwdhnte: die
komplexe Gammafunktion und das zwischen den Spiegeln hin- und her-
geworfene Photon. Letzteres tiberrascht ein wenig, da es nicht besonders
schwer ist, wenn man begriffen hat, dass man eine Arithmetik erweiterter
Genauigkeit benotigt.

Gibt es irgendwelche anderen Beobachtungen aus den eingesendeten Losungen,
welche die relative Schwierigkeit der Probleme bewerten helfen?

Beim Zusammenstellen der Einsendungen sah ich schnell, welche Proble-
me die meisten Schwierigkeiten bereitet hatten. Neben der Gammafunk-
tion war ein weiterer hartnickiger Kandidat das Aufheizen der Platte (Pro-
blem 8). Es war auch interessant zu beobachten, fiir welche Probleme die
Leute viele zusitzliche Ziffern vorlegten, 50 oder 500 an der Zahl. Von die-
ser Warte aus erwies sich die Norm der unendlichen Matrix (Problem 3) als
besonders schwer. Als der Wettbewerb endete, waren nur etwa 18 Ziffern
des Resultats bekannt, im Vergleich zu 50 oder mehr fiir die meisten der
anderen Probleme.

Welche Erfahrung vor oder nach dem Wettbewerb lisst Sie glauben, dass die Pro-
bleme wirklich schwer waren?

Die Probleme entstanden fiir einen Kurs im Problemldsen, den die An-
fanger unter unseren Doktoranden in numerischer Mathematik in Oxford
besuchen. (Ich verdanke die Idee Don Knuth, der mir einst erzihlte, dass
er sie von Bob Floyd hatte, der sie von George Forsythe hatte, der sie von
George Poélya hatte.) Jede Woche gebe ich ihnen, ohne weitere Hinweise,
ein Problem und sie sollen jeweils zu zweit soviele Ziffern des Ergebnisses
herausfinden, wie sie konnen. Beim Gestalten der Probleme habe ich mein
Bestes gegeben, sie fiir diese Gruppe hochtalentierter aber etwas unerfah-
rener junger Leute zur Herausforderung zu machen.

In Ihrem Bericht in den SIAM News haben Sie angedeutet, dass einige der Proble-
me vielleicht hiitten schwerer sein sollen. So hitten Sie beispielsweise die Zielzeit
im Problem 2 von 10 auf 100 Sekunden erhohen kionnen. Gibt es weitere solche
Variationen anderer Probleme, welche diese schwerer gemacht hitten? Oder war es
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letztlich gut so, dass so viele Teams alle 100 Ziffern herausbekommen haben?

Meiner Ansicht nach wéren fiinf siegreiche Teams sachgerechter als zwan-
zig gewesen. Wie Sie darauf hinweisen, enthielten einige der Probleme
einen Parameter, den ich versucht hatte so einzustellen, dass das Problem
schwer, aber nicht zu schwer ist. Eine Abdnderung einiger Zahlen in bei-
spielsweise den Funktionen der Probleme 1, 4 und 9 hétte diese noch tiicki-
scher gemacht. Im Ganzen habe ich den Unterschied zwischen einem Paar
frischer Doktoranden mit einer Woche Zeit und einem Team erfahrener
Mathematiker mit Monaten vor sich zum Probieren unterschétzt.

Was war Ihre Motivation, die Herausforderung dffentlich zu machen? Welches Er-
gebnis erwarteten Sie? Kam das heraus, was Sie gewollt hatten?

Ich mag diese Art von hemdsarmligem praktischen Rechnen und wollte,
dass auch andere ihren Spafs haben. Allzu oft verlieren sich Numeriker in
der Theorie und vergessen, wie befriedigend es ist, wirklich Zahlen auszu-
rechnen.

Wie reagierten die Verantwortlichen der SIAM, als Sie den Wettbewerb erstmalig
vorschlugen?

Sie waren von Anfang an begeistert. Ausgefallene Ideen werden von Gail
Corbett, der Herausgeberin von SIAM News, ganz wunderbar unterstiitzt.

Sie haben alle von der Teilnahme ausgeschlossen, die diese Probleme als Mitglieder
der ,,Problem Solving Squad” in Oxford bereits kannten. Stammten alle Probleme
aus diesem Kurs und waren daher bereits an Doktoranden erprobt worden? Haben
Sie irgendeines der Probleme fiir den Wettbewerb verindert oder waren es genau
solche, die Sie den Doktoranden bereits gestellt hatten?

Ja, alle Probleme stammten aus dem Kurs und ich habe nichts weiter ver-
andert als hier und da eine Formulierung. Ich hétte es nicht gewagt, un-
erprobte Probleme vorzustellen und mich der Gefahr auszusetzen, einen
Fehler zu machen.

Welche Art von Problemen, sei es aus dem Wettbewerb oder nicht, bereiten den
Doktoranden die meisten Schwierigkeiten?

Leider sind heutige Studenten in Funktionentheorie oft recht unterbelichtet,
so dass sich Probleme in der komplexen Ebene immer als sehr schwer her-
ausstellen. Ich personlich kann mir nicht vorstellen, dass man ohne kom-
plexe Verdnderliche in den mathematischen Wissenschaften weit kommen
kann, aber so ist es nun einmal.

Wie viele Ziffern bekommen die Doktoranden iiblicherweise heraus?

Bei einem typischen Treffen unseres Kurses mag es vier Teams geben, die
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ihre Resultate an der Tafel préasentieren, und sie haben 4, 6, 8 bzw. 10 Ziffern
herausgefunden. Sie wiirden staunen, wie oft die Resultate genau in dieser
Reihenfolge erscheinen: monoton steigend! Ich gehe einmal davon aus, dass
die Doktoranden, die den Verdacht haben, dass ihre Ergebnisse nicht so
genau sind, sich schnell freiwillig melden, um ihre Prédsentation hinter sich
zu bringen. Diejenigen aber, die es gut gemacht haben, sind erfreut, bis zum
Ende zu warten. In einem Jahr hatten wir einen hervorragenden Studenten,
der zwei Wochen in Folge nahezu exakte Losungen hatte; wir nannten ihn
den , Hendrik der hundert Ziffern”.

Wie beurteilen Sie iiblicherweise die Korrektheit der Ziffern? Wie taten Sie es beim
Wettbewerb?

Zu Hause in Oxford berechne ich fast immer mehr Ziffern im voraus, als
es die Doktoranden schaffen. Bei dem Wettbewerb war die Auswertung je-
doch viel einfacher. In den Wochen vor Einsendeschluss begann ich fiir die
10 Probleme eine grofie Datei mit den numerischen Resultaten der Teams
zusammenzustellen. Ich fiihrte darin nacheinander all die von ihnen als
korrekt behaupteten Ziffern auf. Hier ist ein Auszug fiir Problem 8 mit
verdnderten Namen:

Argonne 0.4235

Berlin 0.4240113870 3

Blanc 0.2602370772 04

Blogg 0.4240113870

Cambridge 0.4240114

Cornell 0.4240113870 3368836379743366859326
CSIRO 0.3368831975

IBM 0.4240113870 336883

Jones 0.282674

Lausanne 0.42403

Newton 0.42401139

Philips 0.4240113870

Schmidt 0.4240074597 42

Schneider 0.4240113870 336883637974336685932564512478
Smith 0.4240113870 3369

Taylor 0.4240113870

Wer hitte im Angesicht von 8o Zeilen mit Daten wie diesen, gestiitzt
auf unterschiedliche Algorithmen, welche in verschiedenen Programmier-
sprachen auf verschiedenen Rechnern in verschiedenen Lindern gelaufen
waren, daran zweifeln konnen, dass die 10 korrekten fithrenden Ziffern
0.4240113870 sein miissen?

Was ist Ihre Meinung iiber den Leserbrief von Joe Keller an SIAM News, in wel-
chem er das Fehlen eines Korrektheitsbeweises bemiingelte, und iiber die Antworten
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von einigen der Teilnehmer des Wettbewerbs?

Joe Keller ist eines meiner grofien Vorbilder gewesen, seit ich als Doktorand
an einem seiner Kurse teilgenommen habe. Nun, ich bin sicher, Joe weifs,
dass es den Wettbewerb zerstort hiatte, wenn man von den Teilnehmern
Beweise verlangt hitte. Aber das bedeutet natiirlich nicht, dass ich nicht
etwas in meinem Artikel zu den Aussichten auf Beweise und garantierte
Genauigkeiten im numerischen Rechnen hitte sagen konnen. Ich wiinsch-
te, ich hatte es getan, denn Gewissheit ist ein Ideal, das wir in keiner Ecke
der Mathematik je aus dem Auge verlieren diirfen. Die Antworten auf Joes
Brief haben mich energischer ,verteidigt”, als ich es selbst wohl getan hitte.

Glauben Sie, dass die Ankiindigung eines Preisgelds eine Rolle fiir das verursachte
Interesse gespielt hat? Hatten Sie wirklich urspriinglich nur ein Budget von ins-
gesamt 100 $?

Und ob es das hat! Jeder Hauch von Geld (oder Sex) sorgt dafiir, dass wir
uns aufrichten und Notiz nehmen. Mein ,,Budget” bestand aus dem Konto
der Familie Trefethen. Aber ist es nicht lustig? Nachdem ich die Urkunden
an die Gewinner versendet hatte, musste ich feststellen, dass es einigen von
ihnen um das Geld als solches ging, nicht nur um ein Zeichen der Anerken-
nung, auch wenn sie bestenfalls hoffen konnten, ein fiinftel oder sechstel
der Summe einzustreichen. Vermutlich ist es ein besonderes Gefiihl, Geld
zu gewinnen, das mit Urkunden und Publizitét nicht erreicht werden kann.

Sie hatten entschieden, das Preisgeld von 100$ dreimal zu vergeben. Aber dann
sprang ein anonymer Spender in die Bresche und ermoglichte die Auszahlung des
Preisgelds an jedes Team. Ist der Spender ein Mathematiker? Kennen Sie ihn per-
sonlich? Was genau hat den Spender an diesem Wettbewerb beeindruckt?

Ich war entziickt, als ich eines Tages aus heiterem Himmel sein Angebot er-
hielt! Nun da der Wettbewerb bereits der Vergangenheit angehort, hat der
Spender nichts mehr dagegen, seinen Namen zu verraten. Er heifst William
Browing und ist Griinder und Prasident der Firma Applied Mathematics, Inc.
in Gales Ferry, Connecticut, USA. Ich habe Dr. Browing bisher nicht ge-
troffen, weifs aber aus unserer E-Mail Korrespondenz, dass es ihn gefreut
hat, unser Gebiet auf diese Weise zu fordern. In einer seiner Mitteilungen
schrieb er:

Ich stimme Ihnen hinsichtlich der Befriedigung und Wichtigkeit zu, Zah-
len tatsdchlich zu berechnen. Ich kann Thnen gar nicht sagen, wie oft ich
sehe, dass Zeit und Geld verschwendet werden, nur weil jemand sich nicht
darum schert, die Zahlen ,laufen zu lassen”.

Waren Sie vom Riicklauf iiberrascht, und wenn ja, warum?
Die Hartndckigkeit der Leute hat mich tiberrascht, ihre Entschlossenheit,
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die ganzen 100 Ziffern herauszubekommen. Ich hatte mir vorgestellt, dass
ein typischer Teilnehmer ein Dutzend Stunden mit dem Wettbewerb ver-
brachte und drei oder vier Probleme loste. Nun gut, es mag sein, dass
einige von ihnen mit dieser Absicht begannen. Aber dann kamen sie nicht
mehr los.

Wieviel Verkehr an E-Mails haben die Teilnehmer verursacht?

Megabytes! Die 94 Einsendungen entsprachen etwa 500 E-Mail Mitteilun-
gen. Leute reichten ihre Resultate in der Form 30-seitiger Dokumente ein,
brachten sie dann auf den neuesten Stand und schickten Verbesserungen,
stellten mir Fragen, und so weiter. Einige Wochen vor Abgabeschluss hatte
es den Anschein, als miisste ich all meine Zeit darauf verwenden. Das hatte
ich zwar nicht geplant, aber es war ein grofSer Spaf.

Gab es irgendwelche Gruppen im Internet, welche die Probleme offen diskutierten?
Haben Sie das Netz nach ihnen durchforstet und sie dann gebeten, sich ruhig zu
verhalten?

Ich habe zwar das Netz nicht systematisch durchforstet, hatte aber von
einer Gruppe von Leuten in Deutschland gehort, die ihre Ideen im Internet
in Umlauf brachten. Ich trat mit der Bitte an sie heran, es nicht linger in
aller Offentlichkeit zu tun, der sie auch nachkamen.

Wie wichtig war das Internet fiir den Wettbewerb? Fanden die Leute dort Ideen,
Software, usw.?

Es war entscheidend, um die Nachricht vom Ereignis zu verbreiten. Die
drei vom SCIMATH Team hatten sich tiber das Internet gefunden und sind
sich, so weit ich weif3, bislang nicht personlich begegnet. Ich denke, das
Internet hat vielen Teilnehmern auch in fachlicher Hinsicht geholfen. Fiir
junge Leute heutzutage ist es einfach ein Teil des Lebens. In Oxford haben
wir zwar eine der besten Bibliotheken zur numerischen Mathematik, aber
Sie treffen unsere Doktoranden nicht hdufig dort an.

Wo wurde der Wettbewerb aufler in den SIAM News and dem NA-Net noch publik
gemacht?

Es gab etwa ein halbes Dutzend weiterer Stellen. Die beiden, die mir am
besten in Erinnerung geblieben sind, waren die MathWorld Webseite von
Wolfram Research und eine Notiz von Barry Cipra in Science mit der Uber-
schrift ,,Decimal Decathlon”.

Welcher menschliche Aspekt der Geschichte hat Sie am meisten erstaunt?

Wie sehr die Leute diesen Problemen verfallen waren! Ich bekam zahlreiche
Mitteilungen, in denen sich die Leute fiir das Vergniigen bedankten, das ich



12 Die Geschichte

ihnen bereitet hatte. Einige fragten gar, ob ich es zu einem regelméfiigen
Ereignis machen wiirde. (Nein, das werde ich nicht.)

Was war die grofste Enttiuschung?

Ich wiinschte, es hitte mehr Einsendungen aus meiner Wahlheimat Grof3-
britannien gegeben.

Was war die grofite Uberraschung unter den eingereichten Losungen?

Eines Tages erhielt ich eine Mitteilung von Jean-Guillaume Dumas von der
Forschergruppe LinBox, der mir berichtete, dass die exakte Losung von Pro-
blem 7 mit der Hilfe von 182 Prozessoren in vier Tagen Laufzeit bestimmt
worden war. Er zeigte, dass das Ergebnis ein Quotient zweier ganzer Zah-
len mit einer Lange von je 97389 Ziffern ist. Wow!

Haben Sie bei der Durchsicht der Losungen etwas Neues an Mathematik gelernt?

Bei jedem Problem gab es Uberraschungen und neue Ideen, denn wie die-
ses Buch zeigt, besitzen die Probleme zahlreiche Verbindungen zu anderen
Themen. Aber wenn ich ehrlich sein soll, muss ich Ihnen sagen, dass einem
beim Bewerten von tausenden Seiten an Mathematik innerhalb weniger Ta-
ge keine Zeit bleibt, um neue Dinge ordentlich zu lernen.

Einige Leute konnten sagen, dass die Berechnung von mehr als sechs fiihrenden
Ziffern, was wirkliche Anwendungen angeht, reine Zeitverschwendung sei. Was
meinen Sie?

Diese Frage interessiert mich wirklich sehr und ich habe einige meiner An-
sichten im Begriff des Zehn-Ziffern-Algorithmus herausdestilliert: ,Zehn Zif-
fern, fiinf Sekunden und nur eine Seite”. Ich schreibe gerade etwas tiber
Zehn-Ziffern-Algorithmen, also sehen Sie es mir bitte nach, wenn ich jetzt
nicht mehr dazu sage.

Sie sagten, dass Rundungsfehler nur eine kleine Rolle im Vergleich zur Entwick-
lung von Algorithmen spielen und diese Auffassung sich in der Wahl der Probleme
niedergeschlagen habe, von denen nur eines hochgenaue Arithmetik erfordere. Kon-
nen Sie etwas mehr zu diesem Punkt sagen?

In meinem Essay , The Definition of Numerical Analysis” [TBg7, Anhang]
in den SIAM News von 1992 habe ich ausgefiihrt, dass die Beherrschung
von Rundungsfehlern nur einen kleinen Teil der numerischen Mathema-
tik ausmacht, vielleicht etwa 5% oder 10%. Das Hauptgeschéft dieses Ge-
biets ist die Entwicklung von Algorithmen, die schnell konvergieren. Die
Ideen hinter diesen Algorithmen wiren auch dann genauso notwendig,

4 Mittlerweile hat Trefethen einen lesenswerten Aufsatz [Treos] mit dem Titel ,, Ten
Digit Algorithms” fertiggestellt.
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wenn Computer in exakter Arithmetik arbeiten konnten. Also ja, es passt
demnach, dass nur eines der 10 Probleme, das mit dem zwischen den Spie-
geln hin- und hergeworfenen Photon, danach verlangt, sorgféltig tiber Run-
dungsfehler nachzudenken.

In Ihrem Bericht in den SIAM News fragten Sie, vermutlich ironisch, ob die Pro-
bleme je auf 10 0oo Ziffern genau gelost werden kionnten. Glauben Sie, dass eine
solche Arbeit irgendeinen Wert iiber die reine Ziffernjagd hinaus hitte?

Die Menschheit hat stets Fortschritte gemacht, wenn sie Herausforderun-
gen meisterte, seien sie nun real oder kiinstlich.

Wettbewerbe wie Ihrer, in denen ein Mathematiker ankiindigt, , Seht her, hier ist
ein schwieriges Problem, von dem ich weifS, wie es gelost wird. Ich frage mich, ob
ihr das auch konnt?”, waren recht verbreitet zu den Zeiten Fermats, der Bernoul-
lis und Eulers. Heutzutage sehen wir nicht mehr viele in dieser Art, insbesondere
nicht im numerischen Rechnen. Sollte es mehr davon geben? Sollte eine Fachzeit-
schrift der numerischen Mathematik iiberlegen, eine Rubrik mit Problemen im Stile
dieses Wettbewerbs zu erdffnen?

Das ist eine sehr interessante Frage, denn Sie haben sicherlich recht, dass es
frither einen anderen Stil gab, als Wissenschaften von einer kleinen Elite be-
trieben wurden und noch kein Berufsfeld waren. Ja, ich denke schon, dass
uns auch heute mehr solche Herausforderungen zum Wettstreit gut tdten.
Aber Fachzeitschriften diirften wohl nicht das richtige Medium dafiir sein,
da sie so trage sind.

Konnen irgendwelche wichtige Lehren aus dem Wettbewerb gezogen werden?

,Huckleberry Finn” beginnt mit einigen Bemerkungen zu diesem Thema.>

Welche Auswirkung hat dieser Wettbewerb?

Mao Zedong oder Zhou Enlai sollen auf die Frage nach der Auswirkung
der Franzosichen Revolution geantwortet haben: , Es ist zu frith, um es zu
sagen!”

Welche Art von Aktivititen entwickelten sich nach Ablauf des Wettbewerbs? Ken-
nen Sie irgendwelche Webseiten, Publikationen oder Vortrige?

Ja, es gab mindestens ein Dutzend Vortrdge und technische Berichte, da die
Teilnehmer so mit diesen Problemen erfiillt waren und ihre guten Ideen

5 Mark Twain beginnt sein Vorwort zu ,Huckleberry Finn” mit den bertthmten
Worten: ,Leute, die versuchen in dieser Erzdhlung eine Absicht zu entdecken,
werden vor Gericht gestellt; Leute, die versuchen, in ihr eine Lehre zu entde-
cken, werden verbannt; Leute, die versuchen, in ihr eine Handlung zu entdecken,
werden erschossen.”
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mitteilen wollten. Und nattirlich ist dieses Buch das hochst ungewo6hnliche
Resultat des Wettbewerbs.

Wie reagierten Sie, als Sie horten, dass ein Buch geplant ist?

Ich war verbliifft und hocherfreut.

Sie haben uns gesagt, dass dieser Wettbewerb uns eine Welt gezeigt hitte, die
soweit von v. Neumann entfernt wire wie von Gauf$. Was ldsst Sie soetwas fest-
stellen?

Ich hatte mir vorgestellt, dass dieser Wettbewerb Losungen mit 10 Ziffern
zutage fordern wiirde, die eine Art Kulmination des Fortschritts in Algo-
rithmen und Software der letzten 50 Jahre wéiren. Was aber tatsichlich
geschah, scheint diese Entwicklung eher zu tranzendieren als zu kulmi-
nieren. Meines Erachtens zeigt uns der Wettbewerb und seine verbliiffen-
den Nachwehen, der 10 000-ziffrige Mix aus schnellen Algorithmen, sym-
bolischem Rechnen, Intervallarithmetik und globaler Zusammenarbeit, den
dieses Buch entfaltet, dass wir eine Welt betreten haben, die auch fiir die
Giganten der jiingsten Vergangenheit wie Turing, v. Neumann oder Wilkin-
son nicht wiederzuerkennen wiére. Es ist eine Welt, die kaum weniger von
v. Neumann entfernt zu sein scheint, der tiber Computer und Diisenflug-
zeuge Bescheid wusste, als von Gaufs, der zur Zeit Napoleons lebte.

Wiirden Sie es wieder tun?
Unbedingt.

Kommentare einiger Teilnehmer

Wir haben die siegreichen Teams um einige Kommentare gebeten, die wir
hier zusammenfassen wollen. Die Vielfalt der Zugénge ist bemerkenswert.
Einige Teilnehmer programmierten aus einer Art Sportsgeist heraus alles
von Grund auf selbst. Die meisten Teams benutzten aber von einer gewis-
sen Stelle an Softwarepakete. Aus den Antworten geht hervor, dass die
Hauptmotivation fiir den teils grofien Aufwand allein in der Genugtuung
bestand, ein schwieriges Problem gelost zu haben. Aber die Anerkennung
war auch ganz nett, so dass alle Teilnehmer, wie wir, Nick Trefethen fiir
seinen Wettbewerb und die Veroffentlichung des Ausfalls danken.

Ein weiterer allgemein vorgebrachter Punkt war, dass die Probleme,
welche im Sinne einer analytischen Herausforderung wenig boten, nicht
unbedingt bevorzugt wurden. Dennoch kénnen uns alle Probleme etwas
tiber das numerische Rechnen lehren und wir hoffen, diese Eigenheit mit
unserem Buch nahezubringen.
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Warum haben Sie teilgenommen?

Ich dachte, es wére ein guter Weg, um fiir die numerische Mathematik
an unserem Fachbereich zu werben. (Driscoll)

Ich hatte bereits an einer Menge Wettbewerbe teilgenommen und tue es
gerne. (Loisel)

Nachdem ich die Probleme iiberflogen hatte, kam ich nicht mehr davon
los und verbrachte meine Freizeit damit, bis ich sie alle geknackt hatte.
(van de Wetering)

Wegen der generellen Eigenheit des Wettbewerbs und des Wunsches an
einigen der Probleme einige neue Funktionalititen der Entwicklungs-
version von Mathematica auszutesten. (Lichtblau)

Ich besuchte eine Veranstaltung zur Numerik von Differentialgleichun-
gen, die von Dr. Rossi unterrichtet wurde (der dann das Irrfahrtspro-
blem gelost hat). Wir studierten gerade das Thema ,Quadratur”, als
der Wettbewerb bekannt wurde, und Dr. Rossi versprach die Note A fiir
diejenigen Studenten, die das Quadraturproblem auf 10 Ziffern genau
losen konnten. Ich schaffte es nicht. Aber, ich begann mich fiir den Wett-
bewerb zu interessieren und besuchte fortan die wochentlichen Treffen
des Teams. (Faulkner)

Meine Hauptmotivation bestand darin, dass ich schon immer am Lo-
sen von Problemen interessiert war. In diesem Zusammenhang bedaure
ich noch immer, dass die Rubrik , Probleme und Losungen” von SIAM
Review Ende 1997 eingestellt wurde, just zu dem Zeitpunkt als ich in
den Vorruhestand ging. Diese Rubrik spielte eine wichtige Rolle als ein
Forum, in welchem Wissenschaftler ein Publikum mit weitgefichertem
Fachwissen auf ihre mathematischen Probleme aufmerksam machen
konnten. Ich glaube, dass die Herausgeber der Zeitschrift die Rolle der
Rubrik als ein solches Forum unterschéatzten, als sie entschieden, sie fal-
len zu lassen. Die vier Mitglieder unseres Teams sind pensionierte Ma-
thematiker von der Technischen Universitdt Eindhoven, an der wir uns
ein grofies Biiro teilen, in dem wir uns regelméfig treffen konnen. Nach
etwa einem Monat hatten wir sechs der Probleme gelost und waren am
iiberlegen, unsere Losungen einzusenden (eingedenk der Bemerkung
von Trefethen, dass er beindruckt wére, ,sollte irgendjemand insgesamt
50 Ziffern herausfinden”). Gliicklicherweise taten wir das nicht, sondern
machten weiter, bis wir alle 10 Probleme gelost hatten. (Boersma)

War der Wettbewerb die Miihe wert?

Ja, wegen der vollen Punktzahl und da die Studenten des Teams nun
tiber eine Promotion in numerischer Mathematik nachdenken. (Driscoll)
Wegen der Genugtuung, die Probleme geltst zu haben. (van de Wetering)
Es hat Spafs gemacht und ich habe eine Menge dabei gelernt. (Kern)
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Wir waren in der Lage, Vorziige der von Mathematica verwendeten
Arithmetik unter Beweis zu stellen, und konnten zudem einiges vom
Nutzen der diinnbesetzten linearen Algebra zeigen, die sich damals in
Mathematica im Entwicklungsstadium befand. (Lichtblau)

Der Wettbewerb hat meinen Blick auf die rechnergestiitzte Mathema-
tik vollig verdndert. Zu der Zeit hatte ich bereits eine Vorlesung zur
numerischen linearen Algebra gehort und besuchte eine Veranstaltung
zur Numerik von Differentialgleichungen. Ich begriff, dass selbst wenn
man weif3, wie eine QR-Zerlegung berechnet wird, das noch lange nicht
bedeutet, dass man irgendetwas tiber numerische lineare Algebra wiiss-
te. (Faulkner)

Ja, ganz bestimmt. Es hat viel Spafs bereitet. Die Probleme des Wettbe-
werbs bildeten eine gute Mischung, die sowohl mit analytischen wie mit
numerischen Methoden geldst werden wollte. Ich jedenfalls bevorzugte
die analytisch orientierten Probleme 1, 5, 6, 8, 9 und 10. AuSerdem hat
die Verwendung eines Pakets zur Computeralgebra (in unserem Fall
Mathematica) wesentlich zum erfolgreichen Abschneiden beigetragen.
(Boersma)

Welche Einsicht hat Sie am meisten zufrieden gestellt?

Ich fand Vergniigen daran, mit nichtnumerischen (also analytischen)
Methoden voranzukommen. Es hat groflen Spafi gemacht, niitzliche
Tricks wie Konvergenzbeschleunigung und Fehlerschitzungen ausfin-
dig zu machen. Auflerdem hat es etwas sehr befriedigendes, mit unab-
héngigen Methoden einander entsprechende Ziffern herauszubekom-
men. (van de Wetering)

Das ganze Teil. Der Weg von , Wie kann ich es anpacken?”, als ich einen
ersten Blick auf die Probleme geworfen hatte, bis zu ,Ja, es geht!” am
Ende. (Kern)

Ein Trick mit partieller Integration beschleunigte die Konvergenz fiir
Problem 1. Es hat sich nicht als die eleganteste Losung herausgestellt,
aber es hat uns den Weg geebnet. (Driscoll)

Ich mochte das Problem mit der Norm der unendlichen Matrix. Ich hat-
te eine Routine geschrieben, die Ax fiir jeden Vektor x ausrechnen konn-
te, ohne die Matrix aufzustellen. Das gestattete mir, eine 50 000 x 50 000-
Matrix in der Vektoriteration mit Shift zu verwenden, was nur wenige
Sekunden Laufzeit bendtigte. Ich benutzte auch eine Art hierarchischer
Technik, indem ich den Eigenvektor des 25000 x 25000 Falls als Start-
vektor des 50000 x 50000 Falls verwendete und auf diese Weise nur
wenige Iterationen benétigte. (Loisel)

Dass ich eine hiibsche Losung fiir Problem 3 gefunden hatte, die nicht
auf rohe Gewalt und Extrapolation angewiesen war. Kurzum, ein wenig
Nachdenken hat sich bei diesem Problem ausgezahlt. (Strebel)
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Ich fand es klasse zu beobachten, wie sich meine Professoren mit diesen
Problemen genauso herumschlugen, wie wir Studenten im Grundstudi-
um es mit den Problemen tun, die sie uns stellen. (Faulkner)

Ich habe das meiste an den Losungen der Probleme 6, 10 und 5 ge-
lernt. Zuerst war ich von den Problemen 6 und 10 etwas abgeschreckt,
da meine Kenntnisse in Wahrscheinlichkeitstheorie recht oberflachlich
sind. Ich fiithlte mich erst wieder wohl, nachdem ich die richtigen ana-
lytischen Ausdriicke zur weiteren Handhabung gefunden hatte. Steutel
und mir gelang es, Problem 6 auf allgemeine asymmetrische zweidi-
mensionale Irrfahrten zu verallgemeinern. Wir dachten sogar daran, ei-
ne Arbeit {iber dieses verallgemeinerte Problem zu schreiben. Wie auch
immer, im Januar 2003 machte uns Folkmar Bornemann darauf auf-
merksam, dass das verallgemeinerte Problem bereits in Veroffentlichun-
gen von Henze [Hen61] und Barnett [Bar63] abgehandelt worden war,
was unserer Arbeit ein jahes Ende bereitete! All das ist nun in hochst
zufriedenstellender Weise in das Kapitel 6 des vorliegenden Buchs ein-
geflossen. (Boersma)

Welches Problem war fiir Sie am schwierigsten?

Problem 5. Im Grunde genommen habe ich es mit roher Gewalt gelost
und habe wegen der letzten beiden Ziffern gezittert. (Driscoll)

Problem 5 war die einzige Aufgabe, fiir die ich Nachforschungen an-
stellen musste, da ich diese Art Problem nie zuvor angepackt hatte. Es
war das letzte Problem, das ich in Angriff nahm. Aber mit dem Ge-
fiihl, bereits 9 von 10 Problemen gelost zu haben, war ich hinreichend
motiviert, mir auch dieses vorzuknopfen. (Robinson)

Probleme 3 und 5, letzteres aber nur weil es uns nicht gelang, den ,rich-
tigen” Zugang zu finden. (Lichtblau)

Problem 5 war mit Abstand das schwierigste; Jos Janson und ich brauch-
ten tiber einen Monat, um es zu knacken. Unsere Rechnungen lieferten
fallende Maxima von |f(z) — p(z)|, was zeigte, dass wir immer noch
nicht das beste Polynom gefunden hatten. Schliefslich stieffen wir in der
Literatur auf ein hinreichendes und notwendiges Kriterium, dass p(z)
das Polynom der Bestapproximation von f(z) auf |z| = 1 ist. Dieses Kri-
terium konnte als ein Algorithmus implementiert werden, der das beste
Polynom p*(z) und sein zugehoriges Maximum|f(z) — p*(z)| extrem
schnell lieferte. (Boersma)

Waren irgendwelche Probleme besonders leicht fiir Sie?

— Problem 10. Ich kenne mich recht gut mit konformen Abbildungen aus

und wusste sofort, dass es auf einen Dreizeiler in Maple hinauslauft.
(Driscoll)
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Hatten Sie ein Lieblingsproblem? Oder eines, welches Sie gar nicht mochten?

— Ich wiirde sagen, ich mochte Problem 1. Es ist wirklich nicht offensicht-
lich, dass der Grenzwert tiberhaupt existiert. (Kern)

— Auf eine seltsame Weise bevorzuge ich Problem 10, das im Kern gar kein
numerisches Problem ist. Es ist natiirlich ein Problem aus der Physik. Es
erinnerte mich auch an die Anfidnge der Fourieranalysis. Es ist spafiig,
dass das Resultat eine sehr schnell konvergente Reihe ist (man braucht
fur die Losung nur das erste Reihenglied). (van de Wetering)

— Probleme 4 und 9 haben mich wenig gereizt. (Robinson)

— Ich mochte Problem 6. Es fiihrt recht schnell zu sehr interessanter Nu-
merik und zu einigen schwierigen theoretischen Fragen. Aufserdem gibt
es effektive Methoden zu seiner Losung aus der ganzen Bandbreite von
recht elementar bis sehr tiefliegend — nur die direkte Summation ist
wohl der einzige garantierte Fehlschlag. (Driscoll)

— Problem 2 mochte ich am wenigsten, da es keine raffinierte Methode
gibt, um es zu l6sen. (Strebel)

Waren Sie sich Ihrer Ziffern sicher?

— Fiir die meisten Probleme hatte ich mehr als eine Methode. Aber man
kann sich nie 100% sicher sein. Es gibt immer die Moglichkeit, dass
eine Ziffer versehentlich unter den Tisch fillt oder man ein Problem
missversteht. (van de Wetering)

— Ich hatte entweder zwei Methoden, um das Problem zu 18sen, oder ei-
ne unabhéngige Kontrolle des Ergebnisses, so dass ich meiner Sache
einigermafen sicher war. (Strebel)

— Problem 10 hat mich frustriert. Ich ahnte, dass es einen geschickten Lo-
sungsweg geben miisste, gelangte aber nur zu einer langsam konver-
genten doppelten unendlichen Reihe. SchliefSlich blieb ich bei einer auf
rohe Gewalt angewiesenen Methode stecken. Es hdtte mich also nicht im
geringsten gewundert, bei diesem Problem falsch zu liegen. (Robinson)

Haben Sie irgendwelche Bemerkungen zu den Ziffern, die Ihnen durch die Lappen
gingen?

— Ich verfehlte die letzte Ziffer in Problem 2. Ich muss zugeben, dass
ich eine Weile brauchte, um zu begreifen, dass das Problem richtig
schwierig ist. Ich begann mit einem Programmteil zur Geometriemo-
dellierung aus einem Gittergenerator, den ein Kollege geschrieben hat-
te. Aber da dieser nur einfache Genauigkeit nutzte, wusste ich, dass
ich auf Maple zuriickgreifen miisste. Ich programmierte alles in Maple
und studierte die Abhdngigkeit der Resultate vom Parameter Digits. So
fand ich heraus, dass ich eine Menge Stellen benétigte und verwendete
Digits :=40. Nur dass ich aus irgeneinem Grunde fiir die Rechnung,
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die ich in meinen Bericht kopierte, Digits :=20 verwendete. Und da
war es geschehen, die letzte Ziffer war falsch. (Kern)

Etliche Teams bestanden zum Teil oder im Ganzen aus Nichtmathematikern. Wenn
Sie nicht in erster Linie Berufsmathematiker sind, glauben Sie, dass diese Art
Ubung fiir die weitere Welt der angewandten Mathematik oder des wissenschaftli-
chen Rechnens von Wert ist?

Ich denke, dass es eine wertvolle Ubung fiir alle angewandten Wissen-
schaften ist. Es macht deutlich, dass Konvergenz nicht immer einfach
daherkommt und dass, wenn eine Blackbox ein Ergebnis ausspuckt,
man sich wirklich die Details ansehen muss, um einen Anhaltspunkt zu
gewinnen, ob das Ergebnis gut, schlecht oder vollig falsch ist (das gilt
insbesondere in meinem Arbeitsbereich der Finanzwirtschaft). Zudem
glaube ich, dass es wirklich lohnt zu begreifen, dass 19sbare Probleme
oft eine grofle Vielzahl von Methoden zulassen. (van de Wetering)

Hatten Sie irgendwelche ungewohnlichen Quellen aufgetrieben?

Einzig fiir Problem 5 hatte ich ernsthaft die Literatur durchforstet. In
diesem Fall stellte sich das Wissen um Nick Trefethens Werk auf diesem
Gebiet als irrefithrend heraus: Die Methoden seiner Arbeiten kdnnen
nicht wirklich etwas liefern, was auch nur annidhernd auf 10 Ziffern
genau wire. Ich verschwendete einige Stunden auf diesem Holzweg.
(Driscoll)

Noch irgendwelche weiteren Kommentare?

Es war ein Vergniigen, die Gelegenheit zu erhalten, in meiner Freizeit
an diesen Wettbewerbsproblemen zu arbeiten. Der Reiz dieser Probleme
besteht darin, dass sie eine Menge Stoff abdecken, grofitenteils nichttri-
vial sind, aber von der Hand des Experten so ausgearbeitet wurden,
dass sie wenig Zusatzaufwand verlangen: Kein hochspezialisiertes Wis-
sen, Software oder Hardware ist nétig, um sie in der gestellten Form zu
knacken. (van de Wetering)

Wir hatten einen eingefleischten Nutzer von Matlab (mich) und einen
von Maple (DeVore). Unsere Zugidnge waren fast ausnahmslos vollig
verschieden. Obwohl letztlich bis auf Problem 2 alle Probleme mit Hilfe
von Standard-Matlab absolut machbar waren, hat mir Maple einigen
zuséatzlichen Respekt abgenotigt. Speziell im Hinblick auf die Probleme
1 und 9 mochte ich sagen, dass numerische Integrale Maple zwar nur
teuflisch schwer abzuschwatzen sind, aber die abgepackten Angebote
von Matlab auf diesem Gebiet nicht einmal der Rede wert sind. (Driscoll)
Im Grofien und Ganzen habe ich die Erfahrung sehr genossen und spii-
re, dass ich eine Menge fiir das Team beigetragen habe. Der Fachbe-
reich Mathematik der University of Delaware ist ein grofiartiger Platz
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Tabelle 1. Anzahl der Teams mit k korrekten Ziffern fiir Problem j.

korrekte Ziffern: o 1 2 4 5 6 8 o9 10 | Mittelwert
Problem 1 (87 Teams) 5 2 1 4 4 - 3 - 11 55 8.2
Problem 2 (8o Teams) 2 - 3 - 4 3 6 2 1 158 8.6
Problem 3 (78 Teams) 1 1 6 1 - - 1 - 2 15 51 8.8
Problem 4 (84 Teams) - 3 - - - - - -1 -8 9.7
Problem 5 (69 Teams) 5 7 5 6 5 1 1 1 1 15 22 6.3
Problem 6 (76 Teams)| 11 2 3 - 1 3 1 - 3 1 51 7.6
Problem 7 (78 Teams) - 1 4 1 5 —- — - 1 14 52 8.8
Problem 8 (69 Teams) 6 — 3 1 7 1 1 2 — =48 7.9
Problem 9 (80 Teams) 3 2 3 1 2 1 1 4 6 453 8.4
Problem 10 (62 Teams) - 2 1 1 3 1 2 1 - - 51 8.9

fur Studienanfanger, weif$ ich doch, dass nicht alle Universitdten ihren
Studenten ermdglichen, auf diese Weise eingebunden zu werden. Ich
bin zwar kein glatter Einserkandidat, aber ich konnte einige dieser Pro-
bleme bewiltigen. Wenn ich also einen Rat erteilen mochte, dann den,
dass Professoren ihre Studenten einbinden sollten, damit sie die Her-
ausforderungen der Mathematik kennenlernen. Man weifs nie, von wo
die bedeutenden Ideen kommen werden. (Faulkner)

Zur relativen Schwierigkeit der Probleme

Ein Weg zur Bewertung der relativen Schwierigkeit liegt in einem Blick auf
die Statistik, wie die Teams bei den einzelnen Problemen abschnitten. So
macht Tabelle 1 deutlich, dass Problem 4 offensichtlich das einfachste und
Problem 5 das schwierigste gewesen war. Betrachten wir die Anzahl der
Teams, welche die volle Punktzahl von 10 fiir ein Problem um genau einen
Punkt verfehlten, so sehen wir, dass die Probleme 1, 3 und 7 recht schwierig
waren. Der Mittelwert der erreichten Punktzahl wiederum zeigt die Wider-
spenstigkeit der Probleme 6 und 8. Und an Problem 10 hat sich die kleinste
Anzahl von Teams tiberhaupt versucht, vermutlich wegen der technischen
Schwierigkeit, sich mit Brown’scher Bewegung zu befassen. Wie auch im-
mer, die allgemeine Streuung der Resultate iiber die ganze Tabelle liefert
einen weiteren Hinweis darauf, dass der Wettbewerb geschickt konzipiert
gewesen war.
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Ein verwickelter Schwanz

Dirk Laurie

Die kiirzeste und beste Verbindung zweier Wahr-
heiten im Reellen verliuft oft durch das Komplexe.

Jacques Hadamard (1945)

~Mein Schwatz ist lang und traurig”, sagte die
Maus und wandte sich seufzend an Alice.

»Das ist fiirwahr ein langer Schwanz”, bestiitigte
Alice und sah verwundert zum Schwanz der Maus
hinunter, ,aber warum nennst du ihn traurig?”

Lewis Carroll (1865)

Problem 1

1
Welchen Wert hat lintl) x~cos(xlogx) dx?
€— €

1.1 Auf den ersten Blick

Dieses Problem scheint wirklich alle moglichen Gemeinheiten fiir uns be-
reit zu halten. Der Graph des Integranden sieht bedngstigend aus, man
werfe nur einen Blick auf Abb. 1.1 (das Stiick nahe 0 haben wir unterschla-
gen, damit der Graph noch auf die Seite passt). Es ist kaum vorstellbar,
dass der erforderliche Grenzwert existiert. Dennoch verlassen wir uns zu-
néchst darauf, dass Professor Trefethen nichts Unmogliches verlangte. Im
Laufe des Kapitels werden wir die Existenz dann tatsdchlich auch beweisen
konnen (siehe S. 34).
Fassen wir den Grenzwert als das Integral

1
S:/ x"cos(xlog x) dx (1.1)
0
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Abb. 1.1. Ein Integrand mit einem verwickelten Schwanz.

auf, so liegen zwei Eigenheiten vor, die jede fiir sich genommen die nume-
rische Integration bereits schwierig macht:

e Der Integrand ist in der Néhe der linken Grenze unbeschréankt.
e Der Integrand oszilliert unendlich oft im Integrationsintervall.

Fiir den Rest dieses Kapitels fassen wir Integrale wie (1.1) als uneigentli-
che Riemann-Integrale auf, da das entsprechende Lebesgue-Integral in Er-
mangelung absoluter Integrierbarkeit nicht existiert.

1.2 Allgemeine oszillatorische Integrale

Wir beginnen mit der Betrachtung allgemeiner Integrale | ab g(x)dx, deren
Integrand ¢ unendliche viele Extremstellen im Intervall (a, b) hat. Solche In-
tegrale verweigern sich den tiblichen Quadraturformeln (Gauf8-Quadratur
usw.), die ein polynomartiges Verhalten von g voraussetzen, und stiirzen
selbst jene automatischen Integratoren in Schwierigkeiten, die das Integra-
tionsintervall adaptiv zerlegen.

Zur Vereinfachung wollen wir annehmen, dass a der einzige Hiufungs-
punkt der Extremstellen von g ist. Die Grundstrategie fiir solche unendlich
oszillatorischen Integrale (die auf Longman [Lon5s6] zuriickgeht; siehe auch
[Evags, Kap. 4]) wird zwar tiblicherweise fiir unendliche Integrationsberei-
che formuliert (siehe [PdADKUKS3, S. 80]), aber endliche Intervalle kénnen
genauso behandelt werden:

1. Wéhle eine Folge ay — a mit b = ag > a; > ap > a3z > - - -. Diese Folge
zerlegt (a,b] in die Teilintervalle (a, ax_1], k =1,2,3,....

2. Integriere g tiber jedes der Teilintervalle. Dem liegt die Idee zugrunde,
dass fiir eine hinreichend feine Unterteilung der Integrand g sich auf
den einzelnen Teilintervallen nicht lénger unerfreulich verhalt und dort
dann jedes verniinftige numerische Verfahren funktionieren wird. Setze
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A
sk:/k 1g(x)dx.
ax

3. Summiere die unendliche Reihe }}? ; s;. Das Resultat ist der gesuchte
Wert des Integrals.

Man beachte, dass eine Singularitédt in a (wie sie in unserem Fall vorliegt)
das Problem nicht schwieriger macht: Die Unterteilung hauft sich in a, was
stets ein guter Weg zur Beherrschung einer Singularitét ist. (Eine Singula-
ritdt in b hitte dem Problem hingegen eine weitere Schwierigkeit hinzuge-
fugt.)

Damit diese Strategie funktioniert, miissen die Reihenglieder s; entwe-
der sehr schnell gegen Null konvergieren (was selten genug passiert) oder
sich hinreichend harmlos verhalten, so dass ein Algorithmus zur Extrapo-
lation der Folge der Teilsummen anwendbar ist. Sinnvolle Moglichkeiten
zur Wahl der Unterteilungspunkte a; sind:

Die Nullstellen von g. Das war die urpsriingliche Wahl von Longman.
Die Extremstellen von g.

Ist g(x) = f(x)w(x) mit einem monotonen w, so ist es gewohnlich ein-
facher, und auch effektiver, die Extremstellen von f statt derjenigen von
g zu verwenden.

Im Fall einer Funktion iiber dem Intervall [a,00), fiir welche der Ab-
stand aufeinanderfolgender Nullstellen sich einem konstanten Wert / na-
hert, hat Lyness [Lyn85] dargelegt, dass es auf das Finden der Nullstellen
nicht ankommt: Wahlt man die Unterteilungspunkte dquidistant im Ab-
stand }, so funktioniert die Methode immer noch. Lyness erwdhnt zwar
nicht wirklich die Verwendung der Extremstellen anstatt der Nullstellen,
kommt dem aber nahe, wenn er die Mitte zwischen aufeinanderfolgenden
Nullstellen des Integranden als Unterteilungspunkte vorschlagt.

Wir sollten noch etwas dazu sagen, wie heikel die Verwendung der
Nullstellen von g als Unterteilungspunkte ist. Die Schwierigkeit entsteht,
weil (anders als bei der Menge der Extremstellen) die Menge der Null-
stellen nicht invariant gegen die Verschiebung des Graphen von g nach
oben oder unten ist. Nur eine einzige Position fiihrt zu Nullstellen in re-
gelmifsigen Abstanden; alle anderen fithren auf ein humpelndes Muster
von abwechselnd zu kurzen und zu langen Schritten. Also sollten wir ei-
gentlich nicht die Nullstellen von g verwenden, sondern die Losungen der
Gleichung g(a;) = c fiir das korrekte c. In vielen Fillen ist die Wahl von
c offensichtlich: Wenn der Wert von g an den Extremstellen grundsatzlich
+1 ist, dann ist ¢ = 0 offenbar sinnvoll; ist jedoch lim,_.,, g(x) = go, dann
ist die Wahl ¢ = gy der einzige Weg, um iiberhaupt zu einer unendlichen
Folge sy zu gelangen.

Im allgemeinen ist die Verwendung der Extremstellen die bessere Wahl.
Sie ist robuster und die Reihenglieder sind kleiner. Es ist zwar richtig, dass
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wir anders als bei der Verwendung der Nullstellen nicht garantieren kon-
nen, dass die Reihe alternierend ist, aber nichtsdestoweniger ist sie es in
der Praxis gewthnlich doch.

1.3 Dieses spezielle oszillatorische Integral

Kommen wir auf den vorliegenden Fall zurtick, so konnen wir offensicht-
lich schlicht die Nullstellen von g verwenden. Mithin erfiillen die Untertei-
lungspunkte

ak_llogak:—(k—%) wn, k=1,2,3,....

Im Fall der Extremstellen ersetzen wir k — 1/2 durch k. Zur Losung dieser
nichtlinearen Gleichung werden wir in §1.5 mehr zu sagen haben.

Fir k = 1,2,3,...,17 berechnen wir die Nullstellen des Integranden
und ermitteln

Aje_
Sk = / Tyt cos(x 1 log x) dx.
a

Danach wiederholen wir das Ganze mit den Extremstellen des Cosinus-
Faktors statt der Nullstellen.

Der Integrand ist iiber jedem einzelnen Teilintervall dufSerst harmlos
und so gut wie jedes numerische Verfahren wird daher funktionieren: Wir
wéhlen die Romberg-Integration (siehe Anhang A, S. 299), die fester Be-
standteil fast jedes einfithrenden Numeriklehrbuchs seit Henricis Klassi-
ker [Hen64] von 1964 ist. Romberg-Integration liefert die ersten 17 Glie-
der der beiden Reihen mit insgesamt 2961 bzw. 3601 Funktionsauswertun-
gen. Die Resultate (berechnet auf einer Maschine mit doppeltgenauer IEEE-
Arithmetik, also mit etwas weniger als 16 signifikanten Ziffern) finden sich
im linken Teil der Tabelle 1.1.

Beide Reihen konvergieren sehr langsam: Die Glieder der ersten verhal-
ten sich wie O(k~!), die der zweiten wie O(k~?2). Jedoch sind beide Reihen
alternierend, was theoretisch bedeutsam ist, da man darauf einen Konver-
genzbeweis aufbauen kann, siehe §1.8. Es ist aber auch praktisch bedeut-
sam, da so gut wie jeder brauchbare Extrapolationsalgorithmus funktio-
nieren wird. So liefert eine schlichte Iteration der A>-Methode von Aitken
(siehe Anhang A, S. 309) die im rechten Teil der Tabelle 1.1 aufgelisteten
Glieder der beschleunigten Reihen.

In beiden Féllen scheinen die Reihenglieder rasant gegen Null zu stre-
ben und ihre Summen, 0.3233674316777786 bzw. 0.3233674316777784, wer-
den vermutlich ein ganzes Stiick genauer sein als die verlangten 10 Ziffern.
Wir misstrauen der letzten Ziffer und erhalten

S = 0.3233674316 77778,

ein in allen 15 gezeigten Ziffern korrektes Resultat.
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Die ersten 17 Reihenglieder, die durch Integration zwischen den Nullstel-

len bzw. Extremstellen entstehen. Auflerdem sind jene Glieder aufgefiihrt, die sich aus der
Beschleunigung der Reihen mittels Iteration der A>-Methode von Aitken ergeben.

s; zw. Nullstellen s zw. Extremstellen Beschl. (zw. Nullst.) Beschl. (zw. Extremst.)
0.5494499236517820 0.3550838448097824 0.5494499236517820 0.3550838448097824
—0.3400724368128824  —0.0431531965722963 —0.2100596710635879  —0.0384770911855535
0.1905558793876738 0.0172798308777912 —0.0078881065973032 0.0076628418755175
—0.1343938122973787  —0.0093857627537754 0.0328626109424927  —0.0009933325213392
0.1043876588340859 0.0059212509664411 —0.0408139994356358 0.0001062999924531
—0.0855855139972820  —0.0040870847239680 —0.0002275288448133  —0.0000160316464409
0.0726523873218591 0.0029962119905360 0.0000467825881499 0.0000010666342681
—0.0631902437669350  —0.0022935621330502 —0.0000029629978848  —0.0000001739751838
0.0559562976074883 0.0018138408858293 0.0000004098092536 0.0000000090009066
—0.0502402983462061  —0.0014714332449361 —0.0000000298386656  —0.0000000013911841
0.0456061367869889 0.0012183087499507 0.0000000036996310 0.0000000000923884
—0.0417708676657172  —0.0010257939520507 —0.0000000002614832  —0.0000000000089596
0.0385427179214103 0.0008758961712063 0.0000000000282100 0.0000000000011693
—0.0357870041817758  —0.0007568532956294 —0.0000000000024653  —0.0000000000000529
0.0334063038418840 0.0006607085396203 0.0000000000001224 0.0000000000000079
—0.0313283690781963  —0.0005819206203306 —0.0000000000000221  —0.0000000000000007
0.0294984671675406 0.0005165328013114 —0.0000000000000018  —0.0000000000000000

1.4 Komplexe Integration

Die Kenntnis der analytischen Fortsetzung einer reellen Funktion, von der
reellen Achse weg in die komplexe Ebene hinein, ist von unschdtzbarem
Wert. Sie liefert numerische Methoden von grofier Kraft und Vielseitigkeit.

Unter Verwendung der Euler’schen Formel ¢”* = cos x + i sin x erhalten
wir

i1 /
S = /1 Re w dx = /1 Re (e((i/x)fl)logx) dx
0 X 0

= /01 Re (x"/x*1> dx.

Nach dem Cauchy’schen Integralsatz hiangt das Kurvenintegral zwischen
zwei Punkten der komplexen Ebene nicht vom Integrationsweg ab, solange
jedenfalls der Weg und seine betrachtete Alternative beide in einem ein-
fach zusammenhingenden Gebiet liegen, in welchem die Funktion analy-
tisch ist. Somit diirfen wir oben die reelle Variable x durch eine komplexe
Variable z ersetzen, wenn wir sorgfaltig einen geeigneten Integrationsweg
wiéhlen.

Wie man der perspektivischen Ansicht in Abb. 1.2 entnimmt, ist in un-
serem Fall der Integrand duflerst harmlos, sobald wir uns von der reellen
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Abb. 1.2. Der Integrand des Problems 1 in der komplexen Ebene. Die rote Linie zeigt die
urspriingliche Formulierung, in welcher der Integrationsweg entlang der reellen Achse ver-
liuft. Die gelbe Linie zeigt den Weg, welchen wir fiir die Integrationsmethode im Komplexen
verwenden.

Achse weg in den positiven Quadranten begeben. Ein brauchbarer Integra-
tionsweg wendet der reellen Achse sofort den Riicken zu, um dann spéter
im Punkt (1,0) zu ihr zuriickzukehren.

Wenn wir den Weg durch z = z(t), t € [a,b], mit z(a) = 0 und z(b) =1
parametrisieren, erhalten wir

b .
S =Re / 2(H) /2015 (1) dt. (1.2)
a

Auch dieses Integral ist ein uneigentliches Riemann-Integral entlang von
z(t) = t, was dem Integrationsweg der urspriinglichen Problemformulie-
rung entspricht, aber es wird, sofern wir den Integranden in ¢ = 0 stetig
fortsetzen, zu einem eigentlichen Integral entlang eines Wegs in der Art
von Abb. 1.2.

Wir betrachten beispielsweise die einfache Parabel

z(t) =t+it(1—t), Z'(t)=1+i-2it, te[0,1]. (1.3)

Abbildung 1.3 zeigt eine Darstellung des Realteils des Integranden in (1.2).
Die Oszillationen kann man zwar noch unterm Mikroskop sehen, aber die
Amplitude verschwindet zusehends mit ¢ — 0. Diese Funktion eignet sich
unmittelbar zur Integration durch vorgefertigte Software.

Eine Sitzung mit Octave
>> function y=func(t);
>> z=t+ixt.*(1-t); y=real(z."(i./z-1) .*(1+i*(1-2%t)));
>> endfunction

>> quad(’func’,0,1)

ans = 0.323367431677773
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Abb. 1.3. Integrand entlang des Wegs z(t) =t + it(1 —t).

Es ist ermutigend, dass die ersten 14 Ziffern mit dem frither berechneten
Ergebnis iibereinstimmen. Wir wollen es jetzt mit mehr Ziffern versuchen.
Dazu verwenden wir die Langzahlarithmetik von PARI/GP. Hier miissen
wir den Fall t = 0 extra behandeln, da PARI/GP anders als Octave eine
geschlossene Quadraturformel benutzt (d.h. eine, die den Integranden in
den Endpunkten des Integrationsintervals auswertet).

Eine Sitzung mit PARI/GP
? func(t) = if(t==0,return(0),\
z = t+Ixt*x(1-t); real(z~(I/z-1)*(1+I*(1-2%t))))
? intnum(t=0,1,func(t))

0.3233674316777787613993700868

Tatséchlich kénnen wir durch eine Rechnung in noch liangerer Arithmetik
bestétigen, dass S = 0.32336 7431677778 76139 93700 8.

1.5 Lambert’'sche W-Funktion

Um die Zerlegung von (0,1] fiir die Unterteilungsmethode von §1.2 zu
finden, miissen wir fiir die Punkte a; mehrere Gleichungen der Form

a;l log ay = —by

16sen. Das ist zwar keine besonders schwierige Aufgabe, da die linke Seite
monoton ist und man immer Bisektion verwenden kann, aber es stellt sich
heraus, dass sich die Losung mit Hilfe einer speziellen Funktion, die es
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verdiente besser bekannt zu sein, in geschlossener Form schreiben ldsst. Es
sei z = by und w = — log ay, dann gilt

we®” = z. (1.4)

Fiir z € [0, c0) hat diese Gleichung eine eindeutige reelle Losung w = W(z).

Die Funktion —W(—z) war bereits Euler bekannt, der sie als konflu-
enten Fall einer Funktion zweier Variablen erhielt, die zuvor von Lambert
untersucht worden war. Obwohl sich die Geschichte der Funktion W bis
zum Jahr 1758 zurtickverfolgen ldsst, taucht sie im bertihmten Handbook of
Mathematical Functions [AS84] nicht auf. Der Name Lambert’sche W-Funktion,
unter dem sie neuerdings bekannt ist, wurde ihr in den frithen 199oer Jah-
ren von den Entwicklern von Maple gegeben.® Einen reizvollen Uberblick
tiber Geschichte, Eigenschaften und Anwendungen der Lambert’schen W-
Funktion liefert der Aufsatz von Corless et al. [CGH"96], welcher auch
unsere Quelle fiir die im folgenden aufgefiihrten Fakten ist.

Euler kannte die Maclaurin’sche Entwicklung von W :

1 2 3
W(z):zf%zz+%z3f%z4+'~. (1.5)

Fiir zy # 0 ldsst sich die Taylorentwicklung von W(z) in Potenzen von
z — zp leicht finden, da die Ableitungen von W durch

d" _ pn(W(z))
EW(Z) e WE (14 W(z))2n—1

n=1273..., (1.6)

gegeben sind, wobei die Polynome p, die Beziehungen p;(w) = 1 und
Prp1(w) = (1 =3n —nw)py(w) + (1 +w)py(w), n=123,...

erfiillen. Es sei angemerkt, dass p, ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Man
sollte der Versuchung widerstehen, den Ausdruck (1.6) durch Substitution
von eV = z/ W(z) zu ,vereinfachen”, da die Formel dann véllig unnotig
eine hebbare Singularitdt bekdme.

Einige Programmierumgebungen stellen Implementierungen der Lam-
bert’schen W-Funktion zur Verfligung. Andererseits ist es aber einfach, ein
eigenes Unterprogramm zu schreiben. In [CGH'96] findet sich der Vor-
schlag, die nichtlineare Gleichung (1.4) iterativ zu losen, aber eine Kombi-
nation von Iteration mit der Taylorentwicklung

1 1
W(z) = W(z) + 3 (2 = ) W'(z) + 57 (2 — 2) W' (2) + - - -
! Die Entwickler von Mathematica entschieden sich fiir den Namen ProductLog.
2 Exzellenter Ausgangspunkt fiir Informationen zur Lambert’schen W-Funktion ist
ebenso http://www.apmaths.uwo.ca/ rcorless/frames/PAPERS/LambertW/.
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ist sogar noch einfacher. Fiir eine gegebene Approximation wjy berechnen
wir zp = we™, so dass also wy = W(zg). Danach addieren wir solange
weitere Glieder der Taylorentwicklung, bis keine Verbesserung mehr erzielt
wird oder ein zusédtzliches Glied nicht ldnger der Miihe wert wire. An
welcher Stelle genau der Abbruch erfolgen sollte, wird von den Details
der Implementierung abhingen, insbesondere davon, um wieviel teurer
die Berechnung von ¢* im Vergleich zu Multiplikation und Division ist.

Man beachte, dass der Faktor e"(#) in (1.6) bereits wihrend der Be-
rechnung von z; ermittelt wurde. Wenn wir den Nenner g,(W(z)) =
eW@n(1 4 W(z))?"1 abspeichern, so kénnen wir jede weitere Ableitung
in n + 1 Multiplikationen und einer Division berechnen. Natiirlich sollten
wir die Koeffizienten der Polynome p,, vorab bis zum hochsten benétigten
Grad aufgestellt haben.

Wie in [CGH " 96] bemerkt wird, braucht nur die letzte Iteration in der
vollen verlangten Genauigkeit ausgefiihrt zu werden. In unserer PARI/GP-
Implementierung der Auswertung von W auf d Ziffern verwenden wir acht
Glieder der Taylorentwicklung mit einem Anfangswert, der auf d/7.5 Zif-
fern genau ist und aus einem rekursiven Aufruf des Programms stammt.
Auf der untersten Ebene verwenden wir den Startwert wy = log(1 + z).
Dies ist vollig sachgerecht fiir die Auswertung von W als reellwertiger
Funktion von z > 0. Bei sehr hohen Genauigkeiten benétigt unsere Rou-
tine weniger Zeit als zwei Auswertungen von ¢*. Fiir die Feinheiten der
Auswertung von W als mehrblittriger komplexer Funktion verweisen wir
auf [CGH"96].

1.6 Transformation auf eine Halbachse

Als Faustregel kann man sich merken, dass die Integration beschrankter
Funktionen tiber unendlichen Intervallen einfacher ist als die Integrati-
on unbeschrankter Funktionen tiber endlichen Intervallen. Die einfachste
Transformation in dieser Hinsicht ist # = 1/x und fiihrt auf ein Integral,
das mit der Kurvenintegralmethode gelost werden kann. Eine weitere na-
heliegende Transformation ist ¢ = —logx, welche das folgende Integral
liefert:

S= /Ooo cos(te') dt. (1.7)

Auf den ersten Blick scheint die Transformation nichts gebracht zu ha-
ben, da eine Integration zwischen den Nullstellen oder den Extremstellen
genau die gleichen unendlichen Reihen wie zuvor liefert. Auch sieht der
Integrand nur unwesentlich weniger hasslich aus (siehe Abb. 1.4).

Der transformierte Integrand besitzt jedoch eine einfachere Form und
eignet sich daher besser fiir analytische Manipulationen. Insbesondere er-
halten wir mittels partieller Integration dquivalente Ausdriicke, in denen
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Abb. 1.4. Integrand nach der Transformation t = — log x.

der Integrand mit wachsendem ¢ rasch abfillt. Fiir die ersten paar Terme
kann noch direkt mit (1.7) gearbeitet werden; méchte man aber zu einer all-
gemeinen Formel gelangen, so ist es einfacher, das Integral f0°° cos(xe*) dx

als Re fooo ¢W (%) dx aufzufassen. Dies erlaubt uns, aus einem raffinierten
Trick zur wiederholten partiellen Integration Vorteil zu schlagen.
Es sei Iy ein Integral der Form Iy = fecé'(") dx mit f = ¢!, dh.
f(g(x)) = x fur alle x im Integrationsbereich. Aufgrund der Identitdt
¢ (x)f'(g(x)) = 1 erhalten wir

b= [ F(3(0))g/ (X)) dx = ¢ (g(x))es ™) — ey,
d

= " Cg() — 1" / cg(x)
b= / ax dx / f7(g(x))g' (x)e8™) dx

sowie allgemein

oot (20RO (1)) + (—0)F [ I (g()g! (1)es ) d

Im vorliegen Fall haben wir ¢ = i, f(y) = W(y), g(x) = xe*, und alle
Ableitungen von f verschwinden, wenn das Argument gegen unendlich
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Abb. 1.5. Integrand des Restterms nach dreifacher Anwendung partieller Integration.

geht. Setzen wir die Ableitungen W) (0) ein, die wir der Maclaurin’schen
Entwicklung (1.5) entnehmen, so bleibt uns

| dr =10 = 221 4 P — (!
0
[e¢] .y
+ik/ WEHD (xe*)eX (1 4 x)e'™" dx.
0

Brechen wir diese Entwicklung bei k = 3 ab und nehmen den Realteil, so
finden wir mit Hilfe von (1.6), dass

[} 6 18 25 15 3 . ;
=2 .
S /0 ((1+f)3+(1+f)4+(1+t)5+(1+t)6>e sin(te') dt

Der transformierte Integrand hat zwar eine unangenehm grofse Steigung im
Ursprung und formt eine héssliche Spitze, fallt aber recht schnell ab (siehe
Abb. 1.5). Fiir 16 Ziffern reicht es, den Bereich 0 < ¢t < 12 zu betrachten.
Romberg-Integration ist noch angemessen; der Integrand ist jedoch nicht
mehr so einfach und wir benétigen 131 073 Funktionsauswertungen, um
die Resultate der bisherigen Methoden zu bestétigen.

1.7 Darstellung als divergente Reihe

Setzen wir den Prozess der partiellen Integration unbegrenzt fort und igno-
rieren den Restterm, so erhalten wir die unendliche Reihe

2468+ (1.8)

Diese Reihe ist zwar von niederschmetternder Einfachheit, aber auch ge-
waltig divergent. Derartige divergente Reihen mit einfachen analytischen
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Abb. 1.6. Integrationsweg fiir (1.10). Die Stiitzstellen sind beziiglich der Parametrisie-
rung dquidistant gewdihlt.

Termen als Glieder konnen formal in andere Ausdriicke umgewandelt wer-
den, die gewohnlich dquivalent zur urspriinglich gesuchten Grofse sind.
Solch ein Vorgehen liefert nattirlich nur eine heuristische Motivation fiir
eine Identitdt, die dann noch einer Rechtfertigung durch andere Mittel be-
darf.

Universelle Methoden zur Konvergenzbeschleunigung (wie die in An-
hang A vorgestellten) beeindrucken diese Reihe nur wenig. Wie im Fall
der Kurvenintegralmethode von §1.4 fithrt uns jedoch der Umstand, einen
analytischen Ausdruck der Reihenglieder zu besitzen, zu einer besseren
Methode. Eine konvergente alternierende Reihe erfiillt die Identitat

é(—l)k_lak = %/Cf(z) csc(mz) dz (1.9)

unter folgenden Voraussetzungen (siehe Theorem 3.7):

1. Der Integrationsweg C zerlegt die komplexe Ebene in das offene Gebiet
Qg, das die Punkte 1,2,3,... enthilt, und das offene Gebiet );, das
die tibrigen ganzen Zahlen enthilt, wobei C gegen den Uhrzeigersinn
um Qp verlauft.

2. Es gilt ay = f(k), wobei f in Qg analytisch ist und geeignet fiir z — oo
abfallt.

Die Gestalt der divergenten Reihe (1.8) legt daher nahe, das Kurvenintegral

%/6(22)22_1 csc(mz) dz (1.10)

zu betrachten.
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Tabelle 1.2. Approximation des Kurvenintegrals (1.10) mittels Trapezsumme der Schritt-
weite h. Zudem wird die Anzahl der Auswertungen des Integranden aufgefiihrt.

h~!  Anz. Auswert. Approximation von S

2 11 0.334486489324265
4 23 0.323398015778690
8 45 0.323367431981211

16 91 0.323367431677779

32 181 0.323367431677779

Fiir die rasche Konvergenz des Kurvenintegrals eignet sich der parame-
trisierte Weg (siehe Abb. 1.6)

(x,y)=(1- %cosht,—t), —00 < t < o0,

Fiir 16 Dezimalziffern reicht die Berticksichtigung des Bereichs |t| < 2.8.
Werten wir das Kurvenintegral mittels der Trapezsumme3 zur Schrittweite
h in der Variablen t aus, so erhalten wir die Resultate in Tabelle 1.2. Es
ist ermutigend festzustellen, dass die Resultate mit den bereits erhaltenen
tibereinstimmen.

Obwohl die Ubereinstimmung auf 14 Ziffern hochgradig suggestiv ist,
haben wir doch keinen Beweis der Giiltigkeit dieser Methode. Im allge-
meinen gibt es unendlich viele analytische Funktionen, die vorgegebene
Werte in den positiven ganzen Zahlen interpolieren, und wir kénnen nur
im Fall konvergenter Reihen garantieren, dass (1.9) von der Wahl des Inter-
polanten unabhéngig ist. Als Kuriositat und Herausforderung formulieren
wir daher die Vermutung: Das uneigentliche Riemann-Integral (1.1) und das
Kurvenintegral (1.10) besitzen den gleichen Wert.

1.8 Transformation auf ein Fourierintegral

Die am besten verstandenen unendlich-oszillatorischen Integrale sind Fou-
rierintegrale. In §9.5 werden wir diese Integrale in grofierer Ausfiihrlichkeit
diskutieren; hier beschranken wir uns darauf zu zeigen, dass das vorliegen-
de Problem auch auf diesem Weg gelost werden kann.

Das wesentliche Merkmal eines Fourierintegrals ist das Auftreten eines
Faktors der Form sin(at 4+ b). Im vorliegenden Fall haben wir den Faktor

3 In §3.6.1 erklaren wir, warum Trapezsummen so aufSerordentlich gute Resulta-
te fiir Kurvenintegrale analytischer Funktionen liefern: Die Konvergenz erfolgt
exponentiell schnell.
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Abb. 1.7. Integrand nach Transformation mit der Lambert’schen W-Function.

cos(te'), so dass wir die Transformation u = te’, das heifit also t = W (u),
benétigen. Das ergibt den Ausdruck#

S= /oo W' (u) cos u du. (1.11)
0

W' kann leicht aus (1.6) berechnet werden. Was oszillatorische Integranden
tiber unendlichen Intervallen anbetrifft, verhilt sich dieser Integrand vollig
harmlos, wie der Graph in Abb. 1.7 zeigt.

In diesem Stadium unserer Diskussion kénnen wir endlich beweisen,
dass das urspriingliche Integral konvergiert. Da die Nullstellen jetzt dqui-
distant sind, reicht es zu zeigen, dass der Vorfaktor von cosu fiir hinrei-
chend grofles u monoton gegen Null fallt. In diesem Fall liefert die Inte-
gration zwischen den Nullstellen eine alternierende Reihe mit monoton
gegen Null strebenden Gliedern. Tatséchlich ist die Funktion W/(u) =
e~ /(14 W(u)) ein Produkt zweier monoton fallender Funktionen und
als solche daher selbst monoton fallend.

Die Methode von Ooura und Mori [OMgg] (siehe §9.5 fiir eine ausfiihrli-
che Beschreibung) arbeitet mit der Strategie des iterativen Verdoppelns des
Parameters M wie in Tabelle 1.3 gezeigt. Wie wir sehen, sind sowohl die
Anzahl der Funktionsauswertungen als auch die Anzahl korrekter Ziffern
in etwa zu M proportional. Gestiitzt auf diese Beobachtung verlassen wir

4 Die Routine NIntegrate zur numerischen Integration in Mathematica stellt fiir
solche Fourierintegrale eine Option zur Verfiigung, die im wesentlichen die Me-
thode von Longman aus §1.2 implementiert. Problem 1 wird dann auf 13 korrekte
Ziffern mittels des folgenden kurzen Programmtexts gelost:

NIntegrate[ProductLog' [u] Cos[u], {u, 0, «}, Method -» Oscillatory]

0.3233674316777859
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Tabelle 1.3. Approximation von S durch Anwendung der Methode von Ooura und Mori
auf das Integral (1.11). Zusitzlich wird die Anzahl der Auswertungen des Integranden

aufgefiihrt.

M Anz. Auswert. Approximation von S

2 6 0.333683545675313
4 13 0.323277481884531
8 26 0.323367418739372
16 53 0.323367431677750
32 111 0.323367431677779

uns auf alle Ziffern bis auf die letzte (die von Rundungsfehlern verschmutzt
sein konnte) und stellen fest, dass

S =0.32336743167777.

1.9 Auf dem Weg zu 10 000 Ziffern

Hochgenaues Rechnen ist eine Kunst, die man am besten Experten tiber-
lasst. Gliicklicherweise haben solche Experten proprietdre Software wie
Maple und Mathematica, oder freie Software wie GNUMP, CLN, GiNaC,
PARI/GP und zweifellos viele weitere mehr geschrieben. Soweit es die
grundlegende Arithmetik und die elementaren Funktionen betrifft, kon-
nen wir uns darauf verlassen, dass die Experten ihr Bestes gegeben haben.
Auch wenn ein Experte es vielleicht besser als ein anderer Experte gemacht
haben sollte, diirfte ein gewdhnlicher Nutzer solcher Pakete nicht darauf
hoffen, dagegen antreten zu kénnen.

Hier ist ein Beispiel von Zeitmessungen fiir einige handelsiibliche Auf-
gaben auf meinem Computer. Fiir x = /3 fiihrt Tabelle 1.4 die Laufzei-
ten in Uhrtakten (ein Uhrtakt ist die kleinste auf dem Computer messbare
Zeit, etwa 0.002 Sekunden) auf, wie sie ginsh (ein einfache, interaktive und
taschenrechnerartige Schnittstelle zu GiNaC) fiir drei Genauigkeitsstufen
meldet. Zwei naheliegende Beobachtungen aus dieser Tabelle gelten im all-
gemeinen fiir alle Implementierungen mehrfach-genauer Arithmetik:

e Die Kosten einer Operation in d-ziffriger Arithmetik wachsen schneller
als d wichst.

o Die Auswertung transzendenter Funktionen ist um ein vielfaches teurer
als die arithmetischen Operationen.

Der zweite Band des Klassikers ,The Art of Computer Programming”
von Donald Knuth [Knu81, §4.3.3] enthélt eine umfassende Diskussion
mehrfach-genauer Arithmetik.
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Tabelle 1.4. Laufzeit (in Uhrtakten) verschiedener hochgenauer Berechnungen.

Ziffernanzahl: 10000 20000 40000

XX 1 3 12
Vx 3 11 49
1/x 6 24 70

cosx 249 1038 3749

e* 204 694 2168

Der {iibliche Weg zur Beurteilung der Komplexitit einer d-ziffrigen
Rechnung besteht im Auffinden eines Exponenten p, so dass die Zeit t(d)
fiir wachsendes d wie O(dP) skaliert. Im Fall der Multiplikation ist die be-
kannteste schnelle Methode die von Karatsuba mit p = log, 3 = 1.6 — dies
ist die von GiNaC verwendete Methode.

Knuth beschreibt mehrere Algorithmen, die zwei Zahlen in der Zeit
O(d?P) mit p = 1+ e fiir beliebig kleines ¢ multiplizieren konnen, was
asymptotisch optimal ist. Fiir relativ kleine Werte von d beschreibt jedoch
ein Wert von p, der deutlich grofier als 1 ist, das beobachtete Verhalten der
optimalen Methoden besser. Der Ubergangspunkt, von welchem an eine
optimale Methode in der Praxis besser als die Methode von Karatsuba ist,
liegt tiblicherweise nahe bei d = 10 000.

Es ist auch bekannt [Brey6], dass die meisten gebrduchlichen transzen-
denten Funktionen in der Zeit O(M(d) logd) ausgewertet werden konnen,
wobei M(d) die Zeit einer d-ziffrigen Multiplikation bezeichnet.

Das Ubergewicht der Formel O(d?) bedeutet nicht, dass die tatsdchli-
che Formel fiir ¢(d) von so einfacher Form ist — das groie O kehrt Faktoren
wie logd, loglogd, usw., sowie einige moglicherweise recht grofie Kon-
stanten unter den Teppich. Allerdings liefert uns die vereinfachte Formel
eine Faustregel: Wenn d eine geometrische Progression bildet, dann soll-
te t(d) es ungefdhr auch tun. Man kann diese Argumentation sogar ohne
Berechnung von p nutzen. Zum Beispiel haben wir im Fall von e* die Zei-
ten £(10000) = 204 und #(20000) = 694, und prognostizieren daher, dass
£(40000) nahe bei 6942 /204 = 2361 liegen sollte, was auch tatséchlich der
Fall ist. Da Terme der Form logd letztlich durch eine Potenz von d model-
liert werden, neigt dieses Vorgehen zur Uberschitzung der bendtigten Zeit,
was grundsétzlich erst einmal nicht schlecht ist.

Wir wollen nun das Verhalten der vielversprechenderen Algorithmen
fur Problem 1 im Hinblick darauf beurteilen, wie sehr die Laufzeit fiir gro-
Beres d wichst.
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Integration iiber Teilintervalle und Extrapolation (§1.3)

Nehmen wir an, wir finden zum Nulltarif eine Quadraturformel, die das
Integral tiber einem Teilintervall auf d Ziffern genau mit O(d) Stiitzstellen
auswerten konnte (das ist zwar optimistisch, aber ich werde darlegen, dass
diese Methode ohnehin nicht konkurrenzfahig wére), und wir kdmen mit
O(d) Teilintervallen aus. Das fiihrt auf O(d?) Auswertungen des Integran-
den.

Komplexe Integration (§1.4)

Wenn wir mit 10000 Ziffern rechnen, kénnen wir uns den Luxus einer
adaptiven Quadraturroutine nicht leisten; wir benotigen etwas fiir die vor-
liegende Aufgabe Mafigeschneidertes. Die Grundtechnik ist folgende:

1. Wihle den Integrationsweg sorgfaltig.

2. Parametrisiere den Weg so, dass die Trapezsumme auf der Parameter-
achse eine asymptotische optimale Quadraturformel ist, d.h. eine For-
mel, fiir welche die Anzahl der korrekten Ziffern etwa proportional zur
Anzahl der Funktionsauswertungen ist (siehe §3.6.1).

Was im einzelnen zu tun ist, wollen wir hier nicht weiter ausfiihren; statt-
dessen verweisen wir auf die ausfiihrliche Diskussion vergleichbarer Tech-
niken, angewendet auf weitere Probleme, in §§3.6 und 9.4. Nach so man-
chem Experiment empfehlen wir den folgenden parametrisierten Weg zur
Auswertung von (1.2) auf eine Genauigkeit von d Ziffern:

B et N 2i
" et +2 -2t cosht’

log(cd) <t <1+logd,

mit ¢ ~ 1.53; es taugt dann 2/ (d + 1) als Schrittweite der Trapezsumme.
Die divergente Reihe (§1.7)

Wir konnen diese Methode zwar nicht als unser Hauptinstrument einset-
zen, aber wenn ihr Resultat mit dem unserer besser fundierten Methoden
iibereinstimmt, nutzt es und stiarkt unsere Gewissheit.

Kurvenintegrale iiber unendlichen Integrationswegen benotigen typi-
scherweise eine Schrittweite, die umgekehrt proportional zur Anzahl der
verlangten Ziffern ist. Der doppelt-exponentielle Abfall des Integranden
in (1.10) als Funktion von ¢ (ein erster einfach-exponentieller Abfall stammt
von der Parametrisierung, ein weiterer von der Exponentiation im Integran-
den) garantiert, dass die benotigte Anzahl von Stiitzstellen nur geringfiigig
schneller als der Kehrwert der Schrittweite wachst. Also konnen wir die
Anzahl N der tatsichlich benutzten Stiitzstellen durch N = O(d'*€) mo-
dellieren, wobei € klein ist. (Ein genaueres Modell wire d ~ cN/ log N, das
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wir bei Kenntnis von ¢ mittels eines Zweigs der Lambert’schen W-Funktion,
der nicht durch (1.5) gegeben ist, nach N auflosen konnten — aber das ist
eine andere Geschichte.)

An jeder dieser Stiitzstellen miissen wir eine Hyperbelfunktion, einen
komplexen Kosekans und eine komplexe Potenz auswerten. Wir kénnen
davon ausgehen, dass dies alles zwar teurer als eine Auswertung von
cos(xe*) fiir reelle Argumente x ist, jedoch nicht soviel teurer, dass es die
Vorteile von O(d'*€) gegeniiber O(d?) Funktionsauswertungen aufwoge.

Methode von Ooura und Mori (§1.8)

Wie die beiden vorangehenden Methoden ist auch dies ein doppelt-expo-
nentielles Integrationsverfahren, so dass weitgehend die gleiche Argumen-
tation Anwendung findet wie im Fall der komplexen Integration. Der Vor-
teil besteht jetzt darin, dass die transzendenten Funktionen in reellen Argu-
menten ausgewertet werden und wir daher einen kleinen Laufzeitgewinn
erwarten diirfen.

Wie wir gesehen haben, sollte uns die Auswertung der Lambert’schen
W-Funktion nicht mehr als zwei Auswertungen von e* kosten. Experimen-
tell beobachten wir, dass M = 1.5d fiir eine Genauigkeit von d Ziffern
ausreicht.
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Verlisslichkeit im Chaos

Stan Wagon

Wagte ich das winzige Staubkorn auf meiner Fingerkuppe zu
storen, ich vollbrichte eine Tat, welche die Mondbahn erschiit-
terte, die Sonne nicht linger Sonne sein liefle und fiir immer
das Schicksal ungezihlter Myriaden von Sternen verinderte.

Edgar Allen Poe (Eureka, 1848)

Fast jeder Strahl des Chaos, der uns zu vernichten droht, kann
vom Verstand in eine heilsame Kraft verwandelt werden.

Ralph Waldo Emerson (Fate, 1860)

Problem 2

Ein Photon bewegt sich in der x— Ebene mit Geschwindigkeit 1.
Zur Zeit t = 0 startet es von (x,y) = (1/2,1/10) aus in genau ost-
liche Richtung. Um jeden ganzzahligen Gitterpunkt (i,j) der Ebene
ist ein kreisformiger Spiegel vom Radius 1/3 errichtet. Wie weit
entfernt von (0, 0) befindet sich das Photon zur Zeit t = 10?

2.1 Auf den ersten Blick

Um sich das Verhalten des Photons auch nur ungefihr vorstellen zu kon-
nen, missen wir ein Programm schreiben, das die einzelnen Reflexionen
verfolgt. Das kann man auf unterschiedliche Weise tun, und wir werden
in §2.2 die besonders elegante Methode von Fred Simons prasentieren. Ein
blindwiitiges Verfolgen der Reflexionen reicht aber bei weitem nicht aus,
es wiirde uns in die Irre fithren. Die typische Maschinengenauigkeit von
etwa 16 signifikanten Stellen geniigt namlich nicht, um 10 Ziffern des Er-
gebnisses korrekt zu berechnen. Diese numerische Instabilitdt konnen wir
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Abb. 2.1. Maximale Variation des Ergebnisses bei Variation der Anfangsposition auf ei-
nem Kreis vom Radius 10~¢ um den Punkt (1/2,1/10) herum. Diese Graphik lisst erken-
nen, dass eine Rechnung mit 16 signifikanten Ziffern zu einem nur auf ungefihr 5 Ziffern
genauen Ergebnis fithren wird.

auch ohne Langzahlarithmetik wie folgt blofistellen: Wir variieren die An-
fangsposition auf einem Kreis vom Radius 104 um den Punkt (1/2,1/10)
herum und betrachten, welche Variationen wir im Ergebnis (d.h. der Entfer-
nung des Endpunkts vom Ursprung) erhalten. Genauer gesagt nehmen wir
10 Punkte auf diesem Kreis und ermitteln die maximale absolute Differenz
zwischen dem zugehorigen Ergebnis und demjenigen fiir den Mittelpunkt.
Das Resultat dieser Ubung, ausgefiihrt in Maschinenarithmetik, findet sich
in Abb. 2.1. Es zeigt sich, dass eine Storung der Anfangsbedingung von et-
wa 1017 eine Stérung des Ergebnisses von ungefahr 10~° bewirken kann.
Dies ist ein klassisches Beispiel sensitiver Abhéngigkeit, populdrwissen-
schaftlich als ,Schmetterlingseffekt” bekannt.

Mit dem Wissen, dass Rundungsfehler in der Gréfienordnung der Ma-
schinengenauigkeit bei einer Gleitkommarechnung recht bald auftreten
(hier sogar unmittelbar zu Beginn, da 1/10 kein abbrechender Binédrbruch
ist), begreifen wir, dass uns hier der IEEE-Standard doppelt-genauer Ma-
schinenarithmetik nicht mehr als ungefahr 5 Ziffern des Ergebnisses liefern
kann." Da die ,Messpunkte” in Abb. 2.1 zum Schluss hin linear verlaufen,
sagen wir zudem vorher, dass eine Genauigkeit der Arithmetik von etwa 21
signifikanten Ziffern erforderlich ist, um das Ergebnis auf 10 Ziffern genau
zu berechnen. In §2.2 wird sich diese Abschédtzung als korrekt herausstel-
len.

1 Offenbar hatten etliche Teilnehmer des Wettbewerbs dieses Problem nicht be-
merkt. Von den 82 Teams, die eine Losung eingereicht hatten, hatten 58 Teams 10
Ziffern, 10 Teams zwischen 6 und g Ziffern und 14 Teams 5 oder weniger Ziffern
herausbekommen.
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Interessanterweise sind die Rechnungen, welche Abb. 2.1 zugrunde lie-
gen, in dem Sinne falsch, dass die fiir die Ergebnisvariationen berechneten
Zahlen in einigen Féllen nur auf 5 Ziffern genau sind. Nichtsdestoweni-
ger ist ein starkes Anwachsen der Unscharfe ein sicherer Hinweis darauf,
dass etwas schief lduft. Kurz gesagt: Maschinenarithmetik kann auch dann
ein verlédssliches Werkzeug zur Diagnose sein, wenn sie zur Losung des
Problems nichts beitrdgt. Wiederholen wir die Rechnungen mit einer we-
sentlich genaueren Arithmetik (sagen wir, mit 50 signifikanten Ziffern), so
gelangen wir zu , Messergebnissen”, die von denen in Abb. 2.1 nicht zu
unterscheiden sind.

Eine wichtige Konsequenz dieser Beobachtungen ist, dass wir Problem 2
nicht mit Software werden losen konnen, die wie Matlab oder C in Ma-
schinenarithmetik arbeitet (es sei denn, man benutzte Zusatzpakete, die
Langzahlarithmetik zur Verfiigung stellen). Die anderen neun Probleme
des Wettbewerbs konnen hingegen im Milieu der Maschinengenauigkeit
gelost werden. Das ist im Einklang mit Nick Trefethens Maxime Nr. 16
[Treg8]: ,,Wenn Rundungsfehler verschwinden, blieben 95% der numeri-
schen Mathematik bestehen.”

2.2 Dem Photon hinterher gejagt

Wir betrachten einen Strahl, der beginnend von einem Punkt P in der Rich-
tung des Einheitsvektors v verlduft. Wenn wir die Ebene in Einheitsqua-
drate zerlegen, die in den ganzzahligen Gitterpunkten zentriert sind, dann
unterteilen diese Quadrate den Strahl in Segmente (Abb. 2.2). Wir kénnen
fur jeden Punkt des Strahls ganz einfach durch Rundung seiner Koordi-
naten ermitteln, in welchem Quadrat er sich befindet. Noch wesentlicher
ist die Feststellung, dass, wenn der Strahl den in einem gegebenen Qua-
drat liegenden Kreis trifft, das zugehorige Segment mindestens die Lange
/2 — 2/3 hat. Wir koénnten diese Zahl zwar im folgenden benutzen, es ist
aber einfacher, stattdessen mit einer etwas kleineren rationalen Zahl zu ar-
beiten; 2/3 ist geeignet. Also nochmal: Wenn das Segment innerhalb eines
Quadrates kiirzer als 2/3 ist, dann gibt es keinen Schnitt mit dem im Qua-
drat liegenden Kreis.

Diese Beobachtung bedeutet, dass, wenn das Photon auf seinem Weg
den zu seiner aktuellen Position P gehorigen Kreis nicht trifft, der zu P +
2v/3 gehorige Kreis die ndchste Moglichkeit liefert, einen Kreis zu treffen.
Wir kénnen demnach den Schnitt finden, indem wir solange wie notig P,
P+2v/3,P+2-2v/3,P+3-2v/3, ... betrachten. Sobald wir einen Aufprall
feststellen, ersetzen wir P durch den Schnittpunkt mit dem Spiegel und v
durch die neue Richtung. Dann geht es weiter wie zu Beginn.
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Abb. 2.2. Quadrate um die ganzzahligen Gitterpunkte sind ein eleganter und effizienter
Weg, um den niichsten Spiegel zu suchen, den das Photon trifft. Die Abbildung zur Rechten
erkliart warum: Wenn ein Strahl einen Kreis trifft, so hat der Schnitt mit dem umliegenden
Quadrat mindestens die Linge \/2 —2/3.

Um den neuen Punkt zu ermitteln (oder um festzustellen, dass der in
Frage stehende Kreis nicht getroffen wird), bezeichnen wir mit m den Mit-
telpunkt des zu P gehorigen Kreises und wahlen die kleinste positive Lo-
sung t der quadratischen Gleichung (P +tv —m) - (P +tv —m) = 1/9 zur
Bestimmung des korrekten Schnittpunkts Q. Haben wir Q, so ist es ein-
fach, die neue Richtung auszurechnen. Nehmen wir dazu einmal an, dass
der Mittelpunkt des Kreises der Ursprung ist und Q = (a,b). Dann ist die
lineare Transformation, welche eine Richtung in ihre Reflexion abbildet,
durch die Matrix H gegeben, die (—a, —b) auf (a,b) abbildet und (—b,4a)

festhalt:
—a —b a—b
H'<—b a>_<b a)'
Wir miissen also diese Beziehung nach H auflosen, was sich mit Mathema-
tica leicht bewerkstelligen ldsst.

Eine Sitzung mit Mathematica

(a b ) .Inverse[ (:a b ) ]//Simplify//MatrixForm

b a b a
—a? + p? 2ab
a? +p? 3’ +b?
2ab a’ - b?
a? +p? a® +b?

Mit a? + b? = 1/9 ist die neue Richtung gerade

9 b2 —a? —2ab ’
—2ab a®>—b%) "
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wobei wir jetzt um den Mittelpunkt verschieben und (a,b) = Q — m setzen.

Algorithmus 2.1 (Dem Photon hinterher gejagt).

Parameter: Das Photon besitzt die Geschwindigkeit 1; die Spiegel haben den
Radius 1/3.

Eingabe: Anfangsposition P, Anfangsrichtung v und eine Endzeit fmax.

Ausgabe: Der Weg des Partikels in der Zeit von 0 bis fmax in Form der
Menge path, welche die Reflexionspunkte und die Positionen zu den Zeit-
punkten 0 und tmax enthalt.

Notation: trem ist die verbleibende Zeit, m der dem Photon aktuell nédchst-
gelegene Kreismittelpunkt, und s ist die Zeit, zu der das Photon den Kreis
trifft, gemessen als Zeitspanne seit der vorangegangenen Reflexion. Fiir
einen Vektor Q = (a,b) bezeichne Hg die Matrix

b2 — a2 —2ab
HQ_9( —2ab uz—bz)'

Schritt 1: Initialisiere: trem = fmax, path = {P}.
Schritt 2: while trem > 0:
m = round(P + 2v/3);
s = kleinste positive Ldsung von (P +tv —m) - (P+to—m) =1/9;
(s = oo, wenn es keine positive Lésung gibt);
if 5 < trem: P =P +sv; v = Hp_y - v; fiige P zu path hinzu;
else: s = min(frem,2/3); P = P+ sv; end if;
trem = trem —S;
end while;
Schritt 3: Gebe path zuriick.

Es folgt ein vollstaindiger Programmtext, der diesen Algorithmus in Ma-
thematica implementiert und Problem 2 16st. Wir starten zundchst mit 36
Ziffern der Anfangswerte.

Eine Sitzung mit Mathematica
b?-a? -2ab
H[{a., b.}] := 9(—2ab a? _p? )'

p=N[{1/2,1/10},36];v={1,0};tRem = 10;

While[tRem > 0, m = Round[p + 2v/3];
s =Min[Cases[t/.Solve[(p+tv-m).(p+tv-m) ==1/9,t], ?Positive]];
If[s <tRem, p+=sv;v=H[p-m].v, s=Min[tRem, 2/3]; p+ =svV];
tRem - = s];

answer = Norm[p]
0.9952629194

Precision[answer]

10.2678536429468



44 2 Verldsslichkeit im Chaos

Die Anforderung einer Anfangsgenauigkeit von 36 Ziffern zwingt Mathe-
matica dazu, eine Softwarearithmetik (Langzahlarithmetik) zu verwenden,
die auf der Technik der Signifikanzarithmetik beruht. Diese ist in ihren Ab-
schiatzungen nicht ganz so pessimistisch wie die Intervallarithmetik, da sie
statt exakter Einschlieffungen Heuristiken verwendet, um mit Hilfe der Dif-
ferentialrechnung den schlechtestméglichen Fall von Fehlerverstarkung in
jedem Rechenschritt abzuschdtzen. Aufgrund solcher Abschitzungen be-
hauptet Mathematica, dass das Resultat auf etwas mehr als 10 Ziffern ge-
nau sei, und tatsachlich sind 10 Ziffern korrekt.

Als néchstes benutzen wir dasselbe Programm mit 50 Ziffern der An-
fangswerte (inklusive der Richtung). Mathematica kennzeichnet die abge-
schatzte Genauigkeit des Ergebnisses im Anschluss an die berechneten Zif-
fern:

0.995262919443354160890311809426722615911420883574'32.005

Etwas mehr als 32 Ziffern sollen also korrekt sein. Wiederholen wir das
Ganze mit einer Anfangsgenauigkeit von 100 Ziffern, so erhalten wir ein
Ergebnis (mit einem vorhergesagten Fehler von 10~82), welches genau die
ersten 32 Ziffern des vorherigen Ergebnisses bestatigt:

0.995262919443354160890311809426721621029466922734154349
803208858072986179622830632228394435818154'82.005

Dies zeigt uns, dass die Fehlerabschidtzungen der Signifikanzarithmetik
recht brauchbar sind. Auf diese Weise konnen wir leicht zu 100 Ziffern
gelangen. Wir starten mit einer Genauigkeit von 120 Ziffern und erhalten
102 Ziffern des Ergebnisses (wir werden in §2.4 diskutieren, wie wir die
Richtigkeit dieser Ziffern tiberpriifen konnen):

0.995262919443354160890311809426721621029466922734154349
8032088580729861796228306320991749818976188760314664389
396105'102.005

Solche Rechnungen erlauben es uns, Trajektorien zu zeichnen und zu
vergleichen. Abbildung 2.3 zeigt den Vergleich der Ergebnisse zweier Rech-
nungen bis zur Zeit 20: Die Eine benutzt Maschinenarithmetik, die Andere
startet mit 40 Ziffern der Anfangsbedingungen, was ausreicht, um fiir jeden
Punkt der Trajektorie eine Genauigkeit von 10 Ziffern zu garantieren.

Der in Mathematica gewihlte Zugang zur Langzahlarithmetik ist un-
typisch fiir Software zum numerischen Rechnen. Viele Programmierum-
gebungen gestatten dem Nutzer, eine feste Mantissenldnge fiir die numeri-
sche Rechnung zu verwenden. Solch ein Zugang erlaubt es uns, den Fehler-
transport besser zu verstehen. Ergebnisse von Rechnungen mit fester Man-
tissenldnge finden sich in Tabelle 2.1. Der Datensatz dieser Tabelle wurde
mit Mathematica erstellt, wobei eine feste Mantissenldnge simuliert wurde.
Derartige Rechnungen wéren einfacher in Maple, wo der Befehl
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Abb. 2.3. Zur Zeit 20 befindet sich die in Maschinenarithmetik gerechnete Trajektorie
(durchgezogene Linie) an einer vollig anderen Position als jene (gestrichelte Linie), welche
mit einer die Korrektheit garantierenden Mantissenlinge gerechnet wurde.

> Digits := d:

eine Mantissenlidnge der Linge d festlegt. In jedem Fall scheinen wir ge-
fahrlos aus diesen Daten ablesen zu konnen, dass fir t = 10 die ers-
ten 12 korrekten Ziffern der Distanz des Photons vom Ursprung durch
0.99526 29194 43 gegeben sind. Wie schon in §2.1 vorhergesagt, beobachten
wir erneut, dass eine Genauigkeit der Arithmetik von 21 Ziffern erforder-
lich ist, um 10 korrekte Ziffern des Ergebnisses zu bekommen; in der Tat
scheint eine Arithmetik mit d Ziffern etwa d — 11 korrekte Ziffern zu liefern.
Da das Problem in der angegebenen Form genau 14 Reflexionen beinhal-
tet, konnen wir sagen, dass wir pro Reflexion einen Genauigkeitsverlust
von etwa 80% einer Dezimalziffer erleiden.

2.3 Zuriick zur Startposition

Da die Bewegung des Photons in negativer Zeitrichtung genau denselben
Gesetzmafigkeiten unterliegt wie in positiver Richtung, liegt es nahe, Riick-
wartstrajektorien zu untersuchen, um etwas iiber die Anzahl korrekter Zif-
fern in der numerischen Losung des Problems zu erfahren. Angenommen,
wir arbeiten wie in §2.1 mit Maschinenarithmetik. Dann nehmen wir den
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Tabelle 2.1. Ergebnisse bei Verwendung einer festen Mantissenlinge.

Mantissenldnge  Ergebnis = Anzahl der korrekten Ziffern

5  3.5923 o}

6  0.86569 o

7 2.386914 0

8  0.7815589 0

9 1.74705711 0
10  0.584314018 0
11 0.8272280639 0
12 1.01093541331 0
13 0.993717133054 2
14  0.9952212862076 4
15  0.99525662897655 4
16 0.995262591079377 6
17 0.9952631169165173 5
18 0.99526292565663256 7
19  0.995262917994839914 8
20  0.9952629195254311922 9
21 0.99526291946156616033 10
22 0.995262919441599585251 11
23 0.9952629194435253187805 12
24 0.99526291944336978995292 13
25 0.995262919443353261823951 14
26 0.9952629194433543857853841 15
27 0.99526291944335415781402273 16

28 0.995262919443354160804997462 19
29 0.9952629194433541607817783594 18
30 0.99526291944335416087109016456 19

fiir die Zeit von 10 Sekunden berechneten Punkt (nennen wir ihn Q) und
die Richtung des letzten Segments und lassen damit den Algorithmus in
der Zeit zurtickrechnen, um festzustellen wie nahe das Ergebnis (nennen
wir es P,) an die Ausgangsposition P herankommt. Ein solches Vorgehen
liefert die Position P, = (0.5000000001419679,0.09999035188217774) mit
dem Abstand 9.6 - 107 zu P = (1/2,1/10). Kurz: Etwas mehr als 10 Zif-
fern gingen beim Vorwarts- und Riickwértsrechnen verloren. Aber was ge-
nau kénnen wir daraus schliefen? Da der Fehlertransport dieses Problems
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(unabhéngig von irgendeinem Algorithmus) ein inhédrent multiplikativer
Prozef3 ist (der Fehler wird pro Reflexion verstdrkt), konnten wir versucht
sein zu denken, dass 5 Ziffern wiahrend der Vorwértsrechnung verloren
gingen und 5 weitere auf unserer Riickreise. Wenn dem so wire, hiefSe es,
dass uns die urspriingliche Rechnung bis zur Zeit ¢t = 10 die gewiinschte
Genauigkeit von 10 Ziffern geliefert hitte. Aber diese Schlussfolgerung ist
irrefithrend; tatsachlich sind mehr als 10 Ziffern bei der Berechnung von Q
verloren gegangen und es findet keine weitere Verschlechterung des Resul-
tats auf dem Riickweg statt: Noch immer bleiben nur 10 Ziffern im Ergebnis
fur P, verloren.

Bevor wir uns tiefer mit den dahinterliegenden Feinheiten auseinander-
setzen, wollen wir mit einem Experiment nachweisen, dass die Schlussfol-
gerung von jeweils 5 Ziffern Verlust in Vorwiérts- bzw. in Riickwértsrich-
tung falsch ist. Nehmen wir an, Q wire nur um etwa 101 falsch gewesen.
Wir storen Q um 10712 und lassen den Algorithmus zuriickrechnen, um zu
einem Punkt P, zu gelangen. Wire die Hypothese von jeweils 5 Ziffern zu-
treffend, so wiirden wir erwarten, P, innerhalb eines Fehlers von 10~° um
P herum zu finden. Das Ergebnis fiir den Startpunkt Q + (107'%,107 %) ist
jedoch P, = (0.500351,0.115195) im Abstand 0.015 von P. Also gingen 15
Ziffern (d.h. alle bis auf eine) verloren, was sich im Einklang mit der Inter-
pretation befindet, dass wir bereits 10 Ziffern auf dem Weg zu Q eingebtifst
haben.

Eine Riickwirtsanalyse hilft uns, ein wenig Licht ins Dunkle des Genau-
igkeitsverlustes beim Berechnen der Trajektorie zu werfen. Wir bezeichnen
dazu mit x die Anfangsbedingungen (das Tripel aus den Koordinaten der
Position und dem Winkel). Es sei F(x) die Funktion, welche die Anfangs-
bedingungen auf den wahren Zustand nach 10 Sekunden abbildet. Mit G
bezeichnen wir die berechnete Approximation von F in fester Mantissen-
lange p. Schliefilich seien F. und G, die Versionen dieser Funktionen in
Riickwirtsrichtung, fiir die wir in einem Zustand zur Zeit 10 starten und
uns riickwdrts zur Zeit 0 arbeiten; dann gilt F,(F(x)) = x fiir jedes x. Wir
miissen noch eine Annahme tiber den Algorithmus treffen, ndmlich seine
numerische Stabilitit [Higg6, §1.5]. Damit meinen wir, dass der berechnete
Wert nahe an einem wahren Wert zur Zeit 10 liegt, der in der Nédhe von x
gestartet wurde: G(x) =, F(x,) fiir ein x, =, x. Mit a =, b bezeichnen wir,
dass a und b auf etwa m Ziffern tibereinstimmen.

Fiir Problem 2 folgt die numerische Stabilitdt unseres Algorithmus aus
dem Bowen’schen Schattenlemma der hyperbolischen Dynamik, die prin-
zipiell auch dispersiven Billardsystemen [Tabgs, Kap. 5] zugrundeliegt. Ein
strenger Beweis erfordert allerdings ausgettiftelte GleichmafSigkeitsabschét-
zungen.

Wenn nun die Rechnung in Vorwirtsrichtung y = G(x) ergibt und die
Zeitumkehr dann G,(y) liefert, so konnen wir uns ansehen, wie weit das
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Ergebnis von x entfernt ist (bgzl. der Maximumsnorm der drei Eintrdge
von x). In Maschinenarithmetik (p = 16) ist diese Differenz etwa 107*5
und wir wollen verstehen, was man daraus schlieffen kann. Nehmen wir
also an, dass der Algorithmus d Ziffern auf dem Weg von der Zeit 0 bis 10
verliert: G(x) =,_4 F(x). Das sollte natiirlich genauso sein, wenn wir riick-
wirts gehen, von der Zeit 10 bis 0: G,(G(x)) =,_4 F+(G(x)). Die Annahme
numerischer Stabilitét liefert uns G(x) =, F(x.) fiir ein x, =, x. Deshalb ist
F(G(x)) 54 F(F(x+)) = xx = x und endlich G,(G(x)) =,_4 x. Lesen wir
in unserem Beispiel nach Vorwirts- und Riickwértsrechnung einen Verlust
von d ~ 10.5 Ziffern am Anfangswert ab, so lag dieser Verlust bereits beim
Ergebnis der Vorwértsrechnung vor.

Trotz der Gefahr, Information aus einer Riickwértsrechnung falsch zu
deuten, kann sie, vom Standpunkt des ungiinstigsten Falls aus betrachtet,
unser Vertrauen in das Ergebnis stirken. Nehmen wir an, wir rechneten
vorwdrts und riickwérts mit einer festen Mantissenldnge. Weiter erhohten
wir die Mantissenldnge solange bis das zuriickgerechnete Resultat auf etwa
1071 beim Anfangswert liegt. Dann koénnten wir schlieSen, dass dies im
ungiinstigsten Fall auch der Fehler des Vorwiértsergebnisses ist. Diese Idee
ist von allgemeinem Nutzen fiir zeitsymmetrische dynamische Systeme wie
beispielsweise gewthnliche Differentialgleichungen.

2.4 Verldssliche Reflexionen

Die Resultate aus §2.2 scheinen zwar korrekt zu sein, aber die verwendeten
Methoden sind nur heuristisch. Mit Intervallarithmetik kénnen wir einen
Algorithmus entwerfen, der einen rechnergestiitzten Beweis der Korrekt-
heit liefert. Die Grundlagen der Intervallarithmetik werden in Kapitel 4
diskutiert. Der Zugang im vorliegenden Abschnitt wird manchmal ,nai-
ves” Rechnen mit Intervallen genannt, da wir schlicht den zugrundelie-
genden numerischen Algorithmus nehmen und jede arithmetische Opera-
tion durch ihre Intervallversion ersetzen (was bei den raffinierteren Inter-
vallalgorithmen in Kapitel 4 anders sein wird). Wir erinnern daran, dass
Intervallarithmetik entweder als Bestandteil oder als Zusatzpaket fiir Ma-
thematica, Maple, Matlab und C zur Verfiigung steht. Aber wir miissen
aufpassen. Eine erste Schwierigkeit ist beispielsweise, dass die Implemen-
tierung in Mathematica keine Intervallversion von min kennt und man
daher selbst eine schreiben muss. Genauer gesagt, liefert der Ausdruck
Min[e[{a,b}],e[{c,d}]] in Mathematica fiir jedes Symbol e das Ergeb-
nis min(a,b,c,d). Steht nun e fiir Interval, so mochte man jedoch eine
Intervallversion von min, die das Intervall [min(a, ¢), min(b, d)] zuriickgibt.
Das ist nur eine technische Einzelheit und leicht in Ordnung gebracht; et-
was subtiler sind einige weitere Details des eigentlichen Algorithmus. Und
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eine ernsthaftere Komplikation macht C und Matlab/Intlab ungeeignet fiir
das gegebene Problem: Es werden sehr hohe Genauigkeiten fiir die Inter-
vallberechnungen gebraucht, um das Ergebnisintervall so klein zu machen,
dass es die ersten 10 Ziffern liefert.

Die Grundidee besteht darin, ein kleines zweidimensionales Intervall
um jeden der Anfangswerte (1/2,1/10) und (1,0) als Eingabe zu be-
nutzen und dann Intervallmethoden zu verwenden, um eine Intervallein-
schliefung der Partikelposition zur Zeit 10 zu berechnen. Wenn dieses Er-
gebnisintervall zu grof$ ausfillt, beginnen wir die Rechnung halt von neu-
em mit um den Faktor 10 kleineren Intervallen um die Anfangswerte. Da
sind jedoch einige Fallstricke:

e Wir miissen eine Mantissenldnge verwenden, die hinreichend grofs ist,
um die Genauigkeit der Intervalle zu verkraften. Hierfiir haben sich
s 4 2 signifikante Ziffern fiir Anfangsintervalle vom Radius 107° als ge-
eignet erwiesen. In enger Beziehung dazu steht ein weiterer Fallstrick:
Wir miissen sicherstellen, dass die Genauigkeit der Zwischenresultate
wenigstens so grofs ist, wie die angestrebte Endgenauigkeit. Das heifst,
wir miissen daftir sorgen, dass sich der Genauigkeitsverlust beim Lo-
sen der quadratischen Gleichung nicht zu sehr akkumuliert. In Mathe-
matica konnen wir das dadurch erreichen, dass wir die verschiedenen
Zwischenergebnisse auf ausreichende Genauigkeit testen.

e Wenn wir die quadratische Gleichung in Intervallform 16sen, um den
Zeitpunkt zu finden, zu dem das Photon den gerade betrachteten Kreis
trifft, miissen wir priifen, ob die Losung von der Form

\/ [negativer Wert, positiver Wert]

ist. In diesem Fall wire die Spiegelung ndmlich nicht eindeutig durch
das Startintervall bestimmt. Wenn das passiert, ziehen wir die Notbrem-
se, gehen zum Anfang der Schleife zurtick und verkleinern die Grofse
der Startintervalle um einen Faktor 10.

e Beim Priifen, ob das Photon den Spiegel noch trifft, bevor die Zeit ab-
lauft, miissen wir dafiir sorgen, dass noch allen durch die entsprechen-
den Intervalle beschriebenen Fillen Zeit zu Verfiigung steht. (Anderen-
falls miisste fiir einige Teile die Reise beendet werden, fiir andere nicht.)

e Zeiten sind grundsétzlich auch Intervalle, so dass wir nicht mit Positio-
nen zur Zeit 10, sondern zu Zeiten 10 & 6 enden werden. Die vorausge-
setzte Geschwindigkeit 1 erlaubt uns aber, diese Zeitunschirfe in eine
Ortsunschirfe umzurechnen und so doch ein Intervall zu erhalten, das
die exakte Position zur Zeit 10 einschliefst.

Man beachte, dass, obwohl diese Vorgehensweise als Verifikation der Resul-
tate aus §2.2 aufgefasst werden kann, sie bereits selbst einen vollwertigen
Algorithmus zur Losung des Problems liefert.
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Algorithmus 2.2 (Mit Intervallen dem Photon hinterher gejagt).

Parameter: Das Photon besitzt die Geschwindigkeit 1; die Spiegel haben den
Radius 1/3.

Eingabe: Anfangsposition P, Anfangsrichtung v, eine Endzeit tmax und eine
absolute Fehlerschranke € fiir die Endposition.

Ausgabe: Der Weg des Partikels in der Zeit von 0 bis tmax in Form der
Menge path, welche die Reflexionspunkte und die Positionen zu den Zeit-
punkten 0 und tmax enthélt; die Endposition besitzt einen absoluten Fehler,
welcher garantiert kleiner als € ist.

Notation: Kleinbuchstaben bezeichnen numerische Grofien, GrofSbuchsta-
ben Intervalle und Skriptbuchstaben Mengen von Intervallen. Die Matrix
H ist die aus Algorithmus 2.1. Fiir ein Intervall X bezeichnet min(X) (bzw.
max(X)) die kleinste (bzw. grofite) Zahl aus X, diam(X) = max(X) —
min(X) und mid(X) = (min(X) + max(X))/2. Fiir eine Menge X =
{X;} von Intervallen ist min(X) = [min;(min(X;)), min;(max(X;))] und
diam(&') = max; diam(X;). Fiir einen Vektor w bezeichnen w, und wy sei-
ne x- und y-Komponente; entsprechend fiir einen Vektor von Intervallen.
Die Intervalle P, V, M, Tem, T stehen fiir Position, Richtung, Spiegelmit-
telpunkt, Restzeit und Zeit bis zur nachsten Reflexion.

Step 1: Initialisiere: Trem = [fmax, fmax], path = {p}, s = | —logyy €],
error =00, 6 =10"°%, wp=s+2, u =0.
Step 2: while error > €:
Setze die Mantissenldnge auf wp signifikante Ziffern;
while min(Trem) > 0:
P=([px—d,px +5]/[Py =0, py +4]);
V = ([vx — 8,0x + 6], [vy — 6,0y +6]); M = round(P +2V/3);
Bestimme in Intervallarithmetik S, die Menge der Intervallldsungen
der Gleichung (P+tV — M) - (P+tV — M) =1/9 bzgl. t;
Wenn S einen Ausdruck der Form /[a,b] mit a < 0 < b enthilt,
so verlasse die innere while-Schleife;
7 C S seien die Lésungen der Form [a, b] mit a > 0;
T =min(7) (= [oo, 0], wenn 7 leer ist);
Priife die Werte von T und Tyem, wende den zutreffenden Fall an:
T<Teem: P=P+TV;V =Hp_p-V; Trem = Trem — T;
T > Trem und Trem = 2/3: Trem = Trem — 2/3; P=P+2/3V;
T > Trem und Trem < 2/3: P =P+ TremV; Trem = 0;
Sonst (unvergleichbare Intervalle): Verlasse innere while-Schleife;
Fiige mid(P) zu path hinzu;
Wenn die Anzahl genauer Ziffern von T, P, V oder Tyem kleiner
als —log; € ist, so verlasse die innere while-Schleife;
end while;
error = diam({Py + [— max(|Trem|), max(|Trem|)],
P, -+ [~ max(|Treml), max(| Tem ) 1)
s=s+1;0=10"% wp=5s+2;
end while;
Step 3: Gebe path zuriick.
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Laufzeit [sec]

10

Ziffern

10000 20000 30000

Abb. 2.4. Laufzeiten des Intervallalgorithmus fiir d korrekte Ziffern des Resultats.

Anhang C.5.2 enthilt den Programmtext von ReliableTrajectory, ei-
ner Implementierung von Algorithmus 2.1 in Mathematica. Bei der ersten
Anwendung hat man noch keine Vorstellung, wie grof$ die Anfangsinter-
valle gewihlt werden sollten, und das Programm verkleinert langsam ihre
Grofe bis zu einer ausreichenden Anfangstoleranz: 1040 fiir eine Ausga-
begenauigkeit von 10712,

Eine Sitzung mit Mathematica

) A 1 1
Norm[Last@RellableTrajectory [{5, ﬁ}' {1, 0}, 10, AccuracyGoal -» 12] ] //

IntervalForm

Initial condition interval radius is 107%0.

0.9952629194438530

Hieraus und aus weiteren Rechnungen schliefit man, dass fiir diese Im-
plementierung in Mathematica ein Intervallradius von 10~ (@+28) fiir die
Anfangswerte ausreicht, um d Ziffern des Ergebnisses zu erhalten. Diese
Information kann man nutzen, um die Grofle der Startintervalle festzule-
gen und die weitere Rechnung dadurch zu beschleunigen, dass man sich
den Teil spart, der durch Versuch und Irrtum diese Grofie ermittelt. Mit
diesem Zugang gelangen wir zu 100 Ziffern im Bruchteil einer Sekunde.
Norm[Last@ReliableTrajectory [{%, 1—10

StartIntervalPrecision —» 127] ] //IntervalForm

}, {1, 0}, 10, AccuracyGoal - 100,

Initial condition interval radius is 107125,
0.9952629194433541608903118094267216210294669227341543498032088580
7298617962283063209917498189761887855299
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40

20

Abb. 2.5. Die exakte Trajektorie des Photons bis zur Zeit 2000, berechnet in Intervall-
arithmetik mit Anfangsintervallen vom Durchmesser 1075460,

Tatsdchlich arbeitet diese Methode selbst fiir 10000 Ziffern vorziiglich
(siehe Anhang B). Abbildung 2.4 zeigt einige Laufzeitexperimente bis zu
30000 Ziffern (auf einem Macintosh G4 mit 1 GHz). Auch wenn dies viel-
leicht nicht der schnellste Weg zur Berechnung einer Vielzahl von Ziffern
ist (die weiter oben diskutierte Verwendung einer Arithmetik fester Mantis-
senldnge wird schneller sein), so bezahlen wir mit der fiir die Intervallme-
thode aufgewendeten zusétzlichen Rechenzeit nur ein geringen Preis daftir,
dass wir die Unsicherheiten heuristischer Fehlerabschédtzungen beseitigen.

Die in diesem Problem zutage getretene Sensitivitit ist charakteristisch
tiir chaotische Systeme und wurde besonders gut fiir gewisse Differential-
gleichungen studiert. Das Problem wird schwieriger (jedoch in prognosti-
zierbarer Weise), wenn wir die Reisezeit verlangern. Selbst fiir die Endzeit
100 hat der Intervallzugang keine Schwierigkeiten: Ein Anfangsradius von
107265 reicht aus, um die ersten 13 Ziffern des Resultats zur Zeit t = 100
zu berechnen; ja mehr noch: 1075460 reicht fiir die Endposition zur Zeit
t = 2000 (diese verifizierte Trajektorie findet sich in Abb. 2.5). Selbstver-
standlich ist es ebenso absurd anzunehmen, dass man die Anfangsposition
eines Photons auf solche Toleranzen genau ermitteln konnte, wie perfekt
kreisformige Spiegel zu erwarten. Aber der hier prasentierte Intervallalgo-
rithmus zeigt, dass es sich dabei um eine Schwierigkeit der Physik und
nicht der rechnergestiitzten Mathematik handelt.

Die exakte Trajektorie fithrt uns zu einigen Beobachtungen {iiber den
Weg des Photons. Man kénnte denken, dass dieser Weg einer Irrfahrt dh-
nelte. Tatsdchlich finden sich aber gelegentlich sehr lange Schritte in ent-
weder horizontaler oder vertikaler Richtung. Diese werden von den durch
die Spiegel gegebenen Randbedingungen verursacht: Man kann keine lan-
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Abb. 2.6. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Segmentlingen in einer verifizierten Tra-
jektorie bis zur Zeit 2000. Die Daten stammen aus einer Intervallrechnung, welche auf mehr
als 5400 Ziffern genau ist.

gen Schritte in einer Richtung machen, die nicht nahezu horizontal oder
vertikal ist.

Dank der Arbeiten von Sinai in den frithen 1970er Jahren und von spéte-
ren Forschern wie Bunimovich und Chernov sind Billard-Trajektorien (wie
hier in Problem 2) recht gut verstanden. In der Tat ist die Situation von
Problem 2, wenn wir die Bewegung mit der auf einem flachen Torus mit
genau einem reflektierenden Kreis identifizieren, gerade das erste von Sinai
[Sinyoa] betrachtete Beispiel eines dispersiven Billardsystems. Heute weif3
man, dass dieses System ergodisch ist (siehe [Tabgs, Thm. 5.2.3]), was zur
Folge hat, dass fiir fast alle Anfangswerte die Menge der Richtungen der
Segmente und der Reflexionspunkte auf dem Kreis in [0, 277] gleichverteilt
sind. Gute Ausgangspunkte, um mehr {iber diese Theorie zu lernen, sind
die Biicher [Tabgs] und [CMo1].

Abbildung 2.6 zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Langen von
2086 Segmenten der verifizierten Trajektorie bis zur Zeit 2000. Diese Lan-
gen variieren von 0.33347 bis 14.833. Ubrigens liefert eine in Maschinena-
rithmetik gerechnete Trajektorie eine vollig vergleichbare Verteilung, was
auch eine Folge der Ergodizitat ist.

Die Spitzen und Liicken dieser Verteilung sind interessant und entste-
hen aus der Geometrie der Reflexionen. Jedes Segment kann nach dem
Abstand der beiden Kreise klassifiziert werden, die es verbindet. Auf diese
Weise treten Segmente vom Typ 1 am haufigsten auf, gefolgt vom Typ v/2,
/5 (Zug eines Springers) und so weiter. Aber es tauchen nicht alle Quadrat-
wurzeln von Summen zweier Quadratzahlen auf, da der Weg zu einigen
Spiegeln von anderen blockiert wird. Beim ersten Typ kommen alle Langen
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in[1/3, 5/ 3] vor. Beim Typ V2 liegen die moglichen Langen im Intervall
[ﬁ —2/3, V14/ 3]. Das erklart das plotzliche Anwachsen der Verteilung
bei v/2 — 2/3. Man beachte, dass das kleine Intervall von v/5/3 = 0.7453 bis
V2 —2/3 = 0.7475. .. keine realisierbaren Langen enthélt. Die Langen vom
Typ /5 stammen aus dem Intervall [\@ —2/3,\/41/ 3] (die obere Grenze
ist die Lange der gemeinsamen Tangente, welche von einem Punkt der
Nordwestseite des Kreises um (0,0) zur Stidostseite des Kreises um (2,1)
verlauft). Dies erklart die Liicke zwischen V14/3 und /5 — 2/3. Weitere
Beobachtungen sind moglich, wenn wir die oben genannte Gleichvertei-
lung der Steigungswinkel und Reflexionspunkte aus der Billardtheorie mit
einbeziehen. Eine leichte Ubung in Geometrie liefert uns dann ein Integral,
das die Wahrscheinlichkeit der Segmente vom Typ 1 auf etwa 0.448 bezif-
fert. Das bedeutet, dass wir 935 solche Segmente unter den 2086 Segmenten
der Trajektorie bis zur Zeit 2000 erwarten diirfen; tatsachlich finden wir 925
davon in schéner Ubereinstimmung mit der Vorhersage. Wir iiberlassen es
dem Leser, weitere Untersuchungen in dieser Richtung durchzufiihren -
vielleicht einschliefilich einer Variation des Radius der Spiegel.
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Wie weit entfernt ist Unendlich?

Jorg Waldvogel

O Gott, ich konnte in einer Nussschale eingeschlos-
sen sein und mich als Konig unendlichen Raums be-
trachten, wenn ich nur nicht schlimme Triiume hiitte.

William Shakespeare (Hamlet, 1600)

Problem 3

Die unendlich-dimensionale Matrix A mit den Elementen a7, =
1,a1p =1/2,ap1 =1/3,a13 = 1/4,a»» = 1/5,a3; = 1/6, usw., bildet
einen beschrinkten Operator auf ¢2. Welchen Wert hat || A||?

In §3.1 werden wir das unendlich-dimensionale Problem darauf reduzie-
ren, den Limes einer Folge endlich-dimensionaler Matrixnormen zu be-
rechnen. Eine einfache Abschdtzung wird uns die ersten beiden Ziffern
liefern. In §3.2 werden wir die Matrixnormen ohne viel Hintergrundwissen
mit dem in Matlab eingebauten Befehl norm berechnen und den Grenzwert
mit Extrapolation anndhern. Das wird uns zwar 12 Ziffern liefern, jedoch
ohne befriedigende Evidenz ihrer Korrektheit. Ein dhnlicher, wenn auch et-
was effizienterer Algorithmus, der auf Vektoriteration aufbaut, wird uns in
§3.3 helfen, 21 Ziffern hervorzubringen. In §3.4 werden wir eine Stérungs-
theorie zweiter Ordnung benutzen, um den Approximationsfehler genauer
zu verstehen.

Die Jagd nach hoherer Genauigkeit stellt sich fiir Problem 3 als beson-
ders schwierig heraus. Tatsédchlich hatte Trefethen auf seiner Webseite in
seiner ersten Ankiindigung der Ergebnisse im Mai 2002 nur 15 Ziffern
angegeben; bei allen anderen Problemen waren es 4o0. In einer spéteren
Fassung konnte er dank einer Methode von Rolf Strebel die fehlenden 25
Ziffern nachtragen. Strebels Zugang, Thema von §3.5, basiert auf der Euler-
Maclaurin’schen Summenformel und liefert die effizienteste Methode, um
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in doppelt-genauer IEEE-Arithmetik die volle Genauigkeit von fast 16 Zif-
fern zu erreichen. Obwohl diese Methode bemerkenswert erfolgreich ist,
verlangsamt sich die Konvergenzrate fiir hochgenaue Rechnungen jenseits
von etwa 100 Ziffern. Diese Schwierigkeit werden wir in §3.6 bezwingen,
indem wir , Unendlich” durch Mittel der Funktionentheorie und Kurven-
integration einfangen.

3.1 Auf den ersten Blick

Eine strenge Grundlegung des Problems erfordert es, sich einige Ergebnis-
se aus der elementaren Theorie von Hilbertraumen in Erinnerung zu rufen
[Weros, Kap. V].* Der Folgenraum /2 bezeichnet die Menge der quadrat-
summierbaren reellwertigen Folgen x = (x1, x,...) und ist mit einem Ska-
larprodukt ausgestattet, welches das euklidische Skalarprodukt auf R" fiir
x,y € (% durch

(x,y) =) i
k=1

verallgemeinert. Es induziert die Norm

]l =/ {x, %),

die /2 zu einem vollstindigen Raum macht. Vollstindige Riume mit ei-
nem Skalarprodukt heien Hilbertriume; und ¢? ist nicht nur ein Beispiel
eines solchen Raums, sondern tatsichlich isometrisch-isomorph zu jedem
separablen Exemplar [Weros, Korollar V.4.13]. Man kann die meisten al-
gebraischen, geometrischen und analytischen Eigenschaften von R”" auf
Hilbertraume im Allgemeinen und ¢ im Speziellen verallgemeinern. Ein
linearer Operator A : (2 — (2 ist beschriinkt und daher stetig, wenn seine

Operatornorm
Ax
4 = sup L] 61
x#0 Hx”

eine (endliche) reelle Zahl ist. Diese Operatornorm verallgemeinert die
Spektralnorm einer Matrix aus R"*" [Higg6, §6.2], d.h. die von der eukli-
dischen Vektornorm induzierte Matrixnorm.

1 Es wird die Geschichte kolportiert, Hilbert habe Weyl nach einem Vortrag ge-
fragt [You81, S. 312]: ,,Weyl, eine Sache miissen Sie mir erkldren: Was ist das, ein
Hilbert’scher Raum? Das habe ich nicht verstanden.” Leser, denen es wie Hilbert
geht, konnen das folgende schadlos bis zum Ende von Lemma 3.1 tiberspringen.
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Nun, nach dieser Definition sieht die Berechnung der Norm des be-
trachteten Operators wie ein unendlich-dimensionales Optimierungspro-
blem aus. Jedoch zeigt das folgende Lemma, dass man den unendlich-
dimensionalen Operator A durch seine n-dimensionalen Hauptunterma-
trizen A,

Ay :
A= , A, € R™",

approximieren kann.
Lemma 3.1. Fiir 1 < n < m gilt
T

V6

Beweis. Wir bezeichnen mit P, : /> — span{ey,..., ey} C ¢? die Ortho-
gonalprojektion von ¢? auf den n-dimensionalen Teilraum, der durch die
ersten n Basisfolgen (e;)r = Jj aufgespannt wird. Diesen Teilraum koén-
nen wir mit IR” identifizieren und erhalten A, = P,AP,. Fir n < m gilt
P, = PPy, = PP, und daher A, = P, A, P,. Die Submultiplikativitat der
Operatornorm und die Tatsache, dass eine Orthogonalprojektion ||Py,|| < 1
erfiillt, fithren auf

[An]l < 1 Amll < lim [|Ax]] = [A] <

1Aull < IPall? [Amll < [|An]l = | PuAPwll < [Pul®[ Al < Al (3-2)

Also ist die Folge der ||A,|| monoton wachsend. Wir wissen aber noch
nicht, ob sie beschrankt ist, da wir kein Argument fiir || A|| < co angefiihrt
haben.

Eine solche Schranke folgt indes aus dem Umstand, dass die Spektral-
norm ||Ay| durch die Frobeniusnorm |[|A,|r abgeschitzt werden kann
(siehe [Higg6, Tab. 6.2]) und daher

. 1/2 - 1/2
7T
[Anll < |AnllF = ( Y “2'k> < (Z k2) =—= (3:3)

i k=1 V6

gilt. Folglich existiert der Grenzwert limy,_c || Ax|| = sup, || An| < 71/V6
der wachsenden Folge. Wegen der Vollstindigkeit der Basisfolgen wissen
wir, dass limy, . Pyx = x fiir alle x € ¢2 ist und daher

[Ax|| = lim [Py APyx[| < lim [|Ay[| [[x[|, also [|A] < lim [|Ayl],
n—0o00 n—oo n—oo

gilt. Zusammen mit (3.2) beendet das den Beweis. O
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Fassen wir das Bisherige zusammen, so verlangt Problem 3 eigentlich die
Berechnung des Grenzwerts

lim [ Ay |
n—oo

der Spektralnormen der endlich-dimensionalen Hauptuntermatrizen A,,.
Von dieser Stelle an konnen wir aufhoren, iiber unendlich-dimensionale
Operatoren zu reden: Dieser Grenzwert wird der Ausgangspunkt unserer
rechnergesttitzten Unternehmungen sein. Die genaue Rate der Konvergenz
|An|l — ||A|| wird uns in §3.4 beschiftigen.

Uber die Formulierung des Problems in einer geeigneten Form hinaus
erlaubt uns Lemma 3.1 die beweiskriftige Angabe der ersten zwei Ziffern
des Resultats:

1233 = || As|| < JJA| < 2= =1.282,  also ||A]l =12

Ve

Die Spektralnorm einer (endlich-dimensionalen) Matrix A, erfiillt [GL9g6,

Thm. 2.3.1]
[ Anll = Omax(An) = \/Amax(Gn),  Gn = ALA,. (3-4)

Dabei bezeichnen wir mit 0max(Ay,) den groten Singuldrwert* von A, und
mit Amax(Gy) den groiten Eigenwert von Gy,.

Das Aufstellen der Matrix

Die Matrix A = (1/aj) der Kehrwerte der Elemente von A ist durch eine
jeweils von Nordosten nach Stidwesten verlaufende Anordnung der natfir-
lichen Zahlen gegeben:

12 4 7.
35 8 12.

i—| 6 91318 ...
10 14 19 25 ...

Wir ziehen Nutzen aus der Darstellung von A als Differenz einer Hankel-
matrix und einer Matrix mit konstanten Spalten:

2 4 7 11 ... 1234..
4 7 11 16 ... 1234..
A—| 7111622 ... | 1234..
11 16 22 29 ... 1234..

2 Allgemein sind die Singuldrwerte einer Matrix A die Quadratwurzeln der Eigen-
werte der positiv semidefiniten Matrix G = ATA.
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Folglich konnen die Elemente von A in der Form

1

a]k: 4 j/k:]'/z/"'/ (3'5)
mit by = 1+ (I —1)I/2 geschrieben werden. Der Ausdruck (3.5) ist ein niitz-
liches Instrument, sowohl um die Hauptuntermatrizen A, aufzustellen, als
auch um die Abbildung x — Ax ohne explizites Abspeichern von A zu
programmieren.

Eine Sitzung mit Matlab

>> n = 1024;
> N = 2*n-1; k = 1:N; b = 1 + cumsum(k);
>> A 1./(hankel(b(1:n),b(n:N))-ones(n,1)*k(1:n));

Das ist jedenfalls eleganter, als die Matrix A, mit Hilfe der expliziten For-

mel
1

TG k-D(+k/2— (k—1)
aufzustellen, die einfach durch vollstindiges Ausschreiben von (3.5) ent-
steht. Wir bemerken, dass der Abfall fiir grofe j und k durch aj =

O((j + k)~2) gegeben ist; das ist schneller als etwa die Rate des Abfalls
der berithmten Hilbertmatrix H = (hj;) mit hj = 1/(j +k —1).

Die Elemente aj; erfreuen sich eines besonderen Merkmals, das in §3.6
bedeutsam sein wird: Sie sind durch eine rationale Funktion a gegeben, die
in ganzzahligen Argumenten ausgewertet wird, aj = a(j, k), j, k € IN. Diese
Funktion besitzt eine nattirliche meromorphe Fortsetzung in die komplexe
u- bzw. v-Ebene,

jk=1,2,...,n, (3.6)

1

a(u,v) = m,

b(z) =1+ (z—1)z/2, (37)

ohne Polstellen in den Gitterpunkten (u,v) € IN2.

3.2 Extrapolation

In diesem Abschnitt stellen wir die einfache Methode vor, die viele Teil-
nehmer des Wettbewerbs nutzten, um 10 bis 12 Ziffern von || A|| mit einem
gewissen Grad an Zuversicht zu berechnen, ohne sich tiefer mit den Mys-
terien der Matrix A zu befassen.

3 Das Aufstellen der Matrix mit dem Befehl hankel war vor der Einfithrung des
JIT-Compilers (in Release 13) wesentlich schneller als mit der expliziten Formel.
Inzwischen sind die Laufzeiten beider Varianten ungeféhr gleich.
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Die Methode nutzt aus, dass etliche Softwarepakete eine Moglich-
keit zur direkten Berechnung der Spektralnorm ||A,|| der betrachteten
Hauptuntermatrizen bieten. So berechnet beispielsweise der Matlab-Befehl
norm(A) die Norm einer im Programmtext mit A bezeichneten Matrix. Da-
hinter verbirgt sich eine Singuldrwertzerlegung (siehe [GL96, §8.6]). Die
Laufzeit des Befehls norm(A) skaliert daher wie O(n?).

Als Alternative bietet Matlab den Befehl normest (A, tol), der iterativ
eine Approximation von ||A|| auf eine relative Genauigkeit tol berechnet.
Er basiert auf der in §3.3 diskutierten Vektoriteration und hat fiir fest ge-
wihlte Genauigkeit tol eine Laufzeit der Ordnung O(n?).

In der zweiten Spalte der Tabelle 3.1 finden sich fiir die Zweierpotenzen
n=1,24,...,4096 die Normen ||A,||. Die Werte zeigen schon das in Lem-
ma 3.1 angefiihrte monotone Verhalten. Betrachten wir die Ziffern néher,
die von einer Zeile zur nichsten stehen bleiben, so stellen wir fest, dass ei-
ne Verdopplung von n etwas weniger als eine weitere korrekte Ziffer liefert.
Hieraus schliefen wir auf etwa 10 korrekte Ziffern fiir n = 2048. Um auf
der sicheren Seite zu sein, gehen wir bis n = 4096 und erhalten

|A|| = 1.274224152.

Der Speicherplatzbedarf fiir die Matrix Ay liegt bei 120 MB; die Berech-
nung von || Agpes| mit dem Befehl norm(A) benétigt 12 Minuten und mit
normest (A,5e-16) 12 Sekunden.# Beide Ergebnisse stimmen auf 15 Ziffern
tiberein.

Wir kénnen sehr viel effizienter zu 12 korrekten Ziffern in weniger als
einer Sekunde gelangen, indem wir die Werte fiir kleine n nehmen und
zum Grenzwert n — oo extrapolieren.

Eine Sitzung mit Matlab (Fortsetzung von der vorigen Seite)

Zundchst berechnen und speichern wir die Werte der Normen fiir n =
1,2,4,...,2L71. Dabei wihlen wir L = 11, was der maximalen Dimension
n = 1024 entspricht.

>> L = 11; vals = [];

>> for nu = 1:L,

>> n=2"(nu-1); An=A(1:n,1:n); vals=[vals;normest(An,5e-16)];
>> end;

Danach benutzen wir den Wynn’schen Epsilon-Algorithmus (siehe Anhang A,
S. 310), um mittels Extrapolation den Grenzwert der in vals abgespeicher-
ten Daten zu approximieren:

4 Die angegebenen Laufzeiten beziehen sich auf einen PC mit 1.6 GHz.



Tabelle 3.1.
Algorithmus.

Werte von ||Ay|| und Extrapolation mittels des Wynn'schen Epsilon-

3.2 Extrapolation

n

vals = | A,

Wynn fiir L = 10

Wynn fiir L =11

1

o S N

16

1.00000000000000
1.18335017655166
1.25253739751680
1.27004630585408
1.27352521545013

1.00000000000000
1.29446756234379
1.27409858051212
1.27422415478429
1.27422416116628

1.00000000000000
1.29446756234379
1.27409858051212
1.27422415478429
1.27422416116628

32
64
128

1.27411814436915
1.27420913129766
1.27422212003778

1.27422415278695
1.27422415285119
1.27422415271828

1.27422415282204
1.27422415282075
1.27422415282239

256
512

1024

1.27422388594855
1.27422411845808
1.27422414844970

1.27422415371348
1.27422411845808

1.27422415281540
1.27422415289127
1.27422414844970

2048
4096

1.27422415226917
1.27422415275182
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>> L2 = 2xL-1; vv = zeros(L2,1); vv(1:2:1L2) = vals;
>> for j=2:L

>> k=j:2:L2+1-3; vwX)=vv(k)+1./(vv(k+1)-vv(k-1));
>> end;

>> result = vv(1:2:L2);

Die Ergebnisse werden in dem Spaltenvektor result abgespeichert, der
von oben nach unten die Werte des rechten Rands des Wynn’schen Drei-
ecktableaus enthélt. Die beste Approximation von ||A|| findet sich im All-
gemeinen gerade unterhalb des Elements in der Mitte. Tabelle 3.1 fiihrt die
Ergebnisse der Sitzung auf, die wir gerade fiir L = 11 durchgefiihrt haben,
und zusitzlich die eines weiteren Laufs mit L = 10. Die Laufzeit lag unter
einer halben Sekunde. Fiir den weniger teuren Lauf mit L = 10 stimmen
die Eintréage fiir n = 32, 64 und 128 auf 10 Ziffern iiberein. Fiir den Lauf mit
L = 11 stimmen diese Eintrdge sogar auf 12 Ziffern tiberein; wir konnen
daher an diesem Punkt mit Uberzeugung das Ergebnis

| A|| = 1.27422415282 (3.8)

angeben. Extrapolation liefert also im Vergleich zur einfachen Approxima-
tion || Agpoe|| zwei zusétzliche Ziffern in einer um den Faktor 40 kiirzeren
Laufzeit. Ahnliche Resultate kénnen wir mit anderen Extrapolationstech-
niken erzielen. Im Anhang A findet der Leser auf S. 313 und S. 320 als
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weitere Beispiele die Anwendung des Levin'schen U-Algorithmus bzw. des
Rho-Algorithmus auf Problem 3.

Das sieht nach einem schnellen Ende von Problem 3 aus. Weitere Evi-
denz fiir die berechneten Ziffern erfordert jedoch héhere Genauigkeit, wel-
che dieser Zugang nicht mehr so leicht liefern kann.

3.3 Vektoriteration

Ein Engpass der Methode aus §3.2 ist der enorme Speicherbedarf fiir die
Matrix A, bei groflerem n: 120 MB werden etwa fiir n = 4096 benotigt. Das
fihrt uns dazu, nach einer iterativen Methode zur Berechnung der Norm
|An|| zu fragen, welche A, nur iiber die Matrix-Vektor-Produkte x — Ax
und x — ATx anspricht. Eine solche Methode ergibt sich unmittelbar, wenn
wir uns (3.4) ins Gedachtnis rufen, d.h.

||147’l||2 = /\max(Gn)/ Gn = AZAH

Der grofste Eigenwert einer symmetrisch positiv semidefiniten Matrix G,
kann effizient mit Vektoriteration [GL96, §8.2.1] berechnet werden, einer
grundlegenden Methode, welche sich in so gut wie jedem einfithrenden
Lehrbuch zur numerischen Mathematik findet.

Algorithmus 3.2 (Vektoriteration zur Berechnung von Amax(Gy)).

Wihle einen Anfangsvektor x(*) der Norm 1
for v =1 to vpax do
y) = Gux(v1);
A1) (xw—l)) Ty,
if A(v-1) hinreichend genau then exit;
2=y |y

end for
Konvergenztheorie

Diese einfache Methode besitzt eine ebenso einfache Konvergenztheorie.

Theorem 3.3 ((GL96, Thm. 8.2.1]). Der grofite Eigenwert Ay = Amax(Gn) ei-
ner symmetrischen, positiv semidefiniten n X n Matrix G, sei einfach, d.h. die n
Eigenwerte von G, lassen sich in der Form Ay > Ay 2 A3 =2 --- 2 Ay = 0 an-
ordnen. Ferner befinde sich der Anfangsvektor x©) in allgemeiner Lage, d.h. er sei
nicht orthogonal zum zu Ay gehdrigen Eigenvektor. Dann gibt es eine Konstante
¢ > 0, so dass
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IAY) — Amax (G)| < cp¥, v=1,2,...,

wobei die Kontraktionsrate p = (Ay/A1)? betrigt.

Es gibt zwei geschickte Wege, um von der betrachteten Matrix G, = Al A,
zu zeigen, dass ihr grofiter Eigenwert in der Tat einfach ist. Die zweite
Methode besitzt dabei den Vorteil, eine quantitative Abschédtzung der Kon-
traktionsrate p mitzuliefern.

Methode 1. Wir bemerken, dass alle Elemente von G, strikt positiv sind. Al-
so ist die Perron—Frobenius’sche Theorie nichtnegativer Matrizen [H]85, §8.2]
anwendbar. Insbesondere besagt ein allgemeiner Satz von Perron [H]8s5,
Thm. 8.2.5], dass fiir positive Matrizen der betragsgrofite Eigenwert, d.h.
der dominante Eigenwert, stets einfach ist.

Methode 2. Wir erinnern uns an die Schranke (3.3) fiir || A, f, die — gegeben
die Darstellung [GL96, (2.5.7)] des Quadrats der Frobeniusnorm als Summe
der Quadrate der Singuldrwerte — sich wie folgt ausdriicken lasst:

[ Anllf = A1+ A2+ 4 Au <

\YARENES

Aus Ay = ||Ay]|2 > ||As||? = 1.52 erhalten wir fiir n > 3, dass

7'(2 /\2 2
A<= A1 <0125 p= (%) <68-1073
6 M

Tatsdchlich zeigt eine numerische Rechnung, dass fiir grofie n der zweit-
grofste Eigenwert von G, durch A, = 0.020302 gegeben ist, was uns mit
dem Wert aus (3.8), also A1 = || A,[|> = 1.6236, die Kontraktionsrate

p =15635-10"* (3.9)

liefert. Das entspricht einem Zuwachs von —log,, 0 = 3.8 korrekten Ziffern
pro Iterationsschritt, ein Wert, den wir in unseren numerischen Experimen-
ten auch wirklich beobachtet haben.

Anwendung auf Problem 3
Wir verwenden (3.5), um den Schritt
yW =G, G, =AlA,

der Matrix-Vektor-Multiplikation in Algorithmus 3.1 effizient zu imple-
mentieren. Dabei besteht kein Grund, die Matrix G, explizit aufzustellen.
Stattdessen faktorisieren wir das Matrix-Vektor-Produkt in zwei verschie-
dene Schritte, ") = A,x(""1) und y(V) = AZJ?(V), die durch
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(v=1)

) N 1) v N ,
= arx = —_, :1,...,1’1,
I k; JK ; b— k'

(3.10)

gegeben sind. Zur Minimierung des Rundungsfehlereinflusses empfiehlt
es sich [Higg6, S. 9o0], die Summen> von den kleinen zu den grofien Ter-
men zu akkumulieren, dh. vonj =nzuj=1und vonk =nzuk = 1.
Wir zahlen nur einen geringen Preis dafiir, die Matrix A, nicht abzuspei-
chern: An Stelle einer skalaren Multiplikation in der inneren Schleife jedes
Matrix-Vektor-Produkts miissen wir zwei Additionen von Indizes und eine
Division ausfiithren. Da nach (3.9) die Kontraktionsrate p im wesentlichen
von der Dimension # unabhéngig ist, skaliert die Laufzeit zur Approxima-
tion von || A,|| auf eine feste Genauigkeit wie O(n?).

Der Leser findet eine Implementierung OperatorNorm(x,tol) dieser
Ideen programmiert in PARI/GP im Anhang C.2.1 und programmiert in
Matlab im Anhang C.3.1. Eingabe ist ein Anfangsvektor x und eine absolu-
te Fehlertoleranz tol fiir ||A,||, Ausgabe ist die Approximation von || A, ||
sowie die letzte Iterierte x(X) der Vektoriteration. Dieser Ausgabevektor er-
moglicht eine hierarchische Version des Iterationsverfahrens: Da der Eigen-
vektor von G, der zum dominanten Eigenwert gehort, die Approximation
eines bestimmten Vektors im Folgenraum 02 darstellt, konnen wir den Aus-
gabevektor zur Dimension n mit Nullen aufgefiillt mit Gewinn einsetzen,
um die Iteration zur Dimension 2n zu starten. Im Vergleich zu einem festen
Eingabevektor, etwa dem ersten Basisvektor, reduziert sich die Laufzeit so
um etwa einen Faktor 2.

Wir erweitern nun Tabelle 3.1 bis zur Dimension n = 32768. Um unser
Vertrauen in die Korrektheit der Losung zu steigern, gehen wir zu einer
Arithmetik erweiterter Genauigkeit {iber und benutzen die voreingestellte
Mantissenldnge von 28 Ziffern in PARI/GP.

Eine Sitzung mit PARI/GP (Vergleiche mit der Sitzung auf S. 51)

7 dec=28; default(realprecision,dec); tol=10"(2.0-dec);
? L=16; vals=vector(L); res=[1.0,1.0]; vals[1]=res[1];
? for(nu=2,L,x0=concat(res[2],0*res[2]); res=OperatorNorm(x0,tol);\
vals[nul=res[1]);
7 L2=2xL-1; vv=vector(L2,j, if(j%2==1, vals[(j+1)/2], 0));
? for(j=2,L,forstep(k=j, L2+1-j, 2,\
vv [k]=vv[k]+1/(vv[k+1]-vv[k-1])));
? result=vector(L,j, vv[2*j-1])

5 Die Summen erstrecken sich iiber ausschlieflich nichtnegative Terme, sobald ein
nichtnegativer Anfangsvektor x(0) gewdhlt wurde.
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Tabelle 3.2. Werte von ||A,| und Extrapolation mittels des Wynn'schen Epsilon-
Algorithmus.

n vals = || A,|| Wynn fiir L = 16

64 1.274209131297662 1.274224152821228343690360386
128 1.274222120037776 1.274224152821228188076956823
256 1.274223885948554 1.274224152821228188213398344
512 1.274224118458080 1.274224152821228188212253584

1024 1.274224148449695 1.274224152821228188213171143
2048 1.274224152269170 1.274224152821228188205973369
4096 1.274224152751815 1.274224152821228188299867942
8192 1.274224152812522 1.274224152821228185212556813
16384 1.274224152820138 1.274224152821228335619616358
32768 1.274224152821091 1.274224152821091776178588977

Die Elemente der Vektoren vals und result sind in der zweiten und drit-
ten Spalte der Tabelle 3.2 aufgefiihrt.® Die Laufzeit lag unter acht Stunden.

Die Eintrage fiir n = 256, 512 und 1024 stimmen auf 21 Ziffern iiberein.
Wir geben daher mit Uberzeugung das Resultat

I|A| = 1.274224152 82122818821

an. Sehr viel weiter werden wir mit der naheliegenden Technik, die Haupt-
untermatrizen A, zu verwenden und mit einer Allzweckmethode den
Grenzwert n — oo zu extrapolieren, aber nicht gelangen koénnen. In §3.5
werden wir beginnen, schliissige Informationen iiber die Folge der Unter-
matrizen, oder dquivalent, tiber die unendliche Matrix A zu nutzen.

Eine Sackgasse: Die Berechnung einer geschlossenen Formel fiir AT A

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Exkurs und untersuchen eine
recht tiberraschende geschlossene Formel fiir die Elemente

e
8jl = Z Akjaki
k=1
der unendlichen Matrix G = AT A. Solch eine geschlossene Formel legt na-
he, die Hauptuntermatrizen G, von G anstelle der Matrizen G, = A,{ Ay,

6 Es ist beruhigend zu beobachten, dass die gemeinsamen Ergebnisse in den Ta-
bellen 3.2 und 3.1 auf alle gezeigten Ziffern tibereinstimmen.
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in der Vektoriteration zu verwenden. Wir werden jedoch sehen, dass dies
keinen allzu offensichtlichen Nutzen fir die eigentliche Berechnung von
||A|| hat. Einem Leser ohne weitergehendes Interesse an hoheren transzen-
denten Funktionen und symbolischem Rechnen empfehlen wir, den Rest
dieses Abschnitts zu {iberspringen und in §3.4 weiterzulesen.

Stellen wir die Koeffizienten a;; wie in (3.6) dar, so erhalten wir g;; =
2130:1 R]l (k), wobei

4
R+ 2j—Dk+(G-1)(G—-2)(kK+ @2 -1k+(1-1)(1-2))°

eine rationale Funktion mit einem Nenner vom Grad 4 in k ist. Eine elegante
Technik, um Summen rationaler Funktionen {iber dquidistanten Argumen-
ten auszuwerten, findet sich in [AS84, §6.8]:7 Die Partialbruchzerlegung
von Rj liefert den Wert der Summe unmittelbar in Ausdriicken der Di-
gammafunktion (auch Psifunktion genannt) ¢(z) = I"(z) /T(z) sowie ihrer
Ableitungen, den Polygammafunktionen.

Die Partialbruchzerlegung von R;; wird durch die Polstellen

k1,2:%(1—2jim> und k3,4:%(1—2li\/ﬁ)

bestimmt. Konkret ldsst sich das Element g;; als Linearkombination der

Werte (1 —k,), ' (1 —k,), ¢ (1 —ky),...,p" =D (1 —k,) schreiben, wobei
uy die Vielfachheit des Pols k, bezeichnet. Etliche Computeralgebrasyste-
me, wie etwa Mathematica und Maple, verfiigen iiber Implementierungen
dieses Algorithmus.

Eine Sitzung mit Maple
> jei=1: 1:=1:

> j1:=2%j-1: j2:=(j-1)*(j-2): 11:=2%1-1: 12:=(1-1)*(1-2):
> gjl:=sum(4/ (k~2+j1¥k+j2)/(k~2+11%k+12) ,k=1..infinity);

4 5
=" =12
811 3 T
Weitere Beispiele sind:

2, 8 _4 5 3 _ 187 _ 26281
812 = g 27 827 57 277 827 1350”7 €17 396900

7 Nach [Nieo6, §24] geht diese Technik auf eine kurze Mitteilung von Appell aus
dem Jahre 1878 zurtick.
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et () ) ()

wobei v die Euler’sche Konstante bezeichnet und

oo B () (29)
2 4 11 —+/33 4 11+ /33
+17((1+m)¢( : )+(l_ﬁ3)¢(2 ))

Vom Standpunkt geschlossener Formeln ist der Fall g33 von besonderem
Interesse. Maple liefert hier den Ausdruck

e () (7))

817 717 74+ 17
S (1 (57) (7))

Das Ergebnis in Mathematica tragt aber ein deutlich anderes Gewand:

Eine Sitzung mit Mathematica

glj_, 1_] :=
3 : //
; (k2+(23-1)k+(3J-1) (3-2)) (k2+(21-1)k+(1-1) (1-2))
FullSimplify
gl3, 3]

94 ee[ VAT 1y VAT sin[VT A

John Boersma hat uns einen Beweis mitgeteilt, dass diese beiden Ausdriicke
tatsdchlich den gleichen Wert liefern. Dartiber hinaus hat er die tiberra-
schende Tatsache bewiesen, dass sich gj; ganz allgemein in Ausdriicken
elementarer Funktionen darstellen lasst:3

4772 4 <j‘11 1 j+4q 1) 8 j+q 1

= - R Dl e D=
8= 32q+1)2  (29+1)2 m; ) B (2q+1)3m§7qm

m=1

8 John Boersma hat uns freundlicherweise erlaubt, seinen Beweis auf der Webseite
des Buchs zur Verfiigung zu stellen.
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falls j = (q2 +q+2)/2fireing=0,1,2,..., anderenfalls gilt

-1 1
L= 4 :
=4 L GATmr2-2)p

47

&7 sec(+/8] — 7 71/2) ((8]‘ —7)— /8] — 7 sin(y/8] — 7n)).

Der auf einer Partialbruchzerlegung basierende Summationsalgorith-
mus zeigt also, dass sich jedes Element g;; der unendlichen Matrix G als
geschlossener Ausdruck in den Funktionen i und ¢’ berechnen lisst. So
elegant das auch ist, stellt sich dieser Zugang doch als Sackgasse heraus:

+

e Im Gegensatz zu den Elementen a;; der Matrix A benétigen die Elemen-
te gj; von G sehr viel mehr Aufwand zu ihrer Berechnung fiir gegebenes
jund I. Das wird jedoch nicht durch einen schnelleren Abfall fiir grofle
j und ! kompensiert.

e Der Tabelle 3.1 entnehmen wir, dass

1Al = [[Arzs]| = 2.0328 - 107°.

Betrachten wir auf der anderen Seite die Hauptuntermatrix Giog von G
der Dimension n = 128, deren Aufstellung betrdchtlichen symbolischen
und numerischen Aufwand verlangt. Matlab liefert als dominanten Ei-

genwert
Amax(Gi28) = 1.6236447743.

Demnach liegt der Lohn der ganzen Miihe in

| A]l = / Amax(G12s) = 0.9485-107°,

was doch ein recht bescheidener Genauigkeitsgewinn ist.

3.4 Storungstheorie zweiter Ordnung

Betrachten wir Tabelle 3.2 etwas néher, so liegt die Vermutung nahe, dass
die Normen der Hauptuntermatrizen A, die Norm des Operators A mit ei-
nem Fehler von der Ordnung O(n~3) approximieren. Wir werden jetzt mit
Hilfe einer Stérungstheorie zweiter Ordnung dieses Verhalten erkldren. Ne-
benbei erhalten wir einen Korrekturterm, den wir benutzen, um Problem 3
auf 12 korrekte Ziffern in doppelt-genauer IEEE-Arithmetik zu 16sen.

Das folgende Resultat ist ein Spezialfall einer Storungsentwicklung
zweiter Ordnung, die Stewart urspriinglich fiir den kleinsten Singuldrwert
einer Matrix aufgestellt hat. Tatséchlich gilt das Resultat, mit genau dem
gleichen Beweis, auch fiir den grofiten Singuldrwert, also die Spektralnorm.
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Theorem 3.4 ([Ste84]). Es sei

- (2D)- (1)

eine Blockmatrix der Dimension m x m. Es sei u und v der linke bzw. rechte
Singulirvektor, welcher zum grofiten Singulirwert der n x n Hauptuntermatrix
A gehort,9 n < m. Fiir ||E|| — 0 gilt die asymptotische Entwicklung

IAI? = I A]I% + [|u”B1* + [|Co]1* + O(IE[®).

Fiir das betrachtete Problem wenden wir dieses Storungsresultat auf die
Blockpartitionierung

Ay Bum A, 0
= 4 = <
Am (Cn,m Dn,m> ( 0 0) + Enm, nsm,

an. Benutzen wir ein weiteres Mal die Abschidtzung der Spektralnorm
durch die Frobeniusnorm, so erhalten wir

1Enml* < [EnmllE = | AnlE = 1AnlE <}, k2 =0(n"?).
k>n2/2

Ebenso gilt || By | = O(n~!) und ||Cpm|| = O(n~1). Wenn wir mit u,, und
vy den linken bzw. rechten Singuldrvektor von A, bezeichnen, der zum
grofiten Singuldrwert gehort, so liefert uns also Theorem 3.4 die Fehlerab-
schatzung

1An]? < ([ Aml* = [ Aull? + |y Bum® + | Comonl® + O(n )

<Al + 1Buml* + |Cum > + O(n ™) = [|An]|* + O(n2). (3.11)

Unsere Argumentation beweist also soweit nur eine Fehlerabschidtzung der
Ordnung O(n~2) anstelle der numerisch beobachteten Ordnung O(n~3).
Wir miissen also bei den mittels Submultiplikativitdt erhaltenen Abschat-
zungen

||”£Bn,m|| < |Bumll = O(”il)r |Comonll < |Crmll = O(”il)

zuviel verschenkt haben. Tatsichlich zeigt ein ndherer Blick auf die Singu-
larvektoren u, und v, dass ihre k-te Komponente zumindest experimen-
tell von der Ordnung O(k™2) fiir k — oo abfallt.’® Wenn wir annehmen,

°Dh. u und v sind Vektoren der Norm 1, welche AATu = o2, (A)u bzw.
AT Av = 02, (A)v erfiillen. Algorithmus 3.1 erlaubt uns tatsichlich, diese mit-
zuberechnen: x(¥) und Ax(V>, normalisiert auf Norm 1, approximieren u und v
bis auf einen Fehler der Ordnung O(p").

10 Das spiegelt sehr wahrscheinlich das richtige Abfallverhalten des linken und
rechten Singuldrvektors der unendlichen Matrix A wider.
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dass dies so ist, so erhalten wir nach einigen Rechnungen die verfeinerte
Abschitzung

||”£Bn,m” = O(”_3/2)/ |Comonll = O(”_S/Z)-

Demnach gilt ||Ay?> = ||Ax|> + O(n~3). Da all diese Abschitzungen
gleichméfig in m sind, konnen wir zum Grenzwert tibergehen und erhalten
die gewtinschte Fehlerabschitzung

1Al = Al +O(n73).

Vermutlich verbessert das Abfallverhalten der Komponenten der Singuldr-
werte genauso den Fehlerterm O(n~3) in (3.11) zu O(n~%), d.h.

||Am||2 = ||An||2 + ||”ZBn,m |2 + ||Cn,m7)n||2 + O(n74).

Kombinieren wir das mit || A[|2 = || Ap||? + O(m~3) und wihlen
mVl = [n4/3]/

so erhalten wir schliefilich eine verbesserte Approximation von vermutlich
der Ordnung O(n~*):

1/2
JAL = (1Al + 4] Bom, |2 + [ Com,onl2) 4007, (3.12)

Im Vergleich zu ||A,| bezahlen wir die verbesserte Konvergenzordnung
nur mit dem relativ bescheidenen Anwachsen der Kosten von O(n?) auf
O(my, -n) = O(n’/3). Somit verringert sich die fiir einen gegebenen Appro-
ximationsfehler € benotigte Laufzeit von O(e~2/3) auf O(e~7/12).

Tabelle 3.3 zeigt einige der mit Matlab ermittelten numerischen Resul-
tate,’* die sich im Einklang mit der vermuteten Ordnung O(n~*) befinden.
Die Laufzeit war etwa 10 Sekunden; 12 Ziffern sind korrekt fiir n = 2048.
Da die letzten beiden Ziffern von Rundungsfehlern verschmutzt sind, kann
der Wynn’sche Epsilon-Algorithmus hier nichts tiber die 12 Ziffern hinaus
herausholen.

3.5 Summationsformeln: reelle Analysis

Als Alternative zur Konvergenzbeschleunigung der Folge ||A,|| verfolgen
wir jetzt die Idee, den Grenzwert n — oo frither, ndmlich in jedem Schritt
der Vektoriteration (Algorithmus 3.1) zu vollziehen. Das ist dquivalent zur
Anwendung der Vektoriteration auf die unendliche Matrix A. Um das zu

1 Der Programmtext findet sich auf der Webseite des Buchs.
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Tabelle 3.3. Werte von || A, || und die verbesserte Approximation (3.12).

n 1A (AR + [[4F B, |2 + 1| Con, 0 |2)
128 1.27422212003778 1.27422413149024
256 1.27422388594855 1.27422415144773
512 1.27422411845808 1.27422415273407
1024 1.27422414844970 1.27422415281574
2048 1.27422415226917 1.27422415282070

tun, miissen wir unendlich-dimensionale Matrix-Vektor-Produkte wie Ax
und ATx auswerten, also unendliche Reihen der Form

Z Ajk Xk und Z AkjXk (3.13)
k=1 k=1

summieren. Ein einfaches Abschneiden der Summen beim Index n wiirde
uns zuriick zur Auswertung von ||A;| fithren. Somit bendtigen wir eine
raffiniertere Methode zur Approximation dieser Summen. Solche Metho-
den konnen hauptséchlich vor dem Hintergrund des Abfallverhaltens der
einzelnen Terme der Summe gerechtfertigt werden.

Im Laufe der Vektoriteration stellen die vorliegenden Vektoren x Ap-
proximationen an den linken bzw. rechten Singuldarvektor dar, der zum
grofiten Singularwert der Matrix A gehort. Den Betrachtungen in §3.4 ent-
nehmen wir gute Griinde fiir die Annahme, dass x; = O(k~2) fiir k — co.
Die explizite Formel (3.6) impliziert fiir festes j, dass die Matrixelemente
ajr und ai; ebenfalls wie O(k=?) abfallen. AuBerdem bemerken wir, dass
alle Terme der Summen nichtnegativ sind, sofern der Anfangsvektor fiir
die Vektoriteration nichtnegativ gewédhlt wurde. Demnach finden wir in

©0 4
(@)=Y k=55 (:14)
k=1

ein gutes Modell fiir die Summen (3.13), anhand dessen wir spiter unsere
Ideen testen werden. Fiir Summen dieses Typs werden wir Summationsfor-

meln
n

Y fk)~ ) wi- fex) (3-15)
k=1 k=1

herleiten, wobei — in Analogie zu Quadraturformeln — die nichtnegativen

Groflen wy Gewichte und die ¢y Stiitzstellen genannt werden. Wir nehmen

uns dabei die Freiheit, den Ausdruck f(k) als eine Funktion von k auf-

zufassen, die sich in nattirlicher Weise auf nicht ganzzahlige Argumente
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cx & N fortsetzen lasst. Dieser Blickwinkel ist sicherlich naheliegend fiir
die vorliegenden Koeffizienten a;, = a(j, k), fiir die a(j, k) die in (3.7) ange-
gebene rationale Funktion ist. Wenn wir nun die Matrix-Vektor-Produkte
in der Vektoriteration durch eine Summationsformel (3.15) approximieren,
so erben die Komponenten x; diese Eigenschaft. Auf diese Weise trans-
formiert sich der wesentliche Schritt y(*) = AT Ax(V=1) der Vektoriteration
(siehe (3.10)) zu

F(e;) = Y w-alcio) xV V()  j=1...m,
k=1
. (3.16)

vy (cp) = ij ~a(cj, cr) ~i(’/)(cj), j=1,...,n
=1

Fithren wir die Matrizen W, = diag(wy, ..., wy) und T, =(a(cj,cx))jx ein,
so bemerken wir, dass die transformierte Vektoriteration (3.16) tatsdchlich
den dominanten Eigenwert der Matrix

Gn = TnTWnTan (3-.17)

berechnet. Mit der Ahnlichkeitstransformation B — W,%/ ZBWn_ 1/2 gchlie-
Ben wir darauf, dass dieser Eigenwert auch der dominante Eigenwert der
Matrix

W26, W, 12 = (W 2T, Wi T (WL 2T, Wi/2) = AT A,
ist. Also diirfen wir tatséachlich die Norm || A, || der transformierten Matrix

1

Ay =WYPT,W,/% = <
berechnen. Wir vermuten, gesttitzt auf die Resultate aus §3.4 sowie unsere
numerischen Experimente, dass

lim |4, = [1A]
mit der gleichen Approximationsordnung konvergiert wie die zugrunde-

liegende Summationsformel (3.15). Ein Beweis dieser Gegebenheit ist ein
offenes Problem, das wir dem Leser als Herausforderung tiberlassen.

Die Strebel’sche Summationsformel

Fiir einen funktionsfdhigen Algorithmus benttigen wir eine Summations-
formel, die anders als das einfache Abschneiden bei n fiir unser Problem
eine hohere Ordnung als O(n~3) liefert. Wir folgen dabei den Ideen, die uns
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Rolf Strebel mitgeteilt hat, und konstruieren eine Methode, die wenigstens
fiir die Auswertung von {(4) beweisbar von der Ordnung O(n~7) ist.

Eine Summationsformel des Typs (3.15) sollte den Bereich der Indizes
vonl,...,c0aufl,...,n verkiirzen, ohne dabei allzu viele Fehler einzufiih-
ren. Im Fall eines Integrals wiirde diese Aufgabe durch eine Substitution
mit einer injektiven Abbildung ¢ : [1,1) — [1,00) exakt gelost werden,

| = [To'@) ro@) ae.

Wenn wir die Summe als eine Art von , Approximation” an das Integral
auffassen, so konnten wir es mit

o n—1
Y flk) = Y ¢ (k) f(g(k))
k=1 k=1

versuchen. Der genaue Zusammenhang zwischen gleichabstindigen Sum-
men und Integralen wird nun durch das folgende Theorem beschrieben.
Fiir die Zwecke unserer Darstellung haben wir dabei den unteren Summa-
tionsindex auf k = 0 verschoben.

Theorem 3.5 (Euler-Maclaurin’sche Summenformel [Hen77, §11.11]). Es
seien n, m natiirliche Zahlen und f eine 2m-fach stetig differenzierbare Funktion
auf dem Intervall [0, n]. Dann gilt

wobei das Restglied wie folgt beschriinkt ist:

By | ("
Ranl < {220 [ 127 ()] .

Die Grofien Byy bezeichnen dabei die Bernoullizahlen.

Die Terme, die in dieser Formel zusitzlich zur Summe Y}, f(k) und
dem gewdiinschten Integral fon f(x)dx auftreten, schranken die mogliche
Wahl einer geeigneten Abbildung ¢ erheblich ein. Eine solche Moglichkeit
wird durch das folgende Lemma gegeben.

Lemma 3.6 (R. Strebel). Es sei n eine natiirliche Zahl und f,(x) = (x +n)~%,
« > 1. Die Funktion
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- 0 (1+p)¢ 6
(P”(g)_*iEiT’ /3—a_1,

ist strikt wachsend und bildet [0, 1) auf [0, 00) ab. Es gilt
an Z @(k) - fu(@n(k)) +O(n37%).
k=0

Beweis. Wir schreiben zur Abkiirzung f, (&) = ¢/,(&) - fu(¢n(&)). Die Abbil-
dung ¢, ist so gewahlt, dass fiir { — 0

ou(8) =5 +0(2).
Somit gilt

fu(0) = £u(0),  £1(0) = £,(0).

Eine kurze Rechnung zeigt, dass
Fn —3—a 1" —3—«
n (0)=cian ’ n (0) =coum

mit gewissen Konstanten ¢; , und c;,, die nur von « abhéngen. Auflerdem
ist ¢, so gewdhlt, dass fiir § — n

fu(@) = c3a(n—8)° +o((n—¢)°)

mit einer Konstanten c3 ,. Es gilt daher

faln) = fo(n) = fi(n) = fi'(n) = i (n) = 0.
Schliefdlich haben wir

/0°° 1A (x) | dx = O </O°°(x o)A dx> = O(n 3

un
/ A7) < - max 7)) =n-0(n ) =0(n ).

Wenden wir jetzt die Euler-Maclaurin’sche Summenformel zweifach an, so
erhalten wir

[e9) 1 o0 3
Lk = 20+ [ o) dx = 52 0) + O
= 3hu+ [ @ = 20+ 00

n—1
=Y fulk) +O0(n>7%)
k=0
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und damit die behauptete Approximation. a
Wir gelangen zur Strebel’schen Summationsformel fir f(x) = x™%, a > 1, in
der gewtinschten Form

o n 3

Y flk) =} wi- fler) +O(n>7"), (3-19)

k=1 k=1

indem wir mit m = [n/2] die Summe gemaB )2, f(k) = ka:_ll f(k)+
Yieo fm(k) zerlegen und Lemma 3.6 auf den zweiten Teil anwenden. Die
Gewichte sind dann

b 'S ( )
w; = .10—1
T\ Gtk —m), m < >

und die Stiitzstellen
k, 1<k<m—1, ( )
C fry .10—2
k <k<2 ' 3-19

Fur n = 2m definieren wir zudem w,, = 0. Im Anhang C.3.2 findet der
Leser eine Implementierung als Matlab-Funktion, die durch

[w,c] = SummationFormula(n,alpha)

aufgerufen wird. Wir testen sie anhand der Auswertung von {(4) mitn = 2,
20 und 200:

Eine Sitzung mit Matlab

>> zetad = pi~4/90;

>> alpha = 4; f = inline(’1./x."alpha’,’x’,’alpha’);
>> error = [];

>> for n = [2,20,200]

>> [w,c] = SummationFormula(n,alpha);

>> error = [error; abs(zeta4d - w*f(c,alpha)’)];
>> end

>> error

error = 8.232323371113792e-002
1.767847579436932e-008
1.554312234475219e-015

Das Ergebnis weist in schéner Ubereinstimmung mit der Theorie fiir &« = 4
die Ordnung O(n~7) auf.
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Tabelle 3.4. Werte von || A, || fiir zwei verschiedene Summationsformeln.

n_ | Aq] mit 3.19) | An]| mit (3.20)
4 1.284206027130483 1.219615351739390
8 1.274196943864618 1.263116205917547
16 1.274223642340573 1.274207431536352
32 1.274224147506024 1.274224152001268
64 1.274224152770219 1.274224152821228
128 1.274224152820767 1.274224152821228
256 1.274224152821224 1.274224152821228
512 1.274224152821228 1.274224152821228
1024 1.274224152821228 1.274224152821228

Anwendung auf Problem 3

Da wir nun tiiber eine gute Summationsformel verfiigen, nehmen wir die
in (3.18) definierte, transformierte Matrix A, und berechnen ihre Norm fiir
verschiedene 7, indem wir die Vektoriteration aus §3.3 auf Al A, anstatt
auf Al A, anwenden. Die Ergebnisse eines Laufs mit Matlab'? bis zur Di-
mension n = 1024 finden sich in der zweiten Spalte der Tabelle 3.4; die
Laufzeit lag unter einer Sekunde. Die Daten stehen im Einklang mit der
vermuteten Approximationsordnung O(n~7). Die Reduktion der Dimen-
sion ist bemerkenswert: Wiahrend || Aspzes|| nur 13 korrekte Ziffern liefert,
ist || As12|| auf 16 Ziffern korrekt — selbst bei einer Auswertung in doppelt-
genauer IEEE-Arithmetik.

Eine exponentielle Summationsformel

Fiir hohere Genauigkeiten ist die Approximationsordnung O(n~7) jedoch
noch nicht gut genug. Folgt man den Ideen des Beweises von Lemma 3.6,
so kénnte man versuchen, alle Terme By f(%~1)(0)/(2k)! in der Euler-
Maclaurin’schen Summenformel fiir } ;7 ; f(k) zu eliminieren, indem man
eine Transformation

fu(@) = (141" 9o (8/1)) f(E + pexp(E/1))

mit einer Funktion ¢exp (&) benutzt, fiir die alle Ableitungen in & = 0 ver-
schwinden und die fiir { — 1 schnell gegen unendlich wachst. Tatsdchlich
konnen wir dann zeigen, dass

12 Der Programmtext findet sich auf der Webseite des Buchs.
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Tabelle 3.5. Anzahl der korrekten Ziffern von ||Ay| mit der Summationsformel (3.20);
dec bezeichnet die Mantissenlinge der hochgenauen Arithmetik.

n dec Anzahl korrekter Ziffern Laufzeit

100 30 25 1.98
200 50 40 1358
400 75 55 9258
600 75 66 3.5m
800 100 75 0m
1000 100 82 27m
00 n—1

Yo f(k) =Y (140" P (k/n)) f(k + pexp(k/1)) + Rom — Rom,  (3.20)

k=0 k=0

wobei Ry, bzw. Ry, das Restglied der Euler-Maclaurin’schen Formel fiir
die beiden Summen bezeichnet. Der Punkt ist, dass die Summationsformel
(3.20) fiir alle m gilt. In einer Analyse des Fehlers Ry,, — Ry, wiirde man
versuchen, in Abhingigkeit von n einen speziellen Index m, zu finden,
der diesen Fehler minimiert. Eine solche Analyse stellt sich selbst fiir die
einfache Funktion f(x) = (x +1)7%, a > 1, als auBerordentlich verwickelt
heraus. Strebel hat einige numerische Experimente durchgefiihrt und fiir
die spezielle Wahl

Pexp(1t) = exp ((1—2u)2 - Zluz)

sehr vielversprechende Resultate erhalten.
Im Anhang C.3.2 findet der Leser eine Matlab-Funktion, die durch

[w,c] = SummationFormula(n,’exp’).

aufgerufen wird. Tatsdchlich stellt diese Summationsformel selbst in dop-
pelt-genauer IEEE-Arithmetik fiir Problem 3 eine weitere Verbesserung dar.
Die Ergebnisse eines Laufs mit Matlab'3 bis zur Dimension n = 1024 finden
sich in der dritten Spalte der Tabelle 3.4; die Laufzeit lag wiederum unter
einer Sekunde. Fiir 16 korrekte Ziffern brauchen wir nur bis zur Dimension
n = 64 zu gehen, was weniger als 0.1 Sekunden benétigt.

Wir haben die Summationsformel in PARI/GP implementiert und auf
Problem 3 mit hochgenauer Arithmetik angewendet.’3 Tabelle 3.5 zeigt die
Anzahl korrekter Ziffern fiir verschiedene n; dabei wurde die , Korrektheit”

13 Der Programmtext findet sich auf der Webseite des Buchs.
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durch einen Vergleich mit dem Ergebnis fiir n = 1200 beurteilt. Obwohl
diese Formel bemerkenswert erfolgreich arbeitet, — so erhalten wir 25 Zif-
fern in weniger als 2 Sekunden verglichen mit den 8 Stunden fiir 21 Ziffern
in §3.3 — verlangsamt sich die Konvergenzrate fiir groflere n. Im nédchsten
Abschnitt werden wir uns mit einer Summationsformel befassen, die wir
aus der Funktionentheorie herleiten und die sich verlisslich exponentieller
Konvergenzraten erfreut.

3.6 Summationsformeln: komplexe Analysis

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine allgemeine Technik, Summen als
Kurvenintegrale auszuwerten. Da exzellente Methoden fiir die numerische
Quadratur bekannt sind, fithrt uns das auf einen sehr effizienten Algorith-
mus im Umgang mit den unendlichen Reihen (3.13), die aus der Anwen-
dung der Vektoriteration auf die unendliche Matrix A herriihren.

Die Technik ist eine Anwendung des Residuensatzes der Funktionen-
theorie und ist daher auf Summen eingeschrénkt, deren Terme analytisch
vom Index abhdngen. Der Prozess ist in der umgekehrten Richtung eigent-
lich besser bekannt: Die Auswertung eines Kurvenintegrals als eine Summe
von Residuen. Summationen mittels Kurvenintegralen wurden bereits un-
ter anderen von Milovanovié [Milg4] benutzt. Ein besonders niitzliches Re-
sultat dieses Zugangs zur Summation, welches hinreichend allgemein fiir
unsere Zwecke ist, wird durch das folgende Theorem gegeben.

Theorem 3.7. Es sei f(z) eine in einem Gebiet der komplexen Ebene analytische
Funktion. Wir nehmen ferner an, dass f(z) = O(z™%) fiir z — oo mit einem
« > 1. Es sei C ein Weg im Analytizititsgebiet von f, der symmetrisch zur reellen
Achse von Unendlich im ersten Quadranten bis Unendlich im vierten Quadranten
verliuft und zu dessen linker Seite (im Sinne seiner Orientierung) alle natiirlichen
Zahlen, aber keine weiteren ganzen Zahlen und kein Randpunkt des Analytizitiits-
gebiets von f liegt. Dann gilt

Zm/f -t eot(mz) dz, (3.21)

OO—1k cse( dz. .
PN = o [ S@) - mesc(mz) 2 (322)

Beweis.'* Samtliche Polstellen der 1-periodischen meromorphen Funktion
7t cot(7tz) sind einfach und sie befinden sich in den ganzen Zahlen z = n,

14 Wir beschrénken uns auf (3.21). Die Formel (3.22) fiir alternierende Reihen kann
analog bewiesen werden, wenn man beachtet, dass das Residuum der Funktion
1t esc(mtz) zur Polstelle z = n, n € Z, gerade (—1)" betrégt.
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3i

2i C»: Kreisbogen

mit Radius r—oo

-1 0 1 2 3 4 5

Abb. 3.1. Wege im Beweis von Theorem 3.7 (n = 3).

n € Z. Aus der Laurent’schen Reihe in z = 0, ndmlich

2
meot(mz) = 1 Tt 0(z%),
z 3
schlieflen wir, dass die Residuen stets 1 sind.

Es sei C; der Abschnitt des Weges C zwischen einem Punkt P und sei-
nem konjugiert komplexen Punkt P; weiter sei C, der Kreisbogen vom
Radius 7, der P und P gegen den Uhrzeigersinn verbindet (sieche Abb. 3.1).
Wenn wir uns auf Radien r,, = n +1/2, n € IN, beschrianken, dann bleibt
die Funktion 7t cot(7z) fiir |z| = 7y, z € C, und n — oo gleichmiBig be-
schrankt. Nun folgt aus dem Residuensatz [Heny4, Thm. 4.7a]

n
Zf( f( ) - eot(rz) dZ-i-f f( ) - 7 cot(mz) dz.
=l 27‘(1
Ein Ubergang zum Grenzwert n — oo liefert die Behauptung, da

= Liange(Cy) - O(r,,%) = 0(7;11_“) — 0.

sz(z) - 1t cot(mz) dz

Hierbei haben wir den asymptotischen Abfall f(z) = O(z™%), a > 1, der
betrachteten Funktion genutzt. a

Theorem 3.7 ermoglicht uns die Transformation unendlicher Reihen in
Integrale. Zuerst wahlen wir dazu einen geeigneten Weg C, der mit der re-
ellen Variablen t durch die komplexwertige Funktion Z(t) parametrisiert
sei. Da wir mit Werkzeugen der Funktionentheorie arbeiten, verwenden
wir am besten Wege C, die analytische Kurven sind; also muss die Funkti-
on Z ihrerseits eine analytische Funktion der reellen Variablen ¢ sein. Zur
Vereinfachung der numerischen Auswertung bevorzugen wir Kurven, die
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durch elementare Funktionen ausgedriickt werden konnen. Mit der Para-
metrisierung transformiert sich das Integral (3.21) zu

if(k) = /oo F(t)dt mit F(t) = lf(Z(i‘)) cot(mZ(t)) - Z'(t). (3.23)

k=1 —0o0 21
Beispiel

Wir wollen die {(4) definierende Summe (3.14) in ein Integral transfor-
mieren. Dazu wihlen wir den Weg C, welcher durch die Funktion Z(t) =
(1 — it) /2 parametrisiert wird, und wenden Theorem 3.7 auf die Funktion
f(z) = z~* an. Wir erhalten

1 meot(nz) , ® t(1 — t?) tanh(7t/2)
/C ————>dz=16 dt. (3.24)

(8 =55 A e 1+ 12)8

Jede Methode zur numerischen Quadratur, welche wir zur Approxi-
mation des Integrals (3.23) verwenden, liefert eine Summationsformel fiir
f von der Gestalt (3.15). Aufgrund der zwischengeschalteten Funktion Z
werden die Gewichte und Stiitzstellen jedoch komplexe Zahlen sein.

Wir bemerken, dass, sobald der Weg C gewahlt wurde, die Parametri-
sierung von C immer noch verdndert werden kann, indem wir einen neuen
Parameter T einfiihren, der sich aus t durch eine analytische Transforma-
tion + = ®(7) mit (1) > 0 ergibt. Diese zusitzliche Flexibilitit ist der
wesentliche Vorteil der Summation durch komplexe Kurvenintegrale ge-
geniiber der reellen Methode aus §3.5. Eine passende Wahl der Parame-
trisierung wird uns helfen, die Anzahl der Terme in der resultierenden
Summationsformel betrédchtlich zu reduzieren.

3.6.1 Approximation der Kurvenintegrale durch Trapezsummen

Wir approximieren das Integral S = [* F(t)dt in (3.23) durch seine Tra-
pezsumme T(h) zur Schrittweite 1 > 0,

In vielen Lehrbiichern der numerischen Mathematik wird die Trapezsum-
me als ,héssliches Entlein” unter den Algorithmen zur Approximation be-
stimmter Integrale behandelt. Es zeigt sich aber, dass die Trapezsumme
trotz ihrer Einfachheit zu den kraftvollsten Algorithmen zur numerischen
Quadratur analytischer Funktionen zahlt. Unter den ersten Autoren, die auf
das auflergewohnliche Verhalten der Trapezregel fiir unendliche Interval-
le hingewiesen hatten, waren Milne (in einer unveré6ffentlichten Mitteilung
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aus dem Jahre 1953; sieche [DR84, S. 212]) sowie Bauer, Rutishauser und
Stiefel [BRS63, S. 213 £.]. Spéter haben Schwartz [Sch6g] und Stenger [Ste73]
die Trapezsumme auf allgemeinere analytische Integrale angewandt; sie-
he auch das Buch von Davis und Rabinowitz [DR84, §3.4]. Wir erwdhnen
auch die japanische Schule beginnend mit einer Arbeit von Iri, Morigu-
ti und Takasawa [IMT7o], welche auch auf der Trapezsumme basiert und
heute als IMT-Methode bekannt ist. Ihre Ideen wurden von Takahasi und
Mori [TM74] sowie Mori [Mor78] zu den doppelt-exponentiellen Quadratur-
formeln weiterentwickelt. Volle Allgemeinheit im Umgang mit analytischen
Integralen wird erreicht, wenn man die Trapezsumme (angewandt auf In-
tegrale tiber R) mit analytischen Transformationen des Integrationspara-
meters kombiniert (siehe [Sch89, Kap. 8]). Anwendungen auf mehrdimen-
sionale Integrale tiber Gebiete kartesischer Produkte (Rechtecke, Streifen,
Quadranten, Platten, usw.) werden in [Wal88] diskutiert. Ein umfassender
Ubersichtsartikel iiber Geschichte und Anwendungen der Trapezsumme ist
kiirzlich von Trefethen und Weideman verfasst worden [TWo6].

Abgeschnittene Trapezsummen

Die unendlichen Reihen T () sind grundsatzlich schwer zu berechnen, wenn
der Integrand zu langsam abféllt (etwa wie O(|t|~*) fiir t — =£c0). Ein of-
fensichtliches Problem ist die grofSe Anzahl von Termen, die man fiir die
Summen berticksichtigen muss. Wesentlicher noch ist jedoch die Abschit-
zung des Restglieds einer Teilsumme.

Typischerweise wird eine solche Summe abgeschnitten, indem man al-
le Terme vernachldssigt, die als ,,zu klein” angesehen werden. Wir wollen
diese Idee formalisieren und fithren dazu einen Schwellwert oder eine Ab-
schneidetoleranz e > 0 ein, fiir die wir die abgeschnittene Trapezsumme

Te(h)=h ),  F(j-h (3-25)
JEZ:|F(j-h) e

betrachten. Sodann benotigen wir eine Approximation oder zumindest eine
brauchbare Schranke des Restglieds R¢(h) = T(h) — Te(h). Um eine unge-
fahre Vorstellung von den damit verbundenen prinzipiellen Schwierigkei-
ten zu erhalten, betrachten wir als Modell das Abschneiden des Integrals

/ £, a>1,
1

beim Schwellwert €, d.h. am Integrationspunkt . = e /% Das Restglied
ist
o e(uc—l)/rx
Re = thdt = ————
te a—1

7

was sehr viel groier als die Abschneidetoleranz € ausfallen kann. So er-
halten wir beispielsweise Re = /€ fiir « = 2. Im Fall langsam abfallender
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Integranden wird das Abschneiden bei einem Schwellwert daher zu kei-
nen genauen Resultaten fithren. Stattdessen schlagen wir vor, den Abfall
des Integranden durch Einfithrung einer neuen Integrationsvariablen zu
beschleunigen. Fiir Integrale entlang der reellen Achse stellt sich die Trans-
formation

t = sinh(7), dt = cosh(7) dt, (3.26)

als geeignet heraus; das Integral transformiert sich dann zu

5= / G(t)dr,  G(t) = F(sinh(t)) cosh(t).
Wenn F(t) wie eine Potenz von t abfillt, dann fallt G(7) exponentiell ab.
Betrachten wir erneut als Modell das Abschneiden eines typischen Integrals
mit exponentiell abfallendem Integranden beim Schwellwert e:

/ ae *Tdt, a>0,a>0.
0
Der Abschneidepunkt ist t. = log(a/€)/a und als Restglied erhalten wir
R = / ae “Tdr =¢€/a.
te

Wir sehen daher, dass eine Abschneidetoleranz € = « - tol ausreicht, um
die Trapezsumme eines exponentiell abfallenden Integranden auf eine Ge-
nauigkeit tol zu akkumulieren.

Der Leser findet eine Implementierung dieser Ideen als Matlab-Funktion

TrapezoidalSum(f, h,tol,level, even)

im Anhang C.3.2. Diese Funktion setzt voraus, dass der Integrand f an
den Enden, an denen die Schwelle tol Anwendung finden soll, monoton
abfillt. Die nichtnegative ganze Zahl level teilt der Funktion mit, wie oft
die sinh-Transformation (3.26) rekursiv angewendet werden soll. Wir nen-
nen die Methode mit level = 1 eine einfach-exponentielle Quadraturformel,
mit level = 2 eine doppelt-exponentielle Quadraturformel. Wird der Schal-
ter even auf ’yes’ gesetzt, dann geht das Programm von einer geraden
Funktion aus und akkumuliert aus Symmetriegriinden nur die Halfte der
Summe. Zur Verbesserung der numerischen Stabilitdt wird die Summe von
den kleinen zu den grofien Termen akkumuliert (unter der Annahme von
Monotonie). Daher miissen die Terme solange abgespeichert werden, bis
der kleinste Wert berechnet wurde.
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Diskretisierungsfehler

Die Fehlertheorie der Trapezsumme steht letztlich in engem Zusammen-
hang mit der Fouriertransformierten von F:

B(w) = / F(t)e~ ™! dt.
—00
Tatsdchlich driickt die Poisson’sche Summenformel [Heny7, Thm. 10.6e] T (h)
als entsprechende Trapezsumme der Fouriertransformierten F zur Schritt-
weite 27t/ h aus:

[00) [0 9) . 271_
T(h)=nh F(j-h)= Flk-—|.
m=n L Hin= ¥ (k%)
Wir bemerken, dass die Summe tiber k als Hauptwert aufgefasst werden
muss, d.h. als Grenzwert der Summen von —N bis N fiir N — oo. Das wird
jedoch nur dann relevant, wenn F langsam abfallt. Wir bemerken nun, dass
der Term k = 0 der Trapezsumme der Fouriertransformierten gerade das
betrachtete Integral ist:

Die Poisson’sche Summenformel liefert daher die Fehlerformel

E(h) = T(h) — S = EQ2m/h) + E(—2m/h) + E(4m/h) + E(—4m/h) + - - - .
(3-27)
Die Rate des Abfalls von E(h) fiir h — 0 wird also vom asymptotischen Ver-
halten der Fouriertransformierten F(w) fiir & — +oco bestimmt. In vielen
Einzelfdllen kann diese Asymptotik mit der Sattelpunktsmethode (Metho-
de des steilsten Abstiegs) gefunden werden; die Theorie findet sich etwa in
[Erds6] oder [Olvy4], ein ausgearbeitetes Beispiel in [GWo1, S. 495 ff.].

Die Fehlerformel (3.27) fiithrt auf ein besonders schones und einfaches
Resultat, wenn wir annehmen, dass F analytisch im Streifen [Im(f)| < -«
(7+ > 0) ist und dass F(x + iy) beztiglich x integrierbar ist, gleichméagig in
ly| < o fiir jedes v < 7. Dann weifs man, dass der Betrag der Fouriertrans-
formierten exponentiell abfillt [RSy5, Thm. IX.14]:"

|E(w)| =0 (e_“"“") fiir w — +oo,

wobei 0 < ¢ < 74 beliebig gewdhlt werden kann. Wenn wir das in (3.27)
einsetzen, erhalten wir die Fehlerabschitzung?®

15 Die tieferliegende L2-Version dieses Resultats ist eines der klassischen Theoreme
von Paley und Wiener [PW34, §3, Thm. IV], welches sich in ihrer wegweisenden
Monographie tiber Fouriertransformation im Komplexen findet.

16 Ein anderer Beweis findet sich in [DR84, S. 211].
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E(h) =0 (e—zm/h) fir h— 0. (3.28)

Wir gelangen demnach zu exponentieller Konvergenz: Eine Halbierung der
Schrittweite verdoppelt die Anzahl korrekter Ziffern. Wir bemerken, dass
exponentielle Konvergenz wesentlich besser ist als die hohe Konvergenz-
ordnung O(h*"), die sich mit Romberg-Integration durch Anwendung von
m — 1 Schritten der Richardson-Extrapolation auf die Trapezsumme ergibt
(siehe Anhang A, S. 299).

Beispiel

Wir wollen den Gebrauch der abgeschnittenen Trapezsumme (3.25) und
der sinh-Transformation (3.26) anhand des Integrals (3.24) illustrieren, das
aus der Anwendung der Methode der Kurvenintegrale auf die {(4) defi-
nierende Summe stammt. Da der Integrand fiir t — 4o so langsam wie
O(|t|~°) abfallt, miissen wir die sinh-Transformation (3.26) wenigstens ein-
mal anwenden. Wir beginnen mit der einfach-exponentiellen Quadratur-
formel (level = 1) zu den Schrittweiten & = 0.3 und & = 0.15.

Eine Sitzung mit Matlab

1]

>> f inline(’z~(-4)?,%z’%);

>> 7Z = inline(’1/2-i%t/27,°t?);

>> dZ = inline(’-i/27,°t?);

>> F_Summation = inline(’real (f(Z(t))*cot(pi*Z(t))*dzZ(t)/2/1i)7,...
>> ’t’,’f’,’Z’,’dZ’);

>> tol = le-16; level = 1; even = ’yes’; s = [];

>> for h = [0.3 0.15]

>> s = [s;

>> TrapezoidalSum(F_Summation,h,tol,level,even,f,Z,dZ)];
>> end

>> s

s = 1.082320736262448e+000
1.082323233711138e+000

Fiir h = 0.3 werden 73 Terme der Trapezsumme benotigt und 6 Ziffern des
Resultats sind korrekt; wohingegen 16 korrekte Ziffern fiir 1 = 0.15 mit 143
Termen der Trapezsumme geliefert werden. Die Fehler etlicher Laufe fiir
h im Bereich von 1 bis 1/6 finden sich (gestrichelte Linie) im linken Teil
der Abb. 3.2; sie spiegeln schon die exponentielle Konvergenz wider. Die
zugehorige Anzahl der Terme der abgeschnittenen Trapezsumme wird im
rechten Teil der Abb. 3.2 gezeigt.

Ein Blick auf das in (3.24) rechts stehende Integral zeigt, dass sich die
Singularitdten des Integranden vor Anwendung der sinh-Transformation in
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Abb. 3.2. Fehler der Trapezsumme gegen 1/h (links) und gegen die Anzahl der Terme
(rechts). Die Ergebnisse werden fiir eine einfach-exponentielle (gestrichelte Linie) und eine
doppelt-exponentielle (durchgezogene Linie) Quadraturformel gezeigt.

(2k +1)i, k € Z, befinden. Nach der Transformation erfiillen die Singulari-
tidten 7; des Integranden die Beziehungen

em+1)mi

sinh(7;) = (2k+1)i  und folglich  Im(7) = 7

fiir ein m € Z; siehe den linken Teil der Abb. 3.3. Also ist der transformier-
te Integrand analytisch im Streifen |Im(7)| < 74 mit 9, = 7/2 und die
Fehlerabschitzung (3.28) konkretisiert sich zu E(h) = O(e /") fiir jedes
B < 7. Ein Zuwachs von 1/h um, sagen wir, 1 fiihrt demnach im asympto-
tischen Regime zu einem Genauigkeitsgewinn von etwa 72/ log(10) = 4
Ziffern. Tatsdchlich hat die gestrichelte Linie im linken Teil von Abb. 3.2
eine Steigung von etwa —4 in ihrem asymptotisch linearen Bereich.

Wir konnten versucht sein, den Abfall des Integranden durch eine
doppelt-exponentielle Parametrisierung weiter zu verstdrken, indem wir
die sinh-Transformation (3.26) ein weiteres Mal anwenden.'” Dies wiirde
die Berechnung der Trapezsumme weiter vereinfachen, da dann die Anzahl
der Terme in der abgeschnittenen Trapezsumme T¢ () im wesentlichen un-
abhingig vom Schwellwert € ist. Mit solch einer wiederholten Anwendung
der sinh-Transformation muss jedoch vorsichtig umgegangen werden.

Der rechte Teil der Abb. 3.3 zeigt die Singularititen des Integranden
unseres Beispiels nach einer solchen zweiten sinh-Transformation. Wir be-
merken, dass der Integrand nicht linger analytisch in einem die reelle
Achse enthaltenden Streifen ist. Im Gegenteil, das Analytizitdtsgebiet hat
nun die Gestalt eines ,Trichters” mit exponentiell abnehmender Breite.
Obwohl die Formel (3.28) fiir den Diskretisierungsfehler nicht mehr an-
wendbar ist, konnen Integranden mit solchen trichterférmigen Analytizi-

17 Um dies zu tun, setzen wir level = 2 in der Sitzung mit Matlab auf S. 84.
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Abb. 3.3. Vermehrung der Singularititen in der Parameterebene fiir eine einfach-expo-
nentielle (links) und eine doppelt-exponentielle (rechts) Quadraturformel. Es gibt noch viele
weitere Singularitiiten auflerhalb des gezeigten Rechtecks.

tatsgebieten immer noch niitzlich sein: Fiir das betrachtete Integral zeigt
die durchgezogene Linie im linken Teil der Abb. 3.2, dass die Konver-
genz offenbar noch exponentiell ist, wenn auch langsamer als zuvor. Es
miissen daher kleinere Schrittweiten benutzt werden, um zu den gleichen
Genauigkeiten wie beim einfach-exponentiell transformierten Integranden
zu gelangen. Das drohende Anwachsen des Rechenaufwands wird vom
wesentlich schnelleren Abfall des Integranden aufgefangen, was ein we-
sentlich fritheres Abschneiden der Trapezsummen erlaubt. Wir wollen al-
so die beiden Methoden in Bezug auf die tatsdchlich benutzte Anzahl
von Termen vergleichen: Der rechte Teil der Abb. 3.2 zeigt, dass bei glei-
cher Genauigkeit die doppelte Anwendung der sinh-Transformation um
etwa den Faktor 2.5 weniger Terme benotigt. Demnach ist der Rechenauf-
wand fiir die sinh-Transformationen selbst in etwa derselbe fiir sowohl die
einfach-exponentielle als auch die doppelt-exponentielle Quadraturformel.
Die doppelt-exponentielle Quadraturformel spart jedoch einen Faktor 2.5
an Auswertungen des urspriinglichen Integranden. Das wird ein wesentli-
cher Vorteil bei unserer letzten Losung des Problems 3 sein: Dort werden
die Transformationen und die transzendenten Funktionen der Summati-
onsformel nur einmal aufgerufen, aber es muss eine grofie Anzahl von In-
tegralen im Laufe der Vektoriteration berechnet werden.
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Zusammenfassung

Zur Bequemlichkeit des Lesers schreiben wir zusammenfassend die Sum-
mationsformel der Gestalt (3.15) auf, die wir durch Anwendung der Tra-
pezsumme auf das Kurvenintegral (3.23) erhalten. Wenn wir einen durch
Z(t) parametrisierten Weg wihlen, diesen mit ®(7) reparametrisieren, eine
Schrittweite i und einen Abschneidepunkt T wahlen, erhalten wir

[ee] m

Y f)~ Y wf(e),  m=|[T/h],

k=1 k=—m

mit den (komplexwertigen) Stiitzstellen und Gewichten

cx = Z(®(kh)), wy = %cot(nek) - Z'(®(kh)) - @' (kh).
Die vorangehende Diskussion hat gezeigt, dass fiir gewisse f geeignete
Wahlen getroffen werden koénnen, die den Fehler exponentiell klein in der
Anzahl n = 2m + 1 der Terme machen.

3.6.2 Anwendung auf Problem 3

Da uns nun wie in §3.5 eine gute Summationsformel zur Verfligung steht,
konnen wir die Vektoriteration in der Form (3.16) verwenden, um ||A||?
zu approximieren. Das bedeutet, dass wir den dominanten Eigenwert der
transformierten Matrix G, berechnen, die wir in (3.17) definiert haben.'
Damit die Methode funktioniert, miissen wir ,nur” einen Integrationsweg,
eine Reparametrisierung und einen Abschneidepunkt wéhlen. Wir wenden
die Prozedur dann fiir verschiedene Schrittweiten an.

Wahl des Integrationsweges

Die Stiitzstellen treten in der transformierten Vektoriteration (3.16) tiber
die Ausdriicke a(c;, cx) operationell in zweifacher Weise auf: Zum einen als
Mittel zur effizienten Summation und zum anderen als neuer Index fiir die
resultierenden Vektoren. Daher hingen die Polstellen der zugrundeliegen-
den analytischen Funktion vom Integrationsweg selbst ab. Tatsédchlich lie-
gen diese Polstellen auf den Ortskurven, die durch die Nullstellen v(f) und
u(t) des Nenners b(u + v) — v der in (3.7) angegebenen rationalen Funktion
a(u,v) beschrieben werden, wenn eine der Variablen entlang Z(t) verlduft:

18 Wie in §3.5 konnen wir darlegen, dass dieser Wert auch der dominante Eigenwert
der Matrix A,T, A, ist, wobei die transformierte Matrix A, wie in (3.18) definiert
ist. Da A, nun aber komplexe Elemente besitzt, ist dieser Eigenwert nicht dquiva-
lent durch || A, H2 gegeben — ein Wert, der im Fall komplexer Matrizen stattdessen
gleich dem dominanten Eigenwert der Matrix A A, ist.



88 3 Wie weit entfernt ist Unendlich?
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Abb. 3.4. Ortskurven (gestrichelte Linien) fiir den Integrationsweg (3.29) (durchgezogene
Linie) fiir eine gute Parameterwahl o = 1/+/2 (links) und eine schlechte Wahl o = 1/4
(rechts). Die gepunkteten Linien im linken Teil zeigen die Rinder des Bildes z = Z(t) (mit
o = 1/+/2) des Streifens [Im(t)| < 0.25 in der Parameterebene.

b(u(t) +Z(t)) — Z(t) =0, b(Z(t)+v(t)) —ov(t) = 0.

Dies sind quadratische Gleichungen und wir erhalten vier zusammenhan-
gende Zweige fiir die Ortskurven der Polstellen (sieche Abb. 3.4).

Wegen dieser Abhdngigkeit der Polstellen vom gewdhlten Integrati-
onsweg geniigt die einfachste solche Wahl, die fiir unser Modell (4) =
Yo k4 geeignet war, namlich Z(t) = ¢ —it mit 0 < ¢ < 1, nicht den
Voraussetzungen von Theorem 3.7. Stattdessen benutzen wir den rechten
Zweig der gleichseitigen Hyperbel Re(z2) = o2 — geeignet parametrisiert,
damit der Integrand in der Trapezsumme exponentiell abfallt:

Z(t) = o(cosh(t) —isinh(t)), Z'(t) = —i- Z(¢). (3.29)

Die spezielle Wahl ¢ = 1/+/2 fiihrt auf die dquivalente Darstellung Z(t) =
cosh(t — irr/4); die Ortskurven der Polstellen werden im linken Teil der
Abb. 3.4 gezeigt und gentigen den Voraussetzungen von Theorem 3.7. Wie
der rechte Teil der Abb. 3.4 zeigt, fithrt die Parameterwahl o = 1/4 zu
Schnitten der Ortskurven der Polstellen mit dem Integrationsweg. Eine sol-
che Wahl ist unzulissig.

Wahl der Parametrisierung

Mit ¢ = 1/+/2 und ohne weitere Reparametrisierung enthalt das Analy-
tizitdtsgebiet den Streifen |Im(t)| < <4 mit 7. ~ 0.25, was wir an den
gepunkteten Linien im linken Teil der Abb. 3.4 ablesen konnen. Wir er-
warten daher Fehler, die exponentiell klein in der reziproken Schrittwei-
te k! sind. Auch wenn das bereits fiir niedrigere Genauigkeiten wie in
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Tabelle 3.6. Werte von /\rlr{azx((?n), Abschneidetoleranz e = 10716,

h n c=1/v2 oc=1/4
0.64 11 1.165410725532445 9.202438226420232 101
032 21 1.252235875316941 5.344162844425345 - 10~
0.16 41 1.273805685815999 2.445781134567926
0.08 83 1.274224137562002 1.722079300161066
0.04 167 1.274224152821228 4.210984571814455

doppelt-genauer IEEE-Arithmetik praktisch ausreicht, stellt sich diese Pa-
rametrisierung fiir hohe Genauigkeiten als recht langsam heraus. Einiges
Experimentieren hat uns auf die spezielle Wahl

b= (1) =T+ = (330)
gefiihrt.
Wahl des Abschneidepunkts

Aus §3.5 wissen wir, dass die Rate des Abfalls der Terme in den Sum-
men der Vektoriteration die gleiche ist wie fiir {(4) = Y©°; k~*. Mit der
Parametrisierung (3.30) liegt daher fiir die Abschneidetoleranz € ein guter
Abschneidepunkt bei

1/3 .—1

T =log (3.31)

Ergebnisse in doppelt-genauer IEEE-Arithmetik

Die Ergebnisse eines Laufs in Matlab®® mit den Wahlen (3.29) fiir den In-
tegrationsweg, (3.30) fiir die Reparametrisierung und (3.31) fiir den Ab-
schneidepunkt finden sich in Tabelle 3.6. Der Lauf mit dem geeigneten
Wegparameter ¢ = 1/ V2 liefert die dritte Spalte und weist schon die ex-
ponentielle Konvergenz auf: Die Anzahl korrekter Ziffern verdoppelt sich,
wenn wir die Dimension n verdoppeln; wir erhalten 16 korrekte Ziffern
in weniger als einer Sekunde. Der Lauf mit dem schlechten Wegparameter
o = 1/4 liefert die vierte Spalte und zeigt, dass die Voraussetzungen des
Theorems 3.7 erfiillt sein miissen: Simtliche Ziffern sind Miill. Eine genaue
theoretische Untersuchung ist also fiir die vorliegende Methode unverzicht-
bar.

19 Der Programmtext findet sich auf der Webseite des Buchs.
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Ergebnisse in hochgenauer Arithmetik

Fiir Experimente mit hoheren Genauigkeiten haben wir diesen Zugang in
PARI/GP mit den obigen Wahlen (3.29), (3.30), (3.31) und o = 1/+/2 imple-
mentiert. Da der Integrationsweg symmetrisch beziiglich der reellen Achse
ist, erfreuen sich die Summen (3.16) der transformierten Vektoriteration
ebenfalls einer Symmetrie beziiglich komplexer Konjugation. Das Ausnut-
zen dieser Symmetrie erlaubt uns, den Rechenaufwand zu halbieren.

Tabelle 3.7 zeigt die Anzahl der korrekten Ziffern fiir verschiedene Lau-
fe; die , Korrektheit” wurde dabei durch einen Vergleich mit einem Ergeb-
nis beurteilt, das in etwa einmonatiger Rechenzeit eine vorhergesagte Ge-
nauigkeit von 273 Ziffern aufweist. Zu einer solchen Vorhersage gelangen
wir wie folgt.

Am Ende von §3.6.1 haben wir Reparametrisierungen betrachtet, die
zwar einen stdrkeren Abfall des Integranden erzwingen und sicherlich
kiirzere Trapezsummen liefern, aber zum Preis einer langsameren Kon-
vergenzrate aufgrund vermehrter Singularititen. Experimente zeigen auch
fur Problem 3, dass sich diese zwei Effekte in dem Sinne auszugleichen
scheinen, dass verschiedene Parametrisierungen sich nur um einen kon-
stanten Faktor im Gesamtrechenaufwand unterscheiden. Im Fall keiner Re-
parametrisierung lasst sich nun der Aufwand fiir d korrekte Ziffern leicht
abschétzen: Die exponentielle Konvergenz liefert eine reziproke Schrittwei-
te h~! = O(d), der exponentielle Abfall fithrt auf einen Abschneidepunkt
T = O(d) und die Vektoriteration benotigt O(d) Iterationen. Wir erhalten
daher die Dimension n = O(T/h) = O(d?) und?®

Anzahl der Operationen mit Mantissenlinge d

= O(Anzahl der Vektoriterationen - nz) = O(d5).

Auf der anderen Seite benutzen wir fiir die Reparametrisierung (3.30) den
Abschneidepunkt in (3.31), namlich T = O(d'/3). Legen wir die gleiche
asymptotische Operationsanzahl O(d®) wie eben zugrunde, erhalten wir
die reziproke Schrittweite h~1 = O(d®/3). Tatsdchlich befinden sich die
Daten der Tabelle 3.7 im Einklang mit diesem asymptotischen Verhalten;
ein einfacher Fit liefert

d ~ 51.4sinh éarcsinh E (3.32)
o 5 177)) 33

Dieses empirische Gesetz erlaubt uns, die fiir eine gegebene Schrittweite
zu erzielende Genauigkeit vorherzusagen.

20 Da diese Operationen im wesentlichen Multiplikationen sind, skaliert die Lauf-
zeit bei Verwendung der Karatsuba-Multiplikation wie O(d®5%) und mit einer
FFT-basierten schnellen Multiplikation wie O(d°**), wobei x > 0 beliebig ist.
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Tabelle 3.7. Anzahl der korrekten Ziffern von A},{a%(((}n) mit € = 10279°; dec ist die

Mantissenlinge der verwendeten hochgenauen Arithmetik.

1/h n dec Anzahl korrekter Ziffern Laufzeit

40 321 28 25 9.8s

65 577 38 36 43s

90 863 48 47 2.3m
110 1119 57 56 5.0m
160 1797 86 76 32m
240 2991 105 98 2.0h
384 5315 144 131 13h
640 9597 183 180 71h

So effizient diese verldsslich exponentiell konvergente Methode auch
ist, so ist die Komplexitdt des Problems immer noch viel zu grofs, um die
Berechnung von 10000 Ziffern zu gestatten, wie wir es fiir die anderen
neun Probleme getan haben: Die Dimension des approximierenden Pro-
blems lige bei n ~ 3 - 107. Die Berechnung des dominanten Eigenwerts ei-
ner vollbesetzten Matrix dieser Dimension auf eine Genauigkeit von 10 000
Ziffern liegt jenseits aller Vorstellungskraft: ,Unendlich” ist (noch) zu weit

entfernt.
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Denke global, handle lokal

Stan Wagon

Um alle gemeinsamen Nullstellen zu finden, welche
die Losungen unserer nichtlinearen Gleichungen aus-
machen, miissten wir im allgemeinen nicht mehr und
nicht weniger tun, als die gesamten Nullstellengebil-
de beider Funktionen zu kartieren. Diese Nullstellen-
gebilde bestehen ferner aus einer unbekannten Anzahl
disjunkter geschlossener Kurven. Wie konnten wir je
hoffen zu wissen, dass wir simtliche disjunkten Teile

gefunden haben? W. H. Press et al. (1986)

Problem 4

Welchen Wert hat das globale Minimum der Funktion

eSM3%) 4 sin(60e¥) + sin(70sinx) + sin(sin(80y))
_ sin(lO(x + y)) + (x2 + y2>/4?

4.1 Auf den ersten Blick

Wir wollen die gegebene Funktion mit f(x,y) bezeichnen. Global gesehen
wird f von dem quadratischen Term (x? +y?) /4 dominiert, denn die Wer-
te der anderen fiinf Summanden liegen in den Intervallen [1/e, ¢, [—1,1],
[—1,1], [-sin1,sin1] bzw. [—1,1]. Im Ganzen dhnelt der Graph von f da-
her einem vertrauten Paraboloiden (Abb. 4.1). Das deutet auf ein Minimum
nahe bei (0,0). Eine detailliertere Inaugenscheinnahme verdeutlicht uns je-
doch die von den trigonometrischen Funktionen und der Exponentialfunk-
tion eingefiihrte Komplexitat. Tatsdchlich werden wir spéter sehen, dass
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Abb. 4.1. Zwei Blicke auf den Graphen von f(x,y). Die Skala des Blicks auf der linken
Seite blendet die von den trigonometrischen und exponentiellen Termen eingefiihrte Kom-
plexitit aus. Genau diese Komplexitiit macht die Suche nach dem globalen Minimum jedoch
zu einer Herausforderung.

sich innerhalb des Quadrats [—1,1] x [—1,1] genau 2720 kritische Punkte
befinden. Dieser erste Blick lehrt uns, dass sich die Losung des Problems
in drei Schritte gliedert:

1. Finde ein beschrinktes Gebiet, welches das Minimum enthilt.
2. Lokalisiere grob die Stelle mit dem kleinsten Wert in diesem Gebiet.
3. Zoome hinein, um das Minimum auf hohe Genauigkeit zu bestimmen.

Schritt 1 ist einfach. Eine leichte Rechnung auf einem Gitter von beschei-
dener Grofie liefert die Information, dass die Funktion kleinere Werte als
—3.24 besitzt. Hierfiir kann man beispielsweise jene 2601 Werte betrachten,
welche dadurch entstehen, dass man x und y von —0.25 bis 0.25 mit einer
Schrittweite von 0.01 laufen ldsst:

Eine Sitzung mit Mathematica

Zur Vereinfachung spédterer Programme definieren wir £ so, dass es als
Eingabe sowohl zwei Zahlen als auch eine Liste der Lange zwei akzeptiert:

£Ix_,y.] :=e%"050%] L gin[60eY] +Sin[70 Sin[x]] + Sin[Sin[80y]]-
Sin[10(x+y)] + (x2 +y2)/4;

£l{x,y}] :=£[x,y];

Min[Table[£[x, y], {x, -0.25,0.25,0.01}, {y, -0.25, 0.25, 0.01}1]
~3.246455170851875
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Abb. 4.2. Eine Graustufendarstellung von f(x,y); die Werte wachsen dabei von schwarz
zu weifS. Die lokalen Minima sind als schwarze Punkte (693) dargestellt, die lokalen Maxima
als weifle Punkte (667) und die Sattelpunkte (1360) sind grau. Es befinden sich genau 2720
kritische Punkte in diesem Quadrat (vgl. §4.4).

Diese obere Schranke an das Minimum impliziert, dass das globale Mi-
nimum innerhalb des Einheitskreises liegen muss. Denn auflerhalb dieses
Kreises ist die Summe des quadratischen und exponentiellen Terms min-
destens 1/e +1/4 und die vier Sinusterme mindestens —3 — sin 1, was ins-
gesamt eine Abschédtzung nach unten von —3.23 ergibt.

Schritt 3 ist mindestens ebenso einfach, wenn man ersteinmal nahe ans
Minimum gelangt ist: Handelstibliche Optimierungsalgorithmen oder Al-
gorithmen zur Suche der Nullstellen des Gradienten von f kénnen verwen-
det werden, um das Minimum sehr genau zu lokalisieren. Sobald wir in der
Néhe sind, gibt es keine Schwierigkeit, eine Genauigkeit von einigen hun-
dert Ziffern zu erreichen. Die Hauptschwierigkeit liegt also in Schritt 2: Wie
konnen wir das Gebiet soweit eingrenzen, dass es genau das globale Mini-
mum als einzigen kritischen Punkt enthilt? Die Darstellung von f(x,y) in
Abb. 4.2 macht deutlich, worauf wir uns da einlassen.

Tatsdchlich erlaubt es ein etwas feineres Gitter, das eigentliche Mini-
mum zu lokalisieren; etliche Teams benutzten eine derartige gitterbasierte
Suche in Zusammenhang mit Abschitzungen der partiellen Ableitungen
von f, um sich davon zu iiberzeugen, dass sie die richtige Losung einge-
fangen hatten. Wir werden solche Methoden hier jedoch nicht weiter disku-
tieren, sondern uns stattdessen auf allgemeine Algorithmen konzentrieren,
die keine Ad-hoc-Analyse der Zielfunktion erfordern.
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4.2 Schnelle Evolution

Auch wenn eine gitterbasierte Suche fiir das vorliegende spezielle Problem
sehr effektiv sein kann (da die kritischen Punkte hier selbst in etwa git-
terformig angeordnet sind), so ist es doch einfach, eine allgemeinere Such-
technik zu entwickeln, die mit Hilfe von Randomisierung das Gebiet gut
abtastet. Ein effektiver Weg, um eine derartige Suche zu organisieren, be-
nutzt Ideen aus dem Umfeld der Evolutionsalgorithmen. Jeder Punkt einer
aktuellen Generation erzeugt n zuféllige Punkte. Die jeweils 1 besten Ergeb-
nisse dieser Punkte und ihrer Eltern bilden die neue Generation. Wahrend
der Algorithmus fortschreitet, schrumpft dabei die Skala, auf der die neuen
Punkte erzeugt werden.

Algorithmus 4.1 (Evolutiondre Suche nach dem globalen Minimum).

Eingabe: f(x,y), die Zielfunktion;
R, das Suchrechteck;
n, die Anzahl der Kinder eines Elternteils, gleichzeitig die Anzahl
von Punkten in einer neuen Generation;
€, eine Schranke an den absoluten Fehler in der Positionierung
des Minimums von f {iber R;
s, ein Skalierungsfaktor zur Verkleinerung des Suchgebiets.

Ausgabe: Eine obere Schranke an das Minimum von f {iber R, sowie eine
Approximation seiner Position.

Notation: parents = aktuelle Generation von Testpunkten, fvals = f-Werte
der aktuellen Generation.

Schritt 1: Initialisiere: Es sei z der Mittelpunkt von R; parents = {z};
fvals = {f(z)}; {h1,hy} = Seitenldngen von R.

Schritt 2: Die Hauptschleife:
Solange min(hy, hy) > €:

Erzeuge fiir jedes p € parents n Kinder durch gleichverteilte
zufillige Wahl von Punkten aus einem Rechteck mit den
Seitenldngen {h1,hy} um den Mittelpunkt p;

Setze newfvals auf die f-Werte aller Kinder;

Bilde fvals Unewfvals und verwende die n kleinsten Werte,
um die Punkte unter den aktuellen Kindern und Eltern zu
bestimmen, die uberleben sollen;

Setze parents auf die Menge dieser n Punkte und fvals auf
die Menge der entsprechenden f-Werte;

Setze h; =s-h; firi=1,2.

Schritt 3: Gebe den kleinsten Wert in fvals und seinen Elternteil zuriick.
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Fehler

107!

1076

10716 Generation

Abb. 4.3. Der Fehler des f-Werts fiir jeden Punkt in jeder Generation withrend eines Laufs
der evolutioniren Suche mit n = 50 und einer Abbruchtoleranz von 108 fiir die Position
des Minimums. Die Konvergenz zum korrekten Resultat ist schon bestindig.

Dieser Algorithmus ist hiibsch einfach und benétigt in traditionel-
len numerischen Programmierumgebungen gerade einmal ein paar Pro-
grammzeilen. Er ldsst sich problemlos auf reellwertige Funktionen tiber R"
verallgemeinern. Die Abbruchtoleranz wurde im folgenden Mathematica-
Programm auf 10~ gesetzt. Denn das typische quadratische Verhalten ei-
ner glatten Funktion in ihrem Minimum bedeutet, dass eine derart genaue
Position etwa 12 Ziffern an Genauigkeit im Funktionswert liefert (siehe
auch §9.3). Wir bemerken, dass einige Kinder, und daher auch das abge-
lieferte Ergebnis, aufierhalb des vorgegebenen Rechtecks liegen konnten.
Sollte das ein Problem darstellen, so miisste man eine Programmzeile hin-
zuftigen, die dafiir sorgt, dass Kinder stets im Ausgangsrechteck liegen.

Eine Sitzung mit Mathematica

Es sind einige Experimente erforderlich, um einen geeigneten Wert fiir n
zu finden. Wir verwenden hier n = 50, obwohl der Algorithmus im allge-
meinen die korrekten Ziffern selbst fiir so kleine Werte wie n = 30 findet.

h=1;gen={£[#], #}&/@{{0, 0}};

While[h >1076,
new = Flatten[Table[#[2] + Table[h(2 Random[] - 1), {2}], {50}]&/Rgen,
1]; gen = Take[Sort[Join[gen, {f£[#], #}&/@new]], 50];
h=h/2];

gen[[1]
{-3.30686864747396, {-0.02440308163632728, 0.2106124431628402}}
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Abb. g4.4. Die Tauglichsten iiberleben: Resultate einer evolutioniren Suche fiir eine Ziel-
genauigkeit von 10~ '3; die Rechnung besteht aus 45 Generationen mit je 50 Mitgliedern.
Gezeigt wird die Entfernung von der tatsichlichen Position des Minimums (Mittelpunkt) in
logarithmischer Skala, die Ringe mit konstantem Grauwert reprisentieren sukzessive Zeh-
nerpotenzen. Punkte gleicher Schattierung entsprechen ein und derselben Generation, die
innen liegenden kleinen schwarzen Punkte entsprechen dabei der letzten gezeigten, 28. Ge-
neration. Sie liegen innerhalb des 10~°-Rings um die Losung; der Punkt mit dem kleinsten
f-Wert (das ist nicht der Punkt, der am nichsten an der tatsichlichen Losung liegt!) ist
derjenige, der auf einem grofieren weiflen Kreis liegt. Die aufSenliegenden Punkte der ersten
Generation besitzen f-Werte zwischen —1.3 und 4.2. Von der neunten Generation an liegen
alle Punkte in der Nihe des korrekten kritischen Punkts. Die weiflen Quadrate kennzeich-
nen die Positionen der 10 lokalen Minima mit den nichstgrofieren Werten. Es wird deutlich,
dass sich etliche Punkte der ersten Generationen hier hiufen.

Die Abbildungen 4.3 und 4.4 zeigen die bestindige Konvergenz der
Punkte jeder Generation zur Losung. Abbildung 4.4 macht deutlich, dass
die Punkte aus allen Richtungen einschwérmen.

Um die Stichhaltigkeit zu erhohen, konnte man eine Folge von Werten
fiir wachsendes n berechnen. Mit n = 70 16st der Algorithmus das Pro-
blem bereits mit recht hoher Wahrscheinlichkeit (992 Erfolge in 1000 Lau-
fen). Dieser Zugang besitzt den Vorzug, leicht programmierbar und sehr
schnell zu sein. Und solange die Auflosung reicht, um das korrekte Mini-
mum zu finden, wird das Verfahren auch dann konvergieren, wenn man
viele Ziffern fordert (bei angepasster Mantissenlédnge, versteht sich). Natiir-
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lich kommt die Antwort ohne jede Garantie, so dass Laufwiederholungen
tiblicherweise notig sind, um uns von der Korrektheit des Ergebnisses zu
tiberzeugen. (Der nédchste Abschnitt stellt einen Algorithmus vor, der die
einer Zufallssuche noch innewohnende Ungewissheit restlos eliminiert.)
Derartige Suchverfahren haben ihre Grenzen: Ein Ubergang zu hoheren
Dimensionen kann eine grofle Anzahl an Suchpunkten erforderlich ma-
chen; eine mikroskopisch nach unten gerichtete Spitze mag unmoglich zu
finden sein. Derartige Situationen bereiten aber so gut wie jedem Optimie-
rungsverfahren Schwierigkeiten. Angesichts ihrer Geschwindigkeit und ih-
res minimalen Programmieraufwands eignet sich die evolutiondre Suche
ganz besonders zur ersten Untersuchung eines Optimierungsproblems.

Ein naheliegender Weg zur weiteren Beschleunigung besteht darin, von
einem gewissen Punkt an zu einer Methode zu wechseln, die darauf spezia-
lisiert ist, moglichst schnell zum néchsten lokalen Minimum zu konvergie-
ren. Zwar kann es im allgemeinen schwer sein, automatisiert zu entschei-
den, ob man sich bereits nahe genug am korrekten Minimum befindet, aber
eine hochgenaue Losung des vorliegenden Problems wird enorm beschleu-
nigt, wenn wir zu einer Minimierungsmethode wie der beliebten von Brent,
oder besser noch zu einer Nullstellensuche fiir den Gradienten wechseln.
Wenn wir erst einmal iiber einen Startwert verfiigen, sei es aus einer ran-
domisierten Suche oder aus einem verlasslicheren Intervallalgorithmus wie
in §4.3, von dessen Brauchbarkeit wir tiberzeugt sind, dann liefert uns das
Newton-Verfahren fiir den Gradienten sehr schnell (in weniger als einer
Minute) 10000 Ziffern (siche Anhang B).

Wenn man eine randomisierte Suche einsetzen mochte, dann stehen
einige vorgefertigte Pakete zur Verfiigung. So kann beispielsweise die
Mathematica-Funktion NMinimize eine Vielzahl von Optimierungsproble-
men losen, einschliefllich solcher mit Nebenbedingungen und solcher in
beliebig vielen Variablen. Jedoch stecken dahinter etliche Methoden mit
zahlreichen Optionen, so dass es wie mit jeder komplizierten Software knif-
felig sein kann, eine Kombination zu finden, die funktioniert. Simulated-
Annealing und die Methode von Nelder und Mead konnen eingesetzt wer-
den, sie scheinen aber fiir die vorliegende Art kontinuierlicher Probleme
nicht sonderlich brauchbar zu sein, da sie dazu neigen, in irgendeinem
nichtglobalen Minimum zu landen. Ein Evolutionsalgorithmus jedoch, die
sogenannte differentielle Evolution, funktioniert sehr gut (mehr {iber diese
Methode findet sich in §5.2) und 16st verldsslich (85 Erfolge in 100 zufalli-
gen Laufen) das vorliegende Problem in folgender Form:
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Eine Sitzung mit Mathematica

NMinimize[{f[x, y], x? +y2 <1}, {x, v},
Method » {"DifferentialEvolution", "SearchPoints" - 250}]

(-3.306868647475238,
(x> -0.02440307969437001, vy - 0.2106124271550158} }

Das liefert 15 Ziffern der Losung. Hierfiir wird die Zielfunktion nur etwa
6000 Mal ausgewertet (der einfachere Evolutionsalgorithmus, der weiter
oben vorgestellt wurde, braucht fiir 15 Ziffern dagegen ungefédhr 120000
Funktionsauswertungen).

Ein anderer Zugang bestiande in der Benutzung eines umfassenden Pa-
kets zur globalen Optimierung. Ein Beispiel hierfiir ist der von Janos Pintér
entwickelte MathOptimizer, ein kommerzielles Mathematica-Paket, das sich
auf randomisierte Suche und statistische Methoden sttitzt."

4.3 Intervallarithmetik

Es sei R das Quadrat [—1, 1] x [—1, 1], von welchem wir bereits wissen, dass
es das Ergebnis enthalten muss. Eine randomisierte Suche kénnte sehr wohl
in einem lokalen statt dem globalen Minimum enden. Der beste Algorith-
mus wiére also einer, der garantiert das globale Minimum findet. Derartige
Algorithmen gehen aus Unterteilungsprozessen hervor: Wir unterteilen R
wiederholt in kleinere Rechtecke und behalten nur jene, die eine Chan-
ce besitzen, das globale Minimum zu enthalten. Die Identifizierung dieser
Teilrechtecke kann erfolgen, indem man die Grofle der Funktion und ih-
rer Ableitungen dort abschétzt. Im Grunde ist dieser Blickwinkel bereits
derjenige der Intervallarithmetik. In dieser sind die grundlegenden Objek-
te abgeschlossene Intervalle [a,b] der reellen Achse; im allgemeinen wird
eine erweiterte Arithmetik benutzt, so dass die Endpunkte auch *co sein
diirfen. Man kann nun Algorithmen entwickeln, so dass elementare Funk-
tionen auf derartige Intervalle (oder, wie in unserem Fall, auf Paare von
Intervallen) angewendet werden diirfen und das Resultat seinerseits ein
Intervall ist, welches das Bild der betrachteten Funktion auf dem Eingabe-
intervall einschliefst. Das resultierende Intervall ist jedoch nicht einfach das
Intervall vom Minimum bis zum Maximum der Funktion. Stattdessen soll-
te dieses einschliefSende Intervall einfach und schnell zu berechnen sein; es
ist daher im allgemeinen deutlich grofier als das kleinste Intervall, das alle
f-Werte enthalt.

So lasst sich beispielsweise ein einschlieSendes Intervall fiir sin([a, b])
leicht bestimmen: Man muss lediglich priifen, ob [a, b] eine reelle Zahl der

! http://www.pinterconsulting.com/
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Form 7 +2nm (n € Z) enthélt. Wenn ja, dann ist das obere Ende des In-
tervalls 1; wenn nein, dann ist es einfach max(sina,sinb). Das Auffinden
des unteren Endes geht dhnlich. Die Exponentialfunktion ist monoton, so
dass man nur die Endpunkte der Eingabe zu betrachten braucht. Fiir Sum-
men folgt man der Methode des schlechtest moglichen Falls und addiert
die linken Enden bzw. die rechten Enden. So liefert dieser Zugang etwa
fiir g(x) = sinx + cosx kein besonders scharfes Resultat: [—2,2] ist nur
eine sehr grobe Schranke fiir den eigentlichen Wertebereich von g, nim-
lich [~v/2,v/2]. Dieses Phianomen wird in der Literatur als Abhingigkeit
bezeichnet, da die beiden Summanden behandelt werden, als wiren sie un-
abhéngig, obwohl sie es gar nicht sind. Nichtsdestotrotz, wenn die Interval-
le kleiner und die einzelnen Abschnitte der Funktionen monoton werden,
so konnen Intervallrechnungen auf schirfere Ergebnisse fiihren. Produkte
werden dhnlich wie Summen behandelt, nur dass man hier mehrere Fille
unterscheiden muss. Es sind etliche technische Einzelheiten zu beachten,
welche die Implementierung eines Systems zur Intervallarithmetik miih-
selig und schwierig machen, um tatsdchlich garantiert richtig zu sein: Ein
kritischer Punkt ist dabei, dass man stets nach aufien runden muss. Mathe-
matica besitzt jedoch bereits eine eingebaute Intervallarithmetik und es gibt
fur andere Sprachen Zusatzpakete, wie etwa IntpakX? fiir Maple, Intlab3
fir Matlab und die frei zugiangliche Smath-Bibliothek* fiir die Program-
miersprache C. Man kann daher eine Vielfalt von Programmierumgebun-
gen nutzen, um Algorithmen zu entwerfen, die unter der Voraussetzung,
dass sowohl die Intervallarithmetik als auch die gewohnliche Arithmetik
einwandfrei programmiert wurden, nachweislich korrekte Ziffern ablie-
fern. Fiir die hier vorgestellten Algorithmen wollen wir annehmen, dass
ein derartiges umfassendes Paket der Intervallarithmetik zur Verfiigung
steht.

Als erste einfache Anwendung dieser Ideen wollen wir jene Ubung im
Abschitzen bestédtigen, mit der wir in §4.1 sichergestellt haben, dass R das
globale Minimum enthilt. Das Ausgabeintervall der Anwendung von f auf
die Halbebene —co < x < —1ist [—3.223, o0]. Das Gleiche gilt, wenn wir das
Eingabegebiet, die Halbebene, um 90°, 180° oder 270° um den Ursprung
drehen. Das bedeutet, dass in diesen vier Gebieten, dem Komplement von
R, die Funktion grofler als —3.23 ist, so dass sie ignoriert werden diirfen.
Wir zeigen die Struktur der entsprechenden Rechnungen mit Mathematica:

Eine Sitzung mit Mathematica

f[Interval[{-o, -1.}], Interval[{-o, ©}]]
Interval [{-3.223591543636455, x}]

2 http://www.math.uni-wuppertal.de/ xsc/software/intpakX/d_1_c.html
3 http://www.ti3.tu-harburg.de/ rump/intlab/
4 http://interval.sourceforge.net/interval/C/smathlib/README. html
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Wir konnen jetzt einen Algorithmus zur Losung von Problem 4 ent-
werfen.> Wir starten mit R und dem Wissen, dass das Minimum kleiner
als —3.24 ist. Wir unterteilen dann R wiederholt und behalten nur jene
Teilrechtecke T, welche die Chance besitzen, das globale Minimum zu ent-
halten. Ob dies der Fall ist, bestimmen wir, indem wir die folgenden drei
Bedingungen tiberpriifen. (Dabei benutzen wir in unserer Diskussion von
Intervallen durchgéngig die Notation 1[T], um ein einschlieSendes Intervall
von {h(t) : t € T} zu bezeichnen.)

(a) f[T] ist ein Intervall, dessen linkes Ende nicht grofer ist als die aktuelle
obere Schranke fiir das globale Minimum.

(b) fx[T] ist ein Intervall, das die Null enthilt.
(c) fy[T] ist ein Intervall, das die Null enthalt.

Fiir (a) miissen wir die aktuelle obere Schranke verfolgen. Es wére nahe-
liegend, es allein mit der Bedingung (a) zu versuchen. Ein derart einfacher
Zugang wiirde zwar schnell zu den Bereichen mit dem kleinsten Minimum
fuhren, aber die Anzahl der Intervalle wiirde danach explodieren, da die
Funktion in der Ndhe des Minimums so flach ausfillt, dass es schwierig
ist, hinreichend scharfe EinschlieSungen der f-Werte zu erzielen, um die-
se Intervalle wieder loszuwerden. Die anderen beiden Bedingungen sind
dem Umstand geschuldet, dass das globale Minimum sich in einem kriti-
schen Punkt befindet. Sie fithren auf einen Algorithmus, der sich in deutlich
agressiverer Weise einzelner Intervalle entledigt. Die Bedingungen (b) und
(c) lassen sich einfach implementieren (die partiellen Ableitungen besitzen
eine zu f dhnliche Komplexitit) und der Unterteilungsprozess konvergiert
dann fiir das vorliegende Problem schnell zu einem Ergebnis. Auch wenn
feinere Unterteilungsschritte zuweilen von Vorteil sein mogen, so gentigt
meist die einfache Unterteilung eines Rechtecks in vier kongruente Teil-
rechtecke.

In der Implementierung miissen wir darauf Acht geben, dass es wichtig
ist, die aktuelle obere Schranke stets so frith wie mdoglich zu verbessern. Im
folgenden Algorithmus heifit diese Schranke a1 und die Verbesserung wird
jeweils fiir die ganze Runde von Rechtecken gleicher Grofie durchgefiihrt.
Wir geben diesen Algorithmus zwar fiir die Ebene an, eine Anwendung
auf den n-dimensionalen Raum erfordert aber nichts Neues; spéter in §4.7
werden wir einen raffinierteren Algorithmus in hoheren Dimensionen ein-
setzen.

5 Dieser Zugang stiitzt sich auf die Losung des Teams von Wolfram Research, das
als einziges Team hier Intervallarithmetik benutzte, und ist einer der grundle-
genden Algorithmen der Intervallarithmetik, siehe [Hangz2, Chap. 9] und [Keag6,

§5.1].
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Algorithmus 4.2 (Intervallminimierung iiber einem Rechteck).

Eingabe: R, das Startrechteck;
f(x,y), eine stetig differenzierbare Funktion auf R;
€, eine absolute Fehlertoleranz fiir den minimalen f-Wert {iber R;
b, eine obere Schranke an den minimalen f-Wert tiber R;
imax, Maximale Anzahl von Unterteilungsschritten.

Ausgabe: IntervalleinschlieSungen der Position des Minimums und des mi-
nimalen f-Werts, wobei die Gro8e des letzteren Intervalls € nicht tibersteigt
(oder anderenfalls eine Warnung ausgegeben wird, dass die Maximalzahl
von Unterteilungen erreicht wurde). Wenn das globale Minimum mehr als
einmal angenommen wird, dann wird auch mehr als eine Losung zurtick-
gegeben.

Notation: R bezeichnet eine Menge von Rechtecken, die das globale Mi-
nimum enthalten konnten; ag und a1 bezeichnen eine untere bzw. obere

Schranke des gesuchten minimalen f-Werts; und ein inneres Rechteck liegt
im Innern von R.

Schritt 1: Initialisiere: Setze R = {R}, i = 0; ag = —o0, ay = b.
Schritt 2: Die Hauptschleife:
Solange a1 —ap > € und i < imax:
Setzei =i+ 1;
Setze R = die Menge aller Rechtecke, die durch uniforme Unter-
teilung jedes Rechtecks aus R in 4 Rechtecke entstehen;
Setze a1 = min(a;, minycg (rechtes Ende von f[T]));
Uberpriife die Werte: Losche aus R jedes Rechteck T, fiir welches
das linke Ende von f[T] nicht kleiner als ay ist;
Uberpriife die Gradienten: Ldsche aus R jedes innere Rechteck T,
fiir das fx[T] oder fy[T] nicht O enthilt;
Setze ag = mingcg (linkes Ende von f[T7]).
Schritt 3: Gebe die Mittelpunkte der Rechtecke in R und des f-Intervalls
fiir jedes Rechteck aus R zuriick.

Anhang C.5.3 enthilt eine auf das Notwendigste beschrankte Mathema-
tica-Implementierung, die es erlaubt, 10 Ziffern des Minimums zu berech-
nen. (Sowohl die Uberpriifung der Maximalanzahl von Unterteilungen als
auch die Auszeichnung innerer Rechtecke entfillt dort.) Im Anhang C.4.3
findet sich das gleiche Programm in einer Matlab /Intlab-Implementierung.
Dartiberhinaus gibt es eigenstdndige Programmpakete, die sich intervallba-
sierter Algorithmen zur globalen Optimierung bedienen; zwei bekanntere
sind dabei COCONUT® und GlobSol,” die beide das vorliegende Problem
ohne Schwierigkeiten meistern. Die Mathematica-Version des Algorithmus

6 http://www.mat.univie.ac.at/ neum/glopt/coconut/branch.html
7 http://interval.louisiana.edu/GlobSol/



104 4 Denke global, handle lokal

bendtigt weniger als zwei Sekunden,® um Problem 4 wie folgt in doppelt-
genauer IEEE-Arithmetik zu losen:

Eine Sitzung mit Mathematica

LowestCriticalPoint [f[x, y], {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, -3.24, 10'9]
{{-3.306868647912808, -3.3068686470376663},
{{-0.024403079696639973, 0.21061242715950385}}}

Ein umfassenderes Programm mit allem Schnickschnack findet sich auf
der Webseite des Buchs. Es beinhaltet eine Option zur Uberwachung des
Fortschritts des Algorithmus (einschliefSlich einer graphischen Darstellung
der unter den Teilrechtecken erfolgversprechenden Kandidaten) und eine
fiir hohere Genauigkeiten. Ein Lauf mit der Fehlertoleranz € = 10~ '? beno-
tigt nur ein paar Sekunden und 47 Unterteilungsschritte (das sind die Itera-
tionen der Hauptschleife). Die Gesamtzahl untersuchter Rechtecke betragt
1372, die Funktionen wurden insgesamt 2210 Mal fiir Intervallargumente
ausgewertet und die Abfolge der Anzahl erfolgversprechender Kandidaten
unter den Teilrechtecken lautet dabei:

4,16, 64,240,440,232,136,48,24,12,12,4,4,4,4,4,4,4,4,4, 4 4,
4,4,4,4,4,4 4 4,4,4,4,4,44 4 44,4444 4 4 4,4

Wir beobachten also, dass nach dem dritten Unterteilungsschritt jeweils
einige der entstehenden Teilrechtecke verworfen wurden. Nach elf Runden
ist nur noch ein Rechteck {ibrig, das dann 36 Mal verfeinert wurde, um
eine groflere Genauigkeit zu erreichen. Diese Rechnung liefert das Intervall
—3.3068686474727, das die ersten 12 Ziffern des Ergebnisses festlegt (sein
Mittelpunkt ist sogar auf 16 Ziffern genau). Abbildung 4.5 zeigt die am
Ende der ersten 12 Unterteilungsschritte unter den Teilrechtecken jeweils
verbleibenden Kandidaten.

Wie fiir den randomisierten Suchalgorithmus in §4.2 besteht eine nahe-
liegende Moglichkeit zur Beschleunigung darin, zu einer Nullstellensuche
fur den Gradienten zu wechseln, sobald die Position des globalen Mini-
mums hinreichend eingegrenzt wurde. Es gibt jedoch etliche andere Mog-
lichkeiten, das grundlegende Verfahren der sukzessiven Intervalluntertei-
lung zu verbessern und zu erweitern, siehe die Diskussion in §4.5 und §4.6.

4.4 Analysis

Fiir dieses Problem kann man natiirlich auf die Idee verfallen, eine der
elementarsten Techniken der Analysis zu verwenden und den Versuch zu

8 Die angegebenen Laufzeiten beziehen sich auf einen Macintosh-G4 mit 1 GHz.
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Abb. 4.5. Die ersten 12 Iterationsschritte des Verfahrens der sukzessiven Intervalluntertei-
lung. Nach 47 Runden sind 12 Ziffern des Resultats bekannt. Mit ,,Grenze” ist die aktuelle
obere Schranke ay fiir den minimalen f-Wert gemeint.

unternehmen, samtliche kritischen Punkte, also die gemeinsamen Nullstel-
len fy = f, = 0, in dem Rechteck R zu finden; der kleinste f-Wert unter
ihnen liefert das globale Minimum. Auch wenn das nicht der effizienteste
Weg ist, um ein globales Optimierungsproblem anzupacken — schlieSlich
sind die meisten kritischen Punkte irrelevant und das intervallbasierte Ver-
fahren aus §4.3 hilft viel effizienter, sich auf ein interessantes Teilgebiet zu
konzentrieren — so préasentieren wir ihn dennoch hier, da er eine recht gu-
te und allgemeine Methode liefert, um die gemeinsamen Nullstellen eines
Funktionspaares tiber einem Rechteck zu finden. Zusitzlich wére die Me-
thode dieses Abschnitts dann eine niitzliche Alternative, wenn eine inter-
vallarithmetische Implementierung der Zielfunktion nicht leicht erhaltlich
ware.

Die partiellen Ableitungen sind zwar recht einfach, aber das Auffin-
den aller gemeinsamen Nullstellen zweier nichtlinearer Funktionen ist eine
nichttriviale Aufgabe (siehe das Zitat zu Beginn des Kapitels). Fiir unser
Problem lasst es sich dennoch mit einer sehr einfachen Methode bewerk-
stelligen (§4.6 wird sich um die Frage kiimmern, wie sich die Korrektheit
und Vollstandigkeit der Liste der kritischen Punkte verifizieren ldsst). Die
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Hauptidee zur Suche der gemeinsamen Nullstellen f = g =0 besteht hier-
bei darin, einen Plot der Nullstellenmenge von f zu erzeugen und die Da-
ten dieses Plots dazu zu verwenden, die gesuchten Nullstellen zu finden
[SWg7]. Wenn ein gutes Programm zum Zeichnen von Hohenlinien zur
Verfiigung steht, konnen wir es zur Approximation der Nullstellenmenge
von f ,zweckentfremden” und dann darauf folgenden Algorithmus auf-
bauen.

Algorithmus 4.3 (Hohenlinien-basierte Losung von f = g = 0).

Eingabe: f und g, stetige Funktionen von R? nach RR;

R, ein rechteckiges Definitionsgebiet;

r, Auflosung der Hohenlinien fiir Schritt 1.
Ausgabe: Approximationen (x,y) jeder Losung von f =¢=0in R.
Notation: s ist eine Liste von Startpunkten fiir die (interne) Nullstellensuche.

Schritt 1: Erzeuge die Kurven f = 0. Das lasst sich mit einem Programm zum
Zeichnen von Héhenlinien bewerkstelligen, das so eingestellt wird,
dass es nur die Linie zur Hohe 0 ausgibt und eine Aufldsung r in
jeder Dimension verwendet.

Schritt 2: Werte entlang jeder Hohenlinie die Funktion g auf den definierenden
Punkten aus; jedesmal wenn dabei das Vorzeichen wechselt, fiige
den soeben abgetasteten Punkt zur Liste s.

Schritt 3: Verwende fiir jeden Startwert aus s das Newton-Verfahren (oder das
Sekantenverfahren), um eine gemeinsame Nullstelle zu finden.
Ignoriere die Nullstelle, wenn sie auBerhalb von R liegt.

Schritt 4: Wenn die Anzahl der Nullstellen sich von der Anzahl der Startwerte
unterscheidet, so starte den Algorithmus erneut mit einer feineren
Aufldsung.

Schritt 5: Gebe die Nullstellen zuriick.

In Schritt 1 schlagen wir die Verwendung eines Programms zum Zeich-
nen von Hohenlinien nur deshalb vor, weil es einfach erhiltlich ist (als
Bestandteil von Paketen wie Maple, Mathematica oder Matlab) und fiir die
vorliegende Aufgabe vollig ausreicht. Es gibt jedoch bei weitem schnelle-
re Methoden mit einem stark geometrischen Flair, um Approximationen
von Hohenlinien zu berechnen. Derartige Algorithmen zur Pfadverfolgung
werden etwa beim Studium der Verzweigungsdiagramme von Differenti-
algleichungen eingesetzt. Mehr dazu findet sich in [DKK9g1] und den dort
aufgefiihrten Verweisen auf das Programm AUTO.

Die Implementierung von Algorithmus 4.3 ist dann recht einfach, wenn
die Daten der approximativen Kurven f(x,y) =0 zugénglich sind. Schritt 4
kann man fiir eine manuelle Uberpriifung weglassen, anstatt ihn zum Be-
standteil des Programms zu machen. Abbildung 4.6 zeigt die Nullstellen-
mengen beider Funktionen f, und f, fiir einen kleinen Ausschnitt der Ebe-
ne, die Auflosung (also die Anzahl der fiir den Hohenlinienalgorithmus
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Abb. 4.6. Ein Blick auf die 290 gemeinsamen Losungen von fr = 0 (vertikale Linien) und
fy = 0 (horizontale Linien), wobei f(x,y) die Zielfunktion von Problem 4 bezeichnet. Der
schwarze Punkt kennzeichnet die Position des globalen Minimums. Die Ausschnittsvergro-
ferung zeigt, dass die Auflosung fiir diese Kurven verniinftig gewdihlt wurde.

in jeder Koordinatenrichtung verwendeten Gitterpunkte) war dabei 450;
die Berechnung sdamtlicher 290 gemeinsamen Nullstellen benétigte finf Se-
kunden. Die Ausschnittsvergroierung auf der rechten Seite belegt, dass die
Auflosung zum Einfangen aller Schnittpunkte ausreicht.

Um das Problem {iiber dem gesamten Quadrat R = [—1,1]2 zu losen,
ist es sinnvoll, mit Teilquadraten zu arbeiten, um den Speicherbedarf fiir
die recht fein aufgelosten Hohenlinienplots zu verringern. Dazu unterteilen
wir R in 64 Teilquadrate, berechnen fiir jedes samtliche kritischen Punkte
und behalten dabei denjenigen kritischen Punkt im Auge, der den kleins-
ten Wert von f liefert. All das benotigt weniger als eine Minute und fiihrt
zu 2720 kritischen Punkten. Der Interessante liegt bei (—0.02,0.21) und
liefert mit einem f-Wert nahe —3.3 das Ergebnis zu unserem Problem. Das
Newton-Verfahren kann dann eingesetzt werden, um den Funktionswert in
diesem kritischen Punkt rasch auf eine hohere Genauigkeit zu berechnen.

Die manuelle Untersuchung, ob die Auflosung der Hohenliniendarstel-
lung in jedem Teilquadrat ausreicht, ist keine besonders effiziente Methode
zur Uberpriifung der Resultate. Ein besserer Weg, um sich von der Rich-
tigkeit der Resultate zu iiberzeugen, besteht darin, die Nullstellensuche
mehrfach, mit jeweils erhohter Auflosung ablaufen zu lassen und zu sehen,
ob sich die Ergebnisse stabilisieren. Ein Beispiel fiir dieses Vorgehen fin-
det sich in Tabelle 4.1. Wihrend selbst die niedrigste Auflésung ausreichte,
um das globale Minimum zu finden, so wird doch eine recht hohe Auf-
16sung benotigt, um alle 2720 kritischen Punkte in R aufzusammeln. Wir
bemerken jedoch, dass in einigen Féllen zwar 2720 Startpunkte gefunden
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Tabelle 4.1. Eine Auflosung von 160 x 160 Gitterpunkten (fiir jedes der 64 Teilquadrate)
wird bendtigt, um alle 2720 kritischen Punkte in [—1, 1]2 zu finden.

Auflosung Anzahl der Startpunkte Anzahl der Nullstellen

20 2642 2286

40 2700 2699

60 2716 2712

8o 2714 2711
100 2718 2716
120 2720 2719
140 2720 2719
160 2720 2720
180 2720 2720
200 2720 2719
220 2720 2720
240 2720 2720
260 2720 2719
280 2720 2720
300 2720 2720
320 2720 2720
340 2720 2720
360 2720 2720
380 2720 2720
400 2720 2720

wurden, diese aber nicht alle zu verschiedenen Nullstellen konvergierten:
Bei 2719 gefundenen Nullstellen ging eine verloren. Die benétigte hohe
Auflosung von mindestens 160 x 160 Gitterpunkten auf jedem der 64 Teil-
quadrate rechtfertigt die vorgeschlagene Unterteilung.

Mit Hilfe der zweiten Ableitung lassen sich die kritischen Punkte nun
klassifizieren: 667 sind Maxima, 693 sind Minima und 1360 sind Sattel-
punkte. Wir beobachten, dass die Anzahl der Extrema (6934 667) mit der
Anzahl der Sattelpunkte (1360) tibereinstimmt. In gewissem Sinn ist dies
nattirlich blofSer Zufall, da ein solcher Zusammenhang beispielsweise fiir
ein Rechteck mit nur einem einzigen kritischen Punkt nicht besteht; er be-
steht auch nicht fiir das Quadrat [—0.999, 0.999}2, in dem sich 692+ 667
Extrema und 1357 Sattelpunkte befinden. Dennoch steht das beobachtete
Phinomen in einer tieferen Beziehung zu jenem interessanten, als Morse-
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Theorie bekannten Teilgebiet der Mathematik, welches fiir geschlossene
Oberfldchen, wie die von Kugel oder Torus, die Zahl

Anzahl der Maxima + Anzahl der Minima — Anzahl der Sattelpunkte

in Beziehung zur Euler’schen Charakteristik setzt; auf einem Torus ist die-
se Zahl etwa stets Null [Mil63]. Wir wollen daher unsere Funktion so be-
trachten, als wire sie auf einem Torus definiert. Dazu nehmen wir f auf
R = [-1,1]%, spiegeln die Funktion an jeder der vier Seiten des Rechtecks
und wiederholen diese Spiegelungen schlieflich tiber die gesamte Ebene.
Das liefert uns eine Funktion, nennen wir sie g, die doppelt-periodisch auf
der gesamten Ebene definiert ist, der Fundamentalbereich ist dabei [—1, 3]2 ;
also kann g als Funktion auf dem Torus aufgefasst werden. Jeder kritische
Punkt von f in R erzeugt vier Kopien seiner selbst fiir g. Wir miissen jedoch
als Komplikation beriicksichtigen, dass wir neue kritische Punkte entlang
des Randes von R und seiner Spiegelbilder eingefiihrt haben.

Um das Verhalten am Rand zu verstehen, gehen wir entlang der vier
Seiten von R und sehen uns jede eindimensionale Extremstelle an: Es wird
gleich viele Maxima wie Minima geben (dabei nehmen wir an, dass kei-
ne Extremstelle in einer Ecke auftritt und keine Wendepunkte vorliegen).
Wegen der Spiegelungssymmetrie wird dariiberhinaus jedes derartige Ma-
ximum entweder fiir ein Maximum oder einen Sattelpunkt von g stehen
und jedes Minimum fiir einen Sattelpunkt oder ein Minimum. Wenn wir
all diese Fille abzdhlen, so konnen wir von der toroidalen Formel fiir g
auf die entsprechende Formel fiir f {iber R schlielen. Wegen der speziellen
Natur von f passieren jedoch ein paar iiberraschende Dinge. Erstens ist fy
positiv entlang der linken und rechten Kante von R, wéhrend f, entlang
der oberen Kante positiv und entlang der unteren Kante negativ ist. Das
bedeutet, dass alle Maxima entlang der linken Kante zu Sattelpunkten von
¢ werden und alle Minima bleiben, was sie sind. Ahnliche Resultate gelten
fiir die anderen Kanten. Nun miissen wir nur noch die Anzahl der Extrem-
stellen entlang des Randes kennen. Diese lassen sich leicht berechnen und
wir erhalten entlang von Ober- und Unterkante je 24 Maxima und 24 Mi-
nima, entlang der linken und rechten Kante je 29 Maxima und 30 Minima.
Zusammengefasst ergeben alle diese Informationen, dass die toroidale For-
mel wortwortlich auch fiir f tiber R gilt, was schliefllich die beobachtete
Koinzidenz erkldrt. Wichtiger noch: Diese Analyse stiitzt sich ausschlief3-
lich auf eindimensionale Rechnungen und stédrkt daher die Evidenz, dass
die aus der Methode mit den Hohenlinien berechneten Anzahlen (693, 667
und 1360) auch wirklich korrekt sind.

Abbildung 4.7 zeigt ein weiteres Beispiel, diesmal aus dem Umfeld ge-
wohnlicher Differentialgleichungen [Colgs]: Die Suche nach den Gleichge-
wichtspunkten des autonomen Systems
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Abb. 4.7. Dieses komplizierte Beispiel zweier simultaner Gleichungen besitzt in dem hier
gezeigten Rechteck 73 Losungen.

x' = 2ycos (y*) cos(2x) — cosy, ' = 2sin(y?)sin(2x) —sinx,

ist dquivalent zur Nullstellensuche fiir die rechten Seiten. Eine Auflosung
von 60 Gitterpunkten ist ausreichend, um mit der Héhenlinienmethode alle
73 Nullstellen in weniger als einer Sekunde zu berechnen.

Der Programmieraufwand halt sich in Grenzen, wenn - wie schon
mehrfach gesagt wurde — die Daten zum Plotten der Hohenlinien zugang-
lich sind. In Mathematica leistet dies der Befehl Cases[ContourPlot [* *
*],_Line,o0].

Eine Sitzung mit Mathematica

Es folgt das vollstindige Programm, um die Nullstellen in Abb. 4.7 zu
erzeugen. Eine umfassende Routine miisste sich, wie immer, auch noch um
andere Dinge kiimmern: Man miisste etwa Dubletten aus dem Endergebnis
eliminieren, da es stets moglich ist, dass unterschiedliche Startpunkte zur
gleichen Nullstelle konvergieren.

gllx_,y.] :=2y Cos[y?] Cos[2x] -Cos[y];
g2[x., y.] :=2 Sin[y?] Sin[2x] - Sin[x];
{a,b, c,d} = {-3.45, 3.45, -4, 3};

contourdata = Map [First, Cases[Graphics|[
ContourPlot[gl[x, y], {x, a, b}, {y, ¢, d}, Contours -» {0}, PlotPoints -» 60]],

_Line, w]];
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seeds =
Flatten|
Map[
#[1 + Flatten[Position[Rest[ss = Sign[Apply[g2, #, 2]]] » Rest [RotateRight[ss]],
-1]1]11&, contourdatal, 1];

roots =
Select [Map[{x, y}/.FindRoot [{gl[x, y] == 0, g2[x, y] == 0}, {x, #[11}, {y, #[2]}]1s,
seeds], a <#[1] <bAc < #[2] <d&];

Length[roots]
73

Diese Technik ldsst sich auch dazu einsetzen, simtliche Nullstellen einer
komplexen Funktion f(z) tiber einem Rechteck zu finden, indem man sie
auf das System Ref = Imf = 0 anwendet. Die Hohenlinienmethode kann
jedoch vollig versagen, wenn die Nullstellenkurven von f und g irgendwo
zueinander tangential liegen (also mehrfache gemeinsame Nullstellen bil-
den). Die Approximationen an die Hohenlinien besitzen dann nicht mehr
die notwendigen transversalen Schnitte. Die Technik ist aufierdem auf die
Ebene beschrankt. In §4.6 diskutieren wir eine langsamere, aber verlassli-
chere Methode, welche beide genannten Schwierigkeiten behebt.

4.5 Das Newton-Verfahren fiir Intervalle

Der intervallbasierte Algorithmus aus §4.3 10st unser Problem zwar bereits
recht gut, aber wir kénnen Algorithmus 4.2 in mehrfacher Weise verbes-
sern. In der Tat ist es ein aktives Forschungsfeld, diesen Algorithmus so zu
erweitern, dass er schneller ist und sich auch auf Funktionen in hoheren
Dimensionen anwenden ldsst. Hier skizzieren wir nur zwei Ideen zu sei-
ner Verbesserung, eine einfache und eine raffinierte. Die erste wollen wir
opportunistische Auswertung nennen. Sie besteht einfach darin, dass die Ziel-
funktion unmittelbar nach Unterteilung des Rechtecks in den Mittelpunk-
ten der neuen Rechtecke ausgewertet wird. Diese punktweise Auswertung
kann namlich einen Funktionswert erwischen, der eventuell unseren ak-
tuell kleinsten Wert zu ersetzen erlaubt. Dieser aktualisierte kleinste Wert
kann dann benutzt werden, um zuséitzliche Rechtecke als uninteressant aus
der Liste zu entfernen. Diese Idee diirfte zwar in den Fillen, in denen wir
bereits mit einer guten Eingrenzung des Minimalwerts beginnen (wie hier
der von uns gefundene Wert —3.24), nicht unbedingt zu einer grofiartigen
Beschleunigung fiihren, aber die zusétzlichen Auswertungen helfen in den
anderen Fillen, wenn uns eine solche Approximation nicht zur Verfiigung
steht.

Die zweite Verbesserung stiitzt sich auf einen weiteren intervallbasier-
ten Algorithmus zur Nullstellensuche, das Intervall-Newton-Verfahren, ei-
ne elegante und wichtige Idee, die von Ramon Moore 1966 in die mathema-
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tische Literatur eingefiihrt wurde [Mo066]. Der Ausgangspunkt des Verfah-
rens ist der Newton-Operator auf Quadern: Angenommen, F : R” — R"
ist stetig differenzierbar; dann definieren wir fiir einen Quader X C R”
den Ausdruck N(X) durch m — J=!- F(m), wobei m den Mittelpunkt von
X und | eine Intervallauswertung

F/[X] = (aFl/ax][X]),]
der Jacobimatrix bezeichne. Dabei wird J~! durch die iiblichen intervall-
arithmetischen Operationen in einem Algorithmus zur Berechnung der
Matrixinversen gewonnen. Fiir n = 1 ist N(X) einfach der Ausdruck
m — F(m)/F'[X]. Wir bemerken, dass fiir 0 € F'[X] der Newton-Operator
degeneriert: N(X) = [—oo, c0]. Diese Definition besitzt einige wichtige Ei-
genschaften, die wir fiir die Entwicklung eines Algorithmus zur Einschlie-
Bung von Nullstellen verwenden konnen. Wir geben zundchst die Haupt-
gesichtspunkte fiir den eindimensionalen Fall an. Sie sind hier deutlich
einfacher als fiir hohere Dimensionen.

Theorem 4.4. Es sei F : R — R eine stetig differenzierbare Funktion und X =
[a, b] ein beschriinktes Intervall. Dann gilt:

(a) Falls r eine Nullstelle von F in X ist, so liegt r auch in N(X).
(b) Fiir N(X) C X besitzt F genau eine Nullstelle in N(X).

Beweis. (a) Fiir F/(r) = 0 gilt N(X) = [—o0,00]; anderenfalls liefert der
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein ¢ € X mit F(r) — F(m) =
F'(c)(r — m). Das impliziert aber r = m — F(m)/F'(c) € N(X).

(b) Die Voraussetzung N(X) C X besagt gerade, dass N(X) beschrankt
ist und daher F/(x) # 0 auf X gelten muss. Der Mittelwertsatz liefert dann
die Existenz zweier ¢; in X mit m — F(m)/F'(c;) —a = —F(a)/F'(¢;) und
b— (m—F(m)/F(c;)) = F(b)/F'(cz). Wegen N(X) C [a,b] ist das Pro-
dukt der linken Seiten dieser beiden Ausdriicke nichtnegativ. Da jedoch
F'(c1) und F'(cp) das gleiche Vorzeichen besitzen, gilt F(a)F(b) < 0, so
dass F nach dem Zwischenwertsatz in [4,b] = X eine Nullstelle besitzt.
Nach (a) liegt diese Nullstelle aber auch in N(X). Gibe es zwei verschie-
dene Nullstellen, so wire die Ableitung F’ nach dem Mittelwertsatz da-
zwischen irgendwo Null und damit (im Widerspruch zur Voraussetzung)
N(X) unbeschrankt. O

Dieses Theorem ist insofern recht machtig, als es uns erlaubt, einen ein-
fachen Algorithmus zur EinschlieSung von Nullstellen zu entwerfen. Dazu
unterteilen wir das vorliegende Intervall schlicht in Teilintervalle und prii-
fen fiir diese, ob die Newton-Bedingung N(X) C X erfillt ist. Im positiven

9 Wir bezeichnen im folgenden Intervalle im R" als Quader.
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Fall wissen wir aus (b), dass in X genau eine Nullstelle liegt. Liegt der nega-
tive Fall in der schirferen Form N(X) N X = @ vor, so ist das ebenfalls gut,
da (a) dann besagt, dass in X keine Nullstellen liegen. Liegt keiner dieser
beiden Fille vor, unterteilen wir das Intervall X weiter und versuchen es
erneut. Fiir den Fall, dass die Newton-Bedingung fiir X erfiillt ist, iterieren
wir den N-Operator auf X. Denn auf diese Weise erhalten wir zunehmend
scharfere Einschliefungen der Nullstelle, wobei der Algorithmus tatsach-
lich schliefSlich (fiir hinreichend schmale Intervalle) wie das traditionelle
Newton-Verfahren quadratisch konvergiert, siehe [Keag6, Thm. 1.14]. Wir
konnen jedoch auch einen Fehlschlag erleiden, wenn es Nullstellen gibt,
fiir welche die Newton-Bedingung nie erfiillt sein wird. Man stelle sich den
Prozess als eine Art Warteschlange vor: Intervalle werden aus der Schlange
entfernt, wihrend sich ihre Unterteilungen hinten neu anstellen oder das
Intervall zur Liste der Resultate hinzugefiigt wird. Wenn die Schlange sich
leert, sind wir fertig. Wenn wir aber eine maximale Schrittzahl erreichen
und die Schlange immer noch nicht leer ist, dann bleiben uns einige nicht
aufgeloste Intervalle tibrig, von denen wir nicht wissen, ob {iberhaupt und,
wenn doch, wie viele Nullstellen sie enthalten. Das passiert etwa mit mehr-
fachen Nullstellen wie fiir die Gleichung x* = 0, fiir die dann irgendwann
N(X) = [—o0, 0] ist.

Eine Anwendung des Intervall-Newton-Verfahrens auf eine eindimen-
sionale nichtlineare Gleichung findet sich im Zusammenhang mit Pro-
blem 8 in §8.3.2.

In hoheren Dimensionen bleibt das Theorem zwar im wesentlichen giil-
tig, es sind aber einige Zusatze erforderlich, um die Existenz einer Null-
stelle garantieren zu kénnen. Zudem verlangt der Newton-Operator nach
der Inversen einer Intervallmatrix (genauer gesagt, nach der Losung eines
linearen Gleichungssystems, dessen Matrix eine Intervallmatrix ist), was
sehr teuer ist. Wir werden daher versuchen, stattdessen nur mit der In-
tervalllosung eines linearen Gleichungssystems zu arbeiten, dessen rechte
Seite zwar aus einem Intervallvektor gebildet werden darf, aber dessen Ma-
trix als gewohnliche Matrix von Zahlen gegeben sein soll. Eine Moglichkeit
verwendet Vorkonditionierungstechniken, siehe [Neugo, Thm. 5.1.7]. Eine
andere Moglichkeit, der wir hier folgen werden, besteht im Gebrauch des
Krawczyk-Operators. Weitere Informationen zu dieser wichtigen Variation
des Intervall-Newton-Verfahrens finden sich in [Keag6, Neugo].

Wir definieren F, m und | wie fiir den Newton-Operator und betrachten
die Matrix P(x) = x — YF(x), wobei die reelle Matrix Y eine Art Punkt-
approximation der Intervallmatrix =} = F/[X]~! ist. Zwei naheliegende
Kandidaten fiir Y sind F’/ (m)_1 oder aber die Inverse der Matrix der Mit-
telpunkte jener Intervalle, welche die Matrix | bilden. Letztere ist schneller
erhiltlich und damit unsere erste Wahl, da die Intervallmatrix | ohnehin
berechnet werden muss und wir uns dann eine weitere Auswertung der
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Ableitung von F sparen konnen. Der Krawczyk-Operator wird jetzt durch
den Quader K(X) = m — YF(m) + (I — Y])(X — m) definiert, wobei I fiir
die n x n-Einheitsmatrix steht. (Eine numerische Auswertung dieses Ope-
rators erfolgt nattirlich in Intervallarithmetik, indem der Punkt m durch ein
kleines Intervall um m ersetzt wird.)

Um die Uberlegungen nachzuvollziehen, die zum K-Operator fiihren,
rufen wir uns zunédchst den Mittelwertsatz in mehreren Dimensionen in
Erinnerung, der fiir eine stetig differenzierbare Funktion F : R” — R” fol-
gendes besagt: Fiir gegebene Punkte x und y eines Quaders X gibt es Punk-
te c1,¢p,...,cn € X, s0 dass F(y) — F(x) = (VF(c;))(y — x) gilt. Dabei be-
zeichnet (VF;(¢;)) eine n X n-Matrix, in welcher der Index i die Zeilen num-
meriert. Nun kann K(X) in folgendem Sinn als eine Art ,Mittelwerterweite-
rung” von P aufgefasst werden: Wenn P’ [X] fiir eine IntervalleinschlieBung
der Anwendung von P’ auf X steht, dann impliziert der Mittelwertsatz,
dass das exakte Bild von X unter P, ndmlich P(X) = {P(x) : x € X},
vom Quader Q = P(m) + P'[X](X — m) eingeschlossen wird. Da nun aber
P'(x) = I —YF'(x) gilt, diirfen wir I — Y] als eine solche Einschliefung
P'[X] nehmen. Damit wird Q aber genau K(X) und wir haben bewiesen,
dass K(X) das Bild P(X) enthilt. Damit ldsst sich die n-dimensionale Theo-
rie wie folgt geglattet darstellen:

Theorem 4.5. Es sei F : R" — R" eine stetig differenzierbare Funktion, X ein
beschriinkter Quader in R", | = F'[X] eine komponentenweise Intervalleinschlie-
fung und Y die Inverse der Matrix der Mittelpunkte jener Intervalle, die | bil-
den. Wir nehmen an, dass Y nichtsingulir ist. Es bezeichne K den zugehorigen
Krawczyk-Operator. Dann gilt:

(a) Falls r eine Nullstelle von F in X ist, so liegt r auch in K(X).
(b) Fiir K(X) C X besitzt F wenigstens eine Nullstelle in K(X).
(c) Fiir K(X) C X besitzt F hichstens eine Nullstelle in X.

Beweis. (a) K(X) enthélt P(X), so dass P(r) € K(X) gilt. Nun ist aber P(r) =
r—YF(r)=r.

(b) Wegen P(X) C K(X) C X ist P eine Mengenkontraktion. Der Brou-
wer’sche Fixpunktsatz fiir stetige Funktionen impliziert, dass P einen Fix-
punkt in X besitzt. Aquivalent besitzt F eine Nullstelle in X.

(c) Dieser Teil ist subtiler. Angenommen, x und y seien verschiede-
ne Nullstellen von F in X. Dann folgt aus dem Mittelwertsatz, dass 0 =
F(x) — F(y) = (VEi(c;))(x —y) fiur gewisse Punkte ¢; € X gilt. Das be-
deutet aber, dass die Matrix singuldr ist und daher | eine singuldre Ma-
trix enthilt. Wie auch immer, es ist nicht unmittelbar klar, dass dies der
Krawczyk-Bedingung K(X) C X widerspricht. Dennoch tut es das. Ein
vollstandiger Beweis findet sich in [Neugo, Thm 5.1.8]. Wir weisen auf die
hierfiir wesentliche strikte Inklusion hin. a
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Dieses Theorem fiihrt uns unmittelbar auf einen lokalen Algorithmus
zur Einschliefung von Nullstellen. (Er wird in §4.6 eine Rolle spielen.)
Wenn die Krawczyk-Bedingung, also K(X) C X, erfiillt ist, dann gibt es
genau eine Nullstelle in X, ja sogar in K(X). Wir wenden einfach K wieder-
holt auf diesen Quader an. (Diese Iteration nennen wir Newton-Krawczyk-
Verfahren.) Sobald der Quader hinreichend klein geworden ist, kennen wir
die Nullstelle auf die gewiinschte Genauigkeit.

Auf folgende Weise hilft uns diese Einschliefung von Nullstellen bei
unserem Optimierungsproblem. Sobald wir das Problem durch den Unter-
teilungsalgorithmus auf einen einzigen Quader reduziert haben, also im
vorliegenden Fall bereits nach 11 Unterteilungsschritten, benutzen wir das
Newton-Krawczyk-Verfahren, um uns niher an diesen eindeutigen kriti-
schen Punkt heranzuarbeiten. Wir gelangen so schneller zum Ergebnis als
durch weitere Unterteilungsschritte, genau wie das Newton-Verfahren in
einer Dimension das Bisektionsverfahren hinter sich ldsst. Fiir unser Pro-
blem und eine Genauigkeit von 107 fiir die Position des Minimums spa-
ren wir so (allerdings ohne opportunistische Auswertung) etwa 10% der
Rechenzeit ein. Hohere Genauigkeiten fithren zu deutlich grofieren Einspa-
rungen.

Im Einzelnen ergénzen wir Algorithmus 4.2 um die folgenden Schritte
(sie werden direkt nach der Uberpriifung des Gradienten eingefiigt):

Wenn R nur mehr ein Rechteck X enthilt, berechne K(X);
Wenn K(X) N X = @, dann gibt es keinen kritischen Punkt und
das Minimum befindet sich auf dem Rand, breche ab;
Wenn K(X) C X, iteriere den K-Operator beginnend mit K(X)
bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist;
Verwende das Ergebnisrechteck, um ay und a; zu ermitteln;
(Die Schleife endet dann hier.)

Eine Sitzung mit Mathematica

Eine Implementierung dieser Erweiterung von Algorithmus 4.2 findet sich
als Mathematica-Funktion IntervalMinimize auf der Webseite des Buchs.
Wir wollen die Verwendung fiir eine Genauigkeit von 100 Ziffern vorfiih-
ren. Der Ubergang zur Nullstelleneinschliefung erfolgt dabei nach der
zwolften Unterteilung; die Konvergenz ist, wie erwartet, aufierordentlich
schnell. Das angegebene Resultat ist der Mittelpunkt eines Intervalls, des-
sen Lange kleiner als 107192 ist.

IntervalMinimize[f[x, y], {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, -3.24,
AccuracyGoal -» 102, WorkingPrecision » 110]
-3.30686864747523728007611377089851565716648236147628821750129308550
309199837888295035825488075283499186193
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Der Einsatz intervallbasierter Methoden ist in der globalen Optimierung
ein gut bestelltes Feld, dessen Techniken bei weitem tiber unsere kurze Ein-
fithrung hinausgehen (vgl. [Hang2, Keag6]; Hansen berichtet von Erfolgen
fiir eine Vielzahl von Problemen, so auch fiir ein 10-dimensionales). Nichts-
destotrotz zeigt der Umstand, dass bereits die einfachsten Ideen in wenigen
Sekunden Rechenzeit und wenigen Zeilen Programmtext ein verifiziertes
Ergebnis fiir Problem 4 liefern, wie machtig dieser Zugang prinzipiell ist.

Bemerkenswerterweise hat die Intervallanalysis in verschiedenen Berei-
chen der Mathematik jiingst eine wichtige Rolle gespielt. Beispielsweise er-
hielt Warwick Tucker im Jahre 2002 den ersten nach Ramon Moore benann-
ten Preis fiir seinen rechnergestiitzten Beweis, dass die Lorenzgleichungen
wirklich einen ,strange attractor” besitzen. Damit 16ste er das vierzehnte
der von Steven Smale zur Jahrtausendwende vorgestellten mathematischen
,Probleme fiir das 21. Jahrhundert” (in Nachfolge von Hilberts berithmter
Liste aus dem Jahre 1900). Tom Hales und Sam Ferguson [FH98] benutz-
ten Intervallmethoden in ihrer Losung der Kepler’schen Vermutung tiber
dichteste Kugelpackungen. Oscar Lanford [Lan82] hatte bereits 1982 Inter-
vallmethoden verwendet, um die Existenz eines universellen Grenzwerts,
der Feigenbaumkonstante, in bestimmten Folgen von Verzweigungspunk-
ten zu beweisen.

Wir wollen die wichtigsten Aspekte des intervallbasierten Zugangs zu
Problem 4 zusammenfassen:

e Der Algorithmus ist recht allgemein und findet den kritischen Punkt
mit dem kleinsten Wert tiber einem Rechteck. Dazu muss vorausgesetzt
werden, dass sich die Zielfunktion und ihre partiellen Ableitungen in
Intervallarithmetik auswerten lassen.

e Die Resultate sind verifizierbar korrekt, wenn man durchgéngig Inter-
valle benutzt.

e Die Resultate lassen sich problemlos auf sehr hohe Genauigkeiten be-
rechnen.

e Ein Algorithmus zur Einschliefung von Nullstellen kann die Laufzeit
des Optimierungsalgorithmus drastisch verbessern.

e Und vielleicht am wichtigsten: Der intervallbasierte Algorithmus ist
auch dann ein verniinftiger Losungsweg, wenn man gar nicht an Re-
sultaten mit mathematischer Beweiskraft interessiert ist. Kurzum, inter-
vallbasiertes Denken liefert hier sowohl einen sehr guten Algorithmus
als auch einen Beweis fiir die Korrektheit der berechneten Ziffern.

e Die grundlegenden Ideen lassen sich auch auf Funktionen einer grofie-
ren Anzahl von Variablen verallgemeinern. Nur leider wird das Leben
dann etwas schwieriger. Man findet in [Hang2, Keag6] ausfiihrliche Dis-
kussionen verschiedener Erweiterungen zur Verbesserung des Grundal-
gorithmus. Ein Beispiel: Man verwendet die Hessische, um diejenigen
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n-dimensionalen Intervalle zu eliminieren, in denen die Funktion nicht
konvex ist.

4.6 Validierung von Nullstellen

Das pessimistische Zitat zu Beginn des Kapitels fiihrt uns auf die Frage,
wie wir uns sicher sein konnen, dass die in §4.4 gefundene Sammlung von
2720 kritischen Punkten korrekt und vollstindig ist? Es gibt hierzu meh-
rere Moglichkeiten. Eine benutzt einen Algorithmus zur EinschlieSung der
Nullstellen mit Intervallen und tiberpriift, dass er die gleiche Menge kriti-
scher Punkte findet. Im Einzelnen benutzen wir einen einfachen Untertei-
lungsprozess, in dessen Verlauf wir nur diejenigen Teilrechtecke behalten,
die tiberhaupt die Chance besitzen, einen kritischen Punkt zu enthalten.
Zusitzlich nutzen wir durchgingig die Krawczyk-Bedingung K(X) C X
zur weiteren Uberpriifung. Es folgt eine formalere Beschreibung.

Algorithmus 4.6 (Intervallbasierte Nullstellensuche fiir F : R* — R").

Eingabe: F, eine stetig differenzierbare Funktion vom R” in den R";
R, ein Quader, fiir den wir alle Nullstellen von F wissen wollen;
€, eine absolute Fehlertoleranz fiir die gesuchten Nullstellen;
mtol, eine Toleranz zur Zusammenfassung von Teilquadern;
imax, maximale Anzahl von Unterteilungsschritten.

Ausgabe: Eine Liste a von Intervallen, von denen jedes genau eine Nullstelle
enthélt, und eine Liste R von nicht aufgeldsten Intervallen (die keine, eine
oder mehrere Nullstellen enthalten konnen).

Notation: Fiir einen n-dimensionalen Quader X bezeichnen wir mit m den
Mittelpunkt von X und mit M einen kleinen Quader, der m enthalt. Wir set-
zen K(X) = M — YF[M] + (I — Y])(X — M), wobei ] fiir eine Jacobi’sche
Intervallmatrix F/[X] steht und Y die Inverse derjenigen Matrix bezeich-
net, welche entsteht, indem man in | jeden Quader durch seinen Mittel-
punkt ersetzt. ,Unterteilung eines Quaders” bedeutet die Unterteilung in
2" kongruente Teilquader durch Halbierung jeder Kante. Die ,,Zusammen-
fassung” einer Menge von Quadern steht fiir den Prozess, dass, solange es
zwei Quader mit nichtleerem Schnitt gibt, diese durch den kleinsten Qua-
der ersetzt werden, der beide enthilt. Die Krawczyk-Bedingung an einen
Quader X ist K(X) C X.

Schritt 1: Initialisierung: Setze R = {R},i=0,a = Q.
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Schritt 2: Die Hauptschleife:
Solange R # @ und i < imax:
Setzei=1i+1;
Setze R auf die Menge aller Quader, die durch uniforme Unter-
teilung der Quader aus R in je 2" Teilquader entsteht;
Wenn die maximale Seitenlange aller Quader aus R kleiner als
mtol ist, dann setze R auf die Zusammenfassung von R;
Berechne fiir jedes X € R den Krawczyk-Operator K(X):
Wenn K(X) N X = @, l6sche X aus R;
Wenn K(X) C X:
Iteriere K vom Startwert K(X), solange der Fehler
(die Seitenlange des Quaders bzw. seines Bildes
unter F) groRer als € ist;
Fiige das Ergebnis zur Liste a und I8sche X aus R.

Schritt 3: Gebe a und R zuriick, letzteres enthilt die nicht aufgeldsten Quader.

Der Schritt der durch den Parameter mtol in der Hauptschleife ge-
steuerten ,Zusammenfassung” von Intervallen erfordert etwas Erkldarung.
Wenn sich eine Nullstelle in der Nihe einer Kante eines Quaders befin-
det, dann kann es (bei fester Mantissenldnge) passieren, dass es weder
der Unterteilung noch der Iteration des Krawczyk-Operators gelingt, die-
se Nullstelle zu isolieren. Dies kann auch im Eindimensionalen auftreten,
wenn beispielsweise das Startintervall [—1,1] ist und die Nullstelle bei 0
liegt. Denn der Unterteilungsprozess wird dann zwei Intervalle mit einem
sehr kleinen Uberlappungsbereich erzeugen und die Null also in die Na-
he eines Endpunkts riicken. Der Schritt der Zusammenfassung tiberpriift
daher, ob die verbleibenden Quader so klein sind, dass wir sie als Lokali-
sierung ein und derselben Nullstelle auffassen diirfen (innerhalb der vom
Benutzer vorgegebenen Toleranz mtol). Denn der Umstand, dass uns bis
dahin keine Isolierung der Nullstelle gelingen wollte (R ist nicht leer),
konnte darauf hinweisen, dass es klug wére, die kleinen Quader zu ei-
nem grofleren zusammenzufassen: Das diirfte die Nullstelle in die Nahe
des Mittelpunkts des grofieren Quaders riicken und dazu fiihren, dass die
Krawczyk-Iteration dann doch noch erfolgreich ist. Nattirlich besteht hier
die Moglichkeit einer Endlosschleife. Es ist daher empfehlenswert, den Al-
gorithmus zuerst mit mtol =0 laufen zu lassen, also ohne Zusammenfas-
sung. Wenn die Validierung damit nicht gelingen will, konnte man es mit,
sagen wir, mtol = 10~ versuchen.

Fiir diejenigen Nullstellen x von F, in welchen F/(x) singulér ist, lasst
sich die Krawczyk-Bedingung nie erfiillen. Der Algorithmus wird sie daher
auch nicht finden. Sie sind jedoch nicht unter den Tisch gefallen, da sie in
den nicht aufgeldsten Intervallen eingefangen worden sind, die ebenfalls
zur Ausgabe gehoren. Der Benutzer wird diese nicht aufgeldsten Intervalle
mit anderen Methoden untersuchen wollen, um festzustellen, ob sich dort
noch eine weitere Nullstelle verborgen hailt.
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Algorithmus 4.6 schafft es in unserem Fall in acht Minuten, tatsich-
lich alle 2720 kritischen Punkte zu finden. Es ist sicherlich eine wichtige
Technik, insbesondere in hoheren Dimensionen, fiir die wir keine ande-
re Moglichkeit zur liickenlosen Auflistung aller Nullstellen besitzen (siehe
[Keag6]). In den Féllen jedoch, in denen wir annehmen, bereits alle Nullstel-
len mit anderen Methoden gefunden zu haben, sollten wir intervallbasierte
Verfahren nur noch zur Validierung dieses Resultats verwenden. Es han-
delt sich dabei um ein zentrales Thema des verldsslichen Rechnens: Es ist
héufig angemessener, traditionelle numerische Verfahren und Heuristiken
einzusetzen, um zu Resultaten zu gelangen, die man fiir korrekt und voll-
standig halt. Erst danach gelangen intervallbasierte Techniken zum Einsatz,
um diese Resultate zu validieren.

Wir wollen also noch einen Weg diskutieren, fiir den Intervallanaly-
sis nur ein Werkzeug zur Validierung ist. Er funktioniert fiir unser Pro-
blem hervorragend. Man geht hier, gestiitzt auf das Theorem iiber den
Krawczyk-Operator aus §4.5, in zwei Schritten vor. Angenommen, es liegt
eine Menge r von insgesamt m approximativen Nullstellen vor. Zunéchst
tiberpriifen wir, dass r die behauptete Genauigkeit besitzt: Wir machen je-
den Punkt aus r zum Mittelpunkt eines kleinen Quaders X und tiberpriifen
die Krawczyk-Bedingung K(X) C X. Diese Technik wird e-Aufblihung ge-
nannt und geht auf Rump zurtick, siehe [Rumg8] und die dort genannte
Literatur. Sobald wir das erfolgreich erledigt haben, wissen wir, dass r ei-
ne Approximation an eine Menge von m tatsidchlichen Nullstellen darstellt.
Als néachstes miissen wir die Vollstandigkeit verifizieren. Dazu fithren wir
eine sukzessive Unterteilung des gegebenen Quaders durch, wobei wir nur
zwei Dinge mit jedem Quader unternehmen, der dabei in Erscheinung tritt:
Wenn eine intervallarithmetische Auswertung oder der Krawczyk-Operator
zeigen, dass die EinschlieSfung der F-Werte dieses Quaders den Nullvek-
tor nicht enthalten kann, wird der Quader geloscht. Wenn die Krawczyk-
Bedingung gilt und daher der Quader genau eine Nullstelle enthélt, wird
er ebenfalls geloscht, aber diesmal ein Zghler der Nullstellenzahl um Eins
erhoht. Verbleibende Quader werden solange weiter unterteilt, bis keine
mehr {ibrig sind. In diesem Fall verfiigen wir tiber die korrekte Anzahl
der Nullstellen. Ist sie gleich m, so wissen wir, dass r tatsdchlich eine voll-
standige Approximation der Nullstellen ist. Es folgt eine etwas formalere
Beschreibung des Algorithmus.

Algorithmus 4.7 (Validierung einer Nullstellenmenge).

Eingabe: F, eine stetig differenzierbare Funktion vom R” in den R";
R, ein Quader, in welchem die Nullstellen validiert werden sollen;
r, eine Liste von Nullstellen von F in R, die auf Vollstandigkeit und
Korrektheit tiberpriift werden soll;
€, eine absolute Fehlertoleranz fiir die Nullstellen;
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mtol, eine Toleranz zur Zusammenfassung von Teilquadern;

Ausgabe: True, wenn die tatsdchlichen Nullstellen in R auf die gegebene
Fehlertoleranz € mit den Punkten in r ibereinstimmen; anderenfalls False.

Notation: Wie in Algorithmus 4.6.

Schritt 1: e-Aufbldhung:
Fiir jeden Punkt in 7:
Setze X auf den umliegenden Quader der Seitenldange 2€/\/ﬁ;
Priife, ob die Krawczyk-Bedingung fiir X gilt.
Wenn nein, breche ab und gebe False zuriick.
Schritt 2: Initialisiere den Unterteilungsprozess. Setze R = {R}; ¢ = 0.
Schritt 3: Die Hauptschleife:
Solange R # @:
Setze R auf die Menge aller Quader, die durch uniforme Unter-
teilung der Quader aus R in je 2" Teilquader entsteht;
Losche aus R die Quader X, fiir die 0 ¢ F[X];
Losche aus R die Quader X, fiir welche die Krawczyk-Bedingung
gilt und erhohe in diesem Fall c um 1;
Losche aus R die Quader X, fiir die K(X) N X = @;
Wenn die maximale Seitenlange aller Quader aus R kleiner als
mtol ist, dann setze R auf die Zusammenfassung von R;
Schritt 4: Wenn ¢ = der Anzahl der Punkte in r, gebe True zuriick,
anderenfalls False.

Fiir den Gradienten F = f’ der Zielfunktion f unseres Problems lokali-
siert die Hohenlinienmethode aus §4.4 die 2720 Nullstellen in 30 Sekunden.
Der Validierungsalgorithmus benétigt dann noch einmal 30 Sekunden, um
zu priifen, dass die Nullstellen alle korrekt sind, und weitere 5.5 Minuten,
um die Vollstindigkeit zu verifizieren. Auch wenn die Beschleunigung ge-
gentiber einer durchgingigen Verwendung von Intervallen (acht Minuten)
recht bescheiden ausfillt, ist die Validierungstechnik doch eleganter und
illustriert eine wichtige allgemeine Idee: Wenn moglich, sollte man in ei-
nem rechnergestiitzten Projekt die intervallbasierte Arbeit auf den letzten
Schritt verschieben, auf eine Validierung.

Die Algorithmen 4.6 und 4.7 lassen sich zu einem Algorithmus verbin-
den, der die Nullstellen sowohl findet als auch verifiziert. Der Schliissel
liegt dabei in der Beobachtung, dass es keine Notwendigkeit zur Iterati-
on des Krawczyk-Operators gibt, wenn sich stattdessen das traditionelle
Newton-Verfahren verwenden ldsst.

Algorithmus 4.8 (Intervallbasierte Nullstellensuche und -validierung).

Eingabe: F, eine stetig differenzierbare Funktion vom R” in den R";
R, ein Quader, in welchem alle Nullstellen gesucht werden;
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€, eine absolute Fehlertoleranz fiir die Nullstellen;
mtol, eine Toleranz zur Zusammenfassung von Teilquadern;

Ausgabe: Validierte Approximationen der Nullstellen mit Genauigkeit €.
Notation: Wie zuvor. Zusétzlich bezeichnet s eine Menge von vorldufigen,

groben Approximationen der Nullstellen und r die Menge der endgiiltigen
Resultate.

Schritt 1:  Setze s = ©; folge den Schritten 1 und 2 von Algorithmus 4.6, nur
dass fiir K(X) C X der Mittelpunkt von X zu s gefiigt wird.

Schritt 2:  Wende das Newton-Verfahren auf die Startwerte aus s an, fiige die
Resultate zu r hinzu.

Schritt 3:  Benutze die e-Aufbldhung wie in Schritt 1 von Algorithmus 4.7, um
zu verifizieren, dass r eine vollstindige Menge der Nullstellen
von der Genauigkeit € ist.

Schritt 4: Gebe r zuriick.

Algorithmus 4.8 findet und validiert alle kritischen Punkte unseres
Problems in 5.5 Minuten, eine Ersparnis von 9% an Laufzeit gegentiber
der Kombination der Algorithmen 4.2 und 4.7. Auf der Webseite des
Buchs finden sich die Mathematica-Implementierungen ValidateRoots
und FindAndValidateRoots von Algorithmus 4.7 bzw. Algorithmus 4.8.

4.7 Schwierigere Probleme

Welche Variation der Formulierung von Problem 4 hitte uns vor etwas
oder gar sehr viel grofiere Schwierigkeiten gestellt? Sicherlich hatte es
die Schwierigkeit des Problems erhoht, wenn die Dimension gréfler oder
die Zielfunktion fiir eine Auswertung in Intervallen nicht so leicht geeig-
net gewesen ware. Tatsdchlich treffen diese beiden Schwierigkeiten auf
die in Problem 5 erforderliche Optimierung zu (vier Dimensionen, die
Zielfunktion beinhaltet die Gammafunktion), die tatsédchlich fiir Allzweck-
Minimierungsalgorithmen sehr viel schwieriger ist. Noch eine weitere Art
von Schwierigkeiten entsteht, wenn die Zielfunktion nicht in einem isolier-
ten Punkt, sondern entlang eines Kontinuums, etwa einer Geraden oder
einer Ebene, ihr globales Minimum annimmt (in [Hangz2] finden sich dafiir
Beispiele). Wir wollen uns hier nur noch mit der Frage hoherer Dimen-
sionen befassen. Dazu studieren wir eine leichte Variation von Problem 4,
allerdings in drei Dimensionen: Welchen Wert hat das globale Minimum
der Funktion

g(x,y,2) = ™% 4t sin(60e¥) sin(60z) + sin(70 sin x) cos(10z)
+ sinsin(80y) — sin(10(x + z)) 4 (x> + y> 4+ 2%) /4 ?
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Die Methoden dieses Kapitels funktionieren auch fiir dieses Problem recht
gut — mit der Ausnahme jener Techniken, die versuchen wiirden, alle kriti-
schen Punkte in etwa dem dreidimensionalen Quader [—1,1]® zu finden: Es
liegen vermutlich weit iiber 100 ooo solche Punkte vor. Ein Zugang, der die
verschiedenen Methoden vorteilhaft verbindet, wiirde wie folgt aussehen:

1. Benutze die evolutiondre Suche mit 200 Punkten in jeder Generation
und einem Skalierungsfaktor 0.9 um herauszubekommen, dass g klei-
ner als —3.327 werden kann. (Differentielle Evolution funktioniert ge-
nauso gut.)

2. Benutze herkémmliche Algorithmen zur Nullstellensuche (etwa das
Newton-Verfahren) fiir den Gradienten, um den auf sechs Stellen ge-
nauen Wert —3.32834 zu erhalten (oder, falls gewiinscht, auch hunderte
von Ziffern).

3. Benutze Intervallarithmetik wie in §4.3, um zu beweisen, dass das glo-
bale Minimum sich im Quader [—0.77,0.77]° befindet.

4. Benutze den grundlegenden auf Intervallarithmetik basierenden Al-
gorithmus aus §4.3, um zu beweisen, dass das Minimum den Wert
—3.32834 und eine Position in der N&he von (—0.15,0.29, —0.28) be-
sitzt. Das dauert fast eine Minute und die Anzahl der untersuchten
Quader betréagt 9408.

Eine Sitzung mit Mathematica
glx_, y., z.] :=e5in50%] L gin[60eY] Sin[60z] + Sin[70 Sin[x]] Cos[10 z]+
Sin[Sin[80y]] - Sin[10 (x+z)] + % (%2 +y? + 22);

IntervalMinimize[g[x, y, 2], {x,-0.77,0.77}, {y, -0.77,0.77},
{z,-0.77,0.77}, -3.328]

{Interval[{-3.328338345663281, -3.328338345663262}],
{{x - Interval[{-0.1580368204689058, -0.1580368204689057}1],
v > Interval[{0.2910230486091526, 0.2910230486091528}],

z - Interval[{-0.2892977987325703, -0.2892977987325701}]}}}

Also funktioniert dieser Algorithmus auch fiir wenigstens ein kompli-
zierteres dreidimensionales Beispiel. Die Komplexitdt dieses Algorithmus
wiéchst aber exponentiell mit der Dimension, so dass hoheren Dimensionen
rasch Grenzen gesetzt sind.

Als abschlieflendes Beispiel zeigen wir, dass die zum Schluss von §4.6
behandelte, auf dem Krawczyk-Operator basierende Validierungstechnik
das verwandte Problem losen kann, alle kritischen Punkte von g(x,y,z) zu
finden. Da diese aber so zahlreich sind, arbeiten wir nur mit dem relativ
kleinen Quader [0,0.1] x [0,0.05] x [0,0.1] und zeigen in Abb. 4.8 einige der
kritischen Punkte (es gibt dort insgesamt sechs) gemeinsam mit den drei
Flachen ¢y =0, ¢y =0, g: = 0.
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Abb. 4.8. Ein kleiner Ausschnitt — innerhalb des Definitionsgebiets [0,0.1] x [0,0.05] x
[0,0.1] — der drei Fliichen gx =0, 8y =0, g2 =0, deren gemeinsame Schnittpunkte die kri-
tischen Punkte von g definieren. Zusitzlich werden die durch die intervallbasierte Methode
berechneten gemeinsamen Nullstellen als kleine schwarze Wiirfel gezeigt.
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Eine komplexe Optimierung

Dirk Laurie

Problem 5

Die Lekkerland se pad is 'n lang, lang pad wat in die rondte loop.
Hy slinger deur die bosse en hy kronkel om die rante tot daar
waar sy end moet wees.
En dddr begin hy weer!
Hy dwaal deur die vleie en hy boggel oor die bulte en op een plek
raak hy weg.
Maar onder die braambos begin hy weer en hy drentel al om en
om en om die diep kuil vol soet water wat nooit opdroog nie.
O, dit is 'n lang, lang pad!*

W. O. Kiithne (Huppel en sy maats, 1982)

Eine reelle Funktion einer reellen Variablen kann als Kurve in
der Ebene veranschaulicht werden. Es lisst sich keine ebenso ein-
fache und zweckdienliche geometrische Methode zur Veranschau-
lichung einer komplexen Funktion in einer komplexen Variablen

finden. E. T. Whittaker und G. N. Watson (1927)

Es sei p(z) das kubische Polynom, welches die Funktion f(z) =
1/T(z) auf dem komplexen Einheitskreis in der Supremumsnorm
|| - ||oo bestapproximiert. Welchen Wert hat || f — p||c0?

1 Der Weg in Lekkerland ist ein langer, langer Weg, der im Kreis verlduft. Er windet

sich durchs Buschland und schldngelt sich tiber die Gebirgskimme dorthin, wo
sein Ende sein sollte.// Aber da beginnt er wieder!// Er streift durch die Stimpfe
und zieht sich tiber die Hiigel, um sich an einer Stelle zu verlieren.// Aber unter
dem Brombeergestriipp beginnt er erneut und schlendert Runde um Runde um
Runde um den tiefen See siifsSen Wassers, der niemals austrocknet.// O, es ist ein
langer, langer Weg.  — nach Dirk Lauries englischer Ubersetzung aus dem Afrikaans
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5.1 Auf den ersten Blick

Wir verandern Trefethens Notation so, dass p fiir ein allgemeines kubisches
Polynom
p(z) =az’ + bz +cz +d

steht und wir das optimale Polynom? mit
Popt(Z) = aoptz3 + boptzz + Coptz —+ dopt

bezeichnen. Unsere Aufgabe ist die Berechnung von

€opt = || f — Popt||co-

Da f — p eine ganze Funktion ist, wird nach dem Maximumprinzip das
Maximum von |f — p| iiber der Einheitskreisscheibe auf dem Einheitskreis
selbst angenommen. Wir konnen daher in unserem Fall die Definition der
Supremumsnorm so anpassen, dass

_ _ 10y _ (el
If = Plleo eg[}%r]lf@) p(e”)]

Minimaxprobleme sind bertichtigt fiir die Schwierigkeiten, die sie allgemei-
nen Optimierungsalgorithmen bereiten, und wir wollen daher versuchen,
so weit wie moglich zu kommen, bevor wir einen solchen Algorithmus in
§5.2 aufrufen.

Jedes p liefert trivialerweise eine obere Schranke

€opt < 1f = plleo-

Ein Kandidat p, der sich leicht finden ladsst, besteht aus den ersten paar
Termen der Taylorentwicklung [AS84, Formel (6.1.34)] von f (hier auf vier
Dezimalziffern angegeben)

po(z) = —0.6559z° 4 0.5772z2 + z.

Der iibliche Einwand gegen ein Taylorpolynom als Mittel zur Approxima-
tion einer reellen Funktion tiber einem endlichen Intervall trifft auf Ap-
proximationen tiber dem Einheitskreis nicht zu. Ganz im Gegenteil ist das
Taylorpolynom optimal beziiglich der L2-Norm, definiert als

(e )
Isla= (55 [ s do) "

2 Existenz und Eindeutigkeit des optimalen Polynoms folgen aus allgemeinen Re-
sultaten zur komplexen Tschebyscheff-Approximation; Literaturangaben finden
sich in §5.8.
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Der Grund fiir diese Optimalititseigenschaft liegt darin, dass mittels z = ¢’
die Potenzreihe fir ¢(z) zur Fourierreihe von g(e'®) iiber dem Intervall
0 <60 <2 wird.

Ein anderer leichter Weg zu einer ersten Approximation besteht in der
Diskretisierung des Einheitskreises durch n dquidistante Punkte 6; und der
anschlieffenden Losung eines diskreten Kleinste-Quadrate-Problems, also
der Minimierung von

1 - 164 2
— ]

iiber alle kubischen Polynome p. Natiirlich ist E(p, n) blo8 eine Diskretisie-
rung von || f — p||3, jedoch werden die so gefundenen Polynome fiir wach-
sendes # rasch gegen das Taylorpolynom konvergieren. Durch Berechnung
von E(po, n) fiir wachsende Werte von n erhalten wir ||f — po|[>» = 0.177.

Um eine graphische Vorstellung davon zu entwickeln, was wir zu errei-
chen versuchen, betrachten wir Abb. 5.1, welche die Werte von f(e®) und
Po (eig) fur 6 = 0°,1°,2°,...,360° gemeinsam mit dem Einheitskreis zeigt.
Einander entsprechende Punkte wurden verbunden, um deutlich zu ma-
chen, dass die Grole f(z) — po(z) tiber den gesamten Verlauf stindig ihren
Winkel dndert und dass po(z) so gut wie nie der zu f(z) néchstgelegene
Punkt des Graphen von py ist. Wenn wir 6 auf diese Werte einschranken,
erhalten wir max |f(6) — po(6)| = 0.235; und so behaupten wir unter Be-
riicksichtigung eines kleinen Diskretisierungsfehlers, dass

0.17 < €opt < 0.24.

Dabei haben wir

1f = pollz < [If = poptll < IIf = Poptlleo <1 = polleo

verwendet. In gewissem Sinn haben wir eine Dezimalziffer gewonnen: Bei-
de Schranken ergeben gerundet 0.2.

Die Koeffizienten von pg sind reell. Kénnen wir davon ausgehen, dass
auch die Koeffizienten von popt reell sind? Das kubische Polynom

p(2) = 3 (Popa(2) + P @)

hat reelle Koeffizienten und es gilt fiir alle z wegen der Symmetrie f(z) =
f(z) [AS84, Formel (6.1.23)], dass
£) - )] < 5 (If(2) - Popt(2)| + |f(2) = popt(2))

(1£(z) = popt(2)| + £ Z) = popt (2)])

N\H I\J\
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Abb. 5.1. Die Werte von z, f(z) und po(z) in der komplexen Ebene fiir |z| = 1.

= 3(7(2) = Popt(2)] + £(2) — pope(2)]) < 5 (€opt + o).

Somit ist p mindestens so gut wie popt und es geniigt also, nur unter den
Polynomen mit reellen Koeffizienten nach der Losung zu suchen.

5.2 Optimierung mittels einer allgemeinen Methode

Universelle Optimierungssoftware tut sich schwer mit Problem 5. Typi-
scherweise bricht sie ab, lange bevor sie in die Nihe der Losung gelangt.
Dennoch gibt es eine relativ neue Technik, die hierfiir und fiir eine Rei-
he weiterer globaler Optimierungsprobleme im IR” bemerkenswert erfolg-
reich ist; sie erreicht ein Dutzend Ziffern in gerade einmal 40 Sekunden
(Mathematica auf einem Macintosh mit 1.25 GHz). Die Methode gehort
zu den Evolutionsalgorithmen, nennt sich differentielle Evolution und be-
wahrt sich fiir etliche Probleme, fiir die traditionelle Methoden mit zufilli-
gen Suchstrategien wie etwa einfache Evolutionsmethoden oder Simulated-
Annealing scheitern. Ein Beispiel fiir den Erfolg eines einfachen Evoluti-
onsalgorithmus findet sich in §4.2. Auch wenn keine der Suchstrategien
mit den analytischen Methoden mithalten kann, die wir im Rest des Kapi-
tels entwickeln, so ist doch allein die Tatsache, dass sie fiir dieses Problem
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tiberhaupt funktionieren, bemerkenswert und bedeutet, dass differentielle
Evolution ein guter Kandidat ist, um in Situationen ohne einen bekannten
analytischen Zugang ausprobiert zu werden.

Die dem Algorithmus zugrunde liegende Idee ist den grundsatzli-
chen Evolutionsmethoden &hnlich, allerdings mit dem entscheidenen Un-
terschied, dass die Kinder in jeder Generation als Linearkombination ihrer
Eltern gebildet werden (anstatt einfach ,,Mutationen” eines einzelnen El-
ternteils zu sein). Jedes Glied der neuen Generation (das neue Kind) besitzt
die Form p; + r(p2 — p3), wobei die p; Mitglieder der gegenwirtigen Ge-
neration sind und r ein Verstarkungsfaktor ist. Die Formel fiir die Kinder
stiitzt sich also hauptsachlich auf die Differenz zweier Elternteile, was den
Namen der Methode erklart. Wir geben jetzt eine formale Beschreibung des
Algorithmus an.

Algorithmus 5.1 (Globale Minimierung mit differentieller Evolution).

Eingabe: F, eine stetig differenzierbare Funktion von RY nach R;
R, ein Quader, der als Keim fiir die erste Generation dient;
N, die Grofie der Population (Anzahl von d-Vektoren);
Nmax, €ine Schranke an die Anzahl der Generationen;
r, der Verstarkungsfaktor.

Ausgabe: Eine Approximation des globalen Minimums von F.

Schritt 1: Initialisiere die erste Generation als Liste von N d-Vektoren durch
zufillige Wahl in R. Ermittle hierfiir den Vektor der Werte von F.
Schritt 2: Die Hauptschleife:
Fiir n von 1 bis n1max — 1 bilde die (1 + 1)-te Generation wie folgt:
Fiir jedes Elternteil p; der n-ten Generation konstruiere ein Kind c;
durch zufillige Wahl der Indizes j, k und m und setze
¢i = pj+r(pk — pm).
Wenn F(c;) < F(p;)
nimm ¢; als neues i-tes Glied der (1 + 1)-ten Generation;
anderenfalls wird p; dieses Glied.
Wenn alle Mitglieder der ndchsten Generation bestimmt wurden,
aktualisiere den Vektor ihrer F-Werte.
Schritt 3: Gebe den Vektor der letzten Generation mit dem kleinsten F-Wert aus.

Wir bemerken, dass eine Generation solange nicht aktualisiert wird, bis
die gesamte neue Generation gebildet wurde. Das bedeutet, dass ein zu
beriicksichtigendes Kind zunéchst in einen temporéren Speicher geschrie-
ben wird. Erst wenn die Schleife vollstindig durchlaufen wurde, wird die
gegenwartige Generation mit der neuen iiberschrieben. Zwar ist Algorith-
mus 5.1 nur ein auf das absolute Skelett reduzierter Abriss der differentiel-
len Evolution, geniigt aber bereits zur Losung des betrachteten Problems.
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Abb. 5.2. Die untere Kurve zeigt den Konvergenzverlauf des Minimalwertes fiir einen
Lauf mit 200 Generationen; die Konvergenz ist bemerkenswert gleichformig mit etwa einer
neuen Ziffer alle 13 Generationen. Die obere Kurve zeigt den Abstand des in jeder Ge-
neration besten kubischen Polynoms von der Bestapproximation (als euklidische Norm im
4-dimensionalen Raum der Koeffizienten).

Fiir gewohnlich wihlt man die Indizes j, k und m paarweise und von i ver-
schieden, aber eine Missachtung dieses Punkts beschleunigt die Erzeugung
der Zufallszahlen und hat keine ernsten Folgen. Zudem ist es tiblich, einen
Kreuzungsschritt einzufiigen, indem nach einer gewissen probabilistischen
Regel einige der Komponenten des Kinds ¢; durch entsprechende Kompo-
nenten des Elternteils p; ersetzt werden. Fiir das betrachtete Problem geht
es jedoch schneller und effizienter ohne jede Kreuzung. Ein Verstarkungs-
faktor von 0.4 scheint zu funktionieren.

Wir benétigen nattirlich eine Zielfunktion. Fiir ein kubisches Polynom
p(z) = az® + bz? + cz + d mit reellen Koeffizienten und z = ¢® konnen wir
uns aus Symmetriegriinden auf das Intervall 6 € [0, r] konzentrieren. Wir
benutzen zur Auswertung von [|f — p|le = maxge(o ) | f (%) — p(e'?)| eine
Standardoptimierungstechnik, wie beispielsweise den Mathematica-Befehl
FindMaximum. Experimente zeigen, dass zwei Startwerte von 6 nahe 1.40
und 2.26 ausreichen. Aulerdem empfiehlt es sich, jenes lokale Extremum
ins Spiel zu bringen, das wegen der Symmetrie stets bei 8 = 7 liegt; also
einfach den Wert |a — b + ¢ — d|. Der grofite der so erhaltenen drei Werte
definiert den Wert der Zielfunktion.

Eine Sitzung mit Mathematica

maxerror[{a , b ,c ,d }] :=Max[Abs[a-b+c-d],
FindMaximum[t = ¢!®; Abs[at’+bt’+ct+d-1/Gamma[t]],
{6, #-0.03, #+0.03}, PrecisionGoal » 12][1] & /@ {1.40, 2.26}];

Differentielle Evolution wird zwar (als eine Option) vom Mathematica-
Befehl NMinimize verwendet, aber wir haben mehr Kontrolle und Verstand-
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nis aus dem Schreiben eines eigenen Programms gewonnen. Um nun Pro-
blem 5 zu l6sen, setzen wir die Populationsgrofie auf 6o, wahlen den Ver-
starkungsfaktor 0.4 und beschrédnken die Anzahl der Iterierten durch 300.
Es ist zwar sinnvoll, auf Konvergenz zu priifen, aber ein Vergleich der bes-
ten Werte zweier aufeinanderfolgender Generationen wiirde zu verfriih-
tem Abbruch fiithren, da sich der beste Wert von einer Generation zur
ndchsten mitunter kaum dndern kénnte. Eine Uberpriifung der Uberein-
stimmung alle 10 Generationen ergibt da schon mehr Sinn. Wenn wir das
tun, beobachten wir Konvergenz innerhalb der Genauigkeitsanforderung
1072 nach etwa 180 Generationen, was etwa 10000 Auswertungen der Ziel-
funktion entspricht. Hier folgt nun eine auf das Notwendigste beschrank-
te Mathematica-Implementierung.3 (Eine Verbesserung konnte darin beste-
hen, die Genauigkeit bei der Auswertung der Zielfunktion von Generation
zu Generation allméhlich zu erhéhen.)

Eine Sitzung mit Mathematica

DifferentialEvolution[n , seeds ] :=
Module[{best, current, children, vals, childval},
current = Table[Random[Real, #] & /@seeds, {n}];
vals = maxerror /@ current;
oldbest = Min[vals];
Do[children = Table[{1, 0.4, -0.4}.
current[[Table[Random[Integer, {1, n}], {3}11, {n}]:
Do[If[ (childval = maxerror[children[j]]) < vals[j].
{current[j], vals[jl} = {children[j], childval}], {j, n}]:
If[Mod[i, 10] == 0, best = Min[vals];
If[Abs[best - oldbest] < 10°'*, Break[], oldbest = best]], {i, 300}];
First[Sort[Transpose[{vals, current}]]]]:

Und so sieht ein typischer Lauf aus:

SeedRandom[1];
DifferentialEvolution[60, {{-2, 2}, {-2, 2}, {-2, 2}, {-2, 2}}]

{0.2143352345904104, {-0.6033432200279722,
0.6252119165808774, 1.019761853131395, 0.005541951112956156}}

Die ausgegebenen Zahlen sind €opt, dopt, bopt, Copt und dopt.

Wegen der probabilistischen Natur des Algorithmus wird nicht jeder
Lauf mit diesen Parametern zur richtigen Losung konvergieren, aber mit
N = 60 stehen die Chancen dafiir gewohnlich gut (wir haben in 400 Versu-
chen 353 Erfolge verzeichnet). Abbildung 5.2 zeigt den Konvergenzverlauf.
Ein Vergleich der Ergebnisse mehrerer Laufe legt nahe, dass 12 Ziffern kor-
rekt sind:

3 Ein Matlab-Programm findet sich auf der Webseite des Buchs.
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€opt = 0.21433 52345 90.

Eine umfassendere Behandlung der Methode und weitere Beispiele finden
sich in [CDGgg].

5.3 Eine Verbesserung der unteren Schranke

Nachdem wir gesehen haben, was eine ausgefeilte Suchtechnik erreichen
kann, kehren wir zu den Grundlagen zurtick. Wir betrachten jetzt das ver-
wandte Problem, nicht den Absolutbetrag von f — p zu minimieren, son-
dern jeweils den Real- und Imaginarteil fiir sich. Wir suchen also

o _ 0\ o if
ex=miner(p),  er(p) = max [Re(f(e") — p(e"))]

. i0 i6
e =minei(p),  er(p) = max [Im(F(e") — p(e))]
Dabei durchlduft p in beiden Féllen alle kubischen Polynome mit reel-
len Koeffizienten. Offenbar sind sowohl €y als auch €; untere Schranken
von €opt. Diese Probleme verlangen die Tschebyscheff-Approximation ei-
ner reellwertigen Funktion und lassen sich daher einfacher 16sen als das
urspriingliche Problem. Wir wollen sehen, was sie uns liefern.
Der folgende Satz ist ein Standardresultat fiir die reelle Tschebyscheff-
Approximation (ein Beweis findet sich fiir den Fall polynomialer Approxi-
mation in [Rutgo, Theoreme 7.4 und 7.5]).

Theorem 5.2 (Alternantensatz). Es sei f1, f2,..., fu ein System stetiger Funk-
tionen, fiir das die Interpolationsaufgabe

n

yi=Y afi(x),  j=12...n,
k=1
fiir paarweise verschiedene Punkte x; im Intervall [a, b] stets eine eindeutige Lo-
sung ay,ay, ..., a, besitzt. Dann ist die Funktion

n

q(x) = ) cxfi(x)
k=1
genau dann die Bestapproximation einer gegebenen stetigen Funktion y(x) beziig-
lich der Supremumsnorm iiber [a,b], wenn es n +1 Punktea < x1 < xp < -+ <
Xpt1 < b gibt, in denen |y(x) — q(x)| sein Maximum annimmt, wihrend die
Vorzeichen von y(x]») — q(xj), j=1,2,...,n+1, alternieren.

Der Satz fiihrt unmittelbar auf eine iterative Methode, die als Aus-
tauschverfahren oder zweiter Remes-Algorithmus* bekannt ist [Rem34b,
Rem34al.

4 Der Name wird, dem gegenwartigen Transkriptionsstandard vom Russischen ins
Englische folgend, auch in der deutschsprachigen Literatur oft mit ,Remez” an-
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Algorithmus R

o. Finde einen Startwert fiir g, der so gut ist, dass Schritt 1 funktioniert.
Setze €,1q auf einen unerreichbar hohen Wert.

1. Finde n 4 1 Punkte x; < x < -+ < xy41, in denen y — g ein lokales Ex-
tremum besitzt, wihrend die Vorzeichen von y(x;) — q(x;) alternieren.

2. Lose das lineare Gleichungssystem

n

y(xj) = k; crfi(xj) +sgn(y(x;) — q(x)))e, i=12,...,n+1,

fiir die Unbekannten cq, ¢, ..., cy, €.
3. Wenn |€| > ey4, breche ab. Anderenfalls ersetze q durch Y}, cify und
€014 durch |e|, und gehe dann zuriick zu Schritt 1.

Der Algorithmus ist etwas komplizierter, falls es mehrere Moglichkeiten
zur Wahl der alternierenden Extrema von y — g gibt, was hier aber gliick-
licherweise nicht der Fall ist. Wir konnen trivialerweise garantieren, dass
der Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht, da es auf einem
Computer nur endlich viele Werte gibt, die € annehmen kann, und wir ihn
abbrechen lassen, sobald er keinen Fortschritt mehr macht. Sicherlich kann
es passieren, dass wir fiir schlechte Startwerte in einem Punkt abbrechen,
der nicht in der Nihe der Losung liegt.

Wenn die Funktionen f; hinreichend glatt sind, erwartet man, dass der
Austauschalgorithmus quadratisch konvergiert, also jede Iteration die An-
zahl korrekter Ziffern in etwa verdoppelt. Wie wir in § 9.3 ausfiihrlicher
erkldren, gilt dartiberhinaus, dass der Wert von €, in der Nahe des Opti-
mums als Funktion der Koeffizienten ¢y, ¢y, ..., c, aufgefasst, auf doppelt
soviele Ziffern genau ist wie die Koeffizienten selbst (siehe auch Abb. 5.2).

Wir wollen dies am Realteil von f ausprobieren. Die approximierenden
Funktionen sind Re(eike) = coskf, k = 0,1,2,3. Diese Funktionen erfiillen
die Bedingung (auch Haar’sche Bedingung genannt), iiber [0, 7] eindeutig
zu interpolieren. Als Startwert nehmen wir den Realteil von py, also

go(0) = —0.6559 cos 360 + 0.5772 cos 260 + cos 6.

Die funf Extrema befinden sich ungefahr bei 37°,73°,108°,142° und 180°.
Algorithmus R liefert

g1(8) = —0.589085 cos 360 + 0.657586 cos 20 + 1.067908 cos 6 + 0.032616

mit eg(g1) = 0.211379. Wir haben nun

gegeben. Die Arbeiten, fiir die er als Autor am besten bekannt ist, sind jedoch in
franzosischer Sprache verfasst, und vermutlich wusste er selbst am besten, wie
man seinen Namen buchstabiert.
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Abb. 5.3. Der Fehler von p;. Die durchgezogenen Linien zeigen |f — pa| und —|f — pa;
die kriiftigen und leichten gestrichelten Linien zeigen den Real- bzw. Imaginirteil von f —

p2-

0.211 < €opt < 0.236;

das zu q; gehorige Polynom p; liefert dabei keine weitere Verbesserung der
aus po gewonnenen oberen Schranke.

Fiir den Imaginarteil sind die approximierenden Funktionen Im(e'?) =
sinkf, k = 1,2,3, welche ebenfalls die Haar’sche Bedingung tiber [0, 7t] er-
fillen. Hier gibt es nur drei Parameter und das Optimum liegt bei

g2(0) = —0.596767 sin 30 + 0.636408 sin 26 + 1.028102 sin 6,

mit €7(g2) = 0.212559. Irgendwie iiberraschend liefert dieses trigonome-
trische Polynom nicht nur eine bessere untere Schranke als g; (dem ein
Parameter mehr zu Verfiigung stand), sondern es stellt sich zudem heraus,
dass das zugehorige Polynom

p2(z) = —0.5967672> + 0.636408z2 4 1.028102z

auch bemerkenswert gut den Realteil approximiert. Sogar so gut, dass wir
die obere Schranke aus der Kleinste-Quadrate-Approximation verbessern
konnen und

0.2125 < eopt < || f — p2lleo = 0.2319

erhalten. (Abbildung 5.3 zeigt den Fehler von p».) Riickblickend ist es viel-
leicht nicht ganz so tiberraschend, da wir prinzipiell aus der Kenntnis des
Real- oder Imaginirteils einer analytischen Funktionen bis auf eine additi-
ve Konstante auf den anderen Teil durch Losen der Cauchy-Riemann’schen
Gleichungen schlieffen konnen.
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Abb. 5.4. Der Fehler von p3. Die durchgezogenen Linien zeigen |f — p3| und —|f — p3l;
die kriftigen und leichten gestrichelten Linien zeigen den Real- bzw. Imaginirteil von f —

p3-

Dieses Verstidndnis legt einen einfachen Weg nahe, die Approximation
zu verbessern: Das konstante Glied des Polynoms betrifft nur den Real-
teil, nicht den Imaginirteil. So bemerken wir etwa, dass maxRe(f — pp) >
max Re(py — f). Fiir kleine Werte von d > 0 sollten wir daher beobachten,
dass py(z) +d eine bessere Approximation von f liefert als p,. Das optimale
d erfiillt

1f = p2 —dlleo = |f(=1) = p2(=1) —d| = p2(=1) +4d
und kann mit Fixpunktiteration aus der dquivalenten Gleichung
d=3(If = p2 — dllow = p2(=1) +4)
berechnet werden. Das liefert uns die verbesserte Approximation
p3(z) = pa(z) +d = —0.596767z° + 0.636408z2 + 1.028102z + 0.014142.
Die obere Schranke wird hierdurch ein gutes Stiick reduziert:

Wir haben jetzt zwei Ziffern: eqpt = 0.21.

Der Graph von |f — p3| in Abb. 5.4 weist funf Gipfel auf, einen mehr
als die Anzahl der Parameter. Die beiden inneren Gipfel sind jedoch etwas
niedriger als die im Zentrum und weiter auSen. Wir vermuten, dass die
optimale Fehlerkurve dhnlich wie diese aussehen wird, nur dass dann alle
fiinf Gipfel die gleiche Hthe besitzen werden.
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5.4 Diskrete komplexe Approximation

Es gibt noch einen anderen Weg, um untere Schranken zu finden: Nehmen
wir einmal an, wir sind irgendwie in der Lage, das Minimaxproblem fiir
eine Teilmenge S des Einheitskreises zu losen; wir finden also das pg, fiir
welches eg(ps), definiert durch es(g) = max,cs |f(z) — q(z)|, minimal ist.
Dann ist €5(ps) eine untere Schranke von eopt, da
GS(PS) < €S(P0pt) < mi’f \f(z) - POpt(Z)| = €opt-

Nehmen wir nun weiter an, dass S nur aus solchen Punkten besteht, fiir
die |f(z) — ps(z)| = ||f — psll gilt, es also keinen Punkt z auBerhalb von S
gibt, fiir den |f(z) — ps(z)| groBer als das Maximum tiber S wére. Dann ist
€s(ps) auch eine obere Schranke von €opt und daher sogar €5(ps) = €opt-
Da wir davon ausgehen, dass die Gleichung |f(z) — ps(z)| = €s(ps) nur
fir endlich viele Werte von z erfiillt ist, interessiert uns insbesondere der
Fall, dass S endlich ist.

Auf diese Weise werden wir bei gegebener komplexwertiger Funktion
f und p aus einem n-dimensionalen Vektorraum P auf folgende Analogie
von Algorithmus R zur Minimierung von || f — p||« gefiihrt.

Algorithmus K

o. Finde einen Startwert fiir p, der so gut ist, dass Schritt 1 funktioniert.
Setze €,1q auf einen unerreichbar hohen Wert.

1. Finde die Menge S = {z3,25,...,2z,} von Punkten, fiir die |f — p| ein
lokales Maximum besitzt.

2. Lose das restringierte Problem, ein kubisches Polynom p zu finden, wel-
ches € = max; [f(z;) — p(zj)| minimiert.

3. Wenn € > €44, breche ab. Anderenfalls ersetze €,4 durch € und gehe
zuriick zu Schritt 1.

Wenn dieser Algorithmus konvergiert, liefert er die gewtiinschte Losung. Es
ist aber ohne weiteres moglich, dass er divergiert.

Dreh- und Angelpunkt ist der Schritt 2. Es sei p(z) = Y} % fk(2)
mit Funktionen fy, f2,..., fu, die eine Basis des Raums P bilden. Dann ist
Schritt 2 der Spezialfall a;; = fi(z;) und b; = f(z;) des folgenden diskreten,
linearen und komplexen Tschebyscheff’schen Approximationsproblems:

Gegeben eine m x n Matrix A und ein m-Vektor b mit komplexen Ele-
menten, finde einen n-Vektor x, so dass || Ax — b||coc minimal ist.

Auch wenn wir wissen, dass die x; im betrachteten Problem reell sind,
besteht kein eigentlicher theoretischer Vorteil in einer solchen Annahme.
Watson [Wat88] hat das folgende Theorem zur Charakterisierung von Lo-
sungen bewiesen.
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Theorem 5.3. Der Vektor x minimiert ||r||co mit ¥ = b — Ax genau dann, wenn
es eine Menge T von d <2n + 1 Indizes und einen reellen m-Vektor w gibt, so
dass:

@) [rj| = lIrlleo ,j € Z;

(b) w; >0, wenn j € Z, und anderenfalls w; =0;

(c) A*Wr = 0 mit W = diag(wj), wobei A* die hermitisch Transponierte von A
bezeichnet.

Die Menge T wird als aktive Menge, der Vektor w als duale Losung bezeichnet.
Wenn zusitzlich alle n x n Teilmatrizen von A nicht-singulir sind (die diskrete
Haar’sche Bedingung), so ist die Tschebyscheff-Losung x (aber nicht notwendiger-
weise die aktive Menge I oder die duale Losung w) eindeutig. In diesem Fall gilt
d>zn+1

Die praktischen Folgen dieses Theorems bestehen darin, dass, wenn die
Menge 7 erst einmal festgelegt ist, wir aus (a) d reelle Gleichungen der
Gestalt |r]-\ =¢, j € Z, und aus (c) n komplexe Gleichungen in den d + 1
reellen Unbekannten €, wq, wy, . . ., w; sowie den n komplexen Unbekannten
xi erhalten. Das Gleichungssystem ist jedoch nicht unterbestimmt, da es in
den w; homogen ist; wir kénnten jedes der w; herausgreifen und auf 1
setzen und nach den anderen aufldsen. Stellte sich dann eines der w; als
nichtpositiv heraus, so wiissten wir, dass Z falsch gewahlt wurde.

Im allgemeinen ist es ein kombinatorisches Problem, zudem fiir grof3e
m nicht gerade einfach, die aktive Menge Z zu finden (siehe beispielsweise
[LVo4]). Im vorliegenden Fall haben wir aber Gliick: Die Fehlerkurve fiir
unsere gegenwaértig beste Approximation p3 gibt zu der Vermutung Anlass,
dass S nur aus fiinf Punkten besteht und daher m = 5 = n + 1 ist. Da die
Haar’sche Bedingung fiir den Raum der kubischen Polynome erfiillt ist,
sind alle fiinf Punkte aktiv.

Aus Symmetriegriinden kénnen wir S durch zwei (reelle) Unbekannte
ausdriicken:

S = e ¢if2, 1, =i o1}

wobei 6; in der Ndhe von 65° und 6, in der Nédhe von 113° liegt. Die cha-
rakterisierenden Gleichungen reduzieren sich so auf

|f(zj) — (aZ]3 + bz]-2 +czj + d))? =€, j=1,2,3,45; (5.1-1)

5
J; 5*wi(f(zj) — (a2} + bz} +czj+4d)) =0,  k=0,1,23  (51-2)

Wir haben die erste Gruppe von Gleichungen quadriert, um Ausdriicke
zu erhalten, die analytisch von den gesuchten Koeffizienten abhdngen. Wir
setzen nun w3 = 1 und bemerken, dass wir aus Symmetriegriinden die
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Gleichungen fiir j = 4,5 streichen und auch ws = w;, wy = Wy set-
zen diirfen. Es verbleiben sieben Gleichungen in den sieben Unbekann-
ten a,b,c,d, w1, wy, €, da innerhalb des Iterationsschritts die Werte von z jja
festgelegt sind. Auf diese Weise verlangt Algorithmus K die Losung eines
nichtlinearen Gleichungssystems in jedem Iterationsschritt. AufSerdem stellt
sich die Frage nach geeigneten Startwerten fiir die w;.

Bestimmt konnen wir das Ganze noch etwas weiter vereinfachen. In der
Tat gelingt uns das auf zwei Arten. Zum einen kénnen wir uns der dufie-
ren Iteration durch Differentiation des Quadrats des Residuums entledigen
(Thema von §5.5), so dass die innere Iteration gegen die korrekte Losung
konvergiert; zum anderen konnen wir auf eine innere Iteration durch ex-
plizites Losen des nichtlinearen Gleichungssystems verzichten (Thema von
§5.6). Diese beiden Abschnitte lassen sich unabhingig voneinander lesen.

5.5 Eine notwendige Bedingung fiir die Optimalitit

Wir betrachten die zweite Gruppe (5.1-2) der aus Theorem 5.3 abgeleiteten
Gleichungen:

5
Y zfwir;=0, k=0,1,23,
j=1

Wenn wir die 7; kennten, bildeten diese Gleichungen (mit w3 = 1) ein linea-
res System von vier Gleichungen in den vier Unbekannten w, wp, wy, ws.
Aus Symmetriegriinden gilt r5 = 71,74 = 73, ws = Wy und wy = Wy; dar-
tiberhinaus nehmen wir an, dass 3 <0 und daher r3 = —¢ gilt. Diese An-
nahme stiitzt sich auf unser Wissen aus der bereits recht guten Approxima-
tion p3. Was bleibt von den charakterisierenden Bedingungen noch tibrig?
Nun, bisher gibt es keinen Grund fiir die wj reell zu sein; das fithrt uns
auf die beiden Gleichungen Im w1 (z1,22) = 0 und Im w;(z1,22) = 0, wobei
die Funktionen w; und w; implizit durch die Losung des linearen Glei-
chungssystems definiert sind. Analytische Ausdriicke fiir ryw; und row,
lassen sich leicht mit Hilfe der Cramer’schen Regel und Vandermonde-
Determinanten erhalten: Mit

1111
abcd
Viabed) =% 55 b= (a-b)a—c)a—d)b-c)b-d)c—d)
ad b3 3 43
gilt
riwy = V(-1,22,22,21) c Fyty — V(z1,—1,22,21) . (5.2)

V(Z/ 5/ 23, Zl) V(a/ Z! 22, Zl)
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Weitere Vereinfachungen sind moglich; so sind beispielsweise die Nenner
reell und spielen daher fiir den Test, ob w; und w; reell sind, keine Rolle.
Wenn Algorithmus K konvergiert, erfiillen die Punkte z; die Bedingung

(e -peE) o

6=6;

Da fiir f und p die Differentiation nach z = ¢/ auf der Hand liegt, benutzen
wir z/(0) = iz und die Kettenregel, um

0= () = pe))

6:9j

T i) — ()
() = ple) iz (P @) — ()

= —2tm (P, (¢) — (%))

zu erhalten.

Fassen wir all unsere Information zusammen, so erkennen wir, dass
die folgenden sechs Gleichungen in den sechs Unbekannten a4, b, c,d, 61, 6>
notwendige Optimalitdtsbedingungen darstellen:

Irjl —e =0, Imuwj(z1,22) =0, Im (7iz(f'(z) —p'(z))) =0, j=12,
(5-3)

mit den in (5.2) definierten Funktionen w; und w, und den Hilfsgrofsen
e=d—c+b—a, Z]‘:eief} rj = f(zj) — p(z))-

Die Gleichung fiir € entsteht aus 1/T(—1) = 0 sowie der Annahme, dass
r3 = —e gilt. Die Ableitung von f wird durch f'(z) = —¢(z) f(z) gegeben,
wobei ¢(z) =I"(z) /T(z) die Digammafunktion bezeichnet.

Anstelle der sieben nichtlinearen Gleichungen am Ende des vorigen Ab-
schnitts, die in jedemn Schritt einer dufleren Iteration geldst werden miissen,
sind nun sechs nichtlineare Gleichungen ohne duflere Iteration zu losen. Es
ist zwar richtig, dass unsere Herleitung nicht sicherstellt, dass die Losung
von (5.3) eindeutig ist (und damit wirklich die Losung des Problems). Um
zu priifen, ob die so gefundene Losung tatsdchlich optimal ist, konnte man
schlicht den Fehlerverlauf | f(z) — p(z)| iiber dem Intervall [0, 27t] ausgeben.
Aber es ist einfacher lediglich zu priifen, ob wj(z1,z,) und wy(z1,22) posi-
tiv sind: In diesem Fall garantiert ein Resultat von Vidensky (siehe [Sin7ob,
Thm. 1.4, S. 182] oder [SL68, Lemma 1, S. 450]) die Optimalitit.
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Sechs Gleichungen in sechs Unbekannten, ohne duflere Iteration: Das
ist sicher ein brauchbarer Zugang angesichts der vorhandenen guten Start-
werte. Das Newton-Verfahren

”m+1::”m'_]<Frum)_1F(um)

zur iterativen Verbesserung approximativer Losungen 1, eines nichtlinea-
ren Systems F(u) =0 mit auswertbarer Jacobimatrix J(F,u) wird voraus-
sichtlich funktionieren.

Eine Sitzung mit Octave

Die vordefinierten Funktionen p5func (welche die sechs Funktionen (5.3)
fur einen gegebenen Vektor der sechs Unbekannten auswertet) und jac (die
eine numerische Jacobimatrix einer gegebenen Funktion berechnet) konnen
auf der Webseite des Buchs gefunden werden. Die Formatierung der Aus-
gabe wurde leicht abgeédndert.

>> u=[0.014142; 1.028102; 0.636408; -0.596767; [65;113]*pi/180];
>> while true,

>> f=pbfunc(u); [u(1)-u(2)+u(3)-u(4), max(abs(£f))]

>> if abs(f)<be-15, break, end;

>> u=u-jac(’p5func’,u)\p5sfunc(u);

>> end
>> u

ans =

2.19215000000000e-01 4.38761683759301e+00
2.09343333405806e-01 7.48097169131265e-01
2.12244608568497e-01 3.48454464754578e-01
2.14102287307571e-01 4.63264212148370e-03
2.14335804172636e-01 4.31572906936413e-05
2.14335234577871e-01 2.74815371456513e-09
2.14335234590463e-01 5.82867087928207e-15
2.14335234590459e-01 2.27453094590858e-15
u =

5.54195073311451e-03

1.01976185298384e+00

6.25211916433389e-01
-6.03343220407797e-01
1.40319917081600e+00

2.26237744961289e+00

Das Konvergenzkriterium ist nicht vollig aus der Luft gegriffen: Da e
d—c+0b—a =02 gilt, wahrend |d| + |c| + |b| + |a] = 2 ist, erwarten wir
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in der Berechnung von € den Verlust einer Dezimalziffer durch Rundungs-
fehler und daher fiir doppelt genaue IEEE-Arithmetik> (mit fast 16 Ziffern
Mantissenlédnge) ein Resultat, das um einige Einheiten in der 15. Ziffer ab-
weichen wird. Wir erhalten

pa(z) = —0.60334322040780z> + 0.62521191643339z
+ 1.01976185298384z + .00554195073311

(der Fehlerverlauf von p4 findet sich in Abb. 5.5) und
61 = 1.4031992, 0, = 2.2623774, €opt = 0.21433 52345 9046.

Die Winkel liegen in der Nédhe von 80.4° und 129.6° und damit schon deut-
lich entfernt von den Startwerten; fiir schlechtere Startwerte braucht das
Newton-Verfahren durchaus nicht zu konvergieren.

Wir bemerken, dass, obwohl €qpt auf 13 Ziffern mit dem Resultat aus
§5.2 tbereinstimmt, die Koeffizienten von p; ab etwa der 8. Ziffer von
den dort angegebenen Resultaten abweichen. Eine allgemeine Regel besagt,
dass sich in einem Optimierungsproblem der Wert einer glatten Funktion
im Optimum sehr viel genauer bestimmen ldsst als die Lage des Optimums
selbst. Den tieferen Grund hierfiir erkldren wir ausfiihrlich in §9.3 fiir den
univariaten Fall. Wenn wir mit 16 Ziffern arbeiten, konnen wir daher von
nur etwa 8 korrekten Ziffern in den Koeffizienten ausgehen, auch wenn der
Funktionswert selbst fast auf die volle Arbeitsgenauigkeit ermittelt wurde.

Das bedeutet jedoch nicht, dass wir es uns erlauben konnten, die Koef-
fizienten von p, auf weniger als die volle Mantissenldnge anzugeben, son-
dern nur, dass es gewisse Storungen der Koeffizienten gibt (z.B. eine Sto-
rung von (a,b,c,d) in der Richtung (1,1,1,1)), auf die || f — p|| fiir p nahe
p4 sehr unempfindlich reagiert. Es gibt hingegen andere Stérungen (z.B. in
der Richtung (1,—1,1,—1)), auf die ||f — p|/« durchaus sensitiv reagiert.
Die Grofe ||f — pl|o ist also als Funktion der vier Koeffizienten in einigen
Richtungen glatter als in anderen. Diese Eigenschaft kann fiir die Schwie-
rigkeiten verantwortlich sein, die allgemeine Optimierungsmethoden mit
diesem Problem haben.

Es ist erstaunlich, wie flach der Fehler streckenweise verlduft, im Bereich
72° < 0 <288° (immerhin etwa drei Fiinftel des gesamten Intervalls) kaum
unterscheidbar von einer horizontalen Linie. Tatsdchlich gilt 0.21280 <
|f(z) — pa(z)| < 0.21434 fiir jedes z = ¢ in diesem Bereich. Diese Ei-
genschaft® konnte ebenfalls ein Grund fiir die Schwierigkeiten allgemeiner
Optimierungsmethoden sein.

5 Die Methoden dieses und des nichsten Abschnitts funktionieren auch fiir 10 000
Ziffern; sieche Anhang B.

6 Die Flachheit des Fehlerverlaufs der Bestapproximation (,Fastzirkularitat” der
Fehlerkurve genannt) ist eine wohlbekannte Eigenart komplexer Tschebyscheff-
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0.25

0.1

-0.1

-0.25

Abb. 5.5. Der Fehler von py. Die durchgezogenen Linien zeigen |f — py| und —|f — pyl;
die kriiftigen und leichten gestrichelten Linien zeigen den Real- bzw. Imaginirteil von f —

P4-

5.6 Implementierung des Algorithmus K

Das diskrete lineare komplexe Tschebyscheff’sche Approximationsproblem
besitzt fiir m = n + 1 eine explizite Losung [LVo4]:

Wir bemerken, dass der Links-Nullraum von A eindimensional ist.
Es gibt daher in diesem Raum einen eindeutigen Vektor

y= (Y1, Y2, Y3, Y4, Y5)

mit y3 = — 1. Also gilt ey = Wr mit w; = |y;| und r; = esgny;.
Berechne diesen Vektor y und lose das lineare m x m Gleichungs-
system
2 .3
1 ? ; ; 4 sgny1 f(z1)
25 = sgny2 f(22)
Lz 2525 ||, |+e|ssnys|=[f(z) (5-4)
1z4 22 23 a sgn 4 f(z4)
125 22 2 sgnYys f(zs)

nach den Unbekannten a, b, ¢, d und € auf.

Das System kann unter Verwendung der Symmetrie beziiglich komplexer
Konjugation so vereinfacht werden, dass nur noch reelle Grofien auftreten.

Approximation und ist fiir 1/T sogar weniger ausgepragt als fiir andere Funk-
tionen [Tre81].
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Jeder Iterationsschritt von Algorithmus K beinhaltet also die Berechnung
zweier Extrema von |f(e) — p(e)| in der Nihe ihrer vorhergehenden
Werte, gefolgt von der Losung eines linearen 5 x 5 Gleichungssystems zur
Aktualisierung von p.

Wir kénnen das Problem auch von einem rein dualen Standpunkt aus
betrachten: Jede der Grofien in (5.4) hdngt nur von den beiden kritischen
Winkeln 6; und 6, ab, wir konnen (5.4) als Definition einer Funktion
€(61,62) auffassen. Wie wir gesehen haben, liefert dieser Wert von € eine
untere Schranke von €opt. Der duale Standpunkt besteht nun einfach darin,
ein lokales Maximum von € als Funktion von 6; und 6, zu berechnen.

Eine Sitzung mit Octave (Duales Problem mit Newton-Verfahren)

Die vorgefertigten Routinen hessian und cjac liefern numerische Appro-
ximationen der Hessematrix bzw. der Jacobimatrix einer Funktion mehrerer
Veranderlicher. Ihr Programmtext findet sich auf der Webseite des Buchs.

>> function [c,err]=pbsolve(z)

>> for p=1:4, A(:,p)=z."(p-1); end

>> b=isgamma(z); d=sign(b-A*(A\b)); c=[A d]\b; err=c(5); c(5)=[];
>> endfunction

>> function y=epsilon(th)

>> z=z=exp(i*th); z=[z;-1;conj(z)]; [c,el=pbsolve(z); y=real(e);
>> endfunction

>> th=[80;130]*pi/180; fO=epsilon(th);

>> while true,

>> dth=hessian(’epsilon’,th)\cjac(’epsilon’,th)’;

>> new=th-dth; fl=epsilon(new);

>> [new’ f1], if abs(f1-f0)<le-15, break; end

>> f0=f1; th=new;

>> end

ans =

1.403354225245182 2.262356557886901 0.214335228788773
1.403199207182680 2.262377441623623 0.214335234590459
1.403199170789188 2.262377449611380 0.214335234590460

Fiir den dualen Algorithmus gentigt die Qualitdt der Startwerte aus p;3
nicht, um das Newton-Verfahren gegen die korrekten Werte konvergieren
zu lassen. Darum haben wir hier fiir Demonstrationszwecke die sehr gu-
ten Startwerte 80° und 130° verwendet. Die Version des Programms auf
der Webseite des Buchs verwendet eine etwas raffiniertere Variante des
Newton-Verfahrens, welche die monotone Konvergenz von € erzwingt und
mit den Startwerten aus p3 konvergiert.
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5.7 Auswertung der Gammafunktion

Manche Leute sind der Ansicht, dass man Entwicklern von Software zur
Auswertung mathematischer Funktionen trauen koénne: Diese hitten die
betrachtete Funktion gewiss derartig intensiv untersucht, dass der gele-
gentliche Nutzer sich nicht mit den Details zu befassen brauche. Das ist
sicherlich der Fall fiir die elementaren Funktionen, die hardwaremafiig in
den handelsiiblichen IEEE-konformen Prozessoren implementiert sind. Im
Fall der Gammafunktion gibt es jedoch wenigstens zwei Griinde, warum es
sich empfiehlt, etwas iiber die Implementierung zu wissen. Zum einen stellt
nur eine Handvoll Sprachen die Gammafunktion tiber der ganzen komple-
xen Ebene zur Verfligung; zum anderen benétigt die Gammafunktion we-
sentlich langer zu ihrer Auswertung als die elementaren Funktionen. Unter
Umstianden miissen wir selbst eine Routine schreiben, mit Sicherheit sollten
wir aber das Verhalten der Routinen anderer Leute verstanden haben.

In den obigen Octave-Programmen haben wir die handgestrickte Rou-
tine isgamma verwendet, da weder Octave noch Matlab einen eingebauten
Befehl besitzen, der Gamma (z) fiir nicht-reelles z auswertet.” Diese Routine
ist eine unmittelbare Implementierung von [AS84, Formel (6.1.34)], wel-
che die ersten 26 Koeffizienten der Taylorreihe von 1/I'(z) um z = 0 auf
16 Dezimalstellen genau angibt. Dieses Taylorpolynom scheint fiir unsere
Anwendung mafigeschneidert® zu sein, bei der 1/T(z) fiir |z| = 1 IEEE-
doppelt-genau benétigt wird; es ist fiir deutlich groBere |z| jedoch ungeeig-
net.

Luke [Lukys, S. 1£.] gibt die gleichen Koeffizienten auf 20 Dezimalen
an und erfreut zudem die Herzen der Enthusiasten selbstgeschriebener
Programme, indem er eine Rekursionsformel fiir alle Koeffizienten an-
gibt. Diese Formel erfordert die Euler’sche Konstante ¢ und die Werte
g(k),k = 2,3,4,..., der Riemann’schen Zetafunktion und ist daher noch
nicht das letzte Wort.

Eine beliebte Methode (weitere finden sich in [STos]) zur Auswertung
von I'(z) stiitzt sich auf die Stirling’sche Formel [AS84, Formel (6.1.42)]

logT(z) = (z— 3)logz—z+ Llo (2n)+iM+R (5.5)
_ |Boyoz 21|
[Rul = Ko n+1)(2n+2)’ (5.6)

7 Die komplexe Gamma- und Digammafunktion stehen aber sowohl fiir Octave als
auch fiir Matlab als Implementierungen von Paul Godfrey zur Verfiigung:
www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/loadFile.do?objectId=978

8 Dirk Laurie schreibt im Englischen , Taylor-made” statt ,tailor-made” = , mafige-
schneidert”, ein Wortspiel, das sich im Deutschen leider nicht nachahmen lésst.
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wobei B, die n-te Bernoullizahl bezeichnet, rekursiv definiert durch

" n
Bi=Y (,)Bn n=23..

k=0

ausgehend von By = 1 (wir bemerken, dass sich B aus dieser Rekursions-
formel herauskiirzt und sie daher B, _; durch die Werte seiner Vorganger
ausdriickt). Es finden sich in [Lukys, S. 8f.] mehrere Abschédtzungen von
K, wir werden jedoch nur die einfachste benétigen: K, <1 furargz < /4.
Fiir diese Werte von z ist das Restglied in (5.6) betragsméfiig kleiner als der
erste vernachléssigte Term der asymptotischen Entwicklung.

Fiir n > 4 gelten die Abschédtzungen (siehe [AS84, Formeln (6.1.38) und

(23.1.15)])
2n

a2V < By | < 408y (1) (5.7)

n n
e e
Wir erhalten also fiir K, < 1 und n > 4, dass
‘R|<zmmdnm+n n+1\*"?
TS m+1)@2n+1) \ ez '
Eine brauchbare (nicht die beste) Stelle zum Abbruch der Entwicklung liegt
bei n+ 1= |1me|z||. In diesem Fall gilt fiir argz < 71/4 und |z| > 1, dass

|Ru| < 277, (5.8)

Fiir festes z haben wir zwar keine Moglichkeit, diese Schranke substantiell
zu verringern, aber wir konnen z vergroflern, bis die Schranke hinreichend
klein ist, und dann mit der Funktionalgleichung

N-1
logI'(z+ N) —logT'(z) =log [ [ (z+k)
k=0

zurtickrekurrieren. Dieser Prozess wird uns etwas Ausloschung fithrender
Ziffern einhandeln, jedoch nichts Katastrophales: Wenn wir beispielsweise
fur ein z auf dem Einheitskreis eine Genauigkeit von 10000 Ziffern wol-
len, so miissen wir N nahe 4000 wihlen. Der Wert von logI'(z + N) liegt
dann bei 30000, so dass wir den Verlust von etwa fiinf Ziffern durch Aus-
l6schung erwarten kénnen. Auf diese Weise rechnen im Prinzip die aller-
meisten hochgenauen Sprachen, die eine Routine fiir I" besitzen. Indem pes-
simistische Entscheidungen entlang des Wegs getroffen werden, kann eine
sorgféltige Implementierung nahezu garantierte Genauigkeit abliefern.

Warum haben wir so ausfiihrlich erkldrt, was jeder Implementierer
weifs? Aus folgendem Grunde: Die Berechnung der Gammafunktion ist nicht
nur sehr teuer, sondern sie besitzt auch ein der Intuition widersprechendes Lauf-
zeitverhalten.
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Das tibliche Denkmuster beim Geschwindigkeitsvergleich zweier Opti-
mierungsmethoden ist die Gegeniiberstellung der Anzahl von Funktions-
auswertungen. Dahinter steckt aber die stillschweigende Annahme, dass
die Funktionsauswertungen nicht nur der deutlich teuerste Teil einer Rech-
nung sind, sondern auch, dass sie stets in etwa die gleiche Zeit benotigen.
Diese Annahme ist im Fall der Gammafunktion nicht gerechtfertigt.

Eine Sitzung mit PARI/GP

7 \p1000
realprecision = 1001 significant digits (1000 digits displayed)
7T #
timer = 1 (on)
? g=gamma(Pi/4);
time = 11,121 ms.
? g2=gamma (Pi/4+0.1%I);
time = 703 ms.
z3=zeta(3);
time = 78 ms.
? b2500=bernreal (2500) ;
time = 0 ms.

-~

Wir bemerken, dass der erste Wert der Gammafunktionen iiber 11 Sekun-
den benotigt, wihrend der folgende in weniger als einer Sekunde berechnet
wird, obwohl sein Argument komplex ist. Der Schliissel liegt bei der sofor-
tigen Ausgabe der Bernoullizahl. In einer frischen Sitzung mit PARI/GP
erhalten wir ndmlich:

? b2500=bernreal (2500) ;
time = 8,940 ms.

Also fliefst zunéchst fast die ganze Zeit in die einmalige Berechnung der
benotigten Bernoullizahlen. Liegen diese bereits vor, so ist eine zweite
oder spitere Auswertung der Gammafunktion wesentlich schneller. An-
dere hochgenaue Pakete wie Maple und Mathematica zeigen ein dhnliches
Verhalten.

Wir fassen zusammen: Wenn wir fiir dieses Problem 10000 Ziffern an-
packen (siehe Anhang B), ergibt es wenig Sinn, die Losungsmethode selbst
zu optimieren, da die erste Auswertung der Gammafunktion die Gesamt-
rechenzeit dominiert.

5.8 Mehr Theorie und weitere Methoden

Wir haben von der sehr reichhaltigen Theorie der Tschebyscheff-Approxi-
mation kaum mehr als die Oberfldche gestreift. Viel mehr wurde tiber Ap-
proximationen in Unterrdumen komplexer Vektorrdume bewiesen; so gibt
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es etwa einen allgemeinen Satz von Kolmogoroff [Kol48], welcher die Exis-
tenz und Eindeutigkeit einer Losung liefert und die Theoreme 5.2 und 5.3
als einfache Folgerungen enthilt. Wir verweisen den interessierten Leser
auf Watson [Watoo] fiir einen historischen Uberblick tiber Theorie und Be-
rechnungsverfahren fiir die Approximation in reellen Vektorraumen und
auf Singer [Sinyob] fiir eine in sich geschlossene Abhandlung im funk-
tionalanalytischen Rahmen, in der zwar komplexe Vektorraume behandelt
werden, aber numerische Methoden kein Thema sind. Beide Autoren teilen
ein ausgepragtes Gespiir fiir Verantwortung gegeniiber der Geschichte und
geben zahlreiche Verweise auf die Originalliteratur. Ein weiteres niitzliches
Werk ist [SL68], ebenfalls eine in sich geschlossene Abhandlung, wenn auch
nicht ganz so hoffnungslos abstrakt wie [Sinyob].

Eine Suche mit Google ergab am 22. Januar 2004 fiir die genaue An-
frage ,complex Chebyshev approximation” 181 Treffer. (Am 10. Juni 2006
waren es bereits 512; die deutsche Anfrage ,komplexe Tschebyscheff-
Approximation” ergab hingegen gerade einmal einen einzigen Treffer — ei-
ne Diplomarbeit am Fachbereich Elektrotechnik® der Universitit Erlangen-
Nirnberg.) Einer dieser Treffer, ein Algorithmus von Tang [Tan88], wurde
von wenigstens einem Teilnehmer des Wettbewerbs mit Erfolg eingesetzt.

Der Spezialfall des vorliegenden Problems, ndmlich die Tschebyscheff-
Approximation auf dem Einheitskreis, ist Gegenstand der Arbeiten [Tseg6,
BTg9].

Ferner gibt es das von Fischer und Modersitzki geschriebene Matlab-
Paket COCA,™ welches lineare Tschebyscheff-Approximationen in der kom-
plexen Ebene mit Techniken dhnlich denen in §5.6 berechnet. Mit diesem
Paket kann Problem 5 erfolgreich in einigen wenigen Programmzeilen ge-
16st werden, die sich auf der Webseite des Buchs befinden.

5.9 Ein schwierigeres Problem
Problem 5 kann durch eine kleine Verdnderung des Wortlauts wesentlich
schwieriger gemacht werden:

Es sei p(z) das kubische Polynom, welches die Funktion f(z) =
1/T(z) auf dem komplexen Einheitskreis in der L'-Norm || - ||; best-
approximiert. Welchen Wert hat || f — p||1?

Die L1-Norm definieren wir dabei natiirlich durch

L7 1Y g(re®)| rdr o
gl = [ [ 13(re®)| rardo.

9 Komplexe Tschebyscheff-Approximation wird in der Signalverarbeitung zur
Konstruktion optimaler Filter verwendet.
10 nttp://www.math.uni-luebeck.de/modersitzki/COCA/cocas . html
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Weiche ab, um fair zuriickzukehren

Folkmar Bornemann

Problem 6

Es wurde oft behauptet, dass die direkte und ,exakte” nu-
merische Losung der Gleichungen der Physik die speziellen
Funktionen iiberfliissig machte. Die Beharrlichkeit der spezi-
ellen Funktionen ist verwirrend und iiberraschend. Was sind
sie denn anderes als bloffe Namen fiir mathematische Objek-
te, niitzlich nur in Situationen von ausgedachter Einfachheit?
Warum sind wir so angetan, wenn eine komplizierte Rech-
nung in einer Besselfunktion oder einem Laguerrepolynom
Laufgeht”? Was entscheidet, ob eine Funktion ,speziell” ist?

Sir Michael Berry (2001)

Leute, welche diese Art Dinge mogen, werden feststellen, dass
dies zu der Art Dingen gehort, die sie mogen.

Abraham Lincoln (zitiert von Barry Hughes im An-

hang ,Spezielle Funktionen fiir Irrfahrtsprobleme”
seiner Monographie tiber Irrfahrten)

Ein Floh startet in (0,0) eine asymmetrische Irrfahrt auf dem ganz-
zahligen zweidimensionalen Gitter: In jedem Schritt hiipft er mit
Wahrscheinlichkeit 1/4 nach Norden bzw. Siiden, mit Wahrschein-
lichkeit 1/4 + € nach Osten und mit Wahrscheinlichkeit 1/4 — €
nach Westen. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Floh im Laufe sei-
ner Wanderschaft den Ausgangspunkt (0,0) jemals wieder erreicht,
betrdgt 1/2. Welchen Wert hat die Abweichung €?

Die Frage nach dem ¢, das eine bestimmte Riickkehrwahrscheinlichkeit
p liefert, fiihrt auf ein nur geringfiigig schwierigeres Problem als die Be-
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rechnung der Wahrscheinlichkeit bei gegebenem e: Es kommt nur die Not-
wendigkeit hinzu, eine numerische Nullstellensuche durchzufiihren. Das
Problem sieht in der gestellten Form jedoch etwas interessanter aus. In §6.1
werden wir kurz begriinden, warum das Problem losbar ist.

Wir werden verschiedene Methoden zur Berechnung der Riickkehr-
wahrscheinlichkeit diskutieren. In §6.2 tiberfithren wir das Problem fast
ohne jede Wahrscheinlichkeitstheorie in ein Problem der linearen Algebra.
Die Losung eines diinnbesetzten linearen Gleichungssystems der Dimen-
sion 25920 liefert uns 15 korrekte Ziffern. Die eigentliche Geschichte, die
wir in §6.3-§6.7 erzdhlen, beruht auf der Beziehung zwischen der Riick-
kehrwahrscheinlichkeit p und der erwarteten Anzahl E von Aufenthalten
im Ausgangspunkt, ndmlich E = 1/(1 — p). Wir stellen E als eine unendli-
che Reihe dar und gelangen, durch schrittweise Reduktion des Rechenauf-
wands bei gleichzeitiger Steigerung der analytischen Raffinesse, von einer
numerischen Approximation voll roher Gewalt zu einer symbolischen Aus-
wertung unter Verwendung spezieller Funktionen. Letztere liefert mit Hilfe
des arithmetisch-geometrischen Mittels M eine geschlossene Formel:

p:lM(\/1(1+11)2/4,\/1(117)2/4), n=+v1—16€2 (6.1)

Um die Berry’sche Frage aus dem diesem Kapitel vorangestellten Zitat zu
beantworten: Wir sind so angetan davon, dass es in einem solchen Aus-
druck ,aufgeht”, da es einen ungeheuer schnellen Algorithmus zu seiner
Auswertung gibt. Er erlaubt uns die Losung von Problem 6 auf 10000 Zif-
fern in weniger als einer Sekunde. Ja mehr noch, wir kénnen diese Ziffern
mit Intervallarithmetik validieren. Schliellich nutzen wir in §6.6 die Tech-
nik von Green’schen Funktionen auf Gittern und Fourieranalysis, um einen
weiteren Ausdruck fiir E herzuleiten, ein Doppelintegral. Mit Hilfe adap-
tiver numerischer Quadratur kénnen wir Problem 6 so in gerade einmal
drei Matlab-Zeilen 16sen. In hoheren Dimensionen wird aus diesem Dop-
pelintegral ein Mehrfachintegral, von dem wir in §6.7 zeigen, wie es mit
einem auf Montroll zuriickgehenden Trick und der Hilfe modifizierter Bes-
selfunktionen numerisch effizient ausgewertet werden kann.

6.1 Auf den ersten Blick: Ist das Problem iiberhaupt losbar?

Bevor wir beginnen, Methoden zur Berechnung der Riickkehrwahrschein-
lichkeit zu entwickeln, wollen wir uns davon tiberzeugen, dass die Glei-
chung, die Problem 6 zugrundeliegt, auch tatsdchlich eine Losung besitzt.
Dazu betrachten wir die beiden Extremfille der Abweichung® € € [0,1/4].

1 Aufgrund der Symmetrien des Problems konnen wir uns auf nichtnegative €
beschrianken.
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Gemeint ist dabei die Abweichung vom Fall € = 0 der symmetrischen Irr-
fahrt, fiir die alle Ubergangswahrscheinlichkeiten gleich sind (anderenfalls
nennt man die Irrfahrt asymmetrisch). Im allerersten Aufsatz [P6l21] tiber
Irrfahrten tiberhaupt hat Pélya 1921 nicht nur den Begriff der Irrfahrt in die
mathematische Literatur eingefiihrt, sondern auch das klassische Resultat
bewiesen,? dass in zwei Dimensionen die Riickkehrwahrscheinlichkeit ei-
ner symmetrischen Irrfahrt p|c.—o = 1 erfiillt. Wir werden auf diesen Punkt
mit einem Beweis in §6.5 zurtickkommen. Auf der anderen Seite geht der
Irrfahrer (wie wir den Floh von jetzt an nennen mochten) bei maximaler
Abweichung € = 1/4 in jedem Schritt mit Wahrscheinlichkeit 1/2 nach Os-
ten, aber nie nach Westen. Mit einem einzigen Schritt nach Osten beraubt er
sich also der Moglichkeit, jemals zum Ausgangspunkt zurtickzukehren. Die
Riickkehrwahrscheinlichkeit ist demnach hochstens so grofs wie die Wahr-
scheinlichkeit, im ersten Schritt nicht nach Osten zu gehen: p|.—1,4 < 1/2.
Aus Stetigkeitsgriinden konnen wir also auf die Existenz einer Abweichung
0 < €4 < 1/4 schlieflen, fiir die pe—e, = 1/2 gilt.

Notation und Terminologie.

Wir diskutieren die allgmeine asymmetrische Irrfahrt in zwei Dimensionen
und bezeichnen die (nichtnegativen) Ubergangswahrscheinlichkeiten eines
Schritts nach Osten, Westen, Norden oder Stiden mit po, pw, pn bzw. ps.
So sind wir zwar allgemeiner, als es unser Problem eigentlich verlangt,
aber wir werden mit tibersichtlicheren Formeln belohnt. Dariiber hinaus
nehmen wir nicht an, dass die Wahrscheinlichkeiten der Ubergénge in die
einzelnen Richtungen notwendigerweise alle Moglichkeiten ausschopfen.
Wir nehmen also nicht an, dass po + pw + pn + ps = 1 ist, sondern nur

po+pw+pNn+ps <l

Die fehlende Wahrscheinlichkeit pgep = 1 — po — pw — PN — ps deuten
wir als die Wahrscheinlichkeit, dass der Irrfahrer komplett verschwindet,
die Irrfahrt also im aktuellen Gitterpunkt endet. Zuweilen wird pgien, als
Sterberate [Hugos, §3.2.4, S. 123] bezeichnet und der Irrfahrer heifst sterblich,
falls pggerr > 0.

Wir fithren noch ein weiteres niitzliches Begriffspaar aus der Literatur
[Hugogs, S. 122] tiber Irrfahrten ein: Wenn die Riickkehr zum Ausgangs-
punkt letztendlich sicher ist, also p = 1 gilt, so heifdt die Irrfahrt rekurrent;
anderenfalls, wenn p < 1 ist, bezeichnen wir die Irrfahrt als transient.

2 Alexanderson [Aleoo, S. 51] erzihlt in seiner Biographie die schone Geschichte,
wie 1921 der passionierte Spazierganger Pélya beim Gang durch einen Stadtwald
von Ziirich zu seinem Missfallen wiederholt ein und demselben Liebespaar begeg-
nete und er sich daraufhin den Kopf dartiber zerbrach, ob dies bei absichtsloser
Wahl der Wege wohl unvermeidbar wére. Spater wurde dann daraus die Frage,
ob ein Trunkenbold durch zielloses Torkeln sicher nach Hause finden konne.
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6.2 Mittels linearer Algebra

In der Mathematik wird ein Problem zuweilen sehr viel einfacher, wenn
man versucht, mehr als nur das Verlangte zu tun. Anstatt also nur nach der
Wahrscheinlichkeit p zu fragen, dass der Irrfahrer nach dem Start in (0,0)
erneut nach (0,0) gelangt, betrachten wir die Wahrscheinlichkeit g(x,y),
dass der Irrfahrer nach einem Start im Gitterpunkt (x,y) jemals nach (0,0)
gelangt. Nattirlich haben wir

9(0,0) = 1. (6.2)

Wie kann uns dann g : Z% — [0,1] helfen, p zu berechnen? Der Punkt ist,
dass ein wiederkehrender Irrfahrer den Ausgangspunkt (0,0) in seinem
ersten Schritt zu einem der nédchsten Nachbarn verlassen hat und von dort
irgendwann schlieSlich nach (0,0) gelangt ist. Also erhalten wir

p=poq(1,0) + pwq(—1,0) + png(0,1) + psq(0, —1). (6.3)

Ein entsprechendes Argument verkniipft die Werte von g selbst: Die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Irrfahrer den Punkt (0,0) vom Gitterpunkt (x,y) #
(0,0) aus erreicht, kann durch die Wahrscheinlichkeit ausgedriickt werden,
dass er zu einem seiner nédchsten Nachbarn geht und von dort aus nach
(0,0) gelangt. Auf diese Weise erhalten wir die partielle Differenzengleichung

q(x,y) =poq(x+1Ly) +pwqg(x —Ly) + png(x,y +1) + psq(x,y *(16) |

4

mit (x,y) # (0,0), eingeschriankt durch die Randbedingung (6.2). Ei-

nem &dhnlichen Argument werden wir in §10.2 begegnen, wenn wir eine
Brown’sche Bewegung durch eine Irrfahrt approximieren werden.

Die partielle Differenzengleichung (6.4) beschreibt ein unendlich-di-
mensionales lineares Gleichungssystem in den Unbekannten g(x,y) mit
(x,y) € Z?\ (0,0). Wenn wir uns auf einen endlichen raumlichen Abschnitt
des Gitters beschranken, sagen wir

Q= {(x,y) € Z*: |x|, |yl <n},

miissen wir die benachbarten Werte von g4 als Randwerte zur Verfiigung
stellen. Im transienten Fall wird es nun fiir den Irrfahrer zunehmend un-
wahrscheinlicher, den Punkt (0,0) zu erreichen, wenn er von immer weiter
entfernten Gitterpunkten startet:

lim sup gq(x,y) =0.
T (v £

Wir ahmen das nach, indem wir g durch die Lésung g, des linearen Glei-
chungssystems
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an(x,y) =
podn(x +1,y) + pw gn(x =L y) + pNgn(x,y +1) + psgu(x,y —1)  (6.5)
mit (x,y) € Oy \ (0,0) unter den Randbedingungen

72(0,0) =1, gu(x,y) =0 fir (x,y) & Qu,

approximieren. Fiir transiente Irrfahrten kann man die gleichmafiige Kon-
vergenz g, (x,y) — q(x,y) beweisen. Tatsdchlich ist die Konvergenz sogar
exponentiell schnell in n. Ein Beweis kann mit Hilfe der Eigenschaften der
Green’schen Funktion des Gitters gefiihrt werden, die wir in §6.6 bestim-
men werden. Wir werden diese Details jedoch hier nicht ausarbeiten, da
das Ergebnis spdter mit anderen Methoden bestitigt wird, die einfacher zu
analysieren sind.

Die Differenzengleichung (6.5) liefert ein lineares Gleichungssystem der
Dimension N = (21 + 1)? — 1 in den Unbekannten g,(x,y), (x,y) € Q, \
(0,0). In Analogie zur Diskretisierung der Poisson’schen Gleichung mit
dem Fuinfpunktestern (siehe §10.3) kann dieses System in die Gestalt

ANXN = bN

gebracht werden, wobei by € RN einen gegebenen Vektor bezeichnet und
An € RN*N eine diinnbesetzte Matrix mit gerade einmal fiinf von Null
verschiedenen Diagonalen ist. Im Anhang C.3.1 findet der Leser die sehr
kurze Matlab-Funktion ReturnProbability, die Ay erzeugt, indem Ide-
en aus dem Umkreis der diskreten Poisson’schen Gleichung genutzt wer-
den (wie etwa das Kronecker’sche Tensorprodukt; vgl. [Demgy, §6.3.3]).
Sodann werden die linearen Gleichungen dem in Matlab eingebauten Lo-
ser flir diinnbesetzte Systeme tiberreicht und die Approximation der Riick-
kehrwahrscheinlichkeit p gemaf (6.3) ausgegeben. Eine Implementierung
in Mathematica findet sich im Anhang C.5.2.

Steht uns das erst einmal zur Verfiigung, so kénnen wir die nichtlineare
Gleichung ple=e, = 1/2 mit den in Matlab vorhandenen Moglichkeiten
zur Nullstellensuche nach e, auflésen. Wie die mit kleinen n gerade auf
Zeichengenauigkeit berechnete Abb. 6.1 zeigt, gibt es genau eine positive
Losung e, ~ 0.06.

Eine Sitzung mit Matlab

>> f = inline(’ReturnProbability(epsilon,n)-0.5’,’epsilon’,’n’);
>> for n=10%2.-(0:3)

>> out=sprintf(’n = %3i\t N = %6i\t\t epsilon* = 18.16f’,n,...
>> (2#n+1)~2-1,fzero(£f,[0.06,0.07] ,optimset (’TolX’,1le-16),n));
>> disp(out);

>> end
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172r

Riickkehrwahrscheinlichkeit p

Anzahl erwarteter Aufenthalte £

0 0.0619 1/4 0 0.0619 1/4
Verzerrung € Verzerrung €

Abb. 6.1. Riickkehrwahrscheinlichkeit p und Erwartungswert E als Funktion der Abwei-
chung e.

n=10 N = 440 epsilon* = 0.0614027632354456
n=20 N = 1680 epsilon* = 0.0619113908202284
n =40 N = 6560 epsilon* = 0.0619139543917373
n =80 N = 25920 epsilon* = 0.0619139544739909

Der Lauf fiir n = 80 benétigt 11 Sekunden.3

Wie beurteilen wir die Genauigkeit dieser vier Approximationen? Zu-
nichst einmal miissen wir sicherstellen, dass der verwendete Loser fiir das
diinnbesetzte System die Ergebnisse nicht bereits verfalscht hat. Das kon-
nen wir mit den Techniken einer Fehlerschiatzung a posteriori priifen, wie
wir sie in §7.4.1 diskutieren werden. Nehmen wir eine Genauigkeit des li-
nearen Losers auf wenigstens 15 Ziffern in IEEE-Arithmetik zur Kenntnis,
so beobachten wir, dass die ersten beiden Approximationen auf 2 Ziffern,
die zweite und dritte auf 4 Ziffern und schliefllich die dritte und vierte
auf 8 Ziffern tibereinstimmen. Offenbar verdoppelt sich die Anzahl korrek-
ter Ziffern, wenn wir n verdoppeln, was eine experimentelle Bestdtigung
der behaupteten exponentiellen Konvergenz ist. Unterstellen wir die Rich-
tigkeit dieses Gesetzes, so konnen wir von etwa 15 korrekten Ziffern fiir
n = 80 (was die Losung von N = 25920 linearen Gleichungen verlangt)
ausgehen:

€+ = 0.061913 95447 39909.

Die folgenden Abschnitte werden zeigen, dass diese Ziffern in der Tat alle
korrekt sind.

3 Die angegebenen Laufzeiten beziehen sich auf einen PC mit 2 GHz.
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6.3 Erwartungswerte

Von nun an werden wir die Beziehung zwischen der Riickkehrwahrschein-
lichkeit p und der erwarteten Anzahl E von Aufenthalten im Ausgangs-
punkt nutzen (einschliefllich des anfianglichen Aufenthalts dort). Um die-
se Beziehung aufzustellen, bemerken wir, dass die Wahrscheinlichkeit fiir
genau k Aufenthalte durch p*~1(1 — p) gegeben ist: Der Irrfahrer muss
nacheinander k — 1 Male zuriickkehren und dann dem Ausgangspunkt fiir
immer den Riicken kehren. Die erwartete Anzahl von Aufenthalten ist dem-
nach einfach durch [Felso, Thm. 2, §12.3]

> 1
E=) kp ' (1-p)=— (6.6)
k; I-p

gegeben. Dabei verstehen wir den Ausdruck fiir eine rekurrente Irrfahrt
(p = 1) als E = co. Alternativ kénnen wir (6.6) herleiten, indem wir argu-
mentieren, dass die Zukunft des Irrfahrers ab seinem zweiten Aufenthalt
im Ausgangspunkt — der Wahrscheinlichkeit nach — genau die gleiche ist
wie zu Beginn. Das bedeutet, dass die erwartete Anzahl von Aufenthalten
der einfachen Gleichung E = 1 + pE gentigt.

Der Punkt ist, dass die Grofle E auf andere, unterschiedliche und re-
chentechnisch zugénglichere Weise ausgedriickt werden kann. Tatsdchlich
werden wir im Laufe des Kapitels etliche solche Ausdriicke angeben. Ein
erster niitzlicher Ausdruck ist die Reihe

E= 2 Pk,
k=0

wobei py die Wahrscheinlichkeit eines Aufenthalts im Ausgangspunkt wah-
rend des Schritts 2k bezeichnet. Wenn die Reihe divergiert, ist die Irrfahrt
rekurrent (E = oo), siehe [Fel50o, Thm. 2, §12.3]. Wir approximieren E durch
die Teilsummen
K-1
Ex =) pk
k=0

fiir hinreichend grofies K. Es stellt sich heraus, dass es eine Art Ausgleich
zwischen der Komplexitdt des Algorithmus zur Berechnung der Terme
po, - .-, Px—1 und der mathematischen Raffinesse zu seiner Herleitung gibt:
Je schneller der Algorithmus, umso mehr Theorie miissen wir investieren.

Wir beginnen zunéchst in §6.3.1 mit einem direkten und einfachen Al-
gorithmus der Komplexitit O(K?). Konvergenzbeschleunigung wird uns
dabei helfen, den Parameter K vertretbar klein zu halten. In §6.4 steigern
wir die Effizienz der Berechnung von Eg in zwei Schritten. Etwas Kom-
binatorik reduziert die Komplexitat auf O(K?). Der Zeilberger’sche Algo-
rithmus der , kreativen Bildung von Teleskopsummen” fiihrt uns auf eine
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Dreitermrekursion fiir die py, welche uns die Berechnung von py, ..., px—1
in optimaler Komplexitit O(K) erlaubt. Die Berechnung von Teilsummen
ist dann auch fiir hinreichend grofe K so erschwinglich, dass eine Beschleu-
nigung der Konvergenz nicht langer benétigt wird. Schliefilich nutzen wir
in §6.5 spezielle Funktionen, um die Reihe fiir E direkt symbolisch auszu-
werten, ohne den Umweg {iber die Wahrscheinlichkeiten py, ..., px_1 zu
gehen.

6.3.1 Mittels roher Gewalt

Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit P (0,0) eines Aufenthalts im Aus-
gangspunkt (0,0) € Z? wihrend des Schritts k. Die erwartete Anzahl von
Aufenthalten in (0,0) ist dann [Fels0, Thm. 2, §12.3]

E=)_P(0,0). (6.7)
k=0

Wir konnen die P;(0,0) nun direkt aus den Regeln der Irrfahrt herleiten,
wenn uns die Wahrscheinlichkeiten eines Aufenthalts in den Nachbarn des
Ausgangspunkts wahrend des Schritts k — 1 bekannt sind. Fiir diese Nach-
barn tun wir dasselbe, rekursiv bis zum Anfangsschritt k = 0, fiir den alles
bekannt ist. Wir fithren also die Gitterfunktion Py: Z? — [0,1] ein, die je-
dem Gitterpunkt die Wahrscheinlichkeit zuordnet, wiahrend des Schritts k
besetzt zu sein, und erhalten die partielle Differenzengleichung

Pe(x,y) = poPro1(x —1Ly) + pwP_1(x+1,y)
+ NP1 (xy—1) +ps Peq(x,y +1) (6.8)

mit den Anfangswerten

Po(0,0) =1, Ro(x,y) =0 fir (x,y) # (0,0). (6.9)

Mit etwas Uberlegung kénnen wir die Differenzengleichung so anord-
nen, dass wir die Behandlung und das Speichern von solchen Wahrschein-
lichkeiten vermeiden, die definitiv Null sind. Da wihrend des Schritts k
nur diejenigen Plédtze besetzt sein konnen, die nicht weiter als k Schritte
vom Ausgangspunkt entfernt sind, bemerken wir, dass

P(x,y) =0 fir |x|+|y| >k

Tatsdchlich gibt es weitere Gitterpunkte, die wahrend des Schritts k unbe-
setzt bleiben miissen. Farben wir das Gitter wie ein Schachbrett, so wechselt
der Irrfahrer mit jedem Schritt die Farbe, also die Paritdt von x + y:

Py (x,y) = 0 fiir ungerades x +y, Py, 1(x,y) = O fiir gerades x + y.
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Wir ordnen nun alle nichttrivialen Wahrscheinlichkeiten des Schritts k in
der (k+1) x (k+ 1) Matrix ITj an, die durch

P (—k,0) P(—k+1,1) ---  P(0,k)

Pe(—k+1,—1) Pe(—=k+2,0) --- Pe(1,k—1)
I =

Pk(O;—k) Pk(l,—.k—l-l) Pk(l.{,O)

definiert ist. Die partielle Differenzengleichung (6.8) kann zur Matrixrekur-
sion

(6.10)

mit dem Anfangswert Iy = (1) umgeschrieben werden. Die Wahrschein-
lichkeiten fiir den Ausgangspunkt ergeben sich als

Py+1(0,0) =0, Py (0,0) = zentrales Element von ITy.

Da der Ausgangspunkt nur wahrend jedes zweiten Schritts besetzt sein
kann, vereinfachen wir unsere Notation zu

Pk = PZk(OI 0)/ E= Z Pk- (6'11)
k=0

Die Matrixrekursion (6.10) kann leicht programmiert werden; der Leser
findet die Matlab-Funktion OccupationProbability im Anhang C.3.1. Mit
diesem Algorithmus liegen die Kosten fiir die Berechnung von py, . .., px—1,
und daher fiir die von

K-1
Ex =Y ro
k=0
bei O(K3). Wenden wir uns nun voll Zuversicht Problem 6 zu. Mit

po=1/44+¢, pw=1/4—¢, pn=1/4 ps=1/4,

suchen wir nach der Abweichung €., welche die Gleichung E|c—, = 2 l6st,
so dass wir nach (6.6) die faire Chance zur Riickkehr erhalten: ple—e, = 1/2.
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Eine Sitzung mit Matlab

>> f=inline(’sum(OccupationProbability(epsilon,K))-27,...
>> ’epsilon’,’K’);

>> for K=125%2.-(0:3)

>> out=sprintf (°K = %4i \t\t epsilon* = %17.15f’,K,...

>> fzero(£,[0.06,0.07],optimset(’TolX’,1le-14) ,K));
>> disp(out) ;

>> end

K = 125 epsilon* = 0.061778241155115

K = 250 epsilon* = 0.061912524106289

K = 500 epsilon* = 0.061913954180807

K = 1000 epsilon* = 0.061913954473991

Der Lauf mit K = 125 benétigt 9 Sekunden, der mit K = 1000 etwa 2.5
Stunden.

Die Genauigkeit der vier Approximationen beurteilen wir dhnlich wie
in §6.2: Wir beobachten, dass die ersten beiden Approximationen auf 2 Zif-
fern, die zweite und dritte auf 4 Ziffern und schlieSlich die dritte und vierte
auf 8 Ziffern tibereinstimmen. Offenbar verdoppelt sich die Anzahl korrek-
ter Ziffern, wenn wir K verdoppeln; die Konvergenz der Reihe ist in etwa
exponentiell.# Nehmen wir das als gegeben an, so erwarten wir 16 korrekte
Ziffern fiir K = 1000. Der absolute Fehler der Nullstellensuche wurde je-
doch auf 10714 gesetzt, was die Genauigkeit der vierten Approximation auf
etwa 12 Ziffern beschrdnkt. In der 11. und 12. Ziffer lesen wir die Ziffern-
folge 39 ab, miissen also auf der Hut sein: Es kénnte sich in Wirklichkeit
auch um 40 handeln. Wie auch immer, wir haben keinen Grund, an der
Korrektheit der ersten 10 Ziffern zu zweifeln:

€, = 0.06191395447.

Tatsédchlich werden wir spéter sehen, dass der Lauf mit K = 1000 auf 13
Ziffern korrekt ist.

6.3.2 Mittels Konvergenzbeschleunigung

Die Laufzeit von 2.5 Stunden ist ein guter Grund, um Konvergenzbeschleu-
nigung auszuprobieren. Wir nehmen Eg und schétzen das Restglied E — Ex
mit dem Wynn’schen Epsilon-Algorithmus (siehe Anhang A, S. 310), der
sich besonders gut fiir die ungefdhr exponentielle Konvergenz der Reihe
eignet. Eine gute Parameterwahl erfordert einige Experimente. Ein vertret-
barer Kompromiss zwischen Laufzeit und Genauigkeit liegt bei K ~ 400,

4 Tatséchlich werden wir das spédter beweisen, sieche Lemma 6.1.
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Abb. 6.2. Die Differenzen |s1j 2 — 812;| der ersten Zeile des Extrapolationstableaus
gegen j fiir den Wynn’schen Epsilon-Algorithmus (K = 393,¢e = 0.06).

fur das Ek selbst gerade einmal 6 korrekte Ziffern liefert. Zur Bestimmung
der Anzahl an Extrapolationsschritten, und damit der Anzahl an zusé&tzli-
chen Termen, folgen wir den Empfehlungen des Anhangs A (siehe S. 318)
und schauen uns fiir den Spezialfall € = 0.06 die Differenzen der ersten Zei-
le des Extrapolationstableaus an, siehe Abb. 6.2. Wir sehen, dass Rundungs-
fehler ab etwa j > 3 deutlich in Erscheinung treten. Von dort an scheint die
GroBe der eigentlichen Differenzen (ohne Rundungsfehler) 10~!2 zu un-
terschreiten. Das entspricht 12 korrekten Ziffern von E, ein Gewinn von
6 weiteren Ziffern gegeniiber der Verwendung von Ex mit K = 400. Der
Leser findet die Matlab-Funktion ExpectedVisitsExtrapolated im An-
hang C.3.1. Wir setzen K = 393 und j = 3, benutzen also 7 zusétzliche
Terme der Reihe fiir die Extrapolation des Restglieds.

Eine Sitzung mit Matlab

>> f=inline(’ExpectedVisitsExtrapolated(epsilon,K,extraTerms)-27,...
>> ’epsilon’,’K’,’extraTerms’);
>> epsilon=fzero(f,[0.06,0.07] ,optimset(’TolX’,1le-14),393,7)

epsilon = 6.191395447397203e-002

Der Lauf benétigt acht Minuten, was eine betrachtliche Beschleunigung be-
deutet. Die absolute Toleranz der Nullstellensuche wurde auf 10~ gesetzt,
was der Genauigkeit (12 Ziffern) der Extrapolation in unserem vorbereiten-
den Experiment fiir € = 0.06 entspricht. Wie beim Lauf fiir K = 1000 bleibt
eine Unsicherheit iiber die genauen Werte der 11. und 12. Ziffer (39 oder
40?). Jedenfalls haben wir bisher gentigend Erkenntnisse zusammengetra-
gen, um von der Korrektheit der ersten 10 Ziffern tiberzeugt zu sein.
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6.4 Komplexititsreduktion durch Steigerung der Raffinesse

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass einfache Kombinatorik und symboli-
sches Rechnen die Komplexitit der Berechnung von py, . .., px_1 von O(K3)
auf optimale O(K) reduzieren. Das erlaubt uns, die Teilsummen Eg zur ef-
fizienten Losung des Problems zu verwenden.

6.4.1 Mittels Kombinatorik

Wir beginnen mit der Beobachtung, dass die Berechnung aller in Il ge-
speicherten Wahrscheinlichkeiten des Guten zuviel ist, wenn wir nur an
pr = Py (0,0) interessiert sind. Denn ein Irrfahrer, der sich wihrend des
Schritts 2k in (0,0) aufhilt, hat eine sehr spezielle Irrfahrt hinter sich: ei-
ne Kombination zweier eindimensionaler Irrfahrten. Tatsdchlich muss er
2j Schritte in der Ost-West-Richtung und 2k — 2j Schritte in der Nord-5tid-
Richtung gemacht haben. Die Anzahl der Schritte in 6stliche Richtung muss
die gleiche gewesen sein, wie die in westliche Richtung, genauso fiir die
nordliche und stidliche Richtung. Einfache Kombinatorik liefert

: Zk) (21'> i <2k2j> K ke
Pk—];)(zj j PoPw k—j PN Ps -

Ost-West Nord-Siid

Die Binomialkoeffizienten geben dabei die Anzahl der Wahlmoglichkeiten
des Irrfahrers an: Aus den insgesamt 2k Schritten wiahlt er 2j Schritte in
Ost-West-Richtung; unter diesen 2j Ost-West-Schritten wahlt er j in 6stli-
che Richtung und unter den 2k — 2j Nord-Stid-Schritten k — j in nordliche
Richtung.

Der Ausdruck fiir py kann durch etwas Herumhantieren mit den Bino-
mialkoeffizienten weiter vereinfacht werden:

Pk = ]é) <2kk> C)Z(Popw)f (paps)*,

eine Formel, die sich, wenn auch ohne grofie Erkldrung, bereits in einer
Arbeit von Barnett [Bar63, Formel (7)] findet. Wir bemerken, dass p; von
po und pw nur tiber ihr Produkt abhingt, ebenso fiir pn und ps. Daher ist
es sinnvoll, ihre geometrischen Mittelwerte zu betrachten

PoOw = v/ POPW, PNS = v/ PNPs-

k 2
2k (k\* 2i  2k—2j
Pe = 2 (k> (> P()]WPNS /. (6.12)

j=0 J

Wir erhalten
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Fiir pow = 0 vereinfacht sich der Ausdruck zu py = (Zkk )plz\’fs und liefert die
Rickkehrwahrscheinlichkeit>

p=1-1/E=1—/1—4pZe.

Wegen der Grofle der Binomialkoeffizienten erfordert die Benutzung
dieses Ausdrucks in IEEE-Arithmetik etwas Sorgfalt. So ist etwa fiir k =
1000 der Term (zkk) in der Grofenordnung von 10°°, was bei weitem jen-
seits des Darstellungsbereichs doppelt-genauer Maschinenzahlen liegt. Wir
miissen diese ungeheure Grofie mit den Potenzen von pow und pns aus-
gleichen. Fiir pow < pN5,6 wie in Problem 6 der Fall, konnen wir daher

(6.12) zu ,
@) £ ()

P (k PNs Jg i) U
~— —

=ax :b]

umschreiben. Aus Effizienzgriinden berechnen wir die Koeffizienten a; und
b; rekursiv:

2k(2k —1
ak = %pﬁs . ak—l/ b] = (

. 2 ]71
] PNs

mit den Startwerten ayp = by = 1. Der resultierende Algorithmus zur Be-
rechnung von py, . .., px_1 besitzt die Komplexitdt O(K?).

Eine Sitzung mit Mathematica

ExpectedVisits[e Real, K] :=

(pE =0.25+€;py=0.25-€;py =pPg = 0.25; W=pgPyi Z = PyPgi
(a=1)+
2k (2k - 1)
Sum[ ak= ————z
k

k-j+1\3w
((b:l) + Sum|bx = (7)

Y, 1,k ) (x, 1,x-1}])
z

5 Es handelt sich hierbei effektiv um eine asymmetrische eindimensionale Irrfahrt
in Nord-Stid-Richtung; vgl. [Huggs, S. 123]: Die unter po und pw nichtver-
schwindende Ubergangswahrscheinlichkeit ldsst sich dann als Sterberate auffas-
sen (macht ein solcher Ubergang doch eine Riickkehr unmoglich). Im Rahmen
von Problem 6 liegt pow = 0 fiir die maximale Abweichung € = 1/4 vor. Wegen
pns = 1/4 erhalten wir daher plc_;/y = 1 —/3/2 = 0.1339745962, eine Zahl,
die etwas grofier als 1/8 ist; vgl. Abb. 6.1.

6 Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit diirfen wir das annehmen. Aufgrund der
Symmetrien des Problems wiirden wir anderenfalls nur die Rollen von pyg und
pow vertauschen.
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{K==#,
€, ==
(e/.FindRoot [ExpectedVisits[e, #] == 2, {e, 0.06, 0.07},
WorkingPrecision » MachinePrecision,
PrecisionGoal -» 12]) }&/@{125, 250, 500, 1000} //TableForm
K==125 €, ==0.06177824115511528
K==250 €, ==0.06191252410628889
K==500 €, ==0.06191395418080741
K==1000 €,==0.06191395447399104

Die Ausgabe von Mathematica bestitigt die Ergebnisse des entspre-
chenden Laufs mit dem Algorithmus der Komplexitat O(K?) in §6.3.1. Fiir
K = 1000 benétigen wir jetzt jedoch anstatt der 2.5 Stunden nur 45 Sekun-
den. Wir erinnern daran, dass K = 1000 uns wenigstens 10 korrekte Ziffern
liefert.

6.4.2 Mittels symbolischen Rechnens

Eingeweihte erkennen anhand der Gestalt des Ausdrucks (6.12), dass die py
einer holonomen? M-Term-Rekursion gentigen, deren polynomielle Koeffi-
zienten mit dem Zeilberger’schen Algorithmus der ,kreativen Bildung von
Teleskopsummen” berechnet werden konnen. Dieser Algorithmus gehort
zum Gebiet der symbolischen hypergeometrischen Summation [Koeg8]
und ermoglicht computergestiitzte Beweise [PWZg6] von so gut wie al-
len Identitdten von Summen mit Binomialkoeffizienten. Die Herleitung und
Bestédtigung solche Identitdten galt jahrzehntelang als schwieriges Problem.
In der Tat triagt ein von Zeilberger mitverfasster Aufsatz [NPWZg7], der sei-
nen Algorithmus einem grofieren Kreis von Mathematikern vorstellt, den
schonen Titel: ,,How to Do Monthly Problems with Your Computer.”

Wir wollen kurz den Rahmen des Zeilberger’schen Algorithmus erldu-
tern. Er wird auf Summen der Form

fe=)_ F(kj)
jEZ
angewendet, wobei F(k,j) fiir einen eigentlichen hypergeometrischen Term
steht (vgl. [PWZ9g6, S. 64] oder [Koeg8, S. 110]), was im wesentlichen einen
Ausdruck der Gestalt
F(k,j) = (Polynom in k, j)
x (Produkt von Binomialkoeffizienten mit Argumenten,
die ganzzahlig-linear in k, j sind)

x wkZ/ (6.13)

7 Eine lineare homogene Rekursion mit polynomiellen Koeffizienten heif3t holonom.
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benennt. Ein Satz von Zeilberger [PWZg6, Thm. 6.2.1] besagt dann, dass F
eine Rekursion der Form

M

2 am(K)F(k+m,j) = G(k,j+1) = G(k )

m=0
erfiillt, wobei ay, ..., ap Polynome sind und G(k,j)/F(k,j) eine rationale
Funktion in k, j ist. Mehr noch, es gibt einen Algorithmus (vgl. [PWZg6,
§6.3] oder [Koeg8, Kap. 7]), um all diese Funktionen zu konstruieren. Wir
kénnen nun iiber alle ganzzahligen Werte von j summieren und erhalten
mit einem Teleskopsummen-Argument die Rekursion

M
ZO am (k)fk+m = 0.

Da (]]() = 0 fur j > k bzw. j < 0, kann die Wahrscheinlichkeit (6.12)
im betrachteten Problem als Summe {iiber die ganzen Zahlen j € Z von
Termen geschrieben werden, welche die erforderliche hypergeometrische
Gestalt (6.13) besitzen. Wir sollten daher in der Lage sein, eine solche M-
Term-Rekursion fiir die py auszurechnen. Tatsédchlich wird Maple mit dem
Paket sumtools ausgeliefert, das mit dem Befehl sumrecursion genau diese
Aufgabe ausfithren kann. Details und den Programmtext eines dhnlichen
Kommandos kann man im Buch [Koeg8, S. 100] von Wolfram Koepf finden,
der auch Autor des Maple-Pakets ist.

Eine Sitzung mit Maple

Wir verwenden die Abkiirzungen w = p3y, z = pks.

> with(sumtools):
> sumrecursion(binomial (2xk,k)*binomial (k,j) ~2*w~j*z~(k-3),j,p(k));

4 (w—2)?2k—1)2k=3)p(k—2)—2 2k—1)* (w+2z) p (k—1) +p (k) K

Ausgeschrieben zeigt die Ausgabe von Maple, dass pj der Dreitermre-
kursion

Fpr = 2(2k = 1) (pow + PRs) Pr-1
— 4(2k = 1)(2k = 3) (pow — PRs)* Pr2 (6.14)
mit den Anfangsbedingungen

po=1, p1=2(pdw + PRs)

geniigt. Wir haben daher einen Algorithmus hergeleitet, der die Berech-
nung von py, ..., pk—1 in der optimalen Komplexitat O(K) gestattet.
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Nun sind wir in der Lage, die Gleichung E|c—, = 2 mit der Nullstel-
lensuche eines Softwarepakets nach €, aufzulosen. Aus §6.3.1 wissen wir,
dass die Konvergenz der Reihe E im wesentlichen exponentiell ist. Es ist
daher verniinftig, die Terme der Reihe solange aufzusummieren, bis sich
der Wert der Summe in endlicher Arithmetik nicht mehr dndert.

Eine Sitzung mit Mathematica
ExpectedVisits[e Real] :=
1 1 1
Pg = Z+€;Pw= Z_el'PN:PS: Z;"=PEPW72=PNPS"

S =Po1a = 1iPpew =2 (W+2);k=2;

While[s =! = (s+=Poe,)
-4 (2k-1) (2k-3) (W-2)2p 143+2 (2k=-1)2 (W+2) (Po1g = Prew)
pnew = k++2 ]"
{Precision == #,
€, ==

(e/.FindRoot [ExpectedVisits[e] == 2, {€, 0.06, 0.07},
WorkingPrecision - #, AccuracyGoal - #]) }&/@
{13, MachinePrecision, 19, 22, 25} //TableForm

Precision == 13 €, ==0.06191395447253

Precision == MachinePrecision €, ==0.0619139544739901

Precision == 19 e, ==0.06191395447399094135
Precision == 22 €, ==0.06191395447399094284664
Precision == 25 €, ==0.06191395447399094284817374

Wir beobachten, dass wir jeweils in etwa die letzten drei Ziffern verlie-
ren. In IEEE-Arithmetik benotigt der Lauf weniger als eine Sekunde und
verwendet 884 Terme der Reihe. Mit einer Arithmetik von 103 Ziffern und
7184 Termen der Reihe brauchen wir weniger als eine Minute, um zu 100
korrekten Ziffern zu gelangen:®

€, = 0.061913 95447 39909 42848 17521 6473212176 99963 87749 98362
07606 14672 58859 93101 02975 96158 45907 10564 57520 87861.

8 Inbesondere zeigt der Erfolg dieser Rechnungen, dass die angepriesene Ver-
wendung der Dreitermrekursion fiir das betrachtete Problem numerisch stabil
ist. Gemafs der allgemeinen Theorie numerischer Aspekte von Dreitermrekur-
sionen (siehe [Gau67y]) ist die beobachtete numerische Stabilitat dquivalent da-
zu, dass (pi) eine dominante Losung der Dreitermrekursion (6.14) ist. Tatsdch-
lich besagt fiir pgw - pns # 0 ein Satz von Poincaré (siehe [Gau6y, S. 34]), dass
limy oo Ps1/Pr = A12 mit den Wurzeln A1, = 4(pgw =+ pns)? der charakteris-
tischen Gleichung

A% = 8(pEw + PRs) + 16(pEw — PRs)> =0
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6.5 Freude an speziellen Funktionen

Im letzten Abschnitt haben wir erfahren, dass die Besetzungswahrschein-
lichkeiten p; homogene Polynome vom Grad k in den Variablen p3,, und
pRis sind und einer Dreitermrekursion geniigen. Die Chancen stehen al-
so gut, dass sie mit einer der kanonisierten Familien von Orthogonalpoly-
nomen verwandt sind. Sehen wir uns einmal an, was passiert, wenn wir
Maple bitten, die Summe (6.12) symbolisch auszuwerten.

Eine Sitzung mit Maple

Wir verwenden die Abkiirzungen w = p3y, z = pijs-

> simplify(sum(binomial (2*k,k)*binomial (k,j) ~2*z~j*w~(k-j),j=0..k))
assuming k::integer;

2k w+z k
( p )LegendreP <k, - z) (w—2z)

Wir treffen auf die Legendrepolynome Py. Ausgeschrieben liest sich die Aus-
gabe von Maple wie folgt:

2K\, [ Pow + PR
Pk = <k>Pk<OWNS (Pow — pRs)*

2 2
Pow — PNs

Nattirlich ist die Verwendung dieses Ausdrucks an Stelle von (6.14) re-
chentechnisch ohne jeden Vorteil. Wir sind ja bereits bei der optimalen
Komplexitdt O(K) zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten py, ..., px—1
angelangt.

Die Legendrepolynome sind jedoch von Nutzen, um genaue asympto-
tische Formeln fir die py herzuleiten und weiter unten schliefilich eine
geschlossene Formel fiir den Erwartungswert E aufzustellen. Wir erinnern
uns an unsere Beobachtung, dass sich bei Verdopplung von K die Anzahl
der korrekten Ziffern bei Ex in etwa verdoppelte; die Konvergenz ist unge-
fahr exponentiell. Tatsdchlich kénnen wir nun beweisen, dass dies der Fall
ist.

Lemma 6.1. (a) Fiir 0 = 2(pow + pns) gilt 0 < 1. Gleichheit besteht genau
dann, wenn

Po = Pw, PN = Ps, po+pw+pN+ps=1

ist. Nun ist (pg) genau dann dominant, wenn der Grenzwert durch die grofere
Wurzel A; = o2 gegeben ist. Dass dies der Fall ist, ist die Aussage des Teils (b)
von Lemma 6.1.
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(b) Fiir pow - pNs # 0 gilt die asymptotische Formel
o2 2k
~ Gk s Tele pe

(c) Die Irrfahrt ist rekurrent (p = 1) genau dann, wenn o = 1 gilt.

Pk

Beweis. (a) Aus der Ungleichung zwischen arithmetischem und geometri-
schem Mittel erhalten wir

o = 2pow +2pns < (po + pw) + (pn +ps) < 1.

Da Gleichheit fiir das arithmetische und geometrische Mittel zweier Grofsen
nur dann vorliegt, wenn diese Gréfien gleich sind, wird der Fall o = 1 wie
angegeben charakterisiert.

(b) Es sei pow - pns # 0. Die Laplace-Heine’sche asymptotische Formel
fur die Legendrepolynome [Szeys, Thm. 8.21.1] liefert nach kurzer Rech-

nung
2k+1

P Pow T PR (P — Pas)f = (Pow +pNs)™"
W 27tk /Pow Pns

Multiplikation mit der Stirling’schen Formel (zkk) ~ 4k /\/7tk beweist die
Behauptung.

Auf der anderen Seite konnen wir fiir pow - pns = 0 ohne Beschrankung
der Allgemeinheit annehmen, dass pow = 0. Aus (6.12) erhalten wir mit
erneuter Verwendung der Stirling’schen Formel

_ <2k) R
Pk k PNs = \/ﬁ \/ﬁ

(c) Nach dem Cauchy’schen Quotientenkriterium [Kno47, S. 119] fiir die
Konvergenz unendlicher Reihen mit positiven Termen beweist die asymp-
totische Formel aus (b), dass E = } ;7 px < oo fiir ¢ < 1. Auf der anderen
Seite folgt fiir ¢ = 1 aus dem Vergleichskriterium [Kno47, S. 113], dass die
Reihe Y 77, pi die Divergenz der Reihe Y ° ; 1/k bzw. der Reihe } > ; 1/ vk
erbt.

Zusammenfassend halten wir fest, dass die Reihe genau dann konver-
giert und die Irrfahrt damit transient ist, wenn ¢ < 1 gilt. Nach (a) ist die
Rekurrenz daher dquivalent zu o = 1. d

2 2
Pow — Pxs

Fiir die spezielle Abweichung von Problem 6 haben wir ¢ = (1 +
V1 —16€?)/2. Die Irrfahrt ist hier genau dann rekurrent, wenn sie sym-
metrisch ist (¢ = 0). Damit haben wir, wie zu Beginn des Kapitels verspro-
chen, die Rekurrenz der symmetrischen zweidimensionalen Irrfahrt bewie-
sen, Polyas Klassiker [P6121] aus dem Jahre 1921.
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Die Legendrepolynome erweisen sich auch als niitzlich, wenn wir direkt
auf den Erwartungswert

) 00 2 2
E=Y =), (zkk) Pk(M) (Pow — PRs)”
k=0 k=0 Pow ~ PNs

abzielen. An diesem Punkt besteht ndmlich einige Hoffnung, einen ge-
schlossenen Ausdruck fiir E in speziellen Funktionen zu finden, was sich
rechentechnisch als vorteilhaft erweisen konnte. So enthalten beispielswei-
se die meisten Formelsammlungen, so auch [EMOT53, Vol. 2, §10.10] und
[AS84, Tab. 22.9], die erzeugenden Funktionen

) 1 © 1 -
k;OPk(x) Zk = m, kgoﬁpk(x) Zk =e ]O(Z vV1-— xz) (615)

mit der Besselfunktion Jj erster Art und nullter Ordnung. Herbert Wilf hat
uns einen systematischen Weg mitgeteilt, um solche Ausdriicke herzulei-
ten: Man setzt einfach das erste Laplace’sche Integral (vgl. [WWg6, §15.23]
oder [Rai6o, Kap. 10, §97])

1 7T
Pk(x):f/0 (x+Vx2—1cosO)¥do, xeC,

7T .

fir die Legendrepolynome in die betrachtete Reihe ein und vertauscht
die Reihenfolge von Summation und Integration. Falls die Potenzreihe
Yo o axz* eine bekannte Funktion f(z) darstellt, gelangt man zu

00 1 7T 0
Y aPe(x)z* = = / Y ap(x + Va2 — 1cos 0)zF do
k=0 T o

= %/()nf((x—i—\/xz—lcos(?)z) de.

Diese Integraldarstellung kann sich als vorteilhaft erweisen, da mehr Me-
thoden zur geschlossenen Auswertung von Integralen bekannt sind als zur
Auswertung von Summen. Wir iiberlassen die eigentlichen Rechnungen ei-
nem Computeralgebrasystem wie etwa Mathematica und beschrianken uns
darauf, der symbolischen Integration nur durch Einschrankung der erlaub-
ten Werte von pow und pns zu assistieren:

0<pow < pns, 0 =2(pow+pns) <1

Wegen der Symmetrien des Problems stellt die erste Ungleichung keine
Einschrankung dar. Aus Lemma 6.1 wissen wir, dass die zweite Unglei-
chung aquivalent ist zu E < oo.
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Eine Sitzung mit Mathematica
1 k
LegendreKernel[x_, k_] := ; (x +Vx? - 1Cos [e]) H

Integrate [

2 2
Pew~ *+Pxs

k
Sum[Binomial [2k, k] LegendreKernel 3 3 k] (pm2 -pst) ,
Pew ~Pxs

{k, 0, @}], {6, 0, 7}, Assumptions - {0 < Pey S Pys/ 2 (Pew + Pns) < 11|

. . 16 Pry Pus
2Ellipt CK[ - %}
Pt -1+4 (pPgy—Pus) ”

A1 -4 (PEw’pNs>2

Der Leser sei gewarnt, dass Mathematica das vollstiandige elliptische Inte-
gral erster Art

1 t
k) = / ,
) 0 V1—12+1—Kt2
nicht als Funktion des Moduls k auffasst, sondern als Funktion des Para-
meters m = k?. Zusammenfassend sind wir zum geschlossenen Ausdruck

E= 2 _K ( 4V/POWPNs ) (6.16)

7ty/1—4(pow — pns)? V1 —4(pow — pns)?

gelangt, ein Resultat, das bereits in den frithen 1960er Jahren von Henze
[Hen61, Formel (3.3)] und Barnett [Bar63, Formel (43)] unabhéngig vonein-
ander entdeckt wurde.? Der Vorteil des Auftritts von K liegt darin, dass die-
se transzendente Funktion ungeheuer schnell [BB8y, Alg. 1.2(a)] mit Hilfe
des Gaufd’schen arithmetisch-geometrischen Mittels M(a, b) berechnet werden

kann: -
)= —
K(\/l k ) THAT (6.17)
Der Leser findet mehr tiber M in §6.5.1. Aus (6.17) schlieflen wir auf die

letzte Formel dieses Abschnitts,

? Eine von Barnetts Motivationen war die Charakterisierung rekurrenter asymme-
trischer Irrfahrten, also des Falls E = oo. Aus (6.16) konnte er schlieSen, dass
genau dann E = oo ist, wenn das Argument von K gleich 1 ist,

\/ POW PNS _ 4,/PowPNs _
V1—4(pow —pxs)? v/1— 02 +16powpns

Das ist in voller Ubereinstimmung mit Lemma 6.1 genau dann der Fall, wenn
o =1ist
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E=1/M (\/1 —4(pow + pns)?, \/1 —4(pow — PNS)2> , (6.18)
die wir jetzt zur erneuten Losung des Problems 6 verwenden wollen.

Eine Sitzung mit Mathematica

ExpectedVisits[e.] :=

1/ArithmeticGeometricMean ['\/1 - 4 (Pgy * Pxs) 2, '\/1 - 4 (Pgy - Pxs) 2] /.

{pEw—» (%+e) (%—e),pnsa %}

{Precision == §,
€, ==
(e/.FindRoot [ExpectedVisits[e] == 2, {€, 0.06, 0.07},
WorkingPrecision - #, AccuracyGoal - #]) }&/@
{13, MachinePrecision, 19, 22, 25} //TableForm

Precision ==13 .06191395447402
Precision == MachinePrecision .06191395447399095
Precision==19 .06191395447399094287

.06191395447399094284820
.06191395447399094284817519

Precision == 22
Precision == 25

m Mm MMM
k0 k k ok ok

W nn
o O o o o

Alle Ziffern bis auf die jeweils letzten beiden sind korrekt. Das Pro-
gramm ist so schnell, dass wir in einer Arithmetik von 10010 Ziffern weni-
ger als eine Sekunde bendétigen, um zu 10000 korrekten Ziffern zu gelan-
gen.

6.5.1 Mittels Intervallarithmetik

Das arithmetisch-geometrische Mittel M(a, b) zweier nichtnegativer Zahlen
a und b ist als der gemeinsame Grenzwert der beiden quadratisch konver-
genten Folgen definiert, die durch sukzessive Bildung des geometrischen
und arithmetischen Mittels entstehen:

M(a,b) = lim a, = lim by;
ay + by

ap = 4, bO =b, Ap+1 = V a?’lb'rlr anrl = 2

Es erfiillt etliche Monotonieeigenschaften, die es fiir intervallarithmetische
Rechnungen besonders attraktiv machen. Zunéchst tiberpriift man fiir 0 <
a, <a<a*,0< b, <b<b* leicht, dass

M(a,,b.) < M(a,b) < M(a*,b%).
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Es folgt, dass fiir Intervalle
M([a,b],[c,d]) = [M(a,c), M(b,d)], 0<a<b 0<c<d,

gilt. Schliefllich ist die angegebene Iterationsvorschrift stets einschliefSend
[BB87, §1.1]:

ap < a1 < M(a,b) < byiq < by, n>1.

Benutzen wir daher Abrundung bei der Berechnung von 4, und Aufrun-
dung bei der von b,;, so werden wir auf eine zwar naheliegende, aber
scharfe und rigorose Implementierung in einem Paket zur Intervallarith-
metik wie Intlab gefiihrt. Der Leser findet die Intlab-Funktion AGM im An-
hang C.4.3.

Fiir Problem 6 kann eine geeignete intervallarithmetische Nullstellen-
suche auf der Intervallversion des Bisektionsverfahrens aufgebaut wer-
den. Die Intlab-Prozedur IntervalBisection des Anhangs C.4.3 wurde
im wesentlichen analog zum intervallbasierten Minimierungsalgorithmus
aus §4.3 programmiert.

Eine Sitzung mit Matlab/Intlab

>> E=inline(’1/AGM(sqrt (1-4* (pEW+pNS)~2),sqrt(1-4*(pEW-pNS)~2))’,...

>> ’pEW’,’pNS’);
>> f=inline (’E(sqrt((0.25+epsilon)*(0.25-epsilon)),0.25)-27,...
>> ’epsilon’,’E’);

>> epsilon=IntervalBisection(f,infsup(0.06,0.07),1e-15,E)

intval epsilon = [6.191395447399049e-002, 6.191395447399144e-002]

Der Lauf nutzt nur doppelt-genaue IEEE-Arithmetik, benttigt weniger
als vier Sekunden und beweist die Korrektheit der ersten 13 Ziffern:

€x = 0.061913 95447 399.

Fiir hohere Genauigkeiten verwenden wir Mathematica. Hier steht dem
Nutzer keine Direktive fiir gerichtete Rundung zur Verfiigung und eine ri-
gorose Implementierung des arithmetisch-geometrischen Mittels muss In-
tervallarithmetik fiir die Iterationsvorschrift selbst benutzen. Das so ent-
stehende Programm ist in IEEE-Arithmetik etwas weniger effizient und
scharf als die Implementierung in Intlab. Der Leser findet die ,tiberlade-
ne”™ Funktion ArithmeticGeometricMean und das Programm Interval-
Bisection im Anhang C.5.3.

10 Auf diese Weise kinnen wir die Funktion ExpectedVisits von S. 169 fiir Inter-
valle als Argument wiederverwenden.
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Wie wir in §4.5 erkldrt haben, besteht keine Notwendigkeit, die inter-
vallarithmetische Methode von Beginn an zu verwenden. Stattdessen star-
ten wir mit unserer Lieblingsmethode, um eine Approximation von €, zu
erhalten, die voraussichtlich auf die verlangte Anzahl von Ziffern genau ist.
Nachdem wir diese Approximation zu einem kleinen Intervall aufgeblasen
haben, wenden wir die Intervallversion des Bisektionsverfahrens an und
erhalten eine validierte Einschliefung der Losung.

Eine Sitzung mit Mathematica (Fortsetzung von S. 169)™"

prec = 10010;
eTry = €/.FindRoot [ExpectedVisits[e] -2, {e€, 0.06, 0.07},
WorkingPrecision » prec, AccuracyGoal - prec];

eInterval = IntervalBisection [Expectedvisits [#] - 2&, eTry + {-1, 1}107P¥ec+>

10—prec] .

DigitsAgreeCount [eInterval]
10006

Diese Technik, zundchst zu approximieren und dann zu validieren, liefert
und beweist die Korrektheit von 10 006 Ziffern in weniger als einer Sekunde.

6.6 Mittels Fourieranalysis

In diesem Abschnitt folgen wir einem anderen Zugang zur Berechnung von
E. Anstatt nur die erwartete Anzahl von Aufenthalten im Ausgangspunkt
zu berticksichtigen, betrachten wir diesen Erwartungswert fiir alle Stellen
auf einmal. In Verallgemeinerung von (6.7) fithren wir die erwartete Anzahl
E(x,y) von Aufenthalten im Gitterpunkt (x,y) ein:

E(vy) = Y. Pxy),  E—E(,0).
k=0

Summieren wir nun die partielle Differenzengleichung (6.8) tiber alle k, so
werden wir auf eine partielle Differenzengleichung fiir E(-, -) gefiihrt:

E(x,y) = Po(x,y) + poE(x —1,y) + pw E(x + 1, 1)
+pNE(xy—1)+psE(x,y +1).
Aufgrund der Anfangswerte (6.9), die wir mit dem Kronecker’schen ¢ als

Py(x,y) = 6x0y,0 schreiben, erhalten wir ohne jeden weiteren Bezug zu
Wahrscheinlichkeiten

1 Der Befehl DigitsAgreeCount findet sich im Anhang C.5.1.
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E(x,y) = bx00y0 + po E(x = 1,y) + pw E(x + 1,y
+pNE(xy—1)+psE(x,y+1). (6.19)

In Analogie zu partiellen Differentialgleichungen wird die Losung dieser
Differenzengleichung die zur Irrfahrt gehorige Green’sche Funktion des Git-
ters genannt [Hugos, S. 132].

Beziiglich der Existenz und Eindeutigkeit der Green’schen Funktion des
Gitters stofien wir fiir unsterbliche Irrfahrer (d.h. fir pge, = 1 — po —
pw — PN — ps = 0) auf technische Schwierigkeiten mit der Konvergenz. Um
diese zu vermeiden, wollen wir vorldufig pgier, > 0 voraussetzen. Sobald
wir problemlos zum Grenzwert pgie, — 0 tibergehen konnen, werden wir
diese Voraussetzung fallen lassen. Aus Stetigkeitsgriinden werden die so
erhaltenen Formeln dann auch fiir pgep, = 0 gelten.

Ein bequemer Weg zur Losung der linearen partiellen Differenzenglei-
chung (6.19) besteht im Gebrauch der Fourierreihe

E(p,0) = ) E(x,y)e*Pe¥?, (6.20)
(xy)ez?

Multiplizieren wir (6.19) mit e*?¢/¥? und summieren wir tiber alle ganzzah-
ligen Werte von x und y, so erhalten wir

E(9,0) = 1+ (poe'® + pwe ™™ + pxe® + pse™™) E(¢,0),

=A(¢.0)

wobei A(¢p,0) als Strukturfunktion oder als Symbol der Irrfahrt bezeichnet
wird [Huggs, Formel (3.116)]. Diese Gleichung kann unmittelbar nach E
aufgelost werden:

1 1

E(p,0) = = : : : .
(.6) 1-AM¢,0) 11— poe? — pwe ™ — pnei® — pse=?

Bisher war unsere Argumentation rein formal. Mit unserer vorldufigen Vor-
aussetzung pgierp > 0 erkennen wir aber, dass

Y OIExyl= Y E(ny) =E(0,0) = pyly, <.
(xy)ez? (vy)ez?

Die Fourierreihe (6.20) konvergiert daher absolut und die Koeffizienten
E(x,y) bilden nachweislich die Losung der Differenzengleichung.

Der uns interessierende Wert E = E(0,0) ergibt sich mittels Fourier-
transformation:

7T 7T
E = L / / : dedG . —, (6.21)
42 Jom J-m 1 — poel® — pwe™'® — pnei? — pge—i0
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Eine numerische Quadratur dieses Doppelintegrals gestaltet sich weniger
verwickelt, wenn wir den Gebrauch komplexer Zahlen vermeiden. Hierzu
verwenden wir einen Trick, den wir im folgenden Lemma festhalten.

Lemma 6.2. Es sei f(z) eine in der Kreisfliche |z| < R analytische Funktion.
Falls a,b > 0 mit a+ b < R, so ist das Integral

7T . .
I(a,b) = % /_ﬂf(ae”‘ 4 be ) dx
wohldefiniert. Dartiberhinaus gilt die folgende Transformation:

I(a,b) = 1(v/ab,v/ab) = %/j F(2v/abcos x) dx.

Beweis. Wir bemerken, dass |ae’ + be ¥| < a+b < R fiir x € [—, 7] und
dass 2vab < a+b < R. Es bezeichne C den positiv orientierten Einheits-
kreis. Wir haben

1 d
I(a,b) = %/Cf(azdrb/z) =

Die Substitution z = v/b/a - w und der Cauchy’sche Integralsatz zeigen,
dass

1

f(\/%w—i-\/a»b/w)dgw
- zim./cf(wzw Vab/w) ™ = 1(v/ab, Vab)

Mit der Beobachtung, dass Vabe™* + abe ¥ = 2v/abcos x, endet der Be-
weis. 0

Wenden wir dieses Lemma zweimal auf (6.21) an, was wegen unserer
vorldufigen Voraussetzung pgier, > 0 moglich ist, so erhalten wir unter
Verwendung der Symmetrien des Kosinus, dass

E—i/n I dp do
4?2 ) J—x 1 —2pow cos ¢ — 2pns cos O

1 g oqm d d6
== / / . (6.22)
2 Jo Jo 1—2pow cos$ — 2pns cosb

Da nun
|2pow cos ¢ + 2pns cos 0] < 2pow + 2pNs = O

gilt, ist der Integralausdruck (6.22) wohldefiniert, solange nur ¢ < 1 gilt.
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Wir wollen daher von jetzt an die vorldufige Voraussetzung pge, > 0 fal-
len lassen und sie durch die Transienzbedingung ¢ < 1 ersetzen; vgl. Lem-
ma 6.1. Wie wir bereits im Anschluss an dieses Lemma bemerkt haben, gilt
fiir die speziellen Ubergangswahrscheinlichkeiten des Problems 6 genau
dann o < 1, wenn die Abweichung 0 < € < 1/4 erfiillt.

Mittels adaptiver Quadratur kann der Ausdruck (6.22) sofort zur Lo-
sung von Problem 6 herangezogen werden, also zur Losung der Gleichung
E|e=e, = 2 nach €.

Eine Sitzung mit Matlab

>> g=inline(...
’1./(1-2xsqrt ((1/4+ep) *(1/4-ep) ) *cos(phi) -cos(theta) /2) /pi~27,...
’phi’,’theta’,’ep’);

>> f=inline(’dblquad(g,0,pi,0,pi,le-13,@quadl,ep)-2’,’ep’,’g’);

>> epsilon=fzero(f, [0.06,0.07],optimset(’TolX’,1le-16),g)

epsilon = 6.191395447399090e-002

Die Parameter wurden dabei so gewdhlt, dass das Programm wenigs-
tens 13 korrekte Ziffern liefert. Tatsdchlich sind sogar 15 Ziffern des Ergeb-
nisses korrekt. Die Laufzeit betragt etwa 8 Minuten.

Ein Vergleich der beiden Ausdriicke (6.16) und (6.22) fiir E fiihrt uns
auf die Gleichung

1 /” /” de do B 2 % 2Vab
m? Jo Jo 1—acos¢—bcos®  7\/1— (a—b)? 1—(a—b)2)’
(6.23)

wenn wir 2 > 0, b > 0 und a + b < 1 voraussetzen. Angesichts des Erfolgs
symbolischen Rechnens bisher in diesem Kapitel diirfen wir amdisiert fest-
stellen, dass gegenwaértig weder Mathematica noch Maple in der Lage sind,
diese Formel abzuliefern. Wir konnen es uns daher nicht verkneifen, dem
Leser zu zeigen, wie man sie direkt per Hand (gemeint ist mit dem Kopf)
herleitet. Aus der unmittelbaren Gegebenheit [PBM86, Formel (1.5.9.15)]

1 41
mJo c+dcos® /22

, c>|d|,

die nattirlich auch kein Problem fiir irgendeines der Computeralgebrasys-
teme darstellt, schlieflen wir auf

1 (7 m do do 1 (7 di
?/0 /0 1—acoscp—bcos9:E/o V0 —acosg)Z b2
1t ds ot ds
o -/—1 V(1 —=352)((1—as)?—b?) B /—1 \/quartisches Polynom in s~
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Wir erkennen, dass es sich beim letzten Ausdruck um ein elliptisches Inte-
gral erster Art handelt. Es lasst sich durch die Substitution

t:\/(1+b—a)(1+s)

21+b—as)

(vgl. [BF71, Formel (252.00)]) auf kanonische Form bringen, was uns schlief3-
lich zum gewtinschten Resultat fiihrt:

1/1 ds
A ENGEE (o

2 /1 dt
ny1—(a—b)?Jo J1_f2 1_1_?;517)2,52

_ 2 X 2vab
/1= (a—b)? 1—(a—b)2)’

6.7 Schwierigere Probleme

Fir zweidimensionale Irrfahrten auf quadratischen Gittern kann E durch
das arithmetisch-geometrische Mittel (6.18) ausgedriickt werden. Also ist
keine Frage zu Riickkehrwahrscheinlichkeiten vorstellbar, welche eine gro-
Bere rechentechnische Schwierigkeit bote als Problem 6. Dies dndert sich
schlagartig, wenn wir andere Gitter betrachten, sagen wir dreieckige zwei-
dimensionale, kubische dreidimensionale oder hyperkubische d-dimensio-
nale.

Kubische Gitter

Fiir kubische Gitter lassen sich die Techniken aus §6.2-§6.4 und §6.6 immer
noch anwenden, auch wenn der rechentechnische Aufwand betrachtlich an-
wachsen wird. Wir iiberlassen es jedoch dem Leser als Herausforderung,
fur die allgemeine asymmetrische Irrfahrt auf einem kubischen Gitter so
schone geschlossene Formeln in speziellen Funktionen wie in §6.5 herzu-
leiten, wenn es sie denn tiberhaupt gibt.

Um die dabei auftretenden Schwierigkeiten zu verdeutlichen, wollen
wir eine Ubersicht dariiber geben, was iiber Irrfahrten auf dem einfachen
kubischen Gitter bekannt ist. Im symmetrischen Fall, wenn die Ubergangs-
wabhrscheinlichkeiten zu den ndchsten Nachbarn alle gleich 1/6 sind, ver-
allgemeinert sich das Integral (6.22) unmittelbar zum Dreifachintegral

L dgy dy dps
E_7'c3/o /0 /0 1 — (cos ¢1 + cos ¢y + cos ¢3) /3’
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Watson bewies 1939 in einem bertichtigten Kraftakt [Wat39] das Ergebnis™*

E:%%u&+uv§—uw6—7¢QK%%y ke = (2—V3)(V3—V2).

Im Jahre 1977 gaben Glasser und Zucker [GZ77] die Formel™

s (a1)" (30 (3) i)

an, die sich mittels [BZ9g2, Tab. 3(vii)] zu
E:ﬁ*%ZLFZE
3273 24 24
vereinfacht.

Die beiden Formeln mit der Gammafunktion mogen eleganter und ele-
mentarer aussehen als die von Watson. Vom rechentechnischen Standpunkt
ist letztere aber immer noch die Beste. Um beispielsweise 1000 Ziffern zu
berechnen, bendtigen die Formeln mit der Gammafunktion eine Laufzeit
von etwa 16 Sekunden, wihrend es die Watson’sche in weniger als ei-
ner Zehntelsekunde schafft. Das liegt an den Kosten der Berechnung der
Gammafunktion auf hohe Genauigkeit (siehe §5.7). Tatsdchlich haben Bor-
wein und Zucker 1992 vorgeschlagen, im Gegenzug solche Beziehungen
zwischen der Gammafunktion und dem vollstandigen elliptischen Integral
erster Art fiir die schnelle Auswertung der Gammafunktion in speziellen
rationalen Argumenten zu verwenden; vgl. [BZ9z].

Im allgemeinen asymmetrischen Fall wollen wir — tiber die zweidimen-
sionalen Ubergangswahrscheinlichkeiten po, pw, pn und ps hinaus — die
Wabhrscheinlichkeiten eines Ubergangs in der dritten Dimension nach oben
(hoch) und unten (tief) mit py bzw. pr bezeichnen. In Analogie zu pow
und pns verwenden wir die Abkiirzung pyr = /papt. Die Formel (6.22)
verallgemeinert sich nun miihelos zu:

E_ 1 /” /” /ﬂ dgy dg, dgs
o Jo Jo 1— 2pow €os P1 — 2PNs €OS o — 2PHT COS P3 ’

12 Wir beobachten insbesondere, dass E < co. Anders als in einer oder zwei Dimen-
sionen ist die symmetrische Irrfahrt in drei Dimensionen daher transient (p < 1),
ein klassisches Ergebnis, das Pélya bereits 1921 [P6l21] bekannt war. Watson wer-
tete seinen Ausdruck numerisch zu E/3 = 0.5054620197 aus (vgl. [Wat39, S. 267]),
was die Riickkehrwahrscheinlichkeit p = 1 —1/E = 0.3405373295 liefert — ein
Wert, der auf die angegebenen 10 Ziffern genau ist.

13 Glasser teilte Hughes [Huggs, S. 614] mit, dass ,der Ausdruck in diesem Ar-
tikel durch die versehentliche Auslassung eines Faktors 3847 bei der Abschrift
verunstaltet wurde.”
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Mit (6.23) erhalten wir die Formel™

_ / K(k)d¢
s V(1 =2prr cos )2 — 4(pow — pns)?’
4,/Pow Pns
V(1= 2pur cos $)% — 4(pow — pns)?’

die sich unmittelbar zur numerischen Auswertung eignet. Ihre symboli-
sche Auswertung ist jedoch noch immer ein offenes Problem. Der Spezi-
alfall pow = pns wurde kiirzlich in einem weiteren Kraftakt von Delves
und Joyce [DJo1] gelost und spéter in Zusammenarbeit mit Zucker [JDZo3]
vereinfacht. Thr Ergebnis [DJo1, Formel (5.13)] bzw. [JDZo3, Formel (4.26)]
ergibt sich in unserer Notation zu

B, = 8 K(k+)K(k-)
POW=PNs 72 (/1 —4(pur — 2pow)? + /1 — 4(pur + 2pow)?)

mit den Moduln

o 1, \/(1 —2pur)? — 16py + \/ 1+ 2pyr)? — 16p8y
+ 7 5 3
2 (v/1—4(pur — 2pow)? + /1 — 4(pur + 2pow)? )

' (\/1 —4pir (\/(1 — 4pow)2 — 4phr + /(1 +4pow)? 4P%n) + 64r%w>) :

Welch ein Triumph von Leuten, die sich ganz einem Problem verschrieben
haben: Denn fiir solche Probleme sind die gegenwértigen Computeralge-
brasysteme noch immer von sehr geringem Nutzen.

Hyperkubische Gitter

Die Erweiterung auf hohere Dimension erfordert weiteres Nachdenken.
Keine der bislang vorgestellten Methoden ldsst sich unmittelbar zu einer
wirklich effizienten numerischen Methode zur Berechnung von E fiir Di-
mensionen d >> 3 verallgemeinern. Wir kénnen jedoch die Ergebnisse aus
§6.6 geeignet transformieren, um asymmetrische Irrfahrten auf dem hyper-
kubischen Gitter in d Dimensionen zu behandeln, also Irrfahrten auf dem
ganzzahligen Gitter Z¢.

Wir bezeichnen die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir einen Schritt
vor oder zuriick in der j-ten Dimension mit p;- j bzw. p., i und ihr geometri-
sches Mittel mit

14 Auf dieses und das nichste Resultat wurden wir von John Boersma aufmerksam
gemacht, der sie seinerseits von John Zucker gelernt hat.
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i =P Py

Genau wie in Lemma 6.1 kénnen wir beweisen, dass 0 < ¢ = 2(pj + - +
py) < 1. Formel (6.22) verallgemeinert sich unmittelbar zu

_ i ' d(/)l . d(/)d
i /0 /0 1-— 2;71k cosy — -+ — ZP; cos (Pd. (6.24)

In hoheren Dimensionen ist die numerische Auswertung dieses Mehrfach-
integrals unvertretbar teuer. Es gibt nun aber einen hiibschen Trick (siehe
[Mons6, §2]), um das d-dimensionale Integral auf ein einfaches Integral von
Produkten modifizierter Besselfunktionen zu transformieren: Wir setzen in
(6.24) das Integral

1

_ / eft(172p1‘ Cos 1 —+-—2p} COS‘Pd)dt
1—2pjcos¢y — -+ —2pjcos ¢y 0

ein, vertauschen die Integrationsreihenfolge, verwenden die Darstellung
[Olv74, S. 82]

I :l T xcos¢d
0(x) - ¢

der modifizierten Besselfunktion Iy erster Art und nullter Ordnung und
schlieflen auf'>

E= / e~'Io(2pit) - - Io(2p;t)dt. (6.25)

Da Iy(x) fiir x — oo wie

Io(x) ~ TS

wachst (siehe [Olvyg, S. 83]), féllt der Integrand in (6.25) fiir t — oo wie
O(e~(1-9)t4=d/2) ab_ Insbesondere sehen wir fiir d > 3, dass E < 00;%® die
asymmetrische Irrfahrt ist also in Dimensionen grofier als zwei grundsétz-
lich transient.

Die effiziente numerische Auswertung des Integrals (6.25) kann mit ei-
ner doppelt-exponentiellen Quadraturformel (siehe §3.6.1 und §9.4) erfol-
gen. Wegen des exponentiellen Wachstums von Iy (x) miissen wir jedoch et-
was Vorsicht walten lassen, um Uberlauf zu vermeiden. Wir empfehlen, die
Berechnung unter Verwendung der skalierten Funktionen Ip(x) = e ¥Iy(x),
x > 0, mit dem Ausdruck

E= / Vo(2pit) - To(pjt)dt

15 Dies verallgemeinert das von Montroll 1956 fiir den Spezialfall p;r =r G =

.,d) angegebene Resultat [Mons6, Formel (2.11)].
16 Und fir d < 2 in Ubereinstimmung mit Lemma 6.1 genau dann, wenn ¢ < 1.
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Tabelle 6.1. Riickkehrwahrscheinlichkeit p fiir das d-dimensionale hyperkubische Gitter.

p d p d p
0.340537329550999 | 10 0.056197535974268 | 17 0.031352140397027
0.193201673224984 | 11 0.050455159821331 | 18 0.029496289133281
0.135178609820655 | 12 0.045789120900621 | 19 0.027848522338807
0.104715495628822 | 13  0.041919897078975 | 20 0.026375598694496
0.085844934113379 | 14 0.038657877090674 | 30 0.017257643569441
0.072912649959384 | 15 0.035869623125357 | 40 0.012827098305686
0.063447749652725 | 16 0.033458364465789 | 100 0.005050897571251

O 0 N O U B W

vorzunehmen. In Matlab kann die skalierte Funktion Io(x) mit dem ein-
gebauten Befehl BesselI(0,x,1) ausgewertet werden. Die Mathematica-
Implementierung BesselITilde[x] findet sich auf der Webseite dieses
Buchs. Sie basiert auf einer asymptotischen Entwicklung von Ip(x) mit
strenger Fehlerabschitzung [Olvy4, S. 269]: Fiir x > 0 gilt

e i (2k—1)12
Io(x)—m(k;) KI(Bx)t +Rn>

I2(n+1/2)

mit dem Restglied [R,| < 2e I2((n41)/2)(4x)"

Wir nutzen diesen Zugang, um Problem 6 ein letztes Mal zu l6sen.

Eine Sitzung mit Mathematica

1 1
ExpectedVisits[e_Real] := (pg = T +€; Py = 7" €;

1
Pn=Ps=ZiPEw= PePwi Pns = VPuPs i O =2 (Pew + Prs) i

NIntegrate[Exp[- (1l - o) t] BesselITilde[2 pgy t] BesselITilde[2 pys t],
{t, 0, ©»}, PrecisionGoal » 15, Method » DoubleExponential]);

FindRoot [ExpectedVisits[e] ==2, {e, 0.06, 0.07}, AccuracyGoal - 15]

{€ >0.06191395447399097}

Der Lauf benétigt in IEEE-Arithmetik etwa eine Sekunde und liefert 15
korrekte Ziffern.

Schliefilich wollen wir den Zugang auf hoherdimensionale Probleme
anwenden und fiir verschiedene Dimensionen d die Riickkehrwahrschein-
lichkeit p = 1 — 1/E der symmetrischen Irrfahrt berechnen, also fiir die spe-
ziellen UbergangswahrsCheinlichkeiten p]’-‘ =1/2d,j=1,...,d.
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Eine Sitzung mit Mathematica (erzeugt Tabelle 6.1)

ReturnProbability[d Integer] :=
1-1/NIntegrate[BesselITilde[t/ d]d, {t, 0, ©}, WorkingPrecision-» 20,
PrecisionGoal » 17, Method » DoubleExponential]
{#, NumberForm[ReturnProbability[#], {15, 15}]} & /@
Join[Range[3, 20], {30, 40, 100}] // TableForm

Die Daten in Tabelle 6.1 wurden zuvor von Griffin [Grigo, Tab. 4] berechnet
(jedoch mit Abweichungen in der letzten Ziffer fiir d = 11 und d = 12). Er
benutzte eine Dimensionsrekursion, welche die kombinatorische Methode
aus §6.4.1 verallgemeinert, und beschleunigte die Konvergenz mit der A2-
Methode von Aitken .
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Zu grof3, als dass einfach;
zu klein, als dass schwierig

Folkmar Bornemann

Mein mathematischer Sinn wurde zu einer Zeit geformt, als
die hiufigsten Adjektive eines mathematischen Gespriichs
Jtief” und | trivial” waren. Erstklassige Mathematik war
tief, der ganze Rest trivial. Freeman Dyson (1996)
Wenn ich die Existenz einer Zahl behaupte, aber ihren Wert
nicht berechnen kann, dann habe ich das Problem nicht zu
Ende gefiihrt. Es gibt keine tiefen Theoreme — nur Theoreme,
die wir nicht wirklich gut verstehen. Das ist der konstrukti-
ve Anreiz. Nicholas Goodman (1983)

Problem 7

Es sei A die 20000 x 20000 Matrix, deren Elemente samtlich Null
sind bis auf die Primzahlen 2,3,5,7,...,224737 in der Hauptdia-
gonalen und die Elemente a;; = 1 fiir li—jl =1,2,4,8,...,16384.
Welchen Wert hat das (1,1)-Element von A~1?

Die Dimension des Problems ist zu klein, als dass seine Losung in doppelt-
genauer IEEE-Arithmetik mit der heute zur Verfiigung stehenden Soft- und
Hardware wirklich schwierig wéare: Wir 16sen es in §7.2 durch rohe Gewalt
mit einem einzigen Matlab-Befehl. In §7.3 entwickeln wir einen effizien-
ten iterativen Loser und konnen damit die Dimension problemlos um den
Faktor 100 auf 2 000 000 erhhen.

Die Dimension des Problems ist jedoch zu grofi, als dass wir naiv dar-
auf vertrauen konnten, dass die kostbaren Ziffern, die wir gerade so einfach
berechnet haben, nicht von Rundungsfehlern kompromittiert worden seien.
In §7.4 diskutieren wir zwei Methoden, ndmlich aposteriorische Rundungs-
fehleranalyse und Intervallarithmetik, die jede fiir sich unser Vertrauen in
diese Ziffern wiederherstellen werden.
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Schliefllich ist die Dimension des Problems genau richtig, um die vollig
unerwartete Berechnung der exakten Losung gerade noch zu ermoglichen.
Wir benutzen in §7.5 eine erstaunliche, weitgehend numerische Methode
von Zhendong Wan, um diese Losung auf einem handelstiblichen PC in
einer halben Stunde zu berechnen: in Form eines Bruchs zweier nattirlicher
Zahlen mit je 97389 Ziffern.

7.1 Auf den ersten Blick: ein lineares Gleichungssystem

Wie berechnet man fiir eine gegebene Matrix A das (1,1)-Element von
A~1? Wie man in jeder Einfithrung in die numerische Mathematik (siehe
z.B. [DHoz2, S. 3]) lernt, ist die Berechnung — und Verwendung — der inver-
sen Matrix selten eine gute Idee: Zu langsam und es besteht die Gefahr nu-
merischer Instabilitét. Es ist besser, das Problem in ein lineares Gleichungs-
system umzuformen. Wir bemerken, dass die erste Spalte x der inversen
Matrix
X1| * -+ %
ATl =

Xp| % -+ %

folgendem linearen Gleichungssystem gentigt:

Ax=b, b=(1,0,0,...,0)T. (7.1)
Problem 7 verlangt nach dem ersten Element von x, ndmlich x.
Die Erzeugung der diinnbesetzten Matrix A

Indem wir die Dimension als einen Parameter behandeln, konnen wir das
Problem in natiirlicher Weise in eine Familie dhnlicher Probleme einbet-
ten. Dieser Standpunkt, das Problem nicht als Einzelfall anzusehen, wird
uns helfen, ein besseres Gespiir fiir die inhdrenten Schwierigkeiten und die
Komplexitit der Aufgabe zu entwickeln und aus kleineren Beispielen fiir
grofsere zu lernen. Wir bezeichnen die Dimension mit n und betrachten die
Matrix A, € R"*", die entlang der Diagonalen durch

(An)ii = pi mit der i-ten Primzahl p;, (7.2)
definjert ist, wahrend sie auferhalb der Diagonalen
(An)ij =1, falls |i — j| eine Zweierpotenz ist,

erftillt und die restlichen Elemente alle Null sind.
Dies ist eine hochgradig diinnbesetzte Matrix mit O(nlogn) von Null
verschiedenen Elementen. Fiir n = 20000 sind nur 554 466 der n*> = 4 - 108
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Abb. 7.1. Besetzungsstruktur von Apygo-

Elemente besetzt, also etwa 0.14%; siehe Abb. 7.1. Fiir n = 2000000 liegt
das Verhiltnis bei 0.002%.

Matlab und Mathematica® kdnnen beide mit allgemeinen diinnbesetz-
ten Matrizen umgehen; sie bieten Speicherschemata und Befehle, um diinn-
besetzte Matrizen zu erzeugen und um auf ihnen zu operieren. Das folgen-
de kurze Programm erzeugt Asgoop und die rechte Seite b in Matlab.

Eine Sitzung mit Matlab

n = 20000; p_n = 224737; b = sparse(n,1); b(1) = 1;
A = spdiags(primes(p_n)’,0,n,n); e = ones(n,2);
for k = 2.7(0:floor(log2(n))), A = A + spdiags(e, [-k k],n,n); end

Und hier das Gleiche in Mathematica:

Eine Sitzung in Mathematica

n=20000; b =Table[0, {n}];b[1] =1;
A = SparseArray[{{i_, i_.} » Prime[i]}, n] + (# + Transpose[#]) &@Q
SparseArray [

Flatten@Table[{i, i zj} »1,{i,n-1}, {j, 0, Log[2., n - i])], n];

Tabelle 7.1 fithrt auf, wieviel Rechenzeit* zur Erzeugung von A, fiir ver-
schiedene n mit dem Matlab-Programm benétigt wird. Zusitzlich findet
sich der von den Matrizen A, belegte Speicherplatz. Fiir das Mathematica-
Programm sind die Laufzeiten anndhernd gleich, wahrend der Speicher-
bedarf etwas niedriger ausfdllt, da Mathematica die Elemente als ganze
Zahlen und nicht als doppelt-genaue Maschinenzahlen speichert.

1 Version 5.0 und hoher.
2 Die angegebenen Laufzeiten beziehen sich auf eine Sun UltraSPARC-III+ mit
9oo MHz.
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Tabelle 7.1. Laufzeit und Speicherbedarf zur Erzeugung von A, (Matlab).

Dimension n  Laufzeit Speicherplatz

2000 0.28 0.48MB
20000 2.78 6.4 MB
200000 455 79 MB
2000000 7205 944 MB

7.2 Direkte Losung

Seien wir mutig und versuchen, das lineare Gleichungssystem mit einem
direkten Loser fiir diinnbesetzte Systeme [GL81, Kap. 5] wie etwa demje-
nigen von Matlab zu l6sen. Der folgende Lauf benétigt 6 Stunden und 11
Minuten.

Eine Sitzung mit Matlab (Fortsetzung von S. 183)

>> x = A\b;
>> x1 = x(1)

x1 = 7.250783462684010e-001

Wir wollen den Vorhang etwas liiften und uns die Details ansehen. Da
die Matrix symmetrisch mit einer positiven Diagonalen ist, wagt Matlab
die MutmafSung, dass die Matrix sogar positiv definit ist. Aufgrund dessen
versucht Matlab, die Losung mit der Cholesky-Zerlegung von A, zu be-
rechnen:

Ay =LLT, L untere Dreiecksmatrix mit positiver Diagonale.

Diese Zerlegung gelingt dann und nur dann, wenn die betrachtete symme-
trische Matrix auch tatsdchlich (numerisch) positiv definit ist. Da sie oben
gelang, muss insbesondere also unsere Matrix Axgoop positiv definit sein.

Wiéhrend der Berechnung von L werden etliche Stellen besetzt, in de-
nen die Elemente von A selbst Null sind. Das Ausmaf$ dieses Fill-In hangt
kritisch von der Nummerierung (Ordnung) der Unbekannten des linearen
Gleichungssystems ab, siehe [GL81, S. 115]. Als Voreinstellung verwendet
Matlab die Minimalgrad-Ordnung [GL81, §5.3], welche darauf abzielt, den
Fill-In zu minimieren. Voll ausgeschrieben fiihrt die Matlab-Zeile x = A\b
folgendes Programm aus (R = LT):

x = zeros(size(b));

perm = symmmd(A) ; % Minimalgrad-Ordnung
R = chol(A(perm,perm));

x(perm,:) = R\(R’\b(perm,:));
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Abb. 7.2. Minimalgrad-Ordnung: Besetzungsstruktur der umgeordneten Matrix Asg
(links) und ihres Cholesky-Faktors L (rechts).

Das untere Dreieck von L ist zu 41.26% gefiillt (siehe Abb. 7.2) und be-
legt einen Speicherplatz von 944 MB. Dieser Speicherplatzbedarf skaliert
wie O(n?), die Laufzeit zur Berechnung von L sogar wie O(n%). Offensicht-
lich verhindert dieses Skalierungsverhalten entsprechende Rechnungen fiir
wesentlich groflere Dimensionen, etwa n = 200 000.

Eine alternative Ordnung der Unbekannten besteht in der umgekehrten
Cuthill-McKee-Ordnung [GL81, §4.3.1], welche darauf abzielt, statt des Fill-
In die Bandbreite der diinnbesetzten Matrix zu minimieren. Diese Ordnung
benoétigt in Fillen wie unserem, in denen der Umfang des Fill-In bereits
fur die Minimalgrad-Ordnung relativ grofs ist, vergleichsweise wenig mehr
Speicher fiir den L-Faktor. Da Matlab jetzt aber auf einen Bandloser um-
schalten kann [GL81, Kap. 4], reduziert sich die Laufzeit betrédchtlich:

Eine Sitzung mit Matlab (Fortsetzung von S. 183)

>> x = zeros(n,1);

>> perm = symrcm(A); % umgekehrte Cuthill--McKee-Ordnung
>> R = chol(A(perm,perm));

>> x(perm) = R\(R’\b(perm));

>> x1 = x(1)

x1 = 7.250783462684012e-001

Das untere Dreieck von L ist jetzt zu 50.46% gefiillt (siehe Abb. 7.3) und
belegt einen Speicherplatz von 1.13 GB. Die Laufzeit verringert sich jedoch
um etwa 1 Stunde auf 5 Stunden und 18 Minuten.
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Abb. 7.3. Umgekehrte Cuthill-McKee-Ordnung: Besetzungsstruktur der umgeordneten
Matrix Asgog (links) und ihres Cholesky-Faktors L (rechts).

7.2.1 Beurteilung I: Apriorische Rundungsfehleranalyse

Rundungsfehler sind fiir das von einem direkten Loser berechnete Resultat
die einzige Quelle von Ungenauigkeiten. Also fragen wir uns: Wieviele
Ziffern von x; konnen in der Sitzung auf S. 184 auf diese Weise verfalscht
worden sein?

Die Cholesky-Zerlegung ,erfreut sich vollkommener normweiser nu-
merischer Stabilitdat” [Higg6, S. 206], der resultierende Fehler ist also in
seiner Grofienordnung vergleichbar mit dem Effekt, den die Umwandlung
der Daten in Maschinenzahlen in der Losung verursacht. Kein Grund zur
Sorge, konnte man denken. Wir sollten uns die Sache trotzdem etwas ge-
nauer ansehen.

Wir bezeichnen mit £ den tatsdchlich auf der Maschine berechneten Lo-
sungsvektor. Die numerische Stabilitiat des Cholesky-Verfahrens liefert die
folgende apriorische Abschédtzung (siehe [Higg6, S. 142]):

1 — 1| < [lx = 2| < curc(An)[|x[| - u+O(u?). (7:3)

Dabei bezeichnet || - || die euklidische Norm, u die Maschinengenauigkeit3,
x(An) die spektrale Konditionszahl von A, und ¢, eine Konstante, die nur
von der Dimension n abhdngt. Es kann folgende Abschédtzung bewiesen
werden (siehe [Higg6, Formel (10.7)]):

cn <4n(Bn+1).

Um diese Abschitzungen benutzen zu kénnen, brauchen wir eine Vorstel-
lung von der Grofle der Konditionszahl x(Ay,) = Amax(An)/Amin(An), d.h.
des Verhiltnisses aus grofitem und kleinstem Eigenwert der symmetrisch

3 Fiir doppelt-genaue IEEE-Arithmetik ist 1 = 2753 = 111-.10"%6,
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positiv definiten Matrix A,. Da die Diagonale von A, wenigstens zum un-
teren Ende hin dominant ist, liefert das Verhéltnis aus grofstem und kleins-
tem Wert der Diagonale einen verniinftigen Hinweis auf die Konditions-
zahl:4

K(An) = pu/2,  also K(Agmo) ~ 10°. (7-4)

Setzen wir fiir die Dimension n = 20000 alle diese Werte in (7.3) ein, so
erhalten wir
|X1 — 92'1‘ é 0.04.

Diese Argumentation garantiert daher noch nicht einmal die Korrektheit
der ersten Ziffer von £;. Es gibt zwei Griinde fiir diese pessimistische
Schranke: Erstens die relativ hohe Konditionszahl des linearen Gleichungs-
systems, die uns in der Tat Sorgen bereiten sollte, und zweitens die hohe
Dimension des Problems, die zu einer sehr schlechten Konstante ¢, fiihrt.
Die Erfahrung mit solchen apriorischen Schranken der Rundungsfehler-
analyse lehrt uns, dass dimensionsabhédngige Konstanten wie c, hdufig viel
zu pessimistisch sind [Higg6, §§2.6/3.2]. Wenn wir grundlos optimistisch
wéren und von ¢, =~ 1 ausgingen, so resultierte die apriorische Schranke in

lxp — %1 $8-10712

Das wiirde uns zwar die Korrektheit der ersten 10 Ziffern garantieren, aber
alle diese Uberlegungen nagen an unserem Vertrauen in diesen Zugang.
Wir ziehen daraus die Lehre, dass — wahrend die apriorische Rundungsfeh-
leranalyse ein wesentliches Mittel fiir ein tiefergehendes qualitatives Ver-
stdndnis der schlimmstenfalls von Rundungsfehlern verursachten Effekte
ist — sie von geringem praktischen Nutzen ist, soweit es scharfe quantitati-
ve Schranken fiir einen konkreten Einzelfall angeht [Higg6, §3.2].

Spéter, nach der Diskussion sehr viel effizienterer Loser, werden wir
sehen, dass tatsdchlich 15 Ziffern des vom direkten Loser abgelieferten Re-
sultats korrekt sind. Hierzu werden wir uns feinerer Methoden zur Be-
urteilung der Genauigkeit bedienen, wie etwa hochgenauer Arithmetik
(§87.3.2), aposteriorische Fehlerabschidtzungen (§7.4.1) oder Intervallarith-
metik (§7.4.2).

7.2.2 Warum nicht Extrapolation?

Da Extrapolation in den meisten Kapiteln des Buchs so gut funktioniert,
konnte sich der Leser fragen, ob sich nicht die Resultate kleinerer Dimen-
sionen zur Losung des Problems extrapolieren lieSen. Abbildung 7.4 zeigt
die Anzahl der Ziffern, auf welche die Losungen fiir A, mit der von Azpy
bzw. Ajgogo tibereinstimmen.

4 Ein Vergleich mit Tabelle 7.2 zeigt, dass diese grobe Approximation den Wert
von x(Ay) nur innerhalb eines Faktors 2 unterschitzt.
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Ziffern

Abb. 7.4. Approximation von xq1 durch Probleme niedrigerer Dimension. Die Graphen
zeigen die Anzahl der Ziffern, auf welche die Losungen fiir A, mit der von Apgog (links)
bzw. Apoogo (rechts) iibereinstimmen. Die gestrichelten Linien markieren Zweierpotenzen.

Wir beobachten, dass, wenn n eine Zweierpotenz passiert, die Qualitat
der Approximation sprungartig steigt. Das liegt daran, dass fiir diese n ei-
ne neue Nebendiagonale beim Aufbau von A, hinzukommt. Die Grofie des
Sprungs scheint recht vorhersagbar zu sein, bis auf den Letzten: Plotzlich
springt die Genauigkeit nicht nur um den Bruchteil einer Ziffer, sondern
um mehr als 6 Ziffern auf einmal. Umgekehrt bedeutet dieses besonde-
re Verhalten, dass jede Extrapolation, die sich nur auf jene Dimensionen
stiitzt, die kleiner als die zur letzten Sub- bzw. Superdiagonalen gehori-
gen Zweierpotenz sind, nicht mehr als 6 Ziffern des eigentlichen Resultats
vorhersagen kann. Fiir den speziellen Fall n = 20000 startet die letzte Ne-
bendiagonale bei 2!* = 16384. Mit einem Wachstum der Laufzeit von der
Ordnung O(n®) kénnten wir daher unseren Aufwand bestenfalls um einen
Faktor (20000/16384)3 ~ 1.8 reduzieren.

7.3 Iterative Losung

Der enorme Speicherplatzbedarf und die hohe Laufzeit der Cholesky-Zer-
legung in §7.2 fithren uns direkt zur Frage, wie sich iterative Loser bei
Problem 7 machen.

Wir bemerken gleich zu Beginn, dass durch die Verwendung eines ite-
rativen Losers das explizite Speichern der Matrix in geeigneten diinnbe-
setzten Formaten nicht langer notwendig ist. So ist es beispielsweise ein
Charakteristikum von Krylovraum-Verfahren>, dass sie die Matrix A, nur

5 Der von einer Matrix A und einem Vektor b erzeugte k-te Krylovraum ist der
durch sukzessive Anwendung des Operators A auf b, also durch die Vektoren
b, Ab, A2, ..., AF"1p aufgespannte lineare Teilraum.
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tiber eine Blackbox zur Auswertung des Matrix-Vektor-Produkts x — A,x
ansprechen. Diese Abbildung kann durch zwei geschachtelte for-Schleifen
realisiert werden — bei einem optimalen Speicherplatzbedarf der Ordnung
O(n) zur Speicherung der Primzahlen 2,3, ..., p, in einem Vektor, die wir
mit diagonal bezeichnen. Wir zeigen als Beispiel eine Matlab-Funktion,
die das Matrix-Vektor-Produkt implementiert (ein Mathematica-Programm
findet sich im Anhang C.5.2):

function y = ATimes(x,diagonal)
% realizes: y=A*x; initialize by: diagonal = primes(p_n)’
y = diagonal.*x; n=length(x);
for k=1:n-1, for j=2.~(0:floor(log2(n-k))), y(k)=y(k)+x(k+j); end, end
for k=2:n , for j=2."(0:floor(log2(k-1))), y(k)=y(k)+x(k-j); end, end
return

Aus Effizienzgriinden empfehlen wir jedoch die explizite Verwendung der
Matrix A;, solange geniigend Speicherplatz zur Verfiigung steht. Auf die-
se Weise profitiert man von der hochoptimierten Vektorisierung (mittels
BLAS-Routinen), welche fiir das explizite Matrix-Vektor-Produkt von Mat-
lab oder Mathematica genutzt wird.

7.3.1 CG-Verfahren

Fiir Problem 7 ist die iterative Methode der Wahl das klassische Verfah-
ren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) von Hestenes und Stiefel
aus dem Jahre 1952; siehe [DHo2, Alg. 8.16] oder [TBgy, Alg. 38.1]. Dieses
Krylovraum-Verfahren ist mafigeschneidert fiir die Losung linearer Glei-
chungssysteme mit symmetrisch positiv definiten Matrizen. Es finden sich
zwar in der Literatur viele verschiedene Herleitungen des Verfahrens, aber
sie laufen am Ende stets auf den gleichen einfachen Algorithmus hinaus:

Algorithmus 7.1 (CG-Verfahren).

p(l> = r(o) =D

for k =1 to kpax do
ap = <r(k*l)/r(k*1)>/<Ar)(k), p(k)>,
x(k) = x(kil) —+ akp(k);
r(k) = r(k_l) — IXkAp(k);
if Abbruchkriterium erfiillt then exit;
,Bk+1 = <r(k),r(k)>/<r(k_1),r(k_1)>
P(kH) =)+ Br+1 P(k)/’

end for

7
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Hier bezeichnet (x,y) = xTy das euklidische Skalarprodukt. Jeder Durch-
lauf der for-Schleife beinhaltet ein Matrix-Vektor-Produkt, namlich Ap*)
(das zwar im Algorithmus zweimal auftaucht, aber natiirlich nur einmal
berechnet werden muss). In exakter Arithmetik ist der Vektor rk) gerade

das Residuum
r0) =p— Ax®).

Fiir einen funktionierenden Algorithmus miissen wir jetzt noch den fehlen-
den Teil angeben, das Abbruchkriterium. Eine verntinftige Wahl sttitzt sich
auf etwas Theorie und einige grobe Abschédtzungen.

Ein Abbruchkriterium

Die Konvergenzeigenschaften des CG-Verfahrens werden vom Spektrum
von A bestimmt. So kann folgende Fehlerabschédtzung bewiesen werden
[DHoz2, Kor. 8.18]:

[x®) —x||4 <ellx||a, falls k>

A log<2/e>] 73

Dabei bezeichnet || - |4 die durch ||x||% = (Ax, x) definierte Energienorm
und x(A) die spektrale Konditionszahl von A, die wir bereits in §7.2.1
betrachtet haben, also das Verhéltnis Amax(A)/Amin(A) des grofiten zum
kleinsten Eigenwert von A. Wir wollen jetzt die zuvor diskutierte, sehr gro-
be Abschitzung (7.4) von x(A,) verbessern.

Der maximale Eigenwert wird hauptséchlich von den dominanten Ele-
menten der Diagonalen von A, beeinflusst. Bezeichnen wir mit e, =
(0, O,...,O,l)T den n-ten kanonischen Basisvektor, so erhalten wir nach
[H]85, Thm. 4.2.2/Thm. 5.6.9] tatsdchlich die Abschédtzung

Pn = <Anen/ en> < Amax<An) < HAn”oo = pn+ O(log 7’1),

also Amax(An) ~ pn fiir n — oco. Gute Abschidtzungen des minimalen Ei-
genwerts sind leider nicht so einfach zu bekommen.® Tabelle 7.2 zeigt die
Ergebnisse einiger Eigenwertberechnungen’, die numerische Evidenz fiir
die Abschitzung Amin(A,) > 1 liefern. Wenn wir annehmen, dass diese
einfache Abschitzung richtig ist, so diirfen wir auf

(x,x) < (Anx,x) < (AQx,x) = (Anx, Apx), also x| < lxla < [[Anx]],

6 In Lemma 7.3 werden wir mit einigem Aufwand beweisen, dass 1 < Amin(Ay) < 2
wenigstens fiir die Dimensionen im Bereich 1 < n < 2100 gilt.

7 Die Falle n = 20, n = 200 und n = 2000 wurden unmittelbar mit dem Matlab-Be-
fehl eig berechnet, der sich auf den QR-Algorithmus stiitzt. Im Fall n = 20000
wurde inverse Vektoriteration verwendet, wobei die iterative Methode aus §7.3.2
als linearer Gleichungsltser eingesetzt wurde.



7.3 Iterative Losung 191

Tabelle 7.2. Numerische Spektraldaten von Ay.

n Pn )\max(An) Amin(An) K(Aﬂ) K(Drlen) P(I_PrilAn)
20 71 7.1512-100  1.1335 6.3-10! 4.36 —
200 1223 1.2234-10° 11217 1.1-103 4.45 1.13-1072
2000 17389 1.7390-10%* 1.1207 1.6-10% 4.45 1.21-1072
20000 224737 2.2474-10° 1.1205 2.0-10° 4.45 1.21-1072

und damit auf folgende Abschédtzung des Fehlers in der ersten Komponen-
te schliefsen:

o= <O < x O < P, = b A,

(7.6)
Eine Genauigkeit von 11 korrekt gerundeten Ziffern (in exakter Arithme-
tik) erhalten wir daher durch die Wahl von € = 1071 < 5- 107 x¢|/||x]| o
in (7.5),2 also fiir Iterationszahlen k > 5819. Diese apriorische Abschétzung
liefert zwar die richtige Grofienordnung, kann aber in der Praxis die eigent-
lich benétigte Anzahl deutlich tiberschidtzen. Es empfiehlt sich daher, die
Iteration abzubrechen, sobald eine einfache aposteriorische Abschidtzung
des Fehlers hinreichende Genauigkeit signalisiert. Wegen (7.6) wahlen wir
als Abbruchkriterium (wir erinnern an ||b|| = 1)

IFO1/115]] < to1 (7.7)

mit tol = 10~ 1%,

Matlab besitzt mit dem Befehl pcg eine Implementierung des CG-
Verfahrens, die als Voreinstellung genau das auf dem relativen Residuum
basierende Abbruchkriterium (7.7) benutzt. Mathematica besitzt ebenfalls
die Option, das CG-Verfahren als linearen Gleichungsloser einzusetzen, sie-
he S. 195.

Eine Sitzung mit Matlab (Fortsetzung von S. 183)

>> tol = le-11; kmax = 5819;
>> [x,fail,r,k] = pcg(A,b,tol,kmax);
>> if not(fail), k, x1 = x(1), err = r/x1, end

k = 1743
x1 = 7.250783462683977e-001
err = 1.328075010788348e-011

8 Aufgrund numerischer Experimente kénnen wir auf 5|x1| > ||x|| 4 schlieSen.
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Nach 1743 Iterationen und etwa 3 Minuten Laufzeit erhalten wir eine
Losung mit einer Fehlerabschitzung, welche die Korrektheit folgender 10
Ziffern anzeigt:

x1 = 0.72507 83462.

Die Diskussion in §7.2.1 hat uns jedoch gelehrt, auf den eventuellen Ein-
fluss von Rundungsfehlern zu achten. Diese konnten die Berechnung der
Residuen so sehr verschmutzt haben, dass sie fiir eine verlissliche Fehler-
schitzung unbrauchbar sind. Wir bemerken allerdings zu unserer vorldau-
figen Beruhigung, dass die als korrekt behaupteten 10 Ziffern (ja sogar die
ersten 15 Ziffern) diejenigen der direkten Losung aus §7.2 exakt reprodu-
zieren. Wir haben also guten Grund zum Optimismus, was sich mit den
Ergebnissen aus §7.4.1 bzw. §7.4.2 weiter bestatigen lasst.

7.3.2 Vorkonditioniertes CG-Verfahren

Nach (7.5) wéchst die fiir eine feste Genauigkeit € vom CG-Verfahren be-
notigte Iterationsanzahl ke schlimmstenfalls wie

ke=0 ( K(An)) =0 (p}/2> =0 (n1/2 log!/? n) ,

da nach dem Primzahlsatz p, = O(nlogn) gilt, vgl. [CPo1, Thm. 1.1.4].
Die Komplexitit der Losung des linearen Gleichungssystems ist daher
O(n3/210g%? n), eine recht betréchtliche Reduktion der Komplexitit O(n3)
der direkten Methode. Um diese Ideen aber auf Dimensionen n anwenden
zu konnen, die wesentlich grofler als 20000 sind, ist diese Wachstumsrate
immer noch zu grofs.

Eine Abhilfe besteht in der Vorkonditionierung [TB9y, §40]: Fur eine ge-
gebene ,einfache”, symmetrisch positiv definite Approximation M ~ A~!
wenden wir das CG-Verfahren auf das lineare Gleichungssystem

MAx = Mb (7.8)

an. Wir bemerken, dass MA symmetrisch beziiglich des Skalarprodukts
(x,¥) -1 = xT M~y ist. Wenn wir dieses Skalarprodukt anstelle von (-, -)
im Algorithmus 7.1 benutzen, diesen auf das Gleichungssystem (7.8) an-
wenden und alle Ausdriicke unter Verwendung des euklidischen Skalar-
produkts hinschreiben, so erhalten wir das vorkonditionierte CG-Verfahren:

Algorithmus 7.2 (Vorkonditioniertes CG-Verfahren).

7(0) = b/ p(1> = MT'(O);
for k = 1 to kmax do
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ap = (Mrk=1) (k=10 7 ApK) p(k)y,
x®) = k=1 4 g p®);
rk) = =) g Ap(h);
if Abbruchkriterium erfiillt then exit;
Bri1 = <Mr(k),r(k)>/<Mr(k—1),r(k—1)>;
pt) = Mr®) + gy g p®);

end for

Das Konvergenzverhalten wird jetzt von den Spektraleigenschaften von
MA bestimmt; die Abschédtzung (7.5) verallgemeinert sich zu®

v K(MA
||x(k) —x||a <ellx|a, falls k > {1{(2) log(Z/e)] (7.9)

Fiir Probleme mit Matrizen A, wachsender Dimension n versucht man, die
Vorkonditionierung M,, so zu wiéhlen, dass die Konditionszahl x(M,A;)
deutlich langsamer wichst als (A, ). Das ultimative Ziel ist eine gleichmi-
Bige Schranke

K(MyAy) = 0O(1)

fiir n — oco. Fiir die diinnbesetzten Matrizen aus Diskretisierungen von
elliptischen Randwertproblemen zweiter Ordnung sind raffinierte Metho-
den wie die Multilevel-Vorkonditionierung entwickelt worden, um solche
gleichméfiigen Schranken zu erhalten; vgl. [BY93]. Fiir unser Problem reicht
jedoch eine der einfachsten Ideen, die diagonale Vorkonditionierung:

M, =D,!, D, =diag(A,) = diag(2,3,5,..., pn)-
Die numerischen Daten in Tabelle 7.2 zeigen, dass fiir grofie n
k(D A,) = 4.45 (7.10)

gilt. Also reduziert sich die apriorische Schranke (7.9) fiir die Anzahl k der
Iterationen, die geniigen, um eine Genauigkeit von 10 Ziffern zu erreichen,
ganz betrdchtlich auf k > 28 — unabhéngig von der Dimension n.

9 In diesem Kapitel ist ¥ grundsétzlich als Verhaltnis aus groStem und kleinstem
Eigenwert definiert. Wir bemerken aber, dass fiir Matrizen wie M A, die bzgl. des
euklidischen Skalarprodukts nicht symmetrisch sind, das so definierte x nicht
mehr die Konditionszahl bzgl. der 2-Norm ist.
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Tabelle 7.3. Ergebnisse des diagonal vorkonditionierten CG-Verfahrens, tol = 1011,

n # Iter. X1 Schétzung des rel. Fehlers Laufzeit

20000 14  0.72507 83462 1.2-1012 1.75
200000 14  0.72508 09785 1.4-10712 298
2000000 14  0.7250812561 1.5-10712 3605

Eine Sitzung mit Matlab (Fortsetzung von S. 183)

>> tol = le-11; kmax = 28;

>> D=spdiags(diag(A),0,n,n);

>> [x,fail,r,k] = pcg(A,b,tol,kmax,D);

>> if not(fail), k, x1 = x(1), err = r/x1, end

k =14
x1 7.250783462684012e-001
err 1.218263630055319e-012

Nach nur 14 Iterationen gelangen wir zu einer Losung mit einer Fehler-
schatzung, die anzeigt, dass folgende 11 Ziffern korrekt sind:

x1 = 0.72507 83462 6.

Die Laufzeit liegt unter 2 Sekunden, eine Verbesserung um mehr als den
Faktor 100 gegeniiber der Variante ohne Vorkonditionierung. Der Ubergang
zu sehr viel hoheren Dimensionen stellt nun kein Problem mehr dar, siehe
die Ergebnisse in Tabelle 77.3."® Der Umstand, dass wir in jedem Fall nur 14
Iterationen benotigen, spiegelt schon die gleichméfliige Schranke (7.10) fiir
die Konditionszahl wider.

Indem wir die Mantissenldnge der verwendeten Arithmetik erhohen,
konnen wir die erreichte Losungsgenauigkeit zuverlissig tiberpriifen, ohne
Probleme mit Rundungsfehlern befiirchten zu miissen, denn diese betreffen
nach §7.2.1 ja nur eine feste Anzahl von Ziffern. Da wir jetzt tiber einen sehr
effizienten Algorithmus verfiigen, wollen wir hochgenauer Arithmetik eine
Chance geben. Wegen des eingebauten vorkonditionierten CG-Verfahrens
fiir diinnbesetzte Matrizen eignet sich Mathematica™ besonders gut fiir
diesen Zweck:

10 Die angegebene Laufzeit beinhaltet nicht die Zeit zur Erzeugung der Matrix Ay;
siehe dazu Tabelle 7.1.
11 Version 5.0 oder hoher.
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Eine Sitzung mit Mathematica (Fortsetzung von S. 183)

diagonal = Table[A[i, i]], {i, n}]; prec = 100; b = SetPrecision[b, prec + 5] ;

X =

LinearSolve [A, b,

Method -» {Krylov, Method -» ConjugateGradient, Preconditioner - #& ,
diagonal

Tolerance - 10'1““‘1}] ;
N[x[1], 100]
0.7250783462684011674686877192511609688691805944795089578781647692077731
899945962835735923927864782020

In weniger als einer Minute erhalten wir mit 64 Iterationen 100 korrekte
Ziffern. Zwar konnen wir dieses Spiel ins Extrem treiben und 10 ooo Ziffern
in 5.3 Tagen mit 2903 Iterationen berechnen, aber wir werden in §7.5 eine
wesentlich effizientere Methode kennenlernen, die das gleiche in weniger
als zwei Minuten bewaltigt.

7.3.3 Vorkonditioniertes Richardson-Verfahren

Die Qualitit der diagonalen Vorkonditionierung ist mit y/x(Dy 1 A,) = 2.1
bereits hervorragend: Die Anzahl der Iterierten ldsst sich durch raffinierte-
re Vorkonditionierung bestenfalls noch um genau diesen Faktor reduzieren,
allerdings wird eine solche Vorkonditionierung nicht mehr zum Nulltarif
zu erhalten sein. Die entstehenden Kosten werden den Gewinn weitgehend
kompensieren; fiir einen Rechenzeitgewinn unterhalb eines Faktors 2 sollte
man jedoch keinen allzu groien Aufwand treiben. Fiir eine einzelne Rech-
nung diirfte sich eine weitere Suche nach einer besseren Vorkonditionie-
rung daher eriibrigen.

Anders sdhe es aus, wenn wir das lineare Gleichungssystem fiir sehr
viele verschiedene rechte Seiten 16sen miissten, wihrend wir den grofie-
ren Aufwand fiir die Vorkonditionierung im wesentlichen nur einmal zu
treiben hitten. Genau in diese Situation geraten wir in §7.5, wenn wir un-
ser Gleichungssystem in einem Nachiterationsprozess fiir insgesamt 21 569
rechte Seiten 19sen miissen, um schlieilich die exakte rationale Losung von
Problem 7 rekonstruieren zu kénnen.

Fiir Matrizen wachsender Dimension, fiir welche die kleineren Fille
Hauptuntermatrizen der grofieren sind, lassen sich exzellente Vorkondi-
tionierungen oft durch Blockpartitionierung gewinnen. Dazu schreiben wir

Anl B
BT|C

n = ’

wobei wir die Abhédngigkeit der Matrizen B und C von den Dimensionen
n und m zwar mitdenken, aber nicht speziell notieren. Wir verwenden die
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Vorkonditionierung M = P, ! mit

Ay )
P, = <?‘E> , D = diag(C).

Der Leser wird einwenden, dass es sich bei diesem M keinesfalls um eine
symmetrisch positiv definite Matrix handelt. Dennoch funktioniert das vor-
konditionierte CG-Verfahren und benétigt gegeniiber der diagonalen Vor-
konditionierung etwas weniger als die Halfte der Iterationen:

Eine Sitzung mit Matlab (Fortsetzung von S. 183)

>> tol = le-11; kmax = 14; m = 129;

>> P = spdiags(diag(A),0,n,n); P(:,1:m) = A(:,1:m); M = inv(P);
>> [x,fail,r,k] = pcg(A,b,tol,kmax,@(r)M+*r);

>> if not(fail), k, x1 = x(1), err = r/x1, end

k =5
x1 7.250783462688458e-001
err = 9.195625315233193e-012

Die tieferliegenden Griinde fiir das Funktionieren dieser Methode wol-
len wir hier nicht weiter diskutieren, da wir uns vom CG-Verfahren jetzt
trennen werden. Denn ist man erst einmal bei nur einer Handvoll Ite-
rationen angelangt, so ist ein einfacheres Iterationsverfahren meist noch
schneller: das (vorkonditionierte) Richardson-Verfahren. Zu seiner Herlei-
tung schreiben wir (7.8) als Fixpunktgleichung

x=x+ M(b— Ax)
und wenden darauf eine Fixpunktiteration an:
x(tH1) — (1) 4 M(b— Ax(”)), n=20,1,2,....
Dieses Verfahren konvergiert [DHoz, §8.1], falls
p=p(I-MA) <1

gilt, wobei p den Spektralradius der Matrix I — MA bezeichnet. Die Kon-
vergenzrate ist asymptotisch gerade p.

Die mit Vektoriteration ermittelten Daten in Tabelle 7.2 zeigen, dass fiir
die Wahl m = 129 und grof8e n der Spektralradius

on =p(I —P;1A,) =121-1072

erfiillt. Starten wir mit x(’). = 0, so prognostizieren wir fiir ein relatives
Residuum der Grofle tol = 107! etwa

[loglo tol—‘ _6
logyg on
Iterationen. Tatsdchlich reicht sogar eine weniger aus:
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Tabelle 7.4. Laufzeitvergleich von CG- und Richardson-Verfahren (tol = 10~11).

n CGmit M = D;;! Berech.v. P;! Richardson mit M = P,!
20000 0.63s 0.218 0.098 s
200000 8.3s 1.8s 1.08

Eine Sitzung mit Matlab (Fortsetzung von S. 183)

>> tol = le-11; kmax = 14; m = 129; norm = 2;

>> P = spdiags(diag(A),0,n,n); P(:,1:m) = A(:,1:m); M = inv(P);
>> [x,fail,r,k] = pri(A,b,tol,kmax,M,norm);

>> if not(fail), k, x1 = x(1), err = r/x1, end

k =5
x1 = 7.250783462682958e-001
err = 1.172465019410726e-011

Die Matlab-Implementierung pri des vorkonditionierten Richardson-Ver-
fahrens findet sich im Anhang C.3.2. Entgegen unseren sonstigen Gepflo-
genheiten berechnen wir wirklich vorab die Matrix P, . Ist sie erst einmal
berechnet, kann das vorkonditionierte Richardson-Verfahren maximale Ge-
schwindigkeit herausholen. Nach wie vor stimmen die ersten 10 Ziffern;
das Laufzeitverhalten (diesmal fiir einen PC mit 2 GHz) findet sich in Ta-
belle 7.4. Wie erwartet liegen die Kosten zur Aufstellung von P, ! in der
gleichen Grofienordnung wie die Losung eines einzelnen Gleichungssys-
tems. Aber es ging ja gerade um die Vorbereitung einer Losung fiir sehr
viele verschiedene rechte Seiten. Dabei werden wir dann den erzielten Ge-
schwindigkeitsgewinn voll ausspielen konnen.

7.4 Wieviele Ziffern sind korrekt?

Wir werden nun zwei Methoden diskutieren, welche uns die zuverlédssige
Beurteilung (§7.4.1) bzw. die Validierung (§7.4.2) der berechneten Losungen
einschliefilich der Rundungsfehler erlauben. Im Gegensatz zur apriorischen
Analyse (§7.2.1) sind die Resultate von hohem praktischen Nutzen.

7.4.1 Beurteilung II: Aposteriorische Rundungsfehleranalyse
Wir beginnen mit allgemeinen linearen Gleichungssystemen

Ax = b.
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Fiir den tatsichlich berechneten Vektor £ wollen wir den Fehler ||x — £|| ab-
schétzen. Dieser Fehler beinhaltet sowohl den Approximationsfehler eines
iterativen Verfahrens als auch die Rundungsfehler.

Im allgemeinen besteht der Trick einer aposteriorischen Abschédtzung
darin, vom Fehler zu einem geeignet skalierten Residuum zu gelangen. Der
Grund liegt darin, dass riickwartsstabile direkte Methoden wie das Choles-
ky-Verfahren typischerweise kleine Residuen liefern, wohingegen iterative
Methoden wie das CG-Verfahren durch das Abbruchkriterium zu kleinen
Residuen gezwungen werden kénnen. Ein erster Versuch, das Residuum
ins Spiel zu bekommen, besteht in der recht einfachen Abschédtzung

lx =2l = A7 (0 — A2) [ < [|ATH] - |- (7.11)
———
=r

Die Submultiplikativitdt der Norm verursacht fiir eine Fehlerabschidtzung
oft einen zu grofien Informationsverlust. Fiir unser Problem konnen wir
jedoch aus den numerischen Daten in Tabelle 7.2 darauf schlieffen, dass™

HA;lH = 1//\min(An) <1

Generell ist die Abschédtzung (7.11) recht brauchbar, wenn wir das Problem
so skalieren konnen, dass ||[A~!|| ~ 1 gilt. Das ist beispielsweise auch in
§10.3.1 der Fall.

Jetzt sieht es so aus, als wére (7.11) bereits die perfekte Abschitzung.
Tatsdchlich haben wir sie so in §7.3 verwendet. Wir miissen jedoch vor-
sichtig sein, da die Berechnung von r ihrerseits durch Rundungsfehler be-
trachtlich verfalscht sein kann. In einer Arithmetik mit endlicher Genauig-
keit berechnen wir ndmlich statt r einen gestorten Vektor 7 = r + Ar. Es
kann gezeigt werden, dass die Storung Ar der Abschdtzung [Higg6, For-
mel (7.26)]"3

mu

Ar| < Al ||+ |b]), = ,
7] < (AL [2] 4 [B), v = e
gentigt. Dabei bezeichnet u# die Maschinengenauigkeit und m — 1 die ma-
ximale Anzahl der von Null verschiedenen Elemente in jeder Zeile von A;

12 Die Spektralnorm || A|| einer Matrix A, also die von der euklidischen Vektor-
norm induzierte Matrixnorm, erfiillt (vgl. [Higg6, S. 120]) ||A|| = 0max(A) und
A=Y = 1/0min(A), wobei gmax(A) und opin(A) den maximalen bzw. minima-
len Singuldrwert von A bezeichnen. Fiir eine symmetrisch positiv definite Matrix
A vereinfacht sich das zu || A|| = Amax(A) und ||A7|| = 1/Amin(A).

13 Da Higham allgemeine Matrizen betrachtet, gibt er das Resultat [Higg6, For-
mel (7.26)] mit m = n + 1 an. Sein Beweis zeigt jedoch, dass m — 1 fiir die Lénge
jener Skalarprodukte steht, die fiir das Matrix-Vektor-Produkt tatsdchlich berech-
net werden miissen. Fiir diinnbesetzte Matrizen ist diese Lange durch die maxi-
male Anzahl der in jeder Zeile von Null verschiedenen Elemente beschrankt.
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Tabelle 7.5. Residuale aposteriorische Schitzung des relativen Fehlers.

n  tol #Iter. Fehlerschitzer (7.11) Fehlerschitzer (7.12)

20000 1071 14 1.22-10712 1.25-10712
107 1y 1.22-10715 3.47-10"14

200000 10711 14 1.36-10712 1.40-10712
107 1y 1.83-10715 4.46-10714

2000000 10711 14 1.48-10712 1.53-10"12
107 1y 1.53-10715 54210714

die Absolutbetrdge und die Ungleichung selbst sind komponentenweise zu
verstehen. Wir ersetzen also (7.11) durch die praxistaugliche Schranke

e =21 < N4 (U7 + w4121+ oL ] ). (712)

Die in der Auswertung dieser Formel ebenfalls vorhandenen Rundungs-
fehler sind von hoherer Ordnung in der Maschinengenauigkeit und kon-
nen fiir alle praktischen Zwecke vernachléssigt werden. (Wer sich trotzdem
noch Sorgen macht, sollte im nidchsten Abschnitt weiterlesen.)

In unserem Problem gilt A, = |A,|,

m < 2|log, n] +4

und ||A;!]| < 1 aufgrund der numerischen Daten in Tabelle 7.2. Das fol-
gende einfache Matlab-Programm schétzt also den relativen Fehler von £,
ab:

m = 2xfloor(log2(n))+4; u = eps/2; gamma = m*u/(l-m*u);
r = b-Axx;
err = (norm(r)-+gamma*norm(A*abs(x)+abs(b)))/x(1);

Die Tabelle 7.5 zeigt einen Vergleich von (7.11) und (7.12). Der Einfluss
der Rundungsfehler wird erst fiir sehr kleine Fehlertoleranzen sichtbar. Die
Rechnung fiir n = 20000 und tol = 10~ erlaubt uns, nun mit betréchtlich
gestarkter Gewissheit zu behaupten, dass Problem 7 von einer Zahl in dem
Intervall

0.72507 83462 684012 + 3.47 - 10714,

gelost wird und daher die ersten 12 Ziffern wie folgt lauten:
x1 = 0.72507 83462 68.

Die aposteriorischen Abschédtzungen fiir die Dimensionen n = 200 000 und
n = 2000000 bestdtigen ebenfalls die Korrektheit von mindestens 12 Zif-
fern.



200 7 Zu grof3, als dass einfach; zu klein, als dass schwierig

Tabelle 7.6. Ergebnisse der Validierung.

n  Losungsintervall  # korr. Ziffern Laufzeit

20000 0.72507 83462 683947 12 0.125
200000 0.72508 09785293922 12 158
2000000 0.72508 12561325272 13 215

7.4.2 Validierung: Intervallarithmetik

Im Rahmen einer Arithmetik mit endlicher Mantissenldnge liefert Intervall-
arithmetik eine weitere Moglichkeit, um etwas aus der einfachen residualen
Abschidtzung (7.11) zu machen.

Unter der Annahme ||A; ]| = Al (A,) < 1 gilt zunéchst

er = 2] <l = 2 < 1A (el < Il (7.13)

Weiter berechnen wir eine Intervall-EinschlieBung von |[|r|| = ||b — Ax%].
Auf diese Weise konnen wir die Korrektheit einer gewissen Anzahl von
Ziffern tatsdchlich validieren. Wir zeigen, wie das geht, bevor wir am Ende
des Abschnitts auch tatsdchlich Ay (Ay) = 1 beweisen — zumindest fiir all
jene Dimensionen n, die wir jemals einer expliziten Rechnung zugrunde
legen konnten. Das folgende Matlab/Intlab-Programm bewiltigt die Auf-
gabe:

x1 = midrad(x(1) ,norm(b-A*intval(x)))

Es ist wichtig zu bemerken, dass Intervallarithmetik erst dann zum Ein-
satz kommt, wenn wir £ mit einer herkdmmlichen numerischen Methode
berechnet haben. Ein voller Lauf wiirde wie folgt aussehen:

Eine Sitzung mit Matlab/Intlab (Fortsetzung von S. 183)
>> tol = le-15; kmax = 28;
>> D=spdiags(diag(A),0,n,n);

>> [x,fail,res,ite] = pcg(A,b,tol,kmax,D);
>> if not(fail), x1 = midrad(x(1),norm(b-A*intval(x))), end

intval x1 = 7.2507834626840__e-001

Gemadfs der Voreinstellung gibt Intlab korrekt gerundete Ziffern aus, in
unserem Fall also 14 davon. Der Befehl infsup(x1) zeigt stattdessen die
Intervall-Losung selbst an: In unserer Notation lautet das Ergebnis dann

x1 € 0.72507 83462 6839+7.
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Nach den Regeln, die wir fiir das Zéhlen korrekter Ziffern in diesem Buch
aufgestellt haben, belduft sich das auf nur 12 korrekte Ziffern:

x1 = 0.72507 83462 68.

Fiir hohere Dimensionen finden sich die Ergebnisse einer Validierung
in Tabelle 7.6. Die erforderlichen Kosten konnen dabei vernachldssigt wer-
den: Fiir n = 2000000 brauchen wir in doppelt-genauer IEEE-Arithmetik
12 Minuten, um A, aufzustellen, 17 Minuten, um mit dem diagonal vor-
konditionierten CG-Verfahren auf tol = 107! zu 16sen, und gerade einmal
21 Sekunden, um die Korrektheit von 13 Ziffern zu validieren.

Ebenso konnen wir die in Mathematica eingebaute Intervallarithmetik
benutzen, um die hochgenauen Resultate zu validieren, die wir am Ende
von §7.3.2 erwdhnt haben. Die Routine IntervalForm zur Intervallausgabe
findet sich im Anhang C.5.1.

Eine Sitzung mit Mathematica (Fortsetzung von S. 195)

x[1] + Interval[{-1, 1} ]Norm[b - A.Interval/@x]//IntervalForm
0.7250783462684011674686877192511609688691805944795089578781647692077731
8999459628357359239278647820203;32]

Diese Validierung der 100 Ziffern aus der Sitzung von S. 195 lauft in weni-
ger als acht Sekunden. Wiederum konnen wir das Spiel ins Extrem treiben
und auch das Ergebnis eines Laufs mit 10000 Ziffern validieren, wofiir wir
nur eine weitere halbe Minute an Rechenzeit zu investieren brauchen.

Eine rigorose untere Abschitzung des minimalen Eigenwerts

Wir beenden diesen Abschnitt mit dem versprochenen Beweis einer unteren
Abschédtzung des minimalen Eigenwerts.

Lemma 7.3. Der minimale Eigenwert der Matrix Ay, erfiillt
1< )\min(An) <2
wenigstens fiir die Dimensionen n im Bereich 1 < n < 2100,

Beweis. Wir gehen in zwei Schritten vor. Im ersten Schritt fithren wir fiir
eine ganz bestimmte Dimension eine rigorose Eigenwertberechnung aus,
die es uns im zweiten Schritt erlaubt, den minimalen Eigenwert fiir einen
grofSen Bereich an Dimensionen abzuschitzen. Die Programme fiir die In-
tervallberechnungen finden sich im Anhang C.4.2 (Matlab/Intlab) bzw. im
Anhang C.5.2 (Mathematica).
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Schritt 1. Wir beginnen mit der Behauptung
Amin(A1142) € 1.120651470323558. (7.14)

Die Dimension 1142 ist hinreichend klein, um alle Eigenwerte und Eigen-
vektoren von Aj14p in weniger als einer Minute mit dem Matlab-Befehl eig
bzw. dem Mathematica-Befehl Eigensystem numerisch auszurechnen. Der
Punkt ist nun, dass fiir eine symmetrische Matrix A diese numerischen
Werte im Nachhinein mittels Intervallmethoden validiert werden konnen.
Aus der Storungstheorie [Steo1, Thm. 1.3.8/2.1.3] schlieffen wir fiir ein ap-
proximatives Eigenwert-Eigenvektor-Paar (A, %), dass es einen echten Ei-
genwert A von A gibt, welcher der aposteriorischen Abschédtzung

A=Al < [|Az - Az]|/]|2]

geniigt. Es ist nun eine leichte Ubung, die rechte Seite mit Intervallarithme-
tik rigoros einzuschlieflen. Indem wir das fiir alle berechneten Eigenwert-
Eigenvektor-Paare tun, erhalten wir mit Matlab/Intlab schlieflich die Ein-
schliefung (7.14).

Schritt 2. Fiir gegebene Dimensionen 1 < n < 1, bemerken wir, dass A
die n x n Hauptuntermatrix von A, ist; also kann A, in der Form

A,| B
An =\l ¢

partitioniert werden. Wir benutzen die variationelle Charakterisierung des
minimalen Eigenwerts einer symmetrischen Matrix A [H]85, Thm. 4.2.2],
d.h.

Amin(A) = Hrrhin xT Ax, (7.15)
x||=1

um die obere Schranke Anin(Arn,) < Amin(An) < Amin(A1) = 2 zu erhal-
ten. Auf der anderen Seite bekommen wir fiir entsprechend partitionierte
Vektoren zT = (xT|yT) mit ||z|?> = ||x||> + ||y||> = 1 die Abschitzung

2T Az = xTApx +2xTBy +yTCy
> Amin(An) 212 = 2/|B - [lx]] - lyl] + Amin (C) 1y 11
> Aolx|? = 2a [l - lyll + A1 lly 1>
T
> (le|> (Ao —zx> (lel)
I} \—a A1) \llyll
————
=5

> )\min(F2>'
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Dabei steht Ay < Amin(An) bzw. A7 < Apin(C) fiir eine geeignete untere
Schranke und
Bl < \/IIBll1 - [|Blleo = &

fur eine einfach auszuwertende obere Schranke der Spektralnorm von B
(vgl. [Higg6, Formel (6.19)]). Eine Minimierung iiber alle Vektoren z liefert
nach (7.15)

/\min (An* ) 2 Amin (FZ)-

Wegen (7.14) ergibt die spezielle Wahl n = 1142 und n, = 2!%, dass
Amin(A1142) > 1.120651470854673 = A,.

Ferner gilt dann ||B||; = [log, 1142] = 11 und ||B|| = 100, d.h. a* = 1100,
und nach dem Satz von Gerschgorin, dass [H]J85, Thm. 6.1.1]

/\m'm(c) > P1143 — 100 = 9121 = )\1.

Das Eigenwertproblem fiir die 2 x 2-Matrix F, ist blofS eine quadratische
Gleichung, deren Losung sich leicht mit Intervallarithmetik einschliefSen
lasst:
- 2(/\0/\1 — 062)

Ao+ A1+ \/4062 + (A — /\0)2

Amin(F2) € 1.000037435271865.

Zusammenfassend erhalten wir Apin(Ay) = Amin(An,) > 1. a

Wir bemerken, dass ein Resultat wie das voranstehende Lemma sehr
spezifisch von den wirklich auftretenden Zahlen abhingt. So sieht bei-
spielsweise die Familie von Matrizen A, = A, —1.1221,, wobei I, die
Einheitsmatrix der Dimension n bezeichnet, im wesentlichen wie A,, selbst
aus. Jedoch ist A, nur fiir die Dimensionen 1 < n < 129 positiv definit.
Tatsdchlich ist tiberhaupt nicht klar, ob A, fiir alle n positiv definit ist, oder
auch nur, ob der minimale Eigenwert gleichméfiig von unten beschrankt
ist. Solche Fragen konnten, wenn iiberhaupt, beantwortet werden, indem
man lim;, .. A, einen Sinn als linearen Operator A« auf einem geeigneten
unendlich-dimensionalen Folgenraum gibt.

7.5 Exakte Losung

Man konnte der Ansicht sein, dass ein Auflosen des linearen Gleichungs-
systems (7.1) nach x doch zuviel des Guten ist, wenn man nur an der
ersten Komponente x; interessiert ist. Mit der Cramer’schen Regel [H]85,
§§0.8.2/0.8.3] gibt es schliefilich eine klassische Methode, welche diese
Komponente direkt liefert:
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det A(1D)

x1=(A"n = dot A (7.16)

Dabei bezeichnet A(11) diejenige Untermatrix von A, die durch Entfernen
der ersten Zeile und der ersten Spalte entsteht:

Wir sollten uns jedoch daran erinnern, dass sich die besten numerischen
Methoden zur Berechnung der Determinante auf Matrixfaktorisierungen
stiitzen und daher genauso teuer sind, wie die Losung eines linearen Glei-
chungssystems mit einem direkten Verfahren. Zusitzlich bergen Determi-
nanten die erhebliche Gefahr von Uber- oder Unterlauf. Tatsichlich werden
wir sehen, dass die beiden Determinanten in (7.16) natiirliche Zahlen mit
je 97389 Ziffern sind. Aus diesen Griinden und wegen ihrer numerischen
Instabilitdt wurde die Cramer’sche Regel zu Recht aus dem Kanon nume-
rischer Algorithmen verbannt [Higg6, §1.10.1].

Unsere Bewertung von (7.16) dndert sich aber schlagartig, wenn wir
versuchen, x1 exakt zu berechnen. Alles in allem handelt es sich doch blof3
um eine rationale Zahl. Warum berechnen wir sie denn nicht einfach?

Nachdem sie von dem Wettbewerb gehort hatten, hatten sich drei
Mitglieder des Entwicklungsteams von LinBox™, ndmlich Jean-Guillaume
Dumas, William Turner und Zhendong Wan, dieser Aufgabe gewidmet,
um die Moglichkeiten ihrer Programmbibliothek unter Beweis zu stellen.
Glicklicherweise entpuppte sich die von Trefethen gewédhlte Dimension
n = 20000 gerade als richtig:

Dieses Problem liegt an der Grenze des mit heutigen Maschinen Machba-
ren. Wenn man die Dimension des Problems nur um einen kleinen Faktor
vergrofierte, so ware es wegen des Rechenzeit- und/oder Speicherplatzbe-
darfs nicht langer 16sbar. [DTWoz, S. 2]

Das LinBox-Team benutzte zwei verschiedene, rein algebraische Metho-
den,’> um die atemberaubende Losung

14 Eine C++-Programmbibliothek fiir exakte Hochleistungsrechnungen der linea-
ren Algebra mit diinnbesetzten und strukturierten Matrizen tiber den ganzen
Zahlen bzw. endlichen Koérpern: http://www.linalg.org/.

15 Dije erste Methode stiitzt sich auf (7.16), indem die beiden Determinanten zu-
néchst in Kongruenzarithmetik mit einem Krylovraum-Algorithmus von Wie-
demann [Wie86] modulo jeder der 10784 verschiedenen Primzahlen zwischen
1073741827 und 1073967703 berechnet werden. Danach werden sie {iber den
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o 3101640749121412476978542 ((97339 Ziffern)) 3312289187417983612357075
1™ 4277662910613638374648603 ((97339 Ziffern)) 8142829807013006012935182

zu erhalten. Die eine benétigte vier Tage auf einem Workstation-Cluster
mit 182 Prozessoren, die andere 12.5 Tage auf einer einzelnen Maschine mit
3 GB Hauptspeicher. Umso groler war daher unsere Uberraschung, als uns
nach Erscheinen der englischen Originalausgabe dieses Buchs am 25. Juni
2004 eine E-Mail von Zhendong Wan erreichte, in der er ankiindigte, mit
einem neuen, im wesentlichen numerischen Algorithmus die rationale Lo-
sung auf einem handelstiblichen PC in etwa einer halben Stunde Laufzeit
berechnet zu haben. Im Rest dieses Kapitels stellen wir seine Methode dar
- noch bevor seine eigene Arbeit [Wano6] in den Druck gegangen ist.

7.5.1 Rationale Rekonstruktion

Wie die beiden zuvor vom LinBox-Team verwendeten algebraischen Metho-
den besteht die Methode von Wan aus einem sehr rechenintensiven ersten
Schritt, der die notwendige Information geeignet kodiert, um die exakte L6-
sung im anschlieffenden zweiten Schritt relativ einfach zu rekonstruieren.
Wan wahlt als , Kodierung” eine auf d Ziffern genaue numerische Approxi-
mation. Da die Dezimalbruchentwicklung einer rationalen Zahl entweder
abbricht oder periodisch ist, sollte man jedenfalls mit einem endlichen d
auskommen. Wie grofs muss nun d gewéahlt werden, damit die eigentliche
rationale Zahl x; exakt, aber effizient rekonstruiert werden kann?

Wir wollen mit dieser Frage beginnen. Da Kettenbruchentwicklungen
rationaler Zahlen stets abbrechen, liefern sie hierfiir ein geeigneteres Instru-
ment als die Dezimalbruchentwicklungen. Folgende Variante eines klassi-
schen Resultats [Per29, §13] von Legendre aus der Kettenbruchtheorie be-
sagt, wie genau wir einen Bruch (abhingig von der Grofie seines Nenners)
approximieren miissen, um ihn rekonstruieren zu kénnen.

Theorem 7.4 ([Wano6, Thm. 1]). Es sei { € R eine Approximation des gekiirz-
ten Bruchs a/b (mit b > 0) von der Genauigkeit

chinesischen Restsatz [vzGGgg, §5.4] zu den eigentlichen ganzen Zahlen zusam-
mengesetzt.

Die zweite Methode besteht in der Verwendung eines iterativen Algorithmus
von Dixon [Dix82] zur p-adischen Approximation von x, sowie einer anschliefien-
den rationalen Rekonstruktion von x;. Mit der Primzahl p = 1125899 906 842 597
und k = 12941 Iterationsschritten lasst sich eine 194 782-stellige nattirliche Zahl
f finden, die f = x; (mod p) erfiillt und aus der sich dann durch eine geeignete
Kettenbruchentwicklung die rationale Zahl x; sehr schnell rekonstruieren lasst.

Eine ausfiihrliche Diskussion beider Methoden sowie Musterimplementierun-
gen in Mathematica findet der Leser in der englischen Originalausgabe unseres
Buchs [BLWWoy, §7.5].
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a 1
’E - ‘:‘ < 22
fiir eine gegebene Schranke H > b. Dann ist a/b derjenige Niherungsbruch der

einfachen Kettenbruchentwicklung von ¢, dessen Nenner q maximal beziiglich der
Bedingung q < H ist.

Um dieses Resultat algorithmisch nutzen zu kénnen,® benétigen wir
also eine effektive Schranke H des Nenners von x1 = a/b. Aus (7.16) folgt
0 < b < |detA]|, so dass wir unter den zahlreichen Hadamard’schen Un-
gleichungen [H]85, Thm. 7.8.1, Kor. 7.8.2] nach einer handhabbaren Ab-
schidtzung der Determinante suchen. Da Lemma 7.3 die positive Definitheit
unserer symmetrischen Matrix zeigt, ziehen wir die einfachste derartige
Ungleichung heran, namlich das Produkt der Diagonalelemente:'”

0<detA<H=pi-... paooo = 8.8210- 1097388

Wenn wir nun d korrekt gerundete Ziffern von x; ausrechnen, so liefern
wir tatséchlich eine Approximation & ab, die |x; — &| < 5-10~%|x| erfillt.
Die Voraussetzung aus Theorem 7.4 zur Rekonstruktion von x; = a/b ist
also dann gegeben, wenn wir die Genauigkeitsforderung

1
1074 _—
5 0 |x1| < 2H2/
oder dquivalent 109~1 > H?|x|, erfiillen. Wegen |x;| < 1 konnen wir dies
durch die Wahl
d =1+ [2log,, H] = 194779

sicherstellen. Was fiir eine Anforderung angesichts jener Rechenzeit von
etwa 5 Tagen fiir ,nur” 10000 Ziffern, die wir am Ende von §7.3.2 erwdhn-
ten! Die Aufgabe wire vollig hoffnungslos, wenn Wan nicht eine weitere
brilliante Idee gehabt hitte.

7.5.2 Iterative Nachverbesserung bei fester Mantissenlinge

Die Kosten jener hochgenauen Rechnung in §7.3.2 entstehen dadurch, dass
wiéhrend des gesamten Iterationsverlaufs mit der entsprechenden Mantis-
senldnge gerechnet wird. Wenn es geldnge, nur jeweils den Ziffernblock von
der Grofle einer Maschinenzahl im Auge behalten zu miissen, in dem sich
gerade die iterative Verbesserung abspielt, so wire der Aufwand schlagar-
tig reduziert.

16 Im Anhang C.5.3 findet sich eine kurze Mathematica-Implementierung Ratio-
nalReconstruction dieses Rekonstruktionsalgorithmus.

17 Am Nenner der auf S. 205 angegebenen Losung x; konnen wir ablesen, dass
diese Schranke in unserem Fall tatsdchlich nur um den Faktor 2.06 zu grofs ist.
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Wan baut hierzu auf der Idee der iterativen Nachverbesserung auf. Da-
bei 16st man fiir eine gegebene Approximation £ ~ x mit dem zugehorigen
Residuum r = b — A% die Korrekturgleichung

AAx =, x =X+ Ax.

Dieses Ax startet naturgemafs erst dort, wo sich die Ziffern von x und £ zu
unterscheiden beginnen. Natiirlich kann Ax nicht exakt bestimmt werden,
so dass man den Prozefi der Nachverbesserung iterativ anwendet. Wenn
wir nun bei jeder ndherungsweisen Losung eines linearen Gleichungssys-
tems mit der Matrix A, sagen wir, 10 Ziffern gewinnen, so benotigen wir ei-
ne Anzahl [d/10] derartiger Nachverbesserungsschritte, um die gewiinsch-
te Genauigkeit von d Ziffern zu erreichen. Der einzige Schonheitsfehler
besteht darin, dass es so aussieht, als ob mit abnehmender Grofie der Kor-
rekturen unsere Mantissenldnge verlangert werden miisste. Dies kann man
verhindern, wenn man Residuum und Korrektur auf eine feste Grofsenord-
nung reskaliert und sich das Aufsammeln aller Korrekturen zur endgiil-
tigen Approximation von x fiir den Schluss aufhebt. Nur hierfiir braucht
man dann hochgenaue Arithmetik.

Die Verwendung von Maschinenzahlen und numerischen Approxima-
tionen scheint eine sorgféltige Kontrolle von Rundungsfehlern erforderlich
zu machen: Schlieilich miissen wir die Genauigkeit von d Ziffern garantie-
ren, um wirklich die exakte Losung rekonstruieren zu konnen. Wan vermei-
det das elegant mit der Beobachtung, dass die Elemente von A und b ganze
Zahlen sind. Werden die Elemente des reskalierten Korrekturvektors auf
ganze Zahlen gerundet, so lasst sich das Residuum stets exakt ausrechnen.
Wans Algorithmus sieht fiir einen festen Skalierungsfaktor & € IN nun wie
folgt aus:

Algorithmus 7.5 (Algorithmus von Wan).

r0 = p;

for k=1to K do
Lose die Korrekturgleichung AAx®) = #k=1) jterativ durch
einen Vektor §A (k) ~ Ax(k), dessen relatives Residuum bzgl.
der co-Norm der Fehlertoleranz tol = a~!/2 geniigt;
gk = round (u - @A(k));
rk) = g pk=1) — Az,

end for

K
=1
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Wir bringen alle Summanden des Ausdrucks fiir £ auf einen gemeinsamen
Nenner:
o P it S0 Sy kg, g0 — gt
x:W mit p :za rew,  g\" =ak.
j=1
Zidhler und Nenner erfiillen jetzt einfache Rekursionsformeln mit den Start-
werten pp = 0 bzw. g9 = 1:

Wir bemerken hier einen weiteren Vorteil des Algorithmus: Sind wir wie
in unserem Problem nur an einer einzelnen Komponente x; der Losung

interessiert, so reicht es, allein diese Komponente égk) der Korrekturen ab-
zuspeichern und fiir die Berechnung der entsprechenden rationalen Zahl
zu verwenden. Das fiihrt zu einer erheblichen Reduktion des Speicherplatz-
bedarfs.

Damit Wans Algorithmus auch wirklich funktioniert, miissen wir den
Parameter « zunidchst so wihlen, dass die for-Schleife allein mit Maschi-
nenzahlen auskommt, und den Parameter K dann so, dass wir die ge-
wiinschte Genauigkeit von d Ziffern garantieren konnen. Dazu miissen wir
die Grofie der skalierten Residuen prézise abschdtzen. Der Algorithmus
selbst liefert zwei zentrale Ungleichungen. Das Abbruchkriterium des ite-
rativen Losers bewirkt'®

k=1) _ a2 < L k-1
|7 A¢ ||oo\2a||r [lco

und die Rundung
g™ — g®les <
Damit erhalten wir

170 |oo = [lar®1) — A0
< Ja(r®D — AEW) [0 + | A(aé® — 20|,
1 1
< Z|ly(k=1) -
< I Dl + 21 Al
also rekursiv

1 floo < 27¥|[Blleo + (| Alloo < [1B]leo + [[A]|eo-

18 Nur an dieser Stelle kann der Algorithmus von Rundungsfehlern gefihrdet wer-
den. Unser Beispiel ist hier aber vollig unkritisch, sofern wir nur Genauigkeiten
verlangen, die deutlich oberhalb der fiir Rundungsfehler relevanten Schranke
Keo(A)u 2 3.2 - 10~ liegen, wir also a deutlich kleiner als 1.5 - 10'° wzhlen.
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Diese Schranke ist in unserem Fall genau 224753. Nun sind ganze Zah-
len dann und nur dann durch doppelt-genaue IEEE-Maschinenzahlen ex-
akt darstellbar, wenn ihr Betrag durch 253 beschrankt ist. Fiir die ganzen
Zahlen in ar*~1) sind wir demnach mit a < 2°3 /224753 = 4-1019 auf der
sicheren Seite’® und wir setzen a = 230 ~ 10°.

Wie grofs muss bei dieser Wahl von a nun K gewahlt werden, um fiir £;
eine Genauigkeit von d Ziffern zu garantieren? Beachten wir die Skalierung

des Residuums &), so gilt fiir den relativen Fehler von £;, dass
£ — ¢ — Ao || r ) b A
ERE T e e R L e 1
|x1] |x1] kx| |21

In unserem Fall ist mit [|A™! || < v/n||A7Y|2 < /7 (siehe Lemma 7.3)

[#1— x| _ _y V20000 - 224753

< 5-107 - a K,
. O 0725 .

Wir erreichen daher d korrekt gerundete Ziffern, also einen relativen Fehler
unterhalb von 5 - 10~¢, mit der Wahl

K — { d+7 w _
log,, «
Da & = 230 recht nahe bei 10° liegt, bedeutet das K ~ d/9. Unsere schnells-
te iterative Losung in IEEE-Maschinenarithmetik benétigte fiir tol = 10711
etwa 0.1 Sekunden (siehe Tabelle 7.4) und wir prognostizieren daher ei-
ne Rechenzeit von etwas weniger als 2 Minuten fiir eine Genauigkeit von
10000 Ziffern und von etwa einer halben Stunde fiir jene abenteuerliche
Genauigkeit von 194 779 Ziffern, die wir zur Rekonstruktion der exakten
Losung benotigen.

Implementierung und Anwendung

Algorithmus 7.5 ist in Matlab denkbar einfach implementierbar:
function [X1,fail] = wan(A,r,M,alpha,K)
tol = 0.5/alpha; X1 = zeros(1,K); norm = inf;
for k = 1:K
[xi,fail] = pri(A,r,tol,10,M,norm); if fail, break; end
xi = round(alpha*xi); r = alpha*r-A*xi;

X1(k) = xi(1);
end

19 Das Gleiche gilt fiir die ganzen Zahlen in A, die sich entsprechend durch
1G9 oo < [lar® Voo + 9 floo < (@ +1)(([Blloo + | Alloo)

abschitzen lassen, und erst recht fiir die Differenzen (0 = qp(k=1) Aék.
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Dabei wird das vorkonditionierte Richardson-Verfahren aus §7.3.3 verwen-
det, und nur die ersten Komponenten

der Korrekturen werden in der Liste X1 abgespeichert. Wir probieren es
zundchst fiir eine Genauigkeit von 10000 Ziffern aus:

Eine Sitzung mit Matlab (Fortsetzung von S. 197)

>> d = 10000;
>> alpha = 2730; K = ceil((d+7)/logl0(alpha));
>> X1 = wan(A,b,M,alpha,k);

Die Laufzeit der K = 1109 Nachverbesserungen betrigt in der Tat nur 108
Sekunden. Fiir die eigentliche Angabe der 10000 Ziffern wechseln wir zu
Mathematica, indem wir die Liste X1 geeignet aus Matlab importieren.

Eine Sitzung mit Mathematica

a = 230;
p=Fold[(a#l +#2) &, 0, X1]; q = qlengthiXll;
N[p/q, 10000]

Das Ganze lauft im Bruchteil einer Sekunde ab. Wie es sein sollte, stimmen
die 10000 Ziffern mit jenen aus der Rechnung in §7.3.2 iiberein.

Wir fassen uns also ein Herz und wiederholen die Rechnungen mit
d = 194779. Matlab benétigt fiir die K = 21569 Nachverbesserungen 35
Minuten. Die Rekonstruktion der rationalen Losung erfolgt nach dem Im-
port von X1 wiederum mit Mathematica:

Eine Sitzung mit Mathematica (p und q gemafl der vorigen Sitzung)

20000
H-= 1_[ Prime[i];

i=1

x1 = RationalReconstruction[p, q, H];

Hierfiir werden gerade einmal 44 Sekunden benétigt, und das Ergebnis
bestdtigt Ziffer fiir Ziffer die auf S. 205 angegebene Losung x; der beiden
rein algebraischen Methoden.
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Im Augenblick der Hitze

Folkmar Bornemann

Problem 8

Die Lehrsiitze iiber die Wiirme der Luft lassen sich auf eine
grofSe Vielfalt von Problemen erweitern. Es niitzte, sich ihrer
zu besinnen, wenn wir Temperaturen mit Genauigkeit vor-
herzusehen und zu regulieren wiinschten, wie etwa im Fall
von Gewiichshiusern, Trockenkammern, Viehstillen, Fabrik-
hallen, oder in vielen staatlichen Einrichtungen, wie Kran-
kenhdiusern, Kasernen, Versammlungshallen.

In all diesen unterschiedlichen Anwendungen miissten
wir zusitzlichen Umstinden Rechnung tragen, welche die
Resultate der Analyse verinderten. Aber diese Details lenk-
ten uns zu sehr von unserem Hauptgegenstand ab, der ex-
akten Darstellung allgemeiner Prinzipien.

Joseph Fourier (1822)

Befasst damit, Weinkeller wiihrend der Sommermonate kiihl
zu halten, loste Joseph Fourier hochstselbst gerade diese Art

Problem. Nick Trefethen (2002)

Eine quadratische Platte [—1,1] x [—1,1] hat die Temperatur u = 0.
Zur Zeit t = 0 wird die Temperatur entlang einer der vier Seiten
auf u = 5 erhoht, wihrend sie entlang der anderen drei Seiten auf
u = 0 gehalten wird und sich dann geméafS u; = Au Warme in der
Platte ausbreitet. Wann wird die Temperatur u = 1 im Zentrum der

Platte erreicht?

Wir stellen drei Zugénge zu diesem Problem vor. In §8.1 erhalten wir fiinf
korrekte Ziffern mit einem kommerziellen, universellen Finite-Elemente-
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u(1,0,0)

0 0.424 1
x Zeit ¢
Abb. 8.1. Links: Lisung u(0.424, x,y) mit den Hohenlinien fiir u = 0.2,...,4.8 in Ab-

stinden von 0.2. Aus Symmetriegriinden zeigen wir nur die obere Hiilfte des Quadrats.
Rechts: Losung u(t,0,0) fiir 0 <t < 1.

Programm. In §8.2 liefern gewohnliche Finite-Differenzen und Extrapola-
tion — gestiitzt auf aposteriorische Fehlerabschédtzungen — wenigstens 12
signifikante Ziffern. Schliefilich helfen in §8.3 Fourierreihen, das Problem
zu einer skalaren transzendenten Gleichung zu vereinfachen. Diese Glei-
chung lasst sich effizient auf 10000 signifikante Ziffern 16sen, deren Kor-
rektheit mit Intervallanalysis sogar bewiesen werden kann. Ein Abschnei-
den der Gleichung liefert die einfache, auf 11 Ziffern genaue Approxi-
mation t, = 47~ 2logy, wobei 7 die eindeutige Nullstelle > 1 von
37v/51° — 60® + 20 = 0 ist. Hier und im Rest des Kapitels bezeichnen
wir mit £, den gesuchten, durch u(t,,0,0) = 1 definierten Zeitpunkt.

8.1 Auf den ersten Blick: Mittels Software

Problem 8 ist als direkte Frage nach der Losung einer partiellen Diffe-
rentialgleichung ein guter Kandidat, um eine allgemeine Software zur Lo-
sung solcher Gleichungen auszuprobieren. Wir nehmen Femlab (COMSOL
Multiphysics), ein kommerzielles, auf Finite-Elemente-Methoden gesttitz-
tes Softwarepaket fiir sogenannte Multiphysik-Anwendungen.

Eine zeitabhédngige partielle Differentialgleichung wie die betrachtete
Warmeleitungsgleichung wird in Femlab mit der Linienmethode gelost: Eine
Diskretisierung im Ort mit Finiten-Elementen reduziert das Problem auf
ein steifes System gewohnlicher Differentialgleichungen, das seinerseits mit
einem dem Stand der Kunst entsprechenden Integrator mit Ordnungs- und
Schrittweitensteuerung geldst wird [DBoz]. Der linke Teil von Abb. 8.1 zeigt
die Losung u(t, x,y) etwa zur Zeit t ~ t,.

Um nach einem spezifischen Zeitpunkt aufzulésen, muss die Approxi-
mation in der Zeit stetig sein. Die meisten Integratoren fiir gewohnliche
Differentialgleichungen bieten dazu einen Modus kontinuierlicher Ausgabe.
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Tabelle 8.1. Detuails der Liufe mit Femlab (ATOL = RTOL = TOL).

Element-Typ Knoten Dreiecke Freiheitsgrade TOL Zeitschritte ty

2. Ordnung 2913 5632 11457 107° 310 0.42401 14848
1077 423 0.42401 16087

4. Ordnung 753 1408 11457 1070 318 0.42401 16447

107 434 04240117517

Zur Erleichterung der Implementierung verwenden wir passend zur Dis-
kretisierungsgenauigkeit kubische Splineinterpolation. Die so erhaltenen
Werte von u(t,0,0) finden sich im rechten Teil von Abb. 8.1 als Funktion der
Zeit t. Wir bemerken, dass u(t,0,0) sich offenbar dem stationdren Zustand
5/4 ndhert, was wir in §8.3 bestdtigen werden. Das erklart die eigenttimli-
che Wahl der Zahl 5 in der Formulierung von Problem 8: Es handelt sich
hierbei um die kleinste nattirliche Zahl, fiir welche die gestellte Frage Sinn
ergibt.

Die Beurteilung der erreichten Genauigkeit ist eine heikle Angelegen-
heit. Ein einzelner Lauf gentiigt keinesfalls, da Femlab keine Fehlerschit-
zung a posteriori abliefert. Stattdessen vergleichen wir verschiedene Léufe:
Zum einen verwenden wir Finite-Elemente unterschiedlicher Ordnungen
mit gleichbleibend vielen Freiheitsgraden, zum anderen variieren wir die
Toleranz des Integrators fiir die gewohnlichen Differentialgleichungen. Da
es hochst unwahrscheinlich ist, dass diese Laufe in nicht konvergierten Zif-
fern tibereinstimmen, sind wir auf der sicheren Seite, wenn wir nur dieje-
nigen Ziffern als korrekt ansehen, auf die simtliche Laufe nach Rundung
tibereinstimmen:

ty = 0.42401.

Wir werden spéter zeigen, dass diese 5 Ziffern korrekt sind. Tatsdchlich
sind alle Finite-Elemente-Losungen der Tabelle 8.1 sogar auf 6 Ziffern kor-
rekt. Jeder der vier gezeigten Laufe hat etwa 10 Minuten benétigt.” Fiir die
gewohnlichen Differentialgleichungen wurde der in Matlab eingebaute In-
tegrator ode15s [SR97] verwendet, ein Mehrschrittverfahren mit Ordnungs-
und Schrittweitensteuerung fiir steife Systeme. Die Femlab-Skripten der
beiden Laufe mit TOL = 10~ finden sich auf der Webseite dieses Buchs.
Wenn wir die Ergebnisse mit denen der folgenden Abschnitte verglei-
chen, so konnten wir uns fragen, warum anders als erwartet die Finite-
Elemente-Losung fiir die Lagrange’schen Elemente zweiter Ordnung naher
an der tatsdchlichen Losung liegen als die vierter Ordnung. Das liegt an
den Spriingen in den Dirichlet’'schen Randbedingungen wie etwa in der

1 Die angegebenen Laufzeiten beziehen sich auf einen PC mit 2 GHz.
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oberen linken Ecke der Abb. 8.1: Diese Spriinge verursachen einen Abfall
der globalen Regularitidt der Losung, so dass die Elemente vierter Ordnung
nicht notwendigerweise genauer zu sein brauchen.

8.2 Eine numerische Losung: Richardson-Extrapolation

Wir werden zeigen, dass ganz gewohnliche Finite-Differenzen es uns erlau-
ben, Problem 8 recht genau zu losen. Tatsdchlich kann die einfachstmog-
liche solche Diskretisierung, also Vorwartsdifferenzen erster Ordnung in
der Zeit und zentrale Differenzen zweiter Ordnung im Ort, effizient durch
Richardson-Extrapolation (sieche Anhang A, S. 298) beschleunigt werden.
Da Richardson-Extrapolation uns mit Schdtzungen des Diskretisierungs-
fehlers a posteriori ausstattet und Rundungsfehler durch eine mitlaufende
Rundungsfehleranalyse kontrolliert werden kénnen, werden wir wissen-
schaftlich sehr gute Griinde — wenn auch keinen strengen mathematischen
Beweis — fiir die Korrektheit von 12 Ziffern anfiihren kénnen.

Um die Notation festzulegen, bezeichnen wir das Quadrat mit () =
(—=1,1) x (—1,1) und seinen Rand mit

00 =ToUI7y, I ={(x,y) €0Q:x= -1}

Wir betrachten folgendes Anfangsrandwertproblem fiir die Warmeleitungs-
gleichung:
Uy = Au, u(t,-,-)lr, =0, u(t,-,-)|r, =5, ult=0 =0,
fiir Zeiten ¢t € [0, T]. Wir variieren die Endzeit T so, dass wir u(T,0,0) =1
16sen konnen. Die Losung dieser Gleichung bezeichnen wir mit T' = ¢,.
Fiir gewdhlte nattirliche Zahlen m, n definieren wir eine Zeitschrittweite

T = T/m und eine Gitterweite i = 2/n im Ort. Die Finite-Differenzen-
Approximation uy,(t, x,y) von u(t, x,y) wird in den Gitterpunkten

(t,x,y) € ((0,T) x Q) N (TZ x hzZ?)

uber die Rekursion [Thogs, Formel (4.2.5)]

T
up(t,x,y) = up(t —t,x,y) — ﬁ(éluh(t —T,X,Y)

—up(t—T,x—hy) —u,(t—7,x+h,y)
—up(t—1,%,y—h) —uu(t—7,x,y+h))

berechnet, indem bei Bedarf die Rand- oder Anfangswerte verwendet wer-
den. Bekanntermaflen erfordert die Stabilitdt dieser Rekursion eine Schran-
ke an den Zeitschritt [Thogs, Formel (4.3.9)]:
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1
T/h° < T
Eine solche Schranke wird nach Courant, Friedrichs und Lewy als CFL-
Bedingung bezeichnet. Wir wihlen T = crh? mit einer konstanten Courant-
zahl ct < 1/4, die nur von T abhéngt. Im Anhang C.3.2 findet der Leser das
kurze Matlab-Programm heat, welches diese einfache Finite-Differenzen-
Approximation fiir allgemeinere Rand- und Anfangsbedingungen imple-
mentiert.

Fiir glatte Losungen u ist die Diskretisierung bekanntlich von zweiter
Ordnung [Thogs, §4.3]:

max |u,(T,x,y) — u(T,x,y)| = O(h?).
(x,y)eQNhz?
Wir brauchen aber mehr; die wohlbegriindete Anwendung der Richardson-

Extrapolation zur Fehlerschitzung und Konvergenzbeschleunigung ver-
langt die Giiltigkeit einer asymptotischen Entwicklung

m
up(t,x,y) = u(t,x,y) + Y ex(t, x,y) 7% + O(hm+1) (8.1)
k=1
mit 1 < 72 < -+ < Yp41- Man wei’ (vgl. [Ste6s, §3.3]), dass die betrach-
tete Diskretisierung (8.1) mit 7y, = 2k fiir alle m € IN erfiillt.
Schreiben wir e, = ¢1(T,0,0), u, = u(T,0,0) und wu, ) = u,(T,0,0), so
erhalten wir

Uy — Uy = e.h> 4+ 0(h%), Uyop — Uy = 3e % + O(h%).

Ein Vergleich liefert die aposteriorische Schitzung® des relativen Diskreti-
sierungsfehlers von u;,(T,0,0), ndmlich

u —Uu u —Uu
*,h *_ *,2h *,h + O(h4)
U i, py
—_———

Tabelle 8.2 zeigt fiir die Zeit T = 0.424 zu verschiedenen Schrittweiten die
Ergebnisse u;, zusammen mit der Schitzung € des relativen Diskretisie-
rungsfehlers. Die letzte Spalte der Tabelle 8.2 spiegelt die zweite Ordnung
der Diskretisierung wider. Wir sehen, dass u;,(T,0,0) auf dem 127 x 127
Gitter mit 8192 Zeitschritten — die Losung wird dabei also auf 132128 768
Gitterpunkten berechnet — den Wert (T, 0,0) gerade einmal auf 4 korrekte
Ziffern approximiert.

2 Derartige Abschitzungen sind wesentlich fiir den Erfolg von Extrapolationsver-
fahren mit Ordnungs- und Schrittweitensteuerung, die fiir Systeme gewohnlicher
Differentialgleichungen dem Stand der Kunst entsprechen [DBoz, §5.3].
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Tabelle 8.2. Aposteriorische Fehlerschitzung ey, fiir uy,(T,0,0) in T = 0.424 mit Cou-
rantzahl cp = T/h? = 0.212.

Zeitschritte Ortsgitter  h u,(T,0,0) € e/ €n
32 7x7 1/4 1.016605320 — —
128 15x 15 1/8 1.004170946 4.1-1073 —
512 31x31 1/16 1.001034074 1.0-1073 4.0
2048 63 x 63 1/32 1.000248105 2.6-10~* 4.0

8192 127 x 127 1/64 1.000051504 6.6-107° 4.0

Wir miissen also die Genauigkeit der Losung durch Konvergenzbeschleu-
nigung verbessern. Die Idee ist einfach: Durch Abziehen der Fehlerschét-
zung erhalten wir eine Diskretisierung von hoherer Ordnung, namlich

1
u;,h = Uy + g(u*,h - u*,Zh) = Ux + O(h4)

Diese neue Approximation erbt die asymptotische Entwicklung (8.1),

m
u;,h = u, + Z e;,kth + O(h2m+2)/
k=2

mit dem Unterschied dass die Entwicklung jetzt mit dem Term der Ord-
nung O(h*) beginnt. In voller Analogie zu unserem Vorgehen fiir u, ; kon-
nen wir eine aposteriorische Fehlerschidtzung konstruieren und den Prozess
wiederholen. Das ist die Richardson-Extrapolation fiir eine Folge von Git-
tern mit den Diskretisierungsparametern /1, /2, h/4, h/8, usw. Es ist offen-
sichtlich, wie man das Ganze auf beliebige Folgen verallgemeinert; einen
guten Kompromiss zwischen Stabilitdt und Effizienz liefert h = 1/(2n) fiir
1 = fmin, "min + 1, - - ., max. Im Anhang C.3.2 findet der Leser das kurze
Matlab-Programm richardson, das diese allgemeine Extrapolationstechnik
mit aposteriorischer Schiatzung des relativen Diskretisierungsfehlers imple-
mentiert. Zusétzlich enthélt es eine mitlaufende Analyse [Higo6, §3.3] der
Verstarkung von Rundungsfehlern, siehe S. 319.

Eine Sitzung mit Matlab

>> u = inline(’heat([0,0],[1,1],t,0,0,[5,0,0,0],h)?,%t?,’h?);
>> t 0.424; order = 2; tol = be-14;

>> nmin = 4; [val,err,ampl] = richardson(tol,order,nmin,u,t);
>> val, err = max(err,amplxeps)

9.997221678853678e-001
8.187827236734361e-005

val

err
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>> nmin = 8; [val,err,ampl] = richardson(tol,order,nmin,u,t);
>> val, err = max(err,amplxeps)

9.999859601012047e-001
4.734306967445346e-014

val

err

Beide Laufe bendtigen weniger als eine Sekunde. Die Extrapolation des ers-
ten Laufs stiitzt sich auf die acht Gitter der Grofse 128 x 15 x 15,...,968 x
43 x 43; die Schatzung des relativen Fehlers behauptet, dass nur die ersten
drei fithrenden Ziffern korrekt sind. Das bedeutet eine Ubereinstimmung
mit dem zweiten Lauf, der sich auf gerade einmal vier Gitter der Grofie
512 x 31 x 31, 648 x 35 x 35, 800 x 39 x 39 und 968 x 43 x 43 stiitzt. Hier
liefert die Fehlerschdtzung die Korrektheit von 13 fiihrenden Ziffern, ein
Resultat, dessen Richtigkeit wir mit den Methoden aus §8.3.2 in der Tat
beweisen konnen.

Wir halten die Parameter des zweiten Laufs fest und 16sen die Glei-
chung u(t.,0,0) = 1 nach t, auf. Wir erreichen dies mit dem eingebauten
Matlab-Befehl fzero zur Nullstellensuche, der auf der Sekantenmethode
aufbaut. Die Gesamtrechenzeit betrdgt 5 Sekunden.

Eine Sitzung mit Matlab (Fortsetzung von oben)
>> ul = inline(’richardson(tol,order,nmin,u,t)-1°,%t?,...
’tol?,’order’,’nmin’,’u’);
>> options = optimset(’TolX’,tol);
>> t = fzero(ul,t,options,tol,order,nmin,u)

t = 4.240113870336946e-001

>> [val,err,ampl] = richardson(tol,order,nmin,u,t);
>> val, err = max(err,amplxeps)

9.999999999999942e-001
4.735414794862723e-014

val

err

Aufgrund der aposteriorischen Schitzung ist die Approximation t, un-
serem besten numerischen Kenntnisstand nach auf 12 Ziffern korrekt:

t. = 0.424011387033.

Leser mit dem Wunsch nach mehr Rigorositét seien auf den folgenden Ab-
schnitt verwiesen, in welchem wir mit einer analytischen Methode beweisen
werden, dass diese Behauptung richtig ist.



218 8 Im Augenblick der Hitze
8.3 Eine analytische Losung: Fourierreihen

Traditionell wurden Anfangsrandwertprobleme der Wéarmeleitungsglei-
chung auf rechteckigen Gebieten mit Fourierreihen gelost. Tatsdchlich hat
Fourier in seiner wegweisenden Abhandlung Théorie analytique de la cha-
leur [Fou78] aus dem Jahre 1822, in welcher er die Warmeleitungsgleichung
erstmalig einfiihrte, selbst ausgiebig die trigonometrischen Reihen studiert,
die heute seinen Namen tragen.

In Problem 8 lassen sich die Rechnungen betrdchtlich vereinfachen,
wenn wir die Symmetrien ausnutzen: Dank der Freundlichkeit des Aufga-
benstellers, der ein quadratisches Gebiet wahlte und den Punkt in seinem
Zentrum betrachtete, konnen wir die Aufgabe in ein eindimensionales Pro-
blem umformen. Hierzu bemerken wir zunéchst, dass wir genausogut jede
andere Seite der quadratischen Platte aufheizen kénnen und jedesmal im
Zentrum die gleiche Losung erhalten. Addieren wir diese vier Losungen
zusammen, so sehen wir aufgrund der Linearitdt der Gleichung, dass uns
ein Aufheizen aller vier Seiten im Zentrum das Vierfache der urspriingli-
chen Losung liefert. Setzen wir also die konstanten Randbedingungen

u(t, oo = §

an, werden wir zur gleichen Losung im Zentrum gefiihrt wie in der ur-
spriinglichen Problemformulierung. Weiter erhalten wir durch die Trans-
formation u(t,x,y) = 5/4 — ii(t,x,y) eine homogene Warmeleitungsglei-
chung mit homogenen Dirichlet’schen Randbedingungen,

iy =A0, A4t )]s =0, (8.2)

mit den Anfangswerten 7(0,x,y) = a2, wobei wir a> = 5/4 gesetzt haben.
Schlief$lich reduzieren wir die Dimension des Problems, indem wir bemer-
ken, dass i(t,x,y) = v(t,x)v(t,y) das Anfangsrandwertproblem (8.2) lost,
sobald v Losung folgender Gleichung mit dem Anfangswert v(0, x) = « ist:

vt(t, x) = vxx(t, X), o(t,—1) =v(t,1) = 0. (8.3)

Die durch die Gleichung u(t.,0,0) = 1 festgelegte Zeit t, kann daher durch
Losen von 1/4 = 1(t.,0,0) = Uz(t*,()) erhalten werden, also aus

v(ts,0) = % (8.4)

Wir konzentrieren uns jetzt auf die Konstruktion von v(t, x) und folgen
Fourier [Fou78, §333], indem wir feststellen, dass

op(t,x) = e (P2 o5 ((k +1/2) 7tx)

eine spezielle Losung von (8.3) fiir jedes k = 0,1,2, ... liefert. Die trigono-
metrische Reihe
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Zce ((k+1/2)m)t cos((k+1/2)mx)

mit beschrankten Koeffizienten cj 16st daher ebenfalls (8.3) fiir + > 0. Dies
sieht man durch termweises Differenzieren, was wegen des exponentiellen
Abfallens der Terme der Reihe zuldssig ist. Die Koeffizienten c; miissen so
gewdhlt werden, dass die trigonometrische Reihe die Anfangswerte erfiillt:

a=0(0,x) = i cxcos((k+1/2)mx), -l<x<1l (8.5)
k=0

Wir kénnen die Koeffizienten

_ A
cx = rxm (8.6)

an einer von Fouriers wichtigen Identitaten [Fouy8, §177] ablesen:

L

Ein moderner Beweis3 von (8.6) wiirde sich auf die Orthogonalitit der tri-

gonometrischen Monome cos((2k + 1)x) in L? stiitzen, eine Technik, die

Fourier selbst im wesentlichen anwendet, um andere Identititen zu bewei-

sen [Fou78, §220-§224]. Der Leser findet einen solchen Beweis von (8.6) in

§10.4, wo wir dhnliche Resultate fiir Problem 10 diskutieren.
Zusammenfassend erhalten wir

cos ((2k +1)x), —; <x< g (8.7)

k e ((k+1/2)m)t oy

—i c- _ — 2t
T ; 2k +1 7'[9( )'

3 Fourier [Fouy8] hat wenigstens drei verschiedene Beweise seiner Identitit (8.7)
angefiihrt; in §171-8177 durch Losen eines unendlichen linearen Gleichungs-
systems, in §179-§180 unter Verwendung von Identitdten trigonometrischer Po-
lynome. In §189 benutzt er die trigonometrische Identitit 71/2 = arctan(z) +
arctan(1/z), die fiir Rez > 0 giiltig ist, entwickelt arctan an beiden Stellen in eine
Taylorreihe,

[e'e]
2k+1 —2k—1 *
; 2k + T+ )

und setzt dann z = ¢/* ein, was schlieflich das gewtinschte Resultat liefert. Die
Rechtfertigung dieser Argumentation verlangt eine sorgfiltige Betrachtung von
Konvergenzfragen; Fourier selbst bemerkt nur trocken [Fouy8, S. 154], dass , die
Reihe in (¥) stets divergiert und die in Gleichung (8.7) stets konvergiert.” Das
ist zwar nicht ganz richtig, aber es zeigt fiir seine Zeit ein bemerkenswertes Be-
wusstsein fiir die Feinheiten der Konvergenzproblematik.
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Abb. 8.2. Die Funktionen 6(q) und (e~ ™*).

wobei 6 eine Funktion bezeichnet, die eng mit den klassischen Thetafunk-
tionen verwandt ist:4

0(q) = 2q1/4 i (_1)qu(k+1)'
&2k +1

Das betrachtete Problem, die Gleichung (8.4) nach t. aufzultsen, ist daher
zur Losung der transzendenten Gleichung

2

0(e” ™) (8.8)

_7'(
2V/5

dquivalent. Wie Abb. 8.2 zeigt, ist die Losung ¢, = 0.424 eindeutig.

8.3.1 Losung der transzendenten Gleichung

Mathematica und Maple stellen Befehle fiir die numerische Auswertung
unendlicher Reihen zur Verfiigung, die sich auf Extrapolationsmethoden
stiitzen. Die auf der Sekantenmethode aufbauende Nullstellensuche von
Mathematica und Maple kann daher unmittelbar zur Auflésung von (8.8)
nach t, eingesetzt werden.

4 Tatsichlich ist die Beziehung von 6 zur Jacobi’schen 6;-Funktion [BBS7, §2.6]
durch

/2 co
o) = [ zpds  0izg) =20 L (<14 D sin((2k+1)2)
. k=0

gegeben. Dies ist kein Zufall, da sich die Green’sche Funktion von Anfangsrand-
wertproblemen der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung nach klassischen
Resultaten durch Thetafunktionen ausdriicken ldsst, sieche [WWg6, §21.4] und
[Joh82, S. 221].
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Eine Sitzung mit Maple

> theta:=q->2*q~(1/4)*sum((-1) “k/(2%k+1)*q~ (k* (k+1)) ,k=0..infinity):
> Digits:=16: fsolve(theta(exp(-Pi~2%t))=Pi/2/sqrt(5),t=0.4);

0.4240113870336884
Eine Sitzung mit Mathematica

~1)k
6[qReal] := 2q1/4NSum[%qk(k’1) , {k,0, oo}]

t, ==

*

{t/.FindRoot [e[e"‘zt] == {t,0.4,0.5},

7
2+/5°

\
AccuracyGoal - MachinePrecision] J

t, ==0.4240113870336884

Es ist beruhigend zu sehen, dass beide Programme in allen gezeigten
Ziffern tibereinstimmen. Fiir die verlangte Genauigkeit verwendet Mathe-
matica IEEE-Arithmetik, Maple dagegen grundsatzlich Softwarearithmetik.
Beide nutzen vermutlich verschiedene Algorithmen; in jedem Fall sind die
Algorithmen aber verschieden implementiert. Wenn wir die Genauigkeit
erhohen, stimmen die Ergebnisse beider Programme nach wie vor tiberein
und bestétigen jeweils die Resultate aus weniger genauen Rechnungen. Auf
diese Weise haben wir gute wissenschaftliche Argumente, um zu behaup-
ten, dass die folgenden 100 Ziffern von t, korrekt sind:

t. = 0.42401 13870 33688 36379 74336 68593 25645 12477 62090 66427
4762197112 49591 33101 76957 56369 22970 72442 29447 70112.

Fiir hochgenaue Rechnungen wird es schnell ineffizient, sich auf die Be-
fehle zur numerischen Auswertung unendlicher Reihen zu verlassen. Statt-
dessen nutzen wir das schnelle exponentielle Abfallen der Reihe 6(g) in

qg= et ~ 0.015. Wir verwenden die abgeschnittene Reihe
max (_

G(kmax)(q) — 2q1/4k 1)k k(k+1)
=0 2k+1

und wihlen kmax als den kleinstmoglichen Index, fiir welchen eine weitere
Erhohung kmax — kmax + 1 das Resultat der Nullstellensuche bei der ver-
langten Genauigkeit nicht mehr dndert. Tabelle 8.3 zeigt einige Laufzeiten
fiir Mathematica.

Es gibt eine einfache Abschitzung des Abschneidefehlers, welche uns
den Wert von kmax umittelbar zu beschranken erlaubt. Tatsdchlich wissen
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Tabelle 8.3. Laufzeit der Losung der transzendenten Gleichung fiir verschiedene Genau-
igkeiten.

Ziffern von t, Laufzeit kmax kiax

10 0.67 ms 1 1
100 8.9 ms 6 6
1000 0.18s 22 22
10 000 225 73 73

wir von alternierenden Reihen, deren Terme betragsméfliig monoton gegen
Null streben, dass der Abschneidefehler durch den ersten vernachlédssigten
Term beschrénkt ist:

. q(k+3/2)2
9()(’1)—9(q)’<m/ 0<g<l

Asymptotisch ist die rechte Seite dieser Abschdtzung gleich € fiir

Abbildung 8.2 zeigt nun, dass die Steigung von 6 (e~ ""t) bei t, ungefihr
gleich —1 ist, der Abschneidefehler also einen etwa gleichgrofsen Fehler in
der Losung der transzendenten Gleichung verursacht. Zusammenfassend
erhalten wir asymptotisch die obere Schranke

. \/# Ziffern -1og(10) 3
Kmax 5 kmax = -5 -
T/t 2
Diese einfache Formel liefert exzellente Resultate, wie sich mit einem Blick
auf Tabelle 8.3 erkennen ldsst. Fiir 11 signifikante Ziffern erhalten wir

kmax = 1, was uns zu der einfachen Approximation fiithrt, die wir in der
Einleitung dieses Kapitels erwahnt haben.

8.3.2 Mittels Intervallarithmetik

Alternierende Reihen wie diejenige, die 6(q) definiert, konvergieren gegen
einen Wert, der stets von zwei sukzessiven Teilsummen eingeschlossen wird;
fiir 0 < g < 1 erhalten wir

0 (q) <8®¥(q) <09 (g) <~ < 8(g) <+ < 8D (q) <8P (q) <80(g).
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Gestiitzt auf diese Beobachtung konnen wir die Losung ¢, elegant durch
eine intervallbasierte Nullstellensuche einschlieffen, ohne die gegenwaérti-
ge Grifle des Abschneidefehlers explizit abschidtzen zu miissen. Aus den
abgeschnittenen Reihen konstruieren wir die Familie

00[Q] = conv(8*V(Q UM (Q)), Qclo1],

von Intervallabbildungen, welche 6 zunehmend schérfer einschliefSen, in-
dem sie eine Filtration von 6 bilden:

60[Q) 5 0"V [QI D 0(Q),  lim 61[Q) = 0(Q)-

Diese Familie kann mit den Standardwerkzeugen eines Pakets zur Inter-
vallarithmetik berechnet werden; Implementierungen finden sich im An-
hang C.4.2 fiir Matlab/Intlab und im Anhang C.5.2 fiir Mathematica.

Spielt man den gleichen Trick mit der Ableitung von 6 in Mathema-
tica oder benutzt die Moglichkeit zur automatischen Differentiation in
Matlab/Intlab, so kann man eine Einschliefung von t, mit dem Intervall-
Newton-Verfahren aus §4.5 berechnen.> Nach Konstruktion liefert jede Wahl
von k eine solche Einschlieffung von t,; jedoch nimmt die Schérfe der Ein-
schliefung fiir groferes k zu.

Eine Sitzung mit Matlab/Intlab

>> f = inline(’theta(exp(-pi~2*t),k)-pi/2/sqrt(5)’,’t?,’k?); kt = [];
>> for k=1:4, kt = [kt; k IntervalNewton(f,infsup(0.4,0.5),k)]; end
>> kt

intval kt =

2 4.24011387033 e-001

3 4.24011387033688_e-001
4 4.24011387033688_e-001

Eine Sitzung mit Mathematica

Table [

7T

24/5

{k, t, == IntervalForm@IntervalNewton[ [S[Exp [ —772#] , k] - ]&, {0.4, 0.5)]},

(k, 4}]//Tab1eForm

1 t, ==0.424017357553150

2 t,==0.424011387033¢5%9
3 t,==0.424011387033683]
4 t,==0.424011387033683]

5 Implementierungen finden sich im Anhang C.4.3 fiir Matlab/Intlab und im An-
hang C.5.3 fiir Mathematica.
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Tabelle 8.4. Erweiterbarkeit der fiir Problem 8 vorgestellten Methoden.

Methode Genauigkeit Polygone Randwerte nD-Quader
§8.1: Finite-Elemente niedrig v v v
§8.2: Extrapolation mittel ) v v
§8.3: Trennung der Variablen hoch — — v

Wir haben also, bei ausschliefllicher Verwendung von IEEE-Maschinenzah-
len, die Korrektheit von 15 Ziffern bewiesen:

t. = 0.42401 13870 33688.

Mit einer Laufzeit von 5 Minuten erlaubt uns Mathematica, gestiitzt auf
die Intervallabbildung 674 [Q], die Korrektheit der in Tabelle 8.3 erwzhn-
ten 10000 Ziffern zu beweisen. Wie wir in §4.5 erklart haben, besteht keine
Notwendigkeit, die intervallarithmetische Methode von Beginn an zu ver-
wenden. Stattdessen beginnen wir mit der Methode aus §8.3.1 und erhalten
eine Approximation von t., die hochstwahrscheinlich auf die gewiinschte
Anzahl von Ziffern genau ist. Fiir die e-Aufblahung nehmen wir ein kleines
Intervall um diese Approximation mit einem Durchmesser von wenigen
Einheiten in der letzten Ziffer. Auf dieses Startintervall wenden wir nun
das Intervall-Newton-Verfahren an und erhalten eine validierte Einschlie-
Bung. Diese Technik, zunichst zu approximieren und dann zu validieren,
liefert und beweist die Korrektheit von 10 000 Ziffern innerhalb einer Minu-
te Rechenzeit. Der Preis fiir eine validierte Losung liegt also in einer gerade
einmal um den Faktor 3 verldngerten Rechenzeit.

8.4 Schwierigere Probleme

Fiir Bewertung und Vergleich der vorgestellten Zugénge zu Problem 8 wol-
len wir uns tiberlegen, welche Veranderungen das Problem fiir einen der
Zugidnge schwieriger, oder gar unzuganglich, gemacht hétten. Drei Aspek-
te des Problems wurden in unterschiedlichem Umfang genutzt: Dass die
rdaumliche Geometrie zweidimensional war, dass das Gebiet rechteckig war
und dass die Randwerte besonders einfach waren. Drei Verallgemeinerun-
gen liegen daher unmittelbar auf der Hand:

¢ allgemeine Polygone in zwei Raumdimensionen
o allgemeinere Randwerte
e n-dimensionaler Quader

Tabelle 8.4 fithrt im einzelnen auf, ob sich die Methoden dieses Kapitels
erweitern lassen.
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Wir wollen einen Aspekt dieser Tabelle kommentieren. Finite-Differenzen
liefern in Verbindung mit Extrapolation eine universelle Methode, die sich
gut fiir mittlere relative Genauigkeiten eignet. Wenn das Gebiet jedoch kein
Quader ist, muss man bei der Diskretisierung des Randes Vorsicht walten
lassen. Der Diskretisierungsfehler kann dann eine asymptotische Entwick-
lung in mehreren inkompatiblen Potenzen h7 besitzen, was keine unmit-
telbare Verallgemeinerung unserer Programme zulésst.
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Gradus ad Parnassum

Dirk Laurie

Es steht zu erwarten, dass jeder Pilger auf den Hingen
bergan des mathematischen Parnassus an diesem oder je-
nem Punkt seiner Reise innehilt und ein oder zwei be-
stimmte Integrale erfindet, um den allgemeinen Vorrat

aufzustocken. James Joseph Sylvester (1860)

Weil er da ist.
George Leigh Mallory (1923; auf die Frage, wa-
rum er den Mount Everest besteigen mochte)

Problem g

Fiir welchen Wert « € [0, 5] nimmt das parameterabhéngige Integral
I(a) = f02 (2 + sin(10a))x* sin (a/ (2 — x)) dx sein Maximum an?

9.1 Auf den ersten Blick

Wir kénnen I(«) als folgendes Produkt schreiben: I(a) = p(a)g(a) mit

2

p(a) =2+sin(10x), gq(a) = / fi(x,a)dx,  fi(x,a) = x"sin (2 s x> .
0 —

Um ohne grofie Anstrengung eine grobe graphische Vorstellung von I zu

erhalten, approximieren wir g4 mit der Mittelpunktsregel. Sie ist sehr einfach
und umgeht die Singularitdten in den Eckpunkten:

g(a) mh:_zn:lfl (<k—;> h,zx>, h= %
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/4

Abb. 9.1. Graphen von p(a) (die Sinuswelle), q(«) und der Approximation von I(w) mit
der Mittelpunktsregel (die durchgezogene Linie).

Der in Abb. 9.1 fiir « zwischen 0 und 5 in Schritten der Weite 0.02 (251
Punkte) gezeigte Graph mit dem Diskretisierungsparameter 1 = 0.0001
wurde in ein paar Sekunden auf meinem Arbeitsplatzrechner ermittelt.

Das linke Drittel des Graphen I(a) sieht glatt aus und lasst sich auf
meinem Bildschirm nicht von dem (hier nicht gezeigten) fiir & = 0.0005 un-
terscheiden. Der Rest macht einen raueren Eindruck. Das liegt daran, dass
fur grofiere Werte von « der Integrand in der Nédhe des rechten Eckpunkts
stirker oszilliert und die Mittelpunktsregel zunehmend ungenauer wird.
Glicklicherweise benotigen wir keine allzu grofie Genauigkeit fiir & > 1,
da das verlangte Maximum ganz offensichtlich nicht in diesem Bereich zu
finden ist.

Zufélligerweise liegen ein lokales Maximum von p und das globale von
g sehr nahe beieinander. Das Maximum von g ist jedoch recht flach, so dass
die Position unseres Maximums im wesentlichen durch p festgelegt wird.
Das zweite Maximum von p wird in &« = 7t/4 erreicht und liefert uns eine
erste Approximation:

Xopt 2 77/4 = 0.785.

9.2 Genaue Auswertung des Integrals

Abbildung 9.2 zeigt, wie fi (x, 1/4) aussieht. Wir haben eine klar umrissene
Teilaufgabe: die genaue Auswertung dieses oszillatorischen Integrals fiir
in der Nédhe von 77/4. In Kapitel 1 diskutieren wir detailliert verschiedene
allgemeine Zugange fiir ein dhnliches Problem, in welchem das Integral
selbst Zweck der Ubung ist. Um Wiederholungen zu vermeiden und uns
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auf die speziellen Eigenarten von Problem g zu konzentrieren, greifen wir
uns eine der einfachsten Methoden heraus, ndmlich die Kurvenintegration.

Dazu miissen wir den Integranden durch analytische Funktionen aus-
driicken, was sehr einfach ist: Fiir

ain/(2—z) _ ea(logz+i/(27z))

folz &) = 2% (9-1)

gilt f1(x, &) = Imfy(x,a) = Re(—ify(x,«)). Damit der Integrand fiir z — 2
exponentiell abfillt, sollte in/(2 — z) entlang des Integrationsweges einen
negativen Realteil besitzen, was einen positiven Imaginérteil von z nach
sich zieht. Genau wie in Problem 1 funktioniert hier ein parabolischer Weg;:

zZ(t) =t +it(2—t), Z(t)=1+2i(1—1), te€o0,2]. (9.2)
Abbildung 9.2 zeigt den Graph von f,(t, 1/4), wobei wir
fo(t,a) = Re (—ifo(z(t),a) -Z'(t))

setzen.

Die Funktion f(t, 71/4) ldsst sich offensichtlich einfacher integrieren
als f1(x, 7t/4). Die Oszillationen sind zwar nicht verschwunden, aber ihre
Amplitude ist exponentiell geddmpft. Es gibt jedoch weiterhin eine kleine
tiickische Schwierigkeit: Der Faktor x* ist weiterhin vorhanden; weil die
interessanten Werte von a kleiner als 1 sind, besitzt dieser Faktor bei 0 eine
unendlich grofle Ableitung. Quadraturverfahren (wie das von Romberg),
die sich auf ein polynomartiges Verhalten des Integranden stiitzen, werden
daran scheitern oder bestenfalls unertréglich langsam sein.

Es gibt verschiedene Wege aus diesem Dilemma: Man konnte eine
Gaufi-Jacobi-Formel benutzen oder eine Modifikation der Romberg-Inte-
gration, welche die prazise Form der Singularitét in 0 berticksichtigt (sie-
he hierzu Anhang A, Tabelle A.6); man konnte eine weitere Transforma-
tion der Variablen ¢ vornehmen, um bei einem Integral zu landen, fiir
das die Trapezregel optimal ist (eine solche Transformation findet sich
in §9.4); oder man konnte es mit einem guten automatischen Allzweck-
Quadraturprogramm versuchen.

Auf der Suche nach einer schnellen Antwort ist die letzte Option unbe-
streitbar verfiihrerisch. Der Industriestandard ist auch 20 Jahre nach seiner
Publikation noch das Paket QUADPACK [PADKUKS3]. Dabei ist es noch
nicht einmal notwendig, das bequeme Umfeld von Octave zu verlassen, da
der Befehl quad einfach die QUADPACK-Routine QAG aufruft: Diese ver-
bindet eine robuste Strategie zur adaptiven Intervallunterteilung mit einer
zugrundeliegenden Formel von hoher Ordnung und einem konservativen,
sicherheitsorientierten Zugang zur Fehlerschiatzung.
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0.25

Abb. 9.2. Graph von f1(x,7w/4) (links) und von f(t, 7w/4) (rechts).

Eine Sitzung mit Octave (berechnet g(7t/4))

>> function y=f2(t)

>> global alfa

>> z=t+ixt.*(2-t); dz=1+2i*x(1-t);

>> y=real (-ixexp(alfa*(log(z)+i./(2-2))) .*dz);

>> end

>> global alfa; alfa=pi/4;

>> quad_options(’abs’,1e-10); quad_options(’rel’,0);
>> [ans,ierr,neval,error]=quad(’£2’,0,2)

ans = 1.01123909053353

ierr = 0

neval = 651

error = 3.85247389544929e-13

Wenn wir strengere Anforderungen an die Fehlertoleranz stellen, braucht
quad zwar eine grofsere Anzahl von Funktionsauswertungen, aber die Ant-
wort dndert sich — bis auf ein paar Fluktuationen in der Grolenordnung der
Maschinengenauigkeit — nicht weiter. Dieses Verhalten ist typisch: QUAD-
PACK ist wirklich nahezu paranoid in seinem Umgang mit der Fehlerschét-
zung.

Wir kénnen nun also I(a) fast auf Maschinengenauigkeit berechnen.
Haben wir damit Problem 9 das Genick gebrochen? Wir wollen mit dem
eigentlichen Optimierungsproblem fortfahren.

9.3 Das Maximierungsproblem

Die Literatur zur Berechnung von Extremstellen numerisch gegebener
Funktionen ist umfangreich und befasst sich damit, weit vom Extremum
entfernte Startwerte zu verkraften oder sicherzustellen, dass Intervallein-
schliefungen einer Extremstelle beibehalten werden. Hier benétigen wir
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jedoch nichts derartiges, da sich die zu maximierende Funktion gutartig
verhdlt und wir bereits im Rahmen der Zeichengenauigkeit wissen, wo sich
das Maximum befindet.

Ein einfacher Algorithmus [Pow64] zur Maximierung einer Funktion
ohne Verwendung ihrer Ableitungen ist die Methode der quadratischen
Interpolation. Im Fall einer Funktion f(x) einer Verdnderlichen ist die Me-
thode besonders einfach. Wir beginnen mit drei Startwerten xi, xo, x3, die
wir so nummerieren, dass f(x1) < f(x2) < f(x3) gilt. Im Schritt n ist
dann x, 1 die Position des Maximums der Parabel durch die drei Punkte
(xj, f(xj)), j = n—2,n—1,n. Man kann dies als Analogon zum Sekanten-
verfahren (siehe S. 234) zur Losung einer skalaren nichtlinearen Gleichung
auffassen. Wir setzen h,, = x,,11 — xy. Die folgenden Formeln erlauben es,
die Rechnung bequem zu implementieren:

flxn) = f(xna1)

d _ =
n—1 hn_l 7

1
hy = Gn—lhn72 + <9n—1 - z)hn—l'

Wir beginnen mit n = 3; wenn h, = 0 oder f(x,+1) < f(xy) ist, so brechen
wir ab und nehmen x, als Ergebnis; anderenfalls erhohen wir n und fah-
ren fort. Diese Implementierung ohne jede Notbremse wire als Allzweck-
Routine ungeeignet, aber fiir unser einfaches Optimierungsproblem funk-
tioniert sie sehr gut.

Tatsdchlich ist es oft besser, x,_1 als Ergebnis zu nehmen. Der Grund
liegt darin, dass d, sich der unbestimmten Form 0/0 ndhert und dass fiir
zu kleine Werte von h,,_1 die Berechnung von h,, stark unter Ausloschung
leidet. Eine umfassende Diskussion des Wechselspiels zwischen Approxi-
mationsfehler und Ausloschung findet sich fiir das Thema der numerischen
Differentiation in §9.7.

Wenden wir diesen Algorithmus auf I mit den Startwerten a1 = 71/4 —
0.01,xr = 71/4—0.005 und a3 = 71/4 an, so erhalten wir in doppelt-genauer
IEEE-Arithmetik die Ergebnisse aus Tabelle 9.1.

Ein Aspekt von Tabelle 9.1 ist aufierordentlich beunruhigend. Wir haben
die Werte von I(a,) auf 17 signifikante Ziffern angegeben (eine mehr als
es die Maschinengenauigkeit eigentlich verdient), um zu zeigen, dass sich
die letzten beiden Werte auch wirklich unterscheiden. Tatsdchlich weichen
sie nur im letzten Bit voneinander ab: Zwei verschiedene Maschinenzahlen
nahe bei 3 kénnen sich auf diesem Computer in ihrer Dezimaldarstellung
nicht um weniger unterscheiden als gezeigt. Dennoch stimmen die ent-
sprechenden Werte von a nur auf g Ziffern tiberein. Es ware wirklich recht
optimistisch von uns,

aopt = 0.78593 3674
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Tabelle 9.1. Optimierung mit quadratischer Interpolation.

oy I(ay)
0.7753981633974483 3.0278091521555970
0.7803981633974483 3.0320964090785236
0.7853981633974483 3.0337172716005982
0.7859375909509202 3.0337325856662893
0.7859337163733469 3.0337325864853986
0.7859336743674070 3.0337325864854936
0.7859336741864730 3.0337325864854945

N O O b WO N -~ |3

zu behaupten, da die Berechnung von I doch vergleichsweise kompliziert
ist: Sicherlich konnen wir nicht erwarten, dass die Werte von I bis zum
letzten Bit korrekt sind.

Wir haben den Wert I(aopt) des Optimums auf 15 Ziffern genau berech-
net, aber anders als in den Problemen 4 und 5 reicht das hier nicht aus:
Wir wurden nach der Position agpt des Optimums gefragt, was stets die
schwierigere Aufgabe ist. Wir wollen hierfiir den Grund analysieren.

In der Umgebung eines relativen Maximums &y haben wir

I(Oé() + h) = I(Déo) + %]’lz[“(ao) + O(h?))/

da I'(ap) = 0 ist. Nehmen wir an, wir kénnten I in doppelt-genauer IEEE-
Arithmetik auf Maschinengenauigkeit, also 16 Ziffern, berechnen. Wenn
nun « acht korrekte Ziffern besitzt, so liegt 1 in der Grolenordnung von
10~® und daher 1? mit etwa 1071 in der Grofe der Rundungsfehler. Al-
so konnte ein zwischen I(a) und I(ay) beobachteter Unterschied bereits
durch Rundungsfehler verursacht sein, so dass wir nicht entscheiden kon-
nen, welche der beiden Zahlen wirklich grofler als die andere ist. Wir diir-
fen daher nicht erwarten, mehr als 8 korrekte Ziffern aus einem Verfah-
ren herauszuholen, das sich auf die Auswertung von I(«) fiir verschiedene
Werte von « stiitzt und abbricht, sobald keine Verbesserung mehr erreicht
wird. Wir bemerken, dass a¢ tatsdchlich genauer als a7 ist.

Abbildung 9.3 zeigt den Graphen von I(«) fiir die Werte & = ag +
nh, ap = 0785933674, h = 10710, n = —500, -499, ...,499,500, berech-
net mit der Anwendung von quad auf die Darstellung von I als Kurven-
integral. Dabei wurden kleine Punkte gezeichnet, die nicht durch Linien
verbunden sind. Der Graph ist weit davon entfernt, wie die mathemati-
sche Idealisierung einer eindimensionalen Kurve in der zweidimensionalen
Ebene auszusehen; tatsachlich sieht er eher danach aus, mit einem unge-
spitzten weichen Bleistift auf grobes Papier gezeichnet worden zu sein —
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e =3.03373258648549

Imax
o,
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0.785933624 0.785933674 0.785933724

Abb. 9.3. Detailausschnitt des Graphs der numerisch berechneten Werte von I(x).

nicht gerade die Art, in der hochgenaue Zeichnungen angefertigt werden.
Dieses Erscheinungsbild wird von dem pseudo-zufilligen Verhalten der
Rundungsfehler verursacht. Aus dem Graph kénnen wir ein Intervall von
etwa der Lange 2 - 10~? ablesen, welches das Maximum enthilt, aber das
ist auch das Beste, was wir — wie in unserem Algorithmus — durch den Ver-
gleich von jeweils gerade einmal zwei Funktionswerten erreichen kénnen.
(Etwas mehr ldsst sich erreichen, wenn man gezielt weitere Funktionswerte
einsetzt, siehe §9.7.)

Anders als bei Problem 2, wo es keine Alternative zur Verwendung
hochgenauer Arithmetik gibt, verfiigen wir hier iiber einen Standardweg
aus der Schwierigkeit. Es handelt sich um das aus der Analysis vertraute
Vorgehen, nach einer Nullstelle von I’(«) zu suchen. Zusétzliche Informati-
on sichert dann, dass das korrekte Maximum gefunden wurde — in unserem
Fall die Information, dass ag nahe 7v/4 liegt.

Um I'(«) auswerten zu kénnen, miissen wir unter dem Integralzeichen
differenzieren diirfen. Dies konnte sich fiir die urspriingliche Definition
von I als problematisch herausstellen, da der iiblicherweise verwendete
Satz (siehe z.B. [Apoy4, S. 167]) zur Differentiation unter dem Integralzei-
chen die Stetigkeit beziiglich x iiber [0, 2] erfordert, die hier nicht gegeben
ist. Es gibt aber keine Schwierigkeit entlang des Weges (9.2), da

(n) _d"f(ta) : i "
A e0) = P20 —Re (=ifua(1),0) (log ) + =77 ) #))

(9:3)
ein beschrankter Ausdruck tiber dem abgeschlossenen Intervall ist. Abbil-
dung 9.4 zeigt den Graphen von f}(t, 1/4). Der logarithmische Term stellt
keine wesentliche Erschwernis dar und der Befehl quad tut sich nach wie
vor leicht mit der Auswertung von ¢’ ().
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0 0.5 1 1.5 2

Abb. 9.4. Graph von f3(t, 7/4).

Die Nullstellensuche selbst birgt keine weiteren Gefahren. Das Verhal-
ten von [ ist in der Ndhe unserer exzellenten ersten Niherung des Maxi-
mums in etwa parabelférmig und I’ in der Néhe der Nullstelle fast linear.
Alle gingigen Verfahren zur Losung der nichtlinearen Gleichung I’(«) = 0
lassen sich in der Form

I'(an)

Opt1 = &n — T (9-4)
schreiben, wobei m,, eine Approximation der Steigung des Graphen von
I’ in der Nihe der Nullstelle ist. Das einfachstmogliche Verfahren nimmt
einen konstanten Wert fiir m,,. Da I(«) so stark von dem Term p(a) = 2 +
sin(10«) dominiert wird, ist die Steigung von I’ in der Néhe des gesuchten
Maximums etwa p”(71/4) = —100; wegen der Konkavitit von p und g ist
die Steigung sogar etwas grofier. Die einfache Fixpunktiteration

Qpy1 = oy +0.011 (ay)

ist immerhin so gut, pro Iterationsschritt etwas mehr als eine weitere kor-
rekte Ziffer zu liefern. Die untere Schranke von 100 fiir |I”| in der Nihe des
Maximums bedeutet zudem, dass fiir |I'(x,)| = € der Fehler in &, kleiner
als 0.01e ist.

Eine etwas raffiniertere Methode zur Losung der nichtlinearen Glei-
chung ist das Sekantenverfahren, das zwei aufeinanderfolgende Werte be-
nutzt, um nahezu kostenlos zu der guten Abschitzung

_ I/(D‘n) - I/(‘anl)
M= (9-5)

der Steigung des Graphs von I’ zu gelangen. Das Ergebnis des Sekanten-
verfahrens findet sich fiir die Startwerte a; = /4 — 0.005 und ap = /4
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Tabelle 9.2. Sekantenverfahren zur Lisung von I' (agpt) = O.

&y I'(an)
0.7803981633974483  0.5910382447996654
0.7853981633974483  0.0571975138044098
0.7859338804239271 —0.0000220102325740
0.7859336743534198 —0.0000000003255850
0.7859336743503714 —0.0000000000000012

Q= W N = |3

in Tabelle 9.2. Selbst unter dem Zugestiandnis von Rundungsfehlern in der
numerischen Integration sind wir von 14 Ziffern Genauigkeit tiberzeugt:

aopt = 0.78593 36743 5037.

Problem g ist damit gelost. Dennoch hitten wir gerne noch eine ande-
re Methode zur unabhingigen Bestitigung. Da selbstverstidndlich das Ver-
halten der Nullstellensuche nicht davon abhéngt, wie die Funktionswerte
berechnet wurden, widmen wir unsere Aufmerksamkeit in den nachsten
Abschnitten der Frage nach weiteren Verfahren zur Berechnung von g(«)
und ¢q’(a). Fiir Priifzwecke wollen wir die Auswertung von

q’(%) = 0.01906583793480

verwenden. Angewendet auf f}(-, 71/4) liefert der Octave-Befehl quad mit
den gleichen Einstellungen wie zuvor den Wert 0.0190658379348022 — unter
Verwendung von 693 Funktionsauswertungen.

9.4 Doppelt-exponentielle Quadraturformeln

Es ist bekannt, dass die Trapez- bzw. Mittelpunktsregel, so bescheiden ih-
re Herkunft auch sein moge, eine extrem effektive Formel zur Integration
glatter periodischer Funktionen ist." Insbesondere ist das der Fall, wenn
alle Ableitungen des Integranden in beiden Endpunkten des Intervalls ver-
schwinden. Man wiirde daher erwarten, dass die Trapezsumme besonders
effektiv fiir Integrale tiber dem Intervall (—co, o) ist. Tatsdchlich kann ge-
zeigt werden (siehe z.B. [LBg2, S. 48] oder die Diskussion auf S. 84), dass
fiir eine im Streifen |Imz| < d analytische Funktion g(z) und eine reelle
Konstante g die exponentielle Fehlerabschédtzung

1 Nikolskij hat 1974 bewiesen [Nik74], dass diese Formel fiir derartige Funktionen
in einem préazisen Sinne optimal und bis auf Translationsinvarianz auch eindeu-
tig ist.
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/ g(t)dt—h Z g (kh + ap) <% (9.6)

- k=—00

gilt. Die genaue Bedeutung der Norm ||g|| spielt fiir unsere Diskussion
keine Rolle.

Die Abschdtzung (9.6) zeigt uns, dass die folgenden Bedingungen fiir
die Effizienz der Trapezsumme notwendig sind:

1. Die doppelt-unendliche Reihe muss schnell konvergieren.
2. h muss im Verhiltnis zu d klein gewahlt werden.

Die Methode der doppelt-exponentiellen Quadraturformeln wurde von
Mori in Zusammenarbeit mit weiteren japanischen Mathematikern {tiber
etliche Jahre hin entwickelt. Die Grundidee besteht darin, das gegebe-
ne Integral | Hb f(x)dx durch die Substitution x = w(t) auf ein Integral
[, g(t)dt zu transformieren, so dass der Betrag des neuen Integranden
g(t) = w'(t) f(w(t)) sich fiir grofe |t| wie exp(—cexp(]t])) (mit einer Kon-
stanten ¢ > 0) verhalt. Welche Genauigkeit wir auch immer fordern, die
Trapezsumme wird sich dann in der Praxis stets wie eine endliche Sum-
me verhalten. Dieses Verfahren fiihrt nicht nur auf sehr effektive Quadra-
turformeln, sondern verhilt sich auch robust gegen Singularititen in den
Endpunkten des Intervalls. Ein Uberblick iiber diese Methode findet sich
in [MSo1]. Wir werden uns hier nur zu der praktischen Anwendung der
Methode duflern, in §3.6.1 findet der Leser eine detaillierte Diskussion der-
jenigen Aspekte, die das Konvergenzverhalten von Trapezsummen beein-
flussen.

Beispielsweise ist (mit einer positiven Konstante c)

w(t) = (a+b)/2+ ((b—a)/2) tanh (sinh ct)

die Standardtransformation fiir endliche Werte von a und b. Der genaue
Wert von c ist dabei unwesentlich, oft wird ¢ = 7/2 empfohlen. Diese
Transformation eignet sich fiir einen grofien Bereich von Funktionen, ein-
schlief3lich solcher, die in den Endpunkten unendlich werden. Sie ist jedoch
zuviel des Guten fiir jene Funktionen, die bereits exponentiell in einem oder
beiden Endpunkten abfallen, wie die in (9.3). Im Fall, dass f in b exponen-
tiell abfallt, eignet sich die Transformation

w(t)=(a+b)/2+ ((b—a)/2) tanh (t — e ),

wiederum mit einer positiven Konstanten c.?> Auch hier ist der Wert von ¢
nicht entscheidend, die iibliche Wahl ist ¢ = 1.

2 Diese Formel taucht zwar nicht explizit in [MSo1] auf, kann aber sofort herge-
leitet werden, wenn man auf [MSo1, Formel (1.15)] die gleiche Argumentation
anwendet, die von [MSo1, Formel (1.16)] auf [MSo1, Formel (1.17)] fihrt.
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Alle doppelt-exponentiellen Quadraturformeln erfordern nahe der End-
punkte etwas Sorgfalt, um Uberlauf, Unterlauf und unnétigen Genauig-
keitsverlust durch Ausloschung zu vermeiden. Insbesondere sollte man,
wenn der Integrand in einem der Endpunkte, sagen wir g, unendlich wird,
die ausloschungsgefahrdete Differenz w(t) — a analytisch vereinfachen. Die
Routine zur Auswertung des Integranden sollte jedenfalls diese Gesichts-
punkte im Auge behalten. Im Fall des durch (9.3) definierten Integranden
iiber dem Integrationsintervall [0, 2) liegt ein exponentieller Abfall am rech-
ten Endpunkt vor, so dass wir die Transformation

_ 2
EEEREE

w(t) 9.7)

wéhlen.
Eine Sitzung mit Octave (berechnet g(«), 4’ («), " («) in & = 7/4)

Der Bereich —5.3 < t < 4.2 wurde gewdhlt, damit g(¢) nicht unterlduft.
Der Wert h = 1/16 wurde dadurch gefunden, dass die Schrittweite begin-
nend mit & = 1/2 solange halbiert wurde, bis zwei aufeinanderfolgende
Ergebnisse auf mehr als acht Ziffern tibereinstimmten. Das gentigt, da we-
gen der exponentiellen Konvergenz jede Halbierung der Schrittweite die
Anzahl der korrekten Ziffern verdoppelt.

>> function y=df2(t,n) % n-th derivative of £f2
>> global alfa

>> z=t+ikxt.*(2-t); dz=1+2i*(1-t); f=log(z)+i./(2-2);
>> y=-i*exp(alfaxf).*dz;

>> for k=1:n, y=f.*y; end

>> y=real(y);

>> end

>> global alfa; alfa=pi/4;

>> h=1/16; t=-5.3:h:4.2;

>> x=2./(1+exp(2* (exp(-t)-t)));

>> w=hxsech(t-exp(-t)). 2.*(l+exp(-t));

>> for n=0:2

>> wf=w.*df2(x,n); g=sum(wf),

>> sum(abs (wf) >eps*abs(q)),

>> end

1.01123909053353
=78

q = 0.0190658379348029
= 82

q = -1.89545525464014
ans = 82
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Die Anzahl der Funktionsauswertungen ist um mehr als den Faktor acht
kleiner als bei der Verwendung von quad. Es ist hdufig der Fall, dass die
doppelt-exponentielle Technik, sofern sie anwendbar ist, so gut wie je-
den anderen automatischen Integrationsalgorithmus tibertrifft. Wir wollen
aber fair zu quad sein und darauf hinweisen, dass dieser Befehl anders als
die doppelt-exponentiellen Methoden mit Integranden umgehen kann, die
tiber dem offenen Intervall nicht analytisch sind.

9.5 Transformation auf ein Fourierintegral

Die gewohnliche doppelt-exponentielle Methode scheitert jedoch an hoch-
oszillatorischen Integranden. Insbesondere kann sie die Funktion f; (-, 7t /4)
nicht direkt bewiltigen. Leider steht die Losung der vorangehenden Ab-
schnitte, entlang eines anderen Weges in der komplexen Ebene zu integrie-
ren, nicht immer zur Verfligung (beispielsweise, wenn keine Software zur
Auswertung des Integranden in komplexen Argumenten vorhanden ist).

Eine héufig niitzliche Technik besteht dann darin, das Integrationsinter-
vall auf [0, o) zu transformieren, um die Nullstellen dquidistant zu vertei-
len. In unserem Fall erhalten wir mit der Substitution

2,2
x(t) = 1+t x'(t) = m,
die Integrale
g(a) = /0 X (02 () sin(a(1+ ) /2) dt 9.8)

und

q(a) = 1/2 /0°°(1 ) (02 (1) cos(a(1 + £)/2) dt

- /0 " log x(£)x® ()’ (£) sin (1 + ) /2) dt. 9:9)

Das Integral g(«) ist dabei absolut konvergent, so dass wir problemlos
unter dem Integralzeichen differenzieren durften. Abbildung 9.5 zeigt die
Graphen von (9.8) und (9.9) fiir « = 71/4.

In beiden Féllen verschwindet fiir ¢ = 0 der Integrand, auch wenn wir
das an den Graphen auf der gezeigten Skala nicht so leicht ablesen kon-
nen. Selbst damit ist der Integrand fiir Standardverfahren tiberhaupt nicht
einfach. Es liegen in ¢ = 0 noch immer die gleichen Singularitdten wie fiir
das Kurvenintegral vor und der Integrand fallt nicht exponentiell ab. Ein
Abschneiden des unendlichen Intervalls ist daher ungeeignet.

Der Integrand gehort jedoch zu einer recht grofien Familie, fiir die sehr
effektive Methoden bekannt sind: Integrale der Form
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Abb. 9.5. Graphen der Integranden nach der Transformation x(t) = 2t/(1+t). Die
durchgezogene Linie zeigt den Integranden aus (9.8), die gestrichelte Linie den Integranden
aus (9.9).

F(s;w,0) = /OOO s(x) sin(wx + 67) dx (9.10)

tauchen in der Fourieranalysis auf (die Fille § = O und 6§ = % liefern die ver-
traute Sinus- bzw. Kosinustransformation) und wurden infolgedessen we-
sentlich tiefer studiert als allgemeine oszillatorische Integrale; man kennt
viele gute numerische Verfahren. Wir diskutieren hier die kiirzlich von
Ooura und Mori [OMgg] angegebene Methode, eine einfallsreiche Varia-
tion der doppelt-exponentiellen Technik. Wie im Fall der anderen doppelt-
exponentiellen Methoden wird die Singularitdt in t = 0 miihelos bewaltigt.

Folgende Idee liegt dieser Methode zugrunde: Beim Transformieren
des Integranden (9.10) durch die Substitution x = w(t) auf die Form
g(t) = @' (t)f(w(t)) mit f(x) = s(x)sin(wx + 671) wird nicht mehr ver-
sucht, ein doppelt-exponentielles Abfallen von g(t) fiir alle hinreichend
groflen t zu erzielen, sondern nur noch fiir die Stiitzstellen t; der Trapezsum-
me. Wir fordern also, dass sich |g(t;)| fiir groB8e |f;| wie exp(—cexp(|tx]))
verhilt. Das reicht offenbar bereits fiir die schnelle Konvergenz der Summe.
Im Fall des Fourierintegrals (9.10) ist ausschlaggebend, dass der Sinusterm
dquidistante Nullstellen besitzt. Wenn ndamlich die Bilder der Stiitzstellen
ty fur grofle k doppelt-exponentiell gegen diese Nullstellen streben, dann
wird g(t;) das geforderte Verhalten aufweisen.

Es lassen sich Funktionen ¢ finden, so dass ¢(t) — 0 fir t — —o0
und ¢(t) ~ t fiir t — oo, wobei in beiden Féllen das Konvergenzverhalten
doppelt-exponentiell ist. Fiir fest gewéahlte c; > 0 und ¢, bildet dann auch
w(t) = c1¢(t — cp) die reelle Achse auf (0,00) ab. Es gilt zwar weiterhin
w(t) — 0 fiir t — —oo, jetzt aber w(t) ~ c1(t — ¢p) fiir + — co. Wiederum
ist in beiden Féllen das Konvergenzverhalten doppelt-exponentiell. Wenn
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wir daher a9 = 0 in (9.6) setzen, also t; = kh wihlen, so wird die Funkti-
on f an den Stellen w(t) ausgewertet, die sich mit doppelt-exponentieller
Genauigkeit asymptotisch wie c¢q(kh — ¢p) verhalten. Wegen f(t) = 0 fiir
wt + 87t = kmr wihlen wir ¢; und ¢; so, dass wcy(kh —¢) + (0 — k)t =0
identisch in k gilt:
T

w(t) = Jcp (t —6h). (9.11)

Eine Familie von Funktionen ¢ mit den gewiinschten Eigenschaften ist
(t) = :
P T ep— @t ral—e D+ Bl — 1))’

wobei « und B positive Zahlen sind, die von / abhédngen diirfen. Nach be-
trachtlichen theoretischen Untersuchungen und praktischen Experimenten
gelangten Ooura und Mori [OMgg] zu der Empfehlung

1 log(1 + 7t/h)\ /2

Diese etwas esoterisch anmutende Formel fiir « ist dadurch motiviert, dass
das Urbild w~!(zg) einer Singularitit der Funktion s im Punkt zg der kom-
plexen Ebene fiir 1 — 0 von der reellen Achse weg beschréankt bleibt. Dann
verdndert sich der Term d/h in (9.6) ndmlich wirklich umgekehrt propor-
tional zu h. (Die naheliegendere Wahl ¢(t) = t/(1 — exp(—ksinht)) fiir ein
k > 0 besitzt diese wiinschenswerte Eigenschaft beispielsweise nicht, siehe
[OMogo9].)

Die Implementierung muss mit grofier Sorgfalt erfolgen, um unnétigen
Genauigkeitsverlust durch numerische Instabilititen zu vermeiden. Auf
den Unachtsamen lauern namlich zwei Fallstricke:

1. Die Funktion e;(x) = (¢* —1)/x muss fiir kleine x auf volle Genauig-
keit berechnet werden. Das ist ein bekanntes Problem und tatsdchlich
stellt der IEEE-Standard 2* — 1 als Hardwarefunktion zur Verfiigung
(mit deren Hilfe e1(x) leicht berechnet werden kann). Trotzdem besit-
zen nur wenige Programmiersprachen eine Bibliotheksroutine fiir e;. Es
gibt zwei mehr oder weniger befriedigende Abhilfen: Entweder nimmt
man e;(x) = 2¢*/2sinh(x/2)/x und verlasst sich auf die vermutlich
gute Genauigkeit des eingebauten hyperbolischen Sinus. Oder man be-
nutzt einen Algorithmus von Velvel Kahan:

X _Yy- 1

y=ce", e1(x) = logy"
Selbstverstiandlich setzt man im trivialen Fall, dass x so nahe bei Null
liegt, dass in Maschinenarithmetik y = 1 ist, auch e; (x) = 1. Eine Erkla-
rung, warum diese zweite Methode funktioniert, findet sich in [Higg6,

§1.14.1].
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2. Der Wert von sin(ww(kh) + 671) muss fiir groBe k auf eine hohe relati-
ve Genauigkeit berechnet werden. Das kann nur leider nicht dadurch
bewerkstelligt werden, dass man die grole Zahl ww(kh) 4+ 0 ~ kn
(fur k — oo) der eingebauten Sinusroutine seiner bevorzugten Pro-
grammiersprache {ibergibt: Die Reduktion des Arguments modulo 27
hinterldasst namlich aufgrund von Ausloschung eine Zahl mit groflem
relativen Fehler. Eine Abhilfe hierfiir findet sich weiter unten.

Besitzen wir eine Routine fiir ej, so konnen wir die Ableitung durch

e (x) = e1(x) — ea(x), ea(x) = (ea(x) —1)/x
berechnen. Mit logarithmischer Ableitung erhalten wir dann

1 .
Pp(t) = oDer (=)’ wobei v(t) =2+ aej(—t) + Beq(t);

70 =010 (=5 + 0 o) (1- 2 ) )

Die Ausdriicke fiir ¢(t) und ¢’ () bergen selbst dann keine Probleme, wenn
t sehr nahe bei 0 liegt — sofern e; fiir kleine Argumente genau ausgewertet
werden kann. Diese Aufgabe ist zwar noch schwieriger als im Fall von
e1(t), aber in unserer Situation gliicklicherweise nicht wirklich erforderlich.
Nach (9.11) wird ¢ in den Stellen (k — 0)h mit ganzzahligen Werten von k
berechnet. Nach (9.8) und (9.9) ist 0 = a/27r ~ 1/8 fiir die Integrale mit
der Sinusfunktion und 8 ~ 5/8 fiir das Integral mit der Kosinusfunktion.
Keiner dieser Werte liegt wirklich nahe an einer ganzen Zahl; daher kann
das Argument t; — 6h = (k — 0)h, in dem ¢ ausgewertet werden muss, fiir
keine ganze Zahl k in eine gefdhrliche Ndhe von 0 geraten.
Wenden wir uns nun dem zweiten Problem zu, der Auswertung von

sin(ww(kh) 4 077) = sin (W + nk)

= (—=1)¥sin <7r(4)(w;;1) — wk)) (9.12)

fiir wy = (k — 0)h. Hier reicht es, fiir t > 0 den Ausdruck ¢(t) — t auf eine
hohe relative Genauigkeit zu berechnen. Wegen

te—tv(t)
1 — e—to(t)

ot~ t =

ist das aber eine leichte Aufgabe. Wir bemerken, dass die rechte Seite von
(9.12) nur fiir recht grofse Werte von t benutzt werden sollte, sagen wir in
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dem Stadium, fiir das |¢(t) —t| < 0.1 gilt. Fiir die anderen Werte bleiben
wir bei sin(ww(kh) + 071).

Nach diesem guten Stiick Arbeit haben wir jetzt alle fiir das Verfahren
von Ooura und Mori notwendigen Bestandteile beieinander. Wie auch im-
mer, es diirfte instruktiv gewesen sein, einmal den Unterschied zwischen
der eleganten mathematischen Beschreibung einer groflartigen Idee und
den gewundenen und kniffeligen Details hinter ihrer akribischen numeri-
schen Implementierung gesehen zu haben.

Eine Sitzung mit Octave (berechnet g = g(7t/4) und dq = ¢'(7t/4))

Wir haben all die diskutierten Vorsichtsmafinahmen in eine Octave-Funk-
tion namens

g_ossinf (M, omega,theta)

eingebaut, die sich auf der Webseite des Buchs findet. Diese Funktion be-
rechnet Sttitzstellen f; und Gewichte wy, so dass

F(s;w,0) ~ ) wys(ty),

wobei die Schrittweite der Trapezregel in der transformierten Variablen h =
7t/ M betragt. Wir wiahlen M = 16 als Resultat eines Experiments, das wie
zuvor mit M = 2 beginnt und M solange verdoppelt, bis die Ergebnisse auf
mehr als 8 Ziffern tibereinstimmen.

>> function y=intfun (t, alpha)

>> x=2%t./(1+t); dx=2./(1+t)."2; y=dx.*x.” alpha;

>> end

>> alfa=pi/4; [ts,ws]=q_ossinf(16,alfa/2,1/8);

>> [tc,wc]l=q_ossinf(16,alfa/2,5/8);

>> wf=ws.*intfun(ts,alfa); g=sum(wf), sum(abs(wf)>eps*q)

q = 1.01123909053353
ans = 49

>> x=2*ts./(1+ts);

>> wfl=wc.*intfun(tc,alfa).*x(1+tc)/2;

>> wf2=ws.*log(x).*intfun(ts,alfa);

>> dg=sum(wfl)+sum(wf2), sum(abs(wfl)>eps*dq), sum(abs(wf2)>eps+*dq)

dg = 0.0190658379347639
ans = 51
ans = 51

Es werden also nur 102 Funktionsauswertungen benétigt, um g(7/4) und
q'(7t/4) ohne komplexe Arithmetik auf Maschinengenauigkeit zu berech-
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nen. Ein sehr gutes Ergebnis im Vergleich zu den 82 Funktionsauswertun-
gen im Komplexen, die von der gewthnlichen doppelt-exponentiellen For-
mel fiir das Wegintegral in §9.4 erfordert wurden.

9.6 Eine analytische Uberraschung

Verlangen wir von einem Computeralgebrasystem wie Maple oder Mathe-
matica, das Integral q(«) auszuwerten, so erhalten wir genau das, was wir
bei einem Problem erwarten diirfen, das Trefethen schliefSlich fiir einen
Wettbewerb entworfen hat: Es geschieht nichts, das Integral wird unausge-
wertet zuriickgeliefert. Helfen wir jedoch ein wenig nach, indem wir statt-
dessen nach dem &dquivalenten Ausdruck fOZ(Z —x)%sin(a/x) dx fragen, so
erleben wir eine Uberraschung. Beide Pakete kénnen das Integral analy-
tisch auswerten — es ist keine numerische Quadratur notig!

Eine Sitzung mit Maple

> int( (2-x)~alpha * sin(alpha/x), x=0..2);

§ v MeierG (1) (3 a+1, 3 a+ 311, 113,00, [~ 3]), 5 o) T (a 1)

Hier3 tritt eine wenig bekannte spezielle Funktion auf, die Meijer’sche G-
Funktion [EMOT53, §5.3], eine recht universelle Verallgemeinerung der hy-
pergeometrischen Funktionen. Sie ist nach dem niederldndischen Mathe-
matiker Cornelis Meijer benannt, der zwischen 1936 und 1957 in weit tiber
20 Arbeiten die Eigenschaften der von ihm eingefiihrten Funktion erforsch-
te. In traditioneller Notation lautet das Ergebnis der Sitzung mit Maple

NG 50 (a2 |(@+1)/2, (x+2)/2
= ——ual Gy, | — .
q(“) 4 2 (a—" ) 24 <16 O, 0[ 1/2, _1/2

Auch wenn wir nicht genau wissen sollten,* was diese G-Funktion im
einzelnen ist, so kann Maple sie nattirlich auswerten. Fiir die Einstellung
Digits:=50 liefert es den Wert

3 Das Ergebnis dieser Sitzung stammt von Maple 10. Bis zur Version 9.5 liefert
Maple eine unendliche Reihe, die dquivalent zu (9.13) ist. Sie findet sich in der
englischen Originalausgabe unseres Buchs.

4 Selbst fiir Experten spezieller Funktionen war die Uberraschung grof. John
Boersma, einer der Sieger des Wettbewerbs, hatte in Groningen bei Meijer stu-
diert und unter seiner Anleitung als 23-Jahriger sogar eine preisgekronte Arbeit
[Boe61] zur G-Funktion verfasst. Er war etwas dartiber erschiittert, dass ihm die-
se Moglichkeit hier nicht in den Sinn gekommen war: ,So I feel kind of ashamed
that I did not think of such a solution.”
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g(rr/4) = 1.011239090 53353 25262 70537 50657 49498 85803 05492 49392.

Ermutigt stellen wir fest, dass die ersten 15 Ziffern mit unserem friiheren
Resultat aus §9.2 tibereinstimmen.

Eine Sitzung mit Mathematica

2
a

Simplify[J- (2-x)¢ Sin[—] dx, a> 0] // TraditionalForm
0 x

16

2
V7 T(a+ 1)G§;2[”— Lo

a+2  a+3
2 2]

11
2072

Auch Mathematica bringt die Meijer’sche G-Funktion ins Spiel, allerdings
sieht das Ergebnis oberflachlich betrachtet zunichst anders aus. In der Lite-
ratur finden wir jedoch eine einfache Verschiebungsformel, siehe [EMOT53,
§5.3.1, Formel (8)] oder [MTo3, Formel (07.34.17.0011.01)], ndmlich

a G a+o
g 4 z ,
b P b+o

aus der unmittelbar die Aquivalenz der beiden Resultate folgt. Mathema-
tica kann ebenfalls das eigene Resultat auswerten und liefert bei entspre-
chender Genauigkeitsanforderung die gleichen Ziffern wie Maple.

Hinter dem Vorhang ihrer Benutzeroberflichen lassen Mathematica und
Maple bei der analytischen Auswertung bestimmter Integrale im wesentli-
chen den gleichen Algorithmus arbeiten. Er wurde von dem weifSrussi-
schen Mathematiker Oleg Marichev erfunden und 1983 von ihm in [Mar83]
zundchst fiir manuelle Berechnungen beschrieben, die sich auf ein knap-
pes ,algorithmisches” Tabellenwerk stiitzen sollten. Heute arbeitet er fiir
die Firma Wolfram Research, die Mathematica entwickelt. Es ist schon er-
staunlich, dass sich die meisten der aus bertichtigten volumindsen Tabel-
lenwerken> bekannten bestimmten Integrale mit Hilfe dieses Algorithmus
reproduzieren bzw. korrigieren lassen. Und in seinem Innern werkelt nun
die Meijer’sche G-Funktion — nur dass man sie normalerweise nicht be-
merkt, da sie sich in vielen Fillen zu bekannteren Funktionen vereinfachen
lasst. In unserem Fall gelingt dies nicht, da in der unteren Parameterzeile
ein Wert doppelt auftritt (0 bei Maple, 1/2 bei Mathematica). Fiir weitere
Details verweisen wir neben der Originalliteratur auf die Webseite unseres
Buchs. Dort wird auch die erstaunlich kurze Rechnung gezeigt, die letztlich
zum Ergebnis der beiden Computeralgebrasysteme fiihrt.

o ~mn
z Gp,q <z

5 Wie etwa das fiinfbandige, 3562-seitige Werk [PBM86] von Prudnikov, Brychkov
und — Marichev.
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Auswertung der Meijer'schen G-Funktion

Nach [Lukys, Formel 5.3.1(1)] ist die Meijer’sche G-Funktion als ein Barnes—
Mellin’sches Integral definiert, das sich fiir unser Beispiel zu

G%g (z (a+2)/2, (zx—l—3)/2>
I2(1/2—s)T(1—5s)

1/2,1/2,1,0
T 2w /c T(1+s)(1+a/2—s)T(3/2+a/2—s)

z° ds

spezialisiert, wobei der Integrationsweg C eine Schleife in der komplexen
Ebene beschreibt, die bei +oo startet und endet und dabei alle Polstellen
von I'2(1/2 — s)T(1 — s) einmal im negativen Orientierungssinn umrundet.

Dieses Kurvenintegral kann mit Hilfe des Residuensatzes als eine un-
endliche Reihe geschrieben werden. Der Integrand besitzt doppelte Polstel-
lenins=1/2+n,n=0,1,2,...,und einfacheins=1+n,n=0,1,2,....
Die Berechnung der Residuen ist leicht, wenn auch im Fall der doppel-
ten Polstellen etwas ermiidend. (Alternativ konnen wir einen der Faktoren
I'(1/2 —s) des Integranden durch I'(1/2 + 6 — s) ersetzen, woraufhin die
Polstellen in s = 1/2 + n zwar einfach werden, das aber zum Preis eines
weiteren Satzes einfacher Polstellen in s = 1/2+d6+n, n = 0,1,2,....
Nach [Lukys, Formel 5.3.1(5)] sind die drei Residuenreihen dann gleich
einer Summe von drei verallgemeinerten hypergeometrischen Funktionen
2F3, fir welche wir zum Grenzwert § — 0 tibergehen miissen.) Wir {iber-
springen die Details und geben das Endresultat fiir g(a) in folgender hy-
pergeometrischer Form an:

(1/2 —a/2), (1—&/2)
(2)n((3/2)n)*n

—0/2)y(1/2 —a/2)y
(1/2)4(3/2)n(n!)?

g(a) =2z Z

(=2)"

(=2)"

+ 2277 cot(rra)zt/2 Y (

n=0 n

_ou+1,1/2 i (—a/z)n(l/Z—a/Z)n(

L 1/2), 3/ 2 Jogz i), (9.13)

wobei wir z = a2/16 und

hy =9(—a/2+n)+¢(1/2 —a/2+n)
—¢(1/24n) —9(3/2+n) —29(1 +n)

setzen (mit der Digammafunktion ) und (a), das Pochhammer’sche Sym-
bol bezeichnet, das fiir a € C durch
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n—1
(a)o=1, (@)= ][](a+m) fir n=1,2,3,...

m=0

definjert ist. Die erste und zweite unendliche Reihe definieren die verallge-
meinerten hypergeometrischen Funktionen

<1/2—zx/2, 1—a/2 )
2B s—z
2,3/2,3/2

(—a/Z, 1/2—a/2 )
2B ;—z ],
1/2,3/2, 1

bzw.

wiéhrend sich die dritte unendliche Reihe als Ableitung einer derartigen
Funktion ausdriicken ldsst, ndmlich
I'(1/2)r(3/2)
I'(—a/2)I(1/2—a/2)

i i I(—a/24+n+HT(1/2—a/24+n+1t) (—1)nz+
dt \=T(1/24n+)T(3/2+n+t)I2(1+n+t)

t=0

Vom Standpunkt der Programmierung (und weniger der mathematischen
Eleganz) kann die Formel fiir q(a) optimiert werden, um schliefSlich

g(a) = 2% <27TZ io(—z)”s,1 + i(—z)”tn> ; (9.14)
n= n=0
Lo(a—2m)(a —2m+1)

m(m+1)2m+1)2 '

sn=1]
= (1o pto 20 [T C SRR

m=1

¢ 1 1 1 1 1
= 2, (zx—Zm—l—l Tamamr2 Twm T am—1 +2m+1>’
zu ergeben, wobei z = a%/16 ist und v = 0.5772156649 die Euler’sche
Konstante bezeichnet. Nur eine einzige Auswertung der Digammafunktion
wird benotigt, ndmlich ¢(x + 1), wihrend die Gammafunktion in der For-
mel jetzt erstaunlicherweise gar nicht mehr auftaucht. Diese Formeln sind
in der PARI/GP-Datei meijerg. gp implementiert, die sich auf der Webseite
des Buchs findet. Beide Reihen konvergieren sehr schnell fiir « in der Nahe
von 71/4 : Die Reihenglieder verhalten sich asymptotisch wie (—z)"/(n!)2.
Wegen z =~ 0.04 geniigen bereits 6 Reihenglieder fiir eine Genauigkeit von
16 Ziffern.
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9.7 Genaue numerische Differentiation

Die Darstellung von q in Form der G-Funktion und die Verfiigbarkeit der
Reihe (9.14) ergeben einen vielversprechenden Zugang zur genauen Lo-
sung von Problem g. Es bleibt da jedoch eine Schwierigkeit: Wir wissen,
dass die Optimierungsmethode selbst nur die Hilfte der Genauigkeit ablie-
fern kann, mit der die Funktionswerte berechnet werden. Sicher, wir konn-
ten mit einer grofleren Mantissenldnge arbeiten. Oder wir konnten das Er-
gebnis aus der Sitzung mit Mathematica auf S. 244 differenzieren, was auf
eine gliedweise Differentiation von (9.14) hinauslauft.® Der resultierende
Ausdruck enthilt die Trigammafunktion y; = ¢/, die zwar von Mathema-
tica und Maple zur Verfiigung gestellt wird, aber nicht von PARI/GP.

Ein anderer Zugang, um Nullstellen von I’ ohne analytische Differen-
tiation zu finden, besteht in der Verwendung numerischer Ableitungen zur
Berechnung von g'. Die Grundidee ist einfach: Fiir eine Schrittweite h gilt

() = TN 200 4 o), (0.19

Ungliicklicherweise konnen wir i nicht unbegrenzt verkleinern, da Auslo-
schung im Zahler signifikante Ziffern vernichtet. Fiir h = 10~ ist die erhoff-
te Anzahl korrekter Ziffern (damit meinen wir die Anzahl korrekter Ziffern
in exakter Arithmetik) ungefdhr ¢, wahrend die Anzahl der ausgeldschten
Ziffern ebenfalls ungefdhr t ist. Wenn wir mit einer Mantissenldnge von
d Ziffern arbeiten, verbleiben nur d — t Ziffern, die nicht von Rundungs-
fehlern verfalscht sind. Daher konnen wir bestenfalls eine Genauigkeit von
etwa min(t,d — t) Ziffern erreichen. Die optimale Wahl liegt bei t = d/2,
also genau an der Stelle, zu der wir zuvor auch ableitungsfrei gelangt sind
— kein Fortschritt bisher.

Mit zentralen Differenzen konnen wir aber mehr erreichen: Wenn wir
O(h) durch c1h + O(h?) in (9.15) ersetzen und die Falle mit den Schrittwei-
ten h und —h mitteln, so erhalten wir

Die Anzahl von Ziffern, die wir aufgrund von Ausloschung verlieren, ist et-
wa die gleiche wie zuvor, aber die erhoffte Anzahl korrekter Ziffern ist jetzt
2t. Wir konnen also min(2t,d — t) Ziffern berechnen, so dass die optimale
Wahl t = d/3 ist und 24 /3 korrekte Ziffern liefert.

Ein Schritt der Richardson-Extrapolation (siehe Anhang A, S. 298), fiir
den wir O(h) in (9.15) durch c1h + cph? + c3h® + O(h*) ersetzen miissen,
gibt uns eine weitere Verbesserung:

6 Diesen Zugang haben wir gewidhlt, um Problem g auf eine Genauigkeit von
10000 Ziffern zu l6sen, siehe Anhang B.
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Abb. 9.6. Fehler der numerischen Differentiation (zentrale Differenzen und ein Extrapo-
lationsschritt) als Funktion der Schrittweite.

_ dqla+h)—qla—h) 1g(a+2h)—q(a—2h)

q'(a) = 3 o 3 i +O(h*). (9.16)

Die erhoffte Anzahl korrekter Ziffern ist jetzt 4t und wir konnen daher
min(4t,d — t) Ziffern berechnen. Die optimale Wahl ist t = d/5, was zu
4d /5 korrekten Ziffern fiihrt.

Wir konnten auf diese Weise mit immer raffinierteren numerischen Dif-
ferentiationsformeln fortfahren, stofSen aber auf ein , Gesetz abnehmenden
Gewinns”. Wir haben bereits 80% der Arbeitsgenauigkeit der Arithme-
tik erreicht. Ein weiterer Extrapolationsschritt wiirde uns etwa 6d/7 kor-
rekte Ziffern geben: Das ist mit 86% der Arbeitsgenauigkeit lediglich ei-
ne Verbesserung um 7.5%. Abbildung 9.6 zeigt fiir doppelt-genaue IEEE-
Maschinenarithmetik den tatsdchlichen Fehler der numerischen Differen-
tiationsformel (9.16) als Funktion von h, angewendet auf die Reihendarstel-
lung (9.14) der Funktion g(«).

Der kleinste Fehler befindet sich ungefdahr dort, wo wir ihn prognosti-
zierten. Wir erkennen deutlich den unregelmifiigen Effekt der Rundungs-
fehler, wenn & zu klein ist, und den glatten Verlauf des Approximations-
fehlers, wenn h zu grofs ist. Wir stellen fest, dass ein etwas zu kleines h
einem etwas zu grofien vorzuziehen ist: In der doppelt logarithmischen
Skala ist die approximative Gerade, die den durch O(h*) dominierten Feh-
lerverlauf beschreibt, ungefihr viermal so steil wie die gezackelte Linie im
durch O(h~!) dominierten Verlauf.

Mit dem Sekantenverfahren und der numerischen Differentiation zur
Berechnung von ¢’ erhalten wir die in Tabelle 9.3 gezeigten Resultate. Drei-
zehn Ziffern sind korrekt und die vierzehnte weicht nur leicht ab. Das ist
etwas besser als wir erwarten durften; der Grund dafiir besteht darin, dass
nahe am Optimalwert apt kleine Veranderungen von a den Wert von ¢’
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Tabelle 9.3. Sekantenverfahren mit numerischer Differentiation.

Xy I'(an)
0.7803981633974483 0.5910382447969147
0.7853981633974483 0.0571975138027900
0.7859338804239131 —0.0000220102314507
0.7859336743534163 —0.0000000003278613
0.7859336743503467 0.0000000000019298
0.7859336743503647 —0.0000000000025024
0.7859336743503545 0.0000000000005199
0.7859336743503563 —0.0000000000012696

X N3 O UG B WO DN R~ (S

(den wir nicht sehr genau berechnen konnen) nur um etwa das 0.06-fache
des Betrags dndern, um den sie den Wert von p’ (den wir sehr genau be-
rechnen koénnen) dndern. Also ist der Fehler in I, der durch den ungenauen
Wert von ¢’ verursacht wird, nur das etwa 0.06-fache des Fehlers von ¢'.

Wir bemerken, dass die Werte der numerischen Differentiation nicht
gegen Null konvergieren. Ganz allgemein sind Rundungsfehler in nume-
rischen Rechnungen (wenn wir nur ihre Anwesenheit feststellen!) unsere
Freunde: Sie warnen uns, falls eine Zahl nicht sehr genau ist.
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Treffe die Enden

Folkmar Bornemann

Monte-Carlo-Verfahren sind extrem schlecht; sie soll-
ten nur dann verwendet werden, wenn simtliche Al-
ternativen noch schlechter sind. Alan Sokal (1997)

Trennung der Variablen ist von sehr begrenztem Nut-
zen; aber wenn sie funktioniert, ist sie sehr informativ.

Jeffrey Rauch (1991)

Problem 10

Ein Partikel startet im Mittelpunkt eines 10 x 1-Rechtecks eine
Brown’sche Bewegung, also eine zweidimensionale Irrfahrt mit infi-
nitesimal kleiner Schrittweite. Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft
es eher auf die Enden als auf die Seiten des Rechtecks?

V v f

1

Abb. 10.1. Eine Stichprobe: Ein Weg, der die obere Seite trifft.

Die Enden sind die Schmalseiten der Linge 1; die Seiten die Langsseiten
der Lange 10. Ein Blick auf Abb. 10.1 wird den Leser davon iiberzeugen,
dass diese Zuordnung eine wesentlich kleinere Wahrscheinlichkeit p liefert
als diejenige mit vertauschten Rollen und zugehoriger Wahrscheinlichkeit
1 — p. Tatséchlich ist p ~ 4 - 10~7.* Somit entsprechen 10 Ziffern von 1 — p

! Gil Strang erzahlt in [Strosb, S. 54] die folgende schone Anekdote: Auf seine Re-
zension [Strosa] der englischen Originalausgabe dieses Buchs in Science erreichte
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gerade einmal 4 Ziffern von p; die Berechnung der kleineren Wahrschein-
lichkeit p auf die Genauigkeit von 10 Ziffern ist also deutlich anspruchs-
voller.

Speisefolge eines siebengiingigen Festmahls

Problem 10 ist du8erst reichhaltig und bietet viele interessante mathema-
tische Gerichte. Die in §10.1 servierten Hors d’ceuvre erkunden die Mog-
lichkeiten einer einfachen stochastischen Methode und liefern die Gro-
Benordnung von p. Die in §10.2 gereichte deterministische Suppe formu-
liert das Problem in der Sprache partieller Differentialgleichungen. Der in
§10.3 angebotene Gang mit numerischer Mathematik verwendet handelstibli-
che Finite-Differenzen und Konvergenzbeschleunigung, um wenigstens 10
durch aposteriorische Fehlerschitzung gesicherte Ziffern zu présentieren.
Der in §10.4 folgende Gang mit reeller Analysis lasst die algorithmischen Zu-
gange zuriick und wechselt zu analytischen Techniken. Wir erhalten eine
Darstellung von p durch eine exponentiell schnell konvergierende alternie-
rende Reihe, die uns erlaubt, die Korrektheit einer beliebigen Anzahl von
Ziffern zu beweisen. Als Nebenprodukt erhalten wir die einfache Approxi-
mation

p= %6757‘[ auf 13 Ziffern Genauigkeit.

Der in §10.5 servierte Gang mit Funktionentheorie liefert p mittels konformer
Abbildungen als Losung einer skalaren transzendenten Gleichung. Die in
§10.6 vorgesetzte gemischte Formelplatte bietet reife Kostlichkeiten aus der
Theorie elliptischer Funktionen. Darunter mochten wir besonders eine ge-
schlossene Losung empfehlen, die mit Hilfe der Jacobi’schen elliptischen
Modulfunktion A gewonnen wird:

2 . ;
p = _arcsin,/ A(107).

Dieser Ausdruck kann sekundenschnell auf eine Genauigkeit von 10000
Ziffern ausgewertet werden. Das in §10.7 zelebrierte Dessert erkundet die
Zahl A(10i) mit Hilfe einiger der wundervollen Resultate von Ramanujan
und kulminiert in der elementaren geschlossenen Losung

p= %arcsin ((3—2v2)2(2+ V5)*(V10 — 3)3(51/% — v2)4).

Bon appétit!

ihn eine E-Mail aus Hawaii, in der angezweifelt wurde, dass die Wahrschein-
lichkeit wirklich so klein sein konne. Ein Vergleich der Seitenldngen liefle eine
Erfolgsquote von 1 zu 10 oder 1 zu 100 begriindeter erscheinen als 1 zu 2 500 00o.
Strang schlug dem Verfasser der E-Mail vor, das Rechteck auf eine Garagenzu-
fahrt zu zeichnen und mit verbundenen Augen in kleinen zufélligen Schritten
sein Gliick zu versuchen (eine experimentelle Version der Methode aus §10.1).
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Abb. 10.2. Drei Liufe einer Irrfahrt auf Sphiren im Fall des /3 x 1-Rechtecks.

10.1 Auf den ersten Blick: Warum nicht Monte-Carlo?

Es konnte so aussehen, als wire einem stochastischen Problem mit einem
randomisierten Algorithmus vom Typ der Monte-Carlo-Verfahren gut ge-
dient. Ein derartiger Algorithmus ist rasch entworfen und implementiert,
sobald wir uns nur daran erinnern, dass eine Brown’sche Bewegung iso-
trop ist: Nach einem Start im Mittelpunkt eines Kreises sind die Treffer
auf der Kreislinie gleichverteilt. Diese Eigenschaft, die wir in Lemma 10.2
beweisen werden, fiihrt unmittelbar zu folgendem Algorithmus (im An-
hang C.1.1 findet sich eine sehr kurze Implementierung in der Program-
miersprache C):

Ein einzelner Lauf: Starte im Mittelpunkt des Rechtecks und betrach-
te den grofiten Kreis um diesen Punkt, der noch in das Rechteck
passt. Gehe zu einem zufilligen Punkt auf dieser Kreislinie. Wie-
derhole die Konstruktion solange, bis der Punkt innerhalb eines
Abstands & vom Rand des Rechtecks liegt. Zahle diesen Punkt pas-
send als Treffer der Enden oder der Seiten.

Statistik: Wiederhole den einzelnen Lauf N mal und nimm die re-
lative Haufigkeit eines Treffers der Enden als Approximation der
Wahrscheinlichkeit p.

Abbildung 10.2 zeigt einige typische Laufe. Dieser seit etwa 1956 bekannte
Algorithmus wird Irrfahrt auf Sphiren genannt. Seine n-dimensionale Verall-
gemeinerung wird (aus Griinden, die im nédchsten Abschnitt klar werden)
als punktweiser Loser der Laplace’schen Gleichung verwendet [DRgo].

Da der Algorithmus eine Approximation der Gestalt p ~ k/N mit
k € INp liefert, stellen wir fest, dass kleinere p groflere N erfordern, um
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Tabelle 10.1. Irrfahrt auf Sphiren: Ergebnisse einiger Experimente.

Rechteck Nk p Laufzeit
1x1 107 107* 4.997816-107! 26's
108 107% 4.999777-107! 4ma25s

V3x1 107 107* 1.667260-107! 29's
108 107% 1.666514-107' 4m54s

10x1 107 1072 4.1077 155
107 1074 2-1077 29s

108 1072 37-1077 2m38s

108 1074 41-1077 4ms5ys

zu aussagekriftigen Resultaten zu gelangen. Um ein Gefiihl fiir das Pro-
blem zu bekommen, betrachten wir neben der Wettbewerbsaufgabe auch
das 1 x 1- und das v/3 x 1-Rechteck. Aus Symmetriegriinden ist fiir Erste-
res offensichtlich p = 1/2; fiir Letzteres bestimmen wir die explizite Wahr-
scheinlichkeit p = 1/6 in §10.4.1, sie kann zur Uberpriifung der verschie-
denen Methoden herangezogen werden.

Die Verwendung eines Monte-Carlo-Verfahrens sollte stets von einer
sorgféltigen statistischen Bewertung begleitet werden, siehe [Sokg7]. Da
sich aus der Tabelle 10.1 jedoch ergibt, dass wir die gewtinschte Genauig-
keit von 10 Ziffern ohnehin v6llig verfehlen, begniigen wir uns mit weniger
und geben einfach folgende grobe Approximationen an:

Pl /3 x 1 Rechteck = 0166, Pl10x 1 Rechteck & 41077 (10.1)

Tabelle 10.1 zeigt dabei, dass h in die Laufzeit des Algorithmus nur loga-
rithmisch eingeht; der Fehler wird hingegen von einer Potenz von h be-
einflusst, siehe [DRgo, S. 131]. Die Hauptmasse des Fehlers ist aber von
jener statistischen Natur, die allgemein die Genauigkeit von Monte-Carlo-
Verfahren begrenzt.

Grob gesprochen konstruiert ein Monte-Carlo-Verfahren mittels eines
einfachen stochastischen Prozesses, den wir oben einen ,einzelnen Lauf”
genannt haben, eine Zufallsvariable X, deren Erwartungswert gerade die
Antwort fiir das betrachtete Problem ist: E(X) = p. Wir ziehen N unabhén-
gige Stichproben Xj und nehmen das Stichprobenmittel als Approximation
von p:

1N
Sn=—+=) Xk
N Nk; k

Nun ist der mittlere quadratische Fehler des Monte-Carlo-Verfahrens gerade
die Varianz von Sy und daher unmittelbar mit der Varianz von X ver-



10.2 Formulieren wir es deterministisch 255

kntipft,
E (ISn = pl?) = %(Sn) = 02(X)/N.

Das zugehorige Fehlerkonzept ist daher dasjenige eines absoluten Fehlers
und nicht das im Wettbewerb verfolgte Konzept korrekter Ziffern, also
eines relativen Fehlers. Meist wird der einfache stochastische Prozess, so
auch die Irrfahrt auf Sphiren, durch eine Varianz ¢(X) ~ 1 charakterisiert.
Daher liefert N = 108 einen absoluten Fehler von etwa 10~4, eine Abschit-
zung, die sich in den drei fir das V/3 x 1-Rechteck in (10.1) behaupteten
Ziffern widerspiegelt. Fiir das 10 x 1-Rechteck wiirde eine Genauigkeit von
10 Ziffern fiir p ~ 4-1077 ein N der Grofenordnung 103 erfordern. Dies
liegt weit jenseits des Machbaren, wenn wir bedenken, dass die Gesamt-
zahl aller bisher von Mensch und Maschine durchgefiihrten arithmetischen
Operationen auf gerade einmal 10?* geschitzt wird, siehe [CPo1, S. 4].

Aber wir haben Gliick: Es stehen uns sehr viel genauere Methoden zur
Verfiigung, wenn wir das Problem so umformulieren, dass es deterministisch
wird.

10.2 Formulieren wir es deterministisch

Was ist eigentlich die mathematische Definition einer Brown’schen Bewe-
gung? Auf der einen Seite kann man die Frage direkt in der Sprache der
stochastischen Analysis angehen und tiiber zeitstetige stochastische Prozes-
se und Wiener’sche Mafie sprechen. Oder man betrachtet den Grenzwert ei-
ner zweidimensionalen symmetrischen Irrfahrt, wie es sich ja bereits in Tre-
fethens Formulierung von Problem 10 andeutet. Wir folgen dem zweiten,
weniger technischen Zugang [Zau89, §1.3]: Wir definieren die Wahrschein-
lichkeit, eher auf die Enden zu treffen, zunéchst fiir die Irrfahrt und gehen
dann zum Grenzwert verschwindender Schrittweite tiber. Dieses Vorgehen
ist schematisch in Abb. 10.3 dargestellt.

Fiir eine positive ganze Zahl n betrachten wir das Gitter L;, = hZ x hZ
der Schrittweite 1 = 1/2n. Wir zerlegen den Rand des Rechtecks R =
(=5,5) x (—1/2,1/2) in zwei Teile: die ,Enden” T'1 = {(x,y) € OR : x =
45} und die ,Seiten” I'y = {(x,y) € OR : y = £1/2}. Statt davon zu
sprechen, eher auf einen Teil des Randes als auf den anderen zu treffen,
vereinbaren wir die bequemere Auffassung, den Rand als absorbierend zu
betrachten. Das Partikel beendet am Rand die Bewegung oder hort einfach
auf zu existieren.

In der Mathematik wird ein Problem mitunter sehr viel einfacher, wenn
man versucht, mehr als nur das Verlangte zu tun. Hier wollen wir versu-
chen, die Wahrscheinlichkeit uj,(x,y) zu bestimmen, dass ein Partikel von
einem beliebigen Gitterpunkt (x,y) € R N Ly, aus — also nicht nur vom
Mittelpunkt (0,0) des Rechtecks — die Enden T’y erreicht.
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Abb. 10.3. Approximation einer Brown'schen Bewegung durch eine Irrfahrt.

Fiir eine symmetrische Irrfahrt sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten
zwischen ndchsten Nachbarn sdmtlich 1/4. Da nun die Wahrscheinlich-
keit, dass das Partikel die Enden I'; vom Punkt (x,y) aus erreicht, durch
die Wahrscheinlichkeit ausgedriickt werden kann, dass es zu einem seiner
nichsten Nachbarn geht und von dort aus I'y erreicht, erhalten wir die par-
tielle Differenzengleichung

1
un(x,y) = 7 (un(x+hy) +un(x = hy) + un(xy +h) + un(x,y —h))

mit den absorbierenden Randbedingungen uy|r, = 1 und uy|r, = 0. Pro-
blem 10 wird durch den Grenzwert p = lim;,_qu;(0,0) gelost. Die Diffe-
renzengleichung kann als lineares Gleichungssystem in R(2#~1)(20n-1) go_
schrieben werden; die in §10.3 diskutierte numerische Methode beinhaltet
im wesentlichen die Losung dieses Gleichungssystems fiir mehrere kleine
Werte von 7 und eine anschliefende Grenzwertextrapolation fiir n — oo.

Der Grenzwert ldsst sich aber auch mit analytischen Methoden anpa-
cken. Tatsdchlich bemerken wir, dass uns die Differenzengleichung recht
vertraut ist, wenn wir sie in der dquivalenten Form

up(x +hy) = 2u(x,y) + up(x — hy)
2

L oy ) = 2w (xy) + un(x,y = )
2

schreiben. Wir erkennen die wohlbekannte Fiinfpunktestern-Diskretisie-

rung der Laplace’schen Gleichung

=0

9?2 9?2
Au(x,y) = ﬁu(x,y) + a—yzu(x,y) =0

auf R mit Dirichlet’schen Randbedingungen u|r, = 1 und u|r, = 0.In §10.3
sehen wir, dass die Diskretisierung punktweise konvergiert: u,(0,0) —
1(0,0); also haben wir p = u(0,0).
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Solche Randwertprobleme wurden intensiv in der ebenen Potentialtheo-
rie studiert, siehe [Hen86, §15.5] bzw. [Nehs2, §L.10]. Es sei QO C R? ein
beschrénktes Gebiet und sein Rand die disjunkte Vereinigung

aQ:F0UF1U{f1,...,tn},

wobei I'g und I'y fiir zwei nichtleere, relativ offene Teilmengen von Q)
stehen, die nur endlich viele Komponenten besitzen. Die Losung u des
Dirichlet’schen Randwertproblems

Au=0 auf O, uly, =1, ulp, =0, (10.2)

heifst harmonisches Maf§ von I'y beziiglich Q). Der geeignete Losungsbegriff
erfordert allerdings etwas Sorgfalt: Zusatzlich zu (10.2), also dazu, dass u
harmonisch ist und die Randwerte annimmt, fordern wir die Stetigkeit von
u auf QUTHUT ] und die Beschrianktheit auf Q). Die endlich vielen Punk-
te {t1,...,ty} sind daher mogliche Unstetigkeitsstellen. Die Eindeutigkeit
der Losung folgt aus dem Maximumprinzip fiir beschrdankte harmonische
Funktionen [Hen86, Lem. 15.4c]; die Existenz beweisen wir fiir Rechtecke
in §10.4. Im allgemeinen existiert eine Losung [Hen86, Prop. 15.4b], falls
keine der Komponenten von IR? \ () aus nur einem Punkt besteht.
Wir kénnen Problem 10 jetzt in einem knappen Satz neu formulieren:

Welchen Wert hat das harmonische Maf3 der Enden eines 10 x 1-Rechtecks
in seinem Mittelpunkt?

10.3 Numerische Losung

Wir zeigen, dass handelstibliche Finite-Differenzen eine effiziente und ge-
naue numerische Losung von Problem 10 ermoglichen, wenn ihre Konver-
genz durch Richardson-Extrapolation beschleunigt wird. Mit etwas Sorgfalt
und Werkzeugen des wissenschaftlichen Rechnens wie etwa aposteriorischen
Fehlerabschiitzungen kénnen wir sehr gute wissenschaftliche Griinde — wenn
auch keinen strengen mathematischen Beweis — dafiir angeben, warum wir
von der Korrektheit von wenigstens 10 Ziffern tiberzeugt sind.

Wir betrachten das allgemeine 2a x 2b-Rechteck, wobei wir jetzt als sei-
ne ,Enden” die zwei parallelen Kanten der Linge 2b auffassen wollen,
und studieren das folgende Dirichlet’sche Randwertproblem fiir die La-
place’sche Gleichung:

Au=0 auf R, ulr, =1, ulp, =0. (10.3)
Das Rechteck und seinen Rand bezeichnen wir dabei wie folgt:

R = (—a,a) x (=b,b), Ty={—aa}x(=bb), To=(—aa)x{-bb}.
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Wir diskretisieren das Problem mit einem Finite-Differenzen-Gitter R;, auf
R, das 2n, — 1 Gitterpunkte in der x-Richtung und 2n, — 1 Gitterpunkte in
der y-Richtung besitzt:

Ry =R N (hZ x hyZ), he =a/ny, hy="b/ny,.

Um ein anndhernd uniformes Gitter, also iy ~ hy, zu erhalten, wihlen wir
ny = r-nund ny = s-n mit einem n € N so, dass das Seitenverhiltnis
p = a/b durch p ~ r/s mit kleinen ganzen Zahlen r und s angenihert
wird. Wir fassen i = 1/n als ,den” Diskretisierungsparameter auf. Der
diskrete Rand I';, = dR N (th X hyZ) zerféllt in die beiden Teile

1_'1/]1 = {(x,y) S Th X = ﬁ:ﬂ}, I“O,h = Fh \Fllh.

Die Diskretisierung von (10.3) mit dem Fiinfpunktestern liefert das lineare
Gleichungssystem

ha?Z”h(x +hy,y) "’h;z”h(x —hy,y)
+ h;zuh(x,y + hy) + h;zuh(x,y — hy)

-2 (h;z —i—hf) uy(x,y) =0

mit den Indizes (x,y) € Ry, fiir eine Gitterfunktion uj, : R, UT;, — R, die
den Randbedingungen

uplry, =1, uplr,, =0

gentigt. Nach Elimination der Randpunkte erhalten wir ein grofies lineares
Gleichungssystem der Dimension N = (21, —1)(2n, — 1) fir die Werte
von uy, in den inneren Punkten Rj,, welches wir kompakt in der Form

Apxy = by (10.4)

schreiben konnen. Dabei ist A, € RN*N eine symmetrisch positiv defi-
nite und diinnbesetzte Matrix mit fiinf besetzten Diagonalen. Es gibt ver-
schiedene Methoden zur Losung von (10.4), siche etwa [Demgy, S. 277,
Tabelle 6.1]. Die optimale Komplexitit O(N) fiir die Laufzeit wird von
den iterativen Mehrgitterverfahren erreicht. Zwei direkte Methoden lassen
sich in Matlab recht einfach benutzen bzw. programmieren: die Cholesky-
Zerlegung, deren Komplexitt hier bei O(N3/2) liegt, und der FFT-gestiitzte
schnelle Poisson-Loser, dessen Komplexitit von der Ordnung O(NlogN)
ist, siche [Demgy, §6.7]. Im Anhang C.3.2 findet der Leser das kurze Matlab-
Programm poisson, welches diese beiden Losungsverfahren implemen-
tiert. Fiir ein Gitter mit N = 2559 x 255 = 652545 Unbekannten benotigt
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die Cholesky-Zerlegung etwa eine Minute und der schnelle Poisson-Loser
gerade einmal zwei Sekunden.?

Wie genau ist nun die Approximation p, = u,(0,0) ~ p? Bevor wir
diese Frage beziiglich des Diskretisierungsfehlers klaren, miissen wir noch
einsehen, dass aufgrund von Rundungsfehlern der Loser des linearen Glei-
chungssystems nicht wirklich uj, sondern eine gestorte Gitterfunktion 1y,
abgeliefert hat. Da fiir den Fiinfpunktestern das lineare Gleichungssys-
tem recht schlecht konditioniert ist, kann dieser numerische Fehler von
betrachtlicher Grofie sein.

10.3.1 Beurteilung der Losung des linearen Gleichungssystems

Ein vorwiértsstabiles Losungsverfahren [Higg6, §7.6] wie die Cholesky-
Zerlegung oder der schnelle Poisson-Loser bleiben garantiert innerhalb der
apriorischen Abschitzung

lup — 1|0 < cKeo(Ap) €pm ||t oo (10.5)

wobei ¢ eine vom Losungsverfahren abhingige Konstante, ko (Aj,) die Kon-
ditionszahl der Matrix Aj und ey, die Maschinengenauigkeit bezeichnet.3
In zwei Dimensionen wichst die Konditionszahl gemif8 xe(Aj) « N,
siehe [Hacg2, Thm. 4.4.1]. Fir unser Problem mit dem Seitenverhiltnis
p = a/b = 10 haben wir |u|lc = 1 und p ~ 4-10~7. Auf dem Gitter mit
N = 2559 x 255 erhalten wir daher fiir doppelt-genaue IEEE-Arithmetik
(em ~ 1071%) — unter der Annahme brauchbarer Konstanten — im Mittel-
punkt des Rechtecks eine Abschitzung der Form

1pn — pnl S 1074 pal.

Wire diese Abschdtzung scharf, so wéren nur etwa 4 Ziffern korrekt: ein
dramatischer Riickschlag angesichts des Ziels, 10 korrekte Ziffern abzulie-
fern.

Eine Sitzung mit Matlab

>> h
>>p

1/128; % N = 2559 x 255
poisson([0,0],[10,1],0,[1,1,0,0],’Cholesky’,h)

p = 3.838296382528924e-007

2 Die angegebenen Laufzeiten beziehen sich auf einen PC mit 2 GHz.

3 In der Literatur, und so auch in den anderen Kapiteln dieses Buchs, wird die
Maschinengenauigkeit gerne mit u notiert (fiir ,unit round-off). Um einer Ver-
wechslung mit der Losung der Laplace’schen Gleichung (10.3) vorzubeugen, ha-
ben wir fiir dieses Kapitel eine andere Notation gewéhlt.
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Tabelle 10.2. A-posteriori Schiitzung des relativen algebraischen Fehlers, p = a/b = 10.

Gitter 159 x 15 319x31 639x63 1279 x 127 2559 x 255
Cholesky 83-1071 39.10718 15.10712 67-10712 26-10"1!
FFT 54.-107° 13-107% 13-1077 29.-1077 2.0-10°°

>> p = poisson([0,0],[10,1],0,[1,1,0,0],°FFT’,h)

p = 3.838296354378100e-007

Beide Verfahren losen das gleiche lineare Gleichungssystem, stimmen aber
fir das Gitter mit N = 2559 x 255 nur auf etwa acht Ziffern tiberein. Sind
beide Losungsmethoden vom Verlust von acht Ziffern betroffen, oder nur
eine? Um diese Frage zu beantworten, miissen wir eine feinere Analyse
durchfiihren, indem wir den aposteriorischen Fehlerschétzer aus §7.4.1 ver-
wenden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 10.2 aufgelistet. Bei der Cholesky-
Zerlegung beobachten wir einen geschdtzten relativen Fehler von pj, der
sich — in schéner Ubereinstimmung mit der theoretischen Vorhersage (10.5)
fur den normweisen relativen Fehler — etwa wie 0.4Ney, verhélt. Der ge-
schétzte relative Fehler des schnellen Poisson-Losers ist um fiinf Grofien-
ordnungen grofer. Also sind aller Voraussicht nach in der obigen Matlab-
Sitzung wenigstens 10 Ziffern des ersten Resultats korrekt. Das zweite ist
dann, wie ein Vergleich zeigt, nur auf acht Ziffern korrekt.

Wir ziehen aus diesen Betrachtungen die Lehre, dass wir fiir unser Pro-
blem die Cholesky-Zerlegung benutzen und es bei kleinen Gittern belassen
sollten.

10.3.2 Diskretisierungsfehler und Extrapolation

Die Diskretisierung mit dem Fiinfpunktestern ist von der Ordnung zwei.
Wir brauchen aber mehr; die wohlbegriindete Anwendung der Richardson-
Extrapolation (siehe Anhang A, S. 298) zur Konvergenzbeschleunigung und
Fehlerschidtzung verlangt die Giiltigkeit einer asymptotischen Entwicklung

un(x) = u(x,y) + 3 e(x,y) KT + O (106)
k=1

mit y; < 2 < -+ < V1. Man weifs (vgl. [MS83, Thm. 4.2.1]), dass fiir die
Diskretisierung zweidimensionaler Poisson’scher Probleme mit dem Fiinf-
punktestern auf glatten Gebieten mit glatten Daten v = 2k gilt, sofern man
mit den Randbedingungen geeignet umgeht. Fiir polygonale Gebiete und
Randbedingungen mit Spriingen wie in unserem Problem (10.3) gilt die
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asymptotische Entwicklung (10.6) jedoch nicht gleichméfig in (x,y). Eine
verbreitete Auffassung besagt daher, dass die asymptotische Entwicklung
auch fiir innere Punkte erheblich durch derartige Randeffekte gestort sein
kann.

Hofmann hat eine wenig bekannte, duf8erst sorgfiltige Analyse des Di-
richlet’schen Problems fiir die Laplace’sche Gleichung auf einem Rechteck
durchgefiihrt [Hof67, Thm. 2]: Sie gestattet die explizite Bestimmung der
Koeffizienten 7, aus den Randdaten. Fiir unseren Fall harmonischer MafSe
ergibt sich [Hof67, S. 309, Bem. 1]

Y = 2k, k e IN.

Die asymptotische Entwicklung (10.6) ist dann fiir alle m € IN giiltig:

m

u(x,y) = u(x,y) Z x,y) K + O(h?"+2), (10.7)

Die Restgliedabschitzung ist dabei gleichmiBig in 4, aber nicht in (x,y).
In der Néhe des Randes konnen die zugehorigen Konstanten sehr grof3
werden.

Schreiben wir e, = ¢1(0,0), so erhalten wir

pr—p=el?+O(Y),  puy— py = 3eh® +O(hY).

Ein Vergleich liefert die aposteriorische Schiatzung* des relativen Diskreti-
sierungsfehlers von pj, namlich

Pn—P _ P2h — Pn 4 O(h4).
p 3pn
——

=€

Tabelle 10.3 zeigt die mit der Cholesky-Zerlegung berechneten Ergebnisse
zusammen mit dem relativen Diskretisierungsfehler fiir genau die gleichen
Gitter wie in Tabelle 10.2. Da wir aus letzterer Tabelle fiir diese Gitter wis-
sen, dass das Cholesky-Verfahren mindestens die angegebenen 10 Ziffern
korrekt berechnet, unterscheiden wir nicht linger zwischen pj; und p;,. Die
letzte Spalte der Tabelle 10.3 spiegelt die zweite Ordnung der Diskretisie-
rung wider. Wir sehen, dass auf dem 2559 x 255-Gitter p;, den Wert p auf
gerade einmal 3 korrekte Ziffern genau approximiert. Eine weitere Verfei-
nerung des Gitters wiirde sich aus Griinden des Speicherplatzbedarfs und
der erforderlichen Laufzeit nicht auszahlen, aufserdem wiirde sich der Feh-
ler des Cholesky-Verfahrens allméhlich bis zur zehnten Ziffer ausbreiten.

% Derartige Abschitzungen sind wesentlich fiir den Erfolg von Extrapolationsver-
fahren mit Ordnungs- und Schrittweitensteuerung, die fiir Systeme gewohnlicher
Differentialgleichungen dem Stand der Kunst entsprechen [DBoz, §5.3].
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Tabelle 10.3. A-posteriori Schiitzung €y, des relativen Diskretisierungsfehlers.

Gitter h P € €/ €
159 %15 1/8  4.022278462 -10~7 — —
319 x31 1/16 3.883130701-10~7 1.2-107% —
639 x 63 1/32 3.848934609-10~7 3.0-1073 4.0

1279 x 127 1/64 3.840422201-10"7 7.4-10~* 4.0
2559 x 255 1/128 3.838296383-10~7 1.8-10~%* 4.0

Wir miissen also die Genauigkeit der Losung durch Konvergenzbeschleu-
nigung verbessern. Die Idee ist einfach: Durch Abziehen der Fehlerschit-
zung erhalten wir eine Diskretisierung von hoherer Ordnung, ndmlich

i =P+ 3(pn— pan) = p+O(h*).

Diese neue Approximation erbt die asymptotische Entwicklung (10.7),

m
ph=p+ Y e hE+ O,
k=2

mit dem Unterschied dass die Entwicklung jetzt mit dem Term der Ord-
nung O(h*) beginnt. In voller Analogie zu unserem Vorgehen fiir p;, kon-
nen wir eine aposteriorische Fehlerschitzung konstruieren und den Prozess
wiederholen. Das ist die Richardson-Extrapolation fiir eine Folge von Git-
tern mit den Diskretisierungsparametern i, /2, h/4, h/8, usw. Es ist offen-
sichtlich, wie man das Ganze auf beliebige Folgen verallgemeinert; einen
guten Kompromiss zwischen Stabilitit und Effizienz liefert h = 1/(2n) fiir
1 = fmin, "min + 1, - - ., max. Im Anhang C.3.2 findet der Leser das kurze
Matlab-Programm richardson, das diese allgemeine Extrapolationstechnik
mit aposteriorischer Schatzung des relativen Diskretisierungsfehlers imple-
mentiert. Zusatzlich enthilt es eine mitlaufende Analyse (siehe [Higo6, §3.3]
oder S. 319) der Verstdarkung jener Rundungsfehler, die aus der Losung der
linearen Gleichungssysteme stammen. Nach Tabelle 10.2 liegen diese Fehler
in der folgenden Sitzung mit Matlab unterhalb von 3.9 - 10~ 13.

Eine Sitzung mit Matlab

>> f = inline(’poisson([0,0],[10,1],0,[1,1,0,0],s01,h)’,’s0l’,’h’);
>> order = 2; nmin = 4; tol = le-11;

>> [p,err,ampl] = richardson(tol,order,nmin,f,’Cholesky’);

>> p, err = max(err,ampl*3.9e-13)

3.837587979250745e-007
3.325183129259237e-011

o
]

err
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Die Laufzeit liegt unter einer halben Sekunde. Die Extrapolation stiitzt sich
auf die Gitter der Grofde 159 x 15, 199 x 19, 239 x 23, 279 x 27 und 319 x 31.
Der geschitzte relative Gesamtfehler betragt 3.3 - 10~'1. Nach unserem bes-
ten numerischen Kenntnisstand ist daher die abgelieferte Approximation
von p auf wenigstens 10 Ziffern genau:

plo=10 = 3.837587979 - 10"

Die analytische Methode des néchsten Abschnitts liefert einen Beweis dafiir,
dass die Losung der Matlab-Sitzung tatsachlich sogar auf 12 Ziffern genau
ist. Wir haben den Fehler also um gerade einmal zwei GrofSenordnungen
uberschitzt — nicht schlecht.

10.4 Analytische Losung I: Trennung der Variablen

Eine traditionelle analytische Methode, um Randwertprobleme in der Art
von (10.3) zu losen, ist die Trennung der Variablen. Im wesentlichen ist die-
se Technik dann anwendbar, wenn die zugrundeliegende Geometrie recht-
eckig ist und die Differentialgleichung sowie die Randbedingungen zweier
gegentiberliegender Seiten homogen sind.

Trennung der Variablen setzt die Losung in der Form

u(x,y) = k“io o) - i ()

an. Dabei ist die Idee, dass jeder einzelne Term die Differentialgleichung
erfiillt und erst die Summe selbst fiir die Erfiillung der Randbedingungen
sorgt. Setzen wir vy (x) wy(y) in die Laplace’sche Gleichung ein, so erhalten
wir

vg (%) wi(y) + oc(x) wi (y) = 0, doh. v (x) /0 (x) = —wi () /wi(y) = Ax-

Nun héngt der Quotient Ay einerseits nur von x und andererseits nur von
y ab, ist also von beiden unabhéngig und daher eine Konstante. Die homo-
genen Randbedingungen auf Iy konnen dann leicht erfiillt werden, wenn
wir wi(—b) = wy(b) = 0 setzen. Daher 16st jedes wy # 0 folgendes Eigen-
wertproblem zweiter Ordnung:

wy! (y) + Mwie(y) =0,  wi(—=b) = wy(b) = 0. (10.8)

Weil die Randwerte in x = +a gerade Funktionen von y sind, reicht es, nach
geraden Losungen wy(y) zu suchen. Man kann leicht tiberpriifen, dass alle
derartigen Funktionen durch
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wi(y) = cos ((k+1/2)my/b), A = ((k—|—1/2)7r/b)2, k € Ny,

gegeben sind. Um den Randbedingungen auf I'; zu gentigen, berechnen
wir die Koeffizienten (cy)i>o der Reihenentwicklung

Yauwly) =1  ye(-bb).
k=0

Orthogonalitat und Vollstandigkeit der Eigenfunktionen wy, liefert

b b 4(_1)k
2 —
cklbwk(y)dy—wak(y)dy, d.h. cp b k< 1) b.

Auf diesem Wege erhalten wir fiir vy das Randwertproblem

4(-1)k

o) = M) =0, o) = vele) = & =

Eine kurze Rechnung - oder der Griff zum Mathematica-Befehl DSolve
bzw. zum Maple-Befehl dsolve — liefert

~ 4(—1)% cosh ((k+1/2)7x/b)
%) = 20k 4 1) cosh ((k+1/2)7a/b)

Zusammenfassend haben wir die Losung

u(ry) = 3 éil)k cosh ((k+ 1/2)mx/b)

= 2k +1 cosh ((k+1/2)ma/b) cos((k+1/2)mty/b),

von (10.3) ermittelt, eine Fourierreihe beziiglich y. Prinzipiell gibt es zwei
Wege, um zu beweisen, dass dies auch wirklich die beschrankte Losung von
(10.3) ist. Der Erste [Raug1, §5.7] nutzt die Vollstindigkeit der Eigenfunktio-
nen von (10.8) in L2(0, b) und beweist a priori den Erfolg unserer Rechnun-
gen. Der Zweite [Zau89, §4.4] nutzt die exponentiell schnelle Konvergenz
der resultierenden Reihe, um die Beschridnktheit zu beweisen, gliedweise zu
differenzieren und damit a posteriori zu zeigen, dass Differentialgleichung
und Randdaten erfiillt werden.

Im Mittelpunkt des Rechtecks vereinfacht sich die Losung p = u(0,0)
zZu
(=DF
2k+1

agk

p= % sech((2k +1)7p/2), (10.9)

k=0

wobei wir daran erinnern, dass wir das Seitenverhiltnis des Rechtecks
durch p = a/b abkiirzen. Dies ist nun eine alternierende Reihe, deren Ter-
me betragsméfliig monoton gegen Null konvergieren. Folglich konvergiert



10.4 Analytische Losung I: Trennung der Variablen 265

die Reihe gegen einen Wert, der stets zwischen zwei aufeinanderfolgen-
den Teilsummen liegt. Daher werden einige wenige Terme der exponentiell
schnell konvergierenden Reihe reichen, um ein genaues Resultat mit einer
beweisbaren Fehlerschranke zu liefern. Fiir p = 10 liefern bereits die ersten
beiden Terme die Einschlieffung

4 4
3.837587979251228 - 10~ = — sech(5m) — 5 sech(157)

4
< Plp=10 < —sech(57) = 3.837587979251258 - 10~7.

Da die Bibliotheksroutine fiir sech das Resultat innerhalb der Maschinen-
genauigkeit berechnet, vertreten wir die Auffassung, dass wir die Korrekt-
heit der ersten 14 Ziffern von p, namlich

plo—10 = 3.8375879792512- 1077,

bewiesen haben.> Der erste Term %sech(prc /2) der Reihe liefert die weiter
vereinfachte Approximation

4
p= ;sech(prc/Z) +0(e737/2) = %e‘”"/z +O(e73/2),

Abbildung 10.6 zeigt, dass p &~ 3e~7/2 fiir p > 1 eine gute Zeichengenau-
igkeit liefert. Tatsachlich gilt bereits

Plo=10 = %(375” auf 13 Ziffern Genauigkeit.

10.4.1 Intermezzo a la Cauchy

Wenn wir die Rollen von a und b vertauschen, so erhalten wir aus Sym-
metriegriinden die Wahrscheinlichkeit, dass das Partikel die Seiten vor den
Enden trifft. Offensichtlich addieren sich die beiden Wahrscheinlichkeiten
zu 1:

P|p:a/b + p‘p:b/a =1

Mit der Reihendarstellung (10.9) erhalten wir somit die bemerkenswerte
Identitat

5 Fiir jene Leser mit einem (iibersteigerten) Bediirfnis nach weitergehender Evi-
denz: Ein rechnergestiitzter Beweis, der auch die Rundungsfehler bei der Aus-
wertung des hyperbolischen Sekans berticksichtigt, kann mit der in §8.3.2 vor-
gestellten intervallarithmetischen Methode fiir die Auswertung alternierender
Reihen durchgefiihrt werden.
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i (-1 (sech((2k+1)7rp/2) +sech((2k+1)7TP71/2)) =
P 2k +1

7T
1 (10.10)

glltig fir alle p > 0. Der Spezialfall p = 1 vereinfacht sich zu

Z k+1 sech (2k+1)m/2) = —

wéhrend der Grenzwert p — oo die Leibniz’sche Reihe

> T
;k+1 4

reproduziert. Interessanterweise sind die Identitit (10.10) und ein weiterer
expliziter Wert von p fiir p = /3 bereits im Jahre 1827 von Cauchy [Cau27]
als Anwendung seines Residuenkalkiils entdeckt worden — in der gleichen
Arbeit, in der er erstmalig systematisch komplexe Integrale entlang kreis-
formiger Wege verwendete [Smigy, §5.10]. Die Identitat wurde spiter von
Ramanujan wiederentdeckt und findet sich als ein Eintrag in seinen Notiz-
btichern [Ber89, Eintrag 15, S. 262].

Lemma 10.1 (Cauchy 1827 [Cauz7, Formel (86/87)]).
(i) Fiirn € C\Rgilt

i (-1 (sec ((2k 4+ 1)7t5/2) + sec ((2k + 1)7'”7_1/2)> =

i
&2k +1 4

(ii) Firn € C\ R gilt

- % (csc(nry) + ese(nmy 1)) = %(Twn‘l).

n=1

Beweis. Wir bemerken, dass beide Reihen absolut und damit unbedingt kon-
vergieren.

(i) Die Funktion sec(7z)sec(7yz) strebt gleichméBig in argz gegen
Null, wenn |z| =k, z € C, und k — oo entlang ganzzahliger Werte. Folglich
summieren sich nach dem Residuensatz [Hen74, Thm. 4.7a] die Residuen
der Funktion

ntsec(7z) sec(mnz)
z

tiber alle ihre Polstellen zu Null. Die Bestimmung der Residuen kann un-
mittelbar mit den einschldgigen Formeln [Heny4, Formel (4.7-9/10)] oder
durch einen Griff zum Mathematica-Befehl Residue bzw. zum Maple-
Befehl residue erfolgen: Das Residuum in der einfachen Polstelle z =
k+1/2 (k€ Z)ist
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(_ 1 )k*l

k+1/2

das in der einfachen Polstelle z = (k+1/2)/n (k € Z) ist

sec((k+1/2)mn);

(_1)k71

und schliefllich 77 in der einfachen Polstelle z = 0. Daher gilt

Z

keZ

(sec((k+1/2)7ty) +sec((k+1/2)/n)) =

also die Behauptung.

(ii) Die Funktion csc(7z) csc(rtyz) strebt gleichmiBig in argz gegen
Null, wenn |z| = n+1/2,z € C, und n — oo entlang ganzzahliger Werte.
Folglich summieren sich auch hier nach dem Residuensatz die Residuen
der Funktion

7 esc(rtz) ese(mnz)
z

uiber alle ihre Polstellen zu Null. Das Residuum in der einfachen Polstelle
z =+n (n € IN) ist
—1)"
n

—~

csc(nmn);

das in der einfachen Polstelle z = £n/# (n € IN) ist

(-1

n

csc(nm/n);

und schliefSlich besitzt dasjenige in der Polstelle z = 0 dritter Ordnung den
Wert

n -1
Daher gilt

i = <Csc(nm7) +ese (T)) = %(77 +77Y)

und damit die Behauptung. O

Wenn wir 57 = ip in (i) einsetzen, gelangen wir zu unserer bemerkens-
werten Identitdt (10.10). Die Cauchy’sche Beziehung (ii) ldsst sich zu ei-
nem weiteren speziellen Wert von p auswerten, indem wir 7 = ¢/3 =
(1+i/3)/2 setzen. Dann ist 7 + 7! = 1 und daher
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Abb. 10.4. Die urspriingliche Gestalt von Formel (10.11) in den Cauchy’schen Exercices
de mathématiques aus dem Jahre 1827.

csc (nnei”/3) -+ csc (nne*"”/B)

B 0, n = 2k,
| 2(=1)ksech((2k +1)71v/3/2), n=2k+1,

so dass wir aus (ii) wie Cauchy [Cau2y, Formel (110)] im Jahre 1827 die
Gleichung

> (—1)k o 1
1;) T sech((2k +1)mv/3/2) = YL d.h. p|p:\@ =z (10.11)
erhalten. Abbildung 10.4 zeigt, wie diese Formel bei Cauchy urspriinglich
ausgesehen hat. Dieses beachtliche und unerwartet explizite Resultat wol-
len wir wie folgt festhalten:

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Partikel im Zuge seiner Brown’schen Be-
wequng die Enden eines /3 x 1-Rechtecks von seinem Mittelpunkt aus
erreicht, betrigt 1/6.

10.5 Analytische Losung II: Konforme Abbildungen

Die konforme Verpflanzung einer harmonischen Funktion, also der Pullback
unter einer schlichten® konformen Abbildung, ist wiederum harmonisch.
Fiir einfach zusammenhéngende Gebiete ) C R? = C kann dies sofort
bewiesen werden, wenn man bemerkt, dass sich jede harmonische Funk-
tion u : 3 — R als Realteil einer analytischen Funktion auf () darstellen
lasst, sieche [Hen86, Thm. 15.1a]. Demnach sind konforme Verpflanzungen
harmonischer Mafie wiederum harmonische Mafde. Mehr noch, konforme
Verpflanzungen Brown’scher Bewegungen sind wiederum Brown’sche Be-
wegungen.

Das fiithrt uns auf die Idee, das 2a x 2b-Rechteck konform und schlicht
auf ein Gebiet abzubilden, fiir welches sich das harmonische Maf$ im Bild
des Mittelpunkts leicht auswerten ldsst. Welches Gebiet eignet sich dafiir?

6 schlicht = injektiv
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Bemerkenswerterweise ist es Hersch [Her83] gelungen, das Resultat
p|p: v3 = 1/6 aus (10.11) allein dadurch zu beweisen, dass er ein gleich-
méfsiges Sechseck durch Spiegelungen und konforme Symmetrien in das
/3 x 1-Rechteck iiberfiihrte.” Den allgemeinen Fall behandeln wir jedoch
am besten mit der Einheitskreisfldche.

Lemma 10.2. Es sei I'y eine endliche Vereinigung offener Bogen der Einheitskreis-
linie. I'y habe die Linge 27tp. Das harmonische Maf$ von I'y beziiglich der Ein-
heitskreisfliche D besitzt im Mittelpunkt von D den Wert p.

Beweis. Wir fiihren einen Beweis, der den geometrischen Charakter des Pro-
blems vermittelt. Es sei zundchst I'; ein einzelner Kreisbogen der Lange
27t/n fiir ein n € IN. Bis auf n Punkte konnen wir die Kreislinie mit n
geeignet rotierten Kopien von I'; tiberdecken. Addiert man die harmoni-
schen Mafle dieser Kreisbogen, so erhdlt man das harmonische Maf3 der
Kreislinie selbst, das identisch 1 ist. Da der Wert des harmonischen Mafles
eines Kreisbogens im Mittelpunkt des Kreises invariant unter Rotationen
ist, erhalten wir also u#(0) = 1/n. Fiigt man nun m € IN geeignet rotierte
Kopien des Bogens I'1 zusammen, so erhdlt man fiir das harmonische Maf3
eines einzelnen Bogens der Linge 27tm/n den Wert u(0) = m/n. Mono-
tonieargumente und eine Einschliefung durch rationale Zahlen erlauben
uns darauf zu schliefien, dass ein einzelner Bogen einer beliebigen Lange
27tp ein harmonisches Mafl mit u(0) = p besitzt. Summation der harmo-
nischen Mafie einzelner Bogen beendet schliefilich den Beweis fiir endliche
Vereinigungen. a

Wir konstruieren nun eine geeignete konforme Abbildung der Einheits-
kreisfliche D auf das 2a x 2b-Rechteck R. Dazu positionieren wir das
Rechteck derart, dass die reelle und imagindre Achse seine beiden Sym-
metrieachsen sind. Die Ecken des Rechtecks sind daher durch

(A,B,C,D) = (a+ib,—a+ib,—a —ib,a —ib)

gegeben. Nach dem Riemann’schen Abbildungssatz [Heny4, Kor. 5.10c]
und dem Schwarz’schen Spiegelungsprinzip [Heny4, Thm. 5.11b] gibt es
eine schlichte konforme Abbildung f von D auf R, welche die Symmetrien
beachtet (siehe Abb. 10.5):

f(-2)=—fG2), @) = f@). (10.12)
Insbesondere gilt f(0) = 0: Der Mittelpunkt des Rechtecks ist Bild des
Kreismittelpunkts. Nach dem Satz von Osgood und Carathéodory [Hen86,

7 Man werfe einen Blick auf die Abfolge der Abbildungen 7, 7/, 7, 11", 13, 41"
und 41 in seiner Arbeit und bewundere einen , Beweis ohne Worte” (und ohne
Rechnungen). Diese Bildfolge findet sich auch auf der Webseite des Buchs.
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Im(z) w = f(z) Im(w)

_——_ B A
B/ W A/Re(z) Re(w)
CK D'

Abb. 10.5. Symmetrieerhaltende konforme Abbildung f : D — R.

Thm. 16.3a] ldsst sich die Abbildung f zu einem Homomorphismus fort-
setzen, der den Abschluss von D auf den Abschluss von R abbildet. Die
Urbilder von (A, B, C, D) sind daher von der Gestalt

(A, B,C, D) = (ei(p/z/ —em /2 92 efnp/z)

mit einem Winkel ¢ mit 0 < ¢ < 7r. Nehmen wir I'; als die Vereinigung
der Bogen von B’ zu C’ und von D’ zu A/, so zeigen Lemma 10.2 und die
Invarianz des Werts p des harmonischen Mafles im Mittelpunkt, dass

¢ = pm.

Die konforme Abbildung f ist explizit durch die Schwarz—Christoffel’sche
Formel [Hen86, Formel (16.10-1)] gegeben:

dg
/ \/ zpr[/Zé’ (1+61p7'(/2€)(1+e 1p7t/2€)( eipr[/Zé’)

=2c / dg .
\/ zpngz eipngZ)
Dabei kann entlang jedes Wegs integriert werden, der 0 und z innerhalb
der Kreisfliche D verbindet. Die Symmetrien (10.12) bewirken, dass der
unbekannte Parameter c reell ist. Die Auswertung von f(A’) = A entlang
des radialen Wegs ¢ = ¢'P™/2t mit t € [0,1] liefert
1p7r/2
a+ib=2c / 4
0 \/ zpngz eipnCZ)

)=2c

. 1 dat . .
=2 e”””/z/ = 2ce'PT2K(e'PT),  (10.13)
\/ 2 (1 _ eZipntZ)
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w2

arccot(p)
2
=

Wabhrscheinlichkeit p

1 0 13

12 5
Wahrscheinlichkeit p Seitenverhiltnis p

Abb. 10.6. Beziehung zwischen dem Seitenverhiltnis p und der Wahrscheinlichkeit p.

wobei

1 dt
K(k) = /0 V(1= 2)(1— k) (10.14)

das vollstandige elliptische Integral erster Art zum Modul k bezeichnet.
Betrachten wir auf beiden Seiten der Gleichung (10.13) das Argument der
komplexen Zahl, so erhalten wir eine transzendente Gleichung, die das Sei-
tenverhiltnis p = a/b des Rechtecks und die Antwort auf unser Problem,
die Wahrscheinlichkeit p, zueinander in Beziehung setzt:

arccotp = p27T + arg K(e'P™). (10.15)
Abbildung 10.6 macht deutlich, dass es zu jedem Seitenverhéltnis p > 0
eine eindeutige Losung 0 < p < 1 gibt.
10.5.1 Losung der transzendenten Gleichung

Sowohl Mathematica als auch Maple erlauben die Auswertung des voll-
standigen elliptischen Integrals K fiir komplexe Argumente. Ihre auf das
Sekantenverfahren gestiitzten Programme zur Nullstellensuche kénnen da-
her unmittelbar herangezogen werden, um (10.15) fiir p = 10 nach p auf-
zuldsen.

Eine Sitzung mit Maple
> p:= rho->fsolve(
> arccot (rho) =P*Pi/2+argument (E1lipticK(exp(I*P*Pi))) ,P=1e-3):
> Digits:= 16: p(10);

0.3837587979251226e-6
> Digits:= 17: p(10);

0.38375879792512261e-6
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Eine Sitzung mit Mathematica

plp-, prec.] :=Block [ {$MinPrecision = prec},
7 .
p/.FindRoot [ArcCot [p] == PT +Arg [EllipticK [ez np"] ] ,
{p, 108 , 10'3}, AccuracyGoal - prec, WorkingPrecision —» prec] ]

{Precision == #, p, ==p[10, #] }&/Q{MachinePrecision, 17}//TableForm
Precision == MachinePrecision ©p, ==3.837587979228946 x 1077
Precision == 17 P, ==3.8375879792512261 x 107’

Man beachte, dass Mathematica K als eine Funktion des Parameters m = k?
auswertet.

Bei der Mantissenldnge von 17 Ziffern stimmen beide Programmpakete
in allen Ziffern tiberein. Ein Vergleich mit der Methode aus §10.4 lehrt, dass
all diese Ziffern in der Tat korrekt sind. Bei einer Mantissenldnge von 16
Ziffern liefert Maple hingegen 16 korrekte Ziffern, wiahrend Mathematica
mit der etwa gleichlangen Maschinenarithmetik nur 10 schafft.

Was ist passiert? Mathematica kontrolliert Rundungsfehler nur in Soft-
warearithmetik, jedoch nicht bei der Verwendung doppelt-genauer IEEE-
Arithmetik. Es liegt dann in der Verantwortung des Nutzers, keine nume-
risch instabilen Formeln und Algorithmen zu verwenden. Der Verlust von
sechs Ziffern verweist also auf eine ernsthafte numerische Instabilitdt bei
naiver Verwendung der transzendenten Gleichung (10.15).

Tatséchlich ist die Auswertung von arg K(e'P”) fiir kleine p instabil,
wenn wir den Ausdruck so verwenden, wie er da steht. Ein Blick auf die
linke Seite von Abb. 10.6 zeigt, dass arg K(e!P™) fiir p = 0 Null ist und
sehr sensitiv von kleinen Werten von p abhédngt. Wenn wir jedoch die Zwi-
schengrofle e’ = 1 berechnen, so verlieren wir unwiederbringlich etwas
von der kostbaren Information tiber die letzten entscheidenden Ziffern von
p: eine Art ,versteckter” Ausloschung.

Wir konnen diese Instabilitit vermeiden, indem wir uns ndher ansehen,
wie K(k) eigentlich berechnet wird. Im wesentlichen benutzen alle effizien-
ten Implementierungen die Beziehung [BB87, Alg. 1.2(a)]

T

K(k) = m (10.16)

zwischen dem vollstindigen elliptischen Integral K und dem {iberaus

schnell konvergenten arithmetisch-geometrischen Mittel M(a,b) von Gauf:

Mia,b) = Jing, an = Jixg, b,

ap +b
ap = 4a, bO = b/ Ap41 = %/ bn+l =V anbn-
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Diese Iterationsvorschrift konvergiert namlich quadratisch. Die Beziehung
(10.16) gilt zunachst fiir 0 < k < 1 und kann analytisch auf alle k* €
C\ [1, ) fortgesetzt werden, indem wir das Vorzeichen der Quadratwur-
zeln stets so wahlen, dass ihr Realteil positiv ist, siehe [Cox84]. Fiir ein
k = ¢'% mit kleinem ¢ > 0 wird die Ausloschung nun im Ausdruck 1 — k?
sichtbar. Diese Differenz kann jedoch ausloschungsfrei mit Hilfe der trigo-
nometrischen Formeln

1—¢%9 = —2i sin(¢) €7, V1—e2¢ = (1—1i)\/sin(¢)e'?/?,

berechnet werden. Zusammenfassend erhalten wir die stabilisierte Bezie-
hung

arccotp = % —argM (1, (1 —1i)y/sin(pm) eip”/2> .
Damit schaffen wir nun 14 korrekte Ziffern auch in doppelt-genauer IEEE-
Arithmetik:

Eine Sitzung mit Mathematica (Ein zweiter Blick auf die Sitzung von S. 272)

p* ==
p/.

FindRoot [
ArcCot[10] ==

%r - Arg [ArithmeticGeometricMean [1, (1 -1)VSin[p ] eipn/z] ] ,

{p, 10-8 , 10'5}, AccuracyGoal -» MachinePrecision] )

p, == 3.837587979251236 x 1077

Wenn man sich der leichten Miithe unterzieht, das arithmetisch-geometri-
sche Mittel in Matlab zu implementieren, so liefert der Matlab-Befehl fzero
genau das gleiche Resultat.

10.6 Freude an elliptischen Funktionen

Die Theorie elliptischer Funktionen ist ein Fiillhorn wunderschoner For-
meln und wird uns schliefllich sogar die Losung von Problem 10 in ge-
schlossener Form erlauben.

Dazu trennen wir zunédchst in (10.13) Real- und Imaginérteil. Wir ver-
wenden die klassische Notation k' = +/1—k? und K'(k) = K(k'). (Also
ganz deutlich: K'(k) bezeichnet nicht die Ableitung von K(k), sondern das
komplementire elliptische Integral; k’ heiflt komplementirer Modul.)
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Lemma 10.3. Fiir 0 < ¢ < 77 gilt
¢#2K(e?) = 1 (K'(sin(¢/2)) +iK(sin(¢/2)).

Beweis. Wir fithren zwei verschiedene Beweise: Einen, der einige der vielen
ntitzlichen Transformationsformeln fiir elliptische Integrale aus der Litera-
tur benutzt, und einen elementaren, in sich geschlossenen, den wir John
Boersma verdanken.

(i) Mit Hilfe der Transformation von Landen [BB87, Thm. 1.2(b)] und
der imagindr quadratischen Transformation von Jacobi [BB87, Ex. 3.2.7(d)]
schliefSen wir auf

K—ik\ . (1—ik/K\  1+ik/K ,
K(k’+ik>_K(1+ik/k’>_ 7 K(k/K)

1+ik/k K +ik, , ,
SR LA I k) — kv

Komplexe Konjugation und die Wahl k = sin(¢/2), also k' = cos(¢/2),
liefern die Behauptung.

(ii) Wir gehen zurtick zu (10.13) und integrieren diesmal entlang des
Weges, der 0 und ¢'¢/2 verbindet, indem er zunéchst von 0 bis 1 entlang
der reellen Achse verlduft und dann dem Kreisbogen { = e fiir 6 von 0
bis ¢ /2 folgt:

K (K'(k) —iK(k)) =

z¢/2K 1(/) / G ag
0 \/ =it 2)(1 — eif 22)

S S
V/1—272cos ¢ + * \/1—2§2cos¢—|—54

Mit der Substitution t = 2/ (1 + ¢?) reduziert sich das erste Integral auf

(siehe die Definition (10.14) von K)
1 / dt

2Jo /(1—12)(1—cos?(¢p/2)t2)

1 1, .
= EK(cos(cp/Z)) = EK’(sm(qb/Z)).
Analog liefert die Substitution t = i(1 — {?)/(2sin(¢/2)) fiir das zweite
Integral den Ausdruck
dt

5K(sin(¢/2)),
2)(1 — sin®(¢/2) £2)

y

was schliefillich die Behauptung beweist. a
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Damit wird die komplexe Gleichung (10.13) in die beiden reellen Gleichun-
gen
a = cK'(sin(pm/2)), b = cK(sin(pm/2)),

zerlegt. Nach Elimination von c erhalten wir

_ K'(sin(p7t/2)) _ M(1,cos(pm/2)) (10.17)
P~ K(sin(pr/2)) ~ M(1,sin(pr/2))’ 7

Hierbei bezeichnet M wie in §10.5.1 das arithmetisch-geometrische Mittel.
Wir konnten diese Gleichung statt (10.15) benutzen, um fiir das gegebene
Seitenverhdltnis p = 10 numerisch nach p aufzulosen.

Wir fithren zwei klassische Groflen aus der Theorie elliptischer Funk-
tionen ein, den elliptischen Nomen® g und das Weierstra’sche Periodenver-
héltnis 7: K'(K)

— pint —
g=2e"", T=ip 0GR
Aus (10.17) erhalten wir die folgende Entsprechung zwischen den Parame-
tern p und p unseres Problems und diesen klassischen Grofsen:

g=e"°, T=1ip, k = sin(pm/2). (10.18)

Dabher ist die Berechnung des Moduls k fiir gegebenen Nomen g im wesent-
lichen dquivalent zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit p fiir gegebenes
Seitenverhdltnis p. Die Reihe (10.9) aus §10.4 mit dem hyperbolischen Se-
kans liefert eine solche Losung; wir erhalten daraus die Identitat

0 o0 71) qn+l/2
arcsin k Z sech (2n+1)mp/2) = Z @+ 1)1+ @y
(10.19)

welche urspriinglich 1829 von Jacobi in seiner wegweisenden Schrift tiber
elliptische Integrale und Funktionen angegeben wurde [Jac2g, S. 108, For-
mel (46)]. Indem er 1/(1 + ¢?*1) in eine geometrische Reihe entwickelte
und die Reihenfolge der Summation vertauschte, erhielt Jacobi (,,quae in
hanc facile transformatur”) die Identitdt [Jac29, S. 108, Formel (47)]

n+1/2
7

arcsink =4 ) _ (—1)" arctang (10.20)

n=0

,welche”, wie er stolz bemerkt, ,zu den elegantesten Formeln gezahlt wer-
den muss” (,quae inter formulas elegantissimas censeri debet”). Abbil-
dung 10.7 zeigt diese Passage des Jacobi’schen Originals. Fiir p = 10 liefern

8 Der angelséchsische Fachausdruck lautet ,elliptic nome”. Eine umfangreiche Li-
teraturrecherche und eine Befragung von Experten hat fiir das Deutsche keinen
eigenen Fachbegriff zu Tage gefordert: Die Grofie wird immer nur g genannt.
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Abb. 10.7. Die urspriingliche Gestalt der Formeln (10.19) und (10.20) in den Jacobi’schen
Fundamenta nova aus dem Jahre 1829.

die ersten beiden Terme dieser Reihe — mit dem gleichen Argument wie am
Ende von §10.4 — die EinschlieSung

3.837587979251229 .10~ = 8/ 7 (arctane—5” — arctane—15”)
< plp=10 < 8/ arctane ™" = 3.837587979251316 - 10,

Daher approximiert 8 arctan(e>") /7 die Wahrscheinlichkeit p|,—19 auf 13
Ziffern genau. Oder noch einfacher, da beide Ausdriicke in den ersten 13
Ziffern iibereinstimmen: 8¢~°7 /7t wie in §10.4.

Der Modul k lasst sich als Funktion von t durch die klassische elliptische
Modulfunktion k> = A(t) ausdriicken. Mit der Entsprechung (10.18) erhalten

wir daher )
p=_ arcsin /A (ip). (10.21)

Mathematica stellt fiir die Auswertung von A(7) den Befehl ModularLambda
zur Verfligung. Er nutzt intern (in Form von Thetafunktionen) exponentiell
schnell konvergierenden Reihen wie (10.9).

Eine Sitzung mit Mathematica

2
N[f ArcSin [‘\/ModularLambda [104] ] , 100]
T
3.8375879792512261034071331862048391007930055940725095690300227991734
6606852743276500842845647269910 x 1077

Die angegebenen 100 Ziffern sind samtlich korrekt; ebensogut konnten wir
in etwa zwei Sekunden Laufzeit 10 000 korrekte Ziffern berechnen lassen.

Ob wir nun (10.21) als eine Losung in geschlossener Form auffassen
oder nicht, ist eine reine Geschmacksfrage. Es hiangt davon ab, ob wir die
Modulfunktion A(7) als bloBe Abkiirzung oder als eine niitzliche Funkti-
on des Kanons auffassen. Wie dem auch sei, es gibt eine andere Losung,
die wohl nach jedermanns Auffassung ,geschlossen” ist, so dass sich jede
weitere Debatte ertibrigt.
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Tabelle 10.4. Die ersten singuliren Moduln ky, [Zucyg, Tabelle 4].

kn

1/v2

V21
(V3-1)/(2v2)
3-2v2

O 0 NI O U k= W N =S

—_
)

10.7 Finale a l1a Ramanujan: Singuldre Moduln

Abel entdeckte, dass gewisse Werte von k, sogenannte singulire Moduln,
auf elliptische Integrale fiihren, die durch eine algebraische Substitution in
ein komplexes Vielfaches ihrer selbst transformiert werden kénnen. Dieses
Phanomen wurde spater komplexe Multiplikation genannt. Die singuldren
Moduln mit einem rein imagindren Periodenverhiltnis T lassen sich durch
die Bedingung

K'(kr)

K(kr)

charakterisieren. Mit Blick auf (10.17) und die Entsprechungen (10.18) fin-
den sich die singuldren Moduln in unserem Problem wieder, wenn das
Seitenverhaltnis p die Quadratwurzel einer rationalen Zahl ist:

= \/;/ re Q>0/

_2
p= Earcsm pz.

Abel behauptete bereits 1828, und Kronecker bewies es 1857, dass die sin-
guldren Moduln algebraische Zahlen sind, die sich durch Radikale tiber
dem Grundkorper der rationalen Zahlen 16sen lassen:® das klassische Kon-
zept einer Losung in geschlossener Form. Diese Studien fiihrten Kronecker
zu seiner Vermutung iiber abelsche Erweiterungen imagindr quadratischer

9 Arithmetisch gesehen besitzen die singuliaren Moduln einen sehr angemessenen
Namen: Ein Satz von Schneider [Bakgo, Thm. 6.3] aus dem Jahre 1937 besagt
namlich, dass fiir ein algebraisches T = ip mit positivem Imaginarteil, welches
keine quadratische Irrationalitét ist, der zugehorige Modul k transzendent ist.
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Korper, sein berithmter , Jugendtraum”, Gegenstand von Hilberts 12. Pro-
blem, gelost durch eine Perle der reinen Mathematik des 20. Jahrhunderts,
der Klassenkorpertheorie. Das wunderschone Buch [Cox89] von Cox bietet
eine zugdngliche moderne Einfithrung in die Theorie der komplexen Mul-
tiplikation und der Klassenkorper entlang ihrer historischen Entwicklung
und eines konkreten zahlentheoretischen Problems. Durch die Anstrengun-
gen von Weber, Ramanujan, Watson, Berndt, den Gebriidern Borwein und
anderen konnten Ausdriicke singuldrer Moduln k, in Radikalen fiir etli-
che n € IN tatsachlich ausgerechnet werden. Die beiden uns aus §10.4.1
bekannten expliziten Werte fiir die Wahrscheinlichkeiten p, also

1 1
Plo=1 = 5’ P|p:\/§ Y

erlauben sofort die Angabe der Ausdriicke in Radikalen fiir k1 und ks:
ki =sin(t/4) =1/V2, k3 =sin(n/12) = (V3 -1)/V8.

Weitere Beispiele fiir k;, finden sich fiir kleine ganze Zahlen n in Tabel-
le 10.4. Um Problem 10 zu losen, benotigen wir jedoch einen derartigen
Ausdruck fiir kjg9. Weber fithrt den Fall n = 100 in einer langen Liste
von Klasseninvarianten im Anhang seines Buchs [Webg1, S. 502] aus dem
Jahre 1891 auf; fiir gerade n verwendet er dabei die Klasseninvariante

f(V/=n) = V2 ¥Yk,2/k, [Webo1, S. 149] und erhalt
V2 A (V=100) =x, x2—x—1=+5(x+1).

Das ist sicherlich eine Losung von kigp in Radikalen. Nach kigg aufgelost
sieht die Formel jedoch nicht mehr so attraktiv aus. Sie zeigt vor allem nicht
unmittelbar, dass sich k; fiir natiirliche Zahlen n weiterer arithmetischer
Eigenschaften erfreut und bis auf eine Potenz von /2 Einheit'® eines alge-
braischen Zahlkorpers ist, siehe Tabelle 10.5. Ramanujan besafs eine grofle
Kunstfertigkeit darin, Formeln zu erschaffen, die singuldre Moduln als Pro-
dukt einfacher Einheiten darstellten. Das beriithmteste Beispiel stammt aus
seinem Brief an Hardy[BRgs5, S. 60] vom 27. Februar 1913:

ka0 = (V2 -1)*(2 = V3)(V7 - V6)*(8 = 3V7)
- (V10 —3)%(4 — V15)3(V15 — V14) (6 — V/35).

Hardy nannte diese Identitit spdter ,eines der umwerfendsten Resultate
von Ramanujan” [Har4o, S. 229]. Wir wollen etwas dhnliches fiir kg ver-
suchen.

10 Eine algebraische Zahl x ist eine Einheit, wenn x und 1/x ganze algebraische
Zahlen sind.
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Tabelle 10.5. Arithmetische Eigenschaften der singuliren Moduln ky, [Berg8, S. 184].

neN n=0mod2 n=1mod4 n=3mod8 n=7mod8
2M/2k,. ist Einheit fiir: m=0 m=1 m=2 m=4

Lemma 10.4.
k100 = (3-2v2)2 (2 + V5)* (V10— 3)? (51/* — v2)*. (10.22)

Beweis. Wir folgen der Methode zur Berechnung von ky,,, die Berndt in sei-
ner Edition der Notizbticher von Ramanujan (vgl. [Berg8, S. 284, Bsp. 9.4])
benutzt, um die Ramanujan’schen Ausdriicke fiir k4, k12, kog und kep zu
beweisen. Sie stiitzt sich auf eine Ramanujan’sche Formel [Berg8, S. 283,
Formel (9.4)], die ky, mit der Klasseninvariante G, = (2k,k)~'/12 in Be-
ziehung setzt:

o (Y ()
e (2 v

Bereits Weber [Webg1, S. 500] wusste, dass Gps der goldene Schnitt ist:
Gy = (V5+ )/ 2; siehe auch [Berg8, S. 190]. Wenn wir beachten, dass
G3 = 2+/5, G25 = 9+ 4/5 und G2756 =945 gilt, so werden wir
schheﬁhch auf die behauptete Identitat

koo = ((2+V5)3v2 - (9 +4J§))2 (@+v5) - 2\6-51/4)2 (2+5)?
= (3-2v22(V10-3)%(5"* — vV2)*(2 + V5)?,
gefiihrt. d

Arithmetisch betrachtet ist dieser Ausdruck fiir kigy zweifellos wunder-
schon. Numerisch ist er jedoch leicht instabil, da wir aufgrund von Auslo-
schung eine Ziffer bei der Berechnung von 3 — 2v/2 bzw. v/10 — 3 verlieren,
und zwei bei 574 — /2. Wir kénnen also insgesamt einen Verlust von zwei
signifikanten Ziffern prognostizieren, in doppelt-genauer IEEE-Arithmetik
werden wir etwa 14 korrekte Ziffern erhalten. Die Darstellung von ki als
Produkt von algebraischen Einheiten ermoglicht uns aber einfach, zu einer
stabilisierten Version ohne jede Subtraktion tiberzugehen:

1
H0 T (B4 2V VARG - VIOR(VE 5
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Zusammenfassend werden unsere Bemiithungen zur Berechnung von kg
durch folgende elementare geschlossene Losung von Problem 10 gekront:

Plpeto = 2 arcsin (3~ 2V2)2(2-+ VAP (VIO — 3264 — VE))

2 . 1
— — arcsin .
m ((3+2ﬁ)2(2+ \/5)2(3+\/10)2(ﬁ+51/4)4>
Eine Sitzung mit Matlab

>> ri1=3-2%sqrt(2); r2=sqrt(5)+2; % im Stile Ramanujans
>> r3=sqrt(10)-3;r4=5~(1/4)-sqrt(2);
>> p=2/pi*asin(r1~2*r2~2*r3~2*r4~4)

p = 3.837587979251201e-007

>> r1=3+2*%sqrt(2); r2=sqrt(5)+2; % stabilisiert
>> r3=sqrt(10)+3;r4=5~(1/4)+sqrt(2);
>> p=2/pi*asin(1/r1~2/r2°2/r3°2/r4"4)

p = 3.837587979251226e-007

Wie vorhergesagt, liefert die Formel im Stile Ramanujans bei Verwendung
in doppelt-genauer IEEE-Arithmetik 14 korrekte Ziffern, die Stabilisierung
hingegen volle 16.

10.7.1 Coda a la Borwein

In einer Rezension [Boros] der englischen Originalausgabe dieses Buchs im
Mathematical Intelligencer schldgt Jonathan Borwein vor, mit Methoden der
experimentellen Mathematik (wie er sie in seinen Biichern [BBo4, BBGo4]
mit David Bailey propagiert) eine Losung von ki in Radikalen herzuleiten,
aber nicht zu beweisen. Er benutzt in seinem Artikel Maple, wir nehmen
im folgenden Mathematica zur Hand.

Im Wissen, dass v/kjop eine algebraische Zahl ist, nimmt Borwein einen
sehr genauen numerischen Wert (100 Ziffern) und einen Algorithmus zur
Aufdeckung ganzzahliger Relationen (siehe das Bailey’sche Geleitwort zum
Buch), um das Minimalpolynom iiber dem Korper der rationalen Zahlen zu
berechnen:

<< NumberTheory Recognize"
k100SgrtNumerical = N[ModularLambda[10 i] 14, 50];
p = Recognize[kl100SgrtNumerical, 12, t]

1-1288t+20t?-1288t3-26t%+1288t°+20t°%+1288¢t7 +t°
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Die Primfaktoren von 100 sind 2 und 5, also versucht er eine Faktorisierung
dieses Polynoms tiber der algebraischen Korpererweiterung Q[v/2,v/5].
Auf diese Weise erhilt er \/kygg als Nullstelle der quadratischen Gleichung
[Boros, S. 47]

0 = 22 + 3227 — 2282v/2 + 144zV/5 — 102z/2V/5

1323 — 228v/2 + 144v/5 — 102v/2V/5.

Damit begniigt er sich und tiberldsst es dem Leser, den experimentellen
Weg bis zu der schonen Formel (10.22) weiterzugehen. Das wollen wir jetzt
nachholen. Die Koeffizienten v/2 und /5 der quadratischen Gleichung le-
gen nahe, es mit einer Zerfillung in Linearfaktoren {iber einem Korper zu
probieren, dem vierte Wurzeln adjungiert wurden. Die Wahl Q[v/2,5!/4]
fihrt zum Erfolg:

Vkigo = (klOOSqrtRadical = Factor [p, Extension - {\/E, 51“}] 3]/.t-> 0)

Vkigo = -161+114+/2 - 10854 +76+/2 52/4 - 72+/5 - 48534+ 34+/2 5%% +51/10

Dabei haben wir den dritten Linearfaktor des zerféllten Polynoms genom-
men, da sich sein numerischer Wert mit dem von +/kjgy deckt. Der Rest
ist einfach; wir setzen +/kq( als Produkt einfacher Faktoren an und lassen
Mathematica die Koeffizienten ermitteln:
k100SqgrtRadicalFactored = a; (az + \/E) (a3 + \/g) (a4 + \/ﬁ) (a5 V2 + 51“)2;
K100 =
(klOOSqrtRadicalFactored /. First@Solve[# =0¢&/@ Coefficient[Expand[

k100SqgrtRadicalFactored] - k100SqgrtRadical /. {\/E 514 5 u,,
VZ 54 5u;, V2 s us, VB sug, 574 us, 574 5 ug, V10 s w),

Table[u;, {i, 7}]], Table[a:, {i, 5}]1] // Simplify)z

koo = (-3+22)° (V2 -574)" (2445 )7 (-3+4/10)

Voila, da steht der gleiche Ausdruck wie in (10.22), diesmal ohne langes
Studium der Ramanujan’schen Notizbticher, prosaisch und rechnerorien-
tiert, aber auch ohne Beweis.

10.8 Schwierigere Probleme

Fiir Bewertung und Vergleich der vorgestellten Zugénge zu Problem 10
wollen wir uns tiberlegen, welche Verdnderungen das Problem fiir einen
der Zugédnge schwieriger, oder gar unzuginglich, gemacht hatten. Drei
Aspekte des Problems wurden in unterschiedlichem Umfang genutzt: Dass
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Tabelle 10.6. Erweiterbarkeit der fiir Problem 10 vorgestellten Methoden.

Methode Genauig. Startpunkte Polygone nD-Quader
§10.1: Monte-Carlo niedrig v v v
§10.3: Finite-Differenzen mittel v ) v
§10.4: Trennung der Variablen =~ hoch v — v
§10.5: Konforme Abbildung mittel v v —
§10.6: Elliptische Integrale hoch v — —
§10.7: Singuldre Moduln hoch — — —

die rdumliche Geometrie zweidimensional war, dass das Gebiet rechteckig
war und dass das Partikel im Mittelpunkt, dem eindeutigen Schnittpunkt
der beiden Symmetrieachsen gestartet wurde. Neben der in diesem Kapitel
bereits ausgefiihrten Veranderung des Seitenverhiltnisses liegen daher drei
Verallgemeinerungen unmittelbar auf der Hand:

o allgemeine Startpunkte
¢ allgemeine Polygone in zwei Raumdimensionen
e n-dimensionale Quader

Tabelle 10.6 fithrt im einzelnen auf, ob sich die Methoden dieses Kapitels
erweitern lassen. Wir wollen einige Aspekte dieser Tabelle etwas ndher be-
trachten.

Monte-Carlo-Verfahren sind zwar universell, aber nur fiir niedrige Genau-
igkeiten zu gebrauchen. Sie sind leicht programmiert und die Methode der
Wahl fiir hohe Dimensionen n > 4, fiir die uns der ,,Fluch der Dimension”
bislang bessere allgemeine Methoden vorenthlt.

Finite-Differenzen liefern in Verbindung mit Extrapolation eine universel-
le Methode, die sich fiir mittlere Genauigkeiten eignet. Aus Griinden der
Laufzeiteffizienz kann man sie jedoch nur fiir die niedrigen Dimensionen
n=1,...,4 benutzen. Wenn das Gebiet kein Quader ist, muss man bei der
Diskretisierung des Randes Vorsicht walten lassen. Der Diskretisierungs-
fehler kann dann eine asymptotische Entwicklung in mehreren inkompati-
blen Potenzen h"* besitzen, so dass sich unsere Programme nicht unmittel-
bar verallgemeinern lassen.

Trennung der Variablen. Wegen der exponentiellen Konvergenz der ent-
stehenden Reihe ist diese Methode fiir hohe relative Genauigkeiten ver-
wendbar. Geometrisch ist sie jedoch auf Quader beschrankt.

Konforme Abbildungen. Diese Methode ist vom Wesen her zweidimen-
sional. Fiir allgemeine Polygone muss die Schwarz-Christoffel’sche Formel
numerisch ausgewertet werden, was zum reichhaltigen Gebiet der numeri-
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schen konformen Abbildungen fiihrt; siehe das kiirzlich erschienene Buch
von Driscoll und Trefethen [DTo2].**

Theorie elliptischer Funktionen. Fiir Startpunkte auflerhalb des Mittel-
punkts miissen wir ein allgemeineres Resultat als Lemma 10.2 (vgl. [Hen86,
§15.5, Bsp. 2]) verwenden und erhalten eine transzendente Gleichung mit
dem unvollstindigen elliptischen Integral erster Art. Alternativ konnen wir
das Rechteck mittels der Jacobi’schen elliptischen Sinusfunktion auf die
obere komplexe Halbebene abbilden. Das harmonische Maf lédsst sich dann
mit [Hen86, §15.5, Bsp. 1] berechnen.

Singulidre Moduln. Hier spielen alle Spezifikationen von Problem 10 eine
wesentliche Rolle; aufSer fiir bestimmte andere Seitenverhiltnisse ldsst sich
die Methode nicht auf allgemeinere Probleme anwenden.

1 Driscoll hat fiir Matlab eine Schwarz—Christoffel Toolbox geschrieben, die von der
Internetadresse http://www.math.udel.edu/ driscoll/software/SC herunter-
geladen werden kann. Mit ihr ldsst sich unser Problem innerhalb einer Sekunde
16sen:

>> pol = polygon([10+i -10+i -10-i 10-il);
>> f = center(crdiskmap(pol,scmapopt(’Tolerance’,le-11)),0);
>> prevert = get(diskmap(f),’prevertex’); p = angle(prevert(1))/pi

p = 3.837587979278246e-007

Indem wir die Fehlertoleranzen von 108 bis 10~14 variieren, stellen wir fest,
dass hochstwahrscheinlich 10 Ziffern korrekt sind. Tatsdchlich wissen wir aus
§10.4, dass sogar 11 korrekt sind. Interessanterweise hat Driscoll fiir seinen Wett-
bewerbsbeitrag die eigene Software nicht benutzt: Man lese seine auf S. 17 zitierte
Bemerkung zu Problem 10.
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Konvergenzbeschleunigung

Dirk Laurie

Analytische Methoden scheinen in der numerischen und ange-
wandten Mathematik zunehmend beliebter zu werden. Deshalb
diirfte man erwarten (und wir hoffen es in der Tat), dass Extrapo-
lationsverfahren in Zukunft breitere Verwendung finden werden.

Claude Brezinski und Michela Redivo Zaglia (1991)

Die Idee, geeignete Transformationen zur Beschleunigqung der
Konvergenz von Reihen oder zur Summation divergenter Reihen
anzuwenden, ist beinahe so alt wie die Analysis selbst.

Ernst Joachim Weniger (1989)

A.1 Der numerische Gebrauch von Folgen und Reihen

So gut wie jede praktisch bedeutsame numerische Methode kann als Ap-
proximation des Grenzwertes einer Folge

$1,52,83,... (AI)

angesehen werden; zuweilen handelt es sich dabei um die Folge der Teil-
summen

k
S = Z a; (AZ)
i=1

einer unendlichen Reihe. Wir werden hier nur den Fall diskutieren, dass
es sich bei den Folgengliedern um reelle Zahlen handelt (wobei sich das
meiste, was wir zu sagen haben, auf den komplexwertigen Fall tibertrédgt),
und lassen die Frage nach vektorwertigen, matrixwertigen oder funktions-
wertigen Folgen beiseite.

Die Folge (A.1) und die Reihe (A.2) sind zwar theoretisch dquivalent
(indem wir sy = 0 setzen), aber in der Praxis ldsst sich etwas Genauigkeit
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(wenn auch nicht viel — siehe §A.5.3) beim Arbeiten mit Reihen gewinnen.
Dazu miissen wir natiirlich annehmen, dass sich die Terme a; auf volle
Maschinengenauigkeit finden lassen und nicht tiber die Formel a; = s; —
s;_1 berechnet werden miissen.

Ob eine Reihe konvergiert, ist weitgehend irrelevant, wenn wir sie benut-
zen, um thre Summe numerisch zu approximieren.

Konvergenz ist nicht hinreichend

Im Fall konvergenter Folgen, fiir die p= lim(s — sgy1)/(s — sx) existiert,
heifit die Konvergenz linear fiir —1<p <1, sublinear (oder auch logarith-
misch) fiir p = 1 und superlinear fiir p = 0. Es gibt wichtige Reihen, fiir die
p nicht existiert, beispielsweise

1 & s
m :k;lﬂ(k)k ’

wobei { die Riemann’sche Zetafunktion und pu(k) die Mobiusfunktion
(wenn k ein Produkt von n verschiedenen Primzahlen ist, dann ist p(k) =
(—1)"; anderenfalls ist y(k) = 0) bezeichnet. Wir werden iiber diese Reihen
hier jedoch nichts weiter sagen.

Fiir praktische Zwecke benotigt man schnelle Konvergenz, also etwa li-
neare Konvergenz mit p < 1 oder vorzugsweise superlineare Konvergenz.
Eine Reihe wie L

1
Sk = Z ﬁ

n=1
ist ohne Konvergenzbeschleunigung nutzlos, da O(1/¢) Reihenglieder be-
notigt werden, um eine Genauigkeit von € zu erreichen.
Selbst schnelle Konvergenz reicht zuweilen nicht aus. Eine Reihe wie

k n

ist in Gleitkommaarithmetik fiir grofSe negative Werte von x ohne Nutzen,
da der betragsgrofite Term die Summe um Groflenordnungen tbersteigt.
Der Rundungsfehler dieses Terms iiberschwemmt dann die winzige Sum-
me.

Konvergenz ist nicht notwendig

Es gibt wichtige Beispiele divergenter Reihen, die numerisch hochst niitz-
lich sind: asymptotische Reihen (auch asymptotische Entwicklungen ge-
nannt).’ Diese Reihen hingen typischerweise von einer reellen oder kom-
plexen Variablen x ab und besitzen Teilsummen der Form

! Eine Einfiihrung in ihre mathematischen Grundlagen findet sich etwa in [Kno47,
§65], [Erds6, Kap. 1] oder [Olvyy, Kap. 1].
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k
x) =Y ax"
n=0

mit folgenden Eigenschaften:

e Die Potenzreihe )’ ; a,x" hat den Konvergenzradius 0.
Fiir hinreichend kleines x nimmt die GrofSe der a,x" zundchst ab, steigt
nach Erreichen eines kleinsten Werts dann aber wieder an.

e Es gibt eine Funktion f(x), deren formale Potenzreihe mit der betrach-
teten Entwicklung tibereinstimmt.

e Wenn die Reihe alternierend ist, dann ist der Betrag von si(x) — f(x)

Kleiner als der des letzten Terms a;x*.

Falls alle diese Eigenschaften vorliegen, lasst sich aus einer alternierenden
asymptotischen Reihe oft in bequemerer Weise ein guter approximativer
Wert von f(x) mit einer rigorosen Fehlerschranke erhalten als aus einer
konvergenten Reihe: Man bricht nach dem kleinsten Term ab und der Ab-
solutwert dieses Terms ist die Schranke. Die Grofie dieser Schranke nennen
wir die Endgenauigkeit der asymptotischen Reihe.

Selbst wenn die asymptotische Reihe aus monoton fallenden Termen
besteht, kann die durch Abschneiden nach dem kleinsten Term definierte
Approximation fiir praktische Zwecke ausreichend gut sein, allerdings oh-
ne jetzt eine so einfache Fehlerschranke mitzuliefern. Der Leser sei gewarnt,
dass asymptotische Reihen in der Regel (und nicht blof8 in Ausnahmefal-
len) nur in gewissen Sektoren der komplexen Ebene giiltig sind.

Ein bekanntes Beispiel einer asymptotischen Reihe ist die logarithmi-
sche Form der Stirling’schen Formel zur Approximation der Fakultdt (vgl.

[Olv74, §8.4]):

By;

10g(1’l') ~ (T‘l+ )logn—n+log 27'[ +ZW

]

1 1
= (n + 2> logn —n + Elog(Zn)

11 1 1
12n 360n3  1260n>  1680n”

wobei B; die j-te Bernoullizahl bezeichnet. Da die Zahlen B; schneller als
jede Potenz von j wachsen, ist die Reihe fiir alle n divergent. Dennoch
ist sie fiir grofie n sehr niitzlich und bleibt auch dann giiltig, wenn wir
als ersten Schritt der Berechnung von I'(z) die ganze Zahl n durch z + 1
fiir eine komplexe Zahl z (mit Ausnahme der negativen reellen Zahlen)
ersetzen. Unsere Losung von Problem 5 auf eine Genauigkeit von 10000
Ziffern sttitzt sich auf diese Formel, siehe §5.7.

+

+...,
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Algorithmen zur Konvergenzbeschleunigung (oder synonym: Extrapolati-
onsverfahren) helfen, verbesserte Approximationen des Grenzwerts s einer
Folge sy zu gewinnen, falls

e die Folgenglieder relativ genau berechnet werden konnen;
o das Verhalten von sy als Funktion von k ausreichend ,requlir” ist.

A.2 Vermeidung von Extrapolation

Fiir eine wichtige Klasse von Reihen lassen sich Extrapolationsverfahren
vermeiden: Reihen, deren Terme sich (mit oder ohne das alternierende Vor-
zeichen) als analytische Funktion des Summationsindexes schreiben lassen.
In solchen Fillen kénnen wir die Summe nédmlich als Kurvenintegral aus-
driicken. Die Formeln dafiir sind (siehe Theorem 3.7)

[e9)

]:il(—l)kf(k) = %'/Cf(z) cse(mz)dz, Y flk) = %/(;f(z)cot(nz)dz,

k=1
falls

1. der Integrationsweg C von oo nach oo verlduft, dabei in der oberen Halb-
ebene beginnt und die reelle Achse zwischen 0 und 1 kreuzt;

2. f geeignet fiir z — oo abfillt und in derjenigen von C ausgeschnittenen
Komponente der komplexen Ebene analytisch ist, welche die ganzen
Zahlen 1,2, 3, ... enthilt.

Hier gibt es bei der Wahl geeigneter Wege und Parametrisierungen be-
trachtlichen Freiraum fiir technisches Konnen und Einfallsreichtum. Ein
einfaches Beispiel findet sich in §1.7, ein wesentlich raffinierteres in §3.6.2.
Dort findet sich auch eine Diskussion der fiir eine solche Wahl wesentlichen
Aspekte.

Die Methode der Kurvenintegration ist tiblicherweise rechenintensiver
als ein geeignetes Extrapolationsverfahren, besitzt aber den Vorteil, prinzi-
piell jede gewtinschte Genauigkeit liefern zu konnen.

A.3 Ein Beispiel zur Konvergenzbeschleunigung

Hierfiir haben wir einen absoluten Klassiker ausgewahlt:

Algorithmus A.1 ( Verfahren von Archimedes zur Approximation von 7).
Zweck: Berechnung der Zahlen (fiir k = 1,2,...,m)

a = nisin(7rt/ng) < 7w < by = ngtan(7w/nyg), wobei n;, = 3 - 2K,
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Tabelle A.1. Auswertung von Algorithmus A.1 durch Archimedes und einen modernen
Computer.

ko a a by by by
918
13 300000 3.000000000000000 5 346416 3.46410161513775
2 BP0 310576 3105828541230249 1000 321542 3.21539030917347
30133 571
5760 3672
3 5 313244 3.132628613281238 - 3.15973  3.15965994209750
18385 1162}
3168 7344
4 T 313922 3.139350203046867 T 3.14620 3.14608621513143
10092 23341
14
5 63361 3.14090 3.141031950890510 68? 3.14283 3.14271459964537
20174 4673}

tiber die Zwischengrofien

sy = csc(m/ny), tp = cot(7t/ng).

Verfahren:

th=V3 s1=2 mn=6 a =n/s;, b =n/h.

te =Sp_1+ 1, Sk = qlf%‘f—l,

ng=2ng_q, ax=ng/sy, by =ng/t.

Firk=2,3,...,m:

Archimedes erledigte die ganze Rechnung bis m = 5 in Intervallarith-
metik (ihrer Erfindung um mehr als 2000 Jahre vorauseilend), was in der
beriihmten Ungleichung

30 < <3}

gipfelte. In Tabelle A.1 fiihren wir die tatsdchlich von Archimedes berech-
neten unteren Schranken g, fiir a; und oberen Schranken by fiir by auf.
Weiter geben wir ihre auf 6 signifikante Ziffern geeignet auf- oder abge-
rundete Dezimaldarstellung an, sowie die auf 15 Ziffern gerundeten Ma-
schinenzahlen 4 und by, die man bei der Ausfiihrung des Algorithmus in
doppelt-genauer IEEE-Arithmetik erhalt.

Man konnte nun denken, dass die auf 15 Ziffern angegebenen Appro-
ximationen nicht viel besser sind als die rationalen Schranken: Eine Fehler-
schranke von bs — 45 = 0.00168 statt by — a; = 0.00193 scheint ein armse-
liger Gewinn fiir die doppelt-genaue Rechnung zu sein. Die zuséatzlichen
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Tabelle A.2. Beschleunigung der Folge der unteren Schranken aus Algorithmus A.1.

k i, iy ay’ iy

1 3.14110472164033 3.14159245389765 3.14159265357789 3.14159265358979
2 3.14156197063157 3.14159265045789 3.14159265358975

3 3.14159073296874 3.14159265354081

4 3.14159253350506

Tabelle A.3. Beschleunigung der Folge der oberen Schranken aus Algorithmus A.1.

k E]/( E]/(/ E}/{// E}/{///

1 3.13248654051871 3.14165626057574 3.14159254298228 3.14159265363782
2 3.14108315307218 3.14159353856967 3.14159265320557

3 3.14156163947608 3.14159266703939

4 3.14159072781668

Ziffern in den Werten von a; und by kénnen jedoch nutzbringend verwertet
werden. Da wir wissen, dass sin(7rx)/x eine Taylorentwicklung der Form

co+crx® +opxt 4
besitzt, schlieen wir fir a; auf eine Reihe der Form
do+did™  +dpa 2 ... (A.3)

Damit besitzt die Folge a} = ay + (ax41 — ax)/(4' — 1) eine Reihe, die mit
der Ordnung 4~ beginnt; die Folge a] = a}, + (a},; — a})/(4* — 1) eine
Reihe, die bei 43k beginnt; usw.

Diese Werte finden sich in Tabelle A.2. Es fillt sofort auf, dass die Zahlen
in jeder Spalte auf mehr Ziffern tibereinstimmen als in der voranstehenden
Spalte. Das Schlussresultat 4" ist zufélligerweise in allen angegebenen 15
Ziffern korrekt — aber nattirlich wird von uns nicht erwartet, das zu wissen.
Indem wir uns jedoch die erste Zeile ndher ansehen, konnen wir, gestiitzt
auf unser Wissen und unsere Erfahrung mit diesem Extrapolationsalgo-
rithmus, behaupten, dass der Grenzwert der urspriinglichen Folge auf 12
Ziffern gerundet 3.14159265359 ist. Und wir sind davon iiberzeugt, dass
a}"" vermutlich sogar auf 14 Ziffern korrekt ist (im Bewusstsein, dass unse-
re Maschine mit etwas weniger als 16 Ziffern arbeitet,? sind wir uns der 15.
Ziffer nicht restlos sicher).

2 logy 2 ~ 15.95.
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Ebenso enthilt die Taylorentwicklung von tan(7x)/x blo gerade Po-
tenzen von x, so dass sich auch b, durch eine Reihe der Form (A.3) aus-
driicken lasst. Eine Anwendung des Extrapolationsverfahrens auf die Fol-
ge by liefert die Werte in Tabelle A.3. Die Verbesserung der Konvergenzge-
schwindigkeit ist weniger spektakuldr. Nur ein Optimist wiirde mehr als
neun Ziffern aufgrund dieser Evidenz behaupten wollen. Im Nachhinein
konnen wir das unterschiedliche Verhalten wie folgt erkldren: Die Koeffi-
zienten der Taylorentwicklung von tan(7tx)/x fallen nicht exponentiell ab,
da tan im Gegensatz zu sin keine ganze Funktion ist.

Der typische Teilnehmer des Wettbewerbs3 ware hiermit gliicklich, aber
der spitzfindige Mathematiker ist nicht befriedigt. Wie konne man einer
Zahl vertrauen, von der man noch nicht einmal wisse, ob sie grofSer oder
kleiner als die gewiinschte Grofie sei?

Wir wollen es ganz deutlich sagen: Die Kunst, mit Gewissheit die Kor-
rektheit einer berechneten Zahl auf eine gewisse Genauigkeit zu behaup-
ten, ohne diese Behauptung auch beweisen zu kénnen, und dabei trotzdem
Recht zu haben, ist keine Mathematik. Aber sie ist eine Wissenschaft. Wie
Richard Feynman sagte:

Von unserem Standpunkt aus ist die Mathematik keine Wissen-
schaft, jedenfalls keine Naturwissenschaft. Die Priifung ihrer Stich-
haltigkeit geschieht nicht im Experiment.# [FLS63, S. 3-1]

Wissenschaftliches Rechnen ist eine Wissenschaft im Feynman’schen
Sinn. Die Priifung der Stichhaltigkeit erfolgt hier durch Experimente: Nach-
dem wir die Theorie aufgestellt haben, dass 3.14159265359 den gesuchten
Grenzwert auf eine Genauigkeit von zwolf Ziffern approximiert, kénnen
wir diese Theorie durch Berechnung von a4 und einer weiteren Diagonale
extrapolierter Werte tiberpriifen, eventuell unter Verwendung einer hohe-
ren Genauigkeit der Arithmetik, und indem wir die Rechnungen auf einem
anderen Typ von Computer wiederholen.

Mehr als jeder andere Zweig der numerischen Mathematik ist Konvergenz-
beschleunigung eine experimentelle Wissenschaft. Der Forscher wendet
den Algorithmus zuniichst an und betrachtet dann die Ergebnisse, um
ihren Wert zu beurteilen.

A.4 Eine Auswahl von Extrapolationsverfahren

Genau genommen liegt der einzige Unterschied zwischen Interpolation
und Extrapolation darin, ob der Punkt, an dem wir eine Funktion auswer-

3 Natiirlich kann ich nur fiir Einen sprechen.
4 Es handelt sich um den klassischen Kant’schen Gegensatz zwischen dem Apriori
und dem Aposteriori, zwischen ,reiner Vernunft” und , Verstand”.
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ten wollen, innerhalb oder auflerhalb der konvexen Hiille derjenigen Punk-
te liegt, fiir welche die Funktion bekannt ist. In Theorie und Praxis ist der
Unterschied aber gewaltig, wenn die Extrapolation wie hier zur Approxi-
mation eines Grenzwertes benutzt wird. Beim Interpolieren betrachtet man
typischerweise denjenigen Grenziibergang, bei welchem die Schrittweite /
zwischen den Stiitzstellen gegen Null geht und dabei fiir abnehmendes h
das Verhalten der zu interpolierenden Funktion zunehmend polynoméahn-
licher wird. Beim Extrapolieren hingegen werden im Grenzprozess immer
mehr Terme zu berticksichtigen sein. Jedoch stellt sich hier nicht die Frage,
ob das Verhalten der Teilsummen s, als Funktion von # polynomé&hnlicher
wird: Nur wenige Funktionen auf [0,00) verhalten sich asymptotisch wie
Polynome aufler diesen selbst.

Die Ubersicht, die wir hier geben wollen, kann unmoglich umfassend
sein. Ich stelle in einem vereinheitlichten Rahmen meine personlichen Fa-
voriten unter den Methoden zur Konvergenzbeschleunigung vor. Etliche
von ihnen schitze ich, weil sie so oft funktionieren; andere sind niitzliche
Zwischenschritte auf dem Weg zum Verstdndnis raffinierterer Methoden.
Der Schwerpunkt liegt auf rechentechnischen Aspekten und nicht auf der
Theorie.

Leser mit einem Interesse an einer vollstindigeren Darstellung sollten
die exzellente Monographie [BZ91] von Brezinski und Redivo-Zaglia stu-
dieren: Sie geht viel stdrker ins Detail, als wir es konnen, gibt eine Uber-
sicht {iber alle verfiigbaren Resultate aus der Theorie der Konvergenzbe-
schleunigung von Folgen, stellt etliche weitere Methoden vor und enthalt
fur alle Methoden Computerprogramme (auf einer Diskette). Andere Mo-
nographien, die jeweils ihre eigenen Stdarken haben, sind die von Wimp
[Wim81] und Sidi [Sido3]. Die historische Entwicklung dieses Gebiets wur-
de sehr kenntnisreich von Brezinski [Breoo] zusammengefasst. Die Arbeit
von Weniger [Wen89] verfolgt dhnliche Ziele wie wir hier, ist jedoch viel
umfassender.

Die meisten Extrapolationsverfahren entstehen in natiirlicher Weise aus
der Betrachtung von Folgen, ihrer Formulierung als Transformation von
Reihen wurde nur wenig Beachtung geschenkt.

Wir vereinbaren die folgende Notation fiir alle Methoden:

e 5, , bezeichnet den extrapolierten Wert, der von den Elementen
SksSk+1,- - - »Sk+n der Folge abhdngt. Insbesondere gilt s g = s.

e X bezeichnet einen generischen Extrapolationsoperator, der die
Folge s, auf eine Folge X(s;) abbildet.

Wenn Bedarf besteht, die Elemente s; ,, zweidimensional darzustellen,> for-
men wir folgende Matrix, das Extrapolationstableau:

5 Unserer Notation sk, entspricht TF in [Breoo]. Es gibt keine allgemeine Uber-
einkunft dartiber, wie die extrapolierten Werte dargestellt werden sollten. Einige
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51,0 S11 S12---51n-2S1,n-1
520 521 S22 ---52n-2

Sp—1,0 Sn—1,1
51,0

Gelegentlich kann es eine Zeilennummer 0 geben, falls wir uns etwa ent-
scheiden, das Element sy = 0 als sinnvollen Vertreter der betrachteten Fol-
ge anzusehen. Dass dies nicht immer der Fall ist, zeigt das Beispiel von
Archimedes: Wir hitten die Folge ein Glied eher beginnen kénnen (Archi-
medes hat das nicht getan), mit dem halben Umfang eines Dreiecks, was
auf sy = 3v/3/2 und nicht auf sp = 0 gefiihrt hitte.

Die Erzeugung des gesamten dreiecksformigen Tableaus S birgt den
Vorteil, dass wir auf diese Weise mehr Einsicht in die Genauigkeit und
Zuverlassigkeit der Extrapolation gewinnen, als es aufgrund einer einzigen
Zahl oder selbst einer Folge von Zahlen moglich wire. Wir greifen diesen
Punkt in §A.5.4 wieder auf.

Alle sinnvollen Extrapolationsverfahren sind quasilinear. Das bedeutet,
dass sie der Beziehung X (Asy +6) = AX(si) + ¢ fiir skalare Konstanten A
und J gentigen. Die meisten (aber nicht alle) Verfahren stiitzen sich auf ein
Modell der Form

m
sk =5+ ) Cirj + 1k (Ag)
j=1
wobei wir uns die Hilfsgrofien so angeordnet denken, dass jede Spalte
¢r,j+1 flir wachsendes k schneller gegen Null konvergiert als ihr Vorgin-
ger ¢ ;. Auflerdem hofft man, dass das Restglied 7, schneller als ¢y ,, ge-
gen Null geht. Ublicherweise (aber nicht immer) werden die Elemente der
Matrix @ = (¢ ;) durch einen Ausdruck der Form

Prj = ¢j(k) (A.5)

mit gewissen einfachen Funktionen ¢; gegeben.

Man kann Extrapolationsverfahren als linear und nichtlinear klassifi-
zieren; im letzteren Fall ist es nititzlich, weiter zwischen semilinearen und
hochgradig nichtlinearen Methoden zu unterscheiden.

Lineare Extrapolationsverfahren

Diese Methoden erfiillen fiir konstante Skalare A und y die Beziehung

Autoren packen sie in eine untere Dreiecksmatrix, so dass unsere Zeilen entlang
ihrer Diagonalen verlaufen. Andere betonen die Symmetrie einer Formel, indem
sie eine dreiecksformige Anordnung wahlen, in der die Elemente jeder neuen
Spalte auf Hohe der Zwischenrdume der vorangehenden Spalte gesetzt werden.
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X(Asg + pty) = AX(s) + uX(ty). (A.6)

Typischerweise liegt ihnen ein Modell der Form (A.4) zugrunde, bei dem
die Matrix ® vorab bekannt und unabhingig von den Folgengliedern ist,
wenngleich bereits bestehende Information iiber die Folge die Wahl des
Modells beeinflussen wird.

Indem wir in den Modellgleichungen fiir s, sxy1,. .., 5k, die Summa-
tionsgrenze auf m = n setzen, das Restglied 7 ignorieren und den unbe-
kannten Grenzwert s durch si ,, ersetzen, erhalten wir die n + 1 Gleichun-
gen

n
Si:Sk,n+ZCj4)i,j/ i=kk+1,...,k+n. (A7)
j=1

Die verschiedenen Verfahren unterscheiden sich im zugrundegelegten Mo-
dell und der Art und Weise, in der die Koeffizienten ¢j eliminiert werden,
um s, zu berechnen.

Wir diirfen nur dann erwarten, dass lineare Extrapolationsverfahren funk-
tionieren, wenn wir betrichtliches Vorwissen iiber das Verhalten der Folge
ausnutzen konnen.

Mit anderen Worten: Das Modell muss die Folge recht genau beschreiben
oder das Extrapolationsverfahren wird nichts bringen.

Semilineare Extrapolationsverfahren

Diesen Verfahren liegt typischerweise ein Modell der Form (A.4) zugrun-
de, fiir das die Matrixelemente die Gestalt ¢ ; = axpfy,; besitzen, wobei der
Koeffizient a; von den Folgengliedern abhédngen darf. Das entstehende li-
neare Gleichungssystem wird dann durch einen zu (A.7) dhnlichen Prozess
gelost. Insbesondere stehen fiir alle Paare (k,I) mit k + [ < n extrapolierte
Werte zur Verfiigung.

Semilineare Methoden konnen auch dann dufSerst effektiv sein, wenn
keine Kenntnisse {iber das asymptotische Verhalten der Folge vorliegen.

Hochgradig nichtlineare Extrapolationsverfahren

Diesen Verfahren kann ein Modell der Form (A.4) und (A.5) zugrundelie-
gen, fiir das die Funktionen ¢; von unbekannten Parametern so abhéngen,
dass nichtlineare Gleichungen entstehen. Oder aber es gibt kein explizites
Modell und sie wurden mit einer heuristischen Argumentation aus ande-
ren Methoden entwickelt. Extrapolierte Werte sy ; stehen hier meist nur fiir
einige Paare (k, 1) zur Verfiigung.
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A.4.1 Lineare Extrapolationsverfahren

Nach Auswahl der Hilfsfunktionen ¢; in (A.5) kdnnte man fiir jedes Paar
(k,n) einfach die Gleichungen (A.7) mit roher Gewalt losen — sie sind
schlieBlich linear. Man wiirde so O(n%) Operationen benotigen, um samtli-
che Elemente sy ;, k + [ < n zu berechnen. Es geht aber viel besser.

Da es wiinschenswert ist, dass alle Sk,j zur Verfiigung stehen, sollten
lineare Extrapolationsverfahren auf die Form

Skj = Sk+1,j-1 + frj(Ske1,-1 = Skj-1) (A.8)

gebracht werden, wobei die Multiplikatoren f ; von der betrachteten Folge
sk unabhéngig sind. Das geometrische Bild ist also

( Skj—1 Sk,j) . ( —fr,j —1> _o.
Sk+1,j-1 1+ fij

In den meisten Fillen lassen sich die Multiplikatoren einfacher interpretie-
ren, wenn das Modell in der Form

rkj

Sk,' — Sk-‘rl,‘—l + 7(Sk+1"_1 — Sk,‘_l) (A9)
j ] 1 ] ]

geschrieben wird. Es ist offensichtlich, dass mit vollig frei gewéahlten Multi-
plikatoren f; ; jedes Extrapolationstableau S, das sy 1,1 7 sy,j—1 erfiillt, er-
zeugt werden kann. Das wiirde die Eigenschaft der Selbstvalidierung eines
Extrapolationstableaus zunichte machen. Daher betrachtet man gewohnlich
nur solche Modelle, die nicht mehr als 7 freie Parameter besitzen, falls n + 1
Terme der Folge zur Verfiigung stehen.

Oft ist es moglich, eine einfache Formel fiir die Konstanten f; ; anzu-
geben, so dass der gesamte Extrapolationsprozess nicht mehr als O(n?)
Operationen benétigt. Das ist optimal, da das dreiecksférmige Extrapolati-
onstableau O(n?) Elemente besitzt. Im allgemeinen ist eine solch niedrige
Komplexitit nicht erreichbar, aber es gibt einen kunstvollen Weg, den soge-
nannten E-Algorithmus, um die Gauf$’sche Elimination so zu organisieren,
dass sich die Ordnung der Operationsanzahl von O(n°) auf O(n3) redu-
ziert. Er ldsst sich in wenigen Satzen skizzieren. Man denke sich den ersten
Schritt in (A.8) als 5.1 = Xs.o; das bedeutet, die erste Spalte von S ergibt
sich durch Anwendung des Extrapolationsoperators X auf die nullte Spal-
te. Die Konstanten f.o werden nun anhand der Eigenschaft X(¢.1) = 0
bestimmt. Daraufhin werden die Spalten ¢.; durch X(¢.;), j = 2,3,...,n,
ersetzt. Mit anderen Worten: Wir wenden genau diejenige Extrapolations-
formel auf jede Spalte der Matrix ® an, die wir auf die Folge sy angewen-
det haben. Dann fahren wir fort, indem wir die neue Spalte der extrapo-
lierten Werte statt s; benutzen und die modifizierte Matrix & anstelle der
urspriinglichen, usw.
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Wenn sich das Modell eignet, sollte jede Spalte s,;, k = 1,2,3,...,
des Tableaus S schneller als die vorangehende konvergieren. Die Zeilen
Sk,jis j=0,1,2,..., sollten in diesem Fall sogar noch schneller konvergieren.
Dieses Verhalten, dass die Zeilen schneller als die Spalten konvergieren,
sollte augenfillig sein; seine Abwesenheit zeigt ein schlechtes Modell an.

Euler’sche Transformation

Die Euler’sche Methode ist ein seltenes Beispiel einer echten Reihentrans-
formation. Die Herleitung dieses Ahnen aller Extrapolationsverfahren ist
typisch Euler. Es sei I die Identitdt (Iay = a;) und A der Vorwartsdif-
ferenzenoperator (Aay = ap.1 — ai) auf einer Folge. Wir bemerken, dass
(I + A)ay = ap,q. Wir setzen by = a;/r*~! mit einem festen  # 1. Dann
gilt

Yo=Y Fbe =Y (r(I1+4)
k=1 k=0 k=0
o 1, 1 _ A\
=({I—-r(I+A)) bl_l—i’ I 11— by
1 &/ A Y 1 &/ r \V
= = ]
1—r];)(1—r) by 1—rj§3(1—r>Abl'

Wir erhalten nun das zweidimensionale Tableau nicht dadurch, dass wir
mit dem ersten Glied der Reihe anfangen, sondern indem wir die Transfor-
mation blofs auf den Rest einer Teilsumme anwenden. Nach Abschneiden
der Summen erhalten wir

k Ak o=l r \J .
Skn = Zai—i- =7 Z(:) (1 — > Nbgq. (A.10)
]:

i=1 r

Eine leichte Rechnung zeigt, dass wir diese Werte spaltenweise durch
die Rekursion

r
Skj+1 = Ska1j + 7 (Skr1j — S) (A.11)

erhalten konnen. Also kann die Euler’sche Transformation als einfachst-
moglicher Fall von (A.8) aufgefasst werden: Die Multiplikatoren fi; sind
konstant.

Auch wenn wir dieser Herleitung kein explizites Modell zugrundege-
legt haben, so wird es durch die Form der Gleichung (A.10) offengelegt:
Falls by ein Polynom vom Hochstgrad m — 1 in k ist, so ist sy, konstant in
n fiir n > m. Mit anderen Worten, das Modell ist



Tabelle A.4. Anwendung der Euler’schen Transformation auf } 32 1(—1)

A.4 Eine Auswahl von Extrapolationsverfahren

k*lkfll

Sk

S0,k

tr

O 0 NI O O s LN -

—_
o

1.000000000000000
0.500000000000000
0.833333333333333
0.583333333333333
0.783333333333333
0.616666666666667
0.759523809523809
0.634523809523809
0.745634920634921
0.645634920634921

0.500000000000000
0.625000000000000
0.666666666666667
0.682291666666667
0.688541666666667
0.691145833333333
0.692261904761905
0.692750186011905
0.692967199900793
0.693064856150793

1.000000000000000
0.750000000000000
0.708333333333333
0.697916666666667
0.694791666666667
0.693750000000000
0.693377976190476
0.693238467261905
0.693184213789682
0.693162512400794
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ap = r*(co + cik 4+ cok® + - - - 4 ¢k 7).
Offensichtlich besitzt a; diese Form fiir
se =5+ (co+ ek +ck® + -+ cp1k™L).

Auch wenn solche Folgen zweifellos auftreten, so sind sie nicht typisch.
Meistens konvergiert die erste Spalte s ; in jenen Féllen, in denen wir den
richtigen Wert von r kennen, zwar wesentlich schneller als s, aber die erste
Zeile s, die ja eigentlich richtig schnell konvergieren sollte, zeigt besten-
falls eine geometrische Konvergenz mit der Rate r/(1 —r).

Ublicherweise wird die Euler’sche Transformation mit = —1 auf alter-
nierende Reihen angewendet, die sublinear konvergieren. Sie ist in diesem
Fall recht effizient, nicht etwa weil das Modell geeignet wire (das ist es
selten), sondern wegen r/(1 —r) = —1/2, was keine allzuschlechte Kon-
vergenzrate ist. So wird beispielsweise die Konvergenz der Reihe

(-1 1k = log 2 = 0.693147180559945

e

k=1

durch die Euler’sche Transformation einigermafien gut beschleunigt, ob-
wohl die hoheren Differenzen Afb; keinesfalls schneller gegen Null kon-
vergieren als a. (Es ist eine nette kleine Ubungsaufgabe, fiir diese Reihe zu
beweisen, dass A*b; = a5, gilt.)

Tabelle A.4 zeigt,® dass sg; wie erwartet ungefdhr geometrisch mit der
Rate % konvergiert: Nach 10 Schritten haben wir drei Ziffern und es ist

6 Hier und im Rest des Anhangs tabellieren wir, um Vergleiche zu vereinfachen,
die Zeilen eines Extrapolationstableaus oft auch in Form von Spalten.
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2710 ~ 0.001. Es ist zwar verlockend, dieses Verhalten durch eine weitere
Anwendung der Euler’schen Transformation mit » = 1/2 auszunutzen,
aber dann taugt nur noch die erste Spalte. Die Elemente dieser Spalte finden
sich in Tabelle A.4 unter der Bezeichnung t;: nur eine weitere Ziffer, nicht
der Miihe wert. (Der Leser moge einmal raten, wie die erste Zeile aussihe,
wenn man bis zum bitteren Ende des neuen Tableaus ginge. Und es dann
ausprobieren. Sollte man das Ergebnis nicht erwartet haben?)

Wir haben der Euler’schen Transformation eine ganze Menge Aufmerk-
samkeit geschenkt, nur um zu merken, dass sie nicht besonders effektiv ist.
Aber jetzt konnen wir auf den Schultern eines Riesen stehen.

Modifiziertes Euler’sches Extrapolationsverfahren

Eine naheliegende Verallgemeinerung von (A.11) setzt r in jeder Spalte auf
einen anderen Wert:

.
j
Skj+1 = Skt1,j + 7 (Skt1j — Sk)- (A.12)
j

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass diese Formel sy ,, = s liefert, falls

n
Sk=5+) c]-r;-‘. (A.13)
=1

Sie kann daher verwendet werden, wenn die Reihe sich gut durch eine
Summe geometrischer Folgen mit bekannten Abfallraten approximieren
lasst. Mehrfache Werte von r; haben den gleichen Effekt wie im Fall der
gewohnlichen Euler’schen Transformation (der Vorfaktor von r; wird ein
Polynom entsprechenden Grades in k).

Richardson-Extrapolation

Die Richardson-Extrapolation eignet sich fiir diejenigen Folgen, die sich
wie Polynome in einer gegebenen Folge hy verhalten.
In ihren urspriinglichen Anwendungen ist das Modell von der Form
(A.4) und (A.5) mit
¢i(k) =hY, (A.14)

wobei die Grofien hy fiir Schrittweiten von Finite-Differenzen-Methoden
stehen und die Exponenten p; durch eine auf Taylorentwicklungen gestiitz-
te Analyse vorab in Erfahrung gebracht werden. In voller Allgemeinheit be-
notigen wir den E-Algorithmus, aber in den zwei gebrdauchlichsten Fallen
lassen sich die Parameter ry ; in (A.9) einfacher ermitteln.
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Tabelle A.5. Anwendung der Romberg-Integration auf fol log(x~1)dx = 1 unter der
Annahme einer Entwicklung in geraden Potenzen.

-1
hk

Sk

50,k

16
32
64

0.942272533258662
0.971121185130247
0.985559581182433
0.992779726126725
0.996389859013850
0.998194929253506

0.942272533258662
0.973044428588352
0.986736072861005
0.993394043936872
0.996700250685739
0.998350528242663

1. Wenn sich die Schrittweiten in geometrischer Progression befinden, also
i1/ = r (tiblicherweise r = 1/2) gilt, dann setzen wir ry ; = rPi.

2. Wenn die Exponenten konstante Vielfache von 1,2, 3, ... sind, also pj =
cj ftir ein festes ¢, dann setzen wir 7y ; = (hgy1/hi)S

Man erkennt, dass der Fall 1 dquivalent zum modifizierten Euler’schen
Extrapolationsverfahren ist, wiahrend der Fall 2 auf eine Anwendung des
Interpolationsschemas von Neville und Aitken hinausladuft.

Wir haben bereits in §A.3 eine spektakuldre Anwendung der Richard-
son-Extrapolation gesehen, so dass wir kein weiteres Beispiel eines Erfolgs-
falls benotigen. Stattdessen zeigen wir, was bei unsachgeméfier Verwen-
dung passieren kann.

Richardson-Extrapolation ist der Motor hinter der Romberg-Integration.
Hier wird die Folge s; aus der Anwendung der Trapez- oder Mittelpunkts-
regel zu jeweils halbierter Schrittweite erzeugt, also etwa durch die Mittel-
punktssumme

2k
/Olf(x)dx R~ S :hgf((j— Dh) mith = 27k,
j=

Fiir glatte Funktionen findet das gleiche Modell einer Entwicklung in ge-
raden Potenzen von i Anwendung wie im Fall der Berechnung von 7.
Tabelle A.5 zeigt jedoch, was fiir das Integral

1
/ log(x V)dx =1
Jo

geschieht: Die erste Zeile des Extrapolationstableaus konvergiert nicht bes-
ser als die erste Spalte, ein deutliches Zeichen dafiir, dass das Modell un-
sachgemaf ist.



300

Tabelle A.6. Anwendung der Romberg-Integration auf fol log(x~1)dx = 1 unter der

A Konvergenzbeschleunigung

Annahme einer Entwicklung in den Potenzen 1,2,4,6, . ...

-1
hk

Sk,1

50,k

2

16
32
64

0.994914691495074
0.998706050625142
0.999674995582249
0.999918652198826
0.999979656975437
0.999994913863731

0.994914691495074
0.999969837001832
0.999999853250138
0.999999999613708
0.999999999999550
0.999999999999999

Eine sorgfiltige Analyse der Fehlerentwicklung legt offen, welche Po-
tenzen von h durch die logarithmische Singularitdt ins Spiel kommen; aber
auch eine numerische Diagnose ist recht einfach, siehe §A.5.2. Da sich die
Schrittweiten in geometrischer Progression befinden, kénnen wir die p; so
wabhlen, dass sie genau diese Potenzen herausstanzen: Nehmen wir fiir die
p; die Folge {1,2,4,6, ...}, so erhalten wir die Ergebnisse in der Tabelle A.6.
Wir bemerken, dass sy ; jetzt zwar sehr viel schneller als zuvor konvergiert,
aber das ist nicht der entscheidende Punkt. Die erste Zeile s\, konvergiert
noch viel schneller: Das ist genau, wonach wir suchen, um uns zu verge-
wissern, dass wir das richtige Modell verwenden.

Salzer’sches Extrapolationsverfahren

Die Methode von Salzer [Sal55] eignet sich fiir jene si, die sich gut durch
eine rationale Funktion in k approximieren lassen.

Das Modell ist von der Form (A.4) und (A.5) mit ¢;(k) = (k+ko) 7, wo-
bei ko eine feste vorab gewihlte Zahl ist (oft ko = 0). Dies ist ein Spezialfall
der Richardson-Extrapolation, wenn wir dort i = (k + ko) ! und pj =jin
(A.14) setzen. Also konnen wir die extrapolierten Werte wie im Fall 2 der
Richardson-Extrapolation erhalten.

Es gibt zwei weitere Wege zur Losung dieser Gleichungen. Wir beschrei-
ben hier zunichst nur den Ersten, der Zweite ist Thema des nichsten Ab-
schnitts. Indem wir (A.7) mit (i + ko)" multiplizieren, erhalten wir

n .
(i+ko)"si = (i+ko) s+ ) cj(i+ko)"/, i=kk+1,... k+n
=1

Nehmen wir die n-te Differenz in i = k, so verschwindet alles unter dem
Summenzeichen und es bleibt
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Tabelle A.7. Anwendung des Salzer’schen Extrapolationsverfahrens auf Y5> k2.

B

Sk1

S0,k

O & NI O U & W N -

[
N = O

1.50000000000000
1.58333333333333
1.61111111111111
1.62361111111111
1.63027777777778
1.63424603174603
1.63679705215420
1.63853316326531
1.63976773116654
1.64067682207563
1.64136552730979
1.64189971534398

1.50000000000000
1.62500000000000
1.64351851851852
1.64496527777778
1.64495138888888
1.64493518518521
1.64493394341858
1.64493404116995
1.64493406624713
1.64493406714932
1.64493406688417
1.64493406684468

—_
)

1.64232236961279 1.64493406683127

_ A"((k+ko)"sk)

Skin = A" (k + ko))" (A.15)

tibrig. Diese Formel ist nicht rekursiv (sie kommt Salzers eigener Formu-
lierung in [Sal55] nahe) und die vorangehende Multiplikation jeder Spal-
te s.; mit jeweils einer eigenen Potenz von (k + ko) ist nicht wiinschens-
wert. Trotzdem erlaubt sie uns einen interessanten Blick auf dieses Ex-
trapolationsverfahren: Es handelt sich um ein diskretes Analogon zur n
-fachen Anwendung der Regel von 'Hospital. Nehmen wir an, wir wollten
limy . f(x) berechnen. Ein Mittel dazu besteht in der Verwendung einer
Hilfsfunktion ¢ mit ¢(x) —x—c 0 und der Berechnung von

5 (F(0)/8()
e (1/(x)

dx
Fiir die Reihe s = Y5> 1 k2 = 712/6 = 1.6449340668482 erhalten wir in
doppelt-genauer IEEE-Arithmetik die in Tabelle A.7 aufgefiihrten Ergeb-
nisse. Das Endresultat liefert etwa 11 korrekte Ziffern, was angesichts von
Rundungsfehlern so ziemlich das Beste ist, was wir erwarten durften (siehe

§A.5.3).
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Modifiziertes Salzer’sches Extrapolationsverfahren

Wie alle anderen linearen Verfahren versagt auch die Salzer’sche Extrapola-
tion sang- und klanglos fiir jene Folgen, die nicht dem zugrundeliegenden
Modell entsprechen. Eine einfache Modifikation versucht {iber einen Um-
weg, diesen Mangel zu beseitigen.

Das modifizierte Modell besteht aus (A.4) und (A.5) mit

¢j(k) = (k) (k +ko)'~/

fiir eine gewisse von Null verschiedene Hilfsfunktion (k). Offensicht-
lich erhdlt man die besten Resultate, falls (k) den Fehler s — s, appro-
ximiert. Dieses Modell fillt nicht mehr in den Rahmen der Richardson-
Extrapolation und wir miissen einen anderen Weg zu seiner Berechnung
finden. Nattirlich kann der E-Algorithmus benutzt werden, aber es gibt
eine 6konomischere Alternative.

Indem wir (A.7) durch (i) teilen, erhalten wir

) n—1 .
Si _ Sk,% 4 ch+1(i+ko)_], i=kk+1,..., k+n.
j=0

p(i) (i

Sodann wenden wir nicht wie zuvor einfache Differenzen darauf an, son-
dern dividierte Differenzen. Dabei denken wir uns s; als Funktion einer
Variablen t, die wir in t; = (k + ko) ™! ausgewertet haben. Die dividierten
Differenzen einer Folge von Funktionswerten f; in diesen Abszissen lassen
sich rekursiv durch

8 f = fi
yzfl _ 51171
. teyn — tk '

definieren. Wir erhalten damit

- o ()
"o (5i)

Dies lasst sich 6konomisch durch Aufstellen zweier Tableaus von dividier-
ten Differenzen implementieren, eines fiir den Zahler und ein anderes fiir
den Nenner.”

Fiir Reihen der Form s = Y7 ; ¢(k) lasst sich oft ein gutes ¢ durch
Integration erraten: Wenn ¢ sich als Funktion auf (0, c0) fortsetzen lésst, so
liegt die Wahl

(A.17)

7 Dieses Vorgehen ist tatsdchlich sogar dquivalent zum E-Algorithmus, wenn man
die spezielle Abhéngigkeit der Funktionen ¢; von j ausnutzt.
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Tabelle A.8. Anwendung der Salzer’schen Extrapolation und ihrer Modifikation auf

213021 k73/2_
k sormitp =1 sox mit (k) =k~1/2
2 2.04280209908108  2.55223464247637
3 2.20053703479084  2.60809008399373
4 2.28756605115163  2.61255796998662
5 2.34336074156378  2.61244505799459
6 2.38255729176400 2.61237916796721
7 241169662004271  2.61237468295396
8 2.43423616494222  2.61237522998939
9 2.45220141289729  2.61237534769965
10 2.46686223192588  2.61237535041131
11 2.47905652271137  2.61237534876941
12 2.48936011369519  2.61237534899252
13 2.49818208203943  2.61237534782506

v = [ o dx

nahe. Zur Illustration betrachten wir

(A.18)

s= Y k3% ={(3/2) = 2.61237534868549.
k=1

In Tabelle A.8 finden sich die Ergebnisse der Salzer’schen Extrapolation
und ihrer Modifikation mit der durch Integration ermittelten Wahl ¢ (k) =

k172,
Extrapolation durch Operatorpolynome

Eine weitere Verallgemeinerung der Euler’schen Transformation liefert ei-
ne reichhaltige Familie linearer Extrapolationsverfahren. Dazu driicken wir
(A.11) durch den Shiftoperator E (definiert durch Es; = s;1) wie folgt aus:

(E—rDsk; _ pi(E)sk,

Skit1 = ,
b L—r p1(1)
wobei p1(t) = (f — r). Hieraus schlieBen wir auf
E)s
st = L2E% (A19)

Pn(l)



304 A Konvergenzbeschleunigung

mit dem Polynom p,(t) = (t — r)". Das modifizierte Euler’sche Verfahren
lasst sich ebenfalls auf die Form (A.19) bringen, nur dass jetzt das Polynom
pn(t) = TTi4(t — rj) lautet. Entsprechendes gilt mit einem angepassten
Polynom auch fiir das modifizierte Salzer’sche Verfahren (A.17). Fiir all-
gemeine Polynome p, vom Grad n nennen wir (A.19) Extrapolation durch
Operatorpolynome.

Um zu begreifen, wie wir hier auf Eulers Schultern stehen kénnen, be-
notigen wir die folgenden Konzepte:

Eine Folge a; heifit vollstindig monoton, falls jede der Differenzen
Nay, j=0,1,2,... (also mit j = 0 auch a; selbst) das konstante
Vorzeichen (—1)/ besitzt. Eine Folge a; heifdt vollstindig alternierend,
falls (—1)*a; vollstindig monoton ist.

Vollstandig monotone Folgen haben viele angenehme Eigenschaften, wo-
von die weitaus wichtigste Inhalt eines Satzes von Hausdorff ist:

Eine Nullfolge aj ist genau dann vollstindig monoton, wenn sie mit
einer nichtnegativen Gewichtsfunktion w tiber dem Intervall (0,1)
die Darstellung

1
ak:/ tlw(t)dt, k=1,2,...
0

besitzt.
Zwei Korollare sind:

1. Die Folge a; ist genau dann vollstindig alternierend, wenn sie mit ei-
ner nichtnegativen Gewichtsfunktion w iiber dem Intervall (—1,0) die
Darstellung

-1
a :/ t*tlw(t)ydt, k=1,2,...
0

besitzt.

2. Falls fiir ein 0 < r < 1 der Trdger von w das Intervall [0, 7] ist (bzw. im
alternierenden Fall [—r,0]), dann konvergiert a; geometrisch mit der
Rate r.

In Hinblick auf diese Korollare werden wir im folgenden ein abgeschlosse-
nes Intervall mit den Endpunkten 0 und » auch dann mit [0, r] bezeichnen,
wenn 7 < 0 gilt.

Durch den Hausdorff’schen Satz inspiriert wollen wir annehmen, dass
ay = for t*~1w(t) dt mit einer nichtnegativen Gewichtsfunktion w ist. Dann
gilt

1— tw(t)dt

k T i1 d ™ (
= ' t t:/
St ];/O witydr = [
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Dies erlaubt uns fiir (A.19) die Darstellung
1 /’ (pn(1) — pa(t))ao(t) dt
pn(1) Jo T—t .

Wegen s = limsy = Or wl(? td ! erhalten wir schlielich die Fehlerformel

Skn =

1 tfpu(Hw(t) dt
—y /0 eI (A.20)

die verschiedene Strategien nahelegt:

S _Sk,n =

1. Wenn wir von der Folge a; nicht mehr wissen, als dass sie vollstindig
monoton oder vollstandig alternierend ist, konnen wir den relativen
Fehler des Extrapolationsverfahrens wenigstens grob abschitzen:

S — SO,n
S

 MaXicfos] lpn ()]
h pn(1)

Im Fall des Euler’schen Verfahrens fiir eine alternierende Reihe mit
r = —1 haben wir p,(t) = (t+1)", so dass diese grobe Abschitzung
gerade 27" ist. Vom Standpunkt dieser Schranke aus ist das Tschebys-
cheffpolynom vom Grad n nach Verlagerung auf das Intervall [—1, 0]
optimal und liefert die Fehlerschranke O(A~") mit A =3 +2+/2 = 5.828
[CRZoo]. Das entsprechende Extrapolationsverfahren findet sich als Al-
gorithmus 1 in [CRZoo].8

2. Wenn wir etwas iiber die Gewichtsfunktion w wissen, so konnen wir
das nutzen, um das Polynom zu optimieren. So leiten beispielsweise
Cohen, Rodriguez Villegas und Zagier [CRZoo] (von jetzt an mit CRVZ
abgektirzt) Polynome her, die gut funktionieren, falls w in gewissen
Gebieten der komplexen Ebene, die [0, | enthalten, analytisch ist. Vom
resultierenden Verfahren kann in besonders giinstigen Fillen garantiert
werden, dass es einen Fehler der Ordnung O(A~") mit A = 17.9 liefert.
Die einfachste Familie A, von Polynomen aus dieser Klasse ist durch

d" (sin" 6 cos" 0)
dor

8 Ein gutes Beispiel fiir die Anwendung dieses Verfahrens liefert die Auswertung
des Fourierintegrals (1.11) aus §1.8. Integration zwischen den Nullstellen und
anschliefende Summation liefert eine Reihe mit vollstandig alternierenden Ter-
men. Letzteres ldsst sich leicht aus dem Umstand beweisen, dass die Potenzreihe
(1.5) der Lambert’schen W-Funktion alternierende Koeffizienten besitzt. Also rei-
chen 52 Reihenglieder fiir das Euler’sche Verfahren bzw. 21 = [52/ log, 5.828]
fiir das auf die Tschebyscheffpolynome gestiitzte Verfahren aus, um das Integral
in doppelt-genauer IEEE-Arithmetik beweisbar auf volle Genauigkeit (27%2) zu
approximieren.

Ap(sin®0) = (A.21)
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definiert. Sie gentigen keiner Dreitermrekursion und es scheint, als wia-
re eine Anzahl von O(n%) Operationen notig, um alle Koeffizienten von
Ao, Ay, ..., Ay zu erzeugen. Natiirlich kann man diese vorab berechnen
und abspeichern.

3. Wenn wir annehmen, dass w(t)/(1 —t) eine (2n)-fach stetig differen-
zierbare Funktion ist, dann sind die Legendrepolynome eine vielver-
sprechende Wahl.

4. Wenn w(t) in t = 0 eine Singularitit vom Typ O(tP) besitzt, so emp-
fehlen sich die Jacobipolynome. So kann man beispielsweise fiir Reihen
der Form

2 3

1 r r r
1B = g1 g arp

(A.22)

die Jacobipolynome J(®f~1) verwenden, wobei man ihr Definitionsin-
tervall x € [—1,1] durch die Transformation t = r(x+1)/2 auf t € [0, 7]
verlagert.

5. Flir monotone Reihen mit r = 1 ist diese Methodik bisher nicht beson-
ders erfolgreich. Ein Grund besteht darin, dass der mafigebliche Faktor
max;e (o, [pn(t)|/|pn(1)| wegen 1 € [0,7] nicht kleiner als 1 gemacht
werden kann.

Da sich so viele dieser Moglichkeiten auf Orthogonalpolynome stiitzen,
lohnt es sich, im Detail zu zeigen, wie man sie anwendet. Dazu nehmen
wir an, dass die erforderlichen Orthogonalpolynome (auf das Intervall [0, ]
verlagert) folgender Rekursion gentigen:

po(t) =1;
p1(t) = (t —ao);
Pus1(t) = (t—an)pn(t) = bupp_a1(t), n=12,....

Das Extrapolationsverfahren ist dann durch

k0 = Sk0s

k1 = Sk4+1,0 — A0Sk,0;

§k,n+1 = §k+1,n - an§k,n - bn§k,n—lr n=12,...;
Se. = §k,n
(1)

gegeben.
Ein Beispiel soll hier gentigen. Wir wollen die in (A.22) definierte Reihe
n(B,r) fir r = 0.94 und B = 0.125 auswerten. Wir machen das auf vier
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Tabelle A.9. Anwendung der CRVZ-Methode auf (B, r) mit r = 0.94 und g = 0.125.

CRVZ(-1)

Legendre(—1)

CRVZ(—0.94)

Jacobi(—0.94)

k
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16

8.00000000000000
7.44296296296296
7.40927089580931
7.42291549578755
7.42312861386679
7.42311090693716
7.42311207370828
7.42311117324569
7.42311130057045
7.42311128604961
7.42311128677714
7.42311128692742
7.42311128687268
7.42311128688278
7.42311128688154
7.42311128688161

8.00000000000000
7.44296296296296
7.42063107088989
7.42333978080714
7.42305165138502
7.42311564776528
7.42311055990758
7.42311127821820
7.42311129133954
7.42311128388467
7.42311128731700
7.42311128679323
7.42311128688948
7.42311128688073
7.42311128688153
7.42311128688164

8.00000000000000
7.43159486016629
7.41224315975913
7.42286010429028
7.42312700068607
7.42311289945816
7.42311135754321
7.42311128787958
7.42311128684365
7.42311128688337
7.42311128688239
7.42311128688171
7.42311128688162
7.42311128688161
7.42311128688161
7.42311128688161

8.00000000000000
7.24346076458753
7.41890823284965
7.42300312779417
7.42310843651716
7.42311121107761
7.42311128485659
7.42311128682738
7.42311128688016
7.42311128688157
7.42311128688161
7.42311128688161
7.42311128688161
7.42311128688161
7.42311128688161
7.42311128688161

verschiedene Weisen, wobei die letzten beiden mehr und mehr Informa-
tion nutzen; in Tabelle A.g gibt jede Spalte die transponierte erste Zeile
des entsprechenden Extrapolationstableaus wieder: Erstens, die in (A.21)
definierten Polynome A, von CRVZ iiber dem Intervall (0, —1); zweitens,
die auf [0, —1] verlagerten Legendrepolynome; drittens, die auf [0, —0.94]
verlagerten CRVZ-Polynome; und schliellich die auf [0, —0.94] verlager-
ten Jacobipolynome J(0~0875) Es lasst sich zwischen den ersten beiden
Methoden (abgesehen von der grofieren Bequemlichkeit der Dreitermre-
kursion im Fall der Legendrepolynome) kein Unterschied feststellen. Die
dritte Methode ist jedoch deutlich besser. Nicht aufgefiihrt ist der Fall , Le-
gendre (—0.94)”, der auch eine Verbesserung bringt, wenn auch weniger
ausgepragt als ,CRVZ (—0.94)”. Die letzte Spalte weist ein duferst beein-
druckendes Konvergenzverhalten auf, dem nicht einmal eines der spater
diskutierten nichtlinearen Verfahren das Wasser reichen kann. Dieses Bei-
spiel belegt, welch grofien Vorteil analytische Kenntnisse tiber eine Folge
mit sich bringen.

A.4.2 Semilineare Algorithmen

Diese Verfahrensfamilie geht auf Levin [Levy3] zuriick. Die Algorithmen
sind dabei modifizierte Salzer’sche Extrapolationsverfahren mit den fol-
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genden von der Folge a; abhidngigen Hilfsfunktionen (die Labels riithren
aus Levins eigenen Bezeichnungen her):

(M) k) = a.
U k) = (k+ko)ay.
W) (k) = ag/ (a1 — ap).

Wir bemerken, dass wir im allgemeinen keine Funktion ¢(x) angeben kon-
nen, die fiir alle x definiert wire. Die Implementierung geht genauso, wie
wir sie fiir die modifizierte Salzer’sche Methode beschrieben haben.

Insbesondere der U-Algorithmus ist fiir eine grofie Klasse von Fol-
gen erstaunlich effektiv. Mit dem T-Algorithmus funktioniert auch der
U-Algorithmus, auch wenn er zuweilen einen Term mehr fiir die glei-
che Genauigkeit benotigt. Da wir Rundungsfehler nicht ignorieren diirfen
(siehe §A.5.3), empfiehlt es sich, in den Féllen, in denen beide Algorith-
men funktionieren, den T-Algorithmus zu verwenden. Der Nachteil des
W-Algorithmus besteht darin, dass er stets einen Term mehr als der U-
Algorithmus benétigt, um das Element s ; des Extrapolationstableaus zu
bilden. Zudem lassen sich schwerlich Fille finden, in denen zwar der W-
Algorithmus funktioniert, aber nicht der U-Algorithmus.

Ungliicklicherweise ist es auch sehr schwer, diejenigen Folgen zu cha-
rakterisieren, fiir die einer dieser Algorithmen exakt ist. Ein Grund liegt
gerade darin, dass semilineare Algorithmen nichtlinear sind: So kénnen
wir nicht erwarten, dass sie fiir die Summe zweier Folgen exakt sind, wenn
sie es fiir jede einzelne getrennt sind.

Um die verbliiffende Effektivitit dieser Algorithmen zu verstehen, niitzt
es, an die Analogie zur Integration zu denken: Nach (A.18) ist ¢ eine plau-
sible Wahl der Hilfsfunktion, falls ¥/ = ¢. (Dabei sei ¢(k) = a;.) Jedes
Vielfache von ¢ wird ebensogut funktionieren, so dass die drei Transfor-
mationen folgende kontinuierliche Analoga besitzen:

(1) cp(x) = ¢'(x).
) cp(x) = (x +x0)9’(x).
W) cp(k) = ('(x))*/ 9" (x).

Diese Differentialgleichungen haben folgende Losungen:

(M) ¢(x) = e
u P(x) = (x +x9)°".
(W) Die allgemeine Losung beinhaltet (T) und (U) als Spezialfélle.

Wir erwarten daher, dass der T-Algorithmus fiir s, ~ ¥ effektiv ist und
der U-Algorithmus fiir s; ~ k~/, wihrend es der W-Algorithmus in beiden
Fillen ist. Tatsdchlich ist der U-Algorithmus sogar fiir s; ~ r* nahezu so
effektiv wie der T-Algorithmus, da das Modell des U-Algorithmus als (j +
1)-te Hilfsfunktion die j-te des T-Algorithmus verwendet. In der Praxis
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gentigt es tiblicherweise, grundsitzlich den U-Algorithmus zu verwenden
(ein Beispiel findet sich in Tabelle A.10) und die anderen zu vergessen. In
jedem Fall reagiert der W-Algorithmus anfalliger auf Rundungsfehler.

A.4.3 Hochgradig nichtlineare Methoden

Hochgradig nichtlineare Methoden besitzen die typische Eigenart, dass
nicht fiir alle denkbaren Kombinationen von k und ! eine aus genau den
Folgengliedern sy, gebildete Approximation sy ; zur Verfiigung steht.

Aitken’sche A2-Methode

Obwohl jiinger als die Euler’sche Transformation ist die , Aitken’sche A2-
Methode” sicherlich das bekannteste aller Verfahren zur Konvergenzbe-
schleunigung. Es bildet aus drei Folgengliedern sy, si,1,5¢+2 €ine neue
Zahl, die wir dann im Sinne dieser Abhéngigkeit mit s, bezeichnen. Die
zugrundeliegende Formel erinnert an (A.9g):

Sk2 = Sk+2 + 7 " (Sk+2 = Sk41), (A.23)
wobei 1, = Set2 — Skl (A.24)
Sk+1 — Sk
Die Formel fiir r; ist durch das Modell
k

aj = cr

motiviert, also durch das gleiche Modell wie fiir die erste Spalte der Eu-
ler’schen Transformation, nur dass r diesmal als unbekannt angesehen
wird. Der Name der Methode riihrt von einer anderen Schreibweise fiir
(A.23) her:

ASk 2
Sk2 = Sk42 — (A;;,i) (A.25)

Die Aitken’sche Methode ist Bestandteil zweier anderer Methoden:

1. Wendet man die Aitken’sche Formel auf sg,si,s,...,S, an, so erhilt
man die gleichen Werte fiir s 5, welche die Levin’sche T-Transformation
bei Anwendung auf sq,so,...,s, fiir s abliefert.

2. Die zweite Spalte sy, des Epsilon-Algorithmus (siehe den nédchsten Ab-
schnitt) ist identisch mit der Aitken’schen Methode.

Oft ist es effektiv, die Aitken’sche Methode wiederholt auf die eigenen
Resultate anzuwenden (ein Beispiel findet sich in §1.3). Hierfiir liegt jedoch
kein Modell vor, das uns sagt, fiir welche Folgen dieses Vorgehen exakt ist.
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Der Wynn’sche Epsilon-Algorithmus

Das Modell des Wynn’schen Epsilon-Algorithmus [Wyns6a] ist mit (A.13)
das gleiche wie fiir die modifizierte Euler’sche Methode, nur dass die Ra-
ten 7; jetzt nicht mehr bekannt sind. Mit anderen Worten, der Epsilon-
Algorithmus kann unter Verwendung von 27 + 1 Folgengliedern den ex-
akten Grenzwert liefern, sofern sich die Folge als Summe von n geometri-
schen Folgen schreiben lasst.

Es handelt sich zweifellos um die eleganteste aller Methoden zur Kon-
vergenzbeschleunigung, mit einer fabelhaft einfachen Rekursionsformel:

1

Skj = Sk+1j—2+ —— .
/ / Sk+1,j-1 — Sk,j-1

Sie enthilt keinerlei wesensfremde Parameter. Um die Rekursion zu star-
ten, setzen wir s _; = 0 und wie {iblich s; g = s. Die Indizes verschleiern
allerdings das zugrundeliegende hiibsche geometrische Bild. Wenn wir die
vier beteiligten Eintrdge des Tableaus mit den vier Buchstaben der Him-
melsrichtungen bezeichnen und das Tableau so anordnen, dass jede Spalte
um eine halbe Zeile verschoben wird, dann erhalten wir

Sk,jfl N
Sk+1,j—2 Sk/]' =W E , (N — S)(W — E) =1.
Sk+1,j-1 S

Die extrapolierten Werte finden sich in den Spalten s ; mit einem geraden
Index j. Im Fall, dass die Spalten mit geradem Index konvergieren (was sie
gewohnlich tun), divergieren die Spalten mit einem ungeraden Index gegen
unendlich.

Da also nur jede zweite Spalte eine Rolle spielt, eliminiert eine niitz-
liche alternative Formulierung [Wyn66] die dazwischenliegenden , Hilfs-
spalten”. Wieder erhalten wir ein hiibsches Bild:

Sk,j—2 N
Sk+2,j—4 Sk+1,j—25kj | = [ WCE ],
Sk+2,j—2 S
1 1 1 1
+ +

C_N C-S C-W 'C—E

Die Spalte s. 5, des Epsilon-Algorithmus ist exakt, falls die Folge s — s
einer linearen Differenzengleichung der Ordnung m gentigt, es also Kon-
stanten co, c1, ...,y gibt, so dass

CoSk + C15k+1 + -+ CmSkrm
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fir alle k konstant ist. Der Algorithmus eignet sich also fiir die gleichen
Folgen wie die modifizierte Euler’sche Methode, allerdings mit zwei wich-
tigen Unterschieden: Auf der positiven Seite konnen wir verbuchen, dass
es nicht notig ist, die Faktoren r; in (A.12) tatsdchlich zu kennen, auf der
negativen Seite hingegen, dass dafiir doppelt soviele Folgenglieder beno-
tigt werden. Beispiele fiir die Anwendung des Epsilon-Algorithmus finden
sich in §3.2, §3.3 und §6.3.2.

Der Rho-Algorithmus

Der Rho-Algorithmus [Wyns6b] ist genauso einfach wie der Epsilon-Algo-
rithmus: .
]
S.: =S8 o+ . (A26)
b kL2 Sk+1,j—1 ~ Sk,j—1
Die extrapolierten Werte stehen in den gleichen Spalten wie beim Epsilon-
Algorithmus.
Die Spalten s. 5, des Rho-Algorithmus sind exakt fiir das Modell

sk = p(k)/q(k), (A.27)

wobei p und g Polynome hochstens vom Grad m sind. Er eignet sich daher
fur die gleichen Folgen wie die Salzer’sche Transformation. Die Einfachheit
von (A.26) begriindet sich aus dieser Modellannahme. Zuweilen kann

sk = pxx)/q(xx)

mit einer bekannten Folge x; ein sachgeméfieres Modell sein. Der Rho-
Algorithmus verdndert sich dann zu

X —xk_]-

Skj = Sk+1,j—2 + (A.28)

Sk+1,j—1 — Sk,j—1 '
Ein Beispiel fiir die Anwendung des Rho-Algorithmus findet sich in Tabel-
le A.11.

Der modifizierte Rho-Algorithmus

Wie der Salzer’sche Algorithmus ist auch der Rho-Algorithmus nicht be-
sonders effektiv, wenn die betrachtete Folge nicht dem Modell rationaler
Funktionen entspricht. Er kann aber fiir gewisse andere Funktionen modifi-
ziert werden. Die Idee besteht darin, einen stetigen Ubergang vom Epsilon-
Algorithmus (als Fall § = 0) zum Rho-Algorithmus (als Fall 6 = 1) zu
konstruieren:

14+6(j—-1)

. (A.29)
Sk+1,j—1 — Sk,j—1

Skj = Sk+1,j-2 +
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Wenn sich s; gut durch das Modell s — s &~ k~1/%¢(k) mit einer rationalen
Funktion (k) beschreiben ldsst, kann der modifizierte Rho-Algorithmus
sehr effektiv sein.

Der Theta-Algorithmus

Der Theta-Algorithmus [Brey1] tibernimmt das Rétselraten, wie 6 im mo-
difizierten Rho-Algorithmus gewédhlt werden sollte. Um ihn herzuleiten,
schreiben wir die ersten zwei Schritte von (A.29) in der Form

1
Sk+1,0 = 5k,0
t

Sk2 = Sk+1,0 F —————— (A.30)
Sk+1,1 — Sk

Sk1 =

mit t =1+ 6 und fragen uns dann, ob wir nicht ¢ von k abhingen lassen
konnten? Da das Ziel von Konvergenzbeschleunigung schliefilich darin be-
steht, eine (fast) konstante Folge zu konstruieren, werfen wir jede Vorsicht
tiber Bord und wéhlen t; so, dass in (A.30) si112 = sk gilt, ndmlich

tx tx
Sk 0t ————— =Sk 0t T/
Sk+1,1 — Sk1 Sk+2,1 — Sk+1,1
Dies lésst sich zu A
Sk+1,0
te= ——5
A2Sk,1

umstellen. Der Theta-Algorithmus wird dann auf den weiteren Spalten in
Analogie zum Epsilon- und Rho-Algorithmus fortgefiihrt:

1
Sk2j+1 = Sk+1.2j-1+ 7

Ask,Zj,
ASg11,27 BSk2j+1

Sk2j+2 = Sk+1.2j T Tkz;
Der Theta-Algorithmus ist in dem Sinne duflerst vielseitig, dass er eine
grofie Klasse von Folgen beschleunigen kann, die sich jedoch schwierig
charakterisieren ldsst. Somit erinnert er uns etwas an den Levin’schen W-
Algorithmus. Negativ schldgt zu Buche, dass er bis zu 3n + 1 Folgenglieder
benotigt, um eine Zeile von n beschleunigten Werten zu berechnen. Man
vergleiche dies mit den 2n 41 Gliedern fiir die anderen hier diskutierten
hochgradig nichtlinearen Methoden und den bloff # + 1 Gliedern fiir die
linearen und semilinearen Methoden. Auflerdem ist er wesentlich anfalliger
fiir Rundungsfehlereffekte.
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Tabelle A.10. Anwendung des Levin’schen U-Algorithmus auf die Folge || Ap, || aus Pro-

blem 3.

M

tk = Sny

1k

16
32
64
128
256
512

1.00000000000000
1.18335017655166
1.25253739751680
1.27004630585408
1.27352521545013
1.27411814436915
1.27420913129766
1.27422212003778
1.27422388594855
1.27422411845808

1.00000000000000
1.28951567784715
1.36301342016060
1.26782158984849
1.27445564643953
1.27422101365494
1.27422405834917
1.27422416013221
1.27422415291307
1.27422415282063

A.5 Praktische Gesichtspunkte

A.5.1 Der Gebrauch von Teilfolgen

Eine triviale Moglichkeit zur Beschleunigung einer Folge ist das Bilden ei-
ner Teilfolge t; = s, mit1<ny < np <nz < ---. Diese Technik ist zuweilen
eine niitzliche , Vorkonditionierung” — vor der Anwendung eines subtileren
Verfahrens zur Konvergenzbeschleunigung.

Als Beispiel betrachten wir die Folge sy = | Ak| aus Problem 3, die
durch Berechnung (in Matlab) der Normen der k x k-Hauptuntermatrizen
Ay der unendlichen Matrix A entsteht (siehe §3.1). Das Beste, was wir mit
dem Levin’schen U-Algorithmus erreichen bevor numerische Instabilitdten
(siehe §A.5.3) zu dominieren beginnen, sind etwa sieben korrekte Ziffern
unter Verwendung von 16 Folgengliedern. Mehr Glieder machen die Sache
schlechter, nicht besser.

Betrachten wir nun den Fall, dass wir wiederum 16 Folgenglieder neh-
men, aber spéter starten: t; = s;;1¢. Man konnte glauben, da diese Fol-
genglieder doch dichter am Grenzwert sind, dass sich so ein besserer ex-
trapolierter Wert erzielen liefle. Tatsachlich erreichen wir immer noch etwa
sieben Ziffern, diesmal aber bereits mit zehn Folgengliedern. Numerische
Instabilitdten setzen hier friiher ein. Wenn wir kein Folgenglied jenseits von
s3p verwenden, aber mit einer gréfleren Schrittzahl voranschreiten, schnei-
den wir etwas besser ab. So liefert beispielsweise die Schrittzahl zwei, also
das Arbeiten mit der Folge sk, neun korrekte Ziffern. Die Verwendung von
Schrittzahlen 3, 4, usw. liefert keine wesentliche weitere Verbesserung.
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Der eigentliche Vorteil von Teilfolgen wird jedoch erreicht, wenn die
Indexfolge ny stirker als linear anwéchst. Ist beispielsweise s — s = k™!
und wiahlen wir n, = 2k 5o ist s — e = 2-k. Eine sublineare Konver-
genz wurde in eine lineare verwandelt. Genauso lédsst sich lineare Kon-
vergenz in eine quadratische verwandeln. Fiir Problem 3 lassen sich et-
wa 12 Ziffern in doppelt-genauer IEEE-Arithmetik erzielen, indem man
n = 2k=1 k =1,2,...,10 benutzt. Da die Teilfolge bereits linear mit der
Rate r =~ % konvergiert, gibt es nur sehr wenig Verstarkung von Rundungs-
fehlern und es ist prinzipiell moglich, mit dieser Technik in die Nahe der
Maschinengenauigkeit zu gelangen. Die extrapolierten Werte finden sich
fiir dieses Beispiel in Tabelle A.10. Da wir in jedem Extrapolationsschritt
anhaltend eine bis zwei Ziffern hinzugewinnen (kenntlich am , Stehenblei-
ben” der fiihrenden Ziffern) und Rundungsfehler hier ohne Bedeutung
sind, bedarf es keiner grofsen Glaubensanstrengung, den auf 12 Ziffern kor-
rekten Wert s = || A|| = 1.27422415282 zu akzeptieren.

Der Epsilon-Algorithmus liefert bei Anwendung auf die Folge ¢, eben-
falls Wettbewerbsgenauigkeit (10, beinahe 11 Ziffern), siehe Tabelle 3.1.

A.5.2 Wie sich die Natur einer Folge diagnostizieren lisst

Um die Konvergenzrate p abzuschétzen, kann man die Hilfsfolge o =
lim(sgyo — Skr1)/ (Skr1 — sx) bilden, deren Grenzwert (wenn er existiert)
gerade die Zahl p sein muss. Ganz allgemein ist es sehr riskant, sich ei-
ne Meinung iiber das Verhalten einer langsam konvergenten Folge allein
durch Untersuchung einer endlichen Anzahl ihrer Glieder zu bilden. Eine
Ausnahme liegt dann vor, wenn wir wissen, dass p nur einen von endlich
vielen moglichen Werten annehmen kann, und die einzige Ungewissheit
dartiber besteht, welcher Wert es genau ist.
Fiir das Beispiel von Tabelle A.5 erhalten wir fiir p; folgende Werte:

0.500487721799137
0.500065583337346
0.500008367557636
0.500001051510722

Wenn wir wissen, dass die asymptotische Entwicklung des Fehlers eine
negative Zweierpotenz liefert, fallt es leicht, sich fiir p = 1/2 und gegen
1/4 oder 1 zu entscheiden. Wir betonen nochmals, dass diese Art Test von
sehr begrenztem Nutzen ist.

Im Fall divergenter alternierender Reihen miissen sich die Nutzer von
Konvergenzbeschleunigung bewusst sein, dass diese typischerweise einen
,Antigrenzwert” approximieren.? Es gibt Situationen, in denen sich der

9 In der deutschen wie der angelsdchsischen Literatur nennt man die Zahl, die eine
auf divergente Reihen spezialisierte Methode (ein sogenanntes Limitierungsver-
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Antigrenzwert rigoros durch analytische Fortsetzung definieren ldsst: So
ist beispielsweise die rechte Seite des Ausdrucks

1

T+r+r+r 4. =
1—r

fur alle » # 1 erkldrt und definiert den Antigrenzwert der unendlichen
Reihe auf der rechten Seite fiir den divergenten Fall (r < —1 oder r > 1).

Dieses Verhalten kann zwar sehr niitzlich sein (ein Beispiel findet sich
weiter unten), es bedeutet aber nicht, dass sich Divergenz nicht diagnosti-
zieren liefle. So ist mir beispielsweise einmal die Folge

—1.000000000000000
0.732050807568878
—0.630414938191809
0.576771533743575
—0.543599590009618
0.521053669642427
—0.504731494506494
0.492368058352063
—0.482678712072860
0.474880464055156
—0.468468857699484
0.463104220153723
—0.458549452588645
0.454634026719303

von einem Forscher vorgelegt worden, der wissen wollte, ob sie gegen
Null konvergiert. Fiir diese Daten liefert die Euler’sche Transformation
—0.0001244, der Levin’sche T-Algorithmus —3.144 x 10~ der Epsilon-
Algorithmus 1.116 x 107!% und der Theta-Algorithmus —4.737 x 10712,
Aber Null ist nicht der Grenzwert dieser Folge, er ist ein Antigrenzwert;
die Folge divergiert namlich. Denn die Folge |si| konvergiert, jedoch nicht
gegen Null. Die Salzer’sche Transformation liefert hier 0.402759395, der
Levin’sche U-Algorithmus 0.4027594, der Rho-Algorithmus 0.40275 93957
und der Theta-Algorithmus 0.40275 94. Die Evidenz ist tiberwiéltigend, dass
der Grenzwert von Null verschieden ist.

Als Beispiel fiir die Niitzlichkeit von Antigrenzwerten betrachten wir
die Folge s = Zﬁ:o( —1)"n!. Mit 16 Folgengliedern ergibt der Levin’sche

fahren) abliefert, oft einfach nur einen ,,Wert” oder eine ,,Summe”. Diesen wenig
pragnanten Bezeichnungen stellen einige Mathematiker den ideosynkratischen
Begriff des ,anti-limit” entgegen — ein passender Anklang an den Antichristen,
da viele Mathematiker divergente Reihen noch immer als Teufelszeug ansehen,
obwohl es eine ausgereifte und strenge mathematische Theorie zum Umgang mit
ihnen gibt, vgl. [Har49].
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T-Algorithmus 0.59634736, der Epsilon-Algorithmus 0.596 und der Theta-
Algorithmus 0.596347. Tatséichlich ist diese Reihe die asymptotische Ent-
wicklung der Funktion f(z)= [ ¢*"*x~!dx in negativen Potenzen von
z, ausgewertet in z=1. Eine Auswertung des Integrals mit anderen Me-
thoden liefert f(1)=0.596347362323194. Wir sehen also, dass nichtlineare
Methoden zur Konvergenzbeschleunigung einige stark divergente Reihen
summieren konnen, wenn auch nicht auf hohe Genauigkeit. Das geht so-
weit, dass die Eingabe einer Folge von iiber (0,1) gleichverteilten Zufalls-
zahlen in den Epsilon-Algorithmus recht wahrscheinlich ,beschleunigte”
Werte produziert, die sich bei 0.5 hdufen.

Hochgradig nichtlineare Methoden zur Konvergenzbeschleunigung sind
so michtig, dass der Umgang mit ihnen grofSe Sorgfalt erfordert.

Es folgt ein Beispiel zur Warnung. Wir definieren die beiden Folgen
k
Z (0.95)"

te = sp 4 19(0.95)F /.

Da t; — si eine Nullfolge bildet, konvergieren beide Folgen gegen den glei-
chen Grenzwert, namlich log20 = 2.99573227355399. Und tatsdchlich ap-
proximiert die Levin’sche U-Transformation diesen Grenzwert in doppelt-
genauer IEEE-Arithmetik auf eine Endgenauigkeit von fiinf bzw. sieben
Ziffern. Wir bilden jetzt die Folge uy = +/sfy, die offensichtlich immer
noch den gleichen Grenzwert besitzt. Nun besteht aber der Levin’sche Al-
gorithmus bei Verwendung von 30 Gliedern darauf, dass der Grenzwert
2.9589224422146 sei, wobei sich die Eintrdge in der ersten Zeile des Extra-
polationstableaus mit den Nummern 25 bis 30 nur um eine halbe Ziffer in
der letzten Stelle unterscheiden. Der Theta-Algorithmus beharrt hingegen
auf dem Grenzwert 2.958919941, wobei diese Ziffern fiir die Eintrdge der
ersten Zeile mit den Nummern 21, 24 und 27 {ibereinstimmen.

Die Folge uj verhilt sich nicht gutartig genug, als dass Extrapolation
funktionieren konnte. Sie ist weder monoton noch alternierend. Sie fallt von
einem Wert grofler als 4 auf 2.95887231295868, um dann wieder anzuwach-
sen. Beide Algorithmen scheinen uy als asymptotische Folge zu behandeln
und liefern einen unechten Grenzwert, einen Pseudogrenzwert in der Nidhe
der Stelle, an welcher sich #; zundchst am wenigsten dndert. Was uns hier
rettet ist, dass, obwohl beide Algorithmen einen auf zehn Ziffern genauen
Grenzwert abzuliefern scheinen, diese beiden ,Grenzwerte” nur auf sechs
Ziffern tibereinstimmen. Lineare Algorithmen wie der von Salzer kénnen
hingegen keine unechten Grenzwerte liefern.

Wenn maglich, sollte mehr als ein Extrapolationsverfahren eingesetzt wer-
den.
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Fiir lineare Methoden wie die Richardson-Extrapolation kann gewthn-
lich bewiesen werden, dass die beschleunigte Folge zum gleichen Grenz-
wert wie die urspriingliche konvergiert. Fiir nichtlineare Methoden ist hin-
gegen ein solcher Beweis selten verfiigbar, und wenn doch, dann unter
Voraussetzungen, die in der Praxis nicht tiberpriift werden kénnen. Und
wie wir gesehen haben, garantiert eine ,interne” Konsistenz der Eintrdge
des Extrapolationstableaus fiir nichtlineare Methoden rein gar nichts.

In endlich-genauer Arithmetik bedeutet , Konvergenz” noch lange nicht,
dass wir prinzipiell auf volle Genauigkeit an den gewiinschten Grenzwert
herankommen konnen. Sie bedeutet nur, dass wir frither oder spéter (im
Fall eines guten Extrapolationsverfahrens: eher friiher als spater) ein Stadi-
um erreichen, wo das Hinzunehmen weiterer Folgenglieder keine Verbesse-
rung der Approximation mehr liefert. Wie eine asymptotische Reihe besitzt
eine numerisch in ihrer Konvergenz beschleunigte Folge in endlicher Arith-
metik eine gewisse Endgenauigkeit. Im nidchsten Abschnitt diskutieren wir,
welche Faktoren diese Endgenauigkeit beeinflussen.

A.5.3 Kondition und Stabilitat

Obwohl wir uns diese Frage fast bis zum Schluss aufgehoben haben, ist
sie extrem wichtig. In jeder numerischen Rechnung gibt es zwei haupt-
sédchliche Quellen von Fehlern: Abschneidefehler, die dadurch entstehen,
dass nur endlich viele Glieder einer unendlichen Folge berticksichtigt wer-
den konnen; und Rundungsfehler, die dadurch verursacht werden, dass ein
Computer die arithmetischen Operationen nicht exakt ausfiihren kann.

Bei der Konvergenzbeschleunigung starten wir typischerweise mit ei-
ner Folge, fiir welche die Abschneidefehler sehr viel grofier als die Run-
dungsfehler sind. Extrapolation reduziert nun zwar den Abschneidefehler,
das aber zum Preis verstirkter Rundungsfehler. Ublicherweise spielen Run-
dungsfehler jedoch nur dann eine wesentliche Rolle, wenn die urspriingli-
che Folge monoton ist.

Als niitzliches visuelles Hilfsmittel ldsst sich der Absolutwert der Dif-
ferenzen in der extrapolierten Folge s; ; in logarithmischer Skala aufzeich-
nen. Fiir das Beispiel aus Tabelle A.7 findet sich der entsprechende Graph
in Abb. A.1. Dort findet sich auch der Graph einer Schitzung des akkumu-
lierten Rundungsfehlers (wir werden gleich erkldren, wie man diese erhilt).
Es fillt auf, dass die Differenzen zunichst abnehmen, um dann erneut an-
zusteigen und dabei in der Nahe des geschitzten Rundungsfehlers zu blei-
ben.

Als Faustregel konnen wir uns hier merken, dass die numerische Be-
schleunigung der Konvergenz einer monotonen Folge sich fast genauso
verhilt wie eine asymptotische Reihe: Die beste Stelle um abzubrechen be-
findet sich gerade dort, wo die erste Differenz wieder zu wachsen beginnt.
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10°
1072
107
1076
1078
10—10
10—12
10—14
10—16

2 4 6 g8 10 12 14 16 18 20

Abb. A.1. Die V-formige Linie zeigt |s1;1 — s1j| fiir die Anwendung der Salzer’schen
Extrapolation auf die Folge s = Z£:1 n=2 (vgl. Tabelle A.7). Die aufsteigende Linie zeigt
eine Schranke des akkumulierten Rundungsfehlers in |sy ;|. Dieser Graph ist typisch fiir die
Anwendung linearer oder semilinearer Methoden auf monotone Folgen. Die beiden Linien
treffen sich in der Nihe der Spitze des Vs, was uns erlaubt, mit Uberzeugung die Endge-
nauigkeit des Extrapolationsverfahrens anzugeben.

Das ist die Stelle, an der Abschneide- und Rundungsfehler gleich sind und
damit die Endgenauigkeit bestimmen.

Auch fiir die Rundungsfehler selbst gibt es zwei hauptsachliche Quel-
len. Die erste rithrt von den Eingangsdaten her, die ihrerseits durch eine
nicht vollig exakte Prozedur gewonnen wurden, und sei es nur durch Run-
dung der exakten Werte auf Gleitkommazahlen. Die zweite stammt von
den weiteren Gleitkommarechnungen. Gute Implementierungen von Algo-
rithmen zur Konvergenzbeschleunigung sind jedoch riickwértsstabil, was
bedeutet, dass die Numerik keine Fehler verursacht, die wesentlich tiber
das hinausgehen, was bereits eine Stérung der Daten in der Groéflenord-
nung der Maschinengenauigkeit verursachen konnte. Es reicht daher in
der Praxis, nur die Fortpflanzung der Rundungsfehler in den Daten zu be-
trachten.

Man kann sich jeden der betrachteten Algorithmen zur Konvergenzbe-
schleunigung auf die Form

Skj = f(Sk,Sk+1, .. '/Sk+j)

gebracht denken, auch wenn diese Funktion nie explizit ausgeschrieben,
sondern rekursiv aufgebaut wird. Wir definieren die Konditionszahl der

Formel durch
k+j

0
k[fl=) aisl.f(skfsk+1/--~/sk+j) :

i=k
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Grob gesprochen, konnen wir bei Stérung eines jeden s; durch einen Run-
dungsfehler der Grofle p darauf schlielen, dass sy ; von einem Folgefehler
der GroBe px[f] verfalscht wird.

Im Fall linearer Transformationen lassen sich die Konditionszahlen
leicht abschétzen. Dazu bezeichnen wir mit x; ; den Wert von x[f] fiir sy ;.
Offenbar gilt x; o = 1 fiir alle k. Aus (A.8) schlieflen wir, dass

Kij < Kkatjo1 + il (ko1 + Kkjo1)-

Diese Abschatzung ist zwar nur eine Ungleichung, aber sie ist scharf und
in der Praxis neigen Rundungsfehler nicht dazu, sich wechselseitig aufzu-
heben. Die in Abb. A.1 gezeigte Schitzung des akkumulierten Rundungs-
fehlers ist nun durch 2*5317;{,]» gegeben, wobei der Verstarkungsfaktor 7y ;
rekursiv wie folgt definiert wird:

Mo =1,
Mkj = Mkt1,j—1 + | il (Mrsr,j—1 + 1 j—1)-

Wir haben bereits zu Beginn dieses Anhangs bemerkt, dass sich vom
Standpunkt der Genauigkeit nicht viel dadurch gewinnen ldsst, dass man
mit Reihen statt mit Folgen arbeitet. Selbst wenn uns die Reihenglieder
exakt als Maschinenzahlen vorldgen und nur die Teilsummen in Gleitkom-
maarithmetik ausgewertet werden miissten, erhielten wir lediglich 77,1 = 1
anstelle von 7,17 = 1+ |fi1]. Die Rekursion liefe ansonsten wie gewohnt
weiter. Es ldsst sich nun leicht zeigen, dass dies den Verstarkungsfaktor 7 ;
bestenfalls um den Faktor (1 +c) mit ¢ = max{|fx1l, [fer11l -/ [ferj-110}
reduzierte.

Im Fall der modifizierten Salzer’schen Transformation wére es Unfug zu
der Form (A.8) tiberzugehen. Stattdessen geben wir eine direkte Prozedur
zur Berechnung der Verstarkungsfaktoren fiir die Formel (A.16) mit den
dividierten Differenzen an:

Ofi = fi;

W, = Jier1 fe.

fepn — t

R Giis)
Mkn = YT

o (s
Die Berechnung der Verstdarkungsfaktoren 7y ; fiir die Datenfehler in einem
linearen Extrapolationsverfahren wird in der Literatur , mitlaufende” Run-
dungsfehleranalyse genannt, siehe [Higg6, §3.3]. Wir haben sie in §8.2 und
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§10.3.2 erfolgreich im Zusammenhang mit der Richardson-Extrapolation
eingesetzt.

Fiir die semilinearen Transformationen kann man in erster Ndherung
die Abhéngigkeit der Hilfsfolge (k) von den Daten ignorieren. Man geht
dann weiter wie bei der modifizierten Salzer’schen Transformation vor.

Die hochgradig nichtlinearen Verfahren lassen sich nicht so einfach ana-
lysieren. Wir konnen nicht mehr wie im Fall der semilinearen Methoden in
(A.8) die Abhéngigkeit der Multiplikatoren fi ; von den Daten ignorieren.
Denn die Multiplikatoren hdngen jetzt selbst von ersten und sogar zweiten
Differenzen berechneter GrofSen ab. Es wiére daher unverniinftig anzuneh-
men, dass sie hinreichend genau seien, um fiir die Analyse keine Rolle zu
spielen.

Im Fall der hochgradig nichtlinearen Methoden ist weiterer substan-
tieller analytischer Aufwand jedoch nutzlos. Anders als bei den linearen
und semilinearen Methoden neigen die Schranken fiir die Rundungsfeh-
ler hier dazu, viel zu pessimistisch zu sein. Denn sobald Rundungsfehler
eine Rolle zu spielen beginnen, erweisen sich Differenzen jener extrapolier-
ten Werte, die in exakter Arithmetik sehr nahe beieinander liegen sollten
(da sie beide nahe am Grenzwert sind), als gar nicht so klein. Die grofien,
von Rundungsfehlern verfalschten Multiplikatoren, die aus der Division
durch Differenzen vermeintlich nahe beieinander liegender Gréflen entste-
hen konnten, gibt es in der Form gar nicht. Sobald Rundungsfehler und
Abschneidefehler bei hochgradig nichtlinearen Verfahren in etwa von der
gleichen Grofienordnung sind, beobachten wir, dass die extrapolierten Wer-
te nicht zunehmend schlechter werden, sondern in eher zufilliger Weise
um den Grenzwert schwanken. Die Amplitude dieser Schwankung liegt
dabei in der Grofienordnung des akkumulierten Rundungsfehlers.

Ein Beispiel soll das verdeutlichen. Tabelle A.11 zeigt den Rho-Algo-

rithmus in Aktion, angewendet auf die Werte sy = ||Ax| aus Problem 3
(siehe §3.2). Die Differenzen dieser extrapolierten Werte sind in Abb. A.2
dargestellt.

Wir bemerken, dass in beiden Féllen der Algorithmus bei ungefiahr
j = 10 aufhort, weitere korrekte Ziffern zu liefern. Er beginnt jedoch nicht
wie die linearen und semilinearen Algorithmen unvermittelt schlechter zu
werden. Er mahlt vor sich hin, ohne wesentlich besser oder schlechter zu
werden. Zur Warnung sei gesagt, dass die leichte Tendenz der Differenzen,
kleiner zu werden, nicht bedeutet, dass sich noch eine weitere Ziffer an Ge-
nauigkeit gewinnen liefse, sobald die erste Phase der schnellen Konvergenz
vorbei ist. Hier zeigt sich blof3, dass eine hochgradig nichtlineare Methode
Antigrenzwerte auch fiir Zufallsfolgen bildet.

Schliefilich weisen wir darauf hin, dass mathematisch &dquivalente For-
meln numerisch nicht dquivalent zu sein brauchen. Zwei Beispiele sollen
diesen Punkt verdeutlichen. Die Formel (A.8) kann auch als
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Tabelle A.x1. Anwendung des Rho-Algorithmus auf die Folge || Ay, || aus Problem 3.

10°
1072
1074
1076
1078

10—10

ki=j

ki = 5j

O 0 NI O U A WDN .

T Sy
N O Uk N =R O

1.00000000000000
1.32196073923600
1.27123453514403
1.27393314066972
1.27422017029519
1.27421718653107
1.27422358265440
1.27422398509675
1.27422414504466
1.27422416342250
1.27422409923149
1.27422410946623
1.27422412252998
1.27422411949585
1.27422415828802
1.27422413800383
1.27422414441947

1.26121761618336
1.27547538244135
1.27414260105494
1.27422328312872
1.27422410947073
1.27422414923215
1.27422414886405
1.27422415124899
1.27422415281792
1.27422415281284
1.27422415267127
1.27422415266073
1.27422415258201
1.27422415265168
1.27422415267954
1.27422415266834
1.27422415267514

8 10 12 14

16

Abb. A.2. Die obere Linie zeigt |s1 512 — $1,2j] fiir die Anwendung des Rho-Algorithmus
auf die Folge s = || Ax|| aus Problem 3. Die untere Linie zeigt das gleiche fiir die Teilfolge
ssk von s. Der Graph weist das typische Verhalten hochgradig nichtlinearer Methoden bei
der Anwendung auf monotone Folgen auf. Anders als bei den linearen und semilinearen Me-
thoden gibt es hier keine V-Form. Stattdessen schwankt, sobald Rundungsfehler wesentlich

werden, die Grofe der Differenzen um die Endgenauigkeit des Verfahrens.
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sk = (1+ frj)ske1j—1 — fajSkj-1 (A.31)

geschrieben werden. Nehmen wir an, dass si; &~ 1, 5111 — sgj—1 ~ 0.01
und fi; ~ 0.1 sei. Dann ist der Korrekturterm in (A.8) ungeféhr von der
Grofle 0.001, so dass wir uns den Verlust dreier Ziffern in der Berechnung
von fi ; leisten kénnten. Der Korrekturterm in (A.31) ist hingegen ungefahr
0.1, so dass wir hier nur den Verlust einer Ziffer verkraften konnten. Ein
extremeres Beispiel liefert uns die Aitken’sche Formel: Anstelle von (A.23)
und (A.24) bzw. (A.25) konnte man versucht sein, die , elegantere” Formel

2
SkSk+2 — Sk41
Sk — 25k+1 + Sk42

Sk2 =

zu benutzen. Diese Formel ergibt aber einen Wert von sy », der die gleiche
Anzahl korrekter Ziffern besitzt wie der Nenner, also die zweite Differenz
A?sy., was offensichtlich eine ganz stark an Ausléschung leidende Grofe ist.

A.5.4 Abbruchkriterien

Ich will gleich zu Beginn den Leser warnen, dass jeder reine Mathematiker,
dem es vor dem vorangegangen Material ekelte, sich mit Grausen von dem
abwenden wird, was folgt. Tatsdchlich fiihle ich mich selbst damit nicht
ganz wohl.

Wir betrachten die folgende Situation: Die Folge s sei so teuer zu be-
rechnen, dass wir jedes Mal, bevor wir ein weiteres Folgenglied berechnen,
die Entscheidung treffen miissen, ob es nétig und wirklich niitzlich ist, dies
zu tun. Beispielsweise konnte man s nur auf eine Genauigkeit von 10 Zif-
fern benétigen und man wiirde dann aufhoren wollen (den Erfolgsfall ver-
kiindend), wenn diese Genauigkeit bereits erreicht wurde, oder abbrechen
(den Mifierfolg verkiindend), wenn sich kein weiterer Genauigkeitsgewinn
mit dem laufenden Algorithmus in der verwendeten Mantissenlidnge er-
warten liefSe.

Ein Abbruchkriterium ist ein algorithmisches Instrument, das diese Ent-
scheidung automatisiert. Wir geben ein paar Beispiele fiir solche Kriteri-
en, allerdings nicht ohne den deutlichen Hinweis, dass das kompetente
menschliche Urteilsvermogen bei weitem vorzuziehen ist.

Ein plausibles Abbruchkriterium fiir das Beschleunigen einer alternie-
renden Folge ist (fiir jedes der diskutierten Verfahren):

e DPriife, ob [s1,-1 — S1n—2| = [S1,n—2 — S1,,—3]. Wenn ja, dann gebe als
besten extrapolierten Wert s;,_, mit der Fehlerschitzung c[sq,_1 —
s1n—21/(1 —c) aus, wobei ¢ = |[s1,, -1 — s51,4-2|/|S1,n—2 — S1,n—3|- (Das
ist tatsdchlich oft auch dann eine recht gute Fehlerabschitzung, wenn
das Abbruchkriterium noch nicht erfiillt ist.)



A.5 Praktische Gesichtspunkte 323

Fiir die linearen und semilinearen Verfahren ist ein plausibles Abbruchkri-
terium fiir monotone Folgen (unmittelbar nach der Berechnung von s; ;,_1
und 771 ,-1):

e DPriife, ob |11,—1|pt = [s1,n—1| — |S1,n—2|, wobei p den typischen Fehler
bei der Auswertung von sy bezeichnet. Wenn ja, dann gebe als besten
extrapolierten Wert s; ,_1 mit der Fehlerschitzung |11 ,—1|p aus. Wenn
nein, wende den gleichen Test wie fiir alternierende Folgen an.

Fiir die hochgradig nichtlinearen Methoden ist kein besonders befriedi-
gendes Abbruchkriterium bei monotonen Folgen bekannt. Mein Vorschlag
widre, genauso wie fiir alternierende Folgen vorzugehen und die Fehlerab-
schidtzung mit einem Faktor 10 zu multiplizieren.

Fiir das menschliche Auge gibt es eine sehr wertvolle visuelle Hilfe-
stellung: Man drucke eine Tabelle der Anzahl von Ziffern, auf die s ; mit
sk—1, Ubereinstimmt, also die gerundeten Werte von —log |1 — sx_1/s¢/-
Solch kleine ganze Zahlen passen prima in eine Zeile und das Verhalten
des Beschleunigungstableaus wird deutlich.

Hier ist beispielsweise ein derartiger Ausdruck fiir das Beispiel aus Ta-
belle A.8 mit dem modifizierten Salzer’schen Verfahren:

i 2 3 4 5 6 7 7 9 9 10 9 9 9 8 8 7
i 2 4 5 &5 7 7T 8 9 11 9 10 9 8 8 7 6
2 3 4 5 6 8 8 9 10 10 10 9 8 8 7 6

2 3 5 5 7 8 8 10 10 10 9 8 8 7 6

2 3 5 6 7 8 9 10 11 9 8 8 7 6

2 4 5 6 7 8 9 10 9 9 9 T 7

3 4 6 6 8 9 10 9 9 9 8 7T

3 4 6 T 8 9 10 9 10 8 7

3 4 6 T 8 9 10 10 8 7

3 4 6 7 9 10 10 9 8

3 4 7 7 9 10 9 8

3 4 7 7 9 9 9

3 &5 7 7T 9 9

3 5 7 8 9

3 5 7 8

3 5 7

3 b

3

Es wird deutlich, dass die Endgenauigkeit hier bei zehn, vielleicht auch elf
Ziffern liegt. Der Grat, den die Positionen mit der Endgenauigkeit bilden,
zu beiden Seiten von weniger genauen Werten flankiert, ist typisch fiir li-
neare und semilineare Methoden. Der modifizierte Rho-Algorithmus liefert
mit § = 2 fiir die gleiche Folge s; hingegen diese Tabelle:



324

A Konvergenzbeschleunigung
3 5 7 9 11 11 11 11 12
3 5 8 10 10 10 11 12
4 6 8 10 10 11 10 10
4 6 9 10 11 11 11
4 7 9 10 10 10 11
4 7 9 10 10 10
4 7 10 10 10 11
5 7 10 10 10
5 8 10 10 10
5 8 10 10
5 8 10 11
5 8 10
5 8 10
5 8
5 8
5
6

Wir beobachten ein fiir hochgradig nichtlineare Methoden typisches Pla-
teau von Positionen mit der Endgenauigkeit. Auch hier liegt sie bei 10,
vielleicht 11 Ziffern; es wire unklug den wenigen Werten zu trauen, die
auf 12 Ziffern iibereinstimmen.

A.5.5 Ein Leitfaden zum Gebrauch von Extrapolationsverfahren

Wir haben viele Methoden zur Konvergenzbeschleunigung vorgestellt. Hier
ist nun ein kurzer Leitfaden zu ihrem Gebrauch.

1.

Wenn das Verhalten der Folge sehr gut bekannt ist, sollte man eine an-
gepasste lineare Transformation verwenden. Wenn also beispielsweise
die Folge aus einer Finite-Differenzen-Diskretisierung einer Differenti-
algleichung stammt, sollte man Richardson-Extrapolation verwenden,
oder, falls diese nicht anwendbar ist, den E-Algorithmus. Eine der Lo-
sungen von Problem 10 geht genau diesen Weg, siehe §10.3.2. Problem
8 kann ebenfalls mittels einer Finite-Differenzen-Methode, beschleunigt
durch Richardson-Extrapolation, gelost werden, siehe §8.2.

Wenn eine alternierende Folge vorliegt, versuche die Levin’sche T-
Transformation; fiir eine monotone Folge die Levin’sche U-Transforma-
tion. Die T-Transformation funktioniert etwa sehr gut fiir diejenigen al-
ternierenden Reihen, welche sich aus Anwendung der Longman’schen
Methode auf die Probleme 1 und g ergeben, vgl. §1.2.

Fiir alternierende Folgen sollte das Ergebnis der Levin’schen T-Metho-
de dadurch bestitigt werden, dass man auch den Epsilon-Algorithmus
ausprobiert. Liegt hingegen eine monotone Folge vor und man weifs ein
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bisschen {tiber ihr Verhalten, so sollte das Ergebnis der Levin’schen U-
Methode durch einen Versuch mit dem modifizierten Rho-Algorithmus
bei geeigneter Wahl von 6 bestétigt werden.

4. Wenn alles andere misslingt, sollten die Levin’sche W-Transformation
und der Theta-Algorithmus ausprobiert werden.

5. Wenn keiner der bisherigen Vorschldge besonders befriedigend ausfallt,
sollte man untersuchen, welchen Effekt die Transformationen auf eine
geeignet gewdhlte Teilfolge haben. Dabei ist k; = 2/~1 die naheliegende
erste Wahl.

6. Unregelmiflige Folgen und Reihen eignen sich nicht zur Konvergenz-
beschleunigung. So macht beispielsweise die Abhédngigkeit von den
Primzahlen und das sprunghafte Hinzukommen weiterer Nebendia-
gonalen in Problem 7 den Zugang ungeeignet, wie in Problem 3 von
kleineren Matrizen auf eine grofiere zu extrapolieren. Ein weiteres Bei-
spiel mit sehr viel erratischerem Verhalten ist die Reihe

1
——~=1-2°-3°-5°46°—-7"°4-..
¢(s)

(Der Vorfaktor von n~° ist dabei u(n), die Mobiusfunktion, vgl. S. 286.)

7. Einige Folgen und Reihen lassen sich nur mit Hilfe detaillierter Infor-
mationen beschleunigen, die fiir eine blofs numerisch vorliegende Rei-
he nicht erhéltlich sind. So stellen sich beispielsweise jene Reihen als
erstaunlich schwer zu bewiltigen heraus, deren Glieder sich als Pro-
dukt zweier langsam konvergenter Nullfolgen schreiben lassen, wobei
jede einzelne sich durch eine einfache, aber von der anderen grund-
verschiedene Funktion gut modellieren ldsst. Eine derartige Reihe ist
etwa g(x,ko) = Yoo x*(k + ko) ™!, die sich fiir kg = 0.125 und x ~ 0.94
dhnlich verhilt, wie die Reihe fiir den Erwartungswert in Problem 6
(siehe §6.3). Keine der diskutierten allgemeinen Methoden bringt mehr
als sechs Ziffern; Tabelle A.g zeigt aber, was bei Vorliegen detaillierter
analytischer Information alles moglich ist. Gliicklicherweise erfordert
diese Reihe nicht wirklich eine Konvergenzbeschleunigung: Denn fiir
(k+ko)(1—x) > 1 haben wir die Schranke |s — s;| < x*; also reichen
600 unbeschleunigte Glieder der Reihe fiir eine Genauigkeit von 16 Zif-
fern aus. In diesem Zusammenhang ist daher 0.94 < 1.

A.6 Bemerkungen und Literaturhinweise
Obwohl es sich bei der Konvergenzbeschleunigung hauptséchlich um eine

experimentelle Wissenschaft handelt, gibt es auch einige Theoreme (eine
Auswahl davon findet sich in [BZ9g1]), die besagen, dass gewisse Klassen
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von Folgen durch gewisse Algorithmen beschleunigt werden (so etwa geo-
metrische Reihen durch die Aitken’sche Methode).

Der Gebrauch von Extrapolation zur Beschleunigung der von Archi-
medes definierten Folge wird von Bauer, Rutishauser und Stiefel [BRS63]
erwahnt, die darauf hinweisen, dass Huygens den Wert aé im Jahre 1654
und Kommerell 4 im Jahre 1936 gefunden hat.

Der Begriff ,, quasi-linear” wurde von Brezinski [Bre88] eingefiihrt.

Der E-Algorithmus wurde von nicht weniger als fiinf Autoren unab-
héngig voneinander in den 1970ern gefunden. Er wird zuweilen mit préch-
tigeren Namen versehen und etwa als verallgemeinerte Extrapolation von
Miihlbach, Neville und Aitken oder als Protokoll von Brezinski und Havie
bezeichnet. Seine Geschichte findet sich in [Breoo].

Die Literatur zur Konvergenzbeschleunigung ist voll von Namen wie E-
Algorithmus, g-Algorithmus, e-Algorithmus, usw. Sie spiegeln gewohnlich
die Notation wider, die in frithen Artikeln zur Beschreibung der Algorith-
men verwendet wurde.

Gleichung (A.12) kann wie folgt verallgemeinert werden: Wenn jeder
Faktor r; insgesamt m-fach vorkommt, werden Folgenglieder der Form s =
r;‘p(k), wobei p ein Polynom vom Hochstgrad m — 1 ist, auf Null abgebildet.

Auch wenn fiir das Modell (A.14) die Ermittlung des exakten Grenz-
wertes im allgemeinen ein Prozess der Komplexitat O(n%) ist, so gibt es
Varianten der Richardson-Extrapolation von der Komplexitit O(n?), wel-
che die Folge zwar nicht auf eine Konstante abbilden, aber immerhin auf
eine Folge, die schneller als jede der beteiligten Modellfunktionen ¢; kon-
vergiert. Mehr als die Haélfte des neuen Buchs [Sido3] ist der detaillierten
Analyse etlicher derartiger Varianten der Richardson-Extrapolation gewid-
met.

In Biichern zum Differenzenkalkiil bleibt die Bezeichnung ¢ gewohnlich
den zentralen Differenzen vorbehalten und wird nicht wie hier fiir dividier-
te Differenzen verwendet.

Unsere Beschreibung der Methode der Operatorpolynome stiitzt sich
auf den Artikel von Cohen, Rodriguez Villegas und Zagier [CRZoo]. Der
Vorschlag zur Verwendung der Legendre- bzw. Jacobipolynome wird dort
jedoch nicht erwéhnt.

Der Epsilon-Algorithmus hat einige weitere grofiartige Eigenschaften:
So kann er etwa vollstindig monotone und vollstandig alternierende Fol-
gen beweisbar beschleunigen. Wird er auf eine Potenzreihe angewendet,
dann liefert er eine bestimmte Teilmenge der Padé-Approximationen der
dadurch definierten analytischen Funktion.

Carl DeVore hat fiir die Losung von Problem 3 [DeVo2] ein eigenes Ver-
fahren zur Konvergenzbeschleunigung entwickelt. Es handelt sich dabei
um ein mafigeschneidertes nichtlineares Extrapolationsverfahren, das sich
auf das Modell
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Ske1 — Sk A~ o (k + by) %

stiitzt. Die Parameter cy, by und d; werden dadurch bestimmt, dass man die
Exaktheit des Modells in vier konsekutiven Werten von k unterstellt. Man
kann nun ¢ leicht eliminieren, was auf zwei nichtlineare Gleichungen fiir
by und dj fiihrt. Nachdem man diese Parameter ermittelt hat, nutzt man
den Umstand, dass es sich bei

[e)

gdb)y=Y (n+b)™*

n=1

um eine recht bekannte Funktion handelt (in der Implementierung in
Maple wird sie die Hurwitz'sche Zetafunktion genannt). Das liefert fol-
gende Beschleunigungsformel

Sk3 = Sk + Ck ($(di, k+ by) — T(dy, by)) -

In den Féllen, in denen die Losung der beiden nichtlinearen Gleichungen
Schwierigkeiten verursacht, schldgt DeVore vor, by = 0 zu setzen und die
Koeffizienten c¢; und dy aus nur drei Folgengliedern zu bestimmen. Die
Beschleunigungsformel lautet dann

Sk2 = Sk + x ($(di, k) — £(dy,0)) .

DeVore erhilt 12 Ziffern von || Al in einer Arithmetik der Mantissenldnge
20, indem er die letzte Formel auf t; =s3, k = 1,2,...,14, anwendet.

Die numerische Folge auf S. 315 besteht aus den Werten s des (k+1)-
ten Laguerrepolynoms in seiner ersten Extremstelle tiber [0, o). Sie wurde
mir 1973 von Syvert Norsett vorgelegt. Wir arbeiteten beide ein Wochen-
ende lang an ihr. Ich fand eine numerische Approximation des Grenzwerts
von |s;| mit einem mechanischen Tischrechner und Nersett konnte zeigen,
dass der analytische Grenzwert gleich |Jo(xg)| ist, wobei xy die erste Ex-
tremstelle der Besselfunktion Jj iiber [0, c0) bezeichnet. Also ist der korrek-
te Wert in diesem Fall s = 0.40275 93957 02553.
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Addiert man unsere glorreichen Zahlen zusammen,
so ist das Ergebnis T = 1.497258836. Ich frage mich,
ob jemals die zehntausendste Ziffer dieser fundamen-
talen Konstante berechnet wird?

Nick Trefethen (2002)

Ich schiime mich, Ihnen mitzuteilen, auf wieviele Zif-
fern ich diese Berechnung ausdehnte, als ich zu der
Zeit kein anderes Geschiift hatte.
Isaac Newton (1666; nach der Berech-
nung von 7 auf 15 Ziffern)

Um unser Verstindnis der relevanten Algorithmen zu priifen, haben wir
uns grofle Miithe gegeben, jedes der 10 Probleme des Wettbewerbs auf
10000 Ziffern genau zu lésen. Bei neun von ihnen waren wir erfolgreich
und wir wollen unsere Ergebnisse hier zusammenfassen. Diese selbstge-
stellte Aufgabe war fiir alle Probleme mit einer geraden Nummer recht
einfach. Diejenigen mit ungeraden Nummern stellten uns jedoch vor neue
Herausforderungen. Wie man vermuten kann, bricht eine Methode, die
wunderbar 10 bis 20 Ziffern liefert, mitunter beim Versuch, hunderte oder
tausende von Ziffern zu berechnen, vollig zusammen.

Die Probleme gehoren zu zwei Gruppen, je nachdem, ob ihre ultrage-
naue Losung viele arithmetische Operationen in der Mantissenldnge 10 000
benotigt oder nicht: Probleme 1 und 3 benétigen viele, die anderen nicht.
Zwar erfordert beispielsweise Problem 5 wesentlich mehr Zeit als Pro-
blem 9, diese wird jedoch nur fiir die Initialisierung der Auswertungen
der Gammafunktion verwendet: Liegt sie erst einmal vor, so kann der Rest
schnell erledigt werden.

Auch wenn eine derartige Ubung miiflig erscheinen mag, so haben
wir doch eine Menge daraus gelernt, unsere Algorithmen solange zu ver-
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feinern, bis sie auch bei ultrahohen Genauigkeitsanforderungen effizient
funktionierten. Der Lohn besteht in einem tieferen Verstdndnis der Theorie
und in einigen Féllen auch in einem besseren Algorithmus fiir die techni-
sche Genauigkeit (10 Ziffern) des Wettbewerbs. Bemerkenswerte Beispiele
solcher Verfeinerungen sind Problem 7 und Problem 9. Problem g benétigte
bei Verwendung einer komplizierten Reihe fiir die Meijer’sche G-Funktion,
welche die Gammafunktion enthielt, zundchst 20 Stunden fiir 10000 Zif-
fern. Es gelang uns aber, die sehr teure Gammafunktion aus der Reihenent-
wicklung zu eliminieren und das Ergebnis symbolisch zu differenzieren,
so dass unsere Bestzeit nun bei 34 Minuten liegt. Nach Drucklegung der
englischen Originalausgabe dieses Buchs kiindigte Zhendong Wan einen
vollig neuen Algorithmus fiir Problem 7 an, der es uns nun erlaubt, die Re-
chenzeit fiir 10 000 Ziffern von iiber 5 Tagen auf etwa eine halbe Stunde zu
reduzieren. Nur so gelingt es hier, die Genauigkeit auf jene astronomische
Anzahl von 194 779 Ziffern hochzutreiben, welche fiir die Rekonstruktion
der exakten, rationalen Losung des Problems benotigt wird (siehe §7.5.2).

Wie stets zuvor stellen wir uns die Frage nach der Korrektheit der Zif-
fern. Diese haben wir fiir die Probleme 2, 4, 6, 7, 8 und 10 intervallarithme-
tisch validiert. Fiir die anderen verlassen wir uns auf traditionellere Tech-
niken: den Vergleich unterschiedlicher Algorithmen, Maschinen, Software,
Programmierer und Programmiersprachen. Und wir arbeiten uns schritt-
weise voran, indem wir die Ziffern aus Laufen niedrigerer Genauigkeit
durch solche hoherer Genauigkeit bestdtigen. Wir meinen daher, mehr als
ausreichend Evidenz zusammengetragen zu haben, um von der Korrekt-
heit der 10002 Ziffern fest iiberzeugt zu sein, die wir im Folgenden fiir
neun der Probleme angeben.

Soweit nicht anders gesagt, beziehen sich die in diesem Anhang ange-
gebenen Laufzeiten auf das Programmpaket Mathematica mit einem Ma-
cintosh G4 mit 1 GHz. Die hochgenaue Arithmetik von Mathematica ist ab
der Version 5 besonders schnell, wie auch die von PARI/GP, das in einigen
Fallen benutzt wurde. Der Programmtext jeder einzelnen Rechnung findet
sich auf der Webseite des Buchs.

Problem 1
0.32336 74316 77778 76139 93700 <<9950 Ziffern>> 42382 81998 70848 26513 96587 27

Mit der Methode aus §1.4 schaffen wir die Berechnung des Realteils von
/ Czl/ z~1dz mit 91 356 Termen einer Trapezsumme. Dabei ist C der durch
et 2i
= — + ,
et +2 —2t  cosht

gegebene Integrationsweg (f lauft von —8.031 bis 10.22). Diese einfache
Methode und dieses kleine Integrationsintervall funktionieren fiir die ul-
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trahohe Genauigkeit wegen des doppelt-exponentiellen Abfallens des Inte-
granden und der exponentiellen Konvergenz der Trapezsumme. Dennoch
brauchen wir 22.6 Stunden und tiber 2 Millionen Operationen in der vollen
Mantissenlidnge von 10000 Ziffern. Diese Rechnungen wurden unabhingig
von zweien von uns durchgefiihrt, in unterschiedlichen Programmierspra-
chen (Mathematica, Maple und C++), auf unterschiedlichen Betriebssys-
temen und Computern sowie mit einem weiteren Algorithmus (Methode
von Ooura und Mori).

Problem 2

0.99526 29194 43354 16089 03118 <<9950 Ziffern>> 39629 06470 50526 05910 39115 30

Hier reicht es, einfach die Anfangswerte entsprechend genau anzusetzen.
In einer Umgebung mit fester Mantissenldnge wiirde man verschiedene
Experimente durchfiihren, um dasjenige k zu ermitteln, fiir welches eine
Mantissenldnge von d + k Ziffern d korrekte Ziffern der Antwort liefert.
Aber es ist eleganter, schneller und rigoroser, den Intervallalgorithmus aus
§2.4 zu verwenden, der uns validierte Ziffern abliefert. Wenn wir mit einem
Intervall des Durchmessers 1071998 starten, so benétigen wir nur zwei Se-
kunden, um zum Ergebnis zu gelangen. Diese Zeitangabe beinhaltet jedoch
nicht jene Experimente, die benétigt wurden, um die Notwendigkeit von 38
zusdtzlichen Ziffern zu ermitteln.

Problem 3
1.2742 24152 82122 81882 12340 <<220 Ziffern>> 75880 55894 38735 33138 75269 029

Von diesem Problem kennen wir ,nur” 273 Ziffern aus einem einmonatigen
Lauf mit der Methode aus §3.6.2. Wir wihlen den Integrationsweg (3.29)
mit dem Parameter o = 3/4, die Reparametrisierung

T

\/(1+\/1+T2)/2

7

t = ®(1) = sinh (2 sinh (;arcsinh(r)>> = sinh

den Abschneidepunkt

_1 8\’ —10-275
T—2<loglog<€)> , €=1077,

und die reziproke Schrittweite 1/h = 516.2747. Analog zu (3.32) haben wir
an die Daten von Laufen niedrigerer Genauigkeit ein empirisches Genauig-
keitsmodell gefittet. Bezeichnen wir mit d die Anzahl der korrekten Ziffern,
so lautet das Modell

2
h1 ~ 0.2365 <d — 2.014) fir d > 120.
logd

Es prognostiziert die Korrektheit von 273 Ziffern.
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Problem 4

-3.3068 68647 47523 72800 76113 <<9950 Ziffern>> 46888 47570 73423 31049 31628 61

Kennen wir die Position des Minimums erst einmal auf ein paar Ziffern,
so konnen wir mit dem Newton-Verfahren den nichstgelegenen kritischen
Punkt von f als Nullstelle des Gradienten auf beliebige Genauigkeit be-
rechnen. Dabei reicht eine Genauigkeit des Punkts von 5000 Ziffern, um die
Funktion dort auf 10000 Ziffern genau auszuwerten. Das Ganze benétigt
acht Sekunden mit einer Variante des Newton-Verfahrens, in welcher die
Mantissenldnge von Iterationsschritt zu Iterationsschritt verdoppelt wird
(entsprechend der quadratischen Konvergenz des Verfahrens). Das Ergeb-
nis kann in 44 Sekunden mit der Methode der e-Aufbldhung aus §4.6 vali-
diert werden: Man legt um den hochgenauen kritischen Punkt ein Quadrat
der Seitenlange 10~% und tiberpriift die Krawczyk’sche Bedingung.

Problem 5

0.21433 52345 90459 63946 15264 <<9950 Ziffern>> 68023 90106 82332 94081 32745 91

Aus den sechs Gleichungen (5.3) berechnen wir ¢; und 6, auf eine Genau-
igkeit von 5000 Ziffern, um daraufthin den in §5.6 diskutierten maximalen
Wert e(61, 6,) auf eine Genauigkeit von 10 000 Ziffern auswerten zu kénnen.
Das funktioniert sehr gut: Nach den 6 Stunden einer ersten Auswertung der
Gammafunktion auf 10 ooo Ziffern sind die restlichen Funktionsauswertun-
gen sehr schnell. Gerade einmal eine Stunde wird fiir die Losung der sechs
Gleichungen benétigt und vier Minuten geniigen fiir die Auswertung von
€(61,60,). Dagegen lauft die ausschliefliche Verwendung des sechsdimen-
sionalen Gleichungssystems zwar sehr viel ldnger, liefert aber beruhigen-
derweise das gleiche Resultat. Ein vollig unabhédngiger Lauf, der nur die
Methode der Maximierung von €(61, 6,) benutzt, bestitigt ein weiteres Mal
die Korrektheit der 10000 Ziffern.

Problem 6

0.061913 95447 39909 42848 17521 <<9950 Ziffern>> 92584 84417 28628 87590 08473 83

Aufgrund der einfachen Form (6.1) des Ergebnisses, namlich e = 411‘ /1 —1n?
fiir # aus der Gleichung

M(\/4—(17—1)2,\/4—(17+1)2) =1

mit dem arithmetisch-geometrischen Mittel M, erhdlt man 10000 Ziffern
sehr schnell. Dazu benutzt man die schnelle Iterationsvorschrift fiir das
arithmetisch-geometrische Mittel und das Sekantenverfahren, um # zu fin-
den. Die Laufzeit liegt bei etwa einer halben Sekunde. Das Resultat kann
mit der in §6.5.1 erkldrten Intervallmethode schnell validiert werden.
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Problem 7

0.72507 83462 68401 16746 86877 <<9950 Ziffern>> 52341 88088 44659 32425 66583 88

Der Algorithmus [Wano6] von Zhendong Wan (siehe §7.5.2) braucht fiir
die 1109 in doppelt-genauer IEEE-Arithmetik ausgefiihrten Nachverbesse-
rungsschritte etwas weniger als zwei Minuten (auf einem PC mit 2 GHz).
Einzig und allein die ,,Umkodierung” der Liste der Maschinenzahlen

(1) (1109)

17,09
zu den 10000 Ziffern der Losung x; benétigt hochgenaue Arithmetik, lauft
aber im Bruchteil einer Sekunde ab. Falls der zur Nachiteration verwende-
te Loser das Abbruchkriterium strikt einhélt (wovon wir verniinftigerweise
ausgehen diirfen), garantiert uns die Theorie aus §7.5.2 sogar die Korrekt-
heit der 10000 Ziffern a priori. Wenn wir andererseits nicht nur die Kompo-
nente x1, sondern den gesamten Vektor x auf diese Genauigkeit berechnen
(was die Rechenzeit der iterativen Nachverbesserung unberiihrt ldsst, aber
den Speicherbedarf von 9 KB auf 170 MB hochschieflen ldsst), konnen wir
das Ergebnis mit der in §7.4.2 diskutierten intervallarithmetischen Methode
a posteriori validieren.

Problem 8

0.42401 13870 33688 36379 74336 <<9950 Ziffern>> 34539 79377 25453 79848 39522 53

Die Methode von (8.8) liefert das Resultat durch einfache Nullstellensuche:
Die Losung t erfiillt 9(6_"2t) = 11/2+/5. Die Reihe, welche 6 definiert, kann
problemlos nach 73 Termen abgebrochen werden. Die Ableitung lasst sich
also ebenfalls einfach berechnen und das Newton-Verfahren liefert 10000
Ziffern in acht Sekunden. Der Mathematica-Befehl FindRoot ist dabei in
dem Sinne besonders effizient, dass er sich von einem auf Maschinenge-
nauigkeit gegebenen Startwert an die ultragenaue Losung durch eine von
Iterationsschritt zu Iterationsschritt verdoppelte Mantissenldnge heranar-
beitet. Das Resultat kann mit der intervallarithmetischen Technik der e-
Aufbldhung validiert werden, siehe §8.3.2.

Problem 9

0.78593 36743 50371 45456 52439 <<9950 Ziffern>> 63138 27146 32604 77167 80805 93

Das Integral I(«) kann durch die Gammafunktion und die Meijer’sche G-
Funktion ausgedriickt werden (siehe §9.6), was zu einer Darstellung als un-
endliche Reihe fiihrt. Diese Reihe darf dariiberhinaus gliedweise differen-
ziert werden, so dass wir eine Approximation von I’(«) durch Teilsummen
erhalten. Es bleibt die Losung der Gleichung I'(a) = 0 durch das Sekan-
tenverfahren. Formel (9.14) zeigt, wie sich die Gammafunktion eliminieren
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lasst, um eine Menge Rechenzeit einzusparen (siehe §5.7). Diese Formel ge-
stattet ebenfalls die gliedweise Differentiation und fiihrt schliefSlich dazu,
dass 10000 Ziffern in 34 Minuten berechnet werden kénnen. Die Differen-
tiation kann auch numerisch erfolgen, nur wird dann eine Mantissenldnge
von 12 500 Ziffern benotigt, was die Sache etwas verlangsamt. Beide Metho-
den liefen auf unterschiedlichen Maschinen mit unterschiedlicher Software
(Mathematica und PARI/GP) und lieferten die gleiche Antwort. Mit Inter-
vallmethoden (Bisektion fiir eine Intervallversion von I’(«)) konnten wir
die ersten 1000 Ziffern validieren.

Problem 10
0.00000038375 87979 25122 61034 07133 <<9950 Ziffern>> 65284 03815 91694 68620 19870 94

Nach all der Vorarbeit aus §10.7, welche uns die exakte Losung in der sym-
bolischen Form

% arcsin (3 — 2v2)2(2 + V5)2(VI0 - 3)2(51/4 — V2 )4)

liefert, ist das nun das einfachste Problem: Wir berechnen einfach 7, drei
Quadratwurzeln und einen Arkussinus auf 10010 Ziffern, was insgesamt
0.4 Sekunden benétigt. Eine Intervallrechnung validiert die Korrektheit.
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Programmtext

Wir diirfen dusserst treffend sagen, dass die analytische
Maschine genauso algebraische Muster webt, wie der
Jacquard’sche Webstuhl Blumen und Blitter webt.

Augusta Ada King, Grifin von Lovelace (1843)

Als Annehmlichkeit fiir den Leser stellen wir hier all jene kurzen Program-
me zusammen, die wir in den einzelnen Kapiteln zwar verwendet, aber
nicht hingeschrieben haben, um den Argumentationsfluss nicht zu unter-
brechen. Diese Programme und ausgefeiltere Versionen mit allem Schnick-
schnack kénnen von der Webseite des Buchs heruntergeladen werden:

www.numerikstreifzug.de

C.1 Programme in C
C.1.1 Problemabhingige Funktionen und Routinen
Monte-Carlo Simulation der Brown’schen Bewegung

Dieses kleine C-Programm wurde fiir Tabelle 6.1 in §10.1 verwendet.

#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

void main() /* walk on spheres */
{
const float pi2 = 8.*atan(1.)/RAND_MAX;
const float a = 10., b = 1., h = 1.e-2; /* geometry */
const int n = 1e8; /* number of samples */
float x,y,r,phi,p;
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int k,count,hit;

count = 0;

for (k=0; k<n; k++) { /* statistics loop */
x=0.;y =0.;
do { /* a single run */

r = min(min(a-x,a+x) ,min(b-y,b+y));
phi = pi2*rand();
x += rxcos(phi); y += r*sin(phi);
} while ((fabs(x)<a-h) & (hit=(fabs(y)<b-h)));
count += hit;
}
p = ((float)count)/n;
printf ("%e \n",p);

C.2 Programme in PARI/GP

PARI/GP ist eine interaktive Programmierumgebung, die von Karim Be-
labas und Henri Cohen urspriinglich fiir die algorithmische Zahlentheorie
entwickelt wurde. Sie besitzt eine sehr leistungsfahige Ausstattung in sym-
bolischer Algebra und hochgenauer Arithmetik einschliefflich der Grund-
operationen der linearen Algebra. PARI/GP (wir verwenden Version 2.1.3)
ist fiir private und akademische Zwecke frei auf folgender Webseite erhalt-
lich:

http://pari.math.u-bordeaux.fr/download.html

C.2.1 Problemabhingige Funktionen und Routinen
Operatornorm mit Vektoriteration (§3.3)

Fiir die Sitzung auf S. 64.

{OperatorNorm(x,tol) =

n=length(x); b=vector(2*n,1l, 1+(1°2-1)/2);

lambda=0; lambdaO=1;

while(abs(lambda-lambda0)>tol,
xhat=x/sqrt (sum(k=-n,-1, x[-k]1~2));
y=vector(n,k, sum(l=-n,-1, xhat[-1]/(b[k-1]1+1)));
x=vector(n,j, sum(k=-n,-1, y[-k1/([j-k1-j)));
lambdaO=lambda; lambda=sum(k=-n,-1,xhat[-k]l*x[-k]);

)3

[sqrt(lambda) ,x]
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C.3 Programme in Matlab

Die Matlab-Programme sind unter Version 6.5 (R13) lauffdhig.

C.3.1 Problemabhingige Funktionen und Routinen
Operatornorm mit Vektoriteration (§3.3)

Matlab-Version des PARI/GP-Programms der Sitzung auf S. 64.

function [s,v,u] = OperatorNorm(x,tol)

% Input: X initial right singular vector

% tol desired absolute tolerance

% Output: s maximal singular value (operator norm)
% v right singular vector

% u left singular vector

=]
1]

length(x); y = zeros(n,1);

k = 1:n;

lambda = 0; lambdaO = 1;

while abs(lambda-lambda0) > tol

xhat = x/norm(x);

for j=1:n, y(j)=(1./((j+k-1).*(j+k)/2-(k-1)))*xhat; end
for j=1:n, x(j)=(1./((k+j-1).x(k+j)/2-(3-1)))*y; end
lambda0 = lambda; lambda = x’*xxhat;

s = sqrt(lambda) ;
v = x/norm(x) ;
u = y/norm(y);

return

Riickkehrwahrscheinlichkeit (§6.2)

Fiir die Sitzung auf S. 153.

function p = ReturnProbability(epsilon,n)
pE = 1/4 + epsilon; pW = 1/4 - epsilon; pN = 1/4; pS = 1/4;

m = 2*n+1; ctr = sub2ind([m,m],n+1,n+1);

A_EW = spdiags(ones(m,1)*[pW pE],[-1 1],m,m);
spdiags (ones(m,1)*[pS pN],[-1 1],m,m);

A = kron(A_EW,speye(m)) + kron(speye(m),A_NS);

r = AC:,ctr); A(:,ctr) = 0; q = (speye(m~2)-A)\r;
p = q(ctr);

=

=

w0
I

return

337
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Besetzungswahrscheinlichkeiten (§6.3.1)

Fiir die Sitzung auf S. 158 und die Funktion ExpectedVisitsExtrapolated.

function p = OccupationProbability(epsilon,K)

global pE pW pN pS;
pE = 1/4 + epsilon; pW = 1/4 - epsilon; pN = 1/4; pS = 1/4;

p = zeros(K,1); p(1) = 1; Pi = 1;
for k=1:K-1

Pi = step(step(Pi)); p(k+1) = Pi(k+1,k+1);
end

return
function PiNew = step(Pi)

global pE pW pN pS;

[k,k] = size(Pi); PiNew = zeros(k+1,k+1); i=1:k;
PiNew(i+1,i+1) = pE*Pi;

PiNew(i ,i ) = PiNew(i ,i ) + pWxPi;

PiNew(i ,i+1) PiNew(i ,i+1) + pN*Pi;
PiNew(i+1,i ) = PiNew(i+1,i ) + pS*Pi;

return

Extrapolation der erwarteten Anzahl von Besuchen (§6.3.2)
Fiir die Sitzung auf S. 159.
function val = ExpectedVisistsExtrapolated(epsilon,K,extraTerms)
p = OccupationProbability(epsilon,K+extraTerms) ;
steps = (extraTerms-1)/2;

val = sum(p(1:K))+WynnEpsilon(p(end-2*steps:end),steps,’series’,’off’);

return

C.3.2 Allgemeine Funktionen und Routinen
Die Strebel’sche Summenformel
Fiir die Sitzung auf S. 75.
function [w,c] = SummationFormula(n,alpha)
% Calculates weights w and nodes ¢ for a summation formula that

% approximates sum(f(k),k=1..infinity) by sum(w(k)*f(c(k)),k=1..n).
% Works well if f(k) is asymptotic to k~(-alpha) for large k.
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% Put alpha = ’exp’ to use an exponential formula.

switch alpha
case ’exp’

k=n:-1:2;
u=(k-1)/n;
cl = exp(2./(1-u)."2-1./u."2/2); c = k + cl;
w=14+cl.x(4./(1-u).~3+1./u.~3)/n;
kinf = find(c==Inf);
c(kinf)=[1; w(kinf)=[1;
c=[c1]; w=[w1];

otherwise
n = ceil(n/2); al = (alpha-1)/6; a6 = 1+1/al;
k2 = n-1:-1:0;
w2 = n~a6./(n-k2) .7 a6-a6*k2/n;
c2 = n+al*(-n+n~a6./(n-k2).~(1/al))-a6*k2.~2/2/n;
k1 = n-1:-1:1;
w = [w2 ones(size(k1))];
c = [c2 k1 1;
end
return

Trapezsumme mit sinh-Transformationen

Fiir die Sitzung auf S. 84.

function [s,steps] = TrapezoidalSum(f,h,tol,level,even,varargin)
% [s,steps] = TrapezoidalSum(f,h,tol,level,even,varargin)

% applies the truncated trapezoidal rule with sinh-transformation

h £ integrand, evaluates as f(t,varargin)

% h step size

% tol truncation tolerance

% level number of recursive applications of sinh-transformation
% even put ’yes’ if integrand is even

% varargin additional arguments for f

YA

% s value of the integral

% steps number of terms in the truncation trapezoidal rule

[sr,kr] = TrapezoidalSum_(f,h,tol,level,varargin{:1});
if isequal(even,’yes’)
sl = sr; kl = kr;
else
[s1l, k1] = TrapezoidalSum_(f,-h,tol,level,varargin{:});
end
s = sl+sr; steps = kl+kr+l;
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return

function [s,k] = TrapezoidalSum_(f,h,tol,level,varargin)

t = 0; FO = TransformedF(f,t,level,varargin{:})/2;
val = [FO]; F = 1; k = 0;
while abs(F) >= tol

t = t+h; F = TransformedF(f,t,level,varargin{:});
k = k+1; val = [F vall;

end

s = abs(h)*sum(val);

return

function val = TransformedF(f,t,level,varargin)

dt = 1;
for j=1:level
dt = cosh(t)*dt; t = sinh(t);

end
val = feval(f,t,varargin{:})*dt;

return

Der Wynn’sche Epsilon-Algorithmus

Fiir die Funktion ExpectedVisistsExtrapolated.

function val =

YA
%
A

S

function S =
extrapolates
a
steps

object

display

val

WynnEpsilon(a,steps,object,display)
WynnEpsilon(a,steps,object,display)
a sequence or series by using Wynn’s epsilon algorithm

vector of terms

number of extrapolation steps

’sequence’: extrapolation to the limit of a

’series’ : extrapolation to the limit of cumsum(a)
’on’: plot the absolute value of differences in the
first row of the extrapolation table for diagnosis

extrapolated value

= zeros(length(a),2*steps+1);

switch object
case ’sequence’

S(:,1)

= a;

case ’series’

S(:,1)
otherwise

= cumsum(a) ;

error (’MATLAB:badopt?’,’%s: no such object known’,object);
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end
for j=2:2xsteps+1
if j==2
switch object
case ’sequence’
S(1:end-j+1,j) = 1./diff(a);
case ’series’
S(1:end-j+1,j) = 1./a(2:end);
end
else
S(1l:end-j+1,j) = S(2:end-j+2,j-2)+1./diff(S(1:end-j+2,j-1));
end
end

S =8(:,1:2:end);

if isequal(display,’on’)
h=semilogy(0:length(S(1,:))-2,abs(diff(S(1,:))));
set(h,’LineWidth’,3);

end

val = S(1,end);

return

Vorkonditioniertes Richardson-Verfahren

Fiir die Sitzung auf S. 197.

function [x,fail,relres,k] = pri(A,b,tol,kmax,M,p)

r = b; x = zeros(size(b));
normb = norm(b,p); relres = inf; fail = true;
for k=0:kmax
if relres < tol, fail = false; break; end
X =X + Mkxr; r = b - Axx;
relres = norm(r,p)/normb;
end

return

Richardson-Extrapolation mit Fehlerschitzung

Fiir die Sitzungen auf S. 216 f. und S. 262.

function [val,err,ampl] = richardson(tol,p,nmin,f,varargin)

% [val,err,ampl] = richardson(tol,p,nmin,f,varargin)

%

% richardson extrapolation with error control

A

%  tol requested relative error

% P f(...,h) has an asymptotic expansion in h~p
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nmin start double harmonic sequence at h=1/2/nmin
f function, evaluates as f(varargin,h)

val extrapolated value (h -> 0)

err estimated relative error

ampl amplification of relative error in the

evaluation of f

initialize tableaux

j_max = 9; T = zeros(j_max,j_max);

n

j=

= 2% (omin: (j_max+nmin)) ; % double harmonic sequence
1; h=1/n(1);

T(1,1) = feval(f,varargin{:},h);
val=T(1,1); err=abs(val);

%

do Richardson until convergence

while err(end)/abs(val) > tol & j<j_max

j=j+1; h=1/n(j);

T(j,1) = feval(f,varargin{:},h);

A(j,1) = abs(T(j,1));

for k=2:j
T(,®)=T(,k-1)+(T(j,k-1)-T(j-1,k-1))/((n(j)/n(j-k+1))"p-1);
AGH,k)=A(j,k-1)+(A(j,k-1)+A(j-1,k-1))/((n(j)/n(j-k+1))"p-1);

end

val = T(j,j);

err = abs(diff(T(j,1:j))); % subdiagonal error estimates

if j > 2 % extrapolate error estimate once more

err(end+1) = err(end)~2/err(end-1);
end

end
ampl = A(end,end)/abs(val);
err = max(err(end)/abs(val),ampl*eps);

return

Approximation der Warmeleitungsgleichung auf Rechtecken

Fiir die Sitzung auf S. 216.

function u_val = heat(pos,rectangle,T,u0,f,bdry,h);

%
%
%
%

u_val = heat(pos,rectangle,T,u0,f,bdry,h)

solves the heat equation u_t - \Delta u(x) = f with dirichlet
boundary conditions on rectangle [-a,a] x [-b,b] using a five-point
stencil and explicit Euler time-stepping

pos [x,y] a point of the rectangle
rectangle [a,b]
2a  length in x-direction
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% 2b  length in y-direction

% T final time

% uo intial value (constant)

%h £ right-hand side (constant)

%  bdry Dirichlet data [x1,xr,yl,yul

% x1 boundary value on {-a} x [-b,b] (constant)
% xr boundary value on { a} x [-b,b] (constant)
% yl boundary value on [-a,al x {-b} (constant)
% yu boundary value on [-a,al x { b} (constant)

% h h = 1/n suggested approximate grid-size
% u_val solution at pos = [x,y]

% the grid

rectangle(1); b = rectangle(2);
2xceil(1/2/h); % make n even

nx = ceil(2*a)*n+1l; ny = ceil(2%b)*n+1;
dx = 2*a/(nx-1); dy = 2%b/(ny-1);

nt = ceil(4*T)*ceil(1/h~2); dt = T/nt;
x = 1:nx; y=1:ny;

B
o

==

initial and boundary values

u = uO%ones(nx,ny);

u(x(1),y) = bdry(1); u(x(end),y) = bdry(2);
u(x,y(1)) = bdry(3); u(x,y(end)) = bdry(4);

% the five-point stencil
stencil = [-1/dy~2 -1/dx~2 2*(1/dx~2+1/dy~2) -1/dx~2 -1/dy~2];

% the time-stepping

x = x(2:end-1); y = y(2:end-1);

for k=1:nt

u(x,y) = u(x,y) + dt*(f - stencil(l)*u(x,y-1)...

- stencil(2)*u(x-1,y)...
- stencil(3)*u(x,y)...
- stencil(4)*u(x+1l,y)...
- stencil(5)*u(x,y+1));

end

% the solution
u_val = u(l+round((pos(1)+a)/dx),1+round((pos(2)+b)/dy));

return

Poissonloser auf einem Rechteck mit konstanten Randdaten
Fiir die Sitzungen auf S. 259 und S. 262.
function u_val = poisson(pos,rectangle,f,bdry,solver,h);

% u_val = poisson(pos,rectangle,f,bdry,solver,h)

%
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% solves poisson equation with dirichlet boundary conditions
% on rectangle [-a,a] x [-b,b] using a five-point stencil

%  pos [x,y] a point of the rectangle

% rectangle [a,b]

% 2a  length in x-direction

% 2b  length in y-direction

% f right-hand side of -\Delta u(x) = f (constant)
%  bdry Dirichlet data [x1,xr,yl,yul

% x1 boundary value on {-a} x [-Db,b] (constant)
% xr boundary value on { a} x [-Db,b] (constant)
% yl boundary value on [-a,a] x {-b} (constant)
% yu Dboundary value on [-a,a] x { b} (constant)
%  solver ’Cholesky’ sparse Cholesky solver

% ’FFT? FFT based fast solver

% h h discretization parameter

%

% u_val solution at pos = [x,y]

% the grid

ceil(1/h);

= rectangle(1); b = rectangle(2);

nx = 2*ceil(a)*n-1; ny = 2*ceil(b)#*n-1; x=1:nx; y=1:ny;
= (2*%a)/(nx+1); dy = (2xb)/(ny+1);

B
]

»
I

Q.
"
I

% the right hand side

r = f*ones(nx,ny);

r(1,y) = r(1,y)+bdry(1)/dx~2; r(anx,y) = r(nx,y)+bdry(2)/dx"~2;
r(x,1) = r(x,1)+bdry(3)/dy~2; r(x,ny) = r(x,ny)+bdry(4)/dy~2;

% solve it
switch solver
case ’Cholesky’ % [Dem87,Sect. 6.3.3]
Ax spdiags(ones(nx,1)*[-1 2 -1]/dx"2,-1:1,nx,nx);
Ay = spdiags(ones(ny,1)*[-1 2 -1]1/dy~2,-1:1,ny,ny);

A = kron(Ay,speye(nx)) + kron(speye(ny),Ax);
u = A\r(:); u = reshape(u,nx,ny);
case ’FFT’ % [Dem87,Sect. 6.7]
u = dst2(r);
d = 4*x(sin(x’/2*pi/(nx+1)) . 2*%ones(1,ny)/dx"2+ ...

ones (nx,1)*sin(y/2*pi/(ny+1)).~2/dy"2);

u = u./d;
u = dst2(u);
otherwise

error (’MATLAB:badopt’,’%s: no such solver known’,solver);
end

% the solution
u_val = u(round((pos(1)+a)/dx),round((pos(2)+b)/dy));

return
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% subroutines for 1D and 2D fast sine transform [Dem97,p.324]

function y = dst(x)

n = size(x,1); m = size(x,2);

y = [zeros(1,m);x]; y = imag(fft(y,2*n+2));
y = sqrt(2/(n+1))*y(2:n+1,:);

return

function y = dst2(x)
y = dst(dst(x)’)’;
return

C.4 Intlab

Intlab ist eine von Siegfried Rump [Rumgga, Rumoggb] geschriebene Matlab-
Toolbox fiir selbstvalidierende Algorithmen. Aus Portabilitdtsgriinden wur-
de die Toolbox unter massiver Verwendung von BLAS-Routinen ganz in
Matlab geschrieben. Intlab (wir verwenden Version 4.1.2) ist fiir private
und akademische Zwecke frei auf folgender Webseite erhiltlich:

www.ti3.tu-harburg.de/ " rump/intlab/.

Eine Anleitung findet sich in der Masterarbeit von Hargreaves [Haroz].

C.4.1 Hilfsprogramme
Gradient des hull-Befehls

Fiir die Anwendung von IntervalNewton auf die Funktion theta.

Das automatische Differenzieren des Befehls ‘hull’ erfordert, dass sich
das folgende kurze Programm in einer Datei namens ‘hull.m’ im Unter-
verzeichnis ‘@gradient’ des Arbeitsverzeichnisses findet:

function a = hull(a,b)

a.x hull(a.x,b.x);
a.dx = hull(a.dx,b.dx);

return

Unterteilung von Intervallen und Rechtecken

Fiir die Befehle IntervalBisection und IntervalNewton.
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function x = subdividelD(x)
% subdivides the intervals of a list (row vector) by bisection
x1 = infsup(inf(x),mid(x));
x2 = infsup(mid(x),sup(x));
x = [x1 x2];
return

function x = subdivide2D(x)

% subdivides the rectangles of a list of
% rectangles (2 x k matrix of intervals)

x1_ = x(1,:); x2_ = x(2,:);

11 = infsup(inf(x1_),mid(x1.));
rl = infsup(mid(x1_),sup(x1_));
12 = infsup(inf(x2_),mid(x2_));
r2 = infsup(mid(x2_),sup(x2_.));
x = [11 11 r1 r1; 12 r2 12 r2];

return

C.4.2 Problemabhingige Funktionen und Routinen

Zielfunktion (Kapitel 4)

function f = fun(x)

h
el
]

exp(sin(50%x(1,:)))+sin(60*exp(x(2,:)))+ ...
sin(70*sin(x(1,:)))+sin(sin(80*x(2,:)))- ...
sin(10%(x (1, :)+x(2,:)))+(x(1,:)."2+x(2,:)."2) /4;

f.dx(1,:)

50%cos(50%x(1,:)) .*xexp(sin(50*x(1,:)))+ ...
70*cos(70*sin(x(1,:))) .*cos(x(1,:))- ...
10*cos (10*x (1, :)+10*x(2,:))+1/2%x(1,:);

£.dx(2,:) = 60*cos(60*exp(x(2,:))) . .*xexp(x(2,:))+ ...

80*cos(sin(80*x(2,:))) .*cos(80*x(2,:))- ...
10*cos (10*x (1, :)+10*x(2,:))+1/2*x(2,:);

return

Beweis der strengen Schranke fiir Apin (A1142) (§7.4.2)

Die Resultate der folgenden Sitzung werden im Beweis von Lemma 7.3 verwendet.

>> n = 1142; p_n = 9209;
>> A = spdiags(primes(p_n)’,0,n,n); e = ones(n,2);
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>> for k=2.7(0:floor(log2(n))), A = A + spdiags(e,[-k k],n,n); end

>> [V,D] = eig(full(A)); V = intval(V);

>> R = V*D-AxV;

>> for i=1:n, lambda(i) = midrad(D(i,i),norm(R(:,i))/norm(V(:,i))); end

>> [lambda0,j] = min(inf (lambda));

>> lambda_min = infsup(lambda(j))

lambda_min = [ 1.120651470854673e+000, 1.120651470922646e+000]

>> lambda0 = intval(1l.120651470854673) ;

>> alpha2 = 11%100; lambdal = 9221-100;

>> lambdaF = infsup(2*(lambdaO*lambdal-alpha2)/...
(lambdaO+lambdal+sqrt (4*alpha2+(lambdal-lambda0)~2)))

lambdaF = [ 1.000037435271862e+000, 1.000037435271866e+000]

Intervallversion der Theta-Funktion (§8.3.2)
Fiir die Sitzung auf S. 179.
function val = theta(q,k)
val = hull(theta_(q,k-1),theta_(q,k));
return
function val = theta_(q,k)

j=0:k; a=(-1)."j./(2xj+1) .*xq.~(§.*(j+1));
val=2xq~(1/4) .*sum(a) ;

return

C.4.3 Allgemeine Funktionen und Routinen
Zweidimensionale Minimierung

Als Alternative zur Verwendung von Mathematica in der Sitzung auf S. 104.

>> [minval,x]=LowestCriticalPoint (@fun,infsup([-1;-1],[1;1]),...
infsup(-inf,-3.24),5e-11)

intval minval = -3.306868647_____
x = -0.02440307969482
0.21061242715405

Implementierung von Algorithmus 4.2.

function [minval,x] = LowestCriticalPoint(fun,x,minval,tol)
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% [minval,x] = LowestCriticalPoint (fun,x,minval,tol)

% solves (interior) global minimization problem on a list
% of rectangles using interval arithmetic.

%  fun objective function. f = fun(x) should give

% for a (2 x n)-vector of input intervals x

% a cell structure f.x, f.dx containing the

% (1 x n)-vector of f-intervals f.x and the

% (2 x n)-vector of df-intervals f.dx

%

%hoox input: list of rectangles, i.e. (2 x n)-

% vector of intervals, specifying search region
% output: midpoint of final enclosing rectangle
A

%  minval interval enclosing global minimum

%

%  tol relative tolerance (for minima below 1le-20,

% absolute tolerance)

while relerr(minval) > tol
x = subdivide2D(x);
f = feval(fun,x);
upper = min(minval.sup,min(f.x.sup));
rem = (f.x > upper) | any(not(in(zeros(size(f.dx)),f.dx)));
f.x(rem) = [1; x(:,rem) = [1;
minval = infsup(min(f.x.inf),upper);
end
x = mid(x);

return

Intervallversion des Bisektionsverfahrens

Fiir die Sitzung auf S. 170.
function x = IntervalBisection(fun,x,tol,varargin)
% x = IntervalBisection(f,x,tol,varargin)

% applies the interval bisection method for root-finding

% £ interval function

% ox at input: search interval

% at output: interval enclosing the roots
% tol relative error

%  varargin additional arguments for f

while max(relerr(x))>tol
x = subdividelD(x);
f = x;
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for k=1:length(x)
f(k) = feval(fun,x(k),varargin{:});
end
rem = not(in(zeros(size(f)),f));
f(rem) = [1; x(rem) = [1;
end
x=infsup (min(inf (x)) ,max(sup(x)));

return

Intervall-Newton-Verfahren

Fiir die Sitzung auf S. 223.

function X = IntervalNewton(f,X1,varargin)

% X = IntervalNewton(f,X1,varargin)

%

% applies interval Newton method until convergence

%

% f interval function, must be enabled for automatic
% differentiation, call f(x,varargin)

% X1 initial interval

%  varargin additional arguments for f

%

% X converged interval

X = intval(inf(X1));
while X 7= X1
X = X1;
X intval (mid (X)) ;
F = feval(f,gradientinit(X),varargin{:});
fx = feval(f,x,varargin{:});
X1 = intersect(x-fx/F.dx,X);
end

return

Intervallversion des arithmetisch-geometrischen Mittels

Fiir die Sitzung auf S. 170.

function m = AGM(a,b)

rnd = getround;

if isa(a,’double’), a = intval(a); end
if isa(b,’double’), b intval(b); end
minf = inf(EnclosingAGM(a.inf,b.inf));
msup = sup(EnclosingAGM(a.sup,b.sup));
m = infsup(minf,msup) ;
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setround(rnd) ;
return
function m = EnclosingAGM(a,b)

al = -inf; bl = inf;

while (a > a1) | (b < bl)
al = a; bl = b;
setround(-1); a
setround( 1); b

end

m = infsup(a,b);

sqrt(al*bl);
(al+b1)/2;

return

C.5 Mathematica

Die Mathematica-Programme sind unter Version 5.0 lauffahig.

C.5.1 Hilfsprogramme
Kronecker’sches Tensorprodukt von Matrizen

Fiir die Funktion ReturnProbability auf S. 352.

SetAttributes[KroneckerTensor, OneIdentity];
KroneckerTensor[u_?MatrixQ, v_?MatrixQ] :=
Module[{w = Outer[Times, u, v]}, Partition|[
Flatten[Transpose([w, {1, 3, 2, 4}]], Dimensions[w] [2] Dimensions[w][4]]];:
KroneckerTensor[u , v_, w__] := Fold[KroneckerTensor, u, {v, w}];
CircleTimes = KroneckerTensor;

Aufriistung der Intervallarithmetik

Fiir verschiedene Intervallfunktionen wie ReliableTrajectory, LowestCriti-
calPoint, IntervalBisection und IntervalNewton.

mid[X ] := (Min[X] + Max[X]) / 2;

diam[X ] :=Max[X] - Min[X];

diam[{X Interval}] := Max[diam /@ {X}];
extremes[X ] := {Min[X], Max[X]};
hull[X ] := Interval[extremes[X]]:

MidRad[x_, r ] :=x+ Interval[{-1, 1} ] r;

IntervalMin[{Interval[{a_, b_}], Interval[{c_, d_}]}] :=
Interval[{Min[a, c], Min[b, d]}]:

IntervalMin[{}] := o;
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Unterteilung von Intervallen und Rechtecken

Fiir verschiedene Intervallfunktionen wie LowestCriticalPoint, IntervalBi-
section und IntervalNewton.

subdividelD[X ] := Interval /@ {{Min[X], mid[X]}, {mid[X], Max[X]}};
subdivide2D[{X , Y }] :=Distribute[{subdividelD[X], subdividelD[Y¥]}, List];

Anzahl iibereinstimmender Ziffern und Intervallausgabe

Fiir die Sitzungen auf S. 51, S. 171, S. 201, S. 223 und S. 352.

DigitsAgreeCount[a , b_] := (prec = Ceiling@Min[Precision /@ {a, b}];

{{ad, ae}, {bd, be}} = RealDigits[#, 10, prec] & /@ {a, b};

If[ae#beVab <0, Return[0]]; If[ad == bd, Return@Length[ad]];

{{com}} = Position[MapThread[Equal, {ad, bd}], False, 1, 1] -1; com);
DigitsAgreeCount[Interval[{a_, b_}]] :=DigitsAgreeCount[a, b];
IntervalForm[Interval[{a_, b_}]] :=

(If[ (com = DigitsAgreeCount[a, b]) == 0, Return@Interval[{a, b}]1];
start = Sign[a] N[FromDigits@ {ad[Range@com], 1}, com];
{low, up} = SequenceForm@®@ Take[#, {com+ 1, prec}] & /@ {ad, bd};
If[ae == 0, start /=10; ae++];
SequenceForm[DisplayForm@SubsuperscriptBox[NumberForm@start, low, up],
If[ae # 1, Sequence@@ {" x ", DisplayForm@SuperscriptBox[10, ae-1]}, ""]])

C.5.2 Problemabhingige Funktionen und Routinen
Verlassliche Trajektorie des Photons (§2.4)
Fiir die Sitzung auf S. 51.

Options[ReliableTrajectory] :=
{StartIntervalPrecision - Automatic, AccuracyGoal - 12};
ReliableTrajectory[p , v_, tMax , opts__ Rule] :=
Module[{error =x, €, s0, s, P, V, t, Trem, path, S, T},
{e, s, s0} = {10." (-AccuracyGoal), AccuracyGoal, StartIntervalPrecision} /.
{opts} /. Options[ReliableTrajectory];
If[s0 === Automatic, s0 = s];
s =80; wp = Max[17, s +2];
While[error > €,
P = N[ (MidRad[#, 107°] &) /@p, wp];
V = N[ (MidRad [#, 107°] &) /@v, wp];
path = {P};
Trem = Interval[tMax];
While[Trem > 0, M=Round[P+2V/3];
S=t/. (Solve[(P+tV-M).(P+tV-M)=1/9, t]);
If[FreeQ[S, Power[Interval[{_?Negative, _?Positive}], _]],
T = IntervalMin[Cases[S, _?Positive]], Break[]]:
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Which[
T<Trem, P+=TV; V=H[P-M].V; Trem-=T,
T > Trem && Trem=>22/3, P+=2V/3; Trem-=2/3,
T > Trem && Trem< 2 /3, P +=TremV; Trem=0,
True, Break[]]:
AppendTo[path, P];
If[Precision [ {Trem, P, V, T}] < ag, Break[]]]:;
wp =Max[17, (++s) +2];
error = diam[P + Table[MidRad[-Max[Abs[Trem] ], Max[Abs[Trem]]], {2}]11:
Print[StringForm["Initial condition interval radius is 107 .m, s]l:

path];

Riickkehrwahrscheinlichkeit (§6.2)

Mathematica-Version der Matlab-Funktion von S. 337.

1
Matrices[n ] := Matrices[n] = [m =2n+1; pg = y +€0;

1 1 1
Pw = i €0; py = Z; Ps = z—; Id = SparseArray[{i_, i_}->1, {m, m}];

PEW = SparseArray[{{i_, j_ } /i j=4i+1-pg, {i_, j_} /i j=4i-1-py}, {m, m}];
PNS = SparseArray[{{i_, j_} /i j=41i+1-pN, {i_, J_} /i J=1i-1->ps}, {m, m}];
{PEW®Id + Id®PNS, Id®Id}) ;

ReturnProbability[e_Real, n_Integer] := ({A, Id} = Matrices[n];
Block[{€0 =€}, m=2n+1; ctr=nm+n+1; r=A[All, ctr];
A[All, ctr] = 0; q = LinearSolve[Id - A, r]; qctr]]);

Matrixmultiplikation mit A, (§7.3)

Blackbox-Definition der diinnbesetzten Matrix A, von S. 183.

n=20000;
BitLength := Developer "BitLength;
indices[i_] := indices[i] =

i+ Join[2" (Range@BitLength[n-i] -1), -2" (Range@BitLength[i - 1] -1)]
diagonal = Prime[Range@n];
A[x_] :=diagonal * x + MapIndexed[Plus @@ x[indices[#2[1]]] &, x];

Beweis der strengen Schranke fiir Apyin (A1142) (§7.4.2)
Der Beweis von Lemma 7.3 kann auf folgende Sitzung gestiitzt werden.

n=1142;

A = SparseArray[{{i_, i } » Prime[i]}, n] + (# + Transpose[#]) &@
SparseArray[Flatten@Table[{i, i+ Zj) -1, {i, n-1}, {j, 0, Log[2., n-1i]}], n];

{A, V} = Eigensystem[Normal@N[A]];

r = (AMin = A[n]) (x = Interval /@V[n, All]) - x.A;

(AMin += Interval[{-1, 1}] Norm[r] /Norm[x]) // IntervalForm

1.12065147083538
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Al = Prime[n +1] - 100; a2 = 11 x 100;
2 ((A0 = Interval [Min[AMin]]) Al - a2)
AFMin = // IntervalForm

20 +21+Vaxaz+ (A1 -20)2

1.000037435301342

Intervallversion der Theta-Funktion (§8.3.2)

Fiir die Sitzung auf S. 223.

SetAttributes[{60, 61}, Listable];

(-1*
60[q_, K_] :=2q"* O
fa, %] a 2k+1
k=0
q>3/4 X
ollq_, K] := — D-1* (2k+1) gt D)
k=0

6[q_Interval, K Integer] := hull[60[q, {K-1, K}]];
619 [q Interval, K Integer] := hull[el[q, {K-1, K}]];

C.5.3 Allgemeine Funktionen und Routinen
Zweidimensionale Minimierung

Fiir die Sitzung auf S. 104.

LowestCriticalPoint[f , {x , a , b_}, {y_, c¢_, d_}, upperbound , tol ] :=
(rects = N[{ {Interval[{a, b}], Interval[{c, d}]1}}];:
fen[{xx_, yy }] = £/. {x> xx, y-» yy};
gradf[{xx_, yy }] :=Evaluate[{D[£, x], D[£, y]} /. {x->xx, vy yy}]:
{low, upp} = {-», upperbound};
While[ (upp - low) > tol,
rects = Join @@ subdivide2D /@ rects;
fvals = fcn /@ rects;
upp = Min[upp, Min[Max /@ fvals]];
pos = Flatten[Position[Min /@ fvals, _? (# <upp &)]]:
rects = rects[pos]; fvals = fvals[pos]:;
pos = Flatten|
Position[Apply[And, IntervalMemberQ[gradf /@ rects, 0], {1}], True]];
rects = rects[[pos]; low = Min[fvals[pos]]];
{{low, upp}, Map[mid, rects, {2}]}):

Intervallversion des arithmetisch-geometrischen Mittels

Fiir die Sitzung auf S. 171.

AGMStep[{a_, b_}] := {\/ab, % (a+b)};

EnclosingAGM[{a_Real, b_Real}] :=
Interval@FixedPoint[extremes@AGMStep[Interval /@ #] &, {a, b}];
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Unprotect[ArithmeticGeometricMean];
ArithmeticGeometricMean[A Interval, B _Interval] :=
Block[{Experimental "$EqualTolerance = 0, Experimental” $SameQTolerance= 0},
Interval@extremes[EnclosingAGM /@ {Min /@ #, Max /@ #} &@{A, B}]1];
Protect[ArithmeticGeometricMean] ;

Intervallversion des Bisektionsverfahrens
Fiir die Sitzung auf S. 171.

IntervalBisection[f , {a_, b_}, tol_] :=
(X = Interval[{a, b}]; pos = {1}; While[Max[diam /@X] > tol,
pos = Flatten@Position[f /@ (X = Join @@ subdividelD /@X),
_? (IntervalMemberQ[#, 0] &)]; X = X[pos]]; IntervalUnion@e@ X)

Rekonstruktion rationaler Zahlen aus rationalen Approximationen

Fiir die Sitzung auf S. 210.

RationalReconstruction[p_, q_, Bnd_] :=
Module[{a=p, b=q, u0=0,ul=1,v0=1, vl=0},
While[Abs([vl] < Bnd, gt = Quotient[a, b];b=a-qgt (a=Db);

u0
ul =u0+qgt (u0=ul); vli=v0+qgt (vO=vl)]; —6—],
v

Intervall-Newton-Verfahren
Fiir die Sitzung auf S. 223.

IntervalNewton[f , {a_, b_}] := Block[{Experimental“$Equa1Tolerance= 0},
X1 = Interval[{a, b}]; X = Interval[a]; While [x =1=X1, X = X1;

flx
x = Interval [mid[X]]; X1 = IntervalIntersection[x— : [[X]] . X] ] ; X]
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Weitere Probleme

Was auch immer die Details der Angelegenheit sind,
findet sie mich von vielziihligen Beschiftigungen zu
sehr in Anspruch genommen, als dass ich in der La-
ge wire, ihr unmittelbar meine Aufmerksamkeit zuzu-

wenden.  John Wallis (1657; als Reaktion auf ein
von Fermat gestelltes Problem)

Auch wenn man begreifen sollte, dass das Lisen von
Problemen eine der niedersten Formen mathemati-
scher Forschung darstellt und es im allgemeinen kei-
nen wissenschaftlichen Wert hat, so kann seine erzie-
herische Bedeutung kaum iiberschitzt werden. Es ist
die Leiter, auf welcher der Geist in die hoheren Gefil-
de schopferischer Untersuchung und Forschung vor-
dringt. Viele verborgene Geister sind durch das Meis-
tern eines einzelnen Problems zur Titigkeit geweckt
worden.

Benjamin Finkel und John Colaw (1894; auf

der ersten Seite der ersten Ausgabe des Ame-

rican Mathematical Monthly)

Damit unsere Leser aus erster Hand die Anspannung, Frustration und
Freude erleben konnen, die das Arbeiten an einem fesselnden numerischen
Problem mit sich bringt, haben wir eine Auswahl von 22 Problemen im
Stile der Trefethen’schen 10 zusammengestellt. Die letzten beiden kénnen
in dem Sinne als Forschungsprobleme aufgefasst werden, dass selbst den
Aufgabenstellern keine einzige Ziffer des Resultats bekannt ist. Wir wer-
den Losungen von Lesern auf Wunsch gerne auf der Webseite des Buchs
allgemein zugénglich machen. Der Blick auf die Webseite sollte aber weder
Ausgangspunkt noch schneller Notbehelf bei der Auseinandersetzung mit
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einem Problem sein. Geduld mit sich und dem Gegenstand der Untersu-
chung ist eine Grundvoraussetzung fiir erfolgreiches Problemlésen. ,Eile
ist Irrtum®, wie ein chinesisches Sprichwort feststellt.

1. (Folkmar Bornemann)

Welchen Wert hat ), 1/n, wenn n nur diejenigen nattiirlichen Zahlen durch-
lauft, deren Dezimaldarstellung nicht die Ziffernfolge 42 enthélt?

2. (David Smith)

Welchen Wert hat die Summe der Reihe } 7”1/ f(n) mit f(1) =1, f(2) =2
und, fir n > 2, f(n) = nf(d), wobei d die Anzahl der Ziffern von n zur
Basis 2 bezeichnet?

Bemerkung. Problem A6 des Putnam-Wettbewerbs 2002 verlangte die Be-
stimmung derjenigen ganzen Zahlen b, fiir welche die Reihe, auf Ziffern
zur Basis b verallgemeinert, konvergiert.

3. (Arnold Knopfmacher)

Es sei m(k) = k — k/d(k), wobei d(k) den kleinsten Primfaktor von k be-
zeichnet. Welchen Wert hat

1 = x™M (k)
1 - ?
15?111—xn<1 k+1)

k=2

Bemerkung. Dieses Problem geht auf eine Arbeit von Knopfmacher und
Warlimont [KWg5] zuriick und ist die Variation eines Ausdrucks, der beim
Studium von Wahrscheinlichkeiten im Zusammenhang mit irreduziblen
Faktoren von Polynomen tiber endlichen Korpern auftritt.

4. (Nick Trefethen)

Fiir N auf der Einheitssphidre verteilte Punktladungen ist die potentielle
Energie durch

N-1 N
E = 2 Z \xj—xk|*1
j=1 k=j+1

gegeben, wobei |x; — x| den euklidischen Abstand zwischen x; und x; be-
zeichnet. Mit Ey bezeichnen wir das Minimum von E tiber alle moglichen
Konfigurationen von N Ladungen. Welchen Wert hat Ej(?
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5. (Jorg Waldvogel)
Die Riemann’sche Primzahlzihlfunktion ist definiert als

p(k)
= h(xl/k),

e

R(x) =
k

1

wobei p(k) die Mobiusfunktion ist, also (—1)¢, wenn k ein Produkt von p
verschiedenen Primzahlen ist, und Null sonst. Weiter ist li(x) = fox dt/logt
die Integrallogarithmusfunktion, aufgefasst als Cauchy’scher Hauptwert.
Welchen Wert hat die grofite positive Nullstelle von R?

Bemerkung. Das Ergebnis dieser Aufgabe ist wahrhaft schockierend.
6. (Nick Trefethen)

Es sei A die 48 x 48 Toeplitzmatrix, deren Elemente den Wert —1 auf der
ersten Subdiagonalen, +1 auf der Hauptdiagonalen und den ersten drei
Superdiagonalen und 0 auf dem Rest besitzen. Ferner bezeichne || - || die
2-Norm einer Matrix. Welchen Wert hat min, ||p(A)||, wenn p tiber alle
normierten Polynome vom Grad 8 variiert wird?

7. (Nick Trefethen)

Welchen Wert hat

1 . el
/ exp | x + sine’ dx ?
-1

8. (Folkmar Bornemann)

Welchen Wert hat
/ " Jo(xV2) Jo(xv/3) Jo (xVB) Jo (xV/7) Jo (x/11) dx,

wobei ]y die Besselfunktion erster Art und nullter Ordnung bezeichnet?
9. (Nick Trefethen)
Gegeben

floy) =e W ynd g(xy) = %yz 4 esiny

welche Fldache misst das Gebiet in der x-y Ebene mit f > g?
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Abb. D.1. Ein Dreiecksgitter.

10. (Jorg Waldvogel)

Das Quadrat ¢, (RN)? der kleinstmoglichen Konstante in der Sobolev’schen
Ungleichung fiir das Gebiet RV ist durch das mehrdimensionale Integral

cm(RN)? = (2m)~N /IRN ( xzk) 7ldx

[k[<m

gegeben, wobei wir fiir den Multiindex k = (kq,kp, ..., ky) aus nichtnega-
tiven ganzzahligen Elementen definieren, dass

N

k| =Y k;, xF:=

j=1

ki
X

e

Es ist beispielsweise c3(R!) = 0.5. Welchen Wert hat c1o(R1?)?
11. (Nick Trefethen)

Ein Partikel startet im obersten Knoten des Dreiecksgitters aus Abb. D.1,
das 30 Punkte auf jeder Seite besitzt. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass das Partikel nach 60 zufélligen Schritten auf der untersten Zeile endet?
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12. (Folkmar Bornemann)

Die Folge x, von Zufallszahlen erfiille xp = x; = 1 und die Rekursion
Xp4+1 = 2Xp £ X1, wobei die Vorzeichen + unabhéngig mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit gewahlt werden. Zu welchem Wert konvergiert |x,|'/" fiir
n — oo fast sicher?

13. (Nick Trefethen)

Sechs Massenpunkte der Masse 1 seien auf den Positionen (2, —1), (2,0),
(2,1),(3,—1), (3,0) und (3, 1) fixiert. Ein weiteres Partikel der Masse 1 star-
tetin (0, 0) mit der Geschwindigkeit 1 in einer Richtung 6 (als Winkel gegen
den Uhrzeigersinn von der x-Achse gemessen). Es bewegt sich geméf3 der
Newton’schen Gesetze unter dem EinflufS einer umgekehrt quadratischen
Anziehungskraft der Starke 72 von jeder der sechs festen Massen. Welches
ist die minimale Zeit, die das Partikel bei geeigneter Wahl von 6 benotigt,
um zur Position (4,1) zu gelangen?

14. (Folkmar Bornemann)
Die Bewegung eines Partikels in der x—y Ebene werde durch die kinetische
Energie T = % (%2 + y?) und die potentielle Energie
e? 2v(x2 12 _1)2
U:y+7(1+«xx )(x*+y-—1)

bestimmt. Das Partikel startet in der Position (0, 1) mit der Geschwindigkeit
(1,1). Fur welchen Wert des Parameters « trifft das Partikel im Grenzwert
€ — 0 die Achse y = 0 erstmalig zur Zeit 10?

15. (Nick Trefethen)

Der Punkt u = (x,y,z) starte in (0,0,z9) zur Zeit + = 0 mit zgp > 0 und
bewege sich gemifs den Gleichungen

X = —x+ 10y + ||u||(—0.7y — 0.03z),

y = —y+ 10z + |Jul[(0.7x — 0.1z),

z = —z+ ||u|[(0.03x +0.1y),

wobei ||u]|? = x% + y? + 22 ist. Fiir welchen Wert von zg ist ||u(50)|| = 1?
16. (Folkmar Bornemann)

Betrachte die Poissongleichung —Au(x) = exp(a||x||?) auf einem reguléren
Fiinfeck, welches dem Einheitskreis einbeschrieben ist. Entlang von vier
Seiten des Fiinfecks sei die Dirichlet’sche Randbedingung u = 0 gegeben,
wahrend entlang der flinften Seite u eine Neumann’sche Bedingung erfiille,
d.h. die Normalenableitung von u sei Null. Fiir welchen Wert von « ist das
Integral von u iiber die Neumann’schen Seite gleich e*?
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0.5 1 1.5 2 25

Abb. D.2. Daubechies’sche Skalierungsfunktion ¢,(x).

17. (Nick Trefethen)

Zu welcher Zeit to, explodiert die Losung der Gleichung u; = Au + e auf
einem 3 x 3 Quadrat mit Rand- und Anfangswerten Null?

18. (Nick Trefethen)

Abbildung D.2 zeigt die Daubechies’sche Skalierungsfunktion ¢, (x) (sie-
he [Daugz2]) als eine Kurve in der x—u Ebene. Angenommen wir 16sen die
Wairmeleitungsgleichung u; = iy, auf dem Intervall [0, 3] mit den Anfangs-
werten u#(x,0) = ¢2(x) und den Randwerten u(0) = u(3) = 0. Zu welcher
Zeit hat die Lange dieser Kurve in der x—u Ebene den Wert 5.4?

19. (Folkmar Bornemann)

Es sei u eine Eigenfunktion, die zum vierten Eigenwert des negativen
Laplace-Operators mit Nullrandbedingung auf einem aus drei Einheitsqua-
draten gebildeten L-formigen Gebiet gehort. Welche Lange hat die Null-
Hohenlinie von u?

20. (Nick Trefethen)

Die Koch’sche Schneeflocke ist ein fraktales Gebiet, das wie folgt definiert
wird: Beginne mit einem gleichseitigen Dreieck der Seitenldnge 1 und er-
setze das mittlere Drittel jeder Seite durch zwei Seiten eines nach aufien
weisenden gleichseitigen Dreiecks der Seitenlinge 1/3. Nun ersetze das
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mittlere Drittel jeder der 12 neuen Seiten durch zwei Seiten eines nach au-
Ben weisenden gleichseitigen Dreiecks der Seitenldnge 1/9. Dieser Prozess
geht unaufhorlich so weiter. Welches ist der kleinste Eigenwert des nega-
tiven Laplace-Operators auf der Koch’schen Schneeflocke mit Nullrandbe-
dingung?

21. (Folkmar Bornemann)

Betrachte die Poissongleichung —div(a(x)grad u(x)) = 1 auf dem Einheits-
quadrat mit Nullrandbedingung. Welchen Wert hat das Supremum des In-
tegrals von u tiber dem Quadrat, wenn a(x) tiber alle messbaren Funk-
tionen variiert wird, die den Wert 1 auf der halben Fliche des Quadrats
annehmen und 100 auf dem Rest?

22. (Dirk Laurie)

Es sei h(z) die Losung der Funktionalgleichung exp(z) = h(h(z)), die ana-
lytisch in einer Umgebung des Ursprungs ist und fiir reelle z eine wach-
sende Funktion ist. Welchen Wert hat /1(0)? Welchen Wert hat der Konver-
genzradius der Maclaurin’schen Entwicklung von h?

Bemerkung. Fiir die Eindeutigkeit von 1 werden weitere Eigenschaften beno-
tigt. Eine einfache solche Eigenschaft sollte daher gefunden werden, bevor
man die Losung des Problems angeht; in der Literatur scheint gegenwartig
nichts dartiber bekannt zu sein.



Literaturverzeichnis

[Aleoo]

[Apo74]

[AS84]

[AWo97]
[Baioo]
[Bakgo]

[Bar63]

[BB87]

[BBo4]

[BBGo4]

[BBP97]

[Ber89]

[Berg8]

Gerald L. Alexanderson: The random walks of George Pélya, Mathema-
tical Association of America (MAA), Washington, 2000. (Zitiert auf
S. 151.)

Tom M. Apostol: Mathematical analysis, 2. Auflage, Addison-Wesley,
Reading, 1974. (Zitiert auf S. 233.)

Milton Abramowitz und Irene A. Stegun (Hg.): Handbook of mathema-
tical functions with formulas, graphs, and mathematical tables, Wiley, New
York, 1984. (Zitiert auf S. 28, 66, 126, 127, 144, 145 und 167.)

Victor Adamchik und Stan Wagon: A simple formula for 7r, Amer. Math.
Monthly 104(9):852-855, 1997. (Zitiert auf S. VIIL.)

David H. Bailey: A compendium of BPP-type formulas for mathematical
constants, Manuskript, 2000. (Zitiert auf S. VIIL.)

Alan Baker: Transcendental number theory, 2. Auflage, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, 1990. (Zitiert auf S. 277.)

Vic D. Barnett: Some explicit results for an asymmetric two- dimensional
random walk, Proc. Camb. Phil. Soc. 59:451—462, 1963. (Zitiert auf
S. 17, 160 und 168.)

Jonathan M. Borwein und Peter B. Borwein: Pi and the AGM. A study
in analytic number theory and computational complexity, Wiley, New York,
1987. (Zitiert auf S. 168, 170, 220, 272, 274 und 329.)

Jonathan M. Borwein und David H. Bailey: Mathematics by experiment:
Plausible reasoning in the 21st century, A. K. Peters, Wellesley, 2004. (Zi-
tiert auf S. VII und 280.)

Jonathan M. Borwein, David H. Bailey und Roland Girgensohn: Expe-
rimentation in mathematics: Computational paths to discovery, A. K. Peters,
Wellesley, 2004. (Zitiert auf S. VII und 280.)

David Bailey, Peter Borwein und Simon Plouffe: On the rapid computa-
tion of various polylogarithmic constants, Math. ComS. 66(218):903-913,
1997. (Zitiert auf S. VIL.)

Bruce C. Berndt: Ramanujan’s notebooks. Part II, Springer-Verlag, New
York, 1989. (Zitiert auf S. 266.)

Ramanujan’s notebooks. Part V, Springer-Verlag, New York, 1998.
(Zitiert auf S. 279.)




364 Literaturverzeichnis

[Bero1]

[BE71]

[BLWWo4]

[Boeb1]
[Boros]

[BRo5]

[Bre71]
[Bre76]

[Bre88]

[Breoo]

[BRS63]

[BT99]

[BY93]

[BZo1]

[BZo2]

[Cauzy]

[CDGy9]

[CGH ™" 96]

Michael Berry: Why are special functions special?, Physics Today
54(4):11-12, 2001. (Zitiert auf S. 149.)

Paul F. Byrd und Morris D. Friedman: Handbook of elliptic integrals for
engineers and scientists, 2. Auflage, Springer-Verlag, New York, 1971.
(Zitiert auf S. 175.)

Folkmar Bornemann, Dirk Laurie, Stan Wagon und Jorg Waldvogel:
The SIAM 100-Digit Challenge. A Study in High-Accuracy Numerical Com-
puting, Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM), Phil-
adelphia, 2004. (Zitiert auf S. XIII und 205.)

John Boersma: On a function, which is a special case of Meijer’s G-function,
Compositio Math. 15:34-63, 1961. (Zitiert auf S. 243.)

Jonathan M. Borwein: Book review: The SIAM 100-digit challenge, Mathe-
matical Intelligencer 27(4):40-48, 2005. (Zitiert auf S. V, 280 und 281.)
Bruce C. Berndt und Robert A. Rankin: Ramanujan, Letters and com-
mentary, American Mathematical Society, Providence, 1995. (Zitiert
auf S. 278.)

Claude Brezinski: Accélération de suites a convergence logarithmique, C.
R. Acad. Sci. Paris Sér. A-B 273:A727-A730, 1971. (Zitiert auf S. 312.)
Richard P. Brent: Fast multiple-precision evaluation of elementary functi-
ons, J. Assoc. Comput. Mach. 23(2):242—251, 1976. (Zitiert auf S. 36.)
Claude Brezinski: Quasi-linear extrapolation processes, in: Numerical ma-
thematics, Singapore 1988, (61-78), Birkhduser, Basel, 1988. (Zitiert auf
S. 326.)

Convergence acceleration during the 20th century, J. Comput. Ap-
pl. Math. 122(1-2):1-21, 2000. (Zitiert auf S. 292 und 326.)

Friedrich L. Bauer, Heinz Rutishauser und Eduard Stiefel: New aspects
in numerical quadrature, in: Proc. Sympos. Appl. Math., Vol. XV, (199-
218), Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1963. (Zitiert auf S. 81
und 326.)

Benedicte Le Bailly und Jean-Pierre Thiran: Computing complex polyno-
mial Chebyshev approximants on the unit circle by the real Remez algorithm,
SIAM J. Numer. Anal. 36(6):1858-1877, 1999. (Zitiert auf S. 147.)
Folkmar Bornemann und Harry Yserentant: A basic norm equivalence
for the theory of multilevel methods, Numer. Math. 64(4):455—476, 1993.
(Zitiert auf S. 193.)

Claude Brezinski und Michela Redivo Zaglia: Extrapolation methods,
North-Holland, Amsterdam, 1991. (Zitiert auf S. 285, 292 und 325.)
Jonathan M. Borwein und I. John Zucker: Fast evaluation of the gamma
function for small rational fractions using complete elliptic integrals of the
first kind, IMA J. Numer. Anal. 12(4):519-526, 1992. (Zitiert auf S. 176.)
Augustin-Louis Cauchy: Sur quelques propositions fondamentales du cal-
cul des résidus, Exerc. Math. 2:245-276, 1827.  (Zitiert auf S. 266
und 268.)

David W. Corne, Marco Dorigo und Fred Glover (Hg.): New Ideas in
Optimization, McGraw-Hill, Berkshire, 1999. (Zitiert auf S. 132.)
Robert M. Corless, Gaston H. Gonnet, David E. G. Hare, David ]J.
Jeffrey und Donald E. Knuth: On the Lambert W function, Adv. Comput.
Math. 5(4):329-359, 1996. (Zitiert auf S. 28 und 29.)



[CMo1]

[Colgs]
[Cox84]
[Cox89]

[CPo1]

[CRZoo]

[Daug2]

[DBoz]

[Demg7]

[DeVoz]

[DHo2]

[Dix82]

[DJo1]

[DKKo1]

[DR84]

[DRgo]

[DSoo]

[DToz]

Literaturverzeichnis 365

Nikolai Chernov und Roberto Markarian: Introduction to the ergodic
theory of chaotic billiards, Instituto de Matematica y Ciencias Afines
(IMCA), Lima, 2001. (Zitiert auf S. 53.)

Courtney S. Coleman: CODEE Newsletter (cover), spring 1995. (Zi-
tiert auf S. 109.)

David A. Cox: The arithmetic-geometric mean of Gauss, Enseign. Math.
(2) 30(3-4):275-330, 1984. (Zitiert auf S. 273.)

Primes of the form x? + ny?. Fermat, class field theory and complex
multiplication, Wiley, New York, 1989. (Zitiert auf S. 278.)

Richard Crandall und Carl Pomerance: Prime numbers, A computatio-
nal perspective, Springer-Verlag, New York, 2001. (Zitiert auf S. 192
und 255.)

Henri Cohen, Fernando Rodriguez Villegas und Don Zagier: Conver-
gence acceleration of alternating series, Experiment. Math. 9(1):3-12, 2000.
(Zitiert auf S. 305 und 326.)

Ingrid Daubechies: Ten lectures on wavelets, Society for Industrial and
Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia, 1992. (Zitiert auf S. 360.)
Peter Deuflhard und Folkmar Bornemann: Numerische Mathematik II.
Gewohnliche Differentialgleichungen, 2. Auflage, Walter de Gruyter, Ber-
lin, 2002. (Zitiert auf S. 212, 215 und 261.)

James W. Demmel: Applied numerical linear algebra, Society for Indus-
trial and Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia, 1997. (Zitiert
auf S. 153 und 258.)

Carl DeVore: A Maple worksheet on Trefethen’s problem 3, 2002,
http://groups.yahoo.com/group/100digits/files/Tref3.mws.
(Zitiert auf S. 326.)

Peter Deuflhard und Andreas Hohmann: Numerische Mathematik I. Ei-
ne algorithmisch orientierte Einfiihrung, 3. Auflage, Walter de Gruyter,
Berlin, 2002. (Zitiert auf S. 182, 189, 190 und 196.)

John D. Dixon: Exact solution of linear equations using p-adic expansions,
Numer. Math. g40(1):137-141, 1982. (Zitiert auf S. 205.)

Richard T. Delves und Geoff S. Joyce: On the Green function for the
anisotropic simple cubic lattice, Ann. Phys. 291:71-133, 2001. (Zitiert auf
S. 177.)

Eusebius Doedel, Herbert B. Keller und Jean-Pierre Kernévez: Nume-
rical analysis and control of bifurcation problems. I. Bifurcation in finite di-
mensions, Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg. 1(3):493-520, 1991.
(Zitiert auf S. 106.)

Philip J. Davis und Philip Rabinowitz: Methods of numerical integration,
2. Auflage, Academic Press, Orlando, 1984. (Zitiert auf S. 81 und 83.)
John M. DeLaurentis und Louis A. Romero: A Monte Carlo method for
Poisson’s equation, J. Comput. Phys. 9o(1):123-140, 1990. (Zitiert auf
S. 253 und 254.)

Jack Dongarra und Francis Sullivan: The top 10 algorithms, IEEE Com-
puting in Science and Engineering 2(1):22—23, 2000. (Zitiert auf S. VI.)
Tobin A. Driscoll und Lloyd N. Trefethen: Schwarz—Christoffel mapping,
Cambridge University Press, Cambridge, 2002. (Zitiert auf S. 283.)




366 Literaturverzeichnis

[DTWoz2]

[Dys96]

[EMOT53]

[Erds6]
[Evags]
[Felso]

[FHo8]

[FLS63]

[Fou78]

[Gaué67]

[GL81]

[GLo6]

[Goo83]

[Grigo]

[GWo1]

[GZ77]

[Hacgz2]

[Hadg5]

Jean-Guillaume Dumas, William Turner und Zhendong Wan: Exact
solution to large sparse integer linear systems, Abstract for ECCAD’2002,
2002. (Zitiert auf S. 204.)

Freeman J. Dyson: Review of “Nature’s Numbers” by lan Stewart, Amer.
Math. Monthly 103:610-612, 1996. (Zitiert auf S. 181.)

Arthur Erdélyi, Wilhelm Magnus, Fritz Oberhettinger und Frances-
co G. Tricomi: Higher transcendental functions. Vols. I, II, McGraw-Hill,
New York, 1953. (Zitiert auf S. 167, 243 und 244.)

Arthur Erdélyi: Asymptotic expansions, Dover, New York, 1956. (Zitiert
auf S. 83 und 286.)

Gwynne Evans: Practical numerical integration, Wiley, Chichester, 1993.
(Zitiert auf S. 22.)

William Feller: An introduction to probability theory and its applications.
Vol. I, Wiley, New York, 1950. (Zitiert auf S. 155 und 156.)

Samuel P. Ferguson und Thomas C. Hales: A formulation of the Kepler
conjecture, Technischer Bericht, ArXiv Math MG 9811072, 1998. (Zitiert
auf S. 116.)

Richard P. Feynman, Robert B. Leighton und Matthew Sands: The
Feynman lectures on physics. Vol. 1: Mainly mechanics, radiation, and heat,
Addison-Wesley, Reading, 1963. (Zitiert auf S. 291.)

Joseph Fourier: The analytical theory of heat, Cambridge University
Press, Cambridge, 1878, translated by Alexander Freeman. Reprin-
ted by Dover Publications, New York, 1955. French original: “Théorie
analytique de la chaleur”, Didot, Paris, 1822. (Zitiert auf S. 211, 218
und 219.)

Walter Gautschi: Computational aspects of three-term recurrence relations,
SIAM Review 9:24-82, 1967. (Zitiert auf S. 164.)

Alan George und Joseph W. H. Liu: Computer solution of large sparse
positive definite systems, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1981. (Zitiert
auf S. 184 und 185.)

Gene H. Golub und Charles F. Van Loan: Matrix computations, 3.
Auflage, Johns Hopkins University Press, Baltimore, 1996. (Zitiert
auf S. 58, 60, 62 und 63.)

Nicolas D. Goodman: Reflections on Bishop’s philosophy of mathematics,
Math. Intelligencer 5(3):61-68, 1983. (Zitiert auf S. 181.)

Peter Griffin: Accelerating beyond the third dimension: returning to the
origin in simple random walk, Math. Sci. 15(1):24-35, 1990. (Zitiert auf
S. 180.)

Walter Gautschi und Jorg Waldvogel: Computing the Hilbert transform of
the generalized Laguerre and Hermite weight functions, BIT 41(3):490-503,
2001. (Zitiert auf S. 83.)

M. Lawrence Glasser und I. John Zucker: Extended Watson integrals
for the cubic lattices, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 74(5):1800-1801, 1977.
(Zitiert auf S. 176.)

Wolfgang Hackbusch: Elliptic differential equations. Theory and numerical
treatment, Springer-Verlag, Berlin, 1992. (Zitiert auf S. 259.)

Jacques Hadamard: The psychology of invention in the mathematical field,
Princeton University Press, Princeton, 1945. (Zitiert auf S. 21.)



[Hang2]

[Hargo]

[Harg9]

[Haroz]

[Havos]
[Hen61]
[Hen64]

[Hen74]

[Heny7]

[Hen86]

[Her83]

[Higo6]

[HJ85]

[Hofé67]

[Hugos]

[IMT70]

[Jacz9]

Literaturverzeichnis 367

Eldon Hansen: Global optimization using interval analysis, Marcel Dek-
ker Inc., New York, 1992. (Zitiert auf S. 102, 116 und 121.)

Godfrey H. Hardy: Ramanujan. Twelve lectures on subjects suggested by
his life and work, Cambridge University Press, Cambridge, 1940. (Zi-
tiert auf S. 278.)

Divergent Series, Oxford University Press, Oxford, 1949. (Zitiert
auf S. 315.)

Gareth I. Hargreaves: Interval Analysis in MATLAB, Diplomarbeit, Uni-
versity of Manchester, 2002, Numerical Analysis Report No. 416. (Zi-
tiert auf S. 345.)

Julian Havil: Gamma, Princeton University Press, Princeton, 2003, auf
S. 92 findet sich der Ausspruch von John Wallis. (Zitiert auf S. 355.)
Ernst Henze: Zur Theorie der diskreten unsymmetrischen Irrfahrt, ZAMM
41:1-9, 1961. (Zitiert auf S. 17 und 168.)

Peter Henrici: Elements of numerical analysis, Wiley, New York, 1964.
(Zitiert auf S. 24.)

Applied and computational complex analysis. Vol. 1: Power series—
integration—conformal mapping—Tlocation of zeros, Wiley, New York,
1974. (Zitiert auf S. 79, 266 und 269.)

Applied and computational complex analysis. Vol. 2: Special
functions—integral transforms—asymptotics—continued fractions, Wiley,
New York, 1977. (Zitiert auf S. 73 und 83.)

Applied and computational complex analysis. Vol. 3: Discrete Fouri-
er analysis—Cauchy integrals—construction of conformal maps—univalent
functions, Wiley, New York, 1986. (Zitiert auf S. 257, 268, 270 und 283.)
Joseph Hersch: On harmonic measures, conformal moduli and some elemen-
tary symmetry methods, ]. Analyse Math. 42:211-228, 1982/83. (Zitiert
auf S. 269.)

Nicholas J. Higham: Accuracy and stability of numerical algorithms, So-
ciety for Industrial and Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia,
1996. (Zitiert auf S. 6, 47, 56, 57, 64, 186, 187, 198, 203, 204, 216, 240,
259, 262 und 319.)

Roger A. Horn und Charles R. Johnson: Matrix analysis, Cambridge
University Press, Cambridge, 1985. (Zitiert auf S. 63, 190, 202, 203
und 206.)

Peter Hofmann: Asymptotic expansions of the discretization error of boun-
dary value problems of the Laplace equation in rectangular domains, Numer.
Math. 9:302-322, 1966/1967. (Zitiert auf S. 261.)

Barry D. Hughes: Random walks and random environments. Vol. 1: Ran-
dom Walks, Oxford University Press, New York, 1995. (Zitiert auf
S. 149, 151, 161, 172 und 176.)

Masao Iri, Sigeiti Moriguti und Yoshimitsu Takasawa: On a certain
quadrature formula (Japanese), Kokyuroku Ser. Res. Inst. for Math. Sci.
Kyoto Univ. 91:82-118, 1970, englische Ubersetzung: J. Comput. Appl.
Math. 17, 3—20 (1987). (Zitiert auf S. 81.)

Carl Gustav Jacob Jacobi: Fundamenta nova theoriae functionum ellip-
ticarum, Borntrager, Regiomontum (Konigsberg), 1829. (Zitiert auf

S. 275.)




368

[JDZo3]

[Joh82]

[Keag6]

[Kno47]

[Knu81]

[Koeg8]

[Kol48]

[Kith82]

[KWos]

[Lan82]

[LBoz]

[Lev73]

[Lons6]

[Luk7s]

[LVo4]

[Lyn85]

[Mar83]

Literaturverzeichnis

Geoff S. Joyce, Richard T. Delves und I. John Zucker: Exact evaluation of
the Green functions for the anisotropic face-centred and simple cubic lattices,
J. Phys. A: Math. Gen. 36:8661-8672, 2003. (Zitiert auf S. 177.)

Fritz John: Partial differential equations, 4. Auflage, Springer-Verlag,
New York, 1982. (Zitiert auf S. 220.)

R. Baker Kearfott: Rigorous global search: continuous problems, Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht, 1996. (Zitiert auf S. 102, 113, 116
und 119.)

Konrad Knopp: Theorie und Anwendungen unendlicher Reihen, Springer-
Verlag, Berlin, 1947. (Zitiert auf S. 166 und 286.)

Donald E. Knuth: The art of computer programming. Vol. 2: Seminumerical
algorithms, 2. Auflage, Addison-Wesley, Reading, 1981. (Zitiert auf
S.35.)

Wolfram Koepf: Hypergeometric summation. An algorithmic approach to
summation and special function identities, Vieweg, Braunschweig, 1998.
(Zitiert auf S. 162 und 163.)

Andrey N. Kolmogorov: A remark on the polynomials of P. L. Cebysev
deviating the least from a given function, Uspehi Matem. Nauk (N.S.)
3(1(23)):216—221, 1948. (Zitiert auf S. 147.)

Wilhelm O. Kiithne: Huppel en sy maats, Tafelberg, Kaapstad, 1982. (Zi-
tiert auf S. 125.)

Arnold Knopfmacher und Richard Warlimont: Distinct degree facto-
rizations for polynomials over a finite field, Trans. Amer. Math. Soc.
347(6):2235-2243, 1995. (Zitiert auf S. 356.)

Oscar E. Lanford, III: A computer-assisted proof of the Feigenbaum con-
jectures, Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 6(3):427-434, 1982. (Zitiert auf
S. 116.)

John Lund und Kenneth L. Bowers: Sinc methods for quadrature and
differential equations, Society for Industrial and Applied Mathematics
(SIAM), Philadelphia, 1992. (Zitiert auf S. 235.)

David Levin: Development of non-linear transformations of improving con-
vergence of sequences, Internat. J. Comput. Math. 3:371-388, 1973. (Zi-
tiert auf S. 307.)

Ivor M. Longman: Note on a method for computing infinite integrals of os-
cillatory functions, Proc. Cambridge Philos. Soc. 52:764-768, 1956. (Zi-
tiert auf S. 22.)

Yudell L. Luke: Mathematical functions and their approximations, Acade-
mic Press, New York, 1975. (Zitiert auf S. 144, 145 und 245.)

Dirk P. Laurie und Lucas M. Venter: A two-phase algorithm for the
Chebyshev solution of complex linear equations, SIAM J. Sci. Comput.
15(6):1440-1451, 1994. (Zitiert auf S. 137 und 142.)

James N. Lyness: Integrating some infinite oscillating tails, in: Proceedings
of the international conference on computational and applied mathematics
(Leuven, 1984), Band 12/13, (109-117), 1985. (Zitiert auf S. 23.)

Oleg 1. Marichev: Handbook of integral transforms of higher transcendental
functions: theory and algorithmic tables, Ellis Horwood, Chichester, 1983.
(Zitiert auf S. 244.)



[Meng3]

[Mil63]

[Milgg]

[Molo4]

[Mons6]

[Moo66]

[Mor78]

[MS83]

[MSo1]

[MTo3]
[Nehsz2]
[Neugo]
[Nieo6]
[Nik74]

[NPWZg7]

[Olv74]

[OMo9]

[PBMS6]

Literaturverzeichnis 369

Luigi Frederico Menabrea: Sketch of the Analytical Engine invented by
Charles Babbage, Esq. With notes by the translator (A.A.L.), Taylor’s Scien-
tific Memoirs 3(29):666—731, 1843. (Zitiert auf S. 335.)

John Milnor: Morse theory, Princeton University Press, Princeton, 1963.
(Zitiert auf S. 109.)

Gradimir V. Milovanovié¢: Summation of series and Gaussian quadratures,
in: Approximation and computation (West Lafayette, IN, 1993), (459—475),
Birkhduser, Boston, 1994. (Zitiert auf S. 78.)

Cleve B. Moler: Numerical computing with MATLAB, Society for Indus-
trial and Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia, 2004. (Zitiert
auf S. 5.)

Elliot W. Montroll: Random walks in multidimensional spaces, especially
on periodic lattices, ]. Soc. Indust. Appl. Math. 4:241-260, 1956. (Zitiert
auf S. 178.)

Ramon E. Moore: Interval analysis, Prentice-Hall, Englewood Cliffs,
1966. (Zitiert auf S. 112.)

Masatake Mori: An IMT-type double exponential formula for numerical
integration, Publ. Res. Inst. Math. Sci. Kyoto Univ. 14(3):713—729, 1978.
(Zitiert auf S. 81.)

Gurii I. Marchuk und Vladimir V. Shaidurov: Difference methods and
their extrapolations, Springer-Verlag, New York, 1983.  (Zitiert auf
S. 260.)

Masatake Mori und Masaaki Sugihara: The double-exponential transfor-
mation in numerical analysis, ]. Comput. Appl. Math. 127(1-2):287-296,
2001. (Zitiert auf S. 236.)

Oleg I. Marichev und Michael Trott: Meijer G function, The Wolfram
Functions Site, Wolfram Research, 2003. (Zitiert auf S. 244.)

Zeev Nehari: Conformal mapping, McGraw-Hill, New York, 1952. (Zi-
tiert auf S. 257.)

Arnold Neumaier: Interval methods for systems of equations, Cambridge
University Press, Cambridge, 1990. (Zitiert auf S. 113 und 114.)
Niels Nielsen: Handbuch der Theorie der Gammafunktion, Teubner, Leip-
zig, 1906. (Zitiert auf S. 66.)

Sergej M. Nikolskij: Kvadraturnye formuly, Nauka, Moskau, 1974. (Zi-
tiert auf S. 235.)

Istvan Nemes, Marko Petkovsek, Herbert S. Wilf und Doron Zeil-
berger: How to do Monthly problems with your computer, Amer. Math.
Monthly 104(6):505-519, 1997. (Zitiert auf S. 162.)

Frank W. J. Olver: Asymptotics and special functions, Academic Press,
New York, 1974. (Zitiert auf S. 83, 178, 179, 286 und 287.)

Takuya Ooura und Masatake Mori: A robust double exponential formu-
la for Fourier-type integrals, J. Comput. Appl. Math. 112(1-2):229-241,
1999. (Zitiert auf S. 34, 239 und 240.)

Anatolif P. Prudnikov, Yury A. Brychkov und Oleg I. Marichev: Inte-
grals and series. Vol. 1: Elementary Functions, Gordon & Breach, New
York, 1986. (Zitiert auf S. 174 und 244.)



370 Literaturverzeichnis

[PADKUKS83] Robert Piessens, Elise de Doncker-Kapenga, Christoph W. Uberhuber

[Per29]

[Pol21]

[Pow64]

[PTVF9g2]

[PW34]

[PWZg6]
[Rai6o]
[Raug1]

[Rem34al

[Rem34b]

[RSy5]

[Rumg8]
[Rumgoa]

[Rumggb]

[Rutgo]
[Sals5]
[Sché9]

[Sch89]

und David K. Kahaner: QUADPACK: A subroutine package for automatic
integration, Springer-Verlag, Berlin, 1983. (Zitiert auf S. 22 und 229.)
Oskar Perron: Die Lehre von den Kettenbriichen, 2. Auflage, Teubner,
Leipzig, 1929. (Zitiert auf S. 205.)

Georg Polya: Uber eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung betref-
fend die Irrfahrt im Straflennetz, Math. Ann. 83:149-160, 1921. (Zitiert
auf S. 151, 166 und 176.)

Michael J. D. Powell: An efficient method for finding the minimum of a
function of several variables without calculating derivatives, Comput. J.
7:155-162, 1964. (Zitiert auf S. 231.)

William H. Press, Saul A. Teukolsky, William T. Vetterling und Bri-
an P. Flannery: Numerical recipes in C, 2. Auflage, Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge, 1992. (Zitiert auf S. 93.)

Raymond E. A. C. Paley und Norbert Wiener: Fourier transforms in
the complex domain, American Mathematical Society, New York, 1934.
(Zitiert auf S. 83.)

Marko Petkovsek, Herbert S. Wilf und Doron Zeilberger: A = B, A. K.
Peters, Wellesley, 1996. (Zitiert auf S. 162 und 163.)

Earl D. Rainville: Special functions, Macmillan, New York, 1960. (Zitiert
auf S. 167.)

Jeffrey Rauch: Partial differential equations, Springer-Verlag, New York,
1991. (Zitiert auf S. 251 und 264.)

Eugene J. Remes (Evgeny Ya. Remez): Sur le calcul effectif des polynomes
d’approximation de Tchebichef, C. R. Acad. Sci. Paris 199:337-340, 1934.
(Zitiert auf S. 132.)

Sur un procédé convergent d’approximation successives pour déter-
miner les polyndmes d’approximation, C. R. Acad. Sci. Paris 198:2063—
2065, 1934. (Zitiert auf S. 132.)

Michael Reed und Barry Simon: Methods of modern mathematical physics.
II. Fourier analysis, self-adjointness, Academic Press, New York, 1975.
(Zitiert auf S. 83.)

Siegfried M. Rump: A note on epsilon-inflation, Reliab. Comput.
4(4):371-375, 1998. (Zitiert auf S. 119.)

Fast and parallel interval arithmetic, BIT 39(3):534-554, 1999. (Zi-
tiert auf S. 345.)

INTLAB — interval laboratory, in: Tibor Csendes (Hg.) Develop-
ments in Reliable Computing, (77-104), Kluwer, Dordrecht, 1999. (Zitiert
auf S. 345.)

Heinz Rutishauser: Lectures on numerical mathematics, Birkhduser, Bo-
ston, 1990. (Zitiert auf S. 132.)

Herbert E. Salzer: A simple method for summing certain slowly convergent
series, ]. Math. Phys. 33:356-359, 1955. (Zitiert auf S. 300 und 301.)
Charles Schwartz: Numerical integration of analytic functions, J. Compu-
tational Phys. 4:19—29, 1969. (Zitiert auf S. 81.)

Hans R. Schwarz: Numerical analysis: A comprehensive introduction, Wi-
ley, Chichester, 1989, with a contribution by Jorg Waldvogel, Transla-
ted from the German. (Zitiert auf S. 81.)




[Sido3]

[Sin7oa]

[Sinyob]

[SL68]

[Smigy]

[Sokgy]

[SR97]

[STos]

[Ste65]

[Ste73]
[Ste84]

[Steo1]

[Strosa]
[Strosb]

[SWo7]

[Syl60]
[Sze7s]
[Tabgs]

[Tan88]

Literaturverzeichnis 371

Avram Sidi: Practical extrapolation methods: Theory and applications,
Cambridge University Press, Cambridge, 2003.  (Zitiert auf S. 292
und 326.)

Yakov G. Sinai: Dynamical systems with elastic reflections. Ergodic proper-
ties of dispersing billiards, Uspehi Mat. Nauk 25(2 (152)):141-192, 1970.
(Zitiert auf S. 53.)

Ivan Singer: Best approximation in normed linear spaces by elements of line-
ar subspaces, Springer-Verlag, Berlin, 1970. (Zitiert auf S. 139 und 147.)
Vladimir I. Smirnov und N. A. Lebedev: Functions of a complex variable:
Constructive theory, The M.LT. Press, Cambridge, 1968. (Zitiert auf
S. 139 und 147.)

Frank Smithies: Cauchy and the creation of complex function theory, Cam-
bridge University Press, Cambridge, 1997. (Zitiert auf S. 266.)

Alan D. Sokal: Monte Carlo methods in statistical mechanics: foundations
and new algorithms, in: Functional integration (Cargése, 1996), Band 361
von NATO Adv. Sci. Inst. Ser. B Phys., (131-192), Plenum, New York,
1997. (Zitiert auf S. 251 und 254.)

Lawrence F. Shampine und Mark W. Reichelt: The MATLAB ODE suite,
SIAM J. Sci. Comput. 18(1):1—22, 1997. (Zitiert auf S. 213.)

Thomas Schmelzer und Lloyd N. Trefethen: Computing the Gamma
function using contour integrals and rational approximations, Numerical
Analysis Group Research Report NA-o05/27, Oxford University, 2005.
(Zitiert auf S. 144.)

Hans ]. Stetter: Asymptotic expansions for the error of discretization algo-
rithms for non-linear functional equations, Numer. Math. 7:18-31, 1965.
(Zitiert auf S. 215.)

Frank Stenger: Integration formulae based on the trapezoidal formula, ].
Inst. Math. Appl. 12:103-114, 1973. (Zitiert auf S. 81.)

Gilbert W. Stewart: A second order perturbation expansion for small singu-
lar values, Linear Algebra Appl. 56:231-235, 1984. (Zitiert auf S. 69.)
Matrix algorithms. Vol. 1I, Eigensystems, Society for Industrial
and Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia, 2001. (Zitiert auf
S. 202.)

Gilbert Strang: Book review: Learning from 100 numbers, Science 307:521—
522, 2005. (Zitiert auf S. 251.)

Book review: The SIAM 100-digit challenge, Balliol College Annu-
al Report (53-54), 2005. (Zitiert auf S. 251.)

Dan Schwalbe und Stan Wagon: VisualDSolve, Visualizing Differential
Equations with Mathematica, TELOS/Springer-Verlag, New York, 1997.
(Zitiert auf S. 106.)

James Joseph Sylvester: Notes on the meditation of Poncelet’s theorem,
Philosophical Magazine 20:533, 1860. (Zitiert auf S. 227.)

Gabor Szeg6: Orthogonal polynomials, 4. Auflage, American Mathema-
tical Society, Providence, 1975. (Zitiert auf S. 166.)

Serge Tabachnikov: Billiards, Société Mathématique de France, Mar-
seille, 1995. (Zitiert auf S. 47 und 53.)

Ping Tak Peter Tang: A fast algorithm for linear complex Chebyshev appro-
ximations, Math. ComS. 51(184):721-739, 1988. (Zitiert auf S. 147.)




372 Literaturverzeichnis

[TB97]

[Thoogs]

[TM74]

[Tre81]

[Treg8]
[Treoo]
[Treoz]
[Treos]

[Tseg6]

[TWo6]

[vzGGog]

[Wal88]

[Wano6]

[Wat39]

[Wat88]

[Watoo]
[Webg1]

[Wen89]

[Weros]

Lloyd N. Trefethen und David Bau, III: Numerical linear algebra, Society
for Industrial and Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia, 1997.
(Zitiert auf S. 4, 12, 189 und 192.)

James W. Thomas: Numerical partial differential equations: finite difference
methods, Springer-Verlag, New York, 1995. (Zitiert auf S. 214 und 215.)
Hidetosi Takahasi und Masatake Mori: Double exponential formulas for
numerical integration, Publ. Res. Inst. Math. Sci. Kyoto Univ. 9:721—741,
1973/74. (Zitiert auf S. 81.)

Lloyd N. Trefethen: Near-circularity of the error curve in complex Chebys-
hev approximation, J. Approx. Theory 31(4):344-367, 1981. (Zitiert auf
S. 142.)

Maxims about numerical mathematics, computers, science, and life,
SIAM News 31(1):4, 1998. (Zitiert auf S. VI, 4 und 41.)

Predictions for scientific computing 50 years from now, Mathema-
tics Today , 2000. (Zitiert auf S. 4.)

The $100, 100-digit Challenge, SIAM News 35(6):1-3, 2002. (Zi-
tiert auf S. 2, 211 und 329.)

Ten digit algorithms, Numerical Analysis Group Research Re-
port NA-o5/13, Oxford University, 2005. (Zitiert auf S. 12.)
Ching-Yih Tseng: A multiple-exchange algorithm for complex Chebyshev
approximation by polynomials on the unit circle, SIAM J. Numer. Anal.
33(5):2017-2049, 1996. (Zitiert auf S. 147.)

Lloyd N. Trefethen und J. A. C. Weideman: The fast trapezoid rule in
scientific computing, 2006, Manuskript in Vorbereitung. (Zitiert auf
S. 81.)

Joachim von zur Gathen und Jiirgen Gerhard: Modern computer algebra,
Cambridge University Press, New York, 1999. (Zitiert auf S. 205.)
Jorg Waldvogel: Numerical quadrature in several dimensions, in: Nume-
rical integration, III (Oberwolfach, 1987), (295—309), Birkhduser, Basel,
1988. (Zitiert auf S. 81.)

Zhendong Wan: An algorithm to solve integer linear systems exactly using
numerical methods, J. Symbolic Comput. g1:(erscheint), 2006. (Zitiert
auf S. XIII, 205 und 333.)

George N. Watson: Three triple integrals, Quart. J. Math., Oxford Ser.
10:266—276, 1939. (Zitiert auf S. 176.)

G. Alistair Watson: A method for the Chebyshev solution of an overdetermi-
ned system of complex linear equations, IMA J. Numer. Anal. 8(4):461—471,
1988. (Zitiert auf S. 136.)

Approximation in normed linear spaces, ]. Comput. Appl. Math.
121(1-2):1-36, 2000. (Zitiert auf S. 147.)

Heinrich Weber: Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, Vieweg,
Braunschweig, 1891. (Zitiert auf S. 278 und 279.)

Ernst Joachim Weniger: Nonlinear sequence transformations for the acce-
leration of convergence and the summation of divergent series, Computer
Physics Reports 10:189-371, 1989. (Zitiert auf S. 285 und 292.)

Dirk Werner: Funktionalanalysis, 5. Auflage, Springer-Verlag, Berlin,
2005. (Zitiert auf S. 56.)




[Wie86]
[Wim81]

[WWo6]

[Wyns6a]

[Wyns6b]

[Wyn66]
[You81]
[Zau89]

[Zucy9]

Literaturverzeichnis 373

Douglas H. Wiedemann: Solving sparse linear equations over finite fields,
IEEE Trans. Inform. Theory 32(1):54-62, 1986. (Zitiert auf S. 204.)

Jet Wimp: Sequence transformations and their applications, Academic
Press, New York, 1981. (Zitiert auf S. 292.)

Edmund T. Whittaker und George N. Watson: A course of modern ana-
lysis, Cambridge University Press, Cambridge, 1996, reprint of the
fourth (1927) edition. (Zitiert auf S. 125, 167 und 220.)

Peter Wynn: On a device for computing the e,,(Sy) tranformation, Math.
Tables Aids Comput. 10:91-96, 1956. (Zitiert auf S. 310.)

On a procrustean technique for the numerical transformation of slow-
ly convergent sequences and series, Proc. Cambridge Philos. Soc. 52:663—
671, 1956. (Zitiert auf S. 311.)

Upon systems of recursions which obtain among the quotients of the
Padé table, Numer. Math. 8:264—269, 1966. (Zitiert auf S. 310.)
Laurence Chisholm Young: Mathematicians and their times, North-
Holland, Amsterdam, 1981. (Zitiert auf S. 56.)

Erich Zauderer: Partial differential equations of applied mathematics, 2.
Auflage, Wiley, New York, 1989. (Zitiert auf S. 255 und 264.)

I. John Zucker: The summation of series of hyperbolic functions, SIAM ].
Math. Anal. 10(1):192-206, 1979. (Zitiert auf S. 277.)




Stichwortverzeichnis

1.234523 (Notation fiir Intervalle), XI
=, XI

Abbruchkriterium, 190, 322

Abhingigkeitsphdanomen, 101

Abschneidefehler, 222

absorbierende Randbedingung, 256

Abweichung, 150

AGM, siehe Arithmetisch-geometrisches
Mittel

aktive Menge, 137

algebraische Einheit, 278

algebraische Zahl, 277

Algorithmus, siehe Methode

Allzweck-Quadraturprogramm, 229

Alternantensatz, 132

alternierende Reihe, 24, 34, 78, 222, 264,
287, 297

Antigrenzwert, 314

aposteriorische Abschitzung, 191, 197,
202, 214, 215, 260, 261

aposteriorische Rundungsfehleranalyse,
197

Appell’scher Summationsalgorithmus,
66

Approximation in Vektorrdumen, 147

apriorische Abschédtzung, 191, 259

apriorische Rundungsfehleranalyse, 186

arithmetisch-geometrisches Mittel, 168,
272

asymptotische Entwicklung, 215, 260,
286

asymptotische Reihe, siche asymptoti-
sche Entwicklung

Ausdruck in Radikalen, 277

Ausloschung, 141, 145, 231, 237, 241,
247, 272, 279, 286, 322

Austauschverfahren, 132

Auswertung, opportunistische, 111

automatische Differentiation, 223

Barnes-Mellin’sches Integral, 245
Befragung siegreicher Teams, 14
Bernoullizahl, 73, 145, 287
Besselfunktion, 167, 327, 357
Beweis ohne Worte, 269
Billard, 53

auf flachem Torus, 53

dispersives, 47, 53
Binomialkoeffizient, 161
Bisektionsverfahren, 115
BLAS-Routinen, 189, 345
Brouwer’scher Fixpunktsatz, 114
Brown’sche Bewegung, 253, 255

Isotropie, 269

Cauchy-Riemann’sche Gleichungen,
134

CFL-Bedingung, 214

CG-Verfahren, 189

Chaos, 39

chinesischer Restsatz, 205

Cholesky-Zerlegung, 184, 258

Courantzahl, 215



376 Stichwortverzeichnis

Cramer’sche Regel, 138, 203
CRVZ-Algorithmus, 305

Daubechies’sche Skalierungsfunktion,
360
A%-Methode von Aitken, 24, 180, 309
Delves—Joyce’sches Integral, 177
Determinante, 204
Diagnose einer Folge, 314
diagonale Vorkonditionierung, 193
Differentiation, numerische, 247
differentielle Evolution, 99, 128
Digammafunktion, 66, 139, 245, 246
Dimensionsrekursion, 180
Dirichlet’sche Randbedingung, 256
Diskretisierungsfehler, 214
divergente Reihe, 31, 286
dominanter Eigenwert, 63
doppelt-exponentielle Quadraturfor-
mel, 81, 178, 235

Dreitermrekursion, 163, 306

mit zufélligen Koeffizienten, 359

numerische Stabilitat, 164
duales Optimierungsproblem, 143
dinnbesetzte Matrix, 153, 182, 258

E-Algorithmus, 295
Eigenwertproblem, 263

elliptische Modulfunktion, 276
elliptischer Nomen, 275

elliptisches Integral, 168, 175, 271
Endgenauigkeit, 287, 317
Energienorm, 190
Epsilon-Algorithmus, 60, 65, 70, 310
e-Aufbldhung, 119, 171, 224
ergodisches System, 53

erwartete Anzahl von Aufenthalten, 155

erzeugende Funktion, 167

Euler’sche Charakteristik, 109

Euler’sche Konstante, 67, 144, 246

Euler’sche Transformation, 296

Euler—Maclaurin’sche Summenformel,
73

Evolutionsalgorithmen, 96, 128

exakte Losung, 204, 280

experimentelle Mathematik, VI, 280,
291

exponentielle Konvergenz, 33, 84, 89,
153, 154, 158, 164, 235, 264
Extrapolation (Konvergenzbeschleuni-

gung), 24, 59, 158, 187, 214, 216,
220, 247, 260, 262, 285
Anfilligkeit fiir Rundungsfehler, 317
durch Operatorpolynome, 303
praktische Gesichtspunkte, 313
quasilineare, 293
zugrundeliegendes Modell, 293
Extrapolationstableau, 292
Extrapolationsverfahren
hochgradig nichtlineare, 294, 309
lineare, 293, 295
semilineare, 294, 307

faire Chance, 157
Fastzirkularitdt, 141
Feigenbaumkonstante, 116
Femlab, 212
Fill-In, 184
Filtration, 223
Finite-Differenzen-Methode, 214, 257,
298
Finite-Elemente-Methode, 212
Fixpunktiteration, 234
Fourieranalysis, 171, 218, 239
Fourierintegral, 33, 238, 305
Fourierreihe, 127, 172, 218, 264
Fouriertransformation, 83
Frobeniusnorm, 57
Funfpunktestern, 153, 256, 260
Funktionalgleichung, 361

Gammafunktion, 66, 139, 144, 176, 246,
287
ganzzahliges Gitter, 152, 255
Gauf-Jacobi-Quadratur, 229
gerichtete Rundung, 170
gewohnliche Differentialgleichung, 212,
359
Gewinner, 3
Gitter
ganzzahliges, 152, 255
hyperkubisches, 177
kubisches, 175
Gittersuche, 94



Gleichverteilung, 253
Green’sche Funktion, 220
eines Gitters, 172

Haar’sche Bedingung, 133
diskrete, 137

Hadamard’sche Ungleichung, 206

Hankelmatrix, 58

harmonisches Maf3, 257

Hauptuntermatrix, 57, 195, 202

Hauptwert, 83, 357

hierarchische Iteration, 64

Hilbertmatrix, 59

Hilbertraum, 56

Hilberts 12. Problem, 278

hochgenaue Arithmetik, 35, 44, 64, 77,
90, 145, 170, 195, 224, 272, 336

hochoszillatorisches Integral, 22, 238

holonome Rekursion, 162

Hurwitz’sche Zetafunktion, 327

hyperbolische Dynamik, 47

hypergeometrische Funktion, 245

hypergeometrische Summation, 162

hypergeometrischer Term, eigentlicher,
162

hyperkubisches Gitter, 177

IMT-Methode, 81
Integral
Lebesgue-, 22
oszillatorisches, 22
uneigentliches Riemann-, 22, 26
Interpolation von Neville und Aitken,
299
Intervall-Newton-Verfahren, 111, 223
Intervallarithmetik, 48, 100, 169, 200,
222, 330
intervallbasierter Minimierungsalgo-
rithmus, 103
intervallbasiertes Bisektionsverfahren,
170
Interview mit Trefethen, 4
Intlab
Anleitung, 345
Webseite, 345
inverse Matrix, 182
Irrfahrer, 151

Stichwortverzeichnis 377

sterblicher, 151

Irrfahrt, 150, 255
asymmetrische, 151
auf einem Dreiecksgitter, 358
auf Spharen, 253
rekurrente, 151
symmetrische, 151, 256
transiente, 151

Jacobi’sche elliptische Sinusfunktion,
283

Jacobi’sche imagindr quadratische
Transformation, 274

Jacobipolynom, 306

JIT-Compiler, 59

Karatsuba-Multiplikation, 36, 9o
Kellers Leserbrief, 2, 10
Kepler’sche Vermutung, 116
Klasseninvariante, 278
Klassenkorpertheorie, 278
Koch’sche Schneeflocke, 360
Kombinatorik, 160
komplexe Approximation, diskrete, 136
komplexe Integration, siche Kurveninte-
gral
komplexe Multiplikation, 277
Kondition, 317
Konditionszahl, 186, 190, 259, 318
konforme Abbildung, 268
konforme Verpflanzung, 268
konjugierte Gradienten, siche CG-
Verfahren
kontinuierliche Ausgabe, 212
Konvergenz
lineare, 286
logarithmische, 286
sublineare, 286
superlineare, 286
Konvergenzbeschleunigung, siche
Extrapolation
Krawczyk’sche Iteration, siehe Newton—
Krawczyk-Verfahren
Krawczyk-Bedingung, 115
Krawczyk-Operator, 113
kreative Bildung von Teleskopsummen,
siehe Zeilberger’scher Algorithmus



378 Stichwortverzeichnis

Kronecker’scher ‘Jugendtraum’, 2778

Kronecker’sches Tensorprodukt, 153

Krylovraum-Verfahren, 188

kubisches Gitter, 175

Kurvenintegral, 25, 32, 37, 78, 80, 229,
245, 266, 288

Lagrange’sche Elemente, 213

Laguerrepolynom, 327

Lambert’sche W-Funktion, 27, 34, 38,
305

Landen’sche Transformation, 274

Langzahlarithmetik, siehe hochgenaue
Arithmetik

Laplace’sche Gleichung, 256

n-dimensionale, 253

Laplace’sches Integral, erstes, 167

Laplace-Heine’sche asymptotische
Formel, 166

Legendrepolynom, 165, 306

Leibniz’sche Reihe, 266

Levin’scher T-Algorithmus, 308

Levin’scher U-Algorithmus, 62, 308

Levin’scher W-Algorithmus, 308

Limitierungsverfahren, 315

Linienmethode, 212

Longman-Quadratur, 22

Lorenzgleichung, 116

Loser fiir diinnbesetzte Systeme, 153,
184, 258

Losung in geschlossener Form, 280

Lésung in Radikalen, 277

Matrixinverse, 182
Matrixrekursion, 157
Maximumprinzip, 126, 257
mehrfach-genaue Arithmetik, siche
hochgenaue Arithmetik
Mehrgitterverfahren, 258
Meijer’sche G-Funktion, 243
Methode
von Ooura und Mori, 239
der Kurvenintegration, siehe
Kurvenintegral
von Aitken (A2), 24, 309
von Brent, 99

von Cohen, Rodriguez Villegas und
Zagier, siche CRVZ-Algorithmus
von Dixon, 205
von Euler, 296
modifizierte, 298
von Iri, Moriguti und Takasawa, siehe
IMT-Methode
von Kahan, 240
von Karatsuba, 36
von Krawczyk, 115
von Levin, 308
von Longman, 23, 34
von Miihlbach, Neville und Aitken,
siehe E-Algorithmus
von Nelder und Mead, 99
von Neville und Aitken, 299
von Ooura und Mori, 34, 38
von Richardson, 298
von Romberg, 299
von Salzer, 300
modifizierte, 302
von Wan, 207
von Wiedemann, 204
von Wynn, siehe Epsilon-Algorithmus
Minimalgrad-Ordnung, 184
Minimaxprobleme, 126
mitlaufende Rundungsfehleranalyse,
216, 262
Mittelpunktsregel, 227, 235, 299
Mittelwertsatz, 112, 114
Mobiusfunktion, 286, 357
Modell fiir die Extrapolation, 293
Modul eines elliptischen Integrals, 168,
271
komplementérer, 273
Monte-Carlo-Verfahren, 251, 253
mittlerer quadratischer Fehler, 254
Morse-Theorie, 109

Naturwissenschaft, 291
Newton-Krawczyk-Verfahren, 115
Newton-Bedingung, 112
Newton-Operator, 112
Newton-Verfahren, 99, 107, 140, 143
nichtnegative Matrix, 63
Norm

Frobenius-, 57



Operator-, 56

Spektral-, 56

Supremums-, 126
Notation

=, XI

Intervallschreibweise 1.23452?, XI
numerische Differentiation, 247
numerische Instabilitit, 204, 240, 272,

313

numerische konforme Abbildung, 283
numerische Stabilitat, 47, 164, 186, 259,

317

Operatornorm, 56
opportunistische Auswertung, 111
optimaler Filter, 147
Optimierungsalgorithmen, 128, 230
Optimum, Genauigkeit, 141, 232
Option Method — Oscillatory, 34
Orthogonalpolynom, 165, 306
oszillatorisches Integral, 22, 238

p-adische Approximation, 205

Padé-Approximation, 326

Paley—-Wiener scher Satz, 83

Parameter eines elliptischen Integrals,
168, 272

PARI/GP, Webseite, 336

Partialbruchzerlegung, 66

partielle Differentialgleichung, 212, 256,
359

partielle Differenzengleichung, 152, 156,
171, 256

partielle Integration, 30

Perron—Frobenius’sche Theorie, 63

Pfadverfolgung, 106

Pochhammer’sches Symbol, 245

Poisson’sche Gleichung, diskrete, 153

Poisson’sche Summenformel, 83

Poisson-Loser, schneller, 258

Pélya’scher Satz tiber Irrfahrten, 151,
166

Position des Optimums, Genauigkeit,
97, 141, 232

positive Matrix, 63

Potentialtheorie, 257

Potenzmethode, siehe Vektoriteration

Stichwortverzeichnis 379

ProductLog, siche Lambert’sche
W-Funktion

Protokoll von Brezinski und Haévie,
siehe E-Algorithmus

Pseudogrenzwert, 316

Psifunktion, siche Digammafunktion

Putnam-Wettbewerb, 356

QR-Algorithmus, 190
quadratische Interpolation, 231
quadratische Konvergenz, 314
Quadratur, 80
adaptive, 22, 174, 229
Allzweck-, 229
doppelt-exponentielle, siehe doppelt-
exponentielle Quadraturformel
Gaufi-Jacobi, 229
Longman, 22
Ooura-Mori, 34, 38, 239
Romberg, siehe Romberg-Integration

Ramanujan’scher singuldrer Modul, 278

Ramanujans Notizbticher, 266, 279

rationale Losung, 204

Regel von 'Hospital, 301

Regularitat, 214

reine Vernunft, 291

Remes gegen Remez, 132

Remes-Algorithmus, 132

Residuensatz, 78, 79, 245, 266

Residuum, 190

Rho-Algorithmus, 62, 311

modifizierter, 311

Richardson-Extrapolation, 84, 214, 247,
260, 298

Richardson-Verfahren, 196

Riemann’sche Primzahlzidhlfunktion,
357

Riemann’sche Zetafunktion, 144, 286

Riemann’scher Abbildungssatz, 269

Romberg-Integration, 24, 31, 84, 229,
299

Riickkehrwahrscheinlichkeit, 149

Riickwiértsanalyse, 47, 318

Rundung, gerichtete, 170



380 Stichwortverzeichnis

Rundungsfehler, 64, 70, 141, 159, 186,
194, 198, 208, 214, 216, 232, 247,
248, 259, 262, 286, 301, 312, 317
pseudo-zufilliges Verhalten, 233
Rundungsfehleranalyse
a posteriori, 197, 260
a priori, 186, 259
mitlaufende, 216, 262, 319
riickwirts, 47, 318

Salzer’sches Extrapolationsverfahren,
300

modifiziertes, 302
Satz

von Brouwer, 114

von Gerschgorin, 203

von Hausdorff, 304

von Osgood und Carathéodory, 269

von Pélya, 151, 166

von Paley und Wiener, 83

von Poincaré, 164

von Riemann, 269

von Schneider, 277

von Zeilberger, 163
Schachbrettfarbung, 156
Schattenlemma, 47
schlicht, 268
Schmetterlingseffekt, 40
schnelle Multiplikation, 36, go
schneller Poisson-Loser, 258
Schrittweite, 80
Schwarz’sches Spiegelungsprinzip, 269
Schwarz—Christoffel’'sche Formel, 270
Schwierigkeit der Probleme, 20
Seitenverhdltnis, 258
Sekantenverfahren, 234
Shiftoperator, 303
SIAM, 1
Signifikanzarithmetik, 44
Simulated-Annealing, 99, 128
singuldrer Modul, 277

von Ramanujan, 278
Singuldrvektor, 69
Singuldrwert, 58
Singuldrwertzerlegung, 60
Sinh-Transformation, 82
Smales 14. Problem, 116

Speicherschema, 183
Spektralnorm, 56
Spektralradius, 196
Spender, 10
Spiegelungsprinzip, 269
spitzfindiger Mathematiker, 291
Spriinge in Randbedingungen, 213
Stabilisierung, 273, 279
steifer Integrator, 213
Sterberate, 151
Stirling’sche Formel, 144, 166, 287
stochastische Analysis, 255
Storungstheorie, 68, 202
Strebel’sche Summationsformel, 75
Strukturfunktion einer Irrfahrt, 172
Summation mittels Kurvenintegral, 78,
288

Summationsalgorithmus, 66
Summationsformel, 71

Gewichte, 71

komplexe, 87

Stiitzstellen, 71
Supremumsnorm, 126
Symbol einer Irrfahrt, 172
symmetrisch positiv definite Matrix,

184

Theta-Algorithmus, 312
Thetafunktion, 220, 276
Toeplitzmatrix, 357
transzendente Zahl, 277
Trapezsumme, 33, 80, 235, 299
abgeschnittene
Abschneidepunkt, 87
Schwellwert, 81
Trennung der Variablen, 251, 263
Trichter, 85
Trigammafunktion, 247
Tschebyscheff-Approximation
abstrakte, 147
diskrete, 136
komplexe, 126
reelle, 132
Tschebyscheffpolynom, 305

[jbergangswahrscheinlichkeit, 151, 256
Uberlauf, 161, 178, 204, 237



umgekehrte Cuthill-McKee-Ordnung,
185

unechter Grenzwert, 316

Unterlauf, 161, 204, 237

Urkunde, 3

URL der Webseite des Buchs, XI, 335

Validierung, 119, 171, 200, 224, 330
Vandermonde-Determinante, 138
Vektoriteration, 60, 62, 63, 196
inverse, 190
Konvergenztheorie, 62
transformierte, 72
Verstand, 291
vollstindig alternierende Folge, 304
vollstandig monotone Folge, 304
vorkonditioniertes CG-Verfahren, 192
Vorkonditionierung, 192
Vorwirtsdifferenzenoperator, 296

Stichwortverzeichnis 381

W-Funktion, siehe Lambert’sche
W-Funktion
Wahrscheinlichkeitsverteilung, 53, 253
Warmeleitungsgleichung, 211, 218
Watson’sches Integral, 176
Webseite des Buchs (URL), XI, 335
Weierstraf3’sches Periodenverhéltnis,
275
Wiener’sches Maf3, 255
wissenschaftliches Rechnen, 291
Wortlaut der Herausforderung, 1
Wynn’scher Epsilon-Algorithmus, siehe
Epsilon-Algorithmus, 158

Zeilberger’scher Algorithmus, 162

Zetafunktion, siehe Riemann’sche
Zetafunktion

Zwischenwertsatz, 112



	Front Matter
	Die Geschichte
	Ein verwickelter Schwanz
	Verlässlichkeit im Chaos
	Wie weit entfernt ist Unendlich?
	Denke global, handle lokal
	Eine komplexe Optimierung
	Weiche ab, um fair zurückzukehren
	Zu groß, als dass einfach; zu klein, als dass schwierig
	Im Augenblick der Hitze
	Gradus ad Parnassum
	Treffe die Enden
	Back Matter


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (None)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 524288
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org?)
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /DEU <>
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [2834.646 2834.646]
>> setpagedevice


	Blank Page: This page intentionally blank


