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Introduction

Soit X une variété algébrique lisse sur le corps R des nombres réels. Les points de X à

valeurs dans R ou dans C, que l’on note X(R) et X(C), forment une variété analytique
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réelle ou complexe, sur laquelle on dispose de tout l’arsenal de la théorie classique de

l’intégration, développé principalement avant le début du XXe siècle. Depuis l’introduc-

tion par Hensel des nombres p-adiques et de la topologie p-adique dans les années 1900,

les mathématiciens n’ont eu de cesse d’étendre à Qp ce qu’ils savaient faire sur R. Ainsi

peut-on se demander s’il existe une théorie de l’intégration sur X(Qp) lorsque X est une

variété algébrique lisse sur Qp. Or, la topologie p-adique est très différente de la topologie

classique car elle est totalement discontinue, c’est-à-dire que tout point possède une base

de voisinages à la fois ouverts et fermés ou encore qu’il n’y a pas d’obstruction à passer du

local au global ! Comme tout le charme réside essentiellement dans cette obstruction, cette

tâche a longtemps semblé vouée à des sorites sans grand intérêt. Pourtant, l’existence du

logarithme p-adique, connue dès les tout débuts, fournissait un exemple tout à fait non

trivial d’une fonction p-adique qui avait bien l’air d’une “primitive p-adique”...

La situation change au début des années soixante avec l’introduction par Tate des es-

paces analytiques rigides ([Ta2]). L’idée en soi est naturelle : puisque la topologie p-adique

a trop d’ouverts, on va en sélectionner certains plus “jolis” que les autres. On connâıt de-

puis l’essor de cette théorie, dont l’un des aboutissements fut les théorèmes d’uniformisa-

tion p-adique de Mumford et Raynaud ([Mu2], [Ra3]). Coleman le premier, dans les années

80, réussit à utiliser la “topologie rigide” pour définir dans [Cole3] une théorie de l’intégra-

tion des 1-formes différentielles algébriques de seconde espèce sur les variétés algébriques

projectives (ou propres) et lisses sur Qp avec bonne réduction. Motivé par les applications

aux fonctions L p-adiques, il étend dans le cas des courbes son intégration à toutes les

1-formes rationnelles, et même à des formes non nécessairement algébriques ou rigides,

ce qui lui permet par exemple de définir des polylogarithmes p-adiques. Enfin, au début

des années 90, Colmez dans [Colm1], et indépendamment Zarhin dans [Za1], parviennent

à rendre possible l’impossible en intégrant sur du totalement discontinu : non seulement

ils étendent l’intégrale de Coleman au cas de variétés algébriques supposées seulement

lisses sur Qp et à toutes les 1-formes rationnelles fermées, mais ils le font sans passer

par la géométrie rigide. Cependant, leurs méthodes ne s’appliquent pour l’instant qu’aux

1-formes algébriques et ne permettent pas de retrouver les polylogarithmes p-adiques par

exemple. Une fois débarrassé des hypothèses de propreté et de bonne réduction, Colmez

généralise alors de façon systématique dans [Colm2] beaucoup des théorèmes de Coleman,

et obtient en outre une preuve originale et particulièrement élégante, car plus proche de

son analogue complexe, de l’accouplement des périodes p-adiques des variétés abéliennes.

Dernièrement, Besser a donné dans [Bes] une généralisation de l’intégrale de Coleman (sur

les variétés propres lisses avec bonne réduction) au cas de n-formes fermées avec n > 1.
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L’objectif de cet exposé est de présenter dans une première partie l’intégration de

Colmez et l’intégration de Coleman, puis dans une seconde partie certaines de leurs ap-

plications. Il a été conçu plutôt comme une introduction au sujet et non comme un

“survey”. Ainsi, j’ai pris le parti d’exposer de façon assez complète les deux constructions

de l’intégration, puis de développer avec quelques détails deux applications particulières

(essentiellement une par auteur), enfin de mentionner très brièvement quelques autres.

L’exposé n’est donc pas exhaustif (certains aspects ne sont pas du tout abordés) et je

prie le lecteur - ou l’auteur - averti de me pardonner s’il ne trouve pas développée ici son

application favorite.

Durant la préparation de cet exposé, j’ai bénéficié de conversations orales ou “électroni-

ques” avec plusieurs personnes dont : Amnon Besser, Jean-Benôıt Bost, Robert Coleman,

Pierre Colmez, Jean-Louis Colliot-Thélène, Philippe Gille, Bernard Le Stum, William

Messing et Michel Raynaud. Qu’ils soient tous chaleureusement remerciés pour leur aide.

Je suis reconnaissant à Amnon Besser, Robert Coleman et Glenn Stevens de m’avoir

envoyé respectivement les références [Bes], [CI] et [St] (parmi d’autres ; la lecture de [St]

en particulier m’a facilité la rédaction de la partie 2.2). Enfin, je remercie Jean-Benôıt

Bost, Laurent Clozel, Jean-Marc Fontaine, Michel Raynaud et surtout Pierre Colmez pour

leurs remarques sur des versions préliminaires de ce texte.

Conventions et notations

Dans tout cet article, on fixe un nombre premier p et une clôture algébrique Qp de Qp.

On note Cp la complétion p-adique de Qp, OCp l’anneau des entiers de Cp et | · | la valeur

absolue p-adique sur Cp donnée par |x| = 1
pval(x) où val est la valuation p-adique normalisée

par val(p) = 1. Le logarithme d’Iwasawa est l’unique fonction log : Cp − {0} → Cp telle

que :

log(1− x) = −
+∞∑

n=1

xn

n
si |x| < 1

log(xy) = log(x) + log(y)

log(p) = 0.

Le choix log(p) = 0 est arbitraire (on peut même décider que log(p) est une indéterminée,

cf. [Colm2]) mais naturel du point de vue de la théorie des nombres. Une variété est

un schéma X séparé de type fini et géométriquement intègre sur un corps K. Nous ne

considérerons en fait que des variétés lisses, c’est-à-dire telles que X → Spec(K) est

un morphisme lisse. Une variété abélienne sur K est une variété X sur K munie d’une

structure de K-schéma en groupes et telle que X → Spec(K) est propre. Cela entrâıne

X → Spec(K) lisse. Une fonction rationnelle (resp. une 1-forme rationnelle) sur une
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variété X est un élément du corps des fonctions K(X) (resp. des différentielles de Kähler

Ω1
K(X)/K) qu’on peut voir comme une fonction (resp. une 1-forme) régulière sur un ouvert

de Zariski U de X. Si X est une variété sur K, on supposera toujours X(K) 6= ∅.

1. CONSTRUCTION DE L’INTÉGRATION p-ADIQUE

1.1. La construction de Colmez

Dans cette partie, K désigne soit Cp, soit une extension finie de Qp dans Cp.

1.1.1. Énoncé du théorème. Soit X une variété lisse sur K de dimension d. On a supposé

X(K) 6= ∅. Pour tout ouvert de Zariski affine U de X, il existe une immersion fermée

U →֒ Am pour m ≫ 0 et on définit la topologie p-adique sur U(K) comme la topologie

induite par la topologie p-adique sur Am(K) = Km. C’est indépendant de l’immersion

choisie. Par recollement, on obtient la topologie p-adique sur X(K). On appelle ouverts

p-adiques les ouverts pour cette topologie. Tout point de X(K) admet pour la topologie

p-adique une base de voisinages ouverts et fermés puisque tel est le cas sur K m : cette

topologie est donc totalement discontinue. Comme X est lisse, pour tout x ∈ X(K), il

existe un ouvert de Zariski Ux = Spec(K[x1, ..., xn, z1, ..., zd]/(f1, ..., fn)) contenant x où

( ∂fi

∂xj
)1≤i,j≤n est de déterminant inversible et tel que x ∈ Ux(K) correspond à (xi = 0,

zj = 0). Pour définir la structure analytique p-adique sur X(K), rappelons le :

Lemme 1.1.1.1. — La projection sur les d dernières composantes z1, ..., zd induit un

homéomorphisme entre un ouvert p-adique V de Ux(K) ⊂ X(K) contenant x et la boule

ouverte B(0, δ−)d = {(z1, ..., zd) ∈ Kd | |zi| < δ, 1 ≤ i ≤ d} pour un δ suffisamment petit

dans R+ − {0}.

Cela résulte d’un algorithme élémentaire (théorème des fonctions implicites !), voir par

exemple ([Colm2],A.3.4). Remarquons que tout ouvert p-adique peut s’écrire comme une

réunion disjointe de boules ouvertes comme en (1.1.1.1) (car si Bd
1 et Bd

2 sont deux telles

boules, on a soit Bd
1 ∩ Bd

2 = ∅, soit Bd
1 ⊂ Bd

2 , soit Bd
2 ⊂ Bd

1).

Définition 1.1.1.2. — Une fonction localement analytique sur un ouvert p-adique W

de X(K) est une fonction f de W dans K telle que, pour tout x ∈ W et pour un choix

(donc tout choix) de paramètres locaux zi autour de x comme en (1.1.1.1), il existe S ∈

K[[z1, ..., zd]] et r ∈ R+−{0} (r ≤ δ) tels que S(z1, ..., zd) converge si |zi| < r et cöıncide

avec f sur ce voisinage.

Exemple 1.1.1.3. — Toute fonction rationnelle f régulière sur un ouvert de Zariski U

est une fonction localement analytique sur U(K). Soit log(f) la fonction définie comme

la composée U(K) − {x | f(x) = 0}
f
−→ K× log

−→ K : log(f) est une fonction localement

analytique sur W = U(K)− {x | f(x) = 0}.
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On définit l’espace analytique p-adique X an associé à X comme l’espace annelé X(K)

muni de la topologie p-adique et du faisceau OXan des fonctions localement analytiques.

Si OX est le faisceau structural sur X, OXan restreint à la topologie de Zariski est un

faisceau de OX-modules et, en utilisant (1.1.1.1), on peut définir une différentielle d :

OXan → OXan⊗OX
Ω1

X/K où Ω1
X/K est le faisceau des différentielles de Kähler. Si f est une

fonction rationnelle, on a d log(f) = df
f
. On note K(X)log = K(X)[log(f), f ∈ K(X)×] où

les éléments de K(X) sont vus comme des fonctions localement analytiques. Les fonctions

f de K(X)log sont toutes localement analytiques sur un ouvert de Zariski Uf (K) de X(K).

Le lemme suivant sera utilisé plusieurs fois :

Lemme 1.1.1.4. — Soient f ∈ K(X)log et W ⊂ X(K) un ouvert p-adique. Si f |W = 0

alors f = 0.

Voir ([Colm2],II.1.7) pour la preuve. Inutile de dire que cet énoncé est faux pour des

fonctions localement analytiques quelconques.

Notre objectif est de définir une théorie de l’intégration pour les 1-formes rationnelles

fermées sur X. À cause du lemme de Poincaré, toute 1-forme fermée s’intègre localement

pour la topologie p-adique sur une boule suffisamment petite, donc s’intègre globalement.

Le problème est qu’il y a une multitude de constantes locales d’intégration : une sur chaque

boule ! Et pourtant, parmi cette infinité de primitives, il en existe miraculeusement une

plus jolie que les autres :

Théorème 1.1.1.5. — ([Colm2], [Za2]) Il existe une unique façon d’associer à une

variété X lisse sur K et une 1-forme rationnelle fermée ω sur X une fonction fω bien

définie à addition près d’une constante et localement analytique sur X(K) \ {pôles de ω},

de sorte que :

(i) dfω = ω

(ii) fλω+λ′ω′ = λfω + λ′fω′ (λ, λ′ ∈ K)

(iii) fω = f si ω = df où f ∈ K(X)log

(iv) si g : X ′ → X est un morphisme de variétés lisses sur Spec(K), fg∗ω = g∗fω

(= fω ◦ g).

1.1.2. Description de la preuve. Nous donnons ici la preuve de Colmez (voir 1.1.3 pour

Zarhin). Elle se coupe en deux : 1) en utilisant les morphismes d’Albanese on montre qu’il

suffit de définir une intégration sur les variétés abéliennes, 2) on construit effectivement

cette intégration sur les variétés abéliennes.

Commençons par 1). Rappelons qu’à toute variété X lisse sur K, on peut associer

de manière fonctorielle sa variété d’Albanese Alb(X) (= une variété abélienne) encore

définie sur K (lorsque X est propre et lisse sur C, Alb(X) est isomorphe en tant que tore

complexe à H1
dR(X)∗/H1(X(C),Z)). Tout point P ∈ X(K) donne lieu à un morphisme
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unique ιP : X → Alb(X) défini sur K tel que ιP (P ) = 0. Un tel morphisme s’appelle un

morphisme d’Albanese (pour tout cela, voir [Se1] ou [La] ou ([Colm2],I.5)). De plus, si X

est propre, ιP induit un isomorphisme H 1
dR(Alb(X))

∼
→ H1

dR(X).

Lemme 1.1.2.1. — Soient ιP : X → Alb(X) un morphisme d’Albanese et ω une

1-forme rationnelle fermée sur X, alors il existe une 1-forme rationnelle fermée η sur

Alb(X), des fonctions rationnelles f, f1, ..., fn sur X et des constantes λ1, ..., λn dans K

telles que :

ω = ι∗P η + df +
n∑

i=1

λi
dfi

fi

.

Indication de preuve. — Soit H̃1(X) (resp. H̃1(Alb(X)) le quotient des 1-formes ration-

nelles fermées par dK(X)log (resp. dK(Alb(X))log), il suffit de montrer que ιP induit un

isomorphisme H̃1(Alb(X))
∼
→ H̃1(X) et il suffit pour cela d’étendre les scalaires à une

clôture algébrique K de K. En remarquant qu’alors, si X est une compactification lisse

de X (qui existe par la résolution des singularités d’Hironaka), on a H̃1(X) ≃ H̃1(X) (car

H̃1(X) ne dépend que du corps des fractions de X) et Alb(X) ≃ Alb(X), on est ramené

au cas d’une variété X propre et lisse sur K. On a dans ce cas un diagramme commutatif

de suites exactes avec des isomorphismes à gauche et à droite ([Colm2],I.1.16) :

0 → H1
dR(X) → H̃1(X) → K ⊗Z Pic0(X) → 0

≀ ↑ ↑ ↑ ≀

0 → H1
dR(Alb(X)) → H̃1(Alb(X)) → K ⊗Z Pic0(Alb(X)) → 0

où les flèches horizontales de droite sont les applications qui à une forme différentielle

associe son résidu, un diviseur algébriquement équivalent à 0 (voir [BLR] pour Pic0). On

en déduit le résultat.

Proposition 1.1.2.2. — Supposons que l’énoncé (1.1.1.5) soit vrai pour les variétés

abéliennes sur K (i.e. en ne considérant en (iv) que des morphismes entre variétés abé-

liennes), alors il est vrai pour toutes les variétés algébriques lisses sur K.

Preuve. — Pour toute 1-forme rationnelle fermée η sur une variété abélienne, on a donc

une primitive fη bien définie à une constante près. Soit ω une 1-forme rationnelle fermée sur

une variété X lisse sur K, ιP : X → Alb(X) un morphisme d’Albanese et η, f , fi, λi comme

en (1.1.2.1). Si fω comme en (1.1.1.5) existe, alors fω = ι∗pfη+f+
∑

λi log(fi). Si ω = ι∗P η′+

df ′+
∑

λ′
i
df ′

i

f ′

i
est une autre écriture, on a ι∗P (η−η′) ∈ dK(X)log, d’où η−η′ ∈ dK(Alb(X))log

puisque H̃1(X) ≃ H̃1(Alb(X)) (cf. preuve de 1.1.2.1), et fη − fη′ ∈ K(Alb(X))log d’après

la propriété (iii). Soit f ′
ω = ι∗pfη′ +f ′+

∑
λ′

i log(f ′
i) : fω−fω′ ∈ K(X)log et d(fω−fω′) = 0,

donc fω−fω′ est constante sur un ouvert p-adique, donc partout (1.1.1.4). La primitive fω

modulo les constantes est donc indépendante des choix. Quitte à changer les écritures de

ω, on vérifie qu’elle s’étend bien en une fonction localement analytique sur X(K) \ {pôles

de ω}. Il reste à montrer la propriété (iv), mais si g : X ′ → X est un morphisme défini sur
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K, P ∈ X(K), Q ∈ X ′(K), il existe un (unique) morphisme Alb(g) : Alb(X ′) → Alb(X)

tel que le diagramme :

X ′ g
−→ X

ιP ↓ ↓ ιQ

Alb(X ′)
Alb(g)
−→ Alb(X)

soit commutatif (cela résulte de la propriété universelle de la variété d’Albanese [Se1]).

La propriété (iv) découle facilement de la construction de fω ci-dessus et du fait que

fη ◦ Alb(g) = fAlb(g)∗η si η est une 1-forme rationnelle fermée sur Alb(X).

Il faut maintenant définir ces primitives sur les variétés abéliennes. Si X est une variété

abélienne, on note, pour I ⊂ {1, 2}, mI : X3 → X l’application qui à (x, h1, h2) ∈ X3

associe x⊕ (⊕i∈Ihi) où ⊕ est la loi d’addition sur X (plus exactement sur le faisceau en

groupes représenté). Si α est une fonction, ou une 1-forme, rationnelle sur X, on pose

∆[2]α = m∗
{1,2}α −m∗

{1}α −m∗
{2}α + m∗

∅α. Les deux résultats suivants vont jouer un rôle

clef :

Théorème 1.1.2.3. — Soit ω une 1-forme rationnelle fermée sur X, alors ∆[2]ω ∈

dK(X3)log.

Théorème 1.1.2.4. — (i) Les sous-groupes ouverts de X(K) forment un système fon-

damental de voisinages de l’origine pour la topologie p-adique.

(ii) Si V est un sous-groupe ouvert de X(K), alors X(K)/V est un groupe de torsion.

Le théorème (1.1.2.3) est une des incarnations du théorème du carré ([Mu1],6 cor.4).

C’est un énoncé algébrique qui n’a rien de spécifique à la topologie p-adique. Pour une

preuve sur K sous cette forme via le principe de Lefschetz, voir ([Colm2],I.3.6), le résultat

sur K s’en déduisant en prenant les invariants sous Gal(K/K). Le théorème (1.1.2.4) est

lui par contre tout à fait particulier à la topologie p-adique. Un des arguments clef de sa

preuve est que les boules ouvertes comme en (1.1.1.1) sont des groupes pour l’addition

sur Kd, ce qui est rarement le cas des boules ouvertes de Cd ! Voir ([Colm2],II.1.9) ou

([Cole4],4.1) pour des preuves de (1.1.2.4).

Si une primitive fω de ω satisfaisant les conditions du théorème existe, on doit avoir

f∆[2]ω ∈ K(X3)log et ∆[2]fω = f∆[2]ω d’après les conditions (iii) et (iv) en (1.1.1.5), ce qui

entrâıne ∆[2]fω ∈ K(X3)log.

Théorème 1.1.2.5. — Soient ω une 1-forme rationnelle fermée sur X et Uω l’ouvert

de Zariski de X complémentaire des pôles de ω, il existe à addition près d’une constante

une unique fonction fω localement analytique sur Uω(K) telle que :

1) dfω = ω

2) ∆[2]fω ∈ K(X3)log.
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Preuve. — En utilisant ∆[2]T ∗
a = T ∗

(a,0,0)∆
[2] (où a ∈ X(K) et Ta est la translation par a

sur X(K)), on se ramène au cas où ω est définie en 0.

Unicité : S’il y a deux primitives, leur différence Dω satisfait dDω = 0, donc Dω est lo-

calement constant et on a aussi d(∆[2]Dω) = 0. Mais ∆[2]Dω ∈ K(X3)log, d’où ∆[2]Dω = 0

par (1.1.1.4) car ∆[2]Dω|X×{0}×{0} = 0. Pour h1, h2 ∈ Uω(K) tels que h1 ⊕ h2 ∈ Uω(K),

on a donc, quitte à remplacer Dω par Dω − Dω(0), Dω(h1 ⊕ h2) = Dω(h1) + Dω(h2).

Cela entrâıne que Dω se prolonge par continuité en un morphisme de groupes sur tout

X(K) : si V est un sous-groupe ouvert de Uω(K) sur lequel Dω est défini et x ∈ X(K),

d’après (1.1.2.4,ii) il existe nx ∈ N tel que [nx]x = x ⊕ ... ⊕ x (nx fois) est dans V et on

pose Dω(x) = 1
nx

Dω([nx]x). Comme Dω est localement constant, on peut choisir un tel V

sur lequel Dω est constant. Mais Dω|V est alors nul puisque c’est un homomorphisme de

groupes, donc Dω est nul partout par la formule ci-dessus.

Existence : D’après (1.1.2.3), il existe g ∈ K(X 3)log tel que ∆[2]ω = dg et on peut

supposer g nulle sur X(K)× {0} × {0} puisque ∆[2]ω|X×{0}×{0} = 0.

Première étape : Soit V un sous-groupe ouvert de X(K) contenu dans Uω(K) sur

lequel ω est analytique. On peut prendre V isomorphe à une boule ouverte B(0, δ−)d

comme en (1.1.1.1). Soit fω l’unique primitive analytique de ω sur V nulle en 0. On a

d(∆[2]fω − g|V 3) = ∆[2]ω − ∆[2]ω = 0 donc ∆[2]fω = g|V 3 car ces deux fonctions sont

analytiques sur V 3 et nulles sur V × {0} × {0}.

Deuxième étape : On prolonge fω à Uω(K). Notons Vn l’ouvert p-adique de X(K) formé

des x tels que [n]x ∈ V et [k]x n’est pas un pôle de ω pour tout k ∈ {1, ..., n}. On étend

fω à Vn en posant :

fω(x) =
1

n

(

fω([n]x)−
n−1∑

k=1

g(0, [k]x, x)
)

.

En utilisant fω(x ⊕ y) − fω(x) − fω(y) = g(0, x, y) sur V , on vérifie que cette équa-

tion est en particulier satisfaite sur V . De plus, fω(x) est indépendant de n tel que

x ∈ Vn et on a ∆[2]fω = g là où les deux termes sont définis. En effet, ces assertions

se ramènent facilement à des égalités fonctionnelles sur g seulement, qui sont automa-

tiquement satisfaites sur V et on peut utiliser (1.1.1.4) puisque g ∈ K(X 3)log pour en

déduire qu’elles sont vraies partout. On obtient une fonction fω localement analytique

sur ∪nVn qui est un ouvert p-adique dense de X(K) contenu dans Uω(K) et telle que

∆[2]fω = g partout où ça a un sens. Quitte à translater 0 en un point a ∈ Uω(K) et à

utiliser T ∗
(⊖a,0,0)∆

[2]T ∗
a = ∆[2], le même raisonnement appliqué à T ∗

a ω fournit une autre

fonction fω,a localement analytique sur un ouvert p-adique dense contenant 0 et telle que

∆[2](fω−T ∗
⊖afω,a) = 0. Soit b un point où les deux fonctions fω et T ∗

⊖afω,a sont définies, la

fonction h(x) = (fω−T ∗
⊖afω,a)(b⊕x)−T ∗

⊖afω,a(b)+ fω(b) satisfait h(x⊕ y) = h(x)+h(y)

partout où elle est définie, et cela entrâıne qu’elle se prolonge par continuité à X(K) tout
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entier (cf. la partie sur l’unicité). Donc fω se prolonge par continuité en a, c’est-à-dire

finalement à tout Uω(K).

Troisième étape : Soit fω comme dans la deuxième étape et η = dfω−ω, on a ∆[2]η = 0,

d’où (∆[2]η)|{0}×{a}×X = 0 i.e. T ∗
a η = η. Donc η est une 1-forme localement analytique

invariante par translation et nulle sur V , donc nulle partout.

Si P et Q sont deux points de X(K) où ω est définie, posons
∫ Q

P
ω = fω(Q)− fω(P ).

Corollaire 1.1.2.6. — Avec les notations précédentes :

(i)
∫ Q

P
(λω + λ′ω′) = λ

∫ Q

P
ω + λ′

∫ Q

P
ω′ (λ, λ′ ∈ K)

(ii)
∫ Q

P
ω = f(Q)− f(P ) si ω = df où f ∈ K(X)log

(iii) si g : X ′ → X est un morphisme de variétés abéliennes sur Spec(K),
∫ Q

P
g∗ω =

∫ g(Q)

g(P )
ω.

Preuve. — Les énoncés (i) à (iii) résultent de l’unicité modulo cte de fω et de g∗∆[2] =

∆[2]g∗.

Avec (1.1.2.2), cela achève la preuve du théorème (1.1.1.5).

Remarque 1.1.2.7. — On peut préciser le comportement des primitives fω au voi-

sinage des pôles de ω : c’est la somme d’une fonction localement méromorphe et d’une

combinaison linéaire de logarithmes de fonctions localement méromorphes.

Remarque 1.1.2.8. — Si X est une variété abélienne et ω ∈ H 0(X, Ω1
X/K), ω est

une 1-forme fermée invariante par translation sur X ([Mu1],II.4.iii) et fω est alors un

homomorphisme de groupes de X(K) dans K. Selon la terminologie de ([Bou],III.7), une

telle primitive est appelée un logarithme de X.

1.1.3. Le point de vue de Zarhin. Dans [Za1] et [Za2], Zarhin a construit indépendamment

des primitives à toutes les 1-formes rationnelles fermées sur les variétés lisses qui satisfont

toutes les propriétés en (1.1.1.5), et donc cöıncident avec les primitives de Colmez. Les

méthodes de Zarhin et Colmez sont assez proches. Dans un premier temps, Zarhin montre

qu’il y a une manière canonique d’associer une primitive fω à une 1-forme ω invariante sur

un groupe algébrique commutatif sur K. Dans un deuxième temps, il utilise que toute 1-

forme rationnelle fermée sur une variété lisse, vue sur son ouvert de définition, est l’image

inverse d’une 1-forme invariante sur un groupe algébrique et il prend l’image inverse de

la primitive définie sur ce groupe.

1.2. La construction de Coleman

Dans cette partie, on suppose pour simplifier K = Cp.
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1.2.1. Quelques mots d’introduction sur la géométrie rigide. On renvoie à [Ber], [Ga] ou

[Ra1] pour des introductions efficaces et concises à la géométrie rigide. Mais d’abord,

pourquoi la géométrie rigide pour définir une intégration p-adique ? Essentiellement pour

deux raisons. La première est que les fonctions rigides localement constantes sur un es-

pace analytique rigide connexe sont automatiquement constantes. Ceci joue un rôle clef

dans les démontrations ci-dessous. La deuxième est que les morphismes de Frobenius sur

les schémas en caractéristique p se relèvent localement sur les complétés p-adiques des

modèles lisses en caractéristique 0 (lorsque de tels modèles existent), mais pas sur les mo-

dèles eux-mêmes. On obtient ainsi des morphismes de Frobenius sur les fibres génériques

au sens de Raynaud de ces complétés ([Ber],0.1.2), qui sont seulement des espaces rigides.

Or, dans la théorie de Coleman, ces morphismes de Frobenius jouent un rôle analogue au

théorème du carré dans l’intégrale de Colmez.

Rappelons qu’une algèbre de Tate (sur Cp) est un quotient de Cp{z1, ..., zd} =

{
∑

α=(α1,...,αd) aαzα1
1 ...zαd

d , aα → 0 si |α| → +∞} pour un d convenable. Si A est une

algèbre de Tate, on note Spm(A) = Spec(A)(Cp) l’ensemble des idéaux maximaux de A :

les Spm(A) jouent en géométrie rigide le rôle que jouent les schémas affines en géométrie

algébrique. On veut les munir d’une “topologie” plus fine que la topologie de Zariski, mais

pour laquelle les seules fonctions localement constantes sont les constantes (du moins si

Spec(A) est connexe). Il n’est pas difficile de trouver des sous-ensembles de Spm(A) dont

on a envie qu’ils soient des ouverts, par exemple Spm
(
A{z}/(zf−c)

)
où f ∈ A et c ∈ C∗

p,

mais la topologie engendrée par ces ouverts redonne en général la topologie p-adique

totalement discontinue, dont on ne veut pas. L’idée est alors de “sélectionner” certains

ouverts et certains recouvrements, que l’on appelle admissibles, et remplacer la notion de

topologie par la notion plus générale de topologie de Grothendieck. En munissant l’en-

semble Spm(A) de cette topologie de Grothendieck et du faisceau structural rigide (dont

les sections globales sur Spm(A) ne sont autres que A), on obtient l’espace analytique

rigide affinöıde associé à Spm(A) (voir [Ber],0.1). Les espaces analytiques rigides géné-

raux sont ensuite définis comme les ensembles munis d’une topologie de Grothendieck et

d’un faisceau de Cp-algèbres qui sont localement isomorphes à un espace rigide affinöıde.

On définit des morphismes d’espaces rigides, des différentielles rigides (en particulier des

1-formes), etc... : voir ([Ber],0).

Exemple 1.2.1.1. — Si A = Cp{z}, Spm(A) ≃ {z ∈ Cp | |z| ≤ 1}, si A = Cp{z1, z2}/

(z1z2 − p), Spm(A) ≃ {z ∈ Cp |
1
p
≤ |z| ≤ 1}.

Si X est un schéma sur Spec(Cp), disons localement de type fini, on peut lui associer

un espace analytique rigide X rig dont l’ensemble sous-jacent est formé des points fermés

X(Cp) de X. Tout ouvert de Zariski U dans X fournit par exemple un ouvert admissible

U(Cp) pour la topologie de Grothendieck sur X(Cp). Mais d’autres ouverts jouent un rôle

crucial : les tubes. Supposons pour simplifier X propre et soit X un modèle propre et plat
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sur Spec(OCp) de fibre spéciale Y sur Spec(Fp). Le critère valuatif de propreté nous dit

X(Cp) ≃ X (OCp), on a donc une flèche de spécialisation sp : X(Cp) → Y (Fp). Soient

Z un sous-schéma de Y , et ]Z[= sp−1(Z(Fp)) : on peut montrer que ]Z[ est un ouvert

admissible de X rig = X(Cp), qu’on appelle le tube de Z dans X rig ([Ber],1.1.1).

Exemple 1.2.1.2. — Si Z est un ouvert de Zariski affine de Y , ]Z[ est un ouvert

affinöıde de Xrig ([Ber],0.2.2.1). Si Z = {y} est un point fermé de Y et si de plus X

est lisse, ]Z[ est isomorphe à la boule ouverte B(0, 1−)d = {(z1, ..., zd) ∈ Kd | |zi| < 1,

1 ≤ i ≤ d} où d est la dimension de Y (même genre d’arguments que pour (1.1.1.1)).

Si X est un schéma sur Cp, on note Xrig l’espace analytique rigide associé. Si X est un

espace rigide sur Cp, on note OX le faisceau des fonctions rigides sur X.

1.2.2. Intégration des formes de seconde espèce. Soit X une variété algébrique sur Spec(Cp)

admettant un modèle propre et lisse X sur Spec(OCp) et notons Y sa fibre spéciale sur

Fp. Comme Y est de type fini sur Fp, Y provient d’un modèle défini sur une extension

finie (non unique) Fpr de Fp. On appelle morphisme de Frobenius sur Y tout morphisme

de Fp-schémas Y → Y provenant par extension des scalaires pour un certain r de la

puissance rième du Frobenius absolu sur un tel modèle. Si φ et φ ′ sont deux morphismes

de Frobenius sur Y , il est clair qu’on a φs = φ′t pour des entiers s, t convenables. Par

ailleurs, il résulte de [BO] qu’on a un isomorphisme :

H1
dR(X) ≃ Cp ⊗H1

cris(Y/W (Fp))

où W (Fp) désigne les vecteurs de Witt à coefficients dans Fp et H1
cris le H1 cristallin. Tout

morphisme de Frobenius φ sur Y induit donc par fonctorialité un morphisme C p-linéaire

φ∗ : H1
dR(X) → H1

dR(X) dont on note Pφ le polynôme caractéristique. C’est une consé-

quence du théorème de pureté de Deligne qu’aucune des racines de Pφ n’est une racine de

l’unité (voir [KM]).

Avant d’énoncer (et de démontrer) le théorème principal de Coleman, disons quelques

mots sur la méthode. On se rappelle que, dans le cas où X est une variété abélienne, la

stratégie de Colmez était de remarquer que puisque m∗
{1,2}ω−m∗

{1}ω−m∗
{2}ω+m∗

∅ω = dgω

où ω est une 1-forme de seconde espèce quelconque sur X et gω une fonction rationnelle

sur X3 (cf. 1.1.2.3), il est naturel de chercher une primitive localement analytique fω

telle que m∗
{1,2}fω − m∗

{1}fω − m∗
{2}fω + m∗

∅fω soit une fonction rationnelle sur X3. Re-

venons à la situation précédente et supposons pour simplifier qu’il existe un morphisme

φ : Xrig → Xrig qui relève un morphisme de Frobenius sur Y (via la flèche de spécialisa-

tion) et induit φ∗ sur H1
dR(Xrig) = H1

dR(X). Pour toute 1-forme de seconde espèce ω sur

X, vue sur Xrig, on a donc Pφ(φ
∗)(ω) = dgω où gω est une fonction rigide définie sur un

ouvert de Zariski de X rig. La stratégie de Coleman (antérieure) consiste alors à chercher

une primitive localement analytique fω telle que Pφ(φ
∗)(fω) soit une fonction rigide. Bien
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sûr, en général, φ n’est défini que localement sur X rig et il faut recoller...

Si U est un ouvert de Zariski dans Y , on note comme précédemment ]U [⊂ X(Cp)

l’ensemble des points fermés de X qui se spécialisent sur Y en des points fermés de U .

Un résultat de Coleman ([Cole3],1.1) nous dit que si U est affine, tout morphisme de

Frobenius φU : U → U se relève (de façon non unique) en un morphisme d’espaces rigides

φ]U [ :]U [→]U [. Fixons ω une 1-forme rationnelle de seconde espèce sur X. On peut montrer

qu’il existe un recouvrement affine fini Yi de Y tel que ω|]Yi[ = ωi + dfi|]Yi[ où ωi ∈ Ω1
]Yi[/Cp

est une 1-forme rigide fermée et fi ∈ Cp(X). Faisons le choix :

1) d’un tel recouvrement, 2) d’une écriture ωi +dfi|]Yi[ sur chaque ]Yi[, 3) d’un morphisme

de Frobenius φ sur Y qui préserve les Yi, 4) de relevés φi de φ sur les affinöıdes ]Yi[.

Rappelons que O]Yi[ désigne le faisceau structural rigide sur ]Yi[.

Théorème 1.2.2.1. — Avec les notations ci-dessus, soit Uω l’ouvert de Zariski de X

complémentaire des pôles de ω ; il existe à addition près d’une constante une unique fonc-

tion fω localement analytique sur Uω(Cp) telle que :

1) dfω = ω

2) pour tout i, (fω − fi)|]Yi[ se prolonge en une fonction localement analytique sur ]Yi[

et Pφ(φ
∗
i )((fω − fi)|]Yi[) ∈ Γ(]Yi[,O]Yi[).

De plus, fω est indépendante des choix 1) à 4) ci-dessus.

Preuve. — Notons pour alléger O(]Yi[) = Γ(]Yi[,O]Yi[). Le schéma de preuve est le sui-

vant : dans une première étape, on montre que les conditions dgi = ωi et Pφ(φ
∗
i )(gi) ∈

O(]Yi[) déterminent une unique fonction gi =“(fω−fi)|]Yi[” localement analytique sur ]Yi[

modulo une constante ; dans une seconde étape, on montre que gi +fi et gj +fj cöıncident

sur ]Yi[∩]Yj[ modulo une constante et dans la dernière étape, on montre que l’on peut

ajuster les constantes pour vraiment recoller les gi + fi.

Première étape : détermination de (fω − fi)|]Yi[.

La flèche de fonctorialité H 1
dR(X) → H1

dR(]Yi[) envoie Pφ(φ
∗)(classe de ω) sur la classe

de Pφ(φ
∗
i )(ωi). Cette classe est donc nulle par choix de Pφ, i.e., Pφ(φ

∗
i )(ωi) ∈ dO(]Yi[).

Montrons qu’il existe une unique fonction gi localement analytique sur ]Yi[ (à addition

près d’une constante) telle que :

dgi = ωi

Pφ(φ
∗
i )(gi) ∈ O(]Yi[).

Quitte à multiplier Pφ par une constante, on a Pφ(T ) = a0 + a1T + ... + an−1T
n−1 +

T n ∈ Cp[T ] et Pφ(φ
∗
i )(gi) =

∑

k ak(gi ◦ φk
i ). Si Ωi = (ωi, φ

∗
i ωi, ..., (φ

n−1
i )

∗
ωi), on voit

en posant Gi = (gi, gi ◦ φi, ..., gi ◦ φn−1
i ) qu’il suffit de montrer qu’il existe une unique

fonction (à constante près) localement analytique Gi :]Yi[→ Cn
p telle que dGi = Ωi et
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Gi ◦ φi −MGi ∈ O(]Yi[)
n où :

M =











0 1 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . 0

0 . . . . . . 0 1

−a0 −a1 . . . . . . −an−1











.

Unicité : S’il y en a deux, leur différence Di vérifie dDi = 0, donc est localement constante,

et Di ◦ φi−MDi aussi. Mais Di ◦ φi−MDi ∈ O(]Yi[)
n et comme ]Yi[ est connexe (i.e. ne

peut s’écrire ]Yi[= U∪U ′ où U et U ′ sont deux ouverts admissibles non vides d’intersection

vide), Di ◦ φi−MDi est constant de valeur Ci. Par ailleurs, comme 1 n’est pas racine de

Pφ, 1−M ∈ GLn(Cp) et un calcul donnent, pour k ≥ 1 :

Di ◦ φk
i −MkDi = (1−Mk)(1−M)−1Ci.(1)

Soient yi ∈ Yi(Fp) et ]yi[= sp−1(yi) ⊂]Yi[ le tube correspondant, isomorphe (en tant

qu’espace rigide) à une boule ouverte (cf. 1.2.1.2). Comme yi est défini sur une extension

finie de Fp, il existe m ∈ N tel que φm
i (]yi[) ⊂]yi[. De plus, pour tout x ∈]yi[, φml

i (x)

converge dans ]yi[ quand l tend vers +∞ vers un ǫyi
indépendant de x ([Dw], lemme 3.0)

et on a φm
i (ǫyi

) = ǫyi
. En faisant m = k dans (1) appliqué au point ǫyi

, on obtient :

Di(ǫyi
) = (1−M)−1Ci.(2)

Par ailleurs, comme Di est localement constante, Di(φ
mlx
i (x)) = Di(ǫyi

) pour lx ≫ 0. En

faisant k = mlx dans (1) appliqué au point x, on obtient en utilisant (2) :

Mmlx(Di(x)− (1−M)−1Ci) = 0.(3)

Comme Cp est algébriquement clos, φm
i :]yi[→]yi[ est en fait surjectif et tout x ∈]yi[

est dans l’image de φml
i pour tout l. En faisant k = ml dans (1), un calcul donne

Di(x)− (1−M)−1Ci ∈Mml(Cn
p ) pour tout l. Donc Di(x)− (1−M)−1Ci ∈ Ker(Mmlx)∩

⋂

l∈N

Im(Mml) = {0} (algèbre linéaire élémentaire), ce qui montre que D i est bien une

fonction constante.

Existence : Puisque Pφ(φ
∗
i )(ωi) ∈ dO(]Yi[), on a Hi ∈ O(]Yi[)

n tel que φ∗
i Ωi−MΩi = dHi.

Soient yi ∈ Yi(Fp) et ǫyi
∈]yi[ comme précédemment, comme Ωi est fermée et ]yi[

n est une

boule ouverte, il existe une unique fonction Gyi
analytique sur ]yi[

n telle que dGyi
= Ωi|]yi[

et Gyi
(ǫyi

) = (1 −Mm)−1

m−1∑

l=0

M lHi(φ
m−l−1
i (ǫyi

)) (i.e. on fixe cette valeur en ǫyi
). Soit Gi

l’unique fonction localement analytique sur ]Y i[ telle que Gi|]yi[ = Gyi
pour yi ∈ Yi(Fp)
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(les ]yi[ sont disjoints deux à deux). On a dGi = Ωi et un calcul montre que :

(Gi ◦ φi −MGi)(ǫyi
) = Hi(ǫyi

)

d(Gi ◦ φi −MGi) = dHi.

La première égalité ayant lieu pour tout yi ∈ Yi(Fp), on en déduit Gi ◦ φi − MGi =

Hi ∈ O(]Yi[)
n.

Deuxième étape : Comparaison des fonctions sur ]Yi[∩ ]Yj[.

Montrons que pour tous i, j, (fi + gi)|]Yi[∩]Yj[ = (fj + gj)|]Yj [∩]Yi[ + cij où cij ∈ Cp. En re-

marquant que φi et φj laissent stable ]Yi[∩ ]Yj[ = ]Yi×Y Yj[, on voit qu’il suffit de montrer

que 1) fi + gi est indépendant (modulo cte) de l’écriture ω|]Yi[ = ωi + dfi et 2) fi + gi

est indépendant (modulo cte) du relevé φi choisi. Pour 1), soit ω|]Yi[ = ω′
i + df ′

i une

autre écriture et g′
i la primitive de ω ′

i construite comme dans la première étape. Alors

ωi − ω′
i = d(gi − g′

i) et Pφ(φ
∗
i )(gi − g′

i) ∈ O(]Yi[). Mais on a aussi ωi − ω′
i = d(f ′

i − fi),

donc f ′
i − fi est défini sur tout ]Yi[ et Pφ(φ

∗
i )(f

′
i − fi) ∈ O(]Yi[), d’où f ′

i − fi = gi − g′
i

modulo constante par l’unicité dans la première étape appliquée à la forme ω i − ω′
i. Pour

2), Coleman montre ([Cole3],1.2a) que si φi et φ′
i sont deux relevés du même φ, alors

Pφ(φ
∗
i )(gi)−Pφ(φ′

i
∗)(gi) ∈ O(]Yi[) d’où Pφ(φ

′
i
∗)(gi) ∈ O(]Yi[) ce qui entrâıne 2) par unicité.

Troisième étape : recollement.

Reste donc à recoller les fi +gi, i.e. à trouver des constantes ci ∈ Cp telles que ci−cj = cij

pour tout i, j, et on définit alors fω comme l’unique fonction telle que fω|]Yi[ = fi +gi + ci.

Mais puisque le schéma Y est connexe, ∩iYi 6= ∅, donc ∩i]Yi[6= ∅ et il est alors élémentaire

que l’on peut ajuster les constantes ci.

Montrons enfin que fω ne dépend pas du choix du morphisme φ sur Y . Il suffit pour

cela de montrer que remplacer φ par φs ne change pas fω. Comme fω ne dépend pas des

autres choix, on garde le même recouvrement, la même écriture et on remplace juste φ i

par φs
i sur ]Yi[. On vérifie que Pφs(T s) = Πζs=1Pφ(ζT ). Donc Pφ(φ

∗
i )(gi) ∈ O(]Yi[) entrâıne

Pφs((φs
i )

∗)(gi) ∈ O(]Yi[) et le résultat découle encore de l’unicité de gi dans la première

étape.

Comme dans la première partie, on pose, si P et Q sont deux points de X(Cp) où ω

est définie :
∫ Q

P
ω = fω(Q)− fω(P ).

Corollaire 1.2.2.2. — Avec les notations précédentes :

(i)
∫ Q

P
(λω + λ′ω′) = λ

∫ Q

P
ω + λ′

∫ Q

P
ω′ (λ, λ′ ∈ Cp)

(ii)
∫ Q

P
ω = f(Q)− f(P ) si ω = df où f ∈ Cp(X)

(iii) si g : X ′ → X est un morphisme de variétés propres sur Spec(Cp) ayant bonne

réduction,
∫ Q

P
g∗ω =

∫ g(Q)

g(P )
ω.
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Preuve. — Les énoncés (i) et (ii) résultent de l’unicité modulo cte de fω. L’énoncé (iii)

est facile si g provient d’un morphisme X → X ′ entre des modèles propres et lisses. Sinon,

soient Alb(X ) et Alb(X ′) les modèles de Néron des variétés d’Albanese Alb(X) et Alb(X ′)

associées à X et X ′ ([BLR]). Des propriétés du modèle de Néron on déduit un diagramme

commutatif :
X ′ g

−→ X

↓ ↓

X ′ X

↓ ↓

Alb(X ′) −→ Alb(X )

d’où (iii) en remarquant que toute 1-forme de seconde espèce sur X provient, modulo une

forme exacte, d’une 1-forme de seconde espèce sur Alb(X) (car H1
dR(X) ≃ H1

dR(Alb(X))).

Corollaire 1.2.2.3. — L’intégrale
∫ Q

P
ω ne dépend pas du modèle choisi et cöıncide

avec l’intégrale définie par Colmez.

Preuve. — Utiliser (ii) et (iii) dans (1.2.2.2), le fait que les variétés auxiliaires utilisées

par Colmez pour définir son intégrale (i.e. Alb(X) et Alb(X)3) ont toutes bonne réduction

lorsque X a bonne réduction et l’unicité en (1.1.2.5).

Remarque 1.2.2.4. — Si σ est un automorphisme continu de Cp, de l’unicité de fω

résulte aussi le fait que σ(
∫ Q

P
ω) =

∫ σ(Q)

σ(P )
σ∗ω où σ : Cp ⊗σ X → X. En particulier, si

X provient d’une variété définie sur une extension finie K de Qp, si σ ∈ Gal(Qp/K),

P, Q ∈ X(K) et ω est défini sur K, on a bien
∫ Q

P
ω ∈ K.

2. APPLICATIONS

2.1. L’accouplement des périodes p-adiques

Dans cette partie, K est une extension finie de Qp.

Nous allons appliquer ce qui précède, en suivant Colmez, aux périodes p-adiques des

variétés abéliennes. Voir [Il] et la remarque (2.1.3.4) pour l’historique de ce sujet, cas

particulier des conjectures de Fontaine. C’est Coleman qui le premier a eu l’idée dans

[Cole2] d’utiliser l’intégration p-adique pour redéfinir les périodes p-adiques des variétés

abéliennes avec bonne réduction, ou plutôt leur image dans Cp.

Comme les intégrales p-adiques ne sont pas multivaluées, on s’attendrait normalement

à ce qu’il n’existe pas de périodes en p-adique ! Et effectivement, si on veut des périodes

à valeurs dans Cp associées aux 1-formes de H0(X, Ω1
X/K) (comme sur les complexes), on
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les trouve a posteriori toutes nulles (cf. 2.1.2.2). Le miracle est qu’il existe néanmoins des

périodes mais à un niveau “supérieur”, c’est-à-dire à valeurs dans une Qp-algèbre B+
dR,

introduite par Fontaine, qui se surjecte seulement sur Cp.

2.1.1. Quelques rappels sur B+
dR. L’anneau B+

dR a déjà été introduit dans ce séminaire

([Il]), mais nous aurons besoin des détails de sa construction. Les références pour ce qui

suit sont [Fo1], [Fo2].

Soit R l’ensemble des suites x = (x(0), x(1), ..., x(n), ...) d’éléments de OCp telles que

(x(n+1))p = x(n). On munit R des lois · et + en posant x · y = (x(n)y(n))n∈N et x + y =

(s(n))n∈N où :

s(n) = lim
m→+∞

(x(n+m) + y(n+m))pm

les hypothèses faisant que cela converge bien dans OCp. On montre que ces lois font de R

un anneau commutatif intègre d’élément unité 1 = (1, 1, ...). De plus :

p · 1 = lim
m→+∞

(1 + ... + 1
︸ ︷︷ ︸

p fois

)pm

= 0

donc R est un anneau de caractéristique p et le Frobenius x = (x(n)) 7→ xp = ((x(n))p)

sur R est clairement un isomorphisme, i.e., R est parfait. Il est de plus muni d’une action

naturelle de Gal(Qp/Qp) via l’action sur OCp et d’une valuation val(x) = val(x(0)) pour

laquelle il est séparé et complet de corps résiduel R/{x|val(x) > 0} ≃ Fp.

Comme R est parfait, il est tentant de considérer les vecteurs de Witt W (R) à

coefficients dans R ([Se2]) : tout élément de W (R) s’écrit de façon unique

+∞∑

n=0

pn[xn]

où xn ∈ R et [xn] est son représentant multiplicatif dans W (R). On montre alors qu’on a

une surjection d’anneaux :

θ : W (R) → OCp

+∞∑

n=0

pn[xn] 7→
+∞∑

n=0

pnx(0)
n

dont le noyau est un idéal principal engendré par p− [p] où p = (p(n)) ∈ R est un élément

tel que p(0) = p. On remarque que W (R) est complet pour la topologie (p, Ker(θ))-adique

= (p, [p])-adique.

Définition 2.1.1.1. — L’anneau B+
dR est le complété de W (R)[1

p
] par rapport à l’idéal

Ker(θ) = (p− [p]).

La surjection θ se prolonge en une surjection encore notée θ : B+
dR → Cp. L’anneau B+

dR

est de valuation discrète complet d’idéal maximal Ker(θ) = (p−[p])B +
dR et de corps résiduel

B+
dR/Ker(θ) ≃ Cp, c’est-à-dire qu’il s’identifie non canoniquement à Cp[[T ]]. On peut
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considérer plusieurs topologies sur B+
dR. Nous munissons ici B+

dR de celle pour laquelle les

pmW (R)+(Ker(θ))k forment une base de voisinage de 0 quand m et k décrivent N, c’est-à-

dire que (xn)n tend vers 0 si et seulement si, pour tout M ∈ N, xn ∈ pMW (R)+(Ker(θ))M

pour n≫ 0. Pour cette topologie, B+
dR est séparé et complet. Il existe une action naturelle

et continue de Gal(Qp/Qp) sur B+
dR via l’action sur R, qui commute à θ. Il n’existe pas de

section Cp →֒ B+
dR de θ qui soit compatible à l’action de Galois, mais on peut montrer que

Qp s’identifie canoniquement à la clôture algébrique de Qp dans B+
dR et que le diagramme :

Qp →֒ B+
dR

‖ ↓ θ

Qp →֒ Cp

est commutatif et compatible à Gal(Qp/Qp). En fait, si on munit Qp de la topologie

induite par celle de B+
dR (qui n’est pas la topologie p-adique), Colmez a montré que B+

dR

n’est autre que le complété de Qp pour cette topologie. Autrement dit, Qp est dense dans

B+
dR (cf. appendice de [Fo2]).

2.1.2. Accouplement des périodes p-adiques : énoncé du théorème. Soit X une variété lisse

sur K de dimension d. On note encore θ : X(B+
dR) → X(Cp) l’application induite par

θ : B+
dR → Cp et on remarque qu’elle est surjective (choisir une section Cp →֒ B+

dR de θ).

Par ailleurs, comme Qp →֒ B+
dR, X(Qp) →֒ X(B+

dR).

Lemme 2.1.2.1. — Soit f une fonction localement analytique sur X(Qp) qui se pro-

longe en une fonction localement analytique sur X(Qp), alors f se prolonge aussi cano-

niquement à X(B+
dR).

Preuve. — Soit x ∈ X(B+
dR), on peut trouver un ouvert de Zariski Ux = Spec(Qp[x1, ..., xn,

z1, ..., zd]/(f1, ..., fn)) de X⊗K Qp tel que la projection sur z1, ..., zd induit un isomorphisme

entre un sous-ensemble V de Ux(B
+
dR) contenant x et {(z1, ..., zd) ∈ (B+

dR)d | |θ(zi)| <

δ, 1 ≤ i ≤ d} pour un δ suffisamment petit dans R+ − {0}. Comme X(Qp) ∩ V ≃

{(z1, ..., zd) ∈ Q
d

p | |zi| < δ, 1 ≤ i ≤ d}, et comme f se prolonge en une fonction ana-

lytique au voisinage de θ(x) ∈ X(Cp), on peut supposer f analytique sur X(Qp) ∩ V

quitte à se restreindre à un ouvert de V contenant x. En remarquant que si x ∈ B+
dR,

(xn)n∈N converge dans B+
dR si et seulement si (θ(x)n)n∈N converge dans Cp, on voit que

la série formelle en z1, ..., zd définissant f sur X(Qp)∩V converge dans B+
dR sur tout V .

Si ω est une 1-forme rationnelle fermée sur X et fω une des primitives construites en

(1.1.1.5), on note encore fω la prolongée à X(B+
dR) (à valeurs maintenant dans B+

dR) et
∫ Q

P
ω = fω(Q)−fω(P ) si P, Q ∈ X(B+

dR). Avant d’énoncer le théorème sur l’accouplement

des périodes p-adiques des variétés abéliennes, donnons un exemple simple (mais sortant

stricto sensu du cadre des variétés abéliennes).
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Exemple 2.1.2.2. — Supposons X = Spec(C[z, 1
z
]) = Gm. Soient γ un générateur de

H1(X(C),Z) = H1(C
∗,Z), ω = dz

z
∈ H0(X, Ω1

X/C) et εn = e2iπ/pn
∈ X(C). On sait que :

∫

γ

ω = pn

∫ εn

1

ω = pn

∫ 2π
pn

0

deiθ

eiθ
= 2iπ.

C’est la période classique. Supposons maintenant X = Spec(K[z, 1
z
]) et soient γ = (εn)n

un générateur de Tp(X) = lim←−µpn(Qp) et ω = dz
z
∈ H0(X, Ω1

X/K). On a fω = log et, par

définition :

pn

∫ εn

1

ω = pn log(εn) = log(εpn

n ) = 0 !

Considérons maintenant ε̃n = [(εm+n)m∈N] ∈ X(B+
dR) et soit t = log(ε̃0) = −

+∞∑

n=1

(1−ε̃0)n

n
∈

B+
dR − {0}. Bien sûr, ε̃n 6= εn mais θ(ε̃n) = εn. De plus :

pn

∫ ε̃n

1

ω = pn log(ε̃n) = log(ε̃0) = t.

Plus généralement, si x ∈ B+
dR, soit mk(x) le plus grand entier de Z tel que x ∈ pmk(x)W (R)+

(Ker(θ))k+1 et disons qu’une suite (xn)n de points de B+
dR est bornée si la suite (mk(xn))n

est bornée pour tout k. On peut voir que la suite (εn)n ci-dessus vue dans B+
dR n’est pas

une suite bornée, par contre la suite (ε̃n)n est évidemment bornée (tous les mk(ε̃n) sont

nuls). Soit (ε̃′n)n une autre suite bornée quelconque de B+
dR vérifiant seulement θ(ε̃′n) = εn,

alors on peut montrer que la suite pn
∫ ε̃′n
1

ω = pn log(ε̃′n) converge toujours vers t dans B+
dR.

Cet élément t, introduit par Fontaine, peut être vu comme l’analogue p-adique de 2iπ.

Ce qui suit va consister à transposer l’exemple ci-dessus au cadre des variétés abé-

liennes. Rappelons qu’une 1-forme de seconde espèce sur X est par définition une 1-forme

rationnelle fermée sur X dont le résidu est nul, i.e. qui ne contient pas de termes en
df
f

dans une de ses écritures, et que H1
dR(X) s’identifie au quotient des 1-formes de se-

conde espèce sur X par les différentielles des fonctions rationnelles. On suppose mainte-

nant que X est une variété abélienne. Soient ω une 1-forme de seconde espèce sur X et

γ = (γn)n ∈ Tp(X) = lim←−X[pn](Qp) où X[pn](Qp) = {x ∈ X(Qp) | [p
n]x = 0}. En vertu

de l’exemple précédent, on a envie de considérer lim
n→+∞

pn
∫ γ̃n

0
ω pour des “bons” relevés

γ̃n de γn dans X(B+
dR) par θ.

Définition 2.1.2.3. — Si Y est une variété lisse sur K, une suite (γ̃n)n de points de

Y (B+
dR) est dite bornée dans Y (B+

dR) si pour tout recouvrement fini (Ui)i∈I de Y par des

ouverts de Zariski, il existe une décomposition N = ∪i∈IIi telle que {γ̃n, n ∈ Ii} ⊂ Ui(B
+
dR)

et telle que pour toute fonction fi ∈ Γ(Ui,OUi
), la suite {f(γ̃n), n ∈ Ii} est bornée dans

B+
dR (cf. 2.1.2.2).

Si U est un ouvert de Zariski de X, une suite bornée dans U(B+
dR) est bornée dans

X(B+
dR) mais la réciproque est fausse (prendre une suite qui s’accumule autour du fermé
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complémentaire de U dans X). On peut maintenant énoncer le théorème. On choisit une

suite bornée (γ̃n)n de relevés de (γn)n et on espère que la suite pn
∫ γ̃n

0
ω converge dans

B+
dR vers une limite qui n’est pas trop souvent nulle... Mais il faut modifier 0 et γ̃n pour

être sûr qu’ils ne s’approchent pas trop des pôles de ω dans X(B+
dR).

Théorème 2.1.2.4. — Soient X une variété abélienne sur K, ω une 1-forme ration-

nelle de seconde espèce sur X, Uω l’ouvert de Zariski de X complémentaire des pôles de

ω et γ = (γn)n ∈ Tp(X).

(i) Il existe une suite (γ̃n)n bornée dans X(B+
dR) et une suite (δn)n bornée dans Uω(B+

dR)

telles que θ(γ̃n) = γn et la suite (δn ⊕ γ̃n)n est bornée dans Uω(B+
dR).

(ii) Si (γ̃n)n et (δn)n sont de telles suites, la suite pn
∫ δn⊕γ̃n

δn
ω converge dans B+

dR vers

un élément
∫

γ
ω qui ne dépend que de γ et de la classe de ω dans H1

dR(X).

(iii) L’application de H 1
dR(X)×Tp(X) dans B+

dR qui à (ω, γ) associe
∫

γ
ω est bilinéaire,

commute à l’action de Galois et envoie H0(X, Ω1
X/K)×Tp(X) dans (p− [p])B+

dR = Ker(θ).

(iv) L’accouplement “période” ci-dessus est non dégénéré, i.e. si (ω1, ..., ω2d) fournit une

base de H1
dR(X) et (γ1, ..., γ2d) une base de Tp(X), la matrice (

∫

γj
ωi)1≤i,j≤2d appartient à

GL2d(BdR) où BdR = Frac(B+
dR).

2.1.3. Esquisse de preuve et relations de Riemann p-adiques. Nous ne disons rien sur la

preuve de (i) qui est purement technique (voir [Colm2],II.3.1).

Passons à (ii). Remarquons d’abord que si (xn)n est une suite de B+
dR telle que (pxn −

xn−1)n est bornée, alors pn−1(pxn − xn−1) tend vers 0 dans B+
dR quand n→ +∞ et donc

pnxn converge dans B+
dR. Oublions dans un premier temps les δn et supposons [p]γ̃n = γ̃n−1.

Pour la convergence, il suffit de voir que la suite yn = p
∫ γ̃n

0
ω −

∫ γ̃n−1

0
ω est bornée dans

B+
dR. Mais yn = (pfω − [p]∗fω)(γ̃n)+cte et pfω − [p]∗fω ∈ K(X) (car [p] sur X induit la

multiplication par p sur H 1
dR(X)). Si la suite γ̃n est bornée dans l’ouvert où pfω − [p]∗fω

est défini, alors par définition, (yn)n est bornée dans B+
dR. Si elle n’est pas bornée dans

cet ouvert, il faut la modifier avec des δ ′
n pour qu’elle le devienne. Dans le cas général, on

décompose yn = p

∫ δn⊕γ̃n

δn

ω −

∫ δn−1⊕γ̃n−1

δn−1

ω sous la forme yn = y1,n + y2,n + y3,n + y4,n où :

y1,n = p

∫ δn⊕γ̃n

δn

ω − p

∫ δ′n⊕γ̃n

δ′n

ω = p(∆[2]fω)(δ′n, δn ⊖ δ′n, γ̃n)

y2,n = p

∫ δ′n⊕γ̃n

δ′n

ω −

∫ [p]δ′n⊕[p]γ̃n

[p]δ′n

ω = (pfω − [p]∗fω)(δ′n ⊕ γ̃n)− (pfω − [p]∗fω)(γ̃n)

y3,n =

∫ [p]δ′n⊕[p]γ̃n

[p]δ′n

ω −

∫ δn−1⊕[p]γ̃n

δn−1

ω = (∆[2]fω)(δn−1, [p]δ′n ⊖ δn−1, [p]γ̃n)

y4,n =

∫ δn−1⊕[p]γ̃n

δn−1

ω −

∫ δn−1⊕γ̃n−1

δn−1

ω = fω(δn−1 ⊕ [p]γ̃n)− fω(δn−1 ⊕ γ̃n−1)

et où δ′n est une suite bornée dans Uω(B+
dR) ∩ ([p]∗Uω)(B+

dR) telle que δ ′n ⊕ γ̃n est bornée

dans ce même ouvert (il en existe). On peut déduire que les suites (y1,n)n, (y2,n)n et (y3,n)n
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sont bornées du fait que les fonctions ∆[2]fω et pfω − [p]∗fω sont rationnelles. Quant à

(y4,n)n, on montre qu’elle est bornée en utilisant θ(δn−1 ⊕ [p]γ̃n) = θ(δn−1 ⊕ γ̃n−1). Donc

pn
∫ δn⊕γ̃n

δn
ω converge dans B+

dR. Si (δn)n est remplacé par (δ ′′n)n satisfaisant les propriétés

(i) en (1.1.1.5) (sans changer γ̃n), alors la suite (δ ′′′
n )n définie par δ′′′n = δn si n est pair

et δ′′′n = δ′′n si n est impair vérifie encore ces propriétés, d’où on déduit que la limite est

indépendante de (δn)n. Si on choisit un autre relevé borné (γ̃ ′
n)n, la suite (δn ⊕ γ̃′

n)n est

encore bornée dans Uω(B+
dR) ([Colm2],II.3.1) et le même raisonnement en “mélangeant”

les suites (γ̃n)n et (γ̃′
n)n montre que la limite est indépendante du relevé borné de (γn)n

choisi. Enfin, si ω = dfω avec fω ∈ K(X), la suite
∫ δn⊕γ̃n

δn
ω = fω(δn⊕ γ̃n)− fω(δn) est par

définition bornée ce qui entrâıne que pn
∫ δn⊕γ̃n

δn
ω converge vers 0 dans B+

dR. Ceci achève (ii).

Passons au (iii). La linéarité par rapport à ω vient de la linéarité de l’intégrale. Si

((γn)n, (γ′
n)n) ∈ Tp(X) × Tp(X), on prend γ̃n ⊕ γ̃′

n comme relevé de γn ⊕ γ′
n, qui forme

encore une suite bornée dans X(B+
dR). On peut trouver (δn)n bornée dans Uω(B+

dR) telle

que les trois suites (δn ⊕ γ̃n)n, (δn ⊕ γ̃′
n)n et (δn ⊕ γ̃n ⊕ γ̃′

n)n y sont encore bornées. On

écrit :

pn

∫ δn⊕γ̃n⊕γ̃′

n

δn

ω = pn

∫ δn⊕γ̃n

δn

ω + pn

∫ δn⊕γ̃n⊕γ̃′

n

δn⊕γ̃n

ω

et on remarque que la suite (δn ⊕ γ̃n)n vérifie les propriétés (i) par rapport à (γ̃ ′
n)n. Par

(ii), cela entrâıne que pn
∫ δn⊕γ̃n⊕γ̃′

n

δn⊕γ̃n
ω converge dans B+

dR vers
∫

γ′
ω, d’où la linéarité par

rapport à γ. Enfin, si ω ∈ H0(X, Ω1
X/K), la primitive fω en (1.1.1.5) nulle en 0 est un

homomorphisme de groupes (cf. 1.1.2.8) donc pn
∫ δn⊕γ̃n

δn
ω = pnfω(γ̃n) = fω([p]nγ̃n). Or

θ(fω([p]nγ̃n)) = fω([p]nγn) = fω(0) = 0, d’où pn
∫ δn⊕γ̃n

δn
ω ∈ Ker(θ).

Le plus délicat est (iv), qui découle de l’analogue p-adique des relations de Riemann

entre les périodes. Rappelons que si U est un ouvert de Zariski de X, on a un isomor-

phisme Γ(U,OU)⊗K H0(X, Ω1
X/K)

∼
→ H0(U, Ω1

U/K) (car X est abélienne). Soit (ω1, ..., ωd)

une base sur K de H0(X, Ω1
X/K), en passant à Uan = U(K), on voit que si G est une

fonction localement analytique sur U(K), on a dG =
∑d

i=1 Giωi où les Gi sont localement

analytiques sur U(K).

Proposition 2.1.3.1. — ([Colm2],II.1.19) Soit D un diviseur de X. Il existe une fonc-

tion GD localement analytique sur X(K)−D(K) et ayant une singularité logarithmique

le long de D telle que ∆∗GD = GD(x⊕ y ⊕ z)− GD(x⊕ y)− GD(x⊕ z)− GD(y ⊕ z) +

GD(x) + GD(y) + GD(z) soit le logarithme d’une fonction rationnelle sur X3. De plus, si

dGD =
∑d

i=1 GD,iωi, ωD,i = dGD,i est une 1-forme de seconde espèce sur X pour tout i.

À la base de cette proposition est le théorème du cube qui dit que l’image inverse ∆ ∗D

de D sur X3 par ∆ : X3 → X est le diviseur d’une fonction rationnelle. D’autre part,

rappelons qu’à D est associé l’accouplement de Weil εD : Tp(X)× Tp(X) → Tp(Gm) (cf.
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([Mu1],IV.20) par exemple). Si (γ, γ ′) ∈ Tp(X)× Tp(X), log[εD(γ, γ′)] ∈ Zpt (voir 2.1.2.2

pour t) et l’accouplement :

log[εD] : Tp(X)× Tp(X)→ Zpt

est bilinéaire et antisymétrique.

Théorème 2.1.3.2. — (Relations de Riemann p-adiques) Soit (γ, γ ′) ∈ Tp(X)×Tp(X),

alors :

log[εD(γ, γ′)] =
d∑

i=1

(∫

γ

ωi

∫

γ′

ωD,i −

∫

γ′

ωi

∫

γ

ωD,i

)

.

Voir ([Colm2],II.3.5) pour la preuve. En conséquence, on voit que si γ1, ..., γ2d est une

base de Tp(X) et si on note ωd+i = ωD,i (i ∈ {1, ..., d}), on a l’égalité matricielle :

(
log[εD(γi, γj)]

)

1≤i,j≤2d
= t
(∫

γj

ωi

)

1≤i,j≤2d
·
( 0 Id

−Id 0

)

·
(∫

γj

ωi

)

1≤i,j≤2d

où i est le numéro de la ligne et j celui de la colonne. Comme on peut toujours choisir D

tel que l’accouplement de Weil soit non dégénéré, i.e. tel que :

det
(

log[εD(γi, γj)]
)

1≤i,j≤2d
∈ Q×

p t ⊂ B×
dR

cela montre que, pour un tel D, (ω1, ..., ω2d) fournit une base de H1
dR(X) et

( ∫

γj
ωi

)

1≤i,j≤2d

∈ GL2d(BdR).

Remarque 2.1.3.3. — Les fonctions GD méritent le nom de fonctions de Green p-

adiques. Les 1-formes ωD,i sont déjà définies dans [Cole2]. De (2.1.2.4), on peut déduire

des isomorphismes BdR ⊗K H i
dR(X)

∼
→ BdR ⊗Qp H i

ét(XK ,Qp) pour tout i (où H i(X) =
∧i H1(X)) et les relations de Riemann p-adiques sont une autre façon de dire que pour

i = 2 l’isomorphisme envoie la classe du diviseur D dans H 2
dR(X) sur sa classe dans

H2
ét(XK ,Qp).

Remarque 2.1.3.4. — Les premiers théorèmes de comparaison entre H 1
dR(X) et

H1
ét(XK ,Qp) pour une variété abélienne X sur K sont dus à Tate dans le cas de bonne

réduction ([Ta1]) et Raynaud dans le cas général ([Bog]), qui démontrent la célèbre dé-

composition de Hodge-Tate :

Cp ⊗Qp H1
ét(XK ,Qp) ≃

(

Cp(−1)⊗K H0(X, Ω1
X/K)

)

⊕
(

Cp ⊗K H1(X,OX)
)

.

Cette décomposition a ensuite été redémontrée par Fontaine dans le cas général ([Fo3]),

puis par Coleman dans le cas de bonne réduction ([Cole2]) via son intégration p-adique

exposée au (1.2). L’énoncé avec B+
dR comme en (2.1.2.4) est plus fort (la décomposition

ci-dessus s’en déduit facilement) et a d’abord été obtenu par Fontaine et Messing (cf.

[Wi]). C’est un cas particulier de conjectures en tout degré de cohomologie dues à Fon-

taine (appendice de [Fo1]) qui sont maintenant démontrées en toute généralité (travaux
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de Fontaine-Messing, Faltings, Kato, Tsuji, etc...) : voir l’exposé d’Illusie [Il] dans ce sé-

minaire et [Ts] pour plus de détails. Mais les preuves, où il n’est pas du tout question

d’intégrer des formes différentielles, sont souvent longues et techniques. La preuve de

Colmez pour le H 1, fidèle à la stratégie classique sur les complexes, n’en est que plus

élégante.

2.2. Les polylogarithmes p-adiques

Dans cette partie, K = Cp.

Dans le cas des courbes avec bonne réduction, Coleman a développé une variante de sa

construction en (1.2) (les “basic wide open spaces” en anglais) qui lui permet d’intégrer

toutes les formes différentielles rationnelles, mais aussi les formes rigides et même, par

itération, des formes localement analytiques pas forcément algébriques ou rigides, ce que

ne permet pas l’intégrale de Colmez. Nous présentons ci-dessous un cas particulier de

cette construction que nous utilisons ensuite pour définir les polylogarithmes p-adiques.

2.2.1. Itération de l’intégration sur les courbes. Soient donc X une courbe propre et lisse

sur Spec(Cp) qui admet un modèle X propre et lisse sur Spec(OCp) et Y la fibre spéciale

sur Spec(Fp).

Soient S ⊂ X(Cp) un ensemble fini de points fermés, U = X − S et S l’image de

S dans Y (Fp). Soient U rig = U(Cp) (= espace analytique rigide associé à U) et W =

sp−1(Y (Fp)−S) ⊂ U rig où sp est la flèche de spécialisation. On suppose que l’application

S → S est injective. L’ouvert U rig est alors un cas particulier de ce que Coleman appelle

un “basic wide open space” ([CS],2.1) et W est un “affinöıde sous-jacent” (cf. 1.2.1.2).

On a dans ce cas :

U rig −W = ∪s∈SCs

où Cs est une couronne ouverte autour de s ∈ S isomorphe à {z ∈ Cp | 0 < |z| < 1}. Via

cet isomorphisme, on pose pour r ∈ ]0, 1[ :

Ur = W ∪
(⋃

s∈S

Cs,r

)

⊂ U

où Cs,r ⊂ Cs correspond à {z ∈ Cp | r < |z| < 1} ⊂ {z ∈ Cp | 0 < |z| < 1}. Quand

r tend vers 1, les Ur forment une famille décroissante de voisinages de W . Ils dépendent

des isomorphismes choisis, mais si (U ′
r′)r′ est une famille obtenue à partir d’autres choix

de coordonnées locales sur les Cs, et si r′ ∈ ]0, 1[, il existe r suffisamment proche de 1

tel que Ur ⊂ Ur′ , et réciproquement. Cela suffit pour que les résultats ci-dessous soient

indépendants de la famille (Ur)r.

Fixons un morphisme de Frobenius sur Y (cf. 1.2.2) qui envoie S dans S.
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Proposition 2.2.1.1. — (i) Pour r suffisamment proche de 1, il existe un morphisme

rigide φ : Ur → U rig tel que φ(W ) ⊂ W , φ(Cs ∩ Ur) ⊂ Cs (s ∈ S) et qui commute via la

flèche de spécialisation avec le morphisme de Frobenius fixé sur Y (Fp).

(ii) Si N est un entier fixé et n ∈ {0, ..., N}, il existe r suffisamment proche de 1 tel

que φn = φ ◦ ... ◦ φ (n fois) est encore bien défini de Ur dans U rig.

Voir ([CS],2.2) pour la preuve. Si n est un entier fixé et si 1− r est suffisamment petit,

on peut donc définir par fonctorialité : (φ∗)n = (φn)∗ : Ω1
Urig/Cp

→ Ω1
Ur/Cp

où Ω1
Urig/Cp

désigne les 1-formes (rigides) sur U rig (resp. avec Ur).

Proposition 2.2.1.2. — Il existe un polynôme P1(T ) ∈ Cp[T ] dont aucune des racines

n’est une racine de l’unité tel que, pour tout ω ∈ Ω1
Urig/Cp

, tout φ comme en (2.2.1.1) et

tout r suffisamment proche de 1, P1(φ
∗)(ω) ∈ dΓ(Ur,OUr).

Indication de preuve. — L’inclusion d’espaces rigides Ur →֒ U rig induit un isomor-

phisme H1
dR(U rig)

∼
→ H1

dR(Ur) où H1
dR(U rig) = Ω1

Urig/Cp
/dΓ(U rig,OUrig) (resp. avec Ur).

Le morphisme φ : Ur → U rig donne donc un morphisme φ∗ : H1
dR(U rig) → H1

dR(U rig). Le

résultat vient du fait que le polynôme caractéristique de φ∗ s’identifie au numérateur de

la fonction ζ de la courbe affine Y − S, dont les racines sont des nombres de Weil, i.e. de

valeur absolue complexe (pour tout plongement dans C) une puissance non nulle de p.

Pour tout s ∈ S, soit Γ(Cs,OCs)log = Γ(Cs,OCs)[log(f), f ∈ Γ(Cs,OCs)
×].

Théorème 2.2.1.3. — Soient φ, P1 et r comme ci-dessus et ω dans Ω1
Urig/Cp

, il existe

à addition près d’une constante une unique fonction fω localement analytique sur U rig =

U(Cp) telle que :

1) dfω = ω

2) P1(φ
∗)(fω) ∈ Γ(Ur,OUr)

3) pour tout s ∈ S, fω|Cs ∈ Γ(Cs,OCs)log.

De plus fω est indépendant de r, φ, P1 et du morphisme de Frobenius sur Y .

Preuve. — Soit g ∈ Γ(Ur,OUr) tel que P1(φ
∗)(ω) = dg. En procédant comme dans

la première étape de (1.2.2.1), mais avec l’affinöıde W au lieu de l’affinöıde ]Y i[, on a

une unique (à cte près) fonction fW localement analytique sur W telle que dfW = ω|W et

P1(φ
∗)(fW ) = g|W ∈ Γ(W,OW ). Sur Cs, il est facile de voir que tout 1-forme de Ω1

Cs/Cp
s’in-

tègre de façon unique (mod. cte) dans Γ(Cs,OCs)log : soit fs une telle primitive de ω|Cs. Soit

f l’unique fonction localement analytique sur U rig telle que f |W = fW et f |Cs = fs pour

tout s ∈ S : il faut ajuster les constantes d’intégration pour avoir P1(φ
∗)(f) ∈ Γ(Ur,OUr).

Soit cs = (P1(φ
∗)(fs) − g)|Cs∩Ur ∈ Γ(Cs ∩ Ur,OCs∩Ur)log (on utilise ici φ(Cs ∩ Ur) ⊂ Cs),

on a dcs = 0 sur Cs ∩ Ur = Cs,r qui est connexe, donc cs est constant. Soit fω tel que

fω|W = fW et fω|Cs = fs −
cs

P1(1)
: on vérifie que P1(φ

∗)(fω) = g ∈ Γ(Ur,OUr), et que
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g détermine fω de façon unique. On renvoie à ([CS],2.3,2.4) pour l’indépendance par

rapport à P1 et au relevé φ (même méthode pour ce dernier qu’en (1.2.2.1)). L’indépen-

dance par rapport au morphisme de Frobenius sur Y se prouve comme dans (1.2.2.1).

Remarquons que si ω est une forme rationnelle quelconque sur X (i.e. pas forcément de

seconde espèce), S ⊂ X(Cp) l’ensemble des points où ω a un pôle, et si de plus l’applica-

tion de spécialisation est injective sur S, (2.2.1.3) fournit une primitive de ω bien définie

modulo constante. On peut montrer que cette primitive cöıncide avec celle en (1.1.1.5),

en particulier fω = log(f) si ω = df
f

avec f non nul sur U ([CS],2.5.1).

Nous allons itérer ce processus. NotonsO0(U
rig) = Γ(U rig,OUrig) etO0(Ur) = Γ(Ur,OUr)

pour 0 < r < 1. On définit les sous-espaces suivants des fonctions localement analytiques

sur U rig ou Ur :

O1(U
rig) = O0(U

rig) +
∑

ω∈Ω1
Urig/Cp

O0(U
rig)fω

O1(Ur) = O0(Ur) +
∑

ω∈Ω1
Urig/Cp

O0(Ur)fω|Ur

où fω est “la” primitive en (2.2.1.3) et r est suffisamment proche de 1.

Proposition 2.2.1.4. — (i) Soit f ∈ O1(Ur) (resp. O1(U
rig)) tel que df = 0, alors f

est constante sur Ur (resp. U rig).

(ii) Il existe un polynôme P2(T ) ∈ Cp[T ] dont aucune des racines n’est une racine de

l’unité tel que, pour tout ω ∈ O1(U
rig) ⊗O0(Urig) Ω1

Urig/Cp
, tout φ comme en (2.2.1.1) et

tout r suffisamment proche de 1, P2(φ
∗)(ω) ∈ dO1(Ur).

Indication de preuve. — On renvoie à ([CS],2.4.4) pour (i). Pour (ii), soit H 1
dR(O1(U

rig))

= (O1(U
rig)⊗ Ω1

Urig/Cp
)/dO1(U

rig), l’application :

Ω1
Urig/Cp

× Ω1
Urig/Cp

→ H1
dR(O1(U

rig))

(ω, ω′) 7→ fωω′ mod. dO1(U
rig)

est bien définie et Coleman et de Shalit montrent ([CS],2.4.6) qu’elle induit un isomor-

phisme compatible à φ∗ :

H1
dR(U rig)⊗Cp H1

dR(U rig)
∼
−→ H1

dR(O1(U
rig)).

Les valeurs propres de φ∗ sur H1
dR(O1(U

rig)) sont donc des produits de nombres de Weil

(cf. preuve de (2.2.1.2)) : ce ne sont en particulier jamais des racines de l’unité et on peut

prendre pour P2 le polynôme caractéristique de φ∗ sur H1
dR(O1(U

rig)).

Il est alors formel à partir de (2.2.1.4) de généraliser la preuve de (2.2.1.3) (et ce qu’elle

utilise de (1.2.2.1)) au cas où ω ∈ O1(U
rig) ⊗ Ω1

Urig/Cp
en remplaçant P1(φ

∗) par P2(φ
∗)
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et Γ(Ur,OUr) = O0(Ur) par O1(Ur). On définit de manière analogue O2(U
rig) comme le

O1(U
rig)-module engendré par les constantes et les primitives qu’on vient d’obtenir des

1-formes de O1(U
rig) ⊗ Ω1

Urig/Cp
, et O2(Ur) comme le O1(Ur)-module engendré par les

constantes et les restrictions à Ur de ces primitives. La proposition (2.2.1.4) est encore

valable avec O2(Ur) ou O2(U
rig) et ainsi de suite... Par récurrence, on obtient finale-

ment des suites croissantes canoniques d’espaces de fonctions localement analytiques :

Ok(U
rig) ⊂ Ok+1(U

rig) et Ok(Ur) ⊂ Ok+1(Ur) et des polynômes Pk(T ) (non uniques mais

dont les racines ne sont pas des racines de l’unité) tels qu’on ait, si r est suffisamment

proche de 1 :

Théorème 2.2.1.5. — Soient k ∈ N et ω ∈ Ok(U
rig) ⊗O0(Urig) Ω1

Urig/Cp
, il existe à

addition près d’une constante une unique fonction fω ∈ Ok+1(U
rig) telle que :

1) dfω = ω

2) Pk+1(φ
∗)(fω) ∈ Ok(Ur)

3) pour tout s ∈ S, fω|Cs ∈ Γ(Cs,OCs)log.

Bien sûr, la récurrence ci-dessus peut se formaliser et se généraliser en dégageant les

propriétés des Ok(U
rig) : c’est ce qui est fait dans [Cole1] et [CS] où sont introduits des

“F -cristaux logarithmiques”.

2.2.2. Construction des polylogarithmes p-adiques. Pour une introduction aux polyloga-

rithmes complexes, on renvoie à l’exposé d’Oesterlé dans ce séminaire ([Oe]). Soit k un

entier, rappelons que les polylogarithmes classiques ℓk(z) (plus exactement leur détermi-

nation principale) sont les fonctions holomorphes sur C − [1, +∞[ données sur la boule

unité ouverte par la formule :

ℓk(z) =
+∞∑

n=1

zn

nk
.

On a ℓ0(z) = z
z−1

, ℓ1(z) = − log(1 − z) et dℓk(z) = ℓk−1(z)dz
z
. Nous allons définir leurs

analogues p-adiques, que nous noterons encore ℓk, vu qu’il ne sera (presque) plus question

des polylogarithmes complexes dans la suite.

Avec les notations de la partie précédente, considérons :

X = P1

S = {1,∞} ⊂ P1(Cp).
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On a :

U rig = X(Cp)− S = Cp − {1}

W = {z ∈ Cp | |z| ≤ 1, |z − 1| ≥ 1}

C1 = {z ∈ Cp | 0 < |z − 1| < 1}

C∞ = {z ∈ Cp | |z| > 1}

Ur = {z ∈ Cp | |z| <
1

r
, |z − 1| > r} (0 < r < 1).

Remarquons que O0(U
rig) = O0(Cp − {1}) est l’ensemble des séries de Laurent

+∞∑

n=−∞

an(z − 1)n qui convergent sur Cp − {1} et Ω1
Urig/Cp

= O0(U
rig)dz. On choisit comme

morphisme de Frobenius φ(z) = zp qui préserve bien S et envoie Ur dans U rig et Ur ∩ Cs

dans Cs (s ∈ S) lorsque 1

p
1

p−1
< r < 1 (car {ζ | ζp = 1} ∩ Ur = ∅ pour de tels r). D’après

le paragraphe précédent, on dispose des espaces de fonctions localement analytiques

Ok(Cp − {1}) pour k ∈ N.

Corollaire 2.2.2.1. — Il existe une unique suite de fonctions ℓk(z) ∈ Ok(Cp − {1})

telle que :

ℓ0(z) =
z

z − 1

ℓk(0) = 0

dℓk(z) =
ℓk−1(z)

z
dz.

De plus, ℓ1(z) = − log(1− z) et, si |z| < 1, ℓk(z) =

+∞∑

n=1

zn

nk
.

Preuve. — L’existence et l’unicité sont conséquences de (2.2.1.5). Un examen des preuves

de (1.2.2.1) et (2.2.1.3) montre que les fonctions de Ok(Cp−{1}) sont toutes analytiques

sur la boule unité ouverte {z ∈ Cp | |z| < 1} ⊂ W . Or, la fonction
+∞∑

n=1

zn

nk
est aussi

analytique sur cette boule et satisfait les propriétés de l’énoncé. On a donc ℓk(z) =

+∞∑

n=1

zn

nk

pour |z| < 1 par unicité (mod. cte) de la primitive analytique des 1-formes analytiques

sur la boule ouverte. Vérifions que P1(T ) = p−T satisfait P1(φ
∗)(ω) ∈ dO0(Ur) pour tout

ω ∈ O0(U
rig)dz et tout r ∈ ] 1

p
1

p−1
, 1[. On voit qu’il suffit de vérifier P1(φ

∗)( dz
z−1

) ∈ dO0(Ur).

Mais on a :

P1(φ
∗)
( dz

z − 1

)

= p
( 1

z − 1
−

zp−1

zp − 1
Big)dz

et un calcul montre que cette 1-forme se prolonge au point ∞ (faire z ↔ 1/z), donc à

P1(Cp)−{z ∈ Cp | |z−1| ≤ r} qui contient Ur et est isomorphe à une boule ouverte. Or,



860-27

sur une boule ouverte, toute 1-forme analytique fermée s’intègre, et donc en particulier

P1(φ
∗)( dz

z−1
), i.e. P1(φ

∗)( dz
z−1

) ∈ dO0(Ur). Pour montrer que ℓ1(z) = − log(1 − z), il suffit

d’avoir P1(φ
∗)(− log(1− z)) ∈ O0(Ur). Mais :

P1(φ
∗)(− log(1− z)) = log

(

1−
(

1−
1− zp

(1− z)p

)
)

et pour 1

p
1

p−1
< r < |z − 1|, on vérifie que

∣
∣
∣1− 1−zp

(1−z)p

∣
∣
∣ < 1, donc :

P1(φ
∗)(− log(1− z)) = −

∑

n≥1

(

1− 1−zp

(1−z)p

)n

n
∈ O0(Ur).

Remarque 2.2.2.2. — On peut prendre pour Pk(T ) les polynômes pk − T pour tout

k ([Cole1],5.2).

Voici une application des polylogarithmes p-adiques. Soient χ un caractère de Dirichlet

non trivial et Lp(s, χ) la fonction L p-adique de Kubota-Leopoldt, obtenue par interpola-

tion des valeurs aux entiers négatifs de la fonction L(s, χ) complexe de Dirichlet ([Iw],3).

Il est naturel de se demander quelles sont alors les valeurs de Lp(s, χ) aux entiers positifs.

La réponse est fournie par le théorème suivant, dû à Coleman ([Cole1]) :

Théorème 2.2.2.3. — Supposons p 6= 2. Soient χ : (Z/dZ)× → C×
p un caractère de

Dirichlet de conducteur d > 1 et ω le caractère de Dirichlet “représentant de Teichmüller” :

(Z/pZ)× → C×
p . Pour tout k ≥ 1, on a :

Lp(k, χω1−k) =
(

1−
χ(p)

p

)g(χ, ζ)

d

d−1∑

a=1

χ(a)ℓk(ζ
−a)

où χω1−k est le caractère de Dirichlet produit des caractères χ et ω1−k, ζ une racine pri-

mitive dième quelconque de 1 et g(χ, ζ) la somme de Gauss définie par g(χ, ζ) =
d−1∑

a=1

χ(a)ζa.

On a supposé p 6= 2 seulement pour simplifier l’exposition. Le cas k = 1, qui n’utilise

que le logarithme p-adique, est dû à Leopoldt ([Iw],5). On remarquera l’analogie avec la

formule classique :

L(k, χ) =
g(χ, ζ)

d

d−1∑

a=1

χ(a)ℓk(ζ
−a)

(qui découle simplement de l’identité pour tout n : dχ(n) =
∑

1≤a,b≤d−1

χ(a)χ(b)ζa−bn) où ℓk

désigne ici bien sûr le polylogarithme complexe.

Remarque 2.2.2.4. — Si l’on ne s’intéresse qu’aux polylogarithmes p-adiques, il existe

une façon plus directe de les obtenir (voir [St]). Mais la méthode précédente (qui est celle

originelle de Coleman) a l’avantage de s’étendre à des situations plus générales (voir

Régulateurs p-adiques ci-dessous).
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2.3. Autres applications

Nous passons en revue très rapidement certaines des autres applications de l’intégration

p-adique.

Points de torsion sur les courbes

Dans [Cole3] et [Cole5], Coleman démontre, en utilisant l’intégration p-adique, la conjec-

ture de Manin-Mumford, précédemment montrée par Raynaud ([Ra2]), qui dit que toute

courbe de genre ≥ 2 contenue dans une variété abélienne sur un corps de caractéristique 0

n’a qu’un nombre fini de points de torsion. On se ramène au cas d’un corps de nombres et

le point de départ de la preuve de Coleman est que si X est une courbe sur une extension

finie K de Qp avec bonne réduction et ι : X → J un morphisme d’Albanese, ι(Q)− ι(P )

est de torsion dans J si et seulement si
∫ Q

P
ι∗ω = 0 sur X pour tout ω ∈ H0(J, Ω1

J/Cp
).

Régulateurs p-adiques

Dans [CS], Coleman et de Shalit généralisent l’intégration en (2.2.1) à des ouverts rigides

un peu plus généraux que U rig appelés “basic wide open spaces”. Par une méthode tout

à fait analogue à celle décrite en (2.2.1), cela leur permet d’intégrer sans restriction les

logarithmes de toutes les fonctions rationnelles sur les courbes avec bonne réduction (et

même sur certaines courbes à réduction semi-stable) et de définir ainsi des régulateurs

p-adiques, généralisations des dilogarithmes p-adiques. Comme en (2.2.2.3), ils les uti-

lisent pour calculer des valeurs spéciales de la fonction L p-adique associée à une courbe

elliptique sur Q avec multiplication complexe et bonne réduction en p.

Loi de réciprocité et hauteurs p-adiques

Soit X une courbe algébrique propre et lisse sur Cp. Rappelons qu’une forme de troisième

espèce sur X est une forme rationnelle ayant au plus des pôles simples et tels que les résidus

en ces pôles soient des entiers. Si ω est une telle forme, le diviseur des résidus Res(ω) =
∑

P

nP P où P parcourt X(Cp) et nP est le résidu en P est de degré 0 (i.e.
∑

nP = 0).

Pour toute forme rationnelle ω ′ dont les pôles évitent Res(ω),
∫

Res(ω)
ω′ =

∑

P

nP fω′(P )

ne dépend donc pas de la primitive fω′ choisie en (1.1.1.5). Si η et η ′ sont deux formes de

seconde espèce sur X, notons η ∪ η′ la somme des résidus de fηη
′ où fη est une primitive

en (1.1.1.5) et où on calcule le résidu en un point à partir des développements analytiques

de fη et η′ dans un voisinage p-adique de ce point (c’est indépendant des choix car η ′ a

tous ses résidus nuls).

Soit J la jacobienne de X et J̃ l’extension universelle de J par un groupe additif ([Me]).

Les points de J̃(Cp) représentent les formes de troisième espèce sur X modulo les différen-

tielles logarithmiques des fonctions rationnelles et l’algèbre de Lie de J̃ est isomorphe à

H1
dR(X). On a en particulier une application logarithme Log J̃ : J̃(Cp)→ H1

dR(X).
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Théorème 2.3.1. — (Loi de réciprocité) Si ω et ω′ sont deux formes différentielles de

troisième espèce dont les diviseurs des résidus sont étrangers, alors :
∫

Res(ω)

ω′ −

∫

Res(ω′)

ω = LogJ̃(ω) ∪ LogJ̃(ω′).

Ce théorème a d’abord été démontré par Coleman dans le cas où X a bonne réduction

([Cole4]), puis par Colmez dans le cas général ([Colm2]).

Soit maintenant X une courbe propre et lisse sur un corps de nombres et J sa jacobienne.

À partir des fonctions de Green p-adiques (cf. 2.1.3.1) Colmez définit un accouplement

de hauteur bilinéaire et symétrique : J(Q) × J(Q) → Πp≤∞Qp. La symétrie découle de

(2.3.1). Projeté sur R, cet accouplement cöıncide avec l’accouplement de Néron-Tate.

Projeté sur Qp aux places p où X a bonne réduction, il avait déjà été défini par Coleman

et Gross ([CG]). À noter que le fait de pouvoir considérer log(p) comme une variable est

important dans la définition de l’accouplement ci-dessus.

Cohomologie de de Rham et réduction semi-stable

Si X est une courbe propre et lisse sur une extension finie K de Qp ayant réduction

semi-stable (au sens où elle admet un modèle X propre, plat et régulier sur les entiers de

K dont la fibre spéciale est un diviseur à croisements normaux dans X ), et si de plus les

composantes irréductibles de la fibre spéciale sont lisses, leurs tubes dans X rig (cf. 1.2.1)

sont des “basic wide open spaces” sur lesquels on peut intégrer les formes différentielles. En

utilisant l’intégration sur ces tubes, Coleman et Iovita donnent dans [CI] une construction

purement géométrique de la K0-structure de Fontaine-Jannsen D définie par Hyodo-Kato

([HK]) sur H1
dR(X) (i.e. H1

dR(X) = K ⊗K0 D) où K0 est l’extension maximale de Qp non

ramifiée dans K, ainsi que des opérateurs φ et N définis sur D (Frobenius et monodromie).

Voir aussi les résultats de Le Stum à ce sujet ([Le]).

RÉFÉRENCES

[Ber] Berthelot P. – Cohomologie rigide et cohomologie rigide à supports propres,

première partie, prépublication de l’Institut de Recherche Mathématique de
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liennes sur les corps locaux, Inv. Math. 65, 1982, 379-409.
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[Oe] Oesterlé J. – Polylogarithmes, Sém. Bourbaki, Exposé n◦ 762, Astérisque 216,
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RECENT ADVANCES IN THE THEORY OF HOLONOMY

by Robert BRYANT

1. INTRODUCTION

1.0. Outline. This report is organized as follows:
1. Introduction
2. Riemannian Holonomy
3. Torsion-free non-metric connections: the irreducible case

In a short lecture of this nature, it is impossible to describe the history of the
subject in any depth, but the reader can find more information on the Riemannian
(and pseudo-Riemannian) case by consulting [Bes], [Sa], and the forthcoming, much-
anticipated [Jo3], especially for the exceptional cases. For the non-metric case, aside
from the survey [Br3], the expository papers [MS2] and [Schw] provide a valuable
account of both the representation theoretic and twistor theoretic approaches to the
study of holonomy.

1.1. Historical Remarks. According to the Oxford English Dictionary, it was
Heinrich Hertz in 1899 who introduced the words holonomic and nonholonomic to
describe a property of velocity constraints in mechanical systems.

Velocity constraints are holonomic if they force a curve in state space to stay in a
proper subspace. As an example, the condition p ·dp = 0 for a vector particle p ∈ Rn

forces p to have constant length, while the constraint p∧ dp = 0 forces p to move on
a line.

Nonholonomic constraints, on the other hand, imply no such ‘finite’ constraints.
A classical example is that of a ball rolling on a table without slipping or twisting.
The state space is B = SO(3)×R 2 , where the SO(3) records the orientation of the ball
and the R 2 records its contact point on the plane. The rolling constraint is expressed
as the set of differential equations

(0.1) α := a−1 da + a−1





0 0 −dx
0 0 −dy
dx dy 0



 a = 0

for a curve
(
a(t); x(t), y(t)

)
in B. The curves in B satisfying this constraint are

those tangent to the 2-plane field D = kerα that is transverse to the fibers of the
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projection SO(3)× R 2 → R 2 . It is not difficult to show that any two points of B can
be joined by a curve tangent to D.

Such constraints and their geometry have long been of considerable interest in
the calculus of variations and control theory. For recent results, see the foundational
work on Carnot-Carathéodory geometries by Gromov [Gr].

1.2. The holonomy group. Élie Cartan [Ca2] introduced the holonomy group in
the context of differential geometry. It measures the failure of the parallel translation
associated to a connection to be holonomic.

The data are a connected manifold M , a Lie group H with Lie algebra h, a
principal right H-bundle π : B → M , and a connection θ on B, i.e., θ is an h-valued
1-form on B that pulls back to each π-fiber to be the canonical left invariant 1-form
on H and that satisfies the equivariance relation R∗

h(θ) = Ad(h−1)(θ). (The nonholo-
nomic example described above with (M, H, B, θ) =

(
R 2 , SO(3), SO(3)×R 2 , α

)
is an

example.)
A piecewise C1 curve γ : [0, 1] → B is said to be θ-horizontal or θ-parallel

if γ∗(θ) = 0. The θ-holonomy Bθ
u ⊂ B of u ∈ B is defined to be the set of values

of γ(1) as γ : [0, 1] → B ranges over the θ-horizontal curves with γ(0) = u. The
Ad(H)-equivariance of θ (coupled with the connectedness of M) implies that there is
a subgroup Hθ

u ⊂ H so that Bθ
u is an Hθ

u-subbundle of B and that Hθ
u·h = h−1 Hθ

u h
for h ∈ H. Consequently, the conjugacy class of Hθ

u ⊂ H depends only on θ. The
group Hθ

u (or, more informally, its conjugacy class in H) is called the holonomy of θ.
It is a theorem of Borel and Lichnerowicz [BL] that Hθ

u is a Lie subgroup of H.
By a theorem of Ambrose and Singer [AS], the Lie algebra hθ

u of Hθ
u is spanned by

the set
{ Θ(x, y) x, y ∈ TvB , v ∈ Bθ

u }

where Θ = dθ + 1
2
[θ, θ] is the curvature of θ. The identity component (Hθ

u)0 ⊂ Hθ
u is

known as the restricted holonomy of θ. There is a well-defined surjective homomor-
phism ρθ : π1

(
M, π(u)

)
→ Hθ

u/(Hθ
u)0 that satisfies ρθ

(
[π◦γ]

)
= γ(1)(Hθ

u)0 for every
θ-horizontal curve γ with γ(0) = u and γ(1) ∈ u·H.

Using these results, it can be shown [KNo] that, when dimM > 1, a Lie sub-
group G ⊂ H can be the holonomy group of a connection on B if and only if B
admits a structural reduction to a G-bundle. Thus, the set of possible holonomies of
connections on B is determined topologically.

1.3. H-structures and torsion. A common source of connections in geometry is
that of H-structures on manifolds. Suppose dimM = n and let m be a reference vector
space of dimension n. An (m-valued) coframe at x ∈ M is a linear isomorphism u :
TxM → m. The set F (M, m) of m-valued coframes at the points of M is naturally a
principal right GL(m)-bundle over M , with basepoint projection π : F (M, m) → M .
There is a tautological m-valued 1-form ω on F (M, m) defined by the formula ω(v) =
u
(
π′(v)

)
for all v ∈ TuF (M, m).

Let H ⊂ GL(m) be a subgroup. An H-structure on M is an H-subbundle B
such that B ⊂ F (M, m). When H is a closed subgroup of GL(m) (the only case
I will consider today), the set of H-structures on M is the set of sections of the
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bundle F (M, m)/H → M . The problem of determining whether there exists an H-
structure on M is a purely topological one.

Most of the familiar geometric structures on M can be described as H-structures.
For example, when H = O(Q) ⊂ GL(m) is the group of linear transformations pre-
serving a quadratic form Q of type (p, q) on m, a choice of H-structure on M is
equivalent to a choice of pseudo-Riemannian metric of type (p, q) on M . When H =
Sp(S) ⊂ GL(m) is the group of linear transformations preserving a nondegenerate
skewsymmetric bilinear form S on m, a choice of H-structure on M is equivalent to
a choice of a nondegenerate 2-form σ on M , i.e., an almost symplectic structure.

If π : B → M is an H-structure on M , the tautological form ω pulled back to B
will also be denoted ω when there is no chance of confusion. If θ is a connection on B,
then the first structure equation of Cartan says that there exists an H-equivariant
function T : B → Hom

(
Λ2(m), m

)
≃ m ⊗ Λ2(m∗) so that

(0.2) dω + θ ∧ω = 1
2

T (ω ∧ω).

The function T is the torsion function of θ, and θ is torsion-free if T = 0. Any
connection θ′ on B is θ+p(ω) where p : B → Hom(m, h) is an H-equivariant function.
Its torsion function is T ′ = T + δ(p), where δ : h⊗m∗ → m⊗Λ2(m∗) is defined via the
inclusion h ⊂ m ⊗ m∗ and the skewsymmetrizing map m⊗m∗⊗m∗ → m⊗Λ2(m∗).

Evidently, the reduced map T̄ : B → coker(δ) is independent of the choice of θ
and is the obstruction to choosing a torsion-free connection on B. For example,
when H = Sp(S) as above, it is not difficult to see that coker(δ) ≃ Λ3(m∗) and that
the reduced torsion represents the exterior derivative dσ of the associated almost sym-
plectic form σ ∈ Ω2(M). Thus, an Sp(S)-structure admits a torsion-free connection
if and only if the almost symplectic structure on M is actually symplectic. Further-
more, ker(δ) ≃ S3(m∗), so that the torsion function T does not determine a unique
connection θ. By contrast, when H = O(Q), the map δ is an isomorphism, which is
merely the fundamental lemma of Riemannian geometry: Every pseudo-Riemannian
metric on M possesses a unique compatible, torsion-free connection.

The reduced torsion is the first order local invariant for H-structures on M and
H-structures satisfying T̄ = 0 are usually referred to as torsion-free or 1-flat . Many
(but not all) of the H-structures that have received the most attention in differential
geometry are 1-flat. All pseudo-Riemannian metric structures are 1-flat, an almost
symplectic structure is 1-flat if and only if it is symplectic (Darboux’ Theorem), an
almost complex structure is 1-flat if and only if it is complex (Newlander-Nirenberg
Theorem), an Hermitian structure is 1-flat if and only if it is Kähler. Contact struc-
tures and Carnot-Carathéodory structures, on the other hand, are definitely not 1-flat,
as the nondegeneracy of the reduced torsion is an essential part of the geometry.

1.4. Criteria for holonomy in the torsion-free case. The condition T̄ = 0 is
a Diff(M)-invariant, first order equation for H-structures on M . Given a torsion-free
H-structure B ⊂ F (M, m), one can ask about the possibilities for the holonomy group
of a torsion-free connection θ on B. When ker(δ) = 0, a very common situation, the
torsion-free connection, if it exists, will be unique, so that it makes sense to speak of
the holonomy of B itself.
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The vanishing of the torsion implies nontrivial restrictions on the holonomy.
Assuming T = 0 and differentiating (0.2) yields Θ∧ω = 0. Thus, the curvature

function R : B → h⊗ Λ2(m∗) of θ, for which the second structure equation of Cartan

(0.3) Θ = dθ + 1
2

[θ, θ] = 1
2
R(ω ∧ω)

holds, takes values in the kernel K(h) of the map δ : h ⊗ Λ2(m∗) → m ⊗ Λ3(m∗)
defined by the same methods1 as the previous δ. In particular, if there is a proper
subalgebra g ⊂ h so that K(h) ⊆ g⊗ Λ2(m∗), then, by the Ambrose-Singer holonomy
theorem, the (restricted) holonomy of θ must lie in the connected Lie group G ⊂ H
whose Lie algebra is g.

The intersection of the subspaces s ⊂ h that satisfy K(h) ⊆ s ⊗ Λ 2(m∗) is an
ideal g ⊂ h. Thus, a necessary condition that there exist a torsion-free connection
with holonomy H ⊂ GL(m) is that K(h) 6= K(g) for any proper ideal g ⊂ h. This is
usually referred to as Berger’s first criterion [Ber, Br3].

This criterion is very restrictive: If h is semi-simple, there are, up to equivalence,
only a finite number of representations h →֒ gl(m) without trivial summands satisfy-
ing it. As a simple example, if h ≃ sl(2, R), and V k ≃ Sk(V1) denotes the irreducible
sl(2, R)-representation of dimension k+1, then the sl(2, R)-representations m with-
out V0-summands that satisfy Berger’s first criterion are V1, V1⊕V1, V2, V3, and V4.

Symmetric examples. One large class of examples where Berger’s first criterion is
satisfied is provided by the following construction: Suppose that there is a surjective
skewsymmetric pairing m×m → h so that, together with the Lie algebra bracket on h

and the h-module pairing h×m → m, it defines a Lie algebra on g = h⊕m. Then the
pair (g, h) is a symmetric pair of Lie algebras [KN]. Let G be the simply connected
Lie group with Lie algebra g and let H̃ ⊂ G be the (necessarily closed) connected
subgroup corresponding to the subalgebra h ⊂ g and let H = Adm(H̃) ⊂ GL(m)
be its almost faithful image. Then M = G/H̃ is an affine symmetric space in a
canonical way, and the coset projection G → M covers a torsion-free H-structure
on M with connection whose holonomy is H (by the assumption [m, m] = h and the
Ambrose-Singer holonomy theorem.) The classification of the symmetric Lie algebra
pairs (g, h) is a (rather involved) algebra problem. It was solved by Berger [Ber2] in
the case that g is semi-simple or when h acts irreducibly on m ≃ g/h.

The case where θ is a locally symmetric connection with holonomy H is charac-
terized on the H-structure B by the condition that R : B → K(h) be constant.
In fact, differentiating (0.3) yields 0 = (dR+θ.R)(ω∧ω) (where θ.R is the result
of the h-module pairing h×K(h) → K(h)). Equivalently, dR = −θ.R + R′(ω)
where R′ : B → K(h) ⊗ m∗ must take values in the kernel K1(h) of the natural
map δ : K(h) ⊗ m∗ → h ⊗ Λ3(m∗). Now, R′ vanishes identically exactly when R
is parallel, which is exactly when the pair (B, θ) defines a locally symmetric affine

1 The maps I am denoting by δ (as well as the ones to follow) are part of the Spencer

complex associated to the inclusion h ⊂ m⊗m∗, see [Br3]. These maps are h-module maps
and so the various kernels and cokernels to be introduced are h-modules as well.
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structure on M . Thus, if H can be the holonomy of a torsion-free affine connection
that is not locally symmetric, then K1(h) 6= 0. This is Berger’s second criterion.

For example, when h = sl(2, R) and m = V 4, one has K1(h) = 0. Thus, this
5-dimensional representation of SL(2, R) could occur as holonomy of a torsion-free
connection on M5 only when that connection is locally symmetric. In fact, it occurs
as the holonomy of the symmetric spaces SL(3, R)/SO(2, 1) and SU(2, 1)/SO(2, 1)
and in no other way. The other four cases with h = sl(2, R) satisfying Berger’s first
criterion also satisfy Berger’s second criterion. Moreover, each does occur as the
holonomy of a torsion-free connection that is not locally symmetric.

1.5. Classification. In the case where m is an irreducible h-module (implying that
h is reductive), Berger’s fundamental works [Ber1, Ber2] went a long way towards
classifying the subalgebras h ⊂ gl(m) that satisfy his first and second criteria. The
methods involved heavy use of representation theory and ultimately reduced to a
painstaking, elaborate case analysis. This list was refined and completed by the
combined work of several people: Alekseevskii [Al1], myself, and most recently and
importantly, the combined work of Chi, Merkulov, and Schwachhöfer. I will discuss
this further in §3.

Berger’s work provided a (partial) list of candidates for the irreducibly acting
holonomy groups of torsion-free connections that are not locally symmetric. He di-
vided the list into two parts: The first part consists of h ⊂ gl(m) that lie in some so(Q)
for some nondegenerate quadratic form Q on m, so that the associated H-structure
defines a pseudo-Riemannian structure on M . For these cases, the injectivity of the
map δ : h ⊗ m∗ → m ⊗ Λ2(m∗) implies that the torsion-free connection is unique, so
that it makes sense to speak of the holonomy of the underlying H-structure itself.
I will refer to this part as the metric list . The second part consists of h ⊂ gl(m)
that do not lie in any so(Q) and hence will be referred to as the nonmetric list . For
many of the subalgebras on the nonmetric list, the map δ is not injective, so that the
associated H-structure does not determine the torsion-free connection.

These two lists are Tables I and II, essentially. I have taken the liberty of modify-
ing Berger’s lists slightly, dropping the entries in the original list that did not actually
satisfy Berger’s two criteria (SO∗(2n) ≃ SO(n, H ), which does not satisfy the first cri-
terion2, and the Spin(9, C )-type entries, which do not satisfy the second criterion3)
and including Sp(p, R)·SL(2, R), the inadvertently omitted ‘split form’ of the quater-
nionic Kähler case. In the nonmetric case, I have amplified the list somewhat by
making explicit the various real forms as well as the fact that, except for CO(p, q),
each of the entries on Berger’s nonmetric list represents only the semi-simple part
of H, to which one can add an arbitrary subgroup of the (abelian) commuting sub-
group to make the full group H.

Exotic Holonomies. The nonmetric list supplied by Berger was never claimed to
be a complete list, though it was supposed to have omitted at most a finite number
of possibilities. The full list of omissions, comprising Tables III and IV and nowadays

2 An observation due to R. McLean.
3 Observed independently by Alekseevskii [Al1] and Brown and Gray [BG].

5



I. Pseudo-Riemannian, Irreducible Holonomies in Rn

n H Local Generality*

p+q ≥ 2 SO(p, q) 1
2
n(n−1) of n

2p SO(p, C ) 1
2
p(p−1)C of pC

2(p+q) ≥ 4 U(p, q) 1 of n

2(p+q) ≥ 4 SU(p, q) 2 of n−1

4(p+q) ≥ 8 Sp(p, q) 2(p+q) of (2p+2q+1)

4(p+q) ≥ 8 Sp(p, q)·Sp(1) 2(p+q) of (2p+2q+1)

4p ≥ 8 Sp(p, R)·SL(2, R) 2p of (2p+1)

8p ≥ 16 Sp(p, C )·SL(2, C ) 2pC of (2p+1)C

7 G2 6 of 6

7 G′
2 6 of 6

14 GC

2 6C of 6C

8 Spin(7) 12 of 7

8 Spin(4, 3) 12 of 7

16 Spin(7, C ) 12C of 7C

*Counted modulo diffeomorphism. The notation “d of ℓ” means “d func-
tions of ℓ variables” and a superscript C means ‘holomorphic’.

referred to as the exotic list , was recently compiled by a combination of the efforts of
Chi, Merkulov, Schwachhöfer, and myself. This will be reported on in §3, along with
the reasons for the division into two lists.

1.6. Local Existence. Berger’s lists (suitably modified) provide possibilities for
irreducibly acting holonomy groups, but to verify that these possibilities actually can
occur requires methods beyond representation theory. Most of the methods that have
been employed can be grouped into a small number of categories:

Explicit construction. This is the simplest method, when it is available. For
the metric list, there are locally symmetric examples with every holonomy except the
special Kähler cases, where the holonomy is SU(p, q) ⊂ GL(C p+q); the hyper-Kähler
cases, where the holonomy is Sp(p, q) ⊂ GL(H p+q); and the ‘exceptional’ holonomies,
which comprise the groups GC

2 ⊂ GL(C 7) and Spin(7, C ) ⊂ GL(C8) and certain
of their real forms. Of course, one would like to know that the locally symmetric
examples are not the only ones.

Sometimes constructing examples is easy: The generic pseudo-Riemannian metric
has holonomy is SO(p, q).

In other cases, simple underlying geometric structures can be used as a starting
point. For example, all complex structures are flat, and the general (pseudo-)Kähler
metric can be described in the standard background complex structure by means of
a (pseudo-)Kähler potential. For the generic choice of such a potential, the holonomy
will be U(p, q) ⊂ SO(2p, 2q). Another example is the special Kähler case, where one
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II. The ‘Classical’ Non-Metric, Irreducible Holonomies

H± m RestrictionsO

GR ·SL(n, R) R n n ≥ 2

GC ·SL(n, C ) Cn n ≥ 1

GR ·SL(n, H ) H n n ≥ 1

Sp(n, R) R 2n n ≥ 2

Sp(n, C ) C2n n ≥ 2

R+ ·Sp(2, R) R 4

C ∗ ·Sp(2, C ) C4

CO(p, q) R p+q p + q ≥ 3

GC ·SO(n, C ) Cn n ≥ 3

GR ·SL(p, R)·SL(q, R) R pq ≃ R p⊗RR
q p ≥ q ≥ 2, (p, q) 6= (2, 2)

GC ·SL(p, C )·SL(q, C ) Cpq ≃ C p⊗C C
q p ≥ q ≥ 2, (p, q) 6= (2, 2)

GR ·SL(p, H )·SL(q, H ) R4pq ≃ H p⊗HH
q p ≥ q ≥ 1, (p, q) 6= (1, 1)

GR ·SL(p, C ) Rp

≃
(
C p⊗C C

p
)

R

p ≥ 3

GR ·SL(p, R) R p(p+1)/2 ≃ S2
R
(R p) p ≥ 3

GC ·SL(p, C ) Cp(p+1)/2 ≃ S2
C
(C p) p ≥ 3

GR ·SL(p, H ) R p(2p+1) ≃ S2
H
(H p) p ≥ 2

GR ·SL(p, R) R p(p−1)/2 ≃ Λ2
R
(R p) p ≥ 5

GC ·SL(p, C ) Cp(p−1)/2 ≃ Λ2
C
(C p) p ≥ 5

GR ·SL(p, H ) R p(2p−1) ≃ Λ2
H
(H p) p ≥ 3

± GF is any connected subgroup of F∗ . O To avoid repetition or reducibility.

can start with a background complex structure with a specified holomorphic volume
form and then find a Kähler metric preserving this volume form by requiring that the
Kähler potential satisfy a single second order, elliptic equation.

One can also find examples by looking for those with a large symmetry group.
For the hyper-Kähler case, one can start with the complex symplectic structure on
the cotangent bundle of certain Hermitian symmetric spaces and look for a Kähler
potential compatible with this complex symplectic structure that is invariant under
the action of the isometry group, thereby reducing the problem to solving an ordi-
nary differential equation. This was Calabi’s method for constructing a hyper-Kähler
metric on T ∗C Pn , the first known example in general dimensions. In the quaternionic
Kähler case, where the holonomy is Sp(p, q)·Sp(1) ⊂ GL(R 4(p+q)), Alekseevskii found
homogeneous nonsymmetric examples on certain solvable Lie groups. Even for the
exceptional holonomies, there are explicit examples of cohomogeneity one [Br1], [BS].

Examples in the hyper-Kähler and quaternionic Kähler cases can also be con-
structed by the method of reduction, which takes advantage of descriptions of these
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III. Exotic Conformal Holonomies

H± m

R+ ·SL(2, R) R 4 ≃ S3(R 2)

C ∗ ·SL(2, C ) C4 ≃ S3(C 2)

GC ·SL(2, R) a C 2 ≃ C⊗RR
2

GC ·Sp(1) b C 2 ≃ C⊗C H

GR ·Spin(5, 5) R 16

GR ·Spin(1, 9) R 16

GC ·Spin(10, C ) C16

GR ·E
1
6 R 27

GR ·E
4
6 R 27

GC ·E
C

6 C 27

± GF is any connected subgroup of F∗

Restrictions:
a GC 6⊆ R ∗ (for irreducibility).
b GC 6⊆ S1 (to be nonmetric).
c p + q ≥ 3 (for irreducibility).
d n ≥ 3 (for irreducibility).
e n ≥ 2 (to be nonmetric).

IV. Exotic Symplectic Holonomies

H m

SL(2, R) R 4 ≃ S3(R 2)

SL(2, C ) C4 ≃ S3(C 2)

SL(2, R)·SO(p, q) c R 2 ⊗ R p+q

SL(2, C )·SO(n, C )d C 2 ⊗ Cn

Sp(1)·SO(n, H ) e H n

Sp(3, R) R 14 ≃ Λ3
0(R

6)

Sp(3, C ) C14 ≃ Λ3
0(C

6)

SL(6, R) R 20 ≃ Λ3(R 6)

SU(1, 5) R 20 ≃ Λ3(C 6)R

SU(3, 3) R 20 ≃ Λ3(C 6)R

SL(6, C ) C20 ≃ Λ3(C 6)

Spin(2, 10) R 32

Spin(6, 6) R 32

Spin(12, C ) C32

E5
7 R 56

E7
7 R 56

EC

7 C 56

structures in terms of multi-symplectic geometry, generalizing the well-known method
of Marsden-Weinstein reduction in symplectic geometry so as to handle the multi-
symplectic case. For an account, see [Bes, Addendum E].

Twistor Methods. After Penrose’s description of the self-dual metrics in dimen-
sion 4, Hitchin and Salamon [Sa], among others, were able to generalize this method
to describe the hyper-Kähler and quaternionic Kähler metrics in terms of natural
holomorphic geometric structures on the moduli space of rational curves with certain
simple normal bundles in a complex manifold.

In fact, it was the study [Br2] of the moduli space of rational curves on a com-
plex surface with normal bundle O(3) that turned up the first known examples (the
first two entries in each of Tables III and IV) of omissions4 from Berger’s nonmetric
list. Moreover, in the holomorphic category, it was shown that any connection with
one of these holonomies could be constructed as the natural connection on the four-
dimensional component of the moduli space of Legendrian rational curves in a complex
contact three-fold.

Following this, Merkulov [Me1] showed that this approach could be generalized
to cover the geometry of the moduli space of Legendrian deformations of certain

4 These examples were referred to as ‘exotic’ in [Br2] and the term has been adopted to
describe any nonmetric subgroup H ⊂ GL(m) that satisfies Berger’s criteria but that does
not appear on Berger’s original nonmetric list.
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complex homogeneous spaces and began to discover more exotic examples. This and
its further developments will be reported on in §3.

Exterior differential systems. Another approach is to treat the equation T̄ = 0
directly as a system of PDE for sections of the bundle F (M, m)/H → M . In nearly
all cases, this method leads to the study of an overdetermined system of PDE, so
that Cartan-Kähler machinery must be brought to bear. For definitions and results
regarding Cartan-Kähler theory, the reader can consult [BCG].

The general approach can be summarized as follows: Consider the structure equa-
tions derived so far for a torsion-free connection θ on an H-structure B ⊂ F (M, m),

(0.4)

dω = −θ ∧ω

dθ = −1
2
[θ, θ] + 1

2
R(ω ∧ω)

dR = −θ.R + R′(ω)

where R : B → K(h) and R′ : B → K1(h) ⊂ K(h)⊗m∗ are as defined before. There
are two things that need to be checked in order to be able to apply Cartan’s general
existence theorem for coframings at this level: First, the inclusion K1(h) ⊂ K(h)⊗m∗

should be an involutive tableau in Cartan’s sense. Second, there should be a quadratic
map Q : K(h) → K1(h) ⊗ m∗ so that the exterior derivative of the third structure
equation in (0.4) can be written in the form

(
dR′ + θ.R′−Q(R)(ω)

)
(ω) = 0. (This is

the familiar ‘vanishing torsion’ condition in exterior differential systems.)

When these two conditions are satisfied, Cartan’s existence theorem asserts that,
up to local diffeomorphism, the real analytic torsion-free connections with holonomy
lying in H ⊂ GL(m) depend on sq functions of q variables, where sq is the last nonzero
Cartan character of K1(h) ⊂ K(h)⊗m∗. Moreover, for any (R0, R

′
0) ∈ K(h)×K1(h),

there exists a torsion-free connection θ on an H-structure B ⊂ F (m, m) and a u0 ∈ B
for which the curvature functions R and R′ satisfy R(u0) = R0 and R′(u0) = R′

0.

When one can choose the element R0 ∈ K(h) ⊂ h⊗Λ2(m∗) so that it is surjective5

as a map R0 : Λ2(m) → h, it will then follow from the Ambrose-Singer holonomy
theorem that the holonomy of θ contains the identity component of H. If, moreover,
one can choose R′

0 to be nonzero, such a connection θ will not be locally symmetric.

This analysis applies successfully to each of the entries of Tables I, II, and III.
By contrast, for each of the entries of Table IV, the tableau K1(h) ⊂ K(h) ⊗ m∗ is
not involutive. Further discussion of this point will be given in §3.

Generally, this method is good only for local analysis, but it has the distinct
advantage that it not only proves existence of connections with a given holonomy,
but provides their ‘degree of generality’ in Cartan’s sense. For example, Table I
gives the degree of generality of each of the possible pseudo-Riemannian, irreducible
holonomies. For a similar discussion of the nonmetric list, see the survey [Br3],
where various simplifications of the general argument are introduced to shorten the
exposition.

5 Actually, one only needs that the image R0

(
Λ2(m)

)
⊂ h generates h as an algebra.
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This method was first used to prove the existence of metrics with holonomy G2

and Spin(7) and is still the only method that constructs the general local solution and
describes its degree of generality. This is also the only known method for analyzing
Entries 3 and 4 of Table III.

Poisson Constructions. The examples H in Table IV are subgroups of Sp(S) ⊂
GL(m) for a nondegenerate skewsymmetric bilinear form S on m. Hence the corre-
sponding H-structures (when they exist) have an underlying symplectic structure.

For the first two examples from Table IV, each torsion-free connection (M, B, θ)
of these types was analyzed and reconstructed in [Br2] from its derived curvature
map J = (R, R′) : B → K(h) ⊕ K1(h). This reconstruction involved a number of
seemingly miraculous identities, but since only these two examples were known, it did
not seem worthwhile to look for an interpretation of these identities. However, when
Chi, Merkulov, and Schwachhöfer [CMS] found other exotic symplectic examples, they
noticed that this reconstruction technique generalized and they were able to explain it
in the context of Poisson geometry in a very beautiful way. This, too, will be reported
on in §3.

1.7. Compact Riemannian Examples. The history of compact Riemannian man-
ifolds with reduced holonomy groups is long and complex, so I will not attempt a full
account here. For more details on the cases I only mention, the reader can consult
the relevant chapters of [Bes] and the references cited therein.

Kähler manifolds. This subject has the longest history, predating even Berger’s
classification. Every smooth algebraic variety carries a Kähler structure and this
accounts for their importance in algebraic geometry.

Special Kähler manifolds. The major milestone here is, of course, Yau’s solu-
tion in the mid 1970s of the Calabi conjecture, showing that every compact Kähler
manifold with trivial canonical bundle carries a special Kähler structure. For this
reason, compact manifolds endowed with such a structure are usually referred to as
Calabi-Yau manifolds.

Hyper-Kähler manifolds. In the early 1980s, Beauville and Mukai were each
able to construct compact, simply connected Kähler manifolds M 4p that carried a
nondegenerate complex symplectic form (Fujiki had constructed examples for p = 2
slightly earlier). These necessarily had trivial canonical bundle, so by Yau’s solution
of the Calabi conjecture, these carried special Kähler structures. By an argument of
Bochner, the complex symplectic form had to be parallel with respect to this special
Kähler structure, which forced the holonomy to lie in Sp(p). Further arguments
showed that these examples were not products of lower dimensional complex manifolds
and this implied that the holonomy had to actually be Sp(p). These were the first
known compact examples.

Quaternion Kähler manifolds. In this case, all known compact examples are
locally symmetric, but we know of no reason why this should be true, except for
dimension 8 [PoS]. Of course, a great deal is known about the possible geometry of
such examples, see [Sa].
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G2 and Spin(7) manifolds. The remarkable recent work of Joyce [Jo1,2] estab-
lishes the existence of compact manifolds with these holonomies. This will be reported
on in §2.

2. RIEMANNIAN HOLONOMY

In this section, g will denote a smooth Riemannian metric on a connected, smooth
manifold Mn. The reference space m will be taken to be Rn with its standard
inner product, and O(m) ⊂ GL(m) will denote its orthogonal group. The O(m)-
structure B ⊂ F (M, m) consisting of the coframes u : TxM → m that are isometries
of vector spaces is the orthonormal coframe bundle and the Levi-Civita connection
on B will be denoted θ. This is, of course, the unique torsion-free O(m)-connection
on B. When there is no danger of confusion, I will simply write Hu and Bu instead
of Hθ

u and Bθ
u.

One thing that makes the Riemannian case simpler to deal with than others
is the de Rham Splitting Theorem [Bes, KNo], which occurs in a local form and a
global form. The local form asserts that if (Hu)0 acts reducibly on m, say, preserving
irreducible orthogonal subspaces mi ⊂ m for 1 ≤ i ≤ k, then (Hu)0 is the direct
product of its subgroups (Hu)0i , where (Hu)0i is the subgroup that acts trivially on mj

for j 6= i. Moreover, the metric g locally splits as a product in a corresponding way6.
The global form asserts that if, in addition, M is simply connected and the metric g
is complete, then M globally splits as a Riemannian product

(M, g) = (M1, g1) × · · · × (Mk, gk).

so that (Hu)0i = (Hu)i is the holonomy of (Mi, gi).

2.1. Non-closed holonomy. While the remainder of this report deals only with
connected holonomy groups, I cannot pass up the opportunity to mention a recent
result of particular interest in Riemannian holonomy. It had been a question for some
time whether the holonomy of a compact Riemannian manifold must necessarily be
compact. Using the de Rham Splitting Theorem and Berger’s holonomy classification
in the irreducible Riemannian case, one sees that this is so if M is simply connected.
Thus, for any Riemannian manifold, the restricted holonomy group is compact, so it
becomes a question of whether the fundamental group can cause the holonomy group
to have an infinite number of components even when M is compact.

Very recently, B. Wilking [Wi] has shown that this can indeed occur. He has
produced an example of a compact manifold whose holonomy group does have an
infinite number of components. His example is of the form M 5 = Γ\(R 2×N3) where
Γ is a subgroup of the isometry group of R 2×N3 that acts properly discontinuously
and cocompactly.

6 What is also true, but not obvious, is that each of the groups (Hu)0i ⊂ SO(mi) is the
holonomy of some Riemannian metric, even when it is not the holonomy of the corresponding
local factor of g. See [Bes, Theorem 10.108]
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2.2. Compact manifolds with exceptional holonomy. The most remarkable
development in Riemannian holonomy in recent years has been the spectacular con-
struction by Dominic Joyce of compact 7-manifolds with holonomy G2 and compact
8-manifolds with holonomy Spin(7). His constructions are full of new ideas and, while
it is not difficult to outline these ideas, their successful execution turns out to require
very careful, subtle estimates. I will not attempt to explain these, but refer the reader
to the original sources [Jo1,2] and to the forthcoming book [Jo3]. Also, I will concen-
trate on the G2 case, as the Spin(7) case follows the same spirit, but the details are
different.

The fundamental 3-form. Let m = R7 . It has been known for some time [Br1]
that there is an open GL(m)-orbit Λ3

+(m∗) in the 3-forms on m so that the stabilizer

of any element φ ∈ Λ3
+(m∗) is a compact connected simple Lie group of dimension 14

and which is therefore isomorphic to G2. Consequently, for any 7-manifold M , there
is an open subbundle Λ3

+(T ∗M) ⊂ Λ3(T ∗M) so that the G2-structures on M are in
one-to-one correspondence with the sections Ω3

+(TM) of this bundle. Such a section
will exist if and only if M is orientable and spinnable [LM], so I assume this from now
on.

Associated to any section σ ∈ Ω3
+(M), there is a canonical metric gσ and orien-

tation, inducing a well-defined Hodge star operator ∗σ : Ωp(M) → Ω7−p(M). If σ is
parallel with respect to the Levi-Civita connection of gσ then the holonomy of gσ will
be a subgroup of G2 and the G2-structure associated to σ will be torsion-free. By
a result of Gray, this G2-structure is torsion-free if and only if both σ and ∗σσ are
closed. Conversely, if a Riemannian metric g on M 7 has holonomy a subgroup of G2,
then there will be a g-parallel section σ ∈ Ω3

+(M) for which g = gσ.
A metric with holonomy a subgroup of G2 is known to be Ricci flat [Bes, 10.64],

so if M is compact, Bochner vanishing shows that its harmonic 1-forms and its Killing
fields must be parallel. Thus, in the compact case, b1(M) = 0 if the holonomy actually
equals all of G2. Combining this information with the Cheeger-Gromoll splitting
theorem [Bes, 6.67], one finds that a compact manifold with holonomy G2 must have
finite fundamental group, so one can, without loss of generality, assume that M is
simply connected, which I do from now on. Conversely, a compact simply connected
Riemannian 7-manifold whose holonomy is a subgroup of G2 must actually equal G2

since any proper subgroup of G2 that can be a holonomy group fixes a nontrivial
subspace.

One can now consider the moduli space M consisting of the sections σ ∈ Ω3
+(M)

satisfying dσ = d ∗σσ = 0 modulo diffeomorphisms of M isotopic to the identity.
There is an obvious ‘Torelli’ map τ : M → H3

dR(M) defined by τ
(
[σ]

)
= [σ]dR.

Joyce’s first striking result [Jo1] is the analog of the local Torelli theorem, namely
that τ is locally one-to-one and onto, in fact, a local diffeomorphism in the natural
smooth structure on M. Thus, the moduli space is said to be ‘unobstructed’.

Next, Joyce proves a remarkable existence theorem: If σ ∈ Ω3
+(M) is closed, then

there is a constant C that depends on the norm of the curvature of the metric gσ,
its volume, and its injectivity radius, so that, if

∣
∣d(∗σσ)

∣
∣
σ < C, then there exists an

exact 3-form φ so that σ+φ lies in Ω3
+(M) and is closed and coclosed. In other words,

a closed 3-form in Ω3
+(M) that is ‘close enough’ to being coclosed can be perturbed
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to a cohomologous 3-form in Ω3
+(M) that is both closed and coclosed.

Thus, to prove the existence of a compact Riemannian 7-manifold with holon-
omy G2, it suffices to construct a simply connected 7-manifold endowed with a closed
3-form that satisfies such a ‘close enough’ estimate.

Joyce’s idea for doing this is extremely clever: He starts with the flat G2-
structure σ0 on the 7-torus T 7 = R 7/Z 7 and passes to a simply connected quotient
orbifold X = Γ\T where Γ is a finite group of σ0-symmetries. This provides a flat
G2-orbifold whose singular locus is a finite number of 3-tori T 3, each of which has a
neighborhood of the form T 3 ×B4/{±} where B4/{±} is the standard 4-ball around
the origin in R 4 = C 2 divided by the equivalence relation v ∼ −v.

Now, it has been known for a long time that R 4/{±} is metrically the scaling limit
of the SU(2)-holonomy metric on T ∗C P1 constructed by Eguchi and Hanson as one
scales the metric to contract the zero section to a point. Because I3×SU(2) ⊂ SO(7)
is a subgroup of G2, it follows that one can regard the flat G2-structure on X in each
singular locus neighborhood T 3 × B4/{±} as the limit of a scaling of a G2-structure
on T 3×T ∗C P1 . Joyce cuts out these singular neighborhoods and glues back in T 3×N
where N is a neighborhood of the zero section in T ∗C P1 , smoothly joining the flat 3-
form with the Eguchi-Hanson-derived (closed) 3-form on the overlaps. This ‘surgery’
produces a smooth manifold X̂, but does not disturb the fundamental group, which
remains trivial.

By being very careful (here is where Joyce’s estimates are extremely delicate), he
shows that he can do this in such a way that the resulting closed 3-form σ ∈ Ω3

+(X̂)
satisfies his estimate. I.e., it is close enough to being coclosed that it can be perturbed
to a σ̃ ∈ Ω3

+(X̂) that is both closed and coclosed. Of course, since X is simply
connected, it follows that the resulting torsion-free G2-structure has holonomy equal
to G2.

By applying this idea to a number of different finite groups Γ, Joyce has been
able to construct G2-metrics on a number of different 7-manifolds.

A similar set of ideas allows Joyce to construct compact 8-manifolds with holo-
nomy Spin(7), once one realizes that Spin(7) can be defined in GL(8, R) as the sta-
bilizer of a certain 4-form in eight variables. The interested reader should consult
[Jo1,2].

3. IRREDUCIBLE TORSION-FREE NON-METRIC CONNECTIONS

3.1. Twistor constructions. As previously mentioned, I found the first exam-
ples of ‘exotic’ holonomy groups by studying the geometry of the moduli space M
of rational curves (i.e., complex curves of genus 0) in a complex surface S with nor-
mal bundle O(3). Following the examples of Hitchin’s study of rational curves in a
surface S with normal bundle O(k) for k = 1 and 2, I knew that M would have di-
mension 4 and would have a natural G3-structure, where G3 ⊂ GL(4, C ) is the image
of GL(2, C ) acting by linear substitutions on the 4-dimensional space V3 of cubic poly-
nomials in two variables. I also knew that there would be a canonical G3-connection
from general principles, but I was very surprised to find that this connection was
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torsion-free.

In the examples Hitchin had analyzed, the geometry on the moduli space allowed
one to reconstruct the surface S and so I fully expected to be able to do the same in
this case. However, it turned out that the story was more subtle than that. In the
standard double fibration picture:

I
λւ ցρ

M S

where I ⊂ M × S is the set of pairs (C, p) where p ∈ S is a point of the rational
curve C ∈ M and λ and ρ are just the projections onto the factors, each p ∈ S would
correspond to a hypersurface Hp = λ

(
ρ−1(p)

)
in M (since it is only one condition

for a curve in S to pass through a given point p). The members of this 2-parameter
family of hypersurfaces in M would be expected to be the solutions of some differ-
ential geometric problem in M , but I was not able to find a geometrically defined
2-parameter family of hypersurfaces in the general 4-manifold carrying a torsion-free
G3-structure.

However, a 3-parameter family Y of 2-dimensional surfaces did present itself.
This can be described as follows: By the defining property of a G3-structure B on M4,
each tangent space TxM can be thought of as the space of homogeneous cubic poly-
nomials in two variables. This defines a distinguished P1 of lines, namely the perfect
cubes, and a distinguished P1 of 2-planes, namely the multiples of a perfect square.
I called such lines and 2-planes null . It was not difficult to show that, when B had
a torsion-free connection, each null 2-plane was tangent to a unique totally geodesic
2-surface in M all of whose tangent planes were null. This family Y then fit into a
double fibration7

N5

λւ ցρ

M4 Y 3

where the fibers of λ are P1’s. Moreover, I was able to show that Y carried a natural
structure as a contact manifold, that the family of P1’s given by Cx = ρ

(
λ−1(x)

)

for x ∈ M were all Legendrian curves for this contact structure, and that, moreover,
this family was an open set in the space of Legendrian rational curves in Y . (In the
surface case that I had started out with, Y turned out to be the projectivized tangent
bundle of S.)

I then showed that the picture could be reversed: Starting with a holomorphic
contact 3-manifold Y , one could look at the moduli space M of rational Legendrian
curves C in Y to which the contact bundle L ⊂ T ∗Y restricts to be isomorphic to
O(−3) and show that it was a smooth moduli space of dimension 4 on which there
was a canonical torsion-free G3-structure.

7 Assuming Y to be Hausdorff in its natural topology, which can always be arranged by
replacing M by a θ-convex open set in M .
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Merkulov’s generalization. In a remarkable series of papers, Merkulov [Me1,2,3]
showed that this moduli space and double fibration construction obtains in a very
general setting, starting from the data of an irreducibly acting (and therefore reduc-
tive) complex subgroup H ⊂ GL(n, C ), a complex n-manifold M , and a holomorphic
H-structure B ⊂ F (M, Cn) endowed with a holomorphic torsion-free connection θ.

The semi-simple part Hs ⊂ H acts irreducibly on Cn . With respect to a Cartan
subalgebra of Hs and an ordering of its roots, there will be a unique line E ⊂ (Cn)∗

spanned by a vector of highest weight. The Hs-orbit F ⊂ P
(
(Cn)∗

)
of E is a minimal

Hs-orbit in P
(
(Cn)∗

)
, a generalized flag variety of Hs of some dimension k ≤ n−1,

endowed with the hyperplane section bundle L. (In the original case I treated, F
is the projectivization of the set of perfect cubes and hence is a P1. The bundle L
is O(−3).) The H-structure B provides identifications TxM ≃ Cn unique up to an
action of H, so there is a subbundle N ⊂ P(T ∗M) whose fiber Nx ⊂ P(T ∗

xM) over x
corresponds to F ⊂ P

(
(Cn)∗

)
via any B-identification.

The projectivized cotangent bundle of any manifold is canonically a contact man-
ifold, and the torsion-free condition on θ immediately implies that N is an involutive

submanifold of P(T ∗M), i.e., the restriction of the contact structure to N is de-
generate, with Cauchy leaves of the largest possible dimension, namely n−k−1, the
codimension of N in P(T ∗M). When it is Hausdorff 8, the leaf space Y of this Cauchy
foliation is canonically a contact manifold, yielding the double fibration

Nn+k

λւ ցρ

Mn Y 2k+1

where the manifolds Fx = ρ
(
λ−1(x)

)
are Legendrian k-dimensional submanifolds of Y .

Merkulov then goes on to prove that, nearly always, one can recover M as the
complete moduli space of the Legendrian immersions F ⊂ Y that pull back the contact
bundle L ⊂ T ∗Y to be L. Moreover, when Hs acts as the full biholomorphism group
of F (which, again, is nearly always) one can recover the original H-structure on M
up to conformal scaling from the family of submanifolds Sy = λ

(
ρ−1(y)

)
for y ∈ Y .

Finally, Merkulov gives representation theoretic criteria on an irreducibly acting
subgroup H ⊂ GL(m) with associated generalized flag variety F ⊂ P(m∗) of dimen-
sion k and hyperplane bundle L, which guarantee that taking a (2k+1)-dimensional
contact manifold Y and considering the moduli space M(Y ) of Legendrian embed-
dings F ⊂ Y that pull back the contact bundle L to be L yields a smooth moduli
space endowed with an H-structure and a torsion-free connection.

This last step is extremely important, for it provides a way to determine which
irreducibly acting subgroups H ⊂ GL(m) can occur as torsion-free holonomy in
terms of representation theory, specifically, in terms of the vanishing of certain H-
representations constructed functorially from m. This provides a different approach
to solving the torsion-free holonomy problem, one that was carried out successfully
by a combination of efforts of Chi, Merkulov, and Schwachhöfer. In particular, this

8 This can always be arranged by replacing M by a suitably θ-convex open set in M .
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approach led to the discovery of the remaining groups in Table IV and, finally, the
proof that Tables I, II, III, and IV exhaust the possibilities for irreducibly acting
torsion-free holonomy.

3.2. Poisson constructions. The straightforward application of exterior differen-
tial systems to the holonomy problem outlined in §0.6 does not work for the entries
of Table IV, at least at the level described so far. To see where the problem is,
recall the structure equations derived so far for a torsion-free connection with holon-
omy H ⊂ GL(m). They are

(3.1)

dω = −θ ∧ω

dθ = −1
2
[θ, θ] + 1

2
R(ω ∧ω)

dR = −θ.R + R′(ω)

where R : B → K(h) and R′ : B → K1(h) ⊂ K(h) ⊗ m∗ are as already defined.
When one considers the first entry of Table IV, where H = SL(2, R) and m ≃

V3 = S3(V1), it is not difficult to see that K(h) ≃ V2 = S2(V1) has dimension 3 and
that K1(h) ≃ V3 has dimension 4. Its Cartan characters are (s1, s2, s3, s4) = (3, 1, 0, 0)
but, as is easily computed, the prolongation K2(h) ⊂ K1(h) ⊗ m∗ has dimension 1,
so the tableau is not involutive and Cartan’s existence theorem cannot be applied at
this level.

However, there is a quadratic map Q : K(h) → K1(h) ⊗ m∗ so that the exterior
derivative of the third equation in (3.1) is

(
dR′ + θ.R′ − Q(R)(ω)

)
(ω) = 0, implying

that there is a function R′′ : B → K2(h) so that the equation

(3.2) dR′ = −θ.R′ +
(
R′′ + Q(R)

)
(ω)

holds. Moreover, it is possible to choose the quadratic map Q in a unique way so that
differentiating this last equation yields dR′′(ω) = 0. Now the second prolongation
of K1(h) vanishes, so this forces the structure equation

(3.3) dR′′ = 0.

Obviously, differentiating this equation will yield no new information.
At this point, Cartan’s general existence theorem for coframings satisfying pre-

scribed differential identities (a generalization of Lie’s third fundamental theorem)
can be applied to the entire ensemble

(3.4)

dω = −θ ∧ω,

dθ = −1
2
[θ, θ] + 1

2
R(ω ∧ω),

dR = −θ.R + R′(ω),

dR′ = −θ.R′ +
(
R′′ + Q(R)

)
(ω),

dR′′ = 0.

His theorem implies that for every (R0, R
′
0, R

′′
0) ∈ K(h)×K1(h)×K2(h), there is a

torsion-free H-structure B ⊂ F (m, m), unique up to local diffeomorphism, so that, at
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a point u0 ∈ B one has R(u0) = R0, R′(u0) = R′
0, and R′′(u0) = R′′

0 . Consequently,
the space of diffeomorphism classes of germs of such torsion-free H-structures is finite
dimensional.

What Chi, Merkulov, and Schwachhöfer show in [CMS] is that this exact same
picture holds for each entry in Table IV. Namely, K(h) ≃ h, K1(h) ≃ m, K2(h) ≃ F

(= R or C ), and there is a quadratic map Q : h → m ⊗ m∗ so that the above analysis
of the structure equations goes through exactly the same as for the original two cases
(with the obvious interpretations of the pairings).

Cartan’s theorem then applies and yields not only the existence of torsion-free
connections with these prescribed holonomies, but that the space of germs of such
H-structures, modulo diffeomorphism, is finite dimensional.

In the original two cases that I treated, the finer understanding of the moduli
space of solutions entailed understanding how the images (R, R′, R′′)(B) ⊂ h×m×F

partition h×m×F into subsets. This analysis would have been hopeless were it not
for several (at the time) amazing identities that I found by brute force calculation.
They even allowed me to prove existence without using Cartan’s existence theorem.

What is shown in [CMS], however, is that these mysterious identities can be
explained in terms of a natural Poisson structure on the space h×m×F (actually, they
regard the last factor as a parameter and consider Poisson structures on h×m). The
images (R, R′, R′′)(B) turn out to be the symplectic leaves of this Poisson structure
and this point of view simplifies the reconstruction of the H-structure from the leaf
image (though it does not entirely remove some of the global difficulties having to do
with the symplectic realizations necessary in their construction).

3.3. Algebraic classification. Once the full list of the irreducible torsion-free
holonomies was known, there arose the question of whether this list could be derived
through Berger’s original approach, i.e., representation theory. Schwachhöfer [Schw]
has shown that this can indeed be done. (As is so often the case, knowing the
answer in advance helps to organize the proof.) His fully algebraic classification of
the irreducibly acting subgroups H ⊂ GL(m) that satisfy Berger’s first criterion and
the subset of those that also satisfy Berger’s second criterion still involves quite a bit
of case checking, but the general outline of the argument is clear.

What is particularly intriguing is Ziller’s observation (reported in [Schw]) that
this list can be constructed by a simple Ansatz starting from the list of Hermitian
and quaternionic symmetric spaces. A direct proof of Ziller’s Ansatz would be highly
desirable.

3.4. Two leftover cases. As of this writing, each entry in the four Tables,
save two, Entries 3 and 4 in Table III, has been treated in the literature and shown to
occur as holonomy, either by twistor methods or exterior differential systems methods.
Existence proofs by twistor methods have some difficulty when m is a complex vector
space and the group H ⊂ GL(m) is of the form H = GC ·Hs where Hs is the semi-
simple part and GC ⊂ C ∗ is a one-dimensional subgroup of C ∗ , acting as scalar
multiplication on m. The method of exterior differential systems does not have this
problem, but each case does require a separate treatment.
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In my survey article [Br3], I left these two entries unsettled in the case where
GC had dimension 1 because, at the time, they did not seem that interesting. Now
that they are the last unsettled cases, it seems to be a good idea to resolve them, so
I will do that here, though, for lack of space, I will not provide details, just give the
results of the Cartan-Kähler analysis.

For the first case, H = GC ·SL(2, R) ⊂ GL(2, C ), one must assume that GC 6⊆ R ∗,
otherwise H will not act irreducibly on m ≃ C2 . This leaves a one parameter family of
possibilities Hλ = {e(i+λ)t t ∈ R} ⊂ C ∗ where λ is any real number. By conjugation,
one can assume that λ ≥ 0, so I will do this. It turns out that there are two cases:

If λ = 0, so that H0 = S1, it is not difficult to compute that K(h) ≃ V4⊕V2⊕V0,
while K1(h) ≃ 2V5⊕2V3⊕2V1 and is involutive, with characters (s1, s2, s3, s4) =
(9, 9, 5, 1). Moreover, the torsion is absorbable. By Cartan’s theorem, solutions exist
and depend on one function of four variables.

However, if λ > 0, so that Hλ ≃ R+ , one computes that K(h) ≃ V4⊕V2

while K1(h) ≃ 2V5⊕2V3 and is involutive, with characters (s1, s2, s3, s4) = (8, 8, 4, 0).
Moreover, the torsion is absorbable. By Cartan’s theorem, solutions exist and depend
on four functions of three variables.

For the second case, H = GC ·SU(2) ⊂ GL(2, C ), one must assume that GC 6⊆ S1,
otherwise H = U(2) will preserve a metric on m ≃ C2 . This leaves a one parameter
family of possibilities Jλ = {e(1+iλ)t t ∈ R} ⊂ C ∗ where λ is any real number. By
conjugation, one can assume that λ ≥ 0, though I won’t need to do this. Here there
is only one case: One computes that K(h) ≃ V R

4 ⊕V R

2 ≃ R 8 while K1(h) ≃ V5⊕V3 ≃
C 10 ≃ R 20 . The tableau is involutive, with characters (s1, s2, s3, s4) = (8, 8, 4, 0).
Moreover, the torsion is absorbable. By Cartan’s theorem, solutions exist and depend
on four functions of three variables.
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variétés riemanniennes, Bull. Soc. Math. France 83 (1955), 279–330.
[Ber2] M. Berger - Les espaces symétriques non compacts, Ann. Sci. École Norm. Sup.
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[Schw] L. Schwachhöfer - On the classification of holonomy representations, Habili-

tationsschrift, Universität Leipzig, 1998.
[Wi] B. Wilking - On compact Riemannian manifolds with noncompact holonomy

groups, 1999 preprint.
URL: http://wwwmath.uni-muenster.de/math/inst/sfb/about/publ/wilking.ps

Robert BRYANT

Duke University
Department of Mathematics
P.O. Box 90320
DURHAM, NC 27708-0320
USA

E–mail : bryant@math.duke.edu

20
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CLASSICAL COMPUTING, QUANTUM COMPUTING,

AND SHOR’S FACTORING ALGORITHM

by Yuri I. MANIN

0. WHY QUANTUM COMPUTING ?

Information processing (computing) is the dynamical evolution of a highly or-
ganized physical system produced by technology (computer) or nature (brain). The
initial state of this system is (determined by) its input; its final state is the output.
Physics describes nature in two complementary modes: classical and quantum. Up
to the nineties, the basic mathematical models of computing, Turing machines, were
classical objects, although the first suggestions for studying quantum models date
back at least to 1980.

Roughly speaking, the motivation to study quantum computing comes from sev-
eral sources: physics and technology, cognitive science, and mathematics. We will
briefly discuss them in turn.

(i) Physically, the quantum mode of description is more fundamental than the
classical one. In the seventies and eighties it was remarked that, because of the super-
position principle, it is computationally unfeasible to simulate quantum processes on
classical computers ([Po], [Fe1]). Roughly speaking, quantizing a classical system with
N states we obtain a quantum system whose state space is an (N − 1)–dimensional
complex projective space whose volume grows exponentially with N . One can ar-
gue that the main preoccupation of quantum chemistry is the struggle with resulting
difficulties. Reversing this argument, one might expect that quantum computers, if
they can be built at all, will be considerably more powerful than classical ones ([Fe1],
[Ma2]).

Progress in the microfabrication techniques of modern computers has already led
us to the level where quantum noise becomes an essential hindrance to the error–free
functioning of microchips. It is only logical to start exploiting the essential quantum
mechanical behavior of small objects in devising computers, instead of neutralizing
it.

(ii) As another motivation, one can invoke highly speculative, but intriguing,
conjectures that our brain is in fact a quantum computer. For example, the recent
progress in writing efficient chess playing software (Deep Blue) shows that to simulate
the world championship level using only classical algorithms, one has to be able to
analyze about 106 positions/sec and use about 1010 memory bytes. Since the char-
acteristic time of neuronal processing is about 10−3 sec, it is very difficult to explain
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how the classical brain could possibly do the job and play chess as successfully as
Kasparov does. A less spectacular, but not less resource consuming task, is speech
generation and perception, which is routinely done by billions of human brains, but
still presents a formidable challenge for modern computers using classical algorithms.

Computational complexity of cognitive tasks has several sources: basic variables
can be fields; a restricted amount of small blocks can combine into exponentially
growing trees of alternatives; databases of incompressible information have to be
stored and searched.

Two paradigms have been developed to cope with these difficulties: logic–like
languages and combinatorial algorithms, and statistical matching of observed data
to an unobserved model (see D. Mumford’s paper [Mu] for a lucid discussion of the
second paradigm.)

In many cases, the second strategy efficiently supports an acceptable perfor-
mance, but usually cannot achieve excellency of the Deep Blue level. Both paradigms
require huge computational resources, and it is not clear, how they can be organized,
unless hardware allows massive parallel computing.

The idea of “quantum parallelism” (see sec. 2 below) is an appealing theoretical
alternative. However, it is not at all clear that it can be made compatible with
the available experimental evidence, which depicts the central nervous system as a
distinctly classical device.

The following way out might be worth exploring. The implementation of effi-
cient quantum algorithms which have been studied so far can be provided by one, or
several, quantum chips (registers) controlled by a classical computer. A very consid-
erable part of the overall computing job, besides controlling quantum chips, is also
assigned to the classical computer. Analyzing a physical device of such architecture,
we would have direct access to its classical component (electrical or neuronal network),
whereas locating its quantum components might constitute a considerable challenge.
For example, quantum chips in the brain might be represented by macromolecules
of the type that were considered in some theoretical models for high temperature
superconductivity.

The difficulties are seemingly increased by the fact that quantum measurements
produce non–deterministic outcomes. Actually, one could try to use this to one’s
advantage, because there exist situations where we can distinguish the quantum ran-
domness from the classical one by analyzing the probability distributions and using
the Bell–type inequalities. With hindsight, one recognizes in Bell’s setup the first
example of the game–like situation where quantum players can behave demonstra-
bly more efficiently that the classical ones (cf. the description of this setup in [Ts],
pp. 52–54).

It would be extremely interesting to devise an experimental setting purporting
to show that some fragments of the central nervous system relevant for information
processing can in fact be in a quantum superposition of classical states.

(iii) Finally, we turn to mathematics. One can argue that nowadays one does
not even need additional motivation, given the predominant mood prescribing the
quantization of “everything that moves”. Quantum groups, quantum cohomology,
quantum invariants of knots etc come to mind. This actually seemed to be the primary



862-03

motivation before 1994, when P. Shor ([Sh]) devised the first quantum algorithm
showing that prime factorization can be done on quantum computers in polynomial
time, that is, considerably faster than by any known classical algorithm. (P. Shor’s
work was inspired by the earlier work [Si] of D. Simon). Shor’s paper gave a new
boost to the subject. Another beautiful result due to L. Grover ([Gro]) is that a
quantum search among N objects can be done in c

√
N steps. A. Kitaev [Ki1] devised

new quantum algorithms for computing stabilizers of abelian group actions; his work
was preceded by that of D. Boneh and R. Lipton [BoL], who treated the more general
problem by a modification of Shor’s method (cf. also [Gri]). At least as important as
the results themselves, are the tools invented by Shor, Grover, and Kitaev.

Shor’s work is the central subject of this lecture. It is explained in sec. 4. This
explanation follows the discussion of the general principles of quantum computing and
massive quantum parallelism in sec. 2, and of four quantum subroutines, including
Grover’s searching algorithm, in sec. 3. The second of these subroutines involving
quantum computations of classical computable functions shows how to cope with the
basic issue of quantum reversibility vs classical irreversibility. For more on this, see
[Ben1] and [Ben2]. The opening sec. 1 contains a brief report on the classical theory
of computability. I made some effort to express certain notions of computer science,
including P/NP, in the language of mainstream mathematics. The last section 5
discusses Kolmogorov complexity in the context of classical and quantum computa-
tions.

Last, but not least, the hardware for quantum computing does not exist as yet:
see 3.3 below for a brief discussion of the first attempts to engineer it. The quantum
algorithms invented and studied up to now will stimulate the search of technological
implementation which – if successful – will certainly correct our present understanding
of quantum computing and quantum complexity.

Acknowledgements. I am grateful to Alesha Kitaev, David Mumford, and Dimitri
Manin for their interest and remarks on the earlier version of this report. Many of
their suggestions are incorporated in the text.

1. CLASSICAL THEORY OF COMPUTATION

1.1. Constructive universe. In this section I deal only with deterministic com-
putations, which can be modelled by classical discrete time dynamical systems and
subsequently quantized.

Alan Turing undertook the microscopic analysis of the intuitive idea of algorith-
mic computation. In a sense, he found its genetic code. The atom of information
is one bit, the atomary operators can be chosen to act upon one/two bits and to
produce the outputs of the same small size. Finally, the sequence of operations is
strictly determined by the local environment of bounded size, again several bits.

For a change, I proceed in the reverse direction, and start this section with a
presentation of the macrocosm of the classical theory of computation. Categorical
language is appropriate to this end.

Let C be a category whose objects are countable or finite sets U . Elements x of
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these sets will generally be finite sets with additional structure. Without waiting for
all the necessary axioms to be introduced, we will call x ∈ U a constructive object of

type U (an integer, a finite graph, a word in a given alphabet, a Boolean expression,
an instance of a mass problem . . .) The set U itself will be called the constructive

world of objects of fixed type, and C the constructive universe. The category C, which
will be made more concrete below, will contain all finite products and finite unions of
its objects, and also finite sets U of all cardinalities.

Morphisms U → V in C are certain partial maps of the underlying sets. More
precisely, such a morphism is a pair (D(f), f) where D(f) ⊂ U and f : D(f) → V is
a set–theoretic map. Composition is defined by

(D(g), g) ◦ (D(f), f) = (g−1D(f), g ◦ f).

We will omit D(f) when it does not lead to a confusion.
The morphisms f that we will be considering are (semi)computable functions

U → V. An intuitive meaning of this notion, which has a very strong heuristic poten-
tial, can be explained as follows: there should exist an algorithm ϕ such that if one
takes as input the constructive object u ∈ U, one of the three alternatives holds:

(i) u ∈ D(f), ϕ produces in a finite number of steps the output f(u) ∈ V.
(ii) u /∈ D(f), ϕ produces in a finite number of steps the standard output meaning

NO.
(iii) u /∈ D(f), ϕ works for an infinitely long time without producing any output.

The necessity of including the alternative (iii) in the definition of (semi–)computa-
bility was an important and non–trivial discovery of the classical theory. The set of
all morphisms U → V is denoted C(U, V ).

The sets of the form D(f) ⊂ U are called enumerable subsets of U. If both E ⊂ U
and U \ E are enumerable, E is called decidable.

The classical computation theory makes all of this more precise in the following
way.

1.2. Definition. A category C as above is called a constructive universe if it contains

the constructive world N of all integers ≥ 1, finite sets ∅, {1}, . . ., {1, . . . , n}, . . . and

satisfies the following conditions (a)–(d).

(a) C(N,N) is defined as the set of all partially recursive functions (see e.g.

[Ma1], Chapter V, or [Sa]).

(b) Any infinite object of C is isomorphic to N.

(c) If U is finite, C(U, V ) consists of all partial maps U → V. If V is finite,

C(U, V ) consists of such f that inverse image of any element of V is enumerable.

Before stating the last condition (d), we make some comments.
Statement (b) is a part of the famous Church Thesis. Any isomorphism (com-

putable bijection) N → U in C is called a numbering. Thus, two different numberings
of the same constructive world differ by a recursive permutation of N. We will call
such numberings equivalent ones. Notice that because of (c) two finite constructive
worlds are isomorphic iff they have the same cardinality, and the automorphism group
of any finite U consists of all permutations of U.



862-05

As a matter of principle, we always consider C as an open category, and at any
moment allow ourselves to add to it new constructive worlds. If some infinite V
is added to C, it must come together with a class of equivalent numberings. Thus,
any finite union of constructive worlds can be naturally turned into the constructive
world, so that the embeddings become computable morphisms, and their images are
decidable. As another example, the world N∗ of finite sequences of numbers from N

(“words in alphabet N”) is endowed with Gödel’s numbering

(1) (n1, n2, . . . , nk, . . .) 7→ 2q3n−1 . . . pnk −1

k+1
− 1

where pk is the k–th prime number, q = max{i |nk = . . . = nk−i+1 = 1}. Hence we
may assume that C is closed with respect to the construction U 7→ U∗. All natural
functions, such as length of the word U∗ → N, or the i–th letter of the word U∗ → U
are computable.

Similarly, C can be made closed with respect to the finite direct products by using
the (inverse) numbering of N2:

(2) (m,n) 7→ m+
1

2
(m+ n− 1)(m+ n− 2).

Projections, diagonal maps, fiber maps V → U × V, v 7→ (u0, v) are all computable.
Decidable subsets of constructive worlds are again constructive.
Church Thesis is often invoked as a substitute for an explicit construction of a

numbering, and it says that the category C is defined uniquely up to equivalence.

We now turn to the computability properties of the sets of morphisms C(U, V ).
Again, it is a matter of principle that C(U, V ) itself is not a constructive world if U
is infinite. To describe the situation axiomatically, consider first any diagram

(3) ev : P × U → V

in C. It defines a partial map P → C(U, V ), p 7→ p, where p(u) := ev (p, u). We will
say that the constructive world P = P (U, V ) together with the evaluation map ev
is a programming method (for computing some maps U → V ). It is called universal,

if the following two conditions are satisfied. First, the map P → C(U, V ) must be
surjective. Second, for any programming method Q = Q(U, V ) with the same source
U and target V, C(Q,P ) contains translation morphisms

(4) trans : Q(U, V ) → P (U, V )

which are, by definition, everywhere defined, computable maps Q → P such that if
q 7→ p, then q = p.

We now complete the Definition 1.2 by adding the last axiom forming part of the
Church Thesis:

(d) For every two constructive worlds U, V, there exist universal programming

methods.
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The standard examples of P for U = V = N are (formalized descriptions of)
Turing machines, or recursive functions.

From (d) it follows that the composition of morphisms can be lifted to a com-
putable function on the level of programming methods. To be more precise, if Q (resp.
P ) is a programming method for U, V (resp. V,W ), and R is a universal programming
method for U,W, there exist computable composition maps

(5) comp : P (V,W )×Q(U, V ) → R(U,W ), (p, q) 7→ r

such that r = p ◦ q.
Concrete P (U, V ) are furnished by the choice of what is called the “model of

computations” in computer science. This last notion comes with a detailed description
not only of programs but also of all steps of the computational process. At this stage
the models of kinematics and dynamics of the process first emerge, and the discussion
of quantization can start.

A formalized description of the first n steps will be called a history of computation

or, for short, a protocol (of length n.) For a fixed model, protocols (of all lenghts) form
a constructive world as well. We will give two formalized versions of this notion, for
functions with infinite and finite domains respectively. The first will be well suited for
the discussion of polynomial time computability, the second is the base for quantum
computing.

1.3. Models of computations I: normal models. Let U be an infinite construc-
tive world. In this subsection we will be considering partial functions U → U. The
more general case U → V can be reduced to this one by working with U

∐
V.

A normal model of computations is the structure (P, U, I, F, s, ) consisting of four
sets and a map:

(6) I ⊂ U, F ⊂ P × U, s : P × U → P × U .

Here s is an everywhere defined function such that s(p, u) = (p, sp(u)) for any (p, u) ∈
P × U. Intuitively, p is a program, u is a configuration of the deterministic discrete
time computing device, and sp(u) is the new configuration obtained from u after one
unit of time (clock tick). Two additional subsets I ⊂ U (initial configurations, or
inputs) and F ⊂ P × U (final configurations) must be given, such that if (p, u) ∈ F,
then s(p, u) = (p, u) i.e., u is a fixed point of sp.

In this setting, we denote by fp the partial function fp : I → U such that we
have

(7) u ∈ D(fp) and fp(u) = v iff for some n ≥ 0, (p, sn
p(u)) ∈ F and sn

p(u) = v.

The minimal such n will be called the time (number of clock ticks) needed to calculate
fp(u) using the program p.

Any finite sequence

(8) (p, u, sp(u), . . . , s
m
p (u)), u ∈ I,
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will be called a protocol of computation of length m.
We now add the constructivity conditions.
We require P, U to be constructive worlds, s computable. In addition, we assume

that I, F are decidable subsets of U, P × U respectively. Then fp are computable,
and protocols of given length (resp. of arbitrary length, resp. or those stopping at
F ), form constructive worlds. If we denote by Q the world of protocols stopping at
F and by ev : Q×U → U the map (p, u) 7→ smax

p (u), we get a programming method.
Such a model is called universal, if the respective programming method is uni-

versal.
The notion of normal model of computations generalizes both normal algorithms

and Turing machines. For their common treatment see e.g. [Sa], Chapter 4. In broad
terms, p ∈ P is the list of Markov substitutions, or the table defining the operation
of a Turing machine. The remaining worlds U, I, F consist of various words over the
working alphabet.

1.3.1. Claim. For any U , universal normal models of computations exist, and

can be effectively constructed.

For U = N, this follows from the existence of universal Turing machines, and
generally, from the Church Thesis. It is well known that the universal machine for
calculating functions of k arguments is obtained by taking an appropriate function
of k + 1 arguments and making the first argument the variable part of the program.
Hence P, in this case, consists of pairs (q,m), where q is the fixed program of the
(k + 1)–variable universal function (hardware) and m is a word written on the tape
(software).

1.4. Models of computations II: Boolean circuits. Boolean circuits are classical
models of computation well suited for studying maps between the finite sets whose
elements are encoded by sequences of 0’s and 1’s.

Consider the Boolean algebra B generated over F2 by a countable sequence of
independent variables, say x1, x2, x3, . . . This is the quotient algebra of F2[x1, x2, . . .]
with respect to the relations x2

i = xi. Each Boolean polynomial determines a function
on

∞

⊕
i=1

F2 with values in F2 = {0, 1}.

We start with the following simple fact.

1.4.1. Claim. Any map f : Fm
2 → Fn

2 can be represented by a unique vector of

Boolean polynomials.

Proof. It suffices to consider the case n = 1. Then f is represented by

(9) F (x1, . . . , xn) :=
∑

y=(yi)∈Fm


f(y)
∏

i

(xi + yi + 1)

because the product in (9) is the delta function in x supported by y. Moreover, the
spaces of maps and of Boolean polynomials have the common dimension 2m over F2.

Now we can calculate any vector of Boolean polynomials iterating operations
from a small finite list, which is chosen and fixed, e.g. B := {x, 1, x+ y, xy, (x, x)}.
Such operators are called classical gates. A sequence of such operators, together with
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indication of their arguments from the previously computed bits, is called a Boolean

circuit. The number of steps in such a circuit is considered as (a measure of) the time
of computation.

When the relevant finite sets are not Fm
2 and perhaps have a wrong cardinality,

we encode their elements by finite sequences of bits and consider the restriction of the
Boolean polynomial to the relevant subset.

As above, a protocol of computation in this model can be represented as the finite
table consisting of rows (generally of variable length) which accommodate sequences
of 0’s and 1’s. The initial line of the table is the input. Each subsequent line must be
obtainable from the previous one by the application of one the basic functions in B
to the sequence of neighboring bits (the remaining bits are copied unchanged). The
last line is the output. The exact location of the bits which are changed in each row
and the nature of change must be a part of the protocol.

Physically, one can implement the rows as the different registers of the memory, or
else as the consecutive states of the same register (then we have to make a prescription
for how to cope with the variable length, e.g. using blank symbols).

1.4.2. Turing machines vs Boolean circuits. Any protocol of the Turing
computation of a function can be treated as such a protocol of an appropriate Boolean
circuit, and in this case we have only one register (the initial part of the tape) whose
states are consecutively changed by the head/processor. We will still use the term
“gate” in this context.

A computable function f with infinite domain is the limit of a sequence of func-
tions fi between finite sets whose graphs extend each other. A Turing program for
f furnishes a computable sequence of Boolean circuits, which compute all fi in turn.
Such a sequence is sometimes called uniform.

1.5. Size, complexity, and polynomial time computability. The quantitative
theory of computational models deals simultaneously with the space and time di-
mensions of protocols. The preceding subsection focused on time, here we introduce
space. For Boolean (and Turing machine) protocols this is easy: the length of each
row of the protocol is the space required at that moment (plus several more bits for
specifying the next gate). The maximum of these lengths is the total space required.

The case of normal models and infinite constructive worlds is more interesting.

Generally we will call a size function U → N : u → |u| any function such that
for every B ∈ N, there are only finitely many objects with |u| ≤ B. Thus the number
of bits |n| = [log2n] + 1 and the identical function ‖n‖ = n are both size functions.
Using a numbering, we can transfer them to any constructive world. In these two
examples, the number of constructive objects of size ≤ H grows as exp cH, resp. cH.
Such a count in more general cases allows one to make a distinction between the bit

size, measuring the length of a description of the object, and the volume of the object.
In most cases we require computability of size functions. However, there are

exceptions: for example, Kolmogorov complexity is a non–computable size function
with very important properties: see below and sec. 5.

Given a size function (on all relevant worlds) and a normal model of computations
S, we can consider the following complexity problems.
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(A) For a given morphism (computable map) f : U → V , estimate the smallest

size KS(f) of the program p such that f = fp.

Kolmogorov, Solomonoff and Chaitin proved that there exists an optimal univer-
sal model of computations U such that, with P = N and the bit size function, for any
other model S there exists a constant c such that for any f

KU(f) ≤ KS(f) + c.

When U is chosen, KU(f) is called Kolmogorov’s complexity of f. With a different
choice of U we will get the same complexity function up to O(1)–summand.

This complexity measure is highly non–trivial (and especially interesting) for an
one–element world U and infinite V. It measures then the size of the most compressed
description of a variable constructive object in V. This complexity is quite “objective”
being almost independent of any arbitrary choices. Being uncomputable, it cannot
be directly used in computer science. However, it furnishes some basic restrictions on
various complexity measures, somewhat similar to those provided by the conservation
laws in physics.

On N we have KU(n) ≤ |n| + O(1) = log2‖n‖ + O(1). The first inequality
“generically” can be replaced by equality, but infinitely often KU(n) becomes much
smaller that |n|.

(B) For a given morphism (recursive map) f : U → V , estimate the time needed

to calculate f(u), u ∈ D(f) using the program p and compare the results for different

p and different models of computations.

(C) The same for the function “maximal size of intermediate configurations in

the protocol of the computation of f(u) using the program p” (space, or memory).

In the last two problems, we have to compare functions rather than numbers:
time and space depend on the size of input. Here a cruder polynomial scale appears
naturally. Let us show how this happens.

Fix a computational model S with the transition function s computing func-
tions U → U , and choose a bit size function on U satisfying the following crucial
assumption:

(•) |u|− c ≤ |sp(u)| ≤ |u|+ c where the constant c may depend on p but not on u.
In this case we have |sm

p (u)| ≤ |u|+ cpm: the required space grows no more than
linearly with time.

Let now (S′, s′) be another model such that sp = s′
q for some q. For example, such

q always exists if S′ is universal. Assume that s′ satisfies (•) as well, and additionally

(••) s can be computed in the model S′
in time bounded by a polynomial F in the

size of input.

This requirement is certainly satisfied for Turing and Markov models, and is
generally reasonable, because an elementary step of an algorithm deserves its name
only if it is computationally tractable.

Then we can replace one application of sp to sm
p (u) by ≤ F (|u|+cm) applications

of s′
q. And if we needed T (u) steps in order to calculate fp(u) using S, we will need
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no more than ≤

T(u)
∑

m=1

F (|u|+ cm) steps to calculate the same function using S′ and q.

In a detailed model, there might be a small additional cost of merging two protocols.
This is an example of the translation morphism (4) lifted to the worlds of protocols.

Thus, from (•) and (••) it follows that functions computable in polynomial time
by S have the same property for all reasonable models. Notice also that for such
functions, |f(u)| ≤ G(|u|) for some polynomial G and that the domain D(f) of such a
function is decidable: if after T (|u|) sp–steps we are not in a final state, then u /∈ D(f).

Thus we can define the class PF of functions, say, Nk → N computable in
polynomial time by using a fixed universal Turing machine and arguing as above that
this definition is model–independent.

If we want to extend it to a constructive universe C however, we will have to
postulate additionally that any constructive world U comes together with a natural
class of numberings which, together with their inverses, are computable in polynomial
time. This seems to be a part of the content of the “polynomial Church thesis”

invoked by M. Freedman in [Fr1]. If we take this strengthening of the Church thesis
for granted, then we can define also the bit size of an arbitrary constructive object as
the bit size of its number with respect to one of these numberings. The quotient of
two such size functions is bounded from above and from zero.

Below we will be considering only the universes C and worlds U with these prop-
erties, and |u| will always denote one of the bit size norms. Gödel’s numbering (2)
for N × N shows that such C is still closed with respect to finite products. (Notice
however that the beautiful numbering (3) of N∗ using primes is not polynomial time
computable; it may be replaced by another one which is in PF ).

1.6. P/NP problem. By definition, a subset E ⊂ U belongs to the class P iff its
characteristic function χE (equal to 1 on E and 0 outside) belongs to the class PF.
Furthermore, E ∈ U belongs to the class NP iff there exists a subset E′ ⊂ U × V
belonging to P and a polynomial G such that

u ∈ E ⇐⇒ ∃ (u, v) ∈ E′ with |v| ≤ G(|u|).

Here V is another world (which may coincide with U). We will say that E is obtained
from E′ by a polynomially truncated projection.

The discussion above establishes in what sense this definition is model indepen-
dent.

Clearly, P ⊂ NP. The inverse inclusion is highly problematic. A naive algorithm
calculating χE from χE′ by searching for v with |v| ≤ G(|u|) and χE′(u, v) = 1
will take exponential time e.g. when there is no such v (because |u| is a bit size
function). Of course, if one can treat all such v in parallell, the required time will be
polynomial. Or else, if an oracle tells you that u ∈ E and supplies an appropriate
v, you can convince yourself that this is indeed so in polynomial time, by computing
χE′(u, v) = 1.

Notice that the enumerable sets can be alternatively described as projections
of decidable ones, and that in this context projection does create undecidable sets.
Nobody was able to translate the diagonalization argument used to establish this to



862-11

the P/NP domain. M. Freedman ([Fr2]) suggested an exciting new approach to the
problem P 6= NP (?), based upon a modification of Gromov’s strategy for describing
groups of polynomial growth.

It has long been known that this problem can be reduced to checking whether
some very particular sets – NP–complete ones – belong to P. The set E ⊂ U is
called NP–complete if, for any other set D ⊂ V,D ∈ NP, there exists a function
f : V → U, f ∈ PF, such that D = f−1(E), that is, χD(v) = χE(f(v)). We will
sketch the classical argument (due to S. Cooke, L. Levin, R. Karp) showing the
existence of NP–complete sets. In fact, the reasoning is constructive: it furnishes a
polynomially computable map producing f from the descriptions of χE′ and of the
truncating polynomial G.

In order to describe one NP–complete problem, we will define an infinite family
of Boolean polynomials bu indexed by the following data, constituting objects u of
the constructive world U . One u is a collection

(10) m ∈ N; (S1, T1), . . . , (SN, TN),

where Si, Ti ⊂ {1, . . . , m}, and bu is defined as

(11) bu(x1, . . . , xm) =

N∏

i=1

(

1 +
∏

k∈Si

(1 + xk)
∏

j∈Ti

xj

)

.

The size of (10) is by definition |u| = mN.
Put

E = {u ∈ U | ∃v ∈ Fm
2 , bu(v) = 1}.

Using the language of Boolean truth values, one says that v satisfies bu if bu(v) = 1,
and E is called the satisfiability problem, or SAT.

1.6.1. Claim. E ∈ NP.

In fact, let

(12) E′ = {(u, v) | bu(v) = 1} ⊂ U ×
(

∞

⊕
i=1

F2

)

.

Clearly, E is the full projection of E′. A contemplation will convince the reader that
E′ ∈ P. In fact, we can calculate bu(v) performing O(Nm) Boolean multiplications
and additions. The projection to E can be replaced by a polynomially truncated
projection, because we have to check only v of size |v| ≤ m.

1.6.2. Claim. E is NP–complete.

In fact, let D ∈ NP , D ⊂ A where A is some universe. Take a representation of
D as a polynomially truncated projection of some set D′ ⊂ A × B,D′ ∈ P. Choose
a normal, say Turing, model of computation and consider the Turing protocols of
computation of χD′(a, b) with fixed a and variable polynomially bounded b. As we
have explained above, for a given a, any such protocol can be imagined as a table
of a fixed polynomially bounded size whose rows are the consecutive states of the
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computation. In the “microscopic” description, the positions in this table can be filled
only by 0 or 1. In addition, each row is supplied by the specification of the position and
the inner state of the head/processor. Some of the arrangements are valid protocols,
others are not, but the local nature of the Turing computation allows one to produce
a Boolean polynomial bu in appropriate variables such that the valid protocols are
recognized by the fact that this polynomial takes value 1. For detailed explanations
see e.g. [GaJ], sec. 2.6. This defines the function f reducing D to E. The construction
is so direct that the polynomial time computability of f is straightforward.

Many natural problems are known to be NP–complete, in particular 3–SAT. It
is defined as the subset of SAT consisting of those u for which card (Si ∪ Ti) = 3 for
all i.

1.6.3. Remark. Most of Boolean functions are not computable in polynomial
time. Several versions of this statement can be proved by simple counting.

First of all, fix a finite basis B of Boolean operations as in 1.4.1, each acting upon
≤ a bits. Then sequences of these operations of length t generate O((bna)t) Boolean
functions Fn

2 → Fn
2 where b = cardB. On the other hand, the number of all functions

2n2
n

grows as a double exponential of n and for large n cannot be obtained in time t
polynomially bounded in n.

The same conclusion holds if we consider not all functions but only permutations:
Stirling’s formula for cardS2n = 2n! involves a double exponential.

Here is one more variation of this problem: define the time complexity of a conju-
gacy class in S2n as the minimal number of steps needed to calculate some permutation
in this class. This notion arises if we are interested in calculating automorphisms of
a finite universe of cardinality 2n, which is not supplied with a specific encoding by
binary words. Then it can happen that a judicious choice of encoding will drastically
simplify the calculation of a given function. However, for most functions we still
will not be able to achieve polynomial type computability, because the asymptotical
formula for the number of conjugacy classes (partitions)

p(2n) ∼
exp (π

√
2
3
(2n − 1

24
))

4
√

3(2n − 1
24

)

again displays the double exponential growth.

2. QUANTUM PARALLELISM

In this section we will discuss the basics: how to use the superposition principle
in order to accelerate (certain) classical computations.

2.1. Description of the problem. Let N be a large number, F : {0, . . . , N −1} →
{0, . . . , N − 1} a function such that the computation of each particular value F (x) is

tractable, that is, can be done in time polynomial in log x. We want to compute (to

recognize) some property of the graph (x, F (x)), for example :

(i) Find the least period r of F , i.e., the least residue rmodN such that

F (x+ rmodN) = F (x) for all x (the key step in the Factorization Problem).
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(ii) Find some x such that F (x) = 1 or establish that such x does not exist (Search

Problem).

As we already mentioned, the direct attack on such a problem consists in com-
piling the complete list of pairs (x, F (x)) and then applying to it an algorithm
recognizing the property in question. Such a strategy requires at least exponen-
tial time (as a function of the bit size of N) since already the length of the list is
N. Barring a theoretical breakthrough in understanding such problems (for example
a proof that P = NP ), a practical response might be in exploiting the possibility
of parallel computing, i.e., calculating simultaneously many – or even all – values of
F (x). This takes less time but uses (dis)proportionally more hardware.

A remarkable suggestion due to D. Deutsch (see [DeuJ], [Deu]) consists in using
a quantum superposition of the classical states |x〉 as the replacement of the union of
N classical registers, each in one of the initial states |x〉. To be more precise, here is
a mathematical model formulated as the definition.

2.2. Quantum parallel processing: version I. Keeping the notation above, as-

sume moreover that N = 2n
and that F is a bijective map (the set of all outputs is a

permutation of the set of all inputs).

(i) The quantum space of inputs/outputs is the 2n
–dimensional complex Hilbert

space Hn with the orthonormal basis |x〉, 0 ≤ x ≤ N − 1. Vectors |x〉 are called

classical states.

(ii) The quantum version of F is the unique unitary operator UF : Hn → Hn

such that UF |x〉 = |F (x)〉.

Quantum parallel computing of F is (a physical realization of) a system with the

state space Hn and the evolution operator UF .
Naively speaking, if we apply UF to the initial state which is a superposition of

all classical states with, say, equal amplitudes, we will get simultaneously all classical
values of F (i.e., their superposition):

(14) UF

(
1

√
N

∑

|x〉

)

=
1

√
N

∑

|F (x)〉.

We will now discuss various issues related to this definition, before passing to its more
realistic modification.

(A) We put N = 2n above because we are imagining the respective classical
system as an n–bit register: cf. the discussion of Boolean circuits. Every number

0 ≤ x ≤ N − 1 is written in the binary notation x =
∑

i

ǫi2
i and is identified

with the pure (classical) state |ǫn−1, . . . , ǫ0〉 where ǫi = 0 or 1 is the state of the i–th
register. The quantum systemH1 is called qubit. We haveHn = H⊗n

1 , |ǫn−1, . . . , ǫ0〉 =
|ǫn−1〉 ⊗ . . .⊗ |ǫ0〉.

This conforms to the general principles of quantum mechanics. The Hilbert space
of the union of systems can be identified with the tensor product of the Hilbert spaces
of the subsystems. Accordingly, decomposable vectors correspond to the states of the
compound for which one can say that the individual subsystems are in definite states.
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(B) Pure quantum states, strictly speaking, are points of the projective space
P (Hn) that is, complex lines in Hn. Traditionally, one considers instead vectors of
norm one. This leaves undetermined an overall phase factor exp iϕ. If we have two
state vectors, individual phase factors have no objective meaning, but their quotient,
that is the difference of their phases, does have one. This difference can be measured
by observing effects of interference. This possibility is used for implementing efficient
quantum algorithms.

(C) If a quantum system S is isolated, its dynamical evolution is described by
the unitary operator U(t) = exp iHt where H is the Hamiltonian, t is time. Therefore
one option for implementing UF physically is to design a device for which UF would
be a fixed time evolution operator. However, this seemingly contradicts many deeply
rooted notions of the algorithm theory. For example, calculating F (x) for different
inputs x takes different times, and it would be highly artificial to try to equalize them
already in the design.

Instead, one can try to implement UF as the result of a sequence of brief interac-
tions, carefully controlled by a classical computer, of S with environment (say, laser
pulses). Mathematically speaking, UF is represented as a product of some standard
unitary operators Um . . . U1 each of which acts only on a small subset (two, three) of
classical bits. These operators are called quantum gates.

The complexity of the respective quantum computation is determined by its
length (the number m of the gates) and by the complexity of each of them. The lat-
ter point is a subtle one: continuous parameters, e.g. phase shifts, on which Ui may
depend, makes the information content of each Ui potentially infinite and leads to a
suspicion that a quantum computer will in fact perform an analog computation, only
implemented in a fancy way. A very interesting discussion in [Ts], Lecture 9, convinc-
ingly refutes this viewpoint, by displaying those features of quantum computation
which distinguish it from both analog and digital classical information processing.
This discussion is based on the technique of fault tolerant computing using quantum
codes for producing continuous variables highly protected from external noise.

(D) From the classical viewpoint, the requirement that F must be a permutation
looks highly restrictive (for instance, in the search problem F takes only two values).
Physically, the reason for this requirement is that only such F extend to unitary
operators (“quantum reversibility”). The standard way out consists of introducing
two n–bit registers instead of one, for keeping the value of the argument as well as
that of the function. More precisely, if F (|x〉) is an arbitrary function, we can replace

it by the permutation F̃ (|x, y〉) := |x, F (x) ⊕ y〉, where ⊕ is the Boolean (bitwise)
sum. This involves no more than a polynomial increase of the classical complexity,
and the restriction of F̃ to y = 0 produces the graph of F which we need anyway for
the type of problems we are interested in.

In fact, in order to process a classical algorithm (sequence of Boolean gates) for
computing F into the quantum one, we replace each classical gate by the respective
reversible quantum gate, i.e., by the unitary operator corresponding to it tensored
by the identical operator. Besides two registers for keeping |x〉 and F (|x〉) this trick
introduces as well extra qubits in which we are not particularly interested. The corre-
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sponding space and its content are sometimes referred to as “scratchpad”, “garbage”,
etc. Besides ensuring reversibility, additional space and garbage can be introduced
as well for considering functions F : {0, . . . , N − 1} → {0, . . . ,M − 1} where N, M
are not powers of two (then we extend them to the closest power of two). For more
details, see the next section.

Notice that the choice of gate array (Boolean circuit) as the classical model
of computation is essential in the following sense: a quantum routine cannot use
conditional instructions. Indeed, to implement such an instruction we must observe
the memory in the midst of calculation, but the observation generally will change its
current quantum state.

In the same vein, we must avoid copying instructions, because the classical copy-
ing operator |x〉 → |x〉 ⊗ |x〉 is not linear. In particular, each output qubit from a
quantum gate can be used only in one gate at the next step (if several gates are used
parallelly): cloning is not allowed.

These examples show that the basics of quantum code writing will have a very
distinct flavor.

We now pass to the problems posed by the input/output routines.

Input, or initialization, in principle can be implemented in the same way as a
computation: we produce an input state starting e.g. from the classical state |0〉
and applying a sequence of basic unitary operators: see the next section. Output,
however, involves an additional quantum mechanical notion: that of observation.

(E) The simplest model of observation of a quantum system with the Hilbert
space H involves the choice of an orthonormal basis of H. Only elements of this basis
|χi〉 can appear as the results of observation. If our system is in some state |ψ〉 at the
moment of observation, it will be observed in the state |χi〉 with probability |〈χi|ψ〉|

2.

This means first of all that every quantum computation is inherently probabilistic.
Observing (a part of) the quantum memory is not exactly the same as “printing the
output”. We must plan a series of runs of the same quantum program and the
subsequent classical processing of the observed results, and we can hope only to get
the desired answer with probability close to one.

Furthermore, this means that by implementing quantum parallelism simplemind-
edly as in (14), and then observing the memory as if it were the classical n–bit register,
we will simply get some value F (x) with probability 1/N . This does not use the po-
tential of the quantum parallelism. Therefore we formulate a corrected version of this
notion, leaving more flexibility and stressing the additional tasks of the designer, each
of which eventually contributes to the complexity estimate.

2.3. Quantum parallel processing: version II. To solve efficiently a problem

involving properties of the graph of a function F , we must design:

(i) An auxiliary unitary operator U carrying the relevant information about the

graph of F.

(ii) A computationally feasible realization of U with the help of standard quantum

gates.
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(iii) A computationally feasible realization of the input subroutine.

(iv) A computationally feasible classical algorithm processing the results of many

runs of quantum computation.

All of this must be supplemented by quantum error–correcting encoding, which
we will not address here. In the next section we will discuss some standard quantum
subroutines.

3. SELECTED QUANTUM SUBROUTINES

3.1. Initialization. Using the same conventions as in (14) and the subsequent
comments, in particular, the identification Hn = H⊗n

1 , we have

(15)
1

√
N

N−1∑

x=0

|x〉 =
1

√
N

∑

ǫi=0,1

|ǫn−1 . . . ǫ0〉 =

(
1
√

2
(|0〉 + |1〉)

)⊗n

.

In other words,

(16)
1

√
N

N−1∑

x=0

|x〉 = U
(n−1)

1 . . . U
(0)

1 |0 . . .0〉

where U1 : H1 → H1 is the unitary operator

|0〉 7→
1
√

2
(|0〉 + |1〉), |1〉 7→

1
√

2
(|0〉 − |1〉) ,

and U
(i)
1 = id ⊗ . . .⊗ U1 ⊗ . . .⊗ id acts only on the i–th qubit.

Thus making the quantum gate U1 act on each memory bit, one can in n steps
initialize our register in the state which is the superposition of all 2n classical states
with equal weights.

3.2. Quantum computations of classical functions. Let B be a finite basis of
classical gates containing one–bit identity and generating all Boolean circuits, and
F : Fm

2 → Fn
2 a function. We will describe how to turn a Boolean circuit of length

L calculating F into another Boolean circuit of comparable length consisting only
of reversible gates, and calculating a modified function, which however contains all
information about the graph of F. Reversibility means that each step is a bijection
(actually, an involution) and hence can be extended to a unitary operator, that is, a

quantum gate. For a gate f, define f̃(|x, y〉) = |x, f(x) + y〉 as in 2.2(D) above.

3.2.1. Claim. A Boolean circuit S of length L in the basis B can be processed

into the reversible Boolean circuit S̃ of length O((L+m+ n)2) calculating a permu-

tation H : Fm+n+L
2 → Fm+n+L

2 with the following property:

H(x, y, 0) = (x, F (x) + y, 0) = (F̃ (x, y), 0).
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Here x, y, z have sizes m,n, L respectively.

Proof. We will understand L here as the sum of sizes of the outputs of all gates
involved in the description of S. We first replace in S each gate f by its reversible
counterpart f̃ . This involves inserting extra bits which we put side by side into a
new register of total length L. The resulting subcircuit will calculate a permutation
K : Fm+L

2 → Fm+L
2 such that K(x, 0) = (F (x), G(x)) for some function G (garbage).

Now add to the memory one more register of size n keeping the variable y. Extend
K to the permutation K : Fm+L+n

2 → Fm+L+n
2 keeping y intact: K : (x, 0, y) 7→

(F (x), G(x), y). Clearly, K is calculated by the same Boolean circuit as K, but with
extended register.

Extend this circuit by the one adding the contents of the first and the third
register: (F (x), G(x), y) 7→ (F (x), G(x), F (x) + y). Finally, build the last extension
which calculates K̄−1 and consists of reversed gates calculating K in reverse order.
This clears the middle register (scratchpad) and produces (x, 0, F (x) + y). The whole
circuit requiresO(L+m+n) gates if we allow the application of them to not necessarily
neighboring bits. Otherwise we must insert gates for local permutations which will
replace this estimate by O((L+m+ n)2).

3.3. Fast Fourier transform. Finding the least period of a function of one real
variable can be done by calculating its Fourier transforms and looking at its maxima.
The same strategy is applied by Shor in his solution of the factorization problem.
We will show now that the discrete Fourier transform Φn is computationally easy
(quantum polynomial time). We define Φn : Hn → Hn by

(17) Φn(|x〉) =
1

√
N

N−1∑

c=0

|c〉 exp (2πicx/N)

In fact, it is slightly easier to implement directly the operator

(18) Φt
n(|x〉) =

1
√
N

N−1∑

c=0

|ct〉 exp (2πicx/N) .

where ct is c read from the right to the left. The effects of the bit reversal can be
then compensated at a later stage without difficulty.

Let U
(kj)
2 : Hn → Hn, k < j, be the quantum gate which acts on the pair of the

k–th and j–th qubits in the following way: it multiplies |11〉 by exp (iπ/2j−k) and
leaves the remaining classical states |00〉, |01〉, |10〉 intact.

3.3.1. Lemma We have

(19) Φt
n =

n−1∏

k=0

(

U
(k)

1

n−1∏

j=k+1

U
(kj)
2

)

.

By our rules of the game, (19) has polynomial length in the sense that it involves

only O(n2) gates. However, implementation of U
(kj)
2 requires controlling variable
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phase factors which tend to 1 as k−j grows. Moreover, arbitrary pairs of qubits must
allow quantum mechanical coupling so that for large n the interaction between qubits
must be non–local. The contribution of these complications to the notion of com-
plexity cannot be estimated without going into the details of physical arrangement.
Therefore I will add a few words to this effect.

The implementation of quantum register suggested in [CZ] consists of a collection
of ions (charged atoms) in a linear harmonic trap (optical cavity). Two of the elec-
tronic states of each ion are denoted |0〉 and |1〉 and represent a qubit. Laser pulses
transmitted to the cavity through the optical fibers and controlled by the classical
computer are used to implement gates and read out. The Coulomb repulsion keeps
ions apart (spatial selectivity) which allows the preparation of each ion separately in
any superposition of |0〉 and |1〉 by timing the laser pulse properly and preparing its
phase carefully. The same Coulomb repulsion allows for collective excitations of the
whole cluster whose quanta are called phonons. Such excitations are produced by
laser pulses as well under appropriate resonance conditions. The resulting resonance
selectivity combined with the spatial selectivity implements a controlled entangle-
ment of the ions that can be used in order to simulate two and three bit gates. For a
detailed and lucid mathematical explanation, see [Ts], Lecture 8.

Another recent suggestion ([GeC]) is to use a single molecule as a quantum reg-
ister, representing qubits by nuclear spins of individual atoms, and using interactions
through chemical bonds in order to perform multiple bit logic. The classical tech-
nique of nuclear magnetic resonance developed since the 1940’s, which allows one to
work with many molecules simultaneously, provides the start up technology for this
project.

3.4. Quantum search. All the subroutines described up to now boiled down to
some identities in the unitary groups involving products of not too many operators
acting on subspaces of small dimension. They did not involve output subroutines
and therefore did not “compute” anything in the traditional sense of the word. We
will now describe the beautiful quantum search algorithm due to L. Grover which
produces a new identity of this type, but also demonstrates the effect of observation
and the way one can use quantum entanglement in order to exploit the potential of
quantum parallelism.

We will treat only the simplest version. Let F : Fn
2 → {0, 1} be a function taking

the value 1 at exactly one point x0. We want to compute x0. We assume that F is
computable in polynomial time, or else that its values are given by an oracle. Classical
search for x0 requires on the average about N/2 evaluations of F where N = 2n.

In the quantum version, we will assume that we have a quantum Boolean circuit
(or quantum oracle) calculating the unitary operator Hn → Hn

IF : |x〉 7→ eπiF(x)|x〉.

In other words, IF is the reflection inverting the sign of |x0〉 and leaving the remaining
classical states intact.

Moreover, we put J = −Iδ, where δ : Fn
2 → {0, 1} takes the value 1 only at 0,

and V = U
(n−1)

1 . . . U
(0)

1 , as in (16).
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3.4.1. Claim. (i) The real plane in Hn spanned by the uniform superposition ξ
of all classical states (15) and by |x0〉 is invariant with respect to T := V JV IF .

(ii) T restricted to this plane is the rotation (from ξ to |x0〉) by the angle ϕN

where

cosϕN = 1 −
2

N
, sinϕN = 2

√
N − 1

N
.

The check is straightforward.

Now, ϕN is close to
2

√
N

, and for the initial angle ϕ between ξ and |x0〉 we have

cosϕ = −
1

√
N
.

Hence in [ϕ/ϕN] ≈
π
√
N

4
applications of T to ξ we will get the state very close to

|x0〉. Stopping the iteration of T after as many steps and measuring the outcome in
the basis of classical states, we will obtain |x0〉 with probability very close to one.

One application of T replaces in the quantum search one evaluation of F. Thus,
thanks to quantum parallelism, we achieve a polynomial speed–up in comparison with
the classical search. The case when F takes value 1 at several points and we only
want to find one of them, can be treated by an extension of this method. If there are
n such points, the algorithm requires about

√

N/n steps, and n needs not be known
a priori: see [BoyBHT].

4. SHOR’S FACTORING ALGORITHM

4.1. Notation. Let M be a number to be factored. We will assume that it is odd
and is not a power of a prime number.

Denote by N the size of the basic memory register we will be using (not counting
scratchpad). Its bit size n will be about twice that of M . More precisely, choose
M2 < N = 2n < 2M2. Finally, let 1 < t < M be a random parameter with
gcd (t,M) = 1. This condition can be checked classically in time polynomial in n.

Below we will describe one run of Shor’s algorithm, in which t (and of course,
M , N) is fixed. Generally, polynomially many runs will be required, in which the
value of t can remain the same or be chosen anew. This is needed in order to gather
statistics. Shor’s algorithm is a probabilistic one, with two sources of randomness that
must be clearly distinguished. One is built into the classical probabilistic reduction of
factoring to the finding of the period of a function. Another stems from the necessity
of observing quantum memory, which, too, produces random results.

More precise estimates than those given here show that a quantum computer
which can store about 3n qubits can find a factor of M in time of order n3 with
probability close to 1 : see [BCDP]. On the other hand, it is widely believed that
no recursive function of the type M 7→ a proper factor of M belongs to PF. This is
why the most popular public key encryption schemes rely upon the difficulty of the
factoring problem.
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4.2. Classical algorithm. Put

r := min {ρ | tρ ≡ 1 modM}

which is the least period of F : a 7→ ta modM.

4.2.1. Claim. If one can efficiently calculate r as a function of t, one can find

a proper divisor of M in polynomial in log2M time with probability ≥ 1 −M−m
for

any fixed m.
Assume that for a given t the period r satisfies

r ≡ 0 mod2, tr/2 6= −1 modM.

Then gcd (tr/2 + 1,M) is a proper divisor of M. Notice that gcd is computable in
polynomial time.

The probability that this condition holds is ≥ 1 −
1

2k−1
where k is the number

of different odd prime divisors of M , hence ≥
1

2
in our case. Therefore we will find

a good t with probability ≥ 1 −M−m in O(logM) tries. The longest calculation in
one try is that of tr/2. The usual squaring method takes polynomial time as well.

4.3. Quantum algorithm calculating r. Here we describe one run of the quantum
algorithm which purports to compute r, givenM,N, t.We will use the working register
that can keep a pair consisting of a variable 0 ≤ a ≤ N − 1 and the respective value
of the function ta modM. One more register will serve as the scratchpad needed to
compute |a, ta modM〉 reversibly. When this calculation is completed, the content
of the scratchpad will be reversibly erased: cf. 3.2.1. In the remaining part of the
computation the scratchpad will not be used anymore, we can decouple it, and forget
about it.

The quantum computation consists of four steps, three of which were described
in sec. 3:

(i) Partial initialization produces from |0, 0〉 the superposition

1
√
N

N−1∑

a=0

|a, 0〉.

(ii) Reversible calculation of F processes this state into

1
√
N

N−1∑

a=0

|a, ta modM〉.

(iii) Partial Fourier transform then furnishes

1

N

N−1∑

a=0

N−1∑

c=0

exp (2πiac/N) |c, ta modM〉.
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(iv) The last step is the observation of this state with respect to the system of
classical states |c,mmodM〉. This step produces some concrete output

(20) |c, tk modM〉

with probability

(21)

∣
∣
∣
∣
∣

1

N

∑

a: ta≡tk mod M

exp (2πiac/N)

∣
∣
∣
∣
∣

2

.

The remaining part of the run is assigned to the classical computer and consists of
the following steps.

(A) Find the best approximation (in lowest terms) to

c

N
with denominator

r′ < M <
√
N :

(22)

∣
∣
∣
∣

c

N
−
d′

r′

∣
∣
∣
∣
<

1

2N
.

As we will see below, we may hope that r′ will coincide with r in at least one
run among at most polynomially many. Hence we try r′ in the role of r right away:

(B) If r′ ≡ 0 mod2, calculate gcd (tr
′/2 ± 1,M).

If r′ is odd, or if r′ is even, but we did not get a proper divisor of M , repeat the
run O(log logM) times with the same t. In case of failure, change t and start a new
run.

4.3.1. Justification. We will now show that, given t, from the observed values
of |c, tk modM〉 inO(log logM) runs we can find the correct value of r with probability
close to 1.

Let us call the observed value of c good, if

∃ l ∈
[

−
r

2
,
r

2

]

, rc ≡ lmodN.

In this case there exists such d that

−
r

2
≤ rc− dN = l ≤

r

2

so that ∣
∣
∣
∣

c

N
−
d

r

∣
∣
∣
∣
<

1

2N
.

Hence if c is good, then r′ found from (22) in fact divides r.
Now call c very good if r′ = r.
Estimating the exponential sum (21), we can easily check that the probability of

observing a good c is ≥
1

3r2
. On the other hand, there are rϕ(r) states |c, tk modM〉



862-22

with very good c. Thus to find a very good c with high probability, O(r2 log r) runs
will suffice.

5. KOLMOGOROV COMPLEXITY AND GROWTH OF RECURSIVE FUNCTIONS

Consider general functions f : N → N. Computability theory uses several growth
scales for such functions, of which two are most useful: f may be majorized by some
recursive function (e.g. when it is itself recursive), or by a polynomial (e.g. when it is
computable in polynomial time). Linear growth does not seem particularly relevant
in this context. However, this impression is quite misleading, at least if one allows
re–ordering N. In fact, we have:

5.1. Claim. There exists a permutation K : N → N such that for any partially

recursive function f : N → N there exists a constant c with the property

(23) K ◦ f ◦ K−1(n) ≤ c n for all n ∈ K(D(f)).

Moreover, K is bounded by a linear function, but K−1
is not bounded by any recursive

function.

Proof. We will use the Kolmogorov complexity measure. For a recursive function
u : N → N, x ∈ N, put Cu(x) := min{k | f(k) = x}, or ∞ if such k does not exist.
Call such a function u optimal if, for any other recursive function v, there exists
a constant cu,v such that Cu(x) ≤ cu,vCv(x) for all x. Optimal functions do exist
(see e.g. [Ma1], Theorem VI.9.2); in particular, they take all positive integer values
(however they certainly are not everywhere defined). Fix one such u and call Cu(x)
the (exponential) complexity of x. By definition, K = Ku rearranges N in the order
of increasing complexity. In other words,

(24) K(x) := 1 + card {y |Cu(y) < Cu(x)}.

We first show that

(25) K(x) = exp (O(1))Cu(x).

Since Cu takes each value at most once, it follows from (24) that K(n) ≤ Cu(n). In
order to show that Cu(x) ≤ cK(x) for some c it suffices to check that

card {k ≤ N | ∃x, Cu(x) = k} ≥ bN

with some b > 0. In fact, at least half of the numbers x ≤ N have the complexity
which is no less than x/2.

Now, VI.9.7(b) in [Ma1] implies that, for any recursive function f and all x ∈
D(f), we have Cu(f(x)) ≤ constCu(x). Since Cu(x) and K(x) have the same order
of growth up to a bounded factor, our claim follows.

5.2. Corollary. Denote by Srec
∞ the group of recursive permutations of N. Then

KSrec
∞ K−1

is a subgroup of permutations of no more than linear growth.
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Actually, appealing to the Proposition VI.9.6 of [Ma1], one can considerably
strengthen this result. For example, let σ be a recursive permutation, σK = KσK−1.
Then σK(x) ≤ cx so that (σK)n(x) ≤ cnx for n > 0. But actually the last inequality
can be replaced by

(σK)n(x) ≤ c′n

for a fixed x and variable n. With both x and n variable one gets the estimate
O(xn log (xn)).

In the same way as finite permutations appear in the quantum versions of Boolean
circuits, infinite (computable) permutations are natural for treating quantum Turing
machines ([Deu]) and our normal computation models. In fact, if one assumes that
the transition function s is a permutation, and then extends it to the unitary operator
Us in the infinite–dimensional Hilbert space, one might be interested in studying the
spectral properties of such operators. But the latter depend only on the conjugacy
class. Perhaps the universal conjugation UK might be a useful theoretical tool in this
context. In the purely classical situation, (23) may play a role in studying the limiting
behavior of polynomial time algorithms, as suggested in [Fr1] and [Fr2].

Finally, I would like to comment upon the hidden role of Kolmogorov complexity
in the real life of classical computing. The point is that in a sense (which is difficult
to formalize), we are interested only in the calculation of sufficiently nice functions,
because a random Boolean function will have (super)exponential complexity anyway.
A nice function, at the very least, has a short description and, therefore, a small
Kolmogorov complexity. Thus, dealing with practical problems, we actually work not
with small numbers, graphs, circuits, . . . , but rather with an initial segment of the
respective constructive world reordered with the help of K. We systematically replace
a large object by its short description, and then try to overcome the computational
difficulties generated by this replacement.

APPENDIX

The following text is a contribution to the prehistory of quantum computing. It
is the translation from Russian of the last three paragraphs of the Introduction to
[Ma2] (1980). For this reference I am grateful to A. Kitaev [Ki].

“Perhaps, for better understanding of this phenomenon [DNA replication], we
need a mathematical theory of quantum automata. Such a theory would provide us
with mathematical models of deterministic processes with quite unusual properties.
One reason for this is that the quantum state space has far greater capacity than the
classical one: for a classical system with N states, its quantum version allowing super-
position accommodates cN states. When we join two classical systems, their number
of states N1 and N2 are multiplied, and in the quantum case we get exponential
growth cNN .

These crude estimates show that the quantum behavior of the system might be
much more complex than its classical simulation. In particular, since there is no
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unique decomposition of a quantum system into its constituent parts, a state of the
quantum automaton can be considered in many ways as a state of various virtual
classical automata. Cf. the following instructive comment at the end of the article
[Po]: ‘The quantum–mechanical computation of one molecule of methane requires
1042 grid points. Assuming that at each point we have to perform only 10 elementary
operations, and that the computation is performed at the extremely low temperature
T = 3.10−3K, we would still have to use all the energy produced on Earth during the
last century.’

The first difficulty we must overcome is the choice of the correct balance between
the mathematical and the physical principles. The quantum automaton has to be an
abstract one: its mathematical model must appeal only to the general principles of
quantum physics, without prescribing a physical implementation. Then the model
of evolution is the unitary rotation in a finite dimensional Hilbert space, and the
decomposition of the system into its virtual parts corresponds to the tensor product
decomposition of the state space. Somewhere in this picture we must accommodate
interaction, which is described by density matrices and probabilities.”
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Séminaire BOURBAKI Juin 1999

51ème année, 1998-99, no 863

DENSITÉ MAXIMALE
DES EMPILEMENTS DE SPH ÈRES EN DIMENSION 3
[d’après Thomas C. HALES et Samuel P. FERGUSON]

par Joseph OESTERLÉ (*)

Au nouvel an 1610, Johannes Kepler offre à son protecteur et ami Johannes

Matthaüs Wackher von Wackenfels un opuscule d’une vingtaine de pages ([14]), in-

titulé Strena seu de nive sexangula (l’étrenne ou la neige sexangulaire). Il y médite

sur l’origine de la forme des flocons de neige en étoile à six branches, ce qui l’amène

à s’intéresser entre autres à la forme des alvéoles des abeilles, au dodécaèdre rhom-

boédrique, à la forme des grains de grenades et à l’empilement de sphères que nous

appelons aujourd’hui cubique à faces centrées, et qui est par exemple celui suivant

lequel les artilleurs empilent les boulets de canon. Kepler affirme qu’il n’est pas possi-

ble de trouver un empilement de sphères (toutes de même rayon) plus serré, assertion

qui est devenue la fameuse conjecture de Kepler.

En 1997, T. Hales publie une stratégie pour démontrer la conjecture de Kepler,

en la ramenant à un problème d’optimisation non linéaire en dimension finie. Il mène

ce programme à bien, en collaboration avec son étudiant S. Ferguson, et l’achève en

juillet 1998. Tant le choix du problème d’optimisation considéré que sa résolution

s’appuient sur un usage intensif de l’ordinateur. Mais près de 4 siècles après avoir été

formulée, la conjecture de Kepler est enfin démontrée :

Théorème 1 (Hales – Ferguson). — Tout empilement de sphères dans l’espace eucli-

dien de dimension 3 a une densité au plus égale à la densité π

3
√

2
de l’empilement

cubique à faces centrées.

Précisons le vocabulaire utilisé : Le mot sphère signifie ici sphère pleine, i.e. est

synonyme de boule fermée. Un empilement de sphères est une famille de boules

fermées, toutes de même rayon, d’intérieurs mutuellement disjoints. Soit B la réunion

de ces boules ; la densité de l’empilement est la limite supérieure de vol(B∩Ω)/vol(Ω) ,

pour Ω un cube dont le côté tend vers l’infini.

On peut donner du th. 1 la formulation équivalente suivante, qui ne fait intervenir

que des empilements finis :

Théorème 1′ . — Une famille de boules disjointes, toutes de même rayon et contenues

dans un parallélépipède Ω de l’espace euclidien de dimension 3 , occupe une fraction

(*)
L’auteur remercie J. C. Lagarias de lui avoir communiqué ses notes personnelles sur le sujet.



du volume de Ω au plus égale à π

3
√

2
.

Le fait que le th. 1′ implique le th. 1 résulte de la définition de la densité d’un

empilement de sphères ; l’implication réciproque se déduit de ce que l’on peut paver

l’espace par des translatés d’un parallélépipède.

L’empilement cubique à faces centrées est ainsi nommé car on l’obtient en plaçant

les centres des sphères aux sommets et aux centres des faces des mailles d’un réseau

cubique (le rayon des sphères étant choisi de façon à ce qu’elles soient tangentes à leurs

plus proches voisines). En prenant pour verticale la direction soit d’un côté, soit d’une

diagonale de la maille cubique, on peut voir cet empilement comme une superposition

de couches horizontales de sphères réparties soit en réseau carré (chaque sphère étant

tangente à 4 autres de la même couche), soit en réseau hexagonal (chaque sphère

étant tangente à 6 autres de la même couche) ; chaque couche s’insère dans les trous

les plus profonds de la précédente.

Remarque 1. — Lorsqu’on superpose des couches de sphères réparties comme ci-dessus

en réseau hexagonal, chaque couche peut être posée de deux façons distinctes dans les

trous les plus profonds de la précédente. Cela conduit à une infinité (non dénombrable)

d’empilements de sphères différents, tous de même densité π

3
√

2
que l’empilement

cubique à faces centrées.

1. Quelques mots sur l’histoire de la conjecture de Kepler

En 1831, dans son étude des formes quadratiques ternaires, C. F. Gauss ([6])

démontre le cas particulier suivant de la conjecture de Kepler : si les centres des

sphères d’un empilement forment un réseau, la densité de l’empilement est ≤ π

3
√

2
,

avec égalité si et seulement si l’empilement est cubique à faces centrées. Ce résultat

sera largement généralisé en dimension supérieure (cf. [1], [15]).

La conjecture de Kepler est reprise et généralisée par Hilbert dans son 18
ème

problème.

En 1910, A. Thue ([18]) démontre l’analogue en dimension 2 de la conjecture de

Kepler : tout empilement de cercles dans le plan euclidien a une densité au plus égale

à la densité π

2
√

3
de l’empilement hexagonal.

En 1953, L. Fejes Tóth ([3]) propose un programme pour démontrer la conjecture

de Kepler en la ramenant à un problème d’optimisation non linéaire en dimension

finie. Ce problème, toujours ouvert, semble trop complexe pour être résolu avec les

moyens de calcul actuels. Mais Fejes Tóth est le premier à deviner l’importance que

le développement rapide des ordinateurs aura pour ce type de stratégie.

En 1958, C. A. Rogers ([16]) démontre que la densité supérieure d’un empilement

de sphères dans un espace euclidien de dimension n est au plus égale à σn , portion

du volume d’un simplexe régulier de côté 2 recouverte par les sphères unité centrées

en ses sommets. Pour n = 2 , cela fournit une nouvelle démonstration du théorème

de Thue, car on peut paver le plan euclidien par des triangles équilatéraux.

L’espace euclidien de dimension 3 ne peut être pavé par des tétraèdres réguliers.

La borne de Rogers, σ3 = 0, 7796... , est de ce fait moins bonne que celle prédite

par la conjecture de Kepler, π

3
√

2
= 0, 7404... . La phrase célèbre de Rogers : Many



mathematicians believe, and all physicists know, that the density cannot exceed π

3
√

2
,

exprime mieux que toute autre la redoutable subtilité de la conjecture de Kepler,

malgré son apparente simplicité.

La borne de Rogers pour la densité des empilements de sphères en dimension 3

sera améliorée par divers auteurs ; avant les travaux de Hales et Ferguson, la meilleure

borne connue était 0,7731 (obtenue par D. J. Muder en 1993). Hales mentionne que

les travaux de Muder ont influencé les siens.

Dans un article publié en 1993, Wu-yi Hsiang ([13]) affirme démontrer la conjec-

ture de Kepler. Les spécialistes s’accordent à considérer que les preuves de nombreuses

assertions n’y sont pas présentées avec suffisamment de détails pour être qualifiées de

complètes. De ce fait, l’article de Hsiang est au mieux vu comme un plan d’attaque

de la conjecture de Kepler. Je partage cette opinion. Les textes ultérieurs de Hsiang

qui m’ont été communiqués, en particulier le manuscrit d’un livre en préparation, ne

me semblent pas pour l’instant de nature à modifier ce point de vue.

2. La conjecture du dodécaèdre et le problème des 13 sphères

Considérons un empilement de sphères de rayon 1 dans un espace euclidien E .

Soit S l’ensemble des centres des sphères. La cellule de Voronoi de s , notée V(s)

se compose des points de E qui sont plus proches de s que des autres points de S .

C’est un ensemble convexe fermé, localement polyédrique. Les cellules de Voronoi des

points de S pavent l’espace E : autrement dit, elles recouvrent E et leurs intérieurs

sont mutuellement disjoints. Chacune de ces cellules contient une unique sphère de

l’empilement ; on en déduit facilement que si leur volume est minoré par v , la densité

de l’empilement est majorée par b/v , où b est le volume de la boule unité.

Cette observation conduit naturellement au problème suivant : quel est le volume

minimal des cellules de Voronoi des empilements de sphères de rayon 1 ?

En dimension 2 , le problème a été résolu par Fejes Tóth en 1943 ([2]) : l’aire

d’une cellule de Voronoi d’un empilement de cercles de rayon 1 est ≥ 2
√

3 , avec

égalité si et seulement si la cellule est un hexagone régulier circonscrit à un cercle de

rayon 1 . Cet énoncé implique le théorème de Thue relatif à la densité des empilements

de cercles.

En dimension 3 , le problème a été résolu par Hales et Mc Laughlin en novembre

1998, par des techniques analogues à celles utilisées pour prouver la conjecture de

Kepler. Ils démontrent ainsi la conjecture du dodécaèdre, formulée par Fejes Tóth en

1943 (et démontrée par lui dans le cas particulier où les cellules de Voronoi n’ont que

12 faces au plus) :

Théorème 2 (Hales – Mc Laughlin). — Le volume d’une cellule de Voronoi d’un

empilement de sphères de rayon 1 dans l’espace euclidien de dimension 3 est

≥ 10

√

130 − 58
√

5 , avec égalité si et seulement si la cellule est un dodécaèdre régulier

circonscrit à une sphère de rayon 1 .

Notons que ce théorème implique que la densité d’un empilement de sphères

en dimension 3 est majorée par 0,7547, une borne nettement meilleure que celles

obtenues avant que ne soit démontrée la conjecture de Kepler.



Remarque 2. — Pour démontrer le théorème 2, on peut supposer que l’empilement

considéré est saturé (i.e. maximal). Dans ce cas, pour tout s ∈ S , la cellule de Voronoi

V(s) est contenue dans la boule de centre s et de rayon 2 . Sa forme, et donc son

volume, ne dépendent que des points de S dont la distance à s est ≤ 4 , et le nombre

de ces points est majoré par une constante absolue. La conjecture du dodécaèdre

est donc un problème d’optimisation non linéaire : il s’agit de trouver le maximum

de la fonction volume sur un espace de configurations qui est une partie compacte

d’un espace vectoriel de dimension finie. Une des difficultés vient du fait que cette

dimension est de l’ordre de 150 : en effet, on sait seulement que le nombre de faces

de V(s) est ≤ 49 et on connait des exemples où il est 44.

En 1694, une controverse oppose Isaac Newton et l’abbé Gregory. Newton pense

qu’on ne peut placer qu’au plus 12 sphères identiques (ne s’interpénétrant pas) au

contact d’une sphère centrale de même rayon, Gregory pense qu’il est possible d’en

placer 13. Cette alternative, le problème des 13 sphères, ne sera tranchée qu’en 1953,

par Schütte et Van der Waerden ([17]) : ils donnent raison à Newton. Ils exhibent par

ailleurs un arrangement de 13 sphères de rayon 1 tangentes à une sphère centrale

de rayon r = 1, 0911... . On pense que ce rayon est le plus petit possible, mais

cela n’a pour l’instant été démontré. Peut-être les techniques de Hales et Ferguson

permettront-elles de le faire.

3. Principe d’attaque de la conjecture de Kepler

Pour majorer la densité des empilements de sphères dans un espace euclidien E

de dimension 3 , il suffit de considérer les empilements de sphères de rayon 1 qui sont

saturés (i.e. maximaux). Choisissons donc un tel empilement. Notons B la réunion

des boules qui le composent, et S l’ensemble de leurs centres : les distances mutuelles

des points de S sont ≥ 2 , et tout point de E est à une distance < 2 de S .

Si A est une partie de E , notons χA sa fonction caractéristique. Supposons que,

pour des nombres réels a , b , c tels que a >3c
4π

, on puisse écrire

(1) aχB − bχE =
∑

s∈S
φs (presque partout) ,

où φs est une fonction intégrable dont la norme L1 est majorée par une constante

indépendante de s , dont le support est contenu dans une boule de centre s et de

rayon indépendant de s , et dont l’intégrale satisfait la relation

(2)

∫

φs ≤ c.

Démontrons que la densité δ de l’empilement satisfait alors l’inégalité

(3) (a −
3c

4π
)δ ≤ b

En intégrant (1) sur un cube Ω de côté r , on obtient lorsque r tend vers l’infini

avol(B ∩ Ω) − bvol(Ω) ≤ c Card(S ∩ Ω) + O(r2) ≤
3c

4π
vol(B ∩ Ω) + O(r2

) .



d’où (a− 3c
4π

)
vol(B∩Ω)

vol(Ω) ≤ b+O(r−1) ; l’inégalité (3) s’en déduit par passage à la limite

supérieure.

Exemples. — 1) La relation (1) est satisfaite lorsque l’on prend a = 0 , b = −1 et

φs = −χV(s) , où V(s) est la cellule de Voronoi de s ; cette cellule est contenue dans la

boule de centre s et de rayon 2 , puisque l’empilement est supposé saturé. La relation

(2) est satisfaite en prenant c = −v , où v est un minorant du volume des cellules

de Voronoi. La relation (3) donne l’inégalité δ ≤4π
3v

que nous avions rencontrée au

n
o
2.

2) Soit r un nombre réel > 2 . Disons que deux points distincts de S sont voisins

si leur distance est ≤ r . Fejes Tóth propose pour démontrer la conjecture de Kepler

de prendre le plus grand r qui garantisse que tout point de S a au plus 12 voisins

(probablement 2, 0534... ), et de poser φs = −12−m
12 χV(s) − 1

12

∑
χV(t) , où t parcourt

les voisins de s et m est leur nombre. La relation (1) est dans ce cas satisfaite avec

a = 0 et b = −1 , mais la détermination de la constante c optimale dans (2) apparâıt

totalement hors d’atteinte.

3) On appelle décomposition de Delaunay associée à l’empilement une décompo-

sition de l’espace E en tétraèdres, dont les sommets appartiennent à S , et dont les

boules circonscrites n’ont pas de point intérieur dans S . Il existe au moins une telle

décomposition ; celle-ci est unique lorsqu’aucun point de E n’appartient à plus de 4

cellules de Voronoi (ce qui est le cas générique), et est dans ce cas duale de celle de

Voronoi. Fixons une décomposition de Delaunay associée à l’empilement et appelons

étoile de s la réunion D(s) des simplexes de la décomposition contenant s . Posons

φs = χB∩D(s) − δoctχD(s) , où δoct est la portion du volume d’un octaèdre régulier

de côté 2 recouverte par les boules unités centrées en ses sommets. La première

tentative de Hales pour démontrer en 1992 la conjecture de Kepler revenait à utiliser

ces fonctions φs , avec a = 4 et b = 4δoct . Mais il s’aperçut que pour certaines étoiles

(les prismes pentagonaux), l’intégrale de φs était trop grande pour conclure.

4. Articulation de la démonstration de Hales et Ferguson

La démonstration de Hales et Ferguson de la conjecture de Kepler se compose de

8 articles, totalisant environ 300 pages, dont l’ordre logique est le suivant :

An overview of the Kepler conjecture, de T.C. Hales ([7]).

A formulation of the Kepler conjecture, de S. Ferguson et T.C. Hales ([5]).

Sphere packings I, de T.C. Hales ([8]).

Sphere packings II, de T.C. Hales ([9]).

Sphere packings III, de T.C. Hales ([10]).

Sphere packings IV, de T.C. Hales ([11]).

Sphere packings V, de S. Ferguson ([4]).

The Kepler conjecture (Sphere packings VI), de T.C. Hales ([12]).

Les premiers articles rédigés furent Sphere packings I et Sphere packings II. Ils

ont été publiés en 1997. Les autres articles sont pour l’instant des prépublications

électroniques, disponibles sur la page personnelle de T. Hales.

Dans Sphere packings I, Hales décrit sa stratégie pour démontrer la conjecture

de Kepler. Le problème d’optimisation qu’il considère est de même nature que celui



considéré dans l’exemple 3 du n
o
3, mais s’appuie sur une décomposition de l’espace

hybride entre la décomposition de Voronoi et celle de Delaunay.À l’étoile D(s) d’un

point s pour cette décomposition, Hales associe un nombre réel qu’il appelle le score

de D(s) et qui est l’intégrale de la fonction φs dans l’approche du n
o
3.

L’ensemble D des étoiles possibles, pour s = 0 , a une structure naturelle d’espace

compact et le score est une fonction continue sur D . Les étoiles qui proviennent de

l’empilement cubique faces centrée et de ses variantes décrites dans la remarque 1

forment deux orbites D0 et D′
0 sous l’action du groupe orthogonal. Pour démontrer

la conjecture de Kepler, il suffit de démontrer que le maximum du score est atteint

sur D0 ∪ D′
0 . Pour des raisons de commodité, Hales note 8pt la valeur prise par le

score sur cet ensemble.

Chaque étoile possède une structure combinatoire, décrite par une carte sphé-

rique. Dans Sphere packings II, Hales démontre une propriété forte de maximum

local : les étoiles ayant même structure combinatoire que celles de D0 ∪ D′
0 ont un

score ≤ 8pt , avec égalité si et seulement si elles appartiennent à D0 ∪ D′
0 .

La stratégie consiste alors à démontrer que pour les autres structures combina-

toires, le score est < 8pt . Les difficultés techniques rencontrées, en particulier dans

l’étude des prismes pentagonaux, conduisent Ferguson et Hales à modifier le prob-

lème d’optimisation initial, en proposant une nouvelle décomposition de l’espace et

une nouvelle fonction score, plus compliquées apparemment mais mieux adaptées à

l’étude numérique envisagée. C’est ce qu’ils font dans A formulation of the Kepler

conjecture, en prenant soin de vérifier que les résultats de Sphere packings I et Sphere

packings II restent valables dans ce nouveau cadre.

Dans Sphere packings III, Hales démontre que le score (nouvelle version) de D

est < 8pt si la carte associée n’a que des faces triangulaires ou quadrilatérales, et ne

provient pas d’un prisme pentagonal (ni de D0 et D′
0 ) ; le cas des prismes pentago-

naux est traité par Ferguson dans Sphere packings V, celui des cartes possédant des

faces à 5 côtés ou plus par Hales dans Sphere packings IV et Sphere packings VI.

Au total, ce sont environ 5000 cartes, recensées par ordinateur, qui interviennent

dans le problème. Des méthodes générales de programmation linéaire permettent

de se ramener à n’examiner qu’une centaine de cas ; ceux-ci sont traités un à un.

Beaucoup des problèmes d’optimisation non linéaires rencontrés sont remplacés par

des problèmes d’optimisation linéaires qui les dominent, que l’on sait résoudre par

les méthodes de programmation linéaire. Au total, ce sont près de 100000 problèmes

linéaires, en 100 à 200 variables, avec 1000 à 2000 contraintes, qu’il a fallu traiter pour

achever la démonstration. Les calculs ont été effectués en utilisant une arithmétique

des intervalles : chaque nombre réel r est représenté par un couple (a, b) de nombres

rationnels qui l’encadrent, de manière à garantir que les erreurs d’arrondis cumulées

n’entachent pas la validité des résultats obtenus.

5. La conjecture de Kepler est-elle démontrée ?

La situation n’est pas sans rappeler celle du théorème des 4 couleurs, dont la

démonstration par K. Appel et W. Haken en 1977 avait nécessité l’examen de quelques

milliers de configurations par ordinateur.



Je ne prétends pas avoir vérifié l’intégralité de la démonstration de Hales et

Ferguson, et encore moins les programmes informatiques utilisés. Je ne pense pas que

quiconque à part les auteurs l’ait fait.

Ma conviction personnelle que les travaux de Hales et Ferguson fournissent effec-

tivement une preuve de la conjecture de Kepler repose sur les arguments suivants :

— Ni erreurs substantielles, ni points obscurs n’ont été relevés jusqu’à présent

par les spécialistes ayant examiné ces travaux.

— Dans toutes les parties du travail que j’ai pris la peine de lire en détail, j’ai

trouvé des démonstrations claires et complètes.

— Le recours à l’intuition géométrique, dangereux dans ce type de problème, est

réduit au minimum et remplacé par des inégalités précises.

— Les algorithmes employés sont décrits avec soin, et les codes rédigés sont

disponibles pour vérification. L’arithmétique des intervalles tient compte des erreurs

commises dans l’approximation des nombres réels.

— Si d’aventure, on s’apercevait ultérieurement qu’un cas à examiner a échappé

à la sagacité des auteurs, il est vraisemblable que leurs techniques permettraient de

le traiter sans devoir introduire d’idées nouvelles.
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727, Astérisque 189-190 (1990), 375-397.

[16] C. A. ROGERS – The packing of equal spheres, Proc. London Math. Soc. 8
(1958), 609-620.
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SOUS-GROUPES FINIS DES GROUPES DE LIE

par Jean–Pierre SERRE

INTRODUCTION

Les sous-groupes finis du groupe des rotations SO3(R) sont bien connus. Ce
sont :

les groupes cycliques Cn d’ordre n = 1, 2, . . . ;
les groupes diédraux Dn d’ordre 2n, n = 2, 3, . . . ;
le groupe alterné Alt4 d’ordre 12 ;
le groupe symétrique Sym4 d’ordre 24 ;
le groupe alterné Alt5 d’ordre 60.

On aimerait avoir une liste analogue pour d’autres groupes de Lie compacts, ou
d’autres groupes algébriques (en caractéristique zéro, et même en caractéristique > 0).
Ce serait utile pour beaucoup de questions (représentations ℓ-adiques, par exemple).
Bien sûr, c’est trop demander, vu que tout groupe fini se plonge dans un groupe
unitaire convenable ! On va voir que l’on peut tout de même dire pas mal de choses
si l’on se borne à des groupes finis qui sont, soit abéliens, soit simples.

HYPOTHÈSES ET NOTATIONS

Plutôt que de travailler dans la catégorie des groupes de Lie compacts, on préfère
se placer dans celle des groupes réductifs complexes. Cela ne change rien : on sait
que, si K est un groupe de Lie compact, il possède un complexifié G qui est un groupe
réductif sur C ; le groupe K est un sous-groupe compact maximal de G(C). Tout
sous-groupe fini de G(C) est conjugué à un sous-groupe de K ; de plus, K “contrôle la
fusion de K dans G(C)” au sens suivant : si A, B sont deux sous-groupes de K, et si
g ∈ G(C) est tel que gAg−1 = B, il existe un élément g0 de K tel que g0ag−1

0 = gag−1

pour tout a ∈ A (cela se déduit de la décomposition de Cartan de G(C)).
(Dans le cas particulier K = SO3(R), on a G = PGL2, de sorte que les groupes

Cn, Dn, . . . , Alt5 s’interprètent comme des sous-groupes finis de PGL2(C), c’est-à-dire
comme des groupes finis d’automorphismes de la droite projective.)

Dans ce qui suit, on adoptera le point de vue des groupes algébriques (qui a, entre
autres avantages, celui de permettre des réductions modulo p). On fixe un corps k
algébriquement clos de caractéristique zéro, ainsi qu’un groupe réductif connexe G
défini sur k ; on se permet d’identifier G à G(k). Le cas le plus intéressant est celui où
G est “presque simple”, i.e. semi-simple à système de racines irréductible ; le groupe
adjoint Gad est alors un groupe simple, au sens usuel du terme.
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1. LE CAS (PRESQUE) AB ÉLIEN

Lorsque G = PGL2 les sous-groupes abéliens finis de G sont les groupes cycliques
Cn et le groupe diédral D2 qui est abélien élémentaire de type (2, 2). Les Cn sont
contenus dans un tore maximal, alors que D2 ne l’est pas ; le nombre premier p = 2
joue donc un rôle particulier pour PGL2. Nous allons trouver une situation analogue
dans le cas général.

1.1. Sous-groupes toraux

Un sous-groupe fini A de G est dit toral s’il est contenu dans un tore maximal T
de G. La structure d’un tel sous-groupe est évidente : si r = dim T est le rang de G,
A peut être engendré par r éléments ; inversement, tout groupe abélien ayant cette
propriété est isomorphe à un sous-groupe toral de G.

Soit N = NG(T ) le normalisateur de T dans G. Le quotient W = N/T est le
groupe de Weyl de G (plus correctement : du couple (G, T )). Ce groupe opère sur T
par conjugaison, et il contrôle la fusion de T dans G :

1.1.1. Si A et B sont des sous-groupes de T , et si g ∈ G est tel que gAg−1 = B, il

existe w ∈ W tel que w(a) = gag−1
pour tout a ∈ A.

Cet énoncé est l’exact analogue d’un théorème de Burnside sur les sous-groupes
du centre d’un p-groupe de Sylow. Il se démontre de la même manière : on remarque
que T et g−1Tg sont des tores maximaux du centralisateur ZG(A) de A, donc sont
conjugués par ZG(A). Cela permet de remplacer g par un élément de N ; d’où le
résultat cherché.

Les groupes abéliens ayant très peu de générateurs sont toraux :

1.1.2. Soit A un sous-groupe abélien fini de G. Alors A est toral dans chacun des

deux cas suivants :
a) A est cyclique ;
b) G est simplement connexe, et A est engendré par deux éléments.

Le cas a) est immédiat : tout élément d’ordre fini est semi-simple, donc contenu
dans un tore maximal. Dans le cas b), supposons A engendré par x, y. Du fait que
G est simplement connexe, le centralisateur ZG(x) est connexe. Le même argument
que dans a) montre qu’il existe un tore maximal T de ZG(x) qui contient y. Ce tore
est un tore maximal de G et il contient x, donc A.

1.2. Plongements dans N

À défaut de pouvoir plonger un groupe abélien fini dans un tore maximal, on peut
essayer de le plonger dans le normalisateur d’un tel tore. C’est toujours possible. Plus
généralement (cf. Borel-Serre [6], Borel-Mostow [5] et Springer-Steinberg [33], II.5.6) :

1.2.1. Soit A un sous-groupe fini hyper-résoluble de G. Il existe un tore maximal T
de G dont le normalisateur N contient A.

Rappelons qu’un groupe A est dit hyper-résoluble (“supersolvable”) s’il admet
une suite de composition :

1 = A0 ⊂ A1 ⊂ . . . ⊂ An = A,
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où les Ai sont normaux dans A, et Ai/Ai−1 est cyclique pour tout i ≥ 1. On a les
implications :

abélien =⇒ nilpotent =⇒ hyper-résoluble =⇒ résoluble.

Voici une application simple de 1.2.1 :

1.2.2. Soit p un nombre premier ne divisant pas l’ordre du groupe de Weyl W . Si A
est un p-groupe contenu dans G, A est abélien et toral.

En effet, on peut supposer, d’après 1.2.1, que A est contenu dans N . Vu
l’hypothèse faite sur p, son image dans W = N/T est triviale. Il est donc contenu
dans T .

Remarque : Le groupe N est une extension, en général non triviale, de W par T .
On trouvera dans Tits ([35],[36]) une description de cette extension, en termes d’un
certain groupe fini NZ défini explicitement par générateurs et relations ; voir aussi
Bourbaki, LIE IX, p. 115, exerc. 12.

1.3. Nombres premiers de torsion

(Références : Borel [4], Steinberg [34] et Bourbaki, LIE IX, p. 120-121, exerc. 7 à 12.)
Un nombre premier p est dit de torsion (pour G) s’il vérifie les conditions équiva-

lentes suivantes :
a) Il existe un p-sous-groupe abélien de G qui n’est pas toral.
a′) Il existe un p-sous-groupe abélien élémentaire de G, de rang ≤ 3, qui n’est

pas toral.
On note Tors(G) l’ensemble de ces nombres premiers ; d’après 1.2.2, c’est un

sous-ensemble de l’ensemble des diviseurs premiers de l’ordre de W . Dans le cas
particulier où G = PGL2, on a Tors(G) = {2}.

Le terme de “torsion” provient du résultat suivant, dans lequel je suppose que
k = C (sinon il faut faire intervenir la cohomologie étale) :

1.3.1. (cf. [4],[34]) Pour que p appartienne à Tors(G), il faut et il suffit que l’un des

groupes d’homologie Hi(G,Z) contienne un élément d’ordre p.
(Noter qu’il revient au même de considérer l’homologie de G = G(C) ou celle

d’un compact maximal K, car G(C) et K ont même type d’homotopie.)

On trouvera dans [4] et [34] une longue liste de propriétés caractérisant les élé-
ments de Tors(G). En voici quelques-unes :

1.3.2. On a Tors(G) = Tors(G′), où G′
est le groupe dérivé de G.

Comme G′ est semi-simple, cela ramène l’étude de Tors(G) au cas où G est semi-
simple. Dans ce cas, notons G le revêtement universel de G, notons π1(G) le noyau
de G → G et soit Tors(π1(G)) l’ensemble des nombres premiers qui divisent l’ordre
du groupe fini π1(G). Alors :

1.3.3. On a Tors(G) = ∪HTors(π1(H
′)), où H parcourt les sous-groupes réductifs

connexes de G ayant même rang que G.

1.3.4. On a Tors(G) = Tors(G) ∪ Tors(π1(G)).
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Cet énoncé ramène la détermination de Tors(G) au cas où G est simplement
connexe. En utilisant 1.3.3, on en déduit (cf. [4],[34]) :

1.3.5. Supposons G simplement connexe et presque simple. Soit (αi) une base de son

système de racines, soit β la plus grande racine, et écrivons la racine duale β∨
de β

sous la forme :
β∨ =

∑
ni α∨

i ,

où les ni sont des entiers > 0. Alors, pour que p soit de torsion pour G, il faut et il

suffit qu’on ait p ≤ sup(ni).
D’où :

1.3.6. Supposons G simplement connexe et presque simple. Alors :
Tors(G) = ∅ si G est de type An ou Cn ;
Tors(G) = {2} si G est de type Bn (n ≥ 3), Dn (n ≥ 4) ou G2 ;
Tors(G) = {2, 3} si G est de type F4, E6 ou E7 ;
Tors(G) = {2, 3, 5} si G est de type E8.
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1.4. Exemples de groupes abéliens élémentaires non toraux

(Références : Adams [1], Borel [4], Borel–Serre [6], Cohen-Seitz [10], Steinberg [34] et
(surtout) Griess [17).)

Je me borne à deux exemples, l’un relatif à p = 2 et l’autre à p = 5.

1.4.1. Supposons que −1 appartienne au groupe de Weyl W ; c’est le cas pour les
groupes de type A1, Bn, Cn, Dn (n pair), G2, F4, E7, E8. Soit g ∈ N un représentant
de l’élément −1 de W . On peut montrer que g2 est d’ordre 1 ou 2, et appartient au
centre de G. Supposons que g2 = 1 (c’est le cas si G est de type adjoint). Soit A le
groupe engendré par g et par les éléments d’ordre 2 de T ; c’est un groupe abélien
élémentaire d’ordre 2n+1, où n est le rang de G, i.e. la dimension de T . Ce groupe

n’est pas toral ; on peut même montrer que son centralisateur ZG(A) est fini.

Lorsque G est PGL2, le groupe A est le groupe diédral D2. Lorsque G est de
type G2, F4 ou E8, A est d’ordre 23, 25, 29 ; de tels sous-groupes jouent un grand
rôle dans la cohomologie (usuelle – ou galoisienne) du groupe G. Noter que, dans ces
trois cas, A est un sous-groupe élémentaire maximal de G : de façon générale, si G est
simplement connexe, les p-sous-groupes abéliens de G sont de rang ≤ n + 1 si p = 2,
et de rang ≤ n si p > 2, cf. Borel [4] et Cohen-Seitz [10].

1.4.2. Le groupe G = E8 contient un élément z d’ordre 5 dont le centralisateur
ZG(z) est de la forme G1 · G2, où G1 et G2 sont isomorphes à SL5, commutent, et
ont pour intersection 〈z〉 (cela se déduit du diagramme de Dynkin complété de E8

en remarquant que, si l’on en retranche la racine simple qui a le coefficient 5 dans la
plus grande racine, on trouve deux diagrammes de type A4). Dans G1 = SL5, il est
facile de trouver des éléments x1 , y1 d’ordre 5 tels que x1y1x

−1
1 y−1

1 = z ; de même, il
existe dans G2 des éléments x2 , y2 d’ordre 5 tels que x2y2x

−1
2 y−1

2 = z−1. Si l’on pose
x = x1x2 et y = y1y2, on constate que le groupe A = 〈x, y, z〉 est abélien élémentaire
d’ordre 53. Ce groupe n’est pas toral ; on peut même montrer que ZG(A) est égal à A.

1.5. Relations entre cohomologie galoisienne et sous-groupes non toraux

Qu’il existe de telles relations est connu depuis longtemps. Voici deux exemples :

1.5.1 (Grothendieck [23]). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Tors(G) = ∅ (cela équivaut à dire que tout sous-groupe abélien de G est toral).

b) H1(K, G) = 0 pour toute extension K de k.

(Pour la définition de H1(K, G), voir par exemple [30].)

Lorsque G est semi-simple, ces propriétés sont satisfaites si et seulement si G est
un produit de groupes simplement connexes de type A ou C, cf. § 1.3. Un tel groupe
est parfois dit “spécial”.

1.5.2. Supposons que G soit égal à PGL2, ou soit de type G2. Soit A le 2-sous-
groupe élémentaire non toral de G défini dans 1.4.1. Alors, pour toute extension K
de k, l’application H1(K, A) → H1(K, G) est surjective.

Noter que H1(K, A) n’est autre que Hom(Gal(K/K), A). Dans le cas de PGL2,
les éléments de H1(K, A) peuvent donc s’interpréter comme des couples (λ, µ) d’éléments
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de K∗/K∗2 et l’élément correspondant de H1(K, PGL2) est l’algèbre de quaternions
définie par deux générateurs i et j soumis aux relations

i2 = λ , j2 = µ , ij = −ji.

Même chose pour G2, les quaternions étant remplacés par les octonions.

L’énoncé 1.5.2, pour agréable qu’il soit, ne donne pas de moyen de prouver la
non trivialité des éléments de H1(K, G) ainsi obtenus ; il faut le compléter par la
construction d’invariants cohomologiques, cf. [30], §§ 6,7 et n et Youssin [29] ont
obtenu un résultat bien plus satisfaisant. Pour le formuler, il faut d’abord définir la
dimension essentielle ed(x) d’un élément x de H1(K, G) : c’est la borne inférieure des
degrés de transcendance sur k des sous-extensions K′ de K telles que x appartienne
à l’image de H1(K′, G) → H1(K, G). (En termes plus géométriques – et plus vagues
– c’est le nombre minimum de paramètres dont on a besoin pour écrire le G-torseur
x.) La borne supérieure des ed(x), quand K et x varient, est la dimension essentielle

de G ; elle est notée ed(G). Nous pouvons maintenant énoncer le théorème principal
de [29] :

1.5.3. Si G contient un p-sous-groupe abélien élémentaire A dont le centralisateur

est fini, on a ed(G) ≥ rang(A).
En combinant cet énoncé avec 1.4.1, on obtient :

1.5.4. On a ed(Ead
7 ) ≥ 8 et ed(E8) ≥ 9.

Ainsi, il existe des E8-torseurs dont la construction exige au moins 9 paramètres !

Remarques

1) L’hypothèse faite sur A dans 1.5.3 est équivalente à dire que A n’appartient à
aucun sous-groupe parabolique propre de G. Elle entrâıne que A n’est pas toral.

2) L’énoncé démontré dans [29] est plus précis que 1.5.3 ; c’est :

ed(G; p) ≥ rang(A),

où ed(G; p) est la dimension essentielle de G “en p” (i.e. en considérant comme
négligeables les extensions de corps de degré premier à p).

3) Les démonstrations de [29] utilisent la résolution des singularités (sous forme
équivariante). Elles ne s’étendent pas, pour l’instant, aux corps de caractéristique
6= 0.

2. LE CAS (PRESQUE) SIMPLE

On va maintenant s’intéresser aux plongements d’un groupe simple (fini, non
abélien) dans G.

Il est commode de considérer, plus généralement, les plongements des groupes S
qui sont des extensions centrales de S (on peut imposer à S d’être égal à son groupe
dérivé, cela ne change rien). Exemple typique :

S = L2(q) = PSL2(Fq) et S = 2 · L2(q) = SL2(Fq) , q impair.
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(Les notations L2(q) et 2 · L2(q) sont celles de l’ATLAS [15].)
Un plongement d’un tel groupe S dans G est appelé un plongement projectif de

S. Le principal avantage de cette notion est la propriété d’invariance suivante : si
G′ → G est une isogénie, S a un plongement projectif dans G si et seulement si il a
un plongement projectif dans G′.

Lorsque S et G sont donnés, et que G est un groupe classique, l’examen de la
table des caractères de S (et de ses extensions centrales) permet de décider si S a un
plongement (ou un plongement projectif) dans G ; c’est clair lorsque G est de type
An, et c’est facile pour les types Bn, Cn, Dn. Une méthode analogue s’applique à G2

(en utilisant sa représentation irréductible de degré 7 et la forme trilinéaire alternée
correspondante), cf. Aschbacher [2] et Cohen–Wales [11]. Les types F4, E6, E7, E8

sont plus difficiles ; ce n’est que récemment (Griess–Ryba [22]) que la liste des S
possibles a été complétée. Avant de donner cette liste (que l’on trouvera au § 2.4),
je vais parler du cas S = L2(q), qui est le seul où l’on ait des énoncés généraux, i.e.
valables aussi bien pour les groupes classiques que pour les groupes exceptionnels.

2.1. Plongements projectifs de L2(q) dans G ; énoncé du résultat

On suppose q > 2. Le groupe S = L2(q) = PSL2(Fq) est alors un groupe simple
(sauf si q = 3, où c’est le groupe Alt4), et toute extension centrale S de S, égale à
son groupe dérivé, est isomorphe, soit à 2 ·S = SL2(Fq), soit à S (sauf si q = 4 ou 9).
On va donc s’intéresser aux homomorphismes

f : SL2(Fq) −→ G

de noyau égal à 1 ou à (±1). Un tel homomorphisme sera dit non dégénéré.
Écrivons q sous la forme pe, avec p premier, e ≥ 1. Le p-groupe de Sylow

U =

(
1 ∗
0 1

)

de SL2(Fq) est isomorphe à Fq. Le groupe A = f(U) est un p-groupe

abélien élémentaire de G de rang e. Nous dirons que f est de type toral si A est toral
au sens du § 1.1. C’est le cas si e = 1, ou si e = 2 et G est simplement connexe (1.1.2),
ou si p n’est pas un nombre premier de torsion pour G.

Nous allons donner un critère pour l’existence d’un f non dégénéré de type toral.
Supposons G presque simple, de rang r ; soient ki (i = 1, . . . , r) les exposants de son
groupe de Weyl et soient di = ki +1 les degrés correspondants (Bourbaki, LIE V, § 6,
prop. 3). L’énoncé suivant résume une série de résultats dus à divers auteurs ([2], [8],
[9], [11], [12], [14], [19], [20], [24], [28], [31]) :

2.1.1. Pour qu’il existe un homomorphisme non dégénéré de type toral de SL2(Fq)
dans G, il faut et il suffit que q − 1 divise l’un des entiers 2d1, . . . , 2dr.

Remarque.— Lorsque p = 2 ou 3, il existe quelques plongements de L2(p
e) qui ne sont

pas de type toral, par exemple :

L2(4) −→ PGL2 , L2(8) −→ G2 , L2(16) −→ D8 , L2(32) −→ E8 ;

L2(9) −→ PGL3 , L2(27) −→ F4.
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Je ne sais pas en donner de description systématique.

Exemples

1) Si G = SL2, on a r = 1 et d1 = 2 ; la condition dit alors que q − 1 divise 4,
d’où q = 3 et q = 5, ce qui donne des plongements de SL2(F3) et SL2(F5) dans SL2 ;
d’où des plongements de PSL2(F3) = Alt4 et de PSL2(F5) = Alt5 dans PGL2. On
retrouve ainsi les groupes du tétraèdre et de l’icosaèdre (quant au groupe du cube,
Sym4, il s’interprète aussi comme PGL2(F3) , et c’est le normalisateur du groupe
Alt4).

2) Si G = G2, on a r = 2, d1 = 2, d2 = 6 ; la condition dit que q − 1 divise
12, ce qui donne des plongements projectifs pour q = 3, 5, 7, 13. En fait, si q = 7
ou 13, ces plongements projectifs sont de vrais plongements de L2(q), car sinon leurs
images seraient contenues dans le centralisateur d’un élément d’ordre 2, qui est de type
A1 ·A1, et cela contredirait l’exemple 1. (Ce genre d’argument s’applique à beaucoup
d’autres cas : les plongements projectifs intéressants sont de vrais plongements.)

3) Si G = E8, on a (d1, . . . , d8) = (2, 8, 12, 14, 18, 20, 24, 30) et l’on en déduit
notamment des plongements de L2(q) pour q = 16, 31, 41, 49, 61.

4) Le plus grand des entiers di est le nombre de Coxeter h, égal à (dimG)/r − 1.
L’énoncé 2.1.1 contient donc comme cas particulier la conjecture de Kostant : si

q = 2h + 1 est une puissance d’un nombre premier, le groupe Gad
contient un sous-

groupe isomorphe à L2(q).

5) On a un énoncé analogue à celui de Kostant lorsque h + 1 est une puissance
d’un nombre premier, d’où par exemple L2(19) → Ead

7 et L2(31) → E8. Lorsque h+1
est égal à un nombre premier p, on a un résultat plus précis (cf. [31]) : le groupe
PGL2(Fp) (qui est “deux fois plus grand” que PSL2(Fp)) est, lui aussi, plongeable
dans Gad. Lorsque G = PGL2, on retrouve le groupe du cube PGL2(F3), cf. exem-
ple 1. De ce point de vue, on peut dire que “les analogues” pour E8 des groupes Alt4,
Sym4, et Alt5 du début de l’exposé sont respectivement PSL2(F31), PGL2(F31) et
PSL2(F61).

2.2. Le critère 2.1.1 : démonstration de la nécessité

Il s’agit de prouver que, si f : SL2(Fq) → G est un homomorphisme non dégénéré
de type toral, alors q − 1 divise l’un des entiers 2di.

On utilise :

2.2.1. Soit A un p-sous-groupe élémentaire toral de G, et soit g ∈ NG(A). Soit

Ig ∈ GL(A) l’automorphisme de A (vu comme espace vectoriel sur Fp) défini par la

conjugaison par g. Soit λ une valeur propre de Ig dans Fp et soit m l’ordre de λ

(dans F
∗

p). Alors m divise l’un des di.

(On peut supposer que A est contenu dans T ; d’après 1.1.1, il existe w ∈ W qui
induit Ig sur A. L’une des valeurs propres de w en caractéristique 0 a pour réduction
λ en caractéristique p. Son ordre est donc de la forme mpa, avec a ≥ 0. D’après un
théorème de Springer ([32], th. 3.4 (i)), mpa divise l’un des di. Il en est donc de même
de m.)
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Revenons à f , et au p-Sylow U =

(
1 ∗
0 1

)

. Soit A = f(U), et soit g = f(h),

où h =

(
c 0
0 c−1

)

est un générateur du sous-groupe diagonal de SL2(Fq). Si l’on

identifie U à Fq, l’action de h sur ce groupe est l’homothétie de rapport c2 ; ses valeurs
propres (dans Fp) sont les conjugués de c2, qui sont d’ordre m = (q − 1)/2 si p > 2
et m = q − 1 si p = 2. En appliquant 2.2.1 à A et g, on voit que m divise l’un des
entiers di ; donc q − 1 divise l’un des entiers 2di.

Remarque.— Le même argument montre que, si f est un homomorphisme de GL2(Fq)
dans G, qui est non dégénéré et de type toral (en un sens évident), alors q − 1 divise
l’un des di.

2.3. Le critère 2.1.1 : vérification de la suffisance

On doit montrer que, si q−1 divise l’un des entiers 2di, il existe f : SL2(Fq) → G
qui est non dégénéré de type toral.

On ne connâıt pas de démonstration générale de cet énoncé. On procède cas par
cas :

1) Le cas où G est de type classique se traite facilement, grâce à la connaissance
de la table des caractères de SL2(Fq) ; les caractères irréductibles de degré (q ± 1)/2
sont particulièrement utiles. La condition de toralité est trivialement satisfaite si
p 6= 2 ; dans le cas où p = 2, et où G est un groupe orthogonal, il faut faire un peu
attention. La même méthode s’applique à G2 (voir aussi [2], [11], [28]).

2) Pour les groupes exceptionnels, les inclusions des groupes classiques dans ceux-
ci, et les plongements

G2 −→ F4 −→ E6 −→ E7 −→ E8,

montrent qu’il suffit de traiter les cas suivants :

F4 (q = 25) ; E6 (q = 19) ; E7 (q = 29, 37) ; E8 (q = 16, 31, 41, 49, 61).

Le cas (E8 ; 16) se traite en remarquant que L2(16) se plonge dans un groupe de
type D8, donc dans un groupe de type E8 ; ce plongement n’est pas de type toral
dans D8, mais il le devient dans E8 comme on le voit en appliquant [8], prop. 3.8.

Le cas (F4 ; 25) se déduit de ce que L2(25) se plonge dans le groupe de Tits
2F4(2)′, qui lui-même se plonge dans E6, cf. 2.4.2, b) ci-après. On vérifie par un calcul
de caractères que le sous-groupe de E6 ainsi obtenu est contenu dans un conjugué de
F4, cf. Cohen–Wales [14].

Les cas (E6 ; 19), (E7 ; 37), (E8 ; 31), (E8 ; 41), (E8 ; 49), (E8 ; 61) ont été vérifiés
par des calculs sur ordinateur, cf. Cohen–Wales [14], Kleidman–Ryba [24], Griess–
Ryba [19] et [20], Cohen–Griess–Lisser [9].

Les cas (E7 ; 37), (E8 ; 31) et (E8 ; 61) sont traités dans [31] par une méthode
p-adique qui consiste à relever un plongement (bien choisi) de la caractéristique p à la
caractéristique 0. Une variante non encore publiée de cette méthode permet de traiter
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aussi (E6 ; 19), (E7 ; 29) et (E8 ; 41). Ainsi, tous les cas où q est premier peuvent être

obtenus sans ordinateur.

Remarque.— Les calculs sur ordinateur ont un inconvénient évident : ils ne sont
pas vérifiables pas à pas, comme une démonstration doit l’être. Ils ont toutefois
un avantage : dans certains cas, ils montrent l’unicité du plongement considéré (à
conjugaison près), cf. [19], [20]. C’est là un résultat que la méthode p-adique ne
donne pas, au moins pour le moment.

2.4. Plongements projectifs des groupes finis simples dans les groupes de

type exceptionnel

La table suivante est extraite de Griess-Ryba [22] (avec une petite correction
relative à F4). Elle donne la liste des groupes simples ayant un plongement projectif
dans G2, . . . , E8. Je renvoie à [22] et [27] pour divers renseignements supplémentaires
sur ces plongements, ainsi que pour des références.

Table

G2 – Altn, n = 5, 6 ; L2(q), q = 7, 8, 13 ; SU3(3) = G2(2)′.

F4 – ceux de G2 et : Altn, n = 7, 8, 9, 10 ; L2(q), q = 17, 25, 27 ; L3(3) ;
SU4(2) ; Sp6(2) = O7(2) ; O+

8 (2) ; 3D4(2).

E6 – ceux de F4 et : Alt11 ; L2(q), q = 11, 19 ; L3(4) ; PSU4(3) ; 2F4(2)′ ; M11 ;
HJ = J2.

E7 – ceux de E6 et : Altn, n = 12, 13 ; L2(q), q = 29, 37 ; PSU3(8) ; M12.

E8 – ceux de E7 et : Altn, n = 14, 15, 16, 17 ; L2(q), q = 16, 31, 32, 41, 49, 61 ;
L3(5) ; PSp4(5) ; G2(3) ; 2B2(8) = Sz(8).

(Les notations sont celles de l’ATLAS [15]. En particulier Ln(q) désigne le groupe
PSLn(Fq). Vu que Alt5 = L2(4) = L2(5) et Alt6 = L2(9), la liste pour G2 pourrait
aussi être écrite :

G2 – L2(q), q = 4, 5, 7, 8, 9, 13 ; SU3(3) = G2(2)′.

De même, pour F4, on peut remplacer Alt8 par L4(2).)

La vérification de l’exactitude de cette table comporte deux parties. Tout d’abord :

2.4.1. Un groupe simple qui ne figure pas dans la table n’a pas de plongement projectif

dans G.

Comme on peut s’y attendre, le point de départ est la classification des groupes

simples finis, qui est admise (le lecteur curieux de savoir quelle partie de cette clas-
sification reste à démontrer pourra consulter Aschbacher [3]). Cela permet de passer
en revue les différents cas possibles : groupes alternés, groupes de type algébrique,
groupes sporadiques. Pour éliminer un groupe S, on utilise des arguments variés,
par exemple 1.2.2 ou 2.2.1 (qui suffisent si le groupe est très gros), ou (dans les cas
difficiles) la table des caractères du groupe. C’est un travail délicat. La moindre
erreur peut conduire à éliminer à tort le groupe en question. C’est ce qui s’était passé
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dans une liste précédente [8] pour les groupes L2(41), L2(49) et Sz(8) qui avaient été
déclarés non plongeables dans E8.

2.4.2. Tout groupe figurant dans la table a au moins un plongement projectif dans G.

On utilise différentes méthodes. Par exemple :

a) Le cas le plus facile est celui où l’on connâıt un sous-groupe de G dans lequel
S a un plongement projectif. Ainsi, pour traiter le cas de Alt10 et F4, il suffit de
remarquer que Alt10 a une représentation orthogonale évidente de degré 9, autrement
dit se plonge dans un groupe de type B4, et l’on utilise le plongement de B4 dans F4.

b) Certains cas peuvent se traiter à partir de la table des caractères de S (et de
ses extensions centrales). Outre G = G2, déjà signalé, il faut mentionner le cas où
G = E6 et où S est le groupe de Tits 2F4(2)′ (Cohen–Wales [14]). On part du fait
que le groupe S · 2 = 2F4(2) a une représentation irréductible V de dimension 78 (cf.
[15], p. 75). Un calcul de caractères montre que ∧2 V contient V ; il existe donc un
homomorphisme non nul ∧2 V → V compatible avec l’action de S · 2, et un autre
calcul de caractères montre que l’identité de Jacobi est satisfaite. D’où une structure
d’algèbre de Lie sur V . Il est clair que cette algèbre de Lie est simple ; puisqu’elle est
de dimension 78, elle est de type B6, C6 ou E6. On élimine les types B6 et C6 qui
conduiraient à des représentations de S · 2 de degré trop petit. L’algèbre de Lie V est
donc de type E6, ce qui fournit un plongement de S · 2 dans Ead

6 , donc a fortiori un
plongement de S. (On aimerait avoir davantage d’exemples de ce genre !)

c) La plupart des autres plongements ont été construits au moyen de calculs sur
ordinateur. Je renvoie à [22] pour une description des méthodes employées. Je signale
seulement que les calculs ne se font pas sur le corps k, mais sur un corps fini Fℓ, où
ℓ est un nombre premier ne divisant pas l’ordre de S et tel que Fℓ contienne les
racines de l’unité intervenant dans la construction : ainsi, pour plonger L2(61) dans
E8, Cohen–Griess–Lisser [9] choisissent ℓ = 1831. Le relèvement de Fℓ à Zℓ (donc à
la caractéristique 0) ne présente aucune difficulté vu que ℓ ne divise pas |S|. Il semble
que, dans chaque cas, le calcul comporte suffisamment de vérifications internes pour
qu’on puisse lui faire confiance.
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2.5. Compléments

2.5.1. Classification en caractéristique > 0

L’analogue de 2.4 en caractéristique p a été fait par Liebeck–Seitz [27]. Tout
groupe S intervenant en caractéristique 0 intervient aussi en caractéristique p (quel
que soit p) ; c’est là une conséquence simple de la théorie de Bruhat–Tits, cf. [31], § 5.
Outre ces groupes, et ceux qui sont “de caractéristique p”, Liebeck–Seitz donnent la
liste suivante :

G2 – p = 2 : J2 ; p = 5 : Alt7 ; p = 11 : J1.

F4 – ceux de G2 et p = 2 : L4(3) ; p = 3 : L3(4) ; p = 5 : Sz(8) ; p = 11 : M11,
Alt11.

E6 – ceux de F4 et p = 2 : M12, Alt12, G2(3), O7(3), M22, J3, Fi22 ; p = 3 : M12,
Alt12 ; p = 5 : M12 ; p = 7 : M22.

E7 – ceux de E6 et p = 5 : M22, Ru, HS ; p = 7 : Alt14.

E8 – ceux de E7 et p = 2 : L4(5) ; p = 3 : Alt18, Th ; p = 5 : Sz(32).

Noter en particulier le groupe de Janko J1 dans G2(F11) et le groupe de Thomp-
son Th dans E8(F3).

2.5.2. Classes de conjugaison de plongements

On aimerait pouvoir compléter la table 2.4 en décrivant les plongements à con-
jugaison près. Cela a été fait dans certains cas, mais pas dans tous, cf. [22]. Le cas
des plongements de Alt5 dans E8 est particulièrement intéressant (cf. Frey [16]) ; on
peut déterminer les triplets (x, y, z) de classes de conjugaison de E8 d’ordres (2, 3, 5)
qui sont représentables dans un même sous-groupe Alt5. Pour tous ces triplets, sauf
un (celui appelé “844” dans [16]), Frey détermine le nombre de classes de conjugaison
correspondantes (une ou deux). Par contre, pour le cas “844” (qui est le seul où le
centralisateur du sous-groupe Alt5 soit fini), on ne sait pas combien il y a de classes de
conjugaison ; on dispose de plusieurs tels sous-groupes (par exemple un sous-groupe
du groupe de Borovik [7], ou un sous-groupe de L2(41), ou de L2(61),...), mais il n’est
pas facile de voir s’ils sont ou non conjugués. Comme Alt5 admet la présentation :

(x, y, z | x2 = y3 = z5 = 1 , xyz = 1),

c’est là un problème analogue à celui de la “rigidité” intervenant pour la classification
des revêtements galoisiens de la droite projective ramifiés en 3 points.
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2.5.3. Rationalité

On sait que G provient par extension des scalaires d’un groupe déployé Gdep

défini sur Q. Si S (ou S) est plongeable dans G(k), on peut se demander quels sont
les sous-corps k′ de k tels que S soit plongeable dans Gdep(k

′). Cette question est
étroitement liée à la précédente (celle des classes de conjugaison) : voir là-dessus [19],
App. 2. Voici un exemple typique :

D’après Aschbacher [2], le groupe S · 2 = G2(2) admet un plongement dans
G2(k), et un seul, à conjugaison près. Or, à la fois S · 2 et G2 ont un centre trivial,
et pas d’automorphisme externe. De plus, le centralisateur de 2 ·S est trivial. Soit P
l’ensemble de ces plongements ; c’est un G2-torseur qui est défini de façon naturelle
sur Q. Il définit donc une Q-forme G0

2 de G2, et l’on peut plonger S · 2 dans G0
2(Q)

par définition même de G0
2. Or, il n’y a que deux formes de G2 sur Q, que l’on

distingue par leurs points réels ; la forme déployée ne peut pas contenir 2 · S : son
compact maximal est trop petit. Ainsi, G0

2 est la forme non déployée de G2, celle
qui correspond aux octonions usuels. On conclut de là que le plongement cherché de
S · 2 dans Gdep(k

′) existe si et seulement si Gdep et G0
2 sont k′-isomorphes, i.e. si

et seulement si −1 est somme de 4 carrés dans k′
. Un argument analogue montre

que L2(13) est plongeable dans Gdep(k
′) si et seulement si k′ contient

√
13 et −1 est

somme de 4 carrés dans k′ ; même chose pour L2(8), avec
√

13 remplacé par z9+z9, où
z9 est une racine primitive 9-ème de l’unité. (Noter l’analogie de ces énoncés avec le
suivant, connu depuis longtemps : Alt4, Sym4 et Alt5 sont plongeables dans PGL2(k

′)
si et seulement si −1 est somme de 2 carrés dans k′ et (pour Alt5) k′ contient

√
5.)
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L’ORDRE DE DEHORNOY SUR LES TRESSES

par Christian KASSEL

Une des découvertes récentes les plus intéressantes et inattendues concernant le

groupe des tresses Bn d’Artin est due à Dehornoy qui a démontré fin 1991 que Bn

a un ordre total invariant par multiplication à gauche. Il en résulte notamment que

l’anneau du groupe Bn n’a pas de diviseurs de zéro. Dehornoy déduit cet ordre de

l’étude générale des systèmes autodistributifs, définis comme des ensembles munis

d’une loi de composition vérifiant l’identité x(yz) = (xy)(xz). Des travaux sur un

axiome indémontrable de théorie des ensembles avaient mis en évidence un système

autodistributif remarquable et suggéré que l’étude de tels systèmes devait donner des

résultats non triviaux.

Fenn, Greene, Rolfsen, Rourke et Wiest ont donné en 1997 une construction géo-

métrique de l’ordre de Dehornoy. Leurs techniques ont permis également de mettre

des structures d’ordre sur des groupes de difféotopies de surfaces. Plus récemment,

Thurston a indiqué comment construire un ordre total sur Bn en utilisant les travaux

de Nielsen sur les surfaces.

Le but de cet exposé est de présenter ces travaux ainsi que le lien inattendu avec

la théorie des ensembles. Au no 1 nous énonçons le résultat principal sur l’ordre des

tresses et quelques propriétés de cet ordre. Les deux numéros suivants sont consacrés

à une présentation des techniques de Dehornoy et à sa démonstration du résultat

principal ; le lien entre tresses et systèmes autodistributifs est exposé au no 2 tandis

qu’au no 3 nous étudions deux systèmes autodistributifs particulièrement importants.

Au no 4 nous indiquons comment l’étude des grands cardinaux en théorie des ensem-

bles a été à l’origine de ces travaux. La construction géométrique de Fenn et al. ainsi

que l’approche à la Nielsen seront présentées au no 5. Pour plus de détails, le lecteur

pourra consulter les références citées, et notamment la monographie [D00] en cours

d’achèvement.
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Thomas Delzant m’a aidé à comprendre l’idée de Thurston et à mettre le no 5.2 en

forme. Je le remercie très chaleureusement ainsi que Patrick Dehornoy, Dale Rolfsen

et Bertold Wiest qui m’ont fait profiter de leurs commentaires.

1. LES RÉSULTATS PRINCIPAUX

Dans ce numéro nous rappelons la définition des groupes de tresses et celle des groupes

ordonnables avant d’énoncer le théorème principal de Dehornoy impliquant l’existence

d’un ordre sur les tresses.

1.1. Le groupe des tresses d’Artin. Soit n un entier ≥ 2. Définissons Bn comme

le groupe engendré par n− 1 générateurs σ1, . . . , σn−1 soumis aux relations

(1.1) σiσj = σjσi

si |i− j| > 1 et

(1.2) σiσjσi = σjσiσj

si |i− j| = 1. On utilisera souvent le mot tresse pour désigner un élément de Bn.

E. Artin a introduit le groupe Bn dans les années 1920 et a résolu le problème

des mots1 pour ce groupe (voir [A26], [A47]). En 1967 Garside [Ga] résout à la fois

ce problème et le problème de conjugaison1 (voir aussi [Mk]). D’autres solutions

ont été proposées, fondées notamment sur une forme normale due à Adyan [Ad],

et redécouverte un peu plus tard par ElRifai et Morton [EM] et par Thurston, ce

dernier élaborant à cette occasion la théorie des groupes automatiques et établissant

l’automaticité de Bn (les résultats de Thurston sont exposés au chapitre 9 de [E+]).

Rappelons aussi que les groupes de tresses jouent un rôle important dans des branches

des mathématiques aussi diverses que la théorie des nœuds, la théorie de l’homotopie,

la géométrie algébrique, la théorie des groupes, celle des représentations, etc. (on trou-

vera un reflet de cette diversité dans [B+] et dans [Ca]).

Un mot de tresse w est un mot formé à partir des générateurs σ1, . . . , σn−1 et de

leurs inverses. Il est commode de représenter w par une configuration plane formée

par n intervalles, appelés les brins de w, plongés de manière lisse dans une bande

verticale bornée du plan. Une telle configuration s’obtient comme suit.

1 Résoudre le problème des mots (resp. le problème de conjugaison) dans un groupe, c’est trouver

un algorithme permettant de reconnâıtre ou de décider si deux mots donnés représentent ou non le

même élément dans le groupe (resp. la même classe de conjugaison).
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(a) On représente le générateur σi et son inverse σ−1
i

par les configurations de la

figure 1. Le croisement de la configuration de σi (resp. de σ−1
i

) est dit positif (resp.

négatif).

(b) Si D est la configuration associée au mot w et D′ celle du mot w′, alors la

configuration associée à ww′ est obtenue en plaçant D au-dessus de D′ et en joignant

les extrémités inférieures des brins de D aux extrémités supérieures de D′.

A
A

�
�

�
�

�

A
A· · · · · ·

1 2 i i + 1 n

σi

A
A

A
A

A �
�

�
�

· · · · · ·

1 2 i i + 1 n

σ−1
i

Figure 1

1.2. Groupes ordonnables. Un groupe G est dit ordonnable s’il possède un ordre

total < invariant par multiplication à gauche, c’est-à-dire vérifiant a < b ⇒ ca < cb

pour tout a, b, c ∈ G. Si, de plus, l’ordre est invariant par multiplication à droite

(c’est-à-dire a < b ⇒ ac < bc), on dit que le groupe est biordonnable.

Pour tout groupe ordonnable G, notons P l’ensemble {x ∈ G | x > 1} de

ses éléments positifs. Le caractère total de l’ordre se traduit par la partition G =

P ∐ {1} ∐ P−1 où P−1 = {x ∈ G | x−1 ∈ P}. L’invariance par multiplication à

gauche se traduit par P 2 ⊂ P , où P 2 est formé des produits de deux éléments de P

dans G. Réciproquement, s’il existe un sous-ensemble P de G vérifiant

G = P ∐ {1} ∐ P−1 et P 2 ⊂ P,

alors G est ordonnable pour l’ordre défini par x < y si x−1y ∈ P . L’ordre en question

fait de G un groupe biordonnable si et seulement si xPx−1 ⊂ P pour tout x ∈ G.

L’ordonnabilité d’un groupe a de nombreuses conséquences (voir [MR], chap. 7

ou [Pa], chap. 13). D’abord, tout groupe ordonnable G est sans torsion. Si, de

plus, R est un anneau sans diviseurs de zéro, alors l’algèbre du groupe R[G] n’a pas

de diviseurs de zéro (elle vérifie donc une fameuse conjecture de Kaplansky). Il en

résulte que les seuls idempotents de R[G] sont triviaux, à savoir 0 ou 1. En outre, les

seuls éléments inversibles de R[G] sont triviaux, c’est-à-dire de la forme rx où r est

un élément inversible de R et x ∈ G.

Les groupes libres de type fini, les groupes fondamentaux de surfaces fermées,

les groupes abéliens libres de type fini sont biordonnables. Pour ce qui concerne les
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tresses, les groupes Bn ne sont pas biordonnables alors que les groupes de tresses

pures le sont (cf. [KR] et [RZ]).

1.3. L’ordre de Dehornoy sur Bn. Pour i ∈ {1, . . . , n − 1}, on dit qu’un mot

de la forme w0σiw1σi . . . σiwr est σi-positif si les sous-mots w0, w1, . . . , wr sont des

mots dans les lettres σ±1
j

avec j > i. En d’autres termes, dans un mot σi-positif,

le générateur σi d’indice minimal n’apparâıt qu’avec des puissances positives. S’il

n’apparâıt qu’avec des puissances négatives, on dit que le mot est σi-négatif (donc un

mot est σi-négatif si son inverse est σi-positif). Une tresse est dite σi-positive (resp.

σi-négative) si elle peut être représentée par un mot σi-positif (resp. σi-négatif). Par

exemple, le mot σ1σ2σ
−N

1 n’est pas σ1-positif si N est un entier ≥ 1, mais la tresse

qu’il représente l’est (le montrer !).

Nous dirons qu’une tresse est σ-positive (resp. σ-négative) s’il existe un entier i

tel qu’elle est σi-positive (resp. σi-négative). On peut alors énoncer le théorème de

Dehornoy.

Théorème 1.— Toute tresse différente de 1 est soit σ-positive, soit σ-négative.

La démonstration de ce théorème occupera les numéros 2 et 3. Celui-ci a pour

conséquence les résultats nouveaux suivants non connus antérieurement.

Corollaire.— (a) Pour tout n, le groupe Bn est ordonnable.

(b) Pour tout n et tout anneau R sans diviseurs de zéro, l’algèbre R[Bn] du

groupe Bn n’a pas de diviseurs de zéro, ni d’unités ou d’idempotents non triviaux.

Démonstration.— (a) Soit P l’ensemble des tresses σ-positives de Bn. Il est clair

que P 2 est inclus dans P . Le théorème 1 implique Bn = P ∐{1}∐P−1. Il en résulte

que Bn est ordonnable.

(b) C’est une conséquence de (a) et des remarques faites au no 1.2. ⁄

1.4. Propriétés. L’ordre de Dehornoy ainsi défini est l’unique ordre total de Bn

invariant par multiplication à gauche tel que β σ1 β
′ > 1 pour tous les éléments β, β′

du sous-groupe de Bn engendré par σ2, . . . , σn−1. Dans [D97b] Dehornoy a construit

un algorithme de résolution du problème des mots fondé sur l’ordre total des tresses.

En pratique, cet algorithme est beaucoup plus efficace que les algorithmes antérieurs

(mais le problème reste ouvert de montrer qu’il est quadratique).

Soit B+
n

le sous-monöıde de Bn constitué des tresses représentées par des pro-

duits des générateurs σ1, . . . , σn−1, mais non de leurs inverses. Laver [L96] a montré

que l’ordre de Dehornoy prolonge l’ordre partiel considéré par ElRifai et Morton

dans [EM] ; il en déduit le résultat remarquable suivant, qui distingue probablement

cet ordre parmi les ordres de Bn mentionnés au no 5.2.



865-05

Théorème 2.— L’ordre de Dehornoy restreint à B+
n

est un bon ordre.

Rappelons qu’un ordre total sur un ensemble E est un bon ordre si toute partie

de E a un élément minimal. Dans un bon ordre, chaque élément a un rang ; par

exemple, le générateur σn−1 de B+
n

est le plus petit élément > 1. Comme tout

élément de Bn possède une écriture canonique comme fraction de deux éléments

de B+
n

(voir [E+]), le théorème de Laver permet de spécifier une tresse à l’aide d’un

couple d’ordinaux. Burckel [Bu] a donné une autre preuve du théorème 2 et montré

que le type de l’ordre de B+
n

est ωω
n−2

, où ω désigne le plus petit ordinal infini.

Voir aussi l’article de Wiest [W] basé sur la définition géométrique de l’ordre de Bn

présentée au no 5.1.

2. COLORIAGE DES TRESSES ET SYSTÈMES AUTODISTRIBUTIFS

Le but du no 2 est d’indiquer comment Dehornoy démontre le théorème 1.

2.1. Comment colorier les tresses ? L’idée n’est pas nouvelle ; elle a notamment

été utilisée par Joyce [Joy], Matveev [Mt] et Brieskorn [Br] dans les années 1980.

Partons d’un mot de tresse w représentant un élément de Bn. Colorions de gauche

à droite les extrémités supérieures des brins de la configuration plane associée à w

avec les éléments a1, a2, . . . , an d’un ensemble S. Si nous propageons ces couleurs le

long des brins, nous lirons au bas de la configuration une suite de couleurs qui est une

permutation de la suite a1, a2, . . . , an de départ : c’est évidemment la permutation

sous-jacente à la tresse.

Les choses deviennent plus intéressantes si nous autorisons les couleurs à interagir

à chaque croisement des brins. Supposons que les croisements soient exclusivement

positifs, c’est-à-dire que le mot w soit un produit des générateurs σi et non de leurs

inverses. On dira d’un tel mot qu’il est positif. Décidons qu’à chaque croisement la

couleur a du brin inférieur reste inchangée tandis que la couleur b du brin supérieur

s’amalgame avec la couleur a de l’autre brin pour former une nouvelle couleur a∗b qui

dépend de a et de b (voir la figure 2). Ceci revient à munir S d’une loi de composition

(a, b) 7→ a∗b. Procédant de cette manière pour tous les croisements, nous construisons

ainsi une action (à droite) du monöıde des mots de tresse positifs à n brins sur la

puissance n-ième Sn de l’ensemble S. Si on note ε le mot vide, alors cette action est

définie par récurrence sur la longueur des mots par (a1, . . . , an) ε = (a1, . . . , an) et

(2.1) (a1, . . . , an)σiw = (a1, . . . , ai−1, ai ∗ ai+1, ai, ai+2, . . . , an)w
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où (a1, a2, . . . , an) ∈ Sn, w est un mot de tresse et 1 ≤ i < n.

@
@@

�
�

�
�

�

@
@@

a b

a ∗ b a

Figure 2

Au no 1.4 nous avons défini B+
n

comme le sous-monöıde du groupe Bn formé

des tresses représentées par des mots positifs. On sait que le monöıde B+
n

a une

présentation donnée par les relations (1.1) et (1.2).

Lemme 1.— La formule (2.1) définit une action du monöıde B+
n

sur Sn
si et seule-

ment si, pour tout a, b, c ∈ S, on a

(AD) a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ (a ∗ b).

Démonstration.— On se ramène aux calculs suivants où a, b, c, d désignent des

éléments de l’ensemble S. Le premier calcul reflète la relation (1.1) :

(a, b, c, d)σ1σ3 = (a ∗ b, a, c ∗ d, c) = (a, b, c, d)σ3σ1.

La relation non triviale (1.2) montre la nécessité de l’identité (AD) :

(a, b, c)σ1σ2σ1 =
(
(a ∗ b) ∗ (a ∗ c), a ∗ b, a

)
,

(a, b, c)σ2σ1σ2 =
(
a ∗ (b ∗ c), a ∗ b, a

)
. ⁄

Définition.— Un système autodistributif (ou encore un système AD) est un ensemble

muni d’une loi de composition vérifiant la relation (AD) du lemme 1.

Par la suite, on utilisera les notions évidentes de morphisme de systèmes AD, de

sous-système AD, de partie génératrice d’un système AD.

2.2. Ensembles automorphes. Dans ce numéro, nous donnons des exemples de

systèmes autodistributifs. Il s’agit ici de ce que Brieskorn [Br] a appelé des ensembles

automorphes, à savoir des systèmes autodistributifs pour lesquels les multiplications

à gauche b 7→ a ∗ b sont bijectives (ces systèmes particuliers ont également été utilisés

sous d’autres noms, comme “wrack” chez Conway et Wraith, “rack” chez Fenn et
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Rourke [FR], “crystal” chez Kauffman [Kau] ; on trouvera dans [FR] une introduction

historique aux ensembles automorphes).

Si S est un ensemble automorphe, alors l’action de B+
n

sur Sn, qui est à valeurs

dans un ensemble de bijections, s’étend en une action du groupe Bn tout entier. On

obtient ainsi une méthode systématique de construction de représentations de Bn,

méthode dont les exemples (a) et (b) ci-dessous montrent l’intérêt.

(a) (Conjugaison) Tout groupe G est muni d’une structure de système AD dont

la loi de composition ∗ est définie par a ∗ b = aba−1 où a, b ∈ G.

Si G est le groupe libre Fn sur n générateurs x1, . . . , xn, posons (y1, . . . , yn) =

(x1, . . . , xn)β pour tout β ∈ Bn La correspondance (x1, . . . , xn) 7→ (y1, . . . , yn) définit

un automorphisme β̂ de Fn. L’application β 7→ β̂−1 est l’homomorphisme injectif de

groupes Bn → Aut(Fn) bien connu (voir par exemple [BZ], chap. 10).

(b) (Barycentre) L’anneau Z[t, t−1] des polynômes de Laurent à coefficients en-

tiers a une structure de système AD avec a ∗ b = (1 − t)a + tb où a, b ∈ Z[t, t−1].

L’action linéaire de B+
n

sur Z[t, t−1]n s’étend en un homomorphisme de groupes

Bn → GLn(Z[t, t−1]) : c’est la représentation de Burau.

Les ensembles automorphes pour lesquels a ∗ a = a pour tout a, comme dans

les exemples (a) et (b), ont été appelés “quandles” par Joyce [Joy] et “distributive

groupoids” par Matveev [Mt] (tous deux ont utilisé ce type de systèmes AD pour

classifier les nœuds dans R3). Voici deux autres exemples d’ensembles automorphes.

(c) (Systèmes de racines) Les vecteurs non nuls d’un espace vectoriel euclidien

forment un ensemble automorphe : si a et b sont non nuls, on définit a ∗ b comme

l’image de b par la symétrie orthogonale par rapport à l’hyperplan orthogonal à a.

En particulier, tout système de racines est un ensemble automorphe.

(d) Si l’on note FX le groupe libre engendré par les éléments d’un ensemble X,

on peut munir l’ensemble-produit BX = FX ×X d’une loi autodistributive par

(w1, x1) ∗ (w2, x2) = (w1x1w
−1
1 w2, x2)

où w1, w2 ∈ FX et x1, x2 ∈ X. Le système BX est un ensemble automorphe libre ;

tout ensemble automorphe S est quotient de BX où X est une partie génératrice de S.

2.3. Cycles et acyclicité. Si a et b sont des éléments d’un système autodistributif S,

nous dirons que a divise b (à gauche) s’il existe c ∈ S tel que b = a ∗ c. Un cycle est

une suite (a1, . . . , ak) d’éléments de S tels que ai divise ai+1 pour tout i < k et ak

divise a1. On dit qu’un système AD est acyclique s’il ne possède pas de cycle. Un

ensemble automorphe n’est pas acyclique puisque tout élément se divise lui-même.
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L’observation suivante montre l’intérêt des systèmes acycliques. Sur un système

autodistributif S on peut définir une relation binaire ≺ comme suit : a ≺ b s’il existe

un entier k ≥ 1 et des éléments a1, . . . , ak de S tels que a1 = a, ak = b et ai divise

ai+1 pour tout i < k. La relation ≺ est transitive, et c’est une relation d’ordre partiel

si S est acyclique. Avant les travaux de théorie des ensembles exposés au no 4, on ne

connaissait pas d’exemple de système acyclique.

Proposition 1.— Il existe des systèmes autodistributifs acycliques.

Démonstration.— Il suffit d’exhiber un exemple. Voici celui de Larue [La] qui

utilise l’image dans les automomorphismes d’un groupe libre de l’opération sur les

tresses que nous décrirons au no 3.3. Soit F∞ le groupe libre sur une infinité dénom-

brable de lettres x1, x2, . . . et Aut(F∞) le groupe de ses automorphismes de groupe.

Nous allons munir Aut(F∞) d’une loi autodistributive ∗. Soit α l’automorphisme de

F∞ déterminé par

α(xi) =







x1x2x
−1
1 si i = 1,

x1 si i = 2,

xi si i > 2,

et T0 l’endomorphisme de F∞ donné par T0(xi) = xi+1 pour tout i ≥ 0. Ce dernier

permet de définir l’endomorphisme T de Aut(F∞) par les formules T (ϕ)(x1) = x1 et

T (ϕ)(xi) = T0(ϕ(xi−1)) si i > 1 et ϕ ∈ Aut(F∞). Pour ϕ et ψ ∈ Aut(F∞), posons

(2.2) ϕ ∗ ψ = ϕ ◦ T (ψ) ◦ α ◦ T (ϕ−1).

On vérifie par un calcul direct que la loi de composition ∗ est autodistributive.

Nous affirmons que le système (Aut(F∞), ∗) est acyclique. En effet, soit E

l’ensemble des éléments de F∞ dont l’expression réduite en les générateurs x1, x2, . . .

et leurs inverses se termine par x−1
1 . On observe d’abord que α, ainsi que tout élément

ϕ ∈ Aut(F∞) qui est dans l’image du décalage T , préserve le sous-ensemble E. Sup-

posons maintenant que le système Aut(F∞) possède un cycle. Cette hypothèse se

traduit par une égalité de la forme ϕ = ϕ◦T (ϕ0)◦α◦T (ϕ1)◦· · ·◦T (ϕk−1)◦α◦T (ϕk), où

k ≥ 1 et ϕ, ϕ0, . . . , ϕk−1, ϕk sont des automorphismes de F∞. De manière équivalente,

on a

(2.3) id = T (ϕ0) ◦ α ◦ T (ϕ1) ◦ · · · ◦ T (ϕk−1) ◦ α ◦ T (ϕk)

où id représente l’automorphisme identité de F∞. Appliquons les deux membres

de (2.3) à l’élément x1 de F∞. A gauche, on obtient x1 qui n’appartient pas au

sous-ensemble E. Par contre, comme (α ◦ T (ϕk))(x1) = α(x1) = x1x2x
−1
1 appartient

à E, il résulte de l’observation ci-dessus que l’élément de F∞ obtenu en appliquant le

membre de droite de (2.3) à x1 appartient à E. D’où une contradiction. ⁄
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2.4. Retournement des mots. Nous avons vu au no 2.1 comment définir une ac-

tion du monöıde B+
n

sur la puissance n-ième d’un système AD S et au no 2.2 que

cette action s’étend au groupe Bn tout entier si (et seulement si) S est un ensemble

automorphe. Or, à la vue des remarques faites au no 2.3 et des travaux dont nous

parlerons au no 4, la question se pose d’étendre l’action du monöıde B+
n

à Bn lorsque

S est acyclique. En développant une méthode spécifique, dite de retournement des

mots, Dehornoy a réussi à définir une action partielle de Bn sur Sn lorsque S est un

système AD simplifiable (à gauche), c’est-à-dire un système pour lequel les multipli-

cations à gauche sont injectives.

On dit qu’un mot de tresse w se transforme par retournement (à gauche) en le

mot w′ si w′ s’obtient en remplaçant dans w des facteurs du type σiσ
−1
j

par le mot

vide si i = j, par σ−1
j

σi si |i− j| > 1, et par σ−1
j

σ−1
i

σjσi si |i− j| = 1. Par définition

du retournement, w et w′ représentent le même élément dans Bn.

Garside [Ga] avait démontré que toute tresse est le quotient de deux tresses

représentées par des mots de tresse positifs. Dehornoy reprend les ingrédients de

l’approche de Garside, mais travaille sur les mots de tresse plutôt que sur les tresses,

ce qui lui permet d’établir dans [D97a] le résultat plus fin suivant.

Lemme 2.— Tout mot de tresse se transforme par retournement en un mot de la

forme u−1v où u et v sont des mots de tresse positifs.

Remarquons qu’il n’est pas évident a priori que l’algorithme de retournement con-

verge en un nombre fini d’étapes car la longueur des mots peut augmenter à chaque

retournement ; on pourra observer ce phénomène sur le mot σ2σ4σ6σ
−1
5 σ−1

3 σ−1
1 .

Signalons que des techniques analogues de retournement des mots permettent la cons-

truction de formes normales et de structures automatiques pour d’autres groupes dont

les groupes d’Artin de groupe de Coxeter fini (voir [D98], [DP]).

Soit maintenant S un système AD simplifiable et n un entier ≥ 2. L’action à

droite (~a, w) 7→ ~aw du monöıde B+
n

sur le produit Sn, donnée par la formule (2.1),

se prolonge à certains éléments (~a, w) de Sn ×Bn de façon que les règles de coloriage

restent vérifiées. C’est par exemple le cas de (~bu, u−1) avec b ∈ Sn et u ∈ B+
n

. Dans

ce cas, on dira que l’élément ~aw est défini.

Lemme 3.— Soit S un système AD simplifiable et ~a ∈ Sn
. Si le mot de tresse w se

transforme par retournement en w′
et si ~aw′

est défini, alors ~aw est défini.

Les lemmes 2 et 3 impliquent la proposition suivante selon laquelle on peut tou-

jours trouver un ensemble de couleurs dans un système AD simplifiable pour colorier

une tresse donnée en suivant la règle énoncée au no 2.1.
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Proposition 2.— Soit S un système AD simplifiable. Pour tout mot de tresse w, il

existe ~a ∈ Sn
tel que ~aw soit défini. Si w et w′

représentent la même tresse et que

~aw et ~aw′
soient définis, alors ~aw = ~aw′

.

Démonstration.— Contentons-nous d’établir la première assertion. D’après le

lemme 2, w se transforme par retournement en w′ = u−1v où u et v sont des mots

positifs. Posons ~a = ~bu où ~b est n’importe quel élément de Sn. Alors ~aw′ = ~bv est

défini. On termine en appliquant le lemme 3.

Pour établir la seconde assertion, on utilise une version à droite du retournement

des mots de tresse et l’hypothèse que le système est simplifiable. ⁄

2.5. Démonstration du théorème 1. Supposons que nous disposions d’un système

autodistributif S acyclique et monogène (c’est-à-dire engendré par un seul élément)

tel que l’ordre ≺ associé (défini au no 2.3) soit total. On vérifie que a ≺ b implique

c ∗ a ≺ c ∗ b, d’où l’on déduit que S est simplifiable.

Puisque S possède un ordre total, on peut munir chaque puissance Sn de S de

l’ordre total lexicographique ≺ℓ défini par (a1, . . . , an) ≺ℓ (b1, . . . , bn) s’il existe i ≥ 1

tel que aj = bj pour tout j < i et ai ≺ bi. Nous utilisons l’ordre total ≺ℓ sur Sn pour

définir une partie “positive” P de Bn comme suit. Si w est un mot de tresse, alors,

d’après la proposition 2, il existe ~a ∈ Sn tel que ~aw soit défini. Nous dirons que la

tresse représentée par w est dans P si ~a ≺ℓ ~aw.

Proposition 3.— Une tresse est dans P si et seulement si elle est σ-positive. La

relation β < β′
définie sur Bn par β−1β′ ∈ P est une relation d’ordre total invariant

par multiplication à gauche, qui cöıncide avec l’ordre de Dehornoy du n
o

1.3.

Démonstration.— Montrons que, si un mot de tresse est σ-positif, alors il

représente une tresse du sous-ensemble P défini ci-dessus. Un mot σi-positif w est

de la forme w = w0σiw1σi . . . σiwk où w0, w1, . . . , wk sont des mots dans les lettres

σj et σ−1
j

avec j > i. Soit ~a = (a1, . . . , an) ∈ Sn tel que ~aw = (b1, . . . , bn) ∈ Sn

soit défini. La formule (2.1) implique que bj = aj pour tout j < i et que bi est de

la forme bi = (· · · ((a1 ∗ c1) ∗ c2) ∗ · · ·) ∗ ck où c1, c2, . . . , ck ∈ S et k est le nombre

d’occurrences de σi dans w. Par définition de l’ordre ≺ de S, il en résulte que ai ≺ bi.

Par conséquent, ~a ≺ℓ ~aw et w ∈ P .

La réciproque, à savoir qu’une tresse dans P est σ-positive, utilise la notion de

tresse spéciale que nous introduirons au no 3.3, et sera démontrée au no 3.4.

Une fois l’équivalence précédente établie, il est clair que la relation < est bien

définie et que c’est l’ordre total du no 1.3, dont l’existence est ainsi démontrée. ⁄
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3. SYSTÈME AUTODISTRIBUTIF LIBRE ET TRESSES SPÉCIALES

Nous étudions maintenant deux systèmes autodistributifs particuliers. Le premier est

libre et fournit le type de systèmes nécessaires à la démonstration du théorème 1, telle

qu’elle est donnée au no 2.5. Le second est constitué de tresses.

3.1. Le système autodistributif libre sur un générateur. Il est caractérisé par

la propriété universelle suivante.

Proposition 4.— Il existe un système autodistributif D1 engendré par un single-

ton {x} tel que, pour tout système autodistributif S et tout élément s de S, il existe

un unique morphisme f : D1 → S de systèmes AD vérifiant f(x) = s. Le système D1

est unique à isomorphisme près.

Démonstration.— L’unicité est claire. Pour l’existence, on considère le magma

libre M sur un générateur x (voir [Bo], I, § 7, no 1). Les éléments de M sont des

parenthésages complets de puissances strictement positives de la lettre x. Notons ∗

la loi de composition du magma. Sur M on considère la relation d’équivalence ≡AD

invariante par composition et engendrée par les paires (t1∗(t2∗t3), (t1∗t2)∗(t1∗t3)). On

définit D1 comme l’ensemble des classes d’équivalence M/≡AD. On vérifie aisément

que D1 est un système AD satisfaisant à la propriété universelle ci-dessus. ⁄

Rappelons la relation binaire ≺ introduite au no 2.3. Le théorème suivant, établi

par Dehornoy dans [D94], fournit l’exemple qui nous manquait au no 2.5 pour cons-

truire un ordre total sur les groupes de tresses.

Théorème 3.— Le système autodistributif D1 est acyclique et la relation ≺ le munit

d’un ordre total.

Le système libre D1 est un ensemble de classes d’équivalence de parenthésages

pour la relation ≡AD définie dans la preuve de la proposition 4. Avant de démontrer

le théorème 3, établissons quelques propriétés de ces parenthésages.

Pour tout entier n ≥ 1 définissons les puissances droites x[k] de x par x[1] = x

et x[k] = x ∗ x[k−1] si k > 1. La relation d’équivalence ≡AD vérifie la propriété

fondamentale d’absorption suivante.

Lemme 4.— Pour tout parenthésage t, on a x[k+1] ≡AD t ∗x[k]
pour tout k suffisam-

ment grand.

Démonstration.— On procède par récurrence sur la longueur de t. Si t = x,

alors x[k+1] = t ∗ x[k] par définition des puissances droites. Si t = t1 ∗ t2, et si
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x[k+1] ≡AD t1 ∗ x
[k] et x[k+1] ≡AD t2 ∗ x

[k] pour tout k suffisamment grand, alors

x[k+2] ≡AD t1 ∗ x
[k+1] ≡AD t1 ∗ (t2 ∗ x

[k])

≡AD (t1 ∗ t2) ∗ (t1 ∗ x
[k]) ≡AD t ∗ x[k+1].

La troisième équivalence est une conséquence de la définition de ≡AD. ⁄

Nous dirons qu’un parenthésage t′ est une expansion d’un parenthésage t si on

l’obtient en remplaçant à partir de t des sous-expressions de la forme t1 ∗ (t2 ∗ t3)

par (t1 ∗ t2) ∗ (t1 ∗ t3), c’est-à-dire en appliquant l’identité (AD), exclusivement de la

gauche vers la droite. Il est clair que t′ ≡AD t si t′ est une expansion de t. On a la

réciproque suivante.

Lemme 5.— Si t1 et t2 sont des parenthésages tels que t1 ≡AD t2, alors ils ont une

expansion commune.

Définissons maintenant les sous-termes gauches Gk(t) d’un parenthésage t. Si

t = x, seul G0(t) = t est défini. En général, posons G0(t) = t et, si t = t1 ∗ t2 et k ≥ 1,

posons Gk(t) = Gk−1(t1) si ce dernier est défini. On a Gℓ(Gk(t)) = Gk+ℓ(t) lorsque

ces expressions sont définies. Notons que l’élément de D1 représenté par un sous-

terme gauche Gk(t), où k ≥ 1, est plus petit pour l’ordre ≺ que l’élément représenté

par t.

Lemme 6.— Si t′ est une expansion de t, alors, pour tout k tel que Gk(t) soit défini,

il existe un entier k′ ≥ k tel que Gk
′(t′) soit une expansion de Gk(t).

3.2. Démonstration du théorème 3. Si le système libre D1 n’était pas acyclique,

il en serait de même de tout système AD, ce qui contredirait la proposition 1.

Montrons maintenant que deux éléments quelconques de D1 sont comparables

pour l’ordre ≺. Plus précisément, soit y et z deux éléments de D1 que nous

représentons respectivement par des parenthésages t1 et t2. Il s’agit d’établir que

soit y = z, soit y ≺ z, soit z ≺ y. D’après le lemme 4, il existe un entier k ≥ 1 tel

que t1 ∗ x
[k] ≡AD t2 ∗ x

[k]. Le lemme 5 nous permet d’affirmer que les parenthésages

t1 ∗ x
[k] et t2 ∗ x

[k] ont une expansion commune t′. Le lemme 6 implique l’existence

d’entiers naturels p et q tels que Gp(t
′) soit une expansion de G1(t1 ∗x

[k]) = t1 et que

Gq(t
′) soit une expansion de G1(t2 ∗ x[k]) = t2. Les parenthésages Gp(t

′) et Gq(t
′)

représentent respectivement les éléments y et z de D1. Trois cas se présentent à nous :

(i) si p = q, alors Gp(t
′) = Gq(t

′), et donc y = z ;

(ii) si p > q, alors Gp(t
′) = Gp−q(Gq(t

′)), et donc y ≺ z.

(iii) si p < q, alors Gq(t
′) = Gq−p(Gp(t

′)), et donc z ≺ y. ⁄
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3.3. Une loi autodistributive sur les tresses. Pour achever la démonstration

de la proposition 3 du no 2.5, nous allons introduire ce que Dehornoy appelle des

tresses spéciales. Dans ce but, considérons la limite inductive B∞ des groupes de

tresses Bn pour les inclusions évidentes ; une présentation du groupe B∞ est obtenue

en prenant une famille infinie de générateurs σi indexée par les entiers ≥ 1 et les

relations (1.1) et (1.2). Soit T l’endomorphisme injectif de B∞ défini par T (σi) = σi+1

pour tout i ≥ 1. Posons

(3.1) α ∗ β = αT (β)σ1 T (α−1).

Proposition 5.— La formule (3.1) munit B∞ d’une structure de système AD sim-

plifiable et acyclique.

Démonstration.— Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que B∞ est un

système AD simplifiable. Pour établir son acyclicité, on observe que l’homomorphisme

de groupes B∞ → Aut(F∞) qui est la limite inductive des homomorphismes Bn →

Aut(Fn) mentionnés au no 2.2 (a) transporte la loi (3.1) sur la loi (2.2). Comme le

système (Aut(F∞), ∗) est acyclique, il en est de même de (B∞, ∗). ⁄

Dans le système autodistributif B∞, considérons le sous-système Bsp engendré

par la tresse unité 1. Les éléments de Bsp sont appelés tresses spéciales. Exemples de

tresses spéciales : 1∗1 = σ1, 1∗(1∗1) = σ2σ1, (1∗1)∗1 = σ2
1σ

−1
2 , 1∗(1∗(1∗1)) = σ3σ2σ1.

Proposition 6.— Le système autodistributif Bsp est acyclique et la relation ≺ le

munit d’un ordre total.

Démonstration.— Le système Bsp hérite l’acyclicité de B∞. La relation ≺ est

donc une relation d’ordre sur Bsp. Il reste à montrer que deux éléments quelconques

de Bsp sont comparables pour ≺. Comme Bsp est engendré par le singleton {1}, c’est

un quotient du système libre D1. Par le théorème 3, deux éléments quelconques de D1

sont comparables pour ≺, donc, par projection, il en est de même dans Bsp. ⁄

L’argument pécédent montre que, dans tout système AD acyclique et monogène,

la relation ≺ est une relation d’ordre total. En fait, comme l’a montré Laver [L92],

tout système AD acyclique monogène est isomorphe à D1. En particulier, Bsp
∼= D1.

L’intérêt des tresses spéciales vient de la possibilité d’exprimer toute tresse en

termes de produit de tresses spéciales.
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Lemme 7.— Pour tout β ∈ Bn, il existe 2n tresses spéciales α1, . . . , αn, γ1,. . . , γn

telles que

(3.2) β = Tn−1(αn)−1 . . . T (α2)
−1 α−1

1 γ1 T (γ2) . . . T
n−1(γn).

Démonstration.— Comme Bsp est un système AD simplifiable, nous pouvons ap-

pliquer la proposition 2, qui fournit une action partielle de Bn sur Bn

sp. En particulier,

pour toute tresse β ∈ Bn, il existe des n-uples (α1, . . . , αn) et (γ1, . . . , γn) ∈ Bn

sp tels

que (α1, . . . , αn)β = (γ1, . . . , γn). On vérifie alors facilement l’égalité des produits

α1 T (α2) . . . T
n−1(αn)β = γ1 T (γ2) . . . T

n−1(γn)

dans le groupe B∞, d’où la formule (3.2). ⁄

3.4. Fin de la preuve de la proposition 3. Supposons que α et γ soient

deux tresses spéciales. On a ou bien α ≺ γ, ou bien α = γ, ou bien γ ≺ α.

Revenant à la définition de la relation ≺ et de la loi (3.1), on voit que les trois

relations précédentes entrâınent respectivement que la tresse α−1γ est σ1-positive,

égale à 1, ou σ1-négative. Si maintenant β est une tresse quelconque, on considère

une décomposition de type (3.2) de β : si i est le plus petit indice tel que αi 6= γi,

alors β est σi-positive ou σi-négative suivant que αi ≺ γi ou γi ≺ αi, ce qui achève la

preuve de la proposition 3. ⁄

4. RAPPORT AVEC LA THÉORIE DES ENSEMBLES

Dans ce numéro nous expliquons comment des développements en théorie des ensem-

bles ont mené à la construction d’un ordre total sur les tresses.

4.1. Grands cardinaux et extensions de ZF. On sait depuis le théorème d’in-

complétude de Gödel que le système ZF d’axiomes de Zermelo-Fraenkel est incom-

plet, c’est-à-dire qu’il existe des énoncés qui sont indécidables dans ZF. C’est le cas de

l’axiome du choix et de l’hypothèse du continu. Dès lors, le but principal de la théorie

des ensembles consiste à étudier, voire classifier, les extensions du système ZF dans

lesquels les énoncés ouverts deviennent décidables. Gödel a émis l’idée que ces exten-

sions pourraient être classifiées à l’aide d’axiomes de grands cardinaux comme celui qui

postule l’existence de ℵ1. L’un des premiers axiomes considérés a été celui qui affirme
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l’existence d’un cardinal inaccessible.2 Non seulement cet axiome est indémontrable

dans ZF, mais encore — à la différence de l’axiome du choix ou de l’hypothèse du

continu — sa cohérence, c’est-à-dire le fait qu’il ne soit pas contradictoire, ne peut y

être établie.

Dans les années 1960 une hiérarchie totalement ordonnée d’axiomes de grands

cardinaux est apparue en théorie des ensembles, s’imposant comme les bonnes exten-

sions de ZF (voir la monographie [Kan]). Nous allons nous intéresser au no 4.2 à un

axiome particulier de cette hiérarchie.

4.2. Plongements élémentaires. Un ensemble infini se caractérise par l’existence

d’une injection non bijective. Une telle injection ne préserve pas nécessairement toutes

les structures de l’ensemble considéré : ainsi l’application n 7→ n + 1 de l’ensemble

des entiers naturels dans lui-même préserve l’ordre naturel, mais non l’addition.

Pour définir des notions d’infini plus fortes, il est naturel de postuler l’existence

d’une injection non bijective d’un ensemble dans lui-même, préservant toutes les pro-

priétés définissables par les opérations ensemblistes de base. Appelons plongement

élémentaire une telle injection et autosimilaire un ensemble pour lequel il existe un

plongement élémentaire. On démontre assez facilement qu’un ensemble autosimilaire

est forcément très grand : son cardinal doit être inaccessible, ce qui entrâıne que

l’existence d’un tel ensemble ne peut être démontrée dans ZF.

Il est usuel en théorie des ensembles de considérer des ensembles particuliers

appelés rangs, qui ont la propriété technique que toute fonction d’un rang R dans

lui-même est (essentiellement) un élément de R. Les axiomes affirmant l’existence

de plongements élémentaires d’un rang dans un autre ou d’un rang dans lui-même

ont été au cœur de la théorie des ensembles dans les années 1980. Un des résultats

majeurs obtenus à l’aide de tels axiomes a été la démonstration en 1984 par Martin

et Steel de la propriété de détermination pour les ensembles projectifs de réels, un

énoncé technique qui, d’une certaine façon, décrit complètement la structure fine de

la droite réelle (voir [D89]). L’axiome qui nous intéresse est le suivant.

Axiome A.— Il existe un rang autosimilaire.

4.3. Le système autodistributif d’un rang autosimilaire. Notons ER l’en-

semble des plongements élémentaires du rang autosimilaire R dont nous venons de

postuler l’existence. L’ensemble ER est trivialement muni d’une structure de monöıde

pour la composition des plongements. Mais, en vertu de l’axiome A et des propriétés

2
α est inaccessible si tout ensemble de parties d’un ensemble de cardinalité <α et toute union

d’ensembles de cardinalité <α sont de cardinalité <α.
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spécifiques des rangs, il est aussi muni d’une autre opération binaire qu’on peut ap-

peler l’application. En effet, nous avons dit qu’une fonction définie sur un rang R peut

être vue comme un élément de R. Si donc i et j sont des plongements élémentaires

de R, i s’appliquant par hypothèse aux éléments de R et j pouvant être vu comme un

tel élément, nous pouvons appliquer i à j. On montre que le nouvel objet i(j) ainsi

obtenu, héritant de toutes les propriétés définissables de j, est aussi un plongement

élémentaire de R. La loi de composition (i, j) 7→ i(j) ainsi définie sur ER est autodis-

tributive. L’argument est le suivant : si y est l’image de x par l’application f , alors

i(y) est l’image de i(x) par i(f) chaque fois que i est un plongement élémentaire ; en

d’autres termes, on a i(f(x)) = i(f)(i(x)), identité valide, en particulier, lorsque f et

x sont des plongements élémentaires.

Laver [L92] a établi en 1989 le résultat suivant.

Proposition 7.— Si j est un plongement élémentaire du rang R, alors le sous-

système autodistributif de ER engendré par j est acyclique.

Avec ce résultat, Laver a construit le premier exemple d’un système AD acyclique,

mais un exemple dont l’existence dépend d’un axiome indémontrable de théorie des

ensembles. La situation ainsi créée était étrange : dans des travaux indépendants,

Dehornoy et Laver avaient, à cette époque, partiellement résolu le problème des mots

de l’identité (AD), en construisant, sous l’hypothèse de l’existence d’un système AD

acyclique, un algorithme permettant de reconnâıtre si deux parenthésages donnés

sont ou non équivalents modulo ≡AD. La proposition 7 prouvait donc la décidabilité

du problème des mots en question à partir de l’axiome indémontrable A, établissant

un lien paradoxal entre le problème des mots de (AD), qui ne met en jeu que des

manipulations de mots finis, et un rang autosimilaire, qui est un objet gigantesque.

Une solution a été proposée vers la fin 1991 par Dehornoy qui, à partir d’une

étude fine de l’autodistributivité dont nous donnerons une idée au numéro suivant,

a montré par une démonstration directe qu’un système AD libre est acyclique, et a

déduit de son analyse les liens avec les tresses (voir [D92a], [D92b], [D94]).

4.4. Le groupe de l’autodistributivité. L’étude algébrique des systèmes AD

libres, en particulier celle du système D1 à un générateur, ont fait l’objet de nombreux

travaux de Laver et Dehornoy. Nous ne donnerons ici qu’un aperçu de l’approche de

Dehornoy et de la façon dont elle mène aux tresses.

Pour étudier D1, il est commode de représenter les parenthésages par des arbres

binaires avec racine. On représente la variable x par l’arbre réduit à sa racine ; si t1

et t2 sont des parenthésages, on représente le parenthésage t1 ∗ t2 par l’arbre obtenu
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en greffant l’arbre associé à t1 à gauche d’une nouvelle racine, et l’arbre associé à t2

à droite. Tout sommet d’un arbre binaire a une adresse qui est une suite finie de 0

et de 1 : l’adresse de la racine est la suite vide ∅, et, en s’éloignant de la racine, on

passe de l’adresse d’un sommet à celui de son “successeur” gauche en ajoutant 0, et

à celle de son “successeur” droit en ajoutant 1.

Au no 3.1 nous avons défini la notion d’expansion d’un parenthésage. Cette

définition se transpose facilement aux arbres binaires. Nous pouvons décrire plus

finement la situation en considérant le cas où l’identité (AD) est appliquée une seule

fois, toujours de la gauche vers la droite, et en prenant en compte l’adresse où elle l’est

dans l’arbre correspondant. Nous noterons ∇α l’opération consistant à appliquer (AD)

à l’adresse α (l’opération ∇α n’est pas partout définie sur M). Il est facile de vérifier

les relations suivantes :

(4.1) ∇α0β ∇α1γ = ∇α1γ ∇α0β ,

(4.2) ∇α0β ∇α = ∇α ∇α10β ∇α00β ,

(4.3) ∇α10β ∇α = ∇α ∇α01β ,

(4.4) ∇α11β ∇α = ∇α ∇α11β ,

(4.5) ∇α1 ∇α ∇α1 ∇α0 = ∇α ∇α1 ∇α,

où α, β et γ sont des adresses quelconques.

Dans [D94] Dehornoy introduit alors le groupe GAD engendré par les générateurs

∇α (indexés par les adresses α) et les relations (4.1)–(4.5), et montre que ce groupe

opère sur le magma libre M de telle sorte que les orbites de l’action sont exacte-

ment les classes d’équivalence d’éléments de M pour la relation ≡AD. Il établit que le

système D1 est acyclique en étudiant le groupe GAD à l’aide d’une méthode de retour-

nement des mots semblable à celle décrite au no 2.4 pour les tresses, et en construisant

un préordre sur GAD. Une étape essentielle consiste à reprendre la démonstration du

lemme d’absorption 4, qui se lit, dans le groupe GAD, comme l’existence d’une loi

binaire ∗ donnée par la formule

(4.6) a ∗ b = a T (b)∇∅ T (a)−1,
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où T est cette fois-ci l’endomorphisme qui envoie ∇α sur ∇1α pour tout α.

Le lien avec les tresses résulte de l’observation suivante : l’application π définie

par π(∇α) = 1 si l’adresse α contient au moins un 0, et π(∇α) = σi+1 si α est une

suite constituée de i fois le chiffre 1, induit un homomorphisme surjectif de groupes

de GAD sur le groupe de tresses B∞. En outre, π transporte la loi (4.6) de GAD sur

la loi autodistributive (3.1) de B∞.

Signalons ici la parenté du groupe GAD avec le groupe F de Thompson, qui en

est l’exacte contrepartie lorsqu’on remplace l’identité AD par l’associativité. Dans

cette correspondance, la relation (4.5) est l’analogue de la relation du pentagone de

Mac Lane–Stasheff. On trouvera un exposé de synthèse sur le groupe F dans [CPF].

4.5. Systèmes autodistributifs finis. En étudiant les quotients finis du système AD

associé à un plongement élémentaire, Laver [L95] a montré que, pour tout entier n ≥ 1,

il existe une unique structure autodistributive An sur l’ensemble fini {1, 2, . . . , 2n} tel

que k ∗ 1 ≡ k + 1 modulo 2n (on trouvera plus bas les tables de multiplication de A1,

A2 et A3). Les ensembles An forment un système projectif de systèmes AD et jouent

un rôle-clé parmi les systèmes autodistributifs. En particulier, Drápal [Dr] a montré

que tout système AD monogène fini se construit simplement à partir de systèmes An.

Chaque ligne de la table de multiplication de An est la répétition périodique d’un

suite croissante de nombres allant jusqu’à 2n. De par l’existence du système projectif

mentionné ci-dessus, la période pn de la première ligne de la table de An est une

suite croissante au sens large. En traduisant une propriété non triviale des ordinaux

et des plongements élémentaires, Laver [L95] a démontré la proposition suivante, qui

implique notamment que le sous-système AD engendré par 1 dans la limite projective

des An est libre.

Proposition 8.— S’il existe un rang autosimilaire, alors la suite (pn)n tend vers

l’infini.

Pour l’instant aucune tentative pour démontrer ce résultat finitiste sans faire

appel à la théorie des ensembles n’a abouti. On sait seulement que la première valeur

de n pour laquelle pn dépasse 32 est gigantesque [Do], [DJ]. Les systèmes An sont des

objets d’une très grande complexité combinatoire, et restent encore très mal connus.

Une question évidente, mais complètement ouverte, est de se demander s’ils sont
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susceptibles d’applications topologiques.

A1 1 2
1 2 2

2 1 2

A2 1 2 3 4
1 2 4 2 4

2 3 4 3 4

3 4 4 4 4

4 1 2 3 4

A3 1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 4 6 8 2 4 6 8

2 3 4 7 8 3 4 7 8

3 4 8 4 8 4 8 4 8

4 5 6 7 8 5 6 7 8

5 6 8 6 8 6 8 6 8

6 7 8 7 8 7 8 7 8

7 8 8 8 8 8 8 8 8

8 1 2 3 4 5 6 7 8

Tables de multiplication de A1, A2 et A3

5. APPROCHES GÉOMÉTRIQUES

Récemment, deux constructions géométriques de l’ordre de Dehornoy ont été pro-

posées par des topologues.

5.1. La définition de Fenn, Greene, Rolfsen, Rourke et Wiest. Notons Dn

le disque unité fermé du corps C des nombres complexes, muni de n points marqués

P1, . . . , Pn intérieurs au disque et situés sur le diamètre réel Γ = [−1, 1]. Ordonnons

les points marqués de sorte que le diamètre Γ soit la juxtaposition des n+1 segments

[P0, P1], [P1, P2], . . . , [Pn−1, Pn], [Pn, Pn+1] que nous numéroterons de 1 à n+1 (pour

simplifier, on a posé P0 = −1 et Pn+1 = 1).

On sait (voir [BZ], chap. 10) que le groupe de tresses Bn est isomorphe au groupe

des classes d’isotopie des homéomorphismes de Dn qui fixent le bord du disque point

par point et permutent les points marqués. Considérons l’image de Γ par un tel

homéomorphisme ϕ : la courbe simple ϕ(Γ) sépare Dn en deux composantes con-

nexes et est l’union de n + 1 “petites courbes” ϕ([Pi, Pi+1]) dont les extrémités sont

les points P0, P1, . . . , Pn+1. On appelle ϕ(Γ) le diagramme de courbes de ϕ. Suivant

un procédé bien connu et utilisé par exemple dans [Mo], on rectifie ϕ(Γ) en raccour-

cissant les petites courbes de manière à faire cöıncider le maximum d’entre elles avec

des segments [Pi, Pi+1] et à éliminer les intersections inutiles avec Γ. Il est montré

dans [F+] que deux tels homéomorphismes de Dn représentent la même tresse dans Bn

si et seulement leurs diagrammes de courbes rectifiés sont isotopes via une isotopie qui
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fixe les petites courbes cöıncidant avec des segments [Pi, Pi+1]. Pour i = 1, . . . , n− 1,

on peut donc considérer l’ensemble Πi des éléments de Bn correspondant aux dia-

grammes de courbes rectifiés pour lesquels ϕ([Pj−1, Pj ]) = [Pj−1, Pj ] pour tout j < i

et ϕ([Pi−1, Pi]) monte vers le demi-plan supérieur de C. On pose Π =
⋃

n−1
i=1 Πi.

Fenn et al. [F+] ont établi en 1997 que la relation β <Π β′ définie par β−1β′ ∈ Π

est une relation d’ordre total invariant par multiplication à gauche sur le groupe Bn.

Ils ont aussi montré qu’une tresse est dans Πi si et seulement si elle est σi-positive,

ce qui entrâıne que l’ordre <Π cöıncide avec celui défini au no 1.3. On obtient ainsi

une définition géométrique de l’ordre de Dehornoy.

Utilisant les mêmes techniques, Rourke et Wiest [RW] (voir aussi [SW]) ont

montré que le groupe des difféotopies (“mapping class group” en anglais) d’une surface

compacte (non nécessairement orientable) à bord non vide est un groupe ordonnable.

Ils ont aussi construit un algorithme qui décide en temps quadratique si un élément

différent de l’identité est positif ou négatif pour l’ordre construit.

La figure 3 montre les diagrammes de courbes de cinq tresses. On voit, par

exemple, sur ces diagrammes que σ1σ2σ
−1
1 et σ1σ2σ

−2
1 sont σ1-positifs.
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1

Figure 3

5.2. L’approche à la Nielsen. En septembre 1998, W. P. Thurston [Th] a expliqué

comment les travaux classiques de Nielsen sur les surfaces permettaient de construire

un ordre invariant sur Bn à partir de la proposition suivante.

Proposition 9.— Le groupe Bn opère sur la droite réelle par des homéomorphismes

croissants de sorte que l’action soit libre en au moins un point réel.

Avant d’établir la proposition 9, montrons comment on en déduit un ordre total

sur Bn. Soit x ∈ R un point pour lequel l’action de la proposition 9 est libre (c’est-

à-dire un point dont le stabilisateur est trivial). Pour β, β′ ∈ Bn, posons β <x β′ si

β(x) < β′(x) pour l’ordre naturel de R. La liberté de l’action en x implique que la

relation <x est un ordre, et c’est alors clairement un ordre total. Comme Bn opère

par des homéomorphismes croissants, l’ordre <x est invariant par multiplication à

gauche.
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Short et Wiest [SW] ont classifié les ordres <x à conjugaison près (il y en a une

infinité non dénombrable) et montré que l’on retrouve ainsi l’ordre de Dehornoy.

5.3. Démonstration de la proposition 9. Soit S une surface orientée fermée

de genre un marquée en n points P1, . . . , Pn et C une courbe simple séparant S

en une surface A de genre un et une surface de genre zéro contenant les points

marqués. Le groupe de tresses Bn s’identifie aussi au groupe des classes d’isotopie de

difféomorphismes de S préservant l’orientation, induisant l’identité sur A et permu-

tant les points marqués.

Munissons S−{P1, . . . , Pn} d’une métrique hyperbolique complète pour laquelle

C est une géodésique et les points marqués sont des “cusps.” Fixons un point-base x0

sur C et le revêtement universel (D, 0) de (S−{P1, . . . , Pn}, x0). La métrique hyper-

bolique identifie (D, 0) avec le disque unité de C. Tout difféomorphisme ϕ de S qui

fixe x0 et permute les points marqués se relève en un difféomorphisme ϕ̃ de D fixant 0.

Dans [Ni], § 10, Nielsen a montré que ϕ̃ se prolonge en un homéomorphisme ∂ϕ̃ du

bord ∂D de D, c’est-à-dire du cercle unité, que ∂ϕ̃ conserve l’orientation si ϕ la con-

serve, et que ∂ϕ̃ ne dépend que de la classe d’isotopie de ϕ. On obtient ainsi une

action de Bn sur le cercle, préservant l’orientation. Pour obtenir une action sur R,

il suffit de remarquer que l’action précédente fixe un point, par exemple l’une des

extrémités d’un relèvement de C passant par 0.

L’existence d’un point de R pour lequel l’action est libre se déduit également d’un

résultat de Nielsen qui dit que, si ϕ n’est pas isotope à l’identité, alors l’ensemble des

points fixes de ∂ϕ̃ est un fermé d’intérieur vide (voir [Ni], § 14). Comme une union

dénombrable de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide (théorème de Baire), il

résulte que l’action de Bn sur R est libre sur une partie Gδ-dense, donc en au moins

un point. ⁄

Remarque. La lecture de [Ni] montre que Nielsen avait déjà établi l’existence d’une

action de Bn sur le cercle, préservant l’ordre cyclique, fixant un point et ayant une

orbite libre.
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EXPOSANTS CRITIQUES POUR LE MOUVEMENT BROWNIEN

ET LES MARCHES ALÉATOIRES

[d’après Kenyon, Lawler et Werner]

par Jean-François LE GALL

INTRODUCTION

Cet exposé présente plusieurs travaux récents qui étudient certains exposants asympto-

tiques pour le mouvement brownien ou les marches aléatoires dans le plan. La première

partie, issue des articles de Lawler et Werner, est consacrée aux exposants d’intersection,

qui donnent l’ordre de grandeur de la probabilité pour deux ou plusieurs trajectoires de

mouvements browniens, ou de marches aléatoires, de ne pas se rencontrer sur un inter-

valle de temps long. Si l’existence de ces exposants et parfois leurs valeurs exactes ont

été prédites depuis longtemps par les physiciens théoriciens, leur construction rigoureuse

ne date que de quelques années, et c’est seulement avec les travaux récents de Lawler et

Werner que leur étude mathématique a connu des progrès vraiment significatifs. Un pas

décisif a été l’obtention de relations “en cascade” entre les différents exposants (Théorème

1.3). Ces relations permettent ensuite de montrer que la classe importante des exposants

dans un demi-espace peut s’écrire en termes d’une seule fonction réelle U pour laquelle on

dispose d’une conjecture très plausible. La fonction U possède une propriété d’universalité

remarquable puisqu’elle apparâıt dès que l’on cherche à définir des exposants asymp-

totiques pour des mesures définies sur une classe de sous-ensembles compacts du plan

et vérifiant une propriété convenable d’invariance conforme (Théorème 1.7). Après la

soumission de la première version de cet exposé, nous avons reçu un travail tout récent

de Lawler, Schramm et Werner [26] qui résout certaines des conjectures relatives aux ex-

posants d’intersection (une brève discussion de ces derniers résultats est donnée à la fin

de la première partie).

La deuxième partie a pour objectif principal de présenter un résultat de Kenyon (Théorè-

me 2.1) donnant la valeur exacte de l’exposant de croissance de la marche aléatoire à

boucles effacées dans le plan. La marche aléatoire à boucles effacées est un chemin aléa-

toire auto-évitant (i.e. sans auto-intersection) et est à ce titre un objet d’intérêt pour les

physiciens théoriciens qui étudient les modèles de polymères. Le calcul de l’exposant de

croissance applique des méthodes que Kenyon a développées pour l’étude asymptotique

du nombre de pavages par dominos de certains sous-ensembles du plan, lorsque le pas du
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réseau devient petit. Un résultat significatif de Kenyon dans cette direction figure aussi

à la fin de cet exposé (Théorème 2.7). Ce résultat est susceptible de plusieurs interpréta-

tions, puisque les pavages par dominos des régions considérées sont en bijection avec les

arbres couvrants du graphe associé, et qu’on sait depuis Kirchhoff que le nombre d’arbres

couvrants est égal au produit des valeurs propres non nulles du Laplacien discret sur le

graphe.

Les deux parties sont indépendantes, et les techniques impliquées sont très différentes.

Cependant il existe des liens étroits entre les objets étudiés : l’article de Lawler et Werner

qui fournit l’essentiel de la matière de la première partie donne aussi des conjectures

précises sur le comportement asymptotique de la marche aléatoire à boucles effacées.

En outre, les propriétés d’invariance conforme, pour les trajectoires browniennes dans la

première partie ou la fonction de couplage asymptotique dans la seconde, jouent un rôle

fondamental dans tout l’exposé.

1. EXPOSANTS D’INTERSECTION DU MOUVEMENT BROWNIEN

1.1. La définition des exposants

Soient des entiers k ≥ 2 et n1, . . . , nk ≥ 1 et soit une famille (B i
j; 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ ni)

de n1 + · · · + nk mouvements browniens plans indépendants, dont le point de départ est

uniformément distribué sur le cercle unité. Pour tout R > 1, soit

T i
j (R) = inf{t ≥ 0 : |Bi

j(t)| = R}

le temps de sortie du mouvement brownien B i
j hors du disque de rayon R centré en

l’origine. Pour a ≥ 0 on note B i
j[0, a] = {Bi

j(t); 0 ≤ t ≤ a} l’ensemble des points visités

par Bi
j sur l’intervalle de temps [0, a].

Proposition 1.1. — Il existe un réel ζ(n1, . . . , nk) > 0, tel que, pour R → ∞,

P
[( ni⋃

j=1

Bi
j [0, T

i
j (R)]

)

∩
( ni′⋃

j=1

Bi′

j [0, T i′

j (R)]
)

= ∅, pour tous i 6= i′
]

≈ R−ζ(n1,... ,nk).(1)

La notation f(R) ≈ g(R) signifie que log f(R)
log g(R)

−→ 1 quand R → ∞.

Le nombre ζ(n1, . . . , nk) est appelé exposant d’intersection pour k paquets de respec-

tivement n1, . . . , nk mouvements browniens plans. La première construction mathémati-

que de ces exposants est dûe à Burdzy et Lawler [2] (voir aussi [6]).

Esquissons la preuve de la proposition. Soient z i
j, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ ni des points

du cercle unité. Ecrivons P (zi
j) pour la probabilité sous laquelle les processus B i

j sont des

mouvements browniens plans indépendants et B i
j part de zi

j . Soit AR l’événement

AR =
{( ni⋃

j=1

Bi
j [0, T

i
j (R)]

)

∩
( ni′⋃

j=1

Bi′

j [0, T i′

j (R)]
)

= ∅, pour tous i 6= i′
}

.
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Posons

f(R) = sup
(zi

j)

P (zi
j)(AR),

où le supremum porte sur tous les choix possibles de familles (z i
j) de points sur le cercle

unité. Une application de la propriété de Markov forte du mouvement brownien, puis de

la propriété d’invariance par changement d’échelle, montre que, pour tous R, R ′ > 1,

f(RR′) ≤ f(R)f(R′).

Donc log f est fonction sous-additive de log R, et la limite

lim
R→∞

log f(R)

log R
= −ζ(n1, . . . , nk)

existe. Des estimations simples montrent que 0 < ζ(n1, . . . , nk) < ∞ (pour voir que

ζ(n1, . . . , nk) est fini, on observe que AR est réalisé dès que les k paquets de mouvements

browniens sont contenus dans des cônes disjoints basés en l’origine).

Il est ensuite facile d’obtenir l’énoncé de la proposition. La quantité P (AR) qui figure à

gauche dans (1) est évidemment majorée par f(R). Inversement, si on observe que la loi du

point d’atteinte par Bi
j du cercle de rayon 2 centré en 0 est majorée par une constante fois

la probabilité uniforme sur ce cercle, on obtient aisément l’estimation f(2R) ≤ C P (AR),

C étant une constante indépendante de R.

Remarque 1.2. — Modulo un certain travail technique, on peut remplacer les temps

de sortie de grands disques centrés en l’origine par des instants déterministes qu’on fait

tendre vers l’infini. Par exemple, on peut définir l’exposant ζ(1, 1) en disant que si B et

B′ sont deux mouvements browniens plans indépendants issus de points distincts, on a

P [B[0, t] ∩ B′[0, t] = ∅] ≈ t−ζ(1,1)/2

quand t → ∞. On peut aussi [2] remplacer les mouvements browniens par des marches

aléatoires : si S et S ′ sont deux marches aléatoires simples (i.e. à plus proches voisins)

indépendantes dans Z
2, issues de points distincts, on a

P [{Sk; 0 ≤ k ≤ n} ∩ {S ′
k; 0 ≤ k ≤ n} = ∅] ≈ n−ζ(1,1)/2

quand n → ∞. La définition des exposants qui résulte de la Proposition 1.1 est cependant

la plus facile à justifier.

Dans toute la classe des exposants ζ(n1, . . . , nk) un seul a pu être calculé exactement:

ζ(2, 1) = 2. Cependant, Lawler et Werner [24] ont montré qu’il existe des relations

remarquables et inattendues entre ces exposants. L’objectif principal des paragraphes

qui suivent est d’expliquer la démarche qui conduit à ces relations. Parallèlement, nous

donnerons aussi certains résultats qui justifient l’importance du calcul des exposants.
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Un rôle crucial dans l’approche de [24] est joué par une seconde classe d’exposants,

les exposants d’intersection dans un demi-plan. Soit H = {z : Imz > 0} le demi-plan

supérieur. Des arguments très semblables à ceux de la preuve précédente montrent que

P [AR ∩ {Bi
j[0, T

i
j (R)] ⊂ H pour tous i, j}] ≈ R−ξ(n1,... ,nk)

avec un exposant ξ(n1, . . . , nk) ≥ ζ(n1, . . . , nk). Remarquons que cela a un sens de définir

l’exposant ξ lorsque k = 1 (alors AR n’intervient pas), et des estimations faciles montrent

que ξ(n1) = n1.

Bien qu’il n’y ait jusqu’à présent pas de calcul mathématique rigoureux des exposants,

les physiciens théoriciens ont proposé des valeurs exactes pour certains d’entre eux. Sur la

base de simulations et de considérations non-rigoureuses de théorie des champs conforme,

Duplantier et Kwon [11] (voir aussi [12]) ont conjecturé que

ξ(1⊗k) =
k(2k + 1)

3
, ζ(1⊗k) =

4k2 − 1

12
,

où α⊗k désigne le k-uplet dont toutes les composantes sont égales à α. Bien que la valeur

donnée ci-dessus pour ζ lorsque k = 1 (ζ(1) = 1
4
) n’ait a priori pas de sens, Duplantier a

suggéré que cette valeur correspond à l’exposant de disconnexion que nous introduirons

plus loin. Après avoir eu connaissance du travail de Lawler et Werner [24], Duplantier

[8],[9] a justifié et étendu les conjectures précédentes dans le cadre (non rigoureux pour

les mathématiciens) de la théorie de la gravité quantique.

1.2. L’extension aux valeurs réelles des paramètres

Dans ce paragraphe, nous montrons comment on étend la définition des exposants ζ

ou ξ au cas où certains des paramètres n1, . . . , nk prennent des valeurs réelles. Par souci

de simplicité, nous définissons d’abord ζ(1, λ) pour tout λ ≥ 0. Nous considérons deux

mouvements browniens plans B et W partant comme ci-dessus d’un point uniformément

réparti sur le cercle unité, définis respectivement sous les probabilités P et P ′. Notons TR,

resp. SR, pour le temps d’atteinte par B, resp. W , du cercle de rayon R. Par définition,

P ⊗ P ′[B[0, TR] ∩ W [0, SR] = ∅] ≈ R−ζ(1,1).

En intégrant d’abord par rapport à P ′, on peut aussi écrire

P ⊗ P ′[B[0, TR] ∩ W [0, SR] = ∅] = E[ZR(B)]

où ZR(B) = P ′[B[0, TR] ∩ W [0, SR] = ∅] est une fonction du mouvement brownien B (en

fait de l’ensemble aléatoire B[0, TR]). Si W est un autre mouvement brownien plan défini

sous P ′ (indépendant de W et avec la même loi de départ), le même argument montre

aussi que

E[ZR(B)2] = P ⊗ P ′[B[0, TR] ∩
(
W [0, SR] ∪ W̃ [0, S̃R]

)
= ∅] ≈ R−ζ(1,2)
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et plus généralement, pour tout entier n ≥ 1,

E[ZR(B)n] ≈ R−ζ(1,n).

Ceci suggère de définir pour tout réel λ ≥ 0 l’exposant ζ(1, λ) par :

E[ZR(B)λ] ≈ R−ζ(1,λ),

avec la convention inhabituelle que lorsque λ = 0, 00 = 0. Un argument de sous-additivité

montre à nouveau qu’il existe un tel exposant ζ(1, λ).

La même idée permet pour tout entier k ≥ 1, pour tous les entiers n1, . . . , nk ≥ 1

et tous les réels λ1, . . . , λk ≥ 0 de définir un exposant ζ(n1, λ1, . . . , nk, λk) qui étend la

définition précédente. Remarquons qu’il est (pour l’instant) nécessaire d’alterner entre

valeurs réelles et entières des paramètres. En effet, on conditionne d’abord par rapport

aux k paquets de respectivement n1, . . . , nk mouvements browniens, puis on considère k

variables Z1
R, . . . , Zk

R qui sont (toutes) non nulles seulement sur l’ensemble où les k paquets

sont d’intersection vide deux à deux, et de plus sont ordonnés dans le sens trigonométrique

autour de l’origine. La variable Z i
R est alors la probabilité conditionnelle qu’un mouvement

brownien indépendant reste “entre le i-ième et le i + 1-ième paquet” jusqu’au temps

d’atteinte du rayon R. Finalement, l’exposant ζ(n1, λ1, . . . , nk, λk) est défini par

E[(Z1
R)λ1 · · · (Zk

R)λk ] ≈ R−ζ(n1,λ1,... ,nk,λk).

Une extension analogue vaut pour le cas des exposants ξ dans un demi-espace. En fait

pour ces exposants il est naturel de définir ξ(λ0, n1, λ1, . . . , nk, λk) pour n1, . . . , nk entiers

(non-nuls) et λ0, λ1, . . . , λk réels positifs. La méthode est exactement celle décrite ci-

dessus, mais on impose aux paquets de mouvements browniens de rester dans le demi-plan

supérieur H et en plus de Z1
R, . . . , Zk

R, on introduit aussi Z0
R qui est la probabilité pour

un mouvement brownien indépendant de rester (jusqu’au temps d’atteinte du rayon R)

entre la demi-droite réelle positive et le premier paquet de n 1 mouvements browniens. Par

convention on prend ξ(λ) = λ pour tout λ ≥ 0, ce qui est cohérent avec le cas où λ est

entier.

On notera dans la suite ξ(1, λ) = ξ(0, 1, λ).

1.3. Propriétés trajectorielles du mouvement brownien

Avant d’aller plus loin, expliquons pourquoi le calcul des exposants est important en

liaison avec l’étude de la trajectoire brownienne. Remarquons d’abord que les exposants

ζ(p, 0) pour p entier strictement positif, ont une interprétation remarquable. En effet,

avec les notations ci-dessus, on a

P [ZR(B) > 0] ≈ R−ζ(1,0).

Or l’événement BR = {ZR(B) > 0} est réalisé ssi la trajectoire B[0, TR] ne disconnecte

pas le cercle unité de l’infini. On appelle donc ζ(1, 0) l’exposant de disconnexion pour une
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trajectoire brownienne. On a une interprétation analogue pour ζ(p, 0), qui est l’exposant

de disconnexion pour p trajectoires browniennes indépendantes. Lawler a montré que

ces exposants sont liés à une conjecture fameuse de Mandelbrot [28] sur la dimension de

Hausdorff du contour de la courbe brownienne. Le contour, noté C, de B[0, 1] est par

définition la frontière de la composante connexe non bornée de C \B[0, 1]. La conjecture

de Mandelbrot est dimC = 4
3
, et Lawler [22] a montré que

dimC = 2 − ζ(2, 0)

(un premier résultat dans cette direction avait été obtenu dans [3]). L’idée de la preuve est

relativement simple : si z = Bt, avec t ∈]0, 1[, est un point de C, la courbe de B considérée

avant et après l’instant t fournit localement deux trajectoires browniennes indépendantes

issues de z qui ne disconnectent pas le point z de l’infini.

Un second lien entre exposants d’intersection et propriétés trajectorielles de la courbe

brownienne concerne les points de coupure. Un point z ∈ C est appelé point de coupure

de B si z = Bs pour une valeur de s ∈]0, 1[ telle que B[0, s]∩B[s, 1] = {Bs}. Si D désigne

l’ensemble des points de coupure, Lawler [21] a montré que

dimD = 2 − ζ(1, 1).

Voir encore [4] pour d’autres applications des exposants d’intersection.

1.4. Les relations en cascade

Théorème 1.3 ([24]). — Soient n1, . . . , nk ≥ 1 des entiers et λ0, λ1, . . . , λk des réels

positifs. Alors, pour tout entier j ∈ {1, . . . , k − 1},

ξ(λ0, n1, λ1, . . . , nk, λk) = ξ(λ0, n1, λ1, . . . , nj , ξ(λj, nj+1, λj+1, . . . , nk, λk))

et

ζ(n1, λ1, . . . , nk, λk) = ζ(n1, λ1, . . . , nj , ξ(λj, nj+1, λj+1, . . . , nk, λk)).

Remarque 1.4. — La première relation ne met en jeu que les exposants ξ, alors que la

seconde mélange ξ et ζ . D’une certaine manière, les exposants dans un demi-espace sont

plus fondamentaux.

Preuve (esquisse) — Nous allons traiter en détail un cas particulier du théorème, à

savoir la relation ξ(1, 1, 1) = ξ(1, ξ(1, 1)). Les mêmes arguments montreraient aussi bien

l’égalité ζ(1, 1, 1) = ζ(1, ξ(1, 1)), et la preuve de la forme générale des relations en cascade

repose sur des idées très semblables.

Nous considérons trois mouvements browniens plans indépendants W, B, B ′ issus res-

pectivement de y, z1, z2 avec y = eiγ , z1 = eiθ1 , z2 = eiθ2, où 0 < γ < θ1 < θ2 < π.

Par commodité, nous supposerons que W, B, B ′ sont en fait des mouvements browniens

conditionnés à atteindre le cercle de rayon R avant de pénétrer dans le disque unité

ouvert (bien qu’il s’agisse d’un conditionnement par un ensemble de probabilité nulle, on
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vérifie assez facilement que les exposants peuvent être définis aussi bien en termes de ces

processus conditionnés). On a alors, avec des notations évidentes

P
[
W [0, SR] ∩ B[0, TR] = ∅, B[0, TR] ∩ B′[0, T ′

R] = ∅,

W [0, SR] ⊂ H, B[0, TR] ⊂ H, B′[0, T ′
R] ⊂ H

]
≈ R−ξ(1,1,1).

Observer que l’événement {W [0, SR] ∩ B′[0, T ′
R] = ∅} est automatiquement réalisé sur

l’ensemble que nous considérons.

Nous allons maintenant conditionner par rapport à la trajectoire W [0, SR] (en supposant

que W [0, SR] ⊂ H). Notons HR = {z ∈ H : 1 < |z| < R} et UR la composante connexe

de HR\W [0, SR] dont la frontière contient z1 et z2. Alors,

P
[
W [0, SR] ∩ B[0, TR] = ∅, B[0, TR] ∩ B′[0, T ′

R] = ∅,

W [0, SR] ⊂ H, B[0, TR] ⊂ H, B′[0, T ′
R] ⊂ H

]

= E
[
1{W [0,SR]⊂H} P

[
B[0, TR] ∩ B′[0, TR] = ∅, B[0, TR] ⊂ UR, B′[0, T ′

R] ⊂ UR | W
]]

.

On peut trouver un réel LR > 1 (dépendant de UR et donc de W ) et une bijection conforme

ϕ de UR sur HLR
, qui se prolonge par continuité à ŪR, de telle manière que :

• ϕ envoie ∂1UR := {z ∈ ∂UR : |z| = 1} sur ∂1HLR
:= {z ∈ ∂HLR

: |z| = 1};

• ϕ envoie ∂2UR := {z ∈ ∂UR : |z| = R} sur ∂2HLR
:= {z ∈ ∂HLR

: |z| = LR}.

Le nombre LR s’interprète en termes de la distance extrémale entre ∂1UR et ∂2UR dans

UR, voir [1].

L’invariance conforme du mouvement brownien plan montre alors que la probabilité

conditionnelle

P
[
B[0, TR] ∩ B′[0, TR] = ∅, B[0, TR] ⊂ UR, B′[0, T ′

R] ⊂ UR | W
]

est égale à la probabilité que deux mouvements browniens indépendants issus de ∂ 1HLR

ne se rencontrent pas et ne quittent pas HLR
avant d’atteindre le cercle de rayon LR.

Par définition des exposants dans un demi-espace, nous savons que cette probabilité se

comporte comme L
−ξ(1,1)
R .

De même par invariance conforme, la quantité

P
[
B[0, TR] ⊂ UR | W

]

est égale à la probabilité qu’un mouvement brownien issu de ∂ 1HLR
ne quitte pas HLR

avant d’atteindre le cercle de rayon LR. Une estimation facile montre que cette probabilité

se comporte comme L−1
R .

En mettant bout à bout les considérations précédentes, on obtient

R−ξ(1,1,1) ≈ E
[
1{W [0,SR]⊂H}L

−ξ(1,1)
R

]

≈ E
[
1{W [0,SR]⊂H}P

[
B[0, TR] ⊂ UR | W

]ξ(1,1)]

≈ R−ξ(1,ξ(1,1))
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où la dernière ligne découle directement de la définition des exposants ξ(1, λ) = ξ(0, 1, λ)

pour λ réel. On obtient la relation ξ(1, 1, 1) = ξ(1, ξ(1, 1)) comme annoncé. �

En utilisant aussi un argument de symétrie, on déduit assez facilement du Théorème

1.3 des relations de commutation pour les exposants d’intersection. Par exemple, pour

toutes permutations ρ et σ de {1, . . . , k}, on a

ζ(n1, λ1, . . . , nk, λk) = ζ(nρ(1), λσ(1), . . . , nρ(k), λσ(k)),

et on a un énoncé analogue pour les exposants ξ.

1.5. Le théorème principal

Les relations en cascade permettent d’étendre la définition des exposants à toutes les

valeurs réelles des exposants. Commençons par le cas des exposants dans un demi-espace.

On montre que la fonction λ → ξ(1, λ) est strictement croissante et continue de [0,∞[

sur [1,∞[ (la continuité sur ]0,∞[ découle du fait que cette fonction est concave). Alors,

si α et α′ sont deux réels positifs quelconques, on définit ξ(α, α ′) comme étant l’unique

réel positif tel que ξ(1, ξ(α, α′)) = ξ(α, 1, α′) (ce choix est forcé si l’on veut conserver les

relations de commutation et les relations en cascade décrites ci-dessus). Puis on définit

simplement par récurrence

ξ(α1, . . . , αk) = ξ(α1, ξ(α2, . . . , αk))

pour tous réels α1, . . . , αk ≥ 0. Il est ensuite possible de vérifier que cette définition est co-

hérente avec le cas où les αj sont entiers, puis que les relations en cascade (ξ(α1, . . . , αk) =

ξ(α1, . . . , αj, ξ(αj+1, . . . , αk))) ainsi que les relations de commutation (ξ(α1, . . . , αk) =

ξ(ασ(1), . . . , ασ(k))) sont valides.

On procède (presque) de même pour les exposants ζ . Il y a cependant une difficulté.

On ne définit ζ(α1, . . . , αk), pour k ≥ 2 et α1, . . . , αk réels positifs, que si deux au moins

des nombres αi sont supérieurs ou égaux à 1. Si αj ≥ 1, on définit βj par la relation

αj = ξ(1, βj) puis on pose

ζ(α1, . . . , αk) = ζ(1, ξ(α1, . . . , αj−1, βj, αj+1, . . . , αk)).

La condition que deux des nombres αi sont supérieurs ou égaux à 1 intervient pour

montrer que cette définition de ζ(α1, . . . , αk) est bien cohérente avec celle introduite

précédemment. Les relations en cascade (ζ(α1, . . . , αk) = ζ(α1, . . . , αj , ξ(αj+1, . . . , αk)))

et les relations de commutation (ζ(α1, . . . , αk) = ζ(ασ(1), . . . , ασ(k))) restent vraies.

Théorème 1.5 ([24]). — Il existe une fonction U : [0,∞[−→ [0,∞[ continue et stricte-

ment croissante, avec U(0) = 0, U(∞) = ∞, telle que, pour tous k ≥ 1 et α1, . . . , αk ≥ 0,

ξ(α1, . . . , αk) = U−1
(
U(α1) + · · · + U(αk)

)
.



866-09

De plus, il existe une fonction croissante continue η : [ξ(1, 1),∞[−→ [0,∞[ telle que, pour

tout entier k ≥ 2 et tous α1, . . . , αk ≥ 0 avec α1 ≥ 1 et α2 ≥ 1, on a

ζ(α1, . . . , αk) = η(ξ(α1, . . . , αk)).

La fonction U peut être obtenue par la formule

U2(α) = lim
N→∞

1

N2
ξ(α⊗N).

La preuve de la première partie du théorème utilise fortement les relations en cascade

entre les exposants. Un autre ingrédient important est le comportement asymptotique de

l’exposant d’intersection pour k paquets de mouvements browniens, lorsque le nombre de

mouvements browniens à l’intérieur de chaque paquet tend vers l’infini [33].

L’expression de ξ en fonction de ζ est une conséquence presque directe des relations en

cascade. Rappelons que la fonction κ(λ) = ξ(1, λ) est bijective de [0,∞[ sur [1,∞[ et,

en supposant α1 ≥ 1 notons β1 = κ−1(α1). Alors, en utilisant d’abord la construction

donnée ci-dessus de ζ(α1, . . . , αk), puis en appliquant deux fois les relations en cascade,

on a

ζ(α1, . . . , αk) = ζ(1, ξ(β1, α2, . . . , αk))

= ζ(1, κ−1(ξ(1, β1, α2, . . . , αk)))

= ζ(1, κ−1(ξ(α1, . . . , αk))) ,

ce qui donne la dernière formule du théorème avec η(λ) = ζ(1, κ−1(λ))).

Remarque. Du point de vue de la physique théorique [8],[9], les formules du Théorème

1.5 trouvent une interprétation dans le cadre de la théorie (non rigoureuse) de la gravité

quantique. A titre d’exemple, la fonction U−1 est la transformation qui fait passer les

exposants du demi-plan “quantique” (où les exposants ont une structure additive) vers le

demi-plan “standard”.

1.6. Conjectures

Les prédictions de [11] pour les valeurs des exposants ζ(1⊗N) et ξ(1⊗N) conduisent à

conjecturer les formes explicites suivantes pour les fonctions U et η qui interviennent dans

le Théorème 1.5 :

U(x) =

√
24x + 1 − 1

√
24

, η(α) =
(
√

24α + 1 − 1)2 − 4

48
.

Il est très plausible que la dernière formule du Théorème 1.5 reste vraie sous la seule

condition que max(αi) ≥ 1 (qui est nécessaire pour définir ζ(α1, . . . , αp)). En particulier

on devrait avoir, pour tout entier p ≥ 1, ζ(p, 0) = η(ξ(p, 0)) = η(p), et la fonction

η s’interprèterait comme un exposant de disconnexion généralisé. La valeur η(1) = 1
4

est bien cohérente avec les prédictions de Duplantier et Kwon [11]. De même la valeur
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η(2) = 2
3

est cohérente avec la conjecture de Mandelbrot sur la dimension de Hausdorff

du contour C de la courbe brownienne.

Les conjectures pour U et η et le Théorème 1.5 conduisent aux valeurs suivantes pour

les exposants ζ et ξ :

ζ(α1, . . . , αk) =
(
√

24α1 + 1 + · · ·+
√

24αk + 1 − k)2 − 4

48

ξ(α1, . . . , αk) =
(
√

24α1 + 1 + · · ·+
√

24αk + 1 − (k − 1))2 − 1

24
.

Il est rassurant de voir qu’on retrouve la seule valeur connue ζ(2, 1) = 2 !

1.7. Prolongements

Très récemment, Lawler et Werner [25] ont montré une propriété d’universalité remar-

quable des exposants ξ, ou de manière équivalente de la fonction U du Théorème 1.5. Ces

exposants interviennent non seulement dans l’étude des trajectoires browniennes mais

bien plus généralement dès que l’on s’intéresse à des mesures définies sur une certaine

classe de sous-ensembles compacts du disque unité et vérifiant une propriété d’invariance

conforme. Dans ce paragraphe, nous donnons une présentation succincte d’un résultat

majeur de [25].

On note D le disque unité ouvert dans le plan. Un pont est par définition un sous-

ensemble compact K simplement connexe de D̄ tel que ∂K ∩ ∂D a exactement deux

composantes connexes. Le pont est orienté lorque l’on a choisi l’une de ces deux com-

posantes connexes, qui sera notée d1 = d1(K), l’autre étant d2 = d2(K). On note K

l’ensemble des ponts orientés. Si A1 et A2 sont deux arcs (fermés) disjoints sur ∂D,

on note K(A1, A2) l’ensemble des ponts orientés tels que d1 ⊂ A1 et d2 ⊂ A2. Lorsque

A2 = V +
δ := {eiθ;−δ ≤ θ ≤ δ} et A1 = V −

δ := −A2, on note simplement Kδ = K(V −
δ , V +

δ ).

Enfin, si D′ ⊂ D et A1 ∪ A2 ⊂ ∂D′, on note K(A1, A2; D
′) l’ensemble des ponts orientés

de K(A1, A2) qui ont la propriété additionnelle que K ∩ D ⊂ D ′.

Définition 1.6. — Une mesure µ sur K est dite complètement invariante conforme

(CIC) si elle possède les deux propriétés suivantes.

• Il existe un exposant α = α(µ) > 0 tel que, quand δ → 0,

µ(Kδ) ≈ δ2α.

• Soit D′ un sous-ensemble ouvert simplement connexe de D et soient A1, A2 deux

arcs (fermés non vides) disjoints contenus dans ∂D ∩ ∂D′. Il existe une unique valeur

δ = δ(A1, A2; D
′) et une bijection conforme Φ : D′ −→ D telles que Φ(A1) = V −

δ et

Φ(A2) = V +
δ . Alors, si µD′

A1,A2
désigne la restriction de µ à K(A1, A2; D

′), on a

Φ
(
µD′

A1,A2

)
= µD

V −

δ ,V +
δ

.
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Dans la dernière formule, Φ
(
µD′

A1,A2

)
désigne la mesure image de µD′

A1,A2
par l’application

Φ, qui agit de manière évidente sur K(A1, A2; D
′).

La propriété la plus importante est la deuxième. L’exposant α(µ) qui intervient dans

la première est appelé exposant de croisement de µ. Il mesure la difficulté pour un pont

distribué selon µ de passer par des “petites” portes d’entrée et de sortie. On vérifie

aisément qu’une mesure CIC est nécessairement de masse totale infinie.

Exemple. — La mesure d’excursion du mouvement brownien plan à l’intérieur du cercle

unité permet de construire un premier exemple de mesure CIC, que nous noterons µ0

et qui fait le lien avec les paragraphes précédents. Le compact K est obtenu sous µ0

comme complémentaire de la composante connexe non bornée du complémentaire de la

trajectoire sous la mesure d’excursion. Dans ce cas, les arcs d1 et d2 sont réduits à des

points, et on voit facilement que l’exposant de croisement vaut 1.

Nous allons maintenant définir un exposant d’intersection pour une famille finie de

mesures CIC. Nous devons auparavant introduire une notation supplémentaire. Si K

est un pont orienté, on note D− = D−(K) et D+ = D+(K) les composantes connexes

de D\K numérotées de sorte que les arcs d1, ∂D− ∩ ∂D, d2 et ∂D+ ∩ ∂D sont dans

l’ordre trigonométrique. Soient alors µ1, . . . , µp des mesures CIC, et supposons que les

ponts orientés K1, . . . , Kp sont choisis selon la mesure produit µ1 ⊗ · · · ⊗ µp. On note O

l’événement sur lequel les ponts (orientés) K1, . . . , Kp sont ordonnés, au sens où

Kj ∩ D ⊂ D−(Kj+1) , j = 1, . . . , p − 1

(de manière imagée, le pont K1 est situé “en-dessous” du pont K2, lequel est lui-même

en-dessous de K3, etc.). L’exposant d’intersection α = α(µ1, . . . , µp) est alors défini par

µ1 ⊗ · · · ⊗ µp

(
(Kδ)

p ∩O
)
≈ δ2α

quand δ → 0, lorsqu’un tel exposant α existe.

Autrement dit, on évalue la “probabilité” que les ponts “indépendants” K1, . . . , Kp

aient des arcs d’entrée et de sortie proches (puisque contenus dans V −
δ , respectivement

V +
δ ) mais néanmoins ne se rencontrent pas (en fait on leur demande même d’être dans un

ordre bien défini, mais cela ne fait pas de différence pour le comportement logarithmique

de la probabilité). Lorsque µ1, . . . , µp sont toutes égales à la mesure µ0 construite à partir

de la mesure d’excursion brownienne, on vérifie que α(µ0, . . . , µ0) existe, et

α(µ0, . . . , µ0) = ξ(1, . . . , 1).

Le théorème qui suit généralise considérablement cette observation.

Théorème 1.7 ([25]). — Soient µ1, . . . , µp des mesures CIC. Alors l’exposant d’inter-

section α(µ1, . . . , µp) existe, et

α(µ1, . . . , µp) = ξ(α(µ1), . . . , α(µp)).
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L’énoncé du Théorème 1.7 ne fait plus intervenir de mouvement brownien, si on oublie

la manière dont les exposants ξ ont été introduits ci-dessus. Cependant la preuve de ce

théorème fait une utilisation intensive de la mesure d’excursion brownienne. L’intérêt

du Théorème 1.7 est qu’il est susceptible de s’appliquer aux mesures CIC autres que la

mesure µ0, que l’on s’attend à obtenir par des passages à la limite convenables à partir

de modèles probabilistes comme les marches aléatoires auto-évitantes ou les amas de

percolation (tout récemment, Schramm [30] a discuté l’existence de modèles continus pour

la marche aléatoire à boucles effacées qui sera étudiée dans la partie suivante). L’article

[25] contient une série de conjectures dans cette direction, dont plusieurs rejoignent les

prédictions des physiciens théoriciens.

Après la rédaction de la première version de cet exposé, nous avons eu connaissance

d’un travail tout récent de Lawler, Schramm et Werner [26] qui démontre certaines des

conjectures mentionnées dans le paragraphe 1.6 ci-dessus. L’idée est d’utiliser le processus

de croissance introduit par Schramm [30] pour lequel des calculs explicites des exposants

sont possibles. Grâce aux résultats d’universalité décrits dans le paragraphe 1.7, cela

permet aussi de calculer au moins certaines valeurs des exposants d’intersection browniens,

en accord avec les conjectures du paragraphe 1.6. Des résultats même plus complets que

ceux de [26], incluant une preuve de la conjecture de Mandelbrot dimC = 4
3
, ont été

annoncés par Lawler, Schramm et Werner.

2. MARCHES ALÉATOIRES À BOUCLES EFFACÉES ET PAVAGES

PAR DOMINOS

2.1. Marches aléatoires à boucles effacées et arbres couvrants.

La marche aléatoire à boucles effacées a été introduite par Lawler [19] en 1980. Com-

mençons par rappeler sa définition. Soit γ = (γ(0), γ(1), . . . , γ(N)) un chemin détermi-

niste dans Z
d ou sur un graphe quelconque. Si ce chemin est auto-évitant, c’est-à-dire si

les γ(i) sont distincts, on arrête là la construction. Sinon, on choisit j minimal tel qu’il

existe i < j avec γ(j) = γ(i), on remplace γ par γ ′ = (γ(0), . . . , γ(i), γ(j + 1), . . . , γ(N))

et on recommence. La construction s’arrête au bout d’un nombre fini d’étapes et donne

alors un chemin auto-évitant ayant mêmes points de départ et d’arrivée que γ.

Si on considère maintenant un chemin infini γ = (γ(0), γ(1), . . . ) ayant la propriété

de ne passer qu’un nombre fini de fois en chaque sommet du graphe, la même méthode

fournit un chemin infini auto-évitant. Ceci s’applique à une trajectoire de marche aléatoire

simple dans Z
d pour d ≥ 3 et le chemin aléatoire ainsi obtenu est appelé marche aléatoire à

boucles effacées dans Z
d. En revanche, dans le graphe Z

2 (ou dans N×Z), la construction

précédente ne marche pas directement à cause de la récurrence de la marche aléatoire

simple. Néanmoins, on peut l’appliquer d’abord à la marche aléatoire issue de 0 arrêtée

au premier temps de sortie d’une grande bôıte centrée en 0, puis faire tendre la taille de
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la bôıte vers l’infini pour obtenir encore la marche aléatoire à boucles effacées dans Z
2,

ou dans N × Z (voir le dernier chapitre de [20]). L’article récent de Lawler [23] donne un

aperçu très complet des problèmes ouverts et des conjectures sur les marches aléatoires à

boucles effacées.

Le théorème suivant, dû à Kenyon [17], résout l’une des plus importantes de ces con-

jectures.

Théorème 2.1. — Pour la marche aléatoire à boucles effacées dans N × Z issue de

l’origine, le nombre moyen de points visités qui sont à distance inférieure à N de l’origine

est N
5
4
+o(1). Plus précisément, la probabilité qu’un point de la forme (x, y) = reiθ soit

visité se comporte quand r → ∞ comme

r−
3
4
(1+o(1)) ((cos θ)

1
4 + o(1)),

où le terme o(1) dans l’exposant ne dépend pas de θ.

On s’attend à ce qu’un résultat analogue soit vrai pour la marche aléatoire à boucles

effacées dans Z
2, même si cette extension présente probablement des difficultés techniques.

Le théorème suggère fortement que la moyenne à l’instant n du carré de la norme d’une

marche aléatoire à boucles effacées dans Z
2 se comporte asymptotiquement comme n

8
5 .

Cette valeur de l’exposant γ = 8
5

a été prédite par les physiciens théoriciens (Majumdar

[27], voir aussi [7]). Lawler [20] donne la minoration γ ≥ 3
2
.

La formulation du théorème précédent qui figure dans [17] est différente et utilise la

notion d’arbre couvrant uniforme. Si G est un graphe connexe quelconque, on appelle

arbre couvrant de G un sous-graphe connexe de G qui est un arbre et qui contient pour

chaque sommet de G au moins une arête incidente à ce sommet. Lorsque G est fini, on

définit un arbre couvrant uniforme comme étant un sous-graphe aléatoire de G dont la

loi est la probabilité uniforme sur l’ensemble (fini) de tous les arbres couvrants de G.

Cette définition peut être étendue à des graphes infinis. Considérons le cas où G = Z
d.

Pour tout entier n ≥ 1, notons Dn le cube de coté 2n centré en l’origine dans Z
d. Soit µn

la probabilité uniforme sur l’ensemble des arbres couvrants de Dn, vu ici comme contenu

dans l’ensemble des sous-graphes de Z
d, qui est muni de la topologie-produit (on identifie

un sous-graphe à un élément de {0, 1}A, si A est l’ensemble des arêtes de Z
d). On montre

alors [29] que µn converge étroitement vers une mesure de probabilité µ portée par les

sous-graphes de Z
d. De plus, lorsque d ≤ 4, la mesure µ est portée par les arbres couvrants

de Z
d, et on appelle arbre couvrant uniforme sur Z

d un arbre aléatoire dont la loi est µ.

La même construction s’applique au graphe N × Z.

On montre aussi [29], toujours en dimension d ≤ 4, que la mesure µ est portée par

les arbres qui ont un seul “bout”, c’est-à-dire tels que la suppression d’un sommet divise

l’arbre en deux composantes dont une seule est infinie. Il est alors immédiat qu’il existe

dans l’arbre couvrant uniforme un seul chemin (sans recoupement) joignant 0 à ∞.



866-14

Proposition 2.2 ([29]). — Pour l’arbre aléatoire couvrant uniforme dans Z
d, d ≤ 4 ou

dans N × Z, l’arc joignant 0 à l’infini a la loi d’une marche aléatoire à boucles effacées

issue de 0.

2.2. Arbres couvrants et pavages par dominos

Grâce à la Proposition 2.2, on peut ramener la preuve du Théorème 2.1 à celle d’un

énoncé équivalent sur les arbres couvrants. Nous allons voir qu’on peut introduire encore

une autre formulation mettant en jeu les pavages par dominos de certaines régions du

plan.

Soit T le pavage “en échiquier” de R
2 par des carrés unité, chaque carré étant centré

en un point du réseau Z
2. Nous supposons que le carré centré en l’origine est blanc, et

nous notons W0 l’ensemble des carrés (blancs) dont les coordonnées du centre sont paires,

W1 l’ensemble des autres carrés blancs. Nous notons aussi B0 l’ensemble des carrés noirs

dont les coordonnées du centre sont égales à (1, 0) modulo 2, B1 l’ensemble des autres

carrés noirs.

Un polyomino est une réunion finie de carrés de T dont la frontière est une courbe

fermée simple (pour simplifier, nous ne considérons ici que des polyominos simplement

connexes). Un polyomino est dit pair si tous les carrés de coin, que ce coin soit convexe

ou concave, sont de type B1. Enfin un polyomino temperlien est obtenu à partir d’un

polyomino pair en enlevant un (seul) carré noir d adjacent à la frontière de ce dernier (d

sera appelé le point de base du polyomino). A cause de la définition d’un polyomino pair,

d est forcément de type B1 (dans un polyomino pair les seuls carrés noirs adjacents à la

frontière sont de type B1). Remarquons qu’un polyomino temperlien contient le même

nombre de carrés blancs et noirs.

r r r r

r r r r

r r r r

r r

Figure 1



866-15

La Figure 1 donne un exemple de polyomino temperlien, pour lequel le carré de base

(qui ne fait pas partie du polyomino) est en bas à gauche. Sur cette figure, les carrés noirs

sont de type B1, les carrés gris de type B0, les carrés blancs pointés de type W1 et enfin

les carrés blancs de type W0.

Soit P un polyomino temperlien, et P ′ le polyomino pair dont est issu P . On note

B1(P ) le graphe dont les sommets sont les carrés de type B1 contenus dans P ′, deux

sommets étant reliés par une arête si les centres des carrés sont à distance 2. Remarquons

que d est un sommet du graphe B1(P ), et qu’à chaque arête de B1(P ) est associé un

unique carré blanc de P . Le dual du graphe B1(P ) est le graphe B0(P ) dont les sommets

sont les carrés de type B0 dans P .

On appelle domino un rectangle 1× 2 ou 2× 1 dont les sommets sont des points de Z
2.

Il est facile de vérifier qu’un polyomino temperlien est toujours pavable par dominos. Le

théorème suivant est dû à Temperley [31] dans le cas d’un rectangle (voir [5] et [18] pour

des généralisations incluant celle-ci).

Théorème 2.3. — Les pavages par dominos de P sont en bijection avec les arbres cou-

vrants du graphe B1(P ).

De manière intuitive, si l’on part d’un arbre couvrant dont on oriente les arêtes en

partant du point de base d, on construit le pavage par dominos correspondant de la

manière suivante. On “jette” pour chaque arête de l’arbre un domino dont le carré noir

est le sommet terminal de l’arête et le carré blanc est le carré associé à l’arête. Pour

compléter le pavage, il suffit ensuite de “boucher les trous”, ou, ce qui revient au même,

de jeter pareillement les dominos le long de l’arbre dual. La Figure 2 donne un exemple

de pavage par dominos du polyomino de la Figure 1 et de l’arbre associé dont les sommets

sont les points de B1(P ).
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Figure 2
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Considérons maintenant, pour un entier pair n, le polyomino temperlien P rectangu-

laire défini comme la réunion des carrés unité centrés aux points de {1, 2, . . . , 2n + 1} ×

{−n,−n + 1, . . . , n − 1, n}, à l’exception du carré d centré en (1, 0). Soit Q l’ensemble

obtenu à partir de P en enlevant un carré noir b adjacent à la frontière de P (donc de

type B1) ainsi qu’un carré blanc w (qu’on peut voir comme une arête de B1(P )).

Lemme 2.4 ([17]). — Les pavages par dominos de Q sont en bijection avec les arbres

couvrants de B1(P ) pour lesquels l’arc de b à d contient l’arête w.

Ce lemme nous permet d’esquisser la méthode d’approche du Théorème 2.1 [17]. Nous

voulons estimer la probabilité que dans l’arbre couvrant uniforme sur N×Z, l’arc joignant 0

à ∞ contienne l’arête w fixée. Le lemme précédent nous permettra d’estimer la probabilité

que pour l’arbre couvrant uniforme dans une bôıte rectangulaire arbitrairement grande,

l’arc joignant le point de base à un autre point de la frontière contienne l’arête w. Cette

probabilité s’exprimera d’après le Lemme 2.4 et le Théorème 2.3 comme le rapport du

nombre de pavages par dominos de Q sur le nombre de pavages par dominos de P . Dans

les sections suivantes, nous expliquons comment on estime le nombre de pavages par

dominos d’un polyomino temperlien. Ceci ne s’applique pas directement à Q qui n’est

pas temperlien, mais la méthode peut être adaptée.

2.3. Matrice de Kasteleyn et fonction de couplage

Dans ce paragraphe, nous considérons un polyomino temperlien P et nous notons M

l’ensemble des carrés de P . L’ensemble M est muni d’une structure de graphe évidente,

où deux carrés sont adjacents ssi ils ont un coté en commun. La matrice de Kasteleyn de

P est la matrice symétrique K = (K(v, v ′), v, v′ ∈ M) telle que K(v, v ′) = 0 si v et v′ ne

sont pas adjacents et, pour v ∈ M ∩ (W0 ∪ W1) et v′ ∈ M ,

K(v, v′) =







1 si v′ = v + (1, 0)

i si v′ = v + (0, 1)

−1 si v′ = v + (−1, 0)

−i si v′ = v + (0,−1).

Kasteleyn [14] a montré (avec une définition différente de K) que le nombre de pavages

par dominos de P est la racine carrée du module du déterminant de K. En général, sauf

dans le cas du rectangle où une formule explicite existe, il est cependant difficile d’utiliser

ce résultat pour estimer le nombre de pavages par dominos de P .

La fonction de couplage de P est par définition la matrice inverse C = K−1.

Proposition 2.5 ([15]). — Si u, v sont deux carrés adjacents de P , la probabilité qu’un

pavage aléatoire uniforme de P contienne le domino {u, v} est égale à |C(u, v)|.
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Plus généralement [15], la probabilité qu’un pavage aléatoire uniforme contienne une

famille fixée de dominos disjoints s’exprime comme la valeur absolue du déterminant d’une

sous-matrice de C.

Nous verrons dans la partie suivante que si l’on se donne une suite de polyominos

temperliens Pε de εZ 2 qui approchent une région du plan, il est possible d’obtenir des

informations précises sur le comportement asymptotique des fonctions de couplage C ε

associées. Afin de mieux comprendre l’origine de ces informations, donnons quelques

propriétés simples de la fonction de couplage.

Si on énumère les éléments de M en écrivant successivement les carrés de type W0, W1,

B0 et enfin B1, la matrice K est de la forme

K =








0 0 K1 iK2

0 0 iK3 K4

Kt
1 iKt

3 0 0

iKt
2 Kt

4 0 0








où les matrices K1, K2, K3, K4 sont réelles. Il est facile de voir que l’inverse de K doit

être aussi de cette forme. En particulier, C(v, v ′) = 0 si v et v′ sont tous les deux blancs,

ou tous les deux noirs, C(v, v ′) est réel quand v′ = v + (1, 0) modulo 2 et imaginaire pur

quand v′ = v + (0, 1) modulo 2.

Par définition de C, on a KC(v, v ′) = δv(v
′), où δv est la fonction indicatrice du singleton

{v}. Notons K∗ la matrice conjuguée de K. On vérifie facilement que la matrice K ∗K

agit sur les fonctions définies sur B0(P ), et que pour une telle fonction f on a pour tout

v ∈ B0(P ),

K∗Kf(v) = 4f(v) − f(v + (2, 0)) − f(v + (−2, 0)) − f(v + (0, 2)) − f(v + (0,−2)).(2)

Cette formule est vraie même si les quatre voisins (dans B0) de v ne sont pas tous dans

B0(P ), dans quel cas il faut affecter la valeur 0 à la fonction f aux points extérieurs à

B0(P ). La formule précédente s’interprète en disant que K ∗K = ∆ est (4 fois) le Laplacien

discret sur B0(P ), avec conditions de Dirichlet au bord. Ce qui précède reste vrai si on

remplace B0(P ) par B̃1(P ) = B1(P )\{d}, mais la formule (2) doit être modifiée si v est

adjacent à la frontière de P . Dans ce cas, le terme de droite de (2) est f(v) multiplié par

le nombre de voisins de v dans B1(P ) moins la somme des valeurs de f en ces voisins (en

prenant f(d) = 0).

En appliquant K∗ à l’égalité KC(v, v ′) = δv(v
′), on trouve pour v ∈ W0 ∪ W1,

∆C(v, ·) = δv+(1,0) − δv+(−1,0) − iδv+(0,1) + iδv+(0,−1).

Fixons v ∈ W0 ∩ M . La restriction, notée f , de C(v, ·) à B0(P ) est à valeurs réelles,

et l’égalité précédente montre que cette fonction est harmonique (au sens discret) sur

B0(P )\{v − (1, 0), v + (1, 0)}, avec conditions frontière de type Dirichlet. En revanche la

restriction, notée ig, de C(v, ·) à B̃1(P ) est à valeurs imaginaires pures et est harmonique
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sur B̃1(P )\{v + (0, 1), v + (0,−1)}. Les conditions frontière sont maintenant de type

Neumann : la valeur de g en un point frontière v ′ est la moyenne de ses valeurs aux

voisins de v ′ dans B1(P ), en prenant g(d) = 0.

De plus, on peut dire que g est la conjuguée harmonique de f , au sens où on a les

équations de Cauchy-Riemann discrètes

∂xf(v′) = ∂yg(v′) pour v′ ∈ (M ∩ W0)\{v}

∂yf(v′) = −∂xg(v′) pour v′ ∈ M ∩ W1,

avec la notation ∂xf(v) = f(v + (1, 0)) − f(v + (−1, 0)), ∂yf(v) = f(v + (0, 1)) − f(v +

(0,−1)).

On a des résultats analogues pour la fonction C(v, ·) lorsque v ∈ W1.

2.4. Comportement asymptotique de la fonction de couplage

Soit U un polygone rectiligne de R
2 (U est un domaine simplement connexe et sa

frontière est composée de segments parallèles aux axes), et soit d0 ∈ ∂U . Considérons

pour chaque ε > 0 un polyomino temperlien Pε de εZ 2, et supposons que ces polyominos

convergent vers U de la manière évidente (en particulier, Pε a autant de coins que U , et

chaque coin de Pε converge vers le coin correspondant de U). On suppose aussi que les

points de base dε de Pε convergent vers le point d0.

Notons Cε la fonction de couplage de Pε et Mε l’ensemble des carrés de Pε.

Théorème 2.6 ([16]). — Soient, pour chaque ε > 0, uε, vε, wε, xε des éléments de Mε

appartenant respectivement à W0, W1, B0, B1, et convergeant respectivement vers des points

distincts u, v, w, x ∈ U . Alors,

lim
ε→0

1

ε
Cε(uε, wε) = Re F0(u, w)

lim
ε→0

1

ε
Cε(uε, xε) = i ImF0(u, x)

lim
ε→0

1

ε
Cε(vε, wε) = Re F1(v, w)

lim
ε→0

1

ε
Cε(vε, xε) = i ImF1(v, x)

où les fonctions F0 et F1 sont caractérisées par les propriétés suivantes.

Pour v ∈ U , la fonction F0(v, ·) est méromorphe sur U , sa partie réelle s’annule sur

∂U , elle a un zéro en z = d0, un pôle simple de résidu 1
π

en z = v et pas d’autre pôle sur

Ū .

De même, la fonction F1(v, ·) est méromorphe sur U , sa partie imaginaire s’annule sur

∂U , elle a un zéro en z = d0, un pôle simple de résidu 1
π

en z = v et pas d’autre pôle sur

Ū .
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Remarque — Un résultat analogue est vrai pour des ouverts U plus généraux : voir [16].

Les propriétés des fonctions F0 et F1, et le fait qu’on obtienne tantôt ReF tantôt ImF ,

viennent directement des propriétés des fonctions de couplage décrites dans la partie

précédente. Donnons rapidement l’idée de la preuve du théorème. On note B ′
0(Pε) le

graphe obtenu en ajoutant à B0(Pε) tous les carrés noirs (de type B0) qui sont adjacents

à un carré blanc à la frontière de Pε, et les arêtes reliant deux carrés noirs si le carré blanc

situé entre eux est dans Pε. Soit alors Gε(w, w′) la fonction de Green de B′
0(Pε) : pour

w ∈ B0(Pε), la fonction Gε(w, ·) vérifie ∆Gε(w, ·) = δw sur B0(Pε), et Gε(w, w′) = 0 pour

w′ ∈ B′
0(Pε)\B0(Pε). Par abus de notation, écrivons ReCε(uε, ·) pour la restriction de

Cε(uε, ·) à B0(Pε) (qui est à valeurs réelles) et prolongeons-la à B ′
0(Pε) en lui donnant la

valeur 0 sur B′
0(Pε)\B0(Pε). Nous avons vu que, sur B0(Pε),

∆Re Cε(uε, ·) = δuε+ε − δuε−ε.

Puisque Re Cε(uε, ·) s’annule à la frontière, il en découle que

Re Cε(uε, w) = Gε(uε + ε, w) − Gε(uε − ε, w).

On peut alors déduire la première convergence du théorème de résultats sur le comporte-

ment asymptotique des fonctions de Green discrètes.

Les fonctions de couplage asymptotiques F0 et F1 possèdent des propriétés d’invariance

conforme qui sont très importantes pour les applications. Posons F U
+ = F0 + F1 et

F U
− = F0 −F1. Alors, F U

+ (v, z) est méromorphe en v et en z, et F U
− (v, z) est méromorphe

en z et anti-méromorphe en v. De plus, si f : V −→ U est une bijection conforme

envoyant le point de base de V sur le point de base de U , on a :

F V
+ (v, z) = f ′(v) F U

+ (f(v), f(z)),

F V
− (v, z) = f ′(v)F U

− (f(v), f(z)).

2.5. L’asymptotique du nombre de pavages par dominos

Dans ce paragraphe, nous décrivons brièvement un résultat important de [17] donnant

l’asymptotique du logarithme du nombre N(Pε) de pavages par dominos de Pε (sous les

hypothèses de la partie précédente). Ce résultat ne peut pas être appliqué directement à

la preuve du Théorème 2.1, qui nécessite d’estimer le rapport N(Qε)/N(Pε) où Qε n’est

pas temperlien. Cependant, les techniques impliquées dans cette preuve sont proches de

celles que nous décrivons très succinctement ci-dessous.

Nous notons Aε l’aire de Pε, perim(Pε) son périmètre, et V le nombre de sommets du

polygone V .

Théorème 2.7 ([17]). — Soit N(Pε) le nombre de pavages par dominos de Pε. Alors,

logN(Pε) =
c0Aε

ε2
+

c1 perim(Pε)

ε
−

1

2
log

1

ε
−

V − 4

36
h(ε) + c2(U) + o(1),
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où c0 = G
π
, si G = 1− 1

32 + 1
52 − . . . est la constante de Catalan, c1 = G

2π
+ log(

√
2−1)

4
, c2(U)

est une constante dépendant seulement de U , et la fonction h est indépendante de U et

vérifie h(ε) = log 1
ε

+ o(log 1
ε
).

Remarque. — Le premier terme du développement ci-dessus est essentiellement contenu

dans le travail de Burton et Pemantle [5].

Dans le cas particulier où U est un rectangle, le développement du théorème peut être

obtenu à partir des expressions explicites dues à Kasteleyn [13] et Temperley et Fischer

[32] (voir [10] pour une dérivation du développement dans ce cas). Pour se ramener au cas

du rectangle, on utilise une technique de découpage. Considérons un segment (vertical ou

horizontal) γ ′ qui traverse U , touche ∂U seulement en ses points de départ et d’arrivée,

et évite le point de base d0 de U . Pour chaque ε > 0, considérons aussi une bande γε de

largeur ε formée de carrés de Pε, qui traverse Pε en restant à une distance O(ε) de γ ′. On

peut imposer que les carrés noirs contenus dans γε soient de type B0, et que si l’une ou

l’autre extrémité de γ ′ est à un coin concave de U , l’extrémité correspondante de γε soit

au coin correspondant de Pε.

La longueur de γε doit alors être un multiple impair de ε. Si nous retirons la bande γ ε

de Pε, il reste deux polyominos disjoints. Celui, noté P1, qui contient le carré de base de

Pε est temperlien. L’autre, noté P2, devient temperlien si on lui enlève un seul carré s de

type B1 adjacent à l’un des points terminaux de γε. Remarquons que la réunion γε ∪ s a

un seul pavage par dominos. Le nombre de pavages par dominos de Pε est égal au produit

du nombre de pavages de P1 et du nombre de pavages de P2, divisé par la probabilité que

le pavage de γε ∪ s apparaisse dans un pavage de Pε tiré au hasard uniformément.

Nous pouvons répéter cette procédure à partir de P1 et P2 de manière à découper

le polyomino initial en des morceaux de plus en plus simples. Au bout d’un nombre

fini d’itérations on arrive à des rectangles temperliens pour lesquels on peut utiliser la

formule exacte. Tout le problème est donc d’estimer la probabilité que dans un pavage

aléatoire uniforme de Pε, apparaisse le pavage de γε ∪ s. Notons a1, . . . , aN les dominos

qui forment ce pavage. Les ai sont mis bout-à-bout (à partir de la frontière) sauf pour aN

qui est perpendiculaire aux autres. La probabilité que tous les a i soient présents s’écrit

comme le produit
N∏

j=1

P (aj | a1, . . . , aj−1)

des probabilités conditionnelles que aj soit présent sachant que a1, . . . , aj−1 le sont. Pour j

fixé, cette dernière probabilité conditionnelle est la probabilité que a j soit présent dans un

pavage aléatoire de la région P
(j)
ε := Pε\{a1, . . . , aj−1}, qui est elle-même un polyomino

temperlien. Soit C
(j)
ε la fonction de couplage de P

(j)
ε , et soient u

(j)
ε , v

(j)
ε les deux carrés qui

composent le domino aj . Alors, la probabilité que aj soit présent dans un pavage aléatoire

de P
(j)
ε est d’après la Proposition 2.5 égale à |C

(j)
ε (u

(j)
ε , v

(j)
ε )|. Le comportement asympto-

tique de ces quantités peut être décrit en termes des fonctions de couplage asymptotiques
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F0, F1 de la partie 4, correspondant à la région U privée d’une coupure le long (d’une

partie) du segment γ ′. A l’aide d’une analyse détaillée de ces asymptotiques et d’une

utilisation intensive des propriétés d’invariance conforme, cela conduit à des estimations

suffisamment précises pour établir le Théorème 2.7.
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Birkhäuser, Boston 1999

[24] G.F. LAWLER, W. WERNER – Intersection exponents for planar Brownian motion.

Preprint.

[25] G.F. LAWLER, W. WERNER – Universality for conformally invariant intersection

exponents. Preprint.

[26] G.F. LAWLER, O. SCHRAMM, W. WERNER – Values of Brownian intersection

exponents I: Half-plane exponents. Preprint.

[27] S.N. MAJUMDAR – Exact fractal dimension of the loop-erased self-avoiding walk in

two dimensions. Phys. Rev. Lett. 68 (1992), 2329-2331.

[28] B.B. MANDELBROT – The Fractal Geometry of Nature. Freeman 1982.

[29] R. PEMANTLE – Choosing a spanning tree for the integer lattice uniformly. Ann.

Probab. 19 (1991), 1559-1574.

[30] O. SCHRAMM – Scaling limits of loop-erased random walks and uniform spanning

trees. Preprint.

[31] H. TEMPERLEY – Combinatorics: Proceedings of the British Combinatorial Con-

ference 1973. London Math. Soc. Lecture Notes Series 13 (1974), 202-204.

[32] H. TEMPERLEY, M. FISHER – The dimer problem in statistical mechanics – an

exact result. Phil. Mag. 6 (1961), 1061-1063.

[33] W. WERNER – Asymptotic behaviour of disconnection and intersection exponents.

Probab. Th. Rel. Fields 108 (1997), 131-152.

Jean-François LE GALL



866-23
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LA CORRESPONDANCE DE MCKAY

by Miles REID

1. COMMENT C’EST

1.1. Model case: the binary dihedral group BD4n

For G ⊂ SL(2, C) a finite group, the quotient variety X = C2/G is called a Klein

quotient singularity. I draw the quotient map π : C2 → X and the minimal resolution of

singularities Y → X together in the diagram:

C2


yπ

Y
ϕ
−→ X

This situation has been well studied, since Klein around 1870 and Coxeter and Du Val

in the 1930s: the subgroup G is classified as cyclic, binary dihedral or a binary group

corresponding to one of the Platonic solids; the quotient singularity is a hypersurface

X ⊂ C3 with defining equation one of a list of simple functions. The resolution Y is a

surface with KY = ϕ∗KX , and the exceptional locus ϕ−1(0) ⊂ Y of the resolution consists

of a bunch of −2-curves Ei (that is, Ei
∼= P1

C and Ei has self-intersection E2
i = −2), and

the intersection EiEj is given by one of the Dynkin diagrams An, Dn, E6, E7, E8. To

avoid writing out lists, let us simply discuss the binary dihedral group

G = BD4n = 〈α, β〉 , where α =

(

ε 0

0 ε−1

)

, β =

(

0 1

−1 0

)

where ε = exp 2πi
2n

. If u, v are coordinates on C2, the G-invariant polynomials are

C[x, y, z]/(z2 − yx2 + 4yn+1), where x = u2n + v2n, y = u2v2, z = uv(u2n − v2n);

thus the quotient variety is the singularity X : (z2 = yx2−4yn+1) ⊂ C3 of type Dn+2, and

the quotient morphism π : (u, v) 7→ (x, y, z). The resolution of singularities Y → X has
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exceptional locus consisting of −2-curves E1, . . . , En+2 forming the Dn+2 configuration:

E1

¡
¡

¡
¡

¡

E2

@
@

@
@

@

· · ·

¡
¡

¡
¡

¡

En−1

@
@

@
@

@¡
¡

¡
¡

¡

En+1

@
@

@@
En+2

@
@

@
@@

(1.1)

The classical McKay correspondence begins in the late 1970s with the observation that

the same graph arises in connection with the representation theory of G. For a group G

and a given representation Q, the McKay graph (or McKay quiver) has a node for each

irreducible representation, and an edge V → V ′ whenever V ′ is a direct summand of

V ⊗ Q. In our case, BD4n has the 2-dimensional representations

Vi
∼= C2, with action α =

(

εi 0

0 ε−i

)

, β =

(

0 1

(−1)i 0

)

for i = 0, . . . , n.

This is irreducible for 0 < i < n, and splits into 2 eigenlines when i = 0 or n. The inclusion

G ⊂ SL(2, C) provides the given representation Q = V1. It is a simple exercise [Homework]

to write down the action of G on a basis {ei ⊗ e′j} of Q ⊗ Vi to get Vi ⊗ Q = Vi−1 ⊕ Vi+1

for 0 < i < n, so that the McKay graph of BD4n is the extended Dynkin diagram D̃n+2:

D̃n+2

1 ©

@
@

©

¡
¡

© © . . . ©
¡

¡

©

@
@
©

V1 V2 Vn−1

(1.2)

Here 1 is the trivial 1-dimensional representation.

This example, and the other SL(2, C) cases observed by McKay, suggest that there is

a one-to-one correspondence between the components of the exceptional locus of Y → X

in (1.1) and the nontrivial irreducible representations of G ⊂ SL(2, C) in (1.2). This

talk explains this coincidence in several different ways, and discusses higher dimensional

generalisations.

1.2. General assumption

I use the following diagram throughout:

M

yπ

Y
ϕ
−→ X = M/G

(1.3)

Here M is a quasiprojective algebraic manifold with KM = 0 and G a finite automorphism

group of M that acts trivially on a global basis sM ∈ H0(KM). The object of study is

the quotient variety X = M/G and its resolutions Y → X, sometimes assumed to have
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KY = 0. An important motivating case is a finite subgroup G ⊂ SL(3, C) acting on

M = C3.

1.3. Definition–Reassurance

The quotient varieties X = M/G occuring here are singular. The theory of minimal

models of higher dimensional algebraic varieties (Mori theory) has a whole battery of

definitions that deal systematically with singular varieties; here I only need one small item:

the orbifolds X here have trivial canonical class KX = 0 (or trivial Serre–Grothendieck

dualising sheaf ωX = OX). In concrete terms, this means the following: X is a complex

n-fold (algebraic or analytic variety), nonsingular in codimension 1, and its nonsingular

locus NonSing X has an everywhere nondegenerate holomorphic n-form sX (deduced from

sM). So sX is a complex volume element at every nonsingular point of X, or in other

words, it is a global basis of Ωn
NonSing X . A resolution of singularities ϕ : Y → X is crepant

if KY = ϕ∗KX or ωY = ϕ∗ωX , which simply means that Y is a nonsingular n-fold

with KY = 0 or ωY = Ωn
Y = OY · sY , where sY = ϕ∗sX . More generally, an arbitrary

proper birational map ϕ : V → X has a discrepancy divisor ∆ϕ =
∑

aiEi defined by

KV = ϕ∗KX +
∑

aiEi with ai ≥ 0; a divisor Ei is crepant if ai = 0. The discrepancy ∆ϕ

is the divisor of zeros on V of the basic n-form sX on X, generalising the divisor of zeros

of the Jacobian determinant; in Mori theory, it measures how far V is from minimal.

1.4. Summary and slogan

I start with a preview of different approaches to the McKay correspondence, which are

treated in more detail in later sections. Each of these approaches gives a result in the

case of a finite subgroup G ⊂ SL(3, C) acting on M = C3.

(1) Gonzalez-Sprinberg and Verdier sheaves: the first direct link from the represen-

tation theory of G to the geometry of the resolution Y → X was the work of

Gonzalez-Sprinberg and Verdier [GSpV]: for a Kleinian subgroup G ⊂ SL(2, C),

they constructed sheaves Fρ on Y , indexed by the irreducible representations of G,

whose first Chern classes base the cohomology of Y .

(2) String theory: the first hint of a McKay correspondence in higher dimensions comes

from work of the string theorists Dixon, Harvey, Vafa and Witten [DHVW] around

1985: if G ⊂ SL(3, C) and Y → X = C3/G is a crepant resolution of the quotient

C3/G, the Euler number of Y equals the number of conjugacy classes of G (or the

number of its irreducible representations).

(3) Explicit methods: the finite subgroups G ⊂ SL(3, C) are classified, and work in

the early 1990s of Roan, Ito, Markushevich and others proved case-by-case the

existence of crepant resolutions, and the validity of the formula of [DHVW] for the

Betti numbers of Y .
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(4) Valuation theory: for a finite subgroup G ⊂ SL(n, C), the paper [IR] shows that G

has a grading by age, analogous to the weight grading in Hodge theory, and proves

that the conjugacy classes of junior elements g ∈ G (elements of age 1) correspond

one-to-one with the crepant divisors of a resolution (more precisely, their discrete

valuations). This result holds for any G ⊂ SL(n, C) and is intrinsic, classification-

free; but for n ≥ 4 it only gives a small part of a McKay correspondence (so far).

(5) Nakamura’s G-Hilbert scheme: a resolution of singularities Y → X, even if it is

a Mori minimal model theory, is not at all unique. Moreover, if X = M/G, the

construction of a resolution Y need not have much to do with G. In 1995, Nakamura

made the revolutionary suggestion that in many interesting cases, the G-Hilbert

scheme is a preferred resolution Y of X (see [IN2], [N], [R]). When this holds, Y

is a “very good” moduli space over M , and the general yoga of moduli suggests

that there should be a “tautological” treatment of the geometry of Y (comparable

to the cohomology of Grassmann varieties).

(6) Fourier–Mukai transform: the derived category D(V ) of coherent sheaves on a

variety V (considered up to isomorphism of triangulated categories) can be used as

a geometric characteristic of V , in place of K theory or cohomology. The Fourier–

Mukai transform is a general method for constructing isomorphisms of derived

categories (see [Mu], [O], [BO1], [Br], [BrM]). Bridgeland and others [BKR] have

recently used this technique to prove that, if Y = G-Hilb M is a crepant resolution,

then DG(M) = D(Y ). This implies the corresponding result in K theory.

(7) Motivic integration: the motivic integration of Batyrev, Denef and Loeser, and

Kontsevich is a rigorous and comparatively simple mathematical trick that mimics

some aspects of the path integrals of QFT. Very roughly, if ϕ : Y → X is a resolution

of singularities, possibly far from minimal, with discrepancy divisor KY −ϕ∗KX =
∑

aiEi, the calculation amounts to defining the stringy homology of X by picking

only 1
ai+1

th of the homology of Ei. Quite remarkably, this is well defined, agrees

with the predictions of [DHVW] mentioned in (2) above, and provides an exact

form of the homological McKay correspondence for finite subgroups G ⊂ SL(n, C).

(8) Explicit methods (bis): for a finite group G ⊂ SL(3, C), the results of (6) (maybe

also (7)) imply that Gonzalez-Sprinberg–Verdier sheaves Fρ base the K theory of

the resolution Y → X, so that their Chern classes or Chern characters base the

cohomology. Reworking this in explicit terms presents a treasure chest of delightful

computational problems – already the Abelian cases lead to lovely pictures (compare

[R], [CR], [C2]).

I believe that many other approaches to the McKay correspondence remain to be dis-

covered, and many interrelations between the different approaches; this problem area is
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recommended to afficionados of noncommutative geometry, perverse sheaves, Gromov–

Witten invariants, elliptic cohomology, Chow groups, etc. Here is an attempt to describe

the subject in a single statement:

Principle 1.1. — Let M be an algebraic manifold, G a group of automorphisms of M ,

and Y → X a resolution of singularities of X. Then the answer to any well posed

question about the geometry of Y is the G-equivariant geometry of M .

I give two illustrations

I. If G ⊂ SL(n, C) acts on Cn and the quotient X = Cn/G has a crepant resolution

Y → X, the homology or K theory of Y is expected (or known) to be independent

of Y . In this case, the principle says that the homology or K theory of Y is the

representation theory of G (equal to the G-equivariant geometry of Cn because Cn

is contractible).

II. Let M be a Calabi–Yau n-fold and G a group of automorphisms of M that acts

trivially on Ωn
M . The stringy homology of X = M/G (see Sections 3 and 4) is well

defined by [DL1]. The principle says that it must agree with the G-equivariant

homology of M . (I expand on what this means in Section 4.)

Viewed as an orbifold or stack, X = M/G contains M and the G action, and you can

of course derive tautological question-and-answer pairs from this (this is often popular as

a source of questions after the talk). The content of my slogan is that the equivariant

geometry of M already knows about the crepant resolution Y → X. Minimal models exist

for surfaces by classical work, and for 3-folds by Mori theory (or by explicit methods).

Minimal models of orbifolds by finite subgroups G ⊂ SL(3, C) provide infinitely many ex-

amples of local models of Calabi–Yau 3-folds; calculating their Betti numbers or K theory

in a priori terms is in no sense a tautology. If you prefer to think of the singular X as

the fundamental object, and not resolve it (a perfectly sensible alternative), the content

is that X has invariants that can be described from the orbifold M/G, but are birationally

invariant under appropriate conventions about resolutions.

2. AGE AND DISCREPANCY

Let G ⊂ SL(n, C) be a finite group; any element g ∈ G has finite order r, say. For any

such r, I choose at the outset a primitive rth root of 1, say exp 2πi
r

. A choice of eigenbasis

diagonalises the action of g ∈ G on M = Cn, giving

g = diag(εa1 , . . . , εan) with 0 ≤ ai < r.(2.1)

I write g = 1
r
(a1, . . . , an), possibly depending on the choices made. Now

∑
ai ≡ 0 mod r

because g ∈ SL(n, C). Following [IR], define the age of g by age g = 1
r

∑
ai. As we will

see, this is an analog of weight in Hodge theory; Denef and Loeser [DL2] refer to it by the
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long-winded but not inappropriate term valuation theoretic weight . Clearly, age g is an

integer in the range [0, . . . , n− 1], and only the identity has age 0. The elements of age 1

are junior.

Junior elements of G give rise to crepant divisors of a resolution V → M/G by the

following toric mechanism (for more details, and a picture, see [IR], 2.6–7). For g ∈ G

(not the identity), consider the ai of (2.1), and suppose (a1, . . . , an) ∈ Zn is primitive. The

coordinate subspace corresponding to the xi with ai = 0 is the fixed locus Fix g; it splits

off as a direct product, and I assume that all ai > 0 to short-cut some simple arguments.

A useful example to bear in mind is when all the ai = 1 (compare Example 4.1).

I view the integers (a1, . . . , an) as weights. They define the grading wt xi = ai on the

coordinate ring C[x1, . . . , xn], or equivalently, the action xi 7→ λaixi of C∗ on M = Cn

that defines the weighted projective space

P(a1, . . . , an) = (Cn \ 0)/C∗.

We obtain the weighted blowup Bg → M as the closed graph of the quotient map M 99K

P(a1, . . . , an); it has the exceptional divisor Bg ⊃ Eg = P(a1, . . . , an). Obviously g acts

on Bg, and fixes Eg pointwise (because g acts on M as ε ∈ C∗). Therefore Bg → Bg/ 〈g〉

is totally ramified along Eg.

Theorem 2.1 ([IR], 2.6–7). — Suppose that V → X is any resolution of singularities of

the quotient X = M/G. Then V contains a divisor Fg rationally dominated by Eg under

the rational map Bg → M 99K V . The discrepancy of Fg is given by aFg = age g− 1, and

in particular

Fg is crepant ⇐⇒ g is junior.

Every crepant divisor of any resolution V occurs thus.

Discussion of proof. — Write Xg = M/ 〈g〉 for the partial quotient. Then Bg/ 〈g〉 → Xg

is a partial resolution, with the single exceptional divisor Eg. An easy toric calculation

gives the discrepancy of Eg ⊂ Bg or Eg ⊂ Bg/ 〈g〉 (compare [YPG], 4.8): the standard

basis of Ωn
M is sM = dx1 ∧ · · · ∧ dxn. For KBg , choose a Laurent monomial y1 = xm of

weight 1 (recall that the ai were coprime). Then y1 is the defining equation of Eg ⊂ Bg

at a general point of Eg (away from all the coordinate hyperplanes), and yr
1 that of

Eg ⊂ Bg/ 〈g〉. Choosing Laurent monomials y2, . . . , yn forming a basis of the lattice of

monomials of weight 0, we get that

sBg = dy1 ∧ · · · ∧ dyn ∈ Ωn
Bg

is the required basis. The discrepancy is the exponent a in sM = (unit) · ya
1sBg , and is

determined by weighty considerations: sM has weight
∑

ai and sBg weight 1, so a =
∑

ai − 1. On the quotient Bg/ 〈g〉 we only have yr
1, so we get the stated discrepancy

1
r

(∑
ai − 1 − (r − 1)

)
= age g − 1.
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The quotient morphism M → X is a Galois cover with group G; a cyclic subgroup 〈g〉

corresponds to an intermediate cover M → M/ 〈g〉 = Xg → X. The reduction to a cyclic

group is in terms of ramification theory; see [IR], 2.6–7. Roughly, over the general point of

any exceptional divisor F of V → X, the Galois extension of function fields k(X) ⊂ k(M)

forms a tower, starting with a cyclic ramified cover. For a crepant exceptional divisor, the

cyclic ramification can be chased back up to a conjugacy class of junior elements g ∈ G.

Remark 2.2. — This argument works in all dimensions, but it only identifies the divi-

sors of a crepant resolution Y , and thus only gives a basis of H2(Y, Q) or H2n−2(Y, Z)

corresponding in McKay style to junior conjugacy classes of G. In 3 dimensions, we used

Poincaré duality to bootstrap ourselves up to a basis of H∗(Y, Q) in [IR]. Historically, this

was the first intrinsic proof of the conjectured formula of [DHVW] for the Betti numbers

of a crepant resolution.

As Brylinski [B] remarks (following Mumford), if V → X is any resolution, the group

G can be viewed as the fundamental group of V minus the branch locus, so that an

exceptional divisor F of a resolution V corresponds directly to a conjugacy class of G as a

little anticlockwise loop around F ; for crepant divisors, this is of course the same relation

as in [IR]. But I don’t know how to use this idea to get a well defined relation between,

say, codimension 2 cycles of Y and age 2 conjugacy classes of G.

3. L’INNOMABLE

This section is mainly for sociological and historical interest, but some harmless hilarity

may derive from my garrulous display of incompetence and ignorance in physics.

A theoretical prediction of string theory: Fermionic strings propagate in 10-dimensional

space-time. Indeed, a universe of any other dimension would have particles moving faster

than the speed of light. Since this prediction, on the face of it, contradicts the empirically

observed 4-dimensions of space-time, string theorists want 6 of the dimensions to be filled

up with tiny Calabi–Yau 3-folds. (This means (i) a 6-dimensional Riemannian manifold

with SU(3) holonomy, or (ii) a complex manifold V with a Ricci flat Kähler metric and

H1(V, R) = 0, or (iii) an algebraic manifold V with KV = 0 and H1(V,OV ) = 0. It

seems that the holonomy or Kähler conditions on V , together with some finite volume,

are required by the physics, whereas making V nonsingular, compact, and a constant fibre

over macroscopic space-time are just convenient choices when you try to guess a model.)

The two papers [DHVW] were concerned with trying to calculate string theory on

examples of Calabi–Yau varieties obtained by dividing a 3-dimensional complex torus M

by a finite group G preserving a basic holomorphic 3-form, so that the stabiliser subgroup

at any point is a subgroup of SL(3, C). A closed string on the quotient may lift either

to a closed string on the cover, or to a path that goes from x to g · x. The latter are

called twisted sectors. The physicists need to take care of these in order to relate
∫

X
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to G-equivariant
∫

M
, and they are the key to the form of the McKay correspondence in

Theorem 4.4, (4).

Taking limits is a tradition in physics, where the old is frequently the limit of the new:

Newtonian mechanics is the limit of special relativity as c → ∞, classical mechanics the

limit of quantum physics as ~ → 0, groups and their Hopf algebras the limit of quantum

groups as q → 1. In string theory, if the scale (or radius of curvature) of the tiny Calabi–

Yau tends to zero, the theory should approximate ordinary Lorentz 4-dimensional space-

time, whereas letting it tend to macroscopic proportions would approximate flat Lorentz

10-dimensional space-time. In this context, the twisted sector near a point x ∈ MH plays

the role of strings that are topologically nontrivial, but are allowed to remain of finite

length (and so contribute to path integrals) as the scale becomes large. To calculate

something called the 1-loop partition function, DHVW considered mapping the elliptic

curve S1 ×S1 (with parameters σ and τ along the copies of S1) into X, or the σ, τ square

into M with equivariant boundary conditions depending on g, h. Thinking about twisted

sectors and limits led DHVW (I confess that their logic eludes me somewhat) to the

formula

estring(X) = e(M,G) :=
1

|G|

∑

g,h∈G
commuting

e(M 〈g,h〉).(3.1)

Here e(M,G) on the left-hand side is the G-equivariant Euler number of M ; on the right-

hand side, the sum runs over all commuting pairs of elements of G, 〈g, h〉 is the Abelian

group they generate, M 〈g,h〉 its fixed locus in M , and e is the usual Euler number. The

formula is a replacement for the Euler number of the singular orbifold X. The papers

[DHVW] contain more-or-less explicitly the conjecture that this number is the Euler

number of a minimal resolution of singularities.

It is not hard (see [HH], [Roan] and [Homework]) to rearrange the sums in (3.1) to give

estring(X) = e(M,G) =
∑

[H]⊂G

e(XH) × card{[h] ∈ H},(3.2)

where (i) the first sum runs over conjugacy classes of subgroups H ⊂ G; (ii) the stratum

XH is the set of x ∈ X such that Stab y is conjugate to H for any point y ∈ M over x;

(iii) the second factor is the number of conjugacy classes in H. This means that XH ⊂ X

contributes to e(M,G) with multiplicity the representation theory of H.

Remark 3.1. — The physicists want to do path integrals, that is, they want to integrate

some “Action Man functional” over the space of all paths or loops γ : [0, 1] → Y . This

impossibly large integral is one of the major schisms between math and fizz. The physicists

learn a number of computations in finite terms that approximate their path integrals, and

when sufficiently skilled and imaginative, can use these to derive marvellous consequences;

whereas the mathematicians give up on making sense of the space of paths, and not

infrequently derive satisfaction or a misplaced sense of superiority from pointing out that
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the physicists’ calculations can equally well be used (or abused!) to prove 0 = 1. Maybe

it’s time some of us also evolved some skill and imagination. The motivic integration

treated in the next section builds a miniature model of the physicists’ path integral,

by restricting first to germs of holomorphic paths γ : U → Y , where 0 ∈ U ⊂ C is a

neighbourhood of 0, then to formal power series γ : Spec C[[z]] → Y .

4. MOTIVIC INTEGRATION

The material in this section is due to Batyrev [Ba1], [Ba2], Denef and Loeser [DL1],

[DL2] and Kontsevich [K]. I recommend Craw [C1] as a readable first introduction to

these ideas.

Rather than trying to restrict to crepant resolutions, take an arbitrary normal crossing

resolution ϕ : Y → X, marked by the discrepancy divisor D = ∆ϕ =
∑

i∈I aiDi (here

I is the indexing set of the components Di). The normal crossing divisor D defines a

stratification of Y , with

closed strata DJ =
⋂

j∈J

Dj, and open strata D◦
J = DJ \

⋃

J ′)J

DJ ′

for J ⊂ I (including, of course, Y = D∅ and Y \ D = D◦
∅).

Motivic integration is discussed and defined below, but it is convenient to start from

the answer: the stringy motive of (Y,D), or of X itself, turns out to be

hstring(X) = h(Y,D) =
∑

J⊂I

[D◦
J ] ·

∏

j∈J

L − 1

Laj+1 − 1
.(4.1)

Here L = [A1
C] = [C] is the Tate motive, and the formula takes place in a certain ring

of motives with formal power series in L−1 adjoined. We will worry about the coeffi-

cient ring later, but in lucky cases it will happen that the cyclotomic polynomials in the

denominators cancel out, leaving an integral motive (see Example 4.1 and [Homework]

for examples). It follows from Theorem 4.4, (2) and (3) that h(Y,D) is independent of

the choice of the normal crossing resolution Y , so depends only on X. In the case when

D = aE has a single component with discrepancy a, it boils down to

[Y − E] +
[E]

1 + L + L2 + · · · + La
= [Y − E] +

[E]

[Pa]
.(4.2)

Example 4.1. — Let n = ab, and consider the n-fold quotient singularity X of type
1
b
(1, . . . , 1), that is, the quotient Cn/(Z/b), with the diagonal action of ε = exp 2πi

b
. It

is the cone over the bth Veronese embedding of Pn−1, so that its resolution Y → X has

exceptional divisor E = Pn−1 with OE(E) = OPn−1(−b). The discrepancy is a − 1, to fit

the adjunction formula, with KY = (a − 1)E, and KE = OE(aE) = OPn−1(−n).

Now whereas Y is homotopy equivalent to Pn−1, so has n homology classes, one in each

dimension 0, 2, . . . , 2(n−1), the effect of dividing by [Pa−1] in (4.2) is to throw away most
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of these, leaving only the b stringy homology classes in dimension 0, 2a, 4a, 2a(b−1). This

is exactly what we need for the McKay correspondence: the b elements of Z/b have age

0, a, 2a, . . . , a(b − 1) and correspond to the stringy classes in dimension 2ia.

Example 4.2. — Consider the blowup σ : Y1 → Y of a subvariety C ⊂ Y that intersects

all the strata of D transversally, and set D1 = σ∗D + (c − 1)E, where E = σ−1C is the

exceptional divisor of the blowup and c = codim C. The coefficient is the discrepancy of

E, so that KY1 − D1 = σ∗(KY − D). It is an exercise to see that

h(Y,D) = h(Y1, D1).

(This is rather trivial if C ∩D = ∅ in view of Grothendieck’s formule clef for the motive

of a blowup; see [Homework] for more hints.) This is good evidence for the birational

invariance of h(Y,D).

I now describe briefly the mechanics of motivic integration, following [C1]. Start from

the Grothendieck ring K0(V) of classes of varieties under the equivalence relation [V ] =

[V \ W ] + [W ]. Addition and multiplication are quite harmless. The Tate motive is

L = [A1
C] = [C]. We formally adjoin L−1 to K0(V), and make a fairly mild (L−1)-adic

completion to give the value ring R = K̂0(V)[L−1]. This value ring is the really clever

thing about the whole construction. (Exercise: (La − 1)−1 can be written as a formal

power series in L−1, so all the terms on the right-hand side of (4.1) are in R.)

Motivic integration takes place over the infinite jet space J∞Y , which coincides with the

set Y (C[[z]]) of points of Y with values in the formal power series ring C[[z]]. An element

γ ∈ Y (C[[z]]) is a point y = γ(0) ∈ Y together with a formal arc γ : Spec C[[z]] → Y

starting at y; if convergent, γ is the Taylor series of a holomorphic germ γ̃ : (C, 0) → Y .

The infinite jet space J∞Y is the profinite limit lim←− kJkY of the finite jet spaces JkY ;

recall that J0Y = Y , J1Y is the total space of the tangent bundle TY , and Jk+1 → Jk is

a Cn-fibre bundle.

The projection maps πk : J∞Y → Jk of the profinite limit allow us to define a cylinder

set in J∞Y to be π−1
k (Bk) for a constructible set Bk ⊂ Jk. The measure on J∞Y is

initially defined on these, by setting1

µ(π−1
k (Bk)) := [Bk] · L−nk ∈ R.(4.3)

It is straightforward to see that this is independent of k, and is a “finitely additive

measure”.

As our measurable functions, consider an effective divisor D on Y , and define a function

FD : J∞Y → Z≥0 by FD(γ) = D · γ (intersection number). In other words, suppose

γ(0) = P ∈ Y and let gD be the local defining equation of D at P ; then FD(γ) is the

1The papers [DL1] and [C1] have the exponent L−n(k+1). This is just a normalising convention, giving

h(Y,D) = [Y ] ·L−n in Theorem 4.4, (1), and making the motive of Y 0-dimensional. I prefer my version.
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order of γ∗(gD) ∈ C[[z]]. Since the first s coefficients of γ∗(gD) clearly only depend on

πs(γ) ∈ Js, it is obvious that F−1
D (s) is a cylinder set.

The grand definition is now: for Y a nonsingular variety and D a normal crossing

divisor, the motivic integral is

h(Y,D) =

∫

J∞Y

L−FD :=
∑

s∈Z≥0

µ
(
F−1

D (s)
)
· L−s ∈ R.(4.4)

Remark 4.3. — I omit some tricky details on convergence required to get a genuine

measure (involving the [L−1]-adic completion). To tell the truth, I don’t know if they are

at all essential. A basic point for applications is that the measure of F−1
D (s) tends to 0 as

s → ∞; this is plausible enough (because arcs γ with γ · D ≥ s have codimension ≥ s in

J∞Y ), and is an intuitive reason behind birational invariance: the arcs in a Zariski closed

subset of Y have measure zero.

Theorem 4.4. — h(Y,D) of (4.4) has the following properties:

(1) If D = 0 then h(Y,D) = [Y ].

(2) h(Y,D) is calculated by the right-hand side of (4.1).

(3) Birational invariance: let Y ′, D′ and Y,D be pairs, and ϕ : Y ′ → Y a birational

morphism such that KY ′ − D′ = ϕ∗(KY − D); then

h(Y ′, D′) = h(Y,D).

(4) If X = M/G is as in Assumption 1.2, Y → X a normal crossing resolution, and

D the discrepancy, then

hstring(X) = h(Y,D) =
∑

[H]⊂G

[
XH

]
·

∑

[g]∈H

Lage g,(4.5)

where the range of summation is as in (3.2), and the second sum is over conjugacy

classes in H.

Discussion of proof. — I give some indications, leaving most of the proof as references

to [DL1] and [DL2]. Alternatively, do them as exercises (see [Homework] for more hints).

The key point of the proof is that, whatever its substance, (4.4) has the formal properties

of an integral, and is subject to the same kind of change of variables formula. In the

words of the Master:

“La théorie consiste pour l’essentiel dans des questions de variance”

([H], Introduction). Note first that the condition in (3) says that D′−D = div(Jac ϕ) is the

divisor of zeros of the Jacobian determinant of ϕ (I omit ϕ∗ from now on). Composition

defines a map jϕ : J∞Y ′ → J∞Y , and, unless it falls entirely in the locus of indeterminacy

of ϕ−1, an arc in Y has a birational transform as an arc in Y ′; in other words, away from

subsets of measure zero, jϕ is a bijection on the infinite jet spaces. For (3), it remains

only to stratify the finite jet spaces JkY
′ and JkY so that the corresponding morphism
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jk : JkY
′ → JkY is a Ct-bundle on each stratum with FD′−D(γ) = div(Jac ϕ) · γ = t (see

[DL1], Lemma 3.4 and [Homework]).

(2) is proved in [DL1], Proposition 6.3.2, [Ba2], Theorem 6.28, and worked out in

detail in [C1], Theorem 1.16. The proof of (4) consists of two steps, relating to the two

morphisms π : M → X and ϕ : Y → X of Assumption 1.2.

Step I. — We translate the twisted sectors of [DHVW] into the language of formal arcs,

obtaining the stratification (4.6) below.

Let y ∈ MH be a point with Stab y = H and x = π(y) ∈ XH . As at the start of

Section 2, suppose that r is an integer divisible by the order of each g ∈ H, and choose

an rth root ε of 1 and an rth root ζ = z1/r of the parameter used for formal arc, so that a

formal arc γ at x ∈ X parametrised by z lifts to a formal arc at y ∈ M parametrised by

ζ. Unless γ falls entirely in the branch locus of π : M → X, there is a unique conjugacy

class g ∈ H defined by γ(εζ) = gγ(ζ). Here g is the twisted sector, the conjugacy class

of γ in the local fundamental group H (where γ is viewed as a little loop in X minus the

branch locus).

This argument shows that, after we delete the subset of arcs falling entirely in the

branch locus (which has infinite codimension, so measure zero) the infinite jet space J∞X

is a disjoint union

J∞X =
∐

[H]⊂G

∐

[g]∈H

JH,g
∞ Y,(4.6)

where H, g are as in (3.2), and JH,g
∞ Y is the set of arcs with γ(0) ∈ XH in the twisted

sector g.

Step II. — Using change of variables as in the proof of (3), one calculates that JH,g
∞ Y

contributes XH ·Lg−1
to h(Y,D) ([DL2], Lemma 4.3). The difference in appearance of the

formulas here and in [DL2] are explained by two trivial shifts of notation: as explained

in the footnote on page 10, my measure is Ln times theirs; and they diagonalise g as εei

with 1 ≤ ei ≤ r, defining w(g) = 1
r

∑
ei = n − age(g−1).

Remark 4.5. — Statement (4) is an exact analogue of the [DHVW] formula (3.2), saying

that the stratum XH appears in the stringy homology of Y multiplied by the set of

conjugacy classes in H.

As discussed in Definition 1.3, the discrepancy D = div sX is the divisor of zeros of sX ,

the global basis of Ωn
NonSing X . In the normal course of events, integrating functions on Y

requires a volume form; here we take sX as a holomorphic volume form, viewing its zeros

on D as scaling down the contribution from neighbourhood of the discrepant exceptional

divisors. This is what produces a birationally invariant answer.
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5. HILBERT SCHEMES OF G-ORBITS

This section explains the definition of the G-orbit Hilbert scheme G-Hilb M , and Naka-

mura’s idea of using it to resolve certain quotient singularities. We know by general results

(especially Hironaka’s theorems) that the singularities of a quotient variety X = M/G

can be resolved somehow-or-other, but the construction of an actual resolution is messy,

involves lots of choices, and will probably have almost nothing to do with the group action.

Around 1995, Ito and Nakamura observed that in the case of G ⊂ SL(2, C), the Hilbert

scheme G-Hilb C2 of G-clusters is a crepant resolution of the quotient C2/G. Nakamura

conjectured that this continues to hold for G ⊂ SL(3, C), and this has since been con-

firmed and extended to some other cases by work of Bridgeland and others (see [BKR]

and Theorem 6.1).

First, a cluster in a variety M (say, quasiprojective and nonsingular) is a 0-dimensional

subscheme Z ⊂ M , defined by an ideal IZ ⊂ OM , so that the cokernel OZ = OM/IZ is

a finite dimensional C-vector space. The degree of Z is the dimension of OZ . Like the

intersection of two plane curves in Bezout’s theorem, a cluster Z may consist of reduced

points Z = P1 + · · ·+PN , or may have a nonreduced structure; in the latter case, we keep

track of the ideal IZ ⊂ OM , as a way of using algebraic equations to keep information

about the relative positions when some of the points Pi come together. For example,

(x2, xy, y2) and (x − ay − by2, y3) for any a, b ∈ C

are clusters of degree 3 supported at 0 ∈ C2.

Lemma 5.1. — All clusters Z ⊂ M of given degree N in M are parametrised by a quasi-

projective scheme HilbN M , which is a fine moduli space.

Proof. — The assertion is quite elementary. M is quasiprojective; choose an embedding

M ⊂ Ps. Every ideal IZ ⊂ OM of codimension N defines and is defined by a codimension

N vector subspace

H0(Ps, IZ(N)) ⊂ H0(Ps,OPs(N)),

the forms of degree N vanishing on Z (same N). Subspaces of given codimension are

parametrised by a Grassmann variety, and the condition that a space of forms defines a

cluster of degree N in M is a locally closed condition. (It can be written in terms of rank

of a matrix = N .)

Remark 5.2. — The map HilbN M → SNM to the symmetric product, defined at the

level of sets by Z 7→ Supp Z, is a morphism of schemes, the Hilbert–Chow morphism (see

[GIT], Chapter 5, §4). For a curve, HilbN C is just the symmetric product SNC, which is

itself already nonsingular. For a surface, the symmetric product SNS is singular at the

diagonals, and HilbN S → SNS is a crepant resolution, in fact, a symplectic resolution;
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see [IN2], §6. But HilbN M is singular as soon as dimM ≥ 3 and N = deg Z ≥ 4, and

usually even has components of excess dimension.

Proposition–Definition 5.3 (Ito and Nakamura). — Let G be a finite group of order

N acting faithfully on an algebraic manifold M ; consider the action of G on HilbN M

and its fixed locus (HilbN M)G. This has a unique irreducible component that contains a

general orbit G · y of G on M . This component is defined to be the G-Hilbert scheme,

and denoted by G-Hilb M . The composite G-Hilb M →֒ HilbN M → SNM induces a

Hilbert–Chow morphism G-Hilb M → M/G which is proper and birational.

A cluster Z ∈ G-Hilb is G-invariant, and is called a G-cluster; its defining ideal IZ

is G-invariant, and as a representation of G, the quotient OZ = OM/IZ is the regular

representation C[G].

See also [CR], 4.1 for a rival definition and a comparison between the two.

Proof. — The general orbit G · y consists of N points permuted simply transitively by

G, so is a G-invariant cluster in (HilbN M)G. These orbits fill out an irreducible open set

in (HilbN M)G, because a small G-invariant deformation of G · y is clearly still a set of

N distinct points permuted by G and disjoint from any fixed locus. The closure of this

component is G-Hilb M by definition. The composite G-Hilb M →֒ HilbN M → SNM is

a morphism; by definition, a dense open set of G-Hilb M consists of general orbits G · y,

and these maps to orbits in SNM , that is, to M/G.

Finally, the quotient sheaves OZ for Z ∈ G-Hilb M fit together as a locally free sheaf

OZ over G-Hilb M , with a G-action that makes it the regular representation on a dense

open set. Its isotypical decomposition under the idempotents of C[G] is a direct sum,

so each component must also vary as a locally free sheaf, therefore OZ
∼= C[G] for every

Z ∈ G-Hilb M (since G-Hilb M is defined to be irreducible).

The G-Hilbert scheme is a crepant resolution for finite groups G ⊂ SL(3, C). The

general case of this is proved by Bridgeland and others [BKR] using derived category

methods and a homological characterisation of regularity. For a diagonal Abelian group,

A-Hilb C3 is a completely explicit construction of Nakamura (see [N] and [CR]): the

monomial xyz is A-invariant, and every G-cluster Z is defined by 7 (possibly redundant)

equations of the form

xa+1 = λydzg

yb+1 = µzexh

zc+1 = νxfyi

yd+1zg+1 = αxa

ze+1xh+1 = βyb

xf+1yi+1 = γzc

and xyz = ξ

for appropriate exponents a, . . . , i and coefficients α, . . . , ξ satisfying αλ = βµ = γν = ξ.

The monomial basis of OZ forms a tripod shaped Newton polygon in the plane lattice

Z2 of Laurent monomials modulo xyz; this lattice is naturally the universal cover of the

McKay quiver and the tripod is a choice of fundamental domain for the covering group
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(see [N] and [R] for pictures). The explicit calculations remain an interesting challenge in

the non-Abelian cases, e.g., in the trihedral case.

Example 5.4. — These results are known to fail for finite G ⊂ SL(4, C). In the first

place, most quotient singularities X = C4/G do not have any crepant resolution. For

example, the series of cyclic quotient singularities C4/(Z/r) of type 1
r
(1, r−1, i, r−i) have

no junior elements, so are terminal; compare Example 4.1. These examples motivated the

initial exploration of stringy homology in [BD].

Next, even when a crepant resolution exists, the G-Hilbert scheme may be singular or

discrepant or both. A simple example is the quotient singularity C4/G by the maximal

diagonal subgroup (Z/2)⊕3 ⊂ SL(4, C) of exponent 2. The junior simplex ∆ has all the

midpoints of the edges 1
2
(1, 1, 0, 0) etc., as lattice points. This has several subdivisions into

basic simplexes, giving crepant resolutions, but none that is symmetric under permuting

the coordinates – the only symmetric thing you can do is chop off the 4 basic simplexes

at the corners, leaving a terminal simplex of volume 2. On the other hand, G-Hilb C4 is

obviously symmetric.

6. COHERENT DERIVED CATEGORY

Grothendieck and Verdier introduced the derived category D(X) of coherent sheaves

on a variety X in the 1960s as a technical convenience in homological algebra; it has

enjoyed an unfortunate reputation for technicality and abstraction ever since then. Re-

cently, however, it has been increasingly used as a geometric characteristic of X similar

to K theory: whereas K theory works with the group of bundles or sheaves modulo the

relation F = F ′ + F ′′ for every short exact sequence 0 → F ′ → F → F ′′ → 0, the derived

category D(X) consists of complexes F • modulo the relation of quasi-isomorphism (de-

fined at the start of the theory, and thankfully never referred to again). Following Mukai’s

pioneering work [Mu] for Abelian varieties, Orlov and Bondal [O], [BO1] have advocated

the idea of considering the derived category D(X) (up to isomorphism of triangulated

categories) as a geometric characteristic of X. From this point of view, D(X) behaves

like an enriched version of K theory.

A variety X with ±KX ample can be reconstructed from its derived category D(X)

(as a triangulated category) [BO1], but if KX = 0 (notably for an Abelian variety or

a K3 surface), the same triangulated category may occur as D(X) for different X, or

there may be infinitely many symmetries of D(X) not arising from automorphisms of X.

Isomorphisms D(X) ∼= D(Y ) arise as Fourier–Mukai transforms ΦF
X→Y corresponding to

a sheaf F on X × Y , defined as the composite of the functors p∗X , ⊗F and qY ∗ (more

precisely, their derived functors); for an up-to-date treatment, see [Br] and the references

given there. In practice, Y is most frequently a moduli space of coherent sheaves on X

and F the universal sheaf over X × Y , so that Y parametrises sheaves Fy on X; in very
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good cases, the apparatus of moduli functors, stable bundles, and deformation theory

gives essentially for free that the Fy have orthonormality properties under Ext functors

(formally analogous to those of trig functions in the theory of Fourier transform).

Let M be a nonsingular quasiprojective n-fold with KM = 0, and G a finite group acting

on M , with trivial action on KM . Set Y = G-Hilb M . Since Y is a fine moduli space for

G-clusters Z ⊂ M , there is a universal G-cluster Z ⊂ Y × M , fitting in a diagram

Z
q
−→ M

p


y


yπ

Y
ϕ
−→ X

(6.1)

Bridgeland and others [BKR] prove the following theorem.

Theorem 6.1. — Suppose that the inverse image of the diagonal (ϕ × ϕ)−1(∆X) has

dimension ≤ n + 1 (automatic for n = 3). Then Y is a crepant resolution of X and the

Fourier–Mukai functor Φ = Rq∗ ◦ p∗ : D(Y ) → DG(M) is an equivalence of categories.

Once we know that Y is a crepant resolution, ωM is trivial as a G-sheaf and ωY is trivial,

so that both the derived categories DG(M) and D(Y ) have Serre duality functors; the re-

mainder of the proof is then standard Fourier–Mukai technology. However, the surprising

thing here is Bridgeland’s derivation of the nonsingularity of Y from the famous theorem

of commutative algebra known for a long time as Serre’s “Intersection conjecture”.

7. FIN DE PARTIE

Samuel Beckett’s play of the same title has the wonderful line:

“Personne au monde n’a jamais pensé aussi tordu que nous.”

This seems to reflect a truth about math research: progress beyond the obvious takes

really twisted thinking. In this spirit, let me raise all the open questions I can think of.

There are two basic flavours of McKay correspondence:

(1) conjugacy classes of G ↔ homology of Y (or stringy homology); and

(2) representations of G ↔ derived category D(Y ) or K theory of Y .

Is there a “bivariant” version of the correspondence containing both (1) and (2) at the

same time? For example, in some contexts, D-modules or perverse sheaves manage to

accommodate both coherent and topological cohomology. Note that (1) and (2) achieve

a well posed question in completely different ways: (1) takes accounts of discrepancy

systematically, whereas (2) currently only works under the very strict condition that

Y = G-Hilb is a crepant resolution.

The representation theory of finite groups has two ingredients, conjugacy classes and

irreducible representations, and a character table, which is a nonsingular matrix making
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them “dual” (I apologise to group theorists for this gratuitous vulgarity). Although in

substance very different, the homology and K theory of a variety Y could be described in

similar terms. In cases when McKay holds, is there any direct relation?

All the different approaches to McKay described here have one thing in common: none

of them seems to say anything very useful about multiplicative structures. The following

questions seem most likely to be approachable: can tensor product of G-modules and

tensor product in K theory of Y be related? Can you reconstruct the McKay quiver in

D(Y ) or K0Y ?

Motivic integration takes a fraction of the homology of a discrepant exceptional divisor,

say, half the homology of the exceptional P3 for the quotient singularity C4/(Z/2) (the

cone on the second Veronese embedding v2(P
3)). In contrast, half of a derived category

is something no-one has ever seen. In the case of v2(P
3), the Gonzalez-Sprinberg–Verdier

sheaves corresponding to the characters ±1 are OY and OY (1). Breaking up the derived

category D(Y ) into two bits, one of which will correspond to the representations of Z/2,

doesn’t seem to make any sense. On the other hand, in this case we can extend the action

of Z/2 to the action 1
4
(1, 1, 1, 1) of Z/4, whose quotient does have a crepant resolution.

Another general problem area: resolutions of Gorenstein quotient singularities give a

collection of examples of Calabi–Yau 3-folds with very nice properties: the homology of

the resolution is well defined (independent of the choice of resolution), and the homology

and K theory are closely related by something like a duality. Do these properties hold

for Calabi–Yau 3-folds more generally? It seems very likely that birational Calabi–Yau

3-folds have isomorphic derived categories, but so far this only seems to be established

when they are related by classic flops [BO2].

Part of motivic integration is the simple idea of using ϕ∗sX as the volume form, even

though it vanishes along the discrepancy divisor D (compare Remark 4.5). Maybe this

idea can be used with differentials on X itself (not passing to J∞X) to get birationally

invariant de Rham and Hodge cohomology?

Elliptic cohomology is another area of geometry with an alleged stringy interpretation

– as the index of the Dirac operator on the space of loops. Could part of this theory

have a rigorous treatment in terms of spaces of formal arcs, like motivic integration in

Section 4? If we believe that the elliptic cohomology of M/G has a well defined answer

(see Totaro [T] for some evidence) then Principle 1.1 predicts what the answer must look

like in a whole pile of substantial cases.

Which Gorenstein quotient singularities admit crepant resolutions? Since 4-fold singu-

larities usually do not have crepant resolutions, those that do are of particular interest; see

[DHZ] for examples. How does this relate to complex symplectic geometry? The papers

of Verbitsky [Vb] and Kaledin [Ka1], [Ka2] study crepant resolutions and related issues

for symplectic quotient singularities. When crepant resolutions exist they are symplectic

[Vb], therefore “semismall”, giving a complete and elegant solution to the homological
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form (1) of the McKay correspondence [Ka2]. Is it possible that there is a “special”

geometry in 3 complex dimensions (such as complexified imaginary quaternions), like

symplectic or hyper-Kähler geometry for complex surfaces or 4-folds, that explain why

crepant resolutions exist for 3-folds?

How should we interpret Nakamura’s results and conjectures on G-Hilb? If a crepant

resolution exists, it would be exceedingly convenient to be able to describe it as a fine

moduli space of something; G-clusters have no especially privileged role, but the require-

ment that the space be birational to M/G seems to impose some relation with the moduli

space of group orbits. Nakamura and Nakajima have raised the question of whether the

other crepant resolutions (after a flop) can also be interpreted as moduli, for example as

Quot schemes; a single convincing example of this would add weight to their suggestion.

Do the crepant resolutions in Example 5.4 have interpretations as moduli?
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spondance de McKay, Ann. Sci. École Norm. Sup. (4) 16 (1983), 409–449

[H] R. Hartshorne, Residues and duality, L.N.M. 20 Springer, 1966
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LES VORTEX DE GINZBURG-LANDAU :

LE MODÈLE STATIQUE

par Tristan RIVIÈRE

1. INTRODUCTION

1.1. Origines physiques du problème

Un des premiers modèles explicatifs de la supraconductivité (existence dans certains

matériaux de courants permanents sans dissipation d’énergie) a été proposé durant les

années 50 par V. Ginzburg et L. Landau à partir de la théorie de Landau sur les transi-

tions de phases. Suivant ce modèle, la supraconductivité, dans un matériau occupant le

domaine Ω de R
3 , est caractérisée par une “fonction d’onde” u : Ω → C , souvent appelée

paramètre d’ordre. Dans la théorie quantique de J. Bardeen, L.N. Cooper et J. Schrieffer

(théorie BCS) qui est venue justifier en 1957 le modèle phénoménologique de Ginzburg

et Landau, le carré du module de ce paramètre d’ordre |u|2 représente la densité locale

de couplage d’electrons par paires, dites paires de Cooper, responsable du phénomène

supraconducteur. Lorsque |u| = 1 la densité est maximale et |u| = 0 minimale.

La fonctionnelle d’énergie d’un supraconducteur proposée par Ginzburg et Landau est

J (u, A) =

∫

Ω

|κ−1du − iAu|2 +
1

2
|1 − |u|2|2 + |dA|2 + 2

∫

Ω

dA.he,

où A est la 1-forme potentiel vecteur associée au champ induit dA dans le supraconducteur

(du−iAu est donc une 1-forme à valeurs dans C ). he est la 2-forme représentant le champ

extérieur auquel est soumis le supraconducteur. Il s’agit d’un paramètre du problème ainsi

que la constante κ, dite constante de couplage, qui dépend du matériau et qui, comme

nous le verrons plus bas, joue un rôle central dans la théorie. C’est une constante sans

dimension, rapport de deux longueurs κ = λ
ξ
, λ est la longueur de pénétration du champ

extérieur he dans le matériau (voir plus bas) et ξ est la taille caractéristique d’un vortex

(voir section 2). Notons que cette fonctionnelle est aussi la fonctionnelle d’action Yang-

Mills-Higgs en théorie de jauge abélienne donnant la modélisation de l’interaction entre

un champ magnétique classique et une particule de Higgs.
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ETAT  PUR

ETAT  NORMAL

ETAT  MIXTE

H

H

he
C

C

2

1
∼ 

∼ O( κ )

O( log κ/ κ )

κκ=1  / 2

Figure 1. Diagramme de phases

Schématiquement les phénomènes observés sont les suivants. Lorsque le champ ex-

térieur est nul le supraconducteur est dit dans l’état pur :
{

|u| = 1 dans Ω

dA = 0 dans Ω.

La densité de paires de Cooper est maximale et le champ induit est nul. Lorsque le champ

appliqué est suffisamment fort (dépendant du matériau) la supraconductivité disparâıt :
{

|u| = 0 dans Ω

dA = he dans Ω

la densité de paires de Cooper est alors minimale et le champ induit cöıncide avec le

champ extérieur. Le supraconducteur est alors dans l’état normal.

La nature du passage de l’état pur à l’état normal varie suivant le matériau et en

particulier la valeur de κ. Il est observé que, pour κ < 1/
√

2 (supraconducteur de type I),

le passage de l’état pur à l’état normal est brutal et s’effectue pour une intensité du champ

extérieur indépendante de κ. Tandis que, pour κ > 1/
√

2 (supraconducteurs de type II),

la transition de l’état pur à l’état normal, au fur et à mesure que le champ extérieur

s’accrôıt, se fait par le passage dans une phase, dite mixte, où apparaissent des zones de

plus en plus nombreuses d’état normal contenues dans des tubes (filaments de vorticité)

autour desquels la phase de u effectue un ou plusieurs tours du cercle. Lorsque le matériau

est homogène et le champ extérieur uniforme, ces tubes s’alignent dans le sens du champ

pour former des réseaux périodiques dits d’Abrikosov du nom du physicien qui les a mis en

évidence. Il est observé que le réseau dans l’état fondamental est triangulaire. On passe

de l’état pur à l’état mixte pour un champ dit “premier champ critique” H c1 ≃ O
(

log κ
κ

)

et on sort de l’état mixte pour rentrer dans l’état normal pour un champ dit “deuxième

champ critique” Hc2 ≃ O(κ). Le diagramme (figure 1) résume l’ensemble des observations

mentionnées. Pour une présentation plus complète de la physique des supraconducteurs
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nous renvoyons le lecteur aux références suivantes : [dG], [SST], [Ti]...

1.2. Les questions mathématiques de la supraconductivité

Les difficultés pour rendre mathématiquement rigoureuses les observations précédentes

à partir du modèle de Ginzburg-Landau sont nombreuses. Une première réduction consiste

à se ramener à une version 1 ou 2-dimensionnelle du modèle (Ω ⊂ R
3 et he ont alors les

symétries correspondant à ces réductions : espace entre deux plans parallèles ou cylindre

infini dans des champs uniformes...). Dans cet exposé nous n’aborderons pas les études

en dimension 1 qui sont cependant nombreuses et qui permettent souvent d’analyser plus

finement le diagramme des phases ([BH1], [BH2], [Af]... voir une présentation complète

des résultats dans [AT]). Nous nous restreindrons ici au cas de la dimension 2, dimension

minimale pour observer les vortex (les dimensions 3 et supérieures sont considérées dans

[Ri2], [LR] et aussi dans [BBM]). Ω est donc un cylindre infini et he un champ uniforme

orienté dans la direction de l’axe du cylindre. Ω désigne alors la section bidimensionnelle

de ce cylindre et he étant une deux-forme constante sur cette section est souvent confondue

avec le nombre donnant son intensité. Le but est donc de comprendre l’aspect des états

fondamentaux de la fonctionnelle J , ainsi que celui de ses points critiques en général,

en fonction des differentes valeurs de (κ, he) dans le diagramme de phases figure 1. Par

comprendre l’aspect des états fondamentaux de J , on entend surtout l’identification du

lieu d’annulation du paramètre d’ordre u d’une solution minimisant J qui correspond à

la coupe bidimensionnelle du réseau de vortex attendu dans la phase mixte.

Pour la commodité de l’analyse, on effectue le changement de variable A −→ κA par

rapport au modèle original, ce qui nous fait considérer désormais la fonctionnelle

Gκ(u, A) =

∫

Ω

|du − iAu|2 +
κ2

2
|1 − |u|2|2 + |dA|2 + 2he

∫

Ω

dA.

Celle-ci bénéficie de l’invariance de jauge Gκ(u, A) = Gκ(e
iφu, A+dφ) pour toute fonction φ

sur Ω. Il est alors possible d’étendre le modèle au cas d’un domaine Ω qui soit une variété

bidimensionnelle quelconque. (u, A) sont alors respectivement les sections et connexions

d’un fibré en droite complexe E sur Ω que l’on munit d’un produit hermitien dont la

partie réelle est ( , ) ou encore | |2 pour la forme quadratique. du− iAu est remplacé par

la dérivation covariante dAu de u relativement à A et dA est la courbure de la connexion

A. On notera par la suite h = ∗dA.

La section 2 est consacrée à l’étude de l’énergie libre de Ginzburg-Landau F sans

interactions avec le champ extérieur (i.e. he = 0). Dans 2.1, nous présentons les travaux

de Jaffe et Taubes sur le cas dit intégrable ou non interactif κ = 1√
2
. Nous énonçons leurs

conjectures pour κ < 1√
2

et κ > 1√
2
. Dans 2.2, nous décrivons l’analyse asymptotique

BBH ( F. Béthuel, H. Brézis et F. Hélein [BBH]) dans la limite de London : κ → +∞ qui

correspond au cas fortement répulsif. Dans cette limite, à laquelle nous nous restreindrons

par la suite, les phénomènes de vorticité se dégagent plus nettement ; c’est aussi un cas
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qui s’approche de la réalité de nombreux supraconducteurs de type II pour lesquels le

paramètre non dimensionnel κ est très grand. Dans 2.3, nous revenons sur le rôle joué

par l’énergie renormalisée W issue de l’analyse asymptotique BBH pour décrire l’espace

des points critiques de F . Enfin nous apportons des réponses aux conjectures de Jaffe

et Taubes dans la limite de London et nous les étendons à des situations plus générales.

La troisième partie est consacrée à l’étude de la fonctionnelle G dans son intégralité

comprenant le terme d’interaction avec le champ extérieur. La vorticité n’est alors plus

un paramètre comme dans la section précédente mais devient une variable du problème.

L’ensemble de ce qui y est présenté couvre une partie des résultats de la thèse de S.

Serfaty, ainsi que ses travaux en commun avec E. Sandier.

2. ÉTUDE DE LA FONCTIONNELLE D’ÉNERGIE LIBRE F

2.1. Le cas intégrable ou non interactif κ = 1/
√

2

Dans [JT], A. Jaffe et C. Taubes étudient les points critiques sur R
2 de la fonctionnelle

d’énergie libre

Fκ(u, A) =

∫

R
2

|dAu|2 +
κ2

2
|1 − |u|2|2 + |dA|2,

solutions des équations d’Euler







d∗
AdAu = κ2u(1 − |u|2)

d∗dA = (iu, dAu)

(1)

où d∗
A est l’opérateur agissant sur les 1-formes η donné par d∗

Aη = d∗η + iA ∧ η. Sous des

hypothèses de décroissance (polynomiale) des quantités intrinsèques |dAu|, |1−|u|| et dA

le flux normalisé du champ magnétique est un entier N

N =
1

2π

∫

R
2

dA

qui correspond au degré de u/|u| sur des cercles de rayons suffisamment grands. C’est ce

que l’on appelle la classe d’homotopie du couple (u,A). N étant donné, disons N ≥ 0, il

a été observé par E.B. Bogomol’nyi [Bog] que, pour la valeur particulière κ = 1/
√

2, la

fonctionnelle F se récrit sous la forme suivante

Fκ(u, A)

∫

R
2

|ℜ(dA1u) − ℑ(dA2u)|2 + |ℜ(dA2u) − ℑ(dA1u)|2

+| ∗ dA + 1
2
(|u|2 − 1)|2 + 2πN

(ℜ désigne la partie réelle et ℑ la partie imaginaire d’un nombre complexe). Un des

résultats principaux de [JT] est alors le suivant :



868-05

Théorème 2.1. — [JT] Tout point critique (u, A) de F1/
√

2 d’énergie finie a une classe

d’homotopie N définie et vérifie

F1/
√

2(u, A) = 2π |N |.(2)

En particulier, il minimise F1/
√

2 dans sa classe d’homotopie.

La démonstration de ce résultat peut être comprise ainsi. Considérons un point critique

(u, A) de Fκ. Des équations d’Euler (1), on peut déduire les équations elliptiques suivantes

vérifiées par les quantités intrinsèques 1 − |u|2 et h = ∗dA







−∆
(1 − |u|2)

2
+ 2κ2|u|2

(1 − |u|2)

2
= |dAu|2

−∆h + |u|2h = (dAu; i ∗ dAu)

(3)

où −∆ = d∗d et (dAu; i ∗ dAu) = − < ℜ(dAu),ℑ(∗dAu) > + < ℑ(dAu),ℜ(∗dAu) >

(< , > est le produit scalaire sur les 1-formes). À partir de (3), le principe du maximum

nous permet de déduire, d’une part que |u| < 1 (sauf si |u| ≡ 1 sur R
2), d’autre part que

les quantités intrinsèques |h|, |dAu| et |1−|u|| décroissent exponentiellement vite à l’infini,

ce qui permet en particulier d’avoir une classe d’homotopie bien définie pour (u, A). Ces

décroissances exponentielles ont une interprétation physique importante liée à la masse

de la particule de Higgs (voir [JT]).

Un autre ingrédient essentiel de la preuve du théorème 2.1 est l’utilisation de la loi de

conservation du tenseur énergie-impulsion qui va revenir régulièrement tout au long de

l’exposé. Le tenseur énergie-impulsion (Tij)i,j∈{1,2} est donné par

Ti,j = 2δij|dA|2 + 2(dAi
u, dAj

u) − δijfκ(u, A),(4)

où fκ(u, A) est la densité d’énergie libre fκ(u, A) = |dAu|2 + κ2

2
|1 − |u|2|2 + |dA|2. La loi

de conservation de ce tenseur résulte d’une part du fait que (u, A) est un point critique de

Fκ, d’autre part du fait qu’il est C∞, ce que l’on déduit des équations d’Euler (1) ; il est

donc aussi point critique pour des variations du domaine. L’invariance par translations

du domaine donne alors, d’après le théorème de Noether, des quantités à divergence nulle

qui constituent cette loi de conservation

∀j = 1, 2
∂

∂xi
Tij = 0.(5)

De cette loi se déduit l’identité de Pohozaev suivante qui est conséquence du fait que

(u, A) est point critique pour l’action infinitésimale des dilatations r ∂
∂r

(i.e. on multiplie

(5) par xj , on somme sur j et on intègre sur tout R
2)

∫

R
2

κ2

2
|1 − |u|2|2 =

∫

R
2

|dA|2.(6)
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Restreignons-nous maintenant au cas κ = 1/
√

2. Il est aisé de voir alors, pour cette

valeur particulière du paramètre, qu’en sommant ou soustrayant les deux équations de

(3), l’application du principe du maximum donne

|dA| = |h| ≤
|1 − |u|2|

2
.(7)

Par ailleurs, pour κ = 1/
√

2, l’identité de Pohozaev devient
∫

R
2

(
1 − |u|2

2
− ∗dA

)(
1 − |u|2

2
+ ∗dA

)

= 0.(8)

Si on écarte le cas simple où |u| ≡ 1 (N = 0) et donc dA ≡ 0 d’après (6), on a |u| < 1

et la confrontation de (7) et (8) donne que ou bien ∗dA = 1−|u|2

2
(cas N > 0), ou bien

∗dA = −1−|u|2

2
(cas N < 0). En “bootstrapant” par exemple ∗dA = 1−|u|2

2
dans les

équations, on obtient aisément que ℜ(dA1u) = ℑ(dA2u) et que ℜ(dA2u) = ℑ(dA1u), ce qui,

au moyen de l’observation de Bogomol’nyi, démontre le théorème.

Le théorème 1 nous dit donc que la résolution des solutions des équations du deuxième

ordre (1) se ramène, dans le cas κ = 1/
√

2 et dans la classe des configurations (u, A)

d’énergie finie, à l’étude des solutions des équations du premier ordre (cas N > 0)

∗dA =
1 − |u|2

2
(9)

ℜ(dA2u) = ℑ(dA1u)(10)

ℜ(dA1u) = ℑ(dA2u),(11)

ce qui justifie le nom d’intégrable au cas considéré. L’étude qualitative des solutions de ces

équations donne sans trop de difficultés que l’ensemble des zéros de |u| est constitué d’un

nombre fini de points où l’indice de u est strictement positif. On peut donc le représenter

par exactement N points, éventuellement confondus, {x1...xN} de multiplicité 1 chacun.

On vérifie alors que v = log |u|2 est solution de

−∆v + ev − 1 = −4π
N∑

k=1

δxk
dans D′(R

2).(12)

Un argument de convexité donne l’unicité de v solution de (12) pour toute configuration

de points {x1...xN}. On “bootstrape” aisément cette unicité de |u| dans les équations

(9), (10) et (11) pour en déduire l’unicité (modulo l’action de jauge) de la configuration

(u, A). On peut alors effectuer le chemin inverse et, partant de N points quelconques dans

le plan, produire une solution de (9)...(11). On a alors démontré le théorème suivant.

Théorème 2.2. — [JT] L’espace des solutions de Yang-Mills-Higgs abélien (1) dans le

plan, d’énergie finie, se confond (modulo l’action du groupe de jauge), dans le cas in-

tégrable κ = 1/
√

2, avec l’espace des configurations de points dans le plan munis de

multiplicités entières toutes de même signe.
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Un des aspects marquants du cas intégrable κ = 1/
√

2 est que, non seulement les vortex

(zéros de u) peuvent être n’importe où dans le plan, mais aussi l’énergie de la solution

est indépendante de la position relative des vortex entre eux, égale à 2π fois le nombre

de vortex. C’est pourquoi le cas intégrable est aussi appelé le cas non interactif. Des

considérations heuristiques amènent A. Jaffe et C. Taubes à conjecturer que κ = 1/
√

2

est le cas frontière entre deux comportements opposés des vortex entre eux : dans le

cas κ < 1/
√

2 les vortex, quels que soient leurs signes auraient tendance à s’attirer, ce

qui justifierait en quelque sorte l’absence d’état mixte, alors que dans le cas κ > 1/
√

2

les vortex de même signe devraient se repousser, leur présence étant cependant imposée

par l’apport d’énergie due à l’application du champ extérieur (voir la section 3), d’où

l’existence possible d’une phase mixte (voir figure 1). Précisément la conjecture de Jaffe

et Taubes dans le cas répulsif (κ > 1/
√

2) est la suivante.

Conjecture 2.3. — [JT] Pour κ > 1/
√

2, il existe des solution stables de YMH (1) sur

tout R
2 si est seulement si |N | = ±1, 0 ; d’autre part elles sont à symétrie axiale (modulo

l’action de jauge).

Dans les deux sous-sections suivantes, nous allons rendre compte rigoureusement de ces

comportements attendus des vortex entre eux dans le cas fortement répulsif (κ → +∞)

et nous apporterons une réponse partielle à la conjecture 2.3 (voir théorème 2.10).

2.2. Le cas fortement répulsif ou “limite de London” κappa → +∞ : l’analyse

asymptotique BBH.

À partir de maintenant, nous étudions le comportement des vortex dans le cas forte-

ment répulsif (κ → +∞). Afin d’empêcher les vortex de se séparer à l’infini, comme

le prédit la conjecture 2.3, on étudie F sur une variété compacte M de dimension 2 et

sans bord, ce qui permet d’éviter des conditions aux limites artificielles. Pour la clarté

de l’exposé, nous nous restreindrons au cas où M est un tore plat. En réalité la métrique

sur M , ainsi que sa topologie, ne modifient pas l’aspect qualitatif des résultats. On

se donne d’autre part un fibré hermetien en droite complexe E sur M dont la classe

d’Euler e(E) vérifie
∫

M
e(E) = N > 0, ce qui signifie que toute section u intersectant

transversalement la section nulle le fait algébriquement N fois. Nous fixons donc la vor-

ticité totale qui devient un paramètre du problème. Dans la section 3 de cet exposé,

on prendra en compte l’action du champ extérieur et la vorticité totale redeviendra une

variable du problème de minimisation comme le veut le modèle d’origine. L’existence

d’un couple section-connexion (uκ, Ak) minimisant Fκ dans les espaces de Sobolev W 1,2

de sections et connexions (l’expression dans une trivialisation donnée du fibré de (u, A)

donne des fonctions et 1-formes W 1,2) est un problème désormais classique qui fait appel à

l’utilisation de jauges de Coulomb afin de rendre la fonctionnelle coercitive (cf [Uh]). On

se propose alors d’étudier le comportement de tels couples (uκ, Aκ) minimisants lorsque
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κ tend vers l’infini. La difficulté d’une telle analyse asymptotique vient du fait que l’on

ne dispose pas d’estimations a priori suffisantes, indépendantes de κ, dans un quelconque

espace fonctionnel, pour prouver une quelconque convergence faible vers quelque chose.

En particulier, on peut vérifier que Fκ(uk, Aκ) → +∞ et plus précisément on a

Fκ(uκ, Aκ) ≃ 2πN log κ.(13)

F. Béthuel, H. Brézis et F. Hélein donnent une description complète de cette asymptotique

dans [BBH] pour le cas A = 0 sur un domaine de R
2 (elle est approfondie dans [St], adaptée

au cas du modèle invariant de jauge dans [BR1] puis dans [Qin] et faisait suite à l’étude

du cas symétrique sur tout R
2 dans [BC]). Ils établissent alors le résultat suivant :

Théorème 2.4. — [BBH] Étant donnée une suite de configurations (uκ, Aκ) minimisant

Fκ pour une suite de κ tendant vers l’infini, il existe une sous-suite (uκ′, Aκ′) et N points

distincts {p1...pN} de M tels que

(uκ′, Aκ′) −→ (u⋆, A⋆) dans Ck
loc(M̃),(14)

où M̃ = M \ {p1...pN}, (u⋆, A⋆) est un couple section unitaire-connexion de E au-dessus

de M̃ point critique de la fonctionnelle

F⋆(u⋆, A⋆) =

∫

M̃

|dA⋆u⋆|
2 + |dA⋆|

2,(15)

d’autre part l’indice de la section A⋆-harmonique singulière u⋆ à chaque pj est +1, ce qui

donne en particulier que la courbure limite h⋆ = ∗dA⋆ vérifie l’équation de London

d∗dh⋆ + h⋆ = 2π

N∑

k=1

δpk
dans D′(M).(16)

Remarque 1. — La position des vortex limites p1...pN détermine de façon unique le

couple (u⋆, A⋆) (modulo l’invariance de jauge).

Le déroulement de la preuve est le suivant – on omet l’indice κ.

À nouveau, le principe du maximum appliqué à la première équation de (3) donne

|u| ≤ 1. En combinant cette majoration L∞ de |u| et la majoration de l’énergie de la

configuration (u, A) donnée par (13), on obtient, au moyen d’estimations elliptiques clas-

siques (dans l’esprit des inégalités d’interpolations du type Gagliardo-Nirenberg [BBH0]),

le contrôle suivant de la norme L∞ de la dérivée covariante de u (qui est en fait optimal)

‖d|u|‖L∞(M) ≤ ‖dAu‖L∞(M) = O(κ).(17)

La stratégie générale va consister à identifier et recouvrir le mieux possible le lieu d’annula-

tion de |u| qui va cöıncider avec le lieu de perte de compacité de la suite de configuration

(u, A) dans W 1,2. Nous appelons “mauvais ensemble” ce lieu ; plus précisément il s’agit

de l’ensemble suivant :

M = {x ∈ M tel que |u|(x) < 1/2}(18)
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(1/2 est en fait une constante choisie arbitrairement entre 0 et 1). On a alors le résultat

de “quantification” suivant.

Il existe δ > 0 indépendant de κ tel que, pour tout x0 dans M,

κ2

∫

Bκ−1 (x0)

|1 − |u|2|2 ≤ δ =⇒ x0 /∈ M.(19)

Ce résultat est une conséquence immédiate de (17). Il signifie qu’un point de M contribue,

sur une boule de rayon κ−1, à une portion “finie” de l’énergie de Higgs κ2
∫

Bκ−1 (x0)
|1−|u|2|2

(i.e. supérieure à une valeur δ > 0 indépendante de κ).

L’utilisation conjointe de la majoration de l’énergie (13) et de la loi de conservation du

tenseur énergie-impulsion (5), de laquelle on déduit une identité de Pohozaev sur toute

boule géodésique, nous donne en particulier (cf [BR1])

∀0 < α < 1 ∀x ∈ M κ2

∫

Bκ−α (x0)

|1 − |u|2|2 ≤ Cα,(20)

où Cα est indépendant de κ. L’utilisation de ces échelles intermédiaires κ−α dans [BR1]

entre les échelles naturelles du problème (1 et κ−1) permet de faire disparâıtre le champ

magnétique dans les identités de Pohozaev et d’obtenir (20). Ces échelles (pas vraiment

nécessaires dans le cas A = 0 en dimension 2 [BBH]) sont très utilisées dans le modèle

invariant de jauge ([BR1], [Ri1], [Ri2]...). La confrontation de (19) et de (20) donne le

recouvrement suivant de M sur toute boule de rayon κ−α.

∀x ∈ M M∩ Bκ−α(x) ⊂ ∪Nα
j=1Bκ−1(xj) et Nα = O(1),(21)

où (xj)j∈{1...Nα} est une famille de points dans Bκ−α(x) et Nα est majoré indépendamment

de κ.

À nouveau l’utilisation de la loi de conservation du tenseur énergie-impulsion (5) permet

de démontrer le résultat de quantification suivant :

Lemme 2.5. — [eta-compacité] Il existe η > 0 indépendant de κ tel que pour tout rayon

1 ≥ ρ ≥ κ−1 et tout x dans M on ait
∫

Bρ(x)

fκ(u, A) ≤ η log(ρκ)

=⇒ Bρ/2(x) ∩M = ∅,

(22)

où fκ(u, A) est la densité d’énergie libre f(u, A) = |dAu|2 + κ2

2
|1 − |u|2|2 + |dA|2.

Ce lemme nous dit que la contribution du mauvais ensemble M à l’energie totale sur

une boule de rayon ρ est au moins supérieure à η log(ρκ). Il est dans l’esprit des lemmes

d’ǫ−régularité de la théorie des applications harmoniques ou encore de lemmes équivalents

en théorie des surfaces minimales. Sa démonstration en dimension 2 est assez immédiate

(cf [Ri1]), alors qu’en dimension supérieure elle est bien plus technique (cf [Ri2] [LR]).
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La confrontation de la majoration de l’énergie (13), de (21) et du lemme de eta-

compacité nous permet de conclure aisément que l’ensemble M est contenu dans un

nombre uniformément borné de boules de rayon κ−1 :

M ⊂ ∪n
j=1Bκ−1(xj) n = O(1).(23)

On peut alors extraire une sous-suite de la suite d’origine κ → +∞ telle que la famille

des (xj)j=1..n converge dans M .

En dehors de M, h = ∗dA vérifie l’équation elliptique suivante déduite de la deuxième

équation de Ginzburg-Landau (1) :

d∗

[
1

|u|2
dh

]

+ h = 0 dans M \ ∪n
j=1Bκ−1(xj).(24)

L’obstruction à ce que cette équation soit vérifiée sur tout M vient de l’indice de u autour

de son lieu d’annulation. Si donc dj =deg( u
|u|

; ∂Bκ−1(xj)), on vérifie que

∫

∂Bκ−1 (xj)

dh

|u|2
+

∫

Bκ−1 (xj)

h = 2πdj.(25)

(24) et (25) nous disent alors que h est une κ−1− approximation du problème linéaire

suivant

d∗dk + k = 2π

n∑

j=1

δxj
.(26)

De (17) on déduit que les |dj| sont uniformément bornés et donc que les normes W 1,p

(p < 2) de k sont majorées indépendamment de κ. Ces majorations se transmettent

aisément à h = ∗dA et en les “bootstrapant” dans les équations de Ginzburg-Landau (1)

on démontre le théorème 2.4 (par ailleurs afin d’établir n = N , on a utilisé la minimalité

de la solution).

Contrairement au cas non-interactif κ = 1/
√

2, les vortex xj et leurs limites p1...pN ne

peuvent être n’importe où dans le domaine M , la configuration (p1...pN ) minimise une

certaine énergie W de MN \ ∆ dans R dite énergie renormalisée (∆ désigne la diagonale

de MN ).

Théorème 2.6. — [BBH] La configuration de vortex limite (p1...pN) donnée par le théo-

rème 2.4 est un état fondamental de la fonction suivante définie sur MN \ ∆

W (z1...zN) = 2
∑

i6=j

∫

M

dGi · dGj + 2

N∑

j=1

∫

M

dR · dGj

+

∫

M

|dR|2 +

∫

M

|k|2
(27)

où d∗dk + k = 2π
∑N

j=1 δzj
, Gj(z) = log |z − zj | et k = R +

∑N
j=1 Gj.
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Le caractère fortement répulsif des vortex entre eux est bien apparent dans W . En

effet on vérifie que si deux vortex zi et zj se rapprochent (les autres restant fixes), on a

W ≃ 2π log |zi − zj |.

La preuve du théorème 2.6 repose sur la décomposition suivante. On se donne δ > 0

indépendant de κ. On divise M en deux parties disjointes M = ∪N
k=1Bδ(pk) ∪ Mδ. On

décompose l’énergie totale comme la somme des énergies sur chaque boule B δ(pk) et de

l’énergie sur Mδ. D’après le théorème 2.4, |u| converge uniformément vers 1 tandis que

∗dA converge uniformément vers h⋆ solution de (16) sur Mδ. En utilisant alors la deuxième

équation de Ginzburg-Landau on obtient

lim
κ→+∞

∫

Mδ

fκ(u, A) =

∫

Mδ

|dh⋆|
2 + |h⋆|

2.(28)

Un calcul explicite permet de vérifier par ailleurs que

lim
δ→0

∫

Mδ

|dh⋆|
2 + |h⋆|

2 − 2πN log
1

δ
= W (p1...pN ) + C,(29)

où C est indépendant de la position des vortex. En utilisant le recouvrement de M par

un nombre fini de boules de rayons κ−1, on démontre, à l’aide de la convergence donnée

par le théorème 2.4, que la partie principale de l’énergie autour d’un vortex limite est

indépendant de sa position et de l’existence des autres vortex

∫

Bδ(pk)

fκ(u, A) = 2π log(δκ) + C0 + oδ(1),(30)

où C0 est une constante universelle. En combinant (28), (29) et (30) on vérifie aisément

que pour optimiser Fκ, il faut optimiser la configuration de vortex (p1...pN ) relativement

à W . Ceci démontre le théorème 4.

On a par ailleurs démontré que Fκ(uκ, Aκ) admet le développement asymptotique sui-

vant.

Fκ(uκ, Aκ) = 2πN logκ + W (p1...pN ) + C0N + o(1)(31)

Ce développement asymptotique peut être interprété ainsi : chaque vortex interagit sur

lui-même avec une énergie de partie principale 2π log κ, W est l’énergie d’interaction des

vortex entre eux, enfin C0 est l’énergie renormalisée d’une particule isolée.

Si maintenant on suit une suite de solutions (uκ, Aκ) des équations de Ginzburg-Landau

(1) dans la limite de London (κ → +∞), qui n’est cette fois pas nécessairement une

suite de minimums, on démontre des résultats correspondant aux théorèmes 2.4 et 2.6 à

condition de rester dans des niveaux d’énergie “raisonnables” Fκ(uκ, Aκ) = O(logκ). Les

vortex limites p1...pQ ne sont plus alors forcément au nombre de N . À chacun est associée

une multiplicité entière dj qui est l’indice de la section singulière limite u ⋆ autour de pj.
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L’équation vérifiée par le champ limite h⋆ devient

d∗dh⋆ + h⋆ = 2π

Q
∑

j=1

djδpj
dans D′(M)(32)

tandis que la position des pj est point critique de la fonction W donnée par (27) où Gj

est remplacé par djGj .

2.3. L’espace des solutions dans la limite de London

Étude du lieu d’annulation dans la limite de London. On a vu que, dans la limite de

London (κ → +∞), l’ensemble d’annulation de la section uκ minimisante est contraint de

converger vers un lieu bien précis du domaine : p1...pN point critique de la fonction W .

On cherche désormais à avoir une description plus complète de ce lieu d’annulation et,

éventuellement, à voir dans quelle limite la propriété obtenue dans le cas non interactif,

disant que deux solutions ont le même lieu d’annulation sont équivalentes de jauge, reste

vraie dans le cas fortement répulsif. Ceci ramènerait alors l’étude de l’espace des solutions

à celle du lieu d’annulation possible et justifierait le glissement désormais courant dans

le language de la physique où l’on parle de vortex de Ginzburg-Landau pour désigner les

solutions des équations de Ginzburg-Landau elles-mêmes.

Considérons une suite de minimums (uκ, Aκ) de Fk convergeant suivant le théorème 2.2

vers un couple section-connexions singulières (u⋆, A⋆). Nous cherchons, dans un premier

temps, à décrire le lieu d’anulation de |uκ| – on omettra de mentionner l’indice κ sauf

lorsque cela sera nécessaire. La section limite étant d’indice 1 à p1 la somme des indices

de u sur les mauvaises boules Bκ−1(xi) convergeant vers p1 est aussi +1. On peut toujours

supposer que |u|(xj) < 1/2.

Si jamais deux centres de mauvaises boules xl et xk s’écartent plus vite que O(κ−1), on

obtient une contradiction pour la raison suivante. Supposons que ceci se produit, alors

modulo l’extraction d’une sous-suite, on peut supposer que

κ|xk − xl| −→ +∞.(33)

Considérons alors la dilatation de la section autour du point xk donnée par (dans une

jauge de Coulomb locale) : ûκ(z) = u(κ−1z + xk). La convergence du champ dA établie

dans la preuve du théorème 2.4 ainsi que la majoration L∞ de la dérivée covariante

(17) permettent de conclure que, modulo l’extraction d’une sous-suite, ûκ converge dans

C1
loc(R

2) vers une solution û de






∆û + û(1 − |û|2) = 0 on R
2

|û|(0) < 1

∫

R
2

|1 − |û|2|2 < +∞.

(34)
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Il est démontré dans [BMR] que l’énergie de Higgs des solutions de (34) est quantifiée :
∫

R
2

|1 − |u|2|2 ∈ 2πN
∗ .(35)

Si donc on revient à l’échelle d’origine, pour un rayon R assez grand, indépendant de κ,

et κ assez grand, la contribution à l’énergie de Higgs de la boule BκR(xk) est au moins 2π

à la limite. Ceci est aussi valable pour x l et donc, comme les deux points s’écartent plus

vite que O(κ), de (33) on déduit que pour tout δ > 0 indépendant de κ

lim inf
κ→+∞

κ2

∫

Bδ(p1)

|1 − |uκ|
2|2 ≥ 4π.(36)

Par ailleurs, l’identité de Pohozaev sur la boule Bδ(p1) déduite de la loi de conservation du

tenseur énergie-impulsion combinée avec les convergences du théoréme 2.4 donne aisément

lim
κ→+∞

κ2

∫

Bδ(p1)

|1 − |uκ|
2|2 = 2π + oδ(1).(37)

(36) et (37) entrent en contradiction, donc (33) ne peut pas se produire même pour

une sous-suite. Ainsi il existe λ > 0 indépendant de κ tel que la partie du “mauvais

ensemble” M convergeant vers p1 peut être recouvert par exactement une seule boule de

rayon λκ. Soit donc x1 le centre de cette boule et plus généralement xi le centre de la boule

convergeant vers pi et contenant M au voisinage de pi. On peut toujours supposer que

u(xi) = 0 car l’indice limite de u⋆ est non nul à pi, mais égal à 1, et donc u doit s’annuler

dans la partie de M qui converge vers pi qui est contenue dans Bλκ−1(xi). L’argument

de dilatation précédent appliqué à partir de x1 nous donne alors que, dans une jauge de

Coulomb locale, ûκ(z) = uκ(κz + x1) converge dans C1
loc(R

2), modulo l’extraction d’une

sous-suite, vers une solution û du problème suivant.






∆û + û(1 − |û|2) = 0 dans R
2

|û(0)| = 0

∫

R
2

|1 − |û|2|2 < +∞

ind(û, +∞) = +1.

(38)

(Dans [BMR] il est démontré que les trois premières lignes de (38) permettent de déduire

que |û| converge uniformément vers 1 à l’infini et donc que l’indice de û, ind(û, +∞) y

est bien défini.) (38) est l’équation, dite du “profil”, des vortex de Ginzburg-Landau.

Le problème de la multiplicité des solutions de (38) n’est pas un problème standard en

équations elliptiques non-linéaires ; en effet û n’est pas à valeurs réelles mais complexes et

les approches classiques utilisant le principe du maximum pour démontrer une éventuelle

symétrie de la solution ne peuvent s’appliquer ici.
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P. Mironescu dans [Mi] a donné la démonstration suivante de l’unicité du “profil”

(modulo les rotations).

Il est assez standard de vérifier qu’il existe une unique solution de (38) de la forme

ρ(r)eiθ ((r, θ) sont les coordonnées polaires sur R
2). Divisons û, solution quelconque

de (38), par cette solution axialement symétrique. Le rapport w = û/ρ(r)eiθ est point

critique sur R
2 \ {0} de la fonctionnelle

E(w) =

∫

ρ2|∇w|2 + 2
ρ2

r

(

iw,
∂w

∂θ

)

+ ρ4|1 − |w|2|2.

w est donc point critique pour l’action infinitésimale des dilatations r ∂
∂r

sur R
2 \ 0. Ceci

donne alors l’identité de Pohozaev suivante

0 =

∫

R
2

r
ρ′

ρ

∣
∣
∣
∣

∂w

∂r

∣
∣
∣
∣

2

+
rρρ′ + ρ2

2
|1 − |w|2|2(39)

(l’indice 1 à l’infini étant utilisé pour faire disparâıtre des termes de bords à l’infini). Une

étude simple du module de la solution radiale ρ permet de conclure que ρ ′ > 0. L’identité

(39) nous dit alors que |w| = 1, ∂w
∂r

= 0 et donc û = ρ(r)ei(θ+α) où α est une constante.

Ce qui prouve l’unicité du profil modulo les rotations.

Comme ûκ converge (modulo l’extraction d’une sous-suite) dans C 1
loc(R

2) vers ce profil

(unique modulo les rotations), que d’autre part û s’annule exactement à 0 et y est de

rang maximal, on vérifie alors que sur Bλ(0) û−1
k ({0}) = {0}. Donc, sur la boule Bδ(p1)

u s’annule en un point unique.

Nous avons jusqu’ici utilisé le caractère minimal du couple (u κ, Aκ) afin d’avoir la

convergence du théorème 2.4 et l’indice 1 de u⋆ à chaque pj . Au vu de l’extension des

résultats 2.4 et 2.6 aux configurations critiques (uκ, A,κ ) quelconques sous les niveaux

d’énergie O(logκ) décrite à la fin de la section 2.2, nous avons démontré la proposition

suivante.

Proposition 2.7. — Soit (uκ, Ak) une suite de configurations (κ → +∞) solutions

des équations de Ginzburg-Landau (1), vérifiant la majoration d’énergie Fκ(uκ, Aκ) =

O(logκ) et convergeant vers un couple section-connexion (u⋆, A⋆) singulier à p1...pQ. Si

l’indice de u⋆ à pj est ±1 pour tout j, alors il existe κ0 tel que pour κ > κ0 on ait

|uκ|
−1({0}) = {x1...xQ} et xj − pj → 0 pour tout j

Le rôle de l’énergie renormalisée W . Mettons-nous à nouveau dans les hypothèses de la

proposition 2.7. La section uκ pour κ suffisamment grand intersecte donc exactement Q

fois la section nulle avec à chaque fois un indice d’intersection ±1. Chacun de ces points

d’annulation de |uκ| converge vers un des vortex limite p1...pQ. Au vu de l’importance

du rôle joué par la position du zéro dans l’argument d’unicité de P. Mironescu décrit plus

haut, il est légitime de se demander si, de façon générale, deux solutions de (1) dans la

limite de London ayant le même lieu d’annulation sont égales (modulo l’invariance de
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jauge). Cette affirmation généraliserait la même proposition démontrée plus haut par

Jaffe et Taubes dans le cas non interactif au cas fortement répulsif. La réponse à cette

question est affirmative sous les mêmes hypothèses que la proposition 2.7.

Proposition 2.8. — [PR] Soient (uκ, Aκ) et (vκ, Bκ) deux suites de solutions des équa-

tions de Ginzburg-Landau (1) dans la limite de London (κ → +∞) vérifiant la majoration

d’énergie commune Fκ(uκ, Ak) = O(logκ) , Fκ(vk, Bk) = O(logκ) et convergeant, toutes

deux, vers la même configuration singulière (u⋆, A⋆). On suppose que l’indice de u⋆ à

chaque singularité est ±1. Alors, il existe κ0 tel que pour κ > κ0

|uκ|
−1({0}) = |vκ|

−1({0}) =⇒ (uκ, Aκ) ≃ (vκ, Bκ)

où ≃ désigne l’équivalence de jauge.

La démonstration de la proposition précédente repose, entre autres, sur la généralisation

suivante de l’argument de P. Mironescu. Dans une jauge de Coulomb au voisinage d’un

vortex limite quelconque pk, on considère, sous les hypothèses de la proposition, à nouveau

le rapport des deux solutions w = u
v
. Au lieu d’effectuer des dilatations suivant le champ

conforme X = r ∂
∂r

centré au zéro commun de u et v qui ne donne dans ce cas aucun

résultat, on dilate suivant le champ suivant, construit à partir de la deuxième solution v,

Y = |v|2
(iv, ∗dv)

|(iv, ∗dv)|2

où on identifie le champ avec la 1-forme duale donnée par le produit scalaire. On peut

observer que Y cöıncide avec le champ usuel de dilatation conforme X = r ∂
∂r

dans le cas

où v est à symétrie radiale. L’action de ce champ sur la fonctionnelle dont (w, A) est point

critique donne une identité de Pohozaev au voisinage de pk, qui toutes mises ensembles

permettent de conclure, pour κ suffisamment grand que (uκ, Aκ) ≃ (vκ, Bκ).

L’utilisation de Y plutôt que le champ usuel X = r ∂
∂r

est a posteriori naturelle au vu

de cette fonctionnelle dont (w, A) est point critique et de la propriété de |v|−conformité

de Y (voir [PR]).

La proposition 2.8 est la première étape pour décrire l’espace des solutions sous les

niveaux d’énergie O(logκ) dans la limite de London. La deuxième étape consiste à cons-

truire une suite (vκ, Bκ) convergeant vers un (u⋆, A⋆) dont la configuration de vortex

associée p1...pQ est un point critique quelconque de W (non-dégénéré modulo l’action des

isométries de M) et dont les multiplicités d j sont ±1. Une telle construction a été effectuée

dans [LL] pour dj = +1 au moyen d’arguments variationnels en établissant un lien entre la

topologie des ensembles de niveau de la fonction W et de la fonctionnelle Fκ. Dans [PR]

cette construction est effectuée pour dj = ±1 au moyen du théorème d’inversion locale

qui a l’avantage d’apporter en plus l’unicité locale. L’argument de linéarisation autour

d’une solution approchée est rendu complexe par l’existence d’un “noyau à l’infini” :

l’inverse du linéarisé de (1) autour d’un recollement de vortex qui converge vers (u⋆, A⋆)

explose dans les normes standard W 2,2 − L2 lorsque κ tend vers l’infini. Ceci est dû à
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l’action du groupe d’invariance de l’équation du profil limite (38) (ici les isométries du

plan). On est donc amené à développer l’argument de réduction de Lyapunov-Schmidt

qui consiste à travailler dans un premier temps perpendiculairement à ce noyau à l’infini

que l’on fait réapparâıtre dans l’argument non-linéaire final. Cette technique appliquée

aux E.D.P. elliptiques a souvent été utilisée dans de nombreux problèmes constructifs de

géométrie différentielle comme l’existence de surfaces minimales, l’existence de surfaces à

courbures moyenne constantes, le problème de Yamabe, les Monopôles de Yang-Mills...

par N. Kapouleas, R. Mazzeo, F. Pacard, R. Schoen, K. Uhlenbeck, S.T. Yau... avec

à chaque fois des difficultés nouvelles. (vκ, Bκ) étant ainsi construite bénéficie d’une

unicité locale dans un espace fonctionnel adapté. Si (uκ, Aκ) est une autre solution de (1),

convergeant vers la même configuration limite dont les singularités sont p 1...pQ, on sait

(proposition 2.7 ) que les zéros de |uκ| convergent vers ses singularités et donc sont proches

de ceux de |vκ|. L’argument de la preuve de la proposition 2.8 est alors converti de façon

à obtenir, non plus directement que (uκ, Aκ) ≃ (vκ, Bκ), mais une estimation suffisante

de “l’éloignement” de (uκ, Aκ) et (vκ, Bκ) qui, au moyen de l’unicité locale précédemment

établie, permet de conclure que (uκ, Aκ) ≃ (vκ, Bκ). On a donc le théorème suivant.

Théorème 2.9. — [PR] Soit (p1...pQ) un point critique de l’energie renormalisée W

pour des multiplicitées d1...dQ dans {−1, +1}. Supposons que ce point critique soit non

dégénéré modulo l’action des isométries de M . Soit (u⋆, A⋆) le couple section-connexion

singulier associé aux (pj, dj). Soient alors (uκ, Aκ) et (vκ, Bκ) deux suites des équations

de Ginzburg-Landau (1) vérifiant la majoration dénergie commune Fκ(uκ, Aκ) = O(logκ)

et Fκ(vκ, Bκ) = O(logκ), si leur lieu d’adhérence singulier est la configuration (u⋆, A⋆),

alors pour κ suffisamment grand

(uκ, Aκ) ≃ (vκ, Bκ)

modulo l’action des isométries de M (≃ est l’équivalence de jauge).

Commentaires. Le théorème 2.9 nous dit que, sous certaines hypothèses, l’étude des points

critiques de la fonctionnelle Fκ dans la limite de London - problème de dimension infini - se

ramène à celle de l’étude des points critiques de la fonction W - problème de dimension fini.

Les limites de notre description des solutions des équations de Ginzburg-Landau dans le

cas fortement répulsif sont les suivantes. Tout d’abord, afin d’être dans le cadre de

l’asymptotique BBH, on s’est restreint aux points critiques sous les niveaux d’énergie

C log κ. Qu’en est-il d’éventuelles autres solutions de (1) ? Dans le cas A = 0 sur

un domaine étoilé, il est démontré que toutes les solutions de Ginzburg-Landau sont

sous un certain niveau d’énergie C logκ. La deuxième restriction dans les hypothèses

du théorème 2.9 est la contrainte sur les multiplicités limites d j devant appartenir à

{+1,−1}. Qu’en est-il des branches de solutions raccordant un point critique de W où

certains |dj| sont plus grands que 1 ? La question reste complètement ouverte. Ni les

méthodes variationnelles, dans l’esprit de [LL] où [AB1], [AB2], ni les méthodes de points
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critiques, vues plus haut, n’ont permis jusqu’à présent de construire des solutions (autres

que les solutions axialement symétriques) convergeant vers un point critique de W avec des

multiplicités dj 6= ±1. On n’a pas même d’idée précise de l’aspect de telles solutions près

des vortex. La compréhension des “profils” limites possibles dans ce cas fait aussi défaut

(voir des conjectures à ce sujet dans [OS]). Néanmoins, il semble que le cas dj = ±1 soit

“générique” au sens suivant : pour une perturbation “générique” de la métrique, un point

critique de W ayant des indices de multiplicité plus grande que 1 devrait se transformer

en point critique dont les indices sont ±1.

Pour finir l’étude de l’énergie libre, mentionnons que les techniques présentées plus haut

permettent d’apporter une réponse partielle aux conjectures de Jaffe et Taubes sur tout

R
2 dans le cas fortement répulsif.

Théorème 2.10. — [Ri3] La conjecture 2.3 est vraie dans la limite de London (κ suff-

isamment grand) si on remplace “point critique stable” par “minimum dans la classe

d’homotopie”.

3. L’INTERACTION AVEC UN CHAMP EXTÉRIEUR ; VERS LES

RÉSEAUX D’ABRIKOSOV.

3.1. Introduction

Jusqu’à présent nous avons étudié l’énergie libre de Ginzburg-Landau Fκ sans le terme

d’interaction avec le champ extérieur 2he

∫
dA. Par ailleurs, nous nous sommes placés

sur un tore plat afin d’ignorer, dans une première approche, les effets de bord qui sont

pourtant très importants dans les études phénoménologiques, dont il serait très intéressant

de retrouver les conclusions par l’étude mathématique elle-même. Enfin, en l’absence de

champ extérieur, afin de ne pas travailler avec un état fondamental trivial, nous nous

sommes imposés une vorticité globale à travers le choix d’un certain fibré sur notre tore

de classe d’Euler non nulle. L’analyse de notre problème modèle nous a permis d’isoler

et de comprendre le mécanisme

vorticité =⇒ formation de vortex

puis de ramener l’étude de l’espace des solutions à celle de la position des vortex gouvernée

par l’énergie renormalisée.

Dans sa thèse [Se1], puis dans ses travaux en collaboration avec E. Sandier [SS1] [SS2],

S. Serfaty considère la fonctionnelle complète Gκ incluant le terme d’interaction avec le

champ extérieur, sur un domaine borné de R
2 , Ω simplement connexe. La vorticité est

désormais libre et devrait apparâıtre spontanément en accroissant le champ extérieur et

donc l’énergie totale du système ainsi qu’il est observé pour les supraconducteurs de type

II (κ > 1/
√

2).
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Nous nous plaçons toujours dans la limite de London (κ −→ +∞) et le champ extérieur

he sera supposé uniforme (on confondra la 2-forme et la constante correspondante).

3.2. La solution de Meissner

Lorsque le champ extérieur he est nul l’état fondamental de Gκ est clairement atteint

par la solution d’état pur |u| = 0, h = ∗dA = 0. Lorsque l’on accrôıt le champ he le

caractère supraconducteur du matériau s’altère un peu sans pour autant former de vortex

(|uκ| ≥ 1/2 pour κ suffisamment grand). On s’attend à ce que cette configuration sans

vortex, stable et minimum absolu pour des champ extérieurs pas trop forts, soit unique.

C’est ce que démontre S. Serfaty en combinant des estimations d’énergie et des arguments

de convexité.

Théorème 3.1. — [Se3] Dans la limite de London (κ suffisamment grand), il existe un

unique point critique stable de Gκ sans vortex (|uκ| ≥ 1/2) qui minimise Gκ parmi les

points critiques sans vortex sous la condition que he = O(κα) où α est une constante

positive. Cette solution dite de “Meissner” vérifie en particulier






−div

(
∇h

|u|2

)

+ h = 0 dans Ω

h = he sur ∂Ω.

(40)

Bien évidemment 1/2 dans l’énoncé du théorème est une constante arbitraire entre 0

et 1. En fait la solution de Meissner reste stable jusqu’à une intensité critique du champ

extérieur he = Hsh ≃ Cκ dite “super-heating field” (littéralement champ de super-chauffe)

à partir de laquelle elle cesse d’être stable. Cette bifurcation a été étudiée en détail par

H. Berestycki, A. Bonnet et J. Chapman dans [BBC]. Par ailleurs, l’unicité de la solution

de Meissner au voisinage du champ Hsh est prouvée par A. Bonnet, J. Chapman et R.

Monneau dans [BCM].

Il est alors naturel de se demander pour quelle intensité Hc1 du champ extérieur he la

solution de Meissner cesse d’être un minimum absolu de Gκ. Les calculs d’Abrikosov [Ab]

sur tout R
2 prédisent Hc1 ≃

log κ
2

. Comme nous allons le voir, les travaux de S. Serfaty ont

permis de montrer que, suivant une conjecture dans [BR2], Hc1 est en fait plus grand sur un

domaine borné. Cette conséquence des effets de bords est précisément la suivante : dans le

terme principal de Hc1 le facteur 1/2 devant logκ doit être remplacé par k1 = 1/2 max |ξ0|

où ξ0 est la solution de






∆ξ0 = ξ0 + 1 dans Ω

ξ0 = 0 sur ∂Ω.

(41)

ξ0 est aussi solution de −∆2ξ0+∆ξ0 = 0. On vérifie aisément par le principe du maximum

que ∆ξ0 > 1 et que ξ0 < 0 dans l’intérieur de Ω et donc |ξ0| < 1. E. Sandier et S. Serfaty

démontrent alors le résultat suivant.
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Théorème 3.2. — [SS1] Il existe une constante C1 > 0 telle que si

he ≤ k1 logκ − C1 log logκ

la solution de Meissner est un minimum absolu de Gκ et il existe C2 telle que si

he ≥ k1 logκ + C2

la solution de Meissner n’est plus un minimum absolu de Gκ.

Il est alors tentant de se situer au voisinage de k1 log κ et de chercher à observer

l’apparition des vortex un par un au fur et à mesure que le champ extérieur s’accrôıt.

Techniquement cela signifie que l’on travaillerait avec le minimum absolu de G κ pour

lequel on chercherait à recouvrir précisément le “mauvais ensemble” M, dans l’esprit de

l’asymptotique BBH, au moyen d’un nombre uniformément borné de boules de rayon κ−1

dont ont étudierait alors la valeur minimale (éventuellement 0) et les positions respectives

les plus avantageuses du point de vue de l’énergie.

Ce rêve se heurte à une difficulté initiale majeure qui n’a pas été levée jusqu’à présent.

L’analyse BBH était fondée sur l’estimation initiale de l’énergie libreF κ(uκ, Ak) = O(logκ)

qui se traduit par une majoration a priori, indépendante de κ, du nombre de vortex

(sachant qu’un vortex isolé “coûte” à peu près 2π logκ). Dans le cas présent, où en

plus la vorticité totale n’est pas contrôlée et est devenue une variable du problème, la

majoration a priori de l’énergie est

|Gk(uκ, Aκ)| = O(log2 κ) ;(42)

on ne peut en déduire pour la partie d’énergie libre une estimation meilleure que F κ(uκ, Aκ)

= O(log2 κ). Ceci nous dit donc qu’a priori le nombre de vortex à considérer est O(logκ)

(ce qui doit être vrai pour un champ he = 2k1 logκ, mais pas pour he = k1 log κ + O(1)

où on s’attend plutôt à un nombre uniformément majoré de vortex). La difficulté de

travailler avec un nombre a priori aussi grand de vortex explique que l’on doit quitter le

cadre de l’asymptotique BBH et que l’imprécision est alors forcément plus grande comme

l’illustre la différence entre k1 log κ −C log log κ et k1 log κ + C2 dans le théorème 3.2 qui

est pourtant déja une très jolie réalisation.

La démonstration du théorème 3.2 a néanmoins ses fondements dans les arguments de

l’asymptotique de la section précédente. Il s’agit d’établir la meilleure minoration possi-

ble de l’énergie totale d’une configuration critique ayant des vortex et montrer que, pour

un champ extérieur suffisamment faible, la solution de Meissner est préférable énergé-

tiquement. Afin d’obtenir une telle minoration, on commence par renormaliser le champ

induit en “extrayant” le champ extérieur de la façon suivante décrite dans [BR2]. Soit ξ

la solution de ∆ξ = h sur Ω égale à 0 sur ∂Ω (A = ∗dξ est la jauge de Coulomb de h sur

Ω), on note ζ la différence ζ = ξ − heξ0 (où ξ0 est donnée par (41)). ∗dζ est la connexion

de Coulomb sur tout Ω à laquelle on a retiré l’influence du champ extérieur. On démontre
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sans trop de difficultés que l’énergie de la configuration minimale (uκ, Aκ) se décompose

ainsi :

Gκ(u, A) = Gκ(1, he ∗ dξ0) + Fκ(u, ∗dζ) +

∫

Ω

|∆ζ |2

−2he

∫

Ω

(iu, du) ∧ dξ0 + o(1).

(43)

On suppose alors he = O(logκ) et on procède à une décomposition du domaine dans

l’esprit de celle utilisée pour démontrer le théorème 2.6 mais plus complexe dans le cas

présent où le “mauvais ensemble” est a priori bien plus grand. On va avoir Ω = Ωs∪Ωv où

Ωs et Ωv sont disjoints et Ωv va être une union de boules disjointes {Bri
(ai)}i∈I recouvrant

M, le “mauvais ensemble”, en contenant le plus d’énergie propre possible sans prendre en

compte l’énergie d’interaction des vortex entre eux comme dans la preuve du théorème 2.6.

Précisément au moyen d’une technique introduite par R. Jerrard [J], on démontre (voir

[SS1]) l’existence d’une famille de boules B = {Bri
(ai)}i∈I telle que

- M ⊂ ∪i∈IBri
(ai)

-

∫

Bri(ai)

fκ(u, ∗dζ) ≥ 2π|di| (logκ − O(log log κ)) où di =deg
(

u
|u|

; ∂Bri
(ai)
)

- ri = O(log−6 κ)

- Card I = O(log2 κ).

On choisit alors Ωv = ∪i∈IBri
(ai). Les rayons en O(log−6 κ) remplacent les rayons δ =

O(1) de la preuve du théorème 2.6 car le nombre de vortex tend ici vers l’infini a priori

en O(logκ). Les ai jouent un peu le rôle de vortex intermédiaire de degré di et ce choix

de recouvrement donne en particulier

∫

Ω

(iu, du) ∧ dξ0 = 2π
∑

i∈I

diξ0(ai) + o(1).(44)

En combinant (43), le choix de Ωv, (44) et le caractère minimisant de (u, A) pour Gκ on a

0 ≥ 2π
∑

i∈I

|di|(logκ + O(log logκ)) − 4π he max |ξ0|

(
∑

i∈I

|di|

)

(45)

et donc, si
∑

i∈I |di| 6= 0, on doit avoir he ≥ k1 log κ+O(log logκ), ce qui établit la première

partie du théorème 3.2. La deuxième partie sera une conséquence du théorème 3.3.

Cette technique d’extraction du champ extérieur puis de décomposition du domaine afin

d’optimiser la minoration de l’énergie est un thème récurrent des travaux de S. Serfaty et

E. Sandier et apparâıt sous des formes différentes pour démontrer l’ensemble des théorèmes

ci-dessous.
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3.3. Familles de solutions stables à 1, 2, 3....vortex ; le bourgeonnement du

réseau.

Abandonnons un temps l’idée de regarder le minimum absolu de Gκ tout en gardant un

champ extérieur au voisinage de k1 log κ.

Dans un son premier travail [Se1], S. Serfaty construit des familles de solutions stables

ayant un nombre fini de vortex pour des champs 1 ≪ he ≪ κα (α est une constante

positive non explicitée). Devant la difficulté présentée plus haut de mettre en évidence un

nombre fini de vortex pour les états fondamentaux eux-mêmes, l’ansatz que fait S. Serfaty

est de regarder non plus le minimum absolu (uκ, Aκ) de Gκ dans W 1,2(Ω, C )×W 1,2(Ω, R
2)

tout entier mais pour (uκ, Aκ) contenu dans un ensemble suivant.

Dn =
{
u ∈ W 1,2(Ω, C ) tel que 2πn logκ + B ≤ Fκ(uT ) ≤ (2πn + 1) logκ

}
,

où

Fκ(uT ) =

∫

Ω

|duT |
2 +

κ2

2
|1 − |uT |

2|2.

uT est la fonction u projetée sur le disque unité ( uT = u si |u| ≤ 1 et uT = u/|u| sinon) et B

est une constante négative qui est fixée au cours de la preuve. L’idée est que, dans la jauge

de Coulomb sur Ω, un vortex coûte une énergie Fκ(uT ) ≃ 2π log κ. Ainsi, en se restreignant

à Dn, on contraint a priori notre configuration (u, A) à ne pas avoir plus de n vortex et

on espère donc se ramener à l’asymptotique BBH afin d’établir la description complète de

(u, A). La difficulté principale de cette approche vient du fait qu’il n’est pas évident du

tout qu’un minimum de Gκ dans Dn, lorsque l’on a établi son existence, soit dans l’intérieur

de Dn et donc soit une solution des équations de Ginzburg-Landau (1). Admettons

que l’on ait prouvé l’existence d’un minimum (uκ, Aκ) de Gκ dans Dn. On est tenté de

reprendre des arguments de la section 2 pour recouvrir le “mauvais ensemble” M... afin

d’établir un développemnent asymptotique de Fκ(uκ, Aκ) semblable à (31) et vérifier que

(uκ, Ak) est bien dans l’intérieur de Dn (i.e. 2πn logκ + B < F (uT ) < (2πn + 1) logκ) et

donc solution de (1). La difficulté de cette approche tient au fait que, tant que l’on ne sait

pas que (u, A) est solution de (1), on n’a pas d’estimation de la forme ‖d|u|‖L∞ = O(κ),

on ne dispose plus du résultat de quantification (19) et l’ensemble M peut être très diffus,

etc. On n’a plus non plus de contrôle de sa taille qui utilisait les identités de Pohozaev

dans la section 2. L’idée est alors, non plus de travailler avec (u, A) lui-même, mais de

travailler avec son régularisé parabolique v qui minimise

min
v∈H1(Ω,C )

∫

Ω

|∇v|2 +
κ2

2
|1 − |v|2|2 + κ2γ

∫

Ω

|uκ − v|2

γ > 0. L’avantage de remplacer u par son régularisé parabolique v est que (v, A) va à

la fois être très proche énergétiquement de (u, A) tout en bénéficiant des propriétés dont

jouissait le minimum de Fκ dans la section 2 (comme |v| ≤ 1, |d|v|| = O(κ)...) qui sont

issues de l’équation elliptique vérifiée par v. Cette idée du régularisé parabolique a été
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introduite dans le cadre des équations de Ginzburg-Landau par L. Almeida et F. Béthuel

dans [AB2] afin de définir une configuration de vortex approchée pour toute fonction u

dans la zone d’énergie F (u) = O(logκ). On établit alors un développement asymptotique

pour v dans l’esprit de la section 2.2, ce qui permet de déduire que (v, A) (et donc aussi

(u, A)) qui lui est énergétiquement très proche est dans l’intérieur de Dn. L’existence

d’un minimum de Gk dans Dn fait aussi appel à l’utilisation du régularisé parabolique.

On établit ainsi le théorème suivant que l’on présente dans le cas où Ω est un disque

centré en 0 : Ω = BR(0)

Théorème 3.3. — [Se1] Soit D une constante positive arbitraire, soit he(κ) une fonction

de κ tendant vers +∞ à l’infini et vérifiant he(κ) ≤ κα, où α est une constante positive.

Alors il existe une constante positive κ0(D) telle que pour κ ≥ κ0(D) et tout entier

n ∈ N
∗ , n < D

π
, il existe une famille de points critiques stables (uκ, Ak) de Gκ, solution

des équations de Ginzburg-Landau (1), vérifiant

- |uκ|
−1({0}) = {aκ

1 ...a
κ
n} où aκ

1 ...a
κ
n sont des points isolés de BR(0).

- Pour tout j = 1...n, ind(uκ, a
κ
j ) = +1.

- La configuration ãj = aj

√

he(κ) converge, modulo l’extraction d’une sous-suite,

vers une configuration de n points de R
2 minimisant

W (a1...an) = −2π
∑

i6=j

log |ai − aj | + 2πξ̈0(0)
n∑

i=1

|xi|
2.(46)

- Le développement asymptotique de Gk(uκ, Aκ) est

Gκ(uκ, Aκ) = Gκ(1, he ∗ dξ0) +2πn

(

| logκ −
he

k1

)

+ π(n2 − n) log he

+W (ã1...ãn) + Qn + o(1),

(47)

où Qn ne dépend que de n.

Ce théorème est riche en informations qui doivent être extraites une à une au regard

des questions posées dans l’introduction de cet exposé.

Contrairement au cas sans bord de la section 2, les vortex tendent ici vers un même

point qui cöıncide avec le lieu où |ξ0| est maximum. S’il y avait eu plusieurs point où |ξ0|

est maximal, les vortex se seraient séparés pour se répartir en groupes de nj vortex de

façon optimale entre ses points (on optimise
∑

j(n
2
j − nj)).

On peut calculer, en fonction de he, le nombre de vortex n qui optimise l’énergie et

trouver sous l’ansatz F (uT ) ≤ 2πD une estimation très précise de Hc1. On voit clairement

que le nombre optimal de vortex est une fonction croissante de he à κ fixé (κ grand). On

vérifie aisément l’existence de k2 > 0 tel que, pour he > k1 logκ + k2, la solution de

Meissner cesse d’être minimisante parmi ces solutions à un nombre fini de vortex, ce qui

prouve la deuxième partie du théorème 2.2. Plus généralement, si on note Hn la valeur du
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H H H2 3c1
he

Meissner sol.

1-vortex sol.

2-vortex sol.

3-vortex sol

Gκ

Figure 2. Solutions à 1,2,3... vortex

champ où la solution à n vortex devient préférable énergétiquement, on calcule (n > 1)

Hn − k1 logκ ≃ (n − 1)k1 log log κ.(48)

La figure 2 représente graphiquement ces résultats.

Savoir si les solutions à n vortex pour Hn ≤ he ≤ Hn+1 est un état fondamental

sur l’espace W 1,2(BR; C ) × W 1,2(BR; R
2) tout entier est un problème ouvert semble-t-il

difficile. Un point important est aussi le caractère stable de ses solutions démontré pour

1 ≪ he ≪ κα et que l’on a vu plus haut pour la solution de Meissner et le champ de

super-chauffe. Cette stabilité est responsable de phénomènes d’hystérésis observés dans la

réalité. Le caractère stable des solutions ayant un nombre fini de vortex pour des champs

inférieurs à Hc1 avait été observé par Q. Du et F.H. Lin dans [DL].

Bien que l’expression de l’énergie renormalisée W soit relativement simple, les symétries

éventuelles de ses états fondamentaux, qui constituent des bourgeonnements de réseaux

d’Abrikosov, restent complètement à explorer. Dans [GS], S. Guéron et I. Shafrir ont fait

des études de stabilité de configurations symétriques ainsi que des études numériques. Ils

ont fait les observations suivantes sur les états fondamentaux probables (voir la figure 3)

- n ≤ 3 : ce sont des polygones réguliers centrés en 0.

- 7 ≤ n ≤ 10 : ce sont des étoiles régulières (polygone régulier + origine).

- 4 ≤ n ≤ 6 : les deux types de configurations précédents sont localement minimisants

et sont observés.

- n ≥ 11 : ce sont des amas de polygones réguliers concentriques qui “convergent”

vers un réseau triangulaire centré en 0 lorsque n devient grand.

3.4. La deuxième renormalisation ; le problème à frontière libre

Dans cette dernière section, nous revenons sur l’étude des états fondamentaux de Gκ

mais pour des champs bien plus forts que Hc1, à l’intérieur de la phase mixte (voir figure
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Figure 3. Bourgeonnements de réseaux d’Abrikosov

1) et toujours dans la limite de London (κ → +∞). Dans ce cas, a priori, le nombre

de vortex Nκ va tendre vers l’infini avec κ. Il faut alors développer des outils adaptés

afin de rendre compte de l’ensemble limite occupé par ces vortex dans Ω. La première

renormalisation consistait à soustraire à l’énergie minimale l’interaction de chaque vortex

sur lui-même (2πlogκ) c’est-á-dire la quantité 2πN log κ. Pour les raisons que nous avons

vues plus haut, la précision sur N à l’ordre O(1), à cause de l’insuffisance de l’estimation

a priori (42), est très difficile à atteindre pour l’état fondamental sous des champs plus

grands que k1 log κ + O(log log κ). La deuxième renormalisation proposée par E. Sandier

et S. Serfaty dans [SS2] consiste à diviser Gκ par h2
e et à étudier la Γ−limite du rapport,

au moins pour les états fondamentaux. Le résultat est alors le suivant.

Théorème 3.4. — [SS2] Soit he(κ) une fonction positive telle que λ = limκ→+∞
log κ
he

existe. Si λ = 0, on suppose he(κ) = o(κ2). Soit k⋆ solution du problème suivant

min







E(k) = λµ(Ω) +

∫

Ω

|∇k|2 + |k − 1|2

k ∈ W 1,2(Ω) k = 1 on ∂Ω

µ = −∆k + k est une mesure de Radon







Alors k⋆ est unique, µ = −∆h⋆ + h⋆ est la fonction caractéristique du lieu où k⋆ est

minimal égal à 1 − λ
2

et

h

he

⇀ k⋆ faiblement dans W 1,2(Ω).(49)

Par ailleurs, l’absence de convergence forte est exactement donnée par la convergence de

la mesure de défaut suivante

λµ = lim
κ→+∞

|∇(h/he)|
2 − |∇k|2.(50)
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Enfin on a le développement suivant de l’énergie fondamentale renormalisée

lim
κ→+∞

Gκ(uκ, Aκ)

he
= E(k⋆),(51)

où (uκ, Aκ) est une configuration minimale.

Remarque 2. — Lorsque λ est égal à 0 (i.e. he ≫ log κ) µ est la fonction caractéristique

de Ω tout entier et h/he converge fortement vers 1.

Cette absence de convergence forte dans le cas λ > 0 peut être comprise au sens suivant.

En dehors du mauvais ensemble que l’on recouvre par des boules M ⊂ Ωv = ∪i∈IBκ−1(xi)

(supposées disjointes), h = ∗dA vérifie

−div

(
∇h

|u|2

)

+ h = 0 dans Ω \ Ωv.

h/he est alors très proche de la solution de

−∆k + k = 2π
∑

i∈I

di
δxi

he
,

où di est le degré de u/|u| sur le bord de Bκ−1(xi). On rappelle que la deuxième équation

de Ginzburg-Landau (1) donne en particulier

−

∫

∂Bκ−1 (xi)

1

|u|2
∂h

∂ν
+

∫

Bκ−1 (xi)

h = 2πdi

et que, par ailleurs, toujours au moyen de cette équation,

Gκ(u, A)

he
≃

∫

Ω\Ωv

1

|u|2

∣
∣
∣
∣
d

h

he

∣
∣
∣
∣

2

+

∣
∣
∣
∣

h

he
− 1

∣
∣
∣
∣

2

≃

∫

Ω\Ωv

∣
∣
∣
∣
d

h

he

∣
∣
∣
∣

2

+

∣
∣
∣
∣

h

he
− 1

∣
∣
∣
∣

2

.

Soit alors µ la limite de la densité de vortex par unité de champ extérieur

µ = lim
κ→+∞

2π
∑

i∈I

di
δxi

he
.

Si on considère l’énergie de la limite k⋆ solution de −∆k⋆ + k⋆ = µ au lieu de la limite de

l’énergie
∫

Ω\Ωv

|dk|2 + |k − 1|2 ,

on oublie que µ a été obtenu au moyen de sommes de Dirac et on manque alors la partie

de l’énergie provenant de l’interaction de chaque Dirac sur lui-même divisée par h 2
e qui

est donc

2πN log κ

h2
e

−→ µ(Ω) lim
κ→+∞

logκ

he
= λµ(Ω)

La difficulté de l’analyse de cette deuxième renormalisation ne tient pas seulement dans

la compréhension heuristique ci-dessus du mécanisme de répartition de l’énergie, mais
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Ω

ω= supp µ

Figure 4. Le problème à frontière libre

surtout dans la mise en œuvre d’arguments rigoureux qui permettent d’établir le théo-

rème 3.4. La preuve est assez dans l’esprit de celle du théorème 3.2 où, afin d’obtenir une

minoration optimale de l’énergie, on procède à une décomposition du domaine qui sépare

l’énergie propre des vortex du reste de l’énergie. Cette décomposition de M repose sur un

recouvrement du “mauvais ensemble” plus affiné que celui de la preuve du théorème 3.2

qui utilise la méthode de grossissement de boules introduites dans [Sa].

Ainsi que le décrit le petit raisonnement ci-dessus, µ est la densité limite de vortex par

unité de champ extérieur appliqué. Elle est soit maximale égale à 1 dans le sous-domaine

ω de Ω où k⋆ = 1 − λ
2
, soit égale à zéro dans son complémentaire (voir la figure 4). Le

problème vérifié par k⋆ est un problème à fontière libre au sens où la connaissance de

ω détermine de façon unique k⋆. C’est un problème d’obstacle désormais assez classique

abordé en particulier dans [R]. Il a été démontré par A. Bonnet et R. Monneau dans [BM]

que ∂ω est régulier pour presque toutes les valeurs de λ et que, lorsque c’est le cas, ω est

déterminé par l’existence de la solution k⋆ du problème suivant






−∆k⋆ + k⋆ = 0 dans Ω \ ω

k⋆ = 1 −
λ

2
dans ω

∂k⋆

∂ν
= 0 sur ∂ω

k⋆ = 1 sur ∂Ω

(52)

3.5. Conclusion

Qu’en est-il des réseaux d’Abrikosov ? Il serait intéressant, dans l’approche précédente,

de se placer à l’echelle 1/
√

he - distance minimale moyenne relative entre 2 vortex - et

tenter alors de comprendre la limite κ → +∞. On peut espérer dans cette asymptotique
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mettre en evidence une énergie renormalisée infinie sur des configurations dénombrables de

points de R
2 qui gouverne l’agencement des vortex entre eux et tenter de comprendre les

états fondamentaux de cette énergie en se restreignant, dans une première approche, aux

réseaux périodiques. La première difficulté de cette analyse repose sur la compréhension

des termes d’ordre inférieurs dans le développement de l’energie (51). Le premier terme ne

donne que la densité moyenne de vortex et ne voit pas leurs positions relatives à O(1/
√

he)

près.

Dans sa thèse, M. Dutour [D] adopte une approche différente que les limites de cet ex-

posé nous empêchent de développer plus longuement. On se place sur un tore plat T quel-

conque vu comme une cellule élémentaire d’un réseau de R
2 dont la taille et la géométrie

sont des variables du problème. Sur cette cellule T que l’on considère occupée par un

seul vortex (on fixe un fibré en droite complexe E sur T de classe d’Euler égale à 1), on

étudie les minimums de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau Gκ sous l’action d’un champ

extérieur supposé uniforme he. Lorsque le champ extérieur augmente, l’accroissement de

la densité de vortex se traduit, dans ce modèle, par une diminution de la taille de la

cellule T , etc. M. Dutour engage ainsi une description très complète du diagramme de

phase (figure 1) notamment au voisinage de Hc2 où il parvient à démontrer l’existence de

deux solutions exactement ; une avec vortex (rapprochés de ≃ κ) et l’autre d’état normal

|u| = 0, dA = he. Il établit alors le caractère minimisant ou non de chacune de ces deux

solutions suivant he et κ et rend compte avec une très grande précision de la bifurcation

d’Abrikosov depuis la valeur critique κ = 1/
√

2. L’optimalité de la géométrie de tel ou

tel réseau n’y est que partiellement abordée, mais cette approche semble ouvrir une voie

vers une compréhension rigoureuse de la disposition relative des vortex dans l’état fonda-

mental (très loin du bord qui a disparu dans ce modèle) et éventuellement du caractère

énergétiquement favorable des réseaux triangulaires d’Abrikosov.
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[BR1] F. Béthuel and T. Rivière, –Vortices for a variational problem related to supra-
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[BMR] H. Brézis, F.Merle and T.Rivière – Quantization effects for −∆u = u(1 − |u|2)

in R
2 , Arch. Rat. Mech. Analysis. 126, 123-145 (1994).

[DL] Q. Du and F.H. Lin – Ginzburg-Landau vortices : dynamics, pinning and hys-

teresis, Siam J. Math. Anal. 28, 1265-1293 (1997).

[D] M. Dutour – Bifurcation vers l’état d’Abrikosov et diagramme de phase, thèse de
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PROGRÈS RÉCENTS SUR LA CONJECTURE DE BAUM-CONNES.

CONTRIBUTION DE VINCENT LAFFORGUE

par Georges SKANDALIS

Cet exposé fait de nouveau le point sur la conjecture de Baum-Connes après

celui de Pierre Julg ([24]) qui rendait compte d’une avancée spectaculaire obtenue

par Higson et Kasparov ([19]). Une nouvelle barrière vient juste d’être franchie par

V. Lafforgue : celle de la propriété T de Kazhdan. Le but ici est d’exposer les diverses

étapes du travail de Lafforgue. En fin d’exposé, nous donnerons quelques autres

résultats en relation avec la conjecture de Baum-Connes et celle de Novikov obtenus

récemment par G. Yu ([51]), N. Higson ([18]) et quelques autres.

La conjecture de Baum-Connes prédit la K-théorie de la C∗-algèbre (réduite)

d’un groupe discret G et, plus généralement, d’un groupe localement compact, et

même d’un groupöıde localement compact (par exemple de la C∗-algèbre associée à un

feuilletage) etc. Cette conjecture a plusieurs conséquences : l’injectivité du morphisme

de Baum-Connes a des implications géométriques importantes - la plus fameuse étant

la conjecture de Novikov sur les 〈〈hautes signatures 〉〉 ; sa surjectivité a des applications

fondamentales dans la théorie des C∗-algèbres (e.g. une conjecture de Kadison, déjà

ancienne, sur les idempotents).

Malgré les efforts de plusieurs mathématiciens, une barrière subsistait pour la

preuve de cette conjecture : la propriété T de Kazhdan (cf. [32], [12]), qui empêche

certaines idées de démonstration d’aboutir et rend fausses certaines généralisations :

en effet, cette conjecture est alors fausse si la C∗-algèbre pleine remplace la réduite (cf.

[25], voir aussi [10]) ; la généralisation de cette conjecture au bifoncteur de Kasparov

(qui généralise la K-théorie) peut elle-même être fausse (cf. [44]). Au-delà de cette

barrière, les seuls cas connus avant le travail de Lafforgue étaient les groupes de Lie

réels réductifs (A. Wassermann [50]) ou p-adiques (Baum-Higson-Plymen [6]) utilisant

la description complète de la C∗-algèbre de ces groupes, mais aucun groupe discret

infini possédant la propriété T n’avait pu être obtenu.

Lafforgue établit la conjecture de Baum-Connes pour beaucoup de groupes

localement compacts ayant la propriété T : tout groupe de Lie semi-simple réel ou

réductif p-adique ET les sous-groupes discrets cocompacts des groupes de Lie de rang

réel 1 ou de SL3 d’un corps local.
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Dans tous ces cas, l’injectivité du morphisme de Baum-Connes était connue

(travaux de Mǐsčenko, Solovjev, Kasparov...). En fait, il y a un élément noté γ par

Kasparov dans l’anneau de représentations (défini par Kasparov) KKG(C,C) dont

la différence avec 1, mesure la non surjectivité du morphisme de Baum-Connes. On

doit montrer que γ = 1 en tant qu’endomorphisme de la K-théorie de la C∗-algèbre

réduite C∗
r
(G) de G. Remarquons que, par la propriété T , γ lui-même n’est pas égal

à 1 dans l’anneau KKG(C,C) et même dans l’anneau KK(C∗
r
(G), C∗

r
(G)) (du moins

si G est un sous-groupe discret cocompact de Sp(n, 1) - cf. [44]).

La démonstration de Lafforgue a trois étapes. La première est sa principale

contribution conceptuelle ; la seconde est - de loin - la plus difficile techniquement ;

dans la troisième, il utilise des travaux de Jolissaint dans le cas Sp(n, 1) et de

Ramagge-Robertson-Steger dans le cas de SL3 d’un corps local non archimédien ;

enfin, il adapte la méthode de Ramagge-Robertson-Steger pour obtenir aussi le cas

des sous-groupes discrets cocompacts de SL3(R) et SL3(C).

Plus explicitement :

1. Dans la première étape, Lafforgue construit un bifoncteur KKban(A,B) pour des

algèbres de Banach, en remplacement de la théorie bivariante de Kasparov. Il s’agit

là d’une construction nouvelle et très intéressante. Elle suit d’assez près celle de

Kasparov. Cependant, les C∗-modules hilbertiens qui sont à la base du travail de

Kasparov, sont ici remplacés par des paires de modules banachiques en dualité (les

modules hilbertiens des C∗-algèbres sont en ce sens autoduaux). Malheureusement, le

produit de Kasparov ne se généralise pas directement à ce cadre. Cependant, Lafforgue

parvient à étendre plusieurs constructions de Kasparov dans cette 〈〈KK-théorie

banachique 〉〉 : il démontre qu’elle opère sur la K-théorie, construit une KK-théorie

banachique équivariante par un groupe localement compact, ainsi qu’un analogue de

l’homomorphisme de descente jG : KKG(A,B) → KK(A×G,B×G) de Kasparov.

2. Dans la deuxième étape il établit l’égalité γ = 1 dans sa KK-théorie banachique

équivariante pour tout groupe localement compact agissant de façon continue, propre

et isométrique sur :

– une variété riemannienne complète, connexe, simplement connexe à courbure

sectionnelle négative ou nulle (cette classe contient tous les groupes de Lie réels et

tous leurs sous-groupes fermés).

– sur un immeuble affine (cette classe contient tous les groupes de Lie p-adiques et

tous leurs sous-groupes fermés).

C’est la partie la plus technique. Il construit une homotopie qui utilise :

– dans le cas réel des espaces de Sobolev de formes Lp sur des variétés de courbure

sectionnelle négative ;

– dans le cas p-adique une combinatoire assez élaborée (ainsi que des espaces ℓp).

A l’aide des parties 1 et 2, Lafforgue établit la conjecture de Baum-Connes à

valeurs dans la sous-algèbre L1(G) de C∗
r
(G) (ce qui prouve une conjecture de Bost),
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ainsi que toutes les complétions de Cc(G) pour des 〈〈normes inconditionnelles 〉〉 (dans

le langage de Lafforgue) i.e. une norme d’algèbre N satisfaisant N(f) ≤ N(g) si

f, g ∈ Cc(G) satisfont, pour tout x ∈ G, |f(x)| ≤ |g(x)| (notons cependant que la

norme de C∗
r

n’est malheureusement pas 〈〈 inconditionnelle 〉〉).

3. Pour prouver la conjecture de Baum-Connes, il suffit de construire une 〈〈complétion

inconditionnelle 〉〉 de Cc(G), qui soit une sous-algèbre A de C∗
r
(G) avec la même

K-théorie que C∗
r
(G). Pour cela, il suffit que A soit stable par calcul fonctionnel

holomorphe dans C∗
r
(G). Une telle sous-algèbre A existe :

– si G est un groupe de Lie semi-simple, Lafforgue montre qu’une variante de l’algèbre

de Harish-Chandra convient (cf. [36]) ;

– si G est un groupe hyperbolique e.g. un sous-groupe discret cocompact dans

Sp(n, 1) (travaux de Haagerup pour les groupes libres, de Jolissaint pour les sous-

groupes cocompacts des groupes de Lie de rang 1, et de de la Harpe pour un groupe

hyperbolique quelconque [17]) ;

– si G est discret cocompact dans SL3 d’un corps local non archimédien (ce résultat

est dû à Ramagge, Robertson et Steger [41]) ;

– si G est discret cocompact dans SL3(R) ou SL3(C) : ce résultat est dû à Lafforgue

[34].

Dans ces trois derniers cas, l’algèbre A est donnée par des conditions de

décroissance rapide au sens ℓ2.

Nous commencerons cet exposé par quelques rappels, notamment sur les C∗-

algèbres de groupes et la théorie de Kasparov. Ensuite, nous rappellerons la conjecture

de Baum-Connes et ses généralisations. Nous renvoyons à ce sujet à l’excellent exposé

de Pierre Julg [24]. Les trois paragraphes suivants seront consacrés aux trois étapes

du travail de Lafforgue citées ci-dessus. Dans le dernier paragraphe, nous décrivons

de très récents résultats de Yu ([51]) et Higson ([18]) reliés à la conjecture de Baum-

Connes.

Ajoût - mars 2000. — Depuis que cet exposé a été écrit, des contre-exemples à

certaines généralisations de la conjecture de Baum-Connes ont été donnés (cf. [20]).

Ceux-ci sont basés sur des idées de M. Gromov (cf. [15]).

Je tiens à remercier Vincent Lafforgue pour de nombreuses explications sur ses

travaux. Je le remercie aussi, ainsi que Saad Baaj, Jean Renault et Alain Valette,

pour une lecture attentive de ce manuscrit. Un grand merci enfin à Alberto Arabia

pour son aide amicale.
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1. RAPPELS ET NOTATIONS : C ∗-ALGÈBRES DE GROUPES,

THÉORIE DE KASPAROV

1.1. Algèbres de Banach ; C ∗-algèbres

— Toutes les algèbres de Banach que nous considérons dans cet exposé sont complexes.

Si A est une algèbre de Banach, on supposera toujours que sa norme vérifie ‖ab‖ ≤

‖a‖‖b‖, pour tout a, b ∈ A. On ne suppose pas en général que nos algèbres de Banach

possèdent un élément unité. Si A est une algèbre de Banach, on note Ã l’algèbre de

Banach unifère construite de la façon suivante : en tant qu’espace vectoriel Ã est

isomorphe au produit A × C ; sa norme est donnée par ‖(a, λ)‖ = ‖a‖ + |λ| (pour

a ∈ A et λ ∈ C) et son produit est donné par (a, λ)(b, µ) = (ab + λb + µa, λµ) (pour

a, b ∈ A et λ, µ ∈ C). On identifie A avec son image dans Ã par l’homomorphisme

a 7→ (a, 0) ; l’élément (0, 1) est l’unité de Ã.

— Un A-module banachique à droite (resp. à gauche) est un espace de Banach E

muni d’une action à droite (resp. à gauche) de A telle que, pour tout x ∈ E et tout

a ∈ A, on ait ‖xa‖ ≤ ‖x‖‖a‖ (resp. ‖ax‖ ≤ ‖a‖‖x‖). Un A-module banachique à

droite (resp. à gauche) est un Ã-module banachique à droite (resp. à gauche) : il suffit

de poser x(a, λ) = xa + λx (resp. (a, λ)x = ax + λx) pour a ∈ A, x ∈ E, et λ ∈ C.

Rappelons qu’une involution sur une algèbre de Banach est une application

antilinéaire, antimultiplicative, involutive et isométrique notée x 7→ x∗. Une algèbre

de Banach involutive est une algèbre de Banach munie d’une involution.

Une C∗-algèbre est une algèbre de Banach involutive A telle que, pour tout

x ∈ A, on ait ‖x∗x‖ = ‖x‖2. Si A est une C∗-algèbre, l’algèbre de Banach obtenue à

partir de A en adjoignant une unité est involutive (on pose (a, λ)∗ = (a∗, λ)) ; ce n’est

cependant pas une C∗-algèbre. Il existe néanmoins une (unique) norme de C∗-algèbre

sur Ã.

1.2. C ∗-algèbres de groupes

Soit G un groupe localement compact. Notons dx une mesure de Haar à gauche

sur G et Cc(G) l’algèbre de convolution des fonctions continues à support compact

sur G. Rappelons que la convolée f ⋆ g de f, g ∈ Cc(G) est donnée par la formule

f ⋆ g(x) =

∫

G

f(y)g(y−1x) dy

pour tout x ∈ G.

Par ailleurs, on définit une involution f 7→ f∗ sur Cc(G) en posant f∗(x) =

∆(x−1)f(x−1) où ∆ désigne la fonction module sur G (telle que, pour tout f ∈ Cc(G),

on ait
∫

f(x−1) dx =
∫

f(x)∆(x) dx ).

Il y a plusieurs façons de compléter Cc(G) en une algèbre de Banach, c’est-à-dire

des normes sur Cc(G) telles que, pour tout f, g ∈ Cc(G) on ait ‖f ⋆ g‖ ≤ ‖f‖‖g‖.

Nous en utiliserons (au moins) 3 :
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1. La plus simple est de prendre la norme ‖ ‖1. On obtient l’algèbre de Banach L1(G).

2. Une autre façon est de considérer Cc(G) comme opérant sur L2(G) par convolution :

pour f ∈ Cc(G), on note λ(f) l’application de L2(G) dans lui même donnée par

g 7→ λ(f)(g) = f ⋆ g. On note ‖f‖r la norme d’opérateur de λ(f) (dans L2(G)).

Le complété de Cc(G) pour cette norme est une C∗-algèbre appelée la C∗
-algèbre

réduite de G et notée C∗
r
(G). De façon équivalente, C∗

r
(G) s’identifie avec l’adhérence

normique de λ(Cc(G)) dans l’algèbre des opérateurs de l’espace hilbertien L2(G). On

peut remarquer que :

– pour f ∈ Cc(G), on a ‖λ(f)‖ ≤ ‖f‖1, donc la représentation λ s’étend à L1(G), et

que

– la représentation λ est involutive : pour tout f ∈ Cc(G), on a λ(f∗) = λ(f)∗ où,

pour un opérateur T d’un espace hilbertien, T ∗ désigne l’adjoint de T .

3. Considérons toutes les représentations involutives σ de Cc(G) dans un espace

hilbertien Hσ telles que, pour tout f ∈ Cc(G) , on ait ‖σ(f)‖ ≤ ‖f‖1. Posons

‖f‖p = supσ ‖σ(f)‖. On obtient encore une norme ; le complété de Cc(G) pour cette

norme est une C∗-algèbre notée C∗(G) et appelée la C∗-algèbre de G ou la C∗-

algèbre pleine de G. L’identité de Cc(G) se prolonge évidemment en un morphisme

C∗(G) → C∗
r
(G). Ce morphisme est toujours surjectif. Il est injectif si et seulement si

le groupe G est moyennable.

1.3. Produits croisés

Soient G un groupe localement compact et A une algèbre de Banach. Une action

de G dans A est un homomorphisme α de G dans le groupe des automorphismes

isométriques de A, tel que, pour tout a ∈ A, l’application x 7→ (α(x))(a) soit continue.

Le plus souvent, pour x ∈ G et a ∈ A l’élément (α(x))(a) ∈ A s’écrira juste x.a.

Soit α une action d’un groupe G dans une algèbre de Banach A. L’espace de

Banach L1(G;A) est muni du produit de convolution donné par la formule

f ⋆ g(x) =

∫

G

f(y) y.(g(y−1x)) dy

pour tout f, g ∈ Cc(G;A) ⊂ L1(G;A) et x ∈ G.

Si A est une C∗-algèbre et α respecte l’involution (x.(a∗) = (x.a)∗ pour tout a ∈ A

et tout x ∈ G), alors l’algèbre de Banach L1(G;A) est naturellement munie d’une

involution par la formule (f∗)(x) = ∆(x−1)x.(f(x−1))∗. Généralisant la construction

de C∗
r
(G) et C∗(G), on obtient par complétion de L1(G;A) deux C∗-algèbres A×rG

et A×G appelées respectivement produit croisé réduit et plein de A par G.

1.4. Théorie de Kasparov

Nous rappelons ici, très sommairement, certaines constructions et propriétés du

bifoncteur de Kasparov (cf. [28], [29] ; voir aussi les exposés de T. Fack [13] et P. Julg

[24]).
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1.4.a) Modules hilbertiens

Les A-modules hilbertiens sont les espaces hilbertiens avec les scalaires remplacés
par A.

Rappelons qu’un élément a d’une C∗-algèbre A est appelé positif s’il est de la
forme x∗x (x ∈ A). L’ensemble A+ des éléments positifs joue le rôle de R+ dans C.

On appelle A-module préhilbertien sur A un A-module à droite E muni d’un 〈〈produit
scalaire 〉〉 i.e. d’une application sesquilinéaire E × E ∋ (x, y) 7→ 〈x, y〉 ∈ A, telle
que, pour tout x ∈ E, l’application y 7→ 〈x, y〉 est A-linéaire (à droite), satisfaisant
〈x, y〉∗ = 〈y, x〉 et 〈x, x〉 ∈ A+ pour tout x ∈ E.

Si E est un A-module préhilbertien, l’application x 7→
√

‖〈x, x〉‖ est une semi-
norme sur E. Si E est séparé et complet pour cette norme on dit que c’est un A-module

hilbertien.

1.4.b) Opérateurs ; opérateurs compacts

Soient E,F des A-modules hilbertiens. L’ensemble des opérateurs de E dans F
que nous considérons sont les opérateurs T : E → F possédant un adjoint, i.e. une
application T ∗ : F → E satisfaisant 〈T (x), y〉 = 〈x, T ∗(y)〉 pour tout x ∈ E et y ∈ F .
Un tel opérateur est automatiquement linéaire, A-linéaire et continu. L’ensemble des
opérateurs de E dans F est noté L(E,F ). L’ensemble L(E) = L(E,E), muni de la
norme des applications linéaires continues, est une C∗-algèbre.

En particulier, pour tout x ∈ E et y ∈ F , posons θy,x : z 7→ y〈x, z〉. C’est un
élément de L(E,F ) et θ∗

y,x
= θx,y. On note K(E,F ) le sous-espace vectoriel fermé

de L(E,F ) engendré par les θy,x. L’ensemble K(E) = K(E,E) est un idéal bilatère
fermé dans L(E).

Il sera utile de considérer les modules hilbertiens Z/2Z-gradués, c’est à dire les
modules hilbertiens E = E(0) ⊕ E(1), où E(0) et E(1) sont orthogonaux pour 〈 , 〉.
Pour i ∈ Z/2Z, on note L(E)(i) l’ensemble des T ∈ L(E) tels que T (x) ∈ E(i+j) pour
tout j ∈ Z/2Z et tout x ∈ E(j).

1.4.c) Cycles en KK-théorie

Soient A et B des C∗-algèbres. Le groupe de Kasparov KK(A,B) est donné
par des cycles et une relation d’équivalence sur ces cycles. Un cycle est un triplet
(E, π, F ) où E est un B-module hilbertien Z/2Z-gradué, π : A → L(E)(0) est un
homomorphisme involutif (tel que π(a∗) = π(a)∗) et F ∈ L(E)(1) est tel que F = F ∗

et, pour tout a ∈ A, les opérateurs Fπ(a) − π(a)F et (F 2 − 1)π(a) sont dans K(E).

La somme des cycles (E, π, F ) et (E′, π′, F ′) est, avec des notations évidentes,
(E ⊕ E′, π ⊕ π′, F ⊕ F ′).

1.4.d) Homotopie

Notons B[0, 1] la C∗-algèbre des applications continues de l’intervalle [0, 1] dans
B. Un cycle pour KK(A,B[0, 1]) est une famille (Et, πt, Ft) de cycles pour KK(A,B) :
c’est par définition une homotopie entre (E0, π0, F0) et (E1, π1, F1).

Le groupe de Kasparov KK(A,B) est l’ensemble des classes d’homotopie de
cycles. Ce groupe est fonctoriel en A et en B : pour tout A on a un foncteur covariant
B → KK(A,B) et pour tout B on a un foncteur contravariant A → KK(A,B).
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1.4.e) Produit de Kasparov

Kasparov a défini un produit KK(A,B) × KK(B,C) → KK(A,C) (où A,B,C

sont des C∗-algèbres) qui est bilinéaire, naturel et associatif. Le fait que ce produit

soit hautement non trivial donne toute sa force à la théorie. Muni de ce produit,

KK(A,A) est un anneau. Son élément unité noté 1A est représenté par (A, π, 0) où

A est gradué par A(0) = A et π(a)b = ab.

1.4.f) Action sur la K-théorie

Le groupe KK(C, A) a été identifié par Kasparov avec le groupe de K-théorie

K0(A). Le produit de Kasparov donne en particulier un morphisme de groupes

KK(A,B) → Hom(K0(A),K0(B)).

1.4.g) Le cas équivariant

On suppose à présent qu’un groupe localement compact G opère sur les C∗-

algèbres A et B. On définit un groupe KKG(A,B) en demandant que G opère aussi

sur les cycles : un cycle pour KKG(A,B) est encore donné par un triple (E, π, F ),

qui est un cycle pour KK(A,B), tel que G opère dans E de façon continue (i.e. pour

tout x ∈ E l’application g 7→ g.x est continue) ; on suppose de plus que, pour tout

x, y ∈ E , a ∈ A , b ∈ B et g ∈ G, on a

g.(xb) = (g.x)(g.b) , 〈g.x, g.y〉 = g.(〈x, y〉) , g.(π(a)(x)) = π(g.a)(g.x) ;

enfin, pour tout a ∈ A et tout g ∈ G on a π(a)(g.F − F ) ∈ K(E) et g 7→ π(a)(g.F )

est continue en norme - où g.F est donné par (g.F )(x) = g.(F (g−1.x)). Le groupe

KKG(A,B) est l’ensemble des classes d’homotopie de cycles. Toutes les propriétés se

généralisent au cas équivariant ; en particulier, le produit de Kasparov se généralise à

ce cadre.

Remarque. — Soient G un groupe discret et (H,π, F ) un cycle pour KKG(A,C).

L’action de G dans H et la représentation π de A donnent une représentation du

produit croisé A×G dans H. On en déduit que KKG(A,C) = KK(A×G,C). Plus

généralement si l’action de G dans B est triviale KKG(A,B) = KK(A×G,B).

1.4.h) Le morphisme jG

Si (E, π, F ) est un cycle pour KKG(A,B), on peut former le produit croisé E×rG

qui est un B×rG-module hilbertien. On obtient aussi une représentation naturelle

π̃ : A×rG → L(E×rG) ; de plus, on associe à F un opérateur F̃ ∈ L(E×rG).

Le triplet (E×rG, π̃, F̃ ) est un cycle pour KK(A×rG,B×rG). On obtient ainsi

un homomorphisme jr

G
: KKG(A,B) → KK(A×rG,B×rG), compatible avec les

produits de Kasparov.

On construit de même un homomorphisme pour les produits croisés pleins

jG : KKG(A,B) → KK(A×G,B×G).
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2. LA CONJECTURE DE BAUM-CONNES

La conjecture de Baum-Connes (cf. [5]) prédit la K-théorie de C∗
r
(G).

Si G est un groupe de Lie connexe semisimple, elle prédit que l’induction de Dirac

est un isomorphisme de la K-théorie de C∗(K), i.e. l’anneau des représentations de

K (1) - où K est un sous-groupe compact maximal de G, sur celle de C∗
r
(G).

Si G est un groupe discret sans torsion, la conjecture prédit que la K-théorie de

C∗
r
(G) est décrite par les G-indices sur des revêtements M̃ de groupe G d’une variété

compacte M (au sens de [3]).

Pour l’énoncer correctement dans le cas général, nous aurons besoin de revenir

sur la notion d’espace classifiant pour un groupe.

2.1. Espaces classifiants

Soit G un groupe discret. L’espace classifiant BG est un espace muni d’un fibré

principal ξ0 de fibre G. De plus, pour tout espace topologique X (2) et tout fibré

principal ξ de fibre G, il existe une application continue f : X → BG, unique à

homotopie près, telle que ξ soit isomorphe à f∗(ξ0). Ces propriétés déterminent BG

à équivalence d’homotopie près.

Le groupe G opère sur l’espace total du fibré ξ0 - traditionnellement noté EG

et BG est le quotient EG/G par l’action de G. L’espace EG et l’espace BG sont en

général construits comme complexes cellulaires infinis. On peut cependant les supposer

localement compacts (à l’aide d’une construction de télescope infini).

L’action de G sur EG est libre et propre(3). De plus, supposons que G opère

librement et proprement sur un espace localement compact X̃. En considérant le fibré

principal sur X̃/G, on déduit qu’il existe une application continue G-équivariante

g : X̃ → EG, unique à homotopie G-équivariante près. En ce sens, EG est un G-

espace libre et propre final dans cette catégorie.

La conjecture de Baum-Connes utilise un G-espace propre final dans la catégorie

des G-espaces propres. Un tel espace existe et est unique à G-homotopie près (cf. [5],

[31]). On le note EG. La construction de cet espace est en fait plus simple que celle

de EG :

– un modèle pour EG est l’ensemble des mesures de probabilité sur G ;

– un modèle localement compact pour EG est l’ensemble des mesures positives sur G

de masse totale dans ] 12 , 1], muni de la topologie de dualité avec l’algèbre C0(G) des

fonctions continues nulles à l’infini sur G ;

– si G est compact, on peut prendre pour EG un espace à un point !

(1) à des problèmes mineurs de 〈〈K-orientation 〉〉 près.
(2) On suppose X suffisamment régulier e.g. localement compact σ-compact, ou un

complexe cellulaire.
(3) Autrement dit, l’application (x, g) 7→ (x, gx) est injective et propre de X × G

dans X × X.
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– si G est un groupe de Lie réel connexe, on peut prendre EG = G/K où K est un

sous-groupe compact maximal ;

– si G est un groupe de Lie réductif p-adique, on prendra pour EG la réalisation

géométrique de l’immeuble affine associé ;

– si G est discret, une présentation de EG via un complexe simplicial localement fini

rend possible l’utilisation d’arguments de type Mayer-Vietoris.

2.2. Le groupe de K -théorie topologique de Baum-Connes

Le groupe de K-théorie topologique K0,top(G), défini d’abord dans certains cas

particuliers (groupes discrets, groupes de Lie, feuilletages... - cf. [4]), n’a été bien

compris en général que récemment (cf. [5], [47]) :

Soit G un groupe localement compact. Le groupe de K-théorie topologique est

K0,top(G) = lim
→

KKG(C0(Y ),C) ,

où la limite inductive est prise sur les parties fermées G-invariantes Y de EG telles

que Y/G soit compact (4).

Remarque. — Supposons que le groupe G soit discret. Dans ce cas, K0,top(G) =

lim
→

KK(C0(Y )×G,C) (voir remarque en 1.4.g)).

Si de plus G est sans torsion, toute action propre de G est libre. Alors, la

C∗-algèbre C0(Y )×G est équivalente au sens de Morita à C(Y/G) (en fait si G

est infini, C0(Y )×G est isomorphe à C(Y/G) ⊗ K, où K désigne l’algèbre des

opérateurs compacts sur un espace hilbertien). Comme la KK-théorie est invariante

par équivalence de Morita, on en déduit que K0,top(G) = lim
→

KK(C(X),C) la

limite inductive étant prise sur les parties compactes X de BG ; en d’autres termes,

K0,top(G) est K0,c(BG), la K-homologie à support compact de BG.

2.3. L’homomorphisme de Baum-Connes

Soit Y un espace topologique localement compact muni d’une action propre de

G ; on suppose de plus que Y/G est compact.

Si l’action de G est de plus libre, l’équivalence de Morita entre C0(Y )×G et

C(Y/G) est donnée par un C0(Y )×G-module hilbertien canonique E, tel que K(E)

soit isomorphe à C(Y/G) et qui est plein, c’est-à-dire que le sous-espace vectoriel

fermé de C0(Y )×G engendré par les produits scalaires 〈x, y〉 , x, y ∈ E est C0(Y )×G.

Si l’action est propre sans être libre, on fait exactement la même construction.

La seule chose qui change est que le C0(Y )×G-module hilbertien canonique E n’est

(4) A une action continue à gauche de G sur un espace localement compact Y ,

correspond une action de G sur la C∗-algèbre C0(Y ) par la formule (g.f)(y) =

f(g−1y), pour g ∈ G, f ∈ C0(Y ), y ∈ Y .
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plus plein. Cependant, K(E) est encore égal à C(Y/G) ; en particulier, comme K(E)

est unifère, (E, π, 0) définit un élément ΛY de KK(C, C0(Y )×G).

Une façon équivalente plus élémentaire de définir ΛY est la suivante : comme

l’action de G dans Y est propre à quotient compact, il existe une fonction continue,

positive, à support compact c : Y → R telle que, pour tout y ∈ Y ,

∫

G

c(gy) dg = 1.

On note p ∈ Cc(Y × G) ⊂ Cc(G;C0(Y )) ⊂ C0(Y )×G la fonction (y, g) 7→

∆(g)−1/2c(y)1/2c(g−1y)1/2. C’est un projecteur dans C0(Y )×G (i.e. p = p2 = p∗) ; il

définit donc un élément de K0(C0(Y )×G) = KK(C, C0(Y )×G).

La classe de p ne dépend pas de la fonction c. En fait, le module p(C0(Y )×G)

est isomorphe à E, ce qui fait le lien avec l’autre définition.

Soit maintenant x ∈ K0,top(G) ; il est représenté par une partie Y ⊂ EG fermée

G-invariante telle que Y/G soit compact et un y ∈ KKG(C0(Y ),C). L’élément

µG(x) est le produit de Kasparov de ΛY ∈ KK(C, C0(Y )×G) et de jG(y) ∈

KK(C0(Y )×G,C∗(G)).

On vérifie que cette construction passe à la limite inductive et qu’on obtient

ainsi un homomorphisme µG : K0,top(G) → K0(C
∗(G)). L’homomorphisme de

Baum-Connes, ou homomorphisme d’assemblage en K-théorie est l’homomorphisme

µG,r : K0,top(G) → K0(C
∗
r
(G)) obtenu par composition de µG avec l’homomorphisme

de K-théorie associé à l’homorphisme de C∗-algèbres λ : C∗(G) → C∗
r
(G).

Conjecture de Baum-Connes. — L’homomorphisme µG,r est un isomorphisme.

2.4. Lien avec la conjecture de Novikov

Soit M une variété lisse compacte orientée. Notons Γ son groupe fondamental,

M̃ son revêtement universel. L’opérateur de signature de M peut être considéré

comme un opérateur Γ-invariant sur M̃ ; il définit ainsi un élément de K-homologie

équivariante KKΓ(C0(M̃),C), donc de K0,top(Γ) (comme l’action de Γ sur M̃ est

propre).

La conjecture de Novikov peut s’énoncer de la façon suivante : l’élément de

K0,top(Γ) associé à l’opérateur de signature de M est rationnellement invariant par

homotopie. Autrement dit, si f : M → N est une équivalence d’homotopie entre

variétés lisses compactes orientées, la différence entre les éléments de K0,top(Γ) associés

aux opérateurs de signature de M et de N est de torsion.

Mǐsčenko a démontré que l’image par la flèche de Baum-Connes µΓ de cet

élément est invariant par homotopie (cf. [39]). Donc l’injectivité rationnelle de

l’homomorphisme de Baum-Connes implique la conjecture de Novikov.

Pour plus de détails sur ce sujet, on peut voir aussi les exposés [13], [45].
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2.5. Généralisations et variantes

— Conjecture de Baum-Connes à coefficients.

Soient G un groupe localement compact et A une C∗-algèbre munie d’une action

de G. On construit de même un groupe de K-théorie topologique à coefficients

K0,top(G;A) = lim
→

KKG(C0(Y ), A) et des homomorphismes de Baum-Connes µA

G
:

K0,top(G;A) → K0(A×G) et µA

G,r
: K0,top(G;A) → K0(A×rG). On conjecture alors

que µA

G,r
est un isomorphisme.

— Conjecture de Baum-Connes pour les groupöıdes.

Soit G un groupöıde localement compact. On peut encore (cf. [42]) lui associer une

C∗-algèbre et une C∗-algèbre réduite (c’est de cette manière que Connes construit

la C∗-algèbre d’un feuilletage - cf. [9]). A l’aide d’une généralisation aux groupöıdes

de la K-théorie équivariante due à Le Gall (cf. [38]), on peut encore définir la K-

théorie topologique et construire l’homomorphisme de Baum-Connes (cf. [4], [47]).

On peut de plus définir un homomorphisme de Baum-Connes pour un groupöıde G à

coefficients dans une G-algèbre.

— Conjecture de Baum-Connes à valeurs dans L1 (due à J.-B. Bost).

En regardant d’un peu plus près la construction de l’homomorphisme de Baum-

Connes, on se rend compte que l’on peut construire en fait un homomorphisme

µG,L1 : K0,top(G) → K0(L
1(G)) et tel que µG est la composée de µG,L1 avec

l’homomorphisme de K-théorie associé à l’homomorphisme L1(G) → C∗(G). C’est

en fait V. Lafforgue qui, grâce à sa KK-théorie banachique, a défini proprement

l’homomorphisme µG,L1 .

2.6. Le point sur la conjecture

— La conjecture de Baum-Connes à coefficients dans n’importe quelle C∗-algèbre

est connue pour tous les groupes (ou groupöıdes) localement compacts moyennables

et, plus généralement, ceux opérant proprement par isométries affines sur un espace

hilbertien ([19] - cf. [48] pour le cas des groupöıdes - voir à ce sujet l’exposé de P.

Julg [24]).

Par ailleurs, Oyono ([40]) et Chabert ([8]) ont démontré des résultats de stabilité

de la conjecture à coefficients par certaines opérations sur les groupes.

— L’injectivité de l’homomorphisme de Baum-Connes (à coefficients) est de plus

connue

a) pour un groupe opérant proprement par isométries sur une variété riemannienne

complète à courbure sectionnelle négative ou nulle ([29]), et en particulier pour un

sous-groupe fermé d’un groupe de Lie réel ;

b) pour un groupe opérant proprement par isométries sur un immeuble affine et en

particulier pour un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie p-adique ([30]) ;

c) pour un groupe opérant proprement par isométries sur un espace métrique discret

ayant un 〈〈bon 〉〉 comportement à l’infini (faiblement géodésique, à géométrie bornée

et 〈〈bolique 〉〉- [31]) ;

d) pour un groupe admettant une action moyennable sur un espace compact ([18]).
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— Lafforgue démontre la conjecture de Baum-Connes :

e) Pour tout groupe de Lie semi-simple réel ou p-adique. Ce résultat était connu dans

le cas des groupes de Lie réels linéaires connexes réductifs (cf. [50]) et les groupes

GLn p-adiques (cf. [6]) ;

f) pour les sous-groupes discrets cocompacts des groupes de Lie de rang réel 1 ou de

SL3(K) - avec K = R, C, Qp. Dans ce cas on peut aussi admettre des coefficients

dans une algèbre C(X), où X est une variété riemannienne compacte munie d’une

action isométrique de G. Dans le cas de rang 1, on n’a pas besoin de supposer que

l’action de G dans X est isométrique.

C’est le résultat f) le plus spectaculaire de son travail, car il franchit la barrière

de la propriété T pour un groupe discret, pour lequel il n’y a donc aucune description

possible de C∗
r
(G).

2.7. L’élément γ de Kasparov

Dans tous les cas cités ci-dessus où l’on connait l’injectivité de l’homomorphisme

µG, on a en fait construit un homomorphsime inverse. Dans les cas a), b) et c) ci-

dessus on sait décrire l’image de µG : on construit (cf. [29] dans le cas a), [26] dans

le cas b), [31] dans le cas c)) un élément γ ∈ KKG(C,C), qui est idempotent pour le

produit de Kasparov et satisfait :

L’image de µG,r cöıncide avec celle de l’endomorphisme idempotent de K0(C
∗
r
(G))

associé à jr

G
(γ) ∈ KK(C∗

r
(G), C∗

r
(G)).

En d’autres termes, la conjecture de Baum-Connes se ramène à la formulation

suivante : l’endomorphisme de K0(C
∗
r
(G)) associé à jr

G
(γ) est l’identité.

2.8. L’obstruction de la propriété T de Kazhdan

Rappelons (cf. [12]) qu’un groupe localement compact G possède la propriété T

si la représentation triviale est isolée dans son dual. Du point de vue des C∗-algèbres,

cela signifie qu’il existe un projecteur p ∈ C∗(G) tel que, pour toute représentation π

de C∗(G) dans un espace hilbertien, π(p) soit le projecteur orthogonal sur les vecteurs

invariants par G.

Soit G un groupe localement compact non compact possédant la propriété T .

Notons λ : C∗(G) → C∗
r
(G) l’homomorphisme canonique. Comme la représentation

régulière de G ne possède pas de vecteurs G-invariants (car G n’est pas compact), on

a λ(p) = 0. Or la classe de p est un élément non trivial de la K-théorie de C∗(G),

puisque son image par la représentation triviale ε : C∗(G) → C n’est pas nulle dans

K0(C) = Z. Il s’ensuit que λ n’induit pas un isomorphisme en K-théorie, donc que µG

et µG,r ne sont pas tous deux bijectifs. Une démonstration éventuelle de la conjecture

de Baum-Connes doit donc nécessairement distinguer entre C∗(G) et C∗
r
(G).

Supposons de plus que G est un groupe comme dans a), b) ou c) ci-dessus.

En particulier, il possède un élément γ. Par ce qui précède, l’endomorphisme de

K0(C
∗(G)) associé à jG(γ) s’annule sur la classe de p ; il en résulte que γ 6= 1.
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Par ailleurs, l’élément γ est représenté par un couple (H,F ) où la représentation

de G dans l’espace hilbertien H est un sous-multiple de la régulière ; comme la

représentation triviale est isolée, il est de toute façon impossible d’espérer une

homotopie entre γ et 1.

3. KK -THÉORIE BANACHIQUE

On a vu qu’en présence de la propriété T , il n’est pas possible de faire une

homotopie de γ à 1 dans KKG(C,C).

Cependant, la représentation triviale est isolée parmi les représentations unitaires

de G, c’est-à-dire des représentations dans des espaces hilbertiens ; elle ne l’est pas

dans les représentations banachiques. Par exemple la famille des représentations na-

turelles de G dans Lp(G) contient faiblement, quand p tend vers +∞, la représentation

triviale.

Il est donc possible d’espérer construire une homotopie entre γ et 1 si on s’autorise

des représentations banachiques.

Lafforgue est ainsi amené à construire une KK-théorie, où les espaces hilbertiens

sont remplacés par des espaces de Banach - et donc les C∗-algèbres par des algèbres

de Banach. C’est la KK-théorie banachique.

3.1. B-paires

Contrairement aux espaces hilbertiens, les espaces de Banach ne sont pas auto-

duaux. Pour cette raison, Lafforgue remplace les modules hilbertiens par des paires

de modules banachiques en dualité.

Soit B une algèbre de Banach. Une B-paire est un couple de modules banachiques

en dualité. Autrement dit, une B-paire (E<, E>) est la donnée d’un B-module

banachique à gauche (resp. à droite) E< (resp. E>) et d’une application 〈 , 〉 :

E< × E> → B satisfaisant : ∀x ∈ E>, ξ ∈ E<, l’application η 7→ 〈η, x〉 (resp.

y 7→ 〈ξ, y〉) est C-linéaire, B-linéaire à gauche (resp. à droite) et ‖〈ξ, x〉‖ ≤ ‖ξ‖‖x‖.

Soient E = (E<, E>) et F = (F<, F>) des B-paires. Un morphisme de B-

paires de E dans F est un couple f = (f<, f>) où f< : F< → E< (resp.

f> : E> → F>) est une application C-linéaire, B-linéaire à gauche (resp. à droite),

continue et satisfait : ∀x ∈ E>, η ∈ F<, on a 〈η, f>(x)〉 = 〈f<(η), x〉. On note

L(E,F ) l’espace de Banach des morphismes de B-paires de E dans F (muni de la

norme (f<, f>) 7→ sup(‖f<‖, ‖f>‖)).

Si E,F,G sont des B-paires, f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G) on définit gf ∈ L(E,F )

en posant (gf)> = g> ◦ f> et (gf)< = f< ◦ g<. Munie de ces opérations L(E) =

L(E,E) est une algèbre de Banach.

Soient y ∈ F> et ξ ∈ E<. On note θy,ξ ∈ L(E,F ) (ou |y〉〈ξ|) le morphisme donné

par le couple d’applications F< ∋ η 7→ 〈η, y〉ξ ∈ E< et E> ∋ x 7→ y〈ξ, x〉 ∈ F>. On
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note K(E,F ) le sous-espace vectoriel fermé de L(E,F ) engendré par les morphismes

θy,ξ.

3.2. Définition de la KK -théorie banachique

Soient A et B des algèbres de Banach. Un cycle pour KKban(A,B) est encore

un triplet (E, π, f) où E est une B-paire Z/2Z-graduée, π : A → L(E)(0) est un

homomorphisme et f ∈ L(E)(1) est tel que, pour tout a ∈ A, les morphismes

fπ(a) − π(a)f et (f2 − 1)π(a) sont dans K(E).

La somme des cycles et l’homotopie sont définies comme dans le cas des modules

hilbertiens. Il est facile de voir que l’ensemble des classes d’homotopie de cycles (muni

de l’addition des cycles) est un groupe abélien.

Le groupe KKban(A,B) est l’ensemble des classes d’homotopie de cycles.

La fonctorialité en A ne pose pas de problème. Soit ϕ : B1 → B2 un homo-

morphisme d’algèbres de Banach. Notons encore ϕ : B̃1 → B̃2 son extension unitale.

Soit E1 une B1-paire. Considérons-la comme une B̃1 paire. On définit une B2-paire

E2 = ϕ∗(E1) qui est le quotient du produit tensoriel E1⊗π B̃2 par le sous-espace fermé

engendré par xb1 ⊗ b2 − x ⊗ ϕ(b1)b2 avec x ∈ E1, b1 ∈ B̃1 et b2 ∈ B̃2. On construit

de plus un homomorphisme ϕ∗ : f 7→ (f ⊗ 1) de L(E1) dans L(E2) qui envoie K(E1)

dans K(E2). On en déduit un homomorphisme ϕ∗ : KKban(A,B1) → KKban(A,B2).

3.3. Le cas équivariant

On suppose à présent qu’un groupe localement compact G opère sur les algèbres

A et B. On définit le groupe KKban
G

(A,B) exactement de la même façon que le groupe

de Kasparov correspondant.

Si A et B sont des C∗-algèbres, on a évidemment un homomorphisme naturel

KKG(A,B) → KKban
G

(A,B).

Dans le paragraphe suivant, on esquissera le principal résultat technique de Laf-

forgue montrant (presque) que l’image de γ est égale à celle de 1 dans KKban
G

(C,C).

Pour en déduire la conjecture de Baum-Connes, il reste à construire les équivalents

en KK-théorie banachique

– du morphisme jG : KKG(C,C) → KK(C∗
r
(G), C∗

r
(G))

– de l’action de la KK-théorie sur la K-théorie, autrement dit un homomorphisme

KKban(A,B) → Hom(K0(A),K0(B)).

3.4. Action sur la K -théorie

Rappelons que si A est une algèbre de Banach unifère, le groupe K0(A) est

le groupe de Grothendieck du monöıde des classes d’isomorphisme de A-modules

projectifs de type fini. Un tel module est isomorphe à un pAn où p ∈ Mn(A) est un

idempotent.
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Remarquons que KKban(Mn(A), B) est isomorphe à KKban(A,B). Par ailleurs,

tout idempotent p ∈ A, détermine un homomorphisme ip : λ 7→ λp de C →

A. De ces faits, on déduit une application bilinéaire ϕ : (p, x) 7→ (ip)
∗(x) de

K0(A) × KKban(A,B) dans KKban(C, B).

Cet homomorphisme subsiste si A n’est plus supposée unifère.

Lafforgue démontre de plus que, comme dans le cas de la théorie de Kasparov,

l’application naturelle (x 7→ ϕ(x, 1A)) de K0(A) dans KKban(C, A) est un isomor-

phisme.

On en déduit donc que la KK-théorie banachique opère encore sur la K-théorie.

3.5. Complétions 〈〈 inconditionnelles 〉〉 et le morphisme jG

La construction de l’homomorphisme jr

G
: KKG(A,B) → KK(A×rG,B×rG)

n’est malheureusement pas possible telle quelle : pour cela, il faudrait un analogue

du produit croisé pour les algèbres de Banach, qui pour une C∗-algèbre donnerait le

produit croisé réduit.

Cependant, on peut construire dans le cadre des algèbres de Banach le pro-

duit croisé L1(G;A). On en déduit un homomorphisme jL
1

G
: KKban

G
(A,B) →

KKban(L1(G;A), L1(G;B)).

A l’aide de cet homomorphisme jL
1

G
, l’égalité γ = 1 dans KKban

G
(C,C) im-

plique la conjecture de Baum-Connes dans L1(G). Pour conclure, il faudrait savoir

que l’inclusion L1(G) → C∗
r
(G) induit un isomorphisme en K-théorie (la surjectivité

suffit). Cependant, on n’a pas encore d’outil permettant de démontrer cet isomor-

phisme (cf. la discussion dans [7] où cet isomorphisme est établi dans quelques cas).

Ici intervient une très jolie et simple idée de Lafforgue : celle de 〈〈complétion

inconditionnelle 〉〉 : on remarque que pour certaines normes d’algèbre sur Cc(G), en

général plus petites que la norme L1, on peut quand même former le produit croisé

banachique :

Définition 1. — Une norme N d’algèbre sur Cc(G) sera dite une norme incondition-

nelle si, pour tout f, g ∈ Cc(G), on a |f(x)| ≤ |g(x)|, ∀x ∈ G ⇒ N(f) ≤ N(g).

On peut construire des produits croisés relatifs à toute norme inconditionnelle.

Soient en effet G un groupe localement compact, N une norme inconditionnelle sur

Cc(G) et A une algèbre de Banach munie d’une action isométrique de G. Munissons

Cc(G;A) du produit de convolution tordu par l’action de G dans A (voir 1.3 ).

Notons pN : Cc(G;A) → R+ l’application qui à f associe N(ϕ) où ϕ est

l’application x 7→ ‖f(x)‖ de G → R. L’application pN est une norme d’algèbre sur

Cc(G;A).

Notons A×NG le complété de Cc(G;A) pour la norme pN . Si E est un espace

de Banach muni d’une action isométrique de G, on peut de même construire l’espace

de Banach E×NG. Si (E<, E>) est une B-paire, alors (E<×NG,E>×NG) est une

B×NG-paire.
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On obtient un homomorphisme jN

G
: KKban

G
(A,B) → KKban(A×NG,B×NG).

Soit G un groupe dans les cas a), b) ou c) de 2.6. Pour montrer la conjecture de

Baum-Connes pour G, il suffit donc de

1. Démontrer que γ = 1 dans KKban
G

(C,C).

2. Construire une complétion inconditionnelle de Cc(G) qui a la même K-théorie que

C∗
r
(G).

3.6. Représentations non isométriques de G

En fait, l’homotopie entre γ et 1 n’aura pas lieu dans le groupe KKban
G

(C,C),

mais dans une généralisation.

Soit ℓ une fonction longueur sur G, c’est-à-dire une application continue G → R+

telle que ℓ(1) = 0 et ℓ(xy) ≤ ℓ(x) + ℓ(y) pour tout x, y ∈ G (la plupart des fonctions

longueur rencontrées, vérifient de plus ℓ(x−1) = ℓ(x)).

On définit un groupe KKban
G,ℓ

(A,B) (5) exactement comme KKban
G

(A,B) sauf

qu’ici on suppose que l’action de G dans les B-paires n’est plus isométrique mais elle

est contrôlée par ℓ c’est-à-dire qu’elle est continue et que la norme de l’action de x ∈ G

est ≤ exp(ℓ(x)).

Soient ℓ une fonction longueur sur G, N une norme inconditionnelle sur Cc(G) et

A une G-algèbre de Banach. Notons N ′ la norme inconditionnelle f 7→ N(eℓf). Il est

facile de construire une application jN,ℓ

G
: KKban

G,ℓ
(A,B) → KKban(A×N ′G,B×NG).

De plus soit ℓ une fonction longueur positive. Pour s ∈ R∗
+, notons Ns la norme

inconditionnelle f 7→ N(esℓf). Pour toute G-algèbre de Banach A, la sous-algèbre
⋃

s∈R∗

+

A×Ns
G de A×NG a la même K-théorie que A×NG.

Pour démontrer que γ agit comme l’identité dans K0(A×NG), il suffit de

démontrer l’égalité γ = 1 dans chacun des groupes KKban
G,sℓ

(C,C).

4. HOMOTOPIE DE γ À 1

Il y a en fait ici deux cas :

– le cas 〈〈géométrique 〉〉 (groupe opérant proprement et isométriquement sur une

variété riemannienne complète de courbure sectionnelle négative ou nulle) ; ce cas

contient les groupes de Lie semi-simples réels et leurs sous-groupes fermés.

– le cas 〈〈combinatoire 〉〉 (groupe opérant proprement et isométriquement sur un espace

métrique 〈〈 fortement bolique 〉〉) ; ce cas contient les groupes de Lie réductifs p-adiques

et leurs sous-groupes fermés ainsi que les sous groupes discrets cocompacts des groupes

de Lie semi-simples réels (et leurs sous-groupes).

(5) Lafforgue note ce groupe KKban
G,eℓ(A,B)
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Nous nous contenterons ici de donner la construction dans un cas combinatoire :

uniquement dans le cas des immeubles de type Ã2.

4.1. Le cas des immeubles de type Ã2

Soient X un immeuble de type Ã2 (e.g. l’immeuble associé à SL3(Qp)) et G un

groupe localement compact opérant par isométries sur X. Dans ce cas l’élément γ a

été construit par P. Julg et A. Valette ([26]).

4.1.a) L’élément γ de Julg-Valette

On note X(i) (i = 0, 1, 2) l’ensemble des faces de dimension i de X. Notons

(ex)x∈X(0) la base hilbertienne canonique de ℓ2(X(0)). L’élément γ est représenté par

un couple (H,F ) :

– L’espace hilbertien H =

2⊕

i=0

Hi où H0 = ℓ2(X(0)) et H1 (resp. H2) est le sous-

espace de la deuxième (resp. troisième) puissance extérieure de ℓ2(X(0)) engendré par

les ex ∧ ey (resp. ex ∧ ey ∧ ez) où {x, y} ∈ X(1) (resp. {x, y, z} ∈ X(2)). Il est gradué

sur Z/2Z par H(0) = H0 ⊕ H2 et H(1) = H1.

– L’opérateur F s’écrit F1 + F ∗
1 , où F1 est défini de la manière suivante : on choisit

une origine x0 ∈ X(0). Soit σ = {x, y, z} une chambre et A un appartement contenant

x0 et A. On écrit x0 dans l’espace affine A à l’aide des coordonnées barycentriques

x0 = λx + µy + νz, (λ, µ, ν ∈ R de somme 1). Quitte à permuter x, y, z, on peut

supposer que λ ≥ µ ≥ ν.

• Si λ > 0 > µ ≥ ν, on prendra F1(ey ∧ ez) = ex ∧ ey ∧ ez.

• Supposons µ ≥ 0 ≥ ν ; soit (λ′, µ′) dans l’espace euclidien R2, positivement

proportionnel à (λ, µ) et de norme 1. On pose v = λ′ex + µ′ey F1(ez) = v ∧ ez,

F1(ey ∧ ez) = v∧ (ey ∧ ez) = λ′(ex ∧ ey ∧ ez) et F1(ex ∧ ez) = λ′ex +µ′ey ∧ (ex ∧ ez) =

−µ′(ex ∧ ey ∧ ez).
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On vérifie sans peine que F1 est ainsi bien défini, qu’on a F = F ∗, que 1−F 2 est

le projecteur orthogonal sur ex0
. L’action de G ne fait que changer l’origine x0. Mais si

x0 et y0 sont deux points de X(0), la différence entre les coordonnées barycentriques

de x0 et de y0 sont bornées sur tout l’immeuble. On en déduit que Fx0
− Fy0

est

compact, donc que (H,F ) est un élément de KKG(C,C).

Il résulte de [30] que sa classe est l’élément γ au sens de 2.7.

4.1.b) L’homotopie

Dans la construction qui suit, nous ne considérons pas des C-paires mais des

espaces de Banach. Cependant, à un espace de Banach E correspond une C-paire

(E∗, E).

Notons ϕ : X → R+ la fonction qui à une face f associe la distance à x0 de son

point le plus éloigné et ℓ : G → R+ la fonction g 7→ ϕ(g(x0)). C’est une fonction

longueur puisque ℓ(gh) = d(gh(x0), x0) ≤ d(gh(x0), g(x0)) + d(g(x0), x0) ; or, comme

l’action de G est isométrique, d(gh(x0), g(x0)) = d(h(x0), x0).

Le principal résultat technique de Lafforgue se lit dans notre cas :

Théorème 1. — Pour tout s > 0, les classes de γ et de 1 cöıncident dans

KKban
G,sℓ

(C,C).

Pour p ∈ [1,+∞] notons Ep l’espace de Banach, gradué par 0, 1, 2 dont la

composante de degré i est ℓp(X(i)) (vu comme partie de la puissance extérieure i ème

de ℓp(X(0))).

Considérons l’opérateur ∂ : Ep → Ep donné par ∂(ex) = 0, ∂(ex ∧ ey) = ey − ex

et ∂(ex ∧ ey ∧ ez) = (ey ∧ ez) − (ex ∧ ez) + (ex ∧ ey) (pour tout (x, y, z) ∈ X(2)).

Soit enfin t ∈ R+ ; notons At l’opérateur non borné de multiplication par etϕ et

posons ∂t = At ◦ ∂ ◦A−1
t . C’est encore un opérateur borné. De plus, pour tout g ∈ G,

∂t − g.∂t est compact dans tout Ep. En effet, g.∂t est construit comme ∂t, mais avec

l’origine x0 remplacée par gx0. Mais dans une chambre située loin de x0, les fonctions

distance à x0 et à gx0 diffèrent d’une constante additive.

Le résultat crucial est le suivant :

Proposition 1. — Soit s > 0. Il existe Ts : E1 → E1 tel que idE1
− (Ts∂s + ∂sTs)

soit un idempotent de rang 1 et tel que, pour tout g ∈ G, Ts − g.Ts soit compact. De

plus, il existe t > 0 tel que Tt = At−s ◦ Ts ◦ A−1
t−s

soit continu de Ep dans Ep pour

tout p ∈ [1, 2], et vérifie :

a) idEp
− (Tt∂t + ∂tTt) est un idempotent de rang 1 ;

b) pour tout g ∈ G, Tt − g.Tt est compact dans tout Ep.

L’opérateur Ts est défini (par exemple) de la manière suivante :

Soit x ∈ X(0). Les points x et x0 déterminent un parallélogramme x0, y, x, z

dans l’immeuble X. Notons j et n − j les distances respectives de x à y et z. Notons
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z0 = x0, z1, . . . , zj = z, . . . , zn = x et y0 = x0, y1, . . . , yn−j = y, . . . , yn = x les points

sur les deux trajets de x0 à x par z et y respectivement.

On pose

T0(ex) = (1 −
j

n
)

n∑

k=1

ezk−1
∧ ezk

+
j

n

n∑

k=1

eyk−1
∧ eyk

Il est clair que ∂ ◦ T0(ex) = ex − e0.

Pour définir T0(ex ∧ ey) on utilise le lemme suivant :

Lemme 1. — ex ∧ ey − T0∂(ex ∧ ey) est dans l’image de ∂.

Il suffit pour démontrer ce lemme de se restreindre à un parallélogramme

contenant {x0, x, y} et de remarquer que la restriction de ∂ à ce parallélogramme

est exacte en dimension 1 et 2.

On définit T0(ex ∧ ey) comme l’élément ξ tel que ∂(ξ) = ex ∧ ey − T0∂(ex ∧ ey)

décrit par le lemme 1 (ou plutôt sa démonstration).

Pour achever la démonstration de la proposition 1, il suffit de poser Ts =

As ◦ T0 ◦ A−1
s

. On montre que :

1. Pour tout s > 0, Ts est continu de E1 dans E1.

Pour cela, il suffit de montrer que ‖Ts(ex)‖ et ‖Ts(ex∧ey)‖ sont bornées indépendam-

ment de {x, y} ∈ X(1) : en effet, les faces que font intervenir T0(ex) et T0(ex ∧ ey)

sont situées dans le parallélogramme considéré ci-dessus ; leur nombre est polynomial

en la distance de x à x0 ; les coefficients apparaissant sont bornés. En conjugant par

As, on multiplie ces coefficients par un terme qui décrôıt exponentiellement, d’où le

résultat.

2. Pour tout s > 0 et tout g ∈ G, Ts − g.Ts ∈ K(E1).

Il suffit pour cela de vérifier que, quand {x, y} tend vers l’infini, ‖(Ts − g.Ts)(ex)‖ et

‖(Ts − g.Ts)(ex ∧ ey)‖ tendent vers 0. Pour cela, remarquons que g.T0 est construit

comme T0 mais avec l’origine x0 remplacée par gx0. Si x est loin de x0, les trajets

de x à x0 et de x à g.x0 utilisés dans la construction de T0 cöıncident près de x. Par
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ailleurs, ce sont les points près de x qui 〈〈comptent 〉〉 à cause de la conjugaison par

As.

3. Il existe t > 0 tel que, pour tout p ∈ [1, 2], Tt soit continu de Ep dans Ep et, pour

tout g ∈ G, Tt − g.Tt ∈ K(Ep).

La difficulté ici vient de ce que T ∗
t
(ex ∧ ey) fait intervenir tous les points z tels que

x, y soit sur le trajet de z à x0. Le coefficient apparaissant décrôıt en exp(−tϕ(z)) ;

le nombre de tels z crôıt exponentiellement. Cependant, en prenant t suffisamment

grand, on peut contrôler la norme ℓ1 de T ∗
t
(ex ∧ ey) et celle de T ∗

t
(ex ∧ ey ∧ ez). Il en

résulte que T ∗
t

est continu de E1 dans E1, donc que Tt est continu de E∞ dans E∞.

Comme il est continu de E1 dans E1, il est continu de Ep dans Ep pour tout p (par

interpolation). Un raisonnement analogue montre que Tt − g.Tt ∈ K(Ep) pour tout

g ∈ G.

En faisant varier u ∈ [s, t] puis p ∈ [1, 2] on dispose à présent d’une homotopie

entre (E1, ∂s + Ts) et (E2, ∂t + Tt).

Maintenant, pour achever la démonstration du théorème, on va utiliser les deux

faits suivants : pour s tendant vers 0, ∂s devient de plus en plus G-invariant 〈〈donc 〉〉

(E1, ∂s + Ts) tend vers 1 ; pour t tendant vers +∞, (E2, ∂t + Tt) ressemble de plus en

plus à γ.

Pour mettre en œuvre cette idée, Lafforgue procède de la manière suivante :

On peut construire une homotopie entre (E1, ∂s + Ts) et (Es
1 , ∂ + T0) où Es

1 est

l’espace de Banach, gradué par 0, 1, 2 dont la composante de degré i est l’espace ℓ1

de X(i) à poids esϕ. Notons que l’action de G dans Es
1 n’est plus isométrique ; c’est

pour cela qu’on doit ici quitter KKban
G

(C,C) et le remplacer par KKban
G,sℓ

(C,C).

Pour montrer que la classe de (Es
1 , ∂ +T0) est 1 et celle de (E2, ∂t +Tt) est γ, on

utilise quelques lemmes généraux de KK-théorie banachique.

Soient G un groupe localement compact muni d’une fonction longueur ℓ, A,B

des algèbres de Banach, E une B paire Z/2Z-graduée munie d’actions de A et de G
〈〈contrôlées par ℓ 〉〉 (au sens de 3.6). Notons D l’ensemble des morphismes S de E

tels que [S, a] (pour tout a ∈ A) et g.S − S (pour tout g ∈ G) soient dans K(E) et
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g 7→ g.S soit normiquement continu. Remarquons que tout F ∈ D de degré 1 tel que

idE − F 2 ∈ K(E) définit un élément de KKban
G,ℓ

(A,B).

Lemme 2. — Soit S ∈ D de degré 1 tel que S2 ∈ K(E).

a) Supposons qu’il existe un morphisme T ∈ D de degré 1 tel que idE − (TS + ST )

soit compact. Alors, il existe un tel T avec en plus T 2 compact. Dans ce cas (E,S+T )

est un élément de KKban
G,ℓ

(A,B).

b) Dans ce cas, la classe de (E,S + T ) dans KKban
G,ℓ

(A,B) ne dépend pas de T .

En effet, dans a) il suffit de remplacer T par TST , en remarquant que, modulo

K(E), ST = (idE − TS), donc TS et ST commutent, donc STTS ∈ K(E) ; on en

déduit aussi que ST − STST qui est égal, modulo K(E) à STTS est dans K(E) ; de

même TS − TSTS ∈ K(E).

Pour montrer b), il suffit de remarquer que l’ensemble des T ∈ D tels que

ST + TS − idE ∈ K(E) est un sous-espace affine de D.

Lemme 3. — Soient S, S′ ∈ D de degré 1 tels que S2 ∈ K(E) et (S′)2 ∈ K(E).

Supposons que le spectre dans l’algèbre de Banach quotient D/K(E) de SS′ + S′S

ne rencontre pas R− . Alors :

a) Il existe T, T ′ ∈ D tels que T 2, (T ′)2, idE −(ST +TS), idE −(S′T ′+T ′S′) ∈ K(E).

b) Les classes de (E,S + T ) et (E,S′ + T ′) dans KKban
G,ℓ

(A,B) cöıncident.

Raisonnons dans l’algèbre de Banach quotient D/K(E). On a (SS′ + S′S)S =

SS′S = S(SS′+S′S) ; de même, S′(SS′+S′S) = (SS′+S′S)S′. Donc (SS′+S′S)−1

commute avec S et S′. On pose T = S′(SS′+S′S)−1 et T ′ = S(SS′+S′S)−1. De plus,

comme le spectre de SS′ + S′S ne rencontre pas R−, on peut définir un logarithme

de SS′ + S′S. On obtient une homotopie S(SS′ + S′S)−t + S′(SS′ + S′S)t−1 entre

S + T et S′ + T ′.

Lemme 4. — Soient S, T ∈ D de degré 1. On suppose T 2 ∈ K(E), que S commute

exactement à A et à G, que S2 = 0 et , ST + TS = idE . Alors la classe de (E,S + T )

dans KKban
G,ℓ

(A,B) est nulle.

On peut remplacer T par TST . Dans ce cas on a T 2 = 0. Comme S commute avec

les éléments de A et de G, le sous-espace S(E) de E est invariant par ces éléments.

Dans la décomposition E = S(E) ⊕ T (E), la matrice de ces éléments est de la forme
(

c1,1 c1,2

0 c2,2

)

. Notons que c1,2 est dans K(E) car T ∈ D. Il suffit de changer ces

actions en

(
c1,1 0
0 c2,2

)

à travers une homotopie

(
c1,1 tc1,2

0 c2,2

)

(t ∈ [0, 1]). Au bout

de cette homotopie, S + T commute exactement avec A et G et (S + T )2 = idE . Le

lemme en résulte facilement.

Pour finir la démonstration du théorème, notons u la classe dans KKban
G,sℓ

(C,C)

de (Es
1 , ∂ + T0) ; posons F = Es

1 ⊕ C où C est muni de l’action triviale de G et est

de degré 1 pour la graduation. Prolongeons ∂ de F dans F en posant ∂(ex) = 1 ∈ C

pour tout x ∈ X(0) et posons T0(1) = ex0
. Il est facile de voir que la classe de cet
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élément est u − 1 (ou plutôt u - l’image de 1). Par le lemme 4 appliqué à S = ∂, on

trouve donc que u et l’image de 1 dans KKban
G,sℓ

(C,C) cöıncident.

Pour montrer que la classe de (E2, ∂t+Tt) est l’image de γ, on commence d’abord

par modifier très légèrement F1 en un opérateur F2 : le vecteur λ′ey + µ′ez par lequel

on prend le produit extérieur est normalisé en norme 1 au lieu de l’être en norme 2.

Il suffit alors, par le lemme 3, de démontrer que le spectre de ∂tF2 + F2∂t est disjoint

de R−. Pour cela, on remarque que l’image par (∂tF2 + F2∂t)− idE2
d’une face f est

portée par des faces voisines, plus proches de x0 que f . Donc, pour t assez grand, le

rayon spectral de (∂tF2 + F2∂t) − idE2
est < 1.

4.2. Les autres cas

4.2.a) Le cas 〈〈combinatoire 〉〉

Dans ce cas, la construction est exactement la même. La seule chose qui devient

réellement plus difficile ici est la démonstration du fait que le complexe ∂ est acyclique.

4.2.b) Le cas 〈〈géométrique 〉〉

Soient M une variété riemannienne complète, connexe, simplement connexe,

de courbure sectionnelle négative ou nulle (bornée inférieurement) et G un groupe

localement compact agissant sur M par isométries.

Soit x0 un point de M et notons ϕ : M → R l’application donnée par

ϕ(x) = exp(
√

d(x, x0)2 + 1).

Dans ce cas, on remplace le bord de la cohomologie simpliciale par la cohomologie

de de Rham. On est amené à travailler avec des espaces W (p, k, s− k, ϕt) : espace de

Sobolev Lp, des k formes s − k fois différentiables à poids ϕt (s est, par exemple, la

dimension de l’espace M).

Une difficulté qui apparâıt ici est que le calcul pseudodifféreniel ne marche bien

que pour p ∈]0,+∞[. Cependant, t > 0 étant choisi, le complexe de de Rham

(W (p, k, s − k, ϕt), d) est acyclique pour p assez proche de +∞.

Le reste de la construction est essentiellement le même que dans le cas 〈〈combina-

toire 〉〉.

Je dois cependant dire que, bien que je sois absolument convaincu que la

construction marche aussi bien que dans le cas combinatoire, je n’ai pas encore vérifié

tous les détails du cas géométrique.

5. FIN DE LA DÉMONSTRATION

Soit G un groupe localement compact opérant proprement et isométriquement

sur une variété riemannienne complète de courbure sectionnelle négative ou nulle ou

sur un immeuble affine. D’après ce qui précède, G possède un élément γ et γ = 1
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dans la KK-théorie banachique. Donc, pour établir la conjecture de Baum-Connes, il

suffit de construire une complétion inconditionnelle A de Cc(G) telle que le morphisme

A → C∗
r
(G) induise une surjection au niveau des groupes K0.

5.1. Cas des groupes de Lie

Si G est un groupe de Lie semi-simple, réel ou p-adique, Lafforgue ([36]) montre

que certaines variantes de l’espace de Schwarz (ou algèbre de Harish-Chandra) de G

fournissent des complétions inconditionnelles de Cc(G) qui permettent de terminer la

démonstration. On obtient ainsi une preuve plus directe de résultats de Wassermann

dans le cas réel ([50]) et une généralisation de Baum, Higson et Plymen dans le cas

p-adique ([6]).

5.2. Propriété (RD) de Haagerup-Jolissaint

Soit G un groupe discret ℓ une fonction longueur sur G (i.e. une application

G → R+ telle que ℓ(e) = 0, ℓ(xy) ≤ ℓ(x) + ℓ(y) pour tout x, y ∈ G). Notons

H∞(G, ℓ) l’espace vectoriel des fonctions f : G → C telles que, pour tout p ∈ R+,
∑

x∈G

ℓ(x)p|f(x)|2 < ∞. Si G est finiment engendré, on note H∞(G) l’espace H∞(G, ℓ)

où ℓ est la fonction longueur associée à un système fini de générateurs (l’espace H∞(G)

n’en dépend pas).

Dans [16], Haagerup a démontré :

Proposition 1. — Si G est un groupe libre à un nombre fini de générateurs,

H∞(G) ⊂ C∗
r
(G).

En effet :

Pour p ∈ N, notons χp la fonction caractéristique des mots de longueur p (pour

un système libre de générateurs. Soient f, g : G → C des fonctions. On utilise le

lemme suivant :

Lemme 1. — Pour tout p, q, n ∈ N, on a ‖((fχp) ⋆ (gχq))χn‖2 ≤ ‖fχp‖2‖gχq‖2. De

plus si ((fχp) ⋆ (gχq))χn 6= 0, alors n est compris entre |p − q| et p + q et a la même

parité que p + q.

On peut évidemment supposer que f = fχp et g = gχq.

La contrainte sur n est claire. Ecrivons p = p1 + r, q = q1 + r et n = p1 + q1.

Notons Ck l’ensemble des mots de longueur k.

Soient x, y, z ∈ G de longueur respective p, q, n tels que xy = z. Ecrivons

x = x1x2 où x1 ∈ Cp1
et x2 ∈ Cr et y = y2y1 où y1 ∈ Cq1

et y2 ∈ Cr (ces

éléments sont uniquement déterminés par x et y). Comme xy est de longueur n on

voit que nécessairement z = x1y1 et y2 = x−1
2 . Notons que x1 et y1 sont entièrement

déterminés par z.
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Il s’ensuit que

|f ⋆ g(z)| =
∣
∣
∣

∑

u∈Cr

f(x1u)g(u−1y1)
∣
∣
∣ ≤ (

∑

u∈Cr

|f(x1u)|2)1/2(
∑

u∈Cr

|g(uy1)|
2)1/2

par l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

On a alors

‖(f ⋆ g)χn‖
2
2 =

∑

x1∈Cp1
, y1∈Cq1

, x1y1∈Cn

|f ⋆ g(x1y1)|
2

≤
∑

x1∈Cp1
, y1∈Cq1

, x1y1∈Cn

( ∑

u∈Cr

|f(x1u)|2
)( ∑

u∈Cr

|g(uy1)|
2
)

≤
∑

x1∈Cp1
, y1∈Cq1

( ∑

u∈Cr

|f(x1u)|2
)( ∑

u∈Cr

|g(uy1)|
2
)

= ‖f‖2
2‖g‖

2
2 .

La proposition 1 se déduit très facilement du lemme 1 :

On écrit ℓ2(G) comme somme hilbertienne de ℓ2(Cr).

Soient f ∈ Cc(G) et p ∈ N. L’opérateur de convolution à gauche par (fχp)

peut être vu dans la décomposition ci-dessus comme une matrice Tr,s où Tr,s :

ℓ2(Cs) → ℓ2(Cr) est un opérateur de norme ≤ ‖(fχp)‖2, nul si |r − s| ≥ p, ou

si r − s n’est pas de la même parité que p. On peut écrire T comme somme des

p + 1 opérateurs Sk où Sk est l’opérateur de matrice Tr,s avec r − s = −p + 2k

(0 ≤ k ≤ p). Il est clair que ‖λ(fχp)‖ ≤
∑

k
‖Sk‖ ≤ (p + 1)‖(fχp)‖2. Il vient

‖λ(f)‖ ≤
∑

(p + 1)‖fχp‖2 ≤ (
∑

(p + 1)−2)1/2
∑

p
((p + 1)4‖fχp‖

2
2)

1/2 par l’inégalité

de Cauchy-Schwartz, d’où la proposition.

On peut en fait, à partir du lemme 1, démontrer :

Proposition 2. — Si G est un groupe libre à un nombre fini de générateurs,

H∞(G) est une sous-algèbre de C∗
r
(G) stable par calcul fonctionnel holomorphe. En

particulier, l’inclusion H∞(G) → C∗
r
(G) induit un isomorphisme au niveau de la

K-théorie.

Cette idée est reprise par Jolissaint ([22]). Il donne la définition suivante :

Définition 2. — On dit qu’un groupe finiment engendré G possède la propriété (RD)

si H∞(G) ⊂ C∗
r
(G).

Il démontre que si G a la propriété (RD), alors H∞(G) est une sous-algèbre

de C∗
r
(G) stable par calcul fonctionnel. En fait (cf. [23]), il existe r ∈ N tel que

l’ensemble Ar = {f ∈ CG,
∑

x∈G

ℓ(x)r|f(x)|2 < ∞} est une sous-algèbre de C∗
r
(G)

stable par calcul fonctionnel holomorphe.

Remarquons que Ar est une algèbre de Banach et une complétion incondition-

nelle.
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5.3. Groupes possédant la propriété (RD)

– Jolissaint ([22]) étend le travail de Haagerup en démontrant que plusieurs groupes

se comportant comme les groupes libres, en particulier les sous-groupes cocompacts

des groupes de Lie réels simples de rang 1, ont la propriété (RD).

– Ce résultat est lui-même étendu par de la Harpe ([17]) aux groupes hyperboliques

de Gromov.

– Très récemment, Ramagge, Robertson et Steger ([41]) ont établi la propriété (RD)

pour les groupes discrets opérant proprement sur certains immeubles Ã2. Leur résultat

contient en particulier les sous-groupes discrets de SL3(Qp).

Comme dans la démonstration de Haagerup, on doit analyser les couples x, y

ayant un produit donné. On est amené à étudier les triangles dans l’immeuble. La

clé de la démonstration est que tout triangle se contracte uniquement sur un triangle

équilatéral dans un appartement.

– Lafforgue enfin, en remplaçant certaines égalités par des estimations, a adapté la

démonstration de Ramagge, Robertson et Steger au cas des sous-groupes cocompacts

de SL3(R) et SL3(C) (cf. [34]).

5.4. Limite de la méthode

D’après une conjecture de Valette ([49]), tout sous-groupe cocompact d’un groupe

de Lie simple devrait posséder la propriété (RD).

Cependant, la méthode a ses limites : plusieurs groupes discrets de groupes de Lie

(non cocompacts) ne possèdent pas la propriété (RD) du fait de l’existence d’éléments

paraboliques. Par exemple, les seuls groupes moyennables possédant la propriété (RD)

sont les groupes à croissance polynomiale (cf. [22]). De plus cette méthode marche

très mal pour les produits croisés - et ne permet de démontrer la conjecture de Baum-

Connes à coefficients que dans des cas très particuliers (cf. [37]).

6. QUELQUES AUTRES AVANCÉES RÉCENTES

En plus du résultat de Lafforgue que nous venons de discuter, il y a eu récemment

quelques autres avancées significatives sur la conjecture de Baum-Connes et des sujets

connexes.

6.1. Actions moyennables ([18])

N. Higson vient de faire une remarque très simple et astucieuse qui permet

d’établir l’injectivité de l’homomorphisme de Baum-Connes (à coefficients) pour les

groupes discrets possédant une action moyennable sur un espace compact.

La moyennabilité d’un groupe est une notion dégagée depuis plusieurs décennies.

On dispose à présent de plusieurs propriétés équivalentes. De plus, cette notion a été
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étendue aux actions de groupes et aux groupöıdes. Nous renvoyons à l’excellente mono-

graphie [2] pour une discussion très actuelle sur toutes les notions de moyennabilité.

Du point de vue des C∗-algèbres, un groupe localement compact G est moyen-

nable si C∗(G) = C∗
r
(G). Une action de G sur un espace compact X est moyennable

si C(X)×G = C(X)×rG.

Rappelons que Higson et Kasparov ont démontré la conjecture de Baum-Connes

pour tout groupe moyennable, et que Tu a étendu ce résultat au cas des groupöıdes

moyennables.

Toute action d’un groupe moyennable est moyennable. Cependant, plusieurs

groupes, bien que non moyennables, possèdent des actions moyennables sur des

espaces compacts. Par exemple, G = SLn(R) n’est pas moyennable pour n ≥ 2, mais

son action dans l’espace compact des drapeaux G/P est moyennable où P désigne

le sous-groupe de SLn(R) formé des matrices triangulaires supérieures (à coefficients

diagonaux positifs).

La démonstration de Higson est (un peu schématiquement) la suivante :

Si l’action de G dans un espace compact X est moyennable, son action dans

l’espace M des mesures de probabilité sur X, muni de la topologie de la convergence

vague est moyennable.

Soit A une C∗-algèbre munie d’une action de G. Notons B la C∗-algèbre C(M ;A)

des fonctions continues de M dans A. L’homomorphisme A → B qui à a ∈ A associe

la fonction constante égale à a étant équivariant, on obtient un homomorphisme

A×rG → B×rG, d’où un homomorphisme de groupes de K-théorie. De même, on a un

homomorphisme K0,top(G;A) → K0,top(G;B). On obtient un diagramme commutatif

K0,top(G;A)
µ

A
G−→ A×rG

↓ ↓

K0,top(G;B)
µ

B
G−→ B×rG

Or, l’action de G dans M étant moyennable, par la généralisation par Tu ([48])

du théorème de Higson-Kasparov, l’homomorphisme de Baum-Connes µB

G
est un

isomorphisme. De plus, comme M est contractile, l’application A → B est une

équivalence d’homotopie, d’où l’on déduit que l’homomorphisme K0,top(G;A) →

K0,top(G;B) est aussi un isomorphisme. En fait pour avoir l’isomorphisme ici, Higson

doit supposer que le groupe G est discret, il utilise un modèle simplicial pour EG et

une suite exacte de Mayer-Vietoris. Il s’ensuit que l’homomorphisme µA

G
est injectif

(et scindé).

On peut facilement obtenir un résultat légèrement plus fort que celui de Higson

en remplaçant la condition de moyennabilité de l’action de G par l’existence d’un

plongement uniforme de G dans un espace hilbertien (au sens ci-dessous cf. [46]).
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6.2. Conjecture de Baum-Connes et géométrie 〈〈 à l’infini 〉〉([43], [51])

Le résultat de [18] cité ci-dessus (ainsi que sa généralisation [46]) avait d’abord

été démontré par Yu dans [51] sous l’hypothèse que G était sans torsion et BG un

complexe cellulaire fini (6).

Le démonstration de Yu est tout à fait différente de celle de Higson : elle utilise

le langage de la géométrie 〈〈grossière 〉〉 (coarse), je dirais plutôt géométrie à l’infini.

Il s’agit là de tout un monde - et il n’est pas possible de citer ici toutes les

contributions importantes dans le sujet. Nous renvoyons à [43] et [51] pour une

discussion détaillée de toutes ces notions.

Il est apparu (cf. [14]) que la conjecture de Novikov pour un groupe discret G

est en fait assez peu dépendante de la structure de groupe. La seule chose qui compte

est la structure à l’infini de G.

Soit (X, d) un espace métrique. De même que pour une structure uniforme, une

structure à l’infini de X est basée sur les ensembles de la forme ∆r = {(x, y) ∈

X × X, d(x, y) < r} (pour r ∈ R+). Cependant on s’intéresse à r grand.

On dit qu’une partie U ⊂ X ×X est un entourage pour la structure à l’infini s’il

est contenu dans un ensemble ∆r.

Le rôle des applications uniformément continues est joué ici par les applications

f : X → Y telles que l’image directe de tout entourage soit un entourage (autrement

dit ∀r ∈ R+, ∃R ∈ R+, d(x, x′) ≤ r ⇒ d(f(x), f(x′)) ≤ R).

Une application f : X → Y est un plongement uniforme si, pour toute partie U

de X × X, U est un entourage si et seulement si f(U) est un entourage.

A un espace métrique, on associe une C∗-algèbre construite de la manière

suivante : on fixe un espace hilbertien H et une représentation π : C0(X) → L(H) telle

que π−1(K(H)) = {0} et π(C0(X))H = H. Le support d’un élément T ∈ L(H) est le

plus petit fermé F de X ×X tel que si f, g ∈ C0(X) sont telles que (x, y) 7→ f(x)g(y)

est nulle sur F , alors π(f)Tπ(g). La C∗-algèbre de X est l’adhérence de l’ensemble

des opérateurs T ∈ L(H) dont le support est un entourage et tels que, pour tout

f ∈ C0(X), Tπ(f) et π(f)T sont compacts.

Il y a aussi une conjecture de Baum-Connes qui prédit la K-théorie de cette C∗-

algèbre (cf. [43]), du moins si X est à géométrie à l’infini bornée. Rappelons qu’un

espace métrique X est dit à géométrie à l’infini bornée si, pour tout r ∈ R+, il existe

N ∈ N tel que le nombre d’éléments de toute partie de X de diamètre ≤ r est borné

par N .

Le lien avec la conjecture de Baum-Connes est le suivant : soit G un groupe

finiment engendré. Munissons-le de la distance invariante à gauche associée à la

longueur de mots (par rapport à un système fini de générateurs). Si G n’a pas de

(6) C’est Higson et Roe dans [21] qui ont reformulé le théorème de [51] en termes de

moyennabilité.
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torsion et BG est un complexe cellulaire fini, la conjecture de Baum-Connes à l’infini

pour l’espace métrique G implique l’injectivité de µG,r.

En utilisant une variante de la méthode de Higson-Kasparov, Yu ([51], voir aussi

[46] pour une autre démonstration de ce résultat) montre :

Théorème 1. — Tout espace métrique à géométrie à l’infini bornée qui admet un

plongement uniforme dans un espace hilbertien satisfait la 〈〈conjecture de Baum-

Connes à l’infini 〉〉.
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THÉORIE DES MODÈLES ET CONJECTURE

DE MANIN-MUMFORD

[d’après Ehud Hrushovski]

par Elisabeth BOUSCAREN

1. INTRODUCTION

Je vais présenter ici l’une des applications récentes de la théorie des modèles à la

Géométrie Diophantienne, la nouvelle démonstration, due à E. Hrushovski ([Hr2]), de

la Conjecture de Manin-Mumford (généralisée) qui est basée sur l’étude, du point de vue

de la théorie des modèles, des corps algébriquement clos munis d’un automorphisme.

Théorème 1.1 (Conjecture de Manin-Mumford). — Soit G un groupe algébrique com-

mutatif connexe défini sur un corps de nombres k et X une sous-variété de G. Alors il y

a un nombre fini de points de torsion de G, a1, . . . , aM , et de sous-groupes algébriques de

G, G1, . . . , GM tels que pour chaque i, ai + Gi est contenu dans X et

X(kalg) ∩ Tor(G) =
M⋃

i=1

ai + Tor(Gi).

De plus on peut borner de façon effective le nombre M de translatés: il existe c, e deux

constantes ne dépendant que d’invariants liés à G (et non à X) et du choix de deux

premiers de bonne réduction pour G, tels que M ≤ c deg(X)e.

En utilisant des méthodes de calcul assez grossières, on obtient que les constantes c et

e sont doublement exponentielles.

La démonstration de Hrushovski passe par une première étape où il prend un premier

de bonne réduction pour G, de caractéristique résiduelle p, et montre le résultat pour la

torsion première à p, c’est-à-dire pour le sous-groupe Torp′(G) des éléments de torsion de

G dont l’ordre n’est pas divisible par p. On obtient dans ce cas que

X(kalg) ∩ Torp′(G) =
N⋃

i=1

ai + Torp′(Gi),
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où il est facile de montrer directement que N ≤ a deg(X)b, avec a doublement exponentiel

(en la dimension de A, le degré de l’addition dans A et la cardinalité du corps résiduel)

et b exponentiel en la dimension de A.

Le but de cet exposé, en présentant la démonstration de Hrushovski, est d’essayer

d’expliquer pourquoi la théorie des modèles a quelque chose à dire sur ce type de questions

et aussi de donner une idée des résultats qu’on montre et des outils qu’on développe en

théorie des modèles.

Nous passerons donc rapidement sur les parties purement “géométrie algébrique” de la

démonstration.

De même, la très brève présentation historique et bibliographique qui suit n’a, cela sera

visible tout de suite, aucune prétention d’exhaustivité.

1.1. Petit historique et conjecture de Lang

La conjecture de Manin-Mumford originelle porte sur l’intersection d’une courbe avec

les points de torsion d’une variété abélienne. Elle a été tout d’abord démontrée par

M. Raynaud ([Ra1]), puis R. Coleman ([Col]) en a donné une autre démonstration par

des méthodes très différentes; Raynaud a ensuite ([Ra2]) démontré le résultat pour une

sous-variété quelconque, puis M. Hindry ([Hi1]), en s’inspirant d’une idée de S. Lang

([La1]) pour le cas des courbes, a démontré le résultat général pour un groupe algébrique

commutatif.

On trouve une autre approche de ces questions dans les travaux sur la Conjecture de

Bogomolov, on se contentera ici de renvoyer à l’exposé de A. Abbes sur le sujet dans le

cadre de ce séminaire ([Ab]) et aux travaux récents de S. David et P. Philippon ([DaPh]).

En revanche, nous allons dire quelques mots de la Conjecture de Lang (dite aussi

Conjecture de Mordell-Lang), énoncée par Lang dans [La1] et qui regroupe dans un cadre

général la conjecture de Manin-Mumford et la Conjecture de Mordell (voir aussi par

exemple [La2]).

Nous l’énonçons ici pour la caractéristique zéro:

Conjecture de Lang (absolue): Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique

zéro, A une variété abélienne définie sur K, X une sous-variété de A définie sur K et

Γ un sous-groupe de A(K) de rang fini. Alors il existe γ1, . . . , γn ∈ Γ et B1, . . . , Bn

sous-variétés abéliennes de A tels que γi + Bi ⊂ X et

X(K) ∩ Γ = ∪n
i=1γi + (Bi(K) ∩ Γ).

Cette conjecture a finalement été démontrée par G. Faltings ([Fa]) après de nom-

breux travaux entre autres de Manin, Vojta, Laurent, Hindry et Faltings lui-même.

On peut trouver des bibliographies récentes, commentées et complètes, dans [Hi2] ou
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[Maz]. L’extension au cas des variétés semi-abéliennes est due à Vojta([Voj]) et McQuil-

lan ([McQ]).

Si on veut étendre cette conjecture au cas de caractéristique non nulle, il faut se con-

tenter d’une version relative, dite aussi, Conjecture de Lang pour les corps de fonctions.

En voici un énoncé un peu simplifié:

Conjecture de Lang pour les corps de fonctions: Soient K0 < K deux corps

algébriquement clos, A une variété abélienne définie sur K de K/K0-trace zéro, et X une

sous-variété de A définie sur K. Soit Γ un sous-groupe de rang fini de A(K). Alors il

existe γ1, . . . , γn ∈ Γ et B1, . . . , Bn sous-variétés abéliennes de A tels que γi + Bi ⊆ X et

X(K) ∩ Γ = ∪n
i=1γi + (Bi(K) ∩ Γ).

On rappelle que Γ est de rang fini si il existe un groupe Γ0 finiment engendré tel que,

pour chaque γ ∈ Γ, il y a un entier n ≥ 1 tel que nγ ∈ Γ0. Si on est en caractéristique

p > 0, on demande que l’entier n ne soit pas divisible par p. Dire que A est de K/K0-

trace zéro est équivalent à dire que A n’a aucune sous-variété abélienne homomorphe à

une variété abélienne définie sur K0.

Dans [Hr1], Hrushovski a donné une démonstration modèle-théorique de la conjec-

ture de Lang pour les corps de fonctions en toute caractéristique (on peut trouver une

présentation de ces résultats dans l’exposé [Go] de ce séminaire, ou dans [Pi3], et une ex-

position plus détaillée dans le livre [Bo]). Pour la caractéristique p > 0, il s’agissait de la

première démonstration du cas général, les résultats précédents (voir [AbrVo]) nécessitant

des hypothèses supplémentaires. Un peu auparavant, A. Buium ([Bu]) avait donné une

nouvelle démonstration du cas de caractéristique zéro, dont l’idée de départ était de passer

à un corps différentiellement clos et de remplacer le groupe Γ par un groupe ∆-fermé (ou

différentiellement algébrique) de dimension finie. C’est cette idée qui est l’inspiration des

démonstrations de Hrushovski, pour les deux résultats, Lang pour les corps de fonctions

et Manin-Mumford.

1.2. Le rapport avec la théorie des modèles

L’idée qui est à la base de ces deux démonstrations est donc la suivante: on veut

remplacer le sous-groupe Γ (Tor(G) dans notre cas) par un sous-groupe “fermé” ou

“algébrique”, pour lequel on montrera le résultat. On ne peut pas le faire sans, d’une

manière ou d’une autre, rajouter des “fermés” supplémentaires (c’est-à-dire de la struc-

ture supplémentaire), puisque, quand G par exemple est une variété abélienne, la torsion

est dense dans G. C’est exactement ce que fait Buium dans [Bu], quand il passe dans un

corps différentiellement clos, remplace le groupe Γ par un groupe ∆-fermé de dimension

finie et utilise ensuite l’arsenal des outils développés dans ce cadre. Or c’est là une méthode

qui rentre tout à fait dans la problématique développée en théorie des modèles et pour
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laquelle nous disposons d’un cadre systématique, d’outils et de résultats déjà existants. En

effet, puisant son inspiration dans la géométrie algébrique et les géométries combinatoires,

la théorie des modèles développe dans un cadre abstrait des notions d’indépendance, de

dimension et de géométrie. Cela a permis d’isoler une notion qui va se retrouver au cen-

tre de toutes ces applications récentes: la notion de modularité qui caractérise, à partir

du comportement de la relation d’indépendance, les groupes dans lesquels les seuls sous-

ensembles qu’on peut définir sont les (combinaisons booléennes finies de) translatés de

sous-groupes. Montrer que le groupe Tor(G) satisfait l’énoncé de Manin-Mumford, c’est

exactement, une fois qu’on s’est placé dans le bon cadre, montrer que c’est un groupe

modulaire, nous le verrons dans les sections 2.2 et 2.3; et l’on a des outils pour cela.

1.3. Le cadre dans lequel on travaille

On a donc un groupe algébrique, G, défini sur un corps de nombres k. On va considérer

un automorphisme σ dans Gal(kalg/k), judicieusement choisi, de manière à ce que la tor-

sion soit contenue dans le sous-groupe Sσ des solutions, dans G(kalg), d’une équation

faisant intervenir σ (ce qu’on appelle traditionnellement une équation de différence)

qu’on peut explicitement calculer. On plonge alors (kalg, σ) dans un gros corps K sur

lequel σ se prolonge et qui est clos en ce sens qu’il contient déjà des solutions pour

toute équation de différence qui a une solution dans une extension. C’est ce qu’on ap-

pellera un corps de différence générique. Et, de même qu’on a la topologie de Zariski sur

un corps algébriquement clos ou la ∆-topologie sur un corps différentiellement clos, on

définit une σ-topologie sur K. La théorie des modèles permet d’analyser la structure de

K avec ces nouveaux ensembles géométriques. Cette analyse a été faite par Z. Chatzi-

dakis et E. Hrushovski dans [ChHr] qui montrent qu’on peut y définir une bonne notion

d’indépendance et de dimension. En particulier, ils démontrent en caractéristique zéro un

théorème de Dichotomie, qui dit à peu près que les seuls ensembles de dimension finie qui

ne sont pas “modulaires” se trouvent dans le corps fixé par σ. À partir de cette analyse

et de ce théorème de dichotomie, Hrushovski trouve un critère “effectif” pour distinguer,

parmi les sous-groupes de G(K) définis par des équations de différence, ceux qui sont

modulaires. Il ne reste plus qu’à vérifier que le sous-groupe Sσ judicieusement choisi plus

haut est du bon type, puis à borner le nombre de translatés qui vont intervenir par des

calculs simples à partir de l’équation qui définit Sσ.

C’est exactement comme cela que cela se passe dans le cas de la torsion première à

p. Pour la torsion totale, c’est un peu plus compliqué, car, s’il est facile, en travaillant

à partir de deux premiers de bonne réduction distincts, de montrer qu’il existe une σ-

équation qui s’annule sur la torsion toute entière et est du bon type, on ne sait pas le

faire de manière effective. Donc, si on veut garder des bornes sur le nombre de translatés,

il faut travailler un peu plus, en gardant deux équations distinctes, l’une pour la torsion

première à p, l’autre pour la p-torsion puis combiner les deux.
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Dans une première partie, nous allons présenter le cadre modèle théorique, c’est-à-dire

les corps de différence génériques et les groupes que l’on peut y définir avec des équations

de différence (section 2). Ensuite nous expliquerons comment utiliser les résultats ainsi

obtenus pour démontrer la conjecture de Manin-Mumford (section 3). En fait, nous

traiterons le cas de la torsion première à p et ne dirons que quelques mots sur le passage

à la torsion totale. Enfin nous terminerons en mentionnant d’autres applications de la

même méthode (section 4).

Merci à celles et ceux qui ont bien voulu relire tout ou partie de ce texte, ou répondre aux

nombreuses questions auxquelles je ne pouvais manquer d’être confrontée, puisqu’il me

faut parler ici non seulement de théorie des modèles mais aussi de géométrie algébrique, do-

maine qui n’est pas le mien. En particulier, merci à Z. Chatzidakis, F. Delon, D. Bertrand,

M. Hindry et aussi à E. Hrushovski. Je suis évidemment seule responsable des erreurs qui

se seraient ici glissées dans un énoncé de théorème ou dans une esquisse de preuve, à la

suite d’une tentative indue de simplification.

2. LES CORPS DE DIFFÉRENCE GÉNÉRIQUES

2.1. Définition et existence

Nous appellerons corps de différence un corps K muni d’un automorphisme distingué

σ. On peut par exemple considérer K = kalg, la clôture algébrique d’un corps k, muni d’un

automorphisme σ ∈ Gal(kalg/k) ou encore, si K est un corps parfait de caractéristique

p > 0 et n ≥ 1, K muni de l’automorphisme de Frobenius x 7→ xpn
.

Les corps de différence ont été à l’origine étudiés par Ritt dans les années 30; on peut

trouver tous les résultats algébriques de base dans le livre de R. Cohn [Coh] (dans ce livre,

un corps de différence est un corps avec un monomorphisme distingué; quand il s’agit d’un

automorphisme, le corps est appelé corps de différence inversif).

Il était naturel pour des théoriciens des modèles de s’intéresser à la classe des corps de

différence existentiellement clos c’est-à-dire tels que tout système fini d’équations de

différence ayant une solution dans une extension du corps en a déjà une dans le corps.

C’est l’analogue, pour les corps de différence, des corps algébriquement clos pour les corps,

des corps différentiellement clos pour les corps différentiels, ou bien encore des corps réels

clos pour les corps ordonnés. Les premières propriétés (axiomatisation, décidabilité etc)

ont été étudiées par A. Macintyre, L. van den Dries et C. Wood (voir [Ma1]). Ensuite, une

étude plus complète de la structure de ces corps du point de vue de la théorie des modèles a

été faite par Z. Chatzidakis et E. Hrushovski dans un premier temps ([ChHr]), puis par les

mêmes avec un troisième auteur, K. Peterzil ([ChHrPe]). C’est dans le premier de ces deux

articles que se trouvent les résultats qui sont utilisés pour la démonstration de Manin-

Mumford, notamment le résultat de dichotomie en caractéristique zéro qui est crucial.
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Enfin, dans l’article où il donne sa démonstration de la conjecture de Manin-Mumford

([Hr2]), Hrushovski commence par pousser plus loin l’étude des groupes commutatifs

définissables dans ces corps de différence. Dès la prochaine section, pour simplifier les

énoncés, nous nous limiterons à la caractéristique zéro et aux résultats ayant un rapport

direct avec les applications dont nous voulons parler. Pour en savoir plus sans se plonger

dans les articles eux-mêmes, on pourra consulter [Ch2].

Commençons par décrire ces corps, que nous appellerons ici pour simplifier corps de

différence génériques (au départ, dans [ChHr], ils apparaissent comme modèles d’une

théorie appelée ACFA , “algebraically closed fields with an automorphism”; on les appelle

aussi souvent corps algébriquement clos avec un automorphisme générique).

Convention et notation: nous utiliserons le terme de variété uniquement dans le cas

irréductible. Si X est une variété affine définie sur K, Xσ est la variété affine définie en

appliquant σ aux coefficients des équations qui définissent X.

Définition 2.1. — Soit (K,σ) un corps de différence. On dit que (K,σ) est un corps

de différence générique si K est un corps algébriquement clos vérifiant la propriété:

(*) Soit X une variété affine définie sur K et Y une sous-variété de X×Xσ définie sur

K, dont les projections sur les facteurs X et Xσ sont denses. Alors il existe a ∈ X(K)

tel que (a, σ(a)) ∈ Y (K).

Les corps algébriquement clos satisfaisant (*) sont bien exactement les corps de différence

existentiellement clos et tout corps de différence se plonge dans un corps de différence

générique.

Ces corps, comme on va le voir dans la suite, sont munis d’une structure plus riche

que celle induite uniquement par la topologie de Zariski mais que l’on sait quand même

analyser!

Commençons par quelques propriétés élémentaires:

premières propriétés: Soit (K,σ) un corps de différence générique. Le corps K est de

degré de transcendance infini sur le corps premier. Le corps fixé par σ dans K, Fix(σ), est

un corps pseudo-fini. Le seul invariant nécessaire pour obtenir les complétions (au sens de

la théorie des modèles) de la théorie des corps algébriquement clos est la caractéristique;

pour les corps de différence génériques, il faut préciser en plus la classe de conjugaison de

σ dans le groupe des automorphismes de la clôture algébrique du corps premier.

Enfin, mentionnons un résultat frappant qui vient confirmer l’importance de cette classe

de corps. Cela faisait plusieurs années que se posait la question de ce que pouvait bien être

la théorie d’un “Frobenius non-standard”, par exemple la limite des corps de différence

(Falg
p , x 7→ xp), pour p tendant vers l’infini. Il s’agit de l’analogue, pour les automor-

phismes de Frobenius, de la question résolue par Ax quand il a montré que la théorie

élémentaire des corps finis était exactement la théorie des corps pseudo-finis [Ax]. La ques-

tion précise ici était de savoir s’il s’agissait des corps de différence génériques. Une réponse
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positive a été indépendamment donnée par Hrushovski ([Hr3]) et Macintyre ([Ma2]): la

théorie des corps de différence génériques est exactement la théorie de tous les ultrapro-

duits non principaux de (Fq
alg, x 7→ xq), quand q varie sur l’ensemble des puissances de

nombre premiers.

2.2. Ensembles définissables, indépendance

À partir de maintenant, (K,σ) sera un corps de différence générique de

caractéristique zéro. Les résultats des sections 2.2 et 2.3 ont été démontrés dans

[ChHr].

Comme d’habitude en Théorie des modèles (voir par exemple le chapitre d’introduction

de [Bo]), on considère un corps de différence générique (K,σ) comme une structure du

premier ordre. Cela veut dire que l’on étudie les ensembles que l’on peut définir à partir

des opérations et des fonctions de base, dans ce cas {+,−, ·, 0, 1, σ}, en prenant la clôture

par intersection et réunion finies, par complémentaire et par projection.

Dans un “pur” corps algébriquement clos K, il est naturel de commencer par considérer

les sous-ensembles de Kn définis par des équations polynômiales, les fermés de Zariski. Ici

il est naturel de considérer les σ-polynômes: K[X1, . . . , Xn]σ, l’anneau des polynômes

de différence (ou σ-polynômes) est l’anneau des polynômes sur K en une infinité de

variables, X1, . . . , Xn, σ(X1), . . . , σ(Xn), σ2(X1), . . . , σ2(Xn) . . . . Un σ-fermé de Kn est

l’ensemble des zéros d’un nombre fini de σ-polynômes de K[X1, . . . , Xn]σ. Un σ-idéal

I de K[X1, . . . , Xn]σ est un idéal clos par σ et on dit que I est parfait si chaque fois

que ajσi(a) ∈ I, i, j ∈ N, alors a appartient à I. Les σ-fermés correspondent exactement

aux σ-idéaux parfaits et comme on a la condition de châıne ascendante sur les σ-idéaux

parfaits (voir [Coh]), on définit ainsi une topologie noetherienne contenant strictement la

topologie de Zariski.

On peut alors considérer les σ-constructibles, les combinaisons booléennes finies de

σ-fermés. Mais là, contrairement à ce qui se passe avec la topologie de Zariski sur un

corps algébriquement clos ou bien avec la ∆-topologie sur un corps différentiellement

clos, la classe des σ-constructibles n’est pas close par projection. On clôt donc aussi par

projection et on obtient ce qu’on appelle la classe des ensembles σ-définissables. Si V

est une variété affine définie sur K, l’ensemble V (K) des points K-rationnels de V est

un σ-fermé dans un produit Kn. Pour une variété V définie sur K et donnée par un

recouvrement fini de cartes affines, V (K) est un ensemble σ-définissable. Le corps Fix(σ)

(défini par l’équation σ(x) = x) est un exemple de σ-fermé qui n’est pas de la forme

V (K). Nous dirons qu’une application est σ-définissable si son graphe est σ-définissable.

Bien que cela ne soit pas évident a priori, la classe des σ-définissables est également

close, à bijection σ-définissable près, par quotient. Cela veut dire précisément que si F ⊆

Kn est σ-définissable et que R ⊆ Kn × Kn est une relation d’équivalence σ-définissable

sur Kn, alors il existe une bijection σ-définissable entre l’ensemble quotient F/R et un
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sous-ensemble σ-définissable de Km pour un certain m. On dit des structures qui ont

cette propriété qu’elles éliminent les imaginaires.

On sera amené à s’intéresser à la structure induite par (K,σ) sur les sous-ensembles

σ-définissables: si D ⊂ Kn est σ-définissable, la structure induite sur D est D, muni,

pour tout m > 0, de la trace sur Dm de tous les sous-ensembles σ-définissables de Knm.

On montre que la structure induite sur le corps Fix(σ) se réduit (une fois qu’on a fixé

un certain nombre de constantes dans Fix(σ)) à la pure structure de corps: si D est un

sous-ensemble σ-définissable de Kn, alors D ∩ Fix(σ)n est un sous-ensemble de Fix(σ)n

définissable dans le pur langage des corps (c’est-à-dire constructible au sens habituel du

terme, combinaison booléenne de fermés de Zariski).

Il est classique maintenant en théorie des modèles de regarder s’il est possible de

définir une bonne notion d’indépendance dans les structures qu’on étudie, du type de

l’indépendance algébrique dans les corps algébriquement clos. C’est bien le cas ici:

Définition 2.2. — 1. Si A est un sous-ensemble de K, la σ-clôture algébrique de

A, aclσ(A), est égale à la clôture algébrique (au sens habituel des corps) du sous-corps

de différence de (K,σ) engendré par A, c’est-à-dire à la clôture algébrique de Q({σi(a);

a ∈ A, i ∈ Z}).

2. Si A,B,C ⊂ K, on dit que A et B sont indépendants au-dessus de C si aclσ(AC)

et aclσ(BC) sont linéairement disjoints au-dessus de aclσ(C).

3. Si E est un sous-corps de différence de K et si a est une suite finie d’éléments de K,

on définit le σ-degré de a au-dessus de E, dσ(a/E) comme étant le degré de transcendance

de E(a)σ, le corps de différence engendré par E(a), au-dessus de E. Si D ⊂ Kn est un

sous-ensemble σ-définissable, on définit le σ-degré de D comme étant le maximum des

degrés des éléments de D.

Le corps Fix(σ) est de σ-degré égal à un; en revanche si V est une variété (de dimension

positive) définie sur K, V (K) est de σ-degré infini. Quand il est fini, le σ-degré est une

bonne notion de dimension, en particulier il est clair que si E = aclσ(E) et si dσ(a/E)

est fini, alors a et b sont σ-indépendants au-dessus de E si et seulement si dσ(a/E) =

dσ(a/aclσ(E(b)). Il est possible (et indispensable) de définir d’autres notions de dimension

ou de rang dans (K,σ) pouvant prendre des valeurs ordinales non finies, mais nous n’en

parlerons pas ici. Ce qui est important pour nous, c’est que pour un a donné, ces différentes

dimensions sont simultanément finies.

2.3. Modularité, le théorème de dichotomie

Comme nous l’avons dit dans l’introduction, cela fait plusieurs années que la perti-

nence de la notion abstraite d’ensemble “modulaire” (cette notion apparâıt hélas dans

la littérature sous plusieurs noms: localement modulaire, un-basé (one-based) etc.) s’est
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imposée à travers les conclusions très précises que l’on peut déduire sur les propriétés

algébriques des structures modulaires.

Nous allons donner les définitions et les résultats sous une forme adaptée à notre con-

texte précis. Mais il s’agit de cas particuliers ou d’adaptations de résultats valables dans

un contexte beaucoup plus général.

Si E = aclσ(E) ⊂ K et si a, a′ sont deux éléments de Kn, on dit que a et a′ ont même

type (d’isomorphisme) au-dessus de E si il existe un isomorphisme φ : aclσ(E, a)) 7→

aclσ(E, a′) qui fixe E, envoie a sur a′ et commute avec σ.

Définition 2.3. — Un sous-ensemble σ-définissable D de Kn est

- stable si, pour tout E = aclσ(E) ⊂ K, pour toutes suites finies a, a′ d’éléments de

D ayant même type au-dessus de E, pour tout F = aclσ(F ), E ⊂ F ⊂ K, si a et F sont

indépendants au-dessus de E et si a′ et F sont indépendants au-dessus de E, alors a et

a′ ont aussi même type au-dessus de F ;

- modulaire si pour tout E = aclσ(E) ⊂ K, pour toutes suites finies a, b d’éléments

de D, aclσ(Ea) et aclσ(Eb) sont indépendants au dessus de aclσ(Ea) ∩ aclσ(Eb).

La stabilité veut donc dire que, si E ⊂ K est σ-algébriquement clos, et si a, b ∈ K

alors il n’y a (à isomorphisme près) qu’une seule façon pour a et b d’être indépendants

au-dessus de E.

Il y a des corps stables: les (purs) corps algébriquement clos, les corps séparablement

clos ou encore les corps différentiellement clos. Mais les corps pseudo-finis ([Du]), donc

en particulier Fix(σ), ne sont pas stables. On le voit ici facilement: on peut trouver

E = aclσ(E) ⊂ K et a, b, c ∈ Fix(σ) \ E, tels que a et c d’une part, b et c d’autre part

sont indépendants au-dessus de E, mais tels que
√

a − c ∈ Fix(σ) et
√

b − c /∈ Fix(σ).

Le corps Fix(σ) n’est pas modulaire: on prend trois éléments de Fix(σ), a, b, c transcen-

dants sur Q et algébriquement indépendants. Alors aclσ(a, b) = Q(a, b)alg et

aclσ(c, ac + b) = Q(c, ac + b)alg s’intersectent en Qalg, et pourtant ils ne sont pas algébri-

quement indépendants au-dessus de Qalg. En fait, la non-modularité est la traduction

“abstraite”, dans le cas d’un ensemble de dimension un, de l’existence d’une famille de

courbes planes (ici la famille des courbes y = ax+b) de dimension deux. En particulier, si

un ensemble D est modulaire, alors cela entrâıne que dans la structure induite par (K,σ)

sur D, on ne peut pas définir de corps infini. On va voir un peu plus loin (2.6) que avec

l’hypothèse de stabilité, cela entrâıne beaucoup plus.

Mais ce qui est particulièrement intéressant dans le cas des corps de différence génériques,

c’est que toute la non-modularité et la non-stabilité sont concentrées dans le corps fixé.

C’est ce que nous dit le théorème de Dichotomie en caractéristique zéro.

On dit que deux ensembles σ-définissables D et F de (K,σ) sont orthogonaux si pour

toute suite finie d d’éléments de D, pour toute suite finie b d’éléments de F , pour tout

sous-corps E = aclσ(E) de K, d et b sont indépendantes au-dessus de E.
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Théorème 2.4. — Théorème de dichotomie: Soit D ⊆ Kn un sous-ensemble σ-définis-

sable de σ-degré fini, alors D est stable et modulaire si et seulement si D et le corps fixé

Fix(σ) sont orthogonaux.

La démonstration de ce théorème passe par une analyse des ensembles de dimension finie

en termes de sous-ensembles de dimension un. Le même type de résultat avait été montré

précédemment pour les corps différentiellement clos (avec le sous-corps des constantes,

[HrSo]) et pour les corps séparablement clos de caractéristique p > 0 (avec le sous-corps

des éléments infiniment p-divisibles, [Hr1]) mais par des méthodes différentes. Dans ces

deux autre cas, la preuve utilise la théorie des Géométries de Zariski, version abstraite de

la topologie de Zariski introduite par Hrushovski et Zil’ber ([HrZi], voir aussi [Mr]).

De façon générale, la dichotomie modulaire/non-modulaire est particulièrement utile

dans le cas des groupes. En effet la modularité caractérise les structures de groupes

stables de manière très précise. À nouveau nous énonçons dans 2.6 un résultat qui est

vrai dans un contexte beaucoup plus général.

Définition 2.5. — Soit G ⊆ Kn un groupe σ-définissable. On dit que G est de type

abélien si pour tout m et pour tout sous-ensemble σ-définissable X de Knm, X ∩Gm est

une combinaison booléenne finie de translatés de sous-groupes connexes (σ-définissables)

de Gm.

Il s’ensuit que le groupe G a un sous-groupe (σ-définissable) abélien d’indice fini et

donc en fait que la structure induite par (K,σ) sur G se réduit à une structure de type

“module généralisé”.

Proposition 2.6 ([HrPi1]). — Soit G ⊂ Kn un groupe σ-définissable stable. Alors G

est modulaire si et seulement si G est de type abélien

On voit maintenant le rapport entre la modularité et les questions de type conjecture

de Manin-Mumford ou plus généralement conjecture de Lang. On a d’ailleurs bien une

équivalence formelle de la conjecture de Manin-Mumford avec l’énoncé de théorie des

modèles suivant: pour tout groupe algébrique commutatif connexe G défini sur Qalg, la

structure (Qalg, T or(G)), dans le langage des anneaux avec un prédicat pour le groupe

Tor(G), est stable et le groupe Tor(G) (qui est maintenant définissable dans cette struc-

ture) est modulaire (voir [Pi1]). Mais savoir cela ne nous donne pas pour autant une

méthode pour montrer que cela est vrai. L’intérêt de passer par les corps de différence

génériques c’est que là, on a un vrai critère utilisable pour reconnâıtre quand un groupe

est modulaire grâce à la dichotomie.

2.4. Les sous-groupes σ-définissables des variétés abéliennes

Nous résumons ici les conséquences de l’étude des groupes commutatifs σ-définissables

et en particulier des sous-groupes σ-définissables des points K-rationnels des variétés
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abéliennes faite par Hrushovski dans [Hr2]. On peut aussi en trouver une exposition

détaillée dans [Ch1].

L’une des étapes essentielles de cette étude est l’analyse de l’anneau des endomor-

phismes σ-définissables de A(K) pour A une variété abélienne définie sur K.

Définition 2.7. — Soit G un groupe algébrique défini sur K. Un endomorphisme

σ-définissable de G(K) est une application σ-définissable de G(K) dans G(K) qui est

un homomorphisme du groupe G(K).

Les endomorphismes du groupe algébrique G qui sont définis sur K induisent des en-

domorphismes de G(K) au sens de la définition ci-dessus. Il y en a en général beaucoup

d’autres mais Hrushovski montre par exemple:

Proposition 2.8. — Soient A une variété abélienne simple définie sur K, Endσ(A(K))

l’anneau des endomorphismes σ-définissables de A(K) et Endalg(A(K)) le sous-anneau

des endomorphismes qui sont induits par les endomorphismes (algébriques) de la variété

abélienne A.

(1) Si A n’est pas isogène à Aσn
, alors

Q ⊗ Endσ(A(K)) = Q ⊗ Endalg(A(K)).

(2) Sinon, Q⊗Endσ(A(K)) est isomorphe à un anneau de polynômes tordu au-dessus

de Q ⊗ Endalg(A(K)) (que nous ne décrirons pas ici précisément). Il s’ensuit en

particulier que Endσ(A(K)) est dénombrable, comme Endalg(A(K)).

(3) Pour chaque sous-groupe σ-définissable G de A(K), il existe f ∈ Endσ(A(K)) tel

que G est un sous-groupe d’indice fini de Ker(f). Il s’ensuit qu’ il n’y a qu’un

nombre dénombrable de sous-groupes σ-définissables de A(K).

Des résultats similaires sont montrés pour A = Gm, le groupe multiplicatif. On a alors

Q ⊗ Endσ(Gm(K)) ≃ Q[σ, σ−1].

Soit A une variété semi-abélienne définie sur Fix(σ) et F [T ] ∈ Z[T ] un polynôme à

coefficients entiers. Alors F (σ) induit naturellement un endomorphisme (σ-définissable)

de A(K): si F [T ] =
∑r

i=0 miT
i, alors F (σ)(a) = m0a + m1σ(a) + . . . + mrσ

r(a), où + est

l’addition dans A et ma = [m]a la multiplication par l’entier m dans A.

Définition 2.9. — Les groupes B et C sont commensurables si B ∩ C est d’indice

fini dans B et dans C. Un groupe σ-définissable B est c-minimal si tout sous-groupe

σ-définissable infini de B est d’indice fini dans B.

Proposition 2.10. — Supposons que A est une variété abélienne simple définie sur

Fix(σ) ou bien que A est le groupe multiplicatif Gm. Soit B un sous-groupe σ-définissable
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de A(K) de σ-degré fini et c-minimal. Alors B n’est pas de type abélien si et seulement

si il existe n tel que B ⊆ Ker(σn − 1).

Esquisse de démonstration de 2.10:

C’est bien sûr le Théorème de dichotomie (2.4) et l’équivalence (2.6) entre groupe stable

modulaire et groupe de type abélien que nous allons utiliser.

Si B est inclus dans Ker(σn − 1), c’est-à-dire B ⊆ A(Fix(σn)), alors comme Fix(σn)

est une extension finie de Fix(σ), il existe une application σ-définissable à fibres finies de

Fix(σ)n sur B, qui n’est donc pas orthogonal à Fix(σ) et n’est donc pas de type abélien.

Réciproquement, supposons que B n’est pas de type abélien. Par 2.6 et 2.4, B et Fix(σ)

ne sont pas orthogonaux.

Fait 2.11. — Soit B un sous-groupe σ-définissable de σ-degré fini de H(K), où H est

un groupe algébrique défini sur K. Si B n’est pas orthogonal à Fix(σ), alors il existe

un sous-groupe normal D σ-définissable d’indice infini dans B, un entier m ≥ 1 et une

surjection σ-définissable (du produit cartésien) (Fix(σ))m sur B/D.

Dans notre cas, la c-minimalité de B entrâıne que D est fini. On en déduit l’existence

d’une application injective σ-définissable h de B/D dans un produit de Fix(σ). On trans-

porte la loi de groupe de B/D par h sur C = h(B/D). Le groupe C est alors σ-définissable,

mais on sait que tout sous-ensemble σ-définissable dans Fix(σ) est définissable dans le

pur langage des corps. On peut donc utiliser des résultats antérieurs sur les groupes

définissables dans les corps pseudo-finis ([HrPi2]) qui permettent de conclure qu’il existe

un homomorphisme σ-définissable, de noyau fini, de C sur un sous-groupe d’indice fini de

G(Fix(σ)), pour G un groupe algébrique défini sur Fix(σ). On en déduit l’existence d’un

homomorphisme σ-définissable g de B sur un sous-groupe d’indice fini de G(Fix(σ)), g de

noyau fini contenant D. On peut supposer (en remplaçant B par un sous-groupe d’indice

fini) que G est connexe, que g(B) = G(Fix(σ)) et donc que G est un groupe algébrique

commutatif simple. Le graphe de g, qui est un sous-groupe σ-définissable de (H ×G)(K)

est commensurable avec le noyau d’un endomorphisme σ-définissable (par 2.8). Il n’y a

qu’un nombre dénombrable de tels endomorphismes, et il suit que g est défini sur une

extension finie k1 de Fix(σ). On peut donc bien trouver un n tel que σn fixe B point par

point.

On peut maintenant en déduire le corollaire qui va être au centre de la démonstration

de la conjecture de Manin-Mumford, en utilisant les lemmes suivants qui permettent en

particulier de se ramener au cas d’une variété abélienne simple ou du groupe multiplicatif:

Lemme 2.12. — a) Si on a une suite exacte d’homomorphismes de groupe σ-définissables

0 → A1 → A2 → A3 → 0,
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où A1, A2, A3 sont des groupes σ-définissables, alors A2 est stable modulaire si et seulement

si A1 et A2 sont stables modulaires.

b) Si A est une variété abélienne simple définie sur K et si H est un sous-groupe σ-

définissable de A(K), alors H est c-minimal si et seulement si il existe f ∈ EndσA(K), f

irréductible dans Q ⊗ EndσA(K), tel que H et Ker(f) sont commensurables.

c) Si B est un sous-groupe σ-définissable de A(K), pour A une variété abélienne définie

sur K, et si B est commensurable avec Ker(f1 · · · fm) pour f1, . . . , fm ∈ Endσ(A(K)),

alors B est stable modulaire si et seulement si tous les Ker(fi) sont stables modulaires.

Si F [T ] ∈ Z[T ] est un polynôme dont aucune racine n’est racine de l’unité, nous dirons

que F (T ) est un polynôme sans facteur cyclotomique.

Corollaire 2.13. — Soit A une variété semi-abélienne définie sur Fix(σ) et F (T ) ∈

Z[T ]. Soit Hσ = Ker(F (σ)) = {a ∈ A(K);
∑r

i=0 miσ
i(a) = 0}. Alors le groupe Hσ est de

type abélien si et seulement si F (T ) est sans facteur cyclotomique.

Esquisse de démonstration de 2.13:

Tout d’abord Hσ est bien de σ-degré fini. Ensuite, en utilisant 2.12, on peut se ramener

aux deux cas où A est une variété abélienne simple ou bien ou A = Gm, le groupe

multiplicatif.

Si pour un N > 0 (TN − 1) et F (T ) ont un facteur commun P (T ), alors B =

Ker(P (σ)) ⊆ Ker(σN − 1) n’est pas modulaire. Mais B ⊆ Hσ qui n’est donc pas

modulaire non plus.

Supposons maintenant que Hσ n’est pas de type abélien et, pour simplifier (en fait il

faut utiliser b) et c) du Lemme 2.12), qu’il est c-minimal et que F (σ) = f est un élément

irréductible de Q ⊗ Endσ(A). Par 2.10 à nouveau, il existe un N tel que Ker(f) ⊆ C =

Ker(σN − 1). Mais en choisissant N suffisamment grand on peut supposer que f agit sur

C et F (T ) étant sans facteur cyclotomique, f devrait être inversible sur C.

3. APPLICATION À LA CONJECTURE DE MANIN-MUMFORD

Nous sommes maintenant en mesure d’ expliquer comment appliquer le théorème de

Dichotomie et son corollaire sur les groupes définis à partir d’un polynôme sans facteur

cyclotomique (2.13) pour obtenir une nouvelle démonstration de la conjecture de Manin-

Mumford. En fait, comme nous l’avons déjà dit dans l’introduction, nous n’allons vraiment

traiter précisément que le cas de la torsion première à p, cas dans lequel l’application de

2.13 donne immédiatement le résultat et qui permet de comprendre pourquoi ce type de

preuve fournit naturellement des bornes.
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3.1. Préliminaires sans théorie des modèles

Comme on l’a déjà expliqué, la théorie des modèles va nous permettre de montrer que

les ensembles qui nous intéressent sont des combinaisons booléennes finies de translatés de

sous-groupes et l’on voudra en conclure que en fait ce sont des réunions finies de translatés.

Remarquons donc tout de suite une fois pour toute l’équivalence des différentes versions

que nous pourrons rencontrer:

Lemme 3.1. — Soit G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur un corps

algébriquement clos L, X une sous-variété de G également définie sur L et Γ un sous-

groupe de G(L). Les énoncés suivants sont équivalents:

(i) X ∩ Γ est une combinaison booléenne finie de translatés de sous-groupes de Γ,

(ii) la clôture de Zariski de X ∩ Γ est une réunion finie de translatés de sous-groupes

algébriques connexes de G,

(iii) X ∩Γ est contenu dans une réunion finie de translatés C1, . . . , Cn de sous-groupes

algébriques connexes de G, chaque Ci étant contenu dans X,

(iv) X ∩ Γ est une réunion finie de translatés de sous-groupes de Γ.

Maintenant voici le principal fait “algébrique” que l’on va utiliser et sur lesquels nous

ne nous étendrons pas ici.

Soit A une variété abélienne de dimension d définie sur un corps de nombres k et

p un premier de l’anneau R des entiers de k, de corps résiduel kp de cardinalité q et de

caractéristique p. On suppose que p est un premier de bonne réduction pour A. On a

donc que Ap, la réduction de A modulo p, est une variété abélienne (définie sur kp) de même

dimension que A. On rappelle que Torp′(A) = {a ∈ Tor(A); p ne divise pas l’ordre de a}

et que Torp(A) = {a ∈ Tor(A); pna = 0 pour un n ≥ 1}.

Fait 3.2. — Il existe un automorphisme σ ∈ Gal(Qalg/k) et un polynôme à coefficients

entiers, F [T ] ∈ Z[T ], sans facteur cyclotomique, tel que l’endomorphisme F (σ) de A(Qalg)

s’annule sur Torp′(A). De plus le degré de F (T ) est inférieur ou égal à 2d et la somme

des valeurs absolues de ses coefficients est bornée par (1 + q1/2)2d.

Des résultats classiques de Weil (voir [We]) sur les endomorphismes des variétés abé-

liennes définies sur les corps finis et le polynôme caractéristique de l’automorphisme de

Frobenius, entrâınent l’existence d’un tel polynôme F [T ] ∈ Z[T ] tel que F (Φq) s’annule

sur Ap(k
alg), où Φq est l’automorphisme de Frobenius Φq : x 7→ xq.

On peut alors relever cette équation fonctionnelle de la façon suivante: on prend pour

σ un relèvement de Φq et, p étant un premier de bonne réduction, on déduit du lemme

de Hensel que la réduction modulo p induit un isomorphisme de Torp′(A) sur Torp′(Ap)

et donc que F (σ) s’annule sur Torp′(A).

REMARQUE: Il est possible de faire un peu mieux en travaillant à partir des facteurs

simples de A et en ne comptant qu’une seule fois les facteurs isogènes. On peut ainsi
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borner le degré du polynôme F [T ] et la valeur absolue de ses coefficients en remplaçant d,

la dimension de A, par un invariant de A, dr(A) qui est inférieur ou égal à la dimension

de A et tel que, pour tout n ≥ 1, dr(A) = dr(A
n).

3.2. La torsion première à p

Nous allons donner la démonstration dans le cas des variétés abéliennes. Le cas des

variétés semi-abéliennes est identique, il suffit de vérifier qu’on peut généraliser sans peine

l’existence du polynôme adéquat sans facteur cyclotomique (3.2). En revanche, il faut

encore travailler et utiliser de la théorie des modèles pour passer au cas d’un groupe

commutatif arbitraire, nous l’expliquerons dans la section 3.2.2

3.2.1. Les variétés abéliennes. Soient A une variété abélienne de dimension d définie

sur un corps de nombres k et X une sous-variété de A. On fixe un plongement de A dans

un espace projectif Pn et on peut ainsi considérer le degré de A et de ses sous-ensembles

algébriques.

On fixe un premier p de bonne réduction pour A dont le corps résiduel est de cardinalité

q et de caractéristique p.

Proposition 3.3. — Alors

X ∩ Torp′(A) =
M⋃

i=1

ai + Torp′(Bi),

où chaque Bi est une sous-variété abélienne de A et

M ≤ c (deg(X)(2d+1)(2d dim(X)))

où la constante c ne dépend que d’invariants liés à A (et non à X et à son corps de

définition) et de q, et est deux fois exponentielle en d.

Démonstration:

1. Pour obtenir la réunion finie:

On considère l’automorphisme σ de Gal(Qalg/k) et le polynôme F (T ) ∈ Z[T ], F (T ) =
∑2d

i=0 ciT
i, donnés par 3.2. Soit (K,σ) un corps de différence générique extension du corps

de différence (Qalg, σ). Alors

Hσ := Ker(F (σ) ↾A(K)) = {a ∈ A(K);
2d∑

i=0

ciσ
i(a) = 0}

est un sous-groupe de A(K) défini par une σ-équation.

Puisque le polynôme F (T ) est sans facteur cyclotomique, 2.13 nous assure que Hσ est un

sous-groupe de type abélien et donc que tous ses sous-ensembles σ-définissables sont des

combinaisons booléennes finies de translatés de sous-groupes σ-définissables. C’est donc

le cas en particulier pour X ∩ Hσ qui lui même contient X ∩ Torp′(A). Comme nous

l’avons remarqué plus haut, cela entrâıne que la clôture de Zariski de X ∩ Hσ, que nous
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appellerons Z, est réunion finie de translatées de sous-variétés abéliennes de A, chacune

contenue dans X, Z =
⋃M

i=1 bi + Bi.

On en déduit que X ∩ Torp′(A) est réunion de au plus M translatés de la forme

a + Torp′(B) avec B sous-variété abélienne de A.

2. Pour borner le nombre M de translatées:

On va en fait borner le nombre de composantes irréductibles de Z, la clôture de Zariski

de X ∩ Hσ, en utilisant la définition explicite de Hσ à partir du polynôme F [T ].

On considère

S = {(a0, . . . , a2d) ∈ A2d+1;
2d∑

i=0

ciai = 0}.

Donc Hσ = {a ∈ A(K); (a, σ(a), . . . , σ2d(a)) ∈ S}. Soit U = S ∩ (X × Xσ × . . . × Xσ2d
)

(chaque Xσi
est une sous-variété de Aσi

= A), alors

X ∩ Hσ = {a ∈ A(L); (a, σ(a), . . . , σ2d(a)) ∈ U}.

Pour faire le calcul, on va utiliser une définition un peu modifiée du degré pour les

sous-variétés de (Pn)m, pour m > 1,(voir [Fu], exemple 8.4.4). On définit aussi le degré

d’un fermé non irréductible comme la somme des degrés de (toutes) ses composantes

irréductibles. Ce qui est important pour nous ici, c’est que le degré borne bien le nombre

de composantes irréductibles.

Les propriétés du degré entrâınent que

deg(U) ≤ deg(S)(deg(X)2d+1) ≤ deg(S)(deg(A)2d+1)

et on a que dim(U) ≤ min{dim(S), (2d + 1)dim(X)} ≤ d(2d + 1).

En utilisant le fait que le corps (K,σ) est un corps de différence générique, et donc

satisfait la condition (*) de 2.1, on montre que:

Lemme 3.4. — Soit r > 0, E un sous-ensemble algébrique de Pr+1
n ,

Eσ := {a ∈ Pn(K); (a, σ(a), . . . , σr(a)) ∈ E}

et V la clôture de Zariski de Eσ. Alors deg(V ) ≤ (deg(E))2dim(E)
.

Dans notre cas on obtient donc que M ≤ deg(Z) ≤ deg(U)2dim(U)
, ce qui donne bien

une borne du type annoncé, une fois qu’on a calculé le degré de S.
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3.2.2. Groupes algébriques commutatifs. Il n’est pas très difficile de généraliser à

tous les groupes algébriques commutatifs le Fait 3.2 et donc l’existence du polynôme

F (T ) sans facteur cyclotomique et de l’automorphisme σ de Qalg adéquats. On considère

comme plus haut un corps de différence générique (K,σ) étendant (Qalg, σ).

La généralisation de la Proposition 3.3 aux variétés semi-abéliennes est alors immédiate

puisque le corollaire central de la dichotomie (2.13) est vrai pour les variétés semi-

abéliennes.

Mais dans le cas d’un groupe commutatif arbitraire 2.13 n’est plus vrai. En effet, si

V est un sous-groupe vectoriel du groupe algébrique G, alors KerF (σ) ∩ V (K) ne peut

pas être de type abélien: tout sous-groupe σ-définissable de degré fini de V (K) est un

espace vectoriel σ-définissable de dimension finie sur le corps Fix(σ) et ne lui est donc

pas orthogonal.

Mais on peut séparer la partie de type abélien et la partie espace vectoriel sur Fix(σ) et

cette dernière n’intervient pas dans le cas de la torsion. Plus précisément:

Définition 3.5. — Soient G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur Fix(σ)

et V le sous-groupe vectoriel maximal de G. Un sous-ensemble σ-définissable D de G(K)

est spécial s’il est de la forme D = C + W , avec C un translaté d’un sous-groupe σ-

définissable de G(K) et W un sous-ensemble σ-définissable de V (K).

Proposition 3.6. — Soient G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur Fix(σ)

et Hσ = {g ∈ G(K); F (σ)(g) = 0} pour un polynôme sans facteur cyclotomique F (T ) ∈

Z[T ]. Alors tout sous-ensemble σ-définissable de Hσ est une combinaison booléenne finie

de sous-ensembles spéciaux de G(K).

Les ingrédients de la démonstration de 3.6:

On considère la suite exacte 0 → V → G → B → 0, où V est le sous-groupe vectoriel

maximal de G et B est donc une variété semi-abélienne. Maintenant par 2.13, HB :=

Hσ/V (K) ∩ Hσ est de type abélien mais HV := V (K) ∩ Hσ est, lui, un espace vectoriel

sur Fix(σ). Le théorème de Dichotomie (2.4) entrâıne que, dans la structure (K,σ), un

groupe de type abélien de σ-degré fini et un groupe vectoriel σ-définissable ne peuvent

qu’être orthogonaux. Il n’y a donc aucune relation possible entre éléments de HB et de

HV . On peut alors montrer que tout sous-ensemble σ-définissable de HB × HV est une

réunion finie de rectangles Bi × Vi avec Bi ⊆ HB et Vi ⊆ HV et dans notre situation

particulière, en déduire que tout sous-ensemble σ-définissable de Hσ est une combinaison

booléenne finie de sous-ensembles σ-définissables spéciaux de la forme: B + W , où B

est un translaté d’un sous-groupe σ-définissable de G(K) et W est un sous-ensemble

σ-définissable de V (K).

Corollaire 3.7. — Soient G un groupe algébrique commutatif connexe défini sur Fix(σ)

et X une sous-variété de G. Alors la clôture de Zariski de X ∩ Tp′(G) est une réunion

finie de translatés de sous-groupes algébriques de G.
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Démonstration de 3.7:

On considère Hσ = {g ∈ G(K); F (σ)(g) = 0} pour le polynôme F (T ) ∈ Z[T ] donné

par 3.2 (généralisé aux groupes commutatifs arbitraires). Par 3.6 X ∩Hσ est combinaison

booléenne de sous-ensembles spéciaux. Par passage à la clôture de Zariski, on obtient

une réunion finie de sous-variétés spéciales de G, c’est-à-dire de sous-variétés de la forme

B+W où B est un translaté d’un sous-groupe algébrique connexe de G et W est une sous-

variété de V , le sous-groupe vectoriel maximal de G. Il suffit maintenant de montrer que,

si C = B + W est une sous-variété spéciale de G d’intersection non vide avec Torp′(G),

alors la clôture de Zariski de Torp′(G) ∩ C est un translaté d’un sous-groupe algébrique

de G. Par hypothèse, B = g + E où E est un sous-groupe algébrique connexe de G. On

peut se ramener au cas où E ∩V = 0 et on vérifie alors que Torp′(G)∩C est un translaté

de Torp′(E).

3.3. La torsion totale

3.3.1. Le cas des variétés semi-abéliennes. On a vu dans la section précédente com-

ment, pour une variété semi-abélienne, utiliser un premier de bonne réduction p et puis un

corps de différence générique (Lp, σp) pour “enfermer” le groupe des éléments de torsion

première à p dans un groupe de type abélien en obtenant des bornes raisonnables. Puisque

Tor(A) = Torp′(A)⊕ Torp(A), l’idée est d’utiliser un second premier de bonne réduction

t, de caractéristique résiduelle t différente de p, pour “enfermer” la torsion première à t

et donc en particulier la p-torsion. C’est effectivement ce que fait Hrushovski, mais le

problème va être de garder des bornes effectives. Si on cherche seulement le résultat qua-

litatif, il y a plusieurs preuves rapides utilisant cette méthode que l’on peut trouver par

exemple dans [Pi2], [Ch2] ou [Hr2]. Nous allons en indiquer une dans la section suivante où

l’on se trouve confronté à la question du calcul de [L : k] où L = k(Torp′(A))∩k(Torp(A)).

Pour mâıtriser les bornes, Hrushovski met en évidence des familles algébriques de com-

posantes irréductibles, pour lesquelles il faut montrer une version uniforme de 3.4. Nous

n’allons pas le faire ici. On peut trouver des énoncés et des calculs précis dans [Hr2] bien

sûr mais aussi dans [Ch2]. On peut également en trouver une version “uniforme mais sans

les calculs de bornes” dans [Pi2].

Il est important de signaler que, même si c’est moins frappant dans ce cas que dans le cas

de la torsion première à p, l’existence de ces bornes effectives découle encore naturellement

de la nature même de la démonstration. L’ordre de grandeur indiqué est ici aussi obtenu

en effectuant les calculs avec des méthodes assez grossières.

3.3.2. Le cas des groupes commutatifs. Pour ce qui est du passage à un groupe

commutatif arbitraire, on commence par remarquer que, une fois le résultat “qualitatif”

connu, pour ce qui concerne le calcul des bornes, le cas général se réduit au cas des variétés

semi-abéliennes: soit G un groupe algébrique commutatif défini sur un corps de nombres

k et X une sous-variété de G. Soit V le sous-groupe vectoriel maximal de V , A := G/V
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la variété semi-abélienne correspondante et Y l’image de X dans A. Alors le nombre de

composantes irréductibles de la clôture de Zariski de X ∩ Tor(G) est borné par le nom-

bres de composantes irréductibles de la clôture de Zariski de Y ∩ Tor(A). En effet, la

projection de Y sur A est injective sur la torsion de G et induit donc une bijection entre

les composantes irréductibles de la clôture de Zariski de X ∩ Tor(G) (dont on sait que ce

sont des translatés de sous-groupes) et celles de Y ∩ Tor(A), (dont on sait aussi que ce

sont des translatés de sous-groupes).

Il suffit donc de montrer, sans avoir à se préoccuper des bornes, que pour un groupe

commutatif arbitraire il est bien vrai que l’intersection de X avec la torsion est réunion

finie de translatés de sous-groupes algébriques. Comme nous l’avons dit plus haut, il y a

plusieurs démonstrations possibles utilisant deux premiers de bonne réduction distincts.

Nous allons en donner une ici qui , si l’on admet un résultat de Jean-Pierre Serre sur

l’indépendance des groupes de Galois l-adiques des variétés semi-abéliennes (voir [Se],

pages 33-34 et 56-59 pour le cas des variétés abéliennes, merci à Jean-Pierre Serre de

m’avoir confirmé la généralisation au cas des variétés semi-abéliennes), permet de conclure

très rapidement. On a donc un groupe algébrique connexe commutatif défini sur un corps

de nombres k et X une sous-variété de G. On se donne deux premiers de bonne réduction

p et t, de caractéristiques résiduelles distinctes p et t, les polynômes Fp(T ) et Ft(T ) et

les automorphismes σp, σt ∈ Gal(Qalg/k) correspondants donnés par 3.2. Le résultat de

Serre entrâıne que L = k(Torp′(G)) ∩ k(Torp(G)) est une extension galoisienne finie de

k, au-dessus de laquelle k(Torp′(G)) et k(Torp(G)) sont linéairement disjoints. Donc si

m = [L : k], il existe τ ∈ Gal(Qalg/L) qui étend σm
p sur la torsion première à p et qui

étend σm
t sur la p-torsion. Si f1, . . . , f2d sont les racines de Fp(T ) et g1, . . . , g2d sont les

racines de Ft(T ), on pose J(T ) =
∏2d

i=1(T − fm
i )(T − gm

i ). Alors J(τ) s’annule sur la

torsion de G. On se place dans un corps de différence générique (K, τ) qui étend (Qalg, τ);

par 3.6, X ∩ Ker(J(τ)) est une combinaison booléenne finie de sous-ensembles spéciaux

de G(K). La même démonstration que pour 3.7 montre que alors la clôture de Zariski

de X ∩ Tor(G) est bien une réunion finie de translatés de sous-groupes algébriques de G.

Mais, pour ce qui concerne le calcul du nombre de translatés, la définition explicite de

J(T ) en fonction des deux polynômes Fp et Ft dépend de [L : k].

4. AUTRES APPLICATIONS

Nous terminons en mentionnant deux autres applications des critères de modularité

dans les corps de différence génériques. La première est due à Hrushovski pour un premier

cas, puis à T. Scanlon, et la seconde, qui elle utilise des résultats en caractéristique p

démontrés dans [ChHrPe], à T. Scanlon.
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4.1. La conjecture de Tate-Voloch

J. Tate et J.F. Voloch ont conjecturé l’existence d’une borne pour la distance des points

de torsion d’une variété semi-abélienne à une sous-variété ([TaVo]):

Conjecture 4.1. — Soit A une variété semi-abélienne définie sur Cp et soit X une

sous-variété de A. Il existe une constante c telle que si a ∈ Tor(G), et que la distance

p-adique de a à X est inférieure à c, alors a ∈ X(Cp).

Cp est la complétion de Qalg
p pour la norme p-adique, qu’on note | − |p. Si X est

une sous-variété de l’espace affine An définie sur Cp, on choisit un système générateur

{f1, . . . , fn} de l’idéal de définition de X et on définit alors la distance p-adique d’un

point a de An(Cp) à X, dp(a,X) comme étant le maximum des |fi(a)|p.

Dans [TaVo] la conjecture est montrée dans le cas des tores.

E. Hrushovski, dans un premier temps, a utilisé la même méthode que pour Manin-

Mumford pour établir le résultat pour A définie sur Qalg
p et pour la torsion première à p,

avec l’hypothèse que p est de bonne réduction pour A (communication à Voloch). Cela

a ensuite été généralisé par T. Scanlon, toujours par les mêmes méthodes, qui montre la

conjecture pour toutes les variétés semi-abéliennes définies sur Qalg
p dans [Sc1] et [Sc2].

Nous allons indiquer ici brièvement comment on peut déduire du corollaire 2.13 le

résultat dans le cas d’une variété semi-abélienne A définie sur Qp, avec la condition que

p est de bonne réduction pour A.

Par 3.2 on a un automorphisme σ tel que la torsion première à p, Torp′(A) est contenu

dans {a ∈ A(Qalg
p ); F (σ(a)) = 0}, pour F [T ] ∈ Z[T ] sans facteur cyclotomique.

Considérons une suite (ai)i∈N d’éléments de Torp′(A) tels que dp(ai, X) tend vers zéro.

On va montrer que pour presque tout i, ai ∈ X.

Sinon il existe un ultrafiltre (non principal) U sur N tel que {i ∈ N; ai ∈ X} /∈ U.

Soit R l’anneau des suites de norme p-adique bornée dans Cp, et l’idéal I de R défini

comme l’intersection des In, où In = {r ∈ R; {i ∈ N; |r(i)|p ≤ p−n} ∈ U}. Alors on peut

montrer que D = R/I est un corps, on a un plongement (diagonal) naturel j : Cp 7→ D

et σ induit un automorphisme de D qu’on appellera aussi σ. Soit a∗ l’image de la suite

(a0, . . . , am, . . . ) dans D; on voit que a∗ ∈ A(D), que F (σ))(a∗) = 0 et que a∗ ∈ X(D).

On passe dans un gros corps de différence générique (L, σ) étendant (D, σ). Le corollaire

2.13 et le lemme 3.1 nous disent que X(L)∩Ker(F (σ)) est contenu dans une réunion finie

de translatées de sous-variétés semi-abéliennes de A, chaque translatée étant incluse dans

X. En particulier a∗ ∈ c+B ⊂ X, B sous-variété semi-abélienne de A. Soit π : A 7→ A/B.

Alors la suite des π(ai) doit se rapprocher de π(a∗). On a donc que, pour presque tout

i, les π(ai) ont même image dans le corps résiduel. Par hypothèse de bonne réduction

(appliquée à A/B), on a que la réduction est injective sur la p′-torsion de A/B. Donc la

suite des π(ai) devient constante et égale à π(a∗). Cela veut dire que pour presque tout

i, ai ∈ c + B, c’est-à-dire que pour presque tout i, ai ∈ X.
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4.2. Modules de Drinfeld

Enfin, plus récemment, T. Scanlon, en utilisant l’analyse modèle-théorique des corps de

différence génériques de caractéristique p et le théorème de dichotomie (du type de 2.4) qui

est montré dans [ChHrPe], a démontré l’équivalent de la conjecture de Manin-Mumford

pour les modules de Drinfeld ([Sc3]).
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Équipe de Logique Mathématique

UFR de Mathématiques (case 7012)

2 place Jussieu

F-75251 Paris Cedex 05

E-mail : elibou@logique.jussieu.fr



Séminaire BOURBAKI Mars 2000

52ème année, 1999-2000, no 871

RATIONAL ELLIPTIC CURVES ARE MODULAR

[after Breuil, Conrad, Diamond and Taylor]

by Bas EDIXHOVEN

1. INTRODUCTION

In 1994, Wiles and Taylor-Wiles proved that every semistable elliptic curve over Q is

modular, in the sense that it is a quotient of the jacobian of some modular curve (see [62],

[59]). This work has been reported upon in this seminar in [49] and [40]; see especially

[49, §1.2] for a historical account. As a consequence, Fermat’s Last Theorem, known to be

a consequence of this modularity result since work of Ribet based on a conjecture of Serre

(see [39]), was finally proved. For a more detailed account of all this, see the book [14],

and also [16]. Since 1994, this modularity result has been generalized by an increasing

sequence of groups of authors: [23], [13], and [4].

Theorem 1.1 (Diamond). — Every elliptic curve over Q that is semistable at 3 and 5

is modular.

Theorem 1.2 (Conrad, Diamond, Taylor). — Every elliptic curve over Q that acquires

semistable reduction over a tame extension of Q3 is modular.

Theorem 1.3 (Breuil, Conrad, Diamond, Taylor). — Every elliptic curve over Q is

modular.

The method of the proofs is basically that of Wiles, i.e., for a given elliptic curve E

over Q one tries to prove that the mod l Galois representation ρE,l on E(Q)[l] is modular

for some prime number l, and then that all lifts of ρE,l to l-adic representations of a

suitable type are modular. The second step involves studying deformations of Galois

representations, the systematic theory of which was initiated by Mazur, triggered by

work of Hida. The key result for the first step is the celebrated theorem of Langlands [35]

and Tunnell [60] that says that ρE,3 is modular, as GL2(F3) is solvable and has a faithful

two-dimensional complex representation. The complications that arise in the proofs of

the theorems above simply come from having to prove results as in Wiles and Taylor–

Wiles, but with fewer hypotheses. In particular, choosing the right deformations of the
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restriction of ρE,l to Gl := Gal(Ql/Ql) becomes much more complicated if E does not

have semistable reduction at l.

The aim of this report is to give a reasonable sketch of the proofs of the theorems above,

to describe the relation to some conjectures by Fontaine and Mazur and by Langlands,

and to mention some related results. For some applications of the modularity results

above, we refer to [15]. The author of this report does not claim to have checked the

computations in [4], but he has studied [4] quite seriously and has not encountered any

real problem. Let us also state the following theorem (Theorem B of [4]), whose proof is

intricately linked to that of Theorem 1.3 above.

Theorem 1.4 (Breuil, Conrad, Diamond, Taylor). — Every irreducible continuous rep-

resentation ρ : GQ → GL2(F5) with cyclotomic determinant is modular.

2. RELATION WITH CONJECTURES BY LANGLANDS, FONTAINE

AND MAZUR

The Langlands program predicts, among many other things, that all L-functions coming

from algebraic geometry are in fact automorphic, i.e., arise from automorphic represen-

tations. More precisely, every absolutely irreducible motive of rank n over a number field

F and with coefficients in a subfield E of Q should correspond to a cuspidal algebraic

automorphic representation of GLn(AF ) with coefficients in E: see [9, Question 4.16], and

the paragraph after that.

In that paragraph, Clozel explains how this conjecture relates to the conjecture of

Hasse–Weil type that says that the L-function of such a motive extends meromorphically

to all of C and satisfies a certain functional equation. He finishes by remarking that the

only cases for which the Hasse–Weil conjecture has been proved are cases where one actu-

ally proves the stronger conjecture, i.e., the existence of an automorphic representation;

this remains true after the work of Wiles and its generalizations.

Of course, if E is an elliptic curve over Q, the Langlands program predicts that E is

modular. Hence the modularity theorem for elliptic curves over Q is just a tiny part of

the Langlands program.

Fontaine and Mazur stated the following conjecture (Conjecture 1 of [31]).

Conjecture 2.1. — Let l be prime, n ≥ 0, and let ρ : Gal(Q/Q) → GLn(Ql) be an

irreducible continuous representation. Then ρ is isomorphic to a subquotient of some

etale cohomology group Hi(XQ, Ql(r)) with X a smooth projective variety over Q, if and

only if ρ satisfies the following two conditions:

(1) ρ is ramified at only finitely many primes;

(2) the restriction ρ|Gl
to a decomposition group at l is potentially semistable (see [30]

for this notion).
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In one direction, this conjecture has been proved: the Hi(XQ, Ql(r)) are known to be

unramified at almost all primes, and the restriction to Gl is known to be potentially

semistable by work of Tsuji and de Jong (see [1, §6.3.3]). It is the other direction that

is even more spectacular: it is amazing that just these two conditions should imply,

for example, that the Frobenius elements at almost all primes have eigenvalues that are

algebraic numbers, and even Weil numbers, and that ρ should be part of a compatible

system of l-adic representations. The evidence that one has today for this direction of

the conjecture consists of the potentially abelian cases (treated in [31, §6]; ρ occurs in the

tensor category generated by representations with finite image and representations which

arise from potentially CM abelian varieties), and the cases treated by Wiles’ method.

However, see [38] for a representation that does satisfy the two conditions above, but for

which one does not know if it satisfies Conjecture 2.1.

Combined with the Langlands program, Conjecture 2.1 implies (Conjecture 3c of [31])

that every 2-dimensional ρ satisfying the two conditions, up to Tate twist, either has a

finite image, or arises from a modular form of weight at least two.

Since the space of modular forms of a given weight and level is finite dimensional, one

also expects certain finiteness results concerning ρ as in Conjecture 2.1, which become

semistable over a given extension of Q, and are of fixed Hodge-Tate type: see [31, §3].

Most of [31] is in fact concerned with a deformation theoretic study of these finiteness

conjectures.

Suppose now that l > 2. For a given absolutely irreducible continuous ρ : GQ → GL2(Fl)

one considers all lifts ρ : GQ → GL2(Zl) that are unramified outside a fixed set of primes.

The l-adic variety (over Ql) of such lifts is conjecturally three dimensional. Now suppose

moreover that ρ|Gl
is absolutely irreducible. Then the variety of lifts of ρ|Gl

is smooth

and of dimension five by [41, Thm 4.1]. Since one expects the locus of global lifts that

are potentially semistable and of a given type (i.e., Hodge-Tate type at l, and semistable

over a fixed extension of Q) to be zero dimensional, one expects that the locus of such

local lifts is of codimension three in the five dimensional variety. Indeed, in the crystalline

case with Hodge-Tate weights in the interval [0, l − 1], this was proved in [41] (moreover,

the two-dimensional space is smooth). We note that, by [3], “potentially Barsotti-Tate”

is equivalent to “potentially crystalline with Hodge-Tate weights in [0, 1]” (we recall that

l > 2).

Of course, the computations done by Ramakrishna and by Fontaine and Mazur are

not directly in terms of representations of Gl. Ramakrishna uses the results of Fontaine

and Laffaille, and Fontaine and Mazur work with filtered (φ,N)-modules. We note that

by recent work of Colmez and Fontaine, [10], one actually has an equivalence of tensor

categories between semistable l-adic representations of Gl and weakly admissible filtered

(φ,N)-modules, which makes it possible to translate problems on the Galois side into
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problems in linear algebra, even more than before the equivalence between “weakly ad-

missible” and “admissible” was known. On the other hand, what is still not available in

this generality is a theory that works for Zl-lattices instead of Ql-vector spaces.

3. REVIEW OF WILES’ METHOD

Before turning to the work of Breuil, Conrad, Diamond and Taylor, let us review

Wiles’ method. Good references for this part are [16], [14], [49], [40], and of course [62]

(the introduction of which gives the story of the proof) and [59]. For simplicity, we only

discuss this method in a case that suffices for modularity of semistable elliptic curves.

Let E be a semistable elliptic curve over Q. The first observation is that there are many

elliptic curves E ′ over Q such that E[5] and E ′[5] are symplectically isomorphic; this is

due to the fact that the modular curve that parameterizes such E ′ (over Q-schemes) is a

non-empty open part of P1
Q. One proves that there is such an E ′, semistable, and such

that the representation ρE′,3 : GQ → Aut(E ′[3](Q)) ∼= GL2(F3) is surjective (see [49, §3]).

By Langlands and Tunnell, the representation ρE′,3 is modular. The aim is now to show

that ρE′,3 : GQ → Aut(E ′(Q)[3∞]) ∼= GL2(Z3) is modular, by showing that all 3-adic lifts

of ρE′,3 with reasonable properties are modular, and hence so is E ′. Before we discuss

how that works, let us see how one then establishes the modularity of E itself.

Of course, if ρE,3 is surjective, then we could have taken E ′ = E, so let us assume

that ρE,3 is not surjective. Then E[3] is in fact reducible (this uses the semistability

at all primes; see [49, Proposition 1]). But then ρE,5 is irreducible, or EQ is isogeneous

to the elliptic curve E1 over Q that has j-invariant −5·293/25, as one sees by looking

at the modular curve X0(15), which has genus one and exactly eight rational points,

four of which are cusps (see [45, §2.1]). The elliptic curve E1 has a model over Q with

conductor 50, which can be checked to be modular. Since modularity is invariant under

isogeny and twisting, we may now assume that ρE,5 is irreducible, and hence surjective

([49, Proposition 1]). In this case, we already know that ρE,5 is modular, because E ′ is,

and one proves the same type of result for modularity of 5-adic liftings as in the 3-adic

case.

Let us now give a precise statement of these lifting results. We need some terminology

and notation, adapted to the type of representations that we are interested in, i.e., those

coming from modular forms of weight two. For each prime p, we choose an embedding

Q → Qp, and we let Gp and Ip denote the corresponding decomposition and inertia

subgroups of GQ. We let ε : GQ → Z∗
l denote the l-cyclotomic character, given by the

action on the elements of l-power order in Q
∗
.

Definition 3.1. — Let l be a prime number, and k a finite field of characteristic l. Let

R be a complete local noetherian ring with residue field k, and let M be a free R-module

of rank 2 with a continuous action by GQ; a choice of basis then gives a continuous
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representation ρ : GQ → GL2(R). For p prime and different from l, M is called semistable

at p if, with respect to a suitable basis, ρ|Ip is of the form ( 1 ∗
0 1 ). The representation M

is called Barsotti-Tate (at l) if for each finite quotient M of M there exists a finite group

scheme M over Zl such that M and M(Ql) are isomorphic as Zl[Gl]-modules. The

representation M is called semistable at l if it is Barsotti-Tate or if, with respect to a

suitable basis, ρ|Ip is of the form ( ε ∗
0 1 ).

Theorem 3.2 (Wiles, Taylor-Wiles). — Let l 6= 2 be a prime number. Let K be a finite

extension of Ql, O its ring of integers, and k its residue field. Let ρ : GQ → GL2(O) be

an odd continuous representation such that:

(1) its reduction ρ : GQ → GL2(k) is modular and its restriction to the quadratic subfield

of Q(µl) is absolutely irreducible;

(2) ρ|Gl
is semistable;

(3) ρ is ramified at only finitely many primes;

(4) det(ρ) = ε;

(5) for every p ≡ −1 mod l such that ρ|Ip is reducible, ρ|Gp is reducible too.

Then ρ is modular.

In view of what has been said above, this result implies that all semistable elliptic curves

over Q are modular. Wiles’ strategy to prove Theorem 3.2 is to compare systematically

all deformations of ρ with certain properties when restricted to decomposition groups to

those coming from modular forms of a given level. For simplicity, we will now assume that

ρ is semistable at all primes, and follow the exposition in [40], with some modifications,

anticipating our discussion of [23], [13] and [4].

So suppose that ρ is as in Theorem 3.2, and moreover that ρ is semistable at all

primes. We will now forget about ρ, for the moment, but keep ρ. So ρ is a continuous

representation of GQ on a 2-dimensional k-vector space, with k a finite extension of Fl

with l 6= 2, and has the following properties: it is modular, absolutely irreducible after

restriction to the quadratic subfield of Q(µl), semistable at all primes, and det(ρ) = ε.

As nothing about these hypotheses changes if we replace k by a finite extension of it, we

may suppose, for example, that the characteristic polynomials of the ρ(σ), σ in GQ, are

all split. Let O be the ring of integers in a finite extension K of Ql, with residue field k.

(Later in the proof, we need a modular form of “minimal level” giving rise to ρ, and with

coefficients in O.) For any finite set Σ of primes we define two O-algebras RO,Σ and TO,Σ,

as follows.

Definition 3.3. — Let R be a complete local noetherian O-algebra with residue field k.

A deformation of ρ to R is a free R-module M of rank two, with a continuous GQ action,

such that k⊗RM is isomorphic to ρ. A deformation ρ is said to be of type Σ if det(ρ) = ε,

and ρ is semistable at l and “minimally ramified” outside Σ:

(1) if l 6∈ Σ and ρ is Barsotti-Tate, then ρ is Barsotti-Tate;
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(2) if p 6∈ Σ ∪ {l} and ρ is unramified at p, then ρ is unramified at p;

(3) if p 6∈ Σ ∪ {l} and ρ is ramified at p (and hence semistable, with our hypotheses),

then ρ is semistable at p.

With these definitions, there is, for each Σ, a universal deformation ring RO,Σ that

represents the functor that sends R to the set of isomorphism classes of deformations of

type Σ over R. A very good reference for this is [19]. If K → K ′ is a finite extension,

then RO′,Σ = O′ ⊗O RO,Σ.

Let us now turn to the definition of TO,Σ. The reader is referred to Appendix A for

certain properties of the Galois representation ρf associated to a modular form f of weight

two with coefficients in Ql. We define NΣ to be the set of weight two newforms f with

coefficients in Ql such that ρf : GQ → GL2(Of ) is of type Σ, where Of is the sub-O-algebra

of Ql generated by the coefficients of f . The results in Appendix A imply that there is

an integer NΣ, such that for each f in NΣ, the level of f divides NΣ. This implies that

NΣ is a finite set. One can take NΣ as follows:

NΣ := lδ ·
∏

p|N(ρ)

p ·
∏

p∈Σ−{l}

p2,

where δ is 0 if ρ is Barsotti-Tate and l not in Σ, and δ is 1 otherwise, and where N(ρ) is

the level associated to ρ by Serre in [48] (i.e., N(ρ) is given by the usual formula for the

Artin conductor of a representation, in terms of the ramification subgroups at all p 6= l).

The reason that such a NΣ suffices is that the wild parts of the conductors of ρf and ρf

are equal. For simplicity, we will now only consider Σ that do not contain primes dividing

N(ρ) (this suffices for the application to semistable lifts of ρ). For each f in NΣ, we have

a morphism RO,Σ → Of , and we define TO,Σ to be the image of RO,Σ in the product of

the Of . Since RΣ is generated, as O-algebra, by the traces of elements in the universal

representation, TO,Σ is generated by the elements ap : f 7→ ap(f) for p not dividing lNΣ.

The method of Wiles is now to show that the surjections RO,Σ → TO,Σ are isomorphisms,

by studying how they change as Σ varies. The first step in this is to use what has been

proved about Serre’s conjectures on modularity of mod l representations in [48]: N∅ is

not empty (see [44] and [21]). This implies that we can suppose (and we will) that we

have a section π = π∅ : T∅ → O. We let PΣ denote the corresponding O-valued points

of Spec(TO,Σ) and Spec(RO,Σ), for each Σ. Wiles introduced the following O-modules

associated to each Σ: on the one hand the cotangent spaces at the PΣ, i.e., P ∗
ΣΩ1

RO,Σ/O and

P ∗
ΣΩ1

TO,Σ/O, and on the other hand the “module of congruences” P ∗
ΣOZΣ

, defined as follows.

Since TO,Σ is finite free as O-module, Spec(Q ⊗ TO,Σ) is the disjoint union of two open

and closed subschemes PΣ,K and ZΣ,K , with PΣ,K consisting of the point PΣ(Spec(K)).

We let ZΣ be the scheme theoretic closure of ZΣ,K in Spec(TO,Σ) (note that the TO,Σ are

reduced by construction). These modules, that will intervene only via their lengths, are

usually introduced as ker(P ∗
Σ)/ ker(P ∗

Σ)2 and P ∗
ΣAnnTO,Σ

(ker(P ∗
Σ)). (This last module has

finite length if and only if Spec(Q ⊗ TO,Σ) is reduced at PΣ,K .)
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The fact that RO,Σ represents the functor of isomorphism classes of deformations of

type Σ implies the following Galois cohomological description of P ∗Ω1
RO,Σ/O:

HomO(P ∗Ω1
RO,Σ/O, K/O) = H1

Σ(GQ, ad0(ρ) ⊗ K/O),

where ρ is the representation corresponding to P = PΣ, where ad0(ρ) is the repre-

sentation of GQ on the sub-O-module of trace zero elements of EndO(Mρ), and where

H1
Σ(GQ, ad0(ρ) ⊗ K/O) denotes the subgroup of H1(GQ, ad0(ρ) ⊗ K/O) of classes that

map, at all p, to the subgroups LΣ,p of the H1(Gp, ad0(ρ) ⊗ K/O) that reflect the condi-

tions for deformations to be of type Σ. To be explicit, these LΣ,p are:

• LΣ,p = H1(Gp/Ip, (ad0(ρ) ⊗ K/O)Ip) if p 6∈ Σ ∪ {l};

• LΣ,p = H1(Gp, ad0(ρ) ⊗ K/O) if p ∈ Σ and p 6= l;

• LΣ,l is the subspace of H1(Gl, ad0(ρ)⊗K/O) that corresponds to deformations that

are Barsotti-Tate, if l 6∈ Σ;

• LΣ,l is the subspace of H1(Gl, ad0(ρ)⊗K/O) that corresponds to deformations that

are semistable at l, if l ∈ Σ.

The results of Poitou-Tate on local duality and global Euler characteristic show that, for

M a finite discrete GQ-module, with a Selmer datum Lv ⊂ H1(Gv,M) at all places v of

Q, one has:
#H1

L(GQ,M)

#H1
L⊥

(GQ,M∗)
=

#H0(GQ,M)

#H0(GQ, M∗)
·
∏

v

#Lv

#H0(Gv,M)
,

where M∗ is the Cartier dual Hom(M, Q
∗
) of M , and where, for each v, L⊥

v is the or-

thogonal of Lv. Moreover, if L ⊂ L′ are two Selmer data for M , then one has an exact

sequence:

0 → H1
L(GQ,M) → H1

L′(GQ,M) →
∏

v

L′
v/Lv → H1

L⊥(GQ,M∗)∨ → H1
L′⊥

(GQ,M∗)∨ → 0.

Having established this, Wiles first proves that RO,∅ → TO,∅ is an isomorphism, and then

that this remains so if one enlarges Σ. The argument for the first step is really amazing,

he somehow manages to “patch”, for a suitable sequence of Σn, the RO,Σn and the TO,Σn

into power series rings, with the same number of generators, and deduce from that that

RO,∅ → TO,∅ is an isomorphism. (This patching argument was introduced in [59], and

used to show that TO,∅ is a complete intersection, but Faltings pointed out that one could

also use the argument directly in proving RO,∅ → TO,∅ to be an isomorphism.) We will

now take a closer look at this argument, in order to see which conditions have to be

satisfied by the type of deformations that one considers for it to work.

So suppose that one wants to do this argument for RO,Σ. The primes p that one wants

to add to Σ are congruent to 1 modulo a high power of l, and such that ρ is unramified at

p with distinct Frobenius eigenvalues in k∗. For such a p, and for Σ′ containing p, ρuniv
O,Σ′|Gp

is a direct sum of two characters, whose restrictions to Ip factor through the l-part ∆p

of Gal(Qunr
p (µp)/Qunr

p ) = (Z/pZ)∗. Choosing one of the two Frobenius eigenvalues gives
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RO,Σ′ the structure of an O[∆p]-algebra. The Σ′ that one wants to consider are of the

form Σ′ = Σ ∪ Q, with Q a set of r elements, for some fixed r, and such that RO,Σ′ can

also be topologically generated by r elements. (Note that RO,Σ′ is an algebra over O[∆Q]

with ∆Q =
∏

p∈Q ∆p, and that O[∆Q] looks more and more as a power series ring in r

variables, as the primes p are closer to 1, l-adically.) Let L and L′ be the Selmer data

corresponding to Σ and Σ′. Then dimk

∏

v L′
v/Lv = r, so one finds, by the exact se-

quence above, that dimk H1
L⊥

(GQ, ad0(ρ)∗) ≥ dimk(H
1
L(GQ, ad0(ρ))). But in the displayed

formula above, one has dimk Lp ≥ dimk H1(Gp/Ip, ad0(ρ)Ip) = dimk(H
0(Gp, ad0(ρ)), for

all p 6= l, whereas dimk L∞ = 0 and dim H0(G∞, ad0(ρ)) = 1. Moreover, in that for-

mula one has #H0(GQ,M) = 1 (since ρ is absolutely irreducible), and #H0(GQ,M∗) = 1

(since the restriction of ρ to the quadratic subfield of Q(µl) is absolutely irreducible).

It follows that this setup can only work if Lp = H1(Gp/Ip, ad0(ρ)Ip) for all p 6= l, and

dimk(Ll) ≤ 1 + dimk ad0(ρ)Gl . This means that Σ must be ∅, and that Ll must be of

dimension 1, unless ρ|Il
∼= ε⊕ 1. This last condition puts a very strong restriction on the

type of local deformations at l that one can use.

In order to prove that RO,∅ → TO,∅ is an isomorphism, Taylor and Wiles use that,

in their situation, the localization at ρ of H1(X0(N∅)(C), O) is a free TO,∅-module, and

similarly for the Σ’s that they choose. Such results are quite delicate to prove. In the

next section we will discuss how Diamond and Fujiwara have gotten around this, and

actually obtain such freeness results as a consequence of the method. In [16], the free-

ness assumption is not used, but the given proof still relies on q-expansions (see [16,

Remark 4.15]).

Let us now briefly discuss how Wiles proved that the RO,Σ → TO,Σ are isomorphisms.

This is done by induction on the number of elements of Σ, but, in order to carry out this

induction, one actually proves more, namely, that these O-algebras are complete inter-

sections. Indeed, Wiles found a criterion for doing the induction, in terms of the changes

of the lengths of P ∗Ω1
RO,Σ/O and P ∗OZΣ

when comparing between Σ and Σ′ := Σ ∪ {p}.

On the Galois side, the exact sequence above gives an upper bound for the length of

P ∗Ω1
RO,Σ′/O. On the Hecke side, [16, §4.4] gives a new proof of the lower bound for the

length of P ∗OZ′

Σ
that was proved by Wiles. This proof does not use freeness, and it nicely

relates this change of length to the residue at 2 of the L-function of the symmetric square of

the system of representations associated to P , giving a relation to the Bloch-Kato conjec-

tures. Wiles’ argument, which is to compute the composite J0(NΣ) → J0(NΣ′) → J0(NΣ),

is also sketched in [16, §4.4].

4. IMPROVEMENTS OF THE COMMUTATIVE ALGEBRA PART

The results in commutative algebra that are used in [13] and [4] are improvements of

those in [62] and [59]. These improvements were found independently by Diamond [24] and
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Fujiwara [32], motivated by Fujiwara’s work on modularity over totally real number fields.

We also note that Lenstra, de Smit, Rubin, and Schoof have established isomorphism and

complete intersection criteria as in Wiles, without the Gorenstein hypothesis, and without

the limiting process, see [20]. Let us now state the criteria as in [24, Theorems 2.1 and

2.4].

Theorem 4.1. — Let k be a finite field, and r ≥ 0 an integer. Let A := k[[S1, . . . , Sr]],

B := k[[X1, . . . , Xr]], let R be a k-algebra, and let H be a non-zero R-module that has

finite k-dimension. Suppose that for every n ≥ 1 one has a commutative diagram:

A
φn

−−−→ B


y



yψn

k −−−→ R

and a B-module Hn with a morphism πn : Hn → H such that as an A-module, Hn is free

over A/mn
A, and such that the morphism k⊗A Hn → H induced by πn is an isomorphism.

Then H is free over R, and R is a (zero dimensional) complete intersection.

In the application of this result, k is as above, A is a projective limit of k-algebras of

the form k[∆Q], with Q a set of r distinct primes p ≡ 1 mod ln and ∆Q the product of the

(Z/pZ)∗l , B is a projective limit of k⊗O RO,Q’s, R = k⊗O RO,∅, and H and Hn come from

(co)homology groups of modular curves. The freeness of Hn over A/mn
A basically comes

from standard facts about cohomology of locally constant sheaves and unramified covers

of affine Riemann surfaces. The Hecke algebra k⊗O TO,∅ is the image T of R in Endk(M),

so the conclusion that H is free over R implies that R = T . The freeness version of Wiles’

numerical criterion is as follows.

Theorem 4.2. — Let O be a complete discrete valuation ring with finite residue field k,

and let R be a complete noetherian local O-algebra. Let H be an R-module, finite free

over O, let φ : R → T be the quotient by AnnR(H), and suppose that T has a section

πT : T → O. Put πR := φπT . Define Ω := H/(H[ker(πT )] + H[AnnT (ker(πT ))]). Let d be

the O-rank of H[ker(πR)]. If Ω has finite length over O, then the following are equivalent:

(1) rankOH ≤ d·rankOT and lengthOΩ ≥ d·lengthO(ker(πR)/ ker(πR)2);

(2) rankOH = d·rankOT and Ω ∼= (O/FittO(ker(πR)/ ker(πR)2))d;

(3) R is a complete intersection and H is free (of rank d) over R.

5. THE WORK OF BREUIL, CONRAD, DIAMOND, AND TAYLOR

We are now ready to discuss the work of the four authors mentioned above in [23],

[13], and [4]. Before getting into any details, let us see what problems were solved in

each of these three articles. In [23, Theorem 5.3], Diamond gets rid of condition (5) in

Theorem 3.2. To be precise, let us state his result.
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Theorem 5.1 (Diamond). — Let l > 2 be prime, K a finite extension of Ql, O its ring

of integers, k its residue field, and ρ : GQ → GL2(O) an odd continuous representation

such that:

(1) its reduction ρ : GQ → GL2(k) is modular, and its restriction to the quadratic sub-

field of Q(µl) is absolutely irreducible;

(2) ρ|Gl
is Barsotti-Tate and det(ρ)|Il

= ε|Il
, or, with respect to a suitable basis, ρ|Gl

is

of the form ( φ ∗
0 ψ ), with ψ unramified, ψ 6= φ, and φ|Il

= χεk−1|Il
for some integer

k ≥ 2 and χ of finite order;

(3) ρ is ramified at only finitely many primes.

Then ρ is modular.

We should note here that Theorem 3.2 is weaker than the result that was proved by

Wiles. What is proved in [62] is the theorem above, with the extra condition (5) of

Theorem 3.2. Let us now explain what the problem is in a case that does not satisfy this

condition (5).

So suppose that ρ satisfies the conditions of Theorem 5.1, that p 6= l, that ρp = ρ|Gp is

irreducible, but ρ|Ip is reducible. Then ρp is of the form Ind
Qp

Qp2
ψ, with Qp2 the unramified

extension of degree two of Qp, and ψ : GQp2 → k∗ a continuous character such that ψσ 6= ψ.

(To prove this, note that ρ(Ip) must have exactly two fixed points on P1(Fp), that are

interchanged by Frobp, since otherwise ρp would be reducible.) But then, if l divides p+1,

there are nontrivial deformations of ρp of the form ρp = Ind
Qp

Qp2
(ψµ) from Gp to GL2(O

′),

with O′ a finite extension of O, ψ : Gp → O′∗ the Teichmüller lift of ψ : Gp → k∗, and with

µ : GQp2 → O′∗ of order l. One checks that det(ρ)|Ip is the Teichmüller lift of det(ρ)|Ip

(use that Frobp acts on the tame inertia group Itame
p = Ẑ(p)(1) by multiplication by p).

The whole problem arises from the fact that, on the one hand, ρp and ρp have the same

Artin conductor, namely, the square of the conductor of ψ, but that, on the other hand,

ρp admits different lifts with this conductor. This means that if we consider lifts of ρ to

be minimally ramified at p if they have Artin conductor cond(ψ)2 at p, then we get an

Lp ⊂ H1(Gp, ad0(ρ)), in the notation of Section 3, that is nonzero, making already Wiles’

method at the minimal level impossible.

The conclusion is that, on the automorphic side, levels of newforms are not fine enough

invariants to work with; one should impose finer conditions on the restrictions to the Gp

(at the Galois side), and corresponding conditions on the irreducible admissible repre-

sentations on the other side. Wiles already notes this in the second remark following

Conjecture 2.16 in [62].

The finer conditions that will be imposed are in terms of what are called “types” and

“extended types” in the articles that we discuss here. An extended type, at a prime p

(p = l is allowed) is simply an isomorphism class of two-dimensional representations over

Ql of the Weil-Deligne group W ′
p of Qp (see Appendix A), and then types are isomorphism
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classes of restrictions to Ip of extended types. The local Langlands correspondence makes

extended types correspond to isomorphism classes of infinite dimensional irreducible ad-

missible representations of GL2(Qp), over Ql. We will not discuss the proof of Theorem 5.1

here, as it is repeated in [13] and [4], with some changes, however. Diamond used, in order

to simplify the representation theory at the automorphic side, the Jacquet-Langlands cor-

respondence to work with a quaternion algebra over Qp instead of the matrix algebra. In

the two subsequent articles, one works directly with modular curves. We recommend [22]

for an overview of [23], that does not become too technical. But, as the reader can already

guess, the rest of this section will get more technical, especially on the automorphic side,

because of these finer restrictions.

With Theorem 5.1 above, it is not hard to prove that all elliptic curves over Q that are

semistable at 3 and 5 are modular; we refer to [23, §5] for details. So the only remaining

problem to get modularity for all elliptic curves over Q is to get rid of the semistability

conditions at 3 and 5. Since modularity is invariant under twisting, Diamond’s result

actually implies that the only elliptic curves E that remain to be dealt with are those

that have potentially good reduction at 3 and 5, but that do not have a twist with good

reduction at 3 and 5. Since one knows that the two j-invariants that correspond to E

with more than two automorphisms are modular, the only twists to consider are quadratic

twists.

The first step in the direction of relaxing the conditions at 3 and 5 was made in [13],

where it is proved that E is modular if it acquires good reduction over a tame extension

of Q3. The main new ingredient of this paper, compared to [23], is a new type of de-

formation problem, for a mod l representation of Gl. Roughly speaking, one considers

deformations ρ over R of ρ over k such that the restriction of ρ to GF , or a twist of it

by a fixed quadratic character, is Barsotti-Tate, for F a fixed finite extension of Ql with

ramification index e ≤ l−1. We have seen, in Section 3, that it is crucial that the tangent

space over k of the universal deformation ring of the type of deformations of ρ|Gl
that one

considers be of dimension at most one. This crucial result for [13] was proved by Conrad

in [12], using his description of finite free group schemes over the rings of integers of such

F obtained in [11], generalizing earlier work of Fontaine in [29]. Using Conrad’s result,

it was then proved ([13, Theorem 7.1.2]) that any elliptic curve E over Q that acquires

good reduction over a tame extension of Q3 is modular.

The final step in relaxing the conditions at 3 is done in [4]. It is the work of Breuil [3],

summarized in [2], that gives a workable enough description of certain finite free group

schemes over rings of integers of arbitrary finite extensions F of Ql, that makes this

possible. With this tool available, it is then proved that the remaining E, i.e., those that

acquire good reduction only after a wild extension of Q3, are modular. The article [4]

consists for about 70% (of 77 pages) of the proof that, in the cases that are needed, the

local deformation space at l has dimension at most one.



871-12

In order to keep this section of reasonable length, we postpone the discussion of these

results at l to the next one, and in this one we focus more on the global aspects of the

proof, and on Conjecture 1.3.1 of [4], which says for which ρ : GQ → GL2(O) one hopes

to be able to prove modularity.

We will now follow [4, §1], in order to introduce the necessary terminology, and to state

the conjecture just mentioned. We suppose l > 2. An extended l-type is defined as an

isomorphism class of two-dimensional representations of W ′
l over Ql (with open kernel),

and l-types are isomorphism classes of restrictions to Il of extended l-types.

Suppose that τ ′ is an extended l-type, with restriction τ to Il.

Definition 5.2. — A continuous representation ρ : Gl → GL2(O) (with O the ring of

integers in a finite extension K of Ql) is said to be of extended type τ ′ (resp. of type τ)

if:

(1) ρ is potentially Barsotti-Tate;

(2) WD(ρ) (as in Appendix B) is in τ ′ ( resp. WD(ρ)|Il
is in τ);

(3) the character ε−1 det(ρ) has finite order prime to l.

Now fix a finite extension K of Ql, let O be its ring of integers and k be its residue field.

Let ρ be a two-dimensional continuous representation of Gl over k, say on a vector space

V , such that EndGl
(V ) = k (i.e., either ρ is absolutely irreducible, or it is a non-split

extension of a character by another character). Under this last hypothesis, we have a

universal deformation ring Rl
O representing the functor of deformations of ρ to complete

noetherian local O-algebras with residue field k. (The superscript l is there to indicate

that we are considering representations of Gl.) We remark that extended types will only

be considered if their restriction to Il is irreducible. Now consider Spec(Rl
O). In it, we

have a minimal closed subset that contains all deformations of ρ to finite extensions O′

of O that are of type τ , and similarly for extended type τ ′. These minimal closed subsets

correspond to (reduced) quotients Rl
O,τ and Rl

O,τ ′ . A deformation ρ over R of ρ is said

to be weakly of type τ (resp. weakly of extended type τ ′), if the corresponding morphism

Rl
O → R factors through Rl

O,τ (resp. through Rl
O,τ ′).

Definition 5.3. — A type τ (resp. an extended type τ ′) is weakly acceptable for ρ if

there exists a surjection of O-algebras O[[X]] → Rl
O,τ (resp. O[[X]] → Rl

O,τ ′). A type τ

(resp. an extended type τ ′) is acceptable for ρ if moreover Rl
O,τ 6= 0 (resp. Rl

O,τ ′ 6= 0),

i.e., if there exists at least one l-adic deformation of type τ (resp. of extended type τ ′).

We will also speak of ρ accepting τ (resp. τ ′).

Of course, with these definitions, it is very hard to check whether a given ρ accepts

a given τ or τ ′. It is precisely this kind of verifications that occupy the most of [4],

and it is there that crucial use is made of Conrad’s and Breuil’s results on finite group

schemes. We note that [4] conjectures that an l-adic lift of ρ is of type τ (resp. extended
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type τ ′) if and only if it is weakly of that kind (Conjecture 1.1.1 of [4]), but this has no

importance for what follows. What is much more important, is that [4, Conjecture 1.3.1]

tries to predict acceptability purely in computable, representation theoretic terms. In

order to state this conjecture, [4] needs about 4 pages of preparation, consisting mostly of

definitions. Instead of trying to state all these definitions, we will try to see where they

come from.

The question one should ask oneself is: if f is a newform over Ql, then what can one

say about ρf,l : Gl → GL2(Fl) in terms of πf,l, assuming ρf irreducible? In particular,

for a given ρ, what are the irreducible admissible representations that occur as πf,l, for f

with ρf,l
∼= ρ?

An answer to this question will then say for which τ and τ ′ there does exist an l-adic

lift of ρ of that type. Moreover, from the mechanism that is used to find this, one may

guess under what conditions one expects Rl
O,τ or Rl

O,τ ′ to be topologically generated by

one element.

To find the answer to the question (and for other reasons as well), [4] constructs certain

l-adic sheaves on certain modular curves, that pick out a non-zero part of exactly those πf

such that πf,l has a prescribed type (or extended type). For each τ and for each τ ′,with τ ′|Il

irreducible, one defines open subgroups Uτ of GL2(Zl) and Uτ ′ of GL2(Ql), and irreducible

representations στ and στ ′ on finite dimensional Ql-vector spaces, with open kernel. The

choice of these subgroups and representations is justified by [4, Lemma 1.2.1]: for every

irreducible admissible representation π of GL2(Ql) over Ql one has

• HomUτ (στ , π) = Ql if WD(π)|Il
∼= τ , and HomUτ (στ , π) = 0 if WD(π)|Il

6∼= τ ;

• HomUτ ′
(στ ′ , π) = Ql if WD(π) ∼= τ ′, and HomUτ ′

(στ ′ , π) = 0 if WD(π) 6∼= τ ′.

The fact that such subgroups and representations exist is not particular to our situation.

There is a general theory, called (no surprise) type theory, whose goal it is to describe

smooth representations of p-adic groups in terms of their restrictions to compact open

subgroups; see [5]. Before we go on, let us mention that Khare has also asked and

answered the question above, at least in the case of types, in [33].

With these (Uτ , στ ) and (Uτ ′ , στ ′) one constructs sheaves on modular curves as follows.

One defines Ul to be Uτ if one considers a type, and Uτ ′ ∩ GL2(Zl) if one considers an

extended type. In each case, one has a representation σl of Ul, namely, στ and the

restriction of στ ′ . Let U (l) be a sufficiently small open subgroup of GL2(Ẑ
(l)), and let σ

be the representation of U := UlU
(l) given by σl. Then the modular curve and the sheaf

are:

YU := GL2(Q)\GL2(A)/UC∗, Fσ := GL2(Q)\ (GL2(A) × M∨
σ ) /UC∗,

with Mσ the Ql[U ]-module given by σ. In the case where one considers an extended type,

one also gets an automorphism wl of the pair (YU ,Fσ). By construction, the duals of the

two-dimensional Galois representations ρ that occur in H1
! (YU ,Fσ) if one considers a type

(resp. in H1
! (YU ,Fσ)wl=1 if one considers an extended type) for some U (l) are precisely
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those that correspond to newforms f such that πf,l are of the prescribed kind that is

described by τ or τ ′. Let U ′ := GL2(Zl)U
(l), and consider the morphism π : YU → YU ′ .

Then one has H1
! (YU ,Fσ) = H1

! (YU ′ , π∗Fσ). In order to get information on the correspond-

ing ρl’s, one now reduces the sheaf modulo l, i.e, one chooses a Zl-lattice for σ, and one

reduces modulo the maximal ideal. By construction, the Jordan-Hölder constituents of

this reduction are of the form Fn,m := Symn(F) ⊗ det(F)⊗m, with 0 ≤ n < l and m in

Z/(l − 1)Z, and with F the locally constant sheaf of two-dimensional Fl-vector spaces

given by the standard representation of GL2(Fl), or, if one wishes, by the dual of the

l-torsion of the universal elliptic curve. Moreover, the (n,m) that occur, and their mul-

tiplicities, can be computed by representation theory (Brauer characters). But now one

can use the results of Deligne and Fontaine stated in [28, Theorems 2.5 and 2.6] that

describe the ρf,l for newforms of prime to l level, and weight between 2 and l +1, in order

to see which ρ occur in the H1
! (YU ′ ,Fn,0). Since det(F) is simply Fl(ε), H1

! (YU ′ ,Fn,m) is

just H1
! (YU ′ ,Fn,0)(ε

−m). Let us note that in the case of an extended type, one also has

to deal with the automorphism wl; this is done in [4, §1.4]. The role played by the Fn,m

explains that the dependence upon ρ of “τ (resp. τ ′) admits ρ” is via its properties that

determine the weight that Serre has attached to ρ|Il
(see [28, Sections 2–4]).

Having seen this, we can understand what goes on behind the definition of the notion

of “τ (resp. τ ′) admits ρ” in [4, §1.3]: this means that there exist newforms f of that

type such that ρf is a lift of ρ of the required type. What is harder to understand, is

what is behind the corresponding two notions “simply admits”, because [4] defines this by

simply listing all elements of this relation. A reasonable guess seems that this condition

means that π∗Fσ has exactly one Jordan-Hölder constituent that can give rise to ρ∨. (In

fact, the freeness results in Theorems 4.1 and 4.2 and the definition of the Hecke modules

that are used imply that in the situations where these theorems can be applied, π∗Fσ has

exactly one Jordan-Hölder constituent that can give rise to ρ∨.) It would be interesting

to know how much of the relation between πf,l and ρf,l can be computed using Fontaine’s

functors. Let us now state this Conjecture 1.3.1, and the two main theorems (1.4.1 and

1.4.2) of [4].

Conjecture 5.4. — Let k be a finite subfield of Fl, ρ : Gl → GL2(k) a continuous

representation, τ an l-type and τ ′ an extended l-type with irreducible restriction to Il.

Suppose that the centraliser of the image of ρ is k and that the image of τ is not contained

in the center of GL2(Ql).

(1) τ (resp. τ ′) admits ρ if and only if Rl
O,τ 6= {0} (resp. Rl

O,τ ′ 6= {0}), i.e., if and

only if there is a finite extension K ′ of Ql in Ql and a continuous representation

ρ : Gl → GL2(OK′) which reduces to ρ and has type τ (resp. has extended type τ ′).

(2) τ (resp. τ ′) simply admits ρ if and only if τ (resp. τ ′) is acceptable for ρ.
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Theorem 5.5. — Let l > 2 be prime, K a finite extension of Ql in Ql and k its residue

field. Let ρ : GQ → GL2(K) be an odd continuous representation, ramified at only finitely

many primes. Assume that its reduction ρ : GQ → GL2(k) is absolutely irreducible after

restriction to the quadratic subfield of Q(µl), and is modular. Further, suppose that:

• ρ|Gl
has centraliser k;

• ρ|Gl
is potentially Barsotti-Tate with l-type τ (resp. with extended l-type τ ′);

• τ (resp. τ ′) admits ρ;

• τ (resp. τ ′) is weakly acceptable for ρ.

Then ρ is modular.

The proof of this theorem is very parallel to the proof of [13, Theorem 7.1.1], and is

just written in terms of the changes to make. The strategy is of course the same as Wiles’,

especially in the way that we have described it, but now one imposes, at all primes where

this is required (i.e., l and the so-called vexing primes of [22]), these finer restrictions

to define the right notion of minimally ramified deformations. The commutative algebra

that is used consists of the results that we have described in Section 4. The required

Hecke modules are constructed as cohomology groups of sheaves on modular curves just

as the Fσ above, with the difference that one will also have types τp at some primes p 6= l.

Of course, in order to apply this theorem, one has to prove that the last condition holds,

i.e., that there exists a surjection O[[X]] → Rl
O,ρ. This condition has indeed been proved

in sufficiently many cases in order to prove Theorem 1.4, by Conrad in [12] for tamely

ramified types with small image, and in [4] for some more types, using Breuil’s work. We

will come back to this question of proving weak acceptability in the next section.

Let us now see what is still required in order to prove the theorem that all elliptic

curves E over Q are modular. The proof of this is divided into three cases:

(1) ρE,5|Gal(Q/Q(
√

5)) is irreducible;

(2) ρE,5|Gal(Q/Q(
√

5)) is reducible, but ρE,3|Gal(Q/Q(
√
−3)) is absolutely irreducible;

(3) the remaining cases.

First of all, the last case corresponds to rational points on a few modular curves of small

level. It is proved in [13, Lemma 7.2.3], with help of Elkies, that the set of all such

elliptic curves has, up to isogeny and twist, just three elements, which are known to be

modular by calculations. Let us consider the second case. Then E acquires semistable

reduction over a tame extension of Q3 because ρE,5(I3) has order dividing (5 − 1)25. If a

quadratic twist E ′ of E is semistable at 3, one switches to E ′, and one is in the situation

considered in [23]. If not, then any ramified quadratic twist of EK with K a ramified

quadratic extension of Q3 has good reduction, so that one can use [12, Theorem 4.2.1].

Let us finally consider the first case. In this case, Theorem 1.4 says that ρE,5 is modular.

Moreover, since 5 > 3, E acquires semi-stable reduction over a tame extension of Q5 of

degree dividing 4 or dividing 6; in the first case, where E is potentially ordinary at 5,
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Theorem 5.3 of [23] applies, in the second case, there is a ramified extension K of Q5 of

degree 3, such that a ramified quadratic twist of EK has good, supersingular reduction,

and [12, Theorem 4.2.1] applies.

So it remains to explain how Theorem 1.4 is proved. Let ρ be as in that theorem. One

first twists ρ by a suitable quadratic character, such that ρ|G3 falls into one of the 6 cases

of [4], page 3, whose Artin conductors at 3 are 3i, 0 ≤ i ≤ 5. Then one considers elliptic

curves E over Q such that ρE,5 is isomorphic to ρ. The moduli space of these is the union

of two non-empty open subschemes of P1
Q, hence there are plenty of such E. Using Hilbert

irreducibility, and some computations by Manoharmayum [36], one can show that there

exists such an E such that ρE,3 is surjective on GL2(F3), and such that, in the cases of

conductor 3i with i ≥ 3, ρE,3 is such that Theorem 5.5 above can be applied to it, i.e.,

such that the type, or extended type, can be proved to be weakly acceptable for ρE,3.

These results are proved in [4, §2.1]. The use of an extended type is required only in the

case of conductor 35.

6. DEFORMATION PROBLEMS AT l

Let us now discuss the results concerning weak acceptability, obtained in [12], [13],

and in Sections 4–9 of [4]. We recall what this means. Let l > 2 be prime, K a finite

extension of Ql, with ring of integers O and residue field k. Let ρ be a two-dimensional

representation of Gl over k, with centraliser k. Let τ be an l-type, and τ ′ an extended

l-type with irreducible restriction to Il. Then the quotients Rl
O,τ and Rl

O,τ ′ of the universal

deformation ring Rl
O of ρ have been defined in the previous section, by taking the Zariski

closures in Spec(Rl
O) of the sets of l-adic lifts of type τ (resp. extended type τ ′). Weak

admissibility of τ (resp. τ ′) just means that there exists a surjection O[[X]] → Rl
O,τ

(resp. O[[X]] → Rl
O,τ ′). So what one wants to compute is the dimension over k of the

space of deformations over k[t]/(t2) of ρ that are weakly of type τ (or extended type τ ′).

But the way that these kind of deformations have been defined makes this impossible.

So, in order to deal with this problem, one defines other deformation problems, whose

universal deformation rings surject to the ones above, and for which one then proves that

they admit a surjection from O[[X]]. The aim of this section is just to describe these

new deformation problems, and to sketch the tools that are used in their study. Let us

mention that there seems to be some hope that one can deal directly with the rings Rl
O,τ

and Rl
O,τ ′ (see the beginning of [4, §4]). In what follows, we drop the superscript l from

the notation, as we are only considering representations of Gl.

We follow [4, §4]. We first discuss some generalities, and then what happpens in the

worst case, i.e., the conductor 35 case. Let F be a finite Galois extension of Ql, with

group Γ. We let R be the ring of integers in F , and k its residue field (if we need to refer

to the residue field of O, we will call it kO). For G a finite free group scheme over R,
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of l-power order, we let D(G) denote the contravariant Dieudonné module of Gk; it is a

W (k)-module, equipped with operators F and V, such that FV = VF = l and, for all x

in W (k): Fx = Frobl(x)F. A descent datum for a finite free group scheme G over R is a

right action of Γ on G, compatible with its action on Spec(R), i.e., for each γ in Γ, one

has a commutative diagram:

G
[γ]

−−−→
∼

G


y



y

Spec(R)
∼

−−−−→
Spec(γ)

Spec(R)

such that [γ1γ2] = [γ2][γ1] for all γ1 and γ2 in Γ. Note that, since Zl → R may be ramified,

this is not what one should call a descent datum; however, it is a descent datum after

restriction to F . In particular, we can associate in this way, to a pair (G, [·]), a group

scheme over Ql. A descent datum as above gives an action of Γ on D(G), compatible with

the action of Γ on W (k), and commuting with F and V, i.e., it becomes a module over

the ring W (k)[F,V][Γ] (with suitable commutation relations). The idea is now that to τ

and τ ′, one can associate ideals I and I ′ of this ring, that will impose the right conditions

on l-adic lifts of ρ to be of type τ or of extended type τ ′.

Let us now describe the kind of deformation problems that are considered. The ex-

tension F of Ql should be taken such that the type τ (or the extended type τ ′) becomes

unramified over it. Then one fixes a model over R for ρ, i.e., a pair (G0, [·]) as above,

giving ρ as the module of its Ql-points, and such that I (or I ′) annihilates D(G0). Once

a model is chosen, one can consider all deformations ρ of ρ, say to artinian rings, that

admit a model (G, [·]) with D(G) killed by I (or by I ′), with a filtration in which each

successive quotient is isomorphic to (G0, [·]). A nice condition to impose is then that such

models are unique, and indeed, this can be realized in the situations that are needed (this

is what [4, §4.2] is about). Let us denote by RO,I and RO,I′ the universal deformation

rings thus obtained.

This is where the generalities end, and where one considers each of the 3 cases (con-

ductor 33, 34 and 35) separately. Let us just describe what happens in the worst case:

conductor 35. In that case, Conjecture 1.3.1 of [4] suggests 3 extended types τ ′
i , i ∈ Z/3Z.

One can take O = Z3. The restrictions of the τ ′
i to WQ3(

√
−3) are given by a morphism

Q3(
√
−3)∗ −→ Q3(ζ)∗,







√
−3 7→ ζ − ζ−1

−1 7→ −1

4 7→ 1

1 + 3
√
−3 7→ ζ

1 +
√
−3 7→ ζ i
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with ζ of order 3. This defines abelian extensions Fi of Q3(
√
−3) of degree 12, that are

Galois over Q3. The ideals Ii that one uses are all three generated by: F+V, [γ2
4 ]+1, and

([γ3] − [γ−1
3 ])[γ2] − F, with γ2, γ3 and γ4 certain elements of Gal(Fi/Q3). In particular,

γ2 is not in the inertia subgroup of Gal(Fi/Q3), hence the last generator of the Ii reflects

that one works with an extended type. Without this condition, or even with a similar

condition coming from other possible extended types, one wouldn’t expect the tangent

space of the deformation problem to be of dimension one.

Theorem 4.6.1 of [4] says that, for each i, there exist four models of ρ with the property

that models for deformations as above are unique, and, moreover, that each deformation

of ρ as above has a filtration with all successive quotients isomorphic to one of these

four. Theorem 4.6.2 of [4] then says that all four have the property that the universal

deformation ring is topologically generated by one element, but three of them have uni-

versal deformation ring F3[[X]] ([4, Theorem 4.6.3]). Using this, it is finally proved that

every 3-adic lift of ρ that is of extended type τ ′
i , say over a finite extension O of Z3,

comes from a morphism RO → RO,τ ′

i
that factors through the universal deformation ring

RO,I′i
associated to this last model. Hence, finally, this proves that each of the τ ′

i weakly

accepts ρ.

To finish this section, let us point out that proving the theorems in the preceding

paragraph takes about 45 pages in [4], with about 30 of them filled with computations

with Breuil’s φ1-modules. It is my hope that these notes will encourage readers to take a

look at those pages, and understand what is going on. In order to say at least something

about these modules, let us give the definition of the l-torsion φ1-modules over R, the

category of which is anti-equivalent to that of finite free group schemes over R that are

killed by l.

Let R etc. be as in the second paragraph of this section. Let π be a uniformizer of

R, and Eπ(u) = ue − lGπ(u) its minimal polynomial over W (k). Let φ denote the l-th

power map on k[u]/(uel). An l-torsion φ1-module is then a triple (M,M1, φ1) with M a

finite free k[u]/(uel)-module, with M1 a k[u]/(uel)-submodule containing ueM , and with

φ1 : M1 → M φ-semilinear, such that φ1(M1) generates M as k[u]/(uel)-module.

We note that the category just described does not depend on the choice of the uni-

formizer π, but that the functors giving the anti-equivalence mentioned above do depend

on that choice. This fact causes a lot of trouble in [4], as one has to study the action of

Gal(F/Q) on models G over Spec(R), and, of course, Gal(F/Q) will not fix the choice

of π.



871-19

7. TWO RELATED RESULTS

The aim of this section is to briefly state two modularity results on two-dimensional

Galois representations that are obtained by others than those mentioned in the title. They

can be found in [50] and [6].

Theorem 7.1 (Skinner, Wiles). — Let l > 2 be prime, and let ρ : GQ → GL2(Ql) be an

odd continuous representation, ramified at only finitely many primes, with det(ρ) = ψεk−1

with ψ of finite order, ε : GQ → Z∗
l the cyclotomic character and k ≥ 2 an integer. Suppose

that ρ|Gl
is the extension of a character ψ2 by a character ψ1 with ψ2|Il

of finite order

and such that ψ1|Gl
6= ψ2|Gl

. If ρ : GQ → GL2(Fl) is irreducible, then suppose that ρ is

modular. Then ρ is modular.

In fact, they even prove a stronger result, with Q replaced by an arbitrary totally

real field. This generality is actually even necessary for the theorem above, since the

proof involves changing the field Q. Let us note that the representations ρ considered by

Skinner and Wiles are very different from those considered by Breuil, Conrad, Diamond,

and Taylor, which mostly have irreducible restrictions to any open subgroup of Gl.

Theorem 7.2 (Buzzard, Dickinson, Shepherd-Barron, Taylor). — Let ρ be a continu-

ous, irreducible, odd representation from GQ to GL2(C) with unsolvable image. Suppose

that ρ is unramified at 2 and at 5, and that the image of ρ(Frob2) in PGL2(C) has order 3.

Then ρ is modular.

Let us note that all continuous representations ρ : GF → GL2(C) with solvable image

and with F a number field are known to be associated to automorphic representations, by

Hecke (in the dihedral case) and Langlands and Tunnell ([35], [60]). The strategy of the

proof is explained in [56], and carried out in [7], [53], and [27]. The paper [6] mainly pulls

everything together, and provides slight technical but needed improvements of previously

obtained results.

In a nutshell, the strategy consists in realizing a suitable twist of ρ over a number field

in C, such that it has a reduction ρ mod 2 with values in GL2(F4). Then one shows that

ρ is modular, that ρ arises from an overconvergent 2-adic modular form, and finally that

ρ arises from a weight one form.

8. LATEST NEWS

This section has been added at the time the final version of this text was written (June

2000). Its aim is just to direct the reader to some developments that took place after the

lecture (March).

Taylor has released two preprints [57] and [58]. In the first one, he proves, using work

of Skinner and Wiles ([50], [51], [52]), and of many other people, the following result.
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Theorem 8.1 (Taylor). — Let l be an odd prime, and ρ : GQ → GL2(Ql) a continuous

irreducible representation such that:

(1) ρ is unramified at all but finitely many primes;

(2) ρ is odd (i.e., det ρ(c) = −1);

(3) ρ|Gl
is an extension of χ2 by εnχ1, with χ1|Il

and χ2|Il
of finite order and n a

non-zero positive integer, such that εnχ1χ
−1
2 (Il) is not pro-l.

Then there is a totally real number field E, a regular algebraic cuspidal automorphic

representation π of GL2(AE) and a place λ of the field of coefficients of π above l such

that ρπ,λ (the λ-adic representation associated to π) is equivalent to ρ|GE
.

As a consequence, such a ρ has an L-function, and this L-function is meromorphic and

satisfies the expected functional equation. Also, under some mild hypothesis, it follows

that ρ occurs in some Hi(XQ, Ql(r)), as in Conjecture 2.1. The idea that allows one to

use the results of Skinner and Wiles, and others, concerning ρ such that ρ has a soluble

image, is to use abelian varieties with real multiplications such that the ρ of the Theorem

above is related to the l-torsion, and such that the p-torsion (for some other prime p) gives

a suitable soluble image. The existence of such abelian varieties is proved by applying

Skolem type results to Hilbert-Blumenthal modular varieties (see for example [37]).

Ramakrishna proved in [42] that, under mild hypotheses, a continuous mod l represen-

tation ρ : GQ → GL2(k) (not supposed to be modular) can be lifted to a representation

ρ : GQ → GL2(W (k)) over the Witt vectors of k, with ρ unramified at almost all primes.

More recently, in [43], he has proved that one can even obtain that ρ is semi-stable or

crystalline at l. His main innovation is to consider deformation problems that lead to a

universal deformation ring W (k). He requires ρ|Gp to be of the form ( ε ∗
0 1 ) for suitable p.

Note that this is stronger than a condition on ρ|Ip (until now, only conditions on ρ|Ip were

imposed), which makes it reasonable that the deformation ring will be small. One finds a

slight generalization of Ramakrishna’s results in [58], where they are used to prove some

more cases of the Artin conjecture. Combined with Theorem 8.1, one obtains that ρ as

above becomes modular after restriction to GE with E a suitable totally real extension of

Q (see [57]). This can be seen as a “potential” version of Serre’s conjecture.

Khare has used Ramakrishna’s work ([34]) to give another proof of certain “R = T”

theorems. Assuming ρ to be modular, one gets an “R = T” theorem for Ramakrishna’s

deformation problem (the main result of [26] implies that Ramakrishna’s lift ρ is modular).

Starting with this result, Khare proves that for large enough Σ, RO,Σ → TO,Σ is an

isomorphism; his proof avoids the special arguments of Wiles and Taylor-Wiles in the

minimal case. Of course, this last result suffices for proving modularity results. (It seems

that from this one also easily obtains the result for all Σ.)
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Appendix A. GALOIS REPRESENTATIONS ASSOCIATED TO

MODULAR FORMS

The aim of this section is to recall what we need about the Galois representations

associated to modular forms. For simplicity, we only discuss the case of forms of weight

two, so that we only need to deal with the cohomology of the constant sheaf on modular

curves. We use the now standard point of view that was initiated by Deligne in [17]. As

a general reference for this section, we recommend [25].

The object from which everything originates here is the Shimura datum (GL2, H
±),

with GL2(R) acting on H± = P1(C) − P1(R) in the usual way. Let A denote the ring of

adèles of Q, and Af its subring of the finite adèles. For every compact open subgroup U of

GL2(Af), let X0
U(C) denote the complex analytic variety GL2(Q)\(H± × GL2(Af )/U); it

can be compactified, by adding a finite number of points, to a smooth compact Riemann

surface (usually not connected) XU(C). We denote the associated complex algebraic curve

by XU,C. The interpretation of these curves as moduli spaces of elliptic curves with level

structures give models XU,Q over Q. The inverse limit XQ of the XU,Q has an action, from

the right, by GL2(Af ). For l prime, the Ql-vector space:

Hl := lim
U

H1(XU,Q,et, Ql)

has an action by GQ × GL2(Af). In order to understand the decomposition of Hl as a

representation of GL2(Af), one uses the Hodge decomposition:

H1(XU(C), C) = Ω1(XU(C)) ⊕ Ω1(XU(C)).

On Ω1(XU(C)) one no longer has an action of GL2(Af), but is still is a module over

the Hecke algebra associated to U : the convolution algebra of compactly supported bi-

U -invariant functions on GL2(Af) (say that GL2(Ẑ) has measure one). The q-expansion

principle and some theory of smooth irreducible representations of the GL2(Qp) show that

Ω1(X(C)) decomposes into a direct sum of irreducible ones, each one occurring only once:

Ω1(X(C)) = lim
U

Ω1(XU(C)) =
⊕

f

πf ,

where f runs through the set of newforms of weight two with coefficients in C. We recall

that for all p we have a chosen embedding Q → Qp. It follows that Hl decomposes as a

direct sum:

Hl
∼=

⊕

f

ρ∨
f ⊗ πf ,

with f running through the set of weight two newforms with coefficients in Ql, and

with ρf : GQ → GL2(Ql) a continuous representation. We note that ρf is realized over

any finite extension over which πf is defined. The representation πf is a restricted tensor

product ⊗′
pπf,p over all primes, with each πp an infinite dimensional irreducible admissible

representation of GL2(Qp). On the Galois side, we define, for each prime p, ρf,p := ρf |Gp .
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With these definitions, one knows that, for p 6= l, πf,p and ρf,p determine each other

via a suitably normalized local Langlands correspondence. (This was first proved at the

unramified places by Eichler and Shimura, then for πf,p principal series or special by

Langlands, then for p 6= 2 by Deligne, and finally for all p by Carayol, and simplified

by Nyssen.) The representation ρf,l is usually not determined by πf,l (just think of the

case where f corresponds to an elliptic curve with split multiplicative reduction at l,

where ρf,l almost determines the elliptic curve), but Saito has shown in [46] that the

(φ,N,Gl)-module obtained by forgetting the filtration of the filtered (φ,N,Gl)-module

corresponding to ρf,l via Fontaine’s functor ([31, §10]) corresponds to πf,l. (Actually, in

the weight two case that we consider this is in fact easily deduced from the results for

p 6= l; see [13, Appendix B].)

In order to fix notation, let us give a precise description of this local correspondence,

so that there is no ambiguity about the normalization. To do this, we first recall that the

best way to formulate the local Langlands correspondence is in terms of the Weil-Deligne

group (see [55, §4] and [18]). For p prime, the Weil group Wp of Qp is the subgroup

of Gp consisting of elements whose image in GFp is in FrobZ
p (Frobp : x 7→ xp is the

arithmetic Frobenius). The Weil-Deligne group is an object W ′
p that is defined so that a

representation of W ′
p on a finite dimensional E-vector space (E ⊃ Q) is a pair (V,N) with

V a continuous representation of Wp (with the discrete topology on V ), and a nilpotent

endomorphism N of V such that wNw−1v = pNv for all v in V and w in Wp mapping

to Frobp. Such a pair is called F -semisimple if V is semisimple as a representation of Wp.

With these definitions, there are canonical bijections between the set of (isomorphism

classes of) infinite dimensional irreducible admissible representations of GL2(Qp) over Q,

and the set of 2-dimensional F -semisimple representations of W ′
p over Q. These bijections

are such, that local L and ε-factors on both sides (suitably normalized) correspond, and

they are compatible with the action of GQ on both sides. For p 6= 2, this is easy, since

one can easily write down the elements on both sides (on the Galois side, one uses that

the wild inertia acts reducibly). For p = 2, this is harder; the general case was worked

out by Kutzko. If V is a finite dimensional K-vector space, with K a finite extension of

Ql, and p 6= l, there is an equivalence between representations of W ′
p on V as above, and

continuous representations of Wp on V .

Following [13], we normalize the local Langlands correspondence WD in such a way

that ρf,p|Wp , viewed as a representation of W ′
p over Ql, is isomorphic to Ql ⊗Q WD(πf,p),

for each newform f with coefficients in Q. If σ(πf,p) is as in [8], then we have

WD(πf,p) = σ(πf,p) ⊗ χ, where χ is the unramified character that sends Frobp to p.

If πf,p is unramified, i.e., if p does not divide the level of f , then ρf,p is unramified and

ρf,p(Frobp) is semisimple (remember that we are in weight two) and has characteristic

polynomial X2 − tpX + psp, where tp and sp are the eigenvalues of f for the Hecke and

diamond operators Tp and Sp that are defined by the double cosets U( p 0
0 1 )U and U( p 0

0 p )U ,
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with U = GL2(Zp). The determinant of ρf,p is εχπf,p
, where χπf,p

is the central character

of πf,p, viewed as a character of W ab
p via the isomorphism of class field theory under which

the image of p in Q∗
p/Z∗

p corresponds to Frobp. If χ is a continuous character Q∗
p → Q

∗
,

then WD(πf,p ⊗ (χ det)) ∼= WD(πf,p) ⊗ χ.

To finish this section, let us recall some facts about the classification of the two-

dimensional semisimple representations of Wp, over C, say. Let ρ be such a representation,

on a C-vector space V , say. If ρ is reducible, it is a sum of two characters. Suppose ρ

irreducible. Since the wild inertia subgroup Iwild
p of Ip acts on V via a finite p-group, it

acts via two characters (possibly equal), unless p = 2 (recall that the dimension of an

irreducible complex representation of a finite group divides the order of the group). Sup-

pose that ρ|Iwild
p splits as a sum of two distinct characters. Then Wp acts on the set of the

two corresponding lines in V , and non-trivially because ρ is irreducible. It follows that

ρ becomes reducible over a quadratic extension of Qp. Suppose now that Iwild
p acts via

scalars on V . Then, considering the action of Wp/Ip (which is the semi-direct product of

Z by Itame
p ) on P(V ), one sees that, again, ρ becomes reducible over a quadratic extension

of Qp. So the conclusion is this: the two-dimensional complex semisimple representations

of Wp are sums of two characters, or induced from a character of WK with K quadratic

over Qp, or such that p = 2 and Iwild
p acts irreducibly (these latter ones were first classified

by Weil [61], in his “exercices dyadiques”; clearly, the title of [4] is inspired by this).

Appendix B. TYPES ASSOCIATED TO l-ADIC REPRESENTATIONS

AND TO ELLIPTIC CURVES

Let l be any prime. We recall that an extended l-type (over Ql) is an isomorphism class

of two-dimensional representations over Ql of the Weil-Deligne group W ′
l of Ql (see Ap-

pendix A), and that types are isomorphism classes of restrictions to Il of extended l-types.

We want to describe how one attaches an extended type to a continuous representation

ρ : Gl → GL2(O), with O the ring of integers of a finite extension K of Ql contained in

Ql, under the assumption that ρ is potentially Barsotti-Tate. So let ρ be such a represen-

tation, and let F be a finite extension of Ql over which ρ becomes Barsotti-Tate, i.e., such

that ρ|GF
is isomorphic to G(Ql) for some l-divisible group with O-action over the ring

of integers OF of F . Of course, one solution to this is simply to apply Fontaine’s Dst,F

functor as in [31, §10(b)], but in this simple case of p-divisible group schemes one can

be more explicit. Another reason for doing this more explicitly is that one wants to do

computations in the case of elliptic curves. For more details we refer to [13, Appendix B].

The representation ρ we have corresponds to an l-divisible group GQl
over Ql, with

O-action. Let F be a finite Galois extension of Ql such that GF extends (uniquely, by [54,

Theorem 4]) to an l-divisible group GOF
over OF , with O-action. Let Γ denote Gal(F/Ql).
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For every σ in Γ, we have commutative diagrams:

GOF

[σ]
−−−→

∼
GOF



y



y

Spec(OF )
∼

−−−−→
Spec(σ)

Spec(OF )

GkF

[σ]
−−−→

∼
GkF



y



y

Spec(kF )
∼

−−−−→
Spec(σ)

Spec(kF )

with kF the residue field of OF . The last diagram gives a right action of Gl on GkF
/kF . Let

d : Wl → Z be the morphism such that σ in Wl induces the d(σ)th power of the absolute

Frobenius on Fl. Then we get a morphism from Wl to (Q ⊗ EndkF
(GkF

))∗ by sending σ

to [σ]−1Frob
d(σ)
abs . Now let D denote the contravariant Dieudonné module functor. Then

Q ⊗ D(GkF
)∨, with ∨ denoting W (kF )-dual, is a free K ⊗Zl

W (kF )-module of rank two,

with a left action by Wl. The extended l-type WD(ρ) associated to ρ is then the two-

dimensional Ql vector space obtained by base change via K ⊗Zl
W (kF ) → Ql (note that

both K and F are subfields of Ql); the monodromy operator is defined to be zero, as we

have good reduction.

We can repeat the construction above, with GQl
replaced by an elliptic curve E over

Ql, with good reduction EOF
over OF . Then one gets morphisms:

Wl −→ (Z[1/l] ⊗ EndkF
(EkF

))∗ −→ (Q ⊗ EndkF
(EkF

))∗ ∼= GL2(Q).

More generally, one can start with a newform f with coefficients in Q, and then one has:

WD(ρf,l) = Ql ⊗Q WD(πf,l),

by the results of Appendix A.
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VARIÉTÉS DE FANO RÉELLES

[d’après C. Viterbo]

par Viatcheslav KHARLAMOV

1. INTRODUCTION

1.1. Structures algébriques sur une variété différentiable

Toute variété compacte différentiable est difféomorphe à la partie réelle d’une variété al-

gébrique réelle sans singularités. Ce théorème est l’aboutissement des travaux de H. Seifert,

J. Nash, R. Thom, A. Wallace, A. Tognoli, H. King et d’autres. Ici, une variété algébrique

réelle non singulière est un ensemble défini dans un espace réel, affine ou projectif au choix,

par un système d’équations polynomiales réelles sans aucun point singulier réel (voir [20]

et [5] pour les détails et les problèmes encore ouverts ; notons aussi que les démonstrations

se font par approximation).

Pour nous, une variété (algébrique) réelle est une variété (algébrique) complexe com-

pacte lisse M(C) munie d’une involution antiholomorphe, appelée structure réelle ou

conjugaison complexe. L’ensemble des points fixes de cette involution est une sous-variété

analytique réelle, appelée partie réelle de M(C) et notée M(R). Nous souhaitons étudier

les relations entre les propriétés topologiques et géométriques de M(C) et M(R). Sur ce

sujet, de nombreux résultats sont connus grâce à l’étude du 16-ième problème de Hilbert

qui pose la question des restrictions sur la topologie de M(R) imposées par le degré des

équations le définissant ; citons en particulier les travaux d’Arnol’d, Rokhlin et leurs

successeurs, voir les surveys [41], [37] et [14].

Après résolution des singularités, le théorème de Nash-Tognoli-King montre que, pour

toute variété différentiable L, il existe une variété algébrique projective non singulière

M(C) stable par la conjugaison complexe et dont L est l’ensemble des points réels.

Quelques remarques concernant ce résultat s’imposent. Ici, la variété L considérée peut

avoir un nombre fini quelconque de composantes connexes, alors que M(C) peut toujours

être choisie connexe (voir par exemple [36]). Notons aussi que si M(C) est une variété

projective munie d’une structure réelle, elle peut être dotée d’un plongement projectif

M(C) → Pn(C) qui conserve la structure réelle : partant d’un plongement quelconque
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dans Pn(C), on restreint le plongement de Segre Pn(C) × Pn(C) → Pn2+2n(C) au graphe

de la structure réelle de M vu comme sous-variété de M(C) × M(C). (Notez que la

structure réelle sur Pn2+2n(C) qui commute avec le plongement de Segre est équivalente

à la structure réelle usuelle.)

Fixons dans la suite une variété algébrique réelle dont on note M l’ensemble des points

complexes, et L une composante connexe de la partie réelle. Il est nécessaire d’avoir choisi

dans C une racine carrée de −1, notée i, ce qui équipe M de l’orientation complexe.

Un voisinage tubulaire de L dans M ne dépend que de L, à difféomorphisme près. En

effet, la multiplication par i induit un isomorphisme entre le fibré tangent T (L) de L et

son fibré normal N(L) dans M . De plus, les nombres d’Euler de ces fibrés satisfont la

formule d’adjonction

e(N(L)) = (−1)
1
2
n(n−1)e(T (L)),(1)

ce qui provient du choix de l’orientation complexe sur M et de la relation e1∧· · ·∧en∧ie1∧

· · ·∧ ien = (−1)be1∧ ie1∧· · ·∧ en∧ ien, où b = 1
2
n(n−1). Notons que dès que l’on a choisi

une métrique sur L, le fibré cotangent T ∗(L) s’identifie à T (L) puis au voisinage tubulaire

de L. L’orientation complexe de M restreinte à T ∗(L) donne l’orientation canonique

(symplectique) de T ∗(L).

Du point de vue analytique complexe, le germe de M le long de L est déterminé par

la structure analytique réelle de L. On peut noter que les voisinages tubulaires de L

contiennent des tubes réels de Grauert [18]. Ce sont des variétés de Stein difféomorphes

à T ∗(L) ; voir l’article de D. Burns [7] qui traite des structures réelles sur les tubes de

Grauert.

1.2. Une curieuse conjecture de Nash

Il est naturel de chercher à réaliser les variétés différentiables comme variétés réelles en

imposant des restrictions sur le complexifié. C’est suivant cette logique que J. Nash [29]

(1952) demanda, tout en émettant des réserves, s’il est possible de réaliser toute variété

différentiable compacte comme un ensemble algébrique réel sans singularités ayant un

complexifié rationnel (ici, rationnel signifie birationnellement isomorphe, sur R, à l’espace

projectif ; notez qu’une variété algébrique réelle peut être rationnelle sur C sans l’être

sur R). En fait cette conjecture avait été réfutée, avant même d’avoir été formulée, par

le théorème de Comessatti [9] (1914) de classification des modèles minimaux des surfaces

réelles et rationnelles sur C. Il en découle en effet que toute composante orientable de la

partie réelle d’une surface réelle rationnelle sur C est une sphère ou un tore.

On peut en donner une démonstration rapide (c’est la même démarche qui mène aux

inégalités d’Arnold [21]). Elle est basée sur (1). Soient M une surface réelle et ra-

tionnelle sur C, f ∈ H2(M(C); R) la classe d’homologie réalisée par une composante

réelle L orientable et orientée, et h la classe d’homologie de la section hyperplane. La
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forme d’intersection est négative sur l’orthogonal de h, parce que la surface est rationnelle

(H2 = H1,1). De plus fh = 0 puisque f et h appartiennent à deux espaces propres

différents de l’action induite par la conjugaison complexe, et (1) montre que f 2 = −χ(L).

Donc, χ(L) ≥ 0 et g(L) ≤ 1.

En dimension trois, la conjecture est encore fausse. C’est une conséquence de la clas-

sification des modèles minimaux des variétés réelles rationnelles de dimension 3, donnée

par J. Kollár [23]. Plus précisement, J. Kollár montre que parmi des composantes con-

nexes des parties réelles de toutes les telles variétés, il n’y a au plus qu’un nombre fini de

variétés à courbure sectionnelle strictement négative (voir [23] pour des résultats encore

plus précis ; signalons seulement que les composantes orientables sont des sommes con-

nexes X #aP3(R)#b(S1×S2) où X est soit une somme connexe des espaces lenticulaires,

soit une fibration de Seifert, soit un S1 × S1-fibré au-dessus de S1, soit son Z/2-quotient

non ramifié). En dimension supérieure, la conjecture est toujours ouverte.

Notons deux résultats positifs : toute variété compacte de dimension trois est homéo-

morphe à la partie réelle d’une variété algébrique projective réelle et rationnelle sur R,

mais singulière ; et toute telle variété est aussi difféomorphe à la partie réelle d’une variété

algébrique sans singularité réelle, rationnelle sur R, mais non projective (le premier est dû

à R. Benedetti et A. Marin [4] ; le second à J. Kollár [24]). Signalons aussi la solution d’une

version purement topologique de la conjecture de Nash en dimension trois par S. Akbulut

et H. King [1], ainsi que par R. Benedetti et A. Marin [4], puis en toutes dimensions par

G. Mikhalkin [28].

1.3. Variétés fortement de Fano

Les techniques employées par C. Viterbo sont celles de la géométrie symplectique. Par

conséquent, dans ce qui suit, nous préférons le langage de la géométrie symplectique à celui

de la géométrie algébrique, qui n’interviendra à nouveau qu’à la fin de la démonstration.

Ainsi, une variété de Fano est une variéte compacte complexe lisse kählérienne M

dont la classe de Kähler ω est égale à celle de Chern : ω = c1(M) (variété symplec-

tique monotone ou, en d’autres termes, à fibré anticanonique ample ; pour démontrer

l’équivalence on peut faire appel au critère de Nakai-Moishezon). Toute variété de Fano M

est uniréglée, c’est-à-dire qu’il existe deux variétés compactes complexes F et N avec une

application régulière N → F à fibre générique P1(C), ainsi qu’une application régulière

de degré fini N → M . D’autre part, toute variété de Fano est simplement connexe et

satisfait Pic(M) = H2(M) (voir le rapport de O. Debarre [11] ; ceux qui préfèrent une

démonstration moins algébrique de π1 = 1 peuvent utiliser la métrique de Calabi-Yau et

le théorème de Myers [27]).

Comme exemples de variétés de Fano, on peut citer les hypersurfaces lisses de degré ≤ n

dans Pn, et plus généralement les intersections complètes lisses de multidegré (d1, . . . , dk)

dans Pn avec n ≥ d1 + · · · + dk. Dans ces exemples, −K = (n + 1 −
∑

di)h où K est le
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diviseur canonique et h le diviseur de la section hyperplane. Par conséquent, si la partie

réelle n’est pas vide, la structure réelle se relève dans le fibré associé à h, et se prolonge

donc en une structure réelle sur Pn ayant des points réels. Or toute structure réelle sur

Pn ayant des points réels est conjuguée à la structure usuelle, donc finalement les seules

structures réelles sur les variétés ci-dessus sont les structures induites par celle de Pn

(rappelons que lorsque n est impair, il y a des structures réelles sur Pn sans points réels :

pour n = 1, un exemple est fourni par la conique x2 + y2 + 1 = 0).

Notons aussi que, si un tube de Grauert est une partie affine d’une variété projective

lisse, cette variété projective est de Fano.

Le théorème de Viterbo ne s’applique qu’aux variétés de Fano satisfaisant deux hy-

pothèses supplémentaires. Une variété est dite minimalement uniréglée, si elle est uniréglée

par des courbes rationnelles dont l’aire est minimale parmi celles des courbes holomorphes

de M . Une variété est fortement de Fano, si elle est minimalement uniréglée et s’il existe

un diviseur ample H de M dont l’intersection avec une courbe rationnelle unirégulatrice

est égale à 1.

Ces deux hypothèses sont vérifiées pour les intersections complètes dans Pn de multi-

degré (d1, . . . , dk) si d1 + · · · + dk < n (qui sont uniréglées par des droites), mais elles

excluent le cas d1 + · · ·+ dk = n. En dimension trois, le premier cas non couvert est celui

des quartiques dans P4.

Si M est une variété munie d’une structure réelle conj et d’une métrique de Kähler g,

quitte à remplacer g par 1
2
(g + gconj), on peut se ramener au cas où la forme de Kähler Ω

est anti-invariante par l’action de conj∗. Pour cette structure, M(R) est lagrangienne.

Dans tout ce qui suit, les métriques de Kähler seront ainsi choisies.

1.4. Théorème de Viterbo et Conjecture de Kollár

Théorème 1.1. — Aucune composante connexe du lieu réel d’une variété réelle forte-

ment de Fano n’admet de métrique à courbure sectionnelle strictement négative.

Ce résultat de C. Viterbo [39] confirme la conjecture, toujours ouverte, de J. Kollár

d’après laquelle aucune variété réelle uniréglée de dimension ≥ 3 n’a de composantes

réelles à courbure sectionnelle strictement négative. (En dimension deux, déjà les éclatés

de P2(R) en au moins deux points portent une métrique hyperbolique.)

D’après J. Kollár [23], la conjecture est vraie en dimension trois sauf pour un nombre

fini de classes de variétés à déformation sur C près. Il pose aussi la question : l’existence

d’une métrique hyperbolique implique-t-elle que la variété soit de type général ?

Notons deux résultats intermédiaires, d’intérêt indépendant, obtenus au cours de la

démonstration du théorème 1.1 :

Proposition 1.2. — Si une composante connexe L de la partie réelle d’une variété

fortement de Fano réelle admet une métrique sans géodésique contractile, il existe parmi
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les courbes d’aire minimale et d’intersection 1 avec H (voir 1.3) une courbe réelle (lisse)

dont la partie réelle est non vide et contenue dans L.

Proposition 1.3. — Soit M une variété fortement de Fano dont les courbes unirégu-

latrices sont d’aire α. Toute sous-variété lagrangienne L admet une membrane holomor-

phe à bord dans L et d’aire inférieure à α. Si de plus, L n’a pas de métrique à courbure

sectionnelle strictement négative, la membrane peut être choisie d’aire inférieure à 1
2
α.

La courbe réelle de la proposition 1.2 est une courbe rationnelle régulatrice si H est très

ample, comme il l’est, par exemple, dans le cas d’intersections complètes. Par ailleurs, si

une telle courbe réelle régulatrice existe, L contient un fermé semi-algébrique d’intérieur

non vide couvert par les parties réelles des courbes régulatrices réelles.

Notons aussi que parmi les courbes algébriquement équivalentes à deux fois une courbe

régulatrice, il y a toujours, sans aucune hypothèse sur L et pour toute variété de Fano,

suffisamment de courbes réelles lisses pour couvrir un ouvert dense de la partie réelle de

M (voir [25]).

Si on avait pu étendre 1.1 et 1.2 à toutes les variétés de Fano et toutes les familles

régulatrices, ces résultats auraient entrâıné les deux corollaires suivants : Le tube de

Grauert (voir 1.1) d’une variété possédant une métrique à courbure sectionnelle stricte-

ment négative n’est jamais la partie affine d’une variété projective lisse. Une variété

fortement de Fano réelle a au plus une composante connexe réelle admettant une métrique

sans géodésique contractile.

Dans cet exposé nous expliquerons les grandes lignes de la démonstration sans prétendre

entrer dans les détails, en particulier lorsqu’il s’agit des arguments de mise en position

générale.

1.5. Classification des surfaces de Fano réelles

Le cas des surfaces est extrêmement simple (et très probablement assez différent du cas

des variétés de dimensions supérieures). Comme toutes les variétés de Fano de dimension

donnée, les surfaces de Fano réelles (plus traditionnellement appelées surfaces de Del

Pezzo), forment un nombre fini de classes à déformation (réelle) près. Leur classification

à déformation près découle de celle de Comessatti des surfaces rationnelles, à l’aide des

modèles anti(-bi)canoniques des surfaces. Pour les détails de la démonstration, voir [13]

(et pour des informations supplémentaires, voir [34]).

Suivant la terminologie traditionnelle, nous appellons degré d’une surface de Del Pezzo

le nombre d = c2
1. Une simplification de Morse est une opération topologique qui consiste

à enlever soit une composante sphérique, soit une anse d’une composante. Notons Vq la

somme connexe de q copies de P2(R).

Proposition 1.4. — À une exception près, chaque surface de Del Pezzo réelle (M, conj)

de degré d ≥ 1 est déterminée à déformation près par la topologie de M(R). Dans le cas
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exceptionnel, d = 8 et M(R) est vide, le nombre de classes de déformation est deux, et

dans l’une M/ conj est Spin, alors que dans l’autre non.

En chaque degré, les types topologiques de M(R) sont les suivants et ceux obtenus par

des suites de simplifications de Morse à partir d’eux : M(R) = V1 en degré 9; M(R) = V2

et S1 × S1 en degré 8; M(R) = V3 en degré 7; M(R) = V4 et S1 × S1 en degré 6;

M(R) = V5 en degré 5; M(R) = V6, S
1 × S1 et 2S2 en degré 4; M(R) = V7 et V1 ⊔ S2 en

degré 3; M(R) = V8, 2V1, V2 ⊔ S2, S1 × S1 et 4S2 en degré 2; M(R) = V9, V2 ⊔ V1, V3 ⊔ S2

et V1 ⊔ 4S2 en degré 1. (Ici, ⊔ est la réunion disjointe et nS2 est la réunion disjointe de

n sphères de dimension 2.)

Parmi les surfaces de Del Pezzo, les seules variétés fortement de Fano sont le plan

projectif (d = 9) et les surfaces géométriquement réglées (d = 8). Les deux structures

exceptionnelles du théorème précédent sont les deux structures réelles sur P1(C)× P1(C)

sans point réel.
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au cours de la rédaction de ces notes. Je remercie aussi C. Viterbo qui a patiemment
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2. SYSTÈMES HAMILTONIENS ASSOCIÉS

Soit M une variété complexe compacte lisse kählérienne (c’est-à-dire, une variété munie

d’une forme symplectique Ω et d’une structure complexe J telle que Ω( · , J( · )) est une

métrique riemannienne). Notons n la dimension complexe de M . Considérons une sous-

variété lagrangienne L de M (une sous-variété différentiable réelle de dimension réelle

n dont les espaces tangents sont isotropes pour Ω ; l’exemple essentiel pour nous est

donné par la partie réelle d’une variété kählérienne munie d’une structure réelle, voir

1.3). D’après le théorème de Darboux-Weinstein, il existe un voisinage U de L dans M

symplectomorphe à un voisinage de la section nulle dans T ∗(L) (avec sa structure sym-

plectique canonique dp∧dq, comparer 1.1). À partir de maintenant, nous les identifierons

et considérerons U comme situé simultanément dans M et dans T ∗(L).

Fixons une métrique g sur L (sans aucun rapport avec la métrique kählérienne de M).

Il est bien connu que les géodésiques γ de (L, g) sont les points critiques de l’énergie

E(γ) =

∫ π

0

|γ′(t)|2dt
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et que les graphes des géodésiques (trajectoires géodésiques) dans T ∗(L) sont les points

critiques de l’action hamiltonnienne

A(γ) =

∫

(pdq − Hdt), où H =
1

2

∑

gijpipj et pdq =
∑

pidqi.

En associant à H le champ XH défini par Ω(ξ,XH) = dH(ξ) (ce qui est équivalent à

XH = J∇H), on retrouve le flot géodésique sur le bord ∂T ∗
r des tubes T ∗

r = {(q, p) ∈

T ∗(L)|
∑

gijpipj ≤ r2} de rayon r.

L’objectif est d’étendre ce tableau à M en mélangeant le flot géodésique sur le bord

d’un voisinage tubulaire de L avec la géométrie de l’opérateur de Cauchy-Riemann loin

de ce bord. Plus précisément, on considère l’espace

Λ̃0 = {(γ, u)|u ∈ C∞(D2,M), γ = ∂u}

et on introduit sur cet espace une famille d’actions dépendant d’un paramètre λ ≥ 0,

λ ∈ R,

Aλ(γ, u) =

∫

D2

u∗Ω − λ

∫

∂D2

Hǫ,ρ ◦ γ dt, où dt =
dz

2πi
.

La fonction Hǫ,ρ : M → R ne dépend que de la distance à L, elle est choisie égale à 1 au

dehors de U = T ∗
r et égale à hǫ,ρ(|p|), |p|

2 =
∑

gijpipj, dans U . La fonction hǫ,ρ est de

classe C∞, identiquement nulle sur [0, ǫ], croissante et strictement convexe sur [ǫ, 1
2
(ǫ+ρ)],

croissante et strictement concave sur [1
2
(ǫ + ρ), ρ] et égale à 1 sur [ρ,∞[ (bien entendu,

0 < ǫ < ρ < r). On suppose que 1
2
(ǫ + ρ) n’est pas parmi les longueurs des géodésiques

fermées de L.

Pour un couple (γ, u) tel que γ soit un lacet réduit à un point y, on a

Aλ(γ, u) =

∫

α

Ω − λHǫ,ρ(y)

où α est la classe d’homologie réalisée par u : S2 = D2/S1 → M .

Le calcul direct de la première variation de Aλ donne

dAλ(δγ) = −

∫

∂D2

〈δγ, Jγ′ + λ∇Hǫ,ρ〉dt

où δγ est un champ de vecteurs tangents à M le long de γ. Comme conséquence,

les points critiques de A0 sont les couples (γ, u) tels que γ soit un lacet constant, et

u : S2 = D2/S1 → M une sphère holomorphe ; et la valeur critique de A0 correspondante

à (γ, u) est
∫

α
Ω où α est la classe d’homologie de u. Pour λ > 0, il y a trois types de

points critiques suivant les trois types de γ : les lacets constants dans M \ T ∗
<ρ, les lacets

constants dans T ∗
ǫ , et les trajectoires géodésiques périodiques dans T ∗

<ρ\T
∗
ǫ . Les valeurs cri-

tiques correspondantes aux deux premiers types de points critiques sont respectivement :
∫

α
Ω − λ si λ > 0 et le lacet est au dehors de T ∗

ρ , et
∫

α
Ω si λ > 0 et le lacet est dans T ∗

ǫ .

Toutes les trajectoires critiques γ sont des trajectoires périodiques de période 1 du flot

XH . Ce flot sur ∂T ∗
τ , ǫ < τ < ρ, est le flot (co)géodésique reparamétré. Les projections des
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trajectoires périodiques de période 1 contenues dans ∂T ∗
τ sont les géodésiques de longueur

h′(τ).

3. TRAJECTOIRES DE FLOER ET COURBES HOLOMORPHES

Les trajectoires de Floer sont les analogues des séparatrices (trajectoires du flot du

gradient reliant les points critiques) dans la théorie des fonctions de Morse sur les variétés

de dimension finie. Étant guidé par cette analogie et le calcul de la première variation de

Aλ, on définit une trajectoire de Floer reliant deux points critiques, l’un correspondant à

un lacet constant sur L et l’autre à un lacet constant au dehors de U , comme une solution

u : R × S1 → M de l’équation

∂u

∂s
+ J

∂u

∂t
+ λ∇Hǫ,ρ(u) = 0(2)

telle que

lim
s→+∞

u(s, t) = y ∈ M \ U et lim
s→−∞

u(s, t) = x ∈ L.

Une écriture équivalente de (2) est ∂̄u = −λ∇Hǫ,ρ(u). En particulier, pour λ = 0 ces

trajectoires de Floer sont les courbes rationnelles holomorphes S2 → M qui passent par

un point x de L et un point y de M \ U . De plus, les courbes rationnelles minimales

représentent les trajectoires de Floer qui relient deux valeurs critiques consécutives de A0.

Le groupe C∗ agit de façon usuelle sur les solutions de l’équation (2). Dans le cas

des variétés minimalement réglées, cette action est libre sur l’ensemble des solutions avec

[u] = α, α étant la classe des courbes régulatrices.

L’action est souvent réduite à S1 en normalisant u comme suit :
∫

s≤0
u∗Ω = 1

2

∫

α
Ω. À

partir de maintenant, nous identifions la sphère S2 et le compactifié de R × S1 par deux

points ±∞. Ainsi, sur S2 il y aura toujours deux points marqués.

3.1. Sélection des courbes holomorphes

Considérons une variété fortement de Fano M minimalement réglée par des courbes

rationnelles u : S2 → M de classe α = [u] ∈ H2(M ; Z) = π2(M). Posons

Morα = {u : S2 → M |∂̄u = 0, [u] = α}

et notons ev±∞ le morphisme d’évaluation Morα → M , u 7→ u(±∞).

L’affirmation suivante est une conséquence du lemme de cassage de Mori et du théorème

de compacité de Bishop.

Proposition 3.1. — Morα /C∗ est une variété projective, et pour tout couple de points

x 6= y de M , il n’existe à reparamétrisation près qu’un nombre fini (éventuellement nul)

de courbes rationnelles u : S2 → M avec u(−∞) = x et u(+∞) = y.
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Notons M(x) la sous-variété de M des points qui peuvent être joints à x par u ∈ Morα

(c’est-à-dire, y ∈ M(x) si et seulement s’il existe u ∈ Morα tel que u(−∞) = x et

u(+∞) = y). Par des arguments standard de position générale, on déduit de 3.1 le

résultat suivant (rappelons que H est le diviseur ample tel que H ◦ α = 1, voir 1.3).

Corollaire 3.2. — Il existe un entier k > 0 tel que pour tout point générique x de M

et toute intersection complète générique A d’hypersurfaces H1, . . . , Hk avec Hi ∈ |diH|

l’intersection de ev−1
−∞(x) et ev−1

+∞(A) est non vide, finie et transverse.

(On peut compléter 3.1 et 3.2 et démontrer que dimC Morα /C∗ = c1(M)∩α + n− 1 et

k = dimC M(x) = c1(M) ∩ α − 1 > 0.)

Notons le nombre de points d’intersection de ev−1
−∞(x) et ev−1

+∞(A) par ν(x,A). En fait,

A peut être remplacée par une variété différentiable dans la même classe d’homologie, et

le nombre de points d’intersection est alors remplacé par le nombre algébrique.

Si L est une sous-variété lagrangienne de M , le point générique x peut être choisi dans

L, et la variété A dans le complémentaire d’un voisinage tubulaire U de L (aucune sous-

variété complexe de M ne contient L ; et si d est pair et suffisamment grand, il existe une

hypersurface H ′ ∈ |dH| qui ne rencontre pas L).

Dans ce qui suit on fixe x ∈ L et A ⊂ (M \ U) ainsi choisis.

4. CASSAGE DES COURBES HOLOMORPHES

Le théorème suivant produit une géodésique fermée munie d’une membrane partielle-

ment holomorphe et dont on contrôle l’indice iCZ dit de Conley-Zehnder-Duistermaat.

C’est ce résultat qui permettra à la fin soit de construire une courbe réelle, soit de réfuter

l’existence d’une métrique hyperbolique.

Théorème 4.1. — Si L admet une métrique sans géodésique contractile, il existe λ > 0,

une trajectoire périodique γ de période λ du flot Hamiltonien Xǫ,ρ, et un disque u : D2 →

M tels que γ = ∂u, u(0) = x, 0 < Aλ(γ, u) <
∫

α
Ω et enfin, si la métrique est de plus à

courbure sectionnelle strictement négative, tels que iCZ(γ, u) ≥ n.

Idée de la démonstration. Supposons que le point x ∈ L et la variété A sont fixés

comme dans 3.1. Considérons l’espace Mλ(α, x,A) des trajectoires de Floer de classe α

reliant x à A et introduisons le diagramme de bifurcation :

∆ = {(λ,m)|λ ≥ 0,m ∈ Mλ(α, x,A)/C∗}.

Notons que λ ≤
∫

α
Ω pour tout (λ,m) ∈ ∆ parce que

∫

α
Ω − λ est la valeur critique de

Aλ au-dessus de 0 sur la trajectoire de Floer m.

Lemme 4.2. — Si ∆ n’est pas compact, il existe une suite finie de trajectoires périodiques

γi, 1 ≤ i ≤ k, et une suite de trajectoires de Floer (γi−1, ui, γi), 1 ≤ i ≤ k + 1, reliant γi−1
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et γi, telles que γ0 soit la trajectoire constante x ∈ L, γk+1 soit une trajectoire constante

y ∈ A, les autres trajectoires soient dans T ∗
ρ \ T ∗

ǫ , et [u1 # · · · # uk+1] = α.

Pour la démonstration de 4.2, qui nécessite de fines renormalisations et perturbations,

on renvoie à [39].

Dès qu’une telle suite de trajectoires de Floer est obtenue, on prend u = u1. L’inégalité

Aλ(γ, u) > 0 est due à la croissance de Aλ le long des trajectoires de Floer, et Aλ <
∫

α
Ω

découle de k ≥ 1 et
∑k+1

i=1 Aλ(γi−1, ui, γi) =
∫

α
Ω − λ (rappelons que Hǫ,ρ(x) = 0 et

Hǫ,ρ(M \ T ∗
r ) = 1).

Si la métrique est à courbure sectionnelle strictement négative, la trajectoire γ est non

dégénérée. On peut alors perturber Hǫ,ρ en H̃ǫ,ρ générique et de Morse sur L, et obtenir,

de la même façon que dans la démonstration de 4.2, une trajectoire de Floer (γ̃, ũ) avec

iCZ(γ̃, ũ) = iCZ(γ, u) et ũ qui relie γ̃ à un point qui réalise le minimum de H̃ǫ,ρ sur L.

On obtient donc l’inégalité iCZ(γ̃) ≥ n − ind Hess H̃ǫ,ρ|L = n (voir [39] pour les détails

techniques de cette perturbation).

Pour montrer que ∆ n’est pas compact, notons que, pour x et A suffisamment génériques,

la structure complexe de M est régulière en chaque trajectoire de Floer (0,m) ∈ ∆ (le fibré

normal des courbes unirégulatrices génériques est ample). Donc la projection ∆ → R+,

(λ,m) 7→ λ est propre au-dessus d’un voisinage de λ = 0, et la partie de ∆ pour laquelle

λ est voisin de 0 est une variété lisse de dimension 1 dont le bord est constitué des ν(x,A)

points satisfaisant λ = 0. Cette variété est orientée près de ces points et ils sont tous

positifs. Si ∆ était compact, le perturbation décrite dans [19] aurait donné une variété

compacte orientée (l’orientation provenant de [17]) à bord orienté positif.

Si les géodésiques de L ne sont pas contractiles (cas des métriques à courbure négative),

le disque D construit dans la démonstration du théorème 4.1 ainsi que les autres trajec-

toires de Floer (γi−1, ui, γi) (un disque supplémentaire plus, éventuellement, des cylindres)

sortent tous de T ∗
ρ . Donc, chacun contient une partie Ci

ǫ,ρ non vide à bord sur laquelle

u : Ci
ǫ,ρ → M est une courbe holomorphe propre de M \ T ∗

ρ . Il conviendra d’attribuer

l’indice i = 1 au disque du théorème 4.1 et de poser C(u) = Cǫ,ρ =
⋃

Ci
ǫ,ρ.

Proposition 4.3. — L’aire des courbes Ck
ǫ,ρ est uniformément séparée de 0 et ∞ : il

existe δ > 0 tel que δ < aire Ck
ǫ,ρ < aire C(u) <

∫

α
Ω pour tout ǫ, ρ.

Preuve. — On a Aλ(γ, u) <
∫

α
Ω et

Aλ(γ, u) =
1

2

∑

i

∫

(γi−1,u,γi)

|∂sy|
2 + |J∂tu + XH(us)|

2

≥

∫

C(u)

1

2
(|∂su|

2 + |J∂tu|
2) =

∫

C(u)

Ω = aire C(u),

d’où la borne supérieure. Comme les géodésiques fermées différentes ne sont jamais ho-

mologues, chaque courbe Ck
ǫ,ρ sort de U . En particulier, chacune coupe ∂T ∗

2
3
ρ

et on obtient

une minoration uniforme en appliquant l’inégalité de Bishop-Lelong-Wirtinger.
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5. COMPARAISON DES INDICES

Il s’agit de l’indice iM ∈ Z+ de Morse des géodésiques, de la classe de Maslov µ(L) ∈

H2(M,L) = H2(M,Tρ) des sous-variétés lagrangiennes L, et de l’indice iCZ ∈ Z+ de

Conley-Zehnder-Duistermaat des orbites périodiques non dégénérées d’un flot hamiltonien.

Pour que ce dernier indice soit bien défini, il suffit que l’orbite périodique γ soit équipée

d’une membrane, c’est-à-dire d’une surface orientée u : S → M (pas forcément un disque)

qui a l’orbite pour bord et dont l’orientation du bord cöıncide avec la direction du flot.

Une telle membrane définit alors, à homotopie près, une unique trivialisation symplec-

tique du fibré u∗T∗M et par définition iCZ vaut “l’indice spectral” du flot hamiltonien

linéarisé le long de γ, voir [10] et [15]. Finalement, iCZ ne dépend que de la classe de u

dans H2(M,γ). À l’aide de la même trivialisation de u∗T∗M , on peut définir la classe de

Maslov comme l’obstruction à une extension sur u de la trivialisation symplectique sur

∂u ⊂ L. Rappelons que l’image de µ(L) dans H2(M) cöıncide avec 2c1(M).

Signalons quelques spécificités de ce choix de normalisation de l’indice de Conley-

Zehnder-Duistermaat (la normalisation change d’un auteur à l’autre). Pour le graphe

γ ⊂ T ∗(L) d’une géodésique fermée non dégénérée contractile et u dans T ∗(L), on a

iCZ(γ, u) = iM ; pour γ et u constants et placés en un point critique non dégénéré de H,

on a iCZ = n − ind(Hess H) si le hessien de H est suffisamment petit.

Théorème 5.1. — Soit γ une trajectoire périodique du flot de Xǫ,ρ associée à une géodé-

sique fermée γ de L. Si u est une surface dans M dont le bord est γ,

iCZ(γ, u) = iM(γ) + 〈µ(L), u〉 ou iCZ(γ, u) = iM(γ) + 〈µ(L), u〉 − 1.

Les trajectoires γ traitées dans ce théorème sont contenues dans ∂T ∗
x avec ǫ < x < ρ,

x 6= 1
2
(ǫ + ρ). La première formule, sans −1, a lieu si x < 1

2
(ǫ + ρ), et la deuxième pour

x > 1
2
(ǫ + ρ).

Dans le cas de M = Cn, les formules du théorème 5.1 sont établies dans [38]. La

démonstration dans le cas général s’effectue de la même façon.

6. MEMBRANES HOLOMORPHES

Supposons que M = M(C) est une variété fortement de Fano réelle et L est une com-

posante de M(R) qui admet une métrique à courbure sectionnelle strictement négative.

(Les résultats de cette section se généralisent aux sous-variétés lagrangiennes L réelles ana-

lytiques dans une variété M fortement de Fano, sous la même hypothèse sur la métrique.)

Proposition 6.1. — Il existe une courbe holomorphe compacte C ′ dont le bord s’appuie

sur L et qui vérifie

〈µ(L), C ′〉 ≥ n et aire(C ′) =
1

2

∫

α

Ω.(3)
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La démonstration s’appuie sur le phénomène remarquable de prolongement des courbes

holomorphes à travers les variétés analytiques totalement réelles maximales (par exemple

les variétés lagrangiennes analytiques réelles, ce qui inclut les parties réelles des variétés

algébriques). Ce résultat est spécifique à cette classe de sous-variétés et il est purement

local (étrangement, la preuve s’appuie à nouveau sur l’étude, cette fois-ci locale, des

familles de courbes rationnelles).

Théorème 6.2. — Soient W un ouvert de Cn et A un sous-ensemble analytique com-

plexe de W \Rn de dimension 1 en tout point (une courbe holomorphe propre dans W \Rn).

Si A est invariant par la conjugaison complexe, son adhérence Ā∩W est un sous-ensemble

analytique complexe de W .

Pour les courbes d’aire bornée ce résultat est dû à B. Shiffman [33], et sans cette

hypothèse, à H. Alexander [2].

Démonstration de 6.1. D’après le théorème 6.2, si L est la partie réelle L = M(R)

d’une variété compacte complexe M = M(C) munie d’une structure réelle, il nous suffit

de construire dans M \ L une courbe complexe analytique C propre vérifiant (3). (Si

L n’est qu’une variété lagrangienne analytique réelle, la conjugaison complexe peut être

introduite près de L et le théorème s’applique de nouveau.) Une telle courbe C s’obtient

à partir des courbes Ci
ǫ,ρ′ ⊂ M \ T ∗

ρ , avec ρ′ ≤ ρ et ρ′, ρ → 0, par le procédé diagonal,

en utilisant l’inégalité de Bishop-Lelong-Wirtinger et le théorème de Bishop de compacité

appliqués aux courbes Ci
ǫ,ρ′ ∩ (M \ T ∗

ρ ). Ce procédé peut être appliqué au moins deux

fois, à i = 1 et à i = k + 1 (voir 4.2). Ainsi nous obtenons dans M \ L deux courbes

holomorphes propres C ′ et C ′′ telles que, d’après 4.3,

n, δ < aire(C ′), δ < aire(C ′′), aire(C ′) + aire(C ′′) ≤

∫

α

Ω.(4)

(En particulier, C ′ et C ′′ sont non vides.) Dans le cas de variétés réelles, on double C ′ à

l’aide de la conjugaison complexe. L’adhérence C1 de la courbe doublée C ′ ∪ conj C ′ est

une courbe holomorphe compacte (éventuellement singulière). Évidemment, aire(C1) =

2 aire(C ′). Grâce à (4), on a l’inégalité aire(C1) < 2
∫

α
Ω − 2δ, et par l’hypothèse de

minimalité de α

aire(C1) =

∫

α

Ω.

De plus, le même raisonnement s’applique à C2 = C ′′ ∪ conj C ′′ et aire(C1) + aire(C2) ≤

2
∫

α
Ω. Ceci montre que la trajectoire de Floer ne s’est cassée qu’en deux et que C ′ ∪ C ′′

en est la limite au sens des courants (pas de multiplicités dans les limites). Par suite,

[C ′, ∂C ′] = u∗[D, ∂D] ∈ H2(M,U), et par conséquent 〈µ(L), C ′〉 = 〈µ(L), u〉. D’après

5.1 et 4.1, et comme l’indice de Morse des géodésiques est nul dans le cas des métriques

hyperboliques,

〈µ(L), u〉 = iCZ(γ) − iM(γ) = iCZ(γ) ≥ n.
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Fin de la démonstration de 1.1. Par la naturalité de la classe de Maslov-Chern,

conj∗ µ = −µ, et on déduit de (3) que

c1(M) ∩ Ci ≥ n, pour i = 1, 2.(5)

Maintenant, il ne reste qu’à combiner quelques résultats connus de la théorie des variétés

de Fano.

Supposons que M est de dimension ≥ 3 (en dimension 2 le résultat est trivial modulo la

classification des surfaces de Del Pezzo). D’abord, on déduit de (5) l’inégalité c1(M)∩α ≥

n. D’après la minimalité de α, on obtient c1(M) ∩ C ≥ n pour toute courbe rationnelle

C (de même que pour toute courbe holomomorphe). Le théorème de Wísnevski [40] nous

dit que dans ce cas Pic(M) = Z. Puisque H ∩α = 1, on en déduit que c1(M) = mH avec

m ≥ n. Finalement, on est dans le cadre du théorème de Kobayashi-Ochiai [22] qui dit que

M est soit Pn(C), soit une quadrique dans Pn+1(C). Sur ces variétés, les seules structures

réelles ayant des points réels sont les structures usuelles (voir 1.3), donc L est ou bien

Pn(R), ou bien un produit croisé de deux sphères. Dans tous les cas le revêtement universel

de L n’est pas contractile et, d’après le théorème de Cartan-Hadamard, L n’admet pas

de métrique à courbure sectionnelle négative.

7. REMARQUES

7.1. Théorèmes de finitude

On peut déduire des théorèmes de finitude sur C (voir le rapport [11]) que les variétés de

Fano réelles de dimension donnée ne forment qu’un nombre fini de classes à déformation

réelle près.

Si on considère une classe quelconque de variétés à déformation sur C près, les variétés

réelles de cette classe, considérées à déformation réelle près, sont-elles en nombre fini ?

Cette question est à notre connaissance ouverte. La réponse est positive pour les courbes,

les variétés de type général, les variétés abéliennes et toutes les surfaces sauf peut-être les

surfaces rationnelles.

Une question étroitement liée est la question de finitude des structures réelles sur une

variété donnée à conjugaison près. Comme ci-dessus, la réponse est positive pour les

courbes, les variétés de type général, les variétés abéliennes et toutes les surfaces sauf

peut-être les surfaces rationnelles.

Pour les courbes, ces résultats sont très classiques. Pour les variétés abéliennes, ils

sont dûs à A. Borel et J.-P. Serre [6]. Pour les surfaces, nous les avons démontrés avec

I. Itenberg, après des discussions avec C. Viterbo, en nous appuyant sur la classification

des surfaces et les connaissances de leurs groupes d’automorphismes.
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7.2. Espaces linéaires contenus dans des intersections complètes réelles

Si la proposition 1.2 garantit l’existence de droites réelles sur des intersections complètes

sous une hypothèse géométrique, il existe un tout autre critère qui utilise une forte hy-

pothèse d’imparité de degré, mais en revanche qui se généralise aux espaces linéaires de

dimensions quelconques.

La variété des r-plans contenus dans une sous-variété V de P n(C) définie par des

équations de multidegré d = (d1, . . . , dk) est le lieu des zéros d’une section d’un fibré

vectoriel sur la grassmannienne G(r, P n). La décomposition en classes de Schubert de la

classe de Chern de degré maximal de ce fibré est donnée dans [12].

Grâce au théorème de Bézout (et le fait que les cycles de Schubert sont réels), pour

montrer l’existence d’espaces linéaires réels contenus dans des intersections complètes

réelles, il suffit de montrer qu’un des coefficients dans la décomposition de la classe de

Chern est impair. C’est ainsi que O. Debarre et L. Manivel démontrent (sans aucune

hypothèse d’hyperbolicité) que si chaque composante de d est impaire, et que toute in-

tersection complète de multidegré d contient des r-espaces linéaires complexes (condition

qu’on peut exprimer en terme d’une simple inégalité sur n, r et d), alors les intersections

réelles contiennent des r-espaces réels.

Comme conséquence, la partie réelle des intersections complètes fortement de Fano de

degré impair (sans aucune hypothèse d’hyperbolicité) contient un fermé semi-algébrique

d’intérieur non vide couvert par des droites réelles. Le cas le plus simple est celui

d’hypersurfaces cubiques dans P 4.

7.3. Classe de Maslov, orientabilité et les formes de Rokhlin-Guillou-Marin

et de Viro

La classe de Maslov-Chern apparaissait déjà en géométrie algébrique réelle, partielle-

ment grâce à ses rapports avec l’orientabilité du lieu réel. Rappelons quelques-unes de

ces apparitions.

Soient M = M(C) une variété compacte complexe munie d’une structure réelle, et

L = M(R) sa partie réelle. Le critère d’orientabilité de L le plus simple, et le plus

typique, est le suivant (découvert et redécouvert par différents auteurs, voir en particulier

[35], [16], [26]) : L est orientable si c1(M) est divisible par 2 et H1(M ; Z/2) = 0.

Cette observation est étroitement liée à la construction de l’indice de Maslov. En

effet, la classe de Maslov est une classe de cohomologie relative µ ∈ H2(M,L; Z), et si

H1(M ; Z/2) = 0, elle se relève en une unique classe appartenant à H1(L; Z/2) laquelle

n’est autre que la classe de Stiefel-Whitney. Ainsi, L est orientable si c1 = 0 ∈ H2(M ; Z/2)

et H1(M ; Z/2) = 0. Même mieux, sous ces hypothèses la classe de Maslov µ ∈ H2(M,L)

et sa moitié µ̃ ∈ H2(M,L) (la dernière étant définie à l’aide des lagrangiens orientés) se

relèvent (après réduction mod 4) en respectivement µ4 ∈ H1(L; Z/4) et µ2 ∈ H1(L; Z/2),

avec µ4 = 2µ2.
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En dimension deux, comme c’était remarqué par N. Netsvetaev [30], µ2 est la différence

entre les formes quadratiques de Rokhlin [32] et de Viro [37]. Supposons pour simplifier

que H1(M ; Z/2) = 0. Si [L] = 0 ∈ H2(M ; Z/2), la forme de Viro qV : H1(L; Z/2) → Z/2

est définie comme suit : prenons une courbe lisse simple γ de L, multiplions son champ

de vecteurs tangents par
√
−1 et déplaçons γ le long de ce champ dans M \L, le nombre

qV [γ] est alors égal à 1 plus le nombre d’enlacement entre γ déplacé et L. La forme de

Rokhlin qR : H1(L; Z/2) → Z/2 est définie si L est orientable et [L] = w2(M). Si de plus

w2(M) = 0, elle diffère de qV par χ(F ) + ν(F ), où F est une surface plongée dans M

dont le bord est réduit à γ et qui est normale à L le long de γ. D’où qV = qR + µ2 si

[L] = w2(M) = 0.

Si [L] = w2(M) 6= 0 (et L n’est pas forcément orientable), la forme de Rokhlin peut

être remplacée par celle de Guillou-Marin qRGM : H1(L; Z/2) → Z/4. En présence

d’une courbe réelle C avec [C] = [L] = w2(M), la forme de Viro se généralise en

qV : H1(L; Z/2) → Z/4 et on obtient aisément l’identité qV = qRGM + µ4.

Si H1(M) = 0 et c1(M) = 0, on définit de la même façon la classe de Maslov résiduelle

µ0 ∈ H1(L). Dans le cas des variétés de Calabi-Yau, à cause de l’existence de n-formes

holomorphes réelles, cette classe résiduelle est nulle.

Dès que le lieu réel est orientable on s’intéresse à des orientations privilégiées. Dans le

cas des courbes, lorsque C(R) décompose C(C), deux orientations opposées canoniques,

dites orientations complexes, apparaissent sur C(R). Ces orientations, introduites par

V. Rokhlin dans les années 70, jouent depuis un rôle extrêmement important dans l’étude

des courbes algébriques sur les surfaces, en particulier, dans l’étude des courbes planes.

L’outil principal est la formule d’orientations complexes de Rokhlin (voir [14] pour des

réferences, un survey bref du cas des courbes sur les surfaces, une formule complémentaire

découverte récemment par S. Orevkov [31] et sa généralisation due à J. Y. Welschinger

[42]).

7.4. Approche d’Eliashberg

Alors que nous étions en train d’achever la préparation de ce rapport, Y. Eliashberg a

proposé une autre approche au théorème de Viterbo, utilisant des techniques récemment

développées avec A. Givental et H. Hofer (voir l’exposé de Y. Eliashberg au congrès de

Berlin). Il nous est difficile, voire impossible, d’entrer dans les détails de ce projet.

Y. Eliashberg identifie un voisinage tubulaire de L avec un tube T ∗
r du cotangent T ∗L,

puis T ∗L \ L avec la symplectification (R × V, d(eτα)) de V = ∂T ∗
r , où α est la struc-

ture de contact de ∂T ∗
r . Ensuite il déforme la structure symplectique Ω et la structure

presque complexe J . Les variétés déformées (M t, J t, Ωt), où Ωt n’est définie qu’à un fac-

teur constant près, peuvent être vues soit comme le résultat du recollement de (T ∗
r , Ω),

([0, t]×V, d(eτα)) et (M \T ∗
<r, e

tΩ), soit comme celui de (T ∗
r , e−tΩ), ([−t, 0]×V, d(eτα)) et

(M \T ∗
<r, Ω). La structure presque complexe sur T ∗

r et M \T ∗
<r reste la même et est choisie
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invariante par translation sur [0, t]× V (respectivement [−t, 0]× V ). Lorsque t → +∞, à

la limite, la variété M se déchire en T ∗L et M \L, les bouts de ces variétés étant équipés

de la forme symplectique homogène d(eτα) (τ → +∞ dans T ∗L, tandis que dans M ,

τ → −∞). Il s’agit alors de comprendre ce que deviennent les courbes holomorphes dans

la variété déchirée, c’est-à-dire d’obtenir une version appropriée du théorème de compacité

de Gromov. N’utilisant pas de structure réelle globale, l’avantage de cet argument serait

de donner des résultats sur toutes les sous-variétés lagrangiennes. L’inconvénient est que

cette méthode ne semble pas permettre de construire des courbes réelles en présence d’une

structure réelle.
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compactes. Bull. Soc. Math. France 122 (1994), n. 2, 255–284.

[9] A. COMESSATTI – Sulla connessione delle superfizie razionali reali. Annali di

Math. 23 (1914), 215–283.

[10] C. CONLEY, E. ZEHNDER – Morse type index theory for flows and periodic

solutions for Hamiltonian equations. Comm. Pure Appl. Math. 37 (1984), 207–

253.

[11] O. DEBARRE – Variétés de Fano. Sém. Bourbaki 1996/97, exp. n◦ 827, Astérisque
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LA CORRESPONDANCE DE LANGLANDS

SUR LES CORPS DE FONCTIONS

[d’après Laurent LAFFORGUE]

par Gérard LAUMON

Lafforgue a récemment établi la correspondance de Langlands pour GLr sur un
corps de fonctions. Sa preuve suit la stratégie introduite, il y a plus de 25 ans, par
Drinfeld pour traiter le cas r = 2. Une des innovations principales est la construction
d’une compactification toröıdale du schéma simplicial PGL•+1

r
/PGLr classifiant de

PGLr qui prolonge la compactification de De Concini et Procesi de PGL2
r
/PGLr.

Après avoir énoncé le théorème principal et ses conséquences, nous présenterons
les grandes lignes de la démonstration, en renvoyant pour les détails aux publications
de Lafforgue ([La 1] à [La 10]). Les sections 4 (Compactification du classifiant de
PGLr) et 7 (Une variante d’un théorème de Pink) sont de nature générale et peuvent
être lues indépendamment du reste du texte.

Je remercie chaleureusement L. Lafforgue pour son aide dans la préparation de
cet exposé.

1. ÉNONCÉ DU THÉORÈME PRINCIPAL

On fixe dans tout cet exposé une courbe X projective, lisse et géométriquement
connexe sur un corps fini Fq à q éléments. On note |X| l’ensemble des points fermés
de X.

Soit F le corps des fonctions de X. On identifie les places de F aux éléments de
|X|. Pour chaque x ∈ |X| on peut former le complété Fx de F en la place x. C’est
un corps de valuation discrète complet. On notera encore x : F×

x
→ Z sa valuation.

L’anneau des entiers de Fx est l’anneau de valuation discrète Ox = {ax ∈ F×
x

|
x(ax) ≥ 0}∪ {0}, px = {ax ∈ F×

x
| x(ax) > 0}∪ {0} est l’unique idéal maximal de Ox

et le corps résiduel κ(x) = Ox/px est une extension finie de Fq dont on notera deg(x)
le degré.

L’anneau (topologique) des adèles de F est le produit restreint

A = {a = (ax)x∈|X| | ax ∈ Ox pour presque tout x} ⊂
∏

x∈|X|

Fx
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où l’expression 〈〈pour presque tout x 〉〉 signifie 〈〈pour tous les x sauf un nombre
fini 〉〉. Le corps F se plonge diagonalement dans A et l’anneau topologique compact
O :=

∏

x∈|X|
Ox est un sous-anneau de A.

On dispose d’un homomorphisme de groupes deg : A× → Z défini par

deg(a) =
∑

x∈|X|

deg(x)x(ax).

Cet homomorphisme est surjectif et est identiquement nul sur F× et aussi sur O×.
Son noyau est compact modulo F× : en d’autres termes, pour tout a ∈ A× de degré
non nul, le groupe quotient F×\A×/O×aZ est fini.

1.1. Représentations automorphes cuspidales

Soit r un entier ≥ 1. On considère le groupe adélique GLr(A) des matrices
inversibles de taille r×r et à coefficients dans l’anneau A, et ses sous-groupes GLr(F )
et

K =
∏

x∈|X|

Kx = GLr(O) =
∏

x∈|X|

GLr(Ox).

On fixe une fois pour toute une mesure de Haar dg sur GLr(A), et une décomposition
dg =

∏

x∈|X|
dgx de cette mesure en produit de mesures de Haar locales. Il est com-

mode de normaliser dg et les dgx par les conditions vol(K, dg) = 1 et vol(Kx, dgx) = 1.
Une forme automorphe cuspidale (pour GL

r
sur F ) est une fonction ϕ :

GLr(A) → C ayant les propriétés suivantes :

1) ϕ(γg) = ϕ(g), ∀γ ∈ GLr(F ), ∀g ∈ GLr(A),

2) il existe un sous-groupe Kϕ ⊂ K d’indice fini tel que ϕ(gk) = ϕ(g),
∀g ∈ GLr(A), ∀k ∈ Kϕ,

3) il existe a ∈ A× tel que deg(a) 6= 0 et ϕ(ga) = ϕ(g), ∀g ∈ GLr(A),

4) pour toute décomposition non triviale r = r1 + · · · + rs de r en en-
tiers strictement positifs, qui définit un sous-groupe parabolique standard
P = MU ( GLr de radical unipotent U et de composante de Levi
M ∼= GLr1

× · · · × GLrs
, le terme constant

GLr(A) → C, g 7→

∫

U(F )\U(A)

ϕ(ug)du,

est identiquement nul (ici du est n’importe quelle mesure de Haar sur le
quotient compact U(F )\U(A)).

Si l’on fixe un élément a0 de degré non nul dans A×, on a

Lcusp =
⋃

n≥1

Lcusp(an

0 )



873-03

où, pour tout a ∈ A× de degré non nul, Lcusp(a) ⊂ Lcusp est le sous-espace défini en
imposant ce a particulier dans la propriété 3).

Toujours pour a ∈ A× de degré non nul, on montre que toute fonction ϕ ∈
Lcusp(a) est à support compact sur GLr(F )\GLr(A)/aZ, et on peut donc munir
Lcusp(a) du produit scalaire hermitien défini positif

(ϕ1, ϕ2) :=

∫

GLr(F )\GLr(A)/aZ

ϕ1(g)ϕ2(g)dg.

Le groupe GLr(A) agit par translation à droite sur l’espace vectoriel complexe

Lcusp = Lcusp(GLr(F )\GLr(A))

des formes automorphes cuspidales. Cette représentation est lisse (le fixateur de tout
vecteur dans Lcusp est un sous-groupe ouvert de GLr(A)). Comme on a fixé une
mesure de Haar dg sur GLr(A), la donnée de cette représentation équivaut à celle
d’une structure de H-module sur Lcusp, où l’algèbre de Hecke

H = C∞
c (GLr(A))

est l’algèbre de convolution des fonctions complexes, localement constantes et à
support compact, sur GLr(A).

Pour chaque a ∈ A× de degré non nul, l’action de GLr(A) respecte le sous-espace
Lcusp(a). La représentation induite sur ce sous-espace est admissible (pour tout sous-
groupe K ′ ⊂ K d’indice fini, l’espace vectoriel des invariants sous K ′ dans Lcusp(a)
est de dimension finie). Elle est de plus unitaire pour le produit scalaire défini ci-
dessus. La représentation de GLr(A) sur Lcusp est donc semi-simple : elle admet une
décomposition isotypique

Lcusp
∼=

⊕

π

V ⊕m(π)
π

où π parcourt un système de représentants des classes d’isomorphie de représentations
complexes irréductibles admissibles de GLr(A), où Vπ est l’espace de π (en général de
dimension infinie) et où les multiplicités m(π) sont des entiers ≥ 0.

DÉFINITION. — Une représentation automorphe cuspidale irréductible (pour GLr

sur F ) est une représentation complexe admissible irréductible de GLr(A) qui est

isomorphe à un facteur direct de Lcusp.

On notera Ar un système de représentants des classes d’isomorphie de ces repré-
sentations automorphes cuspidales irréductibles. Chaque π ∈ Ar admet un caractère
central ωπ : F×\A× → C× qui est d’ordre fini puisque ωπ(a) = 1 pour au moins un
a ∈ A× de degré non nul.

THÉORÈME (Théorème de multiplicité un, [PS 2], [Sh]). — On a

Lcusp
∼=

⊕

π∈Ar

Vπ.
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En d’autres termes, les multiplicités dans la décomposition isotypique de la représen-

tation Lcusp de GLr(A) sont données par m(π) = 1 si π est automorphe cuspidale et

m(π) = 0 sinon.

Pour tout x ∈ |X|, on définit aussi l’algèbre de Hecke locale

Hx = C∞
c (GL

r
(Fx)).

C’est l’algèbre de convolution pour la mesure de Haar dgx sur GL
r
(Fx). L’espace

de toute représentation lisse de GL
r
(Fx) est naturellement muni d’une structure de

Hx-module.
On notera eKx

∈ Hx la fonction caractéristique de Kx = GL
r
(Ox) dans GL

r
(Fx)

et on appellera algèbre de Hecke locale non ramifiée la sous-algèbre

Hx(Kx) = eKx
∗ Hx ∗ eKx

⊂ Hx.

C’est une algèbre commutative unitaire munie d’un isomorphisme, construit par
Satake,

Hx(Kx) ∼= C[z1, z
−1
1 , . . . , zr, z

−1
r

]Sr,

où le groupe symétrique Sr agit par permutation des indéterminées z1, . . . , zr. En
particulier, si (πx, Vπx

) est une représentation admissible irréductible de GLr(Fx)
non ramifiée, c’est-à-dire telle que V Kx

πx
6= (0), on a en fait

dim(V Kx
πx

) = 1

et le Hx(Kx)-module V Kx
πx

de rang 1 et aussi la représentation (πx, Vπx
) sont (à

isomorphisme près) uniquement déterminés par la donnée d’un r-uplet non ordonné

(z1(πx), . . . , zr(πx))

de nombres complexes non nuls, appelés les valeurs propres de Hecke de πx.
L’algèbre de Hecke globale H est le produit tensoriel restreint

H = lim
−→
S

(
⊗

x∈S

Hx

)

⊗

(
⊗

x/∈S

eKx

)

des algèbres de Hecke locales, où S parcourt l’ensemble des parties finies de |X|. Une
représentation admissible irréductible (π, Vπ) de GL

r
(A) admet donc, pour chaque

x ∈ |X|, une composante locale (πx, Vπx
) qui est une représentation irréductible

admissible de GL
r
(Fx) bien définie à isomorphisme près. Pour presque tout x, π

est non ramifiée en x, c’est-à-dire admet une composante locale non ramifiée en x, et
π est le produit tensoriel restreint

π ∼=
⊗

x∈|X|

′ πx
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de ses composantes locales. (Une fois que l’on a fixé une base vx de V Kx
πx

pour chaque
place x non ramifiée pour π, l’espace de la représentation du membre de droite est
par définition la limite inductive

lim
−→
S

(
⊗

x∈S

Vπx

)

⊗

(
⊗

x/∈S

vx

)

pour S parcourant l’ensemble des parties finies de |X| qui contiennent toutes les places
ramifiées pour π.)

On définit la fonction L partielle de π comme le produit eulérien formel

LSπ (π, T ) =
∏

x/∈Sπ

L(πx, T ) =
∏

x/∈Sπ

1
∏

r

i=1(1 − zi(πx)T deg(x))
∈ C[[T ]]

où Sπ ⊂ |X| est l’ensemble fini des places ramifiées de π. Godement et Jacquet ([G-
J]) ont démontré que le produit eulérien LSπ (π, q−s) converge absolument dans un
demi-plan Re(s) > σ pour un nombre réel σ assez grand, et que la série formelle en
T définie par LSπ (π, T ) est en fait le développement d’une fraction rationnelle dans
C(T ), et même d’un polynôme dans C[T ] si r ≥ 2.

1.2. Représentations du groupe de Galois

On fixe une clôture séparable F de F et on note ΓF le groupe de Galois de F sur
F . Pour chaque x ∈ |X| on choisit arbitrairement un sous-groupe de décomposition
Dx ⊂ ΓF en x. Ce groupe de décomposition est le groupe de Galois ΓFx

d’une certaine
clôture séparable F x de Fx. On note Ix ⊂ Dx le sous-groupe d’inertie de ce groupe de
décomposition. Le groupe quotient Dx/Ix est isomorphe au groupe de Galois Γκ(x) de

κ(x) sur κ(x) pour une certaine clôture algébrique κ(x) de κ(x) et est donc isomorphe à

FrobẐ
x

où Frobx ∈ Γκ(x) est l’élément de Frobenius géométrique (l’inverse de l’élévation

à la puissance |κ(x)| = qdeg(x)).
Muni de la topologie de Krull, ΓF est un groupe topologique pro-fini, dont les

représentations complexes continues et de dimension finie se factorisent nécessairement
par un quotient fini. Suivant Serre et Grothendieck, on obtient une catégorie plus vaste
de représentations de ΓF en remplaçant le corps des coefficients C par un corps ℓ-
adique. Fixons donc un nombre premier auxiliaire ℓ, distinct de la caractéristique de
Fq, et fixons une clôture algébrique Qℓ de Qℓ.

Une représentation ℓ-adique σ de ΓF est un Qℓ-espace vectoriel Vσ de dimension
finie, muni d’un homomorphisme de groupes σ : ΓF → AutQℓ

(Vσ), ayant les propriétés
suivantes :

1) il existe une base de Vσ identifiant AutQℓ
(Vσ) à GLr(Qℓ), où r est la

dimension de Vσ, et une extension finie Eλ de Qℓ contenue dans Qℓ telles
que σ(ΓF ) ⊂ GLr(Eλ) ⊂ GLr(Qℓ),

2) σ : ΓF → GL
r
(Eλ) est continu pour la topologie de Krull sur ΓF et la

topologie ℓ-adique sur GL
r
(Eλ),
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3) pour presque tout x ∈ |X|, σ est non ramifiée en x, c’est-à-dire que la
restriction σx de σ au sous-groupe de décomposition Dx ⊂ ΓF est triviale
sur le sous-groupe d’inertie Ix ⊂ Dx.

Ces représentations forment une catégorie abélienne où tout objet est de longueur
finie.

Soit Gr un système de représentants des classes d’isomorphie de représentations
ℓ-adiques irréductibles de rang r de ΓF dont le déterminant (la puissance extérieure
maximale) est d’ordre fini. Pour chaque σ ∈ Gr, on note Sσ l’ensemble fini des places
de F où σ est ramifiée. Pour chaque x /∈ Sσ, on dispose de l’automorphisme σx(Frobx)
de Vσ, et on note

(z1(σx), . . . , zr(σx))

les valeurs propres de Frobenius de σ en x, c’est-à-dire le r-uplet non ordonné
d’éléments non nuls de Qℓ formé des valeurs propres de σx(Frobx). La fonction L
partielle de σ est par définition le produit eulérien formel

LSσ (σ, T ) =
∏

x∈|X|−Sσ

L(σx, T ) =
∏

x∈|X|−Sσ

1
∏

r

i=1(1 − zi(σx)T deg(x))
∈ Qℓ[[T ]].

Il résulte de la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr]) que cette
série formelle est le développement d’une fraction rationnelle dans Qℓ(T ), et même
d’un polynôme dans Qℓ[T ] si r ≥ 2.

1.3. La correspondance de Langlands et ses conséquences

On fixe un isomorphisme de corps ι : Qℓ

∼
−→ C (il en existe d’après l’axiome du

choix). On notera encore ι les isomorphismes de Qℓ(T ) (resp. Qℓ[[T ]]) sur C(T ) (resp.
C[[T ]]) induits par ι.

THÉORÈME PRINCIPAL. — (i) (Correspondance de Langlands) Il existe une unique

bijection

Ar

∼
−→ Gr, π 7→ σ(π),

telle que, pour tout π ∈ Ar on ait l’égalité de facteurs L locaux

ι(L(σ(π)x, T )) = L(πx, T ),

pour presque tout x /∈ Sσ(π) ∪ Sπ.

(ii) (Conjecture de Ramanujan-Petersson) Pour tout π ∈ Ar et toute place

x /∈ Sπ on a

|zi(πx)| = 1, ∀i = 1, . . . , r.

Le cas r = 1 de ce théorème est une reformulation de la théorie du corps de
classes abélien pour les corps de fonctions. Le cas r = 2 a été démontré par Drinfeld
([Dr 6], [Dr 7]). Le cas général est dû à Lafforgue ([La 10]).

Les conséquences de ce théorème qui sont formulées ci-dessous étaient attendues,
et leur déduction du théorème principal est bien connue.
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THÉORÈME (Compatibilité avec la correspondance de Langlands locale). — Pour

tout π ∈ Ar et tout x ∈ |X|, la représentation de Galois locale σ(π)x de Dx = ΓFx

est l’image σx(πx) de la représentation locale πx de GL
r
(Fx) par la correspondance

de Langlands locale (cf. [L-R-S]). En particulier, π et σ(π) ont les mêmes facteurs L
locaux en toutes les places de F .

THÉORÈME (Conjecturé par Deligne, [De](1.2.10)). — Soit σ ∈ Gr.

(i) Le sous-corps E = E(σ) de Qℓ engendré sur Q par les coefficients des

polynômes

∏
r

i=1(1 − zi(σx)T ) pour tous les x 6∈ Sσ est un corps de nombres (une

extension finie de Q).

(ii) Pour tout nombre premier ℓ′ distinct de la caractéristique de Fq, fixons

une clôture algébrique Qℓ′ de Qℓ′ et notons Gr,ℓ′ l’ensemble Gr correspondant.

Il existe alors une unique famille de représentations σℓ′,λ′ ∈ Gr,ℓ′ , indexée par les

couples (ℓ′, λ′) formés d’un nombre premier ℓ′ distinct de la caractéristique de Fq et

d’un plongement λ′ : E →֒ Qℓ′ , et ayant les propriétés suivantes :

- σ = σℓ,λ où λ est l’inclusion de E dans Qℓ,

- chaque σℓ′,λ′ a le même ensemble de places ramifiées que σ et pour tout

x /∈ Sσ on a l’égalité

r∏

i=1

(1 − zi(σℓ′,λ′,x)T ) = λ′

(
r∏

i=1

(1 − zi(σx)T )

)

∈ Qℓ′ [T ].

¤

THÉORÈME (Conjecturé par Deligne, [De](1.2.10)). — Soient Y un schéma normal

de type fini sur le corps fini Fq et L un système local ℓ-adique de rang r sur Y . On

suppose que L est irréductible et que sa puissance extérieure maximale det(L) est

d’ordre fini (det(L)⊗N
est isomorphe au faisceau ℓ-adique constant de valeur Qℓ sur

Y pour tout entier N ≥ 1 assez divisible). Alors L est pur de poids 0. ¤

Une conséquence plus indirecte du théorème principal est l’énoncé dit 〈〈de
descente 〉〉 dans la première construction de Drinfeld (cf. [Dr 12], [F-G-K-V], [Lau
5], [Lau 6]) des faisceaux automorphes partout non ramifiés pour GL

r
sur une courbe

lisse, projective et géométriquement connexe sur un corps arbitraire (éventuellement
de caractéristique nulle).

1.4. Historique

L’outil principal inventé par Drinfeld et utilisé par Drinfeld et Lafforgue pour
démontrer le théorème principal, est le champ modulaire des chtoucas. Avant de
découvrir ce champ, Drinfeld avait introduit des variétés modulaires sur les corps de
fonctions très semblables aux variétés de Shimura sur les corps de nombres : les variétés
de modules elliptiques (ou de faisceaux elliptiques). L’utilisation de ces variétés avait
permis de construire σ(π) sous certaines conditions sur la représentation locale π∞

en une place donnée ∞ ∈ |X|. Ainsi, Drinfeld ([Dr 9] et [Dr 10]) avait construit σ(π)
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quand r = 2 et π∞ est dans la série discrète, et Flicker et Kazhdan, puis moi-même,
avions généralisé cette construction de Drinfeld, pour r arbitraire, dans les cas où π∞

est soit supercuspidale ([F-K]), soit la représentation de Steinberg ([Lau 1], [Lau 2]).
L’assertion d’unicité du théorème principal était connue depuis longtemps : elle

est en effet une conséquence immédiate du théorème de densité de Čebotarev ([Se]).
Il en était de même de l’injectivité de l’application π → σ(π) qui est automatique
d’après le théorème de multiplicité un fort de Piatetski-Shapiro ([PS 2]).

Deligne avait remarqué un principe de récurrence permettant de déduire la
surjectivité de l’application π → σ(π) de son existence. Plus précisément, si pour
tout r′ = 1, . . . , r − 1, on a construit une application π′ → σ′(π′) de Ar′ → Gr′ telle
que, quel que soit π′ ∈ Ar′ , on ait l’égalité de facteurs L locaux

ι(L(σ′(π′)x, T )) = L(π′
x
, T )

pour presque tout x /∈ Sσ′(π′) ∪ Sπ′ , alors l’équation fonctionnelle de Grothendieck
([Gr]), la formule du produit pour la constante de cette équation fonctionnelle ([Lau 7])
et le théorème inverse de Hecke, Weil et Piatetski-Shapiro ([PS 1], [C-PS]) permettent
de définir une application

Gr → Ar, σ 7→ π(σ),

telle que, quel que soit σ ∈ Gr, on ait l’égalité de facteurs L locaux

ι(L(π(σ)x, T )) = L(σx, T )

pour presque tout x /∈ Sσ ∪ Sπ(σ).
Lafforgue avait obtenu auparavant un énoncé très proche de la conjecture de

Ramanujan-Petersson ([La 1]) comme une conséquence de la description adélique de
Drinfeld des chtoucas sur les corps finis ([Dr 6]), de la formule des traces d’Arthur-
Selberg ([Ar]), de la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr]), du
théorème de pureté de Deligne ([De]) et des estimées de Jacquet-Shalika pour les
valeurs propres de Hecke des représentations automorphes cuspidales irréductibles
([J-S 1]).

1.5. La stratégie

La stratégie utilisée par Drinfeld et Lafforgue pour définir l’application π → σ(π)
de Ar dans Gr est inspirée des travaux de Shimura, Ihara, Deligne, Langlands, ... Sous
sa forme la plus näıve elle peut se décrire comme suit :

On construit un schéma V sur F muni d’une action de l’algèbre de Hecke H de
telle sorte que la cohomologie ℓ-adique à supports compacts

H∗
c (F ⊗F V, Qℓ)

soit une représentation du produit de GL
r
(A) et du groupe de Galois ΓF .

Puis on calcule la trace de cette représentation par la formule des points fixes de
Grothendieck-Lefschetz.
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Enfin on compare cette formule des points fixes avec la formule des traces
d’Arthur-Selberg pour prouver que la représentation

⊕

π∈Ar

π ⊗ σ(π)

de GL
r
(A) × ΓF que l’on cherche est exactement la partie 〈〈cuspidale 〉〉 de H∗

c (F ⊗F

V, Qℓ).

En fait, comme la cohomologie ℓ-adique ci-dessus est automatiquement définie
sur Qℓ, il y a une obstruction (de rationalité) à mener à bien un tel programme (cf.
[Ka]) et la stratégie doit être légèrement modifiée. Comme l’a proposé Drinfeld, c’est
plutôt la représentation

⊕

π∈Ar

π ⊗ σ(π)∨ ⊗ σ(π)

du produit GL
r
(A)×ΓF ×ΓF , où σ(π)∨ est la représentation contragrédiente de σ(π),

que l’on peut espérer obtenir comme la partie cuspidale de la cohomologie ℓ-adique à
supports compacts d’un schéma sur F ⊗ F .

2. CHTOUCAS DE DRINFELD

2.1. Le champ des chtoucas

Tous les schémas (ou champs) considérés seront sur Fq ; on dira donc schéma
(ou champ) au lieu de Fq-schéma (ou Fq-champ) et on notera simplement U × T le
produit U ×Fq

T de deux tels schémas (ou champs). Pour tout schéma (ou champ)
U , on notera FrobU : U → U son endomorphisme de Frobenius relativement à Fq :
si U est un schéma, FrobU est donc l’identité sur l’espace topologique sous-jacent
à U et l’élévation à la puissance q-ième sur le faisceau structural OU . Si M est un
OU×X -Module, on notera τM le OU×X -Module (FrobU × IdX)∗M.

DÉFINITION (Drinfeld). — Un chtouca à droite (resp. à gauche) Ẽ de rang r ≥ 1
sur un schéma U est un diagramme dans la catégorie abélienne des OU×X-Modules

E
j

−֒−→E′ t

←−−֓ τE (resp. E
t

←−−֓ E′
j

−֒−→ τE )

où :

- E et E′
sont localement libres de rang r,

- j et t sont injectifs,

- les conoyaux de j et t sont supportés par les graphes Γ∞ ⊂ U × X et

Γo ⊂ U × X de deux morphismes ∞ : U → X et o : U → X, et sont

localement libres de rang 1 sur leurs supports.

Le morphismes ∞ et o sont appelés respectivement le pôle et le zéro du chtouca.

En d’autres termes, un chtouca à droite de rang r est la donnée d’un fibré
vectoriel E de rang r, d’une modification élémentaire supérieure j : E →֒ E′ de E,
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d’une modification élémentaire inférieure j′ : E′′ →֒ E′ de E′ et d’un isomorphisme
u : τE

∼
−→ E′′. On a bien sûr une description similaire pour les chtoucas à gauche.

En faisant varier U , on définit de manière évidente le champ Chtr des chtoucas
à droite de rang r, un morphisme (∞, o) : Chtr → X × X et un chtouca à droite
de rang r universel sur Chtr ×X de pôle et de zéro les deux composantes de ce
morphisme. De même, on a le champ rCht des chtoucas à gauche de rang r, un
morphisme (∞, o) : rCht → X × X et un chtouca à gauche de rang r universel.

On a des morphismes de Frobenius partiels

Frob∞ : rCht → Chtr et Frobo : Chtr → rCht

au dessus de (∞, o) 7→ (∞,FrobX(o)) et (∞, o) 7→ (FrobX(∞), o), qui envoient Ẽ sur
(E′

j

−֒−→ τE
τ
t

←−−֓ τE′) et (E′
t

←−−֓ τE
τ
j

−֒−→ τE′) respectivement.

Dans la suite et sauf mention explicite du contraire, les chtoucas seront tous

à droite, et on dira simplement 〈〈chtouca 〉〉 pour 〈〈chtouca à droite 〉〉. Les résultats
démontrés pour les chtoucas à droite ont bien entendu des analogues pour les chtoucas
à gauche.

PROPOSITION (Drinfeld). — Le champ Chtr
est algébrique au sens de Deligne-

Mumford. Le morphisme (∞, o) : Chtr → X × X est lisse, purement de dimension

relative 2r − 2.

Le champ Chtr s’écrit comme réunion disjointe

Chtr =
∐

d∈Z

Chtr,d

où Chtr,d classifie les chtoucas de degré

d = deg E = deg E′ − 1.

Exemple : Pour tout entier d, Cht1,d peut être défini comme le produit fibré

Cht1,d −−−→ Fib1,d



y ¤



y L

X × X −−−→
J

Fib1,0

où Fib1,d est le champ algébrique des fibrés en droites de degré d sur X, J est
l’application d’Abel-Jacobi qui envoie (∞, o) ∈ (X × X)(U) sur le fibré en droites
OU×X(∞− o), et L est l’isogénie de Lang qui envoie un fibré en droites L sur U ×X
sur le fibré en droites L−1 ⊗OU×X

τL.
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En particulier, Cht1,d est de type fini et admet un espace grossier qui est un
revêtement fini étale galoisien de X × X. ¤

Mais, mis à part le cas r = 1, aucun des champs Chtr,d
n’est de type fini.

2.2. Troncatures

Soient k un corps algébriquement clos contenant Fq et Ẽ un chtouca sur (le spectre

de) k. On appelle sous-objet de Ẽ, et on note simplement

F̃ ⊂ Ẽ,

la donnée de deux sous-Ok⊗X -Modules F ⊂ E et F′ ⊂ E′ tels que E/F et E′/F′ soient
localement libres de même rang et que j(F) ⊂ F′ et t(τF) ⊂ F′ ; à un tel sous-objet
on peut associer son rang

rg F̃ = rg F = rg F′

et, pour chaque nombre réel α, son degré (d’indice α)

degα F̃ = (1 − α) deg F + α deg F′.

Si 0 = F̃0 ( F̃1 ( · · · ( F̃s = Ẽ est une filtration de Ẽ par des sous-objets comme
ci-dessus, on peut lui associer son polygone (d’indice α) qui est la fonction affine par
morceaux

p : [0, r] → R

avec p(0) = p(r) = 0, dont les seules ruptures de pentes interviennent en les entiers

rg F̃σ, σ = 1, . . . , s − 1, et qui prend en ces entiers-là la valeur

p(rg F̃σ) = degα F̃σ −
rg F̃σ

r
degα Ẽ.

PROPOSITION. — Fixons un nombre réel α ∈ [0, 1]. Alors, parmi tous les polygones

attachés aux filtrations de Ẽ comme ci-dessus, il en existe un plus grand que tous les

autres, et parmi toutes les filtrations qui définissent ce polygone maximal il en existe

une moins fine que tous les autres.

Le polygone et la filtration dont la proposition ci-dessus assurent l’existence sont
appelés respectivement le polygone de Harder-Narasimhan et la filtration de Harder-

Narasimhan d’indice α du chtouca Ẽ.
Nous appellerons paramètre de troncature toute fonction continue, convexe, affine

par morceaux p : [0, r] → R≥0 avec p(0) = p(r) = 0 dont les points de ruptures de
pente ont des abscisses entières.

PROPOSITION. — ´
Etant donnés α ∈ [0, 1] et un paramètre de troncature p, il

existe un unique ouvert Chtr;≤αp
du champ Chtr

tel qu’un chtouca sur un corps

algébriquement clos est dans cet ouvert si et seulement si son polygone de Harder-

Narasimhan d’indice α est majoré par p.
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De plus, pour chaque entier d, l’ouvert

Chtr,d;≤αp := Chtr;≤αp ∩Chtr,d

du champ Chtr,d
est de type fini.

On voit donc que, pour chaque entier d, le champ algébrique localement de type
fini Chtr,d est réunion filtrante des ouverts de type fini Chtr,d;≤p

α
.

2.3. Structures de niveau sur les chtoucas

Comme les courbes elliptiques, les chtoucas admettent des structures de niveau.
Un niveau est ici un sous-schéma fermé fini

N = Spec(ON ) ⊂ X.

Si E est un fibré vectoriel sur U × X pour un schéma (ou un champ) U , on notera
simplement EN la restriction de E au fermé U×N ⊂ U×X. Si M est un OU×N -Module
on notera encore τM le OU×N -Module (FrobU × IdN )∗M. Pour tout fibré vectoriel E

sur U × X on a évidemment τ (EN ) ∼= (τE)N .
On considère le champ algébrique

Trr

N

qui associe au schéma U la catégorie des couples (F, u) formés d’un fibré vectoriel de
rang r sur U ×N et d’un isomorphisme de fibrés vectoriels u : τF

∼
−→ F. Si l’on note

GLN

r
= ResN/ Spec(Fq) GLr le schéma en groupes sur Fq restriction à la Weil du schéma

en groupes linéaire GLr sur N et par h 7→ τ(h) = FrobGLr
(h) son endomorphisme de

Frobenius (relatif à Fq), ce champ n’est autre que le quotient

Trr

N
= [GLN

r
/τAd(GLN

r
)]

de GLN

r
par l’action de GLN

r
sur lui-même par la conjugaison tordue

τAd(h)(g) = τ(h)−1gh.

Comme l’isogénie de Lang

L : GLN

r
→ GLN

r
, h 7→ L(h) = τ(h)−1h,

est un torseur sous le groupe fini GL
r
(ON ) = GLN

r
(Fq) (pour son action par

translation à droite sur GLN

r
), Trr

N
est canoniquement isomorphe au champ classifiant

[Spec(Fq)/GL
r
(ON )].

On ne munira ici de structures de niveau que les chtoucas dont le pôle et le zéro

ne rencontrent pas N . Si
Ẽ = (E

j

−֒−−→E′ t

←−−−֓ τE)

est un tel chtouca sur U on remarque que les restrictions

jN : EN → E′
N

et tN : τ (EN ) ∼= (τE)N → E′
N

des flèches j et t sont des isomorphismes de OU×N -Modules. On a donc un morphisme
de champs algébriques

Chtr ×
X2(X − N)2 −−−→ Trr

N
, Ẽ 7→ (EN , j−1

N
◦ tN ).
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DÉFINITION (Drinfeld). — Soit Ẽ un chtouca de rang r sur un schéma U dont

le pôle et le zéro se factorisent par l’immersion ouverte X − N →֒ X. Une structure
(principale) de niveau N sur ce chtouca est la donnée d’un isomorphisme

ι : Or

U×N

∼
−→ EN

tel que

ι = (j−1
N

◦ tN ) ◦ τ ι : Or

U×N

∼
−→ EN .

On définit de manière évidente le champ Chtr

N
des chtoucas de rang r, dont le

pôle et le zéro ne rencontrent pas N , et avec structures de niveau N . On a un carré
cartésien

Chtr

N
−−−−−−−−→ Trr,τ

N


y ¤



y

Chtr ×
X2(X − N)2 −−−→ Trr

N

où la flèche horizontale du bas est la flèche de restriction à N définie ci-dessus,
où Trr,τ

N
est le champ qui associe au schéma U la catégorie des triplets (F, u, ι)

formés d’un objet (F, u) de Trr

N
(U) et d’un isomorphisme de OU×N -Modules ι :

Or

U×N

∼
−→ F tel que ι = u ◦ τ ι, et où la flèche verticale de droite est l’oubli

de la composante ι. On remarquera que la composante ι de (F, u, ι) détermine
uniquement la composante u et donc que Trr,τ

N
est canoniquement isomorphe au champ

[GLN

r
/GLN

r
] quotient de GLN

r
par l’action de GLN

r
sur lui-même par translation

à droite, c’est-à-dire au schéma réduit à un point Spec(Fq). Par conséquent, la
flèche verticale de droite du carré ci-dessus se décrit encore, soit comme la flèche
[GLN

r
/GLN

r
] → [GLN

r
/τAd(GLN

r
)] induite par l’isogénie de Lang L, soit comme le

GL
r
(ON )-torseur canonique Spec(Fq) → [Spec(Fq)/GL

r
(ON )].

La flèche verticale de gauche est donc un GL
r
(ON )-torseur et Chtr

N
est un champ

algébrique, lisse purement de dimension 2r − 2 sur (X − N)2.

3. HOMOMORPHISMES COMPLETS ET CHTOUCAS ITÉRÉS

3.1. Homomorphismes complets

Soient k un corps et V et W deux k-espaces vectoriels de dimension r. On notera
H(V,W ) le schéma des uplets

(u1, . . . , ur;λ1, . . . , λr−1)

où, pour ρ = 1, . . . , r, uρ est une application linéaire non nulle de ∧ρV dans ∧ρW et
où λ1, . . . , λr−1 sont des scalaires. Les conditions

- u1 est un isomorphisme,
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- λ1, . . . , λr−1 sont inversibles,

- ∧ρu1 = λρ−1
1 λρ−2

2 · · ·λρ−1uρ pour ρ = 2, . . . , r,

définissent un sous-schéma localement fermé Ω◦(V,W ) de ce schéma affine et la
projection (u1;λ1, . . . , λr−1) identifie Ω◦(V,W ) au schéma Isom(V,W )×k Gr−1

m,k
. Nous

noterons

Ω(V,W ) ⊂ H(V,W )

l’adhérence schématique de Ω◦(V,W ) dans H(V,W ).
Le schéma Ar−1

k
est naturellement muni d’un diviseur à croisements normaux,

réunion de r − 1 diviseurs lisses, à savoir les diviseurs {λρ = 0} pour ρ = 1, . . . , r − 1.
Ce diviseur à croisement normaux définit de la manière habituelle une stratification
localement fermée de Ar−1

k
, indexée par les parties R de [r − 1] = {1, . . . , r − 1} et de

R-ième strate

Ar−1
k,R

= {(λ1, . . . , λr−1) | λρ = 0 ⇔ ρ ∈ R} ∼= G
[r−1]−R

m,k
.

Par construction, on dispose d’un morphisme

(λ1, . . . , λr−1) : Ω(V,W ) → Ar−1
k

.

et on peut relever à Ω(V,W ) le diviseur et la stratification de Ar−1
k

que l’on vient
d’introduire. En particulier, pour tout sous-ensemble R ⊂ [r − 1], on notera

ΩR(V,W ) ⊂ Ω(V,W )

l’image réciproque par ce morphisme de la strate localement fermée Ar−1
k,R

⊂ Ar−1
k

.
On vérifie que Ω∅(V,W ) = Ω◦(V,W ).

PROPOSITION. — Pour chaque R = {r1, r2, . . . , rs−1} ⊂ [r − 1] où 0 = r0 < r1 <
r2 < · · · < rs−1 < rs = r, ΩR(V,W ) est isomorphe au schéma des uplets

(V •,W•, (vσ)σ=1,...,s−1; (λρ)ρ∈[r−1]−R)

où :

- les λρ sont des scalaires inversibles,

- V • = (V = V 0 ) V 1 ) · · · ) V s = (0)) est une filtration décroissante par

des sous-espaces vectoriels de codimensions 0 = r0, r1, . . . , rs = r,

- W• = ((0) = W0 ( W1 ( · · · ( Ws = W ) est une filtration croissante par

des sous-espaces vectoriels de dimensions 0 = r0, r1, . . . , rs = r,

- vσ : V σ−1/V σ ∼
−→ Wσ/Wσ−1 est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

A fortiori, le morphisme (λρ)ρ∈[r−1]−R : ΩR(V,W ) → G
[r−1]−R

m,k
est lisse de

dimension relative r2
. ¤



873-15

Remarque : L’écriture R = {r1, r2, . . . , rs−1} où 0 = r0 < r1 < r2 < · · · < rs−1 <
rs = r identifie les parties de [r − 1] aux décompositions r = (r1 − r0) + (r2 − r1) +
· · · + (rs − rs−1) de r en entiers strictement positifs. ¤

COROLLAIRE. — Le morphisme (λ1, . . . , λr−1) est lisse purement de dimension

relative r2
et Ω◦(V,W ) ⊂ Ω(V,W ) est l’ouvert complémentaire d’un diviseur à

croisements normaux, réunion des r−1 diviseurs lisses {λρ = 0} pour ρ = 1, . . . , r−1.

Le tore Gr−1
m,k

= {(µ1, . . . , µr−1)} agit librement sur Ω(V,W ) par

u1 7→ u1, u2 7→ µ−1
1 u2, u3 7→ µ−2

1 µ2u3, . . . , ur 7→ µ1−r

1 µ2−r

2 · · ·µr−1ur,

et
λ1 7→ µ1λ1, λ2 7→ µ2λ2, . . . , λr−1 7→ µr−1λr−1,

et le quotient
Hõm(V,W ) := Ω(V,W )/Gr−1

m,k

est un schéma quasi-projectif et lisse, qui contient comme ouvert dense Isom(V,W )
avec pour fermé complémentaire une réunion de r − 1 diviseurs lisses à croisements
normaux. C’est par définition le schéma des homomorphismes complets de V dans W .
Par construction, on a un morphisme représentable, lisse et purement de dimension
relative r2, de champs algébriques

Hõm(V,W ) → [Ar−1
k

/Gr−1
m,k

],

et le diviseur à croisements normaux ci-dessus est l’image réciproque par ce morphisme
du diviseur à croisements normaux évident sur le champ algébrique [Ar−1

k
/Gr−1

m,k
].

Si V = W = kr on notera encore g̃lr,k le k-schéma Hõm(kr, kr) des endomor-

phismes complets de kr. La strate ouverte de g̃lr,k est bien entendu GLr,k.

Remarques : (i) Le morphisme

u1 : Hõm(V,W ) → Hom(V,W ) − {0}

peut aussi être obtenu comme le composé

Hõm(V,W ) = Hr−1 → · · · → H1 → H0 = Hom(V,W ) − {0}

où H1 → H0 est l’éclatement de H0 le long du fermé des homomorphismes de rang 1 et
où, pour ρ = 2, . . . , r− 1, Hρ → Hρ−1 est l’éclatement de Hρ−1 le long du transformé
strict du fermé de H0 formé des homomorphismes de rang ≤ ρ.

(ii) Le groupe multiplicatif agit par homothétie sur les homomorphismes com-

plets. Le quotient g̃lr,k /Gm,k est un schéma projectif, isomorphe à la compactification
de De Concini et Procesi de PGLr,k. ¤

Pour tout k-schéma U , la catégorie [Ar−1
k

/Gr−1
m,k

](U) a pour objets les uplets

((L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1))
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où L1, . . . ,Lr−1 sont des OU -Modules inversibles et où λ1, . . . , λr−1 sont des sections
globales de ces fibrés en droites. On peut donc voir un U -homomorphisme complet de
V dans W , c’est-à-dire un U -point de Hõm(V,W ), comme un uplet

u = (u1, . . . , ur; (L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1))

où ((L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1)) ∈ ob [Ar−1
k

/Gr−1
m,k

](U) et où

uρ :

ρ
∧

V ⊗k L
⊗(ρ−1)
1 ⊗ L

⊗(ρ−2)
2 ⊗ · · · ⊗ Lρ−1 →

ρ
∧

W

est un homomorphisme partout non nul de OU -Modules pour ρ = 1, . . . , r. Un
homomorphisme complet u est donc bien un homomorphisme u1 complété par des
données supplémentaires et peut être noté commodément u : V ⇒ W .

Soient maintenant S un k-schéma et V, W deux OS-modules localement libres
de rang constant r. Si U est un S-schéma, on peut considérer plus généralement les
uplets

u = (u1, . . . , ur; (L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1))

où ((L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1)) ∈ ob [Ar−1
k

/Gr−1
m,k

](U) et où

uρ :

ρ
∧

VU ⊗ L
⊗(ρ−1)
1 ⊗ L

⊗(ρ−2)
2 ⊗ · · · ⊗ Lρ−1 →

ρ
∧

WU ,

est un homomorphisme partout non nul de OU -Modules pour ρ = 1, . . . , r. (On a
noté VU et WU les restrictions de V et W à U .) On dira alors qu’un tel uplet est un
U -homomorphisme complet de V dans W, et on utilisera la notation u : V ⇒ W, si,
pour toutes trivialisations locales V ∼= V ⊗k OS et W ∼= W ⊗k OS , ce uplet est un
U -homomorphisme complet de V dans W .

On définit ainsi un S-schéma Hõm(V,W), muni d’un morphisme représentable,
lisse et purement de dimension relative r2, de champs algébriques

Hõm(V,W) → S ×k [Ar−1
k

/Gr−1
m,k

]

Le S-schéma quasi-projectif Hõm(V,W) contient le S-schéma Isom(V,W) comme un
ouvert dense, et le fermé complémentaire est un diviseur à croisement normaux relatifs
sur S, réunion de r − 1 diviseurs lisses.

3.2. Chtoucas itérés

DÉFINITION. — Un pré-chtouca itéré de rang r sur un schéma U est la donnée :

- d’un diagramme

E
j

−֒−→E′
j
′

←−−֓ E′′

et de deux morphismes ∞ : U → X et o : U → X, où E est un fibré vectoriel

de rang r sur U × X, j est une modification élémentaire supérieure de E le



873-17

long du graphe de ∞ et j′ est une modification élémentaire inférieure de E′

le long du graphe de o,

- de OU -Modules inversibles L1, . . . ,Lr−1 munis de sections globales λ1, . . . , λr−1,

- pour chaque entier ρ = 1, . . . , r, d’un homomorphisme de OU×X-Modules

uρ : ∧ρ(τE) ⊗ L
⊗(q−1)(ρ−1)
1 ⊗ L

⊗(q−1)(ρ−2)
2 ⊗ · · · ⊗ L

⊗(q−1)
ρ−1 → ∧ρE′′,

de telle sorte que le uplet

u = (u1, . . . , ur; (L
⊗(q−1)
1 , λq−1

1 ), . . . , (L
⊗(q−1)
r−1 , λq−1

r−1)) : τE ⇒ E′′

soit un homomorphisme complet.

En faisant varier U , on définit de manière évidente le champ Cr des pré-chtoucas
itérés de rang r. Il n’est pas difficile de vérifier que c’est un champ algébrique (au sens
d’Artin), localement de type fini, muni d’un morphisme de champs

((∞, o), ((L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1))) : Cr → X × X × [Ar−1/Gr−1
m ].

En particulier, pour tout R ⊂ [r − 1], on dispose de la strate localement fermée
Cr

R
⊂ Cr image réciproque de la strate [Ar−1

R
/Gr−1

m ] ⊂ [Ar−1/Gr−1
m ].

D’après la proposition du paragraphe 3.1, si R = {r1, . . . , rs−1} où 0 = r0 <
r1 < · · · < rs−1 < rs = r, la donnée d’un U -point de Cr

R
au-dessus d’un U -point

((L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1)) de [Ar−1
R

/Gr−1
m ] équivaut aux données suivantes :

- un diagramme
E

j

−֒−→E′
j
′

←−−֓ E′′

et deux morphismes ∞ : U → X et o : U → X, où E est un fibré vectoriel
de rang r sur U × X, j est une modification élémentaire supérieure de E le
long du graphe de ∞ et j′ est une modification élémentaire inférieure de E′

le long du graphe de o,

- une filtration décroissante

τE = F0 ) F1 ) · · · ) Fs−1 ) Fs = (0)

de τE par des sous-OU×X -Modules localement facteurs directs, de corangs
0 = r0, r1, . . . , rs−1, rs = r,

- une filtration croissante

(0) = E′′
0 ( E′′

1 ( · · · ( E′′
s−1 ( E′′

s
= E′′

de E′′ par des sous-OU×X -Modules localement facteurs directs, de rangs
0 = r0, r1, . . . , rs−1, rs = r,
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- une famille d’isomorphismes de OU×X -Modules

vσ : (Fσ−1/Fσ)⊗

(
σ−1⊗

σ′=1

τLrσ′

)

∼
−→ (E′′

σ
/E′′

σ−1)⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

Lrσ′

)

, σ = 1, . . . , s.

Pour un tel U -point notons

E′
σ

= j′(E′′
σ
) ⊂ E′, Eσ = j−1(E′

σ
) ⊂ E, ∀σ = 0, 1, . . . , s − 1, et E′

s
= E′, Es = E,

G1 = E1, G′
1 = E′

1 et Gσ = Eσ/Eσ−1, G′
σ

= Fσ−1 ∩ τEσ, ∀σ = 2, . . . , s.

On dispose de l’homomorphisme G1 →֒ G′
1 induit par j et du composé

τG1 →֒ τE ։
τE/F1 ∼

−→ E′′
1

j
′

−−→G′
1,

et, pour chaque σ = 2, . . . , r, on dispose du composé

G′
σ
⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

τLrσ′

)

→֒ Fσ−1 ⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

τLrσ′

)

։ (Fσ−1/Fσ) ⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

τLrσ′

)

∼
−→ (E′′

σ
/E′′

σ−1) ⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

Lrσ′

)

j′

−−→ (E′
σ
/E′

σ−1) ⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

Lrσ′

)

où j
′
est induite par j′, de l’homomorphisme

j : Gσ ⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

Lrσ′

)

→ (E′
σ
/E′

σ−1) ⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

Lrσ′

)

induit par j, et du composé

G′
σ
→֒ τEσ ։

τEσ/τEσ−1 = τGσ.

On a donc des diagrammes

G̃1 = (G1 →֒ G′
1 ←֓ τG1)

et

G̃σ =














Gσ ⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

Lrσ′

)



y

(E′
σ
/E′

σ−1) ⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

Lrσ′

)

←֓ G′
σ
⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

τLrσ′

)

→֒ τGσ ⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

τLrσ′

)














pour σ = 2, . . . , s.
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LEMME. — Pour tout ρ = 1, . . . , r, notons u◦
ρ

la restriction de uρ à l’ouvert

de U × X complémentaire des graphes des morphismes ∞ et o, et identifions les

restrictions de E et E′′
à cet ouvert à l’aide de j′−1 ◦ j. Avec ces notations les deux

conditions ci-dessous sont équivalentes :

(a) il n’existe aucun point géométrique de U tel que la fibre en ce point d’un

des u◦
ρ

soit nilpotente.

(a’) pour tout σ = 1, . . . , s − 1, on a (τj)(Fσ) ∩ τE′
σ

= (0) dans
τE′

.

De plus, si ces conditions équivalentes sont vérifiées, le plus grand ouvert de U×X
où toutes les flèches des diagrammes G̃σ ci-dessus sont des isomorphismes rencontre

chaque fibre de la projection canonique U × X → U suivant un ouvert dense.

La condition (a) a été introduite par Drinfeld en rang r = 2.

Suivant Lafforgue considérons les conditions supplémentaires suivantes :

(b) E′/E′
σ

est un OU×S-Module localement libre pour σ = 0, 1, . . . , s − 1,

(c) pour tout σ = 1, . . . , s, l’homomorphisme composé E′′
σ

j
′

−֒−→E′
։ E′/j(E)

est surjectif,

(d) pour tout σ = 1, . . . , s − 1, on a Fσ−1 + τEσ = τE,

La condition (c) assure en particulier que j : Gσ ⊗
(
⊗

σ−1
σ′=0 Lrσ′

)

→ (E′
σ
/E′

σ−1)⊗
(
⊗

σ−1
σ′=0 Lrσ′

)

est un isomorphisme. On peut donc récrire les diagrammes G̃σ, σ =

2, . . . , s, sous la forme

G̃σ =

(

Gσ ⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

Lrσ′

)

←֓ G′
σ
⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

τLrσ′

)

→֒ τGσ ⊗

(
σ−1⊗

σ′=0

τLrσ′

))

.

LEMME. — (i) Sous les conditions (a), (b), (c) et (d) le diagramme G̃1 est un

chtouca à droite de rang r1 et de pôle ∞, les diagrammes G̃2, . . . , G̃s sont des chtoucas

à gauche, le zéro de G̃σ est le pôle de G̃σ+1 pour σ = 1, . . . , s − 1 et le zéro de G̃s est

o.

(ii) Il existe un unique sous-champ ouvert Cht
r

⊂ Cr
tel que pour chaque

R = {r1, . . . , rs−1} comme ci-dessus la trace de cet ouvert sur Cr

R
soit définie par les

conditions (a), (b), (c) et (d).

Le champ Cht
r

est par définition le champ des chtoucas itérés de rang r. Il
contient comme ouvert dense le champ des chtoucas Cht r. Tout comme un chtouca
ordinaire, un chtouca itéré admet un degré, à savoir le degré du fibré vectoriel sous-
jacent E, et on a un découpage de Cht

r

en composantes

Cht
r

=
∐

d∈Z

Cht
r,d

indexées par ce degré. Bien sûr, pour chaque entier d, Cht r,d est un ouvert dense de

Cht
r,d

.
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Pour chaque R = {r1, . . . , rs−1} ⊂ [r − 1] on notera Cht
r

R
l’intersection de Cht

r

avec la strate Cr

R
. C’est un sous-champ localement fermé de Cht

r

, qui n’est autre que

l’ouvert Chtr pour R = ∅, et Cht
r

est la réunion disjointes des Cht
r

R
.

Il résulte du dernier lemme que l’on a un morphisme fini, surjectif et radiciel de
champs

Cht
r

R
→ Chtr1 ×X

r2−r1Cht · · · ×X
rs−rs−1Cht .

De plus on a un morphisme de Frobenius partiel (au dessus de l’endomorphisme
IdX ×FrobX de X × X)

Chtr1 ×X
r2−r1Cht · · · ×X

rs−rs−1Cht

→ ChtR := Chtr1 ×X Chtr2−r1 ×X,FrobX
· · · ×X,FrobX

Chtrs−rs−1

qui envoie (G̃1, G̃2, . . . , G̃s) sur

(G̃1,Frobo(G̃2), . . . , Frobo(G̃s))

qui est lui aussi fini, surjectif et radiciel. Par composition on a donc un morphisme
fini, surjectif et radiciel de champs

Cht
r

R
→ ChtR .

Le but de ce dernier morphisme est un champ de Deligne-Mumford séparé et lisse
purement de dimension relative

(2r1 − 2) + (2(r2 − r1) − 2) + · · · + (2(rs − rs−1) − 2) = 2r − 2s

au dessus de X × Xs−1 × X par le morphisme (∞ = ∞1,∞2, . . . ,∞s, os = o). Il se
décompose en

ChtR =
∐

d•∈Zs

ChtR,d•

où

ChtR,d• := Chtr1,d1 ×X Chtr2−r1,d2 ×X,FrobX
· · · ×X,FrobX

Chtrs−rs−1,ds .

On notera
Cht

r

R
=

∐

d•∈Zs

Cht
r,d•

R

la décomposition correspondante de la source. On vérifie que

Cht
r,d

R
:= Cht

r

R
∩Cht

r,d

=
∐

d•∈Zs

d1+···ds=d−s+1

Cht
r,d•

R

(le décalage −s + 1 provient des Frobenius partiels).
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3.3. Chtoucas itérés et troncature

Soient d un entier et p : [0, r] → R un paramètre de troncature. Pour chaque
ρ = 0, 1, . . . , r, notons p̃(ρ) l’unique entier appartenant à l’intervalle de longueur 1

]p(ρ) +
ρ

r
d − 1, p(ρ) +

ρ

r
d].

On définit alors des entiers d1, . . . , ds par

d1 = p̃(r1) et dσ = p̃(rσ) − p̃(rσ−1) − 1, ∀σ = 2, . . . , s,

et des paramètres de troncature p1 : [0, r1] → R, . . . , ps : [0, rs − rs−1] → R en
imposant que

p1(ρ1) = p̃(ρ1) −
ρ1

r1
d1, ∀ρ1 = 1, . . . , r1 − 1,

et

pσ(ρσ) = p̃(rσ−1 + ρσ) − p̃(rσ−1) − 1 −
ρσ

rσ − rσ−1
dσ, ∀ρσ = 1, . . . , rσ − rσ−1.

À décalage et normalisation près, les pσ sont essentiellement les restrictions de p aux
intervalles [rσ−1, rσ] comme dans la figure ci-dessous :

-

6

£
£
£
£
£
£
£
£
£
©©©©©© @

@
@

@
@

@
A
A
A
A
A
A¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶¶

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQ

0

p

r1 r2 r3 ρ

On note

ChtR,d;≤p = Chtr1,d1;≤p1 ×X Chtr2−r1,d2;≤p2 ×X,FrobX
· · ·

· · · ×X,FrobX
Chtrs−rs−1,ds;≤p2 ⊂ ChtR .

DÉFINITION. — Un paramètre de troncature p : [0, r] → R est dit µ-convexe pour

un nombre réel µ ≥ 0 si l’on a

(p(ρ) − p(ρ − 1)) − (p(ρ + 1) − p(ρ)) ≥ µ, ∀1 ≤ ρ ≤ r − 1.

Une propriété est dite vraie 〈〈pour tout paramètre de troncature assez convexe 〉〉

s’il existe un nombre réel µ ≥ 0 tel que la propriété soit vraie pour tout paramètre de

troncature qui est µ-convexe.

On remarquera que les paramètres de troncature pσ définis ci-dessus sont au-
tomatiquement (µ − 2)-convexes dès que p est µ-convexe.
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THÉORÈME. — Pour tout entier d et tout paramètre de troncature p : [0, r] → R

qui est 2-convexe, il existe un ouvert

Cht
r,d;≤p

⊂ Cht
r,d

de la composante d-ième du champ des chtoucas itérés ayant les propriétés suivantes :

- pour tout R ⊂ [r−1], Cht
r,d;≤p

R
:= Cht

r,d

R
∩Cht

r,d;≤p

est l’image réciproque

par le morphisme fini, surjectif et radiciel Cht
r

R
→ ChtR

de l’ouvert

ChtR,d;≤p
;

- le morphisme de champs (∞, o) : Cht
r,d;≤p

= Cht
r;≤p

∩Cht
r,d

→ X × X
est propre (et donc séparé et de type fini) ;

- si l’on suppose de plus que p est assez convexe relativement au genre de

la courbe X, le morphisme de champs (∞, o) ci-dessus est lisse purement

de dimension relative 2r − 2 et le fermé complémentaire dans Cht
r,d;≤p

de la strate ouverte Chtr,d;≤p = Cht
r,d;≤p

∅ est un diviseur à croisements

normaux relatif sur X ×X, qui est réunion de r − 1 diviseurs lisses et dont

la stratification canonique est celle par les Cht
r,d;≤p

R
pour R parcourant les

parties non vides de [r − 1].

On posera

Cht
r;≤p

=
∐

d∈Z

Cht
r,d;≤p

⊂ Cht
r

et
Cht

r;≤p

R
=

∐

d∈Z

Cht
r,d;≤p

R
⊂ Cht

r;≤p

.

3.4. Structures de niveau sur les chtoucas itérés

Dans cet exposé nous nous limiterons au cas où N est réduit et supporté par un

point fermé de X rationnel sur le corps fini de base Fq. On suppose donc N ∼= Spec(Fq)

et on a simplement GLN

r
= GLr.

Soit
E

j

−֒→E′
j
′

←−֓ E′′ u
⇐= τE,

un chtouca itéré sur un schéma U ; u = (u1, . . . , ur; (L
⊗(q−1)
1 , λq−1

1 ), . . . , (L
⊗(q−1)
r−1 , λq−1

r−1))
est donc un homomorphisme complet de τE dans E′′. Si le pôle et le zéro de ce chtouca
itéré ne rencontrent pas N , les restrictions

jN : EN → E′
N

et j′
N

: E′′
N

→ E′
N

des flèches j et j′ sont des isomorphismes de OU -Modules localement libres de rang r
et la restriction

uN = (u1,N , . . . , ur,N ; (L
⊗(q−1)
1 , λq−1

1 ), . . . , (L
⊗(q−1)
r−1 , λq−1

r−1)) : τEN =⇒ EN
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est un homomorphisme complet. Le morphisme de restriction à N

Chtr ×
X2(X − N)2 → Trr

N

se prolonge donc en un morphisme

Cht
r

×
X2(X − N)2 → Tr

r

N

où Tr
r

N
est le champ qui associe au schéma U la catégorie des uplets

(F, u1, . . . , ur; (L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1))

formés d’un fibré F de rang r sur N , de fibrés en droites L1, . . . ,Lr−1 sur U munis
de sections globales λ1, . . . , λr−1 et d’un homomorphisme complet

u = (u1, . . . , ur; (L
⊗(q−1)
1 , λq−1

1 ), . . . , (L
⊗(q−1)
r−1 , λq−1

r−1)) : τF =⇒ F.

L’ouvert Trr

N
de Tr

r

N
est l’image réciproque par le morphisme

((L1, λ1), . . . , (Lr−1, λr−1)) : Tr
r

N
→ [Ar−1/Gr−1

m ]

de la strate ouverte Spec(Fq) = [Gr−1
m /Gr−1

m ] ⊂ [Ar−1/Gr−1
m ].

THÉORÈME. — Considérons le morphisme

Cht
r

×
X2(X − N)2 → Tr

r

N
×(X − N)2

de composante le morphisme précédant et la projection canonique.

Pour tout entier d et tout paramètre de troncature p : [0, r] → R assez convexe

par rapport à X et N , la restriction

Cht
r,d;≤p

×X2(X − N)2 → Tr
r

N
×(X − N)2

de ce morphisme à l’ouvert Cht
r,d;≤p

⊂ Cht
r

est lisse purement de dimension relative

2r − 2.

Le champ Tr
r

N
est le produit fibré

Tr
r

N
= [g̃lr /τAd(GLr)] ×[Ar−1/Gr−1

m ],〈q−1〉 [Ar−1/Gr−1
m ]

où g̃lr est le schéma des endomorphismes complets du Fq-espace vectoriel Fr
q
, où le

morphisme [g̃lr /τAd(GLr)] → [Ar−1/Gr−1
m ] est induit par le morphisme canonique

g̃lr → [Ar−1/Gr−1
m ] et où 〈q − 1〉 est l’endomorphisme de [Ar−1/Gr−1

m ] induit par
l’élévation à la puissance q − 1 des coordonnées.
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Lafforgue définit alors le champ Cht
r,d;≤p

N
de chtoucas itérés avec structure de

niveau N par le carré cartésien

Cht
r,d;≤p

N
−−−−−−−−→ Tr

r,τ

N


y ¤



y

Cht
r,d;≤p

×X2(X − N)2 −−−→ Tr
r

N

où la flèche verticale de droite

Tr
r,τ

N
:= [g̃l

τ

r
/GLr] ×[Ar−1/Gr−1

m ],〈q−1〉 [Ar−1/Gr−1
m ]

→ [g̃lr /τAd(GLr)] ×[Ar−1/Gr−1

m ],〈q−1〉 [Ar−1/Gr−1
m ] = Tr

r

N

est induite par un morphisme projectif équivariant L : g̃l
τ

r
→ g̃lr qui prolonge l’isogénie

de Lang L : GLr → GLr.

Par construction, le schéma g̃l
τ

r
est muni d’un morphisme lisse vers un 〈〈champ

torique 〉〉 (voir la sous-section suivante) Tr,τ , qui relève le morphisme g̃lr →
[Ar−1/Gr−1

m ]. On a donc un morphisme lisse de champs

Tr
r,τ

N
→ Tr,τ ×[Ar−1/Gr−1

m ],〈q−1〉 [Ar−1/Gr−1
m ]

et il résulte du théorème ci-dessus que Cht
r,d;≤p

N
est lisse sur le champ

(

Tr,τ ×[Ar−1/Gr−1

m ],〈q−1〉 [Ar−1/Gr−1
m ]

)

× (X − N)2.

En particulier, comme on sait résoudre les singularités d’un champ torique en raffinant

l’éventail qui le définit, on sait aussi résoudre les singularités du champ Cht
r,d;≤p

N
.

La section suivante est consacré à la construction de g̃l
τ

r
.

4. COMPACTIFICATION DU CLASSIFIANT DE PGLr

4.1. Champ des pavages

Pour compactifier l’isogénie de Lang pour GLr Lafforgue est amené à construire
une famille de champs toriques (Tr,n)n≥0 qu’il appelle les champs des pavages.

Une variété torique est un triplet formé d’un tore T , d’une immersion ouverte
T →֒ T d’image dense de T dans un schéma de type fini normal T , et d’une action de T
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sur T qui prolonge l’action de T sur lui-même par translation. Une telle variété torique
est associée à un éventail. Rappelons tout d’abord rapidement cette construction.

Soient Y un Z-module libre de rang fini et YR = R ⊗Z Y . Un cône convexe

polyédral rationnel est une partie localement fermée σ de Y de la forme

σ = R>0 y1 + · · · + R>0 yn ⊂ YR

pour des vecteurs y1, . . . , yn ∈ Y ⊂ YR. L’adhérence σ de σ est le cône convexe fermé

σ = R≥0 y1 + · · · + R≥0 yn ⊂ YR.

On définit les faces de σ comme les cônes convexes polyédraux rationnels τ de la
forme τ = H ∩ σ pour un hyperplan H de YR ne rencontrant pas σ. Un éventail est
une famille finie E de cônes convexes polyédraux rationnels deux à deux disjoints,
appelés les cellules de E et ayant les propriétés suivantes :

- toute face d’une cellule de E est encore une cellule de E,

- tout couple (σ1, σ2) de cellules de E admet une face commune τ ∈ E telle
que σ1 ∩ σ2 = τ .

- le cône convexe polyédral rationnel {0} est une cellule de E.

Si σ = R>0 y1 + · · · + R>0 yn ⊂ YR est un cône convexe polyédral rationnel ne
contenant aucune droite vectorielle de YR, la collection formée de σ et de toutes ses
faces est un éventail. On associe à cet éventail particulier la variété torique affine

T = Y ⊗Z Gm = Spec(Fq[Y
∨]) →֒ T (σ) = Spec(Fq[Y

∨ ∩ σ∨])

où Y ∨ := HomZ(Y, Z) et

σ∨ = {y∨ : YR → R | y∨(y1), . . . , y
∨(yn) ≥ 0} ⊂ Y ∨

R

est le cône fermé dual de σ. On vérifie que Y ∨ ∩ σ∨ est un monöıde à engendrement
fini, saturé et contenant un système de générateurs du groupe Y ∨. L’exemple type
est bien entendu le plongement torique affine standard Gr−1

m →֒ Ar−1 qui est obtenu
par la construction ci-dessus pour Y = Zr−1 et σ = (R>0)

r−1 ⊂ Rr−1 = YR.
Si τ est une face de σ, on a σ∨ ⊂ τ∨ et l’immersion ouverte T →֒ T (σ) se factorise

par l’immersion ouverte T →֒ T (τ) en

T →֒ T (τ) →֒ T (σ).

En particulier, si σ1 et σ2 sont deux cellules de E et si τ = σ1 ∩ σ2, on a une donnée
de recollement

T (σ1) ←֓ T (τ) →֒ T (σ2)

pour les variétés toriques affines T →֒ T (σ1) et T →֒ T (σ2).
Le variété torique T →֒ T associée à l’éventail E est obtenue en recollant les

variétés toriques affines T →֒ T (σ) pour σ ∈ E à l’aide des données de recollements
ci-dessus.
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Les orbites pour l’action de T sur T sont en nombre fini et forment une
stratification en parties localement fermées de T . On peut indexer ces orbites par
les cellules de E : l’orbite Tσ est contenue dans la carte affine T (σ) et est en fait
l’unique orbite fermée pour l’action de T sur cette variété torique affine. L’orbite T σ

est dans l’adhérence de l’orbite T τ si et seulement si τ est une face de σ. En particulier,
T {0} = T est l’unique orbite ouverte dans T . Chaque orbite T σ a par construction un
point marqué tσ.

Le champ torique associé à l’éventail E est le champ algébrique quotient

T = [T/T ].

Ce champ algébrique, qui est normal, de type fini et de dimension 0, n’a qu’un nombre
fini de points, à savoir les points définis par les tσ ∈ T . La gerbe résiduelle d’un tel
point est le classifiant du fixateur de tσ dans T .

Soient maintenant k un corps et n un entier ≥ 0. Considérons l’espace affine
Rr,n = {x = (x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 | x0 + x1 + · · · + xn = r} et son réseau
Zr,n = {x = (x0, . . . , xn) ∈ Zn+1 | x0 + x1 + · · · + xn = r}. On a le simplexe

Sr,n

R = {x = (x0, . . . , xn) ∈ (R≥0)
n+1 | x0 + x1 + · · · + xn = r} ⊂ Rr,n

et l’ensemble de ses points entiers

Sr,n = Zr,n ∩ Sr,n

R .

On appelle pavé entier toute partie P de Sr,n

R d’intérieur P ◦ non vide et de la forme

P = {x ∈ Rr,n |
∑

j∈J

xj ≥ dJ , ∀J}

pour (dJ) une famille d’entiers indexés par les parties J de {0, 1, . . . , n} qui est convexe
au sens où

d∅ = 0, d{0,1,...,n} = r et dJ ′ + dJ ′′ ≤ dJ ′∪J ′′ + dJ ′∩J ′′ , ∀J ′, J ′′.

On appelle pavage entier de Sr,n

R toute famille P de pavés entiers telle que

Sr,n

R =
⋃

P∈P

P

et que P ◦
1 ∩ P ◦

2 = ∅ pour tous P1 6= P2 dans P.
Une application Sr,n → R est dite affine si elle est la restriction d’une application

affine Rr,n → R. Soient Y r,n

R le R-espace vectoriel quotient de RS
r,n

= {Sr,n → R}
par le sous-espace des applications affines, et Y r,n l’image dans ce quotient du réseau
ZS

r,n

⊂ RS
r,n

.
Pour tout pavage entier P de Sr,n

R , notons σP ⊂ YR l’ensemble des classes y
de fonctions Sr,n → R qui, pour chaque pavé P ∈ P, admettent un représentant
yP : Sr,n → R à valeurs positives tel que

P = {x ∈ Sr,n

R | yP (x) = 0}.

Le pavage entier P est dit admissible si σP est non vide.
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LEMME (Lafforgue). — Pour chaque pavage entier admissible P de Sr,n

R , σP est

un cône convexe polyédral rationnel dans YR. De plus, σQ est une face de σP si et

seulement le pavage entier admissible Q est plus grossier que P.

La famille des σP, pour P parcourant l’ensemble des pavages entiers admissibles

de Sr,n

R , est un éventail.

On appellera champ des pavages le k-champ torique

Tr,n = [T
r,n

/T r,n]

associé à cet éventail. On vérifie que l’on a une suite exacte

1 → Gm,k → Gn+1
m,k

× Gm,k → GS
r,n

m,k
→ T r,n → 1

où la deuxième flèche envoie z sur (z, . . . , z; zr) et la troisième est donnée par

(u0, u1, . . . , un; z) 7→ (ui0
0 ui1

1 · · ·uin
n

z−1)i∈Sr,n .

Par construction, le k-schéma T
r,n

est normal de type fini et l’action de T r,n sur
T

r,n

n’a qu’un nombre fini d’orbites. Ces orbites sont indexées par les pavages entiers
admissibles de Sr,n et chacune a un point marqué tP. Le champ des pavages Tr,n est
donc algébrique normal de type fini et n’a qu’un nombre fini de points définis par
les points tP. Le point défini par tP est dans l’adhérence du point défini par tQ si
le pavage entier admissible P raffine le pavage entier admissible Q. Le point ouvert
correspond au pavage le plus grossier, c’est-à-dire au pavage trivial (un seul pavé).

Exemples : (i) Pour n = 0, Sr,n

R = Sr,n = {0} et le champ des pavages est
simplement Spec(k). Pour n = 1 on peut identifier Sr,n

R à l’intervalle [0, r] ⊂ R et les
pavés entiers sont précisément les intervalles [i, j] où i < j sont des entiers compris
entre 0 et r. Un pavage entier est donc une décomposition

[0, r] = [0, r1] ∪ [r1, r1 + r2] ∪ · · · ∪ [r1 + · · · + rs−1, r1 + · · · + rs−1 + rs]

de l’intervalle [0, r] où r1 + · · · + rs = r est une décomposition de r en entiers
strictement positifs. Le champ des pavages n’est autre dans ce cas que le champ
torique [Ar−1

k
/Gr−1

m,k
].

(ii) Pour n = 2 on peut identifier Sr,n

R à un triangle équilatéral dans R2 dont
les trois côtés sont de longueur r. On numérote les sommets s0 = s3, s1, s2 de ce
triangle et, pour i = 0, 1, 2, on désigne par xi la distance au sommet si d’un point du
côté sisi+1. Par tout point de Sr,n

R passent trois droites D12, D20 et D01 parallèles aux
côtés du triangle s1s2, s2s0 et s0s1, et on peut repérer un tel point par les coordonnées
x0, x1 et x2 des intersections D12 ∩ s0s1, D20 ∩ s1s2 et D01 ∩ s2s0. Par définition,
Sr,n ⊂ Sr,n

R est formé des points à coordonnées (x0, x1, x2) entières.
Appelons droite entière toute droite qui est parallèle à l’un des trois côté du

triangle Sr,n

R et qui passe par un point de Sr,n ; appelons segment entier tout segment
d’une droite entière dont les deux extrémités sont des points de Sr,n.
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Si l’on trace toutes les droites entières, on obtient un pavage constitué de petits
triangles équilatéraux de côtés de longueur 1 qui est entier admissible. Il est plus fin
que tout autre pavage entier : tout pavé entier est une réunion d’une famille de ces
petits triangles équilatéraux et est un hexagone, éventuellement dégénéré, dont les
côtés sont des segments entiers. La variété torique T r,n →֒ T

r,n

est donc affine (Cette
dernière propriété n’est plus satisfaite dès que n ≥ 3).

Des deux pavages entiers ci-dessous, seul celui de gauche (qui joue un rôle dans
la compactification de l’isogénie de Lang) est admissible.

·
·
·
·
·
·
·
·
··

T
T

T
T

T
T

T
T

TT

T
T

T
TT

··
··

··
··

s0 s1

s2

·
·
·
·
·
·
·
·
··

T
T

T
T

T
T

T
T

TT

T
T

T
TT

·
·
·
·
·
·

s0 s1

s2

(iii) Si r = 2, le champ torique Tr,n est lisse, mais ce n’est plus le cas dès que
n ≥ 2 et r ≥ 3 ¤

Pour chaque entier 0 ≤ m < n et chaque application injective {0, 1, . . . ,m} →֒
{0, 1, . . . , n}, on a une identification induite de Sr,m

R à une face de Sr,n

R et tout pavage
entier admissible de Sr,n

R induit par restriction un pavage entier admissible de Sr,m

R .

Dualement, on en déduit des projections T r,n → T r,m, T
r,n

→ T
r,m

et Tr,n → Tr,m.

4.2. Compactifications des PGLn+1
r

/PGLr

Considérons un espace vectoriel V de dimension r sur un corps k, que l’on verra
aussi comme un k-schéma affine isomorphe à Ar

k
, et notons G = GL(V ) le k-schéma

des automorphismes linéaires de V . Le k-schéma en groupes Gn+1 agit de manière
évidente sur V n+1 et donc sur

∧
r
V n+1.

On peut décomposer la représentation
∧

r
V n+1 de Gn+1 en la somme directe de

représentations irréductibles

r∧

V n+1 =
⊕

i∈Sr,n

i0∧

V ⊗
i1∧

V ⊗ · · · ⊗
in∧

V

où Sr,n est l’ensemble des points entiers du simplexe introduit dans la sous-section
précédente. Le tore GS

r,n

m,k
agit sur

∧
r
V n+1 par

(t = (ti)i∈Sr,n , x = ⊕i∈Sr,nxi) 7→ ⊕i∈Sr,ntixi,
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et cette action commute à celle de Gn+1. On en déduit une action du k-schéma
en groupes produit Gn+1 × GS

r,n

m,k
sur l’espace projectif P(

∧
r
V n+1) des droites de

∧
r
V n+1.
On envoie le produit G × Gn+1

m,k
× Gm,k dans Gn+1 × GS

r,n

m,k
par

(g;u0, u1, . . . , un; z) 7→ (u−1
0 g, u−1

1 g, . . . , u−1
n

g; (ui0
0 ui1

1 · · ·uin
n

z−1)i∈Sr,n).

L’homomorphisme ainsi défini n’est pas injectif (il admet pour noyau Gm,k plongé par
z 7→ (z IdV ; z, . . . , z, zr)), mais on notera quand même (Gn+1 × GS

r,n

m,k
)/(G × Gn+1

m,k
×

Gm,k) le quotient de Gn+1 × GS
r,n

m,k
par l’image de cet homomorphisme.

Le plongement diagonal V →֒ V n+1 induit un plongement

r∧

V →֒
r∧

V n+1

et définit un point ω ∈ P(
∧

r
V n+1) dont le fixateur est précisément l’image de

G×Gn+1
m,k

×Gm,k dans Gn+1 ×GS
r,n

m,k
. On a donc un plongement localement fermé de

k-schémas

(Gn+1 × GS
r,n

m,k
)/(G × Gn+1

m,k
× Gm,k) →֒ P

(
r∧

V n+1

)

, (g, t) 7→ (g, t) · ω.

Par construction l’image de ce plongement est contenue dans l’ouvert

[
∏

i∈Sr,n

((
i0∧

V ⊗
i1∧

V ⊗ · · · ⊗
in∧

V

)

− {0}

)]
/

Gm,k ⊂ P

(
r∧

V n+1

)

.

des droites de
∧

r
V n+1 dont la projection sur chaque facteur direct

∧
i0 V ⊗

∧
i1 V ⊗

· · · ⊗
∧

in V n’est pas nulle.
Considérons alors le morphisme

(Gn+1 × GS
r,n

m,k
)/(G × Gn+1

m,k
× Gm,k)

→֒ T
r,n

×k

[
∏

i∈Sr,n

((
i0∧

V ⊗
i1∧

V ⊗ · · · ⊗
in∧

V

)

− {0}

)]
/

Gm,k

dont les composantes sont le composé de la projection

(Gn+1 ×k GS
r,n

m,k
)/(G × Gn+1

m,k
× Gm,k) ։ GS

r,n

m,k
/(Gn+1

m,k
× Gm,k) = T r,n

et de l’immersion ouverte

T r,n →֒ T
r,n

,
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et l’immersion localement fermée ci-dessus. Ce morphisme est une immersion locale-
ment fermée. Notons

Ωn(V ) ⊂

([
∏

i∈Sr,n

((
i0∧

V ⊗
i1∧

V ⊗ · · · ⊗
in∧

V

)

− {0}

)]
/

Gm,k

)

×k T
r,n

l’adhérence schématique de son image. et

Ω
n

(V ) →
∏

i∈Sr,n

P

(
i0∧

V ⊗
i1∧

V ⊗ · · · ⊗
in∧

V

)

le quotient de Ωn(V ) par l’action libre du tore GS
r,n

m,k
/Gm,k (où Gm,k est plongé

diagonalement dans GS
r,n

m,k
).

THÉORÈME. — (i) La première projection

Ωn(V ) →

[
∏

i∈Sr,n

((
i0∧

V ⊗
i1∧

V ⊗ · · · ⊗
in∧

V

)

− {0}

)]
/

Gm,k

et son quotient par les actions libres du tore GS
r,n

m,k
/Gm,k

Ω
n

(V ) →
∏

i∈Sr,n

P

(
i0∧

V ⊗
i1∧

V ⊗ · · · ⊗
in∧

V

)

sont projectives.

(ii) La seconde projection

Ωn(V ) → T
r,n

,

qui est équivariante relativement au morphisme de tores GS
r,n

m,k
/Gm,k ։ T r,n

, est lisse

purement de dimension relative nr2
; le morphisme de champs qu’on en déduit par

passage au quotient

Ω
n

(V ) = Ωn(V )/(GS
r,n

m,k
/Gm,k) → [T

r,n

/T r,n] = Tr,n

est lisse purement de dimension relative n(r2 − 1).
Plus généralement, pour tout entier 0 ≤ m < n et toute application injective

{0, 1, . . . ,m} →֒ {0, 1, . . . , n}, l’inclusion Sr,m →֒ Sr,n
et la projection Gn+1

։ Gm+1

correspondantes induisent un épimorphisme de tores T r,n
։ T r,m

, un prolongement

torique T
r,n

→ T
r,m

de cet épimorphisme et un morphisme de schémas Ωn(V ) →
Ωm(V ) dit de face au-dessus de ce morphisme torique, et les morphismes

Ωn(V ) → Ωm(V ) ×
T

r,m T
r,n

et Ω
n

(V ) → Ω
m

(V ) ×Tr,m Tr,n

que l’on en déduit, sont lisses purement de dimensions relatives (n − m)r2
et

(n − m)(r2 − 1) respectivement.

Le k-schéma Ω
n

(V ) est donc une compactification projective et toröıdale de

G
n+1

/G où on a noté G = PGL(V ). Les Ω
n

(V ) et les morphismes de face Ω
n

(V ) →
Ω

m

(V ) sont sous-jacents à un k-schéma simplicial Ω•(V ) qui contient comme ouvert

dense le k-schéma simplicial classifiant B(G) = G
•+1

/G.
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Remarques : (i) Pour n = 0, Ωn(V ) n’est autre que Spec(k). Pour n = 1, le carré
commutatif

(GL(V )2 ×k Gr+1
m,k

)/(GL(V ) ×k G2
m,k

×k Gm,k)
∼

−−−→ GL(V ) ×k Gr−1
m,k



y +



y

Gr+1
m,k

/(G2
m,k

×k Gm,k)
∼

−−−−−−−−−−−−−−−−−→ Gr−1
m,k

où les deux flèches horizontales

(g0, g1, (µρ)ρ=0,...,r) 7→

(
µ1

µ0
g0g

−1
1 ,

µ0µ2

µ2
1

, . . . ,
µr−2µr

µ2
r−1

)

et

(µρ)ρ=0,1,...,r 7→

(
µ0µ2

µ2
1

, . . . ,
µr−2µr

µ2
r−1

)

sont des isomorphismes, se prolonge en un carré commutatif

Ω1(V )
∼

−−−→ Ω(V, V )


y +



y

T
r,1 ∼

−−−−−→ Ar−1
k

où, de nouveau, les deux flèches horizontales sont des isomorphismes. (La première
flèche verticale est celle du théorème ci-dessus et la seconde Ω(V, V ) → Ar−1

k
a été

construite dans la section 3.) En particulier, on peut identifier le k-schéma Ẽnd(V )
des endomorphismes complets de V à un quotient de Ω1(V ) par un tore Gr

m,k
et, en

divisant en plus par les homothéties, on en déduit un isomorphisme

Ω
1
(V )

∼
−→ Ẽnd(V )/Gm,k

qui échange les projections

Ω
1
(V ) → Tr,n et Ẽnd(V )/Gm,k → [Ar−1

k
/Gr−1

m,k
].

Le k-schéma projectif Ω
1
(V ) est donc la compactification de De Concini et Procesi

de PGL(V ).



873-32

(ii) Le morphisme Ω
n

(V ) → (Ω
1
(V ))n+1 produit des morphismes induits par

les applications injectives {0, 1} →֒ {0, 1, . . . , n} données par {0, 1} 7→ {0, 1}, {0, 1} 7→

{1, 2}, . . . , {0, 1} 7→ {n, 0}, envoie G
n+1

/G sur le fermé d’équation g0g1 · · · gn = 1

dans (G
2
/G)n+1 ∼= G

n+1
. Ainsi, Ω

n

(V ) réalise une 〈〈compactification 〉〉 du morphisme
de multiplication de n éléments dans G. ¤

Rappelons que le k-schéma T
r,n

est stratifié par les orbites de T r,n et que ces
orbites sont indexées par les pavages entiers admissibles P de Sr,n

R et possèdent

chacune un point marqué tP ∈ T
r,n

. L’image réciproque par la projection Ωn(V ) →
T

r,n

de cette stratification est évidemment une stratification de Ωn(V ) par des parties
localement fermées Ωn

P
(V ), indexées elles aussi par les pavages entiers admissibles P

de Sr,n

R . L’inclusion dans la strate Ωn

P
(V ) de la fibre Ωn(V )

tP
de Ωn(V ) → T

r,n

en

tP induit un isomorphisme de schémas

(Ωn(V )
tP

×k GS
r,n

m,k
)/(GS

r,n

m,k
)
tP

∼
−→ Ωn

P
(V )

où (GS
r,n

m,k
)
tP

est le stabilisateur de tP dans GS
r,n

m,k
.

En particulier, si P est le pavage trivial, Ωn(V )
tP

= Gn+1/G et Ωn

P
est l’ouvert

(Gn+1 × GS
r,n

m,k
)/(G × Gn+1

m,k
× Gm,k) de Ωn(V ).

Lafforgue appelle k-schéma des graphes recollés dans V n+1 associé à un pavage
entier admissible P de Sr,n

R , et note Grn

P
(V ), le schéma de modules des familles

(WP )P∈P de sous-espaces de dimension r dans V n+1 indexés par les pavés P de
P telles que :

- pour tout pavé P ∈ P et tout J ⊂ {0, 1, . . . , n}, on a

dim(WP ∩ V J) = min
i∈P∩Sr,n







∑

j∈J

ij






,

- pour tous pavés P ′, P ′′ ∈ P ayant en commun un bord d’équation
∑

j∈J
xj =

dJ pour un certain J ⊂ {0, 1, . . . , n} et

dJ = min
i′∈P ′∩Sr,n







∑

j∈J

i′
j






= max

i′′∈P ′′∩Sr,n







∑

j∈J

i′′
j






,

on a

i−1
J

(WP ′) = prJ(WP ′′) et prJc(WP ′) = i−1
Jc (WP ′′)

où Jc est le complémentaire de J dans {0, 1, . . . , n} et iJ : V J →֒ V n+1,
iJc : V J

c

→֒ V n+1 et prJ : V n+1
։ V J , prJc : V n+1

։ V J
c

sont les
inclusions et projections canoniques.
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THÉORÈME. — Pour chaque pavage entier admissible P de Sr,n

R , les coordonnées

de Plücker induisent un isomorphisme du k-schéma des graphes recollés Grn

P
(V ) sur

la fibre Ωn(V )
tP

.

4.3. Compactification de l’isogénie de Lang

Le corps de base est de nouveau Fq. On notera encore simplement τ l’endomorphisme
de Frobenius d’un schéma.

Rappelons que l’on a défini un éventail (σP)P dans l’espace vectoriel réel Y r,2
R

quotient de RS
r,2

= {Sr,2 → R} par le sous-espace des applications affines et que l’on

a noté T r,2 →֒ T
r,2

la variété torique correspondante.
Considérons maintenant le sous-espace de RS

r,2

formé des applications

y : Sr,2 = {(i0, i1, i2) ∈ N3 | i0 + i1 + i2 = r} → R

telles que
y(0, i1, i2) = qy(i1, 0, i2), ∀(0, i1, i2) ∈ Sr,2,

et son image Y r,τ

R dans Y r,2
R . On remarquera que la donnée d’une telle application y

équivaut à la donnée de sa restriction à

Sr,τ = {(i0, i1, i2) ∈ N3 | i0 + i1 + i2 = r et i0 6= 0} ⊂ Sr,2

Appelons pavage entier q-admissible tout pavage P de Sr,2
R tel que le cône convexe

polyédral rationnel σP ⊂ Y r,2
R rencontre le sous-espace Y r,τ

R . La famille des intersec-
tions στ

P
:= σP∩Y r,τ

R pour P parcourant l’ensemble des pavages entiers q-admissibles
est un éventail dans Y r,τ

R et définit donc une variété torique normale

T r,τ →֒ T
r,τ

.

De la même façon que l’on a une suite exacte

1 → (G3
m × Gm)/Gm → GS

r,2

m → T r,2 → 1

on a une suite exacte
1 → Gm → GS

r,τ

m → T r,τ → 1

où la deuxième flèche envoie u sur (ui0+qi1)i∈Sr,τ . On vérifie que le plongement

GS
r,τ

m →֒ GS
r,2

m

qui envoie (ti)i∈Sr,τ sur (ti)i∈Sr,2 , où t(0,i1,i2) = tq(i1,0,i2)
si i1 6= 0 et t(0,0,r) = 1, induit

un plongement T r,τ →֒ T r,2 qui se prolonge en une immersion fermée

T
r,τ

→֒ T
r,2

.

On identifiera dans la suite T
r,τ

à l’image de cette immersion fermée.
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On a vu que les trois applications strictement croissantes {0, 1} →֒ {0, 1, 2},

(0, 1) 7→ (1, 2), (0, 2), (0, 1), induisent trois morphismes toriques p0, p1, p2 : T
r,2

→ T
r,1

et trois morphismes de face π0, π1, π2 : Ωr,2 → Ωr,1 au-dessus de ceux-ci. Par
construction, la relation

p0 = τ ◦ p1

est vérifiée sur le fermé T
r,τ

de T
r,2

.

Soit alors

Ωr,τ ⊂ Ωr,2 ×
T

r,2 T
r,τ

le sous-schéma fermé défini par l’équation π0 = τ ◦ π1 dans Ωr,1. L’action évidente
du sous-tore GS

r,τ

m ⊂ GS
r,2

sur Ωr,2 ×
T

r,2 T
r,τ

stabilise ce fermé. On notera πτ
1 , πτ

2 les

restrictions des morphismes π1, π2 à Ωr,τ . Elles relèvent les restrictions pτ
1 , pτ

2 : T
r,τ

→

T
r,1

de p1, p2 et sont GS
r,τ

m -équivariantes.

THÉORÈME. — La seconde projection Ωr,τ → T
r,τ

est GS
r,τ

m -équivariante et lisse

purement de dimension relative r2
.

La stratification par les T r,τ -orbites de T
r,τ

induit par image réciproque une
stratification de Ωr,τ dont les strates Ωr,τ

P
sont indexées par les pavages entiers q-

admissibles. Un tel pavage P induit des pavages entiers convexes admissibles Q0 = Q1

et Q2 sur les côtés {x0 = 0}, {x1 = 0} et {x2 = 0} de Sr,2
R identifiés à Sr,1

R et on a des

morphismes de face pi : Ωr,τ

P
→ Ωr,1

Qi
pour i = 0, 1, 2. Ces strates et ces morphismes

de face admettent des descriptions en termes des schémas de graphes recollés Grr,2
P

et

Grr,1
Q

.

En particulier, pour le pavage trivial, on vérifie que la strate ouverte Ωr,τ

P
est

isomorphe au fermé

({(g0, g1, g2) | g1g
−1
2 = τ(g0g

−1
2 )} × GS

r,τ

m )/(GLr ×Gm) ⊂ (GL3
r
×GS

r,τ

m )/(GLr ×Gm)

où le quotient est pris pour le plongement (g, u) 7→ ((u−1g, u−qg, g), (ui0+qi1)i∈Sr,τ ).
On peut identifier ce fermé au schéma

GLr ×(GS
r,τ

m /Gm)

par le morphisme ((g0, g1, g2), t) 7→ (g2g
−1
0 , t). Si l’on identifie Ωr,1 à GLr ×(GS

r,1

m /Gm)
par le morphisme ((g0, g1), t) 7→ (g1g

−1
0 , t), les projections p1, p2 : Ωr,τ

P
→ Ωr,1

Q
,

où Q = Q0 = Q1 = Q2 est le pavage trivial de Sr,1
R , sont induites par les

morphismes GLr → GLr qui envoient g sur g et sur τ(g)−1g respectivement et les

morphismes GS
r,τ

m → GS
r,1

m qui envoient t sur (t(i0,0,i1))i∈Sr,1 (avec t(0,0,r) = 1) et sur
(t(i0,i1,0))i∈Sr,1 (avec t(0,r,0) = tq

r,0,0) respectivement.

Soit Sr,τ,◦ = Sr,τ − {(1, 0, r − 1)}. L’inclusion GS
r,τ,◦

m ⊂ GS
r,τ

m est une section de
l’épimorphisme GS

r,τ

m ։ T r,τ .
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THÉORÈME. — Le quotient g̃l
τ

r
de Ωr,τ

par l’action libre du tore GS
r,τ,◦

m contient

GLr comme un ouvert dense. Il est lisse sur le champ torique Tr,τ = [T
r,τ

/T r,τ ] et il

est muni de deux morphismes projectifs sur le schéma des homomorphismes complets

g̃lr qui s’insèrent dans les deux carrés commutatifs

GLr −֒−−→ g̃l
τ

r

Id



y +



y

GLr −֒−−→ g̃lr

et

GLr −֒−−→ g̃l
τ

r

L



y +



y

GLr −֒−−→ g̃lr

où L : g → τ(g)−1g est l’isogénie de Lang.

Remarque : En passant au quotient par l’action libre du tore Gr,τ
m tout entier, on

obtient un schéma projectif Ω
r,τ

, muni d’un morphisme vers la compactification de
De Concini et Procesi de PGLr qui prolonge l’isogénie de Lang g 7→ τ(g)−1g de ce
schéma en groupes. ¤

5. ALLURE DES NOMBRES DE LEFSCHETZ

5.1. Correspondances de Hecke et endomorphismes de Frobenius partiels

On fixe dans toute cette section un niveau N = Spec(ON ) →֒ X.
Tout élément g ∈ GLr(A) définit une correspondance dite de Hecke

c = (c1, c2) : Chtr

N
(g) → Chtr

N
×(X−N)2 Chtr

N

où Chtr

N
(g) est un champ de Deligne-Mumford et c1, c2 sont des morphismes repré-

sentables étales. Cette correspondance ne dépend que de la double classe KNgKN où
KN est le sous-groupe d’indice fini Ker(GLr(O) ։ GLr(ON )) de K = GLr(O). Si Sg

est la réunion du support |N | ⊂ |X| de N et de l’ensemble fini des places x de X telles
que gx /∈ F×

x
KN,x ⊂ GLr(Fx), c1 et c2 sont finies au-dessus de l’ouvert (X − Sg)

2 de
(X − N)2.

Si a ∈ A×, la double classe F×aKer(O×
։ O

×
N

) dans F×\A×/Ker(O×
։ O

×
N

)
est la classe d’isomorphie d’un OX -Module inversible L muni d’une trivialisation de
sa restriction à N . Si g ∈ aKN ⊂ GLr(A), on a Chtr

N
(g) = Chtr

N
, c1 est l’identité

et c2 est l’automorphisme de Chtr

N
qui envoie un chtouca Ẽ muni d’une structure de

niveau N sur le produit tensoriel L ⊗ Ẽ muni de la structure de niveau N évidente.
On notera simplement a cet automorphisme.

Soit ΛX le schéma intersection de tous les ouverts de X × X complémentaires
des images réciproques de la diagonales par les endomorphismes Frobn

X
× IdX et

IdX ×Frobn

X
de X × X pour tous les entiers n ≥ 0. Au-dessus de ΛX , il n’y

a plus de différence entre chtoucas à gauche et chtoucas à droite : un chtouca à
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droite E
j

−֒−→E′
t

←−−֓ τE dont le couple pôle-zéro (∞, o) se factorise par ΛX ⊂ X × X
définit un chtouca à gauche E

t
′

←−−֓ E′′
j
′

−֒−→ τE de pôle ∞′ = ∞ et de zéro o′ = o, où
E′′ = E ×j,E′,t

τE et t′, j′ sont les deux projections, et vice versa. Au-dessus de ΛX ,
les morphismes de Frobenius partiels introduits en 2.1 peuvent donc être vus comme
des endomorphismes, dits encore de Frobenius partiels,

Frob∞ et Frobo : ΛX ×X2 Chtr

N
→ ΛX ×X2 Chtr

N

au dessus de FrobX × IdX et IdX ×FrobX respectivement.
On fixe dans la suite un élément a ∈ A× de degré deg(a) > 0 et on considère le

quotient

Chtr

N
/aZ ∼=

r deg(a)
∐

d=1

Chtr,d

N
.

Les correspondances de Hecke et les endomorphismes de Frobenius partiels que nous
venons d’introduire passent au quotient par aZ.

Pour tout paramètre de troncature p : [0, r] → R et tout α ∈ [0, 1], aZ stabilise

l’ouvert Chtr;≤αp

N
de Chtr

N
et l’ouvert quotient

Chtr;≤αp

N
/aZ ⊂ Chtr

N
/aZ

est de type fini. Par contre, cet ouvert n’est stabilisé ni par les endomorphismes de

Frobenius partiels Frob∞, Frobo, ni par les correspondances de Hecke (sauf celles

qui sont associées à des g ∈ A×K). C’est la difficulté majeure qu’a dû surmonter
Lafforgue.

5.2. Nombres de Lefschetz

Si ∞ et o sont deux points fermés de X le sous-schéma fini ∞ × o ⊂ X × X
a exactement δ(∞, o) points fermés, où δ(∞, o) est le plus grand commun diviseur
de deg(∞) et deg(o). Le corps résiduel κ(ξ) de chaque ξ ∈ ∞ × o est une extension
composée de κ(∞) et κ(o), et son degré deg(ξ) sur Fq est le plus petit commun
multiple

µ(∞, o) =
deg(∞) deg(o)

δ(∞, o)

de deg(∞) et deg(o). Pour chaque ξ ∈ ∞× o, les suites de points fermés de X × X,

n 7→ (Frobn

X
× IdX)(ξ) et n 7→ (IdX ×Frobn

X
)(ξ)

sont en fait à valeurs dans ∞ × o et sont périodiques de périodes deg(∞) et deg(o)
respectivement.

Fixons g ∈ GLr(A), deux points fermés distincts ∞ et o de X − Sg, un entier
t, deux entiers n∞, no ≥ 1 tels que deg(o)no − deg(∞)n∞ = t, un point fermé ξ de
∞× o, un paramètre de troncature p : [0, r] → R et un nombre réel α ∈ [0, 1].
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On note Chtr

N,ξ
/aZ la fibre en ξ de la projection canonique Chtr

N
/aZ → (X−N)2.

C’est un champ algébrique de Deligne-Mumford lisse purement de dimension relative
2r − 2 sur le corps fini κ(ξ). On note

cξ = (c1,ξ, c2,ξ) : Chtr

N,ξ
(g)/aZ → Chtr

N,ξ
/aZ ×κ(ξ) Chtr

N,ξ
/aZ

la fibre en ξ de la correspondance de Hecke définie par g. Les deux composantes c1,ξ

et c2,ξ sont représentables finies étales.
Puisque ∞ et o sont distincts, le point fermé ξ est dans ΛX ⊂ X2. Les puissances

Frobdeg(∞)
∞ et Frobdeg(o)

o
des endomorphismes de Frobenius partiels sont donc définies

sur la fibre Chtr

N,ξ
/aZ et elles la stabilisent.

DÉFINITION. — Le nombre de Lefschetz

Lefξ(g × Frobdeg(∞)n∞

∞ ×Frobdeg(o)no

o
,Chtr;≤αp

N
/aZ)

est la somme
∑

y

1

|Aut(y)|

où y parcourt l’ensemble des classes d’isomorphie de points dans Chtr

N,ξ
(g)/aZ

munis

d’un isomorphisme

c1,ξ(y) ∼= (Frobdeg(∞)n∞

∞ ◦Frobdeg(o)no

o
)(c2,ξ(y))

∼= (Frobdeg(o)no

o
◦Frobdeg(∞)n∞

∞ )(c2,ξ(y))

et tels que

c1,ξ(y) ∈ Chtr;≤αp

N,ξ
/aZ ⊂ Chtr

N,ξ
/aZ,

et où Aut(y) est le groupe fini des automorphismes du point fixe y.

En utilisant

- la description adélique de Drinfeld des points de Chtr

N,ξ
([Dr 5], [La 1]),

- le cas particulier du 〈〈Lemme Fondamental 〉〉 prouvé par Drinfeld ([Lau 1]),

- la décomposition spectrale de Langlands ([Lan 2], [Mo-Wa]) et la formule
des traces d’Arthur-Selberg ([Ar], [La 1]),

- la formule de Cauchy pour calculer les intégrales qui apparaissent dans la
formule des traces,

Lafforgue démontre alors :

THÉORÈME. — Si deg(∞) et deg(o) sont assez grands en fonction de la double

classe KNgKN et de l’entier t et si p est assez convexe en fonction du niveau N et

de la double classe KNgKN , la moyenne de chacune des deux suites périodiques

k 7→ Lef(Frobk
X

× IdX)(ξ)(g × Frobdeg(∞)n∞

∞ ×Frobdeg(o)no

o
,Chtr;≤αp

N
/aZ)
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et

k 7→ Lef(IdX ×Frobk
X

)(ξ)(g × Frobdeg(∞)n∞

∞ ×Frobdeg(o)no

o
,Chtr;≤αp

N
/aZ),

de période le p.g.c.d. de deg(o), deg(∞) et r!, est égale à l’expression spectrale suivante

∑

π∈Ar(KN )
ωπ(a)=1

Trπ(1KN gKN
)q(deg(∞)n∞+deg(o)no) r−1

2 S(−n∞)
∞ (π)S(no)

o
(π)

+
∑

1≤r
′
<r

1≤r
′′

<r

∑

π
′
∈Ar′ (KN )

π
′′
∈Ar′′ (KN )

Tr≤αp

π′,π′′(1KN gKN
,deg(∞)n∞)S(−n∞)

∞ (π′)S(no)
o

(π′′)

où

- Ar(KN ) ⊂ Ar est un système de représentants des classes d’isomorphie de

représentations automorphes cuspidales irréductibles de GLr(A) qui admet-

tent au moins un vecteur non nul fixe sous KN ,

- 1KN gKN
est la fonction caractéristique de KNgKN ⊂ GLr(A) et Trπ(1KN gKN

)
est la trace de l’opérateur π(1KN gKN

),

- pour x = ∞, o et ν un entier positif, S
(ν)
x (π) = z1(πx)ν + · · ·+ zr(πx)ν

est la

somme des ν-ièmes puissances des valeurs propres de Hecke de la composante

locale non ramifiée πx de π,

- ν 7→ Tr≤αp

π′,π′′(1KN gKN
, ν) est une fonction complexe de l’entier ν, qui ne

dépend pas des places o,∞ ∈ |X| − Sg, qui est de la forme

∑

z∈C×

Pz(ν)zν

pour une famille à support fini de polynômes Pz(u) ∈ C[u], z ∈ C×
, et qui

est identiquement nulle sauf pour un nombre fini de couples (π′, π′′).
¤

6. REPRÉSENTATIONS GALOISIENNES

6.1. Représentations de Galois r-négligeables

Rappelons que F est le corps des fonctions rationnelles sur la courbe X et que
l’on a fixé une clôture séparable F de F . On désignera par Fq la clôture algébrique de

Fq dans F . On identifiera le groupe de Galois ΓFq
:= Gal(Fq/Fq) à Ẑ en choisissant

pour générateur topologique de ΓFq
l’élément de Frobenius géométrique (l’inverse de

l’élévation à la puissance q-ième dans Fq).
Notons E le corps des fractions de F ⊗ F , c’est-à-dire le corps des fonctions

rationnelles sur la surface X × X, et fixons une clôture algébrique E de E et un
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plongement F ⊗Fq
F →֒ E au dessus du plongement F ⊗F →֒ E. On a donc défini un

point géométrique δ : Spec(E) → X × X localisé en le point générique δ = Spec(E)
de X × X et tel que ses images par les deux projections canoniques de X × X se
factorisent par le point géométrique η : Spec(F ) → X localisé au point générique η
de X.

Pour tout ouvert non vide U de X, le groupe fondamental de Grothendieck
π1(U, η) est le quotient de ΓF = Gal(F/F ) qui classifie les extensions finies de F
dans F qui sont non ramifiées en toutes les places x ∈ |U |. Il admet comme quotient

le groupe de Galois ΓFq
= Z̃. De même, pour tout ouvert non vide V de X × X, le

groupe fondamental de Grothendieck π1(V, δ) est un quotient du groupe de Galois

Gal(E/E) et admet Z̃ comme quotient.
Soit V un ouvert non vide de X ×X de la forme U1 ×U2 pour des ouverts U1 et

U2 de X. Cet ouvert est stable par les endomorphismes FrobX × IdX et IdX ×FrobX

de X × X et les foncteurs 〈〈 images réciproques 〉〉 par ces endomorphismes sont des
équivalences, quasi-inverses l’une de l’autre, de la catégorie des revêtements finis
étales de V sur elle-même (le foncteur image réciproque par FrobV = FrobU1

×FrobU2

est canoniquement isomorphe à l’identité). On peut donc considérer la catégorie des
revêtements finis étales V ′ de V munis d’un isomorphisme (FrobU1

× IdU2
)∗V ′ ∼

−→ V ′

ou, ce qui revient au même, d’un isomorphisme (IdU1
×FrobU2

)∗V ′ ∼
−→ V ′. Le

foncteur fibre en δ identifie cette catégorie à la catégorie des ensembles finis munis de
l’action d’un groupe pro-fini π̃1(U1×U2, δ) qui s’insère dans un diagramme commutatif

1 −→ π1(U1 × U2, δ) −→ π̃1(U1 × U2, δ) −→ Ẑ −→ 0

y


y

∣
∣
∣
∣

0 −−−−−−→ Ẑ −−−−−−−−−−→ Ẑ2 −−−−−−→ Ẑ → 0

à lignes exactes et à flèches verticales surjectives. Tout revêtement fini étale V ′ de
V = U1 × U2 de la forme V ′ = U ′

1 × U ′
2 où chaque U ′

i
est un revêtement fini étale

de Ui, est canoniquement muni d’un isomorphisme (FrobU1
× IdU2

)∗V ′ ∼
−→ V ′. On a

donc un homomorphisme de π̃1(U1 × U2, δ) dans π1(U1, η) × π1(U2, η) qui prolonge
l’homomorphisme π1(U1×U2, δ) → π1(U1, η)×π1(U2, η) défini par les deux projections

canoniques de U1 × U2, et qui induit l’identité entre les quotients Ẑ2 de sa source et
de son but.

PROPOSITION (Drinfeld). — L’homomorphisme défini ci-dessus

π̃1(U1 × U2, δ) → π1(U1, η) × π1(U2, η),

est un isomorphisme.

On a fixé dans la section 1 un nombre premier ℓ distinct de la caractéristique de
Fq et une clôture algébrique Qℓ de Qℓ.

Rappelons que, pour tout ouvert non vide U de X (resp. V de X × X), le
foncteur fibre en η (resp. δ) est une équivalence de la catégorie des systèmes locaux
ℓ-adiques (c’est-à-dire des Qℓ-faisceaux lisses) sur U (resp. V ) sur la catégorie des
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représentations ℓ-adiques de π1(U, η) (resp. π1(V, δ)). Pour tout système local ℓ-adique
L sur U (resp. M sur V ) et tout point fermé x de U (resp. y de V ), la classe de
conjugaison dans π1(U, η) (resp. π1(V, δ)) des éléments de Frobenius géométriques en
x (resp. y) définit donc une classe de conjugaison d’endomorphismes de Lη (resp.
M

δ
). On note Tr(Frobx, L) (resp. Tr(Froby,M)) sa trace et det(1−T Frobx, L) (resp.

det(1 − T Froby,M)) son polynôme caractéristique.
Soient U un ouvert non vide de X et M un système local ℓ-adique irréductible

sur U × U . On considère les propriétés suivantes :

(i) M est de la forme L1⊠L2 pour des systèmes locaux ℓ-adiques (irréductibles)
L1 sur L2 sur U et, en particulier, il existe des fonctions ∆1,∆2 : |U ×U | →
1 + TQℓ[T ] telles que

det(1 − T Frobξ,M) = ∆1(∞) ∗ ∆2(o)

pour tout ξ ∈ |U ×U | de projections ∞, o ∈ |U |, où l’opération ∗ est définie
par

r1∏

i1=1

(1 − α1,i1
T ) ∗

r2∏

i2=1

(1 − α2,i2
T ) =

∏

i1,i2

(1 − α1,i1
α2,i2

T ).

(ii) Il existe un isomorphisme (FrobU × IdU )∗M
∼
−→ M et, en particulier, la

fonction ξ 7→ det(1 − T Frobξ,M) est constante sur |∞ × o| pour chaque
couple (∞, o) de points fermés de U .

La propriété (i) implique évidemment la propriété (ii) et il devrait résulter de la
proposition de Drinfeld que les propriétés (i) et (ii) sont en fait équivalentes.

Lafforgue démontre un résultat partiel dans cette direction.

PROPOSITION. — On suppose de plus que M est ponctuellement pur au sens de

[De] et qu’il existe des fonctions ∆1,∆2 : |U × U | → 1 + TQℓ[T ] telles que

det(1 − T Frobξ,M) = ∆1(∞) ∗ ∆2(o)

pour tout ξ ∈ |U × U | dont les projections ∞, o ∈ |U | sont distinctes.
Alors, la propriété (ii) implique la propriété (i).

DÉFINITION. — Si U est un ouvert de X, un système local ℓ-adique sur U ×U est

dit r-négligeable si tous ses sous-quotients irréductibles sont des facteurs directs de

systèmes locaux de la forme L1 ⊠ L2 où L1 et L2 sont des systèmes locaux ℓ-adiques

irréductibles de rangs ≤ r − 1 sur U .

Si λ est une unité ℓ-adique, on notera par Q
(λ)

ℓ
le Qℓ-faisceau sur Spec(Fq) défini

par le caractère Ẑ → Q
×

ℓ
, 1 7→ λ, du groupe de Galois ΓFq

. Si F est un faisceau

ℓ-adique sur un (Fq-)schéma S, on notera suivant Deligne F (λ) le produit tensoriel

de F par l’image réciproque sur S de Q
(λ)

ℓ
. En particulier, F (q−1) n’est autre que la

torsion à la Tate F (1) de F . Rappelons que tout système local ℓ-adique L sur un
schéma S normal de type fini peut s’écrire sous la forme L = M (λ) où λ est une
unité ℓ-adique et M est un système local ℓ-adique dont le déterminant (c’est-à-dire la
puissance extérieure maximale) est d’ordre fini.
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Remarque : Comme π1(X ×X, δ) diffère du produit π1(X, η)× π1(X, η) par une

copie de Ẑ, il arrive que, pour deux systèmes locaux ℓ-adiques irréductibles L1 et L2

sur X, le système local L1 ⊠ L2 sur X × X ne soit pas irréductible. C’est le cas si

on a L1
∼= L

(λ)
1 et L2

∼= L
(λ−1)
2 pour une racine de l’unité λ 6= 1 d’ordre divisant

à la fois le rang de L1 et celui de L2. Cependant un tel système local L1 ⊠ L2 est
toujours semi-simple et ses facteurs irréductibles sont images les uns des autres par
les puissances de FrobX × IdX .

¤

6.2. La récurrence

Soient N ⊂ X un niveau, p : [0, r] → R un paramètre de troncature assez convexe
par rapport au genre de la courbe X et à N , et d un entier. On a vu dans la section
3 comment Lafforgue construit un morphisme de champs algébriques

Cht
r,d;≤p

N
→ Tr

r,τ

N
×(X − N)2

lisse purement de dimension relative 2r − 2, dont le composé avec la projection sur
(X − N)2 est propre, et dont la restriction au-dessus de l’ouvert Spec(Fq) = Trr,τ

N
⊂

Tr
r,τ

N
est le morphisme pôle-zéro Chtr,d;≤p

N
→ (X − N)2.

Par construction (cf. 3.4), le champ T̃r
r,τ

N
est lisse sur Tr,τ ×[Ar−1/Gr−1

m ],〈q−1〉

[Ar−1/Gr−1
m ] où Tr,τ est un champ torique. On sait donc construire des résolutions

des singularités T̃r
r,τ

N
→ Tr

r,τ

N
. Fixons-en une et notons

C̃ht
r,d;≤p

N
= Cht

r,d;≤p

N
×Tr

r,τ

N
T̃r

r,τ

N
.

Le morphisme de champs

C̃ht
r,d;≤p

N
→ (X − N)2

prolonge le morphisme pôle-zéro Chtr,d;≤p

N
→ (X −N)2 et est encore propre. Il est de

plus lisse purement de dimension relative 2r−2, et le fermé complémentaire de l’ouvert

Chtr,d;≤p

N
⊂ C̃ht

r,d;≤p

N
est un diviseur à croisements normaux relatif sur (X − N)2

qui est réunion de diviseurs lisses sur (X − N)2.

En prenant la réunion disjointe sur les entiers d des champs C̃ht
r,d;≤p

N
et en

divisant par l’action de aZ, on obtient un morphisme de champs

C̃ht
r;≤p

N
/aZ → (X − N)2

qui prolonge le morphisme pôle-zéro Chtr;≤p

N
/aZ → (X −N)2, qui est propre et lisse

purement de dimension relative 2r − 2, et pour lequel le fermé complémentaire de

l’ouvert Chtr;≤p

N
/aZ ⊂ C̃ht

r;≤p

N
/aZ est un diviseur à croisements normaux relatif sur

(X − N)2 qui est réunion de diviseurs lisses sur (X − N)2.
Le théorème suivant est une description partielle de la cohomologie ℓ-adique des

variétés de chtoucas compactifiées.
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THÉORÈME. — Pour tout niveau N et tout paramètre de troncature p assez

convexe par rapport au genre de la courbe X et à N , les images directes supérieures du

faisceau constant de valeur Qℓ par le morphisme canonique C̃ht
r;≤p

N
/aZ → (X −N)2

sont toutes des systèmes locaux ℓ-adiques (r + 1)-négligeables.

Lafforgue prouve le théorème principal de la section 1 et le théorème ci-dessus
par une récurrence simultanée sur r. Plus précisément, pour tout entier r′ ≥ 1, il
considère les propriétés suivantes :

P1(r
′) Quel que soit π′ ∈ Ar′ , il existe σ(π′) ∈ Gr′ tel que l’on ait l’égalité

de facteurs L locaux

ι(L(σ(π′)x, T )) = L(π′
x
, T )

pour presque toute place x /∈ Sσ(π′) ∪ Sπ′ .

P2(r
′) Quel que soit σ′ ∈ Gr′ , il existe π(σ′) ∈ Ar′ tel que l’on ait l’égalité

de facteurs L locaux

L(π(σ′)x, T ) = ι(L(σ′
x
, T ))

pour presque toute place x /∈ Sπ(σ′) ∪ Sσ′ .

P3(r
′) Quels que soient π′ ∈ Ar′ et x ∈ |X| − Sπ′ , les valeurs propres de

Hecke z1(π
′), . . . , zr′(π′) sont toutes de valeur absolue 1.

P4(r
′) Le théorème ci-dessus est démontré en rang r′.

Et il prouve :

THÉORÈME. — Fixons un entier r ≥ 1. Alors les propriétés P1(r
′), P3(r

′) et

P4(r
′) pour r′ = 1, . . . , r − 1 impliquent ces mêmes propriétés pour r′ = r.

Comme on l’a déjà signalé en 1.4, les propriétés P1(1), . . . , P1(r−1) impliquent les
propriétés P2(1), . . . , P2(r−1),P2(r), et en particulier la correspondance de Langlands
en tout rang r′ < r. Le théorème ci-dessus implique donc bien le théorème principal de
1.3. Ces mêmes propriétés impliquent aussi des propriétés renforcées où l’on impose
que Sσ(π′) = Sπ′ et les égalités de facteurs L locaux pour toutes les places x /∈ Sπ′ .

Dans la suite de cette section nous allons commencer la démonstration du
théorème précédent en nous concentrant sur les aspects galoisiens.

6.3. Les strates du bord sont r-négligeables

Dans toute cette sous-section on fixe un paramètre de troncature p : [0, r] → R

assez convexe en fonction du genre de la courbe X et de N .
Pour tout entier ν on note

Hr;≤p, ν

N
, H̃ r;≤p, ν

N
et H̃ r;≤p, ν

N,∂
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les ν-ièmes images directes supérieures à supports compacts du faisceau constant Qℓ

par les morphismes de champs

Chtr;≤p

N
/aZ → (X − N)2, C̃ht

r;≤p

N
/aZ → (X − N)2

et (

C̃ht
r;≤p

N
−Chtr;≤p

N

)

/aZ → (X − N)2.

Ce sont des systèmes locaux ℓ-adiques sur (X − N)2, qui sont nuls pour ν /∈

{0, 1, . . . , 4r − 4} (et même pour ν /∈ {0, 1, . . . , 4r − 6} dans le cas de H̃ r;≤p, ν

N,∂
),

et on a une suite exacte longue

· · · → Hr;≤p,ν

N
→ H̃ r;≤p, ν

N
→ H̃ r;≤p, ν

N,∂
→ Hr;≤p, ν+1

N
→ · · · .

Le diviseur à croisements normaux relatif
(

C̃ht
r;≤p

N
−Chtr;≤p

N

)

/aZ sur (X−N)2

est réunion d’une famille finie de diviseurs lisses. Il est donc muni d’une stratification
canonique. Une strate fermée du bord est une intersection d’une sous-famille non vide
de cette famille. La relation d’inclusion définit une relation d’ordre sur les strates
fermées du bord. Une strate ouverte du bord est le complémentaire dans une strate
fermée du bord de la réunion des strates fermées du bord strictement plus petite.

Par exemple, pour N = ∅, les strates ouvertes du bord sont les Cht
r;≤p

R
/aZ pour

∅ 6= R = {r1, . . . , rs−1} ⊂ [r − 1] définies en 3.3, et les strates fermées du bord sont
les adhérences des strates ouvertes du bord.

Toute strate du bord (fermée ou ouverte) est lisse sur (X − N)2, et les images
directes supérieures à supports compacts de Qℓ par la restriction à une telle strate du
morphisme pôle-zéro sont toutes des systèmes locaux ℓ-adiques sur (X − N)2, qu’il
est commode d’appeler images directes supérieures de la strate.

PROPOSITION. — Supposons que les propriétés P1(1) . . . ,P1(r−1) soient vérifiées

pour ce niveau N . Alors, les systèmes locaux ℓ-adiques

- images directes supérieures des strates fermées du bord,

- images directes supérieures des strates ouvertes du bord

- H̃ r;≤p, ν

N,∂
, 0 ≤ ν ≤ 4r − 6,

sont tous r-négligeables.

Esquissons la preuve de cette proposition pour N = ∅. On procède par récurrence
sur r. Compte tenu de la suite exacte longue ci-dessus, les hypothèses de la proposition
et de récurrence assurent que les images directes supérieures par les morphismes

Chtr
′
,d

′;≤p
′

→ X × X

sont toutes (r′ + 1)-négligeables quels que soient les entiers 1 ≤ r′ < r et d′ et le
paramètre de troncature p′ assez convexe par rapport au genre de X.
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Chaque strate Cht
r,d;≤p

R
, ∅ 6= R = {r1, . . . , rs−1} ⊂ [r − 1], est finie et radicielle

sur un champ ChtR,d;≤p et lui est donc équivalente du point de vue de la cohomologie
ℓ-adique. Par hypothèse de récurrence, tous les sous-quotients irréductibles des images
directes supérieures par le morphisme

(∞ = ∞1, o1 = ∞2, . . . , os−1 = ∞s, os = o) : ChtR,d;≤p → X × Xs−1 × X

sont des facteurs directs de faisceaux de la forme

L′
1 ⊠

(
s−1
⊠

j=1
(L′′

j
⊗ L′

j+1)

)

⊠ L′′
s

pour des systèmes locaux ℓ-adiques irréductibles L′
1, L

′′
1 de rangs ≤ r1 < r, L′

2, L
′′
2

de rangs ≤ r2 − r1 < r, ... et L′
s
, L′′

s
de rangs ≤ r − rs−1 < r sur la courbe X. Par

suite, les images directes supérieures par le morphisme (∞, o) : Cht
r,d;≤p

R
→ X×X se

décomposent en systèmes locaux ℓ-adiques qui sont des facteurs directs de faisceaux
de la forme

(L′
1 ⊠ L′′

s
) ⊗ Hν

(

Fq ⊗Fq
Xs−1,

s−1

⊠

j=1
(L′′

j
⊗ L′

j+1)

)

,

et tous leurs sous-quotients irréductibles sont des facteurs directs de systèmes lo-
caux de la forme (L′

1 ⊠ L′′
s
)(λ) où λ est une valeur propre de Frobq agissant sur

Hν
(
Fq ⊗Fq

Xs−1,⊠s−1
j=1(L

′′
j
⊗ L′

j+1)
)
; la proposition s’en suit.

Le cas général est un peu plus difficile mais similaire en utilisant le fait essentiel

que les Cht
r;≤p

N
/aZ et C̃ht

r;≤p

N
/aZ sont construits à partir des Cht

r;≤p

/aZ en
formant un produit fibré au dessus du champ Tr

r

N
. On a besoin d’une formule de

comptage supplémentaire où interviennent les fonctions d’Euler-Poincaré introduites
par Kottwitz (cf. [Lau 1]) et un argument inspiré de [Ha-Ta].

6.4. Séparation de la partie cuspidale de la cohomologie

Soit S un schéma de type fini sur Fq. Un système local ℓ-adique virtuel M sur
U × U est une combinaison linéaire formelle M =

∑

L
mM (L)[L] où L parcourt

un ensemble de représentants des classes d’isomorphie de systèmes locaux ℓ-adiques
irréductibles sur S (fixé une fois pour toute) et où L 7→ mM (L) est une fonction sur
cet ensemble à valeurs rationnelles et à support fini. Le coefficient mM (L) ∈ Q est
appelé la multiplicité de L dans M . On dit que L intervient dans M ou encore que
L est un constituant de M si mM (L) 6= 0. Un système local ℓ-adique M définit un
système local ℓ-adique virtuel [M ] : mM (L) est la multiplicité de L dans n’importe
quelle filtration de Jordan-Hölder de M .

On dira qu’un système local ℓ-adique virtuel M =
∑

L
mM (L)[L] sur S est effectif

si mM (L) ≥ 0 quel que soit L. On dira qu’il est pur de poids un entier w si tous les
L qui interviennent dans M sont ponctuellement purs de poids w. On dira qu’il est
mixte de poids contenus dans un ensemble W d’entiers si chaque L qui intervient dans
M est ponctuellement pur de poids appartenant à W .
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Soit maintenant U un ouvert non vide de X. Un système local ℓ-adique virtuel

M sur U × U est dit r-négligeable si tous les L qui interviennent dans M sont r-
négligeables. Si M =

∑

L
mM (L)[L] est un système local ℓ-adique virtuel sur U × U ,

on appelera morceau non r-négligeable de M et on notera Mcusp =
∑

L
mMcusp

(L)[L]
le système local ℓ-adique virtuel sur U × U défini par mMcusp

(L) = 0 si L est r-
négligeable et mMcusp

(L) = mM (L) sinon.

En confrontant la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr])

Lefξ

(

Frob
deg(ξ)n

Cht
r; ≤p

N
/aZ

)

=
∑

ν

(−1)ν Tr(Frobn

ξ
,Hr;≤p, ν

N
)

et le cas particulier g = 1 et deg(∞)n∞ = deg(o)no = deg(ξ)n de la formule pour la
moyenne de nombres de Lefschetz énoncée en 5.2, on voit que sans changer la valeur
de l’expression

∑

1≤r
′
<r

1≤r
′′

<r

∑

π
′
∈Ar′ (KN )

π
′′
∈Ar′′ (KN )

Tr≤αp

π′,π′′(1KN
,deg(ξ)n)S

(
−

deg(ξ)

deg(∞)
n

)

∞ (π′)S

(
deg(ξ)

deg(o)
n

)

o (π′′)

on peut y remplacer les fonctions ν 7→ Tr≤p

π′,π′′(1KN
, ν) par des fonctions de la forme

∑

z∈C× czz
ν pour une famille à support fini de scalaires cz ∈ Q, z ∈ C×.

L’hypothèse de récurrence permet de remplacer les π′ et π′′ qui interviennent
dans cette même expression par des systèmes locaux ℓ-adiques irréductibles et purs
de poids 0 sur X − N . Compte tenu du théorème de pureté de Deligne ([De]) on en
déduit :

PROPOSITION. — Si p : [0, r] → R est un paramètre de troncature assez convexe

en fonction du genre de la courbe X et de N , il existe un système local ℓ-adique virtuel

mixte de poids entiers H̃ r;≤p

N,cusp sur (X − N)2 tel que la différence

H̃ r;≤p

N,cusp −
1

r!

r!∑

k=1

∑

ν

(−1)ν [(Frobk

X
× IdX)∗Hr;≤p, ν

N
]

soit r-négligeable et que, pour tout couple (∞, o) de points fermés distincts de X −N ,

tout point fermé ξ ∈ ∞× o et tout entier n ≥ 1, on ait

Tr(Frobn

ξ
, H̃ r;≤p

N,cusp) =
∑

π∈Ar(KN )
ωπ(a)=1

q(r−1) deg(ξ)n Trπ(1KN
)S

(
−

deg(ξ)

deg(∞)
n

)

∞ (π)S

(
deg(ξ)

deg(o)
n

)

o (π).

L’encadrement de Jacquet et Shalika ([J-S 1])

q−
1

2 < |zi(πx)|
1

deg(x) < q
1

2 , ∀i = 1, . . . , r, ∀x ∈ |X − N |,

pour les valeurs propres de Hecke de tout π ∈ Ar(KN ) assure que H̃ r;≤p

N,cusp est mixte
de poids contenus dans {2r − 3, 2r − 2, 2r − 1} et qu’il a des constituants de poids
2r − 3 si et seulement si il en a de poids 2r − 1.

Par des arguments de fonctions L pour les système locaux ℓ-adiques sur la surface
(X − N)2, Lafforgue déduit de la proposition ci-dessus, du théorème de pureté de
Deligne et des résultats de 6.3 :
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COROLLAIRE. — (i) Le système local ℓ-adique virtuel H̃ r;≤p

N,cusp sur (X − N)2 est

effectif, pur de poids 2r − 2 et n’admet aucun constituant r-négligeable.

(ii) Les systèmes locaux ℓ-adiques H̃ r;≤p, ν

N
, ν 6= 2r − 2, sont tous r-

négligeables et H̃ r;≤p

N,cusp est exactement le morceau non r-négligeable du système local

ℓ-adique virtuel

1

r!

r!∑

k=1

[(Frobk

X
× IdX)∗H̃ r;≤p, 2r−2

N
].

Pour tous paramètres de troncatures p ≤ q qui sont assez convexes par rapport
au genre de X et au niveau N , on a un carré commutatif

Hr;≤q, ∗

N
−−−→ H̃r;≤q, ∗

N
x

 +



y

Hr;≤p, ∗

N
−−−→ H̃r;≤p, ∗

N

où les deux flèches horizontales et la flèche verticale montante de gauche sont les

prolongements par zéro pour les inclusions de Chtr;≤p

N
⊂ C̃ht

r;≤p

N
, Chtr;≤q

N
⊂ C̃ht

r;≤q

N

et Chtr;≤p

N
⊂ Cht r;≤q

N
et la flèche verticale descendante de droite est induite par la

correspondance dans C̃ht
r;≤p

N
× C̃ht

r;≤q

N
qui est l’adhérence du graphe de l’inclusion

Chtr;≤p

N
⊂ Chtr;≤q

N
. La proposition de 6.3, le corollaire ci-dessus et l’existence de ce

carré commutatif impliquent facilement le lemme suivant qui est crucial pour la suite.

LEMME. — Pour tous paramètres de troncatures p ≤ q qui sont assez convexes

par rapport au genre de X et au niveau N , les noyau et conoyau de l’homomorphisme

de prolongement par zéro

Hr;≤p, 2r−2
N

→ Hr;≤q, 2r−2
N

sont r-négligeables.

En utilisant ce lemme, Lafforgue prouve que le ind-système local ℓ-adique 〈〈de
rang infini 〉〉 sur (X − N)2

Hr; 2r−2
N

= lim
−→
p

Hr;≤p, 2r−2
N

,

où p parcourt l’ensemble des paramètres de troncature qui sont assez convexes par
rapport au genre de la courbe X et à N , a la propriété suivante :

LEMME. — Il existe une unique filtration finie

F • = ((0) = F 0 ⊆ F 1 ( F 2 ( · · · ( F 2u+1 ( F 2u ( · · · ( FT = Hr; 2r−2
N
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telle que :

- pour tout entier u ≥ 0 tel que 2u+1 ≤ T , F 2u+1/F 2u
est la somme de tous les

sous-systèmes locaux ℓ-adiques (de rang fini) r-négligeables de Hr; 2r−2
N

/F 2u
,

- pour tout entier u ≥ 0 tel que 2u + 2 ≤ T , F 2u+2/F 2u+1
est la somme de

tous les sous-systèmes locaux ℓ-adiques (de rang fini) Hr; 2r−2
N

/F 2u+1
dont

aucun sous-quotient n’est r-négligeable,

- si p est un paramètre de troncature assez convexe par rapport au genre de X
et au niveau N et si on note F≤p, •

la filtration sur Hr;≤p, 2r−2
N

induite par

F •
, alors, pour tout entier u ≥ 0, le plongement

F≤p, 2u+2/F≤p, 2u+1 →֒ F 2u+2/F 2u+1

est un isomorphisme.

Considérons alors le système local ℓ-adique (de rang fini) sur (X − N)2

Hr

N,cusp =
⊕

u≥0

F 2u+2/F 2u+1.

Rassemblant les résultats de cette sous-section, on obtient finalement :

PROPOSITION. — (i) Pour tout paramètre de troncature p assez convexe par

rapport au genre de X et au niveau N , on a l’égalité de systèmes locaux ℓ-adiques

virtuels

H̃ r;≤p

N,cusp =
1

r!

r!∑

k=1

[(Frobk

X−N
× IdX−N )∗Hr

N,cusp].

(ii) Le système local ℓ-adique Hr

N,cusp est ponctuellement pur de poids 2r− 2.

(iii) Pour tout couple (∞, o) de points fermés distincts de X − N , tout point

fermé ξ de ∞× o et tout entier n, on a

1

r!

r!∑

k=1

Tr(Frobn

ξ
, (Frobk

X−N
× IdX−N )∗Hr

N,cusp)

= q(r−1) deg(ξ)n
∑

π∈Ar(KN )
ωπ(a)=1

Trπ(1KN
)S

(
−

deg(ξ)

deg(∞)
n

)

∞ (π)S

(
deg(ξ)

deg(o)
n

)

o (π).

7. UNE VARIANTE D’UN THÉORÈME DE PINK

7.1. Le cas des schémas

Soient S un schéma de type fini et lisse (sur Fq) et p : X → S un morphisme de
schémas propre et lisse purement de dimension relative d. On se donne un diviseur
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Y ⊂ X à croisements normaux relatif sur S qui est réunion Y = Y1 ∪ · · · ∪ Ym de
m diviseurs lisses sur S. Pour toute partie I de {1, . . . ,m} on note YI =

⋂

i∈I
Yi et

XI = YI −
⋃

J)I
YJ . On a donc X∅ = X−Y ⊂ Y∅ = X et X est la réunion disjointe de

ses parties localement fermées XI . De plus, pour chaque I ⊂ {1, . . . ,m}, la restriction
pI de p à YI est propre et lisse purement de dimension relative d − |I|, et XI est un
ouvert dense de YI .

On considère un endomorphisme f : S → S et un morphisme fini de schémas

Γ∅ → Z∅ := X∅ ×f,S X∅ ⊂ X∅ × X∅

où 〈〈×f,S
〉〉 est une notation abrégée pour 〈〈×p∅◦f,S,p∅

〉〉. On suppose que la première
projection pr∅,1 : Γ∅ → X∅ est étale. Le S-schéma est donc lisse purement de
dimension relative d sur S. En particulier il est normal.

Alors, si s est un point fermé de S et si n ≥ 1 est un entier tel que

Frobn

S
(f(s)) = f(Frobn

S
(s)) = s,

la fibre Γ∅,s → Z∅,s ⊂ X∅,f(s) × X∅,s en s de Γ∅ coupe transversalement la fibre
X∅,f(s) → X∅,s ×X∅,f(s) en (s, f(s)) du graphe δn

∅
= (Frobn

X∅
, IdX∅

) : X∅ → X∅×X∅.
On note

Lefs(Γ∅ × Frobn

X∅
, X∅)

le nombre des points d’intersection.
On note Γ → Z := X ×f,S X ⊂ X × X le morphisme fini de schémas

obtenu par normalisation de Z dans Γ∅. On se propose de donner une interprétation
cohomologique de Lefs(Γ∅ × Frobn

X
, X∅) sous une hypothèse de 〈〈 stabilité de l’ouvert

X∅ ⊂ X au voisinage des points fixes de Γ 〉〉.

7.2. Stabilité au voisinage des points fixes

On note pr1,pr2 : Γ → X les deux projections canoniques de Γ et, pour chaque
entier n ≥ 0, δn le graphe (Frobn

X
, IdX) : X → X × X.

DÉFINITION. — On dira que Γ stabilise X∅ au voisinage de ses points fixes s’il

existe un ouvert U ⊂ X × X contenant toutes les intersections de l’image de Γ dans

Z ⊂ X × X avec les images des graphes de Frobenius δn(X) ⊂ X × X, n ≥ 0, et tel

que

pr1(pr−1
2 (X∅) ∩ UΓ) ⊂ X∅

où UΓ ⊂ Γ est la trace de U sur Γ.

LEMME. — Pour que Γ stabilise X∅ au voisinage de ses points fixes, il faut et il

suffit que Γ satisfasse au critère valuatif suivant :

(∗) Pour tout anneau de valuation discrète A de corps des fractions K et de corps

résiduel k et pour tout point γ : Spec(A) → Γ tel que pr1(γ(Spec(K))) ∈ Y (K) et

pr2(γ(Spec(K))) ∈ X∅(K), l’image de γ(Spec(k)) ∈ Γ(k) dans Z ⊂ X ×X n’est dans

l’image d’aucun des graphes de Frobenius δn
, n ∈ N.
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Comme l’a fait Pink dans [Pi], Lafforgue introduit l’éclatement π : Z̃ → Z de
Z = X ×f,S X le long du fermé réunion des Yi ×f,S Yi, 1 ≤ i ≤ m. Cet éclatement

est aussi le produit fibré au-dessus de Z des éclatements Z̃i → Z, 1 ≤ i ≤ m, de Z le
long des Yi ×f,S Yi. Il est donc muni de diviseurs Ei, 1 ≤ i ≤ m, qui sont les images

réciproques dans Z̃ des diviseurs exceptionnels dans les Z̃i. Pour toute partie non vide
I ⊂ {1, . . . ,m}, on vérifie que

EI :=
⋂

i∈I

Ei ⊂
⋂

i∈I

π−1(Yi ×f,S Yi) = π−1(YI ×f,S YI),

que EI est le produit fibré sur Z des diviseurs exceptionnels dans les Z̃i pour i ∈ I
et des Z̃i pour i /∈ I, que EI est lisse sur S purement de dimension relative 2d − |I|
et que la restriction de πI : EI → YI ×f,S YI au-dessus de l’ouvert XI ×f,S XI est un
fibré projectif de rang |I|. Les Ei sont donc des diviseurs lisses sur S et leur réunion
E = E1 ∪ · · · ∪ Em est un diviseur à croisements normaux relatif sur S.

Par construction π : Z̃ → Z est un isomorphisme au dessus de Z∅. On notera
Γ̃ → Z̃ la normalisation de Γ∅ dans Z̃. Bien entendu π 〈〈envoie 〉〉 Γ̃ dans Γ.

Pour tout point fermé s ∈ S la fibre πs : Z̃s → Zs en s de π est l’éclatement de
Zs le long de la réunion des fermés Yi,s ×f,f(s) Yi,f(s) de Zs = Xs ×f,f(s) Xf(s). Pour
tout point fermé s ∈ S et tout entier n ≥ 0 tel que Frobn

S
(f(s)) = f(Frobn

S
(s)) = s, la

fibre δn

(s,f(s)) : Xf(s) → Zs ⊂ Xs ×Xf(s) en (s, f(s)) du graphe de Frobenius se relève
canoniquement en un morphisme

δ̃n

(s,f(s)) : Xf(s) → Z̃s

puisque, pour chaque i = 1, . . . ,m, l’image réciproque par δn

(s,f(s)) du fermé Yi,s×f,f(s)

Yi,f(s) ⊂ Zs est le diviseur Yi,f(s) ⊂ Xf(s).
La proposition suivante prolonge un résultat de Pink ([Pi]).

PROPOSITION. — Supposons que Γ stabilise X∅ au voisinage de ses points fixes.

Alors, quitte à remplacer f par

f (n0) := Frobn0

S
◦f = f ◦ Frobn0

S

et Γ∅ par

Γ
(n0)
∅

:= (X∅ × X∅) ×Frob
n0

X
∅
× IdX

∅
,X∅×X∅

Γ∅.

pour un entier n0 ≥ 0 assez grand, la normalisation Γ̃ vérifie la propriété suivante :

pour tout point fermé s ∈ S et tout entier n > 0 tel que Frobn

S
(f(s)) = f(Frobn

S
(s)) =

s, l’image de δ̃n

f,f(s) dans Z̃s ne rencontre pas l’image de Γ̃s en dehors de Z∅,s ⊂ Z̃s.

7.3. Formule des points fixes

Rappelons que l’on a fixé un nombre premier ℓ distinct de la caractéristique de
Fq. Considérons la cohomologie ℓ-adique de X et Z au-dessus de S

Rp∗Qℓ et Rq∗Qℓ ∈ Db
c (S, Qℓ)
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où q : X×f,SX → S est la projection canonique, et plus généralement les cohomologies
ℓ-adique des YI au-dessus de S

RpI,∗Qℓ et RqI,∗Qℓ ∈ Db
c (S, Qℓ)

où qI : YI ×f,S YI → S est la projection canonique. La formation de ces cohomologies
commute aux changements de base S′ → S. En particulier, la fibre en un point
géométrique s de S de RpI,∗Qℓ est la cohomologie ℓ-adique RΓ(YI,s, Qℓ) de la fibre
de pI en ce point.

Nos hypothèses assurent que les faisceaux de cohomologie RjpI,∗Qℓ (resp.
RjqI,∗Qℓ) sont tous lisses sur S et qu’ils sont nuls pour les j qui ne sont pas dans
l’intervalle [0, 2(d − |I|)] (resp. [0, 4(d − |I|]).

Soient I ⊂ {0, 1, . . . ,m}, n un entier ≥ 1 et uI ∈ H0(S,R2(d−|I|)qI,∗Qℓ)(d − |I|)
une classe de cohomologie. Alors

- l’endomorphisme de Frobenius Frobn

YI
qui relève Frobn

S
, induit un homomor-

phisme
Frobn

YI
: (Frobn

S
)∗RpI,∗Qℓ → RpI,∗Qℓ,

- d’après la formule de Künneth et la dualité de Poincaré, uI peut être vu
comme un homomorphisme

uI : f∗RpI,∗Qℓ → RpI,∗Qℓ,

- les homomorphismes composés

Frobn

YI
◦(Frobn

S
)∗(uI) : (Frobn

S
)∗f∗RpI,∗Qℓ → RpI,∗Qℓ

et
uI ◦ f∗(Frobn

YI
) : f∗(Frobn

S
)∗RpI,∗Qℓ → RpI,∗Qℓ

cöıncident.

On notera

uI × Frobn

YI
: (Frobn

S
)∗f∗RpI,∗Qℓ = f∗(Frobn

S
)∗RpI,∗Qℓ → RpI,∗Qℓ

ces homomorphismes composés. Pour tout point géométrique s de S qui vérifie
f(Frobn

S
(s)) = Frobn

S
(f(s)) = s, uI × Frobn

YI
induit un endomorphisme de la

cohomologie RΓ(YI,s, Qℓ) de la fibre en s de pI : YI → S dont on notera

tr(uI × Frobn

YI
, RΓ(YI,s, Qℓ)) ∈ Qℓ

la trace.

Le 〈〈cycle de codimension d 〉〉 Γ sur X ×f,S X admet une classe de cohomologie

cl(Γ) ∈ H0(S,R2dq∗Qℓ)(d).
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De même, si on note q̃ = q ◦ π : Z̃ → S, Γ̃ admet une classe de cohomologie

cl(Γ̃) ∈ H0(S,R2dq̃∗Qℓ)(d).

Pour chaque I ⊂ {1, . . . ,m} non vide, on a un homomorphisme de faisceaux

R2dq̃∗Qℓ(d) → R2dq̃I,∗Qℓ(d) → R2(d−|I|)qI,∗Qℓ(d − |I|)

où q̃I : EI → S est la projection canonique, où la première flèche est l’homomorphisme
de restriction au fermé EI ⊂ Z̃ et où la seconde flèche est duale de l’homomorphisme

π∗
I

: R2(d−|I|)qI,∗Qℓ(d − |I|) → R2(d−|I|)q̃I,∗Qℓ(d − |I|).

On note cl(Γ)I l’image de cl(Γ̃) par cet homomorphisme composé.
Plus généralement on peut refaire cette construction après avoir remplacé f par

f (n0) et Γ∅ par Γ
(n0)
∅

pour un entier n0 ≥ 0 (cf. la proposition de 7.2). Pour chaque I ⊂

{1, . . . ,m} non vide, on obtient une section globale cl(Γ(n0))I de R2(d−|I|)q
(n0)
I,∗ Qℓ(d−

|I|), où q
(n0)
I

: YI ×f(n0),S
YI → S est la projection canonique. L’image directe de cette

section globale par le morphisme radiciel Frobn0

YI
× IdYI

: YI ×f(n0),S
YI → YI ×f,S YI

est une section globale notée cl(Γ)
(n0)
I

de R2(d−|I|)qI,∗Qℓ(d − |I|).

Avec ces notations, Lafforgue prouve la généralisation suivante de la formule des
points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr]).

THÉORÈME. — Supposons que Γ stabilise l’ouvert X∅ au voisinage de ses points

fixes et soit n0 ≥ 0 un entier vérifiant la conclusion de la proposition de 7.3.
Alors, pour tout point fermé s de S et tout entier n > n0 tels que Frobn

S
(f(s)) =

f(Frobn

S
(s)) = s, on a

Lefs(Γ∅ × Frobn

X∅
, X∅) = tr(cl(Γ) × Frobn

X
, RΓ(Xs, Qℓ))

+
∑

I⊂{1,...,m}

I 6=∅

(−1)|I| tr(cl(Γ)
(n0)
I

× Frobn

YI
, RΓ(YI,s, Qℓ)).

7.4. Extension à certains champs algébriques

Comme le montre Lafforgue, les résultats de cette section valent encore après
avoir remplacé le S-schéma p : X → S, le diviseur Y = Y1 ∪ · · · ∪ Ym et le morphisme
de schémas Γ∅ → Z∅ par un S-champ algébrique p : X → S, un diviseur Y dans X et
un morphisme de champs algébriques Γ∅ → Z∅ qui vérifient les propriétés suivantes :

- le morphisme p : X → S est de type fini,

- au voisinage de chacun de ses points le champ X admet un recouvrement fini
et plat par un espace algébrique muni de l’action d’un groupe fini qui agit
transitivement sur les fibres de ce recouvrement,



873-52

- le morphisme p satisfait au critère valuatif de propreté,

- le morphisme p est lisse purement de dimension relative d,

- Y est une réunion de diviseurs Y1, . . . ,Ym qui sont lisses sur S et est à
croisement normaux relatif sur S,

- X∅ est un S-champ algébrique de Deligne-Mumford, le morphisme Γ∅ →
Z∅ = X∅ ×f,S X∅ est représentable fini et la première projection de Γ∅ sur
X∅ est étale.

8. FIN DE LA RÉCURRENCE

8.1. Ce qu’il reste à démontrer

Soient N ⊂ X un niveau. Pour tout g ∈ GLr(A) la correspondance de Hecke

c = (c1, c2) : Chtr

N
(g)/aZ → (Chtr

N
/aZ) ×(X−N)2 (Chtr

N
/aZ)

envoie Chtr;≤p

N
/aZ dans Chtr;≤q

N
/aZ dès que q − p est assez convexe en fonction de

KNgKN . Par conséquent, le ind-système local ℓ-adique Hr; 2r−2
N

défini en 6.4 est muni
d’une action de la Qℓ-algèbre de Hecke H(KN ) = Cc(GLr(A)//KN ) des fonctions à
valeurs dans Qℓ, KN -invariantes à gauche et à droite et à supports compacts sur
GLr(A).

De même, les morphismes de Frobenius partiels induisent un isomorphisme

(FrobX−N × IdX−N )∗Hr; 2r−2
N

∼
−→ Hr; 2r−2

N

qui commute à l’action de H(KN ).

Comme la construction faite en 6.4 du système local ℓ-adique Hr

N,cusp à partir

de Hr; 2r−2
N

est canonique, Hr

N,cusp est lui aussi muni d’une action de l’algèbre de

Hecke H(KN ) et d’un isomorphisme (FrobX−N × IdX−N )∗Hr

N,cusp
∼
−→ Hr

N,cusp. Dans
l’énoncé de la dernière proposition de la section 6.4, on peut donc remplacer la
moyenne 1

r!

∑
r!
k=1[(Frobk

X−N
× IdX−N )∗Hr

N,cusp] par [Hr

N,cusp].

Dans cette dernière section nous allons montrer :

PROPOSITION. — Pour tout g ∈ GLr(A), tout couple (∞, o) de points fermés

distincts de X − Sg (où Sg ⊂ |N | est l’ensemble fini de points fermés de X défini en

5.1), tout point fermé ξ de ∞× o et tout entier n, on a

Tr(1KN gKN
× Frobn

ξ
,Hr

N,cusp)

= q(r−1) deg(ξ)n
∑

π∈Ar(KN )
ωπ(a)=1

Trπ(1KN gKN
)S

(
−

deg(ξ)

deg(∞)
n

)

∞ (π)S

(
deg(ξ)

deg(o)
n

)

o (π).
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Cette proposition généralise la partie (iii) de la dernière proposition de la sous-
section 6.4 et des arguments standard permettent d’en déduire les propriétés P1(r),
P2(r) et P3(r).

8.2. Trace des opérateurs de Hecke sur H̃ r;≤p

N,cusp

LEMME. — Soient U un ouvert non vide de X et M un système local ℓ-adique

sur U ×U muni d’un endomorphisme h : M → M . Alors, un fois fixé un ensemble de

représentants des classes d’isomorphie de systèmes locaux ℓ-adiques irréductibles sur

U × U , il existe une unique application à support fini L 7→ λL de cet ensemble dans

Qℓ telle que

Tr(h ◦ γ,M
δ
) =

∑

L

λL Tr(γ, L
δ
)

pour tout γ ∈ π1(U × U, δ).

Si [M ] =
∑

L
mM (L)[L] est le système local ℓ-adique virtuel sur U × U associé

à M et si Mcusp =
∑

L
mMcusp

(L)[L] est son morceau non r-négligeable (cf. 6.4), on
notera

TrMcusp
(h ◦ γ) =

∑

L

mM (L)6=0

mMcusp
(L)

mM (L)
λL Tr(γ, L

δ
)

pour tout γ ∈ π1(U × U, δ).

Bien entendu, on va appliquer ceci au morceau non r-négligeable H̃ r;≤p

N,cusp de la

cohomologie ℓ-adique H̃ r;≤p, ∗

N
et à l’endomorphisme de H̃ r;≤p, 2r−2

N
induit par une

correspondance de Hecke.
Plus précisément, soit p : [0, r] → R un paramètre de troncature assez convexe par

rapport au genre de la courbe X et à N et soit g ∈ GLr(A). D’une part, on a déjà vu

que la correspondance de Hecke c : Chtr

N
(g) → Chtr

N
×(X−N)2 Chtr

N
envoie Chtr;≤p

N

dans Chtr;≤q

N
pour un paramètre de troncature q ≥ p convenable et qu’elle induit

un morphisme entre les cohomologies à supports compacts h : Hr;≤p, ∗

N
→ Hr;≤q, ∗

N
.

D’autre part, cette correspondance induit par restriction un cycle

c≤p : Chtr;≤p

N
(g) → Chtr;≤p

N
×(X−N)2 Chtr;≤p

N
,

puis par normalisation une correspondance

c̃≤p : C̃ht
r;≤p

N
(g) → C̃ht

r;≤p

N
×(X−N)2 C̃ht

r;≤p

N
,

et donc un endomorphisme noté h̃ de la cohomologie ℓ-adique H̃r;≤p, ∗

N
, d’où une trace

Tr
H̃

r; ≤p

N,cusp

(h̃ ◦ γ)

pour tout γ ∈ π1((X − N)2, δ).
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Quitte à agrandir q, on peut supposer que q est assez convexe par rapport au
genre de la courbe X et à N . On alors un diagramme commutatif

Hr;≤q, ∗

N
−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ H̃r;≤q, ∗

N

h

x

 +



y

Hr;≤p, ∗

N
−−−→ H̃r;≤p, ∗

N
−−−→

h̃

H̃r;≤p, ∗

N

où les flèches h et h̃ sont celles définies ci-dessus et les autres flèches sont les mêmes
que dans le carré commutatif de 6.4. Par un argument facile utilisant les résultats de
6.4, Lafforgue en déduit :

PROPOSITION. — Pour tout paramètre de troncature p assez convexe en fonction

de N , tout point fermé ξ de (X − N)2 et tout entier n, on a

Tr(1KN gKN
× Frobn

ξ
,Hr

N,cusp) = Tr
H̃

r; ≤p

N,cusp

(h̃ ◦ Frobn

ξ
).

8.3. Application de la variante du théorème de Pink

Fixons un paramètre de troncature p : [0, r] → R assez convexe par rapport au
genre de la courbe X et à N , et un élément g ∈ GLr(A). On a défini un ensemble fini
Sg ⊃ |N | de points fermés de X.

On cherche à appliquer les résultats généraux du chapitre 7 à

S = (X − Sg)
2, f = IdS : S → S,

X∅ = (X − Sg)
2 ×(X−N)2 (Chtr;≤p

N
/aZ) ⊂ (X − Sg)

2 ×(X−N)2 (C̃ht
r;≤p

N
/aZ) = X,

(c1, c2) : (X − Sg)
2 ×(X−N)2 (Chtr

N
(g)/aZ) = Γ∅ → X∅ ×S X∅,

et
Γ → X ×S X

la normalisation de X∅ ×S X∅ dans Γ∅. Le fermé complémentaire Y = X − X∅ est un
diviseur à croisements normaux relatif sur (X−Sg)

2, qui est réunion Y = Y1∪· · ·∪Ym

de diviseurs lisses sur (X − Sg)
2.

Pour chaque entier n0 ≥ 0, on dispose des classes de cohomologie suivantes :

- cl(Γ) dans la cohomologie de X ×S X au-dessus de (X − Sg)
2,

- cl(Γ)
(n0)
I

dans la cohomologie de YI ×S YI au-dessus de (X −Sg)
2 pour tout

I ⊂ {1, . . . ,m} non vide.

Pour tout ouvert U de X notons ΛU le schéma intersection de tous les ouverts
de U × U complémentaires des images réciproques de la diagonales par les endomor-
phismes Frobn

U
× IdU et IdU ×Frobn

U
de U ×U pour tous les entiers n ≥ 0, c’est-à-dire

l’intersection de ΛX ⊂ X × X avec U × U .
Nous avons besoin du théorème suivant de Lafforgue, qui prolonge en rang

arbitraire un résultat établi par Drinfeld en rang 2 ([Dr 7]).
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THÉORÈME. — Supposons que p est assez convexe et U ⊂ X − Sg est assez petit

relativement à N et à KNgKN . Il existe alors un ouvert de Zariski V ⊂ U × U ,

contenant ΛU , tel que, après avoir remplacé S = (X − Sg)
2

par V et X∅ ⊂ X et

Γ∅ ⊂ Γ par leurs restrictions à cet ouvert de S, la correspondance Γ stabilise l’ouvert

X∅ au voisinage de ses points fixes.

En d’autres termes, l’hypothèse du théorème de la sous-section 7.3 est vérifiée au-
dessus de V ⊃ ΛU . Par conséquent, si n0 ≥ 0 est l’entier de loc. cit., pour tout point
géométrique ξ localisé en un point fermé ξ de ΛU et tout entier n tel que deg(ξ)n > n0,
on a la formule de points fixes

Lefξ(Γ∅ × Frob
deg(ξ)n
X∅

,X∅) = tr(cl(Γ) × Frob
deg(ξ)n
X

, RΓ(X
ξ
, Qℓ))

+
∑

I 6=∅

(−1)|I| tr(cl(Γ)
(n0)
I

× Frob
deg(ξ)n
YI

, RΓ(Y
I,ξ

, Qℓ)).

On remarquera que, pour chaque I ⊂ {1, . . . ,m} non vide, il existe une famille
(mI(L))L de scalaires dans Qℓ, indexée par un ensemble de représentants des systèmes
locaux ℓ-adiques irréductibles sur (X − Sg)

2, à support fini, telle que

tr(cl(Γ)
(n0)
I

× Frob
deg(ξ)n
YI

, RΓ(Y
I,ξ

, Qℓ)) =
∑

L

mI(L) Tr(Frobn

ξ
, L),

et que mI(L) = 0 pour tout L qui n’est pas r-négligeable d’après 6.3.

Dans la suite de cette sous-section, on identifie Qℓ à C par l’isomorphisme fixé

en 1.3.

Dans la formule de points fixes ci-dessus, on peut remplacer ξ par (Frobk

X
× IdX)(ξ)

pour k = 1, . . . , r! et faire la moyenne des r! expressions obtenues. Le premier membre
de cette moyenne est égal à

∑

π∈Ar(KN )
ωπ(a)=1

Trπ(1KN gKN
)q(r−1) deg(ξ)nS

(
−

deg(ξ)

deg(∞)
n

)

∞ (π)S

(
deg(ξ)

deg(o)
n

)

o (π)

+
∑

1≤r
′
<r

1≤r
′′

<r

∑

π
′
∈Ar′ (KN )

π
′′
∈Ar′′ (KN )

Tr≤αp

π′,π′′(1KN gKN
,deg(ξ)n)S

(
−

deg(ξ)

deg(∞)
n

)

∞ (π′)S

(
deg(ξ)

deg(o)
n

)

o (π′′)

d’après 5.2. Compte tenu de la proposition de la sous-section précédente et de
l’hypothèse de récurrence P1(r

′) pour tout r′ < r (cf. 6.2), on a donc une expression
pour la différence

Tr(1KN gKN
× Frobn

ξ
,Hr

N,cusp)

−q(r−1) deg(ξ)n
∑

π∈Ar(KN )
ωπ(a)=1

Trπ(1KN gKN
)S

(
−

deg(ξ)

deg(∞)
n

)

∞ (π)S

(
deg(ξ)

deg(o)
n

)

o (π)
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de la forme ∑

L

PL(n deg(ξ)) Tr(Frobn

ξ
, L)

où (ν 7→ PL(ν))L est une famille à support fini de fonctions complexes de l’entier ν
de la forme

PL(ν) =
∑

z

PL,z(ν)zν

pour une famille à support fini de polynômes PL,z(u) ∈ C[u], z ∈ C×, qui sont
identiquement nuls quand L n’est pas r-négligeable.

En développant les polynômes PL,z(u) et en utilisant l’indépendance linéaire des
fonctions ν 7→ νkzν de l’entiers ν pour k ∈ Z et z ∈ C×, on voit tout d’abord que l’on
ne perd rien en replaçant chaque PL,z(u) par son terme constant PL,z(0).

En utilisant la correspondance de Langlands et la conjecture de Ramanujan-
Petersson déjà connues en les rangs < r et un dernier argument de fonctions L,
Lafforgue conclut alors la preuve de la proposition de 8.1 et la récurrence.
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(1995), 41-55, et dans Dix exposés sur la cohomologie des schémas, North
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senstein, Une paraphrase de l’Écriture, Birkhäuser, (1994).
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1. INTRODUCTION

An n-jet of an arc in an algebraic variety is a one parameter Taylor series of length n in

that variety. To be precise, if the variety X is defined over the algebraically closed field k,

then it is a k[[t]]/(tn+1)-valued point of X. The set of such n-jets are the closed points of

a variety Ln(X) also defined over k and the arc space of X, L(X), is the projective limit

of these. Probably Nash [23] was the first to study arc spaces in a systematic fashion (the

paper in question was written in 1968). He concentrated on arcs based at a given p ∈ X

and observed that to each irreducible component of this ‘provariety’ there corresponds in

an injective manner an irreducible component of the preimage of p in any resolution of

X. He asked the (still unanswered) question how to identify these components on a given

resolution. The renewed interest in arc spaces has a different origin, however. Batyrev

[4] proved that two connected projective complex manifolds with trivial canonical bundle

which are birationally equivalent must have the same Betti numbers. This he showed by

first lifting the data to a situation over a discrete valution ring with finite residue field

and then exploiting a p-adic integration technique. (Such a p-adic integration approach to

problems in complex algebraic geometry had also been used by Denef and Loeser [12] in

their work on topological zeta functions attached to singular points of complex varieties.)

When Kontsevich learned of Batyrev’s result he saw how this proof could be made to

work in a complex setting using arc spaces. The new proof also gave more: equality of

Hodge numbers, and even an isomorphism of Hodge structures with rational coefficients.

The underlying technique, now going under the name of motivic integration, has led to an

avalanche of applications. These include new (so-called stringy) invariants of singularities,

a complex analogue of the Igusa zeta function, a motivic version of the Thom-Sebastiani

property and the motivic McKay correspondence. Some of these were covered in a recent

talk by Reid [25] in this seminar.
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The idea is simple if we keep in mind an analogous, more classical situation. Consider

the case of a complete discrete valuation ring (R,m) with finite residue field F . There is

a Haar measure on the Boolean algebra consisting of the cosets of powers of m that takes

the value 1 on R (so it is also a probability measure). This induces one on a suitable

Boolean algebra of subsets of the set of R-valued points of any scheme that is flat of pure

dimension and of finite type over Spec(R). Associated to this measure is a function that

essentially counts the number of ‘points’ in each reduction modulo mk: the Igusa zeta

function, introduced by Weil, and intensively studied by Igusa, Denef and Loeser (and

reported on by Denef in this seminar [11]). A missing case was that of equal characteristic

zero: O = k[[t]], k ⊃ Q. The proposal of Kontsevich is to give O a measure that takes

values in a Grothendieck ring of k-varieties in which the class of the affine line, L, is

invertible: the value on the ideal (tn) is then simply L−n (or L1−n, which is sometimes

more convenient). If X is a suitable O-scheme, then we obtain a measure on the set of

sections as before, but now with values in this Grothendieck ring. The corresponding

zeta function is a very fine bookkeeping device, for it does its counting in a ring that is

huge. There seems no a priori reason to restrict to the case of equal characteristic, for

Kontsevich’s idea makes sense for any complete discrete valuation ring. Indeed, with little

extra effort the material in Sections 2,3 and 9 can be generalized to that context.

This report concerns mainly work of Denef and Loeser. Some of their results are

presented here somewhat differently, and this is why more proofs are provided than one

perhaps expects of the write up of a seminar talk. References to the sources are in general

given after the section titles, rather than in the statements of theorems.

I thank Jan Denef for inviting me for a short visit to Leuven to discuss the material

exposed here. I also indebted to him and Maxim Kontsevich for comments on an earlier

version.

2. THE ARC SPACE AND ITS MEASURE [14], [22]

Throughout the talk we fix a complete discrete valuation ring O whose residue field k

is assumed to be algebraically closed and of characteristic zero. The spectrum of O is

denoted D with generic point D∗ and closed point o. A uniformizing parameter is often

denoted by t so that O = k[[t]]. The assumption that k be algebraically closed is for

convenience only: in most situations this restriction is unnecessary or can be avoided.

The symbol N stands for the set of nonnegative integers.

The Grothendieck ring of varieties

Consider the Grothendieck ring K0(Vk) of reduced k-varieties: this is the abelian

group generated by the isomorphism classes of such varieties, subject to the relations
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[X − Y ] = [X] − [Y ], where Y is a closed in X. The product over k turns it into a ring.

Note that if we restrict ourselves to smooth varieties we get the same ring: the reason

is that every k-variety X admits a stratification (i.e., a filtration by closed subschemes

X = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xd+1 = ∅ such that Xk −Xk+1 is smooth) and that any two such

admit a common refinement. The latter property implies that [X] :=
∑

k[X
k − Xk+1] is

unambiguously defined. In fact, K0(Vk) is generated by the classes of complete nonsingu-

lar varieties, for any smooth variety U admits a completion U by adding a normal crossing

divisor and then [U ] =
∑

(−1)i[U
i
], where U

i
stands for the normalization of the codimen-

sion i skeleton of the resulting stratification. Wlodarczyk’s weak factorization theorem (in

the form of the main theorem of [1]) can be used to show that relations of the following

simple type suffice: if X is smooth projective and X̃ → X is obtained by blowing up a

smooth closed subvariety Y ⊂ X with exceptional divisor Ỹ , then [X̃]− [Ỹ ] = [X]− [Y ].

We denote the class of the affine line A1 by L and we write Mk for the localization

K0(Vk)[L
−1]. Recall that a subset of a variety X is called constructible if it is a finite

union of (locally closed) subvarieties. Any constructible subset C of X defines an element

[C] ∈ Mk. The constructible subsets of X form a Boolean algebra and so we obtain in

a tautological manner a Mk-valued measure µX defined on this Boolean algebra. More

generally, a morphism f : Y → X defines on that same algebra an Mk-valued measure

f∗µY : assign to a constructible subset of X its preimage in Y .

The ring Mk is interesting, big, and hard to grasp. Fortunately, there are several char-

acteristics of Mk (i.e., ring homomorphisms from Mk to a ring) that are well understood.

We describe some of these in decreasing order of complexity under the assumption that k

is a subfield of C. The first example is the Grothendieck ring K0(HS) of the category of

Hodge structures. A Hodge structure consists of a finite dimensional Q-vector space H,

a finite bigrading H ⊗ C = ⊕p,q∈ZHp,q such that Hp,q is the complex conjugate of Hq,p

and each weight summand, ⊕p+q=mHp,q, is defined over Q. There are evident notions of

tensor product and morphism of Hodge structures so that we get an abelian category

HS with tensor product. The Grothendieck construction produces a group K0(HS), el-

ements of which are representable as a formal difference of Hodge structures [H] − [H ′]

and [H] = [H ′] if and only if H and H ′ are isomorphic. The tensor product makes it a

ring.

For every complex variety X, the cohomology with compact supports, Hr
c (X; Q), comes

with a natural finite increasing filtration W•H
r
c (X; Q), the weight filtration, such that the

associated graded GrW
• Hr

c (X; Q) underlies a Hodge structure having GrW
m Hr

c (X; Q) as

weight m summand. We assign to X the Hodge characteristic1

χh(X) :=
∑

r

(−1)r[Hr
c (X; Q)] ∈ K0(HS)

1As all our characteristics are compactly supported we omit the otherwise desirable subscript c from

the notation.
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If Y ⊂ X is closed subvariety, then the exact sequence

· · · → Hr
c (X − Y ) → Hr

c (X) → Hr
c (Y ) → Hr+1

c (X − Y ) → . . .

is compatible in a strong sense with the Hodge data. This implies the additivity property

χh(X) = χh(X − Y ) + χh(Y ). For the affine line A1, Hr
c (A

1; Q) is nonzero only for

r = 2; the cohomology group H2
c (A1; Q) is one-dimensional and of type (1, 1). So χh(A

1)

(usually denoted as Q(−1)) is invertible. It follows that χh factorizes over Mk. If we

only care for dimensions, then we compose with the ring homomorphism K0(HS) →

Z[u, u−1, v, v−1], [H] 7→
∑

p,q dim(Hp,q)upvq, to get the Hodge number characteristic χhn :

Mk → Z[u, u−1, v, v−1]. It takes L to uv. The weight characteristic χwt : Mk → Z[w,w−1]

is obtained if we go further down along the map Z[u, u−1, v, v−1] → Z[w,w−1] that sends

both u and v to w. Evaluating the latter at w = 1 gives the ordinary2 Euler characteristic

χtop : Mk → Z.

In the spirit of this discussion is the following question raised by Kapranov [21]:

Question 2.1. — Let X be a variety over k. If σn(X) ∈ Mk denotes the class of its nth

symmetric power, is then

ZX(T ) := 1 +
∞∑

n=1

σn(X)T n ∈ Mk[[T ]]

a rational function in the sense that it determines an element in a suitable localization of

Mk[T ]? (Since the logarithmic derivative Z ′/Z defines an additive map Mk → Mk[[T ]], we

may restrict ourselves here to the case of a smooth variety.) Does it satisfy a functional

equation when X is smooth and complete? Kapranov shows that the answer to both

questions is yes in case dim(X) ≤ 1.

A measure on the space of sections

Let us call a D-variety a separated reduced scheme that is flat and of finite type over

D and whose closed fiber is reduced. Given a D-variety X /D with closed fiber X, then

the set of its sections up to order n, Xn, is the set of closed points of a k-variety (also

denoted Xn) naturally associated to X . It is obtained from X modulo mn+1 essentially

by Weil restriction of scalars [19]. So X0 = X. The set X∞ of sections of X → D is the

projective limit of these and is therefore the set of closed points of a provariety. If X /D is

of the form X × D → D, with X a k-variety, then we are dealing with the space of n-jets

(of curves) on X and the arc space of X, here denoted by Ln(X) resp. L(X).

For m ≥ n we have a forgetful morphism πm
n : Xm → Xn. (When n = 0, we shall often

write πm
X , πX instead of πm

0 , π0.) A fiber of πn+1
n lies in an affine space over the Zariski

tangent space of the base point. In case X is smooth, it is in fact an affine space over the

2A complex algebraic variety can be compactified within its homotopy type by giving it a topological

boundary that is stratifyable into strata of odd dimension. This boundary has zero Euler characteristic,

hence the compactly supported Euler characteristic of the variety is its ordinary Euler characteristic.
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tangent space of the base point: πn+1
n has then the structure of a torsor over the tangent

bundle. A theorem of Greenberg [20] asserts that there exists a constant c such that the

image of πn equals the image of πcn
n . So πn(X∞) is constructible.

The goal is to define a measure on an interesting algebra of subsets of X∞ in such a way

that its direct image under πX is the tautological measure µX when X is smooth. (This

will lead us to deviate from the definition of Denef-Loeser and Batyrev by a factor Ld

and to adopt the one used in [25] instead.) For this we assume that X is of pure relative

dimension d and we say that a subset A of X∞ is stable if for some n ∈ N we have

— πn(A) is constructible in Xn and A = π−1
n πn(A),

— for all m ≥ n the projection πm+1(A) → πm(A) is a piecewise trivial fibration (that

is, trivial relative to a decomposition into subvarieties) with fiber an affine space of

dimension d.

The second condition is of course superfluous in case X /D is smooth. It is clear that

dim πm(A)−md is independent of the choice of m ≥ n; we call this the (virtual) dimension

dim A of A. The same is true for the class [πm(A)]L−md ∈ Mk; we denote that class by

µ̃X (A). The stable subsets of X form a Boolean algebra on which µ̃X defines a finite

additive measure. A theorem of Denef-Loeser (see Theorem 9.1) ensures that there are

plenty of stable sets.

In order to extend the measure to a bigger collection of interesting subsets of X∞ we

need to complete Mk. Given m ∈ Z, let FmMk be the subgroup of Mk spanned by the

[Z]L−r with dim Z ≤ m+ r. This is a filtration of Mk as a ring: FmMk.FnMk ⊂ Fm+nMk.

So the separated completion of Mk with respect to this filtration,

M̂k := lim
←

Mk/FmMk (m → −∞ in this limit),

to which we will refer as the dimensional completion, is also a ring. The kernel of the

natural map Mk → M̂k is ∩mFmMk, of course. It is not known whether this is zero3. In

case k ⊂ C, the Hodge characteristic extends to this completion:

χh : M̂k → K̂0(HS).

Here K̂0(HS) is defined in a similar way as M̂k with ‘dimension’ replaced by ‘weight’. The

assertion follows from the fact that the weights in the compactly supported cohomology

of a variety of dimension d are ≤ 2d. Likewise we can extend the characteristics counting

Hodge numbers or weight numbers (with values Laurent power series in the reciprocals

of their variables). This does not apply to the Euler characteristic, but in many cases of

interest the weight characteristic gives a rational function in w that has no pole at w = 1.

Its value there is then a good substitute.

3This issue is avoided if we work with the adic completion Z((L−1)) ⊗Z[L] K0(Vk) instead, but in

practice this is too small. Nevertheless, it seems that in all applications we are dealing with elements

lying in the localization Q(L) ⊗Z[L] K0(Vk).
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We will be mostly concerned with the composite of µ̃X and the completion map, for it

is this measure that we shall extend. We call this the motivic measure on X and denote

it by µX . Let us say that a subset A ⊂ X∞ is measurable if for every (negative) integer

m there exist a stable subset Am ⊂ X∞ and a sequence (Ci ⊂ X∞)∞i=0 of stable subsets

such that the symmetric difference A∆Am is contained in ∪i∈NCi with dim Ci < m for all

i and dim Ci → −∞, for i → ∞.

Proposition 2.2. — The measurable subsets of X∞ make up a Boolean subalgebra and

µX extends as a measure to this algebra by

µX (A) := lim
m→−∞

µX (Am).

In particular, the above limit exists in M̂k and its value only depends on A.

The proof is based on

Lemma 2.3. — Let X /D be of pure dimension and A ⊂ X∞ a stable subset. If

C = {Ci}
∞
i=1 is a countable covering of A by stable subsets with dim Ci → −∞ as i → ∞,

then A is covered by a finite subcollection of C.

Proof. — Let n ∈ N be such that A = π−1
n πn(A). Suppose that A is not covered by

a finite subcollection of C. Choose k ∈ N such that dim Ci < −(n + 2)d for i > k and

let un+1 ∈ πn+1(A \ ∪i≤kCi). We have π−1
n+1un+1 ⊂ A. This set is not covered by a

finite subcollection of C, for clearly π−1
n+1(un+1) is not covered by {Ci}i≤k and for i > k,

Ci ∩ π−1
n+1(u) is of positive codimension in π−1

n+1(u).

With induction we find a sequence {um ∈ Lm(X)}m>n so that for all m > n um+1 lies

over um and π−1(um) is not covered by a finite subcollection of C. The sequence defines

an element u ∈ X . Since πn(u) ∈ πn(A), we have u ∈ A and so u ∈ Ci for some i. But if

Ci is stable at level m > n, then π−1
m (um) ⊂ Ci, which contradicts a defining property of

um.

For k = C, the condition limi→∞ dim Ci = −∞ is unnecessary, for we may then use the

Baire property of C instead [5].

Proof of 2.2. — Suppose we have another solution A∆A′
m ⊂ ∪i∈NC ′

i with A′
m and C ′

i

stable, dim(C ′
i) < m for all i and dim C ′

i → −∞ as i → ∞. It is enough to prove that

the dimension of the stable set Am∆A′
m is < m. Since Am∆A′

m ⊂ ∪i∈N(Ci ∪C ′
i), Lemma

2.3 applies and we find that Am∆A′
m ⊂ ∪i≤N(Ci ∪ C ′

i) for some N . Since every term has

dimension < m, this is also true for Am∆A′
m.

So a countable union of stable sets A = ∪n∈NAn with limn→∞ dim An = −∞ is measur-

able and µX (A) = limn→∞ µX (∪k≤nAk).

Remark 2.4. — Given a D-variety X , then for any d ∈ N there is a d-measure µd
X

that induces µY on Y∞ for any D-subvariety Y of pure dimension d. We expect this
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measure to extend to a much bigger collection of subsets of X so that if f : X → S is a

dominant D-morphism of pure relative dimension d, then every fiber of f∗ : X∞ → S∞ is

µd
X -measurable.

Here is a sample of the results of Denef and Loeser on the rationality of Poincaré series

[14].

Theorem 2.5. — Let X be a k-variety. Then
∑∞

n=0 µX (πnL(X))T n ∈ Mk[[T ]] is a

rational expression in T with each factor in the denominator of the form 1− LaT b where

a ∈ Z and b is a positive integer.

We will not discuss its proof, since this theorem is not used in what follows. Denef and

Loeser derive this by means of Kontsevich’s transformation rule discussed below, which

is applied to a suitable projective resolution X , and a theorem about semialgebraic sets,

due to Pas [24]. It is likely that this theorem still holds for the space of sections of any

D-variety.

3. THE TRANSFORMATION RULE [22], [14], [16]

We describe two results that are at the basis of the theory. The proofs are relegated to

Section 9.

Proposition 3.1. — For a D-variety X /D of pure dimension, the preimage of any con-

structible subset under πn : X∞ → Xn is measurable. In particular, X∞ is measurable. If

Y ⊂ X is nowhere dense, then Y∞ is of measure zero.

For X /D of pure relative dimension we have the notion of an integrable function

Φ : X∞ → M̂k: this requires the fibers of Φ to be measurable and the sum
∑

a µX (Φ−1(a))a

to converge, i.e., there are at most countably many nonzero terms (µX (Φ−1(ai))ai)i∈N and

we have µX (Φ−1(ai))ai ∈ Fmi
M̂k with limi→∞ mi = −∞. The motivic integral of Φ is

then by definition the value of this series:
∫

Φ dµX =
∑

i

µX (Φ−1(ai))ai.

We have a similar notion for maps with values in topological M̂k-modules. An important

example arises from an ideal I ⊂ OX : such an ideal defines a function ordI : X∞ →

N ∪ {∞} by assigning to γ ∈ X∞ the multiplicity of γ∗I. The condition ordI γ = n only

depends on the n-jet of γ and this defines a constructible subset Cn ⊂ Xn. Hence the

fibers of ordI are measurable. We shall see that the function

L− ordI : X∞ → M̂k

is integrable.
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There is a beautiful transformation rule for motivic integrals under modifications. Let

H : Y → X be a morphism of D-varieties of pure dimension d. We define the Jacobian

ideal JH ⊂ OY of H as 0th Fitting ideal of ΩY/X . This has the nice property that its

formation commutes with base change. The following theorem generalizes an unpublished

theorem of Kontsevich.

Theorem 3.2. — Let H : Y → X be a D-morphism of pure dimensional D-varieties

with Y/D smooth. If A is a measurable subset of Y∞ with H
∣
∣
A

injective, then HA is

measurable and µX (HA) =
∫

A
L− ordJH dµY .

4. THE BASIC FORMULA [14]

A relative Grothendieck ring

It is convenient to be able to work in a relative setting. Given a variety S, denote

by K0(VS) the Grothendieck ring of S-varieties and by MS its localization with respect

L. The ring MS can be dimensionally completed as usual. Notice that an element of

MS defines a Mk-valued measure on on the Boolean algebra of constructible subsets of

S. Often measures are naturally represented this way. For instance, the preceding shows

that for a measurable subset A of X∞, the direct image of µX

∣
∣
A

on X is given by an

element of M̂X .

A morphism f : S ′ → S induces a ring homomorphism f ∗ : MS → MS′ . This makes

MS′ a MS-module. We also have a direct image f∗ : MS′ → MS that is a homomorphism

of MS-modules. Notice that f itself defines an element [f ] ∈ MS; this is also the image

of 1 ∈ MS′ under f∗.

There are corresponding characteristics. For instance, the ordinary Euler characteristic

χtop becomes a ring homomorphism from MS to the Grothendieck ring of constructible

Q-vector spaces on S. This ring is generated by direct images of irreducible local systems

of Q-vector spaces over smooth irreducible subvarieties Z of S. (A better choice is to

take the intersection cohomology sheaf in S of this local system along Z; this has the

advantage that it only depends on the generic point of Z.)

Similarly, the Hodge characteristic χh takes values in a ring K0(HSS) that is generated

by variations of Hodge structures over a smooth subvariety of S. The homomorphisms

f ∗ and f∗ persist on this level: f : S ′ → S induces homomorphisms f ∗ : K0(HSS) →

K0(HSS′) and f∗ : K0(HSS′) → K0(HSS).

The basic computation

A case of interest is when the base variety is (N×Gm)r. This fails to be finite type, but

that is of no consequence and we identify M̂(N×Gm)r with M̂Gr
m
[[T1, . . . , Tr]] in the obvious

way.
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We use a uniformizing parameter of O to define

ac : L(A1) − {0} → N × Gm,

by assigning to γ its order ord(γ) resp. the first nonzero coefficient of γ (ac stands for

angular component). Integration along ac sends a M̂k-valued measure on L(A1) to an

element of M̂Gm [[T ]]. The prime example is when this measure is given by a regular

function f : X → A1 on a D-variety X of pure relative dimension: this induces a map

f∗ : X∞ → L(A1) and we then define

acf : X∞
f∗

−−−→ L(A1)
ac

−−−→ N × Gm,

so that [acf ] ∈ M̂Gm [[T ]]. More generally, given a morphism f = (f1, . . . , fr) : X → Ar,

we abbreviate

acX,f := (πX , acf1 , . . . acfr) : X∞ → X × (N × Gm)r.

So [acX,f ] ∈ M̂X×Gr
m
[[T1, . . . , Tr]].

Conventions 4.1. — If E is a simple normal crossing hypersurface on a smooth k-

variety Y , then we adhere to the following notation throughout the talk: (Ei)i∈irr(E)

denotes the collection of irreducible components of E (so these are all smooth by assump-

tion) and for any subset I ⊂ irr(E), E◦
I stands for the locus of p ∈ X̃ with p ∈ Ei if and

only if i ∈ I. (With this convention, E◦
∅ = Y − E.) We denote the complement of the

zero section of the normal bundle of Ei by UEi
(so this is a Gm-bundle over Ei) and UI

designates the fiber product of the bundles UEi
|E◦

I , i ∈ I (a GI
m-bundle whose total space

has the same dimension as Y ).

If E is a simple normal crossing hypersurface on a D-variety Y/D with Y smooth, then

we shall always assume that its union with the closed fiber Y has also normal crossings.

The notational conventions are as above to the extent that restriction or intersection with

Y is indicated by switching from calligraphic to roman font (e.g., Ei = Ei ∩ Y ). If Y is

smooth, then we may identify irr(E) with a subset of irr(E). (An equality if E has no

component in Y .)

The following proposition accounts for many of the rationality assertions in [14].

Proposition 4.2. — Let X /D be a D-variety of pure relative dimension and H : Y → X

a resolution of singularities. Let E be a simple normal crossing hypersurface on Y that

has no irreducible component in the closed fiber Y . Assume that the Jacobian ideal

JH of H is principal and has divisor
∑

i(νi − 1)Ei (so νi ≥ 1). Let for ρ = 1, . . . , r,

fρ : X → A1 be a regular function such that fρH has zero divisor
∑

i Ni,ρEi and put

Ni := (Ni,1, · · ·Ni,r) ∈ Nr, i ∈ irr(E). Then

[acX,f ] =
∑

I⊂irr(E)

[UI/X × Gr
m]

∏

i∈I

(LνiT−Ni − 1)−1 in M̂X×Gr
m
[[T1, . . . , Tr]],
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where UI → X × Gr
m has first component projection onto E◦

I ⊂ X followed by the

restriction of H and second component induced by fH.

Proof. — Given m ∈ Nirr(E), consider the set Y(m) of γ ∈ Y∞ with order mi along

Ei. So for γ ∈ Y(m) we have ordJH
(γ) =

∑

i mi(νi − 1) and ordfρH(γ) =
∑

i miNρ,i. If

supp(m) ⊂ irr(E) is the support of m, then we have a natural projection em : Y(m) →

Usupp(m). Its composite with the morphism Usupp(m) → X×Gr
m is a restriction of acX,fH :=

(πXH, acf1H , . . . , acfrH) : Y∞ → X × (N × Gm)r with Nr-component
∑

i miNi. In other

words,

[acX,fH

∣
∣
Y(m)

] = [Usupp(m)/X × Gr
m]L−

P

i miT
P

i miNi .

So the transformation formula 3.2 yields

[acX,f ] =
∑

m∈Nirr(E)

[Usupp(m)/X × Gr
m]

∏

i∈supp(m)

(

L−mi−mi(νi−1)TmiNi

)

=
∑

I⊂irr(E)

[UI/X × Gr
m]

∏

i∈I

L−νiTNi

1 − L−νiTNi
.

If we drop the assumption that E has no irreducible component in Y , then the above

formula must be somewhat modified: now each irreducible component of Y contributes

with an expression of the above form times a monomial in L−1 and T1, . . . , Tr.

Corollary 4.3. — In the situation of 4.2, the class of (πX , ordf ) : X∞ → X × Nr in

M̂X [[T1, . . . , Tr]] equals
∑

I⊂irr(E)

[E◦
I /X]

∏

i∈I

L − 1

LνiT−Ni − 1
.

In particular, the direct image of µX on X is represented by
∑

I⊂irr(E)

[E◦
I /X]

∏

i∈I

L − 1

Lνi − 1
.

Proof. — Since UI is a GI
m-bundle over E◦

I , the class of the projection UI → X is

(L − 1)|I| times the class of E◦
I → X.

This corollary also shows that the Hodge character of the full measure of X∞ lies in

Q[u, v][(uv)−1] and that the ‘Euler characteristic’ of X∞ is
∑

I⊂irr(E) χtop(E
◦
I )

∏

i∈I ν−1
i .

5. THE MOTIVIC NEARBY FIBER [13], [18]

An equivariant Grothendieck ring

Let G be a finite group. We consider varieties X with good G-action, where ‘good’

means that every orbit is contained in an affine open subset. This property ensures that



874-11

the orbit space exists as a variety. For instance, a representation of G on a k-vector space

V is good. For a fixed variety S with trivial G-action, we define the Grothendieck group

KG
0 (VS) as generated by isomorphism types of S-varieties with good G-action modulo

the usual equivalence relation (defined by pairs) and the relation that declares that every

finite dimensional representation ρ of G has the same class as the trivial representation

of the same degree (i.e., Ldeg(ρ)). The product makes KG
0 (VS) a K0(VS)-algebra. We may

change our point of view by looking up instead of down: KG
0 (VS) is then thought of as a

Grothendieck ring of S-varieties equipped with a G-covering (the G-action on the cover

is automatically good).

If G is abelian, then assigning to a variety X with good G-action its G-orbit space

X := G\X augments this as a K0(VS)-module:

KG
0 (VS) → K0(VS), a 7→ ā.

(Not as an algebra, for the orbit space of a product is in general not the product of

orbit spaces.) That this is well-defined follows from the lemma below. (We do not know

whether this holds for arbitrary finite G.)

Lemma 5.1. — Let be given a representation of a finite abelian group G on a k-vector

space V of finite dimension n. Then the class of V in K0(Vk) is Ln.

Proof. — Let V = ⊕χ∈ĜVχ be the eigen space decomposition of the G-action. Given a

subset I ⊂ Ĝ, denote by VI the set of vectors in V whose Vχ-component is nonzero if and

only if χ ∈ I. We have a natural projection VI →
∏

χ∈I P(Vχ). This has the structure

of a torus bundle, the torus in question being a quotient of GI
m by a finite subgroup. So

the class of VI in Mk is (L − 1)|I| times the class of
∏

χ∈I P(Vχ). Since VI has also that

structure, the classes of VI and VI in Mk coincide. Hence the same is true for V and

V .

Similarly we can form the MS-algebra MG
S := KG

0 (VS)[L−1] and its dimensional com-

pletion. If G is abelian we have corresponding augmentations taking values in MS and its

completion. If G acts on an S-variety Z, then we denote by [Z/S; G] the corresponding

element of MG
S or its image in M̂G

S .

There are corresponding characteristics in case k ⊂ C. For instance, the ordinary Euler

characteristic defines a ring homomorphism from MG
k to the Grothendieck ring KG

0 (Q)

of finite dimensional representations of G over Q and more generally, we have a ring

homomorphism χG
top from MG

S to the Grothendieck ring of constructible sheaves with

G-action on S, KG
0 (QS). Similarly, there is a Hodge character χG

h : MG
S → KG

0 (HSS).

The case G = µ̂

We will mostly (but not exclusively) be concerned with the case when G is a group of

roots of unity. We have the Grothendieck ring M µ̂
S of varieties with a topological action
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of the procyclic group µ̂ = lim← µn (such an action factorizes through a finite quotient

µn). The inverse automorphism of µ̂, ζ 7→ ζ−1, defines an involution ∗ in M µ̂
S .

The group of continuous characters of µ̂ is naturally isomorphic with Q/Z, with the

involution ∗ acting as multiplication by −1; the projection µ̂ → µn followed by the

inclusion µn ⊂ Gm corresponds to 1
n

(mod Z). In other words, K µ̂
0 (C) ∼= Z[eα |α ∈ Q/Z].

For every positive integer n there is a rational irreducible representation χn of µn, namely

the field Q(µn), regarded as Q-vector space. These make up an additive basis of K µ̂
0 (Q).

The image of χn in Z[Q/Z] is
∑

(k,n)=1 ek/n, which allows us to regard K µ̂
0 (Q) as a subring

of Z[eα |α ∈ Q/Z].

Equivariance

If X is a k-variety, then Aut(D) acts on L(X) by composition: h(γ) := γh−1. If X is

of pure dimension, then this action is free outside negligible subset. Clearly, a morphism

of k-varieties induces an Aut(D)-equivariant map between their arc spaces. This is of

particular interest when the target is the affine line: Suppose we are given a regular

function f : X → A1. Then the image of the resulting map L(f) : L(X) → L(A1)

intersected with L(A1, 0) will be a union of Aut(D)-orbits. Here L(A1, 0) stands for the

set of arcs based at the origin 0 ∈ A1. If we assign to γ ∈ L(A1, 0) the pull-back under

γ of the defining parameter of A1, then we obtain a natural bijection L(A1, 0) ∼= m.

Under this bijection an Aut(D)-orbit in L(A1, 0)−{0} corresponds to mn−mn+1 for some

positive integer n. Now L(f) is an Aut(D)-fibration over this orbit (if nonempty) and

hence the direct image of µL(X) (and more generally, of any Aut(D)-invariant measure

on L(A1, 0)) restricted to that orbit is completely understood if we know its value on

tn +mn+1) equipped with the monodromy action of µn ⊂ Aut(D). Here t is a uniformizing

parameter for O. So if X0 is the zero set of the morphism X → A1, then we get an element

of M̂µn

X0
(or in Mµn

X0
in case X is smooth) for every n ≥ 1.

A motivic zeta function

We now take X smooth of dimension d and let f : X → A1 be a nonconstant regular

function. Given a positive integer n, then for γ ∈ X , the property ordf (γ) = n only

depends on its n-jet and hence ord−1
f (n) is the preimage of a subset L(X)f

n of L(X)n.

The action of Gm ⊂ Aut(D) on L(X)n induces one on L(X)f
n and the projection acf,n :

ord−1
f (n) → Gm (a restriction of acf ) factorizes over a morphism L(X)f

n → Gm that

is homogeneous of degree n with respect to the given Gm-action. So the fiber over 1,

L(X)f
n(1) is preserved by µn ⊂ Gm and this action describes the monodromy. It is clear

that

[ac−1
f,n(1)/X0; µn] = [L(X)f

n(1)/X0; µn]L−dn
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holds in Mµn

X0
. We form the generating series

S(f) :=
∞∑

n=1

[ac−1
f,n(1)/X0; µn]T n =

∞∑

n=1

[L(X)f,n(1)/X0; µn](L−dT )n ∈ M µ̂
X0

[[T ]].

This series can be computed from an embedded resolution of the zero set of f , H : Y → X

of X, as in 4.1. We assume here that the preimage E of X0 := f−1(0) is a simple normal

crossing hypersurface that contains the exceptional set. Let m be a positive integer that

is divided by all the coefficients Ni of the divisor (f) on the irreducible components of E.

If we make a base change of f̃ := fH over the mth power map A1 → A1 and normalize,

then we get a µm-covering Ỹ → Y . Let Ẽ◦
I be a connected component of the preimage of

E◦
I in Ỹ . The restriction Ẽ◦

I → E◦
I is unramified, and has µm-stabilizer of Ẽ◦

I as its Galois

group. The latter is easily seen to be the subgroup µNI
, where N(I) := gcd{Ni | i ∈ I}.

This defines

[Ẽ◦
I /Y ; µN(I)] ∈ M

µNI
Y .

This element lies over X0 if I is nonempty, an assumption we make from now on. We wish

to compare it with UI(1) ⊂ UI , the fiber over 1 of the projection UI → Gm induced by

f̃ . This projection has weights (Ni)i∈I relative to the GI
m-action and so

∏

i∈I µNi
⊂ GI

m

preserves UI(1). This finite group contains a monodromy action by µN(I): write N(I) =
∑

i∈I αiNi and embed Gm in GI
m by λ → (λαi)i∈I (since the (αi)i∈I are relatively prime,

this is an embedding indeed). Notice that the projection UI → Gm is homogeneous

of degree NI relative to the action of this one parameter subgroup. This implies that

µN(I) ⊂ Gm may serve as monodromy group. (There are a priori several choices for this

action, but they are all E◦
I -isomorphic.)

Lemma 5.2. — In M µ̂
Y0

we have [UI(1)/Y0; µN(I)] = (L − 1)|I|−1[Ẽ◦
I /Y0; µN(I)].

Proof. — One verifies that the Stein factorization of the projection UI(1) → E◦
I has

Ẽ◦
I → E◦

I as finite factor with UI(1) → Ẽ◦
I being an algebraic torus bundle of rank |I|−1.

In view of Lemma 5.1 the equivariant class of the latter is (L−1)|I|−1 times the equivariant

class of the base. The lemma follows.

Much of the work of Denef-Loeser on motivic integration centers around the following

Theorem 5.3. — The following identity holds in M µ̂
X0

[[T ]]:

S(f) =
∑

∅6=I⊂irr(E)

(L − 1)|I|−1[Ẽ◦
I /X0; µN(I)]

∏

i∈I

(LνiT−Ni − 1)−1.

Proof. — Start with the identity of Proposition 4.2 (with r = 1). Omit at both sides the

constant terms (on the right this amounts to summing over nonempty I only), and restrict

the resulting identity to the fiber over 1 ∈ Gm. If we take into account the monodromies

and use Lemma 5.2, we get the asserted identity, at least if we take our coefficients in

M̂ µ̂
X0

. Inspection of the proof shows that this actually holds in M µ̂
X0

[[T ]]. (The reason
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is that X is smooth, so that in this derivation no coefficient involves an infinite sum of

stable sets.)

So the expression at the righthand side is independent of the resolution, something that

is not at all evident a priori. Notice that it lies in a rather small subring of M µ̂
X0

[[T ]]: if

R denotes the Z[L]-subalgebra of Q(L, T ) generated by the fractions (LνT−N − 1)−1 with

ν,N > 0, then S(f) lies in R ⊗Z[L] M
µ̂
X0

. This allows us for instance to take T = ∞, that

is, we apply the Z[L]-algebra homomorphism R → Z[L] that sends (LνT−N − 1)−1 to −1.

Thus

S(f)
∣
∣
T=∞

= −
∑

∅6=I⊂irr(E)

(1 − L)|I|−1[Ẽ◦
I /X0; µN(I)]

Comparison with ordinary monodromy

The element −S(f)
∣
∣
T=∞

has an interpretation in terms of the nearby cycle sheaf of f

as we shall now explain.

Suppose first that k = C. Let X̃ − X0 → X − X0 ⊂ X be the pull-back along f of

the universal covering exp : C → C× ⊂ C. Take the full direct image of the constant

sheaf Q
X̃−X0

on X and restrict to X0: this defines ψf as an element of the derived

category of constructible sheaves on X0. Let σ : X̃ − X0 → X̃ − X0 be a generator of the

covering transformation that induces in C translation over −2π
√
−1. This generator has

the property that its action in ψf is the monodromy.

Let H : Y → X be a resolution as in 4.1. In the same way, ψf̃ is defined as an element

of the derived category of constructible sheaves on the zero set Y0 of f̃ . The full direct

image of ψf̃ on X0 is equal to ψf .

An elementary calculation shows that the stalk of ψf̃ at a point of E◦
I is the cohomology

of NI copies of a real torus of dimension NI − 1. More precisely, the restriction of ψf̃

to E◦
I is naturally representable as the full direct image of the constant sheaf on UI(1)

(an algebraic torus bundle of dimension NI − 1 over Ẽ◦
I ) under the projection UI(1) →

E◦
I . We have a canonical isomorphism Hk(Gr

m; Q) ∼= Hk+r
c (Gr

m; Q) and hence the Euler

characteristic
∑

k(−1)k[Hk(Gr
m; Q)] in K0(HS) is (−1)r times the Euler characteristic

∑

k(−1)k[Hk
c (Gr

m; Q)]. In other words, it is the value of χh on (1 − L)r. Hence, if Z

is a subvariety of E◦
I with preimage Z̃ in Ẽ◦

I , then
∑

k(−1)k[Hk
c (Z; ψf̃ )] is the value of

χh on (1 − L)|I|−1[Z̃; µN(I)]. This shows that ψf and −S(f)
∣
∣
T=∞

have the same Hodge

characteristic. We therefore put

[ψf ] := −S(f)
∣
∣
T=∞

=
∑

∅6=I⊂irr(E)

(1 − L)|I|−1[Ẽ◦
I /X0; µN(I)].

We refer to [ψf ] as the nearby cycle class of f along X0. Its component in the augmentation

submodule,

[φf ] := [ψf ] − [ψf ] ∈ M µ̂
X0

,
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is by definition the vanishing cycle class of f .

Let n be a positive integer. Given a S-variety Z with a good topological µ̂-action, then

the fixed point locus of ker(µ̂ → µn) in Z is a S-variety which inherits a good µn-action.

This defines a homomorphism of MS-algebras

Trn : M µ̂
S → Mµn

S .

If σ ∈ µ̂ generates a dense subgroup of µ̂, then the fixed point locus of ker(µ̂ → µn) is

also the fixed point locus of σn. In case k ⊂ C, a Lefschetz fixed point formula (applied

to a partition of Z by orbit type) implies that χh[Z
σn

] equals the trace of σn in χh[Z].

So we may then think of Trn[Z] as the motivic trace of σn. This is why the following

proposition is a motivic version of a result of A’Campo [2].

Proposition 5.4 (see Denef-Loeser [18]). — For every positive integer n, the classes

[L(X)f
n(1)/X0] and Trn[ψf ] have the same image in Mµn

X0
/(L − 1).

Proof. — The monodromy σ acts on Ẽ◦
I as a covering transformation of order NI . So

σn has no fixed point if NI does not divide n and is equal to all of Ẽ◦
I otherwise. It follows

from formula for the nearby cycle class that

Trn[ψf ] =
∑

I⊂irr(E),NI |n

(1 − L)|I|−1[Ẽ◦
i /X0].

So

∞∑

n=1

Trn[ψf ]T
n =

∞∑

n=1

∑

I⊂irr(E),NI |n

(1 − L)|I|−1[Ẽ◦
I /X0]T

n

=
∑

∅6=I⊂irr(E)

(1 − L)|I|−1[Ẽ◦
I /X0]

∑

k≥1

T kNI =
∑

∅6=I⊂irr(E)

(1 − L)|I|−1[Ẽ◦
I /X0]

TNI

1 − TNI
.

If we reduce modulo (L−1) only the terms with I a singleton remain. Theorem 5.3 shows

that this has the same reduction modulo (L − 1) as S(f).

6. THE MOTIVIC ZETA FUNCTION OF DENEF-LOESER [13]

This function is a motivic analoge of Igusa’s local zeta function. It captures slightly

less than the function S(f), but has the virtue that it is defined in greater generality.

First we introduce three homomorphisms of Grothendieck rings.

An arrow Mµrn

S → Mµn

S is defined by assigning to a variety with good µrn-action its

orbit space with respect to the subgroup µr ⊂ µrn (with a residual action of µn). The

totality of these arrows forms a projective system whose limit we denote by MS(µ̂). This

is not the same as M µ̂
S , but there is certainly a natural ring homomorphism

ρ : M µ̂
S → MS(µ̂).
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It is given by assigning to a variety X with good µ̂-action, the system (Xn)n, where Xn

is the orbit space of X by the kernel of µ̂ → µn endowed with the residual action of µn.

We next define the Kummer map

MS×Gm → MS(µ̂), [f ] 7→ [f ]1/∞.

Given a S-variety Y and a morphism f : Y → Gm, then for every positive integer n, let

f 1/n : Y (f 1/n) → Gm be the pull-back of f over the nth power map [n] : Gm → Gm.

So Y (f 1/n) is the hypersurface in Gm × Y defined by f(z) = un. The projection of

Y (f 1/n) → Y is a µn-covering and thus defines an element [f ]1/n of Mµn

S . Notice that

Y (f 1/n) is the orbit space of Y (f 1/nr) relative to the subgroup µr ⊂ µrn. Hence the

[f ]1/n’s define an element [f ]1/∞ ∈ MS(µ̂).

We also need the mapping torus of a variety with µn-action X: this is the étale locally

trivial fibration Gm ×µn X → Gm whose total space is the orbit space of the µn-action

on Gm × X defined by ζ(λ, x) = (λζ−1, ζx) and for which the projection is induced by

(λ, x) 7→ λn. Notice that the fiber over 1 ∈ Gm can be identified with X and that the

monodromy is given by the action of µn on X. If m = kn is a positive multiple of n and

we let µm act on X via µm → µn, then (λ, x) 7→ (λk, x) identifies the two fibrations. So

we have in fact an MS-linear map

M µ̂
S → MS×Gm .

It is probably injective. The following lemma is a straightforward exercise.

Lemma 6.1. — The composition of the mapping torus construction and the Kummer

map is equal to (L − 1)ρ.

For X a smooth D-variety of pure relative dimension d, define the Denef-Loeser zeta

function by

I(f) := L−d

∞∑

n=0

[acf,n]1/∞ L−sn ∈ MX(µ̂)[[L−s]],

where L−s is just a variable with a suggestive notation. Then Corollary 4.3 and Lemma

6.1 yield

Theorem 6.2. — The following identity holds in MX(µ̂)[[L−s]]:

I(f) = L−d
∑

I⊂irr(E)

ρ[Ẽ◦
I /X; µN(I)]

∏

i∈I

L − 1

Lνi+sNi − 1
.

Putting L = 1

Consider the Z[L,L−1]-subalgebra S of Q(L,L−s) generated by the rational functions

(L − 1)(Ln+sN − 1)−1, n,N ≥ 1. The spectrum of S contains the generic point of the

exceptional divisor of the blow up of (1, 1) in Gm×A1. The corresponding specialization is
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the evalation homomorphism S → Q(s) which sends (L− 1)(Ln+sN − 1)−1 to (n+ sN)−1.

According to Theorem 6.2, I(f) lies in S ⊗Z[L,L−1] MX(µ̂). Evaluation at L = 1 yields

I(f)
∣
∣
L=1

=
∑

I⊂irr(D)

ρ[Ẽ◦
I /X; µN(I)]

∏

i∈I

1

νi + sNi

∈ MX(µ̂)/(L − 1) ⊗Z Q(s).

This is the motivic incarnation of the topological zeta function considered earlier by

Denef and Loeser in [12]. At the time the resolution independence of this function was

established using Theorem 6.3 below.

Comparison with Igusa’s p-adic zeta function

Suppose we are given a complete discrete valuation ring (R,m) of characteristic zero

whose residue field F = R/m has finite cardinality q. Then R contains all the (q − 1)st

roots of unity µq−1 and this group projects isomorphically onto F×. Let K be the quotient

field of R. If we choose a uniformizing parameter π ∈ m − m2, then then the collection

(ζπk)ζ∈µq−1,k∈Z is a system of representatives of ⊕k∈Zmk/mk+1. Define

acs : K → Z[µq−1][q
−s]

by assigning to u ∈ ζπk + mk+1 the value ζq−ks and 0 to 0. (Here q−s is just the name of

a variable; the righthand side can be more canonically understood as the group algebra of

K×/(1 + m).) There is a natural (additive) Haar measure µ on the the Boolean algebra

of subsets of K generated by the cosets of powers of m that takes the value 1 on R. It

takes values in Z[q−1]. Given f ∈ R[x1, . . . , xd] whose reduction mod m is nonzero, then

its Igusa local zeta function is defined by

Z(f) :=

∫

Rm

acs f(x)dµ(x),

where Rm is endowed with the product measure. We regard this as an element of

Q[µq−1][[q
−s]]: the coefficient of ζq−ns is the volume of f−1(ζπn +mn+1). (It is customary

to let s be a complex number—the series then converges in a right half plane—and to

compose with a complex character α : µq−1 → C×.)

Let us write X for Spec(R[x1, . . . , xd]) and regard f as a morphism X → A1
R over

Spec(R). Suppose we have an embedded resolution H : Y → X of the zero locus of

f over Spec(R) with a simple normal crossing hypersurface E relative to Spec(R) (so

no irreducible component in the closed fiber). Then we get an embedded resolution of

the closed fiber Y → X with simple normal crossing divisor E. Make a base change of

fH : Y → A1
R over the (q − 1)st power map [q − 1] : A1

R → A1
R and normalize; this gives

a morphism Ỹ → Y over a finite extension of R and defines a µq−1-covering Ê◦
I → E◦

I in

much the same way as before. This covering is defined over R. Let E◦
I be its reduction

modulo the maximal ideal of R. This is a variety defined over F and so we choose an

algebraic closure F ⊂ F̄ , then we can consider the trace of the Frobenius acting on the

ℓ-adic Euler characteristic
∑

i(−1)i[H i(Ê◦
I (F̄ ); Ql)], where ℓ ∈ N is relatively prime to
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q. This trace is in fact a rational integer, for it equals the cardinality of Ê◦
I (F ), the set

of F -rational points of Ê◦
I . The latter interpretation makes it evident that the presence

of the µq−1-action lifts the trace to an element in the group algebra Z[µq−1], namely

#(E◦
I (F ))

∑

ζ∈µq−1
ζ. Let us denote that element [Ê◦

I (F ); µq−1].

Denef proved earlier [10] the following R-analogue of 6.2:

Theorem 6.3 (Denef). — In this situation we have

Z(f) = q−d
∑

I⊂irr(E)

[Ê◦
I (F ); µq−1]

∏

i∈I

q − 1

qνi+sNi − 1
,

where νi and Ni have the usual meaning.

As appears from 6.2, Z(f) is what we get from the value of I(fK̄) on X0(K̄) (with

K̄ an algebraic closure of K) if we replace classes in MK̄ by the number of F -rational

points in their F -counterparts (so that we substitute q for L) and pass from µ̂ to µq−1.

This should be understood on a more conceptual level that involves a Grothendieck ring

M
µq−1

Spec(R) which specializes to both M
µq−1

Spec(K̄)
and Q[µq−1][[q

−s]], and avoids resolution.

7. MOTIVIC CONVOLUTION [15]

An ulterior motivic ring

Consider the Fermat curve Jn in G2
m defined by un + vn = 1. Notice that it is invariant

under the subgroup µ2
n ⊂ G2

m. If d is a positive divisor of n, then the µ2
d-orbit space of Jn

is Jn/d. In particular, the µ2
n-orbit space of Jn is J1, an affine line less two points. Given

varieties X and Y with good µn-action, then we have the variety with µn × µn-action

Jn(X,Y ) := Jn ×(µn×µn) (X × Y ).

(If a group G acts well on varieties A and B, then A ×G B stands for quotient of A × B

by the equivalence relation (ga, b) ∼ (a, gb) with G acting well on it by g[a, b] := [ga, b] =

[a, gb].) Let µn act on Jn(X,Y ) diagonally: ζ[(u, v), (x, y)] := [(ζu, ζv), (x, y)]. The

natural map Jn(X,Y ) → J1 is étale locally trivial. If Y has trivial µn-action, then

Jn(X,Y ) = Jn(X, pt)×Y and the variety Jn(X, pt) can be identified with (Gm−{µn})×
µn

X. The latter has the structure of a piecewise Gm-bundle over X from which a copy of X

has been removed. Similarly, the natural projection of Jn(X,Y ) → X × Y is a piecewise

Gm-bundle from which a copy of X × Y has been removed.

Clearly, Jn(X,Y ) ∼= Jn(Y,X). The operation Jn is also associative: this is seen as

follows: the orbit space of Jn×Jn with respect to the µn action defined by ζ((u, v), (w, t)) =

((u, ζ−1v), ζw, ζv)) gives the Fermat surface J2
n in G3

m defined by un + xn + yn = 1 (put

x := αvw, y := αvt, where αn = −1). So Jn(X, Jn(Y, Z)) = J2
n ×(µn)3 X × Y × Z, and

likewise for Jn(Jn(X,Y ), Z).
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If m is a divisor of n and the action of µn on X and Y is through µm, then Jm(X,Y ) =

Jn(X,Y ). So this induces a binary operation

J : M µ̂
k × M µ̂

k → M µ̂
k .

Summing up:

Lemma 7.1. — The operation J is associative, commutative and bilinear over Mk. More-

over

(i) J(a, 1) = (L − 1)a − a and

(ii) J(a, b) = (L − 1)ab − ab,

where we recall that a ∈ M µ̂
k 7→ a ∈ Mk is the augmentation defined by ‘passing to the

orbit space’.

The construction is perhaps better understood in terms of the fibrations over Gm defined

by the mapping torus construction. Recall that for a variety X with µn-action, its mapping

torus Gm ×µn X fibers over Gm by [λ, x] 7→ λn with {1} × X mapping to the fiber over

1. The monodromy is the given µn-action on X. If Y is another variety with µn-action,

then the composite

(Gm ×µn X) × (Gm ×µn Y ) −−−→ Gm × Gm ⊂ Ga × Ga
+

−−−→ Ga

is a fibration over Gm. The fiber over 1 ∈ Ga is identified as Jn(X,Y ) and the monodromy

is the given µn-action on Jn(X,Y ) defined above.

For reasons that we hope become clear later we are interested in maps G from M µ̂
k to

commutative rings U with unit satisfying the following two properties:

— G is linear over a unitary homomorphism Mk → U and

— G(a)G(b) + GJ(a, b) + G((1 − L)ab) = 0 for all a, b ∈ M µ̂
k .

Anderson’s notion of ulterior motive [3] suggests to call such a map ulterior.

Example 7.2. — It follows from Lemma 7.1-ii that the map M µ̂
k → Mk defined by

a 7→ (1 − L)a is ulterior.

Example 7.3. — A Hodge structure with fractional weights is a finite dimensional ratio-

nal vector space H with a decomposition of its complexification C⊗H = ⊕p,q∈Q;p+q∈ZHp,q

with the usual conditions: Hq,p is the complex conjugate of Hp,q and ⊕p+q=nHp,q is defined

over Q. We denote the corresponding category HS(Q) and the associated Grothendieck

ring by K0(HS(Q)). (The latter can also described as the virtual representation ring of

the universal profinite cover of the Deligne group ResR|C Gm.) Every Hodge structure H

with µ̂-action can be turned into a Hodge structure with fractional weights: decompose

C ⊗ Hp,q according to the characters of µ̂:

C ⊗ Hp,q = ⊕α∈Q/ZHp,q
α .
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For α = 0, the fractional bidegree of Hp,q
α will remain (p, q); otherwise we choose it to

be (p + α̃, q + 1 − α̃), where α̃ is the representative of α in the interval [0, 1[. We define

Gh : K µ̂
0 (HS) → K0(HS(Q)) by applying the above receipe. The eigen space of µn × µn

in H1
c (Jn) with character (α, β) ∈ (n−1Z/Z)2 is of dimension two for (α, β) = (0, 0)

and one-dimensional in all other cases; the Hodge bidegree of this eigen space is (0, 1) if

0 < α̃ + β̃ < 1 and α 6= 0 6= β, (1, 0) if 1 < α̃ + β̃ < 2, and (0, 0) in the remaining cases

(α = 0, β = 0 or α + β = 0). It is then straightforward to verify that the composite of

the Hodge character with Gh is ulterior.

The universal ulterior map is obtained as follows. Consider the ring M µ̂
k 〈G〉 of noncom-

mutative polynomials over M µ̂
k in a single variable G and let Mult

k be the quotient of the

two sided ideal generated by G in M µ̂
k 〈G〉 by the left ideal generated by Ga − aG with

a ∈ Mk and GaGb + GJ(a, b) + G(1− L)ab with a, b ∈ M µ̂
k . As a right M µ̂

k -module, Mult
k

is generated by the image of G. So if we think of G as a map

G : M µ̂
k → Mult

k , a 7→ Ga,

then G is ulterior and surjective. Example 7.2 shows that (1−L) times the augmentation

factorizes over G. So the kernel of G
∣
∣
Mk

is (L − 1)-torsion.

Convolution

In what follows we need the (additive) group structure on the affine line, so we write

Ga instead of A1. Remember that we have a bijection L(Ga, 0) ∼= m, defined by assigning

to γ ∈ L(Ga, 0) the pull-back of the standard coordinate on Ga. We fix a uniformizing

parameter t ∈ m. An Aut(D)-invariant Mk-valued measure λ on L(Ga, 0) is determined

by giving for every positive integer n its value an(λ) on tn + mn+1, viewed as an element

of Mµn

k , and its value An(λ) on mn, an element of Mk. These values are not independent,

for we have the relation An(λ) − An+1(λ) = (L − 1)an(λ). The value of λ on all of

L(Ga, 0), A1(λ), is called the mass of λ. So the measure λ is completely determined by

the series
∑

n an(λ)T n and its mass. As we shall take coefficients in M̂ µ̂
k , we can dispense

with the mass since the latter is
∑

n(L − 1)an(λ) in M̂ µ̂
k . We therefore need not make

a distinction between an Aut(D)-invariant M̂k-valued measure on L(Ga, 0) and a series

a(T ) =
∑

n>0 anT n with an ∈ M̂µn

k , for which
∑

n(L− 1)an converges in M̂k. These series

define a M̂k-submodule of M̂ µ̂
k [[T ]] that we shall denote M̂ µ̂

k {T}. Addition Ga ×Ga → Ga

defines a map

add : L(Ga, 0) × L(Ga, 0) → L(Ga, 0).

The convolution of the measures λ and λ′ is the direct image of the product measure

under this map: λ ∗ λ′ := add∗(λ × λ′). This will be an Aut(D)-invariant measure and

thus M̂ µ̂
k {T} becomes a commutative M̂k-algebra (whose product we continue to denote

by ∗).
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Lemma 7.4. — We have

(a ∗ b)n =
∑

i<n

(L − 1)aibiL
i−n + J(an, bn) + anBn+1 + An+1bn.

Proof. — Let α =
∑

k≥i αkt
k ∈ mi − mi+1 and β =

∑

k≥j βkt
k ∈ mj − mj+1, (so αi and

βj nonzero), such that their sum is in tn + mn+1. If one of i, j is > n, say i > n, then we

must have j = n and βn = 1. It is clear that then aiT
i ∗ bnT n = (L − 1)aibnT n.

If i and j are both ≤ n, then i = j and we must have αk+βk = 0 for k = i, . . . , n−1 and

αn+βn = 1. Let us first consider the case i < n. Then these conditions define a subvariety
∼= Gm × An−i in (mi − mi+1/mn+1)2 ∼= (Gm × An−i)2 whose image in Mk is (L − 1)Ln−i.

Since there is no monodromy here, we find that (aiT
i ∗ biT

i)n = (L − 1)Li−naibi.

When i = j = n, the subvariety in (mn −mn+1/mn+1)2 ∼= G2
m is defined by αn +βn = 1,

in other words is equal to J1. From the above discussion one sees that (anT n ∗ bnT n)n =

J(an, bn).

Let us write R̃ for the localization of Z[L,L−1, T ] obtained by inverting the monic

polynomials TN −Lν , where N is a positive integer and ν ∈ N. We are only interested in

measures in

M̂ µ̂
k (T ) := M̂ µ̂

k {T} ∩
(
R̃ ⊗Z[L,L−1] M̂

µ̂
k

)
.

Denote by M̂ult
k (T ) its image under G.

Theorem 7.5 (Abstract Thom-Sebastiani property). — Convolution preserves the al-

gebra M̂ult
k (T ) and if a, b ∈ M̂ult

k (T ) come from massless measures on L(Ga, 0), then

(a ∗ b)(∞) = a(∞)b(∞).

Corollary 7.6. — Let X and Y be smooth connected varieties and f : X → Ga,

g : Y → Ga nonconstant morphisms with zero fibers X0 and Y0. Let f ∗ g : X × Y → Ga

be defined by (f ∗ g)(x, y) := f(x) + g(y). Then the restriction of [φf∗g] to X0 × Y0 and

the exterior product [φf ] × [φg] ∈ MX0×Y0 have the same image under G. In particular,

their images in the Grothendieck ring of variations of fractional Hodge structures over

subvarieties of X0 × Y0 are the same.

Thus we recover the Thom-Sebastiani property for the spectrum, proved earlier by

Varchenko in case f and g have isolated singularities and by M. Saito [26] in general.

For the proof of Theorem 7.5 we need the following

Lemma 7.7. — Let a(T ) and b(T ) be rational functions of a single complex variable

T which are both zero in 0 and regular at ∞. If
∑

k>0 akT
k resp.

∑

k>0 bkT
k are their

expansions at 0, then
∑

k>0 akbkT
k is the expansion at zero of a rational function c(T ) in

z whose value at ∞ equals −a(∞)b(∞). Moreover, if a and b also depend on a second

complex variable L and lie in R̃ (viewed as a subalgebra of C(L, T )), then so does c.
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Proof. — The idea of the proof is inspired by a paper of Deligne [9]. Let r0 > 0 be a

radius of convergence for the two expansions. Let T ∈ C be such that |T | < r2
0 and choose

|T |/r0 < r < r0. Consider the integral

c(T ) :=
1

2π
√
−1

∫

|τ |=r

a(T/τ)b(τ)
dτ

τ
.

On the circle of integration the expansions converge uniformly and absolutely and so

c(T ) =
1

2π
√
−1

∫

|τ |=r

∑

k,l∈N

akT
kblτ k−l d τ

τ
.

Since summation and integration may be interchanged, only the terms with k = l remain

and hence c(T ) =
∑

k∈N akbkT
k. If Pa resp. Pb denotes the set of poles of a resp. b, then

the integrand has polar set TP−1
a ∪Pb (there is no pole in 0 or ∞) and the poles enclosed

by the circle of integration are those in TP−1
a . By the theory of residues, −c(T ) must

then be equal to the sum of the residues of the integrand at Pb. This description no longer

requires |T | < r2
0 and defines an analytic extension of c to the complement of PaPb. This

extension is easily seen to be meromorphic at PaPb. To compute its behavior at ∞, we

note that a(T/τ) converges for T → ∞ on a neighborhood of Pb absolutely (with all its

derivatives) to the constant function a(∞). So as T → ∞, −c(T ) tends to the sum of the

residues of a(∞)b(τ)τ−1 dτ at Pb. This sum is opposite to the residue at the remaining

pole ∞, hence equal to a(∞)b(∞). In particular, c is a rational function with polar set

contained in PaPb.

Assume now that a, b ∈ R̃. A pole of an element of R in C× × C satisfies an equation

TN = Lν for certain integers N > 0, ν ≥ 0. A product of such poles satisfies a similar

equation, and this implies that a product of c and a finite set of polynomials of the form

TN − Lν is in C[L,L−1, T ]. Since the expansion of c at T = 0 has integral coefficients,

this product lies in Z[L,L−1, T ].

Proof of Theorem 7.5. — We start with the convolution formula 7.4. It says that

(a ∗ b)(T ) =
∑

0<i<n

(L − 1)aibiL
i−nT n +

∑

n>0

J(an, bn)T n +
∑

n>0

(anBn+1 + An+1bn)T n.

We now assume that a and b are massless so that An+1 = −(L− 1)
∑n

i=1 ai and similarly

Bn+1 = −(L − 1)
∑n

i=1 bi. Since we work in M̂ult
k (T ), we have

(a ∗ b)(T ) = (L − 1)
∑

0<i<n

aibiL
i−nT n +

−
∑

n>0

anbnT n + (L − 1)
∑

n>0

anbnT n − (L − 1)
∑

0<i≤n

(anbi + aibn)T n.
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We consider each series on the right separately. We have

(L − 1)
∑

0<i<n

aibiL
i−nT n = (L − 1)

∑

i>0

∑

k>0

aibiL
−kT k+i

= −(L − 1)T (T − L)−1
∑

i>0

aibiT
i.

By Lemma 7.7 the last expression lies in R̃ and takes the +(L− 1)a(∞)b(∞) at ∞. This

is the opposite of the value of (L−1)
∑

n>0 anbnT n at ∞, so these terms cancel. Similarly

−
∑

n>0 anbnT n takes the value a(∞)b(∞) at ∞. Since
∑

0<i≤n

aiT
n = −(T − 1)−1

∑

i>0

aiT
i

is a rational function in T with value zero at ∞ it follows from Lemma 7.7 that the same

is true for (L− 1)
∑

0<i≤n(aibn)T n. Likewise for (L− 1)
∑

0<i≤n(anbi)T
n. So (a ∗ b)(T ) is

in R̃ and has value a(∞)b(∞) at ∞.

8. THE MCKAY CORRESPONDENCE [6], [16], [25]

Suppose a group G of finite order m acts well and effectively on a smooth connected

variety U of dimension d. This defines an orbifold p : U → UG with underlying variety

G\U . Let us write X for the orbifold UG. We also fix a primitive mth root of unity ζm.

Let g ∈ G and let U g be its fixed point set in U . The action of g in the normal bundle

of U g decomposes that bundle into a direct sum of eigen subbundles

νU/Ug = ⊕m−1
k=1 νk

g ,

where νk
g has eigen value ζk

m. We like to think of νk
g as the pull-back of a fractional bundle

on a subvariety of X whose virtual rank is k/m times that of νk
g . A more formal discussion

involves the extension MX [L1/m] of MX obtained by adjoining an mth root of L. To be

precise, let w(g) :=
∑

k
k
m

rk(νk
g ), considered as locally constant function U g → m−1Z,

and let L
w(g)
Ug be the element of MUg [L1/m] ⊂ MU [L1/m] that this defines. Then

∑

g∈G L
w(g)
Ug

is the image under p∗ of

W (X) =
∑

[g]∈conj(G)

∑

i∈π0(Ug)

[(Gi\U
g
i )/X]Lwi ∈ MX [L1/m].

Here U g
i is the connected component of U g labeled by i, Gi is the G-stabilizer of this

component, and wi the value of w(g) on U g
i . The sum is over a system of representatives

of the conjugacy classes of G and can be rewritten as one over the orbifold strata of X

(see Reid [25]): the decomposition of U into connected strata by orbit type (a stratum is

a connected component of the locus of points with given G-stabilizer) induces a partition

of X into orbifolds and W (X) has the form
∑

S[S]WS, where the sum is over the orbifold
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strata, and WS is a polynomial in L1/m. We will see that W (X) can be understood as

the class of an obstruction bundle for lifting arcs in X to arcs in U .

The McKay correspondence identifies W (X) in terms of a resolution of X:

Theorem 8.1 (Batyrev [6], Denef-Loeser [16]). — Let H : Y → X be a resolution of

the orbifold X whose exceptional divisor E has simple normal crossings. With the usual

meaning of E◦
I and with ν∗

i as defined below we have the following identity in M̂X [L1/m]:

W (X) =
∑

I⊂irr(D)

[E◦
I /X]

∏

i∈I

L − 1

Lν∗

i − 1
.

The statement does not involve arc spaces, but the proof does. It could well be that

the identity is already valid in MX [L1/m]. The relative simplicity of the lefthand side

has implications for the righthand side, one of which is that all the ‘non-Tate’ material

in a fiber of H must cancel out in the sum. For that same reason the lefthand side is

hardly affected if we apply the weight character relative to X to it, that is, if we take the

image of W (X) in the Grothendieck ring of constructible Z((w−1/m))-modules on X: just

substitute w2 for L.

We first seek an orbifold measure on µorb
L(X) on L(X) with the property that for every

G-invariant measurable A ⊂ L(U) we have

µorb
L(X)(p∗A) := µL(U)(A),

where the righthand side should be interpreted as follows: think of µL(U)(A) as an element

of M̂G
k , and then let µL(U)(A) be the image of µL(U)(A) under the augmentation M̂G

k → M̂k.

Since p∗ : L(U) → L(X) need not be surjective, this will not characterize the orbifold

measure a priori. But it suggests how to define it: suppose that the Jacobian ideal Jp has

constant order e along A. Then the usual measure of L(X) pulled back to A is L−eµL(U)|A.

We therefore want the orbifold measure restricted to p∗(A) to be the restriction of LeµL(X).

This can be done as follows. Let r be a positive integer such that (Ωd
U)⊗r descends to an

invertible sheaf ω
(r)
X on X. (So for every u ∈ U , Gu acts on on the tangent space TuU

with determinant an rth root of unity.) There is a natural homomorphism (Ωd
X)⊗r → ω

(r)
X

whose kernel is the torsion of (Ωd
X)⊗r. The image of this homomorphism has the form

I(r)ω
(r)
X for an ideal I(r). We set

µorb
L(X) := Lord

I
(r) /rµL(X).

It is a measure that takes values in M̂k[L
1/r].

Lemma 8.2. — The pull-back of µorb
L(X) under p∗ is a measure that assigns to any G-

invariant measurable subset A of L(U) the image of A under the augmentation map

M̂G
k → M̂k.
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Proof. — If we apply p∗ to the identity (Ωd
X)⊗r/tors = I(r)ω

(r)
X we get J r

p (Ωd
U)⊗r =

p∗(I(r))ω⊗r
U . Since Ωd

U = ωU , it follows that p∗(I(r)) = J r
p . So µorb

L(X) pulls back under p∗

to L− ordJp +p∗(I(r))/rµL(U) = µL(U). The rest is left to the reader.

The following lemma describes the direct image of µorb
L(X) on X in terms of a resolution

of X: let Y → X be a resolution of singularities with simple normal crossing divisor

E. We have H∗ω
(r)
X = Ĩ(r)ω⊗r

Y for some fractional ideal Ĩ(r) on Y . It is known that

the multiplicity mi of Ei in this ideal is > −r. So ν∗
i := 1 + mi/r is positive. Entirely

analogous to the proof of Theorem 4.2 one derives:

Lemma 8.3. — The direct image of µorb
L(X) on X is represented by the class

∑

I⊂irr(E)

[E◦
I /X]

∏

i∈I

L − 1

Lν∗

i − 1
∈ M̂X [L1/r].

Let L′(X) be the set of arcs in X not contained in the discriminant of p : U → X.

This is a subset of full measure. We decompose L′(X) according to the ramification

behavior of p : U → X. Let [m] : D → D be the mth power map and denote the

parameter of the domain by t1/m. We regard ζm (through its action on the domain) as

generator of the Galois group of [m]. For γ ∈ L′(X), γ[m] lifts to a morphism γ̃ : D → X̃

and this lift is unique up to conjugation with G. Given the lift, there is a g ∈ G such

that gγ̃ = γ̃ζm. Its conjugacy class [g] in G only depends on γ. This conjugacy class

determines the isomorphism type of the G-covering over γ: if m′ is the order of g, then

γ∗(p) is isomorphic to G×〈g〉 D → µm′\D, with g acting on D as multiplication by ζm/m′

.

Notice that γ̃(o) is in the fixed point set U g. The ‘fractional lifts’ γ̃ that so arise are like

arcs in the total space of the normal bundle ⊕kν
k
g of U g (based at the zero section) which

in the νk
g -direction develop as tk/m times a power series in t.

Denote the set of arcs in L′(X) belonging to the conjugacy class of [g] of g by L(X, [g]).

The McKay correspondence now results from:

Lemma 8.4. — The subset L(X, [g]) is measurable for µorb
L(X) and the restriction of µorb

L(X))

to this subset is represented by the class [(Gg\U
g)/X]Lw(g−1) ∈ MX [L1/m], where Gg is

the G-stabilizer of U g.

The proof is a calculation which we only discuss in a heuristic fashion. The elements

of L(X, [g]) correspond to Gg-orbits of fractional lifts as described above. In view of our

definition of orbifold measure, we need to argue that these fractional lifts are represented

by the element L
w(g−1)
Ug . If r1, . . . , rm−1 are positive integers, then the arcs in ⊕kν

k
g of

U g based at the zero section and which in the νk
g -direction have order rk make up a

constructible subset of L(⊕kν
k
g ) whose class is easily seen to be equal to Lw

Ug , with w =
∑

k(1− rk) rk(νk
g ). The fact is that this also holds for the fractional values rk = k/m. So

in that case we have w =
∑

k(1 − k/m) rk(νk
g ) = w(g−1).
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9. PROOF OF THE TRANSFORMATION RULE [14]

Let X /D be a D-variety of pure relative dimension d. The dth Fitting ideal of ΩX/D

defines the locus where X fails to be smooth over D; we denote that ideal by J (X /D). Lo-

cally this ideal is obtained as follows: if X is given as a closed subset of (Ad+l)D, then JX/D

is the restriction to X of the ideal generated by the determinants det((∂fj/∂xik)
l
j,k=1),

where f1, . . . , fl are taken from the ideal IX ⊂ O[x1, . . . , xd+l] defining X and 1 ≤ i1 <

· · · < il ≤ d + l.

Let γ ∈ X∞ be such that γ∗J (X /D) has finite order e. This implies that γ maps D∗

to the part (X /D)reg where X is smooth over D. In particular, γ∗ΩX/D is a O-module of

rank d. Since the formation of a Fitting ideal commutes with base change, the dth Fitting

ideal of γ∗ΩX/D will be me. This means that the torsion of γ∗ΩX/D has length e.

It is clear that DerO(OX ,γ(o),O) ∼= HomO(γ∗ΩX/D,O) is a free O-module of rank d

(where O is a OX ,γ(o)-module via γ∗). The fiber over o, HomO(γ∗ΩX/D,O) ⊗O k, is

d-dimensional subspace of the Zariski tangent space TX,γ(o), which we shall denote by

T̂X,γ . Any O-homomorphism γ∗ΩX/D → O/mn+1 that kills the torsion lifts to a O-

homomorphism γ∗ΩX/D → O. This is automatic when n ≥ e and so T̂X,γ only depends

on the e-jet of γ. The space T̂X,γ has a simple geometric interpretation: it is the ‘limiting

position’ of the tangent space along the fibers of X /D at the generic point of γ(D) in the

closed point γ(o).

If γ′ : D → X has the same n-jet as γ, then γ∗ and γ′∗ differ by a homomorphism

OX ,γ(o) → mn+1. The reduction modulo m2(n+1) of this homomorphism is a O-derivation,

i.e., defines an element of HomO(γ∗ΩX/D,mn+1/m2(n+1)). Its reduction modulo mn+2 will

lie in T̂X,γ ⊗mn+1/mn+2, provided that n ≥ e. The next lemma shows that every element

of this k-vector space so arises.

Lemma 9.1. — Assume that n ≥ e. The fiber of πn+1X∞ → πnX∞ over πn(γ) is an affine

space with translation space T̂X,γ ⊗k mn+1/mn+2. This defines an affine space bundle of

rank d over the locus of πnX∞ defined by ordJ (X/D) ≤ n.

Proof. — Assume that X is given as a closed subset of (Ad+l)D as above. There ex-

ist f1, . . . , fl ∈ IX and 1 ≤ i1 < · · · < il ≤ d + l such that the Jacobian matrix

det((∂fj/∂xik)
l
j,k=1) has order e along γ, whereas for any other matrix thus formed the

order is ≥ e. By means of a coordinate change we may arrange that

γ∗dfj ≡ tejdxj (mod tej+1(dxj+1, . . . , dxd+l)), j = 1, . . . l,

so that e =
∑

j ej. The subspace of Ad+l
k spanned by the last d basis vectors is then just

T̂X,γ .

We investigate which u0 ∈ kd+l appear as the constant coefficient of an u ∈ Od+l with

the property that γ + tn+1u ∈ X∞. We first do this for the complete intersection defined

by f1, . . . , fl. This complete intersection contains X and the irreducible component that
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contains the image of γ lies in X . So we want fj(γ + tn+1u) = 0 for j = 1, . . . , l. By

expanding at γ this amounts to identities of the form

tn+1Dγfj(u) + t2(n+1)Fj(u) = 0, j = 1, . . . , l,

with Dγfj the derivative of fj at γ and Fj ∈ O[x1, . . . , xd+l]. Equivalently:

t−ejDγfj(u) + tn+1−ejFj(u) = 0, j = 1, . . . , l.

All the terms are regular and the reduction modulo t yields the jth unit vector in kd+l.

Hensel’s lemma says that a solution u exists if and only if u0 solves this set of equations

modulo t. This just means that u0 ∈ T̂X,γ . In particular, we see that for all k ∈ N,

πn+kπ
−1
n πn(γ) is isomorphic to an affine space and hence is irreducible. This implies that

all elements of π−1
n πn(γ) map to the same irreducible component of the common zero

locus of f1, . . . , fl. It follows that π−1
n πn(γ) ⊂ X∞. The last assertion is easy.

Proof of Proposition 3.1. — Suppose that X is of pure relative dimension d. Let Ce

denote the subset of X∞ defined by ordJ (X/D) = e. It is clear that Ce = π−1
e πe(Ce). It

follows from Greenberg’s theorem [20] that πe(Ce) is constructible. Hence Ce is stable by

Lemma 9.1. We have ∪eCe = X∞ − (Xsing)∞. In view of Lemma 2.3 it now suffices to see

that dim πe(Ce) − de → −∞ as e → ∞. This is not difficult.

Let H : Y → X be a D-morphism of D-varieties of pure relative dimension d. Recall

that the Jacobian ideal JH of H is the 0th Fitting ideal of ΩY/X . Suppose γ ∈ Y∞ is

such that JH has finite order e along γ. Then γ resp. Hγ maps the generic point D∗ to

(Y/D)reg resp. (X /D)reg. We have an exact sequence of O-modules

(Hγ)∗ΩX/D → γ∗ΩY/D → γ∗ΩY/X → 0.

The base change property of Fitting ideals implies that the length of γ∗ΩY/X must be e.

So if γ∗ΩY/D is torsion free and n ≥ e, then the kernel of the map

D(n)
γ : HomO(γ∗ΩY/D,O/mn+1) → HomO((γH)∗ΩX/D,O/mn+1)

induced by the derivative of H is contained in HomO(γ∗ΩY/D,mn+1−e/mn+1), can be iden-

tified with HomO(γ∗ΩY/X ,O/mn+1), and is of length e. The proof of Theorem 3.2 now

rests on the

Key lemma 9.2. — Suppose Y/D smooth and let A ⊂ Y∞ be a stable subset of level

l: A = π−1
l πl(A). Assume that H

∣
∣
A

is injective and that ordJH

∣
∣
A

is constant equal to

e < ∞. If n ≥ sup{2e, l + e, ordJ (X/D)

∣
∣
HA

}, then Hn : πnA → HnπnA has the structure

of affine-linear bundle of dimension e.

Proof. — Let γ ∈ A and put x := γ(o), y := H(x). Suppose γ′ ∈ A is such that Hγ′

and Hγ have the same n-jet. We first show that γ and γ′ have the same (n−e)-jet. We do

this by constructing a γ1 ∈ Y∞ (by successive approximation) with the same (n − e)-jet
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as γ and with Hγ1 = Hγ′. Since n − e ≥ l, we will have γ1 ∈ A and our injectivity

assumption then implies γ1 = γ′.

The difference (Hγ)∗ − (Hγ′)∗ defines a O-derivation OX ,x → mn+1/m2(n+1) over γ∗

and hence a ṽ ∈ HomO((γH)∗ΩX/D,mn+1/m2n+2). Since n ≥ ordHγ J (X /D), this element

annihilates the torsion of (γH)∗ΩX/D. This is then also true for its reduction modulo mn+2

and it follows from the fact that n ≥ e that this reduction is of the form D
(n+1)
γ (u) for some

u ∈ HomO(γ∗ΩY/D,mn−e+1/mn+2). Regard u as a O-derivation OY,y → mn−e+1/mn+2

and let γ1 ∈ Y∞ be such that γ∗
1 − γ∗ represents u. Then πn−e(γ1) = πn−e(γ) and

πn+1(Hγ1) = πn+1(Hγ). Replace γ by γ1 and continue with induction on n.

So (γ′)∗−γ∗ defines a O-derivation OX ,x → mn−e+1/m2(n−e+1) and hence a O-derivation

OX ,x → mn−e+1/mn+1 (because n ≥ 2e). The latter is zero if and only if πn(γ′) = πn(γ).

This proves that the fiber of Hn

∣
∣
πnA

through πn(γ) is an affine space over the kernel of

D
(n)
γ , HomO(γ∗ΩY/X ,O/mn+1), which has length e.

The last assertion is easy.

Proof of 3.2. — It is enough to prove this for A stable. In that case the theorem follows

in a straightforward manner from Lemma 9.2.
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VERTEX ALGEBRAS AND ALGEBRAIC CURVES

by Edward FRENKEL

1. INTRODUCTION

Vertex operators appeared in the early days of string theory as local operators describing

propagation of string states. Mathematical analogues of these operators were discovered

in representation theory of affine Kac-Moody algebras in the works of Lepowsky–Wilson

[LW] and I. Frenkel–Kac [FK]. In order to formalize the emerging structure and moti-

vated in particular by the I. Frenkel–Lepowsky–Meurman construction of the Moonshine

Module of the Monster group, Borcherds gave the definition of vertex algebra in [B1].

The foundations of the theory were subsequently laid down in [FLM, FHL]; in particular,

it was shown in [FLM] that the Moonshine Module indeed possessed a vertex algebra

structure. In the meantime, Belavin, Polyakov and Zamolodchikov [BPZ] initiated the

study of two-dimensional conformal field theory (CFT). Vertex algebras can be seen in

retrospect as the mathematical equivalent of the central objects of CFT called the chi-

ral symmetry algebras. Moreover, the key property of associativity of vertex algebras is

equivalent to the property of operator product expansion in CFT, which goes back to the

pioneering works of Polyakov and Wilson. Thus, vertex algebras may be thought of as

the mathematical language of two-dimensional conformal field theory.

Vertex algebras have turned out to be extremely useful in many areas of mathematics.

They are by now ubiquitous in representation theory of infinite-dimensional Lie algebras.

They have also found applications in such fields as algebraic geometry, theory of finite

groups, modular functions and topology. Recently Beilinson and Drinfeld have introduced

a remarkable geometric version of vertex algebras which they called chiral algebras [BD3].

Chiral algebras give rise to some novel concepts and techniques which are likely to have

a profound impact on algebraic geometry.

In this talk we review the theory of vertex algebras with a particular emphasis on their

algebro-geometric interpretation and applications. We start in §2 with the axiomatic

definition of vertex algebra, which is somewhat different from, but equivalent to Borcherds’
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original definition (see [FKRW, K2]). We then discuss some of their most important

properties and give the first examples, which come from infinite-dimensional Lie algebras,

such as Heisenberg, affine Kac-Moody and the Virasoro algebra. More unconventional

examples of vertex algebras which are not generated by a Lie algebra, such as the W–

algebras, are reviewed in §3.

In §4 we explain how to make vertex algebras coordinate independent, thus effectively

getting rid of the formal variable omnipresent in the standard algebraic approach. This

is achieved by attaching to each conformal vertex algebra a vector bundle with a flat

connection on a formal disc, equipped with an intrinsic operation. The formal variable is

restored when we choose a coordinate on the disc; the independence of the operation from

the choice of coordinate follows from the fact that the group of changes of coordinates is

an “internal symmetry” of the vertex algebra. Once we obtain a coordinate independent

object, we can give a rigorous definition of the space of conformal blocks associated to

a conformal vertex algebra and an algebraic curve X (see §5). From the physics point

of view, conformal blocks give rise to “chiral correlation functions” on powers of X with

singularities along the diagonals.

As we vary the curve X and other data on X reflecting the internal symmetry of a

vertex algebra (such as G–bundles), the corresponding spaces of coinvariants, which are

the duals of the spaces of conformal blocks, combine into a sheaf on the relevant moduli

space. This sheaf carries the structure of a (twisted) D–module, as explained in §6.

One can gain new insights into the structure of moduli spaces from the study of these

D–modules. For instance, one obtains a description of the formal deformation spaces

of the complex structure or a G–bundle on a curve in terms of certain sheaves on the

symmetric powers of the curve [BG, BD2, Gi]. Thus, vertex algebras appear as the local

objects controlling deformations of curves with various extra structures. This raises the

possibility that more exotic vertex algebras, such as W–algebras, also correspond to some

still unknown moduli spaces.

Finally, in §7 we discuss the relation between vertex algebras and the Beilinson–Drinfeld

chiral algebras. We review briefly the description of chiral algebras as factorization alge-

bras, i.e., sheaves on the Ran space of finite subsets of a curve, satisfying certain com-

patibilities. Using this description, Beilinson and Drinfeld have introduced the concept

of chiral homology, which can be thought of as a derived functor of the functor of coin-

variants.

The formalism of vertex and chiral algebras appears to be particularly suitable for the

construction of the conjectural geometric Langlands correspondence between automorphic

D–modules on the moduli space of G–bundles on a smooth projective curve X over C and

flat LG–bundles on X, where G is a simple algebraic group and LG is the Langlands dual

group (see [BD2]). The idea is to construct the automorphic D–modules corresponding to

flat LG–bundles as the sheaves of coinvariants (or, more generally, chiral homology) of a
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suitable vertex algebra. We mention below two such constructions (both due to Beilinson

and Drinfeld): in one of them the relevant vertex algebra is associated to an affine Kac-

Moody algebra of critical level (see §6.5), and in the other it is the chiral Hecke algebra

(see §7).

Another application of vertex algebras to algebraic geometry is the recent construction

by Malikov, Schechtman and Vaintrob [MSV] of a sheaf of vertex superalgebras on an

arbitrary smooth algebraic variety, called the chiral deRham complex, which is reviewed

in §6.6.

Vertex algebras form a vast and rapidly growing subject, and it is impossible to cover

all major results (or even give a comprehensive bibliography) in one survey. For example,

because of lack of space, I have not discussed such important topics as the theory of

conformal algebras [K2, K3] and their chiral counterpart, Lie∗ algebras [BD2]; quantum

deformations of vertex algebras [B3, EK, FR]; and the connection between vertex algebras

and integrable systems.

Most of the material presented below (note that §§4–6 contain previously unpublished

results) is developed in the forthcoming book [BF].

I thank A. Beilinson for answering my questions about chiral algebras and D. Ben-Zvi

for helpful comments on the draft of this paper. The support from the Packard Foundation

and the NSF is gratefully acknowledged.

2. DEFINITION AND FIRST PROPERTIES OF VERTEX ALGEBRAS

2.1. Let R be a C–algebra. An R–valued formal power series (or formal distribution) in

variables z1, z2, . . . , zn is an arbitrary infinite series

A(z1, . . . , zn) =
∑

i1∈Z

· · ·
∑

in∈Z

ai1,... ,inzi1
1 · · · zin

n ,

where each ai1,... ,in ∈ R. These series form a vector space denoted by R[[z±1
1 , . . . , z±1

n ]].

If P (z1, . . . , zn) ∈ R[[z±1
1 , . . . , z±1

n ]] and Q(w1, . . . , wm) ∈ R[[w±1
1 , . . . , w±1

m ]], then their

product is a well-defined element of R[[z±1
1 , . . . , z±1

n , w±1
1 , . . . , w±1

m ]]. In general, a product

of two formal power series in the same variables does not make sense, but the product

of a formal power series by a polynomial (i.e., a series, such that ai1,... ,in = 0 for all but

finitely many indices) is always well-defined.

Let V be a Z+–graded vector space V = ⊕∞
n=0Vn with finite-dimensional homogeneous

components. An endomorphism T of V is called homogeneous of degree n if T (Vm) ⊂

Vn+m. Denote by End V the vector space of linear endomorphisms of V , which are finite

linear combinations of homogeneous endomorphisms. This is a Z–graded algebra.

A field of conformal dimension ∆ ∈ Z+ is an End V –valued formal power series in z,

φ(z) =
∑

j∈Z

φjz
−j−∆
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where each φj is a homogeneous linear endomorphism of V of degree −j. Two fields φ(z)

and ψ(z) are called mutually local if there exists N ∈ Z+, such that

(z − w)N [φ(z), ψ(w)] = 0(1)

(as an element of End V [[z±1, w±1]]).

Now we can formulate the axioms of vertex algebra.

Definition 2.1. — A vertex algebra is a collection of data:

• space of states, a Z+–graded vector space V = ⊕∞
n=0Vn, with dim(Vn) < ∞;

• vacuum vector |0〉 ∈ V0;

• shift operator T : V → V of degree one;

• vertex operation, a linear map Y (·, z) : V → End V [[z, z−1]] taking each A ∈ Vn to

a field of conformal dimension n.

These data are subject to the following axioms:

• (vacuum axiom) Y (|0〉, z) = IdV . Furthermore, for any A ∈ V we have

Y (A, z)|0〉 ∈ A + zV [[z]] (i.e., Y (A, z)|0〉 has a well–defined value at z = 0, which

is equal to A).

• (translation axiom) For any A ∈ V , [T, Y (A, z)] = ∂zY (A, z) and T |0〉 = 0.

• (locality axiom) All fields Y (A, z) are mutually local with each other.

Remark 2.2. — It is easy to adopt the above definition to the supercase (see, e.g.,

[K2]). Then V is a superspace, and the above structures and axioms should be modified

appropriately; in particular, we need to replace the commutator by the supercommutator

in the definition of locality. Then we obtain the definition of vertex superalgebra. We

mostly consider below purely even vertex superalgebras, but general vertex superalgebras

are very important; for instance, N = 2 superconformal vertex superalgebras appear in

physical models relevant to mirror symmetry.

The above conditions on V can be relaxed: it suffices to require that for any A ∈ V ,

v ∈ V , we have: An · v = 0 for n large enough. It is not necessary to require that

dim Vn < ∞ and even that V is graded (in that case however one needs to be careful

when dealing with dual spaces). We impose the above stronger conditions in order to

simplify the exposition.

It is straightforward to define homomorphisms between vertex algebras, vertex subal-

gebras, ideals and quotients. If V1 and V2 are two vertex algebras, then V1 ⊗ V2 carries a

natural vertex algebra structure.

2.2. Example: commutative vertex algebras

Let V be a Z–graded commutative algebra (with finite-dimensional homogeneous com-

ponents) with a unit and a derivation T of degree 1. Then V carries a canonical structure
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of vertex algebra. Namely, we take the unit of V as the vacuum vector |0〉, and define the

operation Y by the formula

Y (A, z) =
∑

n≥0

1

n!
m(T nA)zn,

where for B ∈ V , m(B) denotes the operator of multiplication by B on V . It is straight-

forward to check that all axioms of vertex algebra are satisfied; in fact, the locality axiom

is satisfied in a strong sense: for any A,B ∈ V , we have: [Y (A, z), Y (B,w)] = 0 (so we

have N = 0 in formula (1)).

Conversely, let V be a vertex algebra, in which locality holds in the strong sense (we

call such a vertex algebra commutative). Then locality and vacuum axioms imply that

Y (A, z) ∈ End V [[z]] for all A ∈ V (i.e., there are no terms with negative powers of z).

Denote by YA the endomorphism of V , which is the constant term of Y (A, z), and define a

bilinear operation ◦ on V by setting A◦B = YA ·B. By construction, YAYB = YBYA for all

A,B ∈ V . This implies commutativity and associativity of ◦ (see, e.g., [Li]). We obtain a

commutative and associative product on V , which respects the Z–gradation. Furthermore,

the vacuum vector |0〉 is a unit, and the operator T is a derivation with respect to this

product. Thus, we see that the notion of commutative vertex algebra is equivalent to that

of Z–graded commutative associative algebra with a unit and a derivation of degree 1.

Remark 2.3. — The operator T may be viewed as the generator of infinitesimal trans-

lations on the formal additive group with coordinate z. Therefore a commutative vertex

algebra is the same as a commutative algebra equipped with an action of the formal

additive group. Thus one may think of general vertex algebras as meromorphic general-

izations of commutative algebras with an action of the formal additive group. This point

of view has been developed by Borcherds [B3], who showed that vertex algebras are “sin-

gular commutative rings” in a certain category. He has also considered generalizations

of vertex algebras, replacing the formal additive group by other (formal) groups or Hopf

algebras.

2.3. Non-commutative example: Heisenberg vertex algebra

Consider the space C((t)) of Laurent series in one variable as a commutative Lie algebra.

We define the Heisenberg Lie algebra H as follows. As a vector space, it is the direct sum

of the space of formal Laurent power series C((t)) and a one-dimensional space C1, with

the commutation relations

[f(t), g(t)] = −Res fdg1, [1, f(t)] = 0.(2)

Here Res denotes the (−1)st Fourier coefficient of a Laurent series. Thus, H is a one-

dimensional central extension of the commutative Lie algebra C((t)). Note that the

relations (2) are independent of the choice of local coordinate t. Thus we may define a
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Heisenberg Lie algebra canonically as a central extension of the space of functions on a

punctured disc without a specific choice of formal coordinate t.

The Heisenberg Lie algebra H is topologically generated by the generators bn = tn,

n ∈ Z, and the central element 1, and the relations between them read

[bn, bm] = nδn,−m1, [1, bn] = 0.(3)

The subspace C[[t]] ⊕ 1 is a commutative Lie subalgebra of H. Let π be the H–module

induced from the one-dimensional representation of C[[t]]⊕1, on which C[[t]] acts by 0 and

1 acts by 1. Equivalently, we may describe π as the polynomial algebra C[b−1, b−2, . . . ]

with bn, n < 0, acting by multiplication, b0 acting by 0, and bn, n > 0, acting as n
∂

∂b−n

.

The operators bn with n < 0 are known in this context as creation operators, since

they “create the state bn from the vacuum 1”, while the operators bn with n ≥ 0 are

the annihilation operators, repeated application of which will kill any vector in π. The

module π is called the Fock representation of H.

We wish to endow π with a structure of vertex algebra. This involves the following

data (Definition 2.1):

• Z+ grading: deg bj1 . . . bjk
= −

∑

i ji.

• Vacuum vector: |0〉 = 1.

• The shift operator T defined by the rules: T · 1 = 0 and [T, bi] = −ibi−1.

We now need to define the fields Y (A, z). To the vacuum vector |0〉 = 1, we are required

to assign Y (|0〉, z) = Id. The key definition is that of the field b(z) = Y (b−1, z), which

generates π in an appropriate sense. Since deg(b−1) = 1, b(z) needs to have conformal

dimension one. We set

b(z) =
∑

n∈Z

bnz−n−1.

The Reconstruction Theorem stated below implies that once we have defined Y (b−1, z),

there is (at most) a unique way to extend this definition to other vectors of π. This is not

very surprising, since as a commutative algebra with derivation T , π is freely generated

by b−1. Explicitly, the fields corresponding to other elements of π are constructed by the

formula

Y (b−n1b−n2 . . . b−nk
, z) =

1

(n1 − 1)! . . . (nk − 1)!
:∂n1−1

z b(z) . . . ∂nk−1
z b(z):.(4)

The columns in the right hand side of the formula stand for the normally ordered product,

which is defined as follows. First, let : bn1 . . . bnk
: be the monomial obtained from

bn1 . . . bnk
by moving all bni

with ni < 0 to the left of all bnj
with nj ≥ 0 (in other words,

moving all “creation operators” bn, n < 0, to the left and all “annihilation operators”

bn, n ≤ 0, to the right). The important fact that makes this definition correct is that

the operators bn with n < 0 (resp., n ≥ 0) commute with each other, hence it does not

matter how we order the creation (resp., annihilation) operators among themselves (this
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property does not hold for more general vertex algebras, and in those cases one needs

to use a different definition of normally ordered product, which is given below). Now

define :∂m1
z b(z) . . . ∂mk

z b(z): as the power series in z obtained from the ordinary product

∂m1
z b(z) . . . ∂mk

z b(z) by replacing each term bn1 . . . bnk
with :bn1 . . . bnk

: .

Proposition 2.4. — The Fock representation π with the structure given above satisfies

the axioms of vertex algebra.

The most difficult axiom to check is locality. The Reconstruction Theorem stated below

allows us to reduce it to verifying locality property for the “generating” field b(z). This

is straightforward from the commutation relations (3):

[b(z), b(w)] =
∑

n,m∈Z

[bn, bm]z−n−1w−m−1 =
∑

n∈Z

[bn, b−n]z−n−1wn−1

=
∑

n∈Z

nz−n−1wn−1 = ∂wδ(z − w),

where we use the notation δ(z − w) =
∑

m∈Z

wmz−m−1.

Now δ(z − w) has the property that (z − w)δ(z − w) = 0. In fact, the annihilator

of the operator of multiplication by (z − w) in R[[z±1, w±1]] equals R[[w±1]] · δ(z − w)

(note that the product of δ(z − w) with any formal power series in z or in w is well-

defined). More generally, the annihilator of the operator of multiplication by (z −w)N in

R[[z±1, w±1]] equals ⊕N−1
n=0 R[[w±1]] · ∂n

wδ(z −w) (see [K1]). This implies in particular that

(z − w)2[b(z), b(w)] = 0, and hence the field b(z) is local with itself. Proposition 2.4 now

follows from the Reconstruction Theorem below.

2.4. Reconstruction Theorem

We state a general result, which provides a “generators–and–relations” approach to the

construction of vertex algebras. Let V be a Z+–graded vector space, |0〉 ∈ V0 a non-zero

vector, and T a degree 1 endomorphism of V . Let S be a countable ordered set and

{aα}α∈S be a collection of homogeneous vectors in V , with aα of degree ∆α. Suppose we

are also given fields

aα(z) =
∑

n∈Z

aα
nz−n−∆α

on V , such that the following hold:

• For all α, aα(z)|0〉 ∈ aα + zV [[z]];

• T |0〉 = 0 and [T, aα(z)] = ∂za
α(z) for all α;

• All fields aα(z) are mutually local;

• V is spanned by lexicographically ordered monomials

aα1
−∆α1−j1

. . . aαm
−∆αm−jm

|0〉
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(including |0〉), where j1 ≥ j2 ≥ . . . ≥ jm ≥ 0, and if ji = ji+1, then αi ≥ αi+1 with

respect to the order on the set S.

Theorem 2.5 ([FKRW]). — Under the above assumptions, the above data together with

the assignment

Y (aα1
−∆α1−j1

. . . aαm
−∆αm−jm

|0〉, z) =
1

j1! . . . jm!
:∂j1

z aα1(z) . . . ∂jm
z aαm(z):,(5)

define a vertex algebra structure on V .

Here we use the following general definition of the normally ordered product of fields.

Let φ(z), ψ(w) be two fields of respective conformal dimensions ∆φ, ∆ψ and Fourier

coefficients φn, ψn. The normally ordered product of φ(z) and ψ(z) is by definition the

formal power series

:φ(z)ψ(z): =
∑

n∈Z




∑

m≤−∆φ

φmψn−m +
∑

m>−∆φ

ψn−mφm



 z−n−∆φ−∆ψ .

This is a field of conformal dimension ∆φ + ∆ψ. The normal ordering of more than two

fields is defined recursively from right to left, so that by definition :A(z)B(z)C(z): =

:A(z)(:B(z)C(z):):. It is easy to see that in the case of the Heisenberg vertex algebra π

this definition of normal ordering coincides with the one given in §2.3.

2.5. The meaning of locality

The product φ(z)ψ(w) of two fields is a well–defined EndV –valued formal power series

in z±1 and w±1. Given v ∈ V and v∨ ∈ V ∨ = ⊕n≥0V
∗
n , consider the matrix coefficient

〈v∨|φ(z)ψ(w)|v〉 ∈ C[[z±1, w±1]].

Since Vn = 0 for n < 0, we find by degree consideration that it belongs to C((z))((w)),

the space of formal Laurent series in w, whose coefficients are formal Laurent series in z.

Likewise, 〈v∨|ψ(w)φ(z)|v〉 belongs to C((w))((z)).

As we have seen in §2.2, the condition that the fields φ(z) and ψ(w) literally commute

is too strong, and it essentially keeps us in the realm of commutative algebra. However,

there is a natural way to relax this condition, which leads to the more general notion of

locality. Let C((z, w)) be the field of fractions of the ring C[[z, w]]; its elements may be

viewed as meromorphic functions in two formal variables. We have natural embeddings

C((z))((w)) ←− C((z, w)) −→ C((w))((z)),(6)

which are simply the inclusions of C((z, w)) into its completions in two different topologies,

corresponding to the z and w axes. For example, the images of 1/(z − w) ∈ C((z, w)) in

C((z))((w)) and in C((w))((z)) are equal to

δ(z − w)− =
∑

n≥0

wnz−n−1, −δ(z − w)+ = −
1

z

∑

n<0

wnz−n−1,
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respectively.

Now we can relax the condition of commutativity of two fields by requiring that for any

v ∈ V and v∨ ∈ V ∨, the matrix elements 〈v∨|φ(z)ψ(w)|v〉 and 〈v∨|ψ(w)φ(z)|v〉 are the

images of the same element fv∨,v of C((z, w)) in C((z))((w)) and C((w))((z)), respectively.

In the case of vertex algebras, we additionally require that

fv∨,v ∈ C[[z, w]][z−1, w−1, (z − w)−1]

for all v ∈ V, v∨ ∈ V ∨, and that the order of pole of fv∨,v is universally bounded, i.e., there

exists N ∈ Z+, such that (z − w)Nfv∨,v ∈ C[z±1, w±1] for all v, v∨. The last condition is

equivalent to the condition of locality given by formula (1).

From the analytic point of view, locality of the fields φ(z) and φ(w) means that

the matrix element 〈v∨|φ(z)ψ(w)|v〉 is well-defined in the domain |z| > |w| whereas

〈v∨|ψ(w)φ(z)|v〉 is well-defined in the domain |w| > |z|, but both can be analytically

continued to the same function fv∨,v(z, w). Then their commutator (considered as a dis-

tribution) is the difference between boundary values of holomorphic functions, and hence

is a delta-like distribution supported on the diagonal. In the simplest case, this amounts to

the formula δ(z−w) = δ(z−w)−+δ(z−w)+, which is a version of the Sokhotsky–Plemelj

formula well-known in complex analysis.

2.6. Associativity

Now we state the “associativity” property of vertex algebras. Consider the EndV –

valued formal power series

Y (Y (A, z − w)B,w) =
∑

n∈Z

Y (An · B,w)(z − w)−n−∆A

in w and z − w. By degree reasons, this is an element of End V ((w))((z − w)) (i.e., the

order of pole at z = w is bounded). By mapping (z −w)−j to (δ(z −w)−)j (its expansion

in w/z), we obtain an embedding of End V ((w))((z − w)) into End V [[z±1, w±1]].

Proposition 2.6 ([FHL, K2]). — Any vertex algebra V satisfies the following associa-

tivity property: for any A,B ∈ V we have the equality of formal power series

Y (A, z)Y (B,w) = Y (Y (A, z − w)B,w) =
∑

n∈Z

Y (An · B,w)

(z − w)n+∆A
,(7)

where by the right hand side we understand its image in End V [[z±1, w±1]].

Formula (7) is called the operator product expansion (OPE). From the physics point of

view, it manifests the important property in quantum field theory that the product of two

fields at nearby points can be expanded in terms of other fields and the small parameter

z − w. From the analytic point of view, this formula expresses the fact that the matrix

elements of the left and right hand sides of the formula, well-defined in the appropriate
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domains, can be analytically continued to the same rational functions in z, w, with poles

only at z = 0, w = 0, and z = w.

For example, in the case of Heisenberg algebra, we obtain:

b(z)b(w) =
1

(z − w)2
+

∑

n≥0

1

n!
: ∂n

wb(w)b(w) : (z − w)n.(8)

Using the Cauchy formula, one can easily extract the commutation relations between

the Fourier coefficients of the fields Y (A, z) and Y (B,w) from the singular (at z = w)

terms of their OPE. The result is

[Am, Bk] =
∑

n>−∆A

(

m + ∆A − 1

n + ∆A − 1

)

(An · B)m+k.(9)

2.7. Correlation functions

Formula (7) and the locality property have the following “multi–point” generalization.

Let V ∗ be the space of all linear functionals on V .

Proposition 2.7 ([FHL]). — Let A1, . . . , An ∈ V . For any v ∈ V, ϕ ∈ V ∗, and any

permutation σ on n elements, the formal power series in z1, . . . , zn,

ϕ
(
Y (Aσ(1), zσ(1)) . . . Y (Aσ(n), zσ(n))|0〉

)
(10)

is the expansion in C((zσ(1))) . . . ((zσ(n))) of an element fσ
A1,... ,An

(z1, . . . , zn) of

C[[z1, . . . , zn]][(zi − zj)
−1]i6=j, which satisfies the following properties: it does not depend

on σ (so we suppress it in the notation);

fA1,... ,An(z1, . . . , zn) = fY (Ai,zi−zj)Aj ,A1,... ,cAi,... ,cAj ,... ,An
(zj, z1, . . . , ẑi, . . . , ẑj, . . . , zn)

for all i 6= j; and ∂zi
fA1,... ,An(z1, . . . , zn) = fA1,... ,TAi,... ,An(z1, . . . , An).

Thus, to each ϕ ∈ V ∗ we can attach a collection of matrix elements (10), the “n–point

functions” on Spec C[[z1, . . . , zn]][(zi − zj)
−1]i6=j. They satisfy a symmetry condition, a

“bootstrap” condition (which describes the behavior of the n–point function near the

diagonals in terms of (n−1)–point functions) and a “horizontality” condition. We obtain

a linear map from V ∗ to the vector space Fn of all collections {fA1,... ,Am(z1, . . . , zm), Ai ∈

V }n
m=1 satisfying the above conditions. This map is actually an isomorphism for each

n ≥ 1. The inverse map Fn → V ∗ takes {fA1,... ,Am(z1, . . . , zm), Ai ∈ V }n
m=1 ∈ Fn to the

functional ϕ on V , defined by the formula ϕ(A) = fA(0). Thus, we obtain a “functional

realization” of V ∗. In the case when V is generated by fields such that the singular

terms in their OPEs are linear combinations of the same fields and their derivatives, we

can simplify this functional realization by considering only the n–point functions of the

generating fields.
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For example, in the case of the Heisenberg vertex algebra we consider for each ϕ ∈ π∗

the n–point functions

ωn(z1, . . . , zn) = ϕ(b(z1) . . . b(zn)|0〉).(11)

By Proposition 2.7 and the OPE (8), these functions are symmetric and satisfy the boot-

strap condition

ωn(z1, . . . , zn) =

(
ωr−2(z1, . . . , ẑi, . . . , ẑj, . . . , zn)

(zi − zj)2
+ regular

)

.(12)

Let Ω∞ be the vector space of infinite collections (ωn)n≥0, where

ωn ∈ C[[z1, . . . , zn]][(zi − zj)
−1]i6=j

satisfy the above conditions. Using the functions (11), we obtain a map π∗ → Ω∞. One

can show that this map is an isomorphism.

3. MORE EXAMPLES

3.1. Affine Kac-Moody algebras

Let g be a simple Lie algebra over C. Consider the formal loop algebra Lg = g((t))

with the obvious commutator. The affine algebra ĝ is defined as a central extension of

Lg. As a vector space, ĝ = Lg⊕CK, and the commutation relations read: [K, ·] = 0 and

[A ⊗ f(t), B ⊗ g(t)] = [A,B] ⊗ f(t)g(t) + (Rest=0 fdg(A,B))K.(13)

Here (·, ·) is an invariant bilinear form on g (such a form is unique up to a scalar multiple;

we normalize it as in [K1] by the requirement that (αmax, αmax) = 2).

Consider the Lie subalgebra g[[t]] of Lg. If f, g ∈ C[[t]], then Rest=0 fdg = 0. Hence

g[[t]] is a Lie subalgebra of ĝ. Let Ck be the one–dimensional representation of g[[t]]⊕CK,

on which g[[t]] acts by 0 and K acts by the scalar k ∈ C. We define the vacuum repre-

sentation of ĝ of level k as the representation induced from Ck: Vk(g) = Ind
bg

g[[t]]⊕CK Ck.

Let {Ja}a=1,... dim g be a basis of g. Denote Ja
n = Ja ⊗ tn ∈ Lg. Then Ja

n, n ∈ Z, and K

form a (topological) basis for ĝ. By the Poincaré–Birkhoff–Witt theorem, Vk(g) has a basis

of lexicographically ordered monomials of the form Ja1
n1

. . . Jam
nm

vk, where vk is the image

of 1 ∈ Ck in Vk(g), and all ni < 0. We are now in the situation of the Reconstruction

Theorem, and hence we obtain a vertex algebra structure on Vk(g), such that

Y (Ja
−1vk, z) = Ja(z) :=

∑

n∈Z

Ja
nz−n−1.

The fields corresponding to other monomials are obtained by formula (5). Explicit com-

putation shows that the fields Ja(z) (and hence all other fields) are mutually local.
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3.2. Virasoro algebra

The Virasoro algebra V ir is a central extension of the Lie algebra Der C((t)) = C((t)) ∂
∂t

.

It has (topological) basis elements Ln = −tn+1, n ∈ Z, and C satisfying the relations that

C is central and

[Ln, Lm] = (n − m)Ln+m +
n3 − n

12
δn,−mC

(a coordinate independent version is given in §5.2). These relations imply that the Lie

algebra Der C[[t]] = C[[t]] ∂
∂t

generated by Ln, n ≥ 0, is a Lie subalgebra of V ir. Consider

the induced representation Virc = IndV ir
Der C[[t]]⊕CC Cc, where Cc is a one–dimensional repre-

sentation, on which C acts as c and Der C[[t]] acts by zero. By the Poincaré–Birkhoff–Witt

theorem, Virc has a basis consisting of monomials of the form Lj1 . . . Ljmvc, j1 ≤ j2 ≤ jm ≤

−2, where vc is the image of 1 ∈ Cc in the induced representation. By Reconstruction

Theorem, we obtain a vertex algebra structure on Virc, such that

Y (L−2vc, z) = T (z) :=
∑

n∈Z

Lnz−n−2.

Note that the translation operator is equal to L−1.

The Lie algebra Der O generates infinitesimal changes of coordinates. As we will see in

§4, it is important to have this Lie algebra (and even better, the whole Virasoro algebra)

act on a given vertex algebra by “internal symmetries”. This property is formalized by

the following definition.

Definition 3.1. — A vertex algebra V is called conformal, of central charge c ∈ C, if V

contains a non-zero conformal vector ω ∈ V2, such that the corresponding vertex operator

Y (ω, z) =
∑

n∈Z Lnz−n−2 satisfies: L−1 = T , L0|Vn = n Id, and L2ω = 1
2
c|0〉.

These conditions imply that the operators Ln, n ∈ Z, satisfy the commutation relations

of the Virasoro algebra with central charge c. We also obtain a non-trivial homomorphism

Virc → V , sending L−2vc to ω.

For example, the vector 1
2
b2
−1 + λb−2 is a conformal vector in π for any λ ∈ C. The

corresponding central charge equals 1 − 12λ2. The Kac-Moody vertex algebra Vk(g) is

conformal if k 6= −h∨, where h∨ is the dual Coxeter number of g. The conformal vector is

given by the Sugawara formula 1
2(k+h∨)

∑

a(J
a
−1)

2vk, where {Ja} is an orthonormal basis of

g. Thus, each ĝ–module from the category O of level k 6= −h∨ is automatically a module

over the Virasoro algebra.

3.3. Boson–fermion correspondence

Let C be the Clifford algebra associated to the vector space C((t))⊕C((t))dt equipped

with the inner product induced by the residue pairing. It has topological generators

ψn = tn, ψ∗
n = tn−1dt, n ∈ Z, satisfying the anti-commutation relations

[ψn, ψm]+ = [ψ∗
n, ψ∗

m]+ = 0, [ψn, ψ∗
m]+ = δn,−m.(14)
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Denote by
∧

the fermionic Fock representation of C, generated by vector |0〉, such that

ψn|0〉 = 0, n ≥ 0, ψ∗
n|0〉 = 0, n > 0. This is a vertex superalgebra with

Y (ψ−1|0〉, z) = ψ(z) :=
∑

n∈Z

ψnz−n−1, Y (ψ∗
0|0〉, z) = ψ∗(z) :=

∑

n∈Z

ψ∗
nz−n.

Boson–fermion correspondence establishes an isomorphism between
∧

and a vertex

superalgebra built out of the Heisenberg algebra H from §2.3. For λ ∈ C, let πλ be the

H–module generated by a vector 1λ, such that bn · 1λ = λδn,01λ, n ≥ 0. For N ∈ Z>0,

set V√
NZ = ⊕m∈Zπm

√
N . This is a vertex algebra (resp., superalgebra) for any even N

(resp., odd N), which contains π0 = π as a vertex subalgebra. The gradation is given

by the formulas deg bn = −n, deg 1λ = λ2/2 (note that it can be half-integral). The

translation operator is T = 1
2

∑

n∈Z bnb−1−n, so T · 1λ = λb−11λ. In order to define the

vertex operation on V√
NZ, it suffices to define the fields Y (1m

√
N , z). They are determined

by the identity

∂zY (1λ, z) = Y (T · 1λ, z) = λ : b(z)Y (1λ, z) : .

Explicitly,

Y (1λ, z) = Sλz
λb0 exp

(

−λ
∑

n<0

bn

n
z−n

)

exp

(

−λ
∑

n>0

bn

n
z−n

)

,

where Sλ : πµ → πµ+λ is the shift operator, Sλ · 1µ = 1µ+λ, [Sλ, bn] = 0, n 6= 0.

The boson–fermion correspondence is an isomorphism of vertex superalgebras
∧

≃ VZ,

which maps ψ(z) to Y (1−1, z) and ψ∗(z) to Y (11, z). For more details, see, e.g., [K2].

3.4. Rational vertex algebras

Rational vertex algebras constitute an important class of vertex algebras, which are

particularly relevant to conformal field theory [dFMS]. In order to define them, we first

need to give the definition of a module over a vertex algebra.

Let V be a vertex algebra. A vector space M is called a V –module if it is equipped

with the following data:

• gradation: M = ⊕n∈Z+Mn;

• operation YM : V → End M [[z, z−1]], which assigns to each A ∈ Vn a field YM(A, z)

of conformal dimension n on M ;

subject to the following conditions:

• YM(|0〉, z) = IdM ;

• YM(A, z)YM(B,w) = YM(Y (A, z − w)B,w), in the sense of Proposition 2.6.

A conformal vertex algebra V (see Definition 3.1) is called rational if every V –module is

completely reducible. It is shown in [DLM] that this condition implies that V has finitely

many inequivalent simple modules, and the graded components of each simple V –module

M are finite-dimensional. Furthermore, the gradation operator on M coincides with the
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Virasoro operator LM
0 up to a shift. Hence we can attach to a simple V –module M its

character ch M = TrM qLM
0 −c/24, where c is the central charge of V . Set q = e2πiτ . Zhu [Z1]

has shown that if V satisfies a certain finiteness condition, then the characters give rise

to holomorphic functions in τ on the upper-half plane. Moreover, he proved the following

remarkable

Theorem 3.2. — Let V be a rational vertex algebra satisfying Zhu’s finiteness condition,

and {M1, . . . ,Mn} be the set of all inequivalent simple V –modules. Then the vector space

spanned by ch Mi, i = 1, . . . , n, is invariant under the action of SL2(Z).

This result has the following heuristic explanation. To each vertex algebra we can

attach the sheaves of coinvariants on the moduli spaces of curves (see §6). It is expected

that the sheaves associated to a rational vertex algebra satisfying Zhu’s condition are

vector bundles with projectively flat connection. The characters of simple V –modules

should form the basis of the space of horizontal sections of the corresponding bundle on

the moduli of elliptic curves near τ = ∞. The SL2(Z) action is just the monodromy

action on these sections.

Here are some examples of rational vertex algebras.

(1) Let L be an even positive definite lattice in a real vector space W . One can attach

to it a vertex algebra VL in the same way as in §3.3 for L =
√

NZ. Namely, we define

the Heisenberg Lie algebra associated to WC as the Kac-Moody type central extension

of the commutative Lie algebra WC((t)). Its Fock representation πW is a vertex algebra.

The vertex structure on πW can be extended to VL = πW ⊗C[L], where C[L] is the group

algebra of L [B1, FLM]. Then VL is rational, and its inequivalent simple modules are

parameterized by L′/L where L′ is the dual lattice [D1]. The corresponding characters

are theta-functions. The vertex algebra VL is the chiral symmetry algebra of the free

bosonic conformal field theory compactified on the torus W/L.

Note that if we take as L an arbitrary integral lattice, then VL is a vertex superalgebra.

(2) Let g be a simple Lie algebra and k ∈ Z+. Let Lk(g) be the irreducible quotient

of the ĝ–module Vk(g). This is a rational vertex algebra, whose modules are integrable

representations of ĝ of level k [FZ]. The corresponding conformal field theory is the

Wess-Zumino-Witten model (see [dFMS]).

(3) Let Lc(p,q) be the irreducible quotient of Virc(p,q) (as a module over the Virasoro

algebra), where c(p, q) = 1 − 6(p − q)2/pq, p, q > 1, (p, q) = 1. This is a rational vertex

algebra [Wa], whose simple modules form the “minimal model” of conformal field theory

defined by Belavin, Polyakov, and Zamolodchikov [BPZ] (see also [dFMS]).

(4) The Moonshine Module vertex algebra V ♮ (see below).

Zhu [Z1] has attached to each vertex algebra V an associative algebra A(V ), such that

simple V –modules are in one-to-one correspondence with simple A(V )–modules.
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3.5. Orbifolds and the Monster

Let G be a group of automorphisms of a vertex algebra V . Then the space V G of G–

invariants in V is a vertex subalgebra of V . When G is a finite group, orbifold theory allows

one to construct V G–modules from twisted V –modules. For a finite order automorphism

g of V , one defines a g–twisted V –module by modifying the above axioms of V –module

in such a way that YM(A, z) has monodromy λ−1 around the origin, if g · A = λv (see

[DLM]). Then conjecturally all V G–modules can be obtained as V G–submodules of g–

twisted V –modules for g ∈ G.

Now suppose that V is a holomorphic vertex algebra, i.e., rational with a unique simple

module, namely itself. Let G be a cyclic group of automorphisms of V of order n generated

by g. Then the following pattern is expected to hold (see [D2]): (1) for each h ∈ G there

is a unique simple h–twisted V –module Vh; (2) Vh has a natural G–action, so we can

write Vh = ⊕n−1
i=0 Vh(i), where Vh(i) = {v ∈ Vh|g · v = e2πik/nv}; then each Vh(i) is a simple

V G–module, and these are all simple V G–modules; (3) The vector space Ṽ = ⊕h∈GVh(0)

carries a canonical vertex algebra structure, which is holomorphic.

A spectacular example is the construction of the Moonshine Module vertex algebra

V ♮ by I. Frenkel, Lepowsky and Meurman [FLM]. In this case V is the vertex algebra

VΛ associated to the Leech lattice Λ (it is self-dual, hence VΛ is holomorphic), and g is

constructed from the involution −1 on Λ. Then V ♮ = VΛ(0)⊕ VΛ,g(0) is a vertex algebra,

whose group of automorphisms is the Monster group [FLM]. Moreover, V ♮ is holomorphic

[D2]. Conjecturally, V ♮ is the unique holomorphic vertex algebra V with central charge

24, such that V1 = 0. Its character is the modular function j(τ)−744. More generally, for

each element x of the Monster group, consider the Thompson series TrV ♮ xqL0−1. Conway

and Norton conjectured, and Borcherds proved [B2] that these are Hauptmoduls for genus

zero subgroups of SL2(R).

3.6. Coset construction

Let V be a vertex algebra, and W its vertex subalgebra. Let C(V,W ) be the vector

subspace of V spanned by vectors v, such that Y (A, z) · v ∈ V [[z]] for all A ∈ W .

Then C(V,W ) is a vertex subalgebra of V , which is called the coset vertex algebra of

the pair (V,W ). In the case W = V , the vertex algebra C(V, V ) is commutative, and is

called the center of V . An example of a coset vertex algebra is provided by the famous

Goddard–Kent–Olive construction [GKO], which identifies C(L1(sl2)⊗Lk(sl2), Lk+1(sl2))

with Lc(k+2,k+3) (see §3.4). For other examples, see [dFMS].

3.7. BRST construction and W–algebras

For A ∈ V , let y(A) = Res Y (A, z). Then associativity implies: [y(A), Y (B, z)] =

Y (y(A) · B, z), and so y(A) is an infinitesimal automorphism of V . Now suppose that

V • is a vertex (super)algebra with an additional Z–gradation and A ∈ V 1 is such that
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y(A)2 = 0. Then (V •, y(A)) is a complex, and its cohomology is a graded vertex (su-

per)algebra. Important examples of such complexes are provided by topological vertex

superalgebras introduced by Lian and Zuckerman [LZ]. In this case the cohomology

is a graded commutative vertex algebra, but it has an additional structure of Batalin-

Vilkovisky algebra.

Another example is the BRST complex of quantum hamiltonian reduction. We il-

lustrate it in the case of quantum Drinfeld-Sokolov reduction [FF3], which leads to the

definition of W–algebras. Let g be a simple Lie algebra of rank ℓ, and n its upper nilpotent

subalgebra.

Let C be the Clifford algebra associated to the vector space n((t))⊕ n∗((t))dt equipped

with the inner product induced by the residue pairing. It has topological generators

ψα,n = eα ⊗ tn, ψ∗
α,n = e∗α ⊗ tn−1dt, α ∈ ∆+, n ∈ Z, satisfying the anti-commutation

relations (14). Let
∧

n
be its Fock representation, generated by vector |0〉, such that

ψα,n|0〉 = 0, n ≥ 0, ψ∗
α,n|0〉 = 0, n > 0. This is a vertex superalgebra which is the tensor

product of several copies of the vertex superalgebra
∧

from §3.3. Introduce an additional

Z–gradation on C and
∧

n
by setting deg ψ∗

α,n = − deg ψα,n = 1, deg |0〉 = 0.

Now consider the vertex superalgebra C•
k(g) = Vk(g) ⊗

∧•
n
. It carries a canonical

differential dst of degree 1, the standard differential of semi-infinite cohomology of n((t))

with coefficients in Vk [Fe1, FGZ]; it is equal to the residue of a field from C•
k(g) (see

[FF3]). Let χ =
∑ℓ

i=1 Res ψ∗
αi

(z) be the Drinfeld-Sokolov character [DS] of n((t)). Then

d = dst + χ is a differential on C•
k(g), and the cohomology H•

k(g) of this differential is a

vertex superalgebra.

Theorem 3.3. — H0
k(g) is a vertex algebra generated by elements Wi of degrees di+1, i =

1, . . . , ℓ, where di is the ith exponent of g (in the sense of the Reconstruction Theorem),

and H i
k(g) = 0, i 6= 0.

This theorem is proved in [FF3, FF4] for generic k and in [dBT] for all k. The vertex

algebra H0
k(g) is called the W–algebra associated to g and denoted by Wk(g). We have:

Wk(sl2) = Virc(k), where c(k) = 1 − 6(k + 1)2/(k + 2). For g = sl3, the W–algebra was

first constructed by Zamolodchikov, and for g = slN by Fateev and Lukyanov [FL].

Since Vk(g) is conformal for k 6= −h∨ (see §3.2), Wk(g) is also conformal, with W1

playing the role of conformal vector. On the other hand, W−h∨(g) is a commutative

vertex algebra, which is isomorphic to the center of V−h∨(g) [FF3] (see §6.5). The simple

quotient of Wk(g) for k = −h∨ +p/q, where p, q are relatively prime integers greater than

or equal to h∨, is believed to be a rational vertex algebra. Moreover, if g is simply-laced

and q = p + 1, this vertex algebra is conjecturally isomorphic to the coset algebra of

(L1(g) ⊗ Lp−2(g), Lp−1(g)), see [FKW].

For any Vk(g)–module M , the cohomology of the complex (M ⊗
∧•

n
, d) is a Wk(g)–

module. This defines a functor, which was studied in [FKW].
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The W–algebras exhibit a remarkable duality: Wk(g) ≃ Wk′(Lg), where Lg is the

Langlands dual Lie algebra to g and (k + h∨)r∨ = (k′ + Lh∨)−1 (here r∨ denotes the

maximal number of edges connecting two vertices of the Dynkin diagram of g), see [FF3].

In the limit k → −h∨ it becomes the isomorphism of Theorem 6.3.

4. COORDINATE INDEPENDENT DESCRIPTION OF VERTEX

ALGEBRA STRUCTURE

Up to this point, we have discussed vertex algebras in the language of formal power

series. The vertex operation is a map Y : V → End V [[z, z−1]], or, equivalently, an

element of the completed tensor product V ∗((z))⊗̂End V . Thus, we can view Y as an

End V –valued section of a vector bundle over the punctured disc D× = Spec C((z)) with

fiber V ∗. The question is whether one can define this bundle in such a way that this

section is canonical, i.e., independent of the choice of z. In order to do that, we need a

precise description of the transformation properties of Y . Once we understand what type

of geometric object Y is, we will be able to give a global geometric meaning to vertex

operators on arbitrary curves.

4.1. The group Aut O

Denote by O the complete topological C–algebra C[[z]], and let Aut O be the group of

continuous automorphisms of O. Such an automorphism is determined by its action on the

generator z ∈ C[[z]]. Thus as a set this group consists of elements ρ(z) ∈ C[[z]] of the form

ρ1z +ρ2z
2 + . . . , with ρ1 ∈ C×, endowed with the composition law (ρ∗µ)(z) = µ(ρ(z)). It

is easy to see that Aut O is a proalgebraic group, lim
←−

Aut C[[z]]/(zn). It is the semi-direct

product Gm⋉Aut+ O, where Aut+ O is the subgroup that consists of the transformations of

the form z → z+a2z
2+· · · , and Gm is the group of rescalings z → az, a 6= 0. Furthermore,

Aut+ O is a prounipotent group. The Lie algebra of AutO is Der0 O = zC[[z]]∂z, which is

a semi–direct product of C∂z and Der+ O = z2C[[z]]∂z. Any representation of Der0 O, on

which z∂z is diagonalizable with integral eigenvalues and Der+ O acts locally nilpotently,

can be exponentiated to a representation of AutO.

Given a vertex algebra and a field Y (A, z), it makes sense to consider a new field

Y (A, ρ(z)). We now seek an action of AutO on V , A 7→ R(ρ) ·A, such that Y (A, ρ(z)) is

related to Y (R(ρ)A, z) in some reasonable way. In the theory of vertex algebras, actions of

Aut O usually arise from the action of the Virasoro algebra. Namely, let V be a conformal

vertex algebra (see Definition 3.1). Then the Fourier coefficients Ln of Y (ω, z) satisfy

the commutation relations of the Virasoro algebra with central charge c. The operators

Ln, n ≥ 0, then define an action of the Lie algebra Der+ O (Ln corresponds to −tn+1∂t).

It follows from the axioms of vertex algebra that this action can be exponentiated to an

action of Aut O. For f(z) ∈ Aut O, denote by R(f) : V → V the corresponding operator.
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Given a vector field v =
∑

n≥−1

vnzn+1∂z, we assign to it the operator v = −
∑

n≥−1

vnLn.

From formula (9) we obtain:

[v, Y (A,w)] = −
∑

m≥−1

1

(m + 1)!
(∂m+1

w v(w))Y (LmA,w).(15)

By “exponentiating” this formula, we obtain the following identity, due to Y.-Z. Huang

[Hu]:

Y (A, t) = R(ρ)Y (R(ρt)
−1A, ρ(t))R(ρ)−1,(16)

for any ρ ∈ Aut C[[z]] (here ρt(z) = ρ(t + z) − ρ(t), considered as formal power series in

z with coefficients in C[[t]]).

4.2. Vertex algebra bundle

Now we can give a coordinate-free description of the operation Y . Let X be a smooth

complex curve. Given a point x ∈ X, denote by Ox the completion of the local ring of

x, by mx its maximal ideal, and by Kx the field of fractions of Ox. A formal coordinate

tx at x is by definition a topological generator of mx. Consider the set of pairs (x, tx),

where x ∈ X and tx is a formal coordinate at x. This is the set of points of a scheme

X̂ of infinite type, which is a principal Aut O–bundle over X. Its fiber at x ∈ X is the

Aut O–torsor Lx of all formal coordinates at x. Given a finite-dimensional Aut O–module

V , let V = X̂ ×
Aut O

V be the vector bundle associated to V and X̂. The fiber of V at x ∈ X

is the Lx–twist of V , Vx = Lx ×
Aut O

V .

A conformal vertex algebra is an AutO–module, which has a filtration V≤i := ⊕i
k=0Vk

by finite-dimensional Aut O–submodules. We obtain the directed system (V≤i) of the

corresponding vector bundles of finite rank on X and embeddings V≤i →֒ V≤j, i ≤ j. We

will denote this system simply by V, thinking of it as an inductive limit of bundles of

finite rank. Likewise, by V∗ we will understand the inverse system of bundles (V≤i)
∗ and

surjections (V≤j)
∗

։ (Vi)∗, thinking of it as a projective limit of bundles of finite rank.

The Aut O–bundle X̂ on X above carries an action of the Lie algebra DerO, which is

compatible with the Aut O–action and simply transitive, i.e., DerO⊗̂O
bX ≃ Θ

bX . Since

V is a Der O–module, by the general construction of §6.1 we obtain a flat connection

∇ : V → V ⊗ Ω on V. Locally, ∇ can be written as d + L−1 ⊗ dz, where d the deRham

differential. The connection ∇ on V gives us a connection ∇∗ on the dual bundle V∗.

To be precise, V is not an inductive limit of flat bundles, since ∇(V≤i) ⊂ Vi+1 ⊗ Ω, and

likewise, V∗ is not a projective limit of flat bundles (it is a D–module on X, which is not

quasicoherent as an O–module).

Now let us restrict V∗ to the punctured disc D×
x = Spec Kx around x ∈ X. We want to

define an End Vx–valued meromorphic section Yx of V∗ on D×
x . Pick a formal coordinate

z at x. With this choice, identify Vx with V and trivialize V|Dx . We define our section
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Yx in this trivialization through its matrix coefficients: to each triple c ∈ V , c′ ∈ V ∗ and

a section F : Dx → V we need to assign a meromorphic function on the disc, which is

C–linear in c and c′ and O–linear in F . It suffices to assign such a function to triples

c, c′, F , where F is the constant section equal to A ∈ V with respect to our trivialization.

We set this function to be equal to 〈c′|Y (A, z)|c〉.

Theorem 4.1. — The section Yx defined this way is canonical, i.e., independent of the

choice of formal coordinate z at x. Moreover, Yx is horizontal: ∇∗Yx = 0.

Thus, we see that a conformal vertex algebra gives rise to a vector bundle on any

smooth curve and a canonical horizontal section of the restriction of this bundle to the

neighborhood of each point with values in the endomorphisms of the corresponding twist

of V . The fact that this section is canonical is equivalent to formula (16). Flatness follows

from the formula ∂zY (B, z) = Y (L−1B, z), which holds in any vertex algebra.

Remark 4.2. — Let V⊠n be the n–fold external tensor power of V. Consider the n–point

functions (10). According to Proposition 2.7, these are elements of

C[[z1, . . . , zn]][(zi − zj)
−1]i6=j.

Trivializing the restriction of V⊠n to Dn
x = Spec C[[z1, . . . , zn]] using the coordinate z, we

obtain a V∗
x–valued section of (V⊠n)∗|Dn

x
with poles on the diagonals. Then this section is

canonical, i.e., independent of the choice of z, and horizontal.

4.3. Examples

If W is an Aut O–stable subspace of V , it gives rise to a subbundle W of V. The

universal section Yx then gives rise to an EndVx–valued section of W∗|D×

x
. This way one

obtains many familiar geometric objects.

Suppose A ∈ V∆ satisfies Ln · A = 0, L0A = ∆A. Then subspace CA ⊂ V is a one-

dimensional Aut O submodule of V . The line bundle associated to this module is nothing

but the line bundle Ω−∆ of ∆–differentials on X. Thus we obtain a line subbundle LA

of V. Our section Yx therefore gives us an End Vx–valued section of L−1
A = Ω∆. In other

words, the End Vx–valued ∆–differential Y (A, z)(dz)∆ does not depend on the choice of

formal coordinate z at x.

Next, consider the Heisenberg vertex algebra V = π, with conformal structure given by

the vector 1
2
b2
−1 + b−2. For each smooth curve X, π gives rise to a vector bundle that we

denote by Π. The first piece π0 of our filtration on π = C[bn]n<0 is the one-dimensional

subspace spanned by the vacuum vector 1. This is a trivial representation of the group

Aut O. Hence it gives rise to a trivial subbundle OX ⊂ Π. The next piece in the filtration,

π≤1 = C1⊕Cb−1, gives rise to a rank two subbundle of Π, which we denote by B. It dual

bundle is an extension

0 → Ω → B∗ → OX → 0.(17)
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Our universal section Yx gives rise to an End Πx–valued section of B∗|D×

x
, which projects

onto the section End Πx–valued section of OX equal to Id (this follows from the vacuum

axiom). Explicit computation shows that the space of sections of B∗ which project onto

the section 1 of OX (equivalently, splittings of (17)) is canonically isomorphic to the space

of affine connections (they may also be described as affine structures, see [Gu]). Thus, we

conclude that the field b(z) (or, more precisely, the expression ∂z + b(z)) transforms as an

End Πx–valued affine connection on D×
x . Similarly, we obtain connections on G–bundles

from the subspace Vk(g)≤1 of the Kac-Moody vertex algebra Vk(g).

Let V be a conformal vertex algebra with central charge c. It follows from the definition

that the vector space C|0〉 ⊕ Cω is Aut O–stable. Hence it gives rise to a rank two

subbundle Tc of V. Its dual bundle is an extension

0 → Ω2 → T∗
c → OX → 0.(18)

The universal section Yx gives rise to an EndVx–valued section of T∗
c over the punctured

disc, which projects onto Id ∈ End Vx ⊗ Ox. Explicit calculation shows that the space of

sections of T∗
c projecting onto 1 ∈ Γ(OX) (equivalently, splittings of (18)) is isomorphic to

the space of self–adjoint second order differential operators ρ : Ω− 1
2 → Ω

3
2 with constant

symbol c
6
. Locally, such an operator can be written as c

6
∂2

z + q(z). Operators of this

form with symbol 1 are known as projective connections (they may also be described as

projective structures, see [Gu]). Thus, we see that for c 6= 0 the field T (z) (called the stress

tensor in conformal field theory), or more precisely, the expression ∂2
z + 6

c
T (z) transforms

as an End Vx–valued projective connection on the punctured disc.

4.4. General twisting property

We have seen in §4.2 that the vertex operation Y is in some sense invariant under

the Aut O–action (see formula (16)). Therefore Y gives rise to a well-defined operation

on the twist of V by any Aut O–torsor. This “twisting property” follows from the fact

that Aut O acts on V by “internal symmetries”, that is by exponentiation of Fourier

coefficients of the vertex operator Y (ω, z). It turns out that vertex algebras exhibit a

similar twisting property with respect to any group G of internal symmetry, i.e., a group

(or more generally, an ind-group) obtained by exponentiation of Fourier coefficients of

vertex operators. Using associativity, one can obtain an analogue of formula (16) for the

transformations of Y under the action of G. This formula means that we get a well-defined

operation on the twist of V by any G–torsor.

For example, let V be a vertex algebra with a ĝ–structure of level k 6= −h∨, i.e.,

one equipped with a homomorphism Vk(g) → V , whose image is not contained in C|0〉.

Recall that Vk(g) is a conformal vertex algebra if k 6= −h∨ (see §3.2). Given such a

homomorphism Vk(g) → V , the Fourier coefficients of the corresponding fields Y (ω, z)

and Y (Ja, z) generate an action of the Lie algebra V ir ⋉ ĝ on V . Suppose that the
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action of its Lie subalgebra Der0 O⋉ g(O) can be exponentiated to an action of the group

Aut O ⋉ G(O) on V (then we say that this group acts on V by internal symmetries). Let

P be a G–bundle on a smooth curve X. Denote by P̂ the principal Aut O ⋉ G(O)–bundle

over X, whose fiber at x consists of pairs (z, s), where z is a formal coordinate at x and

s is a trivialization of P|Dx . Let VP be the P̂–twist of V . Then the vertex operation Y on

V gives rise to a canonical section YP
x of (VP)∗|D×

x
with values in End VP

x .

5. CONFORMAL BLOCKS

5.1. The results of the previous section allow us to assign to a conformal vertex algebra

a vector bundle with connection on any smooth curve X, and a family of local structures

on it. We can now associate to any compact curve X an invariant of the vertex algebra

structure.

Definition 5.1. — Let V be a conformal vertex algebra, X a smooth projective curve,

and x a point of X. A linear functional ϕ on Vx is called a conformal block if ϕ(Yx ·A) ∈

Γ(D×
x ,V∗) can be extended to a regular section of V∗ on X\x for all A ∈ Vx.

The set of conformal blocks is a vector subspace of V∗
x, denoted by C(X, x, V ).

Let ϕ ∈ C(X, x, V ), and A ∈ Vx. Denote by ϕA the corresponding section of V∗ over

X\x. If W is an Aut O–stable subspace of V , then ϕA can be projected onto a section

of W∗ over X\x. Note that according to the vacuum axiom, ϕ|0〉 is actually a regular

section of V∗ over the whole X, and so is its projection. In particular, taking as W the

two-dimensional subspace of V spanned by |0〉 and ω, we assign to each conformal block

a projective connection on X (if c 6= 0). Denote ϕ(·|0〉) as 〈·〉ϕ. If we choose a formal

coordinate z at x, then we can write this projective connection as ∂2
z + 6

c
〈T (z)〉ϕ. If c = 0,

then we obtain a quadratic differential 〈T (z)〉ϕdz2.

Remark 5.2. — Let V be a vertex algebra with ĝ–structure of level k 6= −h∨, and P a

G–bundle on X. A conformal block twisted by P is by definition a linear functional ϕ on

VP
x , such that ϕ(YP

x · A) (see §4.4) can be extended to a regular section of (VP)∗ on X\x

for all A ∈ VP
x . We denote the corresponding space by CP(X, x, V ).

5.2. Examples

In the case of the Kac-Moody vertex algebra Vk(g) the Definition 5.1 can be simplified.

In this case the subspace (g⊗t−1)vk is Aut O–invariant, and therefore we have a surjection

(Vk(g))∗ ։ g∗⊗Ω. Hence for each ϕ ∈ C(X, x, π), A ∈ Vx, we obtain a regular g∗–valued

one-form on X\x, whose restriction to D×
x is ϕ(J(z) ·A)dz, where J(z) =

∑

a Ja ⊗ Ja(z).

Now observe that any f =
∑

fnzn ∈ g ⊗ Kx gives rise to an operator on Vk(g)x,

f̃ = Resx(f, J(z))dz =
∑

fnbn, which does not depend on the choice of the coordinate z.

Since by definition ϕ(J(z) · A)dz extends to a regular one-form on X\x, we obtain from
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the residue theorem that ϕ(f̃ ·A) = 0 for all f ∈ gx,out = g⊗C[X\x]. Hence we obtain a

map from C(X, x, Vk(g)) to the space of gx,out–invariant functionals on Vk(g)x.

Lemma 5.3. — The space of conformal blocks C(X, x, Vk(g)) is isomorphic to the space

of gx,out–invariant functionals on Vk(g)x.

Thus we recover the common definition of conformal blocks as gx,out–invariants. They

have been extensively studied recently because of the relation to the moduli spaces of

G–bundles on curves (see §6.4 below). More generally, we have: CP(X, x, Vk(g)) =

HomgP
x,out

(Vk(g)P
x , C), where gP

x,out is the Lie algebra of sections of P ×
G

g over X\x.

The situation becomes more subtle in the case of the Virasoro vertex algebra Virc.

The analogue of gx,out is then the Lie algebra Vect(X\x) of vector fields on X\x. By

analogy with the Kac-Moody case, we would like to define a homomorphism Vect(X\x) →

End Virc,x sending ξ(z)∂z ∈ Vect(X\x) to Resx ξ(z)T (z)dz. But it is not clear whether

this map is independent of the choice of formal coordinate z, unless c = 0 (when the field

T (z) transforms as a quadratic differential). According to §4.3, if c 6= 0, then ∂2
z + 6

c
T (z)

is naturally a section of a rank two bundle T∗
c . Hence it can be paired with sections of

the rank two bundle Tc ⊗Ω (we could split this bundle by choosing a projective structure

on X, but we prefer not to do that). One can show that the sheaf T̂c = (Tc ⊗ Ω)/dO,

which is an extension of Θ by Ω/dO, has a canonical Lie algebra structure (see [Wi, BS]),

such that V irx = Γ(D×
x , T̂c) is isomorphic to the Virasoro algebra and acts on Virc,x.

The map Γ(X\x, T̂c) → V irx factors through Vect(X\x), and hence the above map

Vect(X\x) → End Virc,x is well-defined. One can then show that the space of conformal

blocks C(X, x, Virc) is isomorphic to the space of Vect(X\x)–invariant functionals on

Virc,x.

5.3. General invariance condition

For general vertex algebras the analogue of the above invariance condition is defined

as follows. Let V
∇
→ V ⊗ Ω, where V ⊗ Ω is placed in degree 0, be the de Rham complex

of the flat vector bundle V, considered as a complex of sheaves on the curve X. Here ∇

is the connection operator defined in §4.2 (recall that ∇ = d + L−1 ⊗ dz). For Σ ⊂ X,

denote by H0
dR(Σ,V ⊗ Ω) the degree 0 cohomology of the restriction of this complex to

Σ. If Σ is affine or D×
x , then H0

dR(Σ,V ⊗ Ω) is simply the quotient of Γ(Σ,V ⊗ Ω) by the

image of ∇.

There is a linear map γ : Γ(D×
x ,V ⊗ Ω) → End Vx sending µ ∈ Γ(D×

x ,V ⊗ Ω) to a

linear operator Oµ = Resx〈Yx, µ〉 on Vx. Since the residue of a total derivative vanishes, γ

factors through U(Vx) = H0
dR(D×

x ,V ⊗ Ω). If we choose a formal coordinate z at x, then

we can identify U(Vx) with U(V ), the completion of the span of all Fourier coefficients

of all vertex operators Y (A, z), A ∈ V . According to formula (9), U(Vx) is a Lie algebra.
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Note that in the case of Kac-Moody and Virasoro vertex algebras, U(Vx) contains ĝx and

V irx, respectively, as Lie subalgebras.

Given an open Σ ⊂ X, we have a canonical map H0
dR(Σ,V ⊗ Ω) → U(Vx). Denote its

image by UΣ(Vx). It follows from the Beilinson-Drinfeld chiral algebra formalism (see §7)

that UΣ(Vx) is a Lie subalgebra of U(Vx). The image of UΣ(Vx) in End Vx is the span of

all operators Oµ for µ ∈ Γ(Σ,V ⊗ Ω). The residue theorem implies:

Proposition 5.4. — The space of conformal blocks C(X, x, V ) coincides with the space

of UX\x(Vx)–invariant functionals on Vx.

Therefore the dual space to the space of conformal blocks is the space of coinvariants

H(X, x, V ) = Vx/UX\x(Vx) · Vx.

The definition of the spaces C(X, x, V ) and H(X, x, V ) can be generalized to the case

of multiple (distinct) points x1, . . . xn on the curve X, at which we “insert” arbitrary

conformal V –modules M1, . . . ,Mn. A V –module M is called conformal if the gradation

operator on M coincides, up to a shift, with the Fourier coefficient LM
0 of the field YM(ω, z).

Assume for simplicity that the eigenvalues of LM
0 on all modules Mi are integers. Then

each Mi is an Aut O–module, and so we can attach to it a vector bundle Mi on X with a flat

connection (a general conformal V –module gives rise to a vector bundle with connection

on the space of pairs (x, τx), where x ∈ X and τx is a non-zero tangent vector to X at x).

The space of conformal blocks CV (X, (xi), (Mi))
n
i=1 is then by definition the space of

linear functionals ϕ on M1,x1 ⊗ · · · ⊗ Mn,xn , such that for any Ai ∈ Mi,xi
, i = 1, . . . , n,

there exists a section of V∗ over X \ {x1, . . . , xn}, whose restriction to each D×
xi

equals

ϕ(A1 ⊗ · · · ⊗ YMi
· Ai ⊗ · · · ⊗ An).

Informally, one can say that the local sections of V∗ over the discs around the points,

obtained by acting with vertex operators at those points, can be “glued together” into a

single meromorphic section of V∗. There is a canonical isomorphism

CV (X, (x1, . . . , xn, y), (M1, . . . ,Mn, V )) ≃ CV (X, (x1, . . . , xn), (M1, . . . ,Mn)),(19)

given by ϕ 7→ ϕ|M1⊗···⊗MN⊗|0〉.

Remark 5.5. — Let V be a rational vertex algebra (see §3.4). Then we obtain a functor

from the category of pointed algebraic curves with insertions of simple V –modules at the

points to the category of vector spaces, which sends (X, (xi), (Mi)) to CV (X, (xi), (Mi))
n
i=1.

This is a version of modular functor corresponding to V [Se, Ga, Z2]. It is known that

in the case of rational vertex algebras Lk(g) or Lc(p,q) the spaces of conformal blocks are

finite-dimensional. Moreover, the functor can be extended to the category of pointed

stable curves with insertions. It then satisfies a factorization property, which expresses

the space of conformal blocks associated to a singular curve with a double point in terms

of conformal blocks associated to its normalization. The same is expected to be true for

general rational vertex algebras.
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5.4. Functional realization

The spaces CV (X, (xi), (Mi))
n
i=1 with varying points x1, . . . , xn can be organized into

a vector bundle on
◦

Xn := Xn\∆ (where ∆ is the union of all diagonals) with a flat

connection, which is a subbundle of (M1 ⊠ . . . ⊠ Mn)∗. Consider for example the spaces

CV (X, (xi), (V ))n
i=1. By (19), all of them are canonically isomorphic to each other and to

CV (X, x, V ). Hence the corresponding bundles of conformal blocks are canonically trivial-

ized. For ϕ ∈ CV (X, x, V ), let ϕn denote the corresponding element of CV (X, (xi), (V ))n
i=1.

Let Ai(xi) be local sections of V near xi. Evaluating our conformal blocks on them, we

obtain what physicists call the chiral correlation functions

ϕn(A1(x1) ⊗ . . . ⊗ An(xn)) ∼ 〈A1(x1) . . . An(xn)〉ϕ.(20)

Moreover, we can explicitly describe these functions when xi’s are very close to each

other, in the neighborhood of a point x ∈ X: if we choose a formal coordinate z at x and

denote the coordinate of the point xi by zi, then

ϕn(A1(z1) ⊗ . . . ⊗ An(zn)) = ϕ(Y (A1, z1) . . . Y (An, zn)|0〉).(21)

We obtain that the restriction of the n–point chiral correlation function to
◦

Dn
x = Dn

x\∆ :=

Spec C[[z1, . . . , zn]][(zi − zj)
−1]i6=j coincides with the n–point function corresponding to

the functional ϕ introduced in §2.7.

According to Remark 4.2, the matrix elements given by the right hand side of formula

(21) give rise to a horizontal section of (V⊠n)∗ on
◦

Dn
x. Therefore by Proposition 2.7 we

obtain an embedding V∗
x →֒ Γ∇(

◦

Dn
x, (V⊠n)∗), where Γ∇ stands for the space of horizontal

sections. If ϕ ∈ V∗
x is a conformal block, then Definition 5.1 implies that the image of

ϕ ∈ CV (X, x, V ) in Γ∇(
◦

Dn
x, (V⊠n)∗) extends to a horizontal section ϕn of (V⊠n)∗ over

◦

Xn.

Thus, we obtain an embedding CV (X, x, V ) →֒ Γ(
◦

Xn, (V⊠n)∗) = Γ∇(Xn, j∗j
∗(V⊠n)∗),

where j :
◦

Xn →֒ Xn.

Imposing the bootstrap conditions on the diagonals from Proposition 2.7, we obtain a

quotient V∗
n of j∗j

∗(V⊠n)∗ (the precise definition of V∗
n uses the operation Y(2) introduced

in Theorem 7.1). Since by construction our sections satisfy the bootstrap conditions, we

have embeddings V∗
x →֒ Γ∇(Dn

x ,V∗
n) and CV (X, x, V ) →֒ Γ∇(Xn,V∗

n). A remarkable fact

is that these maps are isomorphisms for all n > 1. Thus, using correlation functions we

obtain functional realizations of the (dual space of) a vertex algebra and its spaces of

conformal blocks.

Remark 5.6. — Note that neither (V⊠n)∗ nor V∗
n is quasicoherent as an OXn–module.

It is more convenient to work with the dual sheaves V⊠n and Vn, which are quasicoherent.

The sheaf Vn on Xn is defined by Beilinson and Drinfeld in their construction of factoriza-

tion algebra corresponding to V (see §7). Note that the space Γ∇(X,V∗
n) is dual to the top

deRham cohomology Hn
dR(X,Vn ⊗ ΩXn) (which is therefore isomorphic to H(X, x, V )).
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In the case of Heisenberg algebra, the functional realization can be simplified, because

we can use the sections of the exterior products of the canonical bundle Ω instead of the

bundle Π∗ (here we choose 1
2
b2
−1 as the conformal vector, so that b(z)dz transforms as a

one-form). Namely, as in §2.7 we assign to ϕ ∈ Π∗
x the collection of polydifferentials

ϕ(b(z1) . . . b(zn)|0〉)dz1 . . . dzn.

These are sections of Ω⊠n(2∆) over Dn
x , which are symmetric and satisfy the bootstrap

condition (12). Let Ω∞ be the sheaf on X, whose sections over U ⊂ X are collections

of sections of Ω⊠n(2∆) over Un, for n ≥ 0, satisfying these conditions (the bootstrap

condition makes sense globally because of the identification Ω⊠2(2∆)/Ω⊠2(∆) ≃ O). Then

we have canonical isomorphisms Π∗
x ≃ Γ(Dx, Ω∞), C(X, x, π) ≃ Γ(X, Ω∞).

The same construction can be applied to the Kac-Moody vertex algebras, see [BD1].

Remark 5.7. — If we consider conformal blocks with general V –module insertions, then

the horizontal sections of the corresponding flat bundle of conformal blocks over
◦

Xn will

have non-trivial monodromy around the diagonals. For example, in the case of the Kac-

Moody vertex algebra Vk(g) and X = P1, these sections are solutions of the Knizhnik-

Zamolodchikov equations, and the monodromy matrices are given by the R–matrices of

the quantum group Uq(g), see [TK, SV2].

6. SHEAVES OF CONFORMAL BLOCKS ON MODULI SPACES

In the previous section we associated the space of conformal blocks to a vertex algebra

V , a smooth curve X and a point x of X. Now we want to understand the behavior of

these spaces as we move x along X and vary the complex structure on X. More precisely,

we wish to organize the spaces of conformal blocks into a sheaf on the moduli space

Mg,1 of smooth pointed curves of genus g (here and below by moduli space we mean

the corresponding moduli stack in the smooth topology; D–modules on algebraic stacks

are defined in [BB, BD2]). Actually, for technical reasons we prefer to work with the

spaces of coinvariants (also called covacua), which are dual to the spaces of conformal

blocks. One can construct in a straightforward way a quasicoherent sheaf on Mg,1, whose

fiber at (X, x) is the space of coinvariants attached to (X, x). But in fact this sheaf also

carries a structure of (twisted) D–module on Mg,1, i.e., we can canonically identify the

(projectivizations of) the spaces of coinvariants attached to infinitesimally nearby points

of Mg,1 (actually, this D–module always descends to Mg). The key fact used in the proof

of this statement is the “Virasoro uniformization” of Mg,1. Namely, the Lie algebra DerK

acts transitively on the moduli space of triples (X, x, z), where (X, x) are as above and z

is a formal coordinate at x; this action is obtained by “gluing” X from Dx and X\x (see

Theorem 6.1).



875-26

In the case when the vertex algebra V is rational, the corresponding twisted D–module

on Mg is believed to be coherent, i.e., isomorphic to the sheaf of sections of a vector

bundle of finite rank equipped with a projectively flat connection (this picture was first

suggested by Friedan and Shenker [FrS]). This is known to be true in the case of the

Kac-Moody vertex algebra Lk(g) [TUY] (see also [So]) and the minimal models of the

Virasoro algebra [BFM]. Moreover, in those cases the D–module on Mg can be extended

to a D–module with regular singularities on the Deligne-Mumford compactification Mg,

and the dimensions of the fibers at the boundary are equal to those in Mg. This allows

one to compute these dimensions by “Verlinde formula” from the dimensions of the spaces

of coinvariants attached to P1 with three points. The latter numbers, called the fusion

rules, can in turn be found from the matrix of the modular transformation τ 7→ −1/τ

acting on the space of characters (see Theorem 3.2). The same pattern is believed to

hold for other rational vertex algebras, but as far as I know this has not been proved in

general.

The construction of the D–module structure on the sheaf of coinvariants is a special

case of the general formalism of localization of modules over Harish-Chandra pairs, due

to Beilinson-Bernstein [BB], which we now briefly recall.

6.1. Generalities on localization

A Harish–Chandra pair is a pair (g, K) where g is a Lie algebra, K is a Lie group, such

that k = Lie K is embedded into g, and an action Ad of K on g compatible with the

adjoint action of K on k ⊂ g and the action of k on g.

A (g, K)–action on a scheme Z is the data of an action of g on Z (that is, a homo-

morphism ρ : g → ΘZ), together with an action of K on Z, such that (1) the differential

of the K–action is the restriction of the g–action to k, and (2) ρ(Adk(a)) = kρ(a)k−1.

A (g, K)–action is called transitive if the map g ⊗ OZ → ΘZ is surjective, and simply

transitive if this map is an isomorphism.

A (g, K)–structure on a scheme S is a principal K–bundle π : Z → S together with a

simply transitive (g, K)–action on Z which extends the fiberwise action of K.

An example of (g, K)–structure is the homogeneous space S = G/K, where G is a

finite–dimensional Lie group, g = Lie G, K is a Lie subgroup of G, and we take the

obvious right action of (g, K) on X̂ = G. In the finite–dimensional setting, any space

with a (g, K)–structure is locally of this form. However, in the infinite-dimensional setting

this is no longer so. An example is the (DerO, Aut O)–structure Z = X̂ → X on a smooth

curve X, which we used above. This example can be generalized to the case when S is an

arbitrary smooth scheme. Define Ŝ to be the scheme of pairs (x,~tx), where x ∈ S and ~tx

is a system of formal coordinates at x. Set g = Der C[[z1, . . . , zn]], K = Aut C[[z1, . . . , zn]].

Then Ŝ is a (g, K)–structure on S, first considered by Gelfand, Kazhdan and Fuchs [GKF].
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Let V be a (g, K)–module, i.e., a vector space together with actions of g and K satisfying

the obvious compatibility condition. Then we define a flat vector bundle V on any variety

S with a (g, K)–structure Z. Namely, as a vector bundle, V = Z×
K

V . Since by assumption

the g–action on Z is simply transitive, it gives rise to a flat connection on the trivial vector

bundle Z×V over Z, which descends to V, because the actions of K and g are compatible.

In the special case of the (Der O, Aut O)–structure X̂ over a smooth curve X we obtain

the flat bundle V on X from §4.2.

Now consider the case when the g–action is transitive but not simply transitive (there

are stabilizers). Then we can still construct a vector bundle V on S equipped with a K–

equivariant action of the Lie algebroid gZ = g⊗OZ , but we cannot obtain an action of ΘZ

on V because the map a : gZ → ΘZ is no longer an isomorphism. Nevertheless, ΘZ will act

on any sheaf, on which Ker a acts by 0. In particular, the sheaf V ⊗OZ/ Ker a ·(V ⊗OZ) ≃

DZ ⊗Ug V gives rise to a K–equivariant D–module on Z, and hence to a D–module on

S, denoted ∆(V ) and called the localization of V on S.

More generally, suppose that V is a module over a Lie algebra l, which contains g as

a Lie subalgebra and carries a compatible K–action. Suppose also that we are given a

K–equivariant Lie algebra subsheaf l̃ of the constant sheaf of Lie algebras l⊗OZ , which is

preserved by the natural action of the Lie algebroid gZ . Then if l̃ contains Ker a, the sheaf

V ⊗OZ /̃l · (V ⊗OZ) is a K–equivariant D–module on Z, which descends to a D–module

∆̃(V ) on S.

Let us describe the fibers of ∆̃(V ) (considered as an OS–module). For s ∈ S, let Zs be

the fiber of Z at s, and ls = Zs ×
K

l, Vs = Zs ×
K

V . The fibers of l̃ at the points of Zs ⊂ M

give rise to a well-defined Lie subalgebra l̃s of ls. Then the fiber of ∆̃(V ) at s ∈ S is

canonically isomorphic to the space of coinvariants Vs/̃ls · Vs.

6.2. Localization on the moduli space of curves

We apply the above formalism in the case when S is the moduli space Mg,1 of smooth

pointed curves of genus g > 1, and Z is the moduli space M̂g,1 of triples (X, x, z), where

(X, x) ∈ Mg,1 and z is a formal coordinate at x. Clearly, M̂g,1 is an Aut O–bundle over

Mg,1.

Theorem 6.1 (cf. [ADKP, BS, Ko, TUY]). — M̂g,1 carries a transitive action of Der K

compatible with the Aut O–action along the fibers.

The action of the corresponding ind–group AutK is defined by the “gluing” construc-

tion. If (X, x, z) is an R–point of M̂g,1, and ρ ∈ Aut K(R), we construct a new R–point

(Xρ, xρ, zρ) of M̂g,1 by “gluing” the formal neighborhood of x in X with X\x with a

“twist” by ρ.

Now we are in the situation of §6.1, with g = Der K and K = Aut O. Denote by A

the Lie algebroid DerK⊗̂O
cMg,1

on M̂g,1. By construction, the kernel of the corresponding
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homomorphism a : A → Θ is the subsheaf Aout of A, whose fiber at (X, x) ∈ Mg,1 is

Vect(X\x). Applying the construction of §6.1 to V = Vir0 (the Virasoro vertex algebra

with c = 0), we obtain a D–module ∆(Vir0) on Mg,1, whose fibers are the spaces of

coinvariants Vir0 / Vect(X\x) · Vir0.

More generally, let V be an arbitrary conformal vertex algebra with central charge 0.

Then it is a module over the Lie algebra l = U(V ) from §5.3. Let l̃ = U(V )out be the

subsheaf of U(V )⊗̂O
cMg,1

, whose fiber at (X, x, z) ∈ Mg,1 equals UX\x(V ) (see §5.3). Note

that U(V ) contains Der K, and U(V )out contains Aout. Moreover, we have:

Lemma 6.2. — U(V )out is preserved by the action of the Lie algebroid A.

This is equivalent to the statement that UX\x(V ) and UXρ\xρ(V ) are conjugate by ρ,

which follows from the fact that formula (16) is valid for any ρ ∈ Aut K.

So we are again in the situation of §6.1, and hence we obtain a D–module ∆̃(V ) on Mg,1,

whose fiber at (X, x) is precisely the space of coinvariants H(X, x, V ) = Vx/UX\x(Vx) ·Vx

(see §5.3), which is what we wanted.

In the case of vertex algebras with non-zero central charge, we need to modify the

general construction of §6.1 as follows. Suppose that g has a central extension ĝ which

splits over k, and such that the extension

0 → OZ → ĝ ⊗ OZ → gZ → 0(22)

splits over the kernel of a : gZ → ΘZ . Then the quotient g′
Z of ĝ ⊗ OZ by Ker a is an

extension of ΘZ by OZ , with a natural Lie algebroid structure. The enveloping algebra of

this Lie algebroid is a sheaf D′
Z of twisted differential operators (TDO) on Z, see [BB].

Further, g′
Z descends to a Lie algebroid on S, and gives rise to a sheaf of TDO D′

S.

Now if V is a (ĝ, K)–module, we obtain a D′
Z–module D′

Z ⊗Ubg V . By construction, it is

K–equivariant, and hence descends to a D′
S–module on S. More generally, suppose that

ĝ is a Lie subalgebra of l̂, and we are given a subsheaf l̃ of l̂ ⊗ OZ , containing Ker a and

preserved by the action of ĝ⊗OZ . Then the sheaf V ⊗OZ /̃l · V ⊗OZ is a K–equivariant

D′
Z–module on Z, which descends to a D′

S–module (still denoted by ∆̃(V )). Its fibers are

the coinvariants Vs/̃ls · Vs.

Let V be a conformal vertex algebra with an arbitrary central charge c. Then by the

residue theorem the corresponding sequence (22) with ĝ = V ir splits over Ker a = Aout.

Hence there exists a TDO sheaf Dc on Mg,1 and a Dc–module ∆̃(V ) on Mg,1 whose fiber at

(X, x) is the space of coinvariants H(X, x, V ). Actually, ∆̃(V ) descends to Mg. Explicit

computation shows that the sheaf of differential operators on the determinant line bundle

over Mg corresponding to the sheaf of relative λ–differentials on the universal curve is

Dc(λ), where c(λ) = −12λ2 + 12λ − 2 (see [BS, BFM]).
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It is straightforward to generalize the above construction to the case of multiple points

with arbitrary V –module insertions M1, . . . ,Mn. In that case we obtain a twisted D–

module on the moduli space M′
g,n of n–pointed curves with non-zero tangent vectors at

the points.

6.3. Localization on other moduli spaces

In the previous section we constructed twisted D–modules on the moduli spaces of

pointed curves using the interior action of the Harish-Chandra pair (V ir, Aut O) on con-

formal vertex algebras and its modules. This construction can be generalized to the case

of other moduli spaces if we consider interior actions of other Harish–Chandra pairs.

For example, consider the Kac-Moody vertex algebra Vk(g). It carries an action of the

Harish-Chandra pair (ĝ, G(O)), where G is the simply-connected group with Lie algebra

g. The corresponding moduli space is the moduli space MG(X) of G–bundles on a curve

X. For x ∈ X, let M̂G(X) be the moduli spaces of pairs (P, s), where P is a G–bundle

on X, and s is a trivialization of P|Dx . Then M̂G(X) is a principal G(Ox)–bundle over

MG(X), equipped with a compatible g(Kx)–action. The latter is given by the gluing

construction similar to that explained in the proof of Theorem 6.1.

Now we can apply the construction of §6.1 to the (ĝx, G(Ox))–module Vk(g)x, and obtain

a twisted D–module on MG(X). Its fiber at P ∈ MG(X) is the space of coinvariants

Vk(g)x/g
P
x,out · Vk(g)x, where gP

x,out is the Lie algebra of sections of P ×
G

g over X\x.

More generally, let V be a vertex algebra equipped with a ĝ–structure of level k 6= −h∨

(see §4.4). Then V carries an action of the Harish-Chandra pair (ĝx, G(Ox)). In the

same way as in the case of the Virasoro algebra, we attach to V a twisted D–module on

MG(X), whose fiber at P is the twisted space of coinvariants HP(X, x, V ), dual to the

space CP(X, x, V ) defined in Remark 5.2.

For the Heisenberg vertex algebra π, the corresponding moduli space is the Jacobian

J(X) of X. The bundle Ĵ(X) over J(X), which parameterizes line bundles together with

trivializations on Dx, carries a transitive action of the abelian Lie algebra K. Applying the

above construction, we assign to any conformal vertex algebra equipped with an embed-

ding π → V a twisted D–module on J(X), whose fiber at L ∈ J(X) is the twisted space

of coinvariants HL(X, x, V ). The corresponding TDO sheaf is the sheaf of differential

operators acting on the theta line bundle on J(X).

By considering the action of the semi-direct product V ir⋉ĝ on V we obtain a twisted D-

module on the moduli space of curves and G–bundles on them. We can further generalize

the construction by inserting modules at points of the curve, etc.
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6.4. Local and global structure of moduli spaces

In the simplest cases the twisted D–modules obtained by the above localization con-

struction are the twisted sheaves D themselves (considered as left modules over them-

selves). For example, the sheaf ∆(Vk(g)) on MG(X) is the sheaf Dk of differential opera-

tors acting on the kth power of the determinant line bundle LG on MG(X) (the ample gen-

erator of the Picard group of MG(X)). The dual space to the stalk of Dk at P ∈ MG(X)

is canonically identified with the space of sections of L⊗k
G on the formal neighborhood

of P in MG(X). But according to our construction, this space is also isomorphic to the

space of conformal blocks CP(X, x, Vk(g)). In particular, the coordinate ring of the formal

deformation space of a G–bundle P on a curve X is isomorphic to CP(X, x, V0(g)). Thus,

using the description of conformal blocks in terms of correlation functions (see §5.4), we

obtain a realization of the formal deformation space and a line bundle on it in terms of

polydifferentials on powers of the curve X satisfying bootstrap conditions on the diago-

nals (see [BG, BD2, Gi]). On the other hand, if we replace X by Dx, the corresponding

space of polydifferentials becomes Vk(g)∗ (more precisely, its twist by the torsor of formal

coordinates at x). Therefore the vertex algebra Vk(g) may be viewed as the local object

responsible for deformations of G–bundles on curves.

Similarly, the Virasoro vertex algebra Virc and the Heisenberg vertex algebra π may

be viewed as the local objects responsible for deformations of curves and line bundles on

curves, respectively.

Optimistically, one may hope that any one–parameter family of “Verma module type”

vertex algebras (such as Virc or Vk(g)) is related to a moduli space of curves with some

additional structures. It would be interesting to identify the deformation problems related

to the most interesting examples of such vertex algebras (for instance, the W–algebras of

§3.7), and to construct the corresponding global moduli spaces. One can attach a “formal

moduli space” to any vertex algebra V by taking the double quotient of the ind–group,

whose Lie algebra is U(V ), by its “in” and “out” subgroups. But this moduli space is very

big, even in the familiar examples of Virasoro and Kac-Moody algebras. The question is

to construct a smaller formal moduli space with a line bundle, whose space of sections is

isomorphic to the space of conformal blocks C(X, x, V ).

While “Verma module type” vertex algebras are related to the local structure of moduli

spaces, rational vertex algebras (see §3.4) can be used to describe the global structure.

For instance, the space of conformal blocks C(X, x, Lk(g)) ≃ Homgout(Lk(g), C), is

isomorphic to Γk = Γ(MG(X),L⊗k
G ), see [BL, Fa, KNR]. The space C(X, x, Lk(g)) satisfies

a factorization property: its dimension does not change under degenerations of the curve

into curves with nodal singularities. This property allows one to find this dimension by

computing the spaces of conformal blocks in the case of P1 and three points with Lk(g)–

module insertions (fusion rules). The resulting formula for dimC(X, x, Lk) = dim Γk is

called the Verlinde formula, see [TUY, So].
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Since LG is ample, we can recover the moduli space of semi-stable G–bundles on X

as the Proj of the graded ring ⊕k≥0ΓNk = ⊕k≥0C(X, x, LNk(g)) for large N (the ring

of “non-abelian theta functions”). Thus, if we could define the product on conformal

blocks in a natural way, we would obtain a description of the moduli space. Using the

correlation function description of conformal blocks Feigin and Stoyanovsky [FS] have

identified the space C(X, x, Lk(g)) with the space of sections of a line bundle on the

power of X satisfying certain conditions. For example, when g = sl2 it is the space of

sections of the line bundle Ω(2nx)⊠nk over Xnk, which are symmetric and vanish on the

diagonals of codimension k (here x ∈ X, and n ≥ g). In these terms the multiplication

Γk × Γl → Γk+l is just the composition of exterior tensor product and symmetrization of

these sections. Thus we obtain an explicit description of the coordinate ring of the moduli

space of semi-stable SL2–bundles. On the other hand, replacing in the above description

X by Dx, we obtain a functional realization of Lk(sl2)
∗.

Similarly, the space of conformal blocks corresponding to the lattice vertex superalgebra

V√
NZ (see §3.3) may be identified with the space of theta functions of order N on J(X),

so we obtain the standard “functional realization” of the Jacobian J(X).

6.5. Critical level

When k = −h∨ (which is called the critical level), the vertex algebra Vk(g) is not

conformal. Nevertheless, V−h∨(g) still carries an action of DerO which satisfies the same

properties as for non-critical levels. Therefore we can still attach to V−h∨ a twisted

D–module on MG(X) (but we cannot vary the curve). This D–module is just the sheaf

D′ of differential operators acting on the square root of the canonical bundle on MG(X)

(see [BD2]).

Recall from §3.6 that the center of a vertex algebra V is the coset vertex algebra of

the pair (V, V ). This is a commutative vertex subalgebra of V . The center of Vk(g) is

simply its subspace of g[[z]]–invariants. It is easy to show that this subspace equals Cvk

if k 6= −h∨. In order to describe the center z(ĝ) of V−h∨(g) we need the concept of opers,

due to Beilinson and Drinfeld [BD2].

Let Gad be the adjoint group of g, and Bad be its Borel subgroup. By definition, a

g–oper on a smooth curve X is a Gad–bundle on X with a (flat) connection ∇ and a

reduction to Bad, satisfying a certain transversality condition [BD2]. For example, an

sl2–oper is the same as a projective connection. The set of g–opers on X is the set of

points of an affine space, denoted Opg(X), which is a torsor over ⊕ℓ
i=1Γ(X, Ωdi+1), where

di’s are the exponents of g. Denote by Ag(X) the ring of functions on Opg(X).

The above definition can also be applied when X is replaced by the disc D = Spec C[[z]]

(see [DS]). The corresponding ring Ag(D) has a natural (DerO, Aut O)–action, and is

therefore a commutative vertex algebra (see §2.2). It is isomorphic to a limit of the W–

vertex algebra Wk(g) as k → ∞ (see §3.7), and because of that it is called the classical
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W–algebra corresponding to g. For example, Asl2 (D) is a limit of Virc as c → ∞. The

following result was conjectured by Drinfeld and proved in [FF3].

Theorem 6.3. — The center z(ĝ) of V−h∨(g) is isomorphic, as a commutative vertex

algebra with Der O–action, to ALg(D), where Lg is the Langlands dual Lie algebra to g.

In fact, more is true: both of these commutative vertex algebras carry what can be

called Poisson vertex algebra (or coisson algebra, in the terminology of [BD3]) structures,

which are preserved by this isomorphism.

The localization of z(ĝ) on MG(X) is the “constant” D′–module H(X, x, z(ĝ))⊗OMG(X).

By functoriality, it is a commutative subalgebra of D′. As shown in [BD3], the space of

coinvariants of a commutative vertex algebra A is canonically isomorphic to the ring of

functions on Γ∇(X, Spec A). In our case we obtain: Γ∇(X, Spec ALg) ≃ OpLg(X), and so

H(X, x,ALg(D)) ≃ ALg(X). Theorem 6.3 then implies:

Corollary 6.4. — There is a homomorphism of algebras ALg(X) → Γ(MG(X),D′).

Beilinson and Drinfeld have shown in [BD2] that this map is an embedding, and if G

is simply-connected, it is an isomorphism. In that case, each LG–oper ρ gives us a point

of the spectrum of the commutative algebra Γ(MG(X),D′), and hence a homomorphism

ρ̃ : Γ(MG(X),D′) → C. The D′–module D′/(D′ ·m
eρ) on MG(X), where m

eρ is the kernel

of ρ̃, is holonomic. It is shown in [BD2] that the corresponding untwisted D–module is a

Hecke eigensheaf attached to ρ by the geometric Langlands correspondence.

6.6. Chiral deRham complex

Another application of the general localization pattern of §6.1 is the recent construction,

due to Malikov, Schechtman and Vaintrob [MSV], of a sheaf of vertex superalgebras on

any smooth scheme S called the chiral deRham complex. Under certain conditions, this

sheaf has a purely even counterpart, the sheaf of chiral differential operators. Here we

give a brief review of the construction of these sheaves.

Let ΓN be the Weyl algebra associated to the symplectic vector space C((t))N ⊕

(C((t))dt)N . It has topological generators ai,n, a∗
i,n, i = 1, . . . , N ; n ∈ Z, with relations

[ai,n, a∗
j,m] = δi,jδn,−m, [ai,n, aj,m] = [a∗

i,n, a∗
j,m] = 0.

Denote by HN the Fock representation of ΓN generated by the vector |0〉, satisfying

ai,n|0〉 = 0, n ≥ 0; a∗
i,m|0〉 = 0,m > 0. This is a vertex algebra, such that

Y (ai,−1|0〉, z) = a(z) =
∑

n∈Z

ai,nz−n−1, Y (a∗
i,0|0〉, z) = a∗(z) =

∑

n∈Z

a∗
i,nz−n.

Let
∧•

N be the fermionic analogue of HN defined in the same way as in §3.7. This is

the Fock module over the Clifford algebra with generators ψi,n, ψ∗
i,n, i = 1, . . . , N, n ∈ Z,

equipped with an additional Z–gradation. It is shown in [MSV] that the vertex algebra
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structure on HN may be extended to ĤN = HN ⊗
C[a∗

i,0]
C[[a∗

i,0]]. Let Ω̂•
N = ĤN ⊗

∧•
N . It

carries a differential d = Res
∑

i ai(z)ψ∗
i (z), which makes it into a complex.

Denote by WN (resp., ON , Ω1
N) the topological Lie algebra of vector fields (resp., ring

of functions, module of differentials) on Spec C[[t1, . . . , tN ]]. Define a map WN → U(Ω̂•
N)

(the completion of the Lie algebra of Fourier coefficients of fields from Ω̂•
N) sending

f(ti)∂tj 7→ Res

(

: f(a∗
i (z))aj(z) : +

N∑

k=1

: (∂tkf)(a∗
i (z))ψ∗

k(z)ψj(z) :

)

.

Explicit computation shows that it is a homomorphism of Lie algebras (this is an example

of “supersymmetric cancellation of anomalies”) [FF2, MSV]. We obtain a WN–action on

Ω̂•
N , which can be exponentiated to an action of the Harish-Chandra pair (WN , Aut ON).

Furthermore, because the (WN , Aut ON)–action comes from the residues of vertex opera-

tors, it preserves the vertex algebra structure on V (so the group Aut ON is an example

of the group of internal symmetries from §4.4). Recall from §6.1 that any smooth scheme

S of dimension N carries a canonical (WN , Aut ON)–structure Ŝ. Applying the construc-

tion of §6.1, we attach to Ω̂•
N a D–module on S. The sheaf of horizontal sections of this

D–module is a sheaf of vertex superalgebras (with a structure of complex) on S. This

is the chiral deRham complex of S, introduced in [MSV]. For its applications to mirror

symmetry and elliptic cohomology, see [BoL, Bo1].

Now consider a purely bosonic analogue of this construction (i.e., replace Ω̂N with

ĤN). The Lie algebra U(ĤN) of Fourier coefficients of the fields from ĤN has a filtration

A≤i
N , i ≥ 0, by the order of ai,n’s. Note that A≤1

N is a Lie subalgebra of U(ĤN) and A0
N

is its (abelian) ideal. Denote by TN the Lie algebra A≤1
N /A0

N . Intuitively, U(ĤN) is the

algebra of differential operators on the topological vector space C((t))N with the standard

filtration, A(0) (resp., TN) is the space of functions (resp., the Lie algebra of vector fields)

on it, and ĤN is the module of “delta–functions supported on C[[t]]N”.

In contrast to the finite-dimensional case, the extension

0 → A0
N → A≤1

N → TN → 0

does not split [FF2]. Because of that, the naive map WN → U(ĤN) sending f(ti)∂tj to

Res : f(a∗
i (z))aj(z) : is not a Lie algebra homomorphism. Instead, we obtain an extension

0 → Ω1
N/dON → W̃N → WN → 0(23)

of WN by its module Ω1
N/dON , which is embedded into A≤1

N by the formula g(ti)dtj 7→

Res g(a∗
i (z))∂za

∗
j(z). If the sequence (23) were split, we would obtain a (WN , Aut ON)–

action on ĤN and associate to ĤN a D–module on S in the same way as above.

But in reality the extension (23) does not split for N > 1 (note that Ω1
1/dO1 = 0).

Hence in general we only have an action on ĤN of the Harish-Chandra pair (W̃N , ÃutON),

where ÃutON is an extension of AutON by the additive group Ω1
N/dON . This action again

preserves the vertex algebra structure on V . To apply the construction of §6.1, we need a
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lifting of the (WN , Aut ON)–structure Ŝ on S to a (W̃N , ÃutON)–structure. Such liftings

form a gerbe on S (in the analytic topology) with the lien Ω1
S/dOS ≃ Ω2

S,cl, the sheaf of

closed holomorphic two-forms on S. The equivalence class of this gerbe in H2(S, Ω2
S,cl)

is computed in [GMS]. If this class equals 0, then we can lift Ŝ to an (W̃N , ÃutON)–

structure S̃ on S, and the set of isomorphism classes of such liftings is an H1(S, Ω2
S,cl)–

torsor. Applying the construction of §6.1, we can then attach to ĤN a D–module on

S. The sheaf of horizontal sections of this D–module is a sheaf of vertex algebras on

S. This is the sheaf of chiral differential operators on S (corresponding to S̃) introduced

in [MSV, GMS]. As shown in [GMS], the construction becomes more subtle in Zariski

topology; in this case one naturally obtains a gerbe with the lien Ω2
S → Ω3

S,cl.

In the case when S is the flag manifold G/B of a simple Lie algebra g, one can construct

the sheaf of chiral differential operators in a more direct way. The action of g on the flag

manifold G/B gives rise to a homomorphism g((t)) → TN , where N = dim G/B. It is

shown in [Wa, FF1, FF2] that it can be lifted to a homomorphism ĝ → A≤1
N of level −h∨

(Wakimoto realization). Moreover, it gives rise to a homomorphism of vertex algebras

V−h∨(g) → HN . Hence we obtain an embedding of the constant subalgebra g of ĝ into

W̃N , and a (g, B)–action on ĤN . On the other hand, G/B has a natural (g, B)–structure,

namely G. Applying the localization construction to the Harish-Chandra pair (g, B)

instead of (W̃N , ÃutON), we obtain the sheaf of chiral differential operators on G/B –

note that it is uniquely defined in this case (see [MSV]).

7. CHIRAL ALGEBRAS

In §4.2, we gave a coordinate independent description of the vertex operation Y (·, z).

The formalism of chiral algebras invented by Beilinson and Drinfeld [BD3] (see [G] for a

review) is based on a coordinate–free realization of the operator product expansion (see

§2.6). In the definition of Yx we acted by Y (A, z) on B, placed at the fixed point x ∈ X.

In order to define the OPE invariantly, we need to let x move along X as well. This is

one as follows. Recall that to each conformal vertex algebra V we have assigned a vector

bundle V on any smooth curve X. Choose a formal coordinate z at x ∈ X, and use

it to trivialize V|Dx . Then V ⊠ V(∞∆) is a sheaf on D2
x = Spec C[[z, w]] associated to

the C[[z, w]]–module V ⊗ V [[z, w]][(z − w)−1]. Let ∆!V be a sheaf on D2
x associated to

the C[[z, w]]–module V [[z, w]][(z − w)−1]/V [[z, w]]. Recall from §4.2 that we have a flat

connection on V. Hence V is a vector bundle with a flat connection, i.e., a D–module,

on Dx. The sheaves V ⊠ V(∞∆) and ∆!V are not vector bundles, but they have natural

structures of D–modules on D2
x (independent of the choice of z). Because of that, we

switch to the language of D–modules. The following result is proved in the same way as

in Theorem 4.1 (see also [HL]).
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Theorem 7.1. — Define a map Y
(2)
x : V ⊠ V(∞∆) → ∆!V by the formula

Y(2)
x (f(z, w)A ⊠ B) = f(z, w)Y (A, z − w) · B mod V [[z, w]].

Then Y
(2)
x is a homomorphism of D–modules, which is independent of the choice of the

coordinate z.

At this point it is convenient to pass to the right D–module on X corresponding to

the left D–module V. Recall that if F is a left D module on a smooth variety Z, then

Fr := F ⊗ ΩZ , where ΩZ denotes the canonical sheaf on Z, is a right D–module on Z.

Denote ∆ : X →֒ X2, j : X2\∆(X) →֒ X2.

Corollary 7.2. — The vertex algebra structure on V gives rise to a homomorphism of

right D–modules on X2, µ : j∗j∗V
r
⊠ Vr → ∆!V

r satisfying the following conditions:

• (skew-symmetry) µ(f(x, y)A ⊠ B) = −σ12 ◦ µ(f(y, x)B ⊠ A);

• (Jacobi identity) µ(µ(f(x, y, z)A ⊠ B) ⊠ C) + σ123 ◦ µ(µ(f(y, z, x)B ⊠ C) ⊠ A)

+σ−1
123 ◦ µ(µ(f(z, x, y)C ⊠ A) ⊠ B) = 0.

• (vacuum) we are given an embedding Ω →֒ Vr compatible with the natural homo-

morphism j∗j
∗Ω ⊠ Ω → ∆!Ω.

Beilinson and Drinfeld define a chiral algebra on a curve X as a right D–module A

on X equipped with a homomorphism j∗j
∗A ⊠ A → ∆!A satisfying the conditions of

Corollary 7.2 (see [BD3, G]).

The axioms of chiral algebra readily imply that for any chiral algebra A, its deRham

cohomology H•
dR(Σ,A) is a (graded) Lie algebra for any open Σ ⊂ X. In particular, for

an affine open Σ ⊂ X we obtain the result mentioned in §5.3 that H0
dR(Σ,Vr) is a Lie

algebra.

Define the right D–module Vr
2 on X2 as the kernel of the homomorphism µ, and

let V2 = Vr
2 ⊗ Ω−1

X2 be the corresponding left D–module. There is a canonical isomor-

phism H(X, x, V ) ≃ H2
dR(X2,Vr

2) (see [G], Prop. 5.1). It is dual to the isomorphism

C(X, x, V ) ≃ Γ∇(X2,V∗
2) mentioned in §5.4.

Beilinson and Drinfeld give a beautiful description of chiral algebras as factorization

algebras. By definition, a factorization algebra is a collection of quasicoherent O–modules

Fn on Xn, n ≥ 1, satisfying a factorization condition, which essentially means that the

fiber of Fn at (x1, . . . , xn) is isomorphic to ⊗s∈S(F1)s, where S = {x1, . . . , xn}. For

example, j∗F2 = j∗(F1 ⊠F1) and ∆∗F2 = F1. Intuitively, such a collection may be viewed

as an O–module on the Ran space R(X) of all finite non-empty subsets of X. In addition,

it is required that F1 has a global section (unit) satisfying natural properties. It is proved

in [BD3] that under these conditions each Fn is automatically a left D–module. Moreover,

the right DX–module Fr
1 = F1 ⊗ΩX acquires a canonical structure of chiral algebra, with

µ given by the composition j∗j∗F
r
1 ⊠ Fr

1 = j∗j∗F
r
2 → ∆!∆

!Fr
2 = ∆!F

r. In fact, there is
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an equivalence between the categories of factorization algebras and chiral algebras on X

[BD2].

For a chiral algebra Vr, the corresponding sheaf Fn on Xn is the sheaf Vn mentioned in

§5.4 (its dual is the sheaf of chiral correlation functions). Using these sheaves, Beilinson

and Drinfeld define “chiral homology” Hch
i (X,Vr), i ≥ 0, of a chiral algebra Vr. Intu-

itively, this is (up to a change of cohomological dimension) the deRham cohomology of

the factorization algebra corresponding to V, considered as a D–module on the Ran space

R(X). The 0th chiral homology of Vr is isomorphic to Hn
dR(Xn,Vn ⊗ ΩXn) for all n > 1

and hence to the space of coinvariants H(X, x, V ). The full chiral homology functor may

therefore be viewed as a derived coinvariants functor.

As an example, we sketch the Beilinson-Drinfeld construction of the factorization al-

gebra corresponding to the Kac-Moody vertex algebra V0(g) [BD2] (see also [G]). Let

Grn be the ind-scheme over Xn whose fiber Grx1,... ,xn over (x1, . . . , xn) ∈ X is the

moduli space of pairs (P, t), where P is a G–bundle on X, and t is its trivialization

on X\{x1, . . . , xn} (e.g., the fiber of Gr1 over any x ∈ X is isomorphic to the affine

Grassmannian G(K)/G(O)). Let e be the section of Grn corresponding to the trivial G–

bundle, and Ax1... ,xn be the space of delta–functions on Grx1,... ,xn supported at e. These

are fibers of a left D–module An on Xn. Claim: {An} form a factorization algebra. The

factorization property for {An} follows from the factorization property of the ind-schemes

Grn: namely, Grx1,... ,xn =
∏

s∈S Grs, where S = {x1, . . . , xn}. The chiral algebra corre-

sponding to the factorization algebra {An} is V0(g)r. To obtain the factorization algebra

corresponding to Vk(g)r with k 6= 0, one needs to make a twist by a line bundle on Gr1.

A spectacular application of the above formalism is the Beilinson-Drinfeld construction

of the chiral Hecke algebra associated to a simple Lie algebra g and a negative integral

level k < −h∨. The corresponding vertex algebra Sk(g) is a module over ĝ × LG:

Sk(g) = ⊕λ∈LP+Mλ,k ⊗ V ∗
λ , where Vλ is a finite-dimensional LG–module with highest

weight λ, and Mλ,k is the irreducible highest weight ĝ–module of level k with highest

weight (k + h∨)λ. Here LG is the group of adjoint type corresponding to Lg, and LP+

is the set of its dominant weights; we identify the dual h∗ of the Cartan subalgebra of g

with h = Lh∗ using the normalized invariant inner product on g. In particular, Sk(g) is

a module over Vk(g) = M0,k. Note that using results of [KL] one can identify the tensor

category of LG–modules with a subcategory of the category O of ĝ–modules of level k, so

that Vλ corresponds to Mλ,k. The analogues of Sk(g) when g is replaced by an abelian

Lie algebra with a non-degenerate inner product are lattice vertex algebras VL from §3.4.

As a chiral algebra, the chiral Hecke algebra is the right D–module Sk(g)r on X

corresponding to the twist of Sk(g) by X̂. The corresponding factorization algebra is

constructed analogously to the above construction of Vk(g) using certain irreducible D–

modules on Gr1 corresponding to Vλ; see [G] for the construction in the abelian case (it

is also possible to construct a vertex algebra structure on Sk(g) directly, using results of
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[KL]). Moreover, for any flat LG–bundle E on X, the twist of Sk(g)r by E with respect

to the LG–action on Sk(g) is also a chiral algebra on X. Conjecturally, the complex of

sheaves on MG(X) obtained by localization of this chiral algebra (whose fibers are its chi-

ral homologies) is closely related to the automorphic D–module that should be attached

to E by the geometric Langlands correspondence.
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DERIVATIVES OF EISENSTEIN SERIES

AND GENERATING FUNCTIONS FOR ARITHMETIC CYCLES

by Stephen S. KUDLA

The classical formula of Siegel and Weil identifies the values of Siegel–Eisenstein series at

certain critical points as integrals of theta functions. When the critical point is the center

of symmetry for the functional equation, the Fourier coefficients of the values of the ‘even’

Siegel–Eisenstein series thus contain arithmetic information about the representations of

quadratic forms. It is natural to ask for an arithmetic interpretation of the derivative of

the ‘odd’ series at their center of symmetry.

I would like to report on my work on a family of identities relating the Fourier expansions

of the derivatives of certain Siegel–Eisenstein series at their center of symmetry, on one

side, and generating functions for the degrees of 0–cycles on moduli schemes for abelian

varieties, on the other. On the one hand, such identities can be viewed as generalizations

of the Siegel–Weil formula to the case of the derivative. On the other hand, the identities

imply that the generating functions in question, which are given as power series in q with

coefficients arising from arithmetical algebraic geometry, are in fact the q-expansions of

modular forms. This work grows out of results obtained in collaboration with Steve Rallis

[18], [19], [20] and with John Millson [15], [16], [17]. More recent progress has been made

in collaboration with Michael Rapoport [21], [22], [23] and Tonghai Yang [24], [25]. At

present, the identities have been fully established only in certain special cases as explained

below. Nonetheless, these examples, together with partial results in higher dimensions,

suggest the outline of a more extensive theory.

An additional origin of the investigation described here was the study of the triple

product L-function at the center of the critical strip, in collaboration with Michael Harris

[9] and with Benedict Gross [7]. In particular, a Siegel–Eisenstein series is a key ingredient

in the Rankin-Selberg integral representation of this L–function. Thus the occurrence of

arithmetic geometric quantities in the central derivatives of the Eisenstein series should

reflect their appearance in the central derivative of the L–function, and hence should

provide a relation to the Gross–Zagier formula [8].

Support of NSF Grant DMS 9970506 is gratefully acknowledged.
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Section 1 contains two examples, one recalling the work of Hirzebruch and Zagier on the

modular generating functions for curves on a Hilbert–Blumenthal surface and the second

illustrating a generating function in the simplest arithmetic case, involving the derivative

of a classical Eisenstein series of weight 1. In section 2, the incoherent Siegel–Eisenstein

series, which should be related to arithmetic generating series, are defined in general.

Section 3 reviews the results of [15],[16],[17] on generating functions for cycles on locally

symmetric spaces. These results suggest what one should hope for in the arithmetic case.

In section 4, the generating function for 0–cycles on an arithmetic surface attached to

a Shimura curve is defined, and Conjecture 4.7 relates it to the central derivative of an

incoherent Eisenstein series of weight 3
2

and genus 2. The comparison of the nonsingular

Fourier coefficients of the two objects is discussed in sections 5 and 6. Section 7 contains a

brief survey of results in higher dimensional cases as well as a second look at the simplest

example of section 1. Some speculations about further developments are made in section 8.

1. Two examples

2. Central derivatives of Siegel–Eisenstein series

3. Generating functions in the geometric case

4. Generating functions for arithmetic 0–cycles; the case of Shimura curves

5. Non-singular Fourier coefficients

6. Green’s functions and Whittaker functions

7. Further results

8. Final remarks

I would like to warmly thank J.-B. Bost, G. Henniart and M. Rapoport for detailed

comments and advice on the original draft of this report.

0.1. Notation

Q, A, Af , A× denote the rational numbers, the adèles, the finite adèles,

and the idèles of Q respectively.

Ẑ = lim
←−
n

Z/nZ, and, for any Z–module M , M̂ = M ⊗Z Ẑ.

Fq denotes the finite field with q elements, and F̄q denotes an algebraic closure of it.

( , )p (resp. ( , )A) denotes the quadratic Hilbert symbol for Qp (resp. A).

ψ is a fixed nontrivial character of A/Q.

Hg = {τ = u + iv ∈ Symg(C) | v > 0} is the Siegel space of genus g;

H = H1 is the upper half–plane.

e(x) = e2πix

Symn(R) = {x ∈ Mn(R) | tx = x} = the space of n × n symmetric matrices.

diag(a1, . . . , an) =






a1

. . .

an




 ∈ Symn(R).
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1. TWO EXAMPLES

To fix ideas, it may be useful to consider two examples in classical language. The

first of these illustrates the construction of generating functions for curves on a complex

surface. More precisely, it gives a compact quotient version of the Hirzebruch–Zagier

generating function for curves on a Hilbert–Blumenthal surface and a similar generating

function for 0–cycles on such a surface. The second example illustrates the arithmetic

case where cycles on moduli spaces for abelian varieties are defined by imposing extra

endomorphisms. The example involves CM elliptic curves and the generating function is

identified as the central derivative of an Eisenstein series of weight 1.

1.1. The case of a complex surface.

The results of this section are special cases of joint work with John Millson [15], [16],

[17]. Let V , ( , ) be a 4–dimensional rational vector space with a symmetric bilinear form

of signature (2, 2). Let Q(x) = 1
2
(x, x) be the associated quadratic form. Fix a lattice L

in V on which the form is Z–valued and let

Γ ⊂ {γ ∈ SO(V )(Q)+ | γL = L}

be a subgroup of finite index, where SO(V )(R)+ is the identity component of the Lie

group SO(V )(R) and SO(V )(Q)+ = SO(V )(Q) ∩ SO(V )(R)+. The space D of negative

2–planes in V (R) is isomorphic to the product H×H of two copies of the upper half–plane

H, and the quotient S = Γ\D is (the complex points of) a quasi–projective variety. Now

assume that the space V is anisotropic so that S is projective. This assumption eliminates

complications coming from the compactification of the cusps, which are a significant issue

in the Hilbert–Blumenthal case considered by Hirzebruch and Zagier.

For a vector x ∈ V (Q) with Q(x) > 0, let

Dx = {z ∈ D | z ⊥ x}

be the set of negative 2–planes orthogonal to x, so that Dx ⊂ D is isomorphic to an

embedded upper half–plane H ⊂ H × H. The image Z(x, Γ) of Dx in the quotient S is

a compact curve, the image of the quotient Γx\Dx, where Γx is the stabilizer of x. Note

that the curve Z(x, Γ) depends only on the Γ orbit of x. Associated to a positive integer

t, there is a finite sum of such curves

Z(t, L) =
∑

x ∈ L, Q(x) = t

mod Γ

Z(x, Γ),(1.1)

parametrized by the Γ–orbits in the set of lattice vectors of length t. This is the ana-

logue of the Hirzebruch–Zagier curve TN on a Hilbert–Blumenthal surface [11]. Let
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[Z(t, L)] ∈ H2(S, Q) be the cohomology class of Z(t, L), and let [Z(0, L)] ∈ H2(S, Q)

be the cohomology class of the invariant form∗

ω = −
1

4π

(
Im(z1)

−2 dz1 ∧ dz̄1 + Im(z2)
−2 dz2 ∧ dz̄2

)
(1.2)

on H × H. As in [11], one can form a generating function

φ1(τ, L) = [Z(0, L)] +
∑

t∈Z>0

[Z(t, L)] qt,(1.3)

where q = e(τ), for an auxiliary variable τ = u + iv ∈ H. The analogue of the result of

Hirzebruch–Zagier [11] is a special case of [15], [16], [17], see Theorem 3.1 below.

Theorem 1.1. — The generating function φ1(τ, L) is an elliptic modular form of weight

2, valued in H2(S, C).

Taking the intersection product with the cohomology class of an arbitrary curve C on

S one obtains:

Corollary 1.2. — For a curve C on S, the generating function for intersection num-

bers

φ1(τ, L) · [C] = vol(C) +
∑

t>0

[Z(t, L)] · [C] qt

is a modular form of weight 2. Here vol(C) =
∫

C
ω.

One can also define a generating function for 0–cycles on S as follows. For a pair

of vectors x = [x1, x2] ∈ V (Q)2 with matrix of inner products Q(x) = 1
2
((xi, xj))i,j ∈

Sym2(Q), there is an associated cycle Dx = Dx1 ∩ Dx2 ⊂ D. If Q(x) is nonsingular, then

Dx is a point when Q(x) is positive definite and is empty otherwise. If Q(x) has rank 1,

then Dx = Dx1 = Dx2 is a curve when Q(x) ≥ 0 (the components x1 and x2 are colinear

since V is anisotropic) and is empty otherwise. Finally, if Q(x) = 0, then x = 0 and

Dx = D. Let Z(x, Γ) be the image of Dx in the quotient S; again, this depends only on

the Γ–orbit of x. For T ∈ Sym2(Z), let

Z(T, L) =
∑

x ∈ L2, Q(x) = T

mod Γ

Z(x, Γ).(1.4)

If T > 0 is positive definite, Z(T, L) is either empty or a finite sum of points on S. If

T ≥ 0, has rank 1, then Z(T, L) is either empty or a finite sum of curves on S, and

if T = 0, then Z(0, L) = S. Let [Z(T, L)] ∈ H2r(T )(S, Q) be the cohomology class of

Z(T, L), where r(T ) = rank(T ). The generating function in this case is

φ2(τ, L) =
∑

T∈Sym2(Z)≥0

[Z(T, L)] ∪ [ω]2−r(T ) qT ,(1.5)

∗This is twice the form used in [11], p.104, since the Z(t, L)’s of (1.1) are twice the corresponding

cycles in [11].
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where τ ∈ H2, the Siegel space of genus 2, and qT = e(tr(Tτ)). Note that the terms for

singular T ’s are obtained by shifting by suitable powers of [ω]. The coefficients of this

generating function lie in H4(S, C), and [15], [16], [17] yield the following result.

Theorem 1.3. — The generating function φ2(τ, L) is a Siegel modular form of weight 2

and genus 2 valued in H4(S, C).

Applying the degree map H4(S, C) → C, one obtains a scalar valued Siegel modular

form.

Corollary 1.4. — The generating function

deg(φ2(τ, L)) = vol(S) +
∑

T∈Sym2(Z)≥0

r(T )=1

vol(Z(T, L)) qT +
∑

T∈Sym2(Z)>0

deg(Z(T, L)) qT

is a Siegel modular form of weight 2 and genus 2.

In particular, the positive definite Fourier coefficients of deg(φ2(τ, L)) are the degrees

of the 0–cycles Z(T, L) on the surface S. The volumes of curves on S are taken with

respect to the restriction of the invariant (1,1)–form ω of (1.2) and

vol(S) =

∫

S

ω2.

Theorems 1.1 and 1.3 are proved by constructing a theta function θ1(τ, L) for τ ∈ H,

resp. θ2(τ, L) for τ ∈ H2, valued in closed (1, 1)–forms, resp. closed (2, 2)–forms on S. The

generating function is the cohomology class of this theta function, i.e., φi(τ, L) = [θi(τ, L)]

for i = 1, 2, and hence is modular. In addition, the generating function of Corollary 1.2

resp. Corollary 1.4 is obtained as the integral of θ1(τ, L) over the curve C, resp. θ2(τ, L)

over S. For suitable Γ’s, this last integral over S is a constant multiple of the group

theoretic integral of the theta function which occurs in the Siegel–Weil formula, and

hence coincides with a special value of a Siegel–Eisenstein series of genus 2 at the point

s = 1
2
, [13] and Proposition 3.2 below.

Corollary 1.5. — There is a nonzero constant c such that

deg(φ2(τ, L)) = c · E(τ,
1

2
, L)

for a suitable Siegel–Eisenstein series E(τ, s, L) of genus 2 and weight 2.

In the case in which S is a product of modular curves, such a geometric interpretation

of the Fourier coefficients of a Siegel–Eisenstein series was observed by Gross and Keating

[6].
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1.2. Interlude.

More general results of this type, [15], [16], [17], and [13], concerning generating func-

tions for cycles of codimension n on Shimura varieties X defined by rational quadratic

forms of signature (m − 2, 2) are discussed in section 3 below. Note that the complex

dimension of X is m − 2. The main aim of this report is to explain the first steps in

establishing a similar theory in the arithmetic case. Roughly speaking, this means the

following. First, one wants to consider cycles of codimension n on integral models X of

the Shimura varieties X and their classes in the arithmetic Chow groups ĈH
r
(X), [4]. For

2 ≤ m ≤ 4, integral models can be obtained as moduli spaces of suitable abelian varieties,

and cycles can be defined as the loci where the abelian varieties in question are equipped

with additional endomorphisms of a certain type. The theta functions valued in the de-

Rham complex are not available in this context, and so it is not clear at present how to

define generating functions for cycles of arbitrary codimension. If one considers 0–cycles,

however, one may apply the arithmetic degree map d̂eg : ĈH
m−1

(X) → R. One may then

look for an analogue of Corollary 1.5 and Proposition 3.2, where the Siegel–Eisenstein

series will now have genus n = m − 1 and the critical point will be s0 = m
2
− n+1

2
= 0,

i.e., the central point on the real axis for the functional equation of the Eisenstein series.

Moreover, it turns out that the ‘correct’ Eisenstein series of genus n and weight n+1
2

will

have a zero at this point, so that one should look at its first derivative E ′(τ, 0, L). The

case of the arithmetic surfaces attached to Shimura curves is discussed at length below in

sections 4–6, and the analogue of Corollary 1.5 is given in Conjecture 4.7. The simplest

example, however, occurs for m = 2. This case involves only classical objects, e.g., elliptic

curves with complex multiplication and Eisenstein series of weight 1 for SL2.

1.3. Derivatives of Eisenstein series of weight 1.

This section describes the simplest case in which the derivative at s = 0 of an Eisenstein

series can be identified with a generating function for the arithmetic degrees of 0–cycles on

a moduli scheme. These results are joint work with Michael Rapoport and Tonghai Yang

[24]. Fix a prime d ≡ 3 mod 4 with d > 3, and let k = Q(
√
−d) be the corresponding

imaginary quadratic field with ring of integers Ok and associated Dirichlet character χd.

Let

Λ(s, χd) = π− s+1
2 Γ

(
s + 1

2

)

L(s, χd)

where L(s, χd) is the Dirichlet L–series of χd. For a nonzero integer n ∈ Z, let ρ(n) be

the number of ideals in Ok of norm n. For example, note that, for a prime p, ρ(p) = 0 if

p is inert in k, ρ(p) = 2 is p is split in k, and ρ(d) = 1.
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There are two normalized Eisenstein series of weight 1 for Γ = SL2(Z) attached to k.

For τ = u + iv ∈ H, and s ∈ C with Re(s) > 1, let

E∗
±(τ, s) = v

s
2 d

s+1
2 Λ(s + 1, χd)

∑

γ∈Γ∞\Γ

(cτ + d)−1|cτ + d|−s Φ±(γ),

where, for γ =

(

a b

c d

)

∈ Γ,

Φ±(γ) =







χd(a) if c ≡ 0 mod (d)

±i d− 1
2 χd(c) if c is prime to d.

The entire analytic continuation of these series in s satisfy the functional equations

E∗
±(τ,−s) = ±E∗

±(τ, s).

A general construction of series of this sort is described in section 2 below. A case of the

Siegel–Weil formula due to Hecke describes the value at s = 0 of the even series:

E∗
+(τ, 0) = 2hk + 4

∞∑

t=1

ρ(t) qt = 2
∑

a

ϑ(τ, a),

where hk is the class number of k, the ideal a runs over representatives of the ideal classes

of k, and θ(τ, a) is the binary theta series attached to a. For the odd series, E∗
−(τ, 0) = 0,

and the function of interest is the (negative of the) leading term

φ(τ, d) = −
∂

∂s

{
E∗

−(τ, s)
}∣
∣
s=0

.

Theorem 1.6. — The modular form φ(τ, d) of weight 1 has Fourier expansion

φ(τ, d) = a0(v) +
∑

t<0

at(v) qt +
∞∑

t=1

at q
t,

where, for t > 0,

at = 2 log(d) (ordd(t) + 1) ρ(t) + 2
∑

p6=d

log(p) (ordp(t) + 1) ρ(t/p),

where the sum runs over primes p inert in k,

a0 = −hk
(
log(d) + log(v) + 2

Λ′(1, χd)

Λ(1, χd)

)
,

and, for t < 0,

at(v) = −2Ei(−4π|t|v) ρ(−t).

Here

−Ei(−x) =

∫ ∞

1

u−1 e−ux du

is the exponential integral.
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The idea now is to give an interpretation of these coefficients as the degrees in the

sense of arithmetic geometry of certain 0–cycles on the coarse moduli scheme M for

elliptic curves (E, ι) with complex multiplication ι : Ok →֒ End(E) by Ok. This scheme

over Ok can be identified with Spec(OH), where H is the Hilbert class field of k. For such

a curve (E, ι), the space of special endomorphisms is the Z-module

V (E, ι) = {x ∈ End(E) | x ι(a) = ι(ā) x for all a ∈ Ok }.(1.6)

This space has a Z-valued quadratic form Q defined by x2 = −Q(x) · idE. For t ∈ Z,

let Z(t) be the coarse moduli scheme whose points over an algebraically closed field

correspond to triples (E, ι, x) where x ∈ V (E, ι) with Q(x) = t. The scheme Z(t) → M

is the locus of (E, ι)’s with an extra multiplication, anticommuting with the action of Ok.

Such extra endomorphisms can only exist for a supersingular curve E in characteristic p

for a prime p which is not split in k. Then Z(t) = Spec(R(t)) where R(t) is an Artin

algebra in which p is nilpotent. Let

d̂eg(Z(t)) = log |R(t)|.

The second main result of [24] is a calculation of this degree; this calculation depends in

an essential way on the results of Gross [5].

Theorem 1.7. — For t > 0,

d̂eg(Z(t)) = at,

and hence

φ(τ, d) =
∑

t>0

d̂eg(Z(t)) qt + a0(v) +
∑

t<0

at(v) qt.

A sort of geometric interpretation of the remaining terms will be discussed in section 7

below, cf. also [24].

2. CENTRAL DERIVATIVES OF SIEGEL–EISENSTEIN SERIES

A general construction of ‘even’ and ‘odd’ Siegel–Eisenstein series is best described

in representation theoretic language, and is connected with the Siegel–Weil formula at

the central critical point. These series, which will be called coherent and incoherent

series respectively, for reasons explained below, will have integral or half–integral weight

depending on the parity of the dimension of the relevant quadratic spaces. Hence it is

necessary to work on the metaplectic group.

Let G = Sp2n be the symplectic group of rank n over Q and let P = MN be the

maximal parabolic with Levi factor M ≃ GLn and unipotent radical N ≃ Symn. Let

GA =







Mp2n(A) if n is even

Sp2n(A) if n is odd,
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where Mp2n(A) is the twofold metaplectic cover of Sp2n(A), and let PA and MA be the

subgroups of GA corresponding to P and M . Let GQ be Sp2n(Q) for n odd resp. the

image of this group in Mp2n(A) under the canonical splitting, if n is even. For each place

p ≤ ∞ of Q, there are groups Gp, Pp and Mp, defined analogously.

A quadratic character χ of A×/Q× determines a character χ = χψ of MA, trivial on

MQ = MA ∩ GQ, and for s ∈ C, one has the degenerate principal series representation

I(s, χ) = IndGA
PA

(χ| |s)

of GA. (The character χψ depends on the fixed choice of the nontrivial additive character

ψ of A/Q in the metaplectic case.)

For Φ(s) ∈ I(s, χ), the Siegel-Eisenstein series is defined for Re(s) > n+1
2

by

E(g, s, Φ) =
∑

γ∈PQ\GQ

Φ(γg, s).

From the standard theory of Eisenstein series one knows that this function has a mero-

morphic analytic continuation to the whole s–plane and satisfies a functional equation

relating s and −s. In addition, it has no poles on the line Re(s) = 0 (unitary axis). In

particular, there is an intertwining map

E(0) : I(0, χ) −→ A(G), Φ(0) 7→ E(0, Φ)(2.1)

from the degenerate principal series at s = 0 to the space A(G) of automorphic forms on

GA.

The image and kernel of this map can be described in terms of representations associated

to quadratic forms as follows.

A rational vector space V of dimension m with a nondegenerate quadratic form Q

determines a quadratic character χV of A×/Q× by

χV (x) = (x, (−1)
m(m−1)

2 det(Q))A,

where ( , )A is the global quadratic Hilbert symbol. For such a space (V,Q), there is a

Weil representation ωV of GA on the Schwartz space S(V (A)n), determined by ψ. This

gives rise to a GA– intertwining map

λV : S(V (A)n) −→ I(s0, χV ), λV (ϕ)(g) =
(
ωV (g)ϕ)(0),

where s0 = m
2
− n+1

2
. Specializing to the case χV = χ and m = n + 1, one obtains an

irreducible constituent Π(V ) = λV

(
S(V (A)n)

)
of I(0, χ).

Similarly, for each place p ≤ ∞, there is an analogous local construction which yields

an irreducible constituent Πp(Vp) of the local induced representation Ip(0, χVp) of Gp

associated to each quadratic space Vp over Qp of dimension n + 1 and character χVp .

Then, for a global space V , one has

Π(V ) ≃ ⊗′
p≤∞Πp(Vp) ⊂ I(0, χ) = ⊗′

p≤∞Ip(0, χp)
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where Vp = V ⊗Q Qp and the primes indicate the restricted tensor products. For a finite

prime p, there are precisely two possible quadratic spaces V +
p and V −

p over Qp, for a fixed

n and character χp. They are distinguished by their Hasse invariants ǫp(V
±
p ) = ±1, and,

in fact, [19],

Ip(0, χp) = Πp(V
+
p ) ⊕ Πp(V

−
p ).

For p = ∞, the quadratic spaces of dimension n + 1 and character χ∞ are determined

by their signature, and fall into two groups according to their Hasse invariant. The local

induced representation I∞(0, χ∞) is the direct sum of the corresponding Π∞(V∞)’s, [18].

For example, for n = 4 the quadratic spaces over R of signatures (5, 0), and (1, 4) have

Hasse invariant +1, while that of signature (3, 2) has Hasse invariant −1, and

I∞(0, χ∞) = Π(5, 0) ⊕ Π(3, 2) ⊕ Π(1, 4),

in the obvious notation. Here χ∞ = 1.

If a collection of local quadratic spaces C = {Vp} is the set of localizations of a global

space V , then the product formula for the Hasse invariants asserts that

ǫ(C) :=
∏

p≤∞

ǫp(Vp) = 1.

Such a collection and the Eisenstein series associated to it will be called coherent. On

the other hand, the collection C of local quadratic spaces obtained by choosing one prime

p0 (e.g., p0 = ∞) and switching the space Vp0 to a space V ′
p0

with the opposite Hasse

invariant has

ǫ(C) := ǫp0(Vp0)
∏

p≤∞

p 6=p0

ǫp(Vp) = −1,

so that such a collection cannot be the set of localizations of any global quadratic space.

In this case, the collection C and the Eisenstein series associated to it will be called

incoherent. The irreducible admissible representation

Π(C) = Πp0(V
′
p0

) ⊗

(

⊗ p≤∞

p 6=p0

Πp(Vp)

)

of GA is also a constituent of I(0, χ). Then there is a direct sum decomposition

I(0, χ) =

(
⊕

V

Π(V )

)

⊕

(
⊕

C

Π(C)

)

where V runs over all global quadratic spaces of dimension n + 1 and character χ, and C

runs over all incoherent collections, where ǫ(C) = −1, as just described. One then obtains

a description of the kernel and image of the map E(0) in terms of the Π(V )’s and Π(C)’s,

[14], [20], [9].

Theorem 2.1. — (i)

ker(E(0)) =
⊕

ǫ(C)=−1

Π(C).
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(ii) Each automorphic representation Π(V ) in the image

Im(E(0)) ≃
⊕

V

Π(V )

coincides with space of (regularized) theta integrals

I(g, ϕ) =

∫

O(V )(Q)\O(V )(A)

θ(g, h; ϕ) dh,(2.2)

attached to the global quadratic space V . Here, for ϕ ∈ S(V (A)n), g ∈ GA and h ∈

O(V )(A),

θ(g, h; ϕ) =
∑

x∈V (Q)

(ω(g)ϕ)(h−1x).

The integral I(g, ϕ) must be defined by a regularization procedure [20] whenever V is

isotropic.

Part (ii) of Theorem 1.2 is essentially the Siegel–Weil formula in the present context,

[20], [33]. Note that the theta functions involve global arithmetic, e.g., the number of

solutions of diophantine equations of the form Q(x) = T for T ∈ Symn(Z) and x ∈ Ln

for a lattice L ⊂ V (Q), whereas the Eisenstein series is constructed from local data.

Problem. — What is the arithmetic content of the first derivative E ′(g, 0, Φ) when

Φ ∈ Π(C) with ǫ(C) = −1?

Remark 2.2. — The results to be discussed in the remainder of the talk suggest an

answer to this question, at least for the following particular case:

Let V be a rational quadratic space, as above, with signature (n− 1, 2), and let C be the

collection of local quadratic spaces obtained from {Vp} by replacing V∞ by the space V ′
∞

of signature (n + 1, 0). Let ϕ′
∞ ∈ S((V ′

∞)n) be the Gaussian ϕ′
∞(x) = exp(−πQ′(x)), and

let Φ
(n+1)/2
∞ (s) ∈ I∞(s, χ∞) be the corresponding section; it is the unique eigenvector for

K∞ of weight n+1
2

. For any ϕ ∈ S(V (Af )
n), with corresponding section Φf (s) ∈ If (s, χf ),

Φ(0) = Φ
n+1

2
∞ (0) ⊗ Φf (0) ∈ Π(C).

Then the central derivative E ′(g, 0, Φ) should be related to a generating function for the

degrees of 0–cycles on an integral model of the Shimura variety associated to the group

GSpin(V ).

Remark 2.3. — For comparison with the generating functions considered below, it is

convenient to write the Eisenstein series in a more classical language. For τ = u+iv ∈ Hn,

the Siegel space of genus n, and for ϕ ∈ S(V (Af )
n), let

E(τ, s, ϕ) : = det(v)−
1
2
(s+ n+1

2
)E(gτ , s, Φ)(2.3)

=
∑

γ∈Γ∞\Γ

det(cτ + d)−
n+1

2 | det(cτ + d)|−s (ωf (γ)ϕ)(0),
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where Γ = Sp2n(Z), Γ∞ = Γ ∩ P (Q), ωf denotes the action of GAf
on S(V (Af )

n) via the

Weil representation, and gτ =

(

v
1
2 uv− 1

2

v− 1
2

)

.

3. GENERATING FUNCTIONS IN THE GEOMETRIC CASE

This section describes the results of [15], [16], [17], and [13] on generating functions for

the cohomology classes of special cycles in the case of O(n − 1, 2), special cases of which

were described in section 1.1. These results suggest what one might hope to prove in the

arithmetic case.

For a rational quadratic space V of signature (n − 1, 2), let H = GSpin(V ) and let D

be the space of oriented negative 2–planes in V (R). The space D is isomorphic to two

copies of a bounded domain of type IV in Cn−1, [10], [28], and the group H(R) acts on

it by holomorphic automorphisms. For a compact open subgroup K ⊂ H(Af ), the orbit

space

XK(C) = H(Q)\D × H(Af )/K

is the set of complex points of a quasi–projective variety XK defined over Q, the Shimura

variety attached to H, D and K. The variety XK is in fact projective if V is anisotropic

and smooth if K is sufficiently small.

Fix r ∈ Z with 1 ≤ r ≤ n − 1. For x ∈ V (R)r, let

Dx = {z ∈ D | x ⊥ z}

be the set of z’s which are orthogonal to all components of x. If the matrix T = Q(x) =
1
2
((xi, xj)) is positive definite, i.e., if the components of x span a positive r–plane, then

Dx has complex codimension r in D. If, in addition, x ∈ V (Q)r, then x⊥ is a rational

quadratic space of signature (n − r − 1, 2), the stabilizer Hx of x in H is isomorphic to

GSpin(x⊥), and there is a natural map of Shimura varieties

Z(x,K) : Hx(Q)\Dx × Hx(Af )/Hx(Af ) ∩ K −→ XK(C),

giving a cycle of codimension r on XK(C). Given a function ϕ ∈ S(V (Af )
r)K and

T ∈ Symr(Q)>0, there is a weighted linear combination Z(T, ϕ) of such cycles [13], and the

resulting cohomology classes [Z(T, ϕ)] ∈ H2r(XK), where H∗(XK) is the cohomology of

XK(C) with complex coefficients [17]. Examples are given by (1.1) and (1.4) in section 1.1,

where ϕ is the characteristic function of (L̂)r ⊂ V (Af )
r, for L̂ = L ⊗Z Ẑ. If T is only

positive semi–definite with rank(T ) = r(T ), the associated cycles have codimension r(T )

and their cohomology classes lie in H2r(T )(XK).

To form a generating function, let τ = u + iv ∈ Hr, the Siegel space of genus r, and let

qT = e(tr(τT )).
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Theorem 3.1. — [17]. For ϕ ∈ S(V (Af )
r)K, and for a suitable choice of a Kähler form

ω on XK(C), the generating series

φr(τ, ϕ) =
∑

T∈Symr(Q)≥0

[Z(T, ϕ)] · [ω]r−r(T ) qT

is the q–expansion of a holomorphic Siegel modular form of weight n+1
2

and genus r valued

in H2r(XK).

The proof of this result depends on a construction of a theta function taking values

in the space of closed 2r forms on XK(C). This method is quite general and applies to

the locally symmetric spaces associated to O(p, q), U(p, q) and Sp(p, q), cf. [15], [16], and

[17].

Specializing to the case where V is anisotropic and r = n − 1 and applying

deg : H2(n−1)(XK) → C, one obtains a holomorphic Siegel modular form of genus n − 1

and weight n+1
2

,

φdeg(τ, ϕ) = deg
(
φn−1(τ, ϕ)

)
=

∑

T∈ Symn−1(Q)≥0

deg
(
[Z(T, ϕ)] · [ω]n−1−r(T )

)
qT .(3.1)

By the Siegel–Weil formula [20], this form is, in turn, a value of an Eisenstein series. More

precisely, let

G′
A =







Mp2(n−1)(A) if n is even

Sp2(n−1)(A) if n is odd.

The machinery described in section 2 carries over, except that the map λV : S(V (A)) −→

I(s0, χ) now takes values in the induced representation at the point s0 = 1
2
. Let E(g, s, Φ)

be the Siegel–Eisenstein series associated to the section Φ
n+1

2
∞ (s) ⊗ Φf (s), where Φf (

1
2
) =

λV (ϕ) for the weight function ϕ ∈ S(V (Af )
n−1)K . The Siegel–Weil formula for the

anisotropic space V then implies the following generalization of Corollary 1.5 above [13]:

Proposition 3.2. — For τ = u+iv ∈ Hn−1, and for a weight function ϕ ∈ S(V (Af )
n−1)K,

φdeg(τ, ϕ) = vol(XK(C)) det(v)−
n+1

4 E(gτ ,
1

2
, Φ).

where

vol(XK(C)) =

∫

XK(C)

ωn−1.

In particular, the positive definite Fourier coefficients of this Eisenstein series are the

degrees of the (weighted) 0–cycles Z(T, ϕ) on XK.
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4. GENERATING FUNCTIONS FOR ARITHMETIC 0–CYCLES: THE

CASE OF SHIMURA CURVES

This section describes the generating function for the arithmetic degrees of 0–cycles on

the arithmetic surface X associated to a Shimura curve X over Q. The series of interest

will be analogous to the series deg(φ2(τ, L)) for a complex surface given in Corollary 1.4

and will have the form

φ̂deg(τ) =
∑

T∈Sym2(Z)

d̂eg(Ẑ(T, v)) qT ,(4.1)

where τ = u+ iv ∈ H2 and the Ẑ(T, v)’s are certain classes in ĈH
2
(X), the top arithmetic

Chow group of the arithmetic surface X, [4]. As in the second example of section 1, the

definition of the relevant cycles will depend on a modular interpretation. To give a more

detailed explanation, it is convenient to begin with the geometric situation of section 3.

Fix an indefinite division quaternion algebra B over Q. The space V = {x ∈ B |

tr(x) = 0}, equipped with the restriction of the reduced norm of B, is a three dimensional

quadratic space over Q of signature (1, 2). The group H = B× ≃ GSpin(V ) acts on V by

conjugation. The Shimura curve XK associated to a compact open subgroup K ⊂ H(Af ),

is a moduli space for abelian surfaces with OB–action and level structure, where OB is a

maximal order in B. For example, suppose that K =
(
OB ⊗Z Ẑ

)×
. Then X = XK is the

(coarse) moduli scheme over Q for pairs (A, ι) consisting of an abelian surface A together

with an action ι : OB →֒ End(A) of OB, and X(C) ≃ ΓB\H, where ΓB = (OB)×+ is the

group of norm 1 units on OB.

The 0–cycles on X defined in section 3 can also be defined by specifying additional

endomorphisms.

Definition 4.1. — For an abelian surface (A, ι) with OB–action, the space of special

endomorphisms is

V (A, ι) = {x ∈ End(A) | ι(b)x = xι(b) and tr(x) = 0}.

This space is equipped with a Z–valued quadratic form defined, for a special endomorphism

x ∈ V (A, ι), by x2 = −Q(x) · 1A.

Definition 4.2. — For t ∈ Z>0, the special cycle Z(t) is the locus of triples (A, ι, x)

where x ∈ V (A, ι) with Q(x) = t.

In fact, one then has Z(t) = Z(t, ϕ) where Z(t, ϕ) is the 0–cycle on X = XK defined

in section 3 for the weight function ϕ ∈ S(V (Af ))
K , the characteristic function of the set

V (Af ) ∩
(
OB ⊗Z Ẑ

)
.

The 0–cycle Z(t) on X is rational over Q and is analogous to the set of CM points on the

modular curve associated to the imaginary quadratic field Q(
√
−t). For τ = u + iv ∈ H,
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the upper halfplane and q = e(τ), the degree generating function (3.1) in the present case

φdeg(τ) = vol(X) +
∑

t>0

deg(Z(t)) qt(4.2)

is the value at s = 1
2

of an Eisenstein series of weight 3
2

for a congruence subgroup of

SL2(Z), cf. Proposition 3.2. Here vol(X) is the volume of X(C) ≃ ΓB\H with respect to

− 1
2π

y−2 dx ∧ dy.

Now consider the arithmetic case. Let X be the coarse moduli scheme over S = Spec(Z)

for abelian surfaces (A, ι) with OB–action satisfying Drinfeld’s ‘special’ condition [2]. The

arithmetic surface X has generic fiber XQ = X, the canonical model of the Shimura curve;

X has good reduction at all primes p ∤ D(B), where D(B) is the product of the primes

p such that Bp = B ⊗Q Qp is a division algebra. The points of X over an algebraically

closed field k correspond to isomorphism classes of (A, ι)’s over k.

For an abelian scheme (A, ι) over a connected base, the space of special endomorphisms

V (A, ι) with its Z–valued quadratic form Q is defined as before.

Definition 4.3. — For T ∈ Sym2(Z)>0, the arithmetic special cycle Z(T ) is the locus

of triples (A, ι, x), where x = [x1, x2] ∈ V (A, ι)2 is a pair of special endomorphisms

xi ∈ V (A, ι) with Q(x) = 1
2
((xi, xj))i,j = T .

Proposition 4.4. — [23]. The cycle Z(T ) is either empty or is supported in the set

of supersingular points of a single fiber Xp, where p is determined by T , as described in

Lemma 4.5 below. If p ∤ D(B), or if p|D(B) but p ∤ T , then Z(T ) is a 0–cycle on Xp. If

p|D(B) and p|T , then Z(T ) is a union, with multiplicities, of components of the fiber Xp

(and some additional embedded components).

Sketch of proof. — The proof of this result illustrates the way in which the basic

structure of the cycle Z(T ) is determined by the space V (A, ι). Observe that, for a

geometric point (A, ι) of X and viewing A up to isogeny,

End0(A) = End(A) ⊗Z Q ≃







B if A is simple,

M2(C) if A ≃ E × E with E ordinary,

M2(B) if A ≃ E × E with E supersingular,

for an elliptic curve E. In the second case, End0(E) ≃ C is an imaginary quadratic

field which splits B, and, in the third case, which occurs only in characteristic p > 0,

End0(E) ≃ B is the quaternion algebra over Q ramified at ∞ and p. In this case,

write M2(B) ≃ B ⊗ B(p) where B(p) is the definite quaternion algebra over Q whose

local invariants differ from those of B precisely at ∞ and p. Then, in the three cases,
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End0(A, ι) ≃ Q, C, and B(p) respectively, and

V 0(A, ι) = V (A, ι) ⊗Z Q ≃







0

C0 = {x ∈ C | tr(x) = 0},

V (p) = {x ∈ B(p) | tr(x) = 0}.

It follows that Z(T )Q = ∅, i.e., the cycle Z(T ) has no points in characteristic 0. If Z(T )

meets the fiber Xp at p, then Z(T ) ∩ Xp is contained in the supersingular locus of Xp,

and the rational quadratic space V (p) represents T , i.e., there exists a pair of vectors

x = [x1, x2] ∈ V (p)(Q) such that Q(p)(x) = T . This last condition implies that Z(T ) is

supported in a single fiber, due to the following simple observation.

Lemma 4.5. — (i) The quadratic spaces V (p) have the same determinant as V , i.e.,

det(V (p)) = det(V ) ∈ Q×/Q×,2.

(ii) For a given T ∈ Sym2(Q) with det(T ) 6= 0, there is a unique three dimensional

rational quadratic space VT with det(VT ) = det(V ) which represents T ; the quadratic

form on VT has matrix
(

T

det(V )/ det(T )

)

.(4.3)

Thus, if VT is not isomorphic to any of the V (p)’s then Z(T ) is empty, while if VT ≃ V (p)

for some p, then Z(T ) is supported in the supersingular locus of Xp.

Definition 4.6. — A matrix T ∈ Sym2(Z)>0 will be called irregular if VT ≃ V (p) where

p|D(B) and p|T . Otherwise T will be called regular.

The assertions about the irregular case require a more detailed argument, using the

p-adic uniformization of the formal completion of Xp, [23].

The arithmetic Chow group ĈH
2
(X) is generated by pairs (Z, g) where Z is a 0–cycle

on X and g is a smooth (1, 1)–form on X(C), modulo a suitable equivalence, [4], [32].

There is a degree map d̂eg : ĈH
2
(X) → R.

For T ∈ Sym2(Z)>0 regular, let

Ẑ(T, v) = (Z(T ), 0) ∈ ĈH
2
(X).(4.4)

Then Z(T ) = Spec(R(T )) for an Artin ring R(T ) in which p is nilpotent, and the corre-

sponding positive definite coefficients of the generating function (4.1) are given by

d̂eg(Ẑ(T, v)) = log |R(T )|.(4.5)

For nonsingular T ∈ Sym2(Z) with signature (1, 1) or (0, 2), set

Ẑ(T, v) = (0, g(T, v)) ∈ ĈH
2
(X),(4.6)
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where g(T, v) is a smooth (1, 1)–form, depending on T and v, which is described in (6.3)

of section 6.

Finally, if T ∈ Sym2(Z)≥0 has rank 1, then, in effect, only one special endomorphism

had been imposed, so that there is an associated divisor Z(T ) on X. A Green’s function

Ξ(T, v) for this divisor is constructed in section 6, below. This function continues to make

sense when T ≤ 0. There is a resulting class

Ẑ(T, v) = (Z(T ), Ξ(T, v)) ∈ ĈH
1
(X),(4.7)

where Z(T ) is empty when T ≤ 0. Let ω̂X be the relative dualizing sheaf of X over

Spec(Z), with metric coming from the uniformization of X(C) by D, viewed as an element

of ĈH
1
(X) via the isomorphism P̂ic(X) ≃ ĈH

1
(X), and let

ω̂X(v) = ω̂X + (0, log det(v)) ∈ ĈH
1
(X).(4.8)

This class plays a role analogous to that of [ω], the Kähler class, in section 3 above.

Using the arithmetic intersection pairing ĈH
1
(X)× ĈH

1
(X) → ĈH

2
(X), the full arith-

metic generating function (4.1), analogous to φdeg given in Corollary 1.4 and (3.1) in the

geometric case, is then

(4.9)

φ̂deg(τ) = d̂eg(ω̂X(v)2) +
∑

rank(T )=1

d̂eg
(

Ẑ(T, v) · ω̂X(v) ) qT +
∑

T
det(T )6=0

d̂eg( Ẑ(T, v) ) qT .

where suitable terms have been added† for irregular T .

In the present situation, the construction of Remark 2.3 yields an incoherent Eisenstein

series E(τ, s, ϕ) of weight 3
2

associated to ϕ ∈ S(V (Af )
2), the characteristic function of

(ÔB ∩ V (Af ))
2.

Conjecture 4.7. — The generating function φ̂deg(τ) is a Siegel modular form of weight
3
2
, more precisely

φ̂deg(τ) = vol(X(C)) · E ′(τ, 0, ϕ).(4.10)

The main results in this direction assert that many of the Fourier coefficients of the two

series coincide. Recall that D(B) is the product of the primes p at which Bp is division.

Also put V (∞) = V , so that there is a rational quadratic space associated to each place

of Q. By Lemma 4.5, a given nonsingular T ∈ Sym2(Q) is represented by at most one

of these spaces. If T is positive definite, this space, if it exists, must be one of the V (p)’s

for a finite prime p, while if T has signature (1, 1) or (0, 2), then this space can only be

V = V (∞).

†by a still not very satisfactory procedure
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Theorem 4.8. — [14]. Suppose that T ∈ Sym2(Z) is nonsingular.

(i) If T is not represented by any V (p), then the T–th Fourier coefficient of both sides

of (4.10) vanish.

(ii) If T is represented by V (p) with p ∤ 2D(B), including p = ∞, then the T–th Fourier

coefficients of the two sides of (4.10) agree, i.e.,

d̂eg(Ẑ(T, v)) qT = vol(X(C)) · E ′
T (τ, 0, ϕ).(4.11)

In fact, work in progress [25] should extend (4.11) to all T of rank 1.

The proof of (ii) is similar to the proof of the main identity at the heart of the Gross–

Zagier formula [8]; it amounts to an explicit computation of the two quantities, one from

arithmetic geometry, the other from automorphic forms. A sketch of the proof is given in

the next two sections.

5. NON–SINGULAR FOURIER COEFFICIENTS

The Fourier coefficients of the central derivative of an incoherent Eisenstein series

E(τ, s, ϕ) associated to a rational quadratic space V of signature (n− 1, 2), as defined as

in Remark 2.3, have an interesting structure.

For each prime p ≤ ∞, define a quadratic space V (p) of dimension n + 1 and the same

determinant as that of V as follows. Let V (∞) = V . For a finite prime p, V (p) has signature

(n + 1, 0) and local Hasse invariants at finite primes ℓ determined by

ǫℓ(V
(p) ⊗Q Qℓ) =







ǫℓ(V ) if ℓ 6= p, and

−ǫp(Vp) if ℓ = p.
(5.1)

For each nonsingular T ∈ Symn(Q), there is a rational quadratic space VT of dimension

n + 1 and the same determinant as V defined by equation (4.3).

It is well known that if the function ϕ = ⊗p<∞ϕp ∈ S(V (Af )
n) is factorizable and

Re(s) > n+1
2

, then each nonsingular Fourier coefficient of E(τ, s, ϕ) is given by a product

ET (τ, s, ϕ) = W
n+1

2
T,∞ (τ, s) ·

∏

p<∞

WT,p(s, ϕp)

of local (degenerate) Whittaker functions, [20]. In classical language, the archimedean

factor is a confluent hypergeometric function of a matrix argument studied by Shimura

[30], while the product over the finite primes is the Siegel series.

Proposition 5.1. — [14], section 6. (i) If VT is not isomorphic to any V (p), then

E ′
T (τ, 0, ϕ) = 0.

(ii) If VT ≃ V (p) for a finite prime, then WT,p(0, ϕp) = 0 and

E ′
T (τ, 0, ϕ) = qT · WT,p(s, ϕp)

′
∣
∣
s=0

· A
(p)
T (ϕ),
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where A
(p)
T (ϕ) is, up to a factor at p, the Fourier coefficient of a theta integral (cf. (2.2))

attached to V (p).

(iii) If VT ≃ V (∞) = V ,

E ′
T (τ, 0, ϕ) = W

n+1
2

T,∞ (τ, s)′
∣
∣
s=0

· A
(∞)
T (ϕ),

where A
(∞)
T (ϕ) is the T–th Fourier coefficient of a theta integral attached to V .

Idea of proof of Theorem 4.8 for p < ∞. Restricting to the case n = 2 as in section 4,

suppose that T ∈ Sym2(Z) is nonsingular with VT ≃ V (p) for a finite prime p ∤ 2D(B). In

this case, using Proposition 5.1, the identity to be proved in (ii) of Theorem 4.8 amounts

to

d̂eg(Ẑ(T, v)) = d̂eg((Z(T ), 0)) = vol(X(C)) · WT,p(s, ϕp)
′
∣
∣
s=0

· A(p)
T (ϕ).(5.2)

This identity, which is of the same nature as the identities between heights and Fourier

coefficients involved in the Gross-Zagier formula, is proved by computing the two sides

explicitly.

On the geometric side, since T is regular, Z(T ) is a collection of supersingular points

on Xp, each counted with a certain multiplicity. This multiplicity is the length of the

local Artin ring associated to the deformations of the triple (A, ι, x), where x is a pair of

special endomorphisms. By the Serre–Tate Theorem, one can pass to the deformations

of (A(p), ι, x) where A(p) is corresponding p–divisible group with the action ι of (OB)p =

OB ⊗Z Zp ≃ M2(Zp) and a pair of special endomorphisms x. Since A is isogenous to

E × E for a supersingular elliptic curve E, one reduces, via the idempotents in (OB)p,

to the problem of deforming (E(p), x) for a pair x = [x1, x2] of endomorphisms of the p–

divisible group of such a curve. Note that E(p) is a p–divisible formal group of dimension

1 and height 2. The length of the associated Artin ring is then obtained by specializing

a beautiful result of Gross and Keating [6].

They consider the deformations of a collection (X, X′, y) where X and X′ are formal

groups of dimension 1 and height 2 over F̄p and y = [y1, y2, y3] is a triple of nonzero

isogenies yi : X → X′. Note that the universal deformation ring of the pair (X, X′) is

W [[t, t′]], where W = W (F̄p) is the ring of Witt vectors of F̄p.

Proposition 5.2. — (Gross-Keating, [6], Proposition 5.4) Suppose that the matrix Q

of inner products of the triple y = [y1, y2, y3] with respect to the degree quadratic form on

Hom(X, X′) has invariants a1 ≤ a2 ≤ a3. For p odd, this means that Q ∈ Sym3(Zp) is

GL3(Zp) equivalent to diag(ǫ1p
a1 , ǫ2p

a2 , ǫ3p
a3) for units ǫi ∈ Z×

p . Then the length of the
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deformation ring of (X, X′, y) is given by:

a1−1∑

i=0

(i + 1)(a1 + a2 + a3 − 3i) pi +

(a1+a2−2)/2
∑

i=a1

(a1 + 1)(2a1 + a2 + a3 − 4i) pi(5.3)

+
1

2
(a1 + 1)(a3 − a2 + 1) p(a1+a2)/2.

if a1 + a2 is even, and

a1−1∑

i=0

(i + 1)(a1 + a2 + a3 − 3i) pi +

(a1+a2−1)/2
∑

i=a1

(a1 + 1)(2a1 + a2 + a3 − 4i) pi

if a1 + a2 is odd.

Specialized to the case where y1 is an isomorphism, so that a1 = 0, one obtains an ex-

plicit formula for the multiplicity δp(T ) of a point in Z(T ), and, in particular, observes that

this multiplicity depends only on the GL2(Zp)–equivalence class of T , and not on the par-

ticular point. Thus, the left hand side of (5.2) has the form (δp(T ) · ( # points in Z(T ))).

On the other hand, for p 6= 2, the quantity WT,p(s, ϕp)
′
∣
∣
s=0

on the analytic side of (5.2)

can be computed from the result of Kitaoka [12]. More precisely, the quadratic form on

the lattice Lp = (OB ⊗ Zp) ∩ Vp has matrix S0 = diag(1, 1,−1) for a suitable basis. Let

Sr = diag(1, 1,−1, 1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

r

,−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

r

)

be the quadratic form obtained from S0 by adding r hyperbolic planes. Then

WT,p(r, ϕp) = γp · αp(Sr, T ),

for a root of unity γp, where

αp(Sr, T ) = lim
t→∞

p−t(3+4r) |{x ∈ M3+2r,2(Zp/p
tZp) |

txSrx ≡ T mod (pt)}|

is the classical representation density of T by Sr as defined by Siegel, [12]. This quantity

has the form αp(Sr, T ) = Ap(q
−r, T ) for a polynomial Ap(X,T ), which was first calculated

in this case by Kitaoka [12]‡. When T is such that WT,p(0, ϕp) = 0, and T ∈ Sym2(Zp) is

GL2(Zp)–equivalent to diag(ǫ1p
a, ǫ2p

b), then Kitaoka’s formula yields

WT,p(s, ϕp)
′
∣
∣
s=0

= − log(p) γp
∂

∂X

{
Ap(X,T )

}∣
∣
X=1

= log(p) γp (1 − p−2)(5.4)

×







∑(a−1)/2
j=0 (a + b − 4j) pj if a is odd

∑(a−2)/2
j=0 (a + b − 4j) pj + 1

2
(b − a + 1) pa/2 if a is even

and b is odd

‡Recently, it has been calculated in general, for p 6= 2, by F. Sato and Y. Hironaka, [29]
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Remarkably,

WT,p(s, ϕp)
′
∣
∣
s=0

= log(p) γp (1 − p−2) δp(T ),(5.5)

where δp(T ) is the multiplicity computed via the Gross–Keating formula! Finally, by a

straightforward counting argument, the number of points in Z(T ) is given by A
(p)
T (ϕ), up

to simple factors, independent of T , which compensate for the extra p2 − 1 and the factor

vol(X(C)).

6. GREEN’S FUNCTIONS AND WHITTAKER FUNCTIONS

The classes Ẑ(T, v) in the arithmetic Chow groups of integral models of Shimura curves

involve the Green’s functions defined in [14], section 11. This section describes the con-

struction of such functions. First, suppose that V is a rational quadratic space of signature

(n − 1, 2), as in section 3, and recall that for t ∈ Q>0 and for ϕ ∈ S(V (Af ))
K , there is a

divisor Z(t, ϕ) on XK , given as a weighted sum of the images in XK of the divisors Dx in

D. A Green’s function of logarithmic type for Z(t, ϕ) in the sense of Gillet–Soulé [4] can

be constructed by averaging rapidly decreasing Green’s functions for Dx’s. Next, in the

case of a Shimura curve (n = 2), the smooth (1, 1)–form g(T, v) used in the construction

of the terms for indefinite T ’s in the generating function of arithmetic degrees is defined

via the star product. The notation is that of section 3.

For an oriented negative 2–plane z ∈ D, let prz be the projection to z with respect to

the orthogonal decomposition V (R) = z + z⊥. For x ∈ V (R), x 6= 0, the quantity

R(x, z) = −(prz(x), prz(x))

is nonnegative and vanishes if and only if z ∈ Dx. Let

ξ(x, z) = −Ei(−2πR(x, z)),

where, for r > 0,

−Ei(−r) =

∫ ∞

1

e−rt

t
dt

is the exponential integral. Since −Ei(−r) decays exponentially as r goes to infinity and

behaves like − log(r)+O(1) as r goes to 0, the function ξ(x) has a logarithmic singularity

along the (possibly empty) divisor Dx and decays very rapidly away from Dx. In addition,

it satisfies the Green’s equation:

ddcξ(x) + δDx = µ(x)

for a smooth (1, 1)–form µ(x) on D, and hence defines a Green’s form of log type for Dx,

in the sense of Gillet-Soulé.
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Note that R(hx, hz) = R(x, z) for h ∈ GSpin(V )(R), so that ξ(hx, hz) = ξ(x, z) as

well. For v > 0 and t ∈ Q>0, and a weight function ϕ ∈ S(V (Af ))
K , the sum

g(t, v, ϕ)(z, h) =
∑

x∈V (Q)
Q(x)=t

ϕ(h−1x) ξ(x, z)(6.1)

depends only on the orbit H(Q)(z, h)K of the point (z, h) ∈ D ×H(Af ). Thus, g(t, v, ϕ)

defines a Green’s function of logarithmic type for the divisor Z(t, ϕ), defined in section 3

(for r = 1), on XK .

In the case n = 2, for the space V considered in section 4, and a pair of vectors

x = [x1, x2] ∈ V (R)2 such that det(Q(x)) 6= 0, the integral

Λ(x) =

∫

D

ξ(x1) ∗ ξ(x2)

of the ∗–product of the associated Green’s functions [4] is well defined and satisfies

Λ(hx) = Λ(x) for all h ∈ GSpin(V )(R). This implies that Λ(x) actually only depends on

the matrix of inner products Q(x), i.e.,

Λ(x) =: Λ0(Q(x)).(6.2)

One can view Λ(x) as the ‘archimedean height pairing’ of the 0–cycles Dx1 and Dx2 in D.

In fact this quantity has the following rather surprising additional invariance:

Theorem 6.1. — [14], section 13. For any k ∈ SO(2), and any x,

Λ(xk) = Λ(x).

Note that, even when Q(x1) > 0 and Q(x2) > 0, so that one initially has a pair of

0–cycles Dx1 and Dx2 in D, eventually, after rotation, one encounters a pair of vectors

x′
1 and x′

2 with Q(x′
2) < 0, so that the cycle Dx′

2
has vanished (!) and is replaced, in

some sense, by the geodesic arc {z ∈ D | x′
2 ∈ z}. Nonetheless, the ‘archimedean height

pairing’ Λ(x) is invariant under such a deformation.

It follows that, writing v ∈ Sym2(R)>0 as v = ata for a ∈ GL2(R)+, the quantity Λ(xa)

depends only on v and not on the choice of a. Then, for a nonsingular T ∈ Sym2(Z), one

has a smooth (1, 1)–form

g(T, v) =

(
∑

x ∈ V (Q)2

Q(x) = T

mod ΓB

ϕ(x) Λ(xa)

)

µ(6.3)

on X, where µ = y−2 dx ∧ dy, ϕ is the characteristic function of the set
(
ÔB

2
∩ V (Af )

2
)
,

and ΓB = O×
B . This is the form used in the definition (4.6) of Ẑ(T, v) when T has signature

(1, 1) or (0, 2). Note that the sum is nonempty precisely when V represents T .
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Idea of proof of Theorem 4.8 for p = ∞. Again using Proposition 5.1, the identity

to be proved in this case is

d̂eg(Ẑ(T, v)) qT = vol(X(C)) · W
n+1

2
T,∞ (τ, s)′

∣
∣
s=0

· A
(∞)
T (ϕ).

The left hand side is simply

qT · Λ0(
taTa) ·

∑

x ∈ V (Q)2

Q(x) = T

mod ΓB

ϕ(x),(6.4)

where v = ata, as before and Λ0 is given by (6.2). Then some transformations of the

integral representations of the matrix argument confluent hypergeometric function of

Shimura’s paper [30] together with a manipulation of the integral defining Λ shows that

W
n+1

2
T,∞ (τ, s)′

∣
∣
s=0

= c∞ · Λ0(
taTa) · qT ,

where c∞ is an innocuous constant. Again, the sum in (6.4) counts pairs of lattice vectors

modulo ΓB and coincides with A
(∞)
T , the Fourier coefficient of the theta integral, up to a

constant which absorbs c∞ and provides the required vol(X(C)) factor.

7. FURTHER RESULTS

One would like to identify the central derivative E ′(τ, 0, ϕ) of the incoherent Eisenstein

series (2.3) as a generating function for arithmetic degrees in the general case. In the

series of papers [24], [22], [21] the cases n = 1, 3 and 4 are considered. In each of these

cases (and also for n = 5), the Shimura variety X associated to H = GSpin(V ) is of

PEL type, i.e., can be interpreted as a moduli space for abelian varieties (A, ι) with a

specified endomorphism ring, due to the existence of an accidental isomorphism. This

allows one to give a modular definition of an integral model XK of XK , at least over

Spec(Z[N−1]) for a suitable N depending on the compact open subgroup K. For each

abelian scheme (A, ι), there is a space of special endomorphisms V (A, ι), equipped with

a Z–valued quadratic form. Special cycles on X are then defined by imposing collections

of such endomorphisms, as in section 4 and the example of section 1.3 above.

The case n = 1. This case is considered in [24] and is described in classical language

in section 1.3 above. From the point of view now developed it amounts to the following.

An imaginary quadratic field k = Q(
√
−d) with quadratic form Q(x) = −Nk/Q(x) gives a

rational quadratic space (V,Q) of signature (0, 2). The group GSpin(V ) is then the torus

over Q with GSpin(V )(Q) ≃ k
×, and X ≃ Spec(OH) is the restriction of scalars to Spec(Z)

of the coarse moduli space over Ok of elliptic curves (A, ι) with complex multiplication
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by Ok. In this case the space of special endomorphisms (1.6) is

V (A, ι) = {x ∈ End(A) | xι(b) = ι(b̄)x}.

This space is zero unless A is a supersingular elliptic curve in characteristic p, where p is

not split in k, in which case, V (A, ι) ⊗Z Q ≃ V (p), the rational quadratic space given by

V (p) = k with quadratic form Q(p)(x) = p Nk/Q(x). For τ = u + iv ∈ H, the generating

function is then given by

φ̂deg(τ) =
∑

t∈Z

d̂eg(Ẑ(t, v)) qt.(7.1)

Here, for t > 0, Ẑ(t, v) = (Z(t), 0) ∈ ĈH
1
(X) where Z(t) is the locus of (A, ι, x)’s where

x ∈ V (A, ι) with Q(x) = −x2 = t. For t < 0, Ẑ(t, v) = (0, g(t, v)) ∈ ĈH
1
(X), where

g(t, v) is the function on X(C) ≃ H(Q)\D × H(Af )/K given by (6.1). Here K ≃ Ô×
k
.

Note that in this case, D consists of two points (via the two possible orientations of V (R)),

and R(x, z) = 2Nk/Q(x), so that ξ(xa, z) = −Ei(−4πvNk/Q(x)), precisely as in [24]. This

gives an improved version of Theorem 1.7:

Theorem 7.1. — [24]. When d ≡ 3 mod (4) is a prime and for a suitable definition of

the constant term d̂eg(Ẑ(0, v)),

φ̂deg(τ) = vol(X(C)) · E ′(τ, 0, ϕ),

where ϕ is the characteristic function of Ôk ⊂ V (Af ) and vol(X(C)) = hk is the class

number of k.

The result is proved by a direct calculation of both sides, using the results of Gross [5]

to compute multiplicities on the moduli space. The restriction to prime discriminant is

only made to streamline the calculations.

The higher dimensional cases treated so far exhibit some new phenomena.

The case n = 3. This case is considered in [22]. The incoherent Eisenstein series (2.2)

associated to a rational quadratic space of signature (2, 2) will have weight 2 and genus

3. To define the relevant moduli problem and generating function for arithmetic degrees,

let C(V ) = C+(V ) ⊕ C−(V ) be the Clifford algebra of V with its Z2–grading. Then the

center of C+(V ) is a real quadratic field k (possibly k = Q ⊕ Q), and C+(V ) has the

form B0 ⊗Q k for an indefinite quaternion algebra B0 over Q. The associated Shimura

variety X is a surface whose complex points parametrize polarized abelian varieties (A, ι)

of dimension 8 with an action of a maximal order in C(V ) ⊗ k. Included among the X’s

are products of modular curves (k = Q ⊕ Q, B0 = M2(Q)), products of Shimura curves

(k = Q⊕Q, B0 division), Hilbert-Blumenthal surfaces (k a field, B0 = M2(Q)) and their

twisted (quaternionic) analogues (k a field, B0 division). An integral model X of X over

Spec(Z[N−1]), is defined as the moduli space of polarized abelian schemes with such an
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action, level structure, etc. The space of special endomorphisms of a given (A, ι) is then

V (A, ι) = {x ∈ End(A) | x ι(c ⊗ a) = ι(c ⊗ ā) x, and x∗ = x}

where ∗ denotes the Rosati involution of A. As before, this space has a Z–valued quadratic

form defined by x2 = Q(x) · 1A. Again, a key point is that, for (A, ι) supersingular, the

space V (A, ι) ⊗ Q ≃ V (p) is the 4 dimensional rational quadratic space defined by (5.1)

above. For T ∈ Sym3(Z)>0, the special cycle Z(T ) is the locus of (A, ι, x)’s where x ∈

V (A, ι)3 with Q(x) = T . This cycle is either empty or is supported in the supersingular

locus Xs.s.
p of the fiber at p for the unique prime p for which VT ≃ V (p). Here one assumes

that p ∤ N , so that p is a prime of good reduction; in particular, p is not ramified in k.

If a prime p ∤ N splits in k, then the supersingular locus Xs.s.
p consists of a finite set of

points. If p is inert in k, then Xs.s.
p has dimension 1 and is, in fact, a union of P1’s [31],

[22], section 4, crossing at Fp2 rational points.

Let ϕ ∈ S(V (Af )
3) be the characteristic function of L⊗ Ẑ for a lattice L ⊂ V (Q) such

that Lp is self dual for all p ∤ N , and let E(τ, s, ϕ) be the associated incoherent Eisenstein

series (2.3) of weight 2.

Theorem 7.2. — [22]. Suppose that T ∈ Sym3(Z)>0.

(i) If VT is not isomorphic to any V (p), then Z(T ) is empty and E ′
T (τ, 0, ϕ) = 0.

(ii) If VT ≃ V (p) for a prime p ∤ N which splits in k, then there is a class Ẑ(T ) =

(Z(T ), 0) ∈ ĈH
3
(X) and

d̂eg(Ẑ(T )) · qT = C · E ′
T (τ, 0, ϕ),(7.2)

for a constant C independent of T .

(iii) Suppose that VT ≃ V (p) for a prime p ∤ N which is inert in k. If p ∤ T , then Z(T )

consists of a finite number of points, there is a class Ẑ(T ) = (Z(T ), 0) ∈ ĈH
3
(X) and,

again,

d̂eg(Ẑ(T )) · qT = C · E ′
T (τ, 0, ϕ).(7.3)

If p | T , then Z(T ) is a union of components of the supersingular locus Xs.s.
p .

Here, T ∈ Sym3(Z)>0 will be called irregular if VT ≃ V (p) with p ∤ N inert in k and

p | T . The situation for p | N , e.g., p ramified in k, has not yet been studied.

Here, as in (4.5), d̂eg(Ẑ(T )) = log |R(T )| for the Artin ring R(T ) defining Z(T ), so

that the fact that X is only defined over Spec(Z[N−1]) and need not be proper will not be

important. These issues will be essential, however, if one wants to define the full generating

function φ̂deg(τ) and compare it to E ′(τ, 0, ϕ). The proof of (7.2) and (7.3), where Z(T ) is

a 0–cycle, again comes down to a relation between derivatives of representation densities

for quadratic forms and the result of Gross and Keating described in Proposition 5.2

above, now in its full generality. Indeed, that result was obtained in connection with the
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study of the derivative of a Siegel–Eisenstein series of weight 2, due to the connection of

such a series with the triple product L–function [3], [27], [9], [7].

The case n = 4. This case is considered in [21]. Here the Shimura varieties are (twisted)

Siegel 3–folds, and the pattern is similar to that for n = 3. The one new point is that the

‘regularity’ condition on T ∈ Sym4(Z) required to obtain a 0–cycle in the supersingular

locus (which is again a curve with P1 components) becomes: VT ≃ V (p) and T represents

1 over Zp. One then obtains an analogue of Theorem 6.2, with the comparison again

based on [6].

8. FINAL REMARKS

Beyond the range of the accidental isomorphisms, i.e., for n ≥ 6, the Shimura varieties

associated to GSpin(V ) for rational quadratic spaces V of signature (n − 1, 2) are no

longer of PEL type, so that the modular interpretation of points, special endomorphisms,

and other tools used before are no longer available. Instead, it will be necessary to work

with integral models defined by suitable types of Hodge classes, etc., [26]. Presumably

there is a good notion of special endomorphisms or special Hodge classes in this situation

which cut out the required cycles. This theory remains to be established.

Even in the range 2 ≤ n ≤ 5, many difficulties lie in the way of a full treatment of the

generating function for φ̂deg(τ). For example, there is the problem of the contribution of

irregular T ’s, which occur even in the case of good reduction. The contribution of the

singular T ’s is ‘global’ and will presumably involve models over Z, detailed information

about the fibers of bad reduction, etc. Much work remains to be done.

In addition, there is the question of defining modular arithmetic generating functions

φ̂r(τ), analogous to the series φr(τ) of Theorem 3.1 above, valued in arithmetic Chow

groups ĈH
r
(X) for arbitrary codimension. Of course the image of such series under the

cycle class map should be the generating series discussed in section 3. Recent work of

Borcherds [1], which gives a generating function involving the classes of the divisors Z(t, ϕ)

on XK(C) in the Chow group CH1(XK(C)), rather than in cohomology, will be relevant

here.

In all cases, it remains to work out the modifications required in the case of non-compact

quotient.
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INTRODUCTION

Let K be a field and let Vect be the category of vector spaces over K. Let V be

the full subcategory of Vect consisting of finite dimensional vector spaces and let F be

the category of all covariant functors V → Vect. A functor F : V → V is called a

polynomial functor if the maps Hom(V, W ) → Hom(FV, FW ) given by f 7→ F (f) are

polynomial for all V and W . If these maps are homogeneous of degree d, then F is called

homogeneous of degree d. Let us recall that a map g : X → Y between finite dimensional

vector spaces is called polynomial if after choosing bases it is given by m polynomials

with n variables, where n = dim X and m = dim Y . Over finite fields there is an essential

difference between polynomials and maps obtained by polynomials. This yields another

version of polynomial functors – strict polynomial functors, which was recently proposed

by Friedlander and Suslin [14]. There is a functor P → F from the category of strict

polynomial functors to the category of functors, which is no longer an embedding. The

category F is closely related to the category of unstable modules over the Steenrod algebra

thanks to the remarkable result of Henn, Lannes and Schwartz [16], while the category P

is related to the theory of polynomial representations of the general linear group.

The aim of this talk is to describe some important properties of the categories F and P .

We start with some general remarks on the category F and then we describe relationship

between the category F and the category of unstable modules over the Steenrod algebra.

In the section 2 we deal with the category P and its relations with the category of

polynomial representation of GLn. In the next section we discuss the theorem of Franjou-

Friedlander-Scorichenko-Suslin [13] on the comparison between ExtP and ExtF . In the

last section we discuss the Betley-Pirashvili conjecture [2] involving Waldhausen’s stable

K-theory. Recently this conjecture was proved for finite fields by Betley [1] and Suslin

(see Appendix of [13]) independently.
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1. THE CATEGORY F

1.1. General Properties

In what follows ⊗K and HomK are denoted by ⊗ and Hom respectively. For any vector

space V one denotes the dual vector space by V ♦.

The category F of all functors from the category V of finite dimensional vector spaces

to the category of all vector spaces is an abelian category. For any V ∈ V one defines

PV : = K[Hom(V,−)]. Here K[S] denotes the free vector space generated by a set S. For

any F ∈ F one has a natural isomorphism HomF(PV , F ) ∼= F (V ) thanks to the Yoneda

lemma and therefore PV is a projective object in F .

For an object F ∈ F(K) one defines the dual DF of F by V 7→ (F (V ♦))♦. Let

JW = DPW . Then HomF(F, JV ) ∼= (DF )(V ) for all F ∈ F . Hence JW is injective.

Moreover PV and JV , V ∈ V are respectively projective and injective generators of the

category F . Clearly PV ⊗ PW
∼= PV ⊕W and JV ⊗ JW

∼= JV ⊕W .

Let us recall the definition of the degree of functors due to Eilenberg and Mac Lane

[10]. Let F ∈ F be a functor with F (0) = 0. The second cross-effect of F is given by

F (X | Y ) : = ker(F (X ⊕ Y ) −→ F (X) ⊕ F (Y )).

Clearly F (X ⊕ Y ) ∼= F (X) ⊕ F (Y ) ⊕ F (X | Y ). In order to define the third cross-effect

of F , one can consider the second cross-effect F (X | Y ) as a functor on X and then take

the second cross-effect of it. In this way one gets all higher cross-effects. One easily shows

that the n-th cross-effect F (X1 | · · · | Xn) of F is the same as the kernel of the natural

homomorphism:

F (X1 ⊕ · · · ⊕ Xn) →
n⊕

i=1

F (X1 ⊕ · · · ⊕ X̂i ⊕ · · · ⊕ Xn).

A functor F is called of degree n if the (n + 1)-st cross-effect of F vanishes and the

n-th cross-effect is nonzero. In this case we write deg(F ) = n. We let Fn be the category

of all functors F ∈ F of degree ≤ n. The examples of functors of degree n are functors

T n, Sn, Λn, Γn. Here T n(V ) (resp. SnV, ΛnV, ΓnV ) is the the n-th tensor (resp.

symmetric, exterior, divided) power of V . Clearly DSn ∼= Γn, while DΛn ∼= Λn and

DT n ∼= T n.

A functor F is called analytic if it is an union of subfunctors of finite degrees. We let

Fω be the category of all analytic functors. The functors T ∗(V ) =
⊕

d≥0 T d(V ), Λ∗(V ),

Γ∗(V ) are examples of analytic functors.

If K is a finite field, then any map between finite dimensional vector spaces is poly-

nomial. A consequence of this phenomenon is the fact that over such fields the functor

JV is analytic for all V ∈ V. Indeed, since JV
∼= J

⊗(dim V )
K it is sufficient to consider only

JK . Clearly JK(V ) ∼= Maps(V ♦, K) and therefore it has a natural commutative algebra

structure. Moreover if q is the number of elements in K, then the equality aq = a holds
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in JK(V ). Hence the natural embedding V ⊂ Maps(V ♦, K) yields a homomorphism

of algebras S∗
q (V ) → JK(V ). It is not difficult to prove that this homomorphism is an

isomorphism. Here S∗
q (V ) is the quotient of the symmetric algebra S∗(V ) by the ideal

generated by vq − v, v ∈ V . Since the quotient of an analytic functor is analytic, JV is

analytic too. Thus for finite fields the category Fω is an abelian category with sufficiently

many injective objects.

1.2. The quotient category Fd/Fd−1

In this section we assume for simplicity that K is a prime field, although almost every-

thing works for general rings (see [26]).

Let F ∈ Fn. Since F (X1 | · · · | Xn) is additive with respect to each variable we see

that

F (X1 | · · · | Xn) ∼= (crnF ) ⊗ (X1 ⊗ · · · ⊗ Xn),

where crnF := F (K | · · · | K) ⊂ F (
⊕n

i=1 K). The action of the symmetric group Σn

on
⊕n

i=1 K by permutation of summands yields an action of Σn on crnF . In this way

one obtains an exact functor crn : Fn → Σn-mod. Clearly crnF = 0 if and only if

F ∈ Fn−1. For any M ∈ Σn-mod, one denotes by M ♭ and M ♯ the functors given by

M ♭(X) = (M ⊗ X⊗n)Σn and M ♯(X) := (M ⊗ X⊗n)Σn . Here for a Σn-module A, we let

AΣn and AΣn be the coinvariants and invariants under the action of Σn. These functors

are related by the norm homomorphism N : M ♭ → M ♯, which is induced by the action of
∑

σ∈Σn
σ.

Proposition 1.1 ([26]). — The functors M 7→ M ♭ and M 7→ M ♯ define left and right

adjoints to the functor crn : Fn → Σn-mod. Moreover crnM ♭ ∼= M ∼= crnM ♯. Thus the

kernels and cokernels of the natural maps (crnF )♭ → F , F → (crnF )♯ are functors of

degree < n. For any F ∈ Fn the composition (crnF )♭ → F → (crnF )♯ coincides with the

norm homomorphism.

Since the norm homomorphism is an isomorphism over the rationals it follows that in

this case for any functor F of degree d one has an isomorphism F ∼= crd(F )♭ ⊕ F ′, where

deg(F ′) ≤ d−1. Using this fact it is not difficult to prove that any functor of finite degree

has a unique decomposition
⊕

d Fd, where Fd is of the form M ♭ and M is a representation

of Σd. Moreover any natural transformation between functors Fd and Fl for d 6= l vanishes.

Hence over the rationals one has an equivalence of categories Fn
∼=

∏n
i=1(Σi-mod) (see

also Appendix A of [24]).

For char(K) > 0 we only have an equivalence of categories Fn/Fn−1
∼= Σn-mod.

If M is a simple representation of Σn then the image of the norm homomorphism M ♭ →

M ♯ is a simple object in F and any simple object of F is of this form. This is a formal

consequence of Proposition 1.1 (compare with Proposition 4.7 of [21]). Recently Piriou

and Schwartz [30] proved that for any simple functor F ∈ F one has Ext1
F(F, F ) = 0,

unlike to the situation with representations of symmetric groups.
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1.3. Unstable modules over the Steenrod algebra and F

In the 90’s Henn, Lannes and Schwartz [16] discovered a remarkable link between the

category F(Fp) and representations of the Steenrod algebra. For simplicity we consider

only the case K = F2.

We let A denote the mod-2 Steenrod algebra. Let us recall that it is generated by the

elements Sqi of degree i, i > 0 and these generators satisfy the Adem relations (see [S1]).

A (graded) module M∗ =
⊕

i≥0 M i over A is said to be unstable if for every x ∈ M one

has Sqix = 0 if i > |x|. Here |x| denotes the degree of x. Note that for any space X, the

mod-2 cohomology H∗(X) is an example of an unstable A-module. Let U be the category

of unstable A-modules. One observes that for any n ≥ 0 there exists a unique (up to

an isomorphism) unstable A-module F (n) such that for any M∗ ∈ U one has a natural

isomorphism

HomU(F (n), M∗) ∼= Mn.

An unstable A-module M∗ is called nilpotent if for any x ∈ M there exists k > 0 such

that (Sq0)
kx = 0. Here Sq0 : Mn → M2n is given by m 7→ Sqnm and (Sq0)

k denotes the

k-th iteration of Sq0. Let us notice that H∗(X) is nilpotent as an unstable module if and

only if H∗(X) is nilpotent as a commutative algebra.

If V is a finite dimensional vector space, then by H∗V and H∗V we denote the homology

and cohomology of V considered as an abelian group. Let us recall that one has the

following isomorphisms of functors

H∗(V ) ∼= S∗(V ♦[1]), H∗(V ) ∼= Γ∗(V [1]).

Here V [1] indicates the fact that V is concentrated in degree 1. Since H∗V is an unstable

module, any θ ∈ A yields a morphism Sn → Sn+|θ| and therefore it induces by duality

a natural transformation Γn+|θ| → Γn. Hence for any F ∈ F the graded vector space

m(F ) =
⊕

n HomF(Γn, F ) has a natural A-module structure and m(F ) ∈ U . In this way

one obtains a functor m : F → U . It follows from the very definition that

mJV =
⊕

n

HomF(Γn, JV ) ∼=
⊕

n

(ΓnV )♦ = S∗V.

The functor m has a left adjoint f : U → F . So one has an isomorphism

HomF(fM∗, F ) ∼= HomU(M∗,mF ).

Putting F = JV one obtains (f(M∗)(V ))♦ ∼= HomU(M∗, S∗V ). One observes that if M∗ is

a finitely generated A-module then HomU(M∗, S∗V ) is a finite dimensional vector space.

Hence in this case f(M∗)(V ) is isomorphic to (HomU(M∗, S∗V ))♦. In general M∗ is a

union of finitely generated A-modules and therefore HomU(M∗, S∗V ) has a structure of

a profinite vector space, whose continuous dual is denoted by HomU(M∗, S∗V )′. Since f

preserves colimits one has the following isomorphism

f(M∗)(V ) ∼= HomU(M∗, S∗V )′.
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For example, f(F (n)) = Γn.

Theorem 1.2 ([16]). — The functor f is exact and preserves tensor products. For any

V ∈ V one has a natural isomorphism f(S∗V ) ∼= JV . Furthermore the values of f are an-

alytic functors and for any analytic F the natural map f(m(F )) → F is an isomorphism.

An object M∗ ∈ U is nilpotent if and only if f(M∗) = 0.

Let N be the category of nilpotent unstable modules. Obviously it is a Serre subcate-

gory in U . Let us note that the theorem implies the equivalence of categories U/N ∼= Fω.

The original proof of this theorem used deep structural results on injective objects

in the category of unstable modules due to Carlsson, Miller, Lannes, Zarati and others.

Kuhn [20] gave a reasonably simple proof of Theorem 1.2. His proof can be divided in

several steps. The first one is the following important result.

Theorem 1.3 ([20]). — Let F ∈ F be a finite functor. Then one can embed F in a sum

of the form
⊕k

i=1 Sni.

Here a functor T ∈ F is called finite if it is of finite degree and has values in V . The

proof of Theorem 1.3 consists of several reductions. One observes that 2nd power map and

multiplication in the symmetric algebra yield a natural transformation: Si⊗Sj → Si2r+j,

which is a monomorphism for 2r > j. Hence the class of functors for which Theorem 1.3

is true is closed with respect to tensor products. One observes also that F embeds in

a finite sum of JV , because JV , V ∈ V are injective cogenerators. Since JV = J
⊗(dim V )
K

and F has finite degree it suffices to consider the case when F is the image of Sm into

JK , m ≥ 1 under the projection S∗(V ) → S∗
2(V ), because any sub-functor of finite degree

of JK is of such type. Using a combinatorial argument Kuhn was able to give an explicit

embedding in this case (see [20]).

The second step in the proof of Theorem 1.2 is the following

Proposition 1.4. — The full subcategory of F , whose objects are Γn, n ≥ 0, and the

full subcategory of U , whose objects are F (n), n ≥ 0 are isomorphic categories. The

isomorphism takes Γn to F (n).

Sketch of the proof. — Let a ∈ A be a homogeneous element of degree m. It yields a

natural transformation a∗ : Sn → Sn+m, thanks to the isomorphism S∗(V [1]) ∼= H∗(V ♦).

It is not too difficult to show that in this way we get a homomorphism

HomA(F (n + m), F (n)) → HomF(Sn, Sn+m)

and counting argument shows that this map is an isomorphism.

The next step is the following variant of the Gabriel-Popescu theorem on abelian

categories. Let us recall that a ringoid is a small category with abelian group structure

on Hom-sets, such that the composition is biadditive. Clearly a ringoid with one object is
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the same ring considered as a category with one object. Moreover any small subcategory

of an additive category is a ringoid. A right module over a ringoid C is a contravariant

functor M : C → Ab with the property that the maps HomC(c, d) → Hom(M(d), M(c))

given by f 7→ M(f) are homomorphisms of abelian groups, c, d ∈ C. For a ringoid C we

let mod-C be the category of all right C-modules.

Theorem 1.5 ([20]). — Let A be an abelian category with exact directed colimits and

let C ⊂ A be a small subcategory, such that any object in A is a quotient of an object

of the form
⊕

ci, where ci ∈ C. Let r : A → mod-C be the functor given by r(a)(c) =

HomA(c, a). Then

i) The functor r has a left adjoint l : mod-C → A.

ii) The functor l is exact, r is fully faithful and lra → a is an isomorphism for any

a ∈ A. Hence in this case mod-C/Ker(l) ∼= A.

iii) A has enough injectives and r preserves injectives. Moreover if I and J are injective

in A then r yields an isomorphism

HomA(I, J) ∼= Hommod−C(rI, rJ).

If additionally all objects from C are small and projective in A then r (and hence l) is

an equivalence of categories.

Now we are in the position to give a sketch of the proof of Theorem 1.2. First one takes

A = U and C = {F (n)}n≥0. Here {F (n)}n≥0 is the full subcategory of U whose objects

are F (n), n ≥ 0. The last statement of Theorem 1.5 shows that U ∼= mod-{F (n)}n≥0.

Then we put A = Fω and take C = {Γn}n≥0, where {Γn}n≥0 is the full subcategory of

Fω whose objects are Γn, n ≥ 0. By Proposition 1.4 one has an equivalence of categories

mod-C ∼= U . It follows from Theorem 1.3 that the condition of Theorem 1.5 holds.

Applying Theorem 1.5 we obtain an adjoint pair of functors (l, r) between the category U

and Fω. One checks readily that r = m and we get all statements of Theorem 1.2 except

the statement about the tensor product and the characterization of nilpotent modules.

We refer to [20] and [34] for the proof of these facts.

Remark 1.6. — By Proposition 1.4 one can reconstruct the category U and the Steen-

rod algebra (without the Bokstein operations) from the endomorphism ring EndF(S∗, S∗),

which has a meaning in a far more general setting. Based on this observation an appro-

priate notion of “Steenrod algebra over a finite field K” was developed in [20] in such a

way that the whole material in 1.3 works for any finite field.

Remark 1.7. — Among other applications of Theorem 1.2 we would like to mention

the important article of Henn-Lannes-Schwartz [17] and also the work of Kuhn [23] and

Schwartz [35] on topological realizability of unstable modules over the Steenrod algebra.
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1.4. Artinian conjecture

The following conjecture was posed by L. Schwartz.

If K is a finite field then the category F is locally noetherian.

Here is another formulation:

If K is a finite field and V ∈ V then the injective object JV is artinian.

It is known that the conjecture is true when dimV = 1. As was proved by Powell [31]

the conjecture is also true when K = F2 and dim V = 2.

The conjecture implies the following assertions

Any injective object in Fω is also injective in F and the functor f : U → F

respects injective objects.

2. THE CATEGORY P

In this section K is a field. We give several equivalent interpretations of the category

of strict polynomial functors. We start with recalling the definition of Schur algebras.

2.1. Polynomial representations of GLn and Schur algebras.

Let GLn = GLn,K be the general linear group over K considered as an algebraic group.

We recall that the coordinate ring K[GLn] is the quotient of the polynomial algebra

K[xij, y]1≤i,j≤n by the ideal generated by (y det(xij)−1). It has a Hopf algebra structure,

whose comultiplication is given by ∆(xij) =
∑n

k=1 xik ⊗ xkj. Moreover we let Mn be the

algebraic monoid of n×n-matrices. The coordinate ring K[Mn] is the polynomial algebra

K[xij]1≤i,j≤n. Clearly it is a subbialgebra of K[GLn]. Comodules over K[GLn] are called

rational representations of Gln. A rational representation of GLn is called polynomial

if it is also a comodule over K[Mn]. One observes that for each d ≥ 0 the subspace

A(n, d) ⊂ k[Mn] of homogeneous polynomials of degree d is a subcoalgebra of k[Mn]. The

linear dual A(n, d)♦ of A(n, d) is known as Schur algebra and it is denoted by S(n, d)

(see [15]). A polynomial representation of GLn is said to be homogeneous of degree d if

it is a comodule over A(n, d). Clearly the category of finite dimensional homogeneous

polynomial representations of degree d is equivalent to the category of finite dimensional

modules over the Schur algebra S(n, d). We refer the reader to [25] and references there

for extensive information on Schur algebras.

2.2. Polynomial laws and the category P

For a vector space V we let V be the functor from the category – K/alg of commutative

K-algebras to the category of sets given by R 7→ R ⊗ V . A polynomial law from a vector

space V to a vector space W is by definition a natural transformation of functors V → W
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(see [32]). Let Pol be the category of vector spaces and polynomial laws. A polynomial

law f ∈ HomPol(V, W ) is called homogeneous of degree d if for any algebra R, r ∈ R and

x ∈ R ⊗ V one has fR(rx) = rdfR(x).

Following Friedlander and Suslin [14] a strict polynomial functor F : V → V is a rule

which associates to each finite dimensional vector space V a vector space F (V ) and to

each pair (V, W ) of finite dimensional vector spaces a polynomial law

F (V, W ) ∈ HomPol(Hom(V, W ), Hom(F (V ), F (W ))

in such a way that for any V ∈ V one has F (V, V )(1V ) = 1F (V,V ) and for a any U, V, W ∈ V

the following diagram of polynomial laws commutes:

Hom(V, W ) × Hom(U, V ) → Hom(U, W )

↓ ↓

Hom(FV, FW ) × Hom(FU, FV ) → Hom(FU, FW ),

where the vertical arrows are induced by F , while the horizontal arrows come from the

composition.

One says that a strict polynomial functor F is of finite degree if the degrees of the

polynomial laws F (X, Y ) are bounded above. A strict polynomial functor F is called

homogeneous of degree n if for any V, W ∈ V the polynomial F (V, W ) is homogeneous

of degree n. We let P (resp. Pd) be the category of strict polynomial functors of finite

degree (resp. strict homogeneous polynomial functors of degree d). Since any polynomial

law is a sum of homogeneous ones, it follows that P ∼=
⊕

d Pd.

2.3. The category ΓdV

The vector space SdV is the module of coinvariants of V ⊗d under the action of the

symmetric group Σd on d symbols. Similarly ΓdV is the module of invariants Γd(V ) =

(V ⊗d)Σd . For any vector space V one has a map γd : V → Γd(V ), which is given by

x 7→ γd(x) := x⊗n ∈ (V ⊗n)Σn . Moreover for any vector spaces V and W there exists a

unique linear map

µ : ΓdV ⊗ ΓdW → Γd(V ⊗ W )

with the property µ(γd(x)⊗γd(y)) = γd(x⊗y). One can use the transformation µ to define

the composition in the category ΓdV , whose objects are those of V while morphisms are

HomΓdV(V, W ) = Γd(Hom(V, W )). The identity arrows in ΓdV are γd(1V ). Clearly ΓdV is

a K-linear category, that is a category whose set of morphisms between two objects has

a vector space structure and the composition is bilinear.

Proposition 2.1. — The following categories are equivalent:

- the category of K-linear functors ΓdV → V,

- the category of homogeneous strict polynomial functors of degree d,
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- the category of homogeneous polynomial representations of degree d of GLn, provided

n ≥ d,

- the category of finite dimensional modules over S(n, d), provided n ≥ d.

Proof. — Clearly V is isomorphic to the functor HomK/alg(S
∗(V ♦),−) as soon as V ∈ V.

Hence by the Yoneda lemma one has HomPol(V, W ) ∼= S∗(V ♦)⊗W ∼=
⊕

d Hom(ΓdV, W ).

Elements of Hom(ΓdV, W ) correspond to homogeneous polynomial laws of degree d. This

shows that a homogeneous strict polynomial functor of degree d is the same as a collection

of F (V ) ∈ V, V ∈ V together with linear maps Γd Hom(V, W )⊗F (V ) → F (W ) satisfying

associativity and unity conditions. Therefore the first two categories are equivalent. The

last two categories are also equivalent by the discussion in 2.1. It remains to show the

equivalence between the first and the third category. For each m ≥ 0 we let Γd,m ∈ Pd

be the functor given by V 7→ Γd(Hom(Km, V )). By the Yoneda lemma one has an

isomorphism HomP(Γd,m, F ) ∼= F (Km) for any F ∈ Pd. So Γd,m, m ≥ 0 are small

projective generators in the abelian category Pd. By looking at cross-effects of Γd,m it

is clear that each Γd,m is a direct summand of Γd,n provided m ≤ n and each Γd,m is a

direct summand of an object of the form
⊕d

k=1 Γd,n provided n ≥ d. Therefore Γd,n is a

projective generator. Thus the category of K-linear functors ΓdV → V is equivalent to

the category of finite dimensional modules over EndP(Γd,n) = Γd(End(Kn)). But the last

algebra is isomorphic to the Schur algebra S(n, d) and hence the result.

2.4. Elementary properties of P

Clearly f 7→ γd(f) defines the (nonlinear) functor γd : V → ΓdV . The precomposition

with γd yields the functor Pd → Fd, which is a full embedding provided the field K

contains at least d elements. By abuse of notation we denote the image of F under this

functor by the same letter F .

The natural transformation Γd+l → Γd ⊗Γl coming from the Hopf algebra structure on

the divided power algebra can be used to define the tensor product of strict homogeneous

polynomial functors. It yields the functor Pd × Pl → Pk+l, which corresponds to the

obvious tensor functor in F .

The dual of the natural transformation Sd(SlV ) → Sdl(V ) is a transformation Γdl →

Γd ◦ Γl, which can be used to define the composition of strict homogeneous polynomial

functors. One observes also that the dual of a strict homogeneous polynomial functor is

a strict homogeneous polynomial functor. Since Γd carries obvious structure of a strict

homogeneous polynomial functor of degree d, we see that T d, Sd, Λd ∈ Pd. As was observed

in the proof of Proposition 2.1 the functors Γd,m are projective generators of Pd. Therefore

Sd,m := DΓd,m are injective cogenerators of Pd, m ≥ 0. Another system of projective

generators is Γd1 ⊗ · · · ⊗ Γdk , d1 + · · · + dk = d.
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2.5. Frobenius twist

In representation theory of algebraic groups over fields of characteristic p > 0 the

Frobenius twist plays an important rôle (see [18]). By Proposition 2.1 to the Frobenius

twist on polynomial representations corresponds a similar operation on strict polynomial

functors, which can be described as follows. Let K be a field of characteristic p > 0. For

a vector space V we let V (1) be the vector space obtained by extending scalars via the

Frobenius homomorphism f : K → K given by f(λ) = λp. In other words V (1) is a vector

space generated by v(1), v ∈ V modulo the following relations

(v + w)(1) = v(1) + w(1), (λv)(1) = λpv(1), λ ∈ K.

One defines V (r), r ≥ 1 by induction: V (r+1) = (V (r))(1).

The map V (1) → SpV given by v(1) 7→ vp is linear. By duality one obtains the natural

transformation Γp → I(1), where I(1)(V ) = V (1). Using this transformation one readily

checks that I(1) ∈ Pp. For any F ∈ Pd we put F (1) = F ◦ I(1) and then by induction one

defines F (r+1) = (F (r))(1), r ≥ 0. Clearly F (r) ∈ Pdpr if F ∈ Pd.

Let us note that for finite prime fields the functors I(1) and I are isomorphic in F . Here

I(V ) = V . However in P these functors are different, they even have different degrees:

I ∈ P1, while I(1) ∈ Pp. For finite fields the Frobenius twist induces an equivalence of

categories (−)(1) : Fd → Fd.

2.6. ExtP and cohomology of algebraic groups

The following theorem was proved by Donkin (see Section 3 of [14]).

Theorem 2.2 ([6, 7]). — Let A and B be finite dimensional polynomial representations.

Then

Ext∗K[Mn](A, B) → Ext∗K[GLn](A, B)

is an isomorphism. Here Ext is taken in the category of comodules.

By Proposition 2.1 we also have

Corollary 2.3. — Let F, T ∈ Pd. Then

Ext∗P(F, T ) → Ext∗K[GLn](F (Kn), T (Kn))

is an isomorphism provided n ≥ d.

3. FUNCTOR COHOMOLOGY

In this section we deal with Ext-groups in the categories F and P . Calculations in P

are easier, because each piece Pd of P is of finite global dimension thanks to a result of

Donkin [6], who proved this result in terms of Schur algebras (see also Totaro [36] for an
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explicit formula for the global dimension of Pd). Calculation in P is easier also because

the functors Sn1 ⊗ · · · ⊗ Snk (resp. Γn1 ⊗ · · · ⊗ Γnk) are injective (resp. projective) in P .

Of course Sn is no longer injective in F , but the following result shows that if one inverts

the Frobenius Sn → Snp then one gets an injective object in Fω.

Lemma 3.1 ([22]). — Assume F ∈ F has a projective resolution of finite type. Then,

for any k > 0, one has

colim Extk
F(T, Spn

) = 0,

where Sn denotes the n-th symmetric power and the limit is considered with respect to

the Frobenius maps Φ : Spn
→ Spn+1

.

Proof. — (see [12]). Let P∗ be a projective resolution of F which is of finite type. Then

DP∗ is an injective resolution of DF . Hence

Extk
F(F, S2n

) = Hk(HomF(P∗, S
2n

)) ∼= Hk((m(DP∗))
2n

) ∼= (Hk(m(DP∗)))
2n

and it is enough to show that Hk(m(DP∗)) ∈ N . Since

f(Hk(m(DP∗))) = Hk(f(m(DP∗))) = Hk(DP∗) = 0, k > 0

Theorem 1.2 implies the expected inclusion.

Lemma 3.1 together with Lemma 3.3 plays a crucial rôle in this section.

Let C and D be categories and let l : C → D and r : D → C be functors. If l is a left

adjoint to r we will say that (l, r) is an adjoint pair from C to D. Moreover for a small

category C we let C-mod be the category of all functors C → Vect.

Lemma 3.2. — Let (l, r) be an adjoint pair from C to D. Assume C and D are small

categories. Then for any F : C → Vect and G : D → Vect one has an isomorphism

Ext∗D−mod(F ◦ r, G) ∼= Ext∗C−mod(F, G ◦ l).

Lemma 3.3 ([27]). — Let A ∈ F be an additive functor and let B : V × V → Vect be a

bifunctor with the property B(X, 0) = 0 = B(0, X) for all X ∈ V . Then Ext∗F(A, Bd) =

0 = Ext∗F(Bd, A), where Bd(V ) = B(V, V ).

Proof. — Apply the previous lemma to the adjoint pairs (ik, pk) : V → V×V, k = 1, 2, 3,

where i1(V ) = (V, 0), i2(V ) = (0, V ), i3(V ) = (V, V ), pk(V1, V2) = Vk, k = 1, 2, p3(V1, V2) =

V1

⊕
V2 and use the fact that A ◦ p3 = A ◦ p1

⊕
A ◦ p2.

A strict polynomial functor T is called additive if T is additive as an object in F . The

previous argument shows that Lemma 3.3 is still true in the framework of P . Actually

the proof of Lemma 3.3 gives a bit more:

Ext∗E(K, T1 ⊗ · · · ⊗ Tn) = 0 = Ext∗E(T1 ⊗ · · · ⊗ Tn, K),

where degK < n, T1(0) = · · · = Tn(0) = 0 and E is P or F .
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Let us see how to use these facts for explicit calculations. First we consider calculations

in the category P . Since I ∈ P is projective we have Exti
P(I,−) = 0 if i > 0. More

interesting is Ext∗P(I(r),−) for r ≥ 1.

For simplicity we restrict ourselves to the case p = 2 and refer the reader to [12], [14]

and [13] for the case p > 2. We follow ideas of [12].

It is not too hard to show that one has an exact sequence

0 → S2h(1) → S2h

→ · · · → S2h−i ⊗ Si → · · · → S2h

→ 0.(3.1)

Here the first nontrivial map is given by the Frobenius, and the rest are the compositions

Sk ⊗Sl → Sk−1⊗S1⊗Sl → Sk−1⊗Sl+1, where first map (resp. second) is induced by the

comultiplication (resp. multiplication) in the Hopf algebra S∗(V ). By the P-version of

Lemma 3.3 Ext∗P(I(r), Sk ⊗ Sl) = 0 if k, l ≥ 1 and a fortiori Hom∗
P(I(r), Sk ⊗ Sl) = 0.

Let us note that HomP(I(h), S2h
) = HomF(I(h), S2h

) is one dimensional spanned by

the iterated Frobenius map. Hence it follows from the injective resolution (3.1) that

Exti
P(I(h+1), S2h(1)) = K, if i = 0 and i = 2h+1 and Exti

P(I(h+1), S2h(1)) = 0 otherwise.

Let us apply the degreewise action by the Frobenious twist on (3.1). Then one obtains a

non-injective resolution of S2h(2), which gives rise to a hypercohomology spectral sequence

E1
st = Extt

P(I(h+2), S2h+1−s(1) ⊗ Ss(1)) =⇒ Exts+t
P (I(h+2), S2h(2)).

By the P-version of Lemma 3.3 the spectral sequence has only two nontrivial columns

corresponding to s = 0 and s = 2h+1. Moreover the previous calculation shows that in

both columns there are only two nontrivial terms corresponding to t = 0 and t = 2h+2,

so there is no space for differentials and we get Exti
P(I(h+2), S2h(2)) = K, if i = 0, i =

2h+1, 2h+2, 2h+2 + 2h+1 and Exti
P(I(h+2), S2h(2)) = 0 otherwise. By iteration one obtains:

Proposition 3.4 ([14]). — For any 0 ≤ j ≤ r one has Extq
P(I(r), S2r−j(j)) = K if

q ≡ 0 mod 2r−j+1 and q < 2r+1 and Extq
P(I(r), S2r−j(j)) = 0 otherwise.

Such type of results was used in [14] to prove the following theorem:

The rational cohomology of any finite group scheme is a finitely generated

algebra.

Now we do similar calculations in F .

Theorem 3.5 ([12]). — Exti
F(I(h), S2h

) = K if i ≡ mod 2h+1 and = 0 otherwise.

Proof. — The exact sequence (3.1) together with Lemma 3.3 yields the exact sequence

· · · → Extk−2h

F (I(h), S2h

) →

→ Extk
F(I(h), S2h−1

) → Extk
F(I(h), S2h

) → Extk−2h+1
F (I(h), S2h

) → · · ·

From this sequence it follows that Extk
F(I(h), S2h−1

) → Extk
F(I(h), S2h

) is an isomorphism

for k < 2h. It is known that any finite functor admits a projective resolution of finite

type (see [12]). Thus by Lemma 3.1 one has Extk
F(I(h), S2h

) = 0 as soon as 0 < k < 2h+1.
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Now one can use this information in the same exact sequence to get Extk
F(I(h), S2h

) = 0

for 2h+1 < k < 2h+2. By iterating this process one gets the result.

It is worth to mention that Franjou, Friedlander, Scorichenko and Suslin give in [13]

explicit calculations of Ext∗(Γd(h), Sn), Ext∗(Γd(h), Λn), Ext∗(Γd(h), Γn) and Ext∗(Λd(h), Λn)

in the F and P framework. Let us also note that the groups Ext∗F(I,−) are known as

Mac Lane cohomology (see [19]) and they are dual to the topological Hochschild homology

(see [29]). The previous theorem for h = 0 was first obtained by Breen [4] in the frame-

work of “Extensions du groupe additif” and Bökstedt [3] in the framework of topological

Hochschild homology.

Returning to Proposition 3.4 one sees that the Frobenius twist induces monomorphisms

Exti
P(I(s+j), S2s(j)) → Exti

P(I(s+j+1), S2s(j+1)) which stabilize for each i. This phenomenon

is a particular case of the well known fact on cohomology of algebraic groups (see [18],

page 347), which by virtue of Corollary 2.3 yields the following

Theorem 3.6. — Let F, T ∈ Pd. Then the Frobenius twist gives a monomorphism

Exti
P(F, T ) → Exti

P(F (1), T (1)). Moreover, for all sufficiently large m the map

Exti
P(F (m), T (m)) → Exti

P(F (m+1), T (m+1)) is an isomorphism.

By [13] the last assertion holds as soon as i ≤ 2m+1 − 1.

We let Exti
Gen(F, T ) be the common value of Exti

P(F (m), T (m)), m ≫ 0. Since the Frobe-

nius twist in Fd is an equivalence of categories we see that the canonical map Ext∗P(F, T ) →

Ext∗F(F, T ) gives rise to the homomorphism Ext∗Gen(F, T ) → Ext∗F(F, T ). Now comparing

the Proposition 3.4 and Theorem 3.5 one sees that the homomorphism Ext∗Gen(I(h), S2h
) →

Ext∗F(I(h), S2h
) is an isomorphism. However in general Ext∗Gen(F, T ) → Ext∗F(F, T ) is not

an isomorphism even when ∗ = 0. The following rather surprising result of Franjou,

Friedlander, Scorichenko and Suslin gives a condition when it is an isomorphism.

Theorem 3.7 ([13]). — Let T, F ∈ Pd be strict polynomial functors, then

Ext∗P(F, T ) → Ext∗F(F, T )

is a monomorphism. Moreover if the field K contains at least d elements then

Ext∗Gen(F, T ) → Ext∗F(F, T )

is an isomorphism.

The proof of the theorem is quite long and can be divided essentially into two parts.

In the first part they prove a weaker version (Proposition 3.8) and then they use a base

change argument in a very clever way to finish the proof. Here we prove only Proposition

3.8 and refer the interested reader to the original paper for the second part of the proof

of Theorem 3.7.
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Proposition 3.8. — Let F, T ∈ Pd and let m ≥ 0. Assume K has at least 2md elements.

Then

Exti
P(F (m), T (m)) → Exti

F(F, T )

is an isomorphism provided i ≤ 2m−d+1 − 2.

The rest of this section is devoted to the proof of Proposition 3.8.

Definition 3.9 ([11]). — A graded object E∗ =
⊕

n En ∈ E, where E = F or P is

called exponential if there exist natural isomorphisms E0(V ) = K, E∗(V
⊕

W ) ∼= E∗(V )⊗

E∗(W ) and the values of En lie in V.

If E∗ is an exponential functor, then En(0) = 0, for n > 0 and deg(En) ≤ n. Typical

examples of exponential functors are given by the symmetric algebra, the exterior algebra

and the divided power algebra. If E∗ and Ē∗ are exponential functors then E∗ ⊗ Ē∗ is

also an exponential functor.

The same argument as in the proof of Lemma 3.3 gives also the following

Lemma 3.10 ([11, 13]). — Let E∗ be an exponential functor in E . Then for any functors

B, C ∈ E and any i ≥ 0 one has isomorphisms of graded vector spaces

Ext∗E(E
n, B ⊗ C) ∼=

⊕

i+j=n

Ext∗E(E
i, B) ⊗ Ext∗E(E

j, C)

Ext∗E(B ⊗ C, En) ∼=
⊕

i+j=n

Ext∗E(B, Ei) ⊗ Ext∗E(C, Ej).

Lemma 3.11 ([11, 13]). — For any exponential functor E∗ and any injective J ∈ Pn,

n ≡ 0 mod 2h one has Exti
F(Ed, J) = 0 provided 0 < i ≤ 2n−d+2 − 2.

Proof. — First we exploit the fact that Sn ∈ F behaves like an injective with respect

to functors of degree ≪ n. Assume n = ǫ0 + 2ǫ1 + · · · + 2kǫk, ǫi = 0, 1 is the 2-adic

expansion of a natural number n and let α(n) be the number of nonzero elements of the

set {ǫ0, · · · , ǫk, }. Then Sn is a retract of (S1)⊗ǫ0 ⊗· · ·⊗(S2k
)⊗ǫk . Hence a discussion after

Lemma 3.3 shows that Ext∗F(K, Sn ⊗ Sm) = 0 as soon as degK < α(n) + α(m). Based

on this fact and using the exact sequence (3.1) it is not too difficult to prove that the

Frobenius transformation yields an isomorphism Exti
F(K, S2n

) → Exti
F(K, S2n+1

) pro-

vided degK ≤ d and i ≤ 2n−d+2−2. Since any finite functor has a projective resolution of

finite type (see [12]), it follows from Lemma 3.1 that for such K one has Exti
F(K, S2n

) = 0

provided degK ≤ d and 0 < i ≤ 2n−d+2 − 2. Lemma 3.10 together with the fact that the

functors Sn1 ⊗ · · · ⊗ Snk , n1 + · · · + nk = n are injective generators in Pn can be used to

finish the proof.

Proof of Proposition 3.8. — It consists of several reductions. Using a hypercohomology

spectral sequence one can prove that it suffices to restrict ourselves to the case when F

is a projective object. So we assume that F = Γd1 ⊗ · · · ⊗ Γdk , d1 + · · · + dk = d. Let
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T (m) → J∗ be an injective resolution in Pd2m . Then one has a hypercohomology spectral

sequence

Eij
1 = Exti

F(F (m), J j) =⇒ Exti+j
F (F (m), T (m)).

Since F (m) is a direct summand of the exponential functor (Γ∗ ⊗ · · · ⊗ Γ∗)(m) one can use

Lemma 3.11 to show that Eij
1 = 0 for all 0 < i ≤ 2m−d+1 − 2. So for all i ≤ 2m−d+1 − 2

one has

Exti
F(F (m), T (m)) = H i(HomF(F (m), J∗)) =

= H i(HomP(F (m), J∗)) = Exti
P(F (m), T (m))

and hence the proposition.

4. STABLE K-THEORY FOR FINITE FIELDS

4.1. Stable K-theory

Stable K-theory gives the possibility of reducing calculation of homology of the general

linear groups with twisted coefficients to the homology of the general linear group with

constant coefficients. This trick goes back to Waldhausen. Let R be a ring and let VR

be the category of finitely generated free R-modules. Moreover we let B be the category

of all functors Vop
R × VR → Ab. For any such functor D the abelian group D(Rn, Rn)

has a natural GLnR-action, so one can consider the corresponding homology groups

H∗(GLn(R), D(Rn, Rn)). These groups form a direct system and we let H∗(GL(R), D) be

the corresponding limit when n → ∞. It is a classical theorem of Dwyer that this system

always stabilizes as soon as R satisfies some finiteness condition and D is of finite degree

with respect to both variables (see [9]). Let us denote H0(GL(R), D) by Kst
0 (R, D). The

functor

Kst
0 (R,−) : B → Ab

is a right exact functor, whose left derived functors are denoted by Kst
∗ (R,−) and called

the stable K-theory of R. Similarly one can introduce the cohomological version of stable

K-theory K∗
st(R,−) : B → Ab as a left derived functor of the functor K0

st(R,−). Here

K0
st(R, D) = H0(GL(R), D) for any D ∈ B. It was proved in [2] that in this way one

recovers the original definition of Waldhausen for some class of rings including all fields

and for such rings one has the following direct sum decomposition (see [2])

Hn(GL(R), D) ∼=
⊕

i+j=n

Hi(GL(R), Kst
j (R, D)),

where the action of GL(R) on Kst is trivial. It was conjectured in [2] that the

groups Kst
∗ (R, D) are isomorphic to the homology H∗(VR, D) of the category VR with

the coefficients in the bifunctor D provided D is of finite degree with respect to both

variables. This conjecture is much stronger compared to a previous conjecture from [28]

(see also [19], page 293), which was proved by Dundas and McCarthy [8]. We refer the
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reader to [29] for an explicit definition of H∗(VR, D). For purposes of these notes it

suffices to note that H∗(VR, D) ∼= (Ext∗F(T, F ))♦ if D(X, Y ) = HomR(FX, TY ). Here

T, F ∈ F(R) := (R − mod)VR and the values of F lie in VR. By [2] the conjecture is true

for a given ring R if and only if it is true for such bifunctors. Quillen proved in [33] that

for a finite field K the (co)homology of GL(K) with coefficients in K is trivial. Thus for

a finite field K one has

Kst
∗ (K, D) ∼= H∗(GL(K), D), K∗

st(K, D) ∼= H∗(GL(K), D)

and hence the following theorem proved by Betley and Suslin independently solves our

conjecture for finite fields.

Theorem 4.1. — Let K be a finite field and let F and T be strict homogeneous functors

of degree d. Then for each i ≥ 0 the natural map

Exti
F(F, T ) → Exti

GLn(K)(F (Kn), T (Kn))

is an isomorphism provided n is big enough.

We give here a sketch of the proof following Suslin (Appendix of [13]), see also [1] for

a different argument.

First let us consider the case when F = T = I. In this case the theorem follows from

the result of Dundas and McCarthy [8]. Following Friedlander and Suslin it can be proved

also using the famous result of [5]. In our situation it says that for a fixed m ≥ 0 there

exist numbers t(m) and d(m) such that if r ≥ t(m) and [K : Fp] ≥ d(m) then

Exti
P(I(r), I(r)) → H i(GLn(K), Mn(K))

is an isomorphism for all i ≤ m. Here Mn(K) is the adjoint representation of GLn(K).

Now comparing this result to Theorem 3.7 we see that for a fixed m Theorem 4.1 is true

for F = T = I, i ≤ m if the field is big enough. In order to handle small fields one

uses the following trick. Since the GLn(K)-module Mn(K) is selfdual, one can pass to

homology because Hi(GLn(K), Mn(K)) ∼= H i(GLn(K), Mn(K))♦. Now in homology we

have a possibility to change a field as follows.

Let K → L be an extension of finite fields of degree e. Then it yields a canonical

homomorphism

can : H∗(GL(K), M(K)) → H∗(GL(L), M(L)),

where M(K) = colimMn(K). Choosing a basis for L over K one gets an embedding

L ⊂ Me(L) and hence a homomorphism H∗(GLn(L), Mn(L)) → H∗(GLen(K), Men(K))

and therefore

Tr : H∗(GL(L), M(L)) → H∗(GL(K), M(K)).

Proposition 4.2. — The composition

Tr ◦ can : H∗(GL(K), M(K)) → H∗(GL(K), M(K))
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coincides with the multiplication by e = [L : K], while the composition

can ◦ Tr : H∗(GL(L), M(L)) → H∗(GL(L), M(L))

coincides with
∑

σ∈Gal(L/K) σ∗.

In order to finish the case F = T = I we choose d sufficiently big with respect to m

and prime to p and consider an extension K → L of degree d. Then for L the theorem is

true in dimensions i ≤ m. By Theorem 3.5 (for h = 0) we have Hi(GLn(L), Mn(L)) = 0

for odd i ≤ m and Hi(GLn(L), Mn(L)) = L for even i ≤ m. Based on Proposition 4.2

it is not too difficult to see that the same relations hold for Hi(GLn(K), Mn(K)). Hence

Theorem 4.1 is true for F = T = I.

Following Suslin, for a functor F ∈ F we let aF ∈ F be the functor which is given on

objects by

(aF )(V ) =
⊕

W⊂V

F (V/W ).

If f : V → V ′ is a linear map, then the W ′-component of the induced map

(aF )(f) :
⊕

W⊂V

F (V/W ) →
⊕

W ′⊂V ′

F (V ′/W ′)

is zero on all W except W = f−1(W ′). In this case the corresponding component of

(aF )(f) is given by f∗ : F (V/f−1(W ′)) → F (V ′/W ′).

Proposition 4.3. — Assume F ∈ F has a projective resolution of finite type and let

T ∈ F be a finite functor. Then one has a natural isomorphism

Ext∗GL(K)(F, T ) → Ext∗F(F, aT ).

Proof. — By a hypercohomology spectral sequence argument it suffices to consider only

the case when F = PV is a standard projective and T = JW is a standard injective. One

can prove the claim in dimension zero by direct considerations, while in dimensions > 0

it follows from the fact that the corresponding bifunctor D(X, Y ) = Hom(FX, TY ) is

injective in B and hence Exti
GL(K)(F, T ) ∼= Ki

st(K, D) = 0, i > 0.

The canonical homomorphism T → aT yields a homomorphism σ(F, T ) : Ext∗F(F, T ) →

Ext∗F(F, aT ). Thanks to Proposition 4.3 this map is an isomorphism if and only if Theorem

4.1 is true for the pair (F, T ). We will also need the following

Lemma 4.4. — Let E∗ be an exponential functor and let B1, · · · , Bn ∈ F be functors

with the property Bi(0) = 0, i = 1, · · · , n. Assume further that the natural homomor-

phisms σ(Es, Bi) are isomorphisms for all s < m. Then σ(Am, B1 ⊗ · · · ⊗ Bn) is an

isomorphism as well.

Proof of Theorem 4.1. — By the first part of the proof we know that σ(I, I) is an

isomorphism and we have to show that σ(F, T ) is an isomorphism provided F and T

satisfy the conditions of the Theorem. This can be done by induction on the degree of
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functors based on Lemma 4.4 as follows. First one uses the exact sequence (3.1) (here we

start to assume that p = 2, for odd p one needs to use De Rham and Koszul complexes).

This sequence remains exact after applying the exact functor a : F → F . By induction

one readily proves that σ(I, Sn) is an isomorphism for all n. Indeed it suffices to note that

the induction assumption and Lemma 4.4 imply Ext∗F(I, a(Si ⊗ Sj)) = 0, for i + j < n

and one can use the same method as in Section 3. By duality one obtains that σ(Γn, I) is

an isomorphism as well. Having these facts in mind and repeating the previous argument

one sees that σ(Γn, Sm) is an isomorphism for all n, m too. Now Lemma 4.4 yields that

σ(F, T ) is an isomorphism when F is projective in P and T is an injective, and the

hypercohomology spectral sequence gives the result.
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FAITHFUL LINEAR REPRESENTATIONS OF THE BRAID GROUPS

by Vladimir TURAEV

The braid group on n strings Bn can be defined as the group generated by n− 1

generators σ1, ..., σn−1 with defining relations

(0.1) σiσj = σjσi

if |i− j| ≥ 2 and

(0.2) σiσi+1σi = σi+1σiσi+1

for i = 1, ..., n− 2. This group was introduced by Emil Artin in 1926. It has various

interpretations, specifically, as the group of geometric braids in R3, as the mapping

class group of an n-punctured disc, as the fundamental group of the configuration

space of n points on the plane, etc. The algebraic properties of Bn have been studied

by many authors. To mention a few, note the solution of the conjugacy problem in

Bn given by F. Garside, the papers of N. Ivanov and J. McCarthy who proved that

the mapping class groups and in particular Bn satisfy the “Tits alternative”, and the

work of P. Dehornoy establishing the existence of a left-invariant total order on Bn

(see [Ga], [Iv2], [Ka]).

One of the most intriguing problems in the theory of braids is the question of

whether Bn is linear, i.e., whether it admits a faithful representation into a group

of matrices over a commutative ring. This question has its origins in a number of

interrelated facts and first of all in the discovery by W. Burau [Bu] of an n-dimensional

linear representation of Bn which for a long time had been considered as a candidate

for a faithful representation. However, as it was established by J. Moody in 1991 this

representation is not faithful for n ≥ 9. Later it was shown to be unfaithful for n ≥ 5.

Thus, the question of the linearity of Bn remained open.

In 1999/2000 there appeared a series of papers of D. Krammer and S. Bigelow

who proved that Bn is linear for all n. First there appeared a paper of Krammer
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[Kr1] in which he constructed a homomorphism from Bn to GL(n(n− 1)/2, R) where

R = Z[q±1, t±1] is the ring of Laurent polynomials on two variables. He proved that

this homomorphism is injective for n = 4 and conjectured that the same is true for all

n. Soon after that, Bigelow [Bi2] gave a beautiful topological proof of this conjecture.

Another proof based on different ideas was obtained by Krammer [Kr2] independently.

The ring Z[q±1, t±1] can be embedded in the field of real numbers by assigning

to q, t any algebraically independent non-zero real values. Therefore Bn embeds in

GL(n(n − 1)/2,R). As an application, note that the linearity of B4 implies the

linearity of the group Aut(F2), where Fn is a free group of rank n (see [DFG]). It is

known that Aut(Fn) is not linear for n ≥ 3, see [FP].

The representation of Bn considered by Krammer and Bigelow is one of a family

of representations introduced earlier by R. Lawrence [La]. Her work was inspired by

a study of the Jones polynomial of links and was concerned with representations of

Hecke algebras arising from the actions of braids on homology of configuration spaces.

The same representation of Bn arises from a study of the so-called Birman-

Murakami-Wenzl algebra Cn. This algebra is a quotient of the group ring C[Bn] by

certain relations inspired by the theory of link polynomials. The irreducible finite

dimensional representations of Cn were described by H. Wenzl in terms of Young

diagrams. These representations yield irreducible finite dimensional representations

of Bn. One of them was shown by M. Zinno [Zi] and independently by V. Jones to

be equivalent to the Krammer representation which is henceforth irreducible.

The aim of this paper is to present these results. In Sect. 1 we consider the Burau

representation and explain why it is not faithful. In Sect. 2 we outline Bigelow’s

approach following [Bi2]. In Sect. 3 we discuss the work of Krammer [Kr2]. Finally

in Sect. 4 we discuss the Birman-Murakami-Wenzl algebras and the work of Zinno.

The author is indebted to S. Bigelow for useful comments on his work and to

Ch. Kassel for careful reading of a preliminary version of this paper.

1. THE BURAU REPRESENTATION OF THE BRAID GROUP

1.1. Mapping class groups. It will be convenient for us to view the braid group

as the mapping class group of a punctured disc. We recall here the definition and a

few simple properties of the mapping class groups.

Let Σ be a connected oriented surface. By a self-homeomorphism of Σ we mean

an orientation preserving homeomorphism Σ → Σ which fixes ∂Σ pointwise. Two such
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homeomorphisms are isotopic if they can be included in a continuous one-parameter

family of self-homeomorphisms of Σ. The mapping class group Homeo(Σ) of Σ is

the group of isotopy classes of self-homeomorphisms of Σ with the group operation

determined by composition.

Each self-homeomorphism of Σ induces an automorphism of the abelian group

H = H1(Σ;Z). This is a “homological” representation Homeo(Σ) → Aut(H). The

action of homeomorphisms preserves the skew-symmetric bilinear form H ×H → Z

determined by the algebraic intersection number. The value [α] · [β] ∈ Z of this

form on the homology classes [α], [β] ∈ H represented by oriented loops α, β on Σ is

computed as follows. Assume that α and β lie in a generic position so that they meet

each other transversely in a finite set of points which are not self-crossings of α or β.

Then

[α] · [β] =
∑

p∈α∩β

εp

where εp = +1 if the tangent vectors of α, β at p form a positively oriented basis and

εp = −1 otherwise.

An example of a self-homeomorphism of Σ is provided by the Dehn twist τα

about a simple closed curve α ⊂ Σ. It is defined as follows. Identify a regular

neighborhood of α in Σ with the cylinder S1 × [0, 1] so that α = S1 × (1/2). We

choose this identification so that the product of the counterclockwise orientation on

S1 = {z ∈ C | |z| = 1} and the right-handed orientation on [0, 1] corresponds to the

given orientation on Σ. The Dehn twist τα : Σ → Σ is the identity map outside

S1 × [0, 1] and sends any (x, s) ∈ S1 × [0, 1] to (e2πisx, s) ∈ S1 × [0, 1]. To compute

the action of τα in homology, we orient α in an arbitrary way. The effect of τα on an

oriented curve transversal to α is to insert α±1 at each crossing of α with this curve,

where ±1 is the sign of the crossing. Therefore for any g ∈ H,

(1.1) (τα)∗(g) = g + ([α] · g)[α]

Note that τα and its action on H do not depend on the choice of orientation on α.

A similar construction applies to arcs in Σ whose endpoints are punctures. As-

sume that Σ is obtained from another surface Σ′ by puncturing, i.e., by removing

a finite set of points lying in Int(Σ′). These points will be called punctures. Let α

be an embedded arc in Σ′ whose endpoints are punctures x1, x2 and whose interior

lies in Σ. One can define the Dehn “half-twist” τα : Σ → Σ which is the identity

map outside a regular neighborhood of α in Σ′ and which exchanges x1 and x2. This

homeomorphism is obtained by the isotopy of the identity map of Σ′ rotating α about
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its midpoint to the angle of π in the direction provided by the orientation of Σ. Re-

stricting the resulting homeomorphism of Σ′ → Σ′ to Σ we obtain τα. To compute

the action of τα on H = H1(Σ) we orient α from x1 to x2 and associate to α a loop

α′ in Σ as follows. Choose a point z ∈ α and for i = 1, 2 denote by µi the loop in

Σ beginning at z and moving along α until coming very closely to xi, then encircling

xi in the direction determined by the orientation of Σ and finally moving back to z

along α. Set α′ = µ−1
1 µ2. The homotopy class of the loop α′ on Σ does not depend

on the choice of z. The effect of τα on an oriented curve transversal to α is to insert

(α′)±1 at each crossing of α with this curve. Thus for any g ∈ H, we have

(1.2) (τα)∗(g) = g + ([α] · g)[α′]

where [α] · g = −g · [α] ∈ Z is the algebraic intersection number of g with the 1-

dimensional homology class [α] of Σ “modulo infinity” represented by α.

In general, the action of Homeo(Σ) on H = H1(Σ) is not faithful. We point out

one source of non-faithfulness. If α, β ⊂ Σ are simple closed curves with [α] · [β] = 0

then formula (1.1) implies that (τα)∗ and (τβ)∗ commute in Aut(H). The Dehn twists

τα, τβ themselves commute if and only if α is isotopic to a simple closed curve disjoint

from β, see for instance [Iv1]. It is easy to give examples of simple closed curves

α, β ⊂ Σ which are not disjoint up to isotopy but have zero algebraic intersection

number. Then the commutator [τα, τβ ] lies in the kernel of the homological represen-

tation. Using (1.2), one can similarly derive elements of the kernel from embedded

arcs with endpoints in punctures.

1.2. Braid groups. Let D = {z ∈ C | |z| ≤ 1} be the unit disc with counterclockwise

orientation. Fix a set of n ≥ 1 distinct punctures X = {x1, ..., xn} ⊂ Int(D). We

shall assume that x1, ..., xn ∈ (−1,+1) = R ∩ Int(D) and x1 < x2 < ... < xn.

Set Dn = D\X. The group Homeo(Dn) is denoted Bn and called the n-th braid

group. An element of Bn is an isotopy class of a homeomorphism Dn → Dn which

fixes ∂Dn = ∂D = S1 pointwise. Such a homeomorphism uniquely extends to a

homeomorphism D → D permuting x1, ..., xn. This defines a group homomorphism

from Bn onto the symmetric group Sn. We can equivalently define Bn at the group

of isotopy classes of homeomorphisms D → D which fix ∂D pointwise and preserve

X as a set.

For i = 1, ..., n− 1, the linear interval [xi, xi+1] ⊂ (−1,+1) ⊂ R is an embedded

arc in D with endpoints in the punctures xi, xi+1. The corresponding Dehn half-twist

Dn → Dn is denoted by σi. It is a classical fact that Bn is generated by σ1, ..., σn−1

with defining relations (0.1), (0.2). The image of σi in Sn is the permutation (i, i+1).
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Another definition of Bn can be given in terms of braids. A (geometric) braid

on n strings is an n-component one-dimensional manifold E ⊂ D × [0, 1] such that

E meets D × {0, 1} orthogonally along the set (X × 0) ∪ (X × 1) and the projection

on [0, 1] maps each component of E homeomorphically onto [0, 1]. The braids are

considered up to isotopy in D× [0, 1] constant on the endpoints. The group operation

in the set of braids is defined by glueing one braid on the top of the other one and

compressing the result into D × [0, 1].

The equivalence between these two definitions of Bn is established as follows.

Any homeomorphism h : D → D which fixes ∂D pointwise is related to the identity

map idD by an isotopy {hs : D → D}
s∈[0,1] such that h0 = idD and h1 = h. If

h(X) = X then the set ∪
s∈[0,1](hs(X) × s) ⊂ D × [0, 1] is a braid. Its isotopy class

depends only on the element of Bn represented by h. This establishes an isomorphism

between Bn and the group of braids on n strings. The generator σi ∈ Bn corresponds

to the i-th “elementary” braid represented by a plane diagram consisting of n linear

intervals which are disjoint except at one intersection point where the i-th interval

goes over the (i + 1)-th interval.

1.3. The Burau representation. Let Λ denote the ring Z[t, t−1]. The Burau

representation Bn → GLn(Λ) sends the i-th generator σi ∈ Bn into the matrix

Ii−1 ⊕

(
1 − t t

1 0

)

⊕ In−i−1

where Ik denotes the identity (k×k)-matrix and the non-trivial (2×2)-block appears

in the i-th and (i+ 1)-th rows and columns (see [Bu]). Substituting t = 1, we obtain

the standard representation of the symmetric group Sn by permutation matrices or

equivalently the homological action of Bn on H1(Dn) = Zn. The Burau representation

is reducible: it splits as a direct sum of an (n−1)-dimensional representation and the

trivial one-dimensional representation.

The Burau representation is known to be faithful for n ≤ 3, see [Bir]. J. Moody

[Mo] proved in 1991 that it is not faithful for n ≥ 9. D. Long and M. Paton [LP]

extended Moody’s argument to n ≥ 6. Recently, S. Bigelow [Bi1] proved that this

representation is not faithful for n = 5. The case n = 4 remains open.

The geometric idea allowing to detect non-trivial elements in the kernel of the

Burau representation is parallel to the one at the end of Sect. 1.1. We first give a

homological description of the Burau representation. Observe that H1(D\xi) = Z is

generated by the class of a small loop encircling xi in the counterclockwise direction.

Each loop in D\xi represents k times the generator where k is the winding number of
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the loop around xi. Consider the homomorphism H1(Dn) → Z sending the homology

class of a loop to its total winding number defined as the sum of its winding numbers

around x1, ..., xn. Let D̃n → Dn be the corresponding regular covering. The group

of covering transformations of D̃n is Z which we write as a multiplicative group with

generator t. The group H1(D̃n) acquires thus the structure of a Λ-module. It is easy

to check that this is a free Λ-module of rank n− 1.

Fix a basepoint d ∈ ∂D. Any homeomorphism h : Dn → Dn representing an

element of Bn lifts uniquely to a homeomorphism h̃ : D̃n → D̃n which fixes the

fiber over d pointwise. This induces a Λ-linear automorphism h̃∗ of H1(D̃n). The

map h 7→ h̃∗ defines a representation Bn → Aut(H1(D̃n)) equivalent to the (n − 1)-

dimensional Burau representation.

Now we extend the algebraic intersection to arcs and refine it so that it takes

values in Λ. Let α, β be two embedded oriented arcs in Dn with endpoints in the

punctures. (We assume that all four endpoints of α, β are distinct so that n ≥ 4).

Let α̃, β̃ be lifts of α, β to D̃n, respectively. Set

〈α, β〉 =
∑

k∈Z

(tkα̃ · β̃) tk ∈ Λ

where tkα̃ · β̃ ∈ Z is the algebraic intersection number of the arcs tkα̃, β̃ in D̃n. This

finite sum is only defined up to multiplication by a power of t depending on the choice

of α̃, β̃. This will not be important for us since we are only interested in whether or

not 〈α, β〉 = 0. To compute 〈α, β〉 explicitly one deforms α in general position with

respect to β. Then 〈α, β〉 =
∑

p∈α∩β
εp t

kp where εp = ± is the intersection sign at

p and kp ∈ Z. The exponents {kp}p are determined by the following condition: if

p, q ∈ α ∩ β, then kp − kq is the total winding number of the loop going from p to q

along α and then from q to p along β. Note that

〈β, α〉 =
∑

k∈Z

(tkβ̃ · α̃) tk =
∑

k∈Z

(β̃ · t−kα̃) tk = −
∑

k∈Z

(t−kα̃ · β̃) tk = −〈α, β〉

where the overline denotes the involution in Λ sending any tk to t−k. Hence 〈α, β〉 = 0

if and only if 〈β, α〉 = 0.

We claim that if 〈α, β〉 = 0, then the automorphisms (τ̃α)∗, (τ̃β)∗ of H1(D̃n)

commute. Observe that the loops α′, β′ on Dn associated to α, β as in Sect. 1.1 have

zero total winding numbers and therefore lift to certain loops α̃′, β̃′ in D̃n. The effect

of τ̃α on any oriented loop γ in D̃n is to insert a lift of (α′)±1 at each crossing of γ

with the preimage of α in D̃n. Thus

(τ̃α)∗([γ]) = [γ] + λγ [α̃′]
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for a certain Laurent polynomial λγ ∈ Λ. The coefficients of λγ are the algebraic

intersection numbers of γ with lifts of α to D̃n. By 〈α, β〉 = 0, any lift of α has

algebraic intersection number zero with any lift of β and hence with any lift of β′.

Therefore, λ
β̃
′ = 0 and (τ̃α)∗([β̃

′]) = [β̃′]. Similarly, (τ̃β)∗([γ]) = [γ] + µγ [β̃′] with

µγ ∈ Λ and (τ̃β)∗([α̃
′]) = [α̃′]. We conclude that

(τ̃ατ̃β)∗([γ]) = [γ] + λγ [α̃′] + µγ [β̃′] = (τ̃β τ̃α)∗([γ]).

To show that the Burau representation is not faithful it remains to provide an

example of oriented embedded arcs α, β in Dn with endpoints in distinct punctures

such that 〈α, β〉 = 0 and τατβ 6= τβτα in Bn. For n ≥ 6, the simplest known example

(see [Bi1]) is provided by the pair α = ϕ1([x3, x4]), β = ϕ2([x3, x4]) where

ϕ1 = σ2
1σ

−1
2 σ−2

5 σ4, ϕ2 = σ−1
1 σ2σ5σ

−1
4 .

To compute 〈α, β〉 one can draw α, β and use the recipe above. To prove that the

braids τα = ϕ1σ3ϕ
−1
1 and τβ = ϕ2σ3ϕ

−1
2 do not commute, one can use the solution of

the word problem in Bn or the methods of the Thurston theory of surfaces (cf. Sect.

2.2). Thus the commutator [τα, τβ ] lies in the kernel of the Burau representation. This

commutator can be represented by a word of length 44 in the generators σ1, ..., σ5.

Similar ideas apply in the case n = 5, although one has to extend them to arcs

relating the punctures to the base point d ∈ ∂D. The shortest known word in the

generators σ1, ..., σ4 representing an element of the kernel has length 120.

2. THE WORK OF BIGELOW

2.1. A representation of Bn. We use the notation D,Dn, X = {x1, ..., xn} intro-

duced in Sect. 1. Let C be the space of all unordered pairs of distinct points in Dn.

This space is obtained from (Dn ×Dn)\diagonal by the identification {x, y} = {y, x}

for any distinct x, y ∈ Dn. It is clear that C is a connected non-compact 4-manifold

with boundary. It has a natural orientation induced by the counterclockwise orien-

tation of Dn. Set d = −i ∈ ∂D where i =
√
−1 and d′ = −i e

επi

2 ∈ ∂D with small

positive ε. We take c0 = {d, d′} as the basepoint for C.

A closed curve α : [0, 1] → C can be written in the form α(s) = {α1(s), α2(s)}

where s ∈ [0, 1] and α1, α2 are arcs in Dn such that {α1(0), α2(0)} = {α1(1), α2(1)}.

The arcs α1, α2 are either both loops or can be composed with each other. They form

thus a closed oriented one-manifold mapped to Dn. Let a(α) ∈ Z be the total winding
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number of this one-manifold around the punctures {x1, ..., xn}. Composing the map

s 7→ (α1(s) − α2(s))/|α1(s) − α2(s)| : [0, 1] → S1 with the projection S1 → RP1 we

obtain a loop in RP 1. The corresponding element of H1(RP 1) = Z is denoted by

b(α). The formula α 7→ qa(α)tb(α) defines a homomorphism, φ, from H1(C) to the

(multiplicatively written) free abelian group with basis q, t. Let R = Z[q±1, t±1] be

the group ring of this group.

Let C̃ → C be a regular covering corresponding to the kernel of φ. The generators

q, t act on C̃ as commuting covering transformations. The homology group H2(C̃) =

H2(C̃;Z) becomes thus an R-module.

Any self-homeomorphism h of Dn induces by h({x, y}) = {h(x), h(y)} a homeo-

morphism C → C also denoted h. It is easy to check that h(c0) = c0 and the action of

h on H1(C) commutes with φ. Therefore this homeomorphism C → C lifts uniquely

to a map h̃ : C̃ → C̃ which fixes the fiber over c0 pointwise and commutes with the

covering transformations. Consider the representation Bn → Aut(H2(C̃)) sending

the isotopy class of h to the R-linear automorphism h̃∗ of H2(C̃).

2.2. Theorem (S. Bigelow [Bi2]). – The representation Bn → Aut(H2(C̃)) is faithful

for all n ≥ 1.

We outline below the main ideas of Bigelow’s proof. The proof uses almost no

information about the structure of the R-module H2(C̃). The only thing needed is

the absence of R-torsion or more precisely the fact that multiplication by a non-zero

polynomial of type qatb−1 has zero kernel in H2(C̃). In fact, H2(C̃) is a free R-module

of rank n(n− 1)/2, as it was essentially shown in [La].

We shall use one well-known fact concerning isotopies of arcs on surfaces. Let

N,T be embedded arcs in Dn with distinct endpoints lying either in the punctures or

on ∂Dn. Assume that the interiors of N,T do not meet ∂Dn, and that N intersects T

transversely (in a finite number of points). A bigon for the pair (N,T ) is an embedded

disc in Int(Dn) whose boundary is formed by one subarc of N and one subarc of T

and whose interior is disjoint from N and T . It is clear that in the presence of a

bigon there is an isotopy of T constant on the endpoints and decreasing #(N ∩ T )

by two. Thurston’s theory of surfaces implies the converse: if there is an isotopy of

T (rel endpoints) decreasing #(N ∩ T ) then the pair (N,T ) has at least one bigon,

cf. [FLP, Prop. 3.10].

2.3. Noodles and forks. We need the following notation. For arcs α, β : [0, 1] → Dn

such that α(s) 6= β(s) for all s ∈ [0, 1], we denote by {α, β} the arc in C given by
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{α, β}(s) = {α(s), β(s)}. We fix once and forever a point c̃0 ∈ C̃ lying over c0 ∈ C.

A noodle in Dn is an embedded arc N ⊂ Dn with endpoints d and d′. For a

noodle N , the set ΣN = {{x, y} ∈ C |x, y ∈ N, x 6= y} is a surface in C containing

c0. This surface is homeomorphic to a triangle with one edge removed. We orient N

from d to d′ and orient ΣN as follows: at a point {x, y} = {y, x} ∈ ΣN such that x is

closer to d along N than y, the orientation of ΣN is the product of the orientations

of N at x and y in this order. Let Σ̃N be the lift of ΣN to C̃ containing c̃0. The

orientation of ΣN lifts to Σ̃N in the obvious way. Clearly, Σ̃N is a proper surface in

C̃ in the sense that Σ̃N ∩ ∂C̃ = ∂Σ̃N .

A fork in Dn is an embedded tree F ⊂ D formed by three edges and four vertices

d, xi, xj , z such that F ∩ ∂D = d, F ∩X = {xi, xj} and z is a common vertex of all 3

edges. The edge, H, relating d to z is called the handle of F . The union, T , of the

other two edges is an embedded arc with endpoints {xi, xj}. This arc is called the

tines of F . Note that in a small neighborhood of z, the handle H lies on one side of T

which distinguishes a side of T . We orient T so that its distinguished side lies on its

right. The handle H also has a distinguished side determined by d′. Pushing slightly

the graph F = T ∪H to the distinguished side (fixing the vertices xi, xj and pushing

d to d′) we obtain a “parallel copy” F ′ = T ′ ∪H ′. The graph F ′ is a fork with handle

H ′, tines T ′, and vertices d′, xi, xj , z
′ where z′ = T ′ ∩ H ′ lies on the distinguished

side of both T and H. We can assume that F ′ meets F only in common vertices

{xi, xj} = T ∩ T ′ and in one point lying on H ∩ T ′ close to z, z′.

For a fork F , the set ΣF = {{y, y′} ∈ C | y ∈ T\{xi, xj}, y
′ ∈ T ′\{xi, xj}} is a

surface in C homeomorphic to (0, 1)2. Let α0 be an arc from d to z along H and let

α′
0 be an arc from d′ to z′ along H ′. Consider the arc {α0, α

′
0} in C and denote by α̃

its lift to C̃ which starts in c̃0. Let Σ̃F be the lift of ΣF to C̃ which contains the lift

α̃(1) of the point {z, z′} ∈ ΣF . The surfaces ΣF and Σ̃F have a natural orientation

determined by the orientation of T and the induced orientation of T ′.

We shall use the surfaces Σ̃N , Σ̃F to establish a duality between noodles and

forks. More precisely, for any noodle N and any fork F we define an element 〈N,F 〉

of R as follows. By applying a preliminary isotopy we can assume that N intersects T

transversely in m ≥ 0 points z1, ..., zm (the numeration is arbitrary; the intersection

of N with H may be not transversal). We choose the parallel fork F ′ = T ′ ∪H ′ as

above so that T ′ meets N transversely in m points z′1, ..., z
′
m

where each pair zi, z
′
i

is joined by a short arc in N which lies in the narrow strip bounded by T ∪ T ′ and

meets no other zj , z
′
j
. Then the surfaces ΣF and ΣN intersect transversely in m2

points {zi, z
′
j
} where i, j = 1, ...,m. Therefore for any a, b ∈ Z, the image qatbΣ̃N
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of Σ̃N under the covering transformation qatb meets Σ̃F transversely. Consider the

algebraic intersection number qatbΣ̃N · Σ̃F ∈ Z and set

〈N,F 〉 =
∑

a,b∈Z

(qatbΣ̃N · Σ̃F ) qatb.

The sum on the right-hand side is finite (it has ≤ m2 terms) and thus defines an

element of R.

2.4. Lemma. – 〈N,F 〉 is invariant under isotopies of N and F in Dn constant on

the endpoints.

Proof. – We first compute 〈N,F 〉 explicitly. Let N ∩ T = {z1, ..., zm} and N ∩ T ′ =

{z′1, ..., z
′
m
} as above. For every pair i, j ∈ {1, ...,m}, there exist unique integers

ai,j , bi,j ∈ Z such that qai,j tbi,j Σ̃N intersects Σ̃F at a point lying over {zi, z
′
j
} ∈ C.

Let εi,j = ±1 be the sign of that intersection. Then

(2.1) 〈N,F 〉 =
m∑

i=1

m∑

j=1

εi,j q
ai,j tbi,j .

The numbers ai,j , bi,j can be computed as follows. Let α0 be an arc from d to

z along H and let α′
0 be an arc from d′ to z′ along H ′. Let βi be an arc from z

to zi along T and let β′
j

be an arc from z′ to z′
j

along T ′. Finally, let γi,j and γ′
i,j

be disjoint arcs in N connecting the points zi, z
′
j

to the endpoints of N . Note that

δi,j = {α0, α
′
0}{βi, β

′
j
}{γi,j , γ

′
i,j
} is a loop in C. Then

(2.2) qai,j tbi,j = φ(δi,j).

Indeed, we can lift δi,j to a path α̃β̃γ̃ in C̃ beginning at c̃0 where α̃, β̃, γ̃ are lifts of

{α0, α
′
0}, {βi, β

′
j
}, {γi,j , γ

′
i,j
}, respectively. By definition of Σ̃F , the point α̃(1) = β̃(0)

lies on Σ̃F . Hence the lift β̃ of {βi, β
′
j
} lies on Σ̃F . The path α̃β̃γ̃ ends at φ(δi,j)(c̃0) =

γ̃(1). Hence the lift γ̃ of {γi,j , γ
′
i,j
} lies on φ(δi,j)Σ̃N . Therefore the point β̃(1) = γ̃(0)

lying over {zi, z
′
j
} belongs to both Σ̃F and φ(δi,j)Σ̃N . This yields (2.2).

Note that the residue bi,j (mod 2) depends on whether the two points of Dn

forming a point in C switch places moving along the loop δi,j . This is determined by

which of zi, z
′
j

lies closer to d along N .

To compute εi,j we observe that εi,j is determined by the signs of the intersections

of N and T at zi, zj and by which of zi, z
′
j

lies closer to d on N . The sign of the
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intersection of N and T at zi is + if N crosses T from the left to the right and is −

otherwise. By our choice of orientations on N and T , this sign is + if zi lies closer

to d along N than z′
i
and is − otherwise. Hence, this sign is (−1)bi,i .Therefore εi,j is

determined by bi,i + bj,j + bi,j (mod 2). A precise computation shows that

(2.3) εi,j = −(−1)bi,i+bj,j+bi,j .

Now we can prove the lemma. It suffices to fix F and to prove that 〈N,F 〉 is

invariant under isotopies of N . A generic isotopy of N in Dn can be split into a

finite sequence of local moves of two kinds: (i) isotopies keeping N transversal to T ,

(ii) a move pushing a small subarc of N across a subarc of T\z. It is clear from the

discussion above that the move (i) does not change 〈N,F 〉. The move (ii) adds two

new intersection points zm+1, zm+2 to the set N ∩ T = {z1, ..., zm}. It follows from

definitions and the discussion above that for any i = 1, ...,m + 2,

ai,m+1 = ai,m+2, bi,m+1 = bi,m+2, εi,m+1 = −εi,m+2.

Hence for any i = 1, ...,m+2, the terms εi,m+1q
ai,m+1tbi,m+1 and εi,m+2q

ai,m+2tbi,m+2

cancel each other. Similarly, for any j = 1, ...,m, the terms εi,jq
ai,j tbi,j with i =

m + 1,m + 2 cancel each other. Therefore 〈N,F 〉 is the same before and after the

move.

2.5. Lemma. – 〈N,F 〉 = 0 if and only if there is an isotopy {T (s)}
s∈[0,1] of the

tines T = T (0) of F in Dn (rel endpoints) such that T (1) is disjoint from N .

Proof. – Any isotopy {T (s)}
s∈[0,1] of T = T (0) extends to an ambient isotopy of

Dn constant on ∂Dn and therefore extends to an isotopy {F (s)}
s∈[0,1] of the fork

F = F (0). If T (1) is disjoint from N then by Lemma 2.4, 〈N,F 〉 = 〈N,F (1)〉 = 0.

The hard part of the lemma is the opposite implication. By applying a prelim-

inary isotopy, we can assume that T intersects N transversely at a minimal number

of points z1, ..., zm with m ≥ 0. We assume that m ≥ 1 and show that 〈N,F 〉 6= 0.

To this end we use the lexicographic ordering on monomials qatb. Namely we write

qatb ≥ qa
′

tb
′

with a, b, a′, b′ ∈ Z if either a > a′ or a = a′ and b ≥ b′. We say that

the ordered pair (i, j) with i, j ∈ {1, ...,m} is maximal if qai,j tbi,j ≥ qak,ltbk,l for any

k, l ∈ {1, ...,m}. We claim that

(∗) if the pair (i, j) is maximal, then bi,i = bj,j = bi,j.

This claim and (2.3) imply that all entries of the maximal monomial, say qatb,

in (2.1) occur with the same sign −(−1)b. Hence 〈N,F 〉 6= 0.
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To prove (∗) we first compute ai,j for any i, j (not necessarily maximal). Let ξi

be the loop obtained by moving from d to zi along F then back to d along N . Let ai

be the total winding number of ξi around all n punctures. Let ξ be the loop obtained

by moving from d to d′ along N , and then moving clockwise along ∂D back to d. Let

a be the total winding number of ξ. We claim that

(2.4) ai,j = ai + aj + a.

Indeed, if bi,j is even then the paths α0βiγi,j and α′
0β

′
j
γ′

i,j
(in the notation of Lemma

2.4) are loops and ai,j is the sum of their total winding numbers. These loops are

homotopic in Dn to ξi and ξjξ, respectively. This implies (2.4). If bi,j is odd then

ai,j is the total winding number of the loop α0βiγi,jα
′
0β

′
j
γ′

i,j
. This loop is homotopic

in Dn to ξiξξj which implies (2.4) in this case.

Suppose now that the pair (i, j) is maximal. Then ai,j is maximal among all the

integers ak,l. By (2.4), it follows that ai = aj is maximal among all the integers ak.

(Although we shall not need it, observe that then ai,i = aj,j = ai,j .)

We now show that bi,i = bi,j . By the maximality of (i, j), we have that bi,i ≤ bi,j .

Suppose, seeking a contradiction, that bi,i < bi,j . Let α be an embedded arc from z′
i

to z′
j

along T ′. Let β be an embedded arc from z′
j

to z′
i

along N .

If β does not pass through the point zi, then we denote by w the winding number

of the loop αβ around zi. Observe that bi,j − bi,i = 2w. To see this, consider the

loop δi,j = {α0, α
′
0}{βi, β

′
j
}{γi,j , γ

′
i,j
} appearing in (2.2). Clearly, β′

j
∼ β′

i
α, where

∼ denotes homotopy of paths in Dn\zi constant on the endpoints. The assumption

that β does not pass through zi implies that γi,j = γi,i and γ′
i,j

∼ βγ′
i,i

. Then

δi,j = {α0, α
′
0}{βi, β

′
j
}{γi,j , γ

′
i,j
} ∼ {α0, α

′
0}{βi, β

′
i
}{zi, αβ}{γi,i, γ

′
i,i
}

where zi denotes the constant path in zi. This implies that bi,j − bi,i = 2w.

If β passes through zi, we first modify β in a small neighborhood of zi so that zi

lies to its left. Let w be the winding number of the loop αβ around zi. A little more

difficult but similar argument shows that bi,j − bi,i = 2w − 1. In either case w > 0.

Let D0 = D\zi and p : D̂0 → D0 be the universal (infinite cyclic) covering. Let

α̂ be a lift of α to D̂0. Let β̂ be the lift of β to D̂0 which starts at β̂(1). Consider

a small neighborhood V ⊂ D of the short arc in N connecting zi to z′
i

such that V

meets αβ only at z′
i
. Let γ be a generic loop in V \zi based at z′

i
which winds w times

around zi in the clockwise direction. Let γ̂ be the lift of γ to D̂0 beginning at β̂(1)

and ending at α̂(0). We can assume that γ̂ is an embedded arc meeting α̂β̂ only at
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the endpoints. Let ẑ′
k

be the first point of α̂ which lies also on β̂ (possibly ẑ′
k

= α̂(1)).

Then p(ẑ′
k
) = z′

k
for some k = 1, ..., n. Let α̂′ be the initial segment of α̂ ending at

ẑ′
k
. Let β̂′ be the final segment of β̂ starting at ẑ′

k
. Set δ̂ = α̂′β̂′γ̂. It is clear that δ̂ is

a simple closed curve in D̂0. By the Jordan curve theorem it bounds a disc, B ⊂ D̂0,

which lies either on the left or on the right of γ̂. Since γ passes clockwise around zi,

the component of D0\Im(γ) adjacent to zi lies on the right of γ. The set p(B) ⊂ D0

being compact can not pass non-trivially over this component. Hence B lies on the

left of γ̂. Therefore δ̂ passes counterclockwise around B.

The number ak−ai is equal to the total winding number of the loop p(α̂′)p(β̂′) in

Dn around the punctures x1, ..., xn. Since γ is contractible in Dn, the loop p(α̂′)p(β̂′)

is homotopic in Dn to p(α̂′)p(β̂′)γ = p(δ̂). Therefore ak −ai is equal to the number of

points in B∩p−1(X). Since ai is maximal, we must have ak = ai and B∩p−1(X) = ∅,

so that p(B) ⊂ Dn\zi. Then we can isotop T so as to have fewer points of intersection

with N . To see this we shall construct a bigon for the pair (N,T ). If B meets

p−1(N ∪ T ) only along α̂′β̂′ then the projection p|Int(B) : Int(B) → Dn\zi must be

injective. It follows that w = 1 and the union of p(B) with the small disc bounded

by γ in V is a bigon for (N,T ). Assume that Int(B) ∩ p−1(N ∪ T ) 6= ∅. Note that

p−1(N) (resp. p−1(T )) is an embedded one-manifold in D̂0 whose components are

non-trivially permuted by any covering transformation. If p−1(N) intersects Int(B)

then this intersection consists of a finite set of disjoint arcs with endpoints on α̂′. At

least one of these arcs bounds together with a subarc of α̂′ a disc, B0 ⊂ B, whose

interior does not meet p−1(N). If p−1(N) does not meet Int(B) then we set B0 = B.

Applying the same construction to the intersection of B0 with p−1(T ) we obtain a

bigon B00 ⊂ B0 for the pair (p−1(N), p−1(T )). The restriction of p to B00 is injective

and yields a bigon for (N,T ). Hence the intersection N ∩ T is not minimal. This

contradicts our choice of N,T . Therefore, the assumption bi,i < bi,j must have been

false. So, bi,i = bi,j . Similarly, bj,j = bi,j . This completes the proof of (∗) and of

Lemma 2.5.

2.6. Lemma. – If a self-homeomorphism h of Dn represents an element of Ker(Bn →

Aut(H2(C̃))) then for any noodle N and any fork F , we have 〈N,h(F )〉 = 〈N,F 〉.

Proof. – Let {Ui ⊂ Int(D)}m

i=1 be disjoint closed disc neighborhoods of the points

{xi}
m

i=1, respectively. Let U be the set of points {x, y} ∈ C such that at least one

of x, y lies in ∪m

i=1Ui. Let Ũ ⊂ C̃ be the preimage of U under the covering map

C̃ → C. Observe that the surface Σ̃F is an open square such that for a sufficiently
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big concentric closed subsquare S ⊂ Σ̃F we have Σ̃F \S ⊂ Ũ . Hence Σ̃F represents a

relative homology class [Σ̃F ] ∈ H2(C̃, Ũ). The boundary homomorphism H2(C̃, Ũ) →

H1(Ũ) maps [Σ̃F ] into [∂S] ∈ H1(Ũ). A direct computation in π1(U) (see [Bi2])

shows that (q − 1)2(qt + 1)[∂S] = 0. Therefore (q − 1)2(qt + 1)[Σ̃F ] = j(vF ) where j

is the inclusion homomorphism H2(C̃) → H2(C̃, Ũ) and vF ∈ H2(C̃). Deforming if

necessary N , we can assume that N ∩ (∪iUi) = ∅. Then Σ̃N ∩ Ũ = ∅ and therefore

(q − 1)2(qt + 1)〈N,F 〉 =
∑

a,b∈Z

(qatbΣ̃N · vF ) qatb

where qatbΣ̃N ·vF is the (well-defined) algebraic intersection number between a prop-

erly embedded surface and a 2-dimensional homology class. (This number does not

depend on the choice of vF as above).

Any self-homeomorphism h of Dn is isotopic to a self-homeomorphism of Dn

preserving the set U . Therefore v
h(F ) = h̃∗(vF ). If h̃∗ = id, then

qatbΣ̃N · vF = qatbΣ̃N · h̃∗(vF ) = qatbΣ̃N · v
h(F ).

This implies that (q − 1)2(qt + 1)〈N,F 〉 = (q − 1)2(qt + 1)〈N,h(F )〉 and therefore

〈N,F 〉 = 〈N,h(F )〉.

2.7. Deduction of Theorem 2.2 from the lemmas. – We shall prove that a

self-homeomorphism h of Dn representing an element of Ker(Bn → Aut(H2(C̃))) is

isotopic to the identity map rel ∂Dn. We begin with the following assertion.

(∗∗) An embedded arc T in Dn with endpoints in (distinct) punctures can be

isotopped off a noodle N if and only if h(T ) can be isotopped off N .

Indeed, we can extend T to a fork F so that T is the tines of F . By Lemma 2.6,

〈N,h(F )〉 = 0 if and only if 〈N,F 〉 = 0. Now Lemma 2.5 implies (∗∗).

We shall apply (∗∗) to the following arcs and noodles. For i = 1, ..., n − 1,

denote by Ti the embedded arc [xi, xi+1] ⊂ (−1,+1) ⊂ D and denote by Ni the

i-th “elementary” noodle obtained by rushing from d towards xi, encircling xi in the

clockwise direction and then moving straight to d′. It is clear that Ti can be isotopped

off Nj if and only if j 6= i, i + 1. This and (∗∗) imply that h induces the identity

permutation on the punctures of Dn.

Since T1 is disjoint from N3, we can isotop h rel ∂Dn so that h(T1) is disjoint

from N3. Similarly, h(T1) can be made disjoint from N4. As it was explained in
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Sect. 2.2, this can be done by a sequence of isotopies eliminating bigons for the pair

(N4, h(T1)). Since N4 and h(T1) do not meet N3, neither do these bigons. Hence our

isotopies do not create intersections of h(T1) with N3. Repeating this argument, we

can assume that h(T1) is disjoint from all Ni with i = 3, 4, ..., n− 1. By applying one

final isotopy we can make h(T1) = T1. Applying the same procedure to T2 we can

ensure that h(T2) = T2 while keeping h(T1) = T1. Continuing in this way, we can

assume that h(Ti) = Ti for all i = 1, ..., n−1. Such a homeomorphism h is isotopic to

a k-th power (k ∈ Z) of the Dehn twist about a circle in Int(Dn) going very closely to

∂Dn. This Dehn twist acts on H2(C̃) by multiplication by q2nt2. Since by assumption

h acts trivially on H2(C̃), we must have k = 0 so that h is isotopic to the identity rel

∂Dn.

2.8. Remarks. – The proof of Lemma 2.6 shows that each fork F determines

(a priori non-uniquely) a certain homology class vF ∈ H2(C̃). It follows from the

computations in [Bi2] that this class is in fact well-determined by F . Thus, the forks

yield a nice geometric way of representing elements of H2(C̃) (this was implicit in

[Kr1]). For instance, for any 1 ≤ i < j ≤ n we can consider the fork consisting of

three linear segments connecting the point −
√
−1/2 to d, xi, xj . The corresponding

classes {vi,j ∈ H2(C̃)}i,j form a basis of the free R-module H2(C̃). The action of the

braid generators σ1, ..., σn−1 on this basis can be described by explicit formulas (see

[Bi2], cf. Sect. 3.1).

3. THE WORK OF KRAMMER

3.1. A representation of Bn. Following [Kr2], we denote by Ref = Refn the set

of pairs of integers (i, j) such that 1 ≤ i < j ≤ n. Clearly, card(Ref) = n(n− 1)/2.

Let R be a commutative ring with unit and q, t ∈ R be two invertible elements.

Let V = ⊕s∈Ref Rxs be the free R-module of rank n(n − 1)/2 with basis {xs}s∈Ref .

Krammer [Kr2] defines an R-linear action of Bn on V by

σk(xi,j) =







xi,j if k < i− 1 or j < k,
xi−1,j + (1 − q)xi,j if k = i− 1,
tq(q − 1)xi,i+1 + qxi+1,j if k = i < j − 1,
tq2xi,j if k = i = j − 1,
xi,j + tqk−i(q − 1)2xk,k+1 if i < k < j − 1,
xi,j−1 + tqj−i(q − 1)xj−1,j if i < k = j − 1,
(1 − q)xi,j + qxi,j+1 if k = j,

where 1 ≤ i < j ≤ n and k = 1, ..., n − 1. That the action of σk is invertible and
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that relations (0.1), (0.2) are satisfied should be verified by a direct computation. For

R = Z[q±1, t±1], this representation is equivalent to the one considered in Sect. 2. In

terms of the basis {vi,j ∈ H2(C̃)}i,j mentioned in Sect. 2.8, the equivalence is given

by

vi,j = xi,j + (1 − q)
∑

i<k<j

xk,j , xi,j = vi,j + (q − 1)
∑

i<k<j

qk−1−i vk,j .

3.2. Theorem (D. Krammer [Kr2]). – Let R = R[t±1], q ∈ R, and 0 < q < 1. Then

the representation Bn → Aut(V ) defined in Sect. 3.1 is faithful for all n ≥ 1.

This Theorem implies Theorem 2.2: if a representation over Z[q±1, t±1] becomes

faithful after assigning a real value to q, then it is faithful itself.

Below we outline the main ideas of Krammer’s proof.

3.3. Positive braids and the set Ω ⊂ Bn. We recall a few facts about the braid

group Bn, see [Ch], [Ga], [Mi]. For i = 1, 2, ..., n − 1 denote by si the transposition

(i, i + 1) ∈ Sn. The set {s1, ..., sn−1} generates the symmetric group Sn. Let | | :

Sn → Z be the length function with respect to this generating set: for x ∈ Sn, |x|

is the smallest natural number k such that x is a product of k elements of the set

{s1, ..., sn−1}. The canonical projection Bn → Sn has a unique set-theoretic section

r : Sn → Bn such that r(si) = σi for i = 1, ..., n− 1 and r(xy) = r(x) r(y) whenever

|xy| = |x| + |y|. The group Bn admits a presentation by generators {r(x) |x ∈ Sn}

and relations r(xy) = r(x) r(y) for all x, y ∈ Sn such that |xy| = |x| + |y|. Set

Ω = r(Sn) ⊂ Bn. Note that 1 = r(1) ∈ Ω and σi = r(si) ∈ Ω for all i.

The positive braid monoid B+
n

is the submonoid of Bn generated by {σ1, ..., σn−1}.

The elements of B+
n

are called positive braids. Clearly, Ω ⊂ B+
n

.

For any x ∈ B+
n

there is a unique longest x′ ∈ Sn such that x ∈ r(x′)B+
n

. We

denote r(x′) ∈ Ω by LF (x) where LF stands for the leftmost factor. Observe that

(3.1) LF (xy) = LF (xLF (y))

for any x, y ∈ B+
n

. This implies that the map B+
n
×Ω → Ω defined by (x, y) 7→ LF (xy)

is an action of the monoid B+
n

on Ω.

3.4. Half-permutations. A set A ⊂ Ref is called a half-permutation if whenever

(i, j), (j, k) ∈ A, one has (i, k) ∈ A. Each half-permutation A determines an ordering

<A on the set {1, 2, ..., n} by i <A j ⇔ (i, j) ∈ A (and vice versa).
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To state deeper properties of half-permutations we consider the set 2Ref of all

subsets of Ref and define a map L : Sn → 2Ref by

L(x) = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ n, x−1(i) > x−1(j)} ⊂ Ref.

Note that the set L(x) is a half-permutation and card(L(x)) = |x|. It is obvious that

the map L : Sn → 2Ref is injective.

The key property of half-permutations is the following assertion ([Kr2, Lemma

4.3]): for every half-permutation A ⊂ Ref there is a greatest set A′ ⊂ A (with respect

to inclusion) such that A′ = L(x) for a certain x ∈ Sn. The corresponding braid

r(x) ∈ Ω is denoted by GB(A) where GB stands for the greatest braid. This defines

a map GB from the set of half-permutations to Ω. In particular, for any x ∈ Sn we

have GB(L(x)) = r(x).

3.5. Actions of Bn of 2Ref and on half-permutations. Let R = R[t±1], q ∈ R,

and 0 < q < 1. The action of Bn on V defined in Sect. 3.1 has the following property:

for any positive braid x ∈ B+
n

the entries of the matrix of the map v 7→ xv : V →

V belong to R≥0 + tR[t]. (This is obvious for the generators σ1, ..., σn−1 of B+
n

).

Therefore the action of B+
n

preserves the set

W =
⊕

s∈Ref

(R≥0 + tR[t])xs ⊂ V.

For a set A ⊂ Ref, define WA as the subset of W consisting of vectors
∑

s∈Ref ksxs

with ks ∈ R≥0 + tR[t] such that ks ∈ tR[t] ⇔ s ∈ A. Clearly, W is the disjoint union

of the sets WA corresponding to various A ⊂ Ref. For any x ∈ B+
n

and A ⊂ Ref there

is a unique B ⊂ Ref such that xWA ⊂ WB . We denote this set B by xA. This defines

an action of B+
n

on 2Ref . By [Kr2, Lemma 4.2], this action maps half-permutations

to half-permutations. This defines an action of B+
n

on the set of half-permutations.

Finally, Krammer observes that the map GB from this set to Ω is B+
n

-equivariant.

Thus, for any positive braid x ∈ B+
n

and a half-permutation A ⊂ Ref, we have

(3.2) GB(xA) = LF (xGB(A)).

The rest of the argument is contained in the following two lemmas.

3.6. Lemma. – Let Bn act on a set U . Suppose we are given non-empty disjoint

sets {Cx ⊂ U}x∈Ω such that xCy ⊂ C
LF (xy) for all x, y ∈ Ω. Then the action of Bn

on U is faithful.
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Proof. – Denote by ℓ the group homomorphism Bn → Z mapping σ1, ..., σn−1 to 1.

We check first that the inclusion xCy ⊂ C
LF (xy) holds for all x ∈ B+

n
and y ∈ Ω.

Clearly, ℓ(B+
n

) ≥ 0 so that we can use induction on ℓ(x). If ℓ(x) = 0 then x = 1 and

the inclusion follows from the equality LF (y) = y. Let ℓ(x) ≥ 1. Then x = σiv where

i = 1, ..., n− 1 and v ∈ B+
n

. Clearly, ℓ(v) = ℓ(x) − 1. We have

xCy = σivCy ⊂ σi(CLF (vy)) ⊂ C
LF (σiLF (vy)) = C

LF (σivy) = C
LF (xy).

Here the first inclusion follows from the induction hypothesis, the second inclusion

follows from the assumptions of the lemma, the middle equality follows from (3.1).

It is known that for any b ∈ Bn there are x, y ∈ B+
n

such that b = xy−1.

Therefore to prove the lemma it suffices to show that, if two elements x, y ∈ B+
n

act

in the same way on U , then x = y. We will show this by induction on ℓ(x) + ℓ(y).

If ℓ(x) + ℓ(y) = 0, then x = y = 1. Assume that ℓ(x) + ℓ(y) > 0. By assumption,

C1 is non-empty; choose any u ∈ C1. We have xu ∈ xC1 ⊂ C
LF (x) and similarly

yu ∈ C
LF (y). Hence xu = yu ∈ C

LF (x)∩C
LF (y). By the disjointness assumption, this

is possible only if LF (x) = LF (y). Write z = LF (x) ∈ Ω and consider x′, y′ ∈ B+
n

such that x = zx′ and y = zy′. We have z 6= 1 since otherwise x = y = 1. Then

ℓ(z) > 0 and ℓ(x′)+ℓ(y′) < ℓ(x)+ℓ(y). The induction assumption yields that x′ = y′.

Therefore x = y. This proves the inductive step and the lemma.

3.7. Lemma. – For x ∈ Ω, set

Cx =
⋃

A∈GB
−1(x)

WA ⊂ V

where A runs over all half-permutations such that GB(A) = x. Then the sets {Cx}x∈Ω

satisfy all the conditions of Lemma 3.6. Therefore the action of Bn on V is faithful.

Proof. – It is obvious that the sets {Cx}x∈Ω are disjoint. The set Cx is non-empty

because ∅ 6= W
L(r−1(x)) ⊂ Cx.

To prove the inclusion xCy ⊂ C
LF (xy) for x, y ∈ Ω, it suffices to prove that

xWA ⊂ C
LF (xy) whenever A is a half-permutation such that GB(A) = y. This

follows from the inclusions

xWA ⊂ WxA ⊂ C
GB(xA) = C

LF (xy).

Here the first inclusion follows from the definition of the B+
n

-action of Ref. The second

inclusion follows from the definition of C
GB(xA). The equality follows from (3.2).
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3.8. More about the representation. – Let ℓΩ : Bn → Z be the length function

with respect to the generating set Ω: for x ∈ Bn, ℓΩ(x) is the minimal natural

number k such that x = x1...xk where xi ∈ Ω or x−1
i

∈ Ω for each i = 1, ..., k. Among

other related results, Krammer gives an explicit computation of ℓΩ in terms of his

representation. Namely, take the Laurent polynomial ring R = Z[q±1, t±1] as the

ground ring and denote by ρ Krammer’s representation Bn → Aut(V ) defined in Sect.

3.1. For x ∈ Bn, consider the Laurent expansion ρ(x) = Akt
k +Ak+1t

k+1 + ...+Alt
l

where {Ai}
l

i=k
are (m×m)-matrices over Z[q±1] and Ak 6= 0, Al 6= 0. Then

ℓΩ(x) = max (l − k, l,−k).

This formula yields another proof of the faithfulness of ρ: If x ∈ Kerρ, then k = l = 0

so that ℓΩ(x) = 0 and x = 1.

The length function ℓΩ was first considered by Charney [Ch] who proved that

the formal power series
∑

x∈Bn

zℓΩ(x) ∈ Z[[z]] is a rational function. It is unknown

whether the similar formal power series determined by the length function with respect

to the generators σ1, ..., σn−1 is rational.

4. BMW-ALGEBRAS AND REPRESENTATIONS OF Bn

4.1. Hecke algebras and representations of Bn. A vast family of representations

of Bn including the Burau representation arise from a study of Hecke algebras. The

Hecke algebra Hn(α) corresponding to α ∈ C can be defined as the quotient of the

complex group ring C[Bn] by the relations σ2
i

= (1−α)σi +α for i = 1, ..., n−1. This

family of finite dimensional C-algebras is a one-parameter deformation of C[Sn] =

Hn(1). For α sufficiently close to 1, the algebra Hn(α) is isomorphic to C[Sn]. For

such α, the algebra Hn(α) is semisimple and its irreducible representations are indexed

by the Young diagrams with n boxes. Their decomposition rules and dimensions are

the same as for the irreducible representations of Sn.

Each representation of Hn(α) yields a representation of Bn via the natural pro-

jection Bn ⊂ C[Bn] → Hn(α). This gives a family of irreducible finite dimensional

representations of Bn indexed by the Young diagrams with n boxes. These represen-

tations were extensively studied by V. Jones [Jo]. In particular, he observed that the

(n−1)-dimensional Burau representation of Bn appears as the irreducible representa-

tion associated with the two-column Young diagram whose columns have n− 1 boxes

and one box, respectively.
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4.2. Birman-Murakami-Wenzl algebras and their representations. Jun Mu-

rakami [Mu] and independently J. Birman and H. Wenzl [BW] introduced a two-

parameter family of finite dimensional C-algebras Cn(α, l) where α and l are non-zero

complex numbers such that α4 6= 1 and l4 6= 1. For i = 1, ..., n− 1, set

ei = (α + α−1)−1(σi + σ−1
i

) − 1 ∈ C[Bn].

The algebra Cn(α, l) is the quotient of C[Bn] by the relations

eiσi = l−1ei, eiσ
±1
i−1ei = l±1ei

for all i. (The original definition in [BW] involves more relations; for the shorter list

given above, see [We].) The algebra Cn(α, l) admits a geometric interpretation in

terms of so-called Kauffman skein classes of tangles in Euclidean 3-space. This family

of algebras is a deformation of an algebra introduced by R. Brauer [Br] in 1937.

The algebraic structure and representations of Cn(α, l) were studied by Wenzl

[We], who established (among other results) the following three facts.

(i) For generic α, l, the algebra Cn(α, l) is semisimple.

Here “generic” means that α is not a root of unity and
√
−1 l is not an integer

power of −
√
−1α. (The latter two numbers correspond to r and q in Wenzl’s no-

tation). In the sequel we assume that α, l are generic in this sense. We denote the

number of boxes in a Young diagram λ by |λ|.

(ii) The irreducible finite dimensional Cn(α, l)-modules are indexed by the Young

diagrams λ such that |λ| ≤ n and |λ| ≡ n (mod 2).

The irreducible Cn(α, l)-module corresponding to λ will be denoted by Vn,λ.

Composing the natural projection Bn ⊂ C[Bn] → Cn(α, l) with the action of Cn(α, l)

on Vn,λ we obtain an irreducible representation of Bn.

Observe that the inclusion Bn−1 →֒ Bn sending each σi ∈ Bn−1 with i = 1, ...,

n− 2 to σi ∈ Bn induces an inclusion Cn−1(α, l) →֒ Cn(α, l) for all n ≥ 2.

(iii) The Cn(α, l)-module Vn,λ decomposes as a Cn−1(α, l)-module into a direct

sum ⊕µVn−1,µ where µ ranges over all Young diagrams obtained by removing or (if

|λ| < n) adding one box to λ. Each such µ appears in this decomposition with multi-

plicity 1.
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4.3. The Bratelli diagram for the BMW-algebras. The assertions (ii) and

(iii) in Sect. 4.2 allow us to draw the Bratelli diagram for the sequence C1(α, l) ⊂

C2(α, l) ⊂ ... On the level n = 1, 2, ... of the Bratelli diagram one puts all Young

diagrams λ such that |λ| ≤ n and |λ| ≡ n (mod 2). Then one connects by an edge

each λ on the n-th level to all Young diagrams on the (n − 1)-th level obtained by

removing or (if |λ| < n) adding one box to λ. For instance, the n = 1 level consists of a

single Young diagram with one box corresponding to the tautological one-dimensional

representation of C1(α, l) = C. The n = 2 level contains the empty Young diagram

and two Young diagrams with two boxes. All three are connected by an edge to

the diagram on the level 1. Note that every Young diagram λ appears on the levels

|λ|, |λ| + 2, |λ| + 4, ...

The Bratelli diagram yields a useful method of computing the dimension of Vn,λ

where λ is a Young diagram on the n-th level. It is clear from (iii) that dim(Vn,λ)

is the number of paths on the Bratelli diagram leading from λ to the only diagram

on the level 1. Here by a path we mean a path with vertices lying on consecutively

decreasing levels. We give three examples of computations based on (iii).

(a) Let λn be the Young diagram represented by a column of n boxes. There is

only one path from λn, positioned on the level n, to the top of the Bratelli diagram.

Hence, dim(Vn,λn
) = 1 for all n ≥ 1.

For n ≥ 2, the algebra Cn(α, l) has two one-dimensional representations. In both

of them all ei act as 0 and all σi act as multiplication by one and the same number

equal either to α or to α−1. We choose the correspondence between the irreducible

Cn(α, l)-modules and the Young diagrams so that all σi act on Vn,λn
as multiplication

by α. If λT

n
is the Young diagram represented by a row of n boxes, then similarly to

(a) we have that dim(V
n,λ

T

n

) = 1 and all σi act on V
n,λ

T

n

as multiplication by α−1.

(b) For n ≥ 2, let λ′
n

be the two-column Young diagram whose columns have

n− 1 boxes and one box, respectively. For n ≥ 3, the diagram λ′
n
, positioned on the

level n, is connected to only two Young diagrams on the previous level, namely, to

λ′
n−1 and λn−1. Hence

dim(Vn,λ
′
n

) = dim(V
n−1,λ

′

n−1

) + dim(Vn−1,λn−1
) = dim(V

n−1,λ
′

n−1

) + 1.

We have λ′
2 = λT

2 so that dim(V2,λ
′

2
) = 1. Hence dim(Vn,λ

′
n

) = n− 1 for all n ≥ 2.

(c) For n ≥ 2, consider the module Vn,λn−2
corresponding to the Young diagram

λn−2 positioned on the level n. If n ≥ 3, then this diagram is connected to three

Young diagrams on the previous level, namely, to λn−1, λn−3, λ
′
n−1. Hence

dim(Vn,λn−2
) = dim(Vn−1,λn−1

) + dim(Vn−1,λn−3
) + dim(V

n−1,λ
′

n−1

)
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= dim(Vn−1,λn−3
) + n− 1.

We gave λ0 = ∅ and by (iii) above, dim(V2,λ0
) = dim(V1,λ1

) = 1. Thus for all n ≥ 2,

dim(Vn,λn−2
) = n(n− 1)/2,

i.e., Vn,λn−2
has the same dimension as the Krammer representation of Bn. We now

rescale the representation Bn → Aut(Vn,λn−2
) by dividing the action of each σi by α.

4.4. Theorem (M. Zinno [Zi]). – The Krammer representation corresponding to q =

−α−2
and t = α3l−1

is isomorphic to the rescaled representation Bn → Aut(Vn,λn−2
).

The proof given in [Zi] goes by a direct comparison of both actions of Bn on cer-

tain bases. Theorem 4.4 implies that the Krammer-Bigelow representation considered

in Sect. 2 and 3 is irreducible.
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0. INTRODUCTION

The purpose of this lecture is to give a survey of recent interactions between the theory

of random matrices, the theory of random permutations and so-called integrable models.

The latter are described either by integrals over tangent spaces to symmetric spaces, or

by integrals over classical groups.

Going back in time, t’Hooft was led, in the 70’s, to so-called matrix models in order

to understand the behavior of quantum gauge theories with gauge group SU(N) when N
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gets large. In their pioneering work, Bessis, Itzykson and Zuber [8] considered the integral

Z
(ε)
N taken over the space HN of Hermitian matrices of size N , whose log has the following

expansion:

log Z
(ε)
N = log

∫

HN
dM e−

1
2
trM2− ε

N
trM4

∫

HN
dM e−

1
2
trM2

=
∞∑

g=0

N2−2g

∞∑

k=0

(−ε)kW (g, k)

where W (g, n) is the number of graphs with k vertices drawn on a surface of genus g,

or in a dual language, the number of ways to cover a surface of genus g with k squares.

Replacing ε
N

trM4 with
∑

i≥1 titrM
i leads to coverings of surfaces of genus g by n-gons

of various n. The sequence of such integrals over N is a solution of the standard Toda

lattice equations.

Two-matrix integrals (Chadha-Mahoux-Mehta [11], Itzykson-Zuber [20])
∫ ∫

HN×HN

dM1dM2e
−tr(M2

1 +M2
2−cM1M2+αM4

1 +βM4
2 )

provide a solution to the 2d-Toda lattice. They describe an Ising model on a random

lattice, with spin σ = ±1 at each site with nearest neighbor interaction; the interaction

between two sites depends on whether the spins are equal or not.

Kontsevich [25] proves that ZN(t) is a τ -function for the KdV equation for N large,

with expansion (set ti = −citrZ
−i for appropriate integer ci’s)

log ZN(t) = log

∫

HN
dXe−

1
2
tr X2Z+ 1

6
tr X3

∫

HN
dX e−

1
2
tr X2Z

=
∑

Γ∈GN

(1
2
)# vertices in Γ

# Aut Γ

∏

ribbons
α,β

2

zα + zβ

=
∑

n≥1,d1,... ,dn≥0

t2d1+1 . . . t2dn+1

n!

∫

M̄g,n

n∏

i=1

c1(Li)
di ,

where GN are all non-equivalent ribbon graphs Γ with N distinct loops obtained by

picking vertices from which emerge 3 ribbons, interconnecting them and associating a zα

with each edge (1 ≤ α ≤ N). Each ribbon has two edges, one going with some zα and

another going with some zβ (1 ≤ α, β ≤ N). The product in the formula above is taken

over all such ribbons of the graph. The second formula involves Chern classes c1(Li) of

line bundles on the Deligne-Mumford smooth compactification Mg,n of the moduli space

Mg,n of smooth Riemann surfaces of genus g with n distinct marked points x1, . . . , xn;

the fibers of the line bundle are given by T ∗
xi
C at each point (C, x1, . . . , xn) ∈ Mg,n.

Recently, other integrals have arisen, like
∫

O(n)

extrMdM,

∫

U(n)

e
√

xtr(M+M̄)dM,

∫

U(n)

det(I + M)ke−x trM̄dM,

whose expansion in x relate to problems in combinatorics. The integrals over the space

of Hermitian, symmetric and symplectic matrices, namely
∫

Hn, Sn or T2n

e−trV (M)dM,
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play a prominent role in theory of random matrices. These two sets of integrals provide

the main thrust of this lecture. Sequences of such integrals (in n) provide solutions to

integrable lattices. For a more detailed overview on these questions, see the MSRI lectures

[39]. The last section contains a table listing these connections between matrix integrals,

moment matrices and integrable lattices.

1. LARGEST INCREASING SEQUENCES IN RANDOM

PERMUTATIONS

Let SN be the group of permutations πN , equipped with the uniform probability dis-

tribution:

P (πN) = 1/N !.(1.0.1)

An increasing subsequence of πN ∈ SN is a sequence 1 ≤ j1 < ... < jk ≤ N , such that

π(j1) < ... < π(jk). Define

LN(πN) = length of the longest increasing subsequence of πN .(1.0.2)

Problem: Find the probability P (LN ≤ n) ?

Examples:

{

for π7 = (3, 1, 4, 2, 6, 7, 5), we have L(π7) = 4.

for π5 = (5, 1, 4, 3, 2), we have L(π5) = 2.

1.1. Robinson-Schensted-Knuth correspondence and symmetric functions

I give here a very brief summary of well-known, but necessary facts to approach the

problem:

• A Young diagram λ is a finite sequence of non-increasing, non-negative integers

λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λℓ ≥ 0; also called a partition of n = |λ| := λ1 + ... + λℓ, with

|λ| being the weight. It can be represented by a diagram, having λ1 boxes in the

first row, λ2 boxes in the second row, etc..., all aligned to the left. A dual Young

diagram λ̂ = (λ̂1 ≥ λ̂2 ≥ ...) is the diagram obtained by flipping the diagram λ

about its diagonal; thus λ̂1 = ℓ =length of first column of λ.

• A Young tableau of shape λ is an array of positive integers aij (at place (i, j) in the

Young diagram) placed in the Young diagram λ, which are non-decreasing from left

to right and strictly increasing from top to bottom.

• A standard Young tableau of shape λ is an array of integers 1, ..., n placed in the

Young diagram, which are strictly increasing from left to right and from top to

bottom. The number of Young tableaux of a given shape λ = (λ1 ≥ ... ≥ λm) is
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given by a number of formulae (for the Schur polynomial sλ, see below)1

fλ = #{standard tableaux of shape λ}

= coefficient of x1x2 . . . xn in sλ(x)

=
|λ|!

∏

all i,j hλ
ij

= |λ|! det

(
1

(λi − i + j)!

)

= |λ|!
∏

1≤i<j≤m

(hi − hj)
m∏

1

1

hi!
, with hi := λi − i + m, m := λ̂1.(1.1.1)

• The Schur polynomial sλ associated with a Young diagram λ is a symmetric function

in the variables x1, x2, ... (finite or infinite), defined by

sλ(x1, x2, ...) :=
∑

{aij} tableaux of λ

∏

ij

xaij
.(1.1.2)

• The linear space Λn of symmetric polynomials in x1, ..., xn with rational coefficients

comes equipped with an inner product, which can also be expressed as an integral

over the unitary group U(n) for Haar measure dM :

〈f, g〉 =
1

n!

∫

(S1)n

f(z1, ..., zn)g(z̄1, ..., z̄n)
∏

1≤k<ℓ≤n

|zk − zℓ|
2

n∏

1

dzk

2πizk

=

∫

U(n)

f(M)g(M̄)dM.

(1.1.3)

• An orthonormal basis of the space Λn is given by the Schur polynomials above

sλ(x1, ..., xn), in which the numbers aij are restricted to 1, ..., n; therefore we have

the following “Fourier series”:

f(x1, ..., xn) =
∑

λ with
λ̂1≤n

〈f, sλ〉 sλ(x1, ..., xn), with 〈sλ, sλ′〉 = δλλ′ .(1.1.4)

In particular, one computes the following Fourier series:

(x1 + . . . + xn)k =
∑

|λ|=k

λ̂1≤n

fλsλ.(1.1.5)

If λ = (λ1 ≥ ... ≥ λℓ), with2 λ̂1 = ℓ > n, then obviously sλ = 0.

• Robinson-Schensted-Knuth correspondence: There is a 1-1 correspondence

Sn −→







(P,Q), two standard Young

tableaux from 1, . . . , n, where

P and Q have the same shape







.(1.1.6)

Given a permutation i1, ..., in, the correspondence constructs two standard Young

tableaux P,Q having the same shape λ. This construction is inductive. Namely,

having obtained two equally shaped Young diagrams Pk, Qk from i1, ..., ik, with the

1hλ

ij
:= λi + λ̂j − i − j + 1 is the hook length of the i, jth box in the Young diagram.

2Remember, from the definition of the dual Young diagram, that λ̂1 = the length of the first column of λ
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numbers (i1, ..., ik) in the boxes of Pk and the numbers (1, ..., k) in the boxes of Qk,

one creates a new diagram Qk+1, by putting the next number ik+1 in the first row

of P , according to the following rule:

(i): if ik+1 ≥ all numbers appearing in the first row of Pk, then one creates a new

box with ik+1 in that box to the right of the first column,

(ii): if not, place ik+1 in the box (of the first row) with the smallest higher number.

That number then gets pushed down to the second row of Pk according to the

rule (i) or (ii), as if the first row had been removed.

The diagram Q is a bookkeeping device; namely, add a box (with the number k +1

in it) to Qk exactly at the place, where the new box has been added to Pk. This

produces a new diagram Qk+1 of same shape as Pk+1.

The inverse of this map is constructed essentially by reversing the steps above.

Example: π = (5, 1, 4, 3, 2) ∈ S5,

5 1 1 4 1 3 1 2

5 5 4 3

5 4

5

1 1 1 3 1 3 1 3

2 2 2 2

4 4

5

Hence π −→ (P (π), Q(π)) =















1 2

3

4

5








,








1 3

2

4

5















and L5(π) = 2 = #columns of







P

or

Q

The Robinson-Schensted-Knuth correspondence has the following properties

• π 7→ (P,Q), then π−1 7→ (Q,P )

• length (longest increasing subsequence of π) = # (columns in P )

• length (longest decreasing subsequence of π) = # (rows in P )

• π2 = I, then π 7→ (P, P )

• π2 = I, with k fixed points, then P has exactly k columns of odd length.

1.2. Plancherel measure, Integrals over U(n) and Toeplitz matrices

A next set of ideas is due to Vershik & Kerov [40], Diaconis & Shashahani [13], Biane

[9], Rains [33, 34], Baik & Rains [7]. For a nice state-of-the-art account, see Aldous &

Diaconis [5]. The uniform probability measure (see (1.1.1) for fλ) (1.0.1) on SN induces
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on Young diagrams, via the RSK bijection (1.1.6), the “Plancherel” probability measure

PN(λ) =
(fλ)2

N !
, |λ| = N,(1.2.1)

and so from (1.2.1) and the RSK bijection, one deduces a number of formulae below;

notice, equality (ii) follows from (1.1.1) and (iii) follows from (i) and (1.1.5):

PN(L(πN) ≤ n) =
1

N !
#

{

(P,Q), standard Young tableaux each of

arbitrary shape λ, with |λ| = N, λ1 ≤ n

}

(i)
=

1

N !

∑

|λ|=N
λ1≤n

(fλ)2 =
1

N !

∑

|λ|=N

λ̂1≤n

(fλ)2, by duality of Young diagrams

(ii)
= N !

n∑

m=1

1

m!

∑

h∈Zm,hi≥1
P

hj=N+
m(m−1)

2

∏

1≤i<j≤m

(hi − hj)
2

m∏

1

1

hj!2

(iii)
=

1

N !

∑

|λ|=|µ|=N

λ̂1,µ̂1≤n

fλfµ〈sλ, sµ〉 =
1

N !
〈(x1 + . . . + xn)N , (x1 + . . . + xn)N〉

(iv)
=

1

N !

∫

U(n)

|trM |2NdM =
1

N !

(

2N

N

)−1 ∫

U(n)

(tr(M + M̄))2NdM,(1.2.2)

using in the last equality the fact that
∫

U(n)
((trM)j(trM)j)dM = 0 for i 6= j. In 1990,

Gessel [17] considered the generating function below and showed that it equals a Toeplitz

determinant (determinant of a matrix, whose (i, j)th entry depends on i − j only).

τn(x) :=
∞∑

N=0

xN

N !
P (L(πN) ≤ n)(1.2.3)

(i)
=

∫

U(n)

e
√

x tr(M+M̄)dM

(ii)
=

1

n!

∫

(S1)n

∆n(z)∆n(z̄)
n∏

k=1

(

e
√

x(zk+z̄k) dzk

2πizk

)

(iii)
= det

(∫ 2π

0

e2
√

x cos θei(k−ℓ)θdθ

)

1≤k,ℓ≤n

(Toeplitz determinant)

(iv)
=

n−1∏

k=0

hk(x)−1, where hk(x) :=
τk+1

τk

=

∫

S1

|pk(z)|2e
√

x(z+z̄)dz,

(v)
= ex

∞∏

k=n

hk(x)−1,
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where pk(z) are monic orthogonal polynomials on the circle S1 for the weight e
√

x(z+z̄)dz:
∫

S1

pn(z)pm(z)e
√

x(z+z̄) dz

2πiz
= hn(x)δmn.(1.2.4)

Equality (1.2.3)(i) follows from (1.2.2)(iv); moreover (1.2.3)(ii) uses Haar measure on

U(n). Identity (1.2.3) (iii) follows from the fact that the product of the two Vandermonde

appearing in the integral (ii) can be expressed as sum of determinants:

∆n(u)∆n(v) =
∑

σ∈Sn

det
(

uℓ−1
σ(k)v

k−1
σ(k)

)

1≤ℓ,k≤n
= det

(

p
(1)
ℓ−1(uk)

)

1≤ℓ,k≤n
det

(

p
(2)
ℓ−1(vk)

)

1≤ℓ,k≤n
.

The fact above that ∆n(u)∆n(v) can also be expressed as a product of two determinants,

involving monic polynomials, implies (iv). Finally, by Szegö’s strong limit theorem for

Toeplitz determinants, we have limn→∞ τn = ex, thus leading to (v).

1.3. Virasoro constraints, Integrable systems and Painlevé V equation

Theorem 1.1. — For every ℓ ≥ 0, the Gessel generating function

∞∑

N=0

xN

N !
P (L(πN) ≤ ℓ) =

∫

U(ℓ)

e
√

x tr(M+M̄)dM = exp

∫ x

0

log
(x

u

)

gℓ(u)du,

(1.3.1)

where gℓ is the unique solution to the initial value problem:






g′′ −
g′2

2

(
1

g − 1
+

1

g

)

+
g′

u
+

2

u
g(g − 1) −

ℓ2

2u2

g − 1

g
= 0

gℓ(u) = 1 −
uℓ

(ℓ!)2
+ O(uℓ+1), near u = 0. (Painlevé V) .

(1.3.2)

Theorem 1.1 is due to Hisakado [19], Tracy-Widom [36], by methods of functional

analysis and Adler-van Moerbeke [3], by integrable methods. A similar statement holds for

the set S0
2n of fixed-point free involutions π0(i.e., (π0)2 = I and π0(k) 6= k for 1 ≤ k ≤ 2n).

Put the uniform distribution on S0
2n :

P (π0
2n) =

1

(2n − 1)!!
=

2nn!

(2n)!
.(1.3.3)

Then, in the following statement, due to Adler-van Moerbeke [3] and Baik-Rains [7],

O(n)± refers to orthogonal matrices, with determinant = ±1 .

Theorem 1.2. — The generating function

2
∞∑

k=0

(x2/2)k

k!
P (L(π0

2k) ≤ ℓ + 1) = EO(ℓ+1)−ex trM + EO(ℓ+1)+ex trM

= exp

(∫ x

0

f−
ℓ (u)

u
du

)

+ exp

(∫ x

0

f+
ℓ (u)

u
du

)

,(1.3.4)
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where f = f±
ℓ is the unique solution to the initial value problem:







f ′′′ +
1

u
f ′′ +

6

u
f ′2 −

4

u2
ff ′ −

16u2 + ℓ2

u2
f ′ +

16

u
f +

2(ℓ2 − 1)

u
= 0

f±
ℓ (u) = u2 ±

uℓ+1

ℓ!
+ O(uℓ+2), near u = 0. (Painlevé V)

(1.3.5)

Proof of Theorem 1.1: A brief outline will be given here, because of its interesting con-

nection with an integrable system, called the Toeplitz lattice (see [3]). Inserting times

ti, with i = ...,−2,−1, 0, 1, 2, ..., and t0 = 0, in the integrals (1.2.3)(ii) over (S1)n, one

obtains, setting t := (..., t−1, t0, t1, ...):

In(t) =

∫

(S1)n

|∆n(z)|2
n∏

k=1

e
P

i6=0 tiz
i
k

dzk

2πizk

, n ≥ 0.(1.3.6)

Virasoro constraints. [3] The In’s satisfy a set of three linear partial differential equations,

forming an sl(2,Z)-algebra (Virasoro constraints), explicitly given by the three equations:

(
∑

i6=∓1,0

(i ± 1)ti±1
∂

∂ti
+ n

(

t±1 +
∂

∂t∓1

))

In(t) = 0 and

(
∑

i6=0

iti
∂

∂ti

)

In(t) = 0(1.3.7)

Toeplitz lattice. The t-dependent semi-infinite moment matrix,

mn(t) :=
(
〈zk, zℓ〉t

)

0≤k,ℓ≤n−1
=

(∮

S1

ρ(z)dz

2πiz
zk−ℓe

P

i6=0(tiz
i)

)

0≤k,ℓ≤n−1

(1.3.8)

is a Toeplitz matrix and satisfies the simple differential equations:

∂µij

∂tk
= µi+k,j,

∂µij

∂t−k

= µi,j+k, for k ≥ 1.(1.3.9)

In analogy with (1.2.3)(iii), define τn(t), instead of τn(x):

τn(t) := det mn(t).

The Borel factorization m∞(t) = S−1
1 (t)S2(t) in a lower-triangular matrix S1 (with 1’s

along the diagonal) and an upper-triangular matrix S2, enables one to define3 L1 :=

S1ΛS−1
1 and L2 := S2Λ

⊤S−1
2 , which combined with the Toeplitz nature of m∞ has a

peculiar “rank 2”-structure, where xi and yi are certain integrals over U(n) and where

3where Λ is the shift matrix (Λv)n = vn+1, n ≥ 0, i.e., Λ is the semi-infinite matrix with all 0 entries,

except for 1’s just above the diagonal.
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hi = τi+1/τi, hi/hi−1 = 1 − xiyi, h := diag(h0, h1, ...) and x0 = y0 = 1 :

L1 = h











−x1y0 1 − x1y1 0 0

−x2y0 −x2y1 1 − x2y2 0

−x3y0 −x3y1 −x3y2 1 − x3y3

−x4y0 −x4y1 −x4y2 −x4y3

. . .











h−1

and

L2 =











−x0y1 −x0y2 −x0y3 −x0y4

1 − x1y1 −x1y2 −x1y3 −x1y4

0 1 − x2y2 −x2y3 −x2y4

0 0 1 − x3y3 −x3y4

. . .











.(1.3.10)

The 2d-Toda Lattice hierarchy4

∂Li

∂tn
= [(Ln

1 )+ , Li] and
∂Li

∂t−n

= [(Ln
2 )− , Li] , i = 1, 2, n ≥ 1,(1.3.11)

maintains the “rank 2” nature of the semi-infinite matrices L1 and L2. The first equation

in this hierarchy is equivalent to the discrete sinh-Gordon equation

∂2qn

∂t1∂t−1

= −eqn−qn−1 + eqn+1−qn , where qn = log
τn+1

τn

.

The equations (1.3.11) induce on the xi and yi the Toeplitz lattice equations; see [3].

Using the three equations (1.3.7) and ∂/∂t1 of the first equation of (1.3.7), and set-

ting all ti = 0, enable one to extract various t-partials, like ∂2 log τ(t)/∂t−1∂t1 and

∂2 log τ(t)/∂t−2∂t1, in terms of pure partials in ∂k/∂xk, where x = t1t−1. Substituting

these expressions in the integrable Toeplitz lattice equations leads to Painlevé V (1.3.2).

The integrable system associated with the integral (1.3.4) in Theorem 1.2 (with ti’s in-

serted) is the standard Toda lattice, instead of the Toeplitz lattice; the integral satisfies

the Virasoro constraints associated with the Toda lattice; see [3].

1.4. Random permutations πN for large N

Around 1960 and based on Monte-Carlo methods, Ulam [38] conjectured that

lim
n→∞

E(Ln)
√

n
= c exists.

An argument of Erdös & Szekeres [14], dating back from 1935 showed that E(Ln) ≥
1
2

√
n − 1, and thus c ≥ 1/2. In ’72, Hammersley [18] showed rigorously that the limit

exists. Logan and Shepp [23] showed the limit c ≥ 2, and finally Vershik and Kerov

4( )+ denotes the upper-triangular part of ( ), including the diagonal, whereas ( )
−

denotes the strictly

lower-triangular part of ( )
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[40] that c = 2. The next major contribution was due to Johansson [22] and Baik-Deift-

Johansson [6]:

Theorem 1.3. — (“Law of large numbers” and “Central limit theorem”) One has:

lim
n→∞

Ln

2
√

n
= 1, and lim

n→∞
P

(
Ln − 2

√
n

n1/6
≤ x

)

= exp

(

−

∫ ∞

x

(u − x)g2(u)du

)

,(1.4.1)

where g(x) is a solution of (a version of) Painlevé II,






g′′ = xg + 2g3 (Painlevé II)

g(x) ∼= A(x) :=
∫ ∞

−∞
eixy−y3/3dy ∼= e−

2
3 x

3
2

2
√

πx1/4 for x ր ∞.
(1.4.2)

The point γ = 2
√

x
n

= 1 corresponds to a “phase transition” for the partition function

e−xτn(x) = e−x

∫

U(n)

e
√

x tr(M+M̄)dM =
∞∏

k=n

hk(x)−1 = e−x

∞∑

n=0

xN

N !
P (L(πN) ≤ n)

On the one hand, Johansson shows, for all ε > 0, there exist C and δ > 0 such that

e−xτn(x) ≤ Ce−δx, for
2
√

x

n
> 1 + ε and e−xτn(x) ≥ 1 −

C

n
, for

2
√

x

n
< 1 − ε(1.4.3)

On the other hand, setting Pn,N := P (L(πN) ≤ n), Johansson’s de-Poissonization Lemma

goes as follows: given any α > 3, there are constants C = C(α) and N0 = N0(α) such

that the following holds for N ≥ N0 and all 0 ≤ n ≤ N , with m(α) = (α2 − 2α − 1)/2:

e−x

∞∑

n=0

xN

N !
Pn,N

∣
∣
∣
∣
∣
x=N+α

√
N log N

−
C

Nm(α)
≤ Pn,N ≤ e−x

∞∑

n=0

xN

N !
Pn,N

∣
∣
∣
∣
∣
x=N−α

√
N log N

+
C

Nm(α)
.

(1.4.4)

The two relations (1.4.3) and (1.4.4) combined lead to the law of large numbers in (1.4.1).

To prove the “central limit theorem” (1.4.1), one uses the Riemann-Hilbert approach to

obtain asymptotics. Indeed, as a first observation, setting ρx(z) := e
√

x(z+z−1), the only

solution Yn+1 (2×2 matrix) to the following Riemann-Hilbert problem à la Fokas, Its and

Kitaev [15], but adapted to S1:

1. Y (z) holomorphic in C\S1

2. Y−(z) = Y+(z)

(

1 ρx(z)
zn+1

0 1

)

.

3. Y (z)

(

z−(n+1) 0

0 zn+1

)

= (I + O(z−1), when z → ∞.

is given by the matrix
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Yn+1(z) =






pn+1(z)
∫

S1 pn+1(u)ρx(u)
u−z

du
2πiun+1

−h−1
n znpn(1/z̄) −h−1

n

∫

R
pn(1/ū)ρx(u)

u−z
du

2πiun+1




 ,(1.4.5)

where pk(z) are the monic orthogonal polynomials (1.2.4) on the circle S1 for the weight

ρx(z)dz. The Riemann-Hilbert formulation is an efficient tool to find the asymptotics of

(Yk+1(0))21 = −h−1
k (x). Then, summing up,

∑∞
n log h−1

k (x) = log(e−xτn(x)), Baik-Deift-

Johansson [6] show the following result: Define u such that 2
√

x
n+1

= 1 − u
21/3(n+1)2/3 , with

−M < u < M for a given M > 0. Then the estimate below holds, where g is the solution

to (1.4.2):
∣
∣
∣
∣
log(e−xτn(x)) −

∫ ∞

u

2if(y)dy

∣
∣
∣
∣
=

C(M)

n1/3
+ Ce−1/4M3/2

with 2if(y) = −

∫ ∞

y

g2(α)dα.

This estimate combined with Johansson’s de-Poissonization Lemma leads to (1.4.1) and

(1.4.2).

2. THE SPECTRUM OF RANDOM MATRICES

Random matrix theory deals with an ensemble of matrices M , having some symmetry

condition to guarantee the reality of the spectrum, e.g., the Hermitian ensemble Hn, the

symmetric ensemble Sn or the symplectic ensemble T2n. Define a probability measure,

based on a Haar measure, which in “polar coordinates” is expressed in terms of the

Vandermonde with a power β:

cne−trV (M)dM = cn|∆n(z)|β
n∏

1

e−V (zk)dzkdU, with V ′ = g
f

rational, dM = Haar measure.

The three ensembles Hn, Sn, T2n appear very naturally as the tangent spaces (at the

identity) to the simplest symmetric spaces:

non-compact g = k ⊕ p with space Haar

symmetric p=tangent space p = {M ∈ g,with...} measure

space G/K to G/K at I on p

SL(n, C)/SU(n) sl(n, C) = su(n) ⊕Hn M = M̄⊤ β = 2

SL(n, R)/SO(n) sl(n, R) = so(n) ⊕ Sn M = M⊤ β = 1

SU∗(2n)/USp(n) su∗(2n) = (sp(n, C) ∩ u(2n)) ⊕ T2n M = M̄⊤, M = JM̄J−1 β = 4

Question: What is the statistics of the spectrum of M ?

For Hn and Sn, if the probability P (M ∈ dM) satisfies the following two requirements:

(i) invariance under conjugation by unitary transformations M 7→ UMU−1, (ii) the ran-

dom variables Mii, ℜMij, ℑMij, 1 ≤ i < j ≤ n are independent, then V (z) is quadratic

(Gaussian ensemble) ([28].)
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2.1. Virasoro constraints, Toda and Pfaff lattices and KP equations

Consider weights of the form ρ(z)dz := e−V (z)dz on an interval F = [A,B] ⊆ R, with

rational logarithmic derivative and subjected to the following boundary conditions:

−
ρ′

ρ
=

g

f
=

∑∞
0 biz

i

∑∞
0 aizi

, lim
z→A,B

f(z)ρ(z)zk = 0 for all k ≥ 0,(2.1.1)

and a disjoint union of intervals E =
⋃2r

1 [x2i−1, x2i] ⊂ F ⊂ R.

Theorem 2.1. — (Adler-van Moerbeke [1]) The vector of integrals I(t, x; β) = (I0 =

1, I1(t, x; β), ...), with t := (t1, t2, ...) and x := (x1, ..., x2r) and

In(t, x; β) :=

∫

En

|∆n(z)|β
n∏

k=1

(

e
P

∞

1 tiz
i
kρ(zk)dzk

)

for n > 0(2.1.2)

satisfies the following Virasoro constraints5 for all k ≥ −1:
(

−
2r∑

1

xk+1
i f(xi)

∂

∂xi

+
∑

i≥0

(

ai
βJ

(2)
k+i(t, n) − bi

βJ
(1)
k+i+1(t, n)

)
)

I(t, x; β) = 0,

in terms of the coefficients ai, bi of the rational function (− log ρ)′ and the end points xi

of the subset E, as in (2.1.1). The βJ
(2)
k and βJ

(1)
k form a Virasoro and a Heisenberg

algebra respectively, interacting as follows

[
βJ

(2)
k , βJ

(2)
ℓ

]

= (k − ℓ) βJ
(2)
k+ℓ + c

(
k3 − k

12

)

δk,−ℓ

[
βJ

(2)
k , βJ

(1)
ℓ

]

= −ℓ βJ
(1)
k+ℓ + c′k(k + 1)δk,−ℓ.

[
βJ

(1)
k , βJ

(1)
ℓ

]

=
k

β
δk,−ℓ,(2.1.3)

with central charge c = 1 − 6

((
β

2

)1/2

−

(
β

2

)−1/2
)2

and c′ =

(
1

β
−

1

2

)

.

Moreover:

(i) τn(t) := 1
n!

In(t, x, β)|β=2 form the τ -functions of the standard Toda lattice; in particu-

lar, each τn satisfies the KP equation:
((

∂

∂t1

)4

+ 3

(
∂

∂t2

)2

− 4
∂2

∂t1∂t3

)

log τn + 6

(
∂2

∂t21
log τn

)2

= 0.

(ii) τ2n(t) :=







1
(2n)!

I2n(t, x; β)|β=1

1
n!

In(2t, x; β)|β=4

form the τ -functions of the Pfaff lattice (i.e., they are

Pfaffians, rather than determinants); in particular, they satisfy the Pfaff-KP equation:

5When E equals the whole range F , then the ∂/∂xi’s are absent in the formulae (2.1.7).
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((
∂

∂t1

)4

+ 3

(
∂

∂t2

)2

− 4
∂2

∂t1∂t3

)

log τ2n + 6

(
∂2

∂t21
log τ2n

)2

= 12
τ2n−2τ2n+2

τ 2
2n

.

2.2. The Gaussian ensemble: PDE’s for the statistics of the spectrum

Theorem 2.2. — For the Gaussian ensemble, the probabilities6: (β = 2, 1, 4)

Pn(E) := Pn( all spectral points of M ∈ E) =

∫

Hn(E), Sn(E) or Tn(E)
e−tr M2

dM
∫

Hn(R), Sn(R) or Tn(R)
e−tr M2dM

=

∫

En |∆n(z)|β
∏n

k=1 e−z2
kdzk

∫

Rn |∆n(z)|β
∏n

k=1 e−z2
kdzk

(2.2.1)

satisfy the following PDE’s in the xi’s (Bk =
∑2r

1 xk+1
i

∂
∂xi

, δβ
1,4 =

{
1 for β = 1, 4
0 otherwise , fn(x) =

d
dx

log Pn): 7

δβ
1,4Q

(
Pn− 2

1
Pn+ 2

1

P 2
n

− 1

) {

2 and n even, for β = 1

1 and n arbitrary, for β = 4

=







(

B4
−1 + (Q2 + 6B2

−1F )B2
−1 + (2 − δβ

1,4)
4

β
(3B2

0 − 4B−1B1 + 6B0)

)

log Pn

for E =
⋃2r

1 [x2i−1, x2i]

f ′′′
n + 6f ′2

n +

(
4x2

β
(δβ

1,4 − 2) + Q2

)

f ′
n −

4x

β
(δβ

1,4 − 2)fn, for E = [−∞, x]

Note that for β = 2 and for E = [−∞, x], the equation above takes on the simple form:

f ′′′
n + 6f ′2

n + 8nf ′
n + 4xfn = 0 (Painlevé IV )(2.2.2)

Equation (2.2.2) was obtained by Tracy-Widom [35] and the rest of Theorem 2.2 is due

to M. Adler, T. Shiota and P. van Moerbeke ([4] and [1]).

2.3. Infinite Hermitian matrix ensembles

Consider probability (2.2.1) for β = 2 and let the size n of the matrices go to ∞. To

perform this limit, one uses a different representation; namely,

Pn(E) :=

∫

Hn(E)
e−tr M2

dM
∫

Hn
e−tr M2dM

=
1

n!

∫

En

det(Kn(zk, zℓ))1≤k,ℓ≤n

n∏

1

ρ(dzi),(2.3.1)

6Hn(E), Sn(E) or Tn(E) denotes the subset of matrices with spectrum in E ⊆ R
7Also, define the invariant polynomials

Q = 12n

(

n + 1 −
2

β

)

and Q2 = 4(1 + δβ

1,4)

(

2n + δβ

1,4(1 −
2

β
)

)

.



879-14

can be represented in terms of a reproducing kernel

Kn(y, z) :=
n∑

j=1

pj−1(y)
√

hj−1

pj−1(z)
√

hj−1

, where

∫

R

Kn(y, z)Kn(z, u)ρ(dz) = Kn(y, u).(2.3.2)

The reproducing property follows from the orthogonality of the monic orthogonal poly-

nomials pk = pk(z) for the Gaussian weight e−z2
dz on R, and the L2-norms hk =

∫

R
p2

k(z)e−z2
dz of the pk’s. We also have the following Fredholm determinant formula

P (exactly k eigenvalues ∈ [x1, x2]) =
(−1)k

k!

(
∂

∂λ

)k

det(I − λKn(y, z)I[x1,x2](z))

∣
∣
∣
∣
∣
λ=1

When the size n of the Hermitian matrices tends to ∞, the following holds:

• Wigner’s semi-circle law: For this ensemble and for very large n, the density of eigen-

values tends to the semi-circle distribution on the interval [−
√

2n,
√

2n].

• Bulk scaling limit: From the formula above, it follows that the average number of

eigenvalues per unit length near z = 0 (“the bulk”) is given by
√

2n/π and thus the

average distance between two consecutive eigenvalues is given by π/
√

2n. Upon using

this rescaling, one shows ([24, 27, 29, 32, 21])

lim
nր∞

π
√

2n
Kn

(
πy
√

2n
,

πz
√

2n

)

=
sin π(y − z)

π(y − z)
=: K(y, z) (Sine kernel)

with

P (no eigenvalues ∈ [0, x]) = det(I − K(y, z)I[0,x](z)) = exp

∫ πx

0

f(x)

x
dx,(2.3.3)

where f(x, λ) is a solution to the Painlevé V differential equation, (see Jimbo, Miwa,

Mori, Sato [21]), (′ = ∂/∂x)

(xf ′′)2 − 4(xf ′ − f)(−f ′2 − xf ′ + f) = 0 with f(x; λ) ∼= −
x

π
, for x ≃ 0.

• Edge scaling limit: I will particularly concentrate on the “edge”
√

2n of the Wigner

semi-circle. There the scaling is
√

2n1/6, which makes the problems considerably subtler;

this will be used in (2.3.7) (see [10, 16, 28, 35]). The main result can be stated as follows:

Theorem 2.3. — Given the spectrum z1 ≥ z2 ≥ ... of the large random Hermitian

matrix M , define the “eigenvalues” in a new scale:

ui = 2n
2
3

(
zi√
2n

− 1

)

for n ր ∞(2.3.4)

then the statistics of the largest “eigenvalue” u1 (in the new scale) is given by the same

probability distribution as the length of the longest increasing sequence:

P (u1 ≤ x) = exp

(

−

∫ ∞

x

(α − x)g2(α)dα

)

, with







g′′ = xg + 2g3 (Painlevé II)

g(x) ∼= A(x) ∼= − e−
2
3 x

3
2

2
√

πx1/4 for x ր ∞.

(2.3.5)
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More generally, P (no points ui ∈ [x1, x2]) satisfies the partial differential equation

(

B3
−1 − 4(B0 −

1

2
)

)

f + 6(B−1f)2 = 0, with f :=
2∑

1

∂ log P

∂xi

, Bk =
2∑

1

xk+1 ∂

∂xi

.

(2.3.6)

Tracy-Widom [35] have first obtained result (2.3.5) by methods of functional analysis.

In [4], equations (2.3.5) and (2.3.6) were derived using integrable systems and Virasoro

constraints.

Proof: Setting z =
√

2n + u√
2n1/6 , in the kernel Kn(x, y) of (2.3.2), one proves

lim
nր∞

1
√

2n1/6
Kn

(
√

2n +
u

√
2n1/6

,
√

2n +
v

√
2n1/6

)

= K(u, v),(2.3.7)

where the Airy kernel K is defined in terms of the Airy function:

K(u, v) =

∫ ∞

0

A(x + u)A(x + v)dx, A(u) =

∫ ∞

−∞

eiux−x3/3dx ∼=
e−(2/3)u3/2

2
√

πu1/4
, for u ր ∞

(2.3.8)

To find the differential equations (2.3.6), one proceeds (sketchily) as follows: as a first

step, notice that, setting L2 := ( ∂
∂t1

)2 + q(t), t := (t1, t2, ...), the solution q(t) and Ψ(t; z)

(with asymptotics Ψ(t; z) = e
P

∞

1 tiz
i
(1 + O(z−1)), z ∈ C, z → ∞) to the initial value

problem:






(L2 − z2)Ψ(t; z) = 0, ∂L2

∂tn
= [(Ln)+, L2], ∂Ψ

∂tn
= (Ln)+Ψ,

q(t(0)) = −x, at t = t(0) := (x, 0, 2
3
, 0, 0, ...)

,(2.3.9)

is given by Kontsevich’s integral (Z diagonal and N arbitrary), which itself is intimately

related to the Airy function A(x),







q(t) = 2 ∂2

∂t21
log τ(t), with τ(t) =

∫

HN
dXe−tr(X3/3+X2Z)

∫

HN
dXe−tr(X2Z)

, tn := −
1

n
trZ−n +

2

3
δn3

Ψ(t; z) = e
P

∞

1 tiz
i
τ(t − [z−1])/τ(t), with [z−1] = (z−1, z−2/2, z−3/3, ...) ∈ C∞

Ψ(t(0); z) = z1/2A(x + z2) = exz+ 2
3
z3

(1 + O(z−1)), z → ∞.

(2.3.10)

These data define a kernel

Kt(z
2, z′2) :=

1

z
1
2 z′

1
2

∫ ∞

0

Ψ(t; z)Ψ(t; z′)dt1, where t = (t1, t2, ...)(2.3.11)

which flows off the Airy kernel K(z2, z′2), defined in (2.3.8), upon using (2.3.10).
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Then, one shows that both, Kontsevich’s integral τ(t) and the product τ(t, E) := τ(t).

det (I − Kt(λ, λ′)IE(λ′)), with E =
⋃2r

1 [x2i−1, x2i] ⊂ R, satisfy Virasoro constraints, of

which the two first ones read: (after the time shift t3 7→ t3 + 2/3, in view of (2.3.9))

2r∑

i=1

∂

∂xi

log τ(t, E) =

(

∂

∂t1
+

1

2

∑

i≥3

iti
∂

∂ti−2

)

log τ(t, E) +
t21
4

2r∑

i=1

xi

∂

∂xi

log τ(t, E) =

(

∂

∂t3
+

1

2

∑

i≥1

iti
∂

∂ti

)

log τ(t, E) +
1

16
,(2.3.12)

Both, τ(t) and τ(t, E), also satisfy the Korteweg-de Vries equation (KP equation, de-

pending on odd ti’s only)
((

∂

∂t1

)4

− 4
∂2

∂t1∂t3

)

log τ + 6

(
∂2

∂t21
log τ

)2

= 0. (KdV)(2.3.13)

Differentiating (2.3.12) in t1 and t3, and setting all ti = 0 enable one to express the

t-partials, appearing in the KdV equation, ∂2

∂t21
log τ

∣
∣
∣
t=0

, ∂4

∂t41
log τ

∣
∣
∣
t=0

, ∂2

∂t1∂t3
log τ

∣
∣
∣
t=0

in

terms of partials ∂/∂xi. Setting these expressions in the the KdV -equation at t = 0,

implies that the statistics of the scaled eigenvalues ui, (for the Airy kernel (2.3.8))

P (Ec) := P (all “eigenvalues” ui ∈ Ec) = det(I − KIE) =
τ(t, E)

τ(t)

∣
∣
∣
∣
t=0

,

satisfies the partial differential equation (2.3.6) with f :=
∑2r

1
∂ log P

∂xi
, Bk =

∑2r
1 xk+1 ∂

∂xi
.

When E = (x,∞), the equation (2.3.6) for f = ∂ log P ((−∞, x])/∂x becomes a 3rd

order ODE (Chazy-type equation)

f ′′′ − 4xf ′ + 2f + 6f ′2 = 0.(2.3.14)

According to [12] , this equation has a first integral, which is a Painlevé II equation

f ′′2 + 4f ′(f ′2 − xf ′ + f) = 0.(2.3.15)

and this equation has a solution given by f := g′2 − xg2 − g4 and f ′ = −g2, which

establishes (2.3.5) and (2.3.6).

3. LARGE RANDOM MATRICES AND PERMUTATIONS: A DIRECT

CONNECTION VIA ENUMERATIVE GEOMETRY

For large random Hermitian matrices, whose entries have Gaussian real and imaginary

part of variance = 1/2, the Wigner semi-circle has support on (−2
√

n, 2
√

n), instead of

[−
√

2n,
√

2n]. Then the (slightly modified) scaling (2.3.4) is given by

ui = n2/3
( zi

2n1/2
− 1

)

for n ր ∞.(3.0.16)
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Given the set of partitions λ = (λ1 ≥ λ2 ≥ ...) of n, in view of (1.4.1), consider

vi = n1/3

(
λi

2n1/2
− 1

)

for n ր ∞.(3.0.17)

Theorems 1.3 and 2.3 show that the variables u1 and v1 have the same probability

distribution. Okounkov [31] shows in a direct way that the joint distribution of all ui and

vi coincide; more specifically:

Theorem 3.1. — (Okounkov [31]) For any m ≥ 1, any ξ1, ..., ξm > 0, the following

holds:

E(
∞∑

i=1

eξ1ui ...

∞∑

i=1

eξmui) = E(
∞∑

i=1

eξ1vi ...

∞∑

i=1

eξmvi), when n ր ∞.

The left hand side, which relates to random permutations, hinges on the following

expressions:
(

1

2
√

n

)k1+...+km nm/2

n!
tr(Xk1

1 )...Xkm
m )) =

(
1

2

)k1+...+km ∑

S

n
1
2
(χ(S)−m) |CovS(k1, ..., km)| ,

In this expression, the Xi are certain matrices, such that e.g. λj − j is an eigenvalue of

X1, if (j, λj) is a corner of the Young diagram (i.e., λj > λj+1). Also CovS(k1, ..., km) are

coverings of S2 ramified according to a rule, given by the numbers k1, ..., km.

The right hand side relates to random matrices and has an interpretation as a “map”

on a surface. It hinges on the following formula for M ∈ U(n):
(

1

2
√

n

)k1+...+km

E(tr(Mk1)...tr(Mkm)) =

(
1

2

)k1+...+km ∑

S

nχ(S)−m |MapS(k1, ..., km)| ,

where the sum is taken over all the homeomorphism classes of orientable, not necessarily

connected surfaces S; χ(S) is its Euler number and MapS(k1, ..., km) denotes the ways

to cover the surface S with m polygons (a k1-gon, a k2-gon,..., a km-gon) by pairwise

gluing the sides of different or the same ki-gons. Each polygon has a marked vertex, to

distinguish a k-gon from its k − 1 rotations.

The main proposition, established by Okounkov and leading to Theorem 3.1, is the

following: for connected surfaces, as ki → ∞,

CovS(k1, ..., km) ∼= MapS(k1, ..., km).

4. INTEGRALS, MOMENT MATRICES AND INTEGRABLE SYSTEMS

The first column contains a list of matrix integrals and a Fredholm determinant. After

perturbing the integral by inserting times ti’s and possibly si’s, the new integral thus

obtained satisfies linear PDE’s (Virasoro constraints). The integral can be represented

as a determinant of a “moment” matrix, (defined by an appropriate inner-product) or a
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Pfaffian, if the moment matrix is skew. Performing an appropriate “Borel factorization” of

this associated moment matrix, one shows that each of these integrals, as a function of the

ti and si’s, satisfies an integrable lattice or an integrable PDE. In all the cases, combining

both systems of equations leads to ODE’s or PDE’s for the corresponding integral, in x

or in the boundary of E. The last column lists the connection with probability. For more

information on the 6th integral and the double matrix integral, see [37, 3, 2].

τ -functions satisfying = determinant underlying connecting with

Virasoro constraints, or Pfaffian of integrable

after inserting ti’s mℓ of the form: lattice or PDE
∫

Hℓ(E)
e−trV (M)dM Hänkel Toda lattice spectrum of random

Hermitian matrices

∫

Sℓ(E)
e−trV (M)dM skew-symmetric Pfaff lattice spectrum of random

symmetric matrices

∫

Tℓ(E)
e−trV (M)dM skew-symmetric Pfaff lattice spectrum of random

symplectic matrices

∫

U(ℓ)
e
√

x tr(M+M̄)dM Toeplitz Toeplitz lattice longest increasing sequence

in random permutations

∫

O(ℓ)±
ex trMdM Hänkel Toda lattice longest increasing sequence

in random involutions

∫

U(ℓ)
det(I + M)k Toeplitz Toeplitz lattice longest increasing sequence

e−xtrM̄dM in random words

det
(
I − K(y, z)I(x,∞)(z)

)
Fredholm KdV equation spectrum of infinite

determinant random Hermitian matrices

(K sine or Airy kernel) (bulk or edge scaling limit)

∫ ∫

Hℓ×Hℓ(E)

dM1dM2 general 2d-Toda lattice coupled random matrices

×e−tr(M2

1
+M

2

2
−cM1M2)
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FACTORISATION FAIBLE DES APPLICATIONS BIRATIONNELLES

[d’après Abramovich, Karu, Matsuki, W lodarczyk et Morelli]

par Laurent BONAVERO

1. INTRODUCTION

Dans tout ce texte, K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique nulle (la

nullité de la caractéristique est essentielle dans les parties 2 et 5, les constructions des

parties 3 et 4 sont cependant valables en caractéristique arbitraire).

1.1. Rappels sur les éclatements

Si n ≥ 2 et si V est un K-espace vectoriel de dimension n, on note PK(V ) l’espace

projectif des droites vectorielles de V . Si V = Kn, on note simplement Pn−1 = PK(V ).

Considérons

B0(K
n) = {(v, d) ∈ Kn ×Pn−1 | v ∈ d}.

Si (x1, . . . , xn) sont les coordonnées sur Kn et [y1 : . . . : yn] les coordonnées homogènes

associées sur Pn−1, alors

B0(K
n) = {(x, y) ∈ Kn ×Pn−1 | ∀i, j , xiyj = xjyi}.

Il en découle que B0(K
n) est une sous-variété algébrique fermée lisse de Kn × Pn−1. La

première projection π : B0(K
n) → Kn est une application régulière birationnelle qui se

restreint en un isomorphisme π : B0(Kn) \ π−1(0)→ Kn \ {0} avec π−1(0) = {0}×Pn−1.

L’application birationnelle π : B0(Kn)→ Kn s’appelle l’éclatement de Kn en 0 ; 0 est le

centre de π et π−1(0) est le diviseur exceptionnel de π.

Plus généralement (voir par exemple [Har77]), si Y est une sous-variété fermée lisse

d’une variété algébrique lisseX, il y a une variété algébrique lisseBY (X) et une application

régulière birationnelle π : BY (X) → X qui se restreint en un isomorphisme π : BY (X) \

π−1(Y ) → X \ Y et π−1(Y ) ≃ P(NY/X) où NY/X désigne le fibré normal de Y dans

X. L’application birationnelle π : BY (X) → X s’appelle l’éclatement de X le long de

Y , ou de centre Y et E := π−1(Y ) est le diviseur exceptionnel de π. Moralement, on

remplace chaque point y de Y par l’espace projectif des directions normales à Y dans X
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passant par y. Si la donnée initiale est BY (X), on dit encore que π : BY (X)→ X est une

contraction de centre Y (éclatement et contraction désignent donc dans ce texte la même

application birationnelle, ils sont utilisés respectivement suivant que la donnée initiale est

X (resp. BY (X)) et la donnée finale BY (X) (resp. X)). Enfin, si Z est une sous-variété

de X, on appelle transformée stricte de Z l’adhérence dans BY (X) de π−1(Z) \ E.

1.2. Énoncé du théorème principal

C’est un problème classique depuis une trentaine d’années de savoir s’il est possible de

décomposer une application birationnelle entre deux variétés algébriques complètes lisses

en une suite d’éclatements et contractions de centres lisses. En dimension 1, la question est

vide : toute application birationnelle entre deux courbes algébriques complètes lisses est

un isomorphisme. Dans le cas des surfaces, on sait depuis un siècle que toute application

birationnelle entre surfaces complètes lisses est une suite d’éclatements et contractions de

centre des points (voir par exemple [BPV84]) : un exemple classique est la transformation

de Cremona [x : y : z]→ [1/x : 1/y : 1/z] de P2 dans P2 qui se décompose en l’éclatement

des trois points [0 : 0 : 1], [0 : 1 : 0] et [1 : 0 : 0] suivie de la contraction des transformées

strictes des trois droites joignant deux à deux les points précédents. Le problème était

ouvert dès la dimension trois.

Nous donnons dans cet exposé les grandes lignes de la démonstration du théorème sui-

vant, dû à Abramovich, Karu, Matsuki, W lodarczyk [AKMW99] et W lodarczyk [Wlod99].

Théorème 1.1. — Soit ϕ : X1   KX2 une application birationnelle entre deux varié-

tés algébriques complètes et lisses X1 et X2 sur K. Alors, ϕ se factorise en une suite

d’éclatements et de contractions de centres lisses. Autrement dit, il y a une suite d’appli-

cations birationnelles entre variétés algébriques complètes et lisses

X1 = V0

ϕ0
  KV1

ϕ1
  K· · ·

ϕi−1

  KVi
ϕi
  KVi+1

ϕi+1

  K· · ·
ϕl−2

  KVl−1

ϕl−1

  KVl = X2

de sorte que ϕ = ϕl−1◦ϕl−2◦· · ·ϕ1◦ϕ0 et pour tout i, ϕi : Vi   KVi+1 ou ϕ−1
i : Vi+1   KVi

est une application régulière obtenue en éclatant une sous-variété irréductible lisse.

Ce texte est pour l’essentiel une reprise de [AKMW99] et [Mat99], dans lesquels on

trouvera beaucoup plus de précisions, une liste de références très complète ainsi qu’une

discussion détaillée des extensions ou généralisations du théorème 1.1.

Mentionnons aussi que le théorème de factorisation admet les raffinements fondamen-

taux suivants :

• si ϕ est un isomorphisme sur un ouvert U , le centre de chaque ϕi ou ϕ−1
i peut être

choisi disjoint de U ,

• si X1 et X2 sont des variétés projectives, chaque Vi peut être choisie projective,

• si X1 et X2 ne sont pas supposées complètes, toute application birationnelle pro-

pre (voir [Har77] pour cette notion) entre X1 et X2 se factorise en une suite

d’éclatements et de contractions de centres lisses,
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• si X1 et X2 sont deux variétés analytiques complexes compactes lisses, toute appli-

cation biméromorphe propre entre X1 et X2 se factorise en une suite d’éclatements

et de contractions de centres analytiques lisses,

• le théorème 1.1 est vrai même si K n’est pas supposé algébriquement clos.

Pour simplifier l’exposition, nous nous contenterons de renvoyer à [AKMW99] et [Mat99]

pour une démonstration de ces points.

Faisons aussi les remarques suivantes :

• la factorisation n’est évidemment pas unique (même si l’on impose que pour tout i,

ϕi ne soit pas l’inverse de ϕi−1),

• dans le cas des surfaces, si ϕ est régulière, alors toutes les ϕi peuvent être choisies

régulières. Ceci est faux en dimension supérieure ou égale à trois,

• la factorisation décrite dans le théorème 1.1 est une solution positive au problème

de factorisation faible ; le problème de factorisation forte (au sens où il existe un

entier i0 tel que pour tout i ≤ i0, ϕ
−1
i est régulière et pour tout i ≥ i0 + 1, ϕi est

régulière) est un problème ouvert à ce jour en dimension supérieure ou égale à trois.

1.3. Quelques mots sur la démonstration du théorème 1.1

La démonstration du théorème 1.1 est en certain sens une victoire de la géométrie

torique. En effet, la ligne directrice est une réduction (en plusieurs étapes, certaines utili-

sant fondamentalement des techniques toriques) au cas d’une application birationnelle

équivariante entre variétés toriques, cas résolu par Morelli [Mor96] et W lodarczyk [Wlo97],

puis étendu au cadre toröıdal par Abramovich, Matsuki et Rashid [AMR99]. Il est bien

connu depuis quelques années que la géométrie des variétés toriques (ou des plongements

toröıdaux), gouvernée par des objets combinatoires simples issus de la géométrie convexe,

donne une bonne vision locale de certaines propriétés des variétés algébriques (voir par

exemple l’existence d’altérations due à De Jong). L’exposé qui suit donnera, je l’espère,

envie au lecteur de mieux connâıtre ou de découvrir ces techniques ; ce texte ne rem-

plaçant certainement pas l’énorme effort pédagogique que constitue le texte [Mat99] de

K. Matsuki.

1.4. Remerciements

Merci aux collègues qui m’écoutent parler d’éclatements depuis plusieurs années, ils sont

trop nombreux pour être tous mentionnés. Merci à Michel Brion, Laurent Manivel, Kenji

Matsuki et Emmanuel Peyre pour m’avoir aidé à préparer ce texte, et plus particulière-

ment à Stéphane Guillermou, infatigable relecteur de multiples versions préliminaires,

ainsi qu’à Cinzia Casagrande pour m’avoir signalé les trop nombreuses coquilles de la

version distribuée le jour de l’exposé.

Je dédie ce travail à mon fils Alex, et à Marguerite sa maman.
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2. COBORDISME BIRATIONNEL ET ACTION DE K∗

La notion de cobordisme birationnel a été dégagée par W lodarczyk [Wlo97], suite au

travail fondamental de Morelli [Mor96] dans le cadre des variétés toriques. L’idée essen-

tielle est la suivante : la théorie de Morse sur les variétés (différentiables réelles) permet

de reconstruire topologiquement une variété donnée X à partir d’une fonction de Morse

f sur X. Le passage des points critiques de f (qui sont aussi les points fixes du champ

de vecteurs grad(f) lorsque X est munie d’une métrique riemannienne) correspond aux

changements de topologie par ajout d’une cellule. À un morphisme birationnel entre

X1 et X2 de dimension n, on associe une variété algébrique de dimension n + 1 munie

d’une action de K∗, avec un ordre sur les composantes connexes de points fixes. L’action

de K∗ joue le rôle du champ de vecteurs grad(f) et à chaque composante connexe de

K∗-points fixes, on associe une application birationnelle élémentaire, dont on montre

qu’elle est “localement torique”.

2.1. Rappels sur les K∗-actions

Lorsque le groupe multiplicatif K∗ agit algébriquement sur une variété algébrique X,

pour t ∈ K∗ et x ∈ X, le résultat de l’action de t sur x sera noté t · x. On note X/K∗

l’ensemble des orbites de l’action et XK∗

l’ensemble des K∗-points fixes de X.

Définition. Un bon quotient ou quotient catégorique Y = X//K∗ est la donnée d’une var-

iété algébrique Y et d’une application régulière π : X → Y constante sur les

K∗-orbites de sorte que pour tout ouvert affine U de Y , π−1(U) est un ouvert affine

de X et l’application induite π∗ : OY (U) → (OX(π−1(U)))K
∗

est un isomorphisme (ici,

(OX(π−1(U)))K
∗

désigne les éléments K∗-invariants de OX(π−1(U))). Si de plus les fibres

de π sont exactement les orbites, alors Y est appelé quotient géométrique.

Rappelons (voir par exemple [MFK94] ou [Dol94]) que K∗ étant un groupe réductif,

pour toute variété affine X munie d’une action algébrique de K∗, le quotient catégorique

X//K∗ existe et ses points correspondent aux K∗-orbites fermées. De plus X//K∗ est

normale si X l’est.

Notations. Soit X une variété algébrique sur laquelle K∗ agit algébriquement. Intro-

duisons les deux sous-ensembles localement fermés de X suivant :

X+ = {x ∈ X | lim
t→∞

t · x n’existe pas dans X}

et

X− = {x ∈ X | lim
t→0

t · x n’existe pas dans X}.

Précisons ici que “limt→0 t ·x existe dans X” signifie que l’application régulière de K∗ dans

X qui à t associe t · x s’étend en une application régulière de K dans X ayant limt→0 t · x

pour valeur en 0.
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Premier exemple fondamental. Considérons l’action algébrique de K ∗ sur X = Kn+1

définie par t · (x1, . . . , xn+1) = (ta1x1, . . . , t
an+1xn+1) où les ai sont des entiers premiers

entre eux tels que ai < 0 pour 1 ≤ i ≤ α et ai > 0 pour α + 1 ≤ i ≤ n + 1 pour un

entier α tel que 2 ≤ α ≤ n. Alors X+ = X \ (Kα × {0}) et X− = X \ ({0} ×Kn+1−α).

Les quotients géométriques X+/K
∗ et X−/K

∗ existent, ainsi que le quotient catégorique

X//K∗ et on a un diagramme commutatif :

X−/K
∗

ϕ−

%%
JJ

JJ
JJ

JJ
J

ϕ
//__________ X+/K

∗

ϕ+

yytt
tt
tt
tt
t

X//K∗

Si 0 ∈ X//K∗ désigne l’unique K∗-orbite fermée de X, la fibre ϕ−1
+ (0) (resp. ϕ−1

− (0))

est isomorphe à l’espace projectif à poids P(aα+1, . . . , an+1) (resp. P(a1, . . . , aα)) De

plus, ϕ+ et ϕ− se restreignent en des isomorphismes sur l’ouvert (X− ∩ X+)/K∗, ainsi

ϕ = ϕ−1
+ ◦ ϕ− : X−/K

∗   KX+/K
∗ est une application birationnelle.

2.2. Cobordisme birationnel

La définition suivante sera l’outil fondamental dans toute la suite.

Définition. Soit ϕ : X1   K X2 une application birationnelle entre deux variétés al-

gébriques normales X1 et X2 sur K. Un cobordisme birationnel pour ϕ est la donnée

d’une variété algébrique normale B telle que :

(i) le groupe multiplicatif K∗ agit de façon effective sur B (i.e.
⋂

x∈B Stab(x) = 1),

(ii) les ensembles B− et B+ sont des ouverts (de Zariski) non vides,

(iii) les quotients géométriques B−/K
∗ et B+/K

∗ existent et sont respectivement iso-

morphes à X1 et X2,

(iv) si ψ : B−   KB+ est l’application birationnelle induite par les inclusions B− ∩ B+

⊂ B− et B− ∩ B+ ⊂ B+, le diagramme suivant est commutatif :

B−

¿¿

ψ
//___ B+

¿¿

X1

ϕ
//___ X2

Dans le premier exemple fondamental, X = Kn+1 est un cobordisme birationnel pour

ϕ : X−/K
∗   KX+/K

∗.

Deuxième exemple fondamental (voir aussi [Ful84]).

Soient X une variété algébrique complète et lisse, Y une sous-variété irréductible lisse

de X et ϕ : X1 → X2 = X l’éclatement de X de centre Y . Construisons un cobordisme

birationnel pour ϕ. Soit W la variété algébrique X2 × P1 sur laquelle le groupe K∗ agit

algébriquement par multiplication sur le second facteur. Notons Y = Y × {0} ⊂ W et

soit B la variété algébrique complète et lisse obtenue en éclatant W le long de Y . Comme
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X2 × {∞}p

p
X2 × {0}

•

•

•

•
X2 × {∞}

E

X1

p

Figure 1. Cobordisme birationnel : éclatement d’un point

Y est inclus dans l’ensemble des K∗-points fixes de W , l’action de K∗ sur W se relève en

une action sur B. La transformée stricte D1 de X2×{0} est isomorphe à X1 si bien que B

possède deux diviseurs constitués de K∗-points fixes, l’un, D1, isomorphe à X1 et l’autre,

noté D2 et égal à l’image inverse dans B de X2 × {∞}, isomorphe à X2. Posons alors

B = B \ (D1 ∪D2). Soit E le diviseur exceptionnel de l’éclatement B →W . Ce diviseur

est isomorphe à P(NY /W ) = P(NY/X2⊕0) et est K∗-invariant (0 désigne le fibré en droites

trivial). Remarquons que l’ensemble des K∗-points fixes de B correspond à l’image de

P(NX2×{0}/W |Y ) dans l’identification précédente et est donc naturellement isomorphe à Y .

C’est ensuite un exercice facile de voir que B est un cobordisme birationnel pour ϕ. La

figure 1 représente le cas de l’éclatement d’un point dans une surface et devrait éclairer

le lecteur.

2.3. Construction de cobordisme birationnel

On démontre ici le résultat suivant, dû à W lodarczyk [Wlo00] :

Théorème 2.1. — Soit ϕ : X1 → X2 une application régulière birationnelle entre deux

variétés projectives lisses. Alors, il existe une variété projective lisse B munie d’une action

algébrique effective de K∗ vérifiant :

(i) il existe deux plongements ι1 : X1 → B
K∗

et ι2 : X2 → B
K∗

d’images disjointes,

(ii) la variété B = B \ (ι1(X1) ∪ ι2(X2)) est un cobordisme birationnel pour ϕ.

Démonstration. Elle suit de près la construction du deuxième exemple fondamental.

Comme ϕ : X1 → X2 est une application régulière birationnelle entre deux variétés

projectives, il existe un faisceau d’idéaux I ⊂ OX2 cohérent tel que ϕ soit l’éclatement

de I (voir par exemple [Har77] page 166). Soit W la variété algébrique X2 × P1 sur

laquelle le groupe K∗ agit algébriquement par multiplication sur le second facteur. Soit

J = (p−1
1 I+p−1

2 I0)OW où I0 est l’idéal du point 0 de P1 et soit π : W̃ →W l’éclatement

de J . Comme J est K∗-invariant, l’action de K∗ sur W se relève à W̃ . La variété W̃ est

projective et en général singulière. La transformée stricte D1 de X2×{0} est isomorphe à
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X1 et, étant lisse, de Cartier et d’équation locale d’ordre 1, est incluse dans le lieu régulier

de W̃ . Soit alors B une désingularisation canonique de W̃ (une telle désingularisation est

obtenue par une suite d’éclatements le long de centres lisses disjoints du lieu régulier de

W̃ et est naturellement munie d’une action algébrique de K∗ relevant l’action de K∗ sur

W ; de telles désingularisations existent, voir la partie 5 pour plus de détails). Alors, la

pré-image D′
1 de D1 dans B est isomorphe à X1, la pré-image D ′

2 de X2 × {∞} dans B

est isomorphe à X2 et B = B \ (D′
1 ∪D

′
2) est un cobordisme birationnel pour ϕ.

2.4. Filtrabilité

La notion de cobordisme filtrable est due à Morelli [Mor96] et W lodarczyk [Wlo97], son

origine se situe dans les travaux de Bialynicki-Birula.

Définition. Soit B une variété algébrique munie d’une action algébrique de K ∗. Si F1

et F2 sont deux composantes connexes de BK∗

, on dit que F1 précède F2, que l’on note

F1 ≺ F2, s’il existe x ∈ B \BK∗

tel que limt→0 t · x ∈ F1 et limt→∞ t · x ∈ F2.

La relation ≺ n’est en général pas transitive.

Définition. Soit B une variété algébrique munie d’une action algébrique de K ∗. On dit

que B est filtrable s’il n’y a pas de ≺-cycle de composantes connexes de BK∗

F1 ≺ F2 ≺ · · · ≺ Fm ≺ F1.

En particulier, il n’y a pas de composante connexe F de BK∗

telle que F ≺ F .

Le lemme suivant est élémentaire mais essentiel :

Lemme 2.2. — Soit B une variété algébrique lisse munie d’une action algébrique de K ∗.

Si B est quasi-projective, alors B est filtrable.

Démonstration. Par un résultat de Sumihiro [Sum74] [Sum75], il existe une immersion

localement fermée et équivariante de B dans un espace projectif P(V ) où V est un espace

vectoriel sur lequel K∗ agit linéairement et algébriquement. Comme l’action de K ∗ est

algébrique, V se décompose en espaces propres V =
⊕m

k=0 V (ak) où les ak sont des entiers

relatifs ordonnés a0 < · · · < am et K∗ agit sur xk ∈ V (ak) par t · xk = takxk (les ak sont

les poids de la représentation V ). L’observation suivante est élémentaire mais cruciale :

soit x ∈ P(V ) que l’on relève en x̄ = x0 ⊕ · · · ⊕ xm dans V . Soit min(x) (resp. max(x))

le plus petit (resp. grand) indice i dans {0, . . . , m} tel que xi 6= 0. Alors limt→0 t ·x (resp.

limt→∞ t · x) est l’image dans P(V ) de xmin(x) (resp. xmax(x)).

Les composantes connexes de (P(V ))K
∗

sont les Cak
= P(V (ak)) et le lemme repose

sur le fait suivant : s’il existe x dans P(V ) \ (P(V ))K∗

tel que limt→0 t · x ∈ Cai
et

limt→∞ t · x ∈ Caj
, alors, d’après l’observation précédente, ai < aj. De là, si F est une

composante connexe de BK∗

et si a(F ) est l’unique entier tel que F ⊂ Ca(F ), on déduit

que F ≺ F ′ implique a(F ) < a(F ′). Il s’ensuit que B est filtrable.
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2.5. Décomposition d’un cobordisme birationnel et théorie géométrique des

invariants

Soit ϕ : X1 → X2 une application régulière birationnelle entre deux variétés projectives

lisses et soit B un cobordisme birationnel quasi-projectif (et donc filtrable d’après ce qui

précède) pour ϕ donné par le théorème 2.1. Dans le paragraphe précédent, on a associé à

B une suite de poids entiers ordonnés (ai)i=0,... ,m, et quitte à remplacer V par Sym2(V ),

on peut supposer de plus que tous les poids ai sont pairs, en particulier ai < ai+1 < ai+1.

Rappelons aussi qu’à toute composante connexe F de BK∗

correspond l’un de ces poids

a(F ). Si x appartient à BK∗

, x appartient à une unique composante connexe F de BK∗

et on note a(x) le poids a(F ) correspondant.

Notations. Soit ai l’un des poids précédents. On note Bai
le complémentaire dans B de

{x |x∞ = lim
t→∞

t · x existe dans B et a(x∞) < ai} ∪

{x |x0 = lim
t→0

t · x existe dans B et a(x0) > ai}.

Remarquons que chaque Bai
contient l’ouvert B− ∩ B+ et que si x est un point fixe

dans Bai
, alors a(x) = ai. En particulier, d’après le paragraphe 2.4, il n’existe pas de

point x dans Bai
\BK∗

ai
tel que limt→0 t ·x et limt→∞ t ·x existent dans Bai

. Cette dernière

observation joue un rôle crucial dans la construction de “l’atlas torique” de la partie 2.6.

Le lemme suivant est immédiat :

Lemme 2.3. — Avec les notations précédentes, (Bai
)+ = (Bai+1

)− pour tout 0 ≤ i ≤

m− 1. De plus, B− = (Ba0)− et B+ = (Bam)+.

Exemple. Considérons P(V ) où V est un espace vectoriel sur lequel K∗ agit linéairement

et algébriquement. Comme précédemment, V se décompose en espaces propres V =
⊕m

k=0 V (ak) où les ak sont les poids de V supposés tels que ak < ak + 1 < ak+1 pour tout

k. Considérons B = P(V ) \ (P(V (a0) ∪P(V (am))). Alors, il est très facile de voir que

Bai
= {x ∈ B |min(x) ≤ i ≤ max(x)}, (Bai

)+ = {x ∈ B |min(x) ≤ i ≤ i + 1 ≤ max(x)}

et

(Bai
)− = {x ∈ B |min(x) ≤ i− 1 ≤ i ≤ max(x)}.

Le résultat suivant est dû à W lodarczyk [Wlo00], il voit son origine dans les travaux de

Guillemin-Sternberg [GuS89] et Brion-Procesi [BrP90] :

Proposition 2.4. — Le quotient catégorique Bai
//K∗ et les quotients géométriques

(Bai
)−/K

∗ et (Bai
)+/K

∗ existent. De plus, Bai
est un cobordisme birationnel pour

ϕi : (Bai
)−/K

∗   K(Bai
)+/K

∗.
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Démonstration. Les notations étant celles de la démonstration du lemme 2.2, soit ρ0

l’action de K∗ sur V =
⊕m

k=0 V (ak) et pour un entier r ∈ Z, soit ρr l’action de K∗

obtenue en “tordant” ρ0 par t−r. Autrement dit, si xk ∈ V (ak), on a ρr(t) · xk = tak−rxk.

Évidemment, l’action de ρr sur P(V ) est égale à l’action initiale ρ0, mais ρr induit un

changement de linéarisation sur le K∗-fibré en droites ample OP(V )(1). Sous l’hypothèse

que les poids de l’action vérifient ai + 1 < ai+1, on observe que Bai
(resp. (Bai

)−, resp.

(Bai
)+) est le lieu des points semi-stables de B pour le fibré en droites OP(V )(1) linéarisé

par ρai
(resp. ρai−1, resp. ρai+1) - rappelons que x est un point semi-stable d’une variété

algébrique munie d’une action de K∗ et d’un fibré en droites L ample et linéarisé par

ρr si et seulement si il existe une section invariante de L⊗n non nulle en x pour un

certain entier n. La théorie géométrique des invariants [MFK94] [Dol94] assure alors

que les quotients catégoriques Bai
//K∗, (Bai

)−//K
∗ et (Bai

)+//K
∗ existent, et comme de

plus chaque orbite de (Bai
)− (resp. (Bai

)+) est fermée dans (Bai
)− (resp. (Bai

)+), les

quotients (Bai
)−//K

∗ et (Bai
)+//K

∗ sont des quotients géométriques. De plus, le quotient

catégorique πi : Bai
→ Bai

//K∗ est un morphisme affine : ceci découle du fait déjà observé

qu’il n’existe pas de point x dans Bai
\ BK∗

ai
tel que limt→0 t · x et limt→∞ t · x existent

dans Bai
. Notons enfin qu’il y a un diagramme commutatif :

(Bai
)−/K

∗

(ϕi)− &&
MM

MM
MM

MM
MM

M

ϕi
//__________ (Bai

)+/K
∗

(ϕi)+xxqq
qq
qq
qqq

qq

Bai
//K∗

si bien que le cobordisme birationnel ϕ i : (Bai
)−/K

∗   K (Bai
)+/K

∗ s’interprète comme

un changement de linéarisation pour la restriction à Bai
du K∗-fibré en droites ample

OP(V )(1).

Faisons le point : si ϕ : X1 → X2 est une application régulière birationnelle entre

deux variétés projectives lisses, ce qui précède montre que ϕ se factorise en une suite

d’applications birationnelles

X1 = V0

ϕ0
  KV1

ϕ1
  K· · ·

ϕi−1

  KVi
ϕi
  KVi+1

ϕi+1

  K· · ·
ϕm−1

  K Vm
ϕm
  KVm+1 = X2

où chaque ϕi : Vi   KVi+1 est un cobordisme birationnel ϕi : (Bai
)−/K

∗   K(Bai
)+/K

∗,

la variété Bai
étant une K∗-variété quasi-projective pour laquelle le quotient catégorique

Bai
//K∗ existe. La figure suivante illustre cette décomposition.

2.6. Structures localement toriques

Nous allons expliquer dans ce paragraphe, en montrant que l’on peut munir les variétés

Bai
construites précédemment d’un atlas de “cartes étales fortement toriques”, que la

décomposition obtenue précédemment est une décomposition en applications “localement

toriques”. Ceci est un point essentiel pour la suite où toutes les constructions élaborées
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B

•

• B
ai//K

∗

B
ai+1

//K∗

(B
ai)+/K

∗ = (B
ai+1

)−/K∗

(B
ai+1

)+/K∗

(B
ai)−/K

∗

Figure 2. Décomposition d’un cobordisme birationnel

(en particulier dans la partie 4) et la vérification de leurs propriétés se feront à l’aide de

cet atlas.

Rappelons qu’une application régulière f : Z → X entre variétés algébriques est étale si

elle est lisse de dimension relative 0. De façon équivalente, f est étale si pour tout z ∈ Z, f

induit un isomorphisme f ∗ : ÔX,f(z) → ÔZ,z entre les complétés des anneaux locaux. Sur

le corps des nombres complexes, f est étale si et seulement si f est un biholomorphisme

local.

Définition. Soit f : Z → X un morphisme étale, K∗-équivariant entre deux variétés

algébriques affines munies d’une action de K∗. On dit que f est fortement étale si et seule-

ment si f//K∗ : Z//K∗ → X//K∗ est étale et l’application naturelle Z → Z//K∗×X//K∗X

est un isomorphisme.

Soit V une variété algébrique lisse munie d’une action algébrique de K ∗ et soit x ∈ V

un K∗-point fixe. Par un résultat de Sumihiro [Sum74] [Sum75], il existe un voisi-

nage K∗-invariant et affine Wx de x dans V . Comme x est un point fixe, le lemme

fondamental de Luna [Lun73] [MFK94] assure qu’il existe un voisinage K∗-invariant et

affine Vx ⊂ Wx de x, saturé pour la projection πx : Wx → Wx//K
∗, et un morphisme

K∗-équivariant et fortement étale ηx : Vx → Xx := TxV (où TxV est l’espace tangent de

V en x). Comme l’action de K∗ sur TxV se diagonalise, il existe une base de vecteurs

propres de TxV , faisant de TxV une variété torique affine lisse où K∗ agit comme sous-

groupe à un paramètre du tore (nous renvoyons au paragraphe suivant pour les notions

de géométrie torique).

En adaptant un peu cette construction, on obtient la proposition suivante, où l’on a

repris les notations des paragraphes précédents :
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Proposition 2.5. — Soit Bai
comme dans le paragraphe 2.5 et soit πi : Bai

→ Bai
//K∗

le quotient catégorique. Alors, pour tout x ∈ Bai
, il y a un voisinage K∗-invariant et

affine Vx de x, saturé pour πi, une variété torique affine lisse Xx et un morphisme K∗-

équivariant et fortement étale ηx : Vx → Xx.

Mentionnons ici que l’on peut choisir les Vx saturés pour πi car πi est un morphisme

affine d’après la démonstration de la proposition 2.4. Mentionnons aussi que la version en

caractéristique non nulle du résultat de Luna donnée par Bardsley et Richardson [BaR85]

peut s’appliquer ici si on ne suppose plus K de caractéristique nulle.

Définition. Dans la proposition 2.5, pour x ∈ Bai
, on appelle carte torique fortement

étale en x la donnée de ηx : Vx → Xx.

Ces cartes toriques fortement étales ont des propriétés très fortes, en particulier :

• (Bai
)− ∩ Vx = (Vx)− et (Bai

)+ ∩ Vx = (Vx)+,

• le morphisme ηx se restreint en des morphismes (ηx)− := (ηx)|(Vx)− : (Vx)− → (Xx)−
et (ηx)+ := (ηx)|(Vx)+ : (Vx)+ → (Xx)+ fortement étales et il y a un diagramme

commutatif :

(Vx)−/K
∗

(ηx)−/K∗

¿¿ &&
MM

MM
MM

MM
MM

(Vx)+/K
∗

(ηx)+/K∗

¿¿xxqqq
qq
qq
qq
q

(Xx)−/K
∗

&&
MM

MM
MM

MM
MM

Vx//K
∗

¿¿

(Xx)+/K
∗

xxqq
qq
qq
qq
qq

Xx//K
∗

La proposition 2.5 signifie donc que le cobordisme birationnel ϕ i : (Bai
)−/K

∗   K

(Bai
)+/K

∗ est localement torique au sens où, au voisinage de tout point, et à morphisme

étale près, l’application birationnelle ϕ i est torique. Il est essentiel de remarquer que

nous sommes encore loin d’avoir démontré le théorème de factorisation : d’une part

les (Bai
)−/K

∗ et (Bai
)+/K

∗ sont des variétés singulières en général, et d’autre part la

structure torique dépend du point x choisi dans Bai
.

Le but de la partie 4 est de décomposer un cobordisme birationnel donné en une suite de

cobordismes birationnels (en général singuliers) “toröıdaux”, ce qui signifie en un certain

sens que la “structure torique” ne dépendra plus du point x choisi.

En attendant, dans la partie 3 suivante, nous nous intéressons au cadre torique.

3. LE THÉORÈME DE MORELLI ET W LODARCZYK

Nous montrons ici le théorème de factorisation faible des applications birationnelles

toriques.
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3.1. Rappels de géométrie torique et énoncé du théorème

Des références usuelles de géométrie torique sont [Ewa96], [Ful93] et [Oda88].

Définition. Une variété torique (de dimension n) est une variété algébrique normale,

contenant le tore T := (K∗)n comme ouvert (de Zariski), munie d’une action algébrique

de T prolongeant l’action de T sur lui-même.

Si M est un réseau (i.e. un groupe abélien libre) de rang n, une variété torique XΣ de

dimension n munie d’une action du tore T = Hom(M,K∗) est définie par la donnée d’un

éventail Σ, subdivision de l’espace vectoriel dual NQ := Hom(M,Z) ⊗Z Q par des cônes

rationnels polyédraux.

Si XΣ est une variété torique d’éventail Σ, à chaque cône σ de Σ correspond naturelle-

ment un ouvert affine T -invariant Uσ de XΣ de sorte que XΣ =
⋃

σ∈Σ Uσ. De plus, si σ ⊂ τ

(i.e. σ est une face de τ), alors Uσ ⊂ Uτ . Rappelons aussi qu’il y a une correspondance

bijective entre les orbites de T de codimension r dans XΣ et les cônes de dimension r

de Σ. Pour σ ∈ Σ, on note V (σ) l’adhérence de l’orbite correspondant à σ ; si σ ⊂ τ ,

alors V (τ) ⊂ V (σ). Rappelons enfin qu’une variété torique est lisse si et seulement si tous

les cônes de Σ sont non-singuliers (i.e. engendrés par une famille de N := Hom(M,Z)

pouvant se compléter en une base de N) et complète si et seulement si le support de Σ

est NQ.

Le théorème de factorisation faible dans le cadre torique est dû à Morelli [Mor96] et

W lodarczyk [Wlo97], voir aussi [AMR99] et [Mat00] :

Théorème 3.1. — Soit ϕ : X1   KX2 une application birationnelle équivariante entre

deux variétés toriques complètes et lisses X1 et X2 sur K. Alors, ϕ se factorise en une

suite d’éclatements et de contractions de centres lisses invariants. Autrement dit, il y a

une suite d’applications birationnelles équivariantes entre variétés toriques complètes et

lisses

X1 = V0

ϕ0
  KV1

ϕ1
  K· · ·

ϕi−1

  KVi
ϕi
  KVi+1

ϕi+1

  K· · ·
ϕl−2

  KVl−1

ϕl−1

  KVl = X2

de sorte que ϕ = ϕl−1◦ϕl−2◦· · ·ϕ1◦ϕ0 et pour tout i, ϕi : Vi   KVi+1 ou ϕ−1
i : Vi+1   KVi

est une application régulière obtenue en éclatant une adhérence d’orbite du tore.

Dans la suite, nous donnons les grandes lignes de la preuve du théorème 3.1. Mention-

nons ici que malgré les travaux [Mor96] et [AMR99], le problème de factorisation forte

torique est toujours ouvert, même en dimension trois (voir [Mat00] pour une discussion

des lacunes de [Mor96] et [AMR99]).

3.2. Cobordisme torique en termes d’éventails, d’après Morelli

Soient M un réseau de rang n et N le réseau dual Hom(M,Z). Soient N+ le réseau

(n+1)-dimensionnel N⊕Z, NQ := N⊗ZQ, N+
Q := N+⊗ZQ et π la projection N+

Q → NQ.
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Dans toute la suite et sauf mention explicite du contraire, tous les cônes rationnels σ

de N+
Q que nous considèrerons seront supposés simpliciaux (i.e. engendrés par une famille

libre d’éléments de N+) et π-strictement convexes (i.e. π(σ) est un cône strictement

convexe de NQ).

Définition. Soit σ un cône rationnel de N+
Q On dit que σ est π-indépendant si π|σ est

injective (ceci signifie que Vect(σ) ne contient pas la direction verticale {0}⊕Q). On dit

que σ est π-dépendant s’il n’est pas π-indépendant. Soit σ un cône rationnel π-indépendant

de N+
Q . On dit que σ est π-non-singulier si π(σ) est un cône non-singulier de NQ. On

dit que σ est π-singulier s’il n’est pas π-non-singulier. On dit qu’un éventail de N +
Q est

π-non-singulier si tous ses cônes π-indépendants sont π-non-singuliers.

Nous noterons ν = (0, 1) ∈ N ⊕Z = N+, ce vecteur correspond à un sous-groupe à un

paramètre λν du tore N+ ⊗Z K∗ = T ×K∗.

Soit Σ un éventail simplicial de N +
Q. Définissons les faces supérieure et inférieure de Σ

∂+(Σ) = {x ∈ Σ | x+ εν /∈ Σ pour ε > 0 petit}

et

∂−(Σ) = {x ∈ Σ | x− εν /∈ Σ pour ε > 0 petit}.

Définition. Soit σ un cône rationnel simplicial de N +
Q . Nous dirons que σ est un circuit

si σ est π-dépendant et si toutes les faces strictes de σ sont π-indépendantes.

Remarquons que tout cône rationnel simplicial π-dépendant deN +
Q contient (i.e. comme

face) un unique circuit.

Soit τ un cône rationnel simplicial π-dépendant de N +
Q et soit σ l’unique circuit inclus

dans τ . Dans ce qui suit, nous allons montrer que la variété affine Xτ munie de l’action

du sous-groupe à un paramètre λν est un cobordisme birationnel, que V (σ) est l’unique

composante connexe de λν-points fixes de Xτ et relier ∂−(τ) et ∂+(τ) à (Xτ )− et (Xτ )+.

Supposons pour simplifier que τ est non-singulier et écrivons τ = 〈ρ1, . . . , ρk, . . . , ρm〉

où les ρi sont les générateurs dans N+ des faces de dimension 1 de τ numérotés de

sorte que σ = 〈ρ1, . . . , ρk〉. Comme τ est non-singulier, on peut compléter la famille

(ρ1, . . . , ρk, . . . , ρm) en une base (ρ1, . . . , ρm, . . . , ρn+1) de N+. La variété torique Xτ est

isomorphe à Km × (K∗)n+1−m et contient l’ouvert affine invariant Uσ = Kk × (K∗)n+1−k.

Soit (u1, . . . , un+1) la base duale de (ρ1, . . . , ρn+1). Comme ν ∈ Vect(σ), on a 〈ui, ν〉 = 0

pour i ≥ k + 1 et quitte à renuméroter les ρj , on peut supposer que 〈ui, ν〉 > 0 pour

1 ≤ i ≤ l et 〈ui, ν〉 < 0 pour l+ 1 ≤ i ≤ k où l est un certain entier vérifiant 1 ≤ l ≤ k−1

(un tel l existe car σ est π-strictement convexe).

Le groupe K∗ agit comme sous-groupe à un paramètre λν sur x ∈ Xτ par

t · x = λν(t)(x1, . . . , xn+1) = (t〈u1,ν〉x1, . . . , t
〈uk,ν〉xk, xk+1, . . . , xn+1).
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Pour j vérifiant 1 ≤ j ≤ k, notons γj = 〈ρ1, . . . , ρ̌j, . . . , ρm〉 où la notation ρ̌j signifie

que ρj ne figure pas parmi les arêtes de γi. C’est une face maximale de τ et les formules

précédentes montrent que :

(Xτ )
K∗

= {(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn+1)} = V (σ) ; (Xτ )+ =
⋃

1≤j≤l

Uγj
; (Xτ )− =

⋃

l+1≤j≤k

Uγj
.

Par ailleurs, c’est un exercice facile de montrer que

∂+(τ) =
⋃

1≤j≤l

γj et ∂−(τ) =
⋃

l+1≤j≤k

γj.

Ainsi, la variété torique Xπ(∂+(τ)) (resp. Xπ(∂−(τ))) d’éventail π(∂+(τ)) (resp. π(∂−(τ)))

est la variété torique (Xτ )+/K
∗ (resp. (Xτ )−/K

∗)) et Xτ est un cobordisme torique

birationnel pour ϕ : Xπ(∂−(τ))   KXπ(∂+(τ)). Tout ceci est illustré par la figure 3.

π(ρ2)

π(ρ1)

π(ρ4)

π(ρ2)
π(ρ4)

π(ρ3)

v

ψ+

ϕ+

ρ1

ρ2

ρ3

ρ4

π(ρ1)

ψ−

π

ϕ

ϕ−

X
v

σ = τ ⊂ N+

X
τ
//K∗

π(ρ2)

π(ρ4)

π(ρ3)

π(ρ3)

π(ρ1)

π(ρ2)

π(ρ4)

π(ρ1)

X(π(∂+(σ))) = (X
τ
)+/K∗

π(ρ3)

X(π(∂−(σ))) = (X
τ
)−/K∗

Figure 3. Cobordisme torique

Étudions maintenant l’application birationnelle ϕ : Xπ(∂−(τ))   KXπ(∂+(τ)). Pour chaque

ρj, soit vj le générateur dans N de l’arête engendrée par π(ρj) et wj le rationnel tel que

ρj soit proportionnel à (vj, wj) : on écrit ρj = cj(vj, wj) où cj est un entier strictement

positif. Projetant l’égalité

ν = (0, 1) =
k∑

j=1

〈uj, ν〉ρj

sur le facteur NQ de N+
Q , il vient :

k∑

j=1

〈uj, ν〉cjvj = 0.
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Posons

v =

l∑

j=1

〈uj, ν〉cjvj = −
k∑

j=l+1

〈uj, ν〉cjvj ∈ N.

Ce vecteur v est dans l’intérieur relatif des cônes

〈v1, . . . , vl〉 =

k⋂

j=l+1

π(γj) et 〈vl+1, . . . , vk〉 =

l⋂

j=1

π(γj).

Par conséquent, les éventails obtenus par subdivision étoilée de π(∂+(τ)) et de π(∂−(τ))

par rapport à v sont égaux, si bien qu’il existe une variété torique Xv et un diagramme

commutatif :

Xv

ψ−

xxqq
qq
qq
qq
qq
qq

ψ+

&&
MM

MM
MM

MM
MM

MM

(Xτ )−/K
∗

ϕ−
&&
MM

MM
MM

MM
MM

ϕ
//__________ (Xτ )+/K

∗

ϕ+
xxqq
qq
qq
qq
qq

Xτ//K
∗

Si de plus le cône initial τ est π-non singulier, alors (X τ )−/K
∗ et (Xτ )+/K

∗ sont lisses et

v =

l∑

j=1

vj =

k∑

j=l+1

vj ∈ N,

de sorte que Xv est lisse, ψ+ : Xv → (Xτ )+/K
∗ et ψ− : Xv → (Xτ )−/K

∗ sont des

éclatements le long de sous-variétés lisses invariantes (voir la figure 3).

Insistons ici sur le fait que seule la π-non singularité du cône initial τ est importante

(pour obtenir des variétés (Xτ )−/K
∗ et (Xτ )+/K

∗ lisses et des éclatements ψ+ et ψ− le

long de sous-variétés lisses invariantes) mais il n’est pas nécessaire de supposer que τ soit

non-singulier, le fait qu’il soit simplicial est suffisant.

3.3. Cobordisme torique

Soit ϕ : X∆′ → X∆ une application régulière birationnelle équivariante entre deux

variétés toriques projectives lisses de dimension n et d’éventails respectifs ∆ ′ et ∆ dans

NQ. La construction expliquée au paragraphe 2.3 s’adapte sans difficulté au cas torique

(historiquement, rappelons que c’est la construction torique qui a inspiré le cas général),

si bien qu’il existe un cobordisme birationnel B torique (au sens où l’action de K ∗ sur B

est celle d’un sous-groupe à un paramètre du tore de B) quasi-projectif pour ϕ.

D’après ce qui précède, l’existence d’un tel B en termes d’éventails se traduit de la

façon suivante. Il existe un éventail Σ non-singulier (et donc simplicial) dans N +
Q tel que

π(∂−(Σ)) = ∆′, π(∂+(Σ)) = ∆, B est la variété torique d’éventail Σ et ϕ est le cobordisme

birationnel ϕ : B−/K
∗ = X∆′ → B+/K

∗ = X∆. Comme B est quasi-projectif, il y a

un ordre sur les circuits de Σ (qui correspondent aux composantes connexes des points
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fixes pour l’action du sous-groupe à un paramètre ν = (0, 1)). Choisissons un circuit σ1

minimal pour cet ordre. Soient Star(σ1) = {τ ∈ Σ | σ1 ⊂ τ} et Star(σ1) = {τ ′ ∈ Σ | τ ′ ⊂

τ pour un τ dans Star(σ1)}. Alors comme σ1 est minimal, ∂−(Star(σ1)) ⊂ ∂−(Σ). Posons

alors Σ1 = (Σ \ ∂−(Star(σ1))) ∪ ∂+(Star(σ1)). D’après le paragraphe précédent, si B1 est

la variété d’éventail Σ1 et si X1 est la variété torique d’éventail ∆1 := π(∂−(Σ1)), alors ϕ

se décompose en

ϕ : B−/K
∗ = X∆′

ψ−

← Xv
ψ+
→ X∆1 = (B1)−/K

∗ ϕ1
  KX∆ = (B1)+/K

∗ = B+/K
∗,

et on peut recommencer avec le cobordisme B1. Si de plus Σ est π-non singulier, alors X∆1

et Xv sont lisses, ψ− et ψ+ sont des éclatements le long de sous-variétés lisses invariantes

et Σ1 est encore π-non singulier.

Faisons le point : le théorème 3.1 est démontré pour une application régulière

ϕ : X∆′ → X∆ birationnelle équivariante entre deux variétés toriques projectives lisses de

dimension n si on peut contruire un cobordisme birationnel B̃ quasi-projectif d’éventail

Σ̃ simplicial et π-non singulier dans N +
Q tel que π(∂−(Σ̃)) = ∆′ et π(∂+(Σ̃)) = ∆.

Un tel éventail Σ̃ va être obtenu en π-désingularisant l’éventail Σ, son existence est

garantie par le théorème de π-désingularisation de Morelli, dont l’énoncé fait l’objet du

paragraphe suivant et dont la démonstration est repoussée à la fin de ce texte §6.

3.4. Le théorème de π-désingularisation de Morelli

Les notations sont celles du paragraphe précédent. Le théorème suivant est dû à Morelli

[Mor96] avec une démonstration incomplète ; la démonstration a été complétée par Abra-

movich, Matsuki et Rashid [AMR99] [Mat00].

Théorème 3.2. — Soit Σ un éventail de N+
Q. Alors il existe un éventail π-non-singulier

de N+
Q obtenu par une suite finie de subdivisions étoilées de Σ. De plus, la procédure de

π-désingularisation n’affecte pas les cônes π-non-singuliers de Σ.

Il apparaitra clairement lors de la démonstration de ce résultat §6 que l’éventail obtenu

n’est en général pas non-singulier.

3.5. Démonstration du théorème de factorisation faible torique

On termine la démonstration du théorème de factorisation, qui repose sur le lemme de

Chow torique (voir par exemple [Oda88]) et la levée des indéterminations torique due à

De Concini-Procesi [DCP85].

Théorème 3.3. — Soit X une variété torique complète. Alors il existe une variété

torique projective lisse X̃ et une application régulière birationnelle équivariante

ϕ : X̃ → X.
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Théorème 3.4. — Soit ϕ : X   KX′ une application birationnelle équivariante entre

deux variétés toriques complètes lisses. Alors il existe une suite d’éclatements le long de

sous-variétés invariantes de codimension deux ψ : X̄ → X telle que ϕ ◦ ψ : X̄ → X ′ soit

une application régulière birationnelle équivariante.

De ces deux résultats, déduisons une version précise du théorème de Moishezon torique :

Théorème 3.5. — Soit X une variété torique lisse et complète. Alors il existe une

variété torique projective lisse X̃ obtenue à partir de X par suite d’éclatements le long de

sous-variétés invariantes de codimension deux ψ : X̃ → X.

Démonstration. Soit ϕ : X̃ → X donnée par le théorème 3.3, où X̃ est projective lisse.

Appliquons le théorème 3.4 à ϕ−1 : il y a une suite d’éclatements le long de sous-variétés

invariantes de codimension deux ψ : X̄ → X de sorte que h = ϕ−1 ◦ ψ : X̄ → X̃ soit

une application régulière birationnelle. Comme ψ est un morphisme projectif et puisque

ϕ ◦ h = ψ, h est aussi un morphisme projectif, et comme X̃ est projective, on en déduit

que X̄ est projective.

Application : soit ϕ : X1   KX2 une application birationnelle entre deux variétés

toriques complètes et lisses. Par le théorème 3.5, il y a des variétés toriques projectives

lisses X̃1 et X̃2 et deux suites d’éclatements le long de sous-variétés invariantes de codi-

mension deux ψ1 : X̃1 → X1 et ψ2 : X̃2 → X2. Soit ϕ̃ = ψ−1
2 ◦ ϕ ◦ ψ1 : X̃1   KX̃2. Par

le théorème 3.4, il existe une suite d’éclatements le long de sous-variétés invariantes de

codimension deux ψ : X̄1 → X̃1 telle que ϕ̃ ◦ ψ : X̄1 → X̃2 soit une application régulière

birationnelle équivariante. Comme X̄1 et X̃2 sont projectives lisses, il y a d’après les

paragraphes précédents une factorisation faible pour ϕ̃ ◦ ψ et par suite une factorisation

faible pour ϕ. Ceci achève la démonstration du théorème 3.1.

3.6. Extension au cas toröıdal

Il y a une classe de variétés algébriques possédant essentiellement les mêmes propriétés

que les variétés toriques.

Définition. Soit V une variété algébrique et U un ouvert de V . Le plongement U ⊂ V

est un plongement toröıdal si pour tout x ∈ V , il y a un voisinage Vx de x dans V , une

variété torique Xx et une application étale ηx : Vx → Xx telle que η−1
x (Tx) = Vx ∩ U .

Comme dans le cas torique, il y a une notion naturelle de morphismes toröıdaux et

d’applications birationnelles toröıdales entre plongements toröıdaux. De plus, il y a une

stratification naturelle de V et les adhérences des strates correspondent formellement aux

adhérences d’orbites dans les variétés toriques. Enfin, un plongement toröıdal est décrit

par un complexe polyédral conique rationnel qui joue exactement le rôle de l’éventail

d’une variété torique (à ceci près que ce complexe est défini abstraitement et qu’il ne

se plonge en général pas linéairement dans un espace vectoriel NQ). Les résultats de
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la géométrie birationnelle des variétés toriques (existence de désingularisation, levée des

indéterminations par éclatements de centres lisses, etc.) s’étendent sans trop de difficultés

au cas des plongements toröıdaux (voir [KKMS73] ou [AbO97] p. 69-73). Il en est de

même pour le théorème de factorisation comme l’ont remarqué Abramovich, Matsuki et

Rashid [AMR99].

Théorème 3.6. — Soit ϕ : (U1 ⊂ X1)   K (U2 ⊂ X2) une application birationnelle

toröıdale entre deux plongements toröıdaux lisses sur K, X1 et X2 complètes. Alors, ϕ

se factorise en une suite d’éclatements et de contractions de centres lisses égaux à des

adhérences de strates.

4. STRUCTURES TOROÏDALES ET COBORDISME BIRATIONNEL

Le but de cette partie est de décomposer un cobordisme birationnel donné en une suite

de cobordismes birationnels (en général singuliers) toröıdaux. L’idée est la suivante : si

on éclate un faisceau d’idéaux I sur une variété algébrique, on obtient une nouvelle variété

algébrique avec un diviseur bien déterminé puisque I devient principal après éclatement.

Le complémentaire de son support est alors un candidat pour être un plongement toröıdal.

Lorsque de plus la variété algébrique est munie d’une action de K∗, on peut essayer de

construire I de sorte que le plongement toröıdal obtenu soit compatible avec l’action

de K∗.

4.1. Idéal α-toröıdal

Soit V une variété algébrique munie d’une action algébrique effective de K∗. Pour

v ∈ V , on note Stab(v) le stabilisateur de v (Stab(v) est isomorphe soit à K∗, soit à un

groupe cyclique Z/nZ).

Notation. Si α est un entier, on note Jα,v l’idéal de OV,v engendré par les fonctions f ∈

OV,v Stab(v)-semi-invariantes de Stab(v)-poids α, i.e. pour tout t ∈ Stab(v), t∗(f) = tαf .

Il n’est pas difficile de voir que si z1, . . . , zn sont des générateurs Stab(v)-semi-invariants

de l’idéal maximalMV,v dont l’existence est assurée par le théorème de Sumihiro [Sum74]

[Sum75], alors Jα,v est engendré par les monômes zm1
1 · · · z

mn
n de Stab(v)-poids α (i.e.

vérifiant a1m1 + · · · + anmn = α si ai désigne le Stab(v)-poids de zi). Ceci implique en

particulier que si η : V → X est un morphisme K∗-équivariant fortement étale entre deux

variétés algébriques munies d’une action de K∗, alors l’image inverse de Jα,η(v) engendre

Jα,v pour tous v ∈ V et α ∈ Z.

La collection des Jα,v lorsque v décrit V ne définit pas un faisceau d’idéaux cohérent

en général. Cependant, on a la proposition suivante :
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Proposition 4.1. — Soient α ∈ Z et B un cobordisme birationnel lisse quasi-projectif

de la forme Bai
(les notations sont celles des parties 2.5 et 2.6). Alors, il existe un unique

faisceau d’idéaux cohérent K∗-équivariant Iα non nul tel que pour tout v ∈ (B+∩B−)∪BK∗

,

on a (Iα)v = Jα,v.

L’idéal Iα s’appelle le faisceau α-toröıdal associé à l’action de K∗ sur B. Rappelons que

(B+∩B−) est un ouvert non vide de B et que (B+∩B−)∪BK∗

est l’union des K∗-orbites

fermées de B.

Démonstration de la proposition 4.1. Commençons par l’unicité de Iα. Elle est claire sur

(B+ ∩B−)∪BK∗

. Soit donc v dans le complémentaire de (B+ ∩B−)∪BK∗

. L’adhérence

de l’orbite de v contient un point fixe. Comme Iα est uniquement déterminé en ce point

fixe, il l’est aussi au voisinage puisque Iα est cohérent. Par K∗-équivariance, Iα est alors

uniquement déterminé en v.

Pour l’existence, la proposition 2.5 permet de recouvrir B par des cartes toriques ηx :

Vx → Xx fortement étales. Comme ((B+ ∩B−) ∪BK∗

) ∩ Vx est l’image inverse par ηx de

((Xx)+∩ (Xx)−)∪ (Xx)
K∗

, il suffit de construire un faisceau α-toröıdal sur Xx. Par image

inverse, ceci définit un faisceau α-toröıdal sur Vx et l’unicité déjà prouvée entrâıne que ces

faisceaux ainsi construits se recollent en un faisceau sur B. Le lemme suivant [AKMW99]

achève donc la preuve.

Lemme 4.2. — Soit X une variété torique affine lisse définie par un cône régulier σ d’un

réseau N et soit a ∈ N un élément primitif correspondant à une action effective de K∗

d’un sous-groupe à un paramètre de T . On suppose de plus que a n’appartient pas à

σ ∪ −σ (ceci correspond au fait que B+ ∩ B− est non vide). Alors, pour tout α ∈ Z, le

faisceau Iα existe, est non nul et engendré par les monômes zm où m ∈ σ̌ avec 〈m, a〉 = α.

Remarquons qu’il n’est pas utile d’après ce lemme de calculer explicitement les stabili-

sateurs Stab(v). Donnons un exemple concret, que nous utiliserons aussi dans la suite :

Exemple “(2, 1,−1)”. Soit X = K3 munie de l’action du sous-groupe à un paramètre

a = (2, 1,−1) (i.e. λa(t)(z1, z2, z3) = (t2z1, tz2, t
−1z3)), alors I2 (resp. I1, resp. I−1) est le

faisceau d’idéaux engendré par z1 et z2
2 (resp. z1z3 et z2, resp. z3).

4.2. Plongements toröıdaux avec action toröıdale de K∗

Soit V une variété algébrique munie d’une action algébrique de K∗. On suppose que

l’action de K∗ est localement torique au sens où on peut recouvrir V par des cartes

toriques fortement étales. Soit D un diviseur effectif de V et U l’ouvert V \ Supp(D).

Définition. On dit que U est un plongement toröıdal avec action toröıdale de K∗ si pour

tout x ∈ V , il y a un voisinage K∗-invariant et affine Vx de x, une variété torique affine Xx

avec une action de K∗ d’un sous-groupe à un paramètre et un morphisme K∗-équivariant

étale ηx : Vx → Xx tel que η−1
x (Tx) = Vx ∩ U (où Tx désigne le tore dense de Xx). On
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appelle carte toröıdale étale en x la donnée d’une telle ηx : Vx → Xx. D’après le lemme

fondamental de Luna, si une telle carte existe, en restreignant l’ouvert Vx, on peut la

supposer de plus fortement étale.

Exemples. Soit X la variété torique K2 définie par un cône régulier σ = 〈v1, v2〉 d’un

réseau N et soit a = (a1, a2) ∈ N un élément primitif correspondant à une action effective

de K∗ d’un sous-groupe à un paramètre de T . Soit Dv1 = {(z1, z2) ∈ K2 | z1 = 0} et

Dv2 = {(z1, z2) ∈ K2 | z2 = 0}. Alors, U = K2 \ (Dv1 ∪ Dv2) est un plongement toröıdal

avec action toröıdale de K∗ quel que soit le choix du sous-groupe à un paramètre a. En

revanche, U = K2 \ Dv1 est un plongement toröıdal avec action toröıdale de K∗ si et

seulement si a = ±v1. Géométriquement, ceci signifie que l’action de K∗ sur K2 est

produit de l’action triviale sur {0} ×K et d’une action d’un sous-groupe à un paramètre

de la variété torique K× {0} et que le diviseur Dv2 est égal à K× {0}.

Cet exemple se généralise en le lemme suivant [AKMW99] :

Lemme 4.3. — Soit X une variété torique définie par un éventail Σ d’un réseau N et soit

a ∈ N un élément primitif correspondant à une action effective de K∗ d’un sous-groupe à

un paramètre de T , soient D un diviseur torique effectif de X et U = X \ Supp(D). Les

assertions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout cône σ de Σ et tout diviseur torique E de l’ouvert torique affine Uσ ⊂ X,

si E n’est pas dans Supp(D), alors il existe une variété torique affine Xσ′ telle que :

Uσ ≃ Xσ′ ×K et E ≃ Xσ′ × {0}

de sorte que l’action de K∗ sur Uσ soit le produit de l’action d’un sous-groupe à un

paramètre sur Xσ′ et de l’action triviale sur K,

(ii) U est un plongement toröıdal avec action toröıdale de K∗.

Remarquons que l’implication (i) implique (ii) est aisée, c’est la seule utilisée dans la

suite.

4.3. Faisceaux toröıdaux et plongements toröıdaux

Soit B un cobordisme birationnel lisse et quasi-projectif de dimension n+1 de la forme

Bai
(les notations sont celles des parties 2.5 et 2.6). Fixons nous une famille finie de

cartes toriques fortement étales ηx : Vx → Xx recouvrant B. Dans Xx, l’action de K∗

correspond à celle d’un sous-groupe à un paramètre : concrètement Xx est isomorphe à

Km×(K∗)n+1−m et l’action de K∗ est de la forme t·(x1, . . . , xn+1) = (tα1x1, . . . , t
αn+1xn+1)

pour certains poids entiers α1, . . . , αn+1.

Notation. On note A une famille finie d’entiers telle que pour toute carte torique forte-

ment étale ηx : Vx → Xx, tous les poids α1, . . . , αn+1 de l’action de K∗ appartiennent à

A. Une telle famille d’entiers sera dite admissible.
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Définition. Si A est une famille admissible d’entiers, on note IA le faisceau d’idéaux sur

B défini par IA =
∏

α∈A Iα. Un tel faisceau d’idéaux sur B est appelé faisceau toröıdal.

Notation. Si IA est un faisceau toröıdal, on note πA : Btor
IA
→ B la normalisation

de l’éclatement de B de centre le faisceau d’idéaux IA. Comme IA est K∗-équivariant,

la variété Btor
IA

est naturellement munie d’une action algébrique de K∗ faisant de πA

un morphisme équivariant. On note D tor
IA

le diviseur défini par le faisceau inversible

π−1
A (IA)OBtor

I
A

et U tor
IA

le complémentaire de son support dans B tor
IA

.

La proposition suivante est le cœur de cette partie :

Proposition 4.4. — La variété algébrique Btor
IA

est un cobordisme birationnel quasi-

projectif. L’ouvert U tor
IA

est un plongement toröıdal avec action toröıdale de K∗. Enfin,

(Btor
IA

)+ = π−1
A (B+) et (Btor

IA
)− = π−1

A (B−).

Démonstration. Montrons que l’ouvert U tor
IA

est un plongement toröıdal avec action toröı-

dale de K∗. A nouveau, il suffit de traiter le cas torique, autrement dit de montrer ce

résultat dans chacune des cartes toriques fortement étales considérées au début de la

construction. Le lemme suivant donne donc le résultat.

Lemme 4.5. — Soit X la variété torique affine lisse Km × (K∗)n+1−m avec une action

de K∗ de la forme t · (x1, . . . , xn+1) = (tα1x1, . . . , t
αn+1xn+1) pour certains poids entiers

α1, . . . , αn+1. SoitA une famille d’entiers contenant α1, . . . , αn+1 et IA le faisceau toröıdal

associé. Soient πA : X tor
IA
→ X la normalisée de l’éclatement de centre IA, Dtor

IA
le diviseur

défini par le faisceau inversible π−1
A (IA)OBtor

I
A

et U tor
IA

le complémentaire de son support

dans Btor
IA

. Alors U tor
IA

est un plongement toröıdal avec action toröıdale de K∗.

Démonstration. Les diviseurs toriques de X tor
IA

non inclus dans Supp(Dtor
IA

) (les seuls

à considérer d’après le lemme 4.3) sont des transformées strictes de diviseur D i :=

{x ∈ X | xi = 0}. Soit donc i dans {1, . . . , n + 1}. Évidemment, le monôme xi ap-

partient au faisceau αi-toröıdal Iαi
. Si ce dernier est principal engendré par xi, alors Di

est dans Supp(Dtor
IA

). Sinon, soit Xi la normalisée de l’éclatement du faisceau α i-toröıdal

Iαi
. Il est aisé de vérifier que Di satisfait l’assertion (i) du lemme 4.3. La suite de la

démonstration consiste à remarquer que X tor
IA

est obtenu en normalisant l’éclatement de

centre Iα1 , puis en normalisant l’éclatement de centre l’image inverse de Iα2 , etc.

Reprenons l’exemple “(2, 1,−1)” : X = K3 munie de l’action du sous-groupe à un

paramètre (2, 1,−1). On prend ici A = {−1, 1, 2}. Si X est définie par un cône régulier

σ = 〈v1, v2, v3〉, alors X tor
IA

est la variété torique d’éventail Σ obtenu en subdivisant σ

en les trois cônes : σ1 = 〈v1, 2v1 + v2, v3〉, σ2 = 〈v1 + v2, v3, 2v1 + v2, v2 + v3〉 et σ3 =

〈v1 + v2, v2 + v3, v2〉. Le diviseur Dtor
IA

est le diviseur Dv3 ∪Dv1+v2 ∪D2v1+v2 ∪Dv2+v3 . Seul

les cônes σ1 et σ3 sont à considérer pour vérifier l’assertion (i) du lemme 4.3, avec E = Dv1

pour σ1 et E = Dv2 pour σ3. L’assertion (i) est satisfaite car a = (2, 1,−1) appartient au

réseau engendré par v1 + v2 et v2 + v3 et au réseau engendré par 2v1 + v2 et v3.
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Corollaire 4.6. — Soit Bai
un cobordisme birationnel lisse et quasi-projectif obtenu

dans le paragraphe 2.5. Choisissons un faisceau toröıdal IAi
et notons πAi

: Btor
ai
→ Bai

la normalisée de l’éclatement de centre IAi
. Alors, il y a un diagramme commutatif :

(Btor
ai

)−/K
∗

(πAi
)−

vvmmm
mmm

mmm
mmm

ϕtor
i

//___ (Btor
ai

)+/K
∗

(πAi
)+

((
RRR

RRR
RRR

RRR
R

Vi = (Bai
)−/K

∗
ϕi

//_____________________ (Bai
)+/K

∗ = Vi+1

Faisons le point : la variété B tor
ai

contient l’ouvert U tor
IAi

comme plongement toröıdal

avec action de K∗ si bien que ϕtori est une application birationnelle toröıdale au sens où

pour tout x ∈ Btor
ai

il y a une carte en x toröıdale fortement étale ηx : V tor
x → Xx (donc

vérifiant η−1
x (Tx) = V tor

x ∩ U tor
IAi

) induisant un diagramme commutatif :

(V tor
x )−/K

∗

(ηx)−/K∗

¿¿

ϕtor
i

//___ (V tor
x )+/K

∗

(ηx)+/K∗

¿¿

(Xx)−/K
∗ //____ (Xx)+/K

∗

où (Xx)−/K
∗   K (Xx)+/K

∗ est une application birationnelle entre variétés toriques.

Dans la partie suivante, on explique comment on peut obtenir un résultat analogue en

restant dans le cadre des variétés non singulières.

5. DÉSINGULARISATION CANONIQUE ET DÉMONSTRATION DU

THÉORÈME DE FACTORISATION

5.1. Désingularisation canonique

Sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, on sait depuis Hironaka

[Hir64] que toute variété algébrique peut être désingularisée par une suite d’éclatements le

long de centres lisses. À partir de la dimension trois, il n’y a pas de désingularisation mini-

male et il n’y a pas de choix naturel d’un modèle non singulier pour une variété algébrique

donnée. Cependant, avec les travaux de Bierstone-Milman [BiM97], Encinas-Villamayor

[EnV97] et Villamayor [Vil89], on peut parler de désingularisation “canonique”.

Définition. Une résolution canonique des singularités est un algorithme qui à toute

variété algébrique X associe une suite uniquement déterminée d’éclatements le long de

centres lisses r : X res → X satisfaisant : pour tout morphisme lisse Y → X, la variété

Y res est égale au produit fibré Y ×X X
res.

Une résolution canonique des singularités a les propriétés suivantes découlant de la

définition :

• les centres des éclatements sont au-dessus du lieu singulier de X,
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• toute famille d’automorphismes (θg)g∈G d’une variété X paramétrée par une variété

non singulière G se relève en une famille d’automorphismes de X res. Ceci s’applique

en particulier au cas de l’action d’un groupe algébrique.

De telles résolutions canoniques des singularités existent d’après Bierstone-Milman,

Encinas-Villamayor, Hironaka ou Villamayor.

Les algorithmes connus de résolutions canoniques des singularités ont la propriété sup-

plémentaire suivante : pour tout faisceau d’idéaux cohérent I ⊂ OX sur une variété non

singulière X, il existe une suite uniquement déterminée d’éclatements le long de centres

lisses p : Xcan → X de sorte que p−1(I)OXcan soit principal et pour tout morphisme

lisse f : Y → X, la suite correspondante d’éclatements p′ : Y can → Y de sorte que

(p′)−1(f ∗I)OY can soit principal est égale au produit fibré Y ×X Xcan → Y . (Attention,

p : Xcan → X dépend de I mais nous n’avons pas inclus I dans la notation pour ne pas

alourdir la suite.)

Dorénavant, on se fixe une résolution canonique des singularités.

La proposition suivante est le cœur de cette partie :

Proposition 5.1. — Avec les notations du corollaire 4.6, il y a un diagramme commu-

tatif de variétés algébriques :

V can
i−

pi−

vvmmm
mmm

mmm
mmm

mmm
m

hi−

¿¿

ϕcan
i

//______ V can
i+

pi+

((
RRR

RRR
RRR

RRR
RRR

RR

hi+

¿¿

V res
i

ri
¿¿

(Btor
ai

)−/K
∗

(πAi
)−

vvmmm
mmm

mmm
mmm

ϕtor
i

//___ (Btor
ai

)+/K
∗

(πAi
)+

((
RRR

RRR
RRR

RRR
R

V res
i+1

ri+1

¿¿

Vi = (Bai
)−/K

∗
ϕi

//_____________________ (Bai
)+/K

∗ = Vi+1

où

(i) pi− et pi+ sont deux suites d’éclatements le long de centres lisses,

(ii) si U can
i− = h−1

i− ((U tor
IAi

)−/K
∗) et U can

i+ = h−1
i+ ((U tor

IAi
)+/K

∗), alors (U can
i− ⊂ V can

i− ) et

(U can
i+ ⊂ V can

i+ ) sont des plongements toröıdaux et ϕcani est birationnelle toröıdale.

Expliquons la construction de ce diagramme. Il s’agit de montrer dans un premier

temps que (πAi
)− est l’éclatement d’un faisceau d’idéaux (Ii)− sur Vi. C’est plus facile si

l’on suppose que la famille admissible A i est choisie vérifiant
∑

α∈Ai

α = 0,

ce qu’il est toujours possible de faire en rajoutant un entier à la famille admissible initiale-

ment choisie. Alors, le faisceau toröıdal IAi
sur Bai

est engendré par des fonctions inva-

riantes d’après le lemme 4.2, donc provient d’un faisceau d’idéaux I i sur Bai
//K∗. Le fais-

ceau d’idéaux (Ii)− sur Vi est alors obtenu par image inverse Vi = (Bai
)−/K

∗ → Bai
//K∗.

Le morphisme pi− : V can
i− → V res

i est la suite d’éclatements uniquement déterminée rendant
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r−1
i ((Ii)−)OV res

i
principal et hi− est l’unique morphisme induit par la propriété universelle

de l’éclatement d’un faisceau d’idéaux. La vérification du point (ii) se fait à nouveau dans

les cartes toriques fortement étales utilisées pour construire le faisceau toröıdal IAi
, on

renvoie à [AKMW99] pour les détails.

Corollaire 5.2. — Soit ϕ : X1 → X2 une application régulière birationnelle entre

deux variétés projectives lisses. Alors, ϕ se factorise en une suite d’éclatements et de

contractions de centres lisses.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de tout ce qui précède : il suffit

d’appliquer le théorème 3.6 à chaque ϕcani et de remarquer que puisque X1 et X2 sont

lisses, alors X1 = V0 = V res
0 et X2 = Vm+1 = V res

m+1.

5.2. Fin de la démonstration du théorème de factorisation

Elle se termine exactement comme dans le cas torique, à l’aide du théorème de Moishe-

zon [Moi67]. La levée des indéterminations, due à Hironaka [Hir75] dans le cadre général

se formule ainsi :

Théorème 5.3. — Soit ϕ : X   KX′ une application birationnelle entre deux variétés

complètes lisses. Alors il existe une suite d’éclatements le long de sous-variétés lisses

ψ : X̄ → X telle que ϕ ◦ ψ : X̄ → X ′ soit une application régulière birationnelle.

Le lemme de Chow (voir [Har77] p. 107) est lui aussi valable en général :

Théorème 5.4. — Soit X une variété algébrique complète. Alors il existe une variété

projective lisse X̃ et une application régulière birationnelle ϕ : X̃ → X.

On déduit de ces résultats le théorème de Moishezon [Moi67] (dont la preuve initiale,

antérieure à la levée des indéterminations est évidemment beaucoup plus difficile) comme

dans le cas torique :

Théorème 5.5. — Soit X une variété algébrique lisse et complète. Alors il existe une

variété projective lisse X̃ obtenue à partir de X par suite d’éclatements le long de sous-

variétés lisses ψ : X̃ → X.

Ceci permet enfin de ramener le théorème de factorisation au corollaire 5.2.

6. APPENDICE : DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DE

π-DÉSINGULARISATION

6.1. Outils et résultats intermédiaires principaux.

Les notes qui suivent sont une reprise de [AMR99], avec une simplification de la dé-

monstration de la proposition 6.5. Merci à Adam Parusinski pour sa lecture attentive de

cet appendice.
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6.1.1. Relation de π-dépendance, π-multiplicité et π-profil de multiplicité. Soit

η = 〈ρ1, . . . , ρk〉

un cône simplicial de N+ et pour 1 ≤ i ≤ k, soit vi le générateur dans N de l’arête

engendrée par π(ρi). Il existe alors un unique wi dans Q tel que ρi soit proportionnel à

(vi, wi).

Définition. Si η est π-indépendant, on définit la π-multiplicité de η, notée π-mult(η)

comme étant la multiplicité du cône π(η) (égale à l’indice dans le réseau engendré par

π(η) du sous-groupe Zv1⊕· · ·⊕Zvk). Remarquons que η est π-non-singulier si et seulement

si π-mult(η) = 1. On définit le π-profil de multiplicité de η, noté π-mp(η), comme étant

le quadruplet π-mp(η) := (π-mult(η), 0, 0, 0).

Si η est π-dépendant, comme le noyau de π est de dimension 1, il existe une unique

relation de π-dépendance

k∑

i=1

rivi = 0 avec max{|ri| ; 1 ≤ i ≤ k} = 1 et
k∑

i=1

riwi > 0.

Pour 1 ≤ i ≤ k, on note ηi la face de codimension 1 de η suivante :

ηi = 〈ρ1, . . . , ρ̌i, . . . , ρk〉.

Le lemme suivant est élémentaire et essentiel :

Lemme 6.1. — (i) La face ηi est π-indépendante si et seulement si ri 6= 0.

(ii) Si ηi et ηj sont toutes deux π-indépendantes, alors |rj| π-mult(ηi) = |ri| π-mult(ηj).

Notation. Introduisons les ensembles : I1(η) = {i ; ri = 1} , I+(η) = {i ; ri > 0} , I−1(η)

= {i ; ri = −1} , I−(η) = {i ; ri < 0} et i1(η), i+(η), i−1(η) et i−(η) leur cardinal respectif.

Définition. Si η est π-dépendant, on définit la π-multiplicité de η comme étant le maxi-

mum des π-multiplicités des faces η i pour i ∈ I+(η) ∪ I−(η). Autrement dit, π-mult(η)

est le maximum des π-multiplicités des faces π-indépendantes de η. On définit le π-profil

de multiplicité de η, noté π-mp(η), comme étant le quadruplet

π-mp(η) := (π-mult(η), 0, 0, 0) si i1(η) + i−1(η) = 1,

et

π-mp(η) := (π-mult(η), 1, i+(η) + i−(η), i1(η) + i−1(η)) si i1(η) + i−1(η) ≥ 2.

Remarquons que la quantité kη = i+(η) + i−(η) est la dimension de l’unique circuit

contenu dans η.
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Notations. Soit Σ un éventail de N+
Q. On note gΣ le maximum (pour l’ordre lexi-

cographique) des π-mp(η) lorsque η décrit tous les cônes maximaux de Σ (i.e. non con-

tenus strictement dans un cône de Σ) et sΣ le nombre de cônes maximaux atteignant ce

maximum. Alors le π-profil de multiplicité de Σ est le quintuplet :

π-mp(Σ) := (gΣ, sΣ).

6.1.2. Faces codéfinies. Soit η = 〈ρ1, . . . , ρk〉 un cône π-dépendant de N+
Q et τ une face

π-indépendante de η. Si

k∑

i=1

rivi = 0

est la relation de π-dépendance de η, on dit que τ est codéfinie par rapport à η si ses

générateurs sont inclus dans {ρi , ri ≥ 0} ou dans {ρi , ri ≤ 0}. Évidemment, si τ est une

face de τ ′ où τ ′ est codéfinie par rapport à η, alors τ est codéfinie par rapport à η.

Si τ = 〈ρ1, . . . , ρl〉 est un cône π-indépendant de N+
Q , et si vi est le générateur dans N

de l’arête engendrée par π(ρi), on note :

par(π(τ)) = {v ∈ N ; v =

l∑

i=1

aivi , 0 < ai < 1}.

Remarquons que si η est un cône π-singulier de N+
Q, et si τ est une face π-indépendante

et π-singulière de η de dimension minimale, alors par(π(τ)) 6= ∅.

La proposition suivante est le résultat central de ce paragraphe. Elle illustre parfaite-

ment l’utilité des faces codéfinies.

Proposition 6.2. — Soit η un cône π-dépendant de N+ et τ une face π-indépendante

de η. Soit v ∈ par(π(τ)) et ρ ∈ N+
Q dans l’intérieur relatif de τ tel que π(ρ) = v. Soit

η′ l’éventail obtenu par subdivision étoilée de η par rapport à ρ. Si τ est codéfinie par

rapport à η, alors π-mp(η′) ≤ π-mp(η) et si de plus τ est contenue dans une face γ de

codimension 1 de η de π-multiplicité maximale, alors π-mp(η′) < π-mp(η).

Démonstration. Notons τ = 〈ρ1, . . . , ρm〉 et η = 〈ρ1, . . . , ρn〉 avec n > m. On note

ρ =
∑m

i=1 aiρi et soit
∑n

i=1 rivi = 0 la relation de π-dépendance de η.

Les cônes maximaux de η ′ sont les ηα = 〈ρ, ρ1, . . . , ρ̌α, . . . , ρm, . . . , ρn〉 pour 1 ≤ α ≤ m.

Nous allons estimer π-mp(ηα).

Les faces nouvelles de ηα (i.e. les faces de ηα qui ne sont pas face de η) sont les

γαβ = 〈ρ, ρ1, . . . , ρ̌α, . . . , ρ̌β, . . . , ρn〉

pour β 6= α. Supposons que γαβ est π-indépendante et remarquons que cela implique que

rα 6= 0 ou rβ 6= 0.
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• si β ≥ m+ 1, alors

π-mult(γαβ) = | det(v, v1, . . . , v̌α, . . . , v̌β, . . . , vn)|

= aα| det(v1, . . . , v̌β, . . . , vn)|

≤ aα π-mult(η) < π-mult(η).

• si β ≤ m, alors

π-mult(γαβ) = |aα det(vα, v1, . . . , v̌α, . . . , v̌β, . . . , vn)

+aβ det(vβ, v1, . . . , v̌α, . . . , v̌β, . . . , vn)|.

Pour λ = α ou β, posons mλ = det(vλ, v1, . . . , v̌α, . . . , v̌β, . . . , vn). De
∑n

i=1 rivi =

0, on en déduit que rαmα + rβmβ = 0, et τ étant codéfinie par rapport à η, rα et

rβ sont de même signe donc mα et mβ sont de signes opposés. De là

π-mult(γαβ) = |aαmα + aβmβ |

≤ max(aα|mα|, aβ|mβ|)

≤ max(aα, aβ) π-mult(η) < π-mult(η).

Ainsi, pour toute nouvelle face γαβ, on a π-mult(γαβ) < π-mult(η).

Enfin, chaque ηα possède une unique ancienne face de codimension un :

γα = 〈ρ1, . . . , ρ̌α, . . . , ρn〉

et cette face satisfait évidemment π-mult(γα) ≤ π-mult(η).

Le bilan est le suivant : si π-mult(γα) = π-mult(η), alors π-mp(ηα) = (π-mult(η), 0, 0, 0)

et si π-mult(γα) < π-mult(η), alors π-mp(ηα) < (π-mult(η), 0, 0, 0).

Notons s′ le nombre de faces de codimension 1 de η ne contenant pas τ et de

π-multiplicité maximale et rη le nombre de faces de codimension 1 de η de π-multiplicité

maximale.

Alors,

• si s′ = 0, ce qui précède montre que π-mp(ηα) < (π-mult(η), 0, 0, 0) pour tout α,

1 ≤ α ≤ m, et donc π-mp(η′) < π-mp(η).

• si s′ = 1, on a

π-mp(η′) = ((π-mult(η), 0, 0, 0), 1) ≤ π-mp(η).

De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si rη = s′ = 1, ce qui ne se

produit pas dans le cas où τ est contenue dans une face de codimension 1 de η de

π-multiplicité maximale.

• si s′ ≥ 2, on a

π-mp(η′) = ((π-mult(η), 0, 0, 0), s′) < π-mp(η) = ((π-mult(η), 1, kη, rη), 1).

La proposition 6.2 nous encourage à fabriquer des faces codéfinies. Ce sera l’objet du

paragraphe suivant. Énonçons dès maintenant le lemme immédiat suivant :
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Lemme 6.3. — Soient η un cône π-dépendant de N+, τ une face π-indépendante de η et

σ l’unique circuit contenu dans η. Si dim(σ) ≤ 2, alors τ est codéfinie par rapport à η.

6.1.3. Subdivision étoilée positive et négative. Soient Σ un éventail deN+
Q et σ = 〈ρ1, . . . , ρk〉

un circuit de Σ. Si
k∑

i=1

rivi = 0

est la relation de π-dépendance de σ, on pose

v+ =
∑

i∈I+(σ)

vi et v− =
∑

i∈I−(σ)

vi.

(Attention, v+ et v− ne sont pas nécessairement primitifs.) Remarquons que comme σ est

un circuit, on a I+(σ) ∪ I−(σ) = {1, . . . , k}, autrement dit, tous les ri de la relation de

π-dépendance de σ sont non nuls.

Comme

v+ =
∑

i∈I+(σ)

vi =
∑

i∈I+(σ)

(1− εri)vi +
∑

i∈I−(σ)

(−εri)vi,

pour ε petit, v+ est de la forme
∑k

i=1 civi où tous les ci sont strictement positifs. Il existe

donc ρ+ dans l’intérieur relatif de σ tel que π(ρ+) = v+. Soit Σ+ l’éventail obtenu par

subdivision étoilée de Σ par rapport à ρ+. On l’appelle subdivision étoilée positive de Σ

par rapport à σ. (Cette construction dépend du choix de ρ+ mais les propriétés que nous

énoncerons n’en dépendent pas.) La même construction à partir de v− donne lieu à la

subdivision étoilée négative Σ− de Σ par rapport à σ.

Malheureusement, le π-profil de multiplicité de Σ+ (resp. Σ−) n’est en général pas

inférieur ou égal à celui de Σ. Le lemme facile suivant illustre néanmoins l’intérêt des

subdivisions étoilées positive et négative :

Lemme 6.4. — Soient η un cône π-dépendant de N+
Q, γ une face de codimension 1 de η

de π-multiplicité maximale. Soit η+ (resp. η−) l’éventail obtenu par subdivision étoilée

positive (resp. négative) de η par rapport à l’unique circuit σ contenu dans η. Alors γ

est codéfinie par rapport au cône maximal de η+ (resp. η−) contenant γ.

La proposition suivante joue un rôle crucial dans la démonstration du théorème de

π-désingularisation.

Proposition 6.5. — Soit σ un circuit de N+
Q de dimension strictement supérieure à 2.

Alors soit l’éventail σ+ obtenu par subdivision étoilée positive de σ, soit l’éventail σ−

obtenu par subdivision étoilée négative de σ satisfait l’une des deux propriétés suivantes

(nous notons σ′ l’éventail σ+ ou l’éventail σ− qui convient) :

A) pour tout cône maximal δ′ de σ′, on a π-mp(δ′) < π-mp(σ) ; en particulier

π-mp(σ′) < π-mp(σ).
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B) il existe un cône maximal κ′ de σ′ vérifiant π-mp(κ′) = π-mp(σ) et tel que tout

cône maximal δ′ 6= κ′ de σ′ vérifie π-mp(δ′) < π-mp(σ) ; en particulier

π-mp(σ′) = π-mp(σ).

De plus, l’unique ancienne face γ′ de codimension 1 de κ′ est π-indépendante, et

vérifie π-mult(γ ′) = π-mult(κ′) = π-mult(σ). En particulier, γ ′ est codéfinie par

rapport à κ′ d’après le lemme 6.4.

Avant de commencer la démonstration proprement dite, commençons par un calcul

intermédiaire : notons σ = 〈ρ1, . . . , ρn〉,
∑n

i=1 rivi = 0 la relation de π-dépendance de σ

et v+ =
∑

i∈I+(σ) vi = ev̄+ avec v̄+ primitif. Soit enfin ρ+ dans l’intérieur relatif de σ tel

que π(ρ+) = v+. Les cônes maximaux de σ+ sont de la forme σα = 〈ρ+, ρ1, . . . , ρ̌α, . . . , ρn〉

et nous devons estimer leur π-profil de multiplicité ; chacun d’eux a une face ancienne de

codimension un γα = 〈ρ1, . . . , ρ̌α, . . . , ρn〉 et de nouvelles faces

γαβ = 〈ρ+, ρ1, . . . , ρ̌α, . . . , ρ̌β, . . . , ρn〉.

Les calculs de π-multiplicité des faces de σα sont faciles :

• si rα > 0 alors

π-mult(γαβ) =







1
e
| π-mult(γα)− π-mult(γβ)| si rβ > 0

1
e
π-mult(γβ) si rβ < 0,

• si rα < 0 alors

π-mult(γαβ) =







1
e
π-mult(γα) si rβ > 0

0 si rβ < 0.

Démonstration de la proposition 6.5.

• supposons qu’une seule face de codimension 1 de σ est de π-multiplicité maximale,

autrement dit π-mp(σ) = (π-mult(σ), 0, 0, 0). Ceci signifie que i1(σ) + i−1(σ) = 1

et on peut supposer que i−1(σ) = 0 et i1(σ) = 1, on note alors α0 le seul indice tel

que rα0 = 1. Montrons que σ+ satisfait la propriété B).

En effet, les formules précédentes montrent que π-mult(σα) < π-mult(σ) pour α 6=

α0 (et donc π-mp(σα) < π-mp(σ) pour α 6= α0) et que π-mult(σα0) = π-mult(σ),

la seule face de codimension 1 de σα0 de π-multiplicité maximale étant γα0. On

en déduit que π-mp(σα0) = π-mp(σ), et γα0 , étant de π-multiplicité maximale, est

codéfinie par rapport à σα0 d’après le lemme 6.4.

• supposons que π-mp(σ) = (π-mult(σ), 1, i+(σ)+ i−(σ), i1(σ)+ i−1(σ)). Dans ce cas,

i1(σ) + i−1(σ) ≥ 2 et on peut supposer que i1(σ) ≥ 1. Montrons que σ+ satisfait

l’une des propriétés A) ou B) sauf si i−1(σ) = i−(σ) = 1.
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(i) si e > 1, les formules précédentes montrent que π-mult(σα) ≤ π-mult(σ)

pour tout α, et que si π-mult(σα) = π-mult(σ), la seule face de codimension

1 de σα de π-multiplicité maximale est γα. On en déduit que π-mp(σα) ≤

(π-mult(σ), 0, 0, 0) < π-mp(σ) pour tout α et donc que σ+ satisfait la propriété

A).

(ii) si e = 1, évaluons séparément π-mp(σα) suivant que rα = −1, −1 < rα < 0,

rα = 1 ou 1 > rα > 0.

a) si −1 < rα < 0, les formules précédentes montrent que π-mult(σα) <

π-mult(σ) et donc que π-mp(σα) < π-mp(σ).

b) si 1 > rα > 0, les formules précédentes montrent que

π-mp(σα)







≤ (π-mult(σ), 0, 0, 0) < π-mp(σ) si i−1(σ) ≤ 1,

= (π-mult(σ), 1, kσα, i−1(σ)) si i−1(σ) ≥ 2.

Dans le deuxième cas, kσα ≤ kσ = dim(σ) et i−1(σ) < i1(σ) + i−1(σ) donc

π-mp(σα) < π-mp(σ).

c) si rα = 1, les formules précédentes montrent que

π-mp(σα) =

{

(π-mult(σ), 1, kσα, 1 + i−1(σ)) si i−1(σ) 6= 0,

(π-mult(σ), 0, 0, 0) < π-mp(σ) si i−1(σ) = 0.

Dans le premier cas, si i1(σ) ≥ 2, σα possède une face de codimension

1 π-dépendante (car de π-multiplicité nulle) donc kσα < kσ et par suite

π-mp(σα) < π-mp(σ) ; sinon i1(σ) = 1, par suite π-mp(σα) = π-mp(σ) et

γα, étant de π-multiplicité maximale, est codéfinie par rapport à σα d’après

le lemme 6.4.

d) si rα = −1, les formules précédentes montrent que

π-mp(σα) = (π-mult(σ), 1, kσα, 1 + i+(σ)).

(Remarquons que i+(σ) ≥ i1(σ) ≥ 1). Si i−(σ) ≥ 2, σα possède une face de

codimension 1 π-dépendante (car de π-multiplicité nulle) donc kσα < kσ et

par suite π-mp(σα) < π-mp(σ) ; si i−(σ) = 1, alors

1 + i+(σ) ≥ i1(σ) + i−1(σ) = i1(σ) + 1

et on ne peut conclure à ce stade de la démonstration.

Le bilan est cependant le suivant : si i1(σ) + i−1(σ) ≥ 2 et i1(σ) ≥ 1 alors σ+

satisfait l’une des propriétés A) ou B) sauf si i−1(σ) = i−(σ) = 1. De façon

symétrique, si i1(σ) + i−1(σ) ≥ 2 et i−1(σ) ≥ 1 alors σ− satisfait l’une des

propriétés A) ou B) sauf si i1(σ) = i+(σ) = 1.

Le seul cas restant est donc celui où

i−1(σ) = i−(σ) = i1(σ) = i+(σ) = 1,
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mais alors dim(σ) = 2 ce qui est exclu par l’hypothèse.

Nous aurons besoin du lemme suivant qui précise la proposition 6.5 :

Lemme 6.6. — Soit Σ un éventail de N+, σ un circuit de Σ de dimension strictement

supérieure à 2. Si Star(σ)
′

désigne l’éventail obtenu par la subdivision étoilée positive ou

négative de Star(σ) donnée par la proposition précédente, alors

π-mp(Star(σ)
′
) < π-mp(Star(σ)) dans le cas A)

et

π-mp(Star(σ)
′
) = π-mp(Star(σ)) dans le cas B) .

Indication de démonstration. On montre que si

π-mp(σ) = (π-mult(σ), bσ, kσ, rσ, 1) et π-mp(σ′) = (π-mult(σ′), bσ′ , kσ′ , rσ′, s
′),

alors il existe des entiers e et s supérieurs ou égaux à 1 tels que

π-mp(Star(σ)) = (π-mult(σ)e, bσ, kσ, rσ, s)

et

π-mp(Star(σ)
′
) = (π-mult(σ′)e, bσ′ , kσ′ , rσ′ , s

′s).

6.2. Démonstration du théorème de π-désingularisation.

Soit Σ un éventail de N+. La stratégie est claire : si Σ est π-non-singulier, il n’y

a rien à faire. Sinon, il suffit de construire un éventail Σ1 obtenu par une suite finie

de subdivisions étoilées de Σ n’affectant pas les cônes π-non-singuliers de Σ et véri-

fiant π-mp(Σ1) < π-mp(Σ). Si Σ1 est π-non-singulier, c’est fini, sinon on recommence.

Ce procédé doit s’arrêter après un nombre fini d’étapes et l’éventail obtenu est π-non-

singulier. La construction de Σ1 se fait en trois étapes, illustrées par la figure 4.

Étape 1. Posons π-mp(Σ) = (gΣ, sΣ) et choisissons η un cône maximal de Σ de π-profil

de multiplicité maximal (i.e. égal à gΣ) et soit σ l’unique circuit contenu dans η.

(i) Supposons que dim(σ) > 2 et appliquons alors la proposition 6.5 ; on note Σ ′

l’éventail ainsi obtenu et η ′ le sous-éventail de Σ′ obtenu en subdivisant η.

• Dans le cas A), le lemme 6.6 assure que π-mp(Σ′) < π-mp(Σ). On pose alors

Σ1 := Σ.

• Dans le cas B), le lemme 6.6 assure que π-mp(Σ′) = π-mp(Σ). Soit γ l’unique

face de codimension 1 de η telle que γ ∩ σ = γ ′ (γ′ donnée par la proposition

6.5). Alors γ est codéfinie par rapport à l’unique cône maximal ν de η ′ dont

elle est face, elle est de plus de π-multiplicité maximale.
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(ii) Supposons que dim(σ) ≤ 2 et choisissons une face γ de codimension 1 de η, de

π-multiplicité maximale. Comme dim(σ) ≤ 2, γ est codéfinie par rapport à η.

Le bilan de l’Étape 1 est le suivant : nous avons construit un éventail Σ′, subdivision

étoilée de Σ, vérifiant π-mp(Σ′) ≤ π-mp(Σ) avec

(i) un cône maximal ν de π-profil de multiplicité maximal,

(ii) une face γ de codimension 1 de ν, de π-multiplicité maximale, codéfinie par rapport

à ν.

Choisissons alors τ une face de γ (donc codéfinie par rapport à ν), π-singulière de

dimension minimale, v ∈ par(π(τ)) et ρ ∈ N +
Q dans l’intérieur relatif de τ tel que π(ρ) = v.

Le problème à ce stade est que τ , qui est codéfinie par rapport à ν, ne l’est en général

pas par rapport aux autres cônes maximaux qui la contiennent.

Étape 2. Énonçons la proposition suivante, dont la démonstration sera donnée à la

fin de ce paragraphe :

Proposition 6.7. — Soit Σ un éventail de N+, σ un circuit de Σ. Soit τ dans Star(σ),

π-indépendante. Alors il y a une subdivision de Star(σ), notée Star(σ)
′
, obtenue par

une suite finie de subdivisions étoilées positives ou négatives par rapport à des circuits

successifs contenus dans σ telle que :

(i) π-mp(Star(σ)
′
) ≤ π-mp(Star(σ)),

(ii) τ est une face de Star(σ)
′
(i.e. τ n’est pas affectée par les subdivisions) et τ est

codéfinie par rapport à tous les cônes maximaux de Star(σ)
′
qui la contiennent.

Appliquons cette proposition de la façon suivante à notre situation : on considère

l’ensemble des circuits σ ′ différents de celui contenu dans ν tels que τ est contenu dans

Star(σ′) et on applique la proposition précédente à chacun d’eux (le résultat obtenu ne

dépend pas de l’ordre dans lequel on a considéré les différents σ ′).

Le bilan de l’Étape 2 est alors le suivant : nous avons construit un éventail Σ ′′, obtenu

par une suite de subdivisions étoilées de Σ vérifiant π-mp(Σ ′′) ≤ π-mp(Σ), avec

(i) un cône maximal ν de π-profil de multiplicité maximal,

(ii) une face γ de codimension 1 de ν, de π-multiplicité maximale, codéfinie par rapport

à ν,

(iii) une face τ de γ (donc codéfinie par rapport à ν), π-singulière de dimension minimale,

v ∈ par(π(τ)) et ρ ∈ N+
Q dans l’intérieur relatif de τ tel que π(ρ) = v. De plus, τ

est codéfinie par rapport à tous les cônes maximaux de Σ′′ qui la contiennent.

Étape 3. On note Σ1 l’éventail obtenu par subdivision étoilée de Σ ′′ par rapport à ρ.

Comme τ est codéfinie par rapport à tous les cônes maximaux de Σ ′′ qui la contiennent,

on a π-mp(Σ1) ≤ π-mp(Σ′′) d’après la proposition 6.2, et puisque τ est contenue dans une

face γ de π-multiplicité maximale, on a en fait π-mp(Σ 1) < π-mp(Σ′′), ce qui termine la

démonstration du théorème de π-désingularisation.
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π-mp(Σ1) < π-mp(Σ)

Figure 4. Le théorème de π-désingularisation

Démonstration de la proposition 6.7. Si dim(σ) ≤ 2, il n’y a rien à faire : τ

est codéfinie par rapport à tous les cônes maximaux de Star(σ) qui la contiennent. On

suppose dorénavant que dim(σ) > 2.

Si π-mult(σ) = 1, remarquons que si η est un cône maximal contenant σ, alors toutes

les faces de codimension un π-indépendantes de η ont même π-multiplicité. Soit Star(σ)
+

la subdivision étoilée positive de Star(σ) par rapport à σ. Alors π-mp(Star(σ)
+

) ≤

π-mp(Star(σ)) par le lemme 6.6 et la face τ est codéfinie par rapport à tous les cônes

maximaux de Star(σ)
+

qui la contiennent d’après le lemme 6.4.

La démonstration de la proposition 6.7 se fait alors par récurrence sur π-mult(σ) :

subdivisons une première fois Star(σ) à l’aide de la proposition 6.5. On a π-mp(Star(σ)
′
) ≤

π-mp(Star(σ)) par le lemme 6.6.
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Si le cas A) de la proposition 6.5 se produit, les circuits contenus dans Star(σ)
′

sont

tous de π-multiplicité strictement inférieure à celle de σ et on conclut par l’hypothèse de

récurrence.

Si le cas B) de la proposition 6.5 se produit, seul le circuit σ̄ contenu dans κ ′ pose un

problème a priori car on ne peut pas lui appliquer l’hypothèse de récurrence. Mais si

τ est face d’un cône maximal contenant κ′, alors τ ∩ σ est incluse dans γ ′. En effet :

écrivons σ = 〈ρ1, . . . , ρk〉 et quitte à renuméroter les ρi, on peut supposer que τ =

〈ρl, . . . , ρk, . . . , ρm〉 pour certains indices l et m tels que 2 ≤ l ≤ k et m ≥ k (si τ ∩σ = ∅,

alors τ est codéfinie par rapport à tous les cônes maximaux de Star(σ) qui la contiennent).

Le cône κ′ est de la forme 〈ρ, ρ1, . . . , ρ̌i, . . . , ρk〉 pour un certain i tel que 1 ≤ i ≤ k et

alors γ ′ = 〈ρ1, . . . , ρ̌i, . . . , ρk〉. Comme τ est face d’un cône maximal contenant κ ′, on a

i ≤ l − 1, c’est-à-dire γ ′ = 〈ρ1, . . . , ρ̌i, . . . , ρl, . . . , ρk〉 donc

τ ∩ σ = 〈ρl, . . . , ρk〉 ⊂ γ′ = 〈ρ1, . . . , ρ̌i, . . . , ρl, . . . , ρk〉.

Finalement, comme γ ′ est codéfinie par rapport à κ′, τ est codéfinie par rapport à tout

cône maximal contenant σ̄.
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Operator algebras, unitary representations, enveloping algebras, and invari-

ant theory (Paris, 1989), Progr. Math. 92, Birkhäuser, (509-539) 1990.
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COURBES ENTIÈRES DANS LES SURFACES ALGÉBRIQUES

COMPLEXES

[d’après McQuillan, Demailly–El Goul,...]

par Marco BRUNELLA

1. QUELQUES CONJECTURES ET QUELQUES THÉORÈMES SUR

LES COURBES ENTIÈRES

Soit X une variété complexe. Une courbe entière dans X est une application holomorphe

non constante de la droite complexe C à valeurs dans X. La variété X est hyperbolique

(au sens de Brody [Kob]) si elle ne contient aucune courbe entière. Les variétés complexes

compactes qui possèdent une métrique Kählérienne à courbure sectionnelle holomorphe

négative sont des exemples classiques de variétés hyperboliques [Kob].

Rappelons qu’une variété projective complexe X est de type général si son fibré cano-

nique KX = det(Ω1
X) est gros, c’est-à-dire il existe m ∈ N tel que K⊗m

X possède n + 1

(n = dim X) sections holomorphes globales algébriquement indépendantes s0, ..., sn (i.e.,

les fonctions méromorphes s1

s0
, ..., sn

s0
sont algébriquement indépendantes). La propriété

“KX gros” est très proche (mais un peu plus faible) de “KX ample”, ce qui équivaut

d’ailleurs, du point de vue métrique, à “KX possède une métrique hermitienne à courbure

positive” et donc à “X possède une métrique Kählérienne à courbure de Ricci négative”

(Aubin, Yau). Il est donc naturel de s’attendre à des contraintes sur les courbes entières

dans les variétés de type général. Vers 1980, Green et Griffiths proposaient dans [GGr] la

conjecture suivante.

Conjecture 1.1. — (Green–Griffiths). Soit X une variété projective complexe de type

général, et soit f : C → X une courbe entière dans X. Alors l’image de f n’est pas

Zariski-dense dans X : il existe une hypersurface algébrique Y ⊂ X telle que f(C) ⊂ Y .

Ici l’hypersurface Y dépend, a priori, de la courbe f . On trouve dans les travaux de

Lang (par exemple [Lan]) la conjecture un peu plus forte selon laquelle, étant donné X

comme ci-dessus, il existe une sous-variété propre Z ⊂ X telle que toute courbe entière

dans X est contenue dans Z. En plus, selon cette même conjecture, Z cöıncide avec

l’adhérence de Zariski de l’union de toutes les sous-variétés de X qui sont images de
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variétés abéliennes par des applications rationnelles non constantes. Ces conjectures de

Lang sont intimement liées à certaines conjectures de nature arithmétique, que nous ne

discuterons pas et pour lesquelles nous renvoyons à [Lan].

Si dim X = 1, la conjecture 1.1 ne présente aucune difficulté : “type général” signifie

dans ce cas que le genre de X est au moins 2, et donc toute application holomorphe de

C dans X est constante (Liouville).

Si dim X = n ≥ 2, la situation est par contre beaucoup plus compliquée, et même pour

n = 2 la conjecture 1.1 n’a pas encore été entièrement démontrée. Avant d’énoncer le

théorème de McQuillan, qui constitue l’objet central de cet exposé, nous allons expliquer

une approche de la conjecture 1.1 (et d’autres conjectures sur les courbes entières) qui

s’est révélée fructueuse.

Le point de départ est le résultat suivant, qui se trouve dans [GGr] (avec une lacune

dans la preuve) et dans [Dm1] et [SY2]. Voir aussi [Dm2] pour un exposé très agréable de

ces idées. Soit X une variété projective complexe et soit f : C → X une courbe entière.

Soit P un opérateur différentiel algébrique sur X à valeurs dans le dual A∗ d’un fibré

linéaire ample A ∈ Pic(X) (nous renvoyons aux articles mentionnés pour la définition

exacte de ces opérateurs différentiels, mais le lecteur peut bien s’imaginer ce que cela

signifie). Alors f satisfait l’équation différentielle associée à P :

P (f ′, f ′′, ..., f (k)) ≡ 0.

La preuve de ce théorème est basée sur des arguments de courbure négative (lemme

d’Ahlfors–Schwarz), ou bien sur des estimations de la théorie de Nevanlinna.

Supposons, pour fixer les idées, qu’on veut démontrer qu’une variété X est hyper-

bolique. D’après le résultat ci-dessus, il suffit de construire sur X un nombre assez grand

d’opérateurs différentiels algébriques “indépendants” (et à valeurs dans les duaux de fibrés

amples) : chacun de ces opérateurs donne une équation différentielle satisfaite par toute

application holomorphe f : C → X, et si l’on dispose d’un nombre assez grand d’équations

différentielles “indépendantes” on en déduit la constance de f . Nous expliquerons plus

loin, dans des cas concrets, la notion d’indépendance requise.

La difficulté dans cette approche est qu’il n’est pas du tout facile de construire des

opérateurs différentiels algébriques “indépendants”. Construire des opérateurs différentiels

algébriques revient à construire des sections holomorphes globales de certains fibrés, ce

qu’on peut faire à l’aide de la formule de Riemann–Roch (à condition de savoir calculer

certaines classes de Chern, de savoir démontrer certains théorèmes d’annulation de coho-

mologie,...). Par exemple, dans [GGr] on montre que si X est une surface de type général

alors de tels opérateurs différentiels existent toujours. Mais la condition d’“indépendance”

est souvent difficile, sinon impossible, à vérifier : la formule de Riemann–Roch permet

(parfois) de montrer qu’un fibré a des sections non triviales, voire beaucoup de telles

sections, mais ne permet pas de contrôler les lieux d’annulation de ces sections, et c’est

justement ces lieux d’annulation qui interviennent dans cette condition d’“indépendance”.
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Il y a toutefois des cas où la stratégie qu’on vient de décrire marche assez bien. C’est

par exemple le cas du théorème de Bloch (1926) qui affirme que la conjecture 1.1 est

vraie si dim H0(X, Ω1
X) > dim X et qu’on redémontre dans [GGr] et [Dm1] (entre autres).

Ici, grosso modo, ce sont les 1-formes holomorphes sur X qui fournissent les opérateurs

différentiels recherchés. Un autre exemple remarquable, sur lequel nous reviendrons, est

le théorème de Lu et Yau [LuY] qui prouve la conjecture 1.1 dans le cas des surfaces de

type général avec signature strictement positive (c2
1 > 2c2). Enfin, Siu et Yeung montrent

dans [SY1], par ces mêmes techniques, l’hyperbolicité du complémentaire dans le plan

projectif d’une courbe générique de degré assez grand.

Voici maintenant le théorème de McQuillan, qui prouve la conjecture de Green–Griffiths

dans le cas des surfaces dont la classe de Segre c2
1 − c2 est strictement positive.

Théorème 1.2. — [MQ1]. Soit X une surface projective complexe de type général dont

les nombres de Chern satisfont l’inégalité c2
1(X) > c2(X). Alors aucune courbe entière

dans X n’est Zariski-dense.

C’est-à-dire, une courbe entière dans une telle surface a son image contenue dans une

courbe algébrique, courbe qui doit être, évidemment, rationnelle ou elliptique. D’autre

part, dans les années ’70 Bogomolov avait démontré que, sous les mêmes hypothèses

(et nous verrons que ce n’est pas par hasard), X contient un nombre fini de courbes

rationnelles ou elliptiques [Bog] (voir aussi [Des] pour un exposé dans ce séminaire). On

obtient ainsi (McQuillan + Bogomolov) une confirmation partielle de la conjecture de

Lang : une surface X de type général avec c2
1(X) > c2(X) contient une courbe algébrique

C (dont les composantes irréductibles sont rationnelles ou elliptiques) telle que toute

courbe entière dans X est en fait contenue dans C.

Il nous conviendra de découper le théorème 1.2 en deux morceaux :

Théorème 1.3. — [MQ1] (voir aussi [LuY], [GGr], [Dm1]). Soit X une surface projec-

tive complexe de type général avec c2
1(X) > c2(X) et soit f : C → X une courbe entière.

Il existe alors une surface projective complexe Z, une application holomorphe surjective

π : Z → X et un feuilletage holomorphe (singulier) F sur Z tels que :

i) f se relève sur Z en une courbe entière g (i.e., il existe une courbe entière g : C → Z

telle que π ◦ g = f) ;

ii) g est tangente à F (i.e., si ω est une 1-forme holomorphe locale qui définit F , on a

alors g∗(ω) ≡ 0).

Théorème 1.4. — [MQ1]. Soit Z une surface projective complexe de type général, soit

F un feuilletage holomorphe sur Z et soit g : C → Z une courbe entière tangente à F .

Alors g(C) n’est pas Zariski-dense dans Z.

Le théorème 1.2 est corollaire des théorèmes 1.3 et 1.4. Remarquons que la surface Z

qui apparâıt dans le théorème 1.3 est forcément de type général (car X l’est), même si sa
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classe de Segre c2
1(Z) − c2(Z) n’est plus nécessairement positive. Heureusement, dans le

théorème 1.4 il n’y a aucune hypothèse sur les nombres de Chern de Z.

Le théorème 1.3 n’est pas, à vrai dire, entièrement nouveau. En effet, c’est un cas

spécial du résultat de [GGr], [Dm1] et [SY2] rappelé ci-dessus, via des arguments de

Bogomolov [Bog] (voir aussi [LuY]). Plus exactement, ces arguments de Bogomolov (qu’on

expliquera en détail dans la suite) permettent de montrer l’existence sur X d’opérateurs

différentiels algébriques du premier ordre (i.e., sections holomorphes globales non triviales

de (SymmΩ1
X)⊗A∗, pour m entier assez grand et A ample), et dire qu’une courbe entière

est solution de l’équation différentielle associée à un tel opérateur revient à dire que,

modulo un revêtement Z → X (de degré m), la courbe entière est tangente à un feuilletage

holomorphe. D’ailleurs, c’est en développant ces arguments que Lu et Yau démontrent

le théorème 1.2 dans le cas c2
1(X) > 2c2(X) : en utilisant un résultat de Miyaoka [Miy],

ils montrent (grosso modo) que X posséde deux opérateurs différentiels algébriques du

premier ordre et “indépendants”, donc la courbe entière est tangente à deux feuilletages

holomorphes, ce qui entrâıne bien sûr qu’elle n’est pas Zariski-dense.

La preuve de McQuillan du théorème 1.3 est toutefois indépendante de [GGr], [Dm1],

[SY2] : les arguments de Bogomolov sont combinés avec une inégalité tautologique pour

les courbes entières, démontrée au début de [MQ1] et qui est, d’une certaine façon, la

contrepartie globale des arguments infinitésimaux (lemme d’Ahlfors–Schwarz) de [GGr],

[Dm1], [SY2]. Cette inégalité joue un rôle fondamental aussi dans la preuve du théorème

1.4.

À côté de la conjecture de Green–Griffiths, une autre conjecture sur les courbes entières

qui a été beaucoup étudiée est celle de Kobayashi, formulée autour de 1970.

Conjecture 1.5. — (Kobayashi). i) Pour tout n ≥ 1 il existe un entier d(n) tel que

toute hypersurface générique dans CP n+1 de degré d ≥ d(n) est hyperbolique.

ii) Pour tout n ≥ 1 il existe un entier e(n) tel que pour toute hypersurface générique D

dans CP n de degré e ≥ e(n) le complémentaire CP n \ D est hyperbolique.

Ici générique signifie qu’il faut exclure, dans l’espace des hypersurfaces de degré donné,

celles qui appartiennent à une union dénombrable de sous-ensembles algébriques.

Pour n = 1 la conjecture 1.5 est facile, avec d(1) = 4 et e(1) = 3. Pour n ≥ 2 le résultat

optimal devrait être avec d(n) = e(n) = 2n + 1 [Zai]. Moralement, la partie ii) devrait

être réduisible à la partie i) (avec e(n) = d(n)), en considérant dans CP n+1 l’hypersurface

donnée comme revêtement cyclique de CP n, de degré e et ramifié le long de D, et en rele-

vant sur cette hypersurface les courbes entières dans CP n \D. Il y a toutefois une lacune

dans ce raisonnement, car les hypersurfaces dans CP n+1 obtenues par cette construction

ne sont pas génériques par rapport à la totalité des hypersurfaces. Remarquons cepen-

dant que ces revêtements cycliques forment un sous-ensemble algébrique dans l’ensemble

des hypersurfaces. Pour réparer la lacune, il suffit alors de montrer que ce sous-ensemble
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algébrique n’est pas entièrement contenu dans un des sous-ensembles algébriques exclus

par la partie i) de la conjecture (voir [DEG] pour un exemple de cette démarche).

Dans le cas n = 2, la conjecture de Kobayashi est conséquence de la conjecture de

Green–Griffiths, avec d(2) = e(2) = 5. En effet, une (hyper)surface lisse X dans CP 3 de

degré d ≥ 5 est de type général, donc (si la conjecture 1.1 est vraie) toute courbe entière

dans X est contenue dans une courbe rationnelle ou elliptique. Mais un théorème de

Clemens [Cle] (de Xu [XuG] si d = 5) affirme que, si de plus X est générique, alors X ne

contient aucune courbe rationnelle ou elliptique, d’où son hyperbolicité. Un raisonnement

similaire s’applique au cas du complémentaire CP 2 \ D, via le revêtement cyclique men-

tionné ci-dessus. Le théorème de Clemens est dans ce cas remplacé par la constatation

facile suivante : une courbe générique D ⊂ CP 2 de degré e ≥ 5 coupe toute courbe

elliptique en au moins 1 point et toute courbe rationnelle en au moins 3 points.

Cette réduction de la conjecture de Kobayashi à celle de Green–Griffiths semble envi-

sageable aussi dans le cas n ≥ 3.

On a déjà mentionné le théorème de Siu et Yeung [SY1], qui prouve la conjecture 1.5.ii)

pour n = 2 (avec e(2) de l’ordre de 1013). Suite à [MQ1], Demailly et El Goul ont prouvé

la conjecture 1.5.i), toujours pour n = 2, tout en améliorant considérablement le résultat

de [SY1]. Le même théorème se trouve aussi dans [MQ2], mais avec des estimations sur

le degré un peu moins fines.

Théorème 1.6. — [DEG] (voir aussi [MQ2]). Pour n = 2 la conjecture de Kobayashi

1.5 est vraie, avec d(2) = e(2) = 21.

La partie ii) de la conjecture est analysée dans [DEG] par la construction de revêtements

ramifiés le long de D (idem pour [SY1]). On peut toutefois étudier cette partie sans cette

construction mais en utilisant des techniques “logarithmiques”, à pôles sur D. Par cette

voie, dans un travail plus récent El Goul a prouvé la conjecture 1.5.ii) (n = 2) avec

e(2) = 15 [ElG].

Comme le théorème 1.2, le théorème 1.6 se démontre en deux étapes. D’abord, on

montre que sur un revêtement de la surface X toute courbe entière devient tangente à un

feuilletage holomorphe. Ensuite on applique le théorème 1.4 et on conclut avec [Cle]. La

différence importante avec le théorème 1.2 est que la première partie de cette preuve (la

construction du feuilletage) est bien plus compliquée. La raison est qu’une hypersurface

X dans CP 3 (de degré au moins 3) ne satisfait jamais l’inégalité c2
1(X) > c2(X), ainsi

les arguments de Bogomolov utilisés dans le théorème 1.3 ne sont plus suffisants. Plus

précisément, ces arguments montrent, cette fois, qu’il existe sur X un opérateur différentiel

algébrique du second ordre (et non plus du premier ordre). Un tel opérateur n’engendre

pas un feuilletage sur un revêtement Z de X, mais il engendre plutôt un feuilletage (par

courbes) sur une 3-variété W au-dessus de X; la courbe entière se relève sur W et devient

tangente à ce feuilletage. Il faut ensuite des arguments additionnels et assez délicats pour

“réduire” la dimension de W de 3 à 2.
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2. L’INÉGALITÉ TAUTOLOGIQUE

Soit X une variété complexe compacte et soit f : C → X une courbe entière dans

X. On va d’abord rappeler comment on peut associer à f un courant positif fermé

Φ ∈ A1,1(X)′, de bidegré (1, 1). Grosso modo, Φ sera le “courant d’intégration sur f(C)”,

quitte à surmonter le problème de la non-compacité de C. C’est une construction très

classique, qui dans son essence remonte à Ahlfors [Ahl] et qui se résume dans l’affirmation

suivante : le bord à l’infini de C est négligeable.

Fixons une métrique hermitienne (i.e., une (1, 1)-forme positive) ω sur X. Pour tout

r ∈ R+ définissons le courant positif (non fermé) Φr ∈ A1,1(X)′ par la formule

Φr(η) =

∫ r

0
dt
t

∫

D(t)
f ∗(η)

∫ r

0
dt
t

∫

D(t)
f ∗(ω)

∀η ∈ A1,1(X)

où D(t) ⊂ C est le disque de rayon t (le lecteur pourrait se demander la raison de la

double intégration
∫ r

0
dt
t

∫

D(t)
, à la place de

∫

D(r)
; cette raison est technique, et sera

expliquée plus loin).

Un argument de compacité dans l’espace des courants montre qu’on peut choisir une

suite divergente rn, n ∈ N, telle que Φrn converge, pour n → +∞, vers un courant positif

Φ. Nous voulons toutefois que cette limite soit aussi fermée. En appliquant le théorème de

Stokes, on voit facilement que cette dernière propriété est satisfaite dès que la condition

suivante est remplie : si a(t) = aire(D(t)) (par rapport à la (pseudo)métrique f ∗(ω)),

l(t) = longueur(∂D(t)), A(r) =
∫ r

0
a(t)dt

t
, L(r) =

∫ r

0
l(t)dt

t
, alors

lim
n→+∞

L(rn)

A(rn)
= 0.

Or, c’est justement le “lemme d’Ahlfors” (ou, plus précisément, une variation sur ce

lemme, voir e.g. [Br1] lemme 0) qui garantit l’existence de suites divergentes {rn} rem-

plissant cette condition.

Dorénavant Φ désignera un courant positif fermé associé à f par la construction précé-

dente. Remarquons que Φ ne peut pas être trivial, car Φ(ω) = 1. Un tel courant n’est

pas forcément unique, car il peut dépendre de la suite {rn} (le choix de ω est par con-

tre inessentiel, à constante multiplicative près). On peut toutefois s’arranger pour que

certaines propriétés fonctorielles soient satisfaites : par exemple, si π : X1 → X2 est un

morphisme surjectif entre variétés de même dimension et si f1 et f2 sont deux courbes

entières dans X1 et X2 telles que f2 = π ◦ f1 et f1 n’est pas entièrement contenue dans le

lieu critique de π, on peut alors construire Φ1 et Φ2 tels que π∗(Φ1) = Φ2.

Soit Y une hypersurface complexe compacte dans X, et soit [Y ] sa classe de cohomolo-

gie dans H2(X,R). Le courant fermé Φ détermine lui aussi une classe de cohomologie

[Φ], dans H2n−2(X,R) (où n = dim X). On peut donc faire le produit d’intersection

[Φ] · [Y ] ∈ R ; concrètement, il s’agit de prendre une 2-forme fermée lisse η qui représente
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[Y ] et d’évaluer Φ sur η. La propriété suivante sera essentielle dans la suite :

si f(C) 6⊂ Y alors [Φ] · [Y ] ≥ 0.

La preuve (voir, e.g., [Br1] lemme 1 ou [Dm2]) est une simple application des formules

de Poincaré–Lelong et de Jensen, et c’est exactement ici que la “double intégration” ci-

dessus montre ses qualités. Observons que l’hypothèse “f(C) n’est pas contenue dans

Y ” n’exclut pas que le support de Φ, Supp Φ, soit entièrement contenu dans Y : on a

évidemment Supp Φ ⊂ f(C), mais cette inclusion peut bien être stricte. Par exemple, il

peut arriver que Φ soit le courant d’intégration sur une courbe compacte C ⊂ Y , et dans

ce cas l’inégalité ci-dessus dit quelque chose de non trivial (tandis que si C 6⊂ Y la même

inégalité est triviale).

Après ces préliminaires, nous pouvons maintenant passer à l’inégalité tautologique de

[MQ1].

Soit PTX le fibré tangent projectivisé de X, π : PTX → X la projection canonique,

et OPTX(−1) le fibré tautologique sur PTX (qui a degré −1 sur chaque fibre de π). On

peut relever la courbe entière f sur PTX, à travers sa dérivée projectivisée f ′ : C →

PTX. À f ′ on peut associer un courant positif fermé Φ′ ∈ A1,1(PTX)′, et ensuite on

peut considérer le produit d’intersection entre [Φ′] et la classe de Chern de OPTX(−1),

c1(OPTX(−1)) ∈ H2(PTX,R).

Proposition 2.1. — [MQ1] theorem A.

c1(OPTX(−1)) · [Φ′] ≥ 0.

On peut comprendre cette inégalité de la manière suivante. Soit C une courbe compacte

lisse dans X, et soit C ′ son relevé dans PTX. Alors OPTX(−1)|C′ n’est rien d’autre que

le fibré tangent de C (par tautologie), et donc c1(OPTX(−1)) · [C ′] = χ(C). Le produit

qui apparâıt dans la proposition 2.1 pourrait alors, à raison, être appelé “caractéristique

d’Euler de Φ”, et la proposition 2.1 dirait que cette caractéristique est non-négative ; ce

qui n’est pas inattendu, car Φ est “uniformisé” par C.

La preuve de McQuillan de la proposition 2.1 est, dans ses grandes lignes, la suivante. La

méthode est inspirée des travaux de Faltings et Vojta sur les conjectures (arithmétiques)

de Mordell–Lang [Lan] (on a d’ailleurs déjà noté que ces conjectures arithmétiques sont,

conjecturellement, liées aux courbes entières).

Soient Z = X × X, ∆ ⊂ Z la diagonale, W l’éclatement de Z le long de ∆, Y ⊂ W

le diviseur exceptionnel. On a ∆ ≃ X, Y ≃ PTX, et le fibré OW (Y ) restreint à Y

cöıncide avec OPTX(−1). La courbe f se relève sur Z, en posant f̂ : C → X × X,

f̂(t) = (f(t), f(t)). On ne peut pas relever f̂ sur W , car f̂(C) ⊂ ∆. Toutefois, on peut

déformer f̂ de façon telle que son image ne soit plus contenue dans ∆ : pour tout s ∈ C

(proche de 1) on définit f̂s : C → X×X, f̂s(t) = (f(t), f(st)). Pour s 6= 1 (proche de 1) on

peut maintenant relever f̂s sur W , en obtenant ainsi des courbes entières f̃s : C → W qui
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ne sont pas contenues dans l’hypersurface Y . Comme d’habitude, on associe aux courbes

entières f̃s des courants positifs fermés Φ̃s. Puisque f̃s(C) 6⊂ Y , on a alors [Φ̃s] · [Y ] ≥ 0,

c’est-à-dire c1(OW (Y )) · [Φ̃s] ≥ 0. Ensuite on passe à la limite pour s → 1 : les courbes

f̃s : C → W “convergent” vers la dérivée f ′ : C → PTX ≃ Y ⊂ W . On en déduit que

c1(OW (Y )) · [Φ′] ≥ 0. Mais OW (Y )|Y ≃ OPTX(−1), d’où la conclusion de la proposition

2.1.

On trouve dans [Vo1] une autre preuve de la proposition 2.1, ainsi que sa généralisation

au cas logarithmique (déguisée dans [MQ1] sous la forme d’inégalité tautologique raffinée).

Les arguments de Vojta sont plus “classiques”, ils sont basés sur des estimations de la

théorie de Nevanlinna.

Voici cette généralisation logarithmique. Supposons que X contient une hypersurface

D à croisements normaux, telle que f(C) ∩ D = ∅. Soit TX(log D) le fibré tangent

logarithmique de X à pôles sur D (i.e., le dual de Ω1
X(log D) ; il est donc engendré

localement par les champs de vecteurs holomorphes tangents à D). Soit PTX(log D)

son projectivisé et OPTX(log D)(−1) son fibré tautologique. Comme auparavant, on peut

encore relever f sur PTX(log D) et associer à ce relevé f ′ un courant positif fermé Φ′.

On a alors

Proposition 2.2. — [Vo1] proposition 5.1 (voir aussi [MQ1] theorem II.3.3.2.bis).

c1(OPTX(log D)(−1)) · [Φ′] ≥ 0.

Pour terminer cette section, signalons que dans [MQ1] et [Vo1] on trouve en réalité des

inégalités plus précises et générales que celles ci-dessus. Tout d’abord, McQuillan et Vojta

ne travaillent pas avec le courant Φ (ou Φ′), mais directement avec la courbe entière f (ou

f ′). Ils obtiennent donc des estimations sur la croissance de
∫ r

0
dt
t

∫

D(t)
(f ′)∗(η), où η est une

2-forme qui représente la classe de Chern du fibré tautologique, dont les propositions 2.1

et 2.2 sont des corollaires. En plus, McQuillan ne se limite pas aux courbes entières, mais

il considère aussi des courbes “ramifiées sur C”, et Vojta ne demande pas f(C)∩D = ∅,

mais seulement f(C) 6⊂ D. Par conséquent dans leurs estimations apparaissent des termes

correctifs, qui sont toutefois identiquement nuls dans les cas que nous avons traités.

3. CONSTRUCTION DE FEUILLETAGES

Dans cette section nous expliquerons d’abord la preuve de McQuillan du théorème 1.3,

basée sur des idées de Bogomolov [Bog] [Des] et l’inégalité tautologique de la section

précédente. Voir aussi [DEG] section 2 pour une preuve légèremente différente, qui utilise

le lemme de Ahlfors–Schwarz de [Dm1] ou [SY2] à la place de l’inégalité tautologique.

Soit X une surface projective complexe lisse de type général. Comme dans la section

précédente, soit OPTX(−1) le fibré tautologique sur PTX (qui est une 3-variété), soit
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OPTX(1) son dual, et soit OPTX(m) = OPTX(1)⊗m. Rappelons le fait suivant : pour

tout fibré linéaire L sur X, la cohomologie de X à coefficients dans (SymmΩ1
X) ⊗ L est

isomorphe à celle de PTX à coefficients dans OPTX(m) ⊗ π∗(L).

L’hypothèse du théorème 1.3 sur les nombres de Chern de X est utilisée exclusivement

à travers le lemme suivant.

Lemme 3.1. — (Bogomolov). Si c2
1(X) > c2(X), alors le fibré OPTX(1) est gros.

Preuve

Un calcul standard donne c3
1(OPTX(1)) = c2

1(X)−c2(X) > 0, et ainsi d’après la formule

de Riemann–Roch appliquée à OPTX(m) on a

dim H0(PTX,OPTX(m)) + dim H2(PTX,OPTX(m)) > cm3

pour un certain c > 0 et pour tout m ≫ 0. D’autre part, par dualité de Serre et

l’isomorphisme KX ⊗ TX ≃ Ω1
X , on a

H2(PTX,OPTX(m)) ≃ H2(X, SymmΩ1
X) ≃ H0(X, K

⊗(1−m)
X ⊗ SymmΩ1

X).

Mais X est de type général, donc K
⊗(m−1)
X a des sections holomorphes globales non triviales

pour m ≫ 0, et par conséquent

dim H0(X, K
⊗(1−m)
X ⊗ SymmΩ1

X) ≤ dim H0(X, SymmΩ1
X) = dim H0(PTX,OPTX(m))

pour m ≫ 0. Donc dim H0(PTX,OPTX(m)) ≥ dim H2(PTX,OPTX(m)) pour m ≫ 0,

d’où la conclusion cherchée : dimH0(PTX,OPTX(m)) a une croissance cubique en m, ce

qui équivaut à dire que OPTX(1) est gros.

On pourrait remarquer que la preuve ci-dessus n’a pas réellement besoin que X soit de

type général : il suffit que K⊗m
X soit effectif pour m ≫ 0, ce qui est bien plus faible que

KX gros. Mais, d’après la classification des surfaces, toute surface X avec K⊗m
X effectif

pour m ≫ 0 et c2
1(X) > c2(X) est en fait de type général.

Fixons sur X un fibré ample A. Puisque OPTX(1) est gros, le fibré OPTX(m)⊗ π∗(A∗)

est aussi gros pour m ≫ 0 (la propriété “gros” est ouverte), et en particulier il possède

des sections holomorphes globales non triviales (en fait, pour tout fibré linéaire L, il y a

équivalence entre “L est gros” et “pour tout fibré linéaire B le fibré L⊗m ⊗ B est effectif

pour m ≫ 0”). Soit s une telle section et soit D = (s = 0) ⊂ PTX son diviseur des zéros,

ainsi OPTX(D) est isomorphe à OPTX(m) ⊗ π∗(A∗).

Soient f : C → X une courbe entière, f ′ : C → PTX son relevé, Φ′ ∈ A1,1(PTX)′ un

courant positif fermé associé à f ′. Notons que Φ = π∗(Φ
′) est un courant positif fermé

non trivial (en fait, c’est un courant associé à f) et donc c1(π
∗(A)) · [Φ′] = c1(A) · [Φ] > 0

car A est ample. On a alors

[Φ′] · [D] = c1(OPTX(m)) · [Φ′] − c1(π
∗(A)) · [Φ′] < 0
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car c1(OPTX(m)) · [Φ′] ≤ 0 d’après la proposition 2.1. De cette inégalité et du fait que

D est un diviseur positif on déduit qu’il existe une composante irréductible Z de Supp D

qui contient toute la courbe entière f ′ :

f ′(C) ⊂ Z.

Distinguons alors deux situations possibles :

1) Z est verticale, i.e. π(Z) est une courbe algébrique C dans X : on a évidemment

f(C) ⊂ C et le théorème 1.3 (ainsi que le théorème 1.2) est démontré.

2) Z est horizontale, i.e. π(Z) = X. Une telle surface est munie naturellement d’un

feuilletage tautologique F : si z ∈ Z est un point générique, où Z est transverse à la

fibration π, alors un voisinage U de z dans Z induit un feuilletage sur un voisinage V

de x = π(z) dans X (U est une section de PTX au-dessus de V ), et ce feuilletage se

relève sur U à travers l’isomorphisme U
π
→ V (les feuilles dans U sont donc les dérivées

des feuilles dans V ) ; ensuite, ce feuilletage (non singulier) sur un ouvert de Zariski de Z

s’étend à un feuilletage (singulier) sur toute la surface Z. Bien sûr, Z peut être singulière,

et dans ce cas il vaut mieux la remplacer par sa désingularisation, qu’on notera encore par

Z ; le feuilletage F et la courbe f ′ se relèvent, évidemment, sur cette désingularisation.

Or, le fait que f ′ soit à valeurs dans Z et que f ′ soit la dérivée d’une courbe dans X

impliquent, tautologiquement, que f ′ est tangente à F . Voici donc démontré le théorème

1.3 (avec g = f ′).

En principe, ces arguments pourraient être considérablement améliorés. Plutôt que

prendre une seule section s de OPTX(m)⊗π∗(A∗) et son diviseur D = (s = 0), il convient

introduire le lieu base Bm ⊂ PTX de ce même fibré, défini comme l’intersection des

lieux d’annulation de toutes les sections du fibré. Les arguments qui précèdent montrent

alors que f ′(C) ⊂ Bm. Si on a la chance de démontrer que dimBm ≤ 1 pour m assez

grand, on aura alors une preuve directe du théorème 1.2 qui ne nécessitera pas l’usage des

feuilletages. Et si, sous certaines hypothèses, on arrive à montrer que dimBm ≤ 0, on aura

alors démontré l’hyperbolicité de X (c’est le cas, par exemple, d’une variété Kählérienne

à courbure sectionnelle négative, car OPTX(1) est alors ample et donc Bm = ∅ pour m

assez grand). Mais, malheureusement, le contrôle de ce lieu base Bm est très difficile : le

lemme 3.1 garantit que OPTX(m) ⊗ π∗(A∗) a beaucoup de sections, mais ne dit rien sur

les lieux d’annulation de ces sections.

Il y a toutefois un cas particulier où cette approche est effective, grâce à un théorème

de Miyaoka [Miy] [LuY] (voir aussi [MQ1] theorem II.0.2.2 et [DEG] theorem 2.3).

Lemme 3.2. — (Miyaoka). Soit X une surface projective complexe de type général avec

c2
1(X) > 2c2(X). Soit Z ⊂ PTX une surface irréductible horizontale. Alors le fibré

OPTX(1)|Z est gros.
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Preuve

L’argument est proche de celui du lemme 3.1, mais en plus il faut utiliser la semi-

stabilité de Ω1
X et les inégalités qui en découlent [Bog]. Sans perdre de généralité, on peut

supposer X minimale, c’est-à-dire KX numériquement effectif (rappelons qu’un fibré est

numériquement effectif s’il a degré non-négatif sur toute courbe).

Calculons c2
1(OPTX(1)|Z). Le fibré OPTX(Z) est isomorphe à OPTX(m)⊗π∗(L) pour un

certain m ∈ N (le degré de Z → X) et un certain L ∈ Pic(X). Ce fibré étant effectif, on

en déduit que (SymmΩ1
X) ⊗ L a une section globale non triviale, i.e. L∗ a un morphisme

non trivial vers SymmΩ1
X . La semi-stabilité de Ω1

X , et donc de SymmΩ1
X , donne alors

l’inégalité

c1(L) · c1(X) ≤
m

2
c2
1(X).

On obtient ainsi

c2
1(OPTX(1)|Z) = c2

1(OPTX(1)) · [c1(OPTX(m)) + c1(π
∗(L))] =

= m(c2
1(X) − c2(X)) − c1(X) · c1(L) ≥

m

2
(c2

1(X) − 2c2(X)) > 0.

La formule de Riemann–Roch et la dualité de Serre impliquent que OPTX(1)|Z ou bien

son dual OPTX(−1)|Z est gros. Mais la deuxième possibilité est exclue, car on obtient

aussi

c1(OPTX(−1)|Z) · c1(π
∗(KX)|Z) = c1(X) · c1(L) − mc2

1(X) ≤ −
m

2
c2
1(X) < 0

et le produit d’intersection entre un fibré gros et un fibré numériquement effectif, tel que

KX et donc π∗(KX)|Z , ne peut pas être strictement négatif.

Ce lemme ne dit pas que le lieu base de OPTX(m)⊗π∗(A∗) est de dimension 1 (au plus),

car les sections de ce fibré sur Z ne s’étendent pas nécessairement à toute la variété PTX.

Mais les arguments précédents s’appliquent encore sans aucun problème : si f : C → X

est telle que f ′ : C → PTX est à valeurs dans une surface horizontale Z, et si s est une

section non triviale de [OPTX(m) ⊗ π∗(A∗)]|Z , alors l’image f ′(C) est en fait contenue

dans la courbe C = (s = 0). En effet, on peut considérer Φ′ comme courant sur Z, et

évidemment c1(OPTX(m)|Z) · [Φ′] = c1(OPTX(m)) · [Φ′] ≤ 0, d’où [Φ′] · [C] < 0. Cela

prouve, d’après Lu et Yau [LuY], la conjecture de Green–Griffiths dans le cas c2
1 > 2c2.

Pour terminer cette discussion autour du théorème 1.3, rappelons deux résultats de

Bogomolov et Vojta qui avaient exploité précédemment les mêmes techniques.

Dans [Bog] (voir aussi [Des]) on montre qu’une surface X de type général avec c2
1(X) >

c2(X) contient un nombre fini de courbes rationnelles ou elliptiques. D’après ce qui

précède, ces courbes (qui sont entières...) sont tangentes à un feuilletage, quitte à passer

sur un revêtement Z de X. Leur finitude provient alors d’un théorème de Jouanolou [Jou]

qui affirme qu’un feuilletage sur une surface possède un nombre fini de feuilles algébriques,

sauf dans le cas où le feuilletage est donné par les niveaux d’une fonction rationnelle. Mais
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dans ce dernier cas on déduit encore la finitude des courbes rationnelles ou elliptiques sur

X, car une surface de type général ne possède aucune fibration rationnelle ou elliptique.

Dans [Vo2] on montre qu’une fibration X
F
→ C, où X est une surface algébrique, C

est une courbe algébrique, la fibre générique de F est de genre ≥ 2, et F n’est pas

isotriviale, possède un nombre fini de sections (“conjecture de Mordell géométrique”,

prouvée originairement par Manin et ensuite par beaucoup de monde, voir [Lan] pour une

discussion approfondie ; le résultat de Vojta fournit des estimations différentes de celles des

résultats antérieurs). La preuve consiste à construire un feuilletage (sur un revêtement...)

qui contient ces sections comme feuilles, et ensuite on applique à nouveau le théorème de

Jouanolou. La construction du feuilletage est similaire à celle de Bogomolov.

Passons maintenant aux constructions de [DEG] et [MQ2], visant à la conjecture de

Kobayashi.

Si X est une hypersurface lisse dans CP 3, de degré d ≥ 5 afin qu’elle soit de type général,

le lemme 3.1 ne s’applique pas, car c2
1(X) < c2(X) (et, en fait, on peut même montrer

que OPTX(1) n’est jamais gros dans ce cas). On a toutefois l’inégalité c2
1(X) > 9

13
c2(X)

dès que d ≥ 15, ce qui sera utile dans la suite.

Pour obtenir des équations différentielles satisfaites par les courbes entières dans X il

faut prendre en considération les dérivées secondes de ces courbes. Soit donc J2 → X le

fibré des 2-jets des courbes holomorphes dans X, et soit E2 → X le quotient de J2 par

l’action du groupe des 2-jets de difféomorphismes de (C, 0) (voir [Dm1] ou [DEG] pour

plus de détails sur ces fibrés). Il faut penser à E2 comme étant le fibré des 2-jets des

courbes holomorphes “non paramétrées”. On a une CP 1-fibration E2
π̂
→ PTX, induite

par 2-jet 7→ 1-jet, et un fibré tautologique OE2(−1) ∈ Pic(E2). On a aussi une fibration

π̃ = π ◦ π̂ : E2 → X. Remarquons que dim E2 = 4.

Lemme 3.3. — [Dm1] (voir aussi [DEG] et [MQ2]). Soit X une surface de type général

avec c2
1(X) > 9

13
c2(X). Alors le fibré OE2(1) est gros.

La preuve imite celle du lemme 3.1 : on calcule c4
1(OE2(1)), qui se trouve être positive-

ment proportionnel à 13c2
1(X)−9c2(X), ensuite on applique la formule de Riemann–Roch,

et la dualité de Serre pour contrôler la cohomologie en degré positif. À noter que la co-

homologie de E2 à coefficients dans OE2(m) (y comprise celle en degré 0) s’exprime en

termes de celle de X à coefficients dans certains fibrés vectoriels, les fibrés des opérateurs

différentiels algébriques du second ordre.

En particulier, sous les hypothèses du lemme 3.3 (satisfaites par les hypersurfaces de

degré ≥ 15) le fibré linéaire OE2(m) ⊗ π̃∗(A∗), où A ∈ Pic(X) est ample, a des sections

holomorphes globales non triviales pour m ≫ 0. Si f : C → X est une courbe entière

et f ′′ : C → E2 son relevé, on en déduit que l’image f ′′(C) est contenue dans une

hypersurface W ⊂ E2, composante irréductible du lieu d’annulation d’une section de
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OE2(m) ⊗ π̃∗(A∗) :

f ′′(C) ⊂ W.

Cette dernière affirmation est démontrée dans [DEG] comme conséquence du lemme de

Ahlfors–Schwarz de [GGr], [Dm1] et [SY2], et dans [MQ2] à l’aide d’une inégalité tau-

tologique pour les dérivées d’ordre supérieur.

Comme dans le cas c2
1 > c2, on a donc deux situation possibles. Si W est verticale, i.e.

π̂(W ) ⊂ PTX est une surface Z, on en déduit que f ′(C) ⊂ Z et donc soit f(C) est dans

une courbe C ⊂ X (si Z est verticale) soit f ′ est tangente au feuilletage tautologique de Z

(si Z est horizontale). Si, par contre, W est horizontale, i.e. π̂(W ) = PTX, on en déduit

seulement que f ′′ est tangente au feuilletage tautologique (par courbes) de W . Puisque

dim W = 3 et puisqu’on ne connâıt pas grand chose sur les feuilletages en dimension

≥ 3, dans ce deuxième cas il faut des arguments supplémentaires pour se ramener à la

dimension 2.

Une démarche naturelle est alors la suivante, inspirée du résultat de [LuY] expliqué

ci-dessus : essayer de démontrer que, si W ⊂ E2 est horizontale, le fibré OE2(1)|W est

encore gros. Cela donnera une surface Ẑ ⊂ W telle que f ′′(C) ⊂ Ẑ, et donc une surface

Z = π̂(Ẑ) ⊂ PTX telle que f ′(C) ⊂ Z. Si l’on cherche un résultat “général” dans cette

direction, avec des hypothèses concernant seulement les nombres de Chern de X, il faudra

alors imposer sur c2
1(X) et c2(X) une inégalité plus forte que celle qui apparâıt dans le

lemme 3.3. Dans [DEG] on fait un tel calcul, qui est encore une fois basé sur la semi-

stabilité de Ω1
X , et on trouve que l’inégalité à imposer est c2

1(X) > 9
7
c2(X). Ce résultat

“général” n’est pas très utile à ce point, car nous savons déjà construire des feuilletages

sur des surfaces sous l’hypothèse plus faible c2
1(X) > c2(X)...

Toutefois, les hypersurfaces génériques dans CP 3 ont une propriété remarquable : leur

groupe de Picard est isomorphe à Z (théorème de Noether–Lefschetz). En utilisant cette

propriété, Demailly et El Goul parviennent à démontrer que pour avoir OE2(1)|W gros il

suffit d’avoir une inégalité du type

c2
1(X) >

9

13 + 12θ2

c2(X)

où θ2 = θ2(X) est l’infimum des nombres rationnels l
m

(avec m ∈ N, l ∈ Z) tels que le

fibré OE2(m)⊗ π̃∗(K⊗l
X ) a des sections holomorphes globales non triviales. On a θ2 < 0 car

OE2(1) est gros, et θ2 > −∞ car KX est gros. Bien sûr, cette inégalité est plus forte que

c2
1(X) > 9

13
c2(X). Mais Demailly et El Goul arrivent aussi à donner des estimations sur

θ2 et, enfin, ils montrent par cette voie que l’inégalité c2
1(X) > 9

13+12θ2
c2(X) est satisfaite

par les hypersurfaces génériques de CP 3 dès que leur degré est ≥ 21.

Tous ces calculs sont assez compliqués, et nous ne pouvons que renvoyer à [DEG]

pour les détails. Observons toutefois l’aspect suivant. Prouver une estimation du type

“θ2 > ...” signifie prouver que certains fibrés n’ont aucune section non triviale. Or, si on

a une famille (connexe) de surfaces (e.g., la famille des hypersurfaces lisses de CP 3 de
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degré fixé) il suffit de faire cela dans le cas d’une seule surface pour en déduire la même

propriété pour toute les surfaces génériques de la famille (théorème de semi-continuité).

C’est donc ici que le fait de travailler avec des hypersurfaces de CP 3, et pas avec des

surfaces abstraites, se révèle très utile : on choisit une hypersurface spéciale dans CP 3 et

on fait les calculs sur elle.

En conclusion, donc, Demailly et El Goul montrent que si X ⊂ CP 3 est générique de

degré d ≥ 21 et si f : C → X est une courbe entière, il existe une surface Z → X, un

feuilletage F sur Z, un relevé g : C → Z de f sur Z tangent à F . Le théorème 1.4

et le théorème de Clemens [Cle] conduisent alors à la preuve du théorème 1.6 : X est

hyperbolique. Cela se trouve aussi dans [MQ2], suivant le même schéma mais avec des

détails qui semblent un peu plus compliqués (d’ailleurs, McQuillan étudie une situation

plus générale que celle de la conjecture de Kobayashi).

Terminons cette section avec quelques remarques sur le cas logarithmique.

Soit X une surface projective complexe et soit D ⊂ X une courbe à croisements nor-

maux. Pour étudier les courbes entières dans X \ D il est alors naturel de travailler avec

des objets à singularités logarithmiques le long de D. Soit donc PTX(log D) le fibré

tangent logarithmique projectivisé, et soit OPTX(log D)(−1) son fibré tautologique.

Comme dans le lemme 3.1, on obtient que si (X, D) est de type log-général (i.e., KX ⊗

OX(D) est gros) et si c2
1(TX(log D)) > c2(TX(log D)), alors OPTX(log D)(1) est gros. Cela

fournit donc un feuilletage sur un revêtement Z de X, et les courbes entières dans X \D

se relèvent en feuilles de ce feuilletage. Bien sûr, la proposition 2.1 est ici remplacée par

sa version logarithmique 2.2.

Sans surprise, cela ne marche jamais si X = CP 2 et D est une courbe lisse : l’inégalité

ci-dessus entre nombres de Chern logarithmiques n’est jamais satisfaite. Il faut à nouveau

prendre en compte les dérivées secondes, etc.. On trouve tout cela dans [ElG], où l’auteur

prouve la deuxième partie de la conjecture de Kobayashi avec e(2) = 15. Bien sûr, le

théorème 1.4 est, dans ce contexte, remplacé lui aussi par sa version logarithmique.

4. FEUILLES ENTIÈRES

Dans cette section nous expliquerons les idées qui apparaissent dans la preuve du

théorème 1.4.

Soit X une surface projective complexe lisse et F un feuilletage sur X, à singularités

isolées. La donnée d’un tel feuilletage équivaut à la donnée d’une suite exacte

0 → N∗
F → Ω1

X → IS · KF → 0

où N∗
F et KF sont des fibrés linéaires sur X (le fibré conormal et le fibré canonique de F),

S est un sous-schéma de X de codimension 2 (le schéma singulier de F), et IS est son
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idéal. Plus exactement, N∗
F (resp. TF = K∗

F) est le fibré linéaire engendré par les 1-formes

holomorphes locales (resp. les champs de vecteurs holomorphes locaux) qui définissent F .

En prenant le déterminant de la suite exacte ci-dessus, on obtient

KX = KF ⊗ N∗
F .

On peut associer à F son graphe F ⊂ PTX : c’est une surface irréductible, qui coupe

chaque fibre de π : PTX → X au-dessus d’un point non singulier x en un seul point vx

(= la droite tangente à F en x) et qui contient chaque fibre de π au-dessus d’un point

singulier. En général, F peut avoir des singularités, au-dessus de certains points singuliers

de F .

Remarquons que l’énoncé du théorème 1.4 est invariant par transformations bira-

tionnelles : on peut donc faire tous les éclatements qu’on veut. Cela permet, grâce à

un théorème classique de Seidenberg [Sei], de supposer que toutes les singularités de F

sont réduites. Nous ne voulons pas rentrer ici dans les détails de cette théorie (voir, e.g.,

[Br2] pour un exposé plus complet), et pour simplifier l’exposition nous allons dans la

suite faire les hypothèses suivantes :

i) F a une seule singularité, p (ce qui évitera l’introduction de trop d’indices) ;

ii) p est une singularité réduite et non dégénérée, i.e. F est engendré au voisinage de p

par un champ de vecteurs holomorphe dont la partie linéaire en p a valeurs propres λ1, λ2

avec λ1 · λ2 6= 0 et λ1

λ2
6∈ Q+ (ce qui excluera les singularités de type “nœud-col”, qui

donnent quelque difficulté technique en plus).

Bien sûr, les deux propositions ci-dessous restent vraies dans le cas général des feuilletages

à singularités réduites, voir [MQ1] et [Br1].

Le graphe F ⊂ PTX contient la fibre E = π−1(p), et l’hypothèse ii) implique que F

est lisse au voisinage de E (et donc partout). En fait, la projection π : F → X s’identifie

à l’éclatement de X en p et E ⊂ F est son diviseur exceptionnel. La restriction du

fibré tautologique OPTX(−1) à F cöıncide avec π∗(TF) hors de E (par tautologie) et avec

OF (E) le long de E (car deg(OPTX(−1)|E) = −1 = deg(OF (E)|E)). C’est-à-dire :

OPTX(−1)|F = π∗(TF) ⊗OF (E).

Soit f : C → X une feuille entière de F , i.e. une courbe entière tangente à F . La

dérivée f ′ : C → PTX est donc à valeurs dans F . Si Φ′ ∈ A1,1(PTX)′ est un courant

positif fermé associé à f ′ (qu’on peut aussi identifier à un courant sur F ), l’inégalité

tautologique (proposition 2.1) donne alors l’inégalité

c1(π
∗(TF)) · [Φ′] + [Φ′] · [E] ≥ 0

i.e.

c1(TF) · [Φ] ≥ −[Φ′] · [E]
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où Φ = π∗(Φ
′) est un courant positif fermé associé à f . Notons que [Φ′] · [E] ≥ 0, car

f ′(C) 6⊂ E. Le résultat suivant de McQuillan est alors une amélioration significative de

l’inégalité ci-dessus.

Proposition 4.1. — [MQ1] theorem II.3.3.2. Si f(C) est Zariski-dense dans X, on a

c1(TF) · [Φ] ≥ 0.

Preuve

Supposons d’abord que f ne passe pas par p : f(C) ∩ {p} = ∅ (mais, bien sûr, p peut

être dans Supp Φ, sinon tout est trivial).

Soit alors X(1) π(1)

→ X l’éclaté de X en p, E(1) ⊂ X(1) le diviseur exceptionnel, f (1) :

C → X(1) le relevé de f . Le feuilletage F se relève en un feuilletage F (1) sur X(1), tangent

à E(1). On peut donc considérer son graphe logarithmique F (1) ⊂ PTX(1)(log E(1)). Or,

F (1) a deux singularités p(1), q(1) sur E(1), qui sont encore réduites et non dégénérées.

Mais du point de vue logarithmique ces deux points p(1) et q(1) ne sont pas singuliers : si

v est un champ de vecteurs holomorphe local qui engendre F (1) au voisinage de p(1), alors

v s’annule en p(1) en tant que section de TX(1), mais il ne s’annule pas en tant que section

de TX(1)(log E(1)). Cela signifie que le graphe F (1) est une section de PTX(1)(log E(1))

même au-dessus de p(1) et q(1), et donc partout. On obtient alors la formule tautologique

OPTX(1)(log E(1))(−1)|F (1) = π∗(TF(1)).

Notons, à ce propos, que le “fibré tangent logarithmique” du feuilletage F (1) cöıncide

avec son fibré tangent ordinaire TF(1) , puisqu’un champ de vecteurs local qui engendre le

feuilletage est forcément logarithmique, i.e. tangent à E(1). Par contre, le “fibré conormal

logarithmique” de F (1) est égal à N∗
F(1) ⊗ OX(1)(E(1)) et diffère donc du fibré conormal

ordinaire.

La feuille entière f (1) : C → X(1) a son image disjointe de E(1), on peut donc lui

appliquer l’inégalité tautologique logarithmique (proposition 2.2), ce qui donne

c1(TF(1)) · [Φ(1)] ≥ 0

où Φ(1) est un courant positif fermé associé à f (1). On peut supposer que Φ(1) se projette

sur Φ par π(1), et d’autre part TF(1) cöıncide avec (π(1))∗(TF) car p est réduite. On obtient

ainsi l’inégalité cherchée :

c1(TF) · [Φ] ≥ 0.

Le cas général, où f passe par p, nécessite une “suite infinie” d’éclatements. On peut

faire à nouveau la construction précédente, mais alors f (1)(C) n’est plus disjointe de E(1)

car elle peut contenir p(1) et/ou q(1). Il faut donc éclater p(1) et q(1), en obtenant une

surface X(2), une projection X(2) π(2)

→ X avec E(2) = (π(2))−1(p) = châıne de 3 courbes

rationnelles, un feuilletage F (2) tangent à E(2) et une feuille entière f (2) : C → X(2).

Le feuilletage F (2) est singulier aux points de croisement de E(2) et, en plus, en deux
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points p(2) et q(2), qui se trouvent aux extrémités de E(2) et qui sont susceptibles d’être

dans l’image de f (2). On éclate p(2) et q(2), on itère la construction, et pour tout n ∈ N

on obtient ainsi une surface X(n) π(n)

→ X, une châıne de (2n − 1) courbes rationnelles

E(n) = (π(n))−1(p), un feuilletage F (n) tangent à E(n), une feuille entière f (n) : C → X(n),

et deux singularités p(n) et q(n) aux extrémités de E(n).

Soit alors D(n) ⊂ X(n) la châıne de (2n − 3) courbes rationnelles qui s’obtient de E(n)

en ôtant les deux courbes rationnelles extrémales. On a f (n)(C) ∩ D(n) = ∅, et on peut

maintenant appliquer l’inégalité tautologique logarithmique à f (n) : C → X(n) \D(n). Du

point de vue logarithmique (à pôles sur D(n)) F (n) est singulier seulement en p(n) et q(n).

On obtient ainsi l’inégalité

c1(TF(n)) · [Φ(n)] ≥ −[(Φ(n))′] · ([Ep(n) ] + [Eq(n) ])

où Ep(n) et Eq(n) sont les fibres de PTX(n)(log D(n)) au-dessus de p(n) et q(n), fibres con-

tenues dans le graphe logarithmique de F (n). Puisque TF(n) = (π(n))∗(TF) et π
(n)
∗ (Φ(n)) =

Φ, on a

c1(TF) · [Φ] ≥ −[(Φ(n))′] · ([Ep(n) ] + [Eq(n) ]).

D’autre part, un calcul simple (voir [Br1] page 206) montre que

[Φ(n)]2 = [Φ]2 − [Φ′] · [E] −
n−1∑

j=1

{[(Φ(j))′] · [Ep(j) ] + [(Φ(j))′] · [Eq(j) ]}.

C’est à ce point que l’hypothèse de Zariski-densité de f (et donc de f (n) pour tout n)

intervient : cette hypothèse implique que les classes des courants Φ(n) sont numériquement

effectives, et par conséquent [Φ(n)]2 ≥ 0. La somme
∑n−1

j=1{...} ci-dessus est donc majorée,

pour tout n, par [Φ]2. Cela implique que [(Φ(n))′] · [Ep(n) ] et [(Φ(n))′] · [Eq(n) ] (qui sont

non-négatifs) tendent vers 0 pour n → +∞. L’inégalité

c1(TF) · [Φ] ≥ 0

s’obtient alors par passage à la limite.

À coté de la proposition 4.1, qui estime c1(TF) · [Φ], on a la proposition suivante, qui

estime c1(NF) · [Φ]. Nous suivrons ici [Br1], qui donne un résultat un peu meilleur que

celui de [MQ1] et qui permettra donc d’abréger la conclusion de la preuve du théorème

1.4.

Proposition 4.2. — [Br1] théorème 2. Si f(C) est Zariski-dense dans X, on a

c1(NF) · [Φ] ≥ 0.

Preuve

On a déjà observé dans la section 2 que, bien que f soit Zariski-dense, le courant Φ

peut contenir le courant d’intégration sur une courbe algébrique. Dans la suite, pour
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simplifier, on va supposer que Φ ne contient pas de telle composante (voir [Br1] pour le

cas général, qui demande simplement des arguments logarithmiques). Cela revient à dire

que les nombres de Lelong de Φ hors des singularités de F sont nuls.

Le produit c1(NF) · [Φ] est égal à Φ(Ω), où Ω est une 2-forme fermée qui représente

c1(NF). On va donc construire une telle 2-forme, en suivant les idées de Baum et Bott

[BBo]. Remarquons que le fibré NF est, hors de la singularité p, plat le long des feuilles de

F . Cela permet de construire une 2-forme fermée Ω telle que [Ω] = c1(NF) et Ω|F ≡ 0 hors

d’un voisinage U de p. Un calcul standard (voir, e.g., [Br1] ou [Br2] chapter 3) donne

aussi la recette suivante pour Ω|F dans U . Soit ω une 1-forme holomorphe locale qui

engendre F dans U et soit β une (1, 0)-forme C∞ sur U telle que dω = β ∧ω dans U \ V ,

où V ⊂⊂ U est un autre voisinage de p. Une telle β existe toujours (voir ci-dessous) ; en

général, on ne peut pas la choisir holomorphe. On peut alors supposer que

Ω|F =
1

2πi
dβ|F

dans U . Remarquons que dβ|F ≡ 0 dans U \ V , car dω = β ∧ω =⇒ dβ ∧ω ≡ 0, et donc

Supp (Ω|F) ⊂ V ⊂⊂ U . Remarquons aussi que, une fois fixé ω, la restriction β|F est

uniquement définie dans U \V ; et si on remplace ω par F ·ω, F ∈ O∗(U), la restriction β|F
est remplacée par (β + dF

F
)|F . On peut donc dire que la “classe de cohomologie relative”

de β|F dans U \ V est intrinsèquement définie par F .

La valeur de Φ sur une 2-forme η dépend seulement de η|F , car Φ(η) se calcule en

intégrant η sur la feuille f : C → X. Puisque Ω|F ≡ 0 hors de U , on a ainsi localisé le

calcul : Φ(Ω) est égal à ΦU( 1
2πi

dβ), où ΦU est la restriction de Φ à U (ou, si l’on préfère,

ΦU = χU ·Φ). On peut toujours supposer que U est une boule autour de p et β est définie

au voisinage de U . On a alors

Φ(Ω) = ΦU(
1

2πi
dβ) = Ψ(

1

2πi
β)

où Ψ ∈ A1(∂U)′ est le courant bord de ΦU (ou, si l’on préfère, Ψ = dχU ∧Φ). Dorénavant

on supposera que p ∈ Supp Φ, sinon on a trivialement Φ(Ω) = 0.

Pour fixer les idées, supposons que F soit linéarisable au voisinage de p, i.e. engendré

par la 1-forme

ω = zdw − λwdz

avec λ 6= 0, λ 6∈ Q+ (car p est réduite et non dégénérée). Supposons aussi que λ 6∈ R−

(voir [Br1] pour le cas λ ∈ R−, qui est en effet un peu plus délicat). Alors, quitte à

restreindre U , la 3-sphère ∂U est transverse à F et donc F induit sur ∂U un feuilletage

non singulier réel L de dimension 1, orienté par F|U :

L = ∂(F|U).

Le courant Φ est associé à une mesure transverse à F , invariante par holonomie [Sul] :

la valeur de Φ sur η se calcule en intégrant η le long des feuilles et ensuite en intégrant la
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fonction ainsi obtenue (sur l’espace des feuilles) par rapport à la mesure transverse. Cette

mesure transverse à F induit une mesure transverse à L, invariante par holonomie. Et,

réciproquement, cette dernière est associée à un courant Ψ̂ sur ∂U , de degré 1 (= dimL),

positif (i.e. Ψ̂(γ) > 0 si γ|L > 0), fermé. Bien sûr, ce courant Ψ̂ cöıncide avec le bord Ψ

de ΦU introduit ci-dessus : Ψ̂ = Ψ.

L’hypothèse d’annulation des nombres de Lelong de Φ hors de p se traduit dans l’absence

d’atomes pour les mesures transverses en jeu. Cela permet d’exclure le cas λ 6∈ R. En

effet, dans ce cas le flot L a deux orbites périodiques ({z = 0} ∩ ∂U et {w = 0} ∩ ∂U) et

toute autre orbite a ces deux orbites comme ensemble limite, ce qui force toute mesure

transverse invariante à être concentrée sur ces deux orbites et donc à être atomique. On

a donc λ ∈ R+ \ Q+.

Pour ce qui concerne la (1, 0)-forme β, on peut choisir

β = h ·
1 + λ

|z|2 + |λw|2
(z̄dz + λ̄w̄dw)

où h ∈ C∞(U), h ≡ 0 au voisinage de p, h ≡ 1 sur U \ V . On a alors

1

2πi
β|L =

(1 + λ)

2πi

dz

z
|L > 0

et par conséquent Ψ( 1
2πi

β) > 0.

Le cas λ ∈ R− conduit par contre à Ψ( 1
2πi

β) = 0, voir [Br1]. En tout cas on a donc

Ψ( 1
2πi

β) ≥ 0, c’est-à-dire

c1(NF) · [Φ] = Ψ(
1

2πi
β) ≥ 0.

Grâce aux propositions 4.1 et 4.2, la preuve du théorème 1.4 est maintenant immédiate.

En effet, d’après KX = T ∗
F ⊗ N∗

F on obtient

c1(KX) · [Φ] ≤ 0

pour tout courant Φ associé à une feuille entière Zariski-dense d’un feuilletage à singu-

larités réduites. Mais la classe [Φ] est numériquement effective et non triviale, et donc

c1(L) · [Φ] > 0

pour tout fibré gros L ∈ Pic(X) (c’est une conséquence du théorème de l’indice de Hodge).

Ainsi KX n’est pas gros, i.e. X n’est pas de type général.

Dans [MQ1] la conclusion de la preuve est un peu plus élaborée, car on dispose seulement

d’une version “faible” de la proposition 4.2. Grosso modo, cette version faible permet de

conclure qu’on a l’inégalité de la proposition 4.2 si [Φ]2 = 0. Si par contre [Φ]2 > 0,

McQuillan fait appel à un théorème de Miyaoka [ShB] qui affirme que le fibré canonique

d’un feuilletage non-réglé est pseudoeffectif (sa classe dans Pic(X)⊗R est dans la clôture
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du cone effectif). Dans notre situation, cela donne en particulier l’inégalité c1(TF)·[Φ] ≤ 0,

car [Φ] est numériquement effective, et donc

c1(TF) · [Φ] = 0.

Ensuite, des techniques standard en géométrie des surfaces (théorème de l’indice de Hodge,

décomposition de Zariski des diviseurs,...) montrent (grâce à : [Φ] numériquement effec-

tive, [Φ]2 > 0, KF pseudoeffectif, c1(KF) · [Φ] = 0) que TF est “presque” trivial, i.e. F

est “presque” engendré par un champ de vecteurs holomorphe global. Cela implique à

nouveau que X n’est pas de type général, essentiellement parce qu’une surface de type

général ne possède aucun champ de vecteurs holomorphe global.

D’ailleurs, tout cela a été le point de départ d’un travail postérieur de McQuillan [MQ3]

(voir aussi [Br2]) dans lequel on classifie les feuilletages F des surfaces projectives tels que

KF n’est pas gros, ce qui en particulier contient la classification des feuilletages ayant une

feuille entière Zariski-dense, grâce à la proposition 4.1. À vrai dire, à l’heure actuelle cette

classification des feuilletages avec fibré canonique non-gros présente encore une lacune (le

cas “dimension de Kodaira −∞”), mais cette lacune est remplissable dans le cas spécial

des feuilletages avec une feuille entière Zariski-dense (en utilisant la proposition 4.2, ou

sa version faible dans [MQ1]).

Il serait évidemment de grand intérêt de généraliser ces résultats, même partiellement,

en dimension supérieure. Dans l’étude de la conjecture de Green–Griffiths pour les surfaces

X de type général, on rencontre la situation suivante : une n-variété projective Y , une

projection surjective π : Y → X, un feuilletage par courbes F sur Y , et une feuille entière

f : C → Y . On voudrait démontrer que π ◦ f : C → X n’est pas Zariski-dense. Si, par

contradiction, elle l’était, on aurait alors c1(π
∗(KX)) · [Φ] > 0. D’autre part, π∗(KX) se

décompose comme KF ⊗ L∗
F ,π, où LF ,π est, grosso modo, le quotient du fibré normal à

F par le fibré tangent à Ker π. Il semble encore possible de démontrer une inégalité du

type c1(TF) · [Φ] ≥ 0, à éclatements près, à partir de l’inégalité tautologique. Par contre,

une inégalité du type c1(LF ,π) · [Φ] ≥ 0 semble plus difficile à prouver. Un obstacle dans

tout ça est dû à l’absence d’un théorème de résolution des singularités des feuilletages en

dimension ≥ 3. Notons toutefois que, dans le cas bidimensionnel, la proposition 4.2 reste

vraie sans aucune hypothèse sur les singularités de F , moyennant une faible hypothèse

sur les singularités de [Φ] (voir [Br2] chapter 3).
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général (d’après F. Bogomolov), Sém. Bourbaki, exp. n◦ 519 (juin 1978), Lecture

Notes in Mathematics 710 (1979), 233-247.

[ElG] J. El Goul, Logarithmic jets and hyperbolicity, article en préparation.
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ESPACES PROBABILISÉS FILTRÉS :

DE LA THÉORIE DE VERSHIK AU MOUVEMENT BROWNIEN,

VIA DES IDÉES DE TSIRELSON

par Michel ÉMERY

D’infinis tirages ne nécessitent pas,
comme les ignorants le supposent, un
temps infini ; il suffit en réalité que le
temps soit infiniment subdivisible.

J. L. Borges, La loterie à Babylone

La cinématique étudie géométriquement tous les mouvements possibles, dans le cadre

d’un espace-temps donné. De même, la théorie des martingales, véritable cinématique

des probabilités, s’intéresse à toutes les évolutions possibles, au cours du temps, des

probabilités d’événements futurs ; et l’on sait, depuis sa fondation par J. L. Doob il

y a soixante ans, que le cadre naturel pour cette théorie est un espace probabilisé

filtré. Il s’agit d’un espace probabilisé muni d’une famille croissante F = (Fn)n∈T de

tribus, appelée filtration. Le symbole T désigne un ensemble ordonné qui joue le rôle

d’axe des temps; la filtration formalise l’acquisition d’information, les événements de Fn

s’interprétant comme ceux dont, à l’instant n, on sait avec certitude s’ils sont ou non

réalisés.

En théorie des martingales à temps discret, on prend habituellement pour axe des

temps T l’ensemble N des entiers naturels. Une autre situation est le cas, dit des

martingales inverses, où l’on prend T = −N ; Doob a montré que le comportement

des martingales inverses est plus simple que celui des martingales, mais A. M. Vershik a

découvert, il y a une trentaine d’années, que, au contraire du cas où T = N , la description

des filtrations lorsque T = −N fait apparâıtre, au voisinage de −∞, des phénomènes

tout à fait inattendus et qui heurtent l’intuition.

Prenons pour fixer les idées une filtration F = (Fn)n60
telle que la tribu

⋂

n Fn

soit grossière (tous ses événements ont probabilité zéro ou un), et telle que, pour

chaque n, Fn soit engendrée par Fn−1 et par un événement indépendant de Fn−1 et

de probabilité 1
2

(en d’autres termes, aucun événement non trivial n’est connu depuis

toujours, et l’univers des événements connus s’enrichit, à chaque instant entier, du

résultat d’un coup de pile ou face indépendant du passé). Sous ces hypothèses, on

s’attendrait à l’existence d’un jeu de pile ou face joué à chaque instant entier depuis un

temps infini, et tel que Fn décrive les résultats observés jusqu’à l’instant n. Mais Vershik

a, entre autres,
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• exhibé des contre-exemples (les espaces probabilisés filtrés qu’il a appelés non
standard);

• donné un critère nécessaire et suffisant pour reconnâıtre si un espace probabilisé filtré

est standard;

• démontré le théorème d’isomorphisme lacunaire : tout espace probabilisé filtré du
type ci-dessus mais non standard peut être rendu standard par changement de temps,
c’est-à-dire en regroupant en paquets les apports successifs d’information : il existe une

sous-suite ν : −N → −N strictement croissante, et des variables aléatoires indépendantes

(Un)n60
telles que, pour chaque n, Fν(n) soit engendrée par la famille {Um, m6n}.

Ces idées de Vershik sont restées inconnues des probabilistes occidentaux jusqu’aux
années 90, quand B. Tsirelson et d’autres les ont utilisées pour construire, à la

stupéfaction générale, une probabilité équivalente à la mesure de Wiener, mais telle
que le nouvel espace probabilisé filtré ne soit pas isomorphe à l’espace de Wiener. Ceci a
relancé l’intérêt pour des questions sur les filtrations browniennes, soulevées par M. Yor

voici vingt ans ; et a aussi poussé Vershik à rédiger la synthèse ⌊⌈24⌋⌉ de ses anciens
travaux sur ce thème, dans laquelle nous avons largement puisé.

Tsirelson a ensuite introduit dans ⌊⌈20⌋⌉ un nouvel invariant, le confort, qui lui a

permis de montrer que l’espace probabilisé filtré associé à un processus de Walsh (sorte
de mouvement brownien à valeurs dans une étoile formée d’au moins trois demi-droites
issues d’une même origine) n’est pas non plus isomorphe à l’espace de Wiener. Ces idées

diffusent maintenant dans les milieux probabilistes, et commencent à donner lieu à une
floraison de travaux dont nous parlerons un peu en fin d’exposé.

1. NOTATIONS ET DÉFINITIONS

Un espace probabilisé filtré est la donnée d’un ensemble Ω, d’une famille croissante
F = (Fn)n∈−N de tribus de parties de Ω, appelée filtration, et d’une probabilité P sur
la tribu F0 (et donc aussi, par restriction, sur chaque Fn).1 Nous supposerons toujours

que F0 (et donc aussi chaque Fn) est essentiellement séparable, c’est-à-dire engendrée,
aux événements négligeables près, par une famille dénombrable, ou encore par une v.a.
(D’une façon générale, lorsque nous dirons qu’une tribu ou une filtration est engendrée

par quelque chose, ce sera toujours modulo les événements négligeables.)

L’ensemble −N joue le rôle d’axe des temps ; sa structure discrète mais non bien
ordonnée est la plus simple qui puisse donner lieu aux phénomènes découverts par

Vershik. En théorie du mouvement brownien, le temps serait R + au lieu de −N .

Intuitivement, un espace probabilisé filtré décrit l’évolution chronologique des pro-
babilités au fur et à mesure de l’acquisition des connaissances. Cette évolution étant

elle-même aléatoire, la probabilité à un instant n d’un événement E est une variable
aléatoire, égale à la probabilité conditionnelle2 P⌊⌈E|Fn⌋⌉ ; les événements de Fn sont

1. Les probabilistes définissent traditionnellement P sur une tribu, dite 〈〈 ambiante 〉〉, pouvant être
plus grosse que F

0
; la définition simplifiée nous suffira ici.

2. Techniquement, la probabilité conditionnelle P⌊⌈E|F n⌋⌉ peut être définie comme la densité de Radon-
Nikodym de la mesure F 7→ P(E∩F ) sur Fn, par rapport à la mesure P restreinte à Fn.
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ceux dont la probabilité à l’instant n ne peut prendre que les valeurs extrêmes 0 et 1,

à l’exclusion des valeurs intermédiaires ; et la probabilité 〈〈 brute 〉〉 P, non aléatoire,

représente l’état de nos connaissances — ou de notre ignorance — avant le début de

l’évolution.

Si (Ω,F, P) est un espace probabilisé filtré, l’ensemble F0/P, formé des classes

d’équivalences d’événements de F0 pour l’égalité presque sûre, est une tribu (abstraite)

probabilisée ; un isomorphisme entre deux espaces probabilisés filtrés (Ω,F, P) et

(Ω,F, P) est une bijection Ψ entre F0/P et F0/P, qui préserve les structures de tribus

probabilisées, et telle que pour tous n ∈ −N et E ∈ F0 on ait, aux négligeables près,

E ∈ Fn ⇔ Ψ(E) ∈ Fn. Cet isomorphisme s’étend alors aux espaces L0(Ω,F0, P) et

L0(Ω,F0, P), formés des classes d’équivalences de variables aléatoires pour l’égalité p.s.

Pour simplifier, restreignons-nous à la plus élémentaire des situations auxquelles

s’intéresse Vershik, en considérant un espace probabilisé filtré (Ω,F, P) satisfaisant aux

deux hypothèses suivantes3 :

Grossièreté asymptotique : la 〈〈 tribu initiale 〉〉 F−∞ =
⋂

n Fn est grossière (elle ne

contient que les événements négligeables et les événements presque certains; ou encore,

pour tout événement E, P⌊⌈E|F−∞⌋⌉ = P⌊⌈E⌋⌉) ;

Dyadicité : il existe pour chaque n 6 0 une v.a. Xn, prenant chacune des deux valeurs

−1 et 1 avec probabilité 1
2
, indépendante de Fn−1, et telle que Fn soit la plus petite

tribu contenant Fn−1 et les événements {Xn = − 1} et {Xn =1}.

La question que s’est posée Vershik est : Ces deux hypothèses suffisent-elles à

caractériser l’espace probabilisé filtré (Ω,F, P) à isomorphisme près? L’exemple évident

vérifiant ces conditions est l’espace naturel du jeu de pile ou face ; mais y en a-t-il

d’autres?

En remplaçant l’axe des temps −N par {0, 1, ..., N} ou par N , on obtiendrait un

problème analogue, et beaucoup plus facile, auquel la réponse serait positive, simplement

parce que la filtration F serait alors engendrée par le processus X . Mais lorsque le

temps est −N , cet argument est en défaut. Prendre par exemple un jeu de pile ou face

Y = (Yn)n60
(c’est-à-dire des v.a. Yn indépendantes et valant ±1 avec probabilité 1

2
),

appeler F la filtration engendrée par Y , et poser Xn = Yn−1Yn. Le processus X est

aussi un jeu de pile ou face, les deux hypothèses ci-dessus sont satisfaites par F et X ,

et cependant X n’engendre pas F, puisque la v.a. Y0, qui est mesurable pour F0, est

indépendante du processus X et ne peut donc être une fonctionnelle des Xn.

Dans cet exemple, bien que X n’engendre pas F, l’espace probabilisé filtré (Ω,F, P)

engendré par Y est néanmoins isomorphe à celui engendré par X , puisque les processus

X et Y ont la même loi (ce sont tous deux des jeux de pile ou face). Voici maintenant un

exemple, beaucoup plus surprenant, emprunté à Vershik ⌊⌈24⌋⌉, d’un espace probabilisé

filtré (Ω,F, P) qui satisfait aux deux hypothèses ci-dessus, sans être engendré par aucun

jeu de pile ou face.

3. Prises ensemble, elles disent que F possède la propriété de représentation prévisible par rapport à
un jeu de pile ou face.
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Exemple. — Considérer une suite (Mn)n60
de v.a. qui suivent chacune la loi uniforme

sur ⌊⌈0, 1⌋⌉, et qui se déduisent les unes des autres de la façon suivante : Ayant observé

toutes les Mm pour m 6 n, on obtient Mn+1 en jetant une pièce de monnaie et en ne

conservant, dans le développement décimal de Mn, que les décimales de rang pair ou

impair selon que l’on a obtenu pile ou face. En termes plus savants, M est un processus

de Markov stationnaire, de loi uniforme sur ⌊⌈0, 1⌋⌉ et de probabilités de transition

0, d1d3d5 ... avec probabilité 1
2ր

0, d1d2d3d4d5d6 ...
ց 0, d2d4d6 ... avec probabilité 1

2
.

Si l’on se donne m 6 n 6 0 et si l’on pose r = 2n−m et Mm = 0, e1e2e3e4..., la loi

conditionnelle de Mn à l’instant m consiste en le choix au hasard de l’un parmi les r

nombres 0,e1er+1e2r+1..., 0,e2er+2e2r+2..., et ainsi de suite jusqu’à 0,ere2re3r..., chacun

avec probabilité 1/r ; puisque ces r nombres sont des v.a. indépendantes et de même

loi uniforme, la loi faible des grands nombres entrâıne que cette loi conditionnelle est

proche de la loi uniforme quand r est grand, c’est-à-dire quand m tend vers −∞, et la

grossièreté asymptotique résulte alors de la propriété de Markov. Le caractère dyadique

est évident ; il est clair également que le jeu de pile ou face qui a servi à construire M

n’engendre pas tout l’espace probabilisé filtré : la première décimale de M0, par exemple,

est indépendante de ce jeu de pile ou face. Mais il est bien plus délicat de montrer

qu’aucun jeu de pile ou face ne peut engendrer cet espace probabilisé filtré ; Vershik

le déduit de son 〈〈 critère de standardité 〉〉 (et d’estimations de nature combinatoire

sur M). Pour pouvoir énoncer ce critère, nous aurons besoin de quelques définitions.

Définition 1. — On appelle sous-filtration d’une filtration F une filtration E telle que

En ⊂ Fn pour tout instant n ∈ −N .

On dit qu’une filtration E est immergée dans un espace probabilisé filtré (Ω,F, P)

si E est une sous-filtration de F telle que, pour tout événement E ∈ E0 et tout temps

n ∈ −N , les probabilités conditionnelles P⌊⌈E|En⌋⌉ et P⌊⌈E|Fn⌋⌉ sont (p.s.) égales.

Définition 2. — Soient (Ω, E, P) et (Ω,F, P) deux espaces probabilisés filtrés. On dit

que (Ω, E, P) est immersible dans (Ω,F, P) s’il existe une filtration E immergée dans

(Ω,F, P) telle que les espaces probabilisés filtrés (Ω, E, P) et (Ω,E, P) soient isomorphes.

L’immersibilité formalise rigoureusement l’idée très simple souvent ainsi informelle-

ment exprimée : 〈〈 Quitte à enrichir l’espace, on peut supposer que... 〉〉.

Définition 3. — Un espace probabilisé filtré (Ω,F, P) est dit standard diffus s’il existe

une suite (Un)n60
de v.a. indépendantes et de lois diffuses

4
telle que, pour chaque

n ∈ −N , la tribu Fn soit engendrée par la famille (Um)m6n.

Un espace probabilisé filtré est dit standard s’il est immersible dans un espace

probabilisé filtré standard diffus.

4. C’est-à-dire P⌊⌈Un = a⌋⌉ = 0 pour tout réel a.
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On vérifie sans peine que deux espaces probabilisés filtrés standard diffus sont
toujours isomorphes (car on peut choisir les Un de loi uniforme sur ⌊⌈0, 1⌋⌉) ; il est
trivial qu’un espace probabilisé filtré isomorphe à un espace probabilisé filtré standard
est lui-même standard, et facile de vérifier qu’un espace probabilisé filtré immersible
dans un espace probabilisé filtré standard est lui aussi standard (car l’immersibilité est
transitive).

Si (Un)n60
est une suite indépendante de v.a. (de lois non nécessairement diffuses) et

si Fn est la tribu engendrée par les Um pour m 6 n, l’espace probabilisé filtré (Ω,F, P)
est standard. Pour établir que l’espace probabilisé filtré de l’exemple vu plus haut n’est
pas engendré par un jeu de pile ou face, il suffira donc à Vershik de montrer qu’il n’est
pas standard; nous verrons plus loin comment.

Proposition 1. — Soient (Ω,F, P) un espace probabilisé filtré standard, ν : −N → −N

une application croissante non bornée, et E la filtration définie par En = Fν(n)
. L’espace

probabilisé filtré (Ω, E, P) est standard.

Démonstration. — Pour n tel que d = ν(n)− ν(n−1) > 2, utiliser une bijection
bimesurable et préservant la mesure de Lebesgue entre ⌊⌈0, 1⌋⌉ et ⌊⌈0, 1⌋⌉d

.

Le théorème d’isomorphisme lacunaire (théorème 3 plus bas) montrera combien la
réciproque à la proposition 1 est loin d’être vraie.

La proposition suivante exprime que le fait d’être standard est une propriété
asymptotique au voisinage de n = −∞.

Proposition 2. — Soient (Ω,F, P) un espace probabilisé filtré et m un instant fixé

dans −N ; on pose Fm⌋⌉
n = Fm∧n. Si l’espace probabilisé filtré (Ω,Fm⌋⌉, P) est standard,

(Ω,F, P) l’est aussi.

Démonstration. — Sans restreindre la généralité, on peut supposer l’existence d’un
vecteur aléatoire (Um+1, ..., U0) indépendant de Fm et de loi uniforme sur ⌊⌈0, 1⌋⌉|m|

; il
suffit alors de poser Gn = Fn pour n 6 m et Gn = σ(Fm, Um+1, ..., Un) pour m < n 6 0,
et d’observer que (Ω,F, P) est immersible dans (Ω,G, P), qui est lui-même standard.

Remarque. — La proposition 2 reste vraie si l’on y remplace l’instant fixe m par un
temps d’arrêt, c’est-à-dire une variable aléatoire N à valeurs dans −N (la valeur −∞
est interdite!) telle que, pour chaque n ∈ −N , l’événement {N =n} soit dans Fn.

2. LE CRITÈRE DE VERSHIK

Avant de pouvoir énoncer la condition nécessaire et suffisante donnée par Vershik
pour qu’un espace probabilisé filtré soit standard, il nous faut introduire quelques
no(ta)tions.

Si (K, ρ) est un espace métrique compact, l’ensemble K ′ de toutes les mesures de
probabilités sur K est métrisable et compact pour la topologie faible (K ′ est inclus dans
le dual de C(K)) ; cette topologie peut être définie à l’aide de la distance ρ′ donnée par

ρ′(µ, ν) = inf
λ de marges

µ et ν

∫

K×K

ρ(k1, k2)λ(dk1, dk2) = sup
f contraction

[∫

f dµ−

∫

f dν
]

,
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où l’infimum porte sur toutes les probabilités λ sur le produit K×K ayant µ et ν
comme marges, et le supremum sur toutes les fonctions f : K → R telles que
|f(k1)−f(k2)| 6 ρ(k1, k2) pour tous k1 et k2 dans K.

Si (Ω,A, P) est un espace probabilisé et (K, ρ) un espace métrique compact, nous
noterons L(A, K) l’ensemble de toutes les classes d’équivalence pour P de v.a. sur (Ω,A)
à valeurs dans K. Si B est une sous-tribu de A, la loi conditionnelle sachant B d’une v.a.
R ∈ L(A, K) est définie comme la v.a. R′ ∈ L(B, K ′) telle que, pour chaque borélien
G de K, on ait ⌊⌈R′(ω)⌋⌉(G) = P⌊⌈R∈G|B⌋⌉(ω) pour presque tout ω ; nous la noterons
L⌊⌈R|B⌋⌉.

Si maintenant (Ω,F, P) est un espace probabilisé filtré et (K, ρ) un espace métrique
compact, pour tout R ∈ L(F0, K) on peut définir de proche en proche

π0R = R ∈ L(F0, K) ,

π−1R = L⌊⌈π0R|F−1⌋⌉ ∈ L(F−1, K
′) ,

π−2R = L⌊⌈π−1R|F−2⌋⌉ ∈ L(F−2, K
′′) , etc.

En appelant (Kn, ρn) le |n|-ième itéré de l’espace (K, ρ) par la transformation qui en
fait (K′, ρ′), on a ainsi, pour chaque n 6 0, une variable aléatoire πnR ∈ L(Fn, Kn), que
l’on peut appeler la prédiction itérée de R à l’instant n.

Pour n < −1, cette prédiction itérée πnR recèle en général bien plus d’information
que la simple loi conditionnelle L⌊⌈R|Fn⌋⌉ : cette dernière indique seulement l’état à
l’instant n des prévisions concernant la valeur prise par R, alors que πnR décrit aussi
les prédictions quant à la façon dont ces prévisions elles-mêmes vont pouvoir évoluer au
cours du temps, et ainsi de suite jusqu’au |n|-ième degré. Pour illustrer ceci, prenons par
exemple trois v.a. indépendantes (non constantes) N , X−1 et X0, telles que N prenne
les valeurs −1 et 0, et que X−1 et X0 aient la même loi ; supposons que F−2 = σ(N),
F−1 = σ(N,X−1) et F0 = σ(N,X−1, X0), et considérons la v.a. R = XN. La v.a.
L⌊⌈R|F−2⌋⌉, qui est constante, dit seulement que R est indépendante de F−2 et a même
loi que X−1 et X0 ; alors que la v.a. π−2R, plus informative, dit que si N = −1, R sera
entièrement dévoilée à l’instant −1, et que si N = 0, R sera encore complètement
indéterminée à l’instant −1.

Théorème 1 (Critère de Vershik). — Pour qu’un espace probabilisé filtré (Ω,F, P) soit

standard, il faut et il suffit que soit satisfait le critère suivant, où (K, ρ) est le compact

⌊⌈0, 1⌋⌉ muni de la distance usuelle : Pour toute v.a. R ∈ L(F0, K), il existe une suite

(µn)n60
telle que µn soit dans Kn pour chaque n, et que E⌊⌈ρn(πnR, µn)⌋⌉ tende vers

zéro quand n→ −∞.

Une condition nécessaire et suffisante pour que F−∞ soit grossière est que les
lois conditionnelles L⌊⌈R|Fn⌋⌉ deviennent déterministes quand n→ −∞ ; le critère de
Vershik, condition bien plus forte, demande que les prédictions itérées πnR deviennent
déterministes quand n→ −∞.

Remarques. — 1) Le critère peut s’énoncer sans faire intervenir explicitement la suite
déterministe des µn. En effet, si X est une v.a. à valeurs dans (K, ρ), appelant ξ la loi
de X , φ la fonction k 7→ E⌊⌈ρ(X, k)⌋⌉ sur K, et dispersion de X le nombre

dispX = E ⌊⌈φ◦X⌋⌉ =

∫∫

K×K

ρ(k1, k2) ξ(dk1) ξ(dk2) ,
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on a l’encadrement

inf
k∈K

E⌊⌈ρ(X, k)⌋⌉ 6 dispX 6 2 inf
k∈K

E⌊⌈ρ(X, k)⌋⌉ ;

un énoncé équivalent au critère de Vershik est donc : pour toute v.a. R ∈ L(F0, K),

dispπnR→ 0 quand n→ −∞.

2) Le critère reste vrai si l’on y remplace ⌊⌈0, 1⌋⌉ par n’importe quel espace métrique

compact infini, ou encore si l’on y remplace 〈〈 pour toute R à valeurs dans ⌊⌈0, 1⌋⌉ 〉〉 par
〈〈 pour tout (K, ρ), où K est un ensemble fini muni de la distance ρ(k1, k2) = 1l{k1 6=k2}, et

toute R à valeurs dansK 〉〉. Mais j’ignore si l’on obtient encore une condition équivalente

en se restreignant auxK n’ayant que deux points, c’est-à-dire en remplaçant les variables

aléatoires R par les événements de F0. (C’est bien équivalent lorsqu’il existe un temps

d’arrêt N > −∞ et une v.a. mesurable pour F0, indépendante de FN et de loi diffuse;

mais le cas dyadique, par exemple, échappe à cette condition.)

La nécessité du critère de Vershik (utilisée pour montrer que l’exemple vu plus haut

n’est pas standard) se vérifie sans peine, au moyen des trois arguments suivants :

a) Stabilité par immersions. — Si F est immergée dans (Ω,G, P) et si ce dernier

satisfait au critère de Vershik, il en va de même de (Ω,F, P). Cela résulte immédiatement

de ce que, par immersion, les prédictions itérées πnR d’une v.a. R mesurable pour F0

sont les mêmes, qu’elles soient calculées dans la filtration F ou dans la filtration G.

Pour établir que tout espace standard satisfait au critère, il suffit donc de montrer que

tout espace engendré par un processus (Un)n60
fait de v.a. indépendantes y satisfait.

On est ainsi ramené au cas où Fn = σ(Um , m6n).

b) Robustesse de la prédiction. — Si R et S sont deux v.a. mesurables pour F0 et à

valeurs dans K = ⌊⌈0, 1⌋⌉, on vérifie facilement, à l’aide de la définition de ρ′, l’inégalité

E⌊⌈ρn(πnR, πnS)⌋⌉ 6 E ⌊⌈ρ(R, S)⌋⌉ (plus précisément, mais nous n’en aurons pas besoin,

le processus
(
ρn(πnR, πnS)

)

n60
est une sous-martingale). Pour montrer que πnR est

proche d’une constante lorsque n est assez petit, cette inégalité permet de se restreindre

à des R pris dans une partie dense de L(F0, K).

c) Prédiction d’une fonctionnelle des innovations. — Comme partie dense de

L(F0, K), nous prendrons l’ensemble des v.a. de la forme f(Un+1, ..., U0) pour un n 6 0

et une fonction borélienne f : R |n| → K ; la densité est assurée par le classique théorème

de Doob sur les martingales directes (T = N). Lorsque R est de cette forme, il est immé-

diat, par récurrence descendante, que, pour chaque m ∈ {n, ..., 0}, la prédiction itérée

πmR est de la forme gm(Un+1, ..., Um) pour une fonction borélienne gm : Rm−n → Km

(c’est ici qu’intervient l’indépendance des Uℓ). En particulier, pour m = n, on voit que

la v.a. πnR est constante; ceci reste vrai a fortiori lorsque l’on remplace n par un instant

antérieur. La nécessité du critère est établie.

Il est plus ardu de montrer que le critère est suffisant; nous allons seulement esquisser

ci-dessous les grandes lignes de l’argument. Pour plus de détails, voir Vershik ⌊⌈24⌋⌉, ou

⌊⌈11⌋⌉ pour un langage plus probabiliste, ou encore Feldman-Smorodinsky ⌊⌈13⌋⌉ pour une

méthode légèrement différente.
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Étant données, dans un espace probabilisé (Ω,A, P), deux sous-tribus B et C telles
que C ⊂ B, rappelons que, pour qu’il existe une v.a. X mesurable pour B, de loi diffuse,
indépendante de C et telle que C∨σ(X) = B (une telle X sera appelée un complément

à C dans B), il faut et il suffit que toute v.a. V vérifiant C∨σ(V ) = B ait une loi
diffuse. Nous dirons en ce cas que B est conditionnellement diffuse par rapport à C ; et
un espace probabilisé filtré tel que chaque Fn soit conditionnellement diffuse par rapport
à Fn−1 sera dit de type diffus. Pour ce type d’espaces, on a une sorte de réciproque à
l’inégalité du b) précédent :

Lemme 1. — L’espace probabilisé filtré étant de type diffus, soient R ∈ L(Fn, K) et

L ∈ L(Fn−1, K
′) deux v.a. étagées, et telles que les valeurs (dans K′

) prises par L soient

des probabilités (sur K) à supports finis. Il existe une v.a. S ∈ L(Fn, K) vérifiant les

deux égalités L⌊⌈S|Fn−1⌋⌉ = L et E⌊⌈ρ(R, S)⌋⌉ = E
[
ρ′

(
L⌊⌈R|Fn−1⌋⌉, L

)]
.

Démonstration. — Remarquer d’abord que, par compacité faible de l’ensemble des
probabilités surK×K, l’infimum dans la définition de ρ′(µ, ν) est atteint pour un certain
λ; si de plus K est fini, ce λ optimal peut être choisi fonction mesurable du couple (µ, ν).

Par hypothèse, il existe un ensemble fini H ⊂ K tel que les valeurs prises par R
soient des points de H et que les valeurs (en nombre fini) prises par L soient des
probabilités à supports dans H. Choisissant µ = L⌊⌈R|Fn−1⌋⌉(ω) et ν = L(ω), on obtient
pour presque tout ω l’existence d’une probabilité λ(ω) sur H×H, dont la dépendance
en ω est mesurable pour Fn−1, et qui vérifie

∑

k∈H

λ(ω, . , k) = L⌊⌈R|Fn−1⌋⌉(ω)
∑

h∈H

λ(ω, h, . ) = L(ω)

∑

(h,k)∈H×H

ρ(h, k)λ(ω, h, k) = ρ′
(
L⌊⌈R|Fn−1⌋⌉(ω), L(ω)

)
.et

Posons Σ(ω) =
∑

k∈H

λ
(
ω,R(ω), k

)
=

∑

h∈H

1l{R=h} P⌊⌈R=h|Fn−1⌋⌉. De

P⌊⌈Σ =0 et R=h|Fn−1⌋⌉ = P⌊⌈R=h|Fn−1⌋⌉ 1l{P⌊⌈R= h|Fn−1⌋⌉=0} = 0 ,

on déduit P⌊⌈Σ =0⌋⌉ = 0 et Σ > 0 p.s. Appelons k1, . . . , kp les points de H et pour
0 6 j 6 p posons

Qj(ω) =
λ
(
ω,R(ω), k1

)
+ . . .+ λ

(
ω,R(ω), kj

)

Σ(ω)
;

ces v.a. sont mesurables pour Fn−1∨σ(R) et vérifient 0 = Q0 6 Q1 6 . . . 6 Qp = 1.
Mais, R étant étagée, Fn est conditionnellement diffuse par rapport à Fn−1∨σ(R) ; il
existe donc un complément X à Fn−1∨σ(R) dans Fn, de loi uniforme sur ⌊⌈0, 1⌋⌉. Ceci
permet de définir une v.a. S, mesurable pour Fn et à valeurs dans H, par la formule

S(ω) = kj ⇐⇒ Qj−1(ω) < X(ω) 6 Qj(ω) ,

et l’on a

P⌊⌈S= k|Fn−1∨σ(R)⌋⌉ =
λ
(
ω,R(ω), k

)

Σ(ω)
;

P⌊⌈R=h et S= k|Fn−1∨σ(R)⌋⌉ = 1l{R=h}

λ(ω, h, k)

P⌊⌈R=h|Fn−1⌋⌉
;

P⌊⌈R=h et S= k|Fn−1⌋⌉ = P⌊⌈R=h|Fn−1⌋⌉
λ(ω, h, k)

P⌊⌈R=h|Fn−1⌋⌉
= λ(ω, h, k)
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(où tout s’annule quand le dénominateur est nul). En conséquence, la loi conditionnelle
de (R, S) par rapport à Fn−1 vaut λ. Ceci implique d’une part L⌊⌈S|Fn−1⌋⌉ = L et d’autre
part

E⌊⌈ρ(R, S)|Fn−1⌋⌉ =
∑

(h,k)∈H×H

ρ(h, k)λ(h, k) = ρ′
(
L⌊⌈R|Fn−1⌋⌉, L

)
,

d’où E ⌊⌈ρ(R, S)⌋⌉ = E
[
ρ′

(
L⌊⌈R|Fn−1⌋⌉, L

)]
.

Posons K◦
0 = K et, pour tout n < 0, appelons K◦

n l’ensemble, inclus dans Kn, de
toutes les probabilités portées par un nombre fini de points de K◦

n+1. Il est facile de
vérifier que, étant donné un R ∈ L(F0, K), toutes les |n|+1 v.a. πnR, πn+1R, ..., π0R
sont étagées si et seulement si πnR est étagée et à valeurs dans K◦

n. Les v.a. R ayant
cette propriété seront dites étagées jusqu’à n. Avec ces notations, en itérant |n| fois le
lemme 1, on obtient sans peine :

Lemme 2. — Toujours en supposant que l’espace est de type diffus, soient n ∈ −N ,

R ∈ L(F0, K) et L ∈ L(Fn, K
◦
n) ; on suppose en outre L étagée. Il existe une v.a.

S ∈ L(F0, K), étagée jusqu’à n, telle que πnS = L et que E⌊⌈ρ(R, S)⌋⌉ = E ⌊⌈ρn(πnR,L)⌋⌉.

Ceci a lieu dans tout espace probabilisé filtré de type diffus. Pour montrer que
le critère de Vershik est suffisant, supposons-le satisfait, et cherchons à établir que
l’espace est standard. Quitte à immerger (Ω,F, P) dans un espace plus gros, nous
devons construire un processus engendrant la filtration et formé de v.a. indépendantes.
En faisant un produit, c’est-à-dire un grossissement indépendant, par 〈〈 l’ 〉〉 espace
probabilisé filtré standard diffus, et en vérifiant que le critère est stable par de tels
produits, on se ramène au cas où (Ω,F, P) est de type diffus.

Pour R ∈ L(F0, K) et ε > 0, nous savons par hypothèse qu’il existe un n 6 0 et
un µ ∈ Kn tels que E ⌊⌈ρn(πnR, µ)⌋⌉ < ε. Il est immédiat de vérifier que K◦

n est dense
dans Kn ; on peut donc choisir µ dans K◦

n. En prenant la v.a. constante L = µ dans le
lemme 2, on obtient une S ∈ L(F0, K) telle que πnS soit déterministe, que πn+1S, ...,
π0S soient étagées, et que E

[
|S−R|

]
< ε. Puisque chaque πℓS est étagée, il existe pour

tout ℓ ∈ {n+1, ..., 0} un complément Xℓ à Fℓ−1∨σ(πℓS) dans Fℓ. On peut définir une
filtration E en prenant E ℓ grossière pour ℓ 6 n, et

Eℓ = σ
(
πn+1S,Xn+1, πn+2S,Xn+2, ..., πℓS,Xℓ

)
pour ℓ > n ;

on montre que Fn∨Eℓ = Fℓ pour tout ℓ > n, que E0 et Fn sont indépendantes, et donc
que E est immergée dans (Ω,F, P). Pour ℓ ∈ {n+1, ..., 0} il existe un complément Uℓ

à Eℓ−1 dans Eℓ ; nécessairement, Uℓ est aussi un complément à Fℓ−1 dans Fℓ. Puisque S
est mesurable pour E0, elle est fonction borélienne de Un+1, ..., U0 ; il est donc établi
que les v.a. de la forme f(Un+1, ..., U0), où f est borélienne, n dans −N , et chaque

Uℓ un complément à Fℓ−1 dans Fℓ, sont denses dans L1
.

Si en outre R est étagée, à valeurs dans une partie finie F de K, en remplaçant f par
g ◦ f , où g : K → F est l’identité sur F et est continue en tout point de F , on obtient
l’existence d’une S de la forme ci-dessus, et proche de R au sens fort où P⌊⌈S 6=R⌋⌉ < ε.

Supposons maintenant donnés n ∈ −N , ε > 0, des compléments Un+1, ..., U0

comme ci-dessus, et une v.a. R ∈ L1(F0). En raison de la séparabilité essentielle, il
existe une suite croissante (Fk

n)k>0
de sous-tribus essentiellement finies de Fn telle que
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∨

k Fk
n = Fn ; par un théorème de Doob, R est donc approchable dans L1 par des v.a.

de la forme φ(T, Un+1, ..., U0) où T est étagée et mesurable pour Fn. En appliquant
la remarque précédente à T au lieu de R et à la filtration décalée (Fm)m6n, on obtient
l’existence de T ′, mesurable pour Fn, telle que P⌊⌈T ′ 6=T ⌋⌉ < ε et qui soit de la forme
T ′ = ψ(Vm+1, ..., Vn), où m < n et où les Vℓ sont respectivement des compléments à
Fℓ−1 dans Fℓ. Il s’ensuit que R est approchable par φ

(
ψ(Vm+1, ..., Vn), Un+1, ..., U0

)
.

Résumons : Un+1, ..., U0 étant donnés, on obtient une partie dense de L1(F0) en

considérant les v.a. de L1
qui sont de la forme h(Vm+1, ..., Vn, Un+1, ..., U0), où

h est borélienne, m < n et, où Vℓ est un complément à Fℓ−1 dans Fℓ pour m < ℓ 6 n.

Pour terminer la démonstration, considérons une v.a. intégrable R qui engendre la
tribu F0. En partant par exemple de n0 = −1 et d’un complément U0 à F−1 dans F0,
l’étape précédente permet de construire de proche en proche une suite strictement
décroissante (nk)k>0

et des compléments Uℓ à Fℓ−1 dans Fℓ tels que, pour chaque k,
R soit à distance au plus 1/k d’un élément de L1

(
σ(Uℓ , nk < ℓ 6 0)

)
. Il en résulte que

R est mesurable pour la tribu limite σ(Uℓ , ℓ ∈ −N) ; et F0, engendrée par R, l’est aussi
par les Uℓ. Enfin, la filtration F′ engendrée par les Uℓ est immergée dans (Ω,F, P) et
vérifie F0

′ = F0 ; ces deux propriétés suffisent à entrâıner que F′ = F, et (Ω,F, P) est
donc standard.

Comme nous l’avons dit plus haut, ce critère est utilisable en pratique, puisqu’il
permet de vérifier que l’exemple donné dans la section 1 n’est pas standard. Une
autre situation, non fabriquée ad hoc, où le critère fait la preuve de son efficacité,
est le problème 〈〈 T , T−1

〉〉, résolu par D. Heicklen et C. Hoffman ⌊⌈15⌋⌉ : Si T est un
automorphisme d’un espace probabilisé (E, E, µ), et si l’entropie de T n’est pas nulle,
le processus de Markov à valeurs dans E, de loi stationnaire µ et de probabilités de
transition p(x, . ) = 1

2
(δTx+δT −1x) engendre un espace probabilisé filtré qui n’est pas

standard.

Dans la même veine que le critère, voici un autre résultat également emprunté à
Vershik ⌊⌈24⌋⌉ :

Theorème 2. — Soit (Ω,F, P) un espace probabilisé filtré ; pour chaque n 6 0,
supposons Fn engendrée par Fn−1 et par une v.a. indépendante de Fn−1, de loi soit

diffuse, soit uniforme sur un ensemble fini. Alors (Ω,F, P) est standard (si et) seulement

s’il est engendré par un processus formé de v.a. indépendantes.

Pour la démonstration, nous renvoyons à Vershik ⌊⌈24⌋⌉. Il ne la donne complètement
que dans le cas où aucune des lois n’est diffuse; mais dans le cas général les instants n
pour lesquels Fn admet une v.a. diffuse indépendante de Fn−1 se traitent facilement
par les mêmes arguments que plus haut. Une variante de sa méthode est proposée par
J. Feldman et M. Smorodinsky (⌊⌈13⌋⌉, théorème 3.2).

Dans le theorème 2, on ne peut se passer de l’hypothèse d’uniformité des lois. Un
contre-exemple très simple est fourni par un processus de Markov stationnaire (Xn)n60

ne prenant que deux valeurs, tel que P⌊⌈Xn =Xn−1⌋⌉ = p, où p ∈ ⌋⌉0, 1⌊⌈ est fixé et
différent de 1

2
. Par un argument de couplage, le critère de confort-I, dont nous parlerons

en fin d’exposé, entrâıne facilement que l’espace probabilisé filtré engendré par X est
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standard. Mais cet espace ne peut pas être engendré par un processus formé de v.a.
indépendantes, car les deux seuls événements de Fn non dégénérés et indépendants de
Fn−1 sont {Xn =Xn−1} et {Xn =Xn−1} (c’est ici qu’intervient la restriction p 6= 1

2
), et

la tribu engendrée par tous les événements de ce type est indépendante de la v.a. X0

(échanger les deux points de l’espace d’états), donc strictement incluse dans F0.

Au premier abord, la théorie de Vershik est surprenante, et l’existence d’espaces
filtrés non standard inattendue. Une fois habitué, et quelques exemples assimilés, on fait
face à un deuxième choc, le théorème d’isomorphisme lacunaire, selon lequel un espace
probabilisé filtré non standard peut toujours être rendu standard par un changement
de temps adéquat.

Theorème 3 (d’isomorphisme lacunaire). — Soit (Ω,F, P) un espace probabilisé filtré

tel que la tribu initiale F−∞ soit grossière. Il existe une application strictement crois-

sante ν : −N → −N telle que, si l’on pose Gn = Fν(n), l’espace probabilisé filtré (Ω,G, P)
soit standard.

La démonstration de cet étonnant résultat est assez semblable à celle du théorème 1
plus haut ; on ne dispose plus de la puissante hypothèse qu’est le critère, mais l’on
sait que toutes les martingales convergent à −∞, et l’on peut à volonté accélérer cette
convergence en regroupant l’innovation par paquets, qui correspondront à des intervalles
⌋⌉ν(n−1), ν(n)⌋⌉. Pour les détails, voyez Vershik ⌊⌈24⌋⌉, ou ⌊⌈11⌋⌉.

3. CHANGEMENTS NON STANDARD DE PROBABILITÉS

À partir d’ici, nous abandonnons la convention selon laquelle l’axe des temps T est
toujours −N : nous rencontrerons aussi le cas où T = R + ; nous préciserons donc
explicitement, lorsque le contexte sera ambigu, l’axe des temps utilisé, en parlant de
temps continu quand T = R + et de temps discret quand T = −N ; les instants seront
notés m ou n en temps discret et s ou t en temps continu.

Nous appellerons espace de Wiener l’espace probabilisé filtré (à temps continu)
engendré par un mouvement brownien.

En 1995, L. Dubins, Feldman, Smorodinsky et Tsirelson ⌊⌈8⌋⌉ et ⌊⌈14⌋⌉ ont utilisé le
critère de Vershik pour construire, sur l’espace de Wiener, des probabilités aux propriétés
étranges. Leur construction commence avec un jeu de pile ou face infini (Xn)n60

et l’espace probabilisé filtré (Ω,F, P) qu’il engendre. Au moyen d’une martingale de
densités (Dn)n60

markovienne par blocs (avec des blocs de plus en plus gros au voisinage
de −∞), ils parviennent à définir une probabilité Q équivalente à P, vérifiant même
1−ε < dQ/dP = D0 < 1+ε, et cependant telle que l’espace probabilisé filtré (Ω,F,Q) ne
soit pas standard! Très compliquée, leur construction n’est pas explicite (〈〈 tel ensemble
ayant une mesure non nulle, on peut y choisir un point... 〉〉); malgré deux tentatives ⌊⌈18⌋⌉
et ⌊⌈4⌋⌉ pour la simplifier un peu, l’argument reste assez indigeste. Par contre, transférer
le résultat du jeu de pile ou face vers le mouvement brownien ne pose pas de difficultés :
Étant donné un mouvement brownien (Bt)t∈R+

pour une probabilité P, on choisit dans
R+ une suite strictement croissante (tn)n60

, et il suffit de définir la densité dQ /dP

comme φ
(
sgn(Btn

−Btn−1) , n6 0
)
, où la fonction φ est celle qui définit dQ/dP à partir

des Xn pour le jeu de pile ou face : D0 = φ(Xn , n6 0).
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Historiquement, cette construction de Dubins, Feldman, Smorodinsky et Tsirelson

a été le premier exemple fournissant la réponse (négative) à une question posée par

M. Yor ⌊⌈27⌋⌉ en 1979 : Appelons faiblement brownien un espace probabilisé filtré

(Ω,F, P) tel que la filtration F possède la propriété de représentation prévisible par

rapport à un mouvement brownien ; ceci signifie que F0 est grossière et que toutes les

martingales sont des intégrales stochastiques par rapport à ce mouvement brownien ;

c’est l’analogue en temps continu d’un espace probabilisé filtré à temps discret dyadique

et asymptotiquement grossier. Tout espace probabilisé filtré faiblement brownien est-il

engendré par un mouvement brownien?

En fait, une fois que l’on a à sa disposition la théorie de Vershik, et si l’on ne s’intéresse

pas aux changements de probabilités mais seulement à la question de Yor, l’argument

de transfert du jeu de pile ou face vers le mouvement brownien fournit très facilement

des exemples bien plus simples, de la façon suivante.

On se donne, sur un espace probabilisé (Ω,A, P), deux objets indépendants : un

mouvement brownien (Bt)t>0
, et une filtration à temps discret F = (Fn)n60

telle que

(Ω,F, P) soit non standard, mais dyadique et asymptotiquement grossier (l’exemple de

Vershik donné plus haut, avant la définition des espaces standard, fait parfaitement

l’affaire). Il existe des v.a. (Xn)n60
telles que Xn soit indépendante de Fn−1, prenne les

valeurs 1 et −1 avec même probabilité 1
2
, et que Fn = Fn−1∨σ(Xn). On se donne aussi,

dans R+ , une suite strictement croissante (tn)n60
qui tend vers 0 quand n tend vers −∞;

en remarquant que l’ensemble des v.a. X ′
n = Xn sgn(Btn

−Btn−1) est indépendant de B,

on définit un nouveau mouvement brownien (B′
t)t>0 par

B′
t = B′

tn−1
+X ′

n(Bt−Btn−1)

si t est dans l’intervalle In = ⌋⌉tn−1, tn⌋⌉ pour un n 6 0, et par B′
t = B′

t0
+ (Bt−Bt0)

si t ∈ ⌋⌉t0,+∞⌊⌈ ; remarquer que le signe de l’accroissement B′
tn
−B′

tn−1
est Xn. Soient

B et B ′ les filtrations (à temps continu) engendrées par B et B′. On peut définir une

filtration à temps continu G par Gt = Fn(t)∨B′
t, où n(t) est le plus grand n tel que

tn 6 t ; observer que l’on a aussi Gt = Fn∨B′
t pour chaque n tel que tn 6 t. Comme

les accroissements de B′ dans l’intervalle In sont fonction de Xn et des accroissements

de B dans In, ils sont indépendants de Fn−1∨Btn−1 et a fortiori de Gtn−1 . Comme, par

définition de G, on a

Gt = Gtn−1 ∨ σ
(
B′

s−B
′
tn−1

, s∈⌋⌉tn−1, t⌋⌉
)

pour t ∈ ⌋⌉tn−1, tn⌋⌉,

B′ est un mouvement brownien pour G ; comme en outre G−∞ ⊂ F−∞∨B0 est grossière,

(Ω,G, P) jouit de la propriété de représentation prévisible par rapport à B ′, et est donc

faiblement brownien. Et cependant G ne saurait être engendrée par aucun mouvement

brownien (ni même aucun processus dont les accroissements sur les In sont mutuellement

indépendants), puisque la filtration à temps discret F, qui n’est pas standard, est

immergée dans l’espace probabilisé filtré à temps discret
(
Ω, (Gtn

)n60
, P

)
, qui n’est donc

pas standard non plus.
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Avant de quitter cette section, signalons encore un autre contre-exemple, qui touche
à une question voisine : Partant de l’espace de Wiener (Ω,F, P) et effectuant des
changements de temps suffisamment réguliers, obtient-on un espace isomorphe à l’espace
initial? Inspirée des idées de Dubins, Feldman, Smorodinsky et Tsirelson, mais beaucoup
plus simple que leur changement de probabilité, une construction faite dans ⌊⌈9⌋⌉ donne
une famille (Tt)t>0

de temps d’arrêt de (Ω,F, P), vérifiant les propriétés suivantes:
chaque fonction t 7→ Tt(ω) est C∞ et de dérivée dTt/dt vérifiant 1−ε < dTt/dt < 1+ε; et
cependant la filtration changée de temps (FTt

)t>0
n’est engendrée par aucun mouvement

brownien. Ici encore, la construction s’effectue d’abord en temps discret, et est seulement
ensuite transférée au cadre brownien.

4. CONFORT ET POINTS TRIPLES

Revenons à la question de Yor mentionnée dans la section précédente. Depuis 1988,
M. Barlow, J. Pitman et Yor ⌊⌈3⌋⌉ soupçonnaient que les processus de Walsh y fournissent
un contre-exemple. Ce sont des processus dont la filtration est faiblement brownienne,
et ces auteurs conjecturaient qu’elle n’est pas engendrée par un mouvement brownien.

Le processus de Walsh le plus simple est une sorte de mouvement brownien à valeurs
dans une (é)toile à trois rayons T = {z ∈ C : z3∈ R+} ; sa distance à l’origine est
(en loi) la même que pour un mouvement brownien usuel, mais les excursions hors
de l’origine, au lieu d’être affectées comme d’habitude de signes ±1 indépendants,
choisissent leur direction indépendamment, et uniformément, parmi les trois rayons de
la toile. L’idée de Barlow, Pitman et Yor était que le choix entre trois possibilités (les
trois rayons), effectué par le processus aux instants aléatoires où il quitte l’origine, est
impossible dans une filtration brownienne. Plus précisément, on sait définir une classe
d’instants aléatoires, les temps honnêtes,

5 tels que les débuts d’excursions aient lieu à de
tels instants; et si L est un temps honnête, il y a deux tribus, FL et FL+, qui représentent
respectivement les événements connus à l’instant L et ceux connus juste après L, et qui
vérifient toujours FL ⊂ FL+. Dans le cas où la filtration F abriterait un processus de
Walsh W , en notant L le temps honnête égal au dernier instant avant 2001 où W passe
à l’origine, FL+ devrait contenir une v.a. à trois valeurs (le rayon choisi pour quitter
l’origine, c’est-à-dire celui où se trouve le point W2001) indépendante de FL. La stratégie
que proposaient Barlow, Pitman et Yor consiste à montrer que si L est n’importe quel
temps honnête dans une filtration F engendrée par un mouvement brownien, FL+ est
engendrée par FL et par une v.a. ne prenant que deux valeurs; cette propriété, appelée
〈〈 conjecture de Barlow 〉〉 par Yor ⌊⌈28⌋⌉, rendrait impossible l’existence dans FL+ d’une
v.a. trivaluée indépendante de FL, et, par là même, d’un processus de Walsh dans F.

Une bonne partie de ce programme a été menée à bien par Tsirelson en 1996 : en
introduisant une idée radicalement nouvelle, le confort, il a démontré dans ⌊⌈20⌋⌉ que
les processus de Walsh ne peuvent être immergés dans la filtration engendrée par un
mouvement brownien, fût-il de dimension plus grande que 1, ou même infinie. Une des
nouveautés essentielles de son approche est qu’il ne travaille pas sur un processus de
Walsh supposé vivre dans une filtration brownienne, mais qu’il considère simultanément

5. Ce sont exactement les fins des ensembles optionnels.
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deux copies de cette situation, qui soient très proches (condition (iv) de la définition 6

ci-dessous), mais en même temps un tout petit peu indépendantes (condition (iii)).

Définition 4. — En temps discret ou continu, on dit que deux filtrations F et G,

définies sur un même espace probabilisé (Ω,A, P), sont co-immergées si elles sont toutes

deux immergées dans une même troisième.

Il est facile de voir qu’en ce cas, F et G sont toutes deux immergées dans la plus

petite filtration qui les contient toutes deux.

Définition 5. — En temps continu, on dit que deux filtrations F et G, définies sur

un même espace probabilisé (Ω,A, P) et co-immergées, sont séparées s’il existe une

constante c < 1 telle que, pour toute martingale M pour F et toute martingale N

pour G, on ait

⌊⌈M,N⌋⌉2 6 c ⌊⌈M,M⌋⌉ ⌊⌈N,N⌋⌉ .

Sans la constante c, ce serait l’inégalité de Kunita-Watanabe usuelle ; la constante

vient renforcer l’inégalité, de façon uniforme pour toutes les martingales de F et G.

Noter que la condition de co-immersion donne un sens à la formule : le calcul de la

covariation ⌊⌈M,N⌋⌉ se fait dans une filtration commune, qui est celle dans laquelle

F et G sont immergées. Nous n’utiliserons cette définition que dans le cas où toutes

les martingales de F et G sont continues — c’est la situation que considérait Tsirelson

lorsqu’il a inventé cette notion —; elle s’interprète alors comme une sorte d’indépendance

partielle, l’indépendance étant obtenue pour c = 0.

Définition 6. — En temps continu, on dit qu’un espace probabilisé filtré (Ω,F, P) est

confortable si, pour toute v.a. R ∈ L∞(Ω,F∞, P) et tout ε > 0, il existe un espace

probabilisé (Ω,A, P) pourvu de deux filtrations F′
et F′′

telles que

(i) les trois espaces probabilisés filtrés (Ω,F, P), (Ω,F′, P) et (Ω,F′′, P) sont isomorphes;

(ii) les deux filtrations F′
et F′′

sont co-immergées ;

(iii) les deux filtrations F′
et F′′

sont séparées (la constante de séparation c pouvant

bien entendu dépendre de R et ε) ;

(iv) les deux v.a. R′ ∈ L∞(F′
∞) et R′′ ∈ L∞(F′′

∞), respectivement obtenues à partir de R

par les isomorphismes de la condition (i), vérifient E
[
|R′−R′′|

]
< ε.

Ceci signifie que l’on peut faire vivre ensemble (ii) deux copies (i) de l’espace,

tout à la fois proches (iv) et un peu indépendantes (iii). La démarche de Tsirelson

consiste à établir que les espaces probabilisés filtrés engendrés par des mouvements

browniens (pouvant être multidimensionnels) sont toujours confortables, alors que

l’espace probabilisé filtré engendré par un processus de Walsh n’est jamais confortable.

Il en résultera qu’un processus de Walsh ne peut engendrer le même espace qu’un

mouvement brownien. Plus précisément, comme tout espace probabilisé filtré immergé

dans un espace probabilisé filtré confortable l’est aussi (cela résulte facilement de la

définition 6), l’espace engendré par un processus de Walsh n’est immersible dans aucun

espace engendré par un mouvement brownien.
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La première étape de Tsirelson est donc celle-ci :

Théorème 4. — Un espace probabilisé filtré engendré par un mouvement brownien est

toujours confortable.

Démonstration. — Prendre deux copies indépendantes B0 et Bπ/2 du brownien
générateur, et considérer l’espace probabilisé filtré (Ω,F, P) engendré par le couple
(B0, Bπ/2). Pour tout réel α, le processus Bα = B0 cosα+Bπ/2 sinα est un mouvement
brownien dans (Ω,F, P) ; la filtration Fα qu’il engendre est donc immergée dans cet
espace. Si α − β n’est pas multiple de π, Fα et Fβ sont séparées, avec constante
c = cos2(α−β) < 1, car l’inégalité de Kunita-Watanabe renforcée, vraie pour les
mouvements browniens Bα et Bβ, s’étend aux autres martingales par représentation
prévisible.

Pour conclure, il ne reste qu’à établir que, étant donnée une fonctionnelle bornée R0

de B0, la copie Rα de R0 dans la filtration Fα vérifie E
[
|Rα−R0|

]
< ε pour un α assez

voisin de 0 (mais non nul, pour que Fα et F0 soient séparées). Cela résulte facilement
du joli théorème suivant, qui semble classique chez les probabilistes russes sous le nom
de 〈〈 lemme de Slutsky 〉〉 :

Si une suite (Zp)p∈N de v.a. ayant même loi converge en probabilité vers une

limite Z∞, et si h est une fonction borélienne, la suite (h◦Zp)p∈N converge en probabilité

vers h◦Z∞. En effet, si l’on n’exige pas que les Zp aient la même loi, c’est vrai pour
toute h continue; et lorsque les Zp ont même loi, l’ensemble des h pour lesquelles c’est
vrai est stable par limites simples de suites.

La deuxième étape est tout aussi simple à énoncer que la première; mais sa réalisation
demandera bien plus d’efforts :

Théorème 5. — Si, dans un espace probabilisé filtré (Ω,F, P), il existe un processus

de Walsh (pour la filtration F), cet espace n’est pas confortable.

Éléments de démonstration. — Considérant deux copies de F co-immergées et
séparées, on a deux processus de Walsh W ′ et W ′′ dans une même filtration. Tsirelson
montre tout d’abord que les instants où W ′ et W ′′ sont tous deux à l’origine sont rares :
mesuré en termes du temps local de l’un, le temps passé par l’autre à l’origine est nul.
Ceci est établi par une méthode de comparaison de solutions d’inéquations aux dérivées
partielles ; pour une autre démonstration (par le calcul stochastique), voir ⌊⌈12⌋⌉. C’est
ici qu’est utilisée l’hypothèse de séparation.

Tsirelson s’intéresse ensuite à la distance Dt = d(W ′
t ,W

′′
t ), mesurée sur la toile T .

Le processus D est une sous-martingale, dont le compensateur ne crôıt que lorsque
W ′ et W ′′ sont égaux, ou que l’un au moins d’entre eux est à l’origine. Le résultat du
paragraphe précédent permet de minorer ce compensateur par une somme de termes
de temps locaux de W ′ et W ′′ à l’origine, qui se calculent séparément ; on obtient
ainsi E ⌊⌈Dt⌋⌉ >

1
3

√

2t/π (si l’on remplaçait T par une toile à r rayons au lieu de 3, le
coefficient 1

3
deviendrait r−2

r
, et le théorème subsisterait pourvu que r > 2).

Enfin, la minoration ci-dessus, universelle et indépendante en particulier de la
constante de séparation c, montre que les v.a. complexes W ′

t et W ′′
t ne sont pas proches,

et empêche que ne soit satisfaite la condition (iv) de la définition 6 : l’espace ne peut
être confortable.
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En appliquant les mêmes méthodes à des processus à valeurs dans T un peu plus

généraux (les 〈〈 semimartingales-araignées 〉〉, qui sont les semimartingales continues,

de compensateur porté par l’ensemble des instants où le processus est à l’origine),

Tsirelson établit, sous l’hypothèse de confort, la formule dL1 ∧ dL2 ∧ dL3 = 0, où Li est

le temps local à l’origine du processus projeté sur le i-ième rayon. Soient maintenant

U1, U2 et U3 trois ouverts bornés de Rd, deux-à-deux disjoints. En choisissant comme

semimartingale-araignée le processus (G1◦B,G2◦B,G3◦B), où Gi est une fonction de

Green dans Ui et B un mouvement brownien dans R d, il obtient µ1 ∧ µ2 ∧ µ3 = 0, où

µi est 〈〈 la 〉〉 mesure harmonique sur la frontière de Ui (seule la classe d’équivalence de

µi est intrinsèquement définie). Ce résultat selon lequel, en dimension d quelconque,

les frontières harmoniques ont fort peu de points triples, avait été conjecturé par

C. Bishop ⌊⌈5⌋⌉ en 1991 (en dimension d = 3 on savait seulement que la multiplicité est

6 4, et, en grandes dimensions, 6 10). En donner une démonstration non probabiliste

est, selon Tsirelson ⌊⌈21⌋⌉, 〈〈 a challenge for classical analysis! 〉〉.

En utilisant les outils introduits par Tsirelson, mais avec une définition du confort

légèrement modifiée, la conjecture de Barlow a été complètement établie dans ⌊⌈2⌋⌉ (voir

aussi ⌊⌈6⌋⌉ pour une simplification). L’idée est ici, partant d’un temps honnête L tel que

FL+ ne soit pas engendrée par FL et par une v.a. à deux valeurs, de construire une

martingale à valeurs dans T (une 〈〈 martingale-araignée 〉〉) quittant l’origine à l’instant

L, et de lui faire ensuite subir les traitements infligés par Tsirelson aux processus de

Walsh, pour montrer que l’espace ne peut être confortable.

Le confort, ou plutôt son absence, a également été utilisé par S. Watanabe ⌊⌈26⌋⌉ pour

montrer qu’une certaine diffusion dans le plan, symétrique pour la mesure de Lebesgue

et de probabilités de transition continues, introduite par Ikeda et lui-même en 1971,

ne peut pas non plus s’immerger dans un espace de Wiener. Ce processus se déplace

de façon brownienne dans le plan; lorsqu’il rencontre les rayons de la toile T , il s’agite

aussi de façon brownienne le long du rayon, à une vitesse beaucoup plus rapide (réglée

par le temps local de la composante normale au rayon) ; lorsqu’il est à l’origine, ce

qui se produit de façon récurrente, son comportement est régi par une loi d’excursions

explicite. Watanabe montre qu’aux instants où le processus quitte l’origine, la conjecture

de Barlow est violée ; d’où le résultat.

Dans le même article, il en déduit que le 〈〈 mouvement brownien gluant 〉〉 (mouvement

brownien réel ralenti lorsqu’il passe en 0 de façon à faire cöıncider son temps local

avec le temps ordinaire passé en 0) n’est pas confortable non plus. L’argument consiste

simplement à remarquer qu’à changement de temps près, deux mouvements browniens

gluants indépendants forment une diffusion du type vu précédemment, la toile (à quatre

rayons) étant formée des deux axes.

Ce dernier résultat est aussi obtenu, indépendamment, par Warren ⌊⌈25⌋⌉, en étudiant

directement deux copies co-immergées de ce processus. (Mais ma fille soutient que

sans étudier les mathématiques, tout le monde sait que rien de gluant ne peut être

confortable.)
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Nous avons vu que, pour prouver la conjecture de Barlow, la définition du confort a

dû être modifiée; voici, pour terminer, une autre variation sur cette notion, qui fournit

un lien entre critère de Vershik et confort. Revenons en temps discret, les filtrations

étant indexées par −N , et reprenons la définition 6, en y remplaçant bien sûr F∞ par

F0, mais aussi la condition (iii) par

(iii′) il existe un n ∈ −N tel que les tribus F′
n et F′′

n soient indépendantes sous P.

La propriété obtenue est appelée confort-I (le I signifie indépendance) ; elle a

été utilisée, sans être explicitement définie, par Smorodinsky ⌊⌈19⌋⌉, comme condition

nécessaire pour que l’espace probabilisé filtré soit standard; et cette condition nécessaire

se trouve être aussi suffisante ⌊⌈11⌋⌉. Elle fournit ainsi un substitut au critère de Vershik

(qui est d’ailleurs mis à contribution pour montrer qu’elle est suffisante).

Un intérêt du confort-I est d’être parfois plus simple à mettre en œuvre que le critère

de Vershik, parce que l’on n’a pas à calculer dans un espace métrique dépendant de n ;

l’exemple donné juste après le théorème 2 en est une illustration. Mais le confort-I donne

aussi un nouvel éclairage au concept d’espace standard, par le lien qu’il établit avec la

notion de couplage. Le couplage consiste à faire évoluer simultanément deux versions

d’un même processus, de conditions initiales différentes, en cherchant à maximiser leur

probabilité de rencontre ; c’est une méthode familière aux probabilistes pour obtenir

des estimations en loi (voir le traité de Lindvall ⌊⌈16⌋⌉ ou l’exposé de Diaconis ⌊⌈7⌋⌉).
L’analogie avec le confort-I saute aux yeux : si la filtration F est engendrée par un

processus X , la condition (iii′) dit que jusqu’à un instant passé n on disposait de deux

copies indépendantes X ′ et X ′′ de X , la condition (ii) dit qu’après n les deux processus

évoluent conjointement, et (iv), qu’à la fin, les deux copies donnent à une certaine

fonctionnelle de X des valeurs proches. Pour un exemple éclairant sur ce que le couplage

peut apporter à l’étude des filtrations, voir la démonstration par Arnaudon ⌊⌈1⌋⌉ du fait

que le mouvement brownien sur une variété compacte à d dimensions en temps éternel

(l’axe des temps est R) a une filtration brownienne à d dimensions, ou ⌊⌈10⌋⌉ pour le cas,

plus simple, où la variété est une sphère.

Une question stimulante pour les travaux à venir me parâıt être la recherche d’un

analogue, en temps continu, de la théorie de Vershik : comprendre ce qui fait qu’un

espace probabilisé filtré est, ou n’est pas, isomorphe à l’espace de Wiener (qui devrait

être un analogue, en temps continu, de l’espace probabilisé filtré standard dyadique).

Les progrès actuels à cet égard sont de deux types : d’une part, de plus en plus

de bruits stochastiques continus, autres que les bruits blancs, sont définis et explorés

par Tsirelson ⌊⌈22⌋⌉ et ⌊⌈23⌋⌉. D’autre part, les démonstrations du fait qu’une filtration

donnée est engendrée par un mouvement brownien sont de moins en moins explicitement

constructives (voyez M. Malric ⌊⌈17⌋⌉).

Mais, pour impressionnantes que soient les avancées de ces dernières années, bien du

chemin reste à parcourir. La question posée par Yor il y a vingt ans reste d’actualité,

une fois précisée et reformulée à la lumière des connaissances actuelles :

Si un espace probabilisé filtré faiblement brownien est immersible dans l’espace de

Wiener, est-il nécessairement isomorphe à l’espace de Wiener (c’est-à-dire engendré

par un mouvement brownien)?
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non-brownien des processus de Walsh. Séminaire de Probabilités XXXIII, Springer
Lecture Notes in Math. 1709, 217–220, 1999.

⌊⌈7⌋⌉ P. DIACONIS – From shuffling cards to walking around the building: an introduc-

tion to modern Markov chain theory. Proceedings of the International Congress of
Mathematicians, Doc. Math., Extra Vol. I, 187–204, 1998.

⌊⌈8⌋⌉ L. DUBINS, J. FELDMAN, M. SMORODINSKY & B. TSIRELSON – Decreasing

sequences of σ-fields and a measure change for Brownian motion. Ann. Prob. 24,

882–904, 1996.
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L’INÉGALITÉ DE PENROSE

[d’après H. Bray, G. Huisken et T. Ilmanen, ...]

par Marc HERZLICH

L’inégalité de Penrose est un énoncé purement géométrique. Les objets qui y inter-

viennent trouvent cependant leur source et une grande part de leurs motivations dans

la théorie de la relativité générale. Il apparâıt donc opportun (et c’est le choix fait par

l’auteur de ces lignes) de consacrer une première partie de cet exposé à une descrip-

tion rapide du contexte physique, avant d’entrer plus avant dans les détails proprement

mathématiques.

1. UN RAPIDE SURVOL DE RELATIVITÉ GÉNÉRALE.

La théorie physique de la relativité générale entretient des liens étroits et féconds avec

la géométrie [8, 22, 30, 33]. Elle modélise l’espace-temps comme une variété différentielle

(lisse) N de dimension 4 munie d’une métrique lorentzienne γ, de signature (− + ++),

représentant le champ de gravitation. Les équations d’Einstein relient le champ de gravi-

tation aux autres interactions en présence. La métrique y apparâıt par l’intermédiaire

de l’un des avatars de sa courbure, le tenseur d’Einstein, combinaison de la courbure de

Ricci Ricγ et de sa trace la courbure scalaire Scalγ ; les autres champs sont combinés

pour former le tenseur d’énergie-impulsion T, dont l’expression varie suivant la nature

des interactions en présence. Les équations s’écrivent alors :

Ricγ −
1

2
Scalγ γ = 8πT.(1.1)

Le tenseur d’Einstein est à divergence nulle, ce qui fournit les lois de conservation usuelles

de la théorie des champs (div T = 0).

La situation à laquelle nous allons particulièrement nous intéresser est celle des systèmes

isolés dans laquelle, de manière très schématique, on impose à l’ensemble des interactions

de décrôıtre au fur et à mesure que l’on s’éloigne de leur source et même de s’annuler à

l’infini. Cette exigence est difficile à formuler géométriquement dans un cadre lorentzien,

mais on peut donner une famille d’exemples archétypiques d’un tel comportement : les

métriques de Schwarzschild ont été introduites par K. Schwarzschild dès 1916 [47] pour
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modéliser l’extérieur d’une étoile fixe et statique de masse m, représenté par la variété

N = R × (R3 \B0(
m
2
)) munie de la métrique :

γschw. = −

(
1 − m

2r

)2

(
1 + m

2r

)2 dτ
2 +

(

1 +
m

2r

)4

eucl(1.2)

où eucl désigne la métrique euclidienne de R 3 (cette écriture, qui n’est pas la plus com-

mune pour une métrique de Schwarzschild, se révèlera la plus commode pour la suite).

Cette famille de métriques est à symétrie sphérique et elles sont toutes “asymptotes”

à l’infini à la métrique de Minkowski −dτ 2 + dx2 + dy2 + dz2 sur R4 (la situation où

les interactions gravitationnelles sont absentes). La métrique semble devenir singulière

lorsque l’on approche l’hypersurface {r = m
2
}. Il ne s’agit en réalité que de singularités du

système de coordonnées. Un changement de coordonnées, découvert par M. Kruskal [31],

permet un prolongement lisse des métriques de Schwarzschild au-delà de l’hypersurface.

Une fois les espaces de Schwarzschild ainsi “complétés”, ils peuvent alors être interprétés

comme le champ de gravitation d’un trou noir de masse m dont l’ouvert difféomorphe

à N = R × (R3 \ B0(
m
2
)) constitue la région “extérieure”. L’hypersurface de séparation

est l’horizon du trou noir : aucune courbe de type temps ou lumière (aucune particule)

ne peut s’échapper de la région intérieure. Les sphères {τ = τ0 r = m
2
} contenues dans

l’horizon sont des surfaces minimales (et même totalement géodésiques) et elles entourent

une (vraie) singularité de la métrique au centre du trou noir. La relation entre rayon de

l’horizon et masse n’est pas fortuite ; elle est même au cœur de cet exposé.

1.1. Variétés asymptotiquement plates

Instruits par les exemples de Schwarzschild, nous imaginons désormais que toutes nos

variétés sont le produit d’un intervalle (de type temps) par une variété riemannienne M

de dimension 3. Via les équations de Gauss et Codazzi, tous les objets géométriques “de

dimension 4” peuvent s’écrire en fonction des métriques et secondes formes fondamentales

des différentes tranches d’espace {τ} ×M . Cette traduction a l’avantage de transformer

de très nombreuses interrogations sur la géométrie lorentzienne de l’espace-temps en des

questions de pure géométrie riemannienne. Dans le cas qui nous préoccupe, se donner un

système isolé revient à imposer à chaque tranche d’être asymptotiquement plate (d’autres

conditions géométriques, analogues mais non nécessairement équivalentes, sont parfois

utilisées, voir [23, 42, 51]) :

Définition 1.1. — Une variété riemannienne (Mn, g) non compacte, à un seul bout,

est dite asymptotiquement plate d’ordre ρ > 0 s’il existe un compact K ⊂ M et un

difféomorphisme (dit carte à l’infini) z : M \ K → Rn \ B0(r) (où r > 0) tels que les

coefficients de la métrique vérifient dans cette carte {z1, . . . , zn}

gij − δij = O(|z|−ρ),
∂

∂zk
gij = O(|z|−ρ−1),

∂2

∂zk∂zℓ
gij = O(|z|−ρ−2).(1.3)
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Cette définition reposant sur des cartes particulières et des expressions en coordonnées

peut parâıtre surprenante. Elle définit cependant un bon objet géométrique ; nous avons

néanmoins préféré l’exposer en premier lieu dans la mesure où elle fournit une vision

très concrète des variétés asymptotiquement plates. Elle est justifiée par le travail dû à

S. Bando, A. Kasue et H. Nakajima [2] qui montre l’équivalence entre platitude asympto-

tique et des conditions bien précises de décroissance de la courbure et de comportement

du volume des grandes sphères géodésiques à l’infini.

1.2. La masse

Dans l’expression (1.2) des métriques de Schwarzschild, le paramètre m est la masse

de l’étoile. Cette identification se trouve confortée par l’étude de l’équation différentielle

régissant la trajectoire d’une géodésique radiale qui est de la forme r ′′ = −mr−2 +O(r−3).

Contrairement à l’intuition, la théorie des systèmes isolés ne dispose pourtant pas d’une

notion universelle (et locale) de masse et estimer la quantité de matière présente dans une

région bornée de l’espace(-temps) reste à l’heure actuelle une question mal comprise (voir

la fin de ce texte).

La manière dont a été réalisée l’identification entre le paramètre m et la masse dans la

métrique de Schwarzschild amène alors à l’idée que la masse totale d’un système isolé doit

être calculée de façon globale, à l’aide d’un procédé de passage à la limite. La définition la

plus couramment utilisée aujourd’hui est celle donnée en 1962 par R. Arnowitt, S. Deser

et C. Misner [1], qui attribue une masse à toute hypersurface asymptotiquement plate

d’un espace-temps. Cette définition, comme la précédente, est purement riemannienne et

s’étend à toutes les dimensions.

Définition 1.2. — Soient (Mn, g) une variété riemannienne asymptotiquement plate,

Sr une sphère de rayon r dans une carte à l’infini et ν sa normale sortante. La masse est

m(M, g) =
1

16π
lim
r→∞

∫

Sr

(∂igij − ∂jgii)ν
j dvolSr(1.4)

si cette intégrale existe.

Le coefficient 16π est choisi ici pour que le calcul de la masse de toute tranche d’espace

{τ} ×M de la métrique de Schwarzschild (1.2) soit exactement m.

Cet objet, calculé d’une manière apparemment non-tensorielle, –et à partir des dérivées

premières de la métrique de surcrôıt !– est pourtant bien défini. La confirmation de ce fait,

connu de manière heuristique par les physiciens dès les années 60, se fera attendre jusqu’en

1985, année où est démontré le théorème crucial qui permet d’attribuer une signification

non ambiguë à la masse, dû à R. Bartnik [4] et indépendamment à P. Chruściel [14].

Théorème 1.3. — Si la variété riemannienne (M, g) de dimension n est asymptotique-

ment plate d’ordre ρ > n−2
2

et si sa courbure scalaire est dans l’espace de Lebesgue L1,
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alors sa masse est bien définie. C’est un invariant riemannien, indépendant du choix de

la carte.

V. Denisov et O. Solovev ont construit dans [16] un contre-exemple en dimension 3,

d’ordre de décroissance à l’infini exactement égal à 1/2 et dont deux cartes à l’infini

fournissent deux masses différentes.

Si les équations d’Einstein du vide (T = 0) sont vérifiées dans un espace-temps asymp-

totiquement plat N = R ×M , la masse est indépendante de la tranche choisie pour le

calcul [15] et on peut donc parler de la masse de l’espace-temps. Dans le cas général, il est

naturel d’espérer que la masse soit positive si les interactions en présence sont physique-

ment réalistes et qu’elle ne puisse être nulle que pour l’espace-temps trivial de Minkowski.

Les critères utilisés par les physiciens pour décider du caractère raisonnable des interac-

tions sont des inégalités sur leur tenseur d’énergie-impulsion T, dites conditions d’énergie

[22], qui se traduisent donc, via les équations d’Einstein, en inégalités sur la courbure.

Un cas particulier très important (et très étudié) est celui où l’hypersurface asymp-

totiquement plate (M, g) dont on calcule la masse est de courbure moyenne nulle (par

exemple si elle est totalement géodésique, i.e. si sa seconde forme est nulle). Les condi-

tions d’énergie impliquent alors que la courbure scalaire de (M, g) est positive. Tout ce

qui précède apporte donc une motivation profonde au résultat fondamental suivant, dû

à R. Schoen et S.T. Yau [44] en 1978. Une preuve alternative a été donnée en 1981 par

E. Witten [52] (voir aussi [4, 13, 30, 32]). Cet énoncé est purement riemannien et ne fait

plus référence à la relativité.

Théorème 1.4 (Théorème de la masse positive). — Si (M, g) est une variété rie-

mannienne asymptotiquement plate de dimension 3, complète, sans bord et à courbure

scalaire positive, alors sa masse est positive, et elle est nulle si et seulement si (M, g) est

isométrique à l’espace euclidien (R3 , eucl).

Cette inégalité et la rigidité associée au cas d’égalité constituent donc un remarquable

énoncé de géométrie riemannienne globale, dont certains corollaires sont frappants. On

peut citer par exemple celui choisi par R. Geroch dans un exposé de 1974 au cours

d’un symposium de l’A.M.S. pour tenter d’attirer l’attention des mathématiciens sur les

problèmes issus de la relativité [19] : la seule métrique riemannienne à courbure scalaire

positive et plate en-dehors d’un compact de R3 est la métrique euclidienne.

Ce théorème fait partie du paysage depuis 20 ans. Outre son importance en relativité, il

joue un rôle crucial en géométrie conforme en relation avec la courbure scalaire, comme en

témoigne le célèbre problème de Yamabe [32]. Mais on ne connâıt pas encore ses conditions

de validité les plus générales : à l’heure actuelle, il est vérifié en toutes dimensions si la

variété est spinorielle (E. Witten) ou si la dimension est inférieure ou égale à 7 dans le

cas général (preuve due à R. Schoen et S.-T. Yau, qui utilise des surfaces minimales, d’où
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la restriction ; ils ont affirmé à plusieurs reprises posséder une preuve valable en toutes

dimensions, mais, à la connaissance de l’auteur, elle semble ne jamais avoir été publiée).

1.3. Trous noirs et inégalité de Penrose

En 1973, R. Penrose a conjecturé une inégalité frappante pour la masse d’un espace-

temps asymptotiquement plat contenant un trou noir [43].

Qu’est-ce qu’un trou noir ? En étant volontairement flou, un espace-temps asympto-

tiquement plat (défini comme précédemment, c’est-à-dire feuilleté par des hypersurfaces

riemanniennes {τ} ×M asymptotiquement plates) en contient un s’il existe une région

(“bornée” en espace) dont aucune courbe de type temps ou lumière ne peut s’échapper

et où toutes les géodésiques de ce type sont incomplètes. Si l’on se limite au cas où les

tranches d’espace {τ} ×M sont totalement géodésiques, la présence d’une surface mini-

male dans {τ} ×M est un bon indice de l’existence d’un trou noir [22, chap. 9]. Il existe

alors toujours une collection de sphères minimales, dites “les plus extérieures”, c’est-à-

dire délimitant une région extérieure qui ne contient aucune autre sphère minimale que les

composantes de son bord (ce fait est non trivial, voir la section 3.6 pour plus de détails).

Ces surfaces forment l’horizon du trou noir [22, chap. 9] : l’intérieur est caché aux yeux

de tout observateur extérieur.

Dans ce cadre désormais riemannien, la conjecture de Penrose s’énonce : si (M, g) est

une variété riemannienne asymptotiquement plate de dimension 3 qui contient une surface

minimale compacte et qui satisfait aux hypothèses du théorème de la masse positive, alors

m(M, g) >

1

4

√

Aire (S)

π
(1.5)

où S est l’ensemble des sphères minimales “les plus extérieures” contenues dans M .

L’inégalité (1.5) est inspirée à la fois de la thermodynamique des trous noirs (qui impose

des relations entre masse et entropie, c’est-à-dire aire) et d’une autre conjecture fameuse

de relativité, la censure cosmique. Celle-ci prédit que la situation rencontrée dans les

métriques de Schwarzschild (une singularité centrale entourée par un horizon) est en

fait générique : tout espace-temps singulier admet une perturbation dans laquelle la

singularité doit être entourée d’un horizon. Cet énoncé est probablement le problème

ouvert le plus important pour les spécialistes de relativité ; sa vérification aurait des

conséquences concrètes en astrophysique. Or R. Penrose présente dans [43] un argument,

heuristique mais convaincant, qui va à l’encontre de la censure cosmique si l’inégalité (1.5)

est violée !

On comprend donc aisément l’importance de la conjecture de Penrose et son attrâıt.

Pris du côté de la physique, son énoncé est très naturel : la masse d’un espace-temps

statique qui contient un trou noir est minorée par la masse de la métrique de Schwarzschild

dont le trou noir a un horizon de même aire (c’est-à-dire, en termes physiques, de même
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entropie). De plus, il n’est pas surprenant que l’énoncé ne concerne que la surface minimale

la plus extérieure : la masse étant calculée à l’infini, ne peut y contribuer que la partie de

l’espace-temps située au-delà de l’horizon puisque celui-ci masque le contenu intérieur aux

yeux de l’infini... Mathématiquement parlant, il s’agit d’un résultat d’isolation qui impose

à toute variété à courbure scalaire positive suffisamment différente de l’espace euclidien

(qui ne contient pas de surface minimale compacte) d’avoir une masse non seulement

strictement positive mais aussi notablement éloignée de zéro. Et les deux points de vue se

rejoignent pour prédire que le cas d’égalité est caractéristique d’une tranche de la métrique

de Schwarzschild (1.2), c’est-à-dire de la situation la plus symétrique.

La conjecture a résisté pendant près de 25 ans aux différentes tentatives de démonstra-

tions (voir cependant [6, 39] pour des cas particuliers). Ce n’est que récemment (1997)

que G. Huisken et T. Ilmanen [26, 27] ont pu apporter la preuve de sa véracité lorsque

l’horizon est connexe. En 1999, H. Bray [9, 11] en a fourni une autre preuve.

Théorème 1.5 (Bray, Huisken–Ilmanen). — Soit (M, g) une variété asymptotiquement

plate de dimension 3 à courbure scalaire positive ou nulle, ayant pour bord (intérieur)

une sphère minimale S et ne contenant pas d’autres surfaces minimales. Alors

m(M, g) >

1

4

√

Aire (S)

π
.(1.6)

Le cas d’égalité n’est vérifié que si M est isométrique à (R3 \B0(
m
2
), (1 + m

2r
)4 eucl).

2. APPROCHES POSSIBLES

Il existe plusieurs stratégies possibles pour étudier la masse, inventées au cours des

années 70 pour démontrer le théorème de la masse positive. L’approche qui a conduit

pour la première fois au succès, c’est-à-dire celle de R. Schoen et S.T. Yau, était une

démonstration par l’absurde. Il était donc difficile de l’utiliser pour en déduire des esti-

mations effectives sur la masse. En revanche, la simplicité de la méthode mise à profit par

E. Witten dans sa propre preuve de la masse positive faisait d’elle une candidate naturelle

pour l’attaque de l’inégalité de Penrose.

2.1. L’approche spinorielle

L’argument de E. Witten se fonde sur la géométrie spinorielle : sur toute variété rie-

mannienne spinorielle, la formule de Lichnerowicz [34] relie l’opérateur de Dirac D au

laplacien brut D∗D de la connexion de Levi-Civita :

D∗D = D∗D +
1

4
Scalg.(2.1)

E. Witten a alors remarqué que, lorsque cette formule, évaluée sur un champ de spineurs

ψ asymptotiquement constant (cette notion étant définie avec précision), est intégrée sur
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des domaines de plus en plus grands, le terme de bord tend vers un multiple de la masse

à l’infini, i.e.
(

4π lim
∞

|ψ|2
)

m(M, g) =

∫

M

|Dψ|2 +
1

4

∫

M

Scalg |ψ|2 −

∫

M

|Dψ|2.(2.2)

La positivité de la masse est alors immédiate si l’on sait exhiber un spineur harmonique

(c’est-à-dire annulé par D) asymptotiquement constant et de dérivée de carré intégrable.

L’existence d’un spineur solution est obtenue grâce à la théorie des espaces de Sobolev

ou de Hölder à poids développée pour les variétés asymptotiquement plates [4, 36, 37].

Le cas d’égalité s’obtient aisément en remarquant que la nullité de la masse entrâıne que

le spineur est parallèle, donc la courbure de Ricci est nulle. Le cas limite de l’estimation

classique du volume due à Bishop [7] et le caractère asymptotiquement plat font le reste.

Le principal intérêt de cette stratégie est la simplicité avec laquelle elle peut être mise en

œuvre. Malheureusement, elle ne conduit pas à une preuve de l’inégalité de Penrose. La

principale difficulté est d’interpréter dans ce contexte spinoriel l’exigence de ne considérer

que la surface minimale la plus extérieure. Faire abstraction de cette restriction conduit

néanmoins à un résultat, moins fort mais valable pour toute surface minimale. La borne

inférieure obtenue fait intervenir la constante géométrique

σ(S) =

√

Aire (S)

π

(

inf
f∈C∞

c

∫

MS
|df |2

∫

S
f 2

)

.(2.3)

A normalisation près, il s’agit de l’inverse de la norme de l’application trace qui envoie

le complété (pour la norme de type Sobolev ||df ||L2(MS)) de l’espace C∞
c des fonctions

lisses à support compact sur l’extérieur MS de la surface minimale S dans l’espace L2(S)

des fonctions de carré intégrable sur S. Elle est donc strictement positive par nature et

invariante par changement d’échelle, la valeur précise de l’aire de S n’y apparaissant qu’à

des fins de normalisation. Le résultat, obtenu dans [24] à une époque où aucune preuve

de l’inégalité de Penrose n’était disponible, peut alors s’énoncer :

Théorème 2.1. — Si (M, g) est une variété asymptotiquement plate de dimension 3 à

courbure scalaire positive, ayant pour bord une sphère minimale S, alors

m(M, g) >

σ(S)

2 + 2σ(S)

√

Aire (S)

π
.(2.4)

Le cas d’égalité n’est vérifié que si M = (R3 \B0(
m
2
), (1 + m

2r
)4 eucl).

La preuve repose avant tout sur une étude précise du cas d’égalité : celui-ci fait ressortir

le rôle joué par la métrique euclidienne, dont la masse est nulle, qui est la seule métrique

conforme à la (tranche spatiale de la) métrique de Schwarschild de courbure scalaire nulle

et dans laquelle la sphère S est à courbure moyenne constante égale à 4
√

π
Aire(S)

. La

preuve suit alors le cours suivant : on déforme notre métrique d’origine en une métrique

conforme ḡ = ϕ4 g qui est à courbure scalaire nulle et dont la courbure moyenne de S
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vérifie exactement (dans la métrique ḡ) l’égalité précédente. Un calcul direct livre alors

que la différence entre la masse de g et celle de ḡ est minorée par la constante annoncée. Il

reste à exhiber pour ḡ un théorème de masse positive, obtenu par la méthode de Witten,

pour la partie non bornée MS. La subtilité provient de l’apparition, lors de l’intégration

de la formule de Lichnerowicz (2.2), de termes de bord sur S contenant l’opérateur de

Dirac de celle-ci. Il est alors possible de contrôler son signe en faisant appel aux travaux

de C. Bär et O. Hijazi sur la première valeur propre de l’opérateur de Dirac [3, 25].

2.2. Le flot de la courbure moyenne inverse

De nombreuses tentatives ont été faites pour donner une expression plus intrinsèque

de la masse. L’idée la plus intéressante est due à S.W. Hawking [21] : sur une variété

asymptotiquement plate de dimension 3,

m(M, g) = lim
t→∞

√

Aire (St)

64π3/2

(

16π −

∫

St

H2
t

)

(2.5)

si les surfaces St (de courbure moyenne Ht) convergent très vite (en un sens précis) vers

des sphères euclidiennes à l’infini. L’expression à l’intérieur de la limite dans (2.5) est

appelée masse de Hawking mH(St) d’une surface St et vaut zéro pour toute sphère ronde

dans l’espace euclidien (c’est le théorème de Gauss-Bonnet !)

Cette remarque conduit à une nouvelle approche de la masse positive, fondée sur une

formule de monotonie. R. Geroch [18] et P. S. Jang et R. Wald [29] ont en effet imaginé

que toute variété asymptotiquement plate (de dimension 3) “raisonnable” puisse être

recouverte par des sphères (topologiques) évoluant sous le flot de la courbure moyenne

inverse. Plus précisément, ils espèrent disposer d’une application lisse et régulière (sans

points critiques) F : R × S2 −→M , (t, x) 7−→ Ft(x), obéissant à l’équation

∂Ft
∂t

(x) =
1

Ht(x)
νt(x)(2.6)

où νt est le champ de normales unitaires sortant et Ht la courbure moyenne de St = Ft(S
2).

Par exemple, si S0 est une sphère ronde de rayon r0 dans l’espace euclidien R3 , la solution

du flot (2.6) est fournie par les sphères concentriques St de rayons r(t) = et/2 r0.

Lemme 2.2. — Si Scalg > 0, la masse de Hawking mH(St) est une fonction croissante.

Preuve. – Tout d’abord on a, pour tout t, Aire (St) = et Aire (S0) puisque la courbure

moyenne est précisément la dérivée du volume infinitésimal. Notons K t la courbure de

Gauss et A0
t la partie à trace nulle de la seconde forme fondamentale A t de St, on peut

calculer la dérivée de Ht par rapport à t à partir de la formule (2.6). Cela conduit à :

d

dt

∫

St

H2
t = −

∫

St

2H−2
t |dHt|

2 + 2 |A0
t |

2 + 2 Ric(νt, νt).(2.7)
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L’équation de Gauss fournit par ailleurs

−2 Ric(νt, νt) + Scalg = 2Kt + |A0
t |

2 −
1

2
H2
t(2.8)

(une remarque déjà utilisée par R. Schoen et S.T. Yau dans le contexte de la courbure

scalaire [45]), d’où

d

dt

(

16π −

∫

St

H2
t

)

>

∫

St

−2Kt + Scalg + |A0
t |

2 +
1

2
H2
t > −

1

2

(

16π −

∫

St

H2
t

)

(2.9)

(en utilisant Gauss-Bonnet). Compte tenu du comportement de l’aire décrit plus haut,

on obtient finalement

d

dt
mH(St) =

√

Aire (S0)

64π3/2

d

dt

(

e
t
2

(

16π −

∫

St

H2
t

))

> 0,(2.10)

ce qui conclut la preuve.

Si l’on fait l’hypothèse que le flot peut évoluer de cette façon régulière à partir d’une

très petite sphère géodésique à t = ε (dont la masse de Hawking est très proche de zéro

puisque la géométrie riemannienne est asymptote à l’ordre 2 à la géométrie euclidienne

au voisinage d’un point) et se comporte lorsque t tend vers l’infini comme les grandes

sphères géodésiques, ce procédé fournit donc une nouvelle preuve de la masse positive.

C’est cette méthode que mettent en œuvre G. Huisken et T. Ilmanen dans leur preuve

de l’inégalité de Penrose, au prix de formidables difficultés techniques. Même dans les cas

les plus simples, il est en effet inévitable de voir se créer en temps fini des singularités du

flot. Les contrôler de manière efficace et développer les outils permettant d’y faire face

constitue l’essentiel de leur travail.

2.3. Trous noirs et inégalité isopérimétrique

L’idée de H. Bray pour démontrer l’inégalité est de considérer le quotient de la masse

par la racine carrée de l’aire de l’horizon P(g) = Aire (S(g))−
1
2 m(g), qu’il dénomme

quotient de Penrose de la variété et qu’il interprète comme une constante isopérimétrique

pour l’horizon S(g), ou encore comme une fonctionnelle sur l’espace des métriques asymp-

totiquement plates qui possèdent un horizon.

Plutôt que de tenter de rechercher directement un minimum de cette fonctionnelle, il

définit un flot de métriques (et d’horizons associés) qui fait décrôıtre le quotient de Pen-

rose. Pour ce faire, il construit une famille de métriques conformes g t = ϕ4
t g sur M , de

quotient décroissant en t et munies d’horizons S(gt) qui, lorsque t tend vers l’infini, ont

progressivement tendance à “enfler” (lorsqu’on les étudie avec la métrique d’origine) et

donc à tendre vers l’infini. Le point crucial est le suivant : la restriction d’une métrique

asymptotiquement plate arbitraire à l’extérieur d’un compact de plus en plus grand ap-

proxime de mieux en mieux une métrique de Schwarzschild qui est en quelque sorte sa

meilleure approximation à l’ordre 1 à l’infini. Puisque S(gt) “tend vers l’infini”, il est
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donc permis d’espérer que la métrique gt tende vers une métrique de Schwarzschild de

quotient de Penrose (16π)−1/2. Cette approche est entièrement nouvelle et originale dans

l’étude de la masse et des variétés asymptotiquement plates. Contrairement à celle de

G. Huisken et T. Ilmanen, elle débouche sur une inégalité de Penrose générale où l’horizon

n’est plus nécessairement connexe (voir le Théorème 4.7).

3. ESQUISSE DE LA PREUVE DE G. HUISKEN ET T. ILMANEN

Comme dit précédemment, leur preuve consiste à rendre rigoureuse l’approche du flot

de la courbure moyenne inverse introduite par R. Geroch, P.S. Jang et R. Wald. Leur

travail se décompose en deux parties distinctes : une étude générale du flot, valable en

toute généralité et en toutes dimensions (ou au moins en dimension n < 8 en ce qui

concerne les résultats de régularité), et une application au cas particulier de l’inégalité de

Penrose sur une variété asymptotiquement plate à courbure scalaire positive.

3.1. Difficultés

Lorsque l’on examine du point de vue des mathématiques la stratégie des physiciens,

on se heurte immédiatement à un obstacle de taille : il est a priori impossible d’exclure

l’apparition de singularités lors du flot. Un exemple simple (sur lequel nous reviendrons

plus tard) permet déjà de s’en convaincre : le flot de la courbure moyenne inverse appliqué

à une sphère ronde S0 dans R3 produit une famille de sphères rondes concentriques St,

paramétrées de telle sorte que Aire (St) = etAire (S0). Prenons maintenant comme donnée

initiale deux sphères disjointes : chacune évolue indépendamment tant qu’elles restent

disjointes et une singularité apparâıt au premier point de contact !

L’accident qui survient ici montre qu’il est crucial de ne pas restreindre le type topologi-

que des surfaces qui apparaissent. Dès lors, la formulation lisse du flot (2.6) de la sec-

tion 2.2 doit être remplacée par une formulation faible, exprimée dans le langage de la

théorie géométrique de la mesure. G. Huisken et T. Ilmanen procèdent alors en trois

étapes :

(a) la récriture du flot lisse comme une équation aux dérivées partielles portant sur une

fonction u dont les surfaces St sont les surfaces de niveau. Cette idée, inspirée par les

travaux de L.C. Evans et J. Spruck [17], conduit ici à l’équation équivalente

div

(
∇u

|∇u|

)

= |∇u|.(3.1)

(b) il serait alors agréable de voir l’EDP (3.1) précédente comme l’équation d’Euler-

Lagrange d’une fonctionnelle portant sur u et sur ∇u. Malheureusement, ce n’est pas le

cas. Pour contourner cette difficulté, G. Huisken et T. Ilmanen s’inspirent de travaux de

R. Hardt et X. Zhou [20], S. Luckhaus [38], A. Lichnewsky et R. Temam [35] et A. Visintin
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[50]. Si Ω est un ouvert de M , K un compact de Ω et u une fonction lipschitzienne fixée

de Ω, ils introduisent la fonctionnelle

JKu (v) =

∫

K

|∇v| + v |∇u|(3.2)

portant sur toutes les fonctions v de C0,1
loc (Ω) qui diffèrent de u sur K. Une fonction u lisse

et sans points critiques vérifie l’équation (3.1) dans Ω si et seulement si J Ku (u) 6 JKu (v)

pour toutK et tout v. L’introduction des compactsK est destinée à compenser le manque

de compacité des niveaux de u, une difficulté inhérente à la théorie.

(c) On peut alors remplacer la formulation variationnelle (3.2) par une nouvelle fonction-

nelle portant sur les parties de Rn . Pour une partie F et un compact K de Rn ,

J̃Ku (F ) = Aire (∂F ∩K) −

∫

F∩K

|∇u|,(3.3)

où le bord ∂F doit être pris ici au sens de la théorie géométrique de la mesure (on prendra

donc F parmi les courants de périmètre fini, voir par exemple [48, sections 14, 26, 27]).

On dit alors qu’une partie E minimise J̃u si et seulement si J̃Ku (E) 6 J̃Ku (F ) pour toute

partie F de M telle que la différence symétrique de E et F soit relativement compacte

et pour tout choix de compact K qui contienne cette différence symétrique. Suivant le

contexte, il sera commode d’utiliser l’une ou l’autre des fonctionnelles Ju ou J̃u. Ces

aller-retours (incessants dans [26]) sont justifiés par le résultat suivant :

Proposition 3.1. — Soit Ω un ouvert de M et u ∈ C0,1
loc (Ω). Alors u minimise la

fonctionnelle Ju sur Ω si et seulement si, pour tout t, l’ensemble de niveau Et(u) = {u < t}

minimise J̃u sur Ω.

Esquisse de preuve. – Un sens est immédiat en remarquant que, pour tout v différant de u

sur un compact K, la formule de la coaire [48, §12.6] fournit, si l’on note E t(v) = {v < t} :

JKu (v) =

∫ sup v

inf v

Aire(∂Et(v)) −

∫

K

∫ sup v

inf v

χ{v(x)<t}|∇u| dt dvolg + (sup v)

∫

K

|∇u|

=

∫ sup v

inf v

J̃Ku (Et(v)) + (sup v)

∫

K

|∇u|.

(3.4)

L’autre sens se démontre par l’absurde. Soit F , qu’on suppose d’abord inclus dans un

Et0 , tel que J̃Ku (F ) < J̃Ku (Et0) (les théorèmes généraux de théorie géométrique de la

mesure permettent de le choisir minimal pour cette propriété). On définit alors v telle

que Et(v) = {v < t} = Et ∩ F et on compare JKu (u) à JKu (v) à l’aide de la formule

précédente (3.4) et de l’inégalité très générale

J̃u(A ∩ B) + J̃u(A ∪ B) 6 J̃u(A) + J̃u(B).(3.5)

Il s’ensuit que J̃Ku (Et) = J̃Ku (Et ∩ F ) pour presque tout t et finalement, pour une suite

{ti} croissante vers t0, J̃
K
u (Et0) 6 lim J̃Ku (Eti ∪ F ) 6 J̃Ku (F ), en utilisant une deuxième
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fois l’inégalité (3.5). On procède alors de manière analogue pour un F contenant E t0 et

le cas général (F quelconque) est alors une conséquence de (3.5).

Nous dénotons maintenant par E0 la condition initiale, qui est un ouvert arbitraire de

M (dans le cas de l’inégalité de Penrose, il s’agit de la partie compacte de M délimitée

par la surface minimale la plus extérieure). Le problème de minimisation (avec obstacle)

de G. Huisken et T. Ilmanen peut donc être récrit de la manière suivante :

Problème 3.2. — Trouver une famille (Et)t>0 de parties de R3 , croissante pour l’inclu-

sion, telle que

1 ) E0 est contenu dans tous les Et ;

2 ) si l’on définit une fonction u, qui est lipschitzienne, par Et = {u < t}, alors Et
minimise la fonctionnelle J̃u dans M − E0, pour tout t > 0.

Il n’y a aucune raison pour que l’équation soit a priori satisfaite en t = 0 : E0 est

choisi de manière arbitraire et n’a donc aucune raison de minimiser la fonctionnelle J̃u.

En effet, les conditions précédentes impliquent au mieux que F0 = {u 6 0} minimise J̃u

dans M − E0, mais rien n’empêche {u = 0} de contribuer à la fonctionnelle (Figure 1).

De manière générale, il faut donc imposer des conditions supplémentaires pour relier la

condition initiale à l’évolution future du flot.

E0

u = 0

u > 0 

Fig. 1 : Une mauvaise condition initiale.

3.2. Régularité

La régularité des solutions éventuelles au flot reformulé est la conséquence de théorèmes

classiques de théorie géométrique de la mesure, issus des travaux de W. Allard, F. Alm-

gren et H. Federer. Leur application à la situation étudiée ici se trouve essentiellement

contenue dans les travaux de U. Massari et M. Miranda [40] et P. Sternberg, G. Williams

et W. Ziemer [49].

Théorème 3.3. — On suppose que la dimension est inférieure ou égale à 7. Soit f une

fonction de L∞(M) et U une partie de M de bord de classe C1 (resp. C1,α pour 0 < α < 1,

resp. C2 et f = 0). Si E minimise la fonctionnelle Aire (∂E) +
∫

E
f (parmi toutes les

parties de M qui contiennent l’obstacle U), alors ∂E est une sous-variété de classe C1

(resp. C1,α, resp. C1,1 et C∞ en-dehors des points de contact avec l’obstacle).
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3.3. Comportement lors des sauts

Le principal intérêt de la fonctionnelle J̃u introduite au paragraphe précédent est de

gérer au mieux le comportement des surfaces de niveau lorsque se produit un changement

de topologie ou saut (ce qui est inévitable, comme nous l’avons déjà vu, si l’on souhaite

que le flot soit défini pour tout temps).

Soit u une solution du Problème 3.2. Les ensembles de niveau E t = {u < t} minimisent

donc la fonctionnelle J̃u. Comme le second terme dans la définition (3.2) de J̃u est toujours

négatif et décroissant pour l’inclusion, leur bord est de périmètre minimum parmi toutes

les parties de M qui les contiennent. Les parties Ft = {u 6 s} sont la limite des Es pour

s → t+ et il est aisé de montrer qu’ils vérifient la même propriété de minimisation. On

a ainsi Aire (∂Et) = Aire (∂Ft) dès qu’ils sont compacts. Nous dirons alors qu’une partie

de M est une enveloppe minimisante (stricte) si elle est de périmètre minimum (strict)

parmi toutes les parties qui la contiennent.

Comme Ft minimise non seulement le périmètre (du bord) mais aussi J̃u et que ∇u

doit être non nul au moins quelque part sur toute partie contenant strictement F t (et qui

en diffère d’un ensemble de mesure non-nulle), on en déduit que les F t sont toujours des

enveloppes minimisantes strictes. Le comportement d’une solution donnée du flot faible

est maintenant intuitivement clair : tant que E t reste une enveloppe minimisante stricte,

le flot évolue de manière classique ; dès que Et n’est plus strictement minimisant, le flot

saute à Ft, qui est la plus petite envelopppe minimisante stricte contenant E t.

u < t

u > t

u = t

u < t

Fig. 2 : Il est temps de sauter...

La Figure 2 donne une idée du phénomène pour l’évolution de deux sphères disjointes

évoquée dans la section 3.1. Les sphères en pointillés représentent l’évolution ultérieure

du flot classique, qui aboutit à une singularité au premier point de contact. Le flot faible

“saute” à la région formée des deux sphères reliées par un collier caténöıdal dès que

la réunion des deux sphères peut être entourée par une autre partie de même périmètre.

Cette situation est réminiscente d’un autre phénomène, bien connu, concernant les surfaces

minimales : la solution du problème de Plateau (c’est-à-dire de la recherche de la surface
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d’aire minimale de bord prescrit dans R 3) pour deux cercles parallèles est un tronc de

caténöıde si la distance des deux cercles est faible et deux disques sinon.

Une propriété étrange de ce comportement est qu’il est impossible d’exclure la pos-

sibilité d’un saut jusqu’à l’infini. En effet, si u est une solution du problème, alors

ut = min(u, t) est également une solution, et ce pour tout t ! On voit ici que, prises

sans précautions, les solutions du flot faible souffrent d’une forme particulièrement bru-

tale de non-unicité (Figure 3).

Il peut même arriver que le saut jusqu’à l’infini soit le seul comportement possible. Si

M est par exemple formée d’un bout cylindrique recollé à une demi-sphère et si l’on prend

l’équateur comme condition initiale, la seule solution du flot faible est la fonction nulle

sur la partie cylindrique puisqu’il est impossible de trouver une enveloppe minimisante

stricte qui contienne l’équateur !

u = t’ < t
u = t’ < t

u = tu = t

u = t" > t

Fig. 3 : Un saut jusqu’à l’infini...

L’étude du comportement lors des sauts permet néanmoins de répondre à une question

laissée auparavant en suspens : celle du comportement à t = 0. Puisque la fonctionnelle

J̃u sur M − E0 se réduit ici au périmètre du bord, on obtient

Proposition 3.4. — Soit (Et)t>0 une solution du Problème 3.2 de donnée initiale E0.

Alors E0 vérifie l’équation à t = 0 si et seulement si E0 est une enveloppe minimisante.

Rappelons que tous les Et minimisent J̃u, qui doit donc être constante en t. Dès lors,

la formule de la coaire et les considérations précédentes assurent :

Proposition 3.5. — Soit (Et)t>0 une solution du Problème 3.2. Si tous les Et sont rela-

tivement compacts, alors e−t Aire (∂Et) est une fonction constante en t, égale à Aire (∂F0).

Si E0 est une enveloppe minimisante, alors Aire (∂E0) = Aire (∂F0).
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3.4. Propriétés d’unicité

Comme on vient de le voir, elles sont nécessairement subtiles. L’énoncé suivant, où

aucune hypothèse n’est innocente, donne une idée de ce que l’on peut quand même obtenir.

Proposition 3.6. — Soit Ω un ouvert de M dont aucune composante connexe n’est

compacte. Alors :

(i) si u et v minimisent les fonctionnelles associées Ju et Jv dans Ω et si {v > u} est

relativement compact dans Ω, alors u > v dans l’ouvert ;

(ii) si (Et)t>0 et (Ft)t>0 sont deux solutions du Problème 3.2 dans Ω de données initiales

E0 ⊂ F0 et si Et est relativement compact dans Ω pour tout t, alors Et ⊂ Ft pour tout t.

Compte tenu de ce qui précède et de l’équivalence entre le flot classique (2.6) de la

section 2.2 et sa formulation faible (étapes a)–c) de la section 3.1), on a alors

Proposition 3.7. — Soit (Et)t>0 une solution du Problème 3.2. Si à t0 donné ∂Et0 est

une sous-variété lisse, compacte, à courbure moyenne strictement positive et est une en-

veloppe minimisante, alors le flot faible et le flot classique cöıncident sur un petit intervalle

de temps après t0.

Toutes les hypothèses sont nécessaires. La non-annulation de la courbure moyenne

donne un sens à l’équation classique, son signe assure son caractère parabolique, il existe

donc une solution au flot classique sur un voisinage tubulaire de la donnée initiale. On

utilise ensuite le résultat de comparaison 3.6(ii) dans ce voisinage, à la condition expresse

que l’intersection de chaque ensemble de niveau Et = {u < t} du flot faible avec ce

voisinage y soit relativement compacte (l’exemple des deux sphères montre la nécessité de

cette hypothèse). D’après la discussion sur les sauts de la section précédente, la condition

d’enveloppe assure que Et0 = {u < t0} est l’intérieur de Ft0 = {u 6 t0}, qui est la limite

pour t→ t+0 (pour la distance de Hausdorff) des Et (t > t0).

3.5. Existence de solutions convenables

G. Huisken et T. Ilmanen obtiennent une solution u, lipschitzienne et surtout propre,

du flot faible formulé à l’aide de la fonctionnelle Ju, par un procédé de régularisation

elliptique (voir [17, 28]), c’est-à-dire comme limite d’une suite de fonctions lisses solutions

d’équations régularisées.

Il est illusoire de prétendre donner une idée précise des arguments tout en conservant

une taille raisonnable à ce rapport. Nous nous contenterons donc de décrire rapidement

la méthode. Pour tout ε > 0, G. Huisken et T. Ilmanen montrent d’abord l’existence de

solutions particulières uε aux équations régularisées

div

(

∇uε
√

|∇uε|2 + ε2

)

=
√

|∇uε|2 + ε2(3.6)
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sur des domaines Ωε, compris entre la donnée initiale E0 et des hypersurfaces Aε qui

s’enfuient à l’infini si ε tend vers 0. Cette procédure peut être interprétée géométriquement

si l’on remarque que la fonction (z, x) 7−→ uε(x)−ε z fournit une solution au flot classique

dans R × Ωε.

Les solutions souhaitées des équations régularisées sont obtenues par application répé-

tée de la méthode de continuité. Il reste alors un long travail pour mettre à jour les

estimées vérifiées par la suite des solutions et qui assurent sa convergence dans C 0,1
loc ,

modulo extraction d’une sous-suite, vers la solution du flot faible souhaitée.

La mise en œuvre de ce schéma de preuve requiert un contrôle fin de la géométrie

à l’infini. C’est en effet celle-ci qui assure qu’il existe des solutions propres, qui donc

résistent à la tentation de “sauter jusqu’à l’infini” comme dans la Figure 3. Plutôt

que d’imposer des contraintes particulières au comportement asymptotique de la variété,

G. Huisken et T. Ilmanen préfèrent faire une hypothèse équivalente mais de nature ana-

lytique : l’existence d’une fonction, lipschitzienne et propre, sous-solution (en un sens qui

est précisé dans [26]) au flot faible en-dehors d’un compact (arbitraire, éventuellement très

grand). L’existence de cette sous-solution est l’ingrédient essentiel de toutes les estimées

portant sur la suite des solutions des équations régularisées : elles sont toutes obtenues

par comparaison avec la sous-solution et application de formes variées et parfois raffinées

du principe du maximum. Le résultat de ces efforts est le

Théorème 3.8 (Existence de solutions). — Soit M une variété connexe, complète et E0

une condition initiale au sens du Problème 3.2. S’il existe une sous-solution v dans C0,1
loc du

flot faible à l’extérieur d’un compact et qui est propre, alors il existe une unique solution

u propre dans C0,1
loc (M − E0), de donnée initiale E0.

3.6. Région extérieure, formule de monotonie et inégalité de Penrose

Plaçons-nous dans la situation de la conjecture de Penrose : une variété asymptotique-

ment plate de dimension 3 contenant une surface minimale. Nous commençons, comme

promis, par quelques préliminaires sur les régions extérieures de M , c’est-à-dire les com-

posantes de ce qui reste lorsque l’on ôte de M toutes les surfaces minimales compactes

plongées ainsi que toutes les parties compactes de M délimitées par ces mêmes surfaces.

Des arguments relativement élémentaires de géométrie et topologie de dimension 3 mon-

trent alors [26] :

Lemme 3.9. — Chaque région extérieure Me a la topologie de R3 privé d’un nombre fini

de sphères, minimales et stables. Le bout unique de Me est asymptotiquement plat et

∂Me est un nombre fini de surfaces minimales stables.

Nous supposerons désormais que Me est difféomorphe à R3 −B0. L’unique composante

du bord, notée S0, est donc la sphère minimale la plus extérieure de l’inégalité de Penrose,

telle qu’énoncée au Théorème 1.5. On procède alors comme suit.
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(a) la géométrie à l’infini étant bien mâıtrisée, le Théorème 3.8 fournit une fonction

propre et lipschitzienne u dont les ensembles de niveau E t = {u < t} sont solution du

Problème 3.2 avec comme condition initiale la partie de M délimitée par S 0, qui est une

sphère minimale et stable. Selon le principe exposé à la Proposition 3.4, l’équation est

vérifiée en t = 0.

(b) monotonie de la masse de Hawking : Comme les solutions uε des équations régularisées

de la section 3.5 sont des solutions du flot classique sur le cylindre R ×M (associées aux

N ε
t = {(uε(x) − εz) = t}), la preuve de la monotonie (Lemme 2.2) fournit, pour r 6 s,

∫

Nε
s

ϕH2 −

∫

Nε
r

ϕH2
6

∫ s

r

∫

Nε
t

ϕ
(
H2 − 2|A|2 − 2Ric(ν, ν)

)
+ 〈dϕ,Hν − 2

dH

H
〉,(3.7)

où ϕ est une fonction plateau en la variable z (son introduction est nécessaire car les

N ε
t convergent vers les cylindres R × ∂Et qui ne sont pas compacts !) Faire converger

les inégalités 3.7 lorsque ε tend vers 0 est une des parties la plus technique du travail.

Les termes les plus délicats sont ceux en la courbure moyenne H 2 (le lemme de Fatou

est insuffisant car incompatible avec l’inégalité voulue) et en la seconde forme |A| 2. Une

version faible de ces deux notions doit être utilisée (voir [48, §16]) et leur comportement

lors des convergences bien contrôlé (au passage, G. Huisken et T. Ilmanen montrent et

utilisent un théorème de Gauss-Bonnet pour ces notions faibles). On conclut que la masse

de Hawking (faible) des niveaux de la solution fournie par la section 3.5 est croissante.

(c) comportement asymptotique de Et = {u < t} : il est gouverné par les propriétés

d’unicité du flot faible. Considérons la solution précédente du flot de la courbure moyenne

inverse restreinte au complémentaire d’une grande boule B fixée de R 3 , munie de la famille

des métriques rééchelonnées gR = R−2g. Elles convergent vers la métrique euclidienne sur

R3 − {0} lorsque R tend vers l’infini ; de plus, il est possible d’exhiber une suite de

solutions qui converge vers une solution du flot dans R3 − {0}. Il reste à s’assurer que la

seule solution du flot sur R3 − {0} dont tous les ensembles de niveau sont relativement

compacts est donnée par les sphères concentriques en l’origine. Ce point est vraisemblable

si l’on relit la Proposition 3.6 mais nécessite une preuve ad hoc. Les bords ∂E t sont donc,

asymptotiquement, de plus en plus sphériques.

Nous avons alors en mains tous les instruments nécessaires : l’existence globale du flot

faible à partir de l’horizon et la monotonie de la masse de Hawking. Sa valeur à l’origine

est la racine carrée de l’aire de l’horizon (convenablement renormalisée) et elle tend à

l’infini vers la masse. L’inégalité de Penrose est donc démontrée.

Remarque 3.10. — L’étape (b), en particulier par l’usage du théorème de Gauss-

Bonnet, ne vaut que si les surfaces ∂Et, et donc l’horizon, sont connexes. La preuve

s’étend au cas général en démarrant le flot sur la composante d’aire maximale de l’horizon,

l’interrompant dès que les surfaces de niveau approchent de trop près d’autres com-

posantes ; on construit alors “à la main” un saut qui englobe les nouvelles composantes et
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qui préserve la monotonie de la masse de Hawking, avant de reprendre l’évolution normale

du flot. On minore ainsi la masse en fonction de l’aire de la composante la plus grande,

ce qui est moins précis que la conjecture initiale de Penrose, qui est le résultat de H. Bray

décrit dans les paragraphes suivants.

4. LA PREUVE DE H. BRAY

La démonstration de H. Bray est complètement originale et emploie une stratégie inédite

dans l’étude de la masse. Son point de départ s’inspire néanmoins des premiers travaux

de R. Schoen et S.T. Yau [44].

Lemme 4.1. — Pour toute variété asymptotiquement plate (M, g) avec un horizon Σ, il

existe une suite de métriques gσ à courbure scalaire nulle, asymptotiquement plates et

globalement conformes à la métrique euclidienne en-dehors de la boule B(σ), qui tend

(uniformément) vers g lorsque σ tend vers l’infini. De plus m(gσ) − m(g) 6 C σ−1 (où

C > 0) et chaque métrique gσ possède un horizon Σσ extérieur à Σ et dont l’aire tend

vers Aireg(Σ) lorsque σ tend vers l’infini.

4.1. Le flot conforme

Le lemme 4.1 montre qu’il suffit de démontrer l’inégalité de Penrose dans la classe des

métriques asymptotiquement plates et harmoniquement plates, c’est-à-dire à courbure

scalaire nulle et globalement conforme à l’espace euclidien en-dehors d’un compact.

Nous nous plaçons désormais dans ce cadre et, pour fixer les notations, nous notons

g(x) = U4(x) eucl pour tout x deMe−K, oùMe est toujours la région extérieure au sens de

la section 3.6, de bord Σ (non nécessairement connexe) et où la fonction U est harmonique

(Scalg = 0) et tend vers 1 à l’infini. On se trouve donc ramené à une situation semblable

aux métriques de Schwarzschild (qui peuvent donc guider l’intuition plus efficacement que

dans le cas général) et où l’essentiel de l’information (au moins au voisinage de l’infini)

est contenu dans une fonction. Partant d’une métrique harmoniquement plate, il est alors

naturel de chercher à diminuer le quotient de Penrose en restant à l’intérieur de cette

classe de métriques.

Proposition 4.2. — Il existe une fonction (t, x) 7−→ vt(x) sur R ×Me et des hypersur-

faces lisses (non nécessairement connexes) Σ(t) telles que

∆gvt = 0 à l’extérieur de Σ(t), vt = 0 à l’intérieur de Σ(t), lim
∞
vt = −e−t(4.1)

et de plus Σ(t) est la surface minimale la plus extérieure pour

gt = u4
t g =

(

1 +

∫ t

0

vtdt

)4

g.(4.2)

La fonction v est lipschitzienne en t et lisse en x sauf sur Σ(t) où elle est C1.



883-19

Le cas d’égalité est assez éclairant et mérite donc d’être détaillé. Partant de la métrique

de Schwarzschild gS = (1+m
2r

)4 eucl de massem, le flot conforme défini par H. Bray produit

la famille gSt = U4
t eucl avec

Ut(x) =







e−t + me2t

2r
si r > me2t

2
,

√
2m
r

si r 6
me2t

2
.

(4.3)

Il s’agit donc d’une famille de métriques de Schwarzschild de masse constante m, donc

toutes isométriques, mais définies à l’extérieur d’horizons S(g t) = {r = me2t

2
} qui “filent à

l’infini”. La formulation générale du flot est obtenue en recherchant des facteurs conformes

qui vérifient dans la métrique initiale g les mêmes équations que celles vérifiées par les

fonctions (4.3) dans le modèle de Schwarschild gS.

Les conditions portant sur gt doivent être comprises comme analogues à une équation

différentielle : la fonction vt est la dérivée de ut (le facteur conforme apparaissant dans

la définition de gt) et est déterminée par les équations (4.1). L’existence du flot et ses

propriétés de régularité sont d’ailleurs obtenues par un procédé de discrétisation fort

semblable à la méthode d’Euler pour les équations différentielles ordinaires.

Lemme 4.3. — L’aire (totale) de Σ(t) est constante, égale à Aire (Σ).

Esquisse (très rapide) de preuve. – L’horizon initial Σ est de courbure moyenne stricte-

ment négative pour la normale extérieure dans gt dès que t > 0. Dès lors, Σ(t), surface

minimale la plus extérieure pour g t, est à l’extérieur de Σ et Aire (Σ(t)) 6 Aire (Σ).

L’inégalité dans l’autre sens est nettement plus délicate et repose sur une étude fine du

comportement des approximations qui sont utilisées dans la méthode d’Euler. Pour un

pas ε > 0 petit, les approximations gεt sont en effet suffisamment explicites pour que l’on

puisse contrôler l’aire de leurs surfaces minimales les plus extérieures et surtout leur taux

de variation. On en déduit alors que la surface minimale la plus extérieure pour g εt est

d’aire égale à Aire(Σ) + o(1) lorsque le pas ε tend vers 0.

4.2. Masse et fonctions de Green

La partie la plus originale du travail de H. Bray est celle consacrée au comportement de

la masse lors de l’évolution. Elle fait intervenir, de manière assez inattendue, le théorème

de la masse positive.

Il met en évidence une relation (très générale) entre la masse de la variété et un objet

classique de théorie du potentiel, la capacité de l’horizon, définie par

E(Σ, g) =
1

2π
inf
D

∫

Me

|dψ|2 où D = {ψ ∈ C∞
c (M), ψ = 1 sur Σ}.(4.4)

La borne inférieure est bien sûre atteinte pour une fonction ψ0 harmonique hors de Σ,

nulle à l’infini et valant 1 sur l’horizon. Si la métrique est asymptotiquement plate, une



883-20

telle fonction s’écrit toujours ψ0 = c
2|x|

+O (|x|−2) (voir [4]) et la formule de Green assure

que E(Σ, g) = c.

Théorème 4.4. — Dans les conditions précédentes, m(g) >
1
2
E(Σ, g).

Esquisse de preuve. – Soit ψ0 une fonction minimisante pour la capacité. On considère

alors le double M̄ = Me ∪ (−Me) (obtenu par réflexion le long de Σ) muni de la fonction

harmonique ϕ0 définie par ϕ0(x) = 1 − ψ0(x)
2

si x est dans Me et ϕ0(x) = ψ0(−x)
2

si x est

dans (−Me), et de la métrique ḡ = ϕ4
0 g. La variété M̄ semble avoir deux bouts mais,

en réalité, il n’en est rien : compte-tenu du comportement asymptotique de la fonction

ψ0, l’infini de (−Me) se comporte comme un voisinage épointé de l’origine dans R 3 ;

la métrique s’y étend de manière C∞ car ḡ est de la forme V4 eucl avec V harmonique

(théorème d’élimination des singularités). Un calcul direct montre de plus que la masse

de (M̄, ḡ) (en l’infini de Me, qui est le seul vrai bout de M̄) vaut m(g) − 1
2
E(Σ, g). Si

ḡ était lisse sur Σ, elle serait redevable du théorème de la masse positive puisqu’elle est

à courbure scalaire positive. Dans le cas présent, il faut régulariser astucieusement la

métrique au voisinage de Σ et appliquer une version faible de la masse positive démontrée

par H. Bray et F. Finster [10].

Lemme 4.5. — La masse m(gt) est une fonction décroissante en t.

Preuve. – Le calcul de la masse est effectué à l’infini : l’hypothèse de platitude harmonique

assure donc qu’à l’extérieur d’un compact gt = u4
t g0 = (ut U)4 eucl. De plus la fonction

ut = 1 +
∫ t

0
vtdt est dérivable presque partout car monotone.

Imaginons (pour simplifier) que ce soit le cas à t = 0. Comme 1 +e t vt est harmonique,

tend vers 0 à l’infini et vaut 1 sur l’horizon Σ(t), vt = e−t
(

−1 + E(Σ(t),gt)
2|x|

)

+O (|x|−2) et,

de manière analogue, U(x) =
(

1 + m(g)
2|x|

)

+O (|x|−2). La masse m(t) se déduit directement

du produit ut U et on calcule m′(0) = E(Σ, g)−2m(0), qui est négatif d’après le Théorème

4.4. La situation à t > 0 se traite exactement de la même façon.

La relation entre masse et capacité n’est pas réellement nouvelle mais elle n’apparaissait

jusque-là qu’en filigrane dans plusieurs travaux antérieurs [12]. En l’isolant du contexte,

le travail de H. Bray souligne le rôle central du Théorème 4.4 et fournit par là des preuves

beaucoup plus conceptuelles à des résultats plus anciens.

4.3. Comportement asymptotique du flot et conclusion

Il reste à comprendre le comportement des métriques gt lorsque t devient grand. Pris

un à un, les arguments employés par H. Bray ne sont pas tous difficiles, mais impliquent

des estimées souvent longues, techniques, calculatoires, et l’ensemble demande une grande

virtuosité. Tout le travail est néanmoins facilité par l’hypothèse de platitude harmonique :

à partir d’un certain moment, tout se passe à l’extérieur d’une boule de R 3 et l’étude
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des métriques gt s’y résume à l’étude des fonctions harmoniques Ut = ut U . Nous nous

contentons de décrire succinctement les différentes étapes.

(a) les surfaces Σ(t) sont comprises entre les deux sphères S(ae2t) et S(be2t). Ce point

est la partie la plus difficile du travail de H. Bray. Très schématiquement, il est acquis en

montrant que toute autre situation conduirait à ce que l’aire de Σ(t) ne soit pas égale à

celle de Σ, en contradiction avec le Lemme 4.3. Interviennent dans la preuve de longues

estimations explicites de l’aire de surfaces dans l’espace euclidien, en fonction de l’intégrale

de Willmore
∫

Σ(t)
H2. Tout ceci utilise profondément l’invariance conforme de l’intégrale

de Willmore et donc l’hypothèse de platitude harmonique. En procédant avec un peu de

soin, on obtient un contrôle explicite des constantes a et b.

(b) contraction des coordonnées : compte-tenu de (a), il est commode de rééchelonner

toute la situation d’un facteur e2t. On dispose donc de deux familles de métriques :

Gt =
(
et Ut(xe

2t)
)4

eucl = U 4
t eucl sur R3 −B(e−2t)

G̃t = W 4
t eucl = (ϕ0 Ut)

4 eucl sur R3 ,
(4.5)

où ϕ0 est définie comme dans la preuve du Théorème 4.4. Elles sont asymptotiquement

plates, et la première est bien sûr isométrique au bout harmoniquement plat de (M e, gt).

D’après le Lemme 4.5, leurs masses (avec des notations évidentes) sont donc reliées par

m′(t) = −2m̃(t). Compte-tenu du théorème de la masse positive et de sa décroissance,

m(t) converge, lorsque t tend vers l’infini, vers un m > 0 et
∫∞

m̃(t) <∞.

(c) La fin de la preuve repose sur une étude précise de l’espace H des métriques har-

moniquement plates en dehors d’une boule fixée de R3 . Cette étude a un intérêt qui

dépasse largement le cadre strict de l’inégalité de Penrose. Il n’est pas impossible qu’elle

permette de préciser la structure de l’espace des modules des métriques asymptotiquement

plates. Une clef de la démonstration est fournie par la

Proposition 4.6. — La masse est continue sur H. De plus, pour tout ε > 0, il existe

δ > 0 tel que, si m(U4 eucl) 6 δ, alors |U − 1| est uniformément bornée par ε.

On en déduit (presque) immédiatement que G̃ tend uniformément vers la métrique

euclidienne. Les fonctions Ut et Wt n’étant pas indépendantes (leurs valeurs sont gou-

vernées, à l’origine, par le choix du flot conforme), la suite de métriques {G t} tend vers

une métrique de Schwarzschild : la suite de fonctions Ut tend uniformément vers 1 + m

2r
.

(d) La preuve est achevée si l’on sait montrer que les surfaces Σ(t) convergent vers

l’horizon de Schwarzschild (au sens, bien sûr, de la théorie géométrique de la mesure).

Ce point découle en fait du (c), car une connaissance suffisamment fine des fonctions Ut

suffit, avec un peu de travail, à contrôler le comportement des horizons Σ(t).

Contrairement à la preuve de G. Huisken et T. Ilmanen, celle de H. Bray ne suppose

à aucun moment que l’horizon d’origine Σ est connexe. L’énoncé vaut donc pour toutes
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les régions extérieures décrites à la section 3.6, ce qui constitue la version la plus générale

connue à ce jour de l’inégalité de Penrose :

Théorème 4.7. — Soit (M, g) une variété asymptotiquement plate de dimension 3 à

courbure scalaire positive, ayant pour bord (intérieur) une famille finie Σ de sphères

minimales et ne contenant pas d’autres surfaces minimales. Alors

m(M, g) >

1

4

√

Aire (Σ)

π
.(4.6)

En cas d’égalité, Σ est connexe et M = (R3 \B0(
m
2
), (1 + m

2r
)4 eucl).

5. QUELQUES IDÉES POUR ALLER PLUS LOIN...

Pour les spécialistes des aspects mathématiques de la relativité générale, la preuve

de l’inégalité de Penrose ne constitue qu’une première étape dans un programme beau-

coup plus vaste. Il reste en effet à comprendre le cas où la variété M est une hypersur-

face asymptotiquement plate arbitraire (non nécessairement totalement géodésique) d’un

espace-temps lorentzien. Tel est en effet le cadre originel du travail de R. Penrose, pas-

sage obligé lorsque l’on s’intéresse à la conjecture de la censure cosmique déjà évoquée.

La masse doit alors être complétée par trois autres quantités {p1, p2, p3} dépendant de la

géométrie extrinsèque de l’hypersurface et l’horizon n’est plus une collection de surfaces

minimales mais de surfaces piégées [41, page 435]. Sous les conditions d’énergie les plus

générales, l’ensemble (m, p1, p2, p3), qui est habituellement vu comme un vecteur de R 4

muni de la métrique de Minkowski et porte le nom de vecteur de moment-énergie, vérifie

une généralisation de la masse positive [46, 52] :

m2 − (p1)
2 − (p2)

2 − (p3)
2

> 0.

Il est difficile de citer ici une conjecture précise et la forme mathématique exacte de ce

que devrait être l’inégalité de Penrose dans ce cadre général est encore un sujet de débat.

Avant de passer à la situation lorentzienne, une étape intermédiaire possible est d’étudier

la situation asymptotiquement hyperbolique où l’espace euclidien modèle est remplacé par

l’espace hyperbolique de dimension 3, qui est une autre hypersurface naturelle de l’espace

de Minkowski. Cet objectif ne parâıt pas déraisonnable à l’heure actuelle et pourrait être

atteint avec les techniques de G. Huisken et T. Ilmanen.

Les résultats et les techniques de H. Bray, G. Huisken et T. Ilmanen permettent aussi

d’ouvrir quelques perspectives pour un autre problème de grande ampleur, tant en relati-

vité qu’en géométrie des variétés asymptotiquement plates. Comme nous l’avons signalé, il

n’existe pas de notion locale de masse en relativité. Une question majeure de la recherche

actuelle est donc de définir une quantité “quasi-locale” de masse. La proposition la plus

géométrique est celle de R. Bartnik [5] qui suggère de définir la masse d’un ouvert Ω de
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M comme l’infimum des masses des variétés asymptotiquement plates à courbure scalaire

positive qui contiennent Ω isométriquement. Cette définition séduisante manquait jusqu’à

présent de bases solides : ainsi, il n’était nullement assuré qu’un ouvert non localement

isométrique à R3 avait une masse de Bartnik strictement positive. Les outils développés

par G. Huisken et T. Ilmanen permettent de répondre affirmativement à cette question.

Ils précisent également que les masses de Bartnik d’une exhaustion Ω i d’une variété M

asymptotiquement plate à courbure scalaire positive convergent vers la masse (usuelle)

de M [26]. De leur côté, les techniques de H. Bray laissent entrevoir des liens intéressants

entre la masse de Bartnik (ou d’autres masses quasi-locales) et la théorie du potentiel [9],

dans l’esprit du Théorème 4.4.

Tous ces résultats permettent d’envisager maintenant une étude plus approfondie de la

masse de Bartnik, ou d’autres masses quasi-locales, qui pourraient être des outils puissants

pour une meilleure compréhension de la géométrie des variétés asymptotiquement plates.

Remerciements. Ce texte n’aurait pu exister sans de nombreuses conversations avec Tom Ilmanen et
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FINITE GROUP ACTIONS ON ACYCLIC 2–COMPLEXES
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1. A BRIEF HISTORY AND MOTIVATION

A simple consequence of the Brouwer fixed point theorem is that any cyclic group acting

on a closed disk Dn must have a fixed point. The classical work of P.A. Smith [18] shows

that if P is a finite p–group, then any action of P on Dn must have a fixed point. From

this there arises a very evident question: is there a group of composite order which can

act on some Dn without any fixed points? This was settled in the affirmative by Floyd

and Richardson in 1959 (see [7]), when they constructed fixed point free actions of the

alternating group A5 on disks.

These examples stood out as special exceptions for several years – indeed no other such

actions were known to exist until Oliver (see [13]) obtained a complete characterization

of those finite groups which can act on disks without stationary points. To explain it we

first need to introduce some group-theoretic concepts.

Definition 1.1. — For p and q primes, let Gq
p be the class of finite groups G with normal

subgroups P ⊳ H ⊳ G, such that P is of p–power order, G/H is of q–power order, and

H/P is cyclic; and let Gp = ∪qG
q
p , G = ∪pGp.

Theorem 1.2. — A finite group G has a fixed point free action on a disk if and only if

G /∈ G. In particular, any non–solvable group has a fixed point free action on a disk, and

an abelian group has such an action if and only if it has three or more non–cyclic Sylow

subgroups.

The smallest group with a fixed point free action on a disk is in fact the alternating

group A5; the smallest abelian group with such an action is C30 ×C30. Oliver also proved

that a group G will have a fixed point free action on a finite Z p–acyclic1 complex if and

Recall that a complex X is said to be Zp–acyclic if its reduced mod p homology is identically zero; if

its reduced integral homology vanishes it is said to be acyclic.
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only if G /∈ Gp. Note that a group G will act without fixed points on a contractible

complex if and only if it acts without fixed points on an acyclic complex.

Taking into account Oliver’s result, an obvious problem is that of constructing fixed

point free actions on contractible or acyclic complexes of small dimension. A well–known

theorem by J.-P. Serre states that any finite group acting on a tree must have a fixed

point (see [16]). However, the situation for contractible 2–dimensional complexes is much

more complicated – in fact it is an open question whether or not it is possible for a finite

group to act on such a complex without fixed points. We will restrict our attention from

now on to the case of acyclic 2–dimensional complexes.

Our starting point is the classical example of an A5–action on an acyclic 2–dimensional

complex without fixed points, which we now briefly recall. In fact it is an essential

ingredient in the construction due to Floyd and Richardson which we discussed above.

This example is constructed by considering the left A5 action on the Poincaré sphere

Σ3 = SO(3)/A5; as the action has a single fixed point (corresponding to the fact that A5

is self–normalizing in SO(3)) we may remove an open 3–disk U around it to obtain an

acyclic compact 3–manifold Σ3 −U with a fixed point free action of A5. This in turn can

be collapsed to a 2–dimensional subcomplex X ≃ Σ3−U upon which A5 still acts without

fixed points. Equivalently we could identify Σ3 with the space obtained by identifying

opposite faces of the solid dodecahedron in an appropriate way2 and consider the A5 action

induced by the usual action on the dodecahedron. The fixed point is the center of D and

by collapsing to its boundary we obtain an explicit 2–dimensional complex X = ∂D/ ≃

with a fixed point free action of A5 which has 6 pentagonal 2-cells, 10 edges and 5 vertices.

Note that if we take the join A = A5 ∗X with the induced diagonal action of A5, then we

obtain a simply connected and acyclic complex, hence a contractible complex with a fixed

point free action. From this we can obtain a fixed point free A5 action on a disk via regular

neighborhoods (as explained in [4], p. 57). This is the basic step in the construction of

the Floyd–Richardson examples.

Now an obvious question arises from all of this: can we characterize those finite groups

which can act without fixed points on acyclic 2–dimensional complexes? Indeed, are there

even other examples of such actions? Remarkably it turns out that these actions are only

possible for a small class of simple groups, and their precise determination and description

will require using the classification of finite simple groups.

To be precise: identify opposite faces of the dodecahedron by the map which pushes each face through

the dodecahedron and twists it by π



about the axis of the push in the direction of a right hand screw

(see [12]).
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2. STATEMENT OF RESULTS

In this note we will report on recent work of Oliver and Segev (see [15]) where they

provide a complete description of the finite groups which can act on a 2–dimensional

acyclic complex without fixed points. Their work builds on previous contributions by

Oliver [13], [14], Segev [17] and Aschbacher–Segev [2]. To state their main result we need

to introduce a useful technical condition for G–CW complexes. From now on we will use

the term G–complex to refer to a G–CW–complex, however these results also hold for

simplicial complexes with an admissible G–action 3.

Definition 2.1. — A G–complex X is said to be essential if there is no normal subgroup

1 6= N ⊳ G with the property that for each H ⊆ G, the inclusion XHN → XH induces an

isomorphism on integral homology.

If there were such a normal subgroup N , then the G–action on X is ‘essentially’ the

same as the G–action on XN , which factors through a G/N–action. For 2–dimensional

complexes we have:

Theorem 2.2. — Let G be any finite group and let X be any 2–dimensional acyclic

G–complex. Let N denote the subgroup generated by all normal subgroups N ′
⊳ G such

that XN ′

6= ∅. Then XN is acyclic, X is essential if and only if N = 1, and if N 6= 1

then the action of G/N on XN is essential.

Based on this we restrict our attention to essential complexes, and we can now state

the main result in [15]:

Theorem 2.3. — Given a finite group G, there is an essential fixed point free 2–dimensional

acyclic G–complex if and only if G is isomorphic to one of the simple groups PSL2(2
k)

for k ≥ 2, PSL2(q) for q ≡ ±3 (mod 8) and q ≥ 5 or Sz(2k) for odd k ≥ 3. Furthermore

the isotropy subgroups of any such G–complex are all solvable.

Among the groups listed above, only the Suzuki groups Sz(q) are not commonly known;

we will provide a precise definition for them as subgroups of GL4(Fq ) in §5. Note that

the theorem is stated for arbitrary acyclic 2–dimensional complexes; there is no need to

require that the complexes be finite.

Our main goal will be to explain the proof of this result. This naturally breaks up

into a number of different steps. We begin in §3 by explaining how the theorem can

be reduced to simple groups, based mostly on a theorem due to Segev [17]. Next in §4

we describe techniques for constructing the desired actions, using methods derived from

Oliver’s original work on group actions on acyclic complexes as well as a more detailed

analysis of the associated subgroup lattices. This is then applied in §5 to provide explicit
A simplicial complex X with a G action is called admissible if the action permutes the simplices

linearly and sends a simplex to itself only via the identity.
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descriptions of fixed point free actions on an acyclic 2–complex for the simple groups

listed in the main theorem. In §6 we sketch conditions which imply the non–existence of

fixed point free actions on acyclic 2–complexes for most simple groups; this part requires

detailed information about the intricate subgroup structure for the finite simple groups.

Finally in §7 we use the classification of finite simple groups and the previous results to

outline the proof of the main theorem, which has been previously reduced to verification

for simple groups. We also make a few concluding remarks.

Remark 2.4. — The background required to understand these results and their proofs

includes: (1) very basic equivariant algebraic topology; (2) familiarity with subgroup

complexes and related constructions; and (3) a very detailed knowledge of the subgroup

structure of the finite simple groups. As many of the arguments in the proofs depend on

the particular properties of these groups, our synopsis cannot hope to contain complete

details. However the original paper by Oliver and Segev [15] is written in a clear style

accessible to a broad range of mathematicians and hence those interested in a deeper

understanding of the results presented here should consult it directly.

3. REDUCTION TO SIMPLE GROUPS

The goal of this section will be to explain how we can restrict our attention to finite

simple groups. This is based on the following key result due to Segev [17] :

Theorem 3.1. — Let X be any 2–dimensional acyclic G–complex. Then the subcomplex

of fixed points XG is either acyclic or empty. If G is solvable then XG is acyclic.

Proof. Although Segev’s original proof uses the Odd Order Theorem, it can be proved

more directly. One can show that if X is an acyclic G–complex, then H1(X
G, Z) =

H2(X
G, Z) = 0. Hence we are reduced to establishing that there is only one connected

component (provided XG is non–empty). For solvable groups this can be proved directly

using induction and Smith Theory. Otherwise we consider a minimal group G for which a

counterexample exists. If XG has k components then in fact it can be shown that X looks

roughly like the join of an acyclic fixed point free G–complex Y with a set of k points.

However as X is 2–dimensional, Y would have to be 1–dimensional, in other words a tree,

and this cannot hold. �

Remark 3.2. — The reader should keep in mind that Theorem 3.1 is a basic tool in

many of our subsequent arguments and it will be used explicitly and implicitly on several

occasions.

Corollary 3.3. —Let X be any 2-dimensional acyclic G-complex. Assume that A, B⊂X

are G-invariant acyclic subcomplexes such that XG ⊂ A ∪ B; then A ∩ B 6= ∅.
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Proof. Assume that A ∩ B = ∅ and let Z denote the G–complex obtained by identifying

A and B each to a point. Then Z is acyclic since A and B both are, and ZG consists of

two points, thus contradicting Theorem 3.1. �

As an immediate consequence of Corollary 3.3 we obtain

Lemma 3.4. — Let X be a 2–dimensional acyclic G–complex. Then if H, K ⊂ G are

such that H ⊂ NG(K) and XH , XK are both non–empty, then XHK 6= ∅. Moreover, if

H ⊂ G is such that XH = ∅, then XCG(H) 6= ∅.

Proof. Since H normalizes K, both XH and XK are H–invariant acyclic subcomplexes

of X. Hence we conclude from Corollary 3.3 that ∅ 6= XH ∩ XK = XHK . For the second

part, it suffices to prove it when H is minimal among subgroups without fixed points.

Fix a pair M, M ′ ⊂ H of distinct maximal subgroups (note that by Theorem 3.1, H is

non–solvable). Then XM and XM ′

are non–empty, but XM ∩XM ′

= X〈M,M ′〉 = XH = ∅.

Hence XM and XM ′

are disjoint CG(H)–invariant acyclic subcomplexes of X, meaning (by

Corollary 3.3) that their union cannot contain XCG(H), whence it must be non–empty. �

We can now prove one of the main reduction results, which allows us to restrict our

attention to essential complexes.

Theorem 3.5. — Let G be any finite group, and let X be any 2–dimensional acyclic

G–complex. Let N be the subgroup generated by all normal subgroups N ′
⊳ G such that

XN ′

6= ∅. Then XN is acyclic; X is essential if and only if N = 1 and if N 6= 1 then the

action of G/N on XN is essential.

Proof. If XN1 6= ∅ and XN2 6= ∅ for N1, N2 ⊳ G, then X〈N1,N2〉 6= ∅ by Lemma 3.4. So

we infer that XN is non–empty, hence acyclic (by Theorem 3.1). Note that the action

of any non–trivial normal subgroup of G/N on XN has empty fixed point set, hence the

action of G/N on XN is always essential. Finally, assume that N 6= 1; by Theorem 3.1

we have that for all H ⊂ G, XH and XNH are acyclic or empty; and XNH 6= ∅ if XH 6= ∅,

by Lemma 3.4. Hence the inclusion XNH → XH is always an equivalence of integral

homology, and hence X is not essential. �

This result will allow us to focus our attention on actions of simple groups.

Theorem 3.6. — If G is a non–trivial finite group for which there exists an essential

2–dimensional acyclic G–complex X, then G is almost simple. In fact there is a normal

simple subgroup L ⊳ G such that XL = ∅ and such that CG(L) = 1.

Proof. We know from Theorem 3.5 that XN = ∅ for all normal subgroups 1 6= N ⊳ G,

including the case N = G. Now fix a minimal normal subgroup 1 6= L ⊳ G; we know

from Theorem 3.1 that L is not solvable, as XL = ∅. Hence L is a direct product of

isomorphic non–abelian simple groups (see [8], Thm 2.1.5). Assume that L is not simple;

by Lemma 3.4, XH 6= ∅ for some simple factor H⊳L. Also, note that L = 〈gHg−1 | g ∈ G〉
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since it is a minimal normal subgroup. Now we have that X gHg−1
= gXH 6= ∅ for all

g ∈ G, hence applying the same lemma once again, but now to the L–action on X, we

infer that XL 6= ∅, a contradiction.

So L is simple; now set H = CG(L). Then we have that H ⊳ G (this follows from the

fact that L ⊳ G) and so XH 6= ∅, by Lemma 3.4. However we have assumed that the

action is essential, whence H = 1. �

The condition CG(L) = 1 is equivalent to G ⊆ Aut(L). Using this proposition we

can decide which groups admit essential fixed point free actions on acyclic 2–dimensional

complexes by first determining the simple groups with such actions and then looking at

automorphism groups only for that restricted collection.

As the proof of the main theorem will require explicit knowledge about the finite simple

groups, it seems appropriate to briefly recall their classification, we refer to [9] for a

detailed explanation. We should point out that it is by now common knowledge that

complete details of the proof of the Classification Theorem were not available when it

was announced in 1981; crucial work involving the so–called quasithin groups was never

published and is known to contain gaps. Fortunately this has been resolved thanks to

more recent work by Aschbacher and Smith and although a full account has not yet been

published, a draft of their manuscript (over 1200 pages long!) is now available on the

world wide web (see [3]).

The following theorem encapsulates our understanding of finite simple groups, and its

proof requires literally thousands of pages of mathematical arguments by many authors.

Theorem 3.7. — Let L denote a non–abelian finite simple group, then it must be iso-

morphic to one of the following groups:

• an alternating group An for n ≥ 5

• a finite group of Lie type, i.e. a finite Chevalley group or a twisted analogue4

• one of the 26 sporadic simple groups.

4. TECHNIQUES FOR CONSTRUCTING ACTIONS

One of the main results in [15] is an explicit listing of conditions which imply the

existence of fixed point free actions on acyclic complexes. We first introduce

Definition 4.1. — A non–empty family5 F of subgroups of a group G is said to be

separating if it has the following three properties: (a) G /∈ F ; (b) any subgroup of an

element in F is in F ; and (c) for any H ⊳ K ⊆ G with K/H solvable, K ∈ F if H ∈ F .

We should mention that the Tits group F

(2)′ is actually of index 2 in the full Lie type group F


(2).

A family is a collection of subgroups of a group G which is closed under conjugation.
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It is not hard to see that any maximal subgroup in a separating family of subgroups of

G is self–normalizing. If G is solvable, then it has no separating family of subgroups. For

G not solvable we let SLV denote the family of solvable subgroups, which is the minimal

separating family for G.

Definition 4.2. — Given G and a family of subgroups F , a (G,F)–complex is a

G–complex such that all of its isotropy subgroups lie in F . It is said to be universal

(respectively H–universal) if the fixed point set of each K ∈ F is contractible (respec-

tively acyclic).

The following proposition relates the two previous concepts in our situation.

Proposition 4.3. — Let X denote a 2–dimensional acyclic G–complex without fixed

points. Let F = {H ⊂ G | XH 6= ∅}. Then F is a separating family of subgroups of G,

and X is an H–universal (G,F)–complex.

Given a family of subgroups F , let N(F) denote the nerve of F (regarded as a poset via

inclusion) with a G–action induced by conjugation. Given any set H of subgroups in G, we

let F≥H denote the poset of those subgroups in F which contain some element of H. For

a single subgroup H we use the notation F≥H and F>H to denote the posets of subgroups

containing H or strictly containing H , respectively. We denote XH = ∪H∈HXH .

The following are two key technical lemmas which will be required:

Lemma 4.4. — If X denotes a universal (H–universal) (G,F)–complex then there exists a

G–map X → N(F) which induces a homotopy equivalence (homology equivalence) between

XH and N(F≥H).

Lemma 4.5. — Let F be any family of subgroups of G, and let F0 ⊆ F be any subfamily

such that N(F>H) ≃ ∗ for all H ∈ F − F0. Then any (H–)universal (G,F0)–complex

is also an (H–)universal (G,F)–complex; and N((F0)≥H) ≃ N(F≥H) for any set H of

subgroups of G.

A complex Y is said to be homologically m–dimensional if H n(X, Z) = 0 for all n > m

and Hm(X, Z) is Z–free. For later use we observe that, for m ≥ 1, if X is an m–dimensional

acyclic complex, then any subcomplex of X is homologically (m−1)–dimensional and that

the intersection of a finite number of homologically (m−2)–dimensional complexes is also

homologically (m − 2)–dimensional.

The following is a crucial criterion for the constructions we are seeking.

Proposition 4.6. — Let G be any finite group and let F be a separating family for G.

Then the following are equivalent:

• There is a (finite) 2–dimensional H–universal (G,F)–complex.

• N(F>H) is homologically 1–dimensional for each subgroup H ∈ F .
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• N(F≥H) is homologically 1–dimensional for every set H of subgroups of G.

Given a separating familyF of subgroups of G, we say that H ∈ F is a critical subgroup

if N(F>H) is not contractible. Given the above, we can concentrate our attention on the

family SLV and its subfamily of critical subgroups, denoted SLV c.

First we record conditions which allow one to show that certain subgroups in a family

are not critical.

Lemma 4.7. — Let F be any family if subgroups of G which has the property that H ⊆

H ′ ⊆ H ′′ and H, H ′′ ∈ F imply that H ′ ∈ F . Fix a subgroup H ∈ F ; then N(F>H) is

contractible if any of the following holds:

• H is not an intersection of maximal subgroups in F .

• There is a subgroup Ĥ ∈ F properly containing H and such that H ( K ∩ Ĥ for

all H ( K ∈ Fc

We can now state a simple sufficient condition for the existence of a 2–dimensional

H–universal (G,F)–complex:

Proposition 4.8. — Let F be any separating family of subgroups of G. Assume for every

non–maximal critical subgroup 1 6= H ∈ F , that NG(H) ∈ F , and that H ( K ∩ NG(H)

for all non–maximal critical subgroups K ∈ F properly containing H. Then there exists

a 2–dimensional H–universal (G,F)–complex.

We can in fact give a concrete description of the complex. For this we must introduce

an integer associated to H ∈ F .

Definition 4.9. — If H ∈ F , a family of subgroups of G, we define

iF(H) =
1

[NG(H) : H ]
· (1 − χ(N(F>H))).

Now let M1, . . . , Mn be conjugacy classes representatives for the maximal subgroups

of F , and let H1, . . . , Hk be conjugacy class representatives for all non–maximal critical

subgroups of F . Then there is a 2–dimensional H–universal (G,F)–universal complex X

which consists of one orbit of vertices of type G/Mi for each 1 ≤ i ≤ n, [-iF(Hj)]–orbits

of 1–cells of type G/Hj for each 1 ≤ j ≤ k, and free orbits of 1– and 2–cells. If G is

simple6 then X can be constructed to contain exactly iF (1) free orbits of 2–cells, and no

free orbits of 1–cells.

5. EXPLICIT ACTIONS

In this section we will outline the construction of fixed point free actions on acyclic

2–dimensional complexes for the simple groups PSL2(2
k), for k ≥ 2; PSL2(q) for q ≡

±3 (mod 8) and q ≥ 5; and for Sz(2k) for odd k ≥ 3.

In fact G must satisfy an additional technical condition which does not affect the results here.
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Example 5.1. — Let G = PSL2(q), where q = 2k and k ≥ 2. Then there is a

2–dimensional acyclic fixed point free G–complex X all of whose isotropy subgroups are

solvable. The complex X can be constructed with three orbits of vertices, with isotropy

subgroups isomorphic to B = Fq ⋊ Cq−1, D2(q−1) and D2(q+1); three orbits of edges with

isotropy subgroups isomorphic to Cq−1, C2 and C2; and one free orbit of 2–cells.

Here B denotes a Borel subgroup, expressed as a semi–direct product isomorphic to

(C2)
k ⋊ Cq−1, identified with the subgroup of projectivized upper triangular matrices. In

our notation Cr denotes the cyclic group of order r and Dr denotes the dihedral group of

order r. In fact D2(r−1) can be identified with the subgroup of monomial matrices.

This example can be explained from the following analysis. The conjugacy classes of

maximal solvable subgroups of G are represented precisely by the groups B, D2(q−1) and

D2(q+1). The non–maximal critical subgroups must be intersections of maximal subgroups,

one can check that up to conjugacy we get Cq−1, C2 and 1. The precise numbers of orbits

which appear is determined by calculating the integers iSLV(H) for the isotropy subgroups.

This example can actually be constructed directly using the 1–skeleton Y1 of the

coset complex Y for the triple of subgroups (K1, K2, K3) = (B, D2(q−1), D2(q+1)) in G =

PSL2(Fq ) given by the maximal solvable subgroups. We can describe Y as the G–complex

with vertex set G/K1 ⊔ G/K2 ⊔ G/K3, where G acts by left translation, and with a

1–simplex for every pair of cosets with non–empty intersection and a 2–simplex for every

triple of cosets with non–empty intersection. The following picture describes the orbit

space Y/G:

C2C2

D

B 2(q−1)

2(q+1)

D
 C q−1

1

It is not hard to see that as G = 〈K1, K2, K3〉, the complex Y is connected; however

(as shown in [2], §9) it is not acyclic for k ≥ 3, where q = 2k. However, one can show

that the module H1(Y1, Z) is stably free – this involves a geometric argument based on

the fact that Y1 is a graph such that the fixed point sets Y H
1 are either contractible or

empty for all subgroups 1 6= H ⊂ G and contractible for all p–subgroups in G. The fact

that G is a nonabelian simple group implies that the module must in fact be free (for a

proof see [15], Prop. C.4.). Now we can simply attach a single free G-cell to Y1 to kill its

homology, yielding the acyclic complex X.

Carrying out this analysis in the classical case G = A5 yields an acyclic complex X

(which in this case is actually identical to the complex Y ) whose cellular chains give a
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complex of the form7

0 → Z[A5] →

Z[A5/C2]

⊕

Z[A5/C2]

⊕

Z[A5/C3]

→

Z[A5/A4]

⊕

Z[A5/D6]

⊕

Z[A5/D10]

→ Z → 0.

Example 5.2. — Let G = PSL2(Fq ), where q = pk, q ≥ 5 and q ≡ ±3 (mod 8). Then

there exists a 2–dimensional acyclic fixed point free G–complex X, all of whose isotropy

subgroups are solvable. More precisely, X can be constructed to have four orbits of

vertices with isotropy subgroups isomorphic to Fq ⋊ C(q−1)/2, Dq−1, Dq+1 and A4; four

orbits of edges with isotropy subgroups isomorphic to C(q−1)/2, C2 × C2, C3 and C2; and

one free orbit of 2–cells.

These examples are slightly more complicated as the structure of the complex will

depend on the value of q modulo 8.

Before explaining the final set of examples, we briefly recall the structure of the Suzuki

groups Sz(q) (see [6], [11], [19] for details). Fix q = 22k+1 and let θ ∈ Aut(Fq ) be the

automorphism xθ = x2k+1
= x

√
2q (note that (xθ)θ = x2). For a, b ∈ Fq and λ ∈ (Fq )

∗,

define the elements

S(a, b) =








1 0 0 0

a 1 0 0

b aθ 1 0

a2+θ + ab + bθ a1+θ + b a 1








and

M(λ) =








λ1+2k
0 0 0

0 λ2k
0 0

0 0 λ−2k
0

0 0 0 λ−1−2k








, τ =








0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0








.

Let S(q, θ) = 〈S(a, b)|a, b ∈ Fq 〉, T = 〈M(λ)|λ ∈ (Fq )
∗〉 ∼= Cq−1 and

B = M(q, θ) = S(q, θ) ⋊ T and N = 〈T, τ〉 ∼= D2(q−1).

Then Sz(q) ∼= 〈M(q, θ), τ〉, and under this identification the following hold

(1) S(q, θ) is the 2–Sylow subgroup of Sz(q).

(2) There are four conjugacy classes of maximal subgroups in Sz(q) which are solvable:

(B), (N), (M+) and (M−), where

M+
∼= Cq+

√
2q+1 ⋊ C4 and M−

∼= Cq−
√

2q+1 ⋊ C4.
If we consider the original construction discussed in §1 of an acyclic A


–complex, then one can obtain

the cellular structure below by subdividing each pentagon into a union of ten triangles.
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These are all the maximal solvable subgroups in Sz(q).

(3) |Sz(q)| = q2(q − 1)(q2 + 1) = q2(q − 1)(q +
√

2q + 1)(q −
√

2q + 1); note that the four

factors in this expression are relatively prime.

We now describe the third set of examples.

Example 5.3. — Let q = 22k+1, for any k ≥ 1. Then there is a 2–dimensional acyclic

fixed point free Sz(q)–complex X, all of whose isotropy subgroups are solvable. X can be

constructed to have four orbits of vertices with isotropy subgroups isomorphic to M(q, θ),

D2(q−1), Cq+
√

2q+1 ⋊ C4 and Cq−
√

2q+1 ⋊ C4; four orbits of edges with isotropy subgroups

isomorphic to Cq−1, C4, C4 and C2; and one free orbit of 2–cells.

6. NON-EXISTENCE OF FIXED POINT FREE ACTIONS

In this section we outline methods for showing that most finite simple groups cannot

act on an acyclic 2–dimensional complex without fixed points. The first result in this

direction is due to Segev [17].

Theorem 6.1. — If G is the alternating group An, with n ≥ 6, then there is no fixed

point free action of G on any acyclic 2–dimensional complex.

Later this was substantially extended by Aschbacher–Segev [2], who proved:

Theorem 6.2. — If G is a finite simple group which acts on an acyclic 2–dimensional

complex without fixed points, then G must be isomorphic to either a group of Lie type and

Lie rank one, or isomorphic to the sporadic simple group J1 (the first Janko group).

We will now sketch the key arguments used to establish these results, which (by the

Classification Theorem) rule out most of the finite simple groups. The following lemma

will be referred to as the four subgroup criterion.

Lemma 6.3. — Let G be a finite group and X a 2–dimensional acyclic G–complex. If

H1, H2, H3, H4 ⊂ G are subgroups such that X〈Hi,Hj ,Hk〉 6= ∅ for any i, j, k then

X〈H1,H2,H3,H4〉 6= ∅.

Proof. Suppose that in fact X 〈H1,H2,H3,H4〉 = ∅. Let H = {H1, H2, H3, H4}. Now XH is

the union of the acyclic subcomplexes XHi , which are such that any two or three of them

have acyclic intersection, but the four have empty intersection. The homology of X H is

isomorphic (see [5], pg.168) to that of the nerve of the corresponding acyclic covering;

yielding H2(X
H, Z) ∼= H2(S

2, Z) ∼= Z. However we know that XH must be homologically

1–dimensional, which yields a contradiction. �

We now apply this result to multiply transitive groups.
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Proposition 6.4. — Suppose that G acts 4–transitively on a set S with a point stabilizer

H ⊂ G. If X is a 2–dimensional acyclic G–complex such that XH 6= ∅, then XG 6= ∅.

Proof. If |S| = 4 then G is an extension of the form 1 → Q → G → K → 1, where

K ⊆ Σ4 and Q ⊂ H . By Theorem 3.1, ∅ 6= XQ must be acyclic, and as K is solvable

its action on XQ must have a fixed point and we are done. So assume that |S| ≥ 5, and

fix four elements s1, s2, s3, s4 ∈ S. For each i = 1, 2, 3, 4, let Hi ⊂ G be the subgroup of

elements which fix sj for all j 6= i. For each {i, j, k, r} = {1, 2, 3, 4}, 〈Hi, Hj, Hk〉 is the

point stabilizer of sr and therefore fixes a point in X by assumption. Hence by Lemma

6.3 (where G = 〈H1, H2, H3, H4〉), XG 6= ∅. �

We apply this to show that the alternating groups An for n ≥ 6 do not admit fixed point

free actions on acyclic 2–complexes. Note that An is (n − 2)–transitive on {1, 2, . . . , n},

with point stabilizer An−1 and that m–transitivity implies k–transitivity for k ≤ m; hence

An is 4–transitive on {1, . . . , n} for all n ≥ 6 (see [1], page 56). If X is a 2–dimensional

acyclic An–complex, then by our previous proposition, XAn 6= ∅ if XAn−1 6= ∅. Hence

by induction we are reduced to considering the case when G = A6; assume that X is a

2–dimensional acyclic G–complex with X G = ∅. Using the subgroups Hi = 〈(i, 5, 6)〉 for

i = 1, 2, 3, 4 we can show by contradiction that XH = ∅ for H = Alt{1, . . . , 5} (using the

covering argument as before). Using an outer automorphism we can thus establish that

XH = ∅ for any H ⊂ G with H ∼= A5. Next we consider the collection of subgroups

M = {〈(12)(36)〉, 〈(12)(45)〉, 〈(12)(34)〉, 〈(25)(36)〉, 〈(26)(35)〉};

again applying the covering arguments and comparing with the homology of the nerve of

this covering we see that H2(X
M, Z) 6= 0, a contradiction. We refer to [17], page 39 for

details.

This method can also be applied to the Mathieu groups Mn; for n = 11, 12, 23, 24 they

all act 4–transitively on a set with point stabilizer Mn−1. Now M10 contains A6 as a

subgroup of index two, hence every action of M11 or M12 on an acyclic 2–complex must

have a fixed point. To obtain the same result for M23 and M24, it suffices to establish it

for M22, which we will do subsequently.

The case of simple groups of Lie type, and of Lie rank at least equal to 2 can also

be handled with these arguments (see [6] for background). We start with a basic lemma

about parabolic subgroups.

Lemma 6.5. — Let G be a finite simple group of Lie type. Let Σ be the root system

associated with G and let Σ+ and Σ− be the sets of positive and negative roots. Fix a set

J of simple roots which does not contain all of them, and let LJ be the subgroup generated

by the diagonal subgroup H together with the root subgroups Xr for all r ∈ 〈J〉. Let UJ

and VJ be the subgroups generated by all Xr for roots r ∈ Σ+ or r ∈ Σ−, respectively,

which are not in 〈J〉. Then UJ ⊳PJ = UJLJ and VJ ⊳P ′
J = VJLJ , UJ and VJ are nilpotent

and 〈UJ , VJ〉 = G.
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In our context we obtain the following fixed point theorem

Lemma 6.6. — Let G be a finite simple group of Lie type, and let P ( G be one of the

parabolic subgroups PJ or PJ ′ in the previous lemma. Then for any action of G on an

acyclic 2–complex X, XP 6= ∅.

Proof. Let us assume that XG = ∅. Then there are subgroups UJ ⊳PJ , VJ ⊳P ′
J and LJ =

PJ ∩ P ′
J such that UJ and VJ are nilpotent, PJ = UJLJ , P ′

J = VJLJ , and 〈UJ , VJ〉 = G.

Note that XUJ and XVJ are acyclic, disjoint and LJ–invariant. Considering the subspaces

A = XUJ and B = XVJ and the action of LJ , we see that XLJ 6= ∅ (Corollary 3.3);

similarly we conclude from Lemma 3.4 that X PJ and XP ′

J are non–empty. �

Now we can prove

Theorem 6.7. — If G is a simple group of Lie type and Lie rank at least two, then every

G–action on an acyclic 2–dimensional complex has a fixed point.

Proof. Take a root system Σ = Σ+ ⊔ Σ− for G and let J1 ⊔ J2 be a decomposition of

the set of simple roots as a disjoint union of non–empty subsets. For each i = 1, 2, set

H+
i = 〈H, Xs | s ∈ Ji〉, and H−

i = 〈H, X−s | s ∈ Ji〉. The subgroup generated by any

three of the H±
i is contained in one of the parabolic subgroups PJi

or P ′
Ji

and so has

non–empty fixed point set in X. But in fact one can verify that 〈H±
1 , H±

2 〉 = G, since it

contains all subgroups Xs, X−s for simple roots s and hence XG 6= ∅ by the four subgroup

criterion. �

In [2], Aschbacher and Segev were able to apply the four subgroup criterion to prove

that any sporadic simple group other than the Janko group J1 acting on an acyclic

2–complex has a fixed point. In [15] a different treatment is given, showing that all

the sporadics can be handled using a consistent technique which relies on understanding

the subgroup structure of these groups in some detail. The essential result is the following.

Proposition 6.8. — Let F be a separating family for G and let K1, K2, K3 ∈ F be

three subgroups such that neither K2 nor K3 is conjugate to K1. Let Kij = Ki ∩ Kj and

K = K1 ∩ K2 ∩ K3. Let F0 ⊆ F denote the subfamily consisting of Fc together with all

subgroups conjugate to any of the Ki, Kij or K. Assume that the following conditions

hold, where G′ = 〈K1, K2, K3〉:

• 1
[K12:K]

+ 1
[K13:K]

+ 1
[K23:K]

≤ 1 + 1
[K1:K]

+ 1
[K2:K]

+ 1
[K3:K]

− 1
[G′:K]

• K1 is maximal in F .

• There is no H ∈ F0 such that K ( H ( K 12 or K12 ( H ( K 1.

• NG(K1) ∩ NG(K12) ∩ NG(K) = K

• The triples (K1, K12, K) and (K1, K13, K) are not G–conjugate.
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Then H2(N(F≥(K)), Z) 6= 0 and so there is no 2–dimensional, H–universal (G,F)–

complex.

This result can be proved as follows: the coset complex Y for the triple (K1, K2, K3)

must have H2(Y, Z) 6= 0 by the first hypothesis (this follows from a counting argument);

the other conditions allow one to push a non–zero class non–trivially into

H2(N((F0)≥(K)), Z) ∼= H2(N(F≥(K)), Z)

via the homomorphism induced by the G–equivariant simplicial map Y ∗ → N((F0)≥(K))

sending each vertex in the barycentric subdivision Y ∗ of Y to its isotropy subgroup. By

Proposition 4.6, this implies the stated result. This proposition can be applied systemat-

ically to yield

Theorem 6.9. — Let G be any of the sporadic simple groups; then there is no

2–dimensional acyclic G–complex without fixed points.

We illustrate how this may be applied with two examples. Here we assume that we are

given a 2–dimensional acyclic X with a fixed point free G–action, and take F to be the

separating family of H ⊂ G with XH 6= ∅.

Example 6.10. — Let G = M22, one of the Mathieu groups. We can take K3
∼= 24 : A6,

the subgroup which leaves invariant some hexad in the Steiner system of order 22, and

it has an obvious action on this set of order 6 (see [10], Thm 6.8). Then K1 can be

taken to be the stabilizer of a point z in the hexad, and K2 the stabilizer of some pair of

points in the hexad including z. In this case K1
∼= L3(4), K2

∼= 24 : S5, K12
∼= 24 : A5,

K13
∼= 24 : A5, K23

∼= 24 : S4 and K ∼= 24 : A4. Note that the K12 and K13 are distinct

parabolic subgroups in L3(4). The conditions in our previous proposition can be checked

to hold (note that from our previous results we can see that the Ki all act with fixed

points and hence are in F) and so we have completed the verification that the Mathieu

groups have no fixed point free actions on acyclic 2–complexes.

Next we deal with the case J1 which was not covered by [2].

Example 6.11. — Let G = J1, the first Janko group. Take K1
∼= (C2)

3 ⋊G21, where G21

is the Frobenius group of order 21, i.e. C7 ⋊ C3. K1 is a maximal subgroup in J1. Let

K2
∼= C7×C6 be the normalizer of a subgroup of order 7 in K12, and let K3

∼= C3×D10 be

the centralizer in G of a subgroup of order 3 in K2. Then K12
∼= C7 ⋊C3, K13

∼= C6
∼= K23,

and K = K1 ∩ K2 ∩ K3
∼= C3. Note that all these subgroups are solvable, and so are in

F . We can verify that

∑

i<j

1

[Kij : K]
=

1

7
+

1

2
+

1

2
< 1 +

1

14
+

1

10
= 1 +

1

[K2 : K]
+

1

[K3 : K]

while the other conditions are also easy to check, hence showing that J1 has no fixed point

free action on an acyclic 2–complex.
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We now consider the finite groups of Lie type which have Lie rank exactly equal to

one. There are four families of such groups: the two dimensional projective special linear

groups L2(q), the three dimensional projective special unitary groups U3(q), the Suzuki

groups Sz(22k+1), and the Ree groups Ree(32k+1) =2 G2(3
2k+1).

The following propositions are used to handle these groups.

Proposition 6.12. — Let L be one of the simple groups L2(q) or Sz(q), where q = pk

and p is prime (p = 2 in the second case). Let G ⊂ Aut(L) be any subgroup containing L

and F a separating family for G. Then there exists a 2–dimensional H–universal (G,F)–

complex if and only if G = L, F = SLV and q is a power of 2 or q ≡ ±3 (mod 8).

Proposition 6.13. — Let G = U3(q), or 2G2(3
2k+1). Then there is no 2–dimensional

acyclic G–complex without fixed points.

These results are proved by combining our previous non–existence techniques with the

following additional notion. For any family of subgroups F and any maximal element

M ∈ F , we set LkF>1(M) = N(F<M
>1 ) = N({H ∈ F | 1 6= H ( M}). Then we have

Lemma 6.14. — Let F denote a separating family for G. Let F0 ⊂ F be any subfamily

which contains Fc, and such that each non–maximal subgroup in F0 is contained in two

or more maximal subgroups. Assume that F satisfies the following two conditions

(1) N(F>1)/G is connected and H1(N(F>1)/G, Z) = 0.

(2) There is a maximal subgroup M ∈ F such that Lk(F0)(M) is not connected.

Then there is no H–universal 2-dimensional (G,F)–complex.

Roughly speaking the proof of this lemma goes as follows: if such a complex did exist,

then by (1) the singular set must be acyclic; but the prescribed conditions imply that the

links at all vertices must be connected – hence contradicting (2).

In many instances this allows one to prove non–existence of a fixed point free action

by contradiction; assuming its existence we can then find a maximal subgroup in the

separating family such that the corresponding link is not connected. This of course

requires a rather intricate knowledge of the maximal subgroups and more generally the

finer structure of the groups under consideration. We refer to [15] §6 for complete details.

7. PROOF OF THE MAIN THEOREM

We are now prepared to sketch a proof of the main theorem. We recall the statement.

Theorem 7.1. — If G is any finite group, then there is an essential fixed point free

2–dimensional finite acyclic G–complex if and only if G is isomorphic to one of the simple

groups PSL2(2
k) for k ≥ 2; PSL2(q) for q ≡ ±3 (mod 8) and q ≥ 5; or Sz(2k) for odd

k ≥ 3. Moreover the isotropy subgroups of any such G–complex are all solvable.
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Proof. We know that if G has an essential action on an acyclic 2–complex X without

fixed points, then there is a non–abelian simple normal subgroup L⊳G with a fixed point

free action and such that G ⊆ Aut(L). By the Classification Theorem, we know that

L must be an alternating group, a group of Lie type, or a sporadic simple group. The

results in the previous section rule out all groups on this list8 except possibly the ones in

the statement of the theorem. However we have already seen that these groups do in fact

act on an acyclic 2–complex without fixed points, and that the isotropy subgroups are all

solvable. This completes the proof. �

The work of Oliver and Segev has provided a complete picture for understanding fixed

point free group actions on acyclic 2–dimensional complexes. There remains however

the problem of considering actions on contractible 2–dimensional complexes. In fact As-

chbacher and Segev [2] have raised the following

Question 7.2. — If X is a finite contractible 2–dimensional G–complex, then is X G 6= ∅?

This remains open. The results described here are a basic step towards investigating

this question but it will probably require a substantially different approach.
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1. INTRODUCTION

The notion of interactive proof systems evolved out of cryptography and computational

group theory. The cryptographic context is best explained through a little tale (perhaps

one day to come true). One fine morning, one of your esteemed colleagues wakes up with,

in his head, a crisp, concise, complete proof of Riemann’s Hypothesis! Wisdom being one

of his many qualities, he is not about to post his proof on the internet. Paranoia being

another one, he is not even willing to reveal a single bit of information about the proof;

that is, besides its conclusion that the RH is true. Is there any way for your colleague to

convince you and the rest of the mathematical community that, indeed, he has a correct

proof? Of course, one needs to define what exactly is meant by not “revealing a single

bit”. That is the subject of zero-knowledge cryptography.

The PCP theorem addresses a simpler variant: Can your colleague write down his proof

in such a way that, were you to peek into it at a constant number of randomly chosen

spots, you would leave utterly convinced of its validity? In other words, can he encode

the proof as a string of bits so that: (i) a correct proof will never fail to convince you; (ii)

an incorrect one will fool you with only a negligible probability? The catch is, you will be

allowed to look at only a constant number of bits chosen at random. The PCP theorem

asserts the existence of such an encoding. It is striking that the number of lookups can

be kept constant regardless of the length of the proof. In fact, if you can put up with

a failure rate slightly above 1/2, i.e., accept a wrong proof half the time, but still never

reject a correct one, then the number of bits can be reduced to 3. On the other hand,

if you are allowed to read as many bits as are needed to store, say, two lines of this

article, the probability of failure drops to 10−100. A key point is that the new proof can

be derived from the old one purely syntactically. In other words, one can write a compiler

to translate the proof mechanically without any knowledge of mathematics. Furthermore,

the new proof is not much longer than the previous one.
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A common initial reaction to the PCP theorem is that it must be either wrong or

trivial. Why wrong? It seems to imply that any flaw in the proof should spread itself all

over the place, so as to be caught immediately in a random peek. But, how can so much

information be stored in so few bits? Here is how: If the proof is correct, print it as such;

if it is wrong, then intersperse the statement 2 + 2 = 3 at every other step. The problem

with that encoding is that a correct proof will not convince anyone. The beauty of the

PCP theorem is not that flaws are caught so easily: it is that the mere absence of a flaw

is persuasive in and of itself. There is nothing amazing about catching a liar’s lie. But it

is quite a feat to hear a true story from a congenital liar and end up believing it.

2. THE PCP VIEW OF NP

A Turing machine is a computer model whose main feature, for our purposes, is to

be universal: in particular, whatever it can compute in time polynomial in the length of

the input is believed to constitute what is tractable in any (non-quantum) model. The

class P consists of the sets for which membership can be decided by a Turing machine in

polynomial time. For example, the set of singular square integer matrices is in P, because

determinants can be computed in a polynomial number of steps. The class NP includes

the sets for which membership can be verified in polynomial time. For instance, the set

of polynomials in Q[X1, . . . , Xn] with at least one zero in {0, 1}n is in NP. The reason is

that, given a polynomial f and a point x ∈ {0, 1}n, one can check if f(x) = 0 in time

polynomial in the number of bits needed to represent f . To find such a zero from scratch

seems more difficult (to put it mildly), and it is widely conjectured that P 6= NP. Within

computer science, this open question dwarfs all others in importance.

A 3-CNF formula is a conjunction of clauses, each one consisting of three literals; for

example, (v1∨¬ v2∨v3)∧(v2∨v3∨¬ v4). It is satisfiable if some true/false assignment of the

vi’s makes the formula true. The one above is, whereas (v1∨v1∨v1)∧(¬ v1∨¬ v1∨¬ v1) is

not. The set of satisfiable 3-CNF formulas is called 3-SAT. A classical result of Cook and

Levin says that 3-SAT is NP-complete, meaning that, not only it is in NP, but deciding

membership in any NP set can be reduced to testing the satisfiability of a 3-CNF. The

Cook-Levin theorem shows that to understand 3-SAT is to understand all of NP.

Many other sets are known to be NP-complete: for example, the set of 3-colorable

graphs. (A graph is 3-colorable if its nodes can be colored red, white, and blue with

no edge sharing the same color.) The existence of NP-complete sets brings breathtaking

universality into the computing picture. It implies that anyone who can quickly color

graphs can also solve algebraic equations over finite fields, factor integers, compute discrete

logarithms, find short vectors in lattices, determine the largest clique in a graph, etc.
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To formalize what a mathematical proof has to do with NP takes some effort, but the

intuition is clear. In any reasonable axiomatic system, this set is in NP:

{< T.1n > | T is a theorem with a proof of size at mostn },

where < T.1n > denotes the 0/1 string formed by writing the theorem T in binary in the

axiomatic system and appending n ones at the end. A prover can guess a proof of length

at most n, and the verifier can then check it in time polynomial in its length.

The class NP can be described in the language of proofs. If L ∈NP then, given any

x ∈ L, there exists a short proof, i.e., a polynomial-time computation, that x indeed

belongs to L; for example, the solution of an algebraic equation. Conversely, if x 6∈ L,

then no proof can convince anyone that x is in L. Probabilistically checkable proofs (PCP)

add a small twist to this view: randomization. A PCP system for a set L consists of a

string of bits (the proof) and a Turing machine with access to random bits (the verifier).

Given an input x of n bits, the verifier generates r(n) random bits;1 then it looks up q(n)

bits of the proof at locations of its choice. The lookups are done all at once nonadaptively.

Finally, after a polynomial amount of (deterministic) computation, the verifier must either

accept or reject the proof. The class of sets L that satisfy the two requirements below is

denoted by PCP [ r(n), q(n)]:

• Given any x ∈ L, there is a proof that causes the verifier to accept x with proba-

bility 1.

• Given any x 6∈ L, every proof is rejected with probability at least 1/2.

The functions r and q are called the random-bit complexity and query-bit complexity,

respectively. To alleviate the notation, both of them are understood up to a constant

factor. If r(n) = O(logn), the number of distinct random strings is polynomial and,

by running the verifier on all of them, it is immediate that PCP [log n, 1] ⊆NP. Proving

the reverse inclusion requires a great deal of ingenuity. The purpose of this article is to

explain the proof at a conceptual level, leaving mathematical technicalities aside. The

PCP theorem states that

(1) NP = PCP [ log n, 1] .

Note that the proof size can be assumed to be polynomial since at most q(n)2r(n) = nO(1)

bits of the proof have a chance of ever being read. The PCP theorem can be restated

in a way that highlights its “error-spreading” aspect. Given any 3-CNF formula Φ on n

variables, there exists another one, denoted by Ψ, which contains nO(1) variables and is

satisfiable if and only if Φ is. Furthermore, if Ψ is not satisfiable, then no truth assignment

can satisfy more than a fraction 1 − ε of its clauses, for some constant ε > 0. Finally, Ψ

can be derived from Φ in polynomial time.

Throughout our discussion, random points or numbers are drawn uniformly, independently from a

set that is always clearly understood from the context; in this case the set is {0; 1}.
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It is instructive to see how this follows from (1), because the argument anticipates

aspects of the proof of the PCP theorem. Consider a PCP system for Φ. Among the 2r(n)

possible random strings, some lead to acceptance, others (possibly) to rejection. Given

such a string s, let Π1, . . . , Πq be the bits of the proof read by the verifier. (The locations

of these bits depend on s but not on the proof itself.) Let Φs be a Boolean formula that

evaluates to true if and only if Π1, . . . , Πq lead to acceptance: Φs has q = O(1) variables,

each one corresponding to one of the bits read. It is routine to convert Φs into a constant

size 3-CNF formula Φ′
s by adding a few auxiliary variables if necessary. The formula

Ψ =
∧

s Φ′
s fits the bill. To see why, consider the (only interesting) case: If Φ is not

satisfiable, then regardless of the proof, i.e., of the truth assignment of the Φs’s variables,

at least half of these formulas are false and, hence, so is a constant fraction of the clauses

in Ψ. �

This characterization of the PCP theorem, which interestingly makes no mention of

proofs, verifiers, or even randomization, points to the connection between PCP and inap-

proximability. Indeed, it implies that it is NP-complete to distinguish between a satisfiable

formula and one for which no truth assignment satisfies at least a fraction 1 − ε of the

clauses. Another way to look at this result is that if we set out to maximize the number of

satisfied clauses in a formula, then we cannot hope to find an approximate solution within

a factor 1 − ε of the maximum in polynomial time, unless P = NP. (Other applications

are mentioned in the Historical Notes section.)

Remark 2.1. — ¿From a mathematician’s perspective, the PCP theorem might appear

to focus on the “uninteresting” part of mathematics. It is a restatement of NP, not of P;

as such, it says nothing about the difficulty of finding proofs. Also, it treats readers as

mere fact-checkers. But mathematicians read proofs not so much to find bugs in them

but to understand the ideas behind them. This mental picture, so vital to mathematics,

is absent from the PCP viewpoint. Within the restrictive framework of verification, the

PCP theorem is an impressive statement nevertheless.

Remark 2.2. — The proof of the PCP theorem is a mix of elementary algebra and

probability theory; it is long and technical but not particularly difficult. Its originality

lies elsewhere: in two places to be precise. One is its use of computational self-reducibility.

Instead of keeping the usual separation between proving and verifying, the verifier’s work

is itself re-encoded as part of the proof: the reader of a proof is made partly its author!

The other intriguing aspect of the PCP theorem is its ingenious use of error-correcting

codes to express not just signals and bit streams (in typical coding theory fashion) but

mathematical proofs, instead.

We close this section presenting a short, archetypical motif of the proof. Given a

3-CNF formula Φ, we wish to design a PCP system to verify its satisfiability. The idea is

to construct a large family of multivariate polynomials f i such that: if Φ is satisfiable, then



895-05

any satisfying truth assignment corresponds to a common zero to all the f i’s ; otherwise,

no more than half of them have a common zero. Suppose that the proof falsely claims

that Φ is satisfiable. The verifier asks the prover to present the value of the fi’s at that

common zero. If the prover obliges, then half of them will be nonzero and the verifier will

easily catch the lie by random sampling. Therefore, the prover must cheat by substituting

0 for the actual values. The verifier’s strategy is then to push the prover into the liar’s

standard pattern of generating new lies to cover up old ones.

Here is one way to do that: Encode any linear combination of the fi’s at the claimed

zero as the image of a linear form g at some point x, and ask the prover to present g by

values, i.e., provide a table, indexed by x, of all the values of g(x). If the prover lies at

one spot g(x), then it must lie all over the place as well, since the verifier can evaluate

g(x) as g(x + y)− g(y) for a random y, and hence, quickly spot any inconsistency. Many

other such error-detecting mechanisms are needed. They all share the same goal, which is

to force the prover to present functions that are very close to some “canonical” functions.

Canonical functions are chosen to satisfy certain functional equations. Furthermore, any

family of functions that satisfy these equations yield a satisfying assignment for Φ and,

hence, a contradiction.

Notation — Fd
q,m denotes the set of m-variate polynomials of total degree at most d with

coefficients in Fq, the finite field of q elements (not to be confused with the query time).

We restrict ourselves exclusively to prime fields. We say that a function f : Fm
q 7→ Fq is

δ-close to a (finite) family of functions if, for some g in that family, Prob[f(x) 6= g(x)] ≤ δ,

for random x ∈ Fm
q . The smallest such δ is called the distance of f to the family. Given

any nonempty H ⊆ Fq, we use
∑

Hm f as shorthand for
∑

x1,...,xm∈H f(x1, . . . , xm). All

logarithms are to the base 2.

3. TESTING TOOLS

Intuitively, the encoding of a proof in a PCP system must be such that any local de-

viation from what the verifier expects should be visible nearly everywhere. The relation

between a polynomial and the corresponding polynomial map shares this characteristic:

Changing a polynomial map at a single point has a rippling effect visible almost every-

where. This analogy suggests a line of attack: encode proofs as polynomials. In this

section we pursue this lead and build a number of algebraic tools to be used later when

proving the PCP theorem. We specify a polynomial in two different ways. It can be

presented, i.e., written down, by coefficients (with the obvious meaning) or by values

(as mentioned earlier). The appeal of the presentation by values is that it is extremely

redundant and, hence, provides a built-in error-correcting mechanism.
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3.1. The Sumcheck Test

Given f ∈ F d
q,m , c ∈ Fq, and some nonempty H ⊆ Fq, how can a proof convince a

verifier that
∑

Hm f = c? Of course, the verifier can compute the sum on its own without

a proof, but that requires evaluating f at O(|H|m) points. Can it be done faster? If the

field is big enough, say, q > 2dm, it can be done with a single evaluation of f . Write

fa = f(a, x2, . . . , xm) ∈ Fd
q,m−1; if m = 1,

∑

HmΓ1 fa denotes f(a). For m > 0, the PC

proof is defined recursively as follows:

PC Proof that
∑

Hm f = c

[1] Present g(x) =
∑

HmΓ1 fx by coefficients.

[2] For all a ∈ Fq , write down the PC proof that
∑

HmΓ1 fa = g(a).

The recursion bottoms out at m = 0 : no PC proof needed there. The verifier adopts

a two-pronged strategy: First, trust the proof and check that it supports the claim; then,

test the proof for internal consistency. Accordingly, the verifier begins by checking that
∑

H g = c, rejecting the proof if this fails. Next, it verifies that g(x) is, indeed, the

polynomial it thinks it is. It picks a random a ∈ F q, and uses the PC proof in [2] to

verify recursively that, indeed,
∑

HmΓ1 fa is equal to g(a). (If m = 1, the verifier does not

need to go to [2], since
∑

HmΓ1 fa is available via a single evaluation of the polynomial f .)

If this succeeds, the verifier accepts the proof and its claim that
∑

Hm f = c ; else, it

rejects it.

To argue that this works, we first observe that if the proof is correct, the verifier always

accepts it. On the other hand, if any test fails, rejection ensues. So, the only case worth

considering is where the claim is not true but all the tests pass and, therefore, the proof

is accepted. Important: all subsequent correctness proofs in this paper will be limited to

this case, too, without a need to repeat why.

The case m = 0 is error-free. Note that it is the (only) place where the verifier can

match the proof against its own knowledge of f . All other tests involve only the internal

consistency of the PC proof. Assume now that m > 0. We prove by induction on m that

the verifier wrongly accepts with probability at most dm/q. Since the first test passes,

g(x) cannot agree with the true
∑

HmΓ1 fx everywhere (else their respective sums would

be both equal to c). But, being univariate polynomials of degree at most d, they agree at

x = a with probability at most d/q. This agreement might lead the verifier to wrongly

accept. If there is disagreement at x = a, however, the verifier is back to its old task, but

now with only m − 1 variables. So, by induction, it is fooled with probability at most

d(m − 1)/q. Adding the earlier bound of d/q completes the induction.
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Lemma 3.1. — Given any f ∈ Fd
q,m , c ∈ Fq, and nonempty H ⊆ Fq, if

∑

x∈Hm f(x) = c,

then there exists a proof of that fact that the verifier always accepts. Otherwise, no proof

is accepted with probability greater than dm/q. The verifier reads O(dm log q) bits of the

proof, needs O(m log q) random bits, and performs a single evaluation of the polynomial f .

The most remarkable feature of this test is that only one evaluation of the function f

is necessary. Note how increasing the size of the field, by making the polynomial map f

increasingly redundant, has the effect of decreasing the error probability. The sumcheck

test can be used in conjunction with the simple fact below to test if a function that is

close enough to a polynomial vanishes everywhere.

Lemma 3.2. — Given H ⊆ Fq of size h > 0, it is possible to build polynomials R1, . . . , Rqℓ

in Fhℓ
q,ℓ , each one in time (h + ℓ)O(1), so that for any nonzero function g : Hℓ 7→ Fq and

a random index 1 ≤ i ≤ qℓ, the probability that
∑

Hℓ gRi = 0 is at most hℓ/q.

3.2. The Low-Degree Test

We wish to design a PCP system to convince a verifier that a function f : Fm
q 7→ Fq is

close to being a polynomial. Restrictions to lines are particularly useful for that purpose.

Given t ∈ Fq, let fa,b(t) denote the univariate function f(a + tb). We define ∆ℓ(f) as the

expected distance of fa,b to Fd
q,1 for random a, b ∈ Fm

q .

Lemma 3.3. — If q/md3 is large enough, given any function f : Fm
q 7→ Fq, the distance

of f to Fd
q,m is at most c∆ℓ(f), for some absolute constant c > 0.

Intuitively, this is saying that if the restriction of a function to a random line is close

to a polynomial, so is the function itself. This suggests an obvious PCP system.

PC Proof that f is δ-close to Fd
q,m .

For every pair a, b ∈ Fm
q , present by coefficients the polynomial

ga,b ∈ Fd
q,1 that is closest to fa,b.

The verifier chooses two small constant parameters δ, ε > 0 and picks k = ⌈cδ−1 log ε−1⌉

random (ai, bi, ti), with ai, bi ∈ Fm
q and ti ∈ Fq. Next, it checks that gai,bi

(ti) = f(ai+tibi),

for each 1 ≤ i ≤ k. If all k tests succeed, then the proof is accepted. Any failure means

rejection.

Correctness is immediate: If f ∈ F d
q,m, then ga,b(t) coincides with f(a + tb), for all

a, b, and all tests succeed. Suppose now that the distance from f to F d
q,m exceeds δ. For

any fixed ai, bi and random ti, the probability that f(ai + tibi) 6= gai,bi
(ti) is precisely the
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distance from fai,bi
to Fd

q,1. Averaging over all ai, bi, it follows from Lemma 3.3 that, for

any fixed i and random ai, bi, ti,

Prob[f(ai + tibi) 6= gai,bi
(ti)] = ∆ℓ(f) >

δ

c
;

therefore, all k tests succeed with probability less than (1 − δ/c)k < ε. This implies the

following lemma.

Lemma 3.4. — Let δ, ε be two arbitrarily small positive constants. Given a function

f : Fm
q 7→ Fq , fix some integer d such that q/md3 is large enough. If f ∈ Fd

q,m , then there

exists a proof that the verifier always accepts. If f is not δ-close to Fd
q,m , then no proof

is accepted with probability greater than ε. The verifier reads O(d log q) bits of the proof,

needs O(m log q) random bits, and performs O(1) evaluations of f .

If f is δ-close to F d
q,m, then its nearest polynomial (unique for small enough δ) can be

evaluated at a random point by using f . To evaluate it at an arbitrary point, however,

requires a recovery mechanism. The striking feature of the result below is that a single

evaluation of f is sufficient to recover f(x) at k (non-necessarily random) points.

Lemma 3.5. — For δ > 0 small enough, fix d such that qδ/kd is large enough. Given a

function f : Fm
q 7→ Fq, let fo be a nearest polynomial in Fd

q,m. Pick k arbitrary points,

z1, . . . , zk in Fm
q . If f is δ-close to Fd

q,m , then fo is unique and there exists a proof that

allows the verifier to output fo(z1), . . . , fo(zk). Otherwise, with probability 1 − O(
√

δ ),

the verifier either outputs the right values or rejects the proof. The verification reads

O(dk log q) bits of the proof, needs O(m log q) random bits, takes (mdk log q)O(1) time,

and performs a single evaluation of the function f .

3.3. The Linearity Test

How hard is it to tell whether a function is almost a linear form, i.e., x ∈ Fm
q 7→ aT x,

for some a ∈ Fm
q ? We restrict ourselves to the case q = 2, the only one of interest

for our purposes. Consider a function f : Fm
2 7→ F2 such that, for random x, y ∈ Fm

2 ,

Prob[f(x)+f(y) 6= f(x+y)] ≤ δ, for some small enough δ > 0. A simple argument shows

that the function is 2δ-close to some linear form. By now, we trust that the reader can

easily write a PC proof for linearity testing.

Lemma 3.6. — Given a function f : Fm
2 7→ F2, fix a small enough constant δ. If f is

a linear form, then there exists a proof of that fact that the verifier always accepts. On

the other hand, if its distance to any linear form exceeds δ, no proof is accepted with

probability greater than δ. The verifier reads O(1) bits of the proof, needs O(m) random

bits, and performs O(1) evaluations of the function f .



895-09

4. THE PCP THEOREM

The proof consists of three parts: the first two involve the design of suboptimal PCP

systems for 3-SAT; the third provides a composition method that allows us to plug the

two suboptimal schemes together to produce the desired PCP system.

4.1. Optimal Random Bit Complexity: NP ⊆ PCP [logn, (logn)O(1)]

Let Φ be a 3-CNF formula consisting of m clauses C1, . . . , Cn and n variables v1, . . . , vn.

Since m = O(n3) and our PCP bounds in this section are all (poly)logarithmic, we might

as well assume that m = n. We associate a polynomial with each clause in a fairly obvious

way: xi(1− xj)xk with ¬ vi ∨ vj ∨¬ vk; plus seven other possibilities. It is clear that Φ is

satisfiable if and only if all these n polynomials have a simultaneous zero over F q. Given

a 0/1 assignment f of the xi’s, we define a function Gf : {1, . . . , n}4 7→ {0, 1} as follows:

(2)

Gf(i, j, k, l) =







0 if vi, vj, vk do not all appear in Cl in that order;

f(i)f(j)f(k) if Cl is ¬ vi ∨ ¬ vj ∨ ¬ vk ;

f(i)f(j)(1 − f(k)) if Cl is ¬ vi ∨ ¬ vj ∨ vk ;

etc. (6 other cases).

Φ is satisfiable if and only if there exists an assignment f such that the function Gf

vanishes everywhere. To take advantage of the redundancy of polynomial maps mentioned

earlier, we encode f and then Gf as polynomial maps.

Let h = Θ(log n) and m = ⌈h/ logh⌉, and define q to be a prime sufficiently larger than

h3m4. Without loss of generality, assume that n = hm. Fix a bijection between {1, . . . , n}

and Hm, where H = {0, . . . , h − 1}; for example, write i − 1 in base h. ¿From now on,

we regard the index i of xi as an element (y1, . . . , ym) of Hm ⊆ Fm
q . The assignment f

maps Hm to {0, 1} and, by Lagrange interpolation, can be extended into a map defined

by a polynomial of degree (h − 1)m (still called f , for simplicity):

(3) f(y1, . . . , ym) =
∑

t1,...,tm∈H

f(t1, . . . , tm)
m∏

i=1

∏

u∈H\{ti}

yi − u

ti − u
.

Similarly, we regard Gf(i, j, k, l) as a function from H4m to Fq , which we extend into a

polynomial Gf
poly in F 9hm

q,4m. This is how we do it. First, we express Gf in a more unified

manner:

Gf(i1, i2, i3, l) =

3∏

s=1

as(is, l) ( bs(l) − f(is) ),

with the obvious meaning of all these functions: s specifies one of the three literals in the

clause Cl ; is is the index (viewed as an element of Hm) of the corresponding variable xis

and f(is) is its 0/1 assignment; bs(l) = 0/1 indicates if xis is negated, etc. The polynomial
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extension of Gf is defined as

Gf
poly(i1, i2, i3, l) =

3∏

s=1

a′
s(is, l) ( b′s(l) − f(is) ),

where a′
s, b

′
s are the polynomial extensions of as, bs as defined in (3). It is immediate that

Gf
poly is of degree less than 9hm. (Note that we avoid Lagrange interpolation on Gf itself.)

PC Proof that Φ is Satisfiable

[1] Present f : Fm
q 7→ Fq by values, where f is a polynomial extension of a

satisfying assigment for Φ.

[2] Write down the PC proof that f is ε-close to F hm
q,m. (low-degree test )

[3] Form all Ri’s in Lemma 3.2 (ℓ = 4m) and, for each 1 ≤ i ≤ qℓ, write down

the PC proof that
∑

H4m Gf
polyRi = 0. (sumcheck test )

The verifier applies the low-degree test on f and rejects the proof if it fails. Otherwise,

it picks a random 1 ≤ i ≤ q4m, and sumchecks that
∑

H4m Gf
polyRi = 0. It accepts the

proof if this test succeeds and rejects it otherwise.

Remark 4.1. — The verifier can compute Ri and a′
s, b

′
s on its own and also evaluate

Gf
poly anywhere by querying f at three places in the proof. Also, we said earlier that the

sumcheck test requires that the verifier can trust its evaluations of f . But what if the

prover cheated in the presentation of f? This cannot happen: whatever is presented is

what defines f .

Why does this protocol work? As usual, we do not have false negatives. If Φ is

satisfiable, then the prover only has to stick to the scenario above and all tests will

succeed. Suppose now that Φ cannot be satisfied. For the usual reasons, we assume that

all tests (i.e., low-degree and sumcheck) succeed. We distinguish between three cases:

(1) f ∈ Fhm
q,m: Then, Gf

poly is a polynomial of degree at most 9hm, which is nonzero

because Φ is not satisfiable. So, by Lemma 3.2, the probability that the sum to

check is 0 is at most 4hm/q. Assume that it is not 0. The degree of Gf
polyRi does

not exceed 13hm; therefore, by Lemma 3.1, the probability that the sumcheck

test succeeds is O(hm2/q). This bounds the probability of failure in this case by

O(hm2/q).

(2) f is ε-close (but not 0-close) to F hm
q,m: Let fo be a nearest neighbor in F hm

q,m. The

sumcheck test requires a single evaluation of Gf
poly and, hence, evaluations of f at

three points. The probability that f and fo agree at all three points is at least

1 − 3ε. The agreement means that the sumcheck test is, in effect, carried out

on Gfo

polyRi. The previous case now shows that the failure probability is at most

3ε + O(hm2/q).
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(3) f is not ε-close to F hm
q,m: By Lemma 3.4, the low-degree test will fail to catch that

fact with probability at most ε.

To summarize, the verifier might fail to spot an inconsistency with probability

O(ε + hm2/q) < 1/2, for a small enough constant ε > 0. Since q = O(m4h3), the number

of proof bits read is O(hm2 log q) = (log n)O(1), the running time is (hm)O(1) = (log n)O(1),

the number of random bits needed is O(m log q) = O(logn) (the motivation for our choice

of h), and the number of places at which the candidate assignment function is evaluated

is O(1). This proves that, indeed, NP ⊆ PCP [log n, (log n)O(1)].

4.2. Optimal Query Bit Complexity: NP ⊆ PCP [nO(1), 1]

Adding random bits allows the verifier to do with fewer lookups; in fact, a constant

number of them. The strategy is roughly the same as before. Since the verifier is given

access to only O(1) bits of the proof, however, the ground field must be of constant size,

so we set q = 2. Let Φ be a 3-CNF formula consisting of m clauses C1, . . . , Cm and n

variables v1, . . . , vn. As usual, we model each clause, say, ¬ vi ∨ vj ∨ ¬ vk as xi(1− xj)xk.

This defines m cubic polynomials G1, . . . , Gm, and Φ is satisfiable if and only if all the

Gi’s have a common zero over F2. Given r = (r1, . . . , rm) ∈ Fm
2 , let Fr(x) =

∑
riGi(x).

Our interest in Fr comes from this (trivial) fact:

Lemma 4.2. — If Φ is satisfiable, all 2m polynomials Fr have a common zero; otherwise,

given any a ∈ Fn
2 and a random r ∈ Fm

2 , Fr(a) = 0 with probability 1/2.

The PC proof of satisfiability is based on this simple test. The prover wants to convince

the verifier that it knows a common zero a to all the Fr’s (whether that is true or not).

To do that, the proof will list the values of Fr(a), for all r, so that the verifier can test

that, indeed, Fr(a) = 0. The prover must also provide a consistency check that satisfies

the verifier that its evaluations of Fr are correct. The cubic polynomial Fr can be written

as Fr(x) = fr +
∑

i f
i
rxi +

∑

i,j f ij
r xixj +

∑

i,j,k f ijk
r xixjxk . The verifier can evaluate Fr(a)

by using the three linear forms

(4) Ha
1 (y) =

∑

i

aiyi ; Ha
2 (y) =

∑

i,j

aiajyij ; Ha
3 (y) =

∑

i,j,k

aiajakyijk .

Forgive our (abusive) notation y to refer to a set of n, n2, and n3 labeled variables,

respectively. The PC proof will present each H a
i by values (i = 1, 2, 3). Of course, no

guarantee exists that the prover will not corrupt the presentation. To catch any cheating,

the verifier relies on two sets of functional equations: the H a
i ’s are (i) linear and (ii)

related by the identities

(5) Ha
2 (y ⊗ y′) = Ha

1 (y)Ha
1 (y′) and Ha

3 (y ⊗ z) = Ha
1 (y)Ha

2 (z) ,

where y, y′ ∈ Fn
2 and z ∈ Fn2

2 . If y ∈ Fs
2 and z ∈ Ft

2, then y ⊗ z denotes the vector

(yizj) ∈ Fst
2 .
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PC Proof that Φ is Satisfiable

Present the functions Ha
1 , Ha

2 , Ha
3 by values, where a is a common

zero to G1, . . . , Gm.

The verifier performs three basic sets of tests. Fix some small constant ε > 0.

• The first test is to check the linearity of each H a
i , by using the criterion of

Lemma 3.6, with δ = ε2. The verifier rejects the proof if any of these 3 tests

fail. ¿From now on, any evaluation of H a
i (y) is to be immediately confirmed by

the following test: pick a random y ′ and check that Ha
i (y) = Ha

i (y + y′)−Ha
i (y′).

If this test ever fails, the proof is rejected.

• Next, the verifier checks that the Ha
i ’s are related by the two identities (5). Each

one is tested O(1/ε) times for random pairs (y, y ′) and (y, z), where y, y′ ∈ Fn
2 and

z ∈ Fn2

2 . Again, any failure implies rejection of the proof.

• Finally, the verifier picks a random r and evaluates Fr(a). To do that, it computes

on its own y1 = (f i
r), y2 = (f ij

r ), y3 = (f ijk
r ), as well as fr, and then looks up the

proof at three places to compute the sum Fr(a) = fr + Ha
1 (y1) + Ha

2 (y2) + Ha
3 (y3).

If Fr(a) = 0 and none of the previous tests have failed, the verifier accepts the

claim that Φ is satisfiable.

Why does this work? If Φ is satisfiable, then the proof needs simply to conform to the

directives of the verifier and it will be accepted. Suppose that Φ is not satisfiable and

that, by contradiction, the proof is accepted. What is the probability of failure? If the

linearity tests passes then, by Lemma 3.6, with probability a least 1 − 3ε2, there exists

a linear form Ĥi, for i = 1, 2, 3, that disagrees with Ha
i over a fraction at most ε2 of its

domain. This means that, with probability 1 − O(ε), we can assume that all identity

tests are performed with respect to the true values of Ĥi. If either identity fails to be

satisfied by the Ĥi’s, then by Lemma 4.3 (and its omitted analog for the first identity) a

conservative estimate of O(ε) bounds the probability that the verifier fails to catch that

fact. Therefore, with probability 1 − O(ε), the value Fr(a) computed by the verifier is,

indeed, fr + Ĥ1(y1) + Ĥ2(y2) + Ĥ3(y3), for some linear forms Ĥi defined by some vector

a in accordance with the format specified by (4). Since Φ is not satisfiable, we know by

Lemma 4.2 that the value of Fr(a) is zero with probability 1/2. Therefore, the verifier

will accept a wrong proof with probability 1/2 + O(ε). By setting ε to a small enough

constant and repeating the verification, we bring the failure probability below 1/2. The

number of random bits is O(n3) and the number of bit lookups in the proof is constant.

This concludes the proof that NP⊆ PCP [nO(1), 1].

Lemma 4.3. — If Ĥ3(y⊗z)−Ĥ1(y)Ĥ2(z) is nonzero then, with probability 1/4, it evaluates

to 1 at random y, z.



895-13

4.3. Self-Reduction: NP = PCP [logn, 1]

We have built two PCP systems: one, S1, needs O(logn) random bits; the other, S2,

uses O(1) queries. We now combine them to extract the best feature from each. The

basic idea is simple. We caught a glimpse of it in Section 2. Recall the action of the

verifier V1 for S1. First, it generates a random bit string s; then, it computes a set of

addresses i1, . . . , iq to look up in the proof Π, where q = (logn)O(1). Upon reading the

corresponding bits, Πi1 , . . . , Πiq , the verifier evaluates a predicate in time qO(1) to decide

whether to accept or not.

Now comes the self-reducibility part. By the Cook-Levin theorem the predicate in

question can be expressed as a 3-CNF formula Φs of size qO(1). The verifier accepts if

and only if there exists a string Xs such that the concatenated string Πi1 · · ·ΠiqXs forms

a satisfying truth assignment for Φs. The key idea is that a PCP system such as S2 is

exactly the sort of thing that can be used to check the satisfiability of Φs. So, instead

of computing the verification predicate itself, V1 can hand the problem over to the PC

proof system S2. Its verifier V2 will then consult its own proof to check whether Φs is

satisfiable, and will accept or reject accordingly. A minor technical point: Of course, we

cannot let both V1 and V2 err with probability 1/2. By repeating the verifiers’ runs (the

standard trick), we can trivially lower the odds of an error to any small constant.

Even though the number of bits read in the proof can be arbitrary, it is important for

composition purposes that the number of entries be O(1). Polynomial extensions give us

a convenient tool for achieving that. A proof Π of length N can be viewed as a function

f : {1, . . . , N} 7→ {0, 1}, where f(i) = Πi. As we did in Section 4.1, we can change our

point of view and regard f as a function from Hm to {0, 1}, where Hm is in bijection with

{1, . . . , N} and H = {0, . . . , h−1}, for some parameters h, m such that N = hm. (Pad the

proof with junk if N is inexpressible in this way.) Let f̂ be a polynomial extension of f in

Fhm
q,m. The proof Π is now rewritten as a presentation of f̂ by values, with all the bells and

whistles needed to apply the low-degree test and the recovery mechanism (Lemmas 3.4

and 3.5). The verifier applies the low-degree test to check that the presentation is δ-close

to Fhm
q,m (for some suitably small δ > 0), and rejects the proof if it is not. Otherwise, it

appeals to Lemma 3.5 to evaluate f at k (= q) points by a single evaluation of f̂ . In this

way, the verifier can gain access to Πi1 · · ·Πiq in O(1) queries to the new proof. Note that

an entry in this new proof is no longer a single bit but a field element represented as a bit

string. For simplicity, we still call the new proof Π: the difference is that now q = O(1).

The benefits of composing proof systems are now obvious. Let us try our hand at

composing S1 with itself, i.e., S1 with S2, where S2 denotes S1. The verifiers for S1 and

S2 need O(logn) and O(log(logn)O(1)) random bits, respectively, i.e., a total of O(logn)

of them. Obviously, the number of queries remains O(1). All the verification work, being

now done by S2, amounts to (log(log n)O(1))O(1), i.e., (log log n)O(1). This bound can be

further reduced by iterating the composition, but this is not the way to go to make it
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O(1). For that, we take the previous system, call it S3, and compose it with S2. This

requires O(logn) + (log logn)O(1) = O(logn) random bits, O(1) queries and O(1) amount

of work. It follows that O(1) bits are read in the proof, and the PCP theorem is proven.

But is it really? The task of V1 is not only to check that Φs is satisfiable but that

Πi1 · · ·Πiq is part of a satisfying assignment. Here is a simple illustration of the conundrum

we face. Say, a prover claims to have a satisfying assignment for
∧

i Ci. A verifier might

want to check this by picking Ci at random and verifying that the assignment makes Ci

true. But suppose that, instead, it chooses to delegate that task to some other PC proof

system. A second verifier will then take Ci as input and check that it is satisfiable. But any

disjunction of three literals, such as Ci, is always satisfiable. What needs to be checked

is not whether Ci is satisfiable on its own, but whether it is by using the assignment

specified by S1. Returning to V2, its job is not to check that Φs is satisfiable but that

there exists Xs such that Πi1 · · ·Πiq ·Xs makes Φs true. To resolve this consistency issue is

key to making self-reducibility work. This is easy to do; in fact, by reducing the number

of queries to O(1), we have done the hardest part already. We sketch what remains to be

done.

For the verification to be delegated to V2, of course, it is necessary to encode Πi1 · · ·ΠiqXs

into the format σ(Πi1 · · ·ΠiqXs) that V2 expects. It might be tempting to simply append

σ(Πi1 · · ·ΠiqXs) at the end of Π, but doing so would raise the consistency problem men-

tioned earlier. Instead, we must effectively replace Π (and not just add on to it) with the

encoding σ of every possible string Πi1 · · ·ΠiqXs. But to do so would cause the same Πij

to appear in different encodings throughout the proof, again raising consistency issues.

The solution is to encode each Πij separately. Specifically we replace each Πij by σ(Πij ).

Likewise, we encode Xs as σ(Xs).

This solves one problem, consistency, only to create another one. In this scheme, V2

does not have access to σ(Πi1 · · ·ΠiqXs), which is the only encoding it can read, but to

σ(Πi1) · · ·σ(Πiq)σ(Xs). Is that good enough? Instead of encoding a whole truth assign-

ment a1 · · ·an via σ, suppose we encode it in chunks: first σ(a1 · · ·ai1), then σ(ai1+1 · · ·ai2),

etc, and finally σ(aiqΓ1+1 · · ·an). Can the verifier deal with that sort of split form encod-

ing? The answer is yes. It is, in fact, a rather simple exercise to modify V2 accordingly.

This completes the proof of the PCP theorem or, at least, of its conceptual outline.

The doubting reader can always sample the proof at random and see if that helps...

5. HISTORICAL NOTES

Following the seminal work of Goldwasser, Micali, and Rackoff [20] and Babai [5],

which introduced the notion of interactive proofs, an important variant was introduced

by Ben-Or et al. [9], in which the verifier interacts with not one but several provers. This

framework led to early incarnations of PCP systems by Fortnow, Rompel and Sipser [14].
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The idea of putting tight resource restrictions on both the verifier (query time) and the

proof (size) originated in the works of Babai et al. [6] and Feige et al. [13]. The algebraic

view of Boolean expressions gained currency in a series of papers that highlighted the

enormous expressive power of interactive proofs [7, 24]. Turning to co-NP, Lund et al. [24]

explained how a prover can convince a verifier that a graph is not 3-colorable. (By contrast,

to convince someone that a graph is 3-colorable is trivial.) Finally, the ultimate power

of interaction was resolved by Shamir [30], who proved that languages with interactive

proofs are precisely those that can be decided in polynomial space.

The current notion of PCP itself, with its focus on randomness and query complex-

ity, was formally introduced by Arora and Safra [4]. This development was spurred in

large measure by the key insight of Feige et al. [13], which for the first time tied prob-

abilistic proof systems to inapproximability. Babai, Fortnow, and Lund [7] established

that PCP [nO(1), nO(1)] coincides with the class of problems solvable in nondeterministic

exponential time. Babai et al. [6] and Feige et al. [13] essentially showed that NP is

contained in PCP [polylog,polylog] (the precise bounds being somewhat stronger). Arora

and Safra [4] proved that NP = PCP [log n,
√

log n ], and introduced the powerful concept

of proof composition. The PCP theorem itself, i.e., NP = PCP [log n, 1], was proven by

Arora et al. [3]. Finetuning the constants followed in quick order. H̊astad [23] proved the

striking result that three queries are sufficient as long as we can tolerate an ε chance of

rejecting a correct proof. Building on that result, Guruswami et al. [21] showed that such

false-negatives can be avoided provided that the error probability for wrongly accepting

is 1/2 + ε.

The connection to inapproximability [13] blossomed into a plethora of hardness results,

one of the most impressive being H̊astad’s proof [22] that to approximate the clique

number of an n-node graph within a factor of n1−ε is impossible (unless NP coincides

with the randomized version of P, i.e., the class of sets for which membership can be

decided in expected polynomial time by a randomized, error-free Turing machine). At

the other end of the spectrum, consider MaxCut, the problem of partitioning the node

set of a graph into two subsets with the maximum number of edges joining them. It is

possible to find a solution in polynomial time that has a number of edges at least 0.878

times the maximum possible [17]. On the other hand, to push that approximation factor

above 0.942 would require that P = NP [23, 33] (building on [8]). A comprehensive 1996

survey of approximation results was compiled by Arora and Lund [2].

Many of the tools for checking the internal consistency of proof systems originated in

the area of program checking [10, 11, 29]. For example, the low degree test, due to Arora

et al. [3], incorporates ideas from [4, 11, 16, 28]. The sumcheck and linearity tests are

due respectively to Lund et al. [24] and Blum, Luby, and Rubinfeld [11]. Testing that a

polynomial is nonzero (Lemma 3.2) is from [6, 13]. Essential tools in PCP-related work



895-16

also include the parallel repetition theorem by Raz [27], the long code by Bellare, Gol-

dreich and Sudan [8], and Fourier transform techniques by H̊astad [23]. For background

material in complexity theory, the following texts [15, 31, 26, 12], listed in increasing

order of technical depth, are excellent entry points. We also mention [1, 2, 25, 32] for

in-depth coverage of proof verification and approximation algorithms, and [18, 19, 20] for

an introduction to zero-knowledge cryptography.
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[22] J. HÅSTAD – Clique is hard to approximate within n1−ε, Acta Mathematica 182

(1999) 105–142.
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INTRODUCTION

Let p be a prime number, and G a compact p-adic Lie group. We recall that the

Iwasawa algebra of G is defined by

Λ(G) = lim
←−
U

Zp [G/U ]

where U runs over the open normal subgroups of G. Any compact Z p-module on which

G acts continuously on the left has a unique structure as a left Λ(G)-module, extending

the G-action. Thanks to this remark, modules over Λ(G), where G is usually the im-

age of Galois in a finite dimensional p-adic Galois representation, abound in arithmetic

geometry. K. Iwasawa [Iw] was the first to study the structure theory of finitely gener-

ated Λ(G)-modules in the special case when G = Z p, and deduced from it his celebrated

asymptotic formula for the growth of the order of the p-primary subgroup of the ideal

class group in a Zp-extension of a number field. Almost immediately, J-P. Serre [Se1],

[Se2] pointed out that, when G = Zd
p for any integer d > 1, Λ(G) is isomorphic to the local

ring Zp[[T1, . . . , Td]] of formal power series in d variables with coefficients in Z p, and that

Iwasawa’s structure theorem for Λ(G)-modules could be re-proven for d = 1, and general-

ized to all d > 1, by using classical arguments in commutative algebra about the structure

theory of modules up to pseudo-isomorphism ([B-CA], Chap. VII, §4.4, Theorems 4 and

5).

Intuitively, one might expect that the structure theory for Λ(G)-modules would be very

different in the commutative and non-commutative cases, but the aim of this seminar is

to report on joint work of the author, P. Schneider and R. Sujatha [CSS] proving that,

surprisingly, the two cases appear to be parallel in many ways. The first step towards

elucidating the non-commutative theory was made by O. Venjakob [Ve1], [Ve2], who

exploited ideas of J. Björk [Bj] to define in general the notion of a pseudo-null Λ(G)-

module. If G is pro-p and has no element of order p, Venjakob defines a finitely generated

left Λ(G)-module M to be pseudo-null if it is Λ(G)-torsion (i.e. each element of M is
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annihilated by some non-zero element of Λ(G)), and, in addition, Ext1
Λ(G)(M,Λ(G)) = 0.

To establish our structure theory up to pseudo-isomorphism, we need to impose further

conditions on G, and we are grateful to B. Totaro for pointing out to us that probably the

most natural hypothesis is that G should possess a p-valuation in the sense of M. Lazard

[La]. We recall that a p-valuation on G is a function ω : G → (0,∞] satisfying the

following axioms for all x and y in G:

(i) ω(1) = ∞, and 1
p−1

< ω(x) <∞ for x 6= 1;

(ii) ω(xy−1) > min{ω(x), ω(y)};

(iii) ω(x−1y−1xy) > ω(x) + ω(y);

(iv) ω(xp) = ω(x) + 1.

We say that G is p-valued if it possesses a p-valuation. If G is p-valued, we remark that the

compactness of G guarantees that G is complete with respect to the p-valuation ω in the

following sense. For each u > 0, let Gu denote the subgroup of G consisting of all g such

that ω(g) > u. As J-P. Serre observed to us, Gu is open in G because, choosing N > u, Gu

contains the subgroup of G generated by the pN -th powers, and it is well known that this

latter subgroup is a neighbourhood of the identity in a p-adic Lie group. Hence the family

{Gu : u > 0} form an open basis for the topology of G since their intersection is trivial,

and the natural map from G to lim
←
G/Gu is an isomorphism because of the compactness

of G. Moreover, Lazard [La] established the following basic facts. Any closed subgroup

of a p-valued group is also p-valued. If G is p-valued, then it is pro-p, and has no element

of order p. The classic example of a p-valued group is the group of matrices in GLn(Zp)

which are congruent to the identity modulo p (resp. mod 4) if p is odd (resp. if p = 2).

If p > n + 1, any pro-p closed subgroup of GLn(Zp) is p-valued.

Theorem 1.1 ([CSS]). — Let G be a p-valued compact p-adic Lie group, and let M be a

finitely generated torsion Λ(G)-module. Let M0 be the maximal pseudo-null submodule of

M . Then there exist non-zero left ideals L1, . . . , Lm, and a Λ(G)-injection

φ :

m⊕

i=1

Λ(G)/Li −→M/M0,

with Coker (φ) pseudo-null.

The special case of Theorem 1.1 in which M/M0 is killed by some power of p was proven

earlier by O. Venjakob [Ve1], [Ve2], and S. Howson [Ho]. In §2, we shall give a sketch

of a proof of Theorem 1.1 taken from [CSS], which is remarkably parallel to the classical

commutative proof in [B-CA], and which exploits the fact that Λ(G) is a filtered ring to

which one can apply the techniques of the algebraic theory of micro-localization (see, for

example, [LO]). After finding this proof, we also realized that Theorem 1.1 can be derived

from the work of M. Chamarie [Ch1], [Ch2], on modules over maximal orders (see [CSS]

for the details).



896-03

We assume for the rest of this exposé that G is a p-valued compact p-adic Lie group. In

particular, it follows that Λ(G) is Noetherian, and has no zero divisors. Let Mod(G) de-

note the category of all finitely generated left Λ(G)-modules, and C 1(G) the subcategory

whose objects are the pseudo-null modules (C 1(G) is closed under taking subobjects, quo-

tients, and extensions). To discuss questions about the uniqueness of the decomposition

in Theorem 1.1, we have to pass to the quotient category

M(G) = Mod(G)/C1(G).

We write Q : Mod(G) −→ M(G) for the canonical functor. If M is an object of Mod(G),

we define its annihilator, which we denote by by annΛ(G)(M), to be the two sided ideal

consisting of all r in Λ(G) such that r.M = 0. We then define the annihilator of the object

Q(M) of the quotient category M(G), which we denote by ann(Q(M)), to be the sum of

all the ideals annΛ(G)(N), where N runs over all objects of Mod(G) such that Q(N) is

isomorphic to Q(M) in M(G). In fact, a lemma of Robson [Ro] shows that

ann(Q(M)) = annΛ(G)(M/M0),

where, as above, M0 denotes the maximal pseudo-null submodule of M . Yet another

description of ann(Q(M)) can be given in terms of the left ideals L1, . . . , Lm appearing

in Theorem 1.1. Let Ji be the maximal two-sided ideal of Λ(G) which is contained in L i,

and let J = ∩m
i=1Ji. Then Ji = annΛ(G)(Λ(G)/Li), and we have

J = ann(Q(M));

in particular, we see that J 6= 0 if and only if Ji 6= 0 for i = 1, . . . , m.

It is in questions of annihilators that we find a basic difference between the commu-

tative and non-commutative case. R. Greenberg (unpublished) has given an example of

a p-valued open subgroup of GL2(Zp), and a finitely generated torsion Λ(G)-module M

such that ann(Q(M)) = 0. Following Chamarie [Ch2], we therefore define Q(M) to be

bounded (resp. completely faithful) if ann(Q(M)) 6= 0 (resp. if ann(Q(N)) = 0 for

every torsion Λ(G)-module N such that Q(N) is a non-zero subquotient of Q(M)). It

is proven in [Ch2] that, for every finitely generated torsion Λ(G)-module M , we have a

canonical decomposition

Q(M) = Q(U) ⊕Q(V ),

where Q(U) is completely faithful and Q(V ) is bounded. Very little is known about

completely faithful objects in M(G) beyond the fact that Greenberg’s example shows that

they exist, and also it is shown in [Ch2] that they are cyclic, i.e. isomorphic in M(G) to

Q(Λ(G)/L) where L is a non-zero left ideal. However, Y. Hachimori and O. Venjakob [HV]

have recently given examples of completely faithful Λ(G)-modules which arise naturally

in arithmetic geometry, and one suspects that their occurrence in number theory may be

rather common.
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We write Mb(G) for the full subcategory of M(G) consisting of the bounded objects,

and we define Db(G) to be the Grothendieck group of Mb(G). In fact, Mb(G) is also an

abelian category in which every object has finite length, and the Jordan-Hölder theorem

shows that Db(G) is the free abelian group on the set of isomorphism classes of simple

objects in Mb(G). It is natural to ask whether we can relate Db(G) to a natural group of

divisors of the ring Λ(G), parallel to the classical theory for commutative, integrally closed,

integral domains ([B-CA], Chap. VII, §4.5, Proposition 11). As we shall now explain,

this is indeed the case. Let K(G) denote the skew field of fractions of Λ(G), which is well

known to exist because Λ(G) is Noetherian and has no divisors of zero. Then Λ(G) is a

maximal order (this is the non-commutative analogue of being integrally closed) in the

sense that, if B is any intermediate ring with Λ(G) ⊂ B ⊂ K(G) such that there exist

non-zero elements u, v in K(G) with uBv ⊂ Λ(G), then necessarily B = Λ(G) (see [CSS],

Lemma 2.6). For any left (resp. right) Λ(G)- moduleM , we put M ∗ = HomΛ(G)(M,Λ(G))

for the dual right (resp. left) Λ(G)-module, and we say M is reflexive if the natural map

from M to M ∗∗ is an isomorphism. A non-zero left (resp. right) Λ(G)-submodule L of

K(G) is called a fractional left (resp. right) ideal if there is a non-zero v in K(G) such

that L ⊂ Λ(G)v (resp. L ⊂ vΛ(G)). A fractional ideal of Λ(G) is a subset I of K(G)

which is both a fractional left and a fractional right ideal. Finally, we define a fractional

c-ideal of Λ(G) to be a reflexive fractional ideal of Λ(G), and we write C(G) for the set

of fractional c-ideals. As a special case of general results about maximal orders, Asano

([As]) has shown that C(G) is an abelian group with respect to the product I.J = (IJ)∗∗.

We recall that a two-sided ideal p of Λ(G) is said to be prime if, whenever x and y are

elements of Λ(G) such that xΛ(G)y ⊂ p, we always have x is in p or y is in p. It is then

also proven in [As] that C(G) is the free abelian group on the set P of all non-zero prime

c-ideals, and that every prime c-ideal has height 1 (i.e. is a minimal non-zero prime ideal).

There would be great interest in giving an explicit description of this set P (for example,

when G is a p-valued open subgroup of SL2(Zp)).

Our aim is to construct a canonical homomorphism

χ : Db(G) → C(G),

and for this we need to localize Λ(G) at the prime ideals in P. We recall that a multi-

plicatively closed subset S of non-zero elements of Λ(G) is said to be a right and left Ore

set if, for each s in S and a in Λ(G) both aS ∩ sΛ(G) and Sa ∩ Λ(G)s are non-empty.

For each p in P, let S(p) denote the set of all elements of Λ(G) whose residue class in

Λ(G)/p is not a zero divisor. Chamarie [Ch1] has proven that S(p) is a left and right Ore

set, and that the localization of Λ(G) by S(p), which we denote by Λ(G)p, is a bounded

maximal order, with Jacobson radical pΛ(G)p. Moreover, every left and right ideal in

Λ(G)p is principal. Now, up to isomorphism, the objects of finite length in M b(G) are

of the form Q(M), where M is a finitely generated torsion Λ(G)-module. Hence the lo-

calization Mp = Λ(G)p
⊗

Λ(G)M is a finitely generated torsion Λ(G)p-module, which has
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finite length because Λ(G)p is a principal ideal domain. Denoting the length of Mp by

ℓp(Q(M)), we then define

χ(Q(M)) =
∏

p∈P

pℓp(Q(M)),

and we call χ(Q(M)) the characteristic ideal of Q(M). This is well defined, as it is

proven in [Ch2], Lemma 4.2.1 that, for any finitely generated torsion Λ(G)-module M ,

we have that Mp = 0 for all p in P if and only if Q(M) is completely faithful. Moreover,

it is shown in [CSS] that ann(Q(M)) is a c-ideal such that χ(Q(M)) ⊂ ann(Q(M)), and

such that χ(Q(M)) and ann(Q(M)) have the same prime factors in P. In addition, the

exactness of localization and the additivity of the length function shows that χ induces a

homomorphism from Db(G) to C(G).

Theorem 1.2 ([CSS]). — The homomorphism

χ : Db(G) → C(G)

is an isomorphism. In particular, χ induces a bijection between the set of isomorphism

classes of simple objects in Mb(G) and the set P of all non-zero prime c-ideals of Λ(G).

As far as all finitely generated Λ(G)-modules are concerned, only the following partial

result is proven in [CSS]. If M is an arbitrary finitely generated Λ(G)-module, we write

Mt for its Λ(G)-torsion submodule. It is shown in [Ve2] that the natural map from

M/Mt → (M/Mt)
∗∗ is injective and has pseudo-null cokernel.

Theorem 1.3 ([CSS]). — Let M be a finitely generated Λ(G)-module such that Q(Mt) is

bounded. Then we have an isomorphism

Q(M)
s
→ Q(Mt) ⊕Q(M/Mt),

where Q(M/Mt) is reflexive in the sense that it is isomorphic to Q((M/Mt)
∗∗) in the

quotient category M(G).

The fundamental question left open by [CSS] is whether every prime ideal p in P is

principal. This is true when G = Z d
p, for any integer d > 1, thanks to the Weierstrass

Preparation Theorem, and we strongly suspect that it remains true for all compact,

p-valued p-adic Lie groups G.

2. SKETCH OF THE PROOF OF THEOREM 1.1

One of the nicest parts of Bourbaki’s treatise on commutative algebra is his elegant

proof of the analogue of Theorem 1.1 for all finitely generated torsion modules over any

Noetherian, integrally closed, integral domain (see [B-CA], Chap. VII, §4.4, Theorem 5).

We now briefly explain how simple ideas from the algebraic theory of micro-localization

allow one to extend these arguments to modules over a wide class of non-commutative
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filtered rings. Following the spirit of Bourbaki, we proceed axiomatically, and leave to

the end of this section the verification that our concrete ring Λ(G) satisfies the axioms we

impose.

Let A be an associative ring with unit elements, which will not, in general, be com-

mutative. We assume that A is endowed with a filtration F.A = {FnA : n ∈ Z}, but

we shall be unfaithful to Bourbaki and always assume our filtrations are increasing, i.e.

FnA ⊂ Fn+1A for all n in Z. This filtration will always be assumed to be exhaustive (i.e.

∪
n∈Z

FnA = A) and separated (i.e. ∩
n∈Z

FnA = 0). We write

gr.A =
⊕

n∈Z

FnA/Fn−1A, Â = lim
←−

A/An

for the associated graded ring, and the completion of A with respect to the filtration,

respectively. We follow the non-commutative literature ([LO], Chap. II, Theorem 2.2),

and define A to be a Zariski ring if gr.A is left and right Noetherian, and Â is a faithfully

flat left and right A-module.

For the rest of this section, we shall assume that the ring A satisfies the following

axioms:

(C1) A is complete with respect to F.A, i.e. the natural injection from A to Â is an

isomorphism;

(C2) gr.A is isomorphic as a graded ring to k[T1, . . . , Tr], the ring of polynomials in a

finite number of variables with coefficients in a field k, graded by assigning to each

of the variables a strictly negative integer as its degree.

Axioms (C1) and (C2) imply that A is left and right Noetherian and has no zero

divisors, and that A is a Zariski ring.

For the remainder of the proof, M will denote an arbitrary finitely generated torsion

A-module. We endow M with a good filtration F.M = {FnM : n ∈ Z}. This means

that we have

FnM =

r∑

i=1

Fn−ki
A.wi (n ∈ Z),

where w1, . . . , wr is some fixed set of A-generators of M , and k1, . . . , kr are fixed integers.

Since F.M is a good filtration, basic properties of Zariski rings show that not only is F.M

separated, but also any submodule N of M is closed in the filtration topology [LO]). Also,

defining the gr.A module gr.M as usual by

gr.M =
⊕

n∈Z

FnM/Fn−1M,

we have that gr.M is a finitely generated gr.A-module, which is plainly gr.A-torsion.

The starting point of our proof is to apply the classical commutative theory to the

finitely generated torsion gr.A-module gr.M . We write Ass (gr.M) for the set of prime

ideals p in gr.A which are the exact annihilator of some non-zero element of gr.M . Note
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that the zero ideal is not in Ass (gr.M), because gr.M is gr.A-torsion. As gr.M is a graded

gr.A-module, every ideal in Ass (gr.M) is graded. We define

W (M) = {p1, . . . , pm}

to be the set of prime ideals of height 1 in Ass (gr.M). It is not difficult to see that

W (M) is independent of the very non-canonical choice of the good filtration F.M. We

define S = S(M) to be the set of all non-zero homogeneous elements of gr.A which do

not belong to p1 ∪ · · · ∪ pm. We can localize gr.A with respect to the multiplicative set

of S of non-zero homogeneous elements, and obtain in this way the graded ring S−1gr.A

([B-CA], Chap. II, §2.9), which we denote by (gr.A)S. The following lemma (see [CSS],

Proposition 3.4) is easily established.

Lemma 2.1. — The non-zero graded prime ideals of (gr.A)S are precisely the S−1pi (1 6

i 6 m), and these all have height 1. Every proper graded ideal of (gr.A)S is contained in

one of the S−1pi (1 6 i 6 m).

Corollary 2.2. — Every graded ideal in (gr.A)S is principal.

To deduce the corollary, we first note that, as A is factorial by axiom (C2), so is its

localization (gr.A)S. Now, if b is any non-zero graded ideal of (gr.A)S, every element of Ass

((gr.A)S/b) must be graded prime ideal of (gr.A)S, and therefore of height 1 by Lemma

2.1. But then (see [B-CA], Chap. VII, §1.6, Proposition 10) the ideal b is divisorial, and

so principal because (gr.A)S is factorial.

The heart of our proof is the following observation on Ore sets, which we understand

goes back to Kashiwara [Ka]. As usual, if x ∈ FnA\Fn−1A, we define its principal symbol

♯(x) by ♯(x) = x+ Fn−1A. Let us define

T = {t ∈ A : ♯(t) ∈ S};

here S is the multiplicative set of non-zero elements of A defined above.

Proposition 2.3. — T is a left and right Ore set in A.

We omit the proof (see [Li] or the last part of [WK]), which uses the fact that A is

a Zariski ring. In view of Proposition 2.3, it makes sense to take either the left or the

right localization of A with respect to T . As they are isomorphic, we write AT for either

localization. Moreover, as is explained in [Li], AT is endowed with a natural separated

and exhaustive filtration F.AT , with the property that gr.(AT ) = (gr.A)S. Even though

we have imposed the axiom that A is complete, it will not in general be true that A T

is complete with respect to the filtration F.AT . Nevertheless, the filtration F.AT makes

AT into a Zariski ring (see [Li]), and this weaker result suffices for our purposes. Finally,

if N is any finitely generated A-module endowed with a good filtration F.N , then its

localization NT = AT

⊗

AN is a finitely generated AT -module, which (see [Li]) is also

endowed with a natural filtration F.NT such that gr.(NT ) = (gr.N)S .
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Proposition 2.4. — Every left and right ideal in AT is principal.

To prove this, we can, by symmetry, restrict our attention to left ideals L of AT . Taking

any such left ideal, we endow it with the induced filtration F.L given by FnL = L∩FnAT .

By a basic property of Zariski rings, F.L is again a good filtration. Plainly gr.L is a

graded ideal in gr.AT = (gr.A)S, and so is principal by Corollary 2.2. Thus we can find a

homogeneous z in gr.L such that gr.L = (gr.A)S · z. Now pick w to be any element of L

such that ♯(w) = z. But, thanks to a remarkable property of Zariski rings ([LO], Chap. I,

§5, Corollary 5.5), we conclude that L = ATw (note that we are able to carry out this

last step without passing to the completion of AT ).

Once we have established that AT is a principal ideal domain, we can rapidly complete

the proof of Theorem 1.1, following closely the classical commutative argument. As the

localized module MT = AT

⊗

AM is a finitely generated torsion AT -module, an old result

of Jacobson (see [Ja], Chap. 3, Theorem 10) shows that there exist elements w1, . . . , wm

in MT such that

MT = ATw1

⊕

· · ·
⊕

ATwm.

Let ψ : M → MT be the canonical A-homomorphism given by ψ(m) = 1 ⊗ m, and

let M ′ = Im(ψ), N = Ker(ψ). Since N is precisely the set of T -torsion elements of

M , we have NT = 0, and so N is pseudo-null by Proposition 2.5 below. Now M ′ is an

A-submodule of MT with M ′
T = MT . We are clearly free to multiply any of the elements

w1, . . . , wm above by any element of T , and thus we can assume that w1, . . . , wm all belong

to M ′. We then define the A-submodule M ′′ of M ′ by

M ′′ = Aw1

⊕

· · ·
⊕

Awm,

where the sum is clearly direct because w1, . . . , wm are even linearly independent over

AT . But N ′ = M ′/M ′′ is a quotient of M with N ′T = 0, and so N ′ is also pseudo-null by

Proposition 2.5. Now the map a 7→ awi induces an isomorphism of A-modules from A/L ′i
to Awi, where L′i is the annihilator of wi in A. The composed map

ρ :

m⊕

i=1

A/L′i ∼
−→

m⊕

i=1

Awi = M ′′ ⊂M ′ = M/N

is an injective A-homorphism with pseudo-null cokernel. Let L i be the unique left ideal

such that Li/L
′
i is the maximal pseudo-null submodule of A/L i. We deduce easily that ρ

induces an injection of A-modules

ϕ :

m⊕

i=1

A/Li −→M/M0,

whereM0 is the maximal pseudo-null submodule ofM , and Coker (ϕ) is pseudo-null. Thus

we have established Theorem 1.1 with Λ(G) replaced by our ring A satisfying axioms (C1)

and (C2).
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Proposition 2.5. — Let U be any A-subquotient of the A-torsion module M . Then

UT = 0 implies that U is pseudo-null. The converse statement holds if A is assumed to

be Auslander regular.

In fact, the notion of a module over an arbitrary ring A with identity element being

pseudo-null is defined in [CSS]. We refer the reader to [CSS] for the somewhat delicate

proof of Proposition 2.5, as well as a discussion of the notion of Auslander regularity.

The fact that Λ(G) satisfies axioms (C1) and (C2) when G is a compact p-valued p-adic

Lie group is a consequence of the following result, which is essentially contained in the

important but difficult paper of M. Lazard [La]. The explanation given in [CSS] of how

to derive this result from Lazard’s work was given to us by B. Totaro. The last assertion

of Proposition 2.6 is due to O. Venjakob [Ve1], [Ve2].

Proposition 2.6. — Assume that G is a compact p-adic Lie group, which is p-valued.

Then Λ(G) possesses a complete, separated and exhaustive filtration F.Λ(G) such that

gr.Λ(G) is isomorphic as a graded ring to the polynomial ring Fp [X0, . . . , Xd] in d + 1

variables, where d is the dimension of G; here the grading on Fp [X0, . . . , Xd] is given by

assigning to each of the variables Xi a strictly negative integer degree. In particular, Λ(G)

satisfies axioms (C1) and (C2). In addition, Λ(G) is Auslander regular.

3. ARITHMETIC EXAMPLES

Concrete examples of finitely generated torsion Λ(G)-modules, which are of great arith-

metic interest, abound in arithmetic geometry. Because of lack of space, we only discuss

two classes of examples. In both cases, G is non-commutative, and is the image of Galois

in a 2-dimensional p-adic Galois representation; thus, by Lazard [La], G is automatically

p-valued provided G is pro-p and p > 5.

Example 1. Let p > 5, and let µpn(1 6 n 6 ∞) denote the group of all pn-th roots of

unity. We write F for any finite extension of Q containing µp, and define

F cyc = F (µp∞), Γ = G(F cyc/F ).

Now fix a non-zero element α of F , which is not a root of unity, and define

K∞ = F cyc(α1/pn

: n = 1, 2, . . . ), G = G(K∞/F ).

If we define H to be G(K∞/Fcyc), then both H and Γ are isomorphic to Z p, so that G is

a p-adic Lie group of dimension 2, which is p-valued. Moreover, G is not commutative.

Let ψ : Γ → Z×p be the character giving the action of Γ on µp∞. Then, as α belongs to

F , Kummer theory shows that the natural action of Γ on H via inner automorphism is

given by the character ψ. One can study many left Λ(G)-modules which are of arith-

metic interest, but the simplest is probably the following. Let L∞ denote the maximal
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unramified abelian p-extension of K∞, and put X = G(L∞/K∞). As usual, there is a

continuous left action of G on X via inner automorphism (if σ is in G and x in X, we

define σ · x = σ̃xσ̃−1, where σ̃ denotes any lifting of σ to the Galois group of L∞ over F ).

Y. Ochi [Oc] has proven that X is a finitely generated torsion Λ(G)-module. At present,

very little else is known about the module Λ(G); in particular, it seems that at present

no example is known in which we can prove that X is not pseudo-null as a Λ(G)-module.

In the special case F = Q(µp) and α = p, one can easily show that X 6= 0 if and only if

p is an irregular prime. Moreover, in this case, O. Venjakob [Ve3] has shown that if X is

pseudo-null, then the p-primary subgroup of the ideal class group of K∞ is zero.

Example 2. Let F be a finite extension of Q , and E an elliptic curve defined over F ,

with EndQ(E) = Z. Let p > 5, and let Epn(1 6 n 6 ∞) denote the group of pn-division

points on E. We define

F∞ = F (Ep∞), G = G(F∞/F ).

The action of G on Ep∞ defines an injection of G into Aut(Ep∞)
∼
→ GL2(Zp), and, by

a theorem of Serre [Se3], the image of G is open in GL2(Zp). By the Weil pairing,

F cyc = F (µp∞) is contained in F∞, and we put

H = G(F∞/F
cyc), Γ = G(F cyc/F ).

We shall assume from now on that G is pro-p (this can always be achieved, if necessary, by

replacing F by a finite extension, e.g. by F (Ep)). Hence Γ is pro-p, and so is isomorphic

to Zp.

For each intermediate field L with F ⊆ L ⊆ F∞, we recall that the Selmer group of

E over L is defined by

S(E/L) = Ker(H1(G(Q /L), Ep∞) −→
∏

v

H1(G(Lv/Lv), E(Lv)),

where v runs over all finite places of L, and Lv denotes the union of the completions at v

of all finite extensions of F contained in L. As usual, we have the exact sequence

0 → E(L) ⊗ Qp/Zp → S(E/L) → ⊥⊥⊥(E/L)(p) → 0,

where ⊥⊥⊥(E/L)(p) denotes the p-primary subgroup of the Tate-Shafarevich group of E

over L. We write

X(E/L) = Hom(S(E/L),Qp/Zp)

for the compact Pontrjagin dual of the discrete p-primary module S(E/L). If L is Galois

over F , then the Galois group G(L/F ) of L over F has a natural action on both S(E/L)

and X(E/L), and it is easily seen that X(E/L) is always a finitely generated Λ(G(E/L))-

module. We shall be primarily interested in the Λ(G)-module X(E/F∞). If E has good

ordinary reduction at all places v of F dividing p, old conjectures due to B. Mazur [Ma]

and M. Harris [Ha] affirm, respectively, that X(E/F cyc) is Λ(Γ)-torsion and X(E/F∞)
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is Λ(G)-torsion. It is easy to see that the validity of Mazur’s conjecture for all finite

extensions L of F contained in F∞ implies the validity of Harris’ conjecture for F∞, but

this is of little use in practice since the number of cases in which we can prove Mazur’s

conjecture remains very limited (the best result to date is K. Kato’s [Kat] theorem that

X(E/F cyc) is Λ(Γ)-torsion when E is an elliptic curve defined over Q with good ordinary

reduction at p, and F is an abelian extension of Q ). In [CH], an alternative approach is

given which does enable one to give the first proven examples of Harris’ conjecture, and

to deduce new examples of Mazur’s conjecture.

Theorem 3.1. — Assume that (i) p > 5, (ii) G is pro-p, (iii) E has good ordinary

reduction at all places v of F dividing p, and (iv) X(E/F cyc) is a finitely generated Zp-

module. Then X(E/F∞) is a finitely generated Λ(H)-module, where H = G(F∞/F
cyc).

In particular, X(E/F∞) is a torsion Λ(G)-module.

Remark 1. Every Λ(G)-module, which is finitely generated over Λ(H), is automatically

Λ(G)-torsion. This is because Λ(G) is not finitely generated over Λ(H), since G/H is

infinite.

Remark 2. In the general framework and notation of Theorem 1.1, we say that the Λ(G)-

module M has µ-invariant zero if none of the left ideals L1, . . . , Lm appearing in Theorem

1.1 is of the form Λ(G)pk for some integer k > 1. If Γ is a group isomorphic to Z p, it

follows from Theorem 1.1 and the Weierstrass preparation theorem that a Λ(Γ)-module Y

is a finitely generated Z p-module if and only if Y is Λ(Γ)-torsion and has µ-invariant zero.

Note also that if M is a finitely generated Λ(H)-module, then it must have µ-invariant

zero, because Λ(G)/Λ(G)pk is not a finitely generated Λ(H)-module when k > 1.

A second important result about X(E/F∞) is due to Y. Ochi and O. Venjakob [OV].

Theorem 3.2. — Assume that hypotheses (i), (ii), (ii), and (iv) of Theorem 3.1 are valid.

Then X(E/F∞) contains no non-zero pseudo-null submodule, the Λ(H)-torsion submodule

of X(E/F∞) is zero, and X(E/F∞) has strictly positive Λ(H)-rank.

To prove the last assertion of Theorem 3.2, we must use the fact that always X(E/F∞) 6= 0

(this was first remarked by R. Greenberg, and a proof is given in the Appendix of [CH]).

Assume now that E over F satisfies hypotheses (i), (ii), (ii), and (iv) of Theorem 3.1.

We conclude from the above results and Theorem 1.1 that there exist non-zero left ideals

L1, . . . , Lm of Λ(G) such that we have an exact sequence of Λ(G)-modules

0 →
m⊕

i=1

Λ(G)/Li → X(E/F∞) → D → 0,

where D is pseudo-null. We stress that there is great arithmetic interest in studying the

left ideals L1, . . . , Lm, even in particular numerical examples. Of course, one imagines
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that these left ideals must be related to the values at s = 1 of the twists of the com-

plex L-function of E over F by Artin characters of G (i.e. those which factor through

finite quotients of G). On a much more elementary level, one can ask whether or not

ann Λ(G)(X(E/F∞)) 6= 0. This still has not been settled in a single numerical example

when F∞ = F (Ep∞). Surprisingly, when K∞ and G are as defined in Example 1 above,

Hachimori and Venjakob [HV] have recently given many examples of elliptic curves E over

K∞ such that the dual of the Selmer group of E over K∞ is a finitely generated torsion

Λ(G)-module, which is not pseudo-null, but which is completely faithful. For example,

they prove that this is the case for the elliptic curve E = X1(11) given below, when p = 5,

and K∞ is the field obtained by adjoining to Q all 5-power roots of unity and all 5-power

roots of 11.

We end by discussing two specific numerical examples of elliptic curves over their field

of p-power division points.

Numerical example 1. I am grateful to T. Fisher for first pointing out this example to

me. Let E be the elliptic curve over Q

E : y2 + xy = x3 − x− 1.

This is the curve B1 of conductor 294 in [Cr1]. Take F = Q(µ7) and p = 7. Although

E has bad reduction at 7 over Q , it is easily seen that E has good ordinary reduction

at the unique prime of F above 7. Moreover, µ7 is a Galois submodule of E7, whence

we see easily that F∞ = Q(E7∞ ) is a pro-7 extension of F . Fisher [Fi1] has shown that

S(E/F ) = 0. One can then use arguments from Iwasawa theory ([CS], p. 83) to deduce

that we also have S(E/F cyc) = 0. Hence hypotheses (i), (ii), (iii), and (iv) of Theorem 3.1

are valid for E over F and p = 7. We conclude that X(E/F∞) is a torsion Λ(G)-module,

with µ-invariant equal to zero, and with no non-zero pseudo-null submodule. Moreover,

X(E/F∞) is finitely generated over Λ(H), its Λ(H)-torsion submodule is zero, and it has

positive Λ(H)-rank. Here G = G(Q (E7∞ )/Q (µ7)) and H = G(Q (E7∞/Q (µ7∞ ))).

Numerical example 2. Let E be the elliptic curve X1(11) over Q , namely

E : y2 + y = x3 − x2.

Then E has good ordinary reduction at 5. Take F = Q(µ5) and p = 5. As (0, 0) is a ratio-

nal point of order 5 on E, F∞ = Q (E5∞ ) is a pro-5 extension of F . Indeed, it is well known

and easy to see that the image of G in Aut(E5∞) can be identified with the subgroup of all

matrices

(

a b

c d

)

in GL2(Z5) with a ≡ d ≡ 1 mod 5, and c ≡ 0 mod 52, and this group

in turn is isomorphic to the group of all matrices in GL2(Z5), which are congruent to the

identity modulo 5. Finally, it is well known that, in this case, S(E/F cyc) = 0 (see [CS],

Chap. 5). Hence hypotheses (i), (ii), (iii), and (iv) of Theorem 3.1 hold for E over F ,
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and we conclude that X(E/F∞) is a torsion Λ(G)-module, with µ-invariant equal to zero,

and with no non-zero pseudo-null submodule. In fact, the following stronger result is true.

Proposition 3.3. — Take E = X1(11), p = 5, F = Q(µ5), and H = G(F∞/Q(µ5∞ )).

Then X(E/F∞) is a finitely generated Λ(H)-module of rank 4, its Λ(H)-torsion submodule

is zero, but it is not a free Λ(H)-module.

For each finite Galois extension L of F which is contained in F∞, we write

GL = G(F∞/L), HL = G(F∞/L
cyc),

so that GL ranges over the open normal subgroups of G, and HL ranges over the open

normal subgroups of H . The proof of Proposition 3.3 hinges on the remarkable fact that

one can use ideas of Y. Hachimori and K. Matsuno [HM] to determine the exact Z 5-rank

of the HL-coinvariants of X(E/F∞) for every finite Galois extension L of F contained in

F∞. In particular, the following result is proven in §7 of [CH].

Proposition 3.4. — For each finite Galois extension L of F contained in F∞, X(E/Lcyc)

is a free Z5-module of rank 4. [Lcyc : F cyc]− τL, where τL denotes the number of prime of

Lcyc above 11. In particular, Mazur’s conjecture is true for E over Lcyc, and E(Lcyc) is a

finitely generated abelian group of rank at most 4 · [Lcyc : F cyc] − τL.

One deduces easily from this proposition that X(E/F∞)HL
has Z5-rank equal to

4 · [Lcyc : F cyc] for all L. At the same time, one shows that the Z 5-torsion subgroup

of X(E/F∞)HL
is never zero, which shows that X(E/F∞) is not a free Λ(H)-module.

By contrast, it is a deep arithmetic problem to determine the exact Z 5-rank of the

GL-coinvariants of X(E/F∞) for all L. In particular, the following lemma is not difficult

to prove using the methods of [CH].

Lemma 3.5. — Let L be any finite Galois extension of F contained in F∞. ThenX(E/F∞)GL

is finite if and only if both E(L) and the 5-primary subgroup of the Tate-Shafarevich group

of E over L are finite.

We have already used the classical fact that X(E/F∞)G is finite. By some remarkable

explicit descent calculations, T. Fisher [Fi2] has recently shown that X(E/F∞)GL
is finite

for L ranging over the following three cyclic extensions of F of degree 5 which are contained

in F∞:

L1 = Q (X1(11)5), L2 = Q (X2(11)5), L3 = FQ(µ11)
+;

here X2(11) denotes the unique elliptic curve of conductor 11 over Q which has no non-

zero rational point, and Q(µ11)
+ denotes the maximal real subfield of Q (µ11). The field

L1 is the splitting field of the polynomial

x5 + 2x4 + 6x3 − 2x2 + 4x− 1.
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Then T. Fisher’s descent calculations [Fi2] show that E(L1) is finite, and ⊥⊥⊥(E/L1)(5) =

(Z/5Z) 2. However, it does not seem possible to extend his explicit calculations even to

the field K2 = L1(µ52), which has degree 100 over Q . Nevertheless, if

Kn = L1(µ5n+1) (n = 0, 1, . . . ),

T. Fisher, R. Greenberg and myself have shown that simple theoretical arguments from

the Iwasawa theory of elliptic curves do enable one to prove that, for all integers n =

0, 1, . . . , E(Kn) is finite and ⊥⊥⊥(E/Kn)(5) is finite of order 516n+2.

When this exposé was given in November 2001, I naively imagined that perhaps X1(11)

had no points of infinite order in the whole tower F∞ of 5-division points. I am very

grateful to K. Matsuno (unpublished) for producing overwhelming numerical evidence

that this is not true. Take the field L3 above, and let H2 = L3(µ52), so that H2 is an

abelian extension of Q of degree 100. K. Matsuno calculated the complex L-function of

X1(11) over H2, and proved that it has a zero at s = 1 of order 4. Thus, unless the

conjecture of Birch and Swinnerton-Dyer is false (which I do not for one moment believe),

X1(11) should have rank 4 over H2. So far, no point of infinite order has been found,

nor has Fisher been able to extend his explicit descent calculations to X1(11) over H2.

Thus, in conclusion, two important questions remain unanswered about the arithmetic

of X1(11) over its field F∞ of 5-power division points. Is the dual of the Selmer group

of X1(11) over F∞ a completely faithful Λ(G)-module? What is the Z-rank of the group

X1(11)(F∞) of F∞-rational points modulo its torsion subgroup?
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LES CONJECTURES DE MONODROMIE p-ADIQUES

par Pierre COLMEZ

Introduction

0.1. Survol des résultats

Le théorème local de monodromie ℓ-adique de Grothendieck peut s’énoncer de la manière

suivante.

Théorème 0.1. — Soit K un corps complet pour une valuation discrète de corps résiduel

k fini et de caractéristique p. Soient ℓ 6= p un nombre premier et V un Qℓ-espace vectoriel

de dimension finie sur lequel le groupe de Galois absolu GK de K agit continûment ; alors

l’action de l’inertie est quasi-unipotente : il existe un sous-groupe ouvert du sous-groupe

d’inertie IK de GK dont les éléments agissent de manière unipotente.

Ce théorème, bien que quasi-trivial [44] (c’est une conséquence facile de l’existence d’une

< structure de Frobenius > : le pro-ℓ-quotient de IK est isomorphe à Zℓ et, si q = card k,

un Frobenius σ ∈ GK opérant par conjugaison intérieure, agit sur ce pro-ℓ-quotient par

multiplication par q), a des implications globales intéressantes concernant la cohomologie

étale ℓ-adique des variétés algébriques (voir [49] pour une discussion et des variations sur

ce thème).

L’énoncé correspondant étant complètement faux pour ℓ = p (le pro-p-quotient de IK

étant nettement plus compliqué que le pro-ℓ-quotient), il n’est pas très facile d’imaginer ce

que peut en être un analogue p-adique et, de fait, il a fallu un certain temps, ne serait-ce

que pour définir les objets à considérer. Il y a deux cas suivant que le corps K est de

caractéristique 0 ou de caractéristique p. Dans le cas où K est de caractéristique 0, la

difficulté pour arriver à formuler cette conjecture vient de ce que GK possède beaucoup

trop de Qp-représentations et qu’il faut commencer par comprendre lesquelles on veut

garder (représentations < de de Rham >). Le théorème de monodromie locale prend alors

la forme suivante :
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Théorème 0.2. — Toute Qp-représentation de de Rham de GK est potentiellement semi-

stable.

Si K est de caractéristique p, le groupe GK a < encore plus > de Qp-représentations et il

faut remplacer ces dernières par des modules différentiels sur une couronne < infiniment

fine > de rayon 1. Dans ce cadre, l’analogue du théorème de Grothendieck est l’énoncé

suivant :

Théorème 0.3. — Tout module différentiel sur l’anneau de Robba, muni d’une structure

de Frobenius, est quasi-unipotent.

L’intérêt de l’énoncé du théorème 0.3 < conjecture de monodromie p-adique de Crew1 >

a été mis en évidence par Crew [29]. Cet énoncé permet, en particulier, d’obtenir des

résultats de finitude [29] pour la cohomologie rigide. Ces résultats de finitude ont entre-

temps été démontrés par Mebkhout [59] et Berthelot [6] (dans le cas des coefficients

constants), le premier en utilisant ses résultats obtenus en collaboration avec Christol

(cf. [16], [17], [18], [19] et [20]) et le second en utilisant les altérations de de Jong [50].

Pour d’autres applications, voir [53, 54, 72].

La conjecture de Crew vient d’être démontrée de manière quasi-simultanée par André [2],

par Mebkhout [60] et par Kedlaya [52], par des méthodes très différentes. D’autre part,

Berger [5] avait, peu auparavant, montré comment déduire le théorème 0.2 < conjecture

de monodromie p-adique de Fontaine [39]2 > de la conjecture de Crew.

0.2. Modules différentiels sur l’anneau de Robba

0.2.1. La conjecture de Crew. Soit L un corps complet pour une valuation p-adique de

corps résiduel k. Soit RL (resp. E †L) l’anneau des fonctions à coefficients dans L qui sont

analytiques (resp. analytiques bornées) sur une couronne 0 < vp(T) ≤ r, où r > 0 dépend

de la fonction que l’on considère. L’anneau RL est souvent appelé anneau de Robba.

L’anneau E †L est un anneau valué non complet d’anneau résiduel k((T)).

Un Frobenius ϕ sur ces anneaux est un morphisme d’anneaux de E †L respectant la

valuation et induisant le morphisme x → xp sur k((T)) (ou, plus généralement x → xq, où

q est une puissance de p) ; un tel morphisme s’étend par continuité à RL. Des exemples

agréables de Frobenius sont T → Tp et T → (1 + T)p − 1. Un ϕ-module D sur un de ces

anneaux est un module libre de rang fini muni d’un endomorphisme ϕ-semi-linéaire ϕ D

dont la matrice dans une base est inversible.

Choisissons une dérivation continue ∂ de l’anneau E †K (comme d
dT

, T d
dT

ou (1 + T) d
dT

).

Un ∂-module sur un de ces anneaux est un module libre de rang fini muni d’une connexion

1Ou de Crew-Tsuzuki. Crew [29] est très prudent, et se cantonne aux modules différentiels provenant de

la géométrie, et Tsuzuki [72] est nettement plus optimiste, mais ni Crew, ni Tsuzuki n’ont, formellement,

présenté cet énoncé comme une conjecture.
2Cet énoncé n’est, lui non plus, pas formellement présenté comme une conjecture dans [39].



897-03

∂D au-dessus de ∂, c’est-à-dire vérifiant

∂D (f · x) = ∂f · x + f · ∂D x si f ∈ E †K (resp. RK) et x ∈ D .

Un (ϕ, ∂)-module D est un module qui est à la fois un ϕ-module et un ∂-module de

telle sorte que ϕD et ∂D vérifient la relation de commutation

∂D ◦ ϕD =
∂(ϕ(T))

ϕ(∂T)
· ϕD ◦ ∂D .

Dans le cas particulier ∂ = (1 + T) d
dT

et ϕ(T) = (1 + T)p − 1, on a ∂(ϕ(T))
ϕ(∂T)

= p. Si on fixe

une base de D et si A (resp. B) est la matrice de ϕD (resp. ∂D ) dans cette base, cette

relation de commutation se traduit par

BA + ∂A =
∂(ϕ(T))

ϕ(∂T)
Aϕ(B).

Si E est une extension finie séparable de k((T)), il lui correspond des extensions E †L(E)

et RL(E) de E †L et RL respectivement auxquelles les actions de ϕ et ∂ s’étendent canoni-

quement. La conjecture de Crew peut alors s’énoncer de façon précise sous la forme :

Conjecture 0.4. — Si D est un (ϕ, ∂)-module de rang d sur RL, alors il existe une

extension finie séparable E de k((T)) telle que l’équation différentielle ∂D X = 0 admette

d solutions linéairement indépendantes dans RL(E)[log T] ⊗ D.

Cette conjecture a une < reformulation filtrée>, faisant disparâıtre log T, sous la forme :

< si D est un (ϕ, ∂)-module sur RL, alors il existe une extension finie séparable E de

k((T)) et une filtration croissante de D par des sous-∂-modules Di telles que, pour tout i,

l’équation différentielle ∂Di/Di−1
X = 0 admette di = rang(Di/Di−1) solutions linéairement

indépendantes dans RL(E) ⊗ (Di/Di−1) >.

Remarque 0.5. — Il y a une subtilité cachée dans cette conjecture : la géométrie

algébrique fournit naturellement des (ϕ, ∂)-modules sur E †L , mais, en rang ≥ 2, il faut vrai-

ment étendre les coefficients à RL(E) [et pas seulement à E †L(E)]. Christol et Mebkhout

se sont retrouvés confrontés au même problème (rem. 1.6). (On trouvera une explication

de ce phénomène au no 2.3 : les ensembles des E -pentes et R-pentes d’un (ϕ, ∂)-module

sur E †L ne sont pas toujours égaux.)

0.2.2. Les démonstrations. Crew [28] avait établi la conjecture en rang 1, et avant cet

été, les seuls résultats un peu généraux concernant cette conjecture étaient, d’une part,

un théorème de Tsuzuki [73] montrant qu’un (ϕ, ∂)-module sur E † isocline (i.e. n’ayant

qu’une ϕ-pente 3) devient trivial après une extension finie séparable de k((T)) et, d’autre

3Les ϕ-modules et les ∂-modules ont chacun une notion de pente. Ces deux notions n’ont rien à voir ;

en particulier elles se comportent de manières très différentes par produit tensoriel.
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part, un théorème de Christol et Mebkhout [17] montrant qu’un (ϕ, ∂)-module de ∂-

pente 0 devient unipotent sur une extension modérée de k((T)) (i.e. une extension de la

forme k((T1/d)) avec (d, p) = 1).

Malgré ces résultats encourageants, les experts étaient plutôt sceptiques en ce qui

concerne la conjecture de Crew. L’exemple [19, Ex. 3.0-11] du ∂-module associé, en 2-

adique, à l’opérateur différentiel 9T3 d2

dT2 + 9T2 d
dT

+ 4
3
− T constituant un contre-exemple

potentiel sérieux. La situation a radicalement changé avec l’article [1] dans lequel André

montre que ce contre-exemple n’en est pas un. Sa démonstration dans le cas général [2]

est une généralisation de celle qu’il a utilisée dans [1] ; elle est purement existentielle et ne

fournit aucun renseignement sur l’extension à faire4 pour rendre le module unipotent. Elle

s’appuie de manière essentielle sur les résultats de Christol-Mebkhout et mêle adroitement

la théorie de Galois différentielle et les contraintes combinatoires résultant de la théorie

de Christol-Mebkhout.

La démonstration de Mebkhout [60] utilise aussi à fond les résultats de Christol-

Mebkhout mais, contrairement à celle d’André, est constructive : elle fournit un algo-

rithme (pour courageux) explicitant pas à pas les extensions séparables de k((T)) qu’il

faut faire pour aboutir à la ∂-pente 0.

Ces deux démonstrations n’utilisent la structure de Frobenius que de manière anec-

dotique et permettent de démontrer un résultat plus fort que la conjecture de Crew. La

démonstration de Kedlaya [52] est totalement orthogonale. Il fait une étude poussée des

ϕ-modules sur l’anneau de Robba (et ses généralisations) obtenant en particulier un ana-

logue du théorème de Dieudonné-Manin. Ceci lui permet de munir un tel module d’une

filtration stable par Frobenius telle que chaque morceau du gradué soit isocline. D’autre

part, si on est parti d’un (ϕ, ∂)-module, la filtration est stable par ∂, ce qui permet d’uti-

liser le théorème de Tsuzuki pour conclure.

0.2.3. Compléments. On peut réinterpréter la conjecture de Crew < à la Fontaine >. Sup-

posons k algébriquement clos (cela évitera d’avoir à faire des extensions du corps des

coefficients dans ce qui suit). Si E est une extension finie galoisienne de k((T)), l’an-

neau RL(E) est muni d’actions de Gk((T)) = Gal(k((T))sep/k((T))) et de la dérivation

RL(E)-linéaire N normalisée par N(log T) = 1 ; ces deux actions commutent entre elles et

commutent aussi à ∂.

Soit Rlog =
⋃

E⊂k((T))sep RL(E)[log T] ; c’est un anneau muni des dérivations N et ∂ et

d’une action discrète de Gk((T)), ces actions commutant deux à deux. Si D est un (ϕ, ∂)-

module de rang d, l’espace V(D) des solutions de l’équation différentielle ∂DX = 0 dans

Rlog ⊗ D est un L-espace vectoriel de dimension d (d’après la conjecture de Crew) muni

d’actions de N et Gk((T)) commutant entre elles, l’action de Gk((T)) se faisant à travers un

quotient fini. Un tel objet sera appelé un (Gk((T)), N)-module sur L.

4Dans [1], André, après avoir prouvé l’existence d’une extension trivialisant le module, détermine

explicitement cette extension par une méthode qu’il semble difficile de généraliser.
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Réciproquement, si V est un (Gk((T)), N)-module sur L, le RL-module D(V) des points

fixes de Rlog ⊗L V sous les actions de N et Gk((T)) est un (ϕ, ∂)-module de rang d sur RL.

Il n’est pas difficile de montrer que les foncteurs V → D(V) et D → V(D) que l’on vient

d’introduire sont inverses l’un de l’autre et donc que la catégorie des (ϕ, ∂)-modules sur

RL est équivalente à celle des (Gk((T)), N)-modules sur L, ce qui en fournit une description

particulièrement simple. (Pour une description conjecturale de cette catégorie en termes

purement différentiels, voir [19, p. 671-672].)

D’autre part, à une représentation V de Gk((T)) d’image finie (resp. à un (ϕ, ∂)-module D ,

plus généralement à un ∂-module soluble), on sait associer un entier, à savoir son conduc-

teur de Swan Sw(V) (resp. son irrégularité Irr(D)) et Tsuzuki a montré [71] (voir [30, 58]

pour d’autres démonstrations) que l’on a

Irr(D(V)) = Sw(V).

0.3. Anneaux de Fontaine et représentations p-adiques

0.3.1. Notations. On se fixe une clôture algébrique Qp de Qp et un système (ε(n))n∈N

d’éléments de Qp vérifiant ε(0) = 1, ε(1) 6= 1 et (ε(n+1))p = ε(n) si n ∈ N. Ceci fait de ε(n)

une racine primitive pn-ième de l’unité et on note Fn le corps Qp(ε
(n)) et F∞ l’extension

cyclotomique de Qp réunion des Fn. Soit Cp le complété de Qp pour la valuation vp.

On note GQp le groupe de Galois Gal(Qp/Qp) et χ : GQp → Z∗p le caractère cyclotomique.

Soit aussi HQp le noyau de la restriction de χ à GQp de telle sorte que HQp = Gal(Qp/F∞)

et soit ΓQp = GQp/HQp = Gal(F∞/Qp).

(On peut remplacer Qp par un corps complet pour la valuation vp, de corps résiduel

parfait, et c’est ce qui est fait dans le texte principal, mais travailler avec Q p a l’avantage

de simplifier certaines formules.)

0.3.2. Le programme de Fontaine. Soit G un groupe topologique (comme GQp ou HQp).

Pour mettre un peu d’ordre dans les Qp-représentations de G, la stratégie de Fontaine est

de construire des anneaux topologiques munis d’une action de G et de structures addi-

tionnelles respectées par l’action de G. Chacun de ces anneaux permet de découper dans

l’ensemble des Qp-représentations de G celles qui sont B-admissibles (une représentation V

de dimension d est dite B-admissible si B⊗Qp V est isomorphe à Bd en tant que G-module).

Si V est une représentation B-admissible de GK, le BG-module DB(V) = (B ⊗ V)G est

libre de rang dimQp V et est muni de toutes les structures additionnelles de B respectées

par l’action de G. Ceci permet d’associer aux représentations de G des invariants plus

maniables (en général des objets provenant de l’algèbre linéaire) et, si l’anneau B est as-

sez fin (i.e. si on peut retrouver Qp à l’intérieur de B en utilisant les structures respectées

par G), de classifier les représentations B-admissibles en termes de ces invariants. Cette

approche a l’avantage de ramener l’étude de toutes les représentations B-admissibles à

celle de l’anneau B ; tout l’art résidant dans la construction d’anneaux intéressants. Si
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V est B-admissible, la matrice permettant de passer d’une base de DB(G) sur BG à une

base de V sur Qp appartient à GLd(B) ; ses coefficients sont < les B-périodes > de la

représentation V.

0.3.3. Quelques anneaux de Fontaine. La théorie du corps des normes de Fontaine et

Wintenberger [43] et [76] permet d’associer à toute extension finie K de Qp un corps EK

de caractéristique p, complet pour une valuation discrète. Elle permet de munir la clôture

séparable Fp((T))sep de Fp((T)) d’une action naturelle de GQp identifiant HQp à GFp((T)) ;

le groupe GQp agit alors sur EQp = Fp((T)) à travers ΓQp par σ(T) = (1 + T)χ(σ) − 1.

On peut relever cette action en caractéristique 0 à Zp[[T]] par la même formule et, si

on fait agir le Frobenius ϕ par T → (1 + T)p − 1, les actions de ϕ et GQp sur Zp[[T]]

commutent. Ces actions s’étendent par continuité à E †Qp
, RQp et RQp[log T]. On dispose

d’autre part de < flèches de localisation de ε(n) − 1 > commutant à l’action de Galois,

RQp [log T] // Fn[[T]] ; cette flèche est en pointillés car elle n’est définie, par la formule

f → ϕ−n(f) = f
(
ε(n)(1 + T)p−n

− 1
)

= f
(

ε(n) − 1 + ε(n)
(+∞∑

k=1

(
p−n

k

)

Tk
))

,

que sur le sous-anneau des f ∈ RQp[log T] qui convergent en ε(n) − 1. On obtient le

diagramme d’anneaux

E †Qp
// RQp

// RQp[log T] // Fn[[T]] // Fn .

La procédure5 permettant de construire E †Qp
, RQp, . . . à partir de Fp((T)), permet, en

partant de Fp((T))sep d’obtenir le diagramme d’anneaux

B† // B̃†rig
// B̃†log

// B+
dR

// Cp .

et comme on a muni Fp((T))sep d’une action de GQp grâce à la théorie du corps des normes,

tous ces anneaux sont munis d’une action continue de GQp commutant à celle de ϕ sur

B†, B̃†rig et B̃†log.

0.3.4. La hiérarchie [39] des représentations galoisiennes. Une représentation de GK qui

est B+
dR[ 1

log(1+T)
]-admissible est dite de de Rham ; elle est dite cristalline si elle est B̃†rig[

1
log(1+T)

]-

admissible, semi-stable si elle est B̃†log[
1

log(1+T)
]-admissible6, et potentiellement semi-stable

5Pour construire E
y

Qp
à partir de Fp((T)), il y a un choix : le choix d’un relèvement de T ou, ce qui

revient au même, d’un Frobenius sur E
y

Qp
; une fois ce choix fait, la construction s’étend canoniquement à

Fp((T))sep. Notre choix de T en fait un analogue p-adique de e2iπ − 1 et log(1 + T) devient un analogue

p-adique de 2iπ.
6La définition habituelle fait intervenir des anneaux B+

cris et B+
st qui sont étroitement reliés à eBy

rig et
eBy

log ; en particulier les seuls éléments intéressants pour ces histoires de classification des représentations

vivent dans des sous-F-espaces vectoriels de dimension finie stables par ϕ, et ceux-ci sont dans l’intersec-

tion eB+
rig = eBy

rig∩B+
cris (resp. eB+

log = eBy

log∩B+
st). Passer de B+

cris à eB+
rig revient à considérer la cohomologie



897-07

si ses périodes de de Rham appartiennent au sous-anneau de B+
dR[ 1

log(1+T)
] engendré par

B̃†log[
1

log(1+T)
] et Qp.

Les implications< cristalline⇒ semi-stable ⇒ potentiellement semi-stable⇒ de Rham>

sont immédiates ; les deux premières sont strictes et la conjecture de monodromie p-adique

de Fontaine est que la dernière implication est en fait une équivalence. Cette conjecture

était connue en dimension 1 depuis longtemps ; Fontaine [40] l’avait récemment démontrée

en dimension 2 et Hyodo [48] l’avait vérifiée pour les extensions de représentations semi-

stables. D’autre part, Tsuji [69, 70] et Faltings [33] avaient démontré (à la suite de travaux

de nombreuses personnes dont Tate, Bloch, Kato, Fontaine, Messing, Faltings, Hyodo

etc.) la conjecture Cst de Fontaine, prouvant ainsi que les représentations provenant de la

géométrie (du moins une bonne partie d’entre elles) sont potentiellement semi-stables (il

faut en outre utiliser les altérations de de Jong).

0.3.5. La théorie des (ϕ, Γ)-modules. La théorie des (ϕ, Γ)-modules de Fontaine ([37]+[11])

établit une équivalence de catégories entre, d’une part, les Qp-représentations de GQp

(i.e. les Qp-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action continue de GQp) et,

d’autre part, les (ϕ, Γ)-modules étales sur E †Qp
(i.e. les E †Qp

-espaces vectoriels de dimen-

sion finie munis d’actions semi-linéaires de ϕ et ΓQp commutant entre elles tels que ϕ

soit étale, c’est-à-dire de ϕ-pente 0). Cette équivalence de catégorie est obtenue par la

procédure décrite plus pour le groupe HQp, en utilisant l’anneau B† : elle associe à V le

E †Qp
= (B†)HQp -espace vectoriel D†(V) = (B† ⊗ V)HQp .

Comme ΓQp
∼= Z∗

p est essentiellement procyclique, on peut retraduire l’équivalence de

catégories ci-dessus en disant qu’une Qp-représentation de GQp de dimension d peut se

décrire entièrement à l’aide de deux matrices A et B de GLd(O†E ,Qp
) (où O†

E ,Qp
désigne

l’anneau des entiers de E †Qp
) vérifiant la relation de commutation Aϕ(B) = Bγ(A), ce qui

semble plus simple a priori que de décrire la représentation directement.

0.3.6. Le (ϕ,∇)-module attaché à une représentation galoisienne. On peut transformer

un (ϕ, Γ)-module en un ϕ-module avec connexion en considérant l’action ∇V de l’algèbre

de Lie de ΓQp (i.e. l’action infinitésimale de ΓQp). Le passage à l’algèbre de Lie introduit

des dénominateurs (la série définissant le logarithme n’est pas à coefficients entiers), et

on doit étendre les coefficients de E †Qp
à RQp . L’étude du ϕ-module à connexion ainsi

obtenu a été menée à bien par Berger [5], ce qui lui permet d’obtenir un certain nombre

de résultats concernant la classification des représentations p-adiques.

Ce module différentiel ne rentre pas tout à fait dans le cadre du paragraphe précédent

car, sur les coefficients, la dérivation est ∇ = (1 +T) log(1 +T) d
dT

et log(1 +T) /∈ E †Qp
, ce

qui fait que la connexion a une infinité de singularités régulières en les zéros de log(1+T),

c’est-à-dire les ζ − 1, ζ ∈ �p∞. Le résidu en chacune de ces singularités est l’opérateur de

rigide au lieu de la cohomologie cristalline : B+
cris peut s’interpréter [36] comme le H0 cristallin de l’anneau

des entiers de F et eB+
rig comme son H0 rigide.
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Sen (cf. [66, 22, 41]) dont les valeurs propres sont les < poids de Hodge-Tate généralisés >

de V ; en particulier, ce résidu est nul si et seulement si V est Cp-admissible.

D’autre part, utilisant la flèche E †Qp
// Fn[[t]] , on montre [41] que la représentation

V est de de Rham si et seulement si les singularités ne sont qu’apparentes. Pour ramener la

conjecture de Fontaine à celle de Crew, Berger résout simultanément toutes ces singularités

en construisant un RQp-réseau de RQp[
1

log(1+T)
] ⊗

E
†

Qp

D†(V) stable par ∂V = 1
log(1+T)

∇V

et par ϕ et montre que le (ϕ, ∂)-module ainsi obtenu est quasi-unipotent si et seulement

si V est potentiellement semi-stable.

1. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES p-ADIQUES

1.1. Anneaux de séries de Laurent

Soit L un corps de caractéristique 0 complet pour la valuation p-adique vp supposée

discrète (on pourrait remplacer cette hypothèse par maximalement complet). On suppose,

pour se simplifier la vie, que le corps résiduel k de L est algébriquement clos (ça évitera

d’avoir à étendre les scalaires à certains endroits). Remarquons que cette restriction n’est

pas très sérieuse car, pour résoudre une équation différentielle, on peut toujours étendre

les scalaires puis utiliser le théorème d’Ax-Sen-Tate (prop. 2.1) pour revenir au corps de

base.

Soit EL l’ensemble des séries de Laurent
∑

k∈Z akT
k telle que la suite (vp(ak))k∈Z soit

minorée et vérifie limk→−∞ vp(ak) = +∞.

Si r > 0, soit E ]0,r]
L (resp. E (0,r]

L ) l’anneau des fonctions analytiques (resp. analytiques

bornées) sur la couronne 0 < vp(T) ≤ r. C’est aussi l’ensemble des séries de Laurent
∑

k∈Z akT
k vérifiant limk→−∞ vp(ak) + kr = +∞ et limk→+∞ vp(ak) + ks = +∞ quel que

soit 0 < s ≤ r (resp. la suite (vp(ak))k∈Z est minorée). On peut aussi obtenir E ]0,r]
L en

complétant E (0,r]
L pour la topologie de Fréchet induite par la famille de valuations w s,

0 < s ≤ r définies par ws(
∑

k∈Z akT
k) = infk∈Z(vp(ak) + sr).

On obtient alors E †L (resp. RL) comme limite inductive des espaces vectoriels topolo-

giques E (0,r]
L (resp. E ]0,r]

L ). Finalement, soient E +
L et R+

L les intersections respectives de EL

et RL avec L[[T]] ; ceci fait de R+
L (resp. E +

L ) l’anneau des fonctions analytiques (res. ana-

lytiques bornées) sur le disque 0 < vp(T). Tout élément de RL peut alors s’écrire comme

la somme d’un élément de E †L et d’un élément de R+
L et on a R+

L ∩ E †L = E +
L .

De manière imagée, EL est l’anneau des fonctions analytiques sur une couronne vide de

rayon 1 et RL (resp. E †L) est l’anneau des fonctions analytiques (resp. analytiques bornées)

sur une couronne infiniment fine de rayon 1.

Proposition 1.1. — (i) E +
L et E (0,r], r > 0, sont des anneaux principaux ;

(ii) EL et E †L sont des corps ;
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(iii) RL, R+
L et E ]0,r]

L , r > 0, sont des anneaux de Bézout ;

(iv) tout sous-module fermé d’un module libre M de rang fini sur RL, R+
L ou E (0,r]

L ,

r > 0, est libre de rang ≤ rang(M).

Démonstration. — Les (i) et (ii) sont des conséquences de la théorie des polygones de

Newton (cf. [32], par exemple) pour les séries de Laurent (et du fait que l’on a supposé

L de valuation discrète). Le (iii) est un résultat de Lazard [55] ; rappelons qu’un anneau

de Bézout est un anneau dans lequel tout idéal de type fini est principal. Pour le (iv),

voir [5] ; ce résultat joue un grand rôle dans la réduction de la conjecture de Fontaine à

celle de Crew.

On se fixe une dérivation ∂ et un Frobenius ϕ de E †L . Si E est une extension finie

séparable de k((T)), il lui correspond des extensions E †L(E) et RL(E) de E †L et RL res-

pectivement auxquelles les actions de ϕ et ∂ s’étendent canoniquement. Voir le no 2.2

pour un point de vue plus général. Une propriété que nous aurons à utiliser est l’existence

(cf. prop 2.3) d’un isomorphisme d’anneaux topologiques de RL sur RL(E) [E est topolo-

giquement isomorphe à k((T))] ; en particulier, après extension séparable finie de k((T)),

on se retrouve avec la même théorie.

1.2. Les résultats de Christol et Mebkhout

Les travaux de Christol et Mebkhout ont déjà fait l’objet d’un exposé à ce séminaire [56] ;

nous nous contenterons donc d’un résumé rapide. Pour une présentation détaillée de la

théorie, nous renvoyons à [20].

1.2.1. Valuation de convergence d’un module différentiel. Rappelons que, si 0 < s ≤ r,

on définit sur E ]0,r] une valuation ws par la formule ws(
∑

k∈Z akT
k) = infk∈Z vp(ak) + ks.

Si f ∈ RL, la fonction s → ws(f) est définie sur un intervalle de la forme ]0, r], r > 0

et est une fonction concave de s, affine par morceaux. Une manière commode de voir

ws est d’introduire < le > point générique ts de valuation s ; il vit dans une extension

transcendante algébriquement close Ls de L, complète pour une valuation étendant vp (et

encore notée vp), et est caractérisé (à automorphisme de corps valué près) par vp(ts−a) = s

quel que soit a ∈ L de valuation s. On a alors ws(f) = vp(f(ts)) si f ∈ E ]0,r] et r ≥ s. (Pour

construire Ls, on munit L[X, X−1] de la valuation vp(
∑k1

k=k0
akX

k) = infk∈Z vp(ak) + ks ;

cette valuation est multiplicative et donc passe au corps des fractions ; on peut alors

compléter ce dernier, prendre une clôture algébrique et recompléter (maximalement si

besoin est) pour obtenir Ls et prendre ts = X.)

Si G = (gi,j) ∈ Md(RL), on définit ws(G) comme le minimum des ws(gi,j), 1 ≤ i, j ≤ d.

Soient D un ∂-module de rang d sur RL, e1, . . . , ed une base de D sur RL et, si n ∈ N,

soit Gn = (gi,j) la matrice définie par ∂n
D
ej =

∑d
i=1 gi,jei. Si s > 0, la suite de terme
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général 1
n
ws(Gn) a une limite (quand elle est définie) quand n tend vers +∞ (norme

spectrale d’un opérateur). Ceci permet d’introduire la fonction

Val(D , s) = sup
(

s, lim
n→+∞

vp(n!) − ws(Gn)

n

)

= sup
(

s,
1

p − 1
− lim

n→+∞

ws(Gn)

n

)

.

La quantité Val(D , s) s’interprète comme la valuation de convergence des solutions de

l’équation différentielle ∂DX = 0 autour en ts. (Une base des solutions autour d’un point

x0 est donnée par les séries
∑+∞

n=0 ∂n
D
ei ·

(x0−T)n

n!
, 1 ≤ i ≤ d.)

Pour calculer cette fonction, on peut, dans les cas favorables, utiliser un résultat de

Young [77] :

Proposition 1.2. — Soient L = ∂ d+ad−1(T)∂d−1+· · ·+a0(T), où a0(T), . . . , ad−1(T) ∈

RL (et ∂ = d
dT

), P = Xd+ad−1(ts)X
d−1+· · ·+a0(ts) et u1, . . . , ud les valuations des racines

de P (ces valuations se lisent sur le polygone de Newton de P), alors L X = 0 admet une

base de solutions f1, . . . , fd autour de ts dont les valuations de convergence vérifient :

(i) si ui < s, la valuation de convergence de fi est exactement 1
p−1

+ ui ;

(ii) si ui ≥ s, la valuation de convergence de fi est ≤ 1
p−1

+ s.

Passer d’un module différentiel à un opérateur différentiel demande de trouver un vec-

teur cyclique (i.e. un vecteur X tel que X, ∂D X, . . . , ∂d−1
D

X forment une base de D sur RL).

Cela ne peut, en général, se faire sans passer au corps des fractions de RL, ce qui introduit

quelques petits problèmes techniques pour se débarasser des singularités apparentes que

l’on récupère ainsi.

Un ingrédient technique très utile est l’antécédent de Frobenius. Soit ϕ un Frobenius

sur E †L . Si D est un ∂-module sur RL, on note ϕ∗D le transformé de D par ϕ : si la matrice

de ∂D dans une base est G, la matrice de ∂ϕ∗D est ∂(ϕ(T))ϕ(G). On appelle antécédent

de Frobenius de D un ∂-module N tel que l’on ait ϕ∗N = D . Il ne faut pas confondre

cette notion avec celle de structure de Frobenius ; un ∂-module admet une structure de

Frobenius (i.e. de (ϕ, ∂)-module) si ϕ∗D ∼= D . L’existence d’antécédents de Frobenius est

garantie sous des conditions assez larges par un théorème de Christol et Dwork [15] :

Proposition 1.3. — Soit D un ∂-module sur l’anneau E ]r1,r2[ des fonctions analytiques

sur la couronne 0 < r1 < vp(T) < r2 tel que Val(D , s) < 1
p
+ s si s ∈]r1, r2[. Il existe alors

un (unique) ϕ-module N sur E ]pr1,pr2[ tel que D = ϕ∗N . De plus, on a Val(N , ps) =

pVal(D , s).

On remarquera que, si la valuation de convergence de D est assez petite (ce qui sera le

cas pour les modules solubles, cf. ci-dessous), on peut réitérer le procédé pour se ramener

en un point où le théorème de Young peut être utilisé de manière efficace. Une application

de ces techniques est la très utile proposition :

Proposition 1.4 ([18]). — La fonction s → Val(D , s) est convexe, affine par morceaux,

et sa dérivée ne prend pour valeurs que des nombres rationnels de dénominateurs ≤ d.
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1.2.2. La théorie des ∂-pentes. Par convexité, la limite lims→0+ Val(D , s) existe (elle peut

être infinie) et le module D est dit soluble si lims→0+ Val(D , s) = 0. Il existe alors un

nombre rationnel β ≥ 0, de dénominateur ≤ d, tel que Val(D , s) = (1 + β)s, si s est

assez petit. Ce nombre rationnel β est appelé la plus grande pente de D . On dit que D
est purement de pente β si toutes les solutions de l’équation ∂DX = 0 (et pas seulement

une solution générale) ont, en ts (s proche de 0), une valuation de convergence égale à

(1 + β)s.

Théorème 1.5 (< de décomposition > [18, 19]). — Un ∂-module soluble D sur RL

possède une décomposition canonique D = ⊕γ≥0Dγ, où Dγ est purement de pente γ.

Remarque 1.6. — Si on part d’un ∂-module sur E †L , on pourrait espérer obtenir une

décomposition sur E †L , mais l’exemple du ∂-module associé à l’opérateur L = T 2 d
dT

+

(3T− π) d
dT

+ 1 (où πp−1 = −p) montre qu’il n’en est rien ; un calcul montre qu’il possède

deux pentes distinctes sur RL et que la série
∑+∞

n=0 π−nn!Tn est une solution de L f = 0

appartenant à RL mais pas à E †L , ce qui exclut une décomposition sur E †L .

Théorème 1.7 (< de Hasse-Arf > [18]). — Si D est un ∂-module soluble, alors la quantité

Irr(D) =
∑

γ≥0 γ · rang Dγ est un entier.

Ce théorème est une étape dans la démonstration du théorème de l’indice qui était une

des motivations de Christol et Mebkhout (généraliser en rang quelconque les résultats de

Robba [61, 62, 63, 64, 21] en rang 1). L’irrégularité Irr(D) de D est définie comme l’indice

d’un certain opérateur ; c’est donc un entier par définition et le théorème ci-dessus donne

une formule permettant de la calculer.

Corollaire 1.8. — Un ∂-module soluble irréductible, de rang fini sur RL, n’a qu’une

seule pente, et le dénominateur de cette pente divise le rang du module.

Ce qui précède s’applique en particulier aux (ϕ, ∂)-modules : l’existence d’un Frobenius

permet de montrer que l’on a Val(D , s) ≤ 1
p
Val(D , ps) si s est assez petit, avec égalité si

Val(D , ps) < p
p−1

+ ps.

1.2.3. ∂-modules de pente 0. Si D est un module différentiel de rang d sur une couronne

non vide A du corps des nombres complexes et si x0 ∈ A, les solutions locales de l’équation

∂DX = 0 autour de x0 forment un C-espace vectoriel de dimension d. On peut prolonger

analytiquement une solution le long d’un chemin et, au bout d’un tour, on récupère une

nouvelle solution autour de x0 ; d’où un opérateur < de monodromie > N. Les valeurs

propres de 1
2iπ

log N s’appellent les exposants de D ; ce sont des éléments de C/Z bien

définis à l’ordre près.

En p-adique, on ne dispose pas du prolongement analytique, mais Frobenius sous toutes

ses coutures constitue un substitut efficace. En utilisant les antécédents de Frobenius,

Christol et Mebkhout [17] (voir aussi [31]) ont réussi à définir les exposants p-adiques
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pour un ∂-module D sur RL purement de ∂-pente 0 (on dit aussi parfois que D vérifie la

condition de Robba). Ces exposants appartiennent à (Zp/Z)d modulo une certaine relation

d’équivalence assez compliquée, mais si les différences de ces exposants sont toutes non

Liouville (un nombre p-adique α est non Liouville si limn→±∞
1
n
vp(α − n) = 0, i.e. si α

est entier ou pas trop proche de Z), alors ces exposants sont des éléments de Zp/Z bien

définis à l’ordre près.

Théorème 1.9 (< de la monodromie p-adique > [17]). — Si D est un ∂-module de rang

d sur RL de ∂-pente 0, et si les différences de ses exposants sont non Liouville, alors

l’équation différentielle ∂DX = 0 admet d solutions linéairement indépendantes dans

RL[Tα1 , . . . , Tαd , log T] ⊗RL
D, où α1, . . . , αd sont les exposants de D.

Corollaire 1.10. — Un (ϕ, ∂)-module sur RL de ∂-pente 0 devient unipotent sur une

extension de RL associée à une extension modérément ramifiée de k((T)).

Démonstration. — Comme D est muni d’une structure de Frobenius, l’ensemble des ex-

posants de D est stable par α → pα et les exposants de D sont des nombres rationnels

de dénominateur premier à p.

1.3. Théorie de Galois différentielle

Ce no est consacré à la démonstration d’André [2]. Celui-ci se place dans un cadre

abstrait s’appliquant à d’autres situations que celles des ∂-modules solubles sur l’anneau

de Robba, et nous avons choisi de nous restreindre à ce cadre pour nous concentrer sur

la construction qui est au cœur de la démonstration (il s’agit du module M⊗
ℓ ci-dessous,

obtenu par induction tensorielle) et son utilisation.

1.3.1. Filtration des groupes de Galois différentiels. On peut associer à un ∂-module D
de rang d sur RL un groupe de Galois différentiel GD ; c’est un sous-groupe algébrique

de GLd défini sur une extension finie L′ de L ; ses représentations algébriques sont en

correspondance avec les ∂-modules de rang fini sur RL′ que l’on obtient à partir de D et

de son dual par produit tensoriel, sous-objet et quotient. Réciproquement, si D ′ est un

tel ∂-module, son groupe de Galois différentiel est un quotient de GD . Nous utiliserons

cette correspondance pour passer du langage des représentations à celui des ∂-modules

sans plus de commentaire.

Si γ ≥ 0, on note Gγ
D

le plus grand sous-groupe distingué de GD tel que les représentations

de GD/Gγ
D

n’aient que des ∂-pentes ≤ γ. Comme GD est algébrique, toute suite stricte-

ment décroissante de sous-groupes algébriques est de longueur finie. En particulier, la

filtration de GD par les ∂-pentes n’a qu’un nombre fini de sauts (un saut est un réel γ > 0

tel Gγ−ε
D

6= Gγ
D

si ε > 0) γ1, . . . , γr et on appelle γ0 = 0, γ1, . . . , γr les ∂-pentes de GD .

Remarque 1.11. — (i) Si D ′ est un sous-∂-module ou un quotient de D , le théorème de

décomposition montre que les ∂-pentes de D ′ sont incluses dans celles de D ; en particulier,

elles sont inférieures ou égales à la plus grande pente de D .
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(ii) Si D1 et D2 sont deux ∂-modules sur RL, les pentes de D1 ⊗D2 sont inférieures ou

égales à la plus grande des plus grandes ∂-pentes de D1 et D2 : la valuation de convergence

du produit de deux séries entières est inférieure ou égale au maximum des valuations de

convergence de ces séries.

On déduit de cette remarque que les ∂-pentes d’une représentation de GD sont incluses

dans celles de GD et qu’elles sont ≤ γ si et seulement si GD agit à travers GD/Gγ
D
.

1.3.2. La conjecture de Crew. Si D est un ∂-module sur RL et E est une extension finie

séparable de k((T)), le RL(E)-module RL(E) ⊗RL
D est un ∂-module sur RL(E) dont le

groupe de Galois différentiel GD (E) est un sous-groupe de GD . La conjecture de Crew (sous

sa forme filtrée) peut se reformuler sous la forme : < si D est un (ϕ, ∂)-module irréductible

sur RL, il existe une extension finie séparable E de k((T)) telle que GD(E) = {1} >. Le

cas de rang 1 permet de démontrer que cet énoncé est vrai si GD est résoluble et, plus

généralement, il permet de prouver qu’il existe une extension finie séparable E de k((T))

telle que GD(E) n’ait pas de quotient abélien non trivial. Quitte à faire une extension

séparable finie de k((T)), on est donc ramené à vérifier le résultat suivant.

Proposition 1.12. — Si D est un (ϕ, ∂)-module irréductible sur RL, alors tout quotient

simple de GD est abélien.

La démonstration se fait par l’absurde. Le principe est de faire apparâıtre des dénomina-

teurs dans les pentes en induisant à partir d’une extension modérée de k((T)) pour obtenir

une contradiction avec le théorème de Hasse-Arf.

Soit H un quotient simple non abélien de GD . Comme H est simple, il a exactement

une ∂-pente γ, et celle-ci est non nulle le corollaire 1.10. Soit M une représentation

irréductible de H de dimension d > 1 ; alors M est de pente γ. Soit ℓ 6= p un nombre

premier ne divisant ni d, ni le numérateur de γ, ni l’ordre du groupe Out(H), et soit ζ

une racine primitive ℓ-ième de l’unité. Si 0 ≤ i ≤ ℓ − 1, soit M (i) le RL(T1/ℓ)-∂-module

obtenu à partir de M via le changement de variable T → ζiT1/ℓ ; si x ∈ M(0), on note

x(i) son image dans M(i) via le changement de variable T1/ℓ → ζ iT1/ℓ (et donc x(0) = x).

Considérons les ∂-modules Mℓ et M⊗
ℓ définis par :

Mℓ = {(x(0), . . . , x(ℓ−1), x ∈ M(0)} ,

et M⊗
ℓ est le sous-RL-module de

M(0) ⊗
RL(T1/ℓ) · · · ⊗RL(T1/ℓ) M(ℓ−1)

engendré par les x(0) ⊗ · · · ⊗ x(ℓ−1), x ∈ M(0). L’intérêt du passage de M à Mℓ est que

la pente a été divisée par ℓ (comme la dimension a été multipliée par ℓ, cela ne fournit

pas de contradiction au théorème de Hasse-Arf). Quand on étend les scalaires de RL(T)

à RL(T1/ℓ), le module Mℓ devient isomorphe à la somme des M(i) ; comme le groupe de

Galois différentiel de chacun des M(i) est isomorphe à H, le groupe de Galois différentiel
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Hℓ de Mℓ est un sous-groupe du produit en couronne de H par le groupe cyclique Cℓ (ce

produit en couronne U est un produit semi-direct 1 → Hℓ → U → Cℓ → 1, où Cℓ agit par

permutation circulaire des facteurs). Comme H est simple, il y a a priori 3 cas :

(I) Hℓ est le produit direct de Cℓ et H ;

(II) Hℓ est un produit semi-direct de Cℓ et H ;

(III) Hℓ est égal au produit en couronne.

Dans tous les cas, une suite de sous-groupes distingués de Hℓ est au plus de longueur 3 et

Hℓ a au plus 3 pentes. Deux de ces pentes sont nulles [une par définition et l’autre car le

quotient Cℓ de Hℓ correspond à l’extension modérée RL(T1/ℓ) de RL(T)], et la troisième

est la pente de Mℓ, c’est-à-dire γ/ℓ. Pour conclure, il suffit de montrer que ces trois cas

sont exclus par notre choix de ℓ.

Dans le premier cas, l’action de Cℓ découpe Mℓ en ℓ morceaux de rang d et ∂-pente γ/ℓ,

et comme dγ/ℓ n’est pas entier, cela contredit le théorème de Hasse-Arf. Le second cas

est exclu par la condition < ℓ ne divise pas l’ordre de Out(H) >. Dans le troisième cas, le

module M⊗
ℓ est une représentation irréductible de Hℓ de dimension dℓ ; comme l’action de

Hℓ ne se factorise pas à travers Cℓ (car M est irréductible, de dimension > 1), la ∂-pente

de ce module est γ/ℓ, ce qui contredit le théorème de Hasse-Arf puisque dℓγ/ℓ n’est pas

entier.

1.4. Le théorème de Turrittin p-adique

Dans ce no , nous esquissons la démonstration du < théorème de Turritin p-adique >

de Mebkhout [60], la conjecture de Crew en étant un cas particulier. Pour simplifier les

calculs, on utilise la dérivation ∂ = T d
dT

et on note π le < π de Dwork > (i.e. une racine

(p − 1)-ième de −p).

1.4.1. Construction de ∂-modules solubles de rang 1. Si P est un polynôme sans terme

constant, on note χ(P) le module de rang 1 dont exp(πP(T−1)) est une base des sections

horizontales.

Proposition 1.13. — Soient a ∈ L vérifiant vp(a) = 0 et β ∈ N − {0}. Si vp(β) = n, il

existe un polynôme Pβ,a(X) = a
β
Xβ + pb1

β
Xβ/p + · · ·+ pnbn

β
Xβ/pn

, où les βi sont des entiers

d’une extension convenable de K, tel que le module χ(Pβ,a) soit soluble. De plus, ce module

(i) est de ∂-pente β ;

(ii) peut être muni d’une structure de Frobenius.

L’existence de Pβ,a est due à Robba [62]. Pour Robba, l’extension convenable dont il

est question dans la proposition est assez imposante (c’est un corps algébriquement clos

maximalement complet), mais Matsuda [57] a montré que l’on peut prendre les β i dans

une extension finie de L, du moins si p 6= 2. Le (i) se démontre alors par un calcul direct

et le (ii) est dû à Chiarellotto et Christol [13].
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1.4.2. Modules de ∂-pente entière. Pour rester dans le cadre < valuation discrète >, nous

supposons désormais p 6= 2. La démonstration du théorème de Turritin p-adique repose

sur l’énoncé suivant

Proposition 1.14 ([60]). — (i) Si D est un ∂-module irréductible soluble sur RL de

∂-pente entière β > 0, alors il existe h ∈ N, une extension finie L′ de L et a ∈ L′ de

valuation 0 tel que le module D ⊗ χ(Pβ,a) soit de pente < β.

(ii) Si D est un ∂-module soluble de rang premier à p n’ayant qu’une seule ∂-pente

β ∈ N, alors D peut se casser en deux.

La démonstration de cette proposition est assez technique ; ce qui suit n’en est qu’une

esquisse. Soit I =] 1
(p−1)β

, p
(p−1)β

[. On commence par prendre un antécédent de Frobenius

Dh d’ordre h suffisamment grand pour que l’on soit dans les conditions d’utilisation du

théorème de Young (prop. 1.2) et que l’on ait Val(Dh, s) = (1 + β)s si s ∈ I ; puis on

choisit un vecteur cyclique de telle sorte que Dh soit associé à un opérateur différentiel

Q(∂) = ∂d + ad−1(T)∂d−1 + · · ·+ a0(T), où les ai appartiennent au corps des fractions des

fonctions holomorphes sur la couronne vp(T) ∈ I.

Tordre Dh par χ(aXβ) revient à remplacer Q(∂) par Q(∂ − πβa
Tβ ) = ∂d + · · · + b0(T).

Comme Dh est purement de ∂-pente β, on a

ws(a0(T)) = d
( 1

p − 1
− βs

)

et ws(ai(T)) ≥ (d − i)
( 1

p − 1
− βs

)

si s ∈ I,

et on montre que l’on peut trouver a dans une extension finie de L de telle sorte qu’il

existe s0 ∈ I tel que l’on ait ws0(b0(T)) > d( 1
p−1

− βs0). Un petit calcul montre alors que,

si

Q1(∂) = Q(∂ − π∂(Pβ,a(T
−1))) = ∂d + cd−1(T)∂d−1 + · · · + c0(T)

est l’opérateur différentiel correspondant au module tordu Dh ⊗ χ(Pβ,a), alors

(i) ws(ci(T)) ≥ (d − i)( 1
p−1

− βs) si 0 ≤ i ≤ d − 1 et s ∈ I ;

(ii) il existe s0 ∈ I tel que ws0(c0(T)) > d( 1
p−1

− βs) ;

(iii) ws(cd−1(T)) = 1
p−1

− βs si (d, p) = 1 et s ∈ I.

Le (i) assure que Dh ⊗χ(Pβ,a) est de plus grande ∂-pente ≤ β et le (iii) implique que l’on

a égalité si (d, p) = 1. Le (ii), quant à lui, montre que Dh ⊗χ(Pβ,a) n’est pas purement de

∂-pente β (cf. th. 1.2). Il n’y a plus qu’à utiliser le théorème de décomposition et appliquer

h fois Frobenius pour revenir au module initial et conclure.

Remarque 1.15. — La proposition 1.14 admet (cf. [45, prop. 3.3]) un analogue pour les

représentations galoisiennes d’un corps local (à corps résiduel fini).

1.4.3. Énoncé et démonstration du théorème. Si D est un ∂-module soluble de rang d

sur RL, nous dirons de façon informelle < si on ne rencontre pas de nombre de Liouville

en cours de route > pour signifier < si la catégorie tannakienne engendrée par D et les

RL(E), où E parcourt l’ensemble des extensions séparables de k((T)), n’admet que des

objets dont les exposants et leurs différences sont non Liouville >.
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Théorème 1.16 ([60]). — Si D est un ∂-module soluble de rang d sur RL, et si on

ne rencontre pas de nombre de Liouville en cours de route, alors il existe une exten-

sion séparable finie E de k((T)) et des entiers p-adiques non Liouville α1, . . . , αd tels que

l’équation différentielle ∂DX = 0 admette d solutions linéairement indépendantes dans

RL(E)[Tα1 , . . . , Tαd , log T].

Remarque 1.17. — On ne rencontre pas de nombre de Liouville en cours de route, si on

part d’un (ϕ, ∂)-module, et le théorème ci-dessus admet comme conséquence la conjecture

de Crew. D’un autre coté, bien qu’a priori il faille le faire exprès pour tomber sur un

nombre de Liouville, on n’a aucun critère satisfaisant permettant de garantir que cela ne

va pas arriver. En particulier, on ne sait pas démontrer que les exposants d’un module

différentiel défini sur Q(T) sont non Liouville.

Remarque 1.18. — Le théorème ci-dessus donne une description tout à fait satisfaisante

des ∂-modules solubles ; le cas non soluble reste, quant à lui, totalement mystérieux.

Pour démontrer le théorème (sous sa forme filtrée faisant disparâıtre log T), il suffit de

traiter le cas d’un module irréductible.

Si D est de rang 1, sa ∂-pente est entière et les propositions 1.13 et 1.14 montrent que

l’on peut faire baisser cette ∂-pente en tordant par un module de rang 1 avec structure de

Frobenius. Une récurrence immédiate montre que D est de la forme D0⊗Df , où D0 est de

∂-pente 0 et Df admet une structure de Frobenius ; il n’y a plus qu’à utiliser le théorème

de Crew (i.e. la conjecture de Crew en rang 1) pour trivialiser Df et le théorème 1.9 pour

conclure.

Si D est de rang premier à p, sa ∂-pente a un dénominateur premier à p et donc devient

entière après une extension modérée de k((T)). Une récurrence immédiate, utilisant le (ii)

de la proposition 1.14 (et le fait que si d = d1 + d2 est premier à p, alors d1 ou d2 est

premier à p), permet de montrer que D acquiert un constituant de rang 1 après une suite

d’extensions modérées de k((T)).

Si D est de rang divisible par p, le module End0D des éléments de trace nulle est de

rang premier à p. D’après ce qui précède, après une extension séparable finie E de k((T)),

le module End0(D) acquiert un constituant de rang 1 et de ∂-pente 0 ; il existe alors

α ∈ Zp et un morphisme non trivial de D dans D ⊗ Tα. Quitte à faire une extension

modérée, on se retrouve dans l’un des deux cas suivants :

(i) le module End0(D) a une section horizontale, et la dimension des endomorphismes

de D commutant à la connexion est ≥ 2 ; D n’est donc pas irréductible ;

(ii) il existe α ∈ Zp irrationnel et un morphisme non trivial de D dans D ⊗ Tα, et

comme D et D ⊗Tα ne sont pas isomorphes (considérer les déterminants), cela implique

que D n’est pas irréductible.
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En conclusion, après une extension finie séparable, D acquiert une composante irréductible

de rang strictement inférieur à celui de D . Le théorème s’en déduit par récurrence sur le

rang de D .

2. ϕ-MODULES

Soit L un corps complet pour une valuation discrète étendant vp, et dont le corps

résiduel est algébriquement clos.

2.1. La stratégie de Kedlaya

Si E est une extension finie galoisienne de k((T)) et G = Gal(E/k((T))), l’anneau

RL(E)[log T] est muni d’actions de ϕ, ∂, G et N (où N = d
d log T

est la dérivation R(E)-

linéaire normalisée par N(log T) = 1). L’action de G commute aux autres ; celle de N

commute à ∂, et on a Nϕ = p ϕN.

Maintenant, si D est un (ϕ, ∂)-module sur RL, alors (modulo la conjecture de Crew),

il existe une extension finie galoisienne de k((T)) telle que le L-espace vectoriel V(D) =

(RL(E)[log T] ⊗RL
D)∂=0 soit de dimension d (cf. no 0.2.3). Le L-espace vectoriel V(D)

est muni d’actions de G, ϕ et N, et G commute à ϕ et N, tandis que ϕ et N vérifient la

relation Nϕ = p ϕN.

D’après le théorème de Dieudonné-Manin, V(D) admet une décomposition suivant les

pentes de ϕ (i.e. les valuations de valeurs propres de ϕ) ; à cette décomposition est associée

une (unique) filtration 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vℓ = V(D) telle que Vi soit stable par ϕ,

que ϕ n’ait qu’une seule pente ri sur Vi/Vi−1, et que l’on ait r1 < · · · < rℓ. La relation

Nϕ = p ϕN montre que N(Vi) ⊂ Vi−1 et donc que cette filtration est stable par N, et que

N agit trivialement sur le gradué associé.

On en déduit l’existence d’une filtration 0 = D0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Dℓ = D de D par des

sous-ϕ-modules sur RL, vérifiant les conditions suivantes :

(i) il existe un sous-ϕ-module ∆i sur E †L de Di/Di−1 tel que Di/Di−1 = RL ⊗
E

†

L
∆i ;

(ii) il existe un ϕ-module Wi sur L tel que

RL(E) ⊗L Wi = RL(E) ⊗RL
(Di/Di−1) et E †L(E) ⊗L Wi = E †L(E) ⊗

E
†

L
∆i.

(On a Wi = Vi/Vi−1 et ∆i = ∆i/∆i−1 avec ∆i = (E †L(E)[log T] ⊗L Vi)
N=0,G=1 ; pour

vérifier que tout marche bien, il faut utiliser le fait que E †L(E)[log T] est un sous-anneau

de RL(E)[log T] stable par ∂, ϕ, G et N.)

Maintenant, si on part d’un ϕ-module sur RL (sans ∂-structure), on peut se demander

ce qui reste vrai. Le (ii) est manifestement trop fort (il est plus ou moins équivalent

à l’existence d’une ∂-structure pour laquelle Wi est le L-espace vectoriel des sections

horizontales). Ceci amène Kedlaya à introduire deux notions de ϕ-pentes, les E -pentes et

les R-pentes (< pentes génériques > et < pentes spéciales> chez Kedlaya) ; il remplace alors
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(ii) par < (ii′) les E -pentes et les R-pentes de ∆i sont les mêmes > (c’est trivialement le cas

si Wi existe), et montre qu’un ϕ-module quelconque sur RL a une filtration vérifiant (i)

et (ii′). D’autre part, il montre que, si on est parti d’un (ϕ, ∂)-module, alors la filtration

est stable par ∂, ce qui permet de ramener la conjecture de Crew à un cas traité par

Tsuzuki [73].

Si on essaie de faire en sens inverse le chemin ci-dessus, on tombe sur un os : on ne

sait pas quelle extension galoisienne E de k((T)) va marcher. Cela oblige à les considérer

toutes et donc à construire un anneau R(k((T))sep) (cf. no 2.2) ; malheureusement cet

anneau est beaucoup trop gros et il faut ensuite < décompléter > pour redescendre à une

extension finie de k((T)). Toutes ces étapes sont assez techniques . . .

2.2. Les < foncteurs > E , E † et R

Soit E0 un corps de caractéristique p complet pour une valuation discrète vE de corps

résiduel k parfait. Notre but dans ce no est d’associer7 à une extension algébrique E de E0

ou au complété d’une telle extension, des anneaux E (E), E †(E) et R(E). Si E est parfait,

ces anneaux sont canoniques, mais, dans le cas général, la construction dépend du choix

d’un Frobenius sur E †(T) et d’un isomorphisme de k((T)) sur E0 ou, ce qui revient au

même, d’une uniformisante de E0. Si E0 = k((T)), on retombe sur les anneaux E = E (T),

E † = E †(T) et R = R(T) définis précédemment.

2.2.1. Généralités sur les corps valués complets.

Proposition 2.1. — (i) Si K est un corps complet pour une valuation v : K → R∪{+∞},

et si K est une clôture algébrique de K, alors v s’étend de manière unique à K.

(ii) Le complété ̂K de K pour cette valuation est un corps algébriquement clos.

(iii) La clôture séparable Ksep de K dans K est dense dans ̂K.

(iv) Gal(Ksep/K) s’identifie au groupe des automorphismes continus de ̂K laissant K

fixe et, si H est un sous-groupe de Gal(Ksep/K), le sous-corps de ̂K fixé par H est le

complété de la clôture radicielle de (Ksep)H.

Remarque 2.2. — Le (iii) n’a, bien évidemment, d’intérêt qu’en caractéristique p et le

(iv) est le théorème d’Ax-Sen-Tate ([3], [68]) ; contrairement aux apparences, ce n’est pas

une conséquence formelle de la théorie de Galois.

2.2.2. Le cas E parfait. Soit F = W(k)[ 1
p
] le corps des fractions de l’anneau des vecteurs

de Witt à coefficients dans k, ce qui fait de F un corps complet pour la valuation vp,

d’anneau des entiers OF = W(k) et de corps résiduel kF.

Si E est un corps valué de caractéristique p, on note E+ l’anneau de ses entiers.

7C’est une extension de la théorie des anneaux de Cohen [8] développée dans [52] ; les anneaux E (E),

E
y(E) et R(E) correspondent respectivement aux anneaux ΓE[ 1

p
], ΓE

con[ 1
p
] et ΓE

an,con de Kedlaya.
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Soit maintenant Ẽ un corps parfait de caractéristique p muni d’une valuation vE. Soient

OE (Ẽ) = W(Ẽ) et O+
E

(Ẽ) = W(Ẽ+). Soient E (Ẽ) = OE (Ẽ)[1
p
] et E +(Ẽ) = O+

E
(Ẽ)[1

p
]. Les

anneaux O+
E

(Ẽ) ⊂ OE (Ẽ) sont, par construction, séparés et complets pour la topologie p-

adique (topologie forte) et on a OE (Ẽ)/pOE (Ẽ) = Ẽ et O+
E

(Ẽ)/pO+
E

(Ẽ) = Ẽ+. Par ailleurs,

E (Ẽ) est un corps complet pour la valuation p-adique (la topologie associée est la topologie

forte), d’anneau de valuation OE (Ẽ) et de corps résiduel Ẽ.

Si x ∈ Ẽ, on note [x] son représentant de Teichmüller dans OE (Ẽ) ; rappelons que c’est

l’unique élément de OE (Ẽ) ayant x pour réduction modulo p et possédant une racine pn-

ième dans OE (Ẽ) quel que soit n ∈ N. Tout élément x de OE (Ẽ) (resp. O+
E

(Ẽ)) s’écrit

donc de manière unique sous la forme
∑+∞

k=0 pk[xk], où (xk)k∈N est une suite d’éléments

de Ẽ (resp. Ẽ+) et tout élément de E (Ẽ) ou E +(Ẽ) sous la forme
∑+∞

k≫−∞ pk[xk].

La topologie faible sur OE (Ẽ) (resp. O+
E

(Ẽ)) est, par définition, la topologie qui fait de

l’application x =
∑+∞

k=0 pk[xk] → (xk)k∈N un homéomorphisme de OE (Ẽ) [resp. O+
E

(Ẽ)]

sur ẼN [resp. (Ẽ+)N] muni de la topologie produit (Ẽ et Ẽ+ étant munis de la topologie

définie par la valuation vE) ; si π ∈ Ẽ vérifie vE(π) > 0, la topologie faible est aussi

obtenue en prenant les [π]kO+
E

(Ẽ) + pn+1OE (Ẽ) [resp. les [π]kO+
E

(Ẽ) + pn+1O+
E

(Ẽ), pour

k, n ∈ N], comme base de voisinages de 0. On munit E (Ẽ) =
⋃

n∈N p−nOE (Ẽ) et E +(Ẽ)

de la topologie de la limite inductive.

Si r > 0, soit O(0,r]
E

(Ẽ) le sous-anneau des x =
∑+∞

k=0 pk[xk] ∈ OE (Ẽ) vérifiant rvE(xk)+

k ≥ 0 quel que soit k ≥ 0 et limk→+∞ rvE(xk) + k = +∞. On munit O(0,r]
E

(Ẽ) de la

topologie [π]-adique pour laquelle il est complet (et qui est plus faible que la topologie

p-adique). On munit E (0,r](Ẽ) = O(0,r]
E

(Ẽ)[1
p
] et E †(Ẽ) =

⋃

r>0 E (0,r](Ẽ) de la topologie de

la limite inductive.

Si s > 0, soit ws : E +(Ẽ) → R la fonction définie par ws(
∑

k≫0 pk[xk]) = infk∈Z svE(xk)+

k. Les ws forment une famille de valuation sur E +(Ẽ) et on définit R+(Ẽ) comme le

complété de E +(Ẽ) pour la topologie de Fréchet définie par cette famille (une suite un

tend vers u dans R+(Ẽ) si et seulement si, quel que soit s > 0, ws(un − u) → +∞ quand

n → +∞).

De même, si r > s > 0, soit ws : E (0,r](Ẽ) → R la fonction définie par ws(
∑

k∈Z pk[xk]) =

infk∈Z svE(xk) + k et soit E ]0,r](Ẽ) le complété de E (0,r](Ẽ) pour la topologie de Fréchet

définie par cette famille de valuations. Finalement, soit R(Ẽ) =
⋃

r>0 E ]0,r](Ẽ) muni de la

topologie de la limite inductive.

L’anneau E †(Ẽ) est un sous-corps de E (Ẽ) ; ses éléments sont dits surconvergents. Les

anneaux E †(Ẽ) et R+(Ẽ) sont des sous-anneaux de R(Ẽ), tout élément de R(Ẽ) peut

s’écrire comme la somme d’un élément de E †(Ẽ) et d’un élément de R+(Ẽ) et R+(Ẽ) ∩

E †(Ẽ) = E +(Ẽ).
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L’action de ϕ sur OE (Ẽ) s’étend par continuité aux anneaux E †(Ẽ), R(Ẽ) et R+(Ẽ).

L’action de ϕ est est bijective sur E †(Ẽ), R(Ẽ) et R+(Ẽ) et induit un isomorphisme de

E (0,r](Ẽ) sur E (Ẽ)(0, r
p
] et de E ]0,r](Ẽ) sur E (Ẽ)]0, r

p
].

2.2.3. Le cas général. Si E est une extension algébrique de E0 ou le complété d’une telle

extension, notons Ẽ le complété de sa clôture radicielle.

Choisissons un Frobenius ϕ sur E †L et une uniformisante π de E0. On a alors ϕ(T) =

Tp+p
∑

k∈Z akT
k, où les ak sont des éléments de OL vérifiant une condition de décroissance

convenable, et il existe dans O†
E
(Ẽ) un unique élément π dont la réduction modulo p est

π et tel que l’on ait ϕ(π) = πp +p
∑

k∈Z akπ
k. On note E (E0) l’image de E dans E (Ẽ) par

l’application f → f(π). Par construction, E (E0) est un sous-corps de E (Ẽ) stable par ϕ,

complet pour la topologie forte, de corps résiduel E0.

Maintenant, si E est une extension finie de E0, alors E (Ẽ) contient une unique extension

algébrique E (E) de E (E0) dont le corps résiduel est E.

Si E est une extension algébrique de E0 (resp. le complété d’une extension algébrique

de E0), on note E (E) l’adhérence dans E (Ẽ) de
⋃

E′⊂E E (E′) pour la topologie forte

(resp. faible), où E′ parcourt les extensions finies de E0 contenues dans E. On note OE (E) =

OE (Ẽ)∩E (E) l’anneau des entiers de E (E) et on a, dans tous les cas, OE (E)/pOE (E) = E.

Soit E †(E) = E †(Ẽ) ∩ E (E) le sous-corps des éléments surconvergents de E (E). Plus

généralement, si r > 0, soit E (0,r](E) = E (0,r](Ẽ) ∩ E (E). On note E ]0,r](E) l’adhérence de

E (0,r](E) dans E ]0,r](Ẽ) et R(E) l’adhérence de E †(E) dans R(Ẽ). On a R(Ê) = R(E), si

Ê est le complété de E pour la valuation vE.

Si H est un sous-groupe fermé du groupe AutE0E des automorphismes continus de

E laissant E0 fixe, et X est l’un des foncteurs E , E †, E ]0,r] . . . ci-dessus, alors H opère

continûment sur X(E), mais il faut faire un peu attention quand on prend les points

fixes sous l’action de H. Par exemple, on a E (E)H = E (EH) et E †(E)H = E †(EH), mais

R(E)H = R(Ê)H = R(ÊH) n’est pas, en général, égal à R(EH).

Plus généralement, si L est une extension finie totalement ramifiée de F, munie d’une

extension de ϕ, on peut tensoriser tous les anneaux précédents par OL au-dessus de OF =

W(k) ; on dénote cette opération en rajoutant un L en indice.

Si E est une extension finie E0 de corps résiduel k′, soient E′0 = k′·E0 et L′ = W(k′)⊗W(k)

L. Si πE est une uniformisante de E, si P(X) = Xd + ad−1X
d−1 + · · ·+ a0 ∈ (E′0)

+[X] est le

polynôme minimal de πE et si ai ∈ O†
E ,L(E′0) est un relèvement surconvergent de ai, alors

P = Xd+ad−1X
d−1+· · ·+a0 (resp. ϕ(P)) a une unique racine πE (resp. ϕ(πE)) dans OE (Ẽ)

dont l’image dans E est πE (resp. πp
E) et on a πE ∈ E †(E). (Lemme de Hensel si E/E0

est séparable ; le cas général s’en déduit en appliquant ϕ le nombre de fois qu’il faut.)

Ceci permet de montrer que ϕ s’étend de manière unique à tous les anneaux construits

ci-dessus ; son action commute à celle de AutE0E.
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La dérivation ∂ s’étend de manière unique à E †L(E) et RL(E) ; on a par exemple

∂πE = −
∂ad−1π

d−1
E + · · ·+ ∂a0

dπd−1
E + (d − 1)ad−1 + · · ·+ a1

.

Elle s’étend par continuité à EL(E) si E est une extension séparable quelconque de E0. Par

contre, elle ne s’étend pas par continuité à E †L(E) ou RL(E) si E est une extension infinie

< trop ramifiée > de E0.

Proposition 2.3. — L’application f(T) → f(πE) induit un isomorphisme de

(i) EL′(T) sur EL(E) ;

(ii) E †L′(T) sur E †L(E) ;

(iii) RL′(T) sur RL(E).

D’autre part, on a le résultat suivant généralisant le théorème de Lazard.

Proposition 2.4 ([52]). — Si E est une extension algébrique de E0 ou le complété d’une

telle extension, et si L est une extension finie de F, alors RL(E) est un anneau de Bézout.

2.3. ϕ-Modules sur l’anneau de Robba

Si A est un anneau muni d’un endomorphisme ϕ, un ϕ-module sur A est un A-module

libre de rang fini muni d’une action semi-linéaire de ϕ telle que la matrice de ϕ dans une

base soit inversible.

2.3.1. Le théorème de Dieudonné-Manin. Soit κ un corps algébriquement clos de ca-

ractéristique p et M une extension finie du corps des fractions W(κ)[ 1
p
] de l’anneau des

vecteurs de Witt à coefficients dans κ. On suppose que l’action de ϕ sur W(κ) s’étend

à M. Le sous-corps de M fixe par ϕ est une extension finie totalement ramifiée de Qp.

ayant même groupe de valuation que M ; il contient donc une uniformisante π de M.

Soit D un ϕ-module de rang d sur M. Soit v un vecteur cyclique (tel que v, ϕ(v), . . . ,

ϕd−1(v) forment une base de D sur M) et soit P(X) = Xd+ad−1X
d−1+ · · ·+a0 le polynôme

défini par ϕd(v) + ad−1ϕ
d−1(v) + · · ·+ a0v = 0. Soient r1, . . . , rd les valuations des racines

de p dans une extension de M (ces valuations se lisent directement sur le polygone de

Newton de P).

Proposition 2.5. — Les ri ne dépendent, à l’ordre près, que de D et pas du choix de v et

si, pour 1 ≤ i ≤ d, il existe αi ∈ M avec vp(αi) = ri, alors D admet une base (e1, . . . , ed)

telle que l’on ait ϕ(ei) = αiei pour 1 ≤ i ≤ d.

La proposition ci-dessus est une version du théorème de Dieudonné-Manin. Remarquons

que l’on peut assurer l’existence des αi en adjoignant à M une racine d’ordre convenable

de π. Les ri s’appellent les ϕ-pentes de D.
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Notons, pour le reste de cette partie, Ẽ le complété de la clôture algébrique de k((T)),

où k est algébriquement clos de caractéristique p. On note R̃, Ẽ † et Ẽ respectivement les

anneaux RL(Ẽ), E †L(Ẽ) et EL(Ẽ).

La proposition 2.5 ci-dessus s’applique en particulier à un ϕ-module sur Ẽ . Si E ⊂ Ẽ

et si D est un ϕ-module sur E †(E), on appelle E -pentes de D les ϕ-pentes de Ẽ ⊗
E

†

L (E) D.

On dit que D est isocline s’il n’a qu’une E -pente et étale si cette pente est nulle.

2.3.2. Un analogue du théorème de Dieudonné-Manin sur l’anneau de Robba.

Théorème 2.6 ([52]). — Si D est un ϕ-module de rang d sur R̃, alors D possède une base

de vecteurs propres sur RL′(Ẽ), où L′ est une extension finie de L ; de plus, les valuations

des valeurs propres correspondantes ne dépendent, à l’ordre près, que de D ; ces valuations

s’appellent les R-pentes de D.

Remarque 2.7. — En rang 1, un ϕ-module sur R̃ est défini sur Ẽ †, et les E -pente et

R-pente cöıncident.

La démonstration de ce théorème s’apparente à un numéro de funambulisme. On com-

mence par montrer que, si vp(λ) est assez grand, il existe v ∈ D vérifiant ϕ(v) = λv

(c’est loin d’être trivial). On utilise alors le théorème de Lazard généralisé (prop. 2.4)

pour montrer que ce vecteur est multiple d’un vecteur propre w [pour une valeur propre

de valuation ≤ vp(λ)] primitif (i.e. que l’on peut compléter en une base de D sur R̃).

Appliquant ceci au module D/〈w〉, on fabrique une base de D dans laquelle la matrice de

ϕ est triangulaire. La somme des valuations des termes diagonaux est égale à la E -pente

de det D ; en particulier, elle ne dépend pas de la base choisie.

Passer d’une matrice triangulaire à une matrice diagonale n’est pas une mince affaire.

Par exemple, en dimension 2, si on part d’une base v1, v2 dans laquelle l’action de ϕ est

donnée par ϕ(v1) = λ1v1 et ϕ(v2) = λ2v2+av1, il y a deux cas suivant que vL(λ2)−vL(λ1) ≥

0 ou vL(λ2)−vL(λ1) < 0 (où vL désigne la valuation normalisée de L). Dans le premier cas,

l’équation ϕ(b)− λ2

λ1
b = a

λ1
a une solution dans R̃ et (v1, v2+bv1) est une base constituée de

vecteurs propres ; dans le second cas, l’équation précédente n’a, en général, pas de solution

et il faut procéder autrement. Kedlaya montre (et c’est là le point le plus délicat) que, si

vL(λ2)− vL(λ1) ≤ −2, alors D contient un vecteur propre primitif pour une valeur propre

λ′1 avec vL(λ′1) < vL(λ1). Si vL(λ2) − vL(λ1) est pair (et on peut toujours se ramener à ce

cas en remplaçant L par une extension quadratique), après un nombre fini d’étapes, on

se ramène au cas vL(λ2) − vL(λ1) ≥ 0.

Le cas général ne peut pas se ramener au cas de la dimension 2 car la construction

précédente ne fera jamais apparâıtre que des pentes dont le dénominateur est une puis-

sance de 2, et la démonstration dans le cas général est franchement technique.
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2.3.3. Filtration par les pentes.

Théorème 2.8 ([52]). — Si D est un ϕ-module sur RL, alors D admet une unique filtra-

tion 0 = D0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Dℓ = D par des sous-ϕ-modules sur RL vérifiant les conditions

suivantes :

(i) Di/Di−1 est un ϕ-module sur RL n’ayant qu’une seule R-pente si ;

(ii) s1 < s2 < · · · < sℓ ;

(iii) Di/Di−1 contient un sous-ϕ-module ∆i sur E † isocline de E -pente si tel que l’on

ait Di/Di−1 = RL ⊗
E

†

L
∆i.

La démonstration de ce théorème est presque aussi acrobatique que celle du précédent.

Soient e1, . . . , ed une base de D sur RL et A la matrice de ϕ dans cette base. D’après

le théorème 2.6, il existe une matrice M ∈ GLd(R̃) telle que M−1Aϕ(M) soit diagonale.

Approximant M par une matrice à coefficients dans RL(E), où E est une extension finie de

k((T)), on construit un sous-ϕ-module ∆ sur E †L(E) tel que RL(E)⊗
E

†

L (E)∆ = RL(E)⊗RL
D

et ayant les mêmes ensembles de R-pentes et E -pentes. C’est cette dernière condition

qui demande le plus de travail ; en effet, si D est un ϕ-module de rang d sur E †L , et si

r1 ≤ · · · ≤ rd (resp. s1 ≥ · · · ≥ sd) sont les E -pentes (resp. les R-pentes) de D, les seules

relations que l’on ait en général entre ces ensembles sont l’égalité s1+· · ·+sd = r1+· · ·+rd

et les inégalité s1+· · ·+si ≥ r1+· · ·+ri, si i < d. Cette condition permet de montrer que la

filtration croissante de ∆ par les E -pentes, qui n’est a priori définie que sur EL(E)⊗
E

†

L (E)∆,

se descend en une filtration sur ∆. Pour terminer, on étend cette filtration à RL(E)⊗RL
D

et un peu de descente galoisienne permet de conclure.

2.3.4. Application aux (ϕ, ∂)-modules. Soit ∂ une dérivation sur E †L . Tsuzuki [73] (voir

aussi [14]) a démontré le résultat suivant.

Théorème 2.9 ([73]). — Si D est un (ϕ, ∂)-module isocline sur E †L , il existe une extension

finie séparable E de k((T)) telle que E †L(E) ⊗
E

†

L
D possède une base e1, . . . , ed sur E †L(E)

vérifiant ϕ(ei) = ei et ∂ei = 0 si 1 ≤ i ≤ d.

Les deux conditions ϕ(x) = x et ∂x = 0 ne sont pas loin d’être équivalentes : les L-

espaces vectoriels engendrés par les solutions sont les mêmes dans les deux cas. Notons

que, en rang 1, cet énoncé est équivalent à la conjecture de Crew car un élément inversible

de RL appartient à E †L et que, par force, un ϕ-module de rang 1 est isocline. Ceci nous

fournit donc une autre démonstration du théorème de Crew.

Le théorème 2.8 permet de déduire la conjecture de Crew de cet énoncé. En effet, une

récurrence immédiate montre qu’il suffit de prouver que le E †-module isocline D1 est stable

par ∂, ce qui suit, avec quelque effort, de ce que ∂ diminue les ϕ-pentes.
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2.3.5. Compléments. Le résultat de Tsuzuki peut se réinterpréter en termes galoisiens en

anticipant un peu sur les résultats des §§ suivants (cf. remarque 5.2). La dérivation ∂

s’étend par continuité à E et à E (k((T))sep). D’autre part, les foncteurs

V → D(V) =
(

E
(
k((T))sep

)
⊗Qp V

)
Gk((T))

et D → V(D) =
(

E
(
k((T))sep

)
⊗E D

)ϕ=1

sont inverses l’un de l’autre, et établissent une équivalence de catégories entre la catégorie

des Qp-représentations de Gk((T)) et celle des ϕ-modules étales sur E . On en déduit l’exis-

tence sur tout ϕ-module étale D sur E d’une unique connexion ∂D au-dessus de ∂ vérifiant

la relation ∂D ◦ϕ = ∂(ϕ(T))
ϕ(∂(T))

ϕ ◦∂D : en effet, une telle connexion s’étend de manière unique

à E (k((T))sep)⊗E D = E (k((T))sep)⊗Qp V(D) et le fait que ϕ est étale et vérifie la relation

de commutation ci-dessus implique que ∂D est nul sur V(D). En résumé, tout ϕ-module

étale D sur E peut être muni d’une unique structure de (ϕ, ∂)-module.

Corollaire 2.10 ([73]). — Si D est un (ϕ, ∂)-module étale sur E les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) ∂ est surconvergente (il existe une base de D sur E dans laquelle la matrice de ∂ est

à coefficients dans E †) ;

(ii) (l’inertie de) Gk((T)) agit à travers un quotient fini sur V(D).

3. REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES ET COHOMOLOGIE

GALOISIENNE

3.1. Généralités

Dans toute cette partie, G est un groupe profini ; en particulier, G est compact. Un

G-anneau est un anneau topologique muni d’une action continue de G respectant sa

structure d’anneau (on demande que (σ, x) → σ(x) soit continue).

Si B est un G-anneau, une B-représentation de G est un B-module libre W de rang fini

muni d’une action semi-linéaire continue de G.

Si on choisit une base e1, . . . , ed de W sur B et que l’on note Uσ = (uσ
i,j) la matrice des

vecteurs σ(e1), . . . , σ(ed) dans la base e1, . . . , ed (i.e. σ(ej) =
∑d

i=1 uσ
i,jei), la semi-linéarité

de l’action de G se traduit par la relation de cocycle Uστ = Uσσ(Uτ ) quels que soient

σ, τ ∈ G. En particulier, en prenant τ = σ−1, on en déduit le fait que Uσ est inversible

et que σ → Uσ est un cocycle continu à valeurs dans GLd(B). D’autre part, si on choisit

une autre base f1, . . . , fd de W sur B et que l’on note M = (mi,j) la matrice de passage

et U′σ la matrice de σ(f1), . . . , σ(fd) dans la base f1, . . . , fd, on a U′σ = M−1Uσσ(M), ce

qui montre que les cocycles associés à deux bases différentes sont cohomologues. Ceci

permet d’associer à toute B-représentation de G de rang d un élément de l’ensemble de

cohomologie continue H1(G, GLd(B)).
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Si V est une Qp-représentation de G, alors B ⊗Qp V, muni de l’action diagonale de G,

est une B-représentation de G ; on dit que V est B-admissible si la classe de cohomologie

de B ⊗Qp V dans H1(G, GLd(B)) qui lui est associée est triviale ou, autrement dit, si

B ⊗Qp V ∼= Bd en tant que G-module. On remarquera que le groupe de cohomologie

continue H1(G, GLd(B)) dépend fortement de la topologie que l’on a mise sur B mais que

la B-admissibilité d’une Qp-représentation n’en dépend pas (tant que l’injection de Qp

dans B est continue).

Remarque 3.1. — Si V est une Qp-représentation B-admissible, DB(V) = (B ⊗Qp V)G

est un BG-module libre de rang d et l’application naturelle αB : B⊗BG DB(V) → B⊗Qp V

est un isomorphisme commutant à l’action de G. En particulier, si B structure = Qp, on

peut retrouver V en tant que Qp-représentation de G à partir de DB(V) en prenant les

éléments de B ⊗BG DB(V) fixés par les structures.

3.2. Le théorème de Hilbert 90 et ses variantes

La discussion précédente montre que l’on a intérêt à étudier les ensembles H1(G, GLd(B)).

En particulier, si cet ensemble est trivial, toutes les Qp-représentations de G sont

B-admissibles et le module DB(V) est un invariant de V pour tout V.

Pour ce faire, on dispose de deux outils classiques. D’une part la suite exacte < d’inflation-

restriction > : si Λ est un G-anneau et si H est un sous-groupe fermé distingué de G, alors

la suite d’ensembles pointés

1 // H1(G/H, GLd(Λ
H))

inf // H1(G, GLd(Λ))
res // H1(H, GLd(Λ))

est exacte. D’autre part, du théorème de Hilbert 90 (et des techniques entrant dans sa

démonstration : < séries de Poincaré >, cf. [67] par exemple).

Proposition 3.2 (Hilbert 90). — Si L/F est une extension galoisienne de groupe de

Galois G et si on munit L de la topologie discrète, alors

(i) H1(G, GLd(L)) = {1} si d ≥ 1 ;

(ii) H1(G, L) = {0}.

Le résultat suivant se déduit du théorème de Hilbert 90 par approximations successives.

Proposition 3.3. — Soit Λ un G-anneau et soit π ∈ Λ tel que l’idéal engendré par π

soit stable par G et Λ soit séparé et complet pour la topologie π-adique supposée plus forte

que la topologie de Λ. Si H1(G, GLd(Λ/πΛ)) = {1} quel que soit d ≥ 1 (Λ/πΛ étant muni

de la topologie quotient), alors

(i) H1(G, GLd(Λ)) = {1} si d ≥ 1 ;

(ii) H1(G, Λ) = {0}.

Proposition 3.4. — Soient Λ un G-anneau principal et ω ∈ Λ tel que l’idéal (ω) soit

stable par G. Si Λ′ = Λ[ 1
ω
] =

⋃

n∈N ω−nΛ est muni de la topologie de la limite inductive

alors l’application naturelle H1(G, GLd(Λ)) → H1(G, GLd(Λ
′)) est surjective.
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Démonstration. — À un cocycle à valeurs dans GLd(Λ
′) correspond une Λ′-représentation

de G et la compacité de G implique l’existence d’un sous-Λ-réseau stable.

3.3. La méthode de Sen

La méthode de Sen [66] permet, sous certaines conditions de Tate-Sen, de réduire beau-

coup la complexité apparente des ensembles de cohomologie que l’on considère. On part

des données suivantes :

— H est un sous-groupe fermé distingué de G tel que Γ = G/H s’identifie à un sous-

groupe de Z∗
p (plus généralement, un groupe du type Zp × U, où U est un groupe fini

ferait l’affaire) ;

— Λ̃ ∋ π est un anneau intègre, séparé et complet pour la topologie π-adique, muni

d’une action continue de G laissant stable l’idéal (π) ;

— (Λn)n∈N est une suite croissante de sous-anneaux fermés de Λ̃H contenant π et stables

par Γ.

On suppose que (Λ̃, (Λn)n∈N) satisfait aux conditions :

(TS1) il existe c1 ∈ N tel que, quels que soient les sous-groupes ouverts H1 ⊂ H2 de H,

il existe α ∈ (π−c1Λ̃)H1 vérifiant
∑

τ∈H2/H1
τ(α) = 1 ;

(TS2) Il existe une suite d’applications Rn : Λ̃H → Λn[
1
π
] vérifiant :

a) Rn est Λn-linéaire et Rn(x) = x si x ∈ Λn ;

b) si x ∈ Λ̃H, alors limn→+∞Rn(x) = x ;

c) il existe c2 ∈ N tel que, si n ∈ N et x ∈ πkΛ̃H, alors Rn(x) ∈ πk−c2Λn ;

d) Rn commute à l’action de Γ.

(TS3) Il existe c3 ∈ N tel que, si n ∈ N, si Xn = (1−Rn)(Λ̃H), si γn est un générateur

de Γn = Γ ∩ (1 + pnZp), et si x ∈ πkXn, alors il existe y ∈ πk−c3Xn tel que x = (γn − 1)y.

Proposition 3.5 ([66]). — (i) Si Λ̃ vérifie la condition (TS1), et si σ → Uσ est un

cocycle continu sur H à valeurs dans GLd(Λ̃), il existe un sous-groupe ouvert H′ de H tel

que la restriction de σ → Uσ à H′ soit cohomologue au cocycle trivial.

(ii) Si (Λ̃, (Λn)n∈N) vérifie les conditions (TS2) et (TS3), l’application naturelle de

lim
−→

H1(Γ, GLd(Λn)) dans H1(Γ, GLd(Λ̃
H)) est un isomorphisme.

Remarquons que le (i), couplé avec le théorème de Hilbert 90, permet en général de

démontrer que H1(H, GLd(Frac(Λ̃))) est trivial. La proposition 3.4 et la suite d’inflation-

restriction impliquent alors que tout cocycle continu sur G à valeurs dans GLd(Λ̃) provient

d’un cocycle sur Γ à valeurs dans GLd(Λn) pour un certain n.

Les propriétés (TS1) et (TS3) sont les plus délicates à vérifier. Dans les situations

arithmétiques, (TS1) se démontre en général via la théorie de la ramification (théorie des

extensions < presque étales > dans la terminologie de Faltings) et pour (TS3), il n’y a pas

de recette miracle.
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4. LES ANNEAUX DE FONTAINE

4.1. Cartographie

4.1.1. Notations. Soit kF un corps parfait de caractéristique p, OF = W(F) l’anneau des

vecteurs de Witt à coefficients dans kF et F = OF[1
p
] ce qui fait de F un corps complet

pour la valuation p-adique vp, de corps résiduel kF.

Soit F une clôture algébrique de F ; la valuation vp s’étend de manière unique à F.

Choisissons un système ε = (1, ε(1), . . . , ε(n), . . . ), où les ε(n) ∈ F vérifient ε(1) 6= 1 et

(ε(n+1))p = ε(n) ; en particulier, ε(n) est une racine primitive pn-ième de l’unité.

Si K ⊂ F est une extension finie totalement ramifiée de F, soient Kn = K(ε(n)) si

n ∈ N et K∞ = ∪n∈NKn l’extension cyclotomique de K ; on note F′ l’extension maximale

non ramifiée de F contenue dans K∞. Soient GK = Gal(F/K), HK = Gal(F/K∞) et

ΓK = GK/HK = Gal(K∞/K). Soit aussi χ : GK → Z∗
p le caractère cyclotomique ; il induit

un isomorphisme de ΓK sur un sous-groupe ouvert de Z∗
p .

4.1.2. Navigation dans le monde des anneaux. La plupart des anneaux construits par

Fontaine s’obtiennent à partir d’un anneau Ã+ en localisant et en complétant. Comme

l’anneau Ã+ est de dimension 2, les anneaux que l’on obtient de cette manière forment

naturellement un tableau en deux dimensions (et même en quatre si on rajoute les ac-

tions de Frobenius et Galois) ; il est donc quasi-impossible de les présenter de manière

satisfaisante dans un texte qui, par nature, est de dimension 1. Le lecteur aura intérêt à

se reporter au tableau ci-dessous pour s’orienter.

B+
dR

θ

��-
-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

B̃†log

==

B̃+
log

oo //

OO

B+
st

iiS
S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

B̃†rig

OO

B̃+
rig

oo

OO

// B+
cris

OO

B̃ B̃†oo

OO

B̃+oo

OO

θ // C

Ã

OO

��

Ã†oo

OO

��

Ã+oo

OO

��

θ // OC

��

OO

Ẽ Ẽ Ẽ+oo θ // OC/pOC

(i) Plus on monte et plus p est inversible : la ligne du bas vit en caractéristique p ;

c’est la réduction modulo p de la ligne du dessus et on passe de l’avant-dernière ligne à la
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précédente en rendant p-inversible. Plus on va vers la gauche (en ne tenant pas compte de

la dernière colonne qui n’est là que pour mémoire), et plus π = [ε]−1 est inversible : π est

nul dans la quatrième colonne, et l’application θ : B+
dR → C est la réduction modulo π.

(ii) Toutes les flèches de ce diagramme sont injectives à l’exception de la réduction

modulo p et de θ.

(iii) GF opère continûment sur tout le diagramme.

(iv) ϕ opère sur les trois premières colonnes de manière bijective (et sur la dernière,

mais pas bijectivement), et son action commute à celle de GF.

(v) Les anneaux des trois premières colonnes (sauf B̃+
log) ont un petit frère sans ˜ sur

lequel l’action de ϕ n’est qu’injective. On passe d’un anneau sans ˜ à un anneau avec

en rendant ϕ inversible et en complétant. Par exemple, Ẽ est le complété de la clôture

radicielle de E.

(vi) La flèche en pointillés de B̃†log vers B+
dR est une famille de morphisme (ιn)n∈N,

où ιn est défini sur le sous-anneau B̃]0,p−n][log[p̃]] de B̃†log des éléments < convergeant sur

la couronne 0 < vp(T) ≤ p−n > ; la réunion de ces anneaux est B̃†log et on a ιn(x) =

ιn−1(ϕ
−1(x)) si tout est défini.

(vii) La théorie des (ϕ, Γ)-modules utilise les anneaux E, A et B de la première colonne,

alors que la théorie de Hodge p-adique utilise les anneaux B̃+
rig, B̃+

log, B+
dR et C. Le lecteur

remarquera que la plupart des flèches allant de la théorie des (ϕ, Γ)-modules à la théorie

de Hodge p-adique sont dans le mauvais sens ; il faut donc à chaque fois démontrer que

l’on peut effectivement remonter.

(viii) Si K est une extension finie de F, un K en indice indique le sous-anneau fixé par

HK. Les anneaux sans ˜ avec un K en indice sont des anneaux de séries en une variable

πK. Dans le cas K = F, on a πF = π = [ε] − 1 ; les actions de GF et ϕ sont données par

les formules g(π) = (1 + π)χ(g) − 1 et ϕ(π) = (1 + π)p − 1, et on obtient le diagramme

suivant :

RF[log π] // lim
−→

Fn((π))

��

RF

OO

R+
F

oo

EF E †Foo

OO

OF[[π]][1
p
]oo

OO

lim
−→

Fn

OE ,F

OO

��

O†
E ,F

oo

OO

��

OF[[π]]oo

OO

��

kF((π)) kF((π)) kF[[π]]oo
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(ix) [ε] = 1 + π est un analogue p-adique de e2iπ, et l’application µ →
∫

Zp
(1 + π)xµ(x)

qui, à une distribution (resp. une mesure) µ sur Zp à valeurs dans F (resp. OF) associe sa

transformée de Fourier, induit un isomorphisme de l’algèbre des distributions (resp. des

mesures) sur B+
rig,F

∼= R+
F (resp. sur A+

F = OF[[π]]). (On rappelle qu’une mesure est une

application linéaire continue sur l’espace des fonctions continues et qu’une distribution

est une application linéaire continue sur l’espace des fonctions localement analytiques.)

Cette remarque n’est pas utilisée dans ce texte, mais on pourra consulter [25] pour un

survol des questions dans lesquelles elle joue un rôle.

4.2. C et ses sous-corps

4.2.1. Le corps C et l’action de GF. Soit C le complété de F pour la valuation vp. C’est

un corps algébriquement clos muni d’une action continue de GF. Si K est une extension

finie de F, soit K̂∞ ⊂ C le complété de K∞.

Proposition 4.1 ([68]). — La famille d’anneaux (OC, (OKn)n∈N) satisfait aux conditions

de Tate-Sen relativement au couple (GK, HK).

La démonstration de Tate repose sur la théorie de la ramification qui permet en par-

ticulier de montrer que vp(dKn/Fn) tend vers 0 quand n tend vers +∞ (si K ⊂ L sont

deux extensions finies de F, on note dL/K la différente de l’extension K/L) ; dans la ter-

minologie de Faltings cela se traduit par : < l’extension K∞/F∞ est presque étale >. Les

applications Rn : K̂∞ → Kn dont on a besoin pour < décompléter > s’obtiennent de la

manière suivante : si x ∈ K∞, alors 1
[Km:Kn]

TrKm/Kn(x) ne dépend pas de l’extension Km

de Kn contenant x et l’application K∞ → Kn ainsi définie s’étend par continuité en une

application Rn : K̂∞ → Kn.

On déduit de la proposition 4.1 [en fait on a juste besoin de CHK = K̂∞ et de la propriété

(TS2)] et de ce que ΓK agit sur Kn à travers un quotient fini, le fait que C ne contient ni

d’analogue p-adique de log 2iπ ni d’analogue p-adique de 2iπ. De manière précise, on a

Proposition 4.2 ([68]). — (i) C ne contient aucun élément y tel que l’on ait g(y) =

y + logχ(g) quel que soit g ∈ GK.

(ii) Si k ∈ Z− {0} et si x ∈ C vérifie g(x) = χ(g)kx pour tout g ∈ GK, alors x = 0.

4.2.2. L’anneau BHT. Soit BHT = C[t, t−1]. On munit BHT d’une action continue de GF

en faisant agir g ∈ GF sur t par la formule g(t) = χ(g)t. On a alors BGK
HT = K d’après la

proposition 4.2 et le théorème d’Ax-Sen-Tate. On munit BHT d’une graduation indexée

par les entiers en posant GriBHT = C · ti si i ∈ Z. Cette graduation est stable sous l’action

de GF.
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4.3. Les anneaux de caractéristique p

Soit a = {x, vp(x) ≥ 1
p
} et soit

Ẽ+ = {(xn)n∈N, xn ∈ OC/a et xp
n+1 = xn si n ∈ N}.

L’anneau OC/a étant de caractéristique p, l’application x 7→ xp en est un morphisme et

Ẽ+ est un anneau de caractéristique p sur lequel GF agit naturellement (composante par

composante). D’autre part, si (xn)n∈N ∈ Ẽ+ et si x̂n est un relèvement quelconque de

xn dans OC, la suite de terme général x̂pk

n+k converge dans OC vers une limite x(n) qui

ne dépend pas du choix des x̂n. Ceci permet de décrire Ẽ+ comme l’ensemble des suites

x = (x(0), . . . , x(n), . . . ) d’éléments de OC vérifiant (x(n+1))p = x(n). Soit vE : Ẽ → R

l’application définie par vE(x) = vp(x
(0)).

On peut voir ε = (1, ε(1), . . . , ε(n), . . . ) comme un élément de Ẽ+ et, si on pose π = ε−1,

on a vE(π) = p
p−1

.

Si K est une extension finie de F, soient

Ẽ+
K = {(xn)n∈N ∈ Ẽ+, xn ∈ OK∞

/a si n ∈ N},

E+
K = {(xn)n∈N ∈ Ẽ+, xn ∈ OKn/a si n est assez grand}.

E+
K contient ε et π, ce qui nous permet de poser Ẽ = Ẽ+[π−1], ẼK = Ẽ+

K[π−1] et EK =

E+
K[π−1] si K est une extension finie de F.

Théorème 4.3 ([43, 76]). — (i) Ẽ est un corps dont vE est une valuation pour lequel il

est complet et dont le corps résiduel est kF. De plus l’action naturelle de GF sur Ẽ est

continue.

(ii) EF = kF((π)) et, plus généralement, si K est une extension finie de F, alors EK

muni de vE est un corps complet pour une valuation discrète de corps résiduel kF′.

(iii) Le sous-corps E = ∪K⊂FEK est une clôture séparable de EF stable par GF et, si K

est une extension finie de F, alors Gal(E/EK) = HK ; en particulier, HK agit continûment

sur E muni de la topologie discrète.

(iv) Ẽ (resp. ẼK) est le complété de E (resp. de la clôture radicielle de EK) pour la

valuation vE ; en particulier, Ẽ est algébriquement clos et ẼK = ẼHK.

Remarque 4.4. — (i) Ce théorème permet de relier la théorie de Galois des corps locaux

de caractéristique 0 à celle des corps locaux de caractéristique p ; c’est le point de départ

de beaucoup des constructions de Fontaine.

(ii) Le corps EK peut naturellement être mis en bijection avec la limite projective des

Kn relativement aux applications NKn+1/Kn ; c’est ce qui lui vaut l’appellation de < corps

des normes >.

(iii) La théorie du corps des normes a été développée par Fontaine et Wintenberger

[43, 76], dans un cadre beaucoup plus général que celui de l’extension cyclotomique (celui

des extensions < arithmétiquement profinies >). En particulier, le cas où on remplace
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l’extension cyclotomique par l’extension obtenue en rajoutant un système compatible de

racines pn-ièmes de p a l’air prometteur (cf. [9]).

(iv) Les (ii) et (iii) du théorème sont loin d’être évidents, mais les ingrédients utilisés

pour leur démonstration se résument à

— le lemme de Hensel ;

— l’extension K∞/F∞ est presque étale ;

— si x ∈ OFn+1 et σ ∈ GFn, alors vp(σ(x) − x) ≥ 1
p−1

;

les deux derniers points permettant, en particulier, de montrer que l’on a xp ≡ NKn+1/Kn(x)

mod. a, si n est assez grand et x ∈ OKn+1.

4.4. De la caractéristique p à la caractéristique 0

4.4.1. Notations. On peut utiliser les foncteurs E , E †, R, . . . du no 2.2 pour remonter

les anneaux précédents en caractéristique 0. Pour cela, on doit choisir une uniformisante

de EF et un Frobenius sur E (T) et un choix judicieux, pour des raisons qui apparâıtront

bientôt, consiste à prendre π comme uniformisante de EF et T → (1 + T)p − 1 pour ϕ.

La grande nouveauté par rapport au no 2.2 est que tous ces anneaux se retrouvent munis

d’une action de GF plutôt que d’une action de Gk((T)). On introduit donc de nouvelles

notations mettant l’accent sur les extensions de F plutôt que sur celles de k((T)). On

pose

B̃ = E (Ẽ), B̃K = E (ẼK), B = E (E), BK = E (EK)

B̃† = E †(Ẽ), B̃†K = E †(ẼK), B† = E †(E), B†K = E †(EK)

B̃†rig = R(Ẽ), B̃†rig,K = R(ẼK), B†rig,K = R(EK)

Les anneaux ci-dessus et Ã+ = O+
E

(Ẽ) = W(Ẽ+), B̃+ = E +(Ẽ), B̃+
rig = R+(Ẽ) sont

plus ou moins suffisants pour les énoncés, mais pour travailler, on a aussi besoin des
anneaux intermédiaires

eA = OE (eE) = W(eE), eAK = OE (eEK), A = OE (E), AK = OE (EK)

eA(0,r] = O
(0,r]
E

(eE), eA
(0,r]
K = O

(0,r]
E

(eEK), A(0,r] = O
(0,r]
E

(E), A
(0,r]
K = O

(0,r]
E

(EK)

eB(0,r] = E
(0,r](eE), eB

(0,r]
K = E

(0,r](eEK), B(0,r] = E
(0,r](E), B

(0,r]
K = E

(0,r](EK)

eB]0,r] = E
]0,r](eE), eB

]0,r]
K = E

]0,r](eEK), B
]0,r]
K = E

]0,r](EK)
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Notons que les anneaux B†rig et B]0,r] sont absents des listes ci-dessus (comme E est dense

dans Ẽ, on a R(E) = R(Ẽ) et B]0,r](E) = B]0,r](Ẽ) ce qui nous empêche de prendre la

définition évidente). On les définit comme étant les sous-anneaux B†rig,K ⊗
B

†

K
B† (ceci ne

dépend pas du choix de K) et B
]0,r]
F ⊗

B
(0,r]
F

B(0,r] de B̃†rig et B̃]0,r] respectivement.

On peut aussi décrire les anneaux ci-dessus de manière plus algébrique (cette description

étant d’ailleurs fort utile [5] pour étudier leur lien avec B+
dR). Par exemple, si Ã+{X}

désigne l’ensemble des séries
∑+∞

k=0 akX
k, où ak → 0 quand k → +∞, et si ω ∈ Ã+ n’est

pas une unité de Ã+ (i.e. si vE(ω) > 0), alors :

B̃† =
⋃

k≥1

(

Ã+
{ p

ωk

}[1

p

])

B̃+
rig =

⋂

n≥1

(

Ã+
{ωn

p

}[1

p

])

B̃†rig =
⋃

k≥1

(⋂

n≥k

(

Ã+
{ p

ωk
,
ωn

p

}[1

p

]))

4.4.2. Action de GF. L’action de GF sur Ẽ se prolonge en une action continue (pour la

topologie faible) sur Ã et B̃ qui commute à celle du morphisme de Frobenius ϕ. De

manière explicite, on a

ϕ
( +∞∑

k≫−∞

pk[xk]
)

=

+∞∑

k≫−∞

pk[xp
k] et σ

( +∞∑

k≫−∞

pk[xk]
)

=

+∞∑

k≫−∞

pk[σ(xk)] si σ ∈ GF.

Ces actions s’étendent par continuité aux anneaux B̃†, B̃†rig, B̃+
rig, B̃(0,r] et B̃]0,r]. L’action

de ϕ est bijective sur B̃†, B̃†rig et B̃+
rig et induit un isomorphisme de B̃(0,r] sur B̃(0, r

p
] et de

B̃]0,r] sur B̃]0, r
p
]

Soit π = [ε] − 1 ∈ Ã+. Les choix que l’on a faits identifient BF au sous-corps EF(π)

de B̃. La formule g(π) = (1 + π)χ(g) − 1 montre que BF est stable sous l’action de GF et

que l’action de GF commute à celle de ϕ (c’est ce qui justifie les choix en question). Cette

stabilité entrâıne la stabilité de A, B et par suite, celle de B †, B†rig, B+
rig, B(0,r] et B]0,r]

sous l’action de GF.

Comme EHK = EK et ẼHK = ẼK, les points fixes de l’un des anneaux ci-dessus sous

l’action de HK est l’anneau ayant le même nom mais avec un K en indice ; par exemple

BHK = BK, (B†)HK = B†K ou (B†rig)
HK = B†rig,K. D’autre part, l’action de HK sur E étant

continue pour la topologie discrète, HK agit continûment sur A et B pour la topologie

forte.

L’action de ϕ sur les anneaux avec ˜ est bijective, mais pas sur les anneaux sans ,̃ et

on rajoute un n en indice pour indiquer que l’on a appliqué ϕ−n. Par exemple,

B†K,n = ϕ−n(B†K) ⊂ B̃†K, A
(0,r]
K,n = ϕ−n(A

(0,p−nr]
K ) ⊂ Ã

(0,r]
K .
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Proposition 4.5 ([11]). — Si K est une extension finie de F, alors (Ã(0,r], (A
(0,r]
K,n )n∈N)

vérifie les conditions de Tate-Sen relativement au couple (GK, HK), pour tout r > 0 suffi-

samment petit.

4.5. Le logarithme et l’anneau B̃†log

Si x ∈ Ã† vérifie vE(x − 1) > 0, la série log x =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n
(x − 1)n converge dans

B̃†rig. Par exemple, t = log[ε] est un élément de B̃+
rig sur lequel GF agit par multiplication

par le caractère cyclotomique et qui peut être vu comme un analogue p-adique de 2iπ.

On aimerait bien étendre cette application à (B̃†)∗, mais pour cela, on est forcé d’étendre

un peu l’anneau B̃†rig en rajoutant un analogue p-adique u de log p.

Soit p̃ = (p, p1/p, . . . ) ∈ Ẽ+. Si σ ∈ GF, il existe c(σ) ∈ Zp tel que l’on ait σ(p̃) = p̃εc(σ)

(σ → c(σ) est le cocycle à valeurs dans Zp(1) associé à p par la théorie de Kummer).

Soit B̃†log = B̃†rig[u]. On munit B̃†log d’un opérateur < de monodromie > N = − d
du

et

d’une action de ϕ (resp. GF), compatible avec celle existant sur B̃†rig, en posant ϕ(u) = pu

(resp. σ(u) = u+c(τ)t). Les actions de ϕ et N commutent à celle de GF et on a Nϕ = pϕN.

Proposition 4.6. — Il existe une unique application log : (B̃†)∗ → B̃†log vérifiant les

propriétés suivantes :

(i) log xy = log x + log y ;

(ii) log x =
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n
(x − 1)n si la série converge ;

(iii) log[a] = 0 si a ∈ kF ;

(iv) log p = 0 et log[p̃] = u.

De plus, on a ϕ(logx) = logϕ(x) et σ(log x) = logσ(x) si σ ∈ GF.

On note B̃+
log le sous-anneau B̃+

rig[u] de B̃†log ; il est stable par N, ϕ et GF. Si K est une

extension finie de F, on note B†log,K le sous-anneau B†rig,K[logπK] de B̃†log ; il est stable par

N, ϕ et GK (qui agit à travers ΓK).

4.6. L’anneau B+
dR

4.6.1. Construction de B+
dR.

Proposition 4.7 ([35]). — L’application θ : Ã+ → OC, donnée par
∑+∞

n=0 pn[xn] 7→
∑+∞

n=0 pnx
(0)
n , est un morphisme surjectif d’anneaux dont le noyau est un idéal principal

engendré par ω = π
ϕ−1(π)

= 1 + [ε] + · · ·+ [εp−1].

Remarque 4.8. — (Ã+, θ) est l’épaississement p-adique universel de OC (cf. [38]).

On prolonge θ en un morphisme de B̃+ sur C, on note B+
dR l’anneau lim

←
B̃+/(ker θ)n.

Ceci fait de B+
dR un anneau de valuation discrète d’idéal maximal ker θ et de corps résiduel

C. En particulier, la clôture séparable de F dans B+
dR s’identifie à F.
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On munit B+
dR de la topologie pour laquelle les pkÃ+ +(ker θ)n, avec n, k ∈ N, forment

une base de voisinages de 0. L’action de GF sur B̃+ s’etend par continuité en une action

continue de GF sur B+
dR. La série définissant t = log[ε] =

∑+∞
n=1

(−1)n−1

n
πn converge dans

B+
dR et t est un générateur de ker θ (ce qui explique pourquoi on a mis autant de temps

à comprendre ce qu’était l’analogue p-adique de 2iπ).

On pose BdR = B+
dR[t−1], ce qui fait de BdR un corps et on munit BdR de la filtration

décroissante définie par FiliBdR = tiB+
dR. Cette filtration est stable par l’action de GK.

4.6.2. B+
dR et le reste du monde. Il n’existe pas de morphisme continu de B̃†log dans BdR

car, bien que ces anneaux soient obtenus en localisant et complétant Ã+, les topologies

sont trop différentes. Toutefois, B̃†log est une limite inductive d’anneaux qui se plongent

dans B+
dR, mais il faut changer de plongement pour chacun de ces sous-anneaux. De

manière précise,

(i) B̃+
rig et B+

dR sont deux complétés de B̃+ et l’identité B̃+ → B̃+ se prolonge en une

injection continue de B̃+
rig dans B+

dR.

(ii) La série log [ep]
p

=
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n

( [ep]
p
− 1
)n

converge dans B+
dR, ce qui nous fournit une

injection naturelle de B̃+
log dans B+

dR qui commute à l’action de GF. Les anneaux B̃+
rig, B̃

+
log

et BdR sont alors reliés par les suites exactes fondamentales [38, 26]

0 // B̃+
rig[

1
t
] // B̃+

log[
1
t
]

N // B̃+
log[

1
t
] // 0

0 //
(
B̃+

rig[
1
t
]
)ϕ=1 // B̃+

rig[
1
t
]

1−ϕ
// B̃+

rig[
1
t
] // 0

0 // Qp
//
(
B̃+

rig[
1
t
]
)ϕ=1 // BdR/Fil0 // 0

D’autre part, on a BGK
dR = K et (B̃+

log[
1
t
])GK = F, et l’application naturelle K ⊗F B̃+

log[
1
t
] →

BdR est injective [35, 38, 26].

(iii) Si x =
∑+∞

k=0 pk[xk] ∈ Ã, la série converge dans B+
dR si et seulement si la série

θ(x) =
∑+∞

k=0 pkx
(0)
k converge dans C, c’est-à-dire si et seulement si k + vE(xk) tend vers

+∞ quand k tend vers +∞. On en déduit une application naturelle ι0 : B̃(0,1] → B+
dR qui

s’avère être injective.

(iv) Comme B̃]0,1] = B̃+
rig + B̃(0,1] et comme ϕ−n induit une bijection continue de

B̃]0,p−n][u] sur B̃]0,1][u], on obtient [5], quel que soit n ∈ N, une injection ιn = ι0 ◦ ϕ−n de

B̃]0,p−n][u] dans B+
dR. Cette injection peut être vue comme la < localisation en ε (n) − 1 >.

Si K est une extension finie de F, il existe n(K) tel que, pour tout n ≥ n(K), on ait

ιn

(

B
]0,p−n]
K [log πK]

)

⊂ Kn[[t]].
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5. CLASSIFICATION DES REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES

5.1. Le (ϕ, Γ)-module associé à une représentation de GK

Si V est une Qp-représentation de GK, le BK-espace vectoriel D(V) = (B ⊗Qp V)HK

est muni d’une action semi-linéaire de ϕ provenant de l’action de ϕ sur B (et qui est

donc étale, c’est-à-dire de ϕ-pente 0) et d’une action résiduelle de ΓK = GK/HK. Pour des

raisons évidentes, un tel objet s’appelle un (ϕ, Γ)-module étale sur BK.

Si D est un (ϕ, Γ)-module sur BK, alors V(D) = (B ⊗BK
D)ϕ=1 est un Qp-espace

vectoriel muni d’une action continue de GK.

Théorème 5.1 ([37]). — La catégorie des Qp-représentations de GK est équivalente à

celle des (ϕ, Γ)-modules étales sur BK. Plus précisément, si V est une Qp-représentation

de GK, alors D(V) est un (ϕ, Γ)-module étale sur BK et V(D(V)) = V et, réciproquement,

si D est un (ϕ, Γ)-module étale sur BK, alors V(D) est une Qp-représentation de GK et

D(V(D)) = D.

La démonstration de ce théorème repose sur les faits suivants :

— si on munit E de la topologie discrète, alors H1(HK, GLd(E)) = 1 d’après le théorème

de Hilbert 90 et donc, si on munit B de la topologie forte, alors H1(HK, GLd(B)) = 1

(cf. prop. 3.3 et 3.4). Autrement dit, toute représentation de HK est B-admissible et

V → D(V) a de bonnes propriétés.

— Bϕ=1 = Qp, et donc V(D(V)) = V si V est une Qp-représentation de GK.

— si (ai,j)1≤i,j≤d ∈ GLd(E), alors le système d’équations xp
i =

∑d
j=1 ai,jxj , 1 ≤ j ≤ d

admet pd solutions dans Ed et ces solutions forment un Fp-espace vectoriel de dimension

d engendrant Ed. Un (ϕ, Γ)-module est étale si et seulement si il existe une base dans

laquelle la matrice de ϕ appartient à GLd(AK) et le résultat précédent permet de montrer

que, si ∆ est le AK réseau de D engendré par cette base, alors (E ⊗AK
∆)ϕ=1 est un

Fp-espace vectoriel de dimension d engendrant E ⊗AK
∆; autrement dit, < V(D) mod

p > a la bonne dimension. Le résultat cherché s’en déduit < par dévissage et passage à la

limite >.

Remarque 5.2. — (i) Nous n’avons pas utilisé ΓK pour montrer que les foncteurs V →

D(V) et D → V(D) sont inverses l’un de l’autre. Ceci permet de montrer que la catégorie

des Qp-représentations de HK
∼= GkF((T)) est équivalente à celle des ϕ-modules étales sur

BK
∼= EF. Ce résultat est une version locale de résultats généraux de Katz [51, chap. 4].

(ii) Nous avons privilégié dans ce texte les Qp-représentations, mais la théorie des (ϕ, Γ)-

modules donne d’aussi bons résultats, en tensorisant par A au lieu de B, si on considère

des Zp-modules de type fini (pas nécessairement libres) munis d’une action continue de

GK (ou HK).

Comme application, on a par exemple le résultat suivant qui entre dans la démonstration

du théorème 2.9 : si D est un ϕ-module étale sur BK, il existe une extension finie L de K
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et une base de BL⊗BK
D sur BL dans laquelle la matrice de ϕ appartient à 1+pnMd(AL) ;

en effet, ce n’est qu’une traduction de ce que, si V est une Qp-représentation de HK, il

existe un Zp-réseau T de V stable par HK et une extension finie L de K telle que HL

agisse trivialement sur T/pnT.

(iii) On peut utiliser l’équivalence de catégories ci-dessus pour étudier la cohomologie

galoisienne et la théorie d’Iwasawa des représentations de GK ; nous renvoyons à [23] pour

un résumé des résultats et à [46, 47, 4, 12] pour les détails.

(iv) Le théorème ci-dessus n’est pas assez fin pour vraiment étudier les problèmes de

classification des représentations p-adiques ; le problème est que le corps BK est un objet

un peu grossier et aller plus loin demande de descendre les coefficients à B†K.

La méthode de Sen permet, utilisant la proposition 4.5, de prouver le résultat suivant :

Proposition 5.3 ([11]). — Si K est une extension finie de F et d un entier ≥ 1, les

applications naturelles

lim
−→

H1(ΓK, GLd(B
†
K,n))−→H1(ΓK, GLd(B̃

†
K))−→H1(GK, GLd(B̃

†)),

induites par l’inflation de ΓK à GK et les inclusions B†K,n ⊂ B̃†K ⊂ B̃†, sont des bijections.

En particulier, comme le cocycle correspondant à une Qp-représentation de GK est

fixe par ϕn pour tout n, il est dans l’image de H1(ΓK, GLd(B
†
K)) ; on en déduit la B†-

admissibilité des représentations de H K obtenues par restriction d’une représentation de

GK. Ceci permet, en définissant D†(V) = (B† ⊗Qp V)HK pour une Qp-représentation de

GK et V†(D) = (B†⊗
B

†

K
D)ϕ=1 pour un (ϕ, Γ)-module sur B†K, de raffiner le théorème 5.1

sous la forme

Théorème 5.4 ([11]). — La catégorie des Qp-représentations de GK est équivalente à

celle des (ϕ, Γ)-modules étales sur B†K. Plus précisément, si V est une Qp-représentation

de GK, alors D†(V) est un (ϕ, Γ)-module étale sur BK et V†(D†(V)) = V et, réciproquement,

si D est un (ϕ, Γ)-module étale sur B†K, alors V†(D) est une Qp-représentation de GK et

D†(V†(D)) = D.

D’autre part, on montre que tout sous-B†K-espace vectoriel de dimension finie de D(V)

stable par ϕ est inclus dans D†(V) ; ceci nous fournit le < résultat de descente > suivant

dans lequel les représentations galoisiennes ont disparu.

Corollaire 5.5. — Si D est un (ϕ, Γ)-module étale sur BK, alors l’ensemble des sous-

B†K-espaces vectoriels de dimension finie stables par ϕ admet un plus grand élément D† et

on a D = BK ⊗
B

†

K
D†. [On a D† = D†(V(D)).]

5.2. La hiérarchie des représentations galoisiennes [39]

5.2.1. Représentations de Hodge-Tate. Si V est une Qp-représentation de GK, le K-espace

vectoriel DHT(V) = (BHT ⊗V)GK est muni d’une graduation indexée par les entiers et un
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entier i tel que Gr−iDHT(V) 6= 0 est un poids de Hodge-Tate de V. Une représentation

BHT-admissible est dite de Hodge-Tate. Une représentation C-admissible est clairement

de Hodge-Tate et, réciproquement, une représentation de Hodge-Tate est C-admissible

si 0 est son seul poids de Hodge-Tate.

5.2.2. Représentations de de Rham. Si V est une Qp-représentation de GK, le K-espace

vectoriel DdR(V) = (BdR ⊗ V)GK est muni d’une filtration par des sous-K-espaces vecto-

riels Di
dR(V) pour i ∈ Z qui est décroissante (i.e. Di+1

dR (V) ⊂ Di
dR(V)) exhaustive (i.e.

Di
dR(V) = DdR(V) si i ≪ 0) et séparée (i.e Di

dR(V) = {0} si i ≫ 0). Une représentation

BdR-admissible est dite de de Rham. Si V est de de Rham, alors V est de Hodge-Tate et

DHT(V) est le gradué associé à DdR(V).

Utilisant l’injection ιn : B̃(0,p−n] → B+
dR, on peut retrouver DdR(V) et sa filtration

à partir de D†(V). (Si r > 0, on note D(0,r](V) le B
(0,r]
K -module (B(0,r] ⊗ V)HK ; c’est

[10] le plus grand sous-B
(0,r]
K -module D de type fini de D(V) tel que l’on ait ϕ(D) ⊂

B
(0, r

p
]

K ⊗
B

(0,r]
K

D)

Proposition 5.6 ([5]+[41]). — Si V est une Qp-représentation de GK, il existe n(V) tel

que si n ≥ n(V) et i ∈ Z, alors

Di
dR(V) =

(

tiKn[[t]] ⊗
B

(0,p−n]
K

D(0,p−n](V)
)ΓK

,

où tiKn[[t]] est considéré comme un B
(0,p−n]
K -module via l’injection ιn : B

(0,p−n]
K → Kn[[t]].

5.2.3. Représentations semi-stables. Une Qp-représentation de GK qui est B+
log[

1
t
]-admis-

sible (resp. B+
rig[

1
t
]-admissible) est dite semi-stable (resp. cristalline). Une Qp-représenta-

tion V de GK est dite potentiellement semi-stable s’il existe une extension finie L de K

telle que la restriction de V à GL soit semi-stable (en tant que représentation de GL). On

a les implications suivantes :

(i) < V cristalline > ⇒ < V semi-stable > ;

(ii) < V semi-stable > ⇒ < V potentiellement semi-stable > ;

(iii) < V potentiellement semi-stable > ⇒ < V de de Rham > ;

(iv) < V de de Rham > ⇒ < V de Hodge-Tate >.

La première implication vient de l’inclusion B †rig[
1
t
] ⊂ B†log[

1
t
], la seconde est une évidence,

la troisième vient de ce que BdR contient B†log[
1
t
] et F, et la dernière de ce que BHT est

l’algèbre graduée associée à BdR.

En ce qui concerne les implications en sens inverse, on a

(o) il existe des représentations cristallines non triviales ; par exemple, si k ∈ Z le

Qp-espace vectoriel Qp(k) de dimension 1 sur lequel σ ∈ GK agit par multiplication par

la puissance k-ième χ(σ)k du caractère cyclotomique ; plus généralement, et ça a été la

motivation [35] pour l’introduction de toutes ces notions, si X est une variété propre et lisse
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sur K possédant un modèle sur OK ayant bonne réduction, alors les Qp-représentations

Hi
et(XK,Qp) de GK fournies par la cohomologie étale de X, sont cristallines ;

(i) la représentation σ →

(

χ(σ) c(σ)

0 1

)

associée à log p est semi-stable mais pas cris-

talline ;

(ii) une représentation sur laquelle l’inertie de GK agit à travers un quotient fini non

trivial est potentiellement semi-stable (et même potentiellement cristalline), mais pas

semi-stable ;

(iii) l’implication < V de Rham >⇒ <V potentiellement semi-stable > est la conjecture

de monodromie p-adique de Fontaine ;

(iv) une extension non triviale 0 → Qp → V → Qp(k) → 0 est de Hodge-Tate mais pas

de de Rham si k > 0 ;

(v) la représentation σ →

(

1 log χ(σ)

0 1

)

associée à log 2iπ n’est pas de Hodge-Tate.

5.2.4. (ϕ, N)-modules filtrés. Si V est une Qp-représentation de GK, le F-espace vectoriel

Dst(V) = (B+
log[

1
t
]⊗V)GK est muni d’une action semi-linéaire de ϕ et d’une action linéaire

de N vérifiant la relation Nϕ = pϕN. D’autre part, K⊗F Dst(V) s’injecte dans DdR(V) et

est muni d’une filtration par des sous-K-espaces vectoriels qui est décroissante, exhaustive

et séparée. Un tel objet est appelé un (ϕ, N)-module filtré sur K. Le sous-F-espace vectoriel

Dcris(V) = Dst(V)N=0 de Dst(V) s’identifie à (B+
rig[

1
t
]⊗V)GK ; c’est un ϕ-module filtré sur

K.

Si D est un (ϕ, N)-module filtré sur K et DK = K⊗F D, l’injection de B+
log[

1
t
] dans BdR

induit une application

(

B+
log[

1

t
] ⊗F D

)N=0,ϕ=1

−→
(

BdR ⊗K DK

)

/
(

BdR ⊗K DK

)0

dont le noyau Vst(D) est un Qp-espace vectoriel (pas forcément de dimension finie) muni

d’une action de GK. (Les actions de ϕ, N et la filtration sur un produit tensoriel étant

données par les formules naturelles N(a⊗d) = N(a)⊗d+a⊗N(d), ϕ(a⊗d) = ϕ(a)⊗ϕ(d)

(BdR ⊗K DK)i =
∑

j∈Z Bi−j
dR ⊗ Dj

K.)

Si D est un (ϕ, N)-module filtré sur K, on peut lui associer deux invariants numériques

tN(D) et tH(D) définis par

tN(D) = vp(det ϕ) et tH(D) =
∑

i∈Z

i · dimK(Di
K/Di+1

K ).

(Comme ϕ n’est que semi-linéaire, son déterminant dépend de la base dans laquelle il est

calculé, mais sa valuation p-adique n’en dépend pas.) On dit que D est admissible si on a

tH(D) = tN(D) et tH(D′) ≤ tN(D′) pour tout sous-F-espace vectoriel D′ de D stable par ϕ

et N (D′K étant muni de la filtration induite).
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5.2.5. Construction des représentations semi-stables. Le théorème suivant fournit une

description concrète des représentations semi-stables et donc (modulo la conjecture de

monodromie de Fontaine) des représentations de de Rham.

Théorème 5.7 ([27, 26]). — La catégorie des représentations semi-stables de GK est

équivalente à celle des (ϕ, N)-modules filtrés admissibles sur K. Plus précisément, si V

est une représentation semi-stable, alors Dst(V) est un (ϕ, N)-module filtré admissible sur

K et Vst(Dst(V)) = V et, réciproquement, si D est un (ϕ, N)-module filtré admissible sur

K, alors Vst(D) est une représentation semi-stable de GK et Dst(Vst(D)) = D.

De plus, cette équivalence de catégories induit une équivalence entre la catégorie des

représentations cristallines et celle des ϕ-modules filtrés admissibles sur K.

On dispose de deux descriptions des représentations semi-stables : l’une, donnée par

le théorème ci-dessus, en termes de (ϕ, N)-modules filtrés admissibles sur K et l’autre en

termes de (ϕ, Γ)-modules étales sur B†K. Une question naturelle qui se pose est : < comment

passe-t-on de l’une à l’autre ? >. Dans un sens, en utilisant le fait que (B̃†rig,K, (B†rig,K,n)n∈N)

vérifie la propriété de Tate-Sen (TS2), on obtient le résultat suivant qui montre comment

retrouver les actions de ϕ et N sur Dst(V) à partir de D†(V) ; couplé avec la proposition 5.6,

il fournit une description du (ϕ, N)-module filtré Dst(V
†(D)) si D est un (ϕ, Γ)-module

étale sur B†K.

Proposition 5.8 ([5]). — Si V est une Qp-représentation de GK, alors

Dcris(V) =
(

B†rig,K[
1

t
] ⊗

B
†

K
D†(V)

)ΓK

et Dst(V) =
(

B†log,K[
1

t
] ⊗

B
†

K
D†(V)

)ΓK

.

Voir [74] pour des résultats de nature similaire. Le vrai problème est d’aller dans l’autre

sens car il est nettement plus facile de construire à la main un (ϕ, N)-module filtré ad-

missible qu’un (ϕ, Γ)-module. En d’autre termes, comment décrire les matrices de ϕ et

γ sur D†(Vst(D)) à partir de D, si D est un (ϕ, N)-module filtré admissible sur K. Ce

n’est pas une question complètement gratuite car on peut lire sur un (ϕ, Γ)-module des

propriétés de la représentation modulo p qui sont fort mystérieuses sur le (ϕ, N)-module

filtré. Une réponse < raisonnable > à cette question aurait des applications à la théorie

des déformations des représentations galoisiennes.

Le seul cas où l’on ait une réponse satisfaisante est le cas [75] où K = F est non ramifié,

et où Vst(D) est une représentation cristalline à poids de Hodge-Tate compris entre 0

et p − 1. (Il s’agit d’une démonstration des résultats de Fontaine et Laffaille [42] via la

théorie des (ϕ, Γ)-modules.) D’autre part, dans le cas où K = F est non ramifié, et où

Vst(D) est une représentation cristalline (sans hypothèse sur les poids de Hodge-Tate), on

sait [24] que l’on peut se débrouiller pour que les matrices de ϕ et γ soient à coefficients

dans OF[[π]].
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5.3. Représentations galoisiennes et équations différentielles

5.3.1. L’opérateur de Sen. Si on utilise la méthode de Sen et la proposition 4.1, on obtient

le résultat suivant qui est précisément le cas qu’avait considéré Sen [66].

Théorème 5.9 ([66]). — Si d ≥ 1, les applications naturelles

lim
−→

H1(ΓK, GLd(Kn)) −→ H1(ΓK, GLd(K̂∞)) −→ H1(GK, GLd(C)),

induites par l’inflation de ΓK à GK et les inclusions Kn ⊂ K̂∞ ⊂ C sont des bijections.

D’après cette proposition, si V est une représentation p-adique de GK et n est assez

grand, alors C⊗Qp V possède un unique sous-Kn-espace vectoriel DSen,n(V) fixe par HK,

stable par GK, de dimension dimQp V et tel que C ⊗Kn DSen,n(V) = C ⊗Qp V. (L’unicité

ne sort pas directement de la proposition, mais se démontre avec les mêmes techniques.)

On montre alors facilement que γ−1
χ(γ)−1

vu comme opérateur Qp-linéaire de DSen,n(V) tend

vers une limite quand γ ∈ ΓK tend vers 1. On obtient de la sorte [66] un opérateur ΘV

qui est Kn-linéaire et peut être vu comme un < poids de Hodge-Tate généralisé > :

Proposition 5.10. — Si V est une représentation de Hodge-Tate de GK, alors ΘV est

diagonalisable et ses valeurs propres sont les poids de Hodge-Tate de V (avec multiplicité).

Réciproquement, si ΘV est diagonalisable et ses valeurs propres sont des entiers, alors V

est de Hodge-Tate. En particulier, V est C-admissible si et seulement si ΘV = 0.

D’autre part, ΘV peut être vu comme un élément de C⊗Qp End(V) et Sen a démontré

le résultat suivant :

Théorème 5.11 ([65, 66]). — La sous-algèbre de Lie de End(V) engendrée par les lo-

garithmes des éléments du sous-groupe d’inertie de GK est la plus petite sous-algèbre de

Lie de End(V) définie sur Qp dont les C-points contiennent ΘV. En particulier, ΘV = 0

(i.e. V est C-admissible) si et seulement si le sous-groupe d’inertie de GK agit à travers

un quotient fini.

5.3.2. Le (ϕ,∇)-module associé à une représentation galoisienne. On note ∂ la dérivation

(1 + π) d
dπ

de B†F. Cette dérivation s’étend de manière unique à B†K pour toute extension

finie K de F et on a ∂ ◦ ϕ = p ϕ ◦ ∂.

Proposition 5.12 ([5]). — Si x ∈ B†rig,K, alors limγ→1, γ∈ΓK

γ−1
χ(γ)−1

x = ∇x, où ∇ = t∂ =

t d
dt

est une dérivation de B†rig,K.

L’existence de la limite résulte d’une étude directe de l’action de ΓK ; le reste est un

calcul immédiat.

Ce qui précède correspond au cas de la représentation triviale ; dans le cas général, on

a le résultat suivant :
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Proposition 5.13 ([5]). — Si V est une Qp-représentation de GK, la famille d’opérateurs
γ−1

χ(γ)−1
tend, quand γ ∈ ΓK tend vers 1, vers une connexion ∇V au-dessus de ∇ sur

D†rig(V). De plus, si n est assez grand, cette connexion laisse stable le sous-B
]0,p−n]
K -module

D]0,p−n](V) = B
]0,p−n]
K ⊗

B
(0,p−n]
K

D(0,p−n](V) de B†rig,K ⊗
B

†

K
D†(V).

On a donc associé à toute Qp-représentation V de GK un module avec connexion et

structure de Frobenius sur l’anneau de Robba B†rig,K. Ce n’est malheureusement pas suffi-

sant pour pouvoir utiliser les résultats généraux sur les équations différentielles p-adiques

car t n’est pas inversible dans B†rig,K, ce qui se traduit par l’existence potentielle d’une

infinité de singularités dans toute couronne du type 0 < vp(T) ≤ r. Comme t n’a que des

pôles simples, ces singularités sont régulières et on peut < localiser en ε (n) − 1 > pour les

étudier.

5.3.3. Localisation. La proposition 3.3 permet de déduire de la proposition 5.3 le résultat

suivant :

Proposition 5.14. — Si d ≥ 1, les applications naturelles

lim
−→

H1(ΓK, GLd(Kn[[t]])) −→ H1(ΓK, GLd((B
+
dR)HK)) −→ H1(GK, GLd(B

+
dR)),

induites par l’inflation de ΓK à GK et les inclusions Kn[[t]] ⊂ (B+
dR)HK ⊂ B+

dR sont des

bijections.

Comme dans le cas de C, cette proposition permet de montrer que, si V est une Qp-

représentation de GK et si n est assez grand, alors B+
dR ⊗Qp V possède un unique sous-

Kn[[t]]-module libre D+
Dif,n(V) fixe par HK, stable par GK, de rang dimQp V et tel que

B+
dR ⊗Kn DDif,n(V) = B+

dR ⊗Qp V. La famille d’opérateurs γ−1
χ(γ)−1

tend, quand γ ∈ ΓK tend

vers 1, vers une connexion ∇V au-dessus de ∇ = t d
dt

sur D+
Dif,n(V), et le résultat suivant

est immédiat :

Proposition 5.15 ([5]). — (i) On obtient (DSen,n(V), ΘV) à partir de (D+
Dif,n(V),∇V)

en regardant modulo t.

(ii) L’isomorphisme D+
Dif,n(V) = Kn[[t]] ⊗

B
]0,p−n]
K

D]0,p−n](V) commute à ∇V.

Le (ii) montre que D+
Dif,n(V) est le localisé du (ϕ,∇)-module D ]0,p−n](V) en ε(n)−1 et le

(i) montre que le résidu de la connexion ∇V en ce point est ΘV. Pour pouvoir se débarrasser

de ces singularités, il faut au moins que ΘV soit diagonalisable à valeurs propres entières

(i.e. que V soit de Hodge-Tate), mais ce n’est pas suffisant (voir ci-dessous) ; en tout cas,

ce résultat montre que le (ϕ,∇)-module associé à une représentation galoisienne admet

en général une infinité de singularités < non enlevables >.

Proposition 5.16 ([5, 41]). — (i) D+
Dif,n(V) est sans singularité si et seulement si V est

C-admissible.
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(ii) D+
Dif,n(V) est à singularités apparentes [la connexion a une base de sections hori-

zontales dans DDif,n(V) = Kn((t))⊗Kn[[t]] D
+
Dif,n(V)] si et seulement si V est de de Rham.

Le (i) est une évidence et le (ii) se démontre en utilisant la proposition 5.6. Remarquons

que si V est de de Rham, alors DDif,n(V) = Kn((t))⊗K DdR(V) et donc DDif,n(V) possède

un sous-Kn[[t]]-réseau sur lequel on peut diviser ∇V par t, à savoir Kn[[t]] ⊗K DdR(V).

5.3.4. Le (ϕ, ∂)-module attaché à une représentation de de Rham. D’après le paragraphe

précédent, si V est de de Rham, les singularités de ∇V ne sont qu’apparentes d’un point

de vue local ; le problème est donc d’arriver à les supprimer simultanément ou, ce qui

revient au même, de trouver un réseau sur lequel on puisse diviser ∇V par t. Le lemme

suivant fournit la clé de ce que l’on doit faire.

Lemme 5.17. — x est divisible par t dans B†rig,K si et seulement si (ιn(x)) ∈ tB+
dR, pour

tout n assez grand.

Soit alors D†rig(V) = B†rig,K ⊗
B

†

K
D†(V), et soit NdR(V) l’ensemble des x ∈ D†rig(V)[1

t
],

tels que ιn(x) ∈ Kn[[t]]⊗KDdR(V) si n est assez grand (dépendant de x). Ce B†rig,K-module

est fermé et, si a et b sont respectivement le plus grand et le plus petit poids de Hodge-

Tate de V, alors NdR(V) contient t−bD†rig(V) et est contenu dans t−aD†rig(V) ; c’est donc

un B†rig,K-module libre de rang d (cf. prop. 1.1). Un peu plus de travail permet d’obtenir :

Théorème 5.18 ([5]). — Si V est une Qp-représentation de de Rham de GK de dimension

d, alors D†rig(V)[1
t
] contient un unique sous-B†rig,K-module NdR(V) libre de rang d stable

par ∂V = t−1∇V.

De plus, ce module est stable par ϕ et ΓK et on a

B†rig,K[
1

t
] ⊗

B
†

rig,K
NdR(V) = B†rig,K[

1

t
] ⊗

B
†

K
D†(V).

Ce théorème admet comme corollaire la conjecture de monodromie de Fontaine (modulo

la conjecture de monodromie de Crew) : si V est de de Rham, NdR(V) est un (ϕ, ∂)-module

sur l’anneau de Robba B†rig,K. Un tel module étant quasi-unipotent d’après la conjecture

de Crew, il existe une extension finie L de K telle que B†log,L[1
t
] ⊗

B
†

K
D†(V) admette une

base constituée de sections horizontales pour ∇V. Vu le lien entre ΓL et ∇V, cela implique

que ΓL agit à travers un quotient fini sur l’espace vectoriel des sections horizontales, et

la proposition 5.8 permet de montrer que V est semi-stable en tant que représentation de

GLn si n est assez grand.

Remarque 5.19 ([5]). — Si V est C-admissible, alors NdR(V) = D†(V). Ceci permet de

déduire du théorème de Tsuzuki (cor. 2.10) l’équivalence (cf. th. 5.11)

< V est C-admissible > ⇔ < l’inertie de GK agit à travers un quotient fini >.
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Fourier 52 (2002).
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d’Orsay (1996).

[11] F. Cherbonnier et P. Colmez, Représentations p-adiques surconvergentes, Inv.

Math. 133 (1998), 581–611.
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différentielles p-adiques IV, Inv. Math. 143 (2001), 629–672.
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sommes exponentielles, Actualités Mathématiques, Hermann, Paris, 1994.
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[42] J-M. Fontaine et G. Laffaille, Construction de représentations p-adiques, Ann.

Sci. E.N.S. 15 (1982), 547–608.

[43] J-M. Fontaine et J-P. Wintenberger, Le corps des normes de certaines exten-
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de l’irrégularité dans un disque, Ann. Inst. Fourier 35 (1985), 13–55.

[65] S. Sen, Lie algebras of Galois groups arising from Hodge-Tate modules, Ann. of

Math. 97 (1973), 160–170.

[66] S. Sen, Continuous cohomology and p-adic Galois representations, Inv. Math. 62

(1980/81), 89–116.

[67] J-P. Serre, Corps locaux, Deuxième édition. Publications de l’Université de Nan-

cago, No. VIII. Hermann, Paris, 1968. 245 pp.

[68] J. Tate, p-divisible groups, Proc. Conf. Local Fields (Driebergen, 1966) 158–183

Springer, Berlin.

[69] T. Tsuji, p-adic étale cohomology and crystalline cohomology in the semi-stable

reduction case. Inv. Math. 137 (1999), 233–411.

[70] T. Tsuji, Semi-stable conjecture of Fontaine-Jannsen : a survey, Astérisque 279
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Institut de mathématiques de Jussieu

4 place Jussieu

F-75005 PARIS

E-mail : colmez@math.jussieu.fr
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ON THE n!-CONJECTURE

by Claudio PROCESI

1. MACDONALD POLYNOMIALS, THE POSITIVITY CONJECTURE

In 1988 Macdonald defined 2-parameter symmetric functions unifying the theory of

Hall-Littlewood and Jack polynomials (cf. [M],[M1]).

We recall a variant of his construction (cf. [H]). For given positive integer n we want

to define symmetric functions H̃λ(X) indexed by partitions of n and with coefficients

in Q(q, t). We use the fact that symmetric functions (in infinitely many variables) are

polynomials in the Newton functions ψk :=
∑

i x
k
i .

The H̃λ(X) are implicitly defined using dominance order and plethystic transforma-

tions.

For a symmetric function f(X) the plethystic transformation f(X) → f(X[1−q]) is the

unique morphism Q[ψ1, . . . , ψm, . . . ] to Q(q)[ψ1, . . . , ψm, . . . ] sending ψk → ψk(1−qk).The

dominance order of partitions, is

(p1, p2, . . . , pn) ≥ (q1, q2, . . . , qn), ⇐⇒ ∀k p1 + p2 + · · · + pk ≥ q1 + q2 + · · · + qk.

Finally for a partition λ its dual λ′ is obtained exchanging rows and columns in its Young

diagram.

1.1. Theorem (Macdonald(1)). — There exist unique symmetric functions H̃λ(X) sat-

isfying:

1) H̃λ(X[1 − q]) lies in the vector space over Q(q, t) generated by the Schur functions

Sµ(X), µ ≥ λ.

2) H̃λ(X[1 − t]) lies in the vector space over Q(q, t) generated by the Schur functions

Sµ(X), µ ≥ λ′.

3) In the expansion of H̃λ(X) through Schur functions, the coefficient of Sn is 1.

(1)I follow here Haiman’s approach [H].
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Positivity conjecture

The coefficients of the expansion H̃λ(X) through Schur functions are polynomials in q, t

with coefficients positive integers.

For further discussion and a guide through the literature we refer to [H].

2. n!-CONJECTURE

Since the work of Frobenius, the connection between symmetric functions and repre-

sentations of the symmetric group has been well understood. In particular it is useful

to associate to the irreducible representation indexed by a partition λ the Schur func-

tion Sλ(X). Extending this by linearity one has a linear isomorphism χ → F (χ), (called

Frobenius character) between the space of characters of the symmetric group on n letters

and the space of symmetric functions of degree n.

With this convention suppose we have a bigraded representation of the symmetric

group Vi,j and let χi,j be the corresponding bigraded character. Then we construct the

2-parameter symmetric function, called its bigraded Frobenius character:
∑

i,j

qitjF (χi,j).

So, to prove the positivity conjecture one should construct, for each partition λ, a bigraded

representation whose bigraded Frobenius character is the Macdonald polynomial H̃λ(X).

In 1991 Adriano Garsia and Mark Haiman, inspired by similar constructions for the

simpler case of q−Kostka polynomials (cf. [GP]), proposed such a construction.

Let R := C[x1, . . . , xn; y1, . . . , yn] be the polynomial ring in 2n variables.

A partition λ of n will be always identified to a set of n points in the integral lattice.

The n pairs λ := {(ih, jh)}, h = 1, . . . , n of numbers give (up to sign) the polynomial:

Dλ := det(xih
k yjh

k ) ∈ R, (h, k = 1, . . . , n).

Consider the R module structure on R setting:

p.f := p
( ∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂xn

;
∂

∂y1

, . . . ,
∂

∂yn

)

f

set:

Iλ := {p ∈ R| p.Dλ = 0}, Vλ := {p.Dλ|p ∈ R},

Vλ
∼= R/Iλ is the space spanned by all the derivatives of the polynomial Dλ.

n!-conjecture [GH]: dim R/Iλ = dim Vλ = n!
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We let the symmetric group Sn act on R := C[x1, . . . , xn; y1, . . . , yn] by the diagonal ac-

tion (or simultaneously on the x and y). Since Dλ is bihomogeneous and skew symmetric,

it is clear that Vλ = R/Iλ is a bigraded representation of the symmetric group so:

Second conjecture [GH]: The bigraded Frobenius character of Vλ is the Macdonald poly-

nomial H̃λ(X).

Both conjectures have now been proved by Mark Haiman, his final results are in [H2].

It has turned out that the most difficult part of the project has been to establish the

n!-conjecture.

The proof of the n!-conjecture is based on a deep property of the Hilbert scheme of

n-tuples of points in the plane. This connection has also allowed Haiman to solve other

conjectures on diagonal harmonics as we shall explain at the end (cf. [H1], [H3]).

In order to see how the Hilbert scheme enters, let us first make an elementary remark.

Define a linear form Tλ on R as:

(2.1) Tλ(p) := (p.Dλ)(0).

2.2. Lemma. — Iλ := {p ∈ R| Tλ(pq) = 0, ∀q ∈ R}.

Proof. — A polynomial p ∈ R is 0 if and only if (q.p)(0) = 0 for every q ∈ R. Thus

p.Dλ = 0 if and only if q.(p.Dλ)(0) = 0, for every q. Since q.(p.Dλ) = (qp).Dλ we have

the claim.

Remark that, if h, k is a pair of natural integers, external to the partition λ we have,

for every i:

∂

∂xi

h ∂

∂yi

k

Dλ = 0

It follows that Iλ contains the monomials xh
i y

k
i for every such pair. In other words, set Jλ to

be the ideal of C[x, y] generated by the monomials xhyk, (h, k) /∈ λ and Aλ := C[x, y]/Jλ.

Aλ has dimension n and, as basis, the monomials xiyj, (i, j) ∈ λ.

Finally, identifying R = C[x, y]⊗n we have that R/Iλ is a quotient of A⊗n
λ .

The linear form Tλ factors through A⊗n
λ and it is antisymmetric. Any antisymmetric

linear form factors through antisymmetrization A⊗n
λ → ∧nAλ. We have dim∧nAλ = 1,

since dim Aλ = n, hence such a form up to scalar is unique.

Thus the n!-conjecture is equivalent to:

Rank conjecture The form Tλ(pq) on A⊗n
λ has rank n!.
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It has turned out to be too difficult to analyze directly the ideal Jλ, but rather one

must work more globally on Hn, the Hilbert scheme of all ideals I of codimension n in

C[x, y]. Hn comes together with the universal family

(2.3) F := {(I, p) ∈ Hn × C2| I(p) = 0}.

The projection map p : F → Hn is flat and F := p∗OF is the tautological vector bundle

F = {(I, C[x, y]/I)}, a bundle of algebras of dimension n over Hn.

A fundamental theorem of Fogarty [F] states that the Hilbert scheme is smooth of

dimension 2n, from which it follows easily that it gives a (crepant) resolution of singular-

ities:

Hn
ρ

−→ C2n/Sn.

In the Hilbert scheme the ideals Jλ play a special role. In fact on C2 and hence on

Hn, acts a two dimensional torus T := {(α, β)} through (α, β)(x, y) := (αx, βy). A fixed

point is just a bihomogeneous ideal and one easily sees that these are exactly the ideals

Jλ (indexed by partitions of n).

One uses always the fact that any T stable closed subset of Hn contains a fixed point.

Now we can globalize the rank conjecture. Consider the antisymmetrization T : F⊗n →

∧nF which induces a form T (ab) on the bundle F⊗n.

2.4. Lemma. — T has generically rank n!. The n!-conjecture is equivalent to the state-

ment that the form T has always rank n!. In this case F⊗n/Ker(T ) is a bundle of algebras

each carrying the regular representation of Sn.

Proof. — In a generic point of the Hilbert scheme, the ideal I defines n−distinct points

and the algebra C[x, y]/I = ⊕n
i=1Cei with the ei orthogonal idempotents.

It is easily seen that the kernel of T has, as basis, the elements ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ ein

where the indices are not all distinct. Its complement is the regular representation with

basis eσ1 ⊗ eσ2 ⊗ · · · ⊗ eσn, σ ∈ Sn.

If the rank is constant we must have a bundle of regular representations. The set of

points with rank n! is open dense and T stable, hence if the complement, where rank

< n!, is non empty it must contain a fixed point Jλ contradicting the n! conjecture.

Let now Bn be the sheaf of sections of F⊗n (a bundle of algebras) and In the sheaf of

ideals kernel of T .We have:

(2.5) Spec(Bn) := {(I, p1, p2, . . . , pn) ∈ Hn × (C2)n| I(pi) = 0, ∀i = 1, . . . , n}.

Now we can define the subvariety Xn of Spec(Bn) which is the closure of its open subset

where all pi are distinct.



898-05

2.6. Lemma. — Xn is defined by the sheaf of ideals In. The commutative diagram:

(2.7)

Xn −−−→ C2n

p



y



y

Hn −−−→ C2n/Sn

identifies Xn to the reduced fiber product.

Sketch of proof. The sheaf of ideals In restricted to the part of Hn consisting of reduced

subschemes, defines the set where all the pi are distinct. One obtains immediately the

first statement. In the commutative diagram, by construction, Xn is a subvariety of the

reduced fiber product Xn. On the regular part the fiber product is reduced, so it is enough

to show that Xn is irreducible. One sees this by induction on n using the fact that the

preimage under p, of a subscheme supported in a unique point, is a point.

2.8. Theorem. — The kernel of T has constant rank if and only if Xn is Cohen-

Macaulay and Gorenstein. In this case Bn/In = p∗(O(Xn)).

Xn is Cohen-Macaulay if and only if the morphism p : Xn → Hn is flat. In this case

Bn/In = p∗(O(Xn)).

Proof. — Some parts are fairly straightforward. Let us see how the Gorenstein property

plays a role. Assume Xn is Cohen-Macaulay and Gorenstein. Take a point Iλ ∈ Hn we

have seen that there is a unique point in p−1(Iλ). The coordinate ring Bλ of the sheme

theoretic fiber p−1(Iλ) is the local ring in this point modulo a regular sequence, hence

by the Gorenstein assumption it has a 1-dimensional socle (a unique minimal ideal). It

must necessarily be Sn stable and hence carry the sign representation, then the kernel

of T on Bλ is an ideal which, if non 0, must contain the sign representation. This is

clearly absurd so the form T (ab) is non degenerate on the n! dimensional algebra Bλ.The

converse follows a similar line.

3. THE G-HILBERT SCHEME

It is quite interesting (and useful) to reinterpret the previous discussion as follows.

If we have that the map p : Xn → Hn is flat, we also have that each fiber of p is

a subscheme of length n! in C2n. From the theory of the Hilbert scheme we have then

a classifying map i : Hn → Hn!,2n where Hn!,2n is the Hilbert scheme parameterizing

subschemes of length n! in C2n. On the other hand, the open part of Hn corresponding

to subschemes with n−distinct points parametrizes the generic orbits of Sn in C2n.
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In general, given a finite group G acting faithfully on an irreducible quasi-projective

variety X we have the following construction of Ito and Nakamura [I-N]. Consider the

open set X0 (the union of the generic orbits) over which G acts freely. The set of such

orbits X0/G can be identified with a locally closed subset of the Hilbert scheme H|G|,X

of finite subschemes of length |G| in X. One sees easily that this is in fact open in the

subscheme of G fixed points of H|G|,X .

The closure H̃G,X of X0/G in H|G|,X is an irreducible component of the subscheme of

G-stable finite schemes for which the coordinate ring carries the regular representation.(2)

By continuity the universal family restricted to H̃G,X is a flat family of G-stable finite

schemes for which the coordinate ring carries the regular representation.

For a G-variety X this closure of X0/G will be called the G-Hilbert scheme and denoted

H̃G,X . It comes equipped with a proper birational morphism ρ : H̃G,X → X/G. It seems to

be quite interesting to determine when H̃G,X is smooth, and hence ρ a canonical resolution

of singularities (cf. [BKR]). It is not hard to prove that, in our setting, from the flatness

of p : Xn → Hn follows that Hn is identified to the G-equivariant Hilbert scheme of C2n

and Xn to its universal family.

4. Xn IS COHEN-MACAULAY AND GORENSTEIN

The main theorem proved by Haiman in [H2], from which he deduces both the n! and

the Macdonald positivity conjectures, is:

4.1. Theorem. — Xn is Cohen-Macaulay and Gorenstein.

The idea of the proof is to use induction on n and the fact that, on the points H0
n of Hn

which do not define n coincident points, we have a local structure, analytically a product

Xh × Xk
g

−−−→ C2h × C2k

ph×pk



y



y

Hh × Hk −−−→ C2h × C2k/Sh × Sk

By induction if X0
n is the open set of Xn lying over H0

n, then X0
n is Cohen-Macaulay and

Gorenstein, moreover Rgi
∗O(X0

n) = 0, ∀i > 0.

More precisely one has to use the flag Hilbert scheme Hn,n−1 and the corresponding

variety Xn,n−1 and exploit the birational map Xn,n−1 → Xn.

(2)These subschemes are called G−clusters in [BKR].
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Set theoretically Hn,n−1 is made of pairs of ideals

I ⊂ J ⊂ C[x, y]| dim C[x, y]/I = n, dim C[x, y]/J = n − 1.

We have 3 natural morphisms:

Hn,n−1
q

−→ Hn, Hn,n−1
r

−→ Hn−1, Hn,n−1
f

−→ C2.

From a result of Tikhomirov and also Cheah (cf. [C]) we have:

4.2. Theorem. — Hn,n−1 is smooth and Hn,n−1
q×f
−→ Hn ×C2 has as image the universal

family F and it is a resolution of the singularities of F .

Composing r with the morphism Hn−1
s

−→ C2(n−1)/Sn−1 we obtain

Hn,n−1
sr×f
−→ C2(n−1)/Sn−1 × C2 = C2n/Sn−1.

At this point define Xn,n−1 as reduced fiber product:

(4.3)

Xn,n−1 −−−→ Xn−1


y p



y

Hn,n−1 −−−→ Hn−1

On the varieties Xn,n−1, Xn, Hn,n−1, Hn we have standard line bundles. On Hn define

OHn(1) as the maximal exterior power of the tautological bundle and OHn(k) = OHn(1)k.

On Hn,n−1 we have the line bundles obtained by pull-back through the 2 projections,

Hn,n−1
q

−→ Hn, Hn,n−1
r

−→ Hn−1 we set:

O(h, k) := r∗OHn−1(h) ⊗ q∗OHn(k).

On Xn,n−1, Xn define also sheaves O(h, k),O(k) by pull-back from Hn,n−1, Hn.

We can now reformulate Theorem 4.1 in a more precise form:

4.4. Theorem. — T(n) Xn is Cohen-Macaulay, Gorenstein with dualizing sheaf

O(−1).

U(n) Xn,n−1 is Cohen-Macaulay and Gorenstein with dualizing sheaf O(0,−1).

The technique of the proof will be to follow the sequence of implications

T (n − 1) =⇒ U(n) =⇒ T (n).

To proceed we must compute some canonical sheaves (cf. [H2], §3.6):

4.5. Theorem. — For Hn,n−1, Hn we have as canonical sheaves:

ωHn,n−1 = O(1,−1), ωHn = O(0) structure sheaf.

It is necessary first of all to prove:
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4.6. Lemma. — Suppose by induction that Xn−1 → Hn−1 is flat, the diagram

Xn,n−1 −−−→ Xn−1


y p



y

Hn,n−1 −−−→ Hn−1

is a fiber product.

Proof. — The statement claims that, forming the fiber product

Y −−−→ Xn−1 × C2

p′



y p



y

Hn,n−1 −−−→ Hn−1 × C2

we have that Y is reduced and thus it coincides with Xn,n−1.In order to prove it we use

the fact that p is flat and finite and so also p′ is flat and finite, thus Y is Cohen-Macaulay

and it suffices to prove that it is reduced in codimension 0, which one obtains restricting

to the regular part of the diagram.

Now prove that T (n − 1) =⇒ U(n).

From the previous Lemma it follows that Xn,n−1 is Gorenstein, moreover the dualizing

sheaf relative to the morphism Xn,n−1 → Xn−1 is the pull-back of the dualizing sheaf

relative to the morphism Hn,n−1 → Hn−1 which is O(1,−1) while the dualizing sheaf of

Xn−1 is by induction O(−1, 0) thus the tensor product is O(0,−1).

Now the implication U(n) =⇒ T (n).

One has to analyze the morphism g : Xn,n−1 → Xn. The main Theorem follows from

general principles from the proposition:

4.7. Proposition. —

(4.8) Rig∗O(Xn,n−1) = 0,∀i > 0, g∗O(Xn,n−1) = O(Xn).

This proposition is based on a basic Lemma and some geometric considerations.

4.9. Lemma. — Given a proper morphism g : Y → X between algebraic varieties over

C. Suppose we have given m global functions z1, . . . , zm on X and let Z be the subvariety

of X where they vanish and U := X − Z the complement.

Assume the following conditions:

(1) The zi form a regular sequence in every local ring OX,P , P ∈ Z.

(2) The zi form a regular sequence in every local ring OY,Q, Q ∈ g−1(Z).

(3) Every fiber of g has dimension < m − 1.
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(4) On the open set U the canonical morphism OX → Rg∗OY is an isomorphism,

then the canonical morphism OX → Rg∗OY is an isomorphism (everywhere).

This Lemma has a fairly simple cohomological proof ([H2], Lemma 3.8.5). The hard

point is to apply this Lemma to the morphism g. We choose as sequence zi the n − 1

functions y1 − y2, . . . , y1 − yn and we need to verify the hypotheses (1)-(4).

The most difficult is (1).

In any case both for (1) and (2) one proves the stronger statement that y1, y2, . . . , yn is

a regular sequence.

One observes:

For (2) by induction all the local rings are Cohen-Macaulay, one must verify that the

codimension of the variety given by the equations y1 = y2 = · · · = yn = 0 is n.It is enough

to do it for Hn,n−1, since Xn,n−1 → Hn,n−1 is finite.

For (3) it is enough to analyze the morphism Hn,n−1 → Hn.

The fiber has maximal dimension on the fixed points, i.e. the ideals Jλ, and consists

of the ideals of dimension 1 of C[x, y]/Jλ. By direct inspection one sees that this is a

projective space of dimension d−1 where d is the number boundary cases of the diagram.

For n > 3 the inequality is easy while for n ≤ 3 one must prove the Lemma directly.

To prove (4) we see that on U the morphism is locally isomorphic to a product of two

morphisms g : Xk,k−1 × Xh,h−1 → Xk × Xh. Thus we can proceed by induction.

(1) is the difficult part.

First a reduction: Presenting Hn and Xn as blow-ups.

First Hn. Let R := C[x1, . . . , xn; y1, . . . , yn] be the polynomial ring in 2n variables:

S := C[x1, . . . , xn; y1, . . . , yn]Sn , A := {f ∈ R|σ(f) = ǫσf, σ ∈ Sn}

the invariants and the alternating elements under the diagonal action of Sn (ǫσ denotes

the sign of the permutation). Finally let I := AR be the ideal of R generated by A. We

add an indeterminate t and consider the two graded algebras:

Un := S

∞⊕

i=1

Aiti, Vn := R

∞⊕

i=1

I iti.

One acts with Sn on R[t] by the diagonal action on R and acting on t with the sign

representation.

4.10. Theorem. — a) U = V Sn.

b) Hn = Proj(Un), Xn = Proj(Vn).
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Sketch of proof. It is well known that Hn can be described as follows (cf. [N]).

Consider the variety Z of triples (X,Y, v) where X,Y are two n × n matrices with

XY = Y X, v ∈ Cn a vector. Define Z0 to be the open set of Z where the vectors X iY jv

generate the space Cn.

Z0 is smooth, the group GL(n, C) acts freely on Z0 and finally Hn = Z0/GL(n, C).

On Z many conjectures are open but we know that it is irreducible and that pairs of

diagonalizable matrices are dense in Z.

Construct the quotient in two steps: H̃n = Z0/SL(n, C), Hn = H̃n/C∗ we see that

Z0/SL(n, C) is an open set of the variety Z//SL(n, C).

By definition Z//SL(n, C) is the spectrum of the ring of invariants and, by classical

invariant theory such invariants are generated by:

tr(M), [M1v,M2v, . . . ,Mnv]

where M,Mi denote monomials in the matrices X,Y and [M1v,M2v, . . . ,Mnv] denotes

the determinant of these vectors.

By the previous remarks we can compute this ring by restricting it to pairs of diagonal

matrices and then it is easy to see that it is identified to Un. Moreover the open set

Z0/SL(n, C) is the part where at least one of the determinants [M1v,M2v, . . . ,Mnv] is

non 0 from which the statement easily follows.

As for Xn one has clearly a commutative diagram:

(4.11)

Proj(Vn) −−−→ C2n

p



y



y

Proj(Un) −−−→ C2n/Sn

comparing it to 2.7 one has the claim.

At this point one has the next reduction:

In order to prove condition (1) it suffices to prove that, for every d the ideal Id is a free

module over the polynomial ring C[y1, . . . , yn].

This last statement will be further reduced to a more combinatorial statement. In order

to explain it we must introduce some new objects, the polygraphs.

Thus, given a positive integer l let us denote by [l] the segment [1, 2, . . . , l].

Given a function f : [l] → [n] consider the induced linear map πf : (C2)n → (C2)l, and

its graph Wf ⊂ (C2)n × (C2)l.
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The union Z(n, l) := ∪fWf as f varies on the set of all functions f : [l] → [n] is a

polygraph. Clearly on this polygraph operate various groups, in particular we will use the

group Sl, and its subgroups, which permutes functions and graphs.

Call xi, yi the coordinates on (C2)n and ai, bi those on (C2)l.

The coordinate ring of Z(n, l) is a quotient R(n, l) := C[xi, yi, aj, bj]/I(n, l).

We consider next l = nd and decompose

(C2)n × (C2)n × · · · × (C2)n = (C2)l

the group Sd
n operates permuting separately the coordinates of the factors and on the ring

R(n, l)). Consider the subspace R(n, l)ǫ of antisymmetric elements (with respect to all

factors Sn).

4.12. Lemma. — There is a canonical isomorphism as R modules of R(n, l)ǫ and Id.

Proof. — Let f0 : [l] → [n] be defined as f0(kn + i) = i, ∀1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ k < d call

Wf0 = (C2)n the associated graph. The restriction of functions of R(n, l) to such a space

is a morphism of R modules and sends akn+i → xi, bkn+i → yi, it is easily seen that it

maps R(n, l)ǫ surjectively to Jd.

It is enough to prove that it is also injective. In fact an antisymmetric function vanishes

on Wf if f(kn + i) = f(kn + j), 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ k < d, i 6= j. Any other function is

in the orbit of f0 relatively to Sd
n. By antisymmetry a function in R(n, l)ǫ is determined

completely by its values on Wf0 .

So finally let us show that everything will follow from the final key statement:

4.13. Theorem. — R(n, l) is a free module on the polynomial ring C[y1, . . . , yn].

Assume the last statement. Decomposing R(n, l) into isotypic components with respect

to Sd
n we see that R(n, l)ǫ is a direct summand as module and so from the freeness of R(n, l)

follows also that of Id isomorphic to R(n, l)ǫ.

At the end of this long sequence of reductions we have to face Theorem 4.12. This

is proved by Haiman with a very long and complex induction only using a very careful

bookkeeping and commutative algebra which occupies more than 30 pages of his paper.

Rather than try to discuss this highly technical point we prefer to discuss some further

developments. Nevertheless one should point out that, from the considerations that we

will see in the next paragraph (Theorem 5.1), the appearence of polygraphs and their

properties are geometrically natural.
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5. DIAGONAL HARMONICS

The space of diagonal harmonics Dn can be defined as the subspace of polynomials in

C[x1, . . . , xn; y1, . . . , yn] solutions of the system of differential equations P (
∂

∂xi

,
∂

∂yi

)f = 0

where P runs over all polynomials without constant term which are symmetric with

respect to the diagonal action of Sn.

Dn can also be identified with polynomial ring C[x1, . . . , xn; y1, . . . , yn] modulo the ideal

generated by all Sn invariant polynomials without constant term.

Garsia and Haiman discovered a series of interesting conjectures mixing algebra, com-

binatorics and geometry on the space Dn, which is a bigraded, finite dimensional repre-

sentation of Sn. The simplest of which describe its dimension as a vector space and its

structure as representation.

(1) dim Dn = (n + 1)n−1.

(2) As a representation Dn is isomorphic to the permutation representation on the set

of parking functions tensored by the sign representation.(3)

More precise conjectures on the bigraded character can be found in [GH1], in particular

a rather remarkable expression for its bigraded Frobenius character.

One can attack these conjectures using the Lefschetz fixed point formula of Atiyah-Bott

(cf. [AB]).

The idea is to prove that the space of diagonal harmonics can be identified with the

global sections of the vector bundle p∗OXn restricted to the subvariety of Hn consisting

of subschemes supported at 0 and then compute its character by localization principles.

This vector bundle is acted upon by the torus T and the Lefschetz fixed point formula

of Atiyah-Bott can be applied provided one knows the vanishing of suitable cohomology

groups. Finally these vanishing theorems can be deduced by applying the theory of Bridge-

land King Reid to Xn (this can be done because of the solution of the n!−conjecture).

Their theory in our case establishes an equivalence of derived categories the BKR corre-

spondence (generalized McKay correspondence) between the derived category of coherent

sheaves on Hn and that of Sn−equivariant modules over R.

The announced geometric interpretation of polygraphs and their property is:

5.1. Theorem. — Under the BKR correspondence the polygraph R(n, l) corresponds to

the bundle F l.

(3)n−people choose a spot out of n linearly ordered parking spots. They must reach their chosen spot

and, if free park in it, otherwise reach the first free spot and park. The choice made is a parking function

if, no matter in which order the people arrive they always park.
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The locus V (y1, . . . , yn) in Xn is a complete intersection.

This provides the requested vanishing theorems.

Once all of this is done one obtains finally an explicit formula, in term of Macdonald

polynomials of the bigraded character of Dn (cf. [H3], 3.10 and 3.11). In particular the

two previous conjectures follow from this formula.

Final comments

The theory we have sketched applies to the sum of two copies of the standard reflection

representation of Sn. It thus suggests possible generalizations to other reflection groups.

At the moment it is not very clear what can be generalized and in which form, as the

question of understanding which G-Hilbert schemes are smooth is completely mysterious.

Haiman has made some computations for type Bn.
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DUALITÉS DE CHAMPS ET DE CORDES

[d’après ’t Hooft, Polyakov, Witten et al.]

par Daniel BENNEQUIN

L’auteur souhaite seulement présenter, pour des mathématiciens, le cadre géomé-

trique des dualités en physique. En particulier, faute de temps et de place, l’exposé

écrit ne développe pas les principales applications en mathématique : symétrie miroir

et théorie de Seiberg-Witten.

1. DUALITÉS CLASSIQUES

1.1. Une dualité s’installe lorsque deux points de vue opposés sont nécessaires pour

décrire un même ensemble de phénomènes. La dualité est l’échange de points de

vue complémentaires. Elle est partout présente en physique.

Une première manifestation de dualité est expliquée dans le cours de Feynman : la

description d’un champ doit passer par la description du mouvement d’une particule

test ou d’un appareil amplificateur (par exemple de la limaille de fer pour un champ

magnétique ou des antennes pour les ondes gravitationnelles). À un niveau plus

fin, la particule crée des champs ; plus fondamentalement, particule et appareil sont

eux-mêmes des champs ; comment décrire cette interaction entre champs sans choisir

un point de vue extérieur aux champs ?

La perception visuelle fait aussi intervenir une dualité, que B. Julia m’avait si-

gnalée : les photons qui renseignent sur une position de la matière ne communiquent

que des impulsions ; à partir d’une fonction des impulsions et des fréquences (p, ω),

notre système nerveux extrait une fonction des positions et du temps (q, t). La

transformation de Fourier est une expression mathématique de cette dualité. Elle
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traduit en Analyse la plus ancienne dualité développée en mathématique : la dualité

projective de Poncelet.

En mécanique quantique, la transformation de Fourier devient un changement

de repère (W. Heisenberg, [38]), exprimant la dualité onde-corpuscule. Le principe

d’incertitude limite la compatibilité des points de vue mis en dualité, mais la mécani-

que quantique rétablit aussi un équilibre entre la matière et les champs d’interaction,

en introduisant la fonction d’onde de Schrödinger.

Le domaine classique impose des équations différentielles à ses champs, par exem-

ple l’équation de Maxwell pour le champ électromagnétique, l’équation d’Einstein

pour le champ gravitationnel. La Mécanique quantique relativiste ajoute les équa-

tions de Dirac pour les fonctions d’ondes. Dualement, le champ de Maxwell peut

être vu comme fonction d’onde du photon.

Dans le vide sur R4 , les équations de Maxwell pour les champs électrique et

magnétique E et B s’écrivent

∇× B =
∂E

∂t
, ∇× E = −

∂B

∂t

∇ · B = 0, ∇ · E = 0

elles sont symétriques pour la transformation

E 7−→ B , B 7−→ −E.

C’est surtout cette sorte de symétrie qui s’appelle dualité dans les développements

récents (Misner et Wheeler, cf. [56]).

Pour que cette symétrie reste valable en présence de charges et de courants, Dirac

a proposé, en 1931, d’ajouter des charges et des courants magnétiques aux côtés des

charges et des courants électriques usuels ([14], [15]). Ce fut l’invention du monopôle

magnétique, activement recherché mais toujours non détecté.

Cependant, le potentiel magnétique est un vecteur et le potentiel électrique, lui, est

un scalaire, ce qui fait penser qu’à un niveau plus profond, notamment en mécanique

quantique des difficultés s’opposent à la dualité électrique–magnétique (cf. Witten,

1997, [93]).

Dans la théorie des interactions faibles (principales responsables des effets radio-

actifs), on rencontre une généralisation des équations de Maxwell, les équations

de Yang-Mills-Higgs (cf. § 1.2). Pour des équations analogues, en 1974, ’t Hooft

et Polyakov ont découvert des monopôles magnétiques non abéliens, et établi une

forme de dualité échangeant magnétisme et électricité (cf. § 2.3). Pourtant, là aussi,

les degrés de liberté des potentiels sont différents.
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C. Montonen et D. Olive (1977) ont conjecturé une vraie dualité électrique–

magnétique, mais dans une théorie de jauge super-Yang-Mills-Higgs, avec 4 super-

symétries, en dimension 4. Après des progrès notables de D. Olive, E. Witten (1978)

et N. Seiberg (1988), la conjecture a été établie en 1994 par A. Sen (cf. § 2.4).

Une propriété remarquable de cette dualité est qu’elle échange deux échelles

différentes de la théorie : les propriétés à courte distance avec celles aux grandes

distances.

La dualité se révèle être un principe fondamental en théorie quantique des champs.

Elle transforme le principe de correspondance de Bohr : une théorie quantique

est associée à une théorie de champ classique, mais, une fois la théorie quantique

développée, il apparâıt d’autres théories classiques représentant certaines limites,

certains points de vue différents, sur la même théorie quantique. Comme une variété

peut avoir besoin de plusieurs cartes.

De plus, la plupart des dualités connues proviennent de dualités en théorie des

cordes. Le creuset des dualités semble être la M-théorie (§ 3.3).

La fin du § 1 expose brièvement le cadre des champs classiques, avec des fermions

à partir de 1.3 et des super-champs à partir de 1.4. Le § 2 donnera une idée de la

renormalisation, ce qui est nécessaire pour préciser la définition d’une dualité et il

exposera quelques exemples de dualité de champs. Le § 3 fera une introduction aux

dualités de cordes qui semblent détenir le secret des dualités de champs.

1.2. En théorie de Yang-Mills (cf. [40], [55]), la variable est une connection ∇ sur

un fibré principal P en groupe de Lie G au-dessus d’une variété W de dimension

D. En choisissant une trivialisation locale de P , on écrit ∇ = d + A, avec une

1-forme différentielle A à valeurs dans l’algèbre de Lie g de G. La courbure F , ou

FA, de ∇ est la 2-forme définie par FA = dA + A ∧ A ; à l’origine classique, c’est

F qui s’appelait le champ. Soit dA la dérivée extérieure covariante, étendant ∇ en

une dérivation graduée du module des formes différentielles à valeurs dans g (sur

l’algèbre des formes différentielles scalaires), l’identité de Bianchi, toujours satisfaite,

est dAFA = 0. Pour écrire l’équation de Yang-Mills, on choisit une métrique sur W ,

lorentzienne, de signature (D−1, 1) si on souhaite un temps réel, riemannienne si on

préfère le temps imaginaire pur, et l’on note ∗ l’opérateur de Hodge-de Rham associé,

échangeant les formes extérieures de degré p et D − p. Dans le vide, l’équation est

dA ∗ FA = 0.

S’il y a des courants j, l’équation devient

dA ∗ FA = ∗j.



899-04

Les équations de Maxwell sont obtenues dans le cas particulier D = 4, G = U1 ;

alors F est une 2-forme différentielle ordinaire. En signature lorentzienne, et en

choisissant une coordonnée t pour le temps, la courbure F se décompose en un

champ de (co)vecteurs E (les composantes en dt∧ dxi) et un champ de (bi)vecteurs

B (les composantes en dxi ∧ dxj). Alors l’action de l’opérateur ∗ se traduit par

E 7−→ B, B 7−→ −E.

Dans ce formalisme, avec W = M × R, M de dimension 3, pour toute surface

fermée Σ ⊂M , on définit les charges électriques et magnétiques par

Qe(Σ) =

∫

Σ

∗F

2π
, Qm(Σ) =

∫

Σ

F

2π
.

Le fait que F est la courbure d’un fibré impose à Qm(Σ) d’être un nombre entier.

En l’absence de mouvement des courants, Qe(Σ) est indépendant de t en vertu des

équations de Maxwell. On dit que Qe est une charge de Noether et que Qm est une

charge topologique.

Les équations de Yang-Mills sont les équations d’Euler-Lagrange de l’action dans

le vide

S =
1

4g2

∫

W

Tr(FA ∧ ∗FA).

On dit que 1
4g2 Tr(FA ∧ ∗FA) est le lagrangien de la théorie.

La théorie est invariante par changement de jauge, c’est-à-dire par automorphisme

de P induisant l’identité de W .

La variable de la gravitation d’Einstein est une métrique g (lorentzienne pour

un temps réel) sur W et le lagrangien est celui de Hilbert, c’est-à-dire R .Vol}, où

Vol} est l’élément de volume de g et R la courbure scalaire de g. Einstein a aussi

pensé au lagrangien plus général (R−2Λ) .Vol}, pour une constante Λ, la constante

cosmologique (cf. [37], [89]). La théorie est invariante par difféomorphisme de W .

Afin d’obtenir les équations du mouvement en présence d’autres champs, comme

ceux de Maxwell ou de Yang et Mills, on ajoute les actions entre elles et on prend

les équations variationnelles d’Euler-Lagrange. Les théories d’Einstein et de Maxwell

ou Yang-Mills ensemble deviennent invariantes par tout automorphisme de P . (Cf.

[9], [37], [42].)

Un des exemples les plus étonnants de dualité classique est celui d’Ehlers et Geroch

pour la gravitation en dimension 4 ([23], [28]) :

Lorsqu’existe un champ de vecteurs K préservant g, c’est-à-dire un champ de

Killing, on peut voir la théorie d’Einstein comme une théorie de dimension 3 sur

le quotient par K ; les champs étant la métrique quotient h, un champ scalaire λ,
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venant de la norme de K, et une 1-forme A exprimant le produit scalaire par K des

vecteurs transverses. Cette forme A hérite d’une invariance de jauge U1, et l’équation

d’Einstein en dimension 4 impose l’équation de Maxwell : d ∗ dA = 0. J. Ehlers a

donc pu introduire le champ scalaire dual, au sens de Poincaré-Hodge : dω = ∗dA.

Pour écrire les équations différentielles sur h, λ, ω, le mieux selon R. Geroch est de

poser τ = ω + iλ et h̃ = λh ; dès lors, en notant ∇̃ la dérivée covariante associée à

h̃, on a

R̃ =
1

2
(Im τ)−2(∇̃τ) ◦ (∇̃τ̄), d

e∇ ∗ d
e∇ τ = (Im τ)−1|∇̃τ |2.

Le miracle de dualité est l’invariance par SL2(R) de ces équations : en posant h̃′ = h̃,

et

τ ′ =
aτ + b

cτ + d
,

pour tout ensemble de nombres réels a, b, c, d, tels que ad− bc = 1, on déduit d’une

solution h, τ une autre solution h′, τ ′.

C’était le rêve d’Einstein de trouver une théorie unitaire mettant tous les champs

sur le même pied que la métrique g. Une proposition dans ce sens fut celle de

Th. Kaluza (1921), précisée par O. Klein (1926). L’idée est présente dans l’exemple

précédent : la réduction dimensionnelle (cf. [7], [9], [21]).

Partant du lagrangien d’Einstein en dimensionD, on impose à W d’être le produit

d’une variété X par une variété M de dimension k, et on impose à la métrique le

long de M de varier dans une famille de dimension finie, par exemple M = G/H et

g|M G-invariante, ou encore (M , g), variété riemannienne d’Einstein-Kähler. Alors

le champ g sur W se réinterprète comme un ensemble de champs sur X. Dans le

cas le plus simple, M = S 1, X = R4 , on trouve le couplage sur X des équations

d’Einstein et de Maxwell, mais accompagné d’un champ scalaire supplémentaire

qui ne peut pas être pris constant dans les solutions. Lorsque M = G, groupe de

Lie compact, on trouve à côté de g sur X un champ de Yang-Mills ∇, et comme

champ supplémentaire, une métrique invariante (des deux côtés) sur G. Lorsque

M = G/H , on trouve une métrique, une théorie de jauge (pour le normalisateur N

de H dans G) et des champs de Higgs ϕ1, encore accompagnés de champs scalaires

ϕ2 (cf. [9]). Ces champs scalaires ajoutés ϕ, et leurs généralisations en présence

d’autres champs que g sur W , par exemple en présence d’un champ anti-symétrique

b sur W vont fournir le principal réservoir de dualité, par un mécanisme analogue

à celui de l’exemple d’Ehlers ([10], [11], [46], [48]).
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1.3. En face des tenseurs comme g, F , ϕ véhiculant des interactions entre particules

et se manifestant quantiquement comme des bosons, il y a, pour la matière ordinaire,

des champs de spineurs ψ qui ont le comportement quantique des fermions.

Lorsque g est une métrique définie positive, ou de signature lorentzienne (D−1, 1),

sur un espace vectoriel de dimensionD ≥ 3, la composante connexe de l’identité dans

le groupe des rotations, SO(g), possède un groupe fondamental à deux éléments. Le

groupe Spin(g) est le revêtement universel de SO(g) ; c’est donc un revêtement à

deux feuillets. Une représentation spin est une représentation linéaire complexe de

Spin(g) ayant la plus petite dimension possible. En dimension D impaire, il existe

une représentation spin unique à isomorphisme près S de dimension 2 (D−1)/2 sur C ;

en dimension D paire, il y en a deux S+, S− de dimension 2D/2, dites de Weyl ([13],

[33]). La somme S = S+ ⊕ S− s’appelle espace des spineurs de Dirac. Quand S

est la complexifiée d’une représentation réelle SR, on dit que SR est un espace de

spineurs de Majorana. S’il existe S+
R et S−

R , on parle de Majorana-Weyl.

Une structure spin sur une variété riemannienne orientée W est un revêtement

double du fibré des repères orthonormés directs qui induit le revêtement Spin(g) de

SO(g) en chaque point de W . Lorsqu’une structure spin existe, on peut définir des

fibrés de spineurs encore notés S et un opérateur de Dirac D : S → S ; l’équation

de Dirac sans masse Dψ = 0 dérive du lagrangien ψ̃ ·Dψ ([13]).

En présence d’un fibré principal P → W en groupe G muni d’une connexion ∇

et en choisissant un fibré vectoriel E associé à P , on a un opérateur de Dirac tordu

DA : S ⊗ E → S ⊗ E, DA = D ⊗ 1 + 1⊗∇ ; le lagrangien associé est ψ̃ ·DAψ.

Si l’on ajoute à ∇ et ψ les champs de Higgs, qui sont des sections de certains

fibrés associés à P , on obtient tous les champs du 〈〈modèle standard 〉〉.

La théorie des représentations unitaires du groupe de Poincaré-Lorentz selon

E. Wigner associe à toute particule une composante irréductible de la représen-

tation du groupe des spineurs sur une puissance tensorielle S ⊗ S ⊗ · · · ⊗ S avec

n facteurs ; dans ce cas, on parle d’hélicité n
2
, ou encore de spin n

2
. Par exemple,

l’électron est de spin 1
2

; le photon, un champ de vecteurs, un champ de covecteurs,

une connexion ∇ est de spin 1 ; une métrique est de spin 2, la particule quantique

associée est le graviton. Les particules de spin demi-entier sont les fermions, celle

de spin entier, les bosons.

Élie Cartan a montré que le couplage des équations d’Einstein avec celles de Dirac

exige un changement de point de vue : il ne suffit plus de considérer g, il faut ajouter

une torsion des connexions métriques, car le tenseur énergie-moment d’un spineur
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n’est pas symétrique. La méthode retenue pour résoudre le problème (Sciama-

Kibble, 1961) consiste à introduire un sous-fibré réel V de S ⊗ S ∗, isomorphe au

fibré tangent T (W ), et à faire varier l’isomorphisme ε : T (W )→ V , nommé vielbein

et noté eα
µ. Un choix de ε détermine une métrique. Les variables de la théorie sont

alors ε, ψ et une connexion lorentzienne auxiliaire ω sur V (cf. [33]).

1.4. Toutes ces interactions, tous ces lagrangiens qui s’ajoutent font intervenir

des échelles de grandeurs extrêmement différentes (des rapports de 1020). La super-

symétrie, introduite au début des années 70 (pour les besoins des cordes), se propose

d’échanger les bosons avec les fermions ; si elle n’était qu’approximativement réalisée,

cela pourrait expliquer les différences d’échelles.

Salam et Strathdee ont introduit la notion de super-espace dans ce contexte ; elle

a depuis envahi toute la théorie des champs et des cordes (cf. [84], [55], [33], [13]).

Remarque : Il y a là un point qui gêne souvent le dialogue entre mathématiciens et

physiciens, car les définitions adoptées couramment en mathématique et en physique

sont différentes. Mais A.S. Schwartz [73] a montré qu’elles sont équivalentes :

Pour d ∈ N ∪ {∞}, on note Ld l’algèbre extérieure Λ(Rd), L0
d = R l’ensemble de

ses éléments de degré 0, L+
d et L−

d les facteurs de degré pair > 0 et de degré impair

respectivement.

Le modèle local d’une super-variété au sens de De Witt de dimension (m|n) et de

dimension cachée d ∈ N ∪ {∞} est un produit U × (Rm ⊗L+
d )× (Rn ⊗L−

d ), pour U

ouvert de Rm , que l’on note Um|n. (Cf. [72], [84].)

Pour toute fonction C∞, f : U → R, on note Z[f ] la fonction de U × (Rm ⊗ L+
d )

dans Ld définie par la formule

Z[f ](u1, · · · , um) =
∑

α∈Nm

Dαf(a)

α!
(u+)α ,

en décomposant les coordonnées : ui = ai + u+
i avec ai ∈ L

0
d et u+

i ∈ L
+
d .

Une super-fonction Φ de Um|n dans Ld est une fonction de Um|n dans Ld de la

forme suivante, pour u ∈ U × (Rm ⊗ L+
d ) et v ∈ Rn ⊗ L−

d :

Φ(u, v) =
∑

β∈Nn

Z[fβ](u) . vβ ,

où les fβ sont des fonctions C∞ de U dans R.

On dit que Φ est paire (resp. impaire) si son image appartient à L+
d ⊕ L

0
d (resp.

L−
d ).



899-08

À partir de là, on définit les morphismes F = (Φ1, · · · ,Φp,Ψ1, · · · ,Ψq) de Um|n

dans V p|q par leurs composantes super-fonctions, les Φi étant paires et les Ψj im-

paires. Ces morphismes s’appellent applications de classe H∞ dans [72].

En recollant les modèles, on obtient une catégorie de super-variétés. Cette catégo-

rie pour d =∞ est équivalente à la catégorie des super-variétés de Berezin, Kostant,

Manin ([13], [55], [72], [73]), c’est-à-dire celle des espaces annelés avec le modèle local

de faisceaux Λm|n(U) = C∞(U,Ln), pour U ouvert dans Rm , les morphismes étant

les morphismes pairs d’algèbres graduées (cf. [13], p. 66, lemme de Leites et Manin).

Le super-espace-temps est le produit de l’espace-temps usuel W de dimension D

avec le produit (RD⊗L+
d )×(SN ⊗L−

d ), pour d assez grand. Le nombre N se nomme

nombre de super-symétrie. L’espace qui sert pour la dimension impaire est l’espace

S d’une représentation spinorielle. La super-algèbre de Lie des super-translations est

construite à partir d’une application bilinéaire symétrique Γ : S⊗S →W envoyant

la diagonale dans le cône du futur. L’espace total des super-translations est le super-

espace temps et le super-crochet est donné par {s1, s2} = −2Γ(s1, s2) sur chaque

composante S. La super-algèbre de Lie dite de super-Poincaré est l’extension de

l’algèbre de Lie so(g) du groupe de Lorentz, ou plutôt de so(g) ⊗ (L0
d ⊕ L

+
d ), par

l’algèbre des super-translations. Elle agit naturellement sur le super-espace-temps.

Les théories de jauge s’étendent en théories de 〈〈 super-Yang-Mills-Higgs 〉〉, mais

aucune de ces théories n’est évidente à construire. Il était encore plus difficile de

construire des théories de supergravité. C’est pourtant ce qu’ont fait, pour D = 4,

N = 1, d’abord, Freedman et Van Nieuwenhuizen, Deser et Zumino en 1976 (cf.

[24]). Puis la 〈〈théorie maximale 〉〉 D = 4, N = 8, fut construite par E. Cremmer

et B. Julia (1979, [10]) en compactifiant, selon une recette Kaluza-Klein super,

l’extraordinaire théorie D = 11, N = 1 de Cremmer, Julia, Scherk (1978, [12]).

Un argument de W. Nahm, joint au parathéorème affirmant que les champs de

spin > 2 n’ont pas d’évolution causale, entrâıne que, pour la physique, N = 8 est

un maximum en D = 4 et N = 1 est un maximum en D = 11. D’où l’importance

de la supergravité en dimension 11.

En plus de la métrique g et de son super-partenaire, qui est un vecteur de spineurs

appelé gravitino, il faut faire appel à une 3-forme Aµνρ pour construire cette théorie.

Les théories de supergravité contiennent souvent des champs antisymétriques

Fµν , Aµνρ, · · · . Les compactifications à la Kaluza-Klein font apparâıtre des champs

scalaires ϕ couplés à des formes. Une conséquence des symétries de la fibre com-

pacte et de la dualité de Hodge sur les espaces de solutions est que l’ensemble de ces
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champs F,A, ϕ,... forme des sections de fibrés en espaces riemanniens symétriques

de Cartan G/H de type non compact (voir [7], [21]).

Par exemple, en compactifiant sur un tore Tk la supergravité D = 11, Cremmer et

Julia ont détecté comme espace G/H : pour k = 1, R×
+ ; k = 2, (SL2(R)×R×

+)/U1 ;

k = 3, (SL3(R)× SL2(R))/SO3 ×U1 ; k = 4, SL5/SO5 ; k = 5, SO5,5/SO5×SO5 ;

k = 6, E6(6)/Sp4 ; k = 7, E7(7)/SU8 ; k = 8, E8(8)/SO16, à l’aide d’Ehlers pour le

dernier cas.

Pour la supergravité D = 4, N = 4, couplée avec 22 champs de vecteurs Aµ, on

trouve G = SL2(R) × O(6, 22), H = U1 × O6 × O22. Pour D = 4, N = 8, on a vu

G = E7(7), H = SU8. Pour D = 4, N = 2, il y a plusieurs théories, l’une d’entre

elles donne G = E7(−25), H = E6 × U1. On rencontre les espaces AI, BDI, EI, EV,

EVII, EVIII en formes réelles normales (Helgason).

On trouvera les dualités quantiques de champs et de cordes à l’intérieur d’un

sous-groupe discret G(Z) du groupe de symétrie G (cf. [11], [19], [30], [46], [58],

[90]).

2. DUALITÉS QUANTIQUES

2.1. En vertu du principe de correspondance de Bohr, une théorie quantique

de champs, abrégée en TQC, est associée à un ensemble A de champs classiques

A1, A2, · · · , comme des connexions, des métriques ou des spineurs, sur une variété

(ou une super-variété) W de dimension D, et à un lagrangien L(A1, A2, · · · ) qui est

une fonction sur W , dont la valeur en x ∈ W ne dépend des Ai qu’à travers leurs

jets en x.

En mécanique quantique, la densité de probabilité de présence d’une particule est

le carré du module d’une fonction d’onde ; en TQC, on suppose que la probabilité de

trouver les particules corrrespondant aux champs A1, A2, · · · avec des impulsions-

énergies données p1, p2, · · · à l’entrée ou à la sortie d’une collision s’obtient à partir de

nombres complexes notés 〈A1(p1)A2(p2) · · · 〉, appelés amplitudes. Il est pratique de

rassembler les amplitudes pour toutes les valeurs p1, p2, · · · possibles en prenant les

transformées de Fourier inverses de ces fonctions des pi : d’où une distribution notée

(abusivement) 〈A1(x1)A2(x2) · · · 〉, et interprétée comme amplitude de probabilité de

présence. (Cf. [31], [47], [62], [78].)

On se donne en plus une famille de fonctions des champs, certaines locales,

d’autres non F (A1, A2, · · · ), les quantités observables, et l’on souhaite calculer leurs
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amplitudes aussi 〈F (A)〉. Pour simplifier, nous noterons momentanément A la col-

lection A1, A2, · · · . Richard Feynman a proposé de faire comme s’il existait une

mesure de volume DA pour laquelle les amplitudes s’écriraient

〈F (A)〉 =
1

Z

∫

DAe
i
~

R

W L(A)F (A),

où Z =
∫
D(A) exp

(
i
~

∫

W
L(A)

)

s’appelle la fonction de partition. L’intégrale sur

W de L(A) est l’action classique S(A). Les intégrales suivant DA portent le nom

d’intégrales de Feynman.

A priori, cette écriture n’est qu’un guide formel, un programme à réaliser. La

théorie de la renormalisation a pour but de réaliser ce programme quand c’est pos-

sible (cf. [8], [43], [47], [62], [71]).

La plupart des résultats sont perturbatifs : c’est-à-dire que les physiciens ont dû

choisir des paramètres, considérés comme petits, comme la valeur du g dans le 1
g2

devant le L de Yang-Mills, ou ~, et procéder ordre par ordre en les puissances de g ou

de ~ (voir l’exposé de L. Boutet de Monvel à ce séminaire sur les travaux de Connes

et Kreimer). Mais quelques constructions rigoureuses, comme celles des champs con-

formes, où les calculs numériques impressionnants de E. Wilson sur la discrétisation

de la théorie de Yang-Mills justifient l’espoir d’une théorie non-perturbative.

Remarque : G. Segal ([78]) donne une définition plus précise des TQC, inspirée de

son axiomatisation (1987) des théories de champs conformes et de celle donnée par

Atiyah (1988) pour les théories topologiques des champs. Dans ces derniers cas, la

théorie toute renormalisée peut être définie directement. Le point de vue de Segal

fait le lien entre le point de vue, dit constructif, d’une vraie mesure euclidienne

DA exp(−S(A)) et la quantification géométrique à la Souriau-Kostant-Weinstein.

Bien qu’on ne puisse pas entrer ici dans les détails, il me semble indispensable

d’indiquer en peu de mots l’idée géométrique de la renormalisation ou plutôt com-

ment elle devrait se passer en suivant l’approche de Wilson au début des années 70.

En effet, la définition même d’une dualité en TQC et, comme on le verra, en théorie

des cordes repose sur les concepts de la renormalisation. Et ne rien savoir de la

renormalisation en TQC est à peu près comme ne rien savoir de la notion de limite

quand on parle de vitesse et d’équation différentielle ordinaire.

D’abord les pionniers Feynman, Schrödinger, Tomonoga ont découvert qu’il n’y a

pas de définition univoque des amplitudes, leur valeur dépend de l’échelle d’obser-

vation. (Aujourd’hui, l’un des principaux tests de la théorie des interactions fortes
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(QCD) est l’évolution de la charge renormalisée en fonction de l’échelle de l’énergie

mise en jeu.)

Pour les théories de jauge, les principales recettes sont la 〈〈troncature 〉〉, élimi-

nation des A de trop grandes et trop petites impulsions, la 〈〈 régularisation dimen-

sionnelle 〉〉, déplacement en dimension non entière par prolongement analytique ou

la 〈〈discrétisation sur réseaux 〉〉. Mais, dans un deuxième temps, il faut s’affranchir

de ces régularisations arbitraires : des années 40 aux années 70 furent élaborés des

procédés pour définir la 〈〈partie finie 〉〉 des amplitudes en adaptant arbitrairement la

limite d’un nombre fini de quantités (cf. [47], [62], [13], [71]). Au début des années

70, l’approche de Wilson par le groupe de renormalisation a bien éclairci la situation

([85], [86], [87], [8], [63]). Voici la démarche :

Soit L un lagrangien de champ classique ; par exemple

L(ϕ) =
a

2
|∇ϕ|2 −

m2

2
ϕ2 +

λ

24
ϕ4

pour la théorie dite ϕ4 d’un champ scalaire (juste une fonction à valeur réelle sur

l’espace-temps, modèle simplifié du magnétisme si l’on rend le temps et la masse

imaginaires purs). Et soit U0 la variété des paramètres dont L dépend ; dans

l’exemple, U0 est l’espace de coordonnées (a,m2, λ), a se nomme l’〈〈 intensité de

champ 〉〉, m la 〈〈masse 〉〉 et λ la 〈〈constante de couplage 〉〉 ; dans un L plus général,

on trouve des coordonnées naturelles pour U0, avec des coefficients de monômes de

dérivées des champs ; on les appelle toutes 〈〈constantes de couplages 〉〉 pour simplifier.

L’échelle d’observation des particules (que A1, A2, · · · sont censés décrire) est

donnée par l’inverse d’une distance ; elle est mesurée par un nombre Λ réel stricte-

ment positif, i.e. Λ ∈ R×
+ . Dans une théorie relativiste quantique, avec des unités

où c = ~ = 1, ce nombre Λ fixe aussi l’ordre de grandeur d’une fréquence, d’une

énergie, d’une masse ou d’une impulsion.

La théorie achevée de L(A) doit prévoir des amplitudes 〈A1(x1)A2(x2) · · ·An(xn)〉

bien définies à une échelle donnée, pour des valeurs données des constantes de cou-

plages :

une théorie quantique relativiste est décrite par une variété V munie d’un isomor-

phisme π sur un ouvert de U0 × R
×
+ et d’un feuilletage ρ de dimension 1.

Un point de V représente une collection cohérente d’amplitudes et ρ représente

l’évolution des champs quantiques en fonction de Λ. L’application π correspond aux

conditions de renormalisation, interprétation des constantes de couplages physiques

par certaines amplitudes bien choisies.
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Par exemple dans la théorie ϕ4, la masse (fois i) donne le pôle des fonctions à

deux points 〈ϕ(p1)ϕ(p2)〉 en fonction de l’impulsion p = p1 − p2, et la constante

λ donne la valeur d’une amplitude (convenablement normalisée) à quatre points

〈ϕ(p1)ϕ(p2)ϕ(p3)ϕ(p4)〉.

Comme le choix d’une unité d’échelle est indifférent, les feuilles de ρ se projettent

sur les trajectoires d’un champ de vecteurs β sur U0 ; si bien que β sur un ouvert de

U0×R
×
+ peut servir à paramétrer les amplitudes de V . Si l’on maintient (V, π, ρ), c’est

pour indiquer qu’un point de V n’est pas un lagrangien de U0, mais un lagrangien

en général bien plus compliqué, non polynomial.

Le champ β, ainsi que son action (simple) sur les amplitudes (Gell-Mann et

Low), porte le nom de flot de renormalisation ou groupe de renormalisation. (Selon

la convention la plus répandue, le champ β est orienté dans le sens des énergies

décroissantes.)

Donnons une idée de la construction de V , ρ et π, ou plutôt racontons l’histoire

comme elle devrait se passer en général. Pour fixer les idées, travaillons avec la

régularisation tronquant les grandes impulsions ([63]) ; les autres cas se laissent

décrire de manière analogue ([43], [86]). On commence par plonger U0 dans un

espace U assez grand de lagrangiens (en général U est de dimension infinie), en

supposant que chaque point de U donne une valeur finie de l’intégrale fonctionnelle

tronquée au-delà d’une certaine fréquence. En outre, pour tout couple (Λ0,Λ1) dans

R×
+×R

×
+ tel que Λ0 < Λ1, on se donne une fibration πΛ1,Λ0 de U sur U0 qui impose la

valeur de certaines amplitudes tronquées par Λ0 à l’échelle d’observation Λ1. (Dans

l’exemple ϕ4, les valeurs de a,m2, λ sont données par le développement en impulsions

de l’intégrale du lagrangien jusqu’aux monômes de degré ≤ 4 en ϕ.) On suppose

en plus que, partant de L dans U , tronquant l’intégrale de Feyman au-dessus de

Λ0 et calculant la moyenne sur les Λ dans l’intervalle [Λ1,Λ0], on obtient les mêmes

amplitudes qu’en tronquant simplement à Λ1 un autre lagrangien L′ = RΛ1,Λ0(L),

quitte à faire un changement de variables x′ = f(x) et normaliser autrement les

champs A′
i = ZiAi. Ce L′ est le potentiel effectif selon Wilson, associé à L, à

l’échelle Λ1 et à la troncature au-dessus de Λ0.

Le (semi-)groupe de renormalisation est l’action multiplicative de ]0, 1[ sur U×R×
+

définie par la formule suivante : Rλ(L,Λ) = (RλΛ,Λ(L), λΛ), pour λ ∈ ]0, 1[, L ∈ U

et Λ ∈ R×
+ . On a Rλ2,λ1 ◦ Rλ1,λ0 = Rλ2,λ0 donc Rλµ = Rλ ◦ Rµ, λ < 1, µ < 1. La

variété UΛ1,Λ0 = RΛ1,Λ0(U0) est censée couper transversalement les fibres de πΛ1,Λ0.

Tout cela est espéré pour que la théorie soit renormalisable mais c’est surtout le

point suivant qui constitue un 〈〈 théorème de renormalisation 〉〉 : lorsque Λ0 tend vers
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+∞ la variété UΛ1,Λ0 converge vers une sous-variété UΛ1 de U et la restriction de

πΛ1,Λ0 à UΛ1,Λ0 converge vers une application πΛ1 de UΛ1 sur U0. Pour tout couple

Λ1 < Λ2, on a RΛ1,Λ2(UΛ2) = UΛ1 . Les UΛ × {Λ} forment une sous-variété V de

U × R×
+ que la collection des πΛ envoie dans U0 × R

×
+ ; le semi-groupe R induit un

flot sur V ; c’est l’invariance d’échelle qui assure que ce flot provient d’un champ

de vecteurs β sur U0. On peut voir V et son feuilletage ρ comme la 〈〈vraie théorie 〉〉

(ou l’ensemble des vraies théories), l’identification à U0 × R×
+ et le champ β sont

des souvenirs du lagrangien classique ; ce sont eux qui expriment qu’une théorie

classique a été quantifiée.

Attention : Très peu de théories sont renormalisables au-dessus de U0 × R×
+ tout

entier ; en particulier, les rôles des Λ petits et des Λ grands sont en général dis-

symétriques dès le début de la construction. Dire que π projette bien V sur un

ouvert où Λ tend vers ∞ signifie que la théorie s’analyse bien en ultraviolet, c’est-à-

dire pour des distances de plus en plus petites ; au contraire, au-dessus d’un ouvert

où Λ tend vers 0, on décrit le comportement infrarouge, pour les grandes distances.

L’adjectif 〈〈 renormalisable 〉〉 est souvent réservé aux théories qui sont renormali-

sables perturbativement en ultraviolet, cependant en mécanique statistique, qui est

une version de la théorie euclidienne des champs quantiques ([68]), la renormalisation

se fait surtout en infrarouge comme l’a expliqué K.G. Wilson ([86], [87], [8]). Qu’il

existe aussi une théorie perturbative infrarouge en TQC est signalé entre autres par

E. Witten (cf. [13], p. 1141).

La renormalisabilité perturbative UV dépend des poids des constantes de couplage

g vis-à-vis des dilatations d’espace x 7→ t−1x : la théorie est formellement renorma-

lisable si tous les poids sont positifs ou nuls. Exemple : ϕ 4 pour D ≤ 4, mais pas

D > 4 ; ϕ3 pour D = 6 ; ϕ6 pour D = 3 ; ϕk quel que soit k pour D = 2 ; Einstein,

D = 2 ; Yang-Mills-Higgs, D = 4.

La dynamique β sur U0 a des conséquences importantes pour la dynamique des

champs dans l’espace-temps. A priori β pourrait engendrer un flot compliqué, cycles

limites, attracteurs étranges, etc., mais une conjecture qui tient bon prétend que β

est le gradient d’une fonction. D’ailleurs ce sont surtout les points d’équilibre qui

ont retenu l’attention.

Les points de U0 qui sont des attracteurs de β lorsque Λ→∞ sont dits stables dans

l’ultraviolet (ou UV-stables), ceux qui sont attracteurs quand Λ→ 0 sont dits stables

dans l’infrarouge (ou IR-stables). Les limites 0 et ∞ sont les deux racines de l’arc-

en-ciel. Lorsqu’un point correspondant à une théorie découplée, sans interaction,

est UV-stable, la théorie est dite asymptotiquement libre ; c’est alors que la théorie
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des perturbations est pleinement justifiée. D’après ’t Hooft, c’est le cas de la théorie

de Yang-Mills non abélienne qui décrit les interactions fortes (QCD), interactions

entre quarks, au contraire de l’électrodynamique quantique (QED) où l’absence

d’interaction est plutôt IR-stable (le propre des théories de jauge abéliennes). Donc,

aux grands moments de transfert (c’est-à-dire Λ grand), le couplage entre quarks

et gluons tend vers zéro ; la théorie perturbative peut faire des prédictions. Le

problème est à grande échelle (c’est-à-dire Λ petit). Là, logiquement, la théorie des

perturbations ne peut plus dire grand chose.

C’est la volonté de comprendre le comportement infrarouge de ces théories qui

mène à la dualité.

Il est temps d’indiquer ce qui s’appelle dualité dans une théorie quantique des

champs :

Soit C, C ′ deux théories de champs renormalisées avec des algèbres d’observables

A,A′ et des ensembles U0, U
′
0 de lagrangiens classiques (ou de constantes de cou-

plages) ; une dualité entre C et C ′ est une application α d’une partie de A dans

une partie de A′ et une application ϕ d’une partie de U0 × R×
+ dans une partie de

U ′
0 × R×

+ envoyant le flot de β sur celui de β ′, de telle sorte que les amplitudes se

correspondent :

〈α(F (A))〉ϕ(u,Λ) = 〈F (A)〉u,Λ.

(Pour une parfaite dualité, on considère la collection complète des amplitudes, mais

il peut arriver que la collection se réduise à une fonction de partition.)

Une dualité est un changement de coordonnées ; le plus proche analogue en

Analyse classique est la transformation de Fourier f 7→ f̂ . Un exemple d’identité

d’amplitude est la formule de Plancherel ‖f‖2 = C‖f̂‖2. On peut aussi penser aux

généralisations en Analyse harmonique non commutative.

Les exemples les plus intéressants échangent une théorie descriptible en UV avec

une théorie descriptible en IR.

Les principales dualités sont des 〈〈dualités faible/fort 〉〉, c’est-à-dire qu’elles échangent

les couplages faibles de C avec les couplages forts de C ′ et réciproquement.

Par exemple, pour la théorie ϕ4 en dimension D = 2, le groupe de renormalisation

β agissant sur le cadran {λ ∈ R+ , m
2 ∈ R+} possède deux sources (0, 0), (∞, 0) et

un col (λc, 0). Il existe une dualité de la théorie ϕ4 avec elle-même qui préserve le

col et échange les sources.

Une discrétisation remarquable de ϕ4 en dimension 2 (euclidienne) est le système

d’Ising décrivant un ensemble de spins classiques σi,j ∈ {±1} aux sommets du réseau
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Γ = Z2, avec une statistique de Boltzmann exp
(
− 1

kT
H(σ)

)
(cf. [27], [68]). La

théorie duale provient du réseau dual Γ∗ dont les sommets sont les centres des faces

de Γ, avec les variables de désordre µi∗,j∗ ∈ R, qu’on peut définir par des formules

(non locales) à partir des corrélations des spins (cf. [68]). À la température exacte-

ment critique T = Tc, les corrélations des σ sur Γ cöıncident avec les corrélations

des µ sur Γ∗. On peut prendre la limite continue critique des systèmes d’Ising au

voisinage de la température critique : en partant d’une bôıte finie de côté n, on fait

tendre T vers Tc et n vers∞ de sorte que n(T−Tc) tende vers une limite finie λ1
c−λ

1,

et le plan continu est rapporté aux coordonnées (x, y) = lim 1
n
(i, j). L’ensemble des

corrélations tend vers l’ensemble des amplitudes d’une théorie quantique des champs

qui peut être identifiée à la théorie ϕ4 (cf. Polyakov, Zamolodchikov).

Les formules de la théorie des champs holonomes de Jimbo, Miwa, Sato offrent

ainsi l’un des rares cas où il est possible d’expliciter les applications α : σ 7→ µ et

ϕ : λ
λc
7→ λc

λ
de la définition d’une dualité.

Un autre exemple de dualité en dimension 2 a l’intérêt d’échanger magnétisme et

électricité : le modèle de Thirring est dual de la théorie de Sine-Gordon. Comme

dans le cas d’Ising, il s’agit de théories complètement intégrables, c’est-à-dire qu’on

connâıt des formules fermées pour des amplitudes renormalisées.

2.2. Dualités abéliennes

Quelques exemples simples de dualités quantiques faibles/fortes en petites dimen-

sions exploitent la dualité de Poincaré-Hodge (cf. Witten in [13]). On peut traiter

ces exemples rigoureusement à partir d’intégrales de Feynman gaussiennes, qui se

ramènent à des mesures de Wiener ; leur exposé se fait donc dans le cadre des

variétés riemanniennes. Les équations de champs classiques associées sont linéaires.

a) Le plus simple est en dimension D = 2, sur une surface de Riemann Σ. (Il est

connu comme 〈〈 équivalence R←→ 1/R 〉〉.) On considère un champ scalaire unitaire,

c’est-à-dire une fonction ϕ : Σ→ S1 = R/2πZ. (On note aussi ϕ le relèvement aux

revêtements universels Σ̃→ R.) Le lagrangien est L(ϕ) = R2

4π
dϕ ∧ ∗dϕ. L’équation

classique est ∆ϕ = 0, dont les solutions sont les fonctions harmoniques. Localement,

si ϕ est harmonique, il existe une fonction σ à valeurs réelles telle que ∗dσ = dϕ ;

on a aussi ∆σ = 0. Et, à une constante additive près, σ et ϕ se déterminent l’une

l’autre, ∗dϕ = −dσ.

Afin de réaliser au mieux la dualité sous la forme d’une transformation de Fourier,

on introduit un espace de champs ϕ plus grand ; celui de toutes les sections de tous

les fibrés en cercle triviaux L au-dessus de Σ. Et à côté de ϕ et σ, on considère aussi
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les champs ∇, connexions unitaires sur L ; leur courbure est notée F . Le lagrangien

complet est

L(ϕ,∇, σ) =
R2

4π
∇ϕ ∧ ∗∇ϕ−

i

2π
σF.

Son équation d’Euler-Lagrange donne F = 0. Localement l’annulation de F permet

d’utiliser∇ pour trivialiser L et on retrouve dans cette trivialisation l’équation ∆ϕ =

0. L’intégrale fonctionnelle de Feynman justifie cette trivialisation globalement : en

intégrant d’abord sur σ, on trouve F = 0, mais en intégrant ensuite sur les classes

d’équivalence de jauge de∇, on trouve que ∇ ne peut avoir d’holonomie non triviale.

Surtout, en intégrant d’abord sur ϕ et ∇ sans toucher à σ (ce qui se fait avec la

méthode des fantômes de Faddeev-Popov, cf. [33]), on obtient la formule suivante :

∫

Dϕe−
R2

4π

R

dϕ∧∗dϕ =
(R

π

)χ(Σ)
∫

Dσe−
1

4πR2

R

dσ∧∗dσ ,

qui généralise le calcul de la transformée de Fourier des gaussiennes en dimension

finie.

Cette formule recouvre la propriété modulaire des fonctions thêta, cf. le cours de

K. Gawȩdski dans [13].

Mais les calculs ne s’arrêtent pas aux fonctions de partitions : par exemple,

(mêmes références) l’observable ei(ϕ(P )−ϕ(Q)) pour deux points P et Q de Σ, cor-

respond par dualité à la fonction de partition des champs σ, tels que la forme dσ

s’étend à Σ\(P ∪Q) en une forme fermée avec résidus 1 en P et −1 en Q. On voit

que le dual d’un observable local peut ne pas être local. Il peut arriver aussi qu’il le

soit : par exemple le dual de dϕ est 1
iR2 ⋆ dσ.

b) En dimension 3, la dualité échange les champs scalaires ϕ : Σ → S 1 comme

ci-dessus, avec les 1-formes A modulo équivalence de jauge A ∼ A+ df . La théorie

duale de celle des fonctions harmoniques est la théorie magnétostatique de Maxwell.

Le champ qui couple les deux, comme ∇ au a), est une connexion ∇B sur un fibré

LB dont ϕ est une section :

L(ϕ,∇B, A) =
R2

4π
∇Bϕ ∧ ∗∇Bϕ−

i

2π
A ∧ FB.

Pour les fonctions de partition, on a
∫

Dϕe−
R2

4π

R

dϕ∧∗dϕ = C
∑

LA

∫

DAe−
1

4πR2

R

FA∧∗FA.
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L’observable 〈〈boucle de Wilson 〉〉 eiµ
H

C A, donnée par l’holonomie de A sur un lacet

C dans M3, correspond aux sections ϕ d’un fibré LB singulières le long de C, avec

une monodromie prescrite e2πiµ.

c) Sur une variété W de dimension 4, la dualité abélienne, ou gaussienne, échange

une connexion ∇A sur un fibré en cercle L et une connexion ∇C sur un fibré N ,

toutes les deux en théorie électromagnétique de Maxwell. C’est l’étoile de Hodge

du § 1, FC = ∗FA, qui fournit la dualité. Le champ intermédiaire est une 2-forme

ordinaire G.

’t Hooft et Polyakov ont montré qu’on gagne beaucoup en ajoutant le terme

topologique iθ
4π2 FA ∧ FA au lagrangien, qui devient :

L(A) =
1

2e2
FA ∧ ∗FA +

iθ

4π2
FA ∧ FA.

L’action associée, si W est compacte, est modifiée par un élément de 2πiZ. En

posant τ = θ
π
+ i2π

e2 , et en introduisant les composantes autoduales et antiautoduales

F± = 1
2
(FA ± ∗FA), on a

L(A) =
( iτ̄

4π
‖F+‖

2 −
iτ

4π
‖F−‖

2
)

Vol}.

Mais pour établir une dualité, on introduit à côté de A une 2-forme G et une

connexion C sur un fibré en droite N , et on considère le lagrangien

L(A,G,C) =
( iτ̄

4π
‖F+‖

2 −
iτ

4π
‖F−‖

2
)

Vol} −
i

2π
FC ∧G,

où F = FA −G. La dualité s’énonce ainsi : la fonction de partition du côté A avec

la constante τ est égale (à une constante multiplicative près) à celle du côté C, mais

avec la constante −1/τ . D’après E. Witten :

Z(τ) = τ−
(χ+σ)

4 τ̄−
(χ−σ)

4 Z
(

−
1

τ

)

,

où χ et σ sont les nombres d’Euler et la signature de W .

Comme tout est manifestement invariant (sur W compacte) par le changement

θ 7→ θ + 2π (et invariant par θ 7→ θ + π si W est spinorielle), rien ne change par

τ 7→ τ + 2 (resp. τ 7→ τ + 1), et Z est une forme modulaire.

Lorsque W = M × R, on peut écrire la théorie sous forme hamiltonienne, le

moment conjugué πA de A est l’étoile de Hodge de

F∨
A = 2πi

∂L(A)

∂FA

=
2πi

e2
∗ FA −

θ

π
FA.
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La dualité est la transformation de Legendre F ∨
A = FC , F∨

C = −FA. Elle échange

les charges électriques et magnétiques ; pour Σ ⊂M 3 :

Qe(Σ) =

∫

Σ

F∨
A

2π
=

∫

Σ

FC

2π
, Qm(Σ) =

∫

Σ

FA

2π
= −

∫

Σ

F∨
C

2π
.

Le groupe SL2(Z) agit alors sur l’espace de Hilbert des états associé à M .

2.3. Dualités non abéliennes

Le premier exemple de dualité non linéaire est dû à A.M. Polyakov (1975) : il

s’agissait d’une théorie de jauge en dimension 3, avec une connexion ∇ sur un fibré

en groupe SO3 et un champ vectoriel ~s à valeur dans la représentation standard R3 .

Un mécanisme de 〈〈brisure de symétrie 〉〉 (cf. ci-dessous) fait apparâıtre un champ

de jauge abélien A ; le champ principal de la théorie duale ϕ provient de solu-

tions particulières (~s,∇), les 〈〈monopôles 〉〉 de la théorie initiale, à travers l’équation

∗dϕ = FA. Ce champ acquiert un potentiel transcendant cos(2ϕ), renormalisable

en infrarouge mais pas en ultraviolet (cf. [13], tome 2).

Les monopôles de ’t Hooft et Polyakov sont des solutions particulières des équations

de Yang-Mills-Higgs, version classique du 〈〈modèle standard 〉〉 pour les particules en

〈〈 interaction faible 〉〉 ([42]). La théorie standard n’est pas purement celle de Yang et

Mills : il y a bien un groupe de jauge G (ici SU2 × U1 ou SU3 × SU2 × U1 si l’on

veut tenir compte des quarks et des gluons) et une connexion ∇, mais il y a aussi

au moins un champ ϕ, appelé champ de Higgs, section du fibré adjoint en algèbre

de Lie g. Le lagrangien de Yang-Mills-Higgs est

L(A,ϕ) =
1

4g2
(Tr(FA ∧ ∗FA) + |dAϕ|

2 + λ(|ϕ|2 − a2)2).

Cependant, les monopôles les plus étudiés (nous ne parlerons que de ceux-là) sont

des solutions statiques des équations de Bogomolny en dimension 3

FA = ∗dAϕ.

Ce sont les équations dérivées de L dans la limite λ → 0, introduite par Prasad

et Sommerfield (1975). Pour que ces monopôles correspondent à des solutions de

Yang-Mills-Higgs dans R4 d’énergie finie, on impose qu’à l’infini dans R 3 (à temps

fixé), on ait dans chaque direction |ϕ| = a ; si bien que la configuration à l’infini du

champ de Higgs ϕ fournit un invariant topologique, une classe caractéristique. Par

exemple, pour le groupe de jauge G = SU2, ϕ définit une application de la sphère à

l’infini de R3 dans la sphère de rayon a de l’algèbre de Lie so3 de SO3 ; son degré

est un nombre entier k qui s’interprète comme une charge magnétique, b = 2πkg−1.

Autrement dit, les plans perpendiculaires aux directions de ϕ définissent, en dehors
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d’un compact de R3 , un fibré en plans, de groupe structural SO2 ; le nombre k est

sa classe d’Euler.

On dit alors que ϕ a spontanément brisé le groupe de jauge SU2 sur le sous-

groupe H = SO2. (Attention : à proprement parler aucune symétrie n’est brisée,

la symétrie de jauge est intacte.) Suivant B. Julia et A. Zee (1974, [50]) et M.K.

Prasad et C.M. Sommerfield (1975, [69]), il existe aussi des dyons, devinés par J.

Schwinger, possédant à la fois une charge magnétique et une charge électrique ; alors

la condition qui remplace bg ∈ 2πZ s’écrit e nbm−embn ∈ 2πZ, pour chaque paire de

particules n et m de charges électriques en, em et magnétiques bn, bm (J. Schwinger,

[75], D. Zwanziger, [98], 1968). C’est la condition de quantification généralisant celle

que Dirac avait trouvée pour le monopôle magnétique.

Polyakov et ’t Hooft (1975, 1976, cf. [42], [68]) évaluèrent l’effet des instantons et

des monopôles dans la théorie des perturbations : si g est la constante de couplage de

jauge, les contributions aux amplitudes calculées par intégrales de Feynman viennent

avec un facteur de l’ordre de exp(−8π2/g2). ’t Hooft et Polyakov remarquèrent aussi

l’importance du facteur exp(iθ) qui intervient devant les amplitudes. Cet angle θ

n’apparâıt que dans la combinaison complexe (θ/2π) + i(4π/g 2) ; il vient de la

possibilité d’ajouter un terme g2θ
32π2 Tr(F 2

A) au lagrangien de Yang-Mills-Higgs. Ce

terme est de nature topologique, il ne modifie pas la théorie classique, mais s’avère

fondamental pour la théorie quantique.

Dans une théorie de jauge en dimension 4, pour G = SUn avec des champs de

Higgs, mais sans brisure de symétrie, après un fixage de jauge (c’est-à-dire une tri-

vialisation unitaire des fibrés), ’t Hooft montre que la théorie renferme des champs

vectoriels avec ou sans masse, des champs scalaires et des SU2-monopôles. En cou-

plage fort, on espère que la théorie se réexprime, dualement, en séries de 1/g 2 à par-

tir de monopôles. Les physiciens attendent un comportement statistique analogue

à celui des supraconducteurs, mais avec les rôles de l’électricité et du magnétisme

échangé : plus précisément, ils suspectent un comportement en troupeau de moutons

des paires de monopôles. Or il est établi que les champs magnétiques, qui ne sont

pas piégés dans les supraconducteurs, en sont rejetés ; c’est ce qui s’appelle l’〈〈effet

Meissner 〉〉. Dès lors un effet Meissner dual exclurait, ou confinerait, les courants

électriques. C’est le scénario de confinement des quarks que ’t Hooft proposa.

Justifier ce scénario est un des principaux problèmes de la physique des particules.

’t Hooft détailla même la description d’un portrait de plusieurs phases pour la

chromodynamique quantique renormalisée ; au moins trois phases : le mode du

confinement, dual du mode de Higgs et une 〈〈phase de Coulomb 〉〉 autoduale où
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l’électricité et le magnétisme sont symétriques, qui permet des forces de longue

portée. La théorie duale pour une théorie de jauge pour SUn a pour groupe de

jauge le groupe adjoint PSUn.

Plus généralement, on peut tenter l’analyse des théories de Yang-Mills avec tout

groupe de jauge compact G et des champs de Higgs ramenant spontanément la

symétrie à un sous-groupe H . Goddard, Nuyts et Olive ([32]) ont démontré que la

〈〈charge magnétique 〉〉 des monopôles de ’t Hooft et Polyakov se généralise naturelle-

ment en une représentation d’un groupe de Lie compact H∨ qu’on peut construire

explicitement à partir de H , le 〈〈groupe dual 〉〉. On a (H∨)∨ = H . Par exemple,

U∨
1 = U1, alors la charge est un entier. La conjecture est qu’il existe une vraie dualité

faible/fort échangeant H et H∨. Les nombres quantiques de Noether (électriques)

et topologiques (magnétiques) s’échangeraient. Les monopôles pour H formeraient

une théorie de jauge pour H∨.

Il est très remarquable, mais aussi rarement signalé (A.J. Schwartz l’a pourtant

fait), que le groupe dualH∨ est exactement celui que R.P. Langlands avait défini à la

fin des années 60 pour les besoins de l’arithmétique et de la théorie des groupes ([53]).

Par exemple, SU∨
n = PSUn = SUn/(Z/nZ). La dualité induit la transposition des

matrices de Cartan, ainsi les séries A,D,E, F,G sont auto-duales mais B et C

s’échangent. Le groupe dual de Langlands intervient dans un vaste ensemble de

conjectures reliant l’analyse harmonique, les formes automorphes et la théorie des

nombres, pour donner des lois de réciprocité nouvelles. (Langlands parle de groupes

réductifs complexes ; ce sont les complexifications des groupes compacts. Il travaille

aussi avec des adèles et pas seulement sur R ou C .) Il serait merveilleux qu’une

même théorie mathématique à venir éclaire à la fois la vraie nature des quarks et la

correspondance de Langlands (dont un cas particulier traité par A. Wiles a entrâıné

la démonstration de la conjecture de Fermat).

2.4. En considérant des théories de jauge avec suffisamment de super-symétrie, le

scénario du confinement a pu être établi presque entièrement.

Dans les théories de super-Yang-Mills-Higgs, les variables sont une super-connexion

A sur un G-fibré et un super-champ vectoriel Φ dont on note Φi, i ∈ I, les super-

fonctions coordonnées (cf. § 1.4). On décompose Φ = ϕ + ψ + F suivant L0
d, L

−
d ,

L+
d . Le champ ϕ est à valeurs dans un multiple de la représentation adjointe g de

G. Le lagrangien est somme de deux termes F(A,Φ) et K(Φ,Φ). Le premier, F , est

une fonction holomorphe des Φi appelée super-potentiel, alors que le second, K, est

la fonction génératrice d’une métrique kählérienne g ij̄ = ∂2K/∂Φi∂Φj (cf. [84],[33]).
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Le principal paramètre dont dépend la théorie est issu du coefficient u du terme

quadratique en Φ dans F ; après renormalisation, u = C〈Trϕ2〉. Il s’appelle 〈〈vide 〉〉

et il est responsable des brisures de symétrie par un mécanique de Higgs.

Pour G = SU2, spontanément brisé sur U1, on a |ϕ| = a à l’infini dans R3 , alors

u = a2.

Dans F , en facteur du terme quadratique en les super-courbures, on trouve

τ(Φ) =
θ

2π
+

4πi

g2
,

avec θ, g ∈ R. Lorsque N = 2, il existe des relations entre τ et K, par exem-

ple la métrique kählérienne sur la droite complexe engendrée par a s’écrit ds 2 =
1
2π
ℑ(τ dada).

Soit F̃ le super-potentiel renormalisé ; on introduit la 〈〈variable duale 〉〉 de a, en

posant aD = ∂F̃/∂a. On a donc τ = daD/da.

Le groupe de renormalisation β s’exprime par la dépendance de a, aD, o, en fonc-

tion de u et de la fréquence Λ. Seiberg et Witten ([76], [77]) démontrent l’existence

d’une série

τ(u,Λ) =
i

π
ℓn

u

Λ2
+

∞∑

0

Fn
Λn

u2n
.

Donc, quand Λ→∞, on a aD ∼ 2i(a/π) ln (a/Λ) + i a/π.

Ainsi la monodromie à l’infini en u de aD est non triviale, il doit donc exister

une singularité au moins dans le plan des u. Seiberg et Witten montrent que la

positivité de ds2 force l’existence d’un groupe de monodromie global non abélien,

d’où l’existence d’au moins deux singularités ±uc. Une bonne normalisation des

singularités pour rendre compte de la limite Λ→∞ est u c = Λ2.

Toujours selon Seiberg et Witten, a et aD sont des périodes de la forme différentielle

holomorphe 1
2π

(x− u)dx
y

sur la courbe elliptique d’équation y2 = (x2 − Λ4)(x− u).

Plus généralement, pour un groupe de jauge compact simple G de rang r, la

théorie de champs renormalisée est décrite par une courbe complexe Σ de genre r

variant au-dessus d’un tore de dimension r (la 〈〈branche de Coulomb 〉〉). Le groupe

de renormalisation fait évoluer les couplages, interprétés comme des périodes d’une

forme holomorphe, en fonction de Λ et des coordonnées sur le tore, suivant le système

complètement intégrable associé à G par Hitchin (cf. [13]).

La limite de basse énergie en un point singulier u c est la théorie duale infrarouge de

la théorie de jauge N = 2. Elle s’appelle 〈〈théorie de Seiberg-Witten 〉〉. Ses champs

fondamentaux, un champ de spineurs et une connexion, sont des dégénérescences de
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masse 0 d’états quantiques massifs très particuliers qui existent pour tout u 6= ±u c :

les états BPS.

En effet, on trouve dans la théorie super-YMH, N = 2, des super-monopôles

magnétiques et des super-dyons de charge électrique Qe et de charge magnétique

Qm, qui sont invariants par la moitié des super-symétries ; on les appelle états BPS

pour Bogomolny, Prasad, Sommerfield. Leur masse satisfait à M 2 = C2(Q2
e +Q2

m).

Dans cette théorie, on n’a qu’une action projective de l’algèbre de super-Poincaré

N = 2 ([60], [97]), c’est-à-dire une action linéaire d’une extension centrale de la

super-algèbre : pour un super-dyon, la charge centrale est égale à Z = aNe +aDNm,

où Ne = Qe −
θ
2π
Qm et Nm = Qm sont des nombres entiers en vertu de l’effet θ

de Witten ([88]). Ces nombres Z forment un réseau dans C lorsque u 6= ±uc. Le

groupe de monodromie de (a, aD) agit sur Z ; il est d’indice fini dans SL2(Z).

C’est seulement pour N = 4, avec deux super-symétries de plus, que A. Sen [79] a

pu démontrer l’existence d’états BPS pour Ne, Nm premiers entre eux quelconques,

établissant ainsi la conjecture de dualité N = 4 de Montonen et Olive [57].

Notons Nm = r et Ne = s. L’espace des modules de monopôles de charge

magnétique r pour les équations de Bogomolny sur R3 s’écrit

R3 × (S1 ×M0
r)/(Z/rZ) ,

oùM0
r est une variété hyperkählérienne de dimension 4r−4, l’espace des monopôles

réduits, sur laquelle le sous-groupe Z/rZ de S 1 agit librement ([3]). D’après Witten,

Manton et Sen ([79]), les états quantiques de la théorie N = 4 sont des formes

différentielles sur M0
r ; la conjecture de Montonen et Olive se ramenait à prouver

l’existence d’une unique forme harmonique L2 (de degré 2r−2) sur laquelle l’action

de t ∈ Z/rZ est la multiplication par exp(−2πi ts/r).

A. Sen a d’abord traité le cas de r = 2, les autres cas ont été résolus peu après

par Segal, Selby, Parrati. Pour G simple compact quelconque, cf. [26], [29], [54].

3. DUALITÉS DE CORDES

3.1. Depuis plus de 20 ans, la théorie des cordes, et surtout celle des supercordes,

était considérée comme la meilleure chance pour unifier toutes les interactions avec

la gravitation. Elle avait éclipsé les tentatives de champs unitaires, en particulier la

supergravité D = 11. Mais depuis 6 ou 7 ans, à la suite des découvertes de dualités

étranges dans le monde des cordes (Schwarz, Sen, Duff, Hull-Townsend, Witten,...),
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le paysage a changé ; une mystérieuse théorie M en dimension 11 (ou peut-être F en

dimension 12), rassemblant des cordes qui se propagent, mais aussi des membranes

(surfaces dans l’espace, variétés de dimension 3 dans l’espace-temps), des trous noirs

et des variétés spéciales de toutes dimensions, s’est dévoilée. Ses limites les plus

intéressantes sont des supercordes, mais aussi une de ses limites est la supergravité

en dimension 11. Ainsi c’est difficile de dire qui a mangé l’autre, de la corde ou de

la supergravité.

L’idée des cordes est d’attribuer aux particules très énergétiques la forme d’une

ficelle d’une longueur de l’ordre de 10−32 cm, et de 〈〈quantifier deux fois 〉〉 les mouve-

ments et les accidents de cette ficelle relativiste dans l’espace-temps de Minkowski

pour retrouver, sans contradiction, toute la physique connue. D’où vient cette idée ?

Quel est son rapport avec la gravitation ? Pour le comprendre, reportons-nous à la

plus näıve des questions qui se pose en théorie quantique des champs : comment un

champ devient-il une particule ? En effet, dans quelle approximation passe-t-on des

amplitudes des connexions et des sections de fibrés spin à des particules ayant des

trajectoires comme des projectiles ? La relation se fait en deux temps, en 〈〈deux

quantifications 〉〉 : une première quantification mène de l’action du point matériel

(sans masse) dans l’espace de Minkowski à l’équation de Klein-Gordon d ∗ dϕ = 0 ;

c’est l’équation de Schrödinger de la particule. La deuxième quantification fait passer

à une assemblée d’oscillateurs, pour tenir compte des créations et annihilations.

Afin de rendre compte des interactions, il est possible d’introduire un potentiel,

par exemple ϕ4, ce qui donne une théorie de champ scalaire. Pour les particules

chargées, les photons ou les super-points, les interactions peuvent s’expliquer en

couplant les équations de Dirac, de Maxwell et d’Einstein. De même les quarks,

les bosons W et Z, les gluons sont soumis au couplage de Dirac et de Yang-Mills.

L’exigence de la renormalisation sélectionne sévèrement le choix des interactions

mais laisse encore un goût d’arbitraire.

Avec les cordes, la vision des interactions est changée : dans une limite où ~ serait

négligeable, mais pas la longueur typique des cordes, mesurée par la constante α ′,

inverse de la tension de la corde, on aurait affaire à des objets possédant une dimen-

sion d’espace et une de temps. Les trajectoires sont remplacées par des cylindres.

Et, pour décrire les interactions de cordes, il suffit de remplacer le cylindre par des

surfaces dont le bord a plus de deux composantes.

Le nombre n de trous compte le nombre de cordes à l’entrée et à la sortie de

l’accident. On montre que le genre k de la surface (son nombre d’anses) mesure

l’ordre des corrections quantiques dans les amplitudes de cordes quantiques.
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La deuxième bonne nouvelle apportée par les cordes est la présence naturelle de

particules véhiculant des interactions gravitationnelles : les gravitons. La première

quantification des théories des cordes est une théorie de champ bidimensionnelle qui

incorpore comme condition de renormalisation, au premier ordre en α ′,la théorie

de la gravitation d’Einstein classique à côté de la théorie de Yang-Mills classique

dans l’espace ambiant. D’ailleurs la constante α ′ vaut ~G
c3

, où G est la constante de

gravitation universelle de Newton.

Mais aux ordres plus élevés en α′ des corrections arrivent qui pourraient bien

régulariser la gravitation aux grandes énergies et guider sa quantification. Notons

que les théories de cordes conservent un sens, au moins perturbatif, si l’on remplace

l’espace-temps plat de Minkowski par des variétés lorentziennes munies de métriques

d’Einstein, i.e. solutions des équations d’Einstein classiques.

Une autre 〈〈prédiction 〉〉 est la super-symétrie : sans elle, c’est-à-dire sans passer

aux supercordes, des particules aberrantes violant les principes de la relativité, se

propageant plus vite que les photons, s’imposeraient subrepticement.

Enfin, et surtout, déjà la première quantification des cordes et supercordes est

une théorie quantique de champ très exigeante : si l’on veut y maintenir, au niveau

quantique, les symétries de la corde, ou supercorde classique (à savoir le groupe de

(super) Poincaré ambiant, les difféomorphismes de la surface source, les dilatations

locales de sa métrique (transformations de Weyl), les super-symétries de super-

surface), il n’y a que 5 possibilités, toutes en dimension 10 d’espace-temps. Celles-

ci portent les noms suivants : Type I, Type IIA, Type IIB, Hétérotique SO32,

Hétérotique E8 × E8.

3.2. Suivant Polyakov (cf. [68], [2], [5], [33]), une théorie de cordes à valeurs dans

la variété W , de dimension D, équipée d’une métrique lorentzienne (D − 1, 1), est

composée de deux champs en dimension 2 : une métrique sur Σ (de signature (1, 1))

et une application X de Σ dans W ; le lagrangien est l’énergie − 1
2α′
‖∇X‖2.

Lorsque W est l’espace plat de Minkowski, un choix convenable des coordonnées

ramène X à D − 2 solutions de l’équation des ondes (les coordonnées transverses à

Σ = S1 × R ou [0, 1]× R), et deux constantes (cf. [33], [13]). La première quantifi-

cation donne une algèbre de Weyl et sa représentation de Fock, et les symétries, la

reparamétrisation des branches du cône de lumière fournissent une représentation ρ

de l’algèbre de Virasoro Vir⊗ Vir dans l’espace de Fock.
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Si N est l’opérateur de nombre, la masse d’un état pur est donnée par une formule

α′M2 = C0+N , où C0 est une constante à déterminer. L’invariance lorentzienne ex-

terne (de W ) force C0 = −1 et l’invariance conforme (de Σ) force D = 26. Alors, en

décomposant la représentation ρ en facteurs irréductibles (les champs primaires) (cf.

[27]), on peut identifier les vecteurs de masse 0 ; ils forment diverses représentations

irréductibles de SO(D − 1, 1) : on y trouve les espaces de sections des fibrés en

S2,Λ2,R, c’est-à-dire les 2-formes symétriques, Gµν , les 2-formes antisymétriques

Bµν et un champ scalaire Φ.

Les conditions de renormalisation du premier ordre en α ′ s’expriment comme des

équations aux dérivées partielles sur Gµν , Bµν , Φ ; c’est la surprise : on tombe sur

une pertubation des équations d’Einstein, celle qui dérive du lagrangien :

L(G,B,Φ) =
1

2κ2
e−Φ(RG + 4|∇Φ|2 −

1

12
|dB|2).

On voit que α′ ∼ κ2e2〈Φ〉, donc Φ, nommé le dilaton, fixe la 〈〈constante de couplage 〉〉

α′. C’est la morale des cordes : toutes les constantes y deviennent des champs.

La présence d’une particule de masse imaginaire (le 〈〈vertex 〉〉 ordinaire) rend

la théorie peu physique, mais cela ne l’empêche pas d’être riche de propositions

mathématiques.

Avec les supercordes, les physiciens semblent avoir eu plus de chance, et ils ont

fait un cadeau encore plus beau aux mathématiciens.

Il y a a priori deux définitions différentes : celle dite de Green et Schwarz, où

une super-surface de Riemann s’envoie dans un espace de super-Minkowski modelé

sur une puissance du fibré des spineurs SN , et celle dite de Neveu-Schwarz-Ramond,

où la super-surface s’envoie dans le super-espace modelé sur le fibré tangent T (W ).

Mais, compte tenu des symétries, les deux approches s’avèrent équivalentes.

Pour maintenir les invariances super-Poincaré et super-conformes, il faut D = 10 ;

en cette dimension, l’espace des spineurs de Dirac est de dimension 32. À côté des

vecteurs de l’espace transverse à la corde, on trouve les spineurs de l’espace de

dimension 8, S+, S− tous deux de dimension 8 aussi. (La trialité est l’équivalence

par automorphisme extérieur des trois représentations.)

Pour décrire les solutions classiques, on doit tenir compte de plusieurs possibilités

pour les ondes de spineurs ψ(z, z̄, θ, θ̄) ∈ SN

1) elles se propagent soit à droite soit à gauche,

2) elles appartiennent à l’un ou l’autre des deux fibrés spin sur S 1.

On met un indice + pour les ondes se déplaçant vers la droite, c’est-à-dire les

fonctions de z et un indice − pour celles qui se déplacent vers la gauche, c’est-à-dire
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les fonctions de z̄. La seconde distinction sépare l’espace des multiples de (zdz)
1
2 ,

noté R (comme Ramond) de l’espace des multiples de (dz)
1
2 , noté NS (comme Neveu-

Schwarz).

Toutes les possibilités sans tachyons ont été classifiées (c’est le contenu du Théo-

rème de projection GSO, Goddard, Sent, Olive).

Le type I, avec une super-symétrie N = 1 sur W (mais toujours 32 pour Σ).

Ses états de masse 0, déterminés par la représentation des algèbres super-Virasoro,

appelés champs effectifs, sont une métrique Gµν (NS⊗NS), un dilaton Φ (NS⊗NS),

une 2-forme anti-symétrique Bµν (R ⊗ R), un champ de covecteur-spineur ξα
µ , le

gravitino, et un champ de spineurs λα, le dilatino. C’est tout pour les cordes fermées.

Mais, en type I, on permet des cordes ouvertes, il s’ajoute alors un champ de jauge

Aµ pour le groupe SO32 et un champ de gaugino ψσ.

Le type IIA, N = 2, champs effectifs : G,B,Φ, tous trois NS+ ⊗ NS+, ξ1, λ1

(R+ ⊗ NS+), ξ2, λ2 (NS+ ⊗ R−), plus une 1-forme Aµ et une 3-forme Aµνρ, de type

R+ ⊗ R−.

Le type IIB (dit chiral), N = 2, champs effectifs : G,B,Φ (NS+ ⊗ NS+), ξ1, λ1

(NS+⊗R−), ξ2, λ2 (NS+⊗R+), mais trois formes paires (toutes de type R+⊗R+) :

A0 l’axion, A2
µν une 2-forme, et une 4-forme Aµνρσ, avec la restriction dA = ∗dA.

En plus de ces trois possibilités, fut inventée la théorie des cordes hétérotiques ;

une mise en forme géométrique fait appel à une notion de super-feuilletage dans une

super-variété de dimension 4|n (cf. [51]) ; elle correspond à une corde (bosonique)

pour les champs allant à droite, et à une supercorde (fermionique) pour les champs

allant à gauche. Elle vient sous deux formes, avec des champs de Yang-Mills

supplémentaires, soit SO32, soit E8 × E8. Ses champs effectifs sont G,B,Φ,A (de

jauge), uniquement NS, et χ,λ,ψ, de type R, comme pour le type I.

Lorsqu’on pratique une réduction à la Kaluza-Klein pour descendre en dimension

< 10, les cinq types n’en donnent plus que trois : I, II, Het.

Les lagrangiens effectifs, qui sont les limites effectives de basses énergies des super-

cordes, ont été construits : ils donnent les théories de supergravité à 10 dimensions.

Par exemple, pour le type I, la partie bosonique de l’action est

SI =
1

16πα′4

∫

Vol10

(

e−Φ(RG + |∇Φ|2)−
1

12
|H3|

2 −
1

4
e−

Φ
2 |F2|

2
)

,

où F2 est la courbure du champ de Yang-Mills SO32 et H3 = dB2.

Pour les théories hétérotiques, avec mes mêmes conventions,

SHet =
1

16πα′4

∫

Vol10 e
−Φ(RG + |∇Φ|2 −

1

12
|H3|

2 −
1

4
|F2|

2).
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Pour la théorie de type IIA,

SIIA =
1

16πα′4

∫

Vol10

(

e−Φ(RG+|∇Φ|2−
1

12
|H3|

2)−
1

4
|F2|

2−
1

48
|F4|

2
)

+
1

2
B2∧F4∧F4 ,

où H3 = dB2, F2 = dA1, F4 = dA3 et F ′
4 = F4 + A1 ∧H3.

Pour la théorie de type IIB,

SIIB =
1

16πα′4

∫

Vol10

(

e−Φ(RG + |∇Φ|2−
1

12
|H3|

2)−
1

2
|∇A0|2−

1

12
|H ′

3 +A0H3|
2

−
1

240
|F5|

2
)

+ A4 ∧H3 ∧H
′
3 ,

où H3 = dB2, H
′
3 = dB′

2 et F5 = dA4 +B′
2 ∧H3.

3.3. Si l’on ajoute aux cinq théories toutes les théories de cordes en dimension plus

petite obtenues par compactification de Kaluza-Klein, on a une grande famille qui a

beaucoup embarrassé les chevaliers de la théorie unique de tout. L’espoir est revenu

lorsque Witten, Hull, Townsend, Duff, Sen et al., entre 1995 et 1996, on observé

que, par dualité, toutes ces théories avaient l’air d’être équivalentes ([46], [90], [66]).

Afin de préserver une partie des super-symétries, les compactifications ont surtout

été faites le long de tores Tk , de produits M × Tk−4 avec M une surface K3 ou de

produits Y ×Tk−6 avec une variété de Calabi-Yau Y de dimension complexe 3. Ces

variétés possèdent des espaces de modules (ne serait-ce que le rayon d’un cercle, ou

le volume) qui forment pour chaque théorie T un espace UT . Cet espace se projette

sur des axes de constantes de couplages, en particulier celui de α ′ ou 〈Φ〉.

Une dualité entre deux théories de cordes T1 et T2 est une bijection f d’une partie

O1 des observables de T1 sur une partie O2 des observables de T2, et une bijection

f ∗ d’une partie V1 de UT1 , sur V2 dans UT2 qui échangent les amplitudes, c’est-à-dire

〈f(F1)〉f∗(u1) = 〈F1〉u1.

À proprement parler, il n’y a que des conjectures de dualité mais elles ont franchi

des tests qui portent, soit sur les théories de supergravités effectives, soit sur les

solutions classiques invariantes par une partie des super-symétries, encore appelées

solutions BPS (cf. [80]).

Certaines dualités échangent les couplages forts et faibles des cordes ; ce sont les

S-dualités ([74], [19], [20], [46], [58], [59]).

Exemples : pour D = 10, type I ←→ Het32, pour D = 6, IIA/K3 ←→ Het/T4

(i.e. la théorie de type IIA compactifiée sur une surface K3 est duale de la théorie

hétérotique compactifiée sur un tore T4), pour D = 10, IIB ←→ IIB.
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D’autres dualités respectent les couplages faibles et peuvent être détectées sur la

théorie perturbative ; ce sont les T -dualités, T comme target ([25], [30], [39]).

Exemples : IIA ←→ IIB si on compactifie sur des cercles de rayons inverses (i.e.

IIA/S1
R ←→ IIB/S1

R−1). Dans les mêmes conditions HetE8×E8 ←→ HetSO32 .

Les T -dualités constituent des sous-groupes discrets des symétries signalées à la

fin du § 1. Par exemple Het/T6 a un O(6, 22;Z) de T -dualités dans le O(6, 22;R).

Mais dans ce cas, il y a aussi un SL2(R) mieux caché de S-dualités agissant sur

τ = 〈A + ie−Φ〉, A l’axion, Φ le dilaton. Dedans, un SL2(Z) passe aux cordes

quantiques. On retrouve la dualité de Sen (§ 2.4) comme une des conséquences de

basse énergie.

Pour la théorie de type II compactifiée sur T6, le groupe E7 des symétries de la

super-gravité N = 8 contient un sous-groupe discret E7(Z) dont les éléments sont

appelés U -dualités, formé à partir d’un O(6, 6;Z) de T -dualités et du SL 2(Z) de

S-dualités de la théorie IIB en dimension 10.

La difficulté à chaque fois est de construire les états BPS, analogues des dyons,

avec des charges quantifiées.

C’est là que les branes apparaissent :

Dans toutes les théories de supercordes, l’examen non perturbatif (mais spéculatif)

a révélé l’existence de solutions (semi-)classiques particulières électriquement et/ou

magnétiquement chargées, jouant le rôle des instantons, des solitons et des monopôles

en théorie des champs : les p-branes. Ainsi nommées car elles définissent soit comme

lieu singulier, soit comme centre, des sous-variétés de dimension p + 1 de l’espace-

temps, donc des sous-variétés dimension p dans l’espace (au moins pour les solitons

et les monopôles). Les 2-branes s’appellent simplement des membranes.

Sur ces variétés, on peut intégrer les (p + 1)-formes différentielles du lagrangien

de supergravité effective ou leurs formes duales.

La dualité de Poincaré accompagne les dualités de cordes et associe des q-branes

duales aux p-branes. La duale d’une p-brane est donc une (D − p− 4)-brane.

Par exemple, avec D = 10, en théorie IIA, la corde est une 1-brane et donne une

5-brane. En théorie IIB, on trouve une 3-brane autoduale.

Les théories de supercordes induisent sur les p-branes des théories de jauge dont

les constantes de couplage proviennent de la géométrie en dimension D.

Les branes associées comme courants aux formes différentielles de type NS ⊗ NS

furent assez faciles à construire ; on trouve par exemple les 0-branes associées aux

dilatons Φ de toutes les théories, une 1-brane pour Het, courant de la jauge A, duale
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d’une 5-brane, des membranes associées aux formes B2 des théories de type II et

Het.

La construction de courants pour les formes R ⊗ R fut plus longue à venir.

J. Polchinski ([64], [65]) les trouva sous formes de D-branes, D comme Dirichlet ; ce

sont des solutions singulières, comme des déchirures et des trous noirs dans l’espace-

temps, le long desquelles les cordes, a priori toutes fermées de IIA et IIB peuvent

s’ouvrir. Elles ont permis de compléter la liste BPS conjecturée pour la S-dualité

de IIB/S1 ou la T -dualité du type I. En théorie de type IIA (resp. IIB), il y a une

p-brane qui est D-brane pour tout entier pair entre 0 et 8 (resp. impair entre −1 et

9). La T -dualité échange les D-branes de IIA avec celles de IIB. En théorie de type

I, il y a des D-branes pour p = 1, 5, 9 (cf. [4], [7], [18], [30]).

La dernière révolution fut la découverte de la M-théorie (Townsend, Witten, 1996,

[46], [90]) : en cherchant à comprendre le couplage fort de IIA, on trouve quelque

chose de dual en dimension 11 dont la limite de basse énergie est la supergravité

D = 11 de Cremmer, Julia, Scherk !

Ce 〈〈quelque chose 〉〉 fut baptisé M-théorie, comme membrane, merveille ou mystère.

Cette théorie est encore largement conjecturale, sa fonction principale est de compléter

le diagramme suivant :

M−théorie −−−−−−−→ Supercorde IIA



y




y

Supergravité, D = 11 −−→ Supergravité IIA, D = 10

où les flèches horizontales sont des compactifications sur un cercle S 1 et les flèches

verticales sont les limites de basse énergie ([16], [17], [44], [58], [80]).

Par compactification sur un intervalle compact, on trouve la duale de HetE8×E8

en dimension 10. La M-théorie possède une membrane et une 5-brane duale.

En compactifiant une théorie de supercorde ou la M-théorie sur une variété X

de dimension k, on peut enrouler une p-brane sur un d-cycle de X et obtenir dans

RD−k une (p− d)-brane ([1], [16], [19], [20], [81], [92]).

Ainsi la corde IIA est la membrane de M enroulée sur S 1, la 2-brane et IIA est la

projection de la membrane, sa 4-brane est la 5-brane de M enroulée et sa 5-brane

non singulière est la projection de la 5-brane de M. Il y a aussi en M-théorie des

branes noires analogues de trous noirs de dimensions 2, 4 et 6 ([16], [34]).

Les ressources mathématiques de la M-théorie semblent inépuisables :
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1) Selon Strominger, Yau, Zaslow, toute variété de Calabi-Yau X de dimension 3

sur C contient une famille à trois paramètres réels de 2-branes pour IIA compactifiée

sur X. Si on applique la dualité T , on trouve une famille de 0-branes pour IIB

formant la variété miroir Y de X. Cf. [36], [39], [41], [45], [52], [82].

2) Selon Witten, les états BPS de la théorie super-Yang-Mills N = 2, D = 4 qui

permettent d’établir la dualité électrique-magnétique quantique et de construire la

théorie de Seiberg-Witten viennent de configurations de branes de IIA qui corres-

pondent par dualité à des 2-branes, de la forme D2×R en M-théorie accrochées sur

des 5-branes de la forme Σ× R4 dans S1 × R10 ([93], [94]).

Par un glissement de sens, l’ultime théorie dont les limites variées sont IIA, IIB,

I, supergravité D = 11, HetE8×E8, HetSO32 , s’est aussi appelée M. Schwarz et Sen

ont bien proposé la lettre U comme unité, mais notre époque est plus mystique.

3.4. Paracelse avait deviné la théorie M en 1525 au cours de ses recherches sur

l’Astrologie. Il n’a pas dit M comme quoi. Sans doute comme Mysterium. Il a

même parlé du M.m. en précisant plus loin M.magnum.

Écoutons d’abord Lucien Braun dans son commentaire récent ([6]) à la traduction

du Volumen Paramirum ([61]) :

〈〈 ...La recherche sur l’ens astrale le conduit à s’interroger, à partir de l’Astre, sur

les conditions d’existence de la vie humaine. L’homme est incapable de penser sa

propre origine, estime Paracelse. Dès 1525, il se heurte, dans sa réflexion têtue, au

〈〈 toujours déjà-là 〉〉, au primordial, au primexistant : avant tout surgissement d’un

existant quelconque, quelque chose est toujours déjà donné d’où il procède. Pour le

faire entendre, Paracelse se sert de l’air comme comparaison (ailleurs aussi appelé

chaos) et comme métaphore (qui doit nous conduire plus loin). Nous respirons l’air,

écrit-il, sans lui nous ne pouvons exister. En filant la métaphore suffisamment loin,

l’air lui-même finit par procéder de quelque chose que décidément on ne peut plus

nommer – même par métaphore ! Paracelse désigne cet 〈〈abyssal-toujours-premier 〉〉

par la lettre M (qui est mystère). Toujours déjà il y a quelque chose, avant tout

donné, qui est la condition d’apparition de tout donné possible ; et qui est réfractaire

à toute analyse subséquente. 〉〉

Écoutons Paracelse lui-même avant que, quelques lignes plus loin, il ne parle du

poison contenu dans le M.m. qui risque d’infecter le corps de l’homme :

〈〈 ... Vous dites que si l’air n’existait pas, toutes choses dépériraient, disparâıtraient ;

tout ce qui vit étoufferait et mourrait. On peut dire de même : il existe quelque

chose qui maintient et conserve le corps (qui contient la vie) ; la perte de ce 〈〈quelque
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chose 〉〉 serait aussi dommageable pour le corps que serait pour le vivant le défaut de

l’air. Il convient donc de le préserver. L’air lui-même est conservé dans et par ce

〈〈quelque chose 〉〉, et si cela venait à manquer, l’air aussi disparâıtrait. Le firmament

en vit également, et si cela n’était, il disparâıtrait. Ce 〈〈quelque chose 〉〉, je l’appelle

M. Il n’existe rien de plus éminent dans tout le domaine de la création, et pour un

médecin il n’y a rien de plus utile à méditer.

Je m’efforce de vous l’expliquer : le M. ne provient pas du firmament ; il n’y est

pas né ; ce n’est pas le firmament qui nous l’envoie, etc. Rien de tout cela ne vaut.

Mais le M. maintient toutes les créatures en leur être, que ce soit dans le ciel ou sur

la terre ; tous les éléments vivent en lui et par lui... 〉〉.
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ALGÈBRE DE HOPF DES DIAGRAMMES DE FEYNMAN,

RENORMALISATION ET FACTORISATION DE WIENER–HOPF

[d’après A. Connes et D. Kreimer]

par Louis BOUTET de MONVEL

1. INTRODUCTION

1.1. Renormalisation

Cet exposé a pour objet de décrire le point de vue de A. Connes et D. Kreimer sur la

renormalisation en théorie quantique des champs (théorie perturbative), expliquées dans

les articles [CK1, CK2]. La plupart des démonstrations sont omises, et on en trouvera les

détails dans loc. cit.. Je remercie chaleureusement A. Connes, J. Zinn-Justin, A. Arabia

pour leur aide et leurs conseils. Je remercie particulièrement P. Cartier qui a relu et

corrigé ces notes dans la meilleure tradition de N. Bourbaki.

Un des effets frappants de la théorie de la renormalisation est de faire prévoir que les

constantes de structure qui gouvernent un grand système physique dépendent de l’échelle

d’observation. Ce fait se constate aussi dans d’autres phénomènes étendus où tous les

ordres de grandeur contribuent, en particulier dans la description des transitions de phase

pour lesquelles aussi l’idée de la renormalisation est pertinente (cf. [ZJ]). Il s’observe

déjà dans des phénomènes plus classiques et connus depuis le 19ème siècle : ainsi une

balle de ping-pong de masse m = 2gr, immergée dans l’eau (masse d’eau déplacée :

M = 32gr environ), subit une poussée vers le haut correspondant au poids M−m = 30gr

(force d’Archimède moins son poids). Mais, si on la lâche, elle ne remonte pas avec une

accélération de M−m
m

g = 15g : il y a une interaction avec l’eau environnante et le résultat

final est que, tant que la vitesse reste petite, la balle remonte avec une accélération de
M−m
m+ M

2

g < 2g. Vu de l’extérieur, tout se passe comme si la balle était affectée de la masse

apparente m′ = m+ M
2

, et si l’on n’avait pas le moyen de disséquer en détail l’interaction

qui a lieu près de la balle, m′ serait la seule 〈〈masse effective 〉〉 qu’on puisse lui attribuer à

cette échelle.

La théorie quantique des champs veut décrire et expliquer les phénomènes fondamen-

taux qui gouvernent la physique à l’échelle nucléaire ou particulaire. Dès le départ, elle

se heurte à des difficultés considérables car les quantités 〈〈naturelles 〉〉 qu’on veut calculer
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sont décrites par des analogues d’intégrales qui n’ont pour l’instant pas beaucoup de

sens mathématique, ou dans le cas plus simple de la théorie perturbative, par des séries

asymptotiques d’intégrales divergentes.1

Un des objets de la renormalisation est d’attribuer à ces intégrales une valeur ( 〈〈partie

finie 〉〉). Les parties finies d’intégrales interviennent dans beaucoup de questions d’E.D.P. et

Hadamard en a donné une description systématique par troncature ou par prolongenment

analytique. Ici, elles arrivent en série et il faut les organiser de façon cohérente. Les

théoriciens du champ ont énoncé pour cela un certain nombre de règles qui, pour être

précises et efficaces, n’en sont pas moins très compliquées.

A. Connes et D. Kreimer montrent que ces règles peuvent être résumées très élégamment

par une factorisation à la Wiener-Hopf (ou Riemann-Hilbert) d’un lacet à valeurs dans

un groupe associé aux diagrammes de Feynman, et que cela donne lieu à des formules

〈〈universelles 〉〉 qui vivent dans le groupe 〈〈universel 〉〉 des difféomorphismes formels tangents

à l’identité.

1.2. Champs

Dans la théorie classique, un champ2 est une fonction A sur Rd qui satisfait une équation

∂2A− F ′(A) = 0

où ∂2 désigne le d’Alembertien −∂2
t +

∑
∂x2

i
, et F ′ est la dérivée d’une fonction donnée

F . Il revient au même de dire que A extrémise l’intégrale d’action
∫
ddx L(A) où le

Lagrangien est L(A) = 1
2
(∂A)2 + F (A); d est la dimension de l’espace-temps ; dans les

formules finales c’est un entier D, D = 4 dans notre monde, D = 6 ci-dessous, mais de

toute façon on devra 〈〈 le faire varier continûment 〉〉 pour la régularisation dimensionnelle.

Un champ quantique φ est une fonction (généralisée) à valeurs opérateurs, satisfaisant

à un certain nombre d’axiomes pour lesquels je renvoie à la bibliographie. Il est déterminé

par un état vide (d’énergie minimale) noté 〈0〉, et les 〈〈 fonctions de Green 〉〉

G(x1, . . . , xN ) = 〈0|Tφ(x1) . . . φ(xN)|0〉 ,

(le signe T signifie qu’on réordonne les facteurs xi par ordre de temps t = x0 décroissant).

Pour quantifier une théorie classique, les physiciens s’inspirent de la formulation vari-

ationnelle et de la mécanique statistique, et affirment que la fonction de Green doit être

1Il ne s’agit en aucune façon d’une théorie floue ou imprécise puisque les résultats théoriques qu’elle

fournit concordent aussi bien que possible avec les résultats expérimentaux - jusqu’à 14 chiffres significatifs

en électrodynamique quantique - ce qui est un exploit inégalé par la physique antérieure. C’est plutôt un

exemple de plus du fait que les résultats les plus spectaculaires dans la description du monde qui nous

entoure précèdent souvent les mathématiques qui les expliquent le plus élégamment.
2Pour simplifier, nous ne considérerons ici qu’un champ scalaire, i.e. A est une fonction numérique ;

la physique utilise aussi des champs vectoriels, tensoriels, spinoriels, etc..
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décrite par une intégrale fonctionnelle sur l’espace de tous les champs classiques:

G(x1, . . . , xN) = N−1

∫

[dA] eiS(A)A(x1) . . . A(xN )

où S(A) =
∫
ddx L(A)) est l’intégrale d’action, et N =

∫
[dA]eiS(A) est un facteur de

normalisation assurant 〈0|0〉 = 1. Dans cette intégrale aucun des termes N , [dA],
∫

n’a

de sens, du moins pris séparément; le tout évoque une intégrale gaussienne comme celles

du mouvement Brownien, mais la notation des physiciens est plus suggestive.

Dans la théorie perturbative, l’action est L(A) = L0(A) + Lint(A) où

(1) L0 =
1

2
(∂A)2 −

m2

2
A2

est le Lagrangien du champ libre de masse m, et Lint(A) est le terme perturbatif. Le

développement en série (formelle) de l’exponentielle suggère

G(x1, . . . , xN) ∼ N−1
∑ in

n!

∫

[dA]eiS0(A) (Sint(A))nA(x1) . . . A(xN )

avec

N ∼
∑ in

n!

∫

[dA]eiS0(A)(Sint(A)n.

Dans ces expressions interviennent une foison d’intégrales 〈〈gaussiennes 〉〉 de la forme

(2)
∑

∫

[dA]eiS0(A) Sint(A)n A(x1) . . . A(xN)

qui se ramènent à des intégrales en dimension finie.

Dans [CK1, CK2] et dans beaucoup d’autres travaux, les auteurs ont choisi comme

exemple le Lagrangien correctif Lint(A) = g
3!
A3 en dimension d = 6 (〈〈théorie φ3

〉〉), parce

que cela illustre déjà de façon simple, mais significative, le cas général, même si cela ne

correspond pas à une théorie physique vraisemblable. Nous ferons de même ici.

2. INTÉGRALES ET DIAGRAMMES DE FEYNMAN

2.1. Diagrammes de Feynman

Les intégrales de Feynman (2) et les problèmes que pose leur divergence sont connus

depuis le début de la théorie (Dirac). Le génie de Feynman l’a conduit à les indexer par les

diagrammes qui portent son nom, qui en plus d’indiquer clairement l’intégrand et l’espace

où l’on intègre, évoquent de façon imagée des interactions ou collisions virtuelles.
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Un diagramme de Feynman est un graphe coloré (non orienté): 3 il a un ensemble de

sommets colorés, reliés par des arêtes.

Les arêtes extérieures, ou pattes, n’ont qu’un seul sommet; les arêtes intérieures ont deux

sommets distincts. Les types de sommets se distinguent par le nombre d’arêtes, et une

couleur (pour les sommets à deux arêtes).

Dans la théorie φ3, il y a 3 types de sommets :

(3) XX

correspondant respectivement aux termes quadratiques A2, (∂A)2 et au terme cubique A3

de L(A).

2.2. Intégrales de Feynman

Un tel diagramme Γ code une distribution UΓ de N variables vectorielles (x1, . . . , xN),

N le nombre de pattes, qu’on repère plutôt par sa transformée de Fourier UΓ(p1, . . . , pN)

des moments extérieurs pe, qui vérifient des relations de conservation
∑
pe = 0 (une

pour chaque composante connexe). Celle-ci est définie comme suit : à chaque arête i est

associée une variable de moment pi à d dimensions, libre si i est une patte extérieure,

muette (variable d’intégration, notée ki dans [CK1]) sinon. UΓ est alors définie par une

intégrale sur l’espace des moments internes (ou plutôt sur un sous-espace, car l’intégrand

comporte des facteurs δ) :

(4) UΓ(p1, . . . , pN) =

∫
∏

ddpi IΓ(pi).

L’intégrand IΓ est un produit de facteurs auxquels contribuent séparément les arêtes

intérieures et les sommets, par des règles explicites suivantes (pour un autre L int il faudrait

en général plus de types de sommets (ou d’arrêtes), et compléter les règles qui décrivent

les facteurs associés aux sommets ou aux arêtes).

I1 Chaque arête i produit un facteur 1
m2+p2i

.

I2 Chaque sommet v produit un facteur δ(
∑

i∋v p
v
i ) (cela fait autant de relations

linéaires que de sommets, exprimant la conservation des moments). 4

3 on est aussi amené à colorer les arêtes, et à orienter le graphe, s’il y a plusieurs espèces de particules

et qu’on doit distinguer entre particules et anti-particules
4pv

i
désigne le flux de moment entrant dans v indexé par l’arête i : si v, v′ sont les deux sommets d’une

arête i, on a pv
′

i
= −pv

i
.
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I3 Chaque 2-sommet de type 0 produit un facteur m2.

I4 Chaque 2-sommet de type 1 produit un facteur p2 (les deux moments associés sont

opposés et ont même p2).

I5 Chaque 3-sommet produit un facteur µ3−d/2g.

µ est l’unité de masse – pour l’instant une variable formelle – introduite pour que les

constantes qui figurent dans les intégrales à renormaliser soient des nombres purs, 〈〈 sans

dimension 〉〉. (Il s’agit cette fois de la dimension des physiciens : les mesures sont éléments

des puissances tensorielles d’un espace vectoriel (ou sections d’un fibré vectoriel) de base.

Dans une théorie scalaire relativiste comme ici, celui-ci est de rang 1, et la dimension d’une

quantité physique est l’exposant de la puissance tensorielle où on la mesure ; de façon

équivalente, toutes les quantités (masse, moment,. . . ) de la théorie sont commensurables

à une puissance de l’unité de masse µ ; la 〈〈dimension 〉〉 d’une quantité P est l’exposant s

tel que µ−sP soit un nombre pur).

On peut résumer l’effet des facteurs δ en disant que les moments extérieurs vérifient

la relation de conservation
∑
pe = 0 et que l’intégrale est effectuée sur l’espace E i

Γ de

dimension (I − V + C)d des moments intérieurs indépendants (I est le nombres d’arêtes

internes, V le nombre de sommets, C le nombre de composantes connexes).

Ces intégrales sont le plus souvent divergentes – doublement : à distance finie elles

ont des singularités car la norme utilisée est celle de la relativité : p 2 = −p2
0 +

∑
p2
i ; les

physiciens s’empressent de la remplacer par la norme euclidienne en faisant une 〈〈 rotation

de Wick 〉〉 (i.e. en remplaçant le temps t = x0 par un temps imaginaire pur it), ce qui

élimine ces singularités (sauf pour le cas limite m = 0); le cas relativiste s’en déduit en

principe par prolongement analytique, et cela ne change de toute façon pas grand’chose

au principal problème de la renormalisation, qui vient des divergences à l’infini de ces

intégrales (〈〈catastrophe ultra-violette 〉〉).

2.3. Parties finies

Hadamard nous a montré comment on peut attribuer une valeur à une intégrale diver-

gente. Par exemple, pour une singularité à l’origine, on tronque et on enlève une partie

infinie 〈〈 évidente 〉〉 dans un développement asymptotique :

pf

∫ 1

0

dt ts−1ϕ(t) = lim
ǫ→0

∫ 1

ǫ

dt ts−1ϕ(t) +
∑ ϕ(j)(0)

j!

ǫs+j

s + j
.

Il y a un problème supplémentaire dans le cas - le plus utile - où l’exposant s est entier.

Un autre moyen 〈〈canonique 〉〉 est de remarquer que le membre de gauche est une fonction

méromorphe de s, avec ici des pôles simples aux entiers négatifs. Ce prolongement redonne

la partie finie pour s régulier. Aux pôles, on retient le terme constant du développement

de Laurent ; c’est un peu moins canonique, car il dépend du choix de la borne supérieure

d’intégration, ou d’une unité de longueur.
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Une des méthodes utilisées par les physiciens, qui est celle qu’utilisent Connes et

Kreimer, est la méthode de régularisation dimensionnelle, qui est une méthode de pro-

longement analytique : pour une fonction f(p) invariante par rotation sur Rd, cela revient

à intégrer en coordonnées polaires :
∫

ddp f(p) = vd

∫ ∞

0

dr rd−1f(r),

où vd = 2πd/2

Γ(d/2)
est le (d−1)-volume de la sphère unité, de sorte qu’on ait

∫
ddx e−x

2
= πd/2.

Le résultat est une fonction méromorphe de d.

La régularisation dimensionnelle peut être effectuée pour les intégrales de Feynman.

Elle conduit pour chacune à une distribution UΓ = UΓ(p, µ, d) des moments extérieurs,

qui dépend du paramètre µ et, de façon méromorphe, de la dimension d, avec un pôle

pour d = D (en général multiple, mais d’ordre fini ; ici D = 6 ; il peut y avoir d’autres

pôles en dehors de D).

Remarque 2.1. — Les valeurs (renormalisées) des intégrales de Feynman sont intéres-

santes pour elles-mêmes : en dehors de puissances de π, on trouve (entre autres) des

combinaisons rationnelles de ζ(3), ζ(5), . . . et plus généralement de nombres multi-zêtas

dont le degré de complexité (poids, profondeur) est lié à la topologie du diagramme; mais

ceci est une autre histoire.

3. ALGÈBRE DE HOPF DES DIAGRAMMES DE FEYNMAN

3.1. Diagrammes habillés et coproduit

Dans la théorie φ3, les diagrammes utiles (nous dirons 〈〈admissibles 〉〉) sont réunion

disjointe de diagrammes 〈〈simples 〉〉, i.e. connexes, et qui restent connexes si on leur enlève

une arête (le sigle des physiciens est 1PI = irréductibles à une particule); comme pour les

groupes, on compte que les objets de la fig. (3), les plus 〈〈 simples 〉〉, ne le sont pas.

Pour fabriquer des nombres à partir des diagrammes et des intégrales de Feynman,

et surtout pour décrire la règle de réinsertion de diagrammes pour le calcul de ces

intégrales par itération d’intégrations partielles, il convient de les 〈〈habiller 〉〉. Un dia-

gramme 〈〈habillé 〉〉 est une combinaison de diagrammes admissibles:
∑

σΓ ⊗ Γ,

où chaque coefficient σΓ est une distribution sur l’espace EΓ des moments extérieurs pe
(indexés par les N arêtes extérieures, et liés par la relation de conservation

∑
pe = 0, de

sorte que EΓ est de dimension (N − 1)d).5

5L’espace des coefficients distribution n’est pas précisé et cela n’a guère d’importance ; on peut se

limiter à des distributions invariantes par le groupe de Lorentz, et il faut en outre qu’on puisse appliquer

le procédé de régularisation dimensionnelle, pour pouvoir faire varier d continûment autour de D = 6 en

contournant le pôle.
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Les diagrammes admissibles, habillés ou non, forment une algèbre commutative graduée

H : la loi de produit est la somme disjointe, et ⊗ pour les coefficients, l’unité est le

diagramme vide (affecté du coefficient 1). La graduation est définie par le nombre de

boucles L = I + V − C = dimH 1(Γ), voir ci-dessous §3.2.

Connes et Kreimer définissent sur H une structure d’algèbre de Hopf au moyen du

coproduit

(5) ∆(Γ) = Γ ⊗ 1 + 1 ⊗ Γ +
∑

γ⊂Γ,ι

γ(ι) ⊗ Γ/γ(ι).

Dans cette somme, γ désigne un diagramme admissible non vide, inséré dans Γ, dont les

composantes ont deux ou trois pattes : les ensembles de sommets des composantes de γ

dans Γ sont deux à deux disjoints, seules des arêtes extérieures peuvent être communes.

ι est une collection de signes 0 ou 1 indexée par les composantes à deux pattes.

Le deuxième facteur, Γ/γ(ι) s’obtient en contractant en un point chaque composante α,

et en l’affectant de la couleur ι(α) (0 ou 1) s’il s’agit d’une composante à deux pattes.

Dans le premier facteur les composantes de γ(ι) ont deux ou trois pattes, et un habit

fixé par ι : σ0⊗γα si γα est une composante à trois pattes, ou deux pattes et la couleur est

ι(α) = 0, σ1 ⊗ γα si γα a deux pattes et la couleur correspondante est 1. Les distributions

σ0,1 sont choisies de sorte que σ0(am
2 + bp2) = a, σ1(am

2 + bp2) = b. 6

Théorème 3.1. — Muni du coproduit ∆ ci-dessus, H est une algèbre de Hopf.

Ce théorème est démontré en détail dans [CK1] et nous ne reproduisons pas ici la

démonstration. En fait, il correspond à l’idée naturelle qu’on peut dans les intégrales (4)

faire des intégrations partielles par paquets sur des sous-diagrammes (pourvu que ceux-

ci restent admissibles), et itérer cette opération autant de fois qu’on veut. Il y a une

complication mineure venant du fait que, pour les diagrammes à deux pattes, la règle de

réinsertion dépend de la couleur du diagramme qu’on réinsert.

3.2. Graduation

Un poids multiplicatif sur H (valuation) est une fonction w à valeurs entières telle que

w(fg) = w(f) + w(g).

Il est complètement défini par ses valeurs sur les diagrammes simples puisque H est

l’algèbre de polynômes engendrée par ceux-ci. Nous nous intéressons plus particulièrement

à ceux qui respectent le coproduit : w(∆f) = w(f) : les plus évidents sont

I(Γ) = I = le nombre d’arêtes intérieures de Γ

v(Γ) = V − C = le nombre de sommets − le nombre de composantes.

6L’article [CK1] dit plutôt que γ(0) est le diagramme γ affecté de moments extérieurs nuls, et γ(1) =
∂

∂p2 γ|p=0 : j’espère avoir interprété correctement. Il faut modifier cette règle dans le cas limite m = 0.
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Définition 3.2. — La graduation canonique de H est définie par L(Γ) = I − V + C =

dimH1(Γ). Pour cette graduation H est connexe, i.e. H0 est le corps des constantes (C

ou n’importe quel corps de caractéristique 0).

L’assertion résulte de ce que, par définition, on a dimH 1(Γ) > 0 si Γ est non vide.

On note H+ l’idéal des éléments de degré > 0.Il est immédiat qu’on a

∆(X) −X ⊗ 1 − 1 ⊗X ∈ H+ ⊗H+ si X ∈ H+.

Un autre poids de bigèbre utile est

(6) ω(Γ) = V3 −N + 2,

où V3 est le nombre de sommets à trois pattes, N le nombre d’arêtes extérieures.

3.3. Groupe dual

Le dual gradué A de H (ou plutôt un prédual) est l’espace des
∑
ϕΓΓ où pour chaque

Γ le coefficient ϕΓ parcourt un espace de fonctions test S(EΓ). C’est une algèbre de Hopf

graduée, cocommutative, mais non commutative. On notera Â le complété.

Un élément x ∈ Â est de type groupe, resp. de type Lie (primitif) si

∆Ax = x⊗ x resp. ∆Ax = x⊗ 1 + 1 ⊗ x

(rappelons que le coproduit ∆A est dual du produit de H). Les éléments de type groupe

sont les caractères de H; ils forment un groupe GF gradué pronilpotent, dont l’algèbre de

Lie est constituée des éléments de type Lie.

4. RENORMALISATION

4.1. Lacet fondamental

À chaque diagramme de Feynman Γ est donc associée une distribution UΓ(µ, d). Dans

cette théorie, il est essentiel de ne renormaliser que des nombres purs (quantités 〈〈 sans

dimension 〉〉).

La dimension dimΓ de la distribution UΓ résulte des règles I1, . . . , I5 ci-dessus. Pour

un diagramme simple (1PI), compte tenu des relations de conservation de moment (on

intègre sur un espace de dimension Ld), de la définition L = I − V + 1 et de la relation

de comptage élémentaire 3V3 + 2V2 = 2I +N obtenue en énumérant par sommets ou par

arêtes les couples (• −−) constitués d’une arête et un de ses sommets (demi-arête), on

obtient :

dimΓ = dim
∏ ddpi

p2
i +m2

∏

V3

gµ3−d/2
∏

V2

(m2 ou p2) =

(7) = Ld− 2I + V3(3 −
d

2
) + 2V2 = (1 −

N

2
)d+N.
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Noter que l’exposant de g est V3 = ω(Γ) +N − 2.

À chaque diagramme habillé ϕ⊗Γ on associe alors un nombre sans dimension, dépendant

de µ et de d (d voisin de 6, d 6= 6) :

(8) 〈γµ(d), ϕ⊗ Γ〉 = g2−Nµ−BU(Γ) = 〈ϕ, UΓ〉

avec B = (1 − N
2
)d+N .7

On a ainsi défini un lacet γ = γµ(d) ou γ(µ, d) (méromorphe en d, dépendant de µ)

autour de d = D = 6, à valeurs dans GF ⊂ A (il s’agit évidemment d’un caractère de H).

On pose d = D − ǫ et on note B le complété, pour la graduation L, de A[ 1
ǫ
, ǫ]], dont γ

est un élément.

Il est clair que tout élément ϕ =
∑
ϕjǫ

j ∈ B se décompose additivement ϕ = ϕ+ − ϕ−

avec ϕ+ =
∑

j≥0 ϕjǫ
j , ϕ− = −

∑

j<0 ϕjǫ
j (ϕ± est holomorphe en ǫ resp. 1

ǫ
; ce sont les

parties positive et négative d’une série de Laurent).

De même tout élément inversible f ∈ 1 + B+ (i.e. le terme de plus bas degré pour la

graduation est f 0 = 1) admet une unique factorisation

f = f−1
− f+ ,

où de nouveau f± est holomorphe en ǫ, resp. 1
ǫ
, le terme de plus bas degré est 1, et f− = 1

pour 1
ǫ

= 0 (factorisation de Wiener-Hopf, qui est liée à la classification des fibrés sur

la sphère de Riemann, et au problème de Riemann-Hilbert, mais immédiate ici dans une

algèbre filtrée complète). L’unicité de la factorisation assure que f+ et f− sont de type

groupe si f l’est, de même que, dans la version infinitésimale additive, ϕ+ et ϕ− sont de

type Lie si ϕ l’est.

Le résultat principal de [CK1] est le suivant :

Théorème 4.1. — Le lacet renormalisé γrenorm est la valeur pour d = D (ǫ = 0) du

facteur γ+ dans la factorisation de Wiener-Hopf γ = γ−1
− γ+.

Une quantité observable se réinterprète comme série à coefficients dans H ou, ce qui

revient au même, comme fonction F (γ) sur le groupe GF :

Scholie 1. — La quantité effective renormalisée (resp. effective non renormalisée, nue)

s’obtient en substituant γµ+(ǫ) resp. γµ(ǫ), γµ− dans son expression en fonction de γ. La

valeur renormalisée est la valeur en γµ+ pour ǫ = 0.

(Cette dernière dépend encore de l’unité de masse µ, i.e. de l’échelle d’observation).

7Il est parfois utile de prolonger cette définition au cas où l’habit ϕ est dimensionné : on remplace

alors par B = (1 − N

2 )d + N + dim ϕ.
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Ce théorème regroupe de façon concise et élégante toutes les règles de la renormalisation

par régularisation dimensionnelle. Il est démontré dans [CK1]. Il n’est pas question de le

démontrer ici, ne serait-ce que parce qu’il faudrait d’abord décrire les règles en question.

Rappelons que la régularisation dimensionnelle est essentiellement équivalente aux

autres procédés de régularisation, par exemple par troncature, du moins pour les intégrales

de dimension finie; elle n’est pas définie pour les intégrales de dimension infinie (qui ne le

sont guère non plus), et ne s’applique donc qu’à la théorie perturbative.

4.2. Groupe de renormalisation

La L-graduation et l’unité de masse sont liées de façon étroite en vertu des règles

ci-dessus. De façon plus précise, notons (comme dans [CK2]) Y l’opérateur de la gra-

duation L : (Y
∑
fn =

∑
nfn si fn est de degré n). C’est une dérivation (automorphisme

infinitésimal) de H ou de A, i.e. à la fois pour le produit et le coproduit.

Proposition 4.2. — On a etǫY γ(ǫ, µ) = γ(ǫ, etµ).

La graduation et les exposants de µ ont été choisis de sorte que cela soit évident. Le

groupe de renormalisation est le groupe à 1 paramètre etǫY .

4.3. Contreterme, fonction β

Le résultat suivant résulte simplement des règles I1−I5 pour les intégrales de Feynman

et est démontré dans [CK2]. En fait, il s’agit plutôt d’un axiome pour la renormalisation,

et il faut s’assurer qu’on a fait les bons choix pour µ:

Théorème 4.3. — Dans la factorisation γ = γ−1
− γ+ le facteur γ− est indépendant de µ.

Il est alors important d’analyser quels sont les contretermes γ− possibles. L’inverse

ϕ(1
ǫ
) = γ−1

− a la propriété suivante : son terme de degré 0 est 1, il est de type groupe, et

on a

(9) etǫY (ϕ) = ϕFt(ǫ),

où Ft ∈ A[[ǫ]] est holomorphe en ǫ. Ft vérifie évidemment la condition de cocycle

Ft+s = Ft e
tǫY (Fs) .

En particulier, pour ǫ = 0, il définit un groupe à un paramètre

(10) Ft|ǫ=0 = eβt avec β ∈ A+.

L’élément primitif β ∈ A+ est le 〈〈résidu 〉〉 de la théorie.

Dérivant (9) pour t = 0 on obtient ǫϕ−1.Y ϕ = d
dt
Ft(ǫ)|t=0. Le premier membre de cette

égalité est holomorphe en 1
ǫ
, le second en ǫ, donc les deux sont constants et égaux à β :

(11) Y ϕ = ϕ
β

ǫ
.
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Proposition 4.4. — Soient C le complété pour la graduation L de A[1
ǫ
], et α ∈ C+; alors

l’équation Y ϕ = ϕα admet pour unique solution ϕ ∈ 1 + C+ la série

(12) ϕ = (1 − Y −1Rα)
−1(1)

où Rα désigne la multiplication à droite par α. Alors ϕ est de type groupe ssi α est de

type Lie.

Preuve : Y est inversible sur C+ ; l’équation équivaut donc à

Y (1 − Y −1Rα)ϕ = 0, i.e. (1 − Y −1Rα)ϕ = constante = 1

puisque le terme de degré 0 de ϕ est 1. On a alors aussi

Y (ϕ⊗ ϕ) = (ϕ⊗ ϕ)(α⊗ 1 + 1 ⊗ α), Y (∆ϕ) = ∆ϕ.∆α,

donc ∆ϕ = ϕ⊗ ϕ ssi ∆α = α⊗ 1 + 1 ⊗ α.

Ainsi, les contretermes possibles dans une théorie de renormalisation comme ci-dessus

sont de la forme (1 − Y −1Rα)
−1(1), avec α = β

ǫ
, β ∈ A+ de type Lie.

Dans [CK2] on trouve la description suivante du contreterme : adjoignons à A un nouvel

élément Z0 avec la relation adZ0 = Y . On a alors Z0ϕ = ϕ(Z0+
β
ǫ
) d’où etZ0ϕ = ϕet(Z0+ β

ǫ
).

Compte tenu que e−tZ0ϕetZ0 = e−tY (ϕ) =
∑
e−ntϕn → 1 pour t→ ∞, on obtient :

(13) ϕ = e−tY (ϕ) e−tZ0et(Z0+ β
ǫ
) = lim

t→∞
e−tZ0et(Z0+ β

ǫ
).

L’élément β ∈ A qui apparâıt dans la théorie est étroitement lié à la 〈〈 fonction β 〉〉 des

physiciens.

5. CONSTANTE DE STRUCTURE ET FORMULES UNIVERSELLES.

5.1. Diagrammes réduits (cas m = 0)

Dans ce dernier numéro, on se limite à des diagrammes réduits correspondant au cas

m = 0. Dans ce cas limite, on peut effacer tous les sommets de type 2 : ceux de couleur 0

produisent un facteur m2 = 0, donc ne contribuent plus du tout, et ceux de couleur

1 produisent un facteur p2 qui neutralise le facteur 1
p2+m2 d’une des arêtes adjacentes,

donc on peut aussi les effacer. La règle de réinsertion définissant le coproduit doit être

modifiée : elle reste la même pour les diagrammes à trois pattes, mais les diagrammes

à deux pattes sont réinsérés au milieu de n’importe quelle arête intérieure. On peut en

outre oublier les habits puisqu’il ne reste qu’une couleur et un habit pour la réinsertion

des diagrammes à deux pattes.

Notons Hr et Gr l’algèbre de Hopf et le groupe correspondants (ce sont respectivement

une sous-algèbre de H et un quotient de GF ).
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On repère les éléments primitifs de H∗
r comme suit : à tout diagramme simple Γ on

associe l’élément

(14) Γ = S(Γ) pΓ ∈ H∗,

où S(Γ) est le nombre d’automorphismes de Γ et p désigne le projecteur canonique sur les

éléments primitifs (si x ∈ H+, px est l’unique élément primitif égal à xmod. H ∗2
+ ). Suivant

F. Patras [Pat1, Pat2] p se calcule ainsi : si a, b ∈ L(H∗), on pose a∗b = M ◦(a⊗b)◦∆ (où

M : H∗ ⊗H∗ → H∗ est la multiplication) ; il s’agit d’un produit associatif, qui prolonge

celui de l’algèbre de Hopf H∗ ⊗H, et pour lequel l’unité est le projecteur p0 sur le corps

de base (la counité) ; on a Id = p0 + p+ où p+ est le projecteur sur l’idéal des éléments

de degré > 0 de H∗. On a alors p = Log ∗Id =
∑ (−1)

k

k−1
p∗k+ .

Les Γ forment une base de l’algèbre de Lie Gr ⊂ H∗
r , et la règle de réinsertion définissant

le coproduit donne

(15) [Γ,Γ′] =
∑

v′

Γ′ ◦v
′

Γ −
∑

v

Γ ◦v Γ′ ,

où v′ resp. v parcourt l’ensemble des sommets (resp. lignes pour les diagrammes à deux

pattes) et ◦v signifie qu’on greffe le diagramme de gauche à la v-ième place du diagramme

de droite.

Pour un diagramme simple et réduit à N pattes, on a V = 2(L − 1) + N, I =

3(L−1)+N . Observons qu’il y a (à un isomorphisme près) un seul diagramme simple Γ 2,L

à deux pattes de degré L, resp. Γ3,L à trois pattes, et pour ceux-ci on a I = 3L−1, V = 2L,

resp. I = 3L, V = 2L + 1; en outre, le degré du diagramme greffé Γ ◦v Γ′ est toujours

L+ L′.

On obtient donc pour les crochets de diagrammes simples à 2 ou 3 pattes :

[Γ2,L,Γ2,L′ ] =3(L′ − L) Γ2,L+L′

[Γ3,L,Γ3,L′ ] =2(L′ − L) Γ3,L+L′(16)

[Γ3,L,Γ2,L′ ] =3L′ Γ3,L+L′ − 2L Γ2,L+L′.

5.2. Groupe des difféomorphismes formels de la droite

Notons G2 le groupe des difféomorphismes formels tangents à l’identité sur la droite :

ϕ = X +

∞∑

2

anX
n.

Son algèbre de Hopf H2 est l’algèbre des polynômes en les an = an(ϕ); si T désigne la

série de Taylor X +
∑
anX

n (Tϕ = 〈T, ϕ〉) = ϕ(X), le coproduit est défini par

〈∆T, ϕ⊗ ψ〉 = Tϕ ◦ Tψ.
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C’est un groupe gradué, la graduation correspondant à l’action du groupe des homothéties

(an est de degré n−1). Son algèbre de Lie admet pour base graduée les champs de vecteurs

Z ′
k = Xk+1 ∂

∂X
.

Zk est de degré k et on a

(17) [Z ′
p, Z

′
q] = (p− q)Z ′

p+q.

Les formules de crochet (16) impliquent :

Proposition 5.1. — Posons ρΓ = 1 si Γ a trois pattes, ρΓ = 3
2

s’il en a deux ; il existe

un unique homomorphisme ρ d’algèbres de Lie ou de groupes formels Gr → G2 tel que

(18) ρ(Γ) = ρΓZ
′
2L (L = L(Γ)).

5.3. Constante de couplage et difféomorphismes

La renormalisation a pour effet de remplacer les quantités observables par des séries

de diagrammes (dépendant de ǫ et µ); en particulier, à la constante de couplage g est

associée la série génératrice

(19) g0 = X +
∞∑

2

αnX
n = (gZ1)(Z3)

− 3
2 (série impaire)

avec

(20) gZ1 =

(

X +
∑

Γ∈F3

X2L+1 Γ

S(Γ)

)

Z3 =

(

(1 −
∑

Γ∈F2

X2L Γ

S(Γ)

)

où F2 resp. F3 désigne l’ensemble des diagrammes simples et réduits à deux resp. trois

pattes (2L, resp. 2L + 1 est l’exposant de g dans ces diagrammes); S(Γ) est le nombre

d’automorphismes de Γ.

La série génératrice g0 définit une fonction Φ∗ : Gr → G2 : si m ∈ Gr,Φ
∗(m) = ϕ(X)

est l’évaluation en m de la série g0(X) (de façon duale : un homomorphisme d’algèbres

Φ : H2 → Hr qui envoie an sur le coefficient αn).

Théorème 5.2. — La fonction Φ∗ : GF → G2 définie par la série génératrice g0 est

un homomorphisme de groupes (de façon duale : Φ est un homomorphisme d’algèbres de

Hopf).

En fait, Connes et Kreimer montrent qu’on a Φ∗ = ρ, en prouvant que les deux trans-

portent de la même façon le champ de vecteurs invariant à droite ∂Z associé à un élément

primitif Z ∈ Hr (∂Za = 〈Z⊗Id,∆a〉 ; il suffit de vérifier ceci quand Z parcourt l’ensemble

des éléments basiques Γ).
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5.4. Remarques finales

L’homomorphisme ρ défini précédemment est compatible avec les graduations (plus

exactement, il est homogène de degré 2) puisque an+1 et Xn+1 ∂
∂X

sont de degré n). Le

paramètre g est essentiellement reflété dans la graduation, car on a, élémentairement, en

remettant dans la notation le paramètre g qui n’y figurait pas : γµ,g(ǫ) = e2tY γµ,1(ǫ).

On montre que l’image ρ(β) de l’élément générateur β du n◦ 4.3 est exactement la

〈〈 fonction 〉〉 β des physiciens, d’où la notation.

Le théorème 5.2 implique que la renormalisation pour g eff se lit directement dans la

factorisation geff = g−1
eff−geff+ dans le groupe G2, et Gr n’intervient plus. En ce sens

G2 apparâıt comme groupe universel pour ces calculs, et on peut imaginer qu’un groupe

des difféomorphismes à plusieurs variables intervient de même pour une théorie de champ

vectorielle.

Le lacet universel γµ(d) définit, par recollement via geff un fibré P sur la droite pro-

jective P1, de fibre la droite formelle X. Ici, comme probablement dans toute théorie

perturbative, le lacet se factorise et ce fibré est trivialisable; on peut imaginer que dans

une théorie non perturbative, comme dans le problème de Riemann-Hilbert non nilpotent,

interviendront de tels fibrés non triviaux.
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Paris 1982.
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Université de Paris VI, analyse algébrique
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COBORDISME DES VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

[d’après M. Levine et F. Morel]

par François LOESER

INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de décrire les travaux de Levine et Morel concernant une

nouvelle théorie (co)homologique des variétés algébriques, le cobordisme algébrique,

ainsi que ses applications à la formule du degré de Rost. Traditionnellement, deux

variétés C∞ compactes sans bord de dimension n sont dites cobordantes si leur

somme disjointe est le bord d’une variété C∞ compacte de dimension n+1. On définit

ainsi une relation d’équivalence et l’ensemble des classes d’équivalence peut être

naturellement muni d’une structure d’anneau gradué (la graduation provenant de la

dimension), l’anneau de cobordisme réel N∗. Cet anneau a été introduit par Thom

dans [21], qui a démontré que lesNn sont isomorphes aux groupes d’homotopie stable

des 〈〈espaces de Thom 〉〉 MO(n) et que N∗ est isomorphe à une algèbre de polynômes

sur Z/2Z. En considérant de façon similaire des variétés C∞ stablement presque

complexes, on définit l’anneau de cobordisme complexe U∗ dont la construction est

rappelée dans la section 1. Milnor a démontré dans [17] que U∗ est isomorphe à une

algèbre de polynômes sur Z et qu’elle est engendrée comme algèbre par les classes

de certaines variétés projectives complexes, en fait les espaces projectifs complexes

et les hypersurfaces de bidegré (1, 1) dans le produit de deux espaces projectifs

complexes (cf. 2.3.9).

Dans un travail fondamental [20], Quillen démontre plus précisément que U ∗ est

canoniquement isomorphe à l’anneau de Lazard L∗ classifiant les lois de groupe

formel commutatif de rang 1. Plus généralement, il considère les théories ho-

mologiques et cohomologiques X 7→ U∗(X) et X 7→ U∗(X) représentées par le

spectre de Thom complexe. Que U∗ soit canoniquement isomorphe à l’anneau de

Lazard L∗ peut être compris comme le fait que, dans la théorie U∗, la classe de Chern
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du produit tensoriel de deux fibrés en droite est 〈〈la plus compliquée possible 〉〉 con-

trairement à ce qui se passe en homologie singulière où c1(L⊗M) = c1(L) + c1(M).

Ceci reflète une propriété plus générale de U∗ qui est d’être universelle parmi 〈〈les

théories homologiques avec orientation complexe 〉〉.

En géométrie algébrique, pour les variétés sur un corps k, il existe un analogue

naturel du cobordisme qui consiste à considérer un morphisme projectif W → A1,

avec, disons, W lisse et irréductible, qui est transverse à {0} et à {1}. Les fibres W0

et W1 correspondantes sont alors lisses sur k et on aurait envie de dire qu’elles sont

algébriquement cobordantes. La théorie que l’on obtient (cf. 2.3.3) de cette façon

est malheureusement bien trop näıve : par exemple deux courbes cobordantes en ce

sens ont toujours même genre, ce qui ne se produit pas avec la théorie Ω∗ de Levine

et Morel dont une des propriétés fondamentales est que sa valeur Ω∗(Spec k) sur le

point est canoniquement isomorphe à l’anneau de Lazard L∗. De plus, comme on le

verra au cours de l’exposé, la théorie homologique Ω∗ est également universelle parmi

les théories homologiques 〈〈orientées 〉〉 pour les variétés algébriques sur un corps k.

Pour conclure remarquons que, comme il l’exprime lui-même dans l’introduction

de [20], le travail de Quillen est déjà fortement influencé par les travaux de Grothen-

dieck en géométrie algébrique : 〈〈I have been strongly influenced by Grothendieck’s

theory of motives in algebraic geometry . . . and like to think of a cobordism theory

as a universal contravariant functor on the category of C∞ manifolds endowed with

Gysin homomorphisms for a class of proper 〈〈oriented maps 〉〉. . . 〉〉.

J’ai bénéficié de l’aide et des conseils de J.-B. Bost, A. Chambert-Loir, M. Levine

et F. Morel pendant la préparation de cet exposé. Qu’ils en soient amicalement

remerciés ici.
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1. PRÉLIMINAIRES SUR LE COBORDISME COMPLEXE

1.1. Cobordisme complexe

La notion d’orientation complexe pour un morphisme f : Z → X de variétés C∞

généralise celle de structure faiblement complexe sur Z lorsque X est un point. Soit

f un tel morphisme. On suppose que les variétés Z et X sont équidimensionnelles, et

on définit la dimension relative de f comme dimf := dimZ − dimX. Commençons

par supposer que f est de dimension relative paire. Dans ce cas, une orientation

complexe de f consiste en la donnée d’une classe d’équivalence de factorisations de

f en le composé d’un morphisme structural de fibré complexe p : E → X et d’un

plongement i : Z → E dont le fibré normal est muni d’une structure complexe. Deux

factorisations f = p◦ i et f = p′ ◦ i′ sont considérées comme équivalentes si les fibrés

complexes E et E ′ peuvent être plongés dans le même fibré complexe E ′′ de façon

que, dans E ′′, i et i′ soient isotopes de façon compatible avec la structure complexe

dont sont munis leurs fibrés normaux respectifs. Quand f est de dimension relative

impaire, on remplace E par E×R dans la définition précédente. On dira morphisme

orienté pour morphisme muni d’une orientation complexe.

Deux morphismes propres orientés f1 : Z1 → X et f2 : Z2 → X sont dits cobor-

dants s’il existe un morphisme propre orienté b : W → X×R tel que les morphismes

ǫi : X → X ×R qui à x associent (x, i) soient transverses à b et que le pull-back de

b par les ǫi soient isomorphes comme morphismes orientés aux f i.

Le cobordisme est une relation d’équivalence et on note U q(X) l’ensemble des

classes de cobordisme de morphismes propres orientés de dimension relative −q.

Il sera aussi commode de passer en notation homologique en posant Uq(X) :=

UdimX−q(X).

1.1.1. Le cobordisme U ∗ est un foncteur contravariant : si g : Y → X est un

morphisme de variétés C∞ et f : Z → X un morphisme propre orienté, quitte à

bouger g par une homotopie, on peut supposer, par le théorème d’isotopie de Thom

que le morphisme g est transverse à f . La classe de cobordisme du morphisme

Y ×X Z → Y ne dépend que de celle de f , et on obtient ainsi un morphisme

g∗ : U q(X) → U q(Y ).

1.1.2. Tout morphisme propre orienté g : X → Y de dimension relative d définit

un morphisme de Gysin

g∗ : U q(X) → U q−d(Y ),

par composition.
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1.1.3. Le produit cartésien induit un produit externe naturel

⊗ : U∗(X1) × U∗(X2) → U∗(X1 ×X2).

On en tire une structure d’anneau gradué sur U ∗(X) en posant x1 ·x2 := ∆∗(x1⊗x2),

∆ désignant le morphisme diagonal. L’unité est la classe de cobordisme 1 = 1 X du

morphisme identité X → X.

1.2. L’anneau de Lazard

Rappelons qu’une loi de groupe formel commutatif de rang 1 à coefficients dans

un anneau commutatif A est une série formelle

(1.2.1) F (u, v) =
∑

(i,j)∈N2

ai,ju
ivj

apartenant à A[[u, v]] et satisfaisant les relations

F (u, 0) = F (0, u) = u(1.2.2)

F (u, v) = F (v, u)(1.2.3)

et

F (u, F (v, w)) = F (F (u, v), w).(1.2.4)

D’après Lazard [9], il existe une loi de groupe formel commutatif de rang 1 uni-

verselle (L, FL). La construction de (L, FL) est très simple. On considère l’anneau

L̃ des polynômes à coefficients entiers en les variables Ai,j, pour i, j dans N et la

série formelle universelle F̃ =
∑

i,j Ai,ju
ivj dans L̃[[u, v]]. Il suffit alors de définir

L comme le quotient de l’anneau L̃ par les relations obtenues en imposant les rela-

tions (1.2.2), (1.2.3) et (1.2.4) à F̃ et de définir la série FL :=
∑

i,j ai,ju
ivj comme

l’image de F̃ dans L[[u, v]]. On munit l’anneau L d’une structure d’anneau gradué

L∗ en donnant le degré i + j − 1 à ai,j. On aura aussi à considérer l’anneau gradué

L∗ défini par Ln := L−n. Un fait remarquable, démontré par Lazard [9], est que

l’anneau de Lazard L est un anneau de polynômes à coefficients entiers en un nombre

dénombrable de variables.

1.3. Le théorème de Quillen

Soit E un fibré vectoriel complexe de rang n sur une variétéX. On note i : X → E

le morphisme donné par la section nulle. La classe d’Euler de E est l’élément

(1.3.1) e(E)(= cn(E)) := i∗i∗1
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de U2n(X).

Notons q : P(E) → X le fibré projectif représentant les quotients de rang 1 de

E et γ le fibré en droites sur P(E) quotient canonique de q∗(E). Dans les sections

suivantes ce fibré en droites sera parfois également noté O(1) (c’est le fibré qui a des

sections globales et non son dual). On note ξ la classe d’Euler du fibré γ. On vérifie

alors par un calcul classique, cf. [8], que U ∗(P(E)) est, via q∗, un U∗(X)-module

libre de base 1, ξ, . . . , ξn−1. De plus si E est somme directe de fibrés en droites L1,

. . . , Ln, on a

(1.3.2)

n∏

i=1

(ξ − e(Li)) = 0.

On en tire en particulier que

(1.3.3) U∗(Pn) ≃ U∗(point)[u]/un+1

avec u = e(γ) et que

(1.3.4) U∗(Pn ×Pn) ≃ U∗(point)[u, v]/(un+1, vn+1),

avec u = e(pr∗1(γ)) et u = e(pr∗2(γ)). On peut alors construire une loi de groupe

formel commutative sur U ∗(point) de la façon suivante. D’après (1.3.4), on peut

écrire

(1.3.5) e(pr∗1(γ) ⊗ pr∗2(γ)) =
∑

i,j≤n

cni,ju
ivj.

De plus cni,j ne change pas quand on augmente n. En faisant tendre n vers l’infini

on en tire une série formelle F (u, v) dans U ∗(point)[[u, v]] de la forme

(1.3.6) F (u, v) =
∑

i,j

ci,ju
ivj

avec ci,j dans U2−2i−2j(point). On vérifie facilement que c’est une loi de groupe

formel sur U ∗(point). Par exemple, on démontre l’associativité (1.2.4) en évaluant de

deux façons différentes la classe d’Euler de pr∗1(γ)⊗pr∗2(γ)⊗pr∗3(γ) sur Pn⊗Pn⊗Pn.

Comme tout fibré en droites complexes sur une variété X est image inverse de

γ pour un morphisme X → Pn convenable, on en déduit que pour toute paire de

fibrés en droites complexes E1 et E2 sur la variété X on a

(1.3.7) e(L1 ⊗ L2) = F (e(L1), e(L2)).

Par la propriété universelle de l’anneau de Lazard, on dispose d’un morphisme

canonique δ : L∗ → U∗(point).
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1.3.1. Théorème (Quillen [20]). — Le morphisme canonique δ : L∗ → U∗(point)

est un isomorphisme d’anneaux gradués.

Dans cet isomorphisme, les coefficients ai,j de la série de Lazard admettent une

interprétation géométrique en terme des classes des espaces projectifs et de celles des

hypersurfaces de Milnor Hi,j (cf. 2.3.9, la proposition 2.3.10 restant bien sûr vraie

en remplaçant Ω∗ par U∗; voir aussi [2] Proposition 10.6). La preuve de Quillen a été

exposée dans ce séminaire par M. Karoubi [8] (voir aussi [2]). Elle utilise de façon

essentielle que U q(X) est de type fini lorsque X a le type d’homotopie d’un CW-

complexe fini, ce qui résulte de l’interprétation homotopique à la Thom (Théorème

7.1.1) et des énoncés de finitude usuels en homotopie, le lien entre opérations de

Steenrod en cobordisme complexe et opérations de Landweber-Novikov ainsi qu’un

calcul explicite faisant intervenir les espaces lenticulaires.

2. CONSTRUCTION DU COBORDISME ALGÉBRIQUE

2.1. Notations

On fixe un corps k. On note Lk la catégorie des variétés lisses quasi-projectives

sur k et Vk celle des schémas de type fini sur k. On note L′
k et V ′

k les catégories

formées des mêmes objets mais où les morphismes sont les morphismes projectifs.

On dira parfois variété lisse pour variété quasi-projective lisse.

2.2. Cycles de cobordisme

2.2.1. Soit X dans Vk. On note M+
∗ (X) le groupe abélien libre sur les classes

d’isomorphisme de cycles f : Y → X avec f projectif et Y lisse et intègre sur k,

gradué par la dimension de Y .

On désire définir le groupe de cobordisme algébrique Ω∗(X) comme quotient de

M+
∗ (X) par une relation d’équivalence convenable, le 〈〈cobordisme algébrique 〉〉.

Pour des raisons de commodité technique, en particulier pour disposer dès le

départ de classes de Chern de fibrés en droites, il est préférable de considérer la

donnée supplémentaire de familles de fibrés en droites sur Y . Ainsi on définit un

cycle de cobordisme sur X comme la donnée d’un morphisme f : Y → X avec f

projectif et Y lisse et intègre sur k ainsi que de r fibrés en droites L1, . . .Lr sur

Y , avec r éventuellement nul. On a une notion évidente d’isomorphisme pour les

cycles de cobordisme sur X (on tolère le renumérotage des Li). La dimension d’un

tel cycle est l’entier dimk(Y ) − r. On notera 1X le cycle Id : X → X et 1 = 1Spec k.
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2.2.2. On note Z(X) le groupe abélien libre sur les classes d’isomorphisme de cycles

de cobordisme sur X. En considérant la dimension des cycles de cobordisme, on le

munit d’une structure de groupe abélien gradué Z∗(X).

Si g : X → X ′ est un morphisme projectif, on dispose d’un morphisme d’image

directe

g∗ : Z∗(X) −→ Z∗(X
′)

qui à [f : Y → X, (L1, . . . , Lr)] associe [g ◦ f : Y → X ′, (L1, . . . , Lr)]. On obtient

ainsi un foncteur

Z∗ : V ′
k −→ Ab∗

qui est additif, autrement dit, le morphisme canonique
⊕

1≤i≤r

Z∗(Xi) −→ Z∗(
∐

1≤i≤r

Xi)

est un isomorphisme.

Si g : X ′ → X est un morphisme lisse équidimensionnel de dimension relative d

on dispose d’un morphisme d’image inverse

g∗ : Z∗(X) −→ Z∗+d(X ′)

qui à [f : Y → X, (L1, . . . , Lr)] associe [p2 : Y ×X X ′ → X ′, (p∗1L1, . . . , p
∗
1Lr)].

Enfin, pour tout fibré en droites L sur la variété X, on dispose d’un morphisme

tautologique, la première classe de Chern,

c̃1(L) : Z∗(X) −→ Z∗−1(X)

qui à [f : Y → X, (L1, . . . , Lr)] associe [f : Y → X, (L1, . . . , Lr, f
∗L)].

Ces données vérifient les conditions suivantes :

(A1) On a Id∗ = Id et, chaque fois que cela a un sens, (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗.

(A2) Si f : X → Z est projectif et g : Y → Z est lisse équidimensionnel, on a

g∗f∗ = f ′
∗g

′∗, pour tout diagramme cartésien

W

f ′

��

g′
// X

f
��

Y
g

// Z.

(A3) La première classe de Chern est compatible à l’image directe :

f∗ ◦ c̃1(f ∗L) = c̃1(L) ◦ f∗

et à l’image inverse :

c̃1(f
∗L) ◦ f ∗ = f ∗ ◦ c̃1(L).



901-08

De plus on a toujours

c̃1(L) ◦ c̃1(M) = c̃1(M) ◦ c̃1(L)

et c̃1(L) = c̃1(M) si L et M sont isomorphes.

On pose Z∗(k) := Z∗(Spec k). On a un produit externe évident

Z∗(X) ×Z∗(Y ) −→ Z∗(X ×k Y )

qui est associatif, commutatif, et pour lequel l’élément 1 de Z 0(k) est une unité.

Ainsi Z∗(k) est muni d’une structure d’anneau gradué et Z∗(X) est naturellement

muni d’une structure de Z∗(k)-module gradué.

Ce produit externe est compatible en un sens évident aux images directes et

inverses, ainsi qu’aux classes de Chern c̃1.

2.2.3. Un foncteur additif

H∗ : V ′
k −→ Ab∗

muni de morphismes d’image inverse g ∗ : H∗(X) → H∗+d(X ′) pour les morphismes

g : X ′ → X lisses équidimensionnels de dimension d et de classes de Chern c̃ 1(L) :

H∗(X) → H∗−1(X) pour les fibrés en droites, vérifiant l’analogue des conditions

(A1)-(A3) est appelé foncteur de Borel-Moore orienté sur Vk. On écrira H∗(k) pour

H∗(Spec k). Si de plus, H0(k) contient un élément 1 et pour toute paire (X, Y )

d’objets de Vk, on dispose d’un produit externe, donné par une forme bilinéaire

graduée

H∗(X) ×H∗(Y ) −→ H∗(X × Y ),

qui est strictement commutatif, associatif et pour lequel 1 est une unité et que ce

produit externe est compatible aux images directes et inverses, ainsi qu’aux classes

de Chern c̃1, on dira que H∗ est un foncteur de Borel-Moore orienté avec produit.

Remarquons que le foncteur Z∗ est universel parmi les foncteurs de Borel-Moore

orientés avec produit : en effet, si H∗ est un tel foncteur, il existe un unique mor-

phisme de foncteurs de Borel-Moore orientés θ : Z∗ → H∗ tel que θ(1) = 1, car

nécessairement θ([f : Y → X, (L1, . . . , Lr)]) = f∗ ◦ c̃1(L1) ◦ · · · ◦ c̃1(Lr)(1).

2.3. De Z∗ à Ω∗

2.3.1. Condition dimensionnelle. — Un premier axiome naturel que doit satisfaire

la théorie Ω∗ que nous cherchons à construire est la condition de dimensionalité
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(Dim) Pour toute variété lisse Y sur k et toute famille (L1, . . . , Ln) de fibrés en

droites sur Y , on a

c̃1(L1) ◦ · · · ◦ c̃1(Ln)(1Y ) = 0

si n > dim(Y ).

En quotientant les Z∗(X) par les sous-groupes engendrés par les éléments de

la forme [Y → X, (π∗L1, . . . , π
∗Ln,M1, . . .Mm)] pour π : Y → Z un morphisme

lisse équidimensionel entre variétés lisses et n > dim(Z), on obtient un foncteur de

Borel-Moore orienté Z ∗(X) universel parmi les foncteurs de Borel-Moore orientés

avec produit satisfaisant (Dim). Remarquons que, par construction, Z n(X) = 0 si

n < 0.

2.3.2. Zéros d’une section et c̃1. — Une autre condition naturelle est que la première

classe de Chern corresponde aux zéros d’une section générale. Plus précisément

(Sec) Pour toute variété lisse Y sur k et tout fibré en droites L sur Y , pour toute

section s de L qui est transverse à la section nulle,

c̃1(L)(1Y ) = [i : Z → Y ]

avec i : Z → Y l’inclusion du lieu des zéros de s.

En quotientant les Z∗(X) par les sous-groupes engendrés par les éléments de la

forme

[Y → X, (L,L1, . . . , Ln)] − [Z → X, (i∗L1, . . . , i
∗Ln)]

on obtient un foncteur Ω∗(X) universel parmi les foncteurs de Borel-Moore orientés

avec produit satisfaisant (Dim) et (Sec).

2.3.3. Remarque. — Soit W → X × A1 un morphisme projectif avec W lisse et

irréductible. On suppose que le morphisme composé W → A1 est transverse à {0}

et à {1} de telle sorte que les fibres W0 et W1 correspondantes soient lisses sur k.

Par analogie avec le cas complexe, on définit le groupe de cobordisme näıf Ωnaif
∗ (X)

comme le quotient de M+
∗ (X) par le sous-groupe engendré par les différences [W0 →

X] − [W1 → X] (cobordisme näıf). En appliquant (Sec) au fibré trivial sur W , on

vérifie qu’on a un morphisme Ωnaif
∗ (X) → Ω∗(X). En général, ce morphisme n’est

pas surjectif.
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2.3.4. R∗-foncteurs de Borel-Moore orientés. — Si R∗ est un anneau gradué (com-

mutatif avec unité), un R∗-foncteur de Borel-Moore orienté est un foncteur de Borel-

Moore orienté avec produit A∗ muni d’un morphisme d’anneaux gradués R∗ →

A∗(k). Dans ce cas, tous les groupes A∗(X) sont naturellement munis d’une struc-

ture de R∗-module pour laquelle toutes les opérations précédemment considérées

sont R∗ linéaires.

2.3.5. Construction de Ω∗, enfin !— On désire que Ω∗ soit un L∗-foncteur de Borel-

Moore orienté et que la classe de Chern dans Ω∗ du produit de deux fibrés en droites

soit donnée par la loi de Lazard universelle FL.

Soit A∗ un L∗-foncteur de Borel-Moore orienté vérifiant (Dim). On note FA

l’image de la série de Lazard FL dans A∗(k)[[u, v]]. On considère la condition

(LGF) Pour toute variété lisse Y sur k et toute paire de fibrés en droites (L,M) sur

Y , on a

FA(c̃1(L), c̃1(M))(1Y ) = c̃1(L⊗M)(1Y ).

Remarquons que l’évaluation de FA a un sens grâce à l’axiome (Dim).

On peut maintenant définir Ω∗. Pour cela on considère comme précédemment le

quotient des L∗ ⊗Z Ω∗(X) par des relations convenables (cf [12]) pour obtenir le

foncteur Ω∗ universel parmi les L∗-foncteurs de Borel-Moore orientés avec produit

satisfaisant (Dim), (Sec) et (LGF).

2.3.6. Considérons le foncteur X 7→ CH∗(X) qui à une variété X sur k associe son

groupe de Chow. C’est un foncteur de Borel-Moore orienté avec produit. De plus

on a la relation

c̃1(L⊗M) = c̃1(L) + c̃1(M)

pour deux fibrés en droites sur une même base. On en tire une structure de L∗-

foncteur sur CH∗ correspondant à la loi additive Fa(u, v) = u+v qui munit CH∗ d’une

structure de L∗-foncteur de Borel-Moore orienté avec produit satisfaisant (Dim),

(Sec) et (LGF). On dispose donc d’un morphisme canonique de foncteurs Ω∗ → CH∗.

2.3.7. Un autre exemple est fourni par le foncteur de G0-théorie qui à une variété

X sur k associe le groupe de Grothendieck G0(X) de la catégorie des OX -modules

cohérents. On pose G0(X)[β, β−1] := G0(X) ⊗Z Z[β, β−1]. On munit ce groupe

d’une graduation en décrétant que β est de degré 1. On définit f∗ : G0(Y )[β, β−1] →

G0(X)[β, β−1] pour f : Y → X un morphisme projectif par extension des scalaires à

partir de f∗ : G0(Y ) → G0(X). Par contre, pour l’image inverse par un morphisme

f : Y → X lisse équidimensionel de dimension d, on multiplie de plus par β d. Enfin,
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si L est un fibré en droites sur X, on définit c̃1(L) comme la multiplication par

(1 − [L∨])β, L désigant le faisceau des sections de L. On a la relation

c̃1(L⊗M) = c̃1(L) + c̃1(M) − β c̃1(L) ◦ c̃1(M)

pour deux fibrés en droites sur une même base. On en tire une structure de L∗-

foncteur sur G0[β, β
−1] correspondant à la loi multiplicative Fm(u, v) = u+v−βuv.

On vérifie qu’on a ainsi une structure de L∗-foncteur de Borel-Moore orienté avec

produit satisfaisant (Dim), (Sec) et (LGF) et donc un morphisme canonique de

foncteurs Ω∗ → G0[β, β
−1].

2.3.8. Classe d’un diviseur. — À tout diviseur de CartierD dansX on peut associer

la classe [D → X] := c̃1(OX(D))(1X), OX(D) désignant le fibré des sections de

OX(D). Si D et D′ sont linéairement équivalents on a [D → X] = [D ′ → X].

2.3.9. Hypersurfaces de Milnor. — On considère des entiers n > 0 et m > 0. On

note γn le fibré sur Pn dont le faisceau des sections est O(1) et on considère le fibré

γn,m := p∗1γn ⊗ p∗2γm sur Pn × Pm. On considère l’hypersurface Hn,m de Pn × Pm

lieu des zéros d’une section de γn,m transverse à la section nulle. Si m ≤ n, on peut

choisir Hn,m définie par l’équation bihomogène
∑

0≤i≤mXiYi = 0.

L’énoncé suivant résulte aisément des constructions précédentes.

2.3.10. Proposition. — On a les relations

[Hn,m → Pn ×Pm] =

n∑

i≥0

m∑

j≥0

ai,j[P
n−i ×Pm−j → Pn ×Pm]

dans Ω∗(P
n ×Pm), et

[Hn,m] = [Pn][Pm−1] + [Pn−1][Pm] +

n∑

i≥1

m∑

j≥1

ai,j[P
n−i][Pm−j]

dans Ω∗(k), les ai,j étant les coefficients de la série de Lazard FL.

Ceci donne une interprétation géométrique aux coefficients ai,j . En particulier,

pour i, j > 1, ai,j est égal à la classe de Hi,j dans Ω∗(k) modulo des éléments

décomposables. Aussi l’image de L∗ dans Ω∗(k) est engendrée par les images des

espaces projectifs et des hypersurfaces de Milnor Hi,j. On en déduit que pour toute

variété X sur k le morphisme canonique Z∗(X) → Ω∗(X) est surjectif : les ai,j

étaient en fait déjà là avant qu’on ne les y mette de force !

En fait le morphisme canonique M+
∗ (X) → Ω∗(X) est aussi surjectif, autrement

dit Ω∗(X) est engendré comme groupe abélien par des cycles näıfs de la forme

[Y → X]. Pour se débarasser des fibrés Li dans les générateurs, on commence par
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remarquer que sur une variété quasi-projective, pour tout fibré en droites L, il existe

un fibré en droites M tel que M et M ⊗L soient tous les deux très amples. Comme

c̃1(L) s’exprime en fonction de c̃1(M) et c̃1(L ⊗ M) on peut supposer que les Li

sont très amples. Quand k est infini, on a alors des sections transverses à la section

nulle par Bertini et on conclut par (SEC). Quand k est fini, un petit argument

supplémentaire est nécessaire ([12] Lemma 4.17).

2.4. Premières propriétés

On regroupe ici quelques propriétés fondamentales dont la démonstration n’est

pas très difficile à partir de ce qui précède.

2.4.1. Formule pour un éclatement. — Soit i : Z → X une immersion fermée entre

variétés lisses. On note XZ l’éclatement de Z dans X et η le fibré conormal à i. La

déformation au cône normal de i est l’éclatement π : Y → X × P1 de X × P1 le

long de Z × {0}. Le diviseur exceptionnel P de π s’identifie au projectifié du fibré

conormal à Z ×{0} et XZ au transformé strict de X ×{0}. On note OY (P ) le fibré

en droites associé au diviseur P sur Y et OP (−1) le dual du fibré canonique quotient

sur P . La série χ(u) donnant l’inverse pour la loi de groupe formel FL (i.e. vérifiant

FL(u, χ(u)) = u) étant divisible par u, on peut l’écrire χ(u) = ug(u).

2.4.2. Proposition. — Avec les notations précédentes, on a les égalités

[XZ → Y ] = [X → Y ] + χ([OY (P )])

dans Ω∗(Y ) et

[XZ → X] = [X → X] + i∗q∗([g(OP (−1))])

dans Ω∗(X), q désignant la projection P → X.

2.4.3. Trace et dimension zéro. — Le lemme suivant se démontre en considérant

un cobordime näıf (cf. remarque 2.3.3) convenable.

2.4.4. Lemme. — Soit L une k-algèbre séparable finie. Alors [SpecL] = ([L : k])1

dans Ω0(k).

On en déduit aisément :

2.4.5. Proposition. — Soit L|k une extension séparable finie de corps. Alors la

composition des morphismes canoniques

Ω∗(X) −→ Ω∗(X ⊗ L) −→ Ω∗(X)

est la multiplication par [L : k].
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D’où finalement :

2.4.6. Théorème. — Pour tout corps k le morphisme canonique L0 → Ω0(k) est

un isomorphisme. Pour toute variété lisse de dimension 0, X = SpecA sur k,

[X] = (dimkA) 1 dans Ω0(k).

3. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES

On aura besoin dans cette section de supposer que k admet la résolution des

singularités, ce qui est vérifié pour k de caractéristique 0. Par souci de simplicité,

on supposera dans la suite de cet exposé que k est toujours de caractéristique 0,

même si ce n’est pas explicite et/ou utile.

3.1. Le théorème de localisation

L’énoncé suivant est vraiment le résultat technique essentiel qui permet la démons-

tration des propriétés fondamentales de Ω∗.

3.1.1. Théorème. — On suppose que le corps k admet la résolution des singu-

larités. Soient X une variété sur k, i : Z → X une sous-variété fermée et j : U → X

l’ouvert complémentaire. Alors on a une suite exacte

Ω∗(Z) −→ Ω∗(X) −→ Ω∗(U) −→ 0.

Expliquons pourquoi l’hypothèse que le corps k admette la résolution des singu-

larités permet de démontrer la surjectivité de j ∗ : Ω∗(X) → Ω∗(U). On part de

Y → U un morphisme projectif avec Y lisse quasi-projective. En appliquant la

résolution des singularités et le lemme de Chow à une adhérence convenable de Y

on parvient à construire un morphisme projectif Ỹ → X prolongeant Y → U avec Ỹ

lisse quasi-projective, ce qui permet de démontrer la surjectivité au niveau de M+
∗ .

La suite de la démonstration est bien plus délicate. Elle procède en plusieurs étapes

successives, pour lesquelles nous renvoyons à [12], et consiste à prolonger, de façon

plus ou moins analogue, certaines relations de U à X. Elle utilise en particulier de

façon fondamentale l’énoncé suivant, qui est une conséquence (d’une variante de) la

proposition 2.4.2 et de la résolution des singularités.

3.1.2. Proposition. — Soit W ′ → W un morphisme birationnel projectif entre

variétés quasi-projectives lisses. On note F et E les lieux exceptionnels de W et W ′,
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respectivement. On suppose que E est un diviseur à croisements normaux. Alors il

existe η dans Ω∗(F ) tel que

[W ′ →W ] = [W →W ] + i∗(η),

i désignant le morphisme d’inclusion de F dans W .

3.2. Invariance par homotopie

3.2.1. Théorème. — Soit X une variété sur k. Pour tout entier n le morphisme

d’image inverse p∗ : Ω∗(X) → Ω∗+n(X×An) associé à la projection p : X×An → X

est un isomorphisme.

On se ramène au cas n = 1 et on commence par démontrer :

3.2.2. Lemme. — Avec les notations précédentes, pour tout a dans k, le morphisme

Ta : X×A1 → X×A1 donné par la translation par a sur le deuxième facteur induit

l’identité sur Ω∗(X × A1)

Démonstration. — Soit f : Y → X×A1. On considère F : X×A1×A1 → X×A1

donné par (x, t1, t2) 7→ (x, t1 + at2). Le produit fibré F ∗Y donne un cobordisme

näıf (au sens de la remarque 2.3.3) entre f qui est isomorphe à la fibre en 0 et son

translaté par a qui est isomorphe à la fibre en 1.

Suite de la preuve. — Démontrons la surjectivité de p∗. Soit f : Y → X × A1.

D’après le lemme précédent on peut supposer que le composé Y → A1 est lisse en 0.

On considère le produit fibré Ym := Y ×A1 (A1 ×A1), le morphisme A1 ×A1 → A1

étant celui de multiplication, et le cycle g : Ym → X × A1 × A1 qui s’en déduit en

composant avec la projection. On vérifie que ce cycle donne un cobordisme näıf entre

f qui est isomorphe à la préimage de X ×A1 ×{1} et la préimage de X ×A1 ×{0}

qui s’identifie à p∗(f−1(X × {0}) ×X).

On va démontrer l’injectivité de p∗ en exhibant un inverse à gauche. Soit f :

Y → X × P1 un cycle sur X × P1 de classe η dans Ω∗(X × P1). La classe ψ(η)

du cycle f−1(X × {a}) → X) dans Ω∗−1(X) est bien définie et indépendante de a,

pour a assez général. En effet ψ = q∗ ◦ c̃1(γ1) avec q : X × P1 → X la projection.

En particulier ψ s’annule sur l’image de Ω∗(X × {∞}) dans Ω∗(X × P1). Par

le théorème de localisation 3.1.1, il s’ensuit que ψ se factorise par un morphisme

Ω∗(X ×A1) → Ω∗−1(X) qui est l’inverse à gauche de p∗ désiré.
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3.3. Fibrés projectifs

Soit X une k-variété et soit E un fibré vectoriel de rang n sur X. On considère

le fibré projectif q : P(E) → X représentant les quotients de rang 1 de E. On note

O(1) → P(E) le fibré en droites quotient canonique de q∗(E). Pour tout entier i

dans {0, . . . , n} on considère le morphisme

ξ(i) : Ω∗−n+i(X) −→ Ω∗(P(E))

défini en posant ξ(i) := c̃1(O(1))i ◦ q∗.

Par des méthodes essentiellement classiques, Levine et Morel obtiennent à partir

des théorèmes 3.1.1 et 3.2.1, la formule suivante pour les fibrés projectifs.

3.3.1. Théorème. — Soit X une k-variété et soit E un fibré vectoriel de rang n

sur X. Le morphisme canonique

⊕n−1
i=0 ξ

(i) : ⊕n−1
i=0 Ω∗−n+i(X) −→ Ω∗(P(E))

est un isomorphisme.

En utilisant ce résultat joint au théorème 3.1.1, ils obtiennent la forme plus

générale suivante de l’invariance par homotopie.

3.3.2. Théorème. — Soit X une k-variété, soit E un fibré vectoriel de rang n sur

X et soit p : V → X un E-torseur. Alors le morphisme canonique

p∗ : Ω∗(X) −→ Ω∗+n(V )

est un isomorphisme.

3.4. Classes de Chern

Soit X une k-variété et soit E un fibré vectoriel de rang n sur X. On déduit du

théorème 3.3.1 que Ω∗(P(E)) est muni d’une structure canonique de End Ω∗(X)-

module gradué à gauche. On en tire l’existence de morphismes

c̃i(E) : Ω∗(X) −→ Ω∗(X)

pour 0 ≤ i ≤ n, caractérisés par les relations

n∑

i=0

c̃i(E)c̃1(O(1))n−i = 0

et c̃0(E) = id, les classes de Chern de E, qui vérifient les propriétés 〈〈usuelles 〉〉 des

classes de Chern.
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Il est aussi possible de définir ces classes de Chern à partir des classes de Chern des

fibrés en droites en utilisant le principe de scindage. Plus généralement considérons

l’anneau gradué Z[t] = Z[t1, . . . , tn, . . . ] des polynômes à coefficients entiers en une

infinité de variables ti de degré 1 et posons

Ω∗(X)[t] := Ω∗(X) ⊗Z Z[t].

Pour tout fibré en droites L surX on considère l’automorphisme c̃t(L) :=
∑∞

i=0 c̃1(L)iti
de Ω∗(X)[t]. Par le principe de scindage, cette construction s’étend à tout fibré vec-

toriel E de rang n sur X. On développe alors c̃t(E) en

c̃t(E) =
∑

I

c̃I(E)tI ,

I parcourant NN. Les coefficients c̃I(E) sont les classes de Chern de Conner et

Floyd attachées à E. On retrouve les classes de Chern usuelles comme coefficients

des ti.

4. THÉORÈMES DE COMPARAISON

4.1. Loi de groupe formel multiplicative et invariance birationnelle

On s’intéresse dans cette section à des foncteurs de Borel-Moore orientés avec

produit satisfaisant (Dim), (Sec) et (LGF) avec loi de groupe formel multiplicative,

c’est-à-dire de la forme

u+ v − βuv,

avec β non nécessairement inversible. Le foncteur Ωβ
∗ := Ω∗ ⊗L∗

Z[β] est universel

parmi de tels foncteurs. On notera avec un indice αβ l’image d’un élément α de

Ω∗(X) dans Ωβ
∗ (X). Il résulte de la proposition 2.3.10 que [P1]β = β. De plus on

peut montrer, à l’aide de la proposition 2.4.2, du théorème 3.3.2 et de l’astuce de

Jouanolou, que, pour tout fibré vectoriel E sur X lisse quasi-projective de rang n,

on a

(4.1.1) [P(E) → X]β = βn−1[X → X]β.

En particulier on a [Pn]β = βn. La formule pour un éclatement 2.4.2 se simplifie

dramatiquement alors pour donner :

4.1.1. Proposition. — Soit X une variété quasi-projective lisse quasi-projective

sur k et soit Z une sous-variété lisse fermée. Alors on a

[XZ → X]β = [X → X]β
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dans Ωβ
∗ (X).

En utilisant le théorème de factorisation faible de Abramovich, Karu, Matsuki, et

W lodarczyk ([1], [3]), on en déduit :

4.1.2. Corollaire. — Soient Z et Z ′ deux variétés projectives lisses birationnelle-

ment équivalentes. Alors [Z]β = [Z ′]β dans Ωβ
∗ (k).

Plus précisément, on a le résultat suivant :

4.1.3. Proposition. — Le noyau du morphisme canonique

Ω∗(k) −→ Ωβ
∗ (k)

est l’idéal I engendré par les différences [Z]−[Z ′] avec Z et Z ′ des variétés projectives

lisses birationnellement équivalentes.

Démonstration. — Au vu du corollaire 4.1.2, il suffit de démontrer que Ω∗(k) =

I + Z[P1], ce qui résulte du fait que les hypersurfaces de Milnor Hn,m sont bi-

rationnellement équivalentes à Pn+m−1 et de ce que Ω∗(k) est engendré par les

classes des hypersurfaces de Milnor et des espaces projectifs (ce dernier point est

conséquence de l’isomorphisme L∗ → Ω∗(k) démontré en 4.3.2).

On en déduit le théorème :

4.1.4. Théorème. — Le foncteur X 7→ Ω∗(X)⊗L∗
Z[β] est universel parmi les L∗-

foncteurs de Borel-Moore orientés avec produit satisfaisant (Dim), (Sec) et (LGF)

satisfaisant la condition d’invariance birationnelle suivante : pour tout morphisme

projectif birationnel f : Y → X entre variétés lisses irréductibles, on a f∗1Y = 1X .

Démonstration. — Il résulte de la proposition 4.1.3 que si A∗ est un L∗-foncteur de

Borel-Moore orienté avec produit satisfaisant (Dim), (Sec) et (LGF) satisfaisant la

condition d’invariance birationnelle, alors on a un morphisme de foncteurs Ω ∗ ⊗L∗

Z[β] → A∗. Il reste à vérifier que le foncteur Ω∗ ⊗L∗
Z[β] satisfait la condition

d’invariance birationnelle, ce qui résulte de la proposition 4.1.1 et du théorème de

factorisation faible.

4.2. Comparaison avec le K0

Dans ce numéro on restreindra des foncteurs de Borel-Moore orientés avec produit

A∗ à la catégorie L′
k. On passera en numérotation cohomologique en posant A∗(X) =

AdimX−∗(X).
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Pour X dans L′
k le morphisme canonique entre groupes de Grothendieck K 0(X) →

G0(X) est un isomorphisme (on rappelle que K 0(X) désigne le groupe de Grothendieck

des faisceaux localement libres de type fini sur X). On identifiera donc la restriction

du foncteur G0[β, β−1] à L′
k au foncteur K0[β, β−1] := K0⊗ZZ[β, β−1], en convenant

maintenant que β est de degré −1.

4.2.1. Théorème. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Le morphisme cano-

nique de foncteurs de Borel-Moore orientés avec produit sur L′
k

Ω∗ −→ K0[β, β−1]

induit un isomorphisme

Ω∗ ⊗L∗
Z[β, β−1] ≃ K0[β, β−1].

Ébauche de preuve. — Compte tenu du caractère universel de Ω∗, il suffit de montrer

qu’il existe un unique morphisme de foncteurs de Borel-Moore orientés avec produit

sur L′
k:

λ : K0[β, β−1] −→ Ω∗ ⊗L∗
Z[β, β−1].

Remarquons que nécessairement λ doit envoyer β sur la classe de [P1], autrement

dit β. De plus, pour X dans Lk, on a, pour tout fibré en droites L de faisceau des

sections L, la relation [L] = 1 − c1(L∨)β dans K0[β, β−1], et donc nécessairement λ

doit envoyer [L] sur 1− c1(L
∨)β dans Ω∗⊗L∗

Z[β, β−1], ce qui garantit l’unicité de λ

par le principe de scindage. Pour définir λ, on pose λ([E ]βn) = (r−c1(E∨)β)βn, pour

E un fibré vectoriel de rang r sur X de faisceau des sections E . Par le principe de

scindage, λ est un morphisme d’anneaux gradués. Le fait qu’il commute à l’image

inverse par les morphismes lisses étant clair, il reste à vérifier qu’il commute à

l’image directe par les morphismes projectifs. Ceci se démontre de façon tout à fait

analogue(1) à la preuve du théorème de Riemann-Roch-Grothendieck donnée dans

[5]. Il suffit de vérifier l’énoncé pour une projection Pn
k × X → X sur un schéma

lisse et pour une immersion fermée Y → X entre schémas lisses. Pour le premier

cas on se ramène au cas où X = Spec k, par compatibilité avec le produit externe,

qui est de vérification directe. Le cas de l’immersion fermée se démontre lui par

déformation au cône normal.

(1)En fait, d’après [12] remarque 8 page 93, le théorème est essentiellement équivalent au théorème

de Riemann-Roch-Grothendieck.
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4.3. Calcul de Ω∗(k)

Commençons par déterminer Ω∗(k) ⊗L∗
Z.

4.3.1. Proposition. — Soit k un corps de caractéristique zéro. On a

Ω∗(k) ⊗L∗
Z ≃ Z.

Démonstration. — Posons Ωad
∗ (k) = Ω∗(k)⊗L∗

Z. D’après le théorème 2.4.6, Ωad
0 (k) ≃

Z. Il suffit donc de démontrer que Ωad
n (k) = 0, pour n > 0, autrement dit que la

classe de X dans Ωad
∗ (k) est nulle, pour toute variété projective lisse X de dimen-

sion > 0. D’après 4.1, la classe de Pn est nulle pour n > 0. Si n > 0, la classe

de toute hypersurface lisse Y dans Pn+1 est nulle; en effet une telle hypersurface

est linéairement équivalente au diviseur dPn et [dPn] = d[Pn] = 0 dans Ωad
∗ (k).

On utilise ici l’additivité de la loi de groupe formel associée à Ω ad
∗ (k) ainsi que les

notations de 2.3.8. Considérons maintenant une variété projective lisse irréductible

Y . Elle est birationnellement équivalente à une hypersurface réduite (peut-être sin-

gulière) Ȳ . Par le théorème d’Hironaka, il existe un morphisme µ : S → Pn+1

composé d’éclatements de centres lisses tel que le diviseur µ−1(Ȳ ) soit à croisements

normaux. En particulier la transformée stricte Ỹ de Ȳ est lisse et birationnellement

équivalente à Y . On a donc [Y ] = [Ỹ ] dans Ωad
∗ (k). Il résulte de (4.1.1) appliqué aux

centres des éclatements successifs que [Ỹ ] = [µ−1(Ȳ )] dans Ωad
∗ (k). Pour conclure,

on remarque que la classe de µ−1(Ȳ ) est égale à celle de µ−1(D) pour tout diviseur

D de même degré que Ȳ , et que µ−1(D) est lisse et birationnellement équivalent à

D pour D assez général.

4.3.2. Théorème. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Le morphisme cano-

nique

Ψ : L∗ −→ Ω∗(k)

est un isomorphisme.

Ébauche de preuve. — Démontrons l’injectivité. Lorsque k est un sous-corps de

C, on peut considérer le foncteur cohomologique X 7→ U 2∗(X(C)) sur les variétés

lisses sur k. Par le caractère universel du cobordisme algébrique, on en tire un

morphisme canonique Ω∗(X) → U2∗(X(C)), et en particulier un morphisme cano-

nique d’anneaux θ : Ω∗(k) → U2∗(point). Mais le composé θ ◦ Ψ n’est autre que

l’isomorphisme de Quillen δ : L∗ → U∗(point), ce qui prouve l’injectivité de Ψ.

Pour démontrer l’injectivité sans hypothèse sur k, Levine et Morel considèrent le
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morphisme canonique(2)

Ω∗(k) −→ Z[t1, . . . , tn, . . . ]

qui associe à une variété projective lisse sur k 〈〈l’ensemble de ses nombres de Chern 〉〉.

En composant avec le morphisme canonique L∗ → Ω∗(k), on en tire un morphisme

L∗ −→ Z[t1, . . . , tn, . . . ].

Pour conclure, Levine et Morel démontrent que ce morphisme correspond à la loi de

groupe formel λ−1(λ(u) + λ(v)), avec λ(u) la série
∑

i≥0 tiu
i et λ−1(u) son inverse

pour la composition, dont il est connu qu’il est injectif [20]. Cette preuve n’utilise

pas le théorème de Quillen.

Enfin, il résulte de la proposition 4.3.1 que, pour i > 0, Ωi(k) =
∑

1≤j≤i LjΩi−j(k),

et la surjectivité suit.

4.3.3. Remarque. — La preuve du théorème précédent est toute différente (et indé-

pendante) de celle du théorème de Quillen. En effet, comme nous l’avons déjà sig-

nalé, celle-ci repose de façon essentielle sur les propriétés de finitude du cobordisme

complexe, dont l’analogue strict en cobordisme algébrique n’est vraisemblablement

pas vérifié en général. Par contre on a utilisé des arguments géométriques qui n’ont

pas d’analogue en topologie : la suite exacte de localisation, le théorème d’Hironaka,

le fait que toute variété soit birationnellement une hypersurface, etc.

4.3.4. Corollaire. — Soit k ⊂ K une extension de corps de caractéristique zéro.

Le morphisme canonique Ω∗(k) → Ω∗(K) est un isomorphisme.

4.4. Comparaison avec les groupes de Chow

4.4.1. Théorème. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Le morphisme canon-

ique de foncteurs de Borel-Moore orientés

Ω∗ −→ CH∗

induit un isomorphisme

Ω∗ ⊗L∗
Z −→ CH∗.

Démonstration. — Commençons par remarquer que si Z̃ → Z est un morphisme

projectif birationnel entre variétés lisses, alors l’image de [ Z̃ → Z] dans Ω∗(Z)⊗L∗
Z

est égale à 1Z . En effet cela résulte du théorème 5.2.1 car les termes du second

membre de (5.2.1) sont nuls dans Ω∗(Z) ⊗L∗
Z pour des raisons de degré.

(2)Merkurjev a démontré, sans hypothèse sur k, que ce morphisme se factorise en une rétraction

Ω∗(k) → L∗ du morphisme canonique L∗ → Ω∗(k).
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Soit Z un sous-schéma fermé intègre d’un schéma X de type fini sur k. Il résulte

de la remarque précédente que la classe de [Z̃ → X] dans Ω∗(X) ⊗L∗
Z, pour

Z̃ → Z un morphisme projectif birationnel avec Z̃ lisse, ne dépend que de Z. On

la note [Z →֒ X]. On définit ainsi un morphisme de groupes abéliens Φ : Z∗(X) →

Ω∗(X) ⊗L∗
Z dont le composé avec le morphisme Ω∗(X) ⊗L∗

Z → CH∗(X) est le

morphisme canonique Z∗(X) → CH∗(X). Comme il résulte du théorème 5.2.1 que

le morphisme Φ est surjectif, il reste à savoir que Φ se factorise par CH∗(X), ce qui

est donné par le lemme suivant.

4.4.2. Lemme. — Soit W un sous-schéma fermé intègre d’un schémaX de type fini

sur k et soit f dans k(W )∗ une fonction rationnelle non nulle de diviseur div(f)

dans Z∗(X). Alors Φ(div(f)) = 0 dans Ω∗(X) ⊗L∗
Z.

Ébauche de preuve. — Grâce à la résolution des singularités on peut considérer un

morphisme π : W̃ → W avec W̃ quasi-projective lisse tel que f induise un mor-

phisme f̃ : W̃ → P1. On peut de plus supposer que le diviseur de f̃ soit de la forme

D0 −D∞ avec D0 et D∞ des diviseurs à croisements normaux ne s’intersectant pas.

Considérons les classes [D0 → W̃ ] et [D∞ → W̃ ] définies dans 2.3.8. Comme on

a [D0 → W̃ ] = [D∞ → W̃ ], il suffit de démontrer que Φ(D0) est égale à l’image

de [D0 → W̃ ] dans Ω∗(X) ⊗L∗
Z, et de même pour D∞, ce qui résulte des for-

mules explicites pour la classe d’un diviseur à croisements normaux de [12] et de la

proposition 4.3.1.

En particulier, pour X une variété algébrique complexe lisse et projective, on

déduit du théorème 4.4.1 l’existence d’un morphisme canonique

CH∗(X) −→ U2∗(X(C)) ⊗L∗ Z.

Ce morphisme avait été introduit par B. Totaro dans son travail sur les cycles

algébriques de torsion [22].

5. LA FORMULE DU DEGRÉ

On rappelle que l’on fait partout l’hypothèse que k est de caractéristique zéro.

On renvoie à [12], [14], [15], [16] pour une discussion de ce qui reste connu en

caractéristique positive.
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5.1. Définition du degré

Soit X une variété irréductible sur k de corps des fractions k(X). Pour tout ouvert

U non vide de X on dispose d’un morphisme canonique Ω∗(U) → Ω∗(k(X)) et on

vérifie que le morphisme canonique

lim−→Ω∗(U) → Ω∗(k(X))

est un isomorphisme. En particulier on dispose d’un morphisme Ω ∗(X) → Ω∗(k(X)),

qui composé avec l’inverse de l’isomorphisme du corollaire 4.3.4 fournit un mor-

phisme canonique deg : Ω∗(X) → Ω∗(k). Plus généralement, si X1, . . . , Xn sont les

composantes irréductibles de X, on définit de façon similaire des morphismes degré

degi : Ω∗(X) → Ω∗(k), pour 1 ≤ i ≤ n.

5.2. Formule générale du degré

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer la formule générale du degré de

Levine et Morel.

5.2.1. Théorème (Formule générale du degré). — Soit X un schéma de type fini

sur k de composantes irréductibles X1, . . . , Xn. Pour tout sous-schéma fermé Z de

X, on fixe un morphisme projectif birationnel Z̃ → Z avec Z̃ dans Lk. Alors, pour

tout élément α de Ω∗(X), on peut écrire

(5.2.1) α−
∑

1≤i≤n

degi(α)[X̃i → Xi] =
∑

Z, codimZ>0

ωZ [Z̃ → X]

pour un choix convenable d’éléments ωZ dans Ω∗(k).

Ébauche de preuve. — On raisonne par récurrence sur la dimension de X, en util-

isant le théorème de localisation 3.1.1.

5.2.2. Corollaire. — Pour tout schéma de type fini X, Ω∗(X) est engendré

comme Ω∗(k)-module par les classes de degré ≤ dimX. Si, de plus, X est irréductible,

fixons un morphisme projectif birationnel X̃ → X avec X dans Lk. Alors Ω∗(X) est

engendré comme Ω∗(k)-module par les classes de degré ≤ dimX − 1 et [X̃ → X].

5.2.3. Remarque. — Le corollaire précédent est l’analogue algébrique d’un résultat

de Quillen [20] selon lequel l’anneau de cobordisme complexe U ∗(X) est engendré

comme L∗-module par les classes de degré ≤ 2 dimX, si X est un complexe fini.

Soit X une variété projective irréductible et lisse sur k. Considérons le noyau

Ω̃∗(X) du morphisme deg : Ω∗(X) → Ω∗(k). Remarquons que le morphisme
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composé Ω∗(k) → Ω∗(X) → Ω∗(k) étant l’identité, on a un scindage canonique

Ω∗(X) = Ω∗(k) ⊕ Ω̃∗(X).

Il résulte du théorème 5.2.1 que l’image de Ω̃∗(X) par le morphisme d’image di-

recte Ω∗(X) → Ω∗(k) associé au morphisme structural X → Spec k cöıncide avec

l’idéal M(X) de Ω∗(k) engendré par les classes [Y ], pour Y projective lisse de di-

mension < dimX admettant un k-morphisme Y → X.

L’énoncé suivant qui est également une conséquence du théorème 5.2.1, a été

conjecturé par Rost (cf. [14]).

5.2.4. Théorème. — Soit f : Y → X un morphisme entre variétés projectives

lisses irréductibles. Alors [Y ] − deg(f)[X] appartient à l’idéal M(X) de Ω∗(k).

5.3. La formule du degré de Rost

Soit f : Y → X un morphisme entre variétés projectives lisses irréductibles de

même dimension d. Remarquons que dans ce cas deg(f) appartient à Ω0(k), on peut

donc le voir comme un entier, égal au degré usuel d’après le lemme 2.4.4. On peut

ainsi réécrire (5.2.1) en

(5.3.1) [Y ] − deg(f)[X] =
∑

Z, codimZ>0

ωZ [Z̃ → X]

pour un choix convenable d’éléments ωZ dans Ωd−dimZ(k).

Pour toute variété projective lisse X de dimension d, on considère Nd, le d-ième

polynôme de Newton en les classes de Chern du fibré tangent dans CH0(X) et on

note sd(X) l’entier −degNd (il s’agit ici du degré usuel CH0(X) → Z). Les faits

suivants sont bien connus des topologues (cf. [2]).

(S1) Si d est de la forme d = pn − 1 avec p un nombre premier, alors l’entier sd(X)

est divisible par p.

(S2) Pour X et X ′ de dimension d et d′ tous deux > 0, on a sd+d′(X ×X ′) = 0.

On va maintenant déduire de la formule générale du degré l’énoncé suivant, dû à

Rost (cf. [14], [15]), qui généralise des résultats antérieurs de Voevodsky.

5.3.1. Théorème (Formule du degré de Rost). — Soit f : Y → X un morphisme

entre variétés projectives lisses irréductibles de même dimension d > 0. On suppose

que d est de la forme d = pn − 1 avec p un nombre premier. Alors il existe un

zéro-cyle z dans CH0(X) de degré égal à

sd(Y )

p
− deg(f)

sd(X)

p
.
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Démonstration. — Si on applique sd à l’égalité (5.3.1), on obtient

sd(Y ) − deg(f)sd(X) =
∑

Z,dimZ=0

sd(ωZ [Z → X])

pour un choix convenable d’éléments ωZ dans Ωd(k), car les Z de dimension > 0

disparaissent grâce à (S2). Le zéro-cyle z =
∑ sd(ωZ)

p
Z vérifie alors la propriété

requise.

5.3.2. Remarque. — Il est important de remarquer qu’il est vraiment nécessaire de

travailler avec Ω∗ pour pouvoir utiliser (S2) dans la preuve précédente. En particu-

lier celle-ci ne fonctionnerait plus si on se contentait de travailler directement dans

l’anneau de Chow.

5.3.3. Remarque. — La version plus générale du théorème 5.3.1 due à Borghesi [4]

peut également être déduite du théorème 5.2.1.

La formule du degré de Rost admet un certain nombre de conséquences frappantes

(cf. [15]). Elle permet en particulier de retrouver les résultats suivants de la théorie

des formes quadratiques (cf. [15]).

5.3.4. Théorème (Hoffmann [6]). — Soient Q1 et Q2 deux quadriques anisotropes

sur k. Si Q1 est de dimension ≥ 2r − 1 et si Q2 est anisotrope sur le corps des

fonctions de Q1, alors Q2 est de dimension ≥ 2r − 1.

5.3.5. Théorème (Izhboldin [7]). — Soient Q1 et Q2 deux quadriques anisotropes

sur k. Si Q1 est de dimension 2r − 1 et si Q2 est isotrope sur le corps des fonctions

de Q1, alors Q1 est isotrope sur le corps des fonctions de Q2.

6. IMAGES INVERSES EN COBORDISME ALGÉBRIQUE

On présente dans cette section des résultats contenus dans [13].

6.1. Théories homologiques de Borel-Moore orientées

Pour les besoins de la construction de Ω∗, nous avons été minimalistes pour ce

qui est des propriétés demandées a priori. En particulier nous n’avons considéré

que des images inverses par des morphismes lisses. Il est souhaitable d’avoir des

images inverses en plus grande généralité, comme celle fournie par le formalisme des

théories homologiques de Borel-Moore orientées.

Une théorie de Borel-Moore orientée sur Vk consiste en les données suivantes [13] :
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(D1) Un foncteur additif

H∗ : V ′
k −→ Ab∗.

(D2) Pour tout morphisme f : Y → X dans Vk localement d’intersection complète(3)

de dimension relative d, un morphisme

f ∗ : H∗(X) −→ H∗+d(Y ).

(D3) Un produit externe bilinéaire

H∗(X) ×H∗(Y ) −→ H∗(X ×k Y )

qui est associatif, commutatif, et admettant une unité 1 de H0(k).

On demande de plus que ces données vérifient les propriétés suivantes :

(BM1) Fonctorialité de f ∗.

(BM2) Si f : X → Z est un morphisme projectif et g : Y → Z est un morphisme

localement d’intersection complète et que g est transverse à f , on a g ∗f∗ =

f ′
∗g

′∗, pour tout diagramme cartésien

W

f ′

��

g′
// X

f
��

Y
g

// Z.

(BM3) Compatibilité de f∗ et f ∗ au produit externe.

(PB) Soit E un fibré vectoriel de rang n sur X dans Vk, le morphisme canonique

⊕n−1
i=0 ξ

(i) : ⊕n−1
i=0 H∗−n+i(X) −→ H∗(P(E))

est un isomorphisme, le morphisme ξ (i) : H∗−n+i(X) → H∗(P(E)) étant défini

comme en (3.3) par ξ(i) := c̃1(O(1))i ◦ q∗.

(H) Soit X dans Vk, soit E un fibré vectoriel de rang n sur X et soit p : V → X

un E-torseur. Alors p∗ : H∗(X) → H∗+n(V ) est un isomorphisme.

Bien sûr un tel foncteur est un foncteur de Borel-Moore orienté avec produits au

sens de (2.2.3), la première classe de Chern d’un fibré en droites L sur une variété

X étant définie par c̃1(L) := i∗ ◦ i∗, pour i : X → L la section nulle (ce qui permet

de définir ξ(i) dans (PB)).

(3)i.e. qui admet une factorisation f = p◦i avec i une immersion régulière fermée et p un morphisme

lisse.
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6.2. Images inverses en cobordisme algébrique

La théorie de l’intersection de Fulton [5] permet de munir le foncteur X 7→

CH∗(X) d’une structure de théorie de Borel-Moore orientée. On peut également

munir le foncteur G0[β, β
−1] d’une telle structure.

6.2.1. Théorème. — Si k est de caractéristique zéro, le cobordisme algébrique Ω∗

admet une unique structure de théorie de Borel-Moore orientée compatible avec les

données déjà définies. De plus le cobordisme algébrique est universel parmi les

théories de Borel-Moore orientées.

Le point-clé dans cet énoncé est la construction d’images inverses fonctorielles f ∗ :

Ω∗(X) → Ω∗+d(Y ) pour f : Y → X une immersion régulière fermée de dimension

relative d vérifiant les propriétés demandées. Ce travail est mené à bien dans [13], et

nécessite de reprendre en les étendant au cadre du cobordisme algébrique l’essentiel

des constructions de la théorie de l’intersection de [5].

7. RELATIONS AVEC LA THÉORIE HOMOTOPIQUE DES

SCHÉMAS

7.1. Le spectre du cobordisme complexe

Commençons par rappeler l’interprétation homotopique du cobordisme complexe.

On note Gn,m la grassmannienne des n-plans dans Cn+m et ξn,m le fibré complexe

tautologique de rang n sur Gn,m. Le classifiant BU(n) du groupe U(n) (et des fibrés

complexes de rang n) est la colimite des espaces Gn,m. Il est muni du fibré ξn, colimite

des fibrés ξn,m. On note MU(n) l’espace de Thom du fibré ξn et on définit MU, le

spectre du cobordisme complexe, par MU2n = MU(n) et MU2n+1 = ΣMU(n), Σ

désignant le foncteur de suspension.

L’énoncé suivant est une reformulation du théorème de Thom sur le cobordisme

(dans le cas complexe).

7.1.1. Théorème. — Pour toute variété X, U q(X) est canoniquement isomorphe

à colim [Σ2k−qX,MU(k)]. Autrement dit, le spectre MU représente(4) la théorie

cohomologique U∗ dans la catégorie homotopique stable.

(4)Au grain de sel près que les objets de la catégorie homotopique stable ne sont pas tous des

variétés différentiables.
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7.2. Le spectre du cobordisme algébrique

Rappelons la construction de la catégorie homotopique stable en géométrie algé-

brique d’après [23], [18]. Morel et Voevodsky ont défini dans [19] la catégorie ho-

motopique H(k) des schémas lisses sur un corps k. C’est une catégorie de modèles

fermée dont les objets sont des faisceaux simpliciaux pour la topologie de Nisnevich.

En particulier, tout fibré vectoriel E sur une k-variété admet un espace de Thom

Th(E) dans H(k). Ainsi on peut définir dans la catégorie H(k) l’analogue noté

MGL(n) de l’espace MU(n) considéré en (7.1). Remarquons que dans la catégorie

homotopique H(k) on dispose de deux 〈〈cercles 〉〉 différents, le cercle simplicial S 1
s et

le cercle de Tate S1
t := A1 \ {0}. On vérifie que leur smash-produit T est faible-

ment équivalent à la droite projective. La catégorie homotopique stable SH(k) est

définie(5) en localisant par rapport au smash-produit ΣT : X 7→ T ∧X. On définit

alors les T -spectres de façon usuelle, comme une suite d’objets Ei munis de mor-

phismes ΣT (Ei) → Ei+1. À tout T -spectre E est associée une théorie cohomologique

bigraduée

Ep,q(X) := HomSH(k)(Σ
∞, Sp,q ∧E)

sur H(k), en posant Sp,q := (S1
s )p−q ∧ (S1

t )q.

En particulier, on peut associer naturellement à la suite d’espaces MGL(n) un

T -spectre noté MGL et une théorie cohomologique bigraduée MGL∗,∗. Ceci il-

lustre le principe général selon lequel en géométrie algébrique les théories coho-

mologiques sur la catégorie des variétés lisses sur un corps sont naturellement bi-

graduées. Ainsi la cohomologie singulière H ∗(X,Z) est-elle remplacée par la coho-

mologie motivique H ∗,∗(X,Z), la K-théorie complexe par la K-théorie algébrique

K∗,∗(X) (avec Kn,i(X) = KQuillen
2i−n (X)), . . . , le premier degré correspondant au degré

cohomologique et le second au poids. En particulier, on obtient, pour X lisse, un

morphisme

Ω∗(X) −→ MGL2∗,∗(X)

dont Levine et Morel conjecturent qu’il est toujours un isomorphisme.

Pour conclure, signalons que Hopkins et Morel ont annoncé, sans imposer d’hypo-

thèse sur k, que pour toute variété lisse (simpliciale) X sur k on a un isomorphisme

MGL∗,∗(X) ⊗L∗ Z[β, β−1] ≃ K∗,∗(X) ⊗Z Z[β, β−1],

(5)Pour être correct il faudrait considérer ici des espaces pointés, mais nous négligeons délibérément

ce point.
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β étant maintenant de bidegré (−2,−1). Ils ont également annoncé, sous l’hypothèse

que le corps k est de caractéristique zéro, l’existence d’une suite spectrale de type

Atiyah-Hirzebruch reliant la cohomologie motivique à MGL ∗,∗.
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Alan McIntosh et Philippe Tchamitchian]

par Yves MEYER

1. INTRODUCTION

La conjecture de Kato concerne les racines carrées d’opérateurs accrétifs. Cette con-

jecture est magique au sens suivant : son énoncé est innocent et ne fait appel qu’à des

notions très naturelles concernant les opérateurs agissant sur un espace de Hilbert. Il

s’agit de démontrer que le domaine de la racine carrée d’un opérateur accrétif cöıncide

avec celui de la forme ayant servi à construire l’opérateur. Mais la conjecture de Kato im-

plique d’autres conjectures importantes. Par exemple, un cas particulier, en dimension 1,

de la conjecture de Kato entrâıne une conjecture de Calderón portant sur la continuité

du noyau de Cauchy pour les graphes lipschitziens. Quand Alan McIntosh observa ce

fait en 1980, il traça du même coup le chemin conduisant à la preuve de la conjecture de

Calderón. Il ne restait plus qu’à terminer la démonstration en ramenant le problème à

une estimation portant sur une fonctionnelle quadratique et en utilisant alors la technique

des 〈〈mesures de Carleson 〉〉 (section 6). Les mesures de Carleson ont été introduites par

Lennart Carleson pour résoudre un problème portant sur les idéaux de fonctions holomor-

phes et bornées dans le disque unité. Leur usage en théorie des opérateurs a été systématisé

par R. Coifman et ses collaborateurs. Ces mêmes estimations quadratiques et ces mêmes

mesures de Carleson joueront un rôle essentiel dans la résolution de la conjecture de Kato.

2. LA PREMIÈRE VERSION DE LA CONJECTURE DE KATO

Commençons par une définition introduite par Ralph Phillips en 1957. La partie réelle

du nombre complexe z est notée Rez.

Définition 2.1. — Soit H un espace de Hilbert sur C et désignons par < x, y > et ‖x‖

la forme sesquilinéaire et la norme correspondantes. Soit V un sous-espace vectoriel de
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H et T : V → H un opérateur linéaire. On dira que T est dissipatif si

(2.1) Re < T (x), x > ≤ 0, x ∈ V.

L’opérateur T est dissipatif maximal s’il est dissipatif et s’il ne peut être prolongé en un

opérateur dissipatif T̃ : Ṽ → H où Ṽ contienne strictement V. Nous dirons alors que V

est le domaine de T .

Rappelons également la définition d’un semi-groupe de contractions.

Définition 2.2. — Un semi-groupe de contractions est une famille S(t), t ≥ 0, d’opérateurs

linéaires continus sur l’espace de Hilbert H vérifiant, pour tout x ∈ H,

S(t + τ) = S(t)S(τ), t, τ ≥ 0(2.2)

‖S(t)(x) − x‖ → 0, t → 0(2.3)

‖S(t)(x)‖ ≤ ‖x‖, t ≥ 0.(2.4)

Avec ces notations, le théorème de Phillips est l’énoncé suivant

Théorème 2.3. — Un opérateur T est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de

contractions S(t) : H → H si et seulement si T est dissipatif maximal et si son domaine

V est dense dans H.

Selon une suggestion de Friedrichs, un opérateur T est appelé accrétif si −T est dissi-

patif.

Voici un exemple des situations que nous venons d’étudier. L’opérateur ∆ = ∂2

∂x2
1
+ ...+

∂2

∂x2
n

est dissipatif quand H = L2(R
n) et le semi-groupe associé exp(t∆) est le semi-groupe

de la chaleur. Notre propos sera de définir la racine carrée d’un opérateur accrétif maxi-

mal. Dans le cas particulier du laplacien, cette racine carrée est l’opérateur de Calderón

Λ =
√
−∆. Son domaine est celui de la forme de Dirichlet B(u, v) =

∫
∇u · ∇v dx. Le

semi-groupe S(t) = exp(−tΛ), t ≥ 0, décrit l’évolution u(x, 0) → u(x, t) des fonctions

harmoniques u(x, t) dans Ω = {(x, t) ∈ R
n × (0,∞)} qui sont nulles à l’infini.

Si la construction d’opérateurs accrétifs est aisée, celle d’opérateurs accrétifs maxi-

maux est un peu plus délicate. On commence par la définition d’une forme sesquilinéaire

accrétive.

Définition 2.4. — Soit H un espace de Hilbert pour lequel le produit scalaire et la norme

seront notés < x, y > et ‖x‖. Soit H1 un second espace de Hilbert. On désigne par ‖x‖1

la norme correspondante et l’on suppose que H1 est un sous-espace vectoriel dense dans

H, cette injection étant continue.

Soit B(x, y) une forme sesquilinéaire définie et bicontinue sur H1 × H1 :

(2.5) |B(x, y)| ≤ C‖x‖1‖y‖1.



902-03

Nous dirons que B est accrétive si, pour tout x dans H1, on a

(2.6) Re B(x, x) ≥ 0.

Si β est un nombre réel positif, nous dirons que B(x, y) est β-accrétive si, pour tout

x ∈ H1, on a

(2.7) Re B(x, x) + ‖x‖2 ≥ β‖x‖2
1.

Dans ce cas, nous dirons que H1 est le domaine de la forme B(x, y).

Ceci étant, voici comment on construit des opérateurs accrétifs maximaux.

Lemme 2.5. — Soit B : H1 × H1 → C une forme sesquilinéaire β-accrétive. On désigne

par V l’ensemble des x ∈ H pour lesquels il existe une constante C = C(x) de sorte que,

pour tout y ∈ H, on ait

(2.8) |B(x, y)| ≤ C‖y‖.

Alors l’opérateur T : V → H défini par

(2.9) < T (x), y >= B(x, y), x ∈ V, y ∈ H

est accrétif maximal.

En restant toujours dans un cadre hilbertien général, voici la définition, puis la cons-

truction de la racine carrée accrétive d’un opérateur accrétif maximal.

Définition 2.6. — Soit H un espace de Hilbert et T : V → H un opérateur accrétif

maximal de domaine V ⊂ H. Alors il existe un et un seul opérateur accrétif maximal S

tel que S2 = T. On écrit S =
√

T . En outre, sur le domaine V de T, on a

(2.10) S =
2

π

∫ ∞

0

(1 + λ2T )−1T dλ =
8

π

∫ ∞

0

(1 + λ2T )−3λ2T 2 dλ.

Le problème posé par Kato dans [7] est la question suivante

Supposons que l’opérateur maximal accrétif T soit défini à l’aide d’une forme β-accrétive

B au sens du lemme 2.5. Le domaine de la racine carrée accrétive maximale
√

T est-il

alors le même que le domaine H1 de la forme qui a servi à construire T ?

Ceci est évidemment vrai si l’opérateur T est auto-adjoint, c’est-à-dire si B(u, u) ≥ 0

pour tout u ∈ V.

J.-L. Lions a démontré dans [7] que la conjecture de Kato est équivalente à l’énoncé

suivant : il existe une constante C telle que, pour tout x ∈ H1, on ait, en désignant par

T ∗ l’adjoint de T

(2.11) ‖
√

Tx‖ ≤ C‖x‖1 ‖
√

T ∗x‖ ≤ C‖x‖1, x ∈ H1.



902-04

Alan McIntosh a trouvé un contre-exemple à cette version hilbertienne de la conjecture

de Kato. Il restait à savoir si la conjecture de Kato est exacte dans le cas particulier qui a

motivé le travail de Tosio Kato, celui où T est un opérateur différentiel accrétif du second

ordre, écrit sous forme de divergence.

3. LA CONJECTURE DE KATO PRÉCISÉE

On pose H = L2(R
n) et H1 ⊂ H désignera l’espace de Sobolev H 1(R

n) qui se compose

des fonctions de carré intégrable dont le gradient, pris au sens des distributions, est aussi

de carré intégrable. Ensuite on pose ∂j = ∂
∂xj

et l’on considère n2 fonctions aj,k(x),

1 ≤ j, k ≤ n, à valeurs réelles ou complexes, mesurables et bornées (appartenant à

L∞(R
n)). On suppose qu’il existe deux constantes C ≥ β > 0 telles que l’on ait, pour

tout ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ C
n et pour presque tout x ∈ R

n ,

(3.1) β|ξ|2 ≤ Re
( ∑

1≤j,k≤n

aj,k(x)ξkξj

)

≤ C|ξ|2.

On désigne par Ω(β, C) l’ensemble des matrices A(x) = (aj,k(x))1≤j,k≤n qui vérifient

(3.1) et ‖aj,k‖∞ ≤ C, 1 ≤ j, k ≤ n. Ensuite Ω est la réunion des Ω(β, C), 0 < β ≤ C < ∞.

Alors Ω est un ensemble ouvert dans (L∞(R
n))n2

de matrices n × n.

Lemme 3.1. — Si (3.1) est vérifiée,

(3.2) B(f, g) =
∑

1≤j,k≤n

∫

aj,k(x)∂kf(x)∂jg(x) dx

est une forme sesquilinéaire min(1, β)-accrétive dont le domaine est l’espace de Sobolev

H1(R
n).

L’opérateur accrétif maximal défini par cette forme est alors

(3.3) T (f) = −
∑

1≤j,k≤n

∂j

(

aj,k(x)∂kf(x)
)

et son domaine V est le sous-espace vectoriel de H 1(R
n) caractérisé par la condition

suivante : f ∈ V si et seulement si les fonctions gj ∈ L2(R
n) définies par gj(x) =

∑

1≤k≤n aj,k(x)∂kf(x) vérifient
∑

1≤j≤n ∂jgj ∈ L2(R
n). Ce domaine dépend non linéairement

des fonctions mesurables aj,k et n’est pas un espace fonctionnel classique.

Pascal Auscher et ses collaborateurs (S. Hofmann, M. Lacey, J. Lewis, A. McIntosh et

Ph. Tchamitchian) ont démontré le résultat suivant

Théorème 3.2. — Soit T l’opérateur maximal accrétif défini par (3.3) lorsque la matrice

A(x) vérifie les conditions (3.1). Alors le domaine de l’opérateur maximal accrétif
√

T est

l’espace de Sobolev H1(R
n) et l’application Φ : A →

√
T est holomorphe sur l’ouvert Ω.
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La seconde assertion du théorème 3.2 conduit à étudier
√

T en utilisant son développe-

ment en série entière. Lorsque ce théorème était encore une conjecture, plusieurs équipes

concurrentes établissaient la continuité des opérateurs multilinéaires T k(A, A, ..., A)(f),

k ∈ N , apparaissant dans cette série entière, mais nous (R. Coifman, G. David, J-L. Jour-

né, C. Kenig, Y.M., etc.) n’étions capables de démontrer la convergence de cette série que

si la matrice A(x) est suffisamment proche de l’identité: ‖A(x) − I‖∞ ≤ εn et le résultat

le plus précis dans cette direction (fournissant la valeur la moins faible de la constante

εn) avait été obtenu par J-L. Journé [6].

Si les fonctions aj,k sont suffisamment régulières,
√

T est alors un opérateur pseudo-

différentiel classique d’ordre 1 et, à ce titre, est continu sur l’espace de Sobolev H 1. La

même remarque s’applique à T ∗ et le théorème de J-L. Lions implique alors la conjecture

de Kato.

Dans le cas général où les fonctions aj,k(x) sont mesurables et bornées, on ne peut plus

utiliser les ressources du calcul pseudo-différentiel. Les méthodes hilbertiennes abstraites

sont également insuffisantes. Des outils plus puissants sont nécessaires. Ces outils ont

été forgés par Alberto Calderón et 〈〈 l’École de Chicago 〉〉, mais il faut aussi mentionner

les travaux de De Giorgi, Moser, Carleson, etc. Le programme de Calderón a consisté

à s’affranchir des hypothèses superflues de régularité qui limitent la portée du calcul

pseudo-différentiel classique et à construire des algèbres incluant à la fois les opérateurs

de multiplication ponctuelle par des fonctions mesurables et bornées, comme les a j,k(x),

et les opérateurs de dérivation, comme les ∂j .

Après avoir attaqué la conjecture de Kato dans la perspective donnée par le programme

de Calderón (voir le théorème 5.3), Pascal Auscher et Philippe Tchamitchian ont finale-

ment décidé d’aborder cette conjecture par une voie un peu différente, en s’inspirant des

travaux de De Giorgi et de Moser que nous rappelons maintenant.

4. ENNIO DE GIORGI ET JÜRGEN MOSER

En 1956, E. De Giorgi étudia la régularité des solutions faibles u de l’équation aux

dérivées partielles T (u) = 0 où T est défini par (3.3) et où les coefficients aj,k(x) sont

réels, mesurables et bornés. Il démontra que toute solution faible d’une telle équation aux

dérivées partielles est höldérienne d’exposant µ > 0 et que µ ne dépend que des normes

L∞ des coefficients, de la constante d’accrétivité et de la dimension.

Plus précisément on a, en posant BR = {x; |x − x0| < R} et Bρ = {x; |x − x0| < ρ}
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Théorème 4.1. — Soit T l’opérateur accrétif maximal défini par (3.3). Supposons que

les fonctions aj,k(x), 1 ≤ j, k ≤ n soient à valeurs réelles. Alors il existe un exposant

positif µ et une constante positive C tels que, pour tout ρ ∈]0, R[ et pour toute solution

u ∈ H1(BR) de T (u) = 0, on ait

(4.1)

∫

Bρ

|∇u|2 dx ≤ C(
ρ

R
)n−2+2µ

∫

BR

|∇u|2 dx.

En outre µ et C ne dépendent que des normes L∞ des fonctions aj,k(x), de la constante

β d’ellipticité et de la dimension n.

La propriété (4.1) implique la régularité höldérienne. Si les fonctions a j,k(x) sont à

valeurs complexes, le théorème 3 cesse d’être vrai, comme l’ont établi Maz’ya, Nazarov

et Plamenevskii [9] en dimension n ≥ 5. Nous dirons que l’opérateur T a la propriété de

Dirichlet si (4.1) est vérifiée.

Une autre définition utile concerne le 〈〈noyau de la chaleur 〉〉 Kt(x, y) défini par

(4.2) exp(−tT )[f(x)] =

∫

Kt(x, y)f(y) dy.

On peut penser que sous l’hypothèse (3.1) le noyau de la chaleur Kt(x, y) possède des

propriétés analogues à celles du noyau de la chaleur usuel (correspondant à A(x) = I).

Cette remarque conduit à la définition suivante

Définition 4.2. — L’opérateur accrétif maximal T est de type gaussien s’il existe un

exposant µ ∈ (0, 1] et deux constantes positives β > 0, c > 0 tels que l’on ait d’une part

(4.3) |Kt(x, y)| ≤ ct−n/2 exp(−β
|x − y|2

t
)

(4.4) |Kt(x, y) − Kt(x + h, y)| ≤ c
( |h|

t1/2 + |x − y|

)µ
t−n/2 exp(−β

|x − y|2

t
)

pour t > 0, x, y, h ∈ R
n tels que |h| ≤ t1/2 + |x− y|. On impose, d’autre part, la propriété

(4.4) en échangeant les rôles de x et y.

J. Nash, D. Aronson, E. Fabes et D. Stroock ont établi le théorème suivant

Théorème 4.3. — Si les n2 fonctions aj,k(x) sont toutes à valeurs réelles, alors l’opérateur

accrétif maximal T défini par (3.3) est du type gaussien.

Ce théorème a été complété par un résultat remarquable dû à P. Auscher. En effet on a

Théorème 4.4. — Revenons au cas où les aj,k(x) sont à valeurs réelles ou complexes.

Alors T défini par (3.3) est de type gaussien si et seulement si T et T ∗ ont la propriété

de Dirichlet.
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Ceci a toujours lieu si n = 1 et n = 2, mais il existe des contre-exemples en dimension

n ≥ 5 [9].

Venons-en aux contributions de Jürgen Moser. On considère un opérateur accrétif

maximal T défini par (3.3) et l’on suppose encore que les fonctions aj,k(x) soient réelles.

On a alors

(4.5) c0|ξ|
2 ≤

∑

j,k

aj,k(x)ξjξk ≤
1

c0
|ξ|2

uniformément en x. En 1961, J. Moser utilisa les ressources de l’espace BMO qui venait

d’être créé pour démontrer l’inégalité de Harnack qui s’énonce ainsi

Théorème 4.5. — Soit Ω un ouvert de R
n et K ⊂ Ω un ensemble compact. Il existe

alors une constante C = C(c0, K, Ω) telle que, pour toute fonction positive f ∈ H1(Ω)

vérifiant T (f) = 0 au sens des distributions, ont ait

(4.6) sup{f(x); x ∈ K} ≤ C inf{f(x); x ∈ K}.

5. ALBERTO CALDERÓN

Intrigué par le théorème de De Giorgi, A. Calderón se proposait de le redémontrer en

construisant de nouvelles algèbres d’opérateurs incluant les opérateurs accrétifs donnés

par (3.1). Calderón s’est d’abord posé le problème d’établir l’estimation L2 de base

en utilisant des conditions minimales de régularité sur noyau-distribution K(x, y) d’un

opérateur T. On veut savoir si, pour toute fonction f ∈ L2(R
n), on a ‖T (f)‖2 ≤ C‖f‖2

quand T (f)(x) = v.p.
∫

K(x, y)f(y) dy. Lars Hörmander a proposé la condition suivante

(5.1)

∫

{|x−y|≥2|x′−x|}

|K(x′, y) − K(x, y)| dy ≤ C.

Cette propriété, combinée à l’estimation L2(R
n) qui s’écrit

(5.2) ‖T (f)‖2 ≤ C‖f‖2

entrâıne les estimations Lp(R
n) pour 2 ≤ p < ∞, ainsi que l’estimation limite (L∞, BMO)

où, là encore, BMO est l’espace de John et Nirenberg. C’est-à-dire que f ∈ BMO si et

seulement s’il existe une constante C telle que l’on ait

(5.3) sup
Q

{

∫

Q

|f(x) − mQ(f)|2
dx

|Q|
} ≤ C.

On a désigné par |Q| le volume du cube Q, la borne supérieure est calculée sur tous les

cubes Q ⊂ R
n et mQ(f) désigne la moyenne de f sur Q.



902-08

Définition 5.1. — Si à la fois T et son adjoint T ∗ vérifient (5.1) et (5.2), nous dirons

que T est un opérateur de Calderón-Zygmund.

Les opérateurs pseudo-différentiels classiques d’ordre 0 sont des opérateurs de Calderón-

Zygmund, mais la réciproque n’est pas vraie. Les opérateurs de Calderón-Zygmund jouent

un rôle fondamental dans la preuve, par Guy David, de la conjecture de Vitushkin (ca-

ractérisation des ensembles compacts du plan complexe de capacité analytique nulle et de

mesure de Hausdorff unidimensionnelle finie comme étant les ensembles totalement non

rectifiables).

Le problème essentiel dans l’étude des opérateurs de Calderón-Zygmund est celui de

la continuité de l’opérateur T sur L2(R
n). Ce programme de travail a débouché sur le

〈〈théorème T (1) 〉〉 de David et Journé que nous énonçons sous une forme simplifiée

Théorème 5.2. — Supposons que l’on ait

(5.4) K(x, y) = −K(y, x), |K(x, y)| ≤ |x − y|−n, |∇K(x, y)| ≤ |x − y|−(n+1).

Alors une condition nécessaire et suffisante de continuité de T sur L2(R
n) est T (1) ∈

BMO.

Les conditions imposées à K(x, y) peuvent être considérablement allégées ; une régularité

höldérienne suffit. Mais l’on ne sait pas démontrer le 〈〈théorème T (1) 〉〉 sous la condition

(5.1). L’action de T sur la fonction identiquement égale à 1 doit être définie en donnant

un sens à l’intégrale g(x) =
∫

K(x, y)dy. Cette fonction g(x) est définie, modulo une fonc-

tion constante. En principe le théorème T (1) pourrâıt s’appliquer à notre propos, grâce

à la relation entre la conjecture de Kato et les opérateurs de Calderón-Zygmund. On a,

en effet

Théorème 5.3. — En conservant les notations du théorème 4.4, supposons que T soit de

type gaussien et que la conjecture de Kato soit vraie, c’est-à-dire que (2.11) soit vérifiée

lorsque H1 est l’espace de Sobolev H1(R
n). Alors il existe n opérateurs de Calderón-

Zygmund U1, ..., Un, tels que l’on ait

(5.5)
√

T = U1∂1 + ... + Un∂n.

Ce théorème a été établi par Auscher et Tchamitchian avant que la preuve complète

de la conjecture de Kato ne soit obtenue. Ce théorème nous incite à démontrer la con-

jecture de Kato en utilisant le 〈〈 théorème T (1) 〉〉 de David et Journé. La preuve générale

doit beaucoup à cette remarque. Voici cependant des exemples où le théorème T (1) ne

permet pas de conclure. C’est, par exemple, le cas si T est l’opérateur de Cauchy sur une

courbe lipschitzienne Γ qui est le graphe d’une fonction lipschitzienne a(x). Dans ce cas,

l’opérateur T est défini par le noyau singulier vp 1
π
(z(x) − z(y)−1 où z(x) = x + ia(x). Le

calcul de T (1) ne peut se faire et c’est pourquoi un nouveau théorème a été recherché,



902-09

puis démontré. Il s’agit du 〈〈théorème T (b) 〉〉 dont on trouvera la preuve dans [10]. On

part d’une fonction b(x), appartenant à L∞, qui est accrétive au sens où sa partie réelle

Re b(x) vérifie Re b(x) ≥ β > 0. Dans ces conditions, le théorème T (1) se généralise et

l’on a

Théorème 5.4. — En conservant les hypothèses du théorème 5.2, supposons qu’il existe

une fonction accrétive b(x) ∈ L∞(R
n) telle que T (b) appartienne à BMO. Alors T est

borné sur L2(R
n).

En revenant à l’opérateur de Cauchy, il suffit, pour appliquer le théorème 5.4, de choisir

b(x) = 1 + ia′(x). En effet, cette fonction satisfait évidemment la condition d’accrétivité

et l’on a alors T (b) = 0, comme le montre immédiatement la formule de Cauchy. La force

du 〈〈 théorème T (b) 〉〉 réside dans la possibilité de choisir la fonction b(x) 〈〈après coup 〉〉, en

prenant en compte les propriétés de l’opérateur que l’on étudie.

Une autre version du théorème T (b) peut être trouvée dans un remarquable travail de

M. Christ et J.L. Journé [4].

Comme nous le verrons dans la huitième section, la preuve de la conjecture de Kato

dépend d’une troisième version (adaptée) du 〈〈 théorème T (b) 〉〉. Cette nouvelle version,

qui étend celle de M. Christ et J.L. Journé, s’applique à des situations beaucoup plus

générales que celles décrites dans le théorème 5.4. Il n’est plus nécessaire de supposer que

T soit de type gaussien, ce qui, comme nous l’avons vu, n’est pas toujours vérifié.

6. LES MESURES DE CARLESON

La définition des mesures de Carleson apparâıt pour la première fois dans la preuve

par Lennart Carleson de la 〈〈conjecture de la couronne 〉〉. Il s’agit de l’énoncé suivant :

si f1(z), · · · , fn(z) sont n fonctions holomorphes et bornées dans le disque unité D et s’il

existe une constante C telle que l’on ait, pour tout z ∈ D,

(6.1) 1 ≤
∑

1≤k≤n

|fk(z)| ≤ C

alors on peut trouver n autres fonctions holomorphes et bornées dans D, notées

g1(z), · · · , gn(z), telles que

(6.2)
∑

1≤k≤n

fk(z)gk(z) = 1.

Pour démontrer ce théorème, Carleson définit ce qui est aujourd’hui connu sous le nom

de mesures de Carleson et démontra le théorème 6.2 qui suit.
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Définition 6.1. — Soit Ω ⊂ R
n un ensemble ouvert. On désigne alors par Ω̂ l’ensemble

des couples (x, t) ∈ R
n×]0,∞[ tels que la boule B(x, t) de centre x et de rayon t soit

incluse dans Ω. Soit dµ(x, t) une mesure de Radon positive sur R
n×]0,∞[. On dit que dµ

est une mesure de Carleson s’il existe une constante C telle que pour toute partie ouverte

Ω ⊂ R
n , on ait

(6.3) µ(Ω̂) ≤ C|Ω|,

où |E| est la mesure de Lebesgue de E ⊂ R
n .

La plus petite constante C pouvant figurer dans (6.3) est la norme de la mesure de

Carleson µ et sera notée ‖µ‖C. Pour établir (6.3), il suffit de le faire si Ω est une boule

arbitraire de R
n . Le passage au cas général utilise un recouvrement de Vitali de Ω par

une suite de boules Bj , j ∈ N . Ce faisant, la constante figurant dans le second membre

de (6.3) aura changé.

Pour vérifier qu’une mesure de Radon positive dµ(x, t) est une mesure de Carleson, on

utilise le plus souvent une variante de la condition (6.3). Si Q est une cube arbitraire de

R
n de côté lQ, on désignera par Q̃ le cube Q× [0, lQ] de R

n+1 et la condition de Carleson

s’écrit simplement µ(Q̃) ≤ C|Q|.

Nous arrivons maintenant au théorème annoncé. Il concerne le calcul des intégrales

I =
∫ ∞

0

∫

Rn f(x, t)dµ(x, t) où f(x, t) est une fonction borélienne positive ou nulle et où dµ

est une mesure de Carleson de norme ‖µ‖C.

Théorème 6.2. — Posons

(6.4) f ∗(x) = sup
|y−x|≤t

f(y, t).

Alors on a

(6.5)

∫ ∞

0

∫

Rn

f(x, t)dµ(x, t) ≤ ‖µ‖C

∫

Rn

f ∗(x) dx.

7. LA PREUVE DE LA CONJECTURE DE KATO (PREMIÈRE

PARTIE)

La preuve de la conjecture de Kato utilise deux idées maintenant classiques en théorie

des opérateurs. La première qui a été développée par Elias Stein, mais qui peut être rat-

tachée aux travaux de Littlewood et Paley, concerne l’utilisation de fonctionnelles quadra-

tiques. Supposons qu’un opérateur T soit naturellement décomposé en une série
∑

j∈J Tj .

Pour démontrer que cet opérateur T est borné sur L2(R
n), c’est-à-dire pour établir
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l’estimation fondamentale ‖T (f)‖2 ≤ C‖f‖2, il suffit, dans certains cas, de démontrer

que

(7.1)
(∑

j∈J

‖Tj(f)‖2
2

)1/2
≤ C‖f‖2.

On dira alors que les morceaux Tj , j ∈ J, sont presque orthogonaux.

Le second ingrédient est l’utilisation des mesures de Carleson pour établir l’estimation

quadratique (7.1). La preuve du théorème T (1) de David et Journé suit ce programme.

Commençons par la réduction à une fonctionnelle quadratique. On part de T défini

par (3.3) et l’on considère sa racine carrée accrétive, définie par (2.10). Nous devons

démontrer que l’on a

(7.2) ‖
√

T (f)‖2 ≤ C‖∇f‖2

et cela nous amène à calculer

(7.3) sup{| <
√

T (f), g > |; ‖g‖2 ≤ 1}.

Mais ce produit scalaire s’écrit, grâce à (2.10),

(7.4) <
√

T (f), g >=
8

π

∫ ∞

0

< Wλ(f), Vλ(g) >
dλ

λ
,

où

(7.5) Wλ = (1 + λ2T )−1λT, Vλ = (1 + λ2T ∗)−2λ2T ∗.

Arrivés à ce point, on applique les estimations quadratiques 〈〈abstraites 〉〉 de McIntosh et

Yagi ([1] est la meilleure référence) qui fournissent

(7.6)

∫ ∞

0

‖Vλ(g)‖2
2

dλ

λ
≤ C‖g‖2

2.

La conjecture de Kato résultera donc de l’estimation quadratique

(7.7)

∫ ∞

0

‖Wλ(f))‖2
2

dλ

λ
≤ C‖∇f‖2

2.

L’opérateur Θλ est défini sur les n-uples de fonctions de L2(R
n) par

(7.8) Θλ(f1, ..., fn)(x) = λ(1 + λ2T )−1
∑

j,k

∂j [(aj,k(x))(fk(x))].

Alors (7.7) s’écrit

(7.9)

∫ ∞

0

‖Θλ∇f‖2
2

dλ

λ
≤ C‖∇f‖2

2.
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Nous désignons ensuite par ϕ(x) une fonction de la classe de Schwartz, portée par la boule

unité, d’intégrale égale à 1 et par Φλ l’opérateur de convolution avec ϕλ(x) = λ−nϕ(x/λ).

On pose ensuite

(7.10) γλ(x) = [(1 + λ2T )−1λ∂jaj,k(x)]1≤k≤n.

En utilisant des estimations sur l’action 〈〈 à longue portée 〉〉 de l’opérateur (I + λ2T )−1, on

obtient

(7.11) Θλ(∇f)(x) = γλ(x) · Φλ∇f(x) + ρ(x, λ),

où

(7.12)

∫ ∞

0

∫

Rn

|ρ(x, λ)|2 dx
dλ

λ
≤ C‖∇f‖2

2.

La conjecture de Kato découlera alors de

(7.13)

∫ ∞

0

∫

Rn

|γλ(x)|2|Φλ∇f(x)|2 dx
dλ

λ
≤ C‖∇f‖2

2.

Le théorème de Hardy et Littlewood sur la fonction maximale implique

(7.14) ‖ sup
|y−x|≤λ

|Φλ∇f(y)|‖2 ≤ C‖∇f‖2.

La conjecture de Kato sera donc établie si nous montrons que la mesure dµ(x, λ) =

|γλ|
2 dxdλ

λ
est une mesure de Carleson. La preuve de ce fait est classique. Partant d’une

boule arbitraire B de R
n , on découpe la fonction mesurable et bornée aj,k(x) en deux

morceaux. Le premier (noté u) est porté par la boule double B̃, de même centre que B

et de rayon double et le second (noté v) est nul sur B̃. Pour traiter la contribution de

u dans la mesure dµ, on observe que ‖u‖2 ≤ C‖aj,k‖∞|B|1/2 et l’estimation recherchée

proviendra de

(7.15)

∫ ∞

0

‖(1 + λ2T )−1λ∇f‖2
2

dλ

λ
≤ C‖f‖2

2.

Mais cette dernière estimation n’est autre que l’estimation (7.7) que nous nous proposions

de démontrer. Nous sommes donc dans une situation de cercle vicieux !

8. UN THÉORÈME T(b) POUR LES MESURES DE CARLESON

Le paragraphe précédent nous a appris que la preuve de l’estimation (H 1, L2) pour

l’opérateur
√

T repose sur le fait que la mesure dµ(x, λ) = |γλ|
2 dxdλ

λ
est une mesure de

Carleson, ce qui semble essentiellement dépendre de l’estimation cherchée. P. Auscher et

Ph. Tchamitchian ont réussi à sortir de cette impasse en démontrant un 〈〈 théorème T (b)

pour les mesures de Carleson 〉〉. La fonction accrétive b est ici remplacée par une collection

FQ de fonctions de test adaptées à l’opérateur T. Soyons plus précis. Nous désignons par
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Q l’ensemble de tous les cubes Q ⊂ R
n et, pour tout cube Q ∈ Q, de côté lQ, nous

supposons avoir pu construire une fonction FQ ayant les cinq propriétés suivantes

FQ ∈ H1(5Q)(8.1)
∫

5Q

|∇FQ|
2 dx ≤ C|Q|(8.2)

T (FQ) = −div[A(x)∇FQ] ∈ L2(5Q)(8.3)
∫

5Q

|T (FQ)|2 dx ≤ Cl−2
Q |Q|(8.4)

sup
Q∈Q

∫ lQ

0

∫

Q

|γλ(x)|2 dx
dλ

λ
≤ C sup

Q∈Q

∫ lQ

0

∫

Q

|γλ(x) · Φλ∇FQ(x)|2 dx
dλ

λ
,(8.5)

où C désigne une constante.

Le 〈〈 théorème T (b) d’Auscher et Tchamitchian 〉〉 est l’énoncé suivant [1].

Théorème 8.1. — Sous les hypothèses (8.1) à (8.5), la mesure

dµ(x, λ) = |γλ(x)|2 dx
dλ

λ

est une mesure de Carleson, ce qui implique la conjecture de Kato.

Ce résultat est capital, car il a défini la stratégie qui conduisit à la preuve complète de la

conjecture de Kato. Aujourd’hui, la preuve du théorème 8.1 peut sembler assez naturelle.

Nous devons estimer le membre de gauche de (8.5). Nous utilisons (8.3) et (7.11). Ceci,

joint aux estimations de l’action 〈〈 à longue portée 〉〉 de l’opérateur (1 + λ2T )−1, fournit

l’estimation désirée.

Mais il reste à construire les 〈〈 fonctions de test 〉〉 FQ, Q ∈ Q. Cette construction repose

sur de remarquables méthodes de temps d’arrêts (stopping time arguments) découvertes

par S. Hofmann et J. Lewis [5] dans un contexte très différent. Cela suffisait pour

démontrer la conjecture de Kato en dimension 2. La preuve finale [3] doit beaucoup

aux améliorations apportées par M. Lacey.
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ON THE NEWTON STRATIFICATION

by Michael RAPOPORT

INTRODUCTION

This is a report on algebraic geometry in characteristic p. Let A/S be a family of

abelian varieties over a base scheme of characteristic p. For any prime number ℓ 6= p the

family of Tate modules Tℓ(As̄) (s̄ ranging over the geometric points of S) defines a local

system of Z ℓ-modules on S. The replacement for ℓ = p of the Tate module Tℓ(As̄) is the

Dieudonné module M(As̄) which is an F -crystal. However, in contrast to the ℓ-adic case,

the Dieudonné module is not locally constant as s̄ varies over the base. This leads to the

Newton stratification of S into locally closed subsets where the isomorphism classes of

the rational Dieudonné modules M(As̄) ⊗Zp Q p are constant. Recently de Jong and Oort

proved some general qualitative facts on this stratification. These were applied by Oort

to the universal family of abelian varieties over the Siegel moduli space. We formulate

this result in imprecise terms as follows.

Theorem 0.1. — The Newton stratification of the moduli space of principally polarized

abelian varieties of a fixed dimension g in characteristic p has the strong stratification

property (the closure of a stratum is a union of strata). Furthermore, the jumps in this

stratification all occur in codimension one.

The main tools in the proof of this theorem are the purity theorem on families of

F -isocrystals and deformation theory of p-divisible groups. The latter is based on the

theory of displays for formal p-divisible groups, which has recently been completed by

Zink.

The layout of the report is as follows. In section 1 we introduce the notion of an

F -isocrystal over a base scheme S and of the corresponding Newton stratification. Section

2 is devoted to the general theorems on Newton stratifications, and section 3 to the

particular case of the Siegel moduli space. In section 4 we give the main theorem of

display theory. In the final section 5 we comment on other moduli spaces of abelian

varieties.
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I thank Th. Zink for his help with this report; the presentation in section 2 is largely

based on his explanations. I also thank G. Laumon, F. Oort and T. Wedhorn for useful

comments.

The subject matter of this report has deep historical roots, with contributions by many

mathematicians. I apologize in advance for any oversights and misrepresentations, which

are not intentional but rather due to my ignorance.

1. F -CRYSTALS

Definition 1.1. — Let k be a perfect field of characteristic p, with ring of Witt vectors

W (k). Let L be the fraction field of W (k) and denote by σ the Frobenius automorphisms

on k, W (k) and L.

a) A (non-degenerate) F -crystal over Spec k is a free W (k)-module M of finite rank

with a σ-linear endomorphism F : M → M such that M/F (M) has finite length.

b) An F -isocrystal over Spec k is a finite-dimensional L-vector space N with a σ-linear

bijective endomorphism F : N → N .

Recall that W (k) is the unique complete discrete valuation ring with residue field k

and with p as uniformizer. An F -crystal (M, F ) defines an F -isocrystal via (N, F ) :=

(M, F ) ⊗W (k) L. Conversely, given an F -isocrystal (N, F ), the corresponding set of

F -crystals is the set of W (k)-lattices M in N such that F (M) ⊂ M (such lattices need

not exist).

The F -isocrystals over Spec k form a category in the obvious way which is abelian

Q p -linear and noetherian and artinian. If k ′ is a perfect field extension of k, then an

F -crystal over Spec k defines an F -crystal over Spec k′ via base extension ⊗W (k)W (k′).

Theorem 1.2 (Dieudonné). — Let k be algebraically closed. Then the category of

F -isocrystals is semi-simple. The simple objects are parametrized by the set of ratio-

nal numbers. To λ ∈ Q corresponds the simple object Eλ defined as follows. If λ = r
s
,

with s, r ∈ Z, s > 0, (r, s) = 1, then

Eλ =









Ls, F =









0 pr

1
. . .

1 0









· σ









.

Furthermore

End(Eλ) = Dλ ,

where Dλ is the division algebra with center Q p and invariant equal to the image of λ in

Q/Z. �
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We may parametrize the F -isocrystals of rank n over the algebraically closed field k by

their Newton polygons, or preferably but equivalently, by their Newton vectors.

Corollary 1.3. — Let k be algebraically closed. Then there is an injection (the Newton

map)

{isomorphism classes of F -isocrystals of rank n} → (Q n)+, (N, F ) 7→ ν(N, F ).

Here (Q n)+ = {(ν1, . . . , νn) ∈ Q n , ν1 ≥ . . . ≥ νn}. The Newton map sends (N, F ) to

ν(N, F ) ∈ (Q n)+, where λ ∈ Q occurs in ν(N, F ) with multiplicity equal to the dimension

of the isotypical component of type λ. The image of the Newton map may be described as

follows. Write ν ∈ (Q n)+ as

ν = (ν(1)m1 , . . . , ν(r)mr) with ν(1) > . . . > ν(r) .

Then ν lies in the image if and only if ν satisfies the integrality condition

ν(i)mi ∈ Z, ∀i = 1, . . . , r . �

The components of the Newton vector ν(N, F ) (i.e. the types of the isotypical compo-

nents occurring in (N, F )) are called the slopes of the F -isocrystal.

Let (N, F ) be an F -isocrystal over a perfect field k. Then the Newton vector of the

F -isocrystal (N, F )⊗W (k)W (k̄) over Spec k̄ is independent of the algebraically closed field

k̄ containing k. We may therefore speak of the Newton vector of (N, F ).

Let X be a p-divisible group over a perfect field k of characteristic p. Then one may

associate to X its (contravariant) Dieudonné module (M(X), F ), which is an F -crystal

over Spec k, compare [D]. In this way one obtains

a) an anti-equivalence of the category of p-divisible groups over Spec k and the full

subcategory of the category of F -crystals over Spec k consisting of those F -crystals (M, F )

such that pM ⊂ FM ,

b) an anti-equivalence of the category of p-divisible groups over Spec k up to isogeny

and the full subcategory of all F -isocrystals over Spec k such that all slopes lie between

0 and 1.

Let S be a scheme of characteristic p. An F -crystal over S is a crystal E of finite locally

free OScris
-modules, with a morphism F : E (σ) → E such that the kernel and cokernel of

F are annihiliated by a power of p. Here OScris
denotes the structure sheaf on the big

crystalline site of S over Z p. We often write E for the F -crystal (E , F ). This notion makes

precise the intuitive concept of a family of F -crystals parametrized by the (perfect closures

of the residue fields of) points of S. The F -crystals over S form a Z p-linear category. A

morphism of F -crystals f : E → E ′ is an isogeny if there exists locally on S a morphism

g : E ′ → E such that gf = pn and fg = pn for some n. The category of F -isocrystals over

S is obtained by formally inverting isogenies of F -crystals.
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Example 1.4. — Let X be a p-divisible group over S. Then crystalline Dieudonné

theory [Me] associates to X an F -crystal over S. More precisely, the Lie algebra of the

universal extension of X is a crystal, and its dual is an F -crystal where F is induced by

the Frobenius Fr : X → X (σ), compare [Me], IV.2.5.

For the sequel it is not essential to have mastered the notion of an F -crystal over a

scheme, in order to understand the resulting statements for p-divisible groups (although

some proofs in this special case are based on general F -crystals for which one can perform

the usual linear algebra operations like tensor products etc.).

The most basic statement about families of F -crystals is the following semi-continuity

theorem. Recall the usual dominance order on (Q n)+, for which (ν1, . . . , νn) ≤ (ν ′1, . . . , ν
′
n)

if and only if

r∑

j=1

νi ≤
r∑

j=1

ν ′i, ∀r = 1, . . . , n − 1, and
n∑

j=1

νj =
n∑

j=1

ν ′j .

For ν = (ν1, . . . , νn) ∈ Q n we set ‖ν‖ =
n∑

j=1

νj .

Theorem 1.5 (Grothendieck [G]). — Let (E , F ) be an F -isocrystal over a scheme S of

characteristic p. Then the Newton vector of (Es, Fs), for s ranging over the points of S,

goes down under specialization. More precisely, let (E , F ) be of constant rank n. Then

the function s 7→ ‖ν(Es, Fs)‖ is locally constant on S and for any ν0 ∈ (Q n)+ the set

{s ∈ S; ν(Es, Fs) ≤ ν0}

is Zariski closed in S.

We note here that the Newton vector of the fiber of E at a geometric point s̄ of S only

depends on the underlying point s ∈ S.

The proof by Katz in [Ka] relies on the relation between the Newton vector of an

F -isocrystal and the divisibility by p of F with respect to an underlying F -crystal. For

(the F -isocrystal associated to) a p-divisible group over S a simple proof is contained in

[D]. �

Remark 1.6. — This theorem is reminiscent of a theorem on vector bundles on a compact

Riemann surface. In this theory one associates to a vector bundle of rank n its Harder-

Narasimhan vector in (Q n)+, and it is a basic fact that the HN-vector goes up (!) under

specialization [AB].

Corollary 1.7. — Let (E , F ) be an F -isocrystal over a noetherian scheme S of char-

acteristic p. Then the set of points of S where the Newton vector is constant is locally

closed in S and this defines a finite decomposition of S.
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Proof. — We may assume S connected. Let us only consider the case when (E , F )

comes from a p-divisible group X over S. Then the height and the dimension of X are

constant. The assertion then follows from the preceding theorem by the following two

observations.

For any ν0 ∈ (Q n)+ the set

{ν ∈ (Q n)+ ; ν ≤ ν0 and ν satisfies the integrality condition in Cor. 1.3}

is finite.

If ν = ν(M(X), F ) for a p-divisible group X of dimension d and height n, then ν ≤

(1d, 0n−d). This is a consequence of Mazur’s inequality between the Hodge vector of an

F -crystal over a perfect field and the Newton vector of its underlying F -isocrystal, [Ka].

�

Let (E , F ) be an F -isocrystal of rank n over a noetherian scheme S of characteristic p.

Associating to a geometric point s̄ of S the Newton vector of (E s̄, Fs̄), we obtain a map

S −→ (Q n)+ .

Let Sν be the fiber of this map over ν ∈ (Q n)+ (with its reduced scheme structure). The

corresponding disjoint decomposition of S, finite according to Corollary 1.7, is called the

Newton stratification of S associated to the F -isocrystal (E , F ). The subschemes Sν are

called the Newton strata.

We speak of a stratification in the strong sense if the closure of a stratum is a union

of strata. In general the Newton stratification associated to an F -isocrystal is not a

stratification in the strong sense.

2. PURITY OF THE NEWTON STRATIFICATION

Let (E , F ) be an F -isocrystal of rank n over a scheme S of characteristic p, with

associated Newton stratification (Sν)ν∈(Qn )+ of S. The purity theorem states that the

jumps in this stratification all occur in codimension one. The corresponding statement

for families of vector bundles on a Riemann surface (cf. Remark 1.6) is false.

Theorem 2.1 (de Jong, Oort [JO]). — Let (E , F ) be an F -isocrystal of rank n over

a locally noetherian scheme S of characteristic p, with associated Newton stratification

(Sν)ν∈(Qn )+ . Let ν ∈ Q n
+ . Let η be a generic point of the scheme S̄ν \ Sν. Then

dimOS̄ν ,η = 1 .

An equivalent statement is the following.

Theorem 2.2. — Let (E , F ) be an F -isocrystal over a locally noetherian scheme S of

characteristic p. Let U be an open subset of S such that codim(S \U) ≥ 2. If the Newton

vector of (E , F ) is constant at all points of U , then it is constant on all of S.
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These theorems are referred to as purity theorems since they are reminiscent of the

purity theorem of Nagata-Zariski on étale coverings. We shall be mainly interested in

this statement when (E , F ) comes from a p-divisible group over S. The structure of a

p-divisible group with constant Newton vector is addressed in the following two results.

Theorem 2.3 (de Jong, Oort [JO]). — Let S = Spec A, where A is a complete noetherian

local ring of characteristic p with algebraically closed residue field k. Let X be a p-divisible

group over S with constant scalar Newton vector, i.e., there is only one slope at all points

of S (isoclinic case). Then X is isogenous to a constant p-divisible group, i.e., one of the

form X0 ×Spec k S for a p-divisible group X0 over Spec k.

The motivation for this theorem is the heuristic idea that a p-divisible group with

constant scalar Newton vector is analogous to a local system over S. The hypotheses on

S in Theorem 2.3 ensure that it behaves like a simply connected space. One may expect a

similar result for general F -isocrystals with constant scalar Newton vector, compare [JO],

Remark 2.18. The case where A is a complete discrete valuation ring with algebraically

closed residue field is due to Katz, [Ka], Thm. 2.7.1. �

The constancy up to isogeny becomes false when the constant Newton vector has more

than one slope, for there can be highly nontrivial extensions of constant F -isocrystals over

Spec k[[t]] (e.g. the p-divisible group of the universal deformation of an ordinary elliptic

curve is a nontrivial extension of Q p/Z p by Ĝ m). When there is more than one slope,

there is the following analogue of the Harder-Narasimhan filtration of vector bundles, cf.

Remark 1.6.

Theorem 2.4 (Zink [Z3]). — Let S be a regular scheme of characteristic p. Let X be a

p-divisible group over S with constant Newton vector ν ∈ (Q n)+. Then X is isogenous to

a p-divisible group Y which admits a filtration by closed embeddings of p-divisible groups

(0) = Y0 ⊂ Y1 ⊂ . . . ⊂ Yr = Y ,

such that the following condition is satisfied. Let ν = (ν(1)m1 , . . . , ν(r)mr) with ν(1) >

. . . > ν(r), cf. integrality condition in Cor. 1.3. Then there are natural numbers ri ≥ 0,

si > 0 (i = 1, . . . , r) such that ν(i) = ri/si and such that

p−riFrsi : Yi −→ Y
(σsi )
i is an isogeny

and

p−riFrsi : Yi/Yi−1 −→ (Yi/Yi−1)
(σsi ) is an isomorphism ,

∀i = 1, . . . , r.

The degree of the isogeny between X and Y may be bounded in terms of the height of

X. The heuristic idea behind this theorem is that the isotypic direct sum decomposition

of an F -isocrystal over an algebraically closed field is replaced in the case of a more

general base scheme by a filtration. In ongoing work of Oort and Zink, the regularity
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hypothesis on S is weakened. The case where S = Spec k for an arbitrary field k is due

to Grothendieck [G]. �

The proof of Theorem 2.2 is based on the following result which is of independent

interest.

Theorem 2.5 (de Jong, Oort [JO]). — Let S = Spec A, where A is a normal complete

noetherian local ring of dimension 2 with algebraically closed residue field k. Let U =

S \ {s}, where s denotes the closed point. Let π : S̃ → S be a resolution of singularities,

i.e. a proper morphism from a regular scheme which induces an isomorphism over U and

such that E = π−1(s) =
m⋃

i=1

Ei is a union of smooth divisors crossing each other normally.

Identifying π−1(U) with U we have the restriction map

H1
et(S̃, Z p) −→ H1

et(U, Z p) .

This map is an isomorphism.

In terms of the fundamental groups (w.r.t. some geometric point of U) the assertion is

that

(1) Hom(π1(S̃), Z p)
∼

−→ Hom(π1(U), Z p) .

Since both π1(S̃) and π(U) are factor groups of the Galois group of the fraction field of

S, the homomorphism π1(U) → π1(S̃) is surjective. Therefore we have the injectivity of

the map (1), and to prove the surjectivity we may replace Z p by Q p in (1). Topologically

or when p 6= char k, this surjectivity is easy to see. Indeed, we need the injectivity of

(2) H2
E(S̃, Q p) −→ H2(S̃, Q p) .

But H2
E(S̃, Q p) has the classes cls(Ei), i = 1, . . . , m, as basis (purity). The image of

cls(Ei) under the composition

H2
E(S̃, Q p) −→ H2(S̃, Q p)

Res
−→ H2(Ej , Q p)

is the intersection product (Ei.Ej). The injectivity of (2) follows therefore from the

negative-definiteness of the intersection matrix (Ei.Ej)i,j=1,...,m.

When p = char k, the proof of Theorem 2.5 is much more difficult. (That the situation

in this case is radically different is already apparent from the fact that H 2
et(S̃, Z p) = (0)

when p = char k. This is easily checked using Artin-Schreier theory.) Suppose that A has

characteristic p, i.e. k ⊂ A. In this case, using de Jong’s technique of alterations there is

a reduction to the following situation. Let C → Spec k[[t]] be a flat projective family of

curves with smooth generic fiber and strict semistable reduction. Let C ′ be the scheme

obtained from C by collapsing a proper union E of irreducible components of the special

fiber to a point P . Then A is the complete local ring of P .

One now starts with an element α ∈ H 1
et(U, Z p) and first globalizes it into an ele-

ment α1 ∈ H1
et(C

′ \ {P}, Z p) = H1
et(C \ E, Z p). This element α1 is then extended to
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α2 ∈ H1
et(C, Z p) by using de Jong’s extension theorem on homomorphisms of p-divisible

groups [J1], [J2]. According to this theorem, any homomorphism between the generic

fibers of p-divisible groups over Spec k[[t]] extends. �

Let X be a p-divisible group of height h over a scheme S of characteristic p, for which

there exists r ≥ 0, s > 0 such that

(3) p−rFrs : X −→ X(σs) is an isomorphism.

To X we associate the lisse p-adic sheaf of W (Fps )-modules CX = lim
←−

CX,n for the étale

topology on S, such that for any affine S-scheme Spec R

(4) CX,n(Spec R) = {x ∈ M/pnM ; p−rF s(x) = x} .

Here M denotes the W (R)-module defined by the Dieudonné crystal of X. The fibers

of CX are free W (Fps )-modules of rank h. The formation of CX is compatible with

base change and defines a functor from the category of p-divisible groups over S with

(3) to the category of lisse p-adic sheaves of W (Fps )-modules on S. The corresponding

W (Fps ) ⊗Zp Q p -adic sheaf only depends on the isogeny class of X and corresponds to a

representation of the fundamental group,

(5) ̺X : π1(S) −→ GLh(W (Fps ) ⊗Zp Q p) .

Let R be a discrete valuation ring of characteristic p, with uniformizer π, residue field

k and fraction field K. Let X be a p-divisible group over R. After replacing XK by

an isogenous p-divisible group Y over K we have integers ri ≥ 0, s > 0 and a filtration

(0) = Y0 ⊂ Y1 ⊂ . . . ⊂ Yr = Y as in Theorem 2.4. Applying the preceding considerations

to S = Spec K and Yi/Yi−1 we therefore obtain p-adic Galois representations

(6) ̺i = ̺Yi/Yi−1
: Gal (K̄/K) −→ GLhi

(W (Fps ) ⊗Zp Q p) ,

where hi = height(Yi/Yi−1). The proof of Theorem 2.2 is based on the following lemma.

Lemma 2.6. — With the previous notation, the following conditions are equivalent.

(i) ∧hi̺i is unramified, ∀i = 1, . . . , r.

(ii) The Newton vector of X is constant.

Under these conditions the representations ̺i are also unramified.

In the proof of this lemma, again, as in the proof of Theorem 2.5, de Jong’s theorem

on extension of homomorphisms of p-divisible groups (or rather the techniques entering

into the proof) plays a key role. �

Proof of Theorem 2.2. — We limit ourselves to the case where (E , F ) comes from a

p-divisible group X on S. An easy reduction allows us to assume that S = Spec A, where

A is a complete normal noetherian local ring of dimension 2 and where U = S \ {s}, with

s denoting the special point. In proving Theorem 2.2, we may replace A by an A-algebra

A′ of the same kind such that the special point s′ of Spec A′ is the unique point mapping
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to s. Since the Newton vector of X is constant on the regular scheme U , we obtain via

Theorem 2.4 p-adic Galois representations,

(7) ̺i : π1(U) −→ GLhi
(W (Fps ) ⊗Zp Q p) ,

i = 1, . . . , r. The determinant representation of each ̺i is a character of π1(U) with values

in (W (Fps ) ⊗Zp Q p)
×. Since (W (Fps ) ⊗Zp Q p)

× contains an open subgroup of the form

Z s
p, we may assume by the initial remark that ∧hi̺i is an s-tuple of homomorphisms from

π1(U) to Z p. Let π : S̃ → S be a resolution of singularities. Then by Theorem 2.5 this

s-tuple of homomorphisms factors through π1(S̃). Let E be an irreducible component of

the exceptional fiber π−1(s). Applying Lemma 2.6 to the discrete valuation ring O S̃,E,

the pullback of X to Spec OS̃,E has constant Newton vector, as had to be shown. �

3. THE SIEGEL MODULI SPACE

We fix a positive integer g. For an auxiliary integer m ≥ 3 prime to p, we denote by

M = Mg = Mg,m the Siegel moduli space of genus g over Spec Fp . It represents the

functor which to a locally noetherian scheme S in characteristic p associates the set of

isomorphism classes of triples (A, λ, η), where A is an abelian scheme of relative dimension

g over S, and λ : A → Â is a principal polarization, and η is a (full) level-m-structure on

(A, λ).

The universal abelian scheme over M defines a p-divisible group X on M. The existence

of a polarization implies that the Newton vectors of the fibers of X lie in the subset (Q 2g )1
+

of (Q 2g )+,

(Q 2g )1
+ = {(ν1, . . . , ν2g) ∈ (Q 2g )+; νi + ν2g−i+1 = 1, ∀i = 1, . . . , g,

0 ≤ νi ≤ 1, ∀i = 1, . . . , 2g}.

Let Bg be the set of elements in (Q 2g )1
+ which satisfy the integrality condition in Cor. 1.3.

Then Bg is a finite partially ordered set (poset), which has a unique maximal element and

a unique minimal element,

̺ = (1g, 0g) the ordinary Newton vector (maximal)

σ = ((1
2
)2g) the supersingular Newton vector (minimal).

For ν ∈ Bg we denote by Sν the corresponding Newton stratum in M. By Grothendieck’s

semi-continuity theorem, Theorem 1.5, we have

(8) S̄ν ⊂
⋃

ν′≤ν

Sν′ .

In particular Sσ is a closed subset and S̺ is an open subset.
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Picture of B4: —

•

ր ց

̺ • −→ • −→ • −→ • • −→ • σ

ց ր

•

For ν ∈ Bg, with ν = (ν1, . . . , ν2g), let

∆(ν) = {(i, j) ∈ Z 2; 0 ≤ i ≤ g,
∑i

ℓ=1ν2g−ℓ+1 ≤ j < i}(9)

d(ν) = #∆(ν)(10)

Example 3.1. —

d(̺) =
g(g + 1)

2

d(σ) =

[
g2

4

]

.

Lemma 3.2. — Let ν, ν′ ∈ Bg. Then

(i) ν ≤ ν ′ if and only if ∆(ν) ⊆ ∆(ν ′).

(ii) If ν ≤ ν ′, then any shortest chain in the poset Bg starting at ν and ending at ν ′

has length d(ν ′) − d(ν). In particular, Bg is a catenary poset. �

Theorem 3.3 (Oort [O2]). — Each Newton stratum Sν is equidimensional of dimension

d(ν). The Newton stratification of M has the strong stratification property,

S̄ν =
⋃

ν′≤ν

Sν′ .

Remark 3.4. — The analogous statement for moduli spaces of vector bundles on a Rie-

mann surface is false. More precisely, consider the stack M = MX(r, d) of holomorphic

vector bundles of rank r and degree d over a Riemann surface X. Then M is the disjoint

union of its Harder-Narasimhan strata Mν , and we have

Mν ⊂
⋃

ν′≥ν

Mν′ ,

cf. Remark 1.6. If g(X) = 0 we have equality here and the same holds for g(X) = 1,

according to a recent paper of Friedman and Morgan [FM]. This fails for g(X) ≥ 2 [FM].

It is conceivable that

ν ′ ≥ ν ⇐⇒ Mν ∩Mν′ 6= ∅

and in loc. cit. this is proved, provided ν ′ and ν are adjacent. �

The proof of Theorem 3.3 is based on the following theorem.
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Theorem 3.5 (Oort [O2]). — Let (X0, λ0) be a p-divisible group with principal polariza-

tion of dimension g and height 2g over an algebraically closed field k of characteristic p.

Let ν0 ∈ Bg be the Newton vector of X0, and let ν ∈ Bg with ν0 ≤ ν. Then there exists a

principally polarized p-divisible group (X, λ) over k[[t]] with special fiber (X0, λ0) and with

Newton vector of the generic fiber of X equal to ν.

Theorem 3.5 implies via the Serre-Tate theorem the second statement in Theorem 3.3.

Since, as is easily seen, Sσ 6= ∅ (the supersingular locus), Theorem 3.5 implies Sν 6= ∅

for all ν ∈ Bg. The first statement in Theorem 3.3 now follows from Lemma 3.2 and the

purity theorem. �

The two extreme cases in the Newton stratification deserve a separate discussion.

The supersingular stratum Sσ: The fact that Sσ is equidimensional of dimension

d(σ) =
[

g2

4

]

(a special case of Theorem 3.3) was proved earlier by Li and Oort [LO],

among other things. The supersingular Newton stratum is exceptional in several aspects.

Every abelian variety occurring as a fiber of the universal abelian scheme at a point of Sσ

is isogenous to Eg, where E is a supersingular elliptic curve. Moreover, let x ∈ Sσ and

let (A, λ) be the fiber of x of the universal object on M. Then one can represent (A, λ)

in an almost canonical way as the quotient of E g by a finite group scheme. This leads

to the dimension formula for this stratum and in fact much more. There is the hope for

an explicit synthetic description of Sσ, like the one of Kaiser [K] for g = 2 (compare also

[KR], and [R] for g = 3). In [LO] the number of irreducible components of Sσ is given.

The ordinary stratum S̺: In contrast to the supersingular stratum, the ordinary

stratum is quite amorphous and nonlinear, and there is no hope of an explicit description

of it. According to Theorem 3.3, S̺ is open and dense in M. This fact has been known

for a long time, by more direct and easier proofs: 1) There is the proof by Mumford

[M], and Norman and Oort [NoO] (compare also Chai and Faltings [FC]) using Cartier

theory to construct deformations. 2) There is the proof by Koblitz [Kob], compare also

[Ill], App. 2, who investigated by deformation-theoretic arguments the stratification of M

by the p-rank of X. 3) There is the global proof using toroidal compactifications [FC].

4) There is the proof of Ngo and Genestier [NG] who deduce the density result from a

corresponding density result (of a combinatorial nature) in bad reduction. Furthermore,

Chai [C1] has proved the much stronger assertion that the orbit of an arbitrary ordinary

point under the Hecke correspondences of degree prime to p is dense in M. �

The proof of Theorem 3.5 is rather round-about. For a p-divisible group X over an

algebraically closed field k, let

(11) a(X) = Homk(αp, X) = dimk M/(F (M) + V (M)) .
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Here (M, F ) is the Dieudonné module of X and V = pF −1. Hence a(X) = 0 if and

only if X ≃ Ĝ d
m × (Q p/Z p)

d′ . In a first step one proves Theorem 3.5 under the additional

assumption a(X0) = 1, cf. Oort [O1] (the case where a(X0) = 0, where ν0 = ̺, is trivial).

The technical tool for this is the theory of displays, compare Section 4, which allows one to

write down explicitly by display equations deformations of a (polarized) formal p-divisible

group. The hypothesis a(X0) = 1 is then needed to read off from these display equations

the Newton vectors of the p-divisible groups occurring in the deformation.

In a second step, one shows that (X0, λ0) can be deformed into a principally polarized

p-divisible group (X, λ) with the same Newton vector and with a(X) = 1. This in turn

is reduced to the following statement which is of independent interest.

Theorem 3.6 (de Jong, Oort [JO]). — Let X0 be a p-divisible group over an algebraically

closed field k of characteristic p such that its F -isocrystal is irreducible. Then there exists

an irreducible scheme T over k and a p-divisible group X over T together with an isogeny

X0 ×Spec k T → X over T , such that any p-divisible group over k isogenous to X0 occurs

as a fiber of X at a k-rational point of T .

An equivalent formulation of the previous theorem is the following. Let X 0 be as in

the previous theorem. By [RZ] the following functor on (Sch/Spec k) is representable by

a formal scheme S locally formally of finite type over Spec k,

S 7−→ {isomorphism classes of pairs (X, ̺), where X is a p-divisible group

over S and ̺ : X0 ×Spec k S −→ X is a quasi-isogeny of height 0} .

Then S is irreducible. �

Corollary 3.7. — Let X0 be as in the previous theorem. Then there exists a deformation

of X0 into a p-divisible group X isogenous to X0 with a(X) = 1.

Indeed, the locus in T where a(X) = 1 is open. It therefore suffices to produce one

point t ∈ T (k) where a(Xt) = 1. This is easy. �

Conjecture 3.8. — Let ν, ν′ ∈ Bg with ν ′ ≤ ν. The closure of each irreducible compo-

nent of Sν meets Sν′.

Conjecture 3.8 would certainly hold if Oort’s conjecture [O2] was true, according to

which for ν 6= σ the intersection of Sν with any connected component of M is irreducible.

4. DISPLAYS

Display equations for formal p-divisible groups were introduced by Mumford [M]. These

techniques were applied to moduli problems of abelian varieties by Norman [No] and

Norman and Oort [NoO]. We will follow here the recent formulation of the theory due to

Zink [Z1].
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Let R be a ring of characteristic p. We denote by W (R) its ring of Witt vectors and by

x 7→ F x resp. x 7→ V x its Frobenius resp. Verschiebung endomorphisms. Let IR ⊂ W (R)

be the ideal of Witt vectors with trivial 0-component.

Definition 4.1. — A not necessarily nilpotent display (= 3n-display) over R is a quadru-

ple (P, Q, F, V −1) consisting of a finitely generated projective W (R)-module P , a sub-

module Q ⊂ P and F -linear maps F : P → P and V −1 : Q → P . The following

conditions are required:

(i) IRP ⊂ Q ⊂ P and the quotient P/Q is a projective R-module.

(ii) V −1 : Q → P is a F -linear epimorphism.

(iii) For x ∈ P and w ∈ W (R) we have V w · x ∈ Q and we require that

V −1( V w · x) = w · F (x) .

We note that F is determined by the remaining data. There is no operator V . The

reason for the notation comes from the following example.

Example 4.2. — Let R = k be a perfect field. Then an F -crystal (M, F ) over k such

that pM ⊂ FM defines a 3n-display (M, V M, F, V −1). Here as usual V = pF−1. This

defines an equivalence of categories.

The notion of a display is obtained by imposing a nilpotency condition as follows. After

localization in R there exists a W (R)-basis e1, . . . , en of P such that

Q = IRe1 ⊕ . . . ⊕ IRed ⊕ W (R)ed+1 ⊕ . . . ⊕ W (R)en ,

for some d with 0 ≤ d ≤ n. Then there exists an invertible matrix (α ij) ∈ GLn(W (R))

such that

Fej =
n∑

i=1

αijei for j = 1, . . . , d

V −1ej =
n∑

i=1

αijei for j = d + 1, . . . , n .

Conversely, any (αij) ∈ GLn(W (R)) defines a 3n-display. Let (βkℓ) be the inverse of

(αij). Let B ∈ Mn−d(R) be the image of (βkℓ)k,ℓ=d+1,...,n under the 0-component map

Mn−d(W (R)) −→ Mn−d(R) .

Let B(p) be the matrix obtained from B by raising its coefficients to the power p. The

nilpotency condition can now be formulated: there exists N such that

B(pN ) · . . . · B(p) · B = 0 .

In the context of Example 4.2 the F -crystal (M, F ) defines a display if and only if pM ⊂

FM and if V = pF−1 is topologically nilpotent on M .

Theorem 4.3 (Zink [Z1]). — We assume that the nilideal of R is nilpotent. Then there is

a fully faithful functor BT from the category of displays over R to the category of formal
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p-divisible groups over R. This is an equivalence of categories if either R is an excellent

local ring or an algebra of finite type over a field k.

It is quite likely that this equivalence of categories holds for any noetherian ring R

of characteristic p. The functor BT has the following properties: 1) It commutes with

arbitrary base change. 2) Lie BT (P, Q, F, V −1) = P/Q. 3) P can be identified with the

value at W (R) of the crystal defined by the universal extension of BT (P, Q, F, V −1), cf.

Example 1.4. 4) The passage from a formal p-divisible group to its dual p-divisible group

can be expressed in terms of displays, provided that the dual p-divisible group is a formal

group, i.e. has trivial étale part.

The theory also works if p is only supposed to be nilpotent in R. For an extension of

the theory to p-divisible groups with an étale part, compare [Z2].

5. OTHER MODULI SPACES OF ABELIAN VARIETIES

Let F be a finite-dimensional semisimple Q -algebra equipped with a positive involution

∗ and let V be a finite F -module equipped with an alternating non-degenerate Q -valued

skew-hermitian pairing 〈 , 〉. The F -linear similitudes of (V, 〈 , 〉) form an algebraic

group G over Q . We assume that G is a connected reductive algebraic group. We also

fix a conjugacy class of algebraic homomorphisms h : C × → G(R) satisfying the usual

Riemann conditions. Let E be the corresponding Shimura field, i.e. the field of definition

of the corresponding conjugacy class of cocharacters µ : G m,C → GC . We assume that p is

a prime of good reduction, in particular GQp is unramified, and we choose a hyperspecial

maximal compact subgroup Kp of G(Q p). We choose a prime ideal of E over p with residue

field κ. After a choice of some sufficiently small open compact subgroup K p ⊂ G(A p
f ),

Kottwitz [Kot1] has defined a moduli problem of abelian varieties which is representable

by a smooth quasi-projective scheme M = M(G, h)K = M(F, V, 〈 , 〉, h, Kp.Kp) over

Spec κ.

Let L be the fraction field of W (Fp) and let B(G) be the set of σ-conjugacy classes

in G(L). By associating to a point s ∈ M the F -isocrystal with G-structure defined by

the fiber at (a geometric point over) s of the universal abelian scheme over M with its

auxiliary structure (endomorphisms and polarization), we obtain a map

M −→ B(G) .

The conjugacy class µ defines a finite subset B(G, µ) of B(G) ([Kot2], §6). It is defined

by the group-theoretic version of Mazur’s inequality, compare the proof of Corollary 1.7.

The image of the map above is contained in B(G, µ) [RR]. (In the case of the Siegel

moduli space Mg we have G = GSp2g and B(G, µ) = Bg, cf. section 3.) Furthermore,

B(G, µ) is partially ordered and the semicontinuity theorem 1.5 continues to hold in this
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context [RR]. We therefore obtain the generalized Newton stratification of M (by the

locally closed subsets arising as inverse images of elements of B(G, µ)),

M =
⋃

b∈B(G,µ)Mb .

Just as Bg, also B(G, µ) is a catenary poset [C2] with a unique minimal element b0 (the

µ-basic element) and a unique maximal element b1 (the µ-ordinary element).

Theorem 5.1 (Wedhorn[W]). — The µ-ordinary locus Mb1 is open and dense in M. �

This is about the only known general statement in direction of the following conjecture.

Conjecture 5.2. — (i) The generalized Newton stratification of M = M(G, h)K has

the strong stratification property.

(ii) The generalized Newton stratum corresponding to b ∈ B(G, µ) is equidimensional of

dimension d(b) = dim M− c(b), where c(b) is the length of a chain joining b to b1.

(iii) Let b, b′ ∈ B(G, µ) with b′ ≤ b. The closure of each irreducible component of Mb

meets Mb′.

We note that Chai [C2] has given a group theoretical formula for d(b). When G is a

group of unitary similitudes, there are results supporting (i) and (ii) of this conjecture:

Theorem 5.3 (Oort). — Let F be an imaginary quadratic field such that p splits in F .

Then (i) and (ii) of Conjecture 5.2 hold true for M = M(F, V, 〈 , 〉, h, Kp.Kp).

The proof is analogous to the proof of Theorem 3.3 (which proves (i) and (ii) of Con-

jecture 5.2 for the Siegel moduli space). The analogue of Theorem 3.5 is the following

statement which confirms a conjecture of Grothendieck [G]. Its proof is similar to that of

Theorem 3.5, but simpler.

Theorem 5.4 (Oort[O2]). — Let X0 be a p-divisible group of height n and dimension d

over an algebraically closed field k of characteristic p, with Newton vector ν0 ∈ (Q n)+.

Let ν ∈ (Q n)+ such that ν satisfies the integrality condition of Corollary 1.3 and with

ν0 ≤ ν ≤ (1d, 0n−d). Then there exists a p-divisible group X over k[[t]] with special fiber

X0 and with Newton vector of the generic fiber of X equal to ν. �

Using the Serre-Tate theorem, Theorem 5.4 implies that property (i) holds in Theorem

5.3. Using Honda-Tate theory one shows that the µ-basic locus of M is non-empty,

compare [Z4]. Therefore as in the proof of Theorem 3.3, Theorem 5.4 implies that Mb

is non-empty for all b ∈ B(G, µ), and the purity theorem allows one now to deduce also

property (ii) in Theorem 5.3 from Theorem 5.4. �

We mention that when F is an imaginary quadratic field such that p 6= 2 is inert,

Bültel and Wedhorn [BW] have proved (i) and (ii) of Conjecture 5.2, provided that the

signature of the skew-hermitian form 〈 , 〉 on V is of the form (n − 1, 1). On the other

hand, the conjecture seems to be open even for such classical moduli spaces as the Hilbert-

Blumenthal varieties.
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[J1] A. J. DE JONG – Barsotti-Tate groups and crystals. Proceedings of the Inter-

national Congress of Mathematicians, Vol. II (Berlin, 1998). Doc. Math. 1998,

Extra Vol. II, 259–265

[J2] A. J. DE JONG – Homomorphisms of Barsotti-Tate groups and crystals in positive

characteristic. Invent. Math. 134 (1998), 301–333.

[JO] A. J. DE JONG, F. OORT – Purity of the stratification by Newton polygons. J.

Amer. Math. Soc. 13 (2000), 209–241.

[K] C. KAISER – Ein getwistetes fundamentales Lemma für die GSp4. Bonner Math-

ematische Schriften 303. Universität Bonn, Mathematisches Institut, Bonn, 1997,

71 pp.

[Ka] N. KATZ – Slope filtration of F -crystals. Journées de géométrie algébrique de
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Eisenstein series. Ann. Sci. École Norm. Sup. (4) 33 (2000), 695–756.

[LO] K. Z. LI, F. OORT – Moduli of supersingular abelian varieties. Lecture Notes in

Mathematics, 1680. Springer-Verlag, Berlin, 1998. iv+116 pp.

[Me] W. MESSING – The crystals associated to Barsotti-Tate groups: with applica-

tions to abelian schemes. Lecture Notes in Mathematics, Vol. 264. Springer-Verlag,

Berlin-New York, 1972. iii+190 pp.

[M] D. MUMFORD – Bi-extensions of formal groups. Algebraic Geometry, Bombay

Colloquium 1968, 307–322, Tata Inst. Fund. Research and Oxford Univ. Press,

1969.

[NG] B. C. NGO, A. GENESTIER – Alcoves et p-rang des variétés abéliennes.
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Basel, 2001.

[RR] M. RAPOPORT, M. RICHARTZ – On the classification and specialization of

F -isocrystals with additional structure. Compositio Math. 103 (1996), 153–181.

[RZ] M. RAPOPORT, T. ZINK – Period spaces for p-divisible groups. Annals of Mathe-

matics Studies 141. Princeton University Press, Princeton, NJ, 1996. xxii+324 pp.

[R] M. RICHARTZ – Klassifikation von selbstdualen Dieudonnégittern in einem drei-
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Séminaire BOURBAKI Novembre 2002

55ème année, 2002-2003, no 909

CATALAN’S CONJECTURE

[after Mihăilescu]
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1. INTRODUCTION

In 1844 Crelle’s journal published the following note [9].

Note
extraite d’une lettre adressée à l’éditeur par Mr. E. Catalan, Répétiteur à l’école

polytechnique de Paris.

Je vous prie, Monsieur, de vouloir bien énoncer, dans votre recueil, le théorème

suivant, que je crois vrai, bien que je n’aie pas encore réussi à le démontrer

complètement : d’autres seront peut-être plus heureux :

Deux nombres entiers consécutifs, autres que 8 et 9, ne peuvent être des

puissances exactes ; autrement dit : l’équation xm − yn = 1, dans laquelle

les inconnues sont entières et positives, n’admet qu’une seule solution.

Thus, we have the following conjecture.

Conjecture 1.1 (Catalan). — Equation xu − yv = 1 has no solutions in integers

x, y, u, v > 1 other than 32 − 23 = 1.
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Now, 158 years after, the conjecture is completely proved. Let us briefly review the

most important events which lead to the solution of this celebrated problem. This is

not a comprehensive historical account of Catalan’s problem; the latter can be found in

Ribenboim’s book [29] and Mignotte’s survey [22].

Seven years after Catalan’s note appeared, Lebesgue [17] proved that equation

xm − y2 = 1 has no solutions in positive integers x, y, m with m > 1. In 1965 Ko Chao [14]

showed that equation x2 − yn = 1 has no solutions in positive integers x, y, n with n > 1

other than 32 − 23 = 1. These two results reduce Catalan’s conjecture to the following

assertion.

Conjecture 1.2. — Equation

(1) xp − yq = 1

has no solutions in non-zero integers x, y and odd primes p, q.

Notice that we no longer assume x and y positive. It is convenient, because now the

problem is symmetric: if (x, y, p, q) is a solution, then so is (−y,−x, q, p). This will be

repeatedly used in the sequel.

¿From now on Conjecture 1.2 will be referred to as Catalan’s conjecture and (1) as

Catalan’s equation.

Cassels [8] discovered important arithmetical properties of solutions of Catalan’s equa-

tion. His results (see Proposition 2.1) are indispensable in most of the subsequent works

on Catalan’s equation.

In 1976 Tijdeman [32] made a breakthrough. Using Baker’s theory, he proved that

the exponents p and q are bounded by an explicit absolute constant. Together with the

classical result of Baker [3] this implies that |x| and |y| are bounded by an explicit absolute

constant as well, and Catalan’s problem is thereby decidable.

In a different direction, Inkeri [12, 13] and others obtained algebraic criteria of solubility

of (1) in terms of the exponents p and q. In nineties, Mignotte and Roy used Inkeri-type

criteria, Tijdeman’s argument and electronic computations to obtain tight lower and upper

bounds for p and q. (Upper bounds were also obtained by Blass et al. [6] and O’Neil [27].)

By 2000, it was proved that p and q lie between 107 and 1018. See [25] for more precise

results and a survey of this period.

In 1999 Preda Mihăilescu enters the scene. In his first paper [25] he drastically re-

fined Inkeri’s criterion. And quite recently, after several unsuccessful attempts, he finally

settled [26] Catalan’s conjecture:

Theorem 1.3 (Mihăilescu). — Conjecture 1.2 is true.

The present paper contains a reasonably self-contained proof of this result.

Plan of the paper : In Section 2 we recall Cassels’ relations and derive their immediate

consequence, in particular, Hyyrö’s lower bounds for |x| and |y|. In Section 3 we very
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briefly review algebraic criteria for Catalan’s equation in terms of p and q, and prove

Mihăilescu’s “double Wieferich” criterion. In Section 4 we use binary logarithmic forms,

Tijdeman’s argument, and computations by Mignotte and Roy to show that p 6≡ 1 mod q.

Section 5 contains general lemmas. In Section 6 Theorem 1.3 is reduced to three more

technical statements, which are proved in the three final section.

Acknowledgements : My deepest gratitude goes to Hendrik W. Lenstra and Yann

Bugeaud, who carefully read the manuscript and suggested numerous corrections and im-

provements. I am indebted to Yann Bugeaud, Andrew Glass, Guillaume Hanrot, Maurice

Mignotte and Preda Mihăilescu for explaining to me various results from Sections 2 and 4

and other useful discussions. I also thank Bruno Anglès, John Coates, Gabi Hecke, Shanta

Laishram, Hendrik W. Lenstra, Tauno Metsänkylä and Gisbert Wüstholz, who detected

inaccuracies in previous versions of this note. Finally, I thank Denis Benois and Leonid

Positselski for a tutorial in commutative algebra.

1.1. Notation

In the sequel we assume, unless the contrary is indicated explicitly, that x, y are non-

zero integers and p, q are odd prime numbers satisfying

(2) xp − yq = 1.

As we had already noticed, (2) implies that (−y)q − (−x)p = 1, and all the statements

below remain true with x, y, p, q replaced by −y,−x, q, p.

We denote by ζ a primitive p-th root of unity and put

K = Q (ζ), G = Gal(K/Q ).

The principal ideal (1 − ζ) will be denoted by p. Recall that it is a prime ideal of K and

that (p) = pp−1.

More specific notation will be introduced at the appropriate places.

2. CASSELS’ RELATIONS AND LOWER ESTIMATES FOR |x| AND |y|

Cassels [8] proved that q|x and p|y. More precisely, he established the following rela-

tions.

Proposition 2.1 (Cassels). — There exist a non-zero integer a and a positive integer v

such that

x − 1 = pq−1aq, y = pav,(3)

xp − 1

x − 1
= pvq,(4)
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and, symmetrically, there exist a non-zero integer b and a positive integer u such that

y + 1 = qp−1bp, x = qub,(5)

yq + 1

y + 1
= qup.(6)

�

The following consequence is crucial.

Corollary 2.2. — The number λ := (x − ζ)/(1 − ζ) is an algebraic integer. The prin-

cipal ideal (λ) is a q-th power of an ideal of the field K.

Proof Since p|(x − 1) by (3), the prime ideal p = (1 − ζ) divides x − ζ , but p2 does

not. Hence λ is an algebraic integer, not divisible by p, and the same is true for its

conjugates λσ, where σ ∈ G. Identity (1 − ζσ)λσ − (1 − ζτ)λτ = ζτ − ζσ implies that for

distinct σ, τ ∈ G, the greatest common divisor of λσ and λτ divides (ζ τ − ζσ) = p. Hence

the numbers λσ are pairwise co-prime.

Now rewrite (4) as
∏

σ∈G λσ = vq. Since the factors are pairwise co-prime, each principal

ideal (λσ) is a q-th power of an ideal. �

Cassels’ relations imply various lower estimates for the variables x and y in terms of p

and q. For instance, (3) and (5) immediately yield

|x| ≥ pq−1 − 1,(7)

|y| ≥ qp−1 − 1,(8)

and this can be refined without much effort.

Hyyrö [11] obtained an estimate of a different kind: |x| ≥ q(2p + 1)(2qp−1 + 1) (and

similarly for |y|). Since Hyyrö’s paper is not easily available, I prove below a slightly

weaker estimate, which is totally sufficient for our purposes. It is an easy consequence of

the following proposition.

Proposition 2.3. — If p does not divide q − 1 then qp−2| (u − 1).

Proof : Rewriting (6) as
(
(−y)q−1 − 1

)
+
(
(−y)q−2 − 1

)
+ · · · + (−y − 1) = q (up − 1) ,

we deduce that (y + 1) |(q (up − 1)). Now (5) implies that up ≡ 1 mod qp−2. Since p does

not divide the order qp−3(q − 1) of the multiplicative group mod q p−2, this implies that

u ≡ 1 mod qp−2. �

Corollary 2.4. — We have |x| ≥ qp−1.

Proof : If p|(q − 1) then p < q and the result follows from (7). If p does not divide q − 1

then qp−2| (u − 1), and, since u is positive, this implies u ≥ q p−2 + 1. Since x = qub, we

have |x| ≥ qu ≥ qp−1 + q, better than wanted. �
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Remark 2.5. — This version of Hyyrö’s argument is due to Mignotte and Bugeaud.

It was kindly communicated to me by Yann Bugeaud. Using more advanced tools,

Mihăilescu [26, Appendix A] obtained a much sharper estimate |x| ≥ (q 2p−2/2)
4
.

3. ALGEBRAIC CRITERIA

Using Cassels’ relations and some algebraic number theory, one may get various alge-

braic criteria of solvability of Catalan’s equation with given exponents p and q. The most

famous criterion is due to Inkeri [12, 13]:

Theorem 3.1 (Inkeri). — With the notation of Subsection 1.1, put Kp = Q (
√
−p) if

p ≡ 3 mod4 and Kp = K if p ≡ 1 mod4. Then either pq−1 ≡ 1 mod q2 or q divides the

class number of the field Kp. �

It will be explained in Subsection 4.4 how algebraic criteria of this kind, together with

electronic computations, allow one to obtain lower bounds for p and q.

Refinements of and supplements for Inkeri’s criterion were suggested by Mignotte [20],

Schwarz [30] and others; see [22] for a survey of these results. I would especially mention

the paper by Bugeaud and Hanrot [7], which strongly influenced Mihăilescu’s work.

Verification of Inkeri’s criterion for a given pair (p, q) requires computing certain class

numbers, which seriously affects its computational efficiency. Mihăilescu [25] made a

major step forward, showing that the class number condition can be omitted.

Theorem 3.2 (Mihăilescu). — For any solution of (x, y, p, q) of (2) we have q2|x and

(9) pq−1 ≡ 1 mod q2.

Congruence (9) (called Wieferich’s relation) will be used in Section 4 to prove that

p 6≡ 1 mod q. Relation q2|x is crucial in the proof of Theorem 6.3.2.

By symmetry, one has qp−1 ≡ 1 mod p2. Pairs (p, q), satisfying this and (9) are called

double Wieferich pairs. Only six such pairs are currently known:

(2, 1093), (3, 1006003), (5, 1645333507), (83, 4871), (911, 318917), (2903, 18787).

I sketch the proof of Theorem 3.2, because it is very instructive and can serve as a good

model of the much more involved proof of Theorem 1.3. See [19, 28] for different proofs.

3.1. Proof of Theorem 3.2

For a ∈ {1, 2, . . . , p − 1} let σa be the element of G = Gal(K/Q ) be defined by ζ 7→ ζa.

In the group ring Z[G] consider elements

Θc =

p−1∑

a=1

⌊ac/p⌋σ−1
a (c = 1, 2, . . . , p − 1).
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In particular, Θ1 = 0 and Θ2 = σ(p+1)/2 + · · ·+ σp−1. Ideal I = (Θ1, Θ2, . . . , Θp−1) of Z[G]

is called the Stickelberger ideal. Its main property is the Stickelberger theorem: any Θ ∈ I

annihilates the class group of K. That is, for any ideal a of K and any Θ ∈ I, the ideal

aΘ is principal. See [34, Section 6.2] for the details.

Let ι = σp−1 be the complex conjugation. Mihăilescu proves the following assertion.

Proposition 3.1.1. — For any Θ ∈ (1 − ι)I, the element (x − ζ)Θ is a q-th power in K.

Proof : Write Θ = (1 − ι)Θ′, where Θ′ ∈ I. Put λ := (x − ζ)/(1 − ζ). By Corollary 2.2

the principal ideal (λ) is a q-th power: (λ) = aq. By the Stickelberger theorem aΘ′

is a

principal ideal, say, (α). It follows that
(
λΘ′
)

= (α)q, or λΘ′

= ηαq, where η is a unit

of K. We obtain

(10) (x − ζ)Θ =

(
1 − ζ

1 − ζ̄

)Θ′

η

η̄

(α

ᾱ

)q

.

Since η is a unit, η/η̄ is a root of unity1 . The quotient (1 − ζ)/(1 − ζ̄) is a root of unity

as well. Thus, (x − ζ)Θ is a q-th power times a root of unity. Since any root of unity in K

is a q-th power, so is (x − ζ)Θ. �

Proof of q2|x : Since (1 − ζx)Θ is equal to (x − ζ)Θ times a root of unity, it is a q-th power

as well. On the other hand, q|x implies that (1 − ζx)Θ ≡ 1 mod q. Since q is unramified

in K, this implies that (1 − ζx)Θ ≡ 1 mod q2 (cf. Proposition 5.3.1 below).

However, if Θ =
∑

σ∈G nσσ, then a quick calculation shows that

(1 − ζx)Θ ≡ 1 − x
∑

σ∈G

nσζσ mod q2.

It follows that either q2|x or q|
∑

σ∈G nσζσ. In the latter case q|nσ for any σ ∈ G. However,

this is not true if, for instance,

Θ = (1 − ι)Θ2 = −σ−1
1 − · · · − σ−1

(p−1)/2 + σ−1
(p+1)/2 + · · · + σ−1

p−1.

Thus, q2|x. �.

Proof of (9) : This is just an elementary exercise. Since q2|x, the first equality in (3)

implies that

(11) pq−1aq ≡ −1 mod q2.

Since pq−1 ≡ 1 mod q, we have aq ≡ −1 mod q, which implies aq ≡ −1 mod q2, which, to-

gether with (11), implies (9). �

It is an algebraic integer, and for any σ ∈ G we have |(η/η̄)σ| = 1
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4. LOGARITHMIC FORMS, TIJDEMAN’S ARGUMENT AND THE

RELATION p 6≡ 1 mod q

As I mentioned in the introduction, Tijdeman [32] applied Baker’s theory of logarithmic

form to establish an effective upper bound for the solutions, reducing the problem to a

finite computation. In this section we use Tijdeman’s argument and electronic computa-

tions due to Mignotte and Roy to prove the following important theorem.

Theorem 4.1. — Let (x, y, p, q) be a solution of (2). Then p 6≡ 1 mod q.

The relation p 6≡ 1 mod q is indispensable for Mihăilescu’s proof. It is repeatedly used

in Section 6 and in the proof of Theorem 6.3.2. A reader ready to take Theorem 4.1 for

granted may skip the rest of this section.

When writing this section, I profited a lot from helpful explanations and suggestions of

Maurice Mignotte and Andrew Glass.

4.1. Logarithmic forms

In this subsection we recall Baker’s lower bound for logarithmic forms

Λ = b1 log α1 + · · ·+ bn log αn.

Here b1, . . . , bn are non-zero integers and α1, . . . , αn are usually algebraic numbers. To

avoid unnecessary technicalities, we shall assume that α1, . . . , αn are positive ratio-

nal numbers, distinct from 1. This is totally sufficient for applications in Catalan’s

problem.

Define the height of a rational number α = µ/ν (where µ and ν are relatively prime

integers) by h(α) = log max{|µ|, |ν|}. Assume that Λ 6= 0. Then it is rather easy to

bound |Λ| from below. Indeed, eΛ − 1 is a non-zero rational number with denominator

bounded by e(h(α1)+···+h(αn))B , where

B = max{|b1|, . . . , |bn|}.

It follows that

(12) |Λ| ≫ e−(h(α1)+···+h(αn))B,

where here and below in this subsection the positive constants implied by O(·), ≪ and ≫

are absolute and effective.

However, (12) is too weak for applications: one needs o(B) in the exponent. Such an

estimate was obtained by Gelfond [10] for n = 2 and by Baker [2] in the general case.

Baker’s inequality belongs to the top arithmetical results of the twentieth century.

The modern estimate [4, 18, 33] is of the form

(13) |Λ| ≥ e−c(n)h(α1)···h(αn) log B
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(provided Λ 6= 0.) See the recent volume [35] for the history of the subject and the present

state of art.

When one wants to be explicit, the numerical value of the constant c(n) becomes vital.

For growing n, the best result is due to Matveev [18], who showed that one may take

c(n) = cn with an explicit absolute constant c.

However, in Catalan’s problem one uses (13) only with n = 2 and n = 3. Therefore

it is practical to have special bounds for these two cases, which are numerically sharper

than the general bound (13). Such bounds were obtained by Laurent, Mignotte and

Nesterenko [16] for binary forms and by Bennett et al. [5] for ternary forms. Here is

a simplified form of the Laurent-Mignotte-Nesterenko result (see Corollary 2 from [16,

Section 2]), to be used in Subsection 4.3 below.

Proposition 4.1.1. — Let α1, α2 be multiplicatively independent positive rational num-

bers and b1, b2 positive integers. Let A1, A2 be real numbers satisfying Ai ≥ max{h(αi), 1}

for i = 1, 2. Put B = b1/A2 + b2/A1 and Λ = b1 logα1 − b2 log α2. Then

(14) log |Λ| ≥ −24.34 (max {log B + 0.14, 21})2 A1A2.

This is asymptotically weaker than (13) when B grows (because log B is replaced by

(logB)2), but for small B inequality (14) is very sharp numerically.

I do not formulate the result of [5], because it is very involved and will not be used

here.

4.2. An informal introduction to Tijdeman’s argument

In this subsection we assume that p > q.

In Catalan’s problem, the most obvious logarithmic form to try is Λ = p log |x| − q log |y|.

The upper estimate is obvious: |Λ| ≤ |x|−p. The lower estimate coming from (13) is

|Λ| ≥ e−O(p log |x| log |y|), and comparing the two estimates does not yield any interesting

consequence.

Tijdeman’s [32] brilliant idea was to use Λ = q log |y + 1| − p log |x|. Upper bound is

now slightly worse: Λ| ≪ q|y|−1. For the lower bound, we use Cassels’ relations (6) to

obtain Λ = p logα − q log q, where α = (q|b|)q−1u−1 (recall that u > 0). It is easy to show

(see Subsection 4.3) that h(α) = log |u| + O(1) ≤ (q/p) log |y| + O(1). Now (13) implies

that |Λ| ≥ e−O((q/p) log |y| log q log p), which, compared with the lower estimate, implies that

(15) p ≪ q log q log p.

If (14) is used instead of (13), then one obtains the slightly weaker inequality

(16) p ≪ q log q(log p)2.

Similarly, using

Λ = q log |y + 1| − p log |x − 1| = pq log β − q log q + p log p
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with β = bq/ap, one obtains the estimate

(17) q ≪ (log p)2 log q.

Together with (15) this implies an effective upper bound for p, as wanted.

As I already mentioned in Subsection 4.1, Tijdeman’s argument does not require the

full strength of Baker’s inequality. One needs a lower bound for binary logarithmic forms

to obtain (15) and a lower bound for ternary logarithmic form to obtain (17).

Langevin [15] made Tijdeman’s work explicit by proving that p, q ≤ 10110. This bound

has been refined several times until O’Neil [27] (see also [6]) proved that p ≤ 3.2 · 1017

and q ≤ 2.6 · 1012, and Mignotte [25] announced that p ≤ 7.8 · 1016 and q ≤ 7.2 · 1011.

Mignotte used the already mentioned bounds for binary and ternary logarithmic forms

from [16] and [5], respectively.

4.3. Explicit Tijdeman’s inequality

In this subsection we apply Proposition 4.1.1 to obtain an explicit analogue of (16).

Proposition 4.3.1. — For any solution of (2) we have

(18) p ≤ 24.34q

(

max

{

log
p + 1

log q
+ 0.14, 21

})2

log q.

Inequality (18) will be used in Subsection 4.5. It is less sharp than the corresponding

results from [23] and [6], but easier to prove and sufficient for our purposes.

Proof of Proposition 4.3.1 : We may assume that

(19) p ≥ 10000q log q,

and, in particular, p > q, since otherwise (18) holds trivially.

As indicated in Subsection 4.2, we will compare upper and lower estimates for the

quantity

Λ = q log |y + 1| − p log |x| = p logα − q log q,

with α = (q|b|)q−1u−1, where b ∈ Z and u ∈ Z >0 are defined in Proposition 2.1.

The upper estimate is trivial. Rewriting Catalan’s equation (2) as

p log |x| = q log |y| + log(1 + y−q),

we obtain

(20) Λ = q log
(
1 + y−1

)
− log

(
1 + y−q

)
.

Since | log(1 + t)| ≤ 2|t| for |t| ≤ 1/2, this implies that

(21) |Λ| ≤ 2|y|−q + 2q|y|−1 ≤ 3q|y|−1,

and |Λ| < 1 by (8). Equality (20) implies also that Λ 6= 0: the first term always dominates

over the second one.
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For the lower bound, let us estimate h(α). Since

log
(
(q|b|)q−1

)
= log u + (Λ + q log q)/p ≤ log u + 1,

we have h(α) ≤ log u + 1. Also, q and α are multiplicatively independent: otherwise, Λ

would have been a multiple of log q, contradicting the previously established inequality

0 < |Λ| < 1.

Thus, we are in a position to use Proposition 4.1.1. We obtain

(22) log |Λ| ≥ −24.34 (max {log B + 0.14, 21})2 (log u + 1) log q

with B = p/ log q + q/(logu + 1). Proposition 2.3 and (19) imply that

(23) u ≥ qp−2 ≥ e9000q(log q)2 .

Hence B ≤ (p + 1)/ log q . Substituting this into (22) and combining the resulting in-

equality with (21), we obtain

(24)
log |y|

log u
≤ 24.34

(

max

{

log
p + 1

log q
+ 0.14, 21

})2

log q

(

1 +
1

log u

)

+
log(3q)

log u
.

Further, (6) implies that q|y|q−1 ≥ qup, whence

(25) p ≤ (q−1)
log |y|

log u
≤ 24.34(q−1)

(

max

{

log
p + 1

log q
+ 0.14, 21

})


log q

(

1 +
1

log u

)

+
(q − 1) log(3q)

log u
.

Using (19) and (23), one easily shows that the right-hand side of (25) does not exceed the

right-hand side of (18). The proposition is proved. �

4.4. Lower bounds for p and q

One can bound exponents p and q from below, using algebraic criteria (see Section 3)

and electronic computations. This has been realized by Mignotte and Roy [23, 24, 25].

To show that q ≥ Q0, one has to verify an algebraic criterion (Inkeri’s or other), for all

pairs (p, q) satisfying q ≤ Q0, p > q and (18). Actually, Mignotte and Roy used sharper,

than (18), inequalities.

With Inkeri-type criteria, Mignotte and Roy managed to prove that

(26) min{p, q} ≥ 105,

using several months of computations. With Mihăilescu’s criterion (Theorem 3.2) this re-

quired only a few hours of computations, and with one month of computations they man-

aged to prove that min{p, q} ≥ 107. I am aware about the computations of Grantham and

Wheeler showing that min{p, q} ≥ 3.2 · 108 but I have never seen this result announced

in print.

Inequality (26) will be used in Subsection 4.5.
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4.5. Proof of Theorem 4.1

First of all, we deduce from Proposition 4.3.1 the following consequence.

Proposition 4.5.1. — If q ≥ 28000 then p ≤ 4q2.

Proof : Assume first that

log
p + 1

log q
+ 0.14 ≤ 21.

Then (18) reads p ≤ 10734q log q, and p ≥ 4q2 would imply q ≤ 2683.5 log q, which is

wrong for q ≥ 28000.

Now assume that

log
p + 1

log q
+ 0.14 ≥ 21.

Then (18) reads

p ≤ 24.34q

(

log
p + 1

log q
+ 0.14

)2

log q.

Since 0.14 − log log q ≤ 0.14 − log log 28000 ≤ −2.18, this implies that

(27)
p

(log(p + 1) − 2.18)2 ≤ 24.34q log q.

It is easy to show, calculating the derivative, that the left hand-side of (27), viewed as

a function in p, increases when p ≥ 67. Hence, assuming that p ≥ 4q2, we may replace

in (27) p by 4q2, which would result in the inequality q ≤ 6.085 (log (4q 2 + 1) − 2.18)
2
log q.

Since log (4q2 + 1) − 2.27 ≤ log q2, we obtain the inequality q ≤ 24.34(log q)3, which is

contradictory for q ≥ 28000. �

Proof of Theorem 4.1 : Assume that p ≡ 1 mod q. Wieferich’s relation (9) implies that

p ≡ 1 mod q2. Since p is odd, it cannot be equal to q2 + 1 or 3q2 + 1. Also, p 6= 2q2 + 1,

because the latter number is divisible by 3. (This simple, but important observation is

due to Mignotte.) Thus, p ≥ 4q2 + 1. On the other hand (26) and Proposition 4.5.1 imply

that p ≤ 4q2, a contradiction.

Remark 4.2. — Inequality (26) is the only result, used by Mihăilescu, that depends on

electronic computations. One can avoid using it, showing instead that

there exist no pairs (p, q) satisfying q < 28000,

1 + 4q2 ≤ p ≤ 24.34q

(

max

{

log
p + 1

log q
+ 0.14, 21

})2

log q,

p ≡ 1 mod q2 and qp−1 ≡ 1 mod p2.

The running time of the corresponding PARI-script (written by Preda Mihăilescu at my

request) is about 1 minute on a modern computer.

Still, it would be very interesting to find a purely algebraic proof of p 6≡ 1 mod q, or,

at least, a proof independent of electronic computations. Recently Mihăilescu announced

that he has such a proof.
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5. GENERALITIES

In this section we recall some simple results about modules over commutative rings and

several other facts to be used in the proof. They are certainly well-known, but it was

easier for me to supply direct proofs than to look for suitable references.

All rings in this section are commutative and with unity. An ideal a of a ring R is

radical if R/a has no non-zero nilpotent elements.

5.1. Rings and modules

Let R be a ring and M an R-module. Given a subset S ⊆ M , we denote by annR(S)

the ideal of annihilators of S in R. When no confusion is possible, we omit the index and

write ann(S). In this subsection isomorphic means R-isomorphic. For instance, a cyclic

R-module M is (non-canonically) isomorphic to R/ann(M).

The following property of cyclic modules is immediate.

Proposition 5.1.1. — Let M be a cyclic R-module. Then any quotient of M is cyclic.

If R is a principal ideal ring, then any submodule of R is cyclic as well. �

Proposition 5.1.2. — Let R be a ring and M a finitely generated R-module. Let b be

an ideal of R such that b + annR(M) is a radical ideal of R. Then annR/b
(M/bM) is the

image of annR(M) in R/b.

Proof : We have to prove that for any α ∈ R one has

αM ⊆ bM ⇐⇒ α ∈ b + annR(M).

Implication “⇐” is obvious, so we are left with “⇒”. Let ϕ be an endomorphism of M such

that ϕ(M) ⊆ bM . Then, according to [1, Proposition 2.4], there exist a positive integer n

and β1, . . . , βn ∈ b such that ϕn + β1ϕ
n−1 + · · ·+ βn = 0. For ϕ equal to multiplication

by α this means that αn + β1α
n−1 + · · · + βn ∈ ann(M). Thus, αn ∈ b + ann(M). Since

the latter ideal is radical, we obtain α ∈ b + ann(M), which proves “⇒”. �

Proposition 5.1.3. — Let R be a direct product of finitely many fields: R =
∏

α∈A Kα,

where each Kα is a field. Then we have the following.

(1) If B ⊆ A then the set I(B) := {(xα)α∈A : xα = 0 for α ∈ B} is an ideal of R, and

all ideals are of this form. In particular, any quotient of R is itself a direct product

of fields.

(2) For any ideals I, I ′
E R one has II ′ = I ∩ I ′. Moreover, for any b ∈ II ′ there

exist a ∈ I and a′ ∈ I ′ such that b = aa′. In particular, I2 = I, and for any a ∈ I

there exist a1, a2 ∈ I such that a = a1a2.

(3) For any ideal I E R there is a uniquely defined ideal I⊥
E R such that II⊥ = (0)

and I + I⊥ = R.
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(4) For any ideals I, I ′
E R one has

(28) (II ′)
⊥

= I⊥ + I ′⊥, (I + I ′)
⊥

= I⊥I ′⊥.

Also, II ′ = (0) if and only if I ′ ⊆ I⊥.

(5) Let M a cyclic R-module and M ′ is a submodule M . Then

ann(M ′) + ann(M/M ′) = R and ann(M ′)ann(M/M ′) = ann(M).

(6) Let M be an R-module. Then there exists a ∈ M such that ann(a) = ann(M). In

other words, M has a submodule isomorphic to R/ann(M). In particular, if R is

finite then |M | ≥ |R/ann(M)|, with equality if and only if M is cyclic.

Proof : Part 1 is obvious, and parts 2–5 are its immediate consequences.

In the sequel we write I(α) for I({α}). For β ∈ A denote by 1β the element (xα)α∈A ∈ R

such that xβ = 1 and xα = 0 for α 6= β. For any x ∈ R \ I(β) there exists y ∈ R such that

yx = 1β .

After this preparation we are ready to prove part 6. Let B ⊆ A be such that

ann(M) = I(B). I claim that for any β ∈ B there exists bβ ∈ M such that ann(bβ) ⊆ I(β).

Indeed, assume that for any b ∈ M there exists x ∈ R \ I(β) such that xb = 0. Then, as

follows from the previous paragraph, 1βb = 0 for any b ∈ M , which is a contradiction

because 1β /∈ ann(M).

Now put a =
∑

β∈B 1βbβ . If x = (xα)α∈A ∈ ann(a), then for any β ∈ B one has

0 = 1βxa = 1βxbβ . Hence 1βx ∈ I(β) by the choice of bβ, or, in other words, xβ = 0.

Thus, xβ = 0 for any β ∈ B. Hence x ∈ I(B), which proves part 6. �

5.2. Group rings

Let A be a commutative ring and G a finite abelian group. Consider the group ring

A[G]. Define the weight of Θ =
∑

g∈G ngg ∈ A[G] by w(Θ) =
∑

g∈G ng ∈ A. The weight

function is additive and multiplicative, defining thereby a ring homomorphism A[G]
w
→ A.

The kernel of this homomorphism is called the augmentation ideal of the group ring A[G].

It is generated over A by the elements of the form σ − τ , where σ, τ ∈ G.

The following proposition is true for any finite abelian groups, but we formulate it only

for cyclic groups, which is sufficient for our purposes.

Proposition 5.2.1. — Let G be a finite cyclic group of order n. Then we have the

following.

(1) Let K be a field of characteristic not dividing n. Then the group ring K[G] is a

direct product of finitely many fields.

(2) An ideal of the ring Z[G] containing a prime number not dividing n is a radical

ideal of Z[G].
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Proof : Part 1 follows by observing that K[G] = K[x]/(xn − 1). Since the character-

istic does not divide n, the polynomial xn − 1 is separable over K, which means that

K[x]/(xn − 1) is a direct product of several finite extensions of K.

To prove part 2, let a be an ideal of Z[G] containing a prime number q not dividing n.

Then Z[G]/a = Fq [G]/a′, where Fq is the field of q elements and a′ is the image of a

in Fq [G]. Part 1 implies that Fq [G] is a direct product of fields, and hence so is Fq [G]/a′

(see Proposition 5.1.3:1). Thus, Z[G]/a has no non-zero nilpotents, as wanted. �

5.3. Miscellaneous

Proposition 5.3.1. — Let R be a ring and q a prime number such that the principal

ideal (q) is radical. (In particular, the assumption is satisfied if K is a number field, q

a prime number unramified in K and R = S−1OK , where S ⊂ OK consists of elements

co-prime with q.) Let α, β ∈ R satisfy αq ≡ βq mod q. Then αq ≡ βq mod q2.

Proof : We have (α − β)q ≡ αq − βq ≡ 0 mod q. Since (q) is radical, this implies

α ≡ β mod q, which, in turn, yields αq ≡ βq mod q2. �

Proposition 5.3.2. — Let R be an integral domain and K its quotient field. Let
∞∑

k=0

ak

k!
T k,

∞∑

k=0

bk

k!
T k ∈ K[[T ]]

be formal power series with the following properties:

ak, bk ∈ R, ak ≡ ak moda, bk ≡ bk mod a (k = 0, 1, . . .)

for some a, b ∈ R and an ideal a E R. Then
(

∞∑

k=0

ak

k!
T k

)(
∞∑

k=0

bk

k!
T k

)

=

∞∑

k=0

ck

k!
T k

with ck ∈ R satisfying ck ≡ (a + b)k moda.

Proof : We have ck =
∑k

i=0

(
k
i

)
aibk−i ≡

∑k
i=0

(
k
i

)
aibk−i = (a + b)k, as wanted. �

Proposition 5.3.3. — Let m be a non-negative integer and α a rational number with

denominator b. Then for a sufficiently large positive integer N one has bN
(

α
m

)
∈ Z.

Proof : Write α = a/b. For any prime number p not dividing b we have

ordp

(
a(a − b) · · · (a − (m − 1)b)

)
≥ ⌊m/p⌋ + ⌊m/p2⌋ + · · · = ordp(m!),

whence the result. �

6. OVERVIEW OF THE PROOF

In this section I give a general overview of the proof of Theorem 1.3 and show how it

reduces to three more technical statements.
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6.1. Three steps

The structure of the proof of Theorem 1.3 resembles that of the proof of the statement

q2|x in Theorem 3.2. Recall that the latter argument consisted of three steps.

(1) Find “many” Θ ∈ Z[G] such that (x − ζ)Θ is a q-th power.

(2) Show that (x − ζ)Θ is a q-th power only if either q|Θ or q2|x.

(3) Show that not all Θ from step (1) are divisible by q.

The proof of Theorem 1.3 has steps (1) and (3), but step (2) has to be replaced by the

following much more difficult task:

(2*) Show that (x − ζ)Θ is a q-th power only if q|Θ.

Unfortunately, we are able to verify step (2*) only if Θ is even, that is, (1 + ι)|Θ, where

ι ∈ G is the complex conjugation. This creates several serious problems.

First of all, there are too few even elements in the Stickelberger ideal (see [34, Exam-

ple (a) after Theorem 6.10]). Hence we cannot use Stickelberger’s theorem anymore, and

have to find a substitute. Fortunately, such a substitute is available: it is the famous

theorem of Thaine [31], who gave a (partial) analogue of Stickelberger’s theorem for real

abelian fields.

Second, now we have Θ = (1 + ι)Θ′ rather than Θ = (1 − ι)Θ′. Hence in-

stead of
(
(1 − ζ̄)/(1 − ζ)

)Θ′

(η/η̄), as in (10), which is a root of unity, we have
(
(1 − ζ̄)(1 − ζ)

)Θ′

ηη̄, which is usually not a root of unity and a priori has no reasons

to be a q-th power.

In Subsection 6.3 we reduce Theorem 2 to three statements, corresponding to

steps (1), (2*) and (3) above. But before, we need some preparations. It will be more

convenient to work mod q. In the next subsection we introduce certain modules over the

ring Fq [G] which will play vital role in the sequel.

6.2. The ring R = Fq [G] and some R-modules

In this subsection p and q are distinct odd prime numbers satisfying

(29) p 6≡ 1 mod q.

As usual, ζ is a primitive p-th root of unity, K = Q (ζ) and G = Gal(K/Q ).

Consider the group ring R = Fq [G]. Relation (29) and Proposition 5.2.1:1 imply that R

is a direct product of fields, and, in particular, Proposition 5.1.3 applies to this ring.

This will be repeatedly used in the sequel.

By Proposition 5.1.3, for any ideal I E R there is a uniquely defined I⊥
E R such that

I + I⊥ = R and II⊥ = 0. For instance, (1 + ι)⊥ = (1 − ι), where ι ∈ G is the complex

conjugation, and (N )⊥ is the augmentation ideal (see Subsection 5.2), where

N =
∑

σ∈G

σ ∈ R
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is the “norm” element.

Proposition 6.2.1. — Let E be the group of units of K. Then E/Eq is a cyclic

R-module, and, in the notation of Subsection 5.1, we have

(30) ann (E/Eq) = (N , 1 − ι).

Proof Let Ω the group of roots of unity from K and put Ē = E/Ω. Since the roots of

unity in K are q-th powers, E/Eq is G-isomorphic to Ē/Ēq.

In every pair of complex conjugate elements of G pick a representative. Denote by Ñ ′

the sum of chosen representatives in Z[G] and by N ′ its image in R = Fq [G], so that

N = N ′(1 + ι). Then the annihilator of the Z[G]-module Ē is (Ñ ′, 1 − ι). Proposi-

tion 5.2.1:2 implies that (Ñ ′, 1 − ι, q) is a radical ideal of Z[G], and Proposition 5.1.2

implies that annFq [G]

(
Ē/Ēq

)
= (N ′, 1 − ι). Since

N ′ =
1

2
(N + (1 − ι)N ′) ∈ (N , 1 − ι),

we have (N ′, 1 − ι) = (N , 1 − ι), which proves (30).

Further, since 1 − ι belongs to the augmentation ideal (N )⊥, we have

N ∩ (1 − ι) = N (1 − ι) = (0), which implies that

|(N , 1 − ι)| = |(N )| · |(1 − ι)| = q · q(p−1)/2 = q(p+1)/2.

We obtain |R/(N , 1− ι)| = q(p−3)/2 =
∣
∣Ē/Ēq

∣
∣, and the R-module Ē/Ēq is cyclic by Propo-

sition 5.1.3:6. �

Definition 6.1. — We say that β ∈ OK is q-primary if there exists γ ∈ OK such that

β ≡ γq mod q2.

Denote by C and Cq the groups of cyclotomic units and of q-primary cyclotomic units

of K, respectively. Recall C is, by definition, the group generated by −ζ and units of the

form (1 − ζk)/(1 − ζ). It is a full rank subgroup of E.

The R-modules E/CEq, C/Cq and Cq/(Cq ∩ Eq) and their annihilators play a cen-

tral role in Mihăilescu’s work. Since C/Cq
∼= CEq/CqE

q and Cq/(Cq ∩ Eq) ∼= CqE
q/Eq,

all three are cyclic R-modules by Proposition 5.1.1. Moreover, Proposition 5.1.3:5 and

equality (30) imply the following.

Proposition 6.2.2. — The three ideals

(31) I1 = ann (E/CEq) , I2 = ann (C/Cq) , I3 = ann (Cq/(Cq ∩ Eq)

are pairwise coprime and satisfy

(32) I1I2I3 = (N , 1 − ι).

�
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6.3. The three main theorems

In this subsection we reduce Theorem 1.3 to three statements, corresponding to

steps (1), (2*) and (3) from Subsection 6.1. We use the notation of Subsection 6.2.

Remark 6.3.1. — In the sequel, for γ ∈ K∗ and Θ ∈ R we define γΘ as γ
eΘ, where Θ̃

is a lifting of Θ to Z[G]. Of course, γ Θ is well-defined only up to multiplication by a

q-th power. This, however, will never be confusing, since any statement involving terms

like γΘ will include the q-th power of an (unspecified) element of K ∗.

In the first two theorems, x, y, p, q is a solution of the Catalan equation (2). In partic-

ular, (29) is satisfied, as follows from Theorem 4.1.

Theorem 6.3.2. — For any Θ ∈ (N )⊥(1 + ι)I1I3 we have (x − ζ)Θ ∈ (K∗)q.

Theorem 6.3.3. — Assume that q ≥ 7. If for Θ ∈ (N )⊥(1 + ι) we have (x − ζ)Θ ∈ (K∗)q,

then Θ = 0.

The third theorem is a general fact, independent of Catalan’s condition; in fact,

even (29) is not required.

Theorem 6.3.4. — If p > q then Cq 6= C.

Proof of Theorem 1.3 (assuming Theorems 6.3.2, 6.3.3 and 6.3.4) : Let (x, y, p, q)

be a solution. Replacing it, if necessary, by (−y,−x, q, p), we may assume that p > q. We

may also assume that q ≥ 7 by (26). Thus, the assumptions of Theorems 6.3.2–6.3.4 are

verified.

Theorems 6.3.2 and 6.3.3 imply that (1 + ι)(N )⊥I1I3 = (0), which, by Proposi-

tion 5.1.3:4 and (32), implies that

I1I3 ⊆
(
(1 + ι)(N )⊥

)⊥
= (1 + ι)⊥ + (N ) = (1 − ι) + (N ) = I1I2I3.

On the other hand I2 and I1I3 are co-prime by Proposition 6.2.2. Hence

1 ∈ I2 + I1I3 ⊆ I2 + I1I2I3 = I2,

that is, I2 = (1). Since I2 = ann(C/Cq), this means that C = Cq, contradicting Theo-

rem 6.3.4. �

Theorems 6.3.2, 6.3.3 and 6.3.4 are proved in the next three sections. Theorem 6.3.2

is purely algebraic and relies on the already mentioned result of Thaine about cyclotomic

fields. The proof of Theorem 6.3.3 is a beautiful Runge-type diophantine argument, while

that of Theorem 6.3.4 is short and elementary.
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7. PROOF OF THEOREM 6.3.2

Thus, let (x, y, p, q) be a solution of Catalan’s equation (2). Theorem 4.1 implies that

p 6≡ 1 mod q. In particular, Proposition 5.1.3 applies to the group ring R = F q [G], to be

repeatedly used in the sequel.

Let H be the class group of the number field K = Q (ζ) and H+ the “plus-part” of H

(it consists of the classes stable with respect to the complex conjugation). Recall that

Θ ∈ Z[G] is called even if it is divisible by 1 + ι. The following is a particular case of [34,

Theorem 15.2].

Theorem 7.1 (Thaine). — Let an even Θ ∈ Z[G] annihilate the q-part of the group E/C.

Then Θ annihilates the q-part of H+ as well.

(By the q-part we mean the q-Sylow subgroup.)

Remark 7.2. — Thaine’s result is more general. Let L be a real abelian field, and denote

by EL, CL, HL and GL, the groups of units, of cyclotomic units, the class group and the

Galois group of L, respectively. Let q be an odd prime number not dividing [L : Q ]. Then

any Θ ∈ Z[GL], annihilating the q-part of the group EL/CL, annihilates the q-part of HL

as well. For q = 2 a slightly weaker statement holds.

In our case L = Q (ζ + ζ̄) and the condition “q does not divide [L : Q ]” is ensured by

p 6≡ 1 mod q.

We shall use the following consequence of Theorem 7.1.

Proposition 7.3. — Any Θ ∈ (1 + ι)I1 has a lifting Θ̃ ∈ Z[G] annihilating the q-part

of H .

Proof : Let qm be the order of the q-part of E/C. By Proposition 5.1.3:2,

there exist Θ1, . . . , Θm ∈ I1 such that Θ = (1 + ι)2Θ1 · · ·Θm. Pick liftings Θ̃1, . . . , Θ̃m

for Θ1, . . . , Θm, respectively, and put Θ̃′ = (1 + ι)Θ̃1 · · · Θ̃m and Θ̃ = (1 + ι)Θ̃′. Since

every Θi annihilates E/CEq, we have E
eΘi ⊆ CEq, which implies E

eΘ′

⊆ CEqm
. By the

definition of m this means that Θ̃′ annihilates the q-part of E/C. By Thaine’s theorem,

it annihilates the q-part of H+ as well. Since H 1+ι ⊆ H+, the q-part of H is annihilated

by Θ̃ = (1 + ι)Θ̃′. �

Proposition 7.4. — For any Θ ∈ (1 + ι)(N )⊥I1 we have (x − ζ)Θ ∈ E(K∗)q.

Proof Put λ = (x − ζ)/(1− ζ). By Corollary 2.2, there exists an ideal a of K such that

(λ) = aq. The class of the ideal a belongs to the q-part of the class group of K. Since the

statement of the proposition does not depend on the choice of the lifting Θ̃ used to define

(cf. Remark 6.3.1) (x − ζ)Θ, we may select Θ̃ in the most suitable way. Thus, let Θ̃ be

a lifting which annihilates the q-part of the class group, which exists by Proposition 7.3.
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Then a
eΘ is a principal ideal. Thus, the principal ideal

(
λΘ
)

is a q-th power of another

principal ideal, that is, λΘ ∈ E(K∗)q.

On the other hand, since Θ belongs to the augmentation ideal (N )⊥, we have

(1 − ζ)Θ ∈ C(K∗)q ⊆ E(K∗)q. (Indeed, the augmentation ideal is generated by the

elements of the form σ − τ , where σ, τ ∈ G; and (1 − ζ)σ−τ is a cyclotomic unit.) Thus,

(x − ζ)Θ = λΘ(1 − ζ)Θ ∈ E(K∗)q, as wanted. �

Next, we use Mihăilescu’s Theorem 3.2 to refine Proposition 7.4. Recall that Cq stands

for the group of q-primary cyclotomic units.

Proposition 7.5. — For any Θ ∈ (1 + ι)(N )⊥I1 we have (x − ζ)Θ ∈ Cq(K
∗)q.

Proof : By Proposition 5.1.3:2 we have Θ = Θ1Θ2 with Θ1 ∈ (1 + ι)(N )⊥I1 and Θ2 ∈ I1.

Proposition 7.4 implies that (x − ζ)Θ1 ∈ E(K∗)q. Since Θ2 ∈ I1 = ann(E/CEq), we have

(x − ζ)Θ = (x − ζ)Θ1Θ2 ∈ EΘ2(K∗)q ⊆ C(K∗)q.

Write (x − ζ)Θ = ηαq with η ∈ C and α ∈ K∗. Since q2|x by Theorem 3.2, we have

ηαq ≡ (−ζ)Θ mod q2. Since −ζ is a q-th power, η is q-primary, and the proposition follows.

�

We are ready to prove Theorem 6.3.2. Let Θ ∈ (1 + ι)(N )⊥I1I3. By Proposition 5.1.3:2

we have Θ = Θ1Θ2 with Θ1 ∈ (1 + ι)(N )⊥I1 and Θ2 ∈ I3 = ann (Cq/(Cq ∩ Eq)). Now

(x − ζ)Θ = (x − ζ)Θ1Θ2 ∈ CΘ2
q (K∗)q ⊆ (K∗)q.

Theorem 6.3.2 is proved. �

8. PROOF OF THEOREM 6.3.3

8.1. A reformulation

In the proof of Theorem 6.3.3 it is more practical to work in the ring Z[G] rather than

Fq [G]. Thus, we have to find a suitable lifting of Θ ∈ Fq [G] to Z[G]. Since (x − ζ)Θ is a

q-th power if and only if (x − ζ)−Θ is, we may choose between lifting Θ or −Θ.

Recall that an element Θ of Fq [G] or Z[G] is even if it is divisible by 1 + ι. Equivalently,

Θ =
∑

σ∈G nσσ is even if for any σ ∈ G we have nσ = nσ̄, where σ̄ = ισ is the complex

conjugate of σ.

We say that Θ =
∑

σ∈G nσσ ∈ Z[G] is non-negative if nσ ≥ 0 for any σ ∈ G. We say

that Θ ∈ Z[G] is positive if it is non-negative and distinct from 0.

Proposition 8.1.1. — Let Θ ∈ Fq [G]. Then either Θ or −Θ has a non-negative lifting

Θ̃ ∈ Z[G] such that w(Θ̃) ≤ q(p − 1)/2. If Θ belongs to the augmentation ideal of Fq [G]

then q|w(Θ̃). If Θ is even then so is Θ̃.
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Proof : Let Θ̃1 be the smallest non-negative lifting of Θ. That is, Θ̃1 =
∑

σ∈G ñσσ with

ñσ ∈ {0, 1, . . . , q − 1}. Further, put Θ̃2 = q
∑

σ∈G σ − Θ̃1, so that Θ̃2 is a non-negative

lifting of −Θ. Obviously, both Θ̃1 and Θ̃2 are even if Θ is, and both the weights w(Θ̃1)

and w(Θ̃2) are divisible by q if Θ is belongs to the augmentation ideal.

Since w(Θ̃1) + w(Θ̃2) = q(p − 1), one of the weights w(Θ̃1) and w(Θ̃2) does not exceed

q(p − 1)/2. The proposition is proved. �

By this proposition, Theorems 6.3.3 is equivalent to the following statement.

Theorem 6.3.3′. Let x, y, p, q be a solution of the Catalan equation with q ≥ 7. Let Θ be

an even positive element of Z[G] satisfying q|w(Θ) and w(Θ) ≤ q(p − 1)/2. Assume that

(x − ζ)Θ is a q-th power in K. Then q|Θ.

This theorem will be proved in Subsection 8.3, after some preparations in Subsection 8.2.

8.2. The power series (1 − ζT )Θ/q

In this section we investigate the properties of a special power series introduced by

Mihăilescu. Everywhere below capital T stands for an independent variable, while small

letters t, z etc. denote complex numbers. For instance, (1 + T )r denotes the binomial

series
∑∞

k=0

(
r
k

)
T k, while, for |t| < 1, the expression (1 + t)r is the complex number, equal

to the sum of the binomial series at T = t. In particular, (1 + t)r is a positive real number

if r ∈ R and t ∈ (−1, 1).

Fix a Θ =
∑

σ∈G nσσ ∈ Z[G]. The series we are interested in is

(33) (1 − ζT )Θ/q =
∏

σ∈G

(1 − ζσT )nσ/q .

Its convergence radius is 1. Let us estimate its remainder term. Write

(34) (1 − ζT )Θ/q =
∞∑

k=0

αk(Θ)T k,

and denote by Sm(T ) =
∑m

k=0 αk(Θ)T k the m-th partial sum.

Proposition 8.2.1. — Let Θ ∈ Z[G] be non-negative. Then for |z| < 1 one has

(35)
∣
∣
∣(1 − ζz)Θ/q − Sm(z)

∣
∣
∣ ≤

(
w(Θ)/q + m

m + 1

)

(1 − |z|)−w(Θ)/q−m−1|z|m+1.

Proof : A power series
∑∞

k=0 akT
k with complex coefficients is dominated by the series

∑∞
k=0 bkT

k with non-negative real coefficients if |ak| ≤ bk for k = 0, 1, . . .. The relation of

dominance is preserved by addition and multiplication of power series.

Let r > 0 be a positive real number, and χ a complex number satisfying

|χ| ≤ 1. Then the binomial series (1 + χT )r =
∑∞

k=0

(
r
k

)
χkT k is dominated by

(1 − T )−r =
∑∞

k=0(−1)k
(
−r
k

)
T k. Indeed, the coefficients of the latter series are positive

and
∣
∣
(

r
k

)∣
∣ ≤

∣
∣
(
−r
k

)∣
∣.
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It follows that (1 − ζT )Θ/q is dominated by (1 − T )−ν , where ν = w(Θ)/q. Denoting

by S̄m(T ) the m-th partial sum of the series (1 − T )−ν , we obtain the following:
∣
∣
∣(1 − ζz)Θ/q − Sm(z)

∣
∣
∣ ≤

∣
∣(1 − |z|)−ν − S̄m(|z|)

∣
∣

≤ sup
0≤ξ≤|z|

∣
∣
∣
∣
∣
∣




dm+1(1 − T )−ν

dT m+1

∣
∣
∣
∣
∣
T=ξ





∣
∣
∣
∣
∣
∣

|z|m+1

(m + 1)!

=

(
ν + m

m + 1

)

(1 − |z|)−ν−m−1|z|m+1,

as wanted. �

Next, we investigate the arithmetic of the coefficients of Mihăilescu’s series. Say that

α ∈ K is a q-integer if qNα ∈ Z[ζ ] for a sufficiently large positive integer N .

Proposition 8.2.2. — The coefficients α0(Θ), α1(Θ), . . . of Mihăilescu’s series

(1 − ζT )Θ/q are q-integers. Write

(36) (1 − ζT )Θ/q =
∞∑

k=0

ak(Θ)

qkk!
T k,

(so that αk(Θ) = ak(Θ)/qkk!). Then

(37) ak(Θ) ∈ Z(ζ) and ak(Θ) ≡

(

−
∑

σ∈G

nσζσ

)k

mod q (k = 0, 1, . . .).

Proof : As follows from Proposition 5.3.3, for every n ∈ Z the coefficients of the series

(1 − ζT )n/q are q-integers. Hence so are the coefficients of (1 − ζT )Θ/q.

Further, (1 − ζqT )n/q =
∑∞

k=0(bk/k!)T k with

bk = n(n − q) · · · (n − (k − 1)q)(−ζ)k ≡ (−nζ)k mod q.

Now, applying Proposition 5.3.2 to the equality

∞∑

k=0

ak(Θ)

k!
T k =

∏

σ∈G

(1 − ζσqT )nσ/q ,

we obtain (37). �

We arrived to the most delicate part of Mihăilescu’s argument. The G-action extends

to the ring of power series K[T ] by
(∑∞

k=0 akT
k
)σ

=
∑∞

k=0 aσ
kT k, and we have the “com-

patibility relation”

(38)
(

(1 − ζT )Θ/q
)σ

= (1 − ζT )σΘ/q .

However, since the Galois action is not continuous in the complex topology, this relation

does not, in general, extend to the values of power series, even if the convergence is
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ensured. For instance, if t ∈ Q satisfies |t| < 1 then we need not have

(39)
(

(1 − ζt)Θ/q
)σ

= (1 − ζt)σΘ/q .

In fact, the left-hand side is even not well-defined, because (1 − ζt)Θ/q need not belong to

the field K.

Nevertheless, under some additional assumptions (39) may hold.

Proposition 8.2.3. — Assume that Θ is even. Let t ∈ Q satisfy |t| < 1, and assume

that (1 − ζt)Θ/q ∈ K. Then (39) is true for any σ ∈ G.

Proof : Since Θ is even, the series (1 − ζT )Θ/q has real coefficients. It follows that

α := (1 − ζt)Θ/q ∈ R.

Thus, α belongs to the real cyclotomic field Q (ζ + ζ̄), which implies that ασ ∈ R for any

σ ∈ G.

Now fix σ ∈ G. Then σΘ is also even, which implies that β := (1 − ζt)σΘ/q ∈ R as well.

On the other hand, (ασ)q = (αq)σ =
(

(1 − ζt)Θ
)σ

= (1 − ζt)σΘ. Hence ασ is equal to

the real q-th root of (1 − ζt)σΘ, which is β. The proposition is proved. �

8.3. Proof of Theorem 6.3.3′

8.3.1. The number (1 − ζ/x)Θ/q. By the assumption, (x − ζ)Θ has a q-th root in the

field K. Moreover, it has exactly one q-th root in K, because this field does not contain

q-th roots of unity (other than 1).

Since Θ is even, (x − ζ)Θ is a positive real number. It follows that the real q-th root of

(x − ζ)Θ belongs to K. This real root is equal to |x|w(Θ)/q (1 − ζ/x)Θ/q, where (1 − ζ/x)Θ/q

is defined as the sum of Mihăilescu series

(40) (1 − ζT )Θ/q =
∞∑

k=0

αk(Θ)T k

at T = 1/x.

So far, everything was true for any even Θ. Now recall the assumption q|w(Θ), that

is, w(Θ) = mq with m ∈ 2Z. We have just proved that xm (1 − ζ/x)Θ/q ∈ K. Hence

(1 − ζ/x)Θ/q ∈ K, and proposition 8.2.3 implies that

(41)
(

(1 − ζ/x)Θ/q
)σ

= (1 − ζ/x)σΘ/q (σ ∈ G).

8.3.2. The polynomial P (T ). For k = 1, 2, . . . put E(k) = k + ordq(k!). Then

E(k + 1) ≥ E(k) + 1,(42)

E(k) ≤ kq/(q − 1).(43)

Since Θ is positive, we have m > 0. Consider the polynomial

(44) P (T ) = qE(m)
(
α0(Θ)Tm + α1(Θ)Tm−1 + · · · + αm(Θ)

)
,
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where αk(Θ) are the coefficients of the Mihăilescu series (40). Proposition 8.2.2 implies

that qE(k)αk(Θ) ∈ Z[ζ ]. It follows that P (T ) ∈ Z[ζ ][T ], and (42) implies that

(45) P (T ) ∈ qE(m)αm(Θ) + qZ[ζ ][T ].

Also, (38) implies that for σ ∈ G

(46) P σ(T ) = qE(m)
(
α0(σΘ)T m + α1(σΘ)T m−1 + · · ·+ αm(σΘ)

)
.

8.3.3. The number β and its conjugates. Since Θ is non-negative, the number (x − ζ)Θ

is an algebraic integer. Therefore its q-th root xm (1 − ζ/x)Θ/q is an algebraic integer as

well. Hence so is

β := qE(m)xm (1 − ζ/x)Θ/q − P (x).

Relations (41) and (46) imply that

(47) βσ = qE(m)xm

(

(1 − ζ/x)σΘ/q −
m∑

k=0

αk(σΘ)x−k

)

(σ ∈ G).

Now estimate |βσ| using Proposition 8.2.1 (with σΘ instead of Θ). We obtain

(48) |βσ| ≤ qE(m)

(
2m

m + 1

)
(
1 − |x|−1

)−2m−1
|x|−1 = A|x|−1.

Now recall that |x| ≥ qp−1 by Corollary 2.4, and, in particular, |x| ≥ 49 because q ≥ 7. Us-

ing (43), estimating
(

2m
m+1

)
≤ 22m and using that |x| ≥ 49, we obtain A < qmq/(q−1)2.052m.

Further, the assumption w(Θ) ≤ q(p − 1)/2 implies that m ≤ (p − 1)/2, and we obtain

A <
(
2.05q7/12

)p−1
< qp−1 (we again use the assumption q ≥ 7). Thus, A < |x|, which

implies that |βσ| < 1 for all σ ∈ G. Since β is an algebraic integer, this is only possible if

β = 0.

8.3.4. Finishing the proof. Thus, P (x) = qE(m)xm (1 − ζ/x)Θ/q. Since xm (1 − ζ/x)Θ/q is

an algebraic integer, (45) implies that

qE(m)αm(Θ) ≡ 0 mod q.

By Proposition 8.2.2, this is possible only if q|
(∑

σ∈G nσζσ
)m

. Since q is unramified in K,

this implies that q|
∑

σ∈G nσζσ, that is, q|nσ for all σ ∈ G. Thus, q|Θ, and this completes

the proof of Theorem 6.3.3′.

9. PROOF OF THEOREM 6.3.4

To begin with, introduce the polynomial

(49) f(T ) = ((1 + T )q − 1 − T q) /q ∈ Z[T ].

It is a non-zero monic polynomial of degree q − 1.
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Now assume that all cyclotomic units of K are q-primary. In particular, so is

1 + ζq = (1 − ζ2q)/(1 − ζq). Thus, there exists ν ∈ Z[ζ ] such that 1 + ζ q ≡ νq mod q2.

Then (1 + ζ)q ≡ 1 + ζq ≡ νq mod q. Proposition 5.3.1 implies that (1 + ζ)q ≡ νq mod q2.

Thus, (1 + ζ)q ≡ 1 + ζq mod q2. This can be rewritten as f(ζ) ≡ 0 mod q, where f(T )

is the polynomial defined in (49).

Applying the Galois conjugation, we obtain f(ζ σ) ≡ 0 mod q for any σ ∈ G. Let now q

be a prime ideal of K dividing q. Then we have p − 1 congruences

(50) f (ζσ) ≡ 0 modq (σ ∈ G).

Since ζσ 6≡ ζτ mod q for distinct σ, τ ∈ G, congruences (50) imply that p − 1 ≤ deg f =

q − 1, which contradicts our assumption p > q. The theorem is proved.
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IRRATIONALITÉ DE VALEURS DE ZÊTA

[d’après Apéry, Rivoal, ...]

par Stéphane FISCHLER

INTRODUCTION

Cet exposé est consacré aux valeurs aux entiers s ≥ 2 de la fonction zêta de Riemann,

définie par ζ(s) =
∑∞

n=1 n
−s. Quand s = 2k est pair, on sait que ζ(2k)π−2k est un nombre

rationnel, lié aux nombres de Bernoulli. Comme π est transcendant (voir l’appendice de

[La] pour une preuve), ζ(2k) l’est aussi pour tout k ≥ 1. La nature arithmétique des

ζ(2k + 1) est beaucoup moins bien connue. D’un point de vue conjectural, la situation

est simple :

Conjecture 0.1. — Les nombres π, ζ(3), ζ(5), ζ(7), . . . sont algébriquement indépen-

dants sur Q .

Cette conjecture est un cas particulier d’une conjecture diophantienne sur les polyzêtas

(voir [Wa] ou [Ca2]). Elle implique que les ζ(2k + 1) sont tous transcendants, donc

irrationnels, et linéairement indépendants sur Q .

Très peu de résultats sont connus en direction de la conjecture 0.1. Le premier d’entre

eux a été annoncé par Apéry lors des Journées Arithmétiques de Luminy, en 1978 :

Théorème 0.2 ([Ap1]). — ζ(3) est irrationnel.

Apéry lui-même n’a donné lors de son exposé (voir [Me]), et n’a publié [Ap1], qu’une

esquisse de sa preuve. Les détails (qui sont loin d’être triviaux) ont été publiés par Van

Der Poorten [Po1] (voir aussi [Coh1] et [Re1]), grce à des contributions de Cohen et

Zagier. Par la suite, plusieurs autres démonstrations du théorème d’Apéry sont parues.

La première partie de ce texte est consacrée à une synthèse des différents points de vue

qu’on peut adopter pour le démontrer.

La grande percée suivante date de 2000 :

Théorème 0.3 ([Ri1], [BR]). — Le Q -espace vectoriel engendré par 1, ζ(3), ζ(5), ζ(7),

. . . est de dimension infinie.

En conséquence, il existe une infinité de k tels que ζ(2k + 1) soit irrationnel. On peut

donner des versions effectives de ce dernier énoncé : Rivoal a démontré [Ri3] que parmi
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les neuf nombres ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(21), l’un au moins est irrationnel. Ce résultat a été

amélioré par Zudilin :

Théorème 0.4 ([Zu1], [Zu4]). — L’un au moins des quatre nombres ζ(5), ζ(7), ζ(9),

ζ(11) est irrationnel.

Malgré ces développements récents, il n’existe aucun entier s ≥ 5 impair pour lequel

on sache si ζ(s) est rationnel ou non.

Ce texte est divisé en trois parties. La première est une synthèse des méthodes connues

pour démontrer l’irrationalité de ζ(3) ; l’intérêt des différentes approches est qu’elles se

généralisent plus ou moins facilement à d’autres situations. La deuxième partie fournit

une preuve du théorème 0.3, et de résultats voisins. La troisième est consacrée à des

résultats “quantitatifs” : mesure d’irrationalité de ζ(3) et théorème 0.4.

Remerciements : Je remercie toutes les personnes qui m’ont aidé dans la préparation

de ce texte, notamment F. Amoroso, V. Bosser, N. Brisebarre, P. Cartier, G. Christol,

P. Colmez, P. Grinspan, L. Habsieger, M. Huttner, C. Krattenthaler, C. Maclean, F. Mar-

tin, Yu. Nesterenko, F. Pellarin, A. Pulita, E. Royer, M. Waldschmidt, D. Zagier et

W. Zudilin. Je remercie tout particulièrement T. Rivoal pour les nombreuses discussions

très instructives que nous avons eues.

1. IRRATIONALITÉ DE ζ(3)

Toutes les preuves connues de l’irrationalité de ζ(3) ont la même structure. On

construit, pour tout n ≥ 0, des nombres rationnels un et vn ayant les propriétés

suivantes :

(1) La forme linéaire In = unζ(3) − vn vérifie

lim sup
n→∞

|In|
1/n ≤ (

√
2 − 1)4 = 0, 0294372 . . .

(2) En notant dn le p.p.c.m. des entiers compris entre 1 et n, les coefficients un et vn

vérifient :

un ∈ Z et 2d3
nvn ∈ Z.

(3) Pour une infinité d’entiers n, on a In 6= 0.

La conclusion est alors immédiate : si ζ(3) était un nombre rationnel p/q, alors 2qd 3
nIn

serait un entier pour tout n, et tendrait vers zéro quand n tend vers l’infini (car

(
√

2 − 1)4e3 < 1, en utilisant [Ing] le théorème des nombres premiers sous la forme

limn→∞
log(dn)

n
= 1) : cela contredit la troisième assertion.

Remarque 1.1. — Comme (
√

2−1)4 ·3, 233 < 1, le théorème des nombres premiers peut

être remplacé par l’assertion plus faible dn < 3, 23n pour n assez grand, qui se démontre

en utilisant des arguments élémentaires à la Tchebychev ([NZM], §8.1 ; [Ing], p. 15).
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Dans la suite, on donne plusieurs constructions (§ 1.1 à 1.10) de un, vn et In, à chaque

fois notées ui,n, vi,n et Ii,n (l’indice i ∈ {R,E,R,Σ,C ,P,TB,M} fait référence à la

construction utilisée). En fait, on construit toujours les mêmes formes linéaires : a

posteriori on s’aperçoit que ui,n, vi,n et Ii,n ne dépendent pas de i. La preuve de cette

indépendance est le plus souvent directe. Parfois, on montre simplement que I i,n = Ij,n ;

les deux autres égalités en découlent en utilisant l’irrationalité de ζ(3).

Les premières valeurs de un et vn sont :

(un)n≥0 = 1, 5, 73, 1445, 33001, 819005, . . .

(vn)n≥0 = 0, 6,
351

4
,
62531

36
,
11424695

288
, . . .

Cette partie contient l’esquisse de plusieurs preuves de l’irrationalité de ζ(3), notam-

ment celles d’Apéry [Ap1] (§1.1 et 1.2), de Beukers [Be1] par les intégrales multiples (§1.3)

ou [Be6] par les formes modulaires (§1.10), de Prevost [Pr1] (§1.1 et 1.2), de Nesterenko

[Ne2] (§1.4 et 1.5), de Sorokin [So3] (§1.8), et de nombreuses variantes. Certaines preuves

sont obtenues en montrant que deux constructions différentes fournissent les mêmes formes

linéaires, puis en prouvant le point (2) à l’aide de l’une et les points (1) et (3) à l’aide de

l’autre (par exemple en montrant que limn→∞ |In|
1/n = (

√
2 − 1)4).

La plupart des méthodes connues pour démontrer des résultats d’irrationalité sur les

valeurs de ζ sont liées aux polylogarithmes, définis pour tout entier k ≥ 1 par :

Lik(z) =
∞∑

n=1

zn

nk
,

avec |z| < 1 si k = 1 et |z| ≤ 1 si k ≥ 2. L’idée est de construire des formes linéaires en

polylogarithmes, à coefficients polynomiaux, puis de spécialiser en z = 1. C’est la méthode

employée dans les paragraphes 1.3 à 1.9. Les formes linéaires en polylogarithmes I i,n(z)

qu’on utilise ne sont pas toujours les mêmes, mais elles cöıncident en z = 1, pour donner

les formes linéaires d’Apéry.

Les polylogarithmes s’insèrent dans la famille des séries hypergéométriques q+1Fq (avec

q ≥ 1), définies par :

q+1Fq

(

α0, α1, . . . , αq

β1, . . . , βq





z

)

=

∞∑

k=0

(α0)k(α1)k · · · (αq)k

k! (β1)k · · · (βq)k
zk ,

où le symbole de Pochhammer est (α)k = α(α + 1) · · · (α + k − 1). Dans cet exposé, les

αj et les βj seront des entiers, les βj étant positifs, et z sera un nombre complexe avec

|z| ≤ 1. On adopte les définitions suivantes ([AAR], §3.3 et 3.4) :

• q+1Fq est dite bien équilibrée si α0 + 1 = α1 + β1 = · · · = αq + βq ;

• q+1Fq est dite très bien équilibrée si elle est bien équilibrée et α1 = 1
2
α0 + 1.
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1.1. Récurrence linéaire

Définition 1.2. — Soient (uR,n)n≥0 et (vR,n)n≥0 les suites définies par la relation de

récurrence

(1) (n+ 1)3yn+1 − (34n3 + 51n2 + 27n+ 5)yn + n3yn−1 = 0

et les conditions initiales

uR,0 = 1 , uR,1 = 5 , vR,0 = 0 , vR,1 = 6.

Une récurrence immédiate montre que les suites (uR,n) et (vR,n) sont croissantes et à

termes rationnels, avec n!3uR,n ∈ Z et n!3vR,n ∈ Z. En fait on verra qu’on peut remplacer

n!3 par d3
n.

Les propriétés asymptotiques des suites vérifiant la récurrence (1) sont faciles à détermi-

ner (voir par exemple [Gel], Chapitre 5). L’équation caractéristique associée est

X2 − 34X +1 ; elle a deux racines simples, (
√

2 + 1)4 et (
√

2− 1)4. L’espace vectoriel des

solutions de (1) est de dimension deux, et admet une base formée de suites (y
(0)
n )n≥0 et

(y
(1)
n )n≥0 avec limn→+∞

log |y
(0)
n |

n
= log((

√
2 + 1)4) et limn→+∞

log |y
(1)
n |

n
= log((

√
2 − 1)4). La

suite (y
(1)
n ) est uniquement déterminée (à proportionnalité près) par son comportement

asymptotique ; toutes les autres solutions de (1) se comportent comme (y
(0)
n ). Comme

(uR,n) et (vR,n) sont croissantes, on a :

(2) lim
n→∞

u
1/n
R,n = lim

n→∞
v

1/n
R,n = (

√
2 + 1)4 = 33, 9705627 . . .

Quand on adopte ce point de vue, on a intérêt [Po1] à considérer ∆n =
vR,n vR,n−1

uR,n uR,n−1

pour n ≥ 1. La relation de récurrence montre qu’on a ∆n = 6
n3 pour tout n, ce qui signifie

vR,n

uR,n
−

vR,n−1

uR,n−1
= 6

n3uR,nuR,n−1
. Donc la suite (

vR,n

uR,n
) est strictement croissante et tend vers

une limite finie ℓ, avec uR,nℓ − vR,n =
∑∞

k=n+1
6uR,n

k3uR,kuR,k−1
. Ceci prouve que uR,nℓ − vR,n

est une solution de (1) qui tend vers zéro quand n tend vers l’infini : son comportement

asymptotique est nécessairement donné par

lim
n→+∞

log |uR,nℓ− vR,n|

n
= log((

√
2 − 1)4).

Avec cette définition de uR,n et vR,n, il n’est pas évident de démontrer que ℓ = ζ(3),

et de borner par d3
n les dénominateurs de uR,n et vR,n. Pour ceci, une possibilité est de

faire le lien avec le paragraphe 1.2 : c’est la méthode employée dans les premières preuves

détaillées de l’irrationalité de ζ(3), qui sont parues peu après l’exposé d’Apéry ([Re1],

[Po1], [Coh1]).

Remarque 1.3. — Le raisonnement ci-dessus montre que
vR,n

uR,n
est la n-ième somme par-

tielle de la série ζ(3) =
∑∞

k=1
6

k3uR,kuR,k−1
.
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La définition 1.2 s’interprète en termes de fractions continues généralisées. En effet,

considérons la récurrence linéaire

(3) Yn+1 − (34n3 + 51n2 + 27n+ 5)Yn + n6Yn−1 = 0.

On passe d’une solution de (1) à une solution de (3), et réciproquement, en posant

Yn = n!3yn. Si UR,n et VR,n sont ainsi associées à uR,n et vR,n, alors
VR,n

UR,n
=

vR,n

uR,n
est

la n-ième réduite de la fraction continue généralisée

ζ(3) =
6

5
−

1

117
−

64

535
− · · · −

n6

34n3 + 51n2 + 27n+ 5
− · · · .

On peut trouver cette formule grâce à un procédé général ([Ap2], [BO], [Ze2]) qui accélère

la convergence d’un développement en fraction continue généralisée. Ce procédé s’applique,

en particulier, au développement dont les réduites sont les sommes partielles de la série
∑∞

n=1
1

f(n)
, où f est un polynôme sans zéro parmi les entiers strictement positifs.

En utilisant cette méthode d’accélération de convergence, André-Jeannin a démontré

[AnJ] que la somme des inverses des nombres de Fibonacci est irrationnelle (voir aussi

[BV] et [Pr2]).

1.2. Formules explicites

Définition 1.4. — Soient (uE,n) et (vE,n) les suites définies par les formules suivantes :

uE,n =
n∑

k=0

(
n

k

)2(
n+ k

k

)2

vE,n =
n∑

k=0

(
n

k

)2(
n+ k

k

)2
(

n∑

m=1

1

m3
+

k∑

m=1

(−1)m−1

2m3
(

n
m

)(
n+m

m

)

)

Sous cette forme, il est clair que uE,n ∈ Z et que
vE,n

uE,n
tend vers ζ(3). Pour démontrer

([Po1], [Coh1], [Re1]) que 2d3
nvE,n ∈ Z, il suffit de démontrer que, pour 1 ≤ m ≤ k ≤ n,

(4)

(
n+k

k

)
d3

n

m3
(

n
m

)(
n+m

m

) =

(
n+k
k−m

)
d3

n

m3
(

n
m

)(
k
m

)

est entier. Soit p un nombre premier ; la valuation p-adique vp(n!) de n! vaut
∑α

i=1[
n
pi ]

avec α = [ log(n)
log(p)

] = vp(dn). Pour 1 ≤ i ≤ vp(m) on a [ n
pi ] = [n−m

pi ] + [m
pi ] et pour

vp(m) < i ≤ vp(dn) on a [ n
pi ] ≤ [n−m

pi ] + [m
pi ] + 1. On en déduit vp(

(
n
m

)
) ≤ vp(dn) − vp(m)

et vp(
(

k
m

)
) ≤ vp(dk) − vp(m). Il en résulte que d3

n

m3(n
m)( k

m)
est un entier, et le quotient (4)

aussi.

Montrons maintenant ([Po1], [Coh1]) que les suites (uE,n) et (vE,n) vérifient la récurrence

(1). On pose λn,k =
(

n
k

)2(n+k
k

)2
pour k, n ∈ Z, et

An,k = 4(2n+ 1)(k(2k + 1) − (2n+ 1)2)λn,k,
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avec les conventions habituelles (i.e. λn,k = 0 si k < 0 ou k > n). On a alors

An,k − An,k−1 = (n + 1)3λn+1,k − (34n3 + 51n2 + 27n+ 5)λn,k + n3λn−1,k.

En sommant sur k, on obtient que la suite (uE,n) satisfait à la récurrence (1). Pour la

suite (vE,n), on peut faire de même en utilisant la suite double

Bn,k = An,k

(
n∑

m=1

1

m3
+

k∑

m=1

(−1)m−1

2m3
(

n
m

)(
n+m

m

)

)

+
5(2n+ 1)k(−1)k−1

n(n + 1)

(
n

k

)(
n+ k

k

)

.

Ceci démontre qu’on a uE,n = uR,n et vE,n = vR,n pour tout n ≥ 0. Compte tenu des

résultats démontrés au paragraphe 1.1, on obtient une preuve de l’irrationalité de ζ(3).

La démonstration donnée ci-dessus que (uE,n) et (vE,n) vérifient la récurrence (1) n’est

qu’une simple vérification, à condition d’être capable d’exhiber les suites doubles An,k et

Bn,k, ce qui n’a pas été une tâche facile (voir [Po1], §7). Motivés par ce problème, plusieurs

auteurs (notamment Zeilberger) ont ensuite mis au point des algorithmes permettant

d’exhiber de telles suites doubles. On a ainsi un moyen automatique de produire des

preuves d’identités (voir [Ca1], [Ze1], [PWZ]). De plus, ces preuves sont immédiatement

vérifiables à la main.

Dans les formules ci-dessus, un rôle central est joué par la suite double cn,k =
∑n

m=1
1

m3 +
∑k

m=1
(−1)m−1

2m3(n
m)(n+m

m )
(définie pour 0 ≤ k ≤ n). Elle tend vers ζ(3) quand n tend vers l’infini,

uniformément en k. On a cn,n − cn−1,n−1 = 5
2

(−1)n−1

n3(2n
n )

et limn→∞ cn,n = ζ(3) donc :

(5) ζ(3) =
5

2

∞∑

n=1

(−1)n−1

n3
(
2n
n

) .

Cette série n’est pas utilisée dans la preuve de l’irrationalité de ζ(3), mais elle a un intérêt

non négligeable puisque les cn,k sont au cœur des formules explicites définissant uE,n et vE,n.

C’est pourquoi plusieurs auteurs ont cherché des généralisations de (5) (voir par exemple

[Po1], [Po3], [Coh2], [Ko], [Le], [BB], [AG]), parmi lesquelles

ζ(5) = 5
2

∑

n≥1
(−1)n

n3(2n
n )

(
∑n−1

j=1
1
j2 −

4
5n2

)

. Mais aucune de ces généralisations n’a permis

d’obtenir de nouveau résultat d’irrationalité : la croissance des dénominateurs est trop

rapide par rapport à la convergence.

Prévost a montré [Pr1] comment interpréter les formules explicites données dans ce

paragraphe en termes d’approximants de Padé. Posons ϕ(x) =
∑

k≥1
1

(k+x)3
, c’est-à-dire

ζ(3, 1 + x) où ζ est la fonction zêta d’Hurwitz (voir [WW], Chapitre XIII). Pour tout



910-07

n ≥ 1, considérons les polynômes suivants :

Pn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)(
x

k

)(
x+ k

k

)

= 4F3

(

−n, −x, n+ 1, x+ 1

1, 1, 1
1

)

et Qn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)(
x

k

)(
x+ k

k

) k∑

m=1

(−1)m−1

2m3
(

x
m

)(
x+m

m

) .

Alors Pn est de degré 2n, Qn de degré 2n−2, et on a Pn(x)ϕ(x)−Qn(x) = O(x−2n−1) quand

x tend vers l’infini. Cela signifie que Pn etQn sont des approximants de Padé de la fonction

ϕ. Quand x est un entier n, on a ϕ(n) = ζ(3) −
∑n

m=1
1

m3 d’où Pn(n)ϕ(n) − Qn(n) =

uE,nζ(3) − vE,n. On peut en déduire [Pr1] la majoration |uE,nζ(3) − vE,n| ≤
4π2

(2n+1)2uE,n
.

Pour conclure, on a besoin d’une minoration asymptotique de uE,n comme celle de la

formule (2). Il suffit donc de vérifier que uE,n satisfait à la récurrence (1). On peut

utiliser An,k comme ci-dessous ; une autre méthode [AW] est d’utiliser des relations de

contigüıté entre séries hypergéométriques balancées.

En effet, uE,n s’écrit 4F3

(

−n, −n, n+ 1, n+ 1

1, 1, 1
1

)

. Une série hypergéométrique

4F3

(

α0, α1, α2, α3

β1, β2, β3

z

)

est dite ([Sl], §2.1.1) balancée (ou Saalschützienne) si

1 +
∑3

i=0 αi =
∑3

j=1 βj. Si on modifie deux des sept paramètres d’une série balancée,

en ajoutant ou en retranchant 1 à chacun des deux, on peut obtenir à nouveau une série

balancée. Si c’est le cas, on dit que ces deux séries sont contiguës. Il y a 2 ·
(
7
2

)
= 42

séries balancées qui sont contiguës à une série balancée donnée. Quand α0 est un entier

négatif (ce qui signifie que la série hypergéométrique est en fait un polynôme), il existe

des relations linéaires entre les valeurs en 1 de ces 42 séries, dont les coefficients sont des

polynômes en les paramètres α0, . . . , β3 (voir [AAR], §3.7). On peut [AW] déduire de ces

relations de contigüıté que la suite uE,n vérifie la récurrence (1).

1.3. Intégrale triple réelle

Considérons l’intégrale suivante, qui a été introduite par Beukers [Be1] (voir aussi

[Be3]) :

IR,n(z) =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

un(1 − u)nvn(1 − v)nwn(1 − w)n

((1 − w)z + uvw)n+1
du dv dw.

Cette intégrale converge pour tout z ∈ C \] − ∞, 0]. Voici une esquisse de preuve de

l’irrationalité de ζ(3) qui utilise IR,n(1). Les détails se trouvent dans [Be1].

Comme le maximum de la fonction u(1−u)v(1−v)w(1−w)
1−w(1−uv)

sur le cube unité vaut (
√

2− 1)4,

on a :

lim
n→+∞

log(IR,n(1))

n
= log((

√
2 − 1)4).
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Par ailleurs, si on intègre n fois par parties par rapport à v, qu’on change w en 1−w
1−w(1−uv)

,

et enfin qu’on intègre n fois par parties par rapport à u, on obtient :

IR,n(1) =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

Pn(u)Pn(v)

1 − w(1 − uv)
du dv dw,

où Pn(X) = 1
n!

(Xn(1−X)n)(n) est le n-ième polynôme de Legendre. En intégrant par rap-

port à w, il vient IR,n(1) =
∫ 1

0

∫ 1

0
− log(uv)

1−uv
Pn(u)Pn(v)du dv. Or pour tous k, l ∈ {0, . . . , n}

on peut écrire
∫ 1

0

∫ 1

0
− log(uv)

1−uv
ukvldu dv = 2ak,lζ(3) + bk,l avec ak,l ∈ Z et d3

nbk,l ∈ Z. On a

donc :

IR,n(1) = 2(uR,nζ(3) − vR,n) avec uR,n ∈ Z et 2d3
nvR,n ∈ Z.

Cela termine la preuve de l’irrationalité de ζ(3).

1.4. Série de type hypergéométrique

Posons

(6) Rn(X) =
(X − 1)2 . . . (X − n)2

X2(X + 1)2 . . . (X + n)2
=

(X − n)2
n

(X)2
n+1

=
Γ(X)4

Γ(X − n)2Γ(X + n + 1)2
,

où Γ est la fonction Gamma d’Euler, qui vérifie Γ(s+ 1) = sΓ(s). En outre, pour |z| ≥ 1

on pose :

(7) IΣ,n(z) = −
∞∑

k=1

R′
n(k)z−k.

En suivant [Be2], [Gu2] et [Ne2] on développe la fraction rationnelle Rn en éléments

simples :

(8) Rn(X) =

n∑

i=0

(
αi

(X + i)2
+

βi

X + i

)

,

avec αi =
(

n
i

)2(n+i
i

)2
et βi = 2(−1)i

(
n
i

)(
n+i

i

)∑

j∈{0,...,n},j 6=i

(−1)j(n
j)(

n+j
j )

j−i
pour i ∈ {0, . . . , n}

(ces formules s’obtiennent en remarquant que Rn(X) = ( (X−n)n

(X)n+1
)2 ; voir la démonstration

du lemme 2.12 ci-dessous, ou bien [Col], [Hab] ou [Zu5]). En utilisant (8) pour exprimer

(7) il vient :

IΣ,n(z) = 2

n∑

i=0

αiz
i
∑

k≥1

z−(k+i)

(k + i)3
+

n∑

i=0

βiz
i
∑

k≥1

z−(k+i)

(k + i)2

= 2An(z)Li3(1/z) +Bn(z)Li2(1/z) + Cn(z)(9)
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où les polynômes An, Bn et Cn sont définis par :

An(z) =

n∑

i=0

αiz
i = 4F3

(

−n, −n, n+ 1, n + 1

1, 1, 1
z

)

Bn(z) =
n∑

i=0

βiz
i

Cn(z) = −
n−1∑

t=0

zt
n∑

i=t+1

(
2αi

(i− t)3
+

βi

(i− t)2

)

Il est clair que les polynômes An(z), dnBn(z) et d3
nCn(z) sont à coefficients entiers. On a

Bn(1) = 0 car Rn n’a pas de résidu à l’infini. En posant uΣ,n = An(1) et vΣ,n = −Cn(1)/2

il vient :

(10) IΣ,n(1) = 2(uΣ,nζ(3)− vΣ,n) avec uΣ,n ∈ Z et 2d3
nvΣ,n ∈ Z.

Pour démontrer l’irrationalité de ζ(3), il ne reste plus qu’à estimer IΣ,n(1). On peut

le faire en transformant IΣ,n(1) en une intégrale complexe (voir le paragraphe 1.5) ; c’est

ainsi que Nesterenko démontre [Ne2] le théorème d’Apéry.

On peut démontrer, en utilisant [Zu5] l’algorithme de “creative telescoping” ([PWZ],

Chapitre 6), que IΣ,n(1), uΣ,n et vΣ,n satisfont à la relation de récurrence (1). Cela

démontre en particulier l’identité vΣ,n = vE,n.

1.5. Intégrale complexe

Soit c un réel, avec 0 < c < n+ 1. Pour z 6= 0, choisissons une détermination de arg(z)

strictement comprise entre −2π et 2π, et considérons l’intégrale suivante, le long de la

droite verticale Re(s) = c dans C , orientée de bas en haut :

IC ,n(z) =
1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

(
π

sin(πs)

)2

Rn(s)z−sds

=
1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(n+ 1 − s)2Γ(s)4

Γ(n+ 1 + s)2
z−sds,(11)

cette dernière égalité provenant directement de (6) et de la formule classique π
sin(πs)

=

Γ(s)Γ(1 − s). La valeur de IC ,n(z) ne dépend pas du choix de c d’après le théorème des

résidus. L’intégrale (11) est un exemple de G-fonction de Meijer (voir [Lu], §5.2) :

IC ,n(z) = G4,2
4,4

(

−n, −n, n+ 1, n+ 1

0, 0, 0, 0
z

)

.

La méthode du col (voir par exemple [Di], Chapitre IX) permet [Ne2] d’obtenir une

estimation asymptotique très précise :

IC ,n(1) =
π3/223/4

n3/2
(
√

2 − 1)4n+2(1 + O(n−1)).
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Quand on déplace le contour d’intégration vers la droite pour faire apparâıtre les pôles

n + 1, n + 2, . . . , le théorème des résidus donne ([Gu1], [Gu2]), puisque ( π
sin(πs)

)2 =
1

(s−k)2
+ O(1) quand s tend vers un entier k :

(12) IC ,n(z) = IΣ,n(z) + log(z)

∞∑

k=1

Rn(k)z−k.

En particulier pour z = 1 on obtient IC ,n(1) = IΣ,n(1).

Par ailleurs, Nesterenko a démontré [Ne3] un théorème général qui relie une intégrale

multiple réelle à une intégrale complexe ; dans notre cas particulier, ce théorème donne

IC ,n(z) = IR,n(z).

On peut démontrer [Ne2] que IC ,n(1) vérifie la récurrence (1) en utilisant les relations

de contigüıté sur les G-fonctions de Meijer. C’est en fait une preuve parallèle à celle du

paragraphe 1.2, où on utilisait la contigüıté entre des 4F3. En effet ([Lu], §5.8), ces 4F3

satisfont aux mêmes équations différentielles que les G-fonctions de Meijer correspon-

dantes, donc aux mêmes relations de contigüıté.

1.6. Un problème d’approximation de Padé

Considérons [Be2] le problème suivant : trouver quatre polynômes An, Bn, Cn et Dn,

à coefficients rationnels, de degré au plus n, tels que :

(13)







Fn(z) := An(z)Li2(1/z) +Bn(z)Li1(1/z) +Dn(z) = O(z−n−1) quand z → ∞

Gn(z) := 2An(z)Li3(1/z) +Bn(z)Li2(1/z) + Cn(z) = O(z−n−1) quand z → ∞

Bn(1) = 0

Une solution à ce problème de Padé est donnée par les polynômes An, Bn et Cn du

paragraphe 1.4 (et un polynôme Dn convenable). On a alors :






Fn(z) =
∑∞

k=1Rn(k)z−k = n!4

(2n+1)!2
z−n−1

4F3




n+ 1, n + 1, n + 1, n+ 1

2n+ 2, 2n+ 2, 1
z−1





Gn(z) = IΣ,n(z) = −
∑∞

k=1R
′
n(k)z−k

En effet, la seconde égalité est simplement une réécriture de (7) et (9). La première se

démontre de manière analogue à (9), mais sans dériver (8).

L’équation différentielle hypergéométrique sous-jacente aux constructions des para-

graphes 1.4 et 1.5 s’écrit Ly = 0, en posant

L = z(δ + n + 1)2(δ − n)2 − δ4 avec δ = z
d

dz
.

Elle admet au voisinage de l’infini quatre solutions linéairement indépendantes : F n(z),

IC ,n(z) = Gn(z)+Fn(z) log(z), An(z) et Bn(z)−An(z) log(z) (voir [Lu], §5.1 et 5.8, [Hu1]

et [Gu2]). Ces solutions sont reliées par la monodromie : en prolongeant analytiquement
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Fn le long d’un lacet qui entoure le point 1, on fait apparâıtre Bn(z) + An(z) log(1/z),

puis en faisant le tour de l’infini, on obtient An(z) (voir [Oe] pour la monodromie des

polylogarithmes).

Ce point de vue permet de démontrer [Hu1] que le problème de Padé (13) a une solution

unique (à proportionnalité près). En effet, en partant d’une solution An, Bn, Cn, Dn,

on montre que Fn vérifie une équation différentielle linéaire fuchsienne d’ordre 4 qu’on

détermine explicitement (en calculant ses exposants, et en utilisant la relation de Fuchs) :

on trouve que c’est Ly = 0.

Pour démontrer l’unicité de la solution de ce problème de Padé, on peut aussi suivre

[Be2]. On part d’une solution quelconque, avec des polynômes An, Bn, Cn, Dn et des

fonctions Fn et Gn. On note αi et βi les coefficients de An et Bn, et on leur associe

la fraction rationnelle Rn définie par (8). On voit alors que Fn(z) =
∑∞

k=1Rn(k)z−k et

Gn(z) = −
∑∞

k=1R
′
n(k)z−k, donc les deux premières contraintes de (13) signifient que

Rn et sa dérivée s’annulent aux points 1, 2, . . . , n. En outre, le résidu à l’infini de Rn

est alors Bn(1) = 0 : la fraction rationnelle Rn est nécessairement donnée, à constante

multiplicative près, par (6).

1.7. Polynômes orthogonaux

Considérons ([BE], [As]) le problème suivant : trouver deux polynômes Ãn et B̃n, de

degré au plus n, tels que :

(14)







∫ 1

0

(

B̃n(x) − Ãn(x) log(x)
)

xkdx = 0 pour tout k ∈ {0, . . . , n− 1}
∫ 1

0

(

B̃n(x) − Ãn(x) log(x)
)

xk log(x)dx = 0 pour tout k ∈ {0, . . . , n− 1}

B̃n(1) = 0

Une solution à ce problème est donnée par les polynômes Ãn et B̃n définis par :

(15) B̃n(x) − Ãn(x) log(x) =

∫ 1

x

Pn(
x

t
)Pn(t)

dt

t
,

où Pn est le n-ième polynôme de Legendre (comme au paragraphe 1.3). En effet, on a

alors
∫ 1

0

(

B̃n(x) − Ãn(x) log(x)
)

xkdx =
(∫ 1

0
Pn(u)ukdu

)2

en posant u = x
t
. La première

condition de (14) en découle immédiatement ; la deuxième s’obtient après dérivation par

rapport à k.

Comme on a Lij(1/z) = (−1)j−1

(j−1)!

∫ 1

0
logj−1(x) dx

z−x
pour tout entier j ≥ 1, il vient :

(16) 2Ãn(z)Li3(1/z) + B̃n(z)Li2(1/z) = −

∫ 1

0

(

B̃n(z) − Ãn(z) log(x)
) log(x) dx

z − x
.

On définit un polynôme C̃n(z) par :

C̃n(z) =

∫ 1

0

B̃n(z) − B̃n(x)

z − x
log(x) dx−

∫ 1

0

Ãn(z) − Ãn(x)

z − x
log2(x) dx.
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Grâce à (15) on peut obtenir des formules explicites pour Ãn, B̃n et C̃n ; on trouve les

mêmes que pour An, Bn et Cn respectivement au paragraphe 1.4. Donc Ãn, dnB̃n et d3
nC̃n

sont à coefficients entiers. On obtient aussi ([BE], Corollaire A.2.3) que tous les zéros de

Ãn(z) et de
eBn(z)
z−1

sont réels négatifs, et entrelacés. Par ailleurs, on a :

2Ãn(z)Li3(1/z) + B̃n(z)Li2(1/z) + C̃n(z) = −

∫ 1

0

(

B̃n(x) − Ãn(x) log(x)
) log(x)dx

z − x
.

Quand z = 1, le membre de droite se transforme (en utilisant (15) et en posant u = t,

v = x
t
) en IR,n(1) = −

∫ 1

0

∫ 1

0
log(uv)
1−uv

Pn(u)Pn(v)dudv. En appliquant l’estimation asympto-

tique de IR,n(1) obtenue au paragraphe 1.3, on obtient une démonstration de l’irrationalité

de ζ(3).

En fait un couple (Ãn, B̃n) vérifie (14) si, et seulement si, il existe Cn et Dn tels

que (Ãn, B̃n, Cn, Dn) soit une solution du problème de Padé (13). Plus précisément, la
première (resp. la deuxième) assertion de (13) équivaut à la première (resp. la deuxième)
assertion de (14) (il s’agit d’un fait général : voir par exemple [NS], Chapitre 4, §3.4).
Démontrons-le pour la deuxième. Soient Γ un chemin qui entoure le segment [0, 1] dans
sens direct, et k ∈ {0, . . . , n− 1}. On a :

1

2iπ

∫

Γ

zk

(

2Ãn(z)Li3(1/z) + B̃n(z)Li2(1/z)
)

dz = −

∫ 1

0

(

B̃n(x) − Ãn(x) log(x)
)

xk log(x) dx,

d’après (16), en intervertissant les deux signes d’intégration et en appliquant le théorème

des résidus.

Il découle de ceci que le problème (14) a une solution unique (à proportionnalité près),

donnée par Ãn = An et B̃n = Bn.

1.8. D’autres problèmes d’approximation de Padé

Sorokin [So3] considère le problème de Padé suivant : pour n ≥ 0, trouver des polynômes

Tn, Un, Vn, Wn de degré au plus n tels qu’on ait :






IP,n(z) := Tn(z)Le2,1(1/z) + Un(z)Le1,1(1/z) + Vn(z)Li1(1/z) +Wn(z) = O(z−n−1)

quand z → ∞

Tn(z)Li2(1 − z) + Vn(z) = O((1 − z)n+1) quand z → 1

Tn(z)Li1(1 − z) + Un(z) = O((1 − z)n+1) quand z → 1,

où pour s1, . . . , sk ≥ 1 on définit le polylogarithme multiple

Les1,...,sk
(z) =

∑

n1≥...≥nk≥1

zn1

ns1
1 . . . nsk

k

,

qui vérifie Le2,1(1) = 2ζ(3) (voir [Wa]).
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Sorokin démontre que ce problème de Padé admet une solution unique, et qu’à propor-

tionnalité près elle vérifie (pour z ∈ C \ [0, 1[) :

IP,n(z) = zn+1

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

un(1 − u)nvn(1 − v)nwn(1 − w)n

(z − uv)n+1(z − uvw)n+1
du dv dw.

Avec cette normalisation, Tn est à coefficients entiers (donc aussi dnUn, d2
nVn et d3

nWn),

d’où :

IP,n(1) = 2(uP,nζ(3) − vP,n) avec uP,n ∈ Z et 2d3
nvP,n ∈ Z.

De plus l’expression intégrale donne facilement l’estimation asymptotique de IP,n(1) ; c’est

ainsi que Sorokin démontre l’irrationalité de ζ(3).

Un théorème général de Zlobin [Zl] montre qu’on a

IP,n(z) =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

un(1 − u)nvn(1 − v)nwn(1 − w)n

(z − w(1 − uv))n+1
du dv dw,

d’où IP,n(1) = IR,n(1). On peut obtenir directement ce résultat en appliquant le change-

ment de variables ([Fi1], §2) défini par U = 1 − w, V = (1−u)v
1−uv

et W = u (et qui vérifie

1 −W (1 − UV ) = (1−u)(1−uvw)
1−uv

).

Il existe plusieurs autres problèmes de Padé liés à ζ(3) ; l’un d’entre eux [So1] fait

apparâıtre l’intégrale suivante :
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

un(1 − u)nvn(1 − v)nwn(1 − w)n

(z(1 − u+ uv) − uvw)n+1
du dv dw.

Le changement de variables qui fixe u et w et change v en v
1−u(1−v)

transforme cette

intégrale en
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

un(1 − u)nvn(1 − v)nwn(1 − w)n

(1 − uv)n+1(z − uvw)n+1
du dv dw.

Ces différents problèmes de Padé fournissent tous les formes linéaires d’Apéry en 1 et

ζ(3), mais ils correspondent à des combinaisons linéaires différentes de polylogarithmes.

1.9. Série hypergéométrique très bien équilibrée

On pose :

Hn(X) = n!2(2X + n)
(X − 1) . . . (X − n)(X + n+ 1) . . . (X + 2n)

X4(X + 1)4 . . . (X + n)4

= n!2(2X + n)
(X − n)n(X + n+ 1)n

(X)4
n+1

et

ITB,n(z) =

∞∑

k=1

Hn(k)z−k.

La série ITB,n(1) a été introduite par K. Ball (voir [Ri4]) dans le but de répondre à

une question de Nesterenko [Ne2] : trouver une preuve de l’irrationalité de ζ(3) analogue
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à celle de Fourier ([FN], Chapitre 2, §1.1) pour l’irrationalité de e. En effet, on peut

estimer ITB,n(1) de manière élémentaire ([Zu5], Lemme 4 ; [Ri2], §5.1 ; voir aussi la

seconde démonstration du lemme 3 de [BR]) :

lim
n→+∞

log(ITB,n(1))

n
= log((

√
2 − 1)4),

ou bien (voir le paragraphe 2.3) déduire cette estimation d’une représentation intégrale

de ITB,n(z) vue comme série hypergéométrique très bien équilibrée :

ITB,n(z) = z−n−1n!7(3n + 2)!

(2n+ 1)!5
7F6

(

3n+ 2, 3
2
n + 2, n+ 1, . . . , n+ 1

3
2
n + 1, 2n + 2, . . . , 2n+ 2

z−1

)

.

De plus, on a ITB,n(z) = P0(z)+
∑4

j=1 Pj(z)Lij(1/z) avec des polynômes P0, . . . , P4 ∈ Q [z]

vérifiant Pj(z) = (−1)j+1z4Pj(1/z) pour tout j ∈ {1, . . . , 4}, P1(1) = 0 et

d4−j
n Pj(z) ∈ Z[z] pour tout j ∈ {0, . . . , 4} (ceci sera généralisé au paragraphe 2.3). En

particulier, on en déduit

(17) ITB,n(1) = 2(uTB,nζ(3) − vTB,n) avec 2dnuTB,n ∈ Z et 2d4
nvTB,n ∈ Z.

Mais ceci ne suffit pas à démontrer l’irrationalité de ζ(3), car (
√

2 − 1)4e4 > 1.

Une identité de Bailey ([Zu4], Proposition 2 ; [Sl], formule (4.7.1.3)) donne ITB,n(1) =

IC ,n(1). Une telle identité ne peut pas avoir lieu pour tout z, car Li4(1/z) apparâıt dans

la décomposition en polylogarithmes de ITB,n(z) mais pas dans celle de IC ,n(z). Par

ailleurs Zudilin a démontré une identité générale ([Zu3], Théorème 5) qui écrit une série

hypergéométrique très bien équilibrée sous la forme d’une intégrale généralisant celles

introduites par Beukers [Be1], Vasilenko [V] et Vasilyev ([Va1], [Va2]). Dans notre cas

particulier, cette identité est ITB,n(1) = IR,n(1). Enfin, en utilisant les algorithmes décrits

dans [PWZ] on peut démontrer que ITB,n(1) ([Ri2], §5.1 ; [Zu5]), ainsi que uTB,n et vTB,n

[Kr], vérifient la relation de récurrence (1). On en déduit uTB,n = uE,n et vTB,n = vE,n,

d’où uTB,n ∈ Z et 2d3
nvTB,n ∈ Z (ce qui est plus précis que (17)).

1.10. Preuve utilisant des formes modulaires

Dans ce paragraphe, on esquisse une preuve due à Beukers [Be6] de l’irrationalité de

ζ(3). Les outils mis en œuvre sont exposés dans [Se] (Chapitre VII) et [Za1].

Pour τ dans le demi-plan de Poincaré H, posons q = e2iπτ et considérons les séries

d’Eisenstein E2(τ) = 1 − 24
∑

n≥1 σ1(n)qn et E4(τ) = 1 + 240
∑

n≥1 σ3(n)qn. On pose :

E(τ) =
1

24
(−5E2(τ) + 2E2(2τ) − 3E2(3τ) + 30E2(6τ))

et F (τ) =
1

40
(E4(τ) − 28E4(2τ) + 63E4(3τ) − 36E4(6τ)) .
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Alors E(τ), respectivement F (τ), est une forme modulaire de poids 2, resp. 4, pour

Γ0(6). Si F (τ) =
∑

n≥1 fnq
n désigne le développement de Fourier de F à l’infini (où elle

s’annule), on pose f(τ) =
∑

n≥1
fn

n3 q
n. On a alors ( d

dτ
)3f(τ) = (2iπ)3F (τ).

Considérons la fonction modulaire pour Γ0(6) donnée par :

t(τ) =

(
∆(6τ)∆(τ)

∆(2τ)∆(3τ)

)1/2

= q
∏

n ≥ 1

pgcd(n, 6) = 1

(1 − qn)12,

avec ∆(τ) = q
∏

n≥1(1 − qn)24. Elle n’a ni zéro ni pôle dans H. Au voisinage de q = 0,

t(τ) = q−12q2 +66q3− . . . s’écrit comme une série entière en q, à coefficients entiers, avec

un rayon de convergence égal à 1. Elle admet une réciproque locale, notée q(t) ∈ Z[[t]].

Par composition, on peut donc définir des suites (uM,n) et (vM,n) par :

E(q(t)) =
∑

n≥0

uM,nt
n ∈ Z[[t]]

et E(q(t))f(q(t)) =
∑

n≥0

vM,nt
n ∈ Q [[t]] avec vM,0 = 0 et d3

nvM,n ∈ Z pour tout n ≥ 1.

Notons, pour k ∈ Z, wk l’opérateur d’Atkin-Lehner défini par (wkg)(τ) = 6−k/2τ−kg(−1
6τ

).

Alors w2(E) = −E et w4(F ) = −F . De cette seconde égalité (et d’un lemme de Hecke :

voir [We], §5) découle la relation w−2(h) = −h, en posant h(τ) = L(F, 3) − f(τ), où

L(F, s) est la fonction L de F . Il vient alors w0(Eh) = Eh, c’est-à-dire que la fonction

E(τ)h(τ) est invariante par la substitution τ 7→ −1
6τ

.

Considérons maintenant les rayons de convergence. La fonction t(τ) est ramifiée seule-

ment au-dessus des points (
√

2 − 1)4, (
√

2 + 1)4 et ∞. Au-dessus de (
√

2 − 1)4, le seul

point de ramification (modulo Γ0(6)) est τ = i/
√

6 ; il est d’indice deux, et les deux

branches en ce point sont échangées par l’involution τ 7→ −1
6τ

. Comme E(τ)h(τ) est in-

variante par cette involution, on peut définir Eh comme une fonction de t au voisinage

de t = (
√

2 − 1)4, et en fait sur tout le disque |t| < (
√

2 + 1)4. Cela signifie que la série
∑

n≥0(L(F, 3)uM,n − vM,n)tn a un rayon de convergence supérieur ou égal à (
√

2 + 1)4,

c’est-à-dire qu’on a :

lim sup
n→∞

log |L(F, 3)uM,n − vM,n|

n
≤ log((

√
2 − 1)4).

Ceci conclut la démonstration de l’irrationalité de L(F, 3). Or on peut calculer explicite-

ment L(F, s). En effet, quand Re(s) > 4 on a, pour tout entier j ≥ 1 :

L(E4(jτ), s) = 1 + 240
∑

n≥1

σ3(n)

(jn)s
= 1 + 240

∑

d,e≥1

d3

(jde)s
= 1 + 240ζ(s)ζ(s− 3)j−s.

On en déduit immédiatement L(F, s) = −2ζ(s)ζ(s− 3), d’où L(F, 3) = ζ(3).

Comme E(τ) est une forme modulaire de poids 2 et t(τ) une fonction modulaire, la

fonction E(q(t)) de la variable t est solution [Za2] (voir aussi [Be4], p. 58) d’une équation
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différentielle linéaire Dy = 0, d’ordre trois. On peut la déterminer explicitement :

D = (t4 − 34t3 + t2)
d3

dt3
+ (6t3 − 153t2 + 3t)

d2

dt2
+ (7t2 − 112t+ 1)

d

dt
+ (t− 5).

Cette équation différentielle vérifiée par la série génératrice des uM,n montre qu’ils satisfont

à la relation de récurrence (1) : on a donc uM,n = uR,n (voir aussi [Be7]). En posant

V (t) = E(q(t))f(q(t)) on montre [Za2] que DV = 5, d’où vM,n = vR,n.

Une base de solutions de l’équation différentielle Dy = 0 est donnée par E(q(t)),

τ(t)E(q(t)) et τ 2(t)E(q(t)) (voir aussi [BP], Corollaire 2). La seule solution qui soit

régulière en 0 est E(q(t)) (à proportionnalité près). De plus, la construction de D montre

[Za2] que c’est un carré symétrique, ce qui peut se vérifier directement (voir [Dw1]).

Remarque 1.5. — Le point de vue adopté dans ce paragraphe est lié “individuellement”

à ζ(3) (qui est vu comme valeur spéciale d’une fonction L), par opposition aux méthodes

utilisées dans les paragraphes 1.3 à 1.9, où ζ(3) apparaissait comme la valeur en 1 d’un

polylogarithme.

Cette preuve de l’irrationalité de ζ(3) s’exprime naturellement en termes des séries

génératrices U(t) =
∑

n≥0 unt
n et V (t) =

∑

n≥0 vnt
n des approximations rationnelles de

ζ(3) (voir [Po2], [Be6] et [Ch], §5 pour d’autres preuves dans le même esprit). L’aspect

arithmétique consiste à démontrer que les coefficients de U(t) sont entiers, et que d3
n est un

dénominateur commun aux n premiers coefficients de V (t) : c’est une majoration p-adique

de ces coefficients, pour toute place finie p. L’aspect analytique est une minoration, par

(1 +
√

2)4, du rayon de convergence (archimédien) de la série entière ζ(3)U(t)− V (t). En

particulier, U(t) et V (t) sont des G-fonctions de Siegel. La série U(t) est une solution de

l’équation différentielle Dy = 0 ; la conjecture de Bombieri-Dwork prédit ([Dw1], [Dw2] ;

voir aussi [An] et [Dw3]) que D provient de la géométrie.

Or, pour t ∈ P1(C ) \ {0, 1, (
√

2 ± 1)4,∞}, Beukers et Peters construisent [BP] une

surface K3 Xt birationnellement équivalente à la surface projective S t d’équation affine

1− (1− xy)z− txyz(1− x)(1− y)(1− z) = 0. Ils montrent que si ωt est l’unique 2-forme

holomorphe sur Xt (à proportionnalité près), et si τt est un certain 2-cycle (constant

pour la connexion de Gauss-Manin), alors U(t) est l’intégrale de ωt sur τt. En particulier

Dy = 0 est l’équation de Picard-Fuchs de cette famille de surfaces : elle provient bien de

la géométrie.

1.11. Congruences

De nombreux auteurs ont étudié des propriétés de congruence sur les nombres d’Apéry

un. Par exemple, Chowla, Cowles et Cowles [CCC] ont conjecturé up ≡ 5 mod p3 pour

tout p ≥ 5 premier. Cette conjecture a été démontrée par plusieurs auteurs (voir par

exemple [Ges], [Su], . . . ). De nombreuses autres congruences ont été prouvées, pour les

nombres d’Apéry et certaines de leurs généralisations.
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Notons
∑

n≥1 γnq
n = q

∏

n≥1(1− q2n)4(1− q4n)4 l’unique forme parabolique normalisée

de poids 4 pour Γ0(8). Pour r ≥ 1, m ≥ 1 impair et p premier impair, on a la congruence

suivante (qui ressemble à celles d’Atkin - Swinnerton-Dyer, voir [Haz] §VI.33) :

(18) u 1
2
(mpr−1) − γpu 1

2
(mpr−1−1) + p3u 1

2
(mpr−2−1) ≡ 0 mod pr

avec la convention ut = 0 si t /∈ Z. Beukers la démontre [Be7] en utilisant la construction

modulaire du paragraphe 1.10. On en déduit u p−1
2

≡ γp mod p, congruence dont Beukers

a conjecturé [Be7] qu’elle est vraie modulo p2. Ceci a été prouvé par Ishikawa [Is] si p

ne divise pas u p−1
2

, puis par Ahlgren et Ono [AO] dans le cas général. Ahlgren et Ono

utilisent des séries hypergéométriques sur Fp et la modularité de la variété d’équation

x + 1
x

+ y + 1
y

+ z + 1
z

+ w + 1
w

= 0 (dont la famille de surfaces K3 considérée par

Beukers-Peters est un quotient : voir [PS], Théorème 4).

Pour r,m ≥ 1 et p ≥ 5 premier, Beukers a démontré [Be5], de manière élémentaire,

qu’on a umpr−1 ≡ umpr−1−1 mod p3r. La même congruence, mais seulement modulo

pr, s’interprète en disant que
∫ T

0
U(t)dt est (vue comme série formelle en T ) le loga-

rithme d’une loi de groupe formel sur Z qui est isomorphe à G m sur Z ([Be5] ; voir aussi

l’appendice de [SB] ou [Haz], §VI.33).

2. IRRATIONALITÉ D’UNE INFINITÉ DE ζ(2k + 1)

2.1. Énoncé des résultats

Dans cette partie, on démontre les résultats suivants, dont le premier implique le

théorème 0.3 :

Théorème 2.1 ([Ri1], [BR]). — Pour ℓ ≥ 3 impair, notons δℓ la dimension du Q -espace

vectoriel engendré par 1, ζ(3), ζ(5), . . . , ζ(ℓ). Pour tout ε > 0 il existe un entier ℓ0 tel

que pour tout ℓ ≥ ℓ0 impair on ait :

δℓ ≥
1 − ε

1 + log(2)
log(ℓ).

Remarque 2.2. — Si dans le théorème 2.1 on remplace 1−ε
1+log(2)

par 1
3

alors [BR] on peut

prendre ℓ0 = 3.

Théorème 2.3 ([BR]). — Il existe un entier impair ℓ, avec ℓ ≤ 169, tel que 1, ζ(3) et

ζ(ℓ) soient linéairement indépendants sur Q .

Ce théorème a été amélioré par Zudilin [Zu2], qui remplace 169 par 145, grâce à un

raffinement du lemme 2.12 ci-dessous.

Les deux ingrédients essentiels de la démonstration du théorème 2.1 sont l’absence de

ζ(2), ζ(4), . . . , ζ(ℓ − 1) d’une part, et la minoration en log(ℓ) de la dimension d’autre

part. Seule cette deuxième idée est utile pour démontrer le théorème suivant.
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Théorème 2.4 ([Ri2]). — Soient z ∈ Q , |z| > 1, et ε > 0. Il existe un entier ℓ0 (qui

dépend de z et ε) tel que, pour tout ℓ ≥ ℓ0, la dimension du Q -espace vectoriel engendré

par 1,Li1(1/z),Li2(1/z), . . . ,Liℓ(1/z) soit minorée par 1−ε
1+log(2)

log(ℓ).

En conséquence, pour tout nombre rationnel z de valeur absolue supérieure à 1 il

existe une infinité d’entiers j tels que Lij(1/z) soit irrationnel. Par ailleurs, quand z

est un entier négatif tel que |z| > (4ℓ)ℓ(ℓ−1), Nikishin a démontré [Ni] que les nombres

1,Li1(1/z),Li2(1/z), . . . ,Liℓ(1/z) sont linéairement indépendants sur Q ; sa méthode a

inspiré en partie la construction exposée au paragraphe suivant. Hata a raffiné ([Hat1],

[Hat2]) le résultat de Nikishin : par exemple 1, Li1(1/z) et Li2(1/z) sont linéairement

indépendants sur Q pour z ≤ −5 ou z ≥ 7.

2.2. Structure de la preuve

Soient a et r deux entiers, avec a ≥ 3 et 1 ≤ r < a
2
. Soit n ≥ 1. Définissons Rn et Sn

(qui dépendent aussi de a et r) par :

Rn(k) = 2n!a−2r(k +
n

2
)
(k − rn)rn(k + n+ 1)rn

(k)a
n+1

= 2n!a−2r(k +
n

2
)
(k − 1)(k − 2) . . . (k − rn)(k + n + 1)(k + n + 2) . . . (k + (r + 1)n)

ka(k + 1)a . . . (k + n)a

et

(19) Sn(z) =
∑

k≥1

Rn(k)z−k.

Cette série converge absolument pour tout nombre complexe z tel que |z| ≥ 1, car

Rn(k) = O(k−2) quand k tend vers l’infini.

Les propriétés de cette série étudiées au paragraphe 2.3 permettent de démontrer les

théorèmes 2.1 (en prenant z = 1 et a pair), 2.3 (avec z = 1, a = 169, r = 10 et n impair ;

on utilise le théorème d’Apéry) et 2.4 (avec z ∈ Q , z > 1 ; pour z < −1 il suffirait de

modifier le lemme 2.9). Les trois preuves sont parallèles ; on détaille dans ce paragraphe

la structure de celle du théorème 2.1.

On suppose a pair ; on construit des formes linéaires en 1, ζ(3), ζ(5), . . . , ζ(a−1) grâce

à la proposition suivante :

Proposition 2.5. — Supposons a pair. Notons dn le p.p.c.m des entiers de 1 à n. Alors

il existe des nombres rationnels κ0, κ3, κ5, . . . , κa−1 tels que :

(1) On a Sn(1) = κ0 + κ3 ζ(3) + κ5 ζ(5) + κ7 ζ(7) + . . .+ κa−1 ζ(a− 1).

(2) Pour tout j ∈ {0, 3, 5, . . . , a− 1} on a lim supn→+∞ |κj |
1/n ≤ 2a−2r(2r + 1)2r+1.

(3) Pour tout j ∈ {0, 3, 5, . . . , a− 1}, le nombre rationnel da
nκj est un entier.

(4) Il existe un réel ψr,a > 0 tel que limn→+∞ |Sn(1)|1/n = ψr,a ≤ 2r+1

ra−2r .
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En fait on conjecture que l’amélioration suivante est possible :

Conjecture 2.6 ([Ri2]). — Dans l’assertion (3) de la proposition 2.5, on peut remplacer

da
n par da−1

n .

Remarque 2.7. — En prenant a = 4 (et r = 1), on obtient les formes linéaires en

1 et ζ(3) du paragraphe 1.9, donc la conjecture 2.6 est vraie quand a = 4. Elle est

démontrée aussi quand a = 6 et r = 1 (voir la fin du paragraphe 2.4). On ne connâıt

pas de conséquence directe de cette conjecture, mais une version forte de celle-ci pourrait

éventuellement permettre de démontrer que parmi ζ(5), ζ(7) et ζ(9), l’un au moins est

irrationnel (voir la remarque 3.4). En tout cas, il serait intéressant d’obtenir une preuve

de la conjecture 2.6 grâce à une interprétation (par exemple géométrique, comme au

paragraphe 1.10) de κ0, . . . , κa−1.

La proposition 2.5 fournit des formes linéaires en 1, ζ(3), . . . , ζ(a− 1) (si a est pair).

Si cette suite de formes linéaires tend vers 0, sans être nulle à partir d’un certain rang,

alors l’un au moins des nombres ζ(3), . . . , ζ(a− 1) est irrationnel. Cette remarque sera

utilisée pour démontrer le théorème 0.4. Ici on veut obtenir les théorèmes 2.1 à 2.4, donc

on a besoin d’un critère d’indépendance linéaire, qui donne une minoration plus fine de

la dimension du Q -espace vectoriel engendré par 1, ζ(3), . . . , ζ(a − 1). On va utiliser à

cet effet le théorème 2.8 ci-dessous.

La meilleure minoration qu’on puisse espérer est donnée par le principe des tiroirs, de

la manière suivante. Soient α et β des réels, avec 0 < α < 1 et β > 1. Soient θ1, . . . , θs des

réels qui engendrent un Q -espace vectoriel de dimension au moins 1− log(α)
log(β)

. Alors il existe

une suite (ℓn) de formes linéaires en θ1, . . . , θs dont les coefficients entiers pj,n vérifient

lim supn→+∞ |pj,n|
1/n ≤ β pour tout j et telle que lim supn→+∞ |ℓn(θ1, . . . , θs)|

1/n ≤ α.

Essentiellement, plus la dimension du Q -espace vectoriel engendré est grande, plus les

formes linéaires qu’on peut construire sont petites. On cherche une réciproque à cette

assertion. Une contrainte supplémentaire est nécessaire : si θ2

θ1
est un nombre de Liouville,

on peut construire des formes linéaires extrêmement petites même si la dimension du

Q -espace vectoriel engendré est seulement 2. Ce contre-exemple ne tient plus si on de-

mande que les formes linéaires en θ1, . . . , θs ne soient pas trop petites. On a alors la

réciproque suivante (pour une preuve, voir [Ne1] ou [Col], §II.1) :

Théorème 2.8 ([Ne1]). — Soient θ1, . . . , θs des réels. Pour tout n ≥ 1, soit ℓn = p1,nX1+

. . . + ps,nXs une forme linéaire à coefficients entiers. Soient α et β des réels, avec 0 <

α < 1 et β > 1.

Supposons qu’on ait lim supn→+∞ |pj,n|
1/n ≤ β pour tout j compris entre 1 et s, et

lim
n→+∞

|ℓn(θ1, . . . , θs)|
1/n = α.

Alors le Q -espace vectoriel engendré par θ1, . . . , θs est de dimension au moins 1 − log(α)
log(β)

.
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Pour déduire le théorème 2.1 de la proposition 2.5 et de ce critère d’indépendance

linéaire, il suffit de considérer da
nSn(1), qui est une forme linéaire à coefficients entiers en

1, ζ(3), ζ(5), . . . , ζ(a− 1). On choisit a suffisamment grand, et r égal à la partie entière

de a
(log(a))2

. Alors rr est négligeable devant ca (pour toute constante c), et on peut prendre

β essentiellement égal à (2e)a = ea(1+log(2)) et α essentiellement majoré par r−a, qui est

de l’ordre de e−a log(a). Cela démontre le théorème 2.1.

2.3. Quelques détails sur la preuve

Soit z un nombre complexe de module supérieur ou égal à 1. La série Sn(z) peut s’écrire

comme une série hypergéométrique très bien équilibrée, de la manière suivante :

Sn(z) = z−rn−1n!a−2r (rn)!((r + 1)n+ 2)rn+1

(rn+ 1)a
n+1

×

a+3Fa+2

(

(2r + 1)n+ 2, (r + 1
2
)n+ 2, rn + 1, . . . , rn+ 1

(r + 1
2
)n+ 1, (r + 1)n+ 2, . . . , (r + 1)n+ 2

z−1

)

.

Cette identité provient de simplifications dans les symboles de Pochhammer.

2.3.1. Représentation intégrale et estimation analytique. On a la représentation intégrale
suivante, pour |z| ≥ 1 :

Sn(z) =
((2r + 1)n + 2)!

n!2r+1
z(r+1)n+1

∫

[0,1]a+1

( ∏
a+1
j=1 tr

j
(1 − tj)

(z − t1t2 . . . ta+1)2r+1

)n

z + t1 . . . ta+1

(z − t1 . . . ta+1)3
dt1 . . . dta+1.

Cette formule (voir par exemple [RZ], Lemme 1) se déduit de l’écriture de Sn(z) comme

série hypergéométrique : pour |z| > 1 on applique les relations (4.1.2) et (1.5.21) de [Sl],

puis on prolonge à |z| = 1 par continuité (voir la preuve du lemme 2 de [BR]). On peut

aussi obtenir une preuve directe en développant en série le dénominateur de l’intégrande

([Col], [Hab]).

En calculant le maximum sur [0, 1]a+1 de la fonction dont on intègre la puissance n-ième,

on déduit de cette représentation intégrale l’estimation analytique suivante :

Lemme 2.9. — On suppose z ∈ R, z ≥ 1. Le polynôme

Qr,a,z(s) = rsa+2 − (r + 1)sa+1 + (r + 1)zs− rz

admet une racine unique s0 ∈ [0, 1], et elle vérifie s0 >
r

r+1
. De plus, si

φr,a,z = z−r((r + 1)s0 − r)r(r + 1 − rs0)
r+1(1 − s0)

a−2r,

alors

lim
n→∞

|Sn(z)|1/n = φr,a,z ≤
2r+1

zrra−2r
.
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Pour démontrer ce lemme, il suffit d’adapter les preuves du lemme 2.2 de [Ri2] et

du lemme 3 de [BR]. On pourrait aussi donner une démonstration élémentaire de ce

comportement asymptotique, sans utiliser la représentation intégrale (comme la deuxième

preuve du lemme 3 de [BR]). Enfin, une troisième possibilité serait d’écrire Sn(z) comme

intégrale complexe et d’appliquer la méthode du col ; mais cette méthode est très difficile

à mettre en œuvre quand r, a et z sont des paramètres.

Remarque 2.10. — Pour démontrer les théorèmes 2.1 et 2.4, il suffit de connâıtre

l’existence de la limite de |Sn(z)|1/n, et sa majoration par 2r+1

zrra−2r . La valeur exacte de

φr,a,z n’est utile que pour obtenir des estimations numériques précises (par exemple pour

le théorème 2.3).

2.3.2. Décomposition en polylogarithmes. Pour démontrer que Sn(z) est une combinaison

linéaire (à coefficients rationnels) de 1, Li1(1/z), . . . , Lia(1/z) quand |z| > 1, il suffit de

décomposer la fraction rationnelle Rn en éléments simples, sous la forme suivante :

(20) Rn(k) =

n∑

i=0

a∑

j=1

ci,j
(k + i)j

où les coefficients ci,j sont des rationnels, donnés par

(21) ci,j =
1

(a− j)!

(
d

dX

)a−j

(Rn(X)(X + i)a)|X=−i.

On a pour |z| > 1 :

Sn(z) =
n∑

i=0

a∑

j=1

ci,j
∑

k≥1

z−k

(k + i)j

=
n∑

i=0

a∑

j=1

ci,jz
iLij(1/z) −

n∑

i=0

a∑

j=1

ci,j

i∑

q=1

zi−q

qj
,

d’où

(22) Sn(z) = P0(z) +
a∑

j=1

Pj(z)Lij(1/z)

en posant

(23) P0(z) = −
n−1∑

ℓ=0

(
n∑

i=ℓ+1

a∑

j=1

ci,j
(i− ℓ)j

)

zℓ

et

(24) Pj(z) =

n∑

i=0

ci,jz
i pour j ∈ {1, . . . , a}.

Bien sûr, les Pj et les ci,j dépendent aussi de n, a et r.
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2.3.3. Propriété de symétrie. La fonction Rn vérifie la propriété de symétrie suivante :

Rn(−k − n) = (−1)a(n+1)+1Rn(k).

Cette symétrie est rendue possible par la présence des deux facteurs de Pochhammer au

numérateur de Rn(k) : quand k est changé en −k − n, ils sont permutés (on applique la

formule (−α)p = (−1)p(α− p+ 1)p).

L’unicité du développement en éléments simples montre que c i,j = (−1)j+a(n+1)+1cn−i,j

pour tous i ∈ {0, . . . , n} et j ∈ {1, . . . , a}, ce qui donne pour tout j ∈ {1, . . . , a} :

(25) Pj(z) = (−1)j+a(n+1)+1znPj(1/z).

En particulier, si j + a(n + 1) est pair alors Pj(1) = 0. De plus on a P1(1) = 0, car

P1(1) =
∑n

i=0 ci,1 est l’opposé du résidu à l’infini de Rn (on peut aussi faire tendre z vers

1 dans (22) et constater que le seul terme qui puisse tendre vers l’infini est P1(z)Li1(1/z)).

Quand a est pair, on obtient donc :

Sn(1) = P0(1) + P3(1)ζ(3) + P5(1)ζ(5) + . . .+ Pa−1(1)ζ(a− 1).

Quand a est impair et n pair, on obtient de même une forme linéaire en 1, ζ(2), ζ(4),

. . . , ζ(a− 1) dont on peut se servir pour montrer qu’une infinité de puissances de π sont

linéairement indépendantes sur Q , i.e. que π est transcendant. On peut aussi en déduire

une mesure de transcendance de π, à la manière de Reyssat [Re2].

Enfin, quand a et n sont impairs, on obtient une forme linéaire en 1, ζ(3), ζ(5), . . . ,

ζ(a) ; c’est ce qu’on utilise pour démontrer le théorème 2.3.

2.3.4. ficients de la forme linéaire.

Lemme 2.11. — Pour tout j ∈ {0, . . . , a} on a :

lim sup
n→+∞

|Pj(z)|
1/n ≤ 2a−2r(2r + 1)2r+1|z|.

Preuve : On peut suivre la démonstration du lemme 4 de [BR] en écrivant la formule

de Cauchy sur le cercle C de centre −i et de rayon 1/2 :

ci,j =
1

2iπ

∫

C

Rn(t)(t+ i)j−1dt.

On majore ensuite le module de l’intégrande, et le lemme en découle. Une autre preuve,

qui conduit à une majoration légèrement moins précise, est donnée dans [Col] et [Hab].

2.3.5. Estimation arithmétique. Les polynômes P0, . . . , Pa sont à coefficients rationnels ;

on a besoin d’un dénominateur commun pour leurs coefficients.

Lemme 2.12. — Pour tout j ∈ {0, . . . , a}, le polynôme da−j
n Pj(z) est à coefficients entiers.
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Remarque 2.13. — On peut ([Zu2], §4) raffiner ce lemme, ce qui permet de remplacer

169 par 145 dans l’énoncé du théorème 2.3. Cependant, des exemples montrent qu’on ne

peut pas espérer remplacer da−j
n par da−1−j

n . La conjecture 2.6 signifie que pour z = 1 on

a des compensations particulières qui font chuter le dénominateur.

Preuve : Posons Fs(X) = (X−sn)n

(X)n+1
et Gs(X) = (X+sn+1)n

(X)n+1
pour tout s ∈ {1, . . . , r},

ainsi que H(X) = n!
(X)n+1

et I(X) = 2X + n. Alors on a Fs(X) =
∑n

p=0
fp,s

X+p
avec

fp,s = (−1)n−p
(

n
p

)(
p+sn

n

)
∈ Z, et de même (avec des notations évidentes) g p,s ∈ Z et

hp ∈ Z pour tous p, s. On obtient alors le développement en éléments simples de R n(X) =

(
∏r

s=1 Fs(X))·(
∏r

s=1Gs(X))·H(X)a−2r ·I(X) en faisant le produit des développements des

facteurs. On utilise les formules 2X+n
X+p

= 2+ n−2p
X+p

et 1
(X+p)(X+p′)

= 1
(p′−p)(X+p)

+ 1
(p−p′)(X+p′)

pour p 6= p′ ; les dénominateurs n’apparaissent que par application de la seconde. Ce

calcul montre que da−j
n ci,j est entier pour tous i, j, ce qui achève la preuve (suivant [Col]

et [Hab]) du lemme.

2.4. Quelques remarques

Soit Qn un polynôme à coefficients rationnels, de degré inférieur ou égal à a(n+1)− 1.

On peut toujours considérer Rn(k) = Qn(k)
(k)a

n+1
et Sn(z) =

∑

k≥1 Rn(k)z
−k, qui converge

quand |z| > 1. Une difficulté majeure consiste à bien choisir le polynôme Qn.

Quel que soit ce choix, on peut décomposer Rn en éléments simples, définir P0, . . . ,

Pa et obtenir une décomposition de Sn(z) en polylogarithmes : toutes les formules du

paragraphe 2.3.2 restent valables. Pour obtenir une forme linéaire en valeurs de ζ , il faut1

faire tendre z vers 1. Tous les termes de la décomposition en polylogarithmes ont une

limite finie, sauf peut-être P1(z)Li1(1/z). C’est pourquoi on suppose P1(1) = 0, ce qui

signifie que Rn n’a pas de résidu à l’infini, i.e. deg(Qn) ≤ a(n+ 1)− 2 ; alors la série qui

définit Sn(z) converge absolument dès que |z| ≥ 1.

En outre on souhaite2 obtenir une forme linéaire en les ζ(2k + 1) seulement, c’est-à-

dire avoir Pj(1) = 0 pour tout j ≥ 2 pair. Pour assurer cela il est suffisant d’avoir une

propriété de symétrie du polynôme Qn, en l’occurrence Qn(−k−n) = (−1)a(n+1)+1Qn(k).

C’est cette remarque qui constitue le cœur des progrès récents ([Ri1], [BR]). On ne sait

pas du tout la généraliser, par exemple pour construire des formes linéaires en ζ(s) dans

lesquelles les s appartenant à une certaine progression arithmétique n’apparaissent pas.

La forme linéaire Sn(1) ne sera intéressante que si elle tend suffisamment vite vers 0

quand n tend vers l’infini. Intuitivement, ce sera le cas si les premiers termes de la série

qui définit Sn(1) sont nuls. C’est pourquoi on cherche un polynôme Qn(k) qui s’annule

aux premiers entiers, en l’occurrence entre 1 et rn ; ceci signifie que Qn(k) est multiple

1Voir cependant la remarque 2.14.
2Sauf pour démontrer le théorème 2.4 ; pour ce dernier, le polynôme Qn(k) = (k − rn)rn convient

aussi. C’est celui qui est utilisé dans le Chapitre 2 de [Ri2].
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de (k − rn)rn. Il s’agit en fait d’un problème de type Padé : on demande aux polynômes

P0, . . . , Pa d’être tels que

Sn(z) = P0(z) +
a∑

j=1

Pj(z)Lij(1/z) = O(z−rn−1) quand z → ∞.

Parmi tous les polynômes symétriquesQn(k) multiples de (k−rn)rn (donc nécessairement

aussi multiples de (k+n+1)rn), on a intérêt à en prendre un de degré minimal, pour que

Sn(1) soit aussi petit que possible. Si a(n+1) est impair, le polynôme (k−rn) rn(k+n+1)rn

a la bonne parité, et on peut considérer Qn(k) = n!a−2r(k−rn)rn(k+n+1)rn : on obtient

la série hypergéométrique bien équilibrée de [Ri1] et [BR]. Si a(n + 1) est pair, pour

obtenir le bon signe dans la propriété de symétrie de Qn on est amené à introduire un

facteur k+ n
2
, ce qui donne la série très bien équilibrée du paragraphe 2.2. Dans les deux

cas, Sn(z) est la solution unique d’un problème de Padé (voir [Hu2] et [FR]).

Plus a est grand (en prenant, pour chaque a, la valeur optimale de r), plus la forme

linéaire à coefficients entiers da
nSn(1) est petite (et la présence, ou l’absence, du facteur

k + n
2

a une influence négligeable sur ce comportement). Donc si on cherche des formes

linéaires en 1, ζ(3), ζ(5), . . . , ζ(2ℓ + 1), celles obtenues avec la série très bien équilibrée

pour a = 2ℓ + 2 seront meilleures que celles obtenues avec la série bien équilibrée pour

a = 2ℓ + 1 et n pair. Ceci n’a aucune influence quand ℓ tend vers l’infini, mais peut

s’avérer crucial si ℓ est fixé (comme dans le théorème 0.4). En outre, si la conjecture 2.6

(qui n’a aucun équivalent pour des séries seulement bien équilibrées) est vraie alors il

suffit de multiplier Sn(1) par da−1
n , ce qui donne une forme linéaire encore plus petite.

Pour a = 4, on retrouve ainsi les formes linéaires d’Apéry en 1 et ζ(3) (ce qui n’est pas le

cas avec la série bien équilibrée quand a = 3).

Remarque 2.14. — Pour démontrer le théorème 2.1 on pourrait évaluer les formes

linéaires en polylogarithmes en z = −1 plutôt qu’en z = 1. Ceci induit peu de change-

ments. Le plus notable est que log(2) = −Li1(−1) remplace le divergent Li1(1) ; pour

ℓ ≥ 2 on a Liℓ(−1) = −(1 − 21−ℓ)ζ(ℓ). Pour a = 3 et z = −1 les formes linéaires

construites au paragraphe 2.3 sont [Kr] celles utilisées par Apéry ([Ap1], [Po1]) pour prou-

ver que ζ(2) est irrationnel. En particulier d2
n suffit comme dénominateur des

coefficients de cette forme linéaire. Plus généralement, la conjecture 2.6 devrait être

valable aussi quand a est impair et z = −1.

Considérons l’opérateur différentiel hypergéométrique suivant, où δ = z d
dz

:

L = δa+1(δ −
n

2
− 1)(δ − (r + 1)n− 1) − z(δ − n)a+1(δ −

n

2
+ 1)(δ + rn+ 1).

L’écriture de Sn(z) comme série hypergéométrique très bien équilibrée montre que Sn(z)

est une solution de l’équation différentielle Ly = 0. Par monodromie on voit, grâce à (22),

que pour tout b ∈ {1, . . . , a} la fonction
∑a

j=b(−1)j−1Pj(z)
logj−b(z)

(j−b)!
est aussi une solution



910-25

de Ly = 0. En particulier pour b = a on obtient le polynôme Pa, qu’on peut écrire comme

polynôme hypergéométrique très bien équilibré (avec un petit abus de langage : ici les

paramètres inférieurs −n
2

et −(r+1)n sont négatifs, mais la série a+3Fa+2 est quand même

bien définie) :

Pa(z) = (−1)rnn(rn)!((r + 1)n)!n!−2r−1 ×

a+3Fa+2

(

−n, −n
2

+ 1, rn+ 1, −n, . . . , −n

−n
2
, −(r + 1)n, 1, . . . , 1

z

)

.

L’aspect bien équilibré de ce polynôme hypergéométrique lui confère (voir [And] ou [AAR],

§3.5) la propriété de réciprocité (25). En effet, si y(z) est une solution de l’équation

différentielle Ly = 0 alors zny(1/z) est aussi une solution de cette même équation. Quant

aux autres polynômes Pa−1, . . . , P1, ils s’obtiennent par la méthode de Frobenius (voir

[Inc]) et vérifient, eux aussi, (25). Toutes ces considérations valent aussi pour la série bien

équilibrée de [Ri1] et [BR], et permettent [Hu2] d’écrire celle-ci comme solution unique

d’un problème de Padé.

Un autre intérêt des définitions utilisées dans ce texte est que Sn(1) possède (pour

a pair) plusieurs représentations intégrales assez simples. Tout d’abord, on a ([Zu3],

Théorème 5) l’intégrale suivante, qui généralise IR,n(1) et les intégrales introduites par

Vasilenko [V] et Vasilyev ([Va1], [Va2]) :

(26) Sn(1) =
(rn)!2

n!2r

∫

[0,1]a−1

∏a−1
j=1 x

rn
j (1 − xj)

n

(Qa−1(x1, . . . , xa−1))rn+1
dx1 . . .dxa−1,

en posant Qa−1(x1, . . . , xa−1) = 1 − x1(1 − x2(. . . (1 − xa−1) . . .)). Vasilyev a démontré

[Va2] que si a = 6 et r = 1 alors cette intégrale s’écrit κ′
0 +κ′3ζ(3)+κ′5ζ(5) avec d5

nκ
′
0, d

5
nκ

′
3

et d5
nκ

′
5 entiers. Ceci prouve la conjecture 2.6 dans ce cas. Il n’est pas évident que κ′

0, κ
′
3 et

κ′5 soient les P0(1), P3(1) et P5(1) du paragraphe 2.3, mais cela découle de l’indépendance

linéaire conjecturale de 1, ζ(3) et ζ(5).

D’autre part, en appliquant à (26) un théorème de Zlobin [Zl] ou le changement de
variables qui figure dans [Fi1] (§2) on obtient l’intégrale suivante, qui ressemble à celles
utilisées par Sorokin ([So2], [So3]) :

Sn(1) =
(rn)!2

n!2r

∫

[0,1]a−1

∏
a−1
j=1 xrn

j
(1 − xj)

ndxj

(1 − x1x2)n+1(1 − x1x2x3x4)n+1 . . . (1 − x1 . . . xa−2)n+1(1 − x1 . . . xa−1)rn+1
.

Il serait intéressant d’arriver à démontrer le théorème 2.1 en utilisant seulement des

intégrales multiples comme celle-ci (ou celle de (26)). Le problème est qu’a priori on

s’attend à ce qu’une telle intégrale (a − 1)-uple soit une forme linéaire, à coefficients

rationnels, en les polyzêtas de poids au plus (a − 1) (voir [Wa] et [Zl], Théorème 3). Or

le théorème 5 de [Zu3] montre que ces intégrales sont égales à Sn(1), donc seuls 1 et les

valeurs de ζ aux entiers impairs apparaissent.
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3. RÉSULTATS QUANTITATIFS

3.1. Exposant d’irrationalité de ζ(3)

On appelle exposant d’irrationalité d’un nombre réel irrationnel α, et on note µ(α),

la borne inférieure de l’ensemble des réels ν pour lesquels il n’existe qu’un nombre fini

de nombres rationnels p/q tels que |α − p
q
| < 1

qν . La théorie des fractions continues

([HW], §11.1), ou le principe des tiroirs de Dirichlet ([HW], §11.3), montre qu’un exposant

d’irrationalité est toujours supérieur ou égal à 2. Si α est algébrique, Liouville a démontré

([Li] ; voir aussi [HW], §11.7) que µ(α) est inférieur ou égal au degré de α. Ce résultat a

été amélioré par Roth en 1955 : on a µ(α) = 2 pour tout nombre algébrique irrationnel

α (voir [FN], Chapitre 1, §7). On a aussi µ(α) = 2 pour presque tout réel α, au sens

de la mesure de Lebesgue ([HW], §11.11). À l’opposé, un nombre de Liouville est un

nombre dont l’exposant d’irrationalité est infini : il est extrêmement bien approché par

des nombres rationnels (un exemple de tel nombre est
∑

k≥1
1

10k! ).

Les formes linéaires d’Apéry montrent que l’exposant d’irrationalité de ζ(3) est majoré

par 13, 4179 (voir [FN], Chapitre 2, §5.6) ; en particulier ζ(3) n’est pas un nombre de

Liouville. Ce résultat a été amélioré notamment par Hata [Hat3] puis Rhin-Viola, qui ont

démontré la meilleure majoration de µ(ζ(3)) connue à ce jour :

Théorème 3.1 ([RV]). — L’exposant d’irrationalité de ζ(3) est majoré par 5, 5139,

c’est-à-dire qu’il n’existe qu’un nombre fini de nombres rationnels p/q tels que

|ζ(3) −
p

q
| <

1

q5,5139
.

Pour obtenir ce résultat, Rhin et Viola considèrent les intégrales suivantes :

(27) Jn =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

uhn(1 − u)lnvkn(1 − v)snwjn(1 − w)qn

(1 − w(1 − uv))(q+h−r)n+1
du dv dw,

où h, . . . , s sont des paramètres dont on fixe les valeurs de la manière suivante : h = 16,

j = 17, k = 19, l = 15, q = 11, r = 9, s = 13. Si on prenait tous ces paramètres

égaux à un même entier, on obtiendrait les intégrales du paragraphe 1.3, donc la suite

des formes linéaires d’Apéry (ou, plus précisément, une suite extraite), conduisant à la

même mesure d’irrationalité. L’intérêt réside donc dans le fait de ne pas prendre tous

les paramètres égaux ; l’asymptotique obtenue pour J
1/n
n est un peu moins bonne, mais

on gagne beaucoup sur les dénominateurs par lesquels il faut multiplier Jn pour obtenir

une forme linéaire en 1 et ζ(3) à coefficients entiers. Ce gain provient de l’action sur des

intégrales de la forme (27) d’un groupe isomorphe au produit semi-direct H o S 5, où H

est l’hyperplan d’équation ε1 + . . . + ε5 = 0 dans (Z/2Z) 5. D’autres interprétations de

cette action de groupe se trouvent dans [Zu4] et [Fi2].

Remarque 3.2. — Les majorations de µ(ζ(3)) mentionnées ci-dessus sont effectives :

on peut donner une majoration explicite de la hauteur max(|p|, |q|) des approximations
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rationnelles p/q “exceptionnellement bonnes”. Ceci contraste avec le théorème de Roth,

dans lequel on sait seulement majorer le nombre d’exceptions p/q, mais pas leur hauteur.

3.2. Irrationalité d’un nombre parmi ζ(5), . . . , ζ(21)

Soit a un entier pair, avec a ≥ 6. Dans ce paragraphe, on construit (en suivant [Ri3])

des formes linéaires à coefficients rationnels en 1, ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(a + 1). Si, après

multiplication par un dénominateur commun des coefficients, elles tendent vers zéro sans

être nulles à partir d’un certain rang, alors l’un au moins des nombres ζ(5), ζ(7), . . . ,

ζ(a+ 1) est irrationnel ; c’est ce qui va se produire avec a = 20. On pose :

Rn(k) = n!a−6(k +
n

2
)
(k − n)3

n(k + n + 1)3
n

(k)a
n+1

et

Sn(z) =
1

2

∞∑

k=1

R
′′

n(k)z−k.

On développe Rn en éléments simples, ce qui définit des coefficients c i,j (les formules (20)

et (21) restant valables). On définit P 1, . . . , P a à partir des ci,j par la relation (24) ; seul

P 0 est défini par une formule légèrement différente :

P 0(z) = −
n−1∑

ℓ=0

(
n∑

i=ℓ+1

a∑

j=1

j(j + 1)ci,j
2(i− ℓ)j+2

)

zℓ.

On obtient la décomposition suivante exactement comme au paragraphe 2.3.2, mais un

décalage se produit car on dérive Rn (voir le paragraphe 1.4) :

Sn(z) = P 0(z) +

a∑

j=1

j(j + 1)

2
P j(z)Lij+2(1/z).

Les arguments du paragraphe 2.3.3 restent valables, et montrent (car a est pair) que

Sn(1) est une forme linéaire à coefficients rationnels en 1, ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(a + 1). De

plus un dénominateur commun pour ces coefficients est 2da+2
n ; on conjecture ([Ri2],

§5.1) que 2da+1
n convient aussi. La majoration de ces coefficients (qui est effectuée au

paragraphe 2.3.4) est inutile ici : elle servait à appliquer le critère de Nesterenko, dont on

n’a pas besoin puisqu’on applique seulement la remarque évidente qu’une forme linéaire,

à coefficients entiers, en des rationnels fixés ne peut pas être arbitrairement petite sans

être nulle.

Le point délicat de la preuve est l’estimation asymptotique de Sn(1). En effet, on

ne connâıt pas d’écriture de Sn(1) comme intégrale multiple réelle. On utilise donc la

méthode du col. Posons

Kn(u) =
−1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

Rn(s)

(
π

sin(πs)

)3

eusds,
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où c est un réel avec 0 < c < n + 1, et u un nombre complexe tel que Re(u) ≤ 0 et

|Im(u)| < 3π. Cette intégrale est à rapprocher de celle notée IC ,n(z) au paragraphe 1.5.

On peut appliquer le théorème des résidus, pour faire apparâıtre les pôles de l’intégrande

qui sont situés aux entiers n+1, n+2, . . . Au voisinage d’un tel entier k, on a ( π
sin(πs)

)3 =
(−1)k

(s−k)3
+ (−1)kπ2

2(s−k)
+ O(s− k). On obtient donc (voir [He] et [Zu2] pour des résultats ana-

logues) :

Kn(u) =
π2 + u2

2

∞∑

k=n+1

Rn(k)(−eu)k + u
∞∑

k=n+1

R
′

n(k)(−eu)k +
1

2

∞∑

k=n+1

R
′′

n(k)(−eu)k.

En choisissant u = iπ, le premier terme disparâıt, et on obtient Sn(1) = Re(Kn(iπ)).

La méthode du col donne ([Ri3], Lemme 5) deux nombres complexes non nuls c0 et α,

qu’on peut calculer, tels que Kn(iπ) ∼ c0n
−8eαn quand n tend vers l’infini. Comme la

partie imaginaire de α n’est pas un multiple entier de π, il existe une suite strictement

croissante ϕ(n) d’entiers tels que l’argument de c0e
αϕ(n), vu modulo 2π, ait une limite

autre que ±π/2. On a alors :

lim
n→∞

|Sϕ(n)(1)|1/ϕ(n) = eRe(α).

Le choix a = 20 donne Re(α) = −22, 02 . . . d’où Re(α)+a+2 < 0. Donc la forme linéaire

d22
ϕ(n)Sϕ(n)(1) en 1, ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(21), à coefficients entiers, tend vers 0 quand n tend

vers l’infini et est non nulle pour n assez grand. Cela montre que l’un au moins parmi

ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(21) est irrationnel.

Remarque 3.3. — Si on savait démontrer la conjecture mentionnée ci-dessus (i.e. que

2da+1
n P j(1) est un entier pour tout j), on pourrait ([Ri2], §5.1) appliquer la même méthode

avec a = 18, et démontrer ainsi que l’un au moins des nombres ζ(5), ζ(7), . . . , ζ(19), est

irrationnel.

3.3. Irrationalité d’un nombre parmi ζ(5), ζ(7), ζ(9) et ζ(11)

La structure de la preuve est la même que dans le paragraphe précédent. La différence

principale vient de dénominateurs nettement plus petits, grâce à une étude fine de leurs

valuations p-adiques et à l’utilisation d’une fraction rationnelle modifiée :

R̃n(k) =

∏10
u=1((13 + 2u)n)!

(27n)!6
(37n+ 2k)

(k − 27n)3
27n(k + 37n+ 1)3

27n
∏10

u=1(k + (12 − u)n)(13+2u)n+1

.

Pour |z| ≥ 1 on pose S̃n(z) = 1
2

∑∞
k=1 R̃′′

n(k)z−k. La décomposition en éléments simples

R̃n(k) =
∑10

j=1

∑(36−j)n
i=(j+1)n

c̃i,j

(k+i)j définit les c̃i,j à partir desquels on construit les polynômes

P̃j(z) =
∑(36−j)n

i=(j+1)n c̃i,jz
i pour j ∈ {1, 2, . . . , 10} et

P̃0(z) = −
35n−1∑

ℓ=0





10∑

j=1

(36−j)n
∑

i=max((j+1)n,ℓ+1)

j(j + 1)c̃i,j
2(i− ℓ)j+2



 zℓ.
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On a alors S̃n(z) = P̃0(z) +
∑10

j=1
j(j+1)

2
P̃j(z)Lij+2(1/z).

Le problème est de majorer de façon très précise le dénominateur des rationnels c̃ i,j.

En suivant la méthode utilisée pour démontrer le lemme 2.12, on obtiendrait d 10−j
33n c̃i,j ∈ Z

pour tous i et j. Une étude fine de la valuation p-adique des coefficients binomiaux

permet d’obtenir un dénominateur nettement plus petit : on trouve un entier Φn “assez

grand” tel que d10−j
33n Φ−1

n c̃i,j ∈ Z. On en déduit directement que 2d3
35nd34nd

8
33nΦ−1

n P̃j(z) est

à coefficients entiers pour tout j ∈ {0, 1, . . . , 10}.

La symétrie R̃n(−37n − k) = −R̃n(k) donne z37nP̃j(1/z) = (−1)j+1P̃j(z), d’où

P̃j(1) = 0 pour j = 2, 4, . . . , 10. En outre on a P̃1(1) = 0 car R̃n(k) = O(k−2) quand

k tend vers l’infini. Donc S̃n(1) est une forme linéaire en 1, ζ(5), ζ(7), ζ(9) et ζ(11).

Pour l’estimer, et démontrer qu’elle est non nulle pour une infinité de n, on transforme

S̃n(1) en une intégrale complexe, à laquelle on applique la méthode du col (voir [Zu2],

§2). On obtient les comportements asymptotiques suivants quand n tend vers l’infini :

lim sup |S̃n(1)|1/n ≤ e−227,58..., lim sup |Φ−1
n |1/n ≤ e−176,75... et (d3

35nd34nd
8
33n)1/n → e403.

Comme 403 < 227, 58 + 176, 75 on obtient la conclusion cherchée.

Remarque 3.4. — Zudilin conjecture ([Zu4], §9) que des compensations ont lieu quand

z = 1, ce qui permettrait de trouver un dénominateur plus petit pour les Pj(1). Peut-être

pourrait-on alors démontrer que parmi ζ(5), ζ(7) et ζ(9) l’un au moins est irrationnel.

Remarque 3.5. — En utilisant des méthodes similaires, on peut démontrer [Zu2] que

pour tout ℓ ≥ 1 impair l’un au moins des nombres ζ(ℓ + 2), ζ(ℓ + 4), . . . , ζ(8ℓ− 1), est

irrationnel.

BIBLIOGRAPHIE

[AO] S. Ahlgren et K. Ono – A Gaussian hypergeometric series evaluation and
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and its applications (Amsterdam, 1980), Lecture Notes in Math. 888, Springer,

1981, 90-99.

[Be3] F. Beukers – The values of polylogarithms, in: Topics in classical number theory

(Budapest, 1981), Colloq. Math. Soc. János Bolyai 34, 1984, 219-228.

[Be4] F. Beukers – Irrationality of π2, periods of an elliptic curve and Γ1(5), in:

Approximations diophantiennes et nombres transcendants (Luminy, 1982), D.

Bertrand et M. Waldschmidt eds., Progress in Math. 31, Birkhäuser, 1983, 47-66.
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362-368.

[Gu1] L.A. Gutnik – The irrationality of certain quantities involving ζ(3), Uspekhi

Mat. Nauk [Russian Math. Surveys] 34.3 (1979), 190 [200].



910-32

[Gu2] L.A. Gutnik – On the irrationality of some quantities containing ζ(3), Acta

Arith. 42.3 (1983), 255-264 (en russe) ; traduction dans Amer. Math. Soc. Transl.

140 (1988), 45-55.

[Hab] L. Habsieger – Introduction to diophantine approximation, en préparation.
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J. Théor. Nombres Bordeaux.

[Ni] E.M. Nikishin – On the irrationality of the values of the functions F(x,s), Mat.

Sbornik 109.3 [Math. USSR-Sb. 37.3] (1979), 410-417 [381-388].

[NS] E.M. Nikishin et V.N. Sorokin – Rational approximations and orthogonality,

Translations of Math. Monographs 92, Amer. Math. Soc., 1991.

[NZM] I. Niven, H.S. Zuckerman et H.L. Montgomery – An introduction to the

theory of numbers, 5ème édition, J. Wiley, 2000.
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EXEMPLES D’INSTABILITÉS

POUR DES ÉQUATIONS D’ONDES NON LINÉAIRES

[d’après G. Lebeau]

par Guy MÉTIVIER

1. INSTABILITÉ DES ÉQUATIONS D’ONDES SURCRITIQUES

Dans l’étude des équations hyperboliques non linéaires, l’équation d’onde

(1) (∂2
t − ∆x)u + |u|p−1u = 0 , u|t=0 = u0 , ∂tu|t=0 = u1 ,

est un modèle de base pour l’analyse mathématique. On s’intéresse ici au cas de la

dimension trois (x ∈ R
3) et, pour simplifier, on se limite au cas où p est un entier impair

(|u|p−1u = up). En multipliant l’équation par ∂tu et en intégrant par parties, on voit que,

formellement, on a conservation de l’énergie E(u(t)) := E
(
u(t), ∂tu(t)

)
avec :

(2) E(u0, u1) :=

∫

R3

(1

2
|u1|

2 +
1

2
|∇xu0|

2 +
up+1

0

p + 1

)

dx .

L’existence et l’unicité de solutions fortes du problème de Cauchy est bien connue dans

le cas sous-critique p ≤ 3 et dans le cas critique p = 5 (voir par exemple [14], [17], [6], [4],

[16], [12], [1]). En particulier, le semi-groupe solution S t : (u(0), ∂tu(0)) 7→ (u(t), ∂tu(t))

est uniformément Lipschitzien sur les bornés de Ḣ1 × L2.

Dans le cas surcritique (p ≥ 7), on dispose simplement d’un théorème d’existence et

d’unicité locales des solutions régulières et, pour des données de Cauchy dans l’espace

d’énergie, d’un théorème d’existence globale sans unicité de solutions faibles bornées dans

l’espace d’énergie, i.e. vérifiant E(u(t)) ≤ E(u0, u1). Un corollaire du travail de G. Lebeau

[11] est que le problème de Cauchy (1) surcritique (p ≥ 7) est mal posé au sens de

Hadamard. Compte tenu du théorème local d’existence et d’unicité, l’obstacle vient de

l’évolution des singularités. G. Lebeau considère le cas le plus simple d’une singularité

ponctuelle (à l’origine) et de solutions radiales, c’est-à-dire invariantes par rotation. Un

corollaire du résultat de G. Lebeau est le suivant :

Théorème 1.1. — Si p est un entier impair supérieur ou égal à 7, il existe des familles

de données initiales radiales uδ = (uδ
0, u

δ
1) et vδ = (vδ

0, v
δ
1), C∞ en dehors de l’origine,
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d’énergie bornée par 1, dont la différence est asymptotiquement nulle dans l’espace des

fonctions C∞ plates à l’origine :

lim
δ→0

∥
∥|x|−k(uδ − vδ)

∥
∥

Hs×Hs−1 = 0 , ∀k, s

telles que toutes les solutions faibles radiales uδ, vδ de (1) (il en existe) vérifient

(3) lim inf
δ→0

∥
∥uδ(tδ) − vδ(tδ)

∥
∥

Lp+1(R3)
> 0 ,

où tδ → 0 quand δ → 0.

Ce résultat d’instabilité montre que le problème de Cauchy (1) est mal posé au sens

de Hadamard. En supposant que les opérateurs solutions St existent, pour tout T > 0

arbitrairement petit, la famille {S t}t∈[0,T ] n’est pas équi-uniformément continue sur les

boules de l’espace d’énergie.

Pour les solutions radiales, en dimension trois, on pose u(t, x) = rg(t, r), avec r = |x|.

L’équation s’écrit

(4) (∂2
t − ∂2

r )g +
gp

rp−1
= 0 , g|t=0 = g0 , ∂tg|t=0 = g1 .

Pour cette équation, tous les p sont sous-critiques (en dehors de r = 0) et par vitesse finie

de propagation, pour des données initiales lisses dans {r > 0}, on a existence, unicité et

régularité de solutions faibles (radiales) dans {t < r} (sous le cône d’onde).

G. Lebeau construit ses solutions uδ à l’aide de solutions de (4) dont les données initiales

g0 et g1 sont à support compact, de classe C∞ en dehors de l’origine, et vérifient

(5) g0(r) ∼ rγ
(
c0 + c1r

β + . . .
)
, g1(r) ∼ rγ−1−β

(
d0 + d1r

β + . . .
)
.

Les paramètres β et γ sont tels que :

(6)
p − 2

p + 1
< γ <

p − 3

p − 1
, β =

p − 3

2
− γ

p − 1

2
> 0 .

Ce choix assure en particulier que l’énergie initiale

E(g0, g1) :=

∫ ∞

0

(1

2
|g1|

2 +
1

2
|∂rg0|

2 +
gp+1
0

p + 1

)

dr

est finie.

Étant donné les deux suites de coefficients (c0, c1, . . .) et (d0, d1, . . .) avec (c0, d0) 6= (0, 0),

l’idée de G. Lebeau est de construire et contrôler sur un cône t ≤ cr (avec c < 1 petit) deux

solutions g et g ′ associées à des données initiales (g0, g1) et (g′
0, g

′
1) vérifiant toutes deux

(5), mais qui diffèrent significativement sur une courbe t = t(r) << r. Plus précisément,

on montre que

(7)

∫

Jδ

|(g − g′)(tδ, r)|
p+1 dr

rp−1
≥ c|Jδ| δ

γ(p+1)−(p−1),

où Jδ est un certain intervalle centré en δ > 0 et de longueur ≈ δ2+β/tδ << δ et tδ une

suite tendant vers 0. On renvoie à [11] pour un énoncé précis.
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Pour ce faire, on utilise un changement d’échelle. On introduit les nouvelles variables

(8) t = ⊛s , r = ⊛x g(t, r) = ⊛

γf(s, x) .

Avec h = ⊛
β, l’équation devient

h2(∂2
s − ∂2

x)f +
f p+1

xp−1
= 0 f|s=0 = f0 , ∂sf|s=0 = f1

et (5) devient

f0(x) ∼ xγ
∑

k≥0

hkckx
kβ , f1(x) ∼ xγ−1−β

∑

k≥0

hkdkx
kβ

On se ramène alors à étudier des solutions de (11) dans un voisinage de s = 0, x = 1.

Revenant à la notation habituelle t pour la variable de temps, on s’est donc ramené à

étudier au voisinage de t = 0, x = x0 6= 0, un problème de la forme

(11) h2(∂2
t − ∂2

x)u +
∂F

∂u
(x, u) = 0 u|t=0 = u0 , ∂tu|s=0 = u1

(12) u0(x) ∼
∑

k≥0

hkak(x) , u1(x) ∼
∑

k≥0

hkbk(x) ,

avec F (x, u) = up+1

(p+1)xp−1 . L’objectif est de montrer l’instabilité du problème (11).

Théorème 1.2. — Il existe une fonction t(h) qui tend vers zéro avec h et des familles

de données initiales uh = (uh
0 , u

h
1) et vh = (vh

0 , vh
1 ) bornées dans C∞ sur l’intervalle

{|x − x0| ≤ r}, telles que les solutions uδ, vδ de (11) sont définies sur Ω = {|x − x0| +

t ≤ r, 0 ≤ t ≤ t(h)} et vérifient

(13) uh − vh = O(h∞) et
∥
∥(uh − vh)|t=t(h)

∥
∥

L2 ≥ c .

2. UN PEU D’OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE FORTEMENT NON

LINÉAIRE

Les résultats classiques sur le problème de Cauchy montrent que (11) possède une

unique solution régulière sur un intervalle de longueur ≈ h. L’objectif serait de construire

des solutions sur les temps d’ordre O(1). L’optique géométrique propose de chercher des

solutions de la forme

(14) uh(t, x) = U
(
t, x,

ϕ(t, x)

h

)
, U(t, x, θ) ∼

∑

k≥0

hkUk(t, c, θ),

où les Uk(t, x, θ) sont des fonctions régulières, 2π-périodiques en θ, et où la phase ϕ

décrit les oscillations rapides dues au facteur h2∂2
t de l’équation. Comme il n’y a pas

d’oscillations initiales on impose ϕ(0, x) ≡ 0.

Une littérature très abondante est consacrée aux calculs de développements de ce type

pour des équations non linéaires et à leur justification (voir par exemple [18] [13], [9]
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et leur bibliographie). Le régime standard de l’optique géométrique dite faiblement non

linéaire (cf. [8]) correspond à des solutions de la forme u(t, x) = hU(t, x, ϕ/h) ou à des non

linéarités de la forme V (x)u + hF1(x, u). Cette situation est maintenant bien comprise

(cf. [9]). Dans le cas d’amplitudes supérieures (u = hκU(t, x, ϕ/h), κ < 1) la situation

est plus délicate. L’existence de solutions formelles ne peut avoir lieu que sous certaines

hypothèses de structure pour les équations (appelées conditions de transparence dans [10],

et qui, pour les équations quasi-linéaires correspondent à des conditions de dégénérescence

linéaire de la valeur propre, cf. [3]). Le point important est que les conditions d’existence

de solutions BKW ne garantissent pas leur stabilité. En particulier, l’existence de solutions

exactes ayant le développement formel trouvé n’est pas garantie (cf. [10], [3]). C’est

exactement le phénomène observé par G. Lebeau pour les équations d’ondes (11). D’une

part, il précise la construction de solutions formelles esquissée dans [18] et d’autre part il

montre leur instabilité.

En reportant (14) dans (11), on obtient la suite d’équations

σ2∂2
θU0 + F ′

u(x, U0) = 0 ,(15)

σ2∂2
θU1 + F ′′

u,u(x, U0)U1 + T∂θU0 = 0 ,(16)

σ2∂2
θUk + F ′′

u,u(x, U0)Uk + T∂θUk−1 + �Uk−2 + Rk(x, U0, . . . , Uk−1) = 0 .(17)

avec � = ∂2
t − ∂2

x,

(18) σ2 = (∂tϕ)2 − (∂xϕ)2 , T := 2ϕ′
t∂t − 2ϕ′

x∂x + �ϕ ,

et Rk est une fonction lisse de ses arguments. On obtient de même les conditions initiales

Uk(0, x, 0) = ak(x) ,(19)

ϕ′
t(0, x)(∂θUk)(0, x, 0) + (∂tUk−1)(0, x, 0) = bk(x) .(20)

(on a utilisé que ϕ(0, x) = 0).

Théorème 2.1. — La suite d’équations (15)-(20) possède une unique solution formelle

(U, ϕ) avec U =
∑

hkUk.

Pour la preuve, on renvoie à [11]. On esquisse ici le début de la construction, qui est la

détermination de ϕ et U0. La grande différence avec l’optique faiblement non linéaire, est

que l’équation 〈〈eikonale 〉〉 pour ϕ est couplée à l’équation de transport pour U0 (cf. aussi

[15] dans le cas quasi-linéaire).

1) Comme σ est indépendant de θ, l’équation (15) est une équation différentielle

ordinaire en θ dépendant des paramètres σ et x. Pour σ et x fixés, les solutions dépendent

de deux paramètres. Fixer la période élimine un paramètre. D’autre part, l’équation est

invariante par translation en θ. Les solutions 2π-périodiques de (15) sont donc

(21) U0(t, x, θ) = K
(
σ, x, θ + Θ(t, x)

)
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avec Θ une fonction déphasage arbitraire et K(σ, x, θ) = xσ
2

p−1 G(θ), où G est l’unique

solution 2π-périodique de G′′ + Gp = 0 vérifiant G′(0) = 0, G(0) > 0.

Par ailleurs, les données initiales (19) (20) déterminent ∂ tϕ|t=0 = σ|t=0 et Θ|t=0.

Remarque 2.2. — Dans le cas linéaire (ou faiblement non linéaire) (i.e. F ′
u(x, U0) =

V (x)U0, avec V > 0), toutes les solutions de (15) (i.e. une famille à deux paramètres)

ont la même période qui vaut 2π si ϕ vérifie l’équation eikonale σ 2 = V . Dans le cas

fortement non linéaire, le paramétrage des solutions est radicalement différent : pour tout

σ, il y a une famille à un paramètre de solutions de période fixée.

2) L’équation (16) est une équation différentielle linéaire en θ pour U1 de la forme

LU1 = −T∂θU0 où L est le linéarisé de (15) en U0. L’invariance par translation de

(15) implique que L a un noyau. Plus précisément L est autoadjoint et a un noyau de

dimension un engendré par ∂θK(σ, x, · + Θ). L’équation (16) admet donc une solution

2π-périodique si et seulement si le membre de droite

−T∂θU0 = −(T + Z(Θ)∂θ)∂θK(σ, x, · + Θ)

est orthogonal au noyau. On a noté Z = 2ϕ′
t∂t − 2ϕ′

x∂x. Cela conduit à l’équation :

∫ 2π

0

(
T∂θK + Z(Θ)∂2

θK
)
(∂θK) dθ = 0

ou encore, en notant

J(t, x) :=
1

2

∫ 2π

0

(∂θK)2dθ =
1

2
x2σ

4
p−1

∫ 2π

0

(∂θG(θ))2 dθ,

(22) ∂tϕ∂tJ − ∂xϕ∂xJ + �ϕJ = 0 .

Avec (18), on voit que ϕ est déterminée par les équations

(23)

{

∂tq = ∂x(ρJ)

∂tρ = ∂x(q/J)
, ρ = ∂xϕ , q = ∂tϕJ .

Comme on connâıt ϕ|t=0 = 0 et ∂tϕ|t=0 par l’étape 1, on voit que ϕ est maintenant bien

déterminée.

Notant L0 l’opérateur L associé à Θ = 0 et L−1
0 son inverse partiel sur kerL⊥

0 , on a

donc U1(t, x, θ) = V1(t, x, θ + Θ(t, x)) avec

(24) V1 = λ1∂θK − L−1
0 (T∂θK) − Z(Θ)L−1

0 (∂2
θK)

et λ1 une fonction arbitraire de (t, x).

Les conditions initiales (19) (20) avec k = 1 déterminent λ1|t=0 et ∂tΘ|t=0.
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3) L’équation (17) pour k = 2 est de la forme LU2 = F2(t, x, θ + Θ) où F2 s’exprime

à l’aide de K et V1 et est quadratique en V1. La condition de résolubilité

∫ 2π

0

F2(t, x, θ) ∂θK(t, x, θ) dθ = 0

s’écrit a priori sous la forme

Aλ2
1 + Bλ1 + C = 0.

Proposition 2.3. — On a A ≡ 0, B ≡ 0 et l’équation C = 0 s’explicite comme une

équation hyperbolique du second ordre pour Θ.

La première identité n’utilise que l’invariance par translation de (15). La seconde

exprime une compatibilité ou condition de transparence très forte des équations. Elle

utilise que U1 vérifie l’équation (16). Il est à peu près évident que C est un opérateur du

second ordre en Θ. L’hyperbolicité se vérifie directement.

Connaissant les données initiales de Θ par les étapes 1) et 2), on en déduit Θ, et U0 est

maintenant complètement déterminé.

L’équation (17) pour k = 3 détermine λ1 donc U1, puis les équations suivantes permet-

tent de trouver tous les termes Uk par récurrence.

3. LE MÉCANISME DE L’INSTABILITÉ

Par le procédé de sommation de Borel, le Théorème 2.1 permet de construire au voisi-

nage de (0, x0) des solutions approchées de (11), c’est-à-dire telles que

(25) h2(∂2
t − ∂2

x)uapp +
∂F

∂u
(x, uapp) = O(h∞) , uapp|t=0 = u0 , ∂tuapp|s=0 = u1

dont les données initiales vérifient (12). Le problème est maintenant de construire des

solutions exactes de (11), voisines de uapp. Les résultats standard de l’optique géométrique,

ici les méthodes banales de perturbation, nous disent que cela est possible pour des temps

t = O(h). Le problème est donc d’étudier la stabilité des solutions approchées uapp pour

des temps plus longs. L’optimum serait d’atteindre des temps O(1). En fait, on va voir

que pour des temps d’ordre h| lnh| des instabilités apparaissent.

Dans (11), effectuons le changement d’échelle t = hs, pour obtenir l’équation

(26) ∂2
su + F ′

u(x, u) = h2∂2
xu .

On obtient des solutions asymptotiques

(27) u ∼
∑

k≥0

h2ku2k



911-07

en résolvant la cascade d’équations :

∂2
su0 + F ′

u(x, u0) = 0 ,(28)

∂2
su1 + F ′′

u,u(x, u0)u1 = ∂2
xu0 ,(29)

etc.

(Le lecteur est invité à réfléchir aux liens existant entre ces solutions et les solutions

données par le Théorème 2.1.) Les solutions de (28) sont globales et périodiques (ce qui

justifie l’apparition d’oscillations en t/h ou ϕ/h pour les solutions de (11)). Par contre les

solutions de (29) et des équations suivantes ont une croissance polynomiale en s, ce qui

indique que le développement (27) n’a aucune chance d’être valable pour des s = O(h−1)

(d’où la nécessité d’introduire un ansatz sophistiqué comme en (14)). En regardant de

près, on peut faire converger (27) pour des temps s = O(h−α) pour un α > 0 dépendant

de p. Mais les premiers phénomènes apparaissent en temps s = O(| lnh|).

L’idée est la suivante. Les équations ci-dessus sont gouvernées par l’équation différen-

tielle en s (28) et ses linéarisées. La variable x n’intervient que comme paramètre. Le

terme h2∂2
x est considéré comme une perturbation. Tout cela n’a de sens que pour des

données très régulières en x et h, i.e. des perturbations uniformément basse fréquence.

Au contraire, les données initiales (12) permettent des perturbations d’amplitude O(h∞)

à haute fréquence O(h−1). Si ces fréquences sont amplifiées exponentiellement, alors la

perturbation est de l’ordre

O(h∞)eµs

et si µ > 0, la perturbation devient O(1) en temps s >> | lnh|.

G. Lebeau étudie d’abord la stabilité linéaire des solutions approchées uapp construites

par le Théorème 2.1. Le linéarisé de (11) autour de uapp est :

(30) h2(∂2
t − ∂2

x)u̇ − ∂2
uF (x, uapp)u̇ = ḟ , u̇|t=0 = u̇0 , ∂tu̇|t=0 = u̇1 .

Compte tenu de (21), le potentiel ∂2
uF (x, uapp) est une perturbation de pσ2Gp−1(ϕ/h+Θ).

Après un changement de variables et de fonctions (prenant notamment ϕ comme nouvelle

variable de temps), on se ramène dans [11] à une perturbation de

(31) h2(∂2
t − α∂2

x) + pGp−1(t/h + Θ̃) .

On devrait arriver au même constat plus simplement. Puisqu’on va s’intéresser à des

temps très courts, t << h1−ε pour tout ε > 0, on n’a pas besoin de toute la finesse de

la description des solutions asymptotiques du paragraphe 2. Les solutions approchées du

type (27) existant sur des temps |t| ≤ h1−ε0 pour un certain ε0 > 0 devraient suffire. On

considérerait alors le linéarisé de (26) qui est une perturbation de

∂2
s − h2∂2

x + ∂2
uF (x, u0) .

Explicitant la solution u0 de (28), on obtient à nouveau un opérateur de la forme (31).
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Pour donner une idée du mécanisme, considérons dans la variable s = t/h l’opérateur

(31) avec α et Θ̃ constants :

(32) M := ∂2
s − h2∂2

x + pGp−1(s + s0) .

On étudie le comportement en temps s grand des solutions de Mu̇ = 0. Après transfor-

mation de Fourier, on se ramène aux équations

(33) Mλ := ∂2
s + pGp−1(s + s0) + λ , λ = h2ξ2 .

On note Eλ(s) la matrice 2 × 2 donnant l’évolution des solutions de Mλu = 0 :

Eλ(s)

(

a0

a1

)

=

(

u(s)

u′(s)

)

où u est la solution de Mλu = 0, u(0) = a0, u′(0) = a1. Le potentiel Gp−1 est

2π-périodique (et même π-périodique puisque p − 1 est pair et que G(s + π) = −G(s)).

On a donc

(34) Eλ(s) = Eλ(s
′)
(
Eλ(2π)

)k
, s = s′ + 2kπ .

Le comportement en grand temps est donc donné par le comportement des itérés △
k
λ , où

△ λ := Eλ(2π). La Proposition 4.1 de [11] donne les informations cruciales sur le spectre

des △ λ . Retenons ici :

Proposition 3.1. — Il existe µ0 > 0 et λ0 > 0 tels que e2πµ0 est valeur propre de △ λ0

et pour tout λ ≥ 0 les valeurs propres de △ λ sont de partie réelle au plus égale à e2πµ0 .

Notons E(s) l’évolution de (u, ∂su) par M et △ = E(2π). Par le théorème de

Plancherel, on a :

Proposition 3.2. — Il existe une constante C et une norme sur H = H1(R) ⊕ L2(R)

équivalente à la norme usuelle telle que

‖△ ‖L(H) = e2πµ0 et pour tout s ≥ 0 : ‖E(s)‖L(H) ≤ Cesµ0 .

De plus, ces majorations sont essentiellement optimales pour des fonctions bien po-

larisées et à spectre très localisé autour de
√

λ0/h. Soit V = t(v0, v1) un vecteur propre

de △ λ0 associé à la valeur propre (simple) e2πµ0 > 1. Soit V (s) = Eλ0(s)V . Alors

|V (s)| ≥ cesµ0 .

Soit ξ0 tel que ξ2
0 = λ0. Considérons des données initiales

(35) t(u̇0(x), u̇1(x)) = χ(x)eiξ0x/hV

où χ ∈ C∞
0 (R) est une fonction de localisation égale à un sur l’intervalle I. Soit U̇(s) =

t(u̇, ∂su̇) = E(s)t(u̇0, u̇1). Par vitesse finie de propagation, on a

(36) U̇(s) = eixξ0/hV (s)
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pour x dans un intervalle I ′ ⊂⊂ I et s ∈ [0, T/h], T > 0 ne dépendant que de I et I ′. En

particulier, il existe T > 0 et c > 0 tels que, pour s ≤ T/h, on a :

(37) ‖U̇(s)‖H ≥ cesµ0

On obtient bien sûr des solutions réelles en prenant la partie réelle des solutions que

l’on vient de construire.

Une partie technique du travail de G. Lebeau consiste à montrer que l’étude esquissée

ci-dessus, qui est assez claire dans le cas où les coefficients α et Θ̃ de (31) sont constants,

s’étend au cas de coefficients variables. L’idée est que le calcul en x est de type semi-

classique et donc que le figeage des coefficients donne une bonne approximation.

4. INSTABILITÉS NON LINÉAIRES

On trouve dans la littérature un certain nombre de résultats montrant que l’instabilité

linéaire induit une instabilité non linéaire. Voir par exemple [7] pour un résultat assez

général abstrait sous des hypothèses spectrales pour le générateur de l’évolution linéaire.

On décrit ici le principe de l’analyse de [11] sans rentrer dans les détails des preuves. Des

variantes de ce principe ont déjà été utilisées dans [5] et [10].

On part d’une solution approchée uapp de (11) et on cherche les solutions exactes sous la

forme uex = uapp +ucor. On obtient pour u = (ucor, ∂sucor), dans les variables appropriées,

une équation de la forme

(38) ∂su − Ahu = Nh(u) + fh

où Ah est un opérateur linéaire, Nh est la somme d’un terme linéaire petit en h et de

termes au moins quadratiques, et l’erreur fh est O(h∞).

On considère différents jeux de données initiales pour ucor. Typiquement, on choisit

(39) u|s=0 = aκ := κα(h)a , α(h) = O(h∞)

avec κ = 0 ou 1 et a un terme source de l’instabilité linéaire. Les deux données initiales

vérifient donc a0 − a1 = O(h∞) et on espère construire des solutions uκ dont la différence

est amplifiée exponentiellement :

‖u0(s) − u1(s)‖ ≥ cα(h)esµ0 , c > 0 .

Si les solutions vivent assez longtemps pour que α(h)esµ0 ≥ c′ > 0, la différence u0 − u1

est effectivement d’ordre 1 et on a bien mis en évidence l’instabilité non linéaire annoncée.

On a vu au paragraphe 3 que la donnée instable a contient des oscillations en e±ixξ0/h.

Ces oscillations vont se propager aux solutions, et par non linéarité on doit considérer

toutes leurs harmoniques. Cela conduit à introduire la variable rapide X = xξ 0/h et à

chercher les solutions de (38) sous la forme

(40) u(s, x) = u(s, x, xξ0/h)
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avec u(s, x, X) périodique en X.

Remarque 4.1. — La solution approchée est elle-même construite comme une fonction

périodique de s = t/h (ou plutôt chez Lebeau s = ϕ/h). Si bien que dans les variables

originales, on est confronté à des oscillations à deux phases ϕ et xξ0. Si les développements

à une phase ϕ ont une certaine consistance, il n’y a aucune raison a priori pour que les

développements à deux phases soient stables. On retrouve là la problématique de [10].

Considérant fh comme une fonction indépendante de X, il suffit de résoudre l’équation

(41) ∂su −Ahu = Nh(u) + fh , u|s=0 = a ,

où Ah et Nh sont les extensions évidentes de Ah et Nh. On note Eh(s, s
′) le groupe

d’évolution de ∂s−Ah, autrement dit (∂s−Ah)Eh(s, s
′) = 0 avec Eh(s, s) = Id. Supposons

ici que l’on a (cf. Proposition 5.1 et Lemme 5.4 de [11]).

Hypothèses. – Il existe un espace H, des constantes C0, h0 > 0 et µ0 > 0 telles que

pour 0 < h ≤ h0 on a :

i) pour 0 ≤ s′ ≤ s et f ∈ H :

(42) ‖Eh(s, s
′)f‖H ≤ C0e

(s−s′)µ0‖f‖H,

ii) pour f et g dans la boule unité de H on a

‖Nh(f)‖H ≤ C0

(
h‖f‖H + ‖f‖2

H

)
,(43)

‖Nh(f) − Nh(g)‖H ≤ C0‖f − g‖H

(
h + ‖f‖H + ‖g‖H

)
,(44)

iii) il existe une donnée initiale a dans H telle que

(45) ‖a‖ = 1 et ‖Eh(s, 0)a‖H ≥
1

C0
esµ0 .

On considère le terme source fh de (41) et on suppose que

(46) ‖fh‖H = O(h∞) .

On peut alors choisir une fonction s(h) telle que

| lnh| = o(s(h)) et s(h) = o(h−ε) ∀ε > 0 ,(47)

es(h)µ0‖fh‖H = O(h∞) .(48)

Remarque. Les estimations (42) à (45) ne sont utiles que pour s ≤ s(h).

On résout (41) en cherchant u tel que

u = Φ(u) := Eh(s, 0)a +

∫ s

0

Eh(s, s
′)
(
fh(s

′) + Nh(u(s′))
)
ds′ .

Les estimations ci-dessus permettent d’appliquer le Théorème du point fixe pour des

données initiales a assez petites.
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Proposition 4.2. — Il existe C1, C2, h1 > 0 et ε1 > 0 tels que si 0 < h ≤ h1 , 0 < ε ≤ ε1

et

(49) ‖a‖H ≤ εe−s(h)µ0

alors le problème de Cauchy (41) admet une unique solution u ∈ C0([0, s(h)];H) telle que

‖u(s)‖H ≤ C1(ε + h)e(s−s(h))µ0 ,(50)

‖u(s) −Eh(s, 0)a‖H ≤ C2(h +
√

hε + ε2)e(s−s(h))µ0 .(51)

Preuve. On montre que si u satisfait (50), alors il en est de même de Φ(u). La norme

du premier terme de Φ(u) est en

C0e
sµ0‖a‖H ≤ C0εe

(s−s(h))µ0 ≤
1

4
C1εe

(s−s(h))µ0

si C1 ≥ 4C0. Avec (48), le second terme est en

(∫ s

0

C0e
(s−s′)µ0ds′

)

Ch2e−s(h)µ0 ≤
1

µ0
C0Ch2e(s−s(h))µ0 ≤

1

4
C1he(s−s(h))µ0

si h est assez petit. On note que, pour s ≤ s(h), (50) implique que ‖u(s)‖H ≤ 1, pourvu

que ε et h soient assez petits. Alors la norme du troisième terme de Φ(u) est en
∫ s

0

C2
0e

(s−s′)µ0hC1(ε + h)e(s′−s(h))µ0ds′ +

∫ s

0

C2
0e

(s−s′)µ0C2
1(ε + h)2e2(s′−s(h))µ0ds′ .

La première intégrale se majore pour h petit par

C2
0hs(h)C1(ε + h)e(s−s(h))µ0 ≤

1

4
C1(ε + h)e(s−s(h))µ0

puisque hs(h) tend vers zéro par (47). La seconde intégrale est majorée par

1

µ0
C2

0C
2
1(ε + h)2e2(s−s(h))µ0 ≤

1

4
C1(ε + h)e(s−s(h))µ0

pour ε et h assez petits.

On montre de même que l’application Φ est contractante, d’où l’existence de la solution

u. En reprenant les calculs ci-dessus, notamment en utilisant que hs(h) = O(
√

h), on

obtient (51). �

On considère alors deux données de Cauchy,

a0 = 0 et a1 = εe−s(h)µ0a ,

qui donnent naissance à deux solutions u0 et u1. La Proposition 4.2 et (45) impliquent

que

‖u0(s) − u1(s)‖H ≥
ε

C0
e(s−s(h))µ0 − 2C2(h +

√
hε + ε2)e(s−s(h))µ0 ≥

ε

2C0
e(s−s(h))µ0
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Proposition 4.3. — Il existe ε > 0 et c > 0 tels que, pour h assez petit, les problèmes

de Cauchy (41) avec les données initiales a0 et a1 ont des solutions u0 et u1 dans

C0([0, s(h)];H). En outre, on a lorsque h tend vers zéro :

‖a0 − a1‖H = O(h∞) et ‖(u0 − u1)|s=s(h)‖H ≥ c .
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LA CONJECTURE DES SOUFFLETS

[d’après I. Sabitov]

par Jean-Marc SCHLENKER

1. LES POLYÈDRES FLEXIBLES

1.1. Les polyèdres dans R3

On considère ici des polyèdres non nécessairement convexes dans l’espace euclidien de

dimension 3, qu’on notera simplement R3. Un polyèdre sera donné sous la forme d’un

complexe simplicial fini P0 homéomorphe à une surface compacte orientable, muni d’une

application φ : P0 → R3 affine sur les triangles.

On dira que P est plongé lorsque l’application φ est injective, et qu’il est seulement

immergé lorsque φ est injective au voisinage de chaque point.

Comme on a supposé P0 orientable, un polyèdre délimite un domaine fermé borné de

R3, qui n’est pas nécessairement connexe lorsque P0 n’est pas plongé. On peut con-

sidérer son volume ; il sera toujours question ici du volume algébrique, c’est-à-dire que

chaque composante connexe du complémentaire du polyèdre sera comptée avec un signe

et éventuellement une multiplicité. Bien sûr, pour les polyèdres plongés, ces distinctions

n’interviennent que pour le signe du volume.

1.2. Polyèdres flexibles et infinitésimalement flexibles

Aspects de la rigidité. Étant donné un polyèdre P dans R3, on peut se demander s’il

est rigide, c’est-à-dire si on peut le déformer sans changer la forme de ses faces (aux

déplacements de R2 près). Cette question a en fait plusieurs versions principales dis-

tinctes :

• la rigidité infinitésimale : est-il possible de trouver un déplacement infinitésimal

(i.e. au premier ordre) des sommets de P dans R3, qui ne change pas au premier

ordre la longueur de ses arêtes — et donc, puisque les faces sont des triangles,

qui ne change pas la forme de ses faces ? Bien entendu il faut se restreindre

aux déformations qui ne sont pas triviales (i.e. qui ne proviennent pas d’un
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déplacement de P , ou en termes plus pédants d’un champ de Killing de R3 restreint

aux sommets de P ) ;

• la flexibilité : peut-on trouver une famille continue à un paramètre (P t)t∈[0,1],

avec P0 = P , telle que pour tout t ∈ [0, 1], Pt ait la même combinatoire que P et

des arêtes de même longueur ? Là encore on doit considérer des 〈〈flexions 〉〉 non

triviales, c’est-à-dire qui ne consistent pas simplement en un déplacement de P ;

• la rigidité globale : si P ′ est un polyèdre de R3 qui a la même combinatoire que

P et des arêtes de même longueur, P ′ est-il l’image de P par un déplacement ?

Ces propriétés sont en général distinctes, même si des relations existent entre elles.

Elles existent d’ailleurs non seulement pour les polyèdres mais aussi pour les surfaces

régulières. Par exemple, on ne sait toujours pas si les surfaces compactes régulières de R3

peuvent être flexibles (dans la classe des surfaces régulières).

Réalisabilité. Une question reliée à la rigidité des polyèdres est la réalisabilité d’une

métrique. Étant donné un polyèdre P0, vu comme un objet combinatoire — un com-

plexe simplicial fini homéomorphe à une surface compacte orientable — et étant donné,

pour chaque arête de P0, un nombre réel positif, on se demande s’il existe un polyèdre

dans R3, de même combinatoire que P0, et dont les longueurs des arêtes sont les nombres

qu’on s’est donné.

Pour les polyèdres convexes on dispose grâce à Aleksandrov [Ale58] d’une réponse

partielle à cette question, et plus précisément d’une réponse complète à une question

parallèle (voir plus bas). Dans le cas général, on sait très peu de choses, voir quand même

[BZ95].

Rigidité d’ordre supérieur. Il existe des notions de rigidité d’ordre supérieur, similaires à

la rigidité infinitésimale. La définition même de ces notions est intéressante ; on renvoie le

lecteur à [Con93, CS94], et à [Sab92] pour les questions analogues concernant les surfaces

régulières.

Rigidité d’autres structures. Les questions de rigidité ne se posent pas seulement pour

les polyèdres, mais aussi pour d’autres structures qui modélisent plus précisément les

problèmes appliqués où la rigidité intervient (mécanique, architecture, etc). Voir par

exemple [Con93, TW00, CW94].

1.3. Polyèdres convexes

Quand on se restreint aux polyèdres convexes, la situation se simplifie considérablement.

Le premier résultat dans ce domaine résout la question de la rigidité globale des polyèdres

convexes dans R3. Les polyèdres convexes qu’on considère ici sont des bords de corps

convexes polyédraux dans R3.

Théorème 1.1 (Legendre, Cauchy [Cau13]). — Les polyèdres euclidiens convexes sont

uniquement déterminés par leur combinatoire et la forme de leurs faces.
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Ce théorème est en général attribué à Cauchy. Pourtant, l’une au moins des idées

principales de la preuve est due à Legendre [LegII], qui a démontré le théorème pour

certaines classes de polyèdres. La contribution de Legendre est mal connue car elle se

trouve seulement dans la première édition de ses Éléments de géométrie, mais n’a pas

été reprise dans les éditions ultérieures. Elle a été 〈〈 redécouverte 〉〉 par Lebesgue, puis à

nouveau récemment par Sabitov. Par ailleurs la preuve de Cauchy contenait deux petites

erreurs corrigées respectivement par Steinitz [Ste16] et Lebesgue [Leb09].

Legendre ne prétend d’ailleurs pas à la paternité de l’énoncé ; il remarque en effet, sui-

vant Robert Simson, que l’énoncé du théorème 1.1 se trouve de manière au moins implicite

dans les Éléments d’Euclide (livre XI, définitions 9 et 10), mais sans démonstration.

Ce théorème a aussi une version infinitésimale, obtenue par M. Dehn. Elle peut être

obtenue en utilisant les arguments de la preuve de Cauchy (mais la preuve de Dehn était

différente).

Théorème 1.2 (Dehn [Deh16]). — Les polyèdres euclidiens convexes sont infinitési-

malement rigides.

La preuve peut dans une certaine mesure être étendue à certains polyèdres non convexes,

mais qui possèdent certaines propriétés des polyèdres convexes (voir [Sto68, RR00]).

De la rigidité à la réalisation des métriques. Le résultat de rigidité de Cauchy est un

élément fondamental dans un beau résultat d’Aleksandrov [Ale58], qui peut être considéré

comme son extension naturelle. Pour l’énoncer, il faut d’abord parler de métriques à

singularités coniques sur les surfaces.

Considérons un cône dans l’espace euclidien de dimension 3. Sa métrique induite est

plate sauf en son sommet, où elle est singulière. En ce point, elle peut être obtenue en

quotientant le revêtement universel de R2 \ {0} par une rotation d’angle θ autour de 0.

L’angle θ est alors appelé angle total autour du point singulier, et 2π − θ est la courbure

singulière en ce point.

Une métrique plate à singularités coniques sur une surface est une métrique qui est

plate, c’est-à-dire localement isométrique au plan euclidien, sauf en un nombre fini de

points qui ont un voisinage isométrique à un voisinage d’un sommet d’un cône, comme

on vient de les décrire.

Théorème 1.3 (Aleksandrov [Ale58]). — Soit P un polyèdre euclidien convexe. La

métrique induite sur son bord est une métrique plate sur S2 à singularités coniques, et

toutes les singularités sont à courbure singulière positive. Réciproquement, toute métrique

de ce type est induite sur le bord d’un unique polyèdre euclidien convexe.

Dans cet énoncé, l’unicité doit s’entendre aux isométries globales de R3 près. On est

donc passé d’un résultat de caractérisation des polyèdres par leur combinatoire et la

forme de leurs faces, à une relation bijective entre les polyèdres et certaines métriques sur

la sphère.
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Le résultat d’Aleksandrov est démontré d’une manière implicite. Pour chaque métrique

à singularité conique à courbure positive sur la sphère, il énonce l’existence d’un polyèdre

dont c’est la métrique induite — mais sans donner aucune indication sur la combinatoire

de ce polyèdre.

Une question ouverte. Il existe quand même quelques questions ouvertes concernant la

rigidité infinitésimale des polyèdres euclidiens convexes. En particulier :

Conjecture 1.4 (Stoker [Sto68]). — Soit P un polyèdre convexe. Si une déformation

infinitésimale de P ne change pas, au premier ordre, ses angles dièdres, alors elle ne

change pas non plus les angles intérieurs de ses faces.

On peut aussi énoncer une version non infinitésimale de cette question : si deux

polyèdres convexes ont la même combinatoire, et si leurs angles dièdres sont les mêmes,

les angles intérieurs de leurs faces sont-ils identiques ? On trouvera aussi ci-dessous la

version hyperbolique de cette conjecture, dont l’énoncé est plus simple encore.

1.4. Polyèdres flexibles

Les octaèdres flexibles. Bricard [Bri97] a caractérisé tous les octaèdres euclidiens flexibles.

Il a montré qu’il n’existe pas de tel octaèdre plongé ou même immergé, mais qu’il existe

trois familles d’octaèdres — ayant des intersections entre leurs faces au voisinage de

certains de leurs sommets — qui sont flexibles.

Les polyèdres 〈〈plongés 〉〉 flexibles. Au cours des années 1970, la question de la rigidité des

polyèdres est revenue sur le devant de la scène. Le principal résultat a été la construction

par R. Connelly [Con77, Kui79] d’un exemple de polyèdre flexible plongé dans R3.

Peu de temps après la découverte de Connelly, d’autres exemples plus simples ont été

mis à jour ; le plus simple exemple connu à ce jour a été construit par K. Steffen, et il n’a

que neuf sommets (il est décrit dans [Con79]). Le lecteur intéressé pourra trouver sur le

web une multitude de pages décrivant ces exemples, parfois avec de belles images.

Ces exemples restent tout de même assez exceptionnels ; les polyèdres sont 〈〈générique-

ment 〉〉 rigides, ça a été montré par H. Gluck [Glu75] quand le genre est 0, et dans [Sab02]

pour un genre quelconque.

2. LE THÉORÈME DES SOUFFLETS

C’est le résultat suivant.

Théorème 2.1 (Sabitov [Sab96]). — Soit P un polyèdre flexible dans R3. Lors d’une

flexion de P , son volume ne change pas.

Notons que cet énoncé ne s’applique pas aux déformations infinitésimales d’un polyèdre.

Par exemple, si un polyèdre a un 〈〈 faux 〉〉 sommet s , dont un voisinage est contenu dans
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un plan p, il est facile de voir que les déformations infinitésimales obtenues en dépla̧cant

s orthogonalement à p ne changent pas les longueurs des arêtes, tout en changeant le

volume.

2.1. Historique ?

L’origine de cette conjecture n’est pas parfaitement établie. D’après une rumeur in-

sistante, sa première vérification expérimentale aurait eu lieu, dans les années 1970, à

l’I.H.É.S. grâce à un modèle de polyèdre flexible qui s’y trouve toujours, et qui est pourvu

d’un trou dans l’une de ses faces. D. Sullivan y aurait soufflé la fumée de sa pipe avant

d’actionner le polyèdre ; ne voyant pas de fumée sortir, il aurait conclu que le volume reste

constant au cours de la déformation. La conjecture est en tous cas énoncée en détail dans

l’exposé [Con80] de R. Connelly au Congrès International des Mathématiciens d’Helsinki

en 1978, avec une référence à D. Sullivan.

2.2. Propriétés algébriques du volume

La formule de Héron. Soit T un triangle euclidien, et soient a, b et c les longueurs de ses

côtés. Une formule qui porte parfois le nom du mathématicien grec Héron exprime l’aire

de T en fonction des longueurs des côtés : si p = (a+ b+ c)/2 est le demi-périmètre de T ,

alors son aire vérifie l’équation :

A2 − p(p − a)(p − b)(p − c) = 0 .

Le lecteur intéressé devrait en trouver la preuve sans trop d’efforts.

Il existe une formule analogue qui donne le volume d’un simplexe de dimension trois

en fonction de la longueur de ses arêtes. Elle était apparemment connue de Tartaglia, et

probablement avant lui, et a été redécouverte en particulier par L. Euler. On ne l’énoncera

pas ici car la formule de Cayley-Menger (voir plus bas) fournit une autre formule de ce

type, conceptuellement plus simple.

Le théorème 2.2 ci-dessous peut être vu comme une extension de cette formule. Il assure

que le volume de chaque polyèdre de R3 est racine d’une équation polynomiale dont les

coefficients dépendent seulement (de manière polynomiale) des longueurs de ses arêtes.

Le volume des polyèdres comme racine. Le théorème des Soufflets s’explique par le résultat

plus fondamental suivant.

Théorème 2.2 (Sabitov). — Soit P0 un polyèdre (combinatoire) ayant e arêtes. Il existe

des polynômes c0, c1, · · · , cn en e variables à coefficients entiers tels que, si P est un

polyèdre de R3 combinatoirement équivalent à P0 et dont les longueurs des arêtes sont

l1, · · · , le, alors 12vol(P ) est racine de :

X2n + c1(l
2
1, · · · , l2e)X

2n−2 + c2(l
2
1, · · · , l2e)X

2n−4 + · · ·+ cn(l21, · · · , l2e) = 0 .
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Ce théorème implique directement le théorème 2.1. Sa preuve, donnée dans [Sab96],

est constructive. Il admet un autre énoncé, légèrement plus faible mais dont la preuve est

plus agréable, bien qu’elle ne soit pas constructive.

Rappelons que, si L est un corps et R ⊂ L est un sous-anneau, un élément x ∈ L est

entier sur R s’il existe un polynôme unitaire à coefficients dans R dont x est racine.

Théorème 2.3 (Connelly, Sabitov, Walz [CSW97]). — Soit P un polyèdre dans R3.

Alors 12vol(P ) est entier sur l’anneau engendré par les carrés des longueurs des arêtes

de P .

Nous nous contenterons ici d’indiquer la preuve du théorème 2.3 ; le lecteur intéressé

par la preuve du théorème 2.2 est invité à consulter [Sab98c] ou [Sab98b] pour une preuve

légèrement différente.

Notons qu’il n’est pas nécessaire pour le théorème 2.2 de supposer que le polyèdre con-

sidéré est plongé ; en fait la preuve est de nature algébrique, si bien que les dégénérescences

sont autorisées.

3. LA PREUVE

Il existe maintenant plusieurs preuves de la conjecture des Soufflets, à travers les

théorèmes 2.2 ou 2.3. Nous présentons ici une preuve du théorème 2.3 due à Connelly,

Sabitov et Walz [CSW97], qui a l’avantage d’être conceptuellement simple et de nécessiter

peu de calculs. Par contre elle n’est pas constructive concernant le polyèdre unitaire dont

le volume est racine.

Le principe de la preuve est de montrer, par un argument récursif sur la 〈〈complexité 〉〉

des polyèdres, que, pour chaque polyèdre (combinatoire) P , chaque place sur R qui est

finie sur le corps engendré par les carrés des longueurs des arêtes de P est aussi finie sur

12vol(P ).

3.1. Préliminaires algébriques

On utilise la notion usuelle suivante de place sur un corps ; voir par exemple [Lan72].

Définition 3.1. — Soient L et F des corps. Une place sur L à valeurs dans F est une

application φ : L → F ∪ {∞} telle que, pour tous x, y ∈ L :

• φ(x + y) = φ(x) + φ(y).

• φ(xy) = φ(x)φ(y).

• φ(1) = 1.

Cette définition sous-entend que ∞ se comporte par rapport à l’addition et à la multi-

plication comme on peut s’y attendre : si a ∈ F , alors a±∞ = ∞, a/∞ = 0, a∞ = ∞ si
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a 6= 0, et 1/0 = ∞. Les expressions ∞/∞, 0∞ et ∞±∞ ne sont pas définies, et les con-

ditions de la définition précédente ne s’appliquent que lorsque les termes correspondants

sont définis.

Le lemme suivant est classique, voir [Lan72].

Lemme 3.2. — Soit L un corps contenant un anneau R. Un élément x ∈ L est entier

sur R si et seulement si toute place sur L qui est finie sur R est finie en x.

On en déduit par exemple immédiatement le résultat important suivant : si x, y ∈ L

sont des éléments entiers sur R, alors x + y et x − y sont entiers sur L.

3.2. Le déterminant de Cayley-Menger

Soient p0, p1, · · · , pn des points de RN , et, pour 1 ≤ i, j ≤ n, soit dij := ‖pi − pj‖. Le

déterminant de Cayley-Menger des pi est défini par :

CM(p0, p1, · · · , pn) :=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1 1 1 · · · 1

1 0 d2
01 d2

02 · · · d2
0n

1 d2
01 0 d2

12 · · · d2
1n

1 d2
02 d2

12 0 · · · d2
2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

1 d2
0n d2

1n d2
2n · · · 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

À un coefficient près, ce déterminant donne le carré du volume du simplexe de di-

mension n dont les sommets sont les pi. La relation précise est indiquée par le lemme

élémentaire mais fondamental suivant. On pourra consulter [Ber77] pour la preuve.

Lemme 3.3. — Soit N ∈ N \ {0}, et soient p0, p1, · · · , pn ∈ (RN)n. Alors :

CM(p0, p1, · · · , pn) = (−1)n+12n(n!)2vol2nΣ(p0, p1, · · · , pn) ,

où Σ(p0, p1, · · · , pn) est le simplexe dont les sommets sont les pi, et voln est le volume

orienté n-dimensionnel.

Conséquences. On utilisera deux conséquences distinctes de ce lemme. La première,

obtenue en prenant n = 3, indique que le volume d’un simplexe de R3 est une fonc-

tion polynomiale des carrés des longueurs de ses arêtes.

Corollaire 3.4. — Soient p0, p1, p2, p3 ∈ R3. Alors :

CM(p0, p1, p2, p3) = 2(12vol(Σ(p0, p1, p2, p3)))
2 .

Corollaire 3.5. — Soient p0, p1, p2, p3 ∈ R3. Alors 12vol(Σ(p0, p1, p2, p3)) est entier

sur l’anneau engendré par les carrés des longueurs des distances entre les pi.
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Preuve. — La symétrie du déterminant de Cayley-Menger permet de montrer sans

grande difficulté que, lorsqu’on le développe, chacun des termes apparâıt deux fois. Ainsi,

(12vol(Σ(p0, p1, p2, p3)))
2 est dans l’anneau engendré par les carrés des longueurs entre les

pi, et le résultat suit. �

Ceci implique en particulier directement que le théorème 2.2 est vrai pour les simplexes,

et plus généralement pour tous les polyèdres qu’on peut décomposer en simplexes sans

ajouter d’arête ; par exemple pour les polyèdres ci-dessous.

Figure 1. Polyèdres décomposables en simplexes

La seconde conséquence est que, lorsqu’on considère cinq points dans R3, les carrés des

longueurs des segments qui les joignent satisfont à une équation polynomiale.

Corollaire 3.6. — Soient p0, p1, p2, p3, p4 ∈ R3. Alors :

CM(p0, p1, p2, p3, p4) = 0 .

3.3. Un lemme sur les pyramides

Le cœur de la preuve est constitué du lemme suivant, qui permet de montrer que si

une place φ est finie en tous les carrés des longueurs des arêtes d’un polyèdre, on peut

〈〈souvent 〉〉 extraire de ce polyèdre un simplexe Σ tel que φ est finie sur le volume au carré

de Σ. Dans l’énoncé on identifie les éléments de {1, 2, · · · , n} avec Z/nZ, ce qui revient à

identifier de manière cyclique n + 1 à 1.

Lemme 3.7. — Soit n ≥ 4 et soient q, p1, p2, · · · , pn des points de R3. Pour tous i, j ∈

Z/nZ, notons di := d(q, pi) et di,j := d(pi, pj). Soit φ une place sur R. Supposons que,

pour tout i ∈ Z/nZ, φ(d2
i ) et φ(d2

i,i+1) sont finis. Alors il existe i ∈ Z/nZ tel que φ(d2
i,i+2)

est fini.

Exemples assez simples. Avant de continuer la preuve du théorème 2.3, on peut remarquer

que le lemme précédent prouve déjà le résultat pour les pyramides.

Commeņcons par une pyramide Π dont la base est un quadrilatère (abcd). Soit φ une

place sur R, qui est finie sur l’anneau engendré par les carrés des longueurs des côtés.
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D’après le lemme 3.7, φ est finie aussi sur l’une des diagonales, c’est-à-dire soit [ac], soit

[bd]. Décomposons la pyramide en ajoutant cette arête, son volume apparâıt alors comme

la somme des volumes de deux simplexes S1 et S2. D’après le corollaire 3.5, φ est finie

sur 12vol(S1) et sur 12vol(S2), et donc aussi sur vol(Π). Comme c’est vrai pour tout φ,

le lemme 3.2 montre que le théorème 2.3 est vrai pour Π.

En fait cet argument s’applique essentiellement à n’importe quelle pyramide Π. Quand

la base a plus de quatre côtés, il faut appliquer le lemme 3.7 pour montrer que, étant

donné une place φ, on peut retirer un simplexe à Π en faisant apparâıtre une nouvelle

arête a telle que φ est finie sur le carré de la longueur de a. Un argument de récurrence

sur le nombre de côtés de la base montre ensuite que φ est finie sur 12vol(Π), et le lemme

3.2 permet à nouveau de conclure.

Preuve du lemme 3.7. On va procéder par l’absurde et faire l’hypothèse suivante :

∀i ∈ Z/nZ, φ(d2
i,i+2) est infini (H)

On va utiliser (H) pour montrer, par récurrence sur i, que, pour tout 3 ≤ i ≤ n, on a :

φ(d2
1,i) et φ(d2

1,i/d
2
1,i−1) sont infinis (Hi)

(Hn) fournira une contradiction puisqu’on a supposé que φ(d2
1,n) est fini.

Il est clair que (H) implique (H3) ; on suppose donc (Hi) vrai, pour montrer (Hi+1). Il

suffit, pour cela, de montrer que φ(d2
1,i+1/(d1,id1−i,1+i)

2) est non nul ; d’après (H), il suit

que φ(d2
1,i+1/d

2
1,i) est infini, puis, avec (Hi), que φ(d2

1,i+1) est infini. Pour obtenir ce résul-

tat, on raisonne à nouveau par l’absurde et on suppose que φ(d2
1,i+1/(d1,id1−i,1+i)

2) = 0.

p

p

p
p

q

1

i−1

i
i+1

Figure 2. La récurrence
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On applique d’abord le corollaire 3.6 aux points p1, pi−1, pi, pi+1 et q, et on obtient que :
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1 1 1 1 1

1 0 d2
1,i−1 d2

1,i d2
1,i+1 d2

1

1 d2
1,i−1 0 d2

i−1,i d2
i−1,i+1 d2

i−1

1 d2
1,i d2

i−1,i 0 d2
i,i+1 d2

i

1 d2
1,i+1 d2

i−1,i+1 d2
i,i+1 0 d2

i+1

1 d2
1 d2

i−1 d2
i d2

i+1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 .

On divise la deuxième ligne et la deuxième colonne par d 2
1,i, et la cinquième ligne et la

cinquième colonne par d2
i−1,i+1. On obtient ainsi que :

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1
d2
1,i

1 1 1
d2

i−1,i+1
1

1
d2
1,i

0
d2
1,i−1

d2
1,i

1
d2
1,i+1

(d1,idi−1,i+1)2
d2
1

d2
1,i

1
d2
1,i−1

d2
1,i

0 d2
i−1,i 1 d2

i−1

1 1 d2
i−1,i 0

d2
i,i+1

d2
i−1,i+1

d2
i

1
d2

i−1,i+1

d2
1,i+1

(d1,idi−1,i+1)2
1

d2
i,i+1

d2
i−1,i+1

0
d2

i+1

d2
i−1,i+1

1
d2
1

d2
1,i

d2
i−1 d2

i

d2
i+1

d2
i−1,i+1

0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 .

On compose cette égalité par φ. D’après (Hi), φ(d2
1,i−1/d

2
1,i) = φ(1/d2

1,i) = 0, et (H)

indique que φ(1/d2
i−1,i+1) = 0. Ainsi :

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 1 1 0 1

0 0 0 1 0 0

1 0 0 φ
(
d2

i−1,i

)
1 φ(d2

i−1)

1 1 φ(d2
i−1,i) 0 0 φ(d2

i )

0 0 1 0 0 0

1 0 φ(d2
i−1) φ(d2

i ) 0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= φ(0) = 0 .

Tous les éléments de ce déterminant sont finis. Pour le développer, on voit que les

deuxième ligne et deuxième colonne, ainsi que les cinquièmes ligne et colonne, ne con-

tiennent qu’un seul élément non nul (en gras). Ainsi le déterminant est égal à 1, d’où la

contradiction recherchée.

3.4. Découpages d’un polyèdre

Soit P un polyèdre dans R3, et soit φ une place sur R, qui prend des valeurs finies aux

carrés des longueurs de P . Soit q un sommet de P par lequel ne passe aucun chemin fermé

composé de trois arêtes de P qui ne bordent pas de face. Soient p1, p2, · · · , pn les sommets

adjacents à q. D’après le lemme 3.7, il existe alors i0 ∈ Z/nZ tel que φ(d(pi0−1, pi0+1)
2)

est fini. On appelle P ′ le polyèdre obtenu en 〈〈enlevant 〉〉 à P le simplexe de sommets

q, pi0−1, pi0, pi0+1 : on supprime le sommet q et les arêtes et faces qui lui sont adjacentes,

et on ajoute un triangle dont les sommets sont pi0−1, pi0, pi0+1.
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On obtient ainsi en utilisant le corollaire 3.5 l’énoncé suivant.

Corollaire 3.8. — Si 12φ(vol(P ′)) est fini, alors 12φ(vol(P )) est fini.

Il faut noter pour la suite que, quand on passe de P à P ′, la valence du sommet q

diminue d’une unité.

Preuve du corollaire. — Il est clair que φ prend aussi des valeurs finies aux carrés des

autres longueurs du simplexe Σ de sommets q, pi0−1, pi0, pi0+1. Donc, d’après le corol-

laire 3.5, φ prend une valeur finie en 12vol(Σ). Comme par hypothèse φ(12vol(P i)) est

fini aussi, on obtient que φ(12vol(P )) est fini. �

3.5. Un argument de récurrence

On associe à chaque polyèdre P , non nécessairement connexe, le quadruplet (g, n, c, v),

où g est la somme des genres des composantes connexes de P , c le nombre de ses com-

posantes connexes, n le nombre de ses sommets, et v la valence minimale de ses sommets.

Étant donné deux polyèdres P et P ′, de quadruplets associés (g, c, n, v) et (g ′, c′, n′, v′)

respectivement, on dira que P est moins complexe que P ′ si l’une des conditions suivantes

est satisfaite :

• g < g′ ;

• g = g′, et c > c′.

• g = g′, c = c′, et n < n′.

• g = g′, n = n′, c = c′, et v < v′.

Étant donné un polyèdre P , on lui associe une suite de polyèdres P0 = P, P1, · · · , PN ,

avec N ∈ Z, non nécessairement connexes, définis récursivement à partir de P0 = P en

appliquant tant que c’est possible l’une des opérations suivantes.

(1) S’il existe sur Pi un chemin fermé composé de trois arêtes, et qui ne borde pas de

face, on coupe Pi suivant le triangle dont le bord est ce chemin. On obtient ainsi

un polyèdre Pi+1, qui peut avoir soit un genre total inférieur à celui de P i, soit

une composante connexe de plus que Pi.

(2) Sinon on choisit un sommet q de Pi de valence minimale, et on lui applique le

corollaire 3.8 ; on appelle Pi+1 le polyèdre P ′ obtenu.

Il est facile de vérifier que, dans tous les cas, Pi+1 est moins complexe que Pi :

• dans le cas (1), parce que Pi+1 a soit un genre total inférieur, soit un nombre de

composantes connexes supérieur à ceux de Pi.

• dans le cas (2), parce que la valence minimale des sommets de P i+1 est inférieure

d’une unité à celle des sommets de Pi.

Finalement, on vérifie que PN est nécessairement une réunion disjointe de simplexes,

sans quoi on pourrait trouver un polyèdre PN+1 moins complexe que PN par l’une des

opérations décrites ci-dessus.
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Preuve du théorème 2.3. Soit P un polyèdre dans R3, et soit φ une place qui est finie

sur l’ensemble des carrés des longueurs des arêtes de P . Soit P0 = P, P1, · · · , PN la

suite de polyèdres définie plus haut (qui dépend de φ). PN est une réunion disjointe de

simplexes et, par construction, φ est finie sur les carrés des longueurs de ses arêtes. Ainsi,

φ(12vol(PN)) est fini d’après le corollaire 3.5.

La construction de (Pi)0≤i≤N permet ensuite de montrer, par récurrence inverse sur i,

que φ(12vol(Pi)) est fini pour tout i ∈ {0, 1, · · · , N}, et ceci est en particulier vrai pour P .

Le théorème suit donc par application du lemme 3.2.

4. PRÉCISIONS, VARIANTES

4.1. Polynômes minimaux

Dans [AS99], Astrelin et Sabitov montrent qu’il existe, pour chaque polyèdre (combi-

natoire) de genre g = 0, un unique polynôme minimal qui annule le volume.

Théorème 4.1 (Astrelin, Sabitov). — Soit P0 un polyèdre (vu comme objet combinatoire)

et soient a1, · · · , aN ses arêtes. Il existe un polynôme unitaire Q ∈ Q[l][V ], à coefficients

dans les polynômes à N indéterminées à coefficients rationnels, avec la propriété suivante.

Soit P un polyèdre dans R3 ayant la combinatoire de P0, soient (li)1≤i≤N les longueurs

de ses arêtes et soit V son volume. Alors Q(l2i )(12V ) = 0.

De plus, il existe un unique polynôme ayant cette propriété et de degré minimal, et il

divise tous les autres.

4.2. Autres applications

Les méthodes développées pour montrer le théorème 2.2 ont d’autres applications à la

théorie métrique des polyèdres dans R3. Par exemple, dans [Sab02], Sabitov montre que

les longueurs de certaines 〈〈diagonales 〉〉 d’un polyèdre — des segments joignant deux som-

mets, mais qui ne sont pas des arêtes — ont pour longueur des racines d’équations poly-

nomiales dont les coefficients dépendent des longueurs des arêtes. Il en déduit une preuve

du fait (connu depuis [Glu75] en genre 0) que les polyèdres dans R3 sont génériquement

rigides. Le lecteur pourra trouver d’autres applications intéressantes dans [Sab98a, Sab01].

4.3. Généralisations directes

La nature essentiellement algébrique de la preuve du théorème 2.3, ainsi d’ailleurs que

celle du théorème 2.2 qu’on pourra trouver dans [Sab98c], indiquent que le résultat n’est

pas limité au cas où le corps de base est R.
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5. AU-DELÀ DE R3

On va considérer maintenant les généralisations possibles des résultats énoncés plus

haut à d’autres contextes géométriquement intéressants.

5.1. L’espace de Minkowski

L’espace de Minkowski de dimension trois est simplement R3, muni de la forme quadra-

tique dx2 + dy2 − dz2. C’est une variété lorentzienne plate complète, qu’on notera ici R3
1.

La structure affine provenant de sa connexion de Levi-Cività est identique à celle de R3.

La rigidité infinitésimale des polyèdres convexes de R3
1 est une conséquence directe du

résultat de Cauchy dans R3 ; en effet, il est immédiat que, si V est une déformation

infinitésimale isométrique d’un polyèdre convexe P ⊂ R3
1, et si V a pour coordonnées

(X, Y, Z), alors le vecteur V ′ de coordonnées (X, Y,−Z) est une déformation isométrique

infinitésimale de P vu comme un polyèdre de R3 ; de plus, V ′ est trivial si et seulement

si V l’est.

V. Alexandrov [Ale01] a montré que la preuve du théorème 2.2 peut être étendue à

l’espace de Minkowski. La conjecture des Soufflets y est donc encore valable.

5.2. Polyèdres hyperboliques et sphériques

L’espace hyperbolique et la sphère. On peut aussi remplacer l’espace euclidien par un

autre espace riemannien de dimension trois à courbure constante. Les deux candidats

naturels sont la sphère de dimension trois munie de sa métrique habituelle, qu’il n’est pas

nécessaire de présenter au lecteur, et l’espace hyperbolique de dimension trois, qu’on peut

voir comme une sous-variété de l’espace de Minkowski de dimension quatre, muni de la

métrique induite :

H3 := {x ∈ R4
1 | 〈x, x〉 = 1 ∧ x0 > 0} .

Modèles projectifs. Il existe une application ρH : H3 → R3, dont l’image est la boule de

rayon 1 dans R3, et qui a la propriété remarquable d’envoyer les géodésiques de H 3 sur des

segments géodésiques dans R3. On en déduit le 〈〈modèle projectif 〉〉, aussi appelé 〈〈modèle

de Klein 〉〉, de H3.

En conséquence, on peut associer à chaque polyèdre de H3 un polyèdre de R3, qui est

simplement son image par ρH .

De même, il existe une application ρS entre un hémisphère (ouvert) de S3 et R3, qui

envoie les demi-grands cercles de la source sur les géodésiques de R3. On peut donc

aussi associer à chaque polyèdre de S3 contenu dans un hémisphère (ouvert) un polyèdre

euclidien.



912-14

La rigidité infinitésimale est une propriété projective. Un résultat ancien mais frappant

affirme que la rigidité infinitésimale est une propriété purement projective.

Théorème 5.1 (Darboux [Dar93], Sauer [Sau35]). — Soit P un polyèdre euclidien, et

soit u une transformation projective de R3. Alors P est infinitésimalement rigide si et

seulement si u(P ) l’est.

Cet énoncé est lié à un autre fait remarquable : un polyèdre hyperbolique (ou un

polyèdre sphérique contenu dans un hémisphère) est infinitésimalement rigide si et seule-

ment si le polyèdre euclidien qui lui est associé par le modèle projectif l’est.

Théorème 5.2 (Pogorelov [Pog73]). — Soit P un polyèdre hyperbolique (resp. sphérique).

Alors P est infinitésimalement rigide si et seulement si son image dans le modèle projectif

de H3 (resp. de S3) l’est.

La relation avec le théorème précédent tient au fait que composer à droite les appli-

cations ρH ou ρS par une isométrie revient à composer à gauche par une transformation

projective de R3.

En d’autres termes, les images de P dans R3 pour deux choix différents du modèle

projectif diffèrent par une transformation projective.

Polyèdres convexes. En utilisant le théorème précédent et le théorème de rigidité de

Cauchy, on obtient immédiatement l’énoncé suivant.

Corollaire 5.3. — Les polyèdres convexes hyperboliques (resp. sphériques) sont in-

finitésimalement rigides.

Dualité. Dans S3 et H3, la rigidité des polyèdres convexes admet une propriété 〈〈duale 〉〉 :

les polyèdres convexes sont aussi déterminés par leur 〈〈métrique duale 〉〉, une métrique à

courbure constante 1 et à singularités coniques pour laquelle la somme des angles autour

des points singuliers est supérieure à 2π pour H 3, inférieure pour S3. La métrique duale

d’un polyèdre est partiellement déterminée par ses angles dièdres.

Ces résultats s’expliquent par des phénomènes de dualité, d’une part à l’intérieur de la

classe des polyèdres convexes de S3, d’autre part entre les polyèdres convexes de H3 et les

polyèdres convexes de type espace de l’espace de Sitter de dimension trois. Le phénomène

hyperbolique a été mis à jour par Rivin et Hodgson [RH93], il est aussi relié aux travaux

d’Andreev sur les angles dièdres des polyèdres hyperboliques convexes [And70, And71].

Dans R3, ce phénomène de dualité prend une forme dégénérée, par exemple le phénomène

dual de la rigidité infinitésimale des polyèdres convexes est la rigidité dans le problème

de Minkowski.

Par contre, on a un analogue hyperbolique très simple de la conjecture de Stoker citée

ci-dessus.

Conjecture 5.4. — Soit P ⊂ H3 un polyèdre convexe. Si une déformation infinitésimale

de P ne change pas, au premier ordre, ses angles dièdres, alors elle est triviale.
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Notons d’ailleurs que l’analogue sphérique de cette conjecture est faux.

S’il existait un polyèdre P admettant une déformation infinitésimale qui ne change pas,

au premier ordre, ses angles dièdres, on pourrait en prendre deux copies et les recoller en

identifiant leurs bords. On obtiendrait ainsi une cône-variété hyperbolique M (voir les

notes de Thurston [Thu97] pour une définition) admettant une déformation infinitésimale

non triviale qui ne change pas l’angle autour des singularités.

De plus, la convexité de P signifierait que les angles autour des singularités de M serait

partout inférieurs strictement à 2π, et on peut supposer qu’une cône-variété satisfaisant

cette condition n’admet aucune déformation qui ne change pas les angles autour de ses

singularités. C’est du moins un résultat récent de Hodgson et Kerckhoff pour les cônes-

variétés dont le lieu singulier est un link, c’est-à-dire une réunion disjointe de courbes

fermées.

Ces considérations de rigidité interviennent dans le théorème d’hyperbolisation des

orbifolds de Thurston, voir [BP01] ou [CHK00].

Flexibilité et volume. On peut construire des exemples simples de polyèdres flexibles dans

la sphère ; il suffit de considérer un polygone p ⊂ S 2, puis de prendre la suspension

sphérique de p (ce qui revient à considérer p comme contenu dans un S 2
〈〈 équatorial 〉〉 et

à ajouter les deux pôles). Les flexions correspondent aux déformations isométriques de

p dans S2. V. Alexandrov [Ale97] a remarqué que le volume intérieur de ces polyèdres

varie au cours de ces flexions. Le théorème 2.1 est donc faux dans S3. Néanmoins ces

exemples sont assez particuliers, et il n’est pas exclu qu’une version affaiblie du théorème

soit valable, et/ou que l’analogue du théorème 2.1 soit vrai dans l’espace hyperbolique H 3.

5.3. Dimensions supérieures

On ne connâıt pas d’exemple de polyèdre plongé ou même immergé flexible dans R 4.

Par contre, R. Connelly a donné un exemple très simple de polyèdre flexible. Le théorème

2.3 s’étend à ces polyèdres, cela a été montré par A. Walz.

5.4. Invariants de Dehn

Le troisième des vingt-trois problèmes posés par Hilbert au début du vingtième siècle

concerne la possibilité, étant donné deux polyèdres P et P ′ de même volume dans R3,

de découper P et de recomposer les morceaux pour obtenir P ′. Cette question a été

résolue dès 1901 par Dehn [Deh01] : Dehn a généralisé un invariant introduit auparavant

par Bricard [Bri96], appelé invariant de Dehn, préservé par l’opération de découpage

et de recomposition. En fait deux polyèdres de R3 sont équivalents par découpage et

recomposition si et seulement s’ils ont même volume et même invariant de Dehn, c’est un

résultat de Sydler [Syd65, Jen68, Car86] qui a été montré en 1965.

R. Connelly demande si, lorsqu’on déforme un polyèdre flexible, son invariant de Dehn

reste constant.
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L’analogue du résultat de Dehn pour les polyèdres sphériques et hyperboliques reste in-

connu. I. Sabitov suggère que cela pourrait être rapproché du fait que, pour ces polyèdres,

le volume n’est pas fixé lors des déformations isométriques.

Remerciements. L’auteur tient à remercier Victor Alexandrov, Étienne Ghys, Idjad

Sabitov et Rabah Souam pour de nombreuses remarques sur le texte.
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[RR00] L. Rodŕıguez and H. Rosenberg. Rigidity of certain polyhedra in R3. Comment.

Math. Helv., 75(3):478–503, 2000.



912-18

[Sab92] I.Kh. Sabitov. Local theory of bendings of surfaces. In Geometry, III, volume 48

of Encyclopaedia Math. Sci., pages 179–256. Springer, Berlin, 1992.

[Sab96] I.Kh. Sabitov. The volume of a polyhedron as a function of its metric. Fundam.

Prikl. Mat., 2(4):1235–1246, 1996.

[Sab98a] I.Kh. Sabitov. The generalized Heron-Tartaglia formula and some of its conse-

quences. Mat. Sb., 189(10):105–134, 1998.

[Sab98b] I.Kh. Sabitov. A proof of the “bellows” conjecture for polyhedra of low topo-

logical genus. Dokl. Akad. Nauk, 358(6):743–746, 1998.

[Sab98c] I.Kh. Sabitov. The volume as a metric invariant of polyhedra. Discrete Comput.

Geom., 20(4):405–425, 1998.

[Sab01] I.Kh. Sabitov. Calculation of polyhedra. Dokl. Akad. Nauk, 377(2):161–164,

2001.

[Sab02] I.Kh. Sabitov. Algorithmic solution of the problem of the isometric realiza-

tion of two-dimensional polyhedral metrics. Izv. Ross. Akad. Nauk Ser. Mat.,

66(2):159–172, 2002.

[Sau35] R. Sauer. Infinitesimale Verbiegungen zueinander projektiver Fläschen. Math.
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NOUVELLES APPROCHES

DE LA PROPRIÉTÉ (T) DE KAZHDAN

par Alain VALETTE

INTRODUCTION

La propriété(T) pour un groupe localement compact G est une forme de rigiditéde G

en théorie des représentations : il est impossible de déformer la représentation triviale de

dimension 1 de G parmi les représentations unitaires de G. Elle a étédégagée en 1967 par

D. Kazhdan [35], qui s’intéressait àdes variétés riemanniennes M localement symétriques,

irréductibles, de rang au moins 2, de volume øni. En d’autres termes, M = Γ\G/K , oùG

est un groupe de Lie simple àcentre øni, de rang réel ≥ 2, K est un sous-groupe compact

maximal de G, et Γ est un réseau sans torsion de G. Les principaux résultats de l’article

de Kazhdan sont les suivants :

• Le groupe fondamental Γ = π 1(M) est de type øni (quand M n’est pas compact,

ce résultat est loin d’être trivial !).

• Le premier nombre de Betti b 1(M) = dimRHom(Γ, R) est nul.

Le principal mérite de Kazhdan est d’avoir vu que ces deux propriétés de M dépendent

en fait de la structure des représentations unitaires du groupe de Lie G ambiant (voir les

Théorèmes 1 et 2 ci-dessous pour les énoncés précis).

La propriété(T) a trouvéune série d’applications, qui vont de la théorie des graphes à

la théorie ergodique (voir [15]). J’en isolerai une seule : le théorème de Margulis sur les

sous-groupes normaux des réseaux Γ en rang ≥ 2 (voir [38], Theorem 4.9) : un sous-groupe

normal N ⊳ Γ est soit central dans G (et donc øni), soit d’indice øni dans Γ. Pour cela,

on montre que, si N est inøni, alors Γ/N est moyennable. Or Γ/N a aussi la propriété

(T) (car Γ l’a), et un groupe dénombrable, qui est moyennable et a la propriété(T), est

nécessairement øni 1. Æma connaissance, toutes les preuves connues de ce résultat passent

par la propriété(T).

Pour la preuve, voir l’Exemple 1 de la section 1. Il est important que la preuve ne puisse pas être

eœective, puisque Γ est résiduellement øni, donc admet des quotients ønis arbitrairement grands.
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Le texte se présente comme suit : après un résumé de l’article original de Kazhdan

[35] au chapitre 1, nous introduisons au chapitre 2 la caractérisation cohomologique de

la propriété (T). Les résultats récents mentionnés dans ce texte sont quasiment tous

des conséquences de la caractérisation cohomologique : actions par diœéomorphismes du

cercle (section 2.4 et Théorème 5), caractérisation de la propriété(T) par l’annulation de

la 1-cohomologie réduite (section 3.1), lien avec les applications harmoniques et preuve

de la propriété (T) pour Sp(n, 1) (section 3.2), non invariance de la propriété (T) par

quasi-isométries (section 3.3), critère spectral pour la propriété(T) (chapitre 4).

La propriété(T) de Kazhdan a étéexposée chez Bourbaki dans l’exposé343 de Delaroche-

Kirillov [16], et partiellement dans l’exposé778 de Pansu [41]. Les progrès depuis 1993 ont

ététels que j’ai dûme livrer àdes choix : faute de temps ou faute de goût, j’ai choisi de ne

pas parler du lien entre propriété(T) et génération bornée (Shalom [49]), de l’invariance

par équivalence mesurée de la propriété(T) (Furman [21]), de l’industrie des constantes de

Kazhdan (voir les références chez Gelander-Zuk [23]), ou des groupes aléatoires (Gromov

[26], Zuk [55]) - ce dernier aspect devrait faire l’objet d’un prochain Séminaire Bourbaki

par É. Ghys.

1. DÉFINITIONS ET EXEMPLES DE BASE

Soient G un groupe localement compact, et π une représentation unitaire, fortement

continue, de G sur un espace de Hilbert H π.

DÉFINITION 1.¯ La représentation π possède presque des vecteurs invariants si, pour

tout ǫ > 0 et toute partie compacte K ⊂ G, il existe un vecteur ξ ∈ H π tel que

max
g∈K

‖π(g)ξ − ξ‖ < ǫ‖ξ‖.

Exemple 1 : 1) Soit G un groupe compact. Toute représentation π de G qui possède

presque des vecteurs invariants, possède des vecteurs invariants non nuls. En eœet, soit ξ

un vecteur-unitéde H π tel que

max
g∈G

‖π(g)ξ − ξ‖ < 1.

Posons η =
∫

G
π(g)ξ dg, oùdg désigne la mesure de Haar normalisée sur G. Le vecteur

η est clairement invariant. Pour montrer qu’il est non nul, on remarque que ‖η − ξ‖ =

‖
∫

G
(π(g)ξ − ξ)dg‖ < 1. Comme ‖ξ‖ = 1, on a η 6= 0.

2) Notons λ G la représentation régulière gauche du groupe localement compact G sur

l’espace de Hilbert L 2(G). D’une part, on observe que λ G a des vecteurs invariants non nuls

si et seulement si G est compact. D’autre part, c’est un résultat classique de Hulanicki [33]

et Reiter [45] que λ G a presque des vecteurs invariants si et seulement si G est moyennable.
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Donc, si G est moyennable non compact (par exempleG = Z), la représentation λ G fournit

un exemple de représentation ayant presque des vecteurs invariants, mais sans vecteur

invariant non nul.

DÉFINITION 2.¯ Un groupe localement compact G a la propriété (T), ou est un groupe

de Kazhdan, si toute représentation de G qui possède presque des vecteurs invariants,

possède des vecteurs invariants non nuls.

L’Exemple 1 montre d’une part que les groupes compacts ont trivialement la propriété

(T), d’autre part que les groupes moyennables non compacts n’ont pas la propriété (T)

(ceci a étéévoquédans l’introduction).

Les principales propriétés structurelles des groupes de Kazhdan sont rassemblées dans

le résultat suivant, dûàKazhdan [35] (voir aussi [16], [15]).

THÉORÈME 1.¯ Soit G un groupe de Kazhdan.

i) G est compactement engendré.

ii) Le quotient G/[G,G] de G par l’adhérence du sous-groupe des commutateurs est

compact.

iii) Si H est un sous-groupe ferméde co-volume øni dans G, alors H est un groupe

de Kazhdan.

En particulier, soit Γ un réseau dans G, c’est-à-dire un sous-groupe discret de co-volume

øni dans G. Si G a la propriété (T), le Théorème 1 implique que Γ, ainsi que tous ses

sous-groupes d’indice øni, sont øniment engendrés avec un abélianiséøni.

Exemple 2 : Voyons comment cette remarque peut être exploitée pour montrer que certains

groupes classiques n’ont pas la propriété(T). D’abord, le groupe libre F n sur n générateurs

(n ≥ 1) n’a pas la propriété(T) car son abélianiséest inøni. Ensuite, SL 2(Z) n’a pas la

propriété(T) car il contient un sous-groupe libre d’indice øni (noter que l’abélianiséde

SL2(Z) est øni !). Enøn, SL 2(R) n’a pas la propriété(T) car il contient SL 2(Z) comme

réseau.

Les principaux exemples de groupes de Kazhdan sont donnés par le résultat suivant, dû

àKazhdan [35] en rang ≥ 3, et complétéen rang 2 par Delaroche-Kirillov [16], Vaserstein

[51], et Wang [53]. Un corps local est un corps commutatif localement compact non discret

(penser àR, C , Q p et aux corps de séries de Laurent sur les corps ønis).

THÉORÈME 2.¯ Soit K un corps local. Soit G un groupe algébrique connexe, presque

simple sur K , avec K − rang(G ) ≥ 2. Le groupe G = G (K ) des K -points de G possède la

propriété(T).

Exemple 3 : 1) Les groupes SL n(K ) (n ≥ 3) et Sp 2n(K ) (n ≥ 2), ont la propriété(T).

2) Les groupes discrets SL n(Z) (n ≥ 3) et Sp 2n(Z) (n ≥ 2), qui sont des réseaux res-

pectivement dans SL n(R) et Sp 2n(R), ont la propriété(T).
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Les Théorèmes 1 et 2 impliquent les propriétés des variétés riemanniennes localement

symétriques qui ont étémentionnées dans l’introduction.

Le cas des groupes de rang 1 réserve une surprise : la situation n’est pas la même selon

que le corps K est archimédien ou pas. Nous verrons au Corollaire 1 que toute action d’un

groupe de Kazhdan sur un arbre possède un sommet øxe ou une arête øxe. Or, si K est un

corps local non archimédien et G un K -groupe algébrique connexe, presque simple avec

K − rang(G) = 1, le groupe G (K ) agit proprement sur un arbre (àsavoir son immeuble

de Bruhat-Tits, voir [8]). Donc G (K ) n’a pas la propriété(T).

Considérons maintenant le cas archimédien. D’après la classiøcation de Cartan (voir

[32]), les groupes de Lie simples, connexes, de rang réel 1 sont localement isomorphes

soit àSO(n, 1), soit àSU(n, 1), soit àSp(n, 1) (avec chaque fois n ≥ 2), soit enøn à

F4(−20). Géométriquement, on réalise ces groupes comme groupes d’isométries des espaces

hyperboliques de dimension n respectivement sur R, sur C , sur l’algèbre H des quaternions

de Hamilton, ou sur l’algèbre Cay des octaves de Cayley (avec n = 2 dans ce dernier cas).

Le résultat suivant est dû à Kostant [36]. Nous esquisserons une preuve de la seconde

moitiéàla section 3.2.

THÉORÈME 3.¯ Soit G un groupe de Lie simple, connexe, de rang réel 1.

i) Si G est localement isomorphe àSO(n, 1) ou àSU(n, 1) (n ≥ 2), alors G n’a pas la

propriété(T).

ii) Si G est localement isomorphe àSp(n, 1) (n ≥ 2) ou àF 4(−20), alors G a la propriété

(T).

Le groupe Sp(n, 1) et ses réseaux exhibent un curieux mélange de rigiditéet de non

rigidité. Certains caractères les rapprochent des groupes de rang supérieur (propriété(T),

super-rigidité, voir [13], [28]). D’autres attributs les rattachent au rang 1 (hyperbolicité

des réseaux co-compacts [27], non-isolement de la représentation triviale parmi les repré-

sentations uniformément bornées, voir [14]).

Ces propriétés antagonistes ont été exploitées : construction d’une inønité non dé-

nombrable de groupes de torsion non moyennables, par Gromov [27] ; construction de

C∗-algèbres non équivalentes en K-théorie àdes algèbres nucléaires, par Skandalis [50].

2. 1-COHOMOLOGIE ET ACTIONS AFFINES

2.1. Déønitions

Soit π une représentation unitaire du groupe localement compact G.

DÉFINITION 3.¯ a) L’espace des 1-cocycles àvaleurs dans π est

Z1(G, π) = {b : G→ Hπ : b continu, b(gh) = π(g)b(h) + b(g)∀g, h ∈ G}.
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b) L’espace des 1-cobords àvaleurs dans π est

B1(G, π) = {b ∈ Z1(G, π) : ∃ξ ∈ Hπ : b(g) = π(g)ξ − ξ, ∀g ∈ G}.

c) Le groupe de 1-cohomologie àcoeŒcients dans π est le quotient

H1(G, π) = Z1(G, π)/B1(G, π).

d) Munissons Z 1(G, π) de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. Le

groupe de 1-cohomologie réduite àcoeŒcients dans π est le quotient

H1(G, π) = Z1(G, π)/B1(G, π),

oùB 1(G, π) désigne la fermeture de B 1(G, π).

Ces notions s’interprètent en termes d’actions isométriques aŒnes de G sur H π.

• Si b : G → H π est une application continue, associons àb(g) l’isométrie aŒne de

Hπ :

α(g)v = π(g)v + b(g) (v ∈ Hπ).

L’application b est un 1-cocycle si et seulement si α(gh) = α(g)α(h) pour tous

g, h ∈ G, c’est-à-dire si α est une action isométrique aŒne de G, de partie li-

néaire π.

• Le 1-cocycle b est un 1-cobord si et seulement si l’action aŒne α possède un point

øxe, c’est-à-dire si α est conjuguée àπ par une translation. Le lemme du centre

(voir [15]) dit qu’un cocycle b est un cobord si et seulement si b est bornécomme

fonction sur G.

• H1(G, π) = 0 si et seulement si toute action isométrique aŒne de partie linéaire

π possède un point øxe.

• H1(G, π) = 0 si et seulement si toute action isométrique aŒne de partie linéaire

π possède presque des points øxes.

Les trois sections suivantes sont consacrées àdes exemples oùapparaissent naturelle-

ment des représentations ayant de la 1-cohomologie non nulle.

2.2. Représentations ayant presque des vecteurs invariants

Si π est une représentation unitaire de G, nous notons ∞π la somme directe hilber-

tienne d’une inønitédénombrable de copies de π.

PROPOSITION 1.¯ Soit G un groupe localement compact σ-compact. Soit π une repré-

sentation de G, possédant presque des vecteurs invariants, mais pas de vecteur invariant

non nul. Alors H 1(G,∞π) 6= 0.
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Preuve : Soit (K n)n≥1 une suite croissante de parties compactes, recouvrant G. Comme π

possède presque des vecteurs invariants, on trouve une suite (ξ) n≥1 de vecteurs de norme 1

dans H π tels que

max
g∈Kn

‖π(g)ξn − ξ‖ < 2−n

pour tout n ≥ 1. On pose alors, pour g ∈ G :

b(g) =

∞⊕

n=1

n(π(g)ξn − ξn).

Cette somme converge dans H π ⊕Hπ ⊕ . . ., uniformément sur tout compact de G. On a

donc b ∈ Z 1(G,∞π). Pour montrer que b n’est pas un cobord, montrons que b n’est pas

borné sur G. Si b était borné par une constante R, on aurait pour tout n ≥ 1 et tout

g ∈ G :

n‖π(g)ξn − ξn‖ ≤ R.

Prenons n assez grand pour avoir, pour tout g ∈ G :

‖π(g)ξn − ξn‖ ≤ 1

c’est-à-dire
1

2
≤ Re〈π(g)ξn|ξn〉.

Notons alors C l’enveloppe convexe fermée de π(G)ξ n dans H π : elle est invariante par

π(G), et pour tout η ∈ C on a 1
2
≤ Re〈η|ξn〉. L’unique vecteur de norme minimale dans

C est donc non nul, et invariant par π(G), ce qui contredit nos hypothèses. �

2.3. Actions sur des arbres

Soit X un arbre. Notons V l’ensemble des sommets, et d(x, y) la distance entre les

sommets x et y de X . Notons encore E l’ensemble des arêtes de X , et E l’ensemble des

arêtes orientées : chaque arête géométrique e ∈ E apparaît avec deux orientations opposées

e+, e− ∈ E . Notons H X l’espace des fonctions antisymétriques et àcarrésommable sur E :

HX = {ξ ∈ ℓ2(E ) : ξ(e+) = −ξ(e−), ∀e ∈ E}.

Si G est un groupe localement compact agissant par automorphismes sur X , on note σ X

la représentation correspondante de G sur H X .

PROPOSITION 2.¯ Si G ne øxe ni sommet ni arête de X , alors H 1(G, σX) 6= 0.

Preuve : Déønissons une application c : V × V → H X : pour x, y ∈ V, e + ∈ E , on pose

c(x, y)(e+) = 0 si e+ n’est pas sur l’unique géodésique joignant x ày, et sinon :

c(x, y)(e+) =

{

1 si e+ pointe de x vers y ;

−1 si e+ pointe de y vers x.
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L’application c est G-équivariante :

c(gx, gy) = σX(g)(c(x, y)) (g ∈ G; x, y ∈ V ).

Comme les triangles dans un arbre sont dégénérés (ce sont des tripodes), l’application c

vériøe la relation de Chasles :

c(x, y) + c(y, z) = c(x, z) (x, y, z ∈ V ).

Fixons alors un sommet de base x 0 dans V , et posons, pour g ∈ G :

b(g) = c(gx0, x0).

Grâce aux deux propriétés de c, on vériøe immédiatement que b : G→ H X est un 1-cocycle

àvaleurs dans σ X .

Raisonnons alors par contraposition, et supposons que H 1(G, σX) = 0. Le cocycle b est

donc bornésur G. Comme

‖c(x, y)‖2
2 = 2d(x, y)

pour tous x, y ∈ V , on en déduit que l’orbite de x 0 sous G est bornée. Un lemme élémen-

taire (Proposition 19 du Chapitre I de [47]) permet alors de conclure que G øxe soit un

sommet, soit une arête de X . �

2.4. Actions par diœéomorphismes sur le cercle

Notons S 1 le cercle-unitéde R 2 , paramétrépar la longueur d’arc. Notons H l’espace de

Hilbert des noyaux K àcarréintégrable sur S 1×S1 par rapport àla mesure de Lebesgue,

et antisymétriques : donc K(θ, φ) = −K(φ, θ), pour presque tout (θ, φ) ∈ S 1 × S1.

Notons Diœ
1+α
+ (S1) le groupe des diœéomorphismes de S 1 de classe 1 + α, avec α ≥ 0.

C’est le groupe des diœéomorphismes f du cercle, de classe C 1, tels que f ′ et (f −1)′

satisfont une condition de Hölder d’exposant α.

On fait agir Diœ 1+α
+ (S1) sur H au moyen de la représentation unitaire σ : pour

K ∈ H, g ∈ Diœ 1+α
+ (S1) :

(σ(g)K)(θ, φ) =
√

(g−1)′(θ)(g−1)′(φ)K(g−1.θ, g−1.φ).

Si Γ est un groupe et Φ : Γ → Diœ 1+α
+ (S1) un homomorphisme, notons σ Φ = σ ◦ Φ la

représentation unitaire correspondante de Γ sur H.

Considérons maintenant le noyau antisymétrique (mais pas àcarréintégrable !) donné

par :

F (θ, φ) =
1

2 tan( θ−φ
2

)
.

Pour g ∈ Γ, déønissons formellement

bΦ(g) = σΦ(g)F − F.
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En observant qu’au voisinage de la diagonale on a

(1) F (θ, φ) =
1

θ − φ
+ K0(θ, φ),

oùK 0 est un noyau continu, on démontre facilement le lemme suivant, dûàPressley et

Segal [43].

LEMME 1.¯ Pour α > 1
2
, la fonction b Φ(g) est à carré intégrable sur S 1 × S1 ; donc

bΦ : Γ → H déønit un 1-cocycle dans Z 1(Γ, σΦ). �

Notons ∆ la diagonale de S 1 ×S1. La terminologie suivante se justiøe par le fait que le

quotient de (S 1 × S1)\∆ par la volte (θ, φ) 7→ (φ, θ), s’identiøe àl’espace des géodésiques

du disque de Poincaré.

DÉFINITION 4.¯ Un courant géodésique est une mesure µ borélienne, positive, régulière

sur (S 1 × S1)\∆, telle que

µ([a, b] × [c, d]) = µ([c, d] × [a, b])

chaque fois que a, b, c, d sont quatre points distincts, cycliquement ordonnés sur S 1.

Exemple 4 : La mesure dµ 0(θ, φ) = dθ dφ

4 sin2( θΓφ
2

)
est un courant géodésique, invariant par

l’action par homographies de SU(1, 1) ≃ SL 2(R) sur S 1, vu comme bord du disque de

Poincaré.

PROPOSITION 3.¯ Soit α > 1
2

et Φ : Γ → Diœ 1+α
+ (S1). Si b Φ appartient àB 1(Γ, σΦ),

alors Φ(Γ) laisse invariant un courant géodésique µ, qui de plus satisfait :

(2) µ([a, a] × [b, c]) = 0

(3) µ([a, b) × (b, c]) = ∞

chaque fois que a, b, c sont trois points distincts, cycliquement ordonnés de S 1.

Preuve : Écrivons b Φ(g) = σΦ(g)K −K , pour K ∈ H. Comme b Φ est aussi donnépar

bΦ(g) = σΦ(g)F − F , on en tire, pour tout g ∈ Γ :

σΦ(g)(F −K) = F −K.

En d’autres termes :
√

(Φ(g)−1)′(θ)(Φ(g)−1)′(φ)(F −K)(Φ(g)−1.θ,Φ(g)−1.φ) = (F −K)(θ, φ).

En élevant au carré:

(Φ(g)−1)′(θ)(Φ(g)−1)′(φ)(F −K)2(Φ(g)−1.θ,Φ(g)−1.φ) = (F −K)2(θ, φ).

Ceci exprime l’invariance par Φ(Γ) du courant géodésique

dµ(θ, φ) = (F −K)2(θ, φ)dθ dφ.
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Comme µ est absolument continu par rapport àla mesure de Lebesgue dθ dφ, la propriété

(2) est immédiate. Pour vériøer la propriété(3), on utilise l’équation (1) et le fait que 1
θ−φ

n’est pas àcarréintégrable au voisinage de la diagonale ∆. �

Notons encore, sans démonstration, le résultat suivant, dûàA. Navas [40]. Il généralise

le fait classique qu’une homographie du cercle qui øxe 3 points, est l’identité.

PROPOSITION 4.¯ Soit h un homéomorphisme préservant l’orientation de S 1. Si h øxe

trois points de S 1 et laisse invariant un courant géodésique possédant les propriétés (2) et

(3), alors h est l’identitéde S 1. �

2.5. Théorème de Delorme-Guichardet

La caractérisation cohomologique suivante de la propriété(T) est due àDelorme [17]

et Guichardet [29].

THÉORÈME 4.¯ Soit G un groupe localement compact σ-compact. Les énoncés suivants

sont équivalents :

i) G a la propriété(T).

ii) Pour toute représentation unitaire π de G, on a H 1(G, π) = 0.

iii) Toute action isométrique aŒne de G sur un espace de Hilbert possède un point

øxe.

Æpropos de la preuve : L’équivalence (ii) ⇔ (iii) résulte des commentaires faits après

la Déønition 3. L’implication (ii) ⇒ (i) résulte de la Proposition 1. Pour la preuve de la

réciproque, voir par exemple [15], Chapitre 4. �

De la Proposition 2 découle alors immédiatement le résultat suivant, dûindépendam-

ment àAlperin [1] et Watatani [54].

COROLLAIRE 1.¯ Toute action d’un groupe de Kazhdan sur un arbre øxe un sommet

ou une arête. �

L’application suivante du Théorème de Delorme-Guichardet est un résultat récent de

A. Navas [40]. Il s’agit d’une nouvelle obstruction àla propriété(T) : essentiellement, un

groupe inøni de diœéomorphismes du cercle ne peut avoir la propriété(T). Ceci généralise

des résultats de Reznikov ([46], Théorème 1.7 du Chapitre 2). Dans le cas des réseaux dans

les groupes de Lie simples de rang au moins 2, on retrouve des résultats de Ghys [24] et

Burger-Monod [9] (toutefois valables sous une hypothèse de régularitéun peu plus faible).

THÉORÈME 5.¯ Soit α > 1
2
. Si Γ est un groupe dénombrable ayant la propriété (T),

et Φ : Γ → Diœ 1+α
+ (S1) est un homomorphisme, alors Φ(Γ) est un groupe cyclique øni.
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Étapes de la preuve :

˘ 1er pas : L’action de Φ(Γ) est libre. En eœet, soit x 0 ∈ S1, et soit g ∈ Γ tel que

Φ(g) øxe x 0. Nous devons montrer que Φ(g) est l’identité.

L’argument qui suit, aussi élégant qu’astucieux, est dûàD. Witte. On considère

l’application p : S 1 → S1 : z 7→ z3, vue comme un revêtement triple de S 1. La

théorie classique des revêtements fournit une extension centrale

0 → Z/3Z→ Γ̃
q
→ Γ → 1,

ainsi qu’un homomorphisme Φ̃ : Γ̃ → Diœ 1+α
+ (S1) qui relève Φ. D’une part, comme

Γ̃ a la propriété(T), le groupe Φ̃(Γ̃) laisse invariant un courant géodésique possé-

dant les propriétés (2) et (3). D’autre part, Z/3Z agit sur S 1 par multiplication par

les racines cubiques de l’unité, et les trois images inverses de g dans Γ̃ agissent sur

la øbre p −1(x0) par permutations cycliques. L’une d’entre elles, appelons-la g̃, øxe

donc chacun des trois points de p −1(x0). Par la Proposition 4, Φ̃(g̃) est l’identité

de S 1, donc Φ(g) également.

˘ 2ème pas : Φ(Γ) est abélien øni. Pour cela, on invoque un résultat classique de

Hölder : un groupe d’homéomorphismes préservant l’orientation de S 1, et agis-

sant librement sur S 1, est nécessairement abélien (voir par exemple [31], Théo-

rème 3.1.6). Comme Φ(Γ) est abélien et possède la propriété(T), Φ(Γ) est øni.

˘ 3ème pas : Φ(Γ) est cyclique. En eœet un sous-groupe øni F de Diœ 1+α
+ (S1) est

nécessairement cyclique : puisque F øxe la mesure 1
|F |

∑

g∈F g
∗(dθ), qui est équi-

valente à la mesure de Lebesgue dθ, le groupe F est conjugué àun sous-groupe

du øxateur de dθ. Mais celui-ci n’est autre que le groupe SO(2) des rotations, et

tout sous-groupe øni de SO(2) est cyclique.

Notons que, dans cette preuve, l’hypothèse α > 1
2

sert uniquement à invoquer le

lemme 1. �

Exemple 5 : Soit G le groupe de R.J. Thompson, déøni comme suit. C’est le groupe des

homéomorphismes f de R/Z, préservant l’orientation, linéaires par morceaux, tels que :

• f ′ a un nombre øni de points de discontinuité, en des rationnels dyadiques ;

• les pentes de f sont des puissances de 2 ;

• f(0) est un rationnel dyadique.

Le groupe G est un groupe simple, inøni, de présentation ønie. Ghys et Sergiescu [25] ont

démontréque G est conjuguéàun groupe de diœéomorphismes C ∞ de S 1, et ont demandé

si G a la propriété (T). Leur résultat, joint au Théorème 5, montre que la réponse est

négative. 2

Récemment, D. Farley [19] a montréun résultat plus fort : le groupe G de Thompson a la propriétéde

Haagerup, ou encore est a-T-menable au sens de Gromov, c’est-à-dire qu’il admet une action isométrique,

métriquement propre sur un espace de Hilbert aŒne. Pour des détails sur cette notion, voir [12].
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3. GROUPES COMPACTEMENT ENGENDRÉS

3.1. Un théorème de Shalom

Commençons par un exemple.

Exemple 6 : Soit Γ =
⊕

n∈N
Z/2Z la somme directe d’une inønitédénombrable de copies

du groupe àdeux éléments. D’une part, le groupe Γ n’est pas de type øni, donc n’a pas

la propriété(T). D’autre part, on vériøe aisément que, pour toute représentation unitaire

irréductible de Γ, c’est-à-dire tout caractère χ : Γ → {±1}, on a H 1(Γ, χ) = 0.

L’exemple 6 montre que, dans le théorème de Delorme-Guichardet (Théorème 4) on ne

peut pas se restreindre à l’annulation de la 1-cohomologie à coeŒcients dans les repré-

sentations irréductibles pour caractériser la propriété(T). Vershik et Karpuchev [52] ont

demandési, néanmoins, une telle caractérisation n’était pas possible pour les groupes à

génération compacte. La réponse - aŒrmative - est donnée par le résultat suivant, dû à

Y. Shalom ([48], Théorèmes 0.2 et 6.1).

THÉORÈME 6.¯ Soit G un groupe localement compact, compactement engendré, sépa-

rable. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) G a la propriété(T).

ii) Pour toute représentation unitaire π de G, on a H 1(G, π) = 0.

iii) Pour toute représentation unitaire irréductible σ de G, on a H 1(G, σ) = 0.

iv) Pour toute représentation unitaire irréductible σ de G, on a H 1(G, σ) = 0.

Parties faciles de la preuve : L’implication (i) ⇒ (iv) résulte du Théorème 4, si

l’on remarque qu’un groupe compactement engendré est σ-compact. L’implication (iv)

⇒ (iii) est triviale. L’implication (iii) ⇒ (ii) utilise la théorie de la réduction : comme

G est séparable, toute représentation unitaire de G peut s’écrire comme intégrale directe

de représentations irréductibles. On invoque alors un résultat de Guichardet ([30], Cha-

pitre 3, �2) : l’annulation de la 1-cohomologie réduite est préservée par intégrale directe.

Pour la preuve de l’implication (ii) ⇒ (i), øxons une partie génératrice compacte Q

de G. Si π est une représentation unitaire de G sur un espace de Hilbert H, on déønit une

fonction continue

δ : H → R+ : ξ 7→ max
g∈Q

‖π(g)ξ − ξ‖.

Le lemme suivant est l’ingrédient principal pour ønir la preuve du Théorème 6.

LEMME 2.¯ Supposons que π ait presque des vecteurs invariants, mais pas de vecteur
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invariant non nul. Pour tout M > 1, il existe un vecteur v M ∈ H tel que δ(v M) = 1 et

δ(u) > 1
2

pour tout u ∈ H tel que ‖u− v M‖ < M .

Preuve : On va montrer que, pour tout M > 1, il existe r > 0 et w M ∈ H tels que

δ(wM) = r
M

et δ(u) > r
2M

pour tout u ∈ H avec ‖u − w M‖ < r. Il suŒra alors de poser

vM = MwM

r
pour conclure.

En eœet, comme π possède presque des vecteurs invariants, on trouve d’abord un vecteur

w1 ∈ H tel que ‖w 1‖ > 1 et δ(w 1) = 1
2M

.

Si δ(u) > 1
4M

pour tout u ∈ H tel que ‖u − w 1‖ <
1
2
, alors r = 1

2
et wM = w1 font

l’aœaire.

Sinon, il existe u ∈ H tel que ‖u−w 1‖ <
1
2

et δ(u) ≤ 1
4M

. Par continuitéde δ, on trouve

w2 ∈ H tel que ‖w 2 − w1‖ <
1
2

et δ(w 2) = 1
4M

.

Si δ(u) > 1
8M

pour tout u ∈ H tel que ‖u − w 2‖ <
1
4
, alors r = 1

4
et wM = w2 font

l’aœaire.

Sinon, il existe u ∈ H tel que ‖u−w 2‖ <
1
4

et δ(u) ≤ 1
8M

. Par continuitéde δ, on trouve

w3 ∈ H tel que ‖w 3 − w2‖ <
1
4

et δ(w 3) = 1
8M

.

Cette construction par récurrence s’arrête en un nombre øni de pas. En eœet, dans

le cas contraire on construit une suite (w i)i≥1 dans H, telle que ‖w i+1 − wi‖ < 1
2i et

δ(wi+1) = 1
2i+1M

pour tout i ≥ 1. Cette suite est une suite de Cauchy dans H, elle converge

vers un vecteur w ∈ H, non nul (car ‖w 1‖ > 1) et tel que δ(w) = 0 (par continuitéde δ).

Donc w est øxe par tout élément de Q. Comme Q engendre G, le vecteur w est invariant

non nul, ce qui contredit notre hypothèse sur π. �

Idées pour ønir la preuve du Théorème 6 : Il reste à démontrer l’implication

(ii) ⇒ (i), ce qui se fait par contraposition. Si G n’a pas la propriété (T), on trouve

une représentation unitaire π de G, qui possède presque des vecteurs invariants mais pas

de vecteurs invariants non nuls. Par le lemme 2, pour tout m ∈ N on trouve un vecteur

vm tel que δ(v m) = 1 et δ(u) > 1
2

pour tout u dans la boule de rayon m centrée en v m.

Heuristiquement, la preuve consiste àconsidérer la suite des boules B m centrées en v m

et de rayon m, munies de la ´ restriction de l’action ˇ de G (bien sûr, les B m ne sont

pas G-invariantes, mais ´ presque ˇ : comme δ(v m) = 1, les éléments de Q déplacent très

peu le centre, par rapport au rayon). L’idée est d’extraire de cette suite une sous-suite

convergente dans l’espace des G-espaces métriques : l’espace-limite sera un espace de

Hilbert muni d’une action isométrique aŒne α de G, de partie linéaire σ. La condition

δ(u) > 1
2
, pour tout u dans la réunion des B m, montre que α n’a pas presque des points

øxes. Par l’interprétation de la 1-cohomologie réduite donnée àla section 2.1, on en tire

que H 1(G, σ) 6= 0.

Cette heuristique se coule en un argument d’analyse fonctionnelle classique, grâce àla

notion de fonction conditionnellement de type négatif. Une fonction continue ψ : G→ R +

est conditionnellement de type négatif si ψ(1) = 0, ψ(g) = ψ(g −1) pour tout g ∈ G, et
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pour tous n ∈ N , g 1, . . . , gn ∈ G;λ1, . . . , λn ∈ R tels que
∑n

i=1 λi = 0 :

n∑

i=1

n∑

j=1

λiλjψ(g−1
i gj) ≤ 0.

Les fonctions conditionnellement de type négatif sur G forment un cône convexe, fermé

pour la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de G. Si α est

une action isométrique aŒne de G sur un espace de Hilbert H, et v ∈ H, la fonction

ψ(g) = ‖α(g)v − v‖2 est conditionnellement de type négatif. Cet exemple est en fait

général : une construction de type Gelfand-Naimark-Segal (voir [15], chapitre 5) montre

qu’àtoute fonction ψ conditionnellement de type négatif sur G, on associe un espace de

Hilbert H ψ et une action isométrique aŒne α ψ de G sur H ψ, telle que l’orbite α ψ(G)(0)

engendre un sous-espace dense, et ψ(g) = ‖α ψ(g)(0)‖2. Shalom a montré (lemme 6.5

et corollaire 6.6 de [48]) que l’action α ψ ne possède pas presque des points øxes si et

seulement s’il existe ǫ > 0 tel que, pour tout n ∈ N , pour tous nombres réels positifs

a1, . . . , an avec
∑n

i=1 ai = 1, et tous g 1, . . . , gn ∈ G il existe g ∈ Q tel que :

(4)

n∑

i=1

n∑

j=1

aiaj(ψ(g−1
i ggj) − ψ(g−1

i gj)) ≥ ǫ.

Si ψ(g) = ‖α(g)v − v‖ 2, et u =
∑n

i=1 aiα(gi)v, l’équation (4) est équivalente à:

(5) ‖α(g)u− u‖ 2 ≥ ǫ.

Reprenons la preuve de l’implication (ii) ⇒ (i) du Théorème 6, en supposant le groupe

G discret 3. Posons ψ m(g) = ‖π(g)vm − vm‖
2 : la fonction ψ m est conditionnellement de

type négatif sur G (on voit l’action linéaire π comme une action aŒne). Tout élément

g ∈ G peut s’écrire comme un mot de longueur k sur Q∪Q −1 ; par inégalitétriangulaire,

on en tire

(6)
√

ψm(g) ≤ kδ(vm) = k.

La suite (ψ m)m>1 est donc bornée sur les parties ønies de G. Le théorème d’Ascoli-Arzela

permet d’extraire de cette suite une sous-suite convergeant vers une fonction condition-

nellement de type négatif ψ. Il reste àmontrer que α ψ n’a pas presque des points øxes.

Pour ce faire, nous allons montrer que l’inégalité (4) est satisfaite avec ǫ = 1
4
. Si ce

n’était pas le cas, on trouverait a 1, . . . , an ∈ [0, 1], avec
∑n

i=1 ai = 1, et g 1, . . . , gn ∈ G tels

que pour tous g ∈ Q :

n∑

i=1

n∑

j=1

aiaj(ψ(g−1
i ggj) − ψ(g−1

i gj)) <
1

4
.

Le cas général exige de raŒner le lemme 2, pour assurer que la famille de fonctions (g 7→ ‖π(g)v M −

vM‖)M>
est équicontinue sur les parties compactes de G.
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La même inégalitéest donc satisfaite par les fonctions ψ m, pour une inønitéd’indices m.

Par l’inégalité(5), elle se récrit, avec u m =
∑n

i=1 aiπ(gi)vm :

‖π(g)um − um‖
2 <

1

4

pour tout g ∈ Q, ou encore δ(u m) < 1
2
. Soit k tel que g 1, . . . , gn s’écrivent comme des

mots de longueur au plus k sur Q ∪ Q −1. Pour m > k, l’inégalité (6) montre que les

π(g1)vm, . . . , π(gn)vm sont dans la boule B m, et donc u m ∈ Bm. Mais le lemme 2 implique

alors que δ(u m) > 1
2

: en prenant m assez grand, on arrive ainsi àune contradiction. �

Shalom a aussi obtenu une conséquence remarquable du Théorème 6, ou plutôt de sa

preuve :

COROLLAIRE 2.¯ Tout groupe de Kazhdan dénombrable est quotient d’un groupe de Kazh-

dan de présentation ønie.

Preuve : Soit Γ un groupe de Kazhdan dénombrable. Comme Γ est de type øni, on peut

l’écrire comme quotient d’un groupe libre d’un certain rang m øni :

Γ = Fm/N.

Soit r 1, r2, . . . une énumération des éléments du sous-groupe normal N . Notons N n le sous-

groupe normal de F m engendrépar {r 1, . . . , rn}, et posons Γ n = Fm/Nn. On va montrer

qu’il existe n tel que Γ n a la propriété(T).

Si ce n’était pas le cas, on trouverait pour tout n une représentation unitaire π n de Γ n,

possédant presque des vecteurs invariants, mais sans vecteur invariant non nul. On voit

πn comme une représentation du groupe libre F m . Soit Q une base de F m . Le lemme 2

fournit, pour tout n, un vecteur v n dans l’espace de Hilbert de π n, tel que δ(v n) = 1 et

δ(u) ≥ 1
2

pour tout u dans la boule centrée en v n et de rayon n. Pour g ∈ F m , posons

ψn(g) = ‖πn(g)vn − vn‖
2. Comme dans la preuve du Théorème 6, on peut extraire de

la suite (ψ n)n≥1 une sous-suite qui converge ponctuellement sur F m vers une fonction

conditionnellement de type négatif ψ, telle que l’action isométrique aŒne α ψ n’a pas

presque des points øxes, et en particulier n’a pas de point øxe. D’autre part, la fonction

ψn s’annule sur N n, donc ψ s’annule sur N (qui est la réunion croissante des N n). Ceci

veut dire que l’action isométrique aŒne α ψ factorise par Γ, ce qui contredit la propriété

(T) pour Γ. �

Exemple 7 : Notons F p [X] (resp. F p((X))) l’anneau des polynômes (resp. le corps des

séries formelles) à coeŒcients dans le corps øni F p d’ordre p premier. Le groupe Γ =

SL3(Fp [X]) est isomorphe àΓ = SL 3(Fp [
1
X

]), lequel est un réseau dans SL 3(Fp((X))).

Par les Théorèmes 1 et 2, le groupe Γ a la propriété(T). D’autre part, Behr [4] a montré

que Γ n’est pas de présentation ønie 4. Un problème ouvert consiste àdécrire explicitement

Notons que, pour n ≥ 4, le groupe SLn(Fp [X ]) est de présentation ønie ! C’est un résultat de Rehmann

et Soulé[44].
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un groupe de Kazhdan de présentation ønie qui se surjecte sur Γ. Le groupe SL 3(Z[X]) se

qualiøe-t-il pour cela (àma connaissance, on ne sait pas si SL 3(Z[X]) est de présentation

ønie, ni s’il a la propriété(T)) ?

3.2. Propriété(T) et applications harmoniques

La possibilitéd’exploiter la théorie des applications harmoniques (et spécialement la

super-rigidité´ géométrique ˇ) pour établir la propriété (T) a déjà été discutée dans le

Séminaire Bourbaki 778 de P. Pansu [41]. Nous allons commencer par exposer un résultat

non publié de Y. Shalom, qui lie la propriété (T) d’un groupe G aux applications har-

moniques àvaleurs dans un espace de Hilbert, G-équivariantes par rapport àune action

aŒne isométrique de G.

DÉFINITION 5.¯ Soit G un groupe localement compact, et K un sous-groupe compact.

a) La paire (G,K) est une paire de Gelfand si l’algèbre de convolution C c(G//K) des

fonctions continues, K-bi-invariantes, àsupport compact, est commutative.

b) Si (G,K) est une paire de Gelfand, une représentation unitaire irréductible π de G

est sphérique si elle admet des vecteurs K-øxes non nuls 5.

Pour les représentations sphériques, Delorme [17] a obtenu un résultat d’annulation de

la 1-cohomologie :

THÉORÈME 7.¯ Soit (G,K) une paire de Gelfand. Si π est une représentation sphé-

rique non triviale de G, alors H 1(G, π) = 0. �

Voici alors le résultat de Shalom.

THÉORÈME 8.¯ Soit (G,K) une paire de Gelfand, oùG est un groupe de Lie connexe

avec G/[G,G] compact. Si G n’a pas la propriété(T), il existe une application F harmo-

nique, non constante, G-équivariante de G/K vers un espace de Hilbert H muni d’une

action isométrique aŒne de G.

Preuve : Commençons par construire l’application F . Comme G n’a pas la propriété

(T), par le Théorème 6 il existe une représentation unitaire irréductible π de G, sur un

espace de Hilbert H, telle que H 1(G, π) 6= 0. Comme G/[G,G] est compact, π n’est

pas la représentation triviale de dimension 1. Soit b ∈ Z 1(G, π) un cocycle qui n’est

pas un cobord ; notons α l’action isométrique aŒne de G sur H associée à b. Comme

K a la propriété (T) (ou simplement en moyennant sur K par rapport à la mesure de

Haar dk normalisée) on trouve un point v 0 ∈ H øxe par α(K). On peut alors considé-

rer l’application orbitale F̃ : G → H : g 7→ α(g)(v0), qui factorise en une application

Dans ce cas, l’espace des vecteurs K-øxes est de dimension 1.
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F : G/K → H : gK 7→ α(g)(v0) non constante, G-équivariante. Nous allons montrer en

trois pas que F est harmonique.

¯ 1er pas : Le point v 0 est l’unique point de H øxé par α(K). En eœet, s’il existait

un deuxième point v 1 øxe par α(K), le vecteur non nul v 0 − v1 serait øxe par la partie

linéaire π(K), et π serait sphérique, ce qui contredirait le Théorème 7.

¯ 2ème pas : Pour tous g, h ∈ G, on a
∫

K
F̃ (gkh) dk = F̃ (g). En eœet, pour tout

v ∈ H, on a, par le premier pas :
∫

K
α(k)v dk = v0 (car le membre de gauche est øxe par

α(K)). Donc :
∫

K

F̃ (gkh) dk = α(g)

∫

K

α(k)α(h)v0 dk = α(g)v0 = F̃ (g).

Pour x 0 = g0K et x des points de G/K , on peut récrire :

(7)

∫

K

F (g0kg
−1
0 x) dk = F (x0),

qui veut dire que la moyenne de F sur toute orbite du øxateur de x 0 est égale àla valeur

de F en x 0 (on est donc très proche de la caractérisation des fonctions harmoniques par

la propriétéde la moyenne).

¯ 3ème pas : Pour u ∈ H, posons F̃u(g) = 〈F̃ (g)|u〉 et Fu(x) = 〈F (x)|u〉. Montrons

que F est harmonique au sens fort, c’est-à-dire que D(F u) = 0 pour tout u ∈ H et tout

opérateur D sur C ∞(G/K), G-invariant, nul sur les constantes. Reprenons l’équation (7) :

pour tout g 0 ∈ G, la fonction x 7→
∫

K
Fu(g0kg

−1
0 x) dk est constante, donc par G-invariance

de D :

0 = D(

∫

K

Fu(g0kg
−1
0 x) dk) =

∫

K

(DFu)(g0kg
−1
0 x) dk;

pour x = x 0, on en tire (DF u)(x0) = 0, donc DF u est identiquement nulle. �

Pour faire le lien entre propriété(T) et super-rigiditégéométrique, énonçons un résultat

de J. Jost [34].

THÉORÈME 9.¯ Soit X un espace riemannien symétrique irreductible du type non com-

pact, distinct de l’espace hyperbolique réel H n(R) ou complexe H n(C ) ; soit Γ un réseau

co-compact du groupe des isométries de X . Soit N une variété riemannienne complète

simplement connexe, àcourbure sectionnelle négative (≤ 0), éventuellement de dimension

inønie, sur laquelle Γ agit par isométries. Soit F : X → N une application harmonique

Γ-équivariante. Ou bien F est constante, ou bien F est (après multiplication de la mé-

trique de N par un scalaire positif ) un plongement isométrique totalement géodésique.

L’exemple le plus simple de variété riemannienne complète, simplement connexe, à

courbure sectionnelle négative, qui soit de dimension inønie, est évidemment un espace

de Hilbert. Dans ce cas, l’application F du Théorème 9 ne peut pas être un plongement

isométrique totalement géodésique. Donc F est constante. Nous voyons que le Théorème 9,
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combinéau Théorème 8, fournit une preuve (plutôt coûteuse) de la propriété(T) pour les

groupes de Lie simples connexes de centre øni, non localement isomorphes àSO(n, 1) ou

SU(n, 1).

Terminons cette section en expliquant une preuve récente, due à M. Gromov ([26],

3.7.D ′), de la propriété (T) pour les groupes Sp(n, 1) et F 4(−20), de rang réel 1 (voir

Théorème 3(ii)).

Soit X un espace riemannien symétrique irréductible de rang 1 de type non compact :

X est donc un espace hyperbolique H n(K ) de dimension n sur K , avec K = R, C , H ou

Cay (et n = 2 dans ce cas).

Fixons quelques notations. G est la composante connexe du neutre du groupe des

isométries de X ; K est un sous-groupe compact maximal de G, et x 0 ∈ X un point dont le

øxateur dans G est exactement K . On pose encore d = dim R(K ), m1 = d(n−1), m2 = d−1

(m1, m2 sont les paramètres du groupe nilpotent qui apparaît dans la décomposition

d’Iwasawa de G).

Notons r la distance géodésique de x àx 0 dans X . Une fonction f àvaleurs réelles sur

X est radiale si elle ne dépend que de r, c’est-à-dire s’il existe une autre fonction φ telle

que f(x) = φ(r). Normalisons la métrique de sorte que l’inclusion H n−1(K ) →֒ H n(K ) soit

un plongement isométrique totalement géodésique. Le laplacien sur une fonction radiale

f(x) = φ(r) est alors donnépar l’expression

(8) ∆f = −φ ′′ −m(r)φ′,

oùm(r) = m 1 coth r + 2m2 coth 2r (voir [18]).

J’ai eu besoin du lemme suivant pour comprendre la page 37 de [26].

LEMME 3.¯ Soit F une application G-équivariante de X vers un espace de Hilbert H

muni d’une action isométrique aŒne de G, telle que F (x 0) = 0. Alors :

i) Si F est non constante, il existe une constante λ > 0 telle que λF est localement

isométrique, c’est-à-dire λ‖dF x(Y )‖ = ‖Y ‖ pour tous x ∈ X, Y ∈ T xX .

ii) Pour tout x ∈ X , on a Re〈∆F (x)|F (x)〉 ≥ 0.

Preuve du point (i) : Notons π la partie linéaire de l’action aŒne de G sur H. La

diœérentielle dF x0 est un opérateur d’entrelacement entre la représentation d’isotropie de

K sur T x0X et la restriction de π àK . Les deux formes quadratiques sur T x0 :

Y 7→ ‖Y ‖2; Y 7→ ‖dFx0(Y )‖2

sont K-invariantes. Comme la représentation d’isotropie est irréductible, le lemme de

Schur assure que ces deux formes quadratiques sont proportionnelles : il existe λ > 0 tel

que λ‖dF x0(Y )‖ = ‖Y ‖ pour tout Y ∈ T x0X . La transitivitéde l’action de G sur X , et

la G-équivariance de F , permettent de conclure. �
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La preuve du point (ii) est plus calculatoire, et réutilise le Théorème 7 ; pour les détails,

voir [5], 3.6.18.

L’idée de Gromov pour établir la propriété(T) pour Sp(n, 1) et F 4(−20) est d’étudier la

croissance des applications G-équivariantes X → H et de montrer que, parmi celles-ci, les

applications harmoniques ont la croissance la plus rapide. La proposition suivante résume

les idées de [26], 3.7.D ′.

PROPOSITION 5.¯ Soit F : X → H une application G-équivariante, localement iso-

métrique, avec F (x 0) = 0. Soit φ la fonction sur R + déønie par φ(r) = ‖F (x)‖ 2. Alors,

pour r → ∞ :

φ(r) ≤
2 dimX

m1 + 2m2
r + o(r),

avec égalitési F est harmonique.

Preuve : Si M est une variétériemannienne et h : M → H est une application vers un

espace de Hilbert, un calcul facile montre que, pour x ∈M :

(9) ∆‖h‖ 2(x) = 2Re〈∆h(x)|h(x)〉 − 2‖dhx‖
2
HS,

où‖dh x‖HS =
√

Tr((dhx)∗dhx) est la norme de Hilbert-Schmidt de la diœérentielle dh x.

En particulier, si h est localement isométrique, on a ‖dh x‖
2
HS = dimM .

Appliquons ceci avec M = X, h = F . En combinant les équations (8) et (9), on obtient :

φ′′ +m(r)φ′ = −2Re〈∆F (x)|F (x)〉 + 2 dimX;

c’est une équation diœérentielle ordinaire du second ordre en φ, qu’on peut résoudre par la

méthode de variation des constantes. Comme Re〈∆F (x)|F (x)〉 ≥ 0 (voir le lemme 3 (ii)),

la solution φ sera dominée par la solution de l’équation obtenue en annulant le terme

−2Re〈∆F (x)|F (x)〉. Un calcul direct donne alors le résultat. �

La constante 2 dimX
m1+2m2

se calcule aisément dans les diœérents cas :

X 2 dimX
m1+2m2

H n(R) 2 + 2
n−1

H n(C ) 2

H n(H ) 2 − 2
2n+1

H 1(Cay) 8
7

H 2(Cay) 16
11
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On voit ici la principale diœérence entre les quatre familles d’espaces hyperboliques.

Pour H n(R), la constante 2 dimX
m1+2m2

décroît avec la dimension ; pour H n(C ) elle ne dépend

pas de la dimension ; pour H n(H ) ou H n(Cay), elle augmente avec la dimension.

Preuve du Théorème 3 (ii) : Nous voulons montrer que, pour n ≥ 2, le groupe G =

Sp(n, 1) a la propriété(T). Supposons par l’absurde qu’il ne l’a pas. Par le Théorème 8,

il existe une application G-équivariante, harmonique, non constante, F de X = H n(H )

vers un espace de Hilbert. Quitte à conjuguer l’action aŒne de G par une translation,

nous pouvons supposer F (x 0) = 0 ; par le lemme 3 (ii), nous pouvons supposer que F est

localement isométrique.

Soit φ(r) = ‖F (x)‖ 2. L’idée est de restreindre F à une droite hyperbolique quater-

nionienne L = H 1(H ) passant par x 0 ; le groupe d’isométries de L est G ′ = Sp(1, 1).

La restriction F | L est localement isométrique, G ′-équivariante (mais pas nécessairement

harmonique). Comme L est totalement géodésique dans X , on a ‖F | L(x)‖
2 = φ(r) pour

x ∈ L. Par deux applications de la Proposition 5, on a, pour r → ∞ :

φ(r) ≤
4

3
r + o(r) < (2 −

2

2n + 1
)r + o(r) = φ(r),

ce qui est une contradiction. La preuve pour F 4(−20) est tout àfait semblable. �

3.3. Extensions centrales

Nous allons exposer ici la preuve de Shalom d’un résultat de Serre (voir [15], Théo-

rème 12 du Chapitre 2), qui permet de relever la propriété(T) àdes extensions centrales.

Le lemme suivant est facile.

LEMME 4.¯ Soit Z un sous-groupe fermécentral du groupe localement compact G. Soit π

une représentation unitaire irréductible de G. Si la restriction de π àZ est non triviale,

alors H 1(G, π) = 0.

Preuve : Par le lemme de Schur, il existe un caractère χ : Z → S 1 tel que π(z) = χ(z)Id

pour tout z ∈ Z . Soit z 0 ∈ Z tel que χ(z 0) 6= 1. Soit b ∈ Z 1(G, π) ; montrons que b est un

cobord. Pour g ∈ G, la relation de cocycle donne :

π(g)b(z0) + b(g) = b(gz0) = b(z0g) = χ(z0)b(g) + b(z0)

ou encore :

b(g) = π(g)(
b(z0)

χ(z0) − 1
) −

b(z0)

χ(z0) − 1
,

donc b ∈ B 1(G, π). �

THÉORÈME 10.¯ Soit G un groupe localement compact, compactement engendré, sépa-

rable. On suppose de plus que l’abélianiséséparéG/[G,G] est compact. Soit Z un sous-

groupe fermécentral de G. Si G/Z a la propriété(T), alors G l’a également.
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Preuve : Par le Théorème 6, il suŒt de montrer que, si π est une représentation unitaire

irréductible de G, alors H 1(G, π) = 0. Si π est non triviale sur Z , cela résulte du lemme 4.

Supposons donc π triviale sur Z , et voyons π comme une représentation de G/Z . Soit

b ∈ Z1(G, π). Si la restriction de b àZ est identiquement nulle, alors b factorise par G/Z ,

et la propriété(T) pour G/Z assure que b est un cobord.

Il reste à montrer que b doit s’annuler sur Z . Si ce n’était pas le cas, on trouverait

z0 ∈ Z tel que b(z 0) 6= 0 et donc, pour tout g ∈ G :

π(g)b(z0) + b(g) = b(gz0) = b(z0g) = b(g) + b(z0),

ou encore

π(g)b(z0) = b(z0).

La représentation π admet donc un vecteur øxe non nul. Comme elle est irréductible, cela

implique que π est la représentation triviale en dimension 1, et que b est un homomor-

phisme continu de G vers C . Comme G/[G,G] est compact, b doit être identiquement nul,

ce qui contredit notre hypothèse b(z 0) 6= 0. �

Du Théorème 10, on déduit immédiatement :

COROLLAIRE 3.¯ Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe, et Γ un réseau dans

G. Notons G̃ le revêtement universel de G, et Γ̃ l’image inverse de Γ dans G.

i) G a la propriété(T) si et seulement si G̃ l’a ;

ii) Γ a la propriété(T) si et seulement si Γ̃ l’a. �

Ce Corollaire montre que, pour les groupes de Lie semi-simples, la propriété(T) est un

invariant d’isomorphisme local 6.

Le Corollaire 3 est spécialement intéressant pour un groupe de Lie G simple, àgroupe

fondamental cyclique inøni 7 : si le rang réel de G est ≥ 2, alors G̃ est un exemple de groupe

de Kazhdan àcentre inøni. C’est le cas pour G = Sp 2n(R) (n ≥ 2), G = SU(p, q) (2 ≤

p ≤ q), G = SO(2, m) (m ≥ 3), . . .

Exploitons cette dernière remarque pour donner une réponse - négative - àune question

posée dans [15] : pour les groupes de type øni, la propriété(T) n’est pas un invariant de

quasi-isométrie. Il est diŒcile d’attribuer ce résultat avec précision : au printemps 2000,

plusieurs exemples ont surgi un peu partout. . . Je dirai simplement que la construction

suivante m’a étéexpliquée par C. Pittet.

PPROPOSITION 6.¯ Soit Γ un réseau co-compact dans un groupe de Lie G simple, de

Ceci est faux pour les groupes de Lie quelconques : penser au cercle et àla droite réelle !
On sait que ceci se produit exactement quand l’espace symétrique associéàG est un domaine her-

mitien symétrique irréductible.
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rang réel au moins 2, à groupe fondamental cyclique inøni. Soit G̃ le revêtement uni-

versel de G, et Γ̃ l’image inverse de Γ dans G̃. Le groupe Γ̃, qui a la propriété (T), est

quasi-isométrique au groupe Γ × Z, qui n’a pas la propriété(T).

Preuve : Par le Corollaire 3, le groupe Γ̃ a la propriété(T), et bien sûr le groupe Γ × Z

ne l’a pas.

Soit G = ANK une décomposition d’Iwasawa de G, avec K un sous-groupe compact

maximal. Munissons G/K de sa structure riemannienne d’espace riemannien symétrique,

et G, K de structures riemanniennes invariantes à gauche ; relevons ces dernières aux

revêtements universels G̃ et K̃ . Le groupe Γ̃ agit librement, isométriquement, avec quotient

compact, sur G̃ : les espaces métriques Γ̃ et G̃ sont donc quasi-isométriques. De même,

Γ×Z agit proprement isométriquement, avec quotient compact, sur G/K× K̃ : les espaces

métriques Γ × Z et G/K × K̃ sont donc quasi-isométriques.

Il suŒt alors de montrer que G̃ et G/K × K̃ sont quasi-isométriques. Et pour ce faire,

il suŒt de s’assurer que G et G/K ×K sont bi-Lipschitz-équivalents.

Pour voir ceci, identiøons AN àG/K de façon AN -équivariante, et considérons l’ap-

plication

ψ : G→ AN ×K : ank 7→ (an, k) ;

c’est un diœéomorphisme AN -équivariant. Fixons x ∈ G ; comme deux normes sur R n

sont bi-Lipschitz-équivalentes, il existe une constante C x > 0 telle que, pour tout vecteur

Y tangent àG en x :
1

Cx
‖Y ‖ ≤ ‖dψx(Y )‖ ≤ Cx‖Y ‖.

Par compacitéde K , on trouve C > 0 tel que, pour tout k ∈ K et tout vecteur Y tangent

àG en xk :
1

C
‖Y ‖ ≤ ‖dψxk(Y )‖ ≤ C‖Y ‖.

Enøn, comme ψ est AN -équivariante, cette constante C est indépendante de x, ce qui

montre que ψ est bi-lipschitzien. �

Par contraste avec la Proposition 6, l’annulation de la 1-cohomologie àcoeŒcients dans

la représentation régulière gauche est un invariant de quasi-isométrie pour les groupes de

type øni, voir [6].

4. LE CRITÈRE SPECTRAL

4.1. L’approche

SoitX une variétécompacte, ou un CW-complexe øni. Notons X̃ le revêtement universel

de X , et Γ = π 1(X) le groupe fondamental de X .

Dans [41], Pansu propose le programme suivant pour démontrer que Γ a la propriété

(T). Soit π une représentation unitaire de Γ, sur un espace de Hilbert H π : on veut montrer
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que H 1(Γ, π) = 0. Pour cela, on considère le produit X̃ ×Hπ, muni de l’action diagonale

de Γ. Le quotient E π = X̃ ×Γ Hπ est un øbré plat, de øbre H π au-dessus de X . La

cohomologie des groupes assure alors que :

H1(Γ, π) = H1(X,Eπ) ;

le membre de droite se comprenant comme la 1-cohomologie des formes diœérentielles à

valeurs dans E π si X est une variété, et comme la 1-cohomologie cellulaire àcoeŒcients

dans E π si X est un CW-complexe.

Si X est une variété, on peut faire appel à la théorie de Hodge (ceci n’est pas trivial,

puisque les øbres de E π sont en général de dimension inønie ! - voir Mok [39], Corol-

laire 0.1 pour les détails) : Γ a la propriété(T) si et seulement si, pour toute représentation

unitaire π de Γ, il n’y a pas de 1-forme harmonique non nulle sur X àvaleurs dans E π.

Si X est un espace riemannien symétrique irréductible du type non compact, distinct de

l’espace hyperbolique réel H n(R) ou complexe H n(C ), la formule de Bochner-Weitzenböck

montre que le laplacien sur les 1-formes àvaleurs dans E π est bornéinférieurement par

une constante strictement positive, donc a un noyau trivial : c’est ainsi que Mok ([39],

Corollaire 0.2) démontre le Théorème 2 (pour les groupes de Lie simples réels) et le

Théorème 3(ii). Il est ànoter que la borne inférieure sur le laplacien est indépendante de

la représentation π, et ne dépend que du tenseur de courbure de X .

Dans le cas où X̃ est l’immeuble de Bruhat-Tits associéàun groupe algébrique simple

G sur un corps local non archimédien K , Garland [22] avait dès 1973 fait marcher le pro-

gramme esquisséci-dessus : si Γ est un réseau co-compact dans G (K ), alors H 1(Γ, π) = 0

pour toute représentation unitaire π de dimension ønie de Γ : l’hypothèse de ønitude de la

dimension s’explique par le recours àla théorie de Hodge (voir aussi l’exposéde Borel [7]).

P. Pansu [42], dans le cas des immeubles de type Ã2, et W. Ballmann et J. Swiatkowski [2]

ainsi que A. Zuk [56] indépendamment, dans le cas plus général d’un complexe simplicial

simplement connexe de dimension 2, ont pu éliminer l’usage de la théorie de Hodge. La

condition locale de courbure se lit alors sur les links de sommets, qui sont des graphes,

plus particulièrement sur les valeurs propres du laplacien combinatoire sur les links.

DÉFINITION 6.¯ Soit L = (V,E) un graphe øni. Le laplacien combinatoire de L est

l’opérateur auto-adjoint ∆ L : ℓ2(V ) → ℓ2(V ) déøni par :

(∆Lf)(x) = f(x) −
1

deg x

∑

y voisin de x

f(y)

(f ∈ ℓ2(V ), x ∈ V ). Les valeurs propres de L sont celles de ∆ L :

0 = λ0(L) ≤ λ1(L) ≤ . . . ≤ 2

(avec 0 < λ 1(L) si et seulement si L est connexe).
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Le résultat de Ballman-Swiatkowski [2] et Zuk [56] s’énonce :

THÉORÈME 11.¯ Soit X̃ un complexe simplicial localement øni, simplement connexe,

de dimension 2, tel que pour chaque sommet v ∈ X̃ le link L v satisfait λ 1(Lv) >
1
2
. Si Γ

est un groupe agissant proprement et avec quotient compact sur X̃ , alors Γ a la propriété

(T). �

Exemple 8 : 1) Soit X̃ le pavage du plan euclidien par des triangles équilatéraux. Les links

de sommets sont des cycles de longueur 6, pour lesquels on a λ 1 = 1
2
. D’autre part, le

groupe des translations de X̃ est isomorphe àZ 2, donc n’a certainement pas la propriété

(T). Cet exemple montre que l’hypothèse spectrale dans le Théorème 11 ne peut être

améliorée.

2) Un groupe Γ s’appelle groupe Ã2 s’il admet une action simplement transitive, permu-

tant cycliquement le type des sommets, sur les sommets d’un immeuble épais de type Ã2.

Ces groupes ont étéétudiés et caractérisés par Cartwright-Mantero-Steger-Zappa [10] : la

plupart peuvent être réalisés comme réseaux co-compacts dans PGL 3 d’un corps local non

archimédien K , mais pas tous : l’existence d’immeubles de type Ã2 non classiques permet

de construire des groupes Ã2 qui ne sont pas des réseaux dans PGL 3(K ). Cartwright-

Mlotkowski-Steger [11] ont montré, par un remarquable calcul direct, que tout groupe Ã2

a la propriété (T) : pour la première fois, la propriété (T) était établie pour un groupe

dénombrable sans faire appel àla théorie des réseaux dans les groupes algébriques simples

sur les corps locaux 8. Le Théorème 11 fournit une preuve simple du résultat de Cartwright-

Mlotkowski-Steger : en eœet un link de sommet d’un immeuble de type Ã2 est le graphe

d’incidence points-droites d’un plan projectif sur un corps øni : le calcul du spectre de ce

graphe (voir Feit-Higman [20]) montre que le critère spectral est satisfait.

3) Dans [3], S. Barré construit un immeuble épais de type Ã2, qui admet un groupe

d’automorphismes Γ àquotient compact, mais pas de groupe d’automorphismes transitif

sur les sommets. Un tel immeuble est donc non classique. Le calcul de [10] ne s’applique

pas au groupe Γ ; par contre, le Théorème 11 s’y applique, et montre que Γ est un exemple

géométrique complètement neuf de groupe ayant la propriété(T).

4.2. La propriété (T) sur ordinateur ?

Le Théorème 11 a ouvert une possibilitéqui paraissait inimaginable il y a 10 ans : celle

de vériøer la propriété (T) sur ordinateur ! En eœet, si X̃ est un complexe simplicial de

dimension 2 donné explicitement, avec des links pas trop grands et en petit nombre (à

isomorphisme près), on peut envisager de vériøer le critère spectral en faisant calculer

par la machine la plus petite valeur propre non nulle du laplacien combinatoire des links

de X̃ .

Comparer avec la preuve de Shalom [49] de la propriété(T) pour SL n(Z) (n ≥ 3), qui n’utilise pas

le fait que SLn(Z) est un réseau dans SL n(R).
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D’autre part, tout groupe de présentation ønie admet une action propre, à quotient

compact, sur un complexe simplicial simplement connexe de dimension 2 (à savoir le

revêtement universel de la subdivision barycentrique du 2-complexe de présentation).

Le Théorème 11 suggère que la propriété (T) pourrait se lire sur une présentation du

groupe. . . Ballmann et Swiatkowski ([2], Corollaire 2) ont donnéles premiers exemples de

présentations de ce type :

THÉORÈME 12.¯ Soient H un groupe øni, S ⊂ H − {1} une partie génératrice de H , et

H = 〈S|R〉 une présentation de H . On suppose que le graphe de Cayley L = G(H,S) a

un tour de taille au moins égal à6, et satisfait λ 1(L) > 1
2
. Alors le groupe Γ donnépar la

présentation

Γ = 〈S ∪ {τ}|R ∪ {τ 2} ∪ {(sτ)3 : s ∈ S}〉

est un groupe inøni possédant la propriété(T). �

En fait, sous la seule hypothèse de tour de taille ≥ 6, le groupe Γ donnépar la pré-

sentation du Théorème 12 agit proprement, avec quotient øni, sur un complexe simplicial

contractile de dimension 2, dont tous les links de sommets sont isomorphes àL = G(H,S)

([2], Theorem 2). Ceci montre que Γ est inøni. Le Théorème 12 découle alors du Théo-

rème 11. Pour des exemples de graphes de Cayley de groupes ønis satisfaisant les deux

hypothèses du Théorème 12, voir [37].

A. Zuk est parvenu àabstraire les conditions du Théorème 11 pour donner une condition

suŒsante pour la propriété(T), qui ne dépend que d’une présentation d’un groupe (mieux :

qui ne dépend que de certaines relations).

Soit Γ un groupe engendrépar une partie S ønie, symétrique (S = S −1), avec 1 /∈ S.

On déønit un graphe L(S) dont l’ensemble des sommets est S, et dont l’ensemble des

arêtes est {{s, t} : s, t, s −1t ∈ S}. Si Γ = 〈T |R〉 est une présentation de Γ, et S = T ∪T −1,

on voit que L(S) ne dépend que des relations de longueur 3. Zuk démontre alors ([55],

Theorem 1) :

THÉORÈME 13.¯ Si le graphe L(S) satisfait λ 1(L(S)) > 1
2
, alors Γ a la propriété(T). �

La condition λ 1(L(S)) > 1
2

implique que L(S) est connexe. Remarquons qu’il n’est pas

restrictif de supposer L(S) connexe : en eœet, en remplaçant S par la réunion des mots de

longueur 1 et de longueur 2 sur S, on obtient une partie génératrice S ′ avec L(S ′) connexe.

Notons encore que, malgrécertains reliquats cohomologiques, la preuve du Théorème 13

ne repose plus sur le théorème de Delorme-Guichardet, mais sur la déønition originale de

la propriété(T).
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4.3. Applications

La condition suŒsante du Théorème 13 s’avère particulièrement maniable. Par exemple,

il résulte du Corollaire 2 (et de sa preuve) que, si Γ = 〈T |R〉 est une présentation d’un

groupe de Kazhdan, il est possible d’extraire de l’ensemble R des relations un nombre

øni r 1, . . . , rn de relations, telles que Γ̃ = 〈T |r1, . . . , rn〉 possède la propriété(T). D’oùla

question : peut-on expliciter les relations qu’on peut supprimer de R, tout en assurant

que le groupe correspondant a la propriété(T) ? Zuk ([55], Theorem 5) donne une réponse

en ce qui concerne les relations de longueur 3 :

THÉORÈME 14.¯ Soit Γ un groupe de type øni. Soit S une partie génératrice ønie,

symétrique, avec 1 /∈ S. On suppose que λ 1(L(S)) > 1
2
. Soit t ∈ N tel que t ≤ 1

11
(λ1(L(S))−

1
2
) min{deg(s) : s ∈ L(S)}. En supprimant t relations de longueur 3 de toute présentation

de Γ sur la partie génératrice S, on obtient un groupe qui possède la propriété(T). �

Zuk en déduit aussi la généricitédes groupes de Kazhdan parmi les groupes donnés par

une présentation àrelations de longueur 3. Plus précisément, on considère les présentations

P sur m générateurs s 1, . . . , sm, à2mv relations de la forme

(s±1
j σi1(s

±1
j )σi2(s

±1
j ))1≤i≤v;1≤j≤m

oùσ 1
1 , σ

1
2, . . . , σ

v
1 , σ

v
2 sont 2v permutations de l’ensemble {s 1, . . . , sm, s

−1
1 , . . . , s−1

m } à2m

éléments. On note Γ(P ) le groupe déøni par cette présentation, et P(m, v) l’ensemble des

présentations de ce type (deux présentations étant diœérentes si les permutations sont

diœérentes). On a alors ([55], Theorem 12) :

THÉORÈME 15.¯ Pour v assez grand :

lim
m→∞

card{P ∈ P(m, v) : Γ(P ) est de Kazhdan}

cardP(m, v)
= 1.

�

Remerciements : Merci à Yehuda Shalom pour d’utiles conversations, et à mes co-

auteurs Bachir Bekka et Pierre de la Harpe pour leur relecture attentive d’une première

version de ce texte. La présentation suivie ici doit beaucoup à[5].
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POINTS RATIONNELS ET GROUPES FONDAMENTAUX :

APPLICATIONS DE LA COHOMOLOGIE p-ADIQUE

[d’après P. Berthelot, T. Ekedahl, H. Esnault, etc.]

par Antoine Chambert-Loir

Dans cet exposé, je présente trois résultats concernant les variétés algébriques en

caractéristique positive :

a) Deux variétés propres et lisses sur Fq qui sont birationnelles ont même nombre

de points rationnels modulo q (cf. T. Ekedahl, [25]).

b) Sur un corps fini, une variété propre et lisse qui est de Fano, ou bien géomé-

triquement faiblement unirationnelle, ou plus généralement rationnellement connexe

par châınes, a un point rationnel (H. Esnault, [26]).

c) Sur un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, le groupe fondamental

d’une variété propre et lisse qui est de Fano, ou bien géométriquement faiblement uni-

rationnelle, ou plus généralement rationnellement connexe par châınes, est un groupe

fini d’ordre premier à p (cf. T. Ekedahl, [25]).

Le point commun des démonstrations est un contrôle des valuations p-adiques des

valeurs propres de Frobenius. Elles gagnent donc à être présentées dans le cadre d’une

théorie cohomologique p-adique. La cohomologie rigide, développée par P. Berthelot,

fournit l’outil idéal pour cela. Elle a connu récemment des progrès importants et

je décris le formalisme auquel elle donne lieu. Les énoncés ci-dessus s’obtiennent en

contrôlant les pentes des F-isocristaux que fournit la cohomologie rigide.

Je voudrais remercier P. Berthelot, J.-L. Colliot-Thélène, O. Debarre, P. Deligne,

H. Esnault, B. Kahn, Y. Laszlo, D. Petrequin et J-P. Serre pour leurs conseils, sug-

gestions ou corrections.

1. AUTOUR DU THÉORÈME DE CHEVALLEY-WARNING

Je commence cet exposé par un énoncé élémentaire et assez ancien, dû à C. Che-

valley et E. Warning [68].

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2003



2 QUELQUES APPLICATIONS DES COHOMOLOGIES p-ADIQUES

Théorème 1.1. — Soit F un corps fini, notons q son cardinal et p sa caractéristique.

Soient F1, . . . , Fr des polynômes en x1, . . . , xn, à coefficients dans F et de degrés

d1, . . . , dr. Si n > d1 + · · · + dr, le nombre de solutions dans Fn
du système

(1.2) F1(x1, . . . , xn) = · · · = Fr(x1, . . . , xn) = 0

est multiple de p.

La démonstration classique est très simple et repose sur le fait que pour x ∈ F,

xq−1 vaut 1 si x 6= 0 et 0 sinon. Ainsi, le nombre de solutions du système est congru

modulo p à l’expression
∑

x∈Fn

r∏

i=1

(1 − Fi(x)q−1).

Le produit
r∏

i=1

(1 − Fi(x)q−1)

est un polynôme de degré ≤ (q − 1)
∑

di. Soit

cmxm1

1 . . . xmn
n

un de ses monômes non nuls. On a donc m1 + · · · + mn ≤ (q − 1)
∑

di < n(q − 1)

si bien que nécessairement, l’un des entiers mi, disons m1, est strictement inférieur à

q − 1 et
∑

x∈Fn

cmxm1

1 . . . xmn
n

= cm

n∏

i=1

∑

t∈F

tmi = 0

puisque

∑

t∈F

tm =

{

−1 si (q − 1) divise m et m ≥ 1,

0 sinon.

Ce théorème a été généralisé par J. Ax [1] et N. Katz [39] :

Théorème 1.3. — Si b désigne le plus petit entier tel que

b ≥
n −

∑
di

max di

,

le nombre de solutions du système (1.2) est divisible par qb
.

Leurs démonstrations sont assez savantes. Celle qu’a proposée récemment D. Wan

dans [67] lorsque F = Fp est en revanche élémentaire et tout à fait dans l’esprit de

celle du théorème 1.1. Commençons par introduire l’anneau Zp des entiers p-adiques.

C’est un anneau de valuation discrète complet, de caractéristique 0, de corps résiduel

Fp ; son idéal maximal est engendré par p ; il contient les p racines de l’équation

xp − x = 0 (notons S cet ensemble). L’idée de base est maintenant que pour x ∈ Zp,

ASTÉRISQUE
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xp
n(p−1) est congru modulo pn à 1 si x 6≡ 0 (mod p), et à 0 si x ≡ 0 (mod p). Le

nombre de solutions du système (1.2) est ainsi congru modulo pn à l’expression

∑

x∈Sn

r∏

i=1

(
1 − Fi(x)p

n(p−1)
)
.

Par récurrence sur r, il suffit de montrer que

∑

x∈Sn

r∏

i=1

Fi(x)p
n(p−1) ≡ 0 (mod pb),

ce que fait Wan en développant F
p

n(p−1)
i

puis en constatant que la valuation des

divers symboles du multinôme et celle de la somme de puissances qui apparaissent

s’ajoutent pour dépasser b. (C’est tout de même assez délicat.)

Lorsque F n’est pas le corps à p éléments, on peut suivant C. Moreno et O. Mo-

reno [58] effectuer une réduction des scalaires (à la Weil) de F à Fp : si on fixe une

base de F sur Fp, de cardinal a, on se ramène à un système de ar équations en nr

variables de degrés d1, . . . , dr (a fois). La nouvelle quantité (n −
∑

di)/ max(di) est

égale à a fois l’ancienne. À cause de la partie entière, on en déduit une divisibilité un

peu plus faible que celle affirmée par le théorème 1.3.

2. FONCTIONS ZÊTA ET COHOMOLOGIES DE WEIL

Soit F un corps fini, notons q son cardinal. Dans [69], A. Weil avait introduit pour

tout système d’équations polynomiales à coefficients dans F, voire tout F-schéma V

de type fini, la série génératrice

ZV (t) = exp




∑

a≥0

|V (F(a))|
ta

a





où F(a) désigne l’unique extension de F de degré a. B. Dwork [24] a démontré que

c’est une fraction rationnelle (première conjecture de Weil). Ses zéros et ses pôles

sont nécessairement des entiers algébriques. En fait, la congruence du théorème 1.3

implique qu’ils sont divisibles par qb dans l’anneau des entiers algébriques.

Les deux autres conjectures de Weil ont été démontrées par A. Grothendieck (ra-

tionalité et équation fonctionnelle) dans SGA 5 et P. Deligne (analogue de l’hypothèse

de Riemann, [23]), grâce à l’introduction de la cohomologie (étale) ℓ-adique, où ℓ est

un nombre premier distinct de p. L’utilité d’une telle théorie cohomologique avait

déjà été pressentie dans l’article de Weil. En effet, V dispose d’un endomorphisme de

Frobenius F et l’ensemble V (F(a)) n’est autre que le lieu des points fixes de F a ; il

faudrait pouvoir disposer alors d’une formule des traces de Lefschetz. Les conditions

nécessaires sur une telle cohomologie ont été rapidement formalisées sous le nom de
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cohomologie de Weil : la théorie cohomologique doit vérifier la formule de Künneth,

la dualité de Poincaré, fournie par une classe fondamentale, et les sous-variétés (non

nécessairement lisses) doivent posséder une classe de cohomologie, de manière com-

patible au produit d’intersection et à la classe fondamentale. Tout ceci est exposé en

détail dans [47], en lien avec les théorèmes de Lefschetz faible et difficile, les conjec-

tures « standard » et la conjecture de Hodge.

Lorsque ℓ 6= p, la cohomologie étale ℓ-adique est effectivement une cohomologie de

Weil. Lorsque ℓ = p, ce n’est pas vrai : Hi(X,Qp) est nul dès que i > dimX ce qui

viole la dualité de Poincaré.

Finalement, par voie ℓ-adique, on sait que la fonction zêta d’un F-schéma géomé-

triquement connexe, propre, lisse de dimension d, est de la forme suivante :

ZX(t) =
P1(t) . . . P2d−1(t)

P0(t) . . . P2d(t)
,

où Pi(t) ∈ Z[t], avec P0(t) = 1 − t, P2d(t) = 1 − q2dt ; si Pi(t) =
∏

bi

j=1(1 − aijt), on

sait aussi que les aij sont des entiers algébriques de valeur absolue archimédienne qi/2

(hypothèse de Riemann) et, si ℓ 6= p, de valeur absolue ℓ-adique nulle.

L’interprétation des valuations p-adiques des aij , et notamment de congruences du

type fourni par les théorèmes 1.1 et 1.3 justifie la recherche d’une théorie cohomolo-

gique de Weil qui soit p-adique.

Il y a un autre intérêt — sur lequel insiste Kedlaya — des cohomologies p-adiques

que je vais décrire maintenant : elles sont par nature plus calculables que ne l’est

la cohomologie étale. Il est par exemple remarquable que soient apparus récemment

trois algorithmes efficaces (Satoh [62], Kedlaya [43], Lauder-Wan [50]) pour calculer le

nombre de points de certaines variétés algébriques sur un corps fini, et tous trois sont

de nature p-adique. Celui de Kedlaya repose sur l’explicitation de la cohomologie de

Monsky-Washnitzer, celui de Lauder-Wan est inspiré de la démonstration par Dwork

de la rationalité de la fonction zêta. De même, c’est par des techniques p-adiques

que Bombieri [12] a étudié le degré des numérateurs et dénominateurs de fonctions

rationnelles associées à des sommes d’exponentielles.

3. COHOMOLOGIES p-ADIQUES

Mais avant cela, il faut peut-être dire pourquoi il n’existe pas de cohomologie de

Weil sur la catégorie des variétés algébriques projectives lisses sur un corps algébrique-

ment clos de caractéristique positive à valeur dans la catégorie des Q-espaces vectoriels

de dimension finie. Pour toute cohomologie de Weil à valeurs dans les K-vectoriels (K

est un corps commutatif), le H1 d’une courbe elliptique E est de dimension 2. De plus,

pour tout endomorphisme non nul α de E, l’endomorphisme α∗ : H1(E) → H1(E)

est injectif, d’où une injection de l’anneau (opposé à celui) des endomorphismes de
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E dans l’anneau des matrices 2 × 2 à coefficients dans K. En caractéristique 0, tout

irait bien (d’ailleurs, la cohomologie singulière est une cohomologie de Weil), mais en

caractéristique finie, il existe des courbes elliptiques supersingulières dont l’anneau

des endomorphismes est plus gros que prévu : c’est une algèbre de quaternions sur Q.

Comme une telle algèbre ne se plonge pas dans M2(Q), il n’y a pas de cohomologie de

Weil à coefficients dans Q. M. Deuring a même montré que l’algèbre de quaternions

End(E)⊗Q est ramifiée en p et l’infini, c’est-à-dire que End(E)⊗Qp et End(E)⊗R

sont des corps gauches. Cela empêche aussi K = Qp ou K = R. (Cet argument est

dû à J-P. Serre, cf. [32].)

La théorie que nous utiliserons dans cet exposé est la cohomologie rigide, construite

par P. Berthelot. Elle unifie deux théories disjointes qui sont la cohomologie de

Monsky-Washnitzer [57], valable pour les variétés affines et lisses, et la cohomolo-

gie cristalline [32, 2], qui a de bonnes propriétés pour les variétés propres et lisses.

Cette théorie est encore éparpillée dans la littérature, et un petit guide de lecture ne

sera peut-être pas inutile. Il faudrait aussi citer les travaux de Y. André, F. Baldas-

sarri, P. Berthelot, B. Chiarellotto, G. Christol, R. Crew, B. Dwork, Z. Mebkhout,

P. Robba, N. Tsuzuki...

Je trouve l’introduction que propose Berthelot dans [3] très agréable à lire ; le gros

article [4] fournit des détails importants dans la construction (les fameux « théorèmes

de fibrations »). L’article [6] est très important : outre la démonstration du fait que la

cohomologie rigide d’une variété lisse est de dimension finie, on y trouve les théorèmes

de comparaison avec les théories de Monsky-Washnitzer et cristalline. Concernant

ce théorème de finitude, citons aussi l’article [55] de Z. Mebkhout qui propose une

démonstration de la finitude de la cohomologie de Monsky-Washnitzer indépendante

des théorèmes de de Jong sur l’existence d’altérations. Notons que la finitude de

la cohomologie de Monsky-Washnitzer n’était pas connue avant ces deux articles, à

l’exception du H0 et du H1 par P. Monsky. La finitude de la cohomologie rigide

dans le cas général est démontrée (indépendamment) dans l’article [31] de E. Grosse-

Klönne et dans celui [66] de N. Tsuzuki dans lequel il établit un théorème de descente

cohomologique propre.

La dualité de Poincaré et la formule de Künneth sont établies dans la note [5] de

Berthelot. Enfin, l’existence de classes de Chern est démontrée par D. Petrequin [60].

Qu’est-ce que la cohomologie rigide ? Disons tout d’abord que c’est une sorte de

cohomologie de de Rham. Fixons quelques notations : soit k un corps de caractéristique

p > 0, fixons alors un anneau de valuation discrète complet V de corps résiduel k,

dont nous noterons K le corps des fractions, supposé de caractéristique zéro, et π un

générateur de l’idéal maximal de V . Nous supposerons que V admet un endomorphisme

σ qui se réduit modulo π en l’automorphisme de Frobenius σ : x 7→ xp de k ; alors, σ

s’étend en un endomorphisme de K. Dans tout ce qui va suivre, on peut se limiter au
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cas important où le corps k est supposé parfait et où V est l’anneau des vecteurs de

Witt de k.

Soit X un k-schéma et essayons de définir la cohomologie rigide de k. Ce seront

des K-espaces vectoriels. Le cas idéal est celui où X est la réduction modulo p d’un

V -schéma propre et lisse X . Dans ce cas, X dispose d’une cohomologie de de Rham

définie algébriquement : l’hypercohomologie du complexe des formes différentielles sur

X̃ ; ce sont des V-modules de type fini. Un point crucial, déjà à la base de l’existence

de la cohomologie de Monsky–Washnitzer, est que ces modules ne dépendent pas du

choix de X — autrement dit, si X ′ est un autre V-schéma propre et lisse de même

réduction modulo p, on a un isomorphisme canonique H∗
DR

(X ) ≃ H∗
DR

(X ′).

Du point de vue topologique, une variété plongée dans un espace lisse est rétracte

par déformation d’un voisinage tubulaire assez petit, et il est possible de définir sa

cohomologie à l’aide de celle de ces voisinages. En caractéristique zéro, Hartshorne [34]

avait étudié une cohomologie de de Rham pour des variétés singulières définie suivant

ces lignes ; le rôle du voisinage tubulaire y est joué par le complété formel de l’espace

ambiant le long de la variété dont il s’agit de définir la cohomologie.

La définition de la cohomologie rigide « näıve » suit cette approche si ce n’est

qu’il faut plonger et relever. Supposons donc que X est un sous-schéma d’un schéma

propre et lisse P , réduction d’un V-schéma P ; l’exemple important est bien entendu

l’espace projectif. À P est associée une variété analytique rigide, notée P — c’est

une structure plus riche que la structure analytique p-adique näıve sur P ⊗ K qui

donne lieu à une théorie des faisceaux non triviale (penser que la topologie de K est

totalement discontinue !).

Un point de P se spécialise en un point de P : dans le cas de l’espace projectif, il

suffit de chasser les dénominateurs pour qu’un point soit à coordonnées homogènes

dans V , non toutes multiples de π, puis de réduire modulo π ces coordonnées homo-

gènes. Dans P, on peut alors définir le tube de X comme l’ensemble des points de P

qui se réduisent en un point de X . Ce tube, noté usuellement ]X [, est une variété ana-

lytique rigide (pas forcément quasi-compacte). Par exemple, si X = {0} et P = P1,

]X [ s’identifie au « disque unité ouvert », formé des x ∈ K tels que |x| < 1. Si X = A1

et P = P1, ]X [ est alors le « disque unité fermé », formé des x ∈ K tels que |x| ≤ 1.

La cohomologie rigide näıve de X est la cohomologie de de Rham du tube de X .

D’après un théorème de fibration, elle ne dépend pas du choix de P . Si l’on peut

prendre P = X , c’est-à-dire si X est propre, lisse et relevable, la cohomologie définie

n’est autre que la cohomologie de de Rham tensorisée par K. Si X est propre et lisse,

on retrouve la cohomologie cristalline de X tensorisée par K. Ce sont en particulier

des K-espaces vectoriels de dimension finie.

En revanche, si X n’est pas propre, cela ne suffit pas. Prenons l’exemple de la droite

affine X = A1 et de son tube ]X [ = {x ; |x| ≤ 1}. Le complexe de de Rham dont la
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cohomologie rigide näıve est la cohomologie est donné par

K{x} → K{x}, f =
∑

anxn 7→ f ′ =
∑

nanxn−1,

où K{x} est l’anneau des séries entières à coefficients dans K dont les coefficients

tendent vers 0 (de sorte qu’elles convergent sur le disque fermé). On a bien H0
näıf(A

1) =

K, mais H1
näıf(A

1) n’est pas nul puisque la série f =
∑

pnxp
n
−1 n’a pas de primitive

dans K{x}. En fait, H1
näıf(A

1) est même de dimension infinie.

Monsky et Washnitzer ont remarqué que la situation s’arrange notablement si l’on

remplace l’anneau K{x} par celui des fonctions qui convergent dans un disque un peu

plus gros que le disque unité (on dit qu’elles surconvergent). Notons K〈x〉† cet anneau :

il est formé des séries
∑

anxn telles que lim sup log|an|/ log n < 0. Le complexe de

de Rham surconvergent de la droite affine a alors la cohomologie attendue car si

f =
∑

anxn converge sur le disque |x| ≤ λ, avec λ > 1, ses primitives convergent sur

le disque ouvert |x| < λ, donc sur tout disque fermé |x| ≤ λ′ avec 1 < λ′ < λ.

Pour définir la cohomologie rigide en général, il faut ainsi introduire ce que Ber-

thelot appelle des voisinages stricts du tube (analogues des disques fermés |x| ≤ λ

pour le disque unité) et la cohomologie du complexe de de Rham formé des formes

différentielles surconvergentes, c’est-à-dire qui convergent dans un voisinage strict non

précisé de ]X [.

Outre la cohomologie rigide Hi

rig(X/K), Berthelot définit aussi une cohomolo-

gie à support H∗
rig,Z

(X/K) (pour Z ⊂ X) et une cohomologie à support propre

H∗
rig,c(X/K). Ils sont de dimension finie (voir les références plus haut). Ce sont les

analogues algébriques de la cohomologie d’une paire et de la cohomologie à support

propre.

Ces espaces de cohomologie sont compatibles à l’extension des scalaires si K ′ est

une extension isométrique de K, d’anneau de valuation V ′, de corps résiduel k′, il

existe un isomorphisme canonique

K ′ ⊗K H∗
rig(X/K)

∼
−→ H∗

rig(X
′/K ′),

où X ′ = k′ ⊗k X . (Voir [6], prop. 1.8, pour le cas d’une extension finie, le cas général

est plus difficile et est affirmé à la fin de [5].)

Disons un mot des fonctorialités dont disposent ces cohomologies. La cohomologie

rigide est naturellement contravariante pour les morphismes de k-schémas. La coho-

mologie à support propre n’est contravariante que pour les morphismes propres, et

est covariante pour les immersions ouvertes. Sur la cohomologie rigide des variétés

lisses, la dualité de Poincaré permet d’en déduire une fonctorialité covariante (avec

un décalage de deux fois la dimension) pour les morphismes propres (« morphismes

de Gysin »).
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Le morphisme de Frobenius FX n’est pas un morphisme de k-schéma, sauf si k =

Fp, mais il se factorise en

X
FX/k

−−−→ k ⊗σ X → X

où le premier morphisme est k-linéaire et le second est le morphisme de changement

de base par le Frobenius σ de k. Grâce à la compatibilité des scalaires, si σ est un en-

domorphisme de V qui induit le Frobenius modulo π, on en déduit un endomorphisme

σ-linéaire de la cohomologie rigide :

F : H∗
rig(X/K) → H∗

rig(X/K), F (ax) = σ(a)F (x),

et de même pour les cohomologies à support et à support propre.

Les espaces de cohomologie rigide s’insèrent dans des suites exactes d’excision fa-

milières : si U est un ouvert de X et Z le fermé complémentaire, on a des suites

exactes

Hi

rig,c(U/K) → Hi

rig,c(X/K) → Hi

rig,c(Z/K)
[+1]
−−→

et

Hi

rig,Z
(X/K) → Hi

rig(X) → Hi

rig(U)
[+1]
−−→ .

Celles-ci sont d’ailleurs équivariantes pour les divers morphismes de Frobenius

(voir [15], th. 2.4).

Dans tout ceci, je n’ai en fait parlé que des « coefficients constants ». L’analogue

des faisceaux localement constants est fourni par les F -cristaux surconvergents : ce

sont des fibrés vectoriels sur un voisinage strict du tube munis d’une connexion in-

tégrable et d’une structure de Frobenius. La cohomologie à support propre d’un F-

isocristal surconvergent et la formule des traces de type Lefschetz sont étudiées dans

les articles [27, 28] d’Étesse et Le Stum. La finitude de la cohomologie rigide d’un

F-isocristal surconvergent, la dualité de Poincaré et la formule de Künneth sont dé-

montrées dans la prépublication [44] de K. Kedlaya.

La théorie des D-modules arithmétiques de Berthelot est censée fournir une caté-

gorie de coefficients stable par les six opérations de Grothendieck, mais à ma connais-

sance, ceci n’est pas encore démontré.

4. F-ISOCRISTAUX

(Pour ce paragraphe, l’article [41] de Katz est un must.) Supposons pour simplifier

que k est un corps parfait de caractéristique p > 0, V l’anneau des vecteurs de Witt

de k et K son corps des fractions. Soit σ l’automorphisme de V qui relève l’automor-

phisme de Frobenius de k ; il s’étend à K.

Définition 4.1. — Un F-isocristal sur K est un K-espace vectoriel de dimension

finie muni d’un endomorphisme σ-linéaire injectif.
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Par exemple, soit α ∈ Q∗ un rationnel non nul, notons α = r/d avec (r, d) = 1 et

d > 0, et soit Mα = Kd, de base (e1, . . . , ed), muni de l’endomorphisme σ-linéaire F

donné par

F (e1) = e2, . . . , F (ed−1) = ed, F (ed) = pre1.

De même, les espaces de cohomologie rigide d’un schéma de type fini sont naturelle-

ment des F -isocristaux (l’injectivité n’est pas évidente et sera établie au paragraphe

suivant.)

Si (M, F ) est un F-isocristal, on peut exprimer F dans une K-base de M à l’aide

d’une matrice A ∈ Mn(K) (n = dimK M). Il y a aussi une notion évidente de

somme directe, de produit tensoriel, extérieur, symétrique, d’homomorphisme de F -

isocristaux.

Si le corps k est algébriquement clos, la catégorie des F -isocristaux a été élucidée par

J. Dieudonné et Yu. Manin [51] : tout F-isocristal est somme directe de F -isocristaux

(simples) du type Mα. Cela permet de définir les pentes d’un F-isocristal M : ce sont

les rationnels α tels que Mα soit un sous-objet de M . Si M ≃
⊕

Mnα
α

, la mutiplicité

de la pente α dans M est par définition égale à nα dimMα.

Si le corps k n’est pas algébriquement clos, les pentes d’un F-isocristal sont celles

du F-isocristal obtenu après tensorisation par le corps des fractions de W (F̄p).

Quel que soit le corps k, pour tout rationnel α, on peut définir facilement le plus

grand sous-F-isocristal M≥α de M dont les pentes sont ≥ α. Fixons une base de M ,

d’où on déduit une norme ultramétrique ‖·‖ sur M . L’ensemble M≥α des x ∈ M tels

que la suite (‖Fn(x)‖pαn)n soit bornée est un sous-K-espace vectoriel de M , stable

par F ; il ne dépend pas de la base choisie. Cela définit une filtration décroissante

de M par des sous-F -isocristaux, exhaustive (si les coefficients d’une matrice de F

sont de valuation ≥ r, M = M≥r, plus un raisonnement analogue pour F−1).

Pour synthétiser les pentes d’un F-isocristal, il est commode de définir son polygone

de Newton. Si les pentes de (M, F ) sont les rationnels α1 ≤ · · · ≤ αn, comptées avec

multiplicités (donc dimM = n), c’est par définition l’unique fonction NwtM : [0; n] →

R qui est affine par morceaux, continue, vérifie NwtM (0) = 0 et est de pente αj sur

l’intervalle [j; j + 1].

Lorsque le corps k est fini, on a une autre caractérisation des pentes. Supposons

pour simplifier que σa soit l’identité, ce qui est vérifié dans le cas important où k = Fpa

et V = W (k). L’application F a est alors K-linéaire et la décomposition de Jordan

fournit une autre caractérisation des pentes :

Proposition 4.2. — Soit M un F-isocristal et supposons que σa = id. Soient

λ1, . . . , λn les valeurs propres de l’application K-linéaire F a
. Les pentes de M sont

les ordp(λi)/a.

Combinons cette proposition avec la formule des traces de Lefschetz en cohomologie

rigide : En effet, si X est un schéma séparé de type fini sur un corps fini Fq, avec
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q = pa, on a pour tout entier n ≥ 0,

|X(Fq)| =

2 dim X∑

i=0

(−1)i Tr(F an|Hi

rig,c(X/K)).

Ainsi, on constate que minorer les pentes de la cohomologie rigide à support propre

fournit des congruences p-adiques pour sa fonction zêta. Précisément : contrôler la

partie de pente 0 implique des congruences modulo p pour |X(Fq)|, contrôler la partie

de pentes < 1 des congruences modulo q.

Dans cette veine, il faut citer un résultat fondamental, dû à Mazur [53, 54] moyen-

nant des hypothèses restrictives, et Ogus [7, chap. 8] en général. Soit X un k-schéma

propre et lisse ; sa cohomologie rigide (cristalline en fait) fournit un F-isocristal

Hm

cris(X/W (k)) ⊗ FracW (k) dont nous noterons Nwt
(m)
X

le polygone de Newton. Par

ailleurs, X a des nombres de Hodge hi = dimk Hm−i(X, Ωi

X/k
). Définissons le m-ième

polygone de Hodge de X , Hdg
(m)
X

, comme la fonction continue affine par morceaux

qui vaut 0 en 0, est de pente 0 sur l’intervalle [0;h0], de pente 1 sur l’intervalle

[h0; h0 + h1], etc.

Théorème 4.3. — On a l’inégalité Nwt
(m)
X

≥ Hdg
(m)
X

.

On en déduit des théorèmes de type Chevalley-Warning et notamment une autre

démonstration du théorème 1.3 de Ax-Katz dans le cas lisse et homogène.

Corollaire 4.4 (à la Chevalley–Warning). — Soit X une intersection complète

lisse de dimension d dans Pn−1
, définie sur le corps fini Fq. Alors, le nombre de

points de X(Fqs) est égal au nombre de points de Pd(Fqs) modulo qbs
où b est le

plus petit entier i ≥ 0 tel que dim Hd−i(Ωi) 6= 0. (Si d1, . . . , dr sont les degrés des

hypersurfaces qui définissent X , l’entier b est égal au plus petit entier supérieur ou

égal à (n −
∑

di)/ max(di).)

5. PENTES DE LA COHOMOLOGIE RIGIDE

Je donne dans ce paragraphe deux résultats généraux concernant les pentes de la

cohomologie rigide à support propre. Le premier décrit la partie de pente 0, le second

précise les pentes possibles.

Théorème 5.1. — Pour tout schéma X, séparé et de type fini sur un corps algébri-

quement clos de caractéristique p > 0, on a un isomorphisme canonique

Hi

ét(X,Qp) ⊗ K ≃ Hi

rig,c(X/K)0,

où l’exposant 0 signifie qu’on considère la partie de pente 0 dans le F -isocristal donné

par la cohomologie rigide.
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Lorsque X est propre et lisse, ce théorème est dû à Bloch (lorsque p est assez grand)

et Illusie (pour tout p, [35], II, 5.4). Dans le cas général, c’est un résultat d’Étesse et

Le Stum ([28], prop. 6.3).

Ils se déduit dans ce cas des propriétés du complexe de de Rham-Witt via une

généralisation de la suite exacte d’Artin-Schreier

0 → (Z/pZ)X → OX

1−F
−−−→ OX → 0

(suite exacte de faisceaux étales sur X). Plus généralement, si WnOX désigne le

faisceau des vecteurs de Witt de longueur n sur X , on a une suite exacte de faisceaux

étales sur X :

0 → (Z/pnZ)X → WnOX

1−F
−−−→ WnOX → 0

qui induit par passage à la cohomologie, puis passage à la limite une suite exacte en

cohomologie étale :

0 → Hi

ét(X,Zp) → Hi(X, WOX)
1−F
−−−→ Hi(X, WOX) → 0

qui identifie Hi

ét(X,Qp) ⊗ K au plus grand sous-F-isocristal de pente 0 dans le F-

isocristal Hi(X, WOX) ⊗W (k) K. (Compte tenu du fait que Hi(X, WOX) est pour

tout entier i un W (k)-module de type fini, la surjectivité de 1 − F est une propriété

générale des F -cristaux, cf. par exemple [35], II, 5.3.) La théorie du complexe de de

Rham-Witt de Bloch et Illusie, et en particulier la dégénérescence de la suite spectrale

des pentes ([35], II, 3.5), implique que ce dernier espace vectoriel est le plus grand

sous-F-isocristal de pentes [0; 1[ dans Hi

rig(X/K). Le résultat s’ensuit si X est propre

et lisse.

Dans le cas général, Étesse et Le Stum combinent des suites exactes d’Artin-

Schreier, le calcul syntomique de la cohomologie cristalline (initié par Fontaine et

Messing dans [29]), la cohomologie cristalline « de niveau variable » et un théorème

de Berthelot selon lequel cette dernière permet de calculer la cohomologie rigide.

Théorème 5.2. — Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0 et soit X un

k-schéma de type fini de dimension d.

a) pour tout i, Hi

rig,c(X/K) est un F-isocristal dont les pentes appartiennent à

l’intervalle [max(0, i − d), min(i, d)] ;

b) si X est lisse, c’est encore vrai de Hi

rig(X/K).

Le b) est conséquence du a) compte tenu de la dualité de Poincaré en cohomologie

rigide : il existe un morphisme trace

H2d

rig,c(X/K)
Tr
−→ K

tel que Tr ◦F = pdF qui induit par cup-produit des isomorphismes (X est lisse)

Hi

rig(X/K) ≃ H2d−i

rig,c (X/K)∨(−d)
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où le twist (−d) signifie que le Frobenius est multiplié par pd. Notons au passage que

cela implique l’injectivité des Frobenius sur la cohomologie rigide (resp. la cohomologie

rigide à support propre).

Avant de montrer le a), faisons quelques remarques.

1) On peut supposer que le corps k est algébriquement clos et que X est réduit.

On peut aussi supposer que X est connexe car la cohomologie rigide d’une réunion

disjointe est la somme directe des cohomologies rigides.

2) Si X est projective et lisse, le théorème de comparaison entre cohomologies

rigide et cristalline implique que Hi

rig(X/K) est un F-isocristal à pentes positives ou

nulles. Par dualité de Poincaré, elles sont donc ≤ d. Le théorème de Lefschetz faible

en cohomologie cristalline implique alors que les pentes appartiennent à l’intervalle

[0; i], donc à l’intervalle [i − d; i] via la dualité de Poincaré.

3) Si U est un ouvert dense de X et Z le fermé complémentaire, la suite exacte

longue d’excision

→ Hi−1
rig,c(Z/K) → Hi

rig,c(U/K) → Hi

rig,c(X/K) →

et l’hypothèse que l’assertion a) est vérifiée en dimension < dimX montrent qu’il est

équivalent de démontrer l’énoncé a) pour X et pour U .

4) Si U ′ → U est un revêtement étale de k-variétés lisses, la cohomologie rigide à

support propre de U ′ admet celle de U comme facteur direct, si bien qu’il suffit de

démontrer l’assertion a) pour U ′.

Démontrons maintenant a) par récurrence sur la dimension de X . D’après le théo-

rème d’altération de de Jong ([36], th. 4.1), il existe un ouvert dense U ⊂ X , une

k-variété projective et lisse X ′, un ouvert U ′ ⊂ X ′ et un revêtement étale U ′ → U .

D’après 2), l’assertion a) est vraie pour X ′. D’après 3), elle est donc vraie pour U ′

et la remarque 4) entrâıne sa véracité pour U , donc aussi pour X grâce à 3).

Remarque 5.3 (Références bibliographiques). — La démonstration est celle suggérée

par Berthelot dans [6], remarque 3.9 et se trouve aussi dans l’article [17] de B. Chiarel-

lotto et B. Le Stum. En suivant cette approche, ces auteurs ont aussi élucidé la struc-

ture des poids (c’est-à-dire des valeurs absolues archimédiennes des valeurs propres

de Frobenius) sur la cohomologie rigide à support propre d’une variété sur un corps

fini (cf. [15] et [16]). Ils doivent faire usage du théorème de Katz-Messing : dans [42],

ces derniers déduisent des conjectures de Weil et du théorème de Lefschetz difficile

en cohomologie ℓ-adique les théorèmes correspondants en cohomologie cristalline. Si-

gnalons aussi que Kedlaya a récemment adapté à la cohomologie rigide (voir [45]). la

démonstration par Laumon des conjectures de Weil.

On peut en fait démontrer un analogue de ce théorème sur un corps fini, via la

cohomologie étale ℓ-adique, et c’est ainsi que procède Ekedahl dans [25]. Cela nécessite

de montrer au préalable que les valeurs propres de Frobenius sur la cohomologie ℓ-

adique à support propre sont des entiers algébriques, ce qui est fait par Deligne (§ 5
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de l’exposé [40]). On peut alors, par un dévissage analogue, étudier leurs valuations

p-adiques.

Enfin, signalons un article de M. Kim [46] dans lequel la cohomologie rigide est

remplacée par celle d’un complexe de de Rham-Witt à pôles logarithmiques.

6. LES THÉORÈMES D’EKEDAHL ET ESNAULT

Dans ce paragraphe, je présente deux théorèmes dus à T. Ekedahl [25] et H. Es-

nault [26] qui permettent de contrôler la partie de pentes < 1 dans la cohomologie

rigide. Leur utilité apparâıtra aux paragraphes suivants, lorsque nous déduirons de

cette partie de pente < 1 des renseignements géométriques. Dans [38], B. Kahn redé-

montre ces énoncés analogues à l’aide des motifs birationnels, notion qu’il a introduite

avec R. Sujatha.

Si (M, F ) est un F-isocristal et si α ∈ Q, notons M>α et M<α les plus grands sous-

F-isocristaux de M dont les pentes soient respectivement strictement supérieures et

inférieures à α.

Théorème 6.1 (Ekedahl). — Soit k un corps parfait de caractéristique positive.

Soient X et Y deux k-schémas de type fini, intègres de même dimension d.

a) S’il existe une application rationnelle dominante X → Y , il existe pour tout i,

une injection de F-isocristaux (canonique) de Hi

rig,c(Y )>d−1
dans Hi

rig,c(X)>d−1
;

a′) S’il existe une application rationnelle dominante X → Y et si X et Y sont

lisses, Hi

rig(Y )<1
s’injecte canoniquement dans Hi

rig(X)<1
.

b) Si X et Y sont birationnels, alors pour tout i, Hi

rig,c(X)>d−1
et Hi

rig,c(Y )>d−1

sont des F-isocristaux isomorphes.

b′) Si X et Y sont lisses et birationnels, alors pour tout i, les F-isocristaux

Hi

rig(X)<1
et Hi

rig(Y )<1
sont isomorphes.

Les énoncés a′) et b′) se déduisent des énoncés a) et b) par dualité de Poincaré. Il

est par ailleurs clair que a) implique b), ce qui nous ramène à démontrer l’énoncé a).

Il existe des ouverts lisses et denses U ⊂ X et V ⊂ Y sur lesquels l’application

rationnelle X → Y induit un morphisme fini et plat f : U → V . Les suites exactes

d’excision associées aux ouverts U et V et l’étude des pentes de la cohomologie rigide

à support propre impliquent que l’on a des isomorphismes (induits par les inclusions)

Hi

rig,c(U/K)>d−1 → Hi

rig,c(X/K)>d−1, Hi

rig,c(V/K)>d−1 → Hi

rig,c(Y/K)>d−1.

Par ailleurs, sont attachés à f deux morphismes de F-isocristaux

f∗ : Hi

rig,c(U/K) → Hi

rig,c(V/K) et f∗ : Hi

rig,c(V/K) → Hi

rig,c(U/K)

tels que f∗ ◦ f∗ = deg(f). Il en résulte que f∗ est injectif et le résultat s’en déduit.
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Théorème 6.2 (Esnault). — Soit k un corps de caractéristique p > 0. Soit X une

variété propre et lisse telle que, notant Ω une clôture algébrique du corps des fonctions

k(X), on ait CH0(XΩ)Q = Q. Alors, pour tout i > 0, Hi

rig(X/K)<1 = 0.

Une classe importante de variétés où la condition CH0(XΩ)Q = Q est vérifiée

est fournie par les variétés (géométriquement) rationnellement connexes par châınes :

il s’agit de variétés propres X pour lesquelles deux points quelconques sont joints

par une châıne de courbes rationnelles. Les variétés faiblement unirationnelles sont

évidemment rationnellement connexes par châınes ; l’énoncé b) redonne ainsi l’un

des résultats principaux de la note [25]. D’après un théorème dû indépendamment à

F. Campana et à J. Kollár, Y. Miyaoka et S. Mori, les variétés de Fano, c’est-à-dire les

variétés projectives lisses dont le fibré anticanonique est ample, sont rationnellement

connexes par châınes (voir [20], prop. 5.16.) Si le corps de base est de caractéristique

zéro, par deux points quelconques d’une variété propre et lisse qui est rationnellement

connexe par châınes, passe en fait une courbe rationnelle.

Pour démontrer le théorème 6.2, on peut supposer que k est algébriquement clos.

D’après un théorème de Bloch ([8, 9], je rappelle aussi l’argument plus bas), il existe

un ouvert dense U de X et un point x0 ∈ X(k) tels que sur U × X , notant ∆X la

diagonale de X × X ,

(6.3) ∆X = U × [x0] dans CHd(U × X)Q.

Autrement dit, le graphe Γj ⊂ U×X de l’immersion fermée j : U → X est linéairement

équivalent à U × [x0] dans CHd(U × X)Q.

Remarquons qu’une classe de cohomologie α ∈ H2d

rig(U ×X) définit une correspon-

dance sur la cohomologie rigide à support propre :

α∗ : Hi

rig,c(U)
q
∗

−→ Hi

rig,c(U × X)
∩α
−−→ Hi+2d

rig,c (U × X)
p∗

−→ Hi

rig,c(X).

L’application q∗ existe car X est propre, l’accouplement ∩α vient de celui entre coho-

mologie rigide à support propre et cohomologie rigide (défini dans [5]) et l’application

p∗ est la transposée, via la dualité de Poincaré, de l’application p∗ sur la cohomologie

rigide. Le graphe de j a une classe γ(Γj) dans H2d

rig(U × X), construite dans [60] et

l’on a pour tout i,

γ(Γj)∗ = j∗ : Hi

rig,c(U) → Hi

rig,c(X).

Mais la décomposition (6.3) affirme que modulo l’équivalence rationnelle, Γj = p∗[x0],

donc, en passant aux classes de cycles ([60], prop. 6.10),

γ(Γj) = p∗γ([x0]), γ([x0]) ∈ H2d

rig(X)

Par suite, pour toute classe ξ ∈ Hi

rig,c(U),

j∗(ξ) = γ(Γj)∗(ξ) = p∗(q
∗(ξ) ∩ p∗(γ([x0]))

= p∗(q
∗(ξ)) ∩ γ([x0]).
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Comme p∗(q
∗(ξ)) ∈ Hi−2d

rig,c (X), il est nul pour i < 2d et finalement, les homomor-

phismes j∗ : Hirig, c(U) → Hi

rig,c(X) sont nuls pour 0 ≤ i < 2d. (En degré 2d, c’est

un isomorphisme.) D’après le théorème 6.1, ils induisent des isomorphismes sur les

parties de pentes > d − 1. Par conséquent, pour tout i, le F-isocristal Hi

rig,c(X)>d−1

est nul.

Par dualité de Poincaré, Hi

rig(X)<1 = 0 si i > 0.

Donnons pour terminer la démonstration de l’existence d’une décomposition (6.3).

L’hypothèse est que CH0(XΩ)Q = Q, où Ω est une clôture algébrique de k(X). On

suppose toujours que le corps k est algébriquement clos. Soit x0 un point géométrique

de X et soit η son point générique ; ils définissent deux points de X(k(X)) et leur

différence α est un 0-cycle sur Xk(X). Par hypothèse, leur différence est de torsion sur

XΩ, donc sur une extension finie K de k(X). En prenant des normes, on voit que α

est déjà de torsion dans CH0(Xk(X)). Cela signifie qu’il existe un ouvert U de X tel

que le d-cycle ᾱ = X × [x0] − ∆X est de torsion sur U × X .

Remarque 6.4. — Si dimX ≤ 3, et si X est séparablement unirationnelle, ou bien

de Fano, on sait que les groupes de cohomologie Hi(X,OX) sont nuls pour i ≥ 1

(Nygaard [59], Shepherd-Barron [64]). On peut alors en déduire que pour i ≥ 1,

Hi(X, WOX) = 0, d’où une autre approche au théorème 6.2.

Remarque 6.5. — Dans [26], H. Esnault énonce son théorème sous l’hypothèse, appa-

remment plus forte, que CH0(XΩ) = Z ; elle est en fait équivalente. Notons CH0(XΩ)0

le noyau de l’application degré CH0(XΩ) → Z et soit alb: X → A l’application d’Al-

banese de XΩ. Comme A est engendrée par l’image de X , l’application CH0(XΩ)0 →

A(Ω) déduite de alb est surjective. Si CH0(XΩ)Q = Q, CH0(XΩ)0 est un groupe de

torsion, A(Ω) aussi, et donc A = 0. Par ailleurs, un théorème de Rŏıtman [61] complété

par Milne [56] affirme que l’application CH0(XΩ)0 → A(Ω) induit un isomorphisme

sur les sous-groupes de torsion. Il en résulte que CH0(XΩ)0 est sans torsion, donc nul.

Ainsi, CH0(XΩ) = Z.

7. RETOUR SUR LA FONCTION ZÊTA

Comme je l’ai déjà mentionné au § 5, la formule des traces de Lefschetz en coho-

mologie rigide à support propre montre que la partie de la cohomologie de pente < α

fournit une congruence modulo qα pour le nombre de points rationnels.

Par suite, les théorèmes 6.1 et 6.2 impliquent le théorème suivant :

Théorème 7.1. — Soit X et Y deux variétés propres, lisses et géométriquement

connexes sur le corps fini Fq. Soit Ω une clôture algébrique de Fq(X).

a) Si X et Y sont birationnelles, alors |X(Fq)| ≡ |Y (Fq)| (mod q) ;

b) Si CH0(XΩ)Q = Q, alors |X(Fq)| ≡ 1 (mod q).
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Même si l’énoncé a) ne figure pas explicitement dans la note [25], c’en est une

conséquence immédiate. D’un autre côté, il est évident si X et Y sont liées par un

éclatement de centre lisse. Il le serait plus généralement pour tout couple de variétés

birationnelles, si l’on disposait d’un théorème de factorisation faible en caractéristique

positive. Dans leur article récent [49], G. Lachaud et M. Perret ont fait marcher cette

approche en dimension 3.

Puisque les variétés de Fano sur un corps algébriquement clos sont rationnelle-

ment connexes par châınes, il en résulte ainsi le théorème, conjecturé par Lang et

Manin [52] :

Corollaire 7.2 (Esnault). — Soit X une variété de Fano sur un corps fini Fq.

Alors, |X(Fq)| ≡ 1 (mod q). Il est en particulier non nul.

On en déduit aussi le résultat :

Proposition 7.3. — Soit X une variété propre, lisse et géométriquement connexe

sur un corps fini Fq. Supposons que X soit géométriquement dominée par une k-

variété Y , propre, lisse et connexe, de même dimension, telle que Hi

ét(Y,Qp) = 0 si

i 6= 0. Alors, pour toute extension finie F de Fq, |X(F)| ≡ 1 (mod p).

Remarque 7.4. — Le théorème d’Esnault peut être mis en parallèle avec plusieurs

résultats récents. Soit k le corps des fonctions d’une courbe projective et lisse sur un

corps algébriquement clos. Graber, Harris, Starr [30], et de Jong et Starr [37] ont mon-

tré qu’une k-variété projective, lisse qui est séparablement rationnellement connexe a

un point rationnel. Un tel corps k, de même qu’un corps fini, est C1, donc de dimen-

sion cohomologique au plus 1. Cependant, Colliot-Thélène et Madore ont construit

dans [18] une surface cubique sur Q (une telle surface est séparablement rationnelle-

ment connexe) et un corps de dimension cohomologique 1 sur laquelle elle n’a pas de

point rationnel. La question de savoir si une variété séparablement rationnellement

connexe (voire rationnellement connexe par châınes) sur un corps C1 admet un point

rationnel reste ouverte.

Remarque 7.5. — Contrairement aux théorèmes d’Ax et Katz, la démonstration du

théorème 6.2 nécessite une hypothèse de lissité. Bloch, Esnault et Levine [10] ont

proposé de remplacer la décomposition de la diagonale dans le groupe de Chow (for-

mule (6.3)) par une décomposition analogue dans un groupe de cohomologie motivique

adéquat. Leur condition entrâıne une minoration des pentes de la cohomologie rigide

et ils ont montré qu’elle est vérifiée dans le cas des hypersurfaces de degré d ≤ n

éventuellement singulières de l’espace projectif Pn.
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8. SIMPLE CONNEXITÉ DE CERTAINES VARIÉTÉS

On peut aussi appliquer ces considérations pour étudier le groupe fondamental de

certaines variétés algébriques, notamment les variétés unirationnelles.

Rappelons que J-P. Serre a démontré dans [63] que le groupe fondamental d’une

telle variété est trivial, pourvu que le corps de base soit de caractéristique zéro.

Lemme 8.1. — Soit X une variété projective lisse, géométriquement connexe, sur

un corps de caractéristique zéro. On suppose que X est unirationnelle, ou que X

est de Fano, ou, Ω désignant la clôture algébrique du corps des fonctions de X, que

CH0(XΩ)Q = Q. Alors, χ(X,OX) = 1.

Dans le premier cas, on a en effet H0(X, Ωi

X
) = 0, pour i > 0, comme on le voit

en tirant une i-forme de X à l’espace projectif : elle y sera régulière hors d’un lieu de

codimension 2, donc partout, donc nulle. En caractéristique zéro, cet espace a même

dimension que Hi(X,OX), d’où l’assertion. Dans le second cas, si i > 0, Hi(X,OX)

est dual de Hd−i(X, ω−1
X

), donc est nul par le théorème d’annulation de Kodaira.

Le dernier cas se démontre en décomposant la diagonale mais en théorie de Hodge.

Par le même argument que dans la preuve du théorème 6.2, il existe un ouvert dense U

de X tel que l’application Hi

DR
(X) → Hi

DR
(U) soit nulle pour i > 0. D’autre part,

la théorie de Hodge mixte de P. Deligne fournit une factorisation

Hi

DR(X) → Hi

DR(U) → Hi(X,OX),

l’application composée étant surjective (cf. [22], (3.2.13), (ii)). Il en résulte que

Hi(X,OX) = 0 pour i > 0.

Corollaire 8.2. — (En caractéristique zéro.) Une variété propre et lisse qui est

unirationnelle, ou de Fano, ou rationnellement connexe par châınes, n’a pas de revê-

tement étale fini non trivial.

Si f : Y → X est un tel revêtement, remarquons que l’hypothèse implique que

Y est aussi unirationnelle (resp. de Fano). Par suite, on a χ(Y,OY ) = 1. Or, le

théorème de Riemann-Roch implique que f∗ ch(OY ) = deg(f) ch(OX), si bien que

χ(Y,OY ) = deg(f)χ(X,OX). Nécessairement, deg(f) = 1.

Remarque 8.3. — a) Si le corps de base est C, le groupe fondamental topologique de

telles variétés est aussi trivial.

b) Soit X une surface d’Enriques sur le corps des nombres complexes. Bloch, Kas

et Lieberman montrent dans [11] que sur X , tout zéro-cycle et de degré nul est ration-

nellement équivalent à 0. L’hypothèse CH0(XΩ)Q = Q ne suffit donc pas à assurer la

validité du corollaire précédent.
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En caractéristique p > 0, les choses sont plus compliquées. Tout d’abord, il existe

des surfaces unirationnelles non simplement connexes (Shioda, [65]) : si p 6= 5 et p 6≡ 1

(mod 5), la surface d’équation

X5
0 + X5

1 + X5
2 + X5

3 = 0

dans P3 est unirationnelle mais possède une action libre du groupe des racines 5-ièmes

de l’unité (par Xi → ζiXi). La surface de Godeaux obtenue par quotient est alors

unirationnelle mais n’est pas simplement connexe : son groupe fondamental est Z/5Z.

Cet exemple montre aussi qu’en caractéristique positive, une variété rationnellement

connexe par châınes X ne vérifie pas forcément Hi(X,OX) = 0.

Toutefois, on peut démontrer qu’une variété propre, définie sur un corps algébri-

quement clos qui est normale et rationnellement connexe par châınes, a un groupe

fondamental fini (Kollàr [48], voir aussi Campana [13], ainsi que la note [14]). De plus,

les variétés dites séparablement rationnellement connexes sont simplement connexes.

(Cela résulte du théorème de de Jong et Starr, cf. l’exposé [21] d’O. Debarre).

Le résultat suivant a été démontré par T. Ekedahl ([25]) dans le cas unirationnel.

Proposition 8.4. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 et

soit X une variété propre, lisse sur k. Si X est de Fano, ou si X est rationnellement

connexe par châınes, son groupe fondamental est un groupe fini d’ordre premier à p.

D’après le lemme 5.1, si X est unirationnelle, resp. de Fano, resp. rationnellement

connexe par châınes, sur un corps algébriquement clos k de caractéristique p, on a

χét,c(X,Qp) = 1. Mais un revêtement étale d’un tel X est aussi unirationnel (resp. de

Fano, resp. rationnellement connexe par châınes). Soit ainsi un revêtement étale Y →

X , galoisien de groupe G et soit P un p-sous-groupe de Sylow de G, de sorte que le

revêtement Y → Y/P est étale galoisien de groupe P . Les variétés Y et Y/P sont

rationnellement connexes par châınes, si bien que χét(Y,Qp) = χét(Y/P,Qp) = 1. Le

lemme 8.5 ci-dessous affirme que χét(Y,Qp) = |P |χét(Y/P,Qp). Par suite, P = {1}

et tout revêtement étale de X est d’ordre premier à p. La proposition résulte alors de

ce que le groupe fondamental de X est fini.

Pour que la démonstration de la prop. 8.4 soit complète, il reste à démontrer la

formule d’Euler-Poincaré en cohomologie étale p-adique suivante, établie par R. Crew

dans [19].

Lemme 8.5. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p et soit

f : Y → X un revêtement étale galoisien de k-schémas séparés de type fini, de

degré une puissance de p. On a alors les formules suivantes entre caractéristiques

d’Euler-Poincaré en cohomologie étale à support propre :

χét,c(Y,Qp) = deg(f)χét,c(X,Qp) et χét,c(Y,Z/pZ) = deg(f)χét,c(X,Z/pZ).

ASTÉRISQUE
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En considérant la suite exacte

0 → Zp → Zp → Z/p → 0

et en utilisant le fait que la cohomologie étale à support propre à coefficients dans Zp

est représentée par un complexe parfait de Zp-modules, on démontre que

χét,c(X,Qp) = χét,c(X,Z/pZ) et χét,c(X,Qp) = χét,c(X,Z/pZ),

si bien que la seconde formule implique la première.

Le faisceau étale f∗(Z/pZ) sur X est localement constant et correspond à une re-

présentation de son groupe fondamental sur un Fp-espace vectoriel de dimension d =

deg(f), représentation qui provient d’une représentation de Gal(Y/X). Comme ce

groupe est un p-groupe, cette représentation est extension successive de représenta-

tions triviales. Autrement dit, f∗(Z/pZ) est extension successive de d faisceaux Z/pZ.

Par suite

χét,c(Y,Z/pZ) = χét,c(X, f∗(Z/pZ)) = dχét,c(X,Z/pZ).
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[55] Z. Mebkhout – « Sur le théorème de finitude de la cohomologie p-adique d’une
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[61] A. A. Rŏitman – « The torsion of the group of 0-cycles modulo rational equi-

valence », Ann. of Math. 111 (1980), no. 3, p. 553–569.

[62] T. Satoh – « The canonical lift of an ordinary elliptic curve over a finite field

and its point counting », J. Ramanujan Math. Soc. 15 (2000), no. 4, p. 247–270.

[63] J.-P. Serre – « On the fundamental group of a unirational variety », J. London

Math. Soc. 34 (1959), p. 481–484.

[64] N. I. Shepherd-Barron – « Fano threefolds in positive characteristic », Com-

positio Math. 105 (1997), no. 3, p. 237–265.

[65] T. Shioda – « An example of unirational surface in characteristic p », Math.

Ann. 211 (1974), p. 233–236.

[66] N. Tsuzuki – « Cohomological descent of rigid cohomology for proper cove-

rings », Invent. Math. 151 (2003), no. 1, p. 101–133.

[67] D. Q. Wan – « A Chevalley-Warning approach to p-adic estimates of character

sums », Proc. Amer. Math. Soc. 123 (1995), no. 1, p. 45–54.
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PROGRÈS RÉCENTS SUR L’HYPOTHÈSE DU CONTINU

[d’après Woodin]

par Patrick DEHORNOY

Une profusion de résultats conceptuellement profonds et techniquement difficiles ont

été accumulés en théorie des ensembles depuis l’introduction des méthodes de forcing et

de structure fine dans les années 1960. Ce rapport est consacré aux travaux récents de

Woodin, qui non seulement ont constitué des percées techniques remarquables, mais ont

aussi renouvelé le cadre conceptuel en améliorant l’intelligibilité globale de la théorie et

en soulignant son unité profonde. Pour la première fois apparaissent une explication autre

qu’empirique de la hiérarchie des grands cardinaux, et, surtout, une perspective réaliste

de décider l’hypothèse du continu, en l’occurrence dans une direction négative :

Conjecture (Woodin, 1999). — Toute théorie des ensembles compatible avec l’exis-

tence de grands cardinaux et rendant invariantes par forcing les propriétés des ensembles

héréditairement de cardinal au plus ℵ1 implique que l’hypothèse du continu soit fausse.

Les travaux de Woodin arrivent très près de cette conjecture, qu’ils établissent pour

une part substantielle de la hiérarchie des grands cardinaux. La question reste de savoir

si cette part substantielle est en fait toute la hiérarchie des grands cardinaux. Dans tous

les cas — et c’est ce qui légitime de parler de ces travaux maintenant, sans attendre une

possible solution de la partie ouverte de la conjecture ci-dessus — les résultats de Woodin

contribuent à montrer que le problème du continu et, plus généralement, la notion d’infini

non dénombrable ne sont pas intrinsèquement vagues et inaccessibles à l’analyse, mais

peuvent faire l’objet d’une véritable théorie conceptuelle allant bien au-delà de l’explora-

tion formelle des conséquences d’axiomes plus ou moins arbitraires.

Le texte présent, qui doit beaucoup aux articles d’exposition [19, 20], s’efforce d’ex-

pliquer et de mettre en perspective les énoncés de quatre résultats de Woodin, apparaissant

ici comme les théorèmes 5.8, 6.4, 6.7, et 7.2. Il semble hors de portée de donner une idée des

démonstrations, dont la partie publiée occupe une bonne fraction des 900 pages de [18],

et dont la partie la plus récente n’est décrite que dans [21].

Je remercie tous les théoriciens des ensembles qui m’ont apporté des commentaires et

des suggestions, notamment Joan Bagaria, Matthew Foreman, Alexander Kechris, John

Steel, Hugh Woodin, et, particulièrement, Stevo Todorcevic.
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1. UNE AFFAIRE TERMINÉE?

L’hypothèse du continu (HC) est l’affirmation <Tout sous-ensemble infini de R est en

bijection soit avec N , soit avec R>, et le problème du continu est la question, soulevée

par Cantor vers 1890, <L’hypothèse du continu est-elle vraie ?>. Premier de la liste de

Hilbert en 1900, le problème du continu a suscité des recherches tout au long du vingtième

siècle. Une fois réuni un vaste consensus sur le système de Zermelo-Fraenkel (ZF, ou ZFC

quand l’axiome du choix est inclus) comme point de départ axiomatique d’une théorie des

ensembles, la première étape dans l’étude du problème du continu est la question <HC, ou

sa négation ¬HC, est-elle prouvable à partir de ZFC ?>.

La réponse tient en deux résultats, tournants majeurs de la théorie des ensembles tant

par leur importance propre que par les démonstrations qui ont permis de les établir :

Théorème 1.1 (Gödel, 1938). — Si ZFC est non contradictoire, il n’existe pas de preuve

de ¬HC à partir de ZFC.

Théorème 1.2 (Cohen, 1963). — Si ZFC est non contradictoire, il n’existe pas de preuve

de HC à partir de ZFC.

Il peut être tentant de retenir que le problème du continu ne peut être résolu et qu’à

défaut d’être fermé, il est du moins sans intérêt, tout nouvel effort étant voué à l’échec.

Cette conclusion est erronée. On peut certes juger le problème inopportun si on accorde

peu d’intérêt aux objets qu’il met en jeu : sous-ensembles compliqués de R, bons ordres

dont l’existence relève de l’axiome du choix1. Par contre, on doit voir que la question, si

elle n’est pas écartée a priori, n’est pas fermée mais ouverte par les résultats de Gödel

et Cohen : ainsi que le démontre le corpus accumulé, le système ZFC n’épuise pas notre

intuition des ensembles, et la conclusion ne doit pas être que l’hypothèse du continu n’est

ni vraie, ni fausse2, mais, simplement, que le système ZFC est incomplet, et qu’il s’agit de

le compléter.

Des analogies sont évidentes : que l’axiome des parallèles ne soit pas conséquence des

autres axiomes d’Euclide n’a pas clos la géométrie, mais, au contraire, a permis l’émergence

des géométries non euclidiennes, et a ouvert la question de reconnâıtre, parmi toutes les

géométries possibles, la plus pertinente pour décrire le monde physique. De même, les

résultats de Gödel et de Cohen montrent que plusieurs univers sont possibles à partir

de ZFC, et ouvrent donc l’étude des divers univers possibles — c’est-à-dire, de façon

équivalente, des divers systèmes axiomatiques complétant ZFC — et la question de re-

connâıtre, parmi ceux-ci, le(s) plus pertinent(s) pour décrire le monde mathématique.

Diverses questions préliminaires se posent, de ce que peut être un bon axiome, et,

surtout, de ce que peut signifier résoudre un problème tel que le problème du continu sur

1En fait, il existe aussi des versions plus effectives de HC ne portant que sur des objets définissables.
2voire est indécidable en quelque sens mystérieux
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la base d’axiomes additionnels3. On reviendra sur ces questions dans la section 2 à la lueur

du cas de l’arithmétique. Divers axiomes susceptibles de compléter ZFC interviendront

dans la suite de cet exposé. Pour le moment, mentionnons simplement les axiomes de

grands cardinaux, qui, intuitivement, sont les plus naturels, et dont le rôle est central.

Ces axiomes affirment l’existence d’infinis d’ordre supérieur, dépassant les infinis qui les

précèdent à la façon dont l’infini dépasse le fini. Ils constituent une itération du principe de

départ de la théorie des ensembles qui est précisément de postuler l’existence d’ensembles

infinis4. L’une des raisons du succès des axiomes de grands cardinaux est leur efficacité

pour décider un grand nombre d’énoncés non prouvables à partir de ZFC, cf. [9]. Le point

important ici est qu’il semble raisonnable de tenir ces axiomes pour vrais, ou, au moins,

de ne tenir pour plausibles que des axiomes A compatibles avec l’existence de grands

cardinaux au sens où aucun axiome de grand cardinal ne contredit A.

2. ARITHMÉTIQUE, INCOMPLÉTUDE, ET FORCING

Notons V la collection de tous les ensembles5. De même que le but ultime de l’arithméti-

que serait de déterminer tous les énoncés satisfaits dans la structure (N ,+,×), celui de

la théorie des ensembles serait de déterminer tous les énoncés satisfaits dans la struc-

ture (V,∈). Ce but étant inaccessible, une possibilité est de se restreindre à des structures

plus simples du type (H,∈), où H est un certain fragment de la collection des ensembles.

La filtration par la cardinalité est alors naturelle :

Définition 2.1. — Pour k entier, on note Hk l’ensemble de tous les ensembles A héré-

ditairement de cardinal strictement plus petit que ℵk, au sens où A, les éléments de A,

les éléments des éléments de A, etc. sont tous de cardinal plus petit que ℵk
6.

Considérons pour commencer la structure (H0,∈), c’est-à-dire le niveau des ensembles

héréditairement finis. Notons ZF
fini le système ZF privé de l’axiome de l’infini.

3On se doute qu’ajouter simplement HC ou ¬HC aux axiomes ne serait pas une très bonne solution !
4Comme l’existence d’un grand cardinal entrâıne toujours la non-contradiction de ZFC, le second

théorème d’incomplétude interdit qu’une telle existence puisse être démontrée à partir de ZFC, et la

poser comme hypothèse constitue donc toujours un axiome propre.
5en fait, la collection de tous les ensembles purs, définis comme ceux pouvant être obtenus à partir de

l’ensemble vide en itérant les opérations de passage à l’ensemble des parties, à la réunion, et aux éléments.

On sait que de tels ensembles suffisent à représenter tous les objets mathématiques.
6On rappelle que ℵ0, ℵ1, . . . est l’énumération croissante des cardinaux infinis, ceux-ci étant définis

comme les ordinaux infinis qui ne sont en bijection avec aucun ordinal plus petit. Ainsi ℵ0 (aussi noté ω),

est le plus petit ordinal infini, donc aussi la limite supérieure des ordinaux finis, et ℵ1 est le plus petit

ordinal non dénombrable, donc la limite supérieure des ordinaux dénombrables. Alors ℵ0 est le cardinal

de N, et, en notant 2κ le cardinal de P(κ) comme dans le cas fini, 2ℵ0 est celui de P(N), donc aussi de R,

de sorte que l’hypothèse du continu s’écrit 2ℵ0 = ℵ1.
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Lemme 2.2. — À partir des axiomes de ZF
fini, on peut définir à l’intérieur de (H0,∈)

une copie de (N ,+,×) ; inversement, à partir des axiomes de Peano, on peut définir à

l’intérieur de (N ,+,×) une copie de (H0,∈) 7.

À un codage près, décrire (H0,∈) équivaut donc à décrire (N ,+,×) : le niveau <hérédi-

tairement fini> de la théorie des ensembles cöıncide avec l’arithmétique. Une façon usuelle

de décrire une structure S consiste à l’axiomatiser, c’est-à-dire à caractériser les énoncés

satisfaits dans S comme ceux qui sont prouvables à partir d’un système d’axiomes suf-

fisamment simple. Pour l’arithmétique, le système de Peano est bien connu, mais les

théorèmes d’incomplétude de Gödel montrent que la description obtenue n’est pas com-

plète : il existe des énoncés satisfaits dans (N ,+,×) mais non prouvables à partir des

axiomes de Peano, et, de même, des énoncés satisfaits dans (H0,∈) mais non prouvables

à partir de ZF
fini.

Se placer dans le cadre de la théorie des ensembles permet de démontrer davantage

d’énoncés, donc de se rapprocher d’une description complète. Dans le cas d’un énoncé ϕ

portant sur H0, cela signifie non plus chercher si ϕ est prouvable à partir de ZF
fini, mais

si l’énoncé <(H0,∈) satisfait ϕ> 8 est prouvable à partir de ZFC. De même, dans le cas

d’un énoncé ϕ portant sur N , il s’agit, au lieu de chercher si ϕ est prouvable à partir des

axiomes de Peano, de chercher si <(N ,+,×) satisfait ϕ> 9 est prouvable à partir de ZFC.

Le théorème d’incomplétude s’applique derechef, et l’axiomatisation par ZFC ne donne

toujours pas une description complète. Pour autant, cette description est en pratique

satisfaisante, en ce que la plupart des exemples d’énoncés vrais mais non prouvables

sont des énoncés ad hoc plus ou moins directement issus de la logique10. De plus, et

surtout, les manifestations de l’incomplétude de ZFC au niveau de l’arithmétique diffèrent

fondamentalement de ses manifestations à des niveaux ultérieurs, par exemple dans le cas

de l’hypothèse du continu.

Expliquer cette différence de nature requiert d’introduire la notion de forcing et, d’abord,

celle de modèle de ZFC. Comme ZFC est une famille d’axiomes portant sur l’unique rela-

tion d’appartenance, on peut considérer de façon abstraite des structures (M,E) avec E

relation binaire sur M telles que chacun des axiomes de ZFC soit satisfait lorsque E est

7On obtient une copie N de N à l’intérieur de H0 en définissant récursivement une copie i de l’entier i

par 0 = ? et i+ 1 = i ∪ {i} : c’est la représentation de von Neuman des entiers par des ensembles. Il

est alors facile de construire des copies + et × de + et ×, et de montrer à partir de ZF
fini que (N ,+,×)

satisfait aux axiomes de Peano. À l’inverse, suivant Ackermann, on définit à l’intérieur de (N,+,×) une

relation ∈ en déclarant p ∈ q vraie si le p-ième chiffre du développement binaire de q est 1, et on montre

à partir des axiomes de Peano que (N,∈) satisfait aux axiomes de ZF
fini, et est isomorphe à (H0,∈).

8c’est-à-dire l’énoncé obtenu à partir de ϕ en ajoutant que toutes les variables prennent leurs valeurs

dans l’ensemble définissable H0, cf. note 14
9ou, plus exactement et avec les notations de la note 7, <(N ,+,×) satisfait ϕ>
10Noter néanmoins les propriétés combinatoires isolées par H. Friedman [6], ou les résultats de Y. Ma-

tiyasevich sur l’existence d’équations diophantiennes dont la résolubilité est indémontrable [12].
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prise comme valeur de l’appartenance : une telle structure est appelée modèle de ZFC. La

validité des axiomes de ZFC s’exprime alors par le fait que la structure (V,∈) constituée

des vrais ensembles et de la vraie appartenance est un modèle de ZFC
11.

C’est le cadre conceptuel fourni par la notion de modèle de ZFC qui permet d’établir

les théorèmes 1.1 et 1.2 : pour montrer que ¬HC (resp. HC) n’est pas prouvable à partir

de ZFC, il suffit de construire un modèle de ZFC satisfaisant HC (resp. ¬HC), ce qu’on fait

en partant d’un modèle (quelconque) M de ZFC, et en en construisant respectivement

un sous-modèle L satisfaisant HC avec Gödel, et une extension M [G] satisfaisant ¬HC

avec Cohen12. La méthode de Cohen, ou méthode du forcing, consiste à ajouter à M un

ensemble G dont les propriétés sont définies (<forcées>) depuis l’intérieur de M par un

ensemble ordonné P, dit de forcing, qui décrit les éléments de M [G] 13. Un modèle du

type M [G] est appelé extension générique de M .

L’existence du forcing introduit une variabilité essentielle dans la théorie des ensembles.

Étant donné un modèle M , et un énoncé ϕ tel que ni ϕ, ni ¬ϕ ne soient prouvables à

partir de ZFC, il est fréquent qu’on puisse construire, à l’aide d’un premier ensemble de

forcing P1, une extension générique M [G1] dans laquelle ϕ est satisfait, et, à l’aide d’un

second ensemble de forcing P2, une autre extension générique M [G2] dans laquelle ¬ϕ est

satisfait, de sorte que privilégier ϕ ou ¬ϕ semble difficile. Au demeurant, nous allons voir

que cette situation ne peut pas se produire au niveau de l’arithmétique.

Définition 2.3. — Soit H un ensemble définissable14. On dit que les propriétés de la

structure (H,∈) sont invariantes par forcing si, quels que soient l’énoncé ϕ, le modèle M ,

et l’extension générique M [G] de M , l’énoncé <(H,∈) satisfait ϕ> est satisfait dans M si

et seulement si il l’est dans M [G] 15.

Proposition 2.4 (Shoenfield). — Les propriétés de (H0,∈) et de (N ,+,×) sont inva-

riantes par forcing16.

11Cette description adopte un vocabulaire délibérément platonicien référant à un vrai monde de vrais

ensembles : plus que d’une option philosophique, il s’agit d’une commodité de présentation, consistant à

fixer un modèle de référence et à distinguer les modèles partageant la même relation d’appartenance.
12De même, pour montrer que les axiomes des groupes n’entrâınent pas, disons, la commutativité, on

pourrait partir d’un groupe G quelconque, et en construire respectivement un sous-groupe commutatif et

une extension non commutative. La construction est plus délicate dans le second cas, car, rien n’excluant

de partir avec G = {1} ou M = L, le passage à une sous-structure ne saurait suffire.
13comme une extension de corps dont les éléments sont décrits par des polynômes du corps de base
14c’est-à-dire que H est défini comme l’ensemble des x vérifiant une certaine formule ψ(x) du langage

de la théorie des ensembles. Par exemple, chacun des ensembles Hk est définissable.
15Il y a un aspect subtil ici : à supposer que H soit défini par une formule ψ(x), on ne demande pas

que les ensembles définis par ψ(x) dans M et dans M [G], c’est-à-dire <H calculé dans M> et <H calculé

dans M [G]>, cöıncident, on demande seulement que ces deux ensembles aient les mêmes propriétés.
16Le résultat ici est même plus fort : on a invariance non seulement par passage à une extension

générique, mais aussi par passage à une extension quelconque, (M ′, E′) étant appelé extension de (M,E)

si M est inclus dans M ′, E est la restriction de E′ à M , et les ordinaux de (M,E) et (M ′, E′) cöıncident.
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Les manifestations de l’incomplétude de ZFC au niveau de l’arithmétique ne sont donc

pas liées à la variabilité due au forcing, et elle se réduisent à ce qu’on pourrait appeler

une incomplétude résiduelle, dont on a dit qu’elle limite peu l’efficacité en pratique. Il est

donc naturel de chercher à retrouver, par exemple pour les structures (Hk,∈) avec k > 1,

la situation de (H0,∈) et de l’arithmétique — si cela se peut. Ceci conduit à poser comme

suit la question de la recherche de bons axiomes pour une structure (H,∈) :

Problème 2.5. — Trouver un cadre axiomatique, ZFC ou ZFC complété d’axiome(s) com-

patible(s) avec l’existence de grands cardinaux, fournissant une description suffisamment

complète de (H,∈) et en rendant les propriétés invariantes par forcing.

Obtenir l’invariance des propriétés de (H,∈) par forcing, c’est neutraliser l’action du

forcing au niveau de H , afin de limiter autant que faire se peut l’inévitable incomplétude

de la description. L’invariance des propriétés par forcing est une contrainte forte, et il

n’est pas clair a priori qu’elle puisse être réalisée au delà de H0
17. Par contre, l’éventuelle

satisfaction de cette contrainte devrait apparâıtre comme un argument de poids en faveur

du système axiomatique qui l’accomplit18 : ce sera notre point de vue ici.

Dans ce contexte, on peut maintenant proposer une réponse à la question : <Que peut

signifier établir ϕ lorsque ni ϕ, ni sa négation ¬ϕ ne sont prouvables à partir de ZFC ?>,

typiquement lorsqu’on peut, par forcing, réaliser tout aussi bien ϕ que ¬ϕ. Supposons

que ϕ porte sur une certaine structure définissable (H,∈). Si on accepte le cadre du

problème 2.5, c’est-à-dire si on privilégie le critère d’invariance par forcing, il devrait

apparâıtre raisonnable de considérer ϕ comme établi si on a montré deux choses :

- (i) qu’il existe bien au moins une solution au problème 2.5 pour (H,∈), c’est-à-dire

au moins un système axiomatique en satisfaisant toutes les requêtes19, et, d’autre part,

- (ii) que toute telle solution implique que ϕ soit vrai.

Autrement dit, il s’agit de considérer comme établi un énoncé ϕ qui est nécessairement

vrai dans tout contexte cohérent neutralisant l’action du forcing jusqu’au niveau de ϕ 20.

C’est en ces termes que le problème du continu, dont on verra qu’il s’exprime comme

une propriété de H2, est abordé par Woodin.

17De fait, Woodin a montré qu’aucun résultat d’invariance par forcing n’est possible pour les propriétés

de la structure (Vℵ0+2,∈) (cf. note 28), donc, essentiellement, pour tout fragment contenant P(R).
18Il n’existe cependant pas d’unanimité. Une objection est de considérer la variabilité due au forcing

comme un flou dans notre perception des ensembles. De ce point de vue, réclamer l’invariance des pro-

priétés par forcing, c’est restreindre l’observation à des fragments de l’univers qui échappent au flou. Mais

rien ne dit que la solution du problème du continu, par exemple, doive se trouver dans ces fragments-là.
19Ceci, afin de montrer que l’approche n’est pas irréaliste.
20En termes encore plus imagés : seul reste ϕ lorsque la température a été suffisamment abaissée pour

que l’agitation thermique liée au forcing cesse de rendre ϕ et ¬ϕ indistinguables...
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3. LE SECOND NIVEAU : LE DÉNOMBRABLE

La situation simple deH0 ne se retrouve pas dès que des ensembles infinis entrent en jeu :

le système ZFC ne rend pas les propriétés de H1 invariantes par forcing, et laisse ouvertes

beaucoup d’entre elles parmi les plus naturelles. Mais on va voir qu’à condition d’amender

convenablement ZFC, il existe une excellente solution au problème 2.5 pour (H 1,∈).

De la même façon qu’on passe de (H0,∈) à (N ,+,×), il est facile de passer de (H1,∈)

à (P(N),N ,+,×,∈) 21. Déterminer les énoncés satisfaits dans (P(N),N ,+,×,∈) revient

à étudier les sous-ensembles de P(N) qui y sont définissables, c’est-à-dire ont la forme

(3.1) A = {x ∈ P(N) ; (P(N),N ,+,×,∈) satisfait ϕ(x,~a)},

avec ~a suite finie d’éléments de P(N) : typiquement, reconnâıtre si l’énoncé ∃xϕ(x,~a) est

satisfait équivaut à reconnâıtre si l’ensemble défini par (3.1) est non vide.

Définition 3.1 (Lusin). — Soit X un espace Polonais. Un sous-ensemble de Xp est

dit projectif s’il peut être obtenu à partir d’un borélien de Xp+k par un nombre fini de

projections et de passages au complémentaire.

Les sous-ensembles de P(N) définissables dans (P(N),N ,+,×,∈) sont exactement22 les

sous-ensembles projectifs de l’espace de Cantor {0, 1}N. Comme les classes d’ensembles

considérées incluent les boréliens, l’existence d’un isomorphisme borélien entre {0, 1} N et

la droite réelle permet de remplacer P(N) par R, et on conclut que l’étude de (H1,∈) est

essentiellement celle des sous-ensembles projectifs de R.

Dans l’optique du problème 2.5, le premier point est de savoir si l’axiomatisation par ZFC

fournit une description suffisamment complète de (H1,∈), donc des sous-ensembles pro-

jectifs de R. Ce n’est pas le cas : si nous appelons PCA un ensemble (projectif) qui est

projection de complémentaire de projection de borélien, alors, si ZFC est non contradic-

toire, ni l’assertion <Tous les sous-ensembles PCA de R sont Lebesgue-mesurables>, ni sa

négation, ne sont prouvables à partir de ZFC
23.

Il s’agit alors de chercher si l’adjonction d’un nouvel axiome permettrait d’obtenir

une solution au problème 2.5. Une longue accumulation de résultats profonds mène à la

conclusion que l’axiome de détermination projective est un tel axiome.

21c’est-à-dire à l’arithmétique du second ordre, où sont considérés, outre les entiers, les ensembles

d’entiers et l’appartenance associée
22Si ϕ est sans quantificateur, alors (3.1) définit un ouvert ; ajouter une quantification existentielle

revient à effectuer une projection, tandis qu’ajouter une négation revient à passer au complémentaire.
23Comme évoqué plus haut, Gödel démontre que ¬HC (de même que la négation de l’axiome du choix)

n’est pas prouvable à partir de ZF en construisant un certain sous-modèle L de V . Or L est équipé d’un bon

ordre canonique (impliquant l’axiome du choix) dont la restriction aux réels est un ensemble PCA, qui,

par le théorème de Fubini, ne peut être mesurable. Donc L satisfait <il existe un PCA non mesurable>,

et, par conséquent, il est impossible que ZFC prouve <tous les PCA sont mesurables>. Pour la négation,

on utilise le forcing avec l’axiome de Martin MA, dont il sera question dans la section 4.



915-08

Définition 3.2. — On dit qu’un sous-ensemble A de [0, 1] est déterminé si l’énoncé

infini suivant, où les εi valent 0 ou 1, est satisfait :

(∃ε1)(∀ε2)(∃ε3) . . . (
∑

i εi2
−i ∈ A) ou (∀ε1)(∃ε2)(∀ε3) . . . (

∑

i εi2
−i /∈ A) 24.

Tous les ouverts sont déterminés, et un théorème de Martin (1975) affirme qu’il en est

de même de tous les boréliens. Ce résultat est le plus fort possible dans ZFC
25, et, par

conséquent, poser comme hypothèse que les ensembles d’une famille au-delà des boréliens

sont déterminés constitue un axiome (propre) par rapport à ZFC.

Définition 3.3. — On note DP (détermination projective) l’axiome : <Tout ensemble

projectif est déterminé>26.

La propriété de détermination est un paradigme permettant d’exprimer de nombreuses

propriétés d’analyse, et il en résulte que l’axiome DP fournit une description très complète

des propriétés des ensembles projectifs. Des résultats typiques sont les suivants, cf. [14] :

Théorème 3.4 (Banach–Mazur, Mycielski–Swierczkowski, Moschovakis). — Le système

ZFC + DP prouve que tous les ensembles projectifs sont Lebesgue-mesurables, ont la pro-

priété de Baire, et ont la propriété d’uniformisation27.

Les phénomènes d’incomplétude liés au théorème de Gödel restent inévitables, mais on

peut affirmer sans tricher que l’axiomatisation de H1 par ZFC + DP a la même efficacité

pratique que celle de H0 par ZFC.

Dans l’optique du problème 2.5, le point suivant est la recherche de conditions éventuelles

rendant les propriétés de H1 invariantes par forcing. C’est précisément l’étude de ce point

qui a conduit à isoler la notion de cardinal de Woodin 28 et a mené en 1984, à partir du

travail de Foreman, Magidor, et Shelah mentionné dans la section 4, au résultat suivant :

24De façon équivalente, un des joueurs a une stratégie gagnante dans le jeu GA où deux joueurs I et II

construisent à tour de rôle une suite infinie ε1, ε2, . . . de 0 et de 1, et où I (resp. II) est déclaré gagnant

pour
∑

i
εi2

−i ∈ A (resp. /∈).
25Dans le modèle L, il existe un ensemble non déterminé qui est projection de borélien.
26Notons AD l’axiome maximal <tout ensemble de réels est déterminé> ; Woodin a démontré en 1987

que les systèmes ZFC + <il existe une infinité de cardinaux de Woodin> (voir note 28) et ZF + AD sont

équiconsistants ; s’il existe une infinité de cardinaux de Woodin plus un cardinal mesurable au-dessus

d’eux dans V , alors AD est satisfait dans le sous-modèle minimal L(R) de V contenant R.
27c’est-à-dire : Si A est un sous-ensemble projectif de R2 , alors il existe une fonction f : R → R de

graphe projectif choisissant, pour tout x tel qu’il en existe, un élément y vérifiant (x, y) ∈ A ; la propriété

d’uniformisation n’est qu’un corollaire d’une certaine propriété d’échelle qui est cruciale.
28Comme de nombreux autres grands cardinaux, les cardinaux de Woodin se définissent par l’existence

de plongements élémentaires, qui sont les homomorphismes entre modèles de ZFC préservant tout ce qui

est définissable à partir de ∈. Notons Vα l’ensemble des ensembles purs s’obtenant à partir de ? en

utilisant au plus α fois l’opération P. Alors, un cardinal κ est de Woodin (dans V ) si, pour toute fonction

f : κ→ κ, il existe un sous-modèle M de V , un plongement élémentaire j : V →M , et un ordinal α < κ

tels que ξ < α entrâıne j(ξ) = ξ et f(ξ) < α et qu’on ait j(α) > α et Vj(f)(α) ⊆ M . Le principe est
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Théorème 3.5 (Woodin). — Supposons qu’il existe une classe propre de cardinaux de

Woodin29. Alors les propriétés de (H1,∈) sont invariantes par forcing.

Ne reste alors qu’à établir la compatibilité de l’axiome DP avec l’existence de grands

cardinaux — c’est-à-dire, en un sens, à prouver l’axiome DP. Woodin en a donné vers 1983

une démonstration à partir d’un axiome extrêmement fort, mais la mesure exacte de DP

dans la hiérarchie des axiomes de grands cardinaux est venue en 1985, avec le remarquable

résultat suivant, cf. [2] :

Théorème 3.6 (Martin–Steel). — Supposons qu’il existe une infinité de cardinaux de

Woodin. Alors DP est vrai 30.

Ainsi, le système formé par ZFC + DP fournit une bonne description de (H1,∈) 31, et

le système légèrement plus fort formé par ZFC plus l’existence d’une classe propre de

cardinaux de Woodin (une sorte de version délocalisée de DP) constitue une solution

complète au problème 2.5 pour H1 : il permet de recouvrer pour H1, c’est-à-dire pour le

niveau de l’infini dénombrable, le même type de complétude empirique que ZFC garantit

pour H0, c’est-à-dire pour le niveau des ensembles finis et de l’arithmétique.

naturel : un cardinal est infini s’il possède une partie propre qui est en bijection avec lui, et il est <super-

infini> s’il possède une partie propre qui non seulement est en bijection avec lui, mais lui est isomorphe,

ce qu’exprime ici le plongement élémentaire. La force de l’hypothèse est proportionnelle au degré de

ressemblance requis entre le modèle de départ V et le modèle d’arrivée M , ici l’hypothèse Vj(f)(α) ⊆M .

Si cette dernière est affaiblie en Vκ ⊆M , on obtient essentiellement la définition d’un cardinal mesurable,

une notion plus faible que celle de cardinal de Woodin en termes de consistance.
29c’est-à-dire : Pour chaque cardinal κ, il existe un cardinal de Woodin au-dessus de κ.
30Il est apparu ensuite que cette implication est, au niveau de la force logique, quasiment une

équivalence : pour tout entier k, le système ZFC + DP prouve la consistance (c’est-à-dire la non-

contradiction) du système ZFC + <il existe k cardinaux de Woodin> ; encore d’autres liens sont appa-

rus, par exemple que l’axiome de forcing MM (voir section 4) entrâıne DP ; tout ceci illustre et explique

l’ubiquité de DP et des cardinaux de Woodin dans la théorie récente.
31Un argument supplémentaire en faveur de DP est que non seulement cet axiome apporte des réponses

sur H1, mais qu’en outre il apporte les réponses heuristiquement satisfaisantes : ainsi, l’uniformisation

permet d’éviter tout recours à l’axiome du choix dans l’étude des ensembles projectifs ; de même, la mesu-

rabilité interdit l’existence de décompositions paradoxales de la sphère en pièces projectives. À l’opposé,

l’axiomatisation par ZFC + V=L (la <structure fine> de Jensen) exprimant que l’univers cöıncide avec le

modèle minimal L de Gödel, fournit aussi une description assez complète (au demeurant incompatible

avec l’existence de grands cardinaux et ne résistant pas au forcing) mais dont les réponses sont moins sa-

tisfaisantes que celles fournies par DP : par exemple, on a vu que ZFC+V=L prouve l’existence d’ensembles

projectifs non mesurables.

Un autre point distinguant DP de V=L est que tout modèle de ZFC inclut L comme sous-modèle, et,

donc, une théorie de L est toujours présente comme sous-théorie. Adopter DP ne rejette donc pas V=L,

présente comme sous-théorie, alors qu’adopter V=L restreindrait l’étude, comme restreindre l’étude des

groupes à celle des groupes commutatifs. C’est cet argument qui conduit à requérir que tout axiome

pour V , donc pour les vrais ensembles, soit compatible avec les grands cardinaux.
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4. LE TROISIÈME NIVEAU : LA CARDINALITÉ ℵ1

L’étape suivante est celle de la structure (H2,∈), c’est-à-dire celle de la cardinalité ℵ1.

Au même sens que ci-dessus, H2 est le niveau de P(ℵ1)
32, ou encore celui de l’ensemble des

suites de réels de longueur ℵ1. Un rôle technique important est joué par les sous-ensembles

stationnaires de ℵ1, qui n’ont pas d’équivalent au niveau de ℵ0, et qui proviennent de

l’existence de points-limites dans la topologie de l’ordre sur l’ordinal ℵ 1.

Définition 4.1. — Un sous-ensemble de ℵ1 est dit stationnaire s’il rencontre tout sous-

ensemble non borné de ℵ1 fermé pour la topologie de l’ordre ; on note INS l’ensemble des

parties non stationnaires de ℵ1.

Le niveau de H2 est le premier où l’axiome du choix commence à se manifester de façon

essentielle, et, notons-le tout de suite, celui où le problème du continu se pose 33 :

Lemme 4.2. — Il existe un énoncé ϕHC tel que <(H2,∈) satisfait ϕHC> équivaille à HC.

Le succès rencontré pour H1 conduit à chercher un axiome34 jouant pour H2 le rôle joué

pour H1 par DP et par l’existence d’une classe propre de cardinaux de Woodin, c’est-à-dire

résolvant le problème 2.5. La mauvaise nouvelle, annoncée par Levy et Solovay dès 1967,

est qu’aucun axiome de grand cardinal ne peut convenir :

Proposition 4.3. — Aucun axiome de grand cardinal ne peut rendre les propriétés

de (H2,∈) invariantes par forcing.

Tout vient de la définissabilité du forcing à partir d’un ensemble du modèle de base.

D’après le lemme 4.2, il suffit de montrer qu’un axiome de grand cardinal A ne peut pas

imposer la valeur de HC. Or, pour briser HC, il suffit d’ajouter ℵ2 sous-ensembles à N , ce

qui peut se faire avec un ensemble de forcing de cardinal ℵ2 ; par contruction, un tel petit

forcing préserve les grands cardinaux. Donc, partant d’un modèle satisfaisant A + HC, on

peut toujours en construire une extension générique satisfaisant A + ¬HC, et A ne peut

rendre HC invariante par forcing.

Une éventuelle axiomatisation de (H2,∈) neutralisant l’action du forcing n’est donc

pas à chercher parmi les axiomes de grands cardinaux. Depuis les années 1980, il est

apparu que des candidats naturels se trouvent dans la famille des axiomes de forcing 35.

Ces axiomes sont des formes fortes du théorème de catégorie de Baire qui affirme que,
32c’est-à-dire celui des ensembles d’ordinaux dénombrables, la construction des ordinaux étant faite de

sorte que chaque ordinal cöıncide avec l’ensemble des ordinaux plus petits : par exemple, ℵ1 est l’ensemble

des ordinaux dénombrables.
33Ceci n’est pas évident, puisqu’a priori HC met en jeu tout l’ensemble P(R), lequel n’appartient à H2

que si HC est vraie ; le lemme indique qu’on peut toujours coder l’hypothèse du continu dans (H2,∈).
34Une fois pour toutes, nous parlons ici d’un axiome, mais il pourrait tout autant s’agir d’une famille

finie d’axiomes, ou d’une famille infinie pourvu qu’elle soit suffisamment explicite, typiquement récursive.
35D’autres candidats pourraient être les axiomes de grand cardinal générique de [4].
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si X est un espace localement compact, alors toute intersection dénombrable d’ouverts

denses de X est dense. La possibilité d’étendre le résultat aux intersections de cardinal ℵ1

dépend de la cardinalité de X 36, et elle exige que certaines contraintes sur X, et plus

précisément sur l’algèbre des ouverts réguliers de X, soient satisfaites. Ces contraintes

sont motivées par la théorie du forcing, d’où le nom d’<axiomes de forcing>.

Le premier axiome de forcing a été introduit en 1970 pour résoudre le fameux problème

de Souslin sur la caractérisation de la droite réelle. C’est l’axiome de Martin MA : <Si

X est un espace localement compact où toute famille d’ouverts deux à deux disjoints

est au plus dénombrable, alors toute intersection de ℵ1 ouverts denses de X est dense>.

Cet axiome exprime une forme faible d’invariance des propriétés entre V et les extensions

génériques associées à un ensemble de forcing suffisamment petit.

La théorie du forcing itéré a conduit à l’introduction de toute une hiérarchie d’exten-

sions de MA, cf. [15] (et son millier de pages !). Dans [5], Foreman, Magidor et Shelah ont

identifié la classe maximale d’espaces localement compacts pour laquelle une forme forte

du théorème de Baire n’est pas a priori contradictoire, à savoir les espaces X pour lesquels

l’algèbre de Boole des ouverts réguliers de X préserve la stationnarité 37. La forme la plus

forte possible de l’axiome de Martin est donc :

Définition 4.4 (Foreman–Magidor–Shelah).— L’axiome de Martin maximum MM est

l’assertion : <Si X est un espace localement compact dont l’algèbre des ouverts réguliers

préserve la stationnarité, alors toute intersection de ℵ1 ouverts denses de X est dense>.

Comme avec DP, la question se pose de la compatibilité de MM avec l’existence de

grands cardinaux. La réponse est positive [5], et repose sur le forcing itéré de Shelah [15]

et sur un argument de Baumgartner reliant celui-ci aux cardinaux supercompacts38 :

Théorème 4.5 (Foreman, Magidor, Shelah). — Supposons qu’il existe un cardinal su-

percompact. Alors l’axiome MM est satisfait dans une extension générique de V .

Pour l’étude de H2, il est naturel de considérer une variante faible de l’axiome MM

appelée MMB (Martin maximum borné)39, introduite par Goldstern et Shelah [8]. Appe-

lons bornée toute formule ne contenant que des quantifications ∀y∈z et ∃y∈z. L’intérêt

de MMB pour H2 apparâıt dans une reformulation due à Bagaria [1], à savoir que MMB est

équivalent à l’assertion <Tout énoncé ∃xψ(x, a) avec ψ bornée et a dans H2 satisfait dans

36Si HC est vraie, alors l’intersection des ℵ1 ouverts denses R \ {a} pour a dans R est vide.
37On dit qu’un ensemble ordonné P préserve la stationnarité si tout sous-ensemble stationnaire de ℵ1

dans V reste stationnaire dans l’extension générique associée à P.
38Un cardinal κ est dit supercompact si, pour tout cardinal λ > κ, il existe une classe M et un

plongement élémentaire j : V → M vérifiant j(κ) > λ et tels que toute suite d’éléments de M de

longueur λ (dans V ) soit dans M . L’axiome <il existe un cardinal supercompact> est plus fort que

l’axiome <il existe une infinité de cardinaux de Woodin>, et donc que DP.
39L’énoncé est le même que celui de MM, à ceci près qu’on se restreint aux intersections d’ouverts

denses qui sont unions d’au plus ℵ1 ouverts réguliers.
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une extension générique de V préservant la stationnarité est déjà satisfait dans H2>
40.

Ainsi l’axiome MMB prouve toute propriété de H2 pouvant être exprimée par un énoncé

du type ∀ . . .∃ . . . ψ avec ψ bornée41 et ne pouvant être mise en défaut par un forcing

préservant la stationnarité. Ces propriétés sont donc invariantes par forcing préservant la

stationnarité, et la question suivante est donc naturelle :

L’axiome MMB — ou une variante de celui-ci — résout-il le problème 2.5 pour H2 ?

La question reste ouverte, car il manque une complétude non restreinte aux énoncés de

type ∀∃ et une invariance par forcing non conditionnelle.

C’est de ce point que partent les travaux de Woodin. L’idée est d’obtenir d’abord l’in-

variance par forcing, en partant d’une version du théorème 3.5 affirmant que, s’il existe

une classe propre de cardinaux de Woodin, alors les propriétés de la structure (L(R),∈)

sont invariantes par forcing. À partir de là, Woodin cherche essentiellement à réaliser

l’axiome MMB dans une extension générique convenable du modèle L(R). La construction

met en jeu un certain forcing Pmax d’un type nouveau et est très sophistiquée, les éléments

de l’ensemble Pmax étant eux-mêmes des modèles de ZFC. L’argument aboutit à l’exten-

sion de l’invariance par forcing des propriétés de L(R) à celles du modèle construit. Ce

dernier est L(P(ℵ1)), et il inclut donc H2 par construction. Il s’ensuit que les propriétés

de H2 sont capturées. Le résultat final met en jeu un nouvel axiome, noté ici MMW pour

<Martin maximum de Woodin> 42, qui est la variante de (la reformulation par Bagaria de)

l’axiome MMB dans laquelle les sous-ensembles stationnaires de ℵ 1 et un sous-ensemble

de R appartenant à L(R) peuvent être pris comme paramètres :

Théorème 4.6 (Woodin). — Supposons qu’il existe une classe propre de cardinaux de

Woodin. Alors ZFC + MMW fournit une axiomatisation empiriquement complète43 de la

structure (H2,∈) et rend les propriétés de celle-ci invariantes par forcing.

Le théorème 4.6 ne constitue pas la fin de l’histoire pour H2 à la façon dont DP le fait

pour H1, car il y manque au moins la compatibilité de l’axiome MMW avec l’existence de

grands cardinaux, c’est-à-dire l’équivalent du théorème de Martin–Steel. Le théorème 4.5

garantit cette compatibilité dans le cas de MMB, mais la question reste ouverte pour MMW.

Pour autant, on verra dans la suite que le théorème 4.6 semble proche d’une solution : s’il

n’existe pas à ce jour de démonstration d’une compatibilité complète, à savoir qu’aucun

axiome de grand cardinal ne peut réfuter MMW, du moins Woodin montre qu’aucun

axiome de grand cardinal possédant un modèle canonique ne peut réfuter MMW. Nous y

reviendrons dans la section 6.

40Ce résultat est à rapprocher du théorème de Levy–Shoenfield (dont résulte la proposition 2.4) affir-

mant : <Tout énoncé ∃xψ(x, a) avec ψ bornée et a dans H2 satisfait dans V est déjà satisfait dans H2>.
41Dans la suite, un tel énoncé (à une seule alternance de quantificateurs) sera dit de type ∀∃.
42La forme originale, notée (∗) par Woodin, est <AD est satisfait dans L(R) et L(P(ℵ1)) est extension

Pmax-générique de L(R)> ; une reformulation plus aisément intelligible sera donnée dans la section 5.
43au sens où elle prouve tout énoncé qui ne peut être réfuté par passage à une extension générique



915-13

5. LA Ω-LOGIQUE

Au cours des dernières années, Woodin a proposé un nouveau cadre conceptuel donnant

des résultats précédents une formulation plus simple, et ouvrant de nombreuses perspec-

tives. L’idée est d’utiliser une notion de prouvabilité intégrant directement l’invariance

par forcing.

Jusqu’à présent, nous avons cherché à caractériser les énoncés satisfaits dans une struc-

ture (H,∈) comme ceux qui peuvent être prouvés à partir d’axiomes convenables, au

moyen de la notion usuelle de preuve (logique du premier ordre). En utilisant une nou-

velle relation de prouvabilité plus subtile44, on peut espérer décrire de façon plus simple

des objets qui ne le sont pas, et mettre à jour des phénomènes qui, sinon, resteraient

cachés.

La Ω-logique de Woodin est fondée sur la notion d’ensemble universellement Baire [3].

Définition 5.1 (Feng–Magidor–Woodin).— Un sous-ensemble B de Rp est dit univer-

sellement Baire si, pour toute fonction continue f : K → Rp avec K compact, f−1(B) a

la propriété de Baire dans K45.

Les boréliens sont universellement Baire ; s’il existe une classe propre de cardinaux de

Woodin, il en est de même de tous les ensembles projectifs.

L’idée de Woodin est d’utiliser les ensembles universellement Baire comme témoins pour

une nouvelle notion de prouvabilité. Si B est un sous-ensemble universellement Baire de R,

il peut s’écrire comme projection des branches infinies d’un arbre B̃ sur λB × ℵ0, où λB

est un ordinal convenable, et B̃ joue le rôle d’un code pour B. Lorsqu’on passe de V à

une extension générique V [G], l’arbre B̃ est préservé, mais l’ensemble de ses branches

dans V [G], qu’on notera BG, peut inclure B strictement.

Définition 5.2. — Soit (M,∈) un modèle transitif 46 de ZFC, et B un sous-ensemble

universellement Baire de R. On dit que (M,∈) est B-clos si, pour toute extension généri-

que V [G] de V , l’ensemble BG ∩M [G] appartient à M [G].

L’intuition doit être celle d’une propriété de clôture, à savoir que M contient les témoins

nécessaires à établir le caractère universellement Baire de B. Si B est un borélien, tout

modèle transitif dénombrable de ZFC est B-clos. Par contre, plus l’ensemble B est com-

pliqué, et plus la condition d’être B-clos est exigeante.

Définition 5.3. — Supposons qu’il existe une classe propre de cardinaux de Woodin47.

On dit qu’un sous-ensemble universellement Baire B de R est une Ω-preuve pour un
44Attention ! Il ne s’agit d’utiliser une logique alternative qu’au niveau des énoncés, ce qui ne change

rien aux démonstrations de ces énoncés : les théorèmes sont de vrais théorèmes...
45c’est-à-dire qu’il existe un ouvert U tel que la différence symétrique entre f−1(B) et U soit maigre
46Ceci signifie que M est inclus dans V , a la même appartenance, et que x ∈ y ∈M entrâıne x ∈M .
47Ce contexte de grands cardinaux n’est pas indispensable, mais il permet une formulation plus simple.
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énoncé ϕ si ϕ est satisfait dans tout modèle transitif dénombrable de ZFC qui est B-clos.

On dit qu’un énoncé ϕ est Ω-prouvable s’il admet au moins une Ω-preuve.

Une Ω-preuve n’est pas une preuve au sens usuel, mais, comme une preuve, elle va être

utilisée comme certifiant que l’énoncé considéré a une certaine propriété.

Tout énoncé prouvable est Ω-prouvable : si ϕ est prouvable (en logique usuelle) à partir

de ZFC, alors ϕ est satisfait dans tout modèle de ZFC, donc en particulier dans tout modèle

transitif dénombrable, et ϕ admet donc comme Ω-preuve n’importe quel ensemble uni-

versellement Baire (par exemple l’ensemble vide). Mais il existe des énoncés Ω-prouvables

dont les seules Ω-preuves sont plus compliquées que les boréliens et qui ne sont pas prou-

vables au sens usuel : la Ω-logique étend strictement la logique usuelle.

Les énoncés Ω-prouvables sont-ils vrais ? D’après le théorème de complétude de Gödel,

si un énoncé ϕ est Ω-prouvable, mais non prouvable, il existe au moins un modèle (M,E)

de ZFC dans lequel ϕ n’est pas satisfait. Néanmoins, on va voir que ϕ doit être satisfait

dans tous les modèles suffisamment proches du modèle V des vrais ensembles — donc, en

un sens, dans tous les modèles qui nous intéressent.

Pour α ordinal, on note Vα l’ensemble de tous les ensembles purs pouvant être obtenus

à partir de ? en utilisant au plus α fois le passage à l’ensemble des parties. Les struc-

tures (Vα,∈) peuvent être vues comme des approximations de (V,∈) ; en général, (Vα,∈)

n’est pas un modèle de ZFC, mais c’est le cas dès que α est un cardinal inaccessible48.

Définition 5.4. — On dit qu’un énoncé ϕ est Ω-valide si ϕ est satisfait dans tout modèle

de ZFC du type < (Vα,∈) calculé dans une extension générique (quelconque) de V >.

Proposition 5.5. — Supposons qu’il existe une classe propre de cardinaux de Woodin.

Alors tout énoncé Ω-prouvable est Ω-valide.

Toute notion de prouvabilité mène naturellement à une notion d’axiomatisation :

Définition 5.6. — Supposons H définissable. On dit que A est un Ω-axiome pour la

structure (H,∈) si, pour tout ϕ, un et un seul des deux énoncés A ⇒ <(H,∈) satisfait ϕ>,

A ⇒ <(H,∈) satisfait ¬ϕ> est Ω-prouvable.

Ainsi, un Ω-axiome pour (H,∈) <Ω-décide> chaque propriété de H . Ce qui rend à

la fois intéressante et naturelle la recherche d’un Ω-axiome est le point suivant. Si A

est un Ω-axiome pour (H,∈), alors il peut certes exister des énoncés ϕ tels que A ⇒

<(H,∈) satisfait ϕ> soit Ω-prouvable mais non prouvable, mais, dans ce cas, on est du

moins assuré par la proposition 5.5 que ϕ ne peut pas être réfuté par passage à une

extension générique à partir d’un modèle de ZFC + A. On n’a donc pas nécessairement
48Un cardinal κ est dit inaccessible si κ est non dénombrable, λ < κ implique 2λ < κ, et si la conjonction

de λ < κ et de (∀α < λ)(λα < κ) implique sup{λα;α < λ} < κ — autrement dit si κ ne peut pas être

atteint à partir d’objets plus petits par passage à l’ensemble des parties ou à la limite. Les cardinaux

inaccessibles sont les plus petits des grands cardinaux.



915-15

une description complète de H , mais on retrouve le même type de complétude empirique

et libérée du forcing qu’avec ZFC et l’arithmétique, comme réclamé dans le problème 2.5.

Le résultat suivant montre que l’idée de <Ω-décider> tout énoncé est raisonnable,

puisque, dans le cas de H1, aucun axiome additionnel n’est nécessaire :

Proposition 5.7. — Supposons qu’il existe une classe propre de cardinaux de Woodin.

Alors, pour tout ϕ, un et un seul des énoncés <(H1,∈) satisfait ϕ>, <(H1,∈) satisfait ¬ϕ>

est Ω-prouvable 49.

Passons à la structure (H2,∈), qui est le niveau critique. Le contexte de la Ω-logique

permet de donner de l’axiome MMW une formulation plus facilement intelligible. Si on

suppose l’existence d’une classe propre de cardinaux de Woodin, alors MMW équivaut à :

Pour tout A inclus dans R appartenant à L(R), tout énoncé de type ∀∃

portant sur (H2, INS , A,∈) et dont la négation n’est pas Ω-prouvable est

satisfait.

Ceci montre que MMW est un principe de maximalité pour (H2, INS ,∈) analogue à la

propriété de clôture algébrique50 : un corps K est algébriquement clos si tout système non

contradictoire d’équations algébriques à paramètres dans K y a une solution, c’est-à-dire

précisément si toute propriété ∀∃ de la structure (K,+,×) compatible avec les axiomes

des corps y est satisfaite51. Ainsi, dire que l’axiome MMW est vrai est analogue à affirmer

que H2 est, en un certain sens, algébriquement clos.

À partir du théorème 4.6, Woodin montre le résultat suivant, qui établit la pertinence

de la Ω-logique au niveau de H2 :

Théorème 5.8 (Woodin). — Supposons qu’il existe une classe propre de cardinaux de

Woodin. Alors MMW est un Ω-axiome pour (H2,∈).

La question de la compatibilité de l’axiome MMW avec l’existence de grands cardinaux

a été laissée ouverte dans la section 4, et on la retrouve ici sous une forme équivalente.

L’hypothèse que A est un Ω-axiome a deux composantes : d’une part le fait que, pour

chaque ϕ, l’une au moins des implications A ⇒ ϕ, A ⇒ ¬ϕ est Ω-prouvable, et, d’autre

part, le fait que ces deux possibilités s’excluent, ce qui revient à la non-Ω-prouvabilité

de ¬A. Dans le cas de l’axiome MMW, ce dernier point provient de la construction, grâce

au forcing Pmax, d’un modèle satisfaisant MMW. Ce que ne garantit pas ce résultat, c’est

la satisfaction de MMW dans un modèle du type <(Vα,∈) calculé dans une extension

49Le résultat peut se formuler en disant que 0 = 0 est un Ω-axiome pour H1 ; noter qu’il implique que

DP est Ω-prouvable, puisque, sous les hypothèses, DP doit être satisfaite.
50L’analogie est encore plus pertinente lorsqu’on restreint l’hypothèse à <A projectif> ; on obtient alors

un axiome MMW0 plus faible que MMW, mais qui a les mêmes propriétés vis-à-vis de l’axiomatisation

de H2. Une formulation semblable serait possible pour l’axiome MMB dont MMW est une variante.
51Dans ce cas, un énoncé de type ∀∃ ne met en jeu que des combinaisons booléennes d’équations

puisqu’il n’y a pas de relation dans la structure considérée.
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générique de V >, qui, elle, fournirait la compatibilité avec l’existence de grands cardinaux.

En termes de Ω-logique, ceci revient à dire qu’il manque une démonstration de ce que la

négation de MMW n’est pas Ω-valide : le problème est de passer de la non-Ω-prouvabilité

à la non-Ω-validité, soit, de façon équivalente, de la Ω-validité à la Ω-prouvabilité.

Il s’agit d’une problématique usuelle. La Ω-logique a une notion de preuve (existence

d’un ensemble universellement Baire certifiant les propriétés d’un énoncé) et une notion de

validité (satisfaction d’un énoncé dans toutes les approximations des extensions génériques

de l’univers). La proposition 5.5 est un résultat de cohérence affirmant que les énoncés

prouvables sont valides. Comme pour toute logique se pose la question de l’implication

réciproque, c’est-à-dire de la complétude : tous les énoncés valides sont-ils prouvables ?

Conjecture 5.9 (Ω-conjecture, Woodin, 1999). — Tout énoncé Ω-valide est Ω-prou-

vable 52.

Essentiellement, la Ω-conjecture affirme que tous les énoncés non réfutables par passage

à une extension générique ont une <preuve> dans la famille des ensembles universellement

Baire. Cette conjecture admet des formes équivalentes sur lesquelles nous reviendrons.

Appelons problème 2.5* la variante du problème 2.5 dans laquelle on laisse de côté la

contrainte (non précisément définie) <description suffisamment complète>.

Proposition 5.10. — Si la Ω-conjecture est vraie, alors ZFC + A est une solution au

problème 2.5* pour (H,∈) si et seulement si A est un Ω-axiome pour (H,∈).

Démonstration (esquisse). — Supposons que A est un Ω-axiome pour (H,∈). On a vu

ci-dessus que, par construction de la Ω-logique, les propriétés de H sont nécessairement

invariantes par forcing. Reste la question de la compatibilité de A avec l’existence de

grands cardinaux. Dans le contexte de la Ω-logique, il s’agit de montrer que ¬A n’est pas

Ω-valide. Or l’hypothèse que A est un Ω-axiome garantit que ¬A n’est pas Ω-prouvable.

Si la Ω-conjecture est vraie, non-Ω-prouvabilité entrâıne non-Ω-validité.

Inversement, supposons que ZFC+A rend les propriétés de (H,∈) invariantes par forcing.

Alors, pour tout énoncé ϕ, un et un seul des deux énoncés A ⇒ <(H,∈) satisfait ϕ>, ou

A ⇒ <(H,∈) satisfait ¬ϕ> est Ω-valide. Si la Ω-conjecture est vraie, cela implique que l’un

au moins de ces énoncés est Ω-prouvable. De plus, la compatibilité de A avec l’existence

de grands cardinaux entrâıne que ¬A n’est pas Ω-valide, donc a fortiori pas Ω-prouvable,

et A est par conséquent un Ω-axiome pour (H,∈). �

Du théorème 5.8, qui affirme que MMW est un Ω-axiome pour (H2,∈), et du théorème 4.6,

qui garantit une forme de complétude, on déduit :

Corollaire 5.11. — Si la Ω-conjecture est vraie, alors ZFC + MMW est une solution au

problème 2.5 pour (H2,∈).

52Cette formulation n’est adéquate que pour les énoncés de type ∀∃ ; la formulation dans le cas général

est légèrement plus compliquée.
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6. Ω-LOGIQUE ET GRANDS CARDINAUX

La Ω-logique est liée aux grands cardinaux : en un sens, c’est la logique des grands

cardinaux — ou, tout au moins, des grands cardinaux admettant des modèles canoniques

d’un certain type. La description de ce lien va permettre de donner un sens précis à l’affir-

mation suivant laquelle les résultats de Woodin parviennent près d’une démonstration

de la Ω-conjecture. D’autre part, on va voir que la Ω-logique fournit une explication

conceptuelle élégante à la constatation empirique que les axiomes de grand cardinaux

s’organisent en une hiérarchie.

Il est facile de vérifier que tous les axiomes de grands cardinaux considérés à ce jour

entrent dans le cadre abstrait suivant53 :

Définition 6.1. — On appelle axiome de grand cardinal tout énoncé ∃κψ(κ) avec ψ de

type ∃∀ tel que, si ψ(κ) est satisfait dans V , alors κ est un cardinal inaccessible, et, de

plus, ψ(κ) reste satisfait dans toute extension générique de V associée à un ensemble de

forcing de cardinal moindre que κ. On dit alors que ∃κψ(κ) est accompli si, pour tout

ensemble X, il existe un modèle transitif (M,∈) de ZFC et un ordinal κ de M tels que X

appartienne à Vκ ∩M et que (M,∈) satisfasse ψ(κ).

L’accomplissement de ∃κψ(κ) signifie qu’il existe beaucoup de modèles de ZFC conte-

nant au moins un cardinal ayant la propriété ψ. S’il existe une classe propre de cardi-

naux inaccessibles κ vérifiant ψ(κ), alors ∃κψ(κ) est accompli : avec les notations de la

définition, il suffit de prendre M = Vλ avec λ inaccessible assez grand.

Le résultat suivant montre que les énoncés Ω-prouvables sont ceux qui sont prouvables

(en logique usuelle) à partir d’un axiome de grand cardinal accessible à la Ω-logique :

Proposition 6.2. — Supposons qu’il existe une classe propre de cardinaux de Woodin.

Alors un énoncé ϕ de type ∀∃ est Ω-prouvable si, et seulement si, il existe un axiome de

grand cardinal A tel que <A est accompli> soit Ω-prouvable et que ϕ soit prouvable (en

logique usuelle) à partir de ZFC+ <A est accompli>.

Corollaire 6.3. — La Ω-conjecture équivaut à la condition : pour chaque axiome de

grand cardinal A accompli dans V , l’assertion <A est accompli> est Ω-prouvable.

On peut maintenant préciser dans quelle mesure la Ω-conjecture est approchée dans les

travaux de Woodin. D’après le corollaire 6.3, le problème est de déterminer les axiomes

de grand cardinal A tels que l’énoncé <A est accompli> soit Ω-prouvable. Or, il existe un

programme de modèles canoniques qui, grosso modo, consiste à construire pour chaque

axiome de grand cardinal A un modèle minimal où A soit satisfait, suivant le schéma du

modèle de Gödel L 54. Ce programme, qui repose sur une méthode dite de comparaison,

53On ne prétend pas que tout énoncé du type suivant doive correspondre à une idée de grand cardinal.
54Celui-ci correspond au cas de ZFC, c’est-à-dire au cas où aucun axiome de grand cardinal n’est ajouté.



915-18

atteint à l’heure actuelle le niveau de l’axiome <Il existe une infinité de cardinaux de

Woodin> [13], mais pas (encore) celui de l’axiome <Il existe un cardinal supercompact>.

Le résultat suivant repose sur une analyse fine d’une notion générale de modèle canonique :

Théorème 6.4 (Woodin). — Pour tout axiome de grand cardinal A pour lequel un modèle

canonique fondé sur la méthode de comparaison peut exister, l’énoncé <A est accompli>

est Ω-prouvable 55.

Comme le théorème 6.4 est essentiellement une équivalence, l’enjeu de la Ω-conjecture

est la possibilité de pousser la méthode de comparaison à tout grand cardinal — on voit

donc que cette conjecture pourrait être réfutée en montrant qu’un certain très grand

cardinal restera définitivement inaccessible à toute notion de modèle canonique.

Passons au second point de cette section, à savoir l’explication conceptuelle apportée

par la Ω-logique à la hiérarchie des grands cardinaux. Comme on l’a dit, on constate que

tous les axiomes de grands cardinaux considérés à ce jour s’organisent en une hiérarchie

linéaire : étant donnés deux tels axiomes, il apparâıt toujours que l’un implique l’autre,

ou, au moins, que la consistance de l’un (c’est-à-dire sa non-contradiction) implique la

consistance de l’autre. On obtient ainsi une hiérarchie bien ordonnée liée à la consistance

relative et calibrant la force logique des axiomes : par exemple, la consistance (de l’exis-

tence) d’un cardinal supercompact entrâıne celle d’une infinité de cardinaux de Woodin,

qui elle-même entrâıne celle d’un cardinal de Woodin ; cette dernière entrâıne la consis-

tance (de l’existence) d’un cardinal mesurable, qui elle-même implique celle d’un cardinal

inaccessible (et même de beaucoup).

Le point de départ est l’existence d’une échelle de complexité sur les ensembles univer-

sellement Baire, déduite de la notion de réductibilité de Wadge.

Définition 6.5. — Pour B,B′ ⊆ K 56, on dit que B est réductible (resp. fortement

réductible) à B ′ si on a B = f−1(B′) avec f : K → K continue (resp. 1/2-lipschitzienne).

Proposition 6.6. — Supposons qu’il existe une classe propre de cardinaux de Woodin.

Alors, quels que soient les sous-ensembles universellement Baire B,B′ de K , ou bien B

est réductible à B′, ou bien B′ est fortement réductible à K \B.

Comme aucun sous-ensemble de K ne peut être fortement réductible à son complémen-

taire, on déduit un préordre sur les ensembles universellement Baire en déclarant B ≺ B ′

vrai si à la fois B et K \B sont fortement réductibles à B′. On montre alors que ≺ n’a pas

de châıne infinie descendante, ce qui permet d’attacher à chaque ensemble universellement

Baire B un ordinal qu’on appellera sa complexité.

Théorème 6.7 (Woodin). — Pour A axiome de grand cardinal, notons ρ(A) la complexité

minimale d’une Ω-preuve de l’énoncé <A est accompli>. Alors, pour les niveaux où elles

55Il en résulte que la Ω-conjecture est vraie dans tout modèle canonique...
56Pour simplifier la formulation, on quitte R pour retourner à l’espace de Cantor K = {0, 1}N.
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sont définies 57, la hiérarchie de consistance des axiomes de grand cardinaux cöıncide avec

la hiérarchie définie par ρ.

Ce résultat esthétique et profond est un argument fort en faveur de la Ω-logique. Si

la Ω-conjecture est vraie, la hiérarchie définie par ρ recouvre tous les axiomes de grands

cardinaux ; si elle est fausse, cette hiérarchie n’est que le début d’une hiérarchie plus

étendue dont nous ne savons encore rien.

7. LES RÉSULTATS SUR L’HYPOTHÈSE DU CONTINU

Un des aspects les plus spectaculaires des développements récents est la perspective

nouvelle qu’ils ouvrent pour le problème du continu.

Avant de présenter cette avancée — et sans prétendre retracer l’historique des résultats

sur le problème du continu depuis vingt ans — on mentionnera un résultat de Woodin

(1984) soulignant le rôle critique de l’hypothèse du continu :

Proposition 7.1. — Supposons qu’il existe une classe propre de cardinaux de Woodin

mesurables. Alors deux extensions génériques de V satisfaisant HC satisfont nécessairement

les mêmes énoncés existentiels58 à paramètre R.

En d’autres termes, dès que deux extensions génériques sont d’accord sur HC, elles sont

aussi d’accord sur toutes les propriétés de même complexité syntaxique que HC.

Par ailleurs, il a été noté depuis longtemps qu’il existe une dissymétrie entre HC et ¬HC

et qu’au moins certaines variantes de ¬HC peuvent être prouvées alors que ce n’est pas le

cas pour les variantes correspondantes de HC. En outre, plusieurs résultats remarquables

(et généralement de démonstration difficile) ont établi que, dans des contextes divers où

elle n’est a priori pas clairement déterminée par les hypothèses, la valeur du continu, c’est-

à-dire de 2ℵ0 , se trouve être ℵ2. Par exemple, Foreman, Magidor et Shelah ont montré

dans [5] que MM entrâıne 2ℵ0 = ℵ2, et Woodin a montré dans [18] qu’il en est de même de

l’hypothèse que l’idéal INS a une certaine propriété combinatoire dite de ℵ2-saturation.

Dernièrement, Todorcevic a montré dans [17], par un argument combinatoire élégant

et direct, que MMB entrâıne une version effective forte de l’égalité 2ℵ0 = ℵ2, à savoir la

possibilité de définir un bon ordre de longueur ℵ2 sur R en utilisant comme seul paramètre

une unique suite de réels de longueur ℵ1 (donc un élément de H2). Collectivement, tous

ces résultats peuvent être vus comme une indication heuristique en défaveur de HC.

Venons-en au résultat récent de Woodin. Par le lemme 4.2, toute description suffisam-

ment complète de H2 doit inclure une solution de l’hypothèse du continu. Par exemple,

il n’est pas très difficile de voir que, tout comme MM ou MMB, l’axiome MMW entrâıne

57c’est-à-dire pour les axiomes de grands cardinaux pour lesquels existent des modèles canoniques
58c’est-à-dire dont les seules quantifications non bornées sont de type ∃



915-20

que HC est fausse et qu’en l’occurrence on a 2ℵ0 = ℵ2. Mais ce résultat ne dit rien sur la

situation de HC vis-à-vis d’autres axiomatisations possibles de (H2,∈). Établi en 2000, le

dernier des théorèmes sur lequel on souhaite insister est le suivant :

Théorème 7.2 (Woodin). — Supposons qu’il existe une classe propre de cardinaux de

Woodin. Alors tout Ω-axiome pour H2 dont la négation n’est pas Ω-valide implique que

l’hypothèse du continu est fausse.

La démonstration du théorème 7.2 — qui est un tour de force technique — repose sur

une analyse des ensembles Ω-récursifs, qui jouent pour la Ω-logique le rôle des ensembles

récursifs de la logique classique. Un sous-ensemble T de N est dit récursif s’il existe un

algorithme (représentable à l’aide d’une machine de Turing) permettant de reconnâıtre

ses éléments59. Parmi de nombreuses caractérisations équivalentes, les ensembles récursifs

sont ceux qui peuvent être définis dans (H0,∈) à la fois par une formule existentielle et

par la négation d’une formule existentielle. On note L(B,R) le modèle de ZFC construit

comme le modèle L de Gödel, mais en partant des ensembles B et R.

Définition 7.3. — Un sous-ensemble T de N est dit Ω-récursif s’il existe un sous-en-

semble universellement Baire B de R tel que T puisse être défini dans (L(B,R),∈, {R})

à la fois par une formule existentielle et par la négation d’une formule existentielle.

Comme H0 est définissable dans L(R), tout ensemble récursif est Ω-récursif, mais l’exis-

tence d’ensembles universellement Baire (beaucoup) plus compliqués que les boréliens

entrâıne que les ensembles Ω-récursifs peuvent être (beaucoup) plus compliqués que les

ensembles récursifs.

Le point crucial consiste à étudier la définissabilité éventuelle des ensembles Ω-récursifs

dans (H2,∈) — ou, plus généralement, dans l’ensemble des ensembles héréditairement

de cardinal au plus celui de R. Ceci requiert de nombreux développements mettant en

jeu à la fois des outils de théorie descriptive des ensembles (étude des sous-ensembles

de R) et de la théorie des grands cardinaux et de la détermination. Une composante

essentielle est l’adaptation aux axiomes de détermination des méthodes de construction

de modèles canoniques élaborées par Mitchell et Steel [13] pour les axiomes de grands

cardinaux, en particulier cardinaux de Woodin. Pour ce faire, Woodin introduit une fa-

mille complètement nouvelle de modèles canoniques notés HODL(B,R) et indexés par les

ensembles universellement Baire. L’aboutissement de cette analyse techniquement très

sophistiquée est

Proposition 7.4. — Supposons qu’il existe une classe propre de cardinaux de Woodin,

et que T est un sous-ensemble Ω-récursif de N . Alors
59Le caractère effectif des règles de la logique usuelle entrâıne que l’ensemble des (numéros des) énoncés

prouvables à partir de ZFC est la projection d’un ensemble récursif, alors que l’ensemble des (numéros

des) énoncés satisfaits dans (H0,∈) ne l’est pas, ce qui entrâıne que l’inclusion du premier dans le second

est stricte, d’où le premier théorème d’incomplétude de Gödel.



915-21

(i) ou bien T est définissable dans (H2,∈),

(ii) ou bien il existe une surjection définissable de R sur ℵ2.

Le théorème 7.2 résulte de la proposition 7.4 par un argument de diagonalisation. En

effet, si A est un Ω-axiome pour (H2,∈), alors l’ensemble des numéros des énoncés ϕ tels

que A ⇒ <(H2,∈) satisfait ϕ> soit Ω-prouvable est un ensemble Ω-récursif (c’est facile).

Or un résultat classique de Tarski affirme que l’ensemble des énoncés satisfaits dans une

structure S ne peut jamais être définissable dans S. En particulier donc, l’ensemble des

(numéros des) énoncés satisfaits dans (H2,∈) ne peut être définissable dans (H2,∈), et la

seule possibilité au regard de la proposition 7.4 est le cas (ii), c’est-à-dire la fausseté (en

un sens effectif fort) de l’hypothèse du continu.

Corollaire 7.5. — Si la Ω-conjecture est vraie, alors toute solution au problème 2.5

pour H2 implique que l’hypothèse du continu soit fausse 60.

On obtient ainsi la version plus précise suivante de la conjecture de l’introduction :

Théorème 7.6. — Si la Ω-conjecture est vraie, alors toute théorie des ensembles obtenue

en ajoutant à ZFC un axiome compatible avec l’existence de grands cardinaux et rendant

les propriétés de (H2,∈) invariantes par forcing implique que l’hypothèse du continu soit

fausse.

Nous avons vu que, toujours si la Ω-conjecture est vraie, l’axiomatisation par ZFC +

MMW est une solution au problème 2.5 pour H2. Par conséquent, on se trouve alors, vis-

à-vis de H2 et de HC
61, exactement dans la situation envisagée à la fin de la section 2 : le

problème 2.5 a une solution, et toute solution implique que HC soit fausse. On parvient

ainsi à la conclusion suivante :

Corollaire 7.7. — Si la Ω-conjecture est vraie, alors la négation de l’hypothèse du

continu est établie, au sens décrit à la fin de la section 2.

Le lecteur sceptique ou pressé pourra retenir que la solution du problème du continu est

reportée sur celle d’un nouveau problème tout aussi ouvert, et d’énoncé de surcrôıt obscur.

Ce serait une courte vue, en particulier parce que la nature de la Ω-conjecture est très

différente de celle de HC et qu’on peut raisonnablement en escompter une démonstration62

60Signalons également pour terminer une variante du résultat sur HC. Énumérons toutes les formules

à une variable libre, et définissons 0
∼

Ω comme l’ensemble des couples (n, r) dans N×R tels que ϕn(r) soit

Ω-prouvable. Woodin montre que, si l’ensemble 0
∼

Ω n’est pas universellement Baire, alors, essentiellement,

toute solution au problème 2.5 pour H2 implique que l’hypothèse du continu est fausse : autrement dit,

l’hypothèse de pure analyse <0
∼

Ω n’est pas universellement Baire> permet d’obtenir la même conclusion

que la Ω-conjecture.
61ou plutôt de l’énoncé ϕHC qui code HC dans H2
62En particulier, Woodin établit un lien entre les énoncés Ω-valides et les ensembles universellement

Baire, qui n’est pas (encore) la Ω-prouvabilité, mais s’en rapproche. Dans [21], Woodin propose un

programme susceptible de mener à une démonstration fondée sur de nouveaux modèles canoniques.
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ou une réfutation dans le futur — et, de là, une solution d’au moins un des aspects du

problème du continu. Un point remarquable est que la résolution puisse venir de domaines

très divers de la théorie des ensembles, ce qui témoigne à la fois du caractère central de

la conjecture et de l’unité profonde de la théorie des ensembles.

8. CONCLUSION

Deux conclusions devraient se dégager — et attester que l’histoire de la théorie des

ensembles ne s’est pas arrêtée avec le théorème de Cohen.

La première est que l’axiome de détermination projective DP constitue, lorsqu’ajouté

au système ZFC, la bonne axiomatisation de H1, c’est-à-dire de l’analyse, à la façon dont

ZFC constitue la bonne axiomatisation de H0, c’est-à-dire de l’arithmétique. L’axiome DP

mène à une théorie heuristiquement complète et satisfaisante pour H1, c’est-à-dire pour le

domaine des ensembles dénombrables. Ce succès constitue un argument de poids en faveur

de la vérité de l’axiome DP. Il peut parâıtre étonnant d’identifier efficacité et vérité 63.

Mais, faute d’évidence intuitive a priori 64, il est difficile d’imaginer d’autre critère de

vérité que l’évidence empirique a posteriori née de l’efficacité. Que le lecteur réfléchisse à

l’axiome affirmant l’existence d’ensembles infinis : son efficacité opératoire est telle que nul

ne songe à le remettre en cause et à renoncer, par exemple, aux nombres réels. Pourtant,

cet axiome ne possède aucune justification théorique intrinsèque, non plus qu’aucune

évidence intuitive, sinon l’intériorisation d’une longue familiarité. La situation avec la

détermination projective est similaire, et la familiarité acquise par les théoriciens des

ensembles donne aujourd’hui à cette notion d’infini forte qu’est DP l’évidence intuitive

qu’une familiarité semblable a donnée jadis à la notion d’infini simple 65.

La seconde conclusion est qu’il n’existe pour le moment pas de solution possédant le

même degré d’évidence pour le niveau de H2, c’est-à-dire celui des sous-ensembles de ℵ1,

mais qu’il existe au moins une solution globale à ce niveau, à savoir celle développée par

Woodin à partir de l’axiome MMW et de la Ω-logique.

63
A priori, il serait étrange, ayant à étudier un corps K inconnu, de proclamer : <Les corps

algébriquement clos ont une théorie satisfaisante, donc je vais supposer K algébriquement clos> ; en

fait, le problème ne se pose pas exactement dans les termes d’étudier un corps K inconnu et possiblement

quelconque, mais d’étudier <le monde des corps>, auquel cas supposer qu’on vit dans un grand tout

algébriquement clos est une hypothèse plus que raisonnable.
64Les expériences de pensée (<thought experiments>) parfois invoquées [10] ne vont pas loin...
65

cf. Gödel [7] : <There might exist axioms so abundant in their verifiable consequences, shedding so

much light upon a whole discipline, and furnishing such powerful methods for solving given problems (and

even solving them, as far as possible, in a constructivistic way) that quite irrespective of their intrinsic

necessity they would have to be assumed at least in the same sense as any established physical theory.>
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Même si la Ω-conjecture est établie un jour, la discussion sur la légitimité de l’invariance

par forcing comme critère de base ne sera pas close66, et il n’est pas certain que la Ω-

logique soit le seul cadre raisonnable. C’est pourquoi il serait imprudent d’affirmer que la

solution du problème du continu proposée par Woodin est la seule possible.

Par contre, et même sans le poids plus décisif qu’apporteraient des idées de démonstra-

tions, les résultats survolés ici devraient rendre irréfutable la possibilité d’une véritable

théorie conceptuelle de l’infini non dénombrable, tenant debout d’elle-même, possédant

une logique interne et une intuition propres. Aucun argument comparable ne peut être

avancé par les opposants à une telle théorie, en particulier par ceux qui considèrent le

problème du continu comme essentiellement irrésoluble 67.

Enfin et dans tous les cas, j’espère en avoir dit assez pour faire soupçonner que les

travaux de Woodin constituent un remarquable morceau de mathématiques.
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[7] K. Gödel, What is Cantor’s Continuum Problem?, Amer. Math. Monthly 54 (1947)

515–545.
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GROUPES ALÉATOIRES

[d’après Misha GROMOV, . . . ]

par Étienne GHYS

INTRODUCTION

La théorie combinatoire des groupes traite pour l’essentiel des groupes de présentation

finie, c’est-à-dire des groupes fondamentaux des polyèdres finis. Les méthodes employées,

d’abord combinatoires et topologiques [CM82], ont pris par la suite un aspect métrique, en

particulier sous l’impulsion de M. Gromov. Aujourd’hui, on préfère parfois la terminologie

(( théorie géométrique des groupes )) [Ha00]. Une place considérable est faite à des exem-

ples remarquables qui sont analysés en détail : groupes libres, groupes fondamentaux de

surfaces, groupes arithmétiques, etc. Par ailleurs, quelques classes de groupes sont mises

en évidence, comme celles des groupes nilpotents, polycycliques, résolubles, moyennables

etc., mais à l’évidence il ne s’agit que de classes très particulières qui n’illustrent pas le

(( comportement typique )) d’un groupe de présentation finie. Dans une série d’articles

étalés sur une vingtaine d’années, M. Gromov propose une vision globale des propriétés

des groupes (( génériques )) ou (( aléatoires )), dans un sens que nous préciserons plus loin.

Cet exposé fait le point sur la question. Comme souvent dans ce séminaire, il n’est pas

possible en quelques pages d’entrer dans les détails de preuves longues et difficiles et il

nous faudra malheureusement nous contenter d’un survol superficiel.

Le rôle joué par les objets génériques par rapport aux exemples spécifiques dépend

du domaine des mathématiques considéré. Dans la théorie des systèmes dynamiques

par exemple, l’étude des dynamiques génériques est absolument fondamentale alors que

la géométrie algébrique accorde peut-être moins d’importance aux variétés algébriques

(( génériques )). Les méthodes présentées dans cet exposé permettent une première appro-

che aléatoire en théorie géométrique des groupes. L’avenir dira si cette approche est

féconde et si une véritable (( théorie des groupes aléatoires )) est destinée à se développer

(à l’instar de la théorie des graphes aléatoires ?). Quoi qu’il en soit, nous verrons que

ces méthodes permettent d’ores et déjà de montrer l’existence de groupes aux propriétés

surprenantes.

Je remercie Thomas Delzant, Damien Gaboriau, Yann Ollivier, Lior Silberman, Alain

Valette et Andrzej Żuk pour leur aide, et Misha Gromov pour ses belles mathématiques.
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1. QUELQUES ÉNONCÉS

Pour que notre (( marche aléatoire parmi les groupes aléatoires )) [Gr02] ne soit pas trop

désordonnée, je voudrais présenter d’abord quelques énoncés que nous rencontrerons dans

cet exposé et qui serviront de repères.

Soit Γ un groupe engendré par une partie finie S symétrique (i.e. S = S−1). Pour

chaque γ de Γ, on note |γ|S sa norme, longueur minimale d’un mot en les éléments de

S qui représente γ. Si γ1 et γ2 sont deux éléments de Γ, on note dS(γ1, γ2) = |γ−1
1 γ2|S.

Ceci munit Γ de la métrique des mots, invariante par translations à gauche. Il est souvent

utile de plonger Γ dans son graphe de Cayley, dont les sommets sont les éléments du

groupe et les arêtes connectent les éléments à distance 1. On prolonge naturellement

la distance dS au graphe (ou plus précisément à sa réalisation géométrique), de manière

à ce que chaque arête soit isométrique à l’intervalle [0, 1]. Un segment géodésique est

un plongement isométrique d’un intervalle [0, n] dans le graphe de Cayley ; on confond

souvent un tel segment avec son image. Le groupe Γ est hyperbolique s’il existe une

constante δS > 0 telle que pour tout triplet d’éléments γi (i = 1, 2, 3) et tout triplet de

segments géodésiques ci les connectant deux à deux, tout point de chacun des ci est à

distance inférieure à δS de la réunion des deux autres (finesse des triangles géodésiques).

Cette propriété ne dépend pas du choix de la partie génératrice S (même si la valeur de δS

en dépend). Les groupes hyperboliques, introduits par M. Gromov dans [Gr81-84-87-93],

jouissent de nombreuses propriétés remarquables et ont fait l’objet de nombreux travaux

(voir par exemple [Gh90, GH90, CDP90, Al91] pour les fondements de la théorie) : on

peut dire aujourd’hui qu’ils sont bien compris. L’un des thèmes essentiels de cet exposé

est qu’en un certain sens la majorité des groupes de présentation finie sont hyperboliques.

Choisissons deux entiers g > 2 et r > 1 et considérons les présentations de groupes à g

générateurs et r relateurs de la forme Γ = 〈a1, a2, . . . , ag | m1, m2, . . . , mr〉 où les mj sont

des mots cycliquement réduits en les lettres a±1
i (un mot est réduit s’il ne contient pas deux

lettres consécutives inverses et cycliquement réduit si de plus la première et la dernière

lettre ne sont pas inverses). Si l’on fixe g et les longueurs lj des relateurs mj (j = 1, . . . , r),

il n’y a qu’un nombre fini N(g; l1, . . . , lr) de telles présentations. Notons Nhyp(g; l1, . . . , lr)

le nombre de celles qui définissent un groupe hyperbolique non élémentaire (c’est-à-dire

infini et ne contenant pas de sous-groupe infini cyclique d’indice fini). Le théorème

suivant a été énoncé par M. Gromov dans [Gr87] puis démontré indépendamment par

C. Champetier [Ch91-95] et Y. Ol’shanskĭı [Ols92a].

Théorème A. – La probabilité Nhyp(g; l1, . . . , lr)/N(g; l1, . . . , lr) pour qu’une présentation

de groupe à g générateurs et r relateurs définisse un groupe hyperbolique non élémentaire

tend vers 1 lorsque les longueurs l1, . . . , lr des relateurs tendent vers l’infini.

Nous verrons que la difficulté principale dans la preuve de ce théorème est dans le cas où

les lj ont des ordres de grandeur différents. Une autre approche a été proposée par la suite
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par M. Gromov dans [Gr93]. Il s’agit encore de fixer le nombre de générateurs mais de

faire tendre le nombre de relateurs vers l’infini, en les gardant tous de la même longueur

l (tendant également vers l’infini). Plus précisément, choisissons encore un entier g > 2 et

une constante c > 1 et considérons l’ensemble S(l− c, l+ c) des mots réduits en les lettres

a±1
i (i = 1, . . . , g) dont les longueurs sont comprises entre l − c et l + c. Chaque partie

R ⊂ S(l−c, l+c) peut être considérée comme un ensemble de relateurs et définit donc un

groupe, quotient du groupe libre par le sous-groupe normal engendré par R. Fixons un réel

d ∈ [0, 1] et une constante c′ > 1 et considérons l’ensemble des parties R ⊂ S(l− c, l+ c),

dites de densité d, dont le cardinal est compris entre c ′−1|S(l−c, l+c)|d et c′|S(l−c, l+c)|d

(nous notons |X| le cardinal d’un ensemble fini X). La preuve du théorème suivant a été

esquissée par M. Gromov dans [Gr93] puis précisée par Y. Ollivier [Oll03a-c].

Théorème B. – Si d > 1/2, la probabilité pour qu’une partie R ⊂ S(l − c, l + c) de

densité d définisse le groupe trivial tend vers 1 lorsque la longueur l tend vers l’infini.

– Si d < 1/2, la probabilité pour qu’une partie R ⊂ S(l−c, l+c) de densité d définisse un

groupe hyperbolique non élémentaire tend vers 1 lorsque la longueur l tend vers l’infini.

Ces théorèmes ont d’importantes généralisations dans lesquelles on remplace le groupe

libre engendré par les ai par un groupe hyperbolique non élémentaire quelconque. Il s’agit

alors de considérer le quotient de ce groupe par le sous-groupe normalement engendré par

un nombre fini d’éléments de grandes longueurs. En itérant le procédé on construit une

suite de groupes hyperboliques et un passage à la limite donne des exemples intéressants

de groupes de type fini. Une manière agréable de présenter ce genre de limite consiste

à introduire une topologie sur l’ensemble Grg des sous-groupes normaux du groupe libre

Fg à g générateurs ou, ce qui revient au même, sur l’ensemble des groupes équipés d’une

famille génératrice à g éléments. Dans cette topologie, deux sous-groupes normaux sont

proches si leurs intersections avec une grande boule de Fg cöıncident. Cette topologie

(introduite par R. Grigorchuk [Gri85]) fait de Grg un espace métrisable compact. Soit

Hypg ⊂ Grg la partie définie par les groupes hyperboliques non élémentaires (dénombrable

car ceux-ci sont de présentation finie) et Hypg son adhérence dans Grg. Enfin, on note

Hypst
g l’adhérence des groupes hyperboliques non élémentaires sans torsion. Le théorème

suivant est exprimé dans le vocabulaire de C. Champetier [Ch91-00] mais on trouverait

des énoncés du même genre dans l’article de Y. Olshanskĭı [Ols92b].

Théorème C. – Il existe un Gδ dense dans l’adhérence des groupes hyperboliques non

élémentaires Hypg formé de groupes infinis dont tous les éléments sont d’ordre fini.

Il existe un Gδ dense dans Hypst
g formé de groupes infinis Γ qui :

– possèdent la propriété (T) de Kazhdan (voir [HV89]) et sont donc non moyennables,

– ne contiennent pas de sous-groupe non abélien libre,

– n’ont aucun quotient fini non trivial,

– possèdent une partie génératrice à deux éléments.
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Enfin, nous donnerons une idée générale de la démonstration par M. Gromov du

théorème suivant [Gr02].

Théorème D. – Il existe un groupe de présentation finie Γ qui ne se plonge pas de

manière uniforme dans un espace de Hilbert H, autrement dit pour lequel il n’existe

aucun plongement i : Γ → H vérifiant F (dS(γ1, γ2)) 6 ||i(γ1) − i(γ2)|| 6 dS(γ1, γ2) pour

tous γ1, γ2 dans Γ, avec F : N → N tendant vers l’infini à l’infini.

L’intérêt de ce concept de plongement provient du fait qu’un théorème de Yu affirme

que tous les groupes qui se plongent uniformément dans un espace de Hilbert vérifient

la conjecture de Baum-Connes (( grossière )) (coarse) (et donc celle de Novikov) [Yu00].

Ces groupes sont aussi caractérisés par l’existence d’une action moyennable sur un espace

compact [HR00] ; c’est le cas pour tous les groupes hyperboliques [Se92]. On pourra

consulter à ce sujet l’exposé de G. Skandalis dans ce séminaire [Sk00]. Le théorème D

permet la construction de contre-exemples à des versions généralisées de la conjecture de

Baum-Connes [HLS02].

Dans cet exposé, la lettre l désignera toujours un entier destiné à tendre vers l’infini. Un

événement aléatoire dépendra de l et se réalisera avec une probabilité dépendant également

de l. Lorsque cette probabilité tend vers 1 quand l tend vers l’infini, nous dirons que

l’événement se réalise très probablement.

2. MODÈLE À DENSITÉ

Densités

Commençons par donner une définition simple qui permet d’obtenir des estimations

intuitives sur la combinatoire d’ensembles finis dont la taille tend vers l’infini. Soit X

un ensemble fini de référence, dont le cardinal tendra par la suite vers l’infini. Si A

est un ensemble fini non vide, nous dirons (suivant [Gr93]) que la densité de A (sous-

entendu par rapport à X) est dens(A) = log |A|/ log |X|. Lorsque A est une partie de

X, sa codensité est définie par codens(A) = 1 − dens(A). Si X est un espace vectoriel

de dimension finie sur un corps fini et A est un sous-espace vectoriel, alors la densité est

bien sûr le rapport des dimensions dim(A)/ dim(X). La codimension de l’intersection de

deux sous-espaces en position générale est la somme de leurs codimensions, sauf si cette

somme est supérieure à la dimension ambiante, auquel cas l’intersection est triviale. Il

est remarquable que cette propriété s’étende aux parties d’un ensemble fini, sans aucune

structure additionnelle, lorsque le cardinal tend vers l’infini. Plus précisément, fixons

deux nombres cod1 et cod2 dans l’intervalle [0, 1] et un ǫ > 0. Considérons l’ensemble

(fini) des couples de parties A1, A2 de X dont les codensités sont respectivement dans les

intervalles [cod1−ǫ, cod1+ǫ] et [cod2−ǫ, cod2+ǫ]. Parmi ces couples de parties (A1, A2) on

peut compter la proportion de ceux qui sont tels que la codensité de l’intersection vérifie

|codens(A1 ∩ A2) − (cod1 + cod2)| 6 3ǫ. Dans cette dernière inégalité, nous convenons
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d’attribuer n’importe quelle codensité supérieure ou égale à 1 à l’ensemble vide. Il se

trouve que lorsque le cardinal de X tend vers l’infini, cette proportion tend (rapidement)

vers 1. En particulier, si cod1 + cod2 > 1 et si ǫ est assez petit, la probabilité pour que

A1 ∩A2 soit vide tend vers 1. La preuve est bien sûr facile mais nous en retiendrons qu’il

est souvent possible d’estimer le nombre de solutions d’(( équations aléatoires )) dans un

ensemble fini de grande taille en (( comptant les équations )). Voici un autre exemple : la

non injectivité d’une application f : A→ X revient à l’existence de solutions non triviales

à l’équation f(x) = f(y) à deux inconnues dans A et à valeurs dans X ; si d désigne la

densité de A, on s’attend donc à ce qu’une application aléatoire f soit injective si 2d−1 < 0

et non injective si 2d − 1 > 0. Formellement, cela signifie que si les cardinaux de deux

ensembles finis Al et Xl tendent vers l’infini avec une limite d = lim l log |Al|/ log |Xl|, et

si 2d − 1 < 0 (resp. 2d − 1 > 0) alors une application f : Al → Xl est très probablement

injective (resp. non injective). On reconnâıt le principe des tiroirs probabiliste (aussi connu

comme le paradoxe des dates d’anniversaire) : si on met l1/2+ǫ objets au hasard dans l

tiroirs, très probablement l’un des tiroirs contient au moins deux objets.

Dans le théorème B, nous utilisons un concept de (( partie R de S(l−c, l+ c) de densité

d )) qui ne cöıncide pas exactement avec celui que nous venons de définir mais il est clair

que la densité de R dans notre nouveau sens tend vers d quand l tend vers l’infini et ce

changement de terminologie n’a aucune importance.

Diagrammes

Avant d’esquisser la preuve du théorème B, il nous faut faire quelques rappels. Soit Γ un

groupe possédant une présentation de la forme 〈a1, . . . , ag | m1, . . . , mr〉. Par définition,

cela signifie que Γ est le quotient du groupe libre Fg de base les ai par le sous-groupe normal

engendré par lesmj . Ainsi, un élément γ de Fg définit l’élément neutre de Γ si et seulement

si on peut l’écrire comme un produit de conjugués des m±1
j . On doit à Van Kampen une

représentation topologique d’une telle situation en termes de diagrammes. Il s’agit d’un

graphe fini connexe D plongé dans le plan. De plus, chaque arête orientée de D est

étiquetée par un mot réduit en les a±1
i de telle sorte que l’étiquette est inversée lorsque

l’on renverse l’orientation d’une arête. Sur le bord orienté de chaque face f , c’est-à-

dire de chaque composante bornée du complémentaire du graphe, on lit un mot m(f)

en les a±1
i (défini à permutation cyclique près). Sur le bord du diagramme, c’est-à-dire

sur le bord de la composante non bornée, on lit également un mot m et il est clair

que le diagramme permet d’exprimer m comme un produit dans Fg de conjugués des

m(f). Le résultat (élémentaire) de Van Kampen consiste en la réciproque : si un mot

réduit m en les a±1
i définit l’élément neutre de Γ, il existe un diagramme dont les mots

associés aux faces sont des m±1
j et dont le mot lu sur le bord est m (voir par exem-

ple [LS01]). Nous ne considérerons que des diagrammes réduits, c’est-à-dire tels que deux

faces adjacentes ne portent pas des mots inverses lorsqu’on les lit dans le sens direct à
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partir d’un point commun (dans ce cas on peut retirer ces deux faces et produire par

recollement un diagramme possédant le même bord et moins de faces). La longueur du

mot m s’appelle le périmètre du diagramme et se note |∂D| ; le nombre de faces est l’aire

et se note |D|.

Théorème B

Une caractérisation importante des groupes hyperboliques est l’inégalité isopérimétrique

linéaire. Un groupe Γ = 〈a1, . . . , ag | m1, . . . , mr〉 est hyperbolique si et seulement s’il

existe une constante C > 0 telle que tout mot réduit m en les a±1
i , trivial dans Γ, est le

bord d’un diagramme dont l’aire est bornée par C fois son périmètre (qui est la longueur de

m). On trouvera une démonstration élémentaire de ce fait dans [Al91]. L’hyperbolicité

d’un groupe possède en fait un caractère semi-local : c’est le principe local/global de

Cartan-Hadamard-Gromov qu’on peut exprimer de la manière suivante. Pour chaque

k > 0, il existe des entiers K et k ′ > 0 tels que si Γ est un groupe de présentation finie

dont les relateurs sont de longueur l et si tous les diagrammes de Γ d’aire inférieure à K

vérifient kl|D| 6 |∂D| alors tous les diagrammes vérifient k ′l|D| 6 |∂D| (voir[Gr87-93,

Oll03a-c,Pa96]). Ainsi, une information sur un nombre fini de diagrammes peut permettre

de conclure à l’hyperbolicité ; c’est la base des algorithmes de [Pa96].

Nous pouvons maintenant esquisser une preuve du théorème B. Commençons par la

partie facile et supposons d > 1/2. À chaque élément de S(l − c, l + c), c’est-à-dire à

chaque mot réduit en les a±1
i de longueur comprise entre l − c et l + c, associons le mot

obtenu en oubliant la première lettre. Ceci définit une application f de S(l− c, l+ c) vers

S(l− c− 1, l + c− 1) entre deux ensembles finis dont le rapport des cardinaux est borné

(par 2g), indépendamment de l. Si la densité d’une partie aléatoire R ⊂ S(l− c, l+ c) est

supérieure à 1/2, on peut affirmer que lorsque l tend vers l’infini, très probablement, la

restriction de f à R n’est pas injective. Si deux relateurs de R ont la même image par f ,

leurs premières lettres sont identifiées dans le groupe défini par cette présentation. Il est

facile d’en déduire que, très probablement, tous les générateurs a±1
i sont identifiés dans le

groupe quotient, de sorte que ce dernier a au plus deux éléments. Très probablement, les

relateurs ne sont pas tous de longueur paire et le groupe est en fait trivial.

Supposons maintenant d < 1/2 et montrons que le groupe défini par R est très proba-

blement hyperbolique non élémentaire. Pour cela, choisissons un graphe planaire con-

nexe fini G et cherchons à en étiqueter les arêtes de manière à obtenir un diagramme de

Van Kampen pour R, i.e. de façon à ce que les mots lus sur les bords des faces soient

des (permutations cycliques d’) éléments de R ou de leurs inverses. Imaginons pour sim-

plifier que le bord ∂G soit une courbe simple. On peut considérer le problème comme

une (( équation )) dans laquelle on cherche pour chaque face un élément de R avec des

conditions de compatibilité le long des arêtes communes à deux faces. L’(( inconnue ))
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est donc un élément de R|G| et chaque arête commune à deux faces donne une con-

trainte. Ici, l’ensemble de référence X peut être choisi comme étant S(l − c, l + c).

Remarquons que la codensité dans X de l’ensemble des mots ayant l0 lettres fixées est

l0/l (à O(1/l) près, mais nous négligeons ce (( détail ))). On peut calculer la densité de

l’ensemble des solutions pour un R aléatoire (i.e. toujours lorsque l tend vers l’infini) :

on trouve bien sûr d|G| −
∑
li/l où la somme est étendue sur toutes les longueurs li des

frontières communes entre faces. Puisque chaque face a (environ) l arêtes dans son bord

et que chaque arête intérieure est dans le bord de deux faces, on peut exprimer cette

densité comme d|G| − (l|G| − |∂G|)/2l = (d− 1
2
)|G| + |∂G|/2l. Par conséquent, s’il y a

(( trop d’équations )), c’est-à-dire si |∂G| < l(1 − 2d)|G|, l’ensemble des solutions est très

probablement vide. Cela signifie que si l’on considère l’ensemble fini de tous les graphes

G dont l’aire est inférieure à une constante K, très probablement, seuls ceux qui vérifient

l’inégalité inverse |∂G| > l(1 − 2d)|G| apparaissent comme diagramme du groupe défini

par R. Le principe de Cartan-Hadamard-Gromov peut alors s’appliquer et, en choisissant

K assez grand, on conclut que le groupe associé à R est très probablement hyperbolique.

Avant de montrer que le groupe est infini, rappelons une construction classique. Soit

Γ = 〈a1, . . . , ag | m1, . . . , mr〉 un groupe de présentation finie. On recolle r disques

topologiques le long de leurs bords sur un bouquet de g cercles, les applications de

recollement étant données par les mots mj . Le groupe fondamental du 2-complexe fini

ainsi obtenu est bien sûr isomorphe à Γ et son revêtement universel est le 2-complexe

de Cayley associé à la présentation, dont le 1-squelette est le graphe de Cayley (si les

éléments de S ne sont pas d’ordre 2, ce que nous supposerons dans la suite).

L’argument précédent peut s’appliquer à des (( diagrammes sphériques )), c’est-à-dire à

des graphes étiquetés tracés sur la sphère et tels que les mots lus sur toutes les faces soient

des conjugués cycliques d’éléments de R ou de leurs inverses. Ces nouveaux diagrammes

n’ayant pas de bord, le calcul précédent montre que très probablement un tel diagramme

ne se rencontre pas dans le groupe défini par R. Ceci entrâıne que le 2-complexe de Cayley

est 2-connexe et donc contractile. Le groupe associé à R agit donc sur un complexe con-

tractile de dimension 2 et sa dimension cohomologique est donc égale à 2. En particulier,

ce groupe est sans torsion et non élémentaire car sa caractéristique d’Euler-Poincaré est

égale à 1 − g + |R|.

L’esquisse de preuve que nous venons de présenter n’est qu’une esquisse. . . De nom-

breux problèmes (( techniques )) se présentent dont le principal provient du fait que nous

avons supposé (implicitement !) dans notre calcul de densité que les relateurs placés sur

les faces du diagramme sont différents, de façon à pouvoir traiter les équations comme

(( indépendantes )). Pour obtenir une (( vraie preuve )), il faut des estimations beaucoup

plus soigneuses qui sont parfois délicates. Y. Ollivier a rédigé une preuve complète

dans [Oll03b].
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Quotients aléatoires d’un groupe hyperbolique

Si la densité de R est strictement inférieure à 1/2, le groupe Γ engendré par les a i et

soumis aux relations R est très probablement hyperbolique non élémentaire ; on aimerait

itérer la construction précédente et ajouter de nouvelles relations R ′ dont les longueurs

sont grandes par rapport à l. Nous allons décrire rapidement cette généralisation.

Soit Γ un groupe engendré par une partie finie symétrique S à 2g éléments. Con-

sidérons le nombre f(2n) de mots réduits dans les éléments de S de longueur 2n qui

représentent l’élément neutre de Γ. La (( densité des mots triviaux )), c’est-à-dire la limite

η = limn→+∞
1
2n

log2g−1 f(2n) existe : c’est la cocroissance du groupe Γ (relativement à

S), reliée à la vitesse de fuite à l’infini de la marche aléatoire sur Γ. Lorsque Γ n’est pas

librement engendré par S, on a toujours η > 1/2 (car si w est un mot réduit trivial dans Γ,

tous les mots de la forme γwγ−1 le sont également de sorte que f(2n+ |w|) > (2g− 1)n).

Pour cette raison, on convient de définir la cocroissance du groupe libre par rapport à une

base comme étant 1/2.

Soit Γ un groupe hyperbolique non élémentaire sans torsion engendré par (a1, a2, . . . , ag)

et soit η > 1/2 la cocroissance correspondante. Soit d une densité dans l’intervalle [0, 1] et

c, c′ > 1 deux constantes auxiliaires. On note toujours S(l− c, l+ c) l’ensemble des mots

réduits dont la longueur est comprise entre l − c et l + c. Une partie R ⊂ S(l − c, l + c)

est de densité d si son cardinal est compris entre c ′−1|S(l− c, l+ c)|d et c′|(S(l− c, l+ c)|d.

On note 〈R〉 le sous-groupe normal de Γ engendré par la projection de R dans Γ. Le

théorème suivant est dû à Y. Ollivier [Oll03a-c].

Théorème.– Si d > 1− η, la probabilité pour qu’une partie R ⊂ S(l− c, l+ c) de densité

d définisse un groupe quotient Γ/〈R〉 trivial tend vers 1 quand la longueur l tend vers

l’infini.

Si d < 1− η, la probabilité pour qu’une partie R ⊂ S(l− c, l+ c) de densité d définisse

un groupe quotient Γ/〈R〉 hyperbolique non élémentaire tend vers 1 quand la longueur l

tend vers l’infini.

Ce théorème possède plusieurs variantes : au lieu de considérer des parties R dans

S(l−c, l+c), c’est-à-dire dans le groupe libre, on peut prendre des parties dans Γ formées

d’éléments de norme l dans Γ. On obtient des énoncés analogues.

L’esprit de la preuve de ces théorèmes est proche de celui que nous avons décrit lorsque

Γ est un groupe libre mais les difficultés techniques sont assez considérables. On con-

sidère d’abord une présentation de Γ sous la forme 〈a1, a2, . . . , ag | m1, m2, . . . , mr〉, de

sorte que le groupe quotient Γ/〈R〉 possède une présentation dont les relateurs sont d’une

part les mj et d’autre part les éléments de R. Un diagramme pour Γ/〈R〉 possède donc

deux sortes de faces. Si l est grand, les premières sont (( petites )) par rapport aux se-

condes. Si l est grand par rapport à la constante d’hyperbolicité δS du groupe Γ, la

géométrie de la (( partie petite )) d’un diagramme est proche de celle d’un arbre (les es-

paces δ-hyperboliques s’approchent bien par des arbres [Gr87, GH90]). On peut alors
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établir qu’un diagramme est constitué de (( grandes faces )) entourées par des zones fines,

dont l’épaisseur est de l’ordre de log l. On estime le nombre de manières d’étiqueter un

diagramme avec des générateurs et les (( équations de compatibilité )) que nous avons ren-

contrées le long des arêtes communes à plusieurs faces doivent maintenant être remplacées

par des (( quasi-compatibilités )) dues au fait que les grandes faces ne sont pas exactement

jointives. C’est à ce niveau que la cocroissance intervient de manière naturelle puisqu’elle

permet bien sûr d’estimer le nombre de mots qui sont petits quand on les projette dans

Γ. Pour les (nombreux) détails de cette preuve, voir [Oll03a-c].

3. PETITE SIMPLIFICATION

La théorie des groupes à petite simplification tire son origine d’un article de 1949 par

V.A. Tartakovskii qui cherchait à généraliser la solution géométrique au problème des

mots donnée par M. Dehn dans le cas du groupe fondamental d’une surface compacte. Ini-

tialement de nature très combinatoire, cette théorie a pris un aspect plus topologique grâce

à R.C. Lyndon, P.E. Schupp et M. Greendlinger [LS01]. Plus récemment, M. Gromov lui

donne un aspect purement géométrique qui permet de vastes généralisations [Gr01a-01b-

01c] que nous allons commencer à survoler dans cette partie.

Théorie classique

Considérons deux mots m1 et m2 en les lettres a±1
1 , . . . , a±1

g que nous supposons cy-

cliquement réduits. Une pièce entre m1 et m2 est un mot p qui apparâıt comme un

segment initial dans l’écriture de conjugués cycliques m ′
1 et m′

2 de m±1
1 et m±1

2 tels que

m′
1 est distinct de m′

2
±1. Par exemple, le mot a1a2 est une pièce entre a2a2a1a2a1a1a2 et

a1a1a
−1
2 a−1

1 a2, entre a1a2a3a1a2 et lui-même, mais pas entre a1a2a1a2 et lui-même. Pour

0 < λ < 1, on dit qu’un ensemble de mots {m1, . . . , mr} vérifie la condition de petite

simplification C ′(λ) si toute pièce entre deux mots mj1 et mj2 est de longueur strictement

inférieure à λ fois la plus petite des longueurs de mj1 et de mj2 . Dans ce cas, on dit que

le groupe Γ = 〈a1, a2, . . . , ag | m1, m2, . . . , mr〉 vérifie la condition de petite simplification

C ′(λ) (même s’il s’agit en fait d’une propriété de la présentation).

La remarque importante est que, dans un diagramme de Van Kampen réduit relatif à

une présentation, les composantes connexes de l’intersection de deux faces adjacentes sont

(étiquetées par) des pièces. Si l’on suppose une condition C ′(1/6), il en résulte que chaque

face intérieure au diagramme est entourée par au moins 7 de ces pièces. Un argument

facile de caractéristique d’Euler permet alors de montrer que l’intersection d’au moins

une des faces du diagramme avec le bord du diagramme a une composante connexe de

longueur strictement supérieure à la moitié du périmètre de cette face. Si un mot w réduit

en les a±1
i est trivial dans Γ, il contient donc un sous-mot w ′ qui est le début d’un conjugué

cyclique m de l’un des m±1
j , de longueur strictement supérieure à la moitié de celle de

m. Remplaçant alors w ′ dans w par m−1w′, on obtient après réduction un nouveau mot

w1, plus court que w, qui est encore trivial dans Γ et l’itération du procédé mène au
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mot trivial : c’est l’algorithme de Dehn pour les groupes C ′(1/6), qui fut la motivation

initiale pour l’introduction de ce concept. Une autre conséquence facile est l’inégalité

isopérimétrique linéaire pour ces groupes : les groupes à petite simplification C ′(1/6)

sont donc hyperboliques. Il s’agit en fait de groupes hyperboliques assez particuliers et

la forme des triangles dans le graphe de Cayley est très facile à analyser [GH90, Ch94].

Dans [Gr01a], M. Gromov montre que beaucoup de groupes C ′(1/6) agissent en fait

par isométries sur un 2-complexe simplement connexe muni d’une métrique à courbure

négative (i.e. vérifiant une condition CAT (−k2), voir [BH99]) mais cette construction ne

s’étend malheureusement pas aux cas plus généraux que nous allons rencontrer dans la

suite de ce texte.

Étant donnée une partie R de S(l− c, l+ c) de densité d ∈ [0, 1] comme au paragraphe

précédent, il est facile d’estimer la taille probable des plus grandes pièces entre les éléments

de R : si 2d < λ, le groupe défini par les relations R vérifie très probablement C ′(λ). On

remarque donc que ceci donne une autre preuve du théorème B lorsque d < 1/12 mais

que pour 1/12 6 d < 1/2 les groupes hyperboliques que nous avons construits grâce à ce

théorème ne sont pas redevables de la théorie des groupes C ′(1/6).

Théorie relative : le théorème A

La théorie classique de la petite simplification est parfaitement adaptée pour étudier

des groupes 〈a1, a2, . . . , ag | m1, m2, . . . , mr〉 dont on fixe le nombre de générateurs g et

de relateurs r, lorsque les longueurs des relateurs tendent vers l’infini, à condition que

ces longueurs gardent le même ordre de grandeur. Pour chaque 0 < λ < 1, la condition

C ′(λ) est alors très probablement satisfaite et le groupe est hyperbolique non élémentaire.

Ce cas correspond d’ailleurs à celui où la densité d est nulle dans le théorème B. Un cas

très analogue est celui où l’on choisit les r relateurs aléatoirement dans la boule de rayon

l car dans cette boule, une grande proportion des éléments ont en fait une norme très

proche de l (par la croissance exponentielle du groupe libre). Dans ce dernier modèle

élémentaire, on peut cependant obtenir des informations algébriques plus précises sur les

groupes aléatoires obtenus [Ar97-98,AO96,KS02].

Une difficulté sérieuse apparâıt lorsque les mj sont tous très longs mais de longueurs

très différentes. Si par exemple, la longueur de m2 est de l’ordre de l’exponentielle de

celle de m1, il est probable que m1 soit un sous-mot de m2 et aucune condition de petite

simplification n’est satisfaite. C’est la raison pour laquelle il est nécessaire d’introduire un

concept de petite simplification relativement à un groupe hyperbolique. Suivant des indi-

cations succinctes de M. Gromov ([Gr87, 5.5.F]), cette théorie relative a été mise au point

indépendamment par C. Champetier, T. Delzant et Y. Olshanskĭı [Ch91-94,De96,Ols92a-

92b].

Soit Γ un groupe hyperbolique non élémentaire engendré par une partie finie symétrique

S, et δS > 0 la constante d’hyperbolicité correspondante. Un mot m de longueur |m| en

les éléments de S est géodésique ou minimal si l’élément γ de Γ qu’il définit est de norme
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|γ|S = |m|, et minimal dans sa classe de conjugaison si de plus tous les conjugués de γ

ont une norme supérieure ou égale à |m|. Si m1 et m2 sont minimaux dans leur classe de

conjugaison, une a-pièce est la donnée de deux sous-mots p1 et p2 de conjugués cycliques

de m1 et m2 qui sont a-proches dans le sens suivant : il existe deux mots u, v de longueur

inférieure à a tels que p1 = up2v dans Γ. Il faut cependant exclure de la définition un

cas trivial : si m′
1 et m′

2 désignent les conjugués cycliques qui commencent par p1 et p2,

on demande que les éléments m′
1 et um′

2u
−1 de Γ ne soient pas égaux. Il est important

de remarquer que la valeur de a n’est pas très importante pour des éléments de grandes

longueurs : un argument élémentaire montre que si m1 et m2 partagent une a-pièce de

longueur t, alors ils partagent une 2δS-pièce de longueur t−2a, ce qui justifie de se limiter

aux 2δS-pièces.

Soit 0 < λ < 1 et R un ensemble de mots minimaux dans leur classe de conjugaison.

On dit que R vérifie une condition de petite simplification C ′(λ) relativement à (Γ, S) si

d’une part tous les éléments de R sont assez grands (de longueur supérieure à cst ·δS pour

une constante universelle cst dont la valeur précise n’a que peu d’intérêt) et si, d’autre

part, pour tout couple de mots m1, m2, toute 2δS-pièce entre m1 et m±1
2 est de longueur

inférieure à λ inf(|m1|, |m2|). Nous énonçons le résultat principal de cette théorie relative

sous la forme donnée par T. Delzant [De96].

Théorème – Si λ < 1/8 et si R vérifie la condition de petite simplification C ′(λ), alors

le quotient Γ/〈R〉 de Γ par le sous-groupe normal engendré par (la projection dans Γ de)

R est hyperbolique (de constante d’hyperbolicité inférieure à cst · supm∈R |m|). De plus, la

boule de rayon 1
4
infm∈R |m| − cst · δS dans Γ s’injecte dans le quotient Γ/〈R〉.

La démonstration de ce théorème est fondée sur une propriété importante des espaces

métriques δ-hyperboliques (X, d) [Gr87] : pour toute partie finie E ⊂ X, il existe un

arbre métrique fini (T, d′) et une application i : E → T telle que pour tout (x, y), on a

d(x, y) − 2δ log2(|E| − 2) 6 d′(i(x), i(y)) 6 d(x, y).

La démonstration du théorème A de généricité des groupes hyperboliques parmi les

groupes dont on fixe le nombre g de générateurs et le nombre r de relateurs est un corollaire

facile de cette théorie relative. Supposons par exemple, r = 2 et l1 6 l2. Si l2 6 l31 et l1

tend vers l’infini, la probabilité pour que le groupe Fg/〈m1, m2〉 soit à petite simplification

C ′(1/100) tend vers 1. Si par contre l1 tend vers l’infini et l2 > l31, on procède en deux

étapes. Tout d’abord, la probabilité pour que le groupe Fg/〈m1〉 soit C ′(1/100) tend vers

1. Puis on montre (assez facilement) que la probabilité pour que (la réduction géodésique

de) {m2} soit à petite simplification C ′(1/100) relativement à Fg/〈m1〉 tend également

vers 1, de sorte que Fg/〈m1, m2〉 = (Fg/〈m1〉)/〈m2〉 est également hyperbolique. Bien

entendu, les groupes hyperboliques ainsi construits sont assez particuliers : C. Champetier

montre aussi (pour r = 2) que lorsque les longueurs li tendent vers l’infini, les groupes

obtenus sont très probablement sans torsion et de dimension cohomologique 2.
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4. ESPACE DES GROUPES DE TYPE FINI

L’ensemble des classes d’isomorphisme de groupes de type fini (i.e. engendrés par

une partie finie) est non dénombrable (voir [Ne37] pour une jolie preuve). On appelle

groupe marqué à g générateurs la donnée d’un sous-groupe normal N du groupe libre à g

générateurs Fg, ou d’une surjection Fg → Fg/N de Fg sur un de ses quotients. De manière

équivalente, il s’agit d’un groupe dont on a fixé une famille génératrice (a1, . . . , ag).

L’ensemble Grg de ces groupes marqués est naturellement muni d’une topologie métrisable

qui en fait un compact totalement discontinu : deux groupes marqués sont proches si les

noyaux des surjections correspondantes ont la même intersection avec une grande boule

dans Fg. Deux groupes marqués proches ont des graphes de Cayley qui sont (( les mêmes ))

dans une grande boule. Dans cette topologie, les groupes de présentation finie forment

une partie dénombrable dense. L’étude de cet espace n’en est qu’à ses débuts : nous allons

décrire rapidement quelques résultats de C. Champetier [Ch91-00] et M. Gromov [Gr93].

Relation d’isomorphisme

Un groupe de type fini peut être engendré de nombreuses manières par une partie finie,

de sorte qu’il existe une relation d’équivalence naturelle, l’isomorphisme ≃, sur ces espaces

Grg, dont l’ensemble quotient est l’ensemble des classes d’isomorphisme de groupes à g

générateurs. C’est ce quotient qu’on aimerait comprendre.

Chaque Grg se plonge dans Grg+1 comme un ouvert fermé (par composition à la

source avec la surjection de Fg+1 sur Fg qui envoie le dernier générateur sur l’identité).

On peut donc considérer la réunion croissante Gr des Grg : c’est l’espace localement

compact des groupes marqués de type fini, ou encore l’espace des sous-groupes nor-

maux de F∞ = F (a1, . . .) qui contiennent les ai avec i assez grand. Si un groupe

est engendré par (a1, a2, . . . , ag), il est également engendré par (id, a1, a2, . . . , ag), par

(a−1
1 , a2, . . . , ag), par (a1a2, a2, . . . , ag) et par (a2, a1, . . . , ag). Chacun de ces changements

de famille génératrice peut être vu comme un homéomorphisme de Gr et un théorème

classique de Tietze peut s’interpréter en disant que les orbites du groupe T engendré par

ces quatre homéomorphismes de Gr sont précisément les classes d’isomorphisme [LS01].

Une fonction i : Gr → E définit un invariant de groupe (i.e. indépendant de la famille

génératrice) si et seulement si elle est invariante par l’action de T . Un tel invariant est

particulièrement intéressant si E est un espace borélien standard (isomorphe à un espace

métrique séparable muni de la tribu de ses boréliens) et si i est une application borélienne.

Par exemple, le rang d’un groupe (cardinal minimum d’une famille génératrice) où les

nombres de Betti sont de tels invariants. Il se trouve que l’action de T sur Gr est trop

compliquée pour que le quotient soit standard : voici un résultat de [Ch91-00] (voir

aussi [SZ94]).

Théorème.– Il n’existe pas d’application borélienne i : Gr → E dans un espace borélien

standard qui sépare les classes d’isomorphisme, i.e. telle que i(x) = i(y) si et seulement

si x ≃ y.
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La démonstration de ce théorème est une jolie application de la théorie de la petite

simplification classique. Soit φ un automorphisme du groupe libre F 2 et w un élément de

F2. Pour chaque suite e : Z→ {0, 1}, on considère le groupe marqué Γ e qui est le quotient

de F2 par le sous-groupe normal engendré par les φi(w) pour les i tels que e(i) = 1. Ceci

définit une application (borélienne) de {0, 1}∫ dans Gr. Il est clair que si on définit les

suites décalées ek(i) = e(i + k), tous les groupes marqués Γek
sont dans la même classe

d’isomorphisme. Si l’on choisit φ défini par φ(a1) = a1a2 et φ(a2) = a1, il n’est pas

difficile de trouver des mots w assez compliqués pour s’assurer que la famille {φ i(w)}

(i ∈ N) vérifie la condition de petite simplification C ′(1/6). Ceci permet de montrer que

Γe et Γe′ ne sont isomorphes que si e et e′ sont décalées l’une de l’autre. On obtient donc

un plongement de {0, 1}∫ dans Gr et la relation induite par ≃ sur {0, 1}∫ est celle définie

par le décalage. Le théorème résulte du fait que les fonctions boréliennes invariantes par

décalage ne séparent pas les orbites (il suffit par exemple d’utiliser l’ergodicité du décalage

pour la mesure de Bernoulli (1/2, 1/2)).

Dans [TV99], S. Thomas et B. Velickovic vont plus loin et montrent que la relation ≃

est universelle, c’est-à-dire que pour toute relation d’équivalence ≡ borélienne à classes

dénombrables sur un borélien standard X, il existe une application borélienne f : X → Gr

telle que f(x) ≃ f(y) si et seulement si x ≡ y. Autrement dit, la relation d’isomorphisme

≃ est aussi compliquée que possible. . .

Puisque l’action de T sur Gr n’a pas de bon quotient mesurable, on pourrait tenter

une description (( ergodique )) de cet espace quotient. Malheureusement, on ne sait pas

s’il existe une mesure de Radon sur Gr qui soit quasi-invariante par T (i.e. telle que la

collection des boréliens de mesure nulle soit invariante par T ). La non existence d’une

mesure invariante parâıt probable mais elle ne semble pas établie. L’approche topologique

parâıt donc plus adaptée mais là encore notre compréhension n’est que très partielle. On

trouve une discussion intéressante des problèmes de cette nature dans [Gr93].

Adhérence des groupes hyperboliques : le théorème C

Les groupes marqués de présentation finie forment évidemment une partie dénombrable

dense dans Gr. Les propriétés des groupes hyperboliques, extrêmement stables grâce à la

théorie de la petite simplification relative, permettent d’obtenir des informations sur leur

adhérence dans l’espace des groupes de type fini. On note Hyp et Hypst les parties de Gr

définies par les groupes hyperboliques non élémentaires et hyperboliques non élémentaires

sans torsion, et Hyp, Hypst leurs adhérences dans Gr.

Étant donné un élément γ d’ordre infini d’un groupe hyperbolique marqué non élémen-

taire Γ, on montre sans (trop de) difficulté qu’il possède des puissances arbitrairement

grandes γn telles que le singleton {γn} vérifie une condition de petite simplification

C ′(1/10) relativement à Γ. Ces groupes Γn = Γ/〈γn〉 sont donc hyperboliques non

élémentaires et convergent vers le groupe Γ. Par conséquent, pour chaque élément w de

Fg, l’ensemble des groupes marqués à g générateurs tels que (la projection de) l’élément
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w soit d’ordre fini, est un ouvert qui rencontre Hyp sur une partie dense dans Hyp. Le

théorème de Baire implique alors :

Théorème.– Il existe un Gδ dense dans l’adhérence des groupes hyperboliques non élé-

mentaires Hyp formé de groupes dont tous les éléments sont d’ordre fini.

L’existence de groupes infinis de type fini dont tous les éléments sont de torsion est

déjà remarquable. Dans [IO96], S. Ivanov et Y. Olshanskĭı montrent en fait que tout

groupe hyperbolique non élémentaire possède un quotient infini de torsion dont les ordres

des éléments sont bornés. Une approche plus géométrique de ce résultat est en cours de

rédaction par T. Delzant et M. Gromov.

Si Γ est un groupe quelconque, son centre virtuel Zvirt(Γ) est le sous-groupe normal

formé des éléments qui n’ont qu’un nombre fini de conjugués. Lorsque Γ est hyperbolique

non élémentaire, Zvirt(Γ) est un groupe fini et on s’assure que Γ/Zvirt(Γ) est un groupe

hyperbolique dont le centre virtuel est trivial. L’existence d’un centre virtuel non trivial

est source de difficultés techniques. Notons en effet C(Γ) le centralisateur dans Γ de

Zvirt(Γ) (d’indice fini dans Γ) et soit γ un élément de Γ − C(Γ). Alors {γ} ne peut

pas vérifier de condition de petite simplification. En effet, il existe par définition un

élément z du centre virtuel tel que γzγ−1 6= z de sorte que si a = sup(|z|S, |γzγ
−1|S),

on peut dire que γ partage une a-pièce avec lui-même. Dans la construction précédente

d’éléments de torsion par exemple, pour s’assurer que {γn} est à petite simplification, il

fallait choisir n tel que {γn} soit dans C(Γ). En général, il est agréable de supposer que

Γ est à centralisateurs cycliques, i.e. le centralisateur de chaque élément non trivial est

cyclique, fini ou infini. Cette propriété garantit la trivialité du centre virtuel ; elle est par

exemple satisfaite si le groupe hyperbolique est sans torsion. On note Hypcc l’adhérence

des groupes hyperboliques non élémentaires dont les centralisateurs de tous les éléments

non triviaux sont cycliques, finis ou infinis : il s’agit d’un ensemble de Cantor.

Nous pouvons maintenant esquisser la preuve du théorème C, donnée dans ses grandes

lignes dans [Gr87] puis mise au point dans [Ols92a-92b] et [Ch91-00] sous des formes

légèrement différentes. Nous suivons ici [Ch00] qui travaille directement dans l’espace Gr.

Soit Γ un groupe hyperbolique non élémentaire et sans torsion (resp. à centralisateurs

cycliques) engendré par (a1, . . . , ag), soient H1, . . . , Hk des sous-groupes non élémentaires

et l un entier (grand). La première étape consiste à construire une surjection π de Γ sur un

groupe hyperbolique Γ non élémentaire sans torsion (resp. à centralisateurs cycliques) tel

que d’une part chacun desHi se surjecte sur Γ et, d’autre part, la restriction de π à la boule

de rayon l dans Γ est injective. De plus, on peut choisir π de telle sorte que Γ soit engendré

par deux éléments. Supposons pour simplifier que k = 1. On cherche des éléments h i

(i = 1, . . . , g + 2) qui appartiennent à H1 et qui sont tels que a−1
1 h1, . . . , a

−1
g hg, hg+1, hg+2

soient de très grande norme et forment une famille vérifiant une condition de petite simpli-

fication relative. Si l’on dispose d’une telle famille, le quotient Γ = Γ/〈a−1
1 h1, . . . , a

−1
g hg〉
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est hyperbolique. Par construction, H1 se surjecte sur Γ car l’image de H1 dans Γ con-

tient tous les π(ai). Par ailleurs les projections de hg+1 et hg+2 dans Γ engendrent un

groupe libre de sorte que Γ est non élémentaire. C’est la condition sur la torsion (ou sur

les centralisateurs cycliques) qui permet de construire assez facilement de tels éléments

hi (on choisit des hi de longueurs comparables et on montre que lorsque ces longueurs

tendent vers l’infini la proportion des choix qui ne vérifient pas la condition cherchée tend

vers 0) ; et on peut par ailleurs assurer que le quotient Γ est lui-même sans torsion ou à

centralisateurs cycliques suivant le cas. Enfin, en appliquant la construction précédente

au produit libre Γ ⋆ F2 muni des sous-groupes Hi et F2, on peut faire en sorte que Γ soit

engendré par deux éléments.

Considérons maintenant k groupes hyperboliques marqués à g générateurs Γ1, . . . ,Γk,

sans torsion (resp. à centralisateurs cycliques) et appliquons le fait précédent à leur produit

libre. On obtient ainsi une surjection de Γ1 ⋆ . . . ⋆ Γk sur un groupe Γ hyperbolique non

élémentaire sans torsion (resp. à centralisateurs cycliques) engendré par deux éléments.

Cette surjection est injective sur une grande boule et surjective en restriction à chaque

facteur. En termes de l’espace des groupes de type fini Gr, cela signifie que si l’on choisit

des voisinages Ui des Γi dans Gr, il existe un Γ dont la classe d’isomorphisme rencontre

chacun des Ui. Utilisant encore le théorème de Baire et le fait qu’il n’existe qu’un nombre

dénombrable de classes d’isomorphisme de groupes hyperboliques, on obtient le fait que

la relation ≃ est topologiquement transitive dans Hypcc et Hypst :

Théorème.– Dans Hypcc (resp. Hypst), il existe un Gδ dense formé de groupes marqués

dont la classe d’isomorphisme est dense dans Hypcc (resp. Hypst). Ces groupes peuvent

être choisis de rang 2, c’est-à-dire engendrés par deux éléments.

Il existe des groupes hyperboliques sans torsion ayant la propriété (T) de Kazhdan

(voir par exemple [HV89] et la fin de cet exposé). Puisqu’un quotient d’un groupe

ayant cette propriété a également cette propriété, on obtient un ouvert non vide dans

Gr formé de tels groupes. Comme cet ouvert rencontre nécessairement le Gδ dense cons-

truit précédemment, on en déduit l’existence d’un ouvert dense dans Hypcc (resp. Hypst)

formé de groupes ayant la propriété (T). Les autres propriétés génériques mentionnées

dans le théorème C se montrent de manière analogue.

5. MODÈLE À GRAPHE

Petite simplification sur un graphe fini

La théorie classique de la petite simplification montre ses faiblesses dans des cas très

simples. Considérons par exemple trois mots réduitsm1, m2, m3, de même longueur, en les

lettres a±1
1 , a±1

2 , et le groupe dont une présentation est 〈a1, a2 | m1 = m2 = m3〉. On peut

évidemment écrire cette présentation sous la forme habituelle 〈a1, a2 | m1m
−1
2 , m3m

−1
2 〉

mais il est clair que cette nouvelle présentation n’est pas à petite simplification car m 2
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est une pièce dont la longueur est la moitié de celle des relateurs (au moins si m 1m
−1
2

et m3m
−1
2 sont des mots réduits). Dans [Gr01a-01b-01c-02], on trouve une théorie bien

plus générale qui peut par exemple s’adapter à la situation précédente lorsque les mots

mi n’ont pas de grandes pièces entre eux. Soit (X,A) un graphe fini constitué d’un

ensemble X de sommets et d’un ensemble A ⊂ X × X d’arêtes. On suppose qu’il n’y

a pas de boucles et que le graphe est symétrique : si a = (x, x′) est une arête, il en est

de même pour a = (x′, x). On munira toujours les sommets d’un graphe de la distance

combinatoire, longueur minimale des chemins joignant deux sommets. Étant donnée une

famille finie de lettres (a1, . . . , ag), on peut étiqueter le graphe en écrivant sur chaque arête

l’une des lettres a±1
i , en faisant en sorte que les étiquettes portées par deux arêtes a, a sont

inverses l’une de l’autre. Sur chaque chemin du graphe, on peut donc lire un mot en les

a±1
i . Un tel graphe étiqueté définit naturellement un groupe, quotient du groupe libre de

base les ai par le sous-groupe normal engendré par les mots lus sur les cycles du graphe.

Lorsque la réalisation géométrique du graphe est un bouquet de cercles, on retrouve la

notion classique de présentation de groupe. Il est bien clair que les groupes définis de

cette manière ne sont autres que les groupes de présentation finie mais la (( présentation ))

en termes de graphes est souvent plus adaptée.

Nous allons définir une notion de pièce pour un tel graphe étiqueté (X,A, e). Supposons

d’abord que l’étiquetage soit réduit, c’est-à-dire que deux arêtes consécutives (et non

inverses) ne portent pas des étiquettes inverses. Une pièce est un graphe étiqueté qui

se plonge de deux manières différentes dans (X,A, e) en respectant les étiquettes. Si

0 < λ < 1, on dit que le graphe étiqueté vérifie la condition de petite simplification C ′(λ)

si le diamètre de toute pièce est strictement inférieur à λ fois le tour de taille du graphe

(la longueur de son plus petit cycle). Une esquisse de preuve géométrique du théorème

suivant a été donnée par M. Gromov et Y. Ollivier en a donné une preuve combinatoire

détaillée dans l’esprit de la démonstration classique [Oll03c].

Théorème.– Si un graphe étiqueté réduit (X,A, e) vérifie la condition de petite simplifi-

cation C ′(1/6), alors le groupe Γ qu’il définit est un groupe hyperbolique non élémentaire.

La constante δS d’hyperbolicité peut être choisie égale au diamètre de (X,A). L’applica-

tion naturelle de (X,A) dans le graphe de Cayley de Γ est un plongement isométrique.

Partons d’un graphe fini (X,A) et choisissons aléatoirement un étiquetage e. Il est

bien sûr probable que cet étiquetage n’est pas réduit mais on peut le réduire, c’est-à-dire

construire un morphisme surjectif de graphes étiquetés π : (X,A, e) → (X,A, e) dont le

but est réduit. On peut construire cette réduction par identifications successives de deux

arêtes consécutives qui portent des étiquettes inverses, ou directement en identifiant deux

sommets de (X,A, e) s’ils sont reliés par un chemin portant un mot trivial dans le groupe

libre.

Nous considérons maintenant une suite de graphes finis connexes (Xl, Al) (pour être

précis, il n’est pas nécessaire que l décrive tous les entiers mais une suite infinie nous
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suffira). Nous allons dégager des propriétés géométriques de cette famille de graphes qui

garantiront que très probablement, les graphes étiquetés vérifient la condition C ′(1/6)

(après réduction) :

(1) La valence de tous les sommets est au moins 2 (pas de sommet terminal) et bornée

par 3 (par exemple).

(2) Le tour de taille de (Xl, Al) est supérieur à l et le diamètre de (Xl, Al) est inférieur

à 100l.

(3) Le nombre de chemins plongés dans (Xl, Al) de longueur inférieure à l/2 est

inférieur à cst · β l/2 pour une certaine constante β > 1 que nous déterminerons

plus loin.

Supposons les conditions (1-2) satisfaites. Le nombre de sommets est alors inférieur à

3(2100l − 1) de sorte que la condition (3) est vérifiée avec la constante β0 = 2100 + 1/2. Si

l’on subdivise toutes les arêtes de (Xl, Al) en N arêtes, on obtient des graphes (Xl,N , Al,N)

dont le tour de taille est supérieur à Nl, le diamètre inférieur à 100Nl et dont le nombre de

chemins de longueur inférieure à Nl/2 est inférieur à cstN(β0)
l/2 = cstN (β

1/N
0 )Nl/2 et les

conditions (1-2-3) sont donc satisfaites pour les graphes (Xl/N,N , Al/N,N) avec la constante

β = (β0)
1/N (pour l multiple de N). Si les deux premières conditions sont vérifiées et si

β > 1 est donné il est donc facile de construire une suite de graphes vérifiant également

la troisième condition, quitte à subdiviser suffisamment.

Théorème.– Si les conditions géométriques (1-2-3) sont satisfaites pour un choix de

β > 1 suffisamment proche de 1, un étiquetage aléatoire de (Xl, Al) mène très probable-

ment à un graphe étiqueté réduit qui vérifie la condition C ′(1/6).

Nous allons indiquer les étapes principales de la preuve. Pour un entier n > 1, con-

sidérons les (2g)n mots, réduits ou non, en les lettres a±1
i . Si pn désigne la probabilité qu’un

tel mot représente l’élément trivial du groupe libre, on sait que θ0 = limn→∞(p2n)
1
2n < 1

(avec θ0 =
√

2g − 1/g mais nous préférons garder la notation θ0 pour une référence

ultérieure). On a donc une estimation de la forme pn 6 cst · θn si θ0 < θ < 1. Soit

0 < α < 1. La probabilité pour qu’un mot de longueur n représente un élément du groupe

libre de norme inférieure à αn est inférieure à cst · (2g)αnθ(1+α)n
6 cst · (2g)αnθn. Nous

choisissons α en fonction de g et θ de telle sorte que (2g)αθ < 1 ; pour fixer les idées, nous

supposons α = −1
2
log2g θ de sorte que (2g)αθ = θ1/2.

Considérons maintenant un étiquetage aléatoire (Xl, Al, el) et majorons la probabilité

pour qu’un mot lu sur au moins un chemin plongé de longueur n comprise entre ǫl et

l/2 représente un élément du groupe libre de norme inférieure à αn, pour un ǫ > 0 que

nous déterminerons plus loin. D’après la propriété (3), cette probabilité est inférieure à

cst · βl/2θǫl/2. On constate donc que pour βθǫ < 1 on peut affirmer que très probablement

quand l tend vers l’infini, tous les chemins de longueur n comprise entre ǫl et l/2 lus sur
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le graphe étiqueté (Xl, Al, el) représentent des éléments du groupe libre dont la norme est

au moins αn.

Si l’on choisit un point base dans (Xl, Al), la donnée d’un étiquetage définit une

application fl du revêtement universel de (Xl, Al) (en ce point base) vers le graphe de

Cayley de Fg : on associe à chaque chemin issu du point base la valeur dans Fg du

mot lu sur le chemin. Rappelons qu’une suite de points (x i)i∈∫ dans un espace métrique

δ-hyperbolique forme une (L0, L1, α
−1) quasi-géodésique locale si |i− j| 6 L1 entrâıne que

la distance entre xi et xj est comprise entre α|i − j| − L0 et α−1|i − j| + L0. On sait

que si L1 > cst · α−1(δ +L0), ceci entrâıne que pour tous les entiers i, j, la distance entre

xi et xj est supérieure à 1
2
(α|i − j| − L0), c’est-à-dire que (xi) est une quasi-géodésique

globale [Gr87, §7] (cst est une constante universelle, de l’ordre de 105). Les estimations

de distance pour ǫl 6 n 6 l/2 montrent que la restriction de fl à une géodésique est une

(αǫl, l/2, α−1)-quasi-géodésique locale. Par conséquent, si ǫ 6 1/(3cst) et si β est choisi

comme précédemment, ces applications f l, pour l assez grand, sont en fait des plongements

quasi-isométriques globaux (remarquons en passant que nous n’utilisons pas le fait que le

groupe est libre, c’est-à-dire que δ = 0). Si x, x′ sont deux sommets du revêtement uni-

versel de (Xl, Al) à distance s > ǫl, la distance entre leurs images est comprise entre αs/2

et s. Ceci entrâıne alors une quasi-convexité de l’image de f l : tout segment géodésique

dans le graphe de Cayley de Fg qui joint deux points de l’image de fl reste à une distance

bornée de cette image.

Nous allons montrer maintenant que le graphe réduit ne présente pas de pièce de

longueur supérieure à αl/12 (on remarquera que le tour de taille du graphe réduit est

supérieur à αl). Nous pouvons supposer que l’étiquetage est tel que la propriété précédente

de quasi-isométrie est satisfaite puisque nous savons que c’est le cas avec une probabilité

proche de 1. Une pièce de longueur s donne lieu à deux plongements différents d’un

intervalle de longueur s dans le graphe réduit. Pour chaque chemin c de longueur s, plongé

dans le graphe réduit, il existe un chemin c de longueur inférieure à 2s/α dans le graphe

(Xl, Al) dont la projection contient c. Si s 6 αl/12, le chemin c est de longueur inférieure

à l/6 et on peut le supposer plongé (remarquons que les boules dans le graphe (X l, Al)

de rayon inférieur à l/2 sont des arbres). Une pièce de longueur supérieure à αl/12 dans

le graphe réduit permet donc de construire deux chemins c1, c2, plongés dans (Xl, Al, el),

de longueur comprise entre αl/12 et l/6, et sur lesquels on lit le même élément du groupe

libre. Inversement, partons de deux chemins c1, c2 plongés dans (Xl, Al) de longueur com-

prise entre αl/12 et l/6 et calculons la probabilité pour qu’un étiquetage aléatoire les

munissent de mots égaux dans le groupe libre. Si ces chemins sont disjoints, les étiquettes

qu’on place sur chacune des arêtes de c1 et c2 sont indépendantes et la question revient

donc à la suivante. Étant donnés deux entiers n1 et n2 compris entre αl/12 et l/6 et

deux mots aléatoires de longueurs n1, n2, quelle est la probabilité qu’ils représentent le

même élément du groupe libre ? Cela revient évidemment à la trivialité d’un élément de
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longueur n1 + n2 de sorte que cette probabilité est bornée par cst · θ2αl/12. Nous laissons

au lecteur le soin d’étudier le cas un peu plus délicat où les deux chemins c 1 et c2 se

rencontrent et d’établir une borne analogue. Puisque le nombre de paires de chemins

de longueur inférieure à l/2 est inférieur à cst · β l, la probabilité d’existence d’une pièce

de longueur supérieure à αl/12 dans le graphe réduit est ainsi majorée par cst · β lθ2αl/12

(auquel il convient d’ajouter la petite probabilité pour que la condition de quasi-isométrie

ne soit pas satisfaite). Puisque nous pouvons choisir β aussi proche que nécessaire de 1

on peut faire en sorte que ceci tende vers 0 quand l tend vers l’infini. Pour un tel choix

de la constante β, nous avons bien établi que très probablement un étiquetage de (X l, Al)

vérifie la propriété de petite simplification C ′(1/6), après réduction.

Très petite simplification relative

On voudrait itérer la construction précédente. De la même manière qu’il a fallu étendre

la théorie de la petite simplification classique en une théorie relative adaptée aux quotients

des groupes hyperboliques, nous allons décrire ici une version relative du modèle à graphe,

adaptée aux groupes hyperboliques. Soit Γ un groupe hyperbolique non élémentaire

engendré par une partie finie symétrique S de cardinal 2g et notons δS la constante

d’hyperbolicité associée à cette famille génératrice. Notons θΓ le rayon spectral de la

marche aléatoire sur (Γ, S) ; c’est la limite de limn→∞(p2n)
1
2n où pn désigne la probabilité

pour qu’un mot de longueur n en les générateurs soit trivial dans Γ. D’après [Ke59], on

sait que θΓ < 1. On a donc une inégalité de la forme pn 6 cst · θn si θΓ < θ < 1. On

supposera toujours que Γ est à centralisateurs cycliques (par exemple sans torsion). Si

(X,A) est un graphe fini comme précédemment, on considère toujours des étiquetages e

des arêtes par des éléments de S (et on suppose encore que deux arêtes opposées portent

des étiquettes inverses).

Soit (Xl, Al) une suite de graphes vérifiant les mêmes conditions géométriques (1-2-3)

pour une certaine constante β > 1. Bien que le groupe Γ ne soit pas nécessairement libre,

il n’est pas difficile de généraliser les arguments précédents lorsque Γ était le groupe libre

à g générateurs.

Théorème.– Pour g > 2, θ < 1, ǫ > 0, il existe α < 1 et β > 1 tels que si les conditions

géométriques (1-2-3) sont satisfaites, un étiquetage aléatoire de (Xl, Al) mène très proba-

blement à un graphe qui vérifie la condition de quasi-isométrie (QI)ǫ,α : tout chemin de

longueur s supérieure à ǫl dans le revêtement universel du graphe (Xl, Al) porte un mot

dont la norme dans Γ est supérieure à αs/2.

Supposons cette propriété (QI) vérifiée et cherchons à définir le concept de a-pièce. Il

s’agit de deux mots m1, m2 lus sur deux chemins de (Xl, Al) pour lesquels il existe deux

mots u1, u2 de norme inférieure à a dans Γ tels que m1u1 et u2m2 sont égaux dans Γ. On

demande par ailleurs qu’il n’existe pas de chemin connectant le début du premier chemin

au début du second et qui porte un mot égal à u2 dans Γ. Pour la constante a, on peut
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choisir 10δS (mais ce n’est pas très important). On cherche bien sûr à éviter les grandes

pièces, c’est-à-dire celles pour lesquelles les normes dans Γ de m1 et m2 sont supérieures à

λαl pour un certain 0 < λ < 1. Si ces grandes pièces n’existent pas, on dit que la propriété

de petite simplification C ′(λ) relative est satisfaite. Plus géométriquement, on considère

la partie quasi-convexe T du graphe de Cayley de Γ image par fl du revêtement universel

de (Xl, Al) et tous ses translatés à gauche γ.T . Une pièce correspond à l’intersection de

deux voisinages convenables de deux translatés de T qui ne cöıncident pas.

La démonstration du théorème suivant est une (( simple )) généralisation de celle que

nous avons présentée dans le cas du groupe libre : la non-liberté du groupe Γ est compensée

par son hyperbolicité.

Théorème.– Pour g > 2, θ < 1, ǫ > 0, 0 < λ < 1, il existe α < 1 et β > 1 tels que si les

conditions géométriques (1-2-3) sont satisfaites, un étiquetage aléatoire de (Xl, Al) mène

très probablement à un graphe qui vérifie les conditions (QI)ǫ,α et C ′(λ).

Le fait important qu’il faut retenir est que ces propriétés (QI) et C ′(λ) sont (très

probablement) satisfaites pour une valeur de β qui ne dépend que du nombre (fixé) de

générateurs g, de la valeur de λ (qui sera également fixée) et du rayon spectral θΓ.

Dans le cas du groupe libre, la condition C ′(1/6) est suffisante pour garantir l’hyperbo-

licité. Dans le cas général, une valeur universelle suffit.

Théorème.– Il existe λ0 > 0 (très petit) ayant les propriétés suivantes. Soit (Xl, Al) une

suite de graphes vérifiant la condition (2), munis d’étiquetages el vérifiant la condition

de quasi-isométrie (QI)ǫ,α (pour un certain α < 1 et ǫ > 0 suffisamment petit) et la

condition de petite simplification relative C ′(λ0). Si l est assez grand, le quotient Γ1 de Γ

par le sous-groupe normal engendré par les éléments de Γ lus sur les cycles, est un groupe

hyperbolique non élémentaire. La boule de rayon αl/5 dans Γ se projette injectivement

dans le quotient Γ1. Le graphe (Xl, Al) se plonge de manière quasi-isométrique dans le

graphe de Cayley de Γ1 : deux points à distance s > ǫl dans le graphe sont envoyés sur

deux points à distance supérieure à αs/c pour une constante universelle c.

Les articles [Gr01b,Gr02] contiennent des théorèmes plus puissants (utiles dans le con-

texte du problème de Burnside) dont la lecture peut être précédée par celle de notes

non publiées de T. Delzant [De03]. On trouve une preuve combinatoire du théorème

précédent dans [Oll03b].

Procédé limite

Partons d’un groupe hyperbolique non élémentaire Γ engendré par une partie finie

symétrique S de cardinal 2g. Supposons que Γ possède la propriété (T), que nous dis-

cuterons un peu plus loin mais dont nous retiendrons pour l’instant qu’elle entrâıne que

tous ses quotients infinis ont des rayons spectraux uniformément majorés par un certain
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θ < 1. Pour fixer les idées, on peut choisir pour Γ un réseau cocompact dans le groupe

des isométries d’un espace hyperbolique quaternionique (voir [HV89]).

Choisissons une famille de graphes (X l, Al) vérifiant les propriétés (1-2-3). Nous savons

que si β est inférieur à une valeur dépendant de θ et de g, lorsque l tend vers l’infini,

le groupe Γ1 défini par un étiquetage aléatoire est très probablement hyperbolique non

élémentaire. Soit donc Γ1 l’un de ces quotients hyperboliques non élémentaires, défini

par un certain étiquetage d’un certain graphe (Xl1, Al1). La projection de Γ sur Γ1 est

injective sur la boule de rayon αl1/5. Il existe une application naturelle i1 du graphe

(Xl1, Al1) vers le graphe de Cayley de Γ1 et nous savons que cette application est une

quasi-isométrie dans le sens indiqué plus haut.

Puisque Γ1 est un groupe hyperbolique non élémentaire dont le rayon spectral θΓ1 est

majoré par le même θ, on conclut que lorsque l tend vers l’infini, le quotient de Γ1 par

le sous-groupe normal engendré par les mots lus sur les cycles d’un étiquetage aléatoire

est très probablement hyperbolique non élémentaire. On peut considérer l’un de ces

quotients Γ2. Puisque les rayons spectraux de tous les quotients infinis sont bornés par

θ, on peut construire par récurrence une suite de groupes hyperboliques non élémentaires

Γn, chacun étant un quotient du précédent, associée à une suite d’indices ln de croissance

suffisamment rapide. Par construction la projection de chaque Γn sur tous ses quotients

successifs Γp (avec p > n) est une injection isométrique dans la boule de rayon αln/5.

De plus chaque graphe (Xln, Aln) est muni d’applications in,p dans les graphes de Cayley

des groupes Γp pour p > n et ces applications sont quasi-isométriques : si deux points de

(Xln, Aln) sont à distance s supérieure à ǫln, leurs images par in,p sont à distance comprise

entre αs/c et s.

La suite de groupes Γn converge clairement dans l’espace des groupes marqués vers un

groupe Γ∞. Il s’agit d’un groupe de type fini qui n’est pas de présentation finie mais le

lecteur pourra se convaincre qu’on peut le choisir de présentation récursive : il suffit pour

cela de construire la suite ln de manière récursive en considérant à chaque étape le plus

petit indice pour lequel il existe un étiquetage vérifiant toutes les conditions requises et en

choisissant par exemple le premier étiquetage qui fait l’affaire dans un ordre alphabétique.

Résumons le résultat obtenu :

Théorème.– Soit Γ un groupe hyperbolique non élémentaire et sans torsion possédant la

propriété (T). Soit (Xl, Al) une suite de graphes vérifiant les conditions (1-2). Alors il

existe des groupes Γ vérifiant les propriétés suivantes :

– Γ est un quotient de Γ, de présentation récursive.

– Il existe une suite d’indices ln et une suite d’applications in des graphes (Xln , Aln)

dans le graphe de Cayley de Γ qui sont des (( quasi-plongements )) dans le sens où deux

points à distance s > ǫln dans (Xln, Aln) sont envoyés par in sur deux points à distance

supérieure à αs/c.
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6. PROPRIÉTÉ (T)

Graphes expanseurs : le théorème D

Considérons encore un graphe fini connexe (X,A) et supposons pour simplifier qu’il

soit v-régulier dans le sens où la valence de tous les sommets est égale à v > 3. Le

laplacien ∆ correspondant agit sur l’espace l2(X) : on définit ∆f(x) comme la différence

entre f(x) et la valeur moyenne de f sur les sommets voisins de x. C’est un opérateur

symétrique dont la première valeur propre non nulle se note λ1(X,A). Pour toute fonction

f sur X à valeurs dans R ou dans un espace de Hilbert H, de somme nulle, le produit

scalaire 〈∆f | f〉 est supérieur à λ1(X,A)||f ||2. Il en résulte facilement que la moyenne

arithmétique des ||f(x) − f(x′)||2 sur tous les |X|2 couples de sommets est inférieure à

λ−1
1 (X,A) fois la moyenne des ||f(x)−f(x′)||2 sur les |A| couples de sommets reliés dans le

graphe. Une suite de graphes (Xl, Al) v-réguliers est appelée un expanseur si le diamètre

de (Xl, Al) tend vers l’infini et si la suite λ1(Xl, Al) est minorée par un nombre strictement

positif λ. On pourra consulter [Lu94] pour une discussion (combinatoire et géométrique)

de ces familles de graphes dont l’existence même est loin d’être évidente !

Soient (Xl, Al) un expanseur et jl : Xl → H une famille d’applications dans un espace de

Hilbert qui sont 1-lipschitziennes, i.e. envoyant deux sommets connectés dans le graphe

sur deux points à distance inférieure à 1. Nous allons montrer qu’il existe deux suites xl, x
′
l

de sommets de Xl dont les distances tendent vers l’infini dans les graphes (Xl, Al) mais

dont les images par jl restent à distance bornée. Quitte à translater jl, on peut supposer

que chaque jl est de somme nulle. La condition λ1(Xl, Al) > λ > 0 implique alors que la

moyenne des ||jl(x)− jl(x
′)||2 sur tous les couples de sommets est inférieure à λ−1. Cette

moyenne est aussi égale à 2 fois la moyenne de ||jl(x)||
2. En particulier, le cardinal de

l’ensemble des sommets x tels que ||jl(x)||
2

6 λ−1 est supérieur à |Xl|/2. D’autre part,

nous savons que les boules de rayon k dans (Xl, Al) ont au plus 1 + · · · + vk
6 vk+1

éléments de sorte que si vk+1
6 |Xl|/10, on peut affirmer qu’au moins 90% des couples

de sommets sont à distance supérieure à k. Ces deux estimations montrent qu’on peut

trouver deux sommets xl, x
′
l qui sont à distance supérieure à logv(|Xl|/10)− 1 et dont les

images par jl sont à distance inférieure à 2λ−1/2. Notre affirmation est donc démontrée.

On dit qu’une application f d’un espace métrique (E1, d1) vers un autre espace métrique

(E2, d2) est un plongement uniforme si on peut trouver deux fonctions φ, ψ : R+ → R+

tendant vers l’infini à l’infini telles que pour tous les x, x ′ de E1 :

φ(d1(x, x
′)) 6 d2(f(x), f(x′)) 6 ψ(d1(x, x

′)).

Par exemple, il est clair que si Γ1 et Γ2 sont deux groupes de type fini munis de la métrique

des mots, tout homomorphisme injectif de Γ1 dans Γ2 est un plongement uniforme. Nous

venons de voir que si un espace métrique contient une famille de graphes expanseurs

plongés de manière isométrique, cet espace métrique ne peut pas se plonger de manière

uniforme dans un espace de Hilbert.
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Il se trouve qu’il existe des familles de graphes expanseurs (X l, Al) qui vérifient de

plus les conditions géométriques (1-2) relatives au diamètre et au tour de taille. De tels

exemples peuvent être construits par des méthodes arithmétiques [Lu94] ou encore par

des méthodes de graphes aléatoires [Bo01]. On peut donc utiliser le procédé limite décrit

précédemment pour produire un groupe de type fini et de présentation récursive Γ dont le

graphe de Cayley contient une copie quasi-isométrique des graphes (Xl, Al) dans le sens

décrit plus haut. Notons que l’argument précédent de non plongement uniforme s’étend

immédiatement aux images quasi -isométriques d’expanseurs (car la proportion des paires

de sommets à distance inférieure à ǫl dans (Xl, Al) tend vers 0 quand l tend vers l’infini).

En particulier, ce groupe de type fini Γ, muni de la métrique des mots, ne peut pas se

plonger de manière uniforme dans un espace de Hilbert. Comme Γ est de présentation

récursive, le théorème de Higman entrâıne qu’il s’injecte dans un groupe de présentation

finie qui n’admet pas non plus de plongement uniforme. Ceci établit le théorème D.

Constantes de Kazhdan et de Poincaré

Considérons maintenant un ensemble dénombrable X. Une marche aléatoire sur X

est une application qui associe à chaque point x de X une probabilité (( de transition ))

µ(x →) sur X, donnant une masse µ(x → y) au point y, nulle pour tous les y sauf pour

un nombre fini d’entre eux. Si µ1 et µ2 sont deux telles marches on définit leur produit

par µ1 ⋆ µ2(x → y) =
∑

z µ1(x → z)µ2(z → y). La puissance n-ième d’une marche µ

se note µn ; elle décrit bien sûr les transitions en n pas. On dit que la marche µ est

symétrique pour une mesure ν sur X si ν(x)µ(x → y) = ν(y)µ(y → x) pour tous les

couples de points (x, y). Le cas classique est celui où X est un groupe Γ engendré par une

partie finie symétrique S et pour lequel on définit µ(x→) comme la mesure de probabilité

équirépartie sur les sommets voisins de x dans le graphe de Cayley. Cette marche est

alors symétrique pour la mesure ν donnant une masse 1 à chaque sommet : c’est la marche

aléatoire simple sur Γ associée à S. Nous nous plaçons dans un cas un peu plus général :

nous supposons que le groupe de type fini Γ opère librement sur X, que X/Γ est fini, et que

la marche µ et la mesure ν sont invariantes par l’action. Pour éviter des cas dégénérés,

nous supposons également que le graphe dont les sommets sont les points de X et les

arêtes les (x, y) avec ν(x)µ(x → y) 6= 0 est connexe.

Nous fixons par ailleurs une représentation linéaire isométrique ρ de Γ dans un espace

de Hilbert H.

Soit E l’espace des applications f : X → H qui sont équivariantes sous les actions

de Γ sur X et H. Évidemment, la fonction ν(x)||f(x)||2 est Γ-invariante de sorte qu’on

peut la sommer sur l’ensemble fini X/Γ et ceci définit une structure hilbertienne sur E ,

qu’on note 〈f | f〉ν = ||f ||2ν. De même, en sommant sur X 2/Γ la fonction invariante

ν(x)µ(x → y)||F (x, y)||2 on définit une norme sur l’espace des fonctions Γ-équivariantes

de X2 vers H, notée 〈F | F 〉µ = ||F ||2µ.
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Soit M : E→E l’opérateur de moyennisation : Mf(x) est la moyenne de f pour la

mesure µ(x→). C’est un opérateur symétrique. Le laplacien est l’opérateur Id−M . Si f

est dans E , son énergie Eµ(f) est le carré de la norme de la fonction df(x, x′) = f(x)−f(x′)

définie sur X2 autrement dit ||df ||2µ. Plus généralement, pour tout entier n > 1, on peut

considérer l’énergie Eµn(f) = ||df ||2µn.

L’existence d’un séminaire Bourbaki récent consacré à la propriété (T) de Kazhdan per-

met de présenter cette propriété sans motivation [Va02] ! Nous nous contentons de rap-

peler qu’on dit qu’une représentation linéaire isométrique ρ possède presque des vecteurs

fixes si on peut trouver une suite de vecteurs vn de norme 1 telle que pour tout γ de Γ, la

suite ρ(γ)(vn) − vn converge vers 0. Un groupe a la propriété (T) si toute représentation

linéaire isométrique possédant presque des vecteurs fixes possède des vecteurs fixes non

nuls.

M. Gromov donne plusieurs interprétations équivalentes de la propriété (T) en termes

des concepts que nous venons de définir, qui lui permettent surtout de définir des renforce-

ments de cette propriété lorsque l’on remplace ρ par une action isométrique non linéaire

sur des espaces métriques à courbure négative ou nulle assez généraux. Faute d’espace,

nous nous contentons ici d’un énoncé très faible :

Théorème.– Fixons un groupe Γ agissant sur un ensemble X muni d’une marche aléa-

toire µ comme ci-dessus. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes pour tout n > 1

et pour tout k > 2 :

– Γ possède la propriété (T).

– Il existe une constante κn < 1 telle que pour toute représentation linéaire isométrique

ρ et toute application équivariante f , on a Eµ(Mnf) 6 κnEµ(f) (inégalité de Kazdhan).

– Il existe une constante πk < k telle que pour toute représentation linéaire isométrique

ρ et toute application équivariante f , on a Eµk(f) 6 πkEµ(f) (inégalité de Poincaré).

Pour le montrer, on remarque d’abord que les points fixes de M correspondent exacte-

ment aux fonctions f qui sont constantes (donc à valeurs dans les points fixes de ρ). Il

en résulte facilement que le groupe Γ a la propriété (T) si et seulement s’il existe σ < 1

tel que pour toute représentation ρ sans vecteur fixe non nul, le spectre de l’opérateur

M correspondant est contenu dans [0, σ]. Par projection sur l’orthogonal de l’espace des

vecteurs fixes de ρ, on se ramène au cas où ρ n’a pas de vecteur fixe non nul. On exprime

ensuite les quantités qui sont en jeu en fonction de M . On trouve :

Eµ(f) = 〈f |(I −M)f〉ν , Eµ(Mnf) = 〈f |(I −M)M2nf〉ν , Eµk(f) = 〈f |(I −Mk)f〉ν.

Les trois propriétés énoncées dans le théorème sont maintenant clairement équivalentes,

car σ < 1, σ2n < 1, et (1 − σk)/(1 − σ) < k sont équivalents.

Considérons le cas de la marche aléatoire simple sur un groupe Γ engendré par une

partie finie symétrique S. Si Γ est un quotient de Γ, on dispose d’une représentation

régulière naturelle de Γ sur l’espace l2(Γ), sans vecteur invariant non nul si Γ est infini.
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Le rayon spectral de l’opérateur M correspondant est le rayon spectral de la marche

aléatoire simple sur Γ et on retrouve bien le fait que nous avons déjà mentionné : les

quotients infinis d’un groupe ayant la propriété (T) ont des marches aléatoires simples

dont les rayons spectraux sont uniformément majorés par un réel θ < 1.

Critères locaux pour la propriété (T)

Supposons maintenant que X soit l’ensemble des sommets d’un complexe simplicial

connexe P de dimension 2 sur lequel Γ agit de manière libre avec un quotient fini P/Γ.

Pour chaque x de X, on note τ(x) le nombre de triangles qui contiennent x et pour

chaque couple (x, x′) de sommets distincts, on note τ(x, x′) le nombre de triangles qui les

contiennent tous les deux. On suppose τ(x) > 1 pour tout x, et on définit une marche

aléatoire par µP (x→ y) = τ(x, y)/2τ(x) symétrique pour la mesure νP (x) = 2τ(x).

Considérons le link d’un sommet x. Il s’agit du graphe fini dont l’ensemble des sommets

Xx est l’ensemble des points de X à distance 1 de x dans le 1-squelette de P et dont

l’ensemble des arêtes Ax ⊂ Xx × Xx contient les (y, y ′) tels que x, y, y′ sont les trois

sommets d’un triangle de P . On munit Ax de la mesure de probabilité uniforme µx

donnant donc une masse 1/τ(x) à chaque arête. On munit Xx de la mesure de probabilité

νx = µP (x →) donnant donc à chaque sommet du link une masse proportionnelle à sa

valence dans le link.

Supposons le link connexe et notons λ1(x) > 0 la première valeur propre non nulle du

laplacien de ce graphe fini. On a donc l’inégalité suivante pour toute fonction f de Xx

vers un espace de Hilbert H :
∑

(y,y′)∈Xx×Xx

||f(y) − f(y′)||2νx(y)νx(y
′) 6 λ1(x)

−1
∑

(y,y′)∈Ax

||f(y)− f(y′)||2µx(y, y
′).

Supposons maintenant que l’on dispose d’une minoration λ1(x) > λ > 0 et soit f : X → H

une application Γ équivariante comme précédemment. On peut alors sommer les inégalités

précédentes sur tous les sommets x modulo Γ, en les affectant du poids τ(x). Il est clair

que l’inégalité obtenue peut aussi s’écrire :
∑

(y,y′)∈X×X/Γ

||f(y)−f(y′)||2νP (y)µ2
P (y, y′) 6 λ−1

∑

(y,y′)∈X×X/Γ

||f(y)−f(y′)||2νP (y)µP (y, y′).

Autrement dit, nous avons une inégalité de Poincaré Eµ2
P
(f) 6 π2EµP

(f) avec π2 = λ−1

de sorte que si λ > 1/2, on peut conclure que Γ a la propriété (T). Nous avons donc

montré :

Théorème.– Soit P un complexe simplicial connexe de dimension 2 dont tous les links des

sommets sont connexes et ont une première valeur propre non nulle strictement supérieure

à 1/2. Si un groupe Γ agit librement sur P avec un quotient fini, alors Γ a la propriété (T).

Ce théorème a une histoire intéressante : il prend sa source dans des théorèmes de

H. Garland d’annulation de certaines cohomologies de réseaux arithmétiques [Ga73]. La
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preuve fut ensuite simplifiée par A. Borel [Bo75]. Puis W. Ballmann-J. Swiatkowski,

P. Pansu et A. Żuk en déduisirent indépendamment une preuve de la propriété (T) pour

certains groupes agissant sur certains immeubles de Tits euclidiens [BS97, Pa98, Żu96].

L’énoncé général précédent est dû à W. Ballmann-J. Swiatkowski et A. Żuk, et la preuve

particulièrement élégante que nous venons de présenter est due à M. Gromov [Gr02].

On peut appliquer ce résultat au 2-complexe de Cayley associé à une présentation de

groupes si tous les relateurs sont des mots de longueur 3. A. Żuk obtient ainsi des critères

simples et effectifs qui permettent de garantir la propriété (T) à partir de propriétés combi-

natoires d’une présentation. Toute présentation peut d’ailleurs être triangulée et ce critère

est donc de portée générale [Żu03]. Nous renvoyons à l’exposé de A. Valette [Va02].

La connaissance assez précise des valeurs propres d’un graphe fini aléatoire (voir [Bo01])

permet à A. Żuk d’appliquer ce critère pour une présentation triangulaire aléatoire. Con-

sidérons une paire de permutations σ1, σ2 de l’ensemble fini {a±1
1 , . . . , a±1

l } à 2l éléments

et associons-leur les 2l relateurs triangulaires a±1
i σ1(a

±1
i )σ2(a

±1
i ). Un ensemble R de cou-

ples de permutations permet donc de définir une présentation de groupe à l générateurs

et 2l|R| relateurs. Fixons le cardinal de R (assez grand) et faisons tendre le nombre l de

générateurs vers l’infini. A. Żuk montre que les groupes ainsi définis ont très probablement

la propriété (T) lorsque les R permutations sont choisies aléatoirement [Żu03].

Propriété (T) dans le modèle à graphe

Dans la construction limite, nous sommes partis d’un groupe hyperbolique possédant

la propriété (T) de façon à s’assurer que tous ses quotients infinis ont également cette

propriété et que leurs rayons spectraux ne s’approchent pas de 1. M. Gromov montre

dans [Gr02] que ce n’était pas nécessaire :

Théorème.– Soit (Xl, Al) une suite de graphes finis vérifiant les propriétés (1-2-3) et

qui est par ailleurs un expanseur. Alors, pour β suffisamment proche de 1, lorsque l

tend vers l’infini, le groupe défini par un étiquetage aléatoire possède très probablement la

propriété (T).

Même si ce théorème n’est pas nécessaire pour la construction de groupes ne se plongeant

pas uniformément dans un espace de Hilbert, il est cependant remarquable car il montre

une fois de plus le caractère générique de la propriété (T) (dans de nombreux modèles

de graphes finis aléatoires, les propriétés (1-2) sont génériques, de même que la propriété

d’expanseur). Nous n’avons malheureusement pas la place pour indiquer les étapes princi-

pales de la preuve et nous allons nous contenter d’indications très générales. L. Silberman

a rédigé une preuve complète [Si03] en accompagnement de l’article de M. Gromov.

L’idée consiste à appliquer l’argument de géométrie intégrale que nous venons d’expli-

quer. Nous savons que, très probablement, le graphe de Cayley XΓ,S du groupe Γ défini

par un étiquetage contient une copie quasi-isométrique Y l du graphe (Xl, Al). Cette copie

peut être translatée par chaque élément de Γ de sorte queXΓ,S est (( pavé )) par ces diverses
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copies. Si f : XΓ,S → H est une application équivariante, on peut la restreindre à chacun

de ces pavés γ.Yl et utiliser le fait que la première valeur propre de (X l, Al) est minorée.

Ceci donne une minoration de type Poincaré pour la moyenne des ||f(x)−f(x′)||2 lorsque

(x, x′) décrit tous les sommets de γ.Yl à distance n en termes de la moyenne de cette même

quantité lorsque (x, x′) ne décrit que les arêtes, c’est-à-dire les sommets à distance 1. En

sommant cette inégalité sur tous les pavés, on obtient une inégalité de type Poincaré

entre deux énergies de f de la forme Eµn(f) < πnEµ(f) pour certaines marches aléatoires

µ, µn. Mais il n’est pas vrai que µn cöıncide avec µn et l’inégalité ainsi obtenue ne garantit

pas immédiatement la propriété (T). Puisque Γ est un quotient du groupe libre, on peut

relever les fonctions f et ces inégalités sur le groupe libre à g générateurs. De même, les

mesures µ et µn se relèvent au niveau du groupe libre. L’avantage est maintenant que

ce sont deux mesures sur un espace fixe, indépendant de l’étiquetage, et on peut donc en

considérer les moyennes µ̃ et µ̃n sur tous les étiquetages. L’étude de µ̃ et µ̃n est facile car

ce sont des mesures radiales dans le groupe libre et M. Gromov montre que le phénomène

bien connu de concentration permet de passer d’estimations concernant la moyenne de

mesures, à des estimations presque aussi bonnes pour la majorité des étiquetages. Ceci

donne finalement une bonne inégalité de type Poincaré pour la majorité des étiquetages

et entrâıne le théorème.

REMARQUES FINALES

Beaucoup d’idées contenues dans [Gr02] n’ont pas été évoquées dans cet exposé. L’une

des principales est probablement l’introduction de versions renforcées de la propriété (T)

qui permettent de garantir l’existence de points fixes pour des actions isométriques sur

des espaces métriques (( réguliers )) à courbure négative ou nulle. M. Gromov montre que

les groupes définis par les graphes (Xl, Al) possèdent très probablement cette propriété,

et il en résulte par exemple qu’ils ne peuvent pas se plonger dans un groupe linéaire.

Comme le lecteur l’aura constaté, les groupes aléatoires que nous avons considérés

sont (( lacunaires )) dans le sens où les relations imposées entre les générateurs, bien que

nombreuses, viennent en (( paquets )) de longueurs très différentes. Est-il possible de

comprendre la structure d’un groupe aléatoire dont la répartition des relations est plus

homogène ?

La théorie géométrique des groupes s’intéresse (à juste titre) à des groupes bien différents

des groupes aléatoires, possédant souvent une géométrie plus riche. Il faudra peut-être

chercher d’autres modèles probabilistes, se concentrant autour de la densité 1/2, pour ren-

dre compte d’une abondance de groupes ayant ces riches propriétés géométriques, comme

par exemple une dimension cohomologique supérieure ou égale à 3. Faudra-t-il se résigner

au fait que les groupes aléatoires ne sont après tout que des (( quite simple two-dimensional

creatures )) [Gr87] ?
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LA PRIMALITÉ EN TEMPS POLYNOMIAL

[d’après Adleman, Huang ; Agrawal, Kayal, Saxena]

par François MORAIN

1. INTRODUCTION

Le théorème fondamental de l’arithmétique affirme que tout entier positif s’écrit comme

un produit de puissances de nombres premiers distincts de manière unique, à l’ordre près

des facteurs. On sait depuis Euclide qu’il existe une infinité de nombres premiers, même

si la démonstration de ce résultat ne fournit pas de grands nombres premiers de manière

constructive. Pendant des millénaires, trouver les facteurs premiers d’un entier esthétique

a été une motivation pour le développement de méthodes de décomposition en facteurs

premiers. Les nombres Fn = 22n
+ 1 (nombres de Fermat) ou Mm = 2m − 1 (nombres de

Mersenne) ont ainsi servi de pierres de touche. Nul doute que la conjecture de Fermat

sur la primalité de tous les Fn a stimulé bien des recherches, à l’époque d’Euler ou bien

encore aujourd’hui. On renvoie le lecteur intéressé à [74] pour un aperçu de la période

précédant l’arrivée des ordinateurs. Les calculs étant faits à la main (à l’exception de

plusieurs tentatives de mécanisation), les spécialistes de l’époque savaient bien ce qui

était faisable ou infaisable. L’exploit réalisé par Lucas en prouvant la primalité de M127

(39 chiffres décimaux) est resté inégalé jusqu’à l’arrivée des ordinateurs.

Ceux-ci ont apporté avec eux une puissance de calcul prodigieuse, et on peut imaginer

sans trop de difficulté la joie des pionniers de la théorie algorithmique des nombres qui

ont trouvé les premiers nombres premiers de Mersenne depuis Lucas ! Au fil des ans, la

théorie de la complexité est née et a grandi, son but étant de classifier les problèmes faciles

et les problèmes difficiles. Pour simplifier, un problème est facile quand on lui connâıt un

algorithme de résolution dont le temps de calcul est polynomial en la taille de l’entrée.

Une différentiation importante s’est faite entre algorithmes déterministes et algorithmes

randomisés, ces derniers pouvant tirer à pile ou face pour prendre des décisions. La théorie

de la complexité s’est ramifiée au cours des ans, et il serait présomptueux de la résumer

en quelques lignes. Nous avons toutefois rassemblé dans la section 2 de cet article les
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notions essentielles pour notre propos, ce qui nous permettra de signaler au fil de l’article

les interprétations qu’on peut donner des théorèmes dans le langage de la complexité.

S’il fallait encore une motivation pour étudier les algorithmes de primalité, nul doute

que nous ferions appel aux plus gros consommateurs de nombres premiers, à savoir les

cryptographes, qui utilisent désormais quotidiennement des nombres premiers dans leurs

cryptosystèmes [53], à commencer par le fameux RSA [4].

L’un des buts de cet article est de présenter l’algorithme récent d’Agrawal, Kayal et

Saxena, qui montre que la primalité (ou plutôt le problème de décision estPremier?) est

décidable en temps polynomial déterministe. Avant d’arriver à cela, il ne nous a pas paru

inutile de revenir sur les vingt dernières années (grosso modo depuis l’article fondateur de

la primalité moderne [47]), marquées entre autres par l’utilisation des courbes algébriques

en primalité, fournissant le premier algorithme randomisé de primalité fonctionnant en

temps polynomial. Ces considérations expliquent le titre choisi pour l’article.

Nous n’oublierons pas non plus les aspects pratiques des tests de primalité. Les progrès

là encore ont été foudroyants dans les vingt dernières années, en liaison avec les avancées

théoriques.

Les ouvrages traitant de nombres premiers et de factorisation sont nombreux. Outre

l’incontournable [65], nous ferons référence principalement à [24] et [29].

Notations : dans ce qui suit, p et q dénoteront des nombres premiers, et N l’entier dont

la primalité doit être étudiée.

2. BRÈVE INTRODUCTION À LA THÉORIE DE LA COMPLEXITÉ

Même si nous avons délibérement choisi de ne pas regarder la primalité à travers le

prisme de la théorie de la complexité, il convient de donner quelques pistes pour com-

prendre les différentes règles du jeu (d’informatique théorique) qui interviennent. Le livre

[58] est une bonne référence pour ce qui suit. On trouvera dans [32] une section sur la

primalité et la complexité.

La façon la plus simple de mesurer la complexité d’un algorithme est par son temps de

calcul. Le paramètre d’entrée est généralement la taille des données fournies à l’algorithme.

On cherche alors une fonction de cette taille, notée n, qui donne le résultat. À titre

d’exemple, l’addition de deux polynômes de degré n − 1 à coefficients dans K = F 2 est n

additions dans K, soit fK(n) = n.

Deux algorithmes différents réalisant la même opération seront comparés à l’aide de

leur fonction de coût respective. Une fois cet ordre de grandeur des calculs établis, la

détermination des constantes sera primordiale dans la mesure de l’efficacité pratique des

algorithmes.

Par exemple, l’algorithme classique de multiplication de deux polynômes de degré n

prendra O(n2) multiplications d’éléments de K. Si le corps K le permet, on peut utiliser
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la transformée de Fourier rapide (FFT), et on obtient alors un temps de calcul O(n logn)

(voir [41, 32, 29]).

Le but est maintenant, pour chaque problème de calcul donné, de déterminer quelle

est la meilleure fonction de coût possible pour la résolution du problème. Cela permet

de répartir les problèmes dans différentes classes de complexité. Par exemple, la classe

T (n2) désigne la classe des problèmes pour lesquels il existe un algorithme de résolution

en temps au plus O(n2) pour une entrée de taille n. Les problèmes de la classe P =

∪k>1T (nk) sont ceux dont le temps de calcul est au plus polynomial en n : c’est la classe

des problèmes faciles par excellence. Ceux de EXP = ∪k>1T (2nk
) nécessitent un temps

de calcul exponentiel en n. Une autre classe permet de simplifier certains énoncés. Si

f(n) → ∞, on note Õ(f(n)) = ∪k>1O(f(n) log(f(n))k). Par exemple, les algorithmes de

multiplication à base de FFT décrits ci-dessus montrent que la multiplication est dans

Õ(n).

Pour le moment, nous avons sous-entendu que les algorithmes que nous utilisions étaient

déterministes, comme dans le cas de l’addition ou de multiplication de polynômes. Cette

contrainte est très forte. Considérons un problème de base de la théorie des nombres,

qui est celui de la recherche d’un non résidu quadratique dans (Z/pZ) ∗ pour p premier.

Sans l’hypothèse de Riemann, on ne sait pas trouver un tel résidu en temps polynomial

déterministe, alors qu’on sait qu’un élément sur 2 n’est pas un carré et qu’il suffit donc

de tirer au sort quelques valeurs pour en trouver une bonne. Un algorithme tirant des

nombres au hasard a ainsi une probabilité de succès plus grande que 1/2.

Les problèmes considérés ci-dessus sont des problèmes de calcul. Un autre type de

problème très important en complexité est celui des problèmes de décision. Celui qui nous

intéressera dans la suite est bien sûr estPremier?. Quand on ne dispose pas d’algorithmes

déterministes pour répondre à la question, on peut chercher des algorithmes randomisés,

qui peuvent s’aider de tirages à pile ou face. La classe des algorithmes randomisés qui

nous intéresse au premier chef est celle dite de Monte Carlo polynomiale, notée RP(pour

random polynomial). Un tel algorithme permet de répondre en temps polynomial à la

question

(( x appartient-il1 à l’ensemble E ? ))

Si x 6∈ E, alors l’algorithme répond toujours que x n’est pas dans E. Si x ∈ E, alors

l’algorithme le reconnâıt avec probabilité supérieure à 1/2. Itérant alors l’algorithme en

faisant k choix indépendants aboutit à rendre la probabilité de succès de l’algorithme itéré

aussi proche qu’on veut de 1.

On parle d’appartenance à un langage en théorie de la complexité.
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Les algorithmes de primalité sont répartis en deux catégories : les tests de composition

répondent à la question estComposé ? (on en verra un exemple avec le test de Solovay-

Strassen). Les tests de primalité répondent quant à eux à la question estPremier ? (c’est

le cas de l’algorithme AKS).

La classe RP fournit souvent des algorithmes raisonnables pour résoudre un problème

donné. En primalité, il se trouve que les tests de composition sont généralement très

rapides en pratique, contrairement aux tests de primalité qui sont souvent plus lourds à

mettre en œuvre. Ces tests peuvent souvent fournir un certificat, c’est-à-dire des éléments

qui permettent de convaincre un observateur extérieur de la justesse du calcul. Nous

verrons à la section qui suit des exemples de ces concepts.

Il existe d’autres classes de complexité, la plus intéressante étant celle appelée ZPP(pour

zero-probability polynomial). Elle contient les problèmes de décision pour lesquels existe

un algorithme de type Las Vegas. Un tel algorithme répond (( oui )), (( non )), ou (( je ne

sais pas )). La probabilité qu’il réponde (( je ne sais pas )) peut être rendue aussi petite que

possible. Cette classe est l’intersection de RP et de co-RP(co-RPest la classe des problèmes

pour laquelle on peut décider de la non appartenance en temps polynomial randomisé).

La classe ZPP contient les problèmes qui sont (( moralement résolus )) par des algorithmes

randomisés.

3. FERMAT, LUCAS, LEHMER

3.1. Tests de composition

Le plus simple de ces tests est fondé sur le petit théorème de Fermat : si a est premier

avec N et aN−1 6≡ 1 mod N , alors N n’est pas premier. Cela nous fournit une preuve de

composition, qui ne consiste pas en un facteur de N . On peut fabriquer un algorithme de

composition de la façon suivante :

fonction estComposéAvecFermat(N)

1. Choisir a 6= 0 au hasard dans Z/NZ.

2. Calculer g = pgcd(a, N) ; si g > 1, alors retourner (oui, g est un facteur de N).

3. si aN−1 6≡ 1 mod N , alors retourner (oui, a) sinon retourner je ne sais pas.

Proposition 3.1. — La probabilité d’échec est P (N)/(N−1) où P (N) =
∏

i pgcd(pi−1,

N − 1) si
∏

i p
αi
i est la décomposition de N en facteurs premiers avec pi 6= pj.

Démonstration. — Il est plus facile d’estimer la probabilité de succès de l’algorithme.

La probabilité de trouver un diviseur de N à l’étape 2 est donnée par :
(

1 −
ϕ(N)

N − 1

)

où ϕ(N) = Card((Z/NZ) ∗) est la fonction indicatrice d’Euler.
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On laisse au lecteur le soin de démontrer que le nombre de a ∈ (Z/NZ) ∗ satisfaisant

aN−1 ≡ 1 mod N

est P (N). La probabilité de trouver un a prouvant la composition de N à l’étape 3 est

donc :
ϕ(N)

N − 1

(

1 −
P (N)

ϕ(N)

)

.

En additionnant les deux termes, on trouve le résultat. �

Que conclure de cette proposition ? Tout d’abord, si N est premier, alors l’algorithme

échoue toujours à prouver la composition de N , ce qui est rassurant (en effet P (N) =

N − 1). Ensuite, la fonction P (N) gouverne le succès de l’algorithme. Cette quantité

est non triviale, quand N est nombre pseudopremier en base a, c’est-à-dire qu’il satisfait

aN−1 ≡ 1 mod N pour a fixé. Il peut même arriver que P (N) = ϕ(N), c’est le cas

quand N est un nombre de Carmichael, dont on sait qu’il existe une infinité [7]. La

probabilité d’échec de l’algorithme est donc proche de 1 pour ces nombres, ce qui fait que

cet algorithme ne suffit pas à prouver que estPremier? est dans RP.

Pour faire mieux, on fait appel au théorème d’Euler, qui nous dit que si N est un

nombre premier et a un entier premier avec N , alors

(1) a(N−1)/2 ≡

(
a

N

)

mod N,

où
(

a
N

)
désigne le symbole de Legendre. Le nombre a étant fixé, un nombre composé N

vérifiant (1) (où
(

a
N

)
désigne cette fois le symbole de Jacobi) est appelé nombre pseudo-

premier d’Euler en base a (noté ppE-a). On pose

AN =

{

a ∈ (Z/NZ) ∗, a(N−1)/2 ≡

(
a

N

)

mod N

}

.

Si N est premier, alors AN = (Z/NZ) ∗. Par contre, Lehmer [43] a montré que, si N est

composé, AN est un sous-groupe strict de (Z/NZ) ∗.

Le test de composition de Solovay et Strassen [70] est le suivant :

fonction estComposé(N)

1. Choisir a au hasard dans Z/NZ\{0}.

2. Calculer g = pgcd(a, N) ; si g > 1, alors retourner (oui, g est un facteur de N).

3. Si (1) n’est pas satisfaite alors retourner (oui, Nn’est pas ppE-a) sinon retourner

je ne sais pas.

Cet algorithme est bien dans RP, puisque la probabilité de choisir un bon a est au moins

1/2 (quand N est composé) par le théorème de Lehmer. Quand il réussit, l’algorithme

renvoie un témoin de composition a.

Miller est allé plus loin [55] (on consultera avec profit [46, 48]). Si l’hypothèse de Rie-

mann pour les fonctions L de Dirichlet pour les caractères réels est vraie, alors le plus
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petit témoin est plus petit que c(log N)2. Bach [10] a montré que c = 2 était suffisant.

L’algorithme de primalité correspondant est alors :

fonction estPremierAvecMiller(N)

1. pour a = 2 à 2(log N)2 faire

i) calculer g = pgcd(a, N) ; si g > 1 alors retourner (non, g est un facteur de N).

ii) si l’équation (1) n’est pas satisfaite alors retourner (non, Nn’est pas ppE-a) ;

2. retourner oui.

Quelle est la complexité de cet algorithme ? Calculer a e dans un groupe prend O(log e)

opérations de groupe. Multiplier deux entiers de taille log N prend O((logN) 2) ou encore

Õ(logN), la division euclidienne a le même coût. Cela conduit à un temps de calcul

O((logN)5) ou Õ((log N)4).

Tant que ces hypothèses de Riemann ne sont pas prouvées, cet algorithme ne peut être

utilisé dans la pratique et il faut se tourner vers d’autres méthodes.

D’autres tests de composition ont été proposés, comme par exemple l’algorithme préféré

des cryptographes, celui d’Artjuhov-Miller-Rabin [8, 55, 63], dont la probabilité de succès

est > 3/4. Nous renvoyons à [29] pour une plus longue liste.

3.2. Preuve de primalité

Les seules méthodes connues et utilisées pour prouver la primalité des entiers jusqu’à

la fin des années 1970 étaient basées sur le théorème de Fermat, et des généralisations

obtenues par Lucas et Lehmer. Nous ne nous intéresserons pas ici au côté pratique des

algorithmes, ni aux avancées plus récentes, préférant renvoyer à la littérature [19, 20, 29].

Théorème 3.2. — N est premier si et seulement si (Z/NZ) ∗ est cyclique d’ordre N −1.

Proposition 3.3. — Supposons connus les facteurs premiers pi de N − 1. Le nombre

g ∈ (Z/NZ) ∗ est d’ordre N−1 si et seulement si gN−1 ≡ 1 mod N et g(N−1)/pi 6≡ 1 mod N

pour tout i.

On utilise généralement ce théorème de concert avec un résultat de Pocklington

Théorème 3.4. — Soient s tel que s | N − 1 et a tel que aN−1 ≡ 1 mod N , et pour tout

q premier divisant s, pgcd(a
NΓ1

q − 1, N) = 1. Alors tout diviseur premier p de N vérifie

p ≡ 1 mod s.

Le corollaire est le plus utile :

Corollaire 3.5. — Avec les hypothèses du théorème précédent, si s >
√

N , alors N est

premier.



917-07

L’utilisation pratique de ces résultats nécessite la factorisation de N −1 qui est difficile

à déterminer, le meilleur algorithme de factorisation connu à ce jour, le crible algébrique

[45, 29] ayant une complexité sous-exponentielle. Même si cette factorisation est connue, il

reste à trouver g, ce qu’on ne sait pas faire actuellement en temps polynomial déterministe,

à moins d’admettre l’hypothèse de Riemann. Pour l’anecdote, l’algorithme randomisé de

Shor [69] qui factorise en temps polynomial dans le modèle quantique ne s’attaque qu’au

problème de la factorisation [22].

Malgré tout, ces tests permettent de traiter les nombres tels que N − 1 soit facilement

factorisable, c’est-à-dire de la forme N1

∏
pβi

i , où les pi sont de petits nombres premiers, et

N1 probablement premier au sens de la partie 2.1. On construit ainsi une suite décroissante

d’entiers (Ni)16i6k avec N0 = N , et Ni+1 un facteur probablement premier de Ni − 1. La

primalité de Nk étant prouvée, il ne reste plus qu’à remonter pour prouver de proche en

proche celles de tous les Ni, en terminant par N0. Une telle suite est appelée DOWNRUN

par Selfridge.

La proposition 3.3 est utilisée en complexité. En effet, la donnée de g et des facteurs

de N − 1 accompagnés de leurs certificats respectifs permet de montrer que le problème

estPremier? appartient à la classe NP (voir [62]).

On peut généraliser cette idée de base au cas où on chercherait à construire un corps

fini de degré plus élevé, en utilisant la factorisation de N + 1, ou celle de Φk(N) pour

le k-ième polynôme cyclotomique. Cela donne par exemple l’algorithme de primalité de

Lucas-Lehmer qui est très rapide pour les nombres de Mersenne. Ce n’est pas un hasard si

ces nombres font régulièrement la une des journaux. Ainsi, le plus grand nombre premier

connu, à l’instant où je tape ces lignes2, est M13466917, qui a 4053946 chiffres décimaux3.

Tous ces tests apparaissent maintenant comme des cas particuliers d’un théorème de

Lenstra, énoncé pour la première fois dans [47] et développé dans [50].

Théorème 3.6. — Soit s > 0. Soit A un anneau contenant Z/NZ comme sous-anneau.

Supposons qu’il existe α ∈ A tel que :

αs = 1,

αs/q − 1 ∈ A∗ pour tout q premier | s,

Ψα(X) =
t−1∏

i=0

(X − αN i

) ∈ Z/NZ[X], pour un certain t > 0.

Alors : ∀r | N, ∃i, r = N i mod s.

Le cas le plus classique d’application est celui où A est une extension d’anneau, cons-

truite à l’aide d’un polynôme à coefficients dans Z/NZ. Si N est premier, A n’est autre

que le corps fini FNt . En particulier, le cas t = 1 nous redonne le théorème 3.3.

24 février 2003
http ://www.utm.edu/research/primes/largest.html
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4. VINGT ANS DE PRIMALITÉ

Par opposition à la période précédente, les vingt dernières années ont vu l’éclosion et le

développement de deux tests de primalité praticables pour des nombres entiers généraux

(par opposition aux nombres pour lesquels N − 1 ou N + 1 ont des factorisations faciles).

Le premier algorithme historiquement, celui des sommes de Gauss/Jacobi, se décline en

deux versions, déterministe ou randomisé, avec un temps de calcul quasi-polynomial,

mais ne fournit pas de certificat. La recherche d’algorithmes polynomiaux a été ainsi une

motivation pour chercher de nouvelles approches.

Le second algorithme utilise les courbes elliptiques et hyperelliptiques. Il est de type

Monte Carlo polynomial. Il en existe également une version pratique utilisant des courbes

elliptiques à multiplication complexe, fournissant un certificat, mais dont la complexité

polynomiale est heuristique.

4.1. Sommes de Gauss, Jacobi

En 1980, Adleman [1] ébauche un algorithme de primalité utilisant des lois de réciprocité

d’ordre supérieur, dans une version randomisée. Rejoint par Pomerance et Rumely, ces tra-

vaux conduisent à l’article [3] dans lequel une version déterministe est également présentée.

Un temps de calcul O((logN)c log log log N) est prouvé pour les deux versions.

Décrivons brièvement les idées de base. Il n’est pas dans notre propos de donner tous

les détails, contenus dans les articles déjà mentionnés ou bien dans [24]. Soient p, q des

nombres premiers, pk || q − 1, pgcd(pq, N) = 1. Soit χ un caractère multiplicatif d’ordre

pk et de conducteur q :

χ : F
∗
q → C

défini par sa valeur en g, un générateur de F
∗
q , par χ(g) = ζpk , une racine primitive pk-ième

de l’unité fixée. La somme de Gauss attachée à χ est :

τ(χ) =

q−1
∑

x=1

χ(x)ζx
q

à valeur dans R = Z[ζ pk, ζq]. C’est un objet bien connu en théorie de la cyclotomie (voir

par exemple [38]). On construit alors un test de pseudoprimalité en utilisant la proposition

élémentaire suivante :

Proposition 4.1. — Si N est premier, pgcd(N, pq) = 1, alors

(2)
τ(χ)N

τ(χN )
= χ(N)−N ,

la relation s’interprétant dans Z/NZ[ζ pk, ζq].

L’idée de l’algorithme est alors de tester les identités (2) pour tous les couples (p, q)

avec pk || q − 1 choisis de sorte que s =
∏

q∈Q >
√

N . Si elles sont toutes vérifiées (ainsi
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que des conditions techniques négligées ici), alors tout diviseur r de N appartient au

groupe multiplicatif 〈N mod s〉, d’ordre t = ppcmq∈Q(q − 1). Il ne reste plus qu’à vérifier

qu’aucun élément de cet ensemble n’est un diviseur premier non trivial de N .

Le coût de l’algorithme est déterminé par cette dernière phase, avec un coût t, qui

domine le reste de l’algorithme, constitué de (nombreuses) opérations sur des polynômes

de relativement petit degré. Pour diminuer le coût, on commence par chercher t le plus

petit possible, avec le plus de diviseurs possibles, et tel que

s(t) =
∏

q−1|t

q

soit plus grand que
√

N . Un théorème d’Odlyzko et Pomerance prouve le temps de calcul

intrinsèque de l’algorithme.

Théorème 4.2. — Il existe c1, c2 > 0 tels qu’on puisse trouver t convenable avec

(log N)c1 log log log N
6 t 6 (log N)c2 log log log N .

H.W. Lenstra, Jr., a amélioré l’algorithme dans une série d’articles dont le premier est

[47]. Avec H. Cohen [26], il donne une version beaucoup plus pratique de l’algorithme,

remplaçant l’utilisation originale des sommes de Gauss par celle des sommes de Jacobi,

qui se prêtent beaucoup mieux aux calculs (elles sont naturellement dans Z[ζ pk]). Cet

algorithme, implanté par H. Cohen et A.K. Lenstra [25], est le premier à avoir prouvé

efficacement la primalité de nombres quelconques de 100 à 200 chiffres décimaux, ce qui

représentait un progrès remarquable. Par la suite, les pistes esquissées à la fin de [47] et

développées dans [49, 50] ont été explorées avec succès par W. Bosma & M.-P. van der

Hulst [18], ainsi que par P. Mihăilescu [54]. Elles concernent principalement l’utilisation

pratique du concept d’extension cyclotomique d’un anneau.

4.2. Courbes elliptiques

4.2.1. Préparation théorique. Soit E une courbe elliptique définie sur Z/pZ, p > 3. L’en-

semble des points de E est E(Z/pZ) = {(x : y : z) ∈ P
2(Z/pZ), y 2z = x3 + axz2 + bz3},

sur lequel on définit la loi de groupe habituelle, notée +. La multiplication par k sur E

sera notée [k].

On sait d’après Hasse que le cardinal de E(Z/pZ) vérifie :

|#E(Z/pZ)− (p + 1)| < 2
√

p.

Inversement, d’après Deuring (cf. aussi [72]), pour tout entier t vérifiant |t| < 2
√

p, il

existe une courbe E dont l’ensemble des points sur Z/pZ a cardinal p+1− t. Malheureu-

sement, ce théorème ne fournit pas d’algorithme efficace pour trouver E en fonction de t.

Si c’était le cas, la primalité serait facile [60].

Pour pouvoir utiliser des courbes elliptiques en primalité, il est nécessaire de pouvoir

calculer la cardinalité d’une courbe dans Z/pZ. Les méthodes élémentaires (formule dite
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de Lang et Trotter, algorithme de Shanks) pour cela ne marchent pas en temps polynomial

déterministe, et il a fallu attendre l’algorithme de Schoof [67] pour résoudre le problème.

En quelques mots, cet algorithme consiste à calculer tℓ = t mod ℓ pour de petits nombres

premiers ℓ en nombre suffisant pour que
∏

ℓ > 4
√

p, ce qui permet de déterminer t par

application du théorème Chinois.

Il faut également définir ce qu’est une courbe elliptique sur Z/NZ quand N est composé,

ce que Lenstra a fait dans [51]. On définit

E(Z/NZ) = {(x : y : z) ∈ P
2(Z/NZ), y 2z = x3 + axz2 + bz3}.

On notera ∆(E) = 4a3 +27b2 et on demande que ∆ soit inversible modulo N . Notons que

le point OE = (0 : 1 : 0) appartient à E(Z/NZ). On l’appelle point origine de la courbe.

On définit alors une loi de groupe sur E(Z/NZ) en utilisant des formules données dans

[42].

On remarque que si p premier divise N , alors on peut réduire E modulo p et envoyer

E(Z/NZ) dans E(Z/pZ) par réduction des coordonnées modulo p ; le point origine O E se

réduit en le point à l’infini de la réduction de E modulo p.

Il nous reste maintenant à donner un théorème de primalité.

Théorème 4.3. — Soient m et s deux entiers tels que s | m, E une courbe elliptique sur

Z/NZ et P un point de E(Z/NZ). Si [m]P = O E et si pour tout diviseur premier q de s,

on a [m/q]P = (X : Y : Z) et pgcd(Z, N) = 1, alors pour tout diviseur premier p de N ,

on a #E(Z/pZ) ≡ 0 mod s.

Corollaire 4.4. — Si s > ( 4
√

N + 1)2, alors N est premier.

Ces résultats généralisent les énoncés de Pocklington. On peut désormais utiliser des

facteurs premiers de cardinaux de courbes elliptiques pour fabriquer un DOWNRUN.

On en déduit également un certificat de primalité généralisé.

4.2.2. L’algorithme de Goldwasser et Kilian. Cet algorithme a été introduit dans [35]

(voir la version finale en [36]). Il est décrit à la figure 1. Cet algorithme est paramétré par

les deux nombres B1 et B2. Le nombre B1 gouverne le nombre d’essais que l’on s’autorise

dans l’algorithme. Pour avoir un algorithme dans RP, ce nombre doit être polynomial

en logN . Nous y revenons plus loin. Le nombre B2 sert à contrôler le nombre d’essais

nécessaires à trouver un bon point sur E. Si N est premier, alors la probabilité de trouver

un P convenable à cette étape est plus grande que 1/2.

Que se passe-t-il quand N est composé ? L’algorithme de Schoof teste des identités entre

polynômes, à la recherche de tℓ. Lors des calculs, il peut rarement apparâıtre un facteur

premier de N , quand une inversion modulo N échoue. Plus sûrement, aucune valeur de t ℓ

ne sera trouvée et cela fournira une preuve de composition pour N . On pourrait imaginer

de définir un nombre pseudopremier de Schoof pour (E, ℓ) comme étant un nombre pour
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fonction estPremierAvecGK(N)

1. répéter B1 fois

(a) choisir a, b au hasard modulo N et calculer g = pgcd(4a3 + 27b2, N) ;

(b) si g = N alors aller à (a) ;

(c) si g 6= 1 alors retourner (non, g) ;

(d) soit E la courbe elliptique d’équation y 2 = x3 + ax + b définie sur Z/NZ ;

(e) calculer m = #E(Z/NZ) avec l’algorithme de Schoof ;

(f) si m = 2q, avec q probablement premier alors

(α) répéter B2 fois

• choisir au hasard P 6= OE sur E ;

• si [m]P 6= OE alors retourner non ;

• calculer [q]P = (Xq : Yq : Zq) et g = pgcd(Zq, N) ;

• si g = 1 alors aller à (β) ;

• si 1 < g < N alors retourner (non, g) ;

(β) si GK(q)==oui alors retourner oui ;

2. retourner je ne sais pas.

Fig. 1. L’algorithme GK.

lequel on trouve une valeur de tℓ. À titre d’exemple, le plus petit N pseudopremier pour

E : y2 = x3 + x + 1 et ℓ = 3 est N = 3481 = 592.

L’analyse de l’algorithme GK fait appel au résultat suivant, prouvé par Lenstra [52].

Théorème 4.5. — Pour S ⊂ N , soit S′
p = S ∩ [p −

√
p, p +

√
p]. Il existe c > 0 tel que

Prob(#E(Z/pZ) ∈ S) >

c(#S ′
p − 2)

√
p log p

,

la probabilité se calculant en choisissant (a, b) uniformément dans Z/pZ de sorte que

4a3 + 27b2 6= 0.

Pour analyser GK, on s’intéresse alors à S = {m = 2q, q premier}, ce qui nous ramène

à étudier S ′
p. Pour assurer la terminaison de GK dans tous les cas, il faut conjecturer le

résultat suivant :

Conjecture 4.6. — Il existe c1, c2 > 0 tels que pour x > x0 : π(x+
√

x)−π(x) >
c2
√

x
logc1 x

.

Avec cette conjecture, il nous suffirait de prendre pour B1 une quantité polynomiale en

logN . On obtiendrait alors :

Théorème 4.7. — Si la conjecture 4.6 est vraie, alors GK termine en temps polynomial

pour tous les nombres.
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La conjecture est beaucoup plus forte que ce que peut apporter l’hypothèse de Riemann

classique, mais suivrait de la conjecture de Cramér.

On ne sait d’ailleurs pas prouver que S ′
p est non vide. Rappelons que le plus petit

exposant δ pour lequel on puisse prouver que π(x + xδ) − π(x) > 0 est δ = 0.525 (voir

[12]). Il est clair cependant que certains petits intervalles doivent contenir au moins un

nombre premier. En utilisant les résultats de Heath-Brown [37] sur la différence entre

nombres premiers consécutifs, il est possible de montrer :

Théorème 4.8. — GK termine en temps O((logN)9) en moyenne pour les nombres

premiers 6 x, sauf pour ceux de l’ensemble E(x) de cardinal

#E(x) ≪
x/ logx

22
log log x

log log log x

.

4.2.3. L’amélioration d’Adleman et Huang. Superficiellement, cette amélioration (décrite

en [2, p. 136]), consiste à remplacer la condition m = 2q par m = ℓq avec ℓ premier petit.

En utilisant les mêmes travaux de Heath-Brown, et d’autres de Pomerance [59], ils sont à

même de montrer que si E ′(x) est l’ensemble des entiers plus petits que x non prouvables

par leur algorithme GK-AH, alors :

Théorème 4.9. — Pour x suffisamment grand, #E ′(x) < x15/16.

4.3. Courbes de genre 2

Comme l’algorithme GK-AH pourrait ne pas terminer, Adleman et Huang ont eu l’idée

d’utiliser les courbes de genre 2, pour lesquelles les cardinalités des groupes associés varient

cette fois dans un intervalle beaucoup plus grand, [x2 − x1.5, x2] au lieu de [x, x + x0.5]

comme en genre 1.

Soit p un nombre premier > 3. Nous nous intéresserons aux courbes C(f) définies sur

Z/pZ par une équation du type y 2 = f(x) où f est un polynôme de degré 6 à coefficients

dans Z/pZ et sans racines multiples. Nous noterons D(f) le cardinal de la jacobienne de

C(f). Par Hasse-Weil, on sait que (
√

p − 1)4 < D(f) < (
√

p + 1)4.

On peut maintenant imaginer généraliser l’algorithme de Schoof au calcul de D(f),

ce qui fournit là encore un algorithme polynomial déterministe. Comme dans le cas du

genre 1, l’algorithme ne fournit pas de résultat exploitable quand N est composé, ce qui

permet de le repérer.

Nous avons maintenant tous les outils pour pallier le problème de terminaison (hy-

pothétique, rappelons-le) de GK. L’idée de base consiste à construire une suite de nombres

premiers (qi)16i6r tels que la primalité de qr entrâıne celle de qr−1, . . . , celle de q1 celle de

N . Contrairement à ce qu’il se passe classiquement, cette fois, la suite q i sera croissante !

En effet, on commence par construire q1 comme le cardinal D(f1) d’une jacobienne définie

sur Z/NZ. De même q 2 est construit comme un cardinal premier D(f2) d’une jacobienne

définie sur Z/q 1Z, etc. L’algorithme s’arrête quand un des q i est prouvable par GK-AH.
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Nous utilisons ainsi dans notre algorithme un sous-algorithme qui est de type Monte Carlo

polynomial.

Le calcul de la probabilité de succès de cet algorithme n’est pas une mince affaire,

et nécessite de commencer par généraliser le théorème 4.5. Une fois cela fait, il ne reste

plus qu’à estimer le nombre de nombres premiers dans un intervalle très grand, cette fois

I(x) = [x2 − x1.5, x2]. Il suffit d’utiliser un résultat d’Iwaniec et Jutila [39], pour minorer

le nombre de nombres premiers dans I(x) par cx1.5/ logx pour x assez grand. C’est là

l’une des clefs de l’algorithme AH.

On calcule alors le nombre de r-uplets (q1, . . . , qr) construits par l’algorithme à partir

d’un nombre initial q0 = p. Le calcul montre que, pour r = 3, la proportion des bons

r-uplets devient significative, et l’algorithme a une probabilité de réussite plus grande que

1/(log p)c pour un certain entier c, ce qui achève de démontrer :

Théorème 4.10. — Il existe un algorithme de type Monte Carlo polynomial qui prouve

la primalité de tous les entiers.

Il existe donc finalement un algorithme de Las Vegas pour la primalité.

4.4. La primalité en pratique

4.4.1. Les sommes de Jacobi. L’algorithme des sommes de Jacobi a été relativement peu

implanté. Une des raisons est qu’il s’avère difficile de convaincre de la véracité des calculs

effectués, puisqu’aucun certificat n’est délivré. Il faut programmer soi-même l’algorithme,

ce qui est chose délicate et qui ne convainc que son auteur. C’est un cas où on rêverait que

la technologie de la preuve de correction des programmes soit opérationnelle à ce niveau

(voir [21] pour une piste).

L’entier t utilisé dans la description de l’algorithme est le paramètre critique. On doit

calculer des sommes de Jacobi associées à des nombres premiers q tels que q − 1 | t,

donc potentiellement de la taille de t. Pour fixer les idées, un nombre de 100 chiffres

décimaux nécessite t = 8400 ; si N ≈ 101000, alors t ≈ 108 et N ≈ 106000 nécessite plutôt

t ≈ 6 · 109. L’une des caractéristiques de l’algorithme est la possibilité de précalculer

ces sommes une fois pour toutes. Notons que la taille mémoire du résultat n’est pas un

problème, même si le temps de calcul et la mémoire nécessaire pour ces précalculs peuvent

être très grands. Pour ces grandes tailles, l’utilisation de la factorisation dans les corps

cyclotomiques devient rentable [71].

Au-delà de ces premières remarques, il faut utiliser les améliorations présentées dans

[18, 54] pour aller plus vite. Parmi celles-ci, notons l’utilisation de facteurs de N w − 1

pour w petit. P. Mihăilescu détient le record actuel avec le nombre N = 210000 +177 (3011

chiffres décimaux) depuis novembre 1997.

4.4.2. Les courbes. L’algorithme de Schoof n’est pas implantable tel quel. Il a fallu at-

tendre les améliorations d’Elkies et Atkin pour disposer d’un algorithme de calcul de la
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cardinalité de courbes elliptiques fonctionnant en temps polynomial, pratique et efficace,

mais cette fois randomisé (voir [68, 30, 56, 17] par exemple). Malgré ces améliorations,

l’algorithme SEA ne permet pas d’envisager de traiter des nombres de plus de quelques

centaines de chiffres décimaux, et l’algorithme GK, même dopé par ces changements,

n’est pas efficace.

Dès 1986, Atkin a eu l’idée d’utiliser la réduction de courbes elliptiques à multiplica-

tion complexe, dont on sait calculer la cardinalité facilement. Ces courbes remplacent les

courbes aléatoires utilisées dans GK-AH. L’algorithme, appelé ECPP, est décrit dans

[9, 24, 29] (voir également [28]), des améliorations ayant été données au cours du temps par

l’auteur (consulter sa page web par exemple). ECPP a été analysé de façon heuristique

dans [44] : la complexité en temps devrait être de l’ordre de O((logN)6+ε) ou Õ((logN)5)

avec de l’arithmétique rapide (Õ((log N)4) avec des précalculs, voir également [57]).

Deux implantations sont connues : celle de l’auteur, maintenue depuis 12 ans, et dont

une version se trouve dans le logiciel Magma, la seconde réalisée par Marcel Martin

(PRIMO4). Le record actuel, dû à l’auteur, est la primalité du nombre 2177580 + 5802177,

qui a 6016 chiffres décimaux (cf. [57])5.

L’algorithme AH est-il pratique ? Rappelons qu’il sert essentiellement de bouée de

sauvetage théorique pour l’algorithme GK-AH. Bien sûr, on pourrait imaginer y avoir

recours dans le cas où on ne trouverait pas de bonnes courbes dans ECPP. Pour cela, il

faudrait songer à remplacer la recherche des petits facteurs de nombres de la taille de N ,

par des nombres de taille N 2, ou même N 8, tout cela avec de multiples allers et retours

entre les différents algorithmes...

Les problèmes d’implantation sont pour le moment formidables. Les meilleures implan-

tations d’algorithmes à la Schoof pour des courbes de genre 2 permettent au plus de traiter

le cas de p = 5 · 1024 + 41 (voir le récent record de Gaudry et Schost annoncé dans la liste

NMBRTHRY@LISTSERV.NODAK.EDU allant au-delà de [33]). Quand bien même on mettrait

au point une variante d’ECPP en genre 2, appelons-là HECPP (et qui serait elle aussi

heuristique), les calculs liés à la multiplication complexe dans ce cadre sont encore loin

d’être aussi faciles et agréables que dans le cas du genre 1 (cf. [73]).

4.5. Conclusion sur la pratique

Pour des nombres relativement petits, disons plus petits que 101000, les deux algorithmes

(sommes de Jacobi, ECPP) ont des temps de calcul raisonnables, n’excédant pas une

dizaine d’heures sur une machine normale. Le problème pratique de prouver la primalité

est donc résolu. Pour des nombres plus grands, les résultats dépendent de beaucoup trop

de paramètres pour que l’auteur se risque à des réponses définitives.

http ://www.ellipsa.net/
Le précédent record était détenu par Jose Luis Gomez Pardo, avec PRIMO, pour un nombre de 5878

chiffres décimaux, en février 2003 ; cf. http ://www.ellipsa.net/pages/primorecord.html.
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5. LES TRAVAUX D’AGRAWAL, KAYAL, SAXENA

5.1. Première idée

Dans [5], les auteurs présentent un test de composition très simple utilisant la proposi-

tion suivante :

Proposition 5.1. — N est premier si et seulement si le polynôme P (X) = (X + 1)N −

XN − 1 est identiquement nul modulo N .

Démonstration. — Il suffit pour cela de se rappeler que si N est premier, alors N |
(

N
k

)

pour tout entier k, 0 < k < N . Si N est composé, soit p un de ses facteurs premiers, et a

la valuation p-adique de N . Alors
(

N
p

)
est divisible exactement par pa−1. �

Cette proposition ne conduit pas à un algorithme efficace, puisque le polynôme P (X)

a un degré trop élevé. Par contre, on peut élaborer un test de composition de la façon

suivante :

fonction estPremierAB(N)

1. Si N est une puissance de nombre entier, retourner non.

2. Choisir un polynôme aléatoire Q(X) de degré O(logN) à coefficients dans Z/NZ. Si

(X + 1)N ≡ XN + 1 mod (Q(X), N) alors retourner oui, sinon retourner non.

Les auteurs montrent alors que la probabilité d’échec de l’algorithme est bornée par

1 − 1/(4 logN), là où Solovay et Strassen donnent 1/2. Ils conjecturent également :

Conjecture 5.2. — Si N est composé, alors il existe 1 6 r 6 logN tel que P (X) n’est

pas divisible par Xr − 1 modulo N .

Notons que le test généralise le test de Fermat pour r = 1, dans ce cas il est équivalent

à 2N ≡ 2 mod N . Si N passe le test pour r = 1, il le passe aussi pour r = 2 (car

(X + 1)N = XN + 1 mod (X + 1, N) quand N est impair).

L’auteur a testé cette conjecture sur les nombres pseudopremiers6 en base 2 plus petits

que 1012 à l’aide de Maple. Il y a 24 nombres qui passent les tests pour 1 6 r 6 8, 8

étant la valeur maximale atteinte. Le plus petit est 597717121, le plus grand 880731910801

(notons que log 597717121 ≈ 20.20).

5.2. Le théorème original

C’est celui que l’on peut extraire de [6], suivant en cela [13] (remplacé depuis par [14])

et inspiré en partie par [64]. L’idée est de réussir à combiner des tests de pseudoprimalité

pour obtenir une preuve de primalité pour N .

Grâce au fichier envoyé il y a fort longtemps par S. S. Wagstaff, Jr.
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Théorème 5.3. — Soient N un entier qui ne s’écrit pas Mk pour M et k entiers, k > 1.

Soient s un entier positif, r un nombre premier et q le plus grand facteur premier de r−1.

On suppose que

(i) [condition arithmétique] N (r−1)/q mod r 6∈ {0, 1} ;

(ii) [condition combinatoire]

(3)

(
q − 1 + s

s

)

> N2⌊
√

r⌋.

(iii) [divisibilité élémentaire] N n’a pas de facteur premier p 6 s ;

(iv) [tests de pseudoprimalité] (X−a)N ≡ XN−a mod (Xr−1, N) pour tout 1 6 a 6 s.

Alors N est premier.

Démonstration. — Supposons que N soit composé. Il existe un facteur premier p de N

tel que p(r−1)/q mod r 6∈ {0, 1}, car sinon cela contredirait (i). D’après (iii), on a également

p > s.

Par réduction modulo p, la propriété (iv) implique que pour tout a dans A = {1, . . . , s} :

(X − a)N ≡ XN − a mod (Xr − 1, p).

Comme p est premier, on a aussi

(X − a)p ≡ Xp − a mod (Xr − 1, p).

L’idée est de combiner ces deux relations.

Lemme 5.4. — Soient m1 et m2 deux entiers. Si

(X − a)m1 ≡ Xm1 − a mod (Xr − 1, p),

(X − a)m2 ≡ Xm2 − a mod (Xr − 1, p),

alors (X − a)m1m2 ≡ Xm1m2 − a mod (Xr − 1, p).

Démonstration. — Il existe g(X) ∈ Fp [X] tel que

(X − a)m2 − (Xm2 − a) = (Xr − 1)g(X).

D’où :

(Xm1 − a)m2 − (Xm1m2 − a) = (Xm1r − 1)g(Xm1).

Comme X r − 1 | Xm1r − 1, on en déduit

(X − a)m1m2 ≡ (Xm1 − a)m2 ≡ Xm1m2 − a mod (Xr − 1, p).

�
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On déduit de cela qu’en fait, pour tous les entiers positifs i, j, et tout a ∈ A :

(X − a)piNj

≡ XpiNj

− a mod (Xr − 1, p).

On utilise alors l’argument combinatoire suivant. Posons L = {p iN j , 0 6 i, j 6 ⌊
√

r⌋}.

Comme N n’est pas une puissance d’un nombre entier, il ne s’écrit a fortiori pas comme

pk. Par suite, tous les éléments de L sont distincts et #L = (⌊
√

r⌋ + 1)2 > r. Il existe

donc deux éléments qui sont congrus modulo r, ce qu’on écrit :

m1 = pi1N j1 , m2 = pi2N j2 = m1 + kr, (i1, j1) 6= (i2, j2)

avec par exemple m1 6 m2. On obtient alors pour tout a ∈ A :

(X − a)m2 ≡ Xm1+kr − a ≡ Xm1 − a ≡ (X − a)m1 mod (Xr − 1, p).

Il ne nous reste plus qu’à démontrer que m1 = m2, ce qui impliquera N = pt, contredisant

l’hypothèse faite.

À ce stade, on choisit un facteur irréductible du r-ième polynôme cyclotomique modulo

p, soit h(X). On sait que h(X) est de degré d, l’ordre de p modulo r (voir par exemple

[38]). Par le choix de p, d > q. On considère F = Fp [X]/(h(X)) le corps fini à pd éléments,

et θ = X mod (h(X), p). Par hypothèse :

∀ a ∈ A, (X − a)m1 ≡ (X − a)m2 mod (h(X), p).

On introduit alors le monöıde S de F ∗ engendré par les θ − a pour a ∈ A.

Lemme 5.5. — Soit T le sous-ensemble de S formé des produits
∏s

a=1(θ − a)αa avec

(4)
s∑

a=1

αa 6 q − 1, αa > 0.

Alors

(i) les éléments de T sont tous distincts ;

(ii) le cardinal de T est
(

q−1+s
s

)
.

Démonstration. — (i) Tous les X − a pour a ∈ A sont irréductibles et distincts dans

Fp [X], puisque p > s. Tous les polynômes
∏s

a=1(X − a)αa avec les αa satisfaisant (4) sont

de degré strictement plus petit que d, et deux à deux distincts dans F p [X]. Deux d’entre

eux ne peuvent être égaux dans F que s’ils diffèrent d’un multiple de h(X), ce qui est

impossible car leur degré est < q 6 d.

(ii) C’est un résultat classique de combinatoire. On met les solutions de (4) en bijection

avec les parties à s éléments de l’intervalle [1, q − 1 + s] de la façon suivante. Si (αa) est

une solution, on pose β1 = α1 + 1, β2 = α1 + α2 + 2, . . ., βs = α1 + α2 + · · ·+ αs + s. La

suite βa vérifie 1 6 β1 < β2 < · · · < βs 6 q − 1 + s. Le nombre de suites (βa) possibles

est bien la quantité annoncée, appelée traditionnellement nombre de combinaisons avec

répétition [27]. �
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Retour au théorème.

Les éléments de S et a fortiori de T sont tous racines du polynôme Y m1 − Y m2 =

Y m1(Y m2−m1 − 1) = Y m1P (Y ). Comme m2 −m1 6 N2⌊
√

r⌋ <
(

q−1+s
s

)
6 #T , le polynôme

P (Y ) a plus de racines que son degré, donc il est identiquement nul et m1 = m2. �

Il est facile de déduire un algorithme du théorème 5.3, si on se donne r et s, ce que

nous ferons dans la section qui suit.

Proposition 5.6. — Le temps de calcul de AKS est O(sr2(log N)3) si on utilise des

algorithmes classiques de multiplication et Õ(sr(logN)2) si on utilise de la multiplication

rapide, aussi bien pour les polynômes que pour les entiers.

Démonstration. — Le temps de calcul est largement dominé par le temps passé à vérifier

la condition (iv). Pour chaque valeur de a, le calcul de (X−a)N mod (Xr−1, N) demande

O(logN) multiplications A(X)B(X) mod (X r − 1) où A(X) et B(X) ont degré O(r).

La réduction ne coûte rien car X r − 1 est creux. Notant P(N, r) le temps nécessaire à

multiplier deux polynômes de degré r à coefficients dans Z/NZ, le temps de calcul est

donc O(s(logN)P(N, r)). En utilisant les algorithmes näıfs de multiplication, on obtient

un temps de calcul O(sr2(logN)3). Avec des FFT partout, cela devient Õ(sr(logN)2). �

5.3. Le choix de r et s

Pour achever de démontrer que la primalité est décidable en temps polynomial déter-

ministe, il nous faut montrer que l’on peut choisir r et s comme puissances de log N .

On commence par minorer brutalement
(

q−1+s
s

)
par (q/s)s, puis on impose q > 2s. Si

on choisit s tel que 2s
> N2⌊

√
r⌋, alors la condition (ii) est certainement vérifiée. Par suite,

il suffit d’assurer l’existence d’un nombre premier r tel que r − 1 ait un facteur premier q

plus grand que 4
√

r log N/ log 2.

Notant P (n) le plus grand facteur premier de n, il faut donc être capable d’estimer le

nombre de nombres premiers r ayant une grande valeur de P (r − 1). Intéressons-nous à

la quantité

Pδ(x) = #{p premier 6 x, P (p − 1) > xδ}

pour δ > 0. Nous nous intéressons ici au cas où il y a suffisamment de nombres premiers

dans l’ensemble, c’est-à-dire au cas où Pδ(x) > cδπ(x) pour x assez grand. Suite aux

travaux de Fouvry [31] ainsi que de Baker et Harman [11], on sait que la plus grande

valeur de δ pour laquelle Pδ(x) > cδπ(x) est δ = 0.676. Pour notre propos, toute valeur

de δ > 2/3 ou même > 1/2 (en utilisant [34] comme suggéré par Pomerance) suffirait.

Nous aurons également besoin de majorations effectives de π(x). Celles de [66] donnent :

x/ logx < π(x) 6 γx/ logx pour x > 114.

Nous sommes maintenant prêts à montrer :
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Théorème 5.7. — Soient δ ∈]1/2, 0.676] et α = 2/(2δ−1). Il existe deux constantes c1 et

c2 > c1 telles qu’il existe un nombre premier r dans l’intervalle Iα = [c1(logN)α, c2(log N)α]

tel que r−1 ait un facteur premier q > 4
√

r log N/ log 2 et pour lequel l’ordre de N modulo

r soit divisible par q.

Démonstration. — On commence par remarquer que si r ∈ Iα, on a rδ
> 4

√
r logN/ log 2,

les exposants des log N étant égaux, à condition de prendre cδ
1 > 4c

1/2
2 / log 2 et aussi

c2 > (4/ log 2)2/(2δ−1) = (4/ log 2)α (puisque c2 doit être plus grand que c1).

Appelons convenables les nombres premiers cherchés et comptons leur nombre R(N).

Nous noterons pour alléger L = logN . Ce nombre est :

R(N) = Pδ(c2L
α) − Pδ(c1L

α)

> Pδ(c2L
α) − π(c1L

α)

> cδ
c2L

α

log c2 + α log L
− π(c1L

α)

>

Lα

(log c2 + α log L)(log c1 + α logL)
(cδc2 log c1 − γc1 log c2 + (cδc2 − γc1)α log L).

Il suffit de trouver c1 tel que c1 < cδc2/γ. N’oublions pas que c1 > (4c
1/2
2 )1/δ. Ces deux

relations sont compatibles à partir du moment où c
1−1/(2δ)
2 > 41/δγ/cδ, ce qui est faisable

quand 1 − 1/(2δ) > 0. Par suite

R(N) > c3
(logN)α

log logN

pour une certaine constante c3 > 0 et N assez grand.

On cherche maintenant un r de l’intervalle tel que r−1 ait un facteur premier q vérifiant

N (r−1)/q 6≡ 1 mod r. Pour cela, on considère le produit :

Π = (N − 1)(N2 − 1) · · · (Nv − 1).

Il suffit de trouver r convenable et q | r − 1 tels que (r − 1)/q 6 v et r ne divise pas

Π. Or le nombre de diviseurs premiers de Π est au plus logN v(v+1)/2/ log 2 6 v2 log N . Si

v2 log N < R(N), alors on est sûr de l’existence d’un r convenable ne divisant pas Π. Il

suffit de prendre v = c4(log N)(α−2)/2 pour cela.

La condition (r − 1)/q 6 v sera satisfaite si

c1−δ
2 (logN)(1−δ)α

6 c4(log N)(α−2)/2

c’est-à-dire c4 > c1−δ
2 . �

On a donc montré, en prenant r = O((logN)α), s = O((logN)α/2+1), que :

Théorème 5.8. — Pour tout δ ∈]1/2, 0.676], il existe un algorithme de primalité déter-

ministe dont le temps de calcul est O((logN)(8δ+1)/(2δ−1)) si on utilise de l’arithmétique

näıve, et Õ((logN)6δ/(2δ−1)) si on utilise les FFT.
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Corollaire 5.9. — estPremier?∈ P.

Si l’on prend δ = 2/3, on obtient les exposants 19 et 12. Remarquons que si on pouvait

faire tendre δ vers 1, on obtiendrait au mieux Õ((log N)6). Notons qu’une façon d’obtenir

δ = 1 serait de prouver l’existence d’un nombre suffisant de nombres premiers de Sophie

Germain, i.e. r tel que (r − 1)/2 soit également premier.

5.4. L’après AKS

De multiples améliorations de toutes natures ont fleuri depuis la parution de l’article,

concernant des généralisations et améliorations de l’algorithme de base. D. Bernstein

maintient une page résumant les différents travaux [14]. La situation est loin d’être stabi-

lisée à la date où je tape ces lignes.

Les résultats basés sur les théorèmes de Fouvry ou Baker/Harman ne sont pas effectifs,

ce qui fait qu’on ne sait pas à partir de quelle taille de N les estimations s’appliquent. De

plus, les contraintes imposées au nombre premier r auxiliaire sont très fortes.

H.W. Lenstra, Jr., (communication personnelle, cf. également [14]) a amélioré l’algo-

rithme au point de prouver un temps de calcul effectif en Õ((log N)12) ou bien Õ((logN)8))

en utilisant de nouveau le théorème de Fouvry. Des résultats similaires ont été trouvés

par S. David (communication personnelle). Rapidement, l’amélioration essentielle tient à

une relaxation des contraintes sur r, qui peut être maintenant un entier quelconque. Une

condition combinatoire ressemblant à (3) est utilisée en ses lieu et place.

D’autres améliorations ont été apportées par d’autres chercheurs, comme la lecture de

[14] en fait foi.

5.5. Vers un algorithme pratique

L’algorithme AKS n’est pas un algorithme efficace dans sa version de base, essentiel-

lement parce que les degrés des polynômes en jeu sont bien trop grands. En effet, au

minimum, r doit être de taille O((logN)2) pour satisfaire les conditions du théorème.

On constate de plus que la complexité prouvée est pire que celle des sommes de Jacobi

pour les nombres de taille raisonnable, ou bien celle d’ECPP, même heuristique. Les

récentes avancées semblent augurer de l’existence d’une version randomisée d’AKS qui

sera peut-être plus rapide dans la pratique.

Signalons pour commencer que l’article [6] contient une conjecture intrigante, tant elle

parâıt simple.

Conjecture 5.10. — Soit r un entier tel que r - N2 − 1. Si

(5) (X + 1)N ≡ XN + 1 mod (N, Xr + 1)

alors N est premier.
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Si cela était vrai, alors on disposerait d’un algorithme déterministe en Õ((logN)3).

Cette conjecture a été testée numériquement pour des nombres plus petits que 1010 (cf.

[40]). Nous extrayons de ce travail le résultat suivant. Supposons que N = 10k + 3. Alors

la relation (5) est équivalente aux deux équations :

5(N−1)/2 ≡ −1 mod N,

(
θ + 1

θ − 1

)(N+1)/2

≡ −1 mod N

où θ2 − 5 = 0. Ces deux relations demandent donc à N d’être pseudopremier d’Euler en

base 5 et pseudopremier de Lucas pour θ. Cela n’est pas sans rappeler les combinaisons de

tests proposés dans [61] (voir aussi [29, Ex. 3.41, p. 156]) et pour lesquels aucun contre-

exemple n’est connu à ce jour.

P. Berrizbeitia [16], suivi de Q. Cheng [23], a proposé une amélioration dans le cas où

N − 1 admet un facteur premier r pour lequel rα || N − 1, r > log2 N . On provoque une

explosion combinatoire à l’aide des racines r-ièmes de l’unité dans Z/NZ, ce qui donne

une complexité en Õ((logN)4) pour l’algorithme qui est randomisé.

Suivant en cela un schéma classique, passer de N − 1, puis à N + 1 (comme Berriz-

beitia), il ne reste plus qu’à généraliser au cas où il existe deux entiers e et d tels que

e | Nd−1, ce qu’a fait Bernstein [15]. La complexité tombe encore à Õ((log N)4) pour une

version randomisée, cette fois pour tous les nombres. Dans la suite logique, P. Mihăilescu

(communications personnelles) a annoncé très récemment un algorithme combinant AKS

et cyclotomie.

6. CONCLUSIONS

Nous avons tenté de faire un tour d’horizon du problème de la primalité, en mêlant

considérations théoriques (complexité, mathématiques), et algorithmiques, voire pratiques.

Maintenant que estPremier? est montré être dans P, l’histoire s’arrête-t-elle là ? Sans doute

pas. Tout d’abord, la chasse au meilleur exposant ne fait que commencer. En outre, une

version pratique de AKS n’est encore que frémissante. L’avenir dira quand elle détrônera

les méthodes ancestrales.
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suggestions, P. Gaudry pour sa relecture et de nombreuses discussions sur le sujet. Merci
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O. Ramaré, J. Rivat.



917-22
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SYSTÈMES HYPERBOLIQUES ET VISCOSITÉ ÉVANESCENTE

[d’après S. Bianchini et A. Bressan]

par Frédéric ROUSSET

INTRODUCTION

De nombreux phénomènes physiques provenant de domaines variés comme la mécanique

des fluides, l’élasticité ou l’électromagnétisme peuvent être décrits par des systèmes de

lois de conservation

(1) ut + f(u)x = 0,

où u(t, x) est un vecteur de Rn , t > 0 est la variable de temps, x ∈ R est la variable

d’espace et le flux f : Rn → Rn est régulier. Dans tout cet exposé, on notera les dérivées

partielles par des indices : ut = ∂u/∂t, f(u)x = ∂f(u)/∂x. On considère le problème de

Cauchy, où le système (1) est complété par une donnée initiale

(2) u(0, x) = u0(x).

Il est bien connu (même sur l’exemple très simple de l’équation de Burgers u t+(u2/2)x = 0,

voir par exemple [11], [21], [32], [40]) que pour des données initiales u0 très régulières les

solutions de (1) peuvent développer des discontinuités en temps fini. Il faut donc chercher

les solutions de (1) dans un espace de fonctions discontinues et comprendre (1) au sens

faible ∫∫

(uφt + f(u)φx)dx dt = 0,

pour toute fonction φ régulière à support compact dans ]0, T [×R. Cependant ces solutions

faibles ne sont en général pas uniques (cela peut encore se vérifier sur l’équation de

Burgers). Il faut donc se donner des critères permettant d’isoler les solutions 〈〈physique-

ment 〉〉 admissibles. Il existe de nombreux critères (conditions d’entropie, de Lax, de Liu,

du profil de viscosité), voir par exemple le livre de C. Dafermos [21] pour une comparaison

entre ces différents critères. Le moyen le plus naturel pour trouver certains d’entre eux

est de considérer que les lois de conservation (1) sont obtenues à partir de systèmes plus

complexes

(3) uε
t + f(uε)x = εuε

xx, ε > 0
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en négligeant les effets de la diffusion. Une conjecture naturelle est donc que les solutions

admissibles de (1) doivent être obtenues comme limites de solutions de (3) quand ε tend

vers zéro.

Sur le plan mathématique cette brève introduction soulève deux problèmes importants :

1. Montrer que le problème de Cauchy pour (1) est bien posé (c’est-à-dire qu’il existe

une unique solution admissible dépendant continûment des données),

2. Montrer que ces solutions peuvent effectivement s’obtenir comme limite de solu-

tions de (3) lorsque ε tend vers zéro.

Avant de poursuivre, signalons que, dans le cas scalaire (n = 1), ces deux questions ont

été résolues il y a longtemps dans un cadre L∞ grâce au principe du maximum [30]. La

méthode de compacité par compensation basée sur des estimations L∞ a aussi permis

de montrer pour certains systèmes 2 × 2 la convergence faible de uε vers une solution

de (1) [23]. Enfin, pour des systèmes généraux, des méthodes de type 〈〈perturbations

singulières 〉〉 [26], [44] avaient permis de montrer que certaines solutions de (1) (régulières

par morceaux avec des chocs sans interactions) étaient limites de solutions de (3).

Le but de cet exposé est de présenter les résultats obtenus dans la résolution du

problème 2 par S. Bianchini et A. Bressan [7]. Néanmoins, les deux problèmes n’étant

pas indépendants, nous rappelons d’abord les résultats obtenus dans la résolution du

problème 1 par Bressan et divers collaborateurs pour des fonctions à variations bornées

(notées VB).

1. LE PROBLÈME DE CAUCHY POUR (1)

Commençons par fixer le cadre de la théorie ; on considère des systèmes strictement

hyperboliques

(SH) df(u) est diagonalisable à valeurs propres réelles simples.

Ces valeurs propres seront notées λ1(u) < · · · < λn(u), les vecteurs propres correspondants

ri(u).

Pour des données initiales u0 à variation totale suffisamment petite, l’existence globale

de solutions entropiques avait été montrée par Glimm dans les années 60 [24]. Une autre

méthode de construction dite de 〈〈 front tracking 〉〉 a par la suite été proposée [20, 23, 8,

38, 1]. Sans entrer dans les détails, ces deux méthodes de construction reposent sur la

résolution du problème de Riemann au moyen de n ondes simples due à Lax [31], i.e. la

résolution de (1), (2) lorsque u0 est constante par morceaux, de la forme

(4) u0(x) =

{

u−, x < 0,

u+, x > 0.

Cela demande une hypothèse supplémentaire que nous ferons tout au long de ce para-

graphe :
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(⋄) les champs caractéristiques sont vraiment non linéaires dλ i(u)ri(u) 6= 0, ∀u

ou linéairement dégénérés dλi(u)ri(u) = 0, ∀u.

Dans les deux méthodes, l’existence de solutions est obtenue par un argument de com-

pacité (〈〈 l’injection 〉〉 de V B(R) dans L1
loc(R) est compacte), ce qui ne garantit pas du tout

l’unicité. Cette question a été résolue dans les dix dernières années par Bressan et ses

collaborateurs [9, 13, 14, 18, 16, 15, 17]. On peut résumer les résultats obtenus comme

suit :

• Les solutions obtenues comme limite d’approximation par les schémas de Glimm

ou de 〈〈 front tracking 〉〉 sont uniques et dépendent de manière lipschitzienne du

temps et de la donnée initiale [35], [36] [18]. Plus précisément, la méthode

de front-tracking permet de construire de manière unique un semi-groupe lip-

shitzien (t, u) 7→ Stu défini pour t ≥ 0 et u ∈ D ⊂ L1, qui résout le problème

de Cauchy pour (1) et dont on peut en fait caractériser les trajectoires. Soit

u ∈ Lip([0, T ], L1) telle que u(t, ·) ∈ D ; alors u est une trajectoire du semi-

groupe si et seulement si, au voisinage de chaque point (τ, ξ), pour des temps

positifs, u peut être bien approchée par une solution du problème de Riemann et

par une solution d’un problème linéaire à coefficients constants là où la variation

totale est petite. Pour énoncer un théorème précis, notons u− = limx→ξ− u(τ, x),

u+ = limx→ξ+ u(τ, x) et U1
(u,τ,ξ) la solution du problème de Riemann avec donnée

(u−, u+). On définit aussi U 2
(u,τ,ξ) la solution du problème de Cauchy linéaire à

coefficients constants à donnée en t = τ

wt + df(u(τ, ξ))wx = 0, w(τ, x) = u(τ, x) ;

on a alors :

Théorème 1.1 ([9], [11]). — Soit u ∈ Lip([0, T ], L1) telle que u(t, ·) ∈ D pour

tout t ; alors, il existe u ∈ D tel que u = Stu si et seulement si

i) ∀(τ, ξ), β > 0,

lim
h→0+

1

h

∫ ξ+hβ

ξ−hβ

|u(τ + h, x) − U1
(u,τ,ξ)(h, x− ξ)| dx = 0,

ii) ∃C, β > 0, ∀a < ξ < b, ∀τ ≥ 0,

lim sup
h→0+

1

h

∫ b−βh

a+βh

|u(τ + h, x) − U2
(u,τ,ξ)(h, x)| dx ≤ C VT(u(τ)/[a,b]).

Dans tout cet exposé, on notera V T la variation totale d’une fonction.

• Le fait surprenant du théorème précédent est que toute fonction u vérifiant i) et

ii) sera en fait une solution de (1). Un autre résultat d’unicité consiste en une

caractérisation directe des solutions entropiques de (1) qui satisfont une condition

supplémentaire [16], [17], [15]. Par exemple, on dit que u satisfait la condition

d’oscillation douce (〈〈 tame oscillation 〉〉) s’il existe C > 0, δ > 0 tels que pour tout



918-04

t > 0 et a, b, a < b l’oscillation ω(u,∆) = sup(s,y), (s′,y′)∈∆{|u(s, y)− u(s′, y′)|} de u

sur le triangle

∆ = {(s, y), s ≥ t, a+ (s− t)/δ < y < b− (s− t)/δ}

vérifie :

ω(u,∆) ≤ C VT (u(τ)/[a,b]).

Théorème 1.2 ([15]). — Toute solution faible de (1), (2) qui satisfait la condition

de choc de Lax et la condition d’oscillation douce cöıncide avec une trajectoire du

semi-groupe construit par le schéma de front-tracking.

Enfin, on peut montrer que le fait de travailler dans V B et les hypothèses 〈〈donnée ini-

tiale à variation totale petite 〉〉 et 〈〈 système strictement hyperbolique 〉〉 (SH) sont cruciales.

Il existe des contre-exemples (voir par exemple [10]) montrant :

(1) si le système n’est pas strictement hyperbolique, les solutions peuvent ne pas

dépendre continûment de la donnée initiale en norme L1,

(2) si la donnée initiale est seulement dans L∞, la solution peut devenir à valeurs

mesures en temps fini. L’unicité et la dépendance continue par rapport aux

données sont alors perdues,

(3) si la variation totale à t = 0 est grande, alors la norme L∞ peut exploser en temps

fini. En particulier, il n’existe pas de solution globale dans V B [29].

2. LES RÉSULTATS DE BIANCHINI ET BRESSAN

Théorème 2.1 ([7]). — Considérons le problème de Cauchy

(5) uε
t + A(uε)uε

x = εuε
xx, u

ε(0, x) = u(x),

où A est régulière et strictement hyperbolique (i.e. vérifie (SH)) alors il existe des cons-

tantes C, L, L′ et δ > 0 telles que si V T (u) < δ alors pour tout ε > 0, (5) a une unique

solution uε définie pour tout t ≥ 0. En notant Sε
tu cette solution, on a :

• une borne uniforme sur la variation totale

(6) VT(Sε
t u) ≤ C VT(u),

• des estimations de stabilité

||Sε
tu− Sε

t v||L1 ≤ L||u− v||L1,(7)

||Sε
tu− Sε

su||L1 ≤ L′(|t− s| + |
√
εt−

√
εs|),(8)

• la convergence : quand ε tend vers zéro, uε converge vers une trajectoire d’un

semi-groupe S tel que

||Stu− Ssv||L1 ≤ L||u− v|| + L′|t− s|.(9)
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Appelons les trajectoires de S 〈〈solutions de viscosité évanescente 〉〉 pour le système hyper-

bolique ut + A(u)ux = 0.

Dans le cas conservatif A = df , toute solution de viscosité évanescente est une solution

faible de (1) qui satisfait la condition d’admissibilité de Liu. En supposant de plus (⋄),

les solutions de viscosité évanescente cöıncident avec les limites uniques des schémas de

Glimm et de front tracking.

Ce théorème provenant de [7] est l’aboutissement de toute une série de travaux [3,

6, 4, 5] ; il contient en fait plusieurs résultats, chacun étant intéressant par lui-même.

L’idée directrice de ces travaux était l’obtention d’estimations VB permettant d’obtenir

la convergence sans hypothèse très particulière sur la structure de la solution de (1) qu’il

est nécessaire de faire pour utiliser les méthodes de perturbation singulière [26], [44].

Le théorème 2.1 montre, pour des données initiales quelconques à variation totale pe-

tite, l’existence d’une solution globale pour le problème de Cauchy (5) vérifiant les trois

estimations (6), (7), (8). Cela généralise considérablement des travaux antérieurs où la sta-

bilité était obtenue au voisinage de solutions particulières (chocs ou détentes) à variations

totales petites [25, 26, 34, 41, 42, 44]. Dans certains cas particuliers, d’autres méthodes

permettent de supprimer l’hypothèse de petitesse : pour des perturbations régulières d’un

choc de forte amplitude, on a des résultats de stabilité et d’approximation par viscosité

sous hypothèse spectrale [46, 39] même en plusieurs dimensions d’espace [45, 27]. Nous

donnerons dans la suite des éléments de preuve de cette partie du théorème.

En ce qui concerne la partie convergence, on peut facilement montrer à partir du

théorème de Helly (qui affirme que l’injection de BV (R) dans L1
loc(R) est compacte) et

des estimations (6) et (7), (8) qu’il existe une sous-suite εn telle que Sεn
t u converge dans

L1
loc(R) pour tout t ≥ 0 et tout u tel que V T (u) ≤ δ. Ce même argument de compacité

etait déjà utilisé dans les méthodes de Glimm et de front-tracking (voir par exemple le

livre de Bressan [11]). On remarque que dans le cas conservatif A = df , cela donne un

procédé de construction de solutions faibles pour (1), (2) qui n’utilise pas l’hypothèse

(⋄). Cela généralise une série de résultats [33, 37, 28] où l’hypothèse était relaxée mais

pas complètement supprimée. La convergence reposant sur un argument de compacité, le

problème est ensuite de montrer l’unicité des solutions obtenues. Dans le cas conservatif

A = df , les solutions de viscosité évanescente sont des solutions faibles de (1). Avec

l’hypothèse (⋄), il suffit alors de montrer que les trajectoires des semi-groupes obtenus

comme limites de S εn possèdent la liste de propriétés permettant d’utiliser le théorème

1.2. La méthode consiste à montrer que les solutions de (5) vérifient 〈〈presque 〉〉 ces pro-

priétés lorsque ε > 0 est petit. Par exemple, on montre que si deux solutions uε, vε de

(5) ont des données initiales vérifiant u0(x) = v0(x), ∀x ∈ [a, b], on a l’estimation

|uε(t, x) − vε(t, x)| ≤ α||u0 − v0||L∞

(

e
βt−(x−a)

ε + e
βt+(x−b)

ε

)

.
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Ainsi, en passant à la limite quand εn tend vers zéro, on retrouve la propriété classique

de propagation à vitesse finie pour les solutions de (1) :

u(t, x) = v(t, x), si a+ βt < x < b− βt.

On utilise la même idée pour montrer la condition d’oscillation douce.

Le cas général non conservatif est beaucoup plus délicat. Les auteurs construisent

d’abord pour une donnée initiale de Riemann (i.e. de la forme (4)) une solution auto-

similaire du problème de Cauchy non conservatif pour le système u t +A(u)ux = 0 qui est

l’unique solution pouvant s’obtenir comme limite de solutions u ε de (5). Cette construc-

tion utilise les courbes de la décomposition en ondes progressives que nous décrirons plus

loin ; dans l’esprit, elle est donc proche du procédé proposé dans [22]. Cela permet de

définir une notion de solutions de viscosité en termes d’intégrales locales (u est solution

de viscosité si u vérifie i) et ii) du théorème 1.1) comme dans le cas conservatif. Il s’agit

ensuite de montrer par une modification de la preuve du théorème 1.1 que ces solutions

de viscosité sont uniques et cöıncident avec les trajectoires de n’importe quel semi-groupe

S = limSεn obtenu par viscosité évanescente. La limite étant indépendante de la suite εn,

cela montre la convergence vers une unique limite de toute la famille d’approximations

visqueuses Sε.

3. LE PROBLÈME DE CAUCHY POUR (5)

Dans ce paragraphe on s’attache à décrire la construction d’une solution globale pour

(5) vérifiant la borne (6). On remarque tout d’abord que si on pose uε(t, x) = u( t
ε
, x

ε
), u

est une solution de

(10) ut + A(u)ux = uxx

avec donnée initiale u(0, x) = u(εx). De plus la variation totale est invariante par le

changement d’échelle ; ainsi on a toujours

VT(u(ε·)) = VT(u) < δ.

Ainsi, pour obtenir les estimations (6) et (7), (8), il suffit de considérer le système (10).

Pour présenter les nouvelles techniques de [7], on va donner des éléments de preuve de

Théorème 3.1. — Il existe des constantes δ0 > 0 et κ > 0 telles que si V T (u0) ≤ δ0
κ

alors il existe une unique solution de (10) vérifiant u(0, x) = u0(x) et V T (u(t)) ≤ δ0 pour

tout t ≥ 0.

La preuve de ce théorème comporte plusieurs étapes. Tout d’abord, l’équation (10) a

une forme classique, c’est une équation parabolique semilinéaire. On dispose donc d’un

théorème d’existence et d’unicité locale pour le problème de Cauchy (voir par exemple le

livre de D. Serre [40]). Dans ce qui suit, on notera simplement || · || la norme || · ||L1(R).
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Pour montrer que les solutions sont en fait globales, on peut donc faire un raisonnement

de type équations différentielles ordinaires. On définit

T ∗ = sup{T, ∀t ∈ [0, T [, ||ux(t)|| ≤ δ0}

et on cherche à montrer que T ∗ = +∞. Grâce au théorème d’existence locale, il suffit de

montrer que l’on ne peut jamais avoir ||ux|| = δ0.

Pour cela on utilise deux types d’estimations. Tout d’abord, on montre que pour

t ∈ [0, t̂], où t̂ ∼ 1
δ2
0

on a l’estimation

||ux(t)|| ≤
δ0
2
.

En particulier cela implique que T ∗ > t̂. Cette partie utilise des techniques 〈〈paraboliques 〉〉,

l’estimation pour le problème non linéaire (10) provient de la stabilité linéaire des cons-

tantes.

Il s’agit ensuite de faire une estimation pour t ≥ t̂ de ||ux||. Pour cela, des techniques

〈〈hyperboliques 〉〉 sont utilisées : on trouve une décomposition adéquate de ux sous la forme

(11) ux =

n∑

i=1

vir̃i

de telle sorte que

(12) ||ux|| ∼
n∑

i=1

||vi||.

Les composantes vi sont alors solutions d’équations de transport diffusion-scalaire

(13) vit + (civi)x = vixx + ϕi

où le terme source ϕi décrit des interactions entre les différentes composantes. Pour cette

équation scalaire, on a la propriété classique de contraction dans L1

(14) ||vi(t)|| ≤ ||vi(t̂)|| +

∫ t

t̂

||ϕi(s)|| ds, ∀t ∈ [t̂, T ].

Par conséquent, si on trouve une décomposition (11) telle que les termes sources vérifient

(15) ∀t, t̂ ≤ t ≤ T, ∀i,

∫ T

t̂

||φi|| ≤
δ0
2C

,

on peut déduire de l’équivalence (12) que l’on garde

(16) ||ux(t)|| ≤ δ0.

On peut donc modifier la définition de T ∗ et prendre

T ∗ = sup
{

T ≥ t̂, ∀i,

∫ T

t̂

||ϕi|| dt ≤
δ0
2C

}

.
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Pour conclure, il suffit alors de montrer que si on a l’estimation (15), et donc aussi (16),

les termes d’interactions entre solutions de (13) sont en fait meilleurs et vérifient une

estimation du type

(17)

∫ T

t̂

||ϕi(s)|| ds ≤ Cδ2
0, ∀t ∈ [t̂, T ].

pour C indépendant de T .

4. ESTIMATIONS PARABOLIQUES

Proposition 4.1. — Il existe κ > 0, δ0 > 0 et t̂ telles que si ||u0x|| ≤
δ0
2κ

, alors la solution

de (10) telle que u(0, x) = u0(x) vérifie

(18) ||ux(t)|| ≤
δ0
2
, ∀t ∈ [0, t̂].

De plus t̂ est de l’ordre de 1
δ2
0
.

Enfin, si on conserve la borne

(19) ||ux(t)|| ≤ δ0, ∀t ∈ [0, T ]

pour T > t̂, on a alors de meilleures estimations pour les dérivées d’ordre supérieur, par

exemple

||uxx(t)||, ||ux(t)||∞ = O(1)δ2
0 .(20)

La fin de la proposition montre que la partie difficile de la preuve du théorème 3.1 est

vraiment l’obtention de la borne (19), puisque cela entrâıne automatiquement un meilleur

comportement des dérivées d’ordre supérieur.

La preuve se fait par une méthode de point fixe classique. On remarque d’abord que

pour une solution u(t, x) de (10), l’état

u∗ = lim
x→−∞

u(t, x)

est indépendant de t, on récrit alors l’équation (10) comme

(21) ut + A(u∗)ux − uxx =
(

A(u∗) − A(u)
)

ux

c’est-à-dire comme une perturbation du système parabolique linéaire

ut + A(u∗)ux − uxx.

Appelons G(t, x) la matrice de Green de ce système linéaire ; on peut alors récrire (21)

comme une équation intégrale

(22) u(t) − u∗ = G(t) ⋆ (u0 − u∗) +

∫ t

0

G(t− s) ⋆
(

A(u∗) − A(u)
)

ux(s) ds
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(23) ux(t) = G(t) ⋆ u0x +

∫ t

0

Gx(t− s) ⋆
(

A(u∗) − A(u)
)

ux(s) ds

où les convolutions sont des convolutions par rapport à la variable d’espace x. Pour ce

système linéaire, la matrice de Green est explicite ; elle s’écrit

G(t, x) =
n∑

i=1

Gi(t, x)ri(u
∗)li(u

∗),

où les li(u
∗) sont les vecteurs propres à gauche de A(u∗) et

Gi(t, x) =
1

√
4πt

exp
(

−
(x− λi(u

∗)t)2

4t

)

.

En particulier on a les estimations

||G(t)|| ≤ κ, ||Gx(t)|| ≤
κ
√
t
, ||Gxx(t)|| ≤

κ

t
.

On obtient facilement la preuve de la première partie de la proposition par un argument

de point fixe et des estimations de convolutions. Pour la deuxième partie, on utilise la

même méthode sur [t− t̂, t]. On obtient par exemple

uxx(t) = Gx(t̂) ⋆ ux(t̂) + · · ·

et donc

||uxx(t)|| ≤
C
√
t̂
δ0 ≤ Cδ2

0

puisque t̂ ∼ 1
δ2
0
.

5. DÉCOMPOSITION D’ONDES À L’AIDE DE VARIÉTÉS

CENTRALES

On passe maintenant à la deuxième partie du programme qui consiste à trouver une

décomposition (11) telle que les termes sources ϕi vérifient (17), c’est-à-dire

(24)

∫ +∞

0

||ϕi(t)|| dt < +∞.

En s’inspirant des techniques utilisées pour les systèmes hyperboliques, une première

approche naturelle est d’essayer la décomposition

(25) ux =

n∑

i=1

viri(u)

où les ri(u) sont les vecteurs propres de A(u). Cette décomposition peut effectivement

être utilisée (voir [3]) lorsque le système (10) possède des propriétés très particulières : les

courbes intégrales des champs de vecteurs ri sont des droites. Cependant une propriété

fondamentale des équations paraboliques (10) est l’existence d’ondes progressives du type

u(t, x) = V (x− σt) avec V régulière. En général, lorsqu’on essaie la décomposition (25)
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pour une onde progressive, on trouve des termes sources ϕi qui ne sont pas nuls et qui

dépendent en fait de la seule variable ξ = x− σt. Il est donc impossible d’avoir (24). Ce

phénomène peut se vérifier [5] sur un système triangulaire

ut + f(u)x = uxx,

vt + g(u, v)x = vxx.

L’idée pour surmonter cette difficulté est précisément de chercher en tout point x une

décomposition de ux en somme de dérivées d’ondes progressives Ui passant par u(x). En

fait, à cause de la présence de viscosité il faut chercher une décomposition simultanée de

ux et uxx :

(26) ux =
n∑

i=1

U ′
i(x), uxx =

n∑

i=1

U ′′
i (x).

Une onde progressive est solution de l’équation différentielle du second ordre

(27) U ′′
i = (A(Ui) − σi)U

′
i ,

σi étant la vitesse. Ainsi, pour tout i, on peut trouver une famille à n + 1 paramètres

d’ondes progressives en prescrivant σi et U ′
i . Cela donne n(n+1) paramètres à déterminer,

ce qui est beaucoup trop puisque (26) est un système de 2n équations. Pour régler

ce problème, l’idée est de se restreindre à des solutions Ui bornées sur R et donc de

les chercher dans une variété centrale. Plus précisément, pour avoir le bon nombre de

paramètres, on va chercher n familles d’ondes progressives dépendant de 2 paramètres

lorsqu’on a fixé Ui(x) = u(x).

On peut récrire le système (27) comme un système du premier ordre sur R n ×Rn ×R :

(28)







u′ = v,

v′ = (A(u) − σ)v,

σ′ = 0,

puis linéariser ce système au point d’équilibre P ∗
i = (u∗, 0, λi(u

∗)), ce qui donne

(29)







u′ = v,

v′ = (A(u∗) − λi(u
∗))v,

σ′ = 0.

Décomposons un vecteur v de Rn sur la base (r∗1, · · · , r
∗
n),

v =
n∑

j=1

Vjr
∗
j

où r∗j = rj(u
∗). Le noyau (généralisé) Ni du système linéaire (29) est de dimension n+ 2,

il est constitué des vecteurs (u, v, σ) tels que

Vj = 0, ∀j 6= i.
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Le théorème de variété centrale [43] donne l’existence d’une variété Mi tangente à Ni au

point P ∗
i et contenant toutes les trajectoires de (28) qui restent dans un petit voisinage

de P ∗
i . Cette variété peut donc être décrite localement par les équations

Vj = ϕi
j(u, Vi, σ), j 6= i.

De plus, Mi contient les équilibres (u, 0, σ) au voisinage de P ∗
i , on a donc φi

j(u, 0, σ) = 0.

Cela permet de factoriser ϕi
j et donc d’écrire pour v ∈ Mi,

(30) v = Vir̃i(u, Vi, σ)

avec (il est plus pratique d’avoir des vecteurs de norme 1)

r̃i =
ri(u

∗) +
∑

j 6=i

ϕi
j(u,Vi,σ)

Vi∣
∣
∣ri(u∗) +

∑

j 6=i

ϕi
j(u,Vi,σ)

Vi

∣
∣
∣

.

Sur la variété Mi, on a donc une décomposition proche de (11) mais r̃i est différent de

ri(u). En effet, l’identité (A(u) − λi)ri = 0 est remplacée par

(A(u) − λ̃i)r̃i = vi(r̃i,ur̃i + r̃i,v(λ̃i − σi))

où λ̃i = (A(u)r̃i, r̃i). En dépit de sa complexité apparente, cette identité s’avère cruciale

pour parvenir à des termes sources ϕi intégrables. Finalement, on remarque que lorsque

u(t, x) est une onde progressive dans la variété centrale Mi, i.e u(t, x) = Ui(x − σit), on

a alors ux = v = vir̃i et donc en dérivant, on obtient

vx = vixr̃i + vir̃ix = (A(u) − σi)vir̃i.

Ce qui donne en prenant le produit scalaire par r̃i

vix = (λ̃i − σi)vi

et donc en dérivant de nouveau

vit + (λ̃ivi)x = vixx

puisque vit = −σivix. On trouve donc que vi évolue selon l’équation de transport diffusion

souhaitée sans terme source ϕi dans ce cas particulier.

L’étape suivante est de parvenir à la décomposition (26). En se basant sur ce qui

précède on voudrait prendre U ′
i = vir̃i(u, vi, σi) : il faut donc identifier les paramètres

vi et σi en fonction de u, ux et uxx. Considérons de nouveau le cas où u est une onde

progressive dans la variété centrale Mi. On a alors ux = vir̃i et donc r̃i étant unitaire,

vi = ±|ux|. En ce qui concerne la vitesse, on a ut = −σiux, donc ut est colinéaire à r̃i et

on peut écrire

ut = uxx −A(u)ux = ωir̃i.

La vitesse est alors donnée par σi = −ωi

vi
.
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En s’inspirant de ce qui précède, pour le cas général, on a envie de définir ut = uxx −

A(u)ux et d’essayer de trouver vi, ωi tels que

ux =
∑

i

vir̃i(u, vi, σi), ut =
∑

i

ωir̃i(u, vi, σi)

où σi = −ωi

vi
. Le problème de cette décomposition est que les vecteurs r̃i ne sont définis

que pour des vitesses σi proches de λ∗i alors que le rapport ωi/vi peut devenir très grand

lorsque |ux| est très petit. Pour surmonter cela, on utilise une fonction de troncature

θ ∈ C∞
c (R) telle que θ(x) = x dans un voisinage de l’origine. On pose alors ω i = wi −λ∗i vi

et on cherche la décomposition

(31) ux =
∑

i

vir̃i(u, vi, σi), ut =
∑

i

(wi − λ∗i vi)r̃i(u, vi, σi)

avec

(32) ut = uxx − A(u)ux, σi = λ∗i − θ
(wi

vi

)

.

En fait, il y a toujours un problème lorsque vi = wi = 0, mais dans ce cas ce n’est pas

gênant, car on a toujours r̃i(u, 0, σi) = ri(u) quelle que soit la valeur de σi.

Le théorème des fonctions implicites permet ensuite de montrer que l’on peut effective-

ment parvenir à la décomposition (31), (32).

Proposition 5.1. — Pour |u−u∗|, |ux| et |uxx| suffisamment petits, le système d’équations

(31) a une unique solution (v, w) = (v1, · · · , vn, w1, · · · , wn). De plus l’application

(u, ux, uxx) 7→ (v, w) est C∞ en dehors des Ni = {vi = wi = 0} et elle est C1,1 dans un

voisinage de (u∗, 0, 0).

On peut également montrer que tant qu’on a l’estimation (19), les composantes v i et

wi satisfont des estimations de type (20).

6. ESTIMATIONS DES TERMES SOURCES

Les composantes (vi, wi) de la décomposition (31) évoluent alors selon les équations

(33) vi,t + (λ̃ivi)x − vi,xx = ϕi, wi,t + (λ̃iwi)x − wi,xx = ψi.

On avait déjà vu que dans le cas idéal où u est une onde progressive, on trouvait ces

équations sans termes sources.

Les termes sources ont donc trois origines possibles :

1. Il y a des ondes de deux différentes familles j 6= k présentes dans la décomposition

(31) au point x. Cela donne des termes quadratiques dus à des interactions trans-

verses. Dans ce cas-là, leur contribution à ϕi, ψi est donnée par

(34) T1 = O(1)
∑

j 6=k

(

|vjvk| + |vj,xvk| + |vjwk| + |vj,xwk| + |vjwk,x| + |wjwk|
)

.
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2. La décomposition (31) étant définie ponctuellement, deux ondes progressives de

la même famille, peuvent avoir des vitesses différentes en des points différents,

l’interaction infinitésimale entre des ondes voisines de la même famille sera donc

déterminée par le taux de variation de la vitesse σj,x. Dans ce cas, la contribution

aux termes sources peut être linéaire ou quadratique :

O(1)v2
jσj,x + O(1)v2

jσ
2
j,x.

En se souvenant que l’on a σj = λ∗j − θ
(

wj

vj

)

, on peut récrire la contribution aux

termes sources comme

(35) T l
2 = O(1)|wj,xvj − vj,xwj|, T q

2 = O(1)
∣
∣
∣vj

(wj

vj

)

x

∣
∣
∣

2

χ{w
v
∈ Supp(θ)}.

3. Le dernier type de terme source apparâıt lorsque la fonction de troncature θ est

active, dans ce cas-là, il y a une erreur parce que l’on a fait un mauvais choix de

la vitesse σj . On a alors une borne

(36) T3 = O(1)(|vj,x| + |wj,x|)|wj − θjvj |, θj = θ
(wj

vj

)

.

Nous n’insisterons pas sur la preuve des bornes (34), (35), (36). C’est la partie la plus

technique de la preuve du théorème 3.1.

La dernière partie de la démonstration du théorème 3.1 consiste à montrer une estima-

tion du type (17). Pour cela on utilise différentes fonctions de Lyapounov pour contrôler

les trois types de termes d’interactions que l’on vient de décrire.

6.1. Interactions transverses

On commence par l’estimation d’un terme de type T1 i.e.
∫ +∞

0

∫

R
|vjvk| dxdt avec j 6= k.

Le problème modèle à étudier est un système

(37)

{

vt + (λv)x = vxx, v(0, x) = v0(x),

wt + (λw)x = wxx, w(0, x) = w0(x),

avec

(38) inf
t,x
λ(t, x) − sup

t,x
µ(t, x) ≥ c > 0.

On peut montrer l’estimation

(39)

∫ T

0

∫

R

|vw| dxdt ≤ ||v0|| ||w0||

en utilisant un potentiel d’interaction

Q(v, w) =

∫

R2

K(x− y)|v(y)||w(x)| dxdy

où K est de la forme K(s) = 1
c

si s ≥ 0, K(s) = 1
c
e

cs
2 si s < 0. Un calcul montre que

d

dt
Q(v, w) +

∫

R

|v(t, x)| |w(t, x)| dx ≤ 0
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ce qui donne (39). Ce potentiel peut être vu comme une version parabolique du potentiel

pour les futures interactions d’onde [24]. On remarque que le potentiel a un rôle important

dans la zone x > y, c’est-à-dire celle où on s’attend à une interaction compte tenu de (38).

6.2. Interactions d’ondes de la même famille

On passe maintenant à l’estimation des deux sortes de terme de type T2. Le problème

modèle est encore (37), mais cette fois-ci λ = µ. On définit alors une courbe plane

γ = (
∫ x

−∞
v,

∫ x

−∞
w), qui évolue selon

(40) γt + λγx = γxx.

D’après cette équation, γ évolue dans la direction de la courbure, une fonction de Lya-

pounov est alors la longueur de la courbe

L(γ(t)) =

∫

R

|γx| dx =

∫

R

(v2 + w2)
1
2 dx.

Une autre fonction de Lyapounov introduite dans [6] est la 〈〈 fonctionnelle d’aire 〉〉

A(γ(t) =
1

2

∫∫

x<y

|γx(t, x) ∧ γx(t, y)| dxdy.

Pour comprendre la signification de A(γ), on remarque que dans le cas d’une courbe

fermée, on a ∫

γ(y) ∧ γx(y) dy =
1

2

∫∫

x<y

γx(t, x) ∧ γx(t, y) dxdy,

A(γ) représente donc la somme des aires des régions entourées par la courbe multipliées

par le nombre de tours. On remarque aussi que pour une loi de conservation scalaire

ut + f(u)x = uxx, la courbe γ = (u, ux − f(u)) évolue selon l’équation (40) avec λ = f ′.

De plus, si on définit la vitesse infinitésimale d’une onde par s(x) = −u t(t, x)/ux(t, x), on

obtient

A(γ) =
1

2

∫∫

x<y

|ux(t, x)ut(t, y) − ut(t, x)ux(t, y)| dxdy

=
1

2

∫∫

x<y

|ux(t, x)| |ux(t, y)| |s(x)− s(y)| dxdy

=
1

2

∫∫

x<y

(

onde en x× onde en y × différence des vitesses
)

dxdy

ce qui indique bien que A(γ) peut être vu comme un potentiel d’interaction entre ondes

de la même famille.

Le taux de dissipation de ces deux fonctions de Lyapounov permet de contrôler les

termes de type T l
1, T

q
1 .

En utilisant la base de Frénet (τ, n), et en notant c, la courbure de γ(t, ·), on peut

récrire (40) comme

γt =
(

|γx|x − λ|γx|
)

τ + |γx|
2c n.
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Ainsi, on trouve

d

dt
L(γ(t)) =

∫

R

γxt · τ dx = −

∫

R

γt · n c|γx| dx = −

∫

R

|γx|
3c2 dx = −

∫

R

(wvx − vwx)
2

(v2 + w2)
3
2

dx,

ce qui s’écrit finalement

d

dt
L(γ(t)) +

∫

R

|v|
[(w

v

)

x

]2 1
(

1 +
(

w
v

)2
) 3

2

dx ≤ 0.

Cela permet de contrôler les termes quadratiques T q
2 .

De même, un calcul plus long (voir [6]) montre que

d

dt
A(γ(t)) +

∫

R

|wxv − vxw| dx ≤ 0

ce qui donne un contrôle des termes de type T l
2.

6.3. Estimations d’énergie

Il reste à contrôler le dernier type de terme qui correspond à un mauvais choix de

la vitesse. Pour expliquer les idées, revenons au cas idéal où la décomposition (31) ne

comporterait qu’une seule onde progressive. Dans ce cas ux = vir̃i et par définition,

uxx −A(u)ux = ωir̃i = (wi − λ∗i )r̃i. On trouve donc finalement

(41) vix − λ̃ivi = wi − λ∗i vi.

En remplaçant dans (36), on voit que le terme prépondérant à majorer est O(1)|vix|
2

lorsque |wi/vi| ≥ A, où A détermine la taille du support de θ, c’est-à-dire en utilisant de

nouveau (41) lorsque

(42) |vix/vi| ≥ A/2.

Le terme à estimer correspond au taux de dissipation de l’énergie usuelle

E(t) =
1

2

∫

R

|vi|
2 dx.

Cependant, pour l’équation

vit + (λ̃ivi)x − vixx = 0.

l’énergie n’est en général pas décroissante, on a seulement

d

dt
E(t) +

∫

R

|vix|
2 dx ≤

∫

R

|λ| |vix| |vi| dx,

mais en choisissant bien la taille du support de θ, on conclut quand même en utilisant

(42).
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7. ESTIMATIONS DE STABILITÉ

On a seulement insisté sur l’obtention d’une borne VT uniforme pour (10) . L’estimation

de stabilité (7) s’obtient en utilisant le même type de technique et un argument homo-

topique. Soient u, v deux solutions de (10) avec données initiales u et v. On considère

un chemin régulier uθ = θu + (1 − θ)v et uθ la solution de (10) avec donnée initiale uθ.

Puisqu’on a

||u(t) − v(t)|| ≤

∫ 1

0

∣
∣
∣

∣
∣
∣
duθ

dθ

∣
∣
∣

∣
∣
∣ dθ,

il suffit de montrer une estimation du type

(43)
∣
∣
∣

∣
∣
∣
duθ

dθ

∣
∣
∣

∣
∣
∣ ≤ L

∣
∣
∣

∣
∣
∣
duθ(θ = 0)

dθ

∣
∣
∣

∣
∣
∣ = L||u− v||

pour avoir (7).

Posons zθ = duθ

dθ
, zθ est solution de l’équation linéaire

(44) zθ
t +

(

dA(uθ) · zθ
)

uθ
x + A(uθ)zθ

x = zθ
xx

avec donnée initiale u(x)−v(x). Pour montrer que zθ vérifie (43), on utilise une décomposition

de zθ et zθ
x − A(uθ)zθ analogue à (31).

8. CONCLUSION

Les nouvelles méthodes issues de [7] devraient avoir très rapidement de nouvelles ap-

plications : S. Bianchini est parvenu [2] à montrer la convergence d’approximations semi-

discrètes en espace de (1) :

∂u

∂t
(x, t) +

1

∆x

∂

∂x

(

f(u(x, t)) − f(u(x− ∆x, t))
)

= 0.

En ce qui concerne la convergence des schémas numériques complètement discrets, il a

été montré que l’on ne pouvait pas espérer d’estimations VB analogues à (6) [12]. Enfin,

A. Bressan et T. Yang [19] on très récemment estimé le taux de convergence de la solution

uε de (5) vers la solution u de (1) sous les hypothèses (SH) et (⋄). Ils obtiennent une

estimation qui parâıt presque optimale ||uε(t) − u(t)||L1 = O(ε
1
2 | ln ε|).
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LA CONJECTURE DE BIRCH ET SWINNERTON-DYER p-ADIQUE

par Pierre COLMEZ

Notations

Dans tout l’article, Q désigne la clôture algébrique de Q dans C et un plongement de

Q dans Qp est fixé ; en particulier, GQp = Gal(Qp/Qp) est un sous-groupe bien déterminé

de GQ = Gal(Q/Q). On note χcycl le caractère cyclotomique. Si M ≥ 1 est un entier, on

note ζM ∈ Q la racine de l’unité exp(2iπ
M

).

0. INTRODUCTION

Si M est un motif défini sur un corps de nombres, on sait lui associer (au moins conjec-

turalement) une fonction analytique complexe L(M, s) définie par un produit eulérien

convergeant dans un demi-plan. La quantité d’information arithmétique contenue dans

les valeurs aux entiers de ces fonctions L est absolument fascinante, et on dispose d’un

faisceau de conjectures la décrivant (conjectures de Deligne [64], de Beilinson [7, 178, 160],

et de Bloch-Kato [27, 76, 77]). Ces conjectures sont de lointaines descendantes de la

conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer [25, 26, 182], elle-même inspirée par la formule

analytique du nombre de classes d’idéaux qui reste le seul cas général que l’on sache trai-

ter. En p-adique, on a plus de mal à définir les fonctions L mais, une fois définies, celles-ci

livrent un peu plus facilement l’information qu’elles contiennent comme nous le verrons

dans ce texte pour les fonctions L p-adiques de courbes elliptiques définies sur Q ou, plus

généralement, de formes modulaires.

0.1. La formule analytique du nombre de classes

Soit K un corps de nombres d’anneau des entiers OK. La fonction zêta de Dedekind ζK
de K est définie, pour Re(s) > 1, par le produit eulérien ζK(s) =

∏

p

1
1−Np−s , le produit

portant sur les idéaux maximaux de OK, et possède un prolongement à C tout entier,

holomorphe en dehors d’un pôle simple en s = 1. On dispose des résultats suivants :
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Théorème 0.1. — (i) Le groupe O∗
K des unités de OK est de type fini sur Z. Son rang

r(K) est égal à r1 + r2 − 1, où r1 est le nombre de places réelles de K et r2 le nombre de

ses places complexes.

(ii) Le régulateur1 R∞(K) est non nul.

Théorème 0.2. — Le groupe Pic(OK) des classes d’idéaux de OK est un groupe fini.

Théorème 0.3. — La fonction ζK(s) a, en s = 0, un zéro d’ordre r(K) et on a

lim
s→0

s−r(K)ζK(s) = −|Pic(OK)| · R∞(K).

0.2. La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer

Soit E une courbe elliptique définie2 sur Q de conducteur NE. Si p est un nombre

premier, on définit l’entier ap par :

• si p2 | NE (i.e. si E a réduction additive en p), alors ap = 0 ;

• si p | NE et p2 ∤ NE (i.e. si E a réduction multiplicative en p), alors ap = 1 (resp.

ap = −1) si E a réduction multiplicative déployée (resp. non déployée) ;

• si p ∤ NE (i.e. si E a bonne réduction en p), alors ap = p + 1 − |E(Fp)|.

Ceci nous permet de définir la fonction L complexe L(E, s) attachée à E par le produit

eulérien (convergeant pour Re(s) > 3
2

car |ap| ≤ 2
√
p d’après le théorème de Hasse) :

L(E, s) =
∏

p∤NE

1

1 − app−s + p1−2s

∏

p|NE

1

1 − app−s
=

+∞∑

n=1

ann
−s.

La fonction L(E, s) est holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 3
2

et possède un prolongement

analytique à tout le plan complexe (voir cor. 0.18).

Les rôles joués par ζK, O∗
K et Pic(OK) dans la formule analytique du nombre de classes

sont ici joués respectivement par L(E, s), le groupe E(Q) des points de E rationnels sur Q

et le groupe de Tate-Shafarevitch3
⊔⊔(E) de E, et les théorèmes 0.1, 0.2 et 0.3 deviennent

respectivement :

1Ce régulateur est défini de la manière suivante : on part d’une famille ε1, . . . , εr(K) d’éléments de O∗
K

engendrant un sous-groupe d’indice fini U de O∗
K et de plongements σ1, . . . , σr(K) de K dans C induisant

des places différentes et on pose ei = 1 si σi induit une place réelle et ei = 2 si σi induit une place

complexe ; alors R∞(K) = 1
[O∗

K
:U] | det(ei log |σi(εj)|)1≤i,j≤r(K)| ne dépend d’aucun des choix que l’on a

faits.
2On se restreint aux courbes définies sur Q car ce sont les seules pour lesquelles on peut démontrer

quoi que ce soit grâce à leur modularité (cf. § 0.4).
3Ce groupe est un groupe de torsion qui représente en quelque sorte l’obstruction à la détermination

du groupe E(Q) : si m est un entier m ≥ 1, le sous-groupe de m-torsion ⊔⊔m(E) de ⊔⊔(E) vit dans une

suite exacte 0 → E(Q)/mE(Q) → Sm(E) → ⊔⊔m(E) → 0, où le m-groupe de Selmer Sm(E) est un groupe

fini (( effectivement calculable )).
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Théorème 0.4. — (i) Le groupe E(Q) est un groupe abélien de type fini.

(ii) Le régulateur4 R∞(E) est non nul.

Conjecture 0.5. — Le groupe ⊔⊔(E) est un groupe fini. Plus généralement, si K est une

extension finie de Q, alors ⊔⊔(E/K) est un groupe fini.

On note r(E) le rang de E(Q) et r∞(E) l’ordre du zéro de L(E, s) en s = 1.

Conjecture 0.6 (Birch et Swinnerton-Dyer). — On a r∞(E) = r(E) et5

lim
s→1

(s− 1)−r(E)L(E, s) = Ω+
E · |⊔⊔(E)| · R∞(E) ·

∏

v

mv.

Les résultats concernant les conjectures 0.5 et 0.6 sont très partiels ; ce sont les suivants :

• (Ω+
E)−1L(E, 1) est un nombre rationnel (c’est une conséquence du théorème de Manin-

Drinfeld) ;

• si L(E, 1) = 0, alors lims→1(s− 1)−1L(E, s) est un multiple rationnel de Ω+
E · R∞(E)

(cela suit du théorème de Gross-Zagier [85, 40]) ;

• si r∞(E) ≤ 1, alors ⊔⊔(E) est fini et r(E) = r∞(E) (théorème de Kolyvagin ; la

démonstration utilise le théorème de Gross-Zagier et la technique des dérivées de Koly-

vagin introduite à cette occasion [106, 137]).

Remarque 0.7. — (i) En ce qui concerne le dernier point, on n’a pas de résultat dans

l’autre sens : on ne sait pas démontrer que r(E) = 0 implique r∞(E) = 0 (de manière

4Ce régulateur est défini à partir de l’accouplement hauteur de Néron-Tate 〈 , 〉∞ sur l’espace vectoriel

R ⊗Z E(Q). Si y2 = 4x3 + ax + b est une équation de Weiestrass de E, la fonction P = (x(P), y(P)) 7→

h(P) = 1
2 log d(P), où d(P) est le dénominateur de x(P), est presque quadratique, et la hauteur de Néron-

Tate est l’unique forme bilinéaire symétrique 〈 , 〉∞ sur E(Q) telle que P 7→ h(P) − 〈P,P〉∞ soit bornée

sur E(Q). Tate a remarqué que l’on pouvait définir 〈P,P〉∞ comme la limite de la suite de terme général

4−nh(2nP). Par ailleurs, Néron [128, 109], a démontré que l’accouplement 〈 , 〉∞ pouvait s’exprimer

comme une somme, sur toutes les places de Q, de symboles locaux, les contributions aux places finies

étant fournies par la théorie de l’intersection et celle à l’infini par la théorie du potentiel (fonctions de

Green). Cette décomposition en somme de symboles locaux est fondamentale d’un point de vue théorique

(elle est par exemple cruciale dans la démonstration du théorème de Gross-Zagier [85]), et sert de modèle

pour la construction des hauteurs p-adiques (note 14). Si P1, . . . ,Pr, r = r(E) sont des éléments de E(Q)

formant une base de Q ⊗Z E(Q) sur Q, alors R∞(E) = e−2 det(〈Pi,Pj〉∞)1≤i,j≤r , où e est l’indice du

sous-groupe engendré par P1, . . . ,Pr dans E(Q). La non nullité de R∞(E) suit de ce que l’accouplement

〈 , 〉∞ est non dégénéré car 〈P,P〉∞ > 0 si P n’est pas de torsion comme on le constate en utilisant la

formule de Tate.
5Les termes non encore définis dans cette formule sont :

• Le nombre mv de composantes connexes de E(Qv) si v est une place de Q : si v = ∞, alors mv est

le nombre de composantes connexes de E(R) au sens habituel, et si v = p est un nombre premier, alors

mv est le nombre de composantes connexes sur Fp de la réduction du modèle de Néron de E.

• La période réelle Ω+
E d’une différentielle de Néron (ou de Kähler ?, [169, p.101]) ωE ; on a donc

m∞Ω+
E = |

∫

E(R) ωE|.
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équivalente, on ne sait pas prouver que L(E, 1) = 0 entrâıne l’existence d’un point d’ordre

infini).

(ii) On ne dispose d’aucun résultat concernant le lien entre r(E) et r∞(E) ou la finitude

de ⊔⊔(E) dans le cas r∞(E) ≥ 2.

(iii) Une des difficultés est que l’on ne connâıt pas la valeur de r(E) a priori ; on pense

que si on prend une courbe E au hasard, alors r(E) ≤ 1 avec une probabilité tendant

vers 1 quand NE tend vers +∞, mais on connâıt des courbes de rang ≥ 24, et il y a tout

lieu de croire que r(E) n’est pas majoré.

(iv) Par contraste, on ne connâıt pas de courbe elliptique E pour laquelle on peut

prouver que6 r∞(E) ≥ 4 ; le problème est qu’il est impossible de prouver qu’un réel

est nul7 sauf si c’est un entier. C’est un peu dommage, car l’existence de telles courbes

permettrait d’améliorer nettement les minorations effectives pour le nombre de classes des

corps quadratiques imaginaires [81, 130].

0.3. La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique

En p-adique, le produit eulérien ci-dessus ne converge nulle part, mais on peut construire

une fonction L p-adique8 à partir des valeurs en 1 de la fonction L complexe tordue9 par

des caractères de Dirichlet de conducteur une puissance de p. Cette fonction L p-adique

dépend d’un choix supplémentaire : on factorise le facteur d’Euler en p de L(E, s) sous la

forme (1 − α1p
−s)(1 − α2p

−s) et on choisit α ∈ {α1, α2} vérifiant10 vp(α) < 1.

La construction de la fonction L p-adique Lp,α(E, s) de E associée à α repose sur la

théorie des symboles modulaires11 qui permet [117, 4, 111, 190] de démontrer :

6On peut, le cas échéant, vérifier que r∞(E) ≥ 3 grâce au théorème de Gross-Zagier.
7En particulier, démontrer la conjecture 0.6 sous la forme faible (( r∞(E) = r(E) )) ne fournit pas

d’algorithme déterministe pour calculer r(E) et E(Q). Par contre, la conjecture 0.6 (même un peu affaiblie

sous la forme lims→1(s − 1)−r(E)L(E, s) = n · Ω+
E · R∞(E), avec n entier ≥ 1) fournit un tel algorithme,

le point étant que plus R∞(E) est petit et plus les générateurs de E(Q) sont faciles à trouver.
8Il faut probablement supposer p 6= 2 ou p ≥ 5 dans certains des énoncés qui suivent au niveau de ce

qui est connu.
9Si χ est un tel caractère, on note L(E, χ, s) la fonction L de E tordue par χ ; elle est définie par la

série de Dirichlet L(E, χ, s) =
∑+∞

n=1 χ(n)ann
−s. Si le conducteur de χ n’est pas premier au conducteur

de E, la fonction L(E, χ, s) n’est pas forcément primitive ; il peut manquer des facteurs d’Euler en les

nombres premiers divisant NE.
10Ce n’est pas toujours possible : si E a réduction additive en p, alors α1 = α2 = 0 et on ne sait pas

construire de fonction L p-adique dans ce cas (sauf si la courbe acquiert bonne réduction sur une extension

abélienne de Q (cf. [62])). Si E a réduction multiplicative, alors {α1, α2} = {ap, 0}, et on peut prendre

α = ap ∈ {±1}. Si E a bonne réduction, il y a deux cas de figure possibles : si vp(ap) > 0 (i.e. si E a bonne

réduction supersingulière), alors il y a deux choix possibles pour α puisque vp(αp,1) = vp(αp,2) = 1/2, et

si vp(ap) = 0 (bonne réduction ordinaire), alors une seule des deux racines αp,1, αp,2 est de valuation < 1

(de valuation 0), alors que l’autre est de valuation 1 (voir [149] et la rem. 4.12 pour ce dernier cas).
11Panchishkin [132] a récemment trouvé une définition alternative de cette fonction qui colle nettement

plus à la construction que l’on obtient en utilisant le système d’Euler de Kato.
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Théorème 0.8. — Soient Ω+
E et Ω−

E les périodes réelles et imaginaires pures de ωE. Alors

(i) si χ est un caractère de Dirichlet, L(E, χ, 1) ∈ Q · Ωχ(−1)
E ;

(ii) il existe une (unique) distribution µE,α d’ordre vp(α) sur Zp, telle que l’on ait
∫

pZp

f(x)µE,α(x) = α−1

∫

Zp

f(px)µE,α(x)

quelle que soit f localement analytique sur pZp, et
∫

Zp

µE,α(x) = (1 − α−1)b
L(E, 1)

Ω+
E

et

∫

Zp

χ(x)µE,α(x) = pnα−n L(E, χ−1, 1)

G(χ−1) · Ω
χ(−1)
E

si n ≥ 1 et χ est un caractère de Dirichlet12 de conducteur pn, et b = 0 (resp. b = 1) si E

a mauvaise réduction multiplicative (resp. bonne réduction).

Définition 0.9. — La fonction L p-adique s 7→ Lp,α(E, s) de E associée à α est la

fonction définie, pour s ∈ Zp, par la formule

Lp,α(E, s) =

∫

Z∗
p

〈x〉s−1 µE,α, avec 〈x〉s−1 = exp((s− 1) log x).

Remarque 0.10. — On déduit du théorème 0.8 la formule Lp,α(E, 1) = (1−α−1)b+1 L(E,1)

Ω+
E

.

En particulier, si α = 1, alors la fonction Lp,α(E, s) a un zéro supplémentaire en s = 1.

La courbe E a alors réduction multiplicative déployée et le théorème d’uniformisation de

Tate [184] nous fournit q(E) ∈ Q∗
p , de valuation non nulle, tel que E soit isomorphe, en

tant qu’espace analytique rigide, au quotient de Gm par le groupe engendré par q(E).

Ceci nous permet de définir l’invariant L de E par la formule Lp(E) = log q(E)
vp(q(E))

.

Théorème 0.11. — Si α = 1, alors13 L′
p,α(E, 1) = Lp(E) · L(E,1)

Ω+
E

.

On sait définir un14 accouplement hauteur p-adique sur l’espace vectoriel Qp ⊗ E(Q),

mais celui-ci dépend du choix d’un scindage de la filtration de Hodge sur Qp ⊗Q H1
dR(E)

12On considère χ comme une fonction localement constante sur Zp, nulle sur pZp, et on note G(χ−1) =
∑

a∈(Z/pnZ)∗ ζapnχ−1(a) la somme de Gauss de χ−1.
13Ce théorème (cas particulier de la conjecture de Mazur-Tate-Teitelbaum) a été démontré par Green-

berg et Stevens [84] en utilisant les familles de formes modulaires de Hida.
14On a trois définitions de cette hauteur p-adique : deux algébriques, l’une via la théorie d’Iwasawa [164,

138], l’autre via la cohomologie galoisienne [125, 138, 140], et une analytique utilisant l’intégration p-adi-

que [46, 52, 195] ou les fonctions thêta p-adiques [118, 119, 129]. Il n’est pas évident a priori que ces

définitions cöıncident, mais c’est le cas ([138] pour les deux constructions algébriques et [164, 24, 94]

pour la comparaison (( algébrique-analytique ))), ce qui permet de vérifier que les résultats que l’on obtient

du côté de la théorie d’Iwasawa sont compatibles avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer via

la conjecture principale. La définition analytique est obtenue en p-adifiant la définition de la hauteur

de Néron-Tate (note 4) comme somme de symboles locaux (cf. [134] pour une définition à la Tate), la

contribution en un premier ℓ 6= p restant la même, alors que la contribution à l’infini est transférée en p

par l’intermédiaire d’une fonction de Green p-adique. Si ∂ = d

ωE

est l’opérateur différentiel invariant par

translation sur E, dual de ωE = dx

y
, si v est une place de Q, et si D est un diviseur de E, la fonction de

Green de D en v s’obtient, par translation, à partir de la fonction de Green Gv de 0, qui est une fonction
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(i.e. d’un supplémentaire de Qp · ωE). On note 〈 , 〉p,α l’accouplement correspondant à la

droite de Qp ⊗Q H1
dR(E) sur laquelle frobenius15 agit par multiplication par α, et Rp,α(E)

le régulateur correspondant.

Conjecture 0.12 (Mazur-Tate-Teitelbaum). — (i) L’ordre du zéro en s = 1 de la fonc-

tion Lp,α(E, s) est ≥ r(E) et on a

lim
s→1

(s− 1)−r(E)Lp,α(E, s) = (1 − α−1)b+1 · |⊔⊔(E)| · Rp,α(E) ·
∏

v

mv.

(ii) Si α = 1, l’ordre du zéro en s = 1 de la fonction Lp,α(E, s) est ≥ r(E) + 1 et on a

lim
s→1

(s− 1)−r(E)−1Lp,α(E, s) = Lp(E) · |⊔⊔(E)| · Rp,α(E) ·
∏

v

mv.

Remarque 0.13. — (i) La non nullité de Lp(E) (conjecturée par Manin) a été démontrée

par Barré, Diaz, Gramain et Philibert [5, 191] par des techniques de transcendance.

(ii) Contrairement au cas archimédien, on ne sait pas montrer que l’accouplement hau-

teur p-adique est non dégénéré16, et démontrer la non nullité de Rp,α(E) semble être du

même ordre de difficulté que prouver la conjecture de Leopoldt17. . .

analytique réelle si v = ∞, localement analytique si v est finie, solution d’une équation différentielle du

type ∂2Gv = x + u, avec u ∈ Qv. Si v = ∞, le choix de u est imposé par la périodicité de Gv (vue

comme fonction sur C) par rapport au réseau des périodes de ωE (u s’exprime alors en termes de la

série d’Eisenstein non holomorphe E∗
2). Par contre, si v = p est une place finie, on peut choisir u, ce qui

revient à choisir un scindage de la filtration de Hodge, totalement arbitrairement. C’est pour cela que

(( la )) hauteur p-adique dépend du choix d’un tel scindage.
15L’existence de α implique que E a bonne réduction ou est semi-stable, et donc que Qp⊗QH1

dR(E) est

naturellement isomorphe à la cohomologie (log)-cristalline de E, ce qui permet de le munir d’une action

du frobenius ϕ.
16En fait, on ne sait même pas démontrer qu’il n’est pas identiquement nul sauf dans le cas de multi-

plication complexe [21].
17De manière générale, montrer qu’une fonction L p-adique ne s’annule pas en un entier est un problème

difficile (alors que le problème analogue pour une fonction L complexe est en général très facile), et les

seuls résultats généraux dont on dispose, pour le moment, reposent sur des techniques de transcendance.

La conjecture de Leopoldt en est un exemple particulièrement frustrant. Si K est un corps de nombres,

la formule analytique du nombre de classes est aussi équivalente à l’existence d’un pôle simple en s = 1

pour la fonction zêta de Dedekind ζK de K de résidu

lim
s→1

(s− 1)ζK(s) =
2r1 (2π)r2 · |Pic(OK)| · R∞(K)

√

|DK|
,

où DK est le discriminant de K. Si K est totalement réel (i.e. r2 = 0 et r1 = [K : Q]), on sait lui

associer [167, 6, 34, 66] une fonction zêta p-adique ζK,p et on dispose [50] de la formule analytique

p-adique du nombre de classes :

lim
s→1

(s− 1)ζK,p(s) =
2[K:Q] · |Pic(OK)| · Rp(K)

√

|DK|
·
∏

p|p

(1 − (Np)−1),

où le régulateur p-adique Rp(K) est défini par la même formule que R∞(K), mais en remplaçant le

logarithme complexe par le logarithme p-adique. Malheureusement, on ne sait prouver que Rp(K) 6= 0
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En dehors du théorème 0.11 ci-dessus, on dispose d’un analogue p-adique du théorème

de Gross-Zagier :

Théorème 0.14. — Si r∞(E) = 1 et E a bonne réduction ordinaire18, alors

L′
p,α(E, 1) = (1 − α−1)2 · Rp,α(E) ·

(

R∞(E)−1L′(E, 1)

Ω+
E

)

.

Finalement, le résultat le plus spectaculaire, pour lequel on n’a pas d’équivalent en

complexe, est le théorème suivant de Kato19 [101] auquel le reste du texte va être consacré.

Théorème 0.15. — L’ordre du zéro de Lp,α(E, s) en s = 1 est ≥ r(E) et même ≥ r(E)+1

si α = 1. De plus, si cette inégalité est une égalité, alors la p-partie ⊔⊔p∞(E) de ⊔⊔(E) est

finie et Rp,α(E) 6= 0.

Remarque 0.16. — (i) En partant de courbes de rang ≥ 24, cela nous fournit des fonc-

tions L p-adiques ayant un zéro d’ordre ≥ 24 en s = 1.

(ii) Vérifier la non nullité d’un nombre p-adique peut (contrairement à sa nullité) se

faire en calculant ce nombre avec une précision suffisante. Le th. 0.15 nous fournit donc, en

principe, un critère analytique pour vérifier que la p-partie du groupe de Tate-Shafarevitch

est finie même si le rang est très grand20.

0.4. Des courbes elliptiques aux formes modulaires

Il faut être bien conscient de ce que l’on serait totalement démuni pour étudier la

fonction L d’une courbe elliptique si l’on ne disposait que de sa définition comme produit

eulérien21. Tous les beaux théorèmes évoqués ci-dessus s’appuient de manière cruciale sur

le fait que la conjecture de Taniyama-Weil est maintenant un théorème grâce aux travaux

de Wiles [194, 131, 168] et ceux de Breuil, Conrad, Diamond et Taylor [29, 69]. Ceci se

traduit de la manière suivante :

Théorème 0.17. — Si E est une courbe elliptique définie sur Q, de conducteur NE, et si

L(E, s) =
∑+∞

n=1 ann
−s, alors fE(τ) =

∑+∞
n=1 anq

n (avec q = e2iπτ ) est une forme modulaire

primitive de poids 2 pour Γ0(NE).

Corollaire 0.18. — La fonction L(E, s) possède un prolongement analytique à tout le

plan complexe. De plus, il existe εE ∈ {±1} tel que la fonction Λ(E, s) = Γ(s)
(2π)s N

s/2
E L(E, s)

vérifie l’équation fonctionnelle Λ(E, s) = εE · Λ(E, 2 − s).

(conjecture de Leopoldt) que si K est une extension abélienne de Q, en utilisant le fait que le régulateur

est alors un produit de formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques que l’on peut étudier par

une variante p-adique [30] de la méthode de Baker.
18Ce théorème est dû à Perrin-Riou [135] ; j’ignore s’il a été étendu entre-temps au cas supersingulier.
19Si E est de type CM, ce résultat remonte à Rubin [155], au moins dans le cas ordinaire.
20Cf. [146] pour une utilisation de ce point.
21On ne saurait pas que la fonction L est définie en s = 1 et on ne saurait pas construire la fonction L

p-adique associée à E.
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Remarque 0.19. — (i) Si εE = −1, la fonction L(E, s) s’annule en s = 1. La conjecture

de Birch et Swinnerton-Dyer prédit alors que E(Q) est un groupe infini. Nekovář [127]

a démontré que, si ⊔⊔p∞(E) est fini pour au moins un premier p en lequel E a bonne

réduction ordinaire, alors E(Q) est effectivement infini22.

(ii) Comme Γ a des pôles simples aux entiers négatifs, l’équation fonctionnelle ci-dessus

et la non annulation de L(E, s) pour Re(s) ≥ 2 impliquent que L(E, s) a des zéros simples

en tous les entiers négatifs.

Théorème 0.20. — Si E est une courbe elliptique définie sur Q de conducteur NE, il

existe un morphisme surjectif πE : H → E de surfaces de Riemann, se factorisant à

travers Γ0(NE)\H , tel que πE(i∞) = 0. De plus

(i) π∗
EωE = cEfE, avec cE ∈ Z ;

(ii) si P ∈ P1(Q) est une pointe de H , alors πE(P) ∈ E(Q)tors.

Remarque 0.21. — (i) Le théorème 0.20 se déduit23 du théorème 0.17, mais n’en est

pas une conséquence formelle. Il résulte de l’existence d’une courbe elliptique E′ quotient

de X0(NE) dont la fonction L est égale à L(fE, s) (travaux d’Eichler-Shimura [70, 170,

171, 172, 174] et Carayol [31]) et de ce que deux courbes elliptiques définies sur Q ayant

même fonction L sont isogènes. Ce dernier fait a été démontré par Serre [166] dans le

cas où j(E) /∈ Z, et en toute généralité par Faltings [71, 65] comme cas particulier de la

conjecture de Tate. Une autre démonstration utilisant des techniques de transcendance a

été obtenue par Chudnovsky [38] (voir aussi [28] et [35]).

(ii) Le théorème 0.17 est un cas particulier de la correspondance (conjecturale) de

Langlands entre motifs et formes automorphes arithmétiques. Il semble beaucoup plus

difficile de généraliser le théorème 0.20 en une conjecture fournissant une description

automorphe d’un motif quelconque. Le cas le plus simple posant problème est celui d’une

courbe elliptique E, définie sur un corps quadratique réel, que l’on pourrait s’attendre à

voir apparâıtre dans le H1 d’une variété de Shimura convenable, mais Blasius a montré

que ce n’est pas le cas si E a bonne réduction partout et n’est pas isogène (sur Q) à sa

conjuguée.

(iii) Les motifs associés aux formes modulaires ont une structure extrêmement riche. On

peut jouer sur les aspects (( variété de modules )) ou (( quotient du demi-plan de Poincaré ))

de X0(N) pour construire de manière systématique des objets (symboles modulaires, points

de Heegner, unités de Siegel. . . ) permettant d’étudier leur arithmétique. Par contraste,

on ne sait pas dire grand-chose directement de l’arithmétique d’une courbe elliptique. Le

22Il a en fait démontré que la parité du corang du groupe de Selmer est celle prédite par la conjecture

de Birch et Swinnerton-Dyer. Dans le cas CM, la non finitude du groupe de Selmer si εE = −1 remonte

à Greenberg [83] dans le cas ordinaire et à Rubin [154] dans le cas supersingulier, et la parité du corang

du groupe de Selmer à Guo [86].
23Sauf le (ii), pour lequel on a en plus besoin du théorème de Manin-Drinfeld.
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théorème 0.20 qui établit un isomorphisme entre la courbe elliptique E et le motif as-

socié à fE est donc crucial pour étudier l’arithmétique de E. De fait, les théorèmes 0.11

et 0.15 sont obtenus via le théorème 0.20, comme cas particuliers de théorèmes généraux

(cf. th. 0.22, 0.23 et 4.17) sur les motifs associés aux formes modulaires de poids quel-

conque ; ils correspondent au cas des formes modulaires de poids 2 à coefficients rationnels.

0.5. Formes modulaires de poids quelconque

Soit f =
∑+∞

n=1 anq
n une forme primitive de niveau N, poids k et caractère ε. Soit

Q(f) = Q(a1, . . . , an, . . . ) ; c’est une extension finie de Q contenue dans Q. Soit p un

nombre premier et soit Qp(f) = Qp(a1, . . . , an, . . . ) ; c’est une extension finie de Qp dont

on note Op l’anneau des entiers. D’après Deligne [63], on peut associer à f une Qp(f)-

représentation Vf de GQ, de dimension 2, non ramifiée en dehors de Np, caractérisée par

le fait que le déterminant de 1 − Fr−1
ℓ X agissant sur Vf est 1 − aℓX + ℓk−1ε(ℓ)X2, où

Frℓ ∈ GQ est un frobenius arithmétique en ℓ si ℓ ∤ Np.

Si Tf est un Op-réseau de Vf stable24 par GQ, si j ∈ Z, et si K est une extension finie

de Q, on définit25 le groupe de Selmer Sel(Tf(j)/K) qui est un Op-module isomorphe à

(Qp(f)/Op)
r ⊕ X, où X est fini et r = corgOp

(Sel(Tf (j))/K) est un entier.

Si f est la forme modulaire associée à une courbe elliptique E définie sur Q et si j = 1,

on peut prendre pour Tf (1) le module de Tate Tp(E) de E (i.e. le Zp-module des familles

(un)n∈N d’éléments de E(Q) vérifiant u0 = 0 et pun+1 = un). Si K est une extension finie

de Q, alors Sel(Tp(E)/K) est la p-partie Selp∞(E/K) du groupe de Selmer de E sur K, et

on a la suite exacte

0 // E(K) ⊗ (Qp/Zp) // Sel(Tp(E)/K) // ⊔⊔p∞(E/K) // 0.

En particulier, corg(Sel(Tp(E)/K)) = r(E/K) + corg(⊔⊔p∞(E/K)) et donc si ⊔⊔p∞(E/K)

est fini si et seulement si corg(Sel(Tp(E)/K)) = r(E/K).

Théorème 0.22. — Soit f une forme primitive de poids k ≥ 2, soit j ∈ {1, . . . , k − 1}

un entier, et soit Tf un réseau de Vf stable par GQ. Si K une extension finie abélienne

24Un tel réseau existe toujours car GQ est un groupe compact.
25Si v est une place de K, on définit le sous-groupe H1

f
(GKv

,Vf (j)) de H1(GKv
,Vf (j)) comme étant

le noyau de l’application de H1(GKv
,Vf (j)) dans H1(IKv

,Vf (j)) (resp. dans H1(GKv
,Bcris ⊗Qp

Vf (j)))

si v est une place finie ne divisant pas p et IKv
est le sous-groupe d’inertie de GKv

(resp. si v divise p

et Bcris est un des anneaux de Fontaine). On définit alors H1
/f

(GKv
,Vf (j)/Tf (j)) comme le quotient de

H1(GKv
,Vf (j)/Tf (j)) par l’image de H1

f
(GKv

,Vf (j)) et on a

Sel(Tf (j)/K) = Ker
(
H1(GK,Vf (j)/Tf (j)) −→ ⊕vH

1
/f

(GKv
,Vf (j)/Tf (j))

)
.
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de Q, si η : Gal(K/Q) → Q
∗

est un caractère de Dirichlet, et si L(f, η, j) 6= 0, le groupe

Sel(Tf (j)/K)(η) est un groupe fini, nul si p est assez grand26.

Soit α une racine du polynôme X2 − apX + ε(p)pk−1 avec vp(α) < k − 1. Comme

pour les courbes elliptiques, on peut utiliser la théorie des symboles modulaires pour

construire une fonction L p-adique Lp,α(f, ηχ
j
cycl, s), où η est un caractère d’ordre fini et j

un entier, interpolant les valeurs de la fonction L complexe en les caractères critiques

(i.e. les L(f, χ, j), où χ est un caractère de Dirichlet et j un entier, avec 1 ≤ j ≤ k − 1).

On a alors le théorème suivant [101] qui contient le théorème 0.15 comme cas particulier

(à la non annulation du régulateur près).

Théorème 0.23. — L’ordre du zéro en s = 0 de la fonction Lp,α(f, ηχ
j
cycl, s) est ≥

corg(Sel(Tf (j)/K)(η)) et même ≥ corg(Sel(Tf (j)/K)(η)) + 1, si j = k
2

et α = pj−1η(p).

Remarque 0.24. — L’ordre d’annulation d’une fonction L complexe peut s’aborder sous

l’angle de la théorie analytique des nombres. De ce point de vue, on dispose des résultats

suivants :

(i) La condition L(f, η, j) 6= 0 est automatique si j 6= k
2
, k−1

2
: si j > k+1

2
cela suit

de ce que le produit eulérien définissant L(f, η, j) est absolument convergent grâce à la

conjecture de Ramanujan-Peterson ; le cas j = k+1
2

(bord de la bande critique) est un

théorème de Jacquet et Shalika [96] et les autres cas s’en déduisent en utilisant l’équation

fonctionnelle27.

(ii) Si S est un ensemble fini de nombres premiers et Qab
S est l’extension abélienne

maximale de Q non ramifiée en dehors de S, Rohrlich [153] a démontré que
{
η : Gal(Qab

S /Q) → C∗, L(f, η, k/2) = 0
}

est fini. Le (i) du théorème 0.22 permet donc de montrer que le groupe E(Qab
S ) est de rang

fini ; plus généralement, le groupe A(Qab
S ) est de rang fini si A est une variété abélienne

quotient de la jacobienne d’une courbe modulaire.

(iii) En comparant l’inégalité du théorème 0.22 avec ce que prédisent les conjectures de

Beilinson, on obtient l’inégalité conjecturale

ords=jL(f, η, s) ≤ ords=0Lp,α(f, ηχ
j
cycl, s)

qui ne fait intervenir que des objets définis analytiquement à partir de la forme modulaire.

Peut-on démontrer cette inégalité par des techniques de théorie analytique des nombres ?

(Le problème ne se pose que pour j = k
2

d’après ce qui précède.)

26Il faut que l’image de GQ dans la représentation modulo p soit assez grosse, ce qui est le cas pour

p grand, si f n’est pas de type CM, d’après un théorème de Ribet [150, 152]. Le cas CM se déduit des

résultats de Rubin [157].
27Les zéros potentiels pour j = k−1

2 viennent de ce que L(f, η, s) n’étant pas forcément primitive,

certains des facteurs d’Euler manquants peuvent avoir un zéro en s = k−1
2 .



919-11

(iv) En utilisant les (( formules explicites )), on peut borner [123] l’ordre du zéro en

s = k
2

de la fonction L(f, η, s) en fonction de k et N. Peut-on obtenir des bornes simi-

laires pour l’ordre du zéro de Lp,α ? On pourrait peut-être en tirer la finitude du groupe

de Tate-Shafarevitch (ou au moins la finitude de sa p-partie28 pour tout p) pour des

courbes elliptiques de grand rang et (( petit )) conducteur comme celles obtenues [123] en

maximisant le nombre de points modulo p pour beaucoup de petits p.

0.6. Survol de la démonstration

0.6.1. Systèmes d’Euler et bornes pour les groupes de Selmer. Grâce aux travaux de Ko-

lyvagin [106], étendus par Kato [99], Perrin-Riou [142] et Rubin [158] (voir aussi [115]),

on dispose d’une machine extrêmement puissante (dérivées de Kolyvagin) pour borner le

groupe de Selmer d’une représentation p-adique V de GQ. Pour fonctionner, la machine

nécessite la construction d’un système d’Euler pour V∗(1), c’est-à-dire la construction

d’une famille de classes de cohomologies cM ∈ H1(GQ(ζM),T
∗(1)), T∗ réseau de V∗ et M

parcourant29 les entiers ≥ 1, vérifiant les relations

corQ(ζMℓ)/Q(ζM)cMℓ =







cM si ℓ|M,

cM ⋆ Pℓ(Fr−1
ℓ ) si ℓ ∤ M et V est non ramifiée en ℓ,

où Pℓ(ℓ
−s) est le facteur d’Euler30 en ℓ de la fonction L attachée à V. On obtient alors

une borne pour l’ordre du groupe de Selmer de V en termes de l’indice de c1 dans

H1(GQ,T
∗(1)). Cette borne ne représente qu’une partie du travail pour obtenir des énoncés

du type de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer car il reste à relier l’indice de c1

dans H1(GQ,T
∗(1)) à une valeur spéciale de fonction L.

0.6.2. Conjectures de Beilinson et systèmes d’Euler. La construction de systèmes d’Eu-

ler est une activité totalement artisanale. Si V est la réalisation p-adique d’un motif M, on

peut essayer de construire (( géométriquement )) des éléments des groupes H1(Q(ζM),M∗(1))

d’extensions du motif trivial par le motif M∗(1) et considérer leurs réalisations p-adiques.

L’existence ou la non existence de telles extensions est prédite par la conjecture de Bei-

linson [7]. D’après cette conjecture, si L(M, η, s) a un zéro simple en s = 0 pour tout

caractère de Dirichlet η, il existe une famille cM ∈ H1(Q(ζM),M∗(1)), M ≥ 1 et une

28Profitons de l’occasion pour signaler que, contrairement à ce que prétend une rumeur persistante,

on ne semble pas savoir démontrer que ⊔⊔p∞(E/K) est divisible pour presque tout p. Cette rumeur

provient d’une note de bas de page [32, p. 240] dans laquelle Cassels écrit que Shafarevitch lui a dit savoir

démontrer le résultat en question, mais Colliot-Thélène m’a signalé que, dans [33, p. 277], Cassels écrit

que Shafarevich lui a dit que la preuve prévue s’était heurtée à des difficultés imprévues. . .
29Plus généralement, on peut remplacer Q par une extension finie F et la tour des corps cyclotomiques

par les extensions finies K de F contenues dans une extension abélienne suffisamment grande F∞ de F.
30i.e. Pℓ(X) = det(1 − X · Fr−1

ℓ
|V).
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constante C, telle que l’on ait

L′(M, η, 0) = C ·
∑

σ∈Gal(Q(ζM)/Q)

η(σ) · reg∞(cM ⋆ σ),

pour tout M ≥ 1 et tout caractère η de conducteur M, où reg∞ est l’application régulateur.

De tels éléments sont (conjecturalement) uniquement déterminés à addition près d’éléments

de torsion et, dans les cas favorables31, leurs réalisations p-adiques forment un système

d’Euler32.

0.6.3. Torsion à la Soulé et lois de réciprocité explicites. On dispose d’une méthode (tor-

sion à la Soulé) pour obtenir un système d’Euler pour V∗(k), k ∈ Z, à partir d’un système

d’Euler pour V∗(1). En d’autres termes, la construction d’un système d’Euler pour n’im-

porte quel tordu de V∗(1) permet de borner le groupe de Selmer de V.

Comme nous l’avons mentionné plus haut, la borne obtenue ne fait absolument pas

intervenir de valeur spéciale de fonction L. Cependant, l’expérience montre que, si on est

parti d’un système d’Euler relié aux valeurs spéciales de fonctions L pour un tordu de

V∗(1), alors les tordus du système d’Euler continuent33 à être reliés aux valeurs spéciales de

fonctions L en les points considérés. C’est le royaume des lois de réciprocité explicites [95,

193, 44, 27, 97, 98, 51, 102, 11, 36, 100, 161, 163, 78, 79, . . . ] qui constituent en général

le point le plus technique des démonstrations.

0.6.4. Le système d’Euler de Kato ( [101, §§ 1-5 et § 8]). Si E est une courbe elliptique

définie sur Q et M est le motif h1(E) (dont la réalisation p-adique est Qp ⊗ Tp(E), où

Tp(E) est le module de Tate de E), alors H1(Q(ζM),M∗(1)) = Q ⊗ E(Q(ζM)), et on

31C’est le cas pour les motifs attachés aux formes modulaires. Dans le cas général, il y a une obstruction

de nature locale à l’existence de systèmes compatibles de classes de cohomologies (( géométriques )) à

valeurs dans un réseau (cf. [143, 144] pour les cas de (( bonne réduction )) et de (( réduction semi-stable ))

et [13] pour le cas général). Les éléments prédits par la conjecture de Beilinson doivent donc faire intervenir

des dénominateurs, et il semble intéressant d’essayer de comprendre ce que l’on peut en tirer (par exemple

pour un motif dont tous les nombres de Hodge sont différents car, dans ce cas, la conjecture de Beilinson

a l’air de suggérer l’apparition d’un nouveau système compatible (( de rang 1 )) en chacun des twists par

un des poids de Hodge-Tate).
32On peut voir le système cM, M ≥ 1, comme une incarnation algébrique de la fonction L du motif M. Si

L(M, η, s) a, en s = 0, un zéro d’ordre r ≥ 2, alors le groupe H1(Q(ζM),M∗(1)) est un Q[Gal(Q(ζM)/Q)]-

module de rang r ; c’est le déterminant de ce groupe qui est relié à la fonction L via l’application régulateur,

et l’existence d’un système d’Euler ne semble pas automatique ; en tout cas, on n’a aucun exemple auquel

se rattacher pour essayer de deviner ce qui est vrai.
33Il y a de quoi rester un peu perplexe : on part d’un système compatible d’éléments motiviques

pour l’extension cyclotomique, on choisit un nombre premier p, on prend la réalisation étale p-adique

du système, on la tord par une représentation (( indépendante de p )), on fait entrer le résultat du côté

galoisien dans le labyrinthe des anneaux de Fontaine, et il ressort du côté de Rham sous la forme d’un

système compatible pour l’extension cyclotomique quasimément indépendant de p ! C’est d’autant plus

remarquable qu’il n’y a rien qui puisse permettre de prédire, dans l’état actuel de notre compréhension,

que les éléments que l’on va récupérer vont être définis sur Q. . .
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est ramené à construire de manière systématique des points de E rationnels sur Q(ζM).

Malheureusement, la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer et le théorème de Rohrlich

(cf. (ii) de la rem. 0.24) montrent que ceci n’est pas possible. Par contre, si n ≥ 1,

le groupe H1(Q(ζM), h1(E)(n)) est un Q[Gal(Q(ζM)/Q)]-module de rang 1 d’après la

conjecture de Beilinson car L(E, η, s) a un zéro simple34 en s = 1 − n, quel que soit le

caractère de Dirichlet η. On est donc ramené à construire explicitement les éléments de

H1(Q(ζM), h1(E)(n)) dont l’existence est prédite par la conjecture de Beilinson et à les

normaliser correctement pour en faire un système d’Euler.

Pour n = 1, le projet a été mené à bien35 par Beilinson [7] qui a construit, en partant

d’unités de Siegel36 sur la courbe modulaire Y(N) (avec N = multiple du conducteur de

E), des éléments dans le K2 de la courbe37 elliptique E dont les images par l’application

régulateur font intervenir les dérivées premières en s = 0 des tordues de la fonction L

de E par les caractères de Dirichlet.

La théorie de Kummer permet d’associer à une unité sur Y(M) (et donc à une unité

de Siegel) une classe de cohomologie dans H1
et(Y(M),Zp(1)). En faisant le cup-produit

de deux de ces classes, on obtient une classe dans H2
et(Y(M),Zp(2)) qui n’est autre que

l’image, au signe près, de l’élément de Beilinson par l’application classe de Chern. Kato

a trouvé un moyen de normaliser38 les unités de Siegel et les éléments de Beilinson pour

34Ce zéro peut être d’ordre ≥ 1 si n = 0 et E a potentiellement réduction multiplicative en une place

divisant le conducteur de η, la fonction L(E, η, s) n’étant pas forcément primitive.
35 Beilinson ne s’est pas arrêté en si bon chemin : comme confirmation de ses conjectures générales

sur les valeurs spéciales de fonctions L de motifs, il a [8]

• construit, si k ≥ 2, des éléments (( d’Eisenstein )) dans la K-théorie de la variété de Kuga-Sato

Y(k−2)(M) (rappelons que Y(M) étant un espace de module de courbes elliptiques, on dispose d’une

courbe elliptique universelle E au-dessus de Y(M) ; la variété Y(k−2)(M) est alors obtenue à partir du

produit de k− 2 copies de E au-dessus de Y(M)) dans la cohomologie de laquelle sont découpés [159] les

motifs associés aux formes modulaires de poids k ; pour k = 2, on récupère les unités de Siegel ;

• déduit de ces éléments d’Eisenstein, par cup-produit et image directe, des éléments dans la cohomo-

logie motivique de la courbe modulaire ;

• calculé l’image de ces éléments par l’application régulateur et vérifié que le résultat faisait intervenir

les dérivées des fonctions L de formes modulaires de poids 2 en s = 2 − k.

Par ailleurs, Scholl [67, 162] a construit, par cup-produit à partir des éléments d’Eisenstein de Beilinson,

des éléments dans la cohomologie motivique de la variété de Kuga-Sato Y(k−2)(M) dont l’image par

l’application régulateur fait intervenir les dérivées des fonctions L de formes modulaires de poids k

en s = −n, n ∈ N.
36Ces unités, appelées aussi unités modulaires, sont définies comme des produits infinis (cf. [107] par

exemple) ; on obtient de la sorte des fonctions modulaires sans zéro ni pôle sur le demi-plan de Poincaré

dont le q-développement est à coefficients dans Q(ζN), ce qui nous fournit des fonctions inversibles sur la

courbe Y(N) qui est une courbe algébrique affine définie sur Q(ζN).
37On commence par construire des éléments dans le K2 de Y(N) que l’on projette dans K2(E) en

utilisant le morphisme Y(N) → E fourni par le théorème 0.20.
38Scholl [161] en a fait de même avec les éléments de Beilinson dans la K-théorie de la variété de

Kuga-Sato.
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obtenir de la sorte un système cohérent de classes cM ∈ H2
et(Y(M),Zp(2)), M ≥ 1. En

utilisant la technique de torsion à la Soulé (pour une extension de type GL2 au lieu de

l’extension cyclotomique qui est de type GL1), cela lui permet de construire, si k ≥ 2

et j ∈ Z, un système cohérent de classes cM(k, j) ∈ H2
et(Y(M),Wk(j)), M ≥ 1, où Wk

est le système local sur Y(M) dans la cohomologie duquel on découpe les représentations

p-adiques associées aux formes modulaires de poids k et niveau M.

Maintenant, la courbe Y(M) étant affine, on a H2
et(Y(M)Q,Wk(j)) = 0, ce qui fournit

une application naturelle39 de H2
et(Y(M),Wk(j)) dans H1(GQ(ζM),H

1
et(Y(M)Q,Wk(j))). Si

f est une forme primitive de poids k et de niveau divisant M, il n’y a plus qu’à projeter

l’image de cM(k, j) sur la composante de H1
et(Y(M)Q,Wk(j)) correspondant à f , pour

obtenir le système d’Euler cM(f, j) ∈ H1(GQ(ζM),Vf(j)), M ≥ 1 que l’on cherchait à

construire40 (ce système d’Euler permet de borner le groupe de Selmer de Vf(j)
∗(1) =

Vf∗(k − j)).

0.6.5. La loi de réciprocité explicite de Kato ( [100] et [101, §§ 9-11]). Le point le plus

délicat est de relier les classes de cohomologie construites dans le numéro précédent aux

valeurs spéciales de fonctions L. Pour ce faire, on utilise deux applications exponentielles

duales utilisant l’anneau de Fontaine B+
dR pour deux corps différents : le corps Qp, et le

corps K , clôture algébrique du corps des fractions41 K du complété de Zp[[q]][q
−1] pour

la topologie p-adique. Si V est une représentation de de Rham de GQp(ζM), le cup-produit

avec logχcycl fournit un isomorphisme

H0(GQp(ζM),B
+
dR(Qp) ⊗ V) ∼= H1(GQp(ζM),B

+
dR(Qp) ⊗ V),

et on définit exp∗ comme l’inverse de cet isomorphisme. Ce qui précède s’applique en

particulier à la représentation Wk,j = H1
et(Y(M)Qp

,Wk(j)). Par ailleurs, si M ≥ 1, et

KM = K [q1/M, ζM], on dispose, si 1 ≤ j ≤ k − 1, d’un isomorphisme naturel

exp∗ : H2(GKM
,B+

dR(K ) ⊗ Wk(j)) ∼= KM.

39Gealy [80] a vérifié que, si j ≥ k, les éléments de Kato et les éléments (cf. note 35) de Beilinson

(j = k) et Scholl (j ≥ k) ont même image dans H1(GQ(ζM),H
1
et(Y(M)

Q
,Wk(j))), ce qui est une illustration

du phénomène mentionné au no 0.6.3. Scholl a démontré (cf. note 43) un résultat du même type en ce

qui concerne les éléments de Beilinson.
40Cette description (( du )) système d’Euler associé à f est un peu idéalisée. On est en fait forcé de faire

un certain nombre de choix au cours de la construction, ce qui nous fournit toute une famille de systèmes

d’Euler, mais aucun d’eux n’est optimal (i.e. les valeurs spéciales de fonctions L que l’on obtient via la

loi de réciprocité explicite sont multipliées par des facteurs parasites). On peut construire un système

d’Euler optimal [101, § 12] à partir de cette famille de systèmes d’Euler, mais c’est au prix de pas mal

de complications techniques. . . En particulier, la normalisation de ce système d’Euler passe par la loi de

réciprocité explicite.
41Ce corps apparâıt naturellement comme complété du corps des fonctions de Y(1) en la pointe i∞. En

associant son q-développement à une forme modulaire, cela permet de voir les formes modulaires comme

des éléments de K .
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En utilisant ces deux isomorphismes, l’injection naturelle de B+
dR(Qp) dans B+

dR(K ), la

localisation de Y(M)Qp(ζM) à KM et l’isomorphisme42

H1
(
GQp(ζM),B

+
dR(Qp) ⊗ H1

et

(
Y(M)Qp

,Wk(j)
))

∼= H2
et

(
Y(M)Qp(ζM),B

+
dR(Qp) ⊗ Wk(j)

)

fourni par la suite spectrale de Hochschild-Serre, on obtient le diagramme suivant :

H1(GQ(ζM),Wk,j)

��

H0(GQp(ζM),B
+
dR(Qp) ⊗ Wk,j) H1(GQp(ζM),B

+
dR(Qp) ⊗ Wk,j)

exp∗

∼
oo

exp∗

// KM.

Le résultat crucial sur lequel tout repose est une formule explicite pour l’image de cM(k, j),

1 ≤ j ≤ k − 1, dans KM. Cette formule fait intervenir le q-développement du produit de

deux séries d’Eisenstein43. En particulier, cela permet d’identifier H0(GQp(ζM),B
+
dR(Qp) ⊗

Wk,j) à un espace de formes modulaires et d’obtenir du même coup une version d’une

partie du théorème de comparaison44 entre la cohomologie étale p-adique et la cohomologie

de de Rham.

Il reste à projeter tous les objets sur la composante correspondant à f pour terminer

le calcul. Cette dernière étape demande de calculer le produit scalaire de Petersson de f

avec un produit de deux séries d’Eisenstein, ce qui se fait au moyen de la méthode de

Rankin, et le résultat fait intervenir les valeurs spéciales des fonctions L attachées à f et

à ses tordues par des caractères de Dirichlet45.

0.6.6. La machine de Perrin-Riou [140, 141, 54] et la conjecture principale. Une com-

paraison des formules ainsi obtenues avec celles fournies par la loi de réciprocité ex-

plicite [36] pour les représentations de de Rham de GQp(ζM) permet de montrer que la

fonction L p-adique attachée à une forme modulaire est l’image du système d’Euler de

42Comme la cohomologie étale à coefficients dans quelque chose d’aussi gros que B+
dR(Qp) ⊗ Wk(j)

n’est pas vraiment définie, on utilise le fait que Y(M) est une courbe affine sur un corps et donc que sa

cohomologie étale est aussi la cohomologie continue de son groupe fondamental.
43Scholl [163] a suivi le même chemin pour étudier le système d’Euler qu’il a construit en partant

des éléments K-théoriques de Beilinson. En particulier, en utilisant une variante d’une loi de réciprocité

explicite de Kato [100], il a calculé l’image par l’application exp∗ du tordu à la Soulé de ce système d’Euler

par Qp(−1). Comme on tombe sur le même produit de séries d’Eisenstein que Kato pour cM(k, k − 1),

cela permet, en utilisant le fait que les deux systèmes d’Euler vivent dans un même module de rang 1 sur

l’algèbre d’Iwasawa (ce calcul de rang est un des résultats non triviaux que l’on obtient par la méthode

des systèmes d’Euler), de montrer qu’ils cöıncident.
44On peut se demander si l’identification ainsi obtenue est compatible avec celle déduite des théorèmes

de comparaison de Faltings [72] ou Tsuji [187, 188] ; Kato a vérifié [101, §11] la compatibilité avec le

théorème de comparaison de Tsuji, et la compatibilité avec celui de Faltings devrait être plus ou moins

automatique car la définition des applications exp∗ repose sur la notion d’extension presque étale qui est

au cœur de l’approche de Faltings. D’un autre côté, cette compatibilité ne semble pas nécessaire pour les

applications aux fonctions L de formes modulaires.
45Ce type de résultats remonte aux travaux de Shimura [175].
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Kato par la machine de Perrin-Riou, ce qui permet d’utiliser les résultats généraux de

Perrin-Riou [141, 54] concernant les fonctions L p-adiques attachées aux représentations

p-adiques. En utilisant cette machine, Perrin-Riou a construit (de manière purement

algébrique) une fonction L d’Iwasawa attachée à une représentation p-adique de GQ et

minoré l’ordre du zéro d’une telle fonction en tous les entiers en termes de groupes de Sel-

mer46. Comme par ailleurs, la méthode de Kolyvagin [99, 142, 158] permet de démontrer

que la fonction L d’Iwasawa divise la fonction L p-adique, cela nous fournit la minoration

cherchée pour l’ordre du zéro de la fonction L p-adique, ainsi qu’une moitié de la (( conjec-

ture principale )) [141, 54] selon laquelle les fonctions L p-adique et d’Iwasawa sont égales,

à multiplication près par une unité de l’algèbre d’Iwasawa.

0.7. Remords

Les points suivants mériteraient qu’on leur consacre plus de place.

0.7.1. Formes modulaires à multiplication complexe. Les formes modulaires correspondent

(au moins conjecturalement) aux motifs de rang 2 sur Q. Parmi ceux-ci se trouvent les

motifs de type CM qui sont de rang 1 sur une extension quadratique imaginaire K de Q,

mais sont vus comme motifs de rang 2 sur Q. Ces motifs de type CM sont plus faciles à

manier, et tous les énoncés des no 0.3-0.5 ont été démontrés dans le cas de type CM avant

le cas général. Par exemple, pour une courbe elliptique E de type CM, le prolongement

analytique de la fonction L(E, s) remonte à Deuring [68] : cette fonction s’exprime en

termes de fonction L attachées à des caractères de Hecke de K ; le théorème 0.20 a, quant

à lui été démontré par Shimura [173], la finitude de E(Q) si L(E, 1) 6= 0 est due à Coates

et Wiles [41, 42, 110], et la finitude de ⊔⊔(E) sous la même hypothèse, à Rubin [156] dont

la démonstration avait été inspirée par un résultat de Thaine [185] que l’on peut voir

comme une première approximation de la méthode de Kolyvagin. Finalement, l’inégalité

entre l’ordre du zéro de la fonction L p-adique et le corang du groupe de Selmer d’un motif

à multiplication complexe est une conséquence de la conjecture principale démontrée par

Rubin [157].

En fait, on ne peut pas retrouver les résultats de Rubin via le système d’Euler de Kato

car l’image de GQ dans la représentation p-adique V associée à un motif de type CM est

trop petite pour que la méthode des systèmes d’Euler puisse fonctionner. La démonstration

de Rubin utilise à la place le système d’Euler des unités elliptiques (cf. aussi [1]).

0.7.2. Courbes elliptiques supersingulières. Si E est une courbe elliptique ordinaire, définie

sur Q, le dual de Pontryagin de Selp(E/Q(ζp∞)) est de torsion comme module sur l’algèbre

d’Iwasawa (ex-conjecture de Mazur, maintenant un théorème grâce aux travaux de Kato).

46Elle a de plus vérifié, pour cette fonction L d’Iwasawa, la conjecture de Bloch-Kato à une unité près

dans le cas où la minoration précédente est une égalité, ce qui devrait toujours être le cas sauf si on est

en présence de zéros (( triviaux )) ou (( supplémentaires )).
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On en déduit le fait [112] que E(Q(ζp∞)) est de rang fini et qu’il existe n0 ∈ N, λ, µ ∈ N

et ν ∈ Z tels que, si n ≥ n0, on ait
∣
∣⊔⊔(E/Q(ζpn))/⊔⊔(E/Q(ζpn0 ))

∣
∣ = pλn+µpn+ν .

Si E est supersingulière, le dual de Pontryagin de Selp(E/Q(ζp∞)) n’est plus de torsion47

et la situation est plus compliquée, mais on peut quand même, en utilisant les résultats de

Kato, montrer [139, 146] que E(Q(ζp∞)) est de rang fini, et donner des formules [108, 146]

pour la croissance du groupe de Tate-Shafarevitch dans la tour cyclotomique. Si p ≥ 5

ou, plus généralement, si ap = 0, une remarque48 de Pollack [147] a donné naissance à

une série de jolis travaux [105, 92, 148, 61] précisant et étendant les résultats mentionnés

ci-dessus.

0.7.3. La direction anticyclotomique. Soit E une courbe elliptique définie sur Q ou, plus

généralement, soit f une forme primitive de poids k ≥ 2 pair, dont les coefficients du

q-développement sont totalement réels. Soit K une extension quadratique de Q. Si on

regarde l’équation fonctionnelle de L(f ⊗ η, s) pour η : Gal(Kab/K) → C∗ d’ordre fini,

on s’aperçoit qu’il existe une grosse sous-extension L∞ de l’extension anticyclotomique49

Kanti de K telle que l’on ait L(f ⊗ η, k
2
) = 0, quel que soit η : Gal(L∞/K) → C∗ d’ordre

fini. Ceci laisse entrevoir la possibilité de construire de manière systématique des éléments

motiviques dans H1(GL,Vf(
k
2
)∗(1)) = H1(GL,Vf(

k
2
)), L parcourant les extensions finies de

K contenues dans L∞. De fait, si K est imaginaire, on sait construire ces éléments : ce

sont les points de Heegner50, ou, si k > 2, les cycles de Heegner.

Ces points et cycles de Heegner jouent un rôle fondamental dans la démonstration

du théorème de Gross-Zagier [85] et de son analogue p-adique [135, 126], et Kolyvagin

a développé ses techniques de dérivation pour démontrer l’égalité r(E) = r∞(E) et la

finitude de ⊔⊔(E) pour une courbe elliptique ayant un zéro d’ordre ≤ 1 en s = 1, à partir

du système d’Euler des points de Heegner [106] (cf. [124] pour une extension en poids

supérieur à 2). Ils jouent aussi un rôle fondamental dans le résultat de Nekovář [127]

sur la parité du corang des groupes de Selmer via la démonstration d’une conjecture de

Mazur [113], sur la non trivialité (( asymptotique )) des points de Heegner, par Vatsal [189]

et Cornut [49] (voir aussi [116]).

47Par exemple, si (Ω+
E )−1L(E, 1) est une unité p-adique, Kurihara [108] a montré, en utilisant les

résultats de Kato, que ce module est en fait libre de rang 1, ce qui constitue une vérification de la

conjecture principale. Perrin-Riou [146] a généralisé le résultat de Kurihara, ce qui lui permet de vérifier,

grâce à des calculs sur ordinateur, la conjecture principale dans des cas particuliers, sans supposer que

(Ω+
E )−1L(E, 1) est une unité p-adique ou même que L(E, 1) 6= 0.
48Cette remarque part de l’observation que, si ap = 0, et si 1−app

−s+p1−2s = (1−α1p
−s)(1−α2p

−s),

alors α1 = −α2, et les distributions µE,α1
± µE,α2

du th. 0.8 ont beaucoup de zéros triviaux.
49Kanti est la plus grande extension abélienne L de K telle que l’élément non trivial de Gal(K/Q) agisse

par multiplication par −1 sur Gal(L/K).
50Si πE : H → E est une uniformisation de E par le demi-plan de Poincaré se factorisant à travers

Y0(NE), les points de Heegner sont les images de K ∩ H .
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Par ailleurs, ces points et cycles de Heegner, et leurs analogues p-adiques obtenus en

utilisant l’uniformisation de courbes de Shimura par le demi-plan de Drinfeld (demi-plan

de Poincaré p-adique) permettent de démontrer [14, 15, 16, 17, 20, 18, 19, 61, 93] des ver-

sions anticyclotomiques de la plupart des résultats des no 0.3 et 0.5. Nous renvoyons à [18]

pour une introduction à ce cercle d’idées. Signalons juste que la situation anticyclotomique

présente quelques particularités intéressantes. C’est le seul cas, à ma connaissance, où l’on

sache construire une fonction L p-adique comme transformée de Mellin d’une forme mo-

dulaire p-adique (i.e. une construction purement p-adique de la fonction L p-adique). En

outre, Darmon [60] a proposé une construction conjecturale de points rationnels sur des

extensions abéliennes d’un corps quadratique réel qui mélange le complexe et le p-adique

de manière particulièrement alléchante.

0.7.4. La méthode de Ribet. On ne peut espérer démontrer, à partir d’un système d’Euler,

qu’une divisibilité du type (( ordre d’un groupe de Selmer )) divise (( valeur spéciale de

fonction L )). Dans le cas des motifs de rang 1 sur Q, cela suffit pour montrer une égalité

car on dispose de la formule analytique du nombre de classes51.

Dans le cas général, il semble qu’il va falloir construire explicitement des éléments dans

les groupes de Selmer pour démontrer une divisibilité dans l’autre sens. Pour les motifs

de rang 1 sur Q, cela a été fait par Ribet [151] en utilisant le fait que la divisibilité d’une

fonction L se traduit par l’existence d’une congruence entre une série d’Eisenstein (i.e.

une forme modulaire (( provenant de GL1 ))) et une forme parabolique f ; on peut alors

utiliser la représentation galoisienne attachée à f pour construire un élément du groupe de

Selmer du motif de rang 1 (qui n’est rien d’autre qu’une partie du groupe des classes d’une

extension cyclotomique). La méthode de Ribet a été étendue par Mazur et Wiles [122, 39],

ce qui leur a permis de démontrer la conjecture principale dans le cas cyclotomique (en

fait ils ne démontrent qu’une divisibilité et concluent en utilisant la formule analytique

du nombre de classes).

Ce n’est que récemment que la méthode de Ribet a été étendue aux motifs de rang 2 (les

ingrédients automorphes entrant dans les constructions, ainsi que les démonstrations, se

sont nettement sophistiqués52 en passant de GL1 à GL2. . . ). Si f est une forme primitive

51On tord pour se ramener aux caractères d’ordre fini et on fait le produit sur tous les caractères de

conducteur divisant un entier N fixé ; la formule analytique du nombre de classes pour Q(ζN) montrant

alors que le produit de ces divisibilités est une égalité, ce qui permet de conclure.
52 En particulier, la construction ne fournit pas automatiquement, contrairement au cas considéré par

Ribet, les extensions que l’on cherche : les semi-simplifiées des représentations que l’on construit par voie

automorphe comportent 3 facteurs au lieu de 2, et il faut éliminer les extensions parasites éventuelles pour

démontrer que l’on a bien construit l’extension voulue. Cette problématique apparâıt dans [9], et la non

existence d’extensions parasites correspond à un cas particulier des conjectures de Bloch-Kato [27] qui

peut se déduire, dans le cas considéré par Belläıche, des résultats de Rubin [157]. Pour résoudre le même

type de problèmes dans leur cas [176], Skinner et Urban s’appuient à la place sur le théorème 0.22 (de

Kato). Par ailleurs, un résultat récent de Kisin [104], concernant la variation du Dcris d’une représentation
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de poids 2k dont la fonction L vérifie l’équation fonctionnelle Λ(f, s) = −Λ(f, 2k − s),

où l’on a posé Λ(f, s) = Γ(s)
(2π)s N

s/2L(f, s), la fonction L(f, s) a un zéro d’ordre ≥ 1 (car

impair) en s = k, et les conjectures de Beilinson et de Bloch-Kato prédisent l’existence

d’extensions non triviales, ayant (( bonne réduction partout )), de la représentation tri-

viale par Vf (k). En utilisant des congruences entre formes automorphes pour U(2, 1),

Belläıche [9] a démontré l’existence de telles extensions modulo p, pour (( beaucoup de p )),

si f est de type CM. En utilisant des familles de représentations galoisiennes associées à

des formes automorphes pour GSp4, Skinner et Urban [176] ont construit (au moins en

niveau 1) de telles extensions dans le cas où f est ordinaire en p, et Belläıche et Chene-

vier [10] ont combiné53 les méthodes de [9, 176], pour traiter le cas CM en utilisant des

familles de représentations galoisiennes associées à des formes automorphes pour U(3).

Il est à noter que, dans le cas CM, on peut déduire l’existence de telles extensions des

travaux de Rubin [157] sur la conjecture principale (en utilisant encore une fois la formule

analytique du nombre de classes pour transformer une divisibilité dans le mauvais sens

en égalité), et que, dans le cas général, cette existence peut aussi se déduire du résultat

de Nekovář [127] concernant la parité du corang des groupes de Selmer, mais que les

constructions automorphes de Belläıche, Chenevier, Skinner et Urban sont pleines de pro-

messes pour l’avenir. Par ailleurs, en ce qui concerne la conjecture principale pour une

forme modulaire ordinaire en p, Skinner et Urban [177] ont démontré, modulo l’existence

de représentations galoisiennes attachées aux formes automorphes sur le groupe U(2, 2),

la divisibilité opposée à celle démontrée par Kato, ce qui fournit une démonstration de

cette conjecture principale (malheureusement conditionnelle pour le moment).

Signalons encore, dans ce cercle d’idées, dans le cas des motifs de rang 2 de type CM,

la méthode de Mazur et Tilouine [121, 186] et son extension [89, 90, 88] à un corps CM

quelconque.

0.8. Organisation de l’article

La démonstration de Kato des th. 0.15, 0.22 et 0.23 est découpée en quatre gros ar-

ticles [99, 100, 101, 102] ; le texte principal ne couvre pas la totalité de cette démonstration.

Il contient en particulier une construction du système d’Euler de Kato (chap. 1), une es-

quisse de démonstration de la loi de réciprocité explicite de Kato (chap. 2), et une analyse

assez précise du lien entre le système d’Euler de Kato et les fonctions L p-adiques de

dans une famille, joue un grand rôle pour contrôler la bonne réduction en p des extensions construites

via les familles de formes automorphes [176, 10].
53Ils ont aussi réussi à éliminer le recours aux résultats profonds de Rubin et Kato pour se débarrasser

des extensions parasites éventuelles mentionnées dans la note 52, et ont ramené leur non existence à celle

d’extensions de Qp par Qp(1) (sur un corps quadratique imaginaire) ayant bonne réduction partout, ce

qui suit de la théorie de Kummer et de ce que l’anneau des entiers d’un corps quadratique imaginaire n’a

pas d’unité d’ordre infini.
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formes modulaires (chap. 4). Il manque un traitement de la méthode des systèmes d’Eu-

ler (correspondant à [99], et utilisée de manière cruciale pour démontrer les résultats du

chap. 3), ainsi que des rappels un peu conséquents sur la machine de Perrin-Riou et les

résultats qui en sortent (correspondant aux §§ 17-18 de [101]), mais ces techniques ont

déjà fait l’objet d’exposés [137, 54] à ce séminaire. J’ai assez sensiblement modifié le point

de vue par rapport à celui de Kato ; j’espère que cela n’a pas introduit d’erreur fatale (je

n’ai pas vérifié tous les détails, mais ça a une bonne tête).

1. LE SYSTÈME D’EULER DE KATO

Ce chapitre est consacré à la construction du (ou plutôt des) système d’Euler de Kato.

Par rapport à la présentation qu’en donnent Kato [101] ou Scholl [161], il y a deux

différences sensibles : la situation a été complètement adélisée, ce qui rend les calculs

de corestriction quasi automatiques (mais ne rend pas les notations plus digestes. . . ) et la

géométrie algébrique a disparu (par exemple, la cohomologie étale des courbes modulaires

a été remplacée par la cohomologie continue de leur groupe fondamental, ou plutôt d’un

groupe ΠQ qui leur est commensurable, et qui est défini de manière purement modulaire).

1.1. Notations et préliminaires

1.1.1. Adèles. On note P l’ensemble des nombres premiers et Ẑ le complété profini de Z.

On a donc Ẑ =
∏

p∈P
Zp, et Q ⊗ Ẑ est l’anneau des adèles finis de Q ; c’est le produit

restreint des Qp, p ∈ P.

Si x est un objet adélique, on note xp (resp. x]p[) la composante de x en p (resp. en

dehors de p). Soit Ẑ]p[ =
∏

ℓ 6=pZℓ. La décomposition Ẑ = Zp× Ẑ]p[ induit, pour d ≥ 1, des

décompositions

Md(Q⊗ Ẑ) = Md(Qp)×Md(Q⊗ Ẑ]p[) et GLd(Q⊗ Ẑ) = GLd(Qp)×GLd(Q⊗ Ẑ]p[).

Ceci nous permet de définir les sous-ensembles suivants de Q ⊗ Ẑ et M2(Q ⊗ Ẑ) :

Ẑ(p) = Z∗
p × Ẑ]p[ et M2(Ẑ)(p) = GL2(Zp) × M2(Ẑ

]p[) ,

(Q ⊗ Ẑ)(p) = Z∗
p × (Q ⊗ Ẑ]p[) et M2(Q ⊗ Ẑ)(p) = GL2(Zp) × M2(Q ⊗ Ẑ]p[) .

1.1.2. Cohomologie des groupes (localement) profinis. Si X est un espace topologique loca-

lement profini (comme tous les espaces ci-dessus) et V est un Z-module, on note LCc(X,V)

le module des fonctions localement constantes à valeurs dans V dont le support est com-

pact dans X. On note Dalg(X,V) l’ensemble des applications Z-linéaires de LCc(X,Z) dans

V ; un élément de Dalg(X,V) est une distribution algébrique sur X à valeurs dans V. On

note
∫

X
φµ la valeur de µ sur φ.
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Soit G un groupe localement profini (comme GL2(Q ⊗ Ẑ)) agissant continûment à

droite sur X et V (l’action de g ∈ G sur x est notée x⋆g, et on a (x⋆g1)⋆g2 = x⋆ (g1g2)).

On munit LCc(X,Z) et Dalg(X,V) d’actions de G à droite φ 7→ φ ⋆ g et µ 7→ µ ⋆ g, avec

(φ ⋆ g)(x) = φ(xg−1) et

∫

X

φ (µ ⋆ g) =
(∫

X

(φ ⋆ g−1)µ
)

⋆ g.

Si M est un G-module topologique muni d’une action à droite de G, on note Hi(G,M)

le i-ième groupe de cohomologie continue de G à valeurs dans M. Si X est de plus muni

d’une action à gauche de G (notée (g, x) 7→ g ·x) commutant à l’action à droite de G (i.e.

g1·(x⋆g2) = (g1·x)⋆g2), les modules Hi(G,Dalg(X,M)) sont naturellement des G-modules à

gauche. Ce qui précède s’applique en particulier à X = M2(Q⊗Ẑ) et G = GL2(Q⊗Ẑ), les

actions à gauche et à droite étant simplement données par la multiplication des matrices.

Si H est un sous-groupe fermé de G, si φ ∈ H0(H,LCc(X,Z)) et si µ ∈ Hi(G,Dalg(X,V)),

le cup-produit nous définit un élément
∫

X
φµ de Hi(H,V). Par ailleurs, si H est d’indice fini

dans G, l’application de corestriction Hi(H,V) → Hi(G,V) envoie
∫

X
φµ sur cor(

∫

X
φµ) =

∫

X
corφ µ, où corφ ∈ H0(G,LCc(X,Z)) est définie par la formule

(corφ)(x) =
∑

g∈H\G

φ(xg).

1.2. Formes modulaires

1.2.1. Définition. Soit H = {x+ iy, y > 0} le demi-plan de Poincaré. Si A est un sous-

anneau de R, on note GL2(A)+, le sous-groupe de GL2(A) des éléments de déterminant >

0. Si k ∈ N, on définit une action à droite f → f|kγ de GL2(R)+ sur les fonctions de

classe C∞ de H dans C, par la formule

(f|kγ)(τ) =
(det γ)k−1

(cτ + d)k
· f

(aτ + b

cτ + d

)

, si γ =
(
a b

c d

)
.

Si Γ est un sous-groupe d’indice fini de SL2(Z), on note Mk(Γ,C), le C-espace vectoriel des

formes modulaires de poids k pour Γ, c’est-à-dire l’ensemble des f : H → C, holomorphes

sur C, à croissance lente à l’infini, vérifiant f|kγ = f quel que soit γ ∈ Γ. Si f ∈ Mk(Γ,C),

alors f est périodique de période N pour un certain entier N ≥ 1, et f est somme de sa

série de Fourier

f(τ) =

+∞∑

n=0

an/Ne
2iπnτ/N =

+∞∑

n=0

an/Nq
n/N, avec q = e2iπτ .

La série
∑

n∈Q+
anq

n s’appelle le q-développement de f . Si A est un sous-anneau de C,

on note Mk(Γ,A) le sous-A-module de Mk(Γ,C) des formes dont le q-développement

est à coefficients dans A et M (Γ,A) la A-algèbre des formes modulaires pour Γ à coef-

ficients dans A, somme directe des Mk(Γ,A), pour k ≥ 0. Finalement, on note Mk(A)
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(resp. M (A)) la réunion des Mk(Γ,A) (resp. M (Γ,A)), où Γ décrit l’ensemble des sous-

groupes d’indice fini de SL2(Z). L’algèbre M (C) est munie d’une action de GL2(Q)+

notée f → f ⋆ γ, avec f ⋆ γ = (det γ)1−kf|kγ, si f ∈ Mk(C) et γ ∈ GL2(Q)+.

1.2.2. Sous-groupes de congruence. Si N est un entier ≥ 1, soit

ΓN =
{(

a b

c d

)
∈ SL2(Z), a− 1, b, c, d− 1 ≡ 0 [N]

}
.

C’est un sous-groupe d’indice fini de SL2(Z) et on dit qu’un sous-groupe de SL2(Z) est

de congruence s’il contient ΓN, pour un certain N ≥ 1. Si A est un sous-anneau de C, on

note M
cong
k (A) (resp. M cong(A)) la réunion des Mk(Γ,A) (resp. M (Γ,A)), où Γ décrit

l’ensemble des sous-groupes de congruence de SL2(Z).

1.2.3. Les groupes ΠK et Π′
K. Si K est un sous-corps de C, on note ΠK le groupe des

automorphismes de M (K) au-dessus de M (SL2(Z),K) ; c’est un groupe profini. Si K est

algébriquement clos, alors ΠK est le complété profini de SL2(Z) (qui est beaucoup plus

gros que SL2(Ẑ)). Dans le cas général, on dispose de la suite exacte

1 // ΠK
// ΠK

// GK
// 1,

qui est scindée, GK agissant sur les coefficients du q-développement des formes modulaires.

Par ailleurs, l’algèbre M (K) est stable sous l’action de GL2(Q)+ définie ci-dessus, et on

note Π′
K le sous-groupe des automorphismes de M (K) engendré par ΠK et GL2(Q)+.

Plus généralement, si S ⊂ P est fini, on note Π
(S)
K le sous-groupe de Π′

K engendré par

ΠK et GL2(Z
(S)), où Z(S) est le sous-anneau de Q obtenu en inversant tous les nombres

premiers qui n’appartiennent pas à S.

Soit Qcycl l’extension cyclotomique de Q réunion des Q(ζN), N ≥ 1. La sous-algèbre

M cong(Qcycl) est stable par ΠQ et Π′
Q qui agissent à travers GL2(Ẑ) et GL2(Q ⊗ Ẑ)

respectivement. On a le diagramme commutatif de groupes suivant :

1 // ΠK

��

// ΠK
//

��

// GK

χcycl

��

// 1

1 // SL2(Ẑ) // GL2(Ẑ)
det // Ẑ∗ // 1.

La section de GQ dans ΠQ décrite ci-dessus induit une section de l’application déterminant

GL2(Ẑ) → Ẑ∗ ; c’est celle qui envoie u sur la matrice
(

1 0

0 u

)
.

1.3. Séries d’Eisenstein-Kronecker

1.3.1. Définition. Si (τ, z) ∈ H ×C, on pose q = e2iπτ , qz = e2iπz et on note ∂z l’opérateur
1

2iπ
∂
∂z

= qz
∂
∂qz

. On pose aussi e(a) = e2iπa. Si k ∈ N, τ ∈ H , z, u ∈ C, la série d’Eisenstein-

Kronecker (cf. [192] par exemple),

Hk(s, τ, z, u) =
Γ(s)

(−2iπ)k
(τ − τ

2iπ

)s−k
∑

ω∈Z+Zτ

ω + z
k

|ω + z|2s
e
(ωu− uω

τ − τ

)

,
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qui converge54 si Re(s) > 1 + k
2
, possède un prolongement méromorphe à tout le plan

complexe, holomorphe en dehors de pôles simples en s = 1 (si k = 0 et u ∈ Z + Zτ) et

s = 0 (si k = 0 et z ∈ Z + Zτ) et vérifie l’équation fonctionnelle

Hk(s, τ, z, u) = e
(ωu− uω

τ − τ

)

· Hk(k − s, τ, u, z).

On définit les fonctions Ek et Fk par les formules

Ek(τ, z) = Hk(k, τ, z, 0) et Fk(τ, z) = Hk(k, τ, 0, z).

On a

Ek+1(τ, z) = ∂zEk(τ, z), si k ∈ N et E0(τ, z) = log |θ(τ, z)|, si z /∈ Zτ + Z,

où θ(τ, z) est donnée par le produit infini

θ(τ, z) = q1/12(q1/2
z − q−1/2

z )
∏

n≥1

(
(1 − qnqz)(1 − qnq−1

z )
)
.

On note ∆ =
(
∂zθ(τ, z)|z=0

)12
= q

∏

n≥1(1 − qn)24 la forme de poids 12 habituelle.

1.3.2. Les formes modulaires E
(k)
α,β et F

(k)
α,β. Les fonctions Ek(τ, z) et Fk(τ, z) sont périodiques

en z de période Zτ + Z. Si (α, β) ∈ (Q/Z)2 et si (a, b) ∈ Q2 a pour image (α, β) dans

(Q/Z)2, on pose

E
(k)
α,β = Ek(τ, aτ + b) et F

(k)
α,β = Fk(τ, aτ + b).

On a les relations de distribution suivantes si e est un entier ≥ 1 :
∑

eα′=α, eβ′=β

E
(k)
α′,β′ = ekE

(k)
α,β et

∑

eα′=α, eβ′=β

F
(k)
α′,β′ = e2−kF

(k)
α,β

∑

eβ′=β

E
(k)
α,β′(

τ

e
) = ekE

(k)
α,β et

∑

eβ′=β

F
(k)
α,β′(

τ

e
) = eF

(k)
α,β.

Proposition 1.1. — (i) E
(2)
0,0 = F

(2)
0,0 = −1

24
E∗

2 , où

E∗
2 =

6

iπ(τ − τ )
+ 1 − 24

+∞∑

n=1

σ1(n)qn

est la série d’Eisenstein non holomorphe de poids 2 habituelle.

(ii) Si Nα = Nβ = 0, alors

(a) E
(2)
α,β − E

(2)
0,0 ∈ M2(ΓN,Q(ζN)) et E

(k)
α,β ∈ Mk(ΓN,Q(ζN)) si k ≥ 1, k 6= 2.

(b) F
(k)
α,β ∈ Mk(ΓN,Q(ζN)) si k ≥ 1, k 6= 2 ou si k = 2 et (α, β) 6= (0, 0).

Par ailleurs, en faisant agir ΠQ trivialement sur E
(2)
0,0, on obtient le résultat suivant.

Proposition 1.2. — Si γ =
(
a b

c d

)
∈ GL2(Ẑ), si k ≥ 1, et si (α, β) ∈ (Q/Z)2, alors

E
(k)
α,β ⋆ γ = E

(k)
aα+cβ,bα+dβ et F

(k)
α,β ⋆ γ = F

(k)
aα+cβ,bα+dβ.

54Si z ∈ Z + Zτ , on supprime le terme correspondant à ω = −z de la somme.
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1.3.3. Quelques q-développements. Si α ∈ Q/Z, posons

ζ(α, s) =
∑

n∈Q∗
+, n≡αmodZ

n−s et ζ∗(α, s) =

+∞∑

n=1

e2iπ nα n−s.

Proposition 1.3. — Si k ≥ 1, et α, β ∈ Q/Z, alors le q-développement
∑

n∈Q+
anq

n de

F
(k)
α,β est donné par

∑

n∈Q∗
+

an
ns

= ζ(α, s− k + 1)ζ∗(β, s) + (−1)kζ(−α, s− k + 1)ζ∗(−β, s)

et a0 = ζ(α, 1 − k) [resp. a0 = 1
2
(ζ∗(β, 0) − ζ∗(−β, 0))] si k 6= 1 ou α 6= 0 (resp. si k = 1

et α = 0).

Remarque 1.4. — Il y a des formules similaires pour le q-développement de E
(k)
α,β , mais

nous n’en aurons pas besoin.

1.3.4. Les distributions zEis(k) et z′Eis(k). Les relations de distributions et la proposi-

tion 1.2 peuvent se condenser agréablement en l’énoncé suivant55 :

Théorème 1.5. — Si k ≥ 1, il existe une distribution algébrique zEis(k) (resp. z′Eis(k))

sur (Q⊗ Ẑ)2, à valeurs dans Mk(Q) telle que, quels que soient r ∈ Q∗ et (a, b) ∈ Q2, on

ait
∫

(a+rẐ)×(b+rẐ)

zEis(k) = r−kE
(k)

r−1a, r−1b

(

resp.

∫

(a+rẐ)×(b+rẐ)

z′Eis(k) = rk−2F
(k)

r−1a, r−1b

)

.

De plus, si γ ∈ GL2(Q ⊗ Ẑ), alors

zEis(k)|kγ = | det γ|k−1zEis(k) et z′Eis(k)|kγ = z′Eis(k).

1.3.5. La distribution zEis(k, j). On identifie (Q⊗Ẑ)2×(Q⊗Ẑ)2 à M2(Q⊗Ẑ) en envoyant

((a, b), (c, d)) sur la matrice
(
a b

c d

)
. En utilisant le fait que le produit de deux formes

modulaires de poids i et j est une forme modulaire de poids i+ j, cela nous fournit une

application naturelle

Dalg((Q ⊗ Ẑ)2,Mi(Q)) ⊗ Dalg((Q ⊗ Ẑ)2,Mj(Q)) −→ Dalg(M2(Q ⊗ Ẑ),Mi+j(Q)).

Si k ≥ 2 et 1 ≤ j ≤ k − 1, soit

zEis(k, j) =
(−1)j

(j − 1)!
z′Eis(k − j) ⊗ zEis(j) ∈ Dalg(M2(Q ⊗ Ẑ),Mk(Q)).

55L’existence des distributions zEis(k) et z′Eis(k) est une conséquence de la première relation de dis-

tribution ; la loi de transformation sous GL2(Q ⊗ Ẑ) se démontre en utilisant la proposition 1.2, la

seconde relation de distribution, et le fait que tout élément de GL2(Q ⊗ Ẑ) peut s’écrire sous la forme

g1
(
r 0

0 r

)(1 0

0 e

)
g2, avec g1, g2 ∈ GL2(Ẑ), r ∈ Q∗ et e entier ≥ 1.
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La valeur de cette distribution sur une fonction localement constante à support compact

est une combinaison linéaire de produits de séries d’Eisenstein56. D’autre part, il résulte

du théorème 1.5 que :

Proposition 1.6. — Si γ ∈ GL2(Q ⊗ Ẑ), alors

zEis(k, j)|kγ = | det γ|j−1zEis(k, j).

1.4. Unités de Siegel et éléments de Beilinson

1.4.1. Unités de Siegel. La fonction θ(τ, z) n’est pas périodique en z de période Zτ + Z

mais, si c ≥ 2 est un entier premier à 6, alors la fonction θ(τ, z)c
2
θ(τ, cz)−1 est périodique.

Si (α, β) ∈ (Q/Z)2 − (0, 0), et si (a, b) ∈ Q2 a pour image (α, β) ∈ (Q/Z)2, posons

gc,α,β = θ(τ, aτ + b)c
2

θ(τ, caτ + cb)−1.

Proposition 1.7. — Soient α, β ∈ 1
N
Z/Z.

(i) Si c ∈ N est premier à 6 et si (cα, cβ) 6= (0, 0), alors gc,α,β est une unité de

M (ΓN,Q(ζN))[ 1
∆

].

(ii) L’élément gα,β = g
1/(c2−1)
c,α,β de Q⊗

(
M (Q)[ 1

∆
]
)∗

ne dépend pas du choix de c congru

à 1 modulo N. De plus, quel que soit c premier à 6, on a gc,α,β = gc
2

α,β g
−1
cα,cβ.

Le théorème suivant se démontre de la même manière que le théorème 1.5

Théorème 1.8. — Il existe une distribution algébrique zSiegel sur (Q ⊗ Ẑ)2 − (0, 0), à

valeurs dans Q ⊗ (M (Q)[ 1
∆

])∗, telle que, quels que soient r ∈ Q∗ et (a, b) ∈ Q2 − rẐ2,

on ait ∫

(a+rẐ)×(b+rẐ)

zSiegel = gr−1a, r−1b.

De plus, zSiegel est invariante sous l’action de Π′
Q.

1.4.2. Éléments de Beilinson. Si A est un anneau, on dispose d’une application (( symbole

de Steinberg )) x⊗y 7→ {x, y} de A∗⊗A∗ dans le groupe de K-théorie K2(A). Ceci permet

de construire une distribution algébrique zBei = {zSiegel, zSiegel} sur57 M2(Q⊗ Ẑ) à valeurs

dans K2(M (Q)[ 1
∆

]). Cette distribution est invariante sous l’action à droite de Π′
Q.

56Si M,N sont des entiers ≥ 1, soit OM,N =
{(
a b

c d

)
, a − 1, b ∈ MẐ, c, d − 1 ∈ NẐ

}
et soit φM,N la

fonction caractéristique de OM,N. Par construction, on a
∫

φM,N zEis(k, j) =
(−1)j

(j − 1)!
Mk−j−2N−jF

(k−j)
1

M
, 0

E
(j)

0, 1

N

.

57Elle n’est définie que sur l’ouvert M′
2(Q⊗ Ẑ) des matrices

(
a b

c d

)
avec (a, b) 6= (0, 0) et (c, d) 6= (0, 0).

Si M,N sont des entiers ≥ 1, et si ΓM,N = SL2(Z) ∩ OM,N, alors
∫

φM,N zBei = {g 1

M
, 0, g0, 1

N

} ∈ Q⊗ K2

(

M (ΓM,N,Q(ζ(M,N)))[
1

∆
]
)

est l’élément construit par Beilinson.
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1.5. La théorie p-adique

1.5.1. Théorie de Kummer et classe de Chern p-adique. D’après le th. 1.8, la distribution

zSiegel est invariante par Π′
Q et on note z

(p)
Siegel ∈ H1

(
Π′

Q,Dalg((Q ⊗ Ẑ)2 − (0, 0),Qp(1))
)

son image par l’application de Kummer58. On note

zKato ∈ H2
(
Π

(p)
Q ,Dalg

(
M2(Q ⊗ Ẑ)(p),Qp(2)

))

la restriction de z
(p)
Siegel ⊗ z

(p)
Siegel. C’est aussi, au signe près, l’image de zBei par l’application

classe de Chern, mais nous n’utiliserons pas ce fait.

Pour aller plus loin, il faut se débarrasser des dénominateurs dans la distribution zKato.

Si x ∈ Z∗
p , on note 〈x〉 son image dans Ẑ∗ et si x, y ∈ Z∗

p , on note 〈x, y〉 l’image de
(
x 0

0 y

)
dans GL2(Ẑ). Si c ∈ Z∗

p , on déduit du (i) de la proposition 1.7 l’appartenance de

(c2 − 〈c−1〉) · z
(p)
Siegel à H1

(
Π′

Q,Dalg

(
(Q ⊗ Ẑ)2 − (0, 0),Zp(1)

))
et donc

zKato,c,d = (c2 − 〈c−1, 1〉) · (d2 − 〈1, d−1〉) · zKato ∈ H2
(
Π

(p)
Q ,Dalg

(
M2(Q ⊗ Ẑ)(p),Zp(2)

))
.

1.5.2. Torsion à la Soulé. L’intérêt d’avoir supprimé les dénominateurs est de pouvoir

intégrer des fonctions continues à support compact et pas seulement des fonctions loca-

lement constantes (en d’autres termes, Dalg(M
′
2(Q ⊗ Ẑ),Zp(2)) est l’espace des mesures

D0(M
′
2(Q ⊗ Ẑ),Zp(2)) sur M′

2(Q ⊗ Ẑ), à valeurs dans Zp(2)).

On note t = (ζpn)n∈N le générateur canonique de Zp(1) et on fait agir γ ∈ GL2(Zp)

sur Zp(1) par multiplication par det γ. On note Vp = Qpe1 ⊕ Qpe2 la représentation

de dimension 2 de GL2(Zp) donnée par e1 ⋆ γ = ae1 + be2 et e2 ⋆ γ = ce1 + de2 si

γ =
(
a b

c d

)
∈ GL2(Zp). Si k ≥ 2 et j ∈ Z, soit Vk,j = Symk−2Vp ⊗Qp(2 − j). Multipliant

la mesure zKato,c,d par la fonction x 7→ (ek−2
1 t−j) ⋆ xp qui est continue sur M2(Q ⊗ Ẑ)(p),

on définit, pour j ∈ Z,

zKato,c,d(k, j) =
(
(ek−2

1 t−j) ⋆ xp
)
zKato,c,d ∈ H2

(
Π

(p)
Q ,D0

(
M2(Q ⊗ Ẑ)(p),Vk,j

))
,

Π
(p)
Q agissant sur Vk,j à travers son quotient GL2(Zp).

1.6. Du système d’Euler de Kato aux séries d’Eisenstein

Soit K le corps des fractions du séparé complété de Zp[[q]][q
−1] pour la topologie p-

adique. C’est un corps local de dimension 2 de corps résiduel Fp((q)). On se fixe une

clôture algébrique K de K , un plongement de Qp dans K et un morphisme r 7→ qr de

Q dans K
∗

vérifiant q1 = q.

58 Soit Z0 = {(xn)n∈N, xn ∈
(
M (Q)[ 1

∆ ]
)∗
, xp

n+1 = xn si n ∈ N}. Soit Z = Q ⊗ Z0. Alors Z est

muni d’une action de Π′
Q

et la suite 0 → Qp(1) → Z →
(
M (Q)[ 1

∆ ]
)∗

⊗ Q → 0 est une suite exacte de

Π′
Q

-modules. Posons X = (Q⊗ Ẑ)2− (0, 0) et soit (φi)i∈I une base de LCc(X,Z) sur Z. On peut fabriquer

une distribution algébrique µ sur X, à valeurs dans Z, en prenant pour
∫

X φi µ n’importe quel relèvement

dans Z de
∫

X
φi zSiegel et alors z

(p)
Siegel est l’image du cocycle σ 7→ µ ⋆ σ − µ.
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Si M est un entier ≥ 1, on note qM la racine M-ième q1/M de q. Soit KM = K [qM, ζM] ;

c’est une extension galoisienne de K de groupe de Galois PM = {
(
a b

c d

)
∈ GM =

GL2(Z/MZ), a = 1, c = 0}. On note K∞ la réunion des KM, M ≥ 1.

Dans le chapitre suivant, nous allons définir une application exponentielle duale

exp∗ : H2(GK ,Zp[PM] ⊗ Vk,j) = H2(GKM
,Vk,j) −→ KM = H0(GK ,K∞ ⊗ Zp[PM]).

Plus généralement, si W est une représentation de GK sur laquelle GK agit à travers un

quotient fini de Gal(K∞/K ), on définit une application exponentielle duale

exp∗ : H2(GK ,W ⊗ Vk,j) −→ H0(GK ,K∞ ⊗ W).

Ces applications se recollent pour donner naissance à une application

exp∗ : H2
(
GK ,Dalg

(
M2(Q ⊗ Ẑ)(p),Vk,j

))
−→ H0

(
GK ,Dalg

(
M2(Q ⊗ Ẑ)(p),K∞

))
.

L’application qui à une forme modulaire associe son q-développement nous fournit une

injection de M (Q) dans K∞ et un morphisme de GK dans ΠQ. Ce morphisme induit

un morphisme (( de localisation )) Hi(ΠQ,W) → Hi(GK ,W) pour tout ΠQ-module W et

tout i ∈ N. On note z
(p)
Eis(k, j) l’élément de H0

(
GK ,Dalg

(
M2(Q ⊗ Ẑ)(p),K∞

))
obtenu en

localisant la restriction de zEis(k, j) à M2(Q ⊗ Ẑ)(p), et en utilisant l’injection de M (Q)

dans K∞.

Le résultat suivant permet de faire le lien entre le système d’Euler de Kato et les

fonctions L ; c’est la clef de voûte de tout l’édifice. Sa démonstration est un long calcul

délicat dans les anneaux de Fontaine auquel le chapitre suivant est consacré.

Théorème 1.9. — Si k ≥ 2, et 1 ≤ j ≤ k − 1, et si c, d ∈ Z∗
p , alors

exp∗(zKato,c,d(k, j)) = (c2 − 〈c−1, 1〉) · (d2 − 〈1, d−1〉) · z
(p)
Eis(k, j).

1.7. Opérateurs de Hecke

1.7.1. Définition. Si Γ est un sous-groupe ouvert de GL2(Ẑ), on note Γ̃ l’image inverse

de Γ dans ΠQ. Si g ∈ GL2(Q) est tel que g−1Γg ⊂ GL2(Ẑ), alors le sous-groupe g−1Γ̃g

de Π′
Q est inclus dans ΠQ et est l’image inverse de g−1Γg dans ΠQ. On en déduit, si V

est un Π′
Q-module, un isomorphisme59 c 7→ c ⋆ g de Hi(Γ̃,V) sur Hi(g−1Γ̃g,V).

Si ℓ est un nombre premier, et M,N sont des entiers ≥ 1, on définit le sous-groupe

Γ̂M(ℓ),N (resp. Γ̂M,N(ℓ)) comme l’intersection de GL2(Ẑ) avec l’ensemble des matrices
(
a b

c d

)

de M2(Ẑ) vérifiant a − 1 ∈ MẐ, b ∈ MℓẐ (resp. b ∈ MẐ), c ∈ NẐ (resp. c ∈ NℓẐ),

59Le cocycle (σ1, . . . , σi) 7→ cσ1,...,σi
est envoyé sur (σ1, . . . , σi) 7→ (cgσ1g

−1,...,gσig
−1) ⋆ g.
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d− 1 ∈ NẐ. On définit60 les opérateurs de Hecke T(ℓ) et T′(ℓ) comme les composés :

T(ℓ) : Hi(Γ̃M,N,V)
res // Hi(Γ̃M(ℓ),N,V)

⋆(1,ℓ)
// Hi(Γ̃M,N(ℓ),V)

cor // Hi(Γ̃M,N,V) ,

T′(ℓ) : Hi(Γ̃M,N,V)
res // Hi(Γ̃M,N(ℓ),V)

⋆(ℓ,1)
// Hi(Γ̃M(ℓ),N,V)

cor // Hi(Γ̃M,N,V) .

Si (ℓ,MN) = 1, on a T′(ℓ)(ℓ−1, 1)]ℓ[ = T(ℓ)(1, ℓ−1)]ℓ[.

1.7.2. Corestriction et opérateurs de Hecke. Soit S ⊂ P un ensemble fini, soit V un

Π
(S)
Q -module (cf. no 1.2.3), soit i ∈ N et soit µ ∈ Hi(Π

(S)
Q ,Dalg(M2(Z

(S) ⊗ Ẑ),V)). Soient

A,M,N des entiers ≥ 1, et soit φ une fonction sur M2(Ẑ), constante modulo A, invariante

par Γ̃M,N. Si ℓ est un nombre premier ne divisant pas AMN, soit φℓ la fonction définie par

φℓ(x) = φ(x) · 11+ℓM2(Zℓ)(xℓ);

cette fonction est invariante par Γ̃Mℓ,Nℓ.

Proposition 1.10. — Si ℓ /∈ S, alors

(i)
∫
φµ ∈ Hi(Γ̃M,N,V) et

∫
φℓ µ ∈ Hi(Γ̃Mℓ,Nℓ,V) ;

(ii) cor(
∫
φℓ µ) = (

∫
φµ) ⋆

(
1 − T′(ℓ) ⋆ (ℓ−1, 1)]ℓ[ + ℓ(ℓ, ℓ) ⋆ (ℓ−1, ℓ−1)]ℓ[

)
.

Démonstration. — Le (i) est immédiat. Pour démontrer le (ii), on part des formules

cor(

∫

φℓ µ) =

∫

cor(φℓ)µ et (cor(φℓ))(x) = φ(x) · 1GL2(Zℓ).

On est donc ramené à relier les fonctions caractéristiques de GL2(Zℓ) et M2(Zℓ). Plus

généralement61, soient 0 ≤ r ≤ s des entiers, et soient Or,s et Gr,s les sous-ensembles de

M2(Zℓ) définis par

Or,s =
{(

a b

c d

)
, a− 1 ≡ b ≡ 0 [ℓr], c ≡ d− 1 ≡ 0 [ℓs]

}
et Gr,s = GL2(Zℓ) ∩ Or,s.

Soient αs,i =
(

1 0

iℓ
s 1

)
si 0 ≤ i ≤ ℓ − 1 et α0,ℓ =

(
0 −1

1 0

)
. Les fonctions caractéristiques

de Or,s et Gr,s sont reliées de la manière suivante :

1Gr,s =







1Or,s si r ≥ 1 et s ≥ 1,

1Or,s ⋆
(
1 −

∑ℓ−1
i=0

(
(ℓ, 1)ℓαs,i

))
si r = 0 et s ≥ 1,

1Or,s ⋆
(
1 −

∑ℓ
i=0

(
(ℓ, 1)ℓα0,i

)
+ ℓ(ℓ, ℓ)ℓ

)
si r = s = 0.

La proposition se déduit alors de la troisième de ces relations, du fait que, si (ℓ,M) = 1,

les αs,i forment un système de représentants de Γ̃M(ℓ),N\Γ̃M,N, et de la formule
∫

(φ⋆g)µ =

(
∫
φµ) ⋆ g qui se démontre à partir du cas i = 0 par (( décalage )) de dimension.

60Cette définition est la traduction, en termes de cohomologie des groupes, de la définition usuelle via

les correspondances sur les courbes modulaires.
61Cela peut être utile pour calculer des corestrictions de Γ̃Mℓ,Nℓ à Γ̃M,N dans le cas où ℓ divise N par

exemple.
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2. LA LOI DE RÉCIPROCITÉ EXPLICITE DE KATO

Ce chapitre est consacré à la définition de l’application exp∗ et au calcul de l’image

du système d’Euler de Kato par cette application. Les techniques sont celles introduites

par Tate [183] pour calculer la cohomologie galoisienne de Cp et étendues par Hyodo [91]

dans le cas de corps locaux de corps résiduel non parfait.

2.1. L’anneau BdR

2.1.1. Définition. Soit L un corps de caractéristique 0 muni d’une extension vp de la

valuation p-adique normalisée par vp(p) = 1. On note C(L) le complété de L pour la

valuation vp.

Soit

R(L) = {(xn)n∈N, xn ∈ OL/pOL et xpn+1 = xn si n ∈ N}.

Si x = (xn)n∈N ∈ R(L) et si x̂n ∈ OL a pour image xn modulo p, alors la suite x̂p
k

n+k

converge, quand k tend vers +∞, vers un élément x(n) de OC(L) qui ne dépend que de x.

Ceci permet de mettre R(L) en bijection avec l’ensemble des suites x = (x(n))n∈N, avec

x(n) ∈ OC(L) et (x(n+1))p = x(n) si n ∈ N.

L’anneau R(L) est un anneau parfait de caractéristique p et on note Ainf(L) = W(R(L))

l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans R(L). Si x ∈ R(L), on note [x] ∈ Ainf(L)

son représentant de Teichmüller, et tout élément de Ainf(L) peut s’écrire de manière unique

sous la forme
∑+∞

k=0 p
k[xk], où (xk)k∈N est une suite d’éléments de R(L). On définit un

morphisme d’anneaux θ : Ainf(L) → OC(L) par la formule θ(
∑+∞

k=0 p
k[xk]) =

∑+∞
k=0 p

kx
(0)
k .

On note Binf(L) l’anneau Ainf(L)[1
p
] et on étend θ en un morphisme de Binf(L) dans C(L).

Si m ≥ 1 est un entier, on note Bm(L) l’anneau Binf(L)/(ker θ)m. On fait de Bm(L) un

anneau de Banach en prenant l’image de Ainf(L) comme anneau d’entiers.

On définit l’anneau B+
dR(L) comme la limite projective des Bm(L) que l’on munit de la

topologie de la limite projective, ce qui en fait un anneau de Fréchet. Par construction,

θ s’étend en un morphisme continu d’anneaux topologiques de B+
dR(L) dans C(L) et on a

Bm(L) = B+
dR(L)/(ker θ)m quel que soit m ∈ N.

2.1.2. L’anneau B+
dR(K ). Le groupe GK agit continûment sur les anneaux C(K ) et

B+
dR(K ) et la définition de l’application exp∗ repose sur l’étude de la cohomologie de

GK à valeurs dans ces anneaux. Si M est un entier, on note KMp∞ la réunion des KMpn,

n ∈ N. L’extension K /KMp∞ est presque étale, ce qui se traduit par la nullité de

Hi(GKMp∞
,B+

dR(K ) ⊗ V) quelle que soit la Qp-représentation V de GKM
et quel que soit

i ≥ 1. On est donc ramené à étudier de près l’extension KMp∞/KM dont le groupe de

Galois PKM
est un groupe de Lie de dimension 2 isomorphe au groupe Pm [m = vp(M)] des

matrices
(
a b

c d

)
de GL2(Zp) vérifiant a = 1, c = 0, b ∈ pmZp, d ∈ 1 + pmZp. Cette étude

repose sur la construction (prop. 2.1) de (( traces de Tate normalisées )) et des résultats

généraux concernant la cohomologie des groupes de Lie p-adiques.
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2.1.3. Traces de Tate normalisées. Soit ζ̃ [resp. ζ̃M, si M est un entier ≥ 1] le représentant

de Teichmüller dans Ainf(K ) de (1, ζp, . . . , ζpn, . . . ) [resp. (ζM, . . . , ζMpn, . . . )]. Si M|N, on

a ζ̃
N/M
N = ζ̃M.

Soit t = log ζ̃ = −
∑+∞

n=1
(1−ζ̃)n

n
∈ B+

dR(K ) le 2iπ p-adique de Fontaine. C’est un

générateur du noyau de θ : B+
dR(K ) → C(K ) sur lequel GK agit par multiplication par

χcycl.

Soit q̃ [resp. q̃M, si M est un entier ≥ 1] le représentant de Teichmüller dans Ainf(K )

de (q, qp, . . . , qpn, . . . ) [resp. (qM, . . . , qMpn, . . . )]. Si M|N, on a q̃
N/M
N = q̃M. L’application

f(q) 7→ f(q̃) permet d’identifier K à un sous-anneau de B+
dR(K ), mais il faut faire

attention au fait que K n’est pas stable par GK car q̃ ⋆ σ = q̃ζ̃cq(σ) si σ ∈ GK , où

σ 7→ cq(σ) est le cocycle à valeurs dans Zp(1) = Zp(χcycl) associé à q par la théorie de

Kummer. Par contre l’anneau K̃ = K [[t]] est stable par GK .

Si M est un entier ≥ 1, on note K̃M l’anneau K̃ [q̃M, ζ̃M] ; on a aussi K̃M = KM[[t]]. On

définit, si vp(M) ≥ vp(2p), une application RM de la sous-Qp-algèbre K̃Mp∞ de B+
dR(KMp∞)

engendrée par les ζ̃Mpn et les q̃Mpn, n ∈ N, dans K̃M en envoyant ζ̃aMpn q̃bMpn sur ζ̃aMpn q̃bMpn

(resp. sur 0) si pn divise a et b (resp. pn ne divise pas a ou b).

Proposition 2.1. — Si M est un entier ≥ 1, alors

(i) H0(GKMp∞
,B+

dR(K )) = B+
dR(KMp∞).

(ii) K̃Mp∞ est dense dans B+
dR(KMp∞).

(iii) Si vp(M) ≥ vp(2p), alors RM s’étend par continuité en une application K -linéaire

RM : B+
dR(KMp∞) → K̃M qui commute à l’action de GK .

Proposition 2.2. — Si vp(M) ≥ vp(2p), si V est une Qp-représentation de PKM
possédant

un Zp-réseau T tel que PKM
agisse trivialement sur T/2pT, et si i ∈ N, alors RM induit

un isomorphisme

RM : Hi(PKM
,B+

dR(KMp∞) ⊗ V) ∼= Hi(PKM
, K̃M ⊗ V).

Le gros intérêt de descendre de B+
dR(KMp∞) à K̃M est que l’action de PKM

devient

analytique, ce qui permet d’utiliser les techniques du § 2.2.

2.2. Cohomologie de Pm

Si m ≥ vp(2p), soit Pm = {
(

1 b

0 d

)
, b ∈ pmZp, d ∈ 1+pmZp}. C’est un groupe analytique

p-adique compact et, si u, v ∈ pmZp, on note (u, v) l’élément
(

1 u

0 e
v

)
de Pm. La loi de groupe

s’écrit alors sous la forme

(u1, v1)(u2, v2) = (ev2u1 + u2, v1 + v2).

Soient Um et Γm les sous-groupes de Pm topologiquement engendrés par (pm, 0) et (0, pm)

respectivement. Ces deux sous-groupes sont isomorphes à Zp, Um est distingué dans Pm
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et on a Pm/Um
∼= Γm. En particulier, Um et Γm n’ayant pas de H2, la suite spectrale de

Hochschild-Serre nous fournit, si V est une représentation62 de Pm, un isomorphisme63

H2(Pm,V) ∼= H1(Γm,H
1(Um,V)) ∼= V/

(
(pm, 0) − 1, (0, pm) − ep

m)
.

Soit V une représentation analytique64 de Pm. Soient ∂i : V → V, i = 1, 2 les opérateurs

définis par

x ⋆ (u, v) = x+ u∂1x+ v∂2x+ O((u, v)2).

Ces opérateurs se comportent comme des dérivations : si x1 ∈ V1 et x2 ∈ V2 et si

i = 1, 2, alors ∂i(x1 ⊗ x2) = (∂ix1) ⊗ x2 + x1 ⊗ ∂ix2. Comme ∂1 = log(pm, 0) et ∂2 − 1 =

log(e−p
m
(0, pm)) sont divisibles par (pm, 0)−1 et (0, pm)− ep

m
respectivement, on dispose

d’une application naturelle de V/(∂1, ∂2 − 1) dans V/
(
(pm, 0) − 1, (0, pm) − ep

m)
qui est

un isomorphisme car V est supposée analytique. On en déduit un isomorphisme

H2(Pm,V) ∼= V/(∂1, ∂2 − 1).

Proposition 2.3. — Si V est une représentation analytique de Pm, alors

(i) tout élément de H2(Pm,V) est représentable par un 2-cocycle analytique ;

(ii) l’image, dans H2(Pm,V) ∼= V/(∂1, ∂2 − 1), d’un 2-cocycle analytique

((u, v), (x, y)) 7→ c(u,v),(x,y) =
∑

i+j+k+ℓ≥2

ci,j,k,ℓ · u
ivjxkyℓ

est aussi celle de δ(2)(c(u,v),(x,y)) = c1,0,0,1 − c0,1,1,0 dans V/(∂1, ∂2 − 1).

2.3. L’application exp∗ pour la représentation Vk,j

La construction65 de l’application exp∗ repose sur le résultat suivant qui se démontre en

constatant que ei1e
k−2−i
2 tℓf(q̃) est vecteur propre de ∂2−1 pour la valeur propre (k−3−i+ℓ)

et en calculant son image par ∂1.

Proposition 2.4. — Si vp(M) ≥ vp(2p), et si 1 ≤ j ≤ k − 1, l’application f 7→ tek−2
1 f

induit un isomorphisme de KM sur (KM ⊗ Vk,j)/(∂1, ∂2 − 1).

62i.e. un espace vectoriel de dimension finie sur Qp ou K muni d’une action continue de Pm agissant

de manière linéaire.
63Le groupe H1(Um,V) est isomorphe, en tant que groupe, à V/((pm, 0) − 1) mais, comme

(0, v)(u, 0)(0, v)−1 = (e−vu, 0), l’action de (0, v) ∈ Γm sur H1(Um,V) est celle sur V/((pm, 0)− 1) multi-

pliée par e−v, d’où l’apparition de ep
m

dans l’explicitation du groupe H1(Γm,H
1(Um,V)).

64i.e. une représentation de Pm telle que les coordonnées de la matrice de (u, v) dans une base de V

soient les restrictions à pmZp × pmZp de fonctions analytiques sur {vp(u), vp(v) > s}, avec s < m.
65La construction qui suit est un peu ad hoc, mais elle a le mérite de coller aux calculs du paragraphe

suivant. On peut définir une application exp∗ pour toute représentation de de Rham de GL, L extension

finie de K ; la définition de cette application ainsi que celle de représentation de de Rham utilise l’anneau

BdR(K /K ) obtenu en complétant K ⊗Qp
BdR(K ). (On a BdR(K /K )GK = K , alors que BdR(K )GK =

Qp.)
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On note resk,j : KM ⊗ Vk,j → KM l’application obtenue en composant la projection de

KM ⊗ Vk,j sur (KM ⊗ Vk,j)/(∂1, ∂2 − 1) avec l’inverse de l’isomorphisme précédent.

Maintenant, soit M ≥ 1 avec vp(M) ≥ vp(2p), soit c ∈ H2(GKM
,B+

dR(K ) ⊗ Vk,j) et soit

(σ, τ) 7→ cσ,τ un 2-cocycle continu sur GKM
, à valeurs dans B+

dR(K ) ⊗ Vk,j, représentant

c. L’extension K /KMp∞ étant presque étale, l’application d’inflation induit un isomor-

phisme

H2(PKM
,B+

dR(KMp∞) ⊗ Vk,j) ∼= H2(GKM
,B+

dR(K ) ⊗ V),

et il existe un 2-cocycle continu (σ, τ) 7→ c′σ,τ sur PKM
, à valeurs dans B+

dR(KMp∞) dont

l’inflation a pour image c dans H2(GKM
,B+

dR(K ) ⊗ Vk,j).

Comme vp(M) ≥ vp(2p), on est dans les conditions d’application de la prop. 2.2, et RM

induit un isomorphisme

RM : H2(PKM
,B+

dR(KMp∞) ⊗ Vk,j) ∼= H2(PKM
, K̃M ⊗ Vk,j).

Il existe donc (cf.66 prop. 2.3 (i)), un 2-cocycle analytique (σ, τ) 7→ c′′σ,τ sur PKM
, à valeurs

dans K̃M ⊗ Vk,j, ayant même image que (σ, τ) 7→ c′σ,τ dans H2(PKM
,B+

dR(KMp∞) ⊗ Vk,j).

L’élément resk,j(δ
(2)(c′′σ,τ )) de KM ne dépend d’aucun des choix que l’on a faits ; on le

note exp∗(c), et l’application exp∗ induit un isomorphisme

exp∗ : H2(GKM
,B+

dR(K ) ⊗ Vk,j) → KM.

Plus généralement, si W est une représentation de Gal(K∞/K ) d’image finie, on définit

un isomorphisme

exp∗ : H2(GK ,B+
dR(K ) ⊗ W ⊗ Vk,j) → H0(GK ,K∞ ⊗ W)

en choisissant un entier M ≥ 1, vp(M) ≥ vp(2p), tel que GKM
agisse trivialement sur W,

et en restreignant l’application exp∗

exp∗ : H2(GKM
,B+

dR(K ) ⊗ W ⊗ Vk,j) → KM ⊗ W

précédemment définie à la partie fixe par Gal(KM/K ).

2.4. Image du système d’Euler de Kato par l’exponentielle duale

2.4.1. Préliminaires. Si M est un entier ≥ 1, et A =
(
α β

γ δ

)
, avec α, β, γ, δ ∈ {1, . . . ,M},

on note ψM,A la fonction caractéristique de A + MM2(Ẑ). C’est une fonction invariante

sous l’action de GKM
et

∫
ψM,A zKato(k, j) est67 un élément de H2(GKM

,Vk,j) dont on note

66K̃M ⊗ Vk,j n’est pas une représentation analytique de PKM
, mais c’est la limite projective des

(K̃M/t
n) ⊗ Vk,j qui sont des représentations analytiques de PKM

.
67Nous allons faire comme s’il existait une distribution zKato(k, j) telle que l’on ait (cf. th. 1.9)

zKato,c,d(k, j) = (c2 − 〈c−1, 1〉) · (d2 − 〈1, d−1〉) · zKato(k, j).

Les calculs montrent que l’existence d’une telle distribution est plus que probable, et pour les transformer

en une (( vraie )) démonstration, il suffit d’appliquer l’opérateur (c2 − 〈c−1, 1〉) · (d2 − 〈1, d−1〉) à tous les

objets en présence, ce qui ne fait que compliquer les formules sans modifier les arguments.
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zM,A l’image dans H2(GKM
,B+

dR(K )⊗Vk,j). Pour démontrer le théorème 1.9, il suffit68 de

démontrer le résultat suivant

Proposition 2.5. — Pour tout couple M,A comme ci-dessus avec vp(M) ≥ vp(2p) et

det A ∈ Z∗
p , on a

exp∗(zM,A) =
(−1)j

(j − 1)!
Mk−2−2jF

(k−j)
α/M, β/ME

(j)
γ/M, δ/M.

Pour démontrer ceci, nous allons avoir besoin d’écrire un 2-cocycle explicite représentant

zM,A et le suivre à travers les étapes de la construction de l’application exp∗. Il y a deux

petits miracles qui permettent de mener le calcul à bien (cf. lemme 2.9 et apparition de

ad− bc dans le lemme 2.12).

Comme zM,A est fabriqué à partir d’unités de Siegel que l’on peut voir comme éléments

de K et même de K∞ ⊂ K , nous allons choisir des relèvements privilégiés de ces unités

dans B+
dR(K ). Si N est un entier ≥ 1, si a, b ∈ Z2 − NZ2, soit [θ(q, qaNζ

b
N)] ∈ Ainf(K )

un représentant de Teichmüller dont l’image dans C(K ) est θ(q, qaNζ
b
N) (on note θ(q, qz),

ce qui est noté θ(τ, z) dans le no 1.3.1 ; même chose pour les séries d’Eisenstein). Ceci

détermine [θ(q, qaNζ
b
N)] à multiplication près par ζ̃u, u ∈ Zp.

2.4.2. Construction d’un 2-cocycle. Si a, b, c, d ∈ {1, . . . , pnM} vérifient a ≡ α, b ≡ β c ≡

γ et d ≡ δ modulo M, soient ψ
(n)
a,b , ψ

(n)
c,d et ψ

(n)
a,b,c,d les fonctions caractéristiques respectives

de (a+MpnZp)×(b+MpnZp), (c+MpnZp)×(d+MpnZp) et
(
a b

c d

)
+MpnM2(Zp). Notons

U1 et U2 respectivement les ouverts (α + MZp) × (β + MZp) et (γ + MZp) × (δ + MZp)

de Z2
p, et U = U1 × U2 que l’on voit comme un ouvert de M2(Zp) et même de GL2(Zp)

puisque det A ∈ Z∗
p et p|M.

Si i = 1, 2, soit µi ∈ H1
(
GKM

,D0

(
Ui,Zp(1)

))
la mesure définie par

∫

ψ
(n)
a,b µ1 =

∫

(a+MpnẐ)×(b+MpnẐ)

z
(p)
Siegel et

∫

ψ
(n)
c,d µ2 =

∫

(c+MpnẐ)×(d+MpnẐ)

z
(p)
Siegel.

Soit ν = µ1 ⊗ µ2 ∈ H2
(
GKM

,D0

(
U,Zp(2)

))
.

Si i = 1, 2, soit Ψi une base du Z-module des fonctions localement constantes sur Ui

constituée de fonctions du type ψ
(n)
a,b (resp. ψ

(n)
c,d ), avec n ∈ N et a, b (resp. c, d) comme

68Par linéarité, on en déduit le résultat pour toute fonction à support dans M2(Ẑ)(p) et on en déduit

le cas général en utilisant l’action des homothéties.
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ci-dessus. Soit µ1,Ψ1 (resp. µ2,Ψ2) la distribution algébrique sur U1 (resp. U2) définie69 par
∫

ψ
(n)
a,b µ1,Ψ1 = log[θ(q, qaMpnζbMpn)] et

∫

ψ
(n)
c,d µ2,Ψ2 = log[θ(q, qcMpnζdMpn)],

si ψ
(n)
a,b (resp. ψ

(n)
c,d ) appartient à Ψ1 (resp. Ψ2).

Lemme 2.6. — Si i = 1, 2, alors µi est représenté par le cocycle σ 7→ µi,Ψi
⋆ (σ − 1) pour

tout choix de Ψi.

Démonstration. — Il suffit de revenir à la définition de l’application de Kummer (note 58).

2.4.3. Descente de K à KMp∞. Si i = 1, 2, soit µ̃i,Ψi
la distribution algébrique sur Ui

définie par
∫

ψ
(n)
a,b µ̃1,Ψ1 = log θ(q̃, q̃aMpn ζ̃bMpn) et

∫

ψ
(n)
c,d µ̃2,Ψ2 = log θ(q̃, q̃cMpn ζ̃dMpn),

si ψ
(n)
a,b (resp. ψ

(n)
c,d ) appartient à Ψ1 (resp. Ψ2).

Lemme 2.7. — Si i = 1, 2, alors

(i) µ̃i,Ψi
− µi,Ψi

est une mesure à valeurs dans tB+
dR(K ).

(ii) L’image de µi dans H1
(
GKM

,D0

(
Ui, tB

+
dR(K )

))
est représentée par le cocycle σ 7→

µ̃i,Ψi
⋆ (σ−1) qui est l’inflation d’un cocycle sur PKM

à valeurs dans D0

(
Ui, tB

+
dR(KMp∞)

)
.

Démonstration. — Le (ii) est une conséquence immédiate du (i) qui, quant à lui, résulte

de ce que [θ(q, qaMpnζbMpn)]−1θ(q̃, q̃aMpn ζ̃bMpn) appartient à 1 + q̃−1Ainf(K ) et a pour image 1

dans C(K ), et donc que l’ensemble des log θ(q̃, q̃aMpn ζ̃bMpn) − log[θ(q, qaMpnζbMpn)] est borné

dans tB+
dR(K ) quand n décrit N et a, b décrivent Z.

Si Λ1 et Λ2 sont deux G-modules à droite, si x1 ∈ Λ1 et x2 ∈ Λ2, et si σ, τ ∈ G, on note

{x1 ⊗ x2}σ,τ l’élément de Λ1 ⊗ Λ2 défini par

{x1 ⊗ x2}σ,τ =
(
x1 ⋆ (τσ − σ)

)
⊗

(
x2 ⋆ (σ − 1)

)
.

Corollaire 2.8. — L’image de ν = µ1 ⊗ µ2 dans H2
(
GKM

,D0

(
U, t2B+

dR(K )
))

peut se

représenter par l’inflation de PKM
à GKM

du 2-cocycle (σ, τ) 7→ {µ1,Ψ1 ⊗ µ2,Ψ2}σ,τ .

69log[θ(q, qaM, ζ
b

M)] et log θ(q̃, q̃aMζ̃
b

M) sont des notations commodes, mais ne correspondent pas à des

éléments de B+
dR(K ) ; le principal problème est que le q-développement de log θ(q, qaMζ

b

M) admet des

dénominateurs non bornés et donc ne définit pas un élément de KM. Par contre,

• log[θ(q, qaM, ζ
b

M)] ⋆ (σ − 1) = log
[θ(q,qa

M
,ζ

b
M

)]⋆σ

[θ(q,qa
M
,ζb

M
)]

∈ Qp · t, si σ ∈ GKM
,

• log θ(q̃, q̃aMζ̃
b

M) − log[θ(q, qaM, ζ
b

M)] = log
θ(q̃,q̃a

M
ζ̃

b
M

)

[θ(q,qa
M
,ζb

M
)]
∈ tB+

dR(K ),

• log θ(q̃ζ̃x, q̃aMζ̃
b+y
M ) − log θ(q̃, q̃aMζ̃

b

M) ∈ tOKM
[[ t
p
]], si x, y ∈ Zp,

sont bien définis ; c’est toujours ce type d’expression qui intervient dans les calculs.
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2.4.4. Descente de KMp∞ à KM. Par définition de zKato,c,d(k, j) et de ν, on a zM,A =
∫

U

(
(ek−2

1 t−j) ⋆ g
)
ν et, d’après ce qui précède, zM,A est la classe du 2-cocycle

(σ, τ) 7→

∫

U

(
(ek−2

1 t−j) ⋆ g
)
{µ1,Ψ1 ⊗ µ2,Ψ2}σ,τ ,

qui est aussi, d’après la proposition 2.2, la classe du 2-cocycle

(σ, τ) 7→ RM

(∫

U

(
(ek−2

1 t−j)⋆g
)
{µ1,Ψ1⊗µ2,Ψ2}σ,τ

)

=

∫

U

(
(ek−2

1 t−j)⋆g
)
RM({µ1,Ψ1⊗µ2,Ψ2}σ,τ ).

Lemme 2.9. — Si ad− bc ∈ Z∗
p , alors

RM

(
log θ(q̃, q̃aMpn ζ̃bMpn) · log θ(q̃, q̃cMpn ζ̃dMpn)

)
= p−2n log θ(q̃p

n

, q̃aMζ̃
b
M) · log θ(q̃p

n

, q̃cMζ̃
d
M).

Démonstration. — Ce lemme se démontre en regardant les q-développements des loga-

rithmes des unités de Siegel et en utilisant le fait que

RM

(
(q̃aMpn ζ̃bMpn)i(q̃cMpn ζ̃dMpn)j

)
=







(q̃aMpn ζ̃bMpn)i(q̃cMpn ζ̃dMpn)j si pn|ai+ cj et pn|bi+ dj,

0 sinon,

la condition ad− bc ∈ Z∗
p entrâınant miraculeusement que ai+ cj et bi+dj sont divisibles

par pn si et seulement si i et j le sont.

Corollaire 2.10. — On peut représenter zM,A par le 2-cocycle

(σ, τ) 7→ lim
n→+∞

p−2n
∑ (ae1 + be2)

k−2

(ad− bc)jtj
{

log θ(q̃p
n

, q̃aMζ̃
b
M) ⊗ log θ(q̃p

n

, q̃cMζ̃
d
M)

}

σ,τ
,

la somme portant sur les quadruplets a, b, c, d d’entiers ∈ {1, . . .Mpn}, avec a ≡ α, b ≡ β,

c ≡ γ, d ≡ δ modulo M.

2.4.5. Passage à l’agèbre de Lie. Le cocycle ci-dessus est un 2-cocycle analytique, à valeurs

dans K̃M ⊗ Vk,j ; son image dans KM par l’application exp∗ peut donc se calculer en

utilisant les techniques différentielles du § 2.2.

Remarquons que les rôles de a, b, c et d ne sont pas tout à fait symétriques car ζ̃x est

analytique en x, alors que q̃x n’est défini que pour les valeurs entières de x. On dit que
(
a b

c d

)
7→ F

(
a b

c d

)
est pn-négligeable si, à a et c fixés, la fonction (x, y) 7→ F

(
a β + Mx

c β + My

)
est

élément de pnOKM
[[Mx,My, tx

p
, ty
p
]]. On a alors

p−2n
∑

b≡β [M], d≡δ [M]
1≤b,d≤Mpn

F
(
a b

c d

)
∈ pnOKM

[[p−1t]].

Si f(x1, x2) est une fonction de deux variables, on note D1 et D2 respectivement les

opérateurs x1
d
dx1

et x2
d
dx2

. Si n ∈ N et si a, b sont deux entiers, on pose f
(n)
a,b = f(q̃p

n
, q̃aMζ̃

b
M).

Lemme 2.11. — A addition près d’un élément pn-négligeable près, on a

δ(2)
({

log θ
(n)
a,b ⊗ log θ

(n)
c,d

}

σ,τ

)

=
(ad− bc)t2

M2
· D2 log θ

(n)
a,b · D2 log θ

(n)
c,d .
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Démonstration. — Cela résulte du développement limité

log θ
(n)
a,b ⋆

((
1 u

0 e
v

)
− 1

)

= pnt · D1 log θ
(n)
a,b +

(au+ bv)t

M
· D2 log θ

(n)
a,b + O((u, v)2),

et de ce que D1 log θ et D2 log θ ont des développements à coefficients entiers.

Lemme 2.12. — Si f et g sont à coefficients entiers, si s ≥ 2 − j et a, b, c, d ∈ Z, alors

(ae1 + be2)
k−2tsf

(n)
a,b

(

a · g
(n)
c,d +

1

1 − s
· (ad− bc) ·

t

M
· D2g

(n)
c,d

)

est pn-négligeable dans (K̃M ⊗ Vk,j)/(∂1, 1 − ∂2).

Démonstration. — Cela résulte du calcul de (a(1−∂2)+ b∂1)
(
(ae1 + be2)

k−2tsf
(n)
a,b g

(n)
c,d

)
qui

peut se faire en utilisant les formules

∂1t = 0, ∂2t = t ∂1e1 = e2, ∂2e1 = 0 ∂1e2 = 0, ∂2e2 = e2

∂1f
(n)
a,b = pnt · D1f

(n)
a,b +

at

M
· D2f

(n)
a,b , ∂2f

(n)
a,b =

bt

M
· D2f

(n)
a,b ,

en modifiant de manière évidente la dernière ligne pour caluler ∂1g
(n)
c,d et ∂2g

(n)
c,d .

Corollaire 2.13. — A addition d’un élément pn-négligeable près, on a

resk,j

((ae1 + be2)
k−2

(ad− bc)jtj
· δ(2)

({
log θ

(n)
a,b⊗ log θ

(n)
c,d

}

σ,τ

))

=M−1−j ·
(−1)j−1

(j − 1)!
· ak−1−j · D2 log θ

(n)
a,b · D

j
2 log θ

(n)
c,d .

Démonstration. — Cela résulte du lemme 2.11, d’une récurrence utilisant le lemme 2.12,

de la définition de l’application resk,j (cf. prop. 2.4), et de ce que resk,j(t
sei1e

k−2−i
2 f(q̃)) = 0

si s ≥ 2.

Comme Dr
2 log θ(x1, x2) = Er(x1, x2), et comme ζbM = ζβM si b ≡ β [M] et ζdM = ζδM si

d ≡ δ [M], on en déduit la formule

exp∗(zM,A) = M−3−j (−1)j−1

(j − 1)!
lim

n→+∞

∑

a≡α [M], c≡γ [M]
1≤a,c≤Mpn

ak−1−jE1(q
pn

, qaMζ
β
M)Ej(q

pn

, qcMζ
δ
M).

On termine la démonstration de la proposition 2.5, en utilisant le lemme suivant :

Lemme 2.14. — (i)
∑

c≡γ [M], 1≤c≤Mpn Ej(q
pn
qcMζ

δ
M) = Ej(q, q

γ
Mζ

δ
M) = E

(j)
γ/M, δ/M

(ii) Si r ∈ N, alors

lim
n→∞

∑

a≡α [M], 1≤a≤Mpn

arE1(q
pn

, qaMζ
β
M) = MrFr+1(q, q

α
M, ζ

β
M) = MrF

(r+1)
α/M, β/M.

Démonstration. — Le (i) se démontre en revenant à la définition. Pour démontrer le (ii),

on part de la formule

E1(q
pn

, qaMζ
β
M) = F1(q

pn

, qaMζ
β
M) = F

(1)
a/Mpn, β/M(qp

n

),

et on utilise la formule pour le q-développement de F
(k)
α,β donnée dans la prop. 1.3.
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3. FORMES PROPRES POUR LES OPÉRATEURS DE HECKE

Ce chapitre est consacré à la construction (th. 3.1) d’un système d’Euler pour la

représentation p-adique associée à une forme primitive, et aux résultats de théorie d’Iwa-

sawa que l’on peut en tirer (th. 3.2). Nous renvoyons au (v) de la remarque 3.3 pour des

commentaires sur l’articulation des arguments.

3.1. Le système d’Euler de Kato associé à une forme primitive

3.1.1. Projection sur un espace propre. Soient N ≥ 1 et k ≥ 2 des entiers, et ε un caractère

de Dirichlet modulo N (pas nécessairement primitif). Soit f =
∑+∞

n=1 anq
n ∈ Sk(Γ0(N), ε)

une forme primitive. En particulier, a1 = 1 et Q(f) = Q(a2, . . . , an, . . . ) est une extension

finie de Q. De plus, on a an = ε−1(n)an quel que soit n ∈ N premier à N, et

f ⋆ T(ℓ) = aℓf, f ⋆ T′(ℓ) = aℓf, f ⋆
(
u
−1 0

0 u

)
= ε(u)f,

si ℓ ∤ N est un nombre premier et u ∈ Ẑ∗.

Si S est un sous-ensemble fini de P, et si M est un Q(f)-espace vectoriel muni d’actions

des T(ℓ),T′(ℓ), ℓ /∈ S et
(
u
−1 0

0 u

)
, pour u ∈ U sous-groupe ouvert de Ẑ∗, on note Mπf

le

quotient de M par le sous-Q(f)-espace vectoriel engendré par les x ⋆T(ℓ)− aℓx, x ∈ M et

ℓ /∈ S. Dans tous les cas que nous aurons à considérer, le théorème de multiplicité 1 fort

entrâıne que l’on a x ⋆ T′(ℓ) = aℓx et x ⋆
(
u
−1 0

0 u

)
= ε(u)x, si x ∈ M, et si ℓ /∈ S et u ∈ U.

3.1.2. La représentation p-adique associée à une forme primitive. Un exemple d’utilisa-

tion de la construction précédente est la définition de la représentation p-adique associée

à f . Notons Γ̂1,N le sous-groupe de SL2(Ẑ) des matrices
(
a b

c d

)
avec c ≡ d− 1 ≡ 0 modulo

N. Soit Γ̃1,N l’image inverse de Γ̂1,N dans ΠQ et soit Γ1,N l’intersection70 de Γ̃1,N et ΠQ.

On définit71 alors la représentation Vf associée à f par

Vf =
(
H1(Γ1,N, Symk−2Vp) ⊗Qp Qp(f)

)

πf
⊗Qp Qp(2 − k).

C’est une Qp(f)-représentation de GQ de dimension 2, non ramifiée en dehors de Np. Si

ℓ ∤ pN, le déterminant de 1−Frob−1
ℓ X agissant sur Vf est 1−aℓX+ε(ℓ)ℓk−1X2. La restriction

de Vf à GQp est de de Rham, de poids de Hodge-Tate 0 et 1 − k ; elle est cristalline si

p ∤ N et le polynôme caractéristique de ϕ sur Dcris(Vf) est X2 − apX + ε(p)pk−1 ; elle est

semi-stable si p|N et ap 6= 0 (auquel cas, ap est la valeur propre de ϕ sur Dcris(Vf)) et

seulement potentiellement semi-stable si p|N et ap = 0.

70Si N ≥ 5, c’est le complété profini du groupe fondamental de la surface de Riemann Y1(N).
71Vp est la représentation apparaissant au no 1.5.2 ; c’est le module de Tate de la courbe elliptique

universelle.
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3.1.3. La fonction L de f et ses tordues. Si φ est une fonction localement constante sur

Ẑ à valeurs dans Q(f), on définit la fonction L(f, φ, s) par la formule

L(f, φ, s) =
∑

n≥1

φ(n) an n
−s.

Cette fonction possède un prolongement analytique à tout le plan complexe et il existe

des nombres complexes non nuls Ω+
f et Ω−

f , tels que, si φ est constante modulo NẐ, alors

Γ(j)

(2iπ)j
L(f, φ, j) ∈







Q(f, ζN) · Ω+
f si 1 ≤ j ≤ k − 1 et φ(−x) = (−1)jφ(x),

Q(f, ζN) · Ω−
f si 1 ≤ j ≤ k − 1 et φ(−x) = (−1)j+1φ(x).

Si φ ∈ LC(Ẑ,Q(f)), on définit la fonction φ ◦ (−1) par (φ ◦ (−1))(x) = φ(−x) et on

modifie L(f, φ, j) de manière à le rendre algébrique en posant

L̃(f, φ, j) =
1

2
·

Γ(j)

(2iπ)j

(L(f, φ+ (−1)jφ ◦ (−1), j)

Ω+
f

+
L(f, φ− (−1)jφ ◦ (−1), j)

Ω−
f

)

,

ce qui permet d’étendre φ 7→ L̃(f, φ, j) par linéarité à LC(Ẑ,A) pour toute Q(f)-algèbre A.

3.1.4. Caractérisation du système d’Euler de Kato et applications. On note f∗ la conjuguée

complexe de f (i.e. f∗(z) = f(z) =
∑
anq

n).

Théorème 3.1. — Il existe un unique élément zKato(f) de H1(GQ,D0(Ẑ
(p),Vf)) tel que,

quels que soient j ∈ {1, . . . , k − 1} et φ ∈ LC(Ẑ(p),Q(f)), on ait72

exp∗
(∫

Ẑ(p)

φ (t · xp)
j zKato(f)

)

= L̃(f∗, φ, k − j) · f.

Soit Λ l’algèbre de groupe complétée de Gal(Q(ζp∞)/Q) identifié à Z∗
p . Si E est une

extension finie de Qp, alors E ⊗Zp Λ = D0(Z
∗
p ,E) est un produit73 d’anneaux principaux,

ce qui permet d’associer à un module M de torsion sur E⊗Zp Λ sa mesure caractéristique

|M|Λ définie, composante par composante, à multiplication près par une unité de E⊗Zp Λ,

comme le produit des diviseurs élémentaires de M.

Si W est une E-représentation de GQ, soient Hi
Iw(W) = Hi(GQ,D0(Z

∗
p ,W)), i ∈ N, les

modules d’Iwasawa associés à W ; ce sont des E ⊗Zp Λ-modules de type fini, nuls si i = 0

ou si i ≥ 3. Si η est un caractère de Dirichlet de conducteur M premier à p, on note

zKato(f, η) l’élément de H1
Iw(Vf⊗η) défini74 par
∫

Z∗
p

φ zKato(f, η) =

∫

Ẑ(p)

ηφ zKato(f).

72Dans cet énoncé, t“=”2iπ désigne le générateur habituel de Zp(1), xp ∈ Z∗
p désigne la composante de

x sur Zp, ce qui fait que, si φ est constante modulo NẐ, alors
∫

Ẑ(p) φ (t·xp)j zKato(f) ∈ H1(GQ(ζN),Vf (j)).

Son image par exp∗ appartient donc à D0
dR(Vf (j))⊗Qp(f) Qp(f, ζN) = Qp(f, ζN) ·f , ce qui donne un sens

à l’égalité du théorème, l’identification de D0
dR(Vf ) à Qp(f) · f se faisant via les deux applications exp∗

comme expliqué dans l’introduction (cf. no 0.6.5).
73Sur les caractères du sous-groupe de torsion de Z∗

p
.

74Dans cette formule, on voit η comme une fonction sur Ẑ localement constante modulo M.
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Théorème 3.2. — (i) H1
Iw(Vf⊗η) est un Qp(f, η) ⊗ Λ-module libre de rang 1.

(ii) H2
Iw(Vf⊗η) et H1

Iw(Vf⊗η)/zKato(f, η) sont des Qp(f, η)⊗Zp Λ-modules de torsion, et
∣
∣H2

Iw(Vf⊗η)
∣
∣
Λ

divise le produit de
∣
∣H1

Iw(Vf⊗η)/zKato(f, η)
∣
∣
Λ

et |H2(GQp,Λ ⊗ Vf⊗η)|Λ.

Remarque 3.3. — (i) On conjecture que l’on a en fait
∣
∣H2

Iw(Vf⊗η)
∣
∣
Λ

=
∣
∣H1

Iw(Vf⊗η)/zKato(f, η)
∣
∣
Λ
· |H2(GQp,Λ ⊗ Vf⊗η)|Λ,

ce qui est une des formulations de la (( conjecture principale )). Dans cette formulation en

termes (( d’éléments zêta )), spécialisation aux formes modulaires d’une conjecture générale

de Kato [98], les fonctions L p-adiques n’apparaissent pas. Le lien avec la formulation de

Perrin-Riou [141] s’établit en montrant que la fonction L p-adique est l’image de zKato(f)

par l’exponentielle de Perrin-Riou (c’est le sujet du chapitre 4 ; voir en particulier les

th. 4.4, 4.11 et 4.15). Remarquons quand même que la formulation de la conjecture prin-

cipale en termes d’éléments zêta n’impose aucune propriété de (( bonne réduction )) à la

forme modulaire f , alors qu’il reste du travail pour définir une fonction L p-adique en

toute généralité.

(ii) Si W est une E-représentation de GQp , le module H2(GQp,Λ⊗W) est isomorphe à75

H0(GQp(ζp∞ ),W
∗(1))∗ ; il est donc nul en général.

(iii) Si le conducteur de f ⊗ η n’est pas divisible par N, la divisibilité ci-dessus n’est

pas optimale : il peut s’être introduit des facteurs d’Euler en les places divisant N.

(iv) Sous des hypothèses supplémentaires concernant la représentation (satisfaites pour

presque tout nombre premier si f n’est pas de type CM), on peut prouver des résultats

du même genre sans avoir à inverser p.

(v) La démonstration des théorèmes 3.1 et 3.2 est un peu tortueuse. On projette les

systèmes d’Euler zKato(k, j), pour 1 ≤ j ≤ k−1, sur la composante correspondant à f , ce

qui permet de construire toute une famille (cf. § 3.3) de systèmes d’Euler pour Vf et ses

tordues. On calcule l’image par l’application exp∗ des éléments ainsi construits en utilisant

la loi de réciprocité explicite de Kato et en projetant sur la composante correspondant à

f , ce qui nous conduit à calculer le produit scalaire de Petersson de f avec un produit

de série d’Eisenstein ; on utilise la méthode de Rankin (cf. § 3.2) pour ce faire, et le

résultat fait intervenir les valeurs de fonctions L du théorème 3.1. Ces systèmes d’Euler

ne sont pas optimaux76, mais ils permettent, en utilisant la technique des dérivées de

Kolyvagin [106, 99, 142, 158, 115] de démontrer que H1
Iw(Vf⊗η) est un Qp(f, η)⊗Λ-module

libre de rang 1 pour tout caractère η. On construit77 alors zKato(f, η) comme combinaison

linéaire, à coefficients dans l’anneau des fractions de Q(f, η) ⊗Zp Λ des systèmes d’Euler

précédents78 ; le problème étant de montrer que l’élément ainsi construit est encore dans

75et pas à H0(GQp(ζp∞ ),W(−1)) comme il est affirmé dans [54]. . .
76Il y a des tas de facteurs parasites qui interviennent, par exemple à cause de l’introduction de c et

d pour définir zKato,c,d(k, j), ou de la disparition des facteurs d’Euler en les places divisant N.
77Pour cette partie de l’argument, le lecteur est invité à consulter le §13 de [101].
78tordus à la Soulé pour passer de Vf (j) à Vf .



919-40

H1
Iw(Vf⊗η), ce qui se fait en utilisant les calculs précédents pour l’application exp∗ ainsi que

le fait que l’on a une infinité de choix à notre disposition, ce qui permet de montrer que l’on

n’a pas introduit de pôle parasite. Une fois que l’on a rendu le système d’Euler optimal,

on peut réutiliser la technique de Kolyvagin pour démontrer le (ii) du théorème 3.2.

3.2. La méthode de Rankin-Selberg

3.2.1. Le cas général. Soit Γ =
{(

a b

c d

)
∈ SL2(Z) b ≡ c ≡ 0 [N]

}
. Soit ε1 et ε2 des

caractères de Dirichlet modulo N (pas nécessairement primitifs). Soient k ≥ 2, 1 ≤ j ≤

k − 1, et

f =
∑

n∈ 1
N

Z, n>0

anq
n ∈ Sk(Γ, ε1) et g =

∑

n∈ 1
N

Z, n≥0

bnq
n ∈ Mk−j(Γ, ε2),

des forme propres pour tous les opérateurs T(ℓ), ℓ premier ne divisant pas N. On a donc

∑

n>0

an
ns

=
( ∑

n∈Z[ 1
N

]∗

an
ns

)

·
∏

ℓ∤N

1

((1 − αℓ,1ℓ−s)(1 − αℓ,2ℓ−s)
, avec αℓ,1αℓ,2 = ε1(ℓ)ℓ

k−1,

∑

n>0

bn
ns

=
( ∑

n∈Z[ 1
N

]∗

bn
ns

)

·
∏

ℓ∤N

1

((1 − βℓ,1ℓ−s)(1 − βℓ,2ℓ−s)
, avec βℓ,1βℓ,2 = ε2(ℓ)ℓ

k−j−1.

Soient D(f, g, s) la série de Dirichlet définie par

D(f, g, s) = L(ε1ε2, j + 2(s− k + 1)) ·
∑

n>0

anbn
ns

et Es(τ) la série d’Eisenstein (de poids j) définie par

Es(τ) =
∑

c≡d−1≡0 [N]

1

(cτ + d)j

( Im τ

|cτ + d|2

)s+1−k

.

Proposition 3.4. — Sous les hypothèses ci-dessus, on a

D(f, g, s) =
( ∑

n∈Z[ 1
N

]∗

anbn
ns

)

·
∏

ℓ∤N

1

(1 −
αℓ,1βℓ,1

ℓs
)(1 −

αℓ,1βℓ,2

ℓs
)(1 −

αℓ,2βℓ,1

ℓs
)(1 −

αℓ,2βℓ,2

ℓs
)
.

Γ(s)

(4π)s
D(f, g, s) =

[SL2(Z) : Γ(N)]

N
〈f, gEs〉.

Démonstration. — La première formule se démontre facteur d’Euler par facteur d’Euler

et est un petit exercice de sommation de séries géométriques. Pour démontrer le (ii), on

utilise le fait que f et g sont des formes modulaires pour Γ pour écrire 〈f, gEs〉 sous la
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forme 1
[Γ:Γ(N)]

〈f, gE′
s〉, avec (avec Γ∞ =

{(
a b

c d

)
∈ Γ, c = 0

}
) :

E′
s(τ) =

( ∑

(e,N)=1

ε1ε2(e)

ej+2(s−k+1)

)

·
( ∑

N|c
(c,d)=1

ε1ε2(d)

(cτ + d)j

( Im τ

|cτ + d|2

)s+1−k)

=L(ε1ε2, j + 2(s− k + 1)) ·
∑

γ=
(
a b

c d

)
∈Γ∞\Γ

ε1ε2(d)

(cτ + d)j

( Im τ

|cτ + d|2

)s+1−k

.

Par ailleurs, on a

Γ(s)

(4π)s
D(f, g, s) =L(ε1ε2, j + 2(s− k + 1)) ·

1

N
·

∫ +∞

0

( ∫ N

0

fg dx
)

ys
dy

y

=L(ε1ε2, j + 2(s− k + 1)) ·
1

N
·

∫

Γ∞\H

fg ys+1 dx dy

y2

=L(ε1ε2, j + 2(s− k + 1)) ·
1

N
·

∫

Γ\H

∑

γ∈Γ∞\Γ

f(γτ)g(γτ)(Im γτ)s+1 dx dy

y2

=
1

N
·

∫

Γ\H

fg E′
s y

k dx dy

y2
,

le passage de la seconde à la troisième ligne utilisant l’invariance de la forme volume

hyperbolique dx dy
y2

, et le passage de la troisième à la quatrième utilisant les formules de

transformations

f
(aτ + b

cτ + d

)

= ε1(d)(cτ + d)kf(τ), g
(aτ + b

cτ + d

)

= ε2(d)(cτ + d)k−jg(τ)

et Im
(aτ + b

cτ + d

)

=
Im τ

|cτ + d|2
, si

(
a b

c d

)
∈ Γ.

Corollaire 3.5. — Sous les hypothèses ci-dessus, il existe une constante C(k, j,N) 6= 0

telle que l’on ait

D(f, g, k− 1) = C(k, j,N)〈f , gE
(j)

0, 1
N

〉.

3.2.2. Projection d’un produit de deux séries d’Eisenstein. Si χ1 : (Z/M1Z)∗ est un ca-

ractère de Dirichlet modulo M1 (pas nécessairement primitif), et χ2 : (Z/M2Z)∗ est un

caractère de Dirichlet de conducteur M2, et si χ1χ2(−1) = (−1)k−j, on pose

F(k−j)
χ1,χ2

=
1

2

M1∑

a=1

M2∑

b=1

χ1(a)χ2(b) F
(k−j)

a
M1

, b
M2

.

Un petit calcul montre que l’on a

(F(k−j)
χ1,χ2

)|k−j
γ = χ1χ

−1
2 (d)F(k−j)

χ1,χ2
, si γ =

(
a b

c d

)
∈ SL2(Z), et b ≡ 0 [M1], c ≡ 0 [M2].
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D’autre part, en utilisant la proposition 1.3, on peut calculer le q-développement
∑

n∈Q+
cnq

n

de F
(k−j)
χ1,χ2 , et obtenir la formule

∑

n∈Q∗
+

cn
ns

= M
s−(k−j)+1
1 L(χ1, s− (k − j) + 1) · G(χ2)L(χ−1

2 , s),

où G(χ2) =
∑M2

b=1 χ2(b)e
2iπb/M2 est la somme de Gauss associée à χ2.

Corollaire 3.6. — Si f est une forme primitive de Sk(Γ0(N), ε), si M1 est divisible par

N, et si M est un multiple de N, M1 et M2, alors il existe une constante C′(k, j,M) 6= 0

telle que

〈f,F(k−j)
χ1,χ2

E
(j)

0, 1
M

〉 = C′(k, j,M) · L(f∗, χ1, j) · χ
−1
2 (M1)G(χ2)L(f∗, χ−1

2 , k − 1).

Démonstration. — Si f =
∑

n∈Q+
anq

n, on a an = 0 si n /∈ N. En prenant en compte cette

remarque, la première formule de la prop. 3.4, et le calcul du q-développement de F
(k−j)
χ1,χ2

effectué ci-dessus, on obtient

D(f,F(k−j)
χ1,χ2

, s) = χ−1
2 (M1)L(f∗, χ1, s− (k − j) + 1) · G(χ2)L(χ−1

2 , s),

et on conclut en utilisant le corollaire 3.5.

3.3. Projection du système d’Euler de Kato

Soit Γ̂ ⊂ SL2(Ẑ) un sous-groupe de congruence ; soit Γ̃ son image inverse dans ΠQ

et soit Γ l’intersection de Γ̃ avec ΠQ. On suppose que det : Γ̂ → Ẑ∗ est surjectif et

donc que Q
Γ̃

= Q. Si φ ∈ H0(Γ̃,LC(M2(Ẑ
(p)),Z)), on définit un élément zφ(f, j) ∈

H1(GQ,D0(Ẑ
(p),Vf (k − j))) de la manière suivante. Soit zφ,0(k, j) ∈ H2(Γ̃,D0(Ẑ

(p),Vk,j))

la mesure définie par
∫

Ẑ(p)

ψ zφ,0(k, j) =

∫

M2(Ẑ)(p)

ψ(det x)φ(x) zKato(k, j).

Soit zφ,1(k, j) l’image de zφ,0(k, j) dans79

H1(GQ,H
1(Γ,D0(Ẑ

(p),Vk,j))) ∼= H1(GQ,D0(Ẑ
(p),H1(Γ,Vk,j))),

et soit zφ(f, j) la projection de zφ,1(k, j) sur une des composantes de H1(Γ,Vk,j)πf
∼=

Vf(k − j)r, où r est un entier dépendant de Γ̂.

On déduit alors de la proposition 1.10 le fait que la famille cM =
∫

(1+MẐ)∩Ẑ(p) zφ(f, j),

M ≥ 1 forme un système d’Euler pour Vf(k − j). D’autre part, en utilisant la loi de

réciprocité explicite de Kato (th. 1.9) et le cor. 3.6, on montre que l’on peut choisir φ de

manière à ce que ce système d’Euler soit non identiquement nul (et même, si L(f∗, j) 6= 0,

79L’isomorphisme H1(Γ,D0(Ẑ
(p),Vk,j)) ∼= D0(Ẑ

(p),H1(Γ,Vk,j)) provient de ce que Γ agit trivialement

sur Ẑ(p) et de ce que l’on peut échanger cohomologie et limite projective car on est sous les conditions

de Mittag-Leffler, la cohomologie de Γ dans un module fini étant un groupe fini.
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de telle sorte que c1 ne soit pas de torsion), ce qui permet de faire marcher la machine

des dérivées de Kolyvagin.

4. FONCTIONS L p-ADIQUES DES FORMES MODULAIRES

Dans ce chapitre, on explique comment utiliser la machine de Perrin-Riou (i.e. son ap-

plication exponentielle [140, 144] construite par interpolation des exponentielles de Bloch-

Kato) pour construire la fonction L p-adique attachée à une forme modulaire à partir du

système d’Euler de Kato.

La construction de la fonction L p-adique via les symboles modulaires est rappelée au

§ 4.2. La normalisation adoptée est un peu différente de celle de [120], ce qui permet

d’obtenir une distribution sur Ẑ au lieu d’une famille de distributions sur (Z/MZ) × Zp,

M ≥ 1 premier à p. La description de la machine de Perrin-Riou fait l’objet du § 4.3.

Le point de vue adopté est différent de l’approche originale de Perrin-Riou : il utilise la

théorie des (ϕ,Γ)-modules de Fontaine [75, 37]. L’intérêt de cette théorie est de fournir

une description explicite (et quasiment gratuite : th. 4.8 et 4.9) du module d’Iwasawa

H1(GQp,D0(Z
∗
p ,V)) associé à une représentation arbitraire V de GQp grâce à une applica-

tion Exp∗. Si V est cristalline ou semi-stable, on déduit de lois de réciprocités explicites

le fait que l’application Exp∗ est (à normalisation près) l’inverse de l’application expo-

nentielle de Perrin-Riou. L’inconvénient d’utiliser les (ϕ,Γ)-modules est que l’on atterrit

dans un module D†(V)ψ=1 qui est un petit peu mystérieux en général, et le gros du travail

consiste à analyser la structure de ce module suivant le type de la représentation V. Cette

analyse fait l’objet des §§ 4.4-4.6. Dans le cas semi-stable, on en déduit (cf. no 4.5.1) une

formule purement locale pour la dérivée, en un (( zéro supplémentaire )), d’une fonction L

p-adique, ce qui fournit une démonstration80 (cf. th. 4.17) de la conjecture de Mazur-Tate-

Teitelbaum pour la dérivée première de la fonction L p-adique d’une forme modulaire dans

le cas d’un zéro supplémentaire.

4.1. Mesures, distributions et fonctions analytiques

4.1.1. Anneaux de séries de Laurent. Si L est un sous-corps de Cp, on note R
+
L (resp. E

+
L )

l’anneau des fonctions analytiques (resp. analytiques bornées) sur le disque {x, vp(x) ≥ 0}

et R
†
L (resp. E

†
L) l’anneau des fonctions analytiques (resp. analytiques bornées) sur la

couronne d’épaisseur nulle et de rayon 1. Un élément d’un des anneaux ci-dessus est

défini par une série de Laurent
∑

k∈Z akT
k, où ak ∈ L quel que soit k ∈ Z, et on a les

équivalences suivantes :

80Cette démonstration est une traduction dans le langage des (ϕ,Γ)-modules de celle qu’en a donnée,

modulo l’existence d’un système d’Euler relié à la fonction L p-adique, Perrin-Riou [145] ; c’est une

variante de celle de Kato-Kurihara et Tsuji [103]. (Cf. note 94 pour des compléments.)
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(i)
∑

k∈Z akT
k ∈ E

+
L si et seulement si ak = 0 si k ≤ −1 et si la suite de terme général

vp(ak) est minorée ;

(ii)
∑

k∈Z akT
k ∈ R

+
L si et seulement si ak = 0 si k ≤ −1 et si lim inf

k→+∞

1
k
vk(ak) ≥ 0 ;

(iii)
∑

k∈Z akT
k ∈ E

†
L si et seulement si lim inf

k→−∞

1
|k|
vp(ak) > 0 et si la suite de terme

général vp(ak) est minorée ;

(iv)
∑

k∈Z akT
k ∈ RL si et seulement si lim inf

k→−∞

1
|k|
vp(ak) > 0 et lim inf

k→+∞

1
k
vk(ak) ≥ 0.

On a bien évidemment E
†
L ∩ R

+
L = E

+
L .

Si r est un nombre réel, un élément
∑

k∈Z akT
k de RL est d’ordre r si la suite de terme

général vp(ak) + r log k, k ≥ 1, est minorée. On remarquera qu’un élément de RL est

d’ordre 0 si et seulement s’il appartient à E
†
L , ce qui fournit un moyen de récupérer E

†
L à

l’intérieur de RL.

Proposition 4.1. — Si h est un entier supérieur ou égal à la partie entière de r, alors

quel que soit n0 ∈ N, un élément x de RL d’ordre r est entièrement déterminé par son

développement de Taylor à l’ordre h en les ζpn − 1, pour n ≥ n0.

4.1.2. Mesures et distributions sur Zp. Si X est un ouvert compact de Zp, soit C 0(X,L)

l’espace des fonctions continues sur X à valeurs dans L ; on munit cet espace de la norme

du sup. qui est bien définie puisque X est compact.

Soit aussi LA(X,L) l’espace des fonctions localement analytiques sur X à valeurs dans L ;

si f ∈ LA(X,L) et si a ∈ X, alors il existe un voisinage de a tel que l’on puisse écrire

f(x) sous la forme f(x) =
∑+∞

k=0 ck(x − a)k dans ce voisinage. L’espace LA(X,L) est

naturellement une limite inductive d’espaces de Banach.

Si V est un L-espace vectoriel topologique, on note D0(X,V) l’espace des mesures sur X

à valeurs dans V (i.e. l’espace des applications linéaires continues de C 0(X,L) dans V) ; si

f ∈ C 0(X,L) et µ ∈ D0(X,V), on note en général
∫

X
f µ la valeur de µ sur f . On note aussi

D(X,V) l’espace des distributions sur X à valeurs dans V (i.e. l’espace des applications

linéaires continues de LA(X,L) dans V) ; comme précédemment, si f ∈ LA(X,L) et µ ∈

D(X,V), on note en général
∫

X
f µ la valeur de µ sur f . Une fonction localement analytique

étant continue, on a une application naturelle de D0(X,V) dans D(X,V) qui est injective,

ce qui permet de considérer une mesure comme une distribution d’un type particulier.

A une distribution µ, on associe sa transformée d’Amice Aµ(T) qui est une série formelle

définie par

Aµ(T) =

+∞∑

n=0

(∫

X

(
x

n

)

µ
)

· Tn =

∫

X

(1 + T)x µ.

La transformée d’Amice fournit une caractérisation particulièrement agréable [2, 3, 56]

des distributions sur Zp et, en particulier, permet de construire des distributions à partir

de séries entières81.

81Voir [165] pour les distributions sur l’anneau des entiers d’une extension finie de Qp.
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Théorème 4.2. — L’application µ 7→ Aµ(T) induit un isomorphisme de D(Zp,L) sur

R
+
L et de D0(Zp,L) sur E

+
L .

Une distribution sur X ouvert compact de Zp est d’ordre r si sa transformée d’Amice est

d’ordre r. On note Dr(X,V) l’espace des distributions d’ordre r sur X à valeurs dans V. En

utilisant l’isomorphisme du théorème 4.2, on peut traduire les résultats sur les fonctions

analytiques par :

(i) une distribution est d’ordre 0 si et seulement si c’est une mesure (il n’y a donc pas

de conflit de notation. . . ) ;

(ii) Si h est un entier supérieur ou égal à la partie entière de r, alors quel que soit

n0 ∈ N, une distribution d’ordre r est entièrement déterminée par les intégrales
∫

Zp
xiζxpn,

pour n ≥ n0 et 0 ≤ i ≤ h.

Finalement, on a le résultat suivant [3, 56, 190, 56] qui permet de construire une dis-

tribution d’ordre r en connaissant les valeurs des intégrales
∫

Zp
xiζxpn, pour n ≥ n0 et

0 ≤ i ≤ h.

Proposition 4.3. — Soit r ∈ R. Si h est un entier supérieur ou égal à la partie entière de

r, et si µ est une forme linéaire à valeurs dans L sur les fonctions localement polynomiales

de degré ≤ h telle qu’il existe une constante C telle que l’on ait
∣
∣
∣

∫

a+pnZp

(x− a)h
∣
∣
∣ ≤ C · pn(r−h) quels que soient a ∈ Zp et n ∈ N,

alors µ s’étend de manière unique en une distribution d’ordre r sur Zp.

4.1.3. Distributions sur Ẑ. Si X est un ouvert compact de Ẑ, une fonction f : X → L

est dite localement analytique si tout point a = (ap, a
]p[) ∈ X possède un voisinage sur

lequel on peut écrire f(x) sous la forme f(x) =
∑+∞

k=0 ck(xp−ap)
k. Une fonction localement

analytique sur X est donc localement constante par rapport à x]p[ et localement analytique

par rapport à xp. On note LA(X,L) l’espace des fonctions localement analytiques sur

X à valeurs dans L et D(X,V) l’espace des distributions sur X à valeurs dans V. Si

X = Xp × X]p[, où Xp (resp. X]p[) est un ouvert compact de Zp (resp. de Ẑ]p[), alors

écrivant X]p[ comme limite projective d’ensembles finis, on obtient un isomorphisme

D(X,V) ∼= Dalg(X
]p[,D(Xp,V)).

Soit Dr(X,V) = Dalg(X
]p[,Dr(Xp,V)) ⊂ D(X,V) l’ensemble des distributions d’ordre r.

De manière équivalente, une distribution µ sur Ẑ est d’ordre r si et seulement si la distri-

bution φp 7→
∫

Ẑ
φp(xp)φ

]p[(x]p[)µ est une distribution d’ordre r sur Zp, quelle que soit la

fonction localement constante φ]p[ sur X]p[.

4.2. Formes modulaires et fonctions L p-adiques

Soit f une forme primitive de poids k ≥ 2, de caractère ε et de niveau N. Le facteur

d’Euler en p de L(f, s) peut se mettre sous la forme (1−αp−s)(1−βp−s), où α et β sont des
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entiers algébriques (éventuellement nuls). On suppose dans toute la suite vp(α) < k − 1 ;

en particulier α 6= 0.

Soit fα la forme modulaire définie par fα(z) = f(z) − βf(pz). Si β = 0, on a bien

évidemment fα = f , et si β 6= 0, alors fα est de niveau Np, propre pour tous les opérateurs

de Hecke, de valeur propre α pour l’opérateur Tp de niveau Np (i.e. l’opérateur Up). Soit

fα =
∑+∞

n=1 anq
n le q-développement de fα. On a anp = αan, si n ∈ Z, ce qui permet de

prolonger l’application n 7→ an à Z[1
p
] en forçant l’équation fonctionnelle anp = αan si

n ∈ Z[1
p
].

Si φ ∈ LCc(Qp × Ẑ]p[,Q), soit L(fα, φ, s) =
∑

n∈Z[ 1
p
] φ(n)ann

−s. Si 1 ≤ j ≤ k − 1, on

définit L̃(fα, φ, j) ∈ Q comme précédemment.

Si φ ∈ LCc(Qp,Q) est constante modulo pn, on définit sa transformée de Fourier φ̂ ∈

LCc(Qp,Q) par la formule (le résultat ne dépend pas du choix de n)

φ̂(x) = p−n
∑

ymod pn

φ(x)e−2iπxy,

où e−2iπxy est la racine de l’unité d’ordre une puissance de p obtenue en utilisant l’isomor-

phisme Qp/Zp
∼= Z[1

p
]/Z. Si χ : Z∗

p → Q est un caractère de Dirichlet de conducteur pn,

on a

χ̂(x) =







1
G(χ−1)

χ−1(pnx) si n ≥ 1,

1Zp(x) −
1
p
1p−1Zp(x) si n = 0.

Si φp ∈ LCc(Qp,Q), si φ]p[ ∈ LC(Ẑ]p[,Q) et si φ ∈ LCc(Qp × Ẑ]p[,Q) est donnée par

la formule φ(x) = φp(xp) · φ
]p[(x]p[), on définit sa p-transformée de Fourier Fpφ comme

l’élément de LCc(Qp × Ẑ]p[,Q) donné par la formule

Fpφ(x) = φ̂p(xp) · φ
]p[(x]p[).

On étend Fp en une application Q-linéaire de LCc(Qp × Ẑ]p[,Q) dans lui-même.

Théorème 4.4. — Si vp(α) < k−1, il existe une unique82 distribution µf,α d’ordre vp(α)

sur Ẑ, telle que, quel que soit φ ∈ LC(Ẑ,Q) et 1 ≤ j ≤ k − 1, on ait
∫

Ẑ

φ(x)xj−1
p µf,α = L̃(fα,Fpφ, j).

De plus, quel que soit φ ∈ LA(Ẑ,Cp), on a
∫

pẐ

φ(p−1xp, px
]p[) µf,α =

p

α

∫

Ẑ

φ(x)µf,α.

Démonstration. — L’ingrédient principal pour démontrer ce théorème [4, 111, 190, 120]

est la théorie des symboles modulaires qui permet de montrer qu’il existe un OQ(f)-réseau

Λ de Q(f)Ω+
f + Q(f)Ω−

f ⊂ C tel que
∫ i∞

r
P(z)f(z) dz ∈ Λ quels que soient r ∈ Q et

P ∈ OQ(f)[X] de degré ≤ k − 2.

82Cf. rem 4.12 pour le cas vp(α) = k − 1.
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On note λf,α la distribution sur Ẑ(p) obtenue en multipliant la restriction de µf,α à

Ẑ(p) par la fonction x−1
p . On définit la fonction L p-adique de f (associée à α) comme la

fonction qui à un caractère83 χ de Ẑ(p), localement analytique, associe la valeur

Lp,α(f, χ) =

∫

Ẑ(p)

χ(x) λf,α.

Si χ est un tel caractère, on définit une fonction Lp,α(f, χ, s) de la variable s ∈ Zp, en

posant

Lp,α(f, χ, s) = Lp,α(f, χ · 〈xp〉
s) =

∫

Ẑ(p)

χ(x) · 〈xp〉
s λf,α.

On peut voir un caractère de Dirichlet modulo M comme un caractère de Ẑ(p) constant

modulo pMẐ, et la proposition suivante montre que la fonction L p-adique est obtenue

par interpolation des valeurs aux entiers des fonctions L complexes :

Proposition 4.5. — Si vp(α) < k − 1, si χ est un caractère de Dirichlet de conducteur

M premier à p, si η est un caractère de Dirichlet de conducteur pm, et si 1 ≤ j ≤ k − 1,

alors

Lp,α(f, χ · η · xjp) =







(
1 − χ−1(p)pj

α

)
·
(
1 − βχ(p)

pj

)
· L̃(f, χ, j) si m = 0,

χ−1(pm)
αm · pmj · L̃(f,χ·η−1,j)

G(η−1)
si m ≥ 1.

4.3. L’application Exp∗

4.3.1. (ϕ,Γ)-modules. On munit E
†
Qp

et RQp d’un frobenius ϕ et d’une action de Γ =

Gal(Qp(ζp∞)/Qp) via les formules

ϕ
(∑

k∈Z

akT
k
)

=
∑

k∈Z

ak((1 + T)p − 1)k et γ
(∑

k∈Z

akT
k
)

=
∑

k∈Z

ak((1 + T)χcycl(γ) − 1)k.

Ces actions commutent entre elles. Si L est une extension finie de Qp, on étend ces actions

à E
†
L et RL par L-linéarité.

Un (ϕ,Γ)-module étale sur E
†
L est un E

†
L -espace vectoriel D de dimension finie d muni

d’actions semi-linéaires de ϕ et Γ commutant entre elles, l’action de ϕ étant étale (= de

pente 0), ce qui signifie qu’il existe une base de D sur E
†
L telle que les matrices de ϕ et ϕ−1

dans cette base soient à coefficients dans l’anneau des entiers de E
†
L (pour la valuation

vp(
∑
akT

k) = inf vp(ak)).

83χ(xy) = χ(x)χ(y) si x, y ∈ Ẑ(p).
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Théorème 4.6 ([75, 37]). — On dispose d’un foncteur naturel84 V 7→ D†(V) qui induit

une équivalence de catégories de la catégorie des L-représentations de dimension finie de

GQp sur celle des (ϕ,Γ)-modules étales sur E
†
L .

La théorie des (ϕ,Γ)-modules ayant déjà fait l’objet d’un demi-exposé à ce séminaire [55],

nous ne nous étendrons pas sur la démonstration de ce théorème. On pourra consulter

la note 84 pour une description du foncteur D† ; celui-ci fait intervenir l’anneau B† de

Fontaine qui n’est pas franchement facile à appréhender. . .

Remarque 4.7. — On étend l’action de ϕ et Γ sur RL à RL[log T] par les formules

ϕ(log T) = logϕ(T) = p log T + log
ϕ(T)

Tp
et γ(log T) = log γ(T) = log T + log

γ(T)

T
,

ces formules ayant un sens car la série définissant log ϕ(T)
Tp converge dans E

†
L et celle

définissant log γ(T)
T

dans R
+
L vers un élément d’ordre 1. On munit aussi RL[log T] de

l’unique RL-dérivation N telle que N(log T) = − p
p−1

.

Grâce aux travaux de Berger [12, 55], on sait décrire Dcris(V) et Dst(V) en termes de

D†(V), tous ces modules vivant à l’intérieur de RL[log T]⊗
E

†

L
D†(V)[1

t
], et on peut en tirer

une (( description )) (pas très explicite, mais suffisante pour ce que l’on veut en faire dans

ce texte (prop. 4.10 et 4.14)) de D†(V) en termes de Dcris(V), si V est cristalline, et de

Dst(V), si V est semi-stable.

4.3.2. (ϕ,Γ)-modules et théorie d’Iwasawa. Si D est un (ϕ,Γ)-module étale sur E
†
L , tout

élément x de D peut s’écrire de manière unique sous la forme
∑p−1

i=0 (1 + T)iϕ(xi), ce qui

permet de définir un inverse à gauche ψ de ϕ par la formule ψ(x) = x0 ; ce morphisme

commute à l’action de Γ et joue un rôle très important [87, 36, 53] pour le calcul de la

cohomologie galoisienne ou la théorie d’Iwasawa des L-représentations de GQp.

84Notons Ẽ le corps des fractions de Ẽ+ = R(Qp) (cf. no 2.1.1) et Ã = W(Ẽ) l’anneau des vecteurs

de Witt à coefficients dans Ẽ. Il est naturellement muni d’actions de GQp
et ϕ commutant entre elles

et on dispose d’un plongement de l’anneau des entiers de E
†

Qp
dans Ã commutant aux actions de GQp

et ϕ, à savoir celui envoyant T sur π = ζ̃ − 1. L’adhérence AQp
de son image dans Ã est l’ensemble

des séries de Laurent
∑

k∈Z
akπ

k avec ak ∈ Zp et limk→−∞ vp(ak) = +∞. On note A l’adhérence pour

la topologie p-adique de l’anneau des entiers de l’extension maximale non ramifiée de BQp
= AQp

[ 1
p
]

dans B̃ = Ã[ 1
p
], et on pose B = A[ 1

p
]. On définit le sous-corps B̃† des éléments surconvergents de B̃

comme l’ensemble des éléments x =
∑

k≫−∞
pk[xk], où (xk)k≫−∞ est une suite d’éléments de Ẽ vérifiant

lim infk→+∞
1
p
vE(xk) > −∞, et on pose B† = B∩B̃† ; c’est un sous-corps de B̃ stable par ϕ et GQp

et on a

E
†

Qp
= (B†)H , si H = Gal(Qp/Qp(ζp∞)), et (B†)ϕ=1 = Qp. Ceci nous permet de définir un foncteur D†

qui à une Qp-représentation V de GQp
associe le (ϕ,Γ)-module étale D†(V) = (B†⊗Qp

V)H et le foncteur

V† qui à un (ϕ,Γ)-module D étale sur E
†

Qp
associe le Qp-espace vectoriel V†(D) = (B† ⊗

B
†

Qp

D)ϕ=1. Ces

deux foncteurs sont inverses l’un de l’autre et fournissent une description de l’équivalence de catégories

du théorème. (On n’a traité dans cette note que le cas des Qp-représentations, mais si on est parti d’une

L-représentation, tous les objets considérés sont des L-espaces vectoriels.)
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Théorème 4.8. — Si V est une L-représentation de GQp , on dispose d’un isomorphisme

naturel85

Exp∗ : H1(GQp,D0(Z
∗
p ,V)) −→ D†(V)ψ=1.

L’application Exp∗ doit son nom au résultat suivant qui se déduit assez facilement [36]

de la formule explicite donnée dans la note 85.

Théorème 4.9. — Si V est une L-représentation de de Rham de GQp, si n ∈ N est assez

grand, et si µ ∈ H1(GQp,D0(Z
∗
p ,V)), alors ϕ−n(Exp∗(µ)) converge86 dans B+

dR ⊗ V, et

on a

p−nϕ−n(Exp∗(µ)) =
∑

k∈Z

exp∗
(∫

1+pnZp

x−kµ
)

∈ L(ζpn)[[t]] ⊗L DdR(V).

Pour pouvoir utiliser l’application Exp∗ pour construire les fonctions L p-adiques at-

tachées aux formes modulaires, nous allons avoir besoin d’analyser plus en détail la struc-

ture de D†(Vf)
ψ=1, si f est une forme primitive de poids k ≥ 2. On est amené à distinguer

les cas où la représentation Vf est cristalline, semi-stable ou seulement potentiellement

semi-stable.

4.4. Le cas cristallin

Soit f une forme primitive de poids k ≥ 2 et niveau N premier à p. La représentation

Vf est alors cristalline et, si on factorise le facteur d’Euler en p de la fonction L(f, s) sous

la forme (1 − αp−s)(1 − βp−s), alors α et β sont les valeurs propres de ϕ sur Dcris(Vf).

Pour nous simplifier la vie, nous allons supposer87 α 6= β et utiliser le fait que ni α ni β

ne peuvent être égaux88 à 1 ou pk−1. Soit L = Qp(f, α), et considérons Vf comme une

L-représentation de dimension 2 de GQp. Comme les poids de Hodge-Tate de Vf sont 1−k

85 Cet isomorphisme est dû à Fontaine (non publié) et repose sur les travaux de Herr [87]. Il est

parfaitement explicite et utilise l’application x 7→ (1 − ϕ)x qui donne naissance à la suite exacte 0 →

Qp → B† → B† → 0. L’autre ingrédient de la construction est le fait que, si γn est un générateur de

Gal(Qp(ζp∞)/Qp(ζpn)), alors 1−γn agissant sur D†(V)ψ=0 est un isomorphisme (c’est le point délicat de

la théorie). Muni de ces deux ingrédients, on peut décrire l’inverse de Exp∗ comme suit : si x ∈ D†(V)ψ=1,

alors (1−ϕ)x ∈ D†(V)ψ=0 et il existe xn ∈ D†(V)ψ=0 vérifiant (1− γn)xn = (1−ϕ)x. Si bn ∈ B† ⊗Qp
V

est une solution de l’équation (1 − ϕ)bn = xn, alors le cocycle σ 7→ logχcycl(γn)(
σ−1
γn−1x + (σ − 1)bn)

(sur GQp(ζpn )) est à valeurs dans V (car tué par 1 − ϕ) et sa classe dans H1(GQp(ζpn),V) est l’image de

(Exp∗)−1x ∈ H1(GQp
,D0(Z

∗
p
,V)) par l’application µ 7→

∫

1+pnZp
µ.

86B+
dR et B sont construits à partir de W(Ẽ+) en localisant et en complétant, mais pour des topologies

trop différentes pour que l’on puisse plonger B† dans B+
dR ; par contre, B† est exactement le sous-ensemble

de B des éléments x =
∑

k≥k(x) p
k[xk] tels que la série

∑

k≥k(x) p
k[xp

−n

k
] = ϕ−n(x) converge dans B+

dR

si n est assez grand. Par ailleurs, on a
∫

1+pnZp
x−kµ ∈ H1(GQp(ζpn ),V(−k)) et exp∗(

∫

1+pnZp
x−kµ) ∈

tkL(ζpn)D−k
dR(V) est nul si k ≪ 0.

87On conjecture que c’est toujours le cas : semi-simplicité du frobenius cristallin plus admissibilité

de Dcris(Vf ).
88On a |α| = |β| = p(k−1)/2 d’après Deligne.
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et 0, le ϕ-module filtré D = Dcris(Vf ) est un L-espace vectoriel de dimension 2 muni d’une

action L-linéaire de ϕ et d’une filtration (Di)i∈Z vérifiant Di = D si i ≤ 0, Di = Dk−1 si

0 < i ≤ k − 1, et Di = 0 si i > k − 1 (en particulier, cette filtration est complètement

déterminée par la donnée de la L-droite Dk−1 dont f est naturellement une base) ; il est

isomorphe à l’un des modules Dα,β ou Dα ⊕ Dβ ci-dessous89.

• si α, β ∈ L vérifient vp(α) ≥ vp(β) ≥ 0 et vp(α) + vp(β) = k − 1, on note Dα,β le

ϕ-module filtré défini par Dα,β = L · eα ⊕ L · eβ, avec ϕ(eα) = αeα, ϕ(eβ) = βeβ, et

Dk−1
α,β = L · (eα + eβ) ;

• si α, β ∈ L vérifient vp(α) = k − 1 et vp(β) = 0, on note Dα ⊕ Dβ le ϕ-module filtré

défini par Dα⊕Dβ = L·eα⊕L·eα, avec ϕ(eα) = αeα, ϕ(eβ) = βeβ, et (Dα⊕Dβ)
k−1 = L·eα.

Les modules Dα,β et Dα⊕Dβ sont faiblement admissibles et donc [59], les représentations

Vcris(Dα ⊕ Dβ) et Vcris(Dα,β) sont des L-représentations cristallines de GQp de dimension

2 dont les poids de Hodge-Tate sont 1 − k et 0. On pose

D†
α,β = D†(Vcris(Dα,β)) et D†

α ⊕ D†
β = D†(Vcris(Dα ⊕ Dβ)).

Proposition 4.10. — (i) Si α, β ∈ L vérifient vp(α) ≥ vp(β) ≥ 0 et vp(α)+vp(β) = k−1,

alors w = wα · t
1−keα +wβ · t

1−keβ ∈ RL ⊗L Dα,β[
1
t
] appartient à (D†

α,β)
ψ=1 si et seulement

si il existe des distributions µα et µβ sur Zp, à valeurs dans L, vérifiant

(a) µα est d’ordre k − 1 − vp(α) et µβ est d’ordre k − 1 − vp(β),

(b)90 ψ(µα) = p1−kα · µα et ψ(µβ) = p1−kβ · µβ,

(c) α−n
∫

Zp
xiζxpnµα = β−n

∫

Zp
xiζxpnµβ quels que soient n ≥ 1 et 1 ≤ i ≤ k − 1,

telles que l’on ait wα =
∫

Zp
(1 + T)x µα et wβ =

∫

Zp
(1 + T)x µβ.

(ii) Si α, β ∈ L vérifient vp(α) = k − 1, α 6= pk−1 et vp(β) = 0, β 6= 1, alors x ∈

(D†
α ⊕ D†

β)
ψ=1 si et seulement si il existe des mesures µα et µβ sur Zp, à valeurs dans L,

vérifiant ψ(µα) = p1−kα · µα et ψ(µβ) = β · µβ telles que l’on ait

w =

∫

Zp

(1 + T)x µα · t
1−keα +

∫

Zp

(1 + T)x µβ · eβ.

Démonstration. — Le (ii) se démontre comme le (i), mais est plus simple donc nous

n’allons considérer que le (i). La condition (b) est une traduction de l’égalité ψ(w) = w ;

la condition (c) se traduit en terme du développment limité de ϕ−n(w) à l’ordre k − 2 et

permet de montrer que w ∈ RL ⊗
E

†

L
D†, et la condition (a) implique que w est (( d’ordre

0 )), ce qui permet de montrer que w ∈ D†. Dans l’autre sens, l’existence de distributions

vient de ce qu’une solution dans RL d’une équation du type ψ(x) − αx ∈ R
+
L , où α ∈ L

89Le cas Dα ⊕ Dβ correspond au cas où la représentation Vf est scindée ; il semble raisonnable de

penser que cela ne peut se produire que si f est de type CM ; j’ignore si ceci est connu ou pas.
90On définit ψ(µ), si µ est une distribution à valeurs dans L, en passant par les transformées d’Amice,

par la formule Aψ(µ) = ψ(Aµ). On a alors
∫

Zp
f(x)ψ(µ) =

∫

pZp
f(x

p
)µ quelle que soit la fonction locale-

ment analytique f .
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vérifie vp(α) ≤ 0, appartient à R
+
L (resp. R

+
L ⊕ L · 1

T
) si α 6= 1 (resp. si α = 1), et donc

est la transformée d’Amice d’une distribution.

Soit πα (resp. πβ) la projection sur L·eα (resp. L·eβ) parallèlement à L·eβ (resp. L·eα). Il

ressort de ce qui précède que, si z ∈ H1(GQp,D0(Z
∗
p ,Vf)), alors πα(Exp∗(z)) = wα · t

1−keα,

oùwα est la transformée d’Amice d’un élément de Dk−1−vp(α)(Zp,L). Les mêmes arguments

montrent que, si z ∈ H1(GQp,D0(Ẑ
(p),Vf)), alors πα(Exp∗(z)) = wα · t

1−keα, où wα est la

transformée d’Amice d’un élément de Dk−1−vp(α)(Ẑ,L).

Théorème 4.11. — Si vp(α) > 0, alors πα(f) 6= 0 et

(1 + T)
d

dT

(
πα(Exp∗(zKato(f)))

)
=

(∫

Zp

(1 + T)x µf∗ ,pk−1α−1

)

· t1−kπα(f).

Démonstration. — C’est une conséquence de la caractérisation (th. 3.1) de zKato(f), de la

définition (th. 4.4) de la mesure µf∗ ,pk−1α−1 et de la loi de réciprocité explicite du th. 4.9.

Remarque 4.12. — On peut aussi projeter Exp∗(zKato(f)) sur la droite propre pour

la valeur propre β. Si vp(β) > 0, le résulat précédent reste valable. Si vp(β) = 0 et la

représentation Vf de GQp n’est pas une somme directe de deux sous-représentations, alors

πβ(f) 6= 0, et on récupère une distribution d’ordre k − 1 qui permet de définir une fonc-

tion L p-adique. Les valeurs de cette fonction L p-adique aux caractères critiques (i.e.

les Lp,β(f, η · xjp), pour η d’ordre fini et j ∈ {1, . . . , k − 1}) sont reliées aux valeurs de

la fonction L complexe comme pour α, mais ces valeurs ne suffisent pas à déterminer

complètement la fonction L p-adique ; il manque les valeurs pour un entier j quelconque

n’appartenant pas à {1, . . . , k − 1}. Une voie d’approche pour restaurer une unicité est

d’utiliser le fait que la machine de Perrin-Riou fournit des renseignements en tous les

caractères algébriques pour une fonction L p-adique fabriquée à partir d’un système d’Eu-

ler91 ; on obtient en particulier, si j = 0, une expression pour Lp,β(f, η · x
j
p) en termes du

régulateur [22, 23] des éléments de Beilinson [8] ou de Scholl [161] (cf. [80] et [145]). Une

autre approche est fournie par les symboles modulaires (( en famille )) (cf. [149]). Le cas

d’une forme modulaire de type CM est un peu étrange : comme πβ(f) = 0, la fonction L

que l’on construit92 s’annule en tous les caractères critiques et il n’y a aucune raison pour

qu’elle soit identiquement nulle !

4.5. Le cas semi-stable

Supposons maintenant que le niveau de f est divisible par p, mais que ap 6= 0. La

représentation Vf est alors semi-stable, et le (ϕ,N)-module filtré D = Dst(Vf) est un L-

espace vectoriel de dimension 2 muni d’actions L-linéaires de ϕ et N vérifiant la relation

91Par construction pour les entiers ≫ 0, et grâce à la loi de réciprocité explicite [51, 102, 11] pour les

autres.
92On a quand même le problème, pour normaliser cette fonction, de choisir une base de l’espace propre

pour β, le choix évident πβ(f) ne marchant pas.
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Nϕ = pϕN et d’une filtration (Di)i∈Z entièrement déterminée par la donnée de la L-droite

Dk−1 ; il est isomorphe à un des modules Dα,L ci-dessous (avec α = pap et L = Lf

invariant de Fontaine).

Si α ∈ L vérifie 2vp(α) − 1 = k − 1 et L ∈ L, on note Dα,L le (ϕ,N)-module filtré

défini par Dα,L = L · eα ⊕ L · Neα, avec ϕ(eα) = αeα et Dk−1
α,L = L · (eα + L · Neα). (La

relation Nϕ = pϕN entrâıne que l’on a de plus ϕ(Neα) = p−1α · Neα et N(Neα) = 0.)

Le (ϕ,N)-module filtré Dα,L est admissible et Vst(Dα,L ) est une L-représentation semi-

stable de GQp de dimension 2 dont les poids de Hodge-Tate sont 1 − k et 0. Posons

D†
α,L = D†(Vst(Dα,L )). Pour décrire (D†

α,L )ψ=1 à l’intérieur de RL[log T] ⊗L Dα,L [1
t
],

nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.13. — Si α ∈ L, il existe ℓα ∈ RL[log T] (non unique) vérifiant les conditions

suivantes :

(1 − αϕ) · N(ℓα) = −







1 + T si α /∈ p−N,

1 + T − pi t
i

i!
si α = p−i,

et (ψ − p−1α) · ℓα =







0 si α /∈ p−N,

− (p−1) log T
p2

· t
i

i!
si α = p−i.

Démonstration. — On commence par construire ℓ
(0)
α = −N(ℓα). Si vp(α) > −1, on prend

ℓ
(0)
α de la forme cα +

∑+∞
n=0 α

nϕn(T), et on ajuste la constante cα pour que ça marche.

On passe de α à p−1α par la formule ∂ℓ
(0)
α/p = ℓ

(0)
α , avec ∂ = (1 + T) d

dT
, en ajustant la

constante d’intégration. On définit alors ℓα par la formule

ℓα =
p− 1

p

(

ℓ(0)α
logϕ(T)

p
−

+∞∑

n=0

(pα−1)nψn
(

p−1ℓ(0)α log
ϕ(T)

Tp

))

.

Proposition 4.14. — w = t1−k
(
wα · eα +wα/p ·Neα

)
∈ RL[log T] ⊗L Dα,L [1

t
] appartient

à (D†
α,L )ψ=1 si et seulement si

(i) wα/p(ζpnet/p
n
− 1) ≡ p−nLwα(ζpnet/p

n
− 1) mod tk−1L(ζpn)[[t]], pour n assez grand ;

(ii) il existe93 des distributions µα et µα/p sur Zp, à valeurs dans L, vérifiant

(a) µα est d’ordre k − 1 − vp(α) et µα/p est d’ordre k − vp(α),

(b) ψ(µα) = p1−kα · µα et ψ(µα/p) = p−kα · µα/p,

telles que l’on ait wα =
∫

Zp
(1 + T)xµα et

wα/p =

∫

Zp

(1+T)xµα/p+

∫

Z∗
p

ℓp1−kα((1+T)x−1)µα+







0 si α /∈ pk−1−N,

(
∫

Zp
xiµα)

(p−1) log T
p2

· t
i

i!
si α = pk−1−i.

93La distribution µα est déterminée par w, mais µα/p dépend du choix de ℓα
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Soit πα la projection sur L · eα parallèlement à L · eα/p. Comme dans le cas cristallin,

on déduit de la proposition 4.14 le résultat suivant qui montre que la fonction L p-adique

est l’image du système d’Euler de Kato.

Théorème 4.15. — On a πα(f) 6= 0 et

(1 + T)
d

dT

(
πα(Exp∗(zKato(f)))

)
=

(∫

Zp

(1 + T)x µf∗ ,pk−1α−1

)

· t1−kπα(f).

Remarque 4.16. — La proposition 4.14 nous fournit une deuxième fonction L p-adique

attachée à f (en utilisant µα/p qui dépend du choix de ℓp1−kα), mais il est un peu diffi-

cile, dans l’état actuel de nos connaissances, de comprendre quelle est sa signification (si

signification il y a).

4.5.1. Zéros supplémentaires des fonctions L p-adiques. Ce qui précède va nous permettre

de donner une démonstration d’un théorème de Kato-Kurihara-Tsuji94

Théorème 4.17. — Si f est une forme primitive de poids k = 2i+ 2 ≥ 2, de niveau N

divisible par p, et si la valeur propre de Tp est pi = β, alors Lp,β(f, x
i+1
p , 0) = 0 et

L′
p,β(f, x

i+1
p , 0) = Lf · L̃(f, i+ 1).

Démonstration. — Utilisant le th. 4.15, on se ramène à un calcul purement local dans

(D†
α,L )ψ=1, avec α = pi+1, et on reprend les notations de la proposition 4.14. Comme

ψ(µα) = p1−kαµα, on a
∫

Z∗
p

xiµα =

∫

Zp

xi (1 − p1−kαϕ) · µα = (1 − αpi−k+1)

∫

Zp

xiµα.

En particulier, si α 6= pk−1−i, l’intégrale
∫

Z∗
p
xiµα ne s’annule que si

∫

Zp
xiµα = 0. Par

contre, si α = pk−1−i ce qui est le cas sous les hypothèses du théorème, la fonction

s 7→
∫

Z∗
p
xi〈x〉s µα a un zéro trivial en s = 0 et sa dérivée est donnée par la proposition

suivante qui permet de conclure.

94Ce théorème [103] fait intervenir l’invariant Lf de Fontaine [114] ; un autre candidat pour l’invariant

Lf a été proposé par Coleman [45] via sa théorie de l’intégration p-adique. Dans le cas d’une forme

modulaire correspondant à une courbe elliptique E définie sur Q, l’égalité de ces deux invariants et la

formule Lf = LE sont des conséquences faciles du théorème d’uniformisation de Tate [184]. La formule

du th. 4.17 a été démontrée par Stevens [181] (la démonstration est une généralisation de celle de [84] en

poids 2 ; les deux ingrédients principaux en sont, d’une part, une formule [180] pour l’invariant de Coleman

en termes de dérivées de valeur propres de l’opérateur de Hecke Tp et, d’autre part, la construction d’une

fonction L p-adique pour une famille analytique de formes modulaires [181, 133]) avec l’invariant de

Coleman, ce qui permet, en regroupant les théorèmes de Stevens et Kato-Kurihara-Tsuji, de montrer

(de manière très détournée) que les invariants de Fontaine et Coleman cöıncident ; ce dernier fait a été

vérifié directement par Coleman et Iovita [48]. (Cf. [93] pour un résultat du même type, et aussi [58] pour

une démonstration basée sur une formule exprimant l’invariant L de Fontaine en termes de dérivées de

valeurs propres de frobenius, le résultat de Stevens [180] mentionné ci-dessus et un résultat de Kisin [104]

permettant de passer d’une formule à l’autre.)
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Proposition 4.18. — Si α = pk−1−i, alors
∫

Z∗
p

xi log xµα = L ·

∫

Zp

xiµα.

Démonstration. — L’idée est d’évaluer ∂i((1 − pϕ) · w) = (1 − pi+1ϕ) · ∂iw en T = 0 ;

on note aeα + bNeα le résultat. La fonction w n’est pas définie en T = 0, mais on peut

utiliser l’équation fonctionnelle ψ(w) = w pour prolonger (1−pϕ) ·w en 0. Cette équation

fonctionnelle se traduit, en utilisant la relation 1 + T = et, par les identités

(1 − pϕ)·w = w − pϕ(ψ(w)) =
∑

j∈(Z/pZ)∗

(

wα(ζ
j
pe
t − 1)

eα
tk−1

+ wα/p(ζ
j
pe
t − 1)

Neα
tk−1

)

=
1

pn−1

∑

j∈(Z/pnZ)∗

(

wα(ζ
j
pnet/p

n−1

− 1)ϕ1−n
( eα
tk−1

)

+ wα/p(ζ
j
pnet/p

n−1

− 1)ϕ1−n
(Neα
tk−1

))

Cette dernière expression converge pour n assez grand. Notons a
(j)
n,i (resp. b

(j)
n,i) le coefficient

de ti dans le développement de wα(ζ
j
pnet − 1) (resp. de wα/p(ζ

j
pnet − 1)). On a alors

a =
1

pn−1

∑

j∈(Z/pnZ)∗

( piα

pk−1

)−(n−1)

a
(j)
n,i et b =

1

pn−1

∑

j∈(Z/pnZ)∗

(piα

pk

)−(n−1)

b
(j)
n,i.

D’après le (i) de la prop. 4.14, on a b
(1)
n,i = p−nL a

(1)
n,i, ce qui implique en vertu de l’action

de Gal(Qp(ζp∞)/Qp), la relation b
(j)
n,i = p−nL a

(j)
n,i pour tout j ∈ (Z/pnZ)∗, et finalement,

la relation

b = p−1
L a.

Il reste à calculer explicitement a et b pour pouvoir exploiter cette relation. Soit fi = ∂iℓp−i

et gi = ∂i(log T· t
i

i!
)−log T ∈ R

+
L . On peut alors écrire tk−1·∂iw sous la forme w1eα+w2Neα,

avec w1 =
∫

Zp
xi(1 + T)xµα et

w2 =

∫

Zp

xi(1 + T)xµα/p +

∫

Z∗
p

xifi((1 + T)x − 1)µα +
p− 1

p
·

∫

Zp

xiµα · (log T + gi).

On a tk−1 · (1− pi+1ϕ) · ∂iw = (1− pϕ)w1eα +(1−ϕ)w2Neα. On obtient donc en évaluant

en T = 0,

a = (1 − p)

∫

Zp

xiµα.

Pour évaluer (1 − ϕ)w2 en T = 0, il faut faire un petit peu attention car les fonctions

ne sont définies en T = 0 que par un procédé de régularisation (si tout était défini en 0,

on obtiendrait 0) ; le premier et le troisième terme donnent une contribution nulle (la

contribution du troisième est nulle car log p = 0), et on obtient

b =
(

(1−ϕ)
(∫

Z∗

p

xifi((1 +T)x− 1)µα

))

T=0
=

(∫

Z∗

p

xi
(
(1−ϕ) · fi

)
((1 +T)x− 1)µα

)

T=0
.

Pour continuer le calcul, nous aurons besoin du lemme suivant.
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Lemme 4.19. — (i) fi se prolonge de manière unique en une fonction localement analy-

tique sur le disque épointé 0 < vp(z) < +∞ vérifiant l’équation fonctionnelle

fi(z) =
p− 1

p
log z +

∑

(y+1)p=z+1

fi(y).

(ii) (1−ϕ)·fi+
p−1
p

logϕ(T) se prolonge en une fonction continue sur le disque 0 < vp(z).

(iii) Si x ∈ Z∗
p , alors hx = ((1 − ϕ) · fi)((1 + T)x − 1) − (1 − ϕ) · fi(T) se prolonge en

une fonction continue sur le disque 0 < vp(z), et on a hx(0) = −p−1
p

log x.

Démonstration. — Le (i) suit de ce que fi est définie sur une couronne non vide 0 <

vp(z) ≤ r, r > 0 et de l’équation fonctionnelle fi = pψ(fi) + p−1
p

(log T + gi). Le (iii)

est une conséquence immédiate du (ii) qui suit du (i) et de l’équation fonctionnelle déjà

mentionnée que l’on peut réécrire (en appliquant ϕ aux deux membres) sous la forme

ϕ(fi) − fi =
p− 1

p
(logϕ(T) + ϕ(gi)) +

∑

ζp=1,ζ 6=1

fi((1 + T)ζ − 1).

Pour terminer le calcul de b, on peut retrancher
∫

Z∗

p
xi

(
(1 − ϕ) · fi

)
µα, qui est nul car

∫

Z∗

p
xiµα = 0, à l’intégrale ci-dessus, et la réécrire sous la forme

b =
(∫

Z∗
p

xihx(T)µα

)

T=0
=

∫

Z∗
p

xihx(0)µα = −
p− 1

p
·

∫

Z∗
p

xi log xµα.

4.6. Les cas potentiellement cristallin et potentiellement semi-stable

On peut, en principe, faire la liste, à isomorphisme près, des Dpst des L-représentations

potentiellement semi-stables de GQp de dimension 2, dont les poids de Hodge-Tate sont 0

et 1−k, mais on ne sait pas décrire les Dψ=1 en termes de distributions (sauf si l’extension

sur laquelle la représentation devient semi-stable est abélienne), ce qui rend problématique

la construction de fonctions L p-adiques dans ce cas. Mais il est clair que l’on veut que

la fonction L p-adique soit, comme dans les th. 4.11 et 4.15, l’image de zKato(f
∗) dans

D†(Vf∗)ψ=1 ; notre problème est donc juste d’interpréter le résultat.

RÉFÉRENCES

[1] A. Agboola et B. Howard, Anticyclotomic Iwasawa theory of CM elliptic curves, preprint 2003.

[2] Y. Amice, Interpolation p-adique, Bull. Soc. France 92 (1964) 117-180.

[3] Y. Amice, Duals. Proc. of a conf. on p-adic analysis (Nijmegen 1978), 1-15, Nijmegen, Math. Institut

Katholische Univ., 1978.
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ris 11, 2002.
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161–221.

[29] C. Breuil, B. Conrad, F. Diamond et R. Taylor, On the modularity of elliptic curves over Q :

wild 3-adic exercises, J. Amer. Math. Soc. 14 (2001), 843–939.



919-57

[30] A. Brumer, On the units of algebraic number fields, Mathematika 14 (1967) 121–124.

[31] H. Carayol, Sur les représentations l-adiques associées aux formes modulaires de Hilbert, Ann. Sci.

cole Norm. Sup. (4) 19 (1986) 409–468.

[32] J. Cassels, Arithmetic on an elliptic curve, 1963 Proc. Internat. Congr. Mathematicians (Stockholm,

1962) 234–246 Inst. Mittag-Leffler, Djursholm.

[33] J. Cassels, Diophantine equations with special reference to elliptic curves, J. London Math. Soc. 41

(1966) 193–291.

[34] P. Cassou-Noguès, Valeurs aux entiers négatifs des fonctions zêta et fonctions zêta p-adiques. Invent.
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[102] K. Kato, M. Kurihara et T. Tsuji, Local Iwasawa theory of Perrin-Riou and syntomic complexes,

preprint 1996.

[103] K. Kato, M. Kurihara et T. Tsuji, Cours au centre Émile Borel, premier semestre 1997.
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[140] B. Perrin-Riou, Théorie d’Iwasawa des représentations p-adiques sur un corps local, Invent. Math.

115 (1994) 81-149.

[141] B. Perrin-Riou, Fonctions L p-adiques des représentations p-adiques, Astérisque 229 (1995).
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NOMBRES DE BETTI L2 ET FACTEURS DE TYPE II1

[d’après D. Gaboriau et S. Popa]

par Alain CONNES

INTRODUCTION

M. F. Atiyah a introduit dans ([3]) les nombres de Betti L2 pour les groupes discrets.

Ces invariants ont ensuite été généralisés dans ([14]) aux feuilletages mesurés. L’intérêt

initial de cette généralisation tient à des applications immédiates telles que l’existence de

feuilles compactes stables pour tout feuilletage mesuré dont les feuilles sont de dimension 2

et ont une courbure dont l’intégrale (pour la mesure transverse) est positive.

Dans un article récent ([28]), D. Gaboriau a montré que les nombres de Betti L2 des

feuilletages à feuilles contractiles sont en fait des invariants de la relation d’équivalence

mesurée associée. Il a de plus défini les nombres de Betti ℓ2, {βn(R)}, n ≥ 0 pour toute

relation d’équivalence mesurée R à orbites dénombrables.

Sa construction généralise aussi les nombres de Betti ℓ2 d’Atiyah et Cheeger-Gromov

([3], [7]) pour les groupes discrets dénombrables Γ, {βn(Γ)}n≥0, et Gaboriau démontre

que βn(Γ) = βn(RΓ), pour toute relation d’équivalence RΓ engendrée par une action

ergodique libre et préservant la mesure du groupe Γ sur un espace de probabilité (X, µ)

([28]).

La notion de coût des relations d’équivalence mesurées a été introduite par Levitt ([36]),

le coût C(R) de la relation R est la borne inférieure des mesures des sous-relations en-

gendrant R. Grâce à la notion d’arborage, due à Gaboriau (cf.[27]), le coût permet en

particulier de retrouver le nombre de générateurs d’un groupe libre Γ comme invariant des

relations d’équivalence mesurées provenant d’une action libre de Γ. L’idée des nombres de

Betti des relations d’équivalence a été suggérée à Gaboriau par une remarque d’A. Valette,

à savoir la validité, dans les exemples d’actions de groupes où l’on sait calculer les deux

membres, de l’égalité

C(RΓ)− 1 = β1(Γ)− β0(Γ)

L’on ne sait pas si cette égalité reste valable pour toute action ergodique libre d’un groupe

discret Γ.
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Le développement de la théorie des relations d’équivalence mesurées est depuis le début

parallèle à celui de la théorie des facteurs, et plus précisément des facteurs de type II1

pour les relations ergodiques préservant la mesure sur un espace de probabilité (X, µ).

À une telle relation R correspond canoniquement un facteur L(R) de type II1 par la

construction de Murray et von Neumann (on peut également tordre par un 2-cocycle

v (voir [26])). Cette construction n’est ni injective – le même facteur peut provenir de

relations ergodiques non-isomorphes [19] – ni surjective même si l’on autorise un 2-cocycle

([57]). Il serait donc simpliste de penser que la 〈〈transposition 〉〉 d’une théorie à l’autre

est facile et il a souvent fallu attendre plusieurs années avant que la transplantation d’un

résultat d’un côté à l’autre devienne possible. En fait il faut également rajouter à ce

dictionnaire une troisième colonne contenant la théorie des groupes discrets. Pour tout

groupe discret dénombrable Γ le commutant L(Γ) de la représentation régulière droite

de Γ est une algèbre de von Neumann finie, c’est un facteur de type II1 si toutes les

classes de conjugaison (hormis celle de 1) sont infinies (on dit alors que Γ est i.c.c). Ici

le foncteur Γ → L(Γ) est très loin d’être injectif – tous les groupes moyennables (i.c.c.)

donnent le même facteur R ([12]) – et n’est pas surjectif car il existe des facteurs de type

II1 non-antiisomorphes à eux-mêmes. Il y a essentiellement trois types de phénomènes

bien répertoriés dans les trois colonnes, ce sont

1) Moyennabilité

Les résultats clefs dans ce domaine sont l’unicité du facteur hyperfini (Murray et von

Neumann), et celle du facteur injectif (moyennable) ([12]). Ce dernier résultat implique

en particulier que le facteur hyperfini R est isomorphe à tous ses sous-facteurs. La con-

trepartie du théorème de von Neumann pour les relations d’équivalence est le théorème

de Dye ([25]). La contrepartie de ([12]) est l’unicité de la relation d’équivalence associée

à une action de groupe moyennable ([42], [20]).

2) Liberté

Les résultats clefs dans ce domaine dans le cadre des facteurs sont la propriété d’approxi-

mation compacte H de Haagerup ([31]), et la théorie des probabilités libres de Voiculescu

([58]). Dans le cadre des groupes libres l’action sur les arbres ([56]) et dans le cas des

relations d’équivalence l’〈〈arborabilité 〉〉 et le coût, mentionnés plus haut, jouent un rôle

important.

3) Rigidité

Les résultats clefs sont ici la propriété T de Kazhdan ([35]) et le théorème de rigidité de

Margulis ([38]). Ce théorème a été adapté par R. Zimmer aux relations d’équivalence

mesurées ([59]), ce qui a permis des progrès décisifs dans ce domaine. La propriété

T d’un groupe discret Γ ne dépend en fait que du facteur L(Γ) associé et les facteurs

correspondants ont des propriétés de rigidité remarquables ([18]).
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S. Popa a réussi récemment à établir un tunnel entre les colonnes 〈〈 facteurs 〉〉 et 〈〈 relations 〉〉

en combinant les propriétés H de Haagerup et T de Kazhdan pour toute une classe de

relations d’équivalence. Les facteurs associés à de telles relations (dites de classe HT )

sont isomorphes si et seulement si les relations sont isomorphes. Cela lui a permis de

résoudre un problème fondamental de la théorie des facteurs de type II1, et de construire

des facteurs M de type II1 dont le groupe fondamental est trivial et qui sont en particulier

non isomorphes à Mk(C ) ⊗M pour tout entier k 6= 1.

Soit N un facteur de type II∞ ; tout automorphisme θ ∈ Aut(N) multiplie la trace

normale semi-finie τ sur N par un scalaire

Mod(θ) := (τ ◦ θ) / τ ∈ R
∗
+ .

Le groupe fondamental F (N) := {Mod(θ) | θ ∈ Aut(N)} ⊂ R∗
+ a été défini par Murray

et von Neumann dans les années 40. Pour un facteur M de type II1 on définit F (M) :=

F (M ⊗ I∞) où I∞ est le facteur de type I∞. Murray et von Neumann ont montré

que F (M) = R∗
+ quand M est isomorphe au facteur hyperfini de type II1, R, et plus

généralement quand M est de la forme P ⊗R.

Les premiers exemples de facteurs M de type II1 tels que F (M) 6= R∗
+ , ont été donnés dans

([11]). Soit Γ un groupe discret (dont les classes de conjugaison sont infinies) vérifiant la

propriété T de Kazhdan, et M := L(Γ) le facteur de type II1 engendré par la représentation

régulière de Γ. On montre alors avec N = L(Γ) ⊗ I∞ que le groupe Out(N) des classes

d’automorphismes de N modulo les automorphismes intérieurs est dénombrable de sorte

que F (L(Γ)) est dénombrable. De plus pour tout sous-groupe dénombrable D ⊂ R ∗
+ ,

l’existence de facteurs M de type II1 avec F (M) dénombrable contenant D est démontrée

dans ([30], [48]). Mais la détermination exacte de F (M) restait ouverte dans tous ces

exemples.

1. NOMBRES DE BETTI ℓ2

D. Gaboriau a défini les nombres de Betti ℓ2, {βn(R)}, n ≥ 0 pour toute relation

d’équivalence mesurée R à orbites dénombrables préservant la mesure. L’essentiel de sa

démarche se comprend simplement si l’on tient compte de la théorie des mesures trans-

verses sur les groupöıdes mesurables développée dans ([14]) pour formuler le théorème de

l’indice longitudinal pour les feuilletages mesurés. Il suffit alors d’étendre (en passant du

cas des groupes à celui des groupöıdes) les idées que Cheeger et Gromov ont développées

dans ([7]) pour définir les nombres de Betti dans le cas 〈〈de covolume fini 〉〉.

La généralisation au cas des groupöıdes des notions d’action libre (resp. propre) d’un

groupe discret sur un complexe simplicial et de la dimension de Murray-von Neumann

d’espaces de châınes L2 ne pose aucun problème ([14]). Soit R une relation d’équivalence

ergodique à orbites dénombrables, préservant la mesure sur un espace de probabilité



920-04

(X, µ). Munissons R ⊂ X2 de sa structure naturelle de groupöıde, les deux projections

étant notées r et s, (r(x, y) := x et s(x, y) := y) et la loi de composition (x, y) ◦ (y, z) :=

(x, z). Un R-espace discret est un foncteur mesurable Y de la petite catégorie R vers

celle des ensembles dénombrables. La réunion Y := ∪x∈XY (x) est un espace borélien

standard, la projection π : Y → X, π(z) = x , ∀z ∈ Y (x) et l’action Y (x, y) : Y (y) →

Y (x) sont boréliennes. On ne s’intéresse qu’aux R-espace discrets réguliers obtenus par

réduction R̃B de la somme directe R̃ d’une infinité dénombrable de copies du foncteur

R(x) := r−1(x) par un borélien invariant B. L’invariance de la mesure µ montre alors

que la mesure µ̃(F ) ne dépend ni du choix d’un domaine fondamental F tel que RF =

B ni de l’identification de Y avec R̃B. C’est la mesure transverse Λ(Y ) ([14]). En

composant Y avec le foncteur ℓ2 qui à un ensemble dénombrable Z associe l’espace de

Hilbert ℓ2(Z), on obtient un foncteur mesurable (représentation) deR vers la catégorie des

espaces de Hilbert séparables. Son commutant est une algèbre de von Neumann semi-finie

EndΛ(ℓ2(Y )) qui possède une unique trace normale semi-finie TrΛ telle que

TrΛ(1Z) = Λ(Z)

pour tout borélien R-invariant Z. De plus EndΛ(ℓ2(Y )) agit dans l’espace de Hilbert H

intégrale directe des ℓ2(Y (x)) sur (X, µ). C’est l’algèbre des endomorphismes de H pour

la structure évidente de L(R)-module hilbertien et la dimension de Murray-von Neumann

de ce module est égale à TrΛ(1) (Voir ([14]).

Un R-complexe simplicial est un foncteur mesurable Σ vers la catégorie des ensembles

simpliciaux dénombrables et l’on ne s’intéresse qu’au cas où le R-espace discret Σ (0)

des sommets est régulier (il en va alors de même pour les Σ (n)). Dans le cas des feuil-

letages des variétés compactes, la compacité ambiante suffisait à régler les problèmes

d’uniformité, mais dans le cas général traité par Gaboriau les nombres de Betti ne sont

plus nécessairement finis et il faut ajouter une étape intermédiaire (analogue à ([7])) avant

de définir ces nombres.

Définition 1.1 ([28]). — Un R-complexe simplicial Σ est uniformément localement

borné ssi il existe N < ∞ tel que tout x ∈ Σ(0) soit le sommet d’au plus N simplexes

et si Λ(Σ(0)) <∞.

En composant Σ avec le foncteur qui associe à un complexe simplicial localement borné

le complexe de ses châınes ℓ2,

0
∂0← C

(2)
0

∂1← C
(2)
1

∂2← · · ·
∂n← C(2)

n

∂n+1
← C

(2)
n+1

∂n+2
← · · ·

on obtient un complexe de L(R) modules.

Définition 1.2 ([28]). — (i) L’homologie L2 d’un R-complexe simplicial uniformément

borné Σ est le L(R)-module

H(2)
n (Σ,R, µ) := Ker∂n/ Im∂n+1
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(ii) L’homologie L2 d’un R-complexe simplicial Σ est la limite inductive des homologies

L2 de ses sous-complexes uniformément bornés.

Ces deux définitions sont compatibles entre elles. La deuxième ne donne pas nécessairement

un L(R)-module hilbertien mais W. Luck ([37]) a montré comment prolonger la dimension

de Murray-von Neumann : DimM au cas des modules généraux sur un facteur fini M . Cela

permet de définir les nombres de Betti d’un R-complexe simplicial Σ comme la dimension

généralisée,

βn(Σ,R) := DimL(R)(H
(2)
n (Σ,R, µ)).

Un R-complexe simplicial Σ est dit n-connexe ssi Σ(x) est n-connexe pour tout x ∈ X.

Le résultat essentiel de D. Gaboriau s’énonce alors ainsi,

Théorème 1.3 ([28]). — Tous lesR-complexes simpliciaux n-connexes ont le même nom-

bre de Betti βn(Σ,R).

On définit alors βn(R) comme la valeur commune des βn(Σ,R) pour Σ un R-complexe

simplicial n-connexe. L’existence d’un tel complexe s’obtient en composant le foncteur

R̃ ci-dessus avec celui qui associe à tout ensemble dénombrable Z le complexe simplicial

universel EZ tel que EZ (0) = Z.

Corollaire 1.4 ([28]). — (i) Soit Γ un groupe discret agissant librement sur un espace

de probabilité (X, µ) alors βn(RΓ) = βn(Γ).

(ii) Deux groupes discrets orbitalement équivalents ont les mêmes nombres de Betti ℓ2.

(On dit que deux groupes discrets Γj sont orbitalement équivalents s’ils possèdent une ac-

tion ergodique libre sur un espace de probabilité engendrant la même relation d’équivalence.)

2. FACTEURS DE TYPE II1

S. Popa introduit la classe HT des facteurs M de type II1 qui possèdent une sous-

algèbre abélienne maximale A telle que l’inclusion A ⊂ M satisfasse deux propriétés,

l’une (T ) de rigidité, l’autre (H) d’approximation compacte. Il montre alors que si

M possède une telle sous-algèbre abélienne maximale, celle-ci est unique à conjugai-

son près par un automorphisme intérieur et détermine de manière unique une relation

d’équivalence ergodique R à orbites dénombrables, préservant la mesure sur un espace de

probabilité (X, µ), et un 2-cocycle v à valeurs dans le groupe unitaire de L∞(X, µ) tels que

M = L(R, v). Il en résulte que tout invariant de R est un invariant de M .
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Sous-algèbres de Cartan.

Une sous-algèbre (involutive) abélienne maximale d’un facteur M est dite régulière ([23])

(ou 〈〈de Cartan 〉〉 ([26])) quand son normalisateur N (A) dans M engendre M comme

algèbre de von Neumann. Soit M un facteur de type II1 séparable1. Il est immédiat

(cf.([26])) que A ⊂M est une sous-algèbre de Cartan si et seulement si il existe une relation

d’équivalence ergodique à orbites dénombrables, préservant la mesure sur un espace de

probabilité (X, µ), et un 2-cocycle v à valeurs dans le groupe unitaire de L∞(X, µ) tels

que (A ⊂M) ∼ (L∞(X, µ) ⊂ L(R,v)). Il s’agit là d’une simple traduction et l’association

(A ⊂ M) → (R, v) → (A ⊂ M) transforme l’isomorphisme des inclusions (A ⊂ M) en

isomorphisme des relations d’equivalence R avec 2-cocycles v (voir [26]).

L’outil essentiel qui permet de détecter les sous-algèbres de Cartan est la théorie des

〈〈correspondances 〉〉 où 〈〈bimodules de Hilbert 〉〉 ([16], [17], [46], [55]).

Définition 2.1. — (i) Soient M et N deux algèbres de von Neumann, une correspon-

dance de M vers N est un espace de Hilbert H qui est un N −M-bimodule.

(ii) Une correspondance H de M vers N est finie quand les algèbres de von Neumann

M et N et leurs représentations dans H sont finies.

Pour un facteur de type II1 le bimodule ML2(M, τ)M où τ est la trace normalisée, joue le

rôle de la correspondance identique. Si Aj ⊂ M sont des sous-algèbres de von Neumann

on note A1L
2(M, τ)A2 la correspondance obtenue par restriction.

Le résultat suivant est dû à ([53]), s’appuyant sur ([26]).

Proposition 2.2. — Soit M un facteur de type II1 séparable.

(i) Une sous-algèbre involutive abélienne maximale A ⊂M est de Cartan si et seulement

si la correspondance AL2(M, τ)A est somme directe de correspondances finies.

(ii) Soient A1, A2 ⊂ M deux sous-algèbres de Cartan de M . Alors A1, A2 sont con-

juguées par un unitaire de M si et seulement si la correspondance A1L
2(M, τ)A2 est somme

directe de correspondances finies.

Passons maintenant aux propriétés H d’approximation compacte et T de rigidité.

Propriété T et inclusions rigides.

Un groupe localement compact G a la propriété T de Kazhdan ssi la représentation triviale

est isolée dans le spectre de G.

Pour les facteurs ce sont les correspondances qui jouent le rôle des représentations et un

facteur N de type II1 vérifie la propriété T ssi la correspondance L2(N, τ) (qui joue le rôle

de la représentation triviale) est isolée ([18]). Autrement dit, un facteur N de type II1 a

la propriété T ssi

séparable pour la norme k k


donnée par la trace.
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(T ) Il existe n < ∞, x1, x2, ..., xn ∈ N et ε > 0 tels que si H est un N -bimodule

Hilbertien et ξ ∈ H un vecteur de norme 1 tel que ‖xiξ − ξxi‖ ≤ ε, ∀i, alors H contient

un vecteur non nul ξ0 tel que xξ0 = ξ0x, ∀x ∈ N .

Le facteur L(Γ) associé à un groupe discret (i.c.c.) Γ a la propriété T ssi le groupe Γ a la

propriété T ([18]). Les facteurs de type II1 ayant la propriété T vérifient des propriétés

remarquables comme ([14]).

Si N vérifie T le groupe Out(N):=Aut(N)/Int(N) est dénombrable discret.

Un point essentiel dans la démonstration de la propriété T par Kazhdan pour SL(n, R)

(resp. SL(n, Z)), n ≥ 3, consiste à montrer que les représentations de R
2

⋊ SL(2, R)

proches de la représentation triviale contiennent en fait un vecteur fixe par le sous-

groupe R
2 . Cette propriété de 〈〈 rigidité relative 〉〉 a été formulée par Margulis ([39], [32])

de la manière suivante.

Soit Γ ⊂ Γ′ une inclusion de groupes discrets. Le couple Γ ⊂ Γ′ a la propriété T ssi

(Tr) Il existe n < ∞, g1, g2, ..., gn ∈ Γ′ et ε > 0 tels que si π : Γ′ → U(H) est une

représentation unitaire de Γ′ dans un espace de Hilbert H et ξ ∈ H vecteur unité satisfait

‖π(gi)ξ − ξ‖ < ε, ∀i, il existe un vecteur non-nul ξ0 ∈ H tel que π(h)ξ0 = ξ0, ∀h ∈ Γ.

Dans le cas Γ = Γ′ cette condition se réduit à la propriété T de Kazhdan ([35], [22], [59]).

S. Popa a étendu la propriété T des facteurs au cas des inclusions d’algèbres de von Neu-

mann et cette propriété 〈〈relative 〉〉 joue un rôle crucial dans sa démonstration ([51]). La

proposition suivante est un exemple typique de la traduction du langage des correspon-

dances (bimodules) à celui des applications complètement positives lesquelles jouent le

même rôle que les 〈〈coefficients 〉〉 des représentations dans la théorie des représentations

unitaires. Soient N un facteur de type II1 et τ sa trace normalisée,H un N -module hilber-

tien. Nous dirons d’un vecteur ξ ∈ H qu’il est δ-tracial ssi |〈xξ, ξ〉−τ(x)| ≤ δ||x|| , ∀x ∈ N .

Proposition 2.3 ([51]). — Soient N un facteur de type II1 et B ⊂ N une sous-algèbre

de von Neumann. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Pour tout ε > 0, il existe F ⊂ N fini et δ > 0 tels que pour tout N-bimodule

hilbertien H et tout vecteur unité δ−bitracial tel que ‖y ξ − ξ y‖ ≤ δ, ∀y ∈ F il existe un

vecteur ξ0 ∈ H tel que ‖ξ0 − ξ‖ ≤ ε et b ξ0 = ξ0 b, ∀b ∈ B.

2) Pour tout ε > 0 il existe F ⊂ N fini et δ > 0 tels que si φ : N → N est une

application complètement positive normale τ ◦φ ≤ τ, φ(1) ≤ 1 et ‖φ(x)−x‖2 ≤ δ, ∀x ∈ F ,

alors ‖φ(b)− b‖2 ≤ ε, ∀b ∈ B, ‖b‖ ≤ 1.

Définition 2.4. — Soient N un facteur de type II1 et B ⊂ N une sous-algèbre de von

Neumann. L’inclusion B ⊂ N est rigide ssi B ⊂ N vérifie les conditions equivalentes de

la proposition 2.3.
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Propriété H d’approximation compacte.

Dans ([31]) Haagerup démontre que les groupes libres Γ = Fn , 2 ≤ n ≤ ∞ vérifient la

propriété H suivante : Il existe une suite ϕn de fonctions de type positif telles que

(H) ϕn ∈ c0(Γ) et ∀g ∈ Γ , ϕn(g)→ 1 , pour n→∞.

Cette propriété d’approximation de Haagerup ou propriété H est héritée par tout sous-

groupe. Elle a été démontrée pour de nombreux groupes discrets comme les sous-groupes

discrets de SO(n, 1) ([6]), et de SU(n, 1) ([21]), ou les groupes SL(2, K ) pour tout corps

de nombres ([8]).

Il est facile de transposer la propriété H pour les facteurs ([13], [9], [18]) : Un facteur N

de type II1 a la propriété H ssi il existe une suite d’applications complètement positives

φk de N dans N telles que τ ◦φk ≤ τ , et en notant φ̃k les opérateurs correspondants dans

L2(N, τ) tels que l’on ait

(H̃) φ̃k compact, et ∀x ∈ N , ‖φk(x)− x‖2 → 0, pour k →∞.

Le facteur L(Γ) associé à un groupe (i.c.c.) Γ vérifie H̃ ssi le groupe Γ vérifie H ([9]).

La propriété H d’approximation compacte a été étendue au cas d’une inclusion B ⊂ N

dans ([5]). S. Popa considère la variante suivante de cette définition. L’on note 〈N, B〉

l’algèbre de von Neumann semi-finie commutant de l’action à droite de B dans L 2(N, τ)

et J(〈N, B〉) l’idéal des opérateurs 〈〈compacts 〉〉 de 〈N, B〉, c’est-à-dire des opérateurs

T ∈ 〈N, B〉 vérifiant

Pour tout ε > 0, il existe un projecteur fini p ∈ 〈N, B〉 tel que ‖T (1− p)‖ < ε.

Définition 2.5. — Soient N un facteur de type II1, τ sa trace normalisée et B ⊂ N

une sous-algèbre de von Neumann.

N a la propriété H relative à B ssi il existe une suite φn d’applications complètement

positives de N dans N telles que τ ◦ φn ≤ τ vérifiant les trois conditions suivantes

(i) φn(b x b′) = b φn(x) b′ ∀b, b′ ∈ B, x ∈ N ;

(ii) φ̃n ∈ J(〈N, B〉), ∀n ;

(iii) ∀x ∈ N ‖φn(x)− x‖2 → 0 , pour n→∞.

La propriété (i) montre que l’opérateur φ̃n appartient au commutant de B dans L2(N, τ).

Dans le cas des sous-algèbres de Cartan A ⊂M associées à l’action ergodique d’un groupe

discret Γ sur un espace de probabilité (X, µ), M a la propriété H relative à A ssi le groupe

Γ a la propriété H.

Définition 2.6. — Soient N un facteur de type II1, τ sa trace normalisée et B ⊂ N

une sous-algèbre de von Neumann. On dit que B est une HT-sous-algèbre de N quand
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(i) N a la propriété H relative à B (définition 2.5).

(ii) Il existe une sous-algèbre de von Neumann B0 ⊂ B telle que B′
0∩N ⊂ B et B0 ⊂ N

rigide (définition 2.4).

Le résultat clef de S. Popa est alors le suivant

Théorème 2.7 ([51]). — Soit M un facteur de type II1.

1) Toute sous-algèbre abélienne maximale ayant la propriété HT est de Cartan.

2) Deux sous-algèbres abéliennes maximales Aj ayant la propriété HT sont automa-

tiquement conjuguées par un automorphisme intérieur de M .

Pour démontrer 2), on utilise la propriété H de M relativement à A1 (2.5) pour obtenir une

suite d’applications complètement positives compactes par rapport à A1 et convergeant

vers l’identité. Par la propriété de rigidité de A2 ⊂M , (2.4), ces applications laissent A2

uniformément invariant, ce qui produit des A1 −A2-bimodules finis, et la proposition 2.2

achève la preuve.

Ce théorème montre que si M est dans la classe HT , il lui correspond une unique rela-

tion d’équivalence ergodique préservant la mesure R
HT

M sur l’espace de probabilité (X, µ),

associé à la sous-algèbre de Cartan A = L∞(X, µ) vérifiant HT. En particulier, tout in-

variant de R
HT

M est un invariant de M ∈ HT . C’est le cas pour les nombres de Betti de

la relation d’équivalence et l’on définit {β
HT

n (M)}n≥0 pour un facteur M de classe HT

comme les nombres de Betti {βn(R
HT

M )}n ([28]) de la relation d’équivalence R
HT

M .

Étant donnés un facteur M de type II1 et un nombre réel t ∈ R∗
+ , on définit le facteur

M t de type II1 comme l’algèbre réduite du facteur N := M ⊗ I∞ par un projecteur de

dimension t. Le facteur M t est isomorphe à M ssi t appartient au groupe fondamental

F (M). L’opération M → M t est bien définie modulo les automorphismes intérieurs et

préserve la classe HT . Il résulte de plus des propriétés générales des nombres de Betti

des relations d’équivalence par amplification, ([28]), que l’on a β
HT

n (M t) = β
HT

n (M)/t, ∀n.

On notera aussi que HT est stable par produit tensoriel et que l’on a comme corollaire

de ([7], [37], [28]) une formule de Künneth pour β
HT

n (M1⊗M2) en termes des nombres de

Betti de M1, M2 ∈ HT .

L’exemple le plus simple d’un facteur dans la classe HT est M = L(Γ), où Γ = Z
2

⋊

SL(2, Z). Pour montrer que M est dans la classe HT , on considère la sous-algèbre

abélienne A engendrée par L(Z 2), et l’on utilise la rigidité de Kazhdan pour l’inclusion

Z 2 ⊂ Z 2⋊SL(2, Z) et la propriété d’approximation compacte de Haagerup pour le groupe

SL(2, Z). Soit A la sous-algèbre abélienne engendrée par L(Z 2), elle s’identifie à L∞(T2, µ)

où T2 est le groupe dual de Z 2 et l’inclusion A ⊂ M s’identifie à celle de L∞(T2, µ) dans

le produit croisé L∞(T2, µ) ⋊ σ SL(2, Z), où σ est l’action correspondante de SL(2, Z). La
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relation d’équivalence R
HT

M implémentée par l’action de SL(2, Z) sur A a un seul nombre

de Betti non-nul, β1(R
HT

M ) = β1(SL(2, Z)) = 1/12 ([4], [7], [28]), et l’on a donc, avec

M = A ⋊ σ SL(2, Z), l’égalité β
HT

1 (M) = 1/12 et β
HT

n (M) = 0, ∀n 6= 1.

Corollaire 2.8 ([51]). — Soit Γ = Z 2 ⋊ SL(2, Z). Le groupe fondamental du facteur

M = L(Γ) est trivial, F (M) = {1}.

En particulier le facteur M est non-isomorphe à l’algèbre Mn(M) des matrices n fois

n sur M , pour n ≥ 2, ce qui résout le problème 3 de Kadison ([34]) (voir aussi Sakai,

Problem 4.4.38 dans [54]). S. Popa a également construit pour tout sous-groupe dénombrable

D ⊂ R∗
+ un facteur tel que F (M) = D ([52]).

3. REMARQUES

1) N. Ozawa a récemment réussi à pousser plus loin les propriétés de rigidité des facteurs

possédant la propriété T . Il montre par exemple dans ([43]) qu’il n’existe aucun facteur

de type II1 séparable 〈〈universel 〉〉, i.e. contenant tous les autres. En fait il montre que

le groupe unitaire d’un facteur de type II1 séparable ne peut contenir tous les groupes

discrets dénombrables ayant la propriété T .

2) La notion générale d’〈〈hyperbolicité 〉〉 est bien développée dans la colonne 〈〈groupes 〉〉.

Dans ([44]) N. Ozawa montre que dans le facteur L(Γ) associé à un groupe hyper-

bolique Γ le commutant d’une sous-algèbre diffuse est nécessairement une algèbre injective

(moyennable). Il obtient ainsi des exemples simples de facteurs 〈〈premiers 〉〉 c’est-à-dire

qui ne peuvent se décomposer comme produit tensoriel de deux facteurs de type II1. Le

premier exemple de tels facteurs est dû à L. Ge ([29]). Enfin Ozawa et Popa ont montré

dans ([45]) un résultat d’unique factorisation en facteurs 〈〈premiers 〉〉 associés comme ci-

dessus aux groupes hyperboliques. Ce résultat est à rapprocher de celui de Monod et

Shalom ([40]) pour les relations d’équivalence.

3) La notion de nombre de Betti est désormais bien établie pour les colonnes 〈〈Groupes 〉〉

et 〈〈Relations 〉〉. Il reste à l’établir pour la colonne 〈〈Facteurs 〉〉. Son utilisation discutée plus

haut n’est en elle-même pas suffisante car la classe des facteurs HT est trop restreinte.

De plus la notion de coût aurait suffi pour démontrer le corollaire 2.8 en utilisant ([33],

[27]). Les nombres de Betti du groupe Γ = Z
2

⋊ SL(2, Z) sont tous nuls, car il admet un

sous-groupe moyennable normal infini, de sorte que la notion de nombres de Betti pour

les facteurs HT est une notion 〈〈 relative 〉〉 et ne correspond pas aux βn(Γ) pour M = L(Γ).

Il serait évidemment très intéressant de développer la notion 〈〈absolue 〉〉 de nombres de

Betti pour les facteurs et de les calculer pour les facteurs L(Γ) pour les groupes libres.
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1984.

Alain CONNES

I.H.É.S.
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AMIBES DE VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

ET DÉNOMBREMENT DE COURBES

[d’après G. Mikhalkin]

par Ilia ITENBERG

INTRODUCTION

Le nom amibes pour les objets que nous allons considérer a été introduit par I. M. Gel-

fand, M.M. Kapranov et A.V. Zelevinsky [6] en 1994. Des objets similaires surgissaient

de temps en temps (voir, par exemple, [3]) avant l’apparition formelle des amibes sur la

scène mathématique. (Il faut signaler que le terme amibe est utilisé aussi en logique, mais

a une signification complètement différente.) Une amibe typique dans R2 est une région

non bornée qui ressemble un peu au dessin d’une amibe biologique (voir la Figure 1).

Les amibes habitent dans l’intersection de plusieurs domaines des mathématiques tels

que la géométrie algébrique, la géométrie symplectique, la topologie, l’analyse complexe

et la combinatoire. Elles permettent de visualiser des variétés algébriques et de les étudier

par des méthodes non algébriques. Des résultats impressionnants ont été obtenus au cours

de ces neuf années passées depuis l’introduction des amibes. Les premières observations

fondamentales ont été faites par Gelfand, Kapranov et Zelevinsky [6]. Les résultats con-

cernant les amibes et provenant de leur traitement analytique sont essentiellement dus à

M. Forsberg, M. Passare, H. Rullg̊ard et A. Tsikh (voir [7, 27, 30, 31]). Les interprétations

topologiques et la plupart des applications des amibes (en particulier, les relations avec

la géométrie algébrique réelle) sont dues à G. Mikhalkin [19, 20, 21, 22, 23].

Le texte actuel est principalement consacré aux applications des amibes. Nous verrons

d’abord des exemples d’utilisation des amibes en topologie des variétés algébriques réelles

(voir le paragraphe 1.3). Les autres applications présentées concernent des questions de

géométrie énumérative. Un rôle important dans ces applications énumératives est joué

par les amibes non archimédiennes (i.e., les amibes de variétés sur un corps valué non

archimédien) qui ont été introduites par Kapranov [12]. Elles sont étroitement liées à

un domaine relativement nouveau et très passionnant : la géométrie algébrique tropicale

(voir, par exemple, [36]).

On peut déformer les amibes d’hypersurfaces complexes en amibes non archimédiennes.

Ces amibes non archimédiennes sont des complexes polyédraux dans Rn qui peuvent être

considérés comme des variétés sur un semi-anneau tropical (max,+), et par conséquent,
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Figure 1. Une amibe

portent le nom de variétés tropicales. La déformation que l’on vient de mentionner est

en rapport direct avec la déquantification de Maslov des nombres réels strictement posi-

tifs ([17, 18]), la construction du patchwork due à O. Viro (voir [37, 38] et [28]) et le

passage à “large complex limit” (voir [16]). M. Kontsevich [16] a proposé d’utiliser les

courbes tropicales dans des questions concernant le dénombrement de courbes passant

par des points donnés sur une surface complexe. Ce programme a été mis en œuvre par

Mikhalkin [22, 23].

Mikhalkin a découvert une correspondance qui fournit un lien direct entre la géométrie

algébrique complexe et la géométrie tropicale. Cette correspondance permet de dénombrer

certaines courbes nodales de genre donné qui passent par des points génériques donnés sur

une surface torique. Formulé de manière informelle, le théorème de Mikhalkin affirme que

le nombre de courbes en question est égal au nombre de leurs analogues tropicaux passant

par des points génériques donnés dans R2 et comptés avec des multiplicités. En plus,

Mikhalkin a trouvé un algorithme combinatoire pour dénombrer les courbes tropicales

correspondantes.

La correspondance de Mikhalkin permet aussi de dénombrer les courbes réelles passant

par des collections spécifiques de points réels sur une surface torique (bien entendu, avec

les résultats dépendant du choix de la collection ; voir [22]). Heureusement, une autre

découverte importante est tombée à pic : celle faite par J.-Y. Welschinger (voir [41, 42]).

Il a trouvé une façon d’attribuer des poids aux courbes réelles rationnelles, conçue pour

rendre le nombre de courbes comptées avec poids indépendant de la configuration des

points et produire des bornes inférieures pour le nombre de courbes en question. Ainsi est

apparu un autre type d’applications de la correspondance de Mikhalkin. Cette approche a

déjà donné des résultats, en particulier, l’existence des courbes réelles rationnelles passant

par des points réels donnés dans le plan projectif réel (voir [11] et le paragraphe 3.5).

Les textes détaillés de Mikhalkin ne sont pas encore disponibles. Les lecteurs impatients

peuvent consulter le texte [33], où E. Shustin, inspiré par les résultats de Mikhalkin et la
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technique tropicale, donne une description et une preuve alternatives de la correspondance

de Mikhalkin.

Le texte est organisé de la façon suivante. La section 1 contient la définition et une

brève description des propriétés des amibes, ainsi que des applications de celles-ci à la

topologie des variétés algébriques réelles.

La section 2 est consacrée à la géométrie algébrique tropicale. Le paragraphe 2.1 porte

sur la déquantification des nombres réels strictement positifs. Le paragraphe 2.3 contient

des notions de bases concernant des variétés tropicales. La définition et les propriétés des

amibes non archimédiennes sont présentées dans le paragraphe 2.4.

La section 3 porte sur des résultats énumératifs. Les paragraphes 3.1 et 3.4 sont con-

sacrés aux formulations de questions énumératives (respectivement, complexes et réelles).

Les analogues tropicaux des notions algébro-géométriques nécessaires pour le théorème

de correspondance sont présentés dans le paragraphe 3.2. Le théorème de correspon-

dance lui-même fait l’objet du paragraphe 3.3. Le paragraphe 3.5 contient des formules

combinatoires pour les nombres de courbes étudiés.

Finalement, la section 4 présente les idées des démonstrations des théorèmes principaux.

Remerciements. L’auteur tient à remercier M. Coste, V. Kharlamov, G. Mikhalkin,

E. Shustin et O. Viro pour des discussions très utiles. L’auteur remercie G. Mikhalkin

pour avoir mis à sa disposition une version préliminaire de [23].

1. AMIBES DE VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

1.1. Définition et propriétés de base

Soient n un entier strictement positif, et V ⊂ (C ∗)n une variété algébrique (pour un

corps K quelconque, on pose K∗ = K \ {0}). Considérons l’application

Log : (C ∗)n −→ Rn ,

(z1, . . . , zn) 7−→ (log |z1|, . . . , log |zn|).

Définition 1.1. — L’amibe A(V ) de V est l’image de V par l’application Log.

Gelfand, Kapranov et Zelevinsky ont mis en évidence les propriétés suivantes des

amibes.

• L’amibe A(V ) est un sous-ensemble fermé de Rn , et le complémentaire de A(V )

est non vide.

• Si V ⊂ (C ∗)n est une hypersurface, alors chaque composante connexe du complé-

mentaire de A(V ) ⊂ Rn est convexe.

La propriété de convexité des composantes connexes du complémentaire de l’amibe

d’une hypersurface ne se transporte pas littéralement au cas des variétés de codimension
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plus élevée. Néanmoins, en codimension > 1, il existe certaines généralisations de la

propriété de convexité (voir, par exemple, [9]).

Gelfand, Kapranov et Zelevinsky ont aussi décrit le comportement des amibes à l’infini

en termes d’amibes de dimensions plus petites. Soient ∆ un polytope convexe à sommets

entiers dans Rn , et Tor∆ la variété torique associée (voir, par exemple, [8]). La variété

Tor∆ est une compactification de (C ∗)n telle que l’action multiplicative de (C ∗)n sur lui-

même se prolonge sur Tor∆. Le complémentaire de (C ∗)n ⊂ Tor∆ se décompose en réunion

des variétés toriques associées aux faces de ∆. Notons Ṽ ⊂ Tor∆ la compactification de V .

Le polytope ∆ détermine aussi une forme symplectique ω sur Tor∆. Cette forme est

invariante par l’action du tore (S1)n ⊂ (C ∗)n formé par les (z1, . . . , zn) tels que |z1| =

. . . = |zn| = 1. Considérons l’application des moments correspondante µ : Tor∆ → ∆

(voir, par exemple, [2]).

Définition 1.2. — L’amibe compactifiée Ã(Ṽ ) de Ṽ est µ(Ṽ ) ⊂ ∆.

Remarquons que l’application Log : (C ∗)n → Rn peut aussi être vue comme une ap-

plication des moments (pour l’action de (S 1)n sur (C ∗)n muni de la forme symplectique
i
2

∑n
j=1

dzj

zj
∧

dz̄j

z̄j
).

Les applications µ|(C∗ )n et Log sont des submersions et ont les mêmes tores réels pour

fibres. Par conséquent, A(V ) peut être envoyé sur Ã(Ṽ )∩Int(∆) (où Int(∆) est l’intérieur

de ∆) par un difféomorphisme de Rn sur Int(∆).

Soient ∆′ une face de ∆, et Tor∆′ ⊂ Tor∆ la variété torique associée à ∆′. Posons

Ṽ ′ = Ṽ ∩ Tor∆′.

Proposition 1.3 (Gelfand, Kapranov et Zelevinsky, [6]). — On a

Ã(Ṽ ′) = Ã(Ṽ ) ∩ ∆′.

L’amibe d’une courbe V ⊂ (C ∗)2 atteint l’infini par des “tentacules” (voir la Figure 1).

Chaque tentacule contient exactement un rayon, et tend vers ce rayon en s’approchant

de l’infini. Le rayon contenu dans un tentacule est orthogonal à un côté de ∆ (on dit que

le tentacule est associé à ce côté de ∆). Le nombre de tentacules associés à un côté c

est strictement positif et inférieur ou égal à la longueur entière de c (i.e., au nombre de

segments en lesquels c est divisé par ses points entiers).

1.2. Amibes d’hypersurfaces

Soit f(z) =
∑

i aiz
i un polynôme complexe à n variables (ici i = (i1, . . . , in) est un

multi-indice, z = (z1, . . . , zn) et zi = zi1
1 . . . z

in
n ), et V ⊂ (C ∗)n l’hypersurface définie par f

dans (C ∗)n. L’enveloppe convexe ∆ des points i ∈ Zn ⊂ Rn tels que ai 6= 0 s’appelle le

polytope de Newton de f (on dit aussi que ∆ est le polytope de Newton de V ).

À chaque composante connexe du complémentaire de A(V ) dans Rn , on peut associer,

d’une façon naturelle, un point entier de ∆.
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Théorème 1.4 (M. Forsberg, M. Passare et A. Tsikh, [7]). — Il existe une fonction

localement constante ind : Rn \ A(V ) → ∆ ∩ Zn qui envoie des composantes connexes

différentes du complémentaire de A(V ) sur des points entiers différents de ∆. En parti-

culier, le nombre de composantes connexes de Rn \A(V ) est inférieur ou égal au nombre

de points entiers de ∆.

Remarque 1.5. — Mikhalkin a proposé une interprétation topologique de la démonstra-

tion du Théorème 1.4. Pour décrire une fonction ind ayant les propriétés formulées ci-

dessus, choisissons un point x dans Rn \ A(V ). L’image réciproque de x par Log est un

tore dont l’intersection avec V est vide. Pour chaque entier 1 ≤ j ≤ n, considérons un

j-ème méridien mj de ce tore, i.e., un cercle le long duquel toutes les coordonnées sauf

la j-ème sont constantes. Soit Dj un disque de bord mj dans C n . Notons κj l’indice

d’intersection de Dj et de l’adhérence de V dans C n . L’entier κj ne dépend pas du choix

de mj et Dj. L’application ind : Rn \ A(V ) → Zn associant à x le point (κ1, . . . , κn) est

localement constante et envoie des composantes connexes différentes de Rn \A(V ) sur des

points entiers différents de ∆. On renvoie à [19] pour les détails.

La borne supérieure pour le nombre de composantes connexes de Rn \ A(V ) formulée

dans le Théorème 1.4 est atteinte : pour tout polytope convexe ∆ à sommets entiers dans

Rn , il existe une hypersurface V ⊂ (C ∗)n de polytope de Newton ∆ telle que le nombre

de composantes connexes de Rn \ A(V ) soit égal au nombre de points entiers de ∆ (voir,

par exemple, [20]).

Un outil analytique très important dans l’étude des amibes est la fonction de Ronkin.

Pour un polynôme f(z) =
∑

i aiz
i, la fonction de Ronkin Nf : Rn → R est définie par

Nf (x) =
1

(2πi)n

∫

Log−1(x)

log | f(z) |
dz1
z1

∧ . . . ∧
dzn

zn
.

(On considère ici la fonction log |f | : (C ∗)n → R ∪ {−∞} en posant log(0) = −∞.)

L’énoncé suivant est un corollaire du fait que log |f | est une fonction plurisousharmonique

qui est pluriharmonique sur (C ∗)n \ V et strictement plurisousharmonique sur V .

Proposition 1.6 (L. Ronkin, M. Passare et H. Rullg̊ard, [29], [27]). — La fonction de

Ronkin Nf est convexe. Elle est affine sur chaque composante connexe de Rn \ A(V ) et

strictement convexe sur A(V ).

Remarquons que l’existence d’une fonction ayant les propriétés mentionnées dans la

Proposition 1.6 implique que chaque composante connexe de Rn \ A(V ) est convexe.

Soit ∇Nf : Rn → Rn le gradient de Nf . D’après la Proposition 1.6, le gradient ∇Nf

est constant sur chaque composante connexe de Rn \A(V ). La proposition suivante peut

être démontrée à l’aide de la formule de Jensen.

Proposition 1.7 (M. Passare et H. Rullg̊ard, [27]). — On a

Int∆ ⊂ ∇Nf (R
n) ⊂ ∆.
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Pour tout x ∈ Rn \ A(V ), l’image ∇Nf (x) de x est un point entier de ∆. En plus, la

restriction de ∇Nf à Rn \ A(V ) cöıncide avec la fonction ind du Théorème 1.4 et de la

Remarque 1.5.

Puisque Nf est affine sur chaque composante connexe de Rn \ A(V ), on peut définir

une fonction N∞
f convexe et affine par morceaux en posant N∞

f = max
F

NF , où F parcourt

toutes les composantes connexes de Rn \A(V ), et NF : Rn → R est la fonction affine dont

la restriction à F cöıncide avec Nf .

Passare et Rullg̊ard [27] ont proposé la définition suivante.

Définition 1.8. — Le squelette Sq de l’amibe A(V ) est le lieu des coins de N∞
f , i.e., le

sous-ensemble de Rn où N∞
f n’est pas lisse.

Clairement, Sq est un complexe polyédral qui est contenu dans A(V ). En plus, le

squelette Sq est un rétract par déformation de A(V ) (voir [27] et [31]).

Nous interrompons ici la présentation des amibes. D’autres propriétés des ces objets

remarquables peuvent être trouvées dans les articles de synthèse [20] et [25]. Nous allons

nous intéresser aux applications des amibes.

1.3. Premières applications

Les premières applications significatives des amibes ont été proposées par Mikhalkin

dans le cadre de la première partie du 16-ème problème de Hilbert (voir [10]). Elles

sont liées, en particulier, à la question sur les configurations possibles des composantes

connexes (de l’ensemble des points réels) d’une courbe non singulière de degré donné dans

le plan projectif réel RP2 . Soient m un entier strictement positif, et RX une courbe non

singulière de degré m dans RP2 . Quels sont les types topologiques possibles de la paire

(RP2 ,RX) ? La réponse complète à cette question n’est connue que pour m ≤ 7.

Le nombre de types topologiques réalisables par (RP 2 ,RX), où RX est une courbe non

singulière de degré m, crôıt de façon exponentielle quand m tend vers l’infini (voir [13, 14]

pour des résultats sur l’asymptotique de ce nombre). Beaucoup de restrictions importantes

sur les types topologiques en question peuvent être trouvées, par exemple, dans les articles

de synthèse [43], [39] et [5]. Le cas le plus restrictif et le plus intéressant est celui des

courbes maximales. (Une courbe algébrique non singulière dans RP 2 est dite maximale

si le nombre de ses composantes connexes est maximal pour le degré donné. Ce nombre

maximal est égal à (m−1)(m−2)
2

+ 1 pour le degré m.) Le nombre de types topologiques

des paires (RP2 ,RX) réalisables par les courbes maximales de degré donné crôıt aussi de

façon exponentielle quand le degré tend vers l’infini.

La situation change si on considère RP2 comme une compactification de (R∗)2, i.e.,

si on tient compte de la position d’une courbe étudiée par rapport aux trois droites qui

forment RP2 \ (R∗)2.

Soient l1, . . ., ls des droites en position générique dans RP2 .
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Figure 2. Le (2k, 3)-type topologique maximal

Définition 1.9. — On dit qu’une courbe RX de degré m dans RP2 est en position

maximale par rapport à la collection l1, . . ., ls, si RX est maximale et s’il existe s arcs

disjoints r1, . . ., rs sur une composante connexe de RX tels que, pour chaque j = 1, . . . , s,

l’arc rj a m points d’intersection avec lj.

Le type topologique d’une triade (RP2 ;RX, l1 ∪ . . . ∪ ls), où RX est une courbe de

degré m en position maximale par rapport à l1, . . ., ls, s’appelle un (m, s)-type topologique

maximal.

Théorème 1.10 (Mikhalkin, [19]). — Pour tout entier strictement positif m, il existe

exactement un (m, 3)-type topologique maximal ; il est représenté sur les Figures 2 et 3

(cas m pair et m impair, respectivement). Il n’existe pas de (m, s)-type topologique maxi-

mal avec s > 3 et m ≥ 3.

La deuxième affirmation du Théorème 1.10 est un corollaire de la première. Pour

démontrer la première affirmation, Mikhalkin considère une courbe RX de degré m en po-

sition maximale par rapport à trois droites l1, l2 et l3 dans RP2 , identifie le complémentaire

de ces trois droites avec (R∗)2 (en prenant l1, l2 et l3 pour des axes de coordonnées), et

étudie l’amibe de la courbe correspondante V dans (C ∗)2. (Puisqu’on considère main-

tenant C P 2 comme une compactification de (C ∗)2, on va utiliser la notation RṼ pour

RX.) La démonstration est basée sur le résultat suivant : la condition de maximalité

implique que le lieu critique de Log|V cöıncide avec l’ensemble RV des points réels de V ,

et que la frontière de l’amibe A(V ) cöıncide avec Log(RV ). En plus, pour chaque com-

posante connexe F de R2 \ A(V ), la description topologique de la fonction ind (voir la

Remarque 1.5) permet de retrouver le quadrant de (R∗)2 contenant les points de RV qui
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Figure 3. Le (2k + 1, 3)-type topologique maximal

sont envoyés par Log sur la frontière de F (en fait, le quadrant est déterminé par les

parités des coordonnées de ind(x), où x ∈ F). On renvoie à [19] et [20] pour les détails.

Le Théorème 1.10 a une généralisation qui s’applique à d’autres surfaces toriques

(voir [19]). Il a aussi une version concernant des hypersurfaces de dimension plus élevée

(voir [19]), mais, en l’état actuel, les énoncés du théorème deviennent plus faibles quand

la dimension augmente.

Les courbes maximales de degré pair (respectivement, impair) dont la position par

rapport aux axes de coordonnées est décrite sur la Figure 2 (respectivement, sur la Fi-

gure 3) s’appellent les courbes simples de Harnack. Elles ont beaucoup de propriétés

géométriques remarquables. Par exemple, si RṼ ⊂ RP2 est une courbe simple de Harnack,

alors RV ⊂ (R∗)2 n’a pas de point d’inflexion logarithmique réel, i.e., n’a pas de point

x ∈ RV tel que Log(x) soit un point d’inflexion de Log(RV ) (voir [19]).

Les amibes des courbes simples de Harnack ont la plus grande aire parmi les amibes des

courbes de degré donné dans RP2 (voir [24]). L’aire de l’amibe d’une courbe V ⊂ (C ∗)2

est toujours finie et peut être majorée en termes du polygone de Newton de V . Passare

et Rullg̊ard [27] ont proposé la définition suivante : la mesure de Monge-Ampère sur

A(V ) est la tirée en arrière de la mesure de Lebesgue sur ∆ ⊂ R2 par ∇Nf (où f est un

polynôme définissant la courbe V ). Le théorème suivant provient d’une comparaison des

mesures de Lebesgue et de Monge-Ampère sur A(V ).

Théorème 1.11 (Passare et Rullg̊ard, [27]). — Soit V ⊂ (C ∗)2 une courbe algébrique

ayant le polygone de Newton ∆. Alors, Aire A(V ) ≤ π2Aire ∆.

Ce théorème est spécifique au cas des amibes dans R2 , car la Proposition 1.3 implique

que les amibes d’hypersurfaces dans (C ∗)n, n > 2, ont en général un volume infini.
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2. GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE TROPICALE

2.1. Déquantification des nombres réels strictement positifs

Considérons une famille de semi-anneaux {St}, t ∈ (1,+∞]. Comme ensemble, chaque

semi-anneau St cöıncide avec R. Les opérations d’addition et multiplication dans St sont

définies de la manière suivante :

a⊕t b =







logt(t
a + tb), si t 6= +∞,

max{a, b}, si t = +∞ ;

a⊙t b = a+ b.

Ces opérations dépendent de t de façon continue. Chaque semi-anneau St avec une valeur

finie de t est isomorphe au semi-anneau R∗
+ des nombres réels strictement positifs (munis

des opérations habituelles d’addition et multiplication) : l’application x 7→ log t x effectue

un isomorphisme entre R∗
+ et St. Par contre, S∞ n’est pas isomorphe à R∗

+ . C’est un semi-

anneau idempotent qui s’appelle un semi-anneau (max,+) et noté Rtrop . Le semi-anneau

Rtrop est un des semi-anneaux tropicaux (voir, par exemple, [26]). Les opérations ⊕∞ et

⊙∞ dans Rtrop s’appellent l’addition tropicale et la multiplication tropicale, respectivement.

Le passage de valeurs finies de t à l’infini dans la famille {S t} s’appelle la déquantification

de Maslov des nombres réels strictement positifs (voir [17] et [18]). Des déformations

similaires sont connues dans plusieurs domaines des mathématiques. Comme il a été re-

marqué par O. Viro [40], la déquantification de Maslov est directement liée au patchwork,

la méthode de construction de variétés algébriques réelles proposée par Viro il y a une

vingtaine d’années (voir [37, 38] et [28]). La déquantification de Maslov est aussi directe-

ment liée au passage à “large complex limit” (voir [16]) qui fait dégénérer une structure

complexe sur une variété (cf. la section 4). Toutes ces déformations fournissent un lien très

important entre la géométrie algébrique et la géométrie des complexes polyédraux. C’est

ce lien qui a été exploité par Mikhalkin pour obtenir les résultats énumératifs présentés

dans la section 3.

Nous allons maintenant faire une brève description de la géométrie algébrique sur

le semi-anneau Rtrop . Cette description étant orientée vers les problèmes énumératifs

présentés par la suite est, bien sûr, incomplète. On renvoie à [36] pour une information

plus complète sur les variétés tropicales.

2.2. Fonctions convexes affines par morceaux et transformée de Legendre

Soient n un entier strictement positif, I une collection finie de points entiers dans

Rn , et ν : I → R une fonction. Notons ∆(I) l’enveloppe convexe de I. La fonction ν

définit une subdivision de ∆(I) de la façon suivante. Considérons l’enveloppe convexe

Γν de l’ensemble {(i, in+1) ∈ Rn+1 : i ∈ I , in+1 ≥ ν(i)}. Le polyèdre Γν se projette



921-10

naturellement sur ∆(I). Les faces de Γν qui se projettent de manière injective définissent

une subdivision de ∆(I). Notons S(I, ν) cette subdivision.

La fonction ν̂ : Rn → R définie par ν̂(x) = maxi∈I{< i,x > − ν(i)}, où < i,x > est le

produit scalaire standard de i et x, s’appelle la transformée de Legendre de ν. C’est une

fonction convexe affine par morceaux. Considérons le lieu des coins de ν̂. La subdivision

Ŝ(ν̂) de Rn définie par ce lieu des coins est duale de la subdivision S(I, ν). (Soient Υ

un polyèdre de S(I, ν), et Υν la face de Γν qui se projette sur Υ. Le polyèdre dual de

Υ est formé par les x tels que (x,−1) appartienne au cône dual du cône de Υν ⊂ Γν .)

Un polyèdre dans S(I, ν) et le polyèdre correspondant dans Ŝ(ν̂) n’ont pas forcément de

point commun, mais leurs enveloppes affines sont orthogonales (pour plus d’information

sur la transformation de Legendre, voir, par exemple, [1]).

2.3. Variétés tropicales

Comme dans le paragraphe précédent, soient n un entier strictement positif, et I une

collection finie de points entiers dans Rn . Considérons un polynôme tropical P (x) =
∑

i∈I aix
i en n variables x1, . . . , xn et à support dans I (ici i = (i1, . . . , in) est un multi-

indice, xi = xi1
1 . . . x

in
n , les coefficients ai sont des nombres réels, et les opérations d’addition

et de multiplication sont tropicales). Par définition des opérations tropicales, P (x) est le

maximum des fonctions affines < i,x > + ai (i ∈ I), où le signe “+” désigne l’addition

habituelle. Donc, P est une fonction convexe affine par morceaux qui est la transformée

de Legendre de la fonction ν : i 7→ −ai.

L’hypersurface tropicale T (P ) définie par P est le lieu des coins de P (cf., par exemple,

[21] et [36]). Autrement dit, T (P ) est l’ensemble des points de Rn pour lesquels le maxi-

mum des fonctions affines < i,x > + ai est réalisé par au moins deux fonctions. Bien

sûr, T (P ) est complètement déterminée par la paire (I, ν). Parfois, on dit que T (P )

est l’hypersurface tropicale associée à (I, ν). L’enveloppe convexe ∆(I) de I s’appelle

un polytope de Newton de T (P ). La définition des hypersurfaces tropicales peut être

généralisée au cas de variétés tropicales arbitraires (voir, par exemple, [36]). Ici, on va se

limiter aux courbes tropicales dans R2 .

Une droite tropicale est la courbe tropicale définie par un polynôme tropical ax+ by+ c

(l’addition et la multiplication sont, bien sûr, tropicales). Une droite tropicale est une

réunion de trois rayons ayant la même extrémité. Cette réunion peut être obtenue par

une translation de la réunion des rayons {y = 0, x ≤ 0}, {x = 0, y ≤ 0} et {x = y, x ≥ 0}

(voir la Figure 4). En particulier, une droite tropicale est entièrement déterminée par

la position de l’extrémité commune des rayons. Remarquons que deux droites tropicales

génériques ont exactement un point en commun, et que, par deux points génériques du

plan, on peut faire passer exactement une droite tropicale. Plus généralement, une courbe

tropicale est dite plane et projective de degré m (où m est un entier strictement positif)

si elle a le triangle à sommets (0, 0), (m, 0) et (0, m) dans R2 pour polygone de Newton.
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Figure 4. Une droite tropicale

Soit P un polynôme tropical en deux variables. La courbe tropicale T (P ) définie par P

est une réunion de segments et de demi-droites dans R2 . Associons à chaque segment et

à chaque demi-droite de T (P ) un nombre entier strictement positif de la façon suivante.

Soit e un segment ou une demi-droite de T (P ). Alors, e est la projection d’une arête

de la surface affine par morceaux formée par le graphe de P . Cette arête provient de

l’intersection de deux plans. Soient < i(1),x > + a
(1)
i et < i(2),x > + a

(2)
i les deux

fonctions affines correspondantes. Le poids associé à e est égal à la longueur entière

du segment reliant i(1) et i(2). À partir de maintenant, on va toujours supposer que les

segments et les demi-droites d’une courbe tropicale dans R2 sont munis des poids définis

ci-dessus.

Les courbes tropicales dans R2 peuvent être décrites de la manière suivante. Un sous-

ensemble de R2 est appelé un graphe rectiligne s’il peut être représenté comme une réunion

finie de cellules fermées de dimension 0 (sommets) et de dimension 1 (arêtes) telles que

• chaque arête est un segment ou une demi-droite,

• la pente de chaque arête est rationnelle,

• le bord de chaque arête est une réunion de sommets,

• les intérieurs relatifs de cellules différentes sont disjoints.

Un graphe rectiligne est dit pondéré si chaque arête de ce graphe est munie d’un nombre

entier strictement positif (ce nombre est appelé le poids de l’arête).

Chaque courbe tropicale dans R2 est un graphe rectiligne pondéré. En plus, on a la

caractérisation suivante (voir, par exemple, [21]).

Proposition 2.1. — Un graphe rectiligne pondéré Γ représente une courbe tropicale si

et seulement si, pour tout sommet v de Γ, on a α1e1 + . . .+ αkek = 0, où e1, . . ., ek sont
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Figure 5. Une courbe tropicale et la subdivision correspondante

les vecteurs entiers primitifs (i.e., non divisibles) sortant de v le long des arêtes de Γ, et

αi est le poids de l’arête correspondante à ei (i = 1, . . . , k).

Une généralisation de cette caractérisation des courbes tropicales au cas d’hypersurfaces

de dimension plus élevée peut être trouvée dans [21].

La même courbe tropicale peut être définie par différents polynômes tropicaux. Néan-

moins, à partir d’une courbe tropicale (avec des poids associés aux segments et demi-

droites), on peut reconstruire son polygone de Newton à translation près, ainsi que la

subdivision S(I, ν) de ∆(I), une fois que le polygone de Newton ∆(I) est fixé. Pour une

courbe tropicale T et son polygone de Newton ∆, notons D∆(T ) la subdivision correspon-

dante de ∆.

Le théorème tropical de Bernstein est une généralisation du fait que deux droites tropi-

cales génériques ont exactement un point en commun. Avant de formuler le théorème,

définissons la multiplicité d’un point d’intersection de deux courbes tropicales dans R2 .

Considérons un point d’intersection isolé d’un segment (ou d’un rayon) s1 d’une courbe

tropicale T1 et d’un segment (ou d’un rayon) s2 d’une courbe tropicale T2. Soient (ai, bi)

un vecteur primitif le long de si, et αi le poids de si (i = 1, 2). Alors, la multiplicité du

point d’intersection de s1 et s2 est égale à α1α2| a1b2 − a2b1|.

Le théorème suivant est un corollaire du fait que la réunion de deux courbes tropicales

génériques dans R2 forme une subdivision duale d’une subdivision mixte de la somme de

Minkowski des polygones de Newton de ces courbes (voir [35] pour la définition d’une

subdivision mixte).

Théorème 2.2 (Théorème tropical de Bernstein, (voir, par exemple, [36])). — Le nom-

bre de points d’intersection, comptés avec les multiplicités, de deux courbes tropicales

génériques dans R2 est égal à l’aire mixte des polygones de Newton de ces courbes.

Corollaire 2.3 (Théorème tropical de Bézout). — Le nombre de points d’intersection,

comptés avec les multiplicités, de deux courbes tropicales génériques planes et projectives

de degrés m1 et m2, respectivement, est égal à m1m2.
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Le fait que, par deux points génériques du plan, on peut faire passer exactement une

droite tropicale a aussi une généralisation : c’est le théorème de Mikhalkin d’énumération

de courbes que l’on va présenter dans la section 3.

Pour terminer ce paragraphe, introduisons les courbes tropicales paramétrées. Soient Λ̄

un graphe (abstrait) fini pondéré, et Λ ⊂ Λ̄ le complémentaire des sommets de puissance 1

dans Λ. Une application propre θ : Λ → R2 s’appelle une courbe tropicale paramétrée si

• pour toute arête e de Λ, la restriction θ|e est un plongement, et l’image θ(e) de e

est contenue dans une droite ayant une pente rationnelle,

• pour tout sommet v de Λ, on a α1e1 + . . . + αkek = 0, où e1, . . ., ek sont les

vecteurs entiers primitifs sortant de θ(v) le long des images des arêtes de Λ qui

sont adjacentes à v, et αi est le poids de l’arête correspondante à ei (i = 1, . . . , k).

L’image θ(Λ) peut être vue comme un graphe rectiligne pondéré représentant une courbe

tropicale. On dit que θ : Λ → θ(Λ) est une paramétrisation de la courbe tropicale θ(Λ).

2.4. Amibes non archimédiennes

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu que les courbes tropicales ont plusieurs

propriétés en commun avec les courbes algébriques. Une des explications de ce phénomène

est le fait que chaque courbe tropicale peut être vue comme l’amibe d’une courbe algé-

brique sur un corps valué non archimédien.

Soient K un corps avec une norme, n un entier strictement positif, et V ⊂ (K ∗)n une

variété algébrique. La définition de l’amibe se généralise facilement à cette situation :

l’amibe A(V ) est l’image de V par l’application

Log : (K∗)n −→ Rn ,

(z1, . . . , zn) 7−→ (log |z1|, . . . , log |zn|),

où |zi| est la norme de zi.

Une valuation (à valeurs réelles) d’un corps K est une fonction v : K ∗ → R telle que,

pour tous z et w dans K, on a v(zw) = v(z) + v(w) et v(z + w) ≥ min{z, w}. Un

corps muni d’une valuation est dit valué non archimédien. Si K est un corps valué non

archimédien et v est sa valuation, on définit la norme |z| de z ∈ K ∗ par |z| = e−v(z), et

on pose | 0 | = 0. L’amibe d’une variété algébrique V ⊂ (K ∗)n est l’image de V par

l’application Log : (z1, . . . , zn) 7→ (−v(z1), . . . ,−v(zn)).

Un exemple important d’un corps valué non archimédien est le corps ∪ l≥1 k((t
1/l))

des séries de Puiseux sur un corps k. Les éléments de ce corps sont les séries formelles

b(t) =
∑

r∈S brt
r à coefficients dans k et à une variable t telles que S ⊂ Q soit minoré et

contenu dans une suite arithmétique. La valuation est donnée par le plus petit r tel que

br 6= 0. Si k est algébriquement clos et de caractéristique 0, alors le corps des séries de

Puiseux sur k est aussi algébriquement clos (voir, par exemple, [44]).
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Un autre exemple est le corps K des séries transfinies b(t) =
∑

r∈S brt
r à coefficients

complexes et exposants réels (ici S ⊂ R est un ensemble bien ordonné, i.e., chaque sous-

ensemble de S contient un élément minimal). Ce corps est algébriquement clos. La

valuation non archimédienne v : K∗ → R est encore une fois donnée par le plus petit r tel

que br 6= 0.

Soit K un corps valué non archimédien algébriquement clos tel que v(K ∗) ⊃ Q .

Considérons un polynôme f(z) =
∑

i∈I aiz
i, où i = (i1, . . . , in) est un multi-indice,

z = (z1, . . . , zn) ∈ (K∗)n, et ai ∈ K∗. Notons V (f) l’hypersurface définie par f dans

(K∗)n. L’amibe A(V (f)) de V (f) peut être décrite de la façon suivante. Soit ν : I → R

la fonction définie par ν(i) = v(ai), et soit T (f) l’hypersurface tropicale associée à (I, ν).

Théorème 2.4 (M. Kapranov, [12]). — L’adhérence de l’amibe A(V (f)) ⊂ R2 cöıncide

avec l’hypersurface tropicale T (f). Si la valuation v : K∗ → R est surjective, alors

A(V (f)) cöıncide avec T (f).

Remarque 2.5. — Le théorème de Kapranov montre en particulier que, contrairement

au cas complexe, (l’adhérence de) l’amibe d’une hypersurface dans (K ∗)n ne dépend que

des valuations des coefficients d’un polynôme définissant l’hypersurface.

Un autre corollaire du théorème de Kapranov est le fait que les squelettes des amibes

d’hypersurfaces complexes peuvent être vues comme des amibes d’hypersurfaces sur un

corps valué non archimédien.

Les amibes non archimédiennes sont des limites dans la métrique de Hausdorff de

certaines familles d’amibes de courbes complexes. Soient I une collection finie de points

entiers dans R2 , et ν : I → R une fonction. Une famille de polynômes complexes ft(z, w) =
∑

(i,j)∈I ai,jt
ν(i,j)ziwj à deux variables s’appelle une famille de patchwork (cf. [37, 38]).

Notons Vt la courbe définie par ft dans (C ∗)2. Une famille de patchwork peut être vue

comme un polynôme f(z, w) =
∑

(i,j)∈I ai,jt
ν(i,j)ziwj sur le corps K des séries transfinies

à coefficients complexes et exposants réels. Notons VK la courbe définie par f dans (K∗)2.

Pour t > 1, considérons l’application ht : R2 → R2 définie par (x, y) 7→ ( x
log t

, y
log t

).

Proposition 2.6 (Mikhalkin, [21], Rullg̊ard, [31]). — L’amibe A(VK) ⊂ R2 est la limite

dans la métrique de Hausdorff des images ht(A(Vt)) des amibes A(Vt) quand t tend vers

l’infini.

3. RÉSULTATS ÉNUMÉRATIFS

Les résultats présentés dans cette section sont consacrés au dénombrement de courbes

qui passent par des points fixés sur une surface algébrique.
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3.1. Courbes complexes nodales

Soit ∆ un polygone convexe à sommets entiers dans R2 . Notons ι(∆) le nombre de

points entiers à l’intérieur de ∆, et φ(∆) le nombre de points sur la frontière de ∆

diminué de 1. Considérons le système linéaire L(∆) des courbes dans (C ∗)2 définies par

les polynômes de Laurent complexes dont les polygones de Newton sont contenus dans ∆.

Remarquons que L(∆) est un espace projectif complexe de dimension ι(∆) + φ(∆), et

qu’une courbe générique de L(∆) est non singulière de genre ι(∆).

Notons Lδ(∆) le sous-ensemble de L(∆) formé par les courbes qui ont exactement δ

points doubles non dégénérés et n’ont pas d’autres singularités dans (C ∗)2. La clôture

algébrique L̃δ(∆) de Lδ(∆) dans L(∆) s’appelle une variété de Severi. Les courbes de

Lδ(∆) ont le genre g = ι(∆)−δ. (Pour une courbe C = ∪s
i=1Ci, où Ci sont les composantes

irréductibles de C, on pose le genre de C égal à la somme des genres des composantes C i

diminuée de s− 1. En particulier, le genre d’une courbe peut être strictement négatif.)

Posons N∆(g) égal au degré de L̃δ(∆) dans L(∆). Autrement dit, N∆(g) est le nombre

de courbes appartenant à L(∆) qui passent par g + φ(∆) points génériques donnés dans

(C ∗)2 et qui ont le genre g (la dernière condition peut être remplacée par celle d’avoir

δ = ι(∆)−g points doubles). Puisque L̃0(∆) = L(∆), on a N∆(ι(∆)) = 1. Notons N irr
∆ (g)

le nombre de courbes irréductibles appartenant à L(∆) qui passent par g+φ(∆) points

génériques donnés dans (C ∗)2 et qui ont le genre g.

Pour un entier strictement positifm, considérons le triangle ∆m à sommets (0, 0), (m, 0)

et (0, m) dans R2 . Le nombre N∆m(g) (resp., N irr
∆m

(g)) cöıncide avec le nombre de courbes

(resp., des courbes irréductibles) de degré m dans C P 2 qui passent par g+ 3m− 1 points

génériques donnés et qui ont le genre g.

Les nombres N irr
∆m

(g) déterminent les nombres N∆m(g) et inversement (voir, par exem-

ple, [4]). Les nombres N irr
∆m

(g) sont les invariants de Gromov-Witten de C P 2 (voir [15]).

Une formule récursive pour calculer les nombres N irr
∆m

(0) a été démontrée par M. Kontse-

vich (voir [15]). L. Caporaso et J. Harris [4] ont donné un algorithme pour calculer les

nombres N∆m(g) pour un genre g arbitraire.

G. Mikhalkin a proposé une nouvelle formule pour N∆m(g) qui se généralise immédiate-

ment à une formule pour N∆(g), où ∆ est un polygone convexe arbitraire à sommets

entiers. Le théorème de Mikhalkin est basé sur une reformulation du problème énumératif

présenté ci-dessus en un problème énumératif correspondant en géométrie tropicale.

3.2. Analogues tropicaux

Ce paragraphe contient un “dictionnaire” qui permet de retrouver des analogues tropi-

caux de certaines notions de la géométrie algébrique complexe, et en particulier des notions

introduites dans 3.1 (un dictionnaire plus complet pourra être trouvé dans [23]).

L’analogue tropical du polygone de Newton d’une courbe algébrique a été déjà introduit

dans 2.3 : c’est le polygone de Newton d’une courbe tropicale. Nous allons nous intéresser
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aux analogues tropicaux des courbes irréductibles, des courbes nodales, des courbes non

singulières, du genre d’une courbe, et des points génériques.

Une courbe tropicale T est dite irréductible si elle ne peut pas être représentée comme

une réunion de courbes tropicales toutes différentes de T . Une courbe tropicale T est dite

élémentaire si elle peut être paramétrée par une immersion θ : Λ → T telle que tous les

sommets de Λ aient la puissance 3, chaque point de T ait au plus deux images réciproques,

et l’image de chaque sommet de Λ ait une seule image réciproque. Une courbe tropicale T

ayant le polygone de Newton ∆ est élémentaire si et seulement si la subdivision D∆(T )

de ∆ (voir 2.3) vérifie les conditions suivantes :

• tout polygone de D∆(T ) est soit un triangle, soit un parallélogramme,

• tout point entier sur la frontière de ∆ est un sommet de D∆(T ).

Une telle subdivision D∆(T ) est aussi dite élémentaire. Les courbes tropicales élémentaires

sont des analogues tropicaux des courbes complexes nodales.

Une courbe tropicale T de polygone de Newton ∆ est dite non singulière si la subdivision

D∆(T ) de ∆ est une triangulation unimodulaire, i.e., si D∆(T ) est formée par des triangles

de l’aire 1 (on normalise l’aire de telle façon que l’aire d’un triangle dont les seuls points

entiers sont ses sommets soit égale à 1).

Soit T une courbe tropicale élémentaire ayant le polygone de Newton ∆. Le rang de T

est la différence, diminuée de 1, entre le nombre de sommets de D∆(T ) et le nombre de

parallélogrammes dans D∆(T ). Le rang d’une courbe tropicale élémentaire est un analogue

de la dimension de la variété de Severi à laquelle appartient une courbe complexe nodale

donnée.

Le genre d’une courbe tropicale paramétrée θ : Λ → T est 1 − dimH0(Λ) + dimH1(Λ).

Le genre g(T ) d’une courbe tropicale T ⊂ R2 est le genre minimal parmi toutes les

paramétrisations de T . Si T est élémentaire, alors le genre de T est égal à la différence

entre le nombre de sommets de D∆(T ) qui se trouvent à l’intérieur de ∆ et le nombre de

parallélogrammes dans D∆(T ). Cette observation est un analogue tropical de la formule

de Riemann-Roch. On renvoie à [23] pour la formule de Riemann-Roch tropicale dans le

cas de courbes tropicales dans Rn .

Introduisons encore une caractéristique d’une courbe tropicale élémentaire T . La mul-

tiplicité ζ(T ) (et la multiplicité ζ(D∆(T )) de D∆(T )) est le produit des aires de tous les

triangles dans D∆(T ).

On dit que des points x1, . . . , xk sont tropicalement génériques si toute courbe tropicale

T ⊂ R2 passant par x1, . . . , xk et telle que g(T )+φ(∆(T )) ≥ k (où ∆(T ) est un polygone

de Newton de T ) vérifie les conditions suivantes : T est élémentaire, et aucun des points

x1, . . . , xk ne cöıncide avec un sommet de T .

Soient k un entier strictement positif, et Π un ensemble de k points tropicalement

génériques dans R2 . Considérons la collection C∆(Π) des courbes tropicales élémentaires

qui ont le polygone de Newton ∆, passent par tous les points de Π, et ont le rang k
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Figure 6. Une cubique tropicale non singulière et une cubique tropicale rationnelle

(la dernière condition peut être remplacée par celle d’avoir le genre k − φ(∆)). Notons

T∆(Π) le nombre de courbes dans C∆(Π) comptées avec les multiplicités. A priori, le

nombre T∆(Π) dépend de la collection Π choisie. Le Théorème 3.1 du paragraphe suivant

montre que T∆(Π1) = T∆(Π2) pour des collections quelconques Π1 et Π2 de k points

tropicalement génériques, et que le nombre T∆(g) = T∆(Π) est l’analogue tropical de

N∆(g), où g = k − φ(∆).

3.3. Théorème de correspondance

Soient, comme dans le paragraphe précédent, ∆ ⊂ R2 un polygone convexe à som-

mets entiers, k un entier strictement positif, et Π un ensemble de k points tropicalement

génériques dans R2 . Un des résultats centraux présentés dans ce texte est le théorème

suivant de Mikhalkin.

Théorème 3.1 (G. Mikhalkin, [23]). — Les nombres T∆(Π) et N∆(g), où g = k− φ(∆),

sont égaux.

Remarque 3.2. — La démonstration de Mikhalkin du Théorème 3.1 fournit plus que

l’égalité des deux nombres : elle établit une bijection entre C∆(Π) (vu comme multi-

ensemble) et l’ensemble des courbes complexes de genre g qui appartiennent à L(∆) et

passent par une certaine collection de k points génériques dans (C ∗)2. Une autre approche

établissant une bijection entre ces deux ensembles a été proposée par E. Shustin [33].

3.4. Courbes réelles et invariant de Welschinger

Soient g un entier positif, et Ω une collection de g+φ(∆) points génériques dans (R∗)2.

Posons NR

∆(g,Ω) égal au nombre de courbes réelles (i.e., invariantes par rapport à la

conjugaison complexe) de genre g dans (C ∗)2 qui ont ∆ pour polygone de Newton et
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passent par tous les points de Ω. De façon similaire, posons N R,irr
∆ (g,Ω) égal au nombre

de courbes réelles irréductibles de genre g dans (C ∗)2 qui ont ∆ pour polygone de

Newton et passent par tous les points de Ω.

Contrairement au cas complexe, NR

∆(g,Ω) et NR,irr
∆ (g,Ω) dépendent de la collection Ω

choisie. Une question très intéressante et largement ouverte est celle de bonnes bornes

inférieures et supérieures pour NR

∆(g,Ω) et NR,irr
∆ (g,Ω). On renvoie à [34] pour plus

d’information sur des questions de géométrie énumérative réelle.

Nous allons nous intéresser maintenant au cas ∆ = ∆m. Introduisons deux autres

nombres associés à une collection Ω de g + 3m − 1 points génériques dans RP 2 . Soit

N+,irr
∆m

(g,Ω) (respectivement, N−,irr
∆m

(g,Ω)) le nombre de courbes réelles irréductibles de

degré m et de genre g dans C P 2 qui passent par tous les points de Ω et ont un nombre

pair (respectivement, impair) de points doubles isolés (un point double est dit isolé s’il est

localement défini par x2 + y2 = 0). Le nombre de Welschinger Wm(g,Ω) est la différence

N+,irr
∆m

(g,Ω) −N−,irr
∆m

(g,Ω).

Théorème 3.3 (J.-Y. Welschinger, [41, 42]). — Si g = 0, le nombre Wm(g,Ω) ne dépend

pas du choix de la collection générique Ω.

Remarque 3.4. — En fait, le Théorème 3.3 est un cas très particulier du théorème de

Welschinger qui est formulé dans un cadre symplectique. On renvoie à [41, 42] pour

l’énoncé général et la démonstration.

Le nombre Wm(0,Ω), où Ω est une collection de 3m − 1 points génériques dans RP2 ,

s’appelle un invariant de Welschinger et est noté Wm. La valeur absolue de l’invariant

de Welschinger Wm fournit une borne inférieure pour le nombre de courbes rationnelles

réelles de degré m passant par 3m − 1 points génériques dans RP2 (les valeurs de Wm

pour des petits m peuvent être trouvées dans le paragraphe 3.5).

Le théorème de Welschinger ne se généralise pas directement au cas g > 0 : pour tout

entier m ≥ 4, il existe des collections génériques Ω1 et Ω2 de 3m points dans RP2 telles

que Wm(1,Ω1) 6= Wm(1,Ω2) (voir [11]).

La bijection mentionnée dans la Remarque 3.2 permet aussi d’exprimer l’invariant de

Welschinger Wm en termes de courbes tropicales.

Soit T une courbe tropicale élémentaire ayant le polygone de Newton ∆. La courbe T et

la subdivision correspondante D∆(T ) sont dites impaires si chaque triangle dans D∆(T ) a

une aire impaire. La courbe T et la subdivision D∆(T ) sont dites positives (respectivement,

négatives) si la somme des nombres de points entiers intérieurs dans tous les triangles de

D∆(T ) est paire (respectivement, impaire). Notons T +,irr
∆ (Π) (respectivement, T −,irr

∆ (Π))

le nombre de courbes impaires positives (respectivement, négatives) irréductibles dans

C∆(Π) (comptées sans multiplicités).
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Théorème 3.5 (cf. [22, 33]). — L’invariant de Welschinger Wm est égal à la différence

des nombres T +,irr
∆m

(Π) et T −,irr
∆m

(Π).

Les Théorèmes 3.1 et 3.5 expriment les nombres N∆(g) et Wm en termes des nombres de

certaines courbes tropicales, mais ils ne donnent pas de recettes pour calculer ces derniers

nombres. Mikhalkin [22] a proposé un algorithme combinatoire permettant de calculer

les nombres en question. Cet algorithme est présenté dans le paragraphe suivant.

3.5. Algorithme combinatoire

Soit ∆ un polygone convexe à sommets entiers dans R2 . Choisissons une fonction

linéaire λ : R2 → R telle que sa restriction à Z2 soit injective. Notons p (respectivement,

q) le point où λ atteint son minimum (respectivement, son maximum) sur ∆. Les sommets

p et q divisent la frontière ∂∆ de ∆ en deux parties ∂∆+ et ∂∆−.

Soit l un entier strictement positif. Un chemin γ : [0, l] → ∆ est dit λ-admissible si

• γ(0) = p et γ(l) = q,

• la composition λ ◦ γ est injective,

• pour tout entier 0 ≤ i ≤ l−1, le point γ(i) est entier, et γ([i, i+1]) est un segment.

Le nombre l s’appelle la longueur de γ. Un chemin λ-admissible γ divise ∆ en deux

polygones : le polygone ∆+(γ) borné par γ et ∂∆+, et le polygone ∆−(γ) borné par γ et

∂∆−. (L’intérieur de ∆±(γ) n’est pas forcément connexe et peut être vide.)

Définissons l’opération de compression de ∆+(γ) de la façon suivante. Notons j le plus

petit entier entre 1 et l−1 tel que γ(j) soit un sommet de ∆+(γ) avec un angle strictement

inférieur à π. (Si un tel entier j n’existe pas, une compression de ∆+(γ) n’est pas définie.)

Une compression de ∆+(γ) est le polygone ∆+(γ′), où γ′ est ou bien le chemin défini par

γ′(i) = γ(i) pour i < j, et γ′(i) = γ(i+ 1) pour i ≥ j ,

ou bien le chemin défini par

γ′(i) = γ(i) pour i 6= j, et γ′(j) = γ(j − 1) + γ(j + 1) − γ(j),

(à condition que γ(j − 1) + γ(j − 1) + γ(j) ∈ ∆).

Remarquons que γ ′ est aussi un chemin λ-admissible. Une suite de compressions qui com-

mence par ∆+(γ) et se termine par un polygone ayant l’intérieur vide (i.e., un polygone

∆+(γ̄) tel que l’image de γ̄ soit entièrement contenue dans ∂∆+) définit une subdivision

de ∆+(γ) qui s’appelle une subdivision de compression. Une compression et une subdi-

vision de compression de ∆−(γ) sont définies de manière complètement similaire. Une

paire (S+(γ),S−(γ)), où S±(γ) est une subdivision de compression de ∆±(γ), produit

une subdivision de ∆. Notons Nλ(γ) la collection des subdivisions élémentaires de ∆ qui

peuvent être obtenues de cette façon à partir de γ.
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0 0 2 3

4 1 2 0

Figure 7. Calcul du nombre N∆3(0)

Théorème 3.6 (G. Mikhalkin, [22, 23]). — Soit 1 ≤ k ≤ ι(∆) + φ(∆) un entier. Alors,

il existe une collection Π de k points tropicalement génériques dans R2 telle que l’applica-

tion D∆, qui associe à une courbe tropicale élémentaire T de polygone de Newton ∆

la subdivision correspondante D∆(T ), établisse une bijection entre C∆(Π) et la réunion

disjointe ∐γNλ(γ), où γ parcourt tous les chemins λ-admissibles de longueur k dans ∆.

En particulier, T∆(Π) =
∑

γ

∑

S∈Nλ(γ) ζ(S), où ζ(S) est la multiplicité de S.

Corollaire 3.7 (G. Mikhalkin, [22, 23]). — Dans les notations du Théorème 3.6, on a

N∆(g) =
∑

γ

∑

S∈Nλ(γ) ζ(S), où g = k − φ(∆),

La Figure 7 montre un calcul du nombre N∆3(0). C’est le nombre de cubiques ra-

tionnelles passant par 8 points génériques dans C P 2 .

La Figure 8 montre un calcul du nombre N∆2,3(1), où ∆2,3 est le rectangle à sommets

(0, 0), (2, 0), (2, 3) et (0, 3) dans R2 . C’est le nombre de courbes de genre 1 et de bi-

degré (2, 3) passant par 10 points génériques dans C P 1 × C P 1 .

Le Théorème 3.6 a aussi une version qui, pour une collection Π de k points tropicalement

génériques choisis de façon appropriée (voir le paragraphe 4.3 pour une description de telles

collections) permet de compter le nombre de courbes tropicales dans C∆(Π) (vu comme

multi-ensemble) correspondant aux courbes réelles via la bijection mentionnée dans la

Remarque 3.2. On renvoie à [22, 23] pour les détails.

Pour une collection Π ayant les propriétés décrites dans le Théorème 3.6, notons N +
λ (γ)

(respectivement, N −
λ (γ)) le nombre de subdivisions impaires positives (respectivement,

négatives) dans Nλ(γ) qui sont les images de courbes tropicales irréductibles par la bi-

jection D∆

∣
∣
C∆(Π)

: C∆(Π) → ∐γNλ(γ). L’énoncé suivant est un corollaire immédiat des

Théorèmes 3.5 et 3.6.

Proposition 3.8. — L’invariant de Welschinger Wm est égal à
∑

γ(N
+
λ (γ) − N−

λ (γ)),

où γ parcourt tous les chemins λ-admissibles de longueur 3m− 1 dans ∆m.
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20 2 4 2

2 4 2 2 0

Figure 8. Calcul du nombre N∆2,3(1)

La Proposition 3.8 permet de calculer Wm pour des petites valeurs de m. Par exemple,

en observant la Figure 7, on conclut presque immédiatement que W3 = 8 (les nombres

Wm pour m ≤ 3 sont faciles à calculer par d’autre moyens : on a W1 = W2 = 1, et on peut

obtenir l’égalité W3 = 8 en calculant la caractéristique d’Euler-Poincaré de RP 2 à l’aide

d’un pinceau de cubiques passant par 9 points réels ; voir [5]). Par contre, les valeurs

W4 = 240 et W5 = 18264 ont été trouvées en utilisant la Proposition 3.8.

La Proposition 3.8 permet aussi d’obtenir une borne inférieure pour Wm, et, en parti-

culier, de démontrer que lim
m→+∞

Wm = +∞ et Wm > 0 pour tout entier m ≥ 1 (voir [11]).

Par conséquent, pour tout entier m ≥ 1 et toute collection Ω de 3m− 1 points dans RP2 ,

il existe au moins une courbe rationnelle réelle de degré m passant par les points de Ω.

4. IDÉES DE DÉMONSTRATIONS

Dans ce paragraphe, nous allons présenter les grandes lignes des démonstrations des

Théorèmes 3.1 et 3.6. Les détails pourront être trouvés dans [23].

4.1. Déformation de la structure complexe et courbes J∞-holomorphes

Fixons un polygone convexe ∆ ⊂ R2 à sommets entiers et un entier 0 ≤ g ≤ ι(∆).

Posons k = g + φ(∆), et choisissons des points génériques z1, . . . , zk dans (C ∗)2 tels que

les points x1 = Log(z1), . . . , xk = Log(zk) soient tropicalement génériques. Rappelons que

N∆(g) est le nombre de courbes de genre g dans (C ∗)2 ayant le polygone de Newton ∆ et

passant par z1, . . . , zk.

Pour tout nombre réel t > 0, considérons le difféomorphisme H t : (C ∗)2 → (C ∗)2 défini

par

Ht : (z, w) 7→ (|z|(1−t)/tz, |w|(1−t)/tw).

Ce difféomorphisme induit une nouvelle structure complexe J t sur (C ∗)2.
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Une courbe Ct est holomorphe par rapport à Jt si et seulement si Ct = Ht(C), où C

est une courbe holomorphe par rapport à la structure complexe standard. Si Ct est une

courbe holomorphe par rapport à Jt, le polygone de Newton de la courbe H−1
t (Ct) est

aussi appelé le polygone de Newton de Ct. Si t est suffisamment générique, le nombre

de courbes Jt-holomorphes de genre g ayant le polygone de Newton ∆ et passant par

z1, . . . , zk est égal à N∆(g). Remarquons que l’amibe d’une courbe Jt-holomorphe Ct est

l’image de l’amibe de H−1
t (Ct) par l’homothétie (x, y) 7→ (x/t, y/t).

Il n’y a pas de limite (dans le sens habituel) des structures complexes J t quand t tend

vers l’infini. Néanmoins, on peut définir certaines courbes qui sont des limites de courbes

Jt-holomorphes, t→ ∞.

Définissons l’application vC : K∗ → C ∗ par vC (b(t)) = ev(b(t))+i arg(bm), où K est le corps

des séries transfinies à coefficients complexes et exposants réels, et bm est le coefficient

du monôme ayant l’exposant v(b(t)) dans b(t). Soient W : (K∗)2 → (C∗)2 l’application

définie par W (b1(t), b2(t)) = (vC (b1(t)), v
C (b2(t)), et CK ⊂ (K∗)2 une courbe algébrique.

Définition 4.1. — L’image W (CK) ⊂ (C ∗)2 de CK par W s’appelle une courbe J∞-

holomorphe.

Le polygone de Newton de W (CK) est, par définition, le polygone de Newton de la

courbe CK.

Soit CK ⊂ (K∗)2 une courbe définie par un polynôme

F (b1(t), b2(t)) =
∑

(i,j)∈I

ai,j(b1(t))
i, (b2(t))

j, ai,j ∈ K∗

de polygone de Newton ∆. D’après le théorème de Kapranov (voir le Théorème 2.4),

Log(W (CK)) est la courbe tropicale associée à la paire (I, ν), où ν : I → R est la fonction

définie par ν(i, j) = v(ai,j).

De façon géométrique, les courbes J∞-holomorphes peuvent être décrites comme les

complexes polyédraux de dimension 2 dans (C ∗)2 qui se projettent par Log sur des courbes

tropicales et qui ont les propriétés locales formulées si-dessous.

Soient T ⊂ R2 une courbe tropicale, x ∈ T un point, et U un voisinage convexe de x

dans R2 tel que T ∩ U soit un cône sur x. Considérons la cellule de T (vue comme un

graphe rectiligne) dont l’intérieur relatif contient x, et notons ∆ ′ l’élément dual de cette

cellule dans la subdivision D∆(T ) de ∆. Notons Ver(∆′) l’ensemble des sommets de ∆′.

On dit qu’un complexe polyédral C∞ ⊂ (C ∗)2 de dimension 2 est (T ∩U)- compatible,

si Log−1(U) ∩ C∞ = Log−1(U) ∩W, où W est une translation de W (CK), et CK ⊂ (C ∗)2

est la courbe définie par un polynôme
∑

(i,j)∈Ver(∆′) ai,j(b1(t))
i, (b2(t))

j, dont les valuations

de tous les coefficients ai,j sont égales à 0.

Théorème 4.2 (Mikhalkin, [23]). — Soit C∞ ⊂ (C ∗)2 un complexe polyédral de dimen-

sion 2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
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• C∞ est une courbe J∞- holomorphe,

• T = Log(C∞) est une courbe tropicale et, pour tout point x ∈ T , il existe un

voisinage ouvert convexe U de x tel que C∞ soit (T ∩ U)- compatible,

• il existe une suite {Cts}s∈N de courbes Jts-holomorphes telle que lim
s→∞

ts = ∞ et

C∞ soit la limite dans la métrique de Hausdorff des courbes Cts.

4.2. Correspondance entre courbes Jt-holomorphes et courbes

J∞-holomorphes

Soit C∞ une courbe J∞-holomorphe. Comme dans le cas des courbes tropicales, on peut

localement “normaliser” C∞ en considérant une paramétrisation de C∞ par une surface

C̃∞ (i.e., une application ψ : C̃∞ → C∞ ayant certaines propriétés locales ; on renvoie

à [23] pour la définition), et définir le genre de C∞ comme le genre minimal de C̃∞ parmi

toutes les paramétrisations C̃∞ → C∞. (Le genre de C̃∞ est égal à 1 +
∑

C(g(C)− 1), où

C parcourt toutes les composantes connexes de C̃∞, et g(C) est le genre de C.) Pour un

nombre réel ε > 0, notons TNε(C∞) le ε-voisinage de C∞ dans (C ∗)2.

Notons Ht (respectivement, H∞) la collection des courbes Jt-holomorphes (respective-

ment, des courbes J∞-holomorphes) de genre g qui ont le polygone de Newton ∆ et passent

par les points z1, . . . , zk.

En utilisant les caractérisations des courbes J∞-holomorphes données dans le Théo-

rème 4.2, on peut démontrer le théorème suivant qui établit, pour t suffisamment grand,

une bijection entre les collections Ht et H∞.

Théorème 4.3 (Mikhalkin, [23]). — Soit C∞ ∈ H∞. Alors, pour tout ε > 0 suffisamment

petit, il existe un nombre réel t0 > 0 tel que, pour tout t > t0, la collection Ht ait une et

une seule courbe entièrement contenue dans TNε(C∞). L’application H∞ → Ht définie

de cette façon (pour tout t suffisamment grand) est une bijection.

Le Théorème 3.1 est un corollaire du Théorème 4.3 et des résultats ci-dessous.

Lemme 4.4 (Mikhalkin, [23]). —

(1) Si C∞ ⊂ (C ∗)2 est une courbe J∞-holomorphe et T = Log(C∞), alors le genre

de T est inférieur ou égal au genre de C∞.

(2) Toute courbe tropicale de genre ≤ g ayant le polygone de Newton ∆ et passant

par x1, . . . , xk est élémentaire et a le genre g.

Théorème 4.5 (Mikhalkin, [23]). — Le nombre de courbes J∞-holomorphes dans H∞ qui

se projettent par Log sur la même courbe tropicale élémentaire T est égal à la multiplicité

ζ(T ) de T .

4.3. Idée de la démonstration du Théorème 3.6

Pour démontrer le Théorème 3.6, Mikhalkin choisit une collection très particulière de

k points x1, . . . , xk dans R2 . Soit L une droite orthogonale aux lignes de niveau de la
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fonction λ : R2 → R. Remarquons que L a une pente irrationnelle. Les points x1, . . . , xk

sont choisis sur L un par un : x1 est un point arbitraire sur L, et si les points x1, . . . , xj

(1 ≤ j ≤ k − 1) sont déjà choisis, on choisit un point xj+1 sur L de telle façon que

λ(xj+1) ≫ λ(xi) pour tout entier 1 ≤ i ≤ j. Remarquons que les points x1, . . . , xk

sont tropicalement génériques ! Le dénombrement des courbes tropicales élémentaires de

genre g ayant ∆ comme polygone de Newton et passant par les points x1, . . . , xk choisis

mène facilement à l’algorithme présenté dans le paragraphe 3.5 (voir [23] pour les détails).
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de leurs amibes, C. R. Acad. Sci. Paris, Série I, 331 (2000), 355–358.
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SUR LA THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES GROUPES LIBRES

[d’après Sela]

par Frédéric PAULIN

Étant donné un groupe G, on appelle théorie élémentaire de G l’ensemble T(G) des

formules closes du langage des groupes (en logique du premier ordre) qui sont vérifiées dans

G, et théorie universelle de G l’ensemble T∀(G) de ces formules en forme prénexe dont

les quantificateurs sont tous ∀ (voir le chapitre 1). Deux groupes G,G′ sont dits élémen-

tairement équivalents si T(G) = T(G′) et universellement équivalents si T∀(G) = T∀(G′).

Dans une série de travaux peu lisibles, Sela [Sel1]-[Sel6] annonce1 des résultats profonds

sur la théorie élémentaire des groupes libres, répondant à des questions soulevées par

Tarski vers 1945 (voir [Tar] dans un contexte plus large et [LS, page 51]). En attendant

les arbitrages en cours, nous les énonçons encore sous forme de conjecture.

Conjecture 1. — Deux groupes libres de type fini, non cycliques, sont élémentairement

équivalents.

Sela annonce la liste exacte des groupes de type fini, qui sont élémentairement équiva-

lents à un groupe libre de type fini, non cyclique : ce sont les tours hyperboliques (voir

le chapitre 6.1), construites par 〈〈 recollements 〉〉 successifs de groupes libres et de groupes

fondamentaux de surface. On a en particulier l’énoncé frappant suivant.

Conjecture 2. — Le groupe fondamental d’une surface compacte connexe de ca-

ractéristique d’Euler au plus −2 est élémentairement équivalent à un groupe libre de type

fini, non cyclique.

Le problème de Tarski de savoir quels sont les groupes élémentairement équivalents à

un groupe donné, se pose pour d’autres beaux groupes, comme SLn(Z) et les réseaux

des groupes de Lie connexes. Mais en tant qu’objets universels, les groupes libres sont

fondamentaux et prioritaires. De plus, leur 〈〈flexibilité 〉〉 fait que le problème est beaucoup

plus difficile à résoudre pour eux que pour des groupes plus 〈〈rigides 〉〉. En utilisant les

Le premier résultat ci-dessus, ainsi que la décidabilité de la théorie élémentaire d’un groupe libre

de type fini non cyclique, avaient été annoncés en 1998 par Kharlampovich-Myasnikov [KM0]. Avec le

recul de cinq ans, il semble clair que les auteurs n’avaient pas de preuve écrite complète en 1998. Voir

[KM1]-[KM5] pour l’état de leurs travaux.
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mêmes techniques que pour les groupes libres, Sela [Sel7] annonce aussi la caractérisation

des groupes de type fini qui sont élémentairement équivalents à un groupe sans torsion

hyperbolique (au sens de Gromov, voir [Ghy1]).

Cet article est consacré aux résultats structurels sur les groupes limites, i.e. les groupes

de type fini universellement équivalents à un groupe libre de type fini. Nous avons suivi

de près l’approche topologique de Champetier-Guirardel [CG].

Dans le chapitre 3, nous donnons diverses caractérisations simples, dues à Remeslen-

nikov [Rem], Kharlampovich-Myasnikov [KM1, KM2], Sela [Sel1], Champetier-Guirardel

[CG], des groupes limites (ce sont aussi les groupes 〈〈multi-résiduellement libres 〉〉 de type

fini, les sous-groupes de type fini d’un ultraproduit de groupe libre, les groupes 〈〈 limites

de groupes libres 〉〉) ainsi que leurs premières propriétés.

Dans le chapitre 5, nous donnons les théorèmes principaux de [KM2, Sel1] sur la struc-

ture des groupes limites. En particulier (voir [Sel1]), en prenant pour racine un groupe

limite G donné, on construit naturellement un arbre fini enraciné de quotients stricts suc-

cessifs, de sommets terminaux des groupes libres, appelé diagramme de Makanin-Razborov,

qui permet de 〈〈décrire 〉〉 l’ensemble de tous les morphismes de G dans un groupe libre.

Les outils principaux sont ceux des actions de groupes sur les arbres, au sens de [Ser],

avec les contributions fondamentales de Rips-Sela [RS] sur les actions à stabilisateurs

d’arêtes cycliques, que nous rappelons dans le chapitre 4. Nous en donnons des versions

relatives, utiles pour gérer les contraintes sur les paramètres.

Donnons une justification à l’intérêt de l’étude des groupes limites pour résoudre le

problème de Tarski pour les groupes libres (outre le fait qu’un groupe de type fini

élémentairement équivalent à un groupe libre de type fini est bien sûr un groupe limite).

La structure des formules (quantification sur des variables de combinaisons booléennes

d’équations de groupes en ces variables) montre l’intérêt de l’étude des équations dans

les groupes. De nombreux travaux portent sur ce sujet, dont ceux fondateurs de Lyndon

[Lyn1, Lyn2]. Les plus frappants jusqu’ici étaient ceux de Makanin [Mak1, Mak2], qui

montrent qu’il existe un algorithme pour décider si un système fini d’équations dans un

groupe libre admet une solution, et que les théories universelles et positives d’un groupe

libre de type fini sont décidables, et de ceux de Razborov [Raz], qui décrivent la struc-

ture de l’ensemble de toutes les solutions d’un système fini d’équations dans un groupe

libre. Le lien avec le chapitre 5 est le suivant. Considérons un système fini d’équations

m(p
1
, . . . , p

n
, x) = 1 avec x un uplet d’inconnues, p

1
, . . . , p

n
des uplets de paramètres

(nécessaires pour le traitement de la récurrence sur le nombre d’alternances de quantifi-

cateurs), et m un uplet de mots ès lettres de x, x−1, pi, pi
−1. Les solutions de ce système

dans un groupe libre F , lorsque les paramètres varient dans F soumis à certaines con-

traintes, sont en bijection avec les morphismes de groupes, à valeurs dans F , du groupe G

de présentation 〈p
1
, . . . , p

n
, x | m(p

1
, . . . , p

n
, x) = 1〉, marqué par la suite génératrice (cor-

respondant à) (p
1
, . . . , p

n
, x), avec contraintes sur les images des p

i
. Enfin, comprendre
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les morphismes d’un groupe de type fini dans un groupe libre se ramène à comprendre les

morphismes d’un nombre fini de groupes limites dans les groupes libres (voir paragraphe

5.2). Mis à part Lyndon et Remeslennikov sous une forme différente, c’est sans doute Rips

qui a eu le premier l’idée que l’on pourrait utiliser les techniques d’actions de groupes sur

les arbres (pas forcément simpliciaux), en particulier à stabilisateurs d’arête cycliques,

pour résoudre le problème de Tarski.

Nous concluons cette introduction en donnant un aperçu du schéma de la preuve de

Sela de l’énoncé 1. Notons que Bestvina-Feighn annoncent d’autres preuves des résultats

des articles [Sel3, Sel4].

Le cœur des travaux de Sela [Sel2]-[Sel5], dont nous ne parlerons malheureusement pas

ici, et qui est sans doute incontournable pour une solution du problème de Tarski, est

un procédé d’élimination des quantificateurs. Soient L n ,Lm deux groupes libres de rang

n,m ≥ 2, dont on souhaite montrer qu’ils sont élémentairement équivalents, et a1, a2 les

deux premiers éléments communs d’une partie génératrice libre de L n ,Lm . Par un résultat

classique (voir [Sac] disant que L n et Lm ont la même théorie universelle-existentielle, il

suffit, par récurrence, de montrer que toute partie d’une puissance de L n , définissable par

une formule ∃∀∃, est une combinaison booléenne de parties définissables par des formules

∀∃, et ceci de manière indépendante de n. C’est ce que fait Sela dans [Sel5]. Avec un

traitement nécessaire d’une partition en deux des variables libres, il s’agit de comprendre

les parties des puissances de L n définissables par une formule ∀∃. Lorsque celle-ci est

close et positive, disons ∀y ∃z m(y, z) = 1, Merzliakov [Mer], dans sa preuve de l’égalité

des théories positives de L n et Lm , introduit un procédé de 〈〈 solutions formelles 〉〉 : par

des méthodes de 〈〈petite simplification 〉〉 (comme dans [Sac] d’ailleurs), Merzliakov montre

qu’il existe un uplet de mots z(y, a1, a2) en y,± , a±i , tels que la formule ∀y ∃z m(y, z) = 1

est satisfaite dans L n ,Lm si et seulement si ∀y m(y, z(y, a1, a2)) = 1 l’est. Sela étend ces

solutions formelles au cas où la formule ∀∃ n’est plus positive [Sel2] (voir aussi [KM3])

et possède des variables libres [Sel5]. C’est la partie la plus technique, qui amène Sela à

introduire de nouvelles variables, ce qui l’oblige dans [Sel4] à un travail important pour

assurer la finitude de ses procédés d’élimination de quantificateurs.

Remerciements : Cet article doit beaucoup aux travaux en préparation [CG, Gui] de Christophe Cham-

petier et Vincent Guirardel, et je les remercie pour leurs nombreuses conversations, suggestions et correc-

tions. Je remercie aussi G. Baumslag, F. Dahmani, T. Delzant, O. Kharlampovich, G. Levitt, A. Myas-

nikov, P. Papasoglu, Z. Sela.

1. THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES GROUPES

1.1. Formules

Dans ce texte, nous appellerons formule toute expression logique de la forme
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Q1x1Q2x2 . . . Qn′xn′

k∨

i=1

(
ki∧

j=1

mij(x1, . . . , xn) = 1

)

∧





k′i∧

j=1

m′
ij(x1, . . . , xn) 6= 1





avec

• n, n′, k, ki, k
′
i dans N tels que n′ ≤ n,

• Qi l’un des quantificateurs ∀, ∃,

• ∨,∧ les connecteurs logiques 〈〈ou 〉〉, 〈〈et 〉〉,

• xi une variable, avec x1, . . . , xn′ les variables liées et xn′+1, . . . , xn les variables

libres,

• mij , m
′
ij des mots réduits dans les lettres x1, . . . xn et leurs inverses x−1

1 , . . . x−1
n .

Toute formule en ce sens est une formule du langage des groupes et toute formule du

langage des groupes est équivalente, modulo la théorie des groupes, à une formule en ce

sens (voir par exemple [CK]).

Une formule est sans quantificateur si n′ = 0, close si n′ = n, universelle si Qi est ∀

pour tout i, existentielle si Qi est ∃ pour tout i, positive si k′i = 0 pour i = 1, . . . , k. Une

formule ∀∃ est une formule comme ci-dessus telle qu’il existe n ′′ dans N avec 0 ≤ n′′ ≤ n′

tel que Qi est ∀ pour 1 ≤ i ≤ n′′ et Qi est ∃ pour n′′ < i ≤ n′. On définit de même une

formule ∃∀∃.

Si G est un groupe, on appelle théorie élémentaire (respectivement universelle, exis-

tentielle, positive, ∀∃, ∃∀∃) de G l’ensemble des formules closes (respectivement closes

universelles, closes existentielles, closes positives, closes ∀∃, closes ∃∀∃) vérifiées dans G,

et on la note T(G) (respectivement T∀(G), T∃(G), T+(G), T∀∃(G), T∃∀∃(G)).

Un plongement élémentaire f : G → G′ est un morphisme injectif de groupes tels que,

pour toute formule ϕ(x), de k-uplet de variables libres x, et pour tout k-uplet a dans G,

l’expression logique ϕ(a) est vérifiée dans G si et seulement si ϕ(f(a)) est vérifiée dans

G′. Dans [Sel6], Sela annonce (voir aussi [KM5]) que le plongement standard L n → Lm

pour n ≤ m est un plongement élémentaire, ce qui, par restriction aux formules closes,

implique la validité de la conjecture 1.

Remarques. (1) Il est facile de voir que T(Zn) = T(Zm) si et seulement si n = m, et

plus généralement qu’un groupe de type fini est élémentairement équivalent à Z n si et

seulement s’il lui est isomorphe.

(2) Deux groupes libres de type fini non cycliques sont universellement équivalents

(i.e. T∀(Ln) = T∀(Lm) pour tous n,m ≥ 2), car ils se plongent l’un dans l’autre, et toute

formule close universelle vérifiée dans un groupe est aussi vérifiée dans un sous-groupe.

(3) Un résultat classique (voir [Sac]) dit que T∀∃(Ln) = T∀∃(Lm) pour tous n,m ≥ 2.

Merzlyakov [Mer] a démontré que T+(Ln) = T+(Lm) pour tous n,m ≥ 2.
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1.2. Des propriétés élémentaires des groupes libres

Pour illustrer la notion de formule, voici quelques propriétés vérifiées par un groupe

G élémentairement équivalent à un groupe libre non cyclique F , ainsi qu’une famille de

formules closes vérifiées dans F , dont la validité dans G entrâıne ces propriétés.

(1) G est non abélien

∃xy [x, y] 6= 1 .

(2) G est sans torsion

{ ∀x (x = 1) ∨ (xn 6= 1) }n∈N−{0} .

(3) G est commutatif-transitif

∀xyz y = 1 ∨ [x, y] 6= 1 ∨ [y, z] 6= 1 ∨ [x, z] = 1 .

(4) Tout sous-groupe abélien maximal A de G est malnormal (i.e. si gAg−1 ∩ A est

non trivial, alors g appartient à A)

{ ∀xyz y = 1 ∨ [x, y] 6= 1 ∨ [y, z] 6= 1 ∨ [x, z] = 1 ,

∀xy x = 1 ∨ y = 1 ∨ [x, yxy−1] 6= 1 ∨ [x, y] = 1 } .

(5) Tout sous-groupe abélien libre de G est cyclique

∀xyz ∃u [x, y] 6= 1 ∨ [y, z] 6= 1 ∨ xyu2 = 1 ∨ xzu2 = 1 ∨ yzu2 = 1 .

Les formules closes (2) (3) (4) sont des formules universelles, la première est une formule

existentielle, la dernière une formule ∀∃. Remarquons que si G est commutatif-transitif,

alors le centralisateur de tout élément non trivial est abélien, donc tout sous-groupe

abélien non trivial est contenu dans un unique sous-groupe abélien maximal.

Par contre, l’expression logique suivante (tout sous-groupe abélien de G est cyclique),

n’est pas du premier ordre, car on y quantifie sur les parties (ou sur les entiers).

∀P ⊂ G, (∀ xy ∈ P, xy−1 ∈ P ∧ [x, y] = 1) ⇒ (∃ x ∈ G, ∀ y ∈ P, ∃n ∈ N , y = xn) .

Cette propriété est vérifiée dans un groupe de type fini élémentairement équivalent à un

groupe libre (voir corollaire 5.4). Mais il n’existe pas d’ensemble de formules du premier

ordre la définissant, comme me l’a fait remarquer F. Point.

1.3. Ultrafiltres

Soit I un ensemble non vide. Un filtre sur I est une partie non vide ω de P(I) telle que

(1) ∅ /∈ ω,

(2) si X, Y appartiennent à ω, alors X ∩ Y aussi,

(3) si X appartient à ω et si X est contenue dans Y , alors Y appartient à ω.
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Un filtre ω est un ultrafiltre s’il est maximal (pour l’inclusion). Un ultrafiltre est non

principal s’il est différent de {J ⊂ I / a ∈ J} pour tout a dans I. Par le théorème de

Zorn, tout ensemble infini admet un ultrafiltre non principal. Tout ultrafiltre non principal

sur un ensemble infini contient le filtre de Fréchet des complémentaires des parties finies.

Remarque. Les deux propriétés suivantes seront utilisées par la suite (voir [Bou]).

(1) Si ω est un ultrafiltre et J est une partie de I, alors ou bien J appartient à ω, ou

bien son complémentaire I − J appartient à ω. L’application P(I) → {0, 1}, définie par

J 7→ 1 si et seulement si J appartient à ω, est donc une mesure finiment additive, que

l’on note encore ω.

(2) Si X est un espace topologique, et {xi}i∈I une famille relativement compacte dans

X, alors il existe un unique point xω dans l’adhérence de cette famille, tel que, pour tout

voisinage V de xω, le point xi appartienne à V pour ω-presque tout i. On note limω xi ce

point, qui vérifie les propriétés usuelles des limites.

Si X est un ensemble et ω un ultrafiltre sur I, on note ωX (et parfois ∗X lorsque ω

est sous-entendu), et on appelle ultraproduit de X (pour ω), le quotient X I/ ∼ avec

∼ la relation d’équivalence définie par (xi)i∈I ∼ (yi)i∈I si et seulement si xi = yi pour

ω-presque tout i. On note [xi]ω l’image dans ωX d’une famille (xi)i∈I . Si G est un groupe,

la loi de groupe produit sur GI passe au quotient en une loi de groupe, dont on munit

l’ultraproduit ωG. On définit de même l’ultraproduit d’un anneau ou d’un corps.

Terminons ce chapitre en citant deux théorèmes qui justifient l’utilité des ultrafiltres

pour le problème de trouver les groupes élémentairement équivalents à un groupe libre

(voir [CK] pour une preuve).

Théorème 1.1. — (1) (Shelah) Deux groupes G et H sont élémentairement équivalents

si et seulement s’il existe un ensemble I muni d’un ultrafiltre ω tel que les groupes ωG et
ωH sont isomorphes.

(2) ( Loś) L’application G→ ωG définie par g 7→ [(g)i∈I ]ω est un plongement élémentaire.

�

2. GROUPES MARQUÉS

Le contenu de cette partie, prérequis pour caractériser les groupes universellement

équivalents à un groupe libre comme 〈〈 limites de groupes libres 〉〉, est repris de l’article

de Champetier-Guirardel [CG] (voir aussi [Ghy2], où l’espace GM est évoqué).

On note L le groupe libre sur N , identifié à l’ensemble des mots (finis) réduits dans

N ∪N−1 . Pour éviter toute confusion, on note sj l’élément de L correspondant à l’élément

j de N . Pour n dans N , on note Ln le sous-groupe de L engendré par s1, . . . , sn.



922-07

On définit la catégorie des groupes marqués de la manière suivante. Un marquage d’un

groupe G est un morphisme de groupes surjectif L → G tel que sj 7→ 1 pour tout j assez

grand. Le groupe trivial admet un unique marquage. Un groupe marqué est un groupe G

muni d’un marquage. Un morphisme de groupes marqués est un morphisme de groupes

commutant avec les marquages. Remarquons que, dans cette catégorie, il existe au plus

un morphisme entre deux objets, et que tout morphisme est un épimorphisme.

Un marquage L → G étant uniquement déterminé par la donnée d’une famille ordonnée

S = {sn}n∈N, engendrant G, avec sn = 1 pour n assez grand (par sj 7→ sj), on notera

(G, S) le groupe marqué correspondant, et par abus S = (s1, . . . , sk), étant entendu que

sj = 1 pour j > k. Si m(s1, . . . , sp) est un élément de L (en sous-entendant que seules les

lettres s1, . . . , sp et leurs inverses peuvent apparâıtre dans ce mot), on notera m(s1, . . . , sp)

l’élément de G correspondant par le marquage.

Si G est un groupe et S un marquage de G, tout morphisme surjectif de groupes

ϕ : G→ G′ induit un morphisme de groupes marqués ϕ : (G, S) → (G ′, ϕ(S)).

On note GM l’ensemble des classes d’isomorphisme de groupes marqués, qui est gradué

GM =
⋃

n∈NGMn, avec GMk l’ensemble des groupes marqués (G, S) tels que sj = 1

pour j > k. Cet espace a été introduit par Grigorchuk [Gri] et Champetier [Cham, CG].

L’ensemble GM est muni d’une topologie uniforme naturelle, dont une base d’entoura-

ges est {Vn / n ∈ N}, avec Vn l’ensemble des couples de groupes marqués ((G, S), (G′, S ′))

tels que, pour tout mot m(s1, . . . , sk) dans L de longueur au plus n, on a m(s1, . . . , sk) = 1

si et seulement si m(s′1, . . . , s
′
k) = 1, avec les notations évidentes.

Cette topologie est métrisable (par d(x, y) = 2− sup{n∈N / (x,y)∈Vn}), totalement discon-

tinue (car la distance d est ultramétrique), et localement compacte (car GMk est compact

par extraction diagonale, et est ouvert-fermé (car égal à son 1
2
-voisinage ouvert)).

Remarques. Faisons quelques remarques culturelles sur ces définitions.

1) Un groupe marqué est pointé en son élément neutre (noté 1). Un groupe marqué (G, S)

est muni d’une distance invariante par translation à gauche, la distance des mots, qui est

la distance maximale sur G telle que d(1, sj) = 1 si sj 6= 1. Un groupe marqué (G, S)

est muni d’une action du groupe libre L, composée du marquage de G et de l’action par

translation à gauche de G sur lui-même.

Tout ensemble d’espaces métriques pointés munis d’une action d’un groupe fixé admet

une topologie naturelle, la topologie de Gromov équivariante (voir [Pau1]), deux éléments

sont proches si les boules de grand rayon dans chacun d’eux sont presques isométriques,

de manière presque équivariante pour une grande partie finie du groupe.

Il est immédiat de voir que la topologie de GM cöıncide avec la topologie de Gromov

équivariante sur GM.

(2) Un autre système fondamental d’entourages de GM est {V ′
n / n ∈ N} avec V ′

n

l’ensemble des couples de groupes marqués (G,G′) tels qu’il existe une bijection (donc une
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isométrie) de la boule BG(1, n) (de centre l’élément neutre et de rayon n pour la distance

des mots dans G) sur la boule BG′(1, n) rendant le diagramme suivant commutatif :

BL(1, n)

ւ ց

BG(1, n) −→ BG′(1, n) .

(3) Pour un groupe marqué (G, S), demander que G soit de présentation finie équivaut à

demander que G soit de présentation finie sur la famille génératrice finie S (en enlevant

les 1), par un théorème de B. H. Neumann [Bau2, page 52]. Tout groupe marqué (G′, S ′)

suffisamment proche d’un groupe marqué (G, S) de présentation finie est un quotient de

(G, S). En effet, si {mi(s1, . . . , sk)}i∈I est une famille finie engendrant normalement le

noyau du marquage L → G, et si (G′, S ′) est suffisamment proche de (G, S), alors les

relations mi(s
′
1, . . . , s

′
k) = 1 sont vérifiées par S ′ = {s′i}i∈N, et donc l’unique application

ordonnée S → S ′ induit un morphisme (G, S) → (G′, S ′).

(4) De la même manière, le sous-espace des groupes abéliens marqués de GM est fermé,

car la propriété pour un groupe d’être commutatif est équivalente au fait que les éléments

d’une partie génératrice donnée du groupe commutent.

(5) À tout système fini d’équations

(S)
{

w(a, x, p1, . . . , pn) = 1

avec x un uplet d’inconnues (ou variables liées), a un uplet de coefficients (ou constantes),

p1, . . . , pn des uplets de paramètres (ou variables libres), et w un uplet de mots réduits dans

a ±, x ±, p ±
1 , . . . , p

±
n , on associe le groupe G(S) = L(a, x, p1, . . . , pn)/N({w}), où N({w})

est le sous-groupe distingué engendré par les éléments de w. On note S(S) le marquage

de G(S) par l’image (a, x, p1, . . . , pn) dans GS de (a, x, p1, . . . , pn). Soit G un groupe muni

d’un uplet d’éléments a′ (autant que dans a) et d’une famille de sous-groupes (Gi)i=1,...,n.

On a une bijection entre d’une part l’ensemble des solutions de (S) dans G avec coefficients

a évalués en a′ et un choix de valeurs des paramètres pi dans Gi, et d’autre part l’ensemble

des morphismes de groupes de G(S) dans G qui envoient (en préservant l’ordre) a sur a′

et les pi dans Gi. Cette bijection associe, à un uplet de telles solutions s de (S), l’unique

tel morphisme de G(S) dans G envoyant (en préservant l’ordre) x sur s, a sur a′ et les pi

sur les valeurs choisies dans Gi.

3. PREMIÈRES PROPRIÉTÉS ET CARACTÉRISATIONS DES

GROUPES LIMITES

Le résultat suivant est une concaténation de résultats de Remeslennikov [Rem], Khar-

lampovich-Myasnikov [KM1, KM2], Sela [Sel1], Champetier-Guirardel [CG]. Nous avons

largement suivi la présentation faite dans cette dernière référence.
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Rappelons qu’un groupe G est multi-résiduellement libre si pour toute partie finie P de

G, il existe un morphisme de G dans un groupe libre, dont la restriction à P est injective,

ou de manière équivalente si G est de type fini, si pour tout k dans N , et tous g1, . . . , gk

dans G− {1}, il existe un morphisme ϕ : G→ L 2 non trivial sur chaque gj.

Théorème 3.1. — Soit G un groupe de type fini (respectivement de type fini non abélien).

Les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) le groupe G, muni de n’importe quel marquage, est limite de groupes libres de type

fini (respectivement de type fini non abéliens) marqués ;

(2) il existe un marquage S de G tel que (G, S) est limite de groupes libres de type fini

(respectivement de type fini non abéliens) marqués ;

(3) pour tout ultrafiltre ω non principal sur N, le groupe G se plonge dans ωL 2 ;

(4) il existe un ultrafiltre ω non principal sur N et n ≥ 2 tel que G se plonge dans
ωLn ;

(5) le groupe G est multi-résiduellement libre ;

(6) le groupe G a la même théorie universelle qu’un groupe libre de type fini (respec-

tivement de type fini non abélien) ;

(7) le groupe G a la même théorie existentielle qu’un groupe libre de type fini (respec-

tivement de type fini non abélien).

Un groupe vérifiant l’une de ces conditions équivalentes sera appelé un groupe limite.

Preuve. Nous supposerons que G est non abélien, en laissant l’autre cas au lecteur.

(1) ⇒ (2) : C’est clair.

(2) ⇒ (3) : On suppose que (G, S) = limi→∞(Gi, Si) avec Gi un groupe libre de type

fini, donc que l’on peut considérer comme contenu dans L 2 , et Si = (s1,i, . . . , sk,i) et

S = (s1, . . . , sk). Alors il est facile de voir que l’application G → ωL2 , définie par

g 7→ [m(s1,i, . . . , sj,i)]ω si g = m(s1, . . . , sj) pour m(s1, . . . , sj) un élément de L, est bien

définie, et est un morphisme injectif de groupes.

(3) ⇒ (4) : C’est clair.

(4) ⇒ (1) : Soit ρ : G → ωLn un plongement de G, et S = (s1, . . . , sk) un marquage

de G. Si ρ(sj) = [sj,i]ω, on pose Si = (s1,i, . . . , sk,i), et Gi le sous-groupe (libre) de L n

engendré par Si. Alors il est facile de voir que (G, S) = limω(Gi, Si).

(4) ⇒ (5) [Rem] : Il est bien connu que le groupe Γ3 = ker(SL2(Z) → SL2(Z/3Z)) est

libre de type fini et non cyclique, donc le groupe L n se plonge dans Γ3. Si G se plonge

dans ωLn , alors il se plonge dans ωΓ3 = ker(SL2(ωZ) → SL2(ωZ/3 ωZ)), et on identifie G

avec son image. Soit E = {g1, . . . , gk} une partie finie de G− {1}, montrons qu’il existe

un morphisme de G dans le groupe libre Γ3 (qui se plonge dans L 2), qui est non trivial

sur chaque gj. On peut supposer que E est génératrice. Soient a1, . . . , ap dans ωZ les

coefficients non nuls des matrices gj − id. Il suffit de montrer qu’il existe un morphisme



922-10

d’anneaux ρ : Z[a1, . . . , ap] → Z non nul sur chaque aj , car alors ρ induira un morphisme

de groupes de G dans Γ3 non trivial sur chaque gj.

Soient P1, . . . , Pq des polynômes engendrant l’idéal J de l’anneau (noethérien) des

polynômes Z[X1, . . . , Xp] tel que Z[X1, . . . , Xp]/J = Z[a1, . . . , ap]. Posons aj = [aj,i]ω.

Alors pour ω-presque tout i, on a Pℓ(a1,i, . . . , ap,i) = 0, donc le morphisme d’anneaux ρ

défini par aj 7→ aj,i convient, pour ω-presque tout i.

(5) ⇒ (4) : Si ρi : G → Ln est un morphisme injectif sur la boule de centre l’élément

neutre et de rayon i dans G (pour n’importe quelle métrique des mots), alors le morphisme

G→ ωLn défini par g 7→ [ρi(g)]ω est injectif.

(1) ⇒ (6) : Si l’assertion (1) est vraie, alors T∀(L2) est contenue dans T∀(G), car le fait

de vérifier une formule close universelle donnée est clairement une propriété fermée dans

GM (voir la remarque (3) précédente, en utilisant le fait que si m(s1, . . . , sℓ) est un mot

ès sj
±1, et si m1, . . . , mℓ sont des mots ès sj

±1, alors m(m1, . . . , mℓ) est un mot ès sj
±1).

Si l’assertion (1) est vraie, montrons que L 2 se plonge dans G, ce qui implique que

T∀(G) est contenue dans T∀(L 2). Soient a, b dans G ne commutant pas, montrons que

le sous-groupe 〈a, b〉 de G engendré par a, b est libre sur a, b. Comme (1) implique (3),

le groupe G se plonge dans ωL2 , et il en est de même de 〈a, b〉. Comme (4) implique

(1), il existe une suite de groupes marqués libres (Gi, Si) avec Si = (ai, bi) convergeant

vers (〈a, b〉, (a, b)). Comme une limite de groupes abéliens marqués est encore un groupe

abélien marqué, pour i suffisamment grand, ai, bi ne commutent pas, donc engendrent

un groupe libre sur Si. Donc par passage à la limite, a et b ne vérifient pas de relation

(réduite) non triviale, et 〈a, b〉 est libre sur (a, b).

(6) ⇒ (7) : C’est clair par négation.

(7) ⇒ (1) : Soit S = (s1, . . . , sk) un marquage deG. SoitN dans N . Notonsm1(s1, . . . , sk),

. . . , mp(s1, . . . , sk) les mots réduits de longueur au plus N dans {s1, . . . , sk, s
−1
1 , . . . , s −1

k }.

Considérons le système fini ΣN d’équations et d’inéquations
∧p
i=1 eqni en les variables

x1, . . . , xk, avec eqni l’équation mi(x1, . . . , xk) = 1 si mi(s1, . . . , sk) = 1 dans G, et eqni
l’inéquation mi(x1, . . . , xk) 6= 1 sinon. La formule existentielle ∃x1 . . . xk ΣN étant vérifiée

dans G, supposé existentiellement équivalent à un groupe libre F , il existe une solution

SN = (s′1, . . . , s
′
k) dans F au système ΣN . Si FN est le sous-groupe (qui est libre) de F

engendré par SN , alors il est immédiat que la suite des (FN , SN) converge vers (G, S).

Comme G n’est pas abélien, le groupe FN n’est pas abélien pour N assez grand. �

Remarquons qu’un groupe existentiellement équivalent à un groupe libre non abélien

est non abélien, et qu’un groupe qui, muni d’un marquage, est limite de groupes libres

non abéliens marqués, est non abélien.

En utilisant respectivement les assertions (1), (4), (2), (6), (6), (6), et la preuve de

l’implication (1) ⇒ (6) du théorème précédant, le corollaire suivant est alors immédiat.
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Corollaire 3.2. — (1) L’ensemble des groupes limites marqués est un fermé de GM

(donc son intersection avec GMn est compacte).

(2) Tout sous-groupe de type fini d’un groupe limite est un groupe limite.

(3) Un produit libre (fini) de groupes de type fini est un groupe limite si et seulement

si chaque facteur est un groupe limite.

(4) Un groupe limite est sans torsion.

(5) Un groupe limite est commutatif-transitif.

(6) Les sous-groupes abéliens maximaux d’un groupe limite sont malnormaux.

(7) Un sous-groupe d’un groupe limite engendré par deux éléments est libre sur ces

deux éléments ou abélien. �

Nous terminons ce chapitre par des exemples explicites de groupes limites. Par une

surface nous entendrons (sauf mention contraire) une surface réelle compacte connexe à

bord (éventuellement vide), de classe C∞ ou munie d’une structure de CW-complexe. Une

surface est fermée si son bord est vide. Un groupe de surface est un groupe isomorphe au

groupe fondamental d’une surface.

Proposition 3.3. — Tout groupe de surface, sauf celui du plan projectif, de la bouteille

de Klein, et de la somme connexe de trois plans projectifs, est un groupe limite.

Preuve. Si le bord d’une surface Σ est non vide, alors le groupe fondamental de Σ est

libre, donc un groupe limite. Le groupe fondamental du tore est Z 2, qui, muni de sa partie

génératrice standard, est la limite de la suite de groupes libres marqués (Z, (1, n)).

Si Σ2,+ est la somme connexe de deux tores, alors une présentation du groupe fondamen-

tal de Σ2,+ est 〈a, b, x, y | [a, b] = [x, y]〉. Notons xn = [a, b]na[a, b]−n et yn = [a, b]nb[a, b]−n,

qui sont deux éléments du groupe F libre sur a, b, et Sn = (a, b, xn, yn), qui est une par-

tie génératrice de F . Alors il est facile de voir que la suite de groupes marqués (F, Sn)

converge vers (π1Σ2,+, (a, b, x, y)). De même, le groupe fondamental de la somme con-

nexe de quatre plans projectifs Σ4,−, dont une présentation est 〈a, b, x, y | a2b2 = x2y2〉,

marqué par la partie génératrice (a, b, x, y), est limite de la suite de groupes libres marqués

(F, (a, b, (a2b2)na(a2b2)−n, (a2b2)nb(a2b2)−n)).

Comme toute surface fermée de caractéristique d’Euler au plus −2 est un revêtement

de Σ2,+ ou de Σ4,−, que les surfaces fermées de caractéristique d’Euler au moins −1 sont

les sommes connexes d’au plus trois plans projectifs, ainsi que la sphère et le tore, et que

tout sous-groupe d’un groupe limite est un groupe limite, ceci montre le résultat.

Le groupe fondamental du plan projectif n’est pas un groupe limite, car il n’est pas

sans torsion. Le groupe fondamental de la bouteille de Klein, dont une présentation est

〈a, b|a2b−2 = 1〉, n’est pas commutatif-transitif (car a et b commutent avec a2 = b2), donc

n’est pas un groupe limite. Il est montré dans [Lyn1] que l’équation a2b2c2 = 1 dans un

groupe libre implique la commutativité de a, b, c, donc le groupe fondamental de la somme
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connexe de trois plans projectifs, dont une présentation est 〈a, b, c | a2b2c2 = 1〉, n’est pas

un groupe limite. �

4. ACTIONS DE GROUPES SUR DES ARBRES À STABILISATEURS

D’ARÊTES ABÉLIENS

4.1. Vocabulaire

Soit G un groupe muni d’une famille de sous-groupes (Ǧj)j∈J . Une action (toujours

supposée simpliciale, sans inversion) du groupe G sur un arbre simplicial est dite minimale

s’il n’existe pas de sous-arbre invariant propre, et cofinie si le graphe quotient est fini.

Un sous-groupe d’un groupe agissant sur un arbre simplicial est dit elliptique (pour cette

action) s’il fixe un sommet. Une action minimale cofinie est dite cyclique si le fixateur

de chaque arête est infini cyclique, et relative si chacun des Ǧj est elliptique. Deux

actions d’un groupe G sur des arbres simpliciaux T, T ′ sont dites isomorphes s’il existe

un isomorphisme d’arbres G-équivariant de T dans T ′.

Un automorphisme de G est dit relatif s’il agit par une conjugaison sur chaque Ǧj. Le

groupe des automorphismes relatifs de G agit par précomposition sur les actions relatives

de G sur des arbres simpliciaux. Une action relative de G sur un arbre simplicial est

dite invariante par automorphismes si elle est isomorphe à sa précomposition par tout

automorphisme relatif de G.

Une action relative de G sur un arbre T est dite obtenue par raffinement d’une action

relative de G sur un arbre T ′ au-dessus d’un ensemble E ′ de sommets de T ′ s’il existe une

application f : T → T ′ simpliciale et G-équivariante, qui est une bijection de T−f −1(GE ′)

sur T ′ −GE ′ (ce qui implique que f−1(v′) est connexe pour tout v′ dans E ′).

Un sommet v d’une action cyclique relative de G sur un arbre T est dit de type surface

relatif s’il existe une surface à bord simplement connexe Σ̃, munie de

• une action de Gv propre et libre, de quotient compact et différent de la sphère,

du plan projectif, du disque, de l’anneau, du ruban de Möbius, du pantalon et du

ruban de Möbius troué,

• une bijection ([RS, DS] demandent seulement une application, mais cela ne change

pas le théorème 4.1) Gv-équivariante e 7→ f(e) entre l’ensemble des arêtes e issues

de v et l’ensemble des composantes connexes du bord de Σ̃ telle que le fixateur de

e dans T cöıncide avec le stabilisateur de f(e) dans Σ̃, et l’intersection avec Gv de

tout conjugué de Ǧj préserve une composante connexe du bord de Σ̃.

Un sous-groupe H de G est dit de type surface relatif s’il existe un sommet v de type

surface relatif d’une action cyclique relative de G sur un arbre tel que H = Gv.

Un sous-groupe H de G est dit relativement librement indécomposable si H est elliptique

dans toute action relative de G sur un arbre simplicial à stabilisateurs d’arêtes triviaux.
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Lorsque H = G, on dit que G est relativement librement indécomposable. On omet le

qualificatif de 〈〈relatif 〉〉 lorsque J est vide. Notons que le groupe Z n’est pas librement

indécomposable.

Nous renvoyons à [Ser] (voir aussi [Pau2]) pour la correspondance entre actions de

groupes sur les arbres et graphes de groupes. Les définitions ci-dessus se transportent en

des définitions correspondantes pour les graphes de groupes. Pour rappeler les notations,

si un groupe G agit sur un arbre T , nous noterons G\\T un graphe de groupes quotient,

bien défini à isomorphisme près (voir [Bas]). Si (X,G•) est un graphe de groupes, nous

noterons VX l’ensemble de ses sommets ; EX l’ensemble de ses arêtes ; o(e) le sommet

origine, t(e) le sommet terminal et e l’arête opposée d’une arête e ; Gv le groupe du

sommet v ; Ge = Ge le groupe et ρe : Ge → Gt(e) le morphisme injectif associé à l’arête

e ; et π1(X,G•; v∗) le groupe fondamental de (X,G•) de sommet de base v∗, formé,

outre l’identité, des éléments non triviaux (dits en forme réduite) g0te1g1te2g2 . . . tengn

avec (e1, . . . , en) un chemin d’arêtes dans X d’origine et d’extrémité v∗, g0 dans Gv∗ , gi
dans Gt(ei), g0 6= 1 si n = 0, et gi /∈ Gei

si ei+1 = ei pour tout i = 1, . . . , n− 1.

Soit (X,G•) un graphe de groupes, de groupes d’arête abéliens, et v∗ un sommet fixé de

X. On définit un sous-groupe Twi(X,G•) de Aut π1(X,G•; v∗), appelé groupe des twists

de Dehn de (X,G•), de la manière suivante.

Notons Z(X,G•) le groupe abélien (
∏

e∈EX Ge)/ ∼ où ∼ est la relation d’équivalence

engendrée par (ce)e∈EX ∼ (de)e∈EX si de = ce
−1 pour tout e dans EX. On note [ce] la

classe d’équivalence de (ce)e∈EX. Si g = g0te1g1te2g2 . . . tengn est un élément du sous-groupe

π1(X,G•; v∗) de π(X,G•) en forme réduite, alors

[ce] · g = g0 te1 ρe1(ce1)g1 te2 ρe2(ce2)g2 . . . ten ρen(cen)gn

est encore la forme réduite d’un élément de π1(X,G•; v∗). On vérifie facilement que

ceci définit une action de Z(X,G•) par automorphismes sur π1(X,G•; v∗). On note alors

Twi(X,G•) l’image de Z(X,G•) dans Aut π1(X,G•; v∗).

Pour tout sommet v de X de type surface ou tel que Gv est abélien, notons Aut(Gv, ∂)

le sous-groupe du groupe des automorphismes ϕ de Gv qui induisent sur le sous-groupe

ρe(Ge), pour toute arête e d’extrémité v, une conjugaison par un certain élément γe de

Gv, avec γe = 1 si Gv est abélien. Pour v ′ 6= v et e′ toute arête d’extrémité v ′, posons

ϕ = id : Gv′ → Gv′ et γe′ = 1. D’après [Lev], tout élément de Aut(Gv, ∂) s’étend en un

automorphisme de π1(X,G•; v∗), en posant, en utilisant les formes réduites,

g0te1g1te2g2 . . . tengn 7→ ϕ(g0)γe1 te1 γ
−1
e1 ϕ(g1)γe2 te2 γ

−1
e2 ϕ(g2) . . . ten γ

−1
en
ϕ(gn) .

Cette extension dépend du choix des γe, mais deux choix donnent deux extensions qui

diffèrent par un twist de Dehn (en utilisant le fait que, si v est un sommet de type surface,

alors le centralisateur dans Gv d’un groupe d’arête ρe(Ge) d’extrémité v est réduit à

ρe(Ge)). Voir [Lev] pour des compléments.
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4.2. Décomposition de Grushko relative

Soit G un groupe de type fini, muni d’une famille de sous-groupes (Ǧj)j∈J . Il est bien

connu lorsque J est vide, et la preuve s’adapte facilement si J est non vide (voir [LS]), qu’il

existe p dans N , des sous-groupes de type fini G1, . . . , Gp de G non triviaux, relativement

librement indécomposables dans G, bien définis modulo permutation et conjugaison, et

un sous-groupe libre de type fini F de G, bien défini à isomorphisme près, tels que

(1) tout Ǧj est conjugué à un sous-groupe d’un Gi,

(2) si Gi est libre, alors Gi contient un conjugué d’un Ǧj non trivial,

(3) le morphisme naturel du produit libre G1∗· · ·∗Gp∗F dans G est un isomorphisme.

Nous appellerons cet isomorphisme une décomposition de Grushko relative de G, et les Gi

et F ses facteurs de Grushko relatifs. On omet le terme relatif lorsque J est vide.

Une décomposition de Grushko d’un groupeG permet de décrire toutes les décompositions

en produit libre de G : si A1, . . . , Aq sont des sous-groupes de G tels que le morphisme

A1 ∗ · · · ∗ Aq → G est un isomorphisme, alors il existe des éléments g1, . . . , gp dans G,

des sous-groupes libres F1, . . . , Fq de G, et une partition
∐q

j=1 Ij de {1, . . . , p} tels que

l’application canonique de Fj ∗ (∗i∈Ij giGig
−1
i ) dans G ait pour image Aj .

Une décomposition de Grushko permet de ramener l’étude des morphismes d’un groupe

de type fini G dans un groupe donné H à l’étude des morphismes d’un groupe de type

fini librement indécomposable dans H : si G1 ∗ · · · ∗ Gp ∗ Gp+1 est une décomposition

de Grushko de G (avec Gp+1 libre), alors, par la propriété universelle des produits libres,

l’application

Hom(G,H) →

p+1
∏

j=1

Hom(Gj, H)

définie par ϕ 7→ (ϕ|Gj
)j=1,...,p+1 est un isomorphisme de groupes (l’inverse est donné par

(ϕj)j=1,...,p+1 7→ ϕ avec ϕ(gi1 . . . gik) = ϕi1(gi1) . . . ϕik(gik) pour tous gi1 ∈ Gi1 , . . . , gik ∈

Gik). Nous noterons ϕ = ϕ1 ∗ · · · ∗ ϕp+1 dans la suite.

Les groupes libres jouent un rôle particulier, car ils admettent (sauf le cas trivial ou

infini cyclique) 〈〈beaucoup 〉〉 de décompositions en produit libre de facteurs non triviaux.

Voici un moyen, indiqué par T. Delzant, de fixer un choix de décomposition de Grushko.

Si (G, S) est un groupe marqué et ϕ un automorphisme de G, appelons dilatation de ϕ

l’entier

max{||ϕǫ(s)||S / s ∈ S ∪ S−1, ǫ = ±} ,

avec ||g||S la longueur minimale d’une écriture de g comme mot dans S ∪S −1. Rappelons

(voir [LS, page 121]) que pour toute décomposition en produit libre G = A1∗· · ·∗Ap de G,

il existe au moins un automorphisme ϕ du groupe libre sur S tel que la suite ϕ(S) admette

des sous-suites disjointes S1, . . . , Sp telles que (l’image dans G de) Si soit contenue dans

Ai et engendre Ai pour i = 1, . . . , p. On définit la complexité d’une telle décomposition

comme la borne inférieure des dilatations des tels ϕ. Une décomposition de Grushko de
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G est dite S-minimale si sa complexité est minimale parmi toutes les décompositions de

Grushko de G. L’ensemble des décompositions de Grushko S-minimales de G est fini.

4.3. Décomposition JSJ cyclique relative

Rips et Sela [RS] (voir aussi [Sel1, Bow, DS, FP]) ont associé à chaque groupe de

type fini G, muni d’une famille finie de sous-groupes (Ǧj)j∈J , une action cyclique de G

sur un arbre, qui, pour les actions cycliques relatives, joue le rôle de la décomposition

de Grushko relative pour les actions relatives à stabilisateurs d’arête triviaux. Pour des

motivations venant de la topologie de petite dimension (voir [JS, Joh]), elle porte, ainsi

que son graphe de groupes quotient, le nom de décomposition JSJ cyclique relative. Elle

permet de décrire toutes les décompositions cycliques relatives de G et, dans les bons cas,

est unique à isomorphisme près et invariante par les automorphismes relatifs de G. On

omet le terme relatif si J est vide. Ces bons cas incluent celui des groupes hyperboliques

([Bow]), mais voir [For] pour des phénomènes de non unicité.

De la même manière que les groupes libres pour les décompositions en produit libre,

les groupes de surface jouent un rôle particulier pour les décompositions cycliques (car

ils admettent de 〈〈nombreuses 〉〉 actions cycliques lorsque la caractéristique d’Euler de la

surface est grande en valeur absolue). On peut en fait décrire de manière géométrique

toutes les actions cycliques d’un groupe de surface de la manière suivante.

Soit Σ une surface (au sens du paragraphe précédant la proposition 3.3). Soit Σ̃ → Σ un

revêtement universel de Σ, soit Γ son groupe de revêtement, muni de la famille (Γ j)j∈J des

stabilisateurs dans Γ des composantes connexes du bord de Σ̃ (finie modulo conjugaison).

Une courbe décomposante de Σ est une courbe fermée simple c contenue dans l’intérieur

de Σ, localement séparante (i.e. séparant en deux composantes connexes un (tout) voisi-

nage tubulaire), non homotope à zéro, et non parallèle au bord (i.e. aucune adhérence de

composante connexe de Σ− c n’est un anneau). Un système de courbes décomposantes de

Σ est une famille finie de courbes décomposantes, deux à deux disjointes et non homo-

topes. Si (ci)i∈I est un système de courbes décomposantes, alors on appelle arbre dual de

(ci)i∈I le graphe simplicial d’ensemble de sommets l’ensemble des composantes connexes

de Σ̃ privé des relevés des ci, d’ensemble d’arêtes les composantes connexes des relevés

des ci, les deux extrémités d’une arête étant les deux sommets dont l’adhérence contient

l’arête. Ce graphe est un arbre, muni d’une action induite de Γ. Cette action de Γ est

minimale, cofinie, car par exemple Card I ≤ 3|χ(S)| + 1, cyclique et relative. Le groupe

modulaire de Γ est le sous-groupe du groupe des automorphismes de Γ engendré par les

conjugaisons intérieures et les groupes des twists de Dehn de ces telles décompositions

cycliques. Son image dans Out(Γ) est plus connue sous le nom de 〈〈mapping class group 〉〉

(relatif), voir par exemple [ZVC].

Un résultat classique (voir [ZVC, HS]) dit que toute action minimale cyclique et relative

de Γ est isomorphe à celle sur l’arbre dual d’un système de courbes décomposantes. En
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particulier, les seules surfaces Σ telles que Γ n’admet pas d’action minimale cyclique

relative non triviale sont la sphère, le plan projectif, le disque, l’anneau, le ruban de

Möbius, le pantalon et le ruban de Möbius troué. C’est pour cela que ces surfaces sont

exclues dans la définition de sommet de type surface.

Théorème 4.1 (Rips-Sela [RS]). — Soit G un groupe de présentation finie, sans torsion,

muni d’une famille de sous-groupes (Ǧj)j∈J , relativement librement indécomposable. Il

existe au moins une action cyclique relative de G sur un arbre simplicial T de sommets

colorés en blanc ou noir, appelée une décomposition JSJ cyclique relative, telle que:

(1) chaque Ǧj fixe un sommet blanc de T ,

(2) tout sommet noir est de type surface relatif dans T ,

(3) le stabilisateur de tout sommet blanc est elliptique dans toute action cyclique rela-

tive de G,

(4) tout sous-groupe de type surface relatif de G fixe un sommet noir dans T ,

(5) pour toute action cyclique relative de G sur un arbre T ′′, il existe un raffinement T ′

de T en des groupes de sommet noir et une application (simpliciale) G-équivariante

d’une subdivision de T ′ dans T ′′. �

Pour préciser la relation avec les références, l’arbre T défini dans [RS], ainsi que dans

[Sel1], vérifie des conditions supplémentaires, non nécessaires pour ce qui suit. L’extension

au cas relatif, non traité dans [RS], est immédiat. L’hypothèse de présentation finie est

nécessaire [Dun], celle sans torsion facile à contourner (voir par exemple [DS]), et le

théorème admet une version en remplaçant cyclique par virtuellement abélien (voir par

exemple [DS]). L’une des étapes de la preuve, trop longue pour être rappelée ici, est un

théorème de finitude pour la complexité des actions cycliques sur les arbres d’un groupe

de présentation finie donné, voir [BF1].

Exemples. 1) Si G est un groupe de surface fermée, alors sa décomposition JSJ cyclique

est réduite à un point, car sauf pour la sphère et le plan projectif, G est un sous-groupe

de type surface de G. Si G est un groupe abélien libre de type fini, alors sa décomposition

JSJ cyclique est réduite à un point, car s’il n’est pas isomorphe à Z 2 (qui est un groupe de

surface fermée), alors toute action cyclique de G sur un arbre admet un point fixe global.

2) Si un groupe G, muni d’une famille de sous-groupes (Gj)j∈J , a la propriété (FA) re-

lative de Serre (i.e. toute action relative de G sur un arbre simplicial admet un point fixe),

alors sa décomposition JSJ cyclique relative est réduite à un point. Cette hypothèse est

par exemple vérifiée si G est un groupe de Kazhdan relatif (i.e. si toute action isométrique

affine de G sur un espace de Hilbert, telle que chaque Gj a un point fixe, admet un point

fixe global), comme le montre une simple adaptation au cas relatif de la preuve de [HV].

3) Soit H = SL3(Z), g un élément d’ordre infini de H , et F le groupe de présentation

〈a, b, c | abc = 1〉, qui est isomorphe au groupe libre L 2 , et au groupe fondamental du

pantalon.
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Alors le graphe de groupes ci-contre est une décomposition

JSJ cyclique de son groupe fondamental G, mais le sous-

groupe F de G est un groupe de sommet blanc (et pas noir) :

on a exclu les groupes de pantalon dans la définition de

〈〈sommet de type surface relatif 〉〉, car ils ne contiennent pas

de courbe décomposante.

G
1a g

ZF

Z
g

1

c

Z
1

gG

G

b

4) Soit H le groupe fondamental du tore troué, et {a, b} une partie génératrice libre,

de sorte que le groupe fondamental du bord soit engendré par le commutateur [a, b]. Soit

Z = Z, on considère les morphismes Z→ H envoyant 1 sur [a, b] et le morphisme identité

Z→ Z (ou plus généralement n’importe quel morphisme injectif).

Le graphe de groupes ci-contre est une décom-

position JSJ cyclique de son groupe fondamen-

tal G. Pour Z → Z l’identité, le graphe de

groupes obtenu en écrasant l’une des trois arêtes

est aussi une décomposition JSJ cyclique au

sens du théorème précédent, non invariante par

automorphismes.

Z

Z

Z

Z

HH

H

Sela obtient un résultat d’unicité faible pour les groupes limites ([Sel1, Theorem 2.7,

3.9]), mais des techniques de Guirardel-Levitt permettent d’obtenir une unicité forte.

Proposition 4.2 (Guirardel-Levitt). — Soit G un groupe de présentation finie, sans

torsion, commutatif-transitif, dans lequel tout sous-groupe abélien est abélien libre, et

dont les sous-groupes abéliens maximaux sont malnormaux. On suppose que G est muni

d’une famille de sous-groupes (Ǧj)j∈J , et qu’il est relativement librement indécomposable.

Alors G admet une décomposition cyclique relative, notée Tcan, telle que

• Tcan est invariante par automorphismes,

• deux sommets de stabilisateurs abéliens ne sont pas reliés par une arête,

• tout stabilisateur de sommet abélien est abélien maximal,

• le centralisateur du stabilisateur d’une arête est contenu dans le groupe de l’un des

deux sommets de cette arête,

• Tcan est une décomposition JSJ cyclique relative, après avoir remplacé chaque

groupe de sommet non isolé isomorphe à Z2 et dont les groupes d’arête incidents

sont contenus dans un facteur infini cyclique, par un lacet de groupes, de groupe

de sommet Z et de groupe d’arête se surjectant sur ce groupe de sommet des deux

côtés.

Remarque. Nous verrons dans le chapitre suivant (corollaire 5.4) qu’un groupe limite,

qui est commutatif-transitif, sans torsion, et dont les sous-groupes abéliens maximaux sont

malnormaux par le corollaire 3.2, est de présentation finie, et que tout sous-groupe abélien

d’un groupe limite est abélien libre. Ces propriétés sont aussi vérifiées par les groupes

hyperboliques sans torsion. Il existe des groupes hyperboliques sans torsion qui ne sont
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pas des groupes limites, par exemple ceux (sauf le groupe trivial) qui ont la propriété (T)

de Kazhdan, comme les réseaux uniformes de Sp(n, 1).

Preuve. Notons qu’un sous-groupe de type surface relatif n’est pas abélien (sauf si

G est égal à Z2, auquel cas Tcan réduit à un point convient). Les conditions (3) et (4)

du théorème 4.1 impliquent donc que la famille (H i)i∈V des sous-groupes de G qui sont

les groupes de sommet non abéliens d’une décomposition JSJ cyclique relative T , est

indépendante de celle-ci. Comme les automorphismes relatifs de G préservent l’ensemble

des décompositions JSJ cycliques relatives, cette famille est invariante par automor-

phismes relatifs. Soit V ′ l’ensemble des sous-groupes abéliens maximaux de G tels que,

pour tout Z dans V ′, il existe i 6= j tel que Hi ∩Z et Hj ∩Z sont non triviaux. Soit T ′ le

graphe bipartie de sommets V
‘

V ′, avec une arête entre i ∈ V et Z ∈ V ′ si et seulement

si Hi∩Z est non trivial. Alors T ′ est connexe, car T l’est et G est commutatif-transitif, en

particulier tout sous-groupe abélien non trivial est contenu dans un unique sous-groupe

abélien maximal. Le graphe T ′ est naturellement muni d’une action de G. Comme les

sous-groupes abéliens maximaux de G sont malnormaux, ils sont égaux à leurs normalisa-

teurs, donc le stabilisateur d’un sommet Z dans V ′ est Z. Donc les stabilisateurs d’arête

sont abéliens. Comme Hi est le fixateur d’un unique sommet de T , il est aussi égal à son

normalisateur dans G, donc, pour tout i dans V , le fixateur dans G du sommet i de T est

Hi.

De plus T ′ est un arbre. En effet, par l’absurde, supposons qu’il existe un cycle réduit

minimal dans T ′, de sommets i1, Z1, . . . , in, Zn avec Zj dans V ′. Alors n ≥ 2 et, avec vij le

sommet de T stabilisé par Hij , et K le sous-arbre fini de T qui est l’enveloppe convexe des

vij , on peut supposer que vi2 est un sommet terminal de K. Soient a ∈ Hi1 ∩Z1−{1}, b ∈

Hi2 ∩ Z1 − {1}, c ∈ Hi2 ∩ Z2 − {1} et d ∈ Hi3 ∩ Z2 − {1}, et e l’arête de T d’origine vi2
commune aux segments [vi1 , vi2] et [vi2 , vi3 ]. Comme a fixe vi1 , b fixe vi2 et a, b commutent,

le segment [vi1 , vi2 ] est contenu dans Fix(a)∪Fix(b). Donc l’arête e est fixée par a ou par

b, qui appartiennent à Z1, et de même, par c ou par b, qui appartiennent à Z2. Comme

le stabilisateur de e est infini cyclique, il existe x dans Z 1 − {1} et y dans Z2 − {1} qui

ont une puissance égale (différente de 1). Comme G est commutatif-transitif, on a donc

Z1 = Z2, ce qui contredit la minimalité.

Pour tout sommet Z dans V ′, montrons qu’il existe au plus une arête issue de Z dans

T ′ dont le stabilisateur n’est pas infini cyclique. Sinon, soient i 6= i ′ dans V des sommets

joints par une arête à Z, et a, b dans Z ∩Hi n’appartenant pas à un même sous-groupe

infini cyclique de G, et de même pour a ′, b′ dans Z ∩Hi′. Ceci est possible, car les sous-

groupes abéliens de G sont abéliens libres. Comme a, b fixent v i, a
′, b′ fixent vi′ et a, b, a′, b′

commutent, le segment non trivial [vi, vi′ ] est contenu dans Fix(a) ∪ Fix(a′), F ix(a) ∪

Fix(b′), F ix(b) ∪ Fix(a′) et Fix(b) ∪ Fix(b′). Ceci implique que a, b fixent l’arête de

[vi, vi′] d’origine vi ou que a′, b′ fixent l’arête de [vi, vi′ ] d’origine vi′ . Comme l’action de

G sur T est cyclique, ceci est une contradiction.
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On considère maintenant l’arbre Tcan obtenu en écrasant, pour tout sommet Z dans V ′

dont part une arête e de stabilisateur non infini cyclique, cette arête en un point. Notons

que si i est l’extrémité de e, alors Z est contenu dans Hi, car un automorphisme d’un

arbre, qui commute avec un groupe d’automorphismes ayant un point fixe unique, fixe

aussi ce point.

Si Hi est de type surface dans T , alors il est encore de type surface dans Tcan. Il est

facile de voir que Tcan vérifie les conditions voulues. �

Soit G un groupe, muni d’une famille de sous-groupes (Ǧj)j∈J , qui est un groupe fonda-

mental d’un graphe de groupes (X,G•), tel que chaque Ǧj est conjugué à un sous-groupe

d’un groupe de sommet. Nous noterons Mod(X,G•) le sous-groupe du groupe des auto-

morphismes de G engendré par les éléments valant une conjugaison sur chaque Ǧj parmi

les suivants (en utilisant les notations et définitions du paragraphe 4.1) :

• les conjugaisons intérieures τg : h 7→ ghg−1,

• les twists de Dehn sur les arêtes du graphe de groupes (X,G•),

• pour tout groupe de sommet v de type surface de (X,G•), par l’extension à G des

éléments de Aut(Gv, ∂),

• pour tout groupe de sommet Gv abélien de (X,G•), par l’extension à G des

éléments de Aut(Gv, ∂).

Soit G un groupe limite, muni d’une famille de sous-groupes (Ǧj)j∈J , relativement li-

brement indécomposable, et Tcan la décomposition cyclique relative de G donnée par la

proposition 4.2. Nous noterons Mod(G), et nous appellerons groupe modulaire relatif de

G le sous-groupe Mod(G\\Tcan) du groupe des automorphismes de G (qui cöıncide avec

celui de la décomposition JSJ cyclique relative associée à T can). Il découle du fait que

le groupe fondamental d’un graphe de groupes est indépendant 〈〈 à conjugaison près 〉〉 des

points bases, du fait qu’un graphe de groupes quotient est bien défini à isomorphisme de

graphes de groupes près et de la proposition 4.2, que le groupe modulaire relatif de G est

bien défini dans Aut(G). On omet le terme 〈〈 relatif 〉〉 si J = ∅. Le groupe modulaire peut

être réduit aux automorphismes intérieurs (par exemple si Tcan est réduit à un point et

G n’est ni abélien ni un groupe de surface). Par exemple, si H est un groupe de surface

fermée, alors Mod(H) correspond au groupe modulaire de H défini avant le théorème 4.1.

5. DIAGRAMME ET RÉSOLUTIONS DE MAKANIN-RAZBOROV

D’UN GROUPE LIMITE

5.1. Présentation finie des groupes limites

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’un groupe limite est de présentation finie. Ce

résultat est dû à Kharlampovich-Myasnikov [KM2, Corollary 3] et à Sela [Sel1, Corollary

4.4], mais nous utiliserons l’approche de Gross [Gro] et de Guirardel [Gui] par les actions de
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groupes sur les Rn -arbres, en reprenant essentiellement la présentation de cette dernière

référence. Bien que non nécessaire pour la construction du diagramme de Makanin-

Razborov (voir la remarque suivant la proposition 5.5), nous l’énonçons en premier, car

sa preuve permet aussi d’expliciter la structure des sous-groupes abéliens des groupes

limites, ce qui sera utile par la suite.

Soit Λ un groupe abélien ordonné muni de sa valeur absolue |x| = sup{x,−x}. Par

exemple, (Rn ,+) avec l’ordre lexicographique, ou le groupe ultraproduit ωΛ′ d’un groupe

abélien ordonné Λ′, muni de l’ordre [xi]ω ≤ [yi]ω si et seulement si xi ≤ yi pour ω-presque

tout i, sont des groupes abéliens ordonnés. Notons que la définition d’une distance n’utilise

que les axiomes de groupe abélien ordonné du but.

Un Λ-arbre est un ensemble T muni d’une distance d à valeurs dans Λ telle que

(1) pour tous x, y dans T , il existe a, b dans Λ et i : [a, b] → T une isométrie telle que

i(a) = x, i(b) = y ; on note [x, y] l’image d’un tel i, que l’on appelle un segment

d’extrémités x, y ;

(2) l’intersection de deux segments ayant une extrémité commune est un segment ;

(3) si deux segments se rencontrent exactement en une extrémité, alors leur réunion

est un segment.

La seconde condition implique l’unicité d’un segment entre deux points. Par exemple,

les Z-arbres sont les ensembles de sommets d’arbres simpliciaux, munis de la distance

maximale telle que la distance entre deux sommets d’une arête est 1. L’ensemble ul-

traproduit ωT d’un Λ-arbre T est naturellement muni d’une structure de ωΛ-arbre, par

d([xi]ω, [yi]ω) = [d(xi, yi)]ω. Voir par exemple [Chi] pour d’autres informations.

En utilisant que le groupe libre L 2 se plonge dans SL2(Qp) en agissant librement sur

le Z-arbre de Bruhat-Tits T de SL2(Qp), qu’un groupe limite se plonge dans ωL 2 , donc

dans SL2(
ωQp) en agissant librement sur ωT , qui est un ωZ-arbre, et en utilisant le fait

que G est de type fini pour montrer qu’il existe un sous-Rn -arbre invariant, on obtient le

résultat suivant.

Proposition 5.1 (Remeslennikov [Rem], voir aussi Guirardel [Gui]). — Pour tout groupe

limite G, il existe n dans N tel que G agisse librement sur un Rn-arbre. �

Si n = 1, alors la structure de G est bien comprise, par le théorème de Rips suivant

(voir [GLP, BF3, Pau2]).

Théorème 5.2 (Rips). — Un groupe de type fini agissant librement sur un R-arbre est

un produit libre de groupes de surface et de groupes abéliens libres. �

Le résultat suivant permet de dévisser la structure des groupes limites par récurrence

sur n.

Théorème 5.3 (Gross [Gro], Guirardel [Gui]). — Soit G un groupe de type fini, librement

indécomposable, agissant librement sur un Rn-arbre, avec n ≥ 2. Alors G admet une
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action cyclique sur un arbre simplicial, dont les groupes de sommet sont de type fini et

agissent librement sur un Rn−1-arbre, et telle que tout sous-groupe abélien non cyclique

de G fixe un sommet. �

Corollaire 5.4 (Kharlampovich-Myasnikov [KM2], Sela [Sel1]). — (1) Tout groupe

limite est de présentation finie.

(2) Tout sous-groupe abélien d’un groupe limite est abélien libre de type fini. En

particulier, tout élément non trivial d’un groupe limite est puissance d’un élément

qui n’est pas une puissance non triviale. Le nombre des classes de conjugaison des

sous-groupes abéliens non cycliques d’un groupe limite est fini.

(3) Si un groupe limite n’a pas de sous-groupe abélien libre non cyclique, alors il est

hyperbolique au sens de Gromov.

(4) Si un groupe limite est librement indécomposable, non abélien, non isomorphe à

un groupe de surface, alors toute décomposition JSJ cyclique de ce groupe est non

triviale.

Preuve. Ceci se montre par récurrence, en utilisant, respectivement, le fait que le

groupe fondamental d’un graphe fini de groupes de présentation finie est de présentation

finie, le fait qu’un sous-groupe abélien non cyclique d’un produit libre est conjugué

dans un facteur, le théorème de combinaison de Bestvina-Feighn [BF2], et le fait qu’une

décomposition JSJ cyclique d’un groupe librement indécomposable, non isomorphe à un

groupe de surface, qui admet une action cyclique non triviale, n’est pas réduite à un

sommet. �

5.2. Un ordre sur les groupes marqués

Nous suivons [CG] dans cette partie. On ordonne GM par (G, S) ≥ (G′, S ′) s’il existe

un morphisme de groupes marqués de (G, S) dans (G′, S ′). L’unicité des morphismes

montre que cette relation est bien antisymétrique. De manière équivalente, on a (G, S) ≥

(G′, S ′) si et seulement si les éléments de S ′ vérifient dans G′ toutes les relations vérifiées

par S dans G : pour tout élément m(s1, . . . , sk) de L, si le mot m(s1, . . . , sk) dans S∪S−1

vaut 1 dans G, alors le mot m(s′1, . . . , s
′
k) dans S ′ ∪ S ′−1 vaut 1 dans G′.

Proposition 5.5. — Soit K un compact de GM, formé de groupes limites marqués.

Alors il existe une partie finie F de K, non vide si K l’est, telle que, pour tout (G′, S ′)

dans K, il existe (G, S) dans F tel que (G′, S ′) ≤ (G, S).

Preuve. Un groupe limite est de présentation finie par le corollaire 5.4 (1). Tout groupe

de présentation finie (G, S) marqué admet un voisinage formé d’éléments inférieurs ou

égaux à (G, S) (par la remarque (3) du chapitre 2). �

Proposition 5.6. — Toute suite décroissante de groupes limites marqués est station-

naire.
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Preuve. Une valeur d’adhérence de cette suite est un groupe limite marqué, inférieur ou

égal à tout élément de la suite, et admettant un voisinage formé d’éléments qui lui sont

inférieurs ou égaux. �

Corollaire 5.7. — Tout groupe limite G est hopfien (i.e. tout morphisme surjectif de

G dans lui-même est injectif).

Preuve. Soit f : G → G un morphisme surjectif non injectif, de noyau N . Soit

ψ : G → G la composition de la projection canonique G → G/N et de l’isomorphisme

G/N → G induit par f . Alors G
ψ

−→ G
ψ

−→ G → . . . est une suite décroissante non

stationnaire de groupes limites. �

Nous renvoyons à [Chat, CG], pour une preuve simple des deux propositions précédentes,

évitant d’utiliser le fait qu’un groupe limite est de présentation finie.

Nous renvoyons aussi à [BMR, KM1, KM2] pour de très jolis résultats de finitude ana-

logues aux précédents (ainsi qu’au corollaire suivant). Si F est un groupe libre, et X un

n-uplet de variables, alors l’ensemble des parties V (Σ) de F p qui sont les ensembles de solu-

tions de systèmes (Σ) (finis ou infinis) d’équations de la forme m(x1, . . . , xp, g1, . . . , gq) = 1

avec xi dans X, gi dans F et m un mot ès x±i , g
±
i , est l’ensemble des fermés d’une topologie

noethérienne. Si N(Σ) est le sous-groupe (qui est distingué) de F ∗L(X) engendré par les

éléments m tels que l’équation m = 1 soit conséquence de (Σ), alors le fermé V (Σ) est

irréductible (i.e. non réunion de fermés propres) si et seulement si le groupe F ∗L(X)/N(Σ)

est un groupe limite (voir [BMR]).

Soit (G, S) un groupe marqué. On note GM(G, S) le sous-espace de GM formé des

groupes marqués inférieurs ou égaux à (G, S). Il est compact (car fermé et contenu dans

GMk si S = {si}i∈N avec si = 1 pour i > k), et ouvert si G est de présentation finie.

L’ensemble L(G, S) des groupes limites marqués inférieurs à (G, S) est compact. Il est

réduit au groupe trivial si et seulement si G ne se surjecte pas sur Z (par exemple si G

est fini, ou est un groupe de Kazhdan). Le résultat suivant découle de la proposition 5.5.

Corollaire 5.8. — Pour tout groupe marqué (G, S), l’ensemble Lmax(G, S) des groupes

limites, inférieurs à (G, S), maximaux pour ces propriétés, est fini, non vide. �

L’ensemble GM(G, S) s’identifie avec l’ensemble Epi(G, ·) des classes d’équivalence de

morphismes de groupes surjectifs f : G→ H , pour la relation d’équivalence

(f : G→ H) ∼ (f ′ : G→ H ′)

s’il existe un isomorphisme de groupes g : H → H ′ tel que g ◦f = f ′, via l’application qui

au morphisme surjectif f : G→ H associe le groupe marqué (H, f(S)). Nous noterons de

même une classe et un de ses représentants.

En particulier, Epi(G, ·) hérite d’une topologie métrisable compacte, indépendante de

S : une suite (fn)n∈N converge vers f si et seulement si, pour toute partie finie P de G, il
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existe N dans N tel que pour tout n ≥ N , et g dans P , on a f(g) = 1 si et seulement si

fn(g) = 1. L’application Epi(G, ·) → Epi(G′, ·) obtenue en composant par un morphisme

surjectif donné de G′ dans G est continue. Il découle du chapitre 3 qu’un groupe G est

un groupe limite si et seulement s’il existe une suite (fn)n∈N dans Epi(G, ·), d’image un

groupe libre, convergeant vers l’identité. De plus, s’il existe une suite de morphismes d’un

groupe de type fini G dans un groupe limite qui converge vers l’identité, alors G est un

groupe limite.

Le groupe (muni de la topologie discrète) Aut(G) des automorphismes du groupe G

agit continuement sur Epi(G, ·) par précomposition.

Fixons (G, S) un groupe limite librement indécomposable marqué. Si F est un groupe

libre de type fini, et E une famille d’éléments de F , on note |||E||| la borne inférieure,

sur toutes les parties génératrices libres A de F du maximum des longueurs des écritures

réduites dans A ∪ A−1 des éléments de E. Un élément f : G → F de Epi(G, ·) (et son

élément correspondant de GM(G, S)) est dit (G, S)-court si F est un groupe libre, et si

|||f(S)||| = min
ϕ∈Mod(G)

|||f ◦ ϕ(S)||| .

Ceci dépend de S, mais ne dépend pas de la classe d’isomorphisme de f dans Epi(G, ·).

Un quotient raccourcissant de (G, S) est un groupe marqué, limite de groupes marqués

(G, S)-courts.

Par exemple, soit G le groupe fondamental de la surface connexe fermée orientable

de genre g ≥ 2, muni de sa présentation usuelle 〈a1, b1, . . . , ag, bg | [a1, b1] . . . [ag, bg]〉,

marqué par S = (a1, b1, . . . , ag, bg). Soit Lg le groupe libre sur (s1, . . . , sg), marqué par

S ′ = (s1, 1, s2, 1, . . . , sg, 1). Alors (Lg , S
′) est un quotient raccourcissant de (G, S), car

(G, S)-court.

L’ensemble SQ(G, S) des quotients raccourcissants de (G, S) est un compact de GM(G, S)

(car fermé), non vide (car il contient le groupe trivial marqué), et formé de groupes limites.

Le résultat suivant découle alors de la proposition 5.5.

Corollaire 5.9. — L’ensemble SQmax(G, S) des quotients raccourcissants maximaux

d’un groupe limite librement indécomposable marqué (G, S) est fini, non vide. �

Le résultat fondamental sur les quotients raccourcissants est le suivant.

Théorème 5.10 (Claim 5.3 [Sel1]). — Tout quotient raccourcissant d’un groupe limite

librement indécomposable non trivial marqué (G, S) est un quotient strict de (G, S). �

L’idée consiste à considérer une suite de morphismes surjectifs fn : G → F qui sont

(G, S)-courts et convergent vers un quotient raccourcissant f : G → G′ (on peut bien

supposer que les groupes libres images des fn sont constants), et une action libre de

F sur un arbre simplicial. On montre que la suite d’actions de G sur T obtenue par

précomposition par fn converge (pour la topologie de Gromov équivariante) vers une
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action de G sur un arbre réel, qui factorise par G′. On utilise alors la structure fine des

actions de groupes sur les arbres (voir par exemple [BF3, Pau2]) pour empêcher que f

vaille l’identité.

5.3. Diagramme de Makanin-Razborov d’un groupe marqué

Dans un arbre enraciné T, toute arête e sera orientée avec son origine o(e) plus proche

de la racine que son extrémité t(e). On notera v∗ la racine, et si v est sommet, on notera

T(v) l’ensemble des extrémités des arêtes d’origine v.

Un arbre enraciné de groupes marqués (T, G•, S•) est la donnée d’un arbre enraciné

T, pour tout sommet v de T d’un groupe marqué (Gv, Sv), et pour toute arête e d’un

morphisme de groupes marqués (Go(e), So(e)) → (Gt(e), St(e)).

Un diagramme de Makanin-Razborov d’un groupe marqué (G, S) est l’arbre enraciné

de groupes marqués (T, G•, S•), défini récursivement ainsi :

• le groupe marqué de v∗ est (G, S),

• l’ensemble T(v∗) est Lmax(G, S) si (G, S) n’est pas un groupe limite marqué,

• pour tout sommet v de T si (G, S) est un groupe limite marqué, et tout sommet

v de T − {v∗} sinon,

– si Gv est un groupe libre, alors le sommet v est terminal,

– si Gv n’est pas libre et n’est pas librement indécomposable, alors T(v) est

l’ensemble des facteurs de Grushko des décompositions de Grushko Sv-minima-

les de Gv, marqués par l’image de Sv par la surjection de Gv (voir le para-

graphe 4.2),

– siGv est librement indécomposable et non trivial, alors T(v) est SQmax(Gv, Sv) ;

de plus, le groupe marqué associé à un sommet v dans T − {v∗} est v, le morphisme

associé à chaque arête est l’unique morphisme entre les groupes marqués des sommets de

l’arête.

Par exemple, le diagramme de Makanin-Razborov d’un groupe libre marqué est réduit à

un seul sommet. Le diagramme de Makanin-Razborov d’un groupe non trivial marqué ne

se surjectant pas sur Z est réduit à une arête, et le groupe marqué du sommet non racine

est trivial. Par construction, le sous-arbre enraciné de groupes marqués en dessous (au

sens évident) d’un sommet v d’un diagramme de Makanin-Razborov est un diagramme

de Makanin-Razborov de (Gv, Sv). Un diagramme de Makanin-Razborov d’un groupe

marqué dépend en général du marquage.

Proposition 5.11. — Un diagramme de Makanin-Razborov d’un groupe limite a un nom-

bre fini de sommets.

Preuve. Les corollaires 5.8, 5.9 et le paragraphe 4.2 montrent que l’arbre enraciné de

Makanin-Razborov est localement fini. Le théorème 5.10 et le corollaire 5.6 montrent qu’il

n’a pas de rayon infini partant de la racine. �
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Un diagramme de Makanin-Razborov (T, G•, S•) d’un groupe marqué (G0, S0) permet

de 〈〈décrire 〉〉 tous les morphismes de groupes de G0 dans un groupe libre F0, de manière

〈〈 indépendante 〉〉 de ce groupe libre, au sens suivant.

Notons que l’ensemble des morphismes d’un groupe libre de type fini F dans un autre

F ′ est facile à comprendre, un tel morphisme étant défini, de manière unique, par une

famille (yj)j=1,...,k dans F ′ si (xj)j=1,...,k est une base de F , par xj 7→ yj. Comme tout

sous-groupe d’un groupe libre est libre, l’étude des morphismes à valeurs dans un groupe

libre se ramène à l’étude des morphismes surjectifs à valeurs dans un groupe libre.

Considérons la donnée (T′, (fv), (ϕv)) suivante. Soit T′ un sous-arbre enraciné de T

(contenant la racine de T) tel que, pour tout sommet v non terminal de T ′, si Gv est

un groupe limite non librement indécomposable, alors T ′(v) = {v1, . . . , vp} avec Gv =

Gv1 ∗ · · · ∗ Gvp une décomposition de Grushko Sv-minimale de Gv, et si Gv n’est pas un

groupe limite, ou est librement indécomposable non trivial, alors T ′(v) contient exac-

tement un sommet v+ de T(v). Pour tout sommet v de T′ tel que Gv est librement

indécomposable non trivial, soit ϕv dans Mod(Gv). Pour tout sommet v terminal dans

T′ (donc dans T, donc Gv est libre), soit fv : Gv → F0 un morphisme de groupes.

Construisons par récurrence inverse un morphisme de groupes fv : Gv → F0 pour tout

sommet v de T′. Si v est un sommet terminal, alors fv est donné. Si v n’est pas un

sommet terminal, alors

• si Gv est un groupe limite non librement indécomposable et si T ′(v) = {v1, . . . , vp},

alors on pose fv = fv1 ∗ · · · ∗ fvp (avec les notations du paragraphe 4.2),

• si Gv est un groupe limite librement indécomposable non trivial, en notant par

πv+ : (Gv, Sv) → (Gv+ , Sv+) le morphisme du diagramme de Makanin-Razborov,

alors on définit fv = fv+ ◦ πv+ ◦ ϕ−1
v de sorte que le diagramme suivant commute

Gv

πv+ ↓ ց fv◦ϕv

Gv+

fv+
−→ F0

• si Gv n’est pas un groupe limite, et si πv+ : (Gv, Sv) → (Gv+ , Sv+) est le morphisme

du diagramme de Makanin-Razborov, alors on pose fv = fv+ ◦ πv+

Posons f(T′, (fv), (ϕv)) = fv∗ , qui est un morphisme de groupes de G0 dans F0.

Proposition 5.12. — Soit (G0, S0) un groupe marqué, de diagramme de Makanin-Raz-

borov (T, G•, S•). Si f est un morphisme de groupes de G0 dans un groupe libre F0, alors

il existe une donnée (T′, (fv), (ϕv)) telle que f = f(T′, (fv), (ϕv)).

Preuve. Par récurrence, on construit une donnée (T′, (fv), (ϕv)), ainsi qu’un morphisme

de groupes fv : Gv → F0 pour tout sommet v de T′. On demande que la racine de T

appartienne à T′, et on pose fv∗ = f . Supposons construit un sommet v de T′, et le

morphisme fv : Gv → F0.
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Si v est terminal dans T, alors on dit qu’il est terminal dans T ′, et on prend fv : Gv → F0

pour la donnée. Supposons donc que v n’est pas terminal (en particulerGv n’est pas libre).

Supposons que Gv soit un groupe limite, non librement indécomposable. On choisit

une décomposition de Grushko Sv-minimale Gv = Gv1 ∗ · · · ∗ Gvp de Gv. On pose alors

T′(v) = {v1, . . . , vp}, on note fvj
la restriction de fv à Gvj

pour j = 1 . . . p. D’après le

paragraphe 4.2, on a fv = fv1 ∗ · · · ∗ fvp .

Supposons que Gv soit un groupe limite librement indécomposable. Soit ϕ v dans

Mod(Gv) tel que

|||fv ◦ ϕv(Sv)||| = min
ψ∈Mod(Gv)

|||fv ◦ ψ(Sv)||| .

Alors le groupe marqué (F0, fv(ϕv(Sv))) est (Gv, Sv)-court, donc est un quotient raccour-

cissant de (Gv, Sv). Il existe donc v+ dans T(v) = SQmax(Gv, Sv) tel que

(Gv+ , Sv+) ≥ (F0, fv(ϕv(Sv))). On note alors T′(v) = {v+}, et fv+ : (Gv+ , Sv+) →

(F0, fv(ϕv(Sv))) l’unique morphisme, qui vérifie fv ◦ ϕv = fv+ ◦ πv+ .

Supposons que Gv n’est pas un groupe limite (alors v = v∗). Comme (F0, fv(Gv))

est un groupe libre (donc limite) marqué inférieur à (Gv, Sv), il existe v+ dans T(v) =

Lmax(Gv, Sv) tel que (Gv+ , Sv+) ≥ (F0, fv(Gv)). On note donc T′(v) = {v+}, et fv+ :

(Gv+ , Sv+) → (F0, fv(Gv)) l’unique morphisme, qui vérifie fv = fv+ ◦ πv+ .

Par définition, on a bien f = fv∗ = f(T′, (fv), (ϕv)). �

6. RÉSOLUTION DE MAKANIN-RAZBOROV DE GROUPE LIMITE

Le contenu de cette partie est essentiellement repris de l’article de Champetier-Guirardel

[CG], et fournit des preuves détaillées de la seconde moitié du chapitre 5 de [Sel1]. Il s’agit

de donner une caractérisation des groupes limites par 〈〈dévissages 〉〉 successifs à partir des

groupes libres.

Si Gv est le stabilisateur d’un sommet d’une action cyclique d’un groupe G sur un arbre,

appelons voisinage abélien de Gv le sous-groupe de G engendré par Gv et par les centrali-

sateurs dans G des groupes d’arête d’origine v. Un morphisme de groupes f : G→ G′ est

une résolution de Makanin-Razborov élémentaire s’il existe une décomposition cyclique en

graphe de groupes de G, telle que

(1) chaque groupe d’arête est abélien maximal dans au moins l’un des groupes de

sommet de l’arête ;

(2) le morphisme f est injectif sur chaque groupe d’arête, et le centralisateur de chaque

groupe d’arête est égal au centralisateur de l’une de ses deux images dans ses

groupes de sommet ;

(3) l’image par f de chaque groupe de sommet de type surface est non abélienne ;

(4) tout groupe de sommet abélien Gv est abélien libre de type fini, f est injective sur

le sous-groupe G′
v de Gv engendré par les groupes d’arête d’origine ce sommet ;
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(5) pour tout groupe de sommet Gv qui est non abélien et non de type surface, le

morphisme f est injectif sur le voisinage abélien de Gv dans le graphe de groupes

obtenu en remplaçant chaque groupe de sommet abélien par son sous-groupe en-

gendré par les groupes d’arête d’origine ce sommet.

Si G est un groupe de type fini, une résolution de Makanin-Razborov est une suite de

morphismes

G0
f1
−→ G1

f2
−→ · · ·

fn
−→ Gn

avec G0 = G et Gn un groupe libre, telle qu’il existe, pour i = 1, . . . , n, des décompositions

en produit libres Gi−1 = G′
1 ∗ · · · ∗ G

′
p ∗ F et Gi = G′′

1 ∗ · · · ∗ G
′′
p, avec p dans N et F un

groupe libre, telles que pour tout j = 1, . . . , p, on a fi(G
′
j) = G′′

j et fi : G′
j −→ G′′

j est une

résolution de Makanin-Razborov élémentaire. Cette définition est une version légèrement

corrigée de la notion de 〈〈 strict MR resolution 〉〉 dans [Sel1]), car le théorème 5.2 de [Sel1]

est légèrement erroné, voir [CG].

Théorème 6.1 (Sela [Sel1] Theorem 5.12 ). — Un groupe de type fini G est un groupe

limite si et seulement s’il admet une résolution de Makanin-Razborov.

Preuve. Supposons tout d’abord que le groupe G admette une résolution de Makanin-

Razborov. Par récurrence sur la longueur, comme un groupe libre est un groupe limite,

comme un sous-groupe de type fini d’un groupe limite et un produit libre d’un nombre

fini de groupes limites sont des groupes limites, il suffit de montrer que si L est un groupe

limite et f : G → L est une résolution de Makanin-Razborov élémentaire, alors G est un

groupe limite. On se fixe une décomposition en graphe de groupes de G comme dans la

définition, avec (X,G∗) son graphe de groupes.

Le résultat suivant servira dans plusieurs étapes de la preuve.

Lemme 6.2 (Baumslag). — SoitG′ un groupe limite, n un entier non nul, a0, a1, . . . , an des

éléments de G′ et c un élément de G′ ne commutant avec aucun des éléments a1, . . . , an−1.

Alors il existe N dans N tel que pour tous k1, . . . , kn dans Z avec |k i| ≥ N , l’élément

a0c
k1a1c

k2a2 . . . c
knan est non trivial dans G′.

Preuve. C’est un exercice si G′ est un groupe libre (voir par exemple [Bau1, Prop. 1]),

et on se ramène à ce cas en considérant une suite de morphismes de G ′ dans un groupe

libre convergeant vers l’identité. �

Étape 1 : La première étape est de se ramener au cas où les groupes de sommet abéliens

de (X,G∗) sont engendrés par les groupes d’arête d’origine ce sommet.

Un groupe G′ est obtenu par extension libre de centralisateurs à partir d’un groupe G′′

s’il existe un groupe abélien libre de type fini A et un élément g de G ′′ de centralisateur Z

dans G′′, tels que G′ est (à isomorphisme près) le produit amalgamé G ′′ ∗Z (Z ×A) pour

les morphismes x 7→ x de Z dans G′′ et z 7→ (z, 0) de Z dans Z × A.
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Proposition 6.3 (Baumslag). — Une extension libre de centralisateurs d’un groupe li-

mite est un groupe limite. De plus, avec les notations précédentes, le centralisateur de g

dans G′ est Z ×A.

Preuve. Soit f : G′ → G′′ le morphisme surjectif valant l’identité sur G ′′ et trivial

sur A (en identifiant G′′ et A avec leurs images dans G′). Montrons qu’il existe une

suite (ϕn)n∈N d’automorphismes de groupes de Z × A, valant l’identité sur le premier

facteur, ce qui permet de l’étendre (par l’identité sur G ′′) à G′, telle que f ◦ ϕn converge

vers l’identité. Ceci entrâınera que G′ est un groupe limite. En effet, on peut supposer

g non trivial, et il suffit de prendre, avec (a1 . . . , ap) une base de A, l’automorphisme

ϕn(x, ak11 . . . a
kp
p ) = (xgn(k1+···+kp), ak11 . . . a

kp
p ). Pour vérifier que f ◦ ϕn converge vers

l’identité, on peut supposer par récurrence p = 1, et on applique le lemme 6.2.

Une autre manière de montrer le résultat est de dire, en supposant A infini cyclique

engendré par a, que si S est une partie génératrice finie de G′′, alors Sn = S ∪ {gn} aussi,

et la suite de groupes marqués (G′′, Sn) converge vers le groupe marqué (G′, S ∪ {a}) si

g 6= 1, par le lemme 6.2. �

Remarque. Cette notion a été beaucoup étudiée (voir les travaux de Lyndon, Baumslag,

Kharlampovich, Myasnikov, Remeslennikov). Il est montré dans [KM2] (voir aussi [CG])

qu’un groupe de type fini est un groupe limite si et seulement s’il est isomorphe à un

sous-groupe d’un groupe obtenu par un nombre fini d’extensions libres de centralisateurs

à partir d’un groupe libre (la proposition ci-dessus montrant le sens réciproque).

La première étape découle par application d’un nombre fini de fois cette proposition,

car les conditions (1)-(5) de la définition de résolution de Makanin-Razborov élémentaire

sont préservées si on remplace chaque groupe de sommet abélien par son sous-groupe

engendré par les groupes d’arête d’origine ce sommet, et f : G→ L par sa restriction au

groupe fondamental du graphe de groupes obtenu par ces remplacements.

Nous supposons donc dans la suite que f est injective sur les groupes de sommet

abéliens.

Étape 2 : La seconde étape consiste à montrer que, quitte à admettre les pantalons

et les rubans de Möbius troués dans la définition de 〈〈sommet de type surface d’une

décomposition cyclique 〉〉 (voir partie 4.1), alors on peut supposer que, pour tout sommet

v de type surface de (X,G∗), le morphisme f est injectif sur le voisinage abélien de G v

(et toujours f injective sur les groupes de sommet abéliens).

Le résultat se déduit des deux lemmes suivants, qui découlent essentiellement de la

structure des sous-groupes à deux générateurs d’un groupe limite (voir corollaire 3.2 (7)).

Lemme 6.4 (Sela [Sel1] Lemma 5.13). — Soit H le groupe fondamental d’une surface S

compacte connexe à bord (éventuellement vide), de caractéristique d’Euler au plus −1.

Soit L un groupe limite, et f : H → L un morphisme de groupes d’image non abélienne,
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injective en restriction au groupe fondamental de chaque composante connexe du bord

de S. Alors il existe une famille finie de courbes fermées simples disjointes de S, telle

que chaque composante connexe C du complémentaire soit un pantalon ou un ruban de

Möbius troué, et telle que la restriction de f au groupe fondamental de C soit injective.

�

Lemme 6.5 (Champetier-Guirardel [CG] Claim 4.5). — Si H est un groupe obtenu par

extension libre de centralisateurs des groupes fondamentaux d’au plus deux composantes

connexes du bord d’un pantalon ou d’au plus une composante connexe du bord d’un ruban

de Möbius troué, et si f : H → L est un morphisme de groupes d’image un groupe limite

non abélien, injectif sur les centralisateurs des groupes fondamentaux des composantes

connexes du bord, alors f est injective. �

Étape 3 : Montrons qu’il existe un groupe limite L, un morphisme de groupes f : G→ L

et un graphe de groupes (X ′, G′
•) de groupe fondamental G, dont les groupes de sommet

abéliens et les groupes d’arête sont non triviaux, et égaux à leurs centralisateurs dans

G, avec f injective sur les groupes de sommet. Ceci implique que les groupes d’arête

sont abéliens maximaux dans les deux groupes de sommet, et que f est injective sur les

voisinages abéliens des groupes de sommet.

Soient (X,G∗) et f : G → L vérifiant le résultat de l’étape 2. On construit un graphe

de groupes (X ′, G′
∗), avec X ′ = X, de la manière suivante. On remplace chaque groupe

de sommet Gv par le sous-groupe G′
v de G engendré par Gv et par les centralisateurs

dans G des groupes d’arête d’origine v. On remplace chaque groupe d’arête Ge par son

centralisateur dans G. Les morphismes des groupes de sommet dans les groupes d’arête

sont ceux qui sont évidents.

Comme f est injective sur les groupes de sommet de (X,G∗) par l’étape 2 et la pro-

priété (5), ceux-ci sont des groupes limites. Par la propriété (2), les groupes d’arête de

(X ′, G′
∗) sont des centralisateurs d’éléments non triviaux dans des groupes de sommet de

(X,G∗), donc sont abéliens non triviaux. Ils sont égaux à leurs centralisateurs dans G,

car ZG(ZG(H)) = ZG(H) si H et ZG(H) sont abéliens.

Soit v un sommet de X de groupe Gv. Montrons que G′
v est égal à son centralisateur

dans G si G′
v est abélien, et que f est injective sur G′

v. Si Gv n’est pas abélien, alors G′
v

non plus et cela découle de l’étape (2) et de la propriété (5). Supposons donc Gv abélien.

S’il existait une arête e qui est une boucle en un sommet v de groupe abélien, alors par

la propriété (1), le groupe Gv serait infini cyclique, égal par exemple à ρe(Ge). Mais s’il

existe un morphisme ϕ d’un groupe de présentation 〈a, t | tat−1 = am〉 dans un groupe

limite, tel que ϕ(a) 6= 1, alors m = 1, car l’image doit être abélienne sans torsion (par le

corollaire 3.2 (7) et (4)). Donc ρe(Ge) ne serait pas égal à son centralisateur dans G, ce

qui contredit (2).
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Supposons tout d’abord que pour toute arête e d’origine v, on a ZG(Ge) = ZGv(ρe(Ge)).

En particulier, par définition, G′
v est égal à Gv. Si g ∈ ZG(Gv), alors g ∈ ZG(Ge), donc

g ∈ Gv. Donc G′
v = Gv est égal à son centralisateur dans G, et f est injective sur G′

v = Gv

par l’étape (2).

Sinon, il existe une arête e d’origine v telle que ZG(Ge) 6= ZGv(ρe(Ge)). Par les pro-

priétés (2) et (1), on a alors ZG(Ge) = ZGt(e)
(ρe(Ge)), ce groupe contient proprement

ρe(Ge) et Gv = ρe(Ge).

Supposons qu’il existe une autre arête e′ d’origine v telle que ZG(Ge′) 6= ZGv(ρe′(Ge′)).

Identifions Ge et Ge′ avec Gv par ρe et ρe′ , et Ge avec un sous-groupe de Gt(e) par ρe.

Si t(e) = t(e′), alors Ge′ s’envoie par ρe′ sur un sous-groupe uGvu
−1 de Gt(e) pour un u

dans G − Gt(e). Si t(e) 6= t(e′), alors on identifie Ge avec un sous-groupe de Gt(e′) par

ρe′. Dans ce second cas, la propriété (2) entrâıne l’égalité des centralisateurs ZGt(e)
(Gv) et

ZGt(e′)
(Gv), qui contiennent strictement Gv. Il existerait alors un élément de G−Gv fixant

v dans un revêtement universel de (X,G∗) où on a relevé e ∪ e′, ce qui est impossible.

Dans le premier cas, on aurait ZGt(e)
(Gv) = uZGt(e)

(Gv)u
−1. Pour a dans Gv − {1},

l’élément uau−1 commute avec a, donc leurs images par f commutent. Par la structure

des sous-groupes à deux générateurs d’un groupe limite, f(u) et f(a) commutent, donc

f(uau−1) = f(a). Comme f est injective sur Gt(e), on en déduit que u appartient au

centralisateur de Gv dans G, qui est contenu dans Gt(e), ce qui est une contradiction.

Donc pour toute arête e′ d’origine v, différente de e, le centralisateur ZG(Ge′) est contenu

dans Gv, ce qui montre par définition que G′
v = ZG(Ge) = ZGt(e)

(Ge). En particulier, G′
v

est égal à son centralisateur dans G. Si Gt(e) n’est pas abélien, alors par l’étape (2), le

morphisme f est injectif sur G′
v. Si Gt(e) est abélien, alors G′

v = Gt(e), et f est aussi

injective sur G′
v par l’étape (1).

Étape 4 : Montrons que si G est un groupe de type fini, L un groupe limite, f : G→ L

un morphisme de groupes et (X ′, G′
•) un graphe de groupes de groupe fondamental G,

à groupes d’arête abéliens non triviaux et égaux à leurs centralisateurs dans G (donc

abéliens maximaux dans les deux groupes de sommet), avec f injective sur les voisinages

abéliens des groupes de sommet, et dont les groupes de sommet abéliens sont égaux à

leurs centralisateurs dans G, alors il existe une suite de twists de Dehn ϕn sur (X ′, G′
•)

telle que f ◦ ϕn converge vers l’identité.

On procède par récurrence sur le nombre n d’arêtes de X ′ (que l’on peut supposer non

nul). Si n = 1, alors G est un produit amalgamé A ∗C B ou une extension HNN A∗C .

Soit c un élément non trivial de C.

Supposons tout d’abord que G = A ∗C B avec C = A∩B. Notons ϕn le twist de Dehn

qui est la conjugaison par cn sur A et l’identité sur B. Soit g un élément non trivial de G,

que l’on peut supposer n’appartenant pas à B, car ϕn est l’identité sur B et f injective

sur B. Considérons son écriture réduite g = a1b1 . . . apbp avec p ≥ 1, ai dans A − C et

bi dans B − C (sauf peut-être a1 = 1 auquel cas p ≥ 2, ainsi que bp = 1). Pour n assez
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grand, l’élément f ◦ ϕn(g) = f(c)nf(a1)f(c)−nf(b1) . . . f(c)nf(ap)f(c)−nf(bp) du groupe

limite L est non trivial par le lemme 6.2. En effet, si f(c) et f(a i) commutent, comme f

est injective sur A, alors ai et c commutent, ce qui contredit le fait que ai n’appartient

pas à C, qui est le centralisateur de c dans le groupe limite A, car abélien maximal. De

même, f(c) et f(bi) ne commutent pas.

Supposons maintenant G = 〈A, t | tct−1 = θ(c), c ∈ C〉, avec C ⊂ A et θ : C → A un

morphisme injectif. S’il existe a dans A tel que f(at) commute avec f(c), alors f(a−1ca) =

f(tct−1), donc par injectivité de f |A, comme tct−1 est dans A, on a (at)−1cat = c. Donc

f(at)−1f(C)f(at)∩f(C) est non trivial, et comme L est un groupe limite (voir le corollaire

3.2 (6)), l’élément f(at) commute avec tout f(C), et donc comme ci-dessus, at commute

avec C. Comme un groupe de sommet abélien est égal à son centralisateur, le groupe

A est non abélien. Donc f est injective sur le sous-groupe engendré par A et par at,

donc est injectif sur G, et ϕn = id convient (notons pour usage ultérieur que G est une

extension libre de centralisateurs de A). Supposons donc qu’il n’existe pas de a dans A

tel que f(at) commute avec f(c) (et de même pas de a dans A tel que f(t−1a) commute

avec f(c)). Notons ϕn le twist de Dehn qui vaut l’identité sur A et envoie t sur tcn. Soit g

dans G−A (car si g est dans A−{1}, alors f ◦ϕn(g) = f(g) 6= 1), d’écriture réduite (voir

[LS, page 181]) g = a0t
ǫ1a1t

ǫ2a2 . . . t
ǫpap avec p ≥ 1, ai dans A, et pour i = 1, . . . , n − 1,

ai /∈ C si ǫi = −ǫi+1 = 1, et ai /∈ θ(C) si ǫi = −ǫi+1 = −1. Alors pour n assez grand,

l’élément f ◦ϕn(g) = f(a0)f(tcn)ǫ1f(a1)f(tcn)ǫ2f(a2) . . . f(tcn)ǫpf(ap) du groupe limite L

est non trivial par le lemme 6.2. En effet, f(c) ne commute pas avec f(a it), f(t−1ai), ni

avec f(ai) si ǫi = −ǫi+1 = 1 (car C est abélien maximal dans A), ni avec f(t−1ait) si

ǫi = −ǫi+1 = −1 (car θ(C) est abélien maximal dans A).

Supposons maintenant n ≥ 2. Soit e une arête de X ′, qui induit une décomposition

en produit amalgamé A ∗G′

e
B de G si e sépare X ′, et une décomposition en extension

HNN A∗G′

e
de G′ sinon. Par récurrence, il existe une suite (ϕn)n∈N de twists de Dehn sur

les arêtes de X − {e, e} telle que f ◦ ϕn |A et f ◦ ϕn |B convergent vers l’identité. Par

compacité, quitte à extraire, f ◦ ϕn converge vers un morphisme f ′ de G dans un groupe

limite. Ce morphisme f ′ est injectif sur les groupes de sommet du produit amalgamé

ou de l’extension HNN, qui cöıncident avec leurs voisinages abéliens. Si e sépare, on

peut supposer que les injections de G′
e dans A et B sont propres, donc que ni A ni B

ne sont abéliens. Si e ne sépare pas, et si A est abélien, alors G a pour présentation

〈A, t | tat−1 = ϕ(a) ∀a ∈ A〉, avec ϕ : A → A un isomorphisme. Par un argument

déjà vu, comme f ′(tat−1) et f ′(a) commutent, f ′(t) et f ′(a) commutent, et comme f ′ est

injective sur A, l’isomorphisme ϕ est l’identité. Donc t centralise A, ce qui contredit le

fait que A est égal à son centralisateur dans G. On conclut alors par le cas n = 1 : si

ϕ′
n est une suite de twists de Dehn sur e telle que f ′ ◦ ϕ′

n converge vers l’identité, alors

f ◦ ϕn ◦ ϕ
′
n aussi.



922-32

L’étape 4 implique que G est un groupe limite et conclut la preuve de la partie directe

du théorème 6.1.

Montrons maintenant la partie réciproque du théorème 6.1. Soit G0 un groupe limite,

et S0 une partie génératrice fixée de G0. Montrons que G0 admet une résolution de

Makanin-Razborov. En utilisant des décompositions de Grushko et le résultat de finitude

5.6 en conjonction avec le théorème 5.10, il suffit donc de montrer que si (G, S) est un

groupe limite marqué librement indécomposable, alors il existe un quotient raccourcissant

maximal (G′′, S ′′) de (G, S) tel que le morphisme de groupes G → G′′ est une résolution

de Makanin-Razborov élémentaire.

On utilise l’identification GM(G, S) = Epi(G, ·), voir la partie 5.2. Soit F un groupe

libre et (fn : G → F )n∈N une suite de morphismes surjectifs qui converge vers l’identité

(qui existe comme G est un groupe limite). Pour tout n dans N , soit ϕn dans Mod(G)

tel que fn ◦ ϕn est (G, S)-court. Alors, quitte à extraire, la suite fn ◦ϕn converge vers un

quotient raccourcissant f ′ : G → G′. Celui-ci factorise à travers un quotient raccourcis-

sant maximal f ′′ : G → G′′. Montrons que f ′′ est une résolution de Makanin-Razborov

élémentaire, en vérifiant les propriétés (1)-(5) de leur définition. Remarquons que si ϕn

vaut une conjugaison sur un élément h non trivial de G pour tout n, alors fn(h) 6= 1 pour

n assez grand, donc fn ◦ ϕn(h) 6= 1, et donc f ′(h) 6= 1, d’où f ′′(h) 6= 1.

Soit (X,G∗) la décomposition cyclique de G donnée par la proposition 4.2, qui vérifie

que le centralisateur dans G d’un groupe d’arête est contenu dans l’un de ses groupes de

sommet. Comme G est commutatif-transitif (corollaire 3.2), la propriété (1) est vérifiée.

Comme ϕn vaut une conjugaison sur chaque groupe d’arête H , sur chaque groupe de

sommet H non abélien, non de type surface, ainsi que sur chaque sous-groupe H de

groupe de sommet abélien engendré par les stabilisateurs d’arêtes d’origine ce sommet, le

morphisme f ′′ est injectif sur ces groupes H , et les propriétés (2) et (4) sont vérifiées.

Soit Gv un groupe de sommet non abélien, non de type surface, et e une arête d’origine

v. Soit hn dans G tel que ϕn agit par la conjugaison par hn sur Gv. Notons (X ′, G′
∗) le

graphe de groupes obtenu en remplaçant chaque groupe de sommet abélien par son sous-

groupe engendré par les groupes d’arête d’origine ce sommet, et G′ son groupe fondamental

(d’origine v). Montrons que ϕn agit aussi par la conjugaison par hn sur le centralisateur

Ze dans G′
t(e) de ρe(Ge). On peut supposer que le centralisateur de ρe(Ge) dans G n’est

pas contenu dans Gv, donc par les propriétés (1) et (2), on a ZG(Ge) = ZGt(e)
(ρe(Ge)).

Si Gt(e) est de type surface, alors ZGt(e)
(ρe(Ge)) est réduit à ρe(Ge), donc il n’y a rien

à montrer. Si Gt(e) est abélien, alors Ze = G′
t(e), et ϕn agit par la conjugaison par un

élément h′
n sur Ze. De même, si Gt(e) n’est ni abélien, ni de type surface, alors ϕn agit

par la conjugaison par un élément h′
n sur Gt(e), donc sur Ze (que e soit une boucle en v

ou non). Maintenant, si a est un élément non trivial de Ge, alors h−1
n h′n centralise a, donc

appartient à Gt(e). Donc ϕn agit aussi par la conjugaison par hn sur Ze, et ceci étant
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vrai pour tout e, ϕn agit par la conjugaison par hn sur le voisinage abélien de Gv dans

(X ′, G′
∗). Ceci montre que f ′′ est injectif sur ce voisinage abélien.

Par définition, un groupe de sommet de type surface est non abélien, sauf s’il y a un

unique sommet dans X de groupe Z2, auquel cas le résultat est clair. Comme une limite

de groupes marqués non abéliens est non abélien, l’image par f ′ (donc par f ′′) d’un groupe

de sommet de type surface est non abélien, ce qui montre l’assertion (3). �

Les résultats suivants découlent alors de la preuve du théorème 6.1.

Corollaire 6.6 (Kharlampovich-Myasnikov-Remeslennikov [KM2] Theorem 6). — Un

groupe est un groupe limite si et seulement s’il appartient à la collection C de groupes

définie récursivement par

• un groupe libre de type fini est dans C ;

• un produit libre de deux groupes dans C est dans C ;

• une extension libre de centralisateurs d’un élément de C est dans C ;

• un produit amalgamé de deux groupes dans C, au-dessus d’un groupe cyclique qui

est abélien maximal dans au moins l’un de ces deux groupes, muni d’un morphisme

à valeurs dans un élément de C, injectif sur le voisinage abélien des groupes de

sommet, est dans C ;

• une extension HNN acylindrique (i.e. de la forme A∗C avec aρe(C)a−1 ∩ ρe(C) =

{1} pour tout a dans A), d’un groupe A dans C au-dessus d’un groupe abélien dont

l’une des deux images dans A est abélienne maximale, munie d’un morphisme

à valeurs dans un élément de C, injectif sur le voisinage abélien du groupe de

sommet, est dans C. �

Corollaire 6.7. — Pour tout groupe limite librement indécomposable marqué (G, S), il

existe un quotient raccourcissant f : (G, S) → (G′, S ′) et une suite (ϕn)n∈N dans Mod(G)

telle que f ◦ ϕn converge vers l’identité.

6.1. Tour multi-résiduellement libre hyperbolique

Rappelons que si X, Y sont des CW-complexes, A un sous-CW-complexe de X, et

f : A → Y une application cellulaire, on appelle recollement de X sur Y par f le CW-

complexe quotient X
‘

fY = (X
‘

Y )/ ∼, avec ∼ la relation d’équivalence engendrée

par x ∼ f(x) pour tout x dans A. La projection canonique Y → X
‘

fY est un

homéomorphisme sur son image, et on identifie Y avec celle-ci (voir par exemple [Hat]).

On parle de somme pointée de X et Y lorsque A est un singleton.

Un CW-complexe X est dit multi-résiduellement libre de niveau ≤ n si n = 0 et X est

un point, ou si n ≥ 1 et si X est un CW-complexe obtenu, à partir d’un CW-complexe Y

multi-résiduellement libre de niveau ≤ n− 1, par l’une des opérations suivantes:

(1) (extension libre) X est une somme pointée de Y et d’un bouquet de cercles ;
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(2) (extension de type surface) X est un recollement S ‘

fY sur Y d’une surface S

compacte connexe à bord non vide, de caractéristique d’Euler au plus −2 ou égale

au tore troué ou à la bouteille de Klein trouée, avec f : ∂S → Y une application

cellulaire, envoyant chaque composante connexe de ∂S sur un lacet non homotope

à zéro, et telle qu’il existe une rétraction de X sur Y , dont l’application induite

sur les groupes fondamentaux envoie π1S sur un groupe non abélien ;

(3) (extension abélienne) X est un recollement (Tn × Tm)
‘

fY , avec Tk = Rk/Zk le

tore de dimension k, ayant 0 pour sommet, et f : {0} × Tm → Y une application

cellulaire, induisant sur les groupes fondamentaux un isomorphisme sur un sous-

groupe abélien maximal de π1Y .

Un CW-complexe X est dit multi-résiduellement libre s’il existe n dans N tel que X

est multi-résiduellement libre de niveau ≤ n. Une tour de Sela est le groupe fondamental

d’un CW-complexe multi-résiduellement libre.

Il est facile de voir qu’une tour de Sela admet une résolution de Makanin-Razborov,

donc est un groupe limite (voir le théorème 6.1). Une tour de Sela est hyperbolique si elle

est construite sans aucune extension abélienne, ou, de manière équivalente, si elle n’a pas

de sous-groupe abélien non cyclique. Une tour de Sela hyperbolique est hyperbolique au

sens de Gromov (voir le corollaire 5.4). Voir les 〈〈regular NTQ groups 〉〉 de [KM1]-[KM5].

Par exemple, un groupe de surface, non homéomorphe à la somme connexe de 1, 2 ou 3

plans projectifs, est une tour hyperbolique. En effet, soit S une surface compacte connexe

de genre g, avec g ≥ 2 si S est orientable, et g ≥ 4 sinon. On considère une surface

compacte connexe S ′ qui est

• orientable de genre g − 2 si S est orientable,

• une sphère si S est non orientable et g = 4,

• non orientable de genre g − 4 sinon.

Soit P un pantalon si S est orientable, et la bouteille de Klein trouée sinon. Soit S ′′

la somme connexe S ′#P . Alors il existe une rétraction f : S ′′ → B dans le bouquet

de deux cercles B, plongé dans P . L’espace topologique X recollement de S ′′ sur B

par la restriction de f au bord de S ′′, admet une structure de CW-complexe multi-

résiduellement libre de niveau ≤ 2 (extension de type surface d’une extension libre), et X

est homéomorphe à S. La rétraction f de S ′′ sur B induit par passage au quotient une

rétraction r de X sur B. Au niveau des groupes fondamentaux, l’application r induit une

surjection de π1S
′′ sur π1B, qui est un groupe libre de rang 2 (voir dessin ci-dessous).
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B

P

S ′

S

non orientable

B

P

S ′

orientable

S

Dans le cas orientable, on peut aussi considérer, pour tout entier g ≥ 2, une surface

compacte connexe planaire P ′ de caractéristique d’Euler 1 − g (i.e. homéomorphe à un

disque avec g disques ouverts enlevés). Alors P ′ se rétracte sur un bouquet B′ de g cercles

plongé dans P ′. Le double de P ′ le long de son bord est une surface compacte connexe

orientable de genre g, qui se rétracte évidemment sur le bouquet de cercles B ′ contenu

dans l’une des deux copies de P ′.

La partie facile suivante de la caractérisation des groupes de type fini élémentairement

équivalents à un groupe libre de type fini non cyclique découle des techniques utilisées dans

la construction des résolutions de Makanin-Razborov. En effet, un groupe de type fini G

élémentairement équivalent à un groupe libre de type fini non cyclique est en particulier

un groupe limite, donc admet une résolution de Makanin-Razborov. En utilisant des

formules closes ∀∃, il n’est pas très difficile d’améliorer une telle résolution en une tour

hyperbolique, voir [Sel6].

Théorème 6.8 (Sela [Sel6] Prop. 6). — Soit G un groupe de type fini élémentairement

équivalent à un groupe libre de type fini non cyclique. Alors G est isomorphe à une tour

de Sela hyperbolique. �

Mais la réciproque (qui contient la solution du problème de Tarski) est beaucoup plus

difficile, et nécessite de nombreux autres outils.
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1999, révisée 2003, http://www.math.mcgill.ca/∼olga.

[KM4] O. Kharlampovich, Equations over fully residually free groups, prépublication 1999, révisée 2003,
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publication Oct. 2001, 14 pages, http://www.ma.huji.ac.il/∼zlil.

[Sel7] Z. Sela, Diophantine geometry over groups VII: the elementary theory of a hyperbolic group,
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GROUPES DE GALOIS DE CORPS DE TYPE FINI

[d’après Pop]

par Tamás SZAMUELY

Le but de cet exposé est de montrer que le groupe de Galois absolu d’un corps de

fonctions est un invariant très fin : d’une part, il détermine le corps de fonctions à iso-

morphisme près ; d’autre part, il est possible d’en extraire des informations très riches et

variées sur l’arithmétique et la géométrie du corps en question.

1. ÉNONCÉS

Les deux résultats principaux qui nous intéressent ici sont les suivants. Ici, et dans la

suite, pour un corps F on fixe toujours une clôture séparable F s, et on note GF le groupe

de Galois absolu Gal (F s|F ).

Théorème 1.1 (Florian Pop, [30], [31]). — Soient K,L deux corps infinis, de type fini

sur le corps premier. Supposons qu’il existe un isomorphisme Φ : GK
∼
→GL de groupes

profinis. Alors il existe des extensions purement inséparables K ′|K,L′|L avec K ′ ∼= L′.

De plus, il existe un isomorphisme φ : L′s ∼
→K ′s de clôtures séparables tel que pour tout

élément g ∈ GK ′ on ait Φ(g) = φ−1 ◦ g ◦ φ.

Remarques 1.2. —

(1) En particulier, tout corps de type fini sur Q est déterminé à isomorphisme près par

son groupe de Galois absolu. Un tel énoncé ne vaut pas en caractéristique positive,

car si K ′|K est une extension purement inséparable de corps, alors l’homomor-

phisme de restriction GK → GK ′ est un isomorphisme. La formulation ci-dessus

tient compte de ce contre-exemple évident.

(2) Pop démontre en fait un énoncé plus précis : pour L,K comme ci-dessus, considérons

la règle qui associe à tout isomorphisme φ : L i ∼
→Ki entre leurs clôtures parfaites

l’isomorphisme Φ : GK
∼
→GL donné par la formule Φ(g) = φ−1 ◦ g ◦ φ. En ca-

ractéristique 0, c’est une bijection entre l’ensemble des isomorphismes de corps

L
∼
→K et le quotient de l’ensemble des isomorphismes de groupes profinis GK

∼
→GL

par l’action intérieure naturelle de GL. En caractéristique positive on a une bijection
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analogue, mais il faut y identifier les isomorphismes L i ∼
→Ki qui sont les mêmes

(( quitte à tordre par un automorphisme de Frobenius )).

Dans un travail en préparation, Pop obtient l’amplification remarquable que voici. Pour

un groupe profini G et un nombre premier ℓ, notons Gℓ le pro-ℓ-quotient maximal de G.

Théorème 1.3 (Florian Pop, [32], [33]). — Soient ℓ un nombre premier, K et L deux

corps de type fini sur la clôture algébrique du corps premier dont le degré de transcendance

est au moins 2 et dont la caractéristique est différente de ℓ. Supposons qu’il existe un

isomorphisme Φ : Gℓ
K

∼
→Gℓ

L de groupes profinis. Alors il existe des extensions purement

inséparables K ′|K,L′|L avec K ′ ∼= L′. De plus, il existe un isomorphisme φ : L′s ∼
→K ′s

de clôtures séparables tel que pour tout élément g ∈ Gℓ
K on ait Φ(g) = φ−1 ◦ g ◦ φ.

Remarques 1.4. —

(1) Bien entendu, on a encore un énoncé plus précis comme dans la remarque ci-dessus.

(2) L’énoncé est faux pour les corps de degré de transcendance un. En effet, si K est

le corps de fonctions de n’importe quelle courbe propre lisse X de genre g > 0

sur un corps algébriquement clos, et ℓ est premier à la caractéristique de K, alors

Gℓ
K est la limite projective des groupes fondamentaux ℓ-complétés π1(U, u)

ℓ pour

les sous-schémas ouverts U ⊂ X. Or la présentation d’un tel π1(U, u)
ℓ est bien

connue d’après les travaux de Riemann, Poincaré et Grothendieck (voir [15]) : elle

est de la forme < a1, b1, . . . , ag, bg, i1, . . . , ir|[a1, b1] . . . [ag, bg]i1 . . . ir = 1 >, où r est

le nombre des points de X \ U . Ainsi, Gℓ
K ne dépend que de g et du cardinal du

corps de base.

(3) Le th. 1.1 ne semble pas découler de manière évidente du th. 1.3. Toutefois, après

avoir fait une bonne partie de la démonstration du th. 1.1, on peut conlure par une

application de 1.3 (voir la remarque 8.6).

2. HISTORIQUE

Bien que la caractérisation galoisienne des corps réels clos par Artin et Schreier [2]

puisse être regardée comme un précurseur des résultats ci-dessus, l’histoire commence

réellement avec des travaux de Neukirch à la fin des années 1960. Celui-ci a été amené

par son étude de la structure du groupe de Galois absolu d’un corps p-adique (un sujet de

recherche florissant à l’époque) à une caractérisation cohomologique des sous-groupes de

décomposition associés aux idéaux premiers dans une extension galoisienne de corps de

nombres. De là il a pu déduire, par une application du théorème de densité de Chebotarev,

le th. 1.1 dans le cas où L et K sont des extensions finies galoisiennes de Q (voir [24]).

En plus, il a remarqué que l’on pourrait étendre son résultat au cas de corps de nombres

arbitraires via la solution d’un (( problème de plongement )) en théorie de Galois inverse.
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Ce travail a été mené à bien par Iwasawa (non publié) et Uchida [39] (voir aussi [26],

[27]). Ce dernier a également étendu dans [40] la méthode de Neukirch au cas des corps

de fonctions à une variable sur un corps fini.

L’histoire semblait donc arriver à une conclusion satisfaisante, mais l’intérêt pour

ce genre de questions a été réalimenté vers le milieu des années 1980 par la (( vision

anabélienne )) de Grothendieck, exposée dans sa célèbre lettre à Faltings [17]. Ce pro-

gramme, qui vise la reconstitution de certains schémas définis sur des corps de type fini

(dits schémas anabéliens) ainsi que leurs morphismes dominants à partir de leur groupe

fondamental géométrique muni de l’action extérieure du groupe de Galois du corps de base,

a donné lieu à de spectaculaires développements ces dernières années dont la plupart ont

été rapportés dans ce séminaire par Faltings [13] (voir aussi les survols [23], [27], [29], [38]

et [18]). Grothendieck énonce dans sa lettre le th. 1.1 comme une variante birationnelle

de ses conjectures sur les groupes fondamentaux, avec toutefois une différence notable : il

considère les groupes de Galois des corps de fonctions munis d’augmentations naturelles

vers le groupe de Galois absolu d’un corps de base k (qui peut être le corps premier,

supposé le même pour K et L, ou plus généralement un corps de type fini sur le corps

premier contenu dans chacun de ces deux corps) et par suite les k-isomorphismes entre

K et L. En revanche, il prédit que les k-homomorphismes K → L devraient également

être reconstituables à partir des Gk-morphismes induits sur les groupes de Galois. Or le

th. 1.1 et surtout le th. 1.3 montrent que du moins en ce qui concerne la reconstruction

des isomorphismes, l’action du groupe de Galois d’un corps de base n’est pas essentielle.

Les travaux récents de Tamagawa, Raynaud et autres sur les groupes fondamentaux des

courbes sur un corps algébriquement clos de caractéristique positive témoignent d’ailleurs

du même phénomène.

Concernant la conjecture birationnelle de Grothendieck, le premier pas est franchi par

Pop [28], où le th. 1.1 est démontré dans le cas des corps de fonctions à une variable sur

un corps de nombres, en combinant la stratégie de Neukirch avec des considérations en

théorie des valuations utilisant des techniques de logique. Spiess [37] a ensuite trouvé une

démonstration purement arithmético-géométrique encore plus proche de l’esprit original

de Neukirch. En combinant ces idées avec des arguments de géométrie birationnelle, Pop

a ensuite réussi à démontrer le th. 1.1.

Entretemps, dans ses articles [4], [5], Bogomolov a esquissé un programme pour dé-

montrer un résultat similaire au th. 1.3, mais pour des corps de type fini au-dessus d’un

corps algébriquement clos quelconque. D’après son point de vue, le corps de fonctions K

devrait être déterminé par le deuxième quotient Gℓ
K/[[G

ℓ
K , G

ℓ
K ], Gℓ

K ] de la suite centrale

descendante de Gℓ
K . Dans leurs articles récents [6], [7], Bogomolov et Tschinkel fournissent

des détails de cette démonstration dans le cas des corps de fonctions de certaines surfaces

au-dessus de F̄p. Certaines idées de Bogomolov ont inspiré Pop dans sa démonstration du

théorème 1.3. Pour un complément intéressant, voir [34].
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Cet aperçu ne serait pas complet si on ne mentionnait pas un résultat très important de

Mochizuki [22] : il y est démontré que si K et L sont deux corps de type fini sur un corps k

qui peut lui-même être plongé dans une extension de type fini de Qp (Mochizuki appelle un

tel corps sous-p-adique), alors tout Gk-morphisme GK → GL de groupes profinis à image

ouverte est induit par un k-morphisme L→ K de corps. Mochizuki dérive ce théorème de

son résultat anabélien fondamental d’après lequel tout Gk-morphisme π1(X) → π1(Y ) à

image ouverte entre les groupes fondamentaux de deux k-courbes hyperboliquesX et Y est

induit par un k-morphisme dominant X → Y (voir l’exposé [13] de Faltings). La stratégie

est alors la suivante (pour les détails, cf. [22], §§15, 16) : on montre d’abord que si K est

le corps de fonctions de X, alors tout Gk-morphisme GK → π1(Y ) se factorise à travers

π1(X), d’où on conclut aisément en utilisant le résultat précédent qu’il est induit par un

morphisme SpecK → Y . Un argument (non trivial) de fibration en courbes permet alors

d’en déduire un résultat similaire pour K corps de type fini quelconque sur k. Ensuite,

étant donné un Gk-morphisme GK → GL, où L est le corps de fonctions de Y , on peut le

composer par le Gk-morphisme naturel GL → π1(Y ) et ainsi récupérer par ce qui précède

le morphisme dominant SpecK → Y ; il se factorise à travers SpecL. Enfin, le résultat

pour L général s’en suit à nouveau par un argument de fibration (facile cette fois).

Noter que dans cette preuve l’action de Gk joue un rôle essentiel ; la variante (( absolue ))

du théorème, ainsi que son analogue en caractéristique positive, ne sont pas connues à ce

jour.

3. STRATÉGIE

Nous donnons maintenant un survol parallèle des démonstrations des théorèmes 1.1

et 1.3, laissant les détails aux chapitres suivants. Nous ignorons ici les complications

causées par les extensions inséparables en caractéristique positive.

On va appeller la situation du th. 1.1 le cas arithmétique et celle du th. 1.3 le cas

géométrique. Le corps de base k est le corps premier de K dans le premier cas et sa

clôture algébrique dans le second ; de même pour l et L.

Première étape : Correspondance locale. Soit X un k-schéma normal intègre de type

fini ayant K pour corps de fonctions, et soit P un point de codimension 1 de X. Notons

DP un sous-groupe de décomposition de GK (resp. Gℓ
K) associé à P , i.e. le stabilisateur

d’un point P̄ au-dessus de P du normalisé de X dans la clôture algébrique K̄ de K.

Alors on montre que DQ := Φ(DP ) est un groupe de décomposition associé à un point

Q de codimension 1 d’un k-schéma normal intègre de type fini Y ayant L pour corps de

fonctions. En plus, on obtient ainsi une bijection entre les sous-groupes de décomposition

de GK et de GL (resp. leurs pro-ℓ-quotients) du type décrit ci-dessus.
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On démontre ensuite que Φ transforme le sous-groupe d’inertie de DP en celui de DQ,

d’où un isomorphisme ΦP : Gk(P ) → Gk(Q) entre les groupes de Galois des corps résiduels

de P et de Q (resp. leurs pro-ℓ-quotients).

Les résultats locaux esquissés ci-dessus permettent déjà de reconstituer beaucoup d’in-

variants arithmétiques et géométriques des corps K et L. En particulier, dans le cas

arithmétique, l’utilisation des résultats précédents permet d’établir que les corps de base

k ⊂ K et l ⊂ L sont isomorphes, et que Φ transforme la projection canonique GK → Gk

en la projection GL → Gl ; par le théorème de Neukirch/Uchida, on a donc k ∼= l. Dans

le cas géométrique ces deux projections sont bien entendu triviales.

Une fois la projection GK → Gk (ou même la projection Gℓ
K → Gℓ

k) connue, il est

possible de déduire le cas arithmétique du cas géométrique (cf. la remarque 8.6). On

va opter pour ce procédé en caractéristique positive ; en revanche, en caractéristique 0

l’approche directe au th. 1.1 est plus simple.

Deuxième étape : Correspondance kummérienne. Soit maintenant n un entier positif

que l’on suppose toujours premier à la caractéristique de K et de L ; en plus, dans le cas

géométrique, on suppose que c’est une puissance de ℓ.

Dans le cas arithmétique, le groupe GK agit sur le groupe µn des racines n-ièmes de

l’unité à travers son quotient Gk qui est préservé par Φ par ce qui précède ; dans le cas

géométrique cette action est triviale. Donc, par application de la théorie de Kummer, on

obtient une suite d’isomorphismes

K×/K×n ∼= H1(GK , µn) ∼= H1(GL, µn) ∼= L×/L×n

où K× (resp. L×) est le groupe multiplicatif de K (resp. L), les deux groupes au milieu

sont des groupes de cohomologie galoisienne et leur isomorphisme est induit par Φ. Notons

ici que Φ est également applicable dans le cas géométrique : comme l’action de GK sur

µn est triviale, les éléments de H 1(GK , µn) sont alors des homomorphismes GK → µn ; ils

se factorisent à travers Gℓ
K car on a supposé que n est une puissance de ℓ.

Par passage à la limite projective sur les puissances de ℓ, on obtient également un

isomorphisme

Φ(ℓ) : K×(ℓ) ∼= L×(ℓ)

entre les complétés ℓ-adiques des groupes multiplicatifs des deux corps.

Le noyau du morphisme K× → K(ℓ) est le sous-groupe ℓ-divisible maximal de K×.

Dans le cas arithmétique on peut montrer que ce sous-groupe est trivial ; en revanche,

dans le cas géométrique ce sous-groupe est égal à k×.

Troisième étape : Récurrence. Dans le cas arithmétique, on dispose des résultats de

Neukirch et Uchida sur les corps globaux classiques. Il est donc possible de les utiliser

comme point de départ d’une récurrence sur le degré de transcendance commun de K

et L (en effet, ce degré est lisible sur la dimension cohomologique de GK
∼= GL). En

particulier, on peut supposer que les corps résiduels de deux points de codimension 1 P
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et Q sur des modèles de K et L qui se correspondent par la bijection de la première étape

sont isomorphes.

La combinaison de ces deux types d’information, à savoir les (( isomorphismes mo-

dulo P )) ainsi que l’isomorphisme des groupes multiplicatifs modulo n établi à l’étape

précédente permet alors de construire un isomorphisme entre K et L par (( recollement )),

du moins en caractéristique zéro. Notons toutefois que l’argument contient plusieurs

détails délicats, comme par exemple l’établissement d’une correspondance canonique entre

les modèles géométriques suffisamment petits de K et de L (cf. le chap. 5).

En revanche, dans le cas géométrique une pareille récurrence n’est a priori possible qu’à

partir du cas de degré de transcendance 2 (cf. la remarque 1.4 (2)), que l’on ne connâıt pas

à l’avance. Toutefois, la théorie locale fournit suffisamment d’informations sur les corps

résiduels de points de codimension 1 dans ce cas pour que l’on puisse commencer une

récurrence et caractériser, sinon l’image de K×/k× dans K×(ℓ), du moins son tensorisé

par Z(ℓ), l’anneau des fractions rationnelles à dénominateur non divisible par ℓ.

Fin de la preuve dans le cas géométrique. Finalement, par des arguments géomé-

triques astucieux (cf. le chap. 8), on arrive à caractériser K×/k× en tant que réseau entier

dans son tensorisé par Z(ℓ). Pour terminer la preuve, regardons K×/k× comme l’espace

projectif P(K) associé au k-espace vectoriel K (et de même pour L). On vérifie alors que

la bijection ensembliste P(Φ) : P(K) ∼= P(L) dont on dispose préserve les droites. Une

fois cela acquis, on peut appliquer le théorème fondamental de la géométrie projective qui

dit que P(Φ) est induit par un isomorphisme K → L des espaces vectoriels sous-jacents.

C’est alors un exercice facile de vérifier que cet isomorphisme est également multiplicatif.

Enfin, dans les deux cas, on vérifie que l’isomorphisme de corps ainsi obtenu s’étend

à un isomorphisme de clôtures séparables induisant bien Φ sur les groupes de Galois, tel

qu’il est écrit dans les th. 1.1 et 1.3.

4. VALUATIONS

Soit K un corps de type fini sur un corps parfait k. Appelons anneau de valuation

divisoriel tout anneau de valuation discrète A ⊃ k de corps de fractions K et de corps

résiduel κ satisfaisant à tr.deg(κ|k) = tr.deg(K|k) − 1. De même, appelons valuation

divisorielle toute valuation discrète de K associée à un anneau de valuation divisoriel.

Nous expliquons dans ce chapitre que dans la situation des th. 1.1 et 1.3 l’isomorphisme

Φ induit une bijection entre les anneaux de valuation divisoriels de K et de L, ainsi que

des isomorphismes sur les sous-groupes de décomposition et d’inertie associés.

Remarquons d’abord que les prolongements des valuations divisorielles de K à une

clôture séparable (resp. à une pro-ℓ-extension maximale) correspondent bijectivement aux

sous-groupes de décomposition qui leur sont associés dans GK (resp. Gℓ
K). Cela résulte
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d’un théorème classique de F. K. Schmidt [35] d’après lequel un corps non-séparablement

clos ne peut être muni que d’une seule valuation discrète hensélienne (voir [25], Lemma 8

pour la variante (( pro-ℓ ))).

Or, dans le cas des corps globaux classiques, Neukirch a obtenu la caractérisation sui-

vante des sous-groupes de décomposition comme ci-dessus : un sous-groupe D de GK est

groupe de décomposition si et seulement si étant donné un nombre premier p, le groupe de

cohomologie galoisienne H 2(G,Z/pZ) est isomorphe à Z/pZ ou 0 pour tout sous-groupe

ouvert G de D, selon la présence ou non des racines p-ièmes de l’unité dans le corps

fixé par G. Cela se déduit après passage à la limite de la suite exacte d’Albert-Brauer-

Hasse-Noether en théorie du corps de classes global. Dans son article [37], Michael Spiess

démontre un analogue de ce critère pour K le corps de fonctions d’une courbe sur un

corps de nombres, en se basant sur un principe de Hasse cohomologique de K. Kato.

Utilisant le principe de Hasse cohomologique de U. Jannsen (non publié à l’heure ac-

tuelle) pour une variété projective lisse sur un corps de nombres, il devrait être possible

de prouver un critère similaire dans le cas d’un corps de type fini quelconque sur Q. Mais

en fait, la caractérisation est possible en utilisant des outils moins élaborés.

Avant d’expliquer comment, rappelons quelques propriétés des valuations générales

(comme références de base, voir [8] ou [10]). Par définition, une valuation (de Krull)

sur un corps K est une application v : K → Γv ∪ {∞}, où Γv est un groupe abélien

totalement ordonné, satisfaisant aux axiomes habituels : (1) v(x) = ∞ si et seulement si

x = 0 ; (2) v(xy) = v(x) + v(y) ; et (3) v(x + y) ≥ min(v(x), v(y)) pour tout x, y ∈ K.

L’ensemble des éléments à valuation non négative est un sous-anneau Av de K, appelé

l’anneau de valuation de v. C’est un anneau local de corps de fractions K ; notons Mv son

idéal maximal et κ(v) son corps résiduel. La dimension rr(Γ v) (éventuellement infinie) du

Q-espace vectoriel Γv ⊗Q est appelée le rang (rationnel) de v. Dans le cas où K contient

un sous-corps k sur lequel v est triviale, on a l’inégalité fondamentale :

tr.deg(K|k) ≥ rr(Γv) + tr.deg(κ(v)|k).

Les anneaux de valuation sont caractérisés par la propriété suivante : un anneau A de

corps de fractions K est l’anneau de valuation d’une valuation de Krull si et seulement

si tout x ∈ K \ A satisfait à x−1 ∈ A. De cette propriété on déduit immédiatement

deux énoncés très utiles pour la suite. Le premier dit que si A ⊂ B sont des anneaux de

valuation ayant même corps de fractions et si B domine A, alors A = B. Le deuxième est

le suivant : si A est un anneau de valuation de corps de fractions K et corps résiduel κ,

l’image réciproque dans A de tout anneau de valuation de κ est un anneau de valuation

de K.

Comme dans le cas des valuations discrètes, si N |K est une extension galoisienne (fi-

nie ou infinie) et si w est une valuation prolongeant la valuation v, on définit le sous-

groupe de décomposition Dw ⊂ Gal (N |K) associé à w comme le stabilisateur de w.
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L’extension des corps résiduels κ(w)|κ(v) est quasi-galoisienne et le morphisme natu-

rel Dw → Gal (κ(w)|κ(v)) est surjectif ; on définit le sous-groupe d’inertie Iw comme son

noyau. Le groupe Γw/Γv est de torsion ; posons Xw := Hom(Γw/Γv, κ(w)×). On dispose

d’un morphisme naturel χ : Iw → Xw défini comme suit : on associe à σ ∈ Iw le caractère

χσ défini par χσ(α) := σ(x)/x mod Mw, avec x ∈ N× un élément arbitraire de valuation

α. La caractère χσ est bien défini, car on vérifie immédiatement que σ(u)/u = 1 mod

Mw si u est une unité de Aw ou un élément de K. On montre alors que le noyau Pw de

χ : Iw → Xw est l’unique sous-groupe de (pro)-p-Sylow de Iw, où p est la caractéristique

de κ(w) ; il est trivial pour p = 0. On appelle Pw le sous-groupe d’inertie sauvage et

le quotient Imod
w := Iw/Pw le groupe d’inertie modéré. Le groupe Imod

w est donc abélien,

isomorphe à Hom(Γw/Γv, κ(w)×). En particulier :

Lemme 4.1. — Dans le cas où N est la pro-ℓ-extension maximale de K pour un ℓ 6= p,

le groupe Iw = Imod
w est isomorphe à Zℓ si et seulement si Γv/ℓΓv

∼= Z/ℓZ.

Passons maintenant à la construction promise. Elle est basée sur les deux théorèmes

remarquables que voici.

Théorème 4.2. — Soit ℓ 6= 2 un nombre premier et F un corps satisfaisant à la condi-

tion [F× : F×ℓ] ≥ ℓ2. Alors un sous-groupe D ⊂ Gℓ
F est le sous-groupe de décomposition

associé à une valuation (de Krull) w, avec ℓ premier à la caractéristique de κ(w) et

Γw/ℓΓw 6= 0, si et seulement si D admet un sous-groupe normal abélien non trivial.

Par la discussion précédente, la condition du théorème est nécessaire. La suffisance a

été démontrée par Engler-Koenigsmann [11]. L’énoncé vaut également pour ℓ = 2 avec

toutefois un cas exceptionnel : voir Efrat [9] et Engler-Nogueira [12]. Les démonstrations

utilisent des constructions algébriques complètement explicites et élémentaires.

L’autre ingrédient essentiel est le suivant :

Théorème 4.3. — Soit K un corps de type fini sur un corps parfait k. Supposons k = Q

où tr.deg(K|k) > 1. Alors GK n’admet pas de sous-groupe normal fermé pro-résoluble non

trivial. De même, Gℓ
K n’admet pas de sous-groupe normal fermé abélien non trivial.

C’est une application du théorème d’irréductibilité de Hilbert. Pour le premier énoncé,

voir [14], Theorem 15.10. Le deuxième découle du premier (cf. [28], Lemma 1.15).

Nous pouvons maintenant procéder au

Théorème 4.4. — Soient K, L et Φ comme le th. 1.1 ou le th. 1.3. Dans la situation

du th. 1.1, on suppose de plus que K et L ne sont pas des corps globaux classiques. Alors

Φ induit une bijection entre les valuations divisorielles de K et de L.

Nous ne donnons la preuve qu’en caractéristique positive ; pour des remarques concer-

nant le cas de caractéristique 0, voir plus bas.
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La démonstration va utiliser à un moment le th. 4.2 que nous n’avons énoncé que pour

ℓ 6= 2 ; on peut montrer en se basant sur les résultats de Efrat/Engler-Nogueira cités

ci-dessus qu’il est également applicable pour ℓ = 2.

Démonstration. — Dans la situation du th. 1.1, choisissons un nombre premier ℓ premier

à la caractéristique (que l’on suppose désormais positive), et passons à l’isomorphisme

Gℓ
K
∼= Gℓ

L induit par Φ, que l’on va abusivement noter de la même façon.

Soit v une valuation divisorielle de K, et soit Dw ⊂ Gℓ
K le groupe de décomposition

associé à un prolongement w de v. D’après les rappels sur les valuations (en particulier

le lemme 4.1), Dw est extension de Gℓ
κ(v) par le sous-groupe d’inertie (modérée) Iw

∼= Zℓ.

D’après le th. 4.3, Iw est donc l’unique sous-groupe normal abélien fermé maximal de

Dw. Posons D := Φ(Dw). Il admet Φ(Iw) comme sous-groupe normal abélien non trivial,

donc il est égal au groupe de décomposition Dw′ d’une valuation de Krull w ′ d’après

le th. 4.2. Comme Φ(Iw) ∼= Zℓ est le sous-groupe normal abélien maximal de Dw′, il

ne peut être que le sous-groupe d’inertie ; toujours d’après le lemme 4.1, la restriction

v′ de w′ à L satisfait à Γv′/ℓΓv′
∼= Z/ℓZ. Ensuite, notons que v′ est nécessairement

triviale sur la clôture algébrique l du corps premier (fini) dans L. On a alors tr.deg(L|l) =

1 + tr.deg(κ(v′)|l). Cela se vérifie en utilisant les théorèmes de transition de Tate en

cohomologie galoisienne (cf. [36], §II.4) : ils nous apprennent en effet que les degrés de

transcendance de L (resp. κ(v′)) se lisent sur la dimension cohomologique de Gℓ
L (resp.

Gℓ
κ(v′)) et que ces dimensions cohomologiques diffèrent de 1. Enfin, par comparaison avec

l’inégalité fondamentale tr.deg(L|l) ≥ rr(v ′)+tr.deg(κ(v′)|l), on obtient rr(v′) = 1. Comme

d’autre part Γv′/ℓΓv′
∼= Z/ℓZ, v′ est discrète.

Notons que la preuve donnée ci-dessus montre également que Φ induit un isomorphisme

entre les sous-groupes de décomposition et d’inertie associés à w (resp. w ′) dans Gℓ
K (resp.

Gℓ
L), d’où également un isomorphisme Gℓ

κ(v)
∼= Gℓ

κ(v).

En caractéristique 0, la situation est plus compliquée, car la valuation v ′ construite

ci-dessus pourrait être non triviale sur le corps de base l, et de caractéristique résiduelle

positive. Dans la situation du th. 1, Pop surmonte cette difficulté (voir [28], pp. 163–170

pour les détails) en considérant simultanément tous les ℓ, en montrant que la valuation

v′ obtenue ci-dessus ne dépend pas de ℓ et et que ses sous-groupes de décomposition et

d’inertie dans GL tout entier sont isomorphes à ceux de v via Φ. Ainsi, Gκ(v)
∼= Gκ(v′) ;

en particulier, la ℓ-dimension cohomologique de κ(v ′) est > 1 pour tout nombre premier

ℓ, donc κ(v′) ne peut être que de caractéristique 0. On montre alors de la même façon

que v′ est divisorielle. La cas de caractéristique 0 du th. 1.3 est encore plus compliqué et

utilise la théorie des éléments d’inertie (cf. le chap. 9) ; nous ne le discutons pas ici.

Voici une application, annoncée au chapitre précédent.

Proposition 4.5. — Soient K, L deux corps de type fini sur Q, soit Φ : GK
∼
→GL un

isomorphisme comme dans le th. 1.1, et soit k (resp. l) la clôture algébrique du corps
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premier dans K (resp. L). Alors Φ transforme la projection GK → Gk en la projection

GL → Gl.

Démonstration. — Soit X une k-variété projective lisse géométriquement intègre ayant

K comme corps de fonctions (une telle X existe d’après le théorème de désingularisation

de Hironaka), et soit HX le sous-groupe fermé de GK engendré par les sous-groupes d’iner-

tie associés aux points de codimension 1 de X. Comme X est régulier, la description du

groupe fondamental d’un schéma normal jointe au théorème de Zariski sur la pureté du

lieu de ramification (cf. [16], exposé X) montrent que le quotient GK/HX est isomorphe

au groupe fondamental de X. Mais ce dernier groupe est extension de Gk par le groupe

fondamental de X×k k̄, où k̄ ⊃ k est une clôture algébrique ; on sait que ce dernier groupe

est topologiquement de type fini (voir [15]). Ainsi, si maintenant HK est le sous-groupe

fermé de K engendré par les sous-groupes d’inertie de toutes les valuations divisorielles,

on obtient que ΠK := GK/HK est extension de Gk par un sous-groupe fermé FK topo-

logiquement de type fini. Procédant de façon analogue pour L, on construit des groupes

HL, ΠL et FL. D’après le th. 4.4, Φ induit des isomorphismes HK
∼= HL et ΠK

∼= ΠL.

Mais Φ(FK) ⊂ FL, car Gl n’admet pas de sous-groupes normaux fermés non triviaux qui

sont topologiquement de type fini (à nouveau par le théorème d’irréductibilité de Hilbert,

cf. [14], th. 15.10). D’où Φ(FK) = FL par symétrie, et la proposition est établie.

Nous disposons donc un isomorphisme Gk
∼= Gl ; le théorème de Neukirch-Uchida cité

au chap. 2 permet d’en déduire l’existence d’un isomorphisme k ∼= l.

Conformément à la stratégie du chapitre précédent, nous allons utiliser la proposition

ci-dessus dans la preuve du th. 1.1 en caractéristique 0. En revanche, en caractéristique

positive nous ne démontrons ici que l’énoncé plus faible ci-dessous, ce qui est déjà suffisant

pour déduire le th. 1.1 du th. 1.3 (voir la remarque 8.6).

Proposition 4.6. — Soient K, L deux corps de type fini sur un corps fini, k et l comme

dans la proposition précédente, et soit Φ : Gℓ
K → Gℓ

L un isomorphisme avec ℓ premier à

la caractéristique de K et L. Alors Φ transforme la projection Gℓ
K → Gℓ

k en la projection

Gℓ
L → Gℓ

l .

Démonstration. — Prenons pour X une k-variété lisse (non nécessairement projective),

géométriquement intègre, de corps de fonctions K. Comme ci-dessus, le pro-ℓ-quotient

maximal πℓ
1(X) du groupe fondamental de X est le quotient de Gℓ

K par un sous-groupe

normal fermé HX . Or d’après un théorème de Katz et Lang [20], l’abélianisé πab ,ℓ
1 (X) est

extension de Gℓ
k
∼= Zℓ par un ℓ-groupe fini. Le noyau de la projection πab ,ℓ

1 (X) → Gℓ
k n’est

donc autre que le sous-groupe de torsion de πab ,ℓ
1 (X). On termine la preuve de manière

similaire au cas précédent, en remarquant que la preuve du th. 4.4 a permis de répérer les

sous-groupes de décomposition des points de codimension 1 déjà dans Gℓ
K .
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On peut montrer que k et l ont même cardinalité par un argument de récurrence sur la

dimension se basant sur les estimations de Hasse-Weil sur le nombre de points des courbes

sur un corps fini (voir [32], chap. 2) ; nous n’aurons pas besoin de ce résultat.

5. MODÈLES

Soient k un corps parfait et K une extension de type fini de k. Appelons modèle de

K|k toute k-variété (i.e. k-schéma intègre de type fini) X dont le corps de fonctions

est isomorphe à K. Dans la suite, on identifie souvent les anneaux locaux de X à des

sous-anneaux de K contenant k.

On a vu au chapitre 4 que si K est comme dans le th 1.1 (resp. le th. 1.3), l’ensemble

des anneaux de valuation divisoriels ayant K pour corps de fractions est encodé dans

GK (resp. dans son pro-ℓ-quotient maximal pour ℓ premier à la caractéristique de K).

Évidemment, l’anneau local d’un modèle normal de X en un point de codimension 1 est

un tel anneau. Réciproquement, étant donné un anneau de valuation divisoriel A ⊂ K,

c’est un exercice facile de construire un modèle normal de K dont A est un anneau local.

Lorsque tr.deg(K|k) = 1, tout anneau de valuation divisoriel est un anneau local de

l’unique modèle propre et normal de K|k. Mais en dimension supérieure, un tel modèle

n’est pas unique.

La tâche suivante est donc la caractérisation des ensembles d’anneaux de valuation

divisoriels provenant d’un seul modèle normalX de K lorsque tr.deg(K|k) > 1. L’exemple

type d’un anneau de valuation divisoriel ne provenant pas de X s’obtient comme suit :

éclatons un point P de codimension > 1 du k-schéma X et prenons l’anneau local du

schéma éclaté à un point générique du diviseur exceptionnel. Heureusement, lorsque P

est un point régulier, le corps résiduel de cet anneau possède une propriété géométrique

particulière qui va nous permettre de le distinguer : il est le corps de fonctions du diviseur

exceptionnel qui est un fibré projectif dans ce cas – en particulier, c’est une variété qui

contient beaucoup de courbes rationnelles (i.e. birationnelles, après passage à la clôture

algébrique du corps de base, à la droite projective). Pop considère alors la notion suivante :

Définition 5.1. — Une variété X est dite antiréglée si l’ensemble des points des courbes

rationnelles contenues dans X n’est pas Zariski dense.

Remarque 5.2. — On a la relation suivante à des classes de variétés plus souvent

étudiées en géométrie algébrique. Rappelons (cf. [21], Proposition IV.1.3) qu’une variété

est uniréglée si, après changement de base à un corps algébriquement clos non dénomb-

rable, elle admet un ouvert dense dont chaque point est contenu dans une courbe ration-

nelle. Mais, comme nous fait remarquer J.-L. Colliot-Thélène, il existe des variétés non

uniréglées qui ne sont pourtant pas antiréglées : prendre, par exemple, une surface K3 com-

plexe admettant une fibration au-dessus de la droite projective dont la fibre générique est
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une courbe elliptique sur C(t) ayant une infinité de points rationnels ; la surface contient

alors une infinité de courbes rationnelles, mais pas d’ouvert dense couvert par ces courbes.

Ainsi, être antiréglé est une notion plus forte que d’être non uniréglé.

On vérifie immédiatement, en se servant du théorème de Lüroth, la propriété suivante.

Lemme 5.3. — Soit Y   KX une application rationnelle dominante et génériquement

finie de k-variétés. Alors si X est antiréglée, il en est de même pour Y . En particulier,

être antiréglé est une propriété birationnelle.

Le deuxième énoncé du lemme permet en particulier d’introduire les notions suivantes.

Définition 5.4. — Un corps de type fini sur k est dit antiréglé s’il est le corps de fonc-

tions d’une k-variété antiréglée. L’anneau local d’un point d’un k-schéma de type fini est

antiréglé si son corps résiduel l’est.

Nous aurons également besoin du lemme suivant :

Lemme 5.5. — Soit K un corps de type fini sur k. Alors il existe une extension finie

K ′|K, avec K ′ un corps antiréglé. On peut même supposer que le degré [K ′ : K] est une

puissance d’un nombre premier ℓ donné.

Démonstration. — Si K est non antiréglé, une construction simple est la suivante. Soit

X un modéle de K|k. On peut supposer X affine, équipé d’un morphisme fini X → An

par le lemme de normalisation de Noether. Or An admet beaucoup de revêtements finis

antiréglés de degré une puissance de ℓ : prendre, par exemple, un produit Z = C1×· · ·×Cn

de n courbes lisses, affines, munies de projections Ci → A1 de degré une puissance de ℓ, et

dont le compactifié est de genre positif ; on vérifie en utilisant le théorème de Lüroth que

Z est antiréglé (en fait, il ne contient point de courbe rationnelle). On peut alors prendre

pour K ′ le corps de fonctions d’une composante du produit fibré X ×An Z qui domine Z ;

celle-ci est antiréglée d’après le lemme 5.3.

Après ces préparations, on peut procéder à la caractérisation promise. D’abord une

terminologie : on dit que deux ensembles S et T sont presque égaux si les différences

S \ (S ∩ T ) et T \ (S ∩ T ) sont finies.

Définition 5.6. — Soit K un corps de type fini sur le corps parfait k. Notons DK

l’ensemble des anneaux de valuation divisoriels dont le corps de fractions est K. On appelle

un sous-ensemble S ⊂ DK géométrique s’il est presque égal à l’ensemble des anneaux

locaux des points de codimension 1 d’un modèle normal de K|k.

Remarque 5.7. — Dans la définition ci-dessus, on peut même supposer que le modèle

normal en question est propre. En effet, si U est un modèle normal de K|k, on peut

le réaliser comme sous-schéma ouvert d’un modèle normal propre X (normaliser une

compactification de Nagata). Le complément X \U est un fermé propre, donc ne contient

qu’un nombre fini de points de codimension 1.
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On a le lemme suivant :

Lemme 5.8. — Si K ′|K est une extension finie de K, un sous-ensemble U ⊂ DK est

géométrique si et seulement si l’ensemble U ′ formé des éléments A′ ∈ DK ′ satisfaisant à

A′ ∩K ∈ U l’est.

C’est évident (si U est géométrique, normaliser un modèle normal correspondant à U

dans K ′ ; la réciproque est similaire).

Vient alors le point clef :

Proposition 5.9. — Soit K un corps de type fini antiréglé sur le corps parfait k, avec

tr.deg(K|k) > 1. Alors un sous-ensemble S ⊂ DK est géométrique si et seulement si il est

presque égal au sous-ensemble de DK constitué par les anneaux de valuation divisoriels

antiréglés.

Démonstration. — Soit X un modèle normal de K|k. Remarquons d’abord que comme

X est antiréglé, il n’admet qu’un nombre fini de points de codimension 1 dont l’anneau

local n’est pas antiréglé. Ceci est dû au fait que par hypothèse l’adhérence des courbes

rationnelles dans X est un sous-schéma fermé propre.

Ainsi, tenant compte de la remarque 5.7, il suffit de démontrer que si X est propre et

A est un élément antiréglé de DK , alors A est l’anneau local d’un point de codimension

1 de X. Pour ce faire, traitons d’abord le cas où X est régulier. Comme X est également

supposé propre, A domine l’anneau local OX,x d’un point x de X par le critère valuatif

de propreté. Si x est de codimension 1, OX,x est un anneau de valuation discrète et on

a nécessairement A = OX,x. Sinon, éclatons x ; alors A domine l’anneau local d’un point

x̃ du schéma éclaté X̃ contenu dans le diviseur exceptionnel. D’après un lemme classique

de Zariski (cf. [41], Theorem 10 pour le cas typique de dimension 2), en répétant ce

procédé un nombre fini de fois, on arrive à un point de codimension 1. Mais il est alors

point générique du diviseur exceptionnel provenant de l’éclatement d’un point régulier.

Son anneau local est donc non antiréglé (en fait uniréglé), ce qui contredit le choix de A.

Dans le cas général, on peut trouver, d’après le théorème d’altération de de Jong ([19],

[3]), une variété projective lisse Y équipée d’un morphisme propre dominant génériquement

fini π : Y → X. Or Y est antiréglée en vertu du lemme 5.3, donc le cas précédent s’y

applique. On conclut par le lemme 5.8 et par la remarque que π étant dominant, son

image contient les points de codimension 1 de X sauf pour un nombre fini.

Nous arrivons maintenant à la caractérisation des ensembles géométriques.

Théorème 5.10. — Soient K|k, L|l et Φ comme dans les théorèmes 1.1 ou 1.3. Alors

Φ induit une bijection entre les sous-ensembles géométriques de DK et DL.

Démonstration. — L’énoncé est évident lorsque tr.deg(K|k) = tr.deg(L|l) = 1 : les

ensembles géométriques sont les sous-ensembles cofinis de DK .
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Supposons donc tr.deg(K|k) = tr.deg(L|l) > 1. D’après le lemme 5.8, il suffit de dé-

montrer l’énoncé après passage à un sous-groupe ouvert dans GK
∼=GL (resp. Gℓ

K
∼=Gℓ

L),

i.e. à des extensions finies de K et L. En vertu des lemmes 5.3 et 5.5, on peut supposer

K et L antiréglés, et le théorème résulte alors de la proposition précédente et du fait

que la bijection du th. 4.4 envoie les éléments antiréglés de DK sur ceux de DL. Dans la

situation du th. 1.3, ce dernier fait sera vérifié pour tr.deg(K|k) = tr.deg(L|l) = 2 dans la

remarque 9.5 (2). Dans tous les autres cas, on peut supposer par récurrence sur le degré de

transcendance que Φ induit un isomorphisme sur les corps résiduels, d’où le résultat.

6. RÉCURRENCE

Une bonne partie des démonstrations des th. 1.1 et 1.3 procède par récurrence sur le

degré de transcendance commun des corps K et L. Dans la situation du th. 1.1, le point de

départ est le cas des corps globaux classiques, où le résultat est connu d’après les travaux

de Neukirch et Uchida cités au chap. 2. Dans la situation du th. 1.3, la récurrence part

du cas de degré de transcendance 2.

L’idée de la récurrence (déjà utilisée dans la dernière preuve ci-dessus) est la suivante :

si A est un élément de DK et A′ ∈ DL l’anneau que lui correspond par la bijection établie

au chap. 4, on peut supposer (sauf dans le cas exceptionnel tr.deg(K|k) = tr.deg(L|l) = 2

du th. 1.3) par récurrence que leurs corps résiduels sont isomorphes, car ils ont un degré

de transcendance inférieur à celui de K et L. On peut alors essayer de relever et recoller

ces isomorphismes en un isomorphisme entre K et L. Dans le cas où K et L sont de type

fini sur Q, c’est possible ; dans les autres cas on n’obtient qu’un résultat partiel.

Pour construire des relèvements, on exploite les résultats géométriques du chapitre

précédent. Nous adaptons ici des arguments de l’article de Michael Spieß [37].

Soit donc K un corps de type fini sur un corps parfait k ; on peut supposer k algébrique-

ment clos dans K. Par ce qui précède, on peut se borner aux cas où tr.deg(K|k) > 1 ainsi

qu’au cas où tr.deg(K|k) = 1 et k est un corps de nombres.

Lemme 6.1. —

(1) Soit U un modèle normal de K|k. Alors O×(U)/k× est un groupe abélien libre de

type fini, où O×(U) est l’anneau des fonctions régulières inversibles sur U .

(2) Il existe un ensemble fini P1, . . . , Pm de points de codimension 1 de U tel que le

morphisme de réduction naturel vers les corps résiduels

O×(U) →
m⊕

i=1

κ(Pi)
×

soit injectif.
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Démonstration. — Soit X un modèle propre normal de K|k dont U est un sous-schéma

ouvert. Alors on dispose d’une suite exacte

0 → O×(X) → O×(U) → Div X\U (X)

où Div X\U(X) est le groupe abélien (libre de type fini) des diviseurs de Weil concentrés sur

X \U . Comme X est propre, et également géométriquement connexe d’après l’hypothèse

sur K|k, on a O×(X) ∼= k×, d’où le premier énoncé.

Pour le second, soit d’abord P1 un point de codimension 1 quelconque de U . Notons

C1 le noyau de la réduction O×(U) → κ(P1)
×. Évidemment C1 ∩ k× = {1}, donc C1

est libre de type fini. Soit x un générateur de C1. Choisissons le point P2 6= P1 de sorte

que l’image x̄ de x dans κ(P2) soit différente d’une racine de l’unité (dans le cas où

tr.deg(κ(P2)|k) > 0 on peut même prendre x̄ transcendant sur k). Alors le noyau C2 du

morphisme O×(U) → κ(P1)
×⊕κ(P2)

× a un rang plus petit que celui de C1. En continuant

ce procédé, on arrive à un noyau trivial en temps fini.

Nous pouvons maintenant démontrer le th. 1.1 en caractéristique 0.

Théorème 6.2. — Soient K,L deux corps de type fini sur Q. Supposons qu’il existe

un isomorphisme Φ : GK
∼
→GL de groupes profinis. Alors il existe un isomorphisme

φ : L
∼
→K de corps induisant Φ.

Démonstration. — Si tr.deg(K|Q) = tr.deg(L|Q) = 0, c’est le théorème de Neukirch-

Uchida cité au chap. 2. Supposons donc le théorème connu pour les corps de degré de

transcendance plus petit que tr.deg(K|Q).

Soit U un modèle normal de K|k. D’après le th. 5.10, quitte à remplacer U par un

ouvert, on peut supposer que Φ induit une bijection entre les points de codimension 1

de U et ceux d’un modèle normal U ′ de L. Soit P1, . . . , Pm un ensemble de points de U

comme dans le lemme précédent et soit P ′
i (i = 1, . . . , m) le point de U ′ correspondant

à Pi par la bijection induite par Φ. Quitte à agrandir l’ensemble des P i (ce qui n’affecte

pas l’injectivité du morphisme O×(U) → ⊕κ(Pi)
×), on peut supposer que le morphisme

O×(U ′) → ⊕κ(P ′
i )

× est également injectif.

Nous voulons maintenant définir un morphisme φU : O×(U) → O×(U ′) rendant le

diagramme

O×(U)
φU−−−→ O×(U ′)

r



y



yr′

m⊕

i=1

κ(Pi)
×

∼=
−−−→

m⊕

i=1

κ(P ′
i )

×

commutatif, où le morphisme du bas est un isomorphisme par l’hypothèse de récurrence.

Comme les morphismes verticaux sont injectifs, φU est alors nécessairement un isomor-

phisme. Pour l’existence de φU , il suffit de montrer que le morphisme naturel ψU :

O×(U) → coker (r′) induit par les morphismes connus du diagramme est trivial.
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Or d’après l’argument de théorie de Kummer expliqué au chap. 3, on dispose pour tout

n > 0 des isomorphismes compatibles K×/K×n ∼= L×/L×n. D’autre part, la suite exacte

0 → O×(U) → K× → Div (U)

implique que le morphisme naturel O×(U)/n → K×/n est injectif (car Div (U) est sans

torsion). Ainsi, par fonctorialité des isomorphismes de Kummer, on dispose de morphismes

compatibles φU,n : O×(U)/n→ O×(U ′)/n rendant le diagramme

O×(U)/n
φU,n

−−−→ O×(U ′)/n

rn



y



yr′n

m⊕

i=1

κ(Pi)
×/n

∼=
−−−→

m⊕

i=1

κ(P ′
i )

×/n

commutatif. Par conséquent, l’image du morphisme ψU défini ci-dessus est contenu dans

le sous-groupe divisible de coker (r ′). Mais ce dernier sous-groupe est trivial, car coker (r ′),

étant le conoyau du morphisme O×(U ′)/k× → ⊕κ(P ′
i )

×/k×, est le quotient d’un groupe

libre (somme directe des groupes des diviseurs principaux sur des modèles propres des

κ(P ′
i )) par un sous-groupe libre de type fini – il est donc extension d’un groupe libre par

un groupe fini.

Ergo habemus φU . On vérifie immédiatement qu’en prenant U de plus en plus petit,

les isomorphismes φU ainsi obtenus sont compatibles, d’où un isomorphisme K× ∼
→L×

car tout élément de K× définit une fonction régulière sur U suffisamment petit. Enfin, en

considérant l’image d’éléments x, y, x+ y ∈ K arbitrairement choisis dans une infinité de

κ(P ), on vérifie (en utilisant l’hypothèse de récurrence) qu’en rajoutant les éléments 0 on

obtient une bijection additive.

En examinant la preuve donnée ci-dessus, on voit que le seul obstacle qui l’empêche

de s’appliquer à la situation du th. 1.3 est que là, on ne connâıt la correspondance de

Kummer que pour n une puissance du nombre premier ℓ. (Il y a un problème similaire

dans le cas du th. 1.1 en caractéristique positive, où n doit être supposé premier à la

caractéristique.) Or le conoyau de r ′ peut très bien contenir des éléments ℓ-divisibles non

triviaux, à savoir les éléments d’un sous-groupe fini d’ordre premier à ℓ. Mais l’on peut

tuer ce sous-groupe en tensorisant avec Z(ℓ), le localisé de Z en (ℓ). Ainsi, dans la situation

du th. 1.3, en supposant tr.deg(K|k) > 2 et le résultat connu pour les corps de degré de

transcendance plus petit, on peut au moins déduire l’existence d’un isomorphisme de

Z(ℓ)-modules φℓ : K× ⊗ Z(ℓ)
∼
→L× ⊗ Z(ℓ).

Mais en fait, pour mener à bien la preuve du th. 1.3, on peut se contenter d’un énoncé un

peu plus faible. Au chapitre 9, nous allons donner des indications sur la caractérisation

de l’image de K×/k× ⊗ Z(ℓ) dans K×(ℓ) dans le cas tr.deg(K|k) = 2. Admettons pour

le moment que l’on connâıt ce résultat. Alors on peut mettre en marche la récurrence

précédente et l’on obtient :
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Proposition 6.3. — Soient K, L, Φ comme dans le théorème 1.3. Alors (quitte à pas-

ser à des extensions purement inséparables en caractéristique positive) il existe un iso-

morphisme de Z(ℓ)-modules

φℓ : (K×/k×) ⊗ Z(ℓ)
∼
→(L×/l×) ⊗ Z(ℓ)

s’insérant dans le diagramme commutatif :

(K×/k×) ⊗ Z(ℓ)

∼=
−−−→ (L×/l×) ⊗ Z(ℓ)



y



y

K×(ℓ)
∼=

−−−→ L×(ℓ)

7. PROJECTIONS

Dans ce chapitre et le suivant, nous complétons la démonstration du th. 1.3 (mo-

dulo le résultat pour tr.deg(K|k) = 2 admis au chapitre précédent). Cette partie de

la démonstration utilise plusieurs idées remontant au travail [5] de Bogomolov ; outre les

textes de Pop, la consultation de [7] nous a été très utile lors de la rédaction de ces deux

chapitres.

Dans la démonstration, un outil de première importance est la considération des quo-

tients de Gℓ
K et Gℓ

L correspondant à des morphismes d’un modèle propre normal de K

(resp. L) vers la droite projective. Dans ce chapitre, nous étudions ces quotients.

Appelons une fonction x ∈ K générale si le sous-corps k(x) est algébriquement clos dans

K. La signification géométrique de cette définition est la suivante. SoitX|k un modèle pro-

jectif normal de K|k. La fonction x induit une application rationnelle πx : X → P1
k définie

en codimension 1 ; quitte à éclater X, on peut donc supposer que πx est un morphisme.

Lemme 7.1. — Dans la situation ci-dessus, supposons en plus que le morphisme πx est

séparable. Alors x est une fonction générale si et seulement si les fibres de πx sont connexes.

Démonstration. — Comme X est supposé projectif, le morphisme πx : X → P1
k se fac-

torise en un composé X
cx→C

fx
→P1

k, où fx est fini et les fibres de cx sont connexes, d’après

le théorème de factorisation de Stein. Le morphisme séparable fx est un isomorphisme si

et seulement si x est une fonction générale, d’où le lemme.

Toute projection πx : X → P1
k suffisamment générale (au sens de la géométrie algé-

brique) est à fibres connexes, ce qui explique la terminologie. D’autre part, utilisant cette

remarque on montre facilement que les fonctions générales engendrent l’extension K|k.

Le groupe de Galois Gℓ
k(x) est de façon naturelle quotient du groupe Gℓ

K (rappeler que

nous sous-entendons qu’une clôture séparable de K a été fixée). Notre objectif suivant est

de montrer que l’isomorphisme Φ du th. 1.3 respecte ce type de quotients.

Commençons par montrer que Φ induit une bijection entre les quotients de G ℓ
K et Gℓ

L

provenant de sous-corps algébriquement clos dansK (resp. L) de degré de transcendance 1.
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Proposition 7.2. — Soit t une fonction (non nécessairement générale) de K, et soit T

la clôture algébrique de k(t) dans K. Notons NT le noyau de la projection Gℓ
K → Gℓ

T . Alors

il existe un sous-corps T ′ ⊂ L, de degré de transcendance 1 sur le corps des constantes

l ⊂ L, donnant lieu à un diagramme commutatif :

Gℓ
L −−−→ Gℓ

L/Φ(NT )


y=



y∼=

Gℓ
L −−−→ Gℓ

T ′

Avant de démontrer la proposition, rappelons quelques faits bien connus sur le symbole

modéré : pour un corps F muni d’une valuation discrète v, c’est le morphisme de groupes

∂v : F× × F× → κ(v)× qui associe à un couple (f, g) l’image de (−1)v(f)v(g)f v(g)/gv(f)

dans κ(v)×. De plus, on a un diagramme commutatif

F×(ℓ) × F×(ℓ) ∂v−−−→ κ(v)×(ℓ)



y



y

H2(Gℓ
F ,Zℓ) −−−→ H1(Gℓ

κ(v),Zℓ)

où les morphismes verticaux proviennent de la théorie de Kummer (suivie d’un cup-

produit pour le morphisme de gauche) et le morphisme horizontal du bas est un morphisme

résidu en cohomologie galoisienne (voir l’appendice à la partie II de [36]). Les groupes de

cohomologie à coefficients dans Zℓ sont définis ici par passage à la limite projective à

partir de ceux à coefficients Z/ℓmZ.

Démonstration. — Le groupe H1(Gℓ
T ,Zℓ) s’identifie à un sous-groupe de H1(Gℓ

K ,Zℓ).

D’après le théorème de Tsen, Gℓ
T est de dimension cohomologique 1, donc le produit

H1(Gℓ
T ,Zℓ) ×H1(Gℓ

T ,Zℓ) est annulé par le cup-produit

H1(Gℓ
K ,Zℓ) ×H1(Gℓ

K ,Zℓ) → H2(Gℓ
K ,Zℓ).

Il en est alors de même pour le sous-groupe H 1(Gℓ
K/Φ(NT ),Zℓ) ⊂ H1(Gℓ

L,Zℓ) ∼= L×(ℓ).

Considérons les éléments de Φ(K× ⊗ Z(ℓ)) = L× ⊗ Z(ℓ) ⊂ L×(ℓ) contenus dans ce sous-

groupe. Il s’agit de montrer qu’ils proviennent tous d’éléments de L× qui sont algébrique-

ment dépendants sur l. Or, si f, g sont deux éléments non constants de L qui sont

algébriquement indépendants, alors leurs images dans H 1(Gℓ
L,Zℓ) ont un cup-produit

non trivial. Ce dernier fait se vérifie, par exemple, en utilisant le symbole modéré. En

effet, on voit aisément qu’il existe une valuation discrète v de L telle que ∂ v(f, g) 6= 1 (on

peut prendre pour v la valuation divisorielle provenant d’un point générique du diviseur

de f sur un modèle propre et normal de L ; alors v(f) > 0, mais v(g) = v(g − 1) = 0, cf.

[7], Lemma 10.1). On conclut par le diagramme ci-dessus que le cup-produit des classes

de f et g dans H1(Gℓ
L,Zℓ) a un résidu non trivial, donc il est lui-même non trivial.

Soit maintenant T ⊂ K un sous-corps de degré de transcendance 1 comme ci-dessus.

Prenons des modèles projectifs normaux X et C de K|k et de T |k, respectivement. Quitte
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à éclater X, on peut supposer que l’inclusion T ⊂ K est induite par un morphisme

(nécessairement surjectif) π : X → C. En particulier, tout point fermé de C est l’image

d’un point de codimension 1 de X. Ces points donnent lieu à des sous-groupes d’inertie

canoniques dans les abélianisés Gab ,ℓ
T et Gab ,ℓ

K , respectivement, et en plus, tout sous-groupe

d’inertie dans Gab ,ℓ
K associé à un point P de C est l’image du sous-groupe d’inertie associé

à un point de codimension 1 dans π−1(P ). D’après la proposition précédente, T correspond

par l’isomorphisme Φ à un sous-corps T ′ ⊂ L, de degré de transcendance 1. Une appli-

cation du th. 4.4 (aux corps K et L) et la discussion précédente montrent alors que Φ

envoie isomorphiquement les sous-groupes d’inertie contenus dans Gab ,ℓ
T sur ceux de Gab ,ℓ

T ′ .

Soit IT le sous-groupe fermé deGab ,ℓ
T engendré par les sous-groupes d’inertie. Le quotient

Gab ,ℓ
T /IT est isomorphe au pro-ℓ-quotient abélien maximal π ab ,ℓ

1 (C) du groupe fondamental

de la courbe C. On sait (cf. la remarque 1.4 (2)) que c’est un pro-ℓ-groupe abélien libre dont

le rang est le double du genre g de C. Ainsi, si C ′ est la courbe propre lisse correspondant

au corps T ′ défini ci-dessus, la discussion précédente implique que C et C ′ ont même genre ;

en particulier, C est rationnelle si et seulement si C ′ l’est. Donc nous avons finalement

démontré :

Corollaire 7.3. — Soit x une fonction générale de K définissant un sous-corps k(x)

algébriquement clos dans K. Alors il existe une fonction générale y ∈ L telle que l’on ait

Φ(Gℓ
k(x)) = Gℓ

l(y).

Concentrons-nous maintenant sur le sous-groupe IT . Soit (i1, . . . , ir) ⊂ IT une famille

de générateurs de sous-groupes d’inertie associés à des points fermés P1, . . . , Pr de C.

Notons U la sous-courbe ouverte de C obtenue en enlevant les points fermés Pj et IU
le sous-groupe fermé de IT engendré par les ij . Alors IU est exactement le noyau de la

projection canonique πab ,ℓ
1 (U) → πab ,ℓ

1 (C), donc, par la structure de π1(U) rappelée dans

la remarque 1.4 (2), il admet la présentation < i1, . . . , ir|
∑
ij = 0 > comme pro-ℓ-groupe

abélien (où nous avons employé la notation additive dans π ab ,ℓ
1 (U)). De là on déduit que

le pro-ℓ-groupe abélien IT admet la présentation IT =< iP |
∑
iP = 0 >, où P parcourt

l’ensemble des points fermés de C. Cette présentation implique que si (jP ) est une autre

famille d’éléments de IT indexée par les points fermés de C telle que
∑
jP = 0, on a

nécessairement iP = εjP pour tout P avec une unité ℓ-adique ε ne dépendant pas de P .

Ceci s’applique en particulier à toute famille de générateurs des sous-groupes d’inertie

associés aux points fermés de C.

Soit Div 0(C) le groupe des diviseurs de degré 0 sur C. Toute famille I = (iP ) de

générateurs de sous-groupes d’inertie définit un plongement naturel

jI : Div 0(C) → HomZℓ
(IT ,Zℓ)

de la façon suivante : soit d’abord F le pro-ℓ-groupe abélien libre engendré par les iP .

On définit un morphisme Div (C) → HomZℓ
(F ,Zℓ) en associant à un point fermé P le

morphisme qui envoie iP sur 1 et les autres générateurs sur 0. Il suffit alors de noter que
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D ∈ Div (C) s’applique à un morphisme F → Zℓ qui passe au quotient dans IT si et

seulement si D ∈ Div 0(C). Par ce qui précède, le morphisme jI dépend de I mais les

images de deux tels morphismes sont les mêmes à multiplication par une unité ℓ-adique

près.

Supposons maintenant que T = k(x) est le corps de fonctions rationnelles engendré par

une fonction générale x. Alors on a les identifications IT = Gab ,ℓ
K , C ∼= P1 et Div 0(C) ∼=

K×/k× (car tout diviseur de degré 0 sur P1 est principal). D’autre part, l’on dispose d’un

morphisme canonique

∂T : Div 0(C) ∼= T×/k× → H1(Gab ,ℓ
T ,Zℓ) = H1(IT ,Zℓ) = HomZℓ

(IT ,Zℓ)

induit par la théorie de Kummer. On vérifie alors sans difficulté qu’il existe une famille

I de générateurs d’inertie telle que l’on ait ∂T = jI . On peut tirer de cette discussion le

corollaire suivant :

Corollaire 7.4. — Conservons les notations du corollaire précédent, et notons C (resp.

C ′) la droite projective ayant k(x) (resp. l(y)) comme corps de fonctions. Identifions

Div 0(C) (resp. Div 0(C ′)) à leurs images dans Hom(Ik(x),Zℓ) (resp. Hom(Il(y),Zℓ)) via

les morphismes de Kummer ∂k(x), ∂l(y). Alors l’isomorphisme Ik(x)
∼= Il(y) induit par Φ

envoie le groupe Div 0(C) sur ε · Div 0(C ′), avec ε une unité de Zℓ.

8. RÉSEAUX

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du th. 1.3 pour tr.deg(K|k) > 2.

Soient donc K, L des corps de type fini sur un corps k qui est la clôture algébrique de

son corps premier. D’après la prop. 6.3, nous disposons déjà d’un isomorphisme de Z(ℓ)-

modules φℓ : (K×/k×) ⊗ Z(ℓ)
∼
→(L×/l×) ⊗ Z(ℓ). Ces Z(ℓ)-modules sont en fait libres, car

K×/k× (resp. L×/k×) est isomorphe au groupe abélien libre des diviseurs principaux sur

un modèle propre normal de K|k (resp. L|k). Ainsi, K×/k× est un réseau dans (K×/k×)⊗

Z(ℓ), i.e. un Z-module libre sur une base du Z(ℓ)-module correspondant, et de même pour

L×/l×. Pour alléger la notation, notons LK (resp. LL) ces deux réseaux dans la suite.

Bien sûr, a priori il n’y a aucune raison pour que φℓ envoie LK sur LL. Mais l’on va voir

que l’information accumulée jusqu’ici sur les fonctions générales permet tout de même de

les raccrocher.

Si x est une fonction générale de K, le quotient k(x)×/k× définit un sous-groupe Lx de

LK , lui-même un réseau dans Lx⊗Z(ℓ). Le point est que les réseaux Lx sont extrêmement

rigides pour la correspondance induite par φℓ. En effet, soit l(y) ⊂ L le sous-corps corres-

pondant à k(x) par le cor. 7.3, et notons Ly le réseau l(y)×/l×.

Lemme 8.1. — Dans la situation ci-dessus, l’image de φℓ(Lx) dans LL ⊗ Z(ℓ) est ε · Ly,

avec ε une unité de Z(ℓ).
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Démonstration. — Avec les notations du cor. 7.4, on a Lx
∼= Div 0(C) et Ly

∼= Div 0(C ′).

Donc le corollaire s’applique et fournit une unité ε ∈ Zℓ comme dans l’énoncé. Mais comme

φℓ identifie φℓ(Lx) ⊗ Z(ℓ) à Ly ⊗ Z(ℓ), on a nécessairement ε ∈ Z(ℓ).

Fixons maintenant une fonction générale x ∈ K. D’après le lemme, quitte à remplacer

φℓ par un composé avec la multiplication par une unité de Z (ℓ), on peut supposer que

φℓ(Lx) = Ly. Le miracle est que cette seule normalisation entrâıne que φ ℓ raccroche LK

et LL. Notons en effet L̃K := LK ∩ φ−1
ℓ (LL) (resp. L̃L := LL ∩ φℓ(LK)). Ces groupes sont

des sous-quotients de K× (resp. L×) ; ils sont non triviaux par ce qui précède. De plus,

φℓ envoie L̃K isomorphiquement sur L̃L.

Enfin, notons K̃× l’image réciproque de L̃K dans K× ; le groupe L̃× est défini de façon

analogue. Avec ces notations, on tire le corollaire suivant du lemme ci-dessus :

Corollaire 8.2. — Pour une fonction générale t ∈ K contenue dans K̃×, on a Lt⊂L̃K.

Bien entendu, il y a un corollaire analogue pour les éléments de L̃×.

Démonstration. — Une application du lemme précédent montre qu’il existe un entier

positif m (le dénominateur de l’unité ε qui y figure) tel que l’on ait Lx ∩ L̃K = mLx,

l’intersection étant prise dans LK . En particulier, l’image de x dans Lx est contenu dans

mLx. Mais cela veut dire que le diviseur de x sur la droite projective associée à k(x) a

des coefficients divisibles par m, ce qui n’est possible que pour m = 1.

Proposition 8.3. — Le sous-ensemble K̃ := K̃× ∪ {0} ⊂ K (resp. L̃ := L̃× ∪ {0} ⊂ L)

est un corps.

Démonstration. — Il suffit de faire la démonstration pour K̃. Notons d’abord que

comme K̃× est par construction un sous-groupe de K×, notre tâche est de voir que

K̃ ⊂ K est un sous-groupe additif. Pour cela il suffit de montrer, en se servant de la

multiplicativité, que pour tout t ∈ K̃ on a t+ 1 ∈ K̃.

Soient donc t et x comme ci-dessus. S’ils sont algébriquement dépendants, on a t ∈ k(x)

car k(x) est algébriquement clos dans K. Mais alors k(t) ⊂ k(x) ⊂ K̃ par le choix de x,

donc en particulier t+ 1 ∈ K̃.

Donc on peut supposer x et t algébriquement indépendants. Prenons κ ∈ k× et consi-

dérons les éléments

w := (x+ κ)/t et z := (t+ x+ κ)/(x+ κ− 1).

En se servant de l’indépendance de t et x on vérifie que l’on peut choisir κ tel que w et z

soient des fonctions générales de K.

Comme t ∈ K̃ et k(x) ⊂ K̃, on a w ∈ K̃, d’où k(w) ⊂ K̃ par le corollaire précédent. En

particulier, w+1 ∈ K̃, d’où z = t(w+1)/(x+κ−1) ∈ K̃ par multiplicativité. De nouveau

par le corollaire, on a k(z) ⊂ K̃, donc en particulier t+ 1 = (z − 1)(x+ κ− 1) ∈ K̃.

Proposition 8.4. — L’extension K|K̃ est purement inséparable.
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Démonstration. — Soit x une fonction générale dans K \ K̃. D’après le lemme 8.1, il

existe un entier positif m (le dénominateur de l’unité ε du lemme) tel que m · L x ⊂ L̃K .

Mais alors k(x) est une extension de k(x)∩K̃ tel que k(x)m ⊂ k(x)∩K̃. Comme x /∈ K̃, ceci

n’est possible que si la caractéristique est positive et l’extension est purement inséparable.

A fortiori, l’extension K̃(x)|K̃ est purement inséparable. La proposition résulte alors du

fait que les fonctions générales engendrent K au-dessus de k.

Enfin, le th. 1.3 résulte de :

Proposition 8.5. — Il existe un unique isomorphisme de corps φ : K̃ → L̃ induisant

l’isomorphisme L̃K → L̃L fourni par φℓ.

Démonstration. — Notons que par construction L̃K est exactement l’espace projec-

tif P(K̃) associé au k-espace vectoriel K̃, et de même pour L̃L. D’après le théorème

fondamental de la géométrie projective ([1], Theorem 2.26), si l’on sait montrer que

φℓ : P(K̃)
∼
→P(L̃) préserve les droites, il s’en suit que k ∼= l et φℓ est induit par un

isomorphisme de k-espaces vectoriels K̃
∼
→ L̃. Or on sait déjà d’après le cor. 7.3 que Φ

préserve de nombreuses droites, à savoir celles provenant des sous-corps k(x) engendrés

par une fonction générale x. Un argument astucieux de géométrie projective axiomatique

(voir [7], §3 ainsi que la prop. 2.10) montre alors que la connaissance de ces droites permet

déjà de reconstituer toutes les droites dans P(K̃) et P(L̃).

Enfin, la multiplicativité de l’application K̃ → L̃ s’en suit par un calcul facile (loc. cit.,

th. 3.7 ou [31], fin du §5).

Remarque 8.6. — Notons enfin que l’argument ci-dessus fournit également la preuve

du th. 1.1 en caractéristique positive. En effet, soit K un corps de type fini sur un corps

fini k. Remarquons que si ℓ est premier à la caractéristique de K, le morphisme naturel

K× → K×(ℓ) est injectif car K×, étant extension d’un groupe libre par un groupe fini,

n’admet pas d’élément ℓ-divisible non trivial. D’autre part, le corps K k̄ obtenu en prenant

le composé de K avec la clôture algébrique du corps premier k dans une clôture séparable

de K satisfait aux hypothèses du th. 1.3. On a obtenu ci-dessus une caractérisation de

l’image du morphisme naturel (Kk̄)× → (Kk̄)×(ℓ). Ce morphisme est équivariant pour

l’action du groupe de Galois Gk de k, que l’on sait caractériser comme quotient de GK

par la prop. 4.6. L’image de K× dans K×(ℓ) s’obtient alors en prenant les points fixes sous

Gk.

9. SURFACES

Dans ce dernier chapitre, nous donnons des indications sur la démonstration du th. 1.3

dans le cas où K|k est une extension de type fini de degré de transcendance 2. Comme

déjà mentionné supra, dans ce cas on ne dispose pas des informations obtenues par la

récurrence du chap. 6, donc il faut modifier la stratégie.
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L’idée de Pop est de considérer d’abord les notions suivantes.

Définition 9.1. — Un élément g ∈ Gℓ
K est dit élément d’inertie s’il est contenu dans le

sous-groupe d’inertie Iw associée à une prolongation w d’une valuation v sur K. L’élément

d’inertie g est divisoriel si v est une valuation divisorielle de K. On note InK l’ensemble

des éléments d’inertie contenus dans Gℓ
K.

Supposons maintenant de plus que k est la clôture algébrique d’un corps fini ; pour des

remarques concernant le cas k = Q̄, voir la fin du chapitre. Le grand avantage de ce cas

est que toute valuation de K est nécessairement triviale sur k.

On a alors les deux résultats suivants.

Proposition 9.2. — L’ensemble InK est fermé dans Gℓ
K.

La démonstration consiste à construire explicitement, pour tout g dans l’adhérence de

Ink, une valuation contenant g dans son sous-groupe d’inertie. Nous omettons les détails ;

voir [32].

En revanche, nous donnons la preuve de la proposition clef suivante :

Proposition 9.3. — L’ensemble InK est l’adhérence exacte du sous-ensemble des élé-

ments d’inertie divisoriels dans Gℓ
K.

Démonstration. — Soit g ∈ InK. Notons Kℓ une pro-ℓ-extension maximale de K sur

laquelle g agit, w la valuation de K ℓ associée à g et Λ ⊂ Kℓ le sous-corps fixé par g.

D’après la théorie de Kummer, il existe un élément β ∈ Λ qui n’est pas une puissance ℓ-

ième et un système compatible (αi) de racines ℓi-ièmes de β tel que K ℓ soit la réunion des

corps Λ(αi). Alors la famille des corps de la forme F (α i), avec F ⊂ Λ extension galoisienne

finie de K contenant β, est cofinale dans la famille des sous-extensions galoisiennes finies

de Kℓ|K, il suffit donc de montrer que la restriction de g à un tel corps est contenue dans

le sous-groupe d’inertie d’une valuation divisorielle.

Soit X un modèle propre régulier de F |k ; un tel modèle existe comme tr.deg(K|k) = 2

d’après Abhyankar. Pour v la restriction de w à F , l’anneau de valuation Av domine un

anneau local OX,P de X ; cet anneau est régulier, donc factoriel. Ainsi, β s’écrit comme

un produit β = uπν1
1 . . . πνr

r , avec une unité u et des éléments premiers πj de OX,P . On

montre alors qu’il existe un 1 ≤ j ≤ r pour lequel ℓ - νj . (En effet, comme Gal (K ℓ|Λ) ∼= Zℓ,

l’anneau de valuation Aw,Λ de la restriction de w à Λ est pro-ℓ-hensélien, donc son groupe

d’unités est ℓ-divisible. Ainsi, si ℓ | νj pour tout j, alors x est une puissance ℓ-ième

dans Aw,Λ ⊂ Λ, contradiction.) Soit vj la valuation divisorielle associée à π j et wj une

extension de vj à F (αi). Alors l’on a νj = vj(β) = wj(β) = ℓiwj(αi), donc ℓ - νj implique

que l’extension F (αi)|F est non ramifiée pour wj, i.e. le sous-groupe d’inertie de wj est

égal à Gal (F (αi)|F ) tout entier.

Soit maintenant vP une valuation divisorielle de K ; elle provient donc d’un point de

codimension 1 sur une k-surface normale de corps de fonctions K. Le corps résiduel κ(P )
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est le corps de fonctions d’une k-courbe propre lisse CP , donc toute valuation vQ sur κ(P )

est la valuation discrète associée à un point fermé Q de la courbe CP . L’image réciproque

de l’anneau de valuation de vQ (i.e. de l’anneau local de Q) dans l’anneau de valuation

AP de vP est un anneau de valuation provenant d’une valuation v de K (de rang 2).

Réciproquement, toute valuation de K dont l’anneau de valuation est contenu dans AP

induit une valuation sur κ(P ).

Lemme 9.4. — Soit vP ′ la valuation divisorielle correspondant à P via Φ. Alors Φ envoie

les éléments d’inertie de Gκ(P ) sur ceux de Gκ(P ′).

Démonstration. — Fixons un groupe de décompositionDP ⊂ Gℓ
K d’un prolongement de

vP ; il s’envoie surjectivement sur Gℓ
κ(P ). On vérifie alors sans peine que tout sous-groupe

d’inertie IQ associé à une prolongation de vQ dans Gℓ
κ(P ) est quotient d’un sous-groupe

d’inertie Iw ⊂ DP associé à une prolongation w de v dans Gℓ
K . Donc on obtient finalement

que Inκ(P ) est l’image exacte de l’ensemble InK ∩ DP . D’après la proposition ci-dessus,

InK ∩DP est l’intersection de DP avec l’adhérence des éléments d’inertie divisoriels. Pour

terminer la preuve, il suffit de noter que d’après le th. 4.4 (et sa preuve), l’isomorphisme

Φ envoie DP sur DP ′ et respecte les sous-groupes d’inertie divisoriels.

Remarques 9.5. —

(1) Les sous-groupes d’inertie de Gℓ
κ(P ) sont tous procycliques. On peut les caractériser

de la façon suivante : ils sont les sous-groupes procycliques maximaux engendrés

par un élément d’inertie. Ainsi, d’après le lemme, ils sont respectés par Φ.

(2) Le lemme implique, comme dans la discussion précédant le cor. 7.3, que les courbes

propres et lisses correspondant à κ(P ) et κ(P ′) ont même genre.

Nous pouvons maintenant donner une esquisse de la démonstration du th. 1.3 pour

tr.deg(K|k) = tr.deg(L|l) = 2 et k, l des clôtures algébriques d’un corps fini ; pour les

détails, voir [33].

Soit X un modèle quasi-projectif lisse de K|k, et soit DX l’ensemble géométrique de

valuations divisorielles provenant de points de codimension 1 de X. Utilisant le th. 5.10

et le lemme de Chow, on voit que quitte à rapetisser X, on peut supposer que Φ envoie

DX à l’ensemble des valuations provenant de points de codimension 1 d’un modèle quasi-

projectif lisse Y de L|l.

Prenons maintenant un système I = (iP ) de générateurs de sous-groupes d’inertie as-

sociés aux points de codimension 1 de X dans Gℓ,ab
K et posons D̂iv (X) := HomZℓ

(FI ,Zℓ),

où FI est le pro-ℓ-groupe abélien libre de base I. Comme dans le cas des courbes discuté au

chap. 7, le groupe D̂iv (X) est bien défini à multiplication par une unité de Z ℓ près, et l’on

dispose d’un morphisme naturel K×(ℓ) ∼= HomZℓ
(Gℓ,ab

K ,Zℓ) → D̂iv (X) (dépendant de I).

Soit maintenantDP ⊂ Gℓ,ab
K le sous-groupe de décomposition d’un point P de codimension

1 sur X. Alors κ(P ) est le corps de fonctions d’une courbe propre lisse CP pour laquelle
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on dispose d’un morphisme analogue κ(P )×(ℓ) ∼= HomZℓ
(Gℓ,ab

κ(P ),Zℓ) → D̂iv (CP ) discuté

au chap. 7. Tout élément dans le noyau du morphisme HomZℓ
(DP ,Zℓ) → HomZℓ

(IP ,Zℓ)

provient d’un élément de κ(P )×(ℓ) ∼= HomZℓ
(Gℓ,ab

κ(P ),Zℓ).

Notons KX l’image de K×(ℓ) dans D̂iv (X) ; on définit KCP
de façon analogue pour tout

P . Ces sous-groupes se projettent surjectivement sur chaque composante de D̂iv (X) (resp.

D̂iv (CP )) engendrée par un élément de la base canonique. Considérons Div (X) ⊗ Z(ℓ)

(resp. Div (CP ) ⊗ Z(ℓ)) comme Z(ℓ)-réseaux dans D̂iv (X) (resp. D̂iv (CP )), et notons

LX (resp. LCP
) leurs intersections avec KX (resp. KCP

). Ces sous-groupes déterminent

Div (X) ⊗ Z(ℓ) et Div (CP ) ⊗ Z(ℓ) comme Z(ℓ)-réseaux par ce qui précède. Alors il n’est

pas difficile à démontrer la caractérisation suivante de Div (X) ⊗ Z (ℓ) : il est l’unique

Z(ℓ)-réseau qui soit compatible, à multiplication par une unité de Z ℓ près, avec les Z(ℓ)-

réseaux résiduels Div (CP )⊗Z(ℓ). L’énoncé précis est le suivant : Div (X)⊗Z(ℓ) est l’unique

Z(ℓ)-réseau, à multiplication par une unité de Zℓ près, tel que pour tout P et tout sous-

Zℓ-module de type fini ∆ de KX dont l’image ∆P dans HomZℓ
(DP ,Zℓ) est contenue dans

KCP
, l’image dans HomZℓ

(DP ,Zℓ) de la partie de LX contenue dans ∆ soit égale à la

partie de LCP
contenue dans ∆P , à multiplication par une unité de Zℓ près.

On peut faire une construction analogue pour le modèle Y de L|l et obtenir, en par-

ticulier, un Z(ℓ)-module LY de la même manière que LX . D’après le th. 4.4 et le lemme

9.4, l’isomorphisme Φ respecte ces constructions, et donc, par la caractérisation ci-dessus,

quitte à multiplier Φ par une unité de Zℓ, on peut supposer qu’il envoie LX sur LY . Le

problème est alors que ces Z(ℓ)-modules sont en général plus grands que K×/k× ⊗ Z(ℓ)

(resp. L×/l×⊗Z(ℓ)). Mais on peut surmonter cette difficulté en exploitant que le quotient

QX := LX/(K
×/k× ⊗ Z(ℓ)) est de torsion. Pour se convaincre de ce dernier fait, on peut

d’abord remplacer X par une compactification lisse (elle existe d’après Abhyankar), car ce

ne fait qu’agrandir le groupe QX . Ensuite, observons que par sa définition même, l’image

de LX dans le groupe (Pic(X)/ℓn) ⊗ Z(ℓ) est triviale pour tout n ; a fortiori, il en est

de même dans (NS(X)/ℓn) ⊗ Z(ℓ), où NS(X) est le groupe de Néron-Severi de X. Mais

NS(X) ⊗ Z(ℓ) est de type fini sur Z(ℓ), donc ne contient pas d’élément ℓ-divisible. Il en

résulte que QX est quotient du groupe Pic 0(X)⊗Z(ℓ) qui est effectivement de torsion, X

étant projective et lisse sur la clôture algébrique d’un corps fini.

De plus, on peut montrer que LX est le plus grand sous-Z(ℓ)-module de KX contenant

K×/k× ⊗Z(ℓ) tel que le quotient soit de torsion. Nous avons bien sûr une caractérisation

analogue de LY . Cette propriété de torsion permet alors de terminer la démonstration

par une légère adaptation des arguments présentés aux chapitres 7 et 8, où l’on remplace

l’utilisation de K×/k× ⊗ Z(ℓ) et L×/l× ⊗ Z(ℓ) par celle de LX et LY . En particulier, la

prop. 7.2 et le lemme 8.1 doivent être adaptés à ce contexte ; nous renvoyons à [33] pour

les détails techniques.

Terminons par un mot sur le cas où k = Q̄. Le point le plus délicat est alors, comme

on l’a déjà mentionné au chap. 4, la distinction entre les valuations divisorielles et les
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valuations discrètes non triviales sur Q̄ ; la théorie des éléments d’inertie joue ici un rôle

crucial. Ensuite, on travaille avec des modèles entiers sur Spec Z̄ des surfaces ayant K

et L pour corps de fonctions, et on établit le résultat par un argument de spécialisation

modulo p, exploitant le cas k = F̄p que l’on vient de voir.
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LA CONJECTURE DE GREEN GÉNÉRIQUE

[d’après C. Voisin]

par Arnaud BEAUVILLE

1. Énoncé de la conjecture

La conjecture de Green est une vaste généralisation de deux résultats classiques

de la théorie des courbes algébriques. Soit C une courbe complexe1 projective et lisse

(connexe), de genre g ≥ 2 . Soit KC le fibré canonique (= fibré cotangent) de C . On

associe à C son anneau canonique

R := ⊕
n≥0

H0(C,Kn

C) .

Notons S l’algèbre symétrique S
•H0(C,KC) ; c’est un anneau de polynômes en

g indéterminées.

THÉORÈME 1 (M. Noether) .− L’homomorphisme naturel S→ R est surjectif, sauf si

C est hyperelliptique.

Supposons désormais que C n’est pas hyperelliptique. À l’homomorphisme S→ R

correspond un plongement de C dans l’espace projectif Pg−1 := P(H0(C,KC)∗) , dit

plongement canonique, qui joue un rôle fondamental dans l’étude de la géométrie de C .

L’étape suivante est d’essayer de comprendre les équations de C dans Pg−1 , c’est-à-

dire les éléments de S qui s’annulent sur l’image de C ; ils forment un idéal gradué IC

de S , qui est le noyau de l’homomorphisme S→ R .

THÉORÈME 2 (Petri) .− L’idéal gradué IC est engendré par ses éléments de degré 2 ,

sauf si C est trigonale
2

ou isomorphe à une courbe plane de degré 5 .

Chacun de ces deux théorèmes décrit la structure du S-module R en termes de

l’existence de certains systèmes linéaires sur la courbe C . Par exemple, le théorème

de Petri se traduit (sauf pour les exceptions mentionnées dans l’énoncé) par une suite

exacte

S(−2)b1 −→ S −→ R→ 0 ,

1
Les théorèmes 1 et 2 ci-dessous sont vrais en toute caractéristique [S-D]. Ce n’est pas le cas de la

conjecture de Green d’après [S1].

2
La courbe C est dite trigonale si elle admet un morphisme C → P1 de degré 3.
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où l’on note comme d’habitude S(−p) le S-module S muni de la graduation décalée

de p crans vers la droite : S(−p)i = Si−p .

Cette présentation est un (petit) bout de la résolution minimale P• du S-module

R , dont on sait depuis Hilbert qu’elle est de la forme

0→ Pg−2 −→ Pg−3 −→ · · · −→ P0 −→ R→ 0 ,

où chaque Pi est une somme directe de modules S(−p) , et où les différentielles sont

données par des matrices à coefficients homogènes de degré ≥ 1 . La résolution minimale

est unique à isomorphisme (non unique) près3 .

La dualité de Serre entrâıne que le complexe HomS(P•, S(−g − 1)) , décalé de

(g − 2) crans vers la gauche, définit encore une résolution minimale de R , donc est

isomorphe à P• . Supposons C non hyperelliptique ; on a alors P0 = S (Th. 1), donc

Pg−2 = S(−g − 1) , et on s’aperçoit qu’il reste très peu de degrés possibles pour les

termes Pi intermédiaires. De manière précise, un argument élémentaire montre qu’il

existe un entier c ≥ 1 tel que P• soit de la forme :

0→ S(−g − 1) −→ S(−g + 1)b1 −→ S(−g + 2)b2 −→ · · · −→ S(−g + c− 1)bc−1 −→

S(−g + c+ 1)b
′

c ⊕ S(−g + c)b
′′

c −→ · · · −→ S(−c− 2)b
′

c ⊕ S(−c− 1)b
′′

c −→

S(−c)bc−1 −→ · · · −→ S(−3)b2 −→ S(−2)b1 −→ S ,

où les entiers bi , b
′
j
, b′′

k
sont strictement positifs.

La structure de la résolution minimale est donc essentiellement4 déterminée par

l’entier c .

L’autre volet des théorèmes 1 et 2 porte sur la présence de systèmes linéaires

spéciaux sur C . Si L est un fibré en droites sur C , de degré d , on note hi(L) la

dimension de Hi(C,L) (i = 0, 1) , et l’on pose Cliff(L) := g + 1− (h0(L) + h1(L)) =

d− 2h0(L) + 2 ; cet invariant vérifie la relation agréable Cliff(L) = Cliff(KC ⊗ L−1) .

On définit alors l’indice de Clifford Cliff(C) de C comme le minimum des entiers

Cliff(L) pour tous les fibrés en droites L sur C avec h0(L) ≥ 2 et 0 ≤ d ≤ g − 1 . Un

théorème classique de Clifford affirme que cet indice est toujours positif, et qu’il est nul

si et seulement si C est hyperelliptique ; de plus les courbes d’indice 1 sont exactement

celles qui apparaissent dans le théorème 2. Les théorèmes 1 et 2 admettent donc la

reformulation suivante :

Cliff(C) ≥ 1 ⇐⇒ c ≥ 1 , Cliff(C) ≥ 2 ⇐⇒ c ≥ 2 ,

3
Dans le langage des faisceaux, il revient au même de considérer une résolution P• du OPg−1 -module

OC , où chaque Pi est une somme directe de faisceaux OPg−1(−p) , et où les différentielles sont

données par des matrices à coefficients homogènes de degré ≥ 1 .

4
Les entiers bi (i ≤ c − 1) ainsi que b′′c sont déterminés par c et g , mais pas b′i ni b′′i pour

i > c : le premier cas où l’on trouve deux valeurs distinctes est g = 7, c = 3 [S1].
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ce qui conduit naturellement à la

CONJECTURE DE GREEN [G] .− c = Cliff(C) .

2. Résultats

Dans l’appendice de [G], Green et Lazarsfeld prouvent l’inégalité c ≤ Cliff(C) ,

à l’aide des propriétés de la cohomologie de Koszul établies par Green dans le même

article (voir § 3). Il s’agit donc de démontrer l’inégalité opposée, c’est-à-dire, vu ce qui

précède, que la composante (Pp)p+1 de degré p+ 1 de Pp , avec p = g − 1−Cliff(C) ,

est nulle.

Cette conjecture remarquable a vite attiré l’attention des géomètres algébristes.

Dans [S1] Schreyer la vérifie pour g ≤ 8 ; il observe aussi qu’elle est fausse en carac-

téristique 2 , déjà pour les courbes générales de genre 7. Le 〈〈 cas suivant 〉〉 de la

conjecture, Cliff(C) ≥ 3 ⇐⇒ c ≥ 3 , a été démontré (indépendamment) par Voisin [V1]

(pour g ≥ 11 ), puis Schreyer [S3] en général. Le cas des courbes planes est traité dans

[Lo]. Divers cas particuliers ou reformulations de la conjecture apparaissent dans [E],

[P-R], [S2], [T]...

Claire Voisin vient de résoudre le cas particulièrement intéressant des courbes

générales de genre g . Elles vérifient Cliff(C) = [ g−1
2

] (voir l’Appendice), de sorte que

l’énoncé prend une forme particulièrement simple (conjecture de Green générique) :

THÉORÈME 3 ([V2], [V3]) .− Posons c = [ g−1
2 ] . Pour une courbe de genre g générale,

la résolution minimale de R est de la forme

0→ S(−g − 1)→ S(−g + 1)b1 → · · · → S(−c− 2)bc → S(−c)bc−1 → · · · → S(−2)b1 → S

si g est impair, et

0→ S(−g − 1)→ S(−g + 1)b1 → · · · → S(−c− 3)bc−1 →

S(−c− 2)bc/2 ⊕ S(−c− 1)bc/2 → S(−c)bc−1 → · · · → S(−2)b1 → S

si g est pair.

En fait la méthode de démonstration donne un résultat plus fort. Pour des entiers

g et p fixés, considérons l’ensemble des courbes de genre g p-gonales, c’est-à-dire

admettant un morphisme de degré p sur P1 . Elles sont paramétrées par un schéma

irréductible, le schéma de Hurwitz. Nous verrons au § 6 qu’une variante de la démons-

tration du théorème 3 dans le cas g pair entrâıne la conjecture de Green pour les

courbes p-gonales assez générales, pour p ≥ g

3
+ 1 . Or il se trouve que M. Teixidor a

obtenu (par une méthode très différente) le résultat correspondant pour p ≤ g

3 + 2 [T].

Ainsi :

THÉORÈME 4 ([V2], [T]) .− Une courbe p-gonale générale vérifie la conjecture de Green.
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Plus précisément, on a c = Cliff(C) = p− 2 pour p ≤ [ g+3
2 ] . L’intérêt de cet

énoncé vient de ce que pour presque toutes5 les courbes C , l’indice de Clifford est

égal à γ − 2 , où γ (la 〈〈 gonalité 〉〉 ) est le plus petit entier tel que C soit γ -gonale.

Signalons que le Th. 3 pour g impair a la conséquence suivante, qui avait été

observée par Hirschowitz et Ramanan avant la démonstration de [V3], et qui apporte

un peu plus d’eau au moulin de la conjecture de Green :

COROLLAIRE [H-R] .− Supposons g = 2k − 1 . Dans l’espace des modules des courbes

de genre g , le lieu des courbes qui n’ont pas la résolution minimale générique cöıncide

avec celui des courbes k-gonales.

3. Cohomologie de Koszul

Considérons plus généralement une variété projective X , munie d’un faisceau

ample L . Notons

V = H0(X,L) S = S
•V R = ⊕

n

H0(X,Ln) ;

on s’intéresse à la résolution graduée libre minimale P• du S-module gradué R .

Considérons C comme un S-module via l’homomorphisme d’augmentation S→ C . Le

S-module gradué TorS
i
(C,R) se calcule en substituant à R la résolution P• ; comme

celle-ci est minimale, le complexe C⊗S P• est à différentielle nulle, et l’on trouve donc

des isomorphismes de S-modules gradués TorS
i
(C,R) ∼−→ C⊗S Pi . Mais on peut aussi

calculer ce module en utilisant une résolution libre graduée de C . Il en existe une bien

connue, le complexe de Koszul

0→ Λ
nV ⊗C S(−n) −→ . . . −→ Λ

2V ⊗C S(−2) −→ V ⊗C S(−1) −→ S

(avec n = dimV ). La différentielle dp : Λ
pV ⊗C S(−p) −→ Λ

p−1V ⊗C S(−p+ 1) ap-

plique (v1 ∧ . . . ∧ vp)⊗ P sur
∑

i

(−1)i+1(v1 ∧ . . . ∧ vi−1 ∧ vi+1 ∧ . . . ∧ vp)⊗ P.vi .

Ainsi la composante de degré p+ q du S-module gradué TorS
p
(C,R) s’identifie à

l’espace d’homologie Kp,q(X,L) du complexe

Λ
p+1V ⊗Rq−1

dp+1

−−−−→ Λ
pV ⊗ Rq

dp

−−−−→ Λ
p−1V ⊗ Rq+1 .

Les espaces Kp,q(X,L) ( 〈〈 cohomologie de Koszul 〉〉 ) possèdent un grand nombre

de propriétés intéressantes, étudiées notamment dans [G]. L’une d’elles sera fondamen-

tale pour ce qui suit : supposons pour simplifier L très ample, de sorte que X est plongée

dans un espace projectif de façon que L = OX(1) . Soit Y une section hyperplane6

de X , définie par une équation ℓ = 0 (avec ℓ ∈ H0(X,L) ). Considérons les anneaux

5
Au moins conjecturalement – voir l’Appendice pour une formulation précise.

6
Cela signifiera ici qu’aucune composante de X n’est contenue dans l’hyperplan ℓ = 0 .
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SY = S
•H0(Y,L|Y) et RY = ⊕

n

H0(Y,Ln
|Y) . Faisons en outre l’hypothèse H1(X,Li) = 0

pour tout i ≥ 0 ; elle garantit que SY s’identifie à S/(ℓ) et RY à R/(ℓ) . Si P• est

une résolution minimale du S-module R , alors P•/ℓP• est une résolution minimale du

SY -module RY . On en déduit un isomorphisme canonique Kp,q(X,L) ∼−→ Kp,q(Y,L|Y)

( 〈〈 théorème de Lefschetz 〉〉 ).

Revenons à notre courbe C . D’après le début du § 2, la conjecture de Green

se traduit par l’annulation de Kp,1(C,KC) pour p = g − 1−Cliff(C) , ou encore par

l’exactitude de la suite

Λ
p+1H0(C,KC)

dp+1

−−−−→ Λ
pH0(C,KC)⊗ H0(C,KC)

dp

−−−−→ Λ
p−1H0(C,KC)⊗H0(C,K2

C) .

Pour une courbe C générale de genre g , l’indice de Clifford vaut [ g−1
2

] , et il s’agit

donc de prouver l’annulation de Kk,1(C,KC) avec k = [ g2 ] . Il suffit de l’obtenir pour

une courbe de genre g ; C. Voisin utilise des courbes situées sur des surfaces très

particulières, les surfaces K3.

Rappelons que les surfaces K3 sont, par définition, les surfaces (lisses, compactes)

simplement connexes à fibré canonique trivial. Celles qui nous intéressent ici sont les

surfaces K3 X polarisées de genre g , c’est-à-dire munies d’un fibré en droites très ample

L de carré 2g − 2 ; on supposera de plus que la classe de L dans le groupe de Picard

Pic(X) n’est divisible par aucun entier ≥ 2 . Les sections globales de L définissent un

plongement de X dans Pg , dans lequel les sections hyperplanes lisses de X sont des

courbes de genre g , plongées dans Pg−1 par le plongement canonique. Pour chaque

entier g ≥ 3 , les surfaces K3 polarisées de genre g forment une famille irréductible ;

une surface assez générale7 dans cette famille vérifie Pic(X) = Z[L] .

Les sections hyperplanes d’une telle surface X ne sont pas génériques pour g ≥ 12 ,

mais elles tendent à se comporter comme la courbe générique, en particulier du point

de vue de la théorie de Brill-Noether [L] : par exemple leur indice de Clifford est l’indice

générique [ g−1
2 ] . Il est donc tout à fait naturel d’essayer de prouver l’annulation de

Kk,1(C,KC) , avec k = [ g2 ] , pour ces courbes. D’après le 〈〈 théorème de Lefschetz 〉〉

pour la cohomologie de Koszul, elle est équivalente à l’annulation de Kk,1(X,L) . La

courbe C va désormais disparâıtre au profit de la surface K3 X .

4. Le cas de genre pair : stratégie de la preuve

La première idée force de la démonstration est l’interprétation de Kp,1(X,L) en

termes du schéma de Hilbert de X . Si X est une variété projective et d un entier,

le schéma de Hilbert Xd (noté plutôt d’habitude X[d] ou Hilbd(X) ) paramètre les

sous-schémas finis de longueur d de X . Rappelons qu’un tel sous-schéma Z consiste

7
C’est-à-dire située en dehors d’une réunion dénombrable d’hypersurfaces dans l’espace des paramètres.
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en la donnée de points x1, . . . , xm de X et en chacun de ces points d’un idéal Ixi
de

l’anneau local Oxi
, de façon que

∑

i
dimC(Oxi

/Ixi
) = d . En associant à Z l’ensemble

{x1, . . . , xm} , chaque xi étant compté avec sa multiplicité dim(Oxi
/Ixi

) , on obtient

un morphisme birationnel ε de Xd sur la puissance symétrique d-ième S
dX . Lorsque

X est une surface, Xd est lisse et irréductible, de sorte que ε fournit une résolution

des singularités de S
dX . Nous nous bornerons à ce cas dans la suite8 .

Soit Id la sous-variété de X× Xd formée des couples (x,Z) tels que x soit un

point de Z . C’est une variété normale, munie de projections :

Id
p

����
�

�

�

�

�

q

!!D

D

D

D

D

D

D

D

X Xd ;

la fibre de q en un point Z de Xd s’identifie au sous-schéma Z de X .

On associe à tout fibré en droites L sur X le fibré vectoriel EL := q∗(p
∗L) sur

Xd , de rang d ; sa fibre en un point Z de Xd s’identifie à H0(Z,L|Z) . On pose

Ld := det EL . Une analyse précise du fibré en droites q∗Ld conduit alors au résultat

suivant :

PROPOSITION 1 .− L’espace Kd−1,1(X,L) s’identifie au conoyau de l’homomorphisme

q∗ : H0(Xd,Ld)→ H0(Id, q
∗Ld) .

La démonstration sera esquissée au § 5. Comme expliqué au § 3, le théorème 3

pour g pair résultera de :

PROPOSITION 2 .− Soit X une surface K3 dont le groupe de Picard est engendré par un

fibré ample L , avec L2 = 2g − 2 et g = 2d− 2 . L’homomorphisme q∗ : H0(Xd,Ld)→

H0(Id, q
∗Ld) est surjectif.

Comme le morphisme q est fini et plat, on dispose d’un homomorphisme dans

l’autre sens q∗ : H0(Id, q
∗Ld)→ H0(Xd,Ld) , qui vérifie q∗ ◦q∗ = d . La surjectivité de

q∗ est donc équivalente à l’injectivité de q∗ .

Le cœur de la démonstration consiste alors à construire une variété Z , munie d’un

morphisme j : Z→ Xd , telle que le carré cartésien

Z̃
j̃

−−−−→ Id

q
Z




y




y
q

Z
j

−−−−→ Xd

8
La Prop. 1 ci-dessous s’étend en toute dimension à condition de se limiter aux sous-schémas finis

curvilignes, c’est-à-dire contenus dans une courbe lisse.
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possède les deux propriétés suivantes :

(i) l’homomorphisme j̃∗ : H0(Id, q
∗Ld)→ H0(Z̃, j̃∗q∗Ld) est injectif ;

(ii) l’homomorphisme (qZ)∗ : H0(Z̃, q∗Z(j∗Ld))→ H0(Z, j∗Ld) est injectif.

Au vu du diagramme commutatif

H0(Z̃, j̃∗q∗Ld)
j̃
∗

←−−−− H0(Id, q
∗Ld)

(q
Z
)∗




y




y
q∗

H0(Z, j∗Ld)
j
∗

←−−−− H0(Xd,Ld)

on en déduit aussitôt l’injectivité de q∗ , et donc la Proposition 2.

La construction de Z repose sur l’existence d’un fibré vectoriel E de rang 2

remarquable sur X , introduit par Lazarsfeld dans [L]. C’est l’unique fibré de rang 2

stable sur X de déterminant L et seconde classe de Chern c2(E) = d ; il vérifie

dim H0(X,E) = d+ 1 . En associant à une section s de E son schéma des zéros Z(s) ,

on définit un morphisme P(H0(X,E))→ Xd (qui est d’ailleurs un plongement). Notons

W l’image réciproque de P(H0(X,E)) dans Id . Elle est formée des couples (s, x) dans

P(H0(X,E))× X tels que s(x) = 0 . Pour (s, x) dans un ouvert convenable Wo de

W , le schéma résiduel Z(s) x est bien défini. Considérons l’application rationnelle

j0 : X×Wo
99K Xd qui associe à (y, (s, x)) le schéma (Z(s) x) ∪ y . En éclatant dans

X×W le lieu des (y, (s, x)) tels que y ∈ Z(s) x et en restreignant à un gros ouvert,

on obtient le morphisme j : Z→ Xd cherché.

Le cœur de la démonstration consiste alors à vérifier les propriétés (i) et (ii)

ci-dessus. Cette vérification prend 30 pages très denses de l’article [V2], qu’il n’est

pas question de reproduire ici. J’essaierai d’en indiquer quelques étapes au paragraphe

suivant.

5. Le cas de genre pair : quelques détails

a) Démonstration de la Proposition 1

Suivant [V2], nous dirons qu’un ouvert Vo d’une variété normale V est gros si le

fermé complémentaire est de codimension ≥ 2 . Si L est un fibré sur V , l’application

de restriction H0(V,L)→ H0(Vo,L) est alors un isomorphisme.

La première étape est le calcul de H0(Xd,Ld) . Les homomorphismes de restriction

H0(X,L)→ H0(Z,L|Z) , pour Z ∈ Xd , définissent une flèche H0(X,L)⊗C OXd
→ EL ,

d’où en passant aux Λ
d un homomorphisme Λ

dH0(X,L)→ H0(Xd,Ld) , qui est en fait

un isomorphisme : on le voit en remplaçant Xd par le gros ouvert des sous-schémas

ayant au plus un point double, et en écrivant ce dernier comme quotient d’un gros ouvert

de Xd éclaté le long des diagonales xi = xj .
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On va désormais remplacer Xd par le gros ouvert des sous-schémas curvilignes,

c’est-à-dire contenus dans une courbe lisse – et Id par l’ouvert des couples (x,Z) où Z

est curviligne. Pour un tel couple le schéma résiduel Z x est bien défini ; on dispose

donc d’un morphisme

τ : Id → X× Xd−1 défini par τ(x,Z) = (x,Z x) .

C’est un isomorphisme sur l’ouvert U de Id formé des couples (x,Z) pour lesquels x

est un point simple de Z ; il contracte le diviseur D := Id U sur la variété d’incidence

Id−1 ⊂ X× Xd−1 .

On déduit facilement de la définition de Ld un isomorphisme

(∗) q∗Ld ∼= τ∗(L ⊠ Ld−1)(−D) ,

d’où une suite exacte :

0→ H0(Id, q
∗Ld)→ H0(X× Xd−1,L ⊠ Ld−1)→ H0(Id−1, (L ⊠ Ld−1) | Id−1

) .

Notons τ ′ : Id−1 → X× Xd−2 l’application correspondant à τ , et D′ le diviseur

de Id−1 contracté par τ ′ . Appliquant de nouveau (∗) on trouve un isomorphisme

(L ⊠ Ld−1)|Id−1

∼= τ ′∗(L2
⊠ Ld−2)(−D′) , d’où une injection de H0(Id−1, (L ⊠ Ld−1)|Id−1

)

dans H0(X,L2)⊗ H0(Xd−2,Ld−2) . On a finalement une suite exacte :

0→ H0(Id, q
∗Ld)→ H0(X,L)⊗ H0(Xd−1,Ld−1)

β

−→ H0(X,L2)⊗H0(Xd−2,Ld−2) ,

de sorte que le conoyau de q∗ : H0(Xd,Ld)→ H0(Id, q
∗Ld) s’identifie à l’homologie d’un

complexe

H0(Xd,Ld)
α
−→ H0(X,L)⊗H0(Xd−1,Ld−1)

β
−→ H0(X,L2)⊗ H0(Xd−2,Ld−2) ;

on vérifie que ce complexe s’identifie via les isomorphismes Λ
pH0(X,L) ∼−→ H0(Xp,Lp)

au complexe de Koszul

Λ
dH0(X,L)

dd−−−→ H0(X,L)⊗ Λ
d−1H0(X,L)

dd−1

−−−→ H0(X,L2)⊗ Λ
d−2H0(X,L) ,

d’où la Proposition 1.

b) Démonstration de la Proposition 2 : propriété (i)

Dans la suite de ce paragraphe il est commode de poser k = d− 1 (de sorte qu’on

a g = 2k ). Notons P le gros ouvert de P(H0(X,E)) formé des sections dont le schéma

des zéros est curviligne. Reprenons le carré cartésien

W −−−−→ Ik+1

π




y




y

P −−−−→ Xk+1 ;
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soit ψ : W→ Xk le morphisme (σ, x) 7→ Z(σ) x . En explicitant la définition de Z on

se ramène facilement à prouver l’injectivité de l’application

ψ∗ : H0(Xk,Lk)→ H0(W, ψ∗Lk) .

Le point clé pour cela est la construction, à partir d’une étude fine du fibré de

Lazarsfeld E , d’un isomorphisme canonique Λ
kH0(X,L) ∼−→ S

kH0(X,E)∗ . D’autre part

on montre que le fibré ψ∗Lk est isomorphe à π∗OP(k) , d’où un homomorphisme injectif

S
kH0(X,E)∗ −֒→ H0(W, ψ∗Lk) . On conclut en vérifiant que le diagramme

Λ
kH0(X,L) −−−−→ S

kH0(X,E)∗




y




y

H0(Xk,Lk)
ψ

∗

−−−−→ H0(W, ψ∗Lk)

est commutatif à un scalaire près.

c) Démonstration de la propriété (ii)

Notons W̃ le produit fibré W×Xk+1
Ik+1 , de sorte qu’on a un carré cartésien

W̃ −−−−→ Ik

q
W




y




y
q

W
ψ

−−−−→ Xk .

Après quelques péripéties, on se ramène à prouver la surjectivité de l’homomorphisme

q∗W : H0(W, ψ∗Lk)→ H0(W̃, q∗Wψ
∗Lk) . Rappelons qu’on a ψ∗Lk ∼= π∗OP(k) . Notons r

l’application composée W̃→W→ P . En fait Voisin prouve un résultat plus fort, à

savoir :

• L’homomorphisme r∗ : H0(P,OP(k))→ H0(W̃, r∗OP(k))) est surjectif.

La démonstration de ce résultat occupe 16 pages de [V2] et je ne peux faire

mieux qu’y renvoyer le lecteur. Disons simplement qu’on réalise W̃ comme un sous-

schéma de B∆(S× S)× P , où B∆(S× S) est obtenu en éclatant S× S le long de la

diagonale. La surjectivité cherchée est équivalente à l’annulation d’un H1 convenable

sur B∆(S× S)× P . Des calculs de cohomologie délicats sur cette variété ramènent cette

annulation à des énoncés sur les sections globales du fibré de Lazarsfeld.

6. La conjecture de Green pour les courbes p-gonales générales

Soit toujours X notre surface K3, munie d’un fibré en droites L vérifiant

L2 = 2g − 2 , g = 2d− 2 et Pic(X) = Z [L] . Comme promis, nous allons voir que
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l’annulation de Kd−1,1(X,L) entrâıne le Théorème 4. Choisissons des points généraux

x1, . . . , xδ de X , avec δ ≤ (d− 1)/2 . Comme dim H0(X,E) = d+ 1 , il existe deux

sections linéairement indépendantes s, t de E s’annulant en ces points. Pour un choix

générique des xi et de s, t , la courbe C où s’annule la section s ∧ t de Λ
2E = L

est lisse sauf en x1, . . . , xδ , où elle a des points doubles ordinaires. Soit n : N→ C sa

normalisation.

PROPOSITION 3 .− La courbe N est (d− δ)-gonale, et vérifie c = Cliff(N) = d− δ − 2 .

La courbe N est de genre γ = 2d− 2− δ ; les inégalités 0 ≤ δ ≤ (d− 1)/2 se

traduisent par γ

3 + 1 ≤ d− δ ≤ γ

2 + 1 . Cela donne la conjecture de Green pour les

courbes p-gonales générales de genre γ , avec γ

3 + 1 ≤ p ≤ γ

2 + 1 , et donc, compte

tenu de [T], le théorème 4.

Démonstration de la Proposition 3 : Les sections s, t engendrent un sous-faisceau

de rang 1 de n∗(E|C) ; la partie mobile du système linéaire correspondant est un

pinceau de degré d− δ (le nombre de zéros de s ou t en dehors des xi ). La courbe

N est donc (d− δ)-gonale, et il suffit de prouver qu’on a Kp,1(N,KN) = 0 pour

p = γ − 1− (d− δ − 2) = d− 1 . Or l’annulation de Kd−1,1(X,L) (Prop. 1 et 2) garan-

tit celle de Kd−1,1(C,KC) = 0 ; il s’agit de comparer Kd−1,1(C,KC) et Kd−1,1(N,KN) .

L’application trace n∗KN → KC fournit des injections naturelles H0(N,KN) −֒→ H0(C,KC)

et H0(N,K2
N) −֒→ H0(C,K2

C) , d’où un diagramme commutatif

Λ
dH0(N,KN)

d
N

//

j
′

��

Λ
d−1H0(N,KN)⊗ H0(N,KN) //

j

��

r
N

yy
Λ
d−2H0(N,KN)⊗ H0(N,K2

N)

j
′′

��
Λ
dH0(C,KC)

dC

// Λ
d−1H0(C,KC)⊗ H0(C,KC) //

r
C

yy
Λ
d−2H0(C,KC)⊗H0(C,K2

C)

Les différentielles dN et dC admettent des rétractions canoniques rN et rC , définies

par r•(τ ⊗ ω) = 1
d
ω ∧ τ , qui commutent aux flèches verticales ; cela entrâıne que

l’homomorphisme Kd−1,1(N,KN)→ Kd−1,1(C,KC) induit par j est injectif. En effet,

si un élément v de Λ
d−1H0(N,KN)⊗H0(N,KN) est tel que j(v) est un bord, on a

j(v) = dCrCj(v) = dCj
′rN(v) = jdNrN(v) ,

d’où, puisque j est injectif, v = dNrN(v) . Ainsi Kd−1,1(C,KC) est nul, d’où la

proposition 3.

7. Le cas de genre impair

Ce qui précède repose de manière essentielle sur les propriétés du fibré de

Lazarsfeld, qui n’existe qu’en genre pair. Pour traiter le cas g impair, C. Voisin considère
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une surface K3 X dont le groupe de Picard est engendré par un fibré en droites

très ample L , de carré 2g − 2 , et la classe d’une courbe rationnelle lisse ∆ telle

que deg(L|∆) = 2 . Posons L′ = L(∆) . On a L′2 = 2g , deg(L′
|∆) = 0 ; le morphisme

X→ Pg+1 associé à L′ est un plongement en dehors de ∆ et contracte ∆ sur un

point.

Posons g = 2k + 1 . La première étape de la démonstration est de vérifier que la

Proposition 2 s’étend à (X,L′) , donnant Kk+1,1(X,L
′) = 0 . La démonstration de la

propriété (i) s’adapte immédiatement, celle de (ii) demande nettement plus de travail.

Il s’agit maintenant d’en déduire l’annulation de Kk,1(X,L) . Il est commode pour

cela d’utiliser la dualité de Serre, qui fournit une dualité canonique entre Kp,1(X,L)

et Kg−2−p,2(X,L) . Ainsi Kk−1,2(X,L
′) est nul, et on veut en déduire l’annulation de

l’espace Kk−1,2(X,L) . Rappelons que celui-ci est l’homologie du complexe9

Λ
kH0(L)⊗ H0(L)

dL−−−−→ Λ
k−1H0(L)⊗ H0(L2)

dL−−−−→ Λ
k−2H0(L)⊗ H0(L3) .

Au couple (X,L′) est associé comme plus haut le fibré de Lazarsfeld E , de

déterminant L′ ; la preuve repose sur la construction d’un homomorphisme

ϕ : S
kH0(E)→ Λ

k−1H0(L)⊗ H0(L(−∆))

qui s’inspire d’une construction analogue utilisée par Green et Lazarsfeld pour prouver

l’inégalité c ≤ Cliff(C) ([G], Appendice). Étant donné deux sections globales v, w de

E , on notera v Λw leur produit extérieur dans H0(Λ2E) = H0(L′) . On choisit une base

(w1, . . . , wk+1) de H0(E(−∆)) , et on pose10 , pour v ∈ H0(E) ,

ϕ(vk) =
∑

i<j

(−1)i+j (v Λw1) ∧ . . . ∧ (̂v Λwi) ∧ . . . ∧ ̂(v Λwj) ∧ . . . ∧ (v Λwk+1) ⊗ (wi Λwj) ;

la condition wi ∈ H0(E(−∆)) entrâıne bien v Λwi ∈ H0(L) et wi Λwj ∈ H0(L(−∆)) .

Choisissons d’autre part une section σ de H0(L′) dont la restriction à ∆ n’est

pas nulle ; elle fournit un scindage de la suite exacte

0→ H0(L)→ H0(L′)→ H0(L′
|∆) ∼= C→ 0 ,

d’où une décomposition H0(L′) = H0(L)⊕ C σ . Considérons le diagramme commutatif

Λ
k−1H0(L)⊗H0(L(−∆))

δ
−−−−→ Λ

k−2H0(L)⊗H0(L2(−∆))

1⊗σ




y




y

1⊗σ

Λ
k−1H0(L)⊗ H0(L2)

dL−−−−→ Λ
k−2H0(L)⊗ H0(L3) .

9
Dans ce paragraphe, pour tout faisceau F sur X on note simplement H0(F) l’espace H0(X, F) .

10
Le chapeau sur un terme signifie comme d’habitude qu’on l’omet.
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L’annulation de Kk−1,2(X,L) va résulter des quatre points suivants :

(i) L’homomorphisme composé δ ◦ϕ est nul.

(ii) L’homomorphisme induit ϕ : S
kH0(E)→ Ker δ est surjectif.

(iii) Kk−1,2(X,L) est engendré par les classes d’éléments (1⊗ σ) · α pour α ∈ Ker δ .

(iv) Pour t ∈ S
kH0(E) , la classe de (1⊗ σ) · ϕ(t) dans Kk−1,2(X,L) est nulle.

Les assertions (i) et (iv) résultent d’un calcul sans mystères, basé sur l’identité

(v1 Λv2) · (v3 Λv4)− (v1 Λv3) · (v2 Λv4) + (v1 Λv4) · (v2 Λv3) = 0 dans H0(L′2)

quels que soient v1, . . . , v4 dans H0(E) .

Prouvons (iii). Soit β ∈ Ker dL . Puisque Kk−1,2(X,L
′) = 0 , il existe un élément

γ de Λ
kH0(L′)⊗ H0(L′) tel que β = dL′γ . La décomposition H0(L′) = H0(L)⊕C σ

permet d’écrire γ = γ1 + σ ∧ γ2 + γ3 ⊗ σ + (σ ∧ γ4)⊗ σ , avec

γ1 ∈ Λ
kH0(L)⊗ H0(L) , γ2 ∈ Λ

k−1H0(L)⊗ H0(L) , γ3 ∈ Λ
kH0(L) , γ4 ∈ Λ

k−1H0(L) .

L’élément γ4 s’identifie à l’image de dL′γ dans Λ
k−1H0(L′)⊗ H0(L′2

|∆) ; comme

dL′γ = β appartient à Λ
k−1H0(L)⊗ H0(L2) , on en déduit γ4 = 0 . Comme on peut

modifier β par un bord on peut supposer γ1 = 0 . Enfin on a

γ3 ⊗ σ = dL′(σ ∧ γ3) + σ ∧ dL′γ3 ,

de sorte qu’en modifiant γ par un bord on peut supposer γ3 = 0 .

On a alors γ = σ ∧ γ2 , et par suite β = dL′γ = γ2 · (1⊗ σ)− σ ∧ dLγ2 . En uti-

lisant de nouveau la décomposition H0(L′) = H0(L)⊕ C σ , le fait que β appartient

à Λ
k−1H0(L)⊗H0(L2) implique d’une part que dLγ2 est nul, d’autre part que γ2

appartient au sous-espace Λ
k−1H0(L)⊗ H0(L(−∆)) . Par suite γ2 appartient à Ker δ ,

et Kk−1,2(X,L) est engendré par les classes des éléments γ2 · (1⊗ σ) avec γ2 ∈ Ker δ .

Le gros du travail est la démonstration de (ii), pour laquelle je ne peux que renvoyer

à [V3], p. 12-26. Disons simplement qu’on se ramène à un énoncé sur la cohomologie

d’un éclatement convenable de P(H0(E))× X , énoncé dont la démonstration demande

une ingéniosité technique considérable.

Appendice : l’indice de Clifford

Nous utiliserons dans cet appendice une abréviation très classique : un système

linéaire11 |D| sur C de degré d et de dimension projective r est appelé un gr
d

. L’indice

de Clifford Cliff(C) est alors le minimum des entiers d− 2r sur l’ensemble des gr
d

avec

d ≤ g − 1 et r ≥ 1 . D’après le théorème de Clifford, on a Cliff(C) ≥ 0 , et Cliff(C) = 0

11
Étant donné un diviseur D , le système linéaire |D| est l’ensemble des diviseurs effectifs linéairement

équivalents à D ; il s’identifie à l’espace projectif P(H0(C,OC(D)) .
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si et seulement si C est hyperelliptique. Cet invariant a été introduit par Martens dans

[M], où il montre entre autres que les courbes d’indice 1 sont exactement celles qui

apparaissent dans le théorème 2.

Considérons les courbes de genre g fixé. Les courbes d-gonales, c’est-à-dire

admettant un g1
d

, ont un indice de Clifford ≤ d− 2 ; lorsqu’elles sont assez générales,

leur indice de Clifford est exactement d− 2 [Ba]. Il s’ensuit que l’indice de Clifford est

[ g−1
2 ] pour une courbe générale, et prend toutes les valeurs entre 0 et [ g−1

2 ] .

Les courbes dont l’indice de Clifford est fourni par un gr
d

avec r > 1 (et pas par

un système linéaire de dimension plus petite) sont beaucoup plus rares. Pour r = 2 ,

ce sont les courbes planes lisses de degré d , qui sont de genre 1
2(d− 1)(d− 2) . Pour

3 ≤ r ≤ 9 , les auteurs de [ELMS] prouvent que cela impose g = 4r − 2 , avec un indice

de Clifford 2r − 3 donné par un fibré en droites L tel que L2 ∼= KC ; ils conjecturent

bien naturellement le même énoncé pour tout r (et construisent, pour tout r , une

courbe ayant les propriétés indiquées). Si cette conjecture est correcte, et si C est une

courbe de genre g et d’indice de Clifford c , alors :

a) C est (c+ 2)-gonale, ou

b) g = 1
2 (c+ 2)(c+ 3) , C est une courbe plane lisse de degré c+ 4 , ou

c) c est impair ≥ 3 , g = 2c+ 4 , et C admet un fibré en droites L tel que L2 ∼= KC

et Cliff(L) = c .

Pour g fixé, il y a donc (moyennant la conjecture) au plus deux valeurs de c pour

lesquelles il existe des courbes d’indice c qui ne soient pas (c+ 2)-gonales.

Je remercie Olivier Debarre et Claire Voisin pour leurs commentaires pertinents

sur une première version de ce texte.
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SLE ET INVARIANCE CONFORME

[d’après Lawler, Schramm et Werner]

par Jean BERTOIN

1. INTRODUCTION

La physique statistique s’intéresse à des systèmes macroscopiques définis à l’échelle

microscopique sur un réseau par un grand nombre de données aléatoires, éventuellement

corrélées. Le modèle microscopique est souvent facile à définir ; on s’attend à ce que le

changement d’échelle du microscopique au macroscopique induise une limite en loi vers

un modèle continu qui garde la trace des propriétés spécifiques du modèle discret.

Un exemple fondamental est la marche aléatoire simple symétrique sur Zd : on considère

une trajectoire aléatoire S : N → Zd, disons issue de S0 = 0, telle que les accroissements

ξn = Sn − Sn−1 soient des variables indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.),

avec P(ξn = x) = 1
2d

, où x désigne l’un des 2d plus proches voisins de 0 sur Zd. Si l’on

effectue le changement d’échelle

W
(N)
t =

√

d/NS[Nt], t ≥ 0

alors le Théorème Central Limite implique que pour tous 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk, le k-

uplet (W
(N)
t1 , . . . , W

(N)
tk

) converge en loi vers (W
(∞)
t1 , . . . , W

(∞)
tk

), où (W
(∞)
t , t ≥ 0) est

un processus dont les accroissements sont indépendants et tels que pour 0 ≤ s ≤ t,

W
(∞)
t −W

(∞)
s suive la loi de Gauss de moyenne nulle et de matrice de covariance (t−s)Id.

Par ailleurs, le fait que la marche aléatoire simple ne saute que sur ses plus proches

voisins suggère que sa limite macroscopique devrait avoir des trajectoires continues, et

il est naturel de chercher à construire directement une mesure de probabilité W sur

C([0,∞[, R
d), dont les marginales fini-dimensionnelles sont celles de W (∞). C’est ce qu’a

accompli Norbert Wiener, la mesure W s’appelle la mesure de Wiener, et le processus

correspondant est le mouvement brownien.

Pour de nombreux modèles discrets de la physique statistique en dimension 2, et pour

la valeur critique du paramètre à laquelle se produit la transition de phase, les physiciens

prédisent non seulement l’existence d’une limite continue, mais également que cette limite
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vérifie une propriété d’invariance conforme. Pour reprendre l’exemple du mouvement

brownien dans C ∼ R2, donnons-nous deux domaines simplement connexes D, D′ 6= C

contenant l’origine et f : D → D′ une application conforme qui met D et D′ en bijection.

Notons WD (respectivement WD′) la loi sur l’espace des courbes continues à valeurs dans

D (respectivement D′) induite par la trajectoire brownienne arrêtée la première fois où

elle quitte D (respectivement D′). Alors l’image de WD par l’application qui transforme

une courbe dans D en une courbe dans D′ par l’application conforme f , est WD′. Cette

propriété importante du mouvement brownien complexe a été observée par Paul Lévy ;

il est intéressant de noter qu’elle est vérifiée pour la limite continue, mais pas pour le

modèle discret, c’est-à-dire la marche aléatoire symétrique simple.

Penchons-nous maintenant sur un modèle voisin, celui de la marche aléatoire auto-

évitante. Plus précisément, on se donne toujours un domaine simplement connexe D 6= C,

on considère la marche aléatoire simple symétrique sur le réseau N−1Z2 que l’on arrête

lorsqu’elle quitte D. La probabilité que cette marche ne visite jamais deux fois ou plus le

même site est strictement positive. On peut donc la conditionner par cet événement et

on obtient ainsi une marche auto-évitante dans D. D’après ce qui précède, on s’attend

d’une part à l’existence d’une limite continue donnée par une mesure de probabilité sur

les trajectoires auto-évitantes à valeurs dans D, et d’autre part à ce que cette limite

continue vérifie la propriété d’invariance conforme. Pour l’instant, ceci est toujours un

problème ouvert. On peut également chercher à construire directement un modèle continu

qui satisfasse aux propriétés fondamentales qu’on attend. Une approche naïve consisterait

à tenter de conditionner une trajectoire brownienne dans D à ne jamais se recouper, mais

ce conditionnement ne peut être réalisé rigoureusement1 car il est bien connu que presque

sûrement, le mouvement brownien plan visite à nouveau des points par lesquels il est déjà

passé, et ce pour des intervalles de temps arbitrairement petits.

Depuis quelques années, des avancées spectaculaires ont été réalisées dans ce domaine

par Schramm, Lawler, Werner et Smirnov. Elles reposent de façon essentielle sur une

famille à un paramètre de mesures de probabilités sur les courbes du plan complexe véri-

fiant une propriété d’invariance conforme, qui ont été construites par Oded Schramm.

Il a été établi rigoureusement que certains modèles discrets en physique statistique ad-

mettent effectivement une limite continue qui peut être décrite par ces mesures (pour

des valeurs adéquates du paramètre), et des conjectures très précises prédisent que c’est

encore le cas pour d’autres modèles importants. En outre, ces mesures permettent de

calculer rigoureusement des valeurs des exposants critiques pour le mouvement brownien

plan ou la percolation (cf. [8, 9, 17]), et de vérifier ainsi les prédictions des physiciens

(voir notamment [5] et [6]). Schramm a construit ces objets en introduisant l’aléa dans

une méthode due à Loewner, qui, de façon informelle, permet de coder certaines familles

1Symanzik [18] a cherché à rendre rigoureux ce conditionnement, mais son programme conduit à une

loi absolument continue par rapport à la mesure de Wiener, et donc pour laquelle les trajectoires ont

toujours des points multiples.
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croissantes de compacts du demi-plan à l’aide de courbes réelles. Il les a nommés Stochas-

tic Loewner Evolution (SLE) ; il est désormais plus juste d’utiliser ces mêmes initiales

pour Schramm-Loewner Evolution.

L’objet de cet exposé est de proposer une présentation succincte et non technique de ce

thème, l’un des plus importants actuellement en théorie des probabilités. Nous renvoyons

au papier de Lawler [7] pour une introduction plus détaillée à SLE, et aux excellentes notes

de cours de Werner [19] et aux travaux qui y sont cités pour une présentation complète.

2. L’ÉQUATION DE LOEWNER ET SA VERSION STOCHASTIQUE

2.1. L’équation de Loewner

Notons H := {z ∈ C : Imz > 0} le demi-plan supérieur. Soit K ⊆ H un compact tel

que H := H\K soit simplemement connexe ; on dira qu’un tel K est une cosse (hull en

anglais). Le théorème de Riemann assure l’existence d’applications conformes gK : H → H

avec gK(∞) = ∞. Le principe de réflection de Schwarz permet d’étendre analytiquement

gK à {z ∈ C : z 6∈ K and z̄ 6∈ K}. Le développement analytique de gK au voisinage de

∞ (ce qui revient à développer z → 1/gK(1/z) au voisinage de z = 0) s’écrit alors sous la

forme

gK(z) = bz + a0 + a1z
−1 + a2z

−2 + · · ·

avec b > 0 et aj ∈ R. Il y a une famille à 2 paramètres de telles applications conformes

gK (observer que pour tous c > 0 et d ∈ R, l’application z → gK(cz) + d vérifie les mêmes

propriétés), et on convient de choisir la normalisation, parfois dite hydrodynamique, pour

laquelle b = 1 et a0 = 0. Autrement dit, on a

gK(z) = z + a1/z + O(z−2) , z → ∞ .

Le coefficient a1 := a(K) s’appelle la capacité de K, il a une interprétation probabiliste

simple : considérons un mouvement brownien complexe W issu de iy, et notons τ le

premier temps d’atteinte de K ∪ R. Alors il est facile de voir que

a(K) = lim
y→∞

yE
iy(Im(Wτ )) .

L’observation élémentaire suivante va jouer un rôle important dans la suite : si J ⊆ K

sont deux cosses, correspondant aux applications conformes normalisées gJ et gK , et si on

note L = gJ(K\J), alors il est facile de vérifier la formule dite de subordination

(1) gK = gL ◦ gJ .

En particulier, on en déduit l’identité entre capacités

a(K) = a(J) + a(L) .

De façon informelle, ceci montre que la croissance des compacts de H est très naturellement

liée à la composition des applications conformes.
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Loewner s’est intéressé à la situation suivante. On se donne une courbe continue simple

γ : [0,∞[→ H issue de γ(0) = 0, avec γ(t) ∈ H pour t > 0, et on prend Kt := γ[0, t],

de sorte que (Kt, t ≥ 0) est une famille de compacts simples de H qui croît continûment.

On suppose que limt→∞ a(γ[0, t]) = ∞, et pour simplifier, on se ramène au cas où la

paramétrisation de γ est choisie de sorte que a(Kt) = 2t. Pour chaque t ≥ 0, on posera

gt := gKt. Les applications conformes gt permettent de transformer la courbe γ à valeurs

dans H en une courbe ω : [0,∞[→ R définie par

ω(t) := gt(γ(t)) , t ≥ 0 .

Loewner a établi une relation très simple entre les applications conformes gt et la courbe

réelle ω (voir par exemple [1]).

Proposition 2.1. — Pour tout z ∈ H, gt(z) vérifie l’équation différentielle

(2) ∂tgt(z) =
2

gt(z) − ω(t)
, g0(z) = z .

Cette équation est satisfaite jusqu’au premier temps Tz en lequel gt(z) = 0.

Il est également naturel de prendre un autre point de vue. Au lieu de partir d’une

courbe simple γ dans H et de construire la courbe réelle ω, on se donne une fonction

ω : [0,∞[→ R avec ω(0) = 0, puis on construit pour chaque z ∈ H une fonction t → gt(z)

en résolvant l’équation (2). Cette dernière est bien définie jusqu’à ce que gt(z) − ω(t)

atteigne 0, temps que l’on note Tz. Introduisons encore

(3) Kt = {z ∈ H : Tz ≤ t} .

On appelle (Kt, t ≥ 0) la chaîne de Loewner associée à la fonction ω. On a alors le résultat

suivant.

Proposition 2.2. — Avec les notations et hypothèses précédentes, pour tout t > 0, gt

est la transformation conforme normalisée de H\Kt vers H.

Remarque 2.3. — Lorsque la fonction ω est suffisamment régulière (plus précisément,

Hölderienne d’ordre 1/2 avec un coefficient de Hölder assez petit), la fonction réciproque

g−1
t se prolonge continûment à ω(t) ∈ ∂H (voir [13]). On peut alors récupérer une courbe γ

par l’identité γ(t) = g−1
t (ω(t)), de sorte que les compacts Kt sont donnés par des courbes

simples γ : [0,∞[→ H. Mais en général, Kt n’est pas nécessairement donné par une

courbe simple.

2.2. SLE cordal

Schramm [15] a introduit la notion d’évolution de Loewner stochastique en prenant

pour la fonction ω dans les propositions 2.1–2.2, un mouvement brownien réel de variance

κ > 0, i.e.

ω(t) = Wt =
√

κBt ,
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où (Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien standard. Pour un probabiliste, ce choix est

bien sûr très naturel, car les mouvements browniens sont les seuls processus aléatoires à

trajectoires continues, qui vérifient une propriété d’invariance par changement d’échelle,

et dont les accroissements sont indépendants.

Définition 2.4 (Schramm). — Pour κ > 0, on appelle SLEκ cordal la chaîne de Loewner

associée à un mouvement brownien (Wt, t ≥ 0) de variance κ.

Le qualificatif cordal fait référence au fait que la famille de compacts (Kt, t ≥ 0) croît

entre deux points de la frontière ∂H du domaine, 0 et ∞. Schramm a construit égale-

ment des processus SLE radiaux, i.e. pour lesquels les compacts croissent d’un point

de la frontière jusqu’à atteindre un point intérieur donné. Dans cet exposé, nous nous

concentrerons sur le cas cordal, à l’exception de la section 4.4.

Sans entrer dans les détails, ayant défini (Kt, t ≥ 0), SLEκ cordal dans H croissant de

0 vers ∞, pour tout domaine simplement connexe D 6= C, et A, B deux points distincts

de la frontière de D, on construit SLEκ dans D croissant de A vers B en considérant

(g(Kt),t ≥ 0), où g : H → D désigne une application conforme avec g(0) = A et g(∞) = B.

Les propriétés de base du mouvement brownien se traduisent aisément pour SLE :

• Le brownien est symétrique, i.e. W et −W ont la même loi ; il en découle que si

K̃ désigne le symétrique de K par rapport à l’axe imaginaire, alors (Kt, t ≥ 0) et

(K̃t, t ≥ 0) ont la même loi.

• Invariance par changement d’échelle, i.e. pour tout c > 0, (Wt, t ≥ 0) et (c−1/2Wct,

t ≥ 0) ont la même loi. Il s’ensuit que (Kct, t ≥ 0) et (cKt, t ≥ 0) ont la même loi.

• Propriété de Markov : si T est un temps d’arrêt dans (Ft)t≥0, la filtration naturelle

de W , alors (WT+t−WT , t ≥ 0) est un mouvement brownien indépendant de FT . Il

s’ensuit que le processus (gT+t(KT+t\KT )−WT , t ≥ 0) est également indépendant

de FT et est encore un SLEκ.

La propriété suivante, due à Rohde et Schramm [14], fait appel à des propriétés plus

fines du brownien.

Proposition 2.5. — (i) Pour κ ∈ ]0, 4], SLEκ est une courbe simple p.s.

(ii) Pour κ > 4, il existe une courbe aléatoire continue γ qui n’est pas simple, mais qui

ne se croise pas elle-même, telle que pour tout t ≥ 0, H\Kt coïncide avec la composante

connexe infinie de H\γ[0, t]. Autrement dit, Kt est la réunion de γ[0, t] et de l’intérieur

de ses boucles.

Remarque 2.6. — Il est intéressant de rappeler que la trajectoire brownienne n’est pas

Hölderienne d’ordre 1/2 (mais presque : localement, elle est Hölderienne d’ordre 1/2 − ε

pour tout ε > 0), et de comparer le résultat (i) avec la remarque qui suit la proposition

2.2.
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On voit clairement dans cet énoncé à quel point le comportement de SLE dépend de

la valeur du paramètre κ, ce qui peut paraître a priori assez surprenant. Dans cette

direction, mentionnons un résultat récent de Beffara [2] qui a montré que la dimension de

Hausdorff de la courbe γ permettant de représenter SLEκ vaut min(2, 1 + κ/8), presque

sûrement (sauf peut-être pour κ = 4).

On va maintenant présenter des propriétés cruciales de SLEκ pour des valeurs particu-

lières de κ, propriétés qui auront un rôle essentiel dans l’analyse de la limite continue de

certains modèles de physique statistique.

3. PROPRIÉTÉS DE LOCALITÉ ET DE RESTRICTION

3.1. Localité pour κ = 6

On s’intéresse tout d’abord à l’image de SLEκ par des applications conformes. Con-

sidérons une cosse A qui ne contient pas l’origine. Rappelons que gA désigne l’application

conforme normalisée de H\A sur H, et posons

K̃t = gA(Kt) pour t < T := inf {s : Ks ∩ A 6= ∅} .

On a défini ainsi une nouvelle famille croissante de compacts (K̃t, t < T ) ; il est important

d’observer que la paramétrisation est donnée en fonction de la capacité de Kt = g−1
A (K̃t)

et non pas directement de K̃t.

On peut montrer que la famille (K̃t, t < T ) est elle aussi, à un changement de temps près,

une chaîne de Loewner, qu’on peut donc représenter sous la forme des propositions 2.1–

2.2. Plus précisément, si on note g̃t l’application conforme normalisée de gA(H\(A∪Kt))

dans H, et si on note α(t) = a(A ∪ Kt) = a(A) + a(K̃t), alors on obtient à partir de (2)

l’équation différentielle

∂g̃t(z) =
∂α(t)

g̃t(z) − W̃t

,

où W̃t = ht(Wt) et ht est l’application conforme normalisée de gt(H\(A ∪ Kt)) dans H.

Bien sûr, W̃ n’est plus un mouvement brownien, mais à l’aide de la formule d’Itô (i.e. la

formule de changement de variables du calcul différentiel pour le mouvement brownien),

permet de vérifier que W̃ satisfait l’équation différentielle stochastique

dW̃t = h′
t(Wt)dWt +

(κ

2
− 3

)

h′′
t (Wt)dt .

On voit sur cette expression que quelque chose de remarquable se passe lorsque κ = 6,

car alors le terme de dérive est identiquement nul, de sorte que

W̃t =

∫ t

0

h′
s(Ws)dWs ,

où le terme de droite est une intégrale stochastique d’Itô. On sait qu’une telle intégrale

peut être représentée sous la forme d’un mouvement brownien changé de temps. Plus
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précisément, on pose 〈W̃ 〉t =
∫ t

0
h′

s(Ws)
2ds, et on définit implicitement Ŵ par Ŵ〈W̃ 〉t

= W̃t.

Alors Ŵ est un mouvement brownien de variance κ (= 6). Par ailleurs, on peut vérifier

également que 〈W̃ 〉t = 1
2
(α(t)−α(0)), de sorte que, finalement, si on définit implicitement

ĝt par g̃t = ĝα(t)/2, alors

∂tĝt(z) =
2

ĝt(z) − Ŵt

.

On a donc le théorème suivant, dû à Lawler, Schramm et Werner [8, 12] :

Théorème 3.1 (Propriété de localité). — Désignons par T̃ le premier temps en lequel Kt

atteint gt(∂A). Pour κ = 6, à un changement de temps près, les processus (K̃t − gA(0),

t < T ) et (Kt, t < T̃ ) ont la même loi.

3.2. Restriction pour κ = 8/3

Si on applique les mêmes techniques pour étudier h′
t(Wt) au lieu de ht(Wt) comme

précédemment, on obtient par application de la formule d’Itô que

dh′
t(Wt) = h′′

t (Wt)dWt +

(
h′′

t (Wt)

2h′
t(Wt)

+ (κ/2 − 4/3)h′′′
t (Wt)

)

dt .

Cette fois, c’est la valeur κ = 8/3 qui joue un rôle remarquable ; en effet, on voit qu’alors

d[h′
t(Wt)

5/8] =
5h′′

t (Wt)

8h′
t(Wt)3/8

dWt ,

de sorte que h′
t(Wt)

5/8 est une martingale locale. Ceci permet de calculer les probabilités

d’atteinte pour SLE8/3 :

Proposition 3.2. — Soit (Kt, t ≥ 0) un SLE8/3 cordal. Alors pour toute cosse A qui ne

contient pas l’origine,

P (∀t ≥ 0, Kt ∩ A = ∅) = g′
A(0)5/8 ,

où gA : H\A → A est l’application conforme normalisée.

Donnons juste l’esquisse de la preuve. Notons T le premier temps en lequel Kt atteint

A (T = ∞ lorsque Kt n’atteint jamais A). On vérifie d’abord que Mt := h′
t(Wt)

5/8 reste

compris entre 0 et 1 pour tout t ∈ [0, T [, et converge vers 1 sur l’événement T = ∞

(rappelons que la normalisation des applications conformes impose h′
t(∞) = 1) ; par

ailleurs, on montre que limt→T− h′(Wt) = 0 lorsque T < ∞. Le théorème d’arrêt pour les

martingales donne alors

P(T = ∞) = E(MT ) = E(M0) = h′
0(0)5/8 = g′

A(O)5/8 .

Une conséquence importante de ce calcul explicite est la propriété dite de restriction,

vérifiée pas SLE8/3 (cf. [12]).
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Théorème 3.3 (Propriété de restriction). — Soit A ⊂ H une cosse qui ne contient pas 0,

et (Kt, t ≥ 0) un SLE8/3 cordal. Alors la loi conditionnelle de K∞ sachant K∞ ∩ A = ∅

est la même que celle de f−1
A (K∞), où f−1

A désigne la réciproque de l’application conforme

fA : H\A → H donnée par fA(z) = gA(z) − gA(0).

Donnons encore seulement l’esquisse de la preuve. Soit B ⊂ H une cosse qui ne contient

pas l’origine, et disjoint de fA(A). Il s’agit de calculer la probabilité conditionnelle

P (fA(K∞) ∩ B = ∅ | K∞ ∩ A = ∅) =
P

(
K∞ ∩

(
f−1

A (B) ∪ A
)

= ∅
)

P(K∞ ∩ A = ∅)
.

Si on note C = A ∪ f(B), alors on sait d’après (1) que fC = fB ◦ fA, puisque B =

fA(f−1
A (B)). On déduit de la proposition 3.2 que le quotient ci-dessus vaut

(
f ′

C(0)

f ′
A(0)

)5/8

=

(
f ′

A(0)f ′
B(fA(0))

f ′
A(0)

)5/8

= f ′
B(0)5/8 .

En appliquant à nouveau la proposition 3.2, on peut identifier cette dernière quantité

comme P(K∞ ∩ B = ∅). Autrement dit, les probabilités d’atteinte pour fA(K∞) sachant

que K∞ ∩ A = ∅ sont les mêmes que pour K∞, ce qui entraîne aisément l’assertion.

On peut montrer par ailleurs que SLE8/3 cordal est la seule mesure de probabilités sur

les courbes continues simples de 0 à ∞ dans H pour laquelle cette propriété de restriction

est vraie. Ceci est à mettre en rapport avec le fait que la propriété de restriction est vérifiée

également par la courbe brownienne. Plus précisément, on considère un mouvement

brownien β dans H de 0 à ∞ (ce qui est facile à définir rigoureusement), et une cosse A ⊂ H

qui ne contient pas l’origine. On note fA : H\A → H l’application conforme avec fA(0) = 0

et fA(z) ∼ z lorsque z → ∞, et f−1
A son inverse. Alors f−1

A (β) a, à un changement de

temps près, la même loi que β conditionné à éviter A. Bien sûr, la courbe brownienne

n’est pas simple (elle a même presque sûrement des points de multiplicité infinie) ; on

ne peut donc pas identifier la courbe de β et SLE8/3. Cependant, de façon tout à fait

informelle, si on conditionne β à ne pas avoir de points multiples, ce conditionnement

devrait préserver la propriété de restriction, et donc on peut s’attendre à ce que la courbe

brownienne dans H de 0 à ∞ et conditionnée à être simple, soit décrite par SLE8/3.

Toujours de façon informelle, la courbe brownienne conditionnée à être simple est sensée

apparaître à la limite continue de la marche aléatoire auto-évitante (déjà mentionnée dans

l’introduction). Autrement dit, il est naturel de faire la conjecture que la limite continue

de la marche aléatoire auto-évitante existe et est décrite par SLE8/3. Cette conjecture

est toujours ouverte pour l’instant ; elle a été confirmée par des simulations numériques.

Dans la dernière partie de cet exposé, nous allons présenter rapidement des situations

dans lesquelles il a été établi de façon rigoureuse que SLE permet de décrire des courbes

aléatoires remarquables du plan.
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4. SLE ET QUELQUES COURBES ALÉATOIRES REMARQUABLES

4.1. SLE8/3 et excursions browniennes

Appelons excursion brownienne dans H un mouvement brownien complexe Z = X + iY

à valeurs dans H, issu de Z0 = 0, et conditionné à tendre vers ∞. Un tel conditionnement

est seulement formel (car la probabilité qu’un mouvement brownien complexe reste dans

H est nulle), mais il est aisé à rendre rigoureux. Plus précisément, les coordonnées X et

Y sont deux processus indépendants, X est un mouvement brownien réel standard, et Y

un processus de Bessel de dimension 3, c’est-à-dire la norme euclidienne d’un mouvement

brownien dans R3.

Soit A ⊂ H une cosse qui ne contient pas l’origine, et gA : H\A → H l’application

conforme normalisée. On peut montrer que la probabilité que la trajectoire de Z n’atteigne

jamais A est donnée par

(4) P (Zt 6∈ A , ∀t ≥ 0) = g′
A(0) .

Esquissons la preuve de cette identité : Travaillons d’abord avec un mouvement brownien

dans H issu de z ∈ H, et conditionné à tendre vers ∞. La fonction ℑgA est harmonique

dans H\A, et il en découle que le processus

ℑgA(Zt)

Yt
, t < TA := inf {t ≥ 0, Zt ∈ A}

est une martingale. Cette martingale converge vers 1 sur l’événement TA = ∞ (puisque

gA(z) ∼ z quand z → ∞), et vers 0 quand TA < ∞. Par application du théorème d’arrêt,

on a donc

P (TA = ∞ | Z0 = z) =
ℑgA(z)

ℑz
,

et il ne reste alors qu’à faire tendre z vers 0.

La formule (4) est bien sûr à rapprocher de la proposition 3.2. On en tire immédiatement

le résultat suivant (voir [12]).

Théorème 4.1. — Soit H8 la frontière extérieure de l’union de 8 SLE8/3 cordaux in-

dépendants. Soit B5 la frontière extérieure de l’union de 5 excursions browniennes in-

dépendantes. Alors H8 et B5 ont la même loi.

En effet, les probabilités que ces différentes courbes ne rencontrent pas une cosse A sont

les mêmes.

Ce théorème a plusieurs conséquences intéressantes. En particulier, si on le relie à

la conjecture de la section précédente, qui énonce que SLE8/3 est la limite continue de

la marche aléatoire auto-évitante, on peut alors observer que localement, la frontière

extérieure de la courbe brownienne dans le plan peut être vue comme la limite continue

d’une marche aléatoire auto-évitante (propriété qui avait été énoncée de façon informelle

par Mandelbrot).
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4.2. SLE6 et percolation critique

L’un des résultats mathématiques les plus remarquables obtenus récemment en ce qui

concerne le comportement asymptotique de modèles discrets de la physique statistique

est dû à Smirnov [16]. Il porte sur la percolation sur le réseau triangulaire.

Commençons par considérer un réseau régulier dans le plan (pas nécessairement le

réseau triangulaire). On fixe un paramètre p ∈ ]0, 1[, et on décide d’ouvrir chaque site

de ce réseau avec probabilité p, indépendamment les uns des autres. On s’intéresse aux

composantes connexes (amas) formées par les sites ouverts. Il existe un paramètre critique

pc tel que, presque sûrement, pour p ≤ pc, il n’y a aucun amas de taille infinie, alors que

pour p > pc, il y a exactement un amas infini.

Le paramètre critique pc dépend du réseau ; sa valeur exacte n’est pas connue en

général. Il y a cependant une exception remarquable : dans le cas du réseau triangulaire,

Kesten et Wierman ont montré que pc = 1/2. De façon très informelle et rapide, disons

que des arguments de renormalisation suggèrent que, quand on se place dans une grande

échelle et pour la valeur critique du paramètre, ce qu’on observe de la percolation ne

dépend pas du réseau. Par ailleurs, si on admet l’existence d’une limite continue de la

percolation, cette limite doit nécessairement être invariante par changement d’échelle et

par rotation (puisque la limite ne dépend pas du réseau). Ceci conduit naturellement

à la conjecture plus forte que la percolation continue est invariante conforme, i.e. les

connexions respectives dans des domaines simplement connexes devraient avoir la même

loi à des transformations conformes près.

En particulier, la probabilité qu’il existe un amas permettant de traverser de gauche à

droite un rectangle de longueur Na et de largeur Nb doit converger quand N tend vers

l’infini, vers une limite F (b/a) qui ne dépend que du rapport b/a, et où la fonction F

est 〈〈universelle 〉〉 (i.e. ne dépend pas du réseau). Cardy [3], à l’aide de considérations

provenant de la théorie conforme des champs, a prédit très précisément ce que devait

être cette fonction F . Par la suite Carleson a observé qu’on pouvait reformuler de façon

beaucoup plus simple la conjecture de Cardy en considérant la percolation non pas dans

un rectangle, mais dans un triangle équilatéral ABC. Plus précisément, si on considère

un point X ∈ [CA], la probabilité qu’il existe un amas pour la percolation critique dans

le triangle ABC qui relie [AB] à [CX] vaut CX/AB.

Smirnov [16] a démontré ces conjectures (existence d’une limite continue, invariance

conforme et formule de Cardy) pour la percolation critique sur le réseau triangulaire. De

plus, SLE6 permet de décrire l’amas de percolation de la façon suivante. Pour faciliter la

présentation, il est commode de voir le réseau triangulaire comme le pavage du plan en
〈〈nid d’abeille 〉〉, i.e. en identifiant chaque site du réseau avec un hexagone dont il est le

centre. On se donne un domaine simplement connexe D 6= C, et deux points distincts a et

b sur la frontière. On fixe un petit paramètre δ > 0, on considère Dδ une approximation

simplement connexe de D obtenue par réunion de petits hexagones de taille δ, et on note
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respectivement aδ et bδ les points du réseau hexagonal sur la frontière de Dδ les plus

proches de a et de b. Les cellules de la frontière de Dδ entre aδ et bδ sont coloriées en

blanc, celles entre bδ et aδ en noir (avec l’orientation trigonométrique). On colorie ensuite

chaque hexagone de l’intérieur de Dδ en blanc avec probabilité 1/2, indépendamment les

uns des autres, et on décide que les hexagones non coloriés sont noirs.

L’interface partant de aδ et finissant en bδ, qui sépare les cellules blanches des cellules

noires, définit une courbe aléatoire γδ qui parcourt la frontière extérieure de l’amas de

percolation contenant les points a et b. On l’appelle le processus d’exploration. Le

théorème de Smirnov entraîne que quand δ → 0+, γδ converge en loi vers une courbe

aléatoire dans D qui débute en a et finit en b. La propriété d’invariance conforme pour

la percolation critique se transpose à la courbe limite ; plus précisément on montre que

cette dernière vérifie la propriété de localité (cf. Théorème 3.1). Enfin, la formule de

Cardy-Smirnov permet de calculer les probabilités d’atteinte de cosses, et de vérifier ainsi

qu’elles coïncident avec celles pour SLE6 cordal dans D, allant de a à b. Il est intéressant

d’observer que la courbe limite γ n’est pas simple (cf. Proposition 2.5), et donc ne décrit

pas seulement la frontière extérieure de l’amas de percolation, mais également une partie

de la frontière intérieure qui affleure la frontière extérieure.

Pour conclure cette section, il convient de mentionner que SLE6 permet également

de décrire les points déconnectés de l’infini par la trajectoire d’un mouvement brownien

réfléchi, disons dans H, où l’angle de réflexion vaut π/3 sur la frontière ]0,∞[ et 2π/3 sur

] −∞, 0[ (en particulier, la réflexion tend à éloigner de l’origine). Ceci permet de relier

la frontière extérieure d’un amas de percolation à la frontière extérieure d’une trajectoire

brownienne, et donc à SLE8/3 d’après la section précédente.

4.3. SLE8 et arbre couvrant aléatoire

Donnons-nous comme précédemment un domaine simplement connexe D 6= C. Fixons

un petit paramètre δ > 0 et notons cette fois Dδ une approximation (connexe) de D par

une portion du réseau δZ2. On appelle arbre aléatoire couvrant dans Dδ un sous-graphe

(donné par des sommets et des arêtes) connexe qui passe par tous les sommets de Dδ et

qui ne contient pas de boucle. Donnons-nous deux points distincts a et b sur la frontière

de D. Soient respectivement aδ et bδ les sommets de Dδ les plus proches de a et b. On

s’intéresse aux arbres couvrants qui contiennent toutes les arêtes sur la frontière de Dδ

entre ad et bδ (dans le sens trigonométrique). On peut coder de façon unique un tel arbre

couvrant par une courbe de Peano (i.e. qui passe par tous les sommets du graphe) : On

note ηd la courbe qui parcourt l’arbre en partant de aδ et en suivant les branches dans

l’ordre anti-trigonométrique jusqu’à atteindre bδ (si on suit ensuite la frontière de Dδ de

bδ à aδ toujours dans le sens anti-trigonométrique, on a ainsi entièrement parcouru l’arbre

couvrant).
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Lorsqu’on choisit l’arbre couvrant au hasard suivant la probabilité uniforme, la courbe

de Peano ηδ est prise elle aussi au hasard suivant l’équiprobabilité sur l’ensemble des

courbes de Peano dans Dδ partant de aδ et finissant en bδ. À l’aide d’arguments délicats,

dont certains reposent sur l’algorithme de Wilson (qui permet de construire des arbres

aléatoires couvrants à partir de trajectoires de marches aléatoires), Lawler, Schramm et

Werner [10] ont établi le résultat suivant.

Théorème 4.2. — Quand δ → 0, la courbe de Peano discrète ηδ converge en loi vers

une courbe de Peano aléatoire continue η, telle que, à un changement de temps près,

(η[0, t], t ≥ 0) a la même loi que SLE8 cordal dans D de a à b.

4.4. SLE2 radial et marche aléatoire à boucles effacées

Le dernier exemple que nous présenterons est très lié au précédent ; il fait intervenir

un autre type de chaîne de Loewner, dite radiale (voir par exemple [4]), qui correspond à

une famille de compacts croissant de la frontière vers un point intérieur du domaine.

Notons d’abord U le disque unité, et considérons une courbe continue simple γ : R+ → U

avec γ0 = 1, γt ∈ U pour tout t > 0 et limt→∞ γt = 0. Pour chaque t ≥ 0, on note ft

l’application conforme de Ut := U\γ[0, t] dans U, normalisée par ft(0) = 0 et ft(γt) = 1.

Pour simplifier, on supposera que la paramétrisation de γ est telle que |f ′
t(0)| = et, ce qui

n’induit pas de perte de généralité. Définissons ensuite

ζt =

(
f ′

t(0)

|f ′
t(0)|

)−1

,

de sorte que ζ décrit une courbe sur le cercle ∂U telle que

gt(z) := ζtft(z)

soit l’application conforme de Ut dans U telle que gt(0) = 0 et g′
t(0) = et. Noter également

que gt(γt) = ζt.

Loewner a établi qu’on pouvait récupérer gt à partir de ζt en résolvant l’équation dif-

férentielle

(5) ∂gt(z) = −gt(z)
gt(z) + ζt

gt(z) − ζt

tant que z ∈ Ut, puis γt par la formule γt = g−1
t (ζt), au moins dès qu’elle a un sens.

Comme dans la section 2, on prend un point de vue différent en se donnant a priori une

courbe ζ sur le cercle unité, et en construisant des applications conformes z → gt(z) en

résolvant (5) jusqu’au temps T (z) en lequel gt(z) atteint ζt. On définit ensuite la chaîne

de Loewner radiale

Kt := {z ∈ U : T (z) ≤ t} .

Pour tout κ > 0, on appelle SLEκ radial (croissant de 1 à 0) la chaîne de Loewner

aléatoire obtenue lorsque ζ est un mouvement brownien sur le cercle de variance κ.
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On va maintenant conclure cet exposé en présentant un dernier résultat de Lawler,

Schramm et Werner [10] (voir également Schramm [15]) qui relie SLE2 radial et la limite

continue de la marche aléatoire simple à boucles effacées.

Pour cela, considérons un domaine simplement connexe D 6= C contenant 0, et fixons un

petit paramètre δ. On introduit une marche aléatoire simple symétrique sur δZ2 jusqu’à

ce qu’elle sorte de D, et on note ηδ la courbe dans D obtenue en effaçant les boucles de

la marche dans l’ordre inverse de leur apparition (i.e. on retourne la marche quand elle

sort de D, et on efface au fur et à mesure les boucles de marche retournée).

Soit encore Φ : U → D une application conforme avec Φ(0) = 0 et η la valeur terminale

d’un SLE2 radial dans U, partant d’un point uniformément distribué sur le cercle unité.

Alors ηd converge en loi quand δ tend vers 0 vers Φ(η).
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RÉSULTATS RÉCENTS SUR LA LIMITE INCOMPRESSIBLE

par Isabelle GALLAGHER

1. INTRODUCTION

Les équations d’Euler compressibles modélisent le mouvement d’un fluide parfait (sans

forces de viscosité interne) : elles s’écrivent sous la forme d’un système d’équations aux

dérivées partielles d’évolution non linéaires, portant sur le champ de vitesse et la den-

sité du fluide. Ces équations s’obtiennent par minimisation d’une fonctionnelle d’énergie,

dans l’espace des difféomorphismes (voir par exemple [2], [9]) : une particule au point x

à l’instant t0 est au point ψ1(x) au temps t1, où ψ1 est un difféomorphisme. La traduc-

tion de cette écriture lagrangienne en variables eulériennes conduit aux équations d’Euler

compressibles. Les équations d’Euler incompressibles s’obtiennent quant à elles en se res-

treignant aux difféomorphismes préservant la mesure : le fluide est incompressible, et ainsi

tout ouvert de l’espace est transporté en un ouvert de même volume au cours du mou-

vement. Le système d’équations aux dérivées partielles obtenu ne porte plus que sur le

champ de vitesse (si l’on suppose de plus la densité constante), maintenant de divergence

nulle. Le lecteur intéressé par l’obtention de ces équations à partir des lois fondamentales

pourra par exemple consulter [40]. Les systèmes des fluides parfaits compressibles et in-

compressibles seront écrits précisément dans la section 1.1 suivante (systèmes (1) et (2)

respectivement).

La question du passage du premier système (Euler compressible) au second (Euler in-

compressible), dans la limite où un 〈〈paramètre de compressibilité 〉〉 (le nombre de Mach)

tend vers zéro, a fait l’objet d’un grand nombre de travaux mathématiques depuis une

vingtaine d’années. Les motivations sont nombreuses : mathématiquement tout d’abord,

les équations incompressibles sont mieux comprises que les équations compressibles, et

il est intéressant d’essayer de transposer à l’un des systèmes des résultats connus pour

l’autre, par un argument de comparaison ou de passage à la limite. Physiquement en-

suite, on a souvent tendance à considérer qu’un fluide 〈〈peu compressible 〉〉 possède des

propriétés semblables à celles d’un fluide incompressible — encore faut–il le justifier (voir
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par exemple [63] et [64]). Enfin dans des calculs numériques il est souvent préférable

de considérer qu’un fluide est incompressible même lorsqu’il ne l’est pas, pour simplifier

l’implémentation (voir à ce propos les travaux [37], [49], [53] et [54]).

Comme nous le verrons ici, ce problème du passage du compressible à l’incompressible

fait intervenir des théories mathématiques variées, suivant l’espace physique dans lequel

on plonge le fluide : ainsi des idées de l’optique géométrique sont utilisées dans le cas

de conditions aux limites périodiques. Pour un fluide dans l’espace entier, ces aspects

sont remplacés par des phénomènes dispersifs, et l’on fait appel à des estimations de

type 〈〈Strichartz 〉〉, ou encore à des techniques de mesures de défaut et des estimations de

décroissance de l’énergie locale.

L’objectif de cet exposé est de donner un aperçu de 〈〈 l’état de l’art 〉〉 sur la question

de la limite incompressible et de l’implémentation des techniques évoquées ci–dessus :

nous verrons les différentes approches suivies depuis les travaux de S. Klainerman et

A. Majda au début des années quatre–vingt dans le cas de 〈〈données bien préparées 〉〉

(notion naturelle portant sur la donnée initiale, que nous présentons dans la section 1.1 ci–

dessous) jusqu’aux travaux récents de G. Métivier et S. Schochet portant sur les équations

non isentropiques (où l’on couple au système d’Euler compressible l’équation de transport

de l’entropie).

Le plan de l’exposé est le suivant.

Dans la section 1.1 suivante, nous présentons les équations relatives aux fluides com-

pressibles et incompressibles respectivement, et nous rappelons brièvement les résultats

principaux concernant le problème de Cauchy pour ces deux systèmes. Suit dans la sec-

tion 1.2 la mise en évidence du paramètre de compressibilité dans l’équation compressible ;

on étudie alors la limite formelle de ce système (retrouvant ainsi le système incompres-

sible), et les notions de données 〈〈bien 〉〉 et 〈〈mal préparées 〉〉 sont dégagées.

Le paragraphe 2 traite du cas où les données initiales sont bien préparées, au sens

défini dans la section 1.2 ; les premiers travaux concernant la limite incompressible se

sont attachés à comprendre ce cas, plus simple.

Dans le paragraphe 3, on s’intéresse au cas général des données mal préparées. On com-

mence par l’étude du cas où les équations sont posées dans l’espace entier (sections 3.1.1

et 3.1.2) : le mot clef de ces études est la dispersion. On s’aperçoit immédiatement que le

cas de domaines bornés ne peut être résolu par de tels arguments. Le cas des conditions

aux limites périodiques est ainsi traité en détail dans la section 3.2.1, alors que le cas de

domaines à bords est effleuré dans la section 3.2.2.

Le dernier paragraphe est consacré à des travaux récents de G. Métivier et S. Schochet

concernant la limite incompressible dans le cas non isentropique. Les difficultés mises

en évidence dans les paragraphes précédents pour le cas isentropique sont amplifiées ici

par le transport couplé de l’entropie : le cas de l’espace entier présente déjà de nouvelles

difficultés (surmontées) alors que le cas périodique reste encore largement à comprendre.
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Remarque 1.1. — Le souci de concision nous a amenée à opérer de nombreuses 〈〈 impasses 〉〉

dans cette présentation. Ainsi nous avons choisi de ne pas parler de la dimension 1

d’espace (sauf à l’extrême fin de cet exposé pour étudier les équations des fluides non

isentropiques), qui relève plutôt de techniques de lois de conservation ; nous renvoyons

le lecteur intéressé par les problèmes spécifiques au cas monodimensionnel au livre de

P.-L. Lions [41], Chapitre 8.7, et ses références. Notons que pour une étude d’oscillations

dans le cas monodimensionnel on pourra aussi consulter l’article [17].

Nous ne parlerons pas non plus d’équations proches des équations d’Euler compressibles

comme les équations de l’élasticité ou de la viscoélasticité, ni d’équations de la géophysique

ou de la magnéto–hydrodynamique, qui soulèvent des problèmes mathématiques proches

de ceux traités ici.

Enfin nous omettrons tout aspect lié à une éventuelle viscosité du fluide : les techniques

pour traiter la limite incompressible dans le cas visqueux (passage de Navier–Stokes com-

pressible à Navier–Stokes incompressible) sont bien sûr spécifiques dès que l’on cherche à

utiliser l’effet régularisant du laplacien dans l’équation de Navier–Stokes (voir par exem-

ple [10]-[12], [14], [42], [43] ou encore [48]), mais les effets purement 〈〈 limite incompressible 〉〉

sont indépendants de la présence ou non de viscosité — du moins tant qu’on ne traite pas

de problèmes aux bords, nous y reviendrons en section 3.2.2 (pour d’autres travaux à ce

sujet nous renvoyons le lecteur intéressé à [6], [15], [26], [38]).

Remerciements. Je souhaite remercier P. Gérard pour de nombreux conseils sur

la rédaction de ce texte. J’adresse aussi mes remerciements à R. Danchin et ainsi qu’à

G. Métivier pour des discussions sur les questions évoquées ici.

1.1. Présentation des équations et rappels sur le problème de Cauchy

Considérons un fluide compressible parfait évoluant dans un domaine Ω (que nous

préciserons) de l’espace d-dimensionnel R
d, dont la vitesse et la densité en un point x ∈ Ω

et à un instant t ∈ R+ sont notées respectivement u(t, x) (vecteur à d composantes)

et ρ(t, x) (scalaire). Ces deux quantités sont reliées par les équations d’Euler compressibles

(isentropiques) suivantes :

∂tρ+ div(ρu) = 0(1)

ρ ≥ 0

∂t(ρu) + div(ρu⊗ u) + ∇ργ = 0

avec γ > 1, et les conditions initiales

ρ|t=0 = ρ0 ≥ 0 et u|t=0 = u0.

Les équations incompressibles quant à elles s’écrivent ainsi :

(2) ∂tu+ u · ∇u+ ∇p = 0, div u = 0
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avec toujours la condition initiale u|t=0 = u0. Dans l’équation d’Euler incompressible (2),

la fonction scalaire p représente la pression du fluide (c’est une inconnue du système, due

à la contrainte d’incompressibilité). Remarquons que la densité a été choisie constante

dans (2), égale à un pour simplifier. Dans le cas d’un domaine borné (régulier) Ω, il

convient de prescrire dans les deux équations une condition au bord : u · n = 0 sur ∂Ω.

Rappelons quelques résultats sur le problème de Cauchy pour ces deux systèmes d’équa-

tions. Ce sont des EDP du premier ordre d’apparence très simple mais nos connais-

sances en sont relativement faibles : sur les équations compressibles par exemple, la

théorie classique permet d’associer à une donnée initiale assez régulière une solution

unique sur un temps maximal [0, Tc], qui devient discontinue en Tc. Les solutions discon-

tinues (simplement bornées par exemple) vérifiant l’équation au sens des distributions,

ne sont ni uniques, ni stables : pour assurer leur stabilité (et parfois leur unicité), il

faut imposer des restrictions, dites 〈〈conditions d’entropie de Lax 〉〉 (voir la théorie de

Lax [39]). Nous n’allons pas détailler ici cette théorie, mais simplement énoncer l’une

de ses conséquences : dès que la dimension est plus grande que deux, il y a très peu

d’entropies et donc très peu d’informations sur les solutions. Nous ne parlerons pas du

problème de l’apparition de chocs ici, et notre étude partira du théorème fondamental

suivant, qui se démontre en symétrisant le système (1) : en définissant la vitesse du

son c
déf
=

2

γ − 1

(
∂(ργ)

∂ρ

) 1
2

=
2
√
γ

γ − 1
ρ

γ−1
2 le système d’Euler compressible (1) devient

∂tc+ u · ∇c+
γ − 1

2
c divu = 0(3)

∂tu+ u · ∇u+
γ − 1

2
c∇c = 0

et la théorie des systèmes symétriques hyperboliques conduit au théorème suivant (voir

par exemple [44], et [45] ou [55] pour le cas de domaines à bords).

Théorème 1.2. — Soit Ω un domaine régulier de l’espace Rd, et soit s un entier stricte-

ment plus grand que
d

2
+1. Il existe une constante C telle que si (u0, c0) sont des éléments

de Hs(Ω) (u0 s’annulant au voisinage du bord par exemple), alors il existe un temps T et

une unique solution (u, c) dans l’espace C0([0, T ], Hs(Ω)) au système (3). En outre on a

la minoration suivante sur le temps d’existence : T ≥
C

‖(u0, c0)‖Hs(Ω)
·

Dans ce théorème (et partout dans ce texte), l’espace Hs(Ω) désigne l’espace des fonc-

tions de carré intégrable sur Ω, dont toutes les dérivées jusqu’à l’ordre s sont de carré inté-

grable. Dorénavant nous noterons s0 le plus petit entier strictement plus grand que
d

2
+1.

Notons que l’hypothèse d’annulation de la donnée initiale au voisinage du bord donnée

dans l’énoncé du théorème 1.2 est l’une des conditions de compatibilité possibles (voir

par exemple [55]). Notons en outre qu’il existe des solutions qui effectivement deviennent

singulières en temps fini. Nous renvoyons le lecteur intéressé au travail de T. Sideris [59].
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Concernant le système incompressible, la situation est un peu meilleure, du moins en

dimension deux d’espace. En effet, en dimension deux, le tourbillon ω
déf
= ∂1u2 − ∂2u1 est

conservé le long des caractéristiques : il vérifie l’équation de transport ∂tω + u · ∇ω = 0

grâce à la condition de divergence nulle sur le champ de vitesse. Cette remarque permet

de montrer le théorème suivant (voir [9], [40], [46], [62]).

Théorème 1.3. — Soit Ω un domaine régulier de l’espace R
2, et soit u0 ∈ L2(Ω) dont le

tourbillon ω0 est un élément de Lr(Ω) pour un réel r dans l’intervalle ]1,+∞[. Alors il

existe une solution u ∈ C0(R+, L2(Ω)) telle que ∇u ∈ C0(R+, Lr(Ω)). Si r = +∞, alors

cette solution u ∈ C0(R+, L2(Ω)) est unique, et le tourbillon est alors borné en temps et

en espace.

En dimension supérieure la situation est moins comprise, et le résultat est le suivant.

Théorème 1.4. — Soit Ω un domaine régulier de l’espace Rd, et soit s ≥ s0. Si (u0, c0) est

un élément de Hs(Ω), alors il existe une unique solution maximale u ∈ C0([0, T ), Hs(Ω)).

Si T est fini alors la norme de u dans Hs(Ω) tend vers +∞ en T .

Puisque nous souhaitons ici mettre en valeur les phénomènes intervenant dans la limite

incompressible plus que les problèmes liés à l’étude du problème de Cauchy, nous n’avons

pas énoncé tous les résultats dans leur plus grande généralité ni leur plus grande subtilité.

Nous renvoyons le lecteur intéressé par exemple aux livres de J.-Y. Chemin [9] ou de

P.-L. Lions [40] et [41] pour des résultats beaucoup plus précis.

1.2. La limite incompressible

Il y a de multiples façons de mettre en évidence le petit paramètre dans les équations des

fluides compressibles (3) (voir par exemple [25] ou [35]). Nous présentons ici la méthode

détaillée dans [51]. La limite incompressible étant comprise comme la limite où la vitesse

du fluide devient négligeable devant la vitesse du son, on commence par remettre la vitesse

à l’échelle, en remplaçant u par εu. Le paramètre ε est le nombre de Mach. La vitesse

étant la dérivée de la position d’une particule de fluide par rapport au temps, une particule

va donc se déplacer d’une distance O(ε) pendant un temps de l’ordre de 1 (ou de même

d’une distance de l’ordre de 1 en un temps O(1/ε)). Cela suggère de ré-échelonner les

variables d’espace x en les remplaçant par x/ε (ou encore la variable de temps t en la

changeant en εt). En associant le changement d’échelle en vitesse à l’un ou l’autre de ces

changements d’échelle spatiale ou temporelle, le système (3) devient le suivant :

∂tc+ u · ∇c+
γ − 1

2
c div u = 0

∂tu+ u · ∇u+
γ − 1

2ε2
c∇c = 0.

La dernière hypothèse maintenant consiste à supposer que c(t, x) = c1 + εc̃(t, x), où c1 est

une constante donnée. En renommant c̃ en c, il vient finalement le système des fluides
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faiblement compressibles suivant :

∂tc+ u · ∇c+
γ − 1

2
c div u+

γ − 1

2ε
c1 div u = 0(4)

∂tu+ u · ∇u+
γ − 1

2
c∇c+

γ − 1

2ε
c1 ∇c = 0.

Les données initiales sont u|t=0 = u0 et c|t=0 = c0. Nous verrons ci–dessous qu’il peut être

pertinent de remplacer cette donnée initiale fixe par une famille de données dépendant

du paramètre ε. Nous allons dorénavant nous intéresser à ce système, et chercher à

en comprendre le comportement quand ε tend vers zéro. Formellement, prendre la limite

ε→ 0 dans (4) revient à annuler les termes ayant le plus grand facteur en ε dans l’équation.

On obtient ainsi formellement à la limite

(5) div u = 0, ∇c = 0,

ce qui revient à considérer un fluide incompressible. On s’attend donc à retrouver dans la

limite ε → 0 les équations des fluides incompressibles. On se retrouve alors immédiatement

devant une condition de compatibilité sur la donnée initiale : suivant qu’elle vérifie elle-

même la condition (5) ou non, on peut avoir plus ou moins de difficultés à passer à la

limite dans le système (4). On est ainsi amené à introduire la notion de donnée 〈〈bien 〉〉 ou
〈〈mal préparée 〉〉, portant sur une famille de données initiales indexée par le paramètre ε.

Définition 1.5. — Soient Ω un domaine de Rd et s un réel. Soit (uε,0)ε>0 une famille

de champs de vecteurs et soit (cε,0)ε>0 une famille de fonctions, toutes deux bornées

dans Hs(Ω). On dit que (uε,0, cε,0)ε>0 est 〈〈bien préparée 〉〉 si

lim
ε→0

div uε,0 = 0 dans Hs(Ω) et lim
ε→0

∇cε,0 = 0 dans Hs−1(Ω).

Dans le cas contraire, la famille (uε,0, cε,0)ε>0 est dite 〈〈mal préparée 〉〉.

Remarque 1.6. — Historiquement l’étude du passage des équations des fluides compres-

sibles aux équations des fluides incompressibles a commencé dans le cas de données 〈〈bien

préparées 〉〉 au sens de la définition 1.5. Des notions plus fortes de préparation de données

peuvent être trouvées dans la littérature (voir par exemple [7]) mais celle proposée ci–

dessus est la plus utilisée. Dans le paragraphe suivant nous présentons les méthodes

employées pour démontrer des théorèmes de convergence des solutions compressibles vers

les solutions incompressibles dans ce cadre 〈〈bien préparé 〉〉. Les autres paragraphes de cet

exposé sont consacrés à l’étude (plus difficile) du cas de données quelconques.

2. LE CAS BIEN PRÉPARÉ

Le premier travail mathématique concernant la limite incompressible est dû à S. Klainer-

man et A. Majda, dans [35] et [36]. Il s’agit d’étudier le temps d’existence des solutions

du système (4) et sa dépendance en ε, ainsi que le passage à la limite dans l’équation.
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Dans [35] les auteurs s’appuient sur l’étude du système quasilinéaire abstrait suivant :

(6) ∂tuε +
d∑

j=1

Bj(uε, ε)∂juε = 0 dans T
d

avec donnée initiale uε|t=0 = uε,0. Ils supposent que ce système est symétrisable, au sens

où il existe une matrice symétrique définie positive A0(u, ε) telle que Aj déf
= A0Bj(u, ε)

est symétrique pour tout j. Sous des conditions structurelles sur les matrices Bj et Aj

que nous ne détaillons pas, et sous une condition fondamentale d’initialisation sur la

famille de données initiales – qui revient à supposer, dans le cas particulier où le système

est précisément (4) que la famille de données initiales est bien préparée au sens de la

définition 1.5, le résultat de [35] est le suivant. Rappelons que partout dans ce texte s0

désigne le plus petit entier strictement plus grand que
d

2
+ 1.

Théorème 2.1 ([35]). — Soit Ω = Td un domaine périodique, et soit s ≥ s0 + 1. Sous

les hypothèses structurelles et d’initialisation évoquées ci–dessus, il existe un temps T > 0

indépendant du paramètre ε tel qu’il existe une unique solution uε au système (6), bornée

dans l’espace C0
w([0, T ], Hs) ∩ C1

w([0, T ], Hs−1).

L’espace C0
w([0, T ], Hs) est défini en munissant Hs de la topologie faible.

Ce théorème est appliqué dans [35] à de nombreux systèmes de la mécanique des

fluides, comme les fluides compressibles (visqueux ou non) ou la magnéto-hydrodynamique.

Dans le cas de la limite incompressible (ce résultat n’est pas démontré pour le système

abstrait (6) dans [35]), la borne a priori sur ∂tuε donnée par le théorème 2.1 permet en

outre de démontrer le résultat de convergence suivant, par application d’un théorème de

compacité de type Ascoli ou Lions-Aubin.

Théorème 2.2 ([35]). — Soit Ω = Td un domaine périodique, et soit s ≥ s0 + 1.

Si (uε,0, cε,0)ε>0 est une famille de données bien préparées dans Hs(Td), avec uε,0 con-

vergeant vers un champ de divergence nulle u0 dans Hs(Td), alors il existe un temps T > 0

indépendant du paramètre ε tel qu’il existe une unique solution (uε, cε) au système (4),

bornée dans l’espace C0
w([0, T ], Hs)∩C1

w([0, T ], Hs−1). En outre, la famille uε tend vers u

dans C0
w([0, T ], Hs) où u est solution du système incompressible (2) avec donnée initiale u0,

et ∇cε tend vers zéro dans C0
w([0, T ], Hs−1).

Ce théorème indique que, dans le cas de données bien préparées avec des conditions

aux limites périodiques, il y a une solution unique au système (4), bornée uniformément

en ε, et cette solution converge vers la solution du système incompressible. Ce théorème

est analysé dans [35] comme un nouveau théorème, constructif, d’existence locale aux

équations d’Euler incompressibles (2). En revanche, les auteurs ne comparent pas le

temps d’existence T obtenu par ce biais de la limite incompressible avec celui que l’on

obtiendrait par d’autres méthodes plus directes. En particulier dans le cas bidimensionnel
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on sait construire des solutions globales au système des fluides incompressibles (voir le

théorème 1.3) mais le théorème 2.2 n’indique pas que T = +∞ en dimension deux. Cette

question est résolue par les mêmes auteurs dans [36] : dans ce travail l’étude est restreinte

aux équations d’Euler compressibles (sans viscosité), aussi bien dans le cas périodique que

dans tout l’espace. Le premier résultat de [36] est un théorème d’existence sur un temps

uniforme en ε, sans exiger que la donnée soit bien préparée, ce qui est un net progrès par

rapport à [35]. Bien entendu dans le cas mal préparé on ne peut espérer obtenir de borne

a priori sur ∂tuε, mais seulement sur ε∂tuε (et ε∂tcε). Ainsi l’on ne peut appliquer de

résultat de compacité pour passer à la limite dans l’équation, et dans [36] la restriction

aux données bien préparées est nécessaire pour passer à la limite.

Théorème 2.3 ([36]). — Soit Ω = Tdou Rd, et soit s ≥ s0 + 1. Si (uε,0, cε,0)ε>0 est

une famille bornée de Hs(Ω), alors il existe un temps T > 0 indépendant du paramètre ε

tel qu’il existe une unique solution (uε, cε) au système (4), bornée dans C0
w([0, T ], Hs).

En outre, supposons que (uε,0, cε,0)ε>0 tend vers (u0, c0) dans Hs(Ω) avec div u0 = 0 et

∇c0 = 0. On suppose ici que s ≥ s0 + 2. Soit alors u la solution du système incom-

pressible (2), élément de C0([0, T0[, H
s(Ω)) ∩ C1([0, T0[, H

s−1(Ω)) pour un certain T0 > 0

(qui est infini si d = 2). Alors pour tout T < T0, il existe ε0 tel que pour tout ε ≤ ε0,

l’équation (4) admet une unique solution sur le temps [0, T ], telle que

(7) uε → u dans C0([0, T ], Hs−1(Ω)), et ∇cε → 0 dans C0([0, T ], Hs−2(Ω)).

Nous ne détaillerons pas la démonstration de ce théorème ici. Pour obtenir une solution

sur un temps uniforme (indépendant de ε et ce sans préparation de la donnée initiale), il

faut utiliser l’antisymétrie du terme de 〈〈pénalisation 〉〉 qui intervient dans l’équation : de

ce fait ce terme non borné n’intervient pas dans les estimations d’énergie permettant de

montrer l’existence de solutions. L’idée pour obtenir le résultat de convergence (pour une

donnée bien préparée) est de former la différence entre la solution de (4) et la solution

de (2) et de montrer que tant que cette dernière solution est définie, la différence reste

bornée, et tend vers zéro avec ε par application de méthodes d’énergie (pour lesquelles

encore une fois le terme pénalisé disparaît).

Notons que des extensions de ce résultat ont permis d’améliorer la classe d’espaces

fonctionnels dans lequel la convergence (7) est vraie ; nous renvoyons le lecteur par exemple

aux travaux de H. Beirao da Veiga [4]-[5].

3. LE CAS MAL PRÉPARÉ

Dans ce paragraphe nous allons étudier la limite incompressible sans hypothèse de pré-

paration de la donnée initiale. D’après le théorème 2.3, on sait construire une solution

à ce système sur un temps uniforme en ε (en tous cas si Ω est l’espace entier ou le tore,

mais nous admettrons que ce résultat est général pour tout domaine régulier) et l’on
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cherche maintenant à déterminer le comportement asymptotique de cette solution. Nous

allons tout d’abord nous concentrer sur le cas où l’équation est posée dans un domaine

extérieur : dans la section 3.1.1 nous détaillerons la démonstration du passage à la limite

incompressible dans le cas de l’espace entier, en introduisant des estimations dispersives

(de type 〈〈Strichartz 〉〉). Le paragraphe 3.1.2 donnera une indication de l’application de

cette méthode au cas d’un domaine extérieur. Le cas de domaines bornés est plus délicat,

et nous commencerons par expliquer les phénomènes d’oscillations dans le cas périodique

(section 3.2.1), en nous attardant très peu sur le cas de domaines à bords dans la sec-

tion 3.2.2.

3.1. Le cas de domaines non bornés — dispersion

3.1.1. Dans l’espace entier. Considérons le système (4) posé dans l’espace entier Rd.

Dans [61], S. Ukai démontre le résultat suivant.

Théorème 3.1 ([61]). — Soit Ω = Rd, et soit s ≥ s0. Si (uε,0, cε,0)ε>0 est une famille

bornée de Hs(Ω), convergeant vers (u0, c0) dans Hs(Ω), alors la solution (uε, cε) construite

dans le théorème 2.3 vérifie quand ε tend vers zéro, avec les notations de ce théorème,

uε → u dans C0
loc((0, T ] × Ω), et ∇cε → 0 dans C0

loc((0, T ] × Ω), ∀T < T0.

Remarquons que le résultat de convergence n’est pas vrai en t = 0, ce qui est naturel

puisque la donnée initiale n’est pas supposée de type incompressible ; il y a donc un

phénomène de couche limite en temps. Notons d’autre part que le résultat démontré

dans [61] n’est pas tout à fait celui énoncé ci–dessus : S. Ukai démontre la convergence

sur le temps d’existence de (4) plutôt que celui de (2), mais nous verrons ci–dessous

comment obtenir le résultat de convergence sur (0, T ) pour tout T < T0.

La démonstration de ce théorème repose sur l’étude du système linéarisé : la partie de

la solution (uε, cε) qui n’est pas dans le noyau de l’opérateur de pénalisation vérifie une

équation d’ondes, et l’on utilise alors des estimations de type 〈〈Strichartz 〉〉 pour montrer

que cette partie tend vers zéro. On décompose ainsi tout champ U
déf
= (c, u) de la manière

suivante : U = U + Uosc avec U = (0, u) = (0, Pu), où P est le projecteur de Leray,

orthogonal dans L2 sur les champs de vecteurs de divergence nulle. On pose alors Wε =

Uε − (0, u), et en écrivant Wε,osc = (cε, wε,osc) = (cε, uε,osc), il vient :

∂twε + P (uε · ∇uε) − P (u · ∇u) = 0

∂twε,osc + (Id− P )(uε · ∇uε) +
γ − 1

2
cε∇cε +

γ − 1

2ε
∇cε = 0

∂tcε + cεdiv wε,osc +
γ − 1

2
uε · ∇cε +

γ − 1

2ε
div wε,osc = 0.

Il s’agit maintenant de montrer que Wε tend vers zéro, ce qui s’obtient en deux étapes : on

commence par montrer que la partie 〈〈oscillante 〉〉 Wε,osc tend vers zéro, puis on en déduit

le résultat cherché sur la partie 〈〈non oscillante 〉〉 wε en appliquant des méthodes relevant
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de la stabilité des équations d’Euler incompressibles (essentiellement par application d’un

lemme de Gronwall pour absorber le terme P (uε · ∇uε) − P (u · ∇u)).

Nous n’allons pas détailler ces étapes, mais donner un schéma de preuve. Com-

mençons donc par introduire le linéarisé du système 〈〈oscillant 〉〉 : posons ainsi A(D)U
déf
=

t(div u,∇c), et étudions

(8) ∂tU +
1

ε
A(D)U = 0, U|t=0 = U0.

La matrice A(D) s’écrit en variables de Fourier A(ξ) = i

(

0 ξ
tξ 0

)

, et ses valeurs propres

sont ±i|ξ| avec vecteurs propres associés ± t(|ξ|, ξ). Nous avons affaire à une équation

des ondes (il s’agit de l’acoustique), et une estimation de phase stationnaire conduit aux

estimations dispersives suivantes : dès que U0 est à support compact en fréquences, on a

(9) ‖U(t)‖L∞(Rd) ≤ C
(ε

t

) d−1
2

‖U0‖L1(Rd).

Il n’est pas question ici de rappeler la théorie des estimations dispersives et de Strichartz ;

nous renvoyons le lecteur par exemple à [22] pour leur démonstration dans le cas des

équations des ondes. Ces estimations ont été popularisées dans le domaine des équa-

tions aux dérivées partielles à la fois pour leurs propriétés dispersives (qui donnent des

résultats asymptotiques pour la limite incompressible comme pour d’autres problèmes de

limite singulière) que pour leurs propriétés régularisantes (qui permettent d’améliorer les

résultats classiques sur le problème de Cauchy pour de nombreuses équations telles les

équations des ondes ou de Schrödinger non linéaires — voir par exemple [3], [33], [34]

pour les ondes). Dans notre cadre, l’inégalité (9) permet de montrer par un argument

de densité que la norme L∞ de la solution de (8) tend vers zéro quand ε tend vers zéro,

pour tout temps strictement positif. Un argument de dualité permet d’obtenir le même

résultat pour une équation non linéaire du type ∂tU +
1

ε
A(D)U + Q(U,DU) = 0, où D

est un multiplicateur de Fourier d’ordre un et Q une forme quadratique.

On retourne alors au système vérifié par Wε : on peut faire disparaître les termes

oscillants du système, quand ε tend vers zéro, en interpolant les estimations dispersives

avec des bornes a priori sur W ε dans Hs(Rd). En utilisant parallèlement le fait que

la solution d’un système symétrique hyperbolique existe tant que sa norme Lipschitz

en espace reste bornée, on peut en déduire que c’est le temps d’existence de u qui va

déterminer le temps d’existence de Wε, ainsi que le fait que Wε tend vers zéro. Nous

ne détaillerons pas plus la démonstration ici, et renvoyons le lecteur intéressé à l’article

original [61] ; pour le cas de Navier–Stokes on pourra consulter [13].

Remarque 3.2. — Toujours par utilisation des estimations de Strichartz mais en quan-

tifiant précisément le taux de décroissance en ε donné par la dispersion, A. Dutrifoy et

T. H’midi ont montré récemment dans [16] un résultat beaucoup plus précis que celui
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énoncé dans le théorème 3.1. En particulier ils autorisent la partie 〈〈compressible 〉〉 de

la donnée initiale à être non bornée en ε, ce qui leur permet d’obtenir en particulier un

théorème d’existence en temps grand pour le problème des poches de tourbillon bidimen-

sionnelles (le rotationnel du champ de vitesses initial est la fonction caractéristique d’un

domaine borné de l’espace).

3.1.2. Un domaine extérieur. Dans le cas d’un domaine extérieur, on s’attend à ce que

les mêmes arguments de type dispersifs soient valables ; c’est en effet le cas. Dans le

cas d’un demi-espace par exemple, T. Iguchi montre dans [27] la convergence des solu-

tions du système des fluides compressibles (4) vers un champ de vecteur incompressible

vérifiant (2), et ce sans hypothèse de préparation de la donnée initiale. Dans [28]-[30],

H. Isozaki quant à lui démontre le même résultat pour le cas d’un domaine extérieur. Là

encore la démonstration repose sur une estimation dispersive sur le linéarisé, obtenue par

application de méthodes de théorie spectrale. La forme du bord du domaine n’intervient

pas.

Nous ne nous attarderons pas plus sur ces cas ici, qui relèvent finalement des mêmes

idées que dans le cas de l’espace entier, avec des techniques de théorie spectrale addition-

nelles.

3.2. Le cas de domaines bornés — oscillations

Nous allons maintenant discuter du cas où les équations sont posées dans un domaine

borné régulier de l’espace. Il n’est plus question alors d’utiliser d’estimations dispersives,

qui ne peuvent être valables globalement en temps que dans un domaine non borné ; notons

qu’il existe des estimations dispersives dans des domaines bornés ou sur le tore pour des

équations d’ondes, mais ces estimations ne sont vraies que localement en temps — remises

à l’échelle dans notre cadre, elles ne sont donc pas utilisables car elles deviennent vraies

sur un temps de l’ordre de ε seulement.

3.2.1. Conditions aux limites périodiques. Nous allons présenter ici les techniques de
〈〈filtrage 〉〉 dues à S. Schochet [56] (voir aussi [23]). Considérons une équation abstraite du

type suivant

(10) ∂tUε +Q(Uε, Uε) +
1

ε
AUε = 0 dans R

+ × T
d, Uε|t=0 = U0,

où A est une matrice antisymétrique de multiplicateurs de Fourier, et où Q est une forme

quadratique du type Q(a, b) =
1

2
(a ·∇b+ b ·∇a). On pourrait bien sûr généraliser le cadre

d’étude en choisissant une forme quadratique Q moins particulière, mais nous gardons

celle-ci ici afin d’alléger les notations.

On suppose ici que le champ de vecteurs Uε a d′ composantes, avec d′ ≥ d (ce qui est le

cas pour la limite incompressible en particulier). La question de l’existence d’une solution

sur un temps uniforme est résolue assez simplement, en remarquant que l’antisymétrie
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de A conduit à des estimations d’énergie sur (10) indépendantes de ε. On cherche à

déterminer le comportement asymptotique de cette solution, ainsi que la dépendance en ε

de son temps d’existence. Posons Ũε
déf
= e−

t
ε
AUε

déf
= A

(
− t

ε

)
Uε. En remarquant que A

commute avec les dérivations, le champ Ũε vérifie le système suivant :

(11) ∂tŨε + A(−
t

ε
)Q

(

A(
t

ε
)Ũε,A(

t

ε
)Ũε

)

= 0.

Comme A
(
± t

ε

)
est unitaire dans tous les espaces de Sobolev Hs (par l’antisymétrie

de A), on dispose d’estimations a priori sur ∂tŨε et l’on en déduit que le champ Ũε

converge fortement (dans un espace de type Sobolev) vers un champ limite U . Toute la

question revient maintenant à déterminer l’équation vérifiée par ce champ limite ; nous

allons montrer qu’aussi longtemps que U existe, il existe aussi une solution au système

de départ (10) et que celle-ci converge (en un certain sens) vers U . Commençons par

déterminer l’équation vérifiée par U , en passant à la limite (au sens des distributions)

dans l’équation sur Ũε. S’il est facile de passer à la limite au sens des distributions

dans les termes linéaires, c’est a priori moins aisé dans les termes non linéaires de (11) ;

en effet on ne dispose pas d’information de convergence forte de A( t
ε
)Ũε. Écrivons la

matrice A en variables de Fourier ; son caractère antisymétrique permet d’introduire une

base orthogonale de vecteurs propres (ej(n))1≤j≤d′ avec les valeurs propres associées iλj(n),

pour tout n ∈ Zd, avec λj(n) ∈ R. Notons ici que les variables de Fourier n sont discrètes

puisque l’on est dans un cadre périodique. Ainsi l’on a pour tout champ de vecteurs a et

en notant F la transformée de Fourier et (·, ·) le produit scalaire dans Cd′ ,

∀n ∈ Z
d, F

(

e−
t
ε
Aa
)

(n) =
d′∑

j=1

e−i t
ε
λj(n) (Fa(n), ej(n)) ej(n).

La forme quadratique apparaissant dans l’équation satisfaite par Ũε s’écrit ainsi

(12)

FQε(a, a)(n)
déf
= F

{

A(−
t

ε
)Q

(

A(
t

ε
)a,A(

t

ε
)a

)}

(n) =

d′∑

j=1

qε,j(n)ej(n), avec

qε,j(n)
déf
=

d′∑

j′,j′′=1

∑

k+m=n

e
i t

ε
λk,m,n

j,j′,j′′F k,m,n
j,j′,j′′(âk; âm)

et où λk,m,n
j,j′,j′′

déf
= λj′(k) + λj′′(m) − λj(n). On a noté âk la transformée de Fourier de a au

point k. La forme exacte du terme bilinéaire F k,m,n
j,j′,j′′ (âk; âm) ne nous sera pas nécessaire

ici, nous la présentons ci–dessous pour être complet : on a précisément

F k,m,n
j,j′,j′′ (âk; âm)

déf
= (â(k), ej′(k))(ej′(k), m)(â(m), ej′′(m))(ej′′(m), ej(n)).

Pour obtenir la limite au sens des distributions de cette quantité (12), il suffit d’appliquer

un théorème de phase non stationnaire et l’on obtient immédiatement la forme quadra-

tique limite : il s’agit de restreindre les fréquences (k,m, n), dans la sommation intervenant
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dans (12), à celles annulant la phase d’oscillation λk,m,n
j,j′,j′′. On obtient

FQ(a, a)(n)
déf
=

d′∑

j=1

qj(n)ej(n), avec

(13) qj(n)
déf
=

d′∑

j′,j′′=1

∑

(k,m)∈Rj,j′ ,j′′ (n)

F k,m,n
j,j′,j′′ (âk; âm) .

On a noté Rj,j′,j′′(n) l’ensemble des résonances

Rj,j′,j′′(n)
déf
=
{
(k,m) ∈ Z

2d, k +m = n et λj′(k) + λj′′(m) − λj(n) = 0
}
.

Cet ensemble a une importance fondamentale dans la compréhension du système limite,

nous y reviendrons plus bas. Énonçons pour l’instant le théorème de convergence de Ũε

vers U , aussi longtemps qu’existe U . Ce résultat est dû à S. Schochet [56] (voir aussi [19],

où en particulier le terme suivant de l’asymptotique est calculé).

Théorème 3.3 ([56]). — Soit U0 ∈ Hs(Td), avec s ≥ s0+2, et soit U ∈ C0([0, T ], Hs(Td))

la solution du système

(14) ∂tU + Q(U,U) = 0,

où la forme quadratique Q a été définie en (13). Alors il existe εT tel que pour tout ε ≤ εT

la solution Uε de (10) est un élément de l’espace C0([0, T ], Hs(Td)) et Uε −A
(

t
ε

)
U tend

vers zéro dans C0([0, T ], Hs−1(Td)).

La démonstration de ce théorème consiste à étudier Wε
déf
= A

(
− t

ε

)
Uε − U , qui vérifie

(15) ∂tWε + Qε(Wε,Wε + 2U) = (Q−Qε) (U,U).

Il y a ici une réelle difficulté due au fait que (Q−Qε) (U,U) ne converge vers zéro qu’au

sens des distributions, par application du théorème de la phase non stationnaire. Ainsi

l’on ne peut espérer conclure par une simple estimation d’énergie. L’idée de S. Schochet

est de constater que (Q−Qε) (U,U) est en fait fortement oscillante en temps et n’est ainsi

qu’une petite perturbation de l’équation ∂tWε + Qε(Wε,Wε + 2U) = 0. Précisons cette

idée. On commence par se ramener au cas où les fréquences dans la sommation de (13) (et

de même dans celle intervenant dans Qε) sont uniformément bornées par un paramètre N .

L’erreur commise en omettant les 〈〈hautes 〉〉 fréquences en k, m ou n est arbitrairement

petite pourvu que N soit assez grand, et ce uniformément en ε : on n’utilise pour cela que

la régularité de U , qui ne dépend pas de ε. Une fois les fréquences k,m et n restreintes à

la boule de Z3d de rayon N , on peut introduire la fonction auxiliaire suivante

W̃ε,N
déf
= Wε + εRε,N , avec

FRε,N(n)
déf
=

∑

|k|,|m|,|n|≤N
k+m=n

∑

(k,m)/∈Rj,j′,j′′ (n)

i

λk,m,n
j,j′,j′′

e
i t

ε
λk,m,n

j,j′,j′′F k,m,n
j,j′,j′′(Ûk; Ûm)ej(n).
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Cette fonction est aussi régulière qu’on peut le souhaiter (elle est à fréquences bornées),

et sa vertu est d’éliminer le terme oscillant de l’équation (15) sur Wε. On a en effet, en

notant (Q−Qε)
N (U,U) la partie 〈〈hautes fréquences 〉〉 du membre de droite de (15) (qui

comme noté ci–dessus est arbitrairement petite, uniformément en ε),

∂tW̃ε,N + Qε(W̃ε,N − εRε,N , W̃ε,N − εRε,N + 2U) = (Q−Qε)
N (U,U) + εRt

ε,N(U,U),

où Rt
ε,N provient de la dérivée en temps de Rε,N : cette dérivée est égale d’une part

à l’opposé du terme 〈〈basses fréquences 〉〉 du membre de droite de (15) (ce qui permet

de l’éliminer) et d’autre part à des termes résiduels dus aux dérivées temporelles de U .

Mais comme ce terme Rt
ε,N est aussi à fréquences bornées, il est régulier et εRt

ε,N est

donc arbitrairement petit pour tout N . Finalement W̃ε,N vérifie une équation de type

quasilinéaire à données petites (de l’ordre de ε), avec un terme source arbitrairement

petit. Des arguments classiques permettent de montrer que le temps d’existence de cette

équation n’est limité que par celui de U , et que W̃ε,N tend vers zéro quand N tend vers

l’infini et ε vers zéro. Cela clôt la démonstration du théorème 3.3 : rappelons en effet

que εRε,N est arbitrairement régulier pour tout N fixé, et arbitrairement petit (pour ε

assez petit), donc la limite de W̃ε,N est celle de Wε, aussi longtemps que U est définie.

Nous renvoyons le lecteur à [56] pour des détails.

Nous pouvons à présent appliquer ce théorème aux équations des fluides compres-

sibles (4), et obtenir ainsi le comportement asymptotique de ses solutions ; le problème

revient à analyser le système limite (14) dans le cas de la limite incompressible, c’est–à–

dire plus précisément comprendre l’ensemble des résonances Rj,j′,j′′(n) dans le cas où

l’opérateur A est la matrice de l’acoustique, introduite dans l’équation (8) au para-

graphe 3.1.1. Nous avons dans ce cas d′ = d + 1 où d est la dimension d’espace, et

les valeurs propres sont λ±(n)
déf
= ±|n| et λ0

déf
= 0. Le mode 0 correspond aux champs

incompressibles, dans le noyau de l’opérateur acoustique. Décrivons plus précisément

l’ensemble résonant : si nous posons εj ∈ {−1, 0, 1} pour tout j ∈ {1, .., d′}, alors Rj.j′,j′′

est du type

Rj.j′,j′′(n) =
{
(k,m) ∈ Z

2d, k +m = n, et εj′|k| + εj′′|m| − εj|n| = 0
}
.

On s’aperçoit ainsi que dans le cas particulier où εj = εj′ = εj′′ = 0, qui correspond

à l’interaction des modes incompressibles, le terme bilinéaire dans l’équation limite (14)

est précisément le terme quadratique habituel des équations incompressibles P (u · ∇u),

où P est le projecteur de Leray sur les champs de divergence nulle (c’est un fait général,

les termes non oscillants n’interagissent pas entre eux autrement que de manière non

oscillante). Plus intéressante est certainement l’étude des interactions compressible–

compressible. On peut montrer que cette interaction prise sur le mode incompressible

(εj = 0 et εj′εj′′ 6= 0) produit un terme gradient, et est donc responsable du terme −∇p

dans l’équation limite incompressible (voir par exemple [23], [47]). Ce qui importe donc
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est d’étudier l’interaction compressible–compressible sur un mode compressible, c’est–à–

dire l’ensemble des résonances dans le cas où le produit εjεj′εj′′ est non nul. Cette analyse

a été menée précisément par N. Masmoudi dans [47]. Ainsi il a démontré que la condition

de résonance

k +m = n et ± |k| ± |m| ± |n| = 0

détermine un très faible nombre de triplets (k,m, n), si faible que finalement le terme

bilinéaire de type compressible–compressible se comporte sur les modes compressibles

comme si l’on était en dimension un d’espace. Plus précisément on peut se convaincre

(voir [47], ainsi que [11] pour des calculs plus quantitatifs) que deux éléments k et m de

l’ensemble de résonance sont nécessairement colinéaires. N. Masmoudi restreint alors son

étude aux éléments de

P
déf
=
{
p ∈ Z

d, p1 ∧ .. ∧ pd = 1 et p1 > 0
}
.

En réécrivant la forme quadratique en décomposant les variables de Fourier sur P, il

est alors possible de se ramener à des calculs purement monodimensionnels. Cela induit

naturellement des estimations bien meilleures que les estimations de produit habituelles

(la régularité Sobolev du produit de deux fonctions se dégrade essentiellement d’un fac-

teur 1/2 avec chaque dimension d’espace supplémentaire) ; ainsi l’on peut démontrer assez

aisément que le facteur limitant pour le temps d’existence des solutions du système li-

mite (14) est le temps d’existence des équations d’Euler incompressibles. En particulier

en dimension deux d’espace ce système limite est globalement bien posé.

On peut finalement démontrer le théorème suivant.

Théorème 3.4 ([56],[47]). — Soit U0 ∈ Hs(Td), avec s ≥ s0 + 2. Soit T ∗ le temps

d’existence des solutions de l’équation des fluides incompressibles (2) dans Hs(Td). Alors

la solution U du système limite (14) associé à l’équation faiblement compressible (4) appar-

tient à C0([0, T ∗), Hs(Td)) et pour tout temps T < T ∗, il existe εT tel que pour tout ε ≤ εT

la solution Uε de (14) est un élément de l’espace C0([0, T ], Hs(Td)) et Uε −A
(

t
ε

)
U tend

vers zéro dans C0([0, T ], Hs−1(Td)).

Remarque 3.5. — Nous n’avons pas précisé ici la forme exacte du système limite des

équations des fluides compressibles périodiques. Il s’agit du système suivant : la limite U

s’écrit U = U + Uosc = (0, u) + Uosc avec

∂tu+ u · ∇u+ ∇p = 0, div u = 0

∂tUosc + Qosc(Uosc, Uosc + 2U) = 0,

où Qosc est définie comme dans (13), restreinte aux modes λj 6= 0 (le mode nul est

représenté dans l’équation en u). En particulier cette forme quadratique Qosc, agissant

sur des modes compressibles (i.e associés à une valeur propre non nulle de A) vérifie des

estimations de type monodimensionnelles.
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3.2.2. Un domaine à bord. Pour clore cette présentation de la limite incompressible dans

le cas isentropique, nous allons très brièvement considérer le cas où l’équation est posée

dans un domaine de l’espace, avec condition u · n = 0 au bord.

Dans le cas des équations non visqueuses il y a assez peu de travaux sur le sujet ; nous

présentons ici les travaux de P. Secchi [57]-[58]. L’existence de solutions sur un temps uni-

forme est démontrée sans hypothèse de préparation de la donnée initiale, comme dans [36].

La méthode repose toujours sur des estimations d’énergie utilisant l’antisymétrie de

l’opérateur acoustique. Pour démontrer des résultats de convergence en revanche, P. Sec-

chi démontre la convergence faible des solutions vers les solutions du système des fluides

incompressibles, et la convergence forte n’est obtenue que dans le cas de données préparées

au sens de la définition 1.5.

La situation est donc pour l’instant assez peu comprise dans le cas d’un domaine borné

général. Notons au passage que pour les équations de Navier–Stokes compressibles avec

conditions aux limites de Dirichlet homogènes, la situation est plus favorable : dans [14],

B. Desjardins, E. Grenier, P.-L. Lions et N. Masmoudi démontrent en effet que sous

une hypothèse géométrique sur le domaine (toutes les solutions du problème surdéter-

miné −∆ϕ = λϕ dans Ω avec ϕ constant sur le bord et ∂nϕ = 0 sur le bord, doivent

être nulles) alors il y a convergence forte des solutions compressibles vers les solutions

incompressibles. C’est un résultat surprenant au vu de ce que nous avons constaté dans

le cas périodique (les ondes acoustiques dans le cas périodique ne disparaissent pas à la

limite) ; cela est dû à l’absorption par le bord des ondes acoustiques, par un phénomène

de couche limite propre au cas visqueux.

4. LES ÉQUATIONS NON ISENTROPIQUES

4.1. Présentation

Le dernier paragraphe de ce texte concerne une extension de l’étude de la limite in-

compressible au cas d’équations non isentropiques. Jusqu’ici en effet nous avons occulté

le fait qu’un fluide compressible peut vérifier des équations plus générales que (1), dans

lesquelles il faut prendre en compte le transport de l’entropie. Les équations sont ainsi

les suivantes :

∂tρ+ u · ∇ρ+ ρ div u = 0(16)

ρ(∂tu+ u · ∇u) + ∇p = 0

∂tS + u · ∇S = 0

(ρ, u, S)|t=0 = (ρ0, u0, S0)
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où ρ est la densité, p est la pression, u est la vitesse et S l’entropie. Ces variables sont

reliées par l’équation d’état ρ = R(S, p), et la vitesse du son c est donnée par
1

c2
=
∂R

∂p
> 0.

Dans la suite nous définirons aussi A
déf
=

1

R

∂R

∂p
·

Nous renvoyons à l’exposé [50] pour une présentation de ces équations, ainsi que pour

la symétrisation et le changement d’échelle dans (16) conduisant finalement au système

suivant :

aε(∂tqε + vε · ∇qε) +
1

ε
div vε = 0(17)

rε(∂tvε + vε · ∇vε) +
1

ε
∇qε = 0

∂tSε + vε · ∇Sε = 0

(qε, vε, Sε)|t=0 = (qε,0, vε,0, Sε,0)

où aε
déf
= A(S, εq) et rε

déf
= R(S, εq). Les fonctions A et R correspondent aux fonctions A

et R précédentes, écrites dans les nouvelles variables (S, q) plutôt que (S, p).

Comme dans le cas isentropique étudié ci–dessus, deux questions se posent : y a–t–

il des solutions au système (17) bornées uniformément en ε, sur un intervalle de temps

indépendant de ε ? Si oui, quel est leur comportement quand ε tend vers zéro ? Pour

deviner le système limite, comme dans le cas isentropique on annule les termes non bornés

dans l’équation (17) : on trouve div vε = 0 et ∇qε = 0, et ainsi on s’attend à obtenir à la

limite le système incompressible suivant :

r0(∂tv + v · ∇v) + ∇P = 0(18)

∂tS + v · ∇S = 0

div v = 0

avec naturellement r0
déf
= R(S, 0).

4.2. Le problème de Cauchy

Contrairement au cas isentropique étudié dans les paragraphes précédents, la question

de l’existence de solutions bornées en ε sur un temps indépendant de ε est loin d’être

immédiate : à première vue on peut chercher à faire fonctionner l’argument habituel

d’antisymétrie du terme de pénalisation, mais cette méthode tombe immédiatement en

défaut à cause du couplage avec l’entropie. On se convainc aisément de ce fait en étudiant

le système modèle linéarisé suivant (nous reprenons ici un exemple de [51]) :

a(S)∂tuε +
1

ε
∂xuε = 0(19)

∂tS = 0

(uε, S)|t=0 = (u0, S0).



926-18

Si S est un état constant S = S alors

uε(t, x) = u0

(

x−
t

εa(S)

)

.

Ainsi une petite perturbation de l’état constant S induit une grande perturbation dans uε,

et le système (19) est donc instable. Dans [51] G. Métivier et S. Schochet démontrent

néanmoins le théorème suivant sur le système complet (17).

Théorème 4.1 ([50]-[51]). — Soit s ≥ s0, soit M0 > 0 et soit Ω = Rd ou Td. Si les

données initiales (vε,0, qε,0, Sε,0) sont uniformément bornées dans Hs(Ω) par M0, alors il

existe une unique solution (vε, qε, Sε) à (17), uniformément bornée dans C0([0, T ], Hs(Ω))

où T ne dépend que de M0 ; en outre ∂tSε et ∂trot (rεvε) sont bornées respectivement

dans C0([0, T ], Hs−1(Ω)) et C0([0, T ], Hs−2(Ω)).

L’idée de la démonstration de ce théorème peut se lire sur le système modèle (19) :

l’étude du système linéarisé ne donnant pas de résultat satisfaisant, il convient d’étudier

directement le système non linéaire de départ. Afin de simplifier la présentation, nous

allons plutôt expliquer la démarche de [51] sur le système modèle suivant :

σε∂tuε +
1

ε
∂xuε = 0(20)

∂tσε + a(uε)∂xσε = 0.

Dans ce système uε joue le rôle des variables (qε, div vε) et σε celui de (Sε, rot (rεvε)).

Pour éviter de se ramener par une estimation d’énergie à un cadre linéarisé (instable),

on commute la première équation de (20) non pas avec ∂k
x , méthode usuelle mais qui

conduirait ici à une équation instable, mais plutôt avec

(
1

σε
∂x

)k

. Ainsi comme ∂tσε

et σε sont estimées (dans Hs−1 et Hs respectivement) par ‖uε‖Hs d’après la seconde

équation de (20), les commutateurs supplémentaires obtenus peuvent être absorbés par

une inégalité de type Gronwall. Cette démarche peut être mise en œuvre de manière

analogue pour le système de départ (17) ce qui démontre le théorème 4.1.

Notons que dans [51] ce théorème d’existence est démontré pour une classe plus générale

d’équations, faisant apparaître l’importance de la structure spéciale non linéaire. Nous

ne donnerons pas plus de détails sur la preuve du théorème 4.1 et renvoyons à [51] pour

toute la démonstration.

La question de l’existence de solutions uniformément bornées étant désormais résolue,

nous allons à présent nous attacher à comprendre le comportement asymptotique de ces

solutions quand ε tend vers zéro. Dans le cas isentropique nous avons constaté que l’étude

est plus simple dans le cas de Rd que dans Td. C’est le cas aussi (et bien plus encore)

dans le cas non isentropique ; nous allons donc commencer par nous pencher sur le cas

d’équations posées dans l’espace entier dans la section 4.3, en présentant le résultat de

convergence de [51]. Nous étudierons le cas périodique dans la dernière section 4.4, en
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nous appuyant sur le travail [52], ainsi que sur [50] ; il ne sera pas question de domaines

à bords dans cette étude du cas non isentropique (pour une étude du cas de domaines

à bords nous renvoyons à l’article de S. Schochet [55] pour des données bien préparées,

ainsi qu’au travail récent de T. Alazard [1] dans le cas général). Notons pour terminer

que des études formelles dans le cas visqueux (périodique) ont été menées dans [6] ; ici

comme partout ailleurs dans ce texte l’on se restreint aux équations sans viscosité.

4.3. Asymptotique dans Rd

Commençons par énoncer le théorème de convergence démontré dans [51].

Théorème 4.2 ([50]-[51]). — Soit s ≥ s0 et soit Ω = Rd. On suppose que les données ini-

tiales (vε,0, qε,0, Sε,0) sont uniformément bornées dans Hs(Ω) et convergent vers (v0, q0, S0)

dans Hs(Ω) quand ε tend vers zéro, avec l’hypothèse de décroissance à l’infini suivante

pour S0 :

(21) |S0(x)| ≤
C

|x|1+δ
et |∇S0(x)| ≤

C

|x|2+δ
, δ > 0.

Alors la famille de solutions (vε, qε, Sε) construite dans le théorème 4.1 converge dans

l’espace L2([0, T ], Hs′

loc(Ω)) pour tout s′ < s, vers (v, 0, S) où (v, S) est l’unique solution

de (18) avec donnée (w0, S0) et w0 est l’unique solution de

div w0 = 0, rot (r0w0) = rot (r0v0), où r0
déf
= R(S0, 0).

Donnons une idée de la démonstration de ce résultat.

La première étape consiste à obtenir de la compacité en espace, en utilisant les estima-

tions uniformes données par le théorème 4.1. Ainsi l’on peut montrer facilement que Sε

converge fortement (quitte à extraire une sous-suite, ce que nous omettrons de signaler

dorénavant) vers une fonction S dans C0([0, T ], Hs′

loc(Ω)) et que (qε, vε) converge faible-

ment dans L∞([0, T ], Hs(Ω)) vers un certain (q, v). Enfin rot (rεvε) converge fortement

dans L∞([0, T ], Hs′−1
loc (Ω)) vers rot (r0v), où nous rappelons que r0 = R(S, 0). On se

convainc aussi (il suffit de multiplier les équations par ε et de passer à la limite) que

q = 0, div v = 0 et ∂tS + v · ∇S = 0.

Reste à montrer le point le plus délicat du théorème, c’est–à–dire la convergence forte

de qε vers zéro, et celle de vε vers v vérifiant le système limite (18).

Comme dans le cas isentropique, on commence par décomposer vε en une composante

sur le noyau de l’opérateur de pénalisation (qui sera compacte en temps et en espace), et

un reste : écrivons donc

vε = vε + ṽε, avec Pvε = vε,

où nous rappelons que P est le projecteur de Leray sur les champs de vecteurs de diver-

gence nulle. La suite vε est compacte en temps, elle converge donc fortement vers v et l’on

va maintenant s’attacher à montrer que Ṽε
déf
= (qε, ṽε) converge fortement vers zéro. Pour
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cela il faut contrôler les oscillations en temps de cette suite de fonctions, ce qui passe par

l’étude du linéarisé

∂t(A(Sε, 0)∂tWε) −
1

ε2
div

(
1

R(Sε, 0)
∇Wε

)

= 0.

Ce système est proche de l’équation des ondes (8) au fait près qu’il est à coefficients

variables. Ainsi le calcul direct en variables de Fourier que nous avons pratiqué en sec-

tion 3.1.1 pour obtenir la dispersion des ondes acoustiques n’est plus opérant ici. Nous

obtiendrons à la place un résultat de décroissance de l’énergie locale qui permettra de

conclure. Un tel résultat est obtenu dans [51] par utilisation de la théorie des mesures de

défaut. Nous renvoyons le lecteur à [21] et [60] pour l’introduction de cette théorie (ainsi

qu’à [8] pour une présentation générale et des applications).

L’idée de la démonstration de [51] est assez simple à décrire, et nous allons en rester à

cette description générale sans rentrer dans l’implémentation technique de la preuve (celle–

ci requiert entre autres une écriture par paquets d’ondes (en temps) : un résumé de la

méthode peut être trouvé dans [50]). Notons K (respectivement L) l’espace des opérateurs

compacts (respectivement à trace) sur L2(Rd). Les mesures de défaut microlocales de Ṽε se

définissent de la manière suivante : quitte à extraire une sous-suite, il existe une mesure de

Radon positive µ sur R2 et il existe M µ-intégrable à valeurs dans L telle que pour toute

fonction a dans S(R2) à valeurs dans K, l’opérateur pseudo-différentiel semi-classique

associé A
déf
= a(t, εDt) vérifie

lim
ε→0

(

AṼε, Ṽε

)

=

∫

R2

Tr (M(t, τ)a(t, τ)) µ(dt, dτ).

Le point important est que les mesures de défaut microlocales sont supportées sur la

variété caractéristique de l’équation, ce qui signifie ici que

A(S(t, ·), 0)τ 2M(t, τ) + div

(
1

R(S(t, ·), 0)
∇

)

M(t, τ) = 0, µ p.p.

On utilise alors le fait que la condition (21) est propagée par l’équation de transport

∂tS + v · ∇S = 0 ainsi que le résultat suivant (dont une démonstration peut se trouver

dans [51], paragraphe 5) : le noyau de aτ 2 + div (b∇) est réduit à zéro, pour tout τ ∈ R,

s’il existe une constante a telle que

|a(x) − a| ≤
C

(1 + |x|)1+δ
, |∇a(x)| ≤

C

(1 + |x|)2+δ

et de même pour b (avec une autre constante b 6= 0). En combinant ces deux propriétés

l’on obtient que M = 0. En corollaire on peut en déduire que la mesure de défaut de Ṽε

est nulle, et les estimations a priori sur ṽε et qε permettent finalement de démontrer que Ṽε

converge fortement vers zéro dans L2([0, T ], Hs′

loc(R
d)), pour tout s′ < s.

On conclut enfin la démonstration en passant à la limite dans l’équation en vε : tous

les termes de l’équation ont une limite forte, et l’équation (18) est obtenue sans difficulté.
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L’implémentation de ces principes est techniquement délicate et nous renvoyons donc le

lecteur à [51] pour la démonstration détaillée (un bref exposé peut être trouvé dans [50]).

4.4. Asymptotique dans T
d

Dans cette section finale nous allons nous intéresser aux équations non isentropiques (17)

dans le cas où le domaine d’espace est périodique.

Le résultat que nous allons présenter est celui de G. Métivier et S. Schochet [52] (nous

nous inspirerons aussi de l’exposé [50]). Considérons une suite de solutions (qε, vε, Sε)ε>0

donnée par le théorème 4.1, associée à une famille de données initiales (qε,0, vε,0, Sε,0)ε>0.

Cette suite de solutions vérifie les mêmes estimations a priori que dans le cas Rd (rap-

pelons que le théorème 4.1 est valable aussi bien dans tout l’espace que dans le cas

périodique). L’étape de compacité en espace se déroule donc aussi bien que dans la sec-

tion 4.3 précédente. On a donc convergence forte de Sε et rot(rεvε) dans C0([0, T ], Hs′(Td))

et C0([0, T ], Hs′−1(Td)) respectivement, et le couple (qε, vε) converge faiblement dans

l’espace L∞([0, T ], Hs(Td)) vers (q, v), avec

(22) ∇q = 0, div v = 0, ∂tS + v · ∇S = 0.

On peut aussi montrer (voir [52] Lemme 8.2) que q ne dépend pas non plus du temps, et

est donc une constante en t et en x. Cherchons maintenant l’équation vérifiée par v. C’est

ici que se fait la différence avec le cas R
d : de la même façon que dans le cas isentropique,

on ne peut espérer a priori dans le cas périodique de convergence forte sur les composantes

acoustiques, et l’on va introduire la décomposition suivante :

vε = vε +
1

rε
∇hε où div vε = 0.

Comme précédemment vε converge fortement vers v dans C0([0, T ], Hs′(Td)), et l’on peut

passer à la limite au sens des distributions dans tous les termes de l’équation vérifiée

par vε, sauf dans les termes bilinéaires en hε (puisque hε ne converge que faiblement). En

suivant les notations de [50], posons B
déf
=

∂R

∂ρ
et b0

déf
= B(S, 0). En écrivant

E
déf
= −

b0
2r0

∇κ(1) +
1

2r0
∇κ(2)

κ(1) déf
= lim

ε→0
|ε∂thε|

2 et κ(2) déf
= lim

ε→0
|∇hε|

2,

il vient à la limite (rappelons que r0 = R(S, 0))

(23) r0(∂tv + v · ∇v) + E + ∇P = 0, div v = 0,

avec la même donnée initiale que dans le cas Rd : v|t=0 = w0 où w0 est l’unique solution

de div w0 = 0, rot (r0w0) = rot (r0v0).

Le problème maintenant est de clore le système (22, 23) en déterminant E ; il n’y a pas

de raison a priori pour que E soit un gradient.
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Étudions un instant (comme dans [50] et [52]) le système modèle suivant :

ε∂tuε = A(Sε(t))uε,

où A est un opérateur antisymétrique. Dans le cas où Sε = S ne dépend pas du temps, la

solution est donnée par uε = e
tA(S)

ε u0. Dans le cas contraire on s’aperçoit immédiatement

d’une difficulté considérable liée au croisement des valeurs propres de A(S(t)). En effet

si le spectre de A est de multiplicité constante il est connu (voir [32]) que l’évolution

de uε est asymptotiquement diagonalisée dans la résolution spectrale de A(S(t)). Mais

lorsque deux valeurs propres se croisent en un temps t0, la limite de |uε|
2 peut dépendre

non seulement de S, mais aussi de la façon dont Sε approche S, et même encore de la

sous–suite en ε choisie... Des exemples à ce sujet peuvent être trouvés dans [52] Section 7,

s’inspirant de travaux de [18], [24], [31]. Dans notre cadre, cela semble indiquer que si les

valeurs propres de A(S(t)) ne sont pas de multiplicité constante, la fonction E ne sera pas

uniquement déterminée par v et S.

L’on constate ainsi que le cas non isentropique périodique est redoutablement plus

difficile que le cas non isentropique dans Rd, mais aussi surtout que le cas isentropique

périodique.

L’idée de G. Métivier et S. Schochet dans [52] est de tirer parti des estimations a

priori disponibles sur les solutions, dues au théorème 4.1, pour commencer l’étude en se

restreignant à un nombre fini de modes de Fourier. Cela signifie que l’on peut commencer

par considérer des modèles en dimension finie. La première partie de [52] (et la section 5

de [50]) est ainsi dévolue à l’étude du système dynamique suivant, à deux échelles en

temps :

ε∂tuε = A(S)uε + εQ(S)(uε, uε)(24)

∂tSε = F (S)uε

sur le domaine D
déf
= [0, L1] × · · · × [0, Ld] où les Li sont des réels strictement positifs.

Des hypothèses de structure sur A et F sont dégagées, portant notamment sur les

valeurs propres de A : l’ensemble des S tels que A(S) a au moins une valeur propre non

nulle multiple, est analytique et de codimension 2. Cette hypothèse est cruciale dans

l’analyse car elle permet de montrer que génériquement les valeurs propres non nulles

de A(S(t)) sont simples. Notons que dans [52], il est montré (Théorème 6.1) que sous

certaines restrictions sur les tailles Li (L−4
j et L−2

j L−2
k doivent être indépendantes dans Q)

ces hypothèses sont toujours satisfaites dans le cas où le système modèle est une troncature

spectrale des équations d’Euler compressibles non isentropiques.

L’hypothèse importante de généricité est alors la suivante : en notant (iλj(S(t)))j 6=0 les

valeurs propres non nulles de A(S(t)) (répétées suivant leur multiplicité) on définit

Ω
déf
= {S | λj(S(t)) 6= λk(S(t)), ∀j 6= k, jk 6= 0} .
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Définition 4.3. — La fonction S est générique si pour tout t ∈ [0, T ], S(t) ∈ Ω et

λj(S) − λk(S) = λℓ(S) ⇒ ∂t (λj(S) − λk(S) − λℓ(S)) 6= 0.

Sous cette hypothèse sur S on peut obtenir une équation sur la limite faible de uε, qui

a une solution unique dont on montre que pour presque toutes données initiales elle est

générique au sens de la définition 4.3 (ce qui justifie bien la terminologie employée dans

cette définition). Ainsi l’on obtient un théorème de convergence des solutions (uε, qε, Sε)

vers les solutions du système limite.

Nous n’allons pas détailler ce système limite dans le cadre abstrait, mais revenir plutôt

aux équations d’Euler pour déduire de l’analyse abstraite des théorèmes de convergence

des solutions des équations d’Euler non isentropiques (17). La matrice de pénalisation ici

est la suivante

A(S) =






0
1

a0

div

1

r0
∇ 0




 .

On rappelle que a0 = A(S, 0) et r0 = R(S, 0).

Le spectre de A(S) s’obtient en analysant l’opérateur WS
déf
= −

1

a0
div

(
1

r0
∇

)

, autoad-

joint positif dans L2(D, a dx), et à résolvante compacte. On note 0 = µ0,S < µ1,S ≤ · · ·

ses valeurs propres, et λj,S
déf
=

√
µj,S. Les vecteurs propres (normalisés) associés sont

notés Φj,S, et le théorème de convergence va reposer sur l’hypothèse suivante, liée à la

définition de généricité 4.3.

Définition 4.4. — La fonction S ∈ C0([0, T ], Hs(D)) vérifie la condition (G) si

(i) Pour tout t ∈ [0, T ], pour tout j > 0, µj,S(t) est simple.

(ii) Pour tout triplet (j, k, l) d’entiers non nuls, on a presque partout sur [0, T ],

λj,S(t) − λk,S(t) 6= λℓ,S(t).

Le théorème principal est le suivant.

Théorème 4.5 ([50], [52]). — Si S vérifie la condition (G) alors (v, S) vérifient les

équations limites (22,23) avec

κ(1) =
1

2

∞∑

j=1

σjλj,S(t)(Φj,S(t)(x))
2, κ(2) =

1

2

∞∑

j=1

σj

λj,S(t)
|∇Φj,S(t)(x)|

2

où σj est calculé explicitement en fonction des données initiales et des Φj,S0.

La démonstration de ce résultat sort du cadre de cet exposé. Indiquons simplement

que la démonstration consiste comme prévu à se ramener à la dimension finie en faisant

agir un projecteur spectral sur hε, en tirant parti des estimations a priori fournies par le

théorème 4.1. On peut alors décomposer hε sur les J premiers vecteurs propres de WS(t)

(pour ε ≤ εJ) — en utilisant la compacité de Sε en temps on peut montrer que J peut
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être choisi indépendamment de t ∈ [0, T ]. Les termes non linéaires dont on cherche la

limite faible s’écrivent de la manière suivante :
∑

j≤J

βε
j,ℓ exp

(

±
i

ε

∫ t

0

λε
j(s) ds±

i

ε

∫ t

0

λε
ℓ(s) ds

)

.

Notons qu’il n’y a que des interactions bilinéaires dans la phase, parce que l’on cherche la

projection de ces termes non linéaires sur le noyau de l’opérateur de pénalisation, c’est–

à–dire sur le mode Φ0,S(t) associé à la valeur propre 0. On peut montrer que les βε
j,ℓ ont

une limite forte quand ε tend vers zéro. Par le théorème de la phase stationnaire, ne

demeurent à la limite dans la somme que les indices j, ℓ tels que

±

∫ t

0

λε
j(s) ds±

∫ t

0

λε
ℓ(s) ds = 0,

c’est–à–dire que ℓ = j et les signes sont opposés.

Il reste alors à vérifier que les séries obtenues sont convergentes dans C0([0, T ], Hs(D)),

ce qui conclut la première partie de l’analyse : le terme E est obtenu ainsi. Il reste main-

tenant à déterminer l’évolution temporelle des coefficients de cette série, afin d’obtenir

l’expression des coefficients κ(1) et κ(2). Des hypothèses de non résonance interviennent

ici, ainsi que des éléments de théorie spectrale. Nous ne rentrons pas dans les détails

techniques mais renvoyons à [52], Section 9.

Nous commenterons ce résultat, en présentant les problèmes ouverts qui y sont rat-

tachés, dans la section 4.5 suivante. Pour terminer cet exposé, plaçons-nous en dimen-

sion 1 d’espace : ce cas est bien plus favorable, d’abord parce que WS(t) y prend une forme

plus simple (voir [52] Section 11), mais surtout parce que la contrainte incompressible sur

la limite v se traduit en dimension 1 par v(t, x) = v(t), constant en x.

Le théorème dans ce cas est le suivant.

Théorème 4.6 ([50], [52]). — Supposons que R0
déf
= R(S, 0) et A0

déf
= A(S, 0) vérifient

∀σ ∈ R,
∂R0

∂S
(σ) 6= 0 et A0(σ) −

∂A0

∂S
(σ) 6= 0.

Alors pour tout s ≥ 2, il existe un Gδ-dense G ⊂ Hs(R/LZ) tel que pour tout S dans G, le

spectre de WS est simple et la condition de non résonance est vérifiée : λj,S 6= λk,S + λℓ,S.

En particulier, S(t) vérifie alors la condition (G) et les conclusions du théorème 4.5

sont vraies.

Remarque 4.7. — Notons comme dans [52] que dans le cas des équations compressibles

on a en fait A(S, p) =
1

R

∂R

∂p
· Il n’y a alors pas d’hypothèse de généricité à faire dans le

théorème 4.6, et l’on trouve pour la limite faible de vε la solution de l’équation
d

dt
v = 0,

et l’équation de transport (22) sur S s’écrit avec v remplacé par v. Les données initiales

du système limite sont les moyennes spatiales des données initiales du système d’origine

(voir le théorème 11.1 de [52]).
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4.5. Conclusion et problèmes ouverts

Nous avons présenté dans ce paragraphe les résultats mathématiques les plus récents à

ce jour concernant la limite incompressible non visqueuse. Le cas où les équations sont

posées dans Rd est bien compris puisqu’on démontre ([51]) un résultat de convergence

forte vers un système limite connu.

Dans le cas périodique en revanche, l’article [52] est un véritable travail de pionnier

qui ouvre la voie sur beaucoup de recherches. Une question cruciale est de déterminer

si la condition (G) de la définition 4.3 est ou non générique — pour l’instant seul le cas

monodimensionnel est résolu, toujours dans [52]. Une autre question fondamentale est

de comprendre le système limite obtenu dans le théorème 4.5 ; en particulier ce système

est–il bien posé ? On ne connaît pour l’instant que des estimations a priori Hs sur ce

système (voir [52] Section 12). En outre la convergence vers ce système limite est faible,

et en particulier on n’a pas de description assez précise des oscillations pour pouvoir en

déduire un résultat du même type que dans le cas isentropique : dans ce cas après action

du groupe d’oscillations on a pu montrer la convergence forte vers un système limite dont

une partie est celui vérifié par la limite faible, mais qui contient aussi une équation couplée

gardant trace des oscillations.

Toutes ces questions restent largement ouvertes pour les équations non isentropiques,

sans parler du cas où les équations sont posées dans un domaine plus général que Rd ou Td,

qui semble pour l’instant hors d’atteinte.
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DÉVIATIONS DE MOYENNES ERGODIQUES

[d’après Forni, Kontsevich, Zorich... ]

par Raphaël KRIKORIAN

1. INTRODUCTION

Considérons un espace topologique X sur lequel agit un flot φ et supposons que µ soit

une mesure de probabilité invariante ergodique pour le flot φ (c’est-à-dire que les seuls

ensembles µ mesurables φ-invariants sont de mesure 0 ou 1). On sait d’après le théorème

de Birkhoff que pour toute observable µ-intégrable f : X → R on a pour µ-presque tout

x ∈ X

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

f(φs(x))ds =

∫

X

fdµ.

En particulier si f est d’intégrale nulle, les moyennes ergodiques précédentes convergent

vers 0 et il est naturel d’étudier dans ce cas le comportement asymptotique des intégrales

ergodiques
∫ t

0
f(φs(x))ds. Lorsque l’on suppose que le système dynamique est hyper-

bolique, comme c’est le cas par exemple du flot géodésique sur des surfaces compactes de

courbure négative, le comportement des intégrales ergodiques est décrit par le théorème

central limite (comme dans le cas de variables aléatoires indépendantes de même loi).

Pour des flots non hyperboliques, les situations dans lesquelles on peut espérer énoncer des

résultats intéressants sont peu nombreux mais existent. Ainsi, pour mentionner l’exemple

le plus simple, le comportement des intégrales ergodiques des flots (linéaires car le cas

général s’y ramène) sur des tores est bien compris. Soit φ le flot du champ de vecteurs

X = α ∂
∂x

+ β ∂
∂y

sur le tore T2 = R2/Z2 ; supposons que

• (hypothèse sur l’arithmétique) (α, β) vérifie une condition diophantienne de la

forme

|kα + lβ| ≥
K−1

(|k| + |l|)τ
, ∀(k, l) ∈ Z2 − {0, 0}

condition qui, dès que τ > 1, est de mesure de Lebesgue positive pour K > 0 assez

grand et de mesure totale si l’on prend l’union sur tous les K positifs ;

• (hypothèse sur la régularité de f) f soit suffisamment dérivable (p. ex Cτ+2).
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Dans ce cas il est facile de voir, en utilisant l’analyse de Fourier (bien définie sur le tore !)

et la condition diophantienne, que les intégrales ergodiques sont bornées pour toute f

régulière et tout x ∈ T2. Dans le cas où (α, β) n’est pas diophantien mais seulement

irrationnel et f est à variations bornées, les intégrales ergodiques ne sont plus bornées

mais admettent une borne de type logarithmique (en fonction de t). Il faut alors utiliser

le développement en fractions continues de (α/β) (que l’on suppose irrationnel) et la

propriété de Denjoy-Koksma.

Le cas qui nous intéresse ici est celui des flots des champs de vecteurs sur des surfaces

de genre plus grand que 2 qui préservent une forme volume et dont les singularités sont

de type selle. La dynamique dans ce cas n’est ni hyperbolique (comme c’est le cas du flot

géodésique où deux points proches ont tendance à se séparer de façon exponentielle sous

l’effet du flot), ni elliptique (comme dans le cas des flots sur le tore où deux points proches

le restent sous l’effet de la dynamique) mais plutôt de type parabolique (comme dans le cas

du flot horocyclique où deux points proches se séparent à vitesse au plus polynomiale). Ce

type de flot intervient naturellement dans l’étude d’au moins deux problèmes importants

de dynamique : les billards rationnels et les échanges d’intervalles.

Considérons un billard plan polygonal P dont les angles sont des multiples rationnels

de 2π ; on peut réduire la dynamique des points (x, v) ∈ P × R2, v étant de direction

fixée, à celle d’un flot sur une surface de genre g obtenue en recollant des copies de

la table (qui sont les images du polygone par le groupe engendré par les symétries par

rapport à ses côtés). On peut ainsi voir que, pour presque toute direction v, le flot

(dans l’espace des configurations) est uniquement ergodique (cf. [6] utilisant des résultats

antérieurs de Masur [11], Veech [15]) et ceci permet de démontrer qu’il existe un Gδ-dense

de billards (non rationnels) uniquement ergodiques (dans l’espace des phases). Je renvoie

au séminaire Bourbaki de P. Arnoux [1] pour un exposé très clair de ces travaux.

Un échange d’intervalles sur n intervalles (I1, . . . , In) qui forment une partition de [0, 1]

est déterminé par une paire (l, π) où l = (|I1|, . . . , |In|) (longueurs des intervalles) et

π est une permutation de l’ensemble {1, . . . , n}. On suppose que la permutation est

irréductible c’est-à-dire qu’il n’existe pas k < n pour lequel π{1, . . . , k} = {1, . . . , k}. No-

tons S0
n l’ensemble des permutations irréductibles. L’ensemble des échanges d’intervalles

irréductibles est donc paramétré par ∆n−1 × S0
n où ∆n−1 est le simplexe standard de

dimension n − 1. Une rotation est un cas particulier d’échange d’intervalles où n = 2.

On peut définir pour les échanges d’intervalles des procédures de renormalisation G (cf.

Rauzy, Veech, Zorich, Marmi-Moussa-Yoccoz...) qui sont des analogues de l’algorithme de

Gauss pour les rotations et qui permettent une analyse fine des propriétés ergodiques des

échanges d’intervalles. Nous renvoyons le lecteur à [13] pour de plus amples renseigne-

ments. L’ensemble des échanges d’intervalles (irréductibles) ∆n−1 × S0
n se décompose

sous l’action de G en sous-ensembles invariants de la forme ∆n−1 × R et on appelle les
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ensembles R ainsi obtenus les classes de Rauzy. Zorich [18] montre qu’une de ces appli-

cations de Gauss, l’algorithme de Zorich (qui est une version accélérée de l’algorithme de

Rauzy), est ergodique par rapport à une mesure de probabilité µR absolument continue

sur chaque classe de Rauzy. C’est l’analogue d’un théorème de Veech et Masur ([15],[11])

sur l’ergodicité du flot de Teichmüller sur les composantes connexes de l’espace des mo-

dules (cf. section 4). Ces liens entre flots et échanges d’intervalles sont en fait naturels :

on peut voir un échange d’intervalles comme la dynamique induite par l’application de

retour d’un flot sur un intervalle (transverse au flot) d’une surface de genre g. Considérons

un échange d’intervalles T sur n intervalles I1, . . . , In et notons,

Si(x, N) =

N−1∑

k=0

χi(T
k(x)),

la N -ième somme ergodique de la fonction caractéristique χi de l’intervalle Ii sous l’action

de T (on compte le nombre de retours dans Ii entre les temps 0 et N). Formons le vecteur

S(x, N) = (S1(x, N), . . . , Sn(x, N)) ∈ Rn. Si l’échange d’intervalles est uniquement er-

godique (ce qui est une condition de mesure pleine) alors pour tout x

lim
N→∞

S(x, N)

N
= l,

Zorich démontre le résultat suivant :

Théorème 1.1 (Zorich [19]). — Soit R une classe de Rauzy. Il existe θ1 > θ2 ≥ 0 tels

que pour presque tout échange d’intervalle et presque tout x

lim sup
N→∞

log |S(x, N) − Nl|

log N
=

θ2

θ1
< 1.

Les réels θ1, θ2 sont en fait les deux plus grands exposants de Lyapunov d’un cocycle

de matrices défini au-dessus de ∆n−1 × R (cf. section 5.1) introduit par Zorich.

Revenons aux champs de vecteurs sur les surfaces de genre g ≥ 2. Soient M une surface

orientable compacte de genre g ≥ 2 et ω une forme volume sur M . Considérons un champ

de vecteurs X (on note φX(·, t) son flot) dont les singularités sont de type selle (Σ, ι) où

Σ = {p1, . . . , pσ} est l’ensemble des singularités du champ X et ιk, 1 ≤ k ≤ σ est l’indice

de X au point pk. La notion de distribution sur M (au sens de Schwartz et De Rham) a

bien un sens ; par ailleurs on peut définir de façon habituelle l’espace de Sobolev H1(M)

et son dual H−1(M). Une distribution D est dite X-invariante si XD = 0 et d’ordre 1 si

elle est dans H−1(M). Nous noterons I1
X(M) l’ensemble des distributions X-invariantes

et d’ordre 1.

Le résultat que démontre Giovanni Forni est le suivant :

Théorème 1.2 (Forni [5]). — Pour 〈〈presque tout 〉〉 champ de vecteurs X qui préserve ω

et dont les singularités sont de type selle il existe des nombres réels strictement positifs

λ′
1(X) > . . . > λ′

s(X) et des espaces de distributions I1
X(λ′

i), 1 ≤ i ≤ s, X-invariantes et

d’ordre 1 tels que
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(1) on ait la décomposition

I1
X = I1

X(λ′
1) ⊕ · · · ⊕ I1

X(λ′
s) ,

(2) si i < s et si une observable f à support dans M − Σ et dans l’espace de Sobolev

H1
0 (M − Σ) vérifie

∀D ∈ I1
X(λ′

1) ⊕ · · · ⊕ I1
X(λ′

i), D(f) = 0

alors pour presque tout point p ∈ M

lim sup
T→∞

log |
∫ T

0
f(φX(p, τ))dτ |

log T
≤ λ′

i+1 ;

en outre il existe une distribution Di+1 ∈ IX(λ′
i+1) telle que si Di+1(f) 6= 0 alors

l’inégalité précédente est une égalité ;

(3) si i = s et sous les mêmes hypothèses sur f qu’en (2),

lim sup
T→∞

log |
∫ T

0
f(φX(p, τ))dτ |

log T
= 0.

Le 〈〈presque tout 〉〉 signifie la chose suivante : à tout champ de vecteurs X préservant

la forme volume ω on associe la classe de cohomologie [iXω] ∈ H1(M, Σ,R) (cf. sec-

tion 6.1). Un ensemble de champs de vecteurs préservant ω est négligeable si son image

par l’application précédente est de mesure de Lebesgue nulle dans H1(M, Σ,R).

La preuve de ce résultat repose sur l’analyse de deux types de dynamiques différents.

Il y a, d’une part, la dynamique du champ de vecteurs X sur la surface M que l’on peut

ramener à celle du feuilletage horizontal d’une différentielle quadratique q. D’autre part, il

existe des dynamiques de 〈〈 renormalisation 〉〉 qui ont pour but d’accélérer la dynamique sur

M . Les espaces dans lesquels travaillent ces dynamiques sont des espaces de modules (cf.

section 2) et pour les comprendre il est important de savoir démontrer que les exposants

de Lyapunov de certains cocycles, le cocycle de Kontsevich-Zorich (cf. section 3.2) et le

cocycle de Forni (cf. section 6.3 et section 8) ont des exposants de Lyapunov non nuls

(cf. section 5 et section 7). Pour cela Forni utilise des outils d’Analyse qu’il a développés

dans [4] et que l’on peut voir comme une extension de la théorie de Hodge (section 4).

Remarque : Il existe des liens importants entre le problème des déviations des moyennes

ergodiques pour des flots sur des surfaces de genre supérieur à 2 ou des échanges d’inter-

valles, et celui de la résolution des équations cohomologiques. Dans le cas des flots,

par exemple, il s’agit de résoudre l’équation LXf = g où g est une fonction (ou une

distribution) donnée (LX est la dérivation de Lie). Ces équations n’ont pas toujours de

solution, mais on connâıt dans certains cas les obstructions. Nous ne parlerons pas de ce

sujet dans la suite mais nous renvoyons à l’article fondateur de Forni [4] et mentionnons les

résultats nouveaux de Marmi-Moussa-Yoccoz [13] dans le cadre des échanges d’intervalles.
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2. LES ESPACES DE MODULES

2.1. L’espace de Teichmüller

L’espace de Teichmüller Tg d’une surface M de genre g ≥ 2 est l’ensemble des struc-

tures complexes de M à isotopies près, c’est-à-dire l’ensemble obtenu en décrétant que

deux structures complexes sont équivalentes si l’on peut passer de l’une à l’autre par

un élément de Diff0(M), l’ensemble des difféomorphismes de M isotopes à l’identité.

C’est aussi l’ensemble des métriques de courbure −1 à isotopies près. On peut munir Tg

d’une distance : si [C1] et [C2] sont deux classes de structures conformes, d([C1], [C2])

est l’infimum sur les h ∈ Diff0(M) des (1/2) lnK(h), K(h) étant la constante de quasi-

conformalité de h (relativement à C1, C2). Muni de cette distance, Tg est homéomorphe à

la boule ouverte d’un espace euclidien réel de dimension 6g−6. On peut également munir

Tg d’une structure complexe qui en fait un domaine borné d’holomorphie de C3g−3.

2.2. Différentielles quadratiques

Une structure complexe étant choisie sur M , une différentielle quadratique holomorphe

q sur M est la donnée, pour chaque carte d’un atlas conforme (Ui, ζi)i, d’une expression

qi(ζi)dζ2
i (qi holomorphe sur Ui) où l’élément différentiel signifie que sur l’ouvert Ui ∩ Uj

on a la relation de compatibilité

qj(ζj)(
dζj

dζi
)2 = qi(ζi).

Le quotient de deux différentielles quadratiques est une fonction méromorphe (qui a donc

autant de zéros que de pôles) et par conséquent toutes les différentielles quadratiques ont

le même nombre de zéros qui est le double du nombre de zéros d’une 1-forme holomorphe :

une différentielle quadratique a donc 4g−4 zéros (comptés avec multiplicité). L’espace des

différentielles quadratiques sur M est un espace vectoriel de dimension (complexe) finie

égale à 3g−3 (Riemann-Roch) si g ≥ 2 et de dimension 1 sur le tore. Chaque différentielle

quadratique définit une structure plate sur M avec des singularités (Gauss-Bonnet) aux

zéros de q : en un point x ∈ M où q(x) 6= 0 il existe un paramètre local z sur un voisinage

U de x où q = dz2 que l’on obtient de la façon suivante : si dans la carte (U, ζ) on a

q = q(ζ)dζ2, on pose

z(y) =

∫

[x,y]

(q(ζ))1/2dζ.

Puisqu’un tel z est invariant modulo des translations et un changement de signe, M a

localement une structure plate au voisinage de tout point non singulier. En un point où
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q admet un zéro d’ordre k on peut trouver un paramètre local pour lequel q = zkdz2.

On peut ainsi définir grace à q deux objets différentiels importants sur M et un objet de

nature plus géométrique (voir pour la partie géométrique la référence qu’est [3]) :

• une métrique plate en dehors des zéros de q que nous noterons Rq : Rq = (dx2 +

dy2)1/2 au voisinage d’un point régulier et Rq = |z|k/2(dx2 + dy2)1/2 au voisinage

d’un zéro d’ordre k ;

• une forme volume ωq = (i/2)h ∧ h̄ où h = q1/2 : ωq = dx ∧ dy au voisinage d’un

point régulier et ωq = |z|kdx ∧ dy au voisinage d’un zéro d’ordre k ;

• une paire de feuilletages mesurés transverses (Fq,F−q) définis par Fq =

{Im(q1/2) = 0} (le feuilletage horizontal) et F−q = {Re(q1/2) = 0} (le feuilletage

vertical).

Nous noterons Qg l’ensemble des différentielles quadratiques modulo l’action des difféomor-

phismes de M isotopes à l’identité. Remarquons que Qg se projette sur Tg (puisqu’une

différentielle quadratique 〈〈porte 〉〉 sa propre structure complexe). On peut démontrer que

Qg est naturellement l’espace cotangent de Tg (donc de dimension complexe 6g − 6). En

fait nous ne considérerons dans la suite (comme le fait Forni) que des différentielles quadra-

tiques qui sont le carré de différentielles holomorphes (abéliennes) q = h2, h = h(z)dz (ce

qui correspond au cas où les feuilletages sont orientables) car ce sont celles qui intervien-

nent en dynamique ; par ailleurs, le cas général s’y ramène. On a alors h = α+ iβ où α, β

sont deux 1-formes réelles fermées et transverses (i.e α ∧ β > 0 sauf en un nombre fini

de points). Réciproquement si α, β sont deux 1-formes fermées réelles transverses avec

des singularités canoniques (de la forme Re(zkdz) = 0), il existe une unique structure

conforme telle que α + iβ soit une 1-forme holomorphe (c’est clair en dehors des points

où α∧ β s’annule et en ces points on invoque le théorème de Riemann sur les singularités

isolées des fonctions holomorphes). Cette remarque permet de faire agir le groupe des

difféomorphismes Diff+(M) sur l’ensemble des différentielles quadratiques orientables :

si f ∈ Diff+(M) et q = h2 avec h = α + iβ, dα = dβ = 0, l’action de f sur q est

f ∗q = (f ∗α + if ∗β)2.

Afin d’obtenir une paramétrisation plus agréable des points de Qg, il est nécessaire de

se restreindre aux strates de Qg définies de la façon suivante. Fixons κ = (k1, . . . , kσ)

un σ-uplet d’entiers positifs pairs dont la somme vaut 4g − 4 et considérons l’ensemble

des différentielles quadratiques qui sont le carré de différentielles holomorphes et dont les

zéros distincts ont pour ordre (k1, . . . , kσ). Il est possible de voir que ces propriétés sont

invariantes par isotopies et on note Qκ l’ensemble obtenu en quotientant par Diff0(M) ;

c’est un sous-ensemble complexe analytique de Qg de dimension complexe 2g + σ − 1 et

quand σ = 2g − 2 (on parle alors de la strate principale) de dimension 2g + 2g − 2− 1 =

4g − 3 = 3g − 3 + g.
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2.3. Les espaces de modules

Notons Γg = Diff+(M)/Diff0(M) (le 〈〈pure mapping class group 〉〉) le groupe des difféo-

morphismes de M préservant l’orientation à isotopies près. Ce groupe agit par pull-back

sur Tg, Qg, Qκ et on peut définir les espaces de modules de structures complexes et de

différentielles quadratiques suivants : Rg = Tg/Γg, Mg = Qg/Γg, Mκ = Qκ/Γg. Ce

sont des espaces complexes analytiques. Par ailleurs les strates Mκ de Mg peuvent

être munies d’une structure complexe affine dont le modèle est H1(M, Σk,C) au moyen

de l’application de périodes. Fixons a1, . . . ag, b1, . . . , bg des générateurs de l’homologie

H1(M,Z) et γ1, · · · , γσ−1 des chemins reliant une singularité fixée de q (un point de Σq) aux

autres singularités de q (les autres points de Σq). Localement, deux 1-formes holomorphes

q
1/2
1 et q

1/2
2 définissent le même point de H1(M, Σκ,C) si et seulement si elles sont isotopes,

ce qui identifie localement Qκ à H1(M, Σκ,C). L’intégration de la 1-forme holomorphe q1/2

le long des ai, bi, γi définit un point (x1, . . . , xg, y1, . . . yg, t1, . . . tσ−1) de C2g+σ−1 et on peut

vérifier que les changements de cartes (obtenus par changement des générateurs (ai, bi, γi))

sont holomorphes, ce qui munit Qκ d’une structure affine complexe. Ces changements

de cartes préservent par ailleurs le volume, ce qui permet de tirer en arrière la forme

dx1∧dx̄1∧· · ·∧dxg∧dx̄g∧dy1∧dȳ1∧· · ·∧dyg∧dȳg∧dt1∧dt̄1∧· · ·∧dtσ−1∧dt̄σ−1 et de définir

une mesure absolument continue µκ sur Qκ (normalisée en demandant que la mesure de

Lebesgue du tore complexe obtenu en quotientant par le réseau entier C⊗H1(Mq, Σq,Z)

soit égale à 1). Cette mesure se projette sur Mκ. Notons qu’à ce niveau il n’est pas clair

que la mesure µκ soit finie sur Mκ. D’autre part, comme cela a été mis en évidence par

P. Arnoux et W.A. Veech ces espaces de modules ne sont pas toujours connexes et on

devra parfois se restreindre dans la suite à leurs composantes connexes.

Pour terminer la description de ces espaces Mκ, notons qu’il existe

• une fonction (la fonction d’aire) A : Mκ → [0,∞) définie par

A(q) =

∫

M

ωq

(c’est bien invariant par l’action de Diff+(M))

• une action du groupe GL+(2,R) sur Mκ définie par
(

a b

c d

)

.

(

Re(q1/2)

Im(q1/2)

)

=

(

aRe(q1/2) + bIm(q1/2)

cRe(q1/2) + dIm(q1/2)

)

.

Cette action sur Qκ commute à celle de Γg.

3. DYNAMIQUES SUR LES ESPACES DE MODULES

3.1. Le flot de Teichmüller

Par définition c’est l’action du sous-groupe A de SL(2,R) constitué des matrices dia-

gonales Gt = diag(et, e−t) sur l’espace Qg. Ce flot s’identifie au flot géodésique sur
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l’espace de Teichmüller : si π(q) désigne la structure complexe définie par q, on a

d(π(q), π(Gt(q))) = t. Par ailleurs, ce flot laisse invariante chacune des strates Qκ et

la fonction d’aire A. Par conséquent les ensembles Q
(1)
κ = Qκ ∩ A−1(1) sont également

invariants par la dynamique du flot de Teichmüller. Puisque l’action de GL+(2,R) com-

mute à celle du groupe modulaire Γg , on peut définir le flot de Teichmüller sur chacun

des espaces de modules, Mg, Mκ, M
(1)
g = Mg∩A−1(1), M

(1)
κ = Mκ∩A−1(1). On notera

µ
(1)
κ la mesure induite par µκ sur les ensembles M

(1)
g , M

(1)
κ .

Théorème 3.1 (Masur [11], Veech [16]). — Pour chaque strate M
(1)
κ :

• Le volume total de M
(1)
κ pour la mesure µ

(1)
κ est fini.

• Le flot de Teichmüller Gt est ergodique sur chaque composante connexe de M
(1)
κ

pour la mesure invariante µ
(1)
κ et est non uniformément hyperbolique (Veech).

3.2. Le cocycle de Kontsevich et Zorich

3.2.1. Première description. Soit Wκ ⊂ M
(1)
κ une petite section transverse au flot de

Teichmüller et soit W̃κ un représentant de Wκ dans Q
(1)
κ (l’action de Γg est discrète et

propre sur Q
(1)
κ et ses points fixes constituent un ensemble de µ

(1)
κ -mesure nulle). Pour µ

(1)
κ -

presque tout point q de M(1)
κ et tout t ∈ R+ (resp. t ∈ R−) notons 0 ≤ t0 < · · · < tr ≤ t

(resp. t ≤ tr < · · · < t0 ≤ 0) les temps tels que Gti(q) ∈ Wκ. Soit q̃ ∈ Qκ un représentant

de q ∈ M
(1)
κ tel que Gt0(q̃) ∈ W̃κ (l’action de Γg commute à celle de Gt). Pour chaque

0 ≤ i ≤ r − 1, il existe un unique fi ∈ Γg tel que Gti+1
(q̃) = f ∗

i .Gti(q̃). L’action de

f ∗
r−1 ◦ · · · ◦ f ∗

0 sur H1(M,R) est symplectique et on l’identifie à une matrice de Sp(2g,R).

On pose GKZ
t (q) = f ∗

r−1 ◦ · · · ◦ f ∗
0 . On a alors la relation de cocycle

GKZ
t+s(q) = GKZ

t (Gs(q))G
KZ
s (q).

On a ainsi une action de R sur M
(1)
κ × H1(M,R): pour (q, v) ∈ M

(1)
κ × H1(M,R)

t.(q, v) = (Gt(q), G
KZ
t (q).v).

Le cocycle GKZ : R ×M(1)
κ → Sp(2g,R) est (une version) du cocycle de Kontsevich-

Zorich. Kontsevich et Zorich donnent une définition intrinsèque de ce cocycle en utilisant

le transport parallèle que fournit la connexion de Gauss-Manin (cf. [10] ou [5]).

Si l’on choisit une norme sur H1(M,R), il n’est pas difficile de voir que pour tout t ∈ R
∫

M
(1)
κ

log ‖GKZ
t (q)‖dµκ(q) < ∞,

si bien que l’on peut appliquer le théorème d’Oseledec (cf. section 5.1). La conjecture de

Kontsevich et Zorich ([9], [10]) est la suivante :

Conjecture 3.2 (Kontsevich-Zorich). — Les exposants de Lyapunov du cocycle de Kont-

sevitch-Zorich sont tous non nuls et simples.
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Kontsevich et Zorich esquissent dans leur article [10] la démonstration du théorème

suivant :

Théorème 3.3 (Kontsevich-Zorich). — 1) Le plus grand exposant de Lyapunov est 1 et

est simple (ce qui découle de la non hyperbolicité uniforme du flot géodésique prouvée par

Veech) ; l’espace instable associé est [Re(q1/2)].

2) Le deuxième exposant de Lyapunov gouverne le terme d’erreur dans le théorème

ergodique pour les échanges d’intervalles.

3) Les espaces instables au-dessus du point q ne dépendent que de la classe de coho-

mologie de Im(q1/2) dans H1(M, Σ,R).

Ils fournissent également une formule donnant la somme des exposants de Lyapunov

positifs et conjecturent que cette somme est toujours un nombre rationnel.

3.2.2. Seconde description. Au lieu de considérer le cocycle GKZ
t (q) défini sur R ×M

(1)
κ

et de fixer une norme sur H1(M,R), Forni procède de la façon suivante. Il considère le

produit trivial Q
(1)
κ × H1(M,R) et considère le flot G̃t sur ce produit qui agit par le flot

de Teichmüller sur Qκ et de façon triviale sur H1(M,R), i.e. G̃t(q, v) = (Gt(q), v). En

revanche, au lieu de fixer une norme qui est la même sur tous les H1(M,R), au-dessus de

chaque q ∈ Q
(1)
κ , il munit H1(M,R) de la norme de Hodge

(α, β)q =

∫

M

α ∧ ∗β,

où l’opérateur * est défini par la structure complexe induite par q (i.e dans une carte

conforme ∗dx = dy, ∗dy = −dx, x + iy étant le paramètre local). Une propriété évidente

mais importante de cette norme est qu’elle est Γg-équivariante, c’est-à-dire (α, β)q =

(f ∗α, f ∗β)f∗q pour tout difféomorphisme f qui préserve l’orientation ; par conséquent le

spectre de Lyapunov du cocycle GKZ
t (x) étudié précédemment et celui du cocycle que

définissent G̃ et les normes (·, ·)q sont les mêmes (cf. section 5.1). Nous noterons à

nouveau GKZ
t le cocycle G̃t.

Forni démontre une partie de la conjecture de Kontsevich et Zorich :

Théorème 3.4 (Forni [5]). — Les exposants du cocyle de Kontsevich-Zorich sont tous

non nuls et le plus grand est simple (la simplicité du plus grand exposant étant vraie pour

n’importe quelle mesure invariante ergodique par le flot de Teichmüller).

3.3. Un exemple

Nous illustrons sur un exemple simple les notions précédentes. Supposons que f :

M → M soit un difféomorphisme pseudo-Anosov dont les feuilletages invariants sont

orientables, c’est-à-dire qu’il existe deux feuilletages mesurés orientables transverses F

et F⊥ et un réel non nul Λ tels que

f∗(F) = ΛF , f∗(F
⊥) = Λ−1F⊥.
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De façon équivalente, on peut supposer qu’il existe une différentielle quadratique orien-

table q telle que

f ∗(Re(q1/2)) = ΛRe(q1/2), f ∗(Im(q1/2)) = Λ−1Im(q1/2).

Les équations précédentes admettent des interprétations distinctes dans des espaces

différents :

• sur M : les classes de Re(q1/2), Im(q1/2) dans H1(M,R) sont valeurs propres de

l’application linéaire symplectique f ∗ : H1(M,R) → H1(M,R) (qu’on identifie à

un élément de Sp(2g,R)) ;

• sur Mκ : [q] ∈ Mκ est un point périodique de période T = log |Λ| du flot de

Teichmüller Gt.

Par définition du flot de Kontsevich-Zorich on a

GKZ
T = f ∗,

et donc les valeurs propres de f ∗, Λ±1
i 1 ≤ i ≤ g (|Λ1| ≥ · · · ≥ |Λg|) et les exposants de

Lyapunov λ1 ≥ · · · ≥ λg ≥ −λg ≥ · · · ≥ −λ1 du cocycle de Kontsevich-Zorich sont reliés

par

λi =
log |Λi|

log |Λ|
.

On peut démontrer que 1 = λ1 > λ2 (trou spectral, cf. section 4.3) et donc Λ = Λ1 et

|Λ1| > |Λ2|.

On va s’intéresser à présent non pas à f mais à la dynamique du feuilletage horizontal

(ou vertical) ; ces feuilletages sont minimaux (toute feuille ne passant pas par les singu-

larités de q est dense). On note (cf. section 4) S et T les champs de vecteurs associés aux

feuilletages horizontal et vertical de q et φt
q le flot du champ de vecteurs horizontal S.

Supposons en outre que µ soit une mesure invariante par S et même ergodique. Il n’est

alors pas difficile de voir en appliquant le théorème ergodique (voir section 6.1 pour plus

de détails) que si on note γt(p) le chemin φs
q(p), 0 ≤ s ≤ t, on a pour µ-presque tout p et

toute 1-forme fermée α

lim
t→∞

1

t

∫

γt(p)

α = ρµ(α),

où ρµ ∈ H1(M,R) est le vecteur de rotation de la mesure µ (défini section 6.1). Remarquer

que le facteur (1/t) est l’inverse de la q-longueur Lq(γt) du chemin γt. On a toujours

1

t

∫

f∗γt(p)

f ∗α =
1

t

∫

γt(p)

α

et, comme Lq(f(γt)) = ΛLq(γt), on a

Λ−1〈ρµ, f ∗α〉 = 〈ρµ, α〉

et donc

f∗ρµ = Λρµ.
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Comme Λ est simple, toutes les mesures ergodiques ont donc le même vecteur de rotation.

Mais comme l’application µ 7→ ρµ est injective (cf. section 6.1), il n’y a qu’une seule mesure

ergodique : le champ de vecteurs S (le feuilletage horizontal) est uniquement ergodique.

Si γt est une q-trajectoire horizontale de q-longueur t, on peut la fermer pour certaines

valeurs de t par des chemins verticaux de q-longueurs petites. Notons γ̂t un tel chemin et

étudions fn(γ̂t) ; c’est un cycle de q-longueur Ln ≈ ΛnLq(γ̂t) et si on projette [fn(γ̂t)] sur

l’espace propre de f∗ de valeur propre Λ2 (on note π2 la projection), on obtient un cycle

de q-longueur à peu près égale à |Λ2|
n = Lλ2

n . Ainsi,

lim sup
n→∞

log |π2([f
n(γ̂t)])|

log Lq(fn(γ̂t))
≤ λ2.

Comme f ∗q = (Λ, Λ−1).q, fn(γ̂t) est une trajectoire q-horizontale fermée par un petit

chemin q-vertical ; ceci suggère que

lim sup
t→∞

log |π2([γt(x)])|

log t
≤ λ2.

pour µ-presque tout x ∈ M .

Si F : M → R est une observable, ses moyennes ergodiques peuvent s’écrire

1

t

∫

M

F (φt
S(x))dµ(x) =

1

t

∫

γt

α,

où α est la 1-forme FηT (pas forcément fermée) et on peut espérer obtenir des déviations

de moyennes ergodiques si on projette α, donc F , sur des espaces convenables.

4. L’ANALYSE HARMONIQUE SUR M

Les résultats de cette partie sont démontrés dans [4].

Soit q un élément de M
(1)
κ . Notons ηver et ηhor les 1-formes fermées

ηver = Re(q1/2), ηhor = Im(q1/2),

si bien que ωq = ηver ∧ ηhor. Il existe des champs de vecteurs S, T qui commutent, définis

sur M − Σq tels que (iX désignant la contraction avec le champ de vecteurs X)

ηver = ηT = −iT ωq, ηhor = ηS = iSωq.

Ces champs sont C∞ sur M − Σq, préservent la forme d’aire ωq et explosent sur Σq. Au

voisinage d’une singularité de q d’ordre k = 2m, ils s’écrivent (z = x + iy)

S = |z|−2m(Re(zm)
∂

∂x
− Im(zm)

∂

∂y
),

T = |z|−2m(Im(zm)
∂

∂x
+ Re(zm)

∂

∂y
).



927-12

4.1. Espaces fonctionnels

Il faut distinguer plusieurs espaces fonctionnels. Tout d’abord, si ω (à ne pas confondre

avec ωq) est une forme volume non dégénérée, on peut définir l’espace L2(M) des fonctions

telles que ‖u‖0 < ∞ pour la norme

‖u‖0 =

(∫

M

|u|2ω

)1/2

,

et les espaces de Sobolev standards Hs(M) définis en cartes locales.

Par ailleurs, la 2-forme dégénérée ωq définit également un espace L2
q(M) de fonctions

L2
q-intégrable pour la norme

|u|0 =

(∫

M

|u|2ωq

)1/2

.

L’espace de Sobolev H1
q (M) est alors le complété de l’espace des fonctions C∞(M) pour

le produit scalaire

|u|1 =

(

|u|20 + |Su|20 + |Tu|20

)1/2

et plus généralement les espaces Hs
q (M) sont définis comme les complétés de C∞(M) pour

la norme

|u|s =

(
∑

i+j≤s

|SiT ju|20

)1/2

.

Les espaces Hs
q (M) sont naturellement des espaces de Hilbert et les opérateurs S, T

vérifient pour u, v ∈ H1
q (M)

(Su, v)q = −(u, Sv)q, (Tu, v)q = −(u, Tv)q,

et la relation de commutation plus forte que ST = TS

(Su, Tv)q = (Tu, Sv)q ,

ce qui se vérifie en utilisant les relations

(Su)ωq = du ∧ ηS = d(uηS), (Tu)ωq = −du ∧ ηT = −d(uηT )

dv = (Tv)ηS + (Sv)ηT ,

et la formule de Green.

Les relations entre les espaces de Sobolev standards et les Hs
q (M) sont les suivantes :

• L2(M) ⊂ L2
q(M)

• H1(M) = H1
q (M)

• Hs
q (M) ⊂ Hs(M) pour s ≥ 2.
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Les deuxième et troisième points se démontrent grâce à une inégalité de type Poincaré

que Forni démontre dans ([4]). Remarquons que l’espace C∞
0 (M−Σ) n’est pas dense dans

Hs
q (M) pour s ≥ 2.

Notons L2
q(M) = L2(M, ωq) l’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable par

rapport à la forme d’aire ; ces espaces de Hilbert sont invariants sous l’action du flot

de Teichmüller, c’est-à-dire que |u|q = |u|Gt(q) (attention à ne pas confondre le produit

scalaire sur L2(M, ωq) et celui de Hodge pour les 1-formes). Notons ∂±
q les opérateurs de

Cauchy-Riemann

∂±
q = S ± iT.

L’analyse harmonique sur M développée par Forni dans [4] peut en partie se résumer

dans le théorème suivant

Théorème 4.1 (Forni). — Soit q une différentielle quadratique qui est le carré d’une

forme abélienne :

1) Les opérateurs ∂±
q sont fermés sur le domaine H1(M) ⊂ L2

q(M) constitué des fonc-

tions L2
q dont les dérivées au sens des distributions sont L2

q .

2) Les opérateurs ∂±
q ont des images R±

q fermées et de codimension finie.

3) (∂±
q )∗ = −∂∓

q .

4) On a les décompositions orthogonales suivantes :

L2
q(M) = R−

q ⊕M+
q = R+

q ⊕M−
q

(on notera π±
q les projections orthogonales sur M±

q associées).

5) Les espaces de fonctions méromorphes (antiméromorphes) M+
q [M−

q ] sont isomor-

phes à l’espace H1(Mq,R) muni de la norme de Hodge déterminée par q.

4.2. Les équations d’évolution

Le dernier point du théorème permet de paramétrer H1(M,R) muni de la norme de

Hodge ‖ · ‖q par les fonctions q-méromorphes ou q-antiméromorphes de la façon suivante :

les applications R-linéaires c±q : M±
q → H1(Mq,R) définies par

c+
q (m+) = [Re(m+q1/2)]

c−q (m−) = [Re(m−q̄1/2)]

sont des isomorphismes d’espaces vectoriels. En effet, d’après la théorie de Hodge, toute

1-forme fermée réelle est cohomologue à la partie réelle d’une forme abélienne h (une

1-forme harmonique). Or h = (h/q1/2)q1/2, où h/q1/2 est une fonction q-méromorphe

L2
q-intégrable. On a en outre les relations

‖c±q (m±)‖2
q =

∫

M

c±q (m±) ∧ ∗c±q (m±) = |m±|20,
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et pour m±
1 , m±

2 dans M±
q

c±q (m±
1 ) ∧ c±q (m±

2 ) = Im((m±
1 , m±

2 )q).

La décomposition du théorème 4.1, (4.1)

u = ∂+
q v + π−

q (u), v ∈ H1(M)

permet de définir un opérateur unitaire Uq sur L2
q par

Uq : u = ∂+
q v + π−

q (u) 7→ ∂−
q v − π−

q (u)

(v ∈ H1(M)). Forni peut alors décrire l’action du cocycle de Kontsevich-Zorich. Rap-

pelons que si qt = Gt(q)

ηT (t) = Re(q
1/2
t ) = etRe(q1/2) = etηT

ηS(t) = Im(q
1/2
t ) = e−tIm(q1/2) = e−tηS.

On a alors

∂±
t = St ± iTt = e−tS ± ietT.

Une des clés dans l’approche de Forni est la remarque suivante : il existe une correspon-

dance entre les solutions de l’équation différentielle

m′(t) = Uqt(m(t))

et le flot de Kontsevich-Zorich, en particulier

Proposition 4.2. — Avec les notations précédentes m+(t) est solution de l’équation

différentielle

(1) m′(t) = Uqt(m(t))

avec condition initiale m+ ∈ M+
q (et alors m+(t) est qt-méromorphe) si et seulement si

(2) GKZ
t (c+

q (m+)) = c+
qt
(m+

t ).

4.3. Exemple d’application : le trou spectral

Forni utilise ces équations d’évolution pour démontrer le trou spectral λ1 > λ2 (la plus

grande valeur propre est simple) pour toute mesure µ invariante (et ergodique) par le flot

géodésique (pas seulement µ
(1)
κ ).

Par définition du cocycle de Kontsevich-Zorich, les espaces E1(q) = R[Im(q1/2)], E−1(q) =

R[Re(q1/2)] sont invariants et ont des exposants de Lyapunov 1 et −1 respectivement.

Définissons, pour q ∈ Mκ, E0(q) de la façon suivante :

E0(q) = {c ∈ H1(M,R), c ∧ [Re(q1/2)] = c ∧ [Im(q1/2)] = 0}.

Une classe c appartient à E0(q) si et seulement si c peut s’écrire c = Re(m+q1/2) où m+

est méromorphe (dans L2
q(M)) et d’intégrale nulle,

∫

M
m+ωq = 0. Les fibrés E0(·) sont
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invariants par le cocycle de Kontsevich-Zorich. Si qt = Gt(q), ct = GKZ
t (c) avec c ∈ E0(q)

et q µ-générique, on peut démontrer en utilisant les équations d’évolution que

d

dt
log |m+

t |0 = −
Re((m+

t , m+
t )q)

|m+
t |

2
0

.

En intégrant par rapport au temps il vient

1

t
log

|m+
t |0

|m+|0
=

1

t

∫ t

0

−
Re((m+

t , m+
t )q)

|m+
t |

2
0

dt,

et si on applique le théorème d’Oseledec (cf. 5.1) on a

λ2 ≤ lim
t→∞

1

t

∫ t

0

−
Re((m+

t , m+
t )q)

|m+
t |

2
0

dt.

Il est tentant d’utiliser pour le membre de droite le théorème de Birkhoff mais il faut

trouver une fonction qui ne dépende que de q. À cet effet on introduit la quantité

Λ(q) = max{−
Re((m+, m+)q)

|m+|20
, m+ ∈ M+

q − {0},

∫

M

m+ωq = 0}

et on obtient

λ2 ≤

∫

M

Λ(q)dµ(q).

Mais pour tout q, Λ(q) < 1 car sinon, d’après Cauchy-Schwarz, on aurait m+ = ρm+,

|ρ| = 1, ce qui voudrait dire que m+ est méromorphe et anti-méromorphe donc constante

donc nulle (cf. la condition d’intégrale nulle). Un argument de compacité donne la

conclusion.

5. FORMULES POUR LES SOMMES DES EXPOSANTS DE

LYAPUNOV

5.1. Rappels sur le théorème d’Oseledec

Considérons un espace X muni d’une mesure de probabilité µ et d’un flot (φt)t∈R (c’est-

à-dire d’une famille à un paramètre d’homéomorphismes de X tels que φt+s = φt ◦ φs

pour t, s ∈ R). Soit par ailleurs S : R × X → Sp(2g,R) une application µ-intégrable

vérifiant la relation de cocycle St+s(x) = St(φs(x))Ss(x) (on notera parfois dans la suite

St(x) = St(x) = S(t, x)). On a ainsi une action de R sur X × R2g :

t.(x, v) = (φt(x), St(x)v).

On peut aussi supposer que pour µ-presque tout x il existe une norme ‖ · ‖x sur R2g

dépendant mesurablement de x et on note ‖St(x)‖t,x la norme de l’application linéaire

St(x) : (R2g, ‖ · ‖x) → (R2g, ‖ · ‖φt(x)). Le théorème d’Oseledec (que nous énonçons dans

le cas ergodique et symplectique) dit en partie la chose suivante
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Théorème 5.1. — Si le flot (φt)t∈R est µ-ergodique et si pour tout t ∈ R
∫

X

log ‖St(x)dµ(x)‖t,x < ∞ ,

alors pour µ-presque tout x on peut trouver

• un entier 0 ≤ h ≤ 2g

• des nombres réels λ′
h < · · · < λ′

1 tels que λ′
i + λ′

j = 0 si i + j = h + 1

• des espaces E1(x), . . . , Eh(x) tels que

R2g =
h⊕

i=1

Ei(x)

qui dépendent mesurablement de x et sont invariants par la dynamique (i.e.

φt(Ei(x)) = Ei(φ
t(x)))

tels que pour tout vecteur v ∈ Ei(x) non nul

lim
t→±∞

1

|t|
log ‖St(x)v‖x = ±λ′

i.

Par ailleurs, les espaces E1 ⊕ · · · ⊕ Ei 1 ≤ i ≤ [h/2] sont isotropes (et pour i = h/2

lagrangien).

La donnée des λ′
i et des dimensions des espaces Ei (1 ≤ i ≤ h) s’appelle le spectre

de Lyapunov du cocycle ; on dit que l’exposant λ′
i est simple si dim Ei égale 1 et que le

spectre est simple si tous les exposants sont simples. La somme directe des Ei(x) sur les

1 ≤ i ≤ h tels que λ′
i > 0 (resp. λ′

i < 0) s’appelle l’espace instable (resp. stable) en x.

Une astuce classique pour avoir accès à la somme des exposants λ1 + · · ·+ λk (comptés

avec multiplicités) est la suivante. On considère l’espace vectoriel ΛkE des k-formes

alternées sur E∗ qu’on peut munir du produit scalaire suivant : pour deux k-vecteurs

décomposables v = v1 ∧ · · · ∧ vk et w = w1 ∧ · · · ∧ wk

(v1 ∧ · · · ∧ vk, w1 ∧ · · · ∧ wk) = det((vi, wj)ij).

Étant donnée T une application linéaire sur E on définit sur ΛkE l’application linéaire

T∧k par son action sur les k-vecteurs décomposables

T∧k(v1 ∧ · · · ∧ vk) = (Tv1) ∧ · · · ∧ (Tvk).

Si v = v1 ∧ · · · ∧ vk et ṽ = ṽ1 ∧ · · · ∧ ṽk (ṽi = Tvi),

‖T∧kv‖

‖v‖
=

‖ṽ1 ∧ · · · ∧ ṽk‖

‖v1 ∧ · · · ∧ vk‖
=

(
det((ṽi, ṽj)ij

det((vi, vj)ij

)1/2

et cette dernière quantité ne dépend que de l’espace I engendré par les v1, . . . , vk. On la

notera det Ak
T (I). Par ailleurs, comme la somme des k plus grands exposants λ1 + · · ·+λk

est égale à

lim
t→∞

1

t

∫

X

log ‖S∧k
t (x)‖dµ(x)
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on a le lemme suivant :

Lemme 5.2. — Soit Gk la grassmanienne des k-plans isotropes Ik de R2g et σk la mesure

canonique sur Gk. La somme λ1 + · · ·+ λk égale

λ1 + · · · + λk = lim
T→∞

1

T

∫

X

∫

Gk

log | detAk
St(x)(I)|1/2dσk(I)dµ(x).

5.2. Disques de Teichmüller et laplacien hyperbolique

L’orbite d’une différentielle quadratique q sous l’action du groupe SL(2,R) est métri-

quement isométrique au fibré unitaire cotangent du disque de Poincaré (muni de sa

métrique de courbure −4). Le quotient Q
(1)
g /SO(2,R) est feuilleté par des feuilles de di-

mension réelle 2 isométriques au disque de Poincaré qu’on appelle disques de Teichmüller.

De façon plus explicite, soit z = reiθ, |z| < 1 un point du disque de Poincaré. Notons

qz = Gt(qθ), qθ = eiθq,

où t = (1/2) log 1+r
1−r

. On pose jq(z) = [qz] ∈ Q
(1)
g /SO(2,R). Observons que jq(0) = [q].

On peut projeter ce plongement sur M(1)
g et on obtient un feuilletage Tg de M(1)

g /SO(2,R)

qui est régulier pour presque toute feuille (cf. [10]).

Sur le disque hyperbolique muni de sa métrique |dz|/(1 − |z|2) (de courbure −4) le

laplacien hyperbolique en coordonnées polaires hyperboliques (t, θ) s’écrit

∆h =
∂2

∂t2
+ 2coth(2t)

∂

∂t
+

4

sinh2(2t)

∂2

∂θ2
.

Le lemme suivant est très utile pour la suite :

Lemme 5.3. — Soit Λ : D → R une fonction bornée et C∞ et L : D → R une solution

C∞ de

∆hL = Λ.

La relation suivante est alors vraie :

1

2π

∂

∂t

∫ 2π

0

L(t, θ)dθ =
1

2
tanh(t)

1

|Dt|

∫

Dt

ΛωP ,

où |Dt| représente l’aire du disque de centre 0 et de rayon (hyperbolique) t et ωP est la

forme d’aire.

5.3. Utilisation des équations d’évolution

Reprenons les notations de la section 5.1 dans le cadre du cocycle de Kontsevich-Zorich.

Notons Gk(M,R) la grassmanienne des espaces isotropes de dimension k (1 ≤ k ≤ g) de

l’espace symplectique H1(M,R) (pour la forme d’intersection) et soit Ik ∈ Gk(M,R) un

k-plan isotrope dont on a choisi une base (c1, . . . , ck). Si q est une différentielle quadratique

on peut définir (cf. section 4) des fonctions méromorphes m+
1 , . . . , m+

k telles que

ci = Re(m+
i q1/2),
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et introduire des fonctions v1, . . . , vk ∈ H1(M) telles que

m+
i = ∂+

q vi + π−
q (m+

i ),

où π−
q : L2

q(M) → M−
q est l’opérateur de projection orthogonal sur les fonctions anti-

méromorphes défini précédemment.

D’après le lemme 5.2 la somme des exposants λ1 + · · · + λk du cocycle de Kontsevich-

Zorich est égale à

λ1 + · · ·+ λk = lim
T→∞

1

T

∫

M
(1)
κ

∫

Gk(M)

log | detAk
T (q, I)|1/2dσk(v)dµ(1)

κ (x),

où det Ak
T (q, I) = det Ak

GT (q)(I) est le déterminant de la matrice dont le coefficient i, j est

(ci(T ), cj(T ))q ou de façon équivalente (m+
i (T ), m+

j (T ))q.

Pour clarifier un peu ce qui va suivre, plaçons-nous dans le cadre suivant. Soient X

un espace 〈〈sympathique 〉〉 sur lequel le groupe SL(2,R) agit, ν une mesure invariante par

l’action du sous-groupe SO(2,R) et f : X → R une fonction 〈〈régulière 〉〉. Nous notons

gt la matrice diagonale diag(et, e−t) et ρθ ∈ SO(2,R) la rotation d’angle θ. On veut

évaluer le comportement de f(gt.x) quand t tend vers l’infini. L’idée est d’introduire une

complexification du temps : au lieu d’étudier f(t.x) := f(gt.x) on va étudier f(z.x) où z

est dans le disque de Poincaré. Définissons pour z = reiθ (avec t = (1/2) log 1+r
1−r

)

fx(z) = f(z.x) = f((gtρθ).x).

La formule du lemme précédent montre que si hx = ∆hfx on a

1

2π
∂t

∫ 2π

0

f((gtρθ).x)dθ =
1

2
tanh(t)

1

|Dt|

∫

Dt

h(z.x)ωP (z).

Comme ν est une mesure finie sur X invariante par l’action de SO(2,R), on a en intégrant

par rapport à ν

∂t

∫

X

f(gt.x)dν(x) =
1

2
tanh(t)

1

|Dt|

∫

X

∫

Dt

h(z.x)ωP (z)dν(x).

Si on suppose en plus que h vérifie pour tout t
∫

X

h(gt.x)dν(x) =

∫

X

hdν,

c’est-à-dire si en plus de la SO(2,R)-symétrie de ν, (h, ν) possède une symétrie (faible)

par rapport au groupe diagonal, on obtient

∂t

∫

X

f(t.x)dν(x) =
1

2
tanh(t)

∫

X

h(x)dν(x),

et si on intègre en t,
∫

X

f(t.x)dν(x) = cste + log cosh(t)

∫

X

h(x)dν(x).
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Enfin si on divise par t et qu’on passe à la limite

(3) lim
t→∞

1

t

∫

X

f(t.x)dν(x) =

∫

X

h(x)dν(x).

Dans la suite l’espace X sera le produit M
(1)
κ × Gk(M,R), x = (q, I) et la mesure ν

sera le produit de la mesure µ
(1)
κ par la mesure canonique σk sur Gk(M,R). Notons que

µ
(1)
κ est invariante par l’action de SL(2,R) tandis que σk et donc ν ne sont invariantes

que par SO(2,R). L’application fx(z) sera égale à log | detAk
z(q, I)|1/2. Il nous faut à

présent identifier la fonction h et pour cela calculer le laplacien hyperbolique de fx. La

paramétrisation introduite par Forni que nous avons décrite en 4 se révèle alors très utile.

On a vu que l’évolution des ci(t) suivant le cocycle de Kontsevich-Zorich, c’est-à-dire

l’évolution des ci sous l’action du groupe diagonal A se lisait dans la façon dont évoluent

les m+
i (t) suivant la dynamique donnée par (1). De manière analogue Forni calcule le

laplacien hyperbolique de f (il faut en plus dériver f par rapport à l’algèbre de Lie du

groupe des rotations). Le résultat est alors le suivant : si on note

Ak
ij = (m+

i , m+
j )q,

Hk
ij = (π−

q (m+
i ), π−

q (m+
j ))q,

Bk
ij = Bq(m

+
i , m+

j ) = (m+
i , m+

j )q,

V k
ij = (∂+

q vi, ∂
+
q vj)q = (∂−

q vi, ∂
−
q vj)q

on a

∆h log | det(Ak
z)|

1/2 = 4tr[(Ak
z)

−1Hk
z ] − 2tr[(Ak

z)
−1Bk

z (Ak
z)

−1Bk
z ]

La fonction

Φk = 2tr[(Ak)−1Hk] − tr[(Ak)−1Bk(Ak)−1Bk]

est en fait indépendante de la base choisie pour le k-plan isotrope Ik et définit une fonction

Φk : Q
(1)
κ × Gk(M,R) → R+ invariante par l’action naturelle du groupe modulaire Γg.

Soient I1 ⊂ . . . ⊂ Ig ⊂ H1(M,R) une suite d’espaces isotropes, q ∈ Q
(1)
κ , et m+

1 , . . . , m+
g

une base orthonormale de M+
q tels que les c+

1 , . . . , c+
k représentent une base orthonormale

de Ik (via ci = [Re(m+
i q1/2)]) alors

• (1) Φ1(q, I1) = 2|π−
q (m+

1 )|2 − |Bq(m
+
1 )|2,

• (2) Φk(q, Ik) = Φg(q, Ig) −
∑g

i,j=k+1 |Bq(m
+
i , m+

j )|2

• (3) Φg(q, Ig) = Λ1(q) + · · ·+ Λg(q) où les Λ1(q) ≥ . . . ≥ Λg(q) ≥ 0 sont les valeurs

propres de la matrice hermitienne positive Hq. Notons que dans le cas k = g il

n’y a pas de dépendance en Ig.

5.4. Conséquences

Revenons au problème de la somme des exposants de Lyapunov du cocycle de Kont-

sevich-Zorich. Nous avons vu précédemment que l’hypothèse sous laquelle la formule don-

nant la somme des exposants de Lyapunov est vraie et que la fonction
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h(q, I) = Φk(q, I) a une symétrie supplémentaire sous l’action du groupe diagonal. Comme

la mesure µ
(1)
κ est invariante pour l’action de SL(2,R), ceci est assuré quand k = g car

dans ce cas h(q, I) = Φg(q, I) = Λ1(q)+ · · ·+Λg(q) ne dépend pas de I. Par conséquent si

C
(1)
κ est une composante connexe de M

(1)
κ (où la mesure µ

(1)
κ est ergodique ce qui permet

d’appliquer la version ergodique du théorème d’Oseledec)

λ1 + · · ·+ λg =
1

µ
(1)
κ (C

(1)
κ )

∫

C
(1)
κ

(Λ1(q) + · · · + Λg(q))dµ(1)
κ (q).

Une formule explicite donnant la somme des exposants avait déjà été obtenue par Kont-

sevich et Zorich ([10]). Comme λ1 = 1 et Λ1 ≡ 1 la formule précédente donne

λ2 + · · ·+ λg =
1

µ
(1)
κ (C(1)

κ )

∫

C
(1)
κ

(Λ2(q) + · · · + Λg(q))dµ(1)
κ (q),

et montre que λ2 > 0 pourvu que l’on sache démontrer que (par exemple) Λg est stricte-

ment positive sur un ouvert de la composante C
(1)
κ (en fait Forni donne dans ce cas une

démonstration plus simple).

Dans le cas où 1 ≤ k < g et en supposant que l’on sache démontrer que Λg(q) est stricte-

ment positive sur un ouvert de la composante C
(1)
κ , l’argument précédent ne fonctionne

pas directement mais dans le cas où k est inférieur où égal à g/2 Forni démontre de façon

analogue et par un argument de dimension que la somme λ1 + · · · + λk est strictement

positive. Dans les autres cas, la conclusion de l’analyse est la suivante :

Proposition 5.4. — Si pour 1 ≤ k ≤ g − 1 on a λk > λk+1 ≥ 0, alors

λ1 + · · ·+ λk =
1

µ
(1)
κ (C

(1)
κ )

∫

C
(1)
κ

Φk(q, E
+
k (q))dµ(1)

κ (q),

où E+
k (q) est le sous-espace de H1(M,R) de dimension k correspondant aux exposants

{λ1, . . . , λk}.

5.5. Le 〈〈determinant locus 〉〉

Comme on vient de le voir, pour obtenir des résultats de positivité d’exposants de

Lyapunov il est important de savoir que Λg(q) est strictement positive sur un ouvert de

la composante C
(1)
κ et il est donc important de connâıtre le lieu des q où Λg(q) s’annule.

La matrice des périodes va jouer un rôle important dans cette analyse géométrique. Si

{a1, . . . , ag, b1, . . . , bg} est une base canonique de l’homologie (donnant le marquage de

M) et θ1, . . . , θg la base duale des différentielles holomorphes (i.e. telle que θi(aj) = δij) la

matrice des périodes Π est la matrice complexe g × g d’éléments Πij = θi(bj) qui vit dans

l’espace de Siegel des matrices complexes symétriques et de partie réelle définie positive.

Cette matrice Π dépend de la structure complexe choisie. Si (Mt, qt) = Gt(M, q), posons

Πt = Π(Mt). Forni définit D
(1)
κ l’ensemble des [q] ∈ M

(1)
κ où

det

(

(
dΠ

dt
)|t=0

)

= 0
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(c’est bien invariant par le groupe modulaire à cause du déterminant). C’est une surface

analytique réelle dans M
(1)
κ de codimension 2. Le lemme clé est alors

Lemme 5.5. — L’ensemble des q où Λg(q) = 0 est égal à D
(1)
κ .

Si on pose φ+
i = θi/q

1/2, {φ+
1 , . . . , φ+

g } est une base de M+
q et il est possible de voir

(formule de Rauch) que

(
dΠ

dt
)|t=0 =

∫

M

φ+
i φ+

j ωq

= (φ+
i , φ+

j )q

c’est-à-dire

(
dΠ

dt
)|t=0 = Bq(φ

+
i , φ+

j ).

Comme {φ+
1 , . . . , φ+

g } et {m+
1 , . . . , m+

g } sont deux bases, le déterminant det Bq(m
+
i , m+

j )

est nul si et seulement si det Bq(φ
+
i , φ+

j ) l’est. Comme | detHq(m
+
i , m+

j )| = | det Bq(m
+
i , m+

j )|2,

on a bien la conclusion du lemme.

Ainsi, pour pouvoir démontrer que Λg(q) > 0 sur un ouvert de la compostante C
(1)
κ , il

faut démontrer le théorème suivant :

Théorème 5.6. — Les composantes C
(1)
κ de M

(1)
κ ne sont jamais contenues dans le

〈〈determinant locus 〉〉.

La preuve de ce résultat nécessite une analyse fine de ce qui se passe au bord de

l’espace des modules, c’est-à-dire quand on 〈〈pince 〉〉 certaines courbes sur la surface. Il se

trouve que dans cette situation les calculs sont plus faciles, car pincer revient à remplacer

certains morceaux de cylindres sur M en des cylindres beaucoup plus longs (mais de même

diamètre) ce qui a tendance à 〈〈concentrer la masse 〉〉 en des endroits (les cylindres) où les

calculs sont plus explicites.

6. CYCLES ASYMPTOTIQUES ET COURANTS

6.1. Cycles asymptotiques

Considérons, sur une surface compacte M , le flot φt
X d’un champ de vecteurs X dont les

singularités sont de type selle ; en genre g ≥ 2 un tel champ de vecteurs a des singularités

Σ = {p1, . . . , pσ} d’indices n1, . . . , nσ (nombres de séparatrices moins 1) qui vérifient

n1 + · · · + nσ = 2g − 2 (Poincaré-Hopf). Les entiers σ, pi, ni (1 ≤ i ≤ σ) déterminent le

type de singularité de X. Si µ est une mesure invariante pour le flot φt
X on peut définir

pour toute 1-forme fermée α la quantité,
∫

M

iXαdµ,
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qui dépend linéairement de α et on vérifie facilement que si α est exacte cette quantité est

nulle. On a ainsi construit un élément ρX,µ dans le dual de H1(M,R) (que l’on identifie

à H1(M,R)) :

ρX,µ([α]) =

∫

M

iXαdµ,

que l’on appelle le vecteur de rotation de µ. Quand µ est une mesure ergodique pour le

flot, on sait d’après le théorème de Birkhoff que pour µ-presque tout x ∈ M

ρX,µ([α]) = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

(iXα)(φt
X(x))dt

= lim
t→∞

1

t

∫

γt

α,

où γt est le morceau d’orbite de x pour 0 ≤ s ≤ t suivant le flot φt. Si on choisit t de

façon que x et φt
X(x) soient proches, on peut fermer l’orbite par une petite transversale

au flot pour obtenir un chemin fermé γ̃t. On a alors dans H1(M,R)

lim
t→∞

1

t
[γ̃t] = ρX,µ.

On peut aussi définir ρ d’une autre manière quand µ est définie par une forme volume ω :

puisque 0 = iX(α ∧ ω) = iXαω + α ∧ iXω

ρX,µ(α) =

∫

M

iXω ∧ α

et, via la dualité de Poincaré, ρX,µ s’identifie à iXω. (Dans le cas général : Si γ est un

chemin fermé sur M , on laisse évoluer γ suivant le flot entre 0 et t et on calcule l’aire

balayée au cours du mouvement.) Puisque iX ◦ d + d ◦ iX = LX , on voit que la 1-forme

iXω est fermée si et seulement si ω est invariante par le flot de X (la mesure que définit

ω est donc invariante par le flot). On peut associer deux classes de cohomologie à iXω

qui ont des rôles distincts :

(1) d’une part sa classe de cohomologie dans H1(M, Σ,R) (de dimension 2g + σ − 1)

qui intervient dans la classification des champs de vecteurs X dont les singularités

sont de type prescrit et qui préservent une forme volume fixée ω : un théorème de

Katok (cf. [7] chap. 14) dit que deux tels champs de vecteurs qu’on peut relier par

un chemin continu de champs de vecteurs sont orbite-équivalents (ou équivalents

modulo changement de temps) si et seulement si leurs classes de cohomologie

dans H1(M, Σ,R) sont colinéaires (la constante de colinéarité étant positive). La

conjugaison peut être choisie Lipschitz sur M et C∞ en dehors des singularités ;

(2) d’autre part sa classe de cohomologie dans H1(M,R) (de dimension 2g) qui in-

tervient dans la classification des mesures µ-invariantes par X : un théorème de

Katok (cf. loc. cit.) dit que deux mesures µ1 et µ2 invariantes par X et supportées

sur des composantes transitives sont égales si et seulement si ρX,µ1 = ρX,µ2 dans
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H1(M,R). Par ailleurs l’image de ces mesures par ρX,· dans H1(M,R) est un

espace isotrope, donc de dimension inférieure à g.

Détaillons un peu ce dernier point. Si µ1, µ2 sont deux mesures invariantes que l’on

suppose régulières (i.e données par des 2-formes C∞ ω1, ω2) dont les nombres de rotation

sont les mêmes, on a

iXω1 − iXω2 = df,

où f est une fonction C∞. En contractant l’égalité précédente suivant X on obtient

iXdf = 0, c’est-à-dire LXf = 0 : f est invariante par le flot. Si on suppose ce flot (quasi-)

minimal alors f est constante et donc df = 0 soit

iXω1 = iXω2,

et en prenant le produit extérieur avec n’importe quelle 1-forme α on voit que les fonctions

(iXα) sont d’ω-intégrales nulles (ω = ω1 − ω2) donc ω1 = ω2.

Si on ne fait aucune hypothèse de régularité sur les mesures µ1, µ2, hormis l’hypothèse

qu’elles sont sans atomes, on a encore

iXµ1 − iXµ2 = df,

mais cette fois-ci au sens des distributions (ou des courants) et on voit (intégrer l’équation

précédente sur un chemin) que f est continue et donc, si X est quasi-minimal, constante.

Ceci suggère qu’il est important de travailler dans l’espace des courants.

Dans le cas 〈〈générique 〉〉 le flot de φt
X est (quasi-) minimal et il n’y a donc, en de-

hors des mesures de Dirac aux singularités qu’une seule mesure invariante (ergodique)

par X : l’image des mesures dans H1(M,R) est donc 〈〈génériquement 〉〉 de dimension 1.

Nous verrons par la suite que si au lieu de considérer des mesures invariantes on con-

sidère des distributions invariantes on pourra atteindre, en fonction de la régularité de ces

distributions, des espaces de dimension g (lagrangiens) ou même 2g − 1.

6.2. Courants

Un courant (cf. [14], [2]) est une forme linéaire C sur Λ∗
0M (les formes C∞ à sup-

port compact) continue au sens des distributions, i.e C(φj) tend vers 0 pour toute suite

de formes à support compact φj tendant vers 0 en topologie C∞. Il est homogène de

dimension p s’il est nul sur toute k-forme k 6= p. Les opérations usuelles de bord, contrac-

tions... se définissent par dualité (en général via Stokes) comme pour les distributions et

un point important est le théorème de De Rham : tout courant peut être régularisé, plus

précisément : tout courant est cohomologue (au sens des courants) à un courant lisse.

Dans D′(M − Σ) une distribution D est un courant de dimension 0 et de degré 2

et on peut lui associer canoniquement un courant D̃ de dimension 2 et de degré 0 tel

que D = D̃ωq ; tout courant de dimension 0 peut se représenter de façon unique sous

cette forme. Afin de ne pas trop alourdir les notations, nous identifierons les courants de



927-24

dimension 0 et 2 et parlerons plus simplement de distributions. Un courant C homogène

de degré 1 dans D′(M − Σ) est dit basique par rapport à un feuilletage F si pour tout

champ de vecteurs X tangent au feuilletage F

iXC = 0, LXC = 0.

Dans la suite il sera important de travailler avec des courants qui se comportent bien aux

singularités. En particulier un courant est dit q-tempéré s’il est dans le dual topologique

de l’espace des formes α qui sont C∞ et qui au voisinage de chaque singularité p ∈ Σ

d’ordre m (i.e q(z) = z2mdz2 au voisinage de p) s’écrivent α = π∗
p(λp) où λ est C∞ et πp

s’écrit localement πp(z) = zm+1/(m+1). On définit aussi des espaces de Sobolev : d’abord

d’ordre s ≥ 0 pour les 1-formes : une 1-forme est dans l’espace de Sobolev Hs
q(M) si ses

contractions avec les champs de vecteurs S, T sont des fonctions dans Hs
q (M) ; puis par

dualité on définit les espaces H−s
q (M), s ≥ 0. L’espace de Sobolev d’ordre s ∈ N, Bs

q(M)

(resp. Bs
−q(M)) est l’ensemble des courants basiques q-tempérés C tels que iSC = 0 dans

H−s
q (M) et LSC = 0 dans H−s−1

q (M) (resp. iT C = 0 dans H−s
q (M) et LTC = 0 dans

H−s−1
q (M)).

En fait tout courant basique tempéré C ∈ Bs
q(M) peut se représenter sous la forme DηS

(i.e D.iSωq) où D est une distribution S-invariante (i.e LSD = 0) dans H−s
q (M) définie

par

Dωq = −C+ ∧ ηT .

et réciproquement si D est une distribution invariante tempérée DηS est un courant

basique tempéré.

Tout courant basique C réel est fermé et définit un élément du dual H1
c (M −Σ,R)∗ des

formes à support compact ; par la dualité de Poincaré H1
c (M − Σ,R)∗ =

H1(M − Σ,R). Si le courant est q-tempéré on peut en fait lui associer une classe de

cohomologie dans H1(M,R). Nous notons jq cette application. Les images par jq des

espaces Bs
q ne dépendent que de la classe de cohomologie de Imq1/2 dans H1(M, Σ,R) ce

qui découle d’une version du théorème de Katok de la section 6.1 (1). À la différence du

vecteur de rotation des mesures, la classe de cohomologie d’un courant basique tempéré ne

détermine pas le courant de façon unique. D’autre part, il n’est pas clair que l’image par jq

de l’ensemble des courants basiques tempérés soit isotrope dans H1(M,R). En revanche,

pour presque tout q (dans un sens à préciser) Forni apporte les réponses suivantes :

(1) Soit q une différentielle quadratique. Alors, pour presque tout θ, l’application

B1
eiθq(M) → H1(M,R) qui à un courant basique qeiθ-tempéré associe sa classe de

cohomologie est injective (pour des courants d’ordre s ≥ 1 il existe en fait une

suite exacte qui généralise ce résultat).

(2) Il existe un entier l > 1 tel que pour tout s ≥ l et presque toute différentielle

quadratique l’image par jq dans H1(M,R) des courants basiques q-tempérés d’ordre

s est de dimension 2g−1 : c’est l’ensemble des classes c telles que c∧ [Imq1/2] = 0.



927-25

(3) Dans le cas où s = 1, l’image par jq des courants basiques q-tempérés est pour

presque tout q un espace lagrangien de H1(M,R).

Le cas où s = 1 est celui qui intervient dans l’étude du cocycle de Kontsevich-Zorich.

On peut d’ailleurs identifier ce sous-espace lagrangien : c’est l’espace instable du cocycle

de Kontsevich-Zorich au-dessus du point q. Nous reviendrons sur ce point plus tard.

6.3. Espaces stables/instables, courants basiques et cocycle de Forni

À ce stade nous ne savons pas si les exposants de Lyapunov du cocycle de Kontsevich-

Zorich sont tous non nuls. Plaçons-nous dans l’hypothèse de la proposition 5.4 : pour

1 ≤ k ≤ g − 1 on a λk > λk+1 = 0 (on prend k maximal), c’est-à-dire que pour presque

tout q ∈ C
(1)
κ on peut parler des espaces stables et instables E− = E−

k , E+ = E+
k qui sont

de dimension k.

Théorème 6.1. — Pour µ
(1)
κ -presque tout q les espaces E+(q), E−(q) cöıncident avec

B1
q(M), B1

−q(M) les espaces de courants basiques tempérés (c’est-à-dire que l’image dans

H1(M,R) de B1
±q(M) par jq égale E±(q)).

A) Esquissons la preuve du fait que toute classe [c] dans E+(q) peut être représentée

par un courant basique tempéré d’ordre 1.

1) Déjà, d’après la théorie de Hodge c est cohomologue à une 1-forme harmonique fermée

de la forme Re(m+q1/2) où m+ est méromorphe dans L2
q(M). Notons ct = GKZ

t (c) =

Re(m+
t q

1/2
t ) son image sous l’évolution du cocycle de Kontsevich-Zorich. Puisque ct et c

sont cohomologues, il existe une fonction Ut qu’on peut choisir de moyenne nulle telle que

(4) dUt = Re(m+q1/2) − Re(m+
t q

1/2
t ).

Contractons l’équation précédente suivant S ; nous obtenons

SUt = Re(m+) − etRe(m+
t ).

Nous allons démontrer que |Ut|L2
q

est bornée. On pourra ainsi extraire de Ut une sous-

suite faiblement convergente dans L2 vers un U et comme etRe(m+
t ) tend vers 0 quand

t → −∞ on aura au sens des distributions

SU = Re(m+).

Pour cela, rappelons que

(5) m+
t = ∂+

t vt + π−
t (m+

t ),

(où vt est définie à une constante près) vérifie l’équation différentielle

dm+
t

dt
= ∂−

t vt − π−
t (m+

t ),
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si bien qu’en dérivant (4) on obtient

d

dt
(dUt) = Re(dvt),

et en intégrant

(6)
d

dt
U(t) = Re(vt).

Comme la décomposition (5) est orthogonale, on a

|∂+vt|0 ≤ |m+
t |0.

Forni démontre et utilise à présent une inégalité de Poincaré avec estimation de la cons-

tante :

|vt|0 ≤ C(qt)|∂
+vt|0

où la constante C(q) est majorée par l’inverse de la longueur l(q) de la plus courte

géodésique entre les singularités de qt (les éléments de Σqt). Mais d’après un résultat

de H. Masur [12] on sait que presque sûrement

lim sup
t→±∞

− log l(qt)

log |t|
=

1

2
.

Par conséquent

|vt|0 ≤ Ct|m+
t |0,

et d’après (6) (U0 = 0)

|Ut|0 ≤ C

∫ 0

−∞

s|m+
s |0ds,

ce qui montre que |Ut|0 est bornée pour t → −∞ puisque par définition q est dans E+(q).

2) Écrivons

dU = SUηT + TUηS

et utilisons l’égalité que nous venons de démontrer

SU = Re(m+).

Nous obtenons,

dU = (1/2)[(m+(ηT + iηS) + m+((ηT − iηS)] + DηS

avec

D = TU − im+ + im+,

c’est-à-dire

dU = Re(m+q1/2) + DηS,

ce que l’on voulait démontrer puisque DηS est un courant basique tempéré d’ordre 1.

B) Passons à la réciproque. Il s’agit de démontrer qu’un courant basique tempéré

d’ordre 1 pour le feuilletage F±q a pour image dans H1(M,R) un élément de E±(q).

Forni introduit un cocycle GF
t (que nous appellerons le cocycle de Forni) sur l’espace
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Z ′
κ des courants tempérés fermés d’ordre 1 qu’il définit de façon analogue au cocycle de

Kontsevich-Zorich : ce cocycle envoie de façon triviale (c’est l’identité) la fibre {q} ×

H−1
q (M) (munie de sa q-norme d’espace de Hilbert) au-dessus de q ∈ Q

(1)
κ sur la fibre

{Gt(q)}×H−1
Gt(q)

(M) (munie de sa Gt(q)-norme d’espace de Hilbert) au-dessus de Gt(q) ∈

Q
(1)
κ . Ce cocycle vérifie

jκ ◦ GF
t = GKZ

t ◦ jκ,

et ses fibrés stable et instable sont en fait les fibrés B∓. Pour démontrer ce point Forni

utilise une construction de Burns-Katok ([8]), inspirée d’un article de Wojtkowski ([17]),

et construit des fonctions de Lyapunov L± pour les fibrés B1
q qui vérifient

d

dt
L+ ◦ GF

t (C+) > 0,

d

dt
L− ◦ GF

t (C+) < 0.

Leur construction se fait de la façon suivante (par exemple pour L+) : Pour un courant

basique C+ ∈ B1
q (M) la distribution D+ = C+∧ηT est dans l’espace de Sobolev H−1

q (M).

D’après les travaux précédents de Forni ([4]) on peut écrire

D+ = ∂+U+ + A+,

où U+ est une fonction de L2
q(M) orthogonale aux fonctions méromorphes M+

q et A+ =

D(1) (〈〈 l’intégrale 〉〉 de D). La fonction de Lyapunov L+ que Forni définit est

L+(C+) = |U+|20 + (A+)2.

7. LE COCYCLE DE KONTSEVICH-ZORICH EST NON UNIFORMÉ-

MENT HYPERBOLIQUE (FIN)

Pour notre propos, ce qu’il faut retenir de la section précédente c’est que pour presque

tout q l’espace instable E+(q) (resp. E−(q)) ne dépend que (de la classe de cohomologie

dans H1(M, Σq,R)) du feuilletage horizontal Im(q1/2) = 0 (resp. vertical Re(q1/2) = 0).

Revenons à la formule de la proposition 5.4.

λ1 + · · ·+ λk =
1

µ
(1)
κ (C

(1)
κ )

∫

C
(1)
κ

Φk(q, E
+
k (q))dµ(1)

κ (q),

où E+
k (q) est l’espace H1(M,R) de dimension k correspondant aux exposants {λ1, . . . , λk}.

Comme on suppose λk+1 = · · · = λg = 0 on a donc d’après la proposition 5.4 que pour

µ
(1)
κ -presque tout q

Φk(q, E
+(q)) = Λ1(q) + · · ·+ Λg(q).
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Si on choisit {c1, . . . , cg} ∈ H1(Mq,R) une base orthonormale (pour la norme de Hodge)

telle que {c1, . . . , ck} soit une base de E+
k (q) et si on pose ci = Re(m+

i q1/2) on aura alors

presque partout

(7)

g
∑

i,j=k+1

|Bq(m
+
i , m+

j )|2 = 0.

Nous allons démontrer que si k < g cette égalité est violée sur un ensemble de q de mesure

positive. La belle idée de Forni est la suivante :

• A) comme la dépendance de E±(q) par rapport à q est mesurable, on peut trouver

un ensemble de µ
(1)
κ -mesure positive proche de 1 tel que sur cet ensemble q 7→

E±(q) soit continue et générique pour le théorème d’Oseledec ;

• B) il existe des différentielles quadratiques (que Forni appelle lagrangiennes)

i) dont toutes les feuilles verticales sont fermées (en dehors de celles qui passent

par les singularités) ; ii) dont les classes d’homologies engendrent un sous-espace

lagrangien Λ de H1(M,R) ; iii) telles que le dual de Poincaré L0 = P (Λ) de ce

sous-espace lagrangien soit transverse à E+(q) ; iv) pour lesquelles on peut choisir

g feuilles régulières verticales γ1, . . . , γg telles que M−∪{γ1, . . . , γg} soit une sphère

moins 2g trous. Choisissons-en une q0.

• C) on peut trouver proche de q0 une différentielle quadratique q dans l’ensemble

défini en A) et des courbes γ̄1, . . . , γ̄g qui sont des q-trajectoires (des géodésiques

pour la métrique plate Rq) presque verticales pour q et qui engendrent le même

sous-espace lagrangien de H1(M,R). Appelons a1, . . . , ag ces courbes γ̄1, . . . , γ̄g et

b1, . . . , bg une base duale symplectique de a1, . . . , ag (pour la forme d’intersection).

Le dual de Poincaré L̄′
0 de l’espace lagrangien engendré par les bi peut être choisi

transverse à E−(q).

• D) On laisse agir le flot géodésique jusqu’au temps T grand, de façon que les

espaces E+(qT ) de dimension k et l’espace lagrangien L̄′
0(T ) soient proches. On a

ainsi au-dessus de qT deux espaces E+(qT ) et L̄′
0(T ) qui sont proches (on a utilisé

le fait que L̄′
0 et E−(q) sont transverses).

• E) Forni effectue une déformation de (M, qT ) qui l’amène au bord de l’espace des

modules (à la limite on obtient une surface pincée) tout en préservant le feuilletage

horizontal. Pour cela : i) par un élément du flot horocyclique on peut faire en

sorte que les q-trajectoires ai = γ̄i(T ) (qui font de petits angles non nuls avec le

feuilletage vertical) deviennent des trajectoires verticales sans que l’on change le

feuilletage horizontal ; ii) on effectue ensuite un pincement (M, q̃T ) le long des

courbes a1, . . . , ag (il faut imaginer que les bouts de cylindre dont les génératrices

horizontales qui sont orthogonales aux courbes ai qui les entourent deviennent

très longs, les longueurs des courbes ai restant constantes) ; iii) on revient par

l’inverse du flot horocyclique : on a effectué une conjugaison. Les courbes ai

et le feuilletage horizontal font toujours le même angle (mesuré par la nouvelle
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différentielle quadratique q̃T ). Comme on a préservé le feuilletage horizontal et que

E+(q) ne dépend que de la classe de cohomologie dans H1(M, Σ,R) du feuilletage

horizontal, E+(qT ) et E+(q̃T ) sont les mêmes. On a donc au-dessus du point q̃T ,

qui est près du bord de l’espace des modules, un espace instable E+(q̃T ) = E+(qT )

et un plan lagrangien L̄0(q̃T ) (qui est le dual de Poincaré de l’espace engendré par

les courbes bi) qui sont proches.

• F) Mais dans cette situation les calculs sont plus faciles à faire et on peut voir que

si on a suffisamment pincé

|Bq(m
+
i , m+

j )| ≥ (1/2)

où les mi sont associés aux courbes bi (via la dualité de Poincaré) : si {c1, . . . , cg}

est une base orthonormale pour la forme de Hodge du dual de Poincaré de l’espace

engendré par les bi, on a posé ci = Re(m+
i q1/2).

• G) En utilisant la continuité de Bq, Forni trouve ainsi un ensemble de mesure

positive où (7) n’est pas satisfaite.

8. LE COCYCLE DE FORNI

Le théorème fondamental qui géométrise les résultats précédents est le suivant :

Théorème 8.1. — Le fibré Z1
κ ⊂ H−1

κ des courants fermés d’ordre 1 admet la décomposition

suivante qui est GF
t -invariante :

Z1
κ = B1

κ,+ ⊕ B1
κ,− ⊕ E1

κ.

• Le fibré E1
κ est défini au-dessus de tout point q ∈ Mκ et sa fibre E1

q (de dimension

infinie) au-dessus du point q est l’ensemble des courants exacts de Z1
q

E1
q = {dU, U ∈ L2

q(M)}.

• Pour µ
(1)
κ -presque tout q les fibres B1

±q de B1
κ,± sont de dimensions finies et égales.

• La restriction du cocycle de Forni GF
t au fibré

B1
κ = B1

κ,+ ⊕ B1
κ,−,

est mesurablement isomorphe au cocycle de Kontsevich-Zorich (défini sur le fibré

H1
κ(M,R) de fibre H1(Mq,R)) et il a donc le même spectre de Lyapunov. Les

fibrés B1
κ,± correspondent à E±

κ .

• L’exposant de Lyapunov du cocycle de Forni sur E1
κ est zéro.
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9. DÉVIATIONS DES MOYENNES ERGODIQUES

9.1. Comment évaluer une moyenne ergodique

Considérons le cas où le champ de vecteurs X que l’on étudie est le champ S introduit

précédemment. Pour une fonction f : M → R 〈〈 régulière 〉〉 on veut évaluer pour un p ∈ M

générique le comportement quand t → ∞ de

1

t

∫ t

0

f(Φs
S(p))ds

où ΦS est le flot associé à S. L’intégrale précédente se récrit

(8)

∫ t

0

f(Φs
S(p))ds =

∫

γt
+(p)

α

où γt
+(p) est le chemin (non fermé) Φs

S(p) pour 0 ≤ s ≤ t et α est la 1-forme (non fermée)

α = fηT .

Si on identifie γt
+(p) à un courant on a

∫ t

0

f(Φs
S(p))ds = (γt

+(p) ∧ α)(1)

Soit I+q(p) (resp. I−q(p)) le segment vertical (resp. horizontal) centré en p et de longueur

l(q) où l(q) est la longueur de la plus petite connexion géodésique entre deux singularités

de q. Nous dirons que T est un temps de retour horizontal (resp. vertical) de p si

Φq(p, T ) ∈ I+q(p) (resp. Φ−q(p, T ) ∈ I−q(p)) et le segment d’orbite γT
q (p) (resp. γT

−q(p))

est appelé une trajectoire de retour horizontale (resp. verticale). Le premier temps de

retour horizontal (resp. vertical) est défini comme le plus petit temps de retour horizontal

(resp. vertical). Pour tout temps T (qui n’est pas forcément un temps de retour) on peut

fermer la trajectoire horizontale (resp. verticale) γT
q (p) (resp. γT

−q(p)) par le plus petit

segment géodésique joignant les extrémités de γT
±(q) et on note γ̂T

±q(p) le chemin fermé

ainsi obtenu. Si T est un temps de retour, le segment qui fait la jonction est évidemment

vertical (resp. horizontal).

Puisque

(Fqt,F−qt) = (e−tFq, e
tF−q),

toute trajectoire de retour horizontale pour Fqt est une trajectoire de retour horizontale

pour Fq (au moins pour t < 0, |t| suffisamment grand).

9.2. Temps de retour principaux

Considérons une suite de temps négatifs −tk tels que q−tk soient très proches de q0

dans M(1)
κ . L’ergodicité du flot de Teichmüller sur M(1)

κ pour µ
(1)
κ garantit l’existence

d’une telle suite. Les propriétés métriques des q−tk sont donc essentiellemnt les mêmes

que celles de q, en particulier les longueurs l(q−tk) des plus petits segments géodésiques
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entre les singularités de q−tk sont pratiquement les mêmes et par conséquent, puisque les

longueurs des intervalles verticaux Iq−tk
(p) dans la métrique définie par q sont très petits,

on a une suite décroissante d’intervalles embôıtés Iq(p) ⊃ · · · ⊃ Iq−tk
(p) ⊃ Iq−tk+1

(p). Si

T = T
(1)
q−tk

(p) est un temps de premier retour pour q−tk alors Tetk est un temps de retour

pour q (mais pas de premier retour). On dit que les

(9) T (k)
q (p) = Tetk = T (1)

q−tk
(p)etk

sont des temps de retour principaux pour q (en p). Tels que nous les avons définis les

temps de retour ne sont pas vraiment canoniques. Par contre près d’un q 〈〈générique 〉〉 pour

Oseledec (et pour d’autres propriétés) on peut choisir sur un petit bout d’hypersurface

contenant q et transverse au flot géodésique un ensemble P de mesure positive (de densité

proche de 1) et définir les −tk comme les temps de retour sur P de Gt(q) (t < 0).

Si on note γ
(k)
q (p) la trajectoire de retour horizontale correspondant au temps T

(k)
q (p)

et γ̂
(p)
q la trajectoire fermée associée on a

• en homologie

γ̂(k)
q (p) = GKZ

tk
(γ̂

(1)

GKZ
−tk

(q)
(p)),

(on a noté GKZ le cocycle de Kontsevich-Zorich agissant en homologie) ;

• dans Z1 les courants tempérés fermés d’ordre 1

γ̂(k)
q (p) = GF

tk
(γ̂

(1)

GF
−tk

(q)
(p)) ;

• et dans H−1 les courants tempérés d’ordre 1

γ(k)
q (p) = GF

tk
(γ

(1)

GF
−tk

(q)
(p)).

Comme nous avons besoin d’estimer des quantités de la forme (8) ce sont plutôt les deux

dernières égalités qui sont importantes. Si on note Π±i
q : Z1

q → E±
i la projection sur

l’espace stable/instable (de dimension finie) correspondant à l’exposant de Lyapunov ±λ′
i

on a par exemple une estimée de la forme

(10) |Π±i
q (γ̂(k)

q (p))|−1 ≤ cste. exp(λ±
i |tk|)

pour tous λ+
i > λ′

i > 0, −λ′
i < λ−

i < 0

9.3. Découper une orbite en trajectoires de retour principales

Le lemme 〈〈arithmétique 〉〉 suivant est pour cela crucial. C’est l’analogue du lemme

fondamental de la preuve du théorème de Denjoy-Koksma (cf. aussi Zorich [19]).

Lemme 9.1. — Sous les hypothèses précédentes, pour tout T > 0 il existe une suite finie

de points (p
(k)
j ) de l’orbite γT

q (p), 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ j ≤ mk tels que les trajectoires de

retour principales γ
(k)
q (p

(k)
j ) ne s’intersectent pas et telles que

(11) γT
q (p) =

n∑

k=1

mk∑

j=1

γ(k)
q (p

(k)
j ) + bT

q (p),
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avec

(12) mk ≤ cste. exp(|tk+1| − tk|),

et la longueur du reste vérifie

(13) L(bT
q (p)) ≤ cste.

Il n’est pas complètement évident, mais Forni le démontre, que l’inégalité (13) entrâıne

(pour q dans un compact P)

(14) |bT
q (p)|−1 ≤ cste.

Voyons à présent comment on utilise les résultats précédents.

Déjà, puisque l’ensemble P de la section 9.2 est de mesure positive, disons µ, on a du

fait de l’ergodicité du flot de Teichmüller sur Mκ

lim
k→∞

|tk|

k
=

1

µ
,

ce qui donne |tk+1−tk| ≤ Cǫǫk pour tout ǫ > 0 et par conséquent d’après (10), (11), (12), (14)

et le théorème 8.1 on obtient

lim sup
T→∞

log |Π+i
q (γT

q (p))|−1

log T
≤ λ′

i,

lim sup
T→∞

log |Π−i
q (γT

q (p))|−1

log T
= 0,

lim sup
T→∞

log |ΠE
q (γT

q (p))|−1

log T
= 0.

On a utilisé en outre la définition (9) des temps de retour principaux et un résultat que

démontre Forni qui dit qu’on peut choisir la section P (définie section 9.2) de façon que

les temps de premier retour soient bornés.

Enfin notons que la première inégalité est une égalité pour presque tout p (mais il faut

travailler un peu plus).

9.4. Moyennes ergodiques pour le champ de vecteurs S

Comme précédemment notons E+
i (q) le sous-espace de B1

q (M) (l’ensemble des courants

basiques tempérés d’ordre 1) associé à l’exposant λ′
i > 0 de multiplicité mi (rappelons que

c’est l’image de la projection Π+i
q ) et soit C+

i,j, 1 ≤ j ≤ mi une base de courants basiques

tempérés d’ordre 1 de Ei(q). Les distributions tempérées d’ordre 1

DS
i,j = C+

i,j ∧ ηT ,

sont S-invariantes. De plus, pour toute fonction dans H1(M)

C+
i,j ∧ (fηT ) = fCi,j ∧ ηT

= DS
i,j(f).
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Par conséquent si on note I1
S(λ′

i) l’espace des distributions S-invariantes engendrées par

les Di,j, 1 ≤ j ≤ mi, on a bien, en utilisant le résultat de la fin de la section précédente,

que si f dans H1(M) est annulée par les distributions D ∈ I1
S(λ′

1) ⊕ · · · ⊕ I1
S(λ′

i) alors

lim sup
T→∞

log |
∫ T

0
f(ΦS(p, τ))dτ |

log T
≤ λ′

i+1.

La démonstration de l’existence de distributions tempérées d’ordre 1, Di+1 ∈ I1
S(λi+1),

dont la non annulation par f assure l’égalité dans l’équation précédente est un peu plus

délicate.

9.5. Le cas général

Supposons à présent que X soit un champ de vecteurs dont le flot est quasi-minimal

avec des singularités de type selle d’indice ιk aux points pk, k = 1, . . . , σ, et préserve une

forme volume ω (non singulière). On sait alors que l’on peut réaliser le feuilletage FX

en orbites de X par le feuilletage horizontal d’une différentielle quadratique q (qui est le

carré d’une forme holomorphe) avec κ = −2ι. Il existe alors une fonction W avec des

zéros d’ordre fini aux points de Σ telle que ω = W−1ωq et X = WS. On considère l’espace

de Sobolev

H1
W (M) = {f, W−1f ∈ H1(M)} ,

et on pose pour f ∈ H1
W (M)

DX(f) = DS(W−1f) ;

la distribution DX ∈ H−1
W (M) est X-invariante. Notons γT

X(p) l’orbite de p du temps 0

au temps T sous l’action de X. Il existe un temps T̃ (T ) tel que

γ
T̃ (T )
S (p) = γT

X(p).

Pour toute fonction f ∈ H1
W (M) on a
∫ T

0

f(ΦX(p, τ))dτ =

∫

γT
X(p)

W−1fηT ,

=

∫

γ
T̃ (T )
S (p)

W−1fηT .

Mais la moyenne (1/T )
∫ T

0
W (ΦX(p, τ))dτ qui est égale à (1/T )Lq(γ

T
X(p)) (où Lq(·) est la

q-longueur), c’est-à-dire (T̃ (T )/T ), converge d’après le théorème ergodique vers
∫

M
Wω =

∫

M
ωq = 1. On obtient donc la conclusion du théorème.
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INÉGALITÉ DE BRUNN-MINKOWSKI-LUSTERNIK, ET AUTRES

INÉGALITÉS GÉOMÉTRIQUES ET FONCTIONNELLES

par Bernard MAUREY

INTRODUCTION

La théorie des corps convexes a commencé à la fin du 19ème siècle avec l’inégalité de

Brunn, généralisée ensuite en inégalité de Brunn-Minkowski-Lusternik qui s’applique à des

ensembles non nécessairement convexes. Ce thème a depuis longtemps des contacts avec les

problèmes isopérimétriques et avec des inégalités d’Analyse, telles que celles qui traduisent

les plongements de Sobolev. Nous allons développer quelques aspects plus récents des

inégalités géométriques, dont certains sont liés à la technique du transport de mesure,

notamment le transport dit 〈〈de Brenier 〉〉. On ne trouvera pas ici l’approche d’un résultat

faramineux, mais des pistes vers un ensemble convergent de techniques qui ont prouvé

leur applicabilité.

L’essentiel de notre travail sera fait dans l’espace euclidien Rn ; on notera le produit

scalaire par x · y =
∑n

i=1 xiyi et la norme par |x| = (x · x)1/2. On notera
∫

Rn f(x) dx ou

bien
∫

Rn f l’intégrale d’une fonction f pour la mesure de Lebesgue sur Rn. On notera 1A

la fonction indicatrice d’un sous-ensemble A de Rn, et A+B la somme de Minkowski de

deux sous-ensembles A,B de Rn, égale à {a + b : a ∈ A, b ∈ B}.

1. BRUNN-MINKOWSKI ET INÉGALITÉS GÉOMÉTRIQUES

L’inégalité de Brunn-Minkowski sans dimension se formule ainsi : si A,B sont deux

compacts non vides de Rn, et si on note |A|, |B| leurs volumes (pour la mesure de

Lebesgue), on a
∣
∣
∣
A+B

2

∣
∣
∣ ≥ |A|1/2|B|1/2.

En réalité, l’inégalité |(1 − t)A + tB| ≥ |A|1−t|B|t est valable pour tout t ∈ [0, 1], et

elle se transforme facilement par des arguments d’homogénéité en la forme classique pour

l’inégalité de Brunn-Minkowski dans Rn,

|A+B|1/n ≥ |A|1/n + |B|1/n.
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Si A est convexe et si B est un translaté d’un homothétique de A, l’inégalité devient une

égalité. Appliquée en prenant pour B une boule euclidienne de rayon tendant vers 0, cette

inégalité conduit à une démonstration de l’inégalité isopérimétrique dans Rn. Démontrée

d’abord par Brunn (1887) en dimension 2 ou 3 pour deux convexes, reprise par Minkow-

ski au tout début du 20ème siècle, l’inégalité a été étendue par Lusternik à des compacts

quelconques de Rn ; curieusement, le nom de Lusternik est rarement associé de nos jours

à cette extension considérable (voir [Lus], [HeM]). Hadwiger et Ohmann [HaO] en don-

nent une démonstration assez simple, en approchant A et B par des réunions finies de

rectangles, et en réalisant une association bien choisie entre parties de A et B de même

mesure ; la preuve finit par l’inégalité entre moyennes arithmétiques et géométriques. Ces

deux ingrédients se retrouvent dans la plupart des autres preuves.

L’article récent de Richard Gardner [Gar] couvre presque tous les thèmes traités dans

cet exposé, et bien d’autres qui ne seront pas abordés ici.

1.1. Prékopa-Leindler

On attribue généralement à Prékopa le résultat suivant : si ϕ(x, t) est convexe sur

Rn × R, la fonction Φ définie sur R par

e−Φ(t) =

∫

Rn

e−ϕ(x,t) dx

est convexe (on admettra les valeurs infinies). L’inégalité de Prékopa-Leindler a un rapport

plus direct avec Brunn-Minkowski-Lusternik : on se donne 0 < θ < 1 et trois fonctions

réelles s.c.i. f0, fθ, f1 sur Rn qui vérifient pour tous x0, x1 ∈ Rn l’inégalité

(HPL) fθ

(
(1 − θ)x0 + θx1

)
≤ (1 − θ)f0(x0) + θf1(x1)

et on obtient l’énoncé qui suit.

Théorème 1.1 (Prékopa, Leindler). — Si les fonctions f0, fθ, f1 satisfont (HPL), on a
∫

Rn

e−fθ(x) dx ≥
(∫

Rn

e−f0(x) dx
)1−θ(

∫

Rn

e−f1(x) dx
)θ

.

En attribuant ce résultat aux seuls Prékopa [Pre] et Leindler [Lei], nous faisons un

choix de simplicité qui n’est sans doute pas historiquement tout à fait correct ; en effet,

la paternité de ce type de résultat a été revendiquée par deux groupes différents (voir Das

Gupta [DaG] pour une autre vision de l’histoire). Le théorème 1.1 redonne immédiatement

Brunn-Minkowski-Lusternik en prenant les fonctions f0, fθ, f1 égales à 0 sur les ensembles

A0, Aθ = (1− θ)A0 + θA1, A1, et égales à +∞ en dehors, de sorte que pour j = 0, θ, 1 on

ait l’égalité 1Aj
= e−fj .

Pour éviter ces valeurs infinies, il est souvent plus agréable d’écrire l’hypothèse sous la

forme suivante : trois fonctions réelles positives s.c.s. g0, gθ, g1 sur Rn vérifient pour tous

x0, x1 ∈ Rn l’inégalité

(HPL2) gθ

(
(1 − θ)x0 + θx1

)
≥ g0(x0)1−θ g1(x1)θ
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et on déduit que
∫
gθ ≥ (

∫
g0)

1−θ(
∫
g1)

θ. Cette inégalité est adaptée à l’étude des mesures

log-concaves. Une mesure µ sur Rn à densité log-concave s’écrit dµ(x) = e−ϕ(x) dx, avec

ϕ convexe sur Rn ; on voit facilement que le triplet gj = 1Aj
e−ϕ, j = 0, θ, 1 avec Aθ =

(1 − θ)A0 + θA1 vérifie l’hypothèse (HPL2), ce qui conduit à l’inégalité

(1) µ
(
(1 − θ)A0 + θA1

)
≥ µ(A0)

1−θµ(A1)
θ.

Appliquée à une mesure log-concave symétrique (c’est-à-dire invariante par x → −x),

cette inégalité donne le résultat de T.W. Anderson (en fait, le résultat d’Anderson [And]

est un peu plus général que le théorème 1.2, et il a été montré directement à partir de

Brunn-Minkowski) : si θ = 1/2, si A0 = C + v et A1 = C − v, où C est un convexe

symétrique et v un vecteur quelconque, on trouve que (A0 + A1)/2 = C, pendant que

µ(A0) = µ(A1) par la symétrie de µ ; ainsi, on obtient

µ(C) = µ
(
(A0 + A1)/2

)
≥ µ(A0)

1/2µ(A1)
1/2 = µ(C + v),

ce qui signifie ceci : parmi les translatés d’un convexe symétrique, le convexe centré a la

plus grande mesure.

Théorème 1.2 (Anderson). — Si µ est une mesure log-concave symétrique sur Rn, si C

est un convexe symétrique et v un vecteur quelconque, on a

µ(C + v) ≤ µ(C).

Un cas particulier important est celui de la mesure gaussienne. Désignons par γn la

mesure gaussienne standard sur Rn, dont la densité est (2π)−n/2 exp(−|x|2/2). Elle est

bien sûr log-concave, symétrique. Le principe précédent s’applique donc à γn, et il joue

un rôle important dans certaines questions de statistique.

1.2. Isopérimétrie gaussienne

Le problème isopérimétrique gaussien a été résolu par Christer Borell [Bo1], Vladimir

Sudakov et Boris Tsirelson [SuT]. Plus tard, Antoine Ehrhard [Ehr] a donné une autre

démonstration et apporté d’autres informations, que nous discuterons plus loin. Si A est

un sous-ensemble fermé de Rn, on désigne par Aε son épaississement de taille ε > 0 pour

la distance euclidienne,

Aε = {x ∈ Rn : dist(x,A) ≤ ε}.

Théorème 1.3. — Parmi les ensembles fermés A de mesure gaussienne γn(A) = a fixée,

les demi-espaces affines minimisent l’accroissement de mesure γn(Aε) − γn(A), ou ce qui

revient au même, minimisent la mesure γn(Aε).

Par exemple, lorsque γn(A) = a = 1/2, un demi-espace affine B de même mesure que

A est donné par B = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 ≤ 0}, et on peut énoncer en passant aux
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complémentaires

γn(Ac
ε) ≤ γn(Bc

ε) = γn

(
{x1 > ε}

)
=

∫ +∞

ε

dγ1(t).

Si f est une fonction 1-lipschitzienne sur Rn (vérifiant |f(x) − f(y)| ≤ |x− y| pour tous

x, y) possédant une valeur médiane m, c’est-à-dire une valeur telle que γn(f ≤ m) = 1/2,

on voit que f reste inférieure ou égale à m+ ε sur l’épaissi Aε de A = {f ≤ m}, donc

γn

(
{f > m + ε}

)
≤ γn(Ac

ε) ≤

∫ +∞

ε

dγ1(t) ;

on a la même majoration pour γn

(
{f < m − ε}

)
, ce qui donne une bonne borne pour la

probabilité γn

(
{|f −m| > ε}

)
que f dévie de plus de ε de sa valeur médiane m,

γn

(
{|f −m| > ε}

)
≤ γ1

(
{t ∈ R : |t| > ε}

)
≤ e−ε2/2 .

Cette propriété de concentration a eu de nombreuses applications en théorie asymptotique,

la théorie des espaces normés de dimension tendant vers l’infini, voir par exemple le fameux

théorème de Dvoretzky dans le livre de Gilles Pisier [Pis]. Cependant, il est suffisant pour

ce type d’applications d’avoir un résultat moins précis, de la forme

γn

(
{|f −m1| > ε}

)
≤ 2 e−ε2/4

par exemple, où m1 peut désigner la moyenne de f au lieu de sa médiane, et ce type

d’inégalité peut être obtenu de bien des manières (intégrale stochastique, méthodes d’es-

pace gaussien, voir [Led]), mais aussi à partir de Prékopa-Leindler comme ci-dessous.

Proposition 1.4. — Pour toute fonction f réelle 1-lipschitzienne sur Rn et pour tout

nombre réel t, on a
∫

etf(x)−tf(y) dγn(x)dγn(y) ≤ et2 .

Sous cette forme le résultat est optimal, puisque l’inégalité ci-dessus est une égalité pour

les fonctions linéaires. À partir de cette estimation de transformée de Laplace, on obtient

les inégalités de concentration par Markov, comme il est habituel.

Preuve. — Posons

gt(x) = min{tf(x+ h) + |h|2/4 : h ∈ Rn}.

Le triplet de fonctions ϕ0(x) = −gt(x) + |x|2/2, ϕ1/2(z) = |z|2/2, ϕ1(y) = tf(y) + |y|2/2

vérifie l’hypothèse de Prékopa-Leindler (HPL), car pour tous x, y ∈ Rn on a

ϕ0(x) + ϕ1(y) ≥ −tf(y) − |x− y|2/4 + |x|2/2 + tf(y) + |y|2/2 = 2ϕ1/2

(x + y

2

)

.

On en déduit que
(∫

egt(x) dγn(x)
)(∫

e−tf(y) dγn(y)
)

≤
(∫

dγn(z)
)2

= 1.
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Comme tf(x+h) ≥ tf(x)−|th| par la condition de Lipschitz, et que tf(x)−|th|+|h|2/4 ≥

tf(x) − t2 pour tout h, on a tf(x) ≤ gt(x) + t2, donc
∫

etf(x)−tf(y) dγn(x)dγn(y) =
(∫

etf(x) dγn(x)
)(∫

e−tf(y) dγn(y)
)

≤ et2 .

�

Avec une preuve apparentée à la précédente mais nettement plus subtile, Serguëı

Bobkov et Michel Ledoux ont obtenu une démonstration d’une inégalité Log-Sobolev

pour γn ([BoL]).

1.3. Une inégalité de Brascamp-Lieb

Une inégalité de Brascamp et Lieb [BrL] a trouvé des applications nombreuses en

convexité ; on va l’énoncer sous une forme particulière due à Keith Ball [Ba2]. On se place

dans Rn ou dans un espace euclidien E de dimension n. Désignons par v ⊗ v l’opérateur

de rang un x→ (x · v) v, et supposons que

(J) IdRn =

N∑

j=1

cj vj ⊗ vj ,

avec des vecteurs vj de norme un et des scalaires cj > 0, qui satisfont
∑N

j=1 cj = n par un

calcul de trace immédiat. Il en résulte que pour tous x, y ∈ Rn

x · y =
N∑

j=1

cj (x · vj) (y · vj), |x|2 =
N∑

j=1

cj (x · vj)
2.

Cette décomposition de l’identité est fortement liée à une notion géométrique importante,

l’ellipsöıde de John, et à ses propriétés remarquables ; l’ellipsöıde de John pour un corps

convexe symétrique C est l’ellipsöıde maximal contenu dans C ; Fritz John a montré que

lorsque cet ellipsöıde est égal à la boule euclidienne unité B, l’identité de Rn admet la

décomposition (J) avec des vj choisis parmi les points de contact de B et du bord de C.

Théorème 1.5 (Brascamp-Lieb, version Ball). — Si les vecteurs (vj) et les nombres (cj)

vérifient la relation (J), on a pour toutes les fonctions positives (fj) intégrables sur R

∫

Rn

( N∏

j=1

fj(x · vj)
cj

)

dx ≤
N∏

j=1

(∫

R

fj(t) dt
)cj

.

Le cas trivial est celui d’une base orthonormée v1, . . . , vn, avec des (cj) égaux à 1 : on

trouve simplement Fubini dans ce cas, et on a bien sûr égalité. La méthode utilisée par

Brascamp et Lieb est assez compliquée, et consiste à montrer que, si on fixe
∫
fj = 1,

le maximum du terme de gauche est atteint pour des fonctions gaussiennes. On peut
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remarquer que, si fj(t) = e−t2 , la relation

N∏

j=1

fj(x · vj)
cj = exp

(

−
N∑

j=1

cj(x · vj)
2
)

= exp
(
−

n∑

i=1

x2
i

)

montre qu’on a égalité dans Brascamp-Lieb. Le théorème 1.5 a été généralisé par Lieb [Lie]

au cas où l’identité de Rn est représentée sous la forme
∑N

j=1 cjPj, où les Pj sont des

projecteurs orthogonaux sur Rn.

Frank Barthe a trouvé une preuve simple du théorème 1.5, et sa preuve lui a permis de

montrer en même temps une inégalité inverse, qui avait été conjecturée par Ball. Cette

inégalité inverse a elle aussi des applications géométriques intéressantes.

Théorème 1.6 (Barthe, [Bar]). — Si les vecteurs (vj) et les nombres (cj) vérifient la

relation (J), on a pour toutes les fonctions positives (fj) intégrables sur R et pour toute

fonction mesurable F sur Rn telle que

F (x) ≥
N∏

j=1

fj(aj)
cj chaque fois que x =

N∑

j=1

ajcjvj

l’inégalité
∫

Rn

F (x) dx ≥
N∏

j=1

(∫

R

fj(t) dt
)cj

.

Si on applique le théorème précédent avec n = 1, N = 2, v1 = v2 = 1 et c1 = 1 − θ,

c2 = θ, on retrouve Prékopa-Leindler sur R (qui entrâıne assez facilement le cas général

par Fubini et itération).

En appliquant l’inégalité de Brascamp-Lieb, Ball a montré le résultat qui suit sur les

sections des cubes N -dimensionnels. Le résultat n’est optimal que lorsque la dimension

k de la section divise N , mais il donne toujours une information non triviale. Lorsque

k = N − 1, on trouve une majoration des volumes des sections hyperplanes par e1/2, alors

que le résultat optimal (dû également à Ball, [Ba1]) est
√

2. Mentionnons la méthode

d’unimodalité de Kanter, qui donne d’autres informations dans des problèmes de volumes

de sections ([Kan], voir [MeP]). Le lecteur consultera avec profit le bel article de Ball [Ba4]

dans le Handbook of the Geometry of Banach spaces.

Théorème 1.7 (K. Ball, [Ba2]). — Toutes les sections k-dimensionnelles d’un cube

N-dimensionnel de volume 1 ont un volume (k-dimensionnel) majoré par
(
N

k

)k/2

.

Preuve. — La démonstration va mettre en lumière la parfaite adéquation de la version

de Ball de l’inégalité de Brascamp-Lieb. Prenons pour cube C de volume 1 l’ensemble

[−1/2, 1/2]N dans RN ; soit (ej)
N
j=1 la base canonique de RN , soit E un sous-espace de

dimension k ; en projetant sur E l’identité évidente IdRN =
∑N

j=1 ej ⊗ ej , on obtient
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IdE =
∑N

j=1 cjvj ⊗ vj, où c
1/2
j vj est la projection orthogonale de ej sur E et |vj | = 1. Les

points x de E∩C sont caractérisés par les inégalités |x·(c
1/2
j vj)| ≤ 1/2, j = 1, . . . , N , donc

l’indicatrice de E ∩ C est le produit des fonctions fj(x · vj), où fj(t) = 1[−1/2,1/2](c
1/2
j t).

D’après le théorème 1.5,

|E ∩ C|k =

∫

E

N∏

j=1

fj(x · vj)
cj dx ≤

N∏

j=1

(

fj(t) dt
)cj

=

N∏

j=1

c
−cj/2
j .

Sachant que
∑N

j=1 cj = k, l’expression est maximale quand les cj sont égaux, ce qui donne

le résultat. �

2. TRANSPORT OPTIMAL

On trouve Gaspard Monge à l’origine lointaine de la théorie du transport optimal ;

dans [Mon], il pose le problème du transport optimal d’une masse de terre vers un em-

placement de même volume ; pour Monge, le coût du transport est mesuré dans L1,

c’est-à-dire que l’élément de coût dc du transport d’un élément de masse dm placé au

point x et transporté au point Tx est dc = |x−Tx| dm. La théorie devient beaucoup plus

agréable lorsqu’on cherche à minimiser le coût quadratique |x− Tx|2 dm : étant données

deux mesures finies µ et ν de même masse sur Rn, on cherche à réaliser

min
{∫

Rn

|x− Tx|2 dµ(x)
}

,

l’inf étant pris sur toutes les transformations T telles que T (µ) = ν (l’image de µ par T

est ν). Au milieu du 20ème siècle, Kantorovitch exprime la question du transport optimal

comme un problème de programmation convexe ; on parle alors du problème de Monge-

Kantorovitch. Cette théorie a une histoire riche qui ne sera pas évoquée ici.

À la fin des années 90, Yann Brenier [Bre] montre que, sous certaines hypothèses, le

transport optimal T d’une mesure finie à densité f(x) dx sur Rn vers une autre mesure à

densité g(y) dy de même masse est donné par le gradient d’une fonction convexe u, fonction

unique à une constante près. Robert McCann a assoupli les conditions d’existence.

Théorème 2.1 (McCann [MC1]). — Si µ et ν sont deux probabilités sur Rn, et si µ ne

charge aucun ensemble borélien de dimension de Hausdorff n− 1, il existe une fonction u

convexe sur Rn telle que l’image de µ par l’application µ-presque partout définie ∇u soit

égale à ν. Si u1 et u2 sont deux solutions, la différence ∇u1 − ∇u2 est nulle µ-presque

partout.

Quelques commentaires s’imposent ; la fonction convexe u est à valeurs dans R∪{+∞} ;

elle est continue dans l’intérieur de l’ensemble convexe dom(u) = {x : u(x) < +∞}, et

on sait qu’elle y est différentiable, sauf sur un sous-ensemble de dimension de Hausdorff

≤ n − 1 ; pour pouvoir définir la mesure image ν en posant ν(B) = µ
(
(∇u)−1(B)

)
pour
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tout borélien B, il suffit que ∇u soit défini µ-presque partout. Le résultat de McCann est

très général, mais il oblige à travailler avec des notions de calcul différentiel généralisé,

telles que le Hessien au sens d’Alexandrov. Une autre approche, initiée par Luis Caffarelli

immédiatement après l’article de Brenier, est d’utiliser des théorèmes de régularité de

solutions d’une équation de Monge-Ampère pour pouvoir affirmer que le transport de

Brenier est régulier sous certaines conditions (on est content quand u est C2, ce qui donne

un transport C1).

En dimension un, il n’y a qu’une façon raisonnable de définir ce transport optimal :

pour transporter la probabilité f(x) dx sur la probabilité g(y) dy, on introduit la fonction

croissante T (t) définie par

(T1)

∫ t

−∞

f(x) dx =

∫ T (t)

−∞

g(y) dy.

La fonction convexe u n’apparâıt pas naturellement, mais il suffit de prendre une primitive

quelconque de la fonction croissante T pour obtenir u, et l’étude de la régularité de u est

évidente. Passons au cas multi-dimensionnel ; notons ∇xu le gradient de u au point x, et

de même pour le hessien Hxu. Supposons que la mesure f(x) dx soit envoyée sur g(y) dy

par le changement de variable régulier y = ∇xu. Alors

g(∇xu) det(Hxu) = f(x),

donc u satisfait l’équation de Monge-Ampère

detHxu =
f(x)

g(∇xu)
.

Si on a une propriété minimale de régularité pour ∇u, un argument de bootstrap et les

résultats de régularité connus pour l’équation de Monge-Ampère entrâınent que u est

régulière quand f et g le sont, sous une certaine condition géométrique sur les supports

(Caffarelli, [Ca1]).

Faisons un commentaire élémentaire sur cette condition géométrique. Il est évident que

la régularité de l’application u est rompue si on doit transporter, par exemple, la mesure

de [−1, 1] sur la mesure de l’ensemble non connexe [−2,−1]∪[1, 2] ; mais c’est la convexité

de l’image qui est le véritable enjeu. Si on transporte une mesure dont le support est Rn

sur une autre mesure par le gradient d’une fonction convexe régulière u, l’application

gradient donnera de Rn une image dont l’intérieur est convexe. Ainsi, il n’est pas possible

de transporter de façon régulière la mesure de Gauss γn sur la mesure de Lebesgue d’un

ouvert non convexe, par un transport de la forme ∇u, avec u convexe. Les bons résultats

de régularité sont obtenus lorsque la mesure image est portée par un ensemble convexe

C, et qu’elle possède une densité g, régulière et bornée inférieurement sur C.

McCann [MC2] a généralisé le transport de Brenier au cas des variétés riemanniennes.

Il s’agit encore d’un transport optimal pour le coût quadratique. Pour appréhender cette

généralisation, il faut reformuler le transport de Brenier par un gradient ∇u en termes de
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déplacement : à chaque point x, on associe le vecteur Vx = ∇xu−x ; on obtient le point Tx

en se déplaçant à partir de x sur la géodésique tangente à Vx, dans le sens donné par Vx, et

d’une longueur égale à |Vx| ; on peut voir ce vecteur Vx comme le gradient d’une nouvelle

fonction v(x) = u(x) − |x|2/2. C’est sous cette forme que le résultat est généralisé : il

existe une fonction v sur la variété telle que Tx = expx (∇xv) pour µ-presque tout x, mais

nous n’entrerons pas dans les détails.

L’inégalité de Prékopa-Leindler a été généralisée dans [CMS] au cas des variétés

riemanniennes, mais à ma connaissance, elle attend encore à ce jour des applications

qui soient au niveau des applications de l’inégalité classique.

2.1. Quelques applications du transport

On va donner quelques exemples simples, où on mettra en avant la grande simplicité

de l’idée, en laissant malhonnêtement de côté les précautions techniques nécessaires. On

va aussi laisser de côté un grand nombre d’autres aspects, qu’on pourra trouver dans la

monographie de Cédric Villani [Vil].

2.1.1. Preuve de l’inégalité de Prékopa-Leindler par transport (McCann). Supposons que

le triplet (g0, gθ, g1) satisfasse les hypothèses de Prékopa-Leindler (HPL2), que
∫
g0 =

∫
g1

et que le gradient ∇u d’une fonction convexe transporte la mesure g0(x) dx sur la mesure

g1(y) dy. Alors, en effectuant le changement de variable z = (1− θ)x+ θ∇xu, en utilisant

l’équation de transport g1(∇xu) detHxu = g0(x), le fait que le Hessien de u est positif et

la concavité de la fonction A → ln detA sur le convexe des matrices réelles symétriques

définies positives, on obtiendra la châıne d’inégalités
∫

gθ(z) dz ≥

∫

gθ

(
(1 − θ)x + θ∇xu

)
det

(
(1 − θ)In + θ Hxu

)
dx ≥

≥

∫

g0(x)1−θg1(∇xu)θ(detHxu)θ dx =

∫

g0(x) dx =
(∫

g0(x) dx
)1−θ(

∫

g1(y) dy
)θ

.

Avec Knothe [Kno] on avait déjà en 1957 une preuve de Brunn-Minkowski par une sorte

de transport, qui est certainement moins élégante que celle obtenue par le transport de

Brenier, mais où les problèmes de régularité ne se posent pas. L’application de Knothe

peut se décrire ainsi en dimension deux : on se donne deux probabilités dµ(x1, x2) =

f(x1, x2) dx1dx2 et dν(y1, y2) = g(y1, y2) dy1dy2 ; on transporte f1(x1) dx1, où f1(x1) =
∫
f(x1, x2) dx2 sur g1(y1) dy1, définie de façon analogue, par un transport 1-dimensionnel

T1 ; on transporte ensuite la section en x1 de µ, renormalisée en probabilité par produit

avec f1(x1)−1, sur la section en T1(x1) de ν, renormalisée, par un transport 1-dimensionnel

T2 dépendant de x1 ; la matrice jacobienne de l’application de Knothe est triangulaire.

2.1.2. Preuve de l’inégalité de Sobolev par transport (Gromov). Supposons que f soit une

fonction ≥ 0 régulière à support compact sur Rn, et que
∫
fn/(n−1) = |Bn|, le volume de

la boule unité de Rn. La mesure f(x)n/(n−1) dx est envoyée sur la mesure de Lebesgue de
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la boule unité de Rn par une application de la forme ∇u, avec u convexe. Il en résulte

que |∇u| ≤ 1 sur le support de f . En utilisant l’équation de transport et l’inégalité

arithmético-géométrique, on obtient

|Bn| =

∫

fn/(n−1) =

∫

f f 1/(n−1) =

∫

f (detHu)1/n ≤

≤
1

n

∫

f ∆u = −
1

n

∫

∇f .∇u ≤
1

n

∫

|∇f |.

Si on rétablit l’homogénéité, on retrouve l’inégalité de Sobolev optimale
(∫

Rn

fn/(n−1)
)(n−1)/n

≤
1

n|Bn|1/n

∫

Rn

|∇f |.

On peut aussi obtenir par transport les inégalités de Sobolev Lp avec constantes optimales

(voir [CNV]).

2.1.3. Preuve de l’inégalité de Brascamp-Lieb par transport. La preuve de Barthe pour le

théorème 1.5 utilise le transport dans son cas élémentaire, celui de la dimension un, mais

Barthe montre aussi dans [Bar] l’inégalité plus générale de Lieb, qui demande d’utiliser

le transport en plusieurs dimensions. On considère g(t) = e−t2 , on suppose que
∫
fj =

∫
g

pour chaque j = 1, . . . , N et on suppose aussi fj > 0. On définit Tj(t) par l’équation

∫ t

−∞

fj(x) dx =

∫ Tj(t)

−∞

g(y) dy ;

on a fj(t) = g(Tj(t))T
′
j(t). Désignons par uj la fonction (strictement) convexe sur R telle

que u′j = Tj et uj(0) = 0. On définit une fonction convexe u sur Rn par

∀x ∈ Rn, u(x) =
N∑

j=1

cjuj(x · vj),

où les (vj), (cj) vérifient la relation (J). On va s’intéresser à la transformation T de Rn

définie par

x ∈ Rn → Tx =
N∑

j=1

cjTj(x · vj)vj = ∇xu

et l’utiliser comme changement de variable dans Rn ; en effet, la stricte convexité de u et

sa croissance à l’infini garantissent que ∇u est bijective sur Rn ; la matrice jacobienne de

T au point x est

T ′x =

N∑

j=1

cjT
′
j(x · vj)vj ⊗ vj ;

on utilisera la majoration

(2)
∣
∣
∣

N∑

j=1

ajcjvj

∣
∣
∣

2

≤
N∑

j=1

cj a
2
j
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et l’estimation

(3) det
( N∑

j=1

ajcjvj ⊗ vj

)

≥
N∏

j=1

a
cj

j ,

où les (aj) sont des réels positifs. On aura donc en posant ξj = x · vj pour x ∈ Rn, en

utilisant les équations pour les transports Tj et les inégalités (2) et (3)

∫

Rn

N∏

j=1

fj(ξj)
cj dx =

∫

Rn

N∏

j=1

g(Tj(ξj))
cj

N∏

j=1

T ′
j(ξj)

cj dx =

∫

Rn

exp
(

−
N∑

j=1

cj(Tj(ξj))
2
) N∏

j=1

T ′
j(ξj)

cj dx ≤

≤

∫

Rn

exp(−|Tx|2) det
( N∑

j=1

T ′
j(ξj)cjvj ⊗ vj

)

dx =

∫

Rn

e−|Tx|2 det(T ′x) dx =

∫

Rn

e−|y|2 dy =
(∫

R

g
)n

=
N∏

j=1

(∫

R

fj

)cj

.

Revenons aux inégalités (2) et (3) ; l’inégalité (2) résulte du fait que les vecteurs c
1/2
j vj

peuvent être vus comme les projections d’une base orthonormée w1, . . . , wN de RN :

si (wj,k)n
k=1 désigne les coordonnées de c

1/2
j vj , la relation (J) montre que les colonnes

(wj,k)N
j=1, k = 1, . . . , n sont orthonormées, et on peut par conséquent les compléter en une

matrice orthogonale qui fournit les vecteurs w1, . . . , wN .

Prouvons (3) : si (ei)
n
i=1 est une base orthonormée de Rn, si Det désigne le déterminant

de n vecteurs par rapport à cette base et si M =
∑N

j=1Mj est une somme de matrices

n× n de rang 1, on voit que detM est égal à

Det
( N∑

j=1

Mj e1, . . . ,
N∑

j=1

Mj en

)

=
N∑

j1,...,jn=1

Det
(
Mj1 e1, . . . ,Mjn en

)
=

∑

I

detMI

où la somme est étendue à tous les sous-ensembles I à n éléments de {1, . . . , N}, et où

on a posé MI =
∑

j∈I Mj ; comme les Mj sont de rang 1, les j1, . . . , jn qui donnent

une contribution non nulle dans le terme central sont des entiers deux à deux distincts ;

on obtient la dernière égalité en regroupant selon les valeurs de I = {j1, . . . , jn}. Si

A =
∑N

j=1 ajMj , le même développement montre que detA =
∑

I a
I detMI , où on a

posé aI =
∏

j∈I aj ; si Mj = cjvj ⊗ vj , on a M = In donc
∑

I detMI = 1. L’inégalité

arithmético-géométrique donne alors

(4) detA ≥
∏

I

(aI)det MI =
N∏

j=1

a
P

I: j∈I det MI

j .
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Mais
∑

j 6=i cjvj ⊗ vj est égal à In − civi ⊗ vi, dont le déterminant est

∑

I: i/∈I

detMI = 1 − ci,

ce qui montre que
∑

I: i∈I detMI = ci pour tout i = 1, . . . , N , et donne le résultat voulu (3)

à partir de l’inégalité (4).

2.1.4. Questions gaussiennes. Caffarelli [Ca2] a remarqué que le transport de Brenier est

contractant quand on transporte la probabilité gaussienne γn sur une probabilité µ de

la forme e−|x|2/2−ϕ(x) dx, ϕ convexe. Le caractère contractant de T peut être utilisé pour

transporter certaines inégalités vraies pour γn en inégalités pour µ. On peut aussi utiliser

ce résultat dans le problème de la corrélation gaussienne ([Co1], voir aussi [Ha2] pour un

résultat connexe). La conjecture de la corrélation gaussienne prévoit que

γn(A ∩B) ≥ γn(A) γn(B)

lorsque A,B sont deux convexes symétriques dans Rn. Elle est prouvée dans R2 [Pit], mais

seuls quelques cas particuliers sont connus en dimension plus grande (voir par exemple

Gilles Hargé [Ha1]).

3. QUELQUES RÉSULTATS EN GÉOMÉTRIE GAUSSIENNE

L’inégalité isopérimétrique gaussienne du théorème 1.3 peut se montrer à partir de

l’isopérimétrie sur la sphère (Borell, Sudakov-Tsirelson), par des techniques de symétri-

sation (Ehrhard) ou par des méthodes de semi-groupes. Posons pour tout x réel

ϕ(x) = (2π)−1/2 e−x2/2 et Φ(x) =

∫ x

−∞

dγ1 =

∫ x

−∞

ϕ(t) dt ;

la fonction isopérimétrique gaussienne I est définie par I(t) = ϕ ◦ Φ−1(t) pour tout

t ∈ [0, 1], c’est-à-dire qu’on a I(t) = (2π)−1/2 e−s2/2 exactement quand t =
∫ s

−∞
dγ1. Le

résultat du théorème 1.3 se reformule ainsi : pour tout fermé A ⊂ Rn, on a

(5) γ+
n (A) := lim inf

ε→0+
ε−1

(
γn(Aε) − γn(A)

)
≥ I(γn(A)),

où Aε est le ε-épaississement de A pour la distance euclidienne. Autrement dit, si on

définit s ∈ R par l’équation γn(A) =
∫ s

−∞
dγ1, on a γ+

n (A) ≥ (2π)−1/2 e−s2/2. Il est clair

que cette inégalité est une égalité pour les demi-espaces affines de Rn.

Bobkov [Bob] a montré une forme fonctionnelle pour l’isopérimétrie gaussienne : pour

toute fonction f localement lipschitzienne de Rn dans [0, 1], on a

(6) I

(∫

Rn

f dγn

)

≤

∫

Rn

√

I2(f) + |∇f |2 dγn.



928-13

On voit que ce résultat contient l’information isopérimétrique précédente en prenant pour

f une fonction égale à 1 sur A, et décroissant vers 0 autour de A, pour s’annuler hors de

Aε. Bobkov déduit ce résultat d’une inégalité à deux points : pour tous a, b ∈ [0, 1],

(7) I

(
a+ b

2

)

≤
1

2

√

I2(a) +

(
b− a

2

)2

+
1

2

√

I2(b) +

(
b− a

2

)2

.

Utilisant les propriétés de tensorisation de cette inégalité et le théorème central limite,

Bobkov montre que (7) implique (6). Comme il est noté dans [Bob], l’inégalité (6) pour

Rn peut aussi se déduire de (5) pour Rn+1 en choisissant pour A ⊂ Rn ×R le sous-graphe

de Φ−1 ◦ f ; en fait cette remarque est déjà chez Ehrhard, mais le point remarquable

de l’article [Bob] est que (6) y est déduite de l’inégalité élémentaire pour deux points ;

on peut aussi transcrire la preuve de Bobkov dans le langage des semi-groupes ou des

martingales browniennes (voir [CHL]).

Ehrhard a montré dans [Ehr] un renforcement de l’inégalité de Brunn-Minkowski gaus-

sienne (1) : si A,B sont deux ensembles convexes fermés non vides dans Rn, on a

Φ−1
(
γn((1 − t)A+ tB)

)
≥ (1 − t) Φ−1(γn(A)) + tΦ−1(γn(B))

pour tout t ∈ [0, 1]. Cette propriété est plus forte que celle de l’inégalité (1), car pour tous

a, b ∈ [0, 1] on a (1− t) Φ−1(a) + tΦ−1(b) ≥ Φ−1
(
a1−tbt

)
; cette dernière inégalité provient

par exemple de l’inégalité de Brunn-Minkowski gaussienne (1) dans R, appliqué aux deux

intervalles ]−∞,Φ−1(a)] et ]−∞,Φ−1(b)]. Donnons une interprétation plus géométrique

de l’inégalité d’Ehrhard : si HA et HB sont deux demi-espaces affines limités par deux

hyperplans parallèles, et si γn(HA) = γn(A), γn(HB) = γn(B), la mesure gaussienne de

(1 − t)A+ tB est au moins celle du demi-espace (1 − t)HA + tHB.

La question de savoir si la convexité de A et B est nécessaire dans l’inégalité d’Ehrhard

est restée longtemps ouverte. Rafa l Lata la [Lat] a généralisé au cas où un seul des ensem-

bles A,B est convexe et très récemment Borell [Bo2] a étendu le résultat à deux fermés

quelconques ; sa méthode se formule en termes de semi-groupes ou d’équation d’évolution.

Elle aura probablement d’autres retombées : on a déjà pu montrer [BaC] qu’elle donne

une preuve stochastique de l’inégalité Brascamp-Lieb inverse (théorème 1.6).

Les mesures des dilatés d’un convexe symétrique C ont également un comportement

intéressant ; il résulte de Prékopa-Leindler que t→ ln γn(tC) est concave sur ]0,+∞[. La

B-conjecture, démontrée récemment [CFM], dit plus : la fonction t→ ln γn(etC) est con-

cave sur R. Lata la et Oleszkiewicz [LaO] ont montré la S-conjecture, dont la seule preuve

connue à ce jour est très compliquée ; elle emprunte dans son début des idées d’Ehrhard.

Le résultat est le suivant : si on envisage l’accroissement de volume gaussien produit en

passant d’un convexe symétrique C à un homothétique tC, t > 1, l’accroissement est

minimal pour une bande symétrique B = {x ∈ Rn : |x1| ≤ b} telle que γn(B) = γn(C),

∀t ≥ 1, γn(tC) ≥ γn(tB).



928-14

4. DÉVELOPPEMENTS PLUS RÉCENTS AUTOUR DE PRÉKOPA

Ball, Barthe et Naor [BBN] ont récemment donné une expression utile pour la dérivée

seconde en 0 de la fonction Φ définie par

e−Φ(t) =

∫

Rn

e−ϕ(x,t) dx

sur un intervalle réel contenant 0. Ils montrent (dans un langage équivalent) le résultat

suivant : désignons par Hyϕ la forme quadratique sur Rn × R définie par le Hessien de ϕ

au point y = (y, 0) et par Hyv la matrice hessienne au point y d’une fonction v définie

sur Rn ; on a

(8) e−Φ(0) Φ′′(0) = inf
{∫

Rn

e−ϕ(y,0)
(

(Hyϕ)(∇yv, 1) + tr((Hyv)2)
)

dy
}

,

où l’inf est pris sur l’ensemble des fonctions v.

Si ϕ est convexe du couple (x, t), le résultat sera bien sûr ≥ 0, ce qui redonne le résultat

de Prékopa. On a déjà pu trouver une application de cette formule, où la présence du

terme positif tr((Hyv)2) permet d’obtenir la convexité de Φ dans des cas où ϕ n’est pas

convexe [CFM].

Artstein, Ball, Barthe et Naor [ABBN] utilisent cet ingrédient pour montrer la crois-

sance avec n de l’entropie de la suite des variables Zn = n−1/2(X1 + · · ·+Xn) qui apparais-

sent dans le théorème central limite (les (Xi) sont des variables aléatoires indépendantes de

carré intégrable, de même loi). Auparavant, on ne savait établir la croissance de l’entropie

que sur la sous-suite (Z2n).

Une approche heuristique pour le résultat sur Φ′′(0) est la suivante : pour t tendant

vers 0, on peut introduire la fonction convexe ut sur Rn, nulle en 0, dont le gradient

transporte la probabilité eΦ(0) e−ϕ(x,0) dx sur eΦ(t) e−ϕ(x,t) dx ; la fonction v = u̇0, dérivée

par rapport à t au point t = 0, est un bon candidat pour minimiser l’expression ci-dessus.

En fait, cette approche est difficile à mettre en œuvre, et il est plus facile de traiter

directement l’équation obtenue comme limite de l’équation de Monge-Ampère satisfaite

par ut, ce qui conduit à un opérateur linéaire du type Ornstein-Uhlenbeck.

Supposons que Φ(0) = 0, de sorte que dµ(x) = e−ϕ(x,0) dx soit une probabilité, et

supposons qu’on puisse dériver deux fois sous le signe somme qui définit Φ. Le calcul

direct de la dérivée seconde Φ̈(0) donne

(9) Φ̈(0) =
(∫

ϕ̇0 dµ
)2

+

∫

(ϕ̈0 − ϕ̇2
0) dµ,

où ϕ̇0 représente la fonction x → ϕ̇(x, 0) ; de même ϕ̈0, ϕ0 représentent dans ce qui suit

les fonctions sur Rn obtenues en fixant t = 0. La proposition qui suit ne prétend pas

donner le résultat le plus général. On remarquera que si on veut prouver la convexité de

Φ dans un intervalle autour de 0, on peut se permettre de modifier ϕ de façon à vérifier
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les hypothèses ci-dessous, et d’obtenir Φ comme limite simple de fonctions convexes, si

les fonctions modifiées ϕ̃ donnent des Φ̃ à dérivée seconde positive.

Proposition 4.1. — On suppose que ϕ0 est de classe C2 sur Rn, que ϕ̇0 ∈ L2(µ) et

ϕ̈0 ∈ L1(µ), et que Φ̈(0) est donné par la formule (9). Dans ce cas, Φ̈(0) est donné aussi

par la formule (8), où l’inf est pris sur l’ensemble des fonctions v de classe C2 à support

compact.

Preuve. — Considérons l’opérateur différentiel L = ∆− (∇ϕ0) ·∇, agissant sur l’espace

C2
comp des fonctions à support compact de classe C2 sur Rn. Il est bien connu et facile à

vérifier que la transformation isométrique U de L2(µ) sur L2(R
n) définie par Uf = e−ϕ0/2 f

transforme l’opérateur −L en l’opérateur S = −∆ + V , avec V = 1
4
|∇ϕ0|

2 − 1
2
∆ϕ0 ; si

g = Uf , on voit facilement que

〈−Lf, f〉 =

∫

|∇f |2 dµ =

∫

Rn

(

|∇xg|
2 + V (x) |g(x)|2

)

dx = 〈−∆g + V g, g〉.

On va montrer que l’image par L de C2
comp est dense dans le sous-espace H0 de L2(µ)

formé des fonctions h telles que
∫
h dµ = 0. Sinon, il existerait une fonction f ∈ H0

non nulle orthogonale à toutes les Lh, ce qui implique que g = Uf est orthogonale à

toutes les −∆ψ + V ψ, ψ ∈ D(Rn). On a donc ∆g = V g dans D′(Rn), ce qui entrâıne que

g ∈ H2
loc(R

n) par la théorie classique. Si θ ∈ D(Rn), on a θg ∈ H2(Rn) et on note (en

utilisant la nullité de l’intégrale de la divergence de θ2g∇g) que

∫

Rn

(

|∇(θg)|2 + θ2g∆g
)

=

∫

Rn

|∇θ|2g2.

En supposant que θ = 1 dans un voisinage de 0, en introduisant θk(x) = θ(x/k) pour tout

k ≥ 1, et en utilisant la relation ∆g = V g, on trouve que
∫

Rn

(

|∇(θkg)|2 + V |θkg|
2
)

=

∫

Rn

|∇θk|
2g2 −→

k
0,

ce qui implique en revenant à f que
∫
|∇f |2 dµ = 0 ; la fonction f est par conséquent

constante, donc nulle puisqu’elle est d’intégrale nulle. On atteint une contradiction qui

montre que l’image de L est dense dans H0 (on pourra trouver l’origine du calcul précédent

chez Christian Simader [Sim]). On en déduit que

(∫

ϕ̇0 dµ
)2

= min
{∫

(h− ϕ̇0)2 dµ : h ∈ H0

}

= inf
v

{∫

(Lv − ϕ̇0)
2 dµ

}

,

où v varie dans C2
comp. On a déjà observé que −

∫
(Lv) ϕ̇0 dµ =

∫
∇v ·∇ϕ̇0 dµ ; en intégrant

par parties, et avec la relation formelle ∇L = L∇−∇2ϕ · ∇, on trouve
∫

(Lv)2 dµ = −

∫

(∇Lv) · ∇v dµ =

∫
(
∇2v · ∇2v + (∇2ϕ0 · ∇v) · ∇v

)
dµ.
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On voit que ∇2v · ∇2v est le carré de la norme Hilbert-Schmidt du Hessien Hv de v, égal

à tr((Hv)2). Ainsi, on a montré que Φ̈(0) est l’inf en v de
∫

(Lv − ϕ̇0)
2 dµ+

∫

(ϕ̈0 − ϕ̇2
0) dµ =

∫
(
(Lv)2 − 2(Lv) ϕ̇0 + ϕ̈0

)
dµ =

∫
(
(∇2ϕ0 · ∇v) · ∇v + 2∇ϕ̇0 · ∇v + ϕ̈0 + tr((Hv)2)

)
dµ,

qui cöıncide avec l’expression attendue. �

4.1. Le cas complexe

Les ensembles pseudo-convexes jouent dans une certaine mesure en analyse complexe

le rôle des ensembles convexes, et les fonctions pluri-sous-harmoniques celui des fonctions

convexes. On pourrait se demander si la fonction Φ définie sur C par

e−Φ(z) =

∫

Cn

e−ϕ(x,z) dx

est sous-harmonique lorsque ϕ est pluri-sous-harmonique sur Cn ×C, mais on sait depuis

longtemps que cet énoncé trop général n’est pas vrai. Bo Berndtsson [Ber] a trouvé cer-

taines conditions qui garantissent néanmoins ce résultat, et Dario Cordero [Co2] a re-

marqué que ce résultat de Berndtsson s’applique à certaines quantités géométriques liées

à l’interpolation complexe en dimension finie. Par exemple, le volume de la boule unité de

l’espace Aθ de la théorie de Calderón est log-concave par rapport à θ ∈ [0, 1]. Ce résultat

donne une preuve de l’inégalité de Santaló dans le cas d’espaces normés complexes.

L’inégalité de Santaló dit que le produit des volumes |C| |Co| d’un convexe symétrique C

de Rn et de son polaire Co est maximal pour la boule euclidienne. Si on se place dans Cn, si

C est la boule unité de l’espace normé complexe A0 = X = (Cn, ‖.‖), on sait que la boule

unité de X∗ est le polaire Co, et que l’interpolé de Calderón (X,X∗)1/2 est isométrique à

Cn muni du produit scalaire usuel. Le résultat précédent donne donc Santaló dans le cas

de boules unité complexes, mais il donne aussi un résultat pour les volumes calculés avec

certaines mesures log-concaves.
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the Heat equation, à parâıtre dans GAFA seminar.
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[Ehr] A. Ehrhard, Symétrisation dans l’espace de Gauss, Math. Scand. 53 (1983),

281–301.

[Gar] R. J. Gardner, The Brunn-Minkowski inequality, Bull. Amer. Math. Soc. 39

(2002), 355–405.

[HaO] H. Hadwiger et D. Ohmann, Brunn-Minkowskischer Satz und Isoperimetrie,

Math. Z. 66 (1956), 1–8.
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1. INTRODUCTION : LES GROUPES DE CHOW SONT-ILS «DE
DIMENSION FINIE» ?

1.1. Contre

Soit X une variété projective lisse connexe de dimension d sur un corps k algébriquement

clos. Soit Z∗(X) le groupe des cycles algébriques sur X (groupe abélien libre engendré

par les sous-variétés irréductibles de X), gradué par la codimension. Le groupe de Chow

CH∗(X) est le quotient de Z∗(X) par l’équivalence rationnelle.

En codimension 1, sa structure est bien connue (le cas d = 1 et k = C remonte au

19ème siècle) : on a une suite exacte

0 → CH1(X)0 → CH1(X) → NS(X) → 0

où NS(X) est un groupe abélien de type fini (dit de Néron-Severi), ainsi qu’un isomor-

phisme (dit d’Abel-Jacobi)

AJ1
X : CH1(X)0

∼= Pic0
X(k),

où Pic0
X est la variété abélienne de Picard attachée à X.

En codimension > 1, l’espoir de comprendre ces groupes par dévissage en une partie dis-

crète dénombrable et une partie continue contrôlée par les points d’une variété algébrique

a donné naissance à la construction de théories de variétés de Picard et d’applications

d’Abel-Jacobi intermédiaires.

À la fin des années 60, cet espoir s’est écroulé, même dans le cas le mieux compris

après celui de la codimension 1, à savoir le cas de codimension maximale d. Dans ce cas,

l’application d’Abel-Jacobi s’écrit

AJd
X : CHd(X)0 → AlbX(k),

où CHd(X)0 est le groupe des 0-cycles de degré 0, et AlbX la variété abélienne d’Albanese

attachée à X. Cette application est surjective.

En 1969, D. Mumford [37] a démontré que si X est une surface sur k = C, AJ2
X n’est

injective que si le genre géométrique pg(X) est nul (i.e. que si H2(X) est engendré par

les classes de diviseurs). Par exemple, si X est le carré d’une courbe Y de genre ≥ 2

(d’où pg(X) 6= 0), et en notant δY l’application diagonale de Y , le 0-cycle [D × D] −

deg D.(δY )∗[D] sur X est dans le noyau de AJ2
X pour tout diviseur D sur Y ; dans un

article récent [12], M. Green et P. Griffiths montrent que ce 0-cycle n’est pas nul si D est

«assez général ».
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A. Roitman [42] a d’ailleurs démontré peu après Mumford que AJ2
X induit un isomor-

phisme sur la torsion, et est injective si et seulement si l’application différence

Sn(X) × Sn(X) → CH2(X)0, ({x1, . . . , xn}, {x
′
1, . . . , x

′
n}) 7→

∑

xi −
∑

x′
i

est surjective pour n assez grand (où Sn(X) désigne la puissance symétrique n-ième de X,

c’est-à-dire Xn/Sn). Ces résultats impliquent qu’en un sens convenable, CH2(X)0 n’est

pas contrôlé par une variété de dimension finie si pg(X) 6= 0.

1.2. Pour

Dans l’article non encore publié [25], mais qui remonte à plusieurs années, S.-I. Kimura

introduit un point de vue tout à fait nouveau sur cette question de la «dimension finie » des

groupes de Chow. Étant donnés α1, . . . , αn ∈ CH∗(X)Q := CH∗(X)⊗Q, on peut former

leur produit α1 ×· · ·×αn ∈ CH∗(Xn)Q et définir les produits alternés et symétriques par

la recette usuelle

α1 ∧ · · · ∧ αn =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)

n!
ασ(1) × · · · × ασ(n), β1 • · · · • βn =

∑

σ∈Sn

1

n!
βσ(1) × · · · × βσ(n).

Kimura montre que lorsque X est le produit de deux courbes projectives lisses, il existe

un entier n tel que, pour tout n-uplet de cycles (α1, . . . , αn) dans le noyau de AJ2
X ⊗ Q,

on ait α1 ∧ · · · ∧ αn = 0.

Il montre par ailleurs que si X est une courbe, l’assertion analogue est vraie à condition

de remplacer produits alternés par produits symétriques : il existe un entier n tel que,

pour tout n-uplet de cycles (β1, . . . , βn) dans CH1(X)0 ⊗ Q, on ait β1 • · · · • βn = 0.

Ces observations suggèrent que les groupes de Chow ⊗Q se comportent en un sens

comme des super-espaces vectoriels de dimension finie.

S.-I. Kimura, et indépendamment P. O’Sullivan, ont avancé l’idée audacieuse qu’il s’agi-

rait d’un phénomène tout à fait général : ils conjecturent que, pour toute variété projective

lisse X, il existe une décomposition (en général non canonique)

CH∗(X)Q = CH∗(X)+ ⊕ CH∗(X)−

et un entier naturel n, tels que pour tout n-uplet (α1, . . . , αn) d’éléments de CH∗(X)+ et

tout n-uplet (β1, . . . , βn) d’éléments de CH∗(X)−, on ait

α1 ∧ · · · ∧ αn = β1 • · · · • βn = 0.

L’exposé est consacré à l’analyse des tenants et aboutissants de cette conjecture.

Plan de l’exposé. Le cadre naturel pour comprendre la nature de cette conjecture et

ses implications est celui des motifs. Nous commencerons donc par rappeler la construc-

tion et diverses propriétés des motifs purs (pour une équivalence adéquate quelconque),

notamment la semi-simplicité des motifs numériques conjecturée par A. Grothendieck et

prouvée par U. Jannsen.
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La forme générale de la conjecture de Kimura-O’Sullivan est que tout motif pour l’équi-

valence rationnelle est somme d’un motif pair (i.e. dont une puissance extérieure s’annule)

et d’un motif impair (i.e. dont une puissance symétrique s’annule). C’est prouvé pour les

motifs «de type abélien». Nous indiquons aussi les liens entre cette conjecture et deux

autres conjectures fondamentales sur les groupes de Chow (Voevodsky, Bloch-Beilinson).

Nous passons ensuite à l’étude générale de la notion catégorique d’objet pair et d’objet

impair, puis à celle des catégories F -tensorielles dans lesquelles tout objet est somme

d’un pair et d’un impair. Cet axiome tout simple s’avère extrêmement fécond, comme

l’ont mis en lumière Kimura et surtout O’Sullivan. Nous verrons qu’une telle catégorie se

décrit d’une part comme «extension» d’une catégorie F -tensorielle abélienne semi-simple

par un « radical » localement nilpotent, et d’autre part comme catégorie de super-fibrés

vectoriels équivariants.

Revenant aux motifs et aux groupes de Chow, nous tirons pour terminer les fruits de

ces considérations catégoriques.

Remerciements. Je remercie Bruno Kahn pour sa lecture critique attentive d’une pre-

mière version de ce texte. Je remercie Shun-Ichi Kimura et Peter O’Sullivan d’avoir mis

à ma disposition les versions les plus récentes de leurs papiers soumis, et d’avoir répondu

diligemment à toutes mes questions concernant leurs travaux. Ce texte s’est nourri des

nombreuses discussions que j’ai eues avec eux trois à propos des motifs de dimension finie.

Convention générale. Dans tout le texte, F désigne un corps de caractéristique nulle.

Nous dirons catégorie F -tensorielle pour «catégorie F -linéaire monoïdale symétrique T ,

essentiellement petite1, rigide (tout objet M a un dual M∨), pseudo-abélienne (tout

endomorphisme idempotent a un noyau), et vérifiant End 1 = F (1 désignant l’objet

unité) ».

Dans toute catégorie F -tensorielle, on a la notion de trace d’un endomorphisme, et de

rang (ou dimension) d’un objet : rg M = tr(idM) ∈ F . Nous renvoyons à [43] pour les

bases de la théorie des catégories monoïdales.

Étant donnés deux objets M, N , on note T (M, N) le F -espace des morphismes de M

vers N . Les ⊗-foncteurs entre catégories F -tensorielles sont sous-entendus F -linéaires.

2. MOTIFS PURS

2.1. Définitions

La notion de motif pur a été introduite par Grothendieck dans les années soixante.

Elle permet notamment de mettre en valeur les propriétés catégoriques du calcul des

1i.e. les classes d’isomorphisme d’objets, et les morphismes entre deux objets quelconques, forment des

ensembles appartenant à un univers fixé.
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correspondances algébriques. Un exposé Bourbaki lui a été consacré il y a 35 ans [11]. La

théorie s’étant beaucoup développée depuis une douzaine d’années, un bref tour d’horizon

s’impose.

Soit P(k) la catégorie des variétés projectives lisses sur un corps k. Pour tout X ∈

P(k), notons Z∗(X)F le F -espace vectoriel engendré par les sous-variétés irréductibles

de X, gradué par la codimension. On fixe une relation d’équivalence adéquate ∼ (en

termes vagues, il s’agit d’une relation d’équivalence linéaire ∼ sur Z∗(X)F pour tout

X ∈ P(k), telle que modulo ∼, les images directes et inverses des cycles sont définies ainsi

que le produit d’intersection2). Muni du produit d’intersection, le quotient Z∗
∼(X)F =

Z∗(X)F/ ∼ acquiert alors une structure d’anneau gradué. Les éléments de ZdimX+r
∼ (X ×

Y )F s’appellent correspondances algébriques (modulo ∼) entre X et Y , de degré r. La

formule

g ◦ f = prXY Z
XZ∗ (prXY Z∗

XY (f).prXY Z∗
Y Z (g))

définit une loi de composition associative pour les correspondances modulo ∼ (les degrés

s’additionnent). Les équivalences adéquates qui nous intéresseront sont les suivantes, de

la plus fine à la plus grossière : - l’équivalence rationnelle : α ∼rat 0 dans Z∗(X)F s’il

existe β ∈ Z∗(X ×P1)F tel que β(0) et β(∞) soient bien définis et que α = β(0)−β(∞) ;

on écrit plutôt CH∗(X)F que Z∗
rat(X)F ,

- l’équivalence homologique pour une cohomologie de Weil fixée H (à coefficients dans

une extension K/F ) : α ∼hom 0 si sa classe fondamentale en cohomologie H est nulle,

- l’équivalence numérique : α ∼num 0 dans Zr(X)F si pour tout cycle de dimension

complémentaire β, le degré 〈α, β〉 du 0-cycle α.β est nul3.

Définissons à présent la catégorie M∼(k)F des motifs purs à coefficients dans F sur le

corps de base k, pour l’équivalence ∼.

Les objets sont les triplets (X, e, r), où X ∈ P(k), r ∈ Z, et e ∈ ZdimX+r
∼ (X × X)F est

une correspondance idempotente : e2 = e. Il est suggestif de noter ce triplet eh∼(X)(r) (ou

simplement eh(X)(r)), en pensant au symbole h comme à une cohomologie universelle.

Un morphisme eh(X)(r) → fh(Y )(s) est un élément de

f ◦ ZdimX−r+s
∼ (X × Y )F ◦ e

(correspondance de degré s− r). La composition des morphismes est celle des correspon-

dances.

On a un foncteur contravariant h∼ : P(k) → M∼(k)F qui associe à X le motif h∼(X) =

id.h∼(X)(0) et à tout morphisme le transposé de son graphe.

2Voir [45] ou [1] pour plus de précisions.
3Une conjecture « standard» de Grothendieck prédit que l’équivalence homologique coïncide avec

l’équivalence numérique.
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Le produit cartésien des variétés (et des cycles) induit une structure monoïdale sur

M∼(k)F . On vérifie aisément que c’est une catégorie F -tensorielle (au sens de notre conven-

tion générale). L’unité est le motif du point 1 = h(Spec k).

Pour ∼rat, on note plutôt CHM(k)F que Mrat(k)F ; c’est la catégorie des «motifs de

Chow» à coefficients dans F . On a la formule

CHr(X)F = CHM(k)F (1, h(X)(r)),

ce qui suggère de poser

CHr(M) := CHM(k)F (1, M(r))

pour un motif de Chow quelconque M à coefficients dans F .

Par ailleurs, si ∼ est au moins aussi fine que l’équivalence homologique, H définit un

⊗-foncteur

M∼(k)F → sV ecK

vers la catégorie K-tensorielle des super-espaces vectoriels de dimension finie sur une

extension K de F .

2.2. Exemples

Variétés abéliennes. Soit X une variété abélienne de dimension d sur k. D’après A. Sher-

menev [46] (et d’autres auteurs après lui), il existe une décomposition canonique

h(X) =
2d⊕

0

hn(X),

avec la propriété que, pour tout n ∈ N, la correspondance diagonale h(Xn) = h(X)⊗n →

h(X) induit un isomorphisme

Sn(h1(X))
∼=
→ hn(X),

où Sn désigne la puissance symétrique n-ième4. Nous nous servirons du corollaire suivant :

Proposition 2.1. — Pour n > 2d, Sn(h1(X)) = 0.

Il existe plusieurs preuves voisines de ce fait bien connu. Voici celle de O’Sullivan, dans

le cas où X est la jacobienne d’une courbe projective lisse géométriquement connexe C

munie d’un k-point x. On a h1(X) ∼= h1(C) = π1
Ch(C) où π1

C = [∆C − pr∗1x − pr∗2x],

qui s’écrit aussi π1
C = (ι, ι)∗[P ], où ι est le plongement de C dans X envoyant x sur

l’origine, et P est le diviseur de Poincaré sur X × X. En posant Pi,j = (pri, prj)
∗[P ], on

est donc ramené à prouver que
∑

σ∈Sn
P1,σ(1) . . . Pn,σ(n) = 0 dans CH(Xn×Xn) si n > 2d.

4Appliquant une cohomologie de Weil, on obtient la formule analogue Sn H1(X) = Hn(X) dans la

catégorie tensorielle des super-espaces vectoriels de dimension finie (avec la contrainte de commutativité

donnée par la règle des signes de Koszul). Dans la catégorie tensorielle des espaces vectoriels, compte tenu

de ce que H1(X) est de degré impair 1, cela redonne l’isomorphisme canonique usuel pour la cohomologie

de X : ∧nH1(X) = Hn(X).
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Or on a
∑

σ∈Sn
P1,σ(1) . . . Pn,σ(n) =

∑

I,J⊂[1,n] (−1)|I|I|+|J | (
∑

i∈I,j∈J Pi,j)
n, nul du fait que

[P ]n ∈ CHn(X2) = 0 si n > 2d.

On note CHM(k)ab
F la plus petite sous-catégorie F -tensorielle strictement pleine, stable

par facteurs directs, de CHM(k)F contenant les motifs des variétés abéliennes sur une

extension finie séparable de k. Par exemple, le motif de toute variété projective lisse

dominée par un produit de courbes projectives lisses est dans CHM(k)ab
F .

Autre exemple : le motif de toute hypersurface de Fermat de degré N sur un corps k

de caractéristique 6 |N est isomorphe à un motif découpé sur une variété abélienne [23].

Surfaces Soient X une surface projective lisse géométriquement connexe sur k, Pic0
X sa

variété de Picard, AlbX sa variété d’Albanese. J. Murre [38] construit une décomposition

h(X) =

4⊕

0

hn(X)

avec h0(X) ∼= 1, h1(X) ∼= h3(X)(1) ∼= h1(Pic0
X) ∼= h1(AlbX). En outre, h2(X)(1) se

décompose en 1rgNS(X) ⊕ t2(X)(1) pour un t2(X) convenable (dont l’image par H est la

«partie transcendante» de H2(X)).

2.3. Équivalences adéquates et ⊗-idéaux

Un anneau n’est autre qu’une catégorie (pré-)additive avec un seul objet. Inversement,

on peut considérer les catégorie additives (resp. F -linéaires) comme des anneaux (resp.

F -algèbres) à plusieurs objets, ce qui permet d’importer en théorie des catégories nombre

de concepts, voire d’énoncés, de l’algèbre non commutative. Exemple : un idéal I d’une

catégorie F -linéaire A est la donnée pour tout couple d’objets (M, N) d’un sous-espace

I(M, N) de A(M, N), cette famille de sous-espaces (lorsque M et N varient) étant stable

par composition à gauche et à droite avec un morphisme arbitraire. On peut alors former

la catégorie F -linéaire quotient A/I. La somme I + J et le produit I.J de deux idéaux

sont définis comme d’habitude.

Si T est une catégorie F -tensorielle, on a aussi la notion de ⊗-idéal : idéal I stable par

produit tensoriel avec tout morphisme. Le quotient T /I hérite d’une structure monoïdale,

et son enveloppe pseudo-abélienne (T /I)♮ est une catégorie F -tensorielle.

Exemples 2.2. — 1) Un exemple d’idéal est le radical (de Kelly) R, défini par R(M, N) =

{f ∈ T (M, N) | ∀g ∈ T (N, M), 1M−gf est inversible}. Ce n’est pas en général un ⊗-idéal

(voir ci-dessous 3.5).

2) T admet un unique ⊗-idéal maximal (distinct de T ) noté N [3, 7.1] : il est défini

par

N (M, N) = {f ∈ T (M, N) | ∀g ∈ T (N, M), tr(gf) = 0}.

Il coïncide avec R si et seulement si R est un ⊗-idéal.
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3) Les morphismes dont une puissance tensorielle est nulle forment un ⊗-idéal ⊗

√
0, le

⊗-nilradical [3, 7.4]. C’est la réunion des ⊗-idéaux nilpotents5. Il est contenu dans R∩N .

Le ⊗-foncteur T → T / ⊗

√
0 est conservatif, i.e. reflète les isomorphismes.

4) Le noyau de tout foncteur (i.e. l’ensemble des flèches qu’il annule) est un idéal. Le

noyau de tout ⊗-foncteur est un ⊗-idéal.

Comme ∼rat est l’équivalence adéquate la plus fine, on a pour toute équivalence adé-

quate un foncteur plein CHM(k) → M∼(k) dont on note I∼ le noyau6. On a

(cf. [19, 1.7], [3, II.6.3].) :

Lemme 2.3. — Tout ⊗-idéal I de CHM(k) et de la forme I∼ pour une équivalence

adéquate ∼ convenable. La catégorie M∼(k) n’est alors autre que l’enveloppe pseudo-

abélienne de CHM(k)/I.

Exemples 2.4. — 1) Dans CHM(k), on a N = Inum. En effet, N (1, h(X)(r)) ⊂

CHM(k)(1, h(X)(r)) = CHr(X) est l’ensemble des cycles f tels que pour tout cycle

g ∈ CHM(k)(h(X)(r), 1) = CHdimX−r(X), tr(fg) = 0. Mais tr(fg) n’est autre que

〈f, g〉.

2) Dans CHM(k), l’équivalence adéquate associée à ⊗

√
0 est l’équivalence de ⊗-nilpotence :

α ∼⊗nil 0 si α×n ∼rat 0 pour n ≫ 0. Du fait que les ⊗

√
0(M, M) sont des nil-idéaux, les

idempotents se relèvent, et il suit que M⊗nil(k) = CHM(k)/ ⊗

√
0.

2.4. Le théorème de semi-simplicité de Jannsen

La théorie des motifs purs n’est vraiment sortie des limbes qu’avec le théorème de semi-

simplicité de U. Jannsen [17], qui résout une conjecture de Grothendieck, appartenant au

cercle des conjectures « standard» (l’état essentiellement conjectural de la théorie avant

le théorème de Jannsen est résumé à la fin de [43]).

Théorème 2.5 (Jannsen). — Mnum(k) est abélienne semi-simple.

Ce résultat n’utilise que l’existence d’un ⊗-foncteur H de CHM(k) → sV ecK (un tel

⊗-foncteur est fourni par toute cohomologie de Weil à coefficients dans K). Modulo les

remarques précédentes, il découle immédiatement du résultat général suivant appliqué à

T = CHM(k) :

Proposition 2.6. — Soient T une catégorie F -tensorielle et H : T → T ′ un ⊗-foncteur

à valeur dans une catégorie K-tensorielle (pour une extension K/F convenable) dans

laquelle les Hom sont de dimension finie et les endomorphismes nilpotents sont de trace

5La composition de n morphismes s’obtient à partir du produit tensoriel de ces morphismes en appli-

quant une permutation cyclique et une contraction. Il s’ensuit, comme l’ont remarqué plusieurs auteurs,

que tout endomorphisme ⊗-nilpotent est nilpotent, et engendre même un idéal nilpotent, cf. e.g. [3, 7.4.2].
6On omet désormais l’indice F pour alléger
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nulle. On pose T̄ = T /N . Alors pour tout couple d’objets (M, N), T̄ (M, N) est de

dimension finie sur F , et T̄ est semi-simple.

Dans le cas de CHM(k), la première assertion signifie que les espaces de cycles modulo

équivalence numérique sont de dimension finie.

Prouvons 2.6. Comme le noyau de H est contenu dans N , on peut remplacer T par

T / KerH , c’est-à-dire supposer H fidèle.

Commençons par le cas où K = F . Les espaces T (M, N) sont alors de dimension finie

puisque par hypothèse il en est ainsi de leur image par H . Ceci implique que radical de

la F -algèbre T (M, M) est nilpotent, et que le quotient par ce radical est semi-simple.

On est donc ramené à prouver que tout idéal nilpotent I de T (M, M) est contenu dans

N (M, M). Or pour tout f ∈ I et tout g ∈ T (M, M), gf est nilpotent, donc H(gf)

aussi, ce qui implique trH(gf) = 0 par hypothèse, d’où aussi tr(gf) = 0, et finalement

f ∈ N (M, M). Ainsi T̄ (M, M) est semi-simple pour tout M , donc T̄ est semi-simple (cf.

e.g. [3, A.2.10]).

On ramène le cas général au cas où F = K de la manière suivante. Soit TK la catégorie

K-tensorielle obtenue en étendant les scalaires de T de F à K et en passant au quotient par

le noyau de H puis à l’enveloppe pseudo-abélienne. Alors H s’étend en un ⊗-foncteur fidèle

sur la catégorie K-tensorielle TK . Il reste à voir que T̄ (M, N)⊗F K s’identifie à T̄K(M, N) 7.

Soit V le sous-K-espace de HomK(H(M∨ ⊗ N), H(1)) engendré par H(T (M∨ ⊗ N, 1)).

On peut donc trouver des éléments b1, . . . , bn de T (M∨ ⊗ N, 1), dont les images par H

forment une base de V . Soit a ∈ T (M, N) ∼= T (1, M∨ ⊗ N). Dire que a ∈ N (M, N) ∼=

N (1, M∨ ⊗N), c’est dire que b ◦ a = 0 dans F = End 1 pour tout b ∈ T (M∨ ⊗N, 1), ou

encore que V ◦ H(a) = 0 ∈ K. On voit donc que a 7→ (bi ◦ a)i définit une isomorphisme

F -linéaire de T̄ (M, N) ∼= T̄ (1, M∨ ⊗ N) sur F n. On conclut en appliquant le même

argument à TK , en remplaçant F par K.

Le théorème de Jannsen explicite la structure de la catégorie des motifs pour la plus

grossière des équivalences adéquates. Au-delà, on aimerait comprendre la structure de

la catégorie des motifs pour des équivalences plus fines, notamment les motifs de Chow

(à coefficients dans F = Q pour fixer les idées). Nous allons énoncer trois conjectures

fondamentales allant dans ce sens, en commençant par celle de Kimura-O’Sullivan.

2.5. Motifs de dimension finie. La conjecture de Kimura-O’Sullivan

Conjecture 2.7 (Kimura, O’Sullivan). — Tout motif de Chow M est somme d’un mo-

tif M+ dont une puissance extérieure est nulle et d’un motif M− dont une puissance

symétrique est nulle.

7Dans le cas des motifs, il s’agit du fait que les cycles modulo équivalence numérique commutent à

l’extension des coefficients, ce qui était connu depuis longtemps.
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Appliquant ceci au motif M = h(X), en posant CH(X)+ = CH(M+), CH(X)− =

CH(M−), on obtient la décomposition CH(X)Q = CH(X)+ ⊕ CH(X)− dont il était

question dans l’introduction.

Théorème 2.8 (Shermenev, Kimura, O’Sullivan). — La conjecture de Kimura-O’Sullivan

est vraie pour les motifs de CHM(k)ab (cf. 2.2).

Compte tenu de ce que CHM(k)ab est la plus petite sous-catégorie F -tensorielle stric-

tement pleine, stable par facteurs directs, de CHM(k)F contenant les h1 des variétés

abéliennes sur une extension finie séparable de k, cela découle de 2.1 (via 3.7 ci-dessous).

Cela fournit un réservoir assez abondant d’exemples illustrant la théorie8.

2.6. La conjecture de nilpotence de Voevodsky

Dans une direction un peu différente, V. Voevodsky a proposé dans [49] une conjecture

de nilpotence très forte pour les groupes de Chow. Notons CH∗(X)0 le sous-groupe de

CH∗(X)Q formé des cycles numériquement équivalents à 0.

Conjecture 2.9 (Voevodsky). — Pour tout α ∈ CH∗(X)0, sa puissance «cartésienne»

n-ième α×n ∈ CH∗(Xn)Q est nulle pour n assez grand.

Traduisant en termes d’idéaux tensoriels (cf. 2.4), cela donne : ⊗

√
0

?
= N .

Un petit pas dans cette direction est le suivant, qui montre du moins que négliger la

⊗-nilpotence simplifie énormément la structure des groupes de cycles :

Proposition 2.10. — Les groupes de cycles modulo ⊗-nilpotence sont dénombrables. Ce

sont des invariants géométriques : si k est algébriquement clos, leur formation commute

à toute extension algébriquement close de k.

En effet, Voevodsky montre dans [49] que les cycles algébriquement équivalents9 à 0 sont

⊗-nilpotents, et la théorie des variétés de Chow montre que les espaces de cycles modulo

équivalence algébrique ont les propriétés énoncés en 2.10 [27]. Il en est donc de même

pour toute équivalence adéquate moins fine.

Proposition 2.11. — La conjecture de Voevodsky implique celle de Kimura-O’Sullivan.

En effet, il est clair que 2.9 implique la conjecture standard selon laquelle ∼hom=∼num

(Mhom est via H une sous-catégorie non-pleine de sV ecK , et toute application linéaire dont

une puissance tensorielle est nulle est nulle). Par le formalisme des conjectures standard

(cf. [26], [1]), cela implique l’existence d’un idempotent dans Mhom = CHM(k)/ ⊗

√
0 qui

8Je ne connais en revanche aucun motif hors de CHM(k)ab pour lequel on sache démontrer la conjecture

de Kimura-O’Sullivan.
9L’équivalence algébrique est définie comme l’équivalence rationnelle en remplaçant P1 par une courbe

projective lisse quelconque.
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découpe la partie paire de la cohomologie H(M). Comme ⊗

√
0(M, M) est un nil-idéal,

il se relève en un idempotent de CHM(k)(M, M). Notons M+ ⊕ M− la décomposition

correspondante de M . Que ∧nM+ = SnM− = 0 pour n ≫ 0 se voit en appliquant H ,

compte tenu de ce que le ⊗-foncteur CHM(k) → Mhom = CHM(k)/ ⊗

√
0 est conservatif.

La question de la réciproque sera considérée en 3.33.

2.7. Filtration sur les groupes de Chow. La conjecture de Bloch-Beilinson

L’existence de filtrations remarquables sur les groupes de Chow a été conjecturée par

S. Bloch et A. Beilinson [6], [5] d’une part, et par J. Murre d’autre part [39] sous une

forme différente (mais équivalente d’après Jannsen [18]). Bien que concernant les motifs

purs, sa véritable justification se situe dans le cadre de la philosophie des motifs mixtes,

cf. [5], [18], [19], [1, ch. 21].

Conjecture 2.12 (Bloch-Beilinson). — On suppose que les projecteurs de Künneth πi
X

(relatifs à une cohomologie H fixée) sont algébriques. Il existe une filtration F ∗CH∗(X)Q

d’anneau, décroissante, finie, exhaustive et séparée, respectée par l’action des correspon-

dances algébriques, telle que F 1 soit l’idéal des cycles ∼hom 0 et10 que πi
X agisse sur le

gradué GrνCHr(X)Q par l’identité si i = 2r − ν, par 0 sinon.

On renvoie aux références ci-dessus ainsi qu’à [1, ch. 10] pour la discussion de cette

conjecture et de ses implications, notamment l’existence d’une filtration croissante par le

poids canonique dans CHM(k)Q. Pour deux motifs de Chow M et N purement de poids

respectifs m et n, la conjecture implique que CHM(k)(M, N) = Mhom(M, N) si m = n,

et CHM(k)(M, N) = 0 si m < n.

Si la filtration de Bloch-Beilinson existe, chaque cran F i de la filtration définit un

⊗-idéal de CHM(k) (donc une relation d’équivalence adéquate), encore noté F i. On a

F 1 = Ihom.

Théorème 2.13 (Jannsen [19]). — Si la conjecture de Bloch-Beilinson est vraie, de même

que la conjecture standard de type Lefschetz 11, alors F i = (Ihom)i.

Théorème 2.14 (O’Sullivan [40]). — La conjecture de Bloch-Beilinson, jointe à la conjec-

ture standard ∼hom =∼num, implique la conjecture de nilpotence de Voevodsky.

Voir aussi [1, 10.5].

Les liens entre ces conjectures, et ce qu’elles disent sur la structure de CHM(k), devien-

dront nettement plus transparents dans le formalisme de O’Sullivan, voir 4.5 ci-dessous.

10Ces conditions impliquent que les correspondances algébriques modulo l’équivalence homologique

agissent sur les gradués GrνCH∗(X)Q.
11La conjecture standard de type Lefschetz pour X ∈ P(k) de dimension d prédit que l’inverse de

l’isomorphisme de Lefschetz Hi(X) ∼= H2d−i(X)(d − i) (induit par le d-i-ème cup-produit itéré avec une

polarisation de X) est induit par une correspondance algébrique.
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Auparavant, il nous faut toutefois effectuer un assez long périple au pays des catégories

tensorielles et aborder l’étude générale de la notion d’objet pair et d’objet impair.

3. CATÉGORIES DE KIMURA-O’SULLIVAN

Commençons par quelques préliminaires sur les représentations du groupe symétrique

(voir [33] et [10] pour plus de détails).

3.1. Foncteurs de Schur

Soit T une catégorie F -tensorielle. Pour tout objet M de T et tout n ≥ 1, le groupe

symétrique Sn agit canoniquement sur M⊗n.

Par ailleurs les classes d’isomorphie Vλ de Q-représentations irréductibles de Sn sont

en bijection canonique avec les partitions λ de n. On a donc Q[Sn] =
∏

λ,|λ|=n EndQVλ.

Notons cλ l’idempotent de Q[Sn] définissant Vλ. Le foncteur de Schur Sλ : T → T est

défini par

Sλ(M) = cλ(M
⊗n).

Exemple 3.1. — S(n) = Sn (puissance symétrique), S(1,1,...,1) = ∧n (puissance exté-

rieure).

Le diagramme de Young d’une partition λ de n = |λ| est l’ensemble [λ] des couples

(i, j) d’entiers ≥ 1 tels que j ≤ λi.

Soient n1 et n2 deux entiers de somme n, et soient µ et ν des partitions de n1 et n2

respectivement. On définit le coefficient de Littlewood-Richardson Nµνλ = [Vλ : Vµ ⊗ Vν ]

comme étant la multiplicité de Vµ ⊗ Vν dans Vλ (vues comme représentations de Sn1 ×

Sn2 ⊂ Sn). Ces nombres se calculent par une règle combinatoire bien connue [33, I9]. Le

formulaire suivant, classique dans le cas où T = V ecF (ou sV ecF ), s’étend formellement

à toute catégorie F -tensorielle T ([10]) :

Formulaire 3.2. — 1) Sµ(M) ⊗ Sν(M) ∼=
⊕

λ,|λ|=|µ|+|ν| Sλ(M)Nµνλ ,

2) Sλ(M ⊕ N) ∼=
⊕

µ,ν,|λ|=|µ|+|ν| (Sµ(M) ⊗ Sν(M))Nµνλ ,

3) Sλ(M ⊗ N) ∼=
⊕

µ,ν,|λ|=|µ|=|ν| (Sµ(M) ⊗ Sν(M))[Vµ⊗Vν :Vλ],

4) Sλ(M
∨) = Sλ(M)∨,

5) si [λ] ⊂ [µ], Sλ(M) = 0 ⇒ Sµ(M) = 0.

3.2. Objets pairs et objets impairs

Soit de nouveau T une catégorie F -tensorielle.
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Définitions 3.3. — 12 1) Un objet M de T est dit pair (resp. impair) s’il existe n tel

que ∧nM = 0 (resp. SnM = 0).

2) Un objet M de T est dit de dimension finie au sens de Kimura-O’Sullivan s’il est

somme d’un objet pair M+ et d’un objet impair M−.

3) T est dite de Kimura-O’Sullivan si tout objet est de dimension finie.

Le modèle qui inspire la définition 2) est évidemment celui des super-espaces vectoriels

de dimension finie sur F .

Exemples 3.4. — Outre cet exemple, et celui de CHM(k)ab que nous avons déjà rencon-

tré, voici quelques autres exemples de catégories de Kimura-O’Sullivan (nous en verrons

d’autres) :

1) la catégorie RepF G des représentations (de dimension finie) d’un schéma en groupes

affine sur F ; plus généralement, toute catégorie tannakienne. En fait, d’après [9], une

catégorie F -tensorielle abélienne est tannakienne si et seulement si tout objet est pair,

2) la catégorie sRepF G des super-représentations d’un F -schéma en groupes affine G ;

plus généralement, si ε est un élément central de G(k) d’ordre divisant 2, la catégorie

RepF (G, ε) des super-représentations pour lesquelles l’automorphisme de parité est induit

par l’action de ε (cf. [10]),

3) la catégorie F -tensorielle des fibrés vectoriels sur une base X projective géométri-

quement connexe sur le corps F ,

4) si G est un F -schéma en groupes affine, la catégorie F -tensorielle des (super-)fibrés

vectoriels G-équivariants sur un (super-)G-schéma affine X = Spec A avec AG = F .

Remarque 3.5. — Dans les exemples 2) et 4), il est essentiel que G soit un «vrai »

schéma en groupes affine, et non un super-schéma en groupes affine. La catégorie des

représentations du super-schéma en groupes affine GL(1, 1) (formé des matrices 2-2 de la

forme

(

a ǫb

ǫc d

)

avec ǫ2 = 0) n’est pas de Kimura-O’Sullivan [3, 10.1] : la représentation

irréductible standard V = F [ǫ] ⊕ F [ǫ]13 est annulée par le foncteur de Schur S(2,2) mais

n’est ni paire ni impaire14.

12Nous nous écartons ici un peu tant de la terminologie de Kimura que de celle de O’Sullivan. Au

lieu d’objet pair, Kimura parle d’objet pairement de dimension finie, tandis que O’Sullivan parle d’objet

positif. O’Sullivan dit semi-positif plutôt que de dimension finie, et appelle catégorie semi-positive une

catégorie dans laquelle tout objet est semi-positif. Par ailleurs, Kimura ne considère que le cas où T est

la catégorie des motifs de Chow, mais ses arguments s’étendent au cas général, ainsi qu’il est montré dans

[3, §7, §9].
13La barre indique le changement de parité.
14Dans cet exemple le radical de Kelly n’est pas un ⊗-idéal (il est distinct de N ) puisque le passage

au quotient par N n’est pas conservatif.
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C’est un exemple de catégorie super-tannakienne. D’après [10], une catégorie F -tensorielle

abélienne est super-tannakienne si et seulement si tout objet est annulé par un foncteur

de Schur.

Il résulte du point 5) du formulaire 3.2 que pour M pair (resp. impair), il existe un plus

petit entier naturel kim M tel que pour tout n > kim M, ∧nM = 0 (resp. SnM = 0).

Pour tout objet de dimension finie, notons kim M le minimum des kim M+ + kim M−

parmi les décompositions de M en objet pair et objet impair15. Il sera calculé en 3.20.

Lemme 3.6. — Le rang rg M de tout objet de dimension finie est un entier, et | rgM | ≤

kim M .

Il suffit de traiter séparément les cas pair et impair. Supposons M pair, de sorte que

∧nM = 0 si et seulement si n > kim M . On a rg(∧nM) =

(

rg M

n

)

, qui ne s’annule que

si rg M est un entier naturel > n. D’où rg M ≤ kim M . Le cas d’un objet impair est

analogue, en utilisant le fait que rg(SnM) =

(

rg M + n − 1

n

)

.

Lemme 3.7. — 1) La notion d’objet pair (resp. impair) est stable par somme, facteur

direct, et passage au dual.

2) Le produit tensoriel de deux objets M, N de même parité (resp. parité différente)

est pair (resp. impair), et en outre kim(M ⊗ N) ≤ kim M. kim N .

3) La notion d’objet de dimension finie est stable par ⊕,⊗, dualité [et facteur direct].

Les points 1) et 2) se déduisent du formulaire 3.2, en s’aidant de la règle de Littlewood-

Richardson (cf. e.g. [25, 5]). Le point 3) en découle immédiatement [excepté en ce qui

concerne le passage aux facteurs directs (il n’est pas immédiat qu’une décomposition

en pair et impair en induit une sur tout facteur direct), qui suivra du corollaire 3.11

ci-dessous].

On peut aussi se demander si ces notions sont stables par extension16. C’est le cas pour

la notion d’objet pair (resp. impair) [35], [13]. Par là, C. Mazza et V. Guletskii prouvent

indépendamment (et différemment) que le motif de toute courbe non nécessairement lisse

ni projective, vu comme objet de la catégorie triangulée des motifs mixtes 17 à coefficients

rationnels, est de dimension finie.

15Nous verrons bientôt qu’en fait cette somme ne dépend pas de la décomposition, 3.10.
16En un sens convenable ; par exemple si T est abélienne, ou triangulée.
17Par exemple celle construite par V. Voevodsky.
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3.3. Propriétés de ⊗-nilpotence

Proposition 3.8 (Kimura, O’Sullivan). — Tout morphisme entre objets M, N de parités

différentes est ⊗-nilpotent (d’échelon ≤ kim M. kim N + 1).

L’argument suivant est tiré de [3, 9.1.9]. La donnée d’un morphisme f : M → N équivaut

à celle d’un morphisme 1 → M∨ ⊗ N , ce qui nous ramène au cas où M = 1 et N est

impair. Le morphisme f⊗n : 1 → N⊗n est alors invariant sous Sn, donc se factorise à

travers SnN . Pour n = kim N + 1, on trouve 0.

Corollaire 3.9. — Pour tout objet M̃ de dimension finie dans T / ⊗

√
0, la décomposition

M̃+ ⊕ M̃− en pair et impair est unique.

C’est immédiat.

Corollaire 3.10. — Tout objet M dont l’image M̃ dans T / ⊗

√
0 est de dimension finie

dans T / ⊗

√
0 est lui-même de dimension finie. La décomposition M+⊕M− en pair et impair

n’est pas unique en général, mais les classes d’isomorphie de M+ et de M− respectivement

sont uniques. En particulier, un objet à la fois pair et impair est nul.

L’argument est le même que celui vu en 2.11. Cela découle du fait que ⊗

√
0(M, M) est

un nil-idéal. L’idempotent définissant la partie paire de M̃ se relève en un idempotent de

M . Que cet idempotent définisse « la » partie paire de M et que cette partie paire soit

unique à isomorphisme près découle de ce que le ⊗-foncteur plein Tkim → (T / ⊗

√
0)kim est

conservatif.

Corollaire 3.11 ([3], 9.2.1). — 1) Soit Tkim la sous-catégorie pleine de T formée des

objets de dimension finie. C’est une sous-catégorie F -tensorielle, de Kimura-O’Sullivan.

2) Son image dans T / ⊗

√
0 n’est autre que (T / ⊗

√
0)kim. Elle admet une Z/2-graduation

canonique, compatible à la structure monoïdale, qui induit la décomposition de chaque

objet en pair et impair.

3) En changeant le signe de la contrainte de commutativité (tressage) de (T / ⊗

√
0)kim

suivant la règle de Koszul, on obtient une nouvelle catégorie F -tensorielle dont tout objet

est pair.

Le lemme 3.7 montre que Tkim et (T / ⊗

√
0)kim ont toutes les propriétés d’une catégorie

F -tensorielle, sauf peut-être la pseudo-abélianité non encore démontrée. Mais cette der-

nière ainsi que les autres assertions découlent aisément du corollaire précédent.

Exemple 3.12. — Pour T = Mhom(k), Tkim est formée des motifs M pour lesquels l’idem-

potent (de Künneth) π+
M de H(M) d’image la partie paire de la cohomologie provient d’un

endomorphisme deM . On note M±
hom(k) cette catégorie de Kimura-O’Sullivan.

L’une des conjectures standard prédit que M±
hom(k) = Mhom(k). Par [24], on sait du

moins que c’est le cas si H est la cohomologie ℓ-adique (ou cristalline) et si k est algébrique

sur Fp, p 6= ℓ.
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3.4. Propriétés de nilpotence

Soient T une catégorie F -tensorielle, N son ⊗-idéal maximal, et T̄ le quotient T /N .

Pour tout objet M de T , notons M̄ son image dans T̄ . Notons ιM l’isomorphisme

T (1, M∨ ⊗ M) ∼= T (M, M) et ǫM l’évaluation M ⊗ M∨ → 1.

Lemme 3.13. — Soit M un objet pair ou impair. Alors pour tout f ∈ N (M, M),

fkimM+1 = 0 18.

La preuve repose sur des calculs formels de traces dans T . On a une formule du type

suivant19 :

ιM ((idM∨ ⊗ ǫM⊗n−1 ⊗ idM) ◦ (ι−1
M⊗n(Sλf))) =

∑

σ∈Sn

tλ,σf ℓ(σ),

où ℓ(σ) est la longueur du cycle de σ ayant 1 dans son support, et où tλ,σ est un nombre

rationnel (explicite) si ℓ(σ) = n, et un nombre rationnel multiplié par un produit de

traces de puissances non-nulles de f si ℓ(σ) < n. Si f ∈ N (M, M), les traces en question

sont nulles, et le second membre se réduit à (
∑

σ cyclique tλ,σ) fn. Pour λ = (1, 1, . . . , 1)

ou λ = (n), il s’avère que le coefficient
∑

σ cyclique
tλ,σ est non nul (il vaut (−1)n−1

n
et 1

n

respectivement).

Prenons λ = (1, 1, . . . , 1) si M est pair, et λ = (n) si M est impair, avec n = kim M +1.

Alors Sλf = 0, donc le membre de gauche de la formule s’annule, et l’on obtient fkimM+1 =

0.

Théorème 3.14 ([3]). — 20 Si M est de dimension finie, N (M, M) est un idéal nilpotent,

d’échelon borné en fonction de kim M . En outre, T̄ (M̄, M̄) est une F -algèbre semi-simple

de dimension finie.

Soit M = M+ ⊕ M− une décomposition en pair et impair. On décompose alors tout

endomorphisme en f = f+ + f− + f±, où f+ est le terme préservant M+, f− le terme

préservant M−, f+f− = f−f+ = 0. Un monôme typique intervenant dans le développement

de fn est de la forme

m = fk1
ǫ1

◦ f± ◦ fk2
ǫ2

◦ f± ◦ · · · ◦ f± ◦ fkr
ǫr

avec ǫi ∈ {+,−}.

Supposons f ∈ N (M, M). D’après le lemme précédent, on a alors m = 0 dès que l’un

des ki dépasse kim M . D’autre part, d’après la proposition 3.8, on a f⊗N
± = 0 dès que N

18On peut en fait remplacer kim M +1 par kim M , comme l’ont remarqué Jannsen (cf. §10 de la version

récente de [25]) et O’Sullivan (cf. 3.22 ci-dessous).
19Dans le cas des motifs, cette formule apparaît dans [25], dans le langage des correspondances ; elle

est prouvée en général dans [3, 7.2.6].
20Des énoncés similaires, un peu plus faibles, ont aussi été obtenus par Kimura (dans le cas des motifs)

et par O’Sullivan.
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dépasse (kim M)2, ce qui implique que m = 0 dès que le nombre de fois où f± apparaît

est > (kim M)2.

Ceci montre que N (M, M) est un nil-idéal d’échelon borné en fonction de kim M . Grâce

à un théorème de Nagata-Higman ([16], voir aussi [3, 7.2.8]), il résulte de là que N (M, M)

est un idéal nilpotent d’échelon borné en fonction de kim M .

Pour voir que T̄ (M̄, M̄) est semi-simple de dimension finie sur F , iI est loisible de

remplacer T par T̄kim, puis de changer le tressage comme en 3.11.3), ce qui nous ramène

au cas pair. Il reste à établir, sous ces hypothèses, que dimF T (M, M) < ∞. Soient

f1, . . . , fn des endomorphismes de M linéairement indépendants sur F . Compte tenu de

l’hypothèse N = 0, ils définissent un facteur direct 1n de M∨ ⊗ M . On en déduit que

n ≤ rg M2, d’où dimF T (M, M) ≤ (rg M)2.

Corollaire 3.15. — Tout idempotent (resp. tout système orthogonal d’idempotents)

de M̄ se relève en un idempotent (resp. en un système orthogonal d’idempotents) de M .

Corollaire 3.16. — 1) T̄kim est abélienne semi-simple et le foncteur plein Tkim → T̄kim

est conservatif.

2) Deux objets de Tkim sont isomorphes si leurs images dans T̄kim le sont. En particulier,

Tkim n’a pas d’objet fantôme, c’est-à-dire d’objet non nul qui devient nul dans Tkim →

T̄kim.

1) En effet, T̄kim est semi-simple en vertu de 3.14 et pseudo-abélienne en vertu de

3.15, donc abélienne semi-simple. Pour la conservativité du foncteur plein Tkim → T̄kim,

il suffit de vérifier que tout endomorphisme de M qui induit l’identité sur M̄ est un

automorphisme, ce qui est clair puisque N (M, M) est nilpotent.

2) résulte de ce que Tkim → T̄kim est plein et conservatif.

Corollaire 3.17. — Supposons M de dimension finie. Alors M est pair (resp. impair)

si et seulement si M̄ l’est dans T̄ .

Cela découle de ce que M ∈ Tkim et de la conservativité de Tkim → T̄kim.

Corollaire 3.18. — Tout objet M de Tkim est somme d’objets indécomposables ; M est

indécomposable si et seulement si son image M̄ dans T̄kim est irréductible.

Corollaire 3.19. — Supposons M ∈ T pair ou bien impair. Si rg M = 0, M = 0. Si

rg M = 1 ou −1, M est inversible (eu égard à ⊗).

Modulo N , c’est clair. On remonte à M par nilpotence de N (M, M).

Corollaire 3.20. — Pour tout objet M = M+ ⊕ M− de T , kim M = rg M+ − rg M−.

L’inégalité ≥ résulte de 3.6 et 3.10. L’inégalité inverse dit que ∧rg M+M+⊗Srg M−M− 6= 0.

Or ∧rg M+M+ (resp. Srg M−M−) est pair (resp. impair) de rang 1 (resp. −1), donc inversible

d’après 3.19.
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Corollaire 3.21 ([41]). — Supposons M pair de dimension m. Alors il existe un

⊗-foncteur RepF GL(m) → T qui envoie la représentation standard de GL(m) sur M .

(Il y a un énoncé correspondant pour les objets impairs, en remplaçant RepF GL(m)

par RepF (GL(−m),−id)).

Cela suit de 3.19. Le point est que RepF GL(m) est la catégorie F -tensorielle obtenue

à partir de la catégorie monoïdale symétrique rigide librement engendrée par un objet

V en passant à l’enveloppe pseudo-abélienne, en tuant ∧m+1V et en inversant ∧mV (la

démonstration de ce fait se ramène au résultat classique selon lequel l’homomorphisme

canonique F [Sn] → EndGL(m)(V
⊗n) est bijectif pour n ≤ m, et surjectif pour n > m de

noyau engendré par l’antisymétriseur c(1,...,1) (qui induit ∧m+1)).

Pour tout n et tout endomorphisme f d’un objet M de T (non nécessairement pair),

on a la formule tr(∧n(1M + f)) =
∑n

i=0 tr(∧if), d’où, en étendant les scalaires de F à

F (t) :

tr(∧n(1M − tf)) =
n∑

i=0

(−1)itr(∧if)ti,

cf. [3, 7.2.5]. Pour M pair de rang m, ∧mM est inversible d’après ce qui précède, donc

∧m(1M − tf) s’identifie à un polynôme Pf(t), égal à
∑∞

i=0(−1)itr(∧if)ti ∈ F [t], et appelé

polynôme caractéristique de f .

Corollaire 3.22 (Cayley-Hamilton-O’Sullivan). — Pour tout endomorphisme f d’un

objet pair, on a Pf(f) = 0.

Par le corollaire précédent, cela résulte du théorème de Cayley-Hamilton usuel.

Le résultat suivant est un complément à 3.14 dans le « cas pair » :

Théorème 3.23 ([3], 8.2.4). — Soit T une catégorie F -tensorielle. On suppose que la

dimension de tout objet est un entier naturel. Alors les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

i) tout objet est pair,

ii) T /N est tannakienne semi-simple sur F , et pour tout M ∈ T , N (M, M) est un

idéal nilpotent,

iii) R = N ,

iv) il n’y a pas d’objet fantôme dans T .

Remarque 3.24. — Dans l’exemple 3.5, aucune de ces conditions n’est vérifiée, bien que

T̄ ∼= V ecF . Que M soit annulé par un foncteur de Schur ne suffit donc pas à entraî-

ner la nilpotence de N (M, M). Cette propriété met à part les puissances extérieures et

symétriques parmi tous les foncteurs de Schur.
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3.5. Le théorème de scindage

Théorème 3.25 (André-Kahn). — Supposons que pour tout objet M , N (M, M) soit un

idéal nilpotent (ce qui est le cas notamment si T est de Kimura-O’Sullivan par 3.14), et

que T̄ soit semi-simple. Alors le ⊗-foncteur de projection π : T → T̄ admet une section

σ (comme ⊗-foncteur), qui est unique à isomorphisme près.

Ce résultat est un analogue ⊗-catégorique du théorème classique de Wedderburn-

Malcev affirmant que pour toute F -algèbre associative A dont le radical est nilpotent

et dont le quotient Ā par le radical est semi-simple (ce qui est le cas notamment si A

est de dimension finie sur F ), l’homomorphisme A → Ā admet une section, unique à

conjugaison près.

La preuve de [3] procède par approximations successives, partant d’une section « ensem-

bliste », et la corrigeant petit à petit pour en faire 1) une section fonctorielle, puis 2) une

section monoïdale ; 3) on prouve enfin que toute section monoïdale est compatible à la

contrainte de commutativité (tressage).

Elle est très longue et nous ne pouvons en dire ici que quelques mots.

Le pas 1) s’inspire de la preuve de Hochschild du théorème de Wedderburn, basée sur

le fait que le H1 (de Hochschild) d’une F -algèbre semi-simple est nul (la cohomologie de

Hochschild a été étendue aux catégories F -linéaires par B. Mitchell [36]). Ceci fournit une

section fonctorielle σ. Pour le pas 2), on montre que dans des gradués convenables associés

aux puissances du radical, σ(f⊗g)−σ(f)⊗σ(g) a la propriété de 2-cocycle, puis que c’est

un 2-cobord en utilisant le fait que le H2 du monoïde libre sur les classes d’isomorphisme

d’objets de T est nul. Ceci permet de corriger σ par approximations successives, et d’en

faire une section monoïdale. Le pas 3) repose sur un calcul de cocycles similaire.

Ce théorème s’applique notamment à CHM(k)ab, et fournit une section (fonctorielle

monoïdale symétrique) de la projection CHM(k)ab → Mab
num, unique à isomorphisme près.

D’après O’Sullivan, elle est même unique à isomorphisme unique près21.

3.6. La stratégie de O’Sullivan

Dans le cas où T est de Kimura-O’Sullivan, O’Sullivan a proposé indépendamment

une démonstration complètement différente du théorème de scindage [40], [41]. L’intérêt

majeur de cette preuve est qu’elle conduit à un théorème de structure pour les catégories

de Kimura-O’Sullivan, comme nous le verrons au paragraphe suivant.

En voici les grandes lignes, en supposant pour simplifier que tout objet est pair (cf.

3.11), de sorte que T̄ est tannakienne semi-simple, et qu’il existe un foncteur fibre à

valeurs dans V ecF , de sorte T̄ ∼= RepF GT pour un certain groupe pro-réductif GT sur F

(c’est par exemple le cas si F est algébriquement clos).

21Ceci est dû à la structure d’algèbre de Hopf du motif de Chow d’une variété abélienne.
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Soit G un groupe pro-réductif sur F . Si A est une G-algèbre commutative (c’est-à-

dire une algèbre commutative dans la ⊗-catégorie REPF G des Ind-objets de RepF G),

on note X = Spec A le G-schéma affine sur F correspondant, et V ec(G, X) la catégorie

F -tensorielle des fibrés vectoriels équivariants sur X. On a un ⊗-foncteur évident OX⊗− :

RepF G → V ec(G, X). On peut démontrer que tout objet de V ec(G, X) est facteur direct

d’un objet dans l’image de ce foncteur.

Exemple 3.26. — Prenons G = Gm, agissant sur A = F [X, Y ] de manière standard

(X, Y en poids 1). Alors V ec(Gm,A2
F ) est équivalente à la catégorie F -tensorielle V ec(P1

F )

des fibrés vectoriels sur P1
F . La représentation de dimension 1 et de poids i de Gm corres-

pond à OP1(i), et tout objet de V ec(P1
F ) est somme directe d’objets du type OP1(i), i ∈ Z

(Grothendieck).

La preuve de O’Sullivan repose sur les trois lemmes suivants.

Lemme 3.27. — Soit Σ : RepF G → T un ⊗-foncteur vers une catégorie F -tensorielle T .

Alors il existe un G-schéma affine X = Spec A sur F , et un ⊗-foncteur pleinement fidèle

S : V ec(G, X) → T tel que Σ = S ◦ (OX ⊗−). Le couple (X, S) est universel parmi ceux

réalisant Σ = S ◦ (OX ⊗−).

Par semi-simplicité de RepF G, Σ admet un Ind-adjoint à droite Θ : T → REPF G,

et A = Θ(1) est automatiquement une G-algèbre, dont on note X le spectre. On définit

alors S sur les objets en envoyant OX ⊗M sur Σ(M). Pour définir S sur les morphismes,

on utilise les isomorphismes canoniques :

V ec(G, X)(OX⊗M,OX⊗N) ∼= REPF G(M⊗N∨, A) ∼= T (Σ(M⊗N∨), 1) ∼= T (Σ(M), Σ(N)).

L’universalité du couple (X, S) se vérifie sans difficulté.

On notera que T (1, 1) = F ⇔ V ec(G, X)(1, 1) = F ⇔ AG = F .

Lemme 3.28. — On suppose AG = F . Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) X = Spec A est un G-espace homogène,

ii) X n’a pas de sous-schéma fermé 6= X stable sous G,

iii) V ec(G, X) est semi-simple.

L’équivalence de i) et ii) est due à A. Magid [34]. Prouvons ii) ⇔ iii). L’hypothèse

AG = F permet d’appliquer 3.23, qui montre que R = N dans V ec(G, X). Il suit que

V ec(G, X) est semi-simple si et seulement si tout morphisme non nul M → 1 = OX dans

V ec(G, X) admet une section. Par ailleurs, ii) ⇔ A est simple ⇔ tout morphisme non

nul M → OX dans V ec(G, X) est un épimorphisme. Or tout tel épimorphisme admet une

section : le morphisme canonique 1 = F → A dans la catégorie Ind-semi-simple REPF G

se relève en un morphisme F → M , donc l’automorphisme identique de 1 = OX dans

V ec(G, X) se relève en un morphisme OX → M .
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Lemme 3.29. — Soient ι : X̄ →֒ X une G-immersion fermée de G-schémas affines sur F ,

X̄ étant homogène, et X = Spec A vérifiant AG = F . Alors ι admet une G-rétraction.

Ce lemme est une variante du théorème du « slice étale » de D. Luna [32, Cor 2]. Une

réduction assez délicate permet de se ramener au cas où G et l’algèbre A sont de type fini.

On montre alors que A est complète vis-à-vis de l’idéal de X̄ dans X, ce qui permet de se

ramener ensuite au cas où cet idéal est de carré nul. Comme X̄ = Spec Ā est homogène,

donc lisse sur F , il existe des sections Ā → A de la projection (non nécessairement

G-équivariantes). De plus, il est clair que ces sections forment un espace affine sur lequel

G agit. Comme G est réductif, son action a un point fixe, d’où l’existence d’une section

équivariante.

Indiquons pour finir comment l’existence d’une section σ de π : T → T̄ découle de ces

lemmes, sous l’hypothèse simplificatrice que tout objet de T est pair et que T̄ ∼= RepF GT .

D’après 3.21, il existe un ⊗-foncteur essentiellement surjectif RepF G → T , où G est un

produit de groupes linéaires. En appliquant 3.27 à cette situation, on obtient X = Spec A

et une ⊗-équivalence V ec(G, X) ∼= T . Le quotient Ā de A par un G-idéal maximal est

simple, donc X̄ est homogène et V ec(G, X̄) est semi-simple en vertu de 3.28 appliqué à

X̄ = Spec Ā. Il suit que V ec(G, X) → V ec(G, X̄) induit T̄ ∼= V ec(G, X)/N ∼= V ec(G, X̄).

Toute G-rétraction de X̄ →֒ X comme dans 3.29 induit une section de V ec(G, X) →

V ec(G, X̄), d’où un quasi-inverse à droite de π, qu’on modifie en une vraie section σ.

3.7. Objets de dimension finie et super-fibrés vectoriels équivariants

Une fois connue l’existence d’une section T̄ ∼= RepF GT → T de la projection π, on

peut lui appliquer le lemme 3.27. On en déduit :

Théorème 3.30 (O’Sullivan [40]). — Soit T une catégorie F -tensorielle dans laquelle

tout objet est pair. Supposons en outre T̄ neutre, c’est-à-dire l’existence d’une équivalence

S̄ : RepF G ∼= T̄ pour un groupe pro-réductif G.

Alors il existe un G-schéma affine X = Spec A muni d’un F -point fixe x, avec AG = F ,

et une équivalence S : V ec(G, X) ∼= T telle que S̄ ◦ x∗ = π ◦ S. Le triplet (X, x, S) est

unique à isomorphisme près.

Exemple 3.31. — Même dans le cas classique où T est tannakienne neutre, cela conduit

à une description tout à fait nouvelle de telles catégories. Par exemple, si T = RepF Ga, il

découle du théorème de Jacobson-Morosov que G = SL(2), et on vérifie que RepF Ga
∼=

V ec(SL(2),A2
F ). Le ⊗-foncteur π correspond à prendre la fibre en 0 ∈ A2.

Plus généralement, le théorème de scindage permet d’associer à tout F -schéma en

groupes affine H son enveloppe pro-réductive G = pRed(H), qui est un groupe pro-réductif

bien défini à conjugaison près tel que (RepF H)/N ∼= RepF G [3], [40]. Les classes d’iso-

morphismes de représentations indécomposables de H sont en bijection avec les classes
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d’isomorphismes de représentations irréductibles de G. Le théorème précédent montre de

plus l’existence d’un G-schéma affine X pointé tel que RepF H ∼= V ec(G, X).

Il n’est pas difficile de généraliser 3.30 au cas où T est une catégorie de Kimura-

O’Sullivan quelconque. Il suffit pour cela de remplacer A par une algèbre commutative

dans Ind T̄ , et V ec(G, Spec A) par la catégorie ProjA des A-modules projectifs sur les

objets de T̄ (c’est-à-dire l’enveloppe pseudo-abélienne de la catégorie dont les objets sont

ceux de T̄ et les morphismes entre deux objets M et N définis par HomA(A⊗M, A⊗N)).

C’est une catégorie F -tensorielle22, et il y a un ⊗-foncteur évident A ⊗ − : T̄ → ProjA

qui est l’identité sur les objets. Tout homomorphisme a : A → B détermine un ⊗-foncteur

a∗ : ProjA → ProjB.

On a alors la variante suivante du théorème précédent :

Variante 3.32. — Soit T une catégorie de Kimura-O’Sullivan. Alors il existe une algèbre

commutative A dans Ind T̄ munie d’une augmentation a : A → 1, telle que Ind T̄ (1, A) =

F , et une équivalence S : ProjA
∼= T telle que a∗ = π ◦ S. Le triplet (A, a, S) est unique

à isomorphisme près.

Les propriétés de T sont fidèlement décrites en termes de A. O’Sullivan en a dressé un

dictionnaire dont voici un extrait :

A T ∼= ProjA

idéal de A ⊗-idéal de T

L’idéal maximal de A (le noyau de a) N

√
0 (nilradical de A) ⊗

√
0

A est intègre T admet un super-foncteur fibre

i.e. un ⊗-foncteur fidèle T → sV ecK

√
0 =

⋂

Ppremier P
⊗

√
0 est l’intersection des noyaux

des ⊗-foncteurs T → sV ecK

(pour diverses extensions K/F )

Revenons enfin aux motifs, et ne les quittons plus. O’Sullivan déduit du dernier article de

ce dictionnaire la forme renforcée suivante de 2.11 :

22Si T̄ = RepF (G, ε), ProjA n’est autre que la catégorie F -tensorielle des super-fibrés vectoriels sur

Spec A équivariants sous G et tels que l’action de ε définisse la parité.
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Théorème 3.33 (O’Sullivan). — La conjecture de Voevodsky équivaut à celle de Kimura-

O’Sullivan jointe à la conjecture suivante : tout ⊗-foncteur CHM(k)Q → sV ecK se fac-

torise à travers l’équivalence numérique.

Spécialisant au cas de la sous-catégorie CHM(k)ab
Q , cela montre que la conjecture de

Voevodsky pour les variétés abéliennes équivaut à une version forte de la conjecture stan-

dard ∼hom =∼num (qui est connue sur les variétés abéliennes en caractéristique 0, pour

une cohomologie classique [31]) : le noyau de tout ⊗-foncteur CHM(k)ab
Q → sV ecK est

Inum, question ouverte.

4. APPLICATIONS

Il est temps de tirer les fruits de toutes ces considérations abstraites. Nous allons décliner

divers résultats ou perspectives plus ou moins concrets qu’elles offrent en théorie des cycles

algébriques.

4.1. Motifs de surfaces

Considérons à nouveau la décomposition de Murre du motif de Chow d’une surface

projective lisse X (cf. 2.2) : h(X) =
⊕4

0 hn(X), avec

h0(X) ∼= 1, h1(X) ∼= h3(X)(1) ∼= h1(AlbX), h2(X) ∼= (1(−1))rgNS(X) ⊕ t2(X).

On a KerAJ2
X ⊗ Q = CH2(h2(X)) = CH2(t2(X)).

Comme h2
hom(X) est un objet pair de Mhom(k), h2

num(X) est un objet pair de CHM(k)/N .

Si h2(X) est de dimension finie (ce qui revient à dire que h(M) l’est, compte tenu de 2.8),

il suit de 3.17 que h2(X) est pair et de 3.20 que ∧t2+1h2(X) = 0, en notant t2 = b2−rg NS

la dimension de la partie transcendante de H2(X). On en déduit comme dans 1.2 que pour

tout n-uplet de cycles (α1, . . . , αn) dans le noyau de AJ2
X ⊗ Q, on a α1 ∧ · · · ∧ αn = 0 dès

que n > t2.

Si X = C1 × C2 est un produit de courbes de genres respectifs g1 et g2, on a t2 ≤

4g1.g2, et on sait que t2(X) ⊂ h1(C1) ⊗ h1(C2) est de dimension finie, d’où l’assertion de

dimensionalité finie énoncée en 1.223.

Revenons à notre point de départ, le théorème de Mumford selon lequel si X est une

surface sur un corps k assez gros (par exemple C), l’injectivité de AJ2
X implique que

H2(X) est engendré par les classes de diviseurs.

S. Bloch conjecture la réciproque, sur un corps k quelconque [7], [8]. En termes moti-

viques, cette conjecture revient à dire que t2 = 0 ⇒ CH2(t2(X)) = 0.

Si h(X) est de dimension finie, on a vu que t2(X) est alors pair, donc t2 = 0 ⇒ t2(X) = 0

(3.19), et a fortiori CH2(t2(X)) = 0. La réciproque est d’ailleurs vraie [15] :

23Dans [25, 10.9], Kimura affine la borne de 4g1g2 à g1g2.
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Théorème 4.1. — Soit X une surface avec b2 = rg NS. Alors X vérifie la conjecture de

Bloch si et seulement si h(X) est de dimension finie.

Par cette voie, V. Guletskii et C. Pedrini [14] donnent une preuve uniforme de tous les

cas où la conjecture de Bloch est connue, c’est-à-dire lorsque X n’est pas de type général :

dans tous ces cas, h(X) ∈ CHM(k)ab. Par ailleurs, M. Saito [44] montre, du moins sur

k = C, que les conditions de 4.1 équivalent aussi à (N (h(X), h(X)))3 = 0.

On trouvera dans [25] d’autres applications concrètes de ces idées aux groupes de Chow,

dans la même veine.

Un cas ouvert particulièrement intéressant de la conjecture de Bloch est celui des faux

plans projectifs : surfaces de type général dont le motif homologique est isomorphe à celui

de P2. En est-il de même du motif de Chow? Le fait qu’il s’agisse de surfaces de Shimura

(cf. [22]), avec leur pléthore de correspondances de Hecke, pourrait s’avérer utile ici.

4.2. Motifs sur les corps finis

La catégorie Q-tensorielle des motifs M∼(Fq)Q sur le corps fini Fq (pour une équivalence

adéquate ∼ arbitraire) a la propriété remarquable de posséder un automorphisme non-

trivial du ⊗-foncteur identique : l’automorphisme de Frobenius Fr.

Soit X ∈ P(Fq) une variété projective lisse sur Fq. La conjecture de Tate pour X

s’énonce de deux façons équivalentes [48] :

- pour tout entier r, l’ordre du pôle en q−r de la fonction zêta Z(X, T ) ∈ Q(T ) est le

rang de Zr
num(X),

- pour tout r, l’action de Gal(F̄q/Fq) ∼= Ẑ sur Hr
ét(XF̄q

, Qℓ(r)) est semi-simple pour la

valeur propre 124, et l’application classe de cycle ℓ-adique (ℓ 6| q)

cr
X,ℓ : CHr(X) ⊗ Qℓ →

(
H2r

ét (XF̄q
, Qℓ(r))

)Gal(F̄q/Fq)

est surjective,

D’autre part, une conjecture de Beilinson [5, 1.0] prédit que l’application classe de cycle

est aussi injective, et qu’en fait CH(X)Q = Znum(X)Q.

Théorème 4.2 (Kahn [20]). — Si le motif de Chow h(X) est de dimension finie, la

conjecture de Tate pour X implique la conjecture de Beilinson pour X.

La conjecture de Tate est connue pour les produits de coubes elliptiques [47] et pour cer-

taines hypersurfaces de Fermat [48], [23], de même que la conjecture de Kimura-O’Sullivan

par 2.8 ; on en déduit :

Corollaire 4.3 ([20]). — Sur tout produit de courbes elliptiques sur Fq, ∼rat=∼num.

De même sur toute hypersurface de Fermat sur Fq dont le degré divise un nombre de la

forme qm + 1, m ∈ N.

24i.e. l’homomorphisme naturel des invariants vers les coinvariants est un isomorphisme.
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Dans [20], B. Kahn va beaucoup plus loin et prouve la conjecture de Lichtenbaum [30]

sur les valeurs spéciales de la fonction zêta de telles variétés.

Prouvons 4.2, c’est-à-dire que sous la conjecture de Tate pour X et en supposant h(X) ∈

CHM(Fq)kim, on a CHM(Fq)(1, h(X)(r)) = Mnum(Fq)(1, h(X)(r)) pour tout r ∈ N.

Par 3.18, on peut remplacer h(X)(r) par un facteur direct M 6= 0 indécomposable ;

le motif numérique M̄ correspondant est alors irréductible. Si M ∼= 1, la question est

réglée puisque End 1 = Q. Supposons donc M 6∼= 1 et montrons que CHM(Fq)(1, M) =

0. On a M̄ 6∼= 1 (conservativité du foncteur de passage aux motifs numériques 3.16),

et a fortiori le motif homologique Mhom attaché à M n’est pas isomorphe à 1. Par la

conjecture de Tate, ceci entraîne que l’action de Gal(F̄q/Fq) sur Hét(M) est non triviale

(et semi-simple pour la valeur propre 1). Il est bien connu que l’inverse du Frobenius

galoisien ∈ Gal(F̄q/Fq) agit par Fr(Mhom). Ainsi Fr(Mhom) est semi-simple pour la

valeur propre 1 et distinct de l’identité. Il suit que Fr(M̄) est distinct de l’identité, et

comme M̄ est irréductible, Fr(M̄)− idM̄ est un automorphisme de M̄ . Par conservativité

du passage aux motifs numériques, Fr(M)− idM est donc un automorphisme de M . Pour

tout f ∈ CHM(Fq)(1, M), on a Fr(M)f = fFr(1) = f , et on conclut que f = 0.

Remarque 4.4. — Dans [2], il est démontré que la conjecture standard de type Lefschetz

pour les espaces X fibrés en variétés abéliennes sur une courbe projective lisse sur F̄q

implique la conjecture de Tate pour les variétés abéliennes sur Fq. Compte tenu de 4.2

et de 2.8, elle implique donc aussi la conjecture de Beilinson pour les variétés abéliennes

sur Fq.

Signalons aussi le résultat remarquable suivant, dont la preuve dépasse le cadre modeste

de ces notes :

Théorème 4.5 (Kahn [20]). — Les énoncés suivants sont équivalents :

1) la conjecture de Tate vaut pour tout X ∈ P(Fq), et la conjecture de Kimura-

O’Sullivan vaut pour CHM(Fq),

2) la conjecture de Tate vaut pour toute variété abélienne sur Fq, et CHM(Fq)
ab =

CHM(Fq),

3) les groupes de cohomologie de Lichtenbaum H i
W (X, Z(n)) sont de type fini pour tout

X ∈ P(Fq) et tout (i, n) ∈ N × Z.

(D’après le théorème précédent, ces énoncés impliquent aussi la conjecture de Beilinson.)

La cohomologie de Lichtenbaum («Weil-étale cohomology») se définit ainsi. Ses coeffi-

cients sont les faisceaux étales Z-équivariants F sur XF̄q
, l’action de Z étant donnée par le

Frobenius galoisien (on n’exige pas la Ẑ-équivariance !). La cohomologie de Lichtenbaum

est donnée par les foncteurs dérivés de F → H0
W (X,F) := H0

ét(XF̄q
,F)Z.
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4.3. Rationalité de fonctions zêta motiviques

L’une des expressions de la fonction zêta Z(X, T ) est

Z(X, T ) = 1 + |X(Fq)| T + |S2(X)(Fq)| T
2 + . . .

(où Sn désigne la puissance symétrique n-ième de X).

Dans [21], M. Kapranov a eu l’idée de considérer l’expression

1 + X T + S2(X) T 2 + . . .

pour une variété X quelconque (disons quasi projective pour que les puissances symé-

triques soient définies) sur un corps k non nécessairement fini. Pour donner un sens précis

à cette expression, on se place dans le groupe K0(V ar(k)) quotient du groupe abélien libre

sur les classes d’isomorphismes [X] de k-variétés (non nécessairement projectives ni lisses)

par le sous-groupe engendré par les éléments de la forme [X] − [U ] − [Z] si X = U
∐

Z

avec Z fermé dans X, et U l’ouvert complémentaire. Le produit des variétés en fait un

anneau commutatif.

On vérifie alors que la formule précédente définit un homomorphisme Zvar(−, T ) de

K0(V ar(k)) vers le groupe abélien (multiplicatif) 1+TK0(V ar(k))[[T ]]. Kapranov montre

que pour toute courbe X, Zvar([X], T ) est une fonction rationnelle ; si X est projective

lisse de genre g, (1 − T )(1 − [A1]T )Zvar([X], T ) est un polynôme de degré 2g.

La question de la rationalité de Zvar([X], T ) en général, conjecturée par Kapranov, a

été tranchée négativement par M. Larsen et V. Lunts [29]25 : si X est un produit de deux

courbes de genre non nul, Zvar([X], T ) n’est pas rationnelle.

Plutôt que K0(V ar(k)), on peut prendre comme groupe de coefficients K0(M∼(k)),

quotient du groupe abélien libre sur les classes d’isomorphisme [M ] d’objets de M∼(k)Q par

le sous-groupe engendré par les éléments de la forme [M ]−[M ′]−[M ′′] avec M ∼= M ′⊕M ′′.

Le produit tensoriel des motifs en fait un anneau commutatif.

On obtient une variante motivique de la fonction zêta de Kapranov en montrant que

l’expression

1 + [M ] T + [S2M ] T 2 + . . .

définit un homomorphisme Zmot(−, T ) de K0(M∼(k)) vers le groupe abélien (multiplicatif)

1 + TK0(M∼(k))[[T ]], [1, ch. 12].

Proposition 4.6. — Si le motif M est de dimension finie au sens de Kimura-O’Sullivan

(par exemple si M ∈ CHM(k)ab), alors Zmot([M ], T ) est rationnelle.

Supposons que M = M+ ⊕ M− avec ∧mM+ = SmM− = 0. Il est clair que Zmot([M−], T )

est de la forme 1 + TP−(T ) où P− est un polynôme de degré < m. Pour Zmot([M+], T ),

25La question de la rationalité reste ouverte si l’on localise K0(V ar(k)) en inversant [A1] (qui est un

diviseur de zéro !).
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on utilise la formule suivante :
∑

[SnM+]T n =
1

∑
[∧nM+](−T )n

et le dénominateur est de la forme 1 − TP+(T ) où P+ est un polynôme de degré < m.

Corollaire 4.7. — La conjecture de Kimura-O’Sullivan implique la rationalité de

Zmot([M ], T ) pour tout motif de Chow M , et en outre l’égalité K0(CHM(k)) = K0(Mnum(k)).

(Pour la seconde assertion, utiliser la conservativité du passage aux motifs numériques.)

Pour plus de détails, notamment sur le lien entre Zvar(−, T ) et Zmot(−, T ), voir

[1, ch. 12].

Les deux derniers paragraphes sont consacrés à des applications du théorème de scindage

3.25, appliqué d’abord à des motifs homologiques, et ensuite à des motifs de Chow.

4.4. Construction inconditionnelle des groupes de Galois motiviques

Rappelons d’abord la construction de Grothendieck des groupes de Galois motiviques,

en admettant la conjecture standard ∼hom=∼num (pour une cohomologie H fixée à coeffi-

cients dans une extension K/F ). Cette conjecture entraîne l’algébricité des projecteurs de

Künneth pairs π+
X , ce qui permet de modifier le tressage selon la règle des signes de Koszul.

Ceci fait, la catégorie Q-tensorielle abélienne semi-simple Mhom(k) = Mnum(k) est munie

d’un ⊗-foncteur fidèle exact vers V ecK défini par la cohomologie (et encore noté H).

Le groupe de Galois motivique Gmot,k est le K-groupe pro-réductif AutH. Remplaçant

Mnum(k) par la sous-catégorie tannakienne engendré par un objet h(X), on obtient un

quotient Gmot(X) de Gmot,k, qui est un sous-groupe réductif de GL(H(X)).

Un certain nombre de problèmes géométriques faisant intervenir les correspondances

algébriques modulo équivalence homologiques se traduisent alors en des problèmes de

représentations de groupes réductifs, traitables par la théorie classique des poids, cf. e.g.

[1, ch. 5,6,8,9].

Pour définir les groupes de Galois motiviques sans avoir à admettre la conjecture stan-

dard, on peut utiliser le théorème de scindage monoïdal comme suit [4]. Considérons

la catégorie Q-tensorielle M±
hom(k) introduite en 3.12 (sous-catégorie pleine de Mhom(k)

formée des motifs dont le projecteur de Künneth pair est donné par un morphisme de

Mhom(k)). C’est une catégorie de Kimura-O’Sullivan. On peut modifier le tressage se-

lon la règle de Koszul pour faire en sorte que M±
hom(k)/N = M±

num(k) soit tannakienne

semi-simple. Ceci fait, on dispose du ⊗-foncteur fidèle exact H : M±
hom(k) → V ecK .

Le théorème de scindage fournit une ⊗-section σ de la projection π : M±
hom(k) →

M±
num(k), unique à isomorphisme près. On définit alors G±

mot,k comme le K-groupe pro-

réductif Aut(H ◦σ). Remplaçant Mnum(k) par la sous-catégorie tannakienne engendré par
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un objet h(X), on obtient un quotient Gmot(X) de G±
mot,k, qui est un sous-groupe réductif

de GL(H(X)) 26.

Remarque 4.8. — Le composé H ◦ σ ◦ π définit une nouvelle cohomologie27, et l’équiva-

lence homologique qui lui est associée n’est autre que l’équivalence numérique. Elle vérifie

le théorème de Lefschetz fort si et seulement si la conjecture standard de type Lefschetz

est vraie pour H .

4.5. Motifs de Chow vus comme super-fibrés vectoriels équivariants sous le

groupe de Galois motivique. Hauteurs

Le théorème de structure 3.32 s’applique en particulier à toute catégorie F -tensorielle

de motifs de Chow qui est Kimura-O’Sullivan. Plutôt que de nous limiter à des catégories

telles CHM(k)ab
F , nous prendrons ici le parti d’appliquer 3.32 à CHM(k)F tout entière,

en supposant la conjecture de Kimura-O’Sullivan vraie, de même (pour simplifier) que la

conjecture standard ∼hom=∼num. D’après 3.32, il existe une algèbre commutative A dans

la catégorie F -tensorielle des Ind-motifs numériques, vérifiant Ind Mnum(k)F (1, A) = F

et munie d’une augmentation a : A → 1, ainsi qu’une équivalence S : ProjA
∼= CHM(k)F

telle que a∗ = π ◦ S. Le triplet (A, a, S) est unique à isomorphisme près. Les équivalences

adéquates sont en bijection avec les idéaux de A.

Remarque 4.9. — S’il existe une cohomologie à coefficients dans F , on obtient une

équivalence S̄ : RepF (Gmot,k,−id) ∼= Mnum(k)F (où −id désigne l’image de −1 par le

cocaractère des poids). On est alors dans le « super-analogue» de la situation de 3.30 :

il existe un super-Gmot,k-schéma affine X bien défini à isomorphisme près (sur lequel

l’action de −id définit la parité) tel que CHM(k)F s’identifie à la catégorie F -tensorielle

des super-fibrés vectoriels sur X équivariants sous Gmot,k (et sur lesquelles l’action de −id

définit la parité). Le super-schéma X a un unique F -point fixe sous Gmot,k qui correspond

à l’équivalence numérique. Prendre la fibre d’un super-fibré vectoriel équivariant en ce

point correspond au passage du motif de Chow au motif numérique associé.

Comprendre la structure de CHM(k)F revient donc à comprendre celle de A. À cet

égard, O’Sullivan [40] fait les observations suivantes :

- on a la graduation par le poids A =

+∞⊕

−∞

Ai, qui est une graduation d’algèbre,

- la conjecture de Voevodsky équivaut à dire que ker a est un nil-idéal,

- la conjecture de Bloch-Beilinson équivaut à dire que la partie de poids strictement

négative de A est nulle. Elle équivaut aussi (via 2.13) à dire que A0 = 1 et A est engendrée

par A1,

26Changer σ change ce sous-groupe en un conjugué.
27Mêmes espaces de cohomologie, mais nouvelle application classe de cycles.
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- une version plus fine de la conjecture de Bloch-Beilinson implique que Ii
hom = 0 dès

que i dépasse la dimension de Kronecker d(k) de k. Ceci équivaut à (A1)
i = 0 pour

i > d(k),

Pour un corps fini, cela donne A = 1, et on retrouve la conjecture de Beilinson men-

tionnée en 4.2.

Pour un corps de nombres, cela donne A = 1 ⊕ A1. L’échelon de nilpotence dans la

conjecture de Voevodsky serait donc 2 dans ce cas.

Par ailleurs, toujours pour k un corps de nombres, et prenant F = R, O’Sullivan traduit

l’existence des accouplements de hauteur de Beilinson en l’existence d’un accouplement

symétrique S2A1 → 1(−1) induisant sur chaque sous-objet de rang fini de A1 une forme

de Weil relativement à la polarisation canonique de Mnum(k)R.
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ÉQUATIONS DE CHAMP MOYEN

POUR LA DYNAMIQUE QUANTIQUE

D’UN GRAND NOMBRE DE PARTICULES

[d’après Bardos, Erdös, Golse, Gottlieb, Mauser, Yau]

par Patrick GÉRARD

INTRODUCTION

Considérons N particules quantiques dans l’espace R3, interagissant deux à deux selon un

potentiel V fonction de la distance r entre les deux particules. L’exemple le plus courant

est le potentiel coulombien

(1) V (r) =
C

r
,

où la constante C ci–dessus est positive dans le cas d’une interaction répulsive (par

exemple entre charges de même signe), et négative dans le cas d’une interaction attractive

(par exemple gravitationnelle). Après adimensionnement des constantes, le hamiltonien

quantique associé est l’opérateur différentiel

(2) HN = −
N∑

j=1

∆j +
∑

1≤j<k≤N

V (|xj − xk|)

où ∆j désigne l’opérateur de Laplace agissant sur la j–ième position xj . Le système est

alors décrit à l’instant t par sa fonction d’onde ΨN(t) ∈ L2(R3N ) selon l’équation de

Schrödinger

(3) i
∂ΨN

∂t
= HNΨN , ΨN (0) = ΨN,0.

Le fait que ce problème de Cauchy soit bien posé pour tout élément ΨN,0 de L2(R3N) fait

l’objet d’un théorème démontré par Kato en 1951. Pour l’énoncer, rappelons quelques

notations. Pour tout entier naturel d, on désigne par C∞
0 (Rd) l’espace des fonctions de

classe C∞ à support compact sur Rd. Si m est un entier naturel, on introduit l’espace de

Sobolev

Hm(Rd) = {u ∈ L2(Rd) | ∀α ∈ Nd, |α| ≤ m, ∂αu ∈ L2(Rd)},

les dérivées étant définies au sens des distributions.
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Théorème 0.1 (Kato [19], 1951). — On suppose que la fonction x 7→ V (|x|) est à valeurs

réelles et appartient à L2(R3) + L∞(R3). L’opérateur HN : C∞
0 (R3N) → L2(R3N) admet

une unique extension autoadjointe. Son domaine est l’espace de Sobolev H2(R3N).

On note encore HN l’opérateur autoadjoint ainsi défini. En considérant le groupe à un

paramètre unitaire exp(−itHN ) engendré par HN grâce au théorème de Stone (cf. par

exemple [25]), on en déduit :

Corollaire 0.2. — Sous les hypothèses du théorème 0.1, soit ΨN,0 ∈ L2(R3N). Il existe

une unique solution ΨN ∈ C(R, L2(R3N)) au problème de Cauchy (3), l’équation aux

dérivées partielles étant satisfaite au sens des distributions dans R × R3N .

Dans le résultat ci–dessus, le caractère unitaire de l’évolution équivaut à la loi de

conservation

(4) ‖ΨN(t)‖L2(R3N ) = ‖ΨN,0‖L2(R3N )

tandis que la conservation de l’énergie est traduite par la continuité de l’opérateur

exp(−itHN ) sur H1(R3N) et par le fait que la quantité

(5) EN =

∫

R3N

|∇XΨN(t, X)|2 dX +
∑

1≤j<k≤N

∫

R3N

V (|xj − xk|)|ΨN(t, X)|2 dX

reste constante au cours du temps. Dans la formule ci–dessus, on a noté X = (x1, · · · , xN)

le point courant de R3N .

Un problème fondamental en physique mathématique consiste à décrire cette évolution

lorsque N tend vers l’infini. Précisons ce que l’on entend par là. Tout d’abord, afin

d’assurer que la force exercée sur chaque particule reste bornée, il convient de normaliser

le potentiel V en imposant

(6) V (r) =
1

N
V1(r)

où V1 est un potentiel indépendant de N . Il faut ensuite préciser la notion de convergence

utilisée pour étudier, à chaque instant t, une suite (ΨN(t)) de fonctions dont le nombre de

variables tend vers l’infini avec N . Dans ce but, rappelons que, selon les principes de la

mécanique quantique (cf. par exemple [29]), la fonction d’onde ΨN est de norme 1 dans

L2, et les quantités physiques sont évaluées dans l’état ΨN par des expressions du type

〈A〉ΨN
= 〈ΨN |AΨN〉L2 ,

oùA est un opérateur (éventuellement non borné) sur L2 (le produit scalaire est ici supposé

linéaire par rapport au deuxième vecteur). Par exemple, l’énergie (5) du système n’est

autre que la quantité EN = 〈HN〉ΨN
. On constate que toutes ces quantités ne dépendent

de ΨN qu’à travers l’opérateur de projection orthogonale sur la droite engendrée par ΨN ,

ρN = |ΨN〉 〈ΨN |
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ou encore l’opérateur de noyau

ρN (X, Y ) = ΨN(X)ΨN(Y ).

Nous allons nous restreindre à des opérateurs A bornés n’agissant que sur un nombre fixe

k de variables, de sorte que, pour tout N ≥ k,

〈A〉ΨN
= Tr(AρN :k)

où ρN :k est l’opérateur sur L2(R3k) de noyau

(7) ρN :k(x1, · · · , xk; y1, · · · , yk) =

∫

R3(N−k)

ΨN(x1, · · · , xk, Z)ΨN(y1, · · · , yk, Z) dZ .

Compte tenu des hypothèses sur ΨN , ρN :k est un opérateur positif à trace sur L2(R3k),

de trace égale à 1. La suite (ρN :k)N≥1 admet donc une valeur d’adhérence ρ(k) pour la

topologie faible σ(L1(L2(R3k)),K(L2(R3k))) issue de la dualité entre opérateurs à trace et

opérateurs compacts. En d’autres termes, il existe une sous–suite (ρNn:k) et un opérateur

ρ(k) ∈ L1(L2(R3k)) tels que, pour tout opérateur compact A sur L2(R3k),

Tr(AρNn:k) → Tr(Aρ(k)) .

Un argument d’extraction diagonale assure ainsi l’existence d’une suite (ρ(k))k≥1. En

supposant qu’un tel procédé puisse être réalisé pour tout temps t (ce qui est le cas grâce à

un peu d’équicontinuité), une question naturelle est bien sûr de décrire l’évolution d’une

telle suite (ρ(k)(t)).

La réponse à cette question dépend beaucoup de la donnée initiale ΨN,0. On distingue à

ce sujet deux types de particules, correspondant à des propriétés différentes des fonctions

d’onde.

a) Les bosons : leurs fonctions d’onde sont symétriques en les variables (x1, · · · , xN) :

pour toute permutation σ de {1, · · · , N},

ΨN(xσ(1), · · · , xσ(N)) = ΨN(x1, · · · , xN) .

Cette propriété est conservée par le flot exp(−itHN ). Un exemple typique de donnée

initiale qui la vérifie est

(8) ΨN,0(x1, . . . , xN) = ψ0(x1) . . . ψ0(xN) = ψ⊗N
0 (x1, · · · , xN ) ,

où ψ0 est un élément de L2(R3), de norme 1. La présence du potentiel d’interaction

V1 s’oppose à ce que la structure de produit tensoriel (8) soit conservée par l’évolution.

L’objet des travaux présentés ici est de montrer que, sous des hypothèses raisonnables sur

ψ0 et sur V1, cette structure réapparâıt après le passage à la limite décrit ci–dessus, au

sens où il existe, pour tout t, un élément ψ(t) de L2(R3) tel que, pour tout k ≥ 1,

ρ(k)(t, x1, · · · , xk; y1, · · · , yk) = ψ(t, x1) · · ·ψ(t, xk)ψ(t, y1) · · ·ψ(t, yk) .

De plus, l’évolution de ψ(t) est décrite par une équation aux dérivées partielles non

linéaire, appelée équation de Hartree.



930-04

b) Les fermions : leurs fonctions d’onde sont antisymétriques en les variables (x1, · · · , xN ):

pour toute permutation σ de {1, · · · , N},

ΨN(xσ(1), · · · , xσ(N)) = ε(σ) ΨN(x1, · · · , xN ) .

Là encore, cette propriété est conservée par le flot exp(−itHN ). Un exemple typique de

donnée initiale qui la vérifie est un 〈〈déterminant de Slater 〉〉 (cf. [26])

(9) ΨN,0(x1, · · · , xN ) =
1

√
N !

det(ψj,0(xl))1≤j,l≤N ,

où (ψj,0)1≤j≤N est un système orthonormé de L2(R3). Là encore, une telle structure n’est

pas conservée par l’évolution. De plus, si l’on se donne un système orthonormé (ψj,0)j≥1

de L2(R3), on montre que, pour tout k ≥ 1, ρN :k(t) tend vers 0 pour la topologie faible

σ(L1,K). Néanmoins, sous des hypothèses supplémentaires sur ce système, il existe, pour

tout t et pour tout N , un système orthonormé (ψj(t))1≤j≤N de L2(R3) dont le déterminant

de Slater ΨS
N(t) approche bien la dynamique des N corps au sens suivant : si ρS

N (t) désigne

le projecteur orthogonal sur ΨS
N(t), alors, pour tout k, pour tout t,

Tr(|ρN :k(t) − ρS
N :k(t)|) → 0

quand N tend vers l’infini. Enfin, pour chaque N , le repère mobile (ψj(t))1≤j≤N évolue

dans L2(R3) selon un système d’équations aux dérivées partielles non linéaires, appelé

système de Hartree–Fock.

Dans les deux cas décrits ci–dessus, on a donc réduit la dynamique d’un grand nombre

de particules à des équations non linéaires 〈〈modèles 〉〉 sur des fonctions de trois variables.

La suite de cet exposé est consacrée à la description de ces équations, ainsi qu’aux résultats

de convergence correspondants.

Remarque 0.3. — Un cas particulier important de la dynamique à N corps est bien

sûr l’étude des fonctions propres (états liés) et des valeurs propres de l’opérateur HN ,

en particulier son état fondamental. Nous n’aborderons pas ici l’abondante littérature

consacrée à cette question, qui justifierait largement un autre exposé, et renvoyons à

l’article de revue de Lieb [20], à l’ouvrage de Catto–Le Bris–Lions [8], ou au cours donné

cette année par P.–L. Lions au Collège de France.

Je remercie C. Bardos et F. Golse pour les discussions que nous avons eues sur les

travaux présentés dans cet exposé, et pour m’avoir transmis le manuscrit [6]. Je suis

reconnaissant à C. Gérard de m’avoir aidé à comprendre les résultats de [14].

1. LE CAS DES BOSONS : ÉNONCÉ DU RÉSULTAT

1.1. Hypothèses sur le potentiel

Dans ce paragraphe et le suivant, on désigne par V1 une fonction de classe C∞ de

]0,+∞[ dans R, vérifiant les estimations suivantes : pour tout m ∈ N, il existe une
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constante Cm > 0 telle que

(10) ∀r ∈]0, r1] , |V
(m)
1 (r)| ≤

Cm

rm+1
.

Il est clair que V = V1/N satisfait aux hypothèses du théorème 0.1.

1.2. L’équation de Hartree

Soit ψ0 une fonction de H1(R3), de norme L2 égale à 1, et soit ΨN,0 la fonction d’ondes

ψ⊗N
0 qui lui est associée par (8). L’énergie totale EN du sytème, donnée par (5), vérifie,

compte tenu de la normalisation (6), lorsque N tend vers l’infini :

EN

N
→

∫

R3

|∇ψ0(x)|
2 dx+

1

2

∫

R3×R3

V1(|x− y|)|ψ0(x)|
2|ψ0(y)|

2 dx dy.

Le second membre de l’identité ci–dessus est une fonction régulière de ψ0 ∈ H1(R3), et,

en utilisant la forme symplectique

σ(f, g) = 2 Im〈f |g〉L2

sur L2(R3), on lui associe un champ hamiltonien dont les courbes intégrales sont les

solutions de

(11) i
∂ψ

∂t
= −∆ψ +Wψ , W (t, x) =

∫

R3

V1(|x− y|) |ψ(t, y)|2 dy.

L’équation (11) est l’équation de Hartree (cf. [17], où le contexte est plutôt celui des

fonctions propres). Dans le cas où V1(r) = C/r, le potentiel W est donné par l’équation

de Poisson −∆W = 4πC|ψ|2, de sorte que (11) est également connue sous le nom de

système de Schrödinger–Poisson. Le problème de Cauchy pour (11) a été étudié en détail

par Ginibre–Velo dans [15], dont nous citons le résultat suivant.

Théorème 1.1 ([15], 1980). — Pour tout entier m ≥ 1, pour toute donnée initiale ψ0

appartenant à Hm(R3), il existe une unique solution ψ ∈ C(R, Hm(R3)) de l’équation

(11) vérifiant ψ(0) = ψ0.

Dans le cadre du théorème ci–dessus, on a de plus les lois de conservation

‖ψ(t)‖L2 = cste ,
∫

R3

|∇ψ(t, x)|2 dx+
1

2

∫

R3×R3

V1(|x− y|)|ψ(t, x)|2|ψ(t, y)|2 dx dy = cste.

1.3. Le théorème de convergence

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat qui fait l’objet de cet exposé.

Théorème 1.2 ([2], [3], [11]). — Soit ψ0 ∈ H2(R3), et soit ψ ∈ C(R, H2(R3)) la solution

du problème de Cauchy pour l’équation de Hartree (11) avec donnée initiale ψ0. Pour tout

N ≥ 1, soit ΨN la solution du problème à N corps (3), (6) telle que ΨN(0) = ΨN,0 = ψ⊗N
0 .
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Pour tout entier k ≥ 1, pour tout nombre réel t, la suite (ρN :k(t))N≥k définie par (7)

vérifie, pour tout opérateur compact A sur L2(R3k),

Tr(AρN :k(t)) → 〈ψ(t)⊗k|Aψ(t)⊗k〉L2

lorsque N tend vers l’infini, localement uniformément par rapport à t.

L’équation de Hartree (11) apparâıt donc comme l’évolution d’une particule typique

de R3, soumise à l’interaction moyenne résultant d’un grand nombre d’autres particules

du même type ; c’est un exemple d’équation de champ moyen.

Les premiers résultats proches du théorème 1.2 semblent avoir été obtenus dans le cadre

de la théorie quantique des champs, c’est–à–dire avec des données dépendant effectivement

d’une infinité de variables : cf. Hepp [18] pour des potentiels réguliers, puis Ginibre–Velo

[14]. Dans ce contexte, l’asymptotique peut être comprise comme une limite classique

associée à l’hamiltonien de Hartree, la valeur moyenne de l’opérateur de nombre tendant

vers l’infini. Néanmoins, le type de données utilisées ne permet pas de couvrir le théorème

ci–dessus.

En 1980, une première démonstration est proposée par Spohn [27], dans le cas d’un

potentiel borné, avec une donnée initiale ψ0 ∈ L2(R3), en passant directement à la limite

dans l’expression de ρN en série de perturbations. De plus, la convergence de ρN :k(t) vers

|ψ(t)⊗k〉〈ψ(t)⊗k| a alors lieu en norme trace (cf. l’appendice de [5] pour une démonstration

plus détaillée).

Afin de couvrir des potentiels plus singuliers, Bardos, Golse et Mauser ont récemment

proposé dans [3] une autre approche, consistant d’abord à passer à la limite dans le

système d’équations vérifié par (ρN :k)1≤k≤N . On obtient un système infini d’équations

pour toute valeur d’adhérence (ρ(k))k≥1 dont la suite des projecteurs (|ψ⊗k〉〈ψ⊗k|)k≥1 est

solution. Il reste alors à établir un théorème d’unicité pour ce système. Si la première

partie de cette stratégie est menée à bien dans [3] pour des potentiels coulombiens (avec

d’ailleurs une plus grande généralité sur les données initiales, cf. infra), la seconde partie

n’y est traitée que sous l’hypothèse V1 borné. Plus récemment, Erdös et Yau [11] ont

complété ce programme en démontrant l’unicité de ce même système dans une classe

de suites d’opérateurs à trace qui permet de contrôler les singularités coulombiennes du

potentiel.

2. LE CAS DES BOSONS : ESQUISSE DE LA DÉMONSTRATION

2.1. La hiérarchie BBGKY quantique

Écrivons l’équation sur ρN(t) = |ΨN(t)〉〈ΨN(t)| déduite de (3), dite équation de von

Neumann,

(12) i∂tρN = [HN , ρN ] .
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On en déduit le système suivant sur les traces partielles (ρN :k)1≤k≤N , que nous écrivons

pour les noyaux :

(13) i∂tρN :k(t, X, Y ) =

− (∆X − ∆Y )ρN :k(t, X, Y ) +
1

N

∑

1≤j<l≤k

(V1(|xj − xl|) − V1(|yj − yl|))ρN :k(t, X, Y )

+
N − k

N

∑

1≤j≤k

∫

R3

(V1(|xj − z|) − V1(|yj − z|))ρN :k+1(t, X, z, Y, z) dz , 1 ≤ k ≤ N − 1,

où l’on a regroupé les termes en utilisant la symétrie par rapport aux variables. En passant

à la limite formellement dans (13) lorsque N tend vers l’infini, on obtient un système infini

sur une suite d’inconnues (ρ(k))k≥1,

(14) i∂tρ
(k) = −(∆X − ∆Y )ρ(k)(t, X, Y )

+
∑

1≤j≤k

∫

R3

(V1(|xj − z|) − V1(|yj − z|))ρ(k+1)(t, X, z, Y, z) dz , k ≥ 1 .

Les systèmes (13) et (14) constituent la version quantique de la 〈〈hiérarchie BBGKY 〉〉

(Bogoliubov, Born et Green, Kirkwood, Yvon) introduite à partir des années 1930 en

mécanique classique. Nous renvoyons à [16] pour une introduction unifiée aux théories de

champ moyen dans les cadres classique et quantique.

Passons à la justification du passage à la limite ci-dessus. Montrons tout d’abord

l’existence d’une valeur d’adhérence (ρ(k)). Compte tenu du fait que les opérateurs ρN :k

sont positifs de trace 1, le seul point restant à élucider est l’équicontinuité en temps des

quantités Tr(AρN :k) lorsque N tend vers l’infini, et A décrit les opérateurs compacts. Par

un argument facile de densité, on peut supposer que le noyau de A est C∞ à support

compact dans R3k × R3k. On utilise alors l’équation (13) pour estimer la dérivée par

rapport à t de Tr(AρN :k). Seule la contribution du troisième terme au second membre de

(13) pose une difficulté, que l’on résout en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|ρN :k+1(t, X, z, Y, z)| ≤ ρN :k+1(t, X, z,X, z)
1/2ρN :k+1(t, Y, z, Y, z)

1/2

et le fait que le potentiel d’interaction appartient à L2(R3) + L∞(R3).

Théorème 2.1 ([3]). — Supposons de plus qu’il existe une constante B telle que l’énergie

totale EN du système vérifie, pour tout N ≥ 1,

(15) EN ≤ BN.

Alors toute valeur d’adhérence (ρ(k)) de (ρN :k) vérifie le système (14).

Remarquons que le résultat ci–dessus concerne des données beaucoup plus générales

que le théorème 1.2. Dans le cas d’une donnée du type ΨN,0 = ψ⊗N
0 et d’un potentiel

V1 vérifiant (10), on vérifie aisément que la condition (15) équivaut à ψ0 ∈ H1(R3). En
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outre, les hypothèses sur le potentiel V1 peuvent être affaiblies : la démonstration du

théorème 2.1 utilise seulement que la fonction V1 est continue sur ]0,+∞[, tend vers 0 à

l’infini et vérifie ∫ 1

0

r2(V1(r))
2 dr < +∞.

Preuve (esquisse). Compte tenu de la symétrie de ΨN par rapport aux N variables xj ,

la condition (15) assure que, pour tout j, la norme L2(R3N) de ∇xj
ΨN est bornée lorsque

N tend vers l’infini. Cette estimation induit la propriété de continuité suivante : pour

toute fonction a ∈ C∞
0 (R3k × R3k), le noyau

KN(t, z, w) =

∫

R3k×R3k

a(X, Y ) ρN :k+1(t, X, z, Y, w) dX dY

vérifie

sup
N≥1,t∈R

∫

R3

|KN(t, z + h, z) −KN(t, z, z)| dz ≤ C|h|.

Cette propriété permet de passer à la limite faible dans le troisième terme du second

membre de (13), les autres termes ne posant pas de problème.

Enfin, on vérifie facilement qu’une suite (ρ(k)) du type (|ψ⊗k〉〈ψ⊗k|) est solution de la

hiérarchie (14) dès que ψ est solution de l’équation de Hartree (11). Le théorème 1.2 sera

donc démontré dès que l’on aura établi un résultat d’unicité du problème de Cauchy pour

le système (14).

Remarquons par ailleurs que le système (13) fournit une (autre) introduction naturelle

de l’équation de Hartree (11) : si l’on cherche à 〈〈 fermer 〉〉 le système (13) dès la première

équation en déterminant une courbe ρ(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)| dans l’espace des projecteurs de

L2(R3) telle que ρ(1) = ρ et ρ(2) = ρ⊗ ρ vérifient la première équation de (13), on obtient

l’équation de Hartree pour ψ(t) (à un facteur de phase eiθ(t) près).

2.2. Un théorème d’unicité dans le cas d’un potentiel borné

Introduisons les opérateurs suivants agissant sur les espaces d’opérateurs à trace :

(16) Akγ
(k) (X, Y ) = −(∆X − ∆Y )γ(k)(X, Y ) ,

Ck,k+1γ
(k+1) (X, Y ) =

∑

1≤j≤k

∫

R3

(V1(|xj − z|) − V1(|yj − z|))γ(k+1)(X, z, Y, z) dz .

L’opérateur Ak est non borné sur l’espace de Banach L1(L2(R3k)) et engendre le groupe

d’isométries défini par

exp(−itAk)γ
(k) = exp(it∆)γ(k)exp(−it∆) .

En général, Ck,k+1 est un opérateur non borné de L1(L2(R3k+3)) dans L1(L2(R3k)).

Néanmoins, si V1 est une fonction bornée, alors on vérifie sans mal que Ck,k+1 est borné,

avec l’estimation

Tr(|Ck,k+1γ
(k+1)|) ≤ 2‖V1‖L∞ kTr(|γ(k)|) .
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Le résultat d’unicité souhaité est alors un cas particulier du lemme suivant (avec ν = 1) :

Lemme 2.2. — Soit (Ek)k≥1 une châıne d’espaces de Banach. Pour tout k, soit Ak un

opérateur non borné sur Ek engendrant un groupe à un paramètre d’isométries exp(−itAk)

sur Ek, et soit Ck,k+1 un opérateur borné de Ek+1 dans Ek. On suppose qu’il existe C > 0

tel que, pour tout k ≥ 1,

‖Ck,k+1‖Ek+1→Ek
≤ Ck .

Pour tout k, soit γ(k) ∈ C(R, Ek) vérifiant γ(k)(0) = 0 ; on suppose que la suite (γ(k))

vérifie le système infini

i∂tγ
(k) = Akγ

(k) + Ck,k+1γ
(k+1) , k ≥ 1

et qu’il existe ν > 0 tel que

(17) ∀k ≥ 1 , ∀t ∈ R , ‖γ(k)(t)‖Ek
≤ νk.

Alors γ(k)(t) = 0 pour tout k et pour tout t.

Preuve. La formule de variation de la constante donne

γ(k)(t) = −i

∫ t

0

exp(−i(t− s)Ak)Ck,k+1γ
(k+1)(s) ds ,

et les estimées sur les opérateurs entrâınent donc

‖γ(k)(t)‖Ek
≤ Ck

∣
∣
∣
∣

∫ t

0

‖γ(k+1)(s)‖Ek+1
ds

∣
∣
∣
∣
.

Pour tout T > 0, pour tout σ > 0, posons

Mσ(T ) = sup
|t|≤T

sup
k≥1

‖γ(k)(t)‖Ek

νk(1 + σ|t|)k

qui est fini grâce à l’hypothèse (17). Alors l’estimation ci–dessus conduit à

Mσ(T ) ≤ sup
|t|≤T

sup
k≥1

CνMσ(T )

(1 + σ|t|)k

∫ |t|

0

k(1 + σs)k+1 ds ≤
Cν

σ
(1 + σT )2Mσ(T ),

ce qui, si l’on choisit σ > 4Cν et et T = 1/σ, impose Mσ(T ) = 0, c’est–à–dire γ(k)(t) = 0

pour tout k ≥ 1 et pour |t| < (4Cν)−1. Le lemme résulte alors de l’invariance de l’équation

par translation en temps.

Le lemme ci–dessus est relié aux versions abstraites du théorème de Cauchy–Kowalevsky

développées dans les années 1970 par Ovcyannikov [24], Nirenberg [22], Nishida [23] et

Baouendi–Goulaouic [1].
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2.3. Le cas d’un potentiel coulombien : choix de la châıne d’espaces

Si le potentiel V1 présente une singularité coulombienne, l’opérateur Ck,k+1 n’est plus

borné de L1(L2(R3k+3)) dans L1(L2(R3k)) et la démonstration ci–dessus ne s’applique

plus. L’idée d’Erdös et Yau est d’introduire une nouvelle châıne d’espaces d’opérateurs

qui permette de se ramener au lemme 2.2. Introduisons, pour tout j,

Sj =
√

I − ∆j

et les 〈〈espaces de Sobolev d’opérateurs à trace 〉〉 suivants,

H1,(k) = {γ(k) ∈ L1(L2(R3k)), |S1 · · ·Sk γ
(k) Sk · · ·S1| ∈ L1(L2(R3k))} .

On vérifie que H1,(k) est un espace de Banach pour la norme

‖γ(k)‖H1,(k) = Tr(|S1 · · ·Sk γ
(k) Sk · · ·S1|) .

Il est par ailleurs trivial que Ak engendre un groupe d’isométries de H1,(k). De plus, Erdös

et Yau montrent le lemme suivant :

Lemme 2.3 ([11]). — Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout k ≥ 1, l’opérateur

Ck,k+1 est borné de H1,(k+1) dans H1,(k) avec une norme au plus égale à Ck.

La preuve du lemme 2.3 est un ensemble assez technique de manipulations sur les

opérateurs à traces, combinant des inégalités abstraites avec la version suivante, bien

connue, de l’inégalité de Hardy :

(18)

∫

R3

|ψ(x)|2

|x|2
dx ≤ 4

∫

R3

|∇ψ(x)|2 dx .

2.4. Le cas d’un potentiel coulombien : régularisation et propagation des

estimées

Pour achever la démonstration du théorème 1.2 en appliquant le lemme 2.2, il convient

de vérifier que les deux suites (γ(k)) = (ρ(k)) et γ(k) = (|ψ⊗k〉〈ψ⊗k|) satisfont à l’hypothèse

(17) de croissance géométrique des normes. Dans le cas de la seconde suite, cela ne pose

pas de problème dès que ψ0 ∈ H1(R3). Le cas de la première suite est beaucoup plus

délicat, car il faut propager des estimations dans H1,(k) par le flot du système (13). La

démarche la plus naturelle consiste bien sûr à remplacer l’opérateur S1 · · ·Sk par une

fonction de HN , et un premier pas dans cette direction est l’inégalité suivante, que l’on

déduit sans mal de la symétrie de ρN par rapport aux variables :

(19) ‖ρN :k(t)‖H1,(k) ≤ 2k Tr
((

I −
∆

N

)k

ρN(t)
)

, 2k ≤ N.

D’un autre côté, à t = 0, le second membre de (19) est plus délicat à estimer, car il

fait apparâıtre des termes du type ∆kψ0, dont l’estimation nécessite une trop grande

régularité pour ψ0. Pour pallier cet inconvénient, Erdös et Yau régularisent la donnée

ψ0 par le noyau de la chaleur exp(κ∆), où κ = κ(N) doit être choisi assez grand pour
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permettre d’estimer le second membre de (19), et assez petit pour que l’erreur commise

sur les données disparaisse par passage à la limite. C’est cette double contrainte qui

impose finalement la régularité additionnelle ψ0 ∈ H2(R3). En introduisant, pour tout

δ > 0, la solution Ψδ
N de (3) associée à la donnée initiale régularisée

Ψδ
N,0 = (eδ∆/Nψ0)

⊗N ,

on vérifie les estimées suivantes :

Lemme 2.4 ([11]). — Il existe C > 0 et, pour tous δ > 0, k ≥ 1, il existe N(δ, k) tel que,

pour tout N ≥ N(δ, k),
〈(

I −
∆

N

)k

Ψδ
N,0

∣
∣
∣Ψδ

N,0

〉

L2(R3N )
≤ (C‖ψ0‖H2)k .

De plus,

(20) sup
t∈R

‖Ψδ
N(t) − ΨN(t)‖L2(R3N ) ≤ δ‖ψ0‖H2 .

Il faut maintenant propager les estimées sur Ψδ
N . On est alors conduit à comparer les

puissances de (I − ∆/N) à celles de (I +HN/N), ce qui nécessite d’estimer des dérivées

d’ordre arbitraire de V1. C’est à ce stade qu’intervient pleinement l’hypothèse (10). La

singularité à l’origine impose alors de tronquer le potentiel V1 en le remplaçant par

V ε
1 (r) = θ

(
√
N r

ε

)

V1(r) ,

où θ est une fonction de classe C∞ valant 0 près de r = 0, et valant 1 pour r ≥ 1. On note

Hε
N l’hamiltonien correspondant, et Ψδ,ε

N la solution correspondante, avec donnée initiale

Ψδ
N,0. On démontre alors le lemme de perturbation suivant :

Lemme 2.5 ([11]). — Il existe β > 0, C̃ > 0 et, pour tous ε > 0, k ≥ 1, il existe un entier

Ñ(ε, k) tel que, pour tout N ≥ Ñ(ε, k),

C̃−k
(

βI −
∆

N

)k

≤
(

βI +
Hε

N

N

)k

≤ C̃k
(

βI −
∆

N

)k

.

De plus, il existe B > 0 tel que, pour tout t ∈ R,

(21) sup
δ>0

lim sup
N→∞

‖Ψδ,ε
N (t) − Ψδ

N(t)‖2
L2 ≤ B(1 + ‖ψ0‖

2
H2) ε|t| .

La démonstration du théorème 1.2 peut alors se conclure ainsi : à δ , ε fixés, on passe à

la limite dans le système (13) tronqué , selon le théorème 2.1, ou plutôt sa variante avec

le potentiel tronqué V ε
1 . On constate que la troncature et la régularisation de la donnée,

qui dépendent de N , disparaissent par passage à la limite quand N tend vers l’infini, de

sorte que la valeur d’adhérence (ρδ,ε,(k)) ainsi obtenue est solution de la hiérarchie BBGKY

(14) avec la condition initiale (|ψ⊗k
0 〉〈ψ⊗k

0 |), tout en vérifiant les estimations de croissance

géométrique (17) dans la châıne (H1,(k)), grâce aux lemmes 2.4 et 2.5. Le lemme 2.2 assure

donc que ρδ,ε,(k)(t) = |ψ(t)⊗k〉〈ψ(t)⊗k| pour tout t, et les estimations d’erreur (20) et (21)

permettent de passer à la limite quand ε et δ tendent vers 0.
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3. LE CAS DES FERMIONS

Les résultats dans ce cas sont plus récents et, dans le cas coulombien, n’ont probable-

ment pas atteint leur forme définitive. Aussi nous contentons-nous d’en donner un bref

aperçu.

3.1. Les déterminants de Slater

L’espace des phases fermionique est le sous–espace fermé L2
a(R

3N) de L2(R3N) constitué

des fonctions d’ondes antisymétriques en les N variables x1, · · · , xN de R3 ; il s’identifie

à
∧N (L2(R3)). Pour toute permutation σ de {1, · · · , N}, on désigne par Uσ l’opérateur

unitaire de L2(R3N) défini par

UσΨ(x1, · · · , xN) = Ψ(xσ(1), · · · , xσ(N)),

de sorte que le projecteur orthogonal sur L2
a(R

3N) est PN = (N !)−1ΣN , avec

ΣN =
∑

σ

ε(σ)Uσ.

Si (ψ1, · · · , ψN ) est un système orthonormé de L2(R3), on normalise l’élément ψ1∧· · ·∧ψN

de L2
a(R

3N) en posant

(22) S(ψ1, · · · , ψN)(x1, · · · , xN ) =
1

√
N !

det(ψj(xk))1≤j,k≤N .

Les références historiques pour l’introduction de ces quantités comme Ansatz de l’équation

de Schrödinger stationnaire sont Fock [13] et Slater [26]. Les traces partielles du projecteur

orthogonal associé

ρS
N = |S(ψ1, · · · , ψN)〉〈S(ψ1, · · · , ψN )|

sont données par les expressions suivantes :

(23) ρS
N :1 =

1

N

N∑

j=1

|ψj〉〈ψj | , ρS
N :k =

Nk(N − k)!

N !
(ρS

N :1)
⊗k Σk .

Ces formules inspirent la définition suivante, introduite dans [4].

Définition 3.1. — Pour tout N , soit ρN un opérateur positif sur L2(R3N) de trace 1, et

qui commute aux opérateurs Uσ. On dit que la suite (ρN ) vérifie la propriété de fermeture

de Slater si, pour tout entier k ≥ 1, quand N tend vers l’infini,

Tr(|ρN :k − (ρN :1)
⊗kΣk|) → 0 .
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3.2. Le système de Hartree-Fock

Revenons à la hiérarchie (13) et cherchons cette fois un système orthonormé mobile de

N vecteurs (ψ1(t), · · · , ψN(t)) tel que

ρ(1)(t) = (|S(ψ(t), · · · , ψN(t)〉〈S(ψ(t), · · · , ψN(t)|):1 , ρ(2)(t) = (ρ(1)(t) ⊗ ρ(1)(t))Σ2

vérifie la première équation de (13),

i∂tρ
(1)(t, x, y) = −(∆x −∆y)ρ

(1)(t, x, y)+

∫

R3

(V1(|x− z|)−V1(|y− z|))ρ(2)(t, x, z, y, z) dz .

Après une renormalisation convenable, on aboutit au système d’évolution de Hartree–

Fock, introduit par Dirac [12],

(24) i∂tψj = −∆ψj +Wψj −
1

N

N∑

l=1

Wjlψl , 1 ≤ j ≤ N,

W (t, x) =

∫

R3

V1(|x−z|)
1

N

N∑

l=1

|ψl(t, z)|
2 dz , Wjl(t, x) =

∫

R3

V1(|x−z|)ψj(t, z)ψl(t, z) dz.

Notons qu’au potentiel d’interaction moyenneW déjà présent dans l’équation de Hartree (11)

s’est ajouté un 〈〈potentiel d’échange 〉〉 Wjl. On peut également obtenir le système (24)

comme une évolution hamiltonienne sur L2(R3)N associée à l’énergie

(25) EHF
N =

N∑

j=1

∫

R3

|∇ψj |
2 dx+

1

2N

∫

R3×R3

V1(|x− z|)

((∑

j

|ψj(x)|
2
)(∑

j

|ψj(z)|
2
)

−
∣
∣
∑

j

ψj(x)ψj(z)
∣
∣
2
)

dx dz.

Le problème de Cauchy pour (24) ne pose pas de difficultés si V1 est borné. Dans le cas

d’un potentiel coulombien, il a été étudié par Chadam et Glassey [10] puis par Bove, Da

Prato et Fano [7] dans le formalisme des opérateurs.

Théorème 3.2 ([10], [7]). — On suppose V1 coulombien. Pour tout entier m ≥ 1, pour

tout système orthonormé de L2(R3) (ψ1,0, · · · , ψN,0) constitué de fonctions de Hm(R3),

il existe une unique solution (ψ1, · · · , ψN) ∈ C(R, Hm(R3)N ) au système (3.2) avec la

donnée initiale (ψ1,0, · · · , ψN,0) en t = 0. De plus, le système (ψ1(t), · · · , ψN (t)) est

orthonormé pour tout t, et l’énergie (25) est constante au cours du temps.

3.3. Le théorème d’approximation

Le résultat suivant est dû à Bardos, Golse, Gottlieb et Mauser.

Théorème 3.3 ([4]). — Soit (ψj,0)j≥1 un système orthonormé de L2(R3)). Pour tout

N ≥ 1, on désigne par ΨN la solution de l’équation de Schrödinger (3) ayant pour
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donnée initiale ΨN,0 = S(ψ1,0, · · · , ψN,0). On note par ailleurs (ψ
(N)
1 , · · · , ψ

(N)
N ) la solu-

tion du système de Hartree–Fock (24) avec la donnée initiale (ψ1,0, · · · , ψN,0), et ΨS
N(t) =

S(ψ
(N)
1 (t), · · · , ψ

(N)
N (t)) le déterminant de Slater correspondant. Alors les projecteurs

ρN(t) = |ΨN(t)〉〈ΨN(t)| et ρS
N(t) = |ΨS

N(t)〉〈ΨS
N(t)| vérifient, pour tout k ≥ 1, lorsque

N tend vers l’infini,

Tr(|ρN :k(t) − ρS
N :k(t)|) → 0.

La démonstration de ce théorème est basée sur une analyse du second membre du

système (13) pour la différence ρN :k − ρS
N :k, combinée avec une adaptation de la démons-

tration du lemme d’unicité (2.2). Pour |t| au plus de l’ordre de l’inverse de ‖V1‖L∞, on

peut estimer la norme trace de la différence ρN :k(t) − ρS
N :k(t) par νk/N (cf [5]), mais ces

estimations se dégradent vite au cours du temps.

La même approche montre, plus généralement, que la propriété de fermeture de Slater

est conservée par la hiérarchie (13).

Dans le cas d’un potentiel coulombien répulsif, un résultat tout récent des mêmes

auteurs [6] établit, en adaptant les techniques d’Erdös et Yau, un résultat analogue, mais

sous des hypothèses beaucoup plus fortes sur les données initiales. Pour tout m ≥ 1, on

demande que

sup
N≥1

1

N

N∑

j=1

‖ψj,0‖
2
Hm(R3) < +∞.

4. REMARQUES ET QUESTIONS OUVERTES

4.1. Le problème de la régularité des données

Le théorème de Kato 0.1 assure l’existence d’un groupe à un paramètre unitaire sur

L2(R3N). Par ailleurs, on peut aussi vérifier (bien que cela ne soit pas explicitement écrit

dans [15]) que l’équation de Hartree (11) est bien posée dans L2(R3). L’idée est d’utiliser

les propriétés dispersives du flot de Schrödinger sur R3 à travers les inégalités suivantes,

dites de Strichartz (voir par exemple [9]),
(∫

R

‖eit∆f‖p
Lq(R3) dt

)1/p

≤ C‖f‖L2(R3)

pour tout couple (p, q) de nombres réels vérifiant

2

p
+

3

q
=

3

2
, p ≥ 2 ,

en s’inspirant d’une démonstration analogue donnée par Tsutsumi [28] pour une équation

de Schrödinger avec une perturbation non linéaire locale.

Il est donc naturel de se demander si le théorème 1.2 reste vrai pour des données

ψ0 ∈ L2(R3) (ce qui est déjà connu, comme on l’a dit, si le potentiel est borné). Dans
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le cas coulombien, la réponse à cette question nécessiterait sans doute de comprendre ce

que deviennent les inégalités de Strichartz sur la solution ΨN et sur les opérateurs ρN :k,

et en quoi elles peuvent éviter le recours à la châıne d’espaces (H1,(k)), qui est une grosse

consommatrice de dérivées... En outre, cette approche pourrait se révéler utile dans le

cas des fermions, les inégalités de Strichartz pouvant également s’appliquer au système

de Hartree-Fock.

4.2. Principe d’exclusion de Pauli et énergie d’interaction

Dans le cas d’un potentiel coulombien répulsif, la pertinence de l’approximation par le

système de Hartree-Fock se heurte à la remarque suivante, qui nous a été communiquée

par C. Bardos et F. Golse. Si (ψ1, · · · , ψN) est un système orthonormé de L2(R3) un

résultat de Lieb–Thirring [21] assure que la densité moyenne

ρ̃(x) =
1

N

N∑

j=1

|ψj(x)|
2

est contrôlée à l’aide de l’énergie cinétique moyenne

T =
1

N

N∑

j=1

∫

R3

|∇ψj|
2 dx

selon l’inégalité
∫

R3

ρ̃(x)5/3 dx ≤ AN−2/3T

où A est une constante universelle. En combinant cette information avec l’inégalité de

Hardy–Littlewood–Sobolev, on constate que
∫

R3×R3

ρ̃(x) ρ̃(y)

|x− y|
dx dy ≤ B ‖ρ̃‖2

L6/5 ≤ BN−1/3T 1/2.

Il en résulte que, si l’énergie moyenne de Hartree–Fock EHF
N /N est bornée, l’énergie

d’interaction tend uniformément vers 0 comme N−1/3. En reportant cette information

dans le système (3.2), on en déduit que la solution (ψ
(N)
1 , · · · , ψ

(N)
N ) de ce système est

approchée pour tout temps par la solution de l’équation de Schrödinger libre selon

1

N

N∑

j=1

‖ψ
(N)
j (t) − eit∆ψj,0‖

2
L2 ≤ CN−1/3 .

Dans ce cas, la pertinence du système de Hartree–Fock par rapport au système de

Schrödinger libre ne serait confirmée que si l’approximation établie dans la version coulom-

bienne du théorème 3.3 était d’ordre supérieur. Ce fait ne semble pas être une conséquence

des résultats de [6].

Une autre interprétation de ce phénomène pourrait être que la normalisation (6), si

elle est justifiée dans le cas des bosons, devient trop brutale dans le cadre du principe
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d’exclusion de Pauli, et qu’il conviendrait de la remplacer par une normalisation mieux

adaptée aux interactions coulombiennes des fermions.

BIBLIOGRAPHIE

[1] M.S. Baouendi, C. Goulaouic – Remarks on the abstract form of nonlinear

Cauchy–Kovalevsky theorems. Comm. Partial Differential Equations 2 (1977), 1151–

1162.

[2] C. Bardos, L. Erdös, F. Golse, N. Mauser, H.T. Yau – Derivation of the

Schrödinger–Poisson equation from the quantum N–body problem. C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. I 334 (2002), 515-520.

[3] C. Bardos, F. Golse, N. Mauser – Weak coupling limit of the N–particle

Schrödinger equation. Methods and Appl. of Analysis 7 (2000), 275–293.

[4] C. Bardos, F. Golse, A. Gottlieb, N. Mauser – Mean field dynamics of

fermions and the time-dependent Hartree-Fock equation. J. Math. Pures Appl. 82

(2003), 665–683.

[5] C. Bardos, F. Golse, A. Gottlieb, N. Mauser – Accuracy of the time–

dependent Hartree-Fock approximation for uncorrelated initial states, J. Stat. Phys.

115 (2004), à parâıtre.
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OBSTRUCTIONS AU PRINCIPE DE HASSE
ET À L’APPROXIMATION FAIBLE

par Emmanuel PEYRE

Introduction

Face à un système d’équations polynomiales à coefficients entiers, les questions de l’exis-

tence d’une solution à coordonnées entières ou rationnelles sont les premières qui viennent

à l’esprit. Bien que les travaux de Davis, Putnam, Robinson, Matijacevič et Čudnovskǐı

(cf. [Az] et [Ma2]) sur le dixième problème de Hilbert aient montré que l’existence d’une

solution entière ne peut être déterminée de façon algorithmique, le problème analogue

sur Q est toujours ouvert et il est raisonnable de chercher des critères d’existence de so-

lutions rationnelles pour certaines classes de variétés. Une condition nécessaire évidente

pour l’existence d’une telle solution est l’existence d’une solution sur le corps des réels

et sur tout complété p-adique de Q. Hasse fut le premier à étudier de manière systéma-

tique la réciproque de cette condition nécessaire. En s’appuyant sur les progrès du corps

de classes, il put démontrer cette réciproque pour certaines classes de variétés, dont les

quadriques [Hasse1], qui avaient été antérieurement étudiées par Legendre et Minkowski

[Mi]. Mais ce passage du local au global ne s’étend pas à tout système d’équations. Hasse

lui-même donna des contre-exemples à cette réciproque [Hasse2]. Par la suite, ceux-ci se

multiplièrent : Reichardt [Re] et Lind [Li] vers 1940 produisirent de manière indépendante

une courbe de genre un, intersection de deux quadriques qui n’admet pas de points sur

Q mais en admet sur tous ses complétés (cet exemple est également décrit dans [Ca]).

La construction d’autres contre-exemples parmi les variétés géométriquement rationnelles

demanda plus de temps, mais Swinnerton-Dyer en exhiba en 1962 au sein des surfaces

cubiques non singulières [SD1]. En 1970, dans son exposé au congrès international de Nice

[Ma1], Manin décrivit un critère général basé sur la formule de réciprocité de la théorie du

corps de classes qui permit d’expliquer tous les contre-exemples antérieurs (cf. [CTKS]).

De manière plus précise, supposons que V soit une variété projective, lisse et géométrique-

ment intègre sur Q et notons V (AQ) l’espace adélique associé à V , c’est-à-dire l’espace

topologique produit V (R) ×
∏

p V (Qp) où p décrit l’ensemble des nombres premiers. Le
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principe du critère de Manin est de construire une partie V (AQ)Br de V (AQ) qui contient

l’adhérence de l’ensemble des points rationnels dans l’espace adélique. Si V (AQ) 6= ∅ mais

que V (AQ)Br est vide, alors V n’admet pas de point rationnel sur Q, alors qu’elle en ad-

met sur tous ses complétés. Cette construction fournit également des contre-exemples à

l’approximation faible : si V (AQ)Br 6= V (AQ), alors les points rationnels de V ne sont

pas denses dans l’espace adélique (cf. [CTS3]).

Muni de cette construction, on peut alors affiner les questions précédentes de la façon

suivante : étant donnée une variété projective, lisse et géométriquement intègre telle que

V (AQ)Br soit non vide,

– la variété V admet-elle un point rationnel ?

– L’ensemble de ces points rationnels est-il dense dans V (AQ)Br ?

Ces questions ont été explorées par de nombreux auteurs parmi lesquels on peut citer

Borovoi, Colliot-Thélène, Harari, Salberger, Sansuc, Skorobogatov et Swinnerton-Dyer et

une réponse positive à la seconde question fut obtenue pour diverses classes de variétés

géométriquement rationnelles. Deux types de méthodes se sont révélées particulièrement

efficaces. La première dite de descente consiste à construire des morphismes

fi : Wi → V

de sorte que Wi soit plus simple du point de vue arithmétique et de déduire le résultat

pour V des propriétés des Wi. Cette méthode fut systématisée par Colliot-Thélène et

Sansuc ([CTS1], [CTS2], [CTS3], [CTS4] et [CTS5]) à l’aide des torseurs universels. La

seconde dite de fibration s’applique dans le cas où l’on dispose d’un morphisme

p : V → B.

On cherche alors à déduire le résultat pour V des résultats connus pour les fibres de p.

Tous les experts se doutaient que la non-vacuité de V (AQ)Br n’entraîne pas toujours

celle de V (Q), mais l’obtention d’un tel contre-exemple se révéla difficile. En 1999, dans

[Sk3], Skorobogatov fut le premier à exhiber un exemple explicite de variété V vérifiant

V (AQ)Br 6= ∅ et ne possédant pas de points rationnels. Ce contre-exemple peut s’expliquer

à l’aide d’un analogue non commutatif de l’obstruction de Brauer-Manin dû à Harari et

Skorobogatov [HS]. Par ailleurs, Sarnak et Wang en 1995 dans [SW], puis Poonen en 2001

dans [Po] montrent que des conjectures de Lang impliquent l’existence de variétés sans

point rationnel qui échappent au critère de Manin et à ses généralisations non abéliennes.

Dans la première partie de ces notes, nous revenons sur les notions de principe de Hasse

et d’approximation faible, la seconde partie est consacrée à la description du critère de

Brauer-Manin, la troisième aux méthodes utilisées pour montrer la densité des points

rationnels dans l’espace V (AK)Br et la quatrième aux contre-exemples à cette densité.

Nous terminons par des extensions de cette démarche à d’autres cadres.
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1. LE PRINCIPE DE HASSE ET L’APPROXIMATION FAIBLE

1.1. Terminologie

Fixons quelques notations pour la suite de cet exposé.

Notations 1.1. — Désormais K désigne un corps de nombres, OK son anneau des entiers

et MK l’ensemble des places de K. Pour toute place v de K, on note Kv le complété

de K pour la topologie définie par v. Si la place v est non archimédienne, on note Ov

l’anneau des entiers de Kv. Si X est un schéma sur le spectre d’un anneau A et B une

A-algèbre commutative, on note X (B) l’ensemble HomSpec(A)(Spec(B),X ) et X B le

produit X ×Spec(A) Spec(B). En particulier, si V est une variété sur un corps F , F une

clôture algébrique de F et F s la clôture séparable de F dans F , V (F ) est l’ensemble des

points rationnels de V et V (resp. V s) désigne la variété VF (resp. VF s) sur F (resp. F s).

Nous dirons qu’une variété V sur un corps F est une bonne variété si elle est pro-

jective, lisse et géométriquement intègre. Deux variétés intègres V et W sur F sont

F -birationnellement équivalentes si un ouvert non vide de V est isomorphe à un ouvert de

W. Une variété intègre V est dite F -rationnelle si elle est F -birationnellement équivalente

à un espace projectif. Une variété géométriquement intègre V est dite géométriquement

rationnelle si V est F -rationnelle.

Une bonne variété V sur un corps F est dite F -rationnellement connexe s’il existe

une variété M , un ouvert non vide U du produit P1 ×M et un morphisme e : U → V

de sorte que l’application induite U ×M U → V ×F V soit dominante. On dit que V est

géométriquement rationnellement connexe si V est F -rationnellement connexe ; autrement

dit, il existe une famille de courbes rationnelles sur V de sorte que deux points généraux

de V (F ) puissent être reliés par une courbe de cette famille.

Si V est une variété irréductible et V un modèle de V sur Spec(OK), c’est-à-dire

que V K est isomorphe à V , alors pour toute place non archimédienne v de K, on a

une application naturelle jv : V (Ov) → V (Kv). L’espace des adèles associé à V est

défini comme l’ensemble des (xv)v∈MK
du produit

∏

v∈MK
V (Kv) tels que xv appartienne

à l’image de jv pour tout v en dehors d’une partie finie de MK . Cet espace topologique

est indépendant du modèle choisi et si V est projective, il coïncide avec le produit.

1.2. Passage du local au global

Si V est une variété sur le corps de nombres K, on a une implication évidente :

(1) V (K) 6= ∅ =⇒ ∀v ∈MK , V (Kv) 6= ∅.

L’intérêt de ce critère provient du fait qu’il est algorithmiquement possible de déterminer

si la condition

∀v ∈ MK , V (Kv) 6= ∅
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est vérifiée ou pas. En effet, si Kv est isomorphe au corps des réels, la vacuité de V (Kv)

est une question décidable grâce aux travaux de Tarski et Seidenberg (cf. [Ta] et [Sei]) ; le

lemme de Hensel et ses généralisations montrent que pour toute place non archimédienne

v de K correspondant à un idéal premier p de OK , déterminer si V (Kv) est non vide se

réduit à étudier des solutions d’équations polynomiales sur OK/p
n pour un n convenable

et, par conséquent, est décidable. Enfin les estimations de Lang-Weil [LW] permettent de

montrer que si V n’est pas vide, alors V (Kv) 6= ∅ pour toute place v en dehors d’une

partie finie de MK que l’on peut déterminer explicitement.

Hasse fut le premier à étudier de façon systématique la réciproque de l’implication (1).

Il énonça en particulier le résultat suivant :

Théorème 1.2 (Hasse [Hasse1], Minkowski [Mi]). — Une forme quadratique
∑n

i=1 aix
2
i

à coefficients dans Q admet un zéro non trivial dans Qn si et seulement si elle en a sur

tout complété de Q.

Le cas n = 2 est élémentaire, le cas n = 3 remonte à Legendre. La difficulté de la

démonstration réside dans le passage de trois à quatre variables qui utilise le théorème

de la progression arithmétique de Dirichlet et la formule de réciprocité de Gauss. Nous

suggérons à l’auditeur de cet exposé qui n’aurait jamais lu la démonstration de ce théorème

de se reporter à l’article de Hasse [Hasse1] ou au cours d’arithmétique de Serre [Se2]. Ce

résultat se généralise à tout corps de nombres.

Une autre famille d’équations considérée par Hasse est celle associée aux normes d’ex-

tensions galoisiennes cycliques de corps.

Théorème 1.3 (Hasse [Hasse2]). — Soit L/K une extension galoisienne cyclique de corps

de nombres. Notons NL/K : L× → K× le morphisme de norme. Un élément a de K×

appartient à son image si et seulement si, pour toute place v de K et toute extension w

de v à L, a appartient à l’image de la norme NLw/Kv .

Dans ce cas, si (e1, . . . , en) est une base du K-espace vectoriel L, la variété considérée

est la variété affine définie par l’équation

NL/K

( n∑

i=1

Xiei

)

= a.

1.3. Le principe de Hasse et l’approximation faible

Pour une variété V arbitraire sur un corps de nombres K, il est aisé de donner des

contre-exemples à la réciproque de (1). Considérons par exemple le polynôme

P (X) = (X2 − 3)(X2 + 3)(X2 + 1)(X2 + 23).

Pour tout nombre premier p impair, le groupe F×
p /F

×
p

2 est cyclique d’ordre 2. Par consé-

quent si p > 5, au moins un des entiers −1, 3 ou −3 est un carré modulo p et donc
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dans Qp. D’autre part −23 est un carré dans Q2 et Q3. Enfin 3 est un carré sur R. Le

polynôme P a donc une racine dans chacun des complétés de Q. Toutefois, il n’a pas de

racine sur Q.

Plus généralement, si (Vi)i∈I est une famille finie de sous-variétés d’une variété V sur

le corps de nombres K telle que

∀v ∈MK , ∃i ∈ I, Vi(Kv) 6= ∅

et

∀i ∈ I, ∃v ∈MK , Vi(Kv) = ∅,

alors
⋃

i∈I Vi est un contre-exemple à la réciproque de (1).

D’autre part, si on considère la surface affine S d’équation

Y 2 + Z2 = −(X2 − 3)2(X2 + 3)(X2 + 1)(X2 + 23),

cette surface est irréductible, les remarques faites sur les racines de P montrent qu’elle

admet un point sur chaque complété de Q, mais ses seuls points réels sont (
√

3, 0, 0) et

(−
√

3, 0, 0) qui ne sont pas définis sur Q. On obtient à nouveau un contre-exemple à

la réciproque de (1). Là encore, cet exemple se généralise aisément en considérant des

variétés dont les seuls points sur un des complétés sont des points singuliers.

Par contre, si V est une variété géométriquement irréductible, v une place de K et x0

un point lisse de V (Kv), le théorème des fonctions implicites [Bki, VAR, §1, n◦5] assure

qu’il existe un homéomorphisme d’un voisinage ouvert de x0 pour la topologie v-adique

sur un ouvert de Kdim(V )
v . En particulier, V (Kv) est dense dans VKv pour la topologie de

Zariski. Les arguments qui précèdent ne permettent donc plus de montrer la vacuité de

V (K).

Ces considérations amènent aux définitions qui suivent :

Définition 1.4. — On dira par la suite qu’une bonne variété V sur le corps de nombres

K vérifie le principe de Hasse si et seulement si elle vérifie l’implication suivante

(∀v ∈MK , V (Kv) 6= ∅) =⇒ V (K) 6= ∅.

On dira qu’une bonne variété V sur le corps de nombres K vérifie l’approximation

faible si et seulement si l’ensemble des points rationnels V (K) est dense dans l’espace

topologique produit
∏

v∈MK
V (Kv).

Remarques 1.5. — (i) Si le produit
∏

v∈MK
V (Kv) n’est pas vide, la variété V vérifie

l’approximation faible si et seulement si V (K) est dense dans
∏

v∈S V (Kv) pour toute

partie finie S de MK .

(ii) Notons qu’avec ces définitions, toute variété qui vérifie l’approximation faible vérifie

également le principe de Hasse.
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Ces deux propriétés sont des invariants birationnels des bonnes variétés :

Proposition 1.6. — Soient V et V ′ deux bonnes variétés sur le corps de nombres K

qui sont K-birationnellement équivalentes. Alors V vérifie le principe de Hasse (resp.

l’approximation faible) si et seulement s’il en est de même pour V ′.

Cette proposition découle du lemme de Nishimura [Ni], qui assure que l’existence d’un

point rationnel est un invariant birationnel des bonnes variétés, et du théorème des fonc-

tions implicites.

1.4. Classes de variétés vérifiant le principe de Hasse et l’approximation

faible

L’approximation faible et, par conséquent, le principe de Hasse ont été démontrés pour

plusieurs familles de variétés. Nous en donnerons ici deux exemples qui nous semblent

particulièrement marquants :

Théorème 1.7. — Si V est une variété de drapeaux généralisée sur K, c’est-à-dire une

variété projective homogène sous l’action d’un groupe algébrique linéaire connexe, alors V

vérifie l’approximation faible et le principe de Hasse.

Ce résultat englobe le résultat de Legendre, Hasse et Minkowski sur les quadriques et

celui de Châtelet sur les variétés de Severi-Brauer, c’est-à-dire les K-formes des espaces

projectifs. Eichler [Ei], Landherr [Lan], Kneser [Kn], Harder [Harder1] [Harder2] et Cher-

nousov [Che] ont montré le principe de Hasse pour les espaces principaux homogènes

sous un groupe algébrique semi-simple simplement connexe. Platonov et Rapinchuk ont

prouvé l’approximation faible pour ces groupes [PR, theorem 7.8]. Les travaux de Harder

[Harder3, Satz 4.3.3] et Borovoi [Bo1] permettent d’en déduire le théorème qui précède.

Le second résultat que je souhaite mentionner est une conséquence de la méthode du

cercle et s’applique aux intersections complètes lisses dans l’espace projectif lorsque la

dimension est grande relativement aux degrés des équations.

Théorème 1.8 (Hardy, Littlewood, Davenport, Birch [Bir]). — Si V ⊂ PN
Q est une

intersection complète non singulière définie par des équations f1,. . . ,fm de même degré d

avec

N > 2d−1m(m+ 1)(d− 1),

alors V vérifie l’approximation faible et le principe de Hasse.

Pour les cubiques, ce résultat vaut en fait dès que N > 8 (Heath-Brown [HB] et Hooley

[Ho1], [Ho2], cf. l’exposé de Deshouillers [De]).

La méthode du cercle s’applique aussi à des équations de degrés différents (cf. les travaux

de Schmidt [Sch]) et fournit également des résultats sur un corps de nombres (Skinner

[Skinner]).
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2. L’OBSTRUCTION DE BRAUER-MANIN

2.1. Un premier contre-exemple au principe de Hasse

Hasse lui-même savait que le théorème 1.3 qu’il avait démontré pour les extensions

de corps cycliques L/K ne se généralisait pas : il connaissait des exemples d’extension

galoisienne L/K de groupe de Galois Z/2Z× Z/2Z telle que l’équation

NL/K(x) = a

avec a un élément de K a une solution sur tous les complétés de K mais n’en possède pas

sur K.

Le principe de Hasse n’est donc pas toujours vérifié. Je voudrais en donner mainte-

nant un exemple dû à Iskovskih [Is] qui fut revisité par Colliot-Thélène, Coray et Sansuc

[CTCS]. On considère la surface S fibrée en coniques définie sur Q par l’équation

(2) Y 2 + Z2 = (3 −X2)(X2 − 2).

Rappelons (cf. [Se2, chap. III]) que si v est une place de Q et si a, b sont deux éléments

inversibles de Qv, le symbole de Hilbert (a, b)v est défini par

(a, b)v =







1 si Z2 − aX2 − bY 2 = 0 a une solution non nulle dans Q3
v,

−1 sinon,

que ce symbole est bilinéaire et qu’il vérifie la formule du produit :

∀a, b ∈ Q×,
∏

v∈MQ

(a, b)v = 1

qui découle de la formule de réciprocité quadratique de Gauss. En outre, on dispose des

formules explicites suivantes :

- si p est un nombre premier impair et a ∈ Q×
p ,

(−1, a)p = (−1)vp(a)ǫ(p)

où ǫ(p) est la classe de (p− 1)/2 modulo 2,

- si a = 2ku avec u ∈ Z×
2 , on a

(−1, a)2 = (−1)ǫ(u)

- et si a ∈ R×,

(−1, a)∞ =
a

|a|
.

Si v est une place de Q et x un élément de Qv tel que (3 − x2)(x2 − 2) soit inversible,

alors la conique définie par Y 2 +Z2 = (3− x2)(x2 − 2) admet un point défini sur Qv si et

seulement si

(3) (−1, 3 − x2)v = (−1, x2 − 2)v.
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Des expressions qui précèdent on déduit que cette condition est vérifiée pour tout x de

Qp tel que (3 − x2)(x2 − 2) soit inversible si 4 | p − 1. Si 4 | p − 3, cette égalité vaut

dès que vp(x) < 0. Pour p = 2, elle est vérifiée pour x = 0 et sur R on l’obtient pour

x ∈]−
√

3,−
√

2[∪]
√

2,
√

3[. Il en résulte que la surface définie par (2) admet un point lisse

sur tout complété de Q. Supposons que (x, y, z) ∈ Q3 soit solution de (2). Notons tout

d’abord que (3 − x2)(x2 − 2) 6= 0. D’autre part, les formules qui précèdent donnent que

– si p est un nombre premier tel que 4 | p− 1, alors (−1, 3 − x2) = 1,

– si p est un nombre premier congru à 3 modulo 4, alors soit vp(x) < 0 auquel cas

on obtient (−1, 3 − x2) = 1 ; soit vp(x) > 0, mais la relation x2 − 2 = 1 − (3− x2)

fournit vp(x
2−2) = 0 ou vp(3−x

2) = 0 et en utilisant la relation (3), on en déduit

que (−1, 3 − x2) = 1.

– Pour p = 2, si v2(x) > 0, alors 3 − x2 ≡ 3 mod 4 et donc (−1, 3 − x2) = −1 ; de

même si v2(x) < 0, alors 3/x2 −1 ≡ 3 mod 4 et donc (−1, 3−x2)2 = −1. Enfin si

v2(x) = 0, alors x2 ≡ 1 mod 8 d’où (3 − x2)/2 ≡ 1 mod 4 et x2 − 2 ≡ 3 mod 4,

ce qui contredit la relation (3).

– Pour la place archimédienne, la relation (−1, 3 − x2)∞ = (−1, x2 − 2)∞ entraîne

x ∈] −
√

3,
√

3[ et donc (−1, 3 − x2)∞ = 1.

En définitive, on a obtenu

(−1, 3 − x2)v =







1 si v 6= 2,

−1 si v = 2.

Mais ceci implique la relation
∏

v∈MQ

(−1, 3 − x2)v = −1,

ce qui contredit la formule du produit. L’équation (2) n’a donc pas de solution sur Q.

Un modèle projectif et lisse S̃ de S est obtenu en recollant les deux sous-variétés lisses

de A1
Q ×P2

Q d’équations respectives

Y 2 + Z2 = (3 −X2)(X2 − 2)T 2

et

Y 2 + Z2 = (3X2 − 1)(1 − 2X2)T 2.

Cette dernière n’ayant pas de point rationnel pour X = 0, on obtient que S̃ ne vérifie pas

le principe de Hasse.

Le critère de Brauer-Manin est une généralisation de cet exemple, la formule de réci-

procité de la théorie du corps de classes prenant le rôle de la formule du produit pour les

symboles de Hilbert.
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2.2. Rappels sur le groupe de Brauer cohomologique des variétés

Avant de passer au critère lui-même, nous rappelons ici quelques propriétés du groupe

de Brauer cohomologique qui nous seront utiles par la suite (cf. [Ma3, chap. VI]).

Notations 2.1. — Si V est une variété lisse et géométriquement intègre sur un corps F ,

on note Pic(V ) le groupe de Picard de V et Br(V ) le groupe de Brauer cohomologique de

V , c’est-à-dire le groupe

Br(V ) = H2
ét(V,Gm),

où Gm désigne le faisceau associé au groupe multiplicatif, qui à une variété U associe

Γ(U,OU)×. Si V est le spectre d’un corps F , son groupe de Brauer peut être décrit

comme un groupe de cohomologie galoisienne

Br(Spec(F )) = H2(Gal(F s/F ), F s×),

où Gal(F s/F ) désigne le groupe de Galois de l’extension F s/F . Dans ce cas, ce groupe

coïncide avec le groupe des classes d’équivalence d’algèbres simples centrales sur F pour

la relation d’équivalence ∼ définie par A ∼ B si et seulement s’il existe deux entiers

strictement positifs m, n et un isomorphisme d’algèbres Mm(A) −̃→ Mn(B), la loi de

groupe étant induite par le produit tensoriel des algèbres simples centrales sur le corps

F (cf. [Se1, X, §5]). Si v est une valuation discrète de rang un sur F , de corps résiduel

parfait κ(v), on dispose d’un morphisme résidu

∂v : Br(F ) → Homcont

(
Gal

(
κ(v)/κ(v)

)
,Q/Z

)
.

Si F est un corps local non archimédien ce morphisme induit un isomorphisme

invv : Br(F ) −̃→ Q/Z

(cf [Se1, XII §3]). D’autre part, le groupe Br(R) est isomorphe à Z/2Z, engendré par la

classe de l’algèbre de quaternions. Pour toute place v du corps de nombres K, on dispose

donc d’un morphisme injectif canonique

invv : Br(Kv) → Q/Z.

La théorie du corps de classes global (cf. [NSW, theorem 8.1.17]) fournit alors une suite

exacte naturelle :

(4) 0 → Br(K) →
⊕

v∈MK

Br(Kv)

P

v∈MK

invv

−−−−−−→ Q/Z → 0.

Notons au passage que l’injectivité du morphisme de gauche peut se réinterpréter comme le

principe de Hasse pour les variétés de Severi-Brauer ; d’autre part, la formule de réciprocité

du corps de classes, c’est-à-dire le fait que cette suite forme un complexe, implique la

formule du produit pour les symboles de Hilbert.

Décrivons deux méthodes pour construire des éléments dans le groupe de Brauer d’une

variété.
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Si V est une variété intègre sur un corps F , de corps de fonctions F (V ), la contravariance

du groupe de Brauer fournit un morphisme

Br(V ) → Br(F (V )).

Si V est une bonne variété sur un corps F de caractéristique 0, il découle des théorèmes

de pureté de Grothendieck [Gr, §6.7] que ce morphisme induit un isomorphisme de Br(V )

sur
⋂

v∈P(F (V )/F )

ker(∂v)

où P(F (V )/F ) désigne l’ensemble des valuations discrètes de rang un sur F (V ) dont la

restriction à F est triviale. On retrouve en particulier que le groupe de Brauer est un

invariant birationnel des bonnes variétés (cf. [Gr, corollaire 7.5]).

Si V est une bonne variété sur un corps F de caractéristique nulle, la suite spectrale de

Hochschild-Serre pour la cohomologie étale à coefficients dans Gm donne une suite exacte

(5) 0 → Pic(V ) → Pic(V )G → Br(F ) →

→ ker(Br(V ) → Br(V )) → H1(F,Pic(V )) → H3(F,Gm),

où G désigne le groupe de Galois Gal(F/F ). Si V est une bonne variété sur le corps de

nombres K, alors H3(K,Gm) est nul et on en déduit une suite exacte

Br(K) → ker(Br(V ) → Br(V )) → H1(K,Pic(V )) → 0.

Notations 2.2. — Si V est une bonne variété sur un corps F de caractéristique nulle,

on note

Br1(V ) = ker(Br(V ) → Br(V ))

et

Br0(V ) = Im(Br(F ) → Br(V )).

Par abus de langage, un élément de Br(V ) − Br1(V ) est dit transcendant.

Remarque 2.3. — Notons que si V est géométriquement rationnelle, alors Br(V ) est nul

puisque c’est un invariant birationnel et le groupe Br(V ) coïncide avec Br1(V ). En outre,

le groupe Pic(V ) est alors un Z-module libre de rang fini (cf. [CTS5, corollaire 2.A.2]) et

le groupe H1(F,Pic(V )) est fini. Par conséquent, le groupe Br(V )/Br0(V ) est fini dans

ce cas.

2.3. Le critère de Brauer-Manin

Notations 2.4. — Soit V une bonne variété sur le corps de nombres K. Pour toute

place v de K et tout point x de V (Kv), la contravariance du groupe de Brauer fournit un

morphisme
Br(V ) → Br(Kv)

A 7→ A(xv).
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On obtient ainsi un accouplement

Br(V ) × V (Kv) → Q/Z

(A, x) 7→ 〈A, x〉v = invv(A(xv)).

On peut montrer (cf [San, lemme 6.2]) que pour tout A de Br(V ), l’application induite

de V (Kv) dans Q/Z est localement constante. Pour une place réelle, cette application est

donc constante sur les composantes connexes. En outre, cette application est triviale pour

presque toute place v de K. On obtient donc un accouplement

〈·, ·〉AK
: Br(V ) × V (AK) → Q/Z

(A, (xv)v∈MK
) 7→

∑

v∈MK
〈A, xv〉v

tel que, pour tout A de Br(V ), l’application induite de V (AK) dans Q/Z est localement

constante.

L’idée cruciale du critère de Manin est alors la suivante : si x est un point rationnel de

V sur K et A un élément de Br(V ), alors

〈A, x〉AK
=

∑

v∈MK

〈A, x〉v =
∑

v∈MK

invv(A(x)) = 0

où la dernière égalité résulte du fait que la suite (4) est un complexe. On en déduit donc

que, pour tout point x de l’adhérence de V (K) dans V (AK) et pour tout élément A de

Br(V ), on a

〈A, x〉AK
= 0.

Ceci nous amène aux définitions suivantes :

Définition 2.5. — Soit V une bonne variété sur le corps de nombres K. Pour tout

élément x de V (AK), le morphisme de groupes

Br(V ) → Q/Z

A 7→ 〈A, x〉AK

s’annule sur l’image de Br(K) et définit par passage au quotient un morphisme ωx de

Br(V )/Br0(V ) dans Q/Z. On appellera obstruction de Brauer-Manin en x le morphisme

ωx et espace de Brauer-Manin l’ensemble

V (AK)Br = { x ∈ V (AK) | ωx = 0 }.

Les remarques qui précèdent montre que, pour tout point adélique x, l’obstruction de

Brauer-Manin en x est une obstruction à ce que x appartienne à l’adhérence des points

rationnels. Autrement dit, on a la proposition suivante :

Proposition 2.6. — Avec les notations qui précèdent, l’adhérence V (K) des points ra-

tionnels dans l’espace adélique est contenue dans V (AK)Br.
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Remarque 2.7. — (i) Si A est un élément de Br(V ), l’ensemble

{ x ∈ V (AK) | 〈A, x〉AK
= 0 }

est à la fois ouvert et fermé dans V (AK). Par conséquent, si Br(V )/Br0(V ) est fini, il

en est de même de l’ensemble de V (AK)Br. Par la remarque 2.3, c’est le cas si V est

géométriquement rationnelle.

(ii) On ne dispose pas de méthode algorithmique pour décider de la vacuité de V (AK)Br

en général : pour une courbe de genre 1, cela revient en fait à calculer explicitement

le groupe de Tate-Shafarevich de la jacobienne. Par contre, si V est géométriquement

rationnelle (ou plus généralement géométriquement rationnellement connexe), alors le

groupe quotient Br(V )/Br0(V ) est fini et des méthodes sont disponibles pour calculer

explicitement V (AK)Br.

Exemple 2.8. — Dans l’exemple du paragraphe 2.1, soit S̃ un modèle projectif et lisse

de Q(S) sur Q, soit A l’algèbre de quaternions
(

−1, 3−x2

Q(S)

)

qui est l’algèbre associative

unifère engendrée par deux éléments I et J avec les relations I2 = −1, J2 = 3 − x2 et

IJ = −JI. La classe de cette algèbre provient de Br(S̃) et le raisonnement fait montre

que

{ x ∈ S̃(AK) | 〈[A], x〉AK
= 0 }

est vide. Donc S̃(AK)Br = ∅ et S̃(K) = ∅.

Remarque 2.9. — La plupart des contre-exemples au principe de Hasse utilisent le quo-

tient Br1(V )/Br0(V ). Toutefois quelques auteurs ont également fourni des exemples pro-

venant de la partie transcendante du groupe de Brauer (Harari [Ha2] et Wittenberg [Wi]).

Abus de langage 2.10. — Suivant la terminologie couramment utilisée, nous dirons

par abus de langage que l’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse est la seule

pour une bonne variété V si on a l’implication

V (AK)Br 6= ∅ ⇒ V (K) 6= ∅.

On dit également que l’obstruction de Brauer-Manin à l’approximation faible est la seule

pour V si et seulement si les points rationnels de V sont denses dans V (AK)Br.

Enfin si C est une classe de bonnes variétés, on dit que l’obstruction de Brauer-Manin

au principe de Hasse (resp. à l’approximation faible) est la seule pour C si et seulement

si c’est la seule pour toute variété V de C .

Remarque 2.11. — La validité de l’implication

V (AK)Br 6= ∅ ⇒ V (K) 6= ∅

ou la densité de V (K) dans V (AK)Br est un invariant birationnel des bonnes variétés. On

peut donc étendre la terminologie précédente aux variétés géométriquement irréductibles

sur le corps de nombres K en disant que l’obstruction de Brauer-Manin au principe
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de Hasse (resp. à l’approximation faible) est la seule pour une variété géométriquement

irréductible X si et seulement si c’est la seule pour un modèle projectif et lisse de K(X).

3. L’OBSTRUCTION DE BRAUER-MANIN EST LA SEULE

Dans ce paragraphe, nous souhaitons décrire deux méthodes particulièrement efficaces

pour montrer la densité des points rationnels dans l’espace de Brauer-Manin. Nous ter-

minerons par une liste de cas pour lesquels cette densité a été démontrée.

3.1. Techniques de descente

Inspirée du travail de Châtelet [Ch] et de la méthode de descente classique pour les

courbes de genre 1, la méthode de descente a été développée par Colliot-Thélène et San-

suc avec l’introduction de la notion de torseur universel d’une variété géométriquement

rationnelle.

Si F est un corps algébriquement clos et V une bonne variété sur F dont le groupe

de Picard est un Z-module libre de rang fini, alors un torseur universel sur V peut être

construit de la façon suivante : soient L1, . . . , Lt des fibrés en droites sur V dont les

classes forment une base du groupe de Picard de V . Pour i ∈ {1, . . . , t}, notons L×
i le

complémentaire de la section nulle dans Li et posons

T = L×
1 ×V · · · ×V L

×
t .

Le groupe algébrique Gt
m agit sur T et l’application naturelle π : T → V fait de V un

quotient de T sous l’action de ce groupe. En outre, à isomorphisme près, les structures

obtenues ne dépendent pas des choix effectués.

Dans le cas général, nous allons définir les torseurs universels comme solution à un

problème universel.

Définitions 3.1. — On dit qu’un groupe algébrique G sur un corps F est de type mul-

tiplicatif si et seulement s’il existe un entier n tel que G soit isomorphe à un sous-groupe

fermé de Gn
m,F

. Notons G = Gal(F s/F ) le groupe de Galois absolu de F . On a une équi-

valence de catégorie contravariante entre la catégorie des groupes de type multiplicatif et

la catégorie des Z-modules de type fini munis d’une action continue de G , c’est-à-dire se

factorisant via un quotient fini de G . Cette équivalence associe à un groupe G le groupe

des caractères de G

X∗(G) = HomF s(Gs,Gm,F s).

Si G est un groupe algébrique sur un corps F et X une variété sur F , on appelle torseur

sur X sous G ou espace principal homogène sur X sous G la donnée d’une variété T sur F

munie d’un morphisme π : T → X fidèlement plat et d’une action de G au-dessus de X

de sorte que, localement pour la topologie plate, T soit isomorphe au produit G × X.
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Autrement dit, si m : G×T → T définit l’action de G, on a l’égalité π ◦m = π ◦ pr2 et

l’application

ρ : G×F T → T ×X T

définie comme la composée des applications

G×F T
Id×δ
−−−→ G×F T ×X T

m×Id
−−−→ T ×X T

où δ désigne la diagonale, est un isomorphisme.

Si X est une variété lisse et géométriquement intègre sur F telle que Γ(X,OX)× = F
×

et si x est un point rationnel de X, un torseur universel au-dessus de (X, x) est une paire

(T , t) où T est un torseur sur X sous un groupe de type multiplicatif T et t un point

rationnel de T au-dessus de x vérifiant en outre la propriété universelle suivante : pour

toute paire (T ′, t′) où T
′ est un torseur sur X sous un groupe de type multiplicatif T ′

et t′ un point rationnel de T
′ au-dessus de x, il existe un unique morphisme de groupes

φ : T → T ′ et un unique morphisme ψ : T → T
′ au-dessus de X, compatible avec l’action

de T sur T et de T ′ sur T
′ et tel que ψ(t) = t′.

Exemple 3.2. — Si G est un groupe semi-simple, et G̃ le revêtement universel de G,

alors (G̃, e) est un torseur universel au-dessus de (G, e) (cf [Sk4, §3.2]).

Expliquons maintenant comment obtenir de tels torseurs. Supposons que X soit une

bonne variété sur F ; alors, pour tout groupe de type multiplicatif T de groupe de ca-

ractères X∗(T ), les classes d’isomorphismes de torseurs sur X sous T sont en bijection

avec H1
pl(X, T ). Colliot-Thélène et Sansuc construisent alors une suite exacte canonique

[CTS5, (2.0.2)]

0 → H1(F, T ) → H1
pl(X, T )

ρ
−→HomG (X∗(T ),Pic(X))

δ
−→H2(F, T ).

Définitions 3.3. — Soit X une bonne variété sur un corps F de caractéristique 0. Si le

groupe de Picard géométrique Pic(X) de X est un Z-module de type fini, alors on note TNS

le groupe de type multiplicatif qui lui est associé par l’équivalence de catégorie ci-dessus.

Un torseur versel est un torseur T sur X sous TNS dont la classe [T ] dans H1
pl(X, TNS)

est telle que ρ([T ]) soit l’isomorphisme de X∗(TNS) sur Pic(X) donné par l’équivalence

de catégorie.

Remarque 3.4. — Sous les hypothèses précédentes, un torseur versel muni d’un point

rationnel t au-dessus de x est un torseur universel au-dessus de (X, x). Nous avons choisi

ici de distinguer la notion de torseur universel, solution du problème universel, de celle

de torseur versel, ce qui nous amène à diverger de la terminologie usuelle introduite par

Colliot-Thélène et Sansuc pour lesquels un torseur versel est dit universel.

Colliot-Thélène et Sansuc montrent que, sous les hypothèses qui précèdent, pour tout

point rationnel x de X, il existe, à unique isomorphisme près, un unique torseur universel

(T , t) au-dessus de (X, x). De plus si F est un corps de type fini sur son sous-corps
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premier, alors les classes d’isomorphismes de torseurs versels ayant un point rationnel

sont en nombre fini [CTS4, proposition 2]. En notant (T i)i∈I une famille de représentants

de ces classes d’isomorphisme, on obtient une partition canonique finie de l’ensemble des

points rationnels de X :

X(F ) =
∐

i∈I

πi(T i(F )),

πi : T i → X désignant le morphisme associé au torseur T i.

L’intérêt des torseurs versels est souligné par les deux résultats suivants :

Théorème 3.5 (Colliot-Thélène, Sansuc [CTS5, théorème 2.1.2]). — Soit V une bonne

variété géométriquement rationnelle sur le corps de nombres K. Soit T un torseur versel

au-dessus de X et T
c une compactification projective et lisse de T , alors

Br(T c)/Br0(T
c) = {0}.

En particulier

T
c(AK)Br = T

c(AK).

Théorème 3.6 (Colliot-Thélène, Sansuc [CTS5, corollaire 3.7.2]). — Soit V une bonne

variété géométriquement rationnelle sur le corps de nombresK. L’espace de Brauer-Manin

V (AK)Br est la réunion des images de
∏

v∈MK
T (Kv), où T décrit un système de repré-

sentants des torseurs versels au-dessus de V .

Remarque 3.7. — Cet énoncé montre d’une part que l’implication

V (AK)Br 6= ∅ ⇒ V (K) 6= ∅

est vraie si les torseurs versels T sur V vérifient l’implication
∏

v∈MK

T (Kv) 6= ∅ ⇒ T (K) 6= ∅

et d’autre part que les points rationnels de V sont denses dans V (AK)Br si les compacti-

fications projectives et lisses des torseurs versels au-dessus de V vérifient l’approximation

faible.

Donnons quelques exemples où cette méthode a été utilisée :

Exemple 3.8. — Une surface de Châtelet S sur K est un modèle projectif et lisse d’une

surface définie par une équation de la forme

Y 2 − aZ2 = P (X),

où P est un polynôme séparable de degré 3 ou 4. L’exemple d’Iskovskih décrit au para-

graphe 2.1 est une surface de ce type. Pour ces surfaces, Colliot-Thélène et Sansuc ont

démontré dans [CTS4, §IV] que les torseurs versels au-dessus de S sont stablement K-

birationnellement équivalents au produit d’une conique et d’une variété X intersection

complète géométriquement intègre et non conique de deux quadriques dans P7. En outre,
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X contient deux droites gauches conjuguées. Le principe de Hasse et l’approximation

faible ayant été démontrés pour ces variétés via la méthode de fibration décrite plus loin,

on obtient que les points rationnels de S sont denses dans S(AK)Br (Colliot-Thélène,

Sansuc et Swinnerton-Dyer [CTSSD1] et [CTSSD2], cf. également [CT2]).

Exemple 3.9. — Soit F un corps de groupe de Galois absolu G . Un tore algébrique sur

F est un groupe algébrique T sur F tel que T soit isomorphe à un groupe de la forme

Gn
m,F

. L’équivalence de catégorie entre groupes de type multiplicatif et Z-modules de type

fini munis d’une action continue de G envoie les tores algébriques sur les G -réseaux, c’est-

à-dire les Z-modules libres de rang fini munis d’une action continue de G . Une variété

torique généralisée est une variété irréductible V munie d’une action d’un tore algébrique

T avec une orbite ouverte U telle que U soit isomorphe à T .

Les torseurs universels au-dessus d’une variété torique projective et lisse ont d’abord

été étudiés par Colliot-Thélène et Sansuc [CTS1, §4], ils ont ensuite été redécouverts par

Delzant dans le cadre de la géométrie symplectique [Del]. Nous reprenons ici la construc-

tion de Cox [Co] qui en donne une description particulièrement élégante (cf. Salberger

[Sal2] et Madore [Madore]).

Soit V une variété torique généralisée projective et lisse sur un corps F . Notons Σ(1)

l’ensemble des orbites de codimension 1 dans V . On a alors une suite exacte naturelle de

G -réseaux

0 → X∗(T ) → ZΣ(1) → Pic(V ) → 0

correspondant à une suite de tores algébriques

1 → TNS → TΣ(1) → T → 1.

On considère alors l’espace affine

AΣ(1) = Spec(F s[Xσ, σ ∈ Σ(1)]G ).

Pour toute partie I de Σ(1), on note HI le sous-espace affine de AΣ(1) défini par le système

d’équations

Xσ = 0 pour σ ∈ I.

Pour tout σ de Σ(1), notons Dσ = σ le diviseur correspondant de V . On note alors X le

fermé réunion des sous-espaces HI pour I ⊂ Σ(1) tel que
⋂

σ∈I Dσ = ∅. Ce fermé est défini

sur F et l’ouvert T = AΣ(1) −X de l’espace affine AΣ(1) est une variété torique pour le

tore TΣ(1). Si x est un point rationnel dans l’orbite ouverte U de V , l’application naturelle

T → V qui envoie l’élément neutre 1 de T sur x induit une application TΣ(1) → V qui

s’étend en un morphisme T → V . On vérifie que cela fait de (T , 1) un torseur universel

au-dessus de (V, x). Les torseurs versels au-dessus de V sont isomorphes à T en tant que

variétés. Ils vérifient donc tous l’approximation faible et les points rationnels de V sont

denses dans V (AK)Br. Notons que les équations de normes considérées par Hasse sont des

exemples de variétés toriques.
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Signalons enfin les travaux de Heath-Brown et Skorobogatov qui combinent la méthode

du cercle avec les techniques de descente [HBS].

3.2. Techniques de fibration

Cette méthode apparaît déjà dans l’étude faite par Hasse du cas des quadriques : si

n > 5, le passage du cas de n− 1 variables à celui de n variables peut se faire en utilisant

des fibrations en quadriques.

Étant donné un morphisme p : V → B, l’objectif est d’étudier si on peut déduire

du fait que les obstructions de Brauer-Manin sont les seules pour les fibres de p que cela

reste vrai pour V . Cette technique fut notamment explorée par Colliot-Thélène, Sansuc et

Swinnerton-Dyer dans [CTSSD1] et [CTSSD2], puis par Harari et Skorobogatov pour des

fibrations au-dessus de la droite projective (cf. [Sk1], [Ha1], [Ha3] et [Sk2]). Un archétype

de ce que donne cette démarche est le résultat suivant :

Théorème 3.10 (Harari [Ha3, proposition 3.1.1]). — Soit V une bonne variété sur le

corps de nombres K et p : V → P1
K un morphisme dominant de fibre générique géométri-

quement irréductible. Supposons que :

(i) les fibres géométriques de p au-dessus de A1
K sont irréductibles et de multiplicité 1,

(ii) la fibre générique géométrique VK(T ) de p est rationnellement connexe,

(iii) pour presque tout P appartenant à P1(K) tel que la fibre VP soit non singulière,

on a

VP (K) = VP (AK)Br.

Alors les points rationnels de V sont denses dans V (AK)Br.

La difficulté est d’approcher les points de V (AK)Br par des points appartenant à l’espace

de Brauer-Manin de fibres de l’application p au-dessus de points convenables de P1(K).

Identifions le corps des fonctions de P1
K avec K(T ) et considérons le groupe

Brnr(K(V )/K(T )) =
⋂

v∈P(K(V )/K(T ))

ker(∂v)

où ∂v est le morphisme résidu défini dans le paragraphe 2.2 et P(K(V )/K(T )) désigne

l’ensemble des valuations discrètes de rang un sur K(V ) qui sont triviales sur K(T ). Le

groupe

coker
(
Br(K(T )) → Brnr(K(V )/K(T ))

)

est fini. Il existe donc un ouvert U de V de sorte que ce conoyau soit engendré par des

éléments A1, . . . , Ar dans l’image de l’application Br(U) → Br(K(V )). Harari montre

alors le lemme suivant :
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Lemme formel 3.11 (Harari [Ha1, corollaire 2.6.1], [CT6]). — Soient V une bonne va-

riété sur le corps de nombres K et U un ouvert non vide de V . Soit B un sous-groupe

fini de Br(U). Soit (Pv)v∈MK
∈

∏

v∈MK
U(Kv) tel que pour tout A de B ∩ Br(V ), on ait

〈A, (Pv)v∈MK
〉AK

= 0 ;

alors, pour toute partie finie S de MK , il existe (Mv)v∈MK
appartenant à l’espace des

adèles de U tel que Mv = Pv pour v ∈ S et

∀A ∈ B,
∑

v∈MK

〈A,Mv〉v = 0.

D’autre part, Harari montre qu’il existe un sous-ensemble hilbertien H de P1(K) de

sorte que pour tout P de H , le groupe Br(VP )/Br0(VP ) pour la fibre soit engendré par

les images des éléments A1, . . . , Ar de Br(K(V )). La fin de la démonstration utilise un

argument d’approximation forte pour les ensembles hilbertiens de la droite affine. Enfin

l’énoncé donné ici utilise un résultat de Graber, Harris et Starr [GHS] qui montre que

la condition de la proposition 3.1.1 de [Ha3] portant sur l’existence d’une section de la

fibration sur K est automatiquement vérifiée.

3.3. Une liste de résultats

Nous reprenons ici une liste de cas connus donnée par Colliot-Thélène dans un exposé

récent [CT5] (cf. également [Sk4, §5.2]).

L’ensemble des points rationnels de V est dense dans V (AK)Br si V est une variété

d’un des types suivants :

– un modèle projectif et lisse d’un espace homogène sous un groupe algébrique li-

néaire connexe si le stabilisateur d’un point géométrique est connexe (Voskre-

senskǐı, Sansuc [San], Borovoi [Bo2]), ou d’un espace homogène sous un groupe

algébrique linéaire connexe et simplement connexe si le stabilisateur d’un point

géométrique est abélien (Borovoi [Bo2]),

– un modèle projectif et lisse d’une intersection complète géométriquement irréduc-

tible et non conique de deux quadriques de Pn
K si n > 8 (Colliot-Thélène, Sansuc,

Swinnerton-Dyer, [CTSSD1] et [CTSSD2]) ; le groupe de Brauer étant trivial dans

ce cas, ces variétés vérifient en fait le principe de Hasse et l’approximation faible,

– une surface fibrée en coniques sur la droite projective lorsque le nombre de fibres

géométriques dégénérées est au plus 4 [CT1],

– une hypersurface cubique dans Pn
K avec 3 points singuliers définis dans leur en-

semble sur K, si n > 3 (Colliot-Thélène, Salberger [CTSal]) ; si, en outre, n 6= 4,

alors l’approximation faible est vérifiée,

– une hypersurface cubique non singulière contenant une droite projective définie

sur K dans Pn
K si n > 3 (Salberger et Skorobogatov [Sal1] et [SaSk] pour n = 3,

Harari [Ha3, §5.2.2] si n > 4). Pour n > 4, on a également l’approximation faible.
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Remarque 3.12. — Parmi les cas pour lesquels la question de la densité de V (K) dans

V (AK)Br reste ouverte, on peut mentionner :

– les surfaces cubiques générales ; la question de savoir si l’obstruction de Brauer-

Manin au principe de Hasse est la seule pour les surfaces cubiques diagonales sur

Q a été explorée de manière algorithmique dans [CTKS] ;

– l’intersection complète lisse de deux quadriques dans Pn
K pour 7 > n > 4, la

difficulté étant de montrer que l’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse

est la seule dans ce cas.

Remarque 3.13. — Sous l’hypothèse de la finitude du groupe de Tate-Shafarevich des

courbes elliptiques, Swinnerton-Dyer a obtenu les résultats qui suivent (cf. [SD2] et

[CT6, §2 et 3]).

Si V est la surface projective cubique sur Q définie par l’équation

3∑

i=0

aiT
3
i = 0

où les ai sont des entiers non nuls sans facteur commun, non divisibles par un cube et

vérifiant une des conditions suivantes :

(i) il existe un nombre premier p 6= 3 divisant a0 mais aucun des autres coefficients

et un nombre premier q 6= 3 divisant a1 mais aucun des autres coefficients,

(ii) il existe un nombre premier p 6= 3 divisant a0 mais aucun des autres coefficients

et tel que les classes de a1, a2 et a3 dans F×
p /F

×
p

3 ne soient pas toutes égales,

alors V vérifie le principe de Hasse.

En outre, toujours sous l’hypothèse de la finitude du groupe de Tate-Shafarevich des

courbes elliptiques sur un corps de nombres, il a montré que toute hypersurface cubique

diagonale dans Pn
Q pour n > 4 vérifie le principe de Hasse.

Remarque 3.14. — D’autres résultats ont été obtenus sous l’hypothèse de Schinzel.

Cette hypothèse arithmétique forte s’énonce comme suit : soit (fi(x))16i6m ∈ Z[X] une

famille de polynômes irréductibles dont les coefficients dominants sont positifs et telle que

pgcdn∈Z(
∏m

i=1 fi(n)) = 1 ; alors il existe une infinité de n tels que fi(n) soit premier pour

i = 1, . . . , m. Le seul cas connu est le théorème de la progression arithmétique avec un

polynôme de degré un, qui est utilisé par Hasse dans le passage de 3 à 4 variables pour

les formes quadratiques. Ces résultats conditionnels concernent notamment des fibrations

au-dessus de P1
K .

3.4. Le cas des espaces principaux homogènes sous une variété abélienne

Jusqu’à maintenant nous sommes essentiellement resté dans le cadre des variétés géo-

métriquement rationnellement connexes. Toutefois, Manin dans son exposé à Nice avait
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déjà montré que, pour une variété abélienne de groupe de Tate-Shafarevich fini, l’obstruc-

tion au principe de Hasse qu’il construisait était la seule. Le cas de l’approximation faible

fut traité plus tard par Wang [Wa], ce qui donne l’énoncé suivant :

Théorème 3.15 (Manin, Wang). — Soit A une variété abélienne sur le corps de nombres

K et soit V un espace principal homogène sous A. Supposons que le groupe de Tate-

Shafarevich de A

X
1(K,A) = ker

(

H1(K,A) →
∏

v∈MK

H1(Kv, A)
)

soit fini ; alors

(i) V (AK)Br 6= ∅ ⇒ V (K) 6= ∅.

(ii) Notons MK,∞ l’ensemble des places archimédiennes de K. Si l’adhérence de A(K)

dans
∏

v∈MK,∞
A(Kv) est une partie ouverte de ce produit, alors

V (K) = V (AK)Br.

Remarques 3.16. — (i) L’accouplement 〈α, ·〉AK
étant localement constant, la conclusion

de la deuxième assertion ne peut être valide sans l’hypothèse faite.

(ii) La finitude du groupe de Tate-Shafarevich est une conjecture forte mais classique

pour les contemplateurs des variétés abéliennes.

4. L’OBSTRUCTION DE BRAUER-MANIN N’EST PAS LA SEULE

4.1. Au-delà du critère de Manin

La notion de torseur versel donne une description alternative de l’obstruction de Brauer-

Manin. Si T est un torseur sur V sous un groupe de type multiplicatif T , alors pour toute

extension L de K et pour tout point x de V (L), l’image inverse de T par x est un espace

principal homogène sur Spec(L) sous T . Notons T (x) sa classe dans H1(L, T ). On a alors

que V (K) est contenu dans

V (AK)T =
{

(xv)v∈MK
∈ V (AK)

∣
∣
∣ (T (xv))v∈MK

∈ Im
(

H1(K, T ) →
∏

v∈MK

H1(Kv, T )
)}

.

Harari et Skorobogatov ont montré que cette inclusion subsiste si on remplace T par un

groupe algébrique linéaire G arbitraire [HS]. Cet argument permet d’expliquer le premier

exemple explicite de variété telle que

V (AK)Br 6= ∅ et V (K) = ∅

produit par Skorobogatov en 1999 dans [Sk3]. Cet exemple est donné par les équations

affines

(X2 + 1)Y 2 = (X2 + 2)Z2 = 3(T 4 − 54T 2 − 117T − 243) ;
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un modèle projectif et lisse de cette surface est donné par une surface bielliptique quotient

d’un produit C×E où C et E sont deux courbes de genre 1. Dans le même esprit, Harari

dans [Ha4] a créé une méthode fournissant des exemples où V (K) n’est pas dense dans

V (AK)Br à partir de variétés dont le groupe fondamental géométrique n’est pas abélien.

Remarque 4.1. — Harari a montré dans [Ha5] que si G est un groupe linéaire abélien

ou connexe, cette construction ne donne pas plus d’informations que l’obstruction de

Brauer-Manin : l’espace obtenu contient V (AK)Br.

4.2. Lien avec des conjectures de Lang

Soit V ⊂ Pn
K une hypersurface lisse de degré d et de dimension supérieure ou égale à

trois. Le théorème de Lefschetz permet de montrer que, sous ces hypothèses, le quotient

Br(V )/Br0(V ) est trivial. Si V (K) était dense dans V (AK)Br, il le serait dans V (AK).

Pour toute telle hypersurface possédant un point rationnnel, V (K) serait dense pour

la topologie de Zariski. Mais si d > n, V est de type général et cela contredirait une

conjecture de Lang qui prédit que les points rationnels d’une variété de type général ne

sont pas denses pour la topologie de Zariski [La, §3].

L’implication

V (AK)Br 6= ∅ ⇒ V (K) 6= ∅

est également en contradiction avec des conjectures de Lang, bien que cela soit plus délicat

à montrer. En 1995, Sarnak et Wang [SW] considèrent l’hypersurface de P5
Q définie par

l’annulation du polynôme

F (X0, X1, X2, X3, X4, X5) = X1130
5 +H(X0, X1, X2, X3, X4)

avec

H(X0, X1, X2, X3, X4) =
4∑

i=0

X1130
i − 15(X0X

4
1 )226 + (X1X

4
2 )226

+ (X2X
4
3 )226 + (X3X

4
4 )226 + (X4X

4
0 )226 + (X2

0X
3
2 )226

+ (X2
1X

3
3 )226 + (X2

2X
3
4 )226 + (X2

3X
3
0 )226 + (X2

4X
3
1 )226.

Cette variété est hyperbolique au sens de Brody ou Kobayashi. Des conjectures de Lang

prévoient que X ne possède qu’un nombre fini de points. Par conséquent, l’hypersurface

Xk de P4
K d’équation

F (kX2, X1, X2, X3, X4, X5) = 0

ne peut admettre de point rationnel pour k assez grand. Mais Xk(AK)Br 6= ∅ pour une

infinité de valeurs de k. Ces exemples ne peuvent pas être non plus expliqués par la

construction d’Harari et Skorobogatov.

Plus récemment, Poonen dans [Po] montre que les conjectures de Lang entraînent l’exis-

tence d’intersections complètes lisses de dimension 3 dans PN
K pour lesquelles le principe
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de Hasse n’est pas vérifié. Une telle variété est simplement connexe et de groupe de Brauer

trivial et, à nouveau, l’absence de points rationnels ne peut donc être expliquée ni par la

méthode de Manin ni par ses extensions non abéliennes.

5. L’OBSTRUCTION DE BRAUER-MANIN EST-ELLE LA SEULE?

La formule de réciprocité du corps de classes permet également de construire des obs-

tructions à l’existence d’un 0-cycle de degré 1. Plus généralement, ce paragraphe est

consacré aux questions d’existence de cycles algébriques.

En combinant la dualité de Poitou-Tate avec la dualité de Poincaré, Saito [Sa] a

construit pour toute bonne variété de dimension d sur K une suite exacte

· · · → H2i
ét (V, µ

⊗i
n ) →

∏∐

v∈MK

H̃2i(VKv , µ
⊗i
n ) → Hom(H2j

ét (V, µ⊗j
n ),Q/Z) → · · ·

où j = d + 1 − i, où H̃2i(VKv , µ
⊗i
n ) désigne H2i

ét (VKv , µ
⊗i
n ) pour une place v non archimé-

dienne, vaut {0} si v est complexe et est un groupe fini de 2-torsion muni d’un morphisme

naturel

H2i
ét (VKv , µ

⊗i
n ) → H̃2i

ét (VKv , µ
⊗i
n )

lorsque v est réelle et où
∏∐

v∈MK
H̃2i(VKv , µ

⊗i
n ) est le produit restreint des groupes précé-

dents relativement aux images de H2i
ét (V Ov , µ

⊗i
n ) pour un modèle projectif et lisse V de V

sur un ouvert Spec(OS) de Spec(OK) sur lequel n est inversible. Notons CHi(V ) le groupe

de Chow des cycles de codimension i de V modulo l’équivalence rationnelle. En utilisant

l’application cycle

cln : CHi(VL) → H2i
ét (VL, µ

⊗i
n )

pour toute extension L de K, on obtient un accouplement (cf. [CT3])

(·, ·) : H2j
ét (V,Q/Z(j)) ×

∏

v∈MK

CHi(VKv) → Q/Z

qui est trivial sur l’image de CHi(V ) dans
∏

v∈MK
CHi(VKv). Colliot-Thélène [CT3] énonce

alors la conjecture suivante :

Conjecture 5.1. — Soit z = (zv)v∈MK
un élément de

∏

v∈MK
CHi(VKv). Supposons que

∀ξ ∈ H2j
ét (V,Q/Z(j)), (ξ, z) = 0 ;

alors, pour tout n > 0, il existe y ∈ CHi(V ) tel que pour toute place non archimédienne v

de K, on ait cln(y) = cln(zv) dans H2i
ét (VKv , µ

⊗i
n ).

Remarques 5.2. — (i) Si le groupe de Tate-Shafarevich de la variété de Picard de V est

fini, la conjecture est vraie pour i = 1.
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(ii) Pour i = dim(V ), on obtient un accouplement

Br(V ) ×
∏

v∈MK

CH0(VKv) → Q/Z

où CH0 désigne le groupe des 0-cycles modulo l’équivalence rationnelle. Dans ce cas, il est

induit par les accouplements naturels

Br(V ) × Z0(VKv) → Q/Z
(

A,
∑

P

nPP
)

7→ invv

(∑

P

nP coresKv(P )/Kv(A(P ))
)

définis par Manin [Ma1]. Une condition nécessaire pour l’existence d’un 0-cycle de degré 1

sur K est donc l’existence d’une famille de 0-cycles z = (zv)v∈MK
tous de degré 1 tels que

∀A ∈ Br(V ), (A, z) = 0.

La conjecture impliquerait que cette condition est également suffisante ; autrement dit,

l’obstruction de Brauer-Manin à l’existence d’un 0-cycle de degré un serait la seule.

Cette conjecture a été vérifiée pour i = dim(V ) dans le cas des bonnes variétés V pour

lesquelles il existe un morphisme propre et surjectif π : V → C, de fibre générique une

variété de Severi-Brauer dont l’indice est sans facteur carré, au-dessus d’une courbe C

projective et lisse, dont on suppose que sa jacobienne a un groupe de Tate-Shafarevich

fini. Cela a été démontré par Frossard [Fr] en utilisant des résultats de Salberger [Sal1] et

Colliot-Thélène [CT4] (cf. également l’article de van Hamel [vH]).

6. AUTRES CADRES

Mentionnons pour terminer que la problématique du principe de Hasse et de l’approxi-

mation faible a également été considérée dans un cadre fonctionnel :

– Dans le cas où le corps de base est K = k(C) où C est une courbe projective, lisse

et connexe sur un corps algébriquement clos. En particulier, Colliot-Thélène et

Gille ont montré dans [CTG] que l’approximation faible vaut pour les K-variétés

géométriquement rationnellement connexes qui se ramènent par des fibrations à

des espaces homogènes sous des groupes linéaires connexes.

– Le cas fonctionnel réel où le corps de base est le corps des fonctions d’une courbe

projective, lisse et géométriquement intègre sur le corps des réels R. En particulier,

Ducros [Du1] et Scheiderer [Sc] ont montré que le principe de Hasse vaut pour les

espaces principaux homogènes sous un groupe semi-simple simplement connexe.

D’autre part, Ducros a prouvé que l’analogue de l’obstruction de Brauer-Manin

dans ce cadre est la seule pour les fibrés en coniques ou, plus généralement, en

variétés de Severi-Brauer au-dessus de la droite projective ([Du2], [Du3]).
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COMPLÈTE RÉDUCTIBILITÉ

par Jean–Pierre SERRE

1. INTRODUCTION : LE CAS DU GROUPE LINÉAIRE

1.1. Rappels

Soient k un corps commutatif et Γ un groupe. Un Γ-module (ou une représentation

linéaire de Γ) est un k-espace vectoriel V de dimension finie, muni d’une action linéaire

de Γ.

On dit que :

(1.1.1) V est irréductible (ou simple) si V 6= 0 et si V ne contient aucun sous-Γ-module

distinct de 0 et de V .

(1.1.2) V est complètement réductible (ou semi-simple) si V est somme directe de

Γ-modules irréductibles.

(1.1.3) V est indécomposable si V 6= 0, et si V n’est pas somme directe de deux sous-Γ-

modules 6= 0.

[Dans la suite, nous abrégerons en écrivant ir, cr, ind respectivement.]

Les propriétés suivantes sont bien connues :

(1.1.4) V est cr si et seulement si, pour tout sous-module W de V , il existe un sous-

module W ′ de V tel que V = W ⊕ W ′.

(1.1.5) Si V est somme directe de sous-modules Vi, alors V est cr ⇔ tous les Vi sont cr.

On connâıt moins bien les propriétés relatives au produit tensoriel V ⊗ V ′ de deux

représentations V et V ′. La plupart des cours d’Algèbre se bornent à définir le produit

en question, et à en démontrer des propriétés évidentes. Aucun, à ma connaissance, ne

signale le résultat très frappant suivant, dû à Chevalley :

Théorème 1.1 ([Ch 55, p. 88]). — Supposons k de caractéristique 0. Si V et V ′ sont

des Γ-modules complètement réductibles, leur produit tensoriel V ⊗ V ′ est complètement

réductible.

(Noter que l’on ne fait aucune hypothèse sur le groupe Γ.)
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Lorsqu’on veut étendre ce théorème à la caractéristique p (avec des conditions restric-

tives sur dim V et dim V ′, cf. prop. 5.8), il est utile de disposer d’une notion de complète

réductibilité dans laquelle le groupe linéaire GL(V ) est remplacé par un groupe réductif

quelconque. Cette notion peut se définir, soit en termes de sous-groupes paraboliques,

soit en termes d’immeubles de Tits, cf. [Se 97b], [Se 98]. C’est ce que nous allons voir.

Les §§ 2,3 contiennent les énoncés généraux, et les §§ 4,5 donnent des critères plus précis,

ainsi que diverses applications.

1.2. Exemple: l’immeuble de GL(V )

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie n. On supposera n ≥ 2 (sinon,

l’immeuble correspondant est vide).

1.2.1. Définition. L’immeuble de GL(V ), appelé aussi immeuble de V , est un complexe

simplicial X = X(V ), de dimension n − 2, qui est défini de la manière suivante :

– les sommets de X correspondent bijectivement aux sous-espaces vectoriels de V dis-

tincts de 0 et de V . (Si W est un tel sous-espace, on note xW le sommet correspondant.)

– un ensemble s de sommets de X est un simplexe de X si et seulement si les sous-espaces

vectoriels correspondants forment un drapeau, i.e. une filtration strictement croissante

de V . [Si l’on préfère la géométrie projective à la géométrie affine, on peut aussi voir les

sommets de X comme les sous-variétés projectives de l’espace projectif P(V ), distinctes

de ∅ et de P(V ).]

1.2.2. Type. Si x = xW est un sommet de X, on note type(x) la dimension de l’espace

vectoriel W . L’ensemble des types de sommets est l’ensemble I = {1, . . . , n − 1}.

1.2.3. Opposition. Deux sommets x = xW et x′ = xW ′ sont dits opposés si V est somme

directe de W et W ′ ; leurs types se correspondent par l’involution t 7→ n − t de I. Deux

simplexes sont opposés si tout sommet de l’un est opposé à un sommet de l’autre. En

termes de filtrations, cela correspond à la notion usuelle de filtrations opposées.

1.2.4. Sous-groupes paraboliques. Les sous-groupes paraboliques de GL(V ) sont les sta-

bilisateurs des drapeaux de V . Les sous-groupes paraboliques propres (i.e. distincts

de GL(V )) correspondent donc aux simplexes non vides de l’immeuble X ; les paraboliques

maximaux correspondent aux sommets de X et le simplexe ∅ au groupe GL(V ). Deux

simplexes s et s′, correspondant aux paraboliques P et P ′, sont opposés au sens du n◦ 1.2.3

si et seulement si P et P ′ sont opposés au sens usuel du terme, c’est-à-dire si P ∩ P ′ est

un sous-groupe de Levi de chacun d’eux, cf. [BT 65, 4.8].

1.2.5. Appartements. Soit T un tore déployé maximal de GL(V ). L’action de T sur V

décompose V en somme directe de droites Di. Si, dans la définition de X, on se restreint

aux W qui sont sommes directes de certaines des Di, on obtient un sous-complexe C

de X qui est isomorphe au complexe de Coxeter du groupe symétrique Sn. D’un point
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de vue combinatoire, c’est la subdivision barycentrique du bord d’un (n − 1)-simplexe ;

topologiquement, c’est une sphère de dimension n − 2. Un sous-complexe de X obtenu

de cette façon est appelé un appartement de X. Par construction, les appartements

correspondent aux tores déployés maximaux de GL(V ).

1.2.6. Exemple. Prenons n = 3. L’immeuble correspondant est un graphe, qui a deux

types de sommets : ceux qui correspondent aux points du plan projectif et ceux qui

correspondent aux droites. Deux sommets sont voisins (i.e. sont les extrémités d’une

arête) si et seulement si ils correspondent à un point situé sur une droite : la relation de

voisinage est la relation d’incidence. Les appartements sont les hexagones a-B-c-A-b-C-a

associés aux triangles ABC, de côtés a = BC, b = CA, c = AB : la théorie de Tits

transforme triangles en hexagones !

1.3. Traductions immobilières : le cas de GL(V )

Si V est un Γ-module, le groupe Γ opère de façon naturelle sur l’immeuble X = X(V )

du n◦ 1.2. Cette action respecte les types (au sens du n◦ 1.2.2). En particulier, si un

simplexe s de X est stable par Γ, il est fixé par Γ. Si P est le sous-groupe parabolique

correspondant à s, P est normalisé par Γ, i.e. contient Γ (puisqu’un parabolique est son

propre normalisateur). Le sous-espace XΓ des points fixes de Γ est un sous-complexe

simplicial de X, et les définitions du n◦ 1.1 se traduisent de la façon suivante :

(1.3.1) V est irréductible ⇔ XΓ = ∅ ⇔ Γ n’est contenu dans aucun sous-groupe

parabolique propre de GL(V ).

(1.3.2) V est complètement réductible ⇔ pour tout sommet x de XΓ il existe un sommet

x′ de XΓ qui est opposé à x (cf. 1.2.3) ⇔ pour tout parabolique maximal P contenant Γ,

il existe un parabolique P ′ opposé à P qui contient Γ.

(1.3.3) V est indécomposable ⇔ XΓ ne contient aucun couple de sommets opposés ⇔

Il n’existe pas de couple (P, P ′) de paraboliques propres de GL(V ) qui soient opposés et

contiennent tous deux Γ.

Il n’est pas difficile de montrer que (1.3.2) équivaut à :

(1.3.2′) pour tout simplexe s de XΓ, il existe un simplexe s′ de XΓ qui est opposé à s ⇔

pour tout parabolique P (maximal ou pas) contenant Γ, il existe un parabolique opposé

à P qui contient Γ.
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2. LA COMPLÈTE RÉDUCTIBILITÉ DANS LES IMMEUBLES

SPHÉRIQUES

2.1. Immeubles sphériques

Un immeuble sphérique est un complexe simplicial X, muni d’une famille de sous-

complexes appelés appartements. Je renvoie à [Ti 74] pour la liste des axiomes ; voir aussi

[Br 89], [Ron 89] et [TW 02, § 40]. Voici quelques-unes des propriétés de ces immeubles :

2.1.1. Dimension et rang. Le complexe X est de dimension finie. L’entier r = dim(X)+1

est appelé le rang de X. Lorsque X = ∅, on convient que dim(X) = −1, de sorte que

r = 0. Tout simplexe maximal est de dimension dim(X).

2.1.2. Types des sommets. Soit som(X) l’ensemble des sommets de X. Il existe une

unique relation d’équivalence R sur som(X) ayant les propriétés suivantes :

(a) L’ensemble quotient som(X)/R a r éléments.

(b) Deux sommets appartenant à un même simplexe ne sont R-équivalents que s’ils

sont égaux.

Si x ∈ som(X), l’image de x dans I = som(X)/R est appelée le type de x, et notée

type(x). On dit qu’un automorphisme f de X préserve les types si x et f(x) ont même

type quel que soit x ∈ som(X).

Exemple. Lorsque X est l’immeuble X(V ) du n◦ 1.2, on peut identifier I à {1, . . . , n−1},

cf. 1.2.2.

2.1.3. Appartements. Un appartement est isomorphe au complexe de Coxeter d’un groupe

de Coxeter fini qui ne dépend que de X ; c’est une sphère de dimension r − 1. Deux

simplexes quelconques sont contenus dans un appartement.

2.1.4. Opposition et géodésiques. Soient x et y deux points de X (c’est-à-dire de sa

réalisation géométrique), et soit A un appartement les contenant. On dit que x et y

sont opposés dans X s’ils le sont dans A (ce qui a un sens puisque A est un complexe de

Coxeter) ; cela ne dépend pas du choix de A. Deux simplexes sont dits opposés si chaque

sommet de l’un est opposé d’un sommet de l’autre. Si x et y ne sont pas opposés, il y

a une unique géodésique xy qui les joint dans A. Elle est indépendante (paramétrisation

comprise) du choix de A.

2.1.5. Convexité. Une partie Y de X est dite convexe, si l’on a xy ⊂ Y pour tout couple

de points x, y de Y , non opposés. On dit que Y est strictement convexe si Y est convexe

et ne contient aucun couple de points opposés (c’est la notion de 〈〈convexité 〉〉 de [Ti 74]

et de [Mu 65, p. 63]).

2.1.6. Sphères de Levi. Une sphère de Levi est un sous-complexe S de X, qui est contenue

dans un appartement A, et qui est l’intersection de A (vu comme sphère) avec un sous-

espace vectoriel.
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2.1.7. Remarque. Ces définitions se présentent de façon un peu plus naturelle si l’on

introduit l’immeuble vectoriel Xvect associé à X, dans lequel les points de X sont remplacés

par des demi-droites, ayant en commun un point 〈〈0 〉〉 (cf. [Rou 78]). Les appartements

deviennent alors des espaces vectoriels de dimension r, et les sphères de Levi des sous-

espaces vectoriels définis par l’annulation de certaines racines. Si x et y sont deux points

de Xvect, leur somme x + y a un sens, et l’on a

x + (y + z) = (x + y) + z

pourvu que x, y et z appartiennent à un même appartement. Deux points x et x′ sont

opposés si x + x′ = 0. Une partie de X est convexe si le cône correspondant de Xvect est

stable par (x, y) 7→ x + y, autrement dit si son intersection avec tout appartement est un

cône convexe au sens usuel du terme.

2.1.8. Immeuble résiduel. Soit s un simplexe de X de dimension m. On note Xs, ou

St(s), l’immeuble résiduel (〈〈 link 〉〉) de X en s, cf. [Ti 74]). Rappelons que les simplexes

de Xs de dimension d correspondent bijectivement aux simplexes de X contenant s de

dimension d + m + 1 (de sorte que le simplexe vide de Xs correspond à s). Si Y est un

sous-complexe de X, les simplexes de Y contenant s définissent un sous-complexe Ys de

Xs ; si Y est convexe, il en est de même de Ys.

Soit S une sphère de Levi, et soient s et s′ deux simplexes de S de dimension maximale.

Il y a un isomorphisme canonique proj : Xs → Xs′ (défini dans [Ti 74, § 3.19]). Ces

isomorphismes satisfont à la condition de transitivité usuelle, ce qui permet d’écrire XS

à la place de Xs. L’immeuble XS peut être appelé l’immeuble de S. Les sphères de Levi

de XS correspondent bijectivement aux sphères de Levi de X contenant S.

2.2. Complète réductibilité et contractibilité

2.2.1. Définition. Une partie Y de X est dite complètement réductible (en abrégé : X-cr,

ou simplement cr) si elle est convexe, et si, pour tout point y ∈ Y , il existe y′ ∈ Y qui est

opposé à y.

Dans la suite, nous nous intéresserons surtout au cas où Y est un sous-complexe convexe

de X (ou, parfois, de sa subdivision barycentrique) ; dans ce cas, la condition cr équivaut

à dire que, pour tout simplexe s de Y , il existe un simplexe s′ de Y qui est opposé à s (il

suffit même que tout sommet de Y ait un opposé dans Y , cf. th. 2.2 ci-dessous).

Exemple de sous-complexe convexe. Prenons pour X l’immeuble X(V ) du n◦ 1.2. Soit L

un ensemble de sous-espaces vectoriels de V tel que :

W, W ′ ∈ L =⇒ W ∩ W ′ ∈ L et W + W ′ ∈ L.

Soit YL le sous-complexe plein de X(V ) dont les sommets sont les xW , pour W ∈ L et

W 6= 0, V (cf. 1.2.1). Alors YL est convexe, et l’on obtient ainsi tous les sous-complexes

convexes de X(V ).
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2.2.2. Nous allons donner un critère topologique permettant de reconnâıtre si un sous-

complexe convexe est cr. Précisons que nous munissons X de la topologie limite inductive :

une partie de X est ouverte si ses intersections avec les sous-complexes finis de X le

sont. (Une autre topologie est souvent utile : celle définie par la distance angulaire ; elle

n’interviendra pas ici.)

Rappelons d’autre part qu’un espace est contractile s’il a le type d’homotopie d’un

point ; un espace discret est contractile si et seulement si son cardinal est égal à 1

(l’ensemble vide n’est pas contractile !).

Théorème 2.1 ([Se 97b]). — Soit Y un sous-complexe convexe de X. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(a) Y est X-cr.

(b) Y contient un couple (s, s′) de simplexes opposés ayant même dimension que Y .

(c) Y contient une sphère de Levi S de dimension dim(Y ).

(d) Y n’est pas contractile.

Démonstration.— (a) ⇒ (b) est clair.

(b) ⇒ (c) : le plus petit sous-complexe convexe C(s, s′) contenant s et s′ est une sphère

de Levi.

(c) ⇒ (d) : la sphère S définit un cycle dans Y qui n’est pas homologue à 0 puisqu’il

est de même dimension que Y (ceci ne vaut que si dim(Y ) ≥ 1, mais le cas dim(Y ) ≤ 0

est immédiat).

(d) ⇒ (a) : si Y n’est pas cr, il existe un point y ∈ Y qui n’a pas d’opposé dans Y , et

l’on contracte Y grâce aux géodésiques issues de y.

Théorème 2.2. — Les conditions (a), . . . , (d) du th. 2.1 sont équivalentes à :

(e) Pour tout sommet x de Y , il existe un sommet x′ de Y qui est opposé à x.

La démonstration sera donnée au n◦ 2.2.5 ci-dessous.

2.2.3. Remarques. 1) Un résultat analogue au th. 2.1 vaut pour les sous-complexes con-

vexes de la subdivision barycentrique de X, à condition d’utiliser d’autres sphères que les

sphères de Levi.

2) Supposons que Y soit cr, et non vide. On peut préciser sa structure topologique de

la façon suivante :

Choisissons un simplexe s de Y de dimension maximum, et soit U(s) l’ensemble des

simplexes de Y qui sont opposés à s. Si t ∈ U(s), soit St = C(s, t) la sphère de Levi

définie par s et t. Soit B = ∗St le bouquet des sphères St (t ∈ U(s)) ; le choix d’un point

x de s permet d’envoyer B dans Y .

Proposition 2.3. — L’application B → Y ainsi définie est une équivalence d’homotopie.

(Autrement dit, Y a le type d’homotopie d’un bouquet de n-sphères, où n = dim(Y ).)
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Démonstration.— Soit x un point intérieur à s, et soit Y ′ le complexe obtenu en retirant

de Y les intérieurs des simplexes appartenant à U(s). Si y ∈ Y ′, il est clair que y n’est

pas opposé à x ; de plus, on peut montrer que la géodésique xy est contenue dans Y ′. Il

en résulte que Y ′ est contractile. On peut donc contracter Y ′ en un point sans changer

le type d’homotopie de Y . On obtient ainsi le bouquet de sphères B, et la prop.2.3 s’en

déduit. (Noter que cet argument est le même que celui employé par Solomon-Tits [So 69]

dans le cas particulier où Y = X.)

On peut aussi se placer à un point de vue homologique. Il est commode d’utiliser les

groupes d’homologie réduits H̃i(Y,Z) ; rappelons que ces groupes sont égaux aux groupes

d’homologie usuels si i > 0 et que H̃0(Y,Z) et H̃−1(Y,Z) sont respectivement le noyau et

le conoyau de l’homomorphisme H0(Y,Z) → Z. En particulier H̃−1(Y,Z) est 0 si Y 6= ∅

et est Z si Y = ∅. Si Y est contractile, tous les H̃i(Y,Z) sont nuls.

Proposition 2.4. — Si Y est un sous-complexe convexe de dimension n, on a H̃i(Y,Z) = 0

pour i 6= n, et H̃n(Y,Z) est un groupe abélien libre de rang égal à Card(U(s)) ; il est 6= 0

si et seulement si Y est cr.

Cela résulte de la prop. 2.3.

2.2.4. Réduction. L’énoncé suivant permet souvent de passer de X à l’un des immeubles

résiduels Xs du n◦ 2.1.8.

Proposition 2.5. — Soit Y un sous-complexe convexe de X, et soit S une sphère de

Levi contenue dans Y . Soit XS l’immeuble associé à S, et soit YS le sous-complexe de XS

défini par Y . Pour que Y soit X-cr, il faut et il suffit que YS soit XS-cr.

(Précisons comment est défini YS : on choisit un simplexe s de S de dimension maxi-

mum, et l’on prend l’image de Ys par l’isomorphisme naturel Xs → XS.)

La démonstration utilise le lemme suivant ([Ti 74, p. 54]) :

Lemme 2.6. — Soit {s, s′} un couple de simplexes opposés, et soient t1, t2 deux simplexes

de Xs (identifiés à des simplexes de X contenant s). Soit t′1 le simplexe de Xs′ correspon-

dant à t1 par l’isomorphisme proj : Xs → Xs′. Alors :

t1 et t2 sont opposés dans Xs ⇔ t′1 et t2 sont opposés dans X.

Démonstration de la prop. 2.5. Soit s un simplexe de S de dimension maximum, et soit

t1 un simplexe de Y contenant s et de dimension égale à dim(Y ). Supposons d’abord que

Ys soit Xs-cr. Soit s′ l’unique simplexe de S opposé à s. Puisque Ys est cr, il existe un

simplexe t2 de Y contenant s, qui est opposé à t1 dans Ys. Le simplexe t′1 du lemme 2.6

est opposé à t2, et est contenu dans Y du fait que Y est convexe (utiliser la définition

de l’isomorphisme proj : Xs → Xs′ donnée dans [Ti 74, § 3.19]). On en déduit que Y

contient la sphère de Levi définie par {t2, t
′
1}, d’où le fait que Y est cr d’après le th. 2.1.

Inversement, si Y est cr, il contient un simplexe opposé à t1, d’où une sphère de Levi S ′
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de même dimension que Y ; le sous-complexe S ′
s de Xs est une sphère de Levi contenue

dans Ys et de même dimension ; il en résulte que Ys est cr.

2.2.5. Démonstration du théorème 2.2. Il s’agit de prouver que (e) ⇔ (a). L’implication

(a) ⇒ (e) est évidente. On prouve (e) ⇒ (a) par récurrence sur dim(X). Si Y = ∅,

l’énoncé est clair. Sinon, choisissons un sommet y de Y , que nous identifions à un simplexe

de dimension 0. Puisque Y satisfait à (e), il contient un sommet y′ opposé à y. Le couple

{y, y′} est une sphère de Levi de dimension 0. Vu la prop. 2.5, pour prouver que Y est

X-cr il suffit de montrer que le sous-complexe Yy de l’immeuble résiduel Xy est Xy-cr.

Comme dim(Xy) = dim(X) − 1, on peut appliquer l’hypothèse de récurrence au couple

(Xy, Yy) ; il suffit donc de prouver que Yy a la propriété (e). Cela revient à montrer que,

pour toute arête yz de Y d’extrémité y, il existe une autre arête yz1 qui est opposée à

la précédente dans Xy. Choisissons un sommet z′ de Y opposé à z, ce qui est possible

d’après (e). Il existe une sphère de Levi D de dimension 1 (〈〈cercle de Levi 〉〉) contenant

z′ et yz. De plus, z′ et yz sont contenus dans le demi-cercle formé de la réunion de yz et

de la géodésique yz′. Soit z1 le sommet de la géodésique yz′ qui est le plus proche de y,

tout en étant distinct de y. L’image Dy de D dans Xy est égale à {yz, yz1}, et c’est une

sphère de Levi de dimension 0 de Xy ; il en résulte que yz et yz1 sont opposés dans Xy,

comme on le désirait.

2.3. Groupes agissant sur X

2.3.1. Soit Γ un groupe agissant sur X, i.e. muni d’un homomorphisme Γ → Aut(X).

Soit XΓ le sous-espace de X fixé par Γ. Il est clair que XΓ est convexe : si Γ fixe deux

points x et y qui ne sont pas opposés, il fixe la géodésique xy. Par analogie avec le n◦ 1.3,

nous dirons que l’action de Γ sur X est :

– irréductible, si XΓ = ∅ ;

– complètement réductible, si XΓ est cr ;

– indécomposable si XΓ est strictement convexe (cf. n◦ 2.1.5).

Comme précédemment, nous utiliserons les abréviations ir, cr et ind.

Remarque : L’espace XΓ est un sous-complexe de la subdivision barycentrique de X. Si

l’action de Γ préserve les types (ce qui sera le cas dans les §§ 3,4,5), c’est même un sous-

complexe de X. D’après le th. 2.1 (complété par la Remarque 2.2.3.1), XΓ est contractile

si et seulement si l’action de Γ sur X n’est pas cr.

2.3.2. Voici une propriété de réduction, au sens du n◦ 2.2.4 :

Proposition 2.7. — Supposons que Γ préserve les types, et qu’il fixe une sphère de Levi

S, auquel cas il opère sur l’immeuble XS correspondant. On a l’équivalence suivante :

L’action de Γ sur X est cr ⇔ L’action de Γ sur XS est cr.

Cela résulte de la prop. 2.5, appliquée au sous-complexe Y = XΓ de X.
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2.4. La conjecture du point fixe

Conjecture 2.8. — Soit Y un sous-complexe de X (ou de sa subdivision barycentrique),

convexe et contractile. Il existe alors un point de Y qui est fixé par tout automorphisme

de X qui stabilise Y .

(Un tel point mérite d’être appelé un centre de Y .)

Cette conjecture a été faite par Tits dans les années 50, sous l’hypothèse supplémentaire

que Y est strictement convexe ; son but était, semble-t-il, de prouver un résultat sur les

groupes unipotents que Borel et lui ont démontré ensuite par une méthode différente,

cf. [BT 71]. Sous cette forme plus restrictive, la conjecture est signalée par Mumford

[Mu 65, p. 64] à cause de ses relations avec la 〈〈Geometric Invariant Theory 〉〉 (G.I.T.).

En fait, le cas particulier utile pour G.I.T. a été démontré en 1978 par Kempf [Ke 78]

et Rousseau [Rou 78]. Il y a d’ailleurs beaucoup d’autres cas où 2.8 a été démontrée,

cf. [Rou 78], [Ti 97] et [Mü 97].

Proposition 2.9. — Admettons la conjecture 2.8. Soit Y un sous-complexe convexe

contractile de X et soit Γ un groupe d’automorphismes de X préservant les types, et

stabilisant Y . Alors Y Γ est contractile.

Il est clair que Y Γ est un sous-complexe convexe de X. D’après 2.8, il est non vide. Il

s’agit de montrer qu’il n’est pas cr. S’il l’était, il contiendrait une sphère de Levi S de

même dimension, cf. th. 2.1. L’image YS de Y dans XS est stable par Γ, et est contractile

(prop. 2.5). En lui appliquant la conjecture 2.8, on en déduirait que (Y Γ)S = (YS)Γ est

non vide, ce qui est impossible puisque S et Y Γ ont la même dimension.

Proposition 2.10. — La prop. 2.9 est vraie (sans supposer que la conjecture 2.8 le soit)

dans chacun des deux cas suivants :

(a) dim(Y ) ≤ 1.

(b) L’image de Γ dans Aut(Y ) est un groupe résoluble fini.

Le cas (a) est clair si dim(Y ) = 0, car Y est réduit à un point ; il est facile si dim(Y ) = 1

car Y est un arbre de diamètre borné, et un tel arbre a un centre, à savoir le milieu des

chemins sans aller-retour de longueur égale au diamètre.

Pour (b), on se ramène par dévissage au cas où Γ agit sur Y par un groupe cy-

clique d’ordre premier p. Comme les H̃i(Y,Z/pZ) sont tous nuls, il en est de même

des H̃i(Y
Γ,Z/pZ) d’après la théorie de Smith; en effet, cette théorie dit que, si Γ ≃ Z/pZ

opère sur un complexe Y de dimension finie, et si les H̃i(Y,Z/pZ) sont nuls pour i > N

(où N est un entier fixé), il en est de même des H̃i(Y
Γ,Z/pZ) pour i > N . Or, si Y n’était

pas contractile, il serait cr, et le groupe H̃i(Y
Γ,Z/pZ) correspondant à i = dim(Y Γ) serait

non nul d’après la prop. 2.4.
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Action de sous-groupes normaux

Proposition 2.11. — Admettons la conjecture 2.8. Soit Γ un groupe d’automorphismes

de X respectant les types, et soit Γ′ un sous-groupe normal de Γ. Si l’action de Γ est cr,

il en est de même de celle de Γ′.

(Comparer avec le résultat bien connu suivant : si une représentation linéaire d’un

groupe Γ est complètement réductible, il en est de même de ses restrictions aux sous-

groupes normaux de Γ, cf. e.g. [Se 94, lemme 5].)

Posons Y ′ = XΓ′

et Y = XΓ = Y ′Γ/Γ′

. Il s’agit de montrer que Y ′ n’est pas contractile.

S’il l’était, la prop. 2.9, appliquée à (X, Y ′, Γ), montrerait que Y = XΓ est contractile,

contrairement à l’hypothèse faite.

Un argument analogue, utilisant la prop. 2.10, démontre :

Proposition 2.12. — Si Γ/Γ′ est un groupe résoluble fini, la prop. 2.11 est vraie sans

supposer que la conjecture 2.8 le soit.

Nous verrons au § 3.3 un autre cas du même genre.

3. COMPLÈTE RÉDUCTIBILITÉ DES SOUS-GROUPES D’UN

GROUPE RÉDUCTIF

Dans ce qui suit, G désigne un groupe algébrique réductif sur un corps k (cf. [BT 65]).

Rappelons qu’un tel groupe est lisse et connexe.

Par un 〈〈 sous-groupe algébrique 〉〉 de G, on entend un k-sous-groupe algébrique (〈〈défini

sur k 〉〉).

3.1. L’immeuble de G

3.1.1. Sous-groupes paraboliques. Un sous-groupe parabolique de G est un sous-groupe

algébrique P tel que G/P soit une variété projective (définition équivalente : après exten-

sion des scalaires, P contient un sous-groupe de Borel). Un tel groupe est lisse, connexe,

et cöıncide avec son normalisateur dans G. Les propriétés de ces groupes dont nous aurons

besoin se trouvent dans [BT 65] ; voir aussi [DG 70, XXVI].

3.1.2. L’immeuble de G. Sa définition est donnée dans [Ti 74, § 5]. On le notera X(G)

ou simplement X. Ses simplexes correspondent aux sous-groupes paraboliques de G ; si s

est un simplexe, on note Ps le sous-groupe parabolique correspondant. Les sommets de X

correspondent aux paraboliques propres maximaux ; le simplexe vide correspond à G. Le

rang r de X est égal au k-rang semi-simple de G, c’est-à-dire au k-rang (ou rang relatif)

de Gad = G/CG, où CG est le centre de G. On a r = 0 (et X = ∅) si Gad est anisotrope.
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3.1.3. Appartements. Ils correspondent aux tores déployés maximaux (de G, ou de Gad,

c’est la même chose).

3.1.4. Types de sommets. L’ensemble I des types de sommets peut être identifié à l’ensemble

des sommets du k-diagramme de Dynkin de G.

3.1.5. Opposition. Deux simplexes s et s′ de X sont opposés si et seulement si les parabo-

liques Ps et Ps′ sont opposés au sens de [BT 65, § 4], i.e. si Ps ∩ Ps′ est réductif, auquel

cas c’est un sous-groupe de Levi de chacun d’eux.

3.1.6. Action de G(k). Le groupe G(k) des k-points de G opère sur X (par conjugaison des

paraboliques). Cette action respecte les types. Si s est un simplexe de X, le sous-groupe

de G(k) fixant (ou stabilisant) s est Ps(k).

3.1.7. Sphères de Levi. Soit L un sous-groupe de Levi d’un parabolique. Les sous-groupes

paraboliques contenant L correspondent aux simplexes d’une sphère de Levi SL, et l’on

obtient ainsi une bijection entre les L et les sphères de Levi (ce qui explique la termi-

nologie utilisée au § 2). Les paraboliques ayant L pour sous-groupe de Levi correspondent

aux simplexes de dimension maximale de la sphère SL. Si s est l’un de ces simplexes,

l’immeuble résiduel Xs (cf. 2.1.8) peut être identifié à l’immeuble de L.

3.1.8. Critère de convexité. Soit Y un sous-complexe de X, et soit H l’ensemble des

paraboliques correspondant aux simplexes de Y .

Proposition 3.1. — Pour que Y soit convexe, il faut et il suffit que H satisfasse à la

propriété suivante :

(C) Si trois paraboliques P , P ′, Q sont tels que P ∈ H, P ′ ∈ H, et Q ⊃ P ∩ P ′, alors

Q ∈ H.

(Attention : l’inclusion Q ⊃ P ∩P ′ est une inclusion de groupes algébriques. Il ne suffit

pas que Q(k) contienne P (k) ∩ P ′(k).)

L’énoncé revient à déterminer l’enveloppe convexe de la réunion de deux simplexes

(ceux correspondant à P et P ′), ce qui se fait au moyen d’un appartement les contenant

tous deux.

3.1.9. Relations avec les sous-groupes multiplicatifs à 1 paramètre (G.I.T.). Soit

λ : Gm → G un homomorphisme. On peut lui associer de façon naturelle deux points

opposés h+(λ) et h−(λ) de l’immeuble vectoriel Xvect, cf. 2.1.7. Si λ est à valeurs dans le

centre de G, on a h+(λ) = h−(λ) = 0. Sinon, les demi-droites engendrées par h+(λ) et

h−(λ) définissent deux points x+(λ) et x−(λ) de l’immeuble X ; ces points sont opposés.

Soient s+(λ) et s−(λ) les plus petits simplexes de X contenant respectivement x+(λ) et

x−(λ), et soient P+(λ) et P−(λ) les sous-groupes paraboliques correspondants. Le groupe

P+(λ) est formé des points g de G qui sont contractés par λ, i.e. tels que λ(t).g.λ(t−1) ait

une limite pour t → 0 (cf. [Mu 65, p. 55] ou [Ri 88, § 2]). De même, P−(λ) est l’ensemble
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des g tels que λ(t).g.λ(t−1) ait une limite pour t → ∞, et le groupe de Levi P+(λ)∩P−(λ)

est le centralisateur de l’image de λ.

Remarque.— Les h+(λ) jouent le rôle de points entiers pour l’immeuble vectoriel, et

les x+(λ) sont les points rationnels de l’immeuble sphérique. L’interprétation des sous-

groupes paraboliques en termes de contractions est à la base de la “Geometric Invariant

Theory” ; elle joue un rôle essentiel dans les résultats de Richardson et de Bate-Martin-

Röhrle cités plus loin.

3.2. Les propriétés G-ir, G-cr et G-ind

3.2.1. À partir de maintenant, Γ désigne un sous-groupe de G(k). Son action sur X

permet de lui appliquer les définitions du n◦ 2.3.1 : irréductibilité, complète réductibilité

et indécomposabilité. Pour mettre G en évidence, nous écrirons G-ir, G-cr et G-ind.

Autrement dit :

Γ est G-ir ⇔ Γ n’est contenu dans aucun sous-groupe parabolique propre de G.

Γ est G-cr ⇔ Pour tout parabolique P de G contenant Γ, il existe un sous-groupe de

Levi de P contenant Γ (ou, ce qui revient au même, il existe un parabolique P ′ opposé à

P tel que Γ ⊂ P (k) ∩ P ′(k)).

Γ est G-ind ⇔ Γ n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi d’un sous-groupe

parabolique propre de G.

3.2.2. Exemples. Lorsque G est un groupe classique (ou un groupe de type G2) la notion

de 〈〈G-cr 〉〉 peut se traduire très concrètement :

(a) Lorsque G = GL(V ), elle signifie que le Γ-module V est semi-simple, cf. n◦ 1.3.

(b) Supposons k de caractéristique 6= 2, et prenons pour G un groupe SO(V ) (ou

Sp(V )), relatif à une forme bilinéaire symétrique (ou alternée) B sur V , non dégénérée.

La définition de 〈〈G-cr 〉〉 donnée ci-dessus dit que Γ est G-cr si et seulement si, pour tout

sous-Γ-module totalement isotrope W de V , il existe un autre sous-Γ-module totalement

isotrope W ′, de même dimension, tel que la restriction de B à W +W ′ soit non dégénérée.

Un argument élémentaire permet de montrer que cela se produit si et seulement si le

Γ-module V est semi-simple (c’est aussi une conséquence de la théorie de Richardson, du

moins quand k est algébriquement clos, cf. [Ri 88, cor. 16.10]).

(c) Supposons G de type G2, et k de caractéristique 6= 2. Soit V l’unique représentation

irréductible de G de dimension 7. Ici encore, on peut montrer que Γ est G-cr si et

seulement si le Γ-module V est semi-simple. Cela se voit en utilisant la description des

paraboliques donnée dans [As 86].

On verra au § 5 des résultats analogues pour d’autres représentations – mais on devra

alors éviter d’autres caractéristiques que la caractéristique 2.
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3.2.3. La proposition suivante est une conséquence immédiate de la prop. 2.5 :

Proposition 3.2. — Supposons que Γ soit contenu dans un sous-groupe de Levi L d’un

sous-groupe parabolique de G. On a alors

Γ est G-cr ⇐⇒ Γ est L-cr.

(Lorsque G = GLn, cela redonne (1.1.5).)

3.2.4. On peut définir un 〈〈G-analogue 〉〉 de la semi-simplification d’une représentation :

Choisissons un parabolique P contenant Γ et minimal pour cette propriété (cela revient

à choisir un simplexe de dimension maximum de XΓ). Soit L un sous-groupe de Levi de

P et soit π : P → L la projection de P sur L de noyau le radical unipotent Ru(P ) de P .

Proposition 3.3. — (a) Le groupe π(Γ) ⊂ L(k) est L-ir et G-cr.

(b) Différents choix de (P, L) donnent des homomorphismes Γ → L(k) → G(k) qui

sont conjugués par G(k).

(Lorsque G = GL(V ), l’homomorphisme Γ → L(k) → G(k) est le semi-simplifié de

Γ → G(k), et l’assertion d’unicité de (b) est le théorème de Jordan-Hölder.)

Dans (a), le fait que π(Γ) soit L-ir provient de ce que P est minimal ; on en déduit que

Γ est G-cr en appliquant la prop. 3.2. On prouve (b) en remarquant que, pour P fixé, le

choix de L n’a pas d’importance puisque deux L différents sont conjugués par Ru(P )(k) ;

et, pour un autre choix P ′ de P , on utilise le fait que P et P ′ ont un sous-groupe de

Levi commun (c’est une propriété générale des simplexes maximaux d’un sous-complexe

convexe).

3.2.5. Voici un autre résultat, inspiré par des arguments de [Ri 88] et de [BMR 04] :

Proposition 3.4. — Soit CΓ le centralisateur de Γ dans G. Soit T un tore déployé

maximal de CΓ, et soit L le centralisateur de T dans G. On a Γ ⊂ L(k). De plus :

(a) L est un sous-groupe de Levi d’un parabolique de G ; il est minimal parmi tous les

Levi de paraboliques contenant Γ.

(b) Γ est L-ind.

(c) Pour que Γ soit G-cr, il faut et il suffit qu’il soit L-ir.

(d) Si k est parfait, les différents choix de L sont conjugués par CΓ(k).

(Lorsque G = GL(V ), le choix de L correspond à une décomposition du Γ-module V

en somme directe de modules indécomposables, et (d) est le théorème de Krull-Remak-

Schmidt.)

L’assertion (a) se déduit du fait que les sous-groupes de Levi de paraboliques sont les

centralisateurs des tores déployés de G, cf. [BT 65, 4.16]. L’assertion (b) provient de la

minimalité de L, et (c) se déduit de (b) et de la prop. 3.2. Quant à (d), il résulte de

la conjugaison des tores déployés maximaux de CΓ, qui est valable quand k est parfait,

d’après [BT 65, 11.6].



932-14

3.3. La propriété de 〈〈 forte réductivité 〉〉 de Richardson

On suppose maintenant que k est algébriquement clos, ce qui assure que tous les tores

sont déployés. La prop. 3.4 (c) s’énonce alors de la façon suivante :

Théorème 3.5 ([BMR 04]). — Soit T un tore maximal du centralisateur de Γ, et soit L

le centralisateur de T . Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Γ est G-cr.

(ii) Γ n’est contenu dans aucun sous-groupe parabolique propre de L.

La propriété (ii) a été introduite en 1988 par Richardson [Ri 88, § 16] sous le nom

de 〈〈 strong reductivity 〉〉. Ce n’est que tout récemment que Bate, Martin et Röhrle ont

démontré qu’elle équivaut à la propriété (i). Ils en ont tiré de nombreuses conséquences,

que l’on trouvera dans [BMR 04]. En voici quelques unes :

Théorème 3.6 ([Ma 03b] et [BMR 04]). — Soit Γ′ un sous-groupe normal de Γ. Si Γ

est G-cr, il en est de même de Γ′.

(Comparer avec la prop. 2.11 du § 2.)

Théorème 3.7 ([Ri 88] et [BMR 04]). — Supposons que Γ soit engendré topologiquement

par des éléments x1, . . . , xm. Soit f : G → G × . . . × G (m copies) l’application

g 7−→ (gx1g
−1, ..., gxmg−1).

Pour que Γ soit G-cr, il faut et il suffit que f(G) soit une partie fermée de G × . . . × G.

Dans le cas particulier m = 1, on retrouve le fait qu’une classe de conjugaison est fermée

si et seulement si ses éléments sont semi-simples.

Théorème 3.8 ([BMR 04]). — Soit G′ un groupe réductif contenant G, et tel que :

(a) Le centralisateur (schématique) de G dans G′ est lisse.

(b) Il existe un sous-espace vectoriel m de Lie G′, stable par conjugaison par G et tel

que Lie G′ = m ⊕ Lie G.

Alors, si Γ est G′-cr, il est G-cr.

(Dans [BMR 04], la condition (a) est appelée 〈〈 séparabilité 〉〉 ; quant à (b), elle exprime

que (G′, G) est un 〈〈couple réductif 〉〉 au sens de Richardson.)

Corollaire 3.9. — Soit V un G-module fidèle. Supposons que la forme bilinéaire

(x, y) 7→ Tr(xV .yV ) sur Lie G soit non dégénérée. Alors, si V est Γ-semi-simple, le

groupe Γ est G-cr.

Cela résulte du th. 3.8, appliqué à G′ = GL(V ). La condition (a) est satisfaite. La

condition (b) l’est aussi : on prend pour m l’orthogonal de Lie G dans Lie GL(V ) pour

la forme trace.
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4. CRITÈRES DE COMPLÈTE RÉDUCTIBILITÉ

Dans ce qui suit, G est un groupe réductif sur un corps algébriquement clos k, et Γ

est un sous-groupe de G(k). À partir du n◦ 4.2, on suppose que la caractéristique p de k

est > 0.

On se propose de donner des critères, aussi explicites que possible, permettant de

reconnâıtre si Γ possède la propriété G-cr. Si Γ̄ est l’adhérence de Γ pour la topologie

de Zariski, il est clair que Γ est G-cr ⇐⇒ Γ̄ est G-cr. Cela nous permettra souvent de

supposer que Γ est fermé, i.e. que c’est un sous-groupe algébrique (lisse) de G.

[Il serait intéressant de considérer aussi le cas d’un sous-groupe algébrique non nécessai-

rement lisse. Il n’y a pas de difficulté à étendre à de tels groupes la définition de 〈〈G-cr 〉〉,

non plus que celle du sous-complexe convexe 〈〈XΓ
〉〉. Ce qui est moins clair, c’est ce qui

doit remplacer la saturation du § 5. Une fois cet obstacle surmonté, on peut espérer que

les résultats des nos 5.2 et 5.3 s’étendent sans changement.]

4.1. Une première condition

Notons Ru(Γ) le radical unipotent de Γ, i.e. son plus grand sous-groupe unipotent

normal (connexe ou non). (Lorsque k est de caractéristique p > 0, et que Γ est fini, on a

Ru(Γ) = Op(Γ), avec les notations usuelles de la théorie des groupes finis.)

Proposition 4.1. — Si Γ est G-cr, on a Ru(Γ) = 1.

Quitte à remplacer G par un Levi de l’un de ses sous-groupes paraboliques, on peut

supposer que Γ est G-ir (cf. prop. 3.3). Soit alors U l’adhérence de Ru(Γ). D’après

[BT 71, prop. 3.1], il existe un sous-groupe parabolique P de G, avec U ⊂ Ru(P ), qui est

stable par tout automorphisme du couple (G, U). Comme Γ normalise U , il normalise P ,

donc est contenu dans P . Puisque Γ est G-ir, cela entrâıne P = G, d’où U = 1 puisque

Ru(G) = 1.

Proposition 4.2. — Supposons k de caractéristique 0, et supposons que Γ soit fermé.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Γ est G-cr.

(ii) Ru(Γ) = 1.

(iii) La composante neutre Γ0 de Γ est un groupe réductif.

L’équivalence de (ii) et (iii) provient de ce que tout sous-groupe unipotent de Γ est

contenu dans Γ0. L’implication (i) ⇒ (ii) est la prop. 4.1. L’implication (iii) ⇒ (i)

provient du fait bien connu suivant (spécial à la caractéristique 0) : toute extension de Γ

par un groupe unipotent est scindée, et deux scindages quelconques sont conjugués (on

se ramène, par dévissage à une annulation de groupes de cohomologie, cf. [Mo 56] et [DG

70, p. 393]).
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Corollaire 4.3. — Supposons k de caractéristique 0. Soit f : G → G′ un homomor-

phisme de G dans un groupe réductif G′. Si Γ est G-cr, alors f(Γ) est G′-cr ; la réciproque

est vraie si f est presque fidèle.

(Un homomorphisme f est dit presque fidèle si Ker(f) est un groupe de type multipli-

catif.)

C’est clair, grâce à (iii).

Remarques.— 1) Le cor. 4.3 redonne le théorème de Chevalley cité au n◦ 1.1 : il suffit de

l’appliquer à l’homomorphisme naturel f : GL(V ) × GL(V ′) → GL(V ⊗ V ′).

2) La prop. 4.2 montre que la propriété 〈〈G-cr 〉〉 n’a pas grand intérêt en caractéristique 0.

C’est pour cela que, à partir de maintenant, on supposera que le corps k est de carac-

téristique p > 0. On donnera alors des conditions sur p (du genre 〈〈p est assez grand 〉〉)

permettant d’avoir des résultats analogues à ceux de la caractéristique 0, cf. th. 4.4, th. 4.5

et th. 5.3.

4.2. Le cas où Γ est connexe

Définissons un entier a(G) par la recette suivante :

(1) Si G est simple :

a(G) = 1 + rang(G).

(2) Si {G1, . . . , Gr} sont les quotients simples de G, on pose :

a(G) = sup(1, a(G1), . . . , a(Gr)).

Théorème 4.4 (Jantzen, McNinch, Liebeck-Seitz). — Supposons que p ≥ a(G), que Γ

soit un sous-groupe fermé de G, et que (Γ : Γ0) soit premier à p. Il y a alors équivalence

entre :

(i) Γ est G-cr.

(ii) Γ0 est réductif.

L’implication (i) ⇒ (ii) a été démontrée plus haut. Supposons que la condition (ii) soit

satisfaite. En utilisant le fait que (Γ : Γ0) est premier à p, on démontre facilement que

Γ0 est G-cr ⇒ Γ est G-cr. On peut donc supposer que Γ est connexe, autrement dit que

c’est un sous-groupe réductif de G ; on peut aussi supposer que G est quasi-simple. Le

cas où G est de type exceptionnel est traité dans [LS 96] (sauf pour p = 3 et G de type

G2, mais ce cas n’offre pas de difficultés). Lorsque G est de type An, le théorème signifie

que toute représentation linéaire de degré ≤ p d’un groupe réductif est semi-simple, ce

qui a été démontré par Jantzen [Ja 97]. De même, si G est de type Bn, Cn ou Dn, on est

ramené à montrer que toute représentation self-duale d’un groupe réductif est semi-simple

si sa dimension est < 2p ; cela a été démontré récemment par McNinch (non publié : le

cas crucial est celui où le groupe réductif est de type A1 – les autres cas se déduisent de

[Mc 98]).
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Remarque.— La borne p ≥ a(G) du th. 4.4 est essentiellement optimale lorsque le groupe

Γ0 est de rang 1. Elle peut par contre être améliorée lorsque les facteurs simples de Γ0

sont de rang > 1, cf. [LS 96] et [Mc 98].

4.3. Le cas non connexe

On se borne au cas où Gad = G/CG est un groupe simple. On remplace l’entier a(G)

du n◦ 4.2 par un entier b(G) un peu plus grand :

b(G) = 2, 3, 5 si Gad est de type A1, A2, B2 ;

b(G) = n + 3 si Gad est de type An (n ≥ 3) ;

b(G) = 2n + 3 si Gad est de type Bn, Cn (n ≥ 3) ou Dn (n ≥ 4) ;

b(G) = 11, 29, 29, 59, 251 si Gad est de type G2, F4, E6, E7, E8.

Théorème 4.5. — Supposons que Γ soit un sous-groupe fermé de G(k), avec Gad simple,

et p ≥ b(G). Il y a équivalence entre :

(i) Γ est G-cr.

(ii) Ru(Γ) = 1.

(Autrement dit, on a le même énoncé que 4.2, pourvu que p ≥ b(G).)

Ici encore, il suffit de montrer que (ii) ⇒ (i). Le cas essentiel est celui où G = GLn ;

il est dû à Guralnick, cf. [Gu 99, th. C]. (La démonstration est loin d’être élémentaire :

elle utilise non seulement la classification des groupes finis simples, mais aussi la liste des

caractères modulaires irréductibles des groupes sporadiques donnée dans [JLPW 95].) Les

autres cas s’en déduisent en appliquant le th. 5.4 ci-dessous à des représentations linéaires

de G de basse dimension.

Remarques. 1) Voici quelques exemples de couples (Γ, G) montrant que, pour les groupes

classiques, la condition p ≥ b(G) du th. 4.5 ne peut guère être améliorée :

Type A : Γ = Sp ; G = SLp−1

Types B, C, D : Γ = SL2(Fp) ou PSL2(Fp); G = SOp+2,Spp−1,SOp+1.

Supposons p > 3. Dans chaque cas, on a Ru(Γ) = 1, et l’on peut construire un

plongement de Γ dans G(k) qui donne une représentation linéaire non semi-simple, ce qui

signifie que Γ n’est pas G-cr, d’après 3.2.2. On a p = b(G)−2, b(G)−4, b(G)−4, b(G)−2

respectivement.

2) La situation est différente pour les groupes exceptionnels ; la borne p ≥ b(G) peut

être grandement améliorée, par exemple en utilisant les méthodes de [LS 96]. Ainsi, pour

le type G2, on peut remplacer 〈〈p ≥ 11 〉〉 par 〈〈p ≥ 5 〉〉, qui est optimal. J’ignore quelles

sont les bornes optimales pour les types F4, E6, E7 et E8.
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5. SATURATION ET REPRÉSENTATIONS LINÉAIRES

5.1. Exponentielle et saturation

On note h(G) la borne supérieure des nombres de Coxeter des quotients simples de G.

(S’il n’y en a aucun, i.e. si G est un tore, on convient que h(G) = 1.) Rappelons que, si

G est simple, on a h(G) = dim(G)/rang(G)− 1 ; les valeurs de h pour les différents types

sont :

An : h = n + 1 ; Bn, Cn : h = 2n ; Dn : h = 2n − 2 ; G2 : h = 6 ; F4, E6 : h = 12 ;

E7 : h = 18 ; E8 : h = 30.

Supposons maintenant que p ≥ h(G). Soit u un élément unipotent de G. D’après

[Te 95], on a up = 1. De plus, si t est un élément de k, on peut définir de façon canonique

(c’est là un point essentiel) la 〈〈 t-ième puissance 〉〉 ut de u, cf. [Se 98] (voir aussi [Sei 00]

qui traite un cas plus général). L’application t 7→ ut est un homomorphisme du groupe

additif Ga dans le groupe G. Lorsque G = GLn, l’hypothèse p ≥ h(G) signifie que p ≥ n,

de sorte que u = 1 + v avec vp = 0, et ut est donné par le développement binomial :

(1 + v)t = 1 + t.v + . . ..

[L’hypothèse 〈〈k algébriquement clos 〉〉 faite au début du § 4 n’intervient pas dans la

définition de l’exponentielle ut. En fait, le cas crucial est celui d’un schéma en groupes

semi-simples, déployé et simplement connexe, sur le localisé Z(p) de Z en p. Les autres

cas s’en déduisent par descente, en utilisant les méthodes de [DG 70], cf. [Sei 00, § 5].]

Définition 5.1. — Un sous-groupe Γ de G(k) est dit saturé s’il est fermé et si l’on a

ut ∈ Γ pour tout élément unipotent u de Γ, et tout t ∈ k.

[Par exemple, tout sous-groupe parabolique est saturé ; tout centralisateur d’un sous-

groupe est saturé.]

On démontre facilement :

Proposition 5.2. — Si Γ est saturé, l’indice de Γ0 dans Γ est premier à p.

Pour tout sous-groupe Γ de G(k), il existe un plus petit sous-groupe saturé le contenant ;

on l’appelle le saturé de Γ et on le note Γsat. (Lorsque G = GLn, on retrouve la notion

utilisée dans [No 87] et [Se 94].)

Théorème 5.3 ([Se 98, th. 8]). — Il y a équivalence entre :

(i) Γ est G-cr.

(ii) Γsat est G-cr.

(iii) La composante neutre de Γsat est un groupe réductif.

(Rappelons que l’on suppose p ≥ h(G).)

L’équivalence (i) ⇔ (ii) est claire : les sous-groupes paraboliques et leurs sous-groupes

de Levi sont saturés. L’équivalence de (ii) et (iii) résulte du th. 4.4 et de la prop. 5.2 ;

noter que le th. 4.4 est applicable car a(G) ≤ h(G).
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5.2. Représentations linéaires: l’invariant n(V )

Choisissons un tore maximal T de G, ainsi qu’un sous-groupe de Borel B de G con-

tenant T . Soit X(T ) = Hom(T,Gm) le groupe des caractères de G, et soit Y (T ) =

Hom(Gm, T ) son dual. Notons R ⊂ X(T ) le système de racines de (G, T ). Si a ∈ R,

notons a∗ la racine duale ; c’est un élément de Y (T ).

Pour tout χ ∈ X(T ), on pose

n(χ) = Σ 〈χ, a∗〉 ,

où a parcourt les éléments > 0 de R (pour la relation d’ordre associée à B).

Si V est un G-module, on définit un invariant n(V ) de V par la formule :

n(V ) = sup n(χ) , où χ parcourt l’ensemble des poids de T dans V , cf. [Dy 52, n◦ 12].

C’est un entier ≥ 0. Voici quelques unes de ses propriétés (on en trouvera d’autres dans

[Dy 52], [Se 98] et [IMP 03]) :

(5.2.1) Si V a une suite de composition dont les facteurs successifs sont V1, . . . , Vr, on

a n(V ) = sup n(Vi).

(5.2.2) Si V est irréductible de plus grand poids λ, on a n(V ) = n(λ).

(5.2.3) On a n(V ) = 0 si et seulement si le groupe dérivé de G opère trivialement sur

V , i.e. si l’image de G → GL(V ) est un tore.

(5.2.4) Si V est presque fidèle (au sens du cor. 4.3), on a n(V ) ≥ h(G) − 1.

(5.2.5) Si V = V1 ⊗ V2 , on a n(V ) = n(V1) + n(V2).

(5.2.6) On a n(Lie G) = 2h(G) − 2.

Remarque.— L’invariant n(V ) 〈〈se calcule sur SL2 〉〉 au sens suivant :

Soit f : SL2 → G un homomorphisme tel que le composé Gm → SL2 → G soit à

valeurs dans T , et soit égal dans Y (T ) à la somme
∑

a∗, où a parcourt les racines > 0.

Un tel f existe : cela se démontre par réduction à partir de la caractéristique 0. Grâce

à f , le G-module V peut être vu comme un SL2-module, et son invariant n(V ) comme

G-module est le même que son invariant n(V ) comme SL2-module. [Autre interprétation

de n(V ) : à un facteur 2 près, c’est le degré en la variable 〈〈q 〉〉 de la dimension quantique

de V .]

L’intérêt de l’invariant n(V ) provient du théorème suivant, qui relie la semi-simplicité

du Γ-module V à la propriété 〈〈G-cr 〉〉 :

Théorème 5.4. — Supposons p > n(V ). Soit Γ un sous-groupe de G(k).

(i) Si Γ est G-cr, alors V est Γ-semi-simple (i.e. semi-simple comme Γ-module).

(ii) Inversement, si V est Γ-semi-simple, et si V est presque fidèle, alors Γ est G-cr.

(Si l’on regarde V comme un SL2-module – cf. Remarque ci-dessus – l’hypothèse

p > n(V ) signifie que V est un SL2-module restreint (〈〈 restricted 〉〉) : ses poids sont < p.)
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On peut supposer que V est presque fidèle. D’après (5.2.4), on a alors p ≥ h(G), ce

qui permet d’utiliser le th. 5.3. Les détails de la démonstration se trouvent dans [Se 98]

(voir aussi [IMP 03]).

Corollaire 5.5. — Supposons p > 2h(G) − 2. Les deux propriétés suivantes sont

équivalentes :

(cr) Γ est G-cr.

(ad) L’algèbre de Lie Lie G de G est un Γ-module semi-simple.

Cela résulte du th. 5.4 et de la formule (5.2.6).

Remarque 5.6. — La condition p > 2h(G) − 2 est presque optimale pour l’implication

(cr) ⇒ (ad). En effet, supposons que cette condition ne soit pas satisfaite, et que G soit

simple ; on peut alors construire (à deux exceptions près, cf. ci-après) un sous-groupe Γ de

G, isomorphe à SL2 ou PGL2, qui satisfait à (cr) mais pas à (ad). (Les deux exceptions

sont : p = 3, G de type B2, et p = 5, G de type G2.)

Par contre, l’implication (ad) ⇒ (cr) est en général valable sous des conditions bien

moins restrictives que p > 2h(G)− 2. Par exemple, si G est de type E8, le cor.3.9 montre

que la condition p > 2h(G) − 2 = 58 peut être remplacée par p > 5.

5.3. Applications

Le th. 5.4 peut être utilisé pour prouver des énoncés où la notion de 〈〈G-cr 〉〉 n’intervient

pas explicitement. Par exemple :

Proposition 5.7. — Soit Γ ⊂ G(k), où G est de type E8. Soient V1, . . . , V8 les huit

représentations irréductibles fondamentales de G. Supposons que l’un des Γ-modules Vi

soit semi-simple. Alors tous les autres le sont pourvu que p > 270.

(J’ignore si la minoration p > 270 est optimale.)

Soit (αi) une base du système de racines et soit
∑

ciα
∗
i la somme des duales des racines

positives. Il résulte de (5.2.2) que l’on a n(Vi) = ci pour tout i. Dans le cas de E8, cela

donne :

n(Vi) = 92, 136, 182, 270, 220, 168, 114, 58 pour i = 1, . . . , 8.

D’où le résultat, d’après le th. 5.4.

Voici deux autres applications. La première est l’analogue en caractéristique p du

théorème de Chevalley cité au n◦ 1.1 :

Proposition 5.8 ([Se 94]). — Soient Vi des représentations linéaires semi-simples d’un

groupe Γ. Si p > Σ(dim(Vi) − 1), la représentation ⊗ Vi est Γ-semi-simple.

On applique le th. 5.4 avec G =
∏

GL(Vi). L’hypothèse que les Vi sont semi-simples

signifie que l’image de Γ dans G est G-cr. D’autre part, il résulte de (5.2.5) que l’invariant

n(V ) de la G-représentation ⊗ Vi est égal à
∑

(dim(Vi) − 1). D’où le résultat.
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Autre énoncé du même goût:

Proposition 5.9 ([Se 98] et [Mc 00]). — Si V est une représentation linéaire semi-simple

d’un groupe Γ, il en est de même de ∧i V , pourvu que p > i(dim(V ) − i).

On applique le th. 5.4 avec G = GL(V ). On peut supposer que 0 ≤ i ≤ dim(V ). On a

alors n(∧i V ) = i(dim(V ) − i). D’où le résultat.

Remarque.— Dans les deux cas ci-dessus, on peut se proposer de prouver des réciproques.

Par exemple, si ∧i V est semi-simple, est-il vrai (si 0 < i < dim(V ) et si p est assez grand)

que V est semi-simple ? Le th. 5.4 dit que 〈〈oui 〉〉 si p > i(n − i) où n = dim(V ). En fait,

un argument tannakien élémentaire ([Se 97a]) donne un résultat nettement meilleur : il

suffit que p ne divise aucun des entiers n − 2, n − 3, . . . , n − i.
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réductifs (SGA 3 III), Lect. Notes 153, Springer-Verlag, 1970.

[Dy 52] E.B. DYNKIN – Sous-groupes maximaux des groupes classiques (en russe),

Trudy Mosc. Mat. Obsh. 1 (1952), 39-116 ; trad. anglaise : Selected Papers,

A.M.S., 2000, 37-170.

[Gu 99] R.M. GURALNICK – Small representations are completely reducible, J. Al-

gebra 220 (1999), 531-541.

[IMP 03] S. ILANGOVAN, V.B. MEHTA et A.J. PARAMESWARAN – Semistability

and semisimplicity in representations of low height in positive characteristic,

in A Tribute to C.S. Seshadri, edited by V. Lakshmibai et al, Hindustani

Book Ag., New Delhi, 2003.

[JLPW 95] C. JANSEN, K. LUX, R. PARKER et R. WILSON – An atlas of Brauer

characters, LMS Monographs, Clarendon Press, Oxford, 1995.



932-22

[Ja 97] J.C. JANTZEN – Low dimensional representations of reductive groups are

semisimple, in Algebraic Groups and Lie Groups, Cambridge U. Press, Cam-

bridge, 1997, 255-266.

[Ke 78] G.R. KEMPF – Instability in invariant theory, Ann. Math. 108 (1978), 299-

316.

[LS 96] M.W. LIEBECK et G.M. SEITZ – Reductive Subgroups of Exceptional Alge-

braic Groups, Memoirs A.M.S. 580, 1996.

[Ma 03a] B.M.S. MARTIN – Reductive subgroups of reductive groups in nonzero char-

acteristic, J. Algebra 262 (2003), 265-286.

[Ma 03b] B.M.S. MARTIN – A normal subgroup of a strongly reductive subgroup is

strongly reductive, J. Algebra 265 (2003), 669-674.

[Mc 98] G.J. MCNINCH – Dimensional criteria for semisimplicity of representations,

Proc. London Math. Soc. 76 (1998), 95-149.

[Mc 00] G.J. MCNINCH – Semisimplicity of exterior powers of semisimple represen-

tations of groups, J. Algebra 225 (2000), 646-666.

[Mo 56] G.D. MOSTOW – Fully reducible subgroups of algebraic groups, Amer. J.

Math. 78 (1956), 200-221.

[Mu 65] D.MUMFORD – Geometric Invariant Theory, Springer-Verlag, 1965 ; third

enlarged edit. (D. Mumford, J. Fogarty, F. Kirwan), 1994.

[Mü 97] B. MÜHLHERR – Complete reducibility in projective spaces and polar spaces,

preprint, Dortmund, 1997.

[No 87] M.V. NORI – On subgroups of GL(n,Fp), Invent. math. 88 (1987), 257-275.

[Ri 88] R.W. RICHARDSON – Conjugacy classes of n-tuples in Lie algebras and

algebraic groups, Duke Math. J. 57 (1988), 1-35.

[Ron 89] M. RONAN – Lectures on Buildings, Acad. Press, San Diego, 1989.

[Rou 78] G. ROUSSEAU – Immeubles sphériques et théorie des invariants, C.R.A.S.
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[Se 97a] J-P. SERRE – Semisimplicity and tensor products of group representations:

converse theorems (with an Appendix by Walter Feit), J. Algebra 194 (1997),

496-520.

[Se 97b] J-P. SERRE – La notion de complète réductibilité dans les immeubles
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ON THE LONG TIME BEHAVIOR OF KDV TYPE EQUATIONS

[after Martel-Merle]

by Nickolay TZVETKOV

1. INTRODUCTION

A central problem in the theory of dispersive PDE’s is to understand the interplay

between nonlinearity and dispersion. In the context of the water waves problem (see e.g.

[1]) the Korteweg-de Vries (KdV) equation

(1) ut + uxxx + ∂x(u
2) = 0, x ∈ R

appears to be the simplest (asymptotic) model where both dispersive and nonlinear effects

are taken into account. If we neglect the nonlinear interaction ∂x(u
2) we deal with the

Airy equation

(2) ut + uxxx = 0 .

The solutions of (2) are known to “disperse” in the sense that every solution u of (2)

issued from L1(R) ∩ L2(R) initial data u(0, ·), has its L2 mass conserved but

lim
t→∞

‖u(t, ·)‖L∞(R) = 0.

If we neglect the dispersive term uxxx, we deal with the Burgers equation which is known

to develop singularities in finite time, even for smooth initial data. The KdV equation (1)

displays a balance between dispersion and nonlinearity since the dynamics of (1) is well

defined, globally in time, for a very large class of initial data and moreover the solutions

of (1) enjoy a rich dynamics as t → ∞. A very special role among the solutions of (1) is

played by the so-called solitary wave solution

(3) uc(t, x) = Qc(x− ct) =
3c

2
ch−2

(√c

2
(x− ct)

)

, c > 0.

The solution (3) does not disperse and represents the displacement of the profile Qc with

speed c from left to right as the time t increases. Using the inverse scattering method

(see [16, 29, 58]), it turns out that for sufficiently large t, any solution of (1) issued from

well localized smooth initial data decomposes as a sum of solitary waves of type (3) plus
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a radiation term moving in the opposite direction. A natural generalization of (1), with

stronger nonlinear effects, is the equation

(4) ut + uxxx + ∂x(u
p) = 0,

where p is a positive integer. The case p = 3 (modified KdV) is a very special case since,

as in the case of (1), it can be treated with the inverse scattering method. Unfortunately,

the integrability machinery does not seem to apply anymore for the equation (4) when

p 6= 2, 3. Therefore the qualitative study of (4) in these cases is much less understood.

The equation (4) is a Hamiltonian PDE and its solutions enjoy, at least formally, the

conservation laws

(5) ‖u(t, ·)‖L2 = ‖u(0, ·)‖L2

and

(6)
1

2
‖ux(t, ·)‖

2
L2 −

1

p+ 1

∫ ∞

−∞

up+1(t, x)dx =
1

2
‖ux(0, ·)‖

2
L2 −

1

p+ 1

∫ ∞

−∞

up+1(0, x)dx .

Using the Gagliardo-Nirenberg inequalities

‖u(t, ·)‖p+1
Lp+1(R) ≤ C‖u(t, ·)‖

p+3
2

L2(R)‖ux(t, ·)‖
p−1
2

L2(R) ,

we deduce from (5) and (6) that, for p < 5, theH1 norm of u(t, ·) is bounded independently

of t as u(0, ·) ∈ H1(R). Consequently, the H1 local well-posedness result of Kenig-Ponce-

Vega [27] implies the existence of well-defined global dynamics of (4), for p < 5, in the

energy space H1(R).

If p ≥ 5, the H1 local well-posedness result of Kenig-Ponce-Vega still applies (see

Theorem 2.1 below) but the conservation laws (5), (6) provide no longer an H1 control

and hence solutions developing singularities in finite time may appear. The existence of

such solutions has been a long standing open problem. In the case p = 5, this problem

has been solved by Martel-Merle in a series of recent papers. The goal of this exposé

is to discuss the main ideas developed by Martel-Merle, together with a presentation of

previously known closely related results. One can extract from the results of Martel-Merle

the following statement.

Theorem 1.1 (Martel-Merle [35, 44, 36, 37]). — Let p = 5. There exists u0 ∈ H1(R) such

that the local solution of (4) with initial data u0 blows up in finite time. More precisely

there exists T > 0 such that limt→T ‖u(t, ·)‖H1(R) = ∞ .

We refer to section 8 below for a more precise statement. Let us make a comment on

the choice of the initial data u0. Equation (4) still has solutions of type (3). Namely, the

solitary waves of (4) have the form uc(t, x) = Qc(x− ct), c > 0 with Qc(x) = c
1

p−1Q(
√
cx)

and

Q(x) =
[ p + 1

2 ch2
(
p−1
2
x
)

] 1
p−1
.
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The crux of the Martel-Merle analysis is the deep understanding of the flow of (4) close

to a solitary wave. It turns out that the solutions developing singularities in finite time

constructed by Martel-Merle are issued from initial data close to Q(x) and are essentially

of the form Qc(t)(x+ x(t)) with c(t) → ∞ as t→ ∞.

The study of solutions of PDE’s developing singularities in finite time is an active

research field. Let us briefly recall a few of the existing results and compare them with

the analysis in the context of (4). In the case of semi-linear wave equations, due to

the “finite propagation speed”, the blow-up dynamics can be approximated by an ODE

developing singularities in finite time (see [2] and the references therein). In the case of

quasi-linear wave equations, a Burgers type behavior is behind the blow up dynamics

(see [15] and the references therein). The equation (4) does not enjoy similar finite

propagation speed properties and the qualitative study of (4) offers new features. Probably

the closest models to (4) are the nonlinear Schrödinger equations (NLS). In the case of

NLS, we have a functional (viriel functional) giving a simple obstruction for the existence

of global dynamics available (see [59] and the references therein). A similar functional is

not known to exist in the context of (4). Due to a conformal invariance1 of some Nonlinear

Schrödinger equations, one can construct explicit blow-up solutions (see [41, 43, 60]).

Similar invariance is not known in the context of (4).

The rest of this text is organized as follows. In the next section we recall some basic

facts on the Cauchy problem for (4). Next, we recall results on the stability of the solitary

waves for (4). Starting from section 4, we concentrate on the case p = 5. In section 4, we

present a characterization of the solitary waves among the solutions with data close to the

profile Q. Then, in sections 5 and 6, we present two applications of that characterization

result. Section 5 is devoted to an asymptotic stability result while in section 6 we present a

result showing the existence of solutions blowing up in finite or infinite time. The last two

sections are devoted to the existence of solutions blowing up in finite time. In section 7,

we present a result on the blow-up profile which is essential to prove the blow-up in

finite time. Section 8 is devoted to the argument providing finite-time blow-up solutions.

Finally, in section 9 we present some remarks and open problems.

Acknowledgments. It is a pleasure to thank Anne de Bouard, Khaled El Dika and

Jean-Claude Saut for many valuable discussions on the subject. I am also indebted to

Anne de Bouard, Laurent Clozel, Yvan Martel and Frank Merle for their remarks on

previous versions of this text.

1The viriel functional is a consequence of that invariance too.
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2. THE CAUCHY PROBLEM

In this section, we collect some preliminary results on the Cauchy problem
{

ut + uxxx + ∂x(u
p) = 0,

u(0, x) = u0(x),
(7)

where p ≥ 1 is an integer. The following theorem2, which can be extracted from the work

of Kenig-Ponce-Vega [27], is the starting point for the study of (7) in H1.

Theorem 2.1 ([27]). — For every u0 ∈ H1(R), there exist T ∈ ]0,+∞], bounded from

below by a positive constant which only depends on ‖u0‖H1, and a functional space XT

continuously embedded in C([0, T ] ; H1(R)) such that the Cauchy problem (7) has a unique

maximal solution u ∈ XT . Moreover, if T < +∞ then limt→T ‖u(t, ·)‖H1 = ∞.

Of course, a similar statement holds for negative times t. One can also prove the local

well-posedness of (7) in Hs for suitable s < 1. This fact plays an important role in the

Martel-Merle work. For example, it is used to prove that the flow enjoys a continuity

property with respect to the weak H1 topology.

Let us give some indications on the proof of Theorem 2.1 in the case p = 5. The proof of

the other cases follows similar lines. In the case p = 5, one can prove that (7) is well-posed

for data in Hs, s > 0. The proof is based on applying the contraction mapping principle

to the integral formulation (Duhamel principle) of (7)

(8) u(t) = S(t)u0 −

∫ t

0

S(t− τ)∂x(u
p(τ))dτ .

In (8), S(t) = exp(−t∂3
x) is the generator of the free evolution. This is the operator of

convolution with respect to x with (3t)−1/3Ai (x(3t)−1/3), where Ai is the Airy function.

Let us recall that the Airy function is exponentially decaying on the right and it decays

as |x|−
1
4 on the left (see e.g. [24]). Using the smoothing properties of S(t) one can prove

(see [27, Corollary 2.11]) that for u0 ∈ H1, the right-hand side of (8) is a contraction in a

suitable ball of the space XT of functions defined on [0, T ] × R, equipped with the norm

‖u‖XT
= ‖u‖L∞

T Hs
x

+ ‖Ds
x u‖L5

x L
10
T

+ ‖D
s/3
t u‖L5

x L
10
T

+ ‖Ds
x ux‖L∞

x L2
T

+ ‖D
s/3
t ux‖L∞

x L2
T
.

The argument relies on some methods from harmonic analysis (restriction phenomena,

maximal function estimates, etc.). In the case s = 0 the argument breaks down. However,

in that case we are able to insure the contraction property, if ‖u0‖L2 is small enough.

Therefore, if p = 5, the equation (4) is L2-critical.

Another very important aspect in the study of (7) is the Kato smoothing effect (see

[25]). Let ϕ ∈ C3(R) be bounded with all its derivatives. If u is a solution of (4) then,

2We refer to [56, 7, 25, 21] for earlier results on the well-posedness theory of (7).
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multiplying (4) with ϕu and integrating by parts, we obtain the formal3 identity

(9)
d

dt

∫ ∞

−∞

u2(t)ϕ = −3

∫ ∞

−∞

u2
x(t)ϕ

′ +

∫ ∞

−∞

u2(t)ϕ(3) +
2p

p+ 1

∫ ∞

−∞

up+1(t)ϕ′ .

Note that, if ϕ is increasing then the first term in the right-hand side of (9) is negative.

This fact was used by Kato [25] to show a remarkable local smoothing effect for (7), if

p < 5. Namely the solution turns out to be one derivative smoother than the data, locally

in space. In [25] well-posedness results in weighted Sobolev spaces are also obtained. The

article of Kato was a great source of inspiration for many further works on the subject.

It is also the case in the papers by Martel-Merle. For example, the crucial monotonicity

properties (see section 5 below) are strongly related to identity (9).

3. STABILITY AND INSTABILITY OF THE SOLITARY WAVES

The initial data giving rise to blow-up solutions in the work of Martel-Merle belong to

a small neighborhood of the function Q(x) which is the initial data for a solitary wave.

Thus the question of long time stability (or instability) of the solution Q(x− t) of (4) is

closely related to Martel-Merle analysis. This question has a long history starting from

the pioneering work of Benjamin [4]. The aim of this section is to briefly summarize the

state of the art on the stability of Q(x − t). Similar discussion is valid for the solitary

wave Qc(x− ct) (recall that Q = Q1).

Let us first notice that there exist data for (4) arbitrary close to Q(x) such that the

corresponding solution does not stay close to Q(x− t) for long times. This is clearly the

case of Qc(x) with c close but different from 1. Indeed, if c is close to 1 then Q(x) is

close to Qc(x), but, because of the different propagation speed, Q(x − t) and Qc(x− ct)

separate from each other for t≫ 1.

Notice however that in the previous example the solution issued from Qc remains close

to spatial translates of Q. Hence this example does not exclude orbital stability of Q (up

to the action of the group of spatial translations). Indeed, it turns out that for p < 5 the

solution Q(x − t) is orbitally stable under small H1 perturbations. Here is the precise

statement.

Theorem 3.1. — Let p < 5. For every ε > 0 there exists δ > 0 such that if the initial

data of (7) satisfies ‖u0 − Q‖H1 < δ then there exists a C1 function x(t) such that, for

every t ∈ R, the corresponding solution4 of (7) satisfies

‖u(t, · + x(t)) −Q(· − t)‖H1 < ε .

3The rigorous justification for sufficiently “nice solutions” u can be obtained by approximation argu-

ments thanks to a propagation of regularity property of the local flow of (7).
4The existence is ensured from Theorem 2.1 and the Gagliardo-Nirenberg inequality as shown in the

introduction.
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The proof of Theorem 3.1 can be found in [8] as an application of the general theory

developed in [23]. See also [4, 6, 60, 61, 62] for earlier closely related results. Let us also

mention the work of Cazenave-Lions [14] for an apparently different approach based on

global variational arguments. In the case p = 2, we have L2 solutions of (4) (see [12]) and

it is a natural question whether the space H1 in Theorem 3.1 could be replaced with L2.

The answer to that question is positive, as shown in the work by Merle-Vega [50].

Let us give the main idea of the proof of Theorem 3.1. Denote by E(u) and N(u) the

functionals

(10) E(u) :=
1

2
‖ux‖

2
L2(R) −

1

p+ 1

∫ ∞

−∞

up+1(x)dx, N(u) :=
1

2
‖u‖2

L2(R) .

Recall that if u is a H1 solution of (4) then the quantities E(u(t)) and N(u(t)) are time

independent. Hence the functional H(u) := E(u) + N(u) defines another conservation

law. Since Q solves (−∂2
x + 1)Q = Qp, we infer that Q is a critical point of H . Using

the implicit function theorem, we can find a C1 function x(t), defined a priori at least for

small t such that u(t, x+x(t)) = Q(x)+E(t, x) and 〈E(t), Q′〉 = 0. Here and in the sequel

〈·, ·〉 stands for the L2(R) inner product. Then clearly,

H(u(0)) = H(u(t)) = H(u(t, · + x(t))) = H(Q+ E(t)),

and since Q is a critical point of H , by Taylor expansion, we deduce

(11) H(u(0)) −H(Q) = H(Q+ E(t)) −H(Q) =
1

2
〈LE(t), E(t)〉 + o

(
‖E(t)‖2

H1

)
,

where L = −∂2
x − pQp−1 + 1. The next lemma is crucial.

Lemma 3.2. — Let p < 5. Then there exists C > 0 such that for every v ∈ H1 satisfying

〈v,Q〉 = 〈v,Q′〉 = 0, one has 〈Lv, v〉 ≥ C‖v‖2
H1 .

The proof of Lemma 3.2 uses the explicit form of Q. Actually we have a complete

understanding of the spectrum of L, namely one simple negative eigenvalue associated to

a positive eigenfunction, the simple eigenvalue zero associated to Qx and all the rest of the

spectrum is included in [γ,∞], for some γ > 0. The relevant fact related to the assumption

p < 5 is that d′′(1) > 0 where d(c) = E(Qc) + cN(Qc). Unfortunately, the function E(t)

involved in the decomposition of u(t, x + x(t)) is not orthogonal to Q and Lemma 3.2

alone does not suffice to complete the proof. However, by writing E(t) = αQ + E1(t)

with E1 satisfying the assumptions of Lemma 3.2, we can apply the lemma to E1, the L2

conservation law to evaluate α and to conclude that

〈LE(t), E(t)〉 ≥ C‖E(t)‖2
H1 + o

(
‖E(t)‖2

H1

)
,

provided ‖u‖L2 = ‖Q‖L2. Hence Q is a local minimizer of the energy E on the sphere of

L2 centered at the origin and of radius ‖Q‖L2. Finally using the continuity of E and N

on H1 allows one to complete the stability proof.

It turns out that the restriction p < 5 in Theorem 3.1 is sharp.
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Theorem 3.3. — Let p ≥ 5. Then the solitary wave Q(x − t) is not stable in the sense

of Theorem 3.1.

The proof of Theorem 3.3 for p > 5 can be found in [8] while the more involved analysis

in the critical case p = 5 is performed in [33]. The argument is based on the construction

of a suitable Lyapunov functional. If we set ψc(x) := c
1

p−1Q(c
2

p−1x) then ‖ψc‖L2 = ‖Q‖L2 ,

and for p > 5, ψ1 = Q is a local maximum of E(ψc) for c near 1. Thus, in contrast

with the case p < 5, if p > 5 then Q is a saddle point of E(u) subject to the constraint

‖u‖L2 = ‖Q‖L2. Define a function y as

y(x) :=
1

p− 1
Q(x) +

2x

p− 1
Q′(x) .

The relevant fact about y is that y = ∂ψc

∂c
|c=1 . As in the stability proof, we “modu-

late” the solution of (4) with data close to Q as u(t, x + x(t)) = Q(x) + E(t, x) with

〈E(t), Q′〉 = 0. Such a decomposition of the solution is possible as far as it stays in a small

H1 neighborhood of the spatial translates of Q. For p > 5, the Lyapunov functional is

J(t) =

∫ ∞

−∞

Y (x− x(t))u(t, x)dx ,

where Y (x) =
∫ x

−∞
y(z)dz. We refer to [23] for the general construction of Lyapunov

functionals in the context of solitary waves for PDE’s in the presence of symmetry. The

discussion of [23] greatly clarifies the nature of the functional J(t).

For p > 5, we have that J ′(t) ≥ κ > 0, if the initial data is ψc with c close but different

from one, due to the property of the curve {ψc, c ∼ 1} described above. On the other

hand, using some properties of the Airy function, by arguments in the spirit of the Cauchy

problem analysis, we can obtain that J(t) ≤ C(t−
2
3 + t

2
3 ), t > 0, which in view of the

lower bound for J ′(t) shows that instability holds.

In the critical case p = 5, the Lyapunov functional used in [33] is a suitable combination

of J(t) and the viriel functional

I(t) =

∫ ∞

−∞

(x− x(t))u2(t, x)dx .

The quantities J(t) and I(t) play a central role in Martel-Merle work. They are both

measures for the loss of some mass during the time evolution. Notice that a priori these

quantities do not make sense for H1 solutions. The rigorous justification of the existence

of J(t) and I(t) is one of the important analytic aspects in the analysis of (7) in a small

neighborhood of the solitary waves.

Actually, the critical nature of the exponent p = 5 can be “predicted” from the spectral

analysis of Pego-Weinstein [53]. Let us linearize (4) around the solution Q(x− t). We set

u(t, x) = Q(x− t) + v(t, x− t). If we take (t, x− t) as new variables that we note again

with (t, x), we obtain that v solves the equation

vt − ∂xLv +R(v) = 0,
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where L = −∂2
x − pQp−1 + 1 and the remainder R(v) contains terms which are at least

quadratic in v. Note that L is the same operator as in the expansion of the functional

H(u) (see (11) above). As usual, the spectral properties5 of ∂xL are an indicator for the

nonlinear stability of Q(x−t) as a solution of (4). In [53], it is shown that ∂xL, considered

as an operator on L2 with domain H3, has the following spectrum :

• If p ≤ 5 then the spectrum coincides with the imaginary axis.

• If p > 5 then the spectrum consists in the imaginary axis together with two simple,

real eigenvalues, −λ(p) < 0 < λ(p).

Therefore, if p 6= 5, the spectral analysis of [53] agrees with (and further clarifies) the

stability theory presented above. The eigenvalue λ(p) seems to be responsible for the

instability in the case p > 5. This assertion could become rigorous by combining [53] with

the ideas of [20].

Let us now turn to the concept of asymptotic stability which is at the heart of the

work of Martel-Merle. The result of Theorem 3.1 says that the shape of the solitary

wave is stable under small H1 perturbations. But it is not clear whether u(t, x + x(t))

converges, in an appropriate sense, to a limit solitary wave. If it is indeed the case, we

say that the family of solitary waves is asymptotically stable. Of course, the choice of the

functional setting where one measures the convergence is crucial in that discussion. There

are many results on asymptotic stability in the context of dissipative PDE’s since in that

case one can directly split the dynamics into noninteracting parts due to a spectrum of

the linearized operator which does not quite meet the imaginary axis. It seems that the

first results on asymptotic stability for Hamiltonian PDE’s are those of M. Weinstein and

collaborators. In the context of (4), Pego-Weinstein obtained asymptotic stability with

convergence in the weighted Sobolev spaces H1
a , where a > 0 and H1

a is equipped with

the norm ‖u‖H1
a

= ‖eaxu(x)‖H1 . One can similarly define L2
a. The following result is due

to Pego-Weinstein.

Theorem 3.4 ([54]). — Let p = 2, 3 and let a, b be two positive numbers such that

a3 < 1/3 and b < a − a3. Then there exist C > 0 and ε > 0 such that if u0 ∈ H2(R)

satisfies

‖u0 −Q‖H1 + ‖u0 −Q‖H1
a
≤ ε

then there exist x(t) and c∞ such that, for all t ≥ 0, the solution of (7) satisfies

‖u(t, · + x(t)) −Qc∞‖H1 ≤ Cε

and

‖u(t, · + x(t)) −Qc∞‖H1
a
≤ Cε e−bt .

The approach of Pego-Weinstein also works for some other p < 5 which are not integers

(see [54] for a precise statement). The proof of Theorem 3.4 uses heavily the spectral

5This leads to the notion of spectral stability.
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analysis of ∂xL that we already discussed. In the case p < 5, the eigenvalue λ(p) “becomes”

a resonance (resolvent pole) and the corresponding mode plays an important role in the

dynamics. If we consider ∂xL as an operator on L2
a then the spectrum shifts from the

imaginary axis and the situation becomes very similar to the case of a dissipative PDE.

The number b involved in the statement of Theorem 3.4 is essentially the distance between

the resonance and the imaginary axis. Let us also mention that the modulation parameter

x(t) in Theorem 3.4 is an affine function of t.

In [34], Martel-Merle prove an asymptotic stability result where the weighted norm H1
a

is replaced by a weak H1 convergence. Here is the precise statement.

Theorem 3.5 ([34]). — Consider (7) with p = 2, 3, 4. There exists ε > 0 such that if

‖u0 − Q‖H1 ≤ ε then there exist x(t) and c∞ such that u(t, · + x(t)) − Qc∞ converges to

zero, weakly in H1, as t→ ∞.

Note that in contrast with Theorem 3.4, the result of Theorem 3.5 does not give an

estimate for the rate of convergence. On the other hand the assumptions on the data u0

in Theorem 3.5 are less restrictive than in Theorem 3.4. Notice also that in Theorem 3.5

one can replace the weak H1 convergence with strong L2
loc convergence. In the proof of

Theorem 3.5, we modulate the solution u as

(12) λ
2

p−1 (t)u(t, λ(t)x+ x(t)) = Q(x) + E(t, x),

where λ(t) and x(t) are chosen so that the remainder E satisfies the orthogonality condi-

tions

(13) 〈E(t), Q〉 = 〈E(t), Q′〉 = 0 .

We note that, comparing to the stability analysis above, a new modulation parameter6

λ(t) appears in (12). That parameter is closely related to the scaling invariance of (4)

which means that if u(t, x) solves (4) then so does λ
2

p−1u(λ3t, λx). In that context, the

modulation parameter x(t) is related to the translation invariance of (4) which means that

if u(t, x) solves (4) then, for every x0 ∈ R, the equation (4) is also solved by u(t, x+ x0).

The orthogonality conditions (13) are clearly linked with Lemma 3.2 and can be achieved

thanks to the implicit function theorem due to the following non degeneracy properties

of Q,

(14)
d

dλ
〈Qλ, Q〉

∣
∣
∣
λ=1

=
5 − p

4(p− 1)
‖Q‖2

L2 ,
d

dx0

〈Q(· + x0), Q
′(·)〉

∣
∣
∣
x0=0

= ‖Q′‖2
L2 .

Recall from the introduction thatQλ is the initial data of a solitary wave of (4) propagating

with speed λ. In view of (14), in the critical case p = 5, we are not able to modulate

u so that 〈E(t), Q〉 = 0 which makes the analysis in that case quite different. To prove

Theorem 3.5, one needs to show the convergence of λ(t) as t→ ∞ and the convergence of

E(t) to zero in H1 weak. The proof of these two facts follows lines similar to the analysis of

6The introduction of this parameter is in fact the main new point in the instability proof for p = 5.
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the critical case p = 5 to which the next two sections are devoted. In particular it heavily

relies on a classification of L2 compact solutions with data close to Q. It is important to

mention that, in contrast with previous works on the subject, in the proof of Theorem 3.5

the bounds on E rely much less on solving the equation for E by an iteration scheme in a

suitable functional setting.

In a very recent paper of Martel-Merle [39], a different proof of Theorem 3.5 is presented.

It is based on the use of a localized viriel type functional which provides a control on E .

Moreover, in [39] a strong H1 convergence on the right of the solitary wave is obtained. In

the proof of Theorem 3.5 it appears that the derivative of the modulation parameter x(t)

converges to c∞. A natural question is whether, similarly to the result of Pego-Weinstein,

in Theorem 3.5 one may take x(t) an affine function of t. The answer to that question is

negative, at least in the case p = 2, due to an example constructed in [39].

The approach of Theorem 3.5 is further extended in [40, 32] where the asymptotic

stability in H1 of suitable sums of N solitary waves is obtained (see [31] for earlier results).

In the case p = 2, the result applies to the exact N -soliton solution of the KdV equation

(see e.g. [52]). The N -solitons of KdV can be used to show that, for p = 2, in Theorem 3.5

strong L2 convergence is impossible. The existence of such solutions also “explains” the

use of weighted norms in the work of Pego-Weinstein.

4. CLASSIFICATION OF L2-COMPACT GLOBAL SOLUTIONS WITH

DATA CLOSE TO Q

From now on we only consider (4) in the case p = 5, i.e. we analyze the Cauchy problem
{

ut + uxxx + ∂x(u
5) = 0,

u(0, x) = u0(x).
(15)

Let us notice that for p = 5, we have E(Qc) = 0 and ‖Qc‖L2 = ‖Q‖L2 for all c. Hence in

that case the conservation laws (5) and (6) do not present an obstruction for the existence

of blow-up solutions of the form Qc(t)(x+ x(t)) with c(t) → ∞.

The following rigidity result, called by the authors “Liouville property”, is the main tool

in the proof of existence of simple asymptotic objects for the dynamics close to Q(x− t).

Theorem 4.1 ([35]). — Suppose that :

(1) The function u(t, x) is a solution global in time of (15) such that

c1 ≤ ‖ux(t)‖L2 ≤ c2,

for some positive constants c1 and c2.

(2) The solution u(t, x) is L2 compact which means that there exists a function y(t)

such that for every ε > 0 there exists R > 0 such that for every t,

‖u(t, x)‖L2(|x−y(t)|>R) ≤ ε .
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Then there exists α > 0 such that if ‖u0 −Q‖H1 ≤ α then there exist λ and x0 such that

u(t, x) = λ
1
2Q(λ(x− x0) − λ3t) .

Remark 4.2. — It seems that Theorem 4.1 is the first result of this type for a Hamiltonian

PDE. On the other hand, results in the spirit of Theorem 4.1 were previously known in

the context of parabolic PDE’s (see [51, 19] and the references therein).

Let us give the main lines of the proof of Theorem 4.1. We modulate the solutions

u(t, x) of (15) with data close to Q in H1 as

(16) λ
1
2 (t)u(t, λ(t)x+ x(t)) = Q(x) + E(t, x),

where the geometric parameters λ(t) > 0 and x(t) are defined so that E satisfies the

orthogonality conditions

(17) 〈E(t), Q3〉 = 〈E(t), Q′〉 = 0 .

The reason to chose (17) as orthogonality conditions is that if E satisfies (17) then

〈LE(t), E(t)〉 ≥ C‖E(t)‖2
H1, where L = −∂2

x − 5Q4 + 1 is the operator arising in the

linearization of the energy functional around Q. It seems however that (17) is not the

only possible choice of orthogonality conditions on E which makes the proof of Theo-

rem 4.1 work. The assumption (1) and the conservation laws imply the smallness of E(t)

in H1, if u0 is close to Q in H1. If we change the time variable as

(18) s = s(t) :=

∫ t

0

λ−3(τ)dτ

then we obtain that E(s, x) solves the following equation

(19) Es − (LE)x −
λs
λ

(Q

2
+ xQ′

)
−

(xs
λ

− 1
)
Q′ =

λs
λ

(E

2
+ xEx

)
+

(xs
λ

− 1
)
Ex −

(
10Q3E2 + 10Q2E3 + 5QE4 + E5

)

x
.

The new time variable s is clearly related to the scaling of the equation. An advantage of

introducing it is that even if t ranges in a finite interval (blow-up regime) the variable s

ranges in the whole real line. Indeed, from the H1 well-posedness and a scaling argument

one easily obtains that if a solution u(t) of (15) blows up in finite time T , then

‖ux(t, ·)‖L2 ≥ C|T − t|−
1
3 ,

for t ∼ T. In the context of the decomposition (16), λ(t) ∼ ‖ux(t, ·)‖
−1
L2 and therefore, in

view of (18) the variable s takes all real values. Notice also that the blow-up of u(t) can

be simply expressed as λ(t) → 0, while the assumption (1) of Theorem 4.1 can be seen as

c̃1 ≤ λ(t) ≤ c̃2.

The parameter x(t) involved in the decomposition (16) is different from y(t) in the

assumption (2) of the theorem. But one easily obtains that |x(t) − y(t)| ≤ C and that

E(s, x) is L2-compact, i.e. for every ε > 0 there exists R > 0 such that for every s one has
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‖E(s, x)‖L2(|x|>R) ≤ ε . It turns out that the L2-compactness together with the properties

of the equation (19) give much stronger estimates on E(s, x).

Lemma 4.3. — Let a and b be defined as

(20) a := sup
s∈R

‖E(s, ·)‖H1(R), b := sup
s∈R

‖E(s, ·)‖L2(R) .

Then there exist a0 > 0, C > 0 and θ > 0 such that if a < a0, then |E(s, x)| ≤ C
√
ab e−θ|x| .

Remark 4.4. — The exponential decay displayed in Lemma 4.3 is related to a general

property of L2-compact solutions of (4) and is not restricted only to data close to Q (see

[30] for more details).

To prove Lemma 4.3 one needs to observe that equation (19) is essentially a criti-

cal generalized KdV equation with exponentially decaying source term. Thus to prove

Lemma 4.3, in addition to the L2-compactness property one also has to use the L2 small

data scattering theory for (15) developed by Kenig-Ponce-Vega in [27] and the persistence

of the decay by the linear KdV flow, a fact already observed in the work of Kato [25].

The next step is to use Lemma 4.3 to get the equivalence between the H1 and L2 norms

of E(s).

Lemma 4.5. — Let a and b be defined as in (20). Then there exist a1 > 0 and C > 0

such that if a < a1 then a ≤ Cb.

The exponential decay obtained in Lemma 4.3 allows us to use viriel type identities.

Indeed, if we set

I(s) =
1

2

∫ ∞

−∞

xE2(s, x)dx

we can obtain the estimate

d

ds

(
λ(s)I(s)

)
≤ C1b

2 − C2‖E(s)‖2
H1

which easily provides the bound a ≤ Cb.

With Lemma 4.3 and Lemma 4.5 in hand we can turn to the proof of Theorem 4.1. Let

us first notice that if E = 0 in (16) and u is a solution of (15) then, in view of the equation

solved by E , we deduce that there exist two constants α and β such that λ(t) = α and

x(t) = α−2t + β which in turn implies that u(t, x) can be represented as claimed in the

statement of Theorem 4.1.

The proof of Theorem 4.1 is indirect. Consider a sequence (un) of solutions of (15) with

limn→∞ ‖un(0)−Q‖H1 = 0 such that un satisfies assumptions (1) and (2) of Theorem 4.1.

We can thus represent un, for n≫ 1 as in (16) with corresponding modulation parameters

λn(t), xn(t) and remainder En. We suppose that for every n the function En is not

identically zero and we look for a contradiction.

It turns out that a suitably renormalized subsequence of En converges to a solution of

a linear problem.
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Lemma 4.6. — Let bn := sups ‖En(s)‖L2. Then there exist a sequence (sn) of real numbers

and a subsequence (En′) such that b−1
n′ En′(sn′+s) converges in L∞

loc(R ; L2(R)) to w(s) which

is not identically zero and satisfies w ∈ C(R ; H1(R))∩L∞(R ; H1(R)) . Moreover w solves

the equation

(21) ws − (Lw)x = α(s)
(Q

2
+ xQ′

)
+ β(s)Q′

for some continuous functions α and β. In addition w satisfies the orthogonality conditions

(22) 〈w(s), Q3〉 = 〈w(s), Q′〉 = 0

and the exponential decay

(23) |w(s, x)| ≤ C e−θ|x|

with a suitable choice of the positive constants C and θ.

At a formal level one easily verifies that the linear equation (21) appears as a limit

model for the nonlinear equation (19). We have the estimate

(24)

∣
∣
∣
∣

λs
λ

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
xs
λ

− 1
∣
∣
∣ ≤ C sup

s
‖E(s, ·)‖L2

as a very basic property of the decomposition (16). Indeed, it suffices to multiply (19)

with Q3 and Q′ and to integrate on x. Since En solves (19), in view of the bound (24),

we obtain that at the limit bn → 0 the limit equation for b−1
n En is (21). Indeed, all terms

in the right-hand side of (19) disappear either because of (24) or because E appears in

higher powers.

In order to make the previous formal reasoning rigorous one heavily relies on the L2

small data global existence theory of Kenig-Ponce-Vega [27]. The fact that ‖En‖L2 controls

‖En‖H1 is of great importance in the limit process.

The last step in the proof of Theorem 4.1 is the analysis of the linear equation (21).

Theorem 4.1 follows from the following rigidity property of (21).

Lemma 4.7. — Let w ∈ C(R ; H1(R)) ∩ L∞(R ; H1(R)) be a solution of (21) satisfying

the orthogonality conditions (22) and the decay estimate (23). Then w is identically zero.

Lemma 4.7 could be seen as a result of unique continuation at infinity for the equation

(21) (the decay of w is essential for the proof). Let us give an outline of the proof of

Lemma 4.7. It turns out that w(s) satisfies an additional orthogonality condition. One

can directly show that 〈w(s), Q〉 is a quantity independent of s. In order to show that it

is zero, one appeals to the functional7

J(s) =

∫ ∞

−∞

w(s, x)
(∫ x

0

(Q(y)

2
+ yQ′(y)

)
dy

)

dx .

7Recall that a similar functional is involved in the instability analysis of the previous section.
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A direct computation shows that J ′(s) = 2〈w(0), Q〉. Due to the exponential decay of

w(s), |J(s)| is uniformly bounded and therefore 〈w(s), Q〉 = 0. Thus, for all s, w(s) is

orthogonal to Q.

We next consider the viriel functional

I(s) =
1

2

∫ ∞

−∞

xw2(s, x)dx .

A direct computation shows that

(25) I ′(s) = H(w(s), w(s)) + α(s)〈x
(Q

2
+ xQ′

)
, w(s)〉 + β(s)〈xQ′, w(s)〉,

where H(w,w) = 〈(Lw)x, xw〉. In view of (25), we slightly modify w(s) by setting

(26) w̃(s) = w(s) + γ(s)
(Q

2
+ xQ′

)
+ δ(s)Q′ .

It turns out that with a suitable choice of γ(s) and δ(s), w̃ solves an equation of type

w̃s − (Lw̃)x = α̃(s)
(Q

2
+ xQ′

)
+ β̃(s)Q′ ,

satisfies the orthogonality conditions

(27) 〈w̃(s),
(xQ

2
+ x2Q′

)
〉 = 〈w̃(s), xQ′〉 = 〈w̃(s), Q〉 = 0 ,

and, if we set I1(s) =
∫ ∞

−∞
xw̃2(s, x)dx, then I ′1(s) = H(w̃(s), w̃(s)).

The next step is to use that due to the orthogonality conditions satisfied by w̃, one has

(28) −H(w̃(s), w̃(s)) ≥
1

10
〈Lw̃(s), w̃(s)〉 .

Once again, in order to prove (28), one needs to make explicit calculations based on the

very particular form of Q. Using the equation solved by w̃(s), one can easily check that

〈Lw̃(s), w̃(s)〉 = 〈Lw̃(0), w̃(0)〉 and therefore I ′1(s) ≤ − 1
10
〈Lw̃(0), w̃(0)〉 ≤ 0 . Since w̃(s)

is exponentially decaying we obtain that 〈Lw̃(s), w̃(s)〉 = 0.

But as a matter of fact, if u ∈ H1(R) is orthogonal to Q and satisfies 〈Lu, u〉 = 0,

then u is necessarily a linear combination of Q′ and Q
2

+ xQ′. In view of (27), we directly

conclude that w̃ is identically zero. Finally, we obtain that w is identically zero thanks

to (26) and the orthogonality conditions (22).

5. ASYMPTOTIC STABILITY IN THE REGULAR REGIME

A first consequence of Theorem 4.1 is an asymptotic stability result under the assump-

tion that the solution with data close to Q is globally defined and uniformly bounded in

H1(R).



933-15

Theorem 5.1 ([35]). — Suppose that u(t) is a solution global in time of (15) such that

c1 ≤ ‖ux(t)‖L2 ≤ c2, for some positive constants c1 and c2. Then there exists α > 0 such

that if ‖u0 − Q‖H1 ≤ α then there exist λ(t) and x(t) such that λ
1
2 (t)u(t, λ(t)x + x(t))

converges to Q(x), weakly in H1(R), as t→ ∞.

Notice that the result of Theorem 5.1 displays a weaker form of asymptotic stability

compared with the case p < 5. Indeed, in contrast with the situation for p < 5, it is not

clear whether the modulation parameter λ(t), involved in the statement of Theorem 5.1,

converges to some limit as t→ ∞.

Let us give the main ideas of the proof of Theorem 5.1. The two main ingredients are :

• Continuity of the flow of (15) with respect to the weak H1 topology.

• An almost monotonicity property of the L2 mass for solutions of (15) with data

close to Q in H1.

The continuity property of the flow with respect to the weak H1 topology is a consequence

of the well-posedness of the Cauchy problem below H1 and of a viriel identity argument.

This type of results seems to appear first in a paper by Glangetas-Merle [22]. The mono-

tonicity property of the mass is closely related to the Kato identity discussed in section 2.

This monotonicity property separates the dynamics into two noninteracting parts and it

is related to the dispersion relation (the symbol) of the linear part of the equation. It is

worth noticing that similar monotonicity properties hold for a fairly large class of equa-

tions such as the Benjamin-Bona-Mahony equation (see [17]), the Kadomtsev-Petviashvili

II equation (see [57, 10]) but, it does not seem to hold for other models as the Kadomtsev-

Petviashvili I equation or the nonlinear Schrödinger equation. We refer to [54, page 308]

for a very clear explanation whether an equation in hand may enjoy the crucial separation

of the dynamics property.

The proof of Theorem 5.1 is again indirect. We modulate u(t, x) as in (16)

(29) λ
1
2 (t)u(t, λ(t)x+ x(t)) = Q(x) + E(t, x) .

Let us take a sequence tn → ∞ such that λ
1
2 (tn)u(tn, λ(tn)x+x(tn)) converges, weakly in

H1, to ũ0 and λ(tn) converges to λ̃0. We suppose ũ0 6= Q and we seek for a contradiction

by means of Theorem 4.1. Let ũ be the local solution of the critical generalized KdV

equation with data ũ0. Since ũ0 is close to Q in H1, we can modulate ũ, at least for small

times, with modulation parameters λ̃(t), x̃(t) and remainder Ẽ(t, x) satisfying the same

orthogonality conditions as E . The continuity property of the flow with respect to the

weak H1 topology implies the following statement.

Lemma 5.2. — The solution ũ(t) is defined for all t ∈ R, and the sequence E(tn + t)

converges, weakly in H1(R), to Ẽ(t). Moreover, for every T > 0, λ(tn + t) − λ̃(t) and

x(tn + t) − x̃(t) converge to zero in C([−T, T ] ; R).
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Notice that one first proves the lemma for small times which implies a H1 bound on

ũ(t) thanks to the H1 boundedness assumption on u. Then we extend ũ(t) for all times

due to the H1 local well-posedness of (15).

The asymptotic solution ũ being constructed, the aim is to show that it satisfies the

assumptions of Theorem 4.1, i.e. we need to check that ũ is L2-compact. Let us notice

that the leading idea at this point is that the solution ũ enjoys more properties than the

original solution u itself.

5.1. L2-compactness of ũ on the right of the solitary wave

There are different ways to prove the L2-compactness of ũ on the right. In this subsec-

tion, we discuss an argument which is based on a direct analysis of the limit solution ũ.

In the next subsection, we present a more involved method, using Lemma 5.2, providing

compactness on both sides.

To get the L2-compactness of ũ on the right, it is sufficient to show that small solutions of

(15) can not travel too fast to the right. Such a result would imply the needed compactness

since the main part of the solution is moving to the right with speed uniformly bounded

from below. Let us state precisely a lemma giving the L2-compactness on the right. We

introduce a function ψ ∈ C∞(R) by setting

ψ(x) = c0

∫ x

−∞

Q
( x

K

)

dy,

where c0 is chosen so that limx→∞ ψ(x) = 1. Consider the functional

Iσ(t) :=

∫ ∞

−∞

ψ(x− σt) u2(t, x) dx

which measures the distribution of the L2-mass on the right with respect to a frame

moving with speed σ. Since the quantity on the right of the solitary wave is essentially

a “small solution” of (15), the next statement is the crucial point in the proof of the

L2-compactness of ũ on the right.

Lemma 5.3. — Let σ > 0 and K >
√

2/σ. There exists a positive constant Cσ such that,

if ‖u0‖L2 ≤ Cσ, then Iσ(t) is a non-increasing function on the trajectories of (15).

The proof of Lemma 5.3 is an application of the Kato identity (9).

5.2. L2-compactness of ũ on the left of the solitary wave

The analysis in that case is more delicate. The main point is to show that the loss of

mass at the left is “irreversible”. Notice that Lemma 5.3 does not hold for large solutions

since there are solitary waves moving with arbitrary large speed. It turns out however
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that a weaker form of Lemma 5.3 survives for large data. Let u(t) be a solution of (15)

which is decomposed as in (16). For (t0, x0) ∈ R2 and t0 ≥ t, we introduce the functional

Ix0,t0(t) :=

∫ ∞

−∞

ψ(x− x(t) − x0 −
3

4
(x(t0) − x(t))) u2(t, x) dx,

where the function ψ is defined in the previous subsection. The following statement is

now the substitute of Lemma 5.3.

Lemma 5.4. — Suppose that there exist two positive numbers c1 and c2 such that c1 ≤

λ(t) ≤ c2. Then there exist δ > 0, K > 0 and C > 0 such that, if supt ‖E(t)‖H1 < δ, then

for every x0 ≥ 0, and 0 ≤ t ≤ t0,

Ix0,t0(t0) − Ix0,t0(t) ≤ Ce−
x0
K .

Remark 5.5. — The very particular structure of the functional Ix0,t0(t) is important for

the proof. The term 3
4
(x(t) − x(t0)) is strongly needed. The number 3

4
can be replaced

by any number between 1
2

and 1.

We now explain how the L2-compactness of ũ can be obtained by combining Lemma 5.4

and Lemma 5.2. Define the functional

mr(u(t)) :=

∫ ∞

−∞

ψ(x− x(t) − x0) u
2(t, x) dx

which measures the L2-mass on the right of the solitary wave. It is easy to see that

Lemma 5.4 implies that mr(t) is an “almost decreasing quantity”. More precisely,

(30) mr(u(t)) −mr(u(t
′)) ≤ Ce−

x0
K , t ≥ t′.

Indeed, we have that mr(u(t)) = Ix0,t(t) and due to the monotonicity of ψ and x(t),

mr(u(t
′)) ≥ Ix0,t(t

′). Similarly, since if u(t, x) solves (15) then so does u(−t,−x), we

deduce that the quantity

ml(u(t)) :=

∫ ∞

−∞

(1 − ψ(x− (x(t) − x0))) u
2(t, x) dx,

measuring the L2-mass on the left of the solitary wave is “almost increasing”. More

precisely,

(31) ml(u(t)) −ml(u(t
′)) ≥ −Ce−

x0
K , t ≥ t′.

Assume that ũ is not L2-compact. It means that there exists δ > 0 such that for every

bounded interval I ⊂ R, there exists t0 such that
∫

I

ũ2(t0, x)dx ≤ ‖ũ(0)‖2
L2 − δ.

For a solution u(t) of (15), we define the quantity mloc(u(t)), measuring the L2-mass in a

moving frame, via the identity

(32) ‖u(t)‖2
L2 = ml(u(t)) +mloc(u(t)) +mr(u(t)).
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Taking x0 ≫ 1, we can assume

(33) mloc(ũ(0)) > ‖ũ(0)‖2
L2 −

δ

4
.

The assumption of lack of L2-compactness of ũ implies the existence of t0 ∈ R such that

(34) mloc(ũ(t0)) < ‖ũ(0)‖2
L2 −

δ

2
,

if x0 ≫ 1. We suppose that t0 > 0, the case t0 < 0 being similar. From (33) and (34), we

get the estimate

mloc(ũ(0)) −mloc(ũ(t0)) >
δ

4
.

Since the weak H1-convergence implies the strong L2
loc-convergence, using Lemma 5.2, we

deduce that, if x0 ≫ 1 (independently of t0) then there exists N such that for n ≥ N ,

(35) mloc(u(tn)) −mloc(u(tn + t0)) >
δ

8
.

The L2-conservation law for u can now be written as

ml(u(tn + t0)) −ml(u(tn)) = mr(u(tn)) −mr(u(tn + t0)) +mloc(u(tn)) −mloc(u(tn + t0))

which, using (30) and (35), yields

(36) ml(u(tn + t0)) −ml(u(tn)) >
δ

8
− Ce−

x0
K .

We can clearly suppose that tn+1 > tn + t0. Therefore using (31) and (36), we get

ml(u(tn+1)) −ml(u(tn)) = ml(u(tn+1)) −ml(u(tn + t0)) +ml(u(tn + t0)) −ml(u(tn))

>
δ

8
− 2Ce−

x0
K .

Hence, if x0 ≫ 1, it follows that ml(u(tn)) → ∞ which is clearly impossible in view of

the L2-conservation law. We obtain a contradiction coming from the assumption of lack

of L2-compactness of ũ. Therefore ũ is L2-compact.

Remark 5.6. — Notice that Theorem 5.1 gives an important information about nega-

tive energy solutions with data close to Q. Namely, such solutions cannot be uniformly

bounded in H1(R). Indeed, let u be a negative energy solution of (15) with data close to

Q which is uniformly bounded in H1(R). Then similarly to above, we can construct an

asymptotic solution ũ which satisfies the assumptions of Theorem 4.1. Thus ũ is neces-

sarily a rescaled and translated version of Q. In particular, E(ũ) = 0 since in the critical

case p = 5, E(Qc) = 0 for all c. On the other hand ũ is obtained as a weak H1 limit from

solutions close to Q(x− t) with negative energies which implies that E(ũ) < 0. We thus

get a contradiction with the assumption of uniform H1-boundedness of u.

Let us finally remark that since E(Q) = 0 and ∇E(Q) = −Q, we obtain that there

exists a large set of negative energy initial data for (15) which is close to Q. An example

of such data is clearly u0(x) = ±(1 + ε)Q, where 0 < ε≪ 1.



933-19

6. BLOW-UP IN FINITE OR INFINITE TIME

In this section, we present a second consequence of Theorem 4.1 which is the existence

of solutions of (15) blowing up in finite or infinite time.

Theorem 6.1 ([44]). — There exists α > 0 such that if u0 ∈ H1(R) satisfies

(37) ‖u0‖L2 ≤ ‖Q‖L2 + α

and E(u0) < 0 (negative energy) then the solution of (15) blows up in finite or infinite

time which means that there exists T ∈]0,∞] such that limt→T ‖u(t, ·)‖H1 = ∞.

Remark 6.2. — Under the assumptions of Theorem 6.1, the initial data u0(x) is close

in H1(R) to ±λ
1
2Q(λ(x+ x0)) for some constants λ0 and x0 (see [41, 42, 60]).

Notice that if u0 satisfies the assumptions of Theorem 6.1, then so does −u0. We also

remark that the new point in Theorem 6.1 with respect to Theorem 5.1 is that we have

the existence of the limit as t goes to T of ‖u(t, ·)‖H1 and not only the existence of a

sequence (tn) such that ‖u(tn, ·)‖H1 goes to infinity.

The approach of Theorem 6.1 is similar to that of Theorem 5.1. The new ingredients

are :

• Extension of the L2-compactness of the limit solution to the case when there is no

lower bound on the scaling modulation parameter λ(t).

• The use of a third conservation law of (15) which provides a control on the size of

λ(t).

The starting point in Theorem 6.1 is to modulate a negative energy solution of (15), with

data satisfying (37) for α small, as

(38) λ
1
2 (t)u(t, λ(t)x+ x(t)) = ±Q(x) + E(t, x)

with E(t, x) satisfying the orthogonality conditions (17). Without loss of generality, we

may assume that the sign in front Q is plus. The decomposition (38) is the same as in (16)

but the proof of the control on the modulation parameters λ(t), x(t) and the remainder

E(t, x) is different under the assumptions of Theorem 6.1. Using the variational nature of

Q one can show that the decomposition (38) holds with smallness estimates8 on E(t, x)

and bounds on λ(t) and x(t), as far as the solution u exists. Here, “the variational nature

of Q” means that if u ∈ H1(R) is such that E(u) = 0, ‖u‖L2 = ‖Q‖L2 and ‖u′‖L2 = ‖Q′‖L2

then u(x) = ±Q(x+ x0) for some constant x0 ∈ R (see [41, 42, 60]).

The proof is by contradiction. Take a sequence (un) of negative energy global solutions

of (15) such that ‖un(0)‖L2 tends to ‖Q‖L2 as n→ ∞. We suppose that for each n there

exist a sequence (tn,m) and a constant cn so that ‖∂xun(tn,m)‖L2 ≤ cn, uniformly in m.

We seek for a contradiction under this assumption. Similarly to the previous section, we

8Depending on the smallness of (‖u0‖L2 − ‖Q‖L2).
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define a limit object ũn(0) from the sequence (tn,m) and the decomposition (38) applied

to un. We denote by ũn(t) the local solution of (15) with initial data ũn(0), defined on

a time interval (−T1(n), T2(n)). The closeness to Q(x− t) and the weak H1-convergence

yield

(39) E(ũn) < 0 .

Similarly to the considerations on the L2-compactness of ũ in the previous section, one

can show that ũn is L2-compact and satisfies a crucial exponential decay property. This

allows one to use a third conservation law of (15) applied to ũn. Namely,

(40)

∫ ∞

−∞

ũn(t, x)dx =

∫ ∞

−∞

ũn(0, x)dx,

if t ∈ (−T1(n), T2(n)). The conservation law (40) shows that the scaling modulation

parameter λ̃n(t), involved in the decomposition of ũn(t), is uniformly bounded from below.

Using that λ̃n(t) ∼ ‖∂xũn(t, ·)‖
−1
L2 , we obtain a uniform bound on ‖ũn(t, ·)‖H1 which,

thanks to the H1 well-posedness of (15) implies that ũn(t) is globally defined. Since ũn is

L2-compact, using Theorem 4.1, we conclude that ũn is a rescaled and translated Q. In

particular, E(ũn) = 0 which is in contradiction with (39).

7. BLOW-UP PROFILE

In this section, we present an extension of the asymptotic stability result of Theorem 5.1

to the singular regime of Theorem 6.1. It turns out that the blow-up solutions with data

close to Q converge in H1 weak, after a suitable singular renormalization to the profile

Q. Thus the concept of asymptotic stability naturally extends to the singular regime as

shows the next statement.

Theorem 7.1 ([36]). — There exists α > 0 such that if ‖u0‖L2 ≤ ‖Q‖L2 + α and if the

solution u(t) of (15) blows up in finite or infinite time T ∈]0,∞] then there exist λ(t) > 0

and x(t) such that λ
1
2 (t)u(t, λ(t)x+ x(t)) converges as t→ T , weakly in H1(R), either to

Q(x) or to −Q(x).

Notice that, if E(u0) < 0 then the result of Theorem 7.1 applies to the blow-up solutions

considered in the previous section. It is also worth noticing that the energy conservation

and the weak H1 convergence imply the strong convergence in the homogeneous Sobolev

space Ḣ1(R).

The proof of Theorem 7.1 follows a similar strategy to that of Theorem 5.1. However,

the classification result of Theorem 4.1 alone is not sufficient to conclude because the

asymptotic solution may be singular (λ(t) → 0). For that purpose a new rigidity result

adapted to the singular regime has to be established. Again, the viriel functional I(t) and
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the functional J(t), appeared already several times in our discussion, are the key for the

argument.

In the proof of Theorem 7.1, we write once again

(41) λ
1
2 (t)u(t, λ(t)x+ x(t)) = ±Q(x) + E(t, x),

for t near the blow-up time T and α small enough. The difference is that now the

modulation parameters λ(t) and x(t) are chosen so that E satisfies the orthogonality

conditions

(42) 〈E(t),
(xQ

2
+ x2Q′

)
〉 = 〈E(t), xQ′〉 = 0 .

Notice that we already considered orthogonality conditions of type (42) in the linear

analysis of section 4 (see (27)). The orthogonality conditions (42) are used to cancel some

second order terms in variation of the viriel functional I(t) = 1
2

∫ ∞

−∞
x E2(t, x)dx . More

precisely, at least formally,

λ3(t)İ(t) = λ2(t)λ̇(t)
〈
E(t),

(xQ

2
+ x2Q′

)〉
+ (λ2(t)ẋ(t) − 1) 〈E(t), xQ′〉

+H(E(t), E(t)) +R(E(t)),

where R(E(t)) contains only higher order terms in E(t) and H(E , E) = 〈(LE)x, xE〉 is the

bilinear form which already appeared in the proof of Lemma 4.7. The choice of (42) as

orthogonality conditions is possible thanks to the implicit function theorem, in view of

another non degeneracy property of Q. Despite the “loss of sign” of 〈LE , E〉 with the new

orthogonality conditions, one is still able to get smallness bounds on E and a control on

the modulation parameters λ and x of type (24). The variational nature of Q is again

used in the smallness estimates on E .

In order to prove Theorem 7.1, one has to show that E(t) converges to zero in H1 weak,

as t → T . One first proves that E(tn) converges to zero in H1 weak, as n → ∞, for a

specific choice of the sequence (tn). Namely, tn is so that λ(tn) = (1.1)−n and λ(t) ≤ λ(tn)

for t ∈ [tn, T [. The case of an arbitrary sequence (tn) then can be treated by using the

monotonicity of the L2-mass.

Let us describe the argument for the specific sequence (tn). The proof is by contradic-

tion. We suppose that there exists a subsequence of (tn) still denoted by (tn) such that

E(tn) converges weakly in H1 to Ẽ(0) which is not zero and we look for a contradiction.

Let ũ(0) := ±Q + Ẽ(0). We denote by ũ(t) the local solution of (15) subject to initial

data ũ(0). Let λ̃(t), x̃(t) and Ẽ(t) be the modulation parameters and the remainder in a

decomposition of type (41) applied to ũ(t). The solution ũ(t) may develop singularities

in finite time and this is the new feature in the analysis.

Notice that λ̃(0) = 1. Thanks to the special choice of (tn) one has λ̃(t) ≤ 1 and we

can define a maximal τ ∈]0,∞] such that (1.1)−1 < λ̃(t) ≤ 1 for every t ∈ [0, τ). Two

possibilities appear, either τ = ∞ or τ <∞. In the case τ = ∞, the solution ũ is global,

uniformly bounded in H1, and one can show similarly to before that ũ is L2-compact.
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Thus Theorem 4.1 applies and gives a contradiction as in Theorem 5.1. In the case τ <∞

a fairly new argument is needed. Introduce the new time variable s as in (18) with λ̃(t)

instead of λ(t). Set τ1 := s(τ). The contradiction arises from a lower and upper bound

on the quantity Λ, defined as

Λ :=

∫ τ1

0

∫ ∞

−∞

Ẽ2(s, x) e−
|x|
2 dxds .

One can prove an exponential decay of Ẽ to the left by the monotonicity properties

considered in section 5. This allows to consider the functional

(43) J(s) =

∫ ∞

−∞

Ẽ(s, x)
(∫ ∞

x

(Q(y)

2
+ yQ′(y)

)
dy

)

dx−
1

4
‖Q‖2

L2 .

The second term in (43) is of course not essential. Using direct computations and the

basic properties of the decomposition (41), one can show the bound

(44)
∣
∣
∣J ′(s) +

λs
2λ
J(s) + 2〈Ẽ(s), Q〉

∣
∣
∣ ≤ C

∫ ∞

−∞

Ẽ2(s, x) e−
|x|
2 dx .

Estimate (44) is now the key for the proof of the lower bound

(45) Λ ≥ CΛ1 ,

where C > 0 is independent of α,

Λ1 := 1 +

∫ τ1

0

∫ ∞

−∞

Ẽ2
x(s, x)dxds+ |E|

∫ τ1

0

(λ̃(s))2ds

and E is the energy of ũ.

For the upper bound on Λ, a localized9 viriel type functional is used. For A > 0, we

consider the function ψA(x) = Aψ(A−1x), where ψ(x) is a smooth odd function such that

ψ(x) = x for |x| < 1, ψ′(x) = e−x for x > 2, and for x ∈ [1, 2], ψ is increasing and concave.

We consider the following localized viriel functional

IA(s) :=

∫ ∞

−∞

ψA(x)Ẽ2(s, x)dx .

Thanks to the new orthogonality conditions one obtains that there exist A > 2, γ > 0

such that

(46) I ′A(s) ≤ −γ

∫ ∞

−∞

e−
|x|
A

(
Ẽ2(s, x) + Ẽ2

x(s, x)
)
dx+

1

γ
〈Ẽ(s), Q〉2,

provided u0 is close enough to Q. The bilinear form H is naturally involved in the proof

of (46). More precisely, it turns out that

−H(E(s), E(s)) ≥ C‖E(s)‖2
H1,

if 〈E(s), Q〉 = 〈E(s),
(
xQ
2

+ x2Q′
)
〉 = 0. We have the second term in the right-hand side in

(46) because the orthogonality with respect to Q is “forbidden” for Ẽ (see (14)).

9This localization is needed because we do not have available a decay of Ẽ(s, x) for x → +∞.
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Using (46) one can get the upper bound

(47) Λ ≤ Cu0Λ1

where the constant Cu0 is tending to zero, if ‖u0‖L2 is tending to ‖Q‖L2 . In view of (45)

and (47), we get a contradiction for ‖u0‖L2 close enough to ‖Q‖L2.

Remark 7.2. — A corollary of Theorem 7.1 is a lower bound on the blow-up rate which

excludes the existence of self-similar blow-up solutions for data in H1. However, in [9],

Bona-Weissler construct solutions of (7) with self-similar blow-up which are missing the

space H1.

8. BLOW-UP IN FINITE TIME

In this section, we present a result showing that under an additional assumption on

the initial data, the blow-up solutions of Theorem 6.1 develop their singularities in finite

time.

Theorem 8.1 ([37]). — There exists α > 0 such that, if u0 ∈ H1(R) satisfies

‖u0‖L2 ≤ ‖Q‖L2 + α, E(u0) < 0, ∀x0 > 0, ‖u0(x)‖L2(x≥x0) ≤ C |x0|
−3,

then the solution of (15) blows up in finite time, i.e. there exists T ∈]0,∞[ such that

limt→T ‖u(t, ·)‖H1 = ∞.

A detailed presentation of all steps in the proof of Theorem 8.1, as written is [37], would

be quite technical. For that reason, we will only give an informal presentation of the main

idea.

Consider the usual decomposition

(48) λ
1
2 (t)u(t, λ(t)x+ x(t)) = ±Q(x) + E(t, x),

for a blow-up solution u with t near the blow-up time T . We suppose that the sign in

front of Q in the right hand side of (48) is plus. In order to prove that T is finite, the

ideal situation would be to have the bound

(49) λ̇(t) ≤ −C < 0 .

Estimate (49) is not known to hold in the context of (15) but one is able to prove a weaker

version of (49) as we explain below.

Substituting (48) in (15), we obtain that the equation solved by E(t, x) is

(50) λ3(t)Et − (LE)x − λ2(t)λ̇(t)
(Q

2
+ xQ′

)
− (λ2(t)ẋ(t) − 1)Q′ =

= λ2(t)λ̇(t)
(E

2
+ xEx

)
+ (λ2(t)ẋ(t) − 1)Ex −

(
10Q3E2 + 10Q2E3 + 5QE4 + E5

)

x
.
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Let us impose that E satisfies the orthogonality conditions

(51)

∫ ∞

−∞

E(t, x)w(x)dx =

∫ ∞

−∞

E(t, x)xw′(x)dx = 0,

where

w(x) :=

∫ x

−∞

(Q(y)

2
+ yQ′(y)

)
dy.

The choice (51) is formally possible, again due to the implicit function theorem via an

explicit calculation on Q. Let us notice that w(x) does not tend to zero as x→ ∞. Hence

one needs to ensure that E(t, x) decays sufficiently fast to the right and this is one of the

major analytical problems in the proof of Theorem 8.1.

Imposing (51) as orthogonality conditions is natural, in view of the equation (50) and

the identities satisfied by w

(52) Lw′ = −2Q, 〈w′, Q〉 = 0 .

The verification of (52) is straightforward. Under the orthogonality conditions (51), using

(52) and integration by parts, we easily get the following (at least formal) identities

〈λ3(t)Et, w〉 = 0, 〈(LE)x, w〉 = 2〈E , Q〉, 〈
Q

2
+ xQ′, w〉 = c0, 〈Q′, w〉 = 〈xEx, w〉 = 0,

where c0 is a positive constant which can be easily written explicitly in terms of Q.

Therefore, multiplying (50) with w, gives the identity

(53) λ2(t)λ̇(t) = −c1〈E(t), Q〉 +R1(E(t)),

where c1 := 2/c0 and R1(E(t)) is an explicit expression containing terms of quadratic and

higher order with respect to E(t).

On the other hand, if we denote by E < 0 the energy of u, then we get easily from (48),

the identity

(54) E = E(u(t)) = λ−2(t)E(Q+ E(t)).

Substituting Q+ E(t) in the energy functional yields

(55) E(Q+ E(t)) = −〈E(t), Q〉 +
1

2
‖Ex(t)‖

2
L2 +R2(E(t)),

where R2(E(t)) is another explicit expression of E(t) containing only quadratic and higher

order terms.

Using (53), (54) and (55), we directly obtain

(56) λ2(t)E = −〈E(t), Q〉 +
1

2
‖Ex(t)‖

2
L2 +R2(E(t)),

and

(57) λ̇(t) = −c2 −
c1λ

−2(t)

2
‖Ex(t)‖

2
L2 + λ−2(t)R(E(t)),

where c2 := −c1E > 0 and R(E(t)) = R1(E(t)) − c1R2(E(t)).
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Notice that if we neglect the third term in the right-hand side of (57), we get an estimate

of type (49). Thus one needs to bound the third term in the right-hand side of (57). This

can be achieved, with a viriel inequality of type (46). Recall that ds = λ−3(t)dt. Thus

an estimate of type (46) for E(t) together with (56) provides a bound for λ3(t)R(E(t)) in

terms of I ′A(t), i.e. it is realistic to expect that the singularity of λ−2(t) can be compensated

by the smallness of R(E(t)) (quadratic in E(t)). Since the bound is in terms of I ′A(t), the

relevant estimates one can get are only for averages of R(E(t)) on time intervals where

λ(t) does not vary much.

In [37], Martel-Merle are able to make the previous formal discussion rigorous. More

precisely, let us define a sequence (tn) such that tn → T and such that

‖ux(tn, ·)‖L2 = 2n‖Q′‖L2

and, for t ∈]tn, T [, one has ‖ux(t, ·)‖L2 > 2n‖Q′‖L2 . Notice that the existence of (tn)

follows from Theorem 6.1. It turns out that for n≫ 1,

(58) tn+1 − tn ≤ C(λ(tn) − λ(tn+1))

which is an integrated form of an estimate of type (49). We can deduce directly from (58)

that T <∞.

The main point in the proof of (58) is of course the estimate of
∫ tn+1

tn
|R(E(t))|dt. For

that purpose, two modulations of the solutions with different orthogonality conditions are

used. The first one is very similar to the one considered in the previous section and enjoys

the viriel type estimates of Theorem 7.1. One uses the assumption
∫ ∞

x0

u2
0(x)dx ≤ C |x0|

−6, x0 > 0

to get a decay to the right of the solution. This decay allows one to use a second decompo-

sition with the orthogonality conditions (51). One then needs to compare the remainders

of the two decompositions. It turns out that one gets cancelations up to second order

which is the crucial point in the comparison between the two key quantities λ2(t)λ̇(t) and

〈E(t), Q〉 which in turn provides the key estimate (58).

Remark 8.2. — In Theorem 8.1 the L2-mass accumulated in the blow-up time is ‖Q‖2
L2

(see also [28]). A natural question is whether one may construct blow-up solutions that

do not disperse any mass10 at the blow-up time, i.e. such that ‖u0‖L2 = ‖Q‖L2 . It turns

out that, due to the result in [38], the answer of that question is negative. Therefore

the blow-up solutions of Theorem 8.1 necessarily lose some mass on the left of the “main

core” during the time evolution.

10Notice that such solutions exist in the case of the L2-critical NLS (see [59]). Moreover they are

completely classified (see [41]).
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9. FINAL REMARKS

The work of Martel-Merle has already been quite influential. In a remarkable series of

recent papers, using many of Martel-Merle ideas, Merle-Raphaël [45, 46, 47, 48, 49, 55]

obtained a number of new results on the understanding of the blow-up phenomena for the

L2-critical nonlinear Schrödinger equations (NLS). The literature on blow-up for NLS is

enormous and we refer to the recent books [11, 13, 59] for an introduction to that domain.

In [17, 18], the ideas of [34] are successfully used to get the asymptotic stability for the

family of solitary waves for the BBM equation which is an alternative to the KdV model

in the theory of water waves (see [5]).

Let us point out that the existence of blow-up solutions in the case p > 5 remains an

open problem. It seems that the approach of Martel-Merle meets serious difficulties in

this case. Notice that for p = 5, the solution Q(x− t) is spectrally stable, i.e. there is no

eigenvalue of ∂xL with positive real part. Therefore the dynamics for solutions with data

close to Q can be successfully parameterized by the modulation parameters λ(t) and x(t).

It seems that in the case p > 5, the eigenfunction of ∂xL with positive real part is also

involved in the long time dynamics, even for data close to Q.

Let us finally notice that it would be interesting to extend the asymptotic stability

analysis for (4) to the generalized Benjamin-Ono equation

(59) ut + ∂x(−Hux + up) = 0

which is another important model in the water waves theory (see [3]). In (59), H is the

Hilbert transform and p ≥ 2 is an integer. The equation (59) has a lower order dispersion

compared with the KdV equation and p = 3 is the smallest value of p such that one may

expect blow-up. In the context of (59), the natural energy space is H
1
2 (R) and therefore

a first difficulty is that at the present moment the space H
1
2 (R) is not covered by the

well-posedness theory for (59) (see [26] and the references therein). However, at least at

a formal level, equation (59) shares many of the properties of (4) used in the work of

Martel-Merle.
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MÉTHODES GÉOMÉTRIQUES

DANS L’ÉTUDE DES ÉQUATIONS D’EINSTEIN

[d’après Christodoulou, Klainerman, Nicolò et Rodnianski]

par Serge ALINHAC

Dans cet exposé, nous présentons les outils développés dans les quinze dernières an-

nées par Christodoulou, Klainerman, Nicolò et Rodniansky, outils qui ont permis d’im-

portants progrès dans l’étude des équations hyperboliques non-linéaires, notamment

des équations d’Einstein. Il existe bien entendu beaucoup d’autres travaux sur ce sujet

dont nous ne pourrons parler, et j’espère que leurs auteurs me pardonneront de m’être

volontairement limité au choix retenu par Bourbaki. Pour ce qui est des aspects géo-

métriques et physiques des équations d’Einstein, on consultera avec profit l’exposé de

J.-P. Bourguignon [3] dans ce même séminaire. Notre propos est en quelque sorte com-

plémentaire de celui de Bourguignon : il vise à rendre compte de façon un peu technique

de méthodes qui se sont clarifiées au fil des ans, et dont le « cœur » apparâıt dans de

nombreux travaux.

1. LES PROBLÈMES

Nous ferons ici référence à trois groupes de travaux, très liés entre eux :

i) Les travaux de Klainerman [12] et Klainerman et Rodniansky [14] sur les équations

d’ondes quasi-linéaires

∂2
t φ − gij(φ)∂2

ijφ = N(φ,∇φ).

ii) Les travaux de Christodoulou et Klainerman [7], Klainerman et Nicolò [13] sur les

équations d’Einstein Rαβ = 0.

iii) Les travaux de Klainerman et Rodniansky [15]-[20] sur les équations d’Einstein.

La discussion des travaux i), outre son intérêt intrinsèque, est utile pour mieux ap-

préhender la démarche des travaux ii) et iii).

Dans tous les cas, il s’agit de problèmes qui s’écrivent dans des coordonnées bien

choisies comme des systèmes hyperboliques non-linéaires, dont la partie principale est

simplement Lg × Id, Lg étant le d’Alembertien associé à une métrique lorentzienne g. Il

n’y a donc qu’une seule géométrie associée à de tels systèmes. Deux types de problèmes

se posent alors :
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A) Le problème de l’existence globale en temps de solutions C∞ associées à des données

de Cauchy elles-mêmes C∞ et suffisamment décroissantes lorsque |x| → ∞.

B) Le problème de l’existence locale en temps de solutions associées à des données

de Cauchy peu régulières, par exemple dans un espace de Sobolev Hs(R3), avec s

aussi petit que possible.

Dans le problème A, comme on peut le voir en consultant Hörmander [9] ou la pre-

mière partie de l’exposé de Chemin [4], l’enjeu est de prouver la décroissance en temps,

uniformément en espace, de la solution et de ses dérivées.

D’autre part, les problèmes A et B sont liés entre eux de deux façons :

i) Si l’on parvient à abaisser s jusqu’à un niveau contrôlé par une quantité

« conservée» (comme l’énergie pour l’équation des ondes, par exemple), on

obtient l’existence globale de solutions peu régulières.

ii) Une procédure d’attaque du problème B due à Bahouri et Chemin [1][2], et reprise

dans les références i), est la suivante : pour λ fixé grand, notons gλ une régulari-

sation de la métrique g (gλ → g lorsque λ → ∞) ; on établit alors l’équation (à

coefficients régularisés) vérifiée par le «bloc» ∆λu (qui est, dans l’écriture de u

à l’aide de sa transformée de Fourier û(ξ), la partie de u pour laquelle |ξ| est de

l’ordre de λ)

Lgλ
(∆λu) = Rλ.

Après un changement d’échelle convenable, le problème se réduit à étudier la dé-

croissance, sur un intervalle [0, T ], T ≤ λa, a > 0, de la solution v d’une équation

d’onde

Lhλ
v = 0,

où hλ est une nouvelle métrique déduite de g. On peut alors « recoller » les infor-

mations sur les ∆λu pour obtenir l’estimation voulue sur la norme Hs de u.

Ce qui est important est que l’étude du problème A, comme celle du problème B par

l’approche ii), se réduit à prouver la décroissance des solutions d’une équation linéaire

associée à une métrique h déduite de g, et jouissant de propriétés connues (P ). Le

caractère non-linéaire du problème consiste en ceci : la métrique h dépend en fait

de la solution φ. Il faut donc supposer certaines propriétés (Q) de φ sur un intervalle

de temps [0, T [, qui impliquent les propriétés correspondantes (P ) de h sur le même

intervalle, lesquelles permettent d’établir que (Q) a lieu en fait sur un intervalle plus

grand [0, T + ǫ]. C’est le procédé d’induction sur le temps.

Nous consacrerons les sections 2 à 6 à décrire les outils d’étude des équations linéaires,

ne retournant aux aspects non-linéaires spécifiques qu’au paragraphe 7. La section 8,

enfin, évoquera un travail en cours sur la « conjecture H2
» pour les équations d’Einstein.

Notons que, dans un article récent [21], Lindblad et Rodniansky ont démontré l’exis-

tence globale de solutions régulières des équations d’Einstein écrites en coordonnées

harmoniques, sans utiliser les outils géométriques qui font l’objet de cet exposé ; la

contrepartie en est qu’ils ne semblent pas obtenir les propriétés asymptotiques fines des
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composantes de la courbure («peeling properties») telles qu’on peut les trouver dans

[13], par exemple.

2. LE CŒUR DU DISPOSITIF : FEUILLETAGES, REPÈRES ET

FONCTIONS OPTIQUES

Dans toute la suite de l’exposé, nous nous placerons dans R4, où nous tâcherons

d’utiliser le moins possible les coordonnées usuelles

x0 = t, x = (x1, x2, x3).

Nous supposerons donnée une métrique lorentzienne g, de signature (−, +, +, +), le plus

souvent proche de la métrique «plate» η de l’espace de Minkovski

η = −dt2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2.

Les composantes de g en coordonnées locales seront gαβ, et gαβ seront les éléments de la

matrice inverse de gαβ. Nous noterons g(X, Y ) = 〈X, Y 〉, et D la connexion canonique

associée à g. Le gradient et le hessien d’une fonction f seront définis par

〈∇f, X〉 = Xf,∇2f(X, Y ) = XY f − (DXY )f,

le d’Alembertien associé à g étant l’opérateur

Lgf = gαβ∇2fαβ .

Nous considérerons dans la suite deux situations géométriques distinctes :

(I) Celle des travaux i) sur les équations d’ondes pour une métrique scindée

−dt2 + gijdxidxj,

dans laquelle le feuilletage par les surfaces Σt0 = {t = t0} joue un rôle essentiel.

(II) Celle des travaux de Klainerman et Nicolò et Klainerman et Rodniansky sur les

équations d’Einstein, dans lesquels aucune coordonnée n’apparâıt a priori.

Pour le lecteur désireux d’approfondir, signalons que nous avons adopté les notations

de [14] pour décrire la situation I, tandis que nous adoptons celles de [13] pour décrire

la situation II. Enfin, au paragraphe 8, nous gardons les notations de [18].

Dans les deux situations géométriques, on suppose donné un feuilletage par des varié-

tés de dimension deux, chacune homéomorphe à une 2-sphère standard. Ce feuilletage

est tel qu’en chaque point p ∈ S, la restriction de g à l’orthogonal H = (TpS)⊥ est

de signature (−, +), et l’on note (e3, e4) des vecteurs isotropes de H , pointant vers

le futur, de directions respectivement « rentrantes» et « sortantes» (cf. section 2). Si

l’on choisit un repère orthonormé (e1, e2) sur S, on dispose ainsi d’un repère isotrope

(e1, e2, e3, e4) («null frame»), qui jouera un rôle central dans la suite (tous les tenseurs

seront décomposés sur ce repère).
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Si la collection des 3-plans engendrés par (e1, e2, e4) est intégrable, on peut voir que les

variétés intégrales correspondantes, les « cônes sortants», sont les surfaces de niveaux

d’une fonction u vérifiant l’équation eikonale

gαβ∂αu∂βu = 0.

Une telle fonction est dite « fonction optique». On définit également une fonction r,

constante sur chaque sphère du feuilletage, par 4πr2 = aireS.

Dans la situation I, on définit d’abord une fonction optique u en imposant de plus

u = t − r infiniment près de l’axe des temps. Le feuilletage en sphères est alors

St0,u0 = {t = t0, u = u0}.

En notant

L′ = −∇u, b−1 = ∂tu, N = −b∂iu∂i,

on pose

e4 = L = bL′ = ∂t + N, e3 = L = ∂t − N,

et l’on a les propriétés

〈L, L〉 = 0, 〈L, L〉 = 0, 〈L, L〉 = −2.

On notera qu’en général le système des 3-plans (e1, e2, e3) n’est pas intégrable. On

complète le dispositif en posant néanmoins u = 2t − u.

Dans la situation II au contraire, on définit d’abord des fonctions optiques

« entrantes» et « sortantes» u et u de la façon suivante :

i) On construit une fonction u0 sur Σ0 = {t = 0}, dont les surfaces de niveaux

jouissent de propriétés que nous expliquerons... à la section 7. On choisit alors

pour u la solution entrante de l’équation eikonale qui vaut u0 pour t = 0. On se

limite ici à un domaine de Σ0 délimité par les deux surfaces u0 = ν0 et u0 = u∗.

ii) Sur le cône rentrant C∗ = {u = u∗} (que les auteurs appellent « the last slice»),

on choisit une fonction u∗ dont les surfaces de niveaux jouissent aussi de propriétés

expliquées à la section 7. On définit alors u comme la solution sortante de l’équation

eikonale valant u∗ sur C∗.

Une fois définies u et u, on pose

L = −∇u, L = −∇u, 2Ω2 = −〈L, L〉−1 = −(gαβ∂αu∂βu)−1,

et finalement on choisit

e3 = 2ΩL, e4 = 2ΩL

en sorte que 〈e3, e4〉 = −2. Le feuilletage en sphères est finalement défini par

Sλ,ν = {u = λ, u = ν}.
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3. LES OBJETS GÉOMÉTRIQUES DANS L’ESPACE-TEMPS DE

MINKOWSKI

Dans l’espace-temps de Minkowski, la situation géométrique de la section 2 est très

simple : on choisit

u = t − r, u = t + r, r = |x|, x = rω,

et donc

e4 = L = −∇u = ∂t + ∂r, e3 = L = −∇u = ∂t − ∂r, r∂r = xi∂i.

Le feuilletage en sphères est celui des sphères standard dans les plans horizontaux, et

des champs tangents à ces sphères sont

Ri = (x ∧ ∂)i.

Dans la théorie des équations hyperboliques, tous ces objets ont des fonctions mul-

tiples plus ou moins « évidentes», que nous allons détailler, car il sera nécessaire de les

distinguer plus tard.

1. Nous pouvons définir au moins deux notions d’infini : ce qui se passe lorsque

r → ∞, et ce qui se passe lorsque u → ∞, pour u fixé («null infinity»). La première

notion est claire, et les puissances de r apparaissent partout comme «poids» dans

les estimations de décroissance cherchées. Par ailleurs, observons qu’une solution

φ de l’équation des ondes avec données de Cauchy C∞
0 peut s’écrire (cf. [9])

φ(x, t) = (1/r)F (r − t, ω, 1/r).

Pour u fixé, rφ a une limite qui est F (−u, ω, 0)) (que l’on peut calculer explici-

tement à l’aide des tranformées de Radon des données [9]). Dans [13], les auteurs

établissent toutes les limites de ce type, qui sont importantes pour l’interprétation

physique des résultats.

2. Les cônes sortants et rentrants permettent de préciser les domaines de détermi-

nation de divers sous-ensembles, c’est-à-dire de préciser la structure causale de

l’univers que l’on décrit.

3. Nous notons que

∂t =
1

2
(L + L), S = t∂t + xi∂i =

1

2
(ue3 + ue4),

K0 = (t2 + x2)∂t + 2txi∂i =
1

2
(u2e3 + u2e4).

Les champs ∂t et K0 sont utiles (entre autres choses) comme multiplicateurs per-

mettant d’obtenir des inégalités d’énergie pour l’équation des ondes. Cela signifie

que pour X = ∂t ou X = K0, l’on calcule en intégrant par parties
∫

[0,T ]×R3

LηφXφdxdt,
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obtenant ainsi un contrôle au temps T d’une énergie positive E(φ)(T ) de φ. Pour

X = ∂t, on obtient simplement l’énergie standard E(φ)(T ) = |∇φ(., T )|2L2, tandis

que pour X = K0 (« inégalité conforme»), on obtient une énergie équivalente à

(3.1) ||φ||2 + Σ||Riφ||
2 + ||Sφ||2 + Σ||Hiφ||

2,

la norme ||.|| étant la norme L2 à T fixé, les Hi = t∂i + xi∂t étant les champs de

rotations hyperboliques. Nous expliquerons à la section 4 la généralisation de ces

procédures.

4. Les champs considérés en 3 ont aussi de bonnes propriétés de commutation avec

Lη. En effet,

[Lη, Ri] = 0, [Lη, Hi] = 0, [Lη, S] = 2Lη.

Le point 5 sera consacré à ce problème de commutation dans le cas non plat.

5. Enfin, en revenant à l’écriture de 1 d’une solution régulière

φ(x, t) = (1/r)F (r − t, ω, 1/r),

on observe que les différentes composantes de ∇φ ont des comportements différents.

Plus précisément,

Lφ ∼ 1/r2, (Ri/r)(φ) ∼ 1/r2, Lφ ∼ 1/r.

Plus tard, il sera essentiel d’étudier séparément les diverses composantes des ten-

seurs que nous voulons estimer dans des repères isotropes analogues à (e1, e2, e3, e4).

4. LES INÉGALITÉS D’ÉNERGIE ET LE TENSEUR D’ÉNERGIE-

MOMENT

Pour comprendre, dans le cas plat, le formalisme que nous allons expliquer, on pourra

consulter [6].

4.1. Le cas des équations d’ondes

Le tenseur d’énergie-moment Q associé à une fonction φ est défini par

Qαβ = ∂αφ∂βφ − (1/2)gαβ(gµν∂µφ∂νφ).

Ses propriétés principales sont les suivantes :

i) Si Lgφ = F , alors

DαQαβ = F∂αφ.

ii) Si X et Y sont de type temps et orientés vers l’avenir, Q(X, Y ) ≥ 0.
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Dans la situation I, la structure des composantes de Q dans notre repère habituel est

la suivante :

QLL = |Lφ|2, QLL = |Lφ|2, QLL = Σa=1,2|eaφ|
2,

QLea = (Lφ)(eaφ), QLea = (Lφ)(eaφ),

Qeaeb
= (eaφ)(ebφ) − (1/2)δab[−(Lφ)(Lφ) + Σa=1,2|eaφ|

2].

Choisissons maintenant un champ X, et posons Pα = QαβXβ. Il vient

DαPα = (1/2)Qαβπαβ + FX(φ).

Autrement dit, on écrit le produit (Lgφ)(Xφ) sous la forme d’une divergence plus une

forme quadratique en les dérivées premières de φ. Le tenseur π est le tenseur de défor-

mation de X défini par

παβ = DαXβ + DβXα.

On voit que c’est aussi la dérivée de Lie de g. Selon la formule ci-dessus, on a tout intérêt

à choisir un champ X (de type temps) pour lequel π serait le plus petit possible. Le cas

π = 0 est celui des champs de Killing (dont le flot laisse g invariante). Malheureusement,

de tels champs n’existent pas en général. Les deux possibilités retenues par Klainerman

sont d’une part X = 1
2
(L + L) = ∂t, généralisant ainsi l’inégalité d’énergie standard,

d’autre part X = 1
2
(u2L + u2L), généralisant l’inégalité conforme du cas plat.

Il semble que ces choix soient guidés par deux considérations, outre le fait que ce sont

les «bons choix» dans le cas plat :

a) D’abord, ces champs s’expriment simplement en termes de u, u, L, L, ce qui permet

de calculer leurs tenseurs π en fonction des « coefficients du repère» (que nous

discuterons au point 6).

b) Mais la vraie raison est la suivante : si nous décomposons la forme quadratique

Qαβπαβ dans notre repère, tous les termes font intervenir au moins une «bonne»

dérivée de φ (c’est-à-dire eiφ, i = 1, 2 ou i = 4), à l’exception du terme πLLQLL

qui contient |Lφ|2. Mais justement, on peut calculer que

(T )πLL = 0, (K0)πLL = 0.

Avec le choix du multiplicateur K0, par exemple, on obtient le contrôle à l’instant

t d’une énergie équivalant à

(4.1) E(φ)(t) =

∫

Σt

[|φ|2 + t2|Lφ|2 + t2Σa=1,2|eaφ|
2 + u2|Lφ|2]dv,

dv étant la mesure de volume induite par g sur Σt. Il est intéressant de comparer

cette formule avec (3.1), sachant que, dans le cas plat, on a les relations

S + ΣωiHi = uL, S − ΣωiHi = uL.
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4.2. Le cas relativiste

Dans la situation II de l’étude des équations d’Einstein, les auteurs utilisent des

estimations d’énergie du tenseur de courbure R. On sait que R satisfait la deuxième

identité de Bianchi («Bianchi equations»)

D[ǫRγδ]αβ = 0,

où le crochet sur les indices signifie la somme alternée (comme pour la dérivée extérieure

d’une 2-forme). En fait, puisque l’on étudie les équations d’Einstein dans le vide, qui

s’écrivent Rαβ = 0, le tensor de Weyl W est identique à R, satisfait les mêmes équations

de Bianchi, les mêmes symétries, avec en plus W α
βαγ = 0. On peut établir une analogie

entre ces équations et les équations de Maxwell. Le fait est qu’il existe une «machinerie»

d’inégalités d’énergie analogue à celle que nous avons expliquée pour l’équation des

ondes. On définit un tenseur d’énergie-moment (dit «de Bel-Robinson») par

Qαβγδ = WαργσW ρσ
βδ + ∗Wαργσ

∗W ρσ
βδ ,

où ∗Wαβγδ = 1/2ǫαβµνW
µν

γδ est le dual de Hodge de W , défini à l’aide de la forme

volume ǫ. Le tenseur Q jouit des propriétés suivantes :

i) Q est symétrique et de trace nulle par rapport à tout couple d’indices.

ii) Q(X, Y, Z, U) est positif si les quatre champs X, Y, Z, U sont de type temps orientés

vers le futur.

iii) Si W est solution des équations de Bianchi,

DαQαβγδ = 0.

Comme en 4.1, on en déduit qu’en posant, pour trois «multiplicateurs» donnés

X, Y, Z,

Pα = QαβγδX
βY γZδ,

on trouve, si W satisfait les équations de Bianchi,

DαPα = 1/2Qαβγδ[
(X)παβY γZδ + (Y )παγXβZδ + (Z)παδXβY γ ].

On voit donc que le choix des multiplicateurs X, Y, Z obéit exactement aux mêmes

contraintes que pour l’équation des ondes : on prendra comme avant soit T , soit

K0, ce qui, compte tenu des symétries, ne laisse que quatre possibilités. Dans [13],

les auteurs ne retiennent en fait que les choix (K0, K0, K0) ou (K0, K0, T ), ce qui

correspond à l’inégalité conforme pour l’équation des ondes.

La nouveauté ici est qu’il n’y a pas de coordonnée t. On va donc intégrer DαPα dans

un domaine de détermination Kλν bordé par deux surfaces de niveau u = λ, u = ν

et une portion de Σ0 = {t = 0} : au lieu d’obtenir une énergie qui s’exprime comme

une intégrale sur un plan horizontal, comme dans le cas des ondes, on obtient deux

intégrales sur le bord latéral de Kλν , qui sont en fait, de façon analogue à (4.1), des

intégrales des carrés de diverses composantes de R, agrémentées de divers poids qui

sont des puissances de u et u (voir [13]).
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5. COMMUTATIONS

Il s’avère qu’en général, pour obtenir des estimations ponctuelles à poids (qui sont

ici r et 〈u〉 = (1 + |u|2)1/2) sur les solutions d’une équation hyperbolique, le contrôle

de l’énergie de cette solution ne suffit pas. Dans l’esprit des inégalités de Sobolev, il

faut aussi contrôler l’énergie d’un certain nombre de dérivées de la solution, résultat

que l’on n’atteint qu’en établissant des équations vérifiées par ces dérivées, c’est-à-dire

en les « commutant» à l’opérateur.

5.1. Le cas des ondes

Dans le cas plat (voir [9] ou l’exposé de Chemin [4]), on commute avec l’équation des

produits Zα, où les Z sont pris parmi les « champs de Klainerman»

∂α, Ri, S, Hi.

Dans le cas général, on utilise la formule suivante (cf. [12]) :

[Lg, X]φ = παβ∇2φαβ + Dαπαβ∂βφ − (1/2)∂β(trπ)∂βφ.

On notera que le commutateur ne dépend que du tenseur de déformation π = (X)π

de X, le même qui intervenait déjà dans les inégalités d’énergie. On remarquera à ce

propos que, contrairement aux apparences, π contient des dérivées X(gαβ), comme il

est normal pour un commutateur, car

παβ = ∂α(Xβ) + ∂β(Xα) − X(gαβ).

Il faut donc commuter avec Lg des champs pour lesquels π soit le plus petit possible, et

qui apportent l’information souhaitée. Dans le cas de l’équation des ondes (situation I),

pour gagner le contrôle des dérivées de φ d’ordre supérieur à un, le plus simple est de

commuter le champ T = (1/2)(L + L), dont le tenseur de déformation a de bonnes

propriétés. Utilisant alors l’équation, on obtient un contrôle de ∆gφ qui, via la théorie

elliptique, donne finalement le contrôle de toutes les dérivées.

Il est cependant des cas où un contrôle de l’analogue des « champs de Klainerman»

appliqués à φ est souhaitable, pour les mêmes raisons que dans le cas plat (par exemple,

pour pouvoir ensuite appliquer l’inégalité de Klainerman [9] [4]). Dans ce cas, on dispose

déja d’un analogue du champ de scaling S défini par

S = (1/2)(uL + uL).

Pour ce qui est des rotations analogues aux Ri, on note que les cônes sortants sont

des surfaces caractéristiques pour Lg ; il est donc raisonnable de choisir des champs
iO tangents aux sphères du feuilletage, c’est-à-dire ici aux sphères St0,u0. Le choix des

auteurs est de préserver autant que faire se peut les relations existantes dans le cas plat

[Ri, Rj ] = ǫijkR
k, [Ri, ∂r] = 0, 〈ei, Rj〉 = 0, i = 3, 4.

Pour ce faire (toujours dans la situation I), on considère, dans Σ0, le feuilletage en

sphères u = u0, et son champ unitaire normal (sortant) N . Le flot de N permet de
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ramener sur une sphère donnée les champs (standard !) Ri qui vivent sur la sphère à

l’infini : cela est dû au fait que le feuilletage ressemble, à l’infini, au feuilletage standard,

et que les champs Ri sont homogènes d’ordre zéro. Pour obtenir les champs tangents à

la sphère St0,u0 , on prend l’image des champs tangents à la sphère S0,u0 par le flot de

L, pendant le temps t0. On assure ainsi les relations

[iO,j O] = ǫk
ijkO, [L,i O] = 0.

Il y a un certain arbitraire dans cette définition, car on aurait par exemple obtenu

d’autres champs en transportant les champs standard de l’infini directement dans le

plan Σt0 .

Finalement, notons qu’il ne semble pas qu’on dispose d’analogues aux rotations hy-

perboliques Hi du cas plat, jouissant de bonnes propriétés de commutation.

5.2. Le cas relativiste

On a vu que, dans ce cas, les auteurs utilisent les équations de Bianchi pour contrôler

la courbure à l’aide d’inégalités d’énergie. Les champs que l’on souhaite commuter aux

équations de Bianchi sont les mêmes que plus haut : T , S, (i)O. Notons ici que les

rotations (i)O sont définies à partir des rotations sur la surface {u0 = u∗} de Σ0 à

l’aide des flots de deux champs « équivariants» (c’est-à-dire que leurs flots appliquent

les sphères du feuilletage les unes dans les autres) : on pousse d’abord les champs le

long de C∗ par le flot de 2Ω2L, puis, de la sphère à laquelle on a abouti, le long du cône

sortant par le flot de 2Ω2L jusqu’à la sphère voulue.

La principale différence est qu’on dérive le tenseur de Weyl, et non pas une fonction,

ce qui nécessite quelques précautions. Au lieu de considérer la dérivée de Lie usuelle

LXW , on doit introduire, afin de préserver les symétries de W , la dérivée de Lie modifiée

(par des termes linéaires)

L̂XW = LXW − (1/2)(X)[W ] + (3/8)tr(X)πW,

où l’on a posé (avec (X)π = π)

(X)[W ]αβγδ = πµ
αWµβγδ + πµ

βWαµγδ + πµ
γWαβµδ + πµ

δ Wαβγµ.

Nous renvoyons le lecteur à [3] pour des aperçus géométriques sur cette définition.

6. LES ÉQUATIONS DE STRUCTURE : PROPAGATION ET

ELLIPTICITÉ

Nous avons vu plus haut la nécessité d’introduire les champs T , K0, S, (i)O, et

comment leurs tenseurs de déformation intervenaient, aussi bien dans les inégalités

d’énergie que dans les formules de commutation. Il reste à expliquer comment l’on

contrôle ces divers tenseurs de déformations.

Bien que les traitements des situations géométriques I (ondes) et II (relativité) soient

assez nettement différents, ils ont en commun suffisamment de traits caractéristiques
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pour que nous puissions en donner une idée en exposant ici le seul cas I. Nous reviendrons

sur le cas II à la section 7.

Nous définissons les coefficients de connexion (qui sont des tenseurs sur les sphères

du feuilletage) par les équations

χab = 〈DaL, eb〉, χab
= 〈DaL, eb〉,

2ξa = 〈DLL, ea〉 = 0, 2ξ
a

= 〈DLL, ea〉,

2ηa = 〈DLL, ea〉, 2ηa
= 〈DLL, ea〉.

Il est clair que ces coefficients suffisent à exprimer les tenseurs de déformation des

champs T , S, K0. Notons que χ et χ sont les secondes formes pour le feuilletage en

sphères, et à ce titre, symétriques. Définissons k comme la seconde forme pour les

surfaces Σt,

kij = −(1/2)∂tgij.

Les formules

χ
ab

= −χab − 2kab, ξa
= −ηa + kaN ,

η
a

= −kaN , ηa = b−1 6= ∇ab + kaN

montrent, en supposant k suffisamment connue, qu’il suffit de contrôler χ, η, b.

Notons que ces coefficients sont à peu de chose près les composantes (non nulles) de

∇2u :

∇2uab = 〈Da∇u, eb〉 = −〈Dab
−1L, eb〉 = −b−1χab,

∇2uaL = −〈DLb−1L, ea〉 = −2b−1ηa,

∇2uLL = −〈DLb−1L, L〉 = 2e3(b)b
−2 − 2b−1kNN .

En dérivant deux fois l’équation eikonale, on obtient d’autre part

DL∇
2uαβ + b∇2uµ

α∇
2uµβ = b−1RαLβL.

Pour en déduire les équations de transport sur χ, η, b, nous introduisons la partie sans

trace de χ définie par

χ̂ = χ − (1/2)g(trχ).

Les équations de transport sont alors

L(b) = −bkNN ,

L(trχ) + (1/2)(trχ)2 = −|χ̂|2 − kNN trχ − R44,

6D4χ̂ab + (1/2)(trχ)χ̂ab = −kNN χ̂ab − α̂ab,

6D4ηa + (1/2)(trχ)ηa = −(kNb + ηb)χ̂ab − (1/2)(trχ)kaN − (1/2)βa,

où α, β sont des composantes de R

αab = RaLbL, trα = R44, βa = RLaLL,

et 6D4 est la projection sur l’espace tangent aux sphères de D4. En principe, ces équa-

tions suffisent à saisir χ, η, b et leurs dérivées. Cependant, cela conduit à de mauvaises
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estimations, à cause de pertes de dérivées. C’est pourquoi l’on introduit l’équation de

Codazzi

6 divχ̂a + χ̂abkbN = (1/2)(6∇atrχ + kaN trχ) − Rb4ab.

La clé est de penser cette équation comme un système elliptique sur les sphères.

La stratégie est alors la suivante :

i) On remarque que l’équation de transport sur trχ ne fait intervenir que la compo-

sante R44 du tenseur de Ricci.

ii) Le point crucial est la structure particulière de Ric(L, L),

Ric(L, L) = L(m) − (1/2)eµ
4e

ν
4Lg(gµν) + E.

Ici, m ne dépend que des dérivées premières de g, et E est une somme de termes

quadratiques en les dérivées premières de g. Dans le contexte du problème non-

linéaire de [14], on dispose sur Lg(gµν) d’estimations meilleures que sur les com-

posantes de R en général. En appliquant ea à l’équation de transport, et en intro-

duisant l’inconnue «normalisée» y = trχ − 2/(t − u), on trouve finalement

6D4 6∇a(y + m) + (3/2) 6∇a(y + m) = −χ̂ab 6∇b(y + m) + (y + m) 6∇a(y + m)

−(y + m) 6∇atrχχ̂ − trχ 6∇akNN

−kNN 6∇atrχ+ 6∇a((1/2)eµ
4e

ν
4Lggµν − E).

iii) En combinant cette équation à l’équation de Codazzi, on contrôle finalement les

dérivées sur les sphères de trχ, χ̂ sans faire intervenir de dérivées de R. On a donc

véritablement gagné une dérivée.

Pour contrôler ∇aη ainsi que la dérivée manquante Ltrχ, on ne dérive pas l’équation

de transport sur η, car cela introduirait une dérivée de β. On pose

µ = 2divη + 2trχkNN + 2|η|2 − tr(χ̂.χ̂) + γ,

où γ = R1
431 + R2

432. L’équation de transport sur µ s’écrit

Lµ + µtrχ = . . . + L(R44),

où les points désignent des termes qui ne contiennent pas de dérivées de R. Compte

tenu de la structure remarquable de R44, le terme L(R44) ne pose plus de problème.

Une fois µ estimée, on obtient les dérivées de η par le système elliptique

divη = 1/2µ − trχkNN − |η|2 + (1/2)tr(χ̂χ̂) − 1/2γ,

curlη = (1/2)(χ̂
1c

χ̂2c − χ̂
2c

χ̂1c) − (1/2)(R1432 − R2431).

Finalement,

Ltrχ = µ − kNN trχ + (1/2)(trχ)2

fournit l’information souhaitée.
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7. COMPTAGE DES DÉRIVÉES ET ÉQUATIONS EIKONALES EN

RELATIVITÉ

Nous n’avons jusqu’ici discuté que de la façon d’obtenir des estimations de solutions

d’équations linéaires. Un problème fondamental dans le cas non-linéaire est la mise au

point d’une hypothèse d’induction. Une telle hypothèse comporte en général l’indica-

tion des comportements d’un certain nombre n de dérivées de la solution. L’étude du

problème linéaire dont les propriétés sont déduites de cette hypothèse doit permettre

de retrouver (avec une amélioration) ces mêmes propriétés, en particulier de retrouver

un contrôle du même nombre n de dérivées.

Nous allons brièvement expliquer ce « comptage des dérivées» dans le cas de la rela-

tivité. L’hypothèse d’induction consiste à supposer connues, dans une région K bordée

par une portion de Σ0, une portion de cône sortant u = ν0 et une portion de cône

rentrant u = u∗, une métrique, ainsi que deux fonctions optiques u et u réalisant un

feuilletage dit « canonique», et vérifiant

O ≤ ǫ0,R ≤ ǫ0.

En simplifiant outrageusement, on peut dire que la quantité R décrit les comportements

de dérivées d’ordre (au plus) deux des composantes de R, tandis que O décrit les

comportements de dérivées d’ordre (au plus) trois des coefficients de connexion (notons

que les dérivées d’ordre trois sont prises sur les sphères). Pour retrouver/améliorer

l’hypothèse sur R, on utilise les équations de Bianchi que l’on dérive deux fois. Nous

admettrons, ce qui est très loin d’être évident, que les informations sur O suffisent pour

mâıtriser les commutations et les inégalités d’énergie correspondantes. Il faut ensuite

retrouver l’hypothèse sur O, et c’est ce point que nous allons un peu détailler, pour

bien voir comment les fonctions optiques u et u sont construites.

Dans la situation géométrique II, on définit des coefficients de connexion, tout à fait

comme au point 6 :

χab = 〈Dae4, eb〉, χab
= 〈Dae3, eb〉, 2ζa = 〈Dae4, e3〉,

2ξa = 〈De4e4, ea〉 = 0, ξ
a

= 〈De3e3, ea〉 = 0,

ηa = (1/2)〈De3e4, ea〉 = ζa + ∇a log Ω,

η
a

= (1/2)〈De4e3, ea〉 = −ζa + ∇a log Ω,

4ω = 〈De4e4, e3〉 = −2D4 log Ω, 4ω = 〈De3e3, e4〉 = −2D3 log Ω.

La grande différence est que les composantes de Ric sont nulles. Les équations de trans-

port naturelles, où l’on a scindé χ et χ, sont comme plus haut

D4trχ + (1/2)(trχ)2 − (D4 log Ω)trχ + |χ̂|2 = 0,

D4χ̂ + trχχ̂ − (D4 log Ω)χ̂ = −α,

6D4ζ + 2χζ+ 6D4 log Ω = −β,

(7.1) D3trχ + (1/2)(trχ)2 − (D3 log Ω)trχ + |χ̂|2 = 0,
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D3χ̂ + trχχ̂ − (D3 log Ω)χ̂ = −α.

Les équations « anti-naturelles», qui expriment D3trχ ou D4trχ en fonction de divζ ,

servent en fait à calculer divζ , comme on l’a vu plus haut.

Les équations elliptiques sont

divχ̂ + χ̂ζ = (1/2)(∇trχ + ζtrχ) − β,

divχ̂ − χ̂ζ = (1/2)(∇trχ − ζχ) + β,

curlζ = −(1/2)χ̂ ∧ χ̂ + σ,

divζ = . . . ,

où les points indiquent des quantités préalablement estimées.

C’est la nécessité de «boucler » l’hypothèse d’induction qui va conduire au concept

fondamental de « feuilletage canonique». Supposons en effet donnée sur Σ0 une fonc-

tion w dont les surfaces de niveau forment un feuilletage en sphères raisonnable de Σ0,

et qui servira de donnée initale pour u. Le contrôle de trois dérivées de χ via (7.1)

nécessite le contrôle de trois dérivées de θ, la seconde forme du feuilletage en sphères

sur Σ0. En notant N le vecteur unitaire sortant et a = |∇w|−1, on a

∇N trθ + (1/2)(trθ)2 = −(∆ log a + ρ) + [−|∇ log a|2 + |θ̂|2 + g(k)],

où g(k) est une somme de carrés de composantes de k. Comme on n’a besoin en fait

que de trois dérivées 6 ∇, pour ne pas avoir à dériver ρ, on va demander, et c’est là la

définition du feuilletage canonique sur Σ0,

6∆ log a + ρ = ρ̄, log a = 0,

où la barre supérieure dénote la moyenne sur la sphère.

Pour choisir la donnée u∗ de u sur C∗, on introduit comme au point 6 la fonction µ

µ = − 6 divη + (1/2)χ̂χ̂ − ρ.

Le point important est que l’équation de transport sur µ est agréable. Pour contrôler

les dérivées 6∇, on choisit d’imposer µ = µ̄ sur C∗. Sans entrer dans les détails, disons

qu’il est possible de choisir u de cette façon, que les auteurs appellent « canonique».

8. VERS LA CONJECTURE H2 ?

Pour terminer ce court exposé, nous voudrions effleurer les travaux en cours iii) de

Klainerman et Rodniansky [15]-[20]. Il ne nous est en aucune façon possible d’entrer ici

dans les détails. Ce qui importe pour notre propos est d’illustrer l’unité des méthodes

d’approche.

Il s’agit du problème de type B : résoudre les équations d’Einstein pour des données

de Cauchy g ∈ H2, k ∈ H1. Dans le contexte que nous avons expliqué plus haut, un des

points clé est de pouvoir contrôler les cônes sortants, surfaces de niveau de la fonction

optique u. Rappelons (cf. [13]) que
∫

S
trχ mesure le taux de variation du volume de S
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dans la direction de e4 : pour éviter l’apparition d’un phénomène de type « caustique»,

il est donc nécessaire (entre autres choses) de contrôler trχ dans L∞. En notant ici

L = −∇u et χ(X, Y ) = 〈DXL, Y 〉, on a l’équation de transport

L(trχ) + (1/2)(trχ)2 = −|χ̂|2.

Il faut donc contrôler
∫

Γ
|χ̂|2 sur les géodésiques Γ qui tissent un cône sortant C.

On a vu (au paragraphe 7) que la bonne façon d’estimer χ̂ est l’équation de Codazzi

divχ̂ = −β + (1/2) 6∇trχ + (1/2)trχζ − ζ.χ̂.

En supposant que les deux derniers termes ne causent pas de problèmes, et en notant

D−1 l’opérateur pseudo-différentiel (sur la sphère !) d’ordre -1 qui résout le système

ci-dessus, il reste à considérer

I1 =

∫

Γ

|D−1β|2, I2 =

∫

Γ

|D−1 6∇trχ|2.

Nous supposons estimée la quantité R0, qui est la somme des normes des «bonnes»

composantes de R (dont β) dans L2(C). Notons que Γ est de codimension deux dans C

(qui est de dimension trois), en sorte que le théorème de trace de Hs(C) dans Hs−1(Γ)

qu’on aimerait utiliser... est faux, car ici s = 1 et non s > 1. De façon tout à fait analogue

à la situation de [14] décrite en 6 où la structure particulière de R44 permettait de gagner

une dérivée, c’est ici la structure particulière de β qui va nous aider. Les équations de

Bianchi, écrites dans le repère habituel, donnent en particulier (cf. [13])

6 divβ = D4ρ + (3/2)ρtrχ + (1/2)χ̂.α − ζβ − 2ηβ,

curlβ = −D4σ − (3/2)trχσ + (1/2)χ̂∗α − ζ∗β − 2η∗β.

En abrégé, nous écrivons β = D−1(L(ρ), L(σ)), soit, en ignorant le commutateur

D−1β = ∇LQ + . . . , Q = D−2(ρ, σ).

L’intégrale I1 sera majorée par la norme de Q|Γ dans H1, qui est estimée par

|Q|H2(C) ≤ C|(ρ, σ)|L2(C) ≤ CR0.

Si l’on a une chance de majorer |trχ|L∞ à l’aide de l’équation de transport, c’est en

majorant I2 à l’aide de cette même norme. Mais D−1 6∇, opérateur (pseudo-différentiel)

d’ordre zéro sur la sphère, n’opère pas dans L∞... Nous arrêtons ici, en plein « suspens»,

le récit de cette passionnante aventure, en espérant avoir donné au lecteur quelques clés

pour aborder la lecture des travaux de Klainerman et Rodniansky [18]-[20].
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Bâtiment 425
F-91405 ORSAY Cedex
E-mail : Serge.Alinhac@math.u-psud.fr
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PARAMÉTRISATION DE STRUCTURES ALGÉBRIQUES

ET DENSITÉ DE DISCRIMINANTS

[d’après M. Bhargava]

par Karim BELABAS

Gauss publie ses Disquisitiones Arithmeticae en 1801. La moitié du traité est

consacrée aux formes quadratiques binaires f(x, y) = ax2 + bxy + cy2, a, b, c ∈ Z, notées

(a, b, c), de discriminant D = b2 − 4ac (1). Intéressé par les valeurs représentées par

ces formes, c’est-à-dire par {f(x, y) : x, y ∈ Z}, Gauss constate que l’action du groupe

linéaire SL2(Z) par changement de variables

(1) (γ · f)(x, y) = f((x, y)γ),

permet de ranger les formes en classes, les formes d’une orbite représentant les mêmes

entiers. Le discriminant est constant sur une orbite et le nombre d’orbites de discrimi-

nant fixé est fini. Enfin,

(( sujet très important et dont personne ne s’est encore occupé )) [§234],

il munit les orbites primitives, telles que pgcd(a, b, c) = 1, d’une structure de groupe,

compatible avec les valeurs représentées. L’idée est de généraliser l’identité de Brahma-

gupta

(x2 + Dy2)(z2 + Dt2) = X2 + DY 2, pour X = xz + Dyt, Y = xt− yz,

qu’on n’expliquait pas encore par la multiplicativité de la norme dans Z[
√

D]. Gauss

écrit en complète généralité

(a1x
2 + b1xy + c1y

2)(a2z
2 + b2zt + c2t

2) = AX2 + BXY + CY 2

dans Z[x, y, z, t], où X et Y sont des fonctions linéaires de (xz, xt, yz, yt) données par

une transformation primitive (les mineurs maximaux de la matrice 2 × 4 associée sont

premiers entre eux) et où tous les coefficients sont indéterminés et entiers. Puis il résout

tranquillement le système. Il découvre ainsi toutes les lois de composition possibles :

il n’y en a essentiellement qu’une(2), qui s’exprime plus agréablement pour les formes

(1)Gauss considère les formes dont la forme polaire bilinéaire est à valeurs entières, et le coefficient

de xy est toujours pair. Il utilise donc le symbole (a, b, c) là où nous écrivons (a, 2b, c) et définit son

discriminant par b2 − ac. Nous traduisons dans les notations modernes.
(2)Gauss exclut les formes de discriminant nul et impose une transformation primitive, ainsi qu’un

choix de signe (distinguant ainsi composition directe et indirecte).



935–02

primitives de même discriminant. Voici la formulation qu’en donne Dirichlet(3) : pour

deux formes primitives de discriminant D 6= 0, vérifiant a1a2 6= 0, on pose

(2) (a1, b1, ∗)× (a2, b2, ∗) = (A, B, ∗),

où n = pgcd(a1, a2, (b1 +b2)/2), A = a1a2/n
2, B est solution du système de congruences

B ≡ b1 (mod 2a1/n)

B ≡ b2 (mod 2a2/n)

B2 ≡ D (mod 4a1a2/n),

et le troisième coefficient, déterminé par les deux premiers et le discriminant, est omis.

Consciencieux, Gauss vérifie que l’opération passe au quotient et qu’elle est associative.

En langage moderne, il définit la multiplication des idéaux dans un anneau quadratique

S et identifie le groupe des classes de S-idéaux projectifs (i.e. inversibles). Cette ca-

ractérisation est toujours algorithmiquement utile et permet d’autre part d’estimer de

nombreuses densités liées à ces groupes de classes quand le discriminant varie.

Dans sa thèse, Bhargava entreprend une vaste recherche de (( lois de composition ))

arithmétiques, guidé par une série d’heuristiques et la classification des espaces vecto-

riels préhomogènes (voir §3). Il considère un groupe algébrique G, une représentation

naturelle V , choisis tels que l’action de GZ sur VZ n’ait qu’un seul invariant, baptisé

discriminant, puis montre que les orbites VZ/GZ paramètrent les paires (R, ∗), où R

est une classe d’isomorphisme d’anneaux de nombres de petit degré (voir §1.1) et ∗

désigne des structures supplémentaires, en général des R-modules. Ce sont les struc-

tures algébriques du titre de l’exposé. Le discriminant usuel de R cöıncide avec celui de

l’orbite de VZ/GZ associée. Bhargava obtient une dizaine de tels exemples, très expli-

cites, et d’autres encore conjecturaux.

D’une part, il munit un sous-ensemble (( projectif )) de VZ/GZ d’une loi de groupe

intrinsèque et élégante, qui se réinterprète en termes du groupe des classes Cl(R).

D’autre part, il peut énumérer les orbites par discriminant croissant, algorithmique-

ment ou asymptotiquement quand le discriminant tend vers l’infini. En particulier, en

oubliant les structures ∗ et en se restreignant aux anneaux R intègres maximaux, Bhar-

gava obtient de nouveaux résultats sur les densités de discriminants de corps de nombres

quartiques et quintiques. Il convient toutefois de rester prudent pour cette dernière ap-

plication : seul le cas des corps quartiques totalement réels est complètement rédigé à

ce jour. Ces résultats restent mystérieux : la vision est unifiée et élégante, mais chaque

démonstration est unique quoique suivant un motif commun dans l’esprit de la théorie

des invariants classique, et laisse une part décisive au calcul formel explicite. Tout

comme la démonstration de Gauss.

Après quelques définitions, nous détaillons sur l’exemple de Gauss la technique de

comptage employée par Bhargava en dimension supérieure. Nous décrivons ensuite les

techniques alternatives utilisant les fonctions zêta de Sato-Shintani, plus générales mais

(3)Pour l’essentiel. Dirichlet-Dedekind se restreint au cas n = 1 des formes (( unifiées )) [23, Supp. X].
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aussi plus sophistiquées, qui fournissent de nombreux résultats de densités, en particulier

pour les discriminants des corps quadratiques et cubiques sur une base arbitraire, et

proposent un vaste programme susceptible d’aboutir à d’autres résultats de ce type,

mais sans être pour l’instant en mesure de fournir les résultats annoncés par Bhargava

sur Q. Elles inspirent néanmoins ses paramétrisations et lois de composition que nous

présentons ensuite. Nous énonçons finalement les résultats de densité obtenus ainsi que

les conjectures qu’ils corroborent.

Je voudrais remercier A. Chambert-Loir, H. Cohen, O. Gabber, H. Gangl, J. Klüners,

B. Perrin-Riou et J.-P. Serre pour leurs suggestions.

1. DÉFINITIONS

1.1. Anneaux de nombres

On appelle anneau de nombres de degré n un anneau R (commutatif, associatif, uni-

taire) qui est un Z-module libre de rang n. On dit que R est un ordre s’il est intègre,

auquel cas son corps des fractions est un corps de nombres. Dans cet exposé, 2 6 n 6 5 ;

conformément à une respectable tradition, nous parlerons d’anneaux quadratiques, cu-

biques, quartiques et quintiques pour n = 2, 3, 4, 5 respectivement. La trace Tr : R→ Z

assigne à α ∈ R la trace de la multiplication par α. Elle permet de définir le discrimi-

nant Disc(R) comme det(Tr(αiαj)), où (αi)16i6n est une Z-base arbitraire de R. C’est

un entier relatif congru à 0 ou 1 modulo 4.

Un anneau de nombres est dit maximal s’il n’est pas strictement inclus dans un

anneau de même degré. En particulier un ordre maximal est l’anneau des entiers de son

corps des fractions, i.e. il est intégralement clos. La maximalité est une propriété locale

qui se voit sur les R⊗Z Zp.

1.2. Anneaux quadratiques

Soit D ≡ 0, 1 (mod 4) un entier relatif. À isomorphisme près, il existe un unique

anneau quadratique de discriminant D, à savoir S(D) := Z[X]/(X2−DX+(D2−D)/4).

Une orientation sur S = S(D) est un choix d’isomorphisme π : S/Z→ Z, ce qui revient

à choisir une racine carrée de D, ou encore une Z-base α ∧ β de Λ2S ≃ Z. Une base

〈x, y〉 d’un sous-module de rang 2 de l’algèbre K = S⊗Z Q est orientée positivement si

et seulement si x ∧ y = c · α ∧ β, avec c > 0.

Un anneau quadratique orienté n’ayant pas d’automorphismes non triviaux, deux

tels anneaux de même discriminant sont canoniquement isomorphes. Ainsi, l’ensemble

des entiers D ≡ 0, 1 (mod 4) paramètre les classes d’isomorphismes d’anneaux qua-

dratiques orientés. Un idéal orienté de S est un couple (I, ε), où I ⊂ K est un idéal

fractionnaire de S et ε ∈ {±1}. (Alternativement, on peut définir (I, ε) par une Z-base

de I d’orientation donnée par le signe de ε.) La norme d’un idéal orienté (I, ε) est



935–04

ε |L/S| / |L/I| ∈ Z, où L est un sous-Z-module de rang 2 de K arbitraire contenant S

et I.

Les idéaux orientés forment un monöıde pour la multiplication composante par com-

posante et tout κ ∈ K∗ définit un idéal orienté principal ((κ), sgn(NK/Qκ)). Les idéaux

orientés inversibles forment un groupe, dont les idéaux principaux inversibles forment

un sous-groupe. Le quotient, noté Cl(D)+, est le groupe des classes orientées, de dis-

criminant D. Si D > 0, c’est le groupe des classes au sens restreint. Si D < 0,

Cl+(D) = {±1} × Cl(D), où Cl(D) est le groupe des classes usuel.

1.3. Formes

Une forme k-ique n-aire est un polynôme homogène de degré k en n variables ou, par

abus de langage, le polynôme nul. Par exemple, une forme quadratique binaire est un

polynôme f(x, y) = ax2 + bxy + cy2, pour certains coefficients a, b, c, éventuellement

tous nuls. On notera (a0, a1, . . . , an) la forme binaire
∑

i aix
n−iyi de degré n, quand le

contexte ne portera pas à confusion. On note Symk Zn l’ensemble des formes f : Zn → Z

satisfaisant f(x) = F (x, . . . , x) pour une forme polaire F k-linéaire symétrique de

(Zn)k → Z, et (Symk Zn)∗ l’ensemble des formes k-iques n-aires. Par exemple (Sym2 Z2)∗

est l’ensemble des f comme ci-dessus, avec (a, b, c) ∈ Z3. On a f ∈ Sym2 Z2 si et

seulement si b est pair ; plus généralement, les monômes de Symn Zk sont pondérés de

coefficients multinomiaux. Finalement, soit ΛkZn l’espace des fonctions multilinéaires

(Zn)k → Z alternées.

2. DOMAINES FONDAMENTAUX : UN EXEMPLE CLASSIQUE

2.1. Paramétrisation

Le prototype des résultats que l’on veut obtenir remonte à Gauss, au langage près.

Théorème 2.1. — Il existe une bijection canonique entre les deux ensembles suivants :

– les classes d’isomorphismes de paires (S, I), où S est un anneau quadratique orienté

de discriminant non nul, et I une classe d’idéaux orientés de S,

– les classes de formes quadratiques binaires entières, modulo l’action de SL2(Z).

Cette bijection préserve le discriminant et associe une classe de formes quadratiques

primitives à une classe de S-idéaux inversibles. Muni de la composition des formes

quadratiques, l’ensemble des classes de formes primitives de discriminant D 6= 0 est un

groupe, isomorphe au groupe des classes orientées Cl+(D).

Dans ce théorème, les formes quadratiques entières sont les (a, b, c) ∈ (Sym2 Z2)∗ =:

VZ, une forme est primitive si le pgcd de ses coefficients est 1, et l’action (à droite) de

SL2 est donnée par le changement de variable (g ·F )(x, y) = F ((x, y)g). Le discriminant

Disc(F ) = b2−4ac est un invariant de cette action, et il engendre l’algèbre des invariants

sur C. Par abus de langage, on dira que l’action a un unique invariant.
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2.2. Domaine fondamental

Les orbites sous Γ = SL2(Z) ont donc une signification arithmétique et les

représentants des classes sont les points entiers VZ de l’espace affine V = A3, et

non pas un ensemble (( mince )), comme une sous-variété de codimension > 1 par

exemple. Cette représentation s’utilise algorithmiquement pour calculer ou manipuler

concrètement le groupe des classes d’idéaux de corps quadratiques, dans les méthodes

développées par Shanks [48] après Gauss (voir [8, 10] pour les détails algorithmiques),

mais elle permet aussi de démontrer des résultats de densité, par exemple

Théorème 2.2 (Lipschitz [36], conjecturé par Gauss). — Quand X → +∞, on a
∑

0<−D<X

|VZ/Γ| ∼
π

9
X3/2.

(On peut être plus précis, voir [9].) Le principe est simple : on identifie les orbites de

discriminant inférieur à X aux points à coordonnées entières du domaine fondamental

de Gauss, dont l’adhérence est CX ∪ (−CX) où

CX =
{
(a, b, c) ∈ R3 : |b| 6 a 6 c, 4ac− b2

6 X
}

,

et qui s’obtient en imposant qu’une racine de ax2 + bx + c = 0 soit dans le domaine

fondamental standard de l’action de Γ sur le demi-plan supérieur. Leur nombre est

approché par le volume de CX .

Théorème 2.3 ((( principe de Lipschitz )), Davenport [20]). — Soit C ⊂ Rn un en-

semble semi-algébrique compact, de volume Vol(C), et soit N(C) = |C ∩ Zn|. On note

R(C) le maximum des volumes des projections de C sur les variétés linéaires d’équations

{xi = 0, i ∈ I}, où I parcourt les sous-ensembles non-vides de {1, . . . , n}. Alors

N(C) = Vol(C) + O(1 + R(C)).

La constante implicite est effective et ne dépend que de la dimension n, du nombre et

du degré des équations définissant C.

Nous avons négligé deux points techniques : d’abord les stabilisateurs

Γx := {γ ∈ Γ, γx = x}

ont pour cardinaux 1, 2, 4, ou 6. Comme dans toute formule de masse, il serait plus

habile de compter une classe x avec poids 1/ |Γx| plutôt que d’exclure arbitrairement

certains points du bord du domaine fondamental. Ici ces derniers sont peu nombreux

et absorbés dans le terme d’erreur. Ensuite, nous n’avons pas à séparer le bon grain de

l’ivraie : il n’y a pas de points de discriminant nul dans l’intérieur de CX et, dans le cas

de discriminants négatifs, il n’y a pas non plus lieu d’isoler les anneaux isomorphes à

Z2, dont le discriminant est un carré parfait.
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2.3. Densités locales et crible

Si on se restreint aux classes primitives, la formule d’inversion de Moebius donne :

Corollaire 2.4. — Quand X → +∞, on a
∑

0<−D<X

∣
∣Cl+(D)

∣
∣ ∼

π

9ζ(3)
X3/2, soit

∑

0<−D<X

|Cl(D)| ∼
π

18ζ(3)
X3/2.

La condition imposée est de nature locale (une condition p-adique pour chaque premier

p), se traduisant par l’apparition du facteur eulérien
∏

(1− p−3) = 1/ζ(3), et admet un

grand nombre de variantes naturelles. On peut par exemple se limiter aux D qui sont

discriminants d’un corps quadratique, ou discriminants fondamentaux, ce qui permet

d’obtenir une somme sur les corps quadratiques, en fait une somme sur leurs ordres

maximaux. Ceci se traduit par l’élimination des points (a, b, c) satisfaisant l’une des

congruences

(∗p)

{

Disc(a, b, c) ≡ 0 (mod p2) pour p premier impair,

Disc(a, b, c) ≡ 0, 4 (mod 24) pour p = 2.

(Cette condition ne dépend que de (a, b, c) modulo p2, y compris quand p = 2.) La

formule de Moebius prend alors la forme du crible d’inclusion-exclusion et on retrouve

un cas particulier d’un résultat de Goldfeld-Hoffstein [27], qu’ils obtenaient en utilisant

des séries d’Eisenstein de poids demi-entier.

Théorème 2.5. — Si k parcourt les corps quadratiques, on a
∑

0<−Disck<X

|Cl(Disc k)| ∼
∏

p

(1− p−2 − p−3 + p−4) ·
π

18
X3/2.

Preuve. — Indiquons les deux ingrédients nécessaires pour résoudre l’exercice : pour

un entier sans facteur carré q, soit Nq(CX) le nombre des points de CX vérifiant (∗p)

pour tout p | q. Alors

(3) Nq(CX) = ν(q)N(CX) + Rq(CX)

pour un reste Rq effectif venant du principe de Lipschitz et une fonction (de densité)

multiplicative

ν(q) =
1

(q2)3
#
{
(a, b, c) ∈ (Z/q2Z)3 satisfait (∗p) pour tout p | q

}

=
∏

p|q

(p−2 + p−3 − p−4) = O
(
q−2

∏

p|q

(1 + 1/p)
)

obtenue par un dénombrement élémentaire (voir par exemple [1, §4]). Si q est grand, le

reste Rq(X) domine le terme principal et on remplace (3) par une majoration uniforme

(4) Nq(CX) = O
(
N(CX)q−2

∏

p|q

(1 + 1/p)
)
,
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obtenue en majorant
∣
∣Cl(q2D)

∣
∣ / |Cl(D)| = O

(
q
∏

p|q

(1 + 1/p)
)
,

voir par exemple [16, §7.D], avec une complication technique pour gérer les formes non

primitives. Pour tout paramètre Q > 0, la somme restreinte aux D fondamentaux vaut

∑

q>1

µ(q)Nq(CX) =
∑

q<Q

µ(q)
(
ν(q)N(CX) + Rq

)
+
∑

q>Q

O(Nq(CX))

= N(CX)
∏

p

(1− ν(p)) + O

(
∑

q<Q

Rq(C) +
∑

q>Q

ν(q)N(CX) + Nq(CX)

)

,

où µ est la fonction de Moebius. Il ne reste plus qu’à optimiser Q en fonction de X

pour minimiser les termes d’erreur. Les conditions locales (∗p) ne raréfient pas trop

l’ensemble des points, ce qui se traduit par la convergence de
∑

q Nq(CX),
∑

q ν(q) et
∏

p(1− ν(p)).

Remarque 2.6. — Par cette méthode du (( domaine fondamental )), on obtient natu-

rellement des termes d’erreur, que nous avons omis ci-dessus. Sous la forme générale

du principe de Lipschitz, ils sont en effet loin d’être optimaux. Pour s’en convaincre,

considérons le problème des points entiers du disque : on obtient comme Gauss

#
{
(a, b) ∈ Z2, a2 + b2

6 X
}

= πX2 + O(X).

L’argument revient à considérer la formule de Poisson
∑

n∈Z

f(n) =
∑

n∈Z

f̂(n),

avec f(n) =
√

X2 − n2 × 1|n|6X , pour ne retenir du membre de droite que le terme

f̂(0). Il est naturel qu’un lissage convenable et une analyse harmonique plus fine faisant

intervenir des majorations de sommes d’exponentielles permettent des progrès (reste en

O(X131/208) actuellement pour le problème du cercle, voir le survol de Huxley [29]).

Remarque 2.7. — Cet exemple est pédagogique. Tous ces résultats s’obtiennent en

quelques lignes avec de meilleurs termes d’erreur par un argument de Siegel [51] fondé

sur la formule du nombre de classes de Dirichlet.

(5) L(1, χD) =
∑

n>1

χD(n)

n
=
|Cl(D)|

w(D)
√

|D|
×

{

2π si D < 0

4 log ε(D) si D > 0 non carré,

où χD est le caractère de Kronecker modulo D ≡ 0, 1 (mod 4), où ε(D) > 1 est l’unité

fondamentale de l’ordre quadratique de discriminant D et w(D) le nombre de racines de

l’unité, soit w(D) = 2 pour D 6= −4,−6. En sommant les L(1, χD) au lieu des |Cl(D)|,

on introduit essentiellement un poids |D|−1/2, que l’on supprime par intégration par

partie. Il suffit d’intervertir les sommations et de majorer non trivialement
∑

D<X χD(n)
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pour n non carré, par réciprocité quadratique et Pólya-Vinogradov par exemple. Comme

au Corollaire 2.4, mais à l’envers, la formule de Moebius donne les formes non primitives.

Avantage supplémentaire, on obtient des estimations analogues pour les discriminants

D positifs, non carrés parfaits. Suite à la modification de (5), on remplace |Cl(D)| par

|Cl(D)| log ε(D) dans la somme, et l’équivalent est multiplié par π/2 (on élimine les

carrés dans le terme d’erreur). Siegel [51] en donne une interprétation en termes de

domaine fondamental mais, suite à la présence d’un nombre infini d’unités, les stabi-

lisateurs ne sont plus finis : il faut introduire une densité analogue aux µ(x) du §3.2,

formule (9).

3. ESPACES VECTORIELS PRÉHOMOGÈNES

3.1. Motivation

Le Théorème 2.2 estime une formule de masse asymptotique de type

(6)
∑

x∈L/Γ
0<|P (x)|<X

µ(x)

où L est un réseau sur lequel agit un groupe linéaire discret Γ, dont les stabilisateurs

Γx sont supposés finis, µ(x) = |Γx|
−1, et P est un polynôme Γ-invariant. Nous avons

évoqué la (( méthode du domaine fondamental )). Une autre méthode classique étudie les

propriétés analytiques (prolongement analytique, pôles et résidus, croissance dans les

bandes verticales) de la série de Dirichlet associée

(7)
∑

x∈L′/Γ

µ(x) |P (x)|−s , où L′ = {x ∈ L : P (x) 6= 0}.

Les espaces vectoriels préhomogènes introduits par Sato [44, 46] systématisent cette

étude.

Définition 3.1. — Soit k un corps. Un espace vectoriel préhomogène sur k est une

représentation (G, V ) d’un groupe linéaire algébrique connexe G défini sur k sur un

espace affine de dimension finie V = An
k , possédant une G-orbite Zariski-dense.

On notera S le fermé complémentaire de cette orbite dense. Un espace préhomogène

est donc un espace (( presque homogène )), clôture de l’espace homogène Gx pour x 6∈ S.

Définition 3.2. — On dit que (G, V ) préhomogène est réductif régulier si G

est réductif et S est une hypersurface irréductible de V . Un polynôme irréductible

définissant S sera appelé invariant relatif de (G, V ).
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Proposition 3.3 (Sato). — Si (G, V ) est préhomogène réductif régulier, un invariant

relatif P est un polynôme homogène, unique modulo k∗. Il existe un caractère rationnel

χ de G tel que P (g · x) = χ(g)P (x) pour tout g ∈ G et

(8) (det ρ(g))2 = χ(g)2κ, où κ :=
dim V

deg P
∈ 1

2
Z,

et ρ : G→ GL(V ) est la représentation de G sur V .

On verra au paragraphe suivant le lien entre ces définitions et la série (en fait, les séries)

de Dirichlet associée à (6). Pour les applications, il est crucial que (G, V ) soit défini

sur R, et utile qu’il soit régulier (sinon les fonctions obtenues ont une variable par

composante irréductible de S, ce qui complique les choses).

On dispose d’une construction abstraite assez générale d’espaces préhomogènes : si

G est un groupe réductif, P = LU un sous-groupe parabolique maximal, la composante

de Levi L agit par conjugaison sur le radical unipotent U , donc sur l’abélianisé V =

U/[U, U ]. Vinberg [52] démontre que (L, V ) est préhomogène.

Définition 3.4. — Un tel espace préhomogène est dit de type parabolique.

Sur C, les espaces préhomogènes irréductibles, modulo une relation d’équivalence

naturelle (roques ou castling transforms), sont classifiés par Kimura et Sato [44] : il y

a 29 types réguliers, dont 5 séries infinies : matrices m × n, formes quadratiques en n

variables, etc. Les formes réelles de ces espaces qui sont paraboliques sont classifiées

par Rubenthaler [41] : presque tous les types de Kimura-Sato sont paraboliques, il y a

6 exceptions ne comportant aucune série infinie. Il existe aussi une classification sur un

corps local ou un corps de nombres, due à Saito [42].

Inspiré par Wright et Yukie [56] (qui s’intéressent aux orbites rationnelles, cf. §3.3),

Bhargava [3, 4, 5, 6, 7] a recherché systématiquement comment paramétrer des situa-

tions liées aux anneaux de nombres par les orbites entières d’espaces préhomogènes. Il

se trouve que tous les exemples obtenus sont de type parabolique (réductif) régulier,

associés aux groupes de Lie simples G = B2, G2, B3, D4, D5, E6 (corps quadratiques),

G2, F4, E6, E7 (cubiques), F4 (quartiques), E8 (quintiques), pour un parabolique LU

convenable. Guidé par la classification de Kimura-Sato et des considérations heuris-

tiques sur les diagrammes de Dynkin et leurs symétries, Bhargava construit pour beau-

coup d’entre eux des lois de composition que nous décrirons aux §§4 et 5. Les structures

de groupe obtenues ont peu d’intérêt intrinsèque puisqu’on les obtient aussi via les

groupes des classes des anneaux sous-jacents, du moins pour l’instant. Mais elles en

donnent des descriptions explicites, et sont justiciables du même type de traitement

qu’au §2.

3.2. La théorie de Sato-Shintani

Soit (G, V ) réductif régulier associé à P, χ comme ci-dessus. On note H le noyau de

χ. Soit G+
R la composante connexe du neutre dans le groupe de Lie GR, H+

R = HR∩G+
R .
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On fixe des mesures de Haar dg sur G+
R , d1h sur H+

R , dνx sur (H+
R )x pour x ∈ (V − S)

avec
∫

G+
R

φ(g)dg =

∫

G+
R /H+

R

dχ(g)

|χ(g)|

∫

H+
R

φ(gh)d1h

=

∫

G+
R /(H+

R )x

|P (g · x)|−κ d(g · x)

∫

(H+
R )x

φ(gh)dνx(h), ∀φ ∈ L1(G+
R).

(D’après (8), |P (y)|−κ dy est une mesure G+
R -invariante sur V − S.) Soit Γ = GZ ∩H+

R .

On fixe un réseau Γ-stable L, et on pose L′ = L − (L ∩ S). On fait les hypothèses

simplificatrices suivantes :

(H1) (G, V ) est réductif régulier défini sur Q, tel que GZ · VZ ⊂ VZ,

(H2) S ∩ VR se décompose en un nombre fini de H+
R -orbites,

(H3) une hypothèse technique destinée à justifier la convergence des identités formelles,

en particulier (11) : pour toute fonction φ dans la classe de Schwartz sur VR,

l’intégrale

I(φ) =

∫

HR/HZ

∑

x∈L

φ(h · x)d1h

converge absolument et définit une distribution tempérée sur VR.

La dernière hypothèse est restrictive, elle ne couvre pas le cas des formes quadratiques

Sym2 An si n 6 4 ou des formes cubiques Sym3 A2 par exemple. Shintani [49, 50] règle

le problème pour ces deux exemples en renormalisant les fonctions zêta.

Soient V1, . . . , Vl les composantes connexes de (V −S)R, qui sont des G+
R -orbites. Pour

tout x ∈ (V − S)Q, on définit la fonction Γ-invariante

(9) µ(x) =

∫

(H+
R )x/Γx

dνx <∞.

L’hypothèse (H3) implique la finitude de µ(x), en fait une majoration polynomiale en

X de la somme des µ(x) sur {x ∈ L′/Γ, |P (x)| < X}. On définit les séries de Dirichlet

(10) ξi(s, L) =
∑

x∈(L∩Vi)/Γ

µ(x) |P (x)|−s , associées à
∑

x∈(L∩Vi)/Γ
0<|P (x)|<X

µ(x) (1 6 i 6 l),

qui convergent donc pour ℜ(s) ≫ 1. (Ceci est démontré par Saito [43] sous des hy-

pothèses bien moins restrictives que (H3).) Si Γx est fini pour tout x, on obtient

µ(x) = c |Γx|
−1 pour une constante c indépendante de x. Il s’agit donc bien d’un raffi-

nement de (7), qu’on retrouve par sommation sur les composantes connexes.

On obtient des notions analogues pour la représentation contragrédiente sur le dual

(G, V ∗) qui est aussi préhomogène : S∗, P ∗ de même degré que P , χ∗ = χ−1, V ∗
1 ∪· · ·∪V ∗

l

(pour le même l), dν∗(x), ξ∗i (s, L
∗), etc. Sous nos hypothèses, en considérant

(11) Z(φ, s) :=

∫

G+
R /Γ

|χ(g)|s
∑

x∈L′

φ(g · x)dg =

l∑

i=1

ξi(s)

∫

Vi

φ(y) |P (y)|s−κ dy
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et la distribution duale Z∗, Sato et Shintani [45] démontrent que les séries ξi(s, L),

ξ∗i (s, L
∗) admettent un prolongement analytique méromorphe sur C et satisfont une

équation fonctionnelle matricielle l × l reliant

(ξi(s, L) : 1 6 i 6 l) et (ξ∗i (κ− s, L∗) : 1 6 i 6 l).

Le prolongement vient d’une intégration par parties qui fait intervenir des polynômes

de Bernstein-Sato ou (( fonctions b )), définis par

P ∗(∇x)P (x)s = b(s)P (x)s−1,

où P ∗(∇x) est l’opérateur différentiel à coefficients constants sur VR satisfaisant

P ∗(∇x) exp(〈x, y〉) = P ∗(y) exp(〈x, y〉), ∀y ∈ V ∗
R .

On a deg b = deg P et, sous nos hypothèses, les zéros de b(s−κ) sont les pôles (simples)

des ξi et ξ∗i . Les fonctions b sont connues explicitement pour les 29 types réguliers de

Kimura-Sato, ainsi que leur comportement par roque (cf. Kimura [33]) et leurs zéros sont

rationnels (voir aussi Kashiwara [32]). Dans les autres cas où les ξi, ξ∗i sont connus, la

multiplicité d’un zéro de b(s−κ) borne celle du pôle, mais il arrive qu’on n’ait pas égalité.

L’équation fonctionnelle suit de la formule sommatoire de Poisson appliquée à la série

théta intervenant dans Z(φ, s), en isolant la partie polaire (x ∈ L− L′, x∗ ∈ L∗ − L′∗).

Par transformée de Mellin et déplacement de contour, on en tire un développement

asymptotique des sommes partielles (10) quand X → +∞.

Exemple 3.5. — Pour (G, V ) = (GL1, A
1), le plus simple des espaces préhomogènes, on

trouve P (x) = x, κ = 1, b(s) = s, (V − S)R = V1 ∪ V2 = R∗
+ ∪ R∗

− et Gx = {1} pour

x ∈ (V − S)R, soit µ(x) = 1 avec la normalisation naturelle. Ainsi ξi(s) = ξ∗i (s) = ζ(s)

pour i = 1, 2 et on retrouve les résultats de Riemann, essentiellement par la même

méthode.

3.3. Adélisation et Gk-orbites

Si A désigne les adèles du corps global k, on remplace le sous-groupe discret GZ ⊂ GR

par Gk ⊂ GA. Pour φ = ⊗vφv une fonction de Schwartz-Bruhat sur VA, on pose

(12) Z(φ, s) =

∫

GA/Gk

|χ(g)|sA
∑

x∈L′

φ(g · x)dg,

et le formalisme est proche de celui du paragraphe précédent, en distinguant une place

infinie de k. Les séries de Dirichlet associées se décomposent en somme sur les orbites

L′/Gk de termes faisant apparâıtre des produits eulériens sur v de fonctions zêta locales

(13)

∫

Gkv · x

φv(y) |P (y)|s−κ
v dy,

pondérés par µ(x)/o(x), où o(x) = [(Hx)k : (H0
x)k] et µ(x) est le volume de (H0

x)A/(H0
x)k

pour une mesure convenable (voir [57]). Pour v infinie, les b-fonctions permettent comme

précédemment le prolongement méromorphe de (13). Si v est finie et φv est la fonction

caractéristique du disque unité Okv , on obtient une fonction locale d’Igusa, d’expression
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élémentaire connue pour presque tous les types de Kimura-Sato (voir [30]). Hors d’un

ensemble fini de places T , φv est de cette forme, et la fonction zêta pour T fixée est

contrôlée. Par contre, pour énumérer les Gk-orbites, il faut un passage à la limite sur T ,

axiomatisé par Wright (cf [57, §0.5]), d’esprit analogue à celui du §2.3, mais bien plus

contraignant. Ceci étant dit, que représentent les Gk-orbites ?

Exemple 3.6. — Reconsidérons les formes quadratiques binaires du §2 ; la SL2(k)-orbite

d’une forme quadratique irréductible x de Sym2 k2 définit un corps quadratique Kx/k :

l’orbite des racines de x. Les formes réductibles forment deux orbites, suivant qu’elles

ont ou non une racine multiple. En étudiant la fonction zêta adélique associée, Dats-

kovsky [19] obtient une version relative du Théorème 2.5 sur un corps de nombres k :

dans ce cas, µ(x) est essentiellement |Disc Kx|
1/2 Res(ζKx, s = 1).

Exemple 3.7. — Shintani [50, 49], dans les premières études sur les séries de Dirichlet

provenant de la théorie du §3.2, obtient d’excellents termes d’erreur pour le nombre

de classes de formes quadratiques ou cubiques binaires avec les méthodes du §3.2. À

nouveau, l’ensemble naturel des orbites de formes cubiques est stratifié suivant le type

de décomposition de l’équation associée. En traitant les formes quadratiques et cu-

biques générales, Shintani peut isoler les GZ-orbites de formes cubiques irréductibles.

Nous verrons au §5.1 que ce dernier exemple paramètre les anneaux cubiques. Dats-

kovsky et Wright [54, 17, 18] adélisent le travail de Shintani sur un corps global k

de caractéristique différente de 2 ou 3. Comptant les Gk-orbites de formes cubiques

irréductibles, ils obtiennent la densité des discriminants des corps cubiques sur k.

Remarque 3.8. — Dans ces deux cas, la fonction zêta pour T fixé admet un autre pôle

réel à gauche de 1, mais le passage à la limite sur T empêche de tenir compte de ce

pôle secondaire, et même d’obtenir un terme d’erreur. On conjecture que le passage à

la limite formel donne le développement asymptotique correct (voir Roberts [40] pour

le cas cubique).

Plus généralement, soit n > 1 et k un corps infini de caractéristique nulle ou stric-

tement supérieure à n. On note E(k, n) l’ensemble des classes d’isomorphismes d’ex-

tensions galoisiennes de k qui sont corps de décomposition d’un polynôme séparable

de degré inférieur à n. Wright et Yukie [56] (voir aussi [31]) construisent pour six nou-

veaux types d’espaces préhomogènes paraboliques (G, V ) une bijection naturelle entre

Gk-orbites de (V − S)k et classes de conjugaison d’homomorphismes de Gal(k/k) dans

le groupe symétrique à n éléments où n = 2, 3, 4, 5 suivant les cas. Ceci définit une

application

αV : (V − S)k/Gk → E(k, n),

où une orbite a pour image le noyau d’un des homomorphismes associés. En inspectant

les classes de conjugaison de Sn, on voit que αV est bijective pour les six exemples

associés à n = 2, 3. Dans les deux cas restants, n = 4, 5 et les fibres sont réduites à

un point, sauf dans des cas dégénérés (2 ou 4 points) correspondant à des extensions
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de petit degré, inférieur à 12. Quand k est un corps global, en supposant résolus les

problèmes de convergence et la détermination des pôles et résidus, on espère pouvoir

compter les extensions x de k de degré n munies du poids µ(x)/o(x), mais ce programme

n’est pas achevé. La partie globale du cas quartique est traitée par Yukie [57].

3.4. Comparaison

Pour conclure cette présentation des méthodes en présence(4), les calculs de densités

de discriminants d’extensions de type Wright-Yukie reposent sur l’existence d’une

représentation (G, V ) préhomogène, telle que Vk/Gk paramètre les extensions du

corps k. Ces constructions sont actuellement restreintes aux extensions de degré n 6 5.

Bhargava démontre que dans ces mêmes cas, VZ/GZ paramètre essentiellement des

anneaux de nombres de degré n sur Z (et non des corps). En principe, les méthodes

élémentaires du §2 permettent de les énumérer, puis de les cribler pour ne retenir que les

ordres maximaux, ce qui revient à compter leurs corps de fractions, i.e. les GQ-orbites

de VQ. Ces méthodes fournissent des termes d’erreur qui survivent aux cribles, mais

restent loin des valeurs conjecturées à la lecture des pôles des séries de Sato-Shintani.

À l’inverse, ces dernières fournissent les termes d’erreur attendus sur les problèmes de

comptage de GZ-orbites et leur adélisation permet le passage aux Gk-orbites sur Vk, et

donc aux extensions du corps global k par la théorie de Wright-Yukie, pour n = 2, 3. Par

contre, elle ne fournit pour l’instant qu’un équivalent pour ces décomptes d’extensions

de k, y compris quand k = Q, et se heurte à de redoutables problèmes de convergence

d’identités formelles (voir [57, Part IV]).

Ce sont les problèmes de comptage associés aux deux cas n = 4, 5 ci-dessus que

Bhargava vient, semble-t-il, de résoudre sur Q, en étudiant directement les domaines

fondamentaux associés aux GZ-orbites des espaces préhomogènes de Wright et Yukie.

Nous décrirons une partie de ces travaux à partir du §5.3, mais nous commençons par

sa ré-interprétation des cas n = 2, 3.

4. PARAMÉTRISATIONS ET COMPOSITIONS QUADRATIQUES

4.1. Cubes

Soit C2 = Z2 ⊗ Z2 ⊗ Z2, dont on peut représenter les éléments par des octuplets

(a, b, c, d, e, f, g, h) ∈ Z8 ou plus naturellement par un cube de sommets étiquetés par

(4)Pour être complet, il eût fallu inclure les séries génératrices issues de la théorie du corps de classes ou

directement de la théorie de Kummer, pour les extensions abéliennes d’une base raisonnable. Elles sont

disjointes des travaux de Bhargava que nous présentons et nous renvoyons au survol de Cohen [11].
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des entiers :

a b

c d

g h

e f

En notant (α, β) la base canonique de Z2, ce cube remplace avantageusement l’élément

a(α⊗ α⊗ α) + b (α⊗ β ⊗ α) + c(β ⊗ α⊗ α) + d(β ⊗ β ⊗ α)

+ e(α⊗ α⊗ β) + f(α⊗ β ⊗ β) + g(β ⊗ α⊗ β) + h(β ⊗ β ⊗ β).

On peut partitionner un tel cube A ∈ C2 en deux matrices 2 × 2 de trois façons

différentes : M1 = ( a b
c d ) , N1 =

(
e f
g h

)
, ou M2 = ( a c

e g ) , N2 =
(

b d
f h

)
, ou encore M3 =

( a e
b f ) , N3 = ( c g

d h ). Soit γ = ( r s
t u ) un élément générique de SL2(Z). On définit une ac-

tion de Γ = SL2(Z)×SL2(Z)×SL2(Z) sur C2, en spécifiant que (γ× Id× Id) agit sur le

cube A en remplaçant (M1, N1) par (rM1+sN1, tM1+uN1), (Id×γ×Id) et (Id× Id×γ)

agissant de même sur (M2, N2) et (M3, N3) respectivement. Il s’agit bien d’une action (à

gauche !), on vérifie que les actions des trois facteurs SL2(Z) dans Γ commutent. C’est

l’analogue de l’associativité de la multiplication matricielle : les opérations sur les lignes

et colonnes d’une matrice rectangulaire commutent. Par exemple, la transformation de

(M1, N1) indiquée se traduit par (M2, N2) → (γM2, γN2) et (M3, N3) → (M3
tγ, N3

tγ).

Alternativement, cette action est donnée par

(γ1, γ2, γ3) · (x1 ⊗ x2 ⊗ x3) = γ3x1 ⊗ γ2x2 ⊗ γ1x3.

(Nous conservons les normalisations de Bhargava.)

Étant donné un cube A ∈ C2, on construit pour 1 6 i 6 3 une forme quadratique

binaire Qi = QA
i par la règle

Qi(x, y) = − det(xMi − yNi).

La forme Q1 est invariante sous l’action de {Id} × SL2(Z) × SL2(Z) ⊂ Γ, puisque les

deux autres facteurs agissent par multiplication à gauche ou à droite sur (M1, N1). Le

premier facteur agit de la façon habituelle (γ · Q1)(x, y) = Q1((x, y)γ), et cette action

a un unique invariant, à savoir Disc Q1. Il en est donc de même pour l’action de Γ

sur C2. Par symétrie, Disc Q2 et Disc Q3 sont aussi des invariants, et on vérifie que

Disc Q1 = Disc Q2 = Disc Q3. On baptise cette valeur commune Disc A. Explicitement,

Q1 = (bc− ad, −ah + bg + cf − de, fg − eh),

Q2 = (ce− ag, −ah− bg + cf + de, df − bh),

Q3 = (be− af, −ah + bg − cf + de, dg − ch),

Disc A = a2h2+b2g2+c2f 2+d2e2−2(abgh+acfh+adeh+bcfg+bdeg+cdef)+4(adfg+bceh).

Toute forme quadratique (d, h, g) ∈ (Sym2 Z2)∗ provient d’un cube : prendre a = −1,

b = c = e = 0, f = 1 par exemple.
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4.2. Loi du cube et loi de Gauss

Définition 4.1. — Un cube A ∈ C2 est dit projectif si les trois formes quadratiques

associées (QA
1 , QA

2 , QA
3 ) sont primitives. On note Cl(C2; D) l’ensemble des classes de

cubes projectifs modulo Γ de discriminant D.

Motivé par la loi de groupe sur une courbe elliptique, Bhargava considère le groupe

libre engendré par les formes quadratiques primitives de discriminant D, modulo les

relations

(14) QA
1 ⊕QA

2 ⊕QA
3 = 0,

où A ∈ C2. En particulier, deux formes SL2(Z)-équivalentes sont identifiées puisque,

si Q1 est donnée, alors il existe un cube A comportant Q1 parmi ses formes associées

(Q1, Q2, Q3). En considérant (γ × Id× Id) · A, on en déduit que

Q1 ⊕Q2 ⊕Q3 = γQ1 ⊕Q2 ⊕Q3 = 0,

soit Q1 = γQ1 dans le quotient de Bhargava, pour tout γ ∈ SL2(Z). De même, on voit

facilement que (a, b, c)⊕ (c, b, a) = 0.

Théorème 4.2. — Soit D ≡ 0, 1 (mod 4) un entier. Fixons un cube projectif A0 de

discriminant D, dont les formes quadratiques associées sont égales ; soit Q0 cette forme

primitive. Il existe une unique loi de groupe additif sur l’ensemble des classes de formes

quadratiques binaires [Q] primitives modulo SL2(Z), de discriminant D, telle que [Q0] =

0, et [QA
1 ]+ [QA

2 ]+ [QA
3 ] = 0 pour tout cube projectif A ∈ C2. Réciproquement, pour tout

triplet de classes de formes primitives de somme nulle dans ce groupe, il existe un cube

projectif A ∈ C2, unique à Γ-équivalence près, dont ce sont les formes associées.

On démontrera ce résultat en même temps que le Théorème 4.6. Les cubes A0 satis-

faisant la condition du théorème avec Q0 6= (0, 0, 0) présentent une triple symétrie :

(15)

a b

b g

g h

b g

Le choix le plus naturel est Q0 = (1, ε, (ε − D)/4) pour D ≡ ε (mod 4), ε ∈ {0, 1},

associée au cube A0 de discriminant D donné par

(16)

0 1

1 ε

ε (D + 3ε)/4

1 ε



935–16

Théorème 4.3. — Pour le choix de A0 donné par (16), la loi de groupe du

Théorème 4.2 est la composition de Gauss du Théorème 2.1.

Preuve. — [Q0] est bien la classe principale de Gauss. Si A est un cube projectif, le pgcd

de ses coefficients est 1. À Γ-équivalence près, on peut donc supposer qu’un sommet

est 1. Toujours à Γ-équivalence près, on utilise ce 1 pour annuler les trois sommets

adjacents (pivot de Gauss tridimensionnel !). On suppose donc que A est de la forme

1 0

0 d

0 f

g h

soit

Q1 = (−d, h, fg), Q2 = (−g, h, df), Q3 = (−f, h, dg).

De [Q1] + [Q2] = −[Q3] = (dg, h,−f), on tire la composition de Dirichlet (2).

Corollaire 4.4. — Soit D ≡ 0, 1 (mod 4) un entier, et soit A0 le cube (16). Il existe

une unique loi de groupe sur Cl(C2; D), de neutre Γ · A0, telle que les projections

φi : Cl(C2; D) → Cl+(D)

A 7→ [QA
i ]

soient des homomorphismes de groupe pour 1 6 i 6 3.

Preuve. — Si A et A′ sont deux cubes projectifs, alors

3∑

i=1

([QA
i ] + [QA′

i ]) =
3∑

i=1

[QA
i ] +

3∑

i=1

[QA′

i ] = 0 + 0 = 0.

D’après le dernier point du Théorème 4.2, il existe A′′ ∈ C2 tel que [QA′′

i ] = [QA
i ]+ [QA′

i ]

pour i = 1, 2, 3. Les QA′′

i étant primitives par définition de la loi de groupe, A′′ est

projectif. On pose A′′ = A′ + A.

4.3. Paramétrisations

Identifions maintenant ces lois de composition.

Définition 4.5. — Soit S l’anneau quadratique de discriminant D et K = S ⊗Z Q

l’algèbre quadratique associée. Un triplet (I1, I2, I3) d’idéaux orientés de S est équilibré

si I1I2I3 ⊂ S et N(I1) N(I2) N(I3) = 1. Deux tels triplets (I1, I2, I3) et (I ′
1, I

′
2, I

′
3) sont

équivalents s’il existe κ1, κ2, κ3 ∈ K tel que Ii = κiI
′
i pour 1 6 i 6 3.

Si S est un anneau de Dedekind, une classe d’équivalence de triplets équilibrés n’est

rien d’autre qu’un triplet de classes d’idéaux restreintes de produit 1.

Théorème 4.6. — Il existe une bijection canonique entre
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– l’ensemble des Γ-orbites de discriminant D 6= 0 sur l’espace C2 = Z2 ⊗ Z2 ⊗ Z2,

– l’ensemble des classes d’isomorphismes de paires (S, (I1, I2, I3)), où S est un anneau

quadratique orienté de discriminant D, et (I1, I2, I3) est une classe d’équivalence

de triplets équilibrés d’idéaux orientés de S.

Sa restriction aux cubes projectifs induit un isomorphisme de groupes

Cl(Z2 ⊗ Z2 ⊗ Z2; D) ≃ Cl+(D)× Cl+(D).

Preuve. — Soit D ≡ ε (mod 4), ε ∈ {0, 1} et soit 〈1, τ〉 une base positive de S, pour

une orientation π : S/Z → Z, où τ 2 − ετ + (ε − D)/4 = 0. Soient 〈α1, α2〉, 〈β1, β2〉,
〈γ1, γ2〉 des bases de I1, I2, I3, de même orientation que I1, I2, I3 respectivement. Comme

I1I2I3 ⊂ S, on a

(17) αiβjγk = cijk + aijkτ,

pour des entiers aijk et cijk, 1 6 i, j, k 6 2. Le cube associé est A = (aijk). De façon plus

intrinsèque, A ∈ Z2⊗Z2⊗Z2 représente l’application trilinéaire I1×I2×I3 → Z donnée

par la formule (x, y, z) 7→ π(xyz). On vérifie que A est bien défini à Γ-équivalence près.

Réciproquement, pour un cube A = (aijk) fixé, on considère le système (17), qui com-

porte essentiellement des indéterminées pour l’instant. On cherche τ , (αi), (βj), (γk) le

satisfaisant tels que les S, I1, I2, I3 associés vérifient I1I2I3 ⊂ S et N(I1)N(I2)N(I3) = 1.

Ceci implique

Disc A = N(I1)
2 N(I2)

2 N(I3)
2 Disc S,

ainsi Disc S = Disc A et donc S sont déterminés. Comme dans la preuve du

Théorème 4.3, on peut supposer que les trois sommets adjacents à un sommet

fixé (qui porte le pgcd des coefficients) sont nuls. Par associativité et commutativité

de la multiplication dans S, un calcul explicite montre que les cijk sont déterminés, et

entiers ! Grâce à la nullité de trois des aijk, on déduit de (17) que les αi, βj, γk sont

inversibles dans K, puis que les quotients α1/α2, β1/β2 et γ1/γ2 sont fixés. Un calcul

explicite montre que les Z-modules obtenus sont bien des idéaux.

Un triplet équilibré (I1, I2, I3) est dit projectif si les Ii sont projectifs (c’est-à-dire

inversibles) comme S-modules. Les formes normes associées aux Ii sont exactement

les QA
i , donc les Ii sont projectifs si et seulement si A l’est. L’ensemble des classes

d’équivalence de triplets équilibrés projectifs est muni de la loi de groupe naturelle

(I1, I2, I3) · (I
′
1, I

′
2, I

′
3) = (I1I

′
1, I2I

′
2, I3I

′
3), qui le rend isomorphe à Cl+(D)×Cl+(D) par

la projection (I1, I2, I3) 7→ (I1, I2). On conclut grâce aux Théorèmes 4.3 et 2.1.
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Bhargava définit de même des flèches naturelles préservant le discriminant entre es-

paces de formes

Sym3 Z2 −−−→ Z2 ⊗ Sym2 Z2 −−−→ Z2 ⊗ Z2 ⊗ Z2



y



y

(Sym2 Z2)∗ ←−−− Z2 ⊗ Λ2Z4



y

Λ3Z2

munies d’actions de groupes linéaires. Par exemple, la première rangée correspond à

l’inclusion des ensembles de cubes présentant une triple symétrie, une double symétrie

ou pas de symétrie a priori :

a b

b g

g h

b g

a b

b c

d e

e f

a b

c d

g h

e f

À partir de la loi du cube, on obtient des lois de groupe sur les ensembles d’orbites

projectives de discriminant D non nul :

Cl(Sym3 Z2; D) −−−→ Cl(Z2 ⊗ Sym2 Z2; D) −−−→ Cl(Z2 ⊗ Z2 ⊗ Z2; D)


y≃



y

Cl+(D) ≃ Cl((Sym2 Z2)∗; D)
≃
←−−− Cl(Z2 ⊗ Λ2Z4; D)



y

Cl(Λ3Z2; D) = {0}

Bhargava identifie ensuite les structures dont ils paramètrent les classes d’équivalence.

Dans l’énumération suivante, toutes les formes et les anneaux sont de discriminant non

nul, S désigne un anneau quadratique orienté, I (avec ou sans indice) un S-idéal orienté,

et un (( S-idéal de rang n )) est un sous-S-module de (S ⊗Q)n, de rang maximal 2n sur

Z. Voir [5] pour les définitions manquantes et les démonstrations.

– Sym3 Z2, SL2(Z) : formes cubiques binaires et triplets (S, I, δ), où δ ∈ S ⊗ Q

tel que I3 ⊂ δS et N(I)3 = N(δ). Si on se restreint aux formes projectives, I est

inversible et N(I3) = N(I)3, d’où I3 = (δ). L’application Cl(Sym3 Z2; D)→ Cl3(D)

donnée par (S, I, δ) → I est un morphisme surjectif dont le noyau est de cardinal

#(S∗/S∗3). En particulier si S est un anneau de Dedekind, ce morphisme est un

isomorphisme si D < −3, et a un noyau d’ordre 3 sinon (cette construction remonte

à Eisenstein [24], voir aussi Hoffman-Morales [28]).
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– Z2 ⊗ Sym2 Z2, SL2(Z) × SL2(Z) : paires de formes quadratiques binaires et tri-

plets (S, I1, I2, I3 = I2) où (I1, I2, I2) est un triplet équilibré. L’application natu-

relle Z2 ⊗ Sym2 Z2 → (Sym2 Z2)∗ donnée par A 7→ QA
3 devient un isomorphisme

par passage aux quotients, si on la restreint aux classes projectives (I1I2I3 étant

principal, si I2 = I3 l’est, I1 aussi).

– (Sym2 Z2)∗, SL2(Z) : formes quadratiques binaires, c’est le cas considéré par Gauss.

– Z2 ⊗ Λ2Z4, SL2(Z) × SL4(Z) : paires de 2-formes alternées de rang 4. Elles pa-

ramètrent les paires (S, (I, M)), où M est un (( S-idéal de rang 2 )) et (I, M) est

équilibré.

– Λ3Z6, SL6(Z) : 3-formes alternées de rang 6. Elles paramètrent les paires (S, M)

où M est un (( S-idéal de rang 3 )) équilibré.

5. PARAMÉTRISATIONS EN DEGRÉ SUPÉRIEUR

5.1. Anneaux cubiques

Théorème 5.1 (Delone-Faddeev [22], Gan-Gross-Savin [26])

Il existe une bijection canonique entre les deux ensembles suivants :

– les classes d’isomorphismes d’anneaux cubiques,

– les formes cubiques binaires entières, soit (Sym3 Z2)∗, modulo l’action de GL2(Z).

Cette bijection préserve le discriminant. La classe contenant la forme de coefficients

(a, b, c, d) est associée au Z-module libre R = 〈1, ω, θ〉Z, muni de la multiplication

ωθ = −ad,

ω2 = −ac + bω − aθ,

θ2 = −bd + dω − cθ.

Preuve. — Vérification explicite, facilitée par le choix d’une base de R telle que ωθ ∈ Z,

toujours possible par translation de ω et θ. Une autre démonstration pour R intègre

consiste à comparer deux applications classiques : la forme indice (qui, à un ordre

de rang n, associe une forme de (Symn(n−1)/2 Zn−1)∗, modulo GLn−1(Z)) et l’ordre de

Dedekind (qui, à une forme irréductible de (Symn Z2)∗, associe un ordre de degré n).

Elles sont compatibles si et seulement si n = 3, et inverses l’une de l’autre dans ce

cas.

Par exemple

(0, 0, 0, 0) ←→ Z[ω, θ]/(ω2, θ2, ωθ),(18)

(a, b, c, d) ←→ Z[aω, aω2 + bω]/(aω3 + bω2 + cω + d) si a 6= 0.(19)
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Zagier [58] a donné une jolie interprétation de l’application réciproque, en associant à

R l’application

Φ3,2 : R/Z → Λ3R ∼= Z

ξ 7→ 1 ∧ ξ ∧ ξ2,

que l’on identifie à une forme cubique en choisissant une base 〈α, β〉 du Z-module R/Z

de rang 2 et en posant ξ = xα + yβ. La construction est bien définie modulo GL2(Z).

5.2. Paramétrisations cubiques

L’espace VZ = Z2⊗Z3⊗Z3 peut se représenter comme l’ensemble des bôıtes 2×3×3

à sommets entiers, ou encore les paires (A, B) de matrices 3 × 3. De façon analogue

au §4.1, on le munit d’une action de GL2(Z) × GL3(Z) × GL3(Z). On se restreint

à GL2(Z) × SL3(Z) × SL3(Z) puisque (− Id2, Id3,− Id3) et (− Id2,− Id3, Id3) agissent

trivialement (cette action est fidèle). Soit f(x, y) la forme cubique binaire det(xA−yB),

on note

Disc((A, B)) = Disc(det(xA− yB)) = Disc(f),

qui est l’unique GL2(Z)× SL3(Z)× SL3(Z)-invariant sur VZ. D’après le Théorème 5.1,

on associe un ordre cubique R de discriminant Disc(f) à f .

Théorème 5.2. — Il y a une bijection canonique entre

– l’ensemble des GL2(Z) × SL3(Z) × SL3(Z)-orbites de discriminant D 6= 0 sur

Z2 ⊗ Z3 ⊗ Z3,

– l’ensemble des classes d’isomorphismes de paires (R, (I, I ′)), où R est un anneau

cubique de discriminant D 6= 0, et (I, I ′) est une classe d’équivalence de paires

équilibrées de R-idéaux fractionnaires de R⊗Q.

Théorème 5.3. — Il y a une bijection canonique entre

– l’ensemble des GL2(Z)× SL3(Z)-orbites de discriminant D 6= 0 sur Z2 ⊗ Sym2 Z3,

– l’ensemble des classes d’isomorphismes de triplets (R, I, δ), où R est un anneau

cubique de discriminant D 6= 0, et I est un R-idéal et δ est un élément inversible

de R⊗Q, tels que I2 ⊂ (δ), N(δ) = N(I)2.

Tout comme au §4, on obtient des applications naturelles

Z2 ⊗ Sym2 Z3 −−−→ Z2 ⊗ Z3 ⊗ Z3 −−−→ Z2 ⊗ Λ2Z6,

munies d’actions de GL2(Z)× SL3(Z), GL2(Z)× SL3(Z)× SL3(Z) et GL2(Z)× SL6(Z),

respectivement. Restreintes à des sous-espaces convenables et modulo ces actions, elles

deviennent des morphismes de groupes. Par exemple, pour R fixé et I, I ′ projectifs

comme R-modules (i.e. inversibles), la restriction de la bijection du Théorème 5.2 as-

socie à (A, B) ∈ Z2 ⊗ Z3 ⊗ Z3 la classe d’idéaux de I. C’est un isomorphisme sur le

groupe des classes des R-idéaux inversibles Cl(R).
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5.3. Les cas quartiques et quintiques

La paramétrisation des anneaux quartiques requiert de nouveaux préliminaires.

Définition 5.4. — Pour un anneau R de degré n, soit IR l’idéal de R⊗n engendré

par les éléments de la forme

(x⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1) + (1⊗ x⊗ · · · ⊗ 1) + · · ·+ (1⊗ 1⊗ · · · ⊗ x)− Tr(x)× (1⊗ · · · ⊗ 1).

La Sn-clôture R̂ de R est l’anneau de degré n! donné par R̂ = M/Mtor, où M := R⊗n/IR

et Mtor est le sous-groupe de torsion de M .

Si R est intègre de corps des fractions K, R̂ est la Z-algèbre engendrée par les

conjugués des éléments de R et son corps des fractions Frac(R̂) est une clôture ga-

loisienne de K/Q. On fixe un plongement x 7→ (x ⊗ 1 ⊗ · · · ⊗ 1) de R dans R̂. Les n

conjugués de x sont les (x⊗1⊗· · ·⊗1), . . . , (1⊗1⊗· · ·⊗x). Il y a une action naturelle

du groupe symétrique Sn sur R̂ et R̂Sn = Z⊗ · · · ⊗ Z = Z.

Définition 5.5. — Soit Q un anneau quartique de S4-clôture Q̂. Pour x ∈ Q, on note

x, x′, x′′, x′′′ ses S4-conjugués et on définit Φ4,3 : Q→ Q̂ par Φ4,3(x) = xx′ + x′′x′′′. On

note

Rinv(Q) = Z[ {Φ4,3(x) : x ∈ Q} ] ⊂ Q̂.

On démontre que Rinv(Q) est inclus dans un anneau cubique, le sous-anneau de R̂ fixe

par un sous-groupe D4 ⊂ S4 diédral d’ordre 8.

Définition 5.6. — Soit Q un anneau quartique. Une résolvante cubique de Q est un

anneau cubique R tel que Disc(R) = Disc(Q) et Rinv(Q) ⊂ R.

Bhargava a aussi donné une description plus fonctorielle des résolvantes cubiques qui

n’utilise pas la notion de Sn-clôture. L’idée est de voir une résolvante cubique R d’un

anneau quartique Q comme un anneau cubique muni d’une application quadratique

Φ4,3 : Q→ R satisfaisant des propriétés formelles convenables.

Théorème 5.7. — Tout anneau quartique admet au moins une résolvante cubique R,

qui est unique si et seulement si Q est (( de contenu 1 )), c’est-à-dire si Q/Z n’est pas de

la forme n(Q′/Z) pour un n > 1 et un anneau quartique Q′. Dans ce cas, R = Rinv(Q).

Si R est une résolvante cubique de Q, Φ4,3 induit une application quadratique de Q/Z

dans R/Z, c’est-à-dire de Z3 dans Z2 aux changements de base près. C’est donc une

paire de formes quadratiques ternaires modulo Γ = GL3(Z) × GL2(Z). Explicitement

(g3, g2) ∈ Γ opère sur (A, B) ∈ Z2 ⊗ (Sym3 Z2)∗, où A, B sont vues comme matrices

symétriques 3× 3 à coefficients demi-entiers en dehors de la diagonale, par

(g3, g2) · (A, B) = (r · g3Agt
3 + s · g3Bgt

3, t · g3Agt
3 + u · g3Bgt

3),

avec g2 = ( r s
t u ). Soit f la forme cubique binaire 4 det(xA− yB) — le facteur 4 assure

l’intégralité. La forme f est invariante sous l’action du facteur GL3(Z) de Γ, et le facteur

GL2(Z) agit via ( r −s
−t u )·f . L’action de Γ a un unique invariant Disc((A, B)) := Disc(f).
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Théorème 5.8. — Il existe une bijection entre les ensembles suivants :

– les paires de formes quadratiques ternaires (A, B) de discriminant Disc((A, B)) =

D, soit Z2 ⊗ (Sym2 Z3)∗, modulo l’action de GL3(Z)×GL2(Z),

– les classes d’isomorphismes de triplets (Q, R, Φ), où Q, R sont des anneaux res-

pectivement quartique et cubique, Φ : Q/Z → R/Z est une application quadra-

tique, R est une résolvante cubique de Q et Disc Q = Disc R = D. La classe

d’isomorphisme de R est donnée par la GL2(Z)-orbite de la forme cubique binaire

f(x, y) = 4 det(xA− yB).

On notera Q(A, B) l’anneau quartique associé à la paire (A, B). Ce théorème est un

analogue du cas cubique, qui associe à un anneau cubique R de discriminant D, une

résolvante quadratique S(D) et une application cubique Φ3,2 : R/Z → S/Z. Ces deux

données étant entièrement déterminées par R, elles n’apparaissaient pas explicitement.

Dans la paramétrisation ci-dessus, Φ est en fait déterminée par Q et R si leur discrimi-

nant commun est non-nul. De surcrôıt, comme nous l’avons vu au Théorème 5.7, Q de

contenu 1 détermine R.

Ce théorème se démontre (( explicitement )) comme le Théorème 4.6, la grande diffi-

culté venant du fait qu’il n’y a pas de choix naturel pour la résolvante cubique R. Pour

un choix particulier d’un représentant (A, B) dans la classe modulo GL3(Z)×GL2(Z),

Bhargava montre que la structure multiplicative de Q et R est fixée, en écrivant ex-

plicitement des lois de multiplication génériques analogues à (17), et en résolvant les

conditions de compatibilité, associativité, commutativité, au terme d’un processus où

le mot (( miracle )) apparâıt plusieurs fois [2]. On vérifie que R est bien une résolvante

cubique de Q, et que (Q, R) a bien pour image (A, B).

Bhargava [3, 4] annonce d’autres paramétrisations, dont le résultat suivant :

Théorème 5.9. — Il existe une bijection entre les ensembles suivants :

– les quadruplets de 2-formes alternées de rang 5, soit Z4⊗Λ2Z5, modulo l’action de

GL4(Z)× SL5(Z),

– les paires (P,S), où P est une classe d’isomorphisme d’anneaux quintiques, et S

est une résolvante sextique de P .

Cette bijection préserve le discriminant.

6. COMPTAGES PAR DISCRIMINANT ET DENSITÉS

6.1. La conjecture de Malle

Soit k un corps de nombres dont on fixe une clôture algébrique k, G ⊂ Sn un groupe

de permutations sur n lettres et K/k une extension finie de degré [K : k] = n. Par abus

de notation, on écrit (( Gal(K/k) = G )) si le groupe de Galois de la clôture galoisienne
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de K/k, vu comme groupe de permutation sur les n k-plongements de K dans k, est

isomorphe à G. Soit

Fn,k(X, G) =
{
K/k : K ⊂ k, Gal(K/k) = G, Nk/Q(dK/k) 6 X

}/
Gal(k/k),

l’ensemble des classes d’isomorphismes d’extensions de k de groupe de Galois G, au

sens précédent, dont la norme du discriminant relatif dK/k est bornée par X. On note

Nn,k(X, G) :=
∑

K∈Fn,k(X,G)

1

# Autk K
.

La pondération par le nombre d’automorphismes, qui ne dépend que de k et G, nous

permettra de formuler plus naturellement certaines densités.

Définition 6.1. — Pour σ ∈ Sn, on définit l’ indice de σ par

ind(σ) := n−# {cycles de σ}

(il ne dépend que de la classe de conjugaison de σ). Si G 6= {Id} est un sous-groupe de

Sn, on note

ind(G) := min
σ∈G−{Id}

ind(σ), a(G) = 1/ ind(G) ∈ ]0, 1].

On note b(G, k) > 1 le nombre de k-classes de conjugaison de G, c’est-à-dire de classes

modulo l’action naturelle de Gal(k/k), dont l’indice est ind(G).

En particulier, a(G) = 1 si et seulement si G contient une transposition ; dans ce cas,

b(G, k) = 1 pour tout corps de nombres k (Malle [38]). Malle [38, 39] conjecture une

estimation relativement précise pour Nn,k(X, G) :

Conjecture 6.2. — Soit G un groupe de permutation transitif et k un corps de

nombres. Il existe une constante c(G, k) > 0 telle que

Nn,k(X, G) ∼ c(G, k)Xa(G)(log X)b(G,k)−1.

On en déduit que le nombre Nn,k(X) =
∑

G⊂Sn
Nn,k(X, G) d’extensions de k de degré

n dont on ne fixe plus le groupe de Galois vérifierait

Nn,k(X)
?
∼ X ·

∑

G⊂Sn
a(G)=1

c(G, k).

Bien sûr, cette conjecture implique une solution positive au problème de Galois inverse.

Malle conjecture qu’en fixant la structure de kv-algèbre de K ⊗ kv pour un nombre

fini de places v de k, on garde les mêmes exposants (mais la constante change) pour

peu qu’au moins une telle extension K existe. Les c(G, k) ne sont pas précisés par la

conjecture.
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Celle-ci est démontrée si G est abélien(5) (Mäki [37], Wright [55]) ou de petit cardinal :

n = 3 et G = S3 (Davenport et Heilbronn [21], Datskovsky et Wright [18]), n = 4 et

G = D4 (Cohen, Diaz y Diaz, Olivier [14] ; malgré le titre, le cas k 6= Q est traité). Voir

[11] pour un survol plus détaillé.

Citons pour finir trois résultats récents. Pour un groupe G nilpotent en représentation

régulière, Klüners et Malle [35] obtiennent la forme faible

lim
X→+∞

log N|G|,k(X, G)

log X
= a(G).

Klüners [34] a récemment annoncé que les groupes quaternioniens généralisés

Q4m :=
〈
x, y | x2m = 1, y2 = xm, y−1xy = x−1

〉
, m = 2l, l > 1,

vérifient la conjecture sur k = Q, fournissant les premiers exemples non abéliens d’ordre

arbitrairement élevé ; ici G = Q4m ⊂ S4m est en représentation régulière, a(G) = 2m et

b(G, Q) = 1. Le résultat le plus général à ce jour, dû à Ellenberg et Venkatesh [25] dit

que pour tout ε > 0, tout n > 1, et tout corps de nombres k, on a

lim sup
X→+∞

log Nn,k(X)

log X
≪ε nε et lim inf

X→+∞

log Nn,k(X)

log X
>

1

2
+

1

n2

6.2. La conjecture de Bhargava

Pour v une place de k et n > 1, on définit

av(n) :=
∑

A étale/kv

[A:kv]=n

∣
∣dA/kv

∣
∣
v

#Autkv A

où la somme porte sur les classes d’isomorphismes d’algèbres étales de degré n sur

le complété kv. Ici, dA/kv est le discriminant associé (1 pour v archimédienne), et |·|v
désigne la valeur absolue normalisée habituelle.

Conjecture 6.3 (Bhargava). — Pour n > 2, on a Nn,k(X, Sn) ∼ c(Sn, k)X quand

X → +∞, avec

(20) c(Sn, k) =
1

2
Res(ζk, s = 1)

∏

v

av(n)(1− 1/ N v)

où ζk est la fonction zêta de Dedekind de k, et où on omet le facteur (1− 1/ N v) pour

v archimédienne.

(5)Si G est abélien de cardinal n, G ⊂ Sn, p le plus petit diviseur premier de n, np le nombre d’éléments

d’ordre p dans G, on montre que

1/a(G) = |G|(1 − 1/p) et b(G, k) = np/
[
k(e2iπ/p) : k

]
.
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(Il s’agit d’une reformulation d’une conjecture équivalente donnée par Bhargava [4].)

Comme les algèbres étales sur kv sont les produits finis de corps sur kv et que leurs

kv-automorphismes et discriminants sont les produits de ceux de leurs composantes, on

obtient l’expression de la série génératrice

(21)
∑

n

av(n)T n = exp




∑

K corps/kv

∣
∣dK/kv

∣
∣
v

#Autkv K
T [K:kv]



 .

Théorème 6.4. — On a

∑

n

av(n)T n =







exp(T ) si v est complexe,

exp
(
T + 1

2
T 2
)

si v est réelle,
+∞∏

k=1

1

1− qk−1T k
si v est finie, q = (N v)−1.

Preuve. — Les deux premiers cas sont clairs à partir de (21), le troisième résulte de la

formule de masse de Serre [47], sous la forme

∑

K corps/kv

[K:kv]=n

∣
∣dK/kv

∣
∣
v

#Autkv K
=
∑

d|n

qn−d

d
.

La formule donnée dans [47] énonce que la somme sur les extensions totalement ramifiées

est qn−1. Pour chaque d | n, on l’applique à l’unique extension non ramifiée de degré d

de kv, pour compter ses extensions totalement ramifiées de degré n
d
.

Corollaire 6.5. — Si v est finie, q = (N v)−1, alors av(n) = Pn(q) où Pn ∈ N[X]

ne dépend pas de v. On a Pn(q) = 1 + q + O(q2) quand q → 0 et le produit infini (20)

converge.

Exemple 6.6. — Pour v réelle,

av(2) = 1, av(3) = 2/3, av(4) = 5/12, av(5) = 13/60.

Pour v finie, q = (N v)−1, on obtient

(1− q)av(2) = 1− q2, (1− q)av(4) = 1 + q2 − q3 − q4,

(1− q)av(3) = 1− q3, (1− q)av(5) = 1 + q2 − q4 − q5.

Exemple 6.7. — Si n = 2, la conjecture prédit

NQ,2(X, S2)/X →
1

2ζ(2)
,

ce qui est un résultat classique. On le démontre par exemple à partir de l’identité

µ2(q) =
∑

d2|q µ(d) d’où on déduit la densité des entiers sans facteur carré. (Ne pas

oublier que chaque corps est pondéré par 1/# AutQ(K) = 1/2.)
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La conjecture suit du principe heuristique suivant, analogue à celui de Cohen-

Lenstra [12] et Cohen-Martinet [13] sur le comportement moyen des groupes de classes.

On considère le nombre d’extensions K/k de degré n, avec Gal(K/k) = Sn et dK/k = D.

En se demandant quelles collections de A = K ⊗ kv peuvent intervenir et en supposant

les comportements indépendants aux différentes places, on s’attend à ce qu’il soit égal à

∏

v

∑

A étale/kv

[A:kv]=n

|dA/kv |v=|D|v

1

#Autkv A
,

en moyenne sur D. La conjecture est vraie pour n = 2 (Wright [55], Cohen-Diaz y Diaz-

Olivier [15]), n = 3 (Datskovsky-Wright [18]), et correspond aux valeurs annoncées par

Bhargava sur Q pour n = 4, 5. Une variation évidente fixe la structure de kv-algèbre de

K ⊗ kv pour un nombre fini de places, par exemple la signature à l’infini : on remplace

les av(n) correspondants par la somme sur les algèbres de structure permise. Cette

conjecture renforcée est vérifiée dans les mêmes cas que ci-dessus (voir [18, §4] pour

n = 2, 3).

6.3. S3 sur Q

Ce cas, réinterprété et étendu dans le langage du §3.3 par Datskovsky et Wright

[54, 17, 18], est originellement traité sur Q par Davenport et Heilbronn [21] avec la

méthode du domaine fondamental du §2. À partir du Théorème 5.1, un équivalent

de NQ,3(X, S3) s’obtient assez simplement : on compte les classes de formes cubiques

associées aux ordres maximaux, une condition locale qui prend la forme suivante.

Théorème 6.8 (Davenport-Heilbronn). — La classe d’une forme cubique irréductible

F est associée à un ordre R maximal en p (c’est-à-dire tel que R ⊗ Zp est maximal)

si et seulement si p ∤ F et F n’est pas GL2(Z)-équivalente à une forme (a, b, pc, p2d),

a, b, c, d ∈ Z.

Ce n’est pas la formulation de Davenport et Heilbronn [21], qui ne connaissaient pas

le résultat de Delone et Faddeev et faisaient des calculs locaux désagréables, mais elle

lui est équivalente.

Preuve. — Si p | F , R est inclus dans l’ordre associé à F/p, donc non maximal en p.

Si p ne divise pas le discriminant de F , égal à Disc R, il n’y a pas de problème. Sinon,

en remplaçant au besoin F par une forme GL2(Z)-équivalente, on peut supposer que

la racine double de F modulo p est en 0, et qu’il n’y a pas de racine à l’infini soit

F = (a, b, pc, pd), avec p ∤ a. Le résultat suit du critère de p-maximalité de Dedekind

(cf. [10, §6.1.4]).

Explicitement, si p | d, l’ordre associé à (pa, b, c, d/p) contient R (voir (19)).
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Posons G = GL2, V = Sym3 A2 ; il suffit de compter les points de VZ/GZ de discri-

minant borné, satisfaisant les congruences ci-dessus. En effet, les points associés à des

anneaux non intègres ou de corps des fractions cubiques cycliques sont absorbés dans

un terme d’erreur. On trouve

Vol(VR/GZ ∩ {F : |Disc F | < X}) =

(
1

2
+

1

6

)
ζ(2)

2
X =

ζ(2)

3
X,

en séparant les deux composantes connexes de (V −S)R = V +∪V − associées aux formes

de discriminant respectivement positif ou négatif(6). Le produit des densités p-adiques

provenant du Théorème 6.8 est 1/(ζ(2)ζ(3)), et l’on obtient

NQ,3(X, S3)/X →
1

3ζ(3)
=

1

2
Res(ζ, s = 1) a∞(3)

∏

p

(1− 1/p)ap(3).

On peut bien sûr séparer les densités des corps totalement réels et totalement complexes,

la première étant trois fois plus faible que la seconde, en se restreignant à V + ou V −

au lieu d’additionner leurs contributions.

6.4. S4 et S5 sur Q

Pour ce qui concerne S4 et S5 sur Q, seul le cas des corps S4 totalement réels est pu-

blié [2] à ce jour. Bhargava [4] annonce une solution complète qui corrobore sa conjecture

pour n = 4, 5.

Définition 6.9. — Une paire de formes quadratiques ternaires (A, B) est totalement

réelle, resp. mixte, resp. totalement complexe si (A, B) a 4, resp. 2, resp. 0 zéros réels

dans P2(R). Elle est irréductible si A et B n’ont pas de zéro commun dans P2(Q) et

si la forme cubique binaire det(xA − yB) est irréductible sur Q. Une paire (A, B) est

maximale si l’anneau quartique Q(A, B) est maximal.

Toutes ces définitions ne dépendent que de la classe de (A, B) modulo GL3(Z) ×

GL2(Z) et on a une description locale, analogue au Théorème 6.8, des paires (A, B)

maximales.

Théorème 6.10. — Soit Q(A, B) l’anneau quartique associé à une classe de paires de

formes quadratiques (A, B) :

– (A, B) est irréductible si et seulement si Q(A, B) est un ordre d’une extension

quartique de Q de clôture galoisienne A4 ou S4.

– (A, B) est totalement réelle si et seulement si Q est totalement réel (Q⊗Q R ≃ R4).

– (A, B) est totalement réelle irréductible maximale si et seulement si Q(A, B) est un

ordre quartique maximal, dont le corps des fractions est totalement réel, de clôture

galoisienne A4 ou S4 sur Q.

(6)V + (resp. V −) correspond aux formes ayant trois racines réelles (resp. une seule racine réelle), dont

le stabilisateur dans GL2(R) est isomorphe à S3 (resp. à S2). D’où les coefficients 1/6 et 1/2.
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– Le produit des densités locales associées aux (A, B) maximales est

1

ζ(2)2ζ(3)

∏

p

(1 + p−2 − p−3 − p−4).

On trouve cette fois-ci

Vol(VR/GZ ∩ {(A, B) : |Disc(A, B)| < X}) =

(
1

24
+

1

4
+

1

8

)
ζ(2)2ζ(3)

2
X,

où VR = R2 ⊗ Sym2 R3, GZ = GL2(Z) × GL3(Z), et les coefficients 1/24, 1/4, 1/8

proviennent respectivement des cas réels, mixtes et complexes (stabilisateurs S4, S2
2 et

S3
2) qui sont les trois composantes connexes de (V − S)R.

Théorème 6.11. — Conformément à la conjecture de Bhargava, le nombre de classes

d’isomorphismes de corps quartiques totalement réels de discriminant inférieur à X est

équivalent à CX, où

C =
1

2
×

1

24
×
∏

p

a4(p)(1− 1/p).

Preuve. — Ce théorème suit formellement de ce qui précède, en montrant que sont

négligeables

– le nombre d’extensions A4 de discriminant inférieur à X,

– les points associés aux (A, B) réductibles,

– le terme reste algébrique lié au passage à la limite dans le produit des facteurs

locaux (analogue de (4)),

– le terme géométrique provenant du principe de Lipschitz (Théorème 2.2), lié aux

volumes des projections d’un domaine fondamental.

Wong [53, Remark 9] démontre que NQ,4(X, A4) = O(X7/8+ε) pour tout ε > 0, et les

trois autres points sont démontrés par Bhargava. Le deuxième est de loin le plus délicat,

faisant hélas appel à un domaine fondamental explicite et à de lourdes estimations

directes (en dimension 12). Parmi les points entiers du domaine fondamental, les paires

réductibles sont en fait largement majoritaires ; elles sont heureusement concentrées sur

quelques sections hyperplanes qui peuvent être éliminées avant le décompte par principe

de Lipschitz.

L’hypothèse (( totalement réel )) et le domaine fondamental explicite qu’elle permet

sont utilisés pour traiter un cas dégénéré mais crucial. Je ne sais pas si Bhargava les

supprime pour traiter les deux autres signatures possibles ou bien s’il doit refaire tous

les calculs.

Si K est un corps de nombres et p un nombre premier, soit

rp(K) = dimFp

(
Cl(K)⊗Z (Z/pZ)

)

le p-rang du groupe des classes de K ; ainsi, prp(K) est le nombre d’éléments de p-torsion

du groupe des classes, et (prp(K) − 1)/(p− 1) le nombre de sous-groupes d’indice p. La

méthode de Davenport et Heilbronn du §6.3 permet la détermination de l’ordre moyen
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de 3r3(K) quand K parcourt les corps quadratiques, et la vérification de l’heuristique de

Cohen-Lenstra dans ce cadre. Bhargava obtient l’analogue suivant :

Théorème 6.12. — Conformément aux heuristiques de Cohen-Martinet, on a
∑

K

(
2r2(K) − 1

)
∼

1

4

∑

K

1, quand X →∞,

où K parcourt les corps cubiques totalement réels de discriminant inférieur à X.

Preuve. — Soit K4 un corps quartique de type A4 ou S4, de clôture galoisienne L,

K3 ⊂ L un corps cubique, et K6 l’unique extension quadratique de K3 dont la clôture

galoisienne soit L. Alors K6/K3 est ramifiée en une place divisant p si et seulement si le

type de ramification de p dans K4 est (14), (22), ou (1222). Le corps K4 est totalement

réel si et seulement si L l’est, ce qui implique que K3 et K6 le sont aussi.

Réciproquement si K3 est un corps cubique totalement réel et si K6/K3 est une

extension quadratique non ramifiée, alors la clôture galoisienne L de K6 est de type A4

ou S4 et contient un unique corps quartique K4 à conjugaison près, et K4 est totalement

réel puisque K6 et donc L le sont. Par théorie du corps de classes, 2r2(K) − 1 est le

nombre d’extensions quadratiques non ramifiées K6 de K3. On vérifie par ailleurs que

Disc K3 = Disc K4. Le membre de gauche compte donc les extensions K4 totalement

réelles de type A4 ou S4 et de ramification restreinte comme ci-dessus.

Bhargava démontre que, pour Q(A, B) maximal, la structure de l’anneau quotient

Q(A, B)/(p) est donnée par les degrés résiduels aux points d’intersections des deux co-

niques définies par A et B sur Fp. (Le résultat reste vrai pour Q(A, B) non-maximal,

s’il n’y a pas de point d’intersection quadruple.) En particulier le type de décomposition

d’un premier p dans le corps des fractions K4 de Q(A, B) se voit par des congruences mo-

dulo p sur (A, B). En renforçant la condition locale de p-maximalité de la démonstration

précédente pour imposer l’absence de ramification de type (14), (22) ou (1222), on obtient

un équivalent du membre de gauche. Le théorème de Davenport-Heilbronn démontré

au §6.3 donne un équivalent du membre de droite.
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CAPACITÉ ANALYTIQUE ET LE PROBLÈME DE PAINLEVÉ

par HERVÉ PAJOT

1. INTRODUCTION

Nous dirons qu’un compact E du plan complexe est effaçable pour les fonctions

holomorphes bornées si pour tout ouvert U ⊂ C contenant E, toute fonction holomorphe

bornée f : U \E → C admet une extension analytique dans U tout entier. Le problème

de Painlevé consiste à donner une caractérisation métrique et/ou géométrique de ces

ensembles effaçables. À ma connaissance, cette question est explicitement posée pour

la première fois dans un article de Lars Ahlfors [1] en 1947. Dans ce papier, il introduit

la capacité analytique γ(E) définie par

γ(E) = sup{|f ′(∞)|; f : C \ E → C est analytique et bornée avec ||f ||∞ ≤ 1}

(où f ′(∞) = limz→∞ z(f(z) − f(∞))) et il démontre que le compact E est effaçable si

et seulement si γ(E) = 0. Cependant, comme l’écrit Ahlfors lui-même, cette réponse

n’est pas satisfaisante, dans la mesure où l’étude de la capacité analytique n’est pas

aisée. Avant la caractérisation des ensembles effaçables donnée par X. Tolsa [47] en

2003, les résultats connus étaient les suivants. Dans les faits 1, 2, 3 et 4, E est un

compact du plan complexe.

Fait 1 : Si H1(E) = 0 (où H1 désigne la mesure de Hausdorff de dimension 1), alors E

est effaçable.

Fait 2 : Si la dimension de Hausdorff de E (que nous noterons Hdim(E)) est strictement

plus grande que 1, alors E n’est pas effaçable.

Les faits 1 et 2 traduisent l’idée intuitive que la propriété d’être effaçable ou non

devrait dépendre de la taille de l’ensemble. Ainsi, d’après un théorème de Riemann,

un singleton est effaçable. D’un autre côté, grâce au théorème de représentation de

Riemann, nous pouvons facilement nous convaincre qu’un continuum (c’est-à-dire un

ensemble compact et connexe) du plan complexe qui n’est pas réduit à un point ne

l’est pas. Cependant, des exemples dus à Vitushkin, Ivanov et Garnett montrent



936–02

que les seules considérations de taille ne suffisent pas à caractériser les ensembles

effaçables. Les propriétés de rectifiabilité, c’est-à-dire d’approximation par des courbes

lipschitziennes, doivent aussi jouer un rôle. Remarquons que les faits 1 et 2 impliquent

que le cas 〈〈 intéressant 〉〉 est celui des compacts du plan de dimension de Hausdorff 1

qui satisfont à H1(E) > 0.

Fait 3 : Supposons que E soit contenu dans une courbe lipschitzienne Γ. Alors, E est

effaçable si et seulement si H1(E) = 0.

Fait 4 : Si H1(E) < +∞, alors E est effaçable si et seulement si H1(E ∩ Γ) = 0 pour

toute courbe lipschitzienne Γ.

Notons que le fait 1 implique le sens indirect du fait 3 et que celui-ci implique

le sens direct du fait 4. Les démonstrations des faits 3 et 4 sont beaucoup plus

difficiles que celles des faits 1 et 2. Alors que ces énoncés semblent plutôt liés à

l’analyse complexe, leurs preuves requièrent des techniques fines d’analyse réelle

(théorie des intégrales singulières de Calderón-Zygmund, en particulier dans les espaces

non doublants) et de théorie de la mesure géométrique (problème du voyageur de

commerce géométrique de Peter Jones, théorie de la rectifiabilité uniforme de David

et Semmes). La condition de finitude de la mesure de Hausdorff dans l’énoncé du

fait 4 est nécessaire. La solution proposée par Tolsa se passe de cette condition et

donne donc une caractérisation complète des ensembles effaçables. Les progrès sur le

problème de Painlevé ont été relativement lents. Il faut souligner que l’intérêt pour

la capacité analytique a été relancé par les travaux de A.G. Vituskhin en théorie

de l’approximation rationnelle [51] dans les années 1960. Le fait 1 est généralement

attribué à Paul Painlevé lui-même [38]. Le fait 2 apparâıt (sous une forme un

peu différente) dans la thèse de Lennart Carleson en 1950. Avant qu’une preuve

complète en soit donnée, l’énoncé du fait 3 s’appelait 〈〈Conjecture de Denjoy 〉〉. En

effet, A. Denjoy [14] l’avait démontré dans le cas où la courbe Γ est une droite et il

pensait que sa démonstration s’étendait au cas des courbes lipschitziennes générales.

Il n’en était rien, comme l’ont remarqué L. Ahlfors et A. Beurling [2]. En 1978,

A.P. Calderón [3] démontrait la continuité L2 de l’opérateur de Cauchy sur les graphes

lipschitziens (à condition que la constante de Lipschitz soit suffisamment petite). Un

corollaire de ce résultat (connu des experts, mais pas de Calderón) était le fait 3. Le

fait 4 avait été conjecturé par A.G. Vitushkin (sans d’ailleurs l’hypothèse H1(E) < +∞

et sous une forme légèrement différente, voir section 2.1.2). À la suite d’une série

de travaux de M. Christ, P. Jones, P. Mattila, M. Melnikov, J. Verdera entre autres,

Guy David [9] donnera une preuve complète du fait 4 en 1998. Un outil d’apparence

élémentaire joue un rôle important dans cette histoire. Il s’agit de la courbure de

Menger. Étant donnés 3 points z1, z2, z3 distincts et non alignés du plan complexe C,



936–03

on définit leur courbure de Menger par

c(z1, z2, z3) =
1

R(z1, z2, z3)

où R(z1, z2, z3) est le rayon du cercle circonscrit aux trois points. Si ces points ne sont

pas distincts ou sont alignés, on pose c(z1, z2, z3) = 0. Si µ est une mesure de Radon

positive dans C, on définit sa courbure de Menger par

c2(µ) =

∫ ∫ ∫

c(x, y, z)2dµ(x)dµ(y)dµ(z).

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat de Tolsa.

Théorème 1.1 (X. Tolsa). — Soit E un compact du plan complexe. Alors, E n’est

pas effaçable si et seulement si E supporte une mesure de Radon positive (non nulle) µ

telle que

(T1) Il existe C0 > 0 tel que µ(D(z, r)) ≤ C0r pour tout z ∈ C, tout r > 0 (D(z, r) est

le disque ouvert de centre z et de rayon r).

(T2) c2(µ) < +∞.

Nous verrons dans la suite que (T1) est une condition sur la taille de l’ensemble, alors

que (T2) est une condition de nature plus géométrique. Dans ce texte, une mesure

satisfaisant (T1) sera dite à croissance linéaire (du volume).

Dans le paragraphe 2, nous introduirons les outils et les techniques d’analyse réelle et

de théorie de la mesure géométrique dont nous aurons besoin pour expliquer la stratégie

de démonstration de Tolsa. En particulier, nous verrons comment l’analyse harmonique

s’est débarrassée de la condition de doublement du volume (travaux de Nazarov-Treil-

Volberg et de Tolsa). Nous montrerons aussi comment déduire les faits 1, 2, 3 et 4

du théorème 1.1. Les démonstrations directes sont souvent plus simples, mais ceci

permettra au lecteur de se convaincre que le résultat de Tolsa contient ce qui était

connu avant et de se familiariser avec les diverses notions introduites au cours du texte.

Dans le paragraphe 3, nous expliquerons comment la caractérisation de Tolsa permet de

résoudre le problème de l’invariance par homéomorphismes bilipschitziens de la classe

des ensembles effaçables. Nous discuterons dans le paragraphe 4 de problèmes ouverts

autour de la capacité analytique et de la longueur de Favard, qui nous permettront de

voir que la courbure de Menger n’est pas un objet aussi simple qu’il n’y parâıt. Enfin,

le paragraphe 5 sera consacré au cas (largement ouvert) de la dimension supérieure.

Je remercie L. Chevalier, G. David, J. Garnett, Y. Meyer, X. Tolsa, J. Verdera et

A. Volberg pour leurs remarques sur des versions préliminaires de ce texte. L’auteur est

partiellement supporté par le réseau européen TMR 〈〈Harmonic Analysis and Related

Problems (HARP) 〉〉.

Je dédie avec beaucoup d’amour ces quelques lignes à mon fils, Hervé-Maurice, né et

décédé le même jour. Un sombre jour de mai 2004.
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2. DE L’ANALYSE COMPLEXE VERS L’ANALYSE RÉELLE

Nous allons dans un premier temps voir comment les propriétés de rectifiabilité peu-

vent être contrôlées par des quantités géométriques (comme les nombres β de Peter

Jones et la courbure de Menger). Cela nous permettra de relier ces propriétés de rec-

tifiabilité à la continuité L2 de l’opérateur de Cauchy (voir par exemple le théorème

2.13). Nous pourrons alors donner quelques idées de démonstration du fait 4 (voir le

début de la section 2.2.2) et du théorème 1.1.

2.1. Nombres géométriques et rectifiabilité

2.1.1. Mesures et dimension de Hausdorff. — Soit E ⊂ Rn et soit d ∈ [0, n] un réel.

Nous définissons la d-mesure de Hausdorff de E par

Hd(E) = lim
δ→0

(

inf

{
∑

i

(diamUi)
d; E ⊂ ∪iUi, diamUi < δ

})

.

Notons qu’ici les recouvrements considérés sont (au plus) dénombrables. Alors, Hd est

une mesure de Borel régulière. Elle n’est pas de Radon (sauf si d = n) car elle n’est

pas localement finie. Si d = 0, nous retrouvons la mesure de comptage. Pour une

courbe de Jordan rectifiable Γ de Rn, H1(Γ) est sa longueur. Enfin, Hn est égale (à

une constante multiplicative près) à la mesure de Lebesgue Ln de Rn. Par un argument

élémentaire, nous pouvons démontrer que inf{s; Hs(E) = 0} = sup{t; H t(E) = +∞}.

Cette valeur commune est appelée la dimension de Hausdorff de E. Nous la noterons

Hdim(E). Par exemple, la dimension de Hausdorff de l’ensemble triadique de Cantor

est log(2)/ log(3), celle d’une courbe de longueur finie est 1. Enfin, Hdim(Rn) = n. Un

point-clé pour nous est le lemme de Frostman (voir [27] pour une démonstration, ainsi

que pour plus de détails sur la théorie de la mesure géométrique) que voici :

Théorème 2.1. — Soit E un borélien de Rn et soit d ≥ 0. Alors, Hd(E) > 0 si et

seulement si E supporte une mesure de Radon positive µ (à support compact) telle que

(i) µ(Rn) = 1 (µ est une mesure de probabilité).

(ii) Il existe une constante C0 > 0 telle que µ(B(x, R)) ≤ C0R
d pour tout x ∈ Rn, tout

R > 0. Ici, et dans la suite, B(x, R) désigne la boule euclidienne de centre x et

de rayon R.

Nous pouvons maintenant voir que le théorème de Tolsa implique le fait 1. En effet,

soit E un compact du plan complexe tel que H1(E) = 0. Alors, d’après le lemme

de Frostman, E ne peut supporter une mesure µ à croissance linéaire (condition (T1)

du théorème 1.1). Donc, E est effaçable. Signalons que le fait 1 peut se démontrer

directement (et facilement) grâce à la formule de Cauchy (voir le théorème 64 dans

[40]).
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2.1.2. Rectifiabilité. — Soit d ∈ N∗. Un ensemble E ⊂ Rn est dit d-rectifiable

(au sens de la théorie géométrique de la mesure) s’il existe une famille dénombrable

d’applications lipschitziennes fj : Rd → Rn telles que Hd(E\∪jfj(R
d)) = 0. Une courbe

rectifiable Γ de Rn est 1-rectifiable. D’un autre côté, un ensemble E est dit purement

non d-rectifiable si et seulement si Hd(E∩F ) = 0 pour tout ensemble d-rectifiable F de

Rn. Dans le cas particulier où d = 1, cette condition est équivalente à H1(E ∩ Γ) = 0

pour toute courbe rectifiable Γ de Rn. Donc, le fait 4 dit que si H1(E) < +∞, alors

E est effaçable si et seulement si E est purement non 1-rectifiable. Un exemple d’un

tel ensemble est l’ensemble de Cantor 4-coins que nous allons maintenant construire.

Soit E0 = [0, 1]2 le carré unité dans C. Découpons E0 en 16 carrés égaux de longueur

de côté
1

4
. L’ensemble E1 est l’union des 4 carrés situés dans les coins de E0. Puis, on

découpe chacun des 4 carrés en 16 carrés identiques et l’ensemble E2 est l’union des 16

carrés qui sont situés dans les coins des 4 carrés de E1. En itérant cette construction,

nous pouvons exhiber une suite de sous-ensembles (Ej)j∈N de C, chacun des Ej étant

formé de 4j carrés de longueur de côté 4−j qui sont situés dans les coins des carrés de

Ej−1. Soit C =
⋂

j∈N

Ej . Alors, Hdim(C) = 1 et H1(C) =
√

2. Le fait que C est purement

non rectifiable découle de la remarque suivante. Si Γ est une courbe lipschitzienne du

plan complexe, sa projection dans toute direction sauf peut-être une (penser au cas où

Γ est une droite) est de mesure de Lebesgue (dans R) non nulle. Il en est de même de

tout sous-ensemble de Γ de mesure strictement positive. Donc, s’il existait une courbe

lipschitzienne Γ telle que H1(C ∩Γ) > 0 alors C ne pourrait pas avoir des projections de

mesure de Lebesgue nulle dans deux directions distinctes. Ce qui est pourtant le cas !

Donc, C est purement non rectifiable. L’ensemble de Cantor 4-coins est un exemple

d’ensemble de 1-mesure de Hausdorff non nulle mais qui est effaçable (voir [16]).

Tout ensemble E ⊂ Rn avec Hd(E) < +∞ se décompose en une bonne et une

mauvaise partie :

E = Erect ∪ Enonrect

où Erect (respectivement Enonrect) est d-rectifiable (respectivement purement non

d-rectifiable). Il est important de noter qu’il existe diverses caractérisations des en-

sembles rectifiables/purement non rectifiables (en termes de densité, d’existence de

tangentes, de taille des projections, voir [27]) dans le cas des ensembles de mesure de

Hausdorff finie. Cependant, les propriétés de rectifiabilité pour des ensembles qui ne

sont pas de mesure de Hausdorff σ-finie sont très mal connues. Donnons maintenant

un critère de non rectifiabilité pour les sous-ensembles du plan complexe. Commençons

par une définition. Soit E ⊂ C. Pour tout θ ∈ [0, π], notons Πθ(E) la projection

orthogonale de E sur la direction θ et |Πθ(E)| la mesure de Lebesgue (dans R) de cette

projection. Nous définissons la longueur de Favard de E par

Fav(E) =
2

π

∫ π

0

|Πθ(E)|dθ.

Le théorème des projections de Besicovitch s’énonce ainsi :
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Théorème 2.2. — Soit E ⊂ C tel que H1(E) < +∞. Alors, E est purement non

rectifiable si et seulement si Fav(E) = 0.

Donc, d’après le fait 4, si H1(E) < +∞, alors E est effaçable si et seulement si

Fav(E) = 0. Vituskhin avait conjecturé ce résultat sans l’hypothèse H1(E) < +∞.

Nous discuterons de ce cas dans le paragraphe 4.

2.1.3. Le problème géométrique du voyageur de commerce. — Nous allons, dans ce

paragraphe, donner des conditions quantitatives de rectifiabilité. Le point de départ

est un article de P. Jones [18] qui a eu l’idée d’introduire les nombres β qui mesurent en

tout point et à toutes les échelles la qualité de l’approximation d’un ensemble E ⊂ Rn

par des droites. Pour tout x ∈ Rn et tout t > 0, nous définissons

βE
∞(x, t) = inf

L
sup

y∈E∩B(x,t)

d(y, L)

t

où la borne inférieure est prise sur toutes les droites L de Rn.

Posons β(E) =

∫

Rn

∫ +∞

0

βE
∞(x, t)2dLn(x)

dt

tn
, où Ln est la mesure de Lebesgue sur Rn.

Si E est, par exemple, le graphe d’une fonction lipschitzienne, alors en presque tout

x ∈ E, il existe une tangente au graphe et donc βE
∞(x, t) tend vers 0 avec t. En fait,

nous allons voir que les propriétés de rectifiabilité sont liées à des estimations L2 des

nombres β.

Théorème 2.3 ([18] [37]). — Soit E un sous-ensemble compact de Rn. L’ensemble E

est contenu dans une courbe de longueur finie Γ si et seulement si β(E) < +∞. De

plus, si c’est le cas,

C−1(β(E) + diamE) ≤ inf
Γ⊃E

l(Γ) ≤ C(β(E) + diamE)

où C ≥ 1 est une constante ne dépendant que de n.

Ce résultat apparâıt comme une version géométrique du problème classique du

voyageur de commerce, dans la mesure où l’ensemble E des villes que le voyageur doit

visiter peut être infini. Le théorème donne alors une condition nécessaire et suffisante

pour que le voyageur puisse remplir sa tâche en un 〈〈temps fini 〉〉. Nous allons main-

tenant donner une version du théorème 2.3 qui a un analogue pour des ensembles de

dimension strictement plus grande que 1. Commençons par une définition. Nous dirons

qu’un ensemble (non réduit à un point) E ⊂ Rn est Ahlfors-régulier (de dimension 1)

s’il existe une constante C0 > 0 telle que

C−1
0 R ≤ H1(E ∩ B(x, R)) ≤ C0R

pour tout x ∈ E, tout R ∈]0, diamE[. Notons qu’un tel ensemble est alors de di-

mension de Hausdorff égale à 1. Cette condition d’Ahlfors-régularité impose peu de

restriction sur la géométrie de l’ensemble. Par exemple, sont Ahlfors-réguliers des en-

sembles rectifiables comme les graphes lipschitziens et des ensembles purement non

rectifiables comme l’ensemble de Cantor 4 coins. Une courbe Ahlfors-régulière Γ est
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une courbe localement rectifiable telle qu’il existe une constante C0 > 0 telle que

H1(Γ ∩ B(x, r)) ≤ C0r pour tout x ∈ Γ, tout r > 0. Notons que, par connexité,

nous avons aussi H1(Γ ∩ B(x, r)) ≥ C−1
0 r si x ∈ Γ et r est assez petit. Suivant David

et Semmes [11] [12], nous dirons qu’un ensemble Ahlfors-régulier E est uniformément

rectifiable s’il existe une courbe Ahlfors-régulière Γ telle que E ⊂ Γ.

Théorème 2.4. — Supposons que E ⊂ C soit compact et Ahlfors-régulier (de dimen-

sion 1).

(i) L’ensemble E est uniformément rectifiable si et seulement si il existe C > 0 telle

que, pour tout x ∈ E, tout R ∈]0, diamE[,
∫

y∈E∩B(x,R)

∫ R

0

βE
∞(y, t)2dH1(y)

dt

t
≤ CR.

(ii) L’ensemble E est rectifiable si et seulement si

∫ diamE

0

βE
∞(x, t)2 dt

t
< ∞ pour

H1-presque tout x ∈ E.

Le (i) s’obtient en adaptant les arguments de la démonstration du théorème 2.3. Il

existe bien d’autres caractérisations des ensembles uniformément rectifiables (voir [11]

et [12]). Le (ii) découle en partie de (i) (voir [39]).

2.1.4. La courbure de Menger. — Nous avons rencontré dans l’introduction un autre
〈〈nombre géométrique 〉〉, à savoir la courbure de Menger. Son côté magique repose dans

la formule élémentaire suivante.

(1)

(
4S(z1, z2, z3)

|z1 − z2||z2 − z3||z3 − z1|

)2

= c(z1, z2, z3)
2 =

∑

σ

1

(zσ(1) − zσ(2))(zσ(1) − zσ(3))

où S(z1, z2, z3) est l’aire du triangle de sommets z1, z2 et z3, et la somme se fait sur

les permutations σ sur {1, 2, 3}. Le membre de gauche mesure la 〈〈platitude 〉〉 du triplet

z1, z2, z3, alors que nous verrons un peu plus tard que le membre de droite est relié

à l’intégrale de Cauchy. Ainsi, la courbure de Menger va nous permettre de faire le

lien entre propriétés géométriques (rectifiabilité) et propriétés analytiques (continuité

de l’opérateur de Cauchy). Commençons par le premier aspect.

Théorème 2.5 ([21]). — Soit E un sous-ensemble compact de C tel que H1(E) < +∞.

Si c2(E) < +∞, alors E est 1-rectifiable.

Ici, c2(E) désigne la courbure de Menger de la restriction de H1 à E. Dans le cas

Ahlfors-régulier, la courbure de Menger permet de caractériser la rectifiabilité uniforme.

Théorème 2.6. — Soit E ⊂ C un ensemble Ahlfors-régulier de dimension 1. Alors,

E est uniformément rectifiable si et seulement si il existe une constante C0 > 0 telle

que pour tout disque D de C,

(2)

∫ ∫ ∫

(E∩D)3
c(x, y, z)2dH1(x)dH1(y)dH1(z) ≤ CdiamD.
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La condition (2) s’appelle la condition de courbure locale. Ce résultat est énoncé et

démontré dans [30]. Nous pouvons aussi le voir comme une conséquence du théorème 2.4

(i) et des deux résultats suivants qui font le lien entre courbure de Menger et nombres

β (voir [40]).

Attention, les 〈〈exposants 〉〉 dans les nombres β précisent à quel ensemble les β réfèrent.

Théorème 2.7. — Soit Γ une courbe rectifiable de C et soit µ une mesure de Radon

positive telle que suppµ soit un sous-ensemble compact de Γ. Supposons que µ est à

croissance linéaire du volume (c’est-à-dire vérifie (T1)) avec une constante 1/2 :

µ(D) ≤ diamD pour tout disque D ⊂ C.

Alors, c2(µ) ≤ C

∫

C

∫ +∞

0

βΓ
∞(x, t)2dµ(x)

dt

t
. Si de plus, Γ est Ahlfors-régulière, alors

c2(µ) ≤ Cµ(C) où C > 0 ne dépend que de la constante de régularité de Γ.

Théorème 2.8. — Soit E ⊂ C un ensemble Ahlfors-régulier de dimension 1. Alors,

pour tout disque D de C,

∫

E∩D

∫ diamD

0

βE
∞(x, t)2dH1(x)

dt

t
≤ C

∫ ∫ ∫

(E∩C·D)3
c(x, y, z)2dH1(x)dH1(y)dH1(z)

où C > 0 ne dépend que de la constante de régularité de E.

Dans la seconde intégrale, C · D désigne le disque de même centre que D mais de

diamètre C · diamD. Il est important de noter que les nombres β sont plus faciles à

manipuler en pratique que la courbure de Menger, d’où l’intérêt d’avoir des estimations

qui permettent de passer de l’un à l’autre. Nous allons maintenant voir comment le

théorème de Tolsa implique les faits 3 et 4. Tout d’abord, soit E ⊂ Γ, où Γ est une

courbe rectifiable, tel que H1(E) > 0. Alors, d’après le lemme de Frostman, il existe

une mesure de probabilité µ supportée sur E à croissance linéaire. Donc, d’après les

théorèmes 2.3 et 2.7, c2(µ) < +∞. D’où, E n’est pas effaçable. Passons maintenant

au fait 4 et supposons que E ⊂ C ne soit pas effaçable. Alors, il existe une mesure

µ supportée sur E qui est à croissance linéaire et de courbure finie. Donc, d’après le

théorème 2.5 (et avec un peu de travail), le support de µ est rectifiable. D’où, il existe

une courbe lipschitzienne Γ telle que H1(E ∩ Γ) > 0.

Il est amusant de noter que la courbure de Menger d’une mesure supportée sur un

ensemble de dimension plus grande que 1 peut être finie, sans que la géométrie de cet

ensemble n’entre en compte. En effet, nous avons le

Théorème 2.9 ([28]). — Soit h : [0, +∞] → [0,∞] une fonction strictement crois-

sante telle que

∫ +∞

0

r−3h2(r)dr < ∞ et soit µ une mesure de Borel finie dans C telle

que, pour tout disque D de rayon r > 0, µ(D) ≤ Ch(r). Alors,
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c2(µ) ≤ Cµ(C)

∫ +∞

0

r−3h2(r)dr.

En particulier, si E est de dimension de Hausdorff strictement plus grande que 1,

alors il existe d > 1 tel que Hd(E) > 0. Donc, d’après le lemme de Frostman, il existe

une mesure de probabilité µ supportée par E telle que µ(D) ≤ CRd pour tout disque

D de C de rayon R > 0. Or, d’après le théorème 2.9 (prendre h(t) = td), c2(µ) < +∞.

Donc, E n’est pas effaçable. Le théorème de Tolsa implique donc le fait 2. Pour une

preuve directe, voir [40], théorème 64.

2.2. Analyse harmonique sans doublement du volume

2.2.1. La théorie classique. — Un espace de type homogène au sens de Coifman-Weiss

est un triplet (X, δ, µ) où X est un ensemble (pour nous, un sous-ensemble de C), δ est

une distance (ou une quasi-distance) sur X et µ est une mesure (de Radon positive),

supportée sur X, qui satisfait la condition de doublement du volume, c’est-à-dire qu’il

existe une constante Cdv ≥ 1 telle que

(DV ) µ(B(x, 2R)) ≤ Cdvµ(B(x, R))

pour toute boule B(x, R) relativement à δ de centre x ∈ X et de rayon R > 0. Beaucoup

de faits classiques d’analyse dans les espaces euclidiens restent vrais dans ces espaces

homogènes. Le point-clé est que la condition (DV ) permet d’utiliser des théorèmes de

recouvrement de type Vitali (voir par exemple le premier chapitre de [44]). Le fait que

ces espaces soient un cadre assez général pour faire de l’analyse harmonique apparâıt

après les travaux de Coifman et Weiss [6] au début des années 1970. Il est clair que

C muni de sa structure euclidienne et de sa mesure de Lebesgue est un espace de type

homogène. Il en est de même si X est un sous-ensemble de C qui est Ahlfors-régulier

(de dimension quelconque d). Dans ce cas, on munit X de la distance euclidienne

induite et de la restriction de la mesure de Hausdorff Hd sur X (et c’est ce que nous

ferons systématiquement dans la suite). En particulier, peuvent être équipés d’une

structure d’espace homogène toute droite (vue comme sous-ensemble de C), tout graphe

lipschitzien de C (c’est-à-dire le graphe, à une rotation près d’une fonction lipschitzienne

A : R → R), ou l’ensemble de Cantor 4-coins. Décrivons maintenant quelques éléments

de la théorie des intégrales singulières dans les espaces homogènes (voir par exemple

[4] pour plus de détails), en nous restreignant au cas des espaces homogènes contenus

dans C.

Un noyau standard antisymétrique pour la dimension 1 est une fonction K(x, y) :

C × C \ {x = y} → R telle qu’il existe des constantes s ∈]0, 1] et C > 0 vérifiant, pour

tout x 6= y,

(i) K(x, y) = −K(y, x);

(ii) |K(x, y)| ≤ C
1

|x − y|
;
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(iii) |K(x, y) − K(x′, y)| ≤ C
|x − x′|s

|x − y|1+s
si |x − x′| <

1

2
|x − y|.

Ainsi, le comportement de K(x, y) est comparable à celui de
1

x − y
. Considérons main-

tenant une mesure de Radon positive µ sur C. Dans ce cas, si µ vérifie (DV), l’espace

homogène considéré est le support de la mesure muni de la distance euclidienne induite

et de la mesure µ. Nous définissons l’opérateur tronqué T ε
µ associé au noyau standard

K par

T ε
µ(f)(x) =

∫

|x−y|>ε

K(x, y)f(y)dµ(y)

pour f ∈ L1(µ) et x ∈ C.

Nous dirons que l’opérateur Tµ associé au noyau K est continu sur Lp(µ) s’il existe

C > 0 telle que pour tout ε > 0, toute fonction f ∈ Lp(µ),
∫

|T ε
µ(f)(x)|pdµ(x) ≤ C

∫

|f(x)|pdµ(x).

En d’autres termes, T ε
µ est borné sur Lp(µ) indépendamment de ε. Cette définition de la

continuité Lp est équivalente à la plupart des définitions disponibles dans la littérature

et permet d’éviter d’avoir à définir proprement Tµ(f). Un premier fait important est

que si µ satisfait la condition de doublement du volume (et donc son support est un

espace homogène) et est à croissance linéaire, alors le théorème de Calderón-Zygmund

nous dit que, si un opérateur Tµ est continu sur L2(µ), alors il est continu sur Lp(µ)

pour 1 < p < ∞ et il est de type faible (1, 1), c’est-à-dire qu’il existe une constante

C > 0 indépendante de ε telle que, pour tout M > 0,

µ({x ∈ C; |T ε
µ(f)(x)| > M}) ≤

C

M

∫

|f |dµ

pour toute fonction f dans L1(µ). Ainsi, compte tenu de ce résultat, la continuité L2

qui peut être obtenue par des méthodes d’analyse de Fourier joue un rôle crucial dans

cette théorie. Considérons par exemple le cas du noyau de Cauchy K(x, y) =
1

x − y
.

Dans ce cas, nous noterons Cµ l’opérateur associé. Si la mesure µ est la restriction de H1

à R, l’opérateur s’appelle l’opérateur de Hilbert et sa continuité L2 s’obtient facilement

en passant en transformée de Fourier et en appliquant le théorème de Plancherel. Dans

le cas où µ est la restriction de H1 à un graphe lipschitzien, le problème est plus ardu.

Cette continuité a été conjecturée par Calderón et Zygmund dans les années 1950, puis

démontrée par Calderón [3] dans le cas où la constante de Lipschitz du graphe est

assez petite. Le cas général a été résolu par Coifman, Mc Intosh et Meyer [7]. Il est

amusant de noter que de nombreuses preuves très différentes ont été proposées depuis.

Un problème important dans les années 1980 est alors d’établir des critères de continuité

L2 pour les opérateurs d’intégrales singulières, en s’inspirant du cas de l’opérateur de

Cauchy. Le premier de ces critères a été obtenu par G. David et J.-L. Journé et porte

le nom de théorème T (1).
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Théorème 2.10. — Soit µ une mesure doublante et à croissance linéaire, et soit K

un noyau antisymétrique dans C. Alors, Tµ est continu sur L2(µ) si et seulement si,

pour tout disque D de C, tout ε > 0,

(3)

∫

D

|T ε
µ(χD)(x)|2dµ(x) ≤ Cµ(D)

où C > 0 est une constante indépendante de ε et de D.

La condition (3) est équivalente au fait que Tµ(1) (quand on donne un sens convenable

à l’image de la fonction 1 par l’opérateur Tµ) est dans l’espace BMO(µ) de John et

Nirenberg, d’où le nom du théorème. Il existe un critère plus flexible (appelé théorème

T (b)) pour lequel nous testons l’opérateur sur une fonction raisonnable b que nous

pouvons choisir. Au lieu de le donner, nous allons en énoncer une version locale due à

M. Christ [5], en ne considérant que le cas Ahlfors-régulier. Commençons par équiper

un ensemble Ahlfors-régulier (de dimension 1) d’une famille de partitions qui joue le

rôle des intervalles dyadiques de R.

Théorème 2.11. — Soit E ⊂ R2 un ensemble Ahlfors-régulier de dimension 1. Il

existe une famille de partitions ∆j, j ∈ Z tel que 2j ≤ diamE, de E en 〈〈 intervalles

dyadiques 〉〉 Q ⊂ E avec :

(i) Si j ≥ k, Q ∈ ∆j, Q′ ∈ ∆k, alors soit Q ∩ Q′ = ∅, soit Q′ ⊂ Q.

(ii) Si Q ∈ ∆j, alors

C−12j ≤ diamQ ≤ C2j

C−12j ≤ H1(Q) ≤ C2j,

(où C > 0 ne dépend que de E). De plus, les 〈〈 intervalles dyadiques 〉〉 ont une petite

frontière, au sens où

(iii) Pour tout Q ∈ ∪j∆j, tout τ ∈]0, 1[,

H1({z ∈ Q; d(z, E \ Q) ≤ τdiamQ}) ≤ Cτ 1/CH1(Q).

Notons que le nombre de fils d’un intervalle dyadique Q ∈ ∆j (c’est-à-dire

d’intervalles dyadiques de la génération suivante ∆j−1 contenus dans Q) est borné

indépendamment de j. Le lecteur pourra vérifier aisément que, si E = R, les intervalles

dyadiques usuels, c’est-à-dire ceux de la forme [k2j, (k + 1)2j], satisfont les propriétés

précédentes. Voir [8] pour une démonstration de 2.11, ainsi que [5] pour une cons-

truction dans le cas d’une mesure qui n’est que doublante. Soit E ⊂ C un ensemble

Ahlfors-régulier (de dimension 1) et soit ∆ =
⋃

j ∆j une famille d’intervalles dyadiques

comme donnés par le théorème précédent. Un système de fonctions {bQ, Q ∈ ∆} est

dit pseudo-accrétif s’il existe des constantes C > 0, ε > 0 telles que, pour tout Q ∈ ∆,

||bQ||∞ ≤ C et

∣
∣
∣
∣

∫

Q

bQdH1

∣
∣
∣
∣
≥ εH1(Q). Nous pouvons maintenant énoncer le théorème

T (b) local.
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Théorème 2.12. — Soit E ⊂ C un ensemble Ahlfors-régulier de dimension 1 et soit

Tµ un opérateur d’intégrale singulière associé à un noyau standard anti-symétrique et

défini par rapport à la mesure µ = H1
E (restriction de H1 sur E). Supposons qu’il existe

un système pseudo-accrétif (bQ) tel que ||T ε
µbQ|| ≤ C pour tout Q ∈ ∆ et tout ε > 0.

Alors, Tµ est borné sur L2(µ).

Le côté local vient du fait qu’ici, nous devons construire une fonction bQ sur chaque

intervalle dyadique Q alors que, dans le théorème T (b) classique, la fonction test b

est choisie une fois pour toutes et définie sur E tout entier. Celle-ci doit vérifier une

condition de moyenne sur les intervalles dyadiques qui est identique à celle des bQ, mais

la condition L∞ est remplacée par une condition du type BMO (du style de celles du

théorème T (1) en remplaçant la fonction caractéristique par son produit par b), qui

est plus faible. Signalons que l’on passe de la version classique à la version locale du

théorème T (b) en posant bQ = b.χQ et que, réciproquement, en 〈〈 recollant 〉〉 les bQ, on

peut construire une fonction b qui satisfait les hypothèses du théorème T (b). Revenons

à l’opérateur de Cauchy. Nous avons vu qu’il définit un opérateur borné (au sens L2)

sur les graphes lipschitziens. Mais, dans quelle mesure les propriétés de rectifiabilité

du support de la mesure jouent-elles un rôle ? À la suite de travaux de G. David et

S. Semmes [11], [12], P. Mattila, M. Melnikov et J. Verdera [30] ont démontré le résultat

étonnant suivant.

Théorème 2.13. — Soit E ⊂ C un ensemble Ahlfors-régulier de dimension 1. Notons

µ la restriction de H1 sur E. Alors, l’opérateur de Cauchy Cµ est bornée sur L2(µ) si

et seulement si E est uniformément rectifiable.

Donnons une idée de la démonstration, car cela nous permettra de voir comment les

ingrédients précédents peuvent être associés. Formellement, en oubliant les ε (voir [40]

pour les détails techniques), la continuité L2 de l’opérateur est équivalente, d’après le

théorème T (1), à
∫

D

|CE(χD)|2dµ ≤ CdiamD

pour tout disque D de C. Ici, nous avons utilisé le fait qu’un ensemble Ahlfors-régulier

muni de sa mesure de Hausdorff est un espace de type homogène afin de pouvoir utiliser

le théorème T (1). Or, d’après la formule magique (1) sur la courbure,
∫

D

|Cµ(χD)(x)|2dµ(x) =

∫

D

Cµ(χD)(x)Cµ(χD)(x)dµ(x)

=

∫

D

∫

D

∫

D

1

(y − x)(z − x)
dµ(x)dµ(y)dµ(z)

= 6

∫

D

∫

D

∫

D

c(x, y, z)2dµ(x)dµ(y)dµ(z).

Il en résulte que la continuité L2 de Cµ est équivalente à la condition de courbure

locale, qui est elle-même équivalente à la rectifiabilité uniforme (voir le théorème 2.6) !
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Signalons que l’idée d’utiliser la courbure de Menger pour étudier l’opérateur de Cauchy

apparâıt pour la première fois dans [33].

2.2.2. Les théorèmes T (1) et T (b) sans doublement. — Essayons d’expliquer l’intérêt

pour nous d’avoir des analogues dans le cas non homogène des théorèmes du style T (1)

en expliquant le plan de preuve d’un des sens du fait 4. Pour cela, considérons E ⊂ C

tel que H1(E) < +∞ et γ(E) > 0. Commençons par le cas où E est Ahlfors-régulier

(ce cas a été traité dans [30]).

Étape 1 : Puisque γ(E) > 0, il existe une fonction non constante, holomorphe, bornée

f : C \ E → C telle que ||f ||∞ ≤ 1 et (quitte à multiplier f par une constante de

module 1) f ′(∞) = γ(E). Un argument standard [27] montre qu’il existe une fonction

borélienne h : E → C bornée telle que f(z) =

∫

E

h(ξ)

z − ξ
dH1(ξ) pour tout z /∈ E.

Étape 2 : L’idée (due à M. Christ dans [5]) est maintenant de construire à partir

de h, en utilisant un argument de temps d’arrêt, un ensemble Ahlfors-régulier F et une

fonction b : F → C tels que H1(E ∩ F ) > 0 et tels que les hypothèses du théorème

T (b) soient vérifées pour l’opérateur de Cauchy sur F muni de H1
F (restriction de H1

sur F ). Comme cet espace est de type homogène, on en déduit que l’opérateur de

Cauchy est borné sur L2(F ).

Étape 3 : D’après le théorème 2.13, F est uniformément rectifiable et donc il existe

une courbe rectifiable Γ telle que H1(E ∩ Γ) > 0.

Le cas général a été résolu par G. David [9] (voir aussi [36]), après un premier pas

important avec P. Mattila dans [10]. Expliquons rapidement comment modifier la

preuve précédente. L’étape 1 est inchangée. Un des problèmes pour l’étape 2 était

le manque d’un théorème de type T (b) dans le cadre des espaces qui ne sont pas de

type homogène. Guy David comblera cette lacune (voir plus bas) mais c’est en partie

ce problème qui a motivé le développement de l’analyse harmonique dans ces espaces.

Concernant l’étape 3, le même genre d’argument que pour démontrer le théorème 2.13

permet de passer d’estimations sur l’opérateur de Cauchy à des estimations sur la

courbure de Menger puis nous pouvons appliquer le théorème 2.5 (pour obtenir une

partie rectifiable dans E).

Une des premières versions du théorème T (1) dans le cas non doublant concerne

l’opérateur de Cauchy ; elle est due indépendamment à Nazarov-Treil-Volberg [34] et

Tolsa [45]. Ce résultat s’énonce ainsi.

Théorème 2.14. — Soit µ une mesure de Borel positive qui est à croissance linéaire.

Alors, l’opérateur de Cauchy Cµ est borné sur L2(µ) si et seulement si il existe une

constante C > 0 telle que
∫

D

|Cε
µ(χD)|2dµ ≤ Cµ(D),

pour tout ε > 0 et tout disque D de C.
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Notons que la condition de croissance linéaire est nécessaire. Le lecteur attentif aura

noté que l’énoncé du théorème 2.14 est le même que celui du théorème T (1) dans le

cas doublant. Ce qui est tout à fait incroyable ! La démonstration de Tolsa repose sur

la courbure de Menger et ne permet pas de traiter le cas de noyaux plus généraux. La

stratégie (qui s’inspire de celle utilisée dans le cas doublant) de Nazarov-Treil-Volberg

leur permettra de considérer tous les noyaux standards (voir [35] par exemple). Ex-

pliquons le schéma (maintenant classique) de démonstration d’un théorème de type T (1)

ou T (b) dans le cas d’un ensemble Ahlfors-régulier E ⊂ C de dimension 1. Rappelons

que, dans ce cas, la mesure µ considérée est la restriction de H1 à E. Tout d’abord,

équipons E d’une famille d’intervalles dyadiques comme dans le théorème 2.11. Une

idée näıve pour construire une telle famille est de tout simplement considérer la famille

des intersections de tous les carrés dyadiques usuels de C avec E. Ceci ne marche

pas aussi simplement, mais cela donne une bonne idée de ce à quoi doit ressembler un
〈〈 intervalle dyadique 〉〉 de E. Considérons la base de Haar (bQ)Q∈∆ associée. Le but

est alors d’estimer les coefficients de T ε
µ dans cette base, c’est-à-dire les 〈T ε

µ(bQ), bR〉

pour Q, R dans ∆. Pour cela, nous devons distinguer suivant les positions relatives

de R et Q. Ici, vont jouer un rôle important le fait que µ(Q) est comparable à diamQ

et la propriété de 〈〈petite frontière 〉〉 des 〈〈 intervalles 〉〉 de ∆. Pour voir l’importance de la

dernière propriété, considérons le cas où Q et R sont très proches. Alors, dans la mesure

où le noyau K(x, y) se comporte comme
1

x − y
, ses singularités sont proches de la dia-

gonale x = y. La propriété de 〈〈petite frontière 〉〉, qui dit que la mesure de l’ensemble des

points x ∈ Q et des points y ∈ R qui sont très proches est petite, permet de compenser

l’effet des singularités du noyau. Sous de bonnes hypothèses, la décroissance des coef-

ficients de T ε
µ dans la base de Haar au voisinage de la diagonale permet de démontrer

la continuité L2 de Tµ, en appliquant un argument classique du style lemme de Schur

(voir [8]). Si notre ensemble E est seulement doublant, ces arguments s’adaptent (voir

[5]). Dans le cas où l’espace E n’est plus homogène mais la restriction de H1 à E est

à croissance linéaire, il est possible de construire une famille d’intervalles dyadiques

(voir [10]), puis d’adapter les idées précédentes pour obtenir un théorème du style T (b)

(voir [9]). Mais, tout ceci est long et très technique. L’idée de Nazarov-Treil-Volberg

est de ne pas essayer de construire une bonne famille d’intervalles dyadiques, mais de

considérer pour tout vecteur ~u, la famille de carrés dyadiques obtenus en translatant

de ~u la famille usuelle de carrés dyadiques de C. En intersectant ces carrés avec E,

ils obtiennent une collection indexée par ~u, et notée ∆~u, d’intervalles dyadiques. Il est

clair que pour des choix aléatoires de ~u, la famille ∆~u ne satisfait pas les conclusions du

théorème 2.11 et que, si nous estimons la matrice de T dans la base de Haar associée

à ∆~u, nous n’obtenons pas la bonne décroissance près de la diagonale. Mais, ce que

montrent Nazarov-Treil-Volberg, c’est qu’en moyenne, tout se passe comme dans le cas

homogène, et que l’on peut ainsi conclure. Leurs démonstrations utilisent toute une

panoplie d’astuces techniques étonnantes, comme par exemple les fonctions de Bellman.

Ils obtiennent ainsi des théorèmes de type T (1) ou T (b) et des versions locales de T (b)
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au sens de M. Christ pour des mesures non doublantes. Nous renvoyons à [52] et à sa

liste de références pour plus de détails sur les travaux de Nazarov-Treil-Volberg. Pour

un survol sur le développement de l’analyse harmonique non homogène, voir [50].

2.3. La stratégie de Tolsa

La démonstration de Tolsa se fait en deux temps et s’inspire de celle donnée dans [24]

dans le cas des ensembles de Cantor de type 4-coins. Elle repose sur une comparaison

avec une capacité plus facile à étudier. Celle-ci, notée γ+, est définie pour tout compact

E ⊂ C par γ+(E) = sup µ(C) où la borne supérieure est prise sur toutes les mesures

de Radon positives et supportées sur E telles que (1/z) ∗ µ soit borné uniformément

par 1. En fait, γ+(E) = sup |f ′(∞)| où la borne supérieure est maintenant prise sur

les fonctions f qui sont holomorphes et bornées par 1 en dehors de E et qui sont de la

forme (1/z) ∗ µ, où µ est une mesure positive sur E.

Étape 1 [46]. Il existe une constante C ≥ 1 telle que pour tout compact E ⊂ C,

C−1 sup
µ

µ(C)
3
2

(µ(C) + c2(µ))
1
2

≤ γ+(E) ≤ C sup
µ

µ(C)
3
2

(µ(C) + c2(µ))
1
2

,

où la borne supérieure est prise pour toutes les mesures de Radon positives µ supportées

sur E à croissance linéaire (de constante 1) et de courbure finie.

L’inégalité de droite avait été démontrée par M. Melnikov [32] pour la capacité

analytique, et c’est ce papier qui avait laissé espérer une solution possible au problème

de Painlevé. La démonstration de l’étape 1 repose en particulier sur les liens entre

courbure de Menger et continuité de l’opérateur de Cauchy. Notons aussi que ces

estimations permettent de démontrer facilement que la capacité γ+ est semi-additive,

c’est-à-dire qu’il existe C > 0 tel que γ+(E ∪ F ) ≤ C(γ+(E) + γ+(F )) pour tous

compacts E et F de C.

Étape 2 [47]. Il existe une constante C ≥ 1 telle que, pour tout compact E de C,

γ+(E) ≤ γ(E) ≤ Cγ+(E).

L’inégalité de gauche est évidente par définition des capacités. Nous avons vu, au

tout début de la section 2.2.2, que (sous l’hypothèse H1(E) < +∞) toute fonction

holomorphe bornée dans C\E est de la forme µ∗(1/z) où µ est une mesure COMPLEXE

supportée sur E. Le résultat de Tolsa est étonnant, dans la mesure où il nous dit que

l’on peut se restreindre dans la définition de la capacité analytique aux seules fonctions

holomorphes qui sont obtenues comme convolutions de 1/z avec des mesures positives !

Il est clair que les résultats des étapes 1 et 2 impliquent le théorème 1.1. Notons aussi

que l’étape 2 et la semi-additivité de la capacité γ+ (qui découle de l’étape 1, voir plus
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haut) impliquent la semi-additivité de la capacité analytique, à savoir qu’il existe une

constante C > 0 telle que

γ(E ∪ F ) ≤ C(γ(E) + γ(F ))

pour tous compacts E et F de C. Ceci avait été conjecturé par A.G. Vituskhin

dans les années 1960, en particulier à cause des applications potentielles en théorie

de l’approximation rationnelle (voir [51]). Nous allons expliquer les idées de la

démonstration de Tolsa de l’étape 2 dans le cas où le compact E est la N -ième

génération du Cantor 4-coins de Garnett, noté EN . Rappelons que EN = ∪4N

j=1Q
j
N où

les Qj
N sont des carrés dont la longueur de côté est 4−N et sont situés dans les coins

des carrés de EN−1 (voir la section 2.1.2). Nous allons en particulier constater qu’un

des ingrédients principaux est le théorème T (b) local de M. Christ. Dans un premier

temps, nous devons rappeler que, d’après les travaux d’Eidermann et Tolsa (voir par

exemple [45]), il existe une constante C ≥ 1, telle que pour tout N ∈ N∗,

C−1

√
N

≤ γ+(EN) ≤
C
√

N
.

Cette estimation découle de l’étape 1 et de calculs de courbure de Menger. En fait,

ceci implique qu’il existe une constante C1 > 0 telle que (∗) γ+(EN/2) ≤ C1γ+(EN)

pour tout N pair et (∗) γ+(E(N+1)/2) ≤ C1γ+(EN) pour tout N impair. Supposons

maintenant que la proposition suivante est vraie.

Proposition 2.15. — Soit N un entier pair (respectivement impair) et supposons

qu’il existe une constante C0 > 1 telle γ(EN
2
) ≤ C0γ(EN) (respectivement γ(EN+1

2
) ≤

C0γ(EN)). Alors, il existe une constante absolue A > 0 telle que γ(EN) ≤ C0Aγ+(EN
2
)

(respectivement γ(EN) ≤ C0Aγ+(EN+1
2

)).

Soit N ∈ N un entier pair (le cas impair est identique). Nous allons utiliser la propo-

sition précédente pour démontrer que γ(EN) ≤ C2γ+(EN) pour une certaine constante

C2. Pour cela, raisonnons par récurrence et supposons que γ(Em) ≤ AC2
1γ+(Em) pour

tout m < N (où C1 est la constante de (∗)).

Cas 1. γ(EN) ≤
1

C1

γ(EN
2
).

Alors,

γ(EN) ≤
1

C1
γ(EN

2
)

≤ AC1γ+(EN
2
) d’après l’hypothèse de récurrence

≤ AC2
1γ+(EN) d’après (∗).

Cas 2. γ(EN
2
) ≤ C1γ(EN).

D’après la proposition 2.15, il vient

γ(EN) ≤ AC1γ+(EN
2
)

≤ AC2
1γ+(EN) d’après (∗).
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Il nous reste donc à esquisser une démonstration de la proposition 2.15, en supposant

par exemple que N est pair. Considérons la mesure λ =
1

4
γ(EN)µ où µ est la mesure

de longueur sur le bord de EN/2. Alors, la mesure λ est portée par le bord de EN/2 et

satisfait :

(i) λ est doublante (avec une constante ne dépendant pas de N) ;

(ii) λ(C) = γ(EN) ;

(iii) l’opérateur de Cauchy Cλ est borné sur L2(λ) et sa norme ||Cλ||2,2 est bornée par

C C0 (où C > 0 est une constante absolue).

Les points (i) et (ii) sont clairs. Pour le point (iii), nous voulons appliquer le théorème

T (b) local de Christ, dans sa version 〈〈homogène 〉〉 d’après le point (i). Ainsi, pour tout

Qj
n, 0 ≤ n ≤

N

2
, 1 ≤ j ≤ 4n, nous devons construire une fonction bj

n à support sur Qj
n

(qui sont les 〈〈 intervalles dyadiques 〉〉 considérés) et telle que

(a) ||bj
n||∞ ≤ CC0;

(b) ||Cε
λ(b

j
n)||∞ ≤ C (uniformément en ε);

(c)

∣
∣
∣
∣

∫

Qj
n

bj
ndλ

∣
∣
∣
∣
≥ δλ(Qj

n)

où C et δ sont des constantes absolues. Rappelons que la démonstration du théorème

de Christ donne aussi que ||Cλ||2,2 ≤ CC0 pour une constante absolue C > 0, c’est-

à-dire l’estimation annoncée dans le point (iii). L’idée pour construire cette famille

pseudo-accrétive est la suivante. Tout d’abord, il existe une fonction f , appelée fonction

d’Ahlfors, pour laquelle la capacité analytique γ(EN ) est atteinte (c’est-à-dire f ′(∞) =

γ(EN)). Alors, pour tout z /∈ EN ,

f(z) =
−1

2iπ

∫

∂EN

f(s)t(s)

s − z
ds

où t(s) est le vecteur tangent unitaire. Posons ν =
−1

2iπ
f(s)t(s)ds↾∂EN

. Alors, ν est

supportée sur le bord de EN et sa transformée de Cauchy est majorée par 1 en dehors de

∂EN . Commençons par construire b1
0. Si nous avions ν = bdλ, alors b = b1

0 conviendrait.

Mais, ν n’est pas absolument continue par rapport à λ (d’ailleurs, ces deux mesures ont

des supports différents). L’idée est d’adapter et de considérer

b1
0 =

4
N
2
∑

j=1

ν(Qj
N
2

)

λ(Qj
N
2

)
χQj

N
2

.

L’estimation cruciale pour obtenir (a) est

|ν(Qj
N/2)| ≤ CC0λ(Qj

N/2)

pour tout 1 ≤ j ≤ 4N/2. Celle-ci découle d’arguments standards et de notre hypothèse

(à savoir γ(EN
2
) ≤ C0γ(EN)). L’idée pour obtenir (b) est de comparer Cε

λ(b
1
0) avec la
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transformée de Cauchy de ν qui est bornée. Le point (c) est facile, il découle de l’égalité

∫

Q1
0

b1
0dλ =

4N/2
∑

j=1

ν(Qj
N/2) = ν(C) = f ′(∞) = γ(EN) = λ(Q1

0).

Pour les autres carrés, la construction précédente s’adapte assez facilement. Voir

[40] (pages 108-112) pour une preuve complète. Nous avons maintenant à notre

disposition une mesure λ qui satisfait les points (i), (ii) et (iii). Alors, d’après le

théorème de Calderón-Zygmund dans le cas homogène (voir section 2.2.1), Cλ est

de type faible (1, 1) avec une constante bornée par C C0 et donc, par un argument

de dualité utilisant Hahn-Banach (voir [40] théorème 71), il existe une fonction h à

support sur ∂EN
2

telle que 0 ≤ h ≤ 1, λ(∂EN
2
) ≤ 2

∫

C
hdλ et |C(hdλ)(z)| ≤ C C0 pour

tout z /∈ ∂EN
2
. Ainsi, par définition de γ+, il existe une constante A > 0 telle que

γ(EN) = λ(C) ≤ A C0γ+(EN
2
) et donc la proposition 2.15 est démontrée.

Pour la démonstration de l’étape 2 dans le cas d’un compact quelconque du plan

complexe, les difficultés pour adapter l’argument précédent ne manquent pas ! En

particulier, les espaces considérés ne sont plus homogènes. Donc, nous ne pouvons

plus utiliser le théorème de Christ. De plus, la version du théorème T (b) établie par

G. David dans [9] pour résoudre la conjecture de Vituskhin s’est avérée insuffisante.

La démonstration de X. Tolsa repose sur les versions données dans [35]. En fait,

Nazarov-Treil-Volberg ont démontré ces résultats avec l’idée de les utiliser justement

pour démontrer l’équivalence entre capacité analytique γ et capacité γ+. Il semble utile

d’insister sur le fait que l’analyse harmonique non homogène a été développée non pas

pour elle-même, mais afin de résoudre les problèmes liés à la capacité analytique.

3. CAPACITÉ ANALYTIQUE ET HOMÉOMORPHISMES

BILIPSCHITZIENS

Dans [40] (pages 112-14), nous proposions deux tests afin de déterminer si la solution

de Tolsa est une solution satisfaisante ou non au problème de Painlevé. En fait, nous

énoncions deux problèmes de nature géométrique autour de la capacité analytique et

nous demandions si la réponse de Tolsa permettait de les résoudre. Nous allons dans

ce paragraphe expliquer comment Xavier Tolsa a répondu positivement à la question 1

de [40] (page 113). Le second problème est toujours ouvert et sera discuté dans la

prochaine section. Commençons par rappeler qu’un homéomorphisme φ : C → C est

bilipschitzien s’il existe une constante K ≥ 1 telle que

K−1|x − y| ≤ |φ(x) − φ(y)| ≤ K|x − y|,

pour tout x ∈ C, tout y ∈ C. Le problème qui nous intéresse est de déterminer si les

ensembles effaçables sont invariants par le groupe des homéomorphismes bilipschitziens.

Dans [48], il est démontré le
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Théorème 3.1. — Soit φ : C → C un homéomorphisme bilipshitzien. Alors, il existe

une constante C0 ≥ 1 ne dépendant que de φ telle que

C−1
0 γ(E) ≤ γ(φ(E)) ≤ C0γ(E)

pour tout compact E dans C.

Il s’en déduit immédiatement le

Corollaire 3.2. — Soit φ : C → C un homéomorphisme bilipschitzien et soit E ⊂ C

un ensemble compact et effaçable. Alors, φ(E) est effaçable.

Notons que le cas des ensembles de Cantor de type 4-coins est traité dans [17].

La démonstration du théorème 3.1 repose sur le résultat suivant et des estimations

contenues dans [47]. Nous pouvons tout de suite voir que le corollaire 3.2 découle du

théorème de Tolsa et du théorème 3.3. Nous noterons µφ la mesure-image d’une mesure

µ par un homéomorphisme φ.

Théorème 3.3. — Soit φ : C → C un homéomorphisme bilipschtizien. Alors, il existe

une constante C0 > 0 ne dépendant que de φ telle que

c2(µφ) ≤ C0(c
2(µ) + µ(E)),

pour tout compact E de C et toute mesure de Radon positive µ supportée sur E, à

croissance linéaire (avec une constante 1) et de courbure de Menger finie.

Notons que ce résultat a un analogue pour l’opérateur de Cauchy. En effet, si µ

est une mesure de Radon positive (sans atome) sur C telle que l’opérateur de Cauchy

associé Cµ soit borné sur L2(µ), il en est de même pour la mesure image de µ par tout

homéomorphisme bilipschitzien du plan complexe (voir [48], théorème 1.3). Observons

qu’une majoration du type c2(µφ) ≤ C0c
2(µ) dans le théorème 3.3 est impossible. En

effet, prenons pour E un segment de C. Alors, toute mesure supportée par E est de

courbure de Menger nulle. Ce qui n’est pas obligatoirement le cas de la mesure image.

Celle-ci est alors supportée par une courbe corde-arc et il découle du théorème 11 de

[41] que c2(µφ) ≤ Cµ(C) (voir aussi le théorème 2.7 ci-dessus). Donc, la majoration

du théorème 3.3 est en quelque sorte optimale. Le point-clé de la démonstration du

théorème 3.3 est une décomposition de la couronne de type géométrique inspirée des

travaux de G. David et S. Semmes [11] [12]. L’idée est de regrouper les carrés dyadiques

usuels de C en régions de temps d’arrêt, dont le nombre est contrôlé. Sur chacune

de ces régions, le support de µ est bien approximé par une courbe Ahlfors-régulière.

Nous allons dans un premier temps donner les principes généraux de construction de

la décomposition de la couronne de Tolsa, avant de donner un énoncé plus précis. Par-

tons d’une mesure µ comme dans le théorème 3.3 et supposons que µ est supportée

dans le carré unité [0, 1] × [0, 1]. Notons ∆ la famille des carrés dyadiques usuels de

C et rappelons que ∆ est la réunion des familles ∆j , j ∈ Z, de carrés dyadiques de

génération j : chaque carré Q ∈ ∆j est de la forme [k.2j, (k + 1).2j] × [l.2j , (l + 1).2j].

Tout carré Q ∈ ∆j a un unique père, c’est-à-dire un carré Q′ ∈ ∆j+1 tel que Q ⊂ Q′, et
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a exactement 4 fils, c’est-à-dire des carrés Q̃ ∈ ∆j−1 tels que Q̃ ⊂ Q. Pour tout Q ∈ ∆,

posons Dµ(Q) = µ(Q)/diamQ. Une région de temps d’arrêt S est une famille de carrés

dans ∆ telle qu’il existe un carré dyadique (dit maximal) Q(S) ∈ S tel que

(i) Pour tout Q ∈ S, Q ⊂ Q(S).

(ii) Si Q ∈ S et si Q′ ∈ ∆ vérifie Q ⊂ Q′ ⊂ Q(S), alors Q′ ∈ S.

En suivant les idées de Tolsa, pour construire une région de temps d’arrêt en dessous

d’un carré 〈〈raisonnable 〉〉 Q0, nous considérons ses fils, puis ses petits-fils et nous

stoppons quand nous rencontrons un carré R0 pour lequel Dµ(Q0) ≫ Dµ(R0), ou

Dµ(Q0) ≪ Dµ(R0) (c’est-à-dire quand la densité de µ dans R0 est devenue trop
〈〈grande 〉〉 ou trop 〈〈petite 〉〉 par rapport à celle de Q0) ou la courbure de Menger de

µ dans R0 est devenue trop 〈〈grande 〉〉. Les hypothèses sur la mesure, à savoir qu’elle est

à croissance linéaire et de courbure de Menger finie, nous permettent d’espérer que nous

ne stoppons pas trop souvent en effectuant cette procédure. Ceci est primordial car,

dans le cas contraire, nous aurions presque autant de cubes dyadiques que de régions

de temps d’arrêt ! Pour nous, un cube 〈〈 raisonnable 〉〉 est un cube (a, b)-doublant, c’est-

à-dire tel que µ(aQ) ≤ bµ(Q) avec a et b bien choisis. Cette notion est importante

car, dans un tel cube, la mesure se comporte presque comme une mesure doublante.

Pour des raisons techniques, les carrés maximaux de Tolsa ne sont pas dyadiques, mais

des carrés 4-dyadiques, c’est-à-dire de la forme [k.2−j, (k + 4).2−j]× [l.2−j, (l + 4).2−j].

En utilisant toutes ces idées, X. Tolsa construit une famille, notée TOP(µ), de carrés

4-dyadiques qui sont (16, 5000)-doublants tels que

(P1)
∑

Q∈TOP(µ)

Dµ(Q)2µ(Q) ≤ C(µ(C) + c2(µ)).

Ces carrés de TOP(µ) sont les carrés maximaux décrits précédemment. Ainsi, (P1)

est la formulation mathématique du fait que nous ne stoppons pas souvent. De plus,

supp(µ) est bien approximé dans Q ∈ TOP(µ) par une courbe Ahlfors-réguière, en

un sens que nous allons maintenant expliciter. Soit Q ∈ TOP(µ) ; notons Stop(Q)

l’ensemble des carrés R ∈ TOP(µ) tels que

(i) R ∩ 3Q 6= ∅.

(ii) diam(R) ≤ (1/8)diamQ.

(iii) Il n’existe pas de R′ ∈ TOP(µ) qui satisfait (i) et (ii) et qui contient R.

Les carrés de Stop(Q) sont les carrés en dessous de Q pour lesquels nous avons stoppé

dans la procédure décrite précédemment. De plus, notons BQ = (3Q ∩ Suppµ) \ (Z ∪
⋃

R∈stop(Q)

R) (où Z est un ensemble de points qui ne sont pas contenus dans beaucoup

de carrés doublants ; il satisfait en fait à µ(Z) = 0). Les points de BQ sont ceux

pour lesquels nous n’avons jamais stoppé. Le point-clé est que, par construction,

nous contrôlons la densité ainsi que la courbure de Menger de µ dans la région de

temps d’arrêt en dessous de Q (à toutes les échelles pour un point de BQ et à l’échelle

de R pour un point de R ∈ Stop(Q)). Nous pouvons alors utiliser les résultats du

paragraphe 3.1. Ainsi, il existe une courbe Ahlfors-régulière ΓQ de constante uniforme



936–21

(c’est-à-dire ne dépendant que des données de µ) telle que

(P2) BQ ⊂ Γ(Q).

(P3) Pour tout R ∈ Stop(Q), il existe un carré R̃ contenant R tel que δ(R, R̃) ≤ CDµ(R)

et R̃ ∩ ΓQ 6= ∅.

Ici, δ(R, S) =

∫

SR\R̃

1

|y − cR|
dµ(y) où cR est le centre de R et SR est le plus pe-

tit carré concentrique avec R et contenant S. Dans certains cas, (P3) dit que

d(R, Γ(Q)) ≤ C.diamR, c’est-à-dire que les points de R sont proches de ΓQ, à l’échelle

de R. Enfin, les carrés de TOP(µ) vérifient une condition technique sur la densité d’un

carré R par rapport à celle de son cube maximal Q, à savoir

(P4) Soit R un carré tel que diamR ≤ diamQ. Supposons que R ∩ GQ 6= ∅, ou bien

qu’il existe un carré R̃ ∈ Stop(Q) tel que R ∩ R̃ 6= ∅ et diamR̃ ≤ diamR. Alors

µ(R) ≤ CDµ(Q)l(R).

La décomposition de la couronne associée à µ est la donnée d’une famille de carrés

TOP(µ) qui satisfait (P1), (P2), (P3) et (P4). Il est important de noter que ces

conditions sont stables par homéomorphismes bilipschitziens. Notons aussi que cette

décomposition de la couronne a permis à Tolsa [49] de démontrer que la continuité L2

de l’opérateur de Cauchy implique la continuité L2 de tous les opérateurs de Calderón-

Zygmund (associés à des noyaux antisymétriques que nous devons supposer en plus

suffisamment réguliers), tous ces opérateurs étant définis par respect à une mesure qui

n’est pas supposée doublante.

4. CAPACITÉ ANALYTIQUE ET LONGUEUR DE FAVARD

D’après le fait 4 et le théorème 2.2, tout ensemble E ⊂ C est effaçable si et seulement

si Fav(E) = 0 SOUS LA CONDITION QUE H1(E) < +∞. Si nous supprimons cette

dernière hypothèse, le résultat devient faux comme l’avait démontré P. Mattila dans [25].

En fait, il prouvait que la condition d’être effaçable est invariante par représentations

conformes, ce qui n’est pas le cas pour la condition d’être de longueur de Favard nulle

(pour les ensembles de 1-mesure de Hausdorff infinie). Ainsi, son argument ne permet-

tait pas de déterminer quelle implication était fausse. Plus tard, P. Jones et T. Murai

[19] construirent un ensemble du plan complexe qui est de longueur de Favard nulle,

mais qui n’est pas effaçable. Un exemple plus simple a été donné par H. Joyce et

P. Mörters récemment [20]. Ceci nous amène donc au

Problème 1. Soit E ⊂ C compact. Supposons que Fav(E) > 0. L’ensemble est-il ou

non effaçable ?

D’après le théorème de Tolsa, il suffit de construire une mesure supportée sur E

qui soit à croissance linéaire et de courbure de Menger finie. Un exemple typique

d’ensemble qui a de 〈〈grosses projections 〉〉 est un continuum non réduit à un point.
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Dans ce cas-là, une telle mesure est construite dans [40], mais il n’est pas clair que cet

argument puisse être adapté au cas général. En fait, il faudrait dans un premier temps

comprendre le lien entre la longueur de Favard et la courbure de Menger. Nous allons

dans la suite de ce paragraphe discuter de quelques problèmes dans cette direction.

Nous avons vu que le théorème de Besicovitch (théorème 2.2) permet de caractériser

les ensembles purement non rectifiables en termes de longueur de Favard (toujours sous

l’hypothèse de finitude de la mesure de Hausdorff). Il serait intéressant d’avoir une

version plus quantitative de ce résultat.

Problème 2. Soit δ > 0. Existe-t-il une constante C = C(δ) > 0 telle que, pour tout

compact E ⊂ C vérifiant H1(E) < +∞ et Fav(E) ≥ δ, il existe une courbe rectifiable

Γ satisfaisant H1(E ∩ Γ) ≥ C ?

Dans le même ordre d’idée, nous aimerions comprendre le lien entre longueur de

Favard et rectifiabilité uniforme. N’oublions pas que celle-ci est équivalente à la

condition de courbure locale (théorème 2.6).

Problème 3. Soit E ⊂ C un ensemble Ahlfors-régulier de dimension 1. Supposons qu’il

existe une constante η > 0 telle que, pour tout x ∈ E, tout R ∈]0, diamE[,

Fav(E ∩ B(x, R)) ≥ ηR.

Alors, E est-il uniformément rectifiable ?

Cette question est abordée (sous une forme légèrement différente) dans [13] où il est

démontré que la réponse est positive sous une hypothèse de platitude en termes des

nombres β de Peter Jones. Cependant, les arguments de G. David et S. Semmes ne

permettent pas de conclure dans le cas général. Notons que, d’après le théorème 2.2, un

ensemble vérifiant les hypothèses du problème 3 est rectifiable. Considérons maintenant

l’ensemble de Cantor 4-coins que nous noterons E. Nous avons vu au paragraphe 2.1.2

que E = ∩N∈NEN où EN est formé de 4N carrés de longueur de côtés 4−N , qui sont

situés dans les coins des carrés de EN−1. Nous avons aussi vu que Fav(E) = 0, mais il

serait intéressant de voir à quelle vitesse Fav(EN) tend vers 0.

Problème 4. Existe-t-il une constante C ≥ 1 telle que Fav(EN) ≤ C/N pour tout

N ∈ N∗ ?

Il découle du théorème 1.4 de [26] qu’il existe une constante c ≤ 1 telle que Fav(EN ) ≥

c/N pour tout N ∈ N∗. Une réponse positive au problème 4 impliquerait que Fav(EN)

et 1/c2(EN ) (où c2(EN) est la courbure de la restriction de H1 au bord de EN) doivent

être comparables, puisque c2(EN ] est comparable à N (voir [40]). Ceci est à première

vue assez surprenant ! Dans [42], il est donné un majorant dans lequel le N est remplacé
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par un logarithme itéré. Y. Peres et B. Solomyak proposent à la fin de leur article une

approche plus générale, en relation avec la théorie quantitative de la rectifiabilité. Ainsi,

si E est un sous-ensemble compact de C, posons pour tout ε > 0,

l(E, ε) = sup H1
∞(Γ(ε) ∩ E)

où la borne supérieure est prise sur toutes les courbes rectifiables de C de longueur 1

et où Γ(ε) désigne le ε-voisinage de Γ. Le contenu de Hausdorff H1
∞ est défini par

H1
∞(F ) = inf

{
∑

i

(diamUi); F ⊂ ∪iUi

}

.

En particulier, si F est compact, H1
∞(F ) ≤ diamF . Peres et Solomyak demandent

si Fav(E(ε)) = O(l(E, ε)) quand ε → 0 (où E(ε) désigne toujours le ε-voisinage de

E). Nous laissons le soin au lecteur de vérifier qu’une réponse positive à la question

précédente implique une réponse positive au problème 4.

Soit λ = (λj) une suite de réels telle que

(i) Pour tout j ∈ N,
1

4
≤ λj ≤

1

3
.

(ii) La suite λ tend vers 1/4 en décroissant.

Nous allons associer à cette suite λ un ensemble de Cantor de type 4-coins, noté E(λ),

de la façon suivante. Posons σj = Πj
k=1λk ; soit E0 le carré unité [0, 1] × [0, 1] de C.

L’ensemble E1 est l’union des quatre carrés situés dans les coins de E0 et de longueur

de côté σ1. L’ensemble E2 est l’union des 16 carrés de longueur de côté σ2 situés

dans les coins des carrés de E1. De manière générale, Ej est l’union de 4j carrés de

longueur de côté σj , chacun de ces carrés étant dans le coin d’un carré de Ej−1. Alors,

E(λ) = ∩jEj . L’ensemble de Cantor 4-coins de Garnett correspond à la suite constante

égale à 1/4. Notons que H1(E(λ)) < +∞ si et seulement si supj 4jσj < +∞. Nous

savons grâce à [24] que E(λ) est effaçable si et seulement si
∑

j 4−2jσ−2
j = ∞ (car dans

ce cas, la courbure de Menger associée à la mesure naturelle sur E(λ) est infinie, voir

le théorème 44 de [40]). Cependant, les projections de E(λ) sont mal comprises.

Problème 5. Pour quelles suites λ, a-t-on Fav(E(λ)) = 0 ?

Il est important de noter que la résolution d’un des problèmes précédents passe par

une meilleure compréhension des rapports entre les nombres géométriques que sont les

nombres β, la courbure de Menger et la longueur de Favard, et donc que résoudre

un de ces problèmes devrait permettre d’avoir des éléments de réponse concernant les

autres. Nous renvoyons à [29] pour d’autres problèmes concernant les projections et la

rectifiabilité (et des commentaires sur les problèmes décrits plus haut).
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5. ET EN DIMENSIONS SUPÉRIEURES ?

Un ensemble E ⊂ Rn est effaçable pour les fonctions harmoniques lipschitziennes si

pour tout ouvert U contenant E, toute fonction localement lipschitzienne f : U → C qui

est harmonique dans U \E est harmonique dans U tout entier. Notre problème est alors

de caractériser géométriquement ces ensembles effaçables. Ceci est un analogue naturel

dans Rn du problème de Painlevé, dans la mesure où nous pouvons aussi lui associer

une capacité et des intégrales singulières comme nous allons le voir maintenant. Notons

aussi que, si n = 2, l’effaçabilité pour les fonctions holomorphes bornées implique

l’effaçabilité pour les fonctions harmoniques lipschitziennes, puisque si f est harmonique

lispchitzienne, alors ∂f/∂z est holomorphe bornée. En fait, si nous nous restreignons

aux ensembles de 1-mesure de Hausdorff finie, ces deux notions d’effaçabilité cöıncident

d’après le fait 4 et le résultat principal de [10]. Introduisons maintenant une famille de

capacités. Soit α avec 0 < α < n. Pour tout compact E ⊂ Rn, sa capacité associée aux

potentiels de Riesz signés Ri,α = xi/|x|
1+α (1 ≤ i ≤ n), que nous noterons γα(E), est

définie par

γα(E) = sup | < T, 1 > |

où la borne supérieure est prise sur toutes les distributions réelles T supportées sur E

telles que pour tout 1 ≤ i ≤ n, T ∗ (xi/|x|
1+α) soit une fonction bornée sur Rn par 1.

Ici, < T, 1 > est l’action de la distribution T sur la fonction constante 1. Le lien avec

la capacité analytique γ est clair en notant que, pour tout ensemble compact E ⊂ C,

γ(E) = sup | < T, 1 > |, où la borne supérieure est prise sur toutes les distributions

complexes T supportées sur E telles que T ∗ (1/z) soit une fonction bornée sur R2

par 1. Le cas α = n − 1 est particulier et, dans ce cas-là, la capacité γn−1 s’appelle

la capacité harmonique lipschitzienne. Alors, E ⊂ Rn est effaçable (pour les fonctions

harmoniques lipschitziennes) si et seulement si γn−1(E) = 0. Voir [31] où il est aussi

démontré des analogues des faits 1, 2 et 3. Ainsi, si Hn−1(E) = 0, alors E est effaçable

alors que, si Hdim(E) > n − 1, il n’est pas effaçable. De plus, si E est contenu dans

une hypersurface régulière (par exemple, une image lipschitzienne ou bilipschitzienne

de Rn−1), Hn−1(E) et γn−1(E) sont comparables. Qu’en est-il du fait 4 ? Nous avons

vu que l’ingrédient miraculeux dans R2 est la courbure de Menger qui permet de faire

le lien entre les propriétés de rectifiabilité et la continuité de l’opérateur de Cauchy.

Dans le cas de l’effaçabilité pour les fonctions harmoniques lipschitziennes dans Rn, les

intégrales singulières qui interviennent naturellement sont les transformées de Riesz Ri

(1 ≤ i ≤ n) qui sont associées aux noyaux xi/|x|
n. Nous ne savons pas si une courbure

adaptée aux transformées de Riesz existe si n > 2 (et il est peut-être même impossible

d’en trouver une, voir [15]). Dans ces conditions, c’est un véritable tour de force qu’a

réalisé A. Volberg dans [52] où il démontre que la capacité harmonique lipschitzienne est

semi-additive (en suivant plus ou moins le plan de la preuve de X. Tolsa dans le cas de

la capacité analytique). Le manque de courbure est suppléé par les techniques d’analyse

harmonique sans doublement du volume qu’ont développées Nazarov-Treil-Volberg.
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Notons aussi que des estimations précises de la capacité harmonique lipschitzienne

d’analogues n-dimensionnels des ensembles de Cantor 4-coins sont données dans [23].

Dans ce cas, le fait que ces ensembles sont décrits de façon explicite permet de pallier

l’absence de courbure.

Signalons enfin qu’une étude systématique des capacités γα est initiée dans [22]

et [43]. En particulier, L. Prat démontre que γα(E) = 0 si 0 < α < 1 et E est un

sous-ensemble compact de Rn tel que Hα(E) < ∞ ou si α n’est pas entier (0 < α < n)

et E est un sous-ensemble compact de Rn qui est de plus Ahlfors-régulier de dimension α.

En paraphrasant un (très) récent premier ministre français, concluons en disant que

la route menant à la résolution de tous ces problèmes dans Rn parâıt bien longue et

plutôt sinueuse...
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kernels and Wolff potentials, à parâıtre dans Journal für die reine und angewandte

Mathematik.

[23] J. MATEU, X. TOLSA – Riesz transforms and harmonic Lip1-capacity of Cantor
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à l’analyse complexe et harmonique, à parâıtre dans Autour du centenaire de la
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ÉTATS QUASI-LIBRES LIBRES ET FACTEURS DE TYPE III

[d’après D. Shlyakhtenko]

par Stefaan VAES

Le but de cet exposé est de présenter une famille d’algèbres de von Neumann in-

troduite par Shlyakhtenko et de donner un aperçu des résultats de classification des

algèbres de cette famille. Ces algèbres de von Neumann sont construites dans le cadre

des probabilités libres de Voiculescu.

Murray et von Neumann ont initié la classification des algèbres de von Neumann. Ils

ont démontré que chaque algèbre de von Neumann s’écrit comme intégrale directe de

facteurs (algèbres de von Neumann de centre trivial) et ils ont classifié les facteurs en

différents types : I, II et III. Dans sa thèse [7], Connes a raffiné cette classification en

introduisant les sous-types IIIλ (0 ≤ λ ≤ 1). La construction de Shlyakhtenko donne

tout un monde d’exemples de facteurs de type III1, c’est-à-dire le plus haut dans la

(( hiérarchie )) des facteurs.

L’idée de Shlyakhtenko est de donner dans le cadre des probabilités libres de Voi-

culescu une version du foncteur CAR (relations d’anticommutation canoniques) et des

états quasi-libres associés. Le foncteur CAR associe à chaque espace de Hilbert H la

C∗-algèbre unifère universelle CAR(H) engendrée par la famille {a(ξ) | ξ ∈ H} telle

que

1. ξ 7→ a(ξ) est linéaire,

2. les relations d’anticommutation canoniques sont vérifiées

a(η)a(ξ)∗ + a(ξ)∗a(η) = 〈η, ξ〉1 ,

a(ξ)a(η) + a(η)a(ξ) = 0 .

Les relations d’anticommutation canoniques peuvent être réalisées par les opérateurs

de création sur l’espace de Fock antisymétrique. Tout opérateur S agissant sur H tel

que 0 ≤ S ≤ 1 donne lieu à un état ωS de la C∗-algèbre CAR(H), qu’on appelle état

quasi-libre de covariance S. Les représentations GNS [8] associées aux états quasi-libres

ont été beaucoup étudiées [19, 15, 1]. Dans une telle représentation, le bicommutant

CAR(H)′′ est une algèbre de von Neumann. Chaque état quasi-libre sur CAR(H) donne

donc une algèbre de von Neumann qui s’avère être un facteur. Les travaux d’Araki &

Woods [2] et de Powers & Størmer [15] permettent de déterminer le type de ces facteurs
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d’Araki-Woods(1). Plus précisément, si 0 < λ ≤ 1, il existe exactement une classe

d’isomorphisme de facteurs d’Araki-Woods de type IIIλ et il existe une famille non-

dénombrable de facteurs d’Araki-Woods de type III0 et mutuellement non-isomorphes.

Remarquons que les facteurs d’Araki-Woods sont des facteurs moyennables. Dans [5]

Connes a réussi à donner une classification complète des facteurs moyennables. C’est

un des résultats les plus profonds de la théorie des algèbres de von Neumann. Pour

chacun des types II1, II∞, IIIλ (0 < λ ≤ 1) il existe un unique facteur moyennable. Les

facteurs moyennables de type III0 sont classifiés par un invariant en théorie ergodique

qu’on appelle flot des poids. L’unicité du facteur moyennable de type III1 est dû à

Haagerup [10]. Dans le cadre des probabilités libres, nous allons obtenir des facteurs

non-moyennables. En particulier Shlyakhtenko construit une famille non-dénombrable

de facteurs de type III1, non-moyennables et mutuellement non-isomorphes.

L’analogue en probabilités libres du foncteur CAR associe à un espace de Hilbert réel

HR, la C∗-algèbre universelle Γ(HR) engendrée par la famille {s(ξ) | ξ ∈ HR} telle que

– s(ξ) soit auto-adjoint pour tout ξ ∈ HR,

– ξ 7→ s(ξ) soit R-linéaire,

– ‖s(ξ)‖ ≤ ‖ξ‖ pour tout ξ ∈ HR.

Pour chaque plongement isométrique HR →֒ H de HR dans un espace de Hilbert H , on

obtient une représentation de Γ(HR) sur l’espace de Fock plein

F(H) = CΩ ⊕
∞⊕

n=1

H⊗n ,

en posant s(ξ) = (ℓ(ξ) + ℓ(ξ)∗)/2 où ℓ(ξ) est l’opérateur de création.

La construction des facteurs d’Araki-Woods libres suppose la donnée d’un groupe à

un paramètre (Ut) de transformations orthogonales d’un espace de Hilbert réel HR qui

induit un plongement isométrique HR →֒ H de HR dans le complexifié H . On obtient

une représentation de Γ(HR) dont l’image est notée Γ(HR, Ut). Le facteur d’Araki-

Woods libre Γ(HR, Ut)
′′ est l’algèbre de von Neumann engendrée par Γ(HR, Ut). La

restriction de l’état du vide au facteur Γ(HR, Ut)
′′ est l’état quasi-libre libre noté ϕU .

Alors, Γ(HR, Ut)
′′ est un facteur de type III, sauf si Ut = id pour tout t ∈ R.

Nous commençons cet exposé par rappeler la classification des facteurs de Connes

et les probabilités libres de Voiculescu et par une présentation de plusieurs points de

vue sur nos données essentielles, les représentations orthogonales de R. Au §2 nous

définissons l’algèbre de von Neumann Γ(HR, Ut)
′′ avec l’état quasi-libre libre ϕU . Nous

étudions en détail le cas HR = R2 muni de la représentation de R par rotations. Au §3

nous présentons les principaux résultats de classification et de non-isomorphisme des

facteurs d’Araki-Woods libres obtenus par Shlyakhtenko :

(1)Il découle des travaux de Powers & Størmer que les facteurs associés aux états quasi-libres sont

des produits tensoriels infinis de matrices 2 fois 2 (des facteurs ITPFI2). Plus généralement, Araki &

Woods étudient et déterminent le type des produits tensoriels infinis de facteurs de type I (les ITPFI)

et il y a des ITPFI qui ne sont pas ITPFI2.
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– Classification complète des facteurs d’Araki-Woods libres associés à une représen-

tation (Ut) presque-périodique.

– Construction d’une famille non-dénombrable de facteurs d’Araki-Woods libres non-

presque-périodiques et mutuellement non-isomorphes. Ces facteurs sont distingués

par leur invariant τ de Connes.

– Construction de deux facteurs d’Araki-Woods libres non-isomorphes et ayant le

même invariant τ de Connes. Ceci est une application de la notion de dimension

entropique libre introduite par Voiculescu [29, 30].

– Démonstration que la classe d’isomorphisme d’un facteur Araki-Woods libre peut

dépendre de la multiplicité de la représentation (Ut). Ce résultat est démontré à

l’aide de la notion d’algèbre de von Neumann solide due à Ozawa [12].

La classification complète des facteurs d’Araki-Woods libres reste un problème ouvert.

Les résultats de non-isomorphisme présentés au §3 montrent qu’un facteur d’Araki-

Woods libre Γ(HR, Ut)
′′ dépend fortement de la classe de la mesure spectrale de la

représentation (Ut). Ce problème de classification est beaucoup plus difficile que la

classification des facteurs d’Araki-Woods, pour la raison suivante. Powers et Størmer

[15] démontrent essentiellement que deux facteurs d’Araki-Woods associés à des états

quasi-libres sont isomorphes si leurs opérateurs de covariance diffèrent d’un opérateur

d’Hilbert-Schmidt. En particulier, d’après un résultat de von Neumann, il suffit de

considérer le cas d’un opérateur de covariance diagonalisable. Ceci n’est plus le cas

pour les facteurs d’Araki-Woods libres. Une grande partie des facteurs d’Araki-Woods

libres ne peut être obtenue par des représentations orthogonales presque-périodiques.

Dans le dernier §4 nous présentons un nouveau résultat sur les produits libres, ce qui

permet au §2.3 de démontrer un résultat un peu plus général que dans l’article [23].

Il y a un certain nombre de résultats et d’applications dans la théorie des facteurs

d’Araki-Woods libres dont on ne parlera pas en détail dans cet exposé. Notons que

Shlyakhtenko a démontré dans [22] que les facteurs d’Araki-Woods libres Tλ de type

IIIλ (0 < λ < 1) sont des facteurs premiers : ils ne peuvent être écrits comme produit

tensoriel de deux facteurs diffus (sans projecteurs minimaux). Dans [13] Pisier et Shlya-

khtenko utilisent des facteurs d’Araki-Woods libres comme modèles pour démontrer une

inégalité de Grothendieck pour les espaces d’opérateurs. Dans [28] les facteurs d’Araki-

Woods libres sont utilisés pour construire des actions extérieures de groupes quantiques

localement compacts.

Je remercie S. Baaj, E. Germain, D. Shlyakhtenko et G. Skandalis pour leur aide

pendant la préparation de cet exposé.
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1. RAPPELS

1.1. Algèbres de von Neumann. Type des facteurs

On rappelle que pour un ensemble X d’opérateurs bornés sur un espace de Hilbert H ,

X ⊂ B(H), on appelle commutant de X et on note X ′ l’ensemble de tous les opérateurs

T ∈ B(H) qui commutent à X. Si A ⊂ B(H) est une sous-algèbre involutive qui agit

d’une façon non-dégénérée sur H , le bicommutant A′′ cöıncide avec l’adhérence de A

dans B(H) pour la topologie faible, c’est-à-dire la topologie donnée par les semi-normes

T 7→ |〈Tξ, η〉|, où ξ, η ∈ H .

On appelle algèbre de von Neumann toute sous-algèbre involutive M ⊂ B(H) qui est

égale à son bicommutant : M = M ′′, ce qui équivaut à dire que M est faiblement fermé

et 1 ∈ M . Un facteur est une algèbre de von Neumann dont le centre est réduit aux

scalaires. Si G est un groupe localement compact, l’algèbre de von Neumann du groupe

G notée L(G) est le bicommutant {λg | g ∈ G}′′ où (λg) est la représentation régulière

du groupe G sur l’espace de Hilbert L2(G).

Murray et von Neumann ont classifié les facteurs en types I, II et III. Les facteurs de

type I sont ceux qui possèdent des projecteurs minimaux. Ils sont isomorphes à Mn(C)

(type In) ou B(ℓ2) (type I∞). Les facteurs de type II1 sont ceux qui admettent une

trace finie et qui sont de dimension infinie (pour exclure le cas In). L’exemple type d’un

facteur II1 est donné par l’algèbre de von Neumann L(G) d’un groupe discret G dont

{e} est la seule classe de conjugaison finie (on dit que G est CCI). Les groupes libres

Fn à n générateurs sont des exemples de groupes CCI (n peut être ∞). Les facteurs

de type II∞ sont ceux qui sont de la forme N ⊗ B(ℓ2) avec N un facteur II1. Ce sont

exactement les facteurs qui admettent une trace infinie semi-finie et qui ne sont pas

de type I. Un facteur de type I ou II est dit semi-fini. Il admet toujours une trace

semi-finie. Finalement les facteurs de type III sont ceux qui n’admettent pas de trace

non-nulle.

Remarque 1.1. — Dans tout l’exposé les espaces de Hilbert sont supposés séparables

et les algèbres de von Neumann à prédual séparable, i.e. admettant une représentation

fidèle sur un espace de Hilbert séparable.

1.2. Classification des facteurs de type III d’après Connes

Un état normal d’une algèbre de von Neumann M est une forme linéaire faiblement

continue ω : M → C positive (ω(x) ≥ 0 quand x ≥ 0) qui satisfait ω(1) = 1. Un état

est dit fidèle si x = 0 dès que ω(x) = 0 et x ≥ 0. Toute algèbre de von Neumann à

prédual séparable admet un état fidèle.

La théorie de Tomita-Takesaki associe à tout état fidèle ω un groupe à un paramètre

(σω
t ) d’automorphismes de M appelé groupe modulaire et caractérisé par

– ωσω
t = ω pour tout t ∈ R,
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– ω satisfait la condition KMS par rapport à (σω
t ) : pour tout x, y ∈ M , il existe une

fonction continue f : {z ∈ C | 0 ≤ Im z ≤ 1} → C qui est analytique à l’intérieur

de la bande et qui satisfait

f(t) = ω(xσω
t (y)) et f(t + i) = ω(σω

t (y)x) pour tout t ∈ R .

Une bonne introduction à la théorie modulaire de Tomita-Takesaki se trouve dans [27].

Le théorème de Radon-Nikodym de Connes [7] permet de comparer les groupes mo-

dulaires de deux états fidèles ω, µ sur M . En effet, il existe une application faiblement

continue t 7→ ut de R dans le groupe unitaire de M telle que

– ut+s = utσ
ω
t (us),

– σµ
t (x) = utσ

ω
t (x)u∗

t .

Les groupes modulaires de deux états fidèles diffèrent donc par une perturbation

intérieure. Il s’en suit qu’une algèbre de von Neumann a une dynamique intrinsèque

donnée par les groupes modulaires des états fidèles et déterminée à perturbation

intérieure près.

Définissons le groupe polonais Aut M des automorphismes de M muni de la topologie

induite par les distances d(α, β) = ‖ωα−ωβ‖ et d(α, β) = ‖ωα−1−ωβ−1‖, où ω parcourt

les états de M . À chaque unitaire u ∈ M , on associe l’automorphisme intérieur Ad u

défini par (Ad u)(x) = uxu∗. Les automorphismes intérieurs forment un sous-groupe

distingué Int M de Aut M . Le groupe quotient est noté Out M . Le théorème de Radon-

Nikodym permet de définir un homomorphisme δ : R → OutM qui envoie t à la classe

de σω
t et qui ne dépend pas du choix de ω.

Invariant T . — Soit ω un état fidèle sur un facteur M avec groupe modulaire (σt).

Dans [7] Connes a introduit le sous-groupe T (M) de R :

T (M) = {t ∈ R | σω
t ∈ Int M} .

D’après le théorème de Radon-Nikodym, l’invariant T (M) ne dépend pas du choix de

l’état ω. C’est donc un invariant de l’algèbre de von Neumann M .

Flot des poids. — À chaque facteur M est associée une algèbre de von Neumann semi-

finie : c’est le produit croisé M ⋊(σt) R de M par le groupe modulaire (σt) d’un état

fidèle sur M . Sur le produit croisé M ⋊(σt) R, il existe une trace semi-finie canonique. Le

produit croisé M ⋊(σt) R admet une action duale (θs) de R∗
+ par automorphismes. La

restriction de l’action (θs) au centre du produit croisé s’appelle le flot des poids de M .

Grâce au théorème de Radon-Nikodym, le flot des poids ne dépend pas du choix de

l’état fidèle.

Facteurs de type IIIλ. — Notons que le flot des poids est une action ergodique de R∗
+

sur un espace mesuré. Or une telle action est ou bien transitive ou bien proprement

ergodique, d’où la classification suivante :

– M est semi-fini si c’est l’action de R∗
+ sur R∗

+,

– M est de type IIIλ avec 0 < λ < 1 si c’est l’action de R∗
+ sur R∗

+/λZ,
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– M est de type III1 si c’est l’action de R∗
+ sur un point,

– M est de type III0 si c’est une action proprement ergodique.

Combes a donné un aperçu des résultats de classification de Connes dans [4].

Murray et von Neumann ont construit deux facteurs de type II1 non-isomorphes : le

facteur hyperfini R et le facteur L(F2) du groupe libre à 2 générateurs. Ils sont non-

isomorphes car Int L(F2) est fermé dans Aut L(F2) tandis que IntR est un sous-groupe

dense non-trivial de AutR.

Facteurs pleins et invariant τ . — Un facteur M est dit plein si Int M est un sous-

groupe fermé de Aut M . Pour un facteur plein, le groupe quotient OutM est un groupe

polonais. Pour un tel facteur plein Connes [6] introduit un nouvel invariant :

τ(M) = la topologie la plus faible sur R qui rend continue l’application δ : R → Out M .

Les facteurs d’Araki-Woods libres sont des facteurs pleins. Nous remarquons qu’un

facteur plein ne peut être de type III0.

1.3. Probabilités libres d’après Voiculescu

Une introduction plus complète aux probabilités libres de Voiculescu se trouve dans

le livre [31] ou dans [26].

Un espace de probabilités non-commutatif est une paire (A, ϕ) où A est une algèbre

unifère et ϕ est une forme linéaire vérifiant ϕ(1) = 1. Dans cet exposé on s’intéresse

surtout aux algèbres de von Neumann : A est une algèbre de von Neumann et ϕ un

état normal. Les éléments de A s’appellent toujours variables aléatoires. La distribution

d’un élément x ∈ A est l’application qui à un polynôme P ∈ C[X] associe ϕ(P (x)). Si

A est une algèbre de von Neumann et x un élément auto-adjoint, la distribution de x

est une mesure de probabilités dont le support est contenu dans [−‖x‖, ‖x‖].

Notation 1.2. — Si (M, ϕ) et (N, µ) sont des algèbres de von Neumann munies

d’états ϕ et µ, la notation (M, ϕ) ∼= (N, µ) signifie qu’il existe un ∗-isomorphisme

α : M → N tel que µα = ϕ.

Définition 1.3. — Soit (A, ϕ) un espace de probabilités non-commutatif. Une famille

(Ai)i∈I de sous-algèbres est dite libre si pour tout k et toute suite d’éléments aj ∈ Aij

(j = 1, . . . , k) satisfaisant ϕ(aj) = 0 et ij 6= ij+1, on a ϕ(a1 · · ·ak) = 0.

Une famille d’éléments (xi)i∈I est dite libre (resp. ∗-libre) si les algèbres (resp.
∗-algèbres) Ai engendrées par xi forment une famille libre de sous-algèbres de A.

Les produits libres fournissent des exemples de familles libres.

Proposition 1.4. — Soit (Mi, ϕi) une famille d’algèbres de von Neumann munies

d’un état fidèle. Alors, il existe, à isomorphisme près, une unique paire (M, ϕ) d’une

algèbre von Neumann munie d’un état fidèle, telle que

– (Mi, ϕi) se plonge dans (M, ϕ) en préservant l’état,
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– M est engendrée par la famille de sous-algèbres (Mi) qui est une famille libre dans

(M, ϕ).

On appelle (M, ϕ) le produit libre des (Mi, ϕi) et on note (M, ϕ) = ∗
i∈I

(Mi, ϕi).

1.4. Représentations orthogonales de R

La donnée de la construction des états quasi-libres libres et des facteurs d’Araki-

Woods libres associés est une représentation de R par transformations orthogonales.

Terminologie 1.5. — On appelle représentation orthogonale de R tout groupe à un

paramètre de transformations orthogonales d’un espace de Hilbert réel HR.

Soit (Ut) une représentation orthogonale de R sur l’espace de Hilbert réel HR. Le

complexifié H = HR ⊗C admet une involution anti-unitaire J (l’opérateur de conjugai-

son complexe) et les transformations orthogonales (Ut) s’étendent en un groupe à un

paramètre d’unitaires sur H , qu’on notera toujours (Ut).

Il existe alors un unique opérateur auto-adjoint strictement positif A sur H tel que

Ut = Ait pour tout t ∈ R. On a JAJ = A−1. L’opérateur A permet de définir un

nouveau plongement isométrique

HR →֒ H : ξ 7→
( 2

A−1 + 1

)1/2
ξ .

En effet, si ξ ∈ HR, on a Jξ = ξ et donc

∥
∥
( 2

A−1 + 1

)1/2
ξ
∥
∥2

= 〈
1

A−1 + 1
ξ, ξ〉 + 〈

1

A−1 + 1
Jξ, Jξ〉 = 〈

A

A + 1
ξ, ξ〉 + 〈J

1

A + 1
ξ, Jξ〉

= 〈
A + 1

A + 1
ξ, ξ〉 = ‖ξ‖2 .

On notera KR l’image de HR par ce plongement. Alors, KR est un espace de Hilbert réel,

isométriquement plongé dans un espace de Hilbert complexe H vérifiant la propriété

suivante :

(⋆) KR ∩ iKR = {0} et KR + iKR est dense dans H .

Dans [18] on démontre que chaque plongement isométrique KR ⊂ H satisfaisant la

condition (⋆) provient d’une représentation orthogonale de R sur un espace de Hilbert

réel HR par la construction présentée ci-dessus.

Écrivons T = JA−1/2. Alors T est un opérateur anti-linéaire fermé et inversible sur H

qui satisfait T = T−1. Un tel opérateur s’appelle une involution sur H . Réciproquement

une telle involution T admet une décomposition polaire T = JA−1/2 dans laquelle J est

une involution anti-unitaire sur H et A est un opérateur auto-adjoint strictement positif

satisfaisant JAJ = A−1. Posons HR = {ξ ∈ H | Jξ = ξ} et Ut = Ait. On obtient ainsi

une représentation orthogonale de R. On remarquera que l’espace KR correspondant

consiste en les vecteurs ξ dans le domaine de T qui satisfont Tξ = ξ.

On a alors obtenu plusieurs points de vue différents sur les représentations orthogo-

nales de R.



937–08

1. Un groupe à un paramètre de transformations orthogonales d’un espace de Hilbert

réel.

2. Un plongement isométrique d’un espace de Hilbert réel dans un espace de Hilbert

complexe vérifiant (⋆).

3. Une involution T sur un espace de Hilbert.

Finalement on peut considérer la décomposition spectrale de l’opérateur log A. Comme

J(log A)J = − log A, la classe de la mesure spectrale de log A est symétrique. Les repré-

sentations orthogonales de R sont donc classifiées par une classe de mesures symétrique

sur R et une fonction de multiplicité symétrique.

2. FACTEURS D’ARAKI-WOODS LIBRES

Le foncteur CAR associe à tout espace de Hilbert H la C∗-algèbre CAR(H) (voir

introduction). Oubliant la structure complexe de H on peut écrire CAR(H) comme une

algèbre de Clifford. Soit HR un espace de Hilbert réel. On note Cliff(HR) et on appelle

algèbre de Clifford la C∗-algèbre universelle engendrée par la famille {s(ξ) | ξ ∈ HR}

telle que s(ξ) est auto-adjoint pour tout ξ ∈ HR, ξ 7→ s(ξ) est R-linéaire et

s(ξ)s(η) + s(η)s(ξ) = 2〈ξ, η〉1 .

Cette dernière condition étant équivalente à s(ξ)2 = ‖ξ‖21 pour tout ξ ∈ HR, on voit

comment le foncteur HR 7→ Γ(HR) est une version libre du foncteur Cliff.

À chaque plongement isométrique HR →֒ H de HR dans un espace de Hilbert com-

plexe H est associée une représentation de Cliff(HR) sur l’espace de Fock anti-symétrique

(ou fermionique) :

Fas(H) = CΩ ⊕
∞⊕

n=1

H∧n

posant s(ξ) = a(ξ)∗ + a(ξ) où a(ξ) est l’opérateur de création à gauche. Remarquons

que cette représentation de Cliff(HR) est en fait la représentation GNS d’un état quasi-

libre. L’algèbre de von Neumann engendrée par les opérateurs s(ξ), ξ ∈ HR est un

facteur d’Araki-Woods.

Shlyakhtenko donne une version libre de la construction précédente et appelle le

facteur engendré facteur d’Araki-Woods libre.

2.1. États quasi-libres libres

Donnons-nous une représentation orthogonale (Ut) de R sur l’espace de Hilbert réel

HR. Comme au §1.4, nous regardons le complexifié H de HR avec l’involution anti-

unitaire J et l’opérateur auto-adjoint strictement positif A tel que Ut = Ait. Introduisons

l’espace de Fock plein de H :

F(H) = CΩ ⊕
∞⊕

n=1

H⊗n .
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Le vecteur unité Ω s’appelle vecteur du vide. Pour chaque vecteur ξ ∈ H , nous disposons

de l’opérateur de création à gauche

ℓ(ξ) : F(H) → F(H) :

{

ℓ(ξ)Ω = ξ ,

ℓ(ξ)(ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξn) = ξ ⊗ ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξn .

L’adjoint ℓ(ξ)∗ s’appelle opérateur d’annihilation.

Pour chaque vecteur ξ ∈ H , notons s(ξ) la partie réelle de ℓ(ξ) donnée par

s(ξ) =
ℓ(ξ) + ℓ(ξ)∗

2
.

Un résultat crucial de Voiculescu [31] dit que la distribution de l’opérateur s(ξ) par

rapport à l’état vectoriel du vide donné par ϕ(x) = 〈xΩ, Ω〉 est la loi semi-circulaire de

Wigner supportée par l’intervalle [−‖ξ‖, ‖ξ‖].

Rappelons que l’opérateur A permet de définir un plongement de HR dans H dont

l’image est notée KR. On peut alors formuler la définition centrale de cet exposé [25].

Définition 2.1. — Soit (Ut) une représentation orthogonale de R sur l’espace de Hil-

bert réel HR. Le facteur d’Araki-Woods libre(2) noté Γ(HR, Ut)
′′ est défini par

Γ(HR, Ut)
′′ = {s(ξ) | ξ ∈ KR}

′′ .

L’état vectoriel ϕU(x) = 〈xΩ, Ω〉 est appelé état quasi-libre libre.

Rappelons que T = JA−1/2 est l’involution sur H associée à (Ut). Pour ξ, η ∈ KR, on

vérifie que

2s(ξ) + 2is(η) = ℓ(ζ) + ℓ(Tζ)∗

où ζ = ξ + iη. On conclut que Γ(HR, Ut)
′′ est également l’algèbre de von Neumann

engendrée par les opérateurs ℓ(ζ) + ℓ(Tζ)∗ où ζ appartient au domaine de T .

Le résultat suivant est facile à démontrer.

Proposition 2.2. — L’état quasi-libre libre ϕU sur Γ(HR, Ut)
′′ est fidèle. Le groupe

modulaire (σt) de l’état ϕU est donné par

σt(s(ξ)) = s(Utξ) pour tout t ∈ R, ξ ∈ KR .

La construction des facteurs d’Araki-Woods libres est fonctorielle dans un sens

précis. En effet on considère la catégorie dont les objets sont les paires (HR, Ut)

et les morphismes sont les contractions entre espaces de Hilbert qui entrelacent les

représentations. À chaque morphisme (H
(1)
R , U

(1)
t ) → (H

(2)
R , U

(2)
t ) correspond une ap-

plication complètement positive Γ(H
(1)
R , U

(1)
t )′′ → Γ(H

(2)
R , U

(2)
t )′′ normale et unifère,

préservant les états quasi-libres libres. On notera Γ′′ ce foncteur.

La catégorie des paires (HR, Ut) admet une structure additive : la somme directe.

Shlyakhtenko démontre que le foncteur Γ′′ entrelace les opérations somme directe et

produit libre.

(2)Nous verrons que Γ(HR, Ut)
′′ est effectivement un facteur dès que dim HR ≥ 2.
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Proposition 2.3. — Soit (H
(i)
R , U

(i)
t )i∈I une représentation orthogonale de R. Posons

(HR, Ut) =
⊕

i(H
(i)
R , U

(i)
t ). Alors,

(Γ(HR, Ut)
′′, ϕU) ∼= ∗

i∈I

(
Γ(H

(i)
R , U

(i)
t )′′, ϕU (i)

)
.

2.2. Variables circulaires généralisées

Pour comprendre la structure des algèbres de von Neumann (Γ(HR, Ut)
′′, ϕU) il est

naturel de considérer d’abord les représentations orthogonales irréductibles de R. Le

cas HR = R et Ut = id est facile : l’algèbre est engendré par un seul opérateur dont la

distribution par rapport à ϕU est la loi semi-circulaire, d’après le résultat de Voiculescu.

On trouve donc

(Γ(R, id)′′, ϕU) ∼= (L∞[−1, 1], µ)

où µ est la mesure semi-circulaire sur [−1, 1]. Si on combine ce résultat avec la propo-

sition 2.3, on obtient

(1) (Γ(HR, id)′′, ϕU) ∼= (L(Fn), tr)

où L(Fn) est l’algèbre de von Neumann du groupe libre à n = dim HR générateurs.

Prenons maintenant HR = R2 et 0 < λ < 1. Posons

(2) Ut =

(
cos(t log λ) − sin(t log λ)

sin(t log λ) cos(t log λ)

)

.

En prenant la base orthonormale ξ1 = 1√
2
(1,−i), ξ2 = 1√

2
(1, i) du complexifié H =

C2, on voit que l’algèbre de von Neumann Γ(HR, Ut)
′′ est engendrée par l’opérateur

ℓ(ξ2) +
√

λℓ(ξ1)
∗ sur l’espace de Fock plein F(C2).

Notation 2.4. — On notera (Tλ, ϕλ) := Γ(HR, Ut)
′′ où HR = R2 et Ut est donné par

l’égalité (2).

Pour comprendre l’algèbre Tλ, il faut étudier la ∗-distribution de l’élément ℓ(ξ2) +√
λℓ(ξ1)

∗ par rapport à l’état vectoriel du vide. Un tel élément s’appelle élément cir-

culaire généralisé. Dans le cas λ = 1, on retrouve l’élément circulaire y de Voiculescu

[31]. Voiculescu a démontré que la décomposition polaire y = ub d’un élément circulaire

donne un unitaire de Haar u et un opérateur b quart-circulaire. Ceci veut dire que la

distribution de u est la distribution uniforme sur le cercle et que la distribution de b

suit la loi quart-circulaire supportée par l’intervalle [0, 1]. Shlyakthenko a démontré dans

[25] un résultat analogue pour les éléments circulaires généralisés. Ce résultat permet

de donner une description alternative de (Tλ, ϕλ).

Théorème 2.5. — Soit 0 < λ < 1 et soit y = ℓ(ξ1) +
√

λℓ(ξ2)
∗ l’élément circulaire

généralisé associé dans (Tλ, ϕλ). Notons y = vb la décomposition polaire de y. Alors

v est une isométrie non-unitaire qui satisfait ϕλ(v
k(v∗)l) = δklλ

k. La distribution de

l’opérateur b est sans atomes. Les éléments u et b sont ∗-libres.
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Un corollaire immédiat de ce résultat est que

(3) (Tλ, ϕλ) ∼= (B(ℓ2(N)), ωλ) ∗ (L∞[−1, 1], µ)

où ωλ(eij) = δijλ
j(1 − λ) et µ est la loi semi-circulaire sur [−1, 1]. Bien évidemment,

au lieu de µ on pourrait prendre n’importe quelle autre mesure de probabilités sans

atomes.

L’isomorphisme (3) est crucial. Il permet de réaliser (Tλ, ϕλ) en représentant d’une

manière libre (B(ℓ2(N)), ωλ) et (L∞[−1, 1], µ) dans un espace de probabilité non-commu-

tatif. Shlyakhtenko trouve dans [25] de telles représentations qui permettent de com-

prendre la réduction de l’algèbre Tλ par un projecteur minimal de B(ℓ2(N)). On les ap-

pelle modèles matriciels. C’est un outil puissant qui permet de démontrer des résultats

d’absorption libre.

Théorème 2.6. — On a

(Tλ, ϕλ) ∼= (Tλ, ϕλ) ∗ (L∞[−1, 1], µ) ∼= (Tλ, ϕλ) ∗ (L(F∞), tr) ,

où µ est la mesure semi-circulaire et tr est la trace sur le facteur L(F∞) du groupe libre

à une infinité de générateurs.

2.3. Type des facteurs d’Araki-Woods libres

À l’aide du théorème 2.6, on peut finalement démontrer que Γ(HR, Ut)
′′ est toujours

un facteur quand la dimension de HR est au moins 2. On peut en même temps déterminer

le type de ce facteur et son invariant τ .

Théorème 2.7. — Soit (Ut) une représentation orthogonale de R sur l’espace de Hil-

bert réel HR de dimension au moins 2. Notons M = Γ(HR, Ut)
′′.

1. M est un facteur plein.

2. M est de type II1 ssi Ut = id pour tout t ∈ R.

3. M est de type IIIλ (0 < λ < 1) ssi (Ut) est périodique de période 2π
| log λ|

.

4. M est de type III1 dans les autres cas.

5. L’invariant τ(M) est la topologie la plus faible sur R qui rend continue l’application

t 7→ Ut de R dans le groupe orthogonal de HR muni de la topologie faible.

6. Le facteur M admet des états presque-périodiques ssi (Ut) est presque-périodique.

Nous donnons ici plus de détails pour la démonstration de ce théorème. Shlyakhtenko

détermine l’invariant τ(M) dans [23], mais en supposant que la représentation ortho-

gonale (Ut) contient ou bien une représentation périodique ou bien une représentation

triviale de dimension 2. Nous suivons la même méthode que Shlyakhtenko, mais utili-

sons le nouveau lemme 4.1 qui est plus fort que le lemme des 14ε de Barnett [3] utilisé

par Shlyakhtenko. Shlyakhtenko démontre (1)–(4) dans [25] pour les représentations

presque-périodiques et dans [24] pour le cas général, mais par d’autres méthodes que

nous.
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Preuve du théorème 2.7. — Il suffit de démontrer (1) et (5). En effet, un facteur plein

est semi-fini (c’est-à-dire, de type I ou II) ssi τ(M) est la topologie grossière. Dans ce cas-

là, on conclut de (5) que Ut = id pour tout t ∈ R et d’après l’isomorphisme (1), M est un

facteur II1. Ceci démontre (2). Un facteur plein n’est jamais de type III0. Comme τ(M)

est la topologie la plus faible qui rend continue l’application δ : R → Out(M), on conclut

de (5) que δ(t) = 1 ssi Ut = id. Ceci démontre (3) et (4). Finalement, démontrons (6). Si

M admet un état presque-périodique, le groupe R muni de la topologie τ(M) peut être

complété en un groupe compact. Il existe donc un groupe compact G, un plongement

R ⊂ G et une extension de t 7→ Ut en un homomorphisme continu G → O(HR).

Ceci veut dire que (Ut) est presque-périodique [8]. Réciproquement, si (Ut) est presque-

périodique, l’état quasi-libre libre est un état presque-périodique.

Il nous reste à démontrer (1) et (5). Ceci est évident quand Ut = id pour tout t ∈ R.

Le deuxième cas qu’on considère est celui où (Ut) contient la représentation donnée par

l’égalité (2) avec 0 < λ < 1. Notons son complément par (U ′
t) agissant sur H ′

R. D’après

le théorème 2.6 on a

(M, ϕ) ∼= (Tλ, ϕλ) ∗ (Γ(H ′
R, U ′

t)
′′, ϕU ′)

∼=
(
(Tλ, ϕλ) ∗ (L∞[−1, 1], µ)

)
∗

(
L∞([−1, 1], µ) ∗ (Γ(H ′

R, U ′
t)

′′, ϕU ′)
)

.

Comme (L∞[−1, 1], µ) contient un unitaire de Haar, on peut appliquer la proposition

4.2. On conclut que M est un facteur plein et que l’invariant τ(M) est la topologie la

plus faible sur R qui rend continues les deux applications t 7→ σϕλ
t et t 7→ σ

ϕU′

t . Par la

proposition 2.2 ceci est exactement la topologie la plus faible sur R qui rend continue

l’application t 7→ Ut.

Finalement, nous considérons le cas où la représentation (Ut) ne contient pas de

représentation périodique et n’est pas triviale. Il est alors clair qu’on peut décomposer

Ut en trois composantes non-triviales Ut = U
(1)
t ⊕ U

(2)
t ⊕ U

(3)
t . Les énoncés (1) et (5)

découlent des propositions 2.3 et 4.2 ainsi que du lemme 4.3.

Pour chaque représentation orthogonale non-périodique (Ut) de R, le facteur d’Araki-

Woods libre Γ(HR, Ut)
′′ est donc un facteur de type III1 dont l’invariant τ est la topologie

la plus faible qui rend continue l’application t 7→ Ut.

Remarque 2.8. — Dans [6] Connes part d’une mesure finie µ sur R∗
+ telle que

∫
λ dµ(λ) < ∞. On y associe la représentation unitaire (Ut) de R sur L2(R∗

+, µ), défini

par (Utξ)(λ) = λitξ(λ). On suppose que (Ut) est non-périodique.

Connes définit P = M2(L
∞(R∗

+, µ)) muni de l’état ϕ proportionnel à la forme positive

ω

(
f11 f12

f21 f22

)

=

∫

f11(λ) dµ(λ) +

∫

λf22(λ) dµ(λ) .

Prenons un groupe discret infini G et définissons le produit tensoriel infini

P∞ =
⊗

g∈G

(P, ϕ) .
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Alors G agit sur P∞ par automorphismes de décalage des facteurs tensoriels et on

considère le produit croisé M = P∞ ⋊ G. De cette manière M est un facteur de type

III1. Connes démontre que pour G = Fn (n = 2, . . . , +∞), M est un facteur plein et

l’invariant τ(M) est la topologie la plus faible qui rend continue l’application t 7→ Ut. Les

facteurs de type III1 de Connes et ceux de Shlyakhtenko peuvent-ils être isomorphes ?

3. CLASSIFICATION DES FACTEURS D’ARAKI-WOODS LIBRES

3.1. Le cas presque-périodique

Supposons d’abord que (Ut) est une représentation orthogonale presque-périodique.

Ceci veut dire que l’opérateur A, qui était défini sur le complexifié H de HR par Ut = Ait,

a un spectre purement ponctuel. Soit G ⊂ R∗
+ le sous-groupe engendré par le spectre

ponctuel de A. Shlyakhtenko [25] démontre que ce sous-groupe classifie les facteurs

d’Araki-Woods libres presque-périodiques.

Théorème 3.1. — Soit (Ut) une représentation orthogonale presque-périodique et

non-triviale. Soit G le sous-groupe de R∗
+ engendré par le spectre ponctuel de A. Alors,

(Γ(HR, Ut)
′′, ϕU) ne dépend que de G à des isomorphismes qui préservent l’état

quasi-libre libre près.

Réciproquement, le groupe G cöıncide avec l’invariant Sdiscret du facteur Γ(HR, Ut)
′′

[6], qui classifie donc les facteurs d’Araki-Woods libres presque-périodiques et non-

triviales.

En particulier, il découle de ce théorème et du théorème 2.7 que (Tλ, ϕλ) est le seul

facteur d’Araki-Woods libre de type IIIλ (0 < λ < 1).

Remarquons que le cas où Ut = id pour tout t ∈ R reste ouvert. En effet, d’après l’iso-

morphisme (1), on sait qu’on obtient le facteur du groupe libre à n générateurs : décider

si ces facteurs dépendent de n est un des problèmes ouverts en algèbres d’opérateurs.

3.2. Le facteur de type II∞ associé

Au §1 nous avons vu qu’on associe, à chaque algèbre de von Neumann M , une algèbre

de von Neumann semi-finie M ⋊(σt) R où (σt) est le groupe modulaire d’un état fidèle

sur M . On sait que M est un facteur de type III1 ssi le produit croisé M ⋊(σt) R est un

facteur de type II∞. On l’appelle le facteur II∞ associé au facteur M de type III1.

Si M est un facteur de type IIIλ (0 < λ < 1), on peut prendre un état fidèle sur

M tel que le groupe modulaire correspondant (σt) admette 2π
| log λ|

comme période. Le

groupe modulaire donne donc une action du cercle T sur M . Le produit croisé M ⋊ T

est un facteur de type II∞ et on a un isomorphisme canonique

M ⋊(σt) R ∼= (M ⋊ T) ⊗ L∞(T) .

Le facteur M ⋊ T de type II∞ s’appelle également le facteur II∞ associé à M .
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Les facteurs II∞ associés aux facteurs de type IIIλ (0 < λ ≤ 1) retiennent une certaine

partie de la structure de M . Dans ce paragraphe on s’en sert pour démontrer certains

résultats de non-isomorphisme entre les facteurs d’Araki-Woods libre.

Dans [25] Shlyakhtenko calcule le facteur II∞ associé au facteur d’Araki-Woods libre

(Tλ, ϕλ) de type IIIλ. Il identifie, grâce aux modèles matriciels, le facteur Tλ au facteur

suivant étudié par Rădulescu [17].

Dλ := (M2(C), ωλ) ∗ (L∞[−1, 1], µ) ,

où ωλ(eij) = δij
λj

1+λ
pour i, j = 0, 1, et µ est la mesure semi-circulaire. Dans [17]

Rădulescu démontre que le facteur II∞ associé à Dλ est isomorphe à L(F∞) ⊗ B(ℓ2).

On obtient donc le résultat suivant.

Proposition 3.2. — Le facteur II∞ associé au facteur d’Araki-Woods libre (Tλ, ϕλ)

est isomorphe à L(F∞) ⊗ B(ℓ2).

Dans [23, 24] une description plus systématique des facteurs II∞ associés aux facteurs

d’Araki-Woods libres est donnée. L’idée est la suivante : dans l’isomorphisme (1) nous

avons vu que le facteur d’un groupe libre est engendré par une famille libre d’opérateurs

semi-circulaires. Une telle famille peut être obtenue par des opérateurs de création sur

un espace de Fock plein.

Shlyakhtenko généralise ceci et considère dans [23] une famille libre d’opérateurs

semi-circulaires à coefficients dans une algèbre de von Neumann A. On retrouve le cas

précédent quand A = C. On peut construire une telle famille à coefficients dans A en

remplaçant, dans la construction de l’espace de Fock plein, les espaces de Hilbert par

des A-modules hilbertiens. Ceci permet d’engendrer le facteur II∞ associé à un facteur

d’Araki-Woods libre par une famille libre à coefficients dans A = L∞(R).

De cette manière Shlyakhtenko démontre dans [21, 24] le résultat suivant.

Théorème 3.3. — Soit (HR, Ut) un multiple fini ou infini de la représentation

régulière de R donnée par (L2(R, R), λt). Alors, le facteur II∞ associé à Γ(HR, Ut)
′′ est

isomorphe à L(F∞) ⊗ B(ℓ2).

Dans [24] Shlyakhtenko identifie l’action duale sur le facteur L(F∞) ⊗ B(ℓ2) de type

II∞ associé à Γ(L2(R, R), λt)
′′ avec l’action construite par Rădulescu dans [16].

3.3. Des résultats de non-isomorphisme

Comme on a vu au §1.4, on peut associer à chaque mesure symétrique µ sur R, une

représentation orthogonale (Ut) de R sur l’espace de Hilbert réel HR défini par

HR = {ξ ∈ L2(R, µ) | ξ(−x) = ξ(x)} et (Utξ)(x) = eitxξ(x).

On notera τ(µ) la topologie la plus faible sur R qui rend continue l’application t → Ut

de R dans O(HR) muni de la topologie faible. D’après le théorème 2.7, τ(µ) est exacte-

ment l’invariant τ du facteur d’Araki-Woods libre Γ(HR, Ut)
′′. Dans [21] Shlyakhtenko
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démontre qu’il existe une famille non-dénombrable de mesures µ sans atomes telles que

les topologies τ(µ) soient distinctes. On obtient le résultat suivant.

Proposition 3.4. — Il existe une famille non-dénombrable de facteurs d’Araki-Woods

libres mutuellement non-isomorphes et sans états presque-périodiques.

Les algèbres de cette famille peuvent être distinguées par l’invariant τ . Néanmoins, on

verra plus tard que l’invariant τ ne suffit pas pour distinguer tous les facteurs d’Araki-

Woods libres.

Voiculescu a introduit [30] la notion d’entropie libre χ(x1, . . . , xn) pour des éléments

auto-adjoints x1, . . . , xn dans une algèbre de von Neumann finie M munie d’une trace.

Ceci est utilisé pour définir la dimension entropique libre δ(x1, . . . , xn). Une application

spectaculaire de l’entropie libre a été donnée par Voiculescu dans [29] où il démontre

que les facteurs des groupes libres n’admettent pas de sous-algèbre de Cartan.

Dans [21, 23] Shlyakhtenko utilise la dimension entropique libre pour démontrer que,

dans certains cas, le facteur II∞ associé à un facteur d’Araki-Woods libre ne peut être

isomorphe à L(F∞) ⊗ B(ℓ2).

Théorème 3.5. — Soit (Ut) une représentation orthogonale non-périodique de R sur

un espace de Hilbert réel HR. Supposons que la mesure spectrale de
⊕

n≥1 U⊗n
t est sin-

gulière par rapport à la mesure de Lebesgue. Alors, le facteur II∞ associé à Γ(HR, Ut)
′′

n’est pas isomorphe à L(F∞) ⊗ B(ℓ2).

En particulier, Γ(HR, Ut)
′′ n’est pas isomorphe à Γ(L2(R, R), λt)

′′, où (λt) est la repré-

sentation régulière de R.

La condition du théorème précédent est satisfaite si la topologie la plus faible qui

rend continue l’application t 7→ Ut est strictement plus faible que la topologie usuelle

de R.

Dans [21] Shlyakhtenko construit une mesure µ sur R telle que toutes les mesures

µ ∗ · · · ∗ µ sont singulières par rapport à la mesure de Lebesgue, mais néanmoins τ(µ)

est la topologie usuelle de R. Le théorème précédent admet donc le corollaire suivant.

Corollaire 3.6. — Il existe des facteurs d’Araki-Woods libres non-isomorphes ayant

le même invariant τ .

Comme l’invariant τ ne distingue pas tous les facteurs d’Araki-Woods libres, Shlya-

khtenko propose dans [21] un nouvel invariant S pour les facteurs pleins de type III.

Introduisons quelques notations. Si µ est une mesure sur R, notons Cµ l’ensemble de

toutes les mesures qui sont absolument continues par rapport à la mesure µ. Dans le

cas où µ est la mesure spectrale d’un opérateur auto-adjoint et strictement positif A,

on pose CA := Cµ. Ceci permet de définir

S(M) :=
⋂

ϕ état fidèle sur M

CL

n ∆⊗n
ϕ

,
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où ∆ϕ est l’opérateur modulaire de l’état ϕ. On remarque que les mesures dans S(M)

sont supportées par R∗
+ et que la mesure de Dirac δ1 est toujours dans S(M).

Shlyakhtenko démontre dans [21] que cet invariant S distingue certains facteurs

d’Araki-Woods libres (non-isomorphes) qui ont le même invariant τ .

3.4. Le facteur d’Araki-Woods libre dépend-il de la multiplicité ?

À chaque mesure symétrique µ sur R est associée une représentation orthogonale

(voir §3.3). Notons Γ(µ, n), où n ∈ {1, . . . , +∞}, le facteur d’Araki-Woods libre associé

à la somme directe de n copies de cette représentation.

Il découle du théorème de classification 3.1 que, dans le cas où µ est une mesure

atomique non-concentrée en {0}, le facteur Γ(µ, n) ne dépend pas de n. D’après le théo-

rème 2.7, l’invariant τ d’un facteur Γ(µ, n) quelconque ne dépend pas de n. Néanmoins,

Shlyakhtenko démontre dans [20] un résultat très surprenant.

Théorème 3.7. — Soient λ la mesure de Lebesgue sur R et δ0 la mesure de Dirac en

0. Alors, Γ(λ + δ0, 1) et Γ(λ + δ0, 2) ne sont pas isomorphes.

Dans sa preuve Shlyakhtenko utilise la notion d’algèbre de von Neumann solide due

à Ozawa [12] : une algèbre de von Neumann est dite solide si le commutant relatif de

n’importe quelle sous-algèbre diffuse et unifère est injectif. Rappelons qu’une algèbre de

von Neumann est dite diffuse si elle n’admet pas de projecteurs minimaux. Une algèbre

de von Neumann solide est nécessairement finie.

Ozawa démontre dans [12] que l’algèbre de von Neumann L(G) d’un groupe discret

hyperbolique G (voir [9]) est solide. En particulier, les facteurs des groupes libres sont

solides.

Notons Nn le facteur II∞ associé à Γ(λ + δ0, n). Shlyakhtenko démontre que N1
∼=

L(F∞) ⊗ B(ℓ2). Ceci implique que pN1p est une algèbre de von Neumann solide pour

tout projecteur fini p ∈ N1. Par contre, il construit également un projecteur fini q ∈ N2

tel que qN2q ne soit pas solide.

Remarquons qu’il découle des résultats de [21] que l’invariant S ne distingue pas

Γ(λ + δ0, 1) et Γ(λ + δ0, 2).

Soit (Ut) une représentation orthogonale qui contient une représentation périodique

non-triviale. D’après le théorème 2.6 (et la proposition 2.3), on sait que le facteur

d’Araki-Woods libre associé absorbe (L(F∞), tr) :

(Γ(HR, Ut)
′′, ϕU) ∼= (Γ(HR, Ut)

′′, ϕU) ∗ (L(F∞), tr) .

Le deuxième résultat surprenant de [20] est qu’il existe des facteurs d’Araki-Woods

libres qui n’absorbent pas (L(F∞), tr).

Théorème 3.8. — Soit λ la mesure de Lebesgue sur R. Alors,

Γ(λ, 1) 6∼= (Γ(λ, 1), ϕλ,1) ∗ (L(F∞), tr) .
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4. APPENDICE : SUR LE LEMME DES 14ε

Dans 4.1 nous démontrons une généralisation du lemme technique 4.1 de [28], qui

était à son tour une généralisation du lemme des 14ε dû à Murray & von Neumann

[11] (voir [3] pour une version adaptée aux produits libres de type III). On exploite

le fait que le produit libre G1 ∗ G2 de deux groupes non-triviaux G1, G2 est très non-

moyennable(3), sauf si G1
∼= G2

∼= Z/2Z. Ceci explique le lemme 4.1 : il nous faut un

élément non-trivial dans N1 et deux éléments non-triviaux dans N2.

Le lemme 4.1 permet de calculer l’invariant τ d’un certain nombre de produits libres,

voir proposition 4.2.

Lemme 4.1. — Soit Ni une algèbre de von Neumann munie d’un état fidèle ωi, (i =

1, 2). Posons (N, ω) = (N1, ω1) ∗ (N2, ω2). Soient a ∈ N1 et b, c ∈ N2. Supposons que

les éléments a, b et c appartiennent au domaine de σω
i/2, où (σω

t ) est le groupe modulaire

de l’état ω. Soit αi un automorphisme de Ni qui satisfait ωiαi = ωi, (i = 1, 2). Notons

α = α1 ∗ α2. Alors, pour tout x ∈ N ,

‖x−ω(x)1‖2 ≤ E(a, b, c) max
{
‖xa − α(a)x‖2, ‖xb − α(b)x‖2, ‖xc − α(c)x‖2

}

+ F(a, b, c) ‖x‖2

où E(a, b, c) = 6‖a‖3 + 4‖b‖3 + 4‖c‖3 ,

F(a, b, c) = 3C(a) + 2C(b) + 2C(c) + 12|ω(cb∗)| ‖cb∗‖ ,

C(a) = 2‖a‖3 ‖σω
i/2(a) − a‖ + 2‖a‖2 ‖a∗a − 1‖ + 3(1 + ‖a‖2) ‖aa∗ − 1‖ + 6|ω(a)| ‖a‖ .

Démonstration. — Représentons Ni sur l’espace de Hilbert Hi de la représentation GNS

de ωi et soit ξi le vecteur cyclique associé. Posons (H, ξ) = (H1, ξ1)∗(H2, ξ2). On rappelle

[31] que

H = Cξ ⊕ (
◦

H1 ⊗ H(2, l)) ⊕ (
◦

H2 ⊗ H(1, l)) ,

où
◦

H i = Hi ⊖ Cξi,

H(2, l) = Cξ ⊕
◦

H2 ⊕ (
◦

H2 ⊗
◦

H1) ⊕ (
◦

H2 ⊗
◦

H1 ⊗
◦

H2) ⊕ · · · ,

H(1, l) = Cξ ⊕
◦

H1 ⊕ (
◦

H1 ⊗
◦

H2) ⊕ (
◦

H1 ⊗
◦

H2 ⊗
◦

H1) ⊕ · · · .

Pour ζ ∈ H et y ∈ N , on définit l’action à droite de y sur ζ par ζ · y := Jy∗Jζ où J est

la conjugaison modulaire de l’état ω.

Choisissons x ∈ N et définissons η = xξ. On écrit η = ω(x)ξ + µ + γ avec µ ∈
◦

H1⊗H(2, l) et γ ∈
◦

H2⊗H(1, l). Posons alors
◦
x = x−ω(x)1, η0 = µ+γ, η̃ = α(a∗) ·η ·a,

(3)Plus précisément G1 ∗ G2 n’est pas intérieurement moyennable. On construit également une

décomposition paradoxale explicite de G.
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γ̃ = α(a∗) · γ · a et ζ̃ = η0 − γ − γ̃. Bien évidemment

‖µ‖2 + ‖γ‖2 = ‖ζ̃ + γ + γ̃‖2 ≥ ‖ζ̃‖2 + ‖γ‖2 + ‖γ̃‖2 − 2|〈ζ̃ , γ〉| − 2|〈ζ̃, γ̃〉| − 2|〈γ, γ̃〉|

≥ 2‖γ‖2 −
∣
∣‖γ‖2 − ‖γ̃‖2

∣
∣ − 2|〈ζ̃, γ〉| − 2|〈ζ̃ , γ̃〉| − 2|〈γ, γ̃〉| .

Exactement de la même manière que dans la démonstration du lemme 4.1 de [28], on

sait estimer tous les termes négatifs. On conclut que

(4) ‖γ‖2 ≤ ‖µ‖2 + 2‖a‖3 ‖xa − α(a)x‖2 ‖
◦
x‖2 + C(a) ‖x‖2 ‖

◦
x‖2 .

On obtient une estimation analogue à l’aide des éléments b et c. En effet on pose

η′ = α(b∗) · η · b, η′′ = α(c∗) · η · c, µ′ = α(b∗) · µ · b et µ′′ = α(c∗) · µ · c. On définit

ζ ′ = η0 − µ − µ′ − µ′′. On trouve que

‖µ‖2 + ‖γ‖2 ≥3‖µ‖2 −
∣
∣‖µ‖2 − ‖µ′‖2

∣
∣ −

∣
∣‖µ‖2 − ‖µ′′‖2

∣
∣ − 2|〈ζ ′, µ〉| − 2|〈ζ ′, µ′〉|

− 2|〈ζ ′, µ′′〉| − 2|〈µ, µ′〉| − 2|〈µ, µ′′〉| − 2|〈µ′, µ′′〉| .

On estime de nouveau tous les termes négatifs et on obtient

2‖µ‖2 ≤ ‖γ‖2 + 2‖b‖3 ‖xb − α(b)x‖2 ‖
◦
x‖2 + 2‖c‖3 ‖xc − α(c)x‖2 ‖

◦
x‖2

+
(
C(b) + C(c) + 6‖cb∗‖ |ω(cb∗)|

)
‖x‖2 ‖

◦
x‖2 .

(5)

Comme ‖µ‖2 + ‖γ‖2 = ‖
◦
x‖2

2, une combinaison des inégalités (4) et (5) donne l’inégalité

du lemme.

A priori l’invariant τ d’un facteur plein est difficile à calculer car on munit R de la

topologie induite d’une topologie quotient. L’intérêt de la proposition suivante est de

donner une formule pour l’invariant τ en termes du groupe modulaire d’un seul état

fidèle, sans qu’il faille connâıtre Out N . De la même manière que Shlyakhtenko déduit

du lemme des 14ε de Barnett son corollaire 8.4 dans [23], nous déduisons du lemme 4.1

le résultat suivant, utilisé dans le §2.2.

Proposition 4.2. — Soit Ni des algèbres de von Neumann munies d’un état fidèle

ωi, (i = 1, 2). Soit (N, ω) = (N1, ω1) ∗ (N2, ω2). On suppose que N1 contient une suite

(an) d’éléments qui sont analytiques par rapport à l’état ω et satisfont

(6) ‖σω
i/2(an) − an‖ → 0 , ‖a∗

nan − 1‖, ‖ana
∗
n − 1‖ → 0 et ω(an) → 0 .

On suppose que N2 contient des suites (bn), (cn) qui satisfont les mêmes conditions que

(an) ainsi que la condition ω(cnb
∗
n) → 0. Alors,

a) N est un facteur plein.

b) Notons Aut(Ni, ωi) le groupe d’automorphismes de Ni préservant l’état ωi et

π : Aut(N) → Out(N) l’application quotient. Alors, l’homomorphisme

(7) Aut(N1, ω1) × Aut(N2, ω2) → Out(N) : (α1, α2) 7→ π(α1 ∗ α2)

est un homéomorphisme à image fermé.
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c) L’invariant τ(N) est la topologie la plus faible qui rend continues les applications

t 7→ σωi
t de R dans Aut Ni (i = 1, 2).

Démonstration. — Soient (xk) une suite d’unitaires dans N et αk ∈ Aut(N1, ω1), βk ∈

Aut(N2, ω2) des suites d’automorphismes. Supposons que Ad(x∗
k) ◦ (αk ∗ βk) → id dans

Aut(N). Il suffit de démontrer que ‖xk − ω(xk)1‖2 → 0. En effet, prenant αk = id et

βk = id pour tout k, on aura démontré que chaque suite centrale est triviale et que

donc, N est un facteur plein. On aura également démontré que l’homomorphisme (7)

est un homéomorphisme. Finalement c) résulte de b).

Choisissons ε > 0. Prenons n tel que F(an, bn, cn) < ε/2. Si k → ∞, on a

‖xkan − (αk ∗ βk)(an)xk‖2 = ‖(id − Ad(x∗
k) ◦ (αk ∗ βk))(an)‖2 → 0

et on a le même résultat en remplaçant (an) par (bn) ou (cn). Il découle du lemme 4.1

qu’il existe n0 tel que pour tout n ≥ n0 on a ‖xn − ω(xn)1‖2 < ε.

On peut appliquer la proposition 4.2 à un produit libre (N1, ω1)∗
(
(N2, ω2)∗(N3, ω3)

)

si chacune des algèbres (Ni, ωi) contient une suite (an) qui satisfait les conditions (6).

En effet, comme bn et cn sont ∗-libres dans ce cas-là, on a automatiquement que

ω(cnb
∗
n) → 0. En particulier, il découle de la proposition 2.3 qu’on peut appliquer la

proposition 4.2 à un facteur d’Araki-Woods libre associé à une représentation orthogo-

nale de R qui est une somme directe de trois représentations, pourvu qu’on démontre

que chaque facteur d’Araki-Woods libre contient une suite (an) qui satisfait les condi-

tions (6).

Lemme 4.3. — Soit (Ut) une représentation orthogonale de R sur l’espace de Hilbert

réel HR. Soit Γ(HR, Ut)
′′ l’algèbre de von Neumann associée à l’état quasi-libre libre ϕU .

Soit (σt) le groupe modulaire de l’état ϕU . Alors il existe une suite d’unitaires (un) dans

Γ(HR, Ut)
′′ qui sont analytiques par rapport à (σt) et satisfont

‖σz(un) − un‖ → 0 uniformément sur des compacts de C, et ϕU(un) → 0 .

Démonstration. — Si Ut = id pour tout t ∈ R, le lemme est trivial. On suppose donc que

(Ut) est non-trivial. Soit A l’opérateur auto-adjoint strictement positif sur le complexifié

H de HR tel que Ut = Ait. Soit J l’anti-unitaire canonique de H et T = JA−1/2

l’involution sur H associée à (Ut). Comme A 6= 1 et JAJ = A−1, on peut prendre λ > 1

dans le spectre de A. Notons χn la fonction indicatrice de l’intervalle [λ − 1
n
, λ + 1

n
] et

prenons des vecteurs unité ξn dans l’image de χn(A). Comme JAJ = A−1, les vecteurs

ξn et Jξn seront orthonormaux pour n suffisamment grand. On définit les éléments

xn ∈ Γ(HR, Ut)
′′ par xn = ℓ(ξn)+ ℓ(Tξn)

∗. Il est clair que xn est analytique par rapport

à (σt) et que ‖σω
z (xn) − λizxn‖ → 0 uniformément sur des compacts de C.

Définissons l’opérateur yn = ℓ(ξn) + 1√
λ
ℓ(Jξn)

∗ dans B(F(H)). Alors ‖xn − yn‖ → 0

et d’après le théorème 2.5, l’opérateur y∗
nyn a une distribution sans atomes par rapport

à l’état vectoriel du vide qui ne dépend pas de n. Il existe donc une fonction continue

g : R → R telle que 〈exp(ig(y∗
nyn))Ω, Ω〉 = 0 pour tout n.
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Choisissons ε > 0 et K ⊂ C compact. Comme g peut être approximée par des

polynômes uniformément sur le spectre de y∗
nyn, on peut prendre un polynôme P avec

des coefficients réels tel que |〈exp(ip(y∗
nyn))Ω, Ω〉| < ε/2 pour tout n. On sait que

‖σω
z (x∗

nxn) − x∗
nxn‖ → 0 uniformément sur des compacts de C et que ‖xn − yn‖ → 0.

Pour n suffisamment grand u := exp(iP (x∗
nxn)) est alors un unitaire dans Γ(HR, Ut)

′′

qui satisfait ‖σω
z (u) − u‖ < ε pour tout z ∈ K et |ϕU(u)| < ε.
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MÉTRIQUES KÄHLÉRIENNES À COURBURE SCALAIRE
CONSTANTE : UNICITÉ, STABILITÉ

par Olivier BIQUARD

Une surface de Riemann compacte admet une métrique à courbure constante, unique
à l’action près des automorphismes holomorphes. La recherche d’un phénomène ana-
logue en dimension supérieure est une question centrale de la géométrie différentielle
complexe. Plus précisément, il s’agit, étant donnée une variété kählérienne compacte,
de trouver dans chaque classe de Kähler une métrique « canonique ». La notion la plus
naturelle, introduite par Calabi, est celle de métrique extrémale. Les métriques kählé-
riennes à courbure scalaire constante sont extrémales, et la réciproque est souvent vraie
(en particulier en l’absence de champ de vecteurs holomorphe).

La question de l’existence des métriques kählériennes à courbure scalaire constante
est très difficile, et peu de résultats sont connus, en dehors du cas où la classe canonique
est un multiple de la classe de Kähler : le problème se réduit alors à l’existence d’une
métrique Kähler-Einstein, pour lequel on renvoie à l’excellent exposé n̊ 830 de J.-P.
Bourguignon et aux références qu’il contient. Rappelons simplement que ce problème
est complètement résolu dans les cas c1 < 0 (Aubin [2], Yau [66]) et c1 = 0 (Yau [66, 67]),
mais le cas Fano (c1 > 0), demeure ouvert en dépit de nombreux résultats, en particulier
de Tian, voir notamment [56, 58, 60]. Yau [68] a conjecturé que l’existence d’une métri-
que Kähler-Einstein dans le cas Fano est liée à une forme de stabilité algébrique de la
variété, au sens de la théorie géométrique des invariants. Cette conjecture a été confir-
mée par Tian, qui a montré que l’existence d’une métrique Kähler-Einstein implique
une notion de stabilité qu’il appelle K-stabilité [60] ; ce travail l’a mené à formuler une
« conjecture de Hitchin-Kobayashi » pour les variétés, liant stabilité et existence de
métriques kählériennes à courbure scalaire constante. Les travaux de Donaldson, puis
de Mabuchi, Chen et Tian, ont permis d’avancer de manière substantielle dans cette
direction, et en particulier d’obtenir des résultats généraux d’unicité et de stabilité des
métriques kählériennes à courbure scalaire constante.

On désignera par Aut(M) le groupe des automorphismes holomorphes de la variété
complexe compacte M , et par Aut0(M) la composante connexe de l’identité. Si (M, L)

est une variété kählérienne polarisée (la classe de Kähler est c1(L)), le groupe des
automorphismes holomorphes de L modulo les automorphismes triviaux C∗ sera noté
Aut(M, L), c’est un sous-groupe de Aut(M).
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Théorème 0.1 (Donaldson [18]). — Soit (M, L) une variété complexe compacte pola-

risée, à groupe d’automorphismes Aut(M, L) discret. Si la classe de Kähler c1(L) admet

une métrique kählérienne à courbure scalaire constante, alors :

1. la métrique à courbure scalaire constante est unique dans la classe de Kähler ;

2. pour k assez grand, les plongements projectifs de M dans PH0(M, Lk) sont stables

au sens de Chow-Mumford (i.e. (M, L) est asymptotiquement stable au sens de

Chow-Mumford).

La force du second énoncé se mesure au fait que la stabilité asymptotique d’une
variété algébrique polarisée est une propriété notoirement difficile à vérifier.

À noter que dans le cas Kähler-Einstein Fano, l’unicité de la métrique Kähler-Einstein
est aussi un problème délicat, résolu antérieurement par Bando et Mabuchi [3].

Le théorème a été étendu par Mabuchi, et Chen et Tian. Ces derniers aboutissent à
l’énoncé le plus général suivant.

Théorème 0.2. — Sur une variété complexe compacte M , deux métriques kählé-

riennes extrémales dans la même classe de Kähler diffèrent par un automorphisme

holomorphe dans Aut0(M).

Le cas d’une variété polarisée, à groupe d’automorphismes non trivial, est traité par
Mabuchi [38, 39, 40, 41]. Il montre en outre une forme modifiée de stabilité au sens de
Chow, tenant compte de l’action du centre de Aut0(M, L) sur H0(M, Lk), voir section
3.1.2.

Le théorème d’unicité définitif est montré par Chen et Tian [13] qui suppriment la
condition que la classe de Kähler soit entière.

Les liens avec la K-(semi)stabilité, ainsi que la conjecture liant K-stabilité et existence
de métriques kählériennes à courbure scalaire constante, seront détaillés dans la section
3.2.

Donnons un bref aperçu de la méthode de Donaldson : dans [16] il interprète le pro-
blème des métriques kählériennes à courbure scalaire constante comme un analogue de
dimension infinie d’un problème d’application moment de l’action hamiltonienne d’un
groupe compact G sur une variété symplectique. Le rôle de l’espace symétrique de type
non compact GC/G est joué par l’espace des potentiels de Kähler, et l’unicité résulterait
du formalisme général des applications moment si, dans l’espace des potentiels de Käh-
ler, deux points pouvaient toujours être joints par une géodésique [17]. Dans [18], Do-
naldson contourne la difficulté par une méthode de quantification consistant à approxi-
mer l’espace des potentiels de Kähler par les espaces symétriques SL(Nk+1)/SU(Nk+1)

des métriques de Fubini-Study sur les espaces projectifs P Nk = PH0(M, Lk)∗ dans les-
quels se plonge M (le rôle de la constante de Planck étant joué par 1/k) ; la métrique
kählérienne à courbure scalaire constante s’approxime dans chaque projectif par une
métrique « équilibrée », dont l’existence est équivalente à la stabilité au sens de Chow
(Zhang [70], Luo [35]).
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Cet exposé a pour but d’expliquer la méthode utilisée par Donaldson, dont les prin-
cipes sont utilisés aussi par Mabuchi. En revanche, Chen et Tian reviennent au pro-
gramme initial en travaillant directement sur l’espace de dimension infinie des potentiels
de Kähler, ce qui explique qu’ils n’ont plus besoin d’une polarisation ; la démonstration
passe par des résultats nouveaux de régularité de solutions d’une équation de Monge-
Ampère complexe homogène, que nous n’aborderons pas dans ce séminaire.

Dans la première section, nous exposons quelques généralités sur les métriques kählé-
riennes, avant de passer au schéma formel posant le problème sous forme symplectique.
Dans la seconde section, nous donnons la démonstration proprement dite du théorème,
via la construction des métriques équilibrées. Enfin, dans la troisième section, nous ef-
fleurons diverses notions de stabilité des variétés algébriques, la conjecture sur le lien
avec l’existence de métriques kählériennes à courbure scalaire constante, ainsi que cer-
tains développements très récents.
Remerciements. Je remercie Paul Gauduchon pour sa précise relecture du manuscrit.

1. GÉOMÉTRIE KÄHLÉRIENNE ET COURBURE SCALAIRE

1.1. Préliminaires

Ici, nous introduisons les métriques extrémales. Outre les articles fondateurs de Calabi
[7, 8], d’excellentes références sur le sujet sont [4, 25, 62].

1.1.1. Métriques extrémales. — Soit M2n une variété complexe, dont on notera la struc-
ture complexe J . Une forme de Kähler est une (1,1)-forme fermée, telle que la formule
g(X, Y ) = ω(X, JY ) définisse une métrique riemannienne. La connexion de Levi-Civita
induit une connexion sur le fibré canonique KM = ΛnΩ1

M , dont la courbure s’écrit iρω

pour une (1,1)-forme réelle fermée ρω appelée forme de Ricci. Elle est reliée au tenseur
de Ricci via la structure complexe : ρω(X, Y ) = Ric(JX, Y ). La forme ρω

2π
représente la

classe de cohomologie c1(M), et la courbure scalaire de la métrique g est

sω = 2Λρω

où Λ est l’opérateur de contraction par la forme de Kähler(1).
Pour fixer les notations, si, dans des coordonnées holomorphes locales (zj), la forme

de Kähler s’écrit
ω =

i

2
gjk̄dzj ∧ dz̄k,

alors on obtient les formules

ρω = −i∂∂̄ log det(gjk̄), sω = −4gℓm̄ ∂2

∂zℓ∂z̄m
log det(gjk̄).

(1)La normalisation de la courbure scalaire en géométrie kählérienne fluctue suivant les auteurs, on

trouve souvent le choix 1
4sω qui simplifie certaines formules ; on a préféré ici s’en tenir strictement à

la définition provenant de la géométrie riemannienne. Cela peut expliquer, pour certaines formules, la

divergence entre ce séminaire et certains des articles cités.
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La forme volume est dµω = ωn

n!
, le volume total V =

∫

M
dµω ne dépend que de la classe

de cohomologie Ω = [ω], et la moyenne s̄ω de la courbure scalaire est ainsi déterminée
par la topologie :

s̄ω =
1

V

∫

M

sωdµω =
1

V

∫

M

2ρω ∧
ωn−1

(n − 1)!
= 4πn

c1(M)Ωn−1

Ωn
.

Les identités kählériennes, impliquant l’opérateur dC = J−1dJ sur les formes diffé-
rentielles, permettent de retrouver l’identité de Bianchi :

d∗ρω = [Λ, dC ]ρω = −dCΛρω = −
1

2
dCsω.

L’équation « sω constante » est donc équivalente à « ρω harmonique » ; en particulier,
si c1(M) est proportionnelle à la classe de Kähler (dont le représentant harmonique est
justement ω), l’équation est équivalente à demander que ρω soit proportionnelle à ω,
c’est-à-dire que ω soit Kähler-Einstein.

La fonctionnelle de Calabi [7] est définie sur l’espace des formes de Kähler dans la
classe de cohomologie fixée Ω ∈ H2(M, R), par

C (ω) =

∫

M

s2
ωdµω.

Les points critiques de C , appelés métriques extrémales, sont caractérisés par la condi-
tion que le champ de vecteurs K = ♯dsω (où ♯ : Ω1 → T est la dualité symplectique,
définie par (♯α)yω = α) soit holomorphe. Notant

(1) D = 2∂̄♯∂̄

l’opérateur de Lichnerowicz, l’équation s’écrit donc Dsω = 0. Elle est bien entendu
vérifiée si sω est constante.

1.1.2. Le groupe d’automorphismes. — Un rôle important est joué ici par le groupe des
automorphismes de M ou de (M, L). Supposons donc donnée sur le fibré holomorphe en
droites complexes L une métrique hermitienne, à courbure FL = −iω. Notons également
ξ le champ de vecteurs tautologique sur L. Un champ de vecteurs complexe sur L se
décompose en

v̂ = ṽ + fξ,

où ṽ est horizontal pour la connexion de L, et f est une fonction à valeurs complexes.
On vérifie facilement que v̂ est holomorphe aux conditions suivantes :

1. ṽ est le remonté horizontal d’un champ de vecteurs holomorphe v sur M ;
2. la fonction f satisfait ♯∂̄f = v (et donc Df = 0).

On en déduit immédiatement :

Lemme 1.1. — L’algèbre de Lie du groupe Aut(M, L) est isomorphe à l’espace des

solutions f ∈ C∞
0 (M, C) de l’équation Df = 0.
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Une autre manière d’énoncer le lemme est de dire que l’algèbre de Lie de Aut(M, L)

s’identifie aux champs de vecteurs holomorphes, hamiltoniens-complexes (de la forme
♯∂̄f pour f une fonction complexe).

Le groupe d’automorphismes est une source importante d’obstructions à l’existence de
métriques kählériennes à courbure scalaire constante. La plus ancienne est l’obstruction
de Matsushima-Lichnerowicz [42, 33] : si M admet une métrique kählérienne à courbure

scalaire constante, alors l’algèbre de Lie des champs de vecteurs holomorphes sur M est

réductive. Plus précisément, cette algèbre se décompose en a⊕h, où a est une algèbre de
Lie complexe abélienne (constituée des champs de vecteurs parallèles), et h s’identifie
aux solutions complexes de l’équation Df = 0 (voir le lemme 1.1 dans le cas polarisé) ;
les solutions réelles engendrent le groupe d’isométries de M .

Un autre invariant provenant du groupe d’automorphismes est le caractère de Futaki,
qui sera introduit section 1.3.4.

1.1.3. Exemple : les surfaces complexes réglées. — Nous n’aborderons pas ici les
exemples provenant du problème des métriques Kähler-Einstein (voir [5]).

Burns et De Bartolomeis [6] furent sans doute les premiers à détecter un lien entre
stabilité algébrique et existence de métriques kählériennes à courbure scalaire nulle :
sur une surface complexe réglée S = PE, où E est un fibré holomorphe de rang 2
sur une surface de Riemann Σ, à genre supérieur ou égal à 2, ils ont montré que S

admet une métrique kählérienne à courbure scalaire nulle si et seulement si E provient
d’une représentation du π1(Σ) dans PU2, c’est-à-dire, par le théorème de Narasimhan
et Seshadri, est (poly-)stable. La métrique kählérienne à courbure scalaire nulle dans
ce cas est localement symétrique (quotient du produit du disque hyperbolique et de la
droite projective P 1).

Ce résultat a été étendu par LeBrun, en utilisant la théorie de Seiberg-Witten, aux
métriques kählériennes à courbure scalaire constante négative sur les surfaces réglées
[31].

Le problème de construction de métriques kählériennes à courbure scalaire constante
est très difficile (équation d’ordre 4 sur le potentiel de Kähler), et très peu de résultats
sont connus. Une exception notable existe en dimension 4 : les métriques kählériennes
à courbure scalaire nulle, invariantes sous l’action d’un cercle, se décrivent explicite-
ment en termes de fonctions harmoniques sur l’espace hyperbolique réel de dimension
3 (ansatz hyperbolique de LeBrun [30]). Parmi les applications de cet ansatz, citons
les éclatements de surfaces réglées admettant l’action holomorphe d’un cercle [32] : les
éclatements peuvent être codés en termes d’une structure parabolique sur E (au sens
de Mehta et Seshadri), et LeBrun et Singer montrent que l’existence d’une métrique
kählérienne à courbure scalaire nulle sur ces surfaces réglées éclatées (S1-invariantes)
est équivalente à la stabilité du fibré parabolique associé. Une question intéressante est
la généralisation éventuelle à toutes les surfaces réglées (même sans symétrie).

Enfin, toujours en dimension 4, les métriques kählériennes à courbure scalaire nulle
peuvent être obtenues par une méthode twistorielle, qui permet de faire des recollements,
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voir par exemple [29]. Plus récemment est apparue une méthode de désingularisation
[49], s’appuyant sur la construction de métriques kählériennes à courbure scalaire nulle
sur les désingularisations de certains quotients de C2 par des groupes finis [10] : par
exemple, on peut construire une métrique kählérienne à courbure scalaire nulle sur une
surface obtenue à partir de P 2 en éclatant 10 points—le nombre minimal de points
nécessaire.

1.2. Brève revue du quotient kählérien

On fait ici un très bref rappel sur la théorie des invariants et le quotient symplectique,
consulter [23, section 6.5] et [44].

1.2.1. Réduction symplectique. — Soit (X , ̟) une variété symplectique, et G un
groupe d’algèbre de Lie g. Soit une action hamiltonienne de G sur (X , ̟), c’est-à-dire
qu’il existe une application µ : X → g∗, équivariante pour l’action de G, et satisfaisant
pour tout ξ ∈ g,

d〈µ, ξ〉 = vξy̟

où vξ est le champ de vecteurs sur X induit par l’action infinitésimale de ξ. Une
telle application est appelée application moment, elle est unique à l’addition près d’un
élément de (g∗)G.

Si 0 est une valeur régulière de µ, le théorème de Marsden-Weinstein indique que
le quotient µ−1(0)/G (appelé quotient symplectique de X par G) admet une forme
symplectique, qui, tirée en arrière sur µ−1(0), coïncide avec ̟.

Supposons que la forme symplectique provienne de la courbure d’un fibré en droites
complexes L sur X , donc ̟ = iFL ∈ 2πc1(L). Le choix d’une application moment
permet de remonter l’action de G à L, en faisant agir infinitésimalement ξ ∈ g par

v̂ξ = ṽξ + 〈µ(x), ξ〉
d

dθ
où ṽξ est le remonté horizontal de vξ sur L grâce à la connexion.

Si en outre X est kählérienne et G est compact (préservant un produit scalaire sur
g permettant de l’identifier avec g∗), alors le quotient symplectique est aussi kählérien.
Il a en outre des liens profonds avec l’action complexifiée de GC sur X . L’action de G

sur L se complexifie aussi, et on obtient des orbites de GC dans L au-dessus d’orbites
dans X . Soit Z la fonction G-invariante sur L, introduite par Kempf et Ness [28], et
définie par Z(z) = − log |z|2. La fonction Z est un potentiel pour la forme π∗ω, où π est
la projection π : L − {section nulle} → M , c’est-à-dire i∂∂̄Z = π∗ω. Fixons un point
base p ∈ L, au-dessus d’un point x ∈ X , et ξ ∈ g : un calcul facile fournit les formules

d

dt
Z(eitξp) = 〈µ(eitξx), ξ〉,

d2

dt2
Z(eitξp) = |vξ(e

itξx)|2.

On voit donc que
– µ(x) = 0 si et seulement si Z admet un point critique en p ;
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– Z est une fonction convexe, en le sens suivant : compte tenu du choix de p, la
fonction Z se tire en arrière en une fonction sur l’espace symétrique Q = GC/G,
que nous appellerons encore Z ; comme dans tout espace symétrique, les géodésiques
sont données par l’action infinitésimale de ig, donc la seconde identité indique que
Z est convexe sur Q.

On déduit immédiatement le résultat classique d’unicité : dans X , une GC-orbite coupe
µ−1(0) en au plus une G-orbite. En outre, en notant Gx le groupe d’isotropie, on a
l’isomorphisme des groupes discrets GC

x/(GC
x )0 = Gx/G

0
x.

L’existence est liée à la stabilité de la manière suivante : il y a équivalence entre

1. il existe un unique g ∈ GC modulo G tel que µ(gx) = 0 ;
2. la fonctionnelle Z sur GC/G, correspondant à x, est propre ;
3. l’orbite complexe GCp dans L est fermée, et le groupe d’isotropie Gx est fini.

La troisième condition est la condition que x soit un point stable, au sens de la théorie
géométrique des invariants (on dit parfois proprement stable), et la seconde condition
peut être vue comme une condition de stabilité analytique.

La condition sur le groupe d’isotropie est parfois supprimée, et on parle alors de point
faiblement stable, ou polystable. L’existence d’un zéro de µ dans l’orbite complexe reste
alors assurée, mais l’unicité de g ne l’est que modulo (GC

x )0.
Enfin, la semistabilité est définie en demandant que l’orbite complexe GCp ne

contienne pas 0 dans son adhérence.

1.2.2. La correspondance de Hitchin-Kobayashi. — Si cette théorie du quotient käh-
lérien est bien établie en dimension finie, tel n’est pas le cas en dimension infinie.
Cependant, en dimension infinie existe un problème qui sert de paradigme pour celui
des métriques kählériennes à courbure scalaire constante. Soit une variété kählérienne
compacte (M2n, ω), et E un fibré holomorphe sur X, de rang r (pour simplifier, on
supposera degω(E) = c1(E)[ω]n−1 = 0). Le problème est de trouver une métrique her-
mitienne h sur E, de courbure Fh, satisfaisant l’équation de Hermite-Einstein :

ΛFh = 0.

La conjecture, posée par Hitchin et Kobayashi, fut résolue par Donaldson [15], et Uh-
lenbeck et Yau [64] : si E est indécomposable, l’existence d’une telle métrique est équi-
valente à la stabilité du fibré E, à savoir, pour tout sous-faisceau strict E ′ de E, on a
degω(E ′) < 0. Si E est décomposable, la bonne condition est la polystabilité de E, à
savoir, E est somme directe de sous-fibrés stables de degré nul.

Ce problème s’interprète en termes d’application moment de la manière suivante.
Au lieu de faire varier la métrique, on fixe une métrique hermitienne h0 sur E, et on
considère l’espace X des opérateurs ∂̄ sur E, ou de manière équivalente, des connexions
unitaires A. Il s’agit d’un espace affine, de direction l’espace des sections du fibré Ω0,1⊗

End(E) ; la norme L2 le munit d’une structure kählérienne (plate). Le groupe de jauge
G est défini comme le groupe des transformations unitaires du fibré E (il s’agit donc
des sections d’un fibré sur M de fibre U(r)). Son complexifié GC est le groupe des
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transformations complexes de E, il agit sur X par g(∂̄E) = g ◦ ∂̄E ◦ g−1, et sa partie
unitaire G en préserve la structure kählérienne.

Le problème de Hermite-Einstein s’interprète en termes de l’action de GC sur X :
en effet, la métrique h = g∗h0g sur E est d’Hermite-Einstein si et seulement si la
métrique h0 est Hermite-Einstein sur g(E). Notons que la paramétrisation des métriques
h par g∗h0g n’est rien d’autre que l’identification de l’espace Q = GC/G à l’espace des
métriques hermitiennes sur E.

Un calcul facile montre que A → ΛFA est une application moment pour l’action de
G sur X . L’unicité de la métrique d’Hermite-Einstein peut être déduite du formalisme
général de l’application moment, avec la fonctionnelle Z sur Q définie plus haut qui
n’est autre que la fonctionnelle de Donaldson. L’existence de la métrique d’Hermite-
Einstein est beaucoup plus difficile, mais la relation entre la propreté de la fonctionnelle
de Donaldson et la stabilité du fibré est au cœur de la démonstration, voir par exemple
dans [55].

1.3. Le point de vue symplectique

Revenons au problème des métriques kählériennes à courbure scalaire constante. Jus-
qu’à la fin de cette section, nous décrivons le point de vue symplectique adopté par
Donaldson [16, 17].

1.3.1. La courbure scalaire comme application moment. — Le caractère symplectique
du problème se voit en changeant de point de vue : au lieu de fixer la structure complexe
de la variété et de faire varier la forme de Kähler, on fixe une variété symplectique
compacte (M2n, ω), et on considère l’ensemble J des structures presque-complexes J

compatibles à ω, c’est-à-dire satisfaisant ω(JX, JY ) = ω(X, Y ) et g(X, Y ) = ω(X, JY )

est une métrique riemannienne.
On peut voir J comme l’espace des sections d’un fibré sur M de fibre l’espace

hermitien symétrique Sp(2n)/U(n). La structure complexe de Sp(2n)/U(n), et sa mé-
trique couplée à la forme volume dµω de M , donnent formellement à J une struc-
ture de variété kählérienne de dimension infinie, dont on notera la forme de Kähler
̟. Plus précisément, une structure presque-complexe étant fixée, on décrit les autres
structures presque-complexes par leur espace Ω1,0, paramétré comme le graphe d’un
φ ∈ Hom(Ω1,0, Ω0,1) = Ω0,1 ⊗ T 1,0. La compatibilité à ω s’écrit alors φyω = 0, où
l’opération y doit être comprise comme la composition de la contraction et du produit
extérieur :

(Ω0,1 ⊗ T 1,0) ⊗ Ω1,1 → Ω0,1 ⊗ Ω0,1 → Ω0,2.

Le groupe G des symplectomorphismes hamiltoniens de M agit sur J par φ(J) =

φ∗Jφ−1
∗ . Cette action préserve la structure kählérienne. L’algèbre de Lie g s’identifie

à l’espace C∞
0 (M) des fonctions d’intégrale nulle, une telle fonction H définissant le

champ de vecteurs hamiltonien XH = ♯dH sur M .
Enfin, la définition de la courbure scalaire peut être étendue à ce cadre presque-

complexe : l’opérateur ∂̄ : Ω1,0M → Ω1,1M s’étend en une connexion hermitienne sur
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Ω1,0M (connexion de Chern), et donc sur le fibré canonique KM . Sa courbure s’écrit
iρJ , d’où on déduit la courbure scalaire sJ = 2ΛρJ .

La courbure scalaire définit un élément de g∗ par l’application

H −→

∫

M

sJHdµω.

Lemme 1.2 (Donaldson). — L’application J → 1
4
sJ est une application moment pour

l’action de G sur J . En particulier, le lieu d’annulation de l’application moment est

exactement l’espace des structures presque-complexes à courbure scalaire constante.

Démonstration. — Le tenseur de Nĳenhuis N ∈ Ω0,2 ⊗ T 1,0 de la structure presque-
complexe J est défini par ∂̄2f = Ny∂f pour toute fonction f . Il intervient dans le
calcul de l’action infinitésimale d’un champ de vecteurs X sur J :

(2) LXJ = ∂̄X1,0 − X0,1
yN

où le résultat est vu comme une section de Ω0,1 ⊗ T 1,0.

Fixons une fonction H ∈ g = C∞
0 (M). Le lemme signifie qu’on a sur J l’égalité

d〈sJ , H〉 = 4(LXH
J)y̟,

c’est-à-dire, pour toute variation infinitésimale φ ∈ TJJ ,

(3)
∫

M

dJs(φ)Hωn = 4

∫

M

Re
〈
i(∂̄♯∂̄H − (♯∂H)yN), φ

〉
ωn.

On renvoie à [16] pour les détails du calcul de la différentielle de la courbure scalaire
dans ce contexte.

1.3.2. Complexification. — Le groupe de symplectomorphismes G n’admet pas de com-
plexification. Cependant, J étant une variété complexe, l’action infinitésimale de g

peut être complexifiée. La fonction iH ∈ iC∞
0 (M) agira donc sur J par JLXH

J . La dis-
tribution de J , engendrée en J par les LXH

J et JLXH
J , est involutive, et ses feuilles

maximales jouent le rôle des orbites du groupe complexe manquant.

Précisons cette discussion quand on se restreint aux structures complexes intégrables
Jint ⊂ J . Si J est intégrable, alors par (2), on a

(4) JLXH
J = ∂̄(iX1,0

H ) = LJXH
J,

donc l’action complexifiée infinitésimale agit par difféomorphismes (infinitésimaux) sur
J . Un point de vue équivalent consiste à fixer J et à modifier plutôt la forme de Kähler
ω par −LJXH

ω = −ddCH .

Introduisons à présent l’espace des formes de Kähler dans la même classe que ω :

K = {ωϕ = ω + ddCϕ, ωϕ > 0}.
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Par le lemme de Moser, on peut choisir, pour chaque ωϕ ∈ K , un difféomorphisme Fϕ,
dépendant de manière régulière de ϕ, tel que F ∗

ϕωϕ = ω. On montre alors que la feuille
maximale de la distribution involutive de J passant par J est l’image de l’application(2)

K × G → J , (ωϕ, σ) → σ∗F ∗
ϕJ.

Il apparaît clairement que, J ∈ Jint étant fixé, le rôle de l’espace symétrique GC/G est
joué par l’espace des formes de Kähler K .

Remarque 1.3. — Le calcul de la variation de la courbure scalaire sωϕ par rapport à ϕ

(voir par exemple [25]), est essentiellement équivalent au calcul montrant que sJ est une
application moment, le lien entre les deux points de vue étant donné par l’application
d’un difféomorphisme infinitésimal, grâce à (4). Plus précisément, l’action infinitésimale
de −JXϕ sur J (ω restant fixe) mène à une variation de J par φ = −i∂̄X1,0

ϕ = − i
2
Dϕ

(D l’opérateur de Lichnerowicz défini en (1)), et, par (3), à une variation de sJ par
−2Re(iD∗φ) = −D∗Dϕ ; puis on revient à J en faisant agir le champ de vecteurs JXϕ,
d’où une contribution supplémentaire LJXϕs = 〈ds, dϕ〉, ce qui donne la variation
complète, pour une variation ω̇ = ddCϕ :

(5) ṡ = −D
∗
Dϕ + 〈ds, dϕ〉.

1.3.3. L’espace des métriques kählériennes. — Même si le complexifié du groupe des
symplectomorphismes n’existe pas, Donaldson [17] a observé que l’espace K des formes
de Kähler dans la classe Ω a toutes les propriétés souhaitables pour GC/G. En effet, K

est muni d’une métrique riemannienne naturelle, la métrique de Mabuchi [37] définie
en ω ∈ K par

〈ϕ1, ϕ2〉 =
1

V

∫

M

ϕ1ϕ2dµω

qui en fait formellement un espace symétrique de dimension infinie, à courbure négative.
La fonctionnelle Z de la section 1.2 admet un analogue sur K , à savoir la K-énergie

de Mabuchi [36] : on vérifie que la 1-forme σ sur K définie en ω par (ϕ ∈ C∞
0 (M))

(6) σω(ϕ) = −

∫

M

ϕsωdµω

est fermée, et le choix d’un point base ω0 ∈ K permet alors de définir sa primitive par

Eω0(ω) = −

∫ 1

0

dt

∫

M

ϕ̇t(sωt − s̄)dµωt,

où ωt = ω0 + ddCϕt est un chemin liant ω0 à ω = ω1 dans K , et s̄ = 4πn c1(M)Ωn−1

Ωn .
La K-énergie satisfait les propriétés formelles de l’application moment expliquées dans

la section 1.2 :
– les points critiques de E sont exactement les métriques à courbure scalaire

constante ;

(2)L’image, telle que nous la décrivons, n’est bien définie que pour H1(M, R) = 0.
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– E est convexe le long des géodésiques de K : le long d’une géodésique ωt = ω0 +

ddCϕt, on a d2

dt2
E(ωt) =

∫

M
|Dωtϕ̇t|

2dµωt. De là se déduit facilement que si une
géodésique de K relie deux métriques kählériennes à courbure scalaire constante,
alors celles-ci diffèrent par un élément du groupe Aut0(M).

Cependant, l’existence de géodésiques entre deux points quelconques de cet espace
symétrique de dimension infinie est un problème très difficile, qui se ramène à une
équation de Monge-Ampère complexe homogène : plus précisément, soit la surface de
Riemann à bord Σ = [0, 1]×S1, alors le chemin de métriques de Kähler ωt = ω + i∂∂̄ϕt

est une géodésique si et seulement si sur M × Σ est satisfaite l’équation

(ω + i∂∂̄Φ)n+1 = 0, où Φ(x, t, θ) = ϕt(x).

C’est l’étude de cette équation qui avait amené Semmes à redécouvrir la métrique de
Mabuchi [54].

Chen [12] montre l’existence de solutions C1,1, mais leur régularité est un problème
très difficile, qu’il ne résout que sur les variétés à c1(M) négatif ; l’unicité des métriques
kählériennes à courbure scalaire constante dans ce cas s’en déduit. Après les progrès de
[9, 19], la solution définitive semble donnée dans les travaux récents de Chen et Tian
[13], conduisant à l’énoncé le plus général du théorème 0.2.

1.3.4. Le caractère de Futaki. — La version infinitésimale de la K-énergie de Mabu-
chi permet de définir un invariant classique des champs de vecteurs holomorphes par
rapport à une classe de Kähler, l’invariant de Futaki ([24], voir aussi [8] ; on suit ici [5,
4.6]).

La 1-forme σ sur K définie par (6) est invariante sous l’action de Aut0(M) agissant
sur K . Il est facile de voir que le champ de vecteurs hamiltonien-complexe v = ♯∂̄f

agit en ω par ddCϕv, avec ϕv = Im(f). D’un autre côté, par invariance, et puisque σ

est fermée,

0 = Lvσ = d(vyσ) = −d

∫

M

ϕv(sω − s̄ω)dµω.

On déduit que la quantité

F (v) = −

∫

ϕv(sω − s̄ω)dµω

ne dépend pas de la métrique ω ∈ K choisie, donc ne dépend que du champ de
vecteurs v : c’est l’invariant de Futaki de v.

Son annulation est évidemment une condition nécessaire à l’existence d’une métrique
kählérienne à courbure scalaire constante dans la classe de Kähler. En outre, en évaluant
F sur le champ de vecteurs i♯∂̄sω, on voit qu’une métrique extrémale est à courbure
scalaire constante si et seulement si le caractère de Futaki est nul.
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2. LA QUANTIFICATION DE DONALDSON

Dans cette section, nous détaillons la méthode de Donaldson pour montrer le théo-
rème 0.1, et notamment son idée de « quantification ».

2.1. L’approximation de dimension finie

2.1.1. Métrique équilibrée. — Soit (M, L) une variété kählérienne munie d’un fibré très
ample L, avec forme de Kähler ω ∈ 2πc1(L), provenant d’une métrique sur L à courbure
FL = −iω (la métrique de L est donc fixée à une constante multiplicative près). Nous
avons un plongement de Kodaira de M dans le projectif P N = PE∗, où E = H0(M, L)

est de dimension N + 1.

Le choix d’une métrique hermitienne sur E permet de définir sur P N la métrique de
Fubini-Study

ωFS = iFO(1) = i∂∂̄ log

N∑

0

|zα|2.

Définissons alors la matrice M = (Mαβ) ∈ u(N + 1) par

Mαβ = i

∫

M

z̄αzβ

|z|2
dµFS.

Définition 2.1. — Le plongement i : M →֒ P N est équilibré si (Mαβ) = λ(δαβ),

c’est-à-dire si la projection de M sur su(N + 1) est nulle.

La variété polarisée (M, L) est équilibrée s’il existe sur H0(M, L) une métrique telle

que le plongement de Kodaira de M dans PH0(M, L)∗ soit équilibré.

D’un autre côté, étant donnée la métrique kählérienne ω sur M , la norme L2 fournit
une métrique sur H0(M, L) ; si (sα) en est une base orthonormale, définissons une
fonction sur M par la formule

ρ(ω) =
N∑

0

|sα|
2;

cette fonction ne dépend ni du choix de base orthonormale (sα), ni de la multiplication
de la métrique de L par une constante, donc est intrinsèquement attachée à ω. Il est
facile de voir que ρ permet de calculer la différence entre ω et la métrique de Fubini-
Study, tirée en arrière par le plongement de Kodaira :

ω = i∗ωFS − i∂∂̄ log ρ.

On en déduit immédiatement l’équivalence entre :

– le plongement i : M →֒ P N est équilibré pour une métrique de Fubini-Study ωFS

sur P N , et ω = i∗ωFS ;
– la fonction ρ(ω) est constante.
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Le problème de trouver un plongement équilibré admet une interprétation en
termes d’application moment. Considérons l’espace B des bases de E ; une base
s = (s0, . . . , sN) ∈ B définit une métrique H sur E, donc une métrique de Fubini-
Study sur PE∗, qui, tirée en arrière, fournit une métrique ω(s) sur M ; une manière
équivalente de définir ω(s) est de fixer la métrique h = FS(H) de L en décidant que

(7)
N∑

0

|sα|
2
h = 1,

puis de prendre ω(s) = iFh. La métrique h de L et ωs permettent de définir

µSU(s) = πSU [i(sα, sβ)h] ∈ SU(N + 1).

Théorème 2.2. — L’espace B/ Aut0(M, L) a une structure kählérienne pour laquelle

l’action de SU(N + 1) est hamiltonienne, avec application moment µSU .

Cette structure kählérienne est construite par Donaldson [18] par un quotient de
dimension infinie. Phong et Sturm [48] en donnent une construction de dimension finie,
basée sur des idées de Zhang [70], utilisant des techniques de type « métriques de
Quillen ». Plutôt que de donner les détails de cette construction, nous décrivons ci-
après une approche élémentaire, suffisante pour les résultats démontrés dans cet article,
consistant à expliciter dans cette situation la fonctionnelle Z de la section 1.2.

2.1.2. La fonctionnelle convexe Z. — Plusieurs points de vue existent, notamment
celui de Zhang qui utilise la « norme de Chow », mais nous suivons ici plutôt [22, 47].

L’espace K̃ des métriques hermitiennes sur L s’identifie à l’espace des potentiels de
Kähler : si deux métriques h et h0 sont liées par h = e−ϕh0, alors les formes de Kähler
diffèrent par i∂∂̄ϕ. On définit sur K̃ , à une constante près, la fonctionnelle classique I

par sa différentielle en ω ∈ K :

dωI(ϕ) = −

∫

M

ϕdµω.

Cette formule définit une 1-forme fermée sur K̃ , dont la primitive fournit, à une
constante près, la fonctionnelle I.

Fixons un déterminant de E. À une métrique hermitienne H sur E, on associe [22]

Z(H) = −I(FS(H)) +
V

N + 1
log det H,

où FS(H) est la métrique induite sur L par (7) ; le deuxième terme dans Z a pour seul
but de rendre Z invariante par homothétie : Z(aH) = Z(H).

Lemme 2.3. — Soit ξ ∈ su(N + 1) ; on a en t = 0 les dérivées suivantes de f(t) =

Z(eitξH) :

f ′(0) =
∑

iξαβ(sα, sβ)FS(H),

f ′′(0) =

∫

M

|πN (vξ)|
2dµFS(H),
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où vξ est le champ de vecteurs engendré par l’action infinitésimale de ξ, et πN représente

la projection sur le fibré normal de M →֒ P N .

De la dérivée première, on déduit la caractérisation des métriques équilibrées comme
points critiques de Z ; de la seconde, le corollaire suivant, qui peut aussi être vu direc-
tement comme conséquence du théorème 2.2.

Corollaire 2.4. — Si Aut(M, L) est discret, alors une métrique équilibrée pour

(M, L) est unique (à homothétie près).

Démonstration. — Nous donnons une idée de la démonstration du lemme 2.3, notam-
ment la seconde formule qui a une certaine importance dans la suite. On suit [22,
proposition 1].

Notons h0 = FS(H) la métrique induite sur L ; dans ce calcul, toutes les normes des
sections seront écrites par rapport à h0. En diagonalisant ξ dans une base orthonormale
(sα), on peut écrire

Ht = eiξtH = diag(eλαt).

On a la base Ht-orthonormale sα(t) = e−
λα
2

tsα, et donc ht = FS(Ht) = e−ϕth0 est défini
par

ϕt = log
∑

e−λαt|sα|
2,

d’où en particulier à t = 0 :

ϕ̇ = −
∑

λα|sα|
2,

ϕ̈ =
∑

λ2
α|sα|

2 −
(∑

λα|sα|
2
)2

.

Il en résulte immédiatement

f ′(0) =

∫

M

ϕ̇dµω =

∫

M

∑

−λα|sα|
2dµω,

d’où la première formule. Pour calculer la dérivée seconde, on s’appuie sur la formule
générale

d2I

dt2
=

∫

M

(−ϕ̈ + ϕ̇∂∗∂ϕ̇)dµω

pour arriver à

f ′′(0) =

∫

M

(ϕ̈ −
1

2
|dϕ̇|2)dµω.

Voyons P N comme le quotient de la sphère S2N+1 ⊂ CN+1 par l’action du cercle (en
particulier sa métrique est induite de celle de la sphère). L’action infinitésimale de ξ

induit un champ de vecteurs ṽξ =
∑

λαzα
∂

∂zα
sur CN+1, se projetant sur vξ dans P N .

On a donc, sur la sphère S2N+1 = {
∑

|zα|
2 = 1},

|vξ|
2 =

∑

λ2|zα|
2 −

( ∑

λα|zα|
2
)2

.

Puisque
∑

|sα|
2 = 1, il est clair que sur l’image de M dans P N , on a

−ϕ̈ = |vξ|
2.
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D’un autre côté, on voit que ṽξ = ♯∂̄
∑

λα|zα|
2, donc la projection de vξ sur TM ⊂ TP N

n’est autre que

(8) πTM(vξ) = ♯∂̄
∑

λα|sα|
2 = −♯∂̄ϕ̇,

dont la norme est |∂̄ϕ̇|2 = 1
2
|dϕ̇|2. Finalement,

f ′′(0) =

∫

M

(|vξ|
2 − |πTM(vξ)|

2)dµω =

∫

M

|πN vξ|
2dµω.

2.1.3. Résultats. — Supposons la variété polarisée (M, L) donnée, avec Aut(M, L) dis-
cret. Si (M, Lk) est équilibrée, alors il existe une unique métrique de Fubini-Study équi-
librée sur P Nk , que nous noterons ω̃k. La métrique tirée en arrière par le plongement
ik : M →֒ P Nk ,

ωk =
1

k
i∗kω̃k,

est dans la classe de cohomologie fixée 2πc1(L).

Théorème 2.5. — Supposons que Aut(M, L) soit discret, alors :

1. s’il existe ω∞ à courbure scalaire constante, alors pour k suffisamment grand,

(M, Lk) est équilibrée, et les métriques ωk induites satisfont ωk → ω∞ ;

2. si (M, Lk) est équilibrée, induisant la métrique ωk sur M , et ωk → ω∞, alors ω∞

est à courbure scalaire constante.

L’unicité dans le théorème 0.1, est une conséquence du premier énoncé : l’unicité des
métriques équilibrées ωk implique l’unicité de la limite à courbure scalaire constante
ω∞.

Le second énoncé est une réciproque élémentaire : si les métriques équilibrées
convergent, c’est vers une métrique à courbure scalaire constante (mais montrer a
priori la convergence semble très difficile).

Dans le cas où le groupe d’automorphismes n’est pas discret, un résultat similaire est
montré par Mabuchi, voir section 3.1.2.

La suite de cette section est consacrée à la démonstration du théorème 2.5.

2.2. Noyau de Bergmann

Soit (M2n, L) une variété kählérienne polarisée. Dans cette partie il sera plus com-
mode de normaliser la forme de Kähler ω dans c1(L) ; elle provient ainsi d’une métrique
sur L, de courbure FL = −2πiω (la métrique de L est fixée à une constante multi-
plicative près). Si l’entier k est assez grand, le plongement de Kodaira envoie M dans
l’espace projectif P Nk = PH0(M, Lk)∗. La dimension Nk + 1 = h0(M, Lk) est donnée
par le théorème de Riemann-Roch, pour k assez grand :

(9) Nk + 1 = χ(Lk) =

∫

M

ekc1(L)Td(M) = a0k
n + a1k

n−1 + · · ·+ an,
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avec notamment

(10) a0 =
c1(L)n

n!
, a1 =

1

2(n − 1)!
c1(L)n−1c1(M).

Notons ρk(ω) =
∑Nk

0 |sα|
2 pour une base orthonormale (sα) de H0(M, Lk). Ainsi,

∫

M

ρk(ω)dµω = h0(M, Lk) = a0k
n + a1k

n−1 + · · · ,

avec les coefficients ai s’exprimant en termes d’intégrales impliquant la courbure de ω.
L’étude du noyau ρk(ω) peut donc être vue comme une géométrisation du théorème de
Riemann-Roch. Les résultats établis par Tian [57], Catlin [11], Zelditch [69], Ruan [53]
et Lu [34] en donnent un développement asymptotique précis quand k tend vers l’infini,
voir aussi l’article récent [14].

Théorème 2.6. — La forme ω étant fixée, on a quand k tend vers l’infini un dévelop-

pement asymptotique

ρk(ω) = A0(ω)kn + A1(ω)kn−1 + · · · ,

où les Ai(ω) sont des fonctions sur M , localement définies par ω. En particulier, on a

A0 = 1 et A1(ω) = sω

8π
.

Le développement s’entend au sens suivant : pour tous r, N ≥ 0, on a

∥
∥ρk(ω) −

N∑

0

Ai(ω)kn−i
∥
∥

Cr(M)
≤ Kr,N,ωkn−N−1.

De plus, à r et N fixés, la constante Kr,N,ω peut être prise uniforme par rapport à un

ensemble de métriques borné dans Cs, où s dépend de r et N .

Expliquons rapidement les raisons de l’existence d’un tel développement (Catlin,
Zelditch) : le domaine D = {|z| ≤ 1} ⊂ L∗ est strictement pseudoconvexe. Une section
holomorphe s de Lk donne une fonction holomorphe ŝ sur D, et donc holomorphe CR
sur ∂D, par ŝ(x) = 〈xk, s(p(x))〉, ou p est la projection Lk → M . En outre, ce procédé
fournit toutes les fonctions holomorphes sur ∂D de poids k par rapport à l’action
du cercle. On peut exprimer cela de la façon suivante : l’espace de Hardy H2(∂D)

des fonctions holomorphes L2 sur le bord ∂D admet une décomposition de Fourier
H2(∂D) =

∑

k H2
k(∂D), avec une identification H2

k(∂D) = H0(M, Lk). Le projecteur
de Szegö L2(∂D) → H2(∂D) admet un noyau π(x, y), et la fonction ρk(ω) peut être
vue comme le k-ième coefficient de Fourier de π(x, x). L’existence du développement
asymptotique provient alors de résultats généraux de Boutet de Monvel et Sjöstrand
sur le noyau de Szegö [43]. Le calcul précis des premiers coefficients est fait par Lu.
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2.3. Solution formelle

Partons d’une métrique kählérienne ω0 dans la classe de Kähler c1(L). On souhaite
construire une métrique équilibrée pour le plongement de M dans PH0(M, Lk)∗. Po-
sons q = 1

k
, χ(q) = χ(Lk) et B(q, ω) = qnρk(ω) ; on a donc par le théorème 2.6 un

développement asymptotique

(11) B(q, ω) = 1 +
sω

8π
q + f2q

2 + · · ·

avec
1

V

∫

M

B(q, ω)dµω =
qnn!

c1(L)n
χ(q) = 1 +

n

2

c1(L)n−1c1(M)

c1(L)n
q + · · ·

Il est utile de poser(3)

B̃(q, ω) =
1

q
(B(q, ω) −

qn

V
χ(q))

=
sω

8π
−

n

2

c1(L)n−1c1(M)

c1(L)n
+ O(q)

=
1

8π
(sω − s̄ω) + O(q)(12)

avec : B̃(q, ω) = 0 si et seulement si ω est équilibrée pour (M, Lk).
Supposons à présent la courbure scalaire constante : sω0 = s̄ω0. Considérons une

variation infinitésimale ω̇ = ddCϕ. En q = 0, on peut écrire d’après (5)

∂B̃

∂ω
(ϕ) = −

1

8π
D

∗
Dϕ.

Par le lemme 1.1, si Aut(M, L) est discret, l’opérateur D∗D n’a pas de noyau ; autoad-
joint, il est donc inversible. À partir du développement (11), le théorème des fonctions
implicites fabrique alors une solution

ω(q) = ω + ddC(η1q + η2q
2 + · · · )

au problème B̃(q, ω(q)) = 0. Bien entendu, la variable q ne prend qu’un ensemble discret
de valeurs, et la solution est à entendre au sens des séries formelles. En tronquant à
l’ordre A, on obtient une solution approchée ωA(q) telle que

(13) ‖B̃(q, ωA(q))‖Cr+2 ≤ CAqA+1.

Digression : démonstration du second point du théorème 2.5. — Si on a pour les q =

1/k une suite de métriques équilibrées ωq qui converge vers une limite ω0, alors, par
(12),

0 = B̃(q, ωq) =
1

8π
(sωq − s̄) + O(q)

avec, d’après le théorème 2.6, le O(q) uniforme par rapport à un ensemble borné de
métriques ; en prenant la limite quand q tend vers 0, on obtient sω0 = s̄.

(3)Je tiens cette présentation du problème de T. Mabuchi.



938–18

2.4. Point de vue dual

Après la construction d’une solution approchée ωA(q), l’idée est de changer de point
de vue pour regarder le problème, non plus du point de vue d’une forme de Kähler vé-
rifiant B̃(q, ω) = 0, mais d’une métrique équilibrée sur H0(M, Lk) (rappelons q = 1/k).
L’avantage est de passer d’un problème en dimension infinie à un autre en dimension
finie, qui sera résolu par la méthode suivante.

2.4.1. Un résultat général. — Soit un groupe compact G agissant de manière hamilto-
nienne sur une variété kählérienne X , avec stabilisateurs discrets. Au point x, l’action
infinitésimale ξ → vξ(x) fournit une application injective σx : g → TxX . L’opérateur
Qx = σ∗

xσx sur g est inversible, et on notera

(14) Λx = ‖Q−1
x ‖op,

où l’on a choisi un produit scalaire invariant sur g. Autrement dit, l’inégalité Λx ≤ λ

est équivalente à

(15) |ξ|2 ≤ λ|vξ(x)|2

pour tout ξ ∈ g.

Lemme 2.7. — Dans cette situation, si x0 ∈ X , et s’il existe deux nombres λ et δ tels

que

1. λ|µ(x0)| < δ,

2. Λeiξx0
≤ λ dès que |ξ| ≤ δ,

alors il existe η ∈ g avec |η| ≤ δ et µ(eiηx0) = 0.

Le lemme, sans difficulté, est démontré en suivant le flot du gradient de la fonction
|µ|2 à partir de x0 [18, proposition 17].

2.4.2. Estimation de la seconde forme fondamentale. — Repartons de la solution tron-
quée ωA(q). L’estimation (13) indique qu’on a pour chaque k = 1

q
une métrique presque

équilibrée. En vue du lemme précédent, on peut fabriquer à partir de cette solution ap-
prochée une solution exacte à condition de contrôler de manière uniforme par rapport à
k les normes concernées. C’est là le point le plus technique de [18], que nous détaillons
maintenant.

Pour pouvoir travailler de manière uniforme, il faut fixer des métriques de référence
pour chaque k. On fixe la métrique kählérienne à courbure scalaire constante ω0 sur M ,
et pour chaque k la métrique ω̃0 = kω0.

La métrique de référence fixée, on dit qu’une métrique ω̃ est à géométrie R-bornée,
si

ω̃ >
1

R
ω̃0,

‖ω̃ − ω̃0‖Cr(ω̃0) < R.

Cette définition donne la classe de métriques sur laquelle les estimations seront faites
pour chaque k.
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On dira de plus qu’une base s = (sα) de H0(M, Lk) est à géométrie R-bornée, si la
métrique de Fubini-Study qu’elle induit sur M est à géométrie R-bornée.

Le cœur de la démonstration consiste maintenant en une estimation uniforme de la
constante Λ définie en 2.4.1, pour le problème des métriques équilibrées expliqué dans
la section 2.1.1, dont nous reprenons à présent les notations. Nous suivrons ici, non pas
l’approche initiale de Donaldson, mais celle de Phong et Sturm [48, théorème 2] :

Théorème 2.8. — Si Aut(M, L) est discret, alors pour tout R > 1 il existe C et ε < 1
10

tels que, si une base s = (sα) de H0(M, Lk) est à géométrie R-bornée, et ‖µSU(s)‖op < ε,

alors

Λs ≤ Ck2.

Démonstration. — Vu le lemme 2.3 et (15), l’estimation à montrer est simplement,
pour tout ξ ∈ su(Nk + 1),

(16) |ξ|2 ≤ Ck2

∫

M

|πN (vξ)|
2dµω̃.

Comme dans la démonstration du lemme 2.3, diagonalisons dans une base s = (sα),
donc iξ = diag(λα), et définissons la fonction réelle f sur M par

f =
∑

λα|sα|
2.

L’inégalité de Poincaré sur M ,
∫

M

|f |2dµω ≤ c

(∫

M

|∂̄f |2dµω +
(
∫

M

fdµω

)2
)

,

devient après le changement d’échelle ω̃ = kω,

(17)
∫

M

|f |2dµω̃ ≤ c

(

k

∫

M

|∂̄f |2dµω̃ + k−n
(
∫

M

fdµω̃

)2
)

.

Rappelons (8), à savoir πTM(vξ) = ♯∂̄f , donc
∫

M

|f |2dµω̃ ≤ c

(

k

∫

M

|πTM(vξ)|
2 + k−n

(
∫

M

fdµω̃

)2
)

.

D’un autre côté,
∫

M

|vξ|
2 =

∫

M

(∑

λ2
α|sα|

2 −
(∑

λα|sα|
2
)2

)

dµω̃

≥

∫

M

(∑

λ2
α|sα|

2
)

dµω̃ − c

(

k

∫

M

|πTM(vξ)|
2 + k−n

(
∫

M

fdµω̃

)2
)

.

Il en résulte

(ck + 1)

∫

M

|vξ|
2 ≥

∫

M

(∑

λ2
α|sα|

2
)

dµω̃ − ck−n
(
∫

M

∑

λα|sα|
2dµω̃

)2
(18)

≥ c′
∑

λ2
α(19)

si k est assez grand et la métrique suffisamment équilibrée (alors les
∫

M
|sα|

2dµω̃ sont
proches de 1).
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Il est clair que le théorème est alors une conséquence de (19) et de l’estimation :

(20)
∫

M

|πTMvξ|
2dµω̃ ≤ ck

∫

M

|πN vξ|
2dµω̃,

que nous établissons maintenant. Puisque Aut(M, L) est discret, on a une inégalité de
Poincaré, qui, après changement d’échelle comme dans (17), s’écrit

(21)
∫

M

|πTMvξ|
2dµω̃ ≤ ck

∫

M

|∂̄πTMvξ|
2dµω̃.

Comme vξ est holomorphe, on a

(22) ∂̄πTMvξ = −∂̄πN vξ = −απN vξ,

où α ∈ Ω0,1(Hom(N , TM)) est la seconde forme fondamentale de M dans P Nk , définie
par l’opérateur ∂̄ du fibré TP Nk = TM ⊕ N le long de M :

∂̄TP Nk =

(
∂̄TM α

0 ∂̄N

)

.

L’estimation souhaitée (20) est alors une conséquence immédiate de (21), (22) et du
fait suivant.

Fait 2.9. — Sous les hypothèses du théorème, la seconde forme fondamentale α de M

dans TP Nk est bornée par une constante ne dépendant que de R.

La démonstration du fait vient de la formule bien connue suivant laquelle « la cour-
bure décroît dans les sous-fibrés » :

FTP Nk |TM − FTM = −α ∧ α∗,

d’où on déduit
|α|2 ≤ |FTP Nk | + |FTM |.

La courbure de TP Nk est bornée (courbure de la métrique de Fubini-Study), comme
l’est celle de TM grâce à l’hypothèse que ω̃ reste à géométrie R-bornée.

2.4.3. Fin de la démonstration du théorème 2.5. — Rassemblons maintenant briève-
ment les éléments de la démonstration, en omettant cependant la fastidieuse vérification
de l’uniformité convenable des estimations que nous écrirons. La solution tronquée à un
ordre A fixé à l’avance, ωA(q), est presque équilibrée : avec un peu de travail, pour une
base s de H0(M, Lk) définie comme en (7), l’estimation (13) donne

‖µSU(s)‖op = O(qA+2).

La norme figurant dans les hypothèses du lemme 2.7 lui est liée par

|µSU(s)| ≤
√

Nk + 1‖µSU(s)‖op,

avec Nk = O(q−n), donc
|µSU(s)| = O(qA+2−n

2 ).
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Par le théorème 2.8, on peut choisir la constante λ dans le lemme 2.7 en O(q−2), et
donc

λ|µSU(s)| = O(qA−n
2 ).

Si on a choisi initialement A > n
2
, le lemme 2.7 fournit pour q assez petit une solution

sq à µSU(sq) = 0 et |s − sq| = O(qA−n
2 ). Revenant aux formes de Kähler, la métrique

équilibrée ω̃q satisfait

‖ω̃q − ω̃0‖Cr(ω̃0) = O(qA−n
2 ),

et par changement d’échelle :

‖ωq − ω0‖Cr(ω0) = O(qA−r−n
2 ).

Si on a choisi au début A > r + n
2
, on déduit la convergence dans Cr des métriques

équilibrées ωq vers ω0. Par unicité des métriques équilibrées, la convergence est valable
dans C∞.

3. STABILITÉ ET CONJECTURES

Il existe plusieurs notions de stabilité des variétés algébriques. L’idée générale est de
considérer la stabilité d’une variété dans P N comme la stabilité par rapport à l’action
de SL(N + 1) sur le schéma de Hilbert des variétés de même polynôme de Hilbert.
Chaque choix d’un plongement projectif de celui-ci mène à une notion différente de
stabilité : Hilbert-Mumford, Chow-Mumford, K-stabilité. Nous nous concentrerons ici
sur les deux dernières.

3.1. Stabilité de Chow-Mumford

3.1.1. Stabilité et métriques équilibrées. — Soit une variété projective Mn ⊂ P N =

PE∗, de degré d. Alors il existe un point M̂ ∈ W = (SymdE)⊗(n+1), tel que [M̂ ] ∈ PW

soit le point de Chow du cycle M ⊂ P N , voir la construction dans [45, 1.16], qui
généralise les deux cas simples suivants :

– si M est une hypersurface, M̂ est l’équation de M ;
– si M est linéaire, M̂ est obtenu par les coordonnées de Plücker.

Le groupe SL(N + 1) = SL(E) agit sur W .

Définition 3.1 (Mumford). — La variété Mn ⊂ P N est stable (au sens de Chow) si

SL(N + 1)M̂ est fermée dans W , et le stabilisateur de M̂ est fini ; elle est semistable

si 0 n’est pas dans l’adhérence de SL(N + 1)M̂ .

La variété polarisée (M, L) est asymptotiquement stable si pour k assez grand, l’image

Mk ⊂ P Nk = PH0(M, Lk)∗ de M par les plongements de Kodaira est stable.
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Par exemple, les courbes asymptotiquement stables sont exactement les courbes
stables au sens de Deligne-Mumford.

Comme indiqué section 1.2.1, on peut définir aussi la polystabilité en supprimant
l’hypothèse de finitude du stabilisateur. C’est la polystabilité qui a une interprétation
en termes de géométrie différentielle—les métriques équilibrées de la section 2.1 :

Théorème 3.2 (Zhang [70]). — La variété (M, L) est équilibrée si et seulement si le

plongement M →֒ PH0(M, L)∗ est polystable.

Zhang énonce seulement stable ⇒ équilibré ⇒ semistable, mais son argument montre
en réalité le théorème écrit ci-dessus, voir aussi [47]. La stabilité est équivalente à
l’existence d’une unique métrique équilibrée. La fonctionnelle Z de la section 2.1.2,
définie différemment, joue un rôle crucial dans la démonstration.

Joint au théorème 2.5, l’énoncé précédent implique immédiatement la partie relative
à la stabilité du théorème 0.1 :

Corollaire 3.3. — Si (M, L) admet dans la classe c1(L) une métrique kählérienne à

courbure scalaire constante, et Aut(M, L) est discret, alors (M, L) est asymptotiquement

stable.

Comme indiqué dans l’introduction, tester la stabilité d’une variété algébrique est
très difficile, et peu de résultats sont connus (Mumford, Gieseker [26], Viehweg [65]).
Un corollaire du résultat est par exemple que toutes les variétés à c1 < 0 sont asymp-
totiquement stables.

3.1.2. Stabilité relative. — Le cas où le groupe Aut0(M, L) n’est pas trivial est étudié
par Mabuchi : en réalité, si Aut0(M, L) est semi-simple, les résultats demeurent iden-
tiques (il suffit de se restreindre aux fonctions invariantes sous le groupe d’isométries
de la métrique kählérienne à courbure scalaire constante). Le cas délicat provient de
la présence d’un centre Z dans Aut0(M, L). Plus généralement, si un tore complexe T

agit, les espaces Ek = H0(M, Lk) se décomposent sous l’action de T ,

Ek = ⊕νk
1 E

χj

k ,

où les χj sont des caractères de T . On définit alors le groupe

Gk = ×νk
1 SL(E

χj

k ).

On regarde l’image Mk de M dans PE∗
k : la stabilité relative à T de (M, Lk) est définie

comme dans la définition 3.1, en regardant l’action de Gk sur M̂k au lieu de celle de
SL(Ek).

Théorème 3.4 (Mabuchi [41]). — Si (M, L) admet une métrique extrémale, alors

(M, L) est asymptotiquement stable relativement au centre de Aut0(M, L).
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Le principe de la démonstration —la méthode de quantification—, reste le même,
mais Mabuchi montre directement la stabilité à partir des solutions approchées, sans
recourir à la construction de métriques équilibrées. Cependant, il montre aussi que la
stabilité relativement à un tore complexe T est équivalente à l’existence de « métriques
équilibrées relativement à T », voir les détails dans [38].

L’unicité de la métrique extrémale dans c1(L), modulo Aut0(M, L), est déduite dans
[39]. Enfin, il semble qu’il y ait des obstructions à la stabilité asymptotique (absolue)
de (M, L), pourvue d’une métrique extrémale, en présence d’un centre de Aut0(M, L),
voir [40].

3.2. K-stabilité

3.2.1. Configuration test. — Le critère de Hilbert-Mumford dit que la stabilité au sens
de la théorie géométrique des invariants peut être testée sur les sous-groupes à un
paramètre : l’orbite GCx est fermée si tel est le cas pour tous les sous-groupes à un
paramètre C∗ ⊂ GC. Pour un tel sous-groupe, on a une limite

x0 = lim
λ→0

λ · x

qui est un point fixe de l’action de C∗ ; la question de la stabilité se réduit alors à la
question de l’action de C∗ sur la droite au-dessus de x0, qui a un poids ρ ∈ Z (action
par λρ) : si le poids ρ est toujours strictement négatif, alors x est stable (semistable s’il
est toujours négatif ou nul).

L’idée de sous-groupe à un paramètre de l’action de SL(N + 1) sur le schéma de
Hilbert mène à la définition suivante [20].

Définition 3.5. — Une configuration test d’exposant r pour la variété polarisée

(M, L) est la donnée de :

1. un schéma M avec une action de C∗,

2. un fibré en droites ample L → M , équivariant pour l’action de C∗,

3. une application plate, propre, C∗-équivariante, π : M → C, avec C∗ agissant sur

C de la manière standard,

telle que les fibres (Mt, Lt) soient isomorphes à (M, Lr) pour t 6= 0.

Une telle configuration est dite produit si M ≃ M ×C, et triviale si en outre C∗ agit
seulement sur le facteur C.

3.2.2. Invariant de Futaki et K-stabilité. — Si C∗ agit sur un schéma projectif X muni
d’un fibré ample L, alors pour tout k, il agit aussi sur l’espace vectoriel

Ek = H0(X, Lk).

Soit dk sa dimension et wk le poids de l’action induite sur ΛdkEk. Pour k assez grand,
dk et wk peuvent être calculés par le théorème de Riemann-Roch (équivariant), et sont
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donc des polynômes en k, de degrés respectifs n et n + 1. La fonction F (k) = wk

kdk
a un

développement asymptotique

F (k) = F0 +
F1

k
+

F2

k2
+ · · ·

avec les coefficients Fi rationnels. Le coefficient F1 est appelé l’invariant de Futaki de
l’action de C∗ sur (X, L).

Dans le cas d’une variété lisse X, l’action infinitésimale de C∗ induit un champ de
vecteurs holomorphe v, et l’invariant de Futaki F1 se spécialise bien à l’invariant de
Futaki F introduit dans la section 1.3.4, à une constante près : F1 = − 1

V
F (v), voir

[20, proposition 2.2.2].
On définit la K-stabilité, introduite par Tian [60] dans son étude des variétés de Fano,

puis adaptée par Donaldson [20] pour autoriser une fibre centrale non normale.

Définition 3.6. — La variété polarisée (M, L) est K-stable (resp. K-semistable) si,

pour toute configuration test non triviale (M , L ), l’invariant de Futaki de l’action

de C∗ induite sur (M0, L0) est strictement négatif (resp. négatif ou nul). Elle est K-

polystable si elle est semistable, et si l’invariant de Futaki ne s’annule que pour les

configurations produits.

À nouveau, il y a des variations dans la terminologie : ce que nous avons appelé
polystabilité est appelé par Tian semistabilité propre, et par Donaldson stabilité ; notre
terminologie, plus cohérente avec celle des fibrés vectoriels, suit [51].

Enfin, il n’est pas clair que la K-stabilité soit une bonne notion de stabilité au sens
de la théorie géométrique des invariants, voir cependant [46].

3.2.3. La conjecture. — Dans la correspondance de Hitchin-Kobayashi (section 1.2.2),
l’existence d’une métrique de Hermite-Einstein sur un fibré holomorphe est équivalente à
la condition algébrique de polystabilité du fibré. On attend de même une correspondance
de Hitchin-Kobayashi pour les variétés, dans laquelle le rôle de la condition algébrique
serait joué par la K-stabilité (Tian [63], Donaldson [20]) :

Conjecture 3.7. — La variété polarisée (M, L) admet une métrique kählérienne à

courbure scalaire constante si et seulement si elle K-polystable.

Dans la correspondance de Hitchin-Kobayashi, la direction Hermite-Einstein ⇒ stabi-
lité est facile, et très difficile la réciproque. Sur les variétés, même la direction « facile »
n’est pas connue : en effet, comme on a vu, l’existence d’une métrique kählérienne à
courbure scalaire constante sur une variété polarisée (M, L) implique bien la stabilité
asymptotique de Chow-Mumford, mais on a seulement l’implication

asymptotiquement stable ⇒ asymptotiquement semistable ⇒ K-semistable,

voir [52] pour une discussion précise des relations entre les différentes notions de stabi-
lité, qui s’interprètent toutes en des conditions sur les F (k), convenablement normalisés,
associés aux configurations tests ; l’implication manquante sur la gauche, K-stabilité ⇒

stabilité asymptotique, est tentante, mais n’est pas démontrée pour le moment.
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Ainsi donc, une variété portant une métrique kählérienne à courbure scalaire

constante est K-semistable. Ce fait peut aussi être vu comme conséquence [13, 46]
d’une borne inférieure sur la K-énergie :

Théorème 3.8. — Supposons que M admette une métrique kählérienne à courbure

scalaire constante. Alors la K-énergie de Mabuchi y atteint un minimum.

Si on dispose de géodésiques dans l’espace des métriques de Kähler K , le théorème
est une conséquence immédiate de la convexité de la K-énergie ; c’est la voie empruntée
par Chen et Tian [13]. Dans le cas polarisé, et groupe d’automorphismes discret, la
méthode de quantification est utilisée par Donaldson [22] pour une autre démonstration :
la solution du problème des métriques équilibrées donne une borne inférieure sur la
fonctionnelle Z de la section 2.1.2, qui, après passage au problème dual, fournit des
bornes inférieures sur des fonctionnelles convergeant vers la K-énergie.

Une borne inférieure sur la K-énergie peut être pensée comme une condition analy-
tique de semistabilité. Plus généralement, Tian [62, 63] conjecture que l’existence d’une
métrique kählérienne à courbure scalaire constante est équivalente à une stabilité ana-

lytique définie comme la propreté (en un sens précis) de la K-énergie. Il a montré cette
conjecture dans le cas Kähler-Einstein Fano [60]. Pour les liens entre propreté de la
K-énergie et K-stabilité, voir [59, 61, 46].

Un autre développement concernant la stabilité est la définition par Ross et Thomas
[51] d’une notion de pente, µ, pour les sous-schémas Z d’une variété projective polarisée
M , analogue à la pente des sous-faisceaux d’un fibré vectoriel. Comme pour les fibrés,
la semistabilité est définie en exigeant que µ(Z) ≤ µ(X) pour tout Z ⊂ X. Le lien
avec la K-stabilité est obtenu en considérant la configuration provenant de la déforma-
tion au cône normal, de sorte que la semistabilité pour la pente est une conséquence
de la K-semistabilité. Comme corollaire, Ross [50] construit sur P 2 éclaté en quatre
points des classes de Kähler n’admettant pas de métriques kählériennes à courbure sca-
laire constante ; l’obstruction ne provient pas du groupe d’automorphismes, trivial. On
consultera [51] pour d’autres exemples.

3.3. Le cas torique

L’image de la conjecture 3.7 devient un peu plus nette dans le cas torique, grâce au
travail fondateur de Donaldson [20]. Nous donnons ici un bref aperçu des résultats.

Soit (M2n, ω) une variété kählérienne torique. Le tore T n agit avec application mo-
ment µ : M → Rn, et l’image de µ est un polytope P̄ dans Rn, le polytope de Delzant
de M . L’action est libre sur l’image réciproque de l’intérieur, M0 = µ−1(P ) ⊂ M . On
utilise alors les variables action-angle (xi, θi) telles que

ω =
∑

dxi ∧ dθi,

avec l’application moment donnée par la projection sur les coordonnées xi, et l’action
de T n par la translation dans les coordonnées θi.
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Le problème se pose de manière élégante dans un formalisme proche de celui de
la section 1.3.1, en fixant la forme symplectique ω et en faisant varier la structure
complexe. Les métriques T n-invariantes, kählériennes avec forme de Kähler ω, ont la
description suivante, due à Guillemin : une telle métrique, g, est décrite par un potentiel

symplectique u, fonction convexe sur P , de sorte que

g =
∑

u,ijdxidxj + u,ijdθidθj,

où (u,ij) est l’inverse de la métrique hessienne (u,ij) de u.
On a alors la belle formule d’Abreu [1] pour la courbure scalaire :

s(u) = −
∑ ∂2u,ij

∂xi∂xj
.

Le problème des métriques kählériennes à courbure scalaire constante apparaît donc
comme un problème d’équations aux dérivées partielles, non linéaire, d’ordre 4 sur le
potentiel symplectique.

Guan [27] a montré que les géodésiques de l’espace des formes de Kähler dans la classe
[ω] deviennent des droites dans l’espace des potentiels symplectiques. Il en déduit l’exis-
tence de géodésiques reliant deux métriques données, et donc l’unicité, à automorphisme
holomorphe près, des métriques extrémales toriques.

Donaldson [20] étudie les surfaces toriques K-polystables. Il montre que :

1. la K-énergie de Mabuchi est bornée inférieurement ;
2. une suite minimisante de potentiels symplectiques a toujours une sous-suite conver-

geant en un sens faible.

L’idée est d’utiliser la K-stabilité en l’appliquant à des configurations tests construites
à partir de fonctions convexes, rationnelles, linéaires par morceau sur P . Un corollaire
important est la construction de nouvelles surfaces toriques n’admettant pas de métrique
kählérienne à courbure scalaire constante.

Si la limite faible obtenue était lisse et minimisait la K-énergie, elle fournirait la
métrique kählérienne à courbure scalaire constante souhaitée : justifier cet espoir est
manifestement un problème d’analyse très délicat ; voir cependant les estimations de
[21].
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LA MESURE D’ÉQUILIBRE D’UN ENDOMORPHISME DE Pk(C)

[d’après Briend et Duval]

par Xavier BUFF

INTRODUCTION

Un endomorphisme de Pk(C) est une fonction holomorphe non constante de Pk(C)

dans Pk(C). Nous noterons z = [z0 : z1 : . . . : zk] un point z ∈ Pk(C) défini par

ses coordonnées homogènes et π : Ck+1 \ {0} → Pk(C) la projection canonique. Une

application rationnelle f : Pk(C) → Pk(C) de degré algébrique d est une application qui

s’écrit f = [F0 : F1 : . . . : Fk], les Fj étant des polynômes homogènes de degré d, sans

facteurs communs. On associe à f l’application F = (F0, F1, . . . , Fk) : Ck+1 → Ck+1.

On a alors π ◦ F = f ◦ π. Une application rationnelle f : Pk(C) → Pk(C) n’est pas

nécessairement définie partout. Son ensemble d’indétermination est π(F−1{0}).

Les endomorphismes de Pk(C) sont les applications rationnelles non constantes dont

l’ensemble d’indétermination est vide. Le degré algébrique d’une application rationnelle

est aussi le degré de la préimage d’un hyperplan générique.

Dans tout cet exposé, nous nous intéressons aux propriétés dynamiques d’un endo-

morphisme holomorphe f : Pk(C) → Pk(C) de degré algébrique d ≥ 2. D’après le

théorème de Bezout, son degré topologique, c’est-à-dire le nombre de préimages d’un

point générique, est alors égal à dk.

Remarque 0.1. — Nous ne parlerons pas des applications rationnelles dont l’ensemble

d’indétermination n’est pas vide, par exemple les applications de Hénon. Le lecteur

intéressé pourra consulter [25].

Le cas de la dimension k = 1 a une histoire assez ancienne, avec des contributions de

Koenigs, Schröder, Böttcher à la fin du 19ème siècle et les fameux mémoires de Fatou

et Julia au début du 20ème siècle. L’ensemble de Fatou Ωf est le plus grand ouvert

sur lequel la famille des itérés de f est normale (pour la convergence uniforme sur tout

compact). L’ensemble de Julia Jf est le complémentaire de Ωf .

Le fait même que les ensembles de Fatou et de Julia soient définis à partir de la notion

de famille normale reflète les origines de la dynamique holomorphe. Un ingrédient

majeur dans les travaux de Fatou et de Julia est le théorème de Montel qui dit qu’une

famille de fonctions holomorphes définies sur un ouvert de P1(C) et évitant 3 points de

P1(C) est une famille normale.
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Figure 1. L’ensemble de Julia Jf de la fraction rationnelle f : z 7→ z
z10 + 66z5 − 11

−11z10 − 66z5 + 1
.

L’ensemble Jf est compact, parfait et complètement invariant par f :

f(Jf) = Jf et f−1(Jf) = Jf .

Il se peut qu’il y ait un ensemble fini complètement invariant par f . Un tel ensemble

contient au plus 2 points. Le plus grand s’appelle l’ensemble exceptionnel Ef . On peut

donner des définitions équivalentes de l’ensemble de Julia Jf d’une fraction rationnelle

f : P1(C) → P1(C) :

– Jf est le plus petit fermé complètement invariant contenant au moins 3 points ;

– Jf est l’adhérence de l’ensemble des points périodiques répulsifs de f (i.e. les

points z ∈ P1(C) tels que f ◦k(z) = z et |(f ◦k)′(z)| > 1 pour un entier k ≥ 1).

En 1965, Brolin [9] démontre que si f est un polynôme, il existe une mesure de pro-

babilité invariante et mélangeante µf , supportée par l’ensemble de Julia Jf , qui reflète

la distribution des préimages des points hors de l’ensemble exceptionnel Ef . L’outil

central de la démonstration est la théorie du potentiel. La mesure µf peut être obtenue

comme le Laplacien d’une fonction de Green dynamique. Tortrat [26] montre que la

mesure µf reflète également la distribution des points périodiques.

En 1983, Lyubich [21] et Freire-Lopès-Mañé [16], [22] généralisent ce résultat pour

toute fraction rationnelle f . De plus, ils montrent que µf est l’unique mesure d’entropie

maximale de f .

Que reste-t-il de ces résultats en dimension k ≥ 2 ?

Les définitions de l’ensemble de Fatou et de l’ensemble de Julia restent les mêmes.

Mais en général, on ne peut plus caractériser l’ensemble de Julia comme le plus petit

fermé invariant ou comme l’adhérence de l’ensemble des points périodiques répulsifs.

En 1990, Sibony a l’idée d’introduire la théorie du potentiel dans l’étude de la dy-

namique des difféomorphismes polynomiaux de C2. Pour un tel difféomorphisme, il
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définit une mesure de probabilité invariante. Avec Bedford [1] §3, il établit les premières

propriétés de cette mesure. Les résultats sont complétés par Bedford, Lyubich et Smillie

[2] [3].

En 1994, Hubbard et Papadopol [19] définissent, pour un endomorphisme holomorphe

de Pk(C), une mesure de probabilité invariante naturelle, la mesure d’équilibre µf , en

utilisant la théorie du pluripotentiel. Fornæss et Sibony [14] montrent que la mesure

d’équilibre µf est mélangeante et reflète la distribution des préimages des points en

dehors d’un ensemble pluripolaire. En dimension k ≥ 2, le support de la mesure est en

général plus petit que l’ensemble de Julia (nous verrons un exemple plus loin).

En 2001, Briend et Duval [7] montrent que les méthodes de Lyubich s’adaptent en

toute dimension avec des résultats similaires. Nous allons présenter ces travaux de

Briend et Duval. Dans les énoncés suivants, f est un endomorphisme holomorphe de

Pk(C) (k ≥ 1) de degré algébrique d ≥ 2.

Théorème et Définition 0.2. — Les ensembles algébriques complètement inva-

riants par f sont en nombre fini. L’ensemble exceptionnel Ef de f est le plus grand

ensemble algébrique propre complètement invariant par f .

Il est naturel de tirer en arrière des fonctions continues sur Pk(C) et de pousser en

avant des mesures sur Pk(C) :

f ∗ϕ = ϕ ◦ f et 〈f∗µ, ϕ〉 = 〈µ, f ∗ϕ〉 =

∫

Pk(C)

ϕ ◦ f dµ.

Étant donné que f : Pk(C) → Pk(C) est une application propre, elle a un degré

topologique fini, à savoir dk. La définition suivante a donc un sens :

1

dk
f∗ϕ =

1

dk

∑

y∈f−1(x)

ϕ(y),

les préimages de x étant comptées avec multiplicités. L’application d−kf∗ϕ obtenue

en moyennant ϕ dans les fibres de f est alors une fonction continue (car on a pris en

compte les multiplicités des préimages). On peut alors définir d−kf ∗µ par dualité :

〈
1

dk
f ∗µ, ϕ

〉

=

∫

Pk(C)




1

dk

∑

y∈f−1(x)

ϕ(y)



 dµ(x),

les préimages de x étant comptées avec multiplicités. Par exemple, µn,x = d−kn(f ◦n)∗δx
est la mesure de comptage normalisée sur f−n(x) :

µn,x =
1

dkn

∑

y∈f−n(x)

δy.

Théorème 0.3. — La mesure d’équilibre µf est l’unique mesure de probabilité vérifiant

d−kf ∗µf = µf et ne chargeant pas l’ensemble exceptionnel Ef . De plus, pour toute

mesure de probabilité ν ne chargeant pas Ef , on a d−kn(f ◦n)∗ν → µf . En particulier,
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µn,x → µf si et seulement si x ∈ Pk(C) \ Ef . La mesure µf est mélangeante, et donc

ergodique.

Nous rappellerons les notions d’entropie topologique et d’entropie métrique plus loin.

Depuis 1977, on sait que l’entropie topologique d’un endomorphisme de Pk(C) de degré

algébrique d ≥ 2 est k log d. La minoration est due à Misiurewicz et Przytycki [23] et la

majoration est due à Gromov [17]. Comme la mesure d’équilibre µf est de jacobien cons-

tant dk, la formule de Rohlin-Parry [24] dit que l’entropie métrique de µf vaut k log d.

Enfin, le principe variationnel affirme que l’entropie topologique est le supremum des

entropies métriques. Donc, µf est une mesure d’entropie maximale.

Théorème 0.4. — La mesure d’équilibre est l’unique mesure d’entropie maximale

de f .

L’ensemble des points périodiques de période n contient (dn(k+1) − 1)/(d− 1) points,

en comptant les multiplicités. Le théorème suivant montre que la majorité d’entre eux

sont répulsifs et que la mesure d’équilibre reflète leur distribution asymptotique.

Théorème 0.5. — La suite de mesures
1

dnk

∑

f◦n(y)=y, y répulsif

δy converge faiblement

vers la mesure d’équilibre µf .

En dimension k = 1, tous les points périodiques, sauf au plus un nombre fini, sont

répulsifs ; les points périodiques répulsifs sont dans l’ensemble de Julia qui est le support

de µf . En dimension k ≥ 2, Hubbard et Papadopol [19] (exemple 2, page 343) montrent

qu’il se peut que les points périodiques répulsifs ne soient pas dans le support de la

mesure d’équilibre. Fornæss et Sibony [15] (théorème 4.3 et remarque 4.4) montrent

également qu’il se peut qu’il y ait une infinité de tels points.

Antérieurement aux résultats que nous présentons ici, Briend et Duval [6] en avaient

obtenu un autre que nous ne démontrerons pas.

Théorème 0.6. — Les exposants de Liapounoff de f relativement à µ sont minorés

par (log d)/2.

Signalons [10] où Dinh et Sibony ont généralisé toute cette théorie au cas des ap-

plications d’allure polynomiale (qui contient le cas des endomorphismes de Pk(C)). Ils

donnent une construction directe de la mesure d’équilibre, n’utilisant que les fonctions

plurisousharmoniques. Ils montrent que la mesure d’équilibre est K-mélangeante (ce

qui est la notion la plus forte de mélange) et qu’elle est exponentiellement mélangeante.

Signalons également les travaux de Guedj [18] et de Dinh et Sibony [11] qui

généralisent de nombreux résultats dans le cadre des transformations méromorphes

(l’ensemble d’indétermination n’est pas vide).
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1. DÉFINITION POTENTIALISTE DE LA MESURE D’ÉQUILIBRE

1.1. La mesure de Brolin pour les polynômes

Considérons d’abord le cas d’un polynôme P : C → C de degré d ≥ 2. Dans ce cas,

on peut définir l’ensemble de Julia rempli

KP = {z ∈ C ; la suite (P ◦n(z))n≥0 est bornée}.

L’ensemble de Julia JP est le bord de l’ensemble de Julia rempli KP .

KP JP

Figure 2. L’ensemble de Julia rempli et l’ensemble de Julia du polynôme

P : z 7→ z2 − 1.

On peut alors définir une fonction gP : C → R par

gP (z) = lim
n→+∞

1

dn
log+ |P ◦n(z)|,

où log+ = max(0, log). Il est facile de voir que la limite existe et est uniforme en

remarquant que la fonction u(z) = log+ |P (z)| − d log+ |z| est bornée sur C et que

gP (z) = log+ |z| +
+∞∑

m=1

1

dm
u(P ◦m(z)).

La fonction gP est continue et sousharmonique comme limite uniforme de fonctions

continues et sousharmoniques. Elle s’annule sur KP et est harmonique sur C \ KP .

Comme gP est sousharmonique, son Laplacien est une mesure. En fait, µP = 1
2π

∆gP
est une mesure de probabilité de support égal à JP .

La mesure µP est appelée la mesure de Brolin du polynôme P . On voit facilement que

gP (P (z)) = d · gP (z) et on en déduit que d−1P ∗µP = µP . Pour établir la distribution

des images réciproques d’un point w, on est amené à montrer que la suite de fonctions

sousharmoniques
1

dn
log |P ◦n(z) − w|
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converge vers gP . De même, pour établir la distribution des points périodiques, on est

amené à montrer que la suite de fonctions sousharmoniques

1

dn
log |P ◦n(z) − z|

converge vers gP .

1.2. La mesure d’équilibre pour les endomorphismes holomorphes de Pk(C)

1.2.1. Passage aux coordonnées homogènes. — Soient f : Pk(C) → Pk(C) un endo-

morphisme holomorphe de degré algébrique d ≥ 2 et F : Ck+1 \ {0} → Ck+1 \ {0} un

relevé dont les coordonnées sont des polynômes homogènes de degré d :

Ck+1 \ {0}
F //

π

��

Ck+1 \ {0}

π

��

Pk(C)
f

// Pk(C).

On écrit F = (F0, F1, . . . , Fk) et f = [F0 : F1 : . . . Fk]. On peut prolonger F à Pk+1(C)

en posant

F ([z0 : z1 : . . . : zk : zk+1]) = [F0 : F1 : . . . : Fk : zdk+1].

Dans ce numéro, nous allons préciser les relations qui existent entre la dynamique de

f : Pk(C) → Pk(C) et la dynamique de F : Pk+1(C) → Pk+1(C).

Le point fixe O = [0 : . . . : 0 : 1] est complètement invariant par F . C’est un

point super-attractif et toute orbite rencontrant un voisinage de O suffisamment petit

converge vers O. Le bassin d’attraction Ω0 de ce point fixe super-attractif est contenu

dans l’ensemble de Fatou de F . Il est homéomorphe à une boule réelle de dimension

2(k + 1).

L’hyperplan à l’infini H = {zk+1 = 0} est complètement invariant par F et

F : H → H est conjuguée à f : Pk(C) → Pk(C).

Pour z = [z0 : . . . : zk] ∈ Pk(C), on note Lz ⊂ Pk+1(C) la droite passant par O avec
〈〈pente 〉〉 z :

Lz = {[z0 : . . . : zk : 0]} ∪ {[tz0 : . . . : tzk : 1] ; t ∈ C}.

L’application F envoie Lz sur Lf(z) et F : Lz → Lf(z) est de la forme t 7→ λtd. En

particulier, un cercle de rayon r centré en O s’envoie sur un cercle de rayon |λ|rd centré

en O.

L’ensemble de Julia JF est la réunion du bord de Ω0, et du cône C(Jf) \Ω0 où C(Jf)

est la réunion des droites Lz pour z ∈ Jf . Le bord de Ω0 est homéomorphe à une sphère

de dimension 2k + 1.

Exemple 1.1. — Considérons l’exemple de l’endomorphisme f de P2(C) défini par :

f([z0 : z1 : z2]) = [zd0 : zd1 : zd2 ].

Il est de degré algébrique d et de degré topologique d2. Il admet trois points fixes

super-attractifs complètement invariants : les points [0 : 0 : 1], [0 : 1 : 0] et [1 : 0 : 0].
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Les trois droites {z0 = 0}, {z1 = 0} et {z2 = 0} sont complètement invariantes par f .

La réunion des trois bassins super-attractifs constitue l’ensemble de Fatou. Son bord

est l’ensemble de Julia.

Pour visualiser le bassin attractif de [0 : 0 : 1], on peut se placer dans la carte

z2 = 1. On est dans C2 et F (z0, z1) = (zd0 , z
d
1). Le bassin d’attraction Ω0 de (0, 0) est le

polydisque {(z0, z1) ∈ C2 ; |z0| < 1, |z1| < 1}. Son bord est la réunion de deux tores

pleins de dimension réelle 3 :

∂Ω0 = {(z0, z1) ∈ C2 ; |z0| < 1, |z1| = 1} ∪ {(z0, z1) ∈ C2 ; |z0| = 1, |z1| < 1}.

Pour obtenir l’ensemble de Julia JF , il faut ajouter un troisième tore plein :

{(z0, z1) ∈ C2 ; |z0| = |z1| > 1} ∪ {[z0 : z1 : 0] ∈ P2(C) ; |z0| = |z1|}.

L’intersection de ces trois tores est le tore réel {(z0, z1) ∈ C2 ; |z0| = |z1| = 1} qui se

révélera être le support de la mesure d’équilibre.

Exemple 1.2. — On peut considérer un exemple un peu plus élaboré :

F ([z0 : z1 : z2]) = [z2
0 − z2

1 : z2
1 : z2

2 ].

Si on se place dans la carte {z2 = 1}, c’est-à-dire dans C2, l’expression de F est

F (z0, z1) = (z2
0 − z2

1 , z
2
1) qui est l’expression en coordonnées homogènes du polynôme

f(z) = z2 − 1.

Le point [0 : 0 : 1] est fixe et super-attractif et son bassin d’attraction Ω0 est

homéomorphe à une boule de dimension réelle 4. Son bord est homéomorphe à une

3-sphère.

L’ensemble de Julia JF et le bord du bassin Ω0 sont des ensembles cerclés : si

(z0, . . . , zk) ∈ Ck+1 appartient à JF (respectivement à ∂Ω0) et si |λ| = 1, alors

(λz0, . . . , λzk) appartient à JF (respectivement à ∂Ω0).

En particulier, on a une fibration de ∂Ω0 sur P1(C), les fibres étant des cercles (c’est

la fibration de Hopf). On peut se faire une idée de la géométrie de ∂Ω0 en quotientant

par (z0, z1) ∼ (λz0, λz1) si |λ| = 1. À chaque point (z0, z1) on associe alors un point

z = [z0 : z1] ∈ P1(C) et un réel r =
√

|z0|2 + |z1|2 ∈ ]0,+∞[. Le point z ∈ P1(C)

s’identifie avec un point Mz ∈ S2 ⊂ R3 via la projection stéréographique (S2 est la

sphère unité dans R3) et on peut représenter le couple (z, r) par le point r ·Mz ∈ R3.

Le bord de Ω0 est alors représenté par une surface de R3 (voir figure 3). On peut

représenter l’ensemble de Julia JF en suivant le même principe (voir figure 4).

Exemple 1.3. — Considérons toujours une fraction rationnelle f : P1(C) → P1(C) et

une application F : P2(C) → P2(C) associée par passage aux coordonnées homogènes.

Si l’ensemble de Julia de f est égal à P1(C), alors, l’ensemble de Julia de F est égal au

complémentaire du bassin attractif de [0 : 0 : 1]. Il ne sera donc pas d’intérieur vide, et

il ne sera pas égal à P2(C).
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Figure 3. Une représentation du bord du bassin attractif Ω0 de (0, 0) pour

l’application F : (z0, z1) 7→ (z2
0 − z2

1 , z
2
1). Cet ensemble est contenu dans

l’ensemble de Julia JF . En noir, on a représenté l’intersection ∂Ω0 ∩ C(Jf )

entre le bord de Ω0 et le cône C(Jf ). Cette intersection est le support de la

mesure d’équilibre µF .

Figure 4. Une représentation de l’ensemble de Julia JF pour l’application

F : (z0, z1) 7→ (z2
0−z2

1 , z2
1). On s’est en fait restreint à représenter l’intersection

de JF avec la boule de rayon 3 dans C2.

1.2.2. La fonction de Green d’un endomorphisme de Pk(C). — Pour x ∈ Ck+1 \ {0},

on pose u(x) = log ‖F (x)‖ − d log ‖x‖, où ‖ · ‖ est la norme euclidienne sur Ck+1.
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Pour n ≥ 0, on définit

Gn(x) =
1

dn
log ‖F ◦n(x)‖.

Par homogénéité de F , on voit que la fonction u ne dépend que de π(x) ∈ Pk(C) et que

u est donc bornée sur Ck+1 \ {0}. On en déduit immédiatement que la suite

Gn(x) − log ‖x‖ =

n∑

m=1

Gm(x) −Gm−1(x) =

n∑

m=1

1

dm
u(F ◦m(x)).

converge uniformément sur Ck+1 \ {0} vers une fonction continue bornée : GF (x) −

log ‖x‖. On a donc la

Proposition 1.4. — La fonction

GF = lim
n→+∞

1

dn
log ‖F ◦n‖

est continue et plurisousharmonique sur Ck+1 \ {0}. Pour tout x ∈ Ck+1 \ {0}, on a

GF (F (x)) = d ·GF (x) et pour tout λ ∈ C∗, on a GF (λx) = GF (x) + log |λ|.

Exemple 1.5. — Soit f : P1(C) → P1(C) un polynôme de degré d. Considérons alors

l’application F : C2 \ {0} → C2 \ {0} définie par

F (z0, z1) = (zd1f(z0/z1), z
d
1).

L’application F relève f en coordonnées homogènes. On a alors

F ◦n(z0, z1) =
(
zd

n

1 f ◦n(z0/z1), z
dn

1

)
.

Par conséquent,

GF (z0, z1) = lim
n→+∞

1

dn
log ‖F ◦n(z0, z1)‖

= lim
n→+∞

1

2dn
log
(∣
∣zd

n

1 f ◦n(z0/z1)
∣
∣
2
+
∣
∣zd

n

1

∣
∣
2
)

= log |z1| + gf(z),

où z = [z0 : z1] ∈ P1(C) et gf est la fonction de Green associée au polynôme f .

1.2.3. Courants positifs sur Pk(C). — Une forme lisse de bidegré (p, q) sur Pk(C) est

une forme différentielle lisse qui, dans des cartes, s’écrit

ϕ =
∑

|α|=p, |q|=β

ϕα,βdzα ∧ dz̄β

où dzα = dzα1 ∧ . . . ∧ dzαp et dz̄β = dz̄β1 ∧ . . . ∧ dz̄βq . Un courant de bidegré (p, q) sur

Pk(C) est un élément du dual des formes lisses de bidegré (k−p, k−q) sur Pk(C). Dans

des cartes, un courant S de bidegré (p, q) se représente comme une forme différentielle

de bidegré (p, q) à coefficients distributions

S =
∑

|α|=p, |β|=q

Sα,βdzα ∧ dz̄β.
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L’opérateur d de Poincaré se décompose en d = ∂ + ∂̄ où

∂ϕ =
∑ ∂ϕα,β

∂zk
dzk ∧ dzα ∧ dz̄β et ∂̄ϕ =

∑ ∂ϕα,β
∂z̄k

dz̄k ∧ dzα ∧ dz̄β.

On définit l’opérateur

dc =
i

2π
(∂̄ − ∂).

On a

ddc =
i

π
∂∂̄.

Si S est un courant de bidegré (p, p), on a

〈dS, ϕ〉 = −〈S, dϕ〉 , 〈dcS, ϕ〉 = −〈S, dcϕ〉 et 〈ddcS, ϕ〉 = 〈S, ddcϕ〉 .

Remarque 1.6. — Si U est un ouvert de C et h : U → R est une fonction de classe C2,

alors ddch =
(

1
2π

∆h
)
dx ∧ dy, où ∆h est le Laplacien de h.

On dit qu’un courant S de bidegré (p, p) est positif si 〈S, ϕ〉 ≥ 0 pour toute forme

test

ϕ = iϕ1 ∧ ϕ̄1 ∧ . . . ∧ iϕk−p ∧ ϕ̄k−p,

avec ϕj forme lisse de bidegré (1, 0). Dans des cartes, les coefficients d’un courant

positif S de bidegré (p, p) sont des mesures régulières : ce sont des distributions qui se

prolongent en formes linéaires continues sur l’espace des fonctions continues.

On définit alors la masse d’un courant positif S de bidegré (p, p) par

‖S‖ =

∫

Pk(C)

S ∧
ωk−p

(k − p)!
.

Si une suite de courants positifs sur Pk(C) est de masse bornée, on peut en extraire

une sous-suite convergente. Si la suite est croissante et de masse bornée, alors elle est

convergente.

Un courant positif fermé de bidegré (1, 1) s’écrit localement ddcu avec u plurisoushar-

monique.

1.2.4. Le courant de Green d’un endomorphisme de Pk(C). — À partir de la fonction

de Green GF , on peut définir un courant positif fermé de bidegré (1, 1) sur Pk(C) comme

suit.

Proposition 1.7. — Il existe un courant positif fermé Tf de bidegré (1, 1) sur Pk(C)

tel que pour tout ouvert U ⊂ Pk(C) et toute section holomorphe σ : U → Ck+1 \ {0},

on ait

Tf |U = ddc(GF ◦ σ).
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Preuve — Étant donné un ouvert U ∈ Pk(C) et une section holomorphe σ :

U → Ck+1 \ {0}, la fonction GF ◦ σ est une fonction plurisousharmonique, et

Tf |U = ddc(GF ◦ σ) est un courant positif fermé de bidegré (1, 1). Remarquons que la

définition de Tf |U ne dépend pas du choix de section. En effet, si σ0 : U → Ck+1 \ {0}

et σ1 : U → Ck+1 \ {0} sont deux sections holomorphes, alors il existe une fonction

holomorphe λ : U → C∗ telle que σ0 = λ · σ1. Dans ce cas,

ddc(GF ◦ σ0) = ddc log |λ| + ddc(GF ◦ σ1) = ddc(GF ◦ σ1)

puisque log |λ| est une fonction pluriharmonique sur U .

Remarque 1.8. — Hubbard et Papadopol [19] ont montré que le support de Tf est

contenu dans l’ensemble de Julia Jf . Fornæss et Sibony [13] et indépendamment Ueda

[27] ont montré que le support de Tf cöıncide avec Jf .

Rappelons que la forme de Fubini-Study sur Pk(C) est la forme ω de bidegré (1, 1)

qui vérifie

π∗ω = ddc log ‖ · ‖.

Étant donné que pour tout x ∈ Ck+1 \ {0} et tout λ ∈ C∗ on a

GF (λx) = GF (x) + log |λ| et log ‖λx‖ = log ‖x‖ + log |λ|,

la fonction x ∈ Ck+1 7→ GF (x)− log ‖x‖ descend en une fonction continue ϕ sur Pk(C)

et on a

Tf = ω + ddcϕ.

Le courant Tf est donc cohomologue à la forme de Fubini-Study ω.

1.2.5. Première définition de la mesure d’équilibre. — Par construction, au voisinage

de chaque point x ∈ Pk(C), Tf = ddcu avec u continue. Il est possible de définir le

produit extérieur de courants positifs fermés de bidegrés (1, 1) dont les potentiels sont

continus (voir [4]). On peut donc parler de

T∧k
f = Tf ∧ Tf ∧ . . . ∧ Tf

︸ ︷︷ ︸

k fois

.

Comme le courant Tf est cohomologue à la forme de Fubini-Study ω, T∧k
f est cohomo-

logue à la forme volume Ω = ω∧k de la métrique de Fubini-Study. Ceci nous amène à

la définition suivante.

Définition 1.9. — La mesure d’équilibre µf d’un endomorphisme f : Pk(C) → Pk(C)

est la mesure de probabilité µf = T∧k
f .

On a

GF = lim
n→+∞

Gn avec Gn =
1

dn
log ‖F ◦n‖.

Pour n ≥ 0, il existe une forme lisse Tn de bidegré (1, 1) sur Pk(C) telle que π∗Tn =

ddcGn. En fait,

Tn =
1

dn
(f ◦n)∗ω.
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La fonction Gn(x) − log ‖x‖ descend en une fonction lisse ϕn sur Pk(C), ϕn → ϕ

uniformément sur Pk(C) et

Tn = ω + ddcϕn.

On a donc Tn → Tf au sens des courants, et comme la convergence de ϕn vers ϕ est

uniforme, on a la convergence suivante au sens des courants (voir [4]) :

Tn → Tf et T∧k
n =

1

dkn
(f ◦n)∗Ω → T∧k

f = µf .

On vient de démontrer la

Proposition 1.10. — La mesure d’équilibre µf est la limite faible de la suite de

mesures de probabilité µn =
1

dkn
(f ◦n)∗Ω, où Ω = ω∧k est la forme volume de la métrique

de Fubini-Study.

Exemple 1.11. — Considérons de nouveau l’endomorphisme f de P2(C) défini par

f([z0 : z1 : z2]) = [zd0 : zd1 : zd2 ].

L’ensemble de Julia Jf est la réunion de trois tores pleins qui s’intersectent le long du

tore réel {(z0, z1) ∈ C2 ; |z0| = 1 et |z1| = 1}. Ce tore réel est totalement invariant.

Il contient tous les points périodiques répulsifs. Les préimages d’un point (z0, z1) ∈ C2

hors des droites {z0 = 0} et {z1 = 0} s’accumulent sur ce tore réel. Ce tore réel est le

support de la mesure d’équilibre µf qui n’est autre que la mesure de Lebesgue sur le

tore. Le support de la mesure d’équilibre µf n’est donc pas égal à Jf .

Exemple 1.12. — Considérons maintenant l’endomorphisme F de P2(C) défini par

F ([z0 : z1 : z2]) = [z2
0 − z2

1 : z2
1 : z2

2 ].

Le bord du bassin attractif Ω0 du point [0 : 0 : 1] est représenté sur la figure 3. Le

support de la mesure d’équilibre µF est contenu dans ∂Ω0. C’est l’intersection du bord

de Ω0 avec le cône C(Jf). La projection π∗(µF ) sur P1(C) est la mesure d’équilibre µf
de f (π : C2 \ {0} → P1(C) est la projection canonique).

Exemple 1.13. — La mesure d’équilibre d’un polynôme construite en passant aux coor-

données homogènes est égale à la mesure de Brolin obtenue à partir de la fonction de

Green gf : C → [0,+∞[.

En effet, nous avons mentionné plus haut (exemple 1.5) que GF (z0, z1) = log |z1| +

gf(z), où z = [z0 : z1] ∈ P1(C) et gf est la fonction de Green associée au polynôme f .

La fonction (z0, z1) 7→ GF (z0, z1) − log ‖(z0, z1)‖ définie sur C2 \ {0} descend en une

fonction ϕ : P1(C) → R définie par

ϕ(z) = gf(z) −
1

2
log(1 + |z|2).

On a alors

µf = ω +

(
1

2π
∆ϕ

)

dx ∧ dy =

(
1

2π
∆gf

)

dx ∧ dy,

où ω est la forme de Fubini-Study sur P1(C).
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1.2.6. Seconde définition. — Dans l’approche que nous venons de présenter, nous avons

eu besoin d’utiliser la théorie de Bedford-Taylor pour définir µf comme puissance k-ième

d’un courant positif fermé Tf de bidegré (1, 1) et pour obtenir la convergence faible de

la suite de mesures µn = T∧k
n vers µf = T∧k

f .

Dinh et Sibony [10] puis Guedj [18] ont montré qu’on peut en fait directement définir

la mesure d’équilibre µf comme la limite faible de la suite de mesures de probabilité

µn =
1

dkn
(f ◦n)∗Ω. Nous allons maintenant présenter l’approche de Guedj.

On observe d’abord que d−kf ∗Ω est cohomologue à Ω, et on peut donc écrire

1

dk
f ∗Ω = Ω + ddcS

avec S une forme lisse de bidegré (k − 1, k − 1). On a alors, par compacité de Pk(C),

l’encadrement −Cω∧k−1 ≤ S ≤ Cω∧k−1 pour une constante C ≥ 0. Quitte à rajouter

Cω∧k−1 à S, on peut supposer que 0 ≤ S ≤ Cω∧k−1. On a alors

1

dkn
(f ◦n)∗Ω = Ω + ddcSn avec Sn = S +

1

dk
f ∗S + . . .

1

dk(n−1)
(f ◦n−1)∗S.

Comme S ≥ 0, la suite de courants positifs Sn est croissante. La masse des courants

Sn est bornée :

0 ≤ ‖Sn‖ =

∫

Pk(C)

Sn ∧ ω ≤ C
n−1∑

j=0

1

dkj

∫

Pk(C)

(f ◦j)∗ωk−1 ∧ ω = C
n−1∑

j=0

1

dj
< +∞.

La suite Sn converge donc faiblement vers un courant positif S∞ de bidegré (k−1, k−1),

et
1

dkn
(f ◦n)∗Ω = Ω + ddcSn → µf := Ω + ddcS∞.

L’opérateur µ 7→ d−kf ∗µ est un opérateur continu pour la convergence faible. En

passant à la limite sur l’équation µn+1 = d−kf ∗µn, on obtient

µf =
1

dk
f ∗µf .

Il en découle également que la mesure d’équilibre µf est f -invariante :

µf(f
−1(A)) =

∫

1f−1(A) dµf =

∫

1f−1(A) d
f ∗µf
dk

=

∫

1A dµf = µf(A).

Proposition 1.14. — La mesure d’équilibre µf ne charge pas les ensembles pluripo-

laires. En particulier, elle ne charge pas les ensembles algébriques.

Preuve — Une fonction quasiplurisousharmonique sur Pk(C) est une fonction semi-

continue supérieurement qui est localement la somme d’une fonction plurisoushar-

monique et d’une fonction lisse. Tout ensemble pluripolaire est contenu dans ϕ−1{−∞}

pour une fonction quasiplurisousharmonique ϕ. Nous allons voir que ϕ est intégrable

par rapport à la mesure µf , ce qui implique ϕ−1{−∞} est de mesure nulle.
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Quitte à translater ϕ, on peut supposer que ϕ ≤ 0 et quitte à multiplier ϕ par une

constante, on peut supposer ddcϕ ≥ −ω. On a alors, en utilisant le théorème de Stokes,

0 ≤

∫

Pk(C)

(−ϕ) dµf =

∫

Pk(C)

(−ϕ) dΩ +

∫

Pk(C)

(−ddcϕ) ∧ S∞

≤

∫

Pk(C)

(−ϕ) dΩ +

∫

Pk(C)

S∞ ∧ ω,

puisque S∞ est un courant positif. Une fonction quasiplurisousharmonique est

intégrable donc

∫

Pk(C)

(−ϕ) dΩ < +∞, et

∫

Pk(C)

S∞ ∧ ω = ‖S∞‖ < +∞.

2. L’ENSEMBLE EXCEPTIONNEL

Dans le paragraphe suivant, nous allons donner une troisième construction de

la mesure d’équilibre qui est due à Briend et Duval [7]. Cette approche est plus

géométrique et s’inspire des travaux de Lyubich [21] dans le cas de la dimension k = 1.

Une conséquence immédiate sera que la mesure d’équilibre µf reflète la distribution

asymptotique des préimages des points hors d’un ensemble exceptionnel algébrique Ef .

Les premiers résultats concernant les ensembles exceptionnels algébriques pour les

endomorphismes de Pk(C) avec k ≥ 2 ont été obtenus par Fornæss et Sibony [12].

Nous allons maintenant montrer que les ensembles algébriques complètement inva-

riants par f sont en nombre fini (résultat dû à Briend et Duval [7]). La réunion de tous

ces ensembles hormis Pk(C) est donc un ensemble algébrique complètement invariant

par f (éventuellement vide). C’est l’ensemble exceptionnel Ef .

Exemple 2.1. — Considérons d’abord une fraction rationnelle f : P1(C) → P1(C) de

degré d ≥ 2. Les ensembles algébriques propres contenus dans P1(C) sont les ensembles

finis. Si E est un ensemble fini et complètement invariant, son complémentaire U =

P1(C)\E est un ouvert complètement invariant de caractéristique d’Euler finie χ(U) =

2 − #E. La formule de Riemann-Hurwitz appliquée à f : U → U donne χ(U) =

dχ(U) − n où n est le nombre de points critiques de f contenus dans U , comptés avec

multiplicités. On a alors χ(U) = n/(d−1) ≥ 0, ce qui montre que #E ≤ 2. L’ensemble

exceptionnel Ef contient donc au plus 2 points.

Une étude au cas par cas montre alors que lorsque Ef contient un point fixe, f est

conjuguée à un polynôme (le point fixe étant envoyé à l’infini). Lorsque Ef contient

deux points, f est conjuguée soit à z 7→ zd, soit à z 7→ z−d.

Exemple 2.2. — Considérons maintenant une fraction rationnelle f : P1(C) → P1(C)

de degré d ≥ 2. Soit F : C2 \{0} → C2 \{0} un relèvement en coordonnées homogènes.

L’application F se prolonge holomorphiquement en un endomorphisme de P2(C) de

degré algébrique d.
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Le point [0 : 0 : 1] est alors complètement invariant puisque c’est un point fixe de F

qui n’a pas d’autre préimage que lui-même. Le degré topologique local de F en [0 : 0 : 1]

est d2. La droite à l’infini est un ensemble complètement invariant. La restriction de

F à cette droite est conjuguée à f : P1(C) → P1(C). Le degré topologique local de F

en un point générique de cette droite est d. Aux points qui correspondent aux points

critiques de f , le degré topologique local de F sera > d.

Si l’ensemble exceptionnel de la fraction rationnelle f est vide, il n’y a pas d’autre

ensemble algébrique propre complètement invariant par f . Sinon, il nous faut rajouter

les points sur la droite à l’infini correspondant aux points de l’ensemble exceptionnel

Ef et les droites de P2(C) qui passent par l’origine et dont la pente correspond aux

points de l’ensemble exceptionnel Ef .

Exemple 2.3. — Dans [12], Fornæss et Sibony présentent un exemple instructif qui

montre qu’en dimension k ≥ 2, contrairement à la dimension 1, les points complètement

invariants ne sont pas nécessairement super-attractifs et qu’ils peuvent même se trouver

dans l’ensemble de Julia. L’exemple est celui du point [0 : 0 : 1] pour l’endomorphisme

f : P2(C) → P2(C) défini par

f([x0 : x1 : x2]) = [λx0x
d−1
2 + xd1 : xd0 : xd2].

Dans la coordonnée x2 = 1, l’expression de f est f(x0, x1) = (λx0 + xd1, x
d
0). Si |λ| > 1,

le point [0 : 0 : 1] est dans l’ensemble de Julia.

2.1. Finitude des ensembles algébriques complètement invariants par f

Le degré topologique local degxf de f en x est le nombre de points de f−1(y)

proches de x pour y générique proche de f(x). C’est la multiplicité de x comme

racine de f(·) = f(x). Le degré topologique local varie entre 1 et dk et ses

strates {x ∈ Pk(C) ; degxf ≥ s} sont des ensembles algébriques. Si A est un en-

semble algébrique irréductible, le degré local de f aux points génériques de A est

degAf = minx∈A degxf .

Lemme 2.4. — Soient A un ensemble algébrique irréductible, s = degAf et

p = codim(A). Alors s ≤ dp. Si de plus f(A) = A, alors s = dp si et seulement si A

est complètement invariant par f .

Preuve — Soit x un point générique de A. Soit P le plan de codimension p tangent

à f(A) en f(x). Soit Q un plan de dimension p transverse à A en x. La multiplicité de

x comme point d’intersection de f−1(P ) et de Q est s. Comme f−1(P ) est de degré dp,

le théorème de Bezout implique que f−1(P )∩Q contient exactement dp points comptés

avec multiplicités. On a donc s ≤ dp.

Supposons maintenant que f(A) = A ; soit τ le degré de A. Alors, le degré de

f−1(A), en comptant les multiplicités, est égal à dpτ et comme A ⊂ f−1(A) intervient

avec multiplicité s, on a sτ ≤ dpτ avec égalité si et seulement si A = f−1(A).
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P

f(A)

f(x)

Q

x

A

f−1(P )

f

Figure 5. L’ensemble f−1(P ) ∩ Q contient au moins s points comptés avec multiplicités.

Les strates de degré topologique correspondant à une puissance de d vont donc jouer

un rôle particulier.

Définition 2.5. — Pour p ≥ 1, on pose

Ap = {x ∈ Pk(C) ; degxf ≥ dp}.

Lemme 2.6. — Soit A un ensemble algébrique irréductible de codimension p ≥ 1. Si A

est complètement invariant par un itéré de f , alors l’orbite de A est contenue dans Ap.

Preuve — On suppose que A est complètement invariant par f ◦n. D’une part, d’après

le lemme 2.4, on a degAf
◦n = dpn. D’autre part,

degAf
◦n =

n−1∏

j=0

degf◦j(A)f

et d’après le lemme 2.4, on a degf◦j(A)f ≤ dp. On a donc degAf = dp et A ⊂ Ap (de

même que son orbite).

Soit E est un ensemble algébrique complètement invariant par f . Comme E est

algébrique, ses composantes irréductibles de codimension p sont en nombre fini. Comme

E est complètement invariant, ces composantes sont nécessairement permutées. Si A

est une de ces composantes, elle est donc complètement invariante par un itéré de f .

D’après le lemme 2.6, A est une des composantes de dimension maximale de Ap, qui

sont en nombre fini puisque Ap est algébrique.

Les ensembles algébriques propres complètement invariants par f sont donc en nom-

bre fini et leur réunion est un ensemble algébrique : l’ensemble exceptionnel Ef .

Exemple 2.7. — Dans le cas de la fonction F : [x : y : t] 7→ [x2 − y2 : y2 : t2] que nous

avons évoqué plus haut, E2 = {[0 : 0 : 1], [1 : 0 : 0]}. La strate E1 est la réunion de la

droite à l’infini et de la droite passant par l’origine avec pente x/y = ∞ ∈ P1(C).

La démonstration de Briend et Duval donne également le

Lemme 2.8. — L’ensemble exceptionnel Ef a les propriétés suivantes :
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1) la strate Ep de codimension pure p de E est la réunion des cycles de composantes

de codimension p entièrement contenus dans Ap ; en particulier, E est contenu

dans le lieu critique Cf de f ;

2) la strate de codimension pure p de Ap(f
◦n) décrôıt avec n et se stabilise sur Ep

pour n assez grand ;

3) l’ensemble exceptionnel d’un itéré de f cöıncide avec celui de f .

Enfin, signalons le résultat de Briend-Cantat-Shishikura [5] qui donne une carac-

térisation plus précise de Ef .

Théorème 2.9. — Tout ensemble algébrique irréductible complètement invariant

par f est un espace linéaire. En particulier, Ef est une union finie d’espaces linéaires.

Preuve — Soit A une composante irréductible de Ep. Quitte à remplacer f par un

itéré, on peut supposer que A = f(A) = f−1(A). En reprenant la démonstration et

les notations du lemme 2.4, on voit que si x est un point générique de A, P le plan de

codimension p tangent à A en f(x) et Q un plan de dimension p transverse à A en x,

alors f−1(P )∩Q contient dp points, en comptant les multiplicités. Comme x intervient

avec multiplicité dp, on a f−1(P ) ∩ Q = {x}. Comme Q est n’importe quel plan de

dimension p transverse à A en x, f−1(P ) est un plan de codimension p. C’est le plan

tangent à A en x.

Le degré de f−1(P ) est égal à 1 si on ne prend pas en compte les multiplicités, et il

est égal à dp si on tient compte des multiplicités. On voit donc que le degré topologique

local de f en un point générique de f−1(P ) est égal à dp. On vient de montrer que,

pour un point générique x ∈ A, le plan tangent à A en x est contenu dans l’ensemble

algébrique Ap. On en déduit que A est un plan de codimension p.

3. PRÉIMAGES DE POINTS HORS DE L’ENSEMBLE

EXCEPTIONNEL

On va maintenant présenter l’approche de la mesure d’équilibre due à Briend et

Duval. Nous consacrerons cette partie à la démonstration du

Théorème 3.1. — La mesure d’équilibre µf est l’unique mesure de probabilité vérifiant

d−kf ∗µf = µf et ne chargeant pas Ef . Pour toute mesure de probabilité ν ne chargeant

pas Ef , on a d−kn(f ◦n)∗ν → µf .

3.1. Existence

Les résultats de la partie 1 donnent l’existence d’une mesure de probabilité vérifiant

d−kf ∗µf = µf et ne chargeant pas Ef . Briend et Duval démontrent cette existence de

la manière suivante.

Soit Ω = ω∧k la forme volume de la métrique de Fubini-Study et soit µn la suite

de mesure de probabilités µn = d−kn(f ◦n)∗Ω. L’ensemble des mesures de probabilité
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sur Pk(C) est compact. L’opérateur d−kf ∗ est continu. On en déduit que toute valeur

d’adhérence de la suite νn =
1

n

n∑

m=1

µm est un point fixe de d−kf ∗.

Lemme 3.2. — Une telle valeur d’adhérence ne charge pas l’ensemble critique Cf , et

donc ne charge pas Ef .

Remarque 3.3. — La preuve s’inspire largement de celle du théorème 4.3 qui est donnée

plus bas.

Preuve — Désignons par Jac(f) le jacobien de f pour la forme volume Ω (on a f ∗Ω =

Jac(f)Ω). Soit M le maximum de Jac(f) sur Pk(C). Fixons η ∈ ]0, 1[. On peut alors

choisir un voisinage U de Cf assez petit pour que ε = maxU Jac(f) vérifie εηM1−η < dk

(ceci est possible car Jac(f) ≡ 0 sur Cf). On va montrer que lim sup
n→+∞

νn(U) ≤ η. On a

νn(U) =
1

n

n∑

m=1

µm(U) =
1

n

∫

Pk(C)

n−1∑

j=0

1U ◦ f ◦j dµn ≤ µn(Xn) + η,

où Xn = {x ∈ Pk(C) ; Card(U ∩ {x, . . . , fn−1(x)}) ≥ ηn} est l’ensemble des points

dont la n-orbite visite souvent U . Or

µn(Xn) =

∫

Xn

1

dkn
(f ◦n)∗Ω =

∫

Xn

Jac(f ◦n)

dkn
Ω =

∫

Xn

∏n−1
j=0 (Jac(f) ◦ f ◦j)

dkn
Ω ≤

(
εηM1−η

dk

)n

.

En passant à la limite quand n→ +∞, on a µn(Xn) → 0 et donc

lim sup
n→+∞

νn(U) ≤ η.

3.2. Unicité

La difficulté consiste à démontrer l’unicité d’une mesure de probabilité µ vérifiant

d−kf ∗µ = µ et ne chargeant pas Ef . Pour cela, Briend et Duval montrent que les

préimages de deux points x et y hors de Ef s’équidistribuent de la même manière :

µn,x − µn,y converge vers 0 faiblement. Le théorème découle alors immédiatement en

moyennant ce résultat. Si µ est une mesure vérifiant d−kf ∗µ = µ et ne chargeant pas

Ef et si ν ne charge pas Ef , on peut écrire

µ =

∫

Pk(C)

δx dµ(x) et ν =

∫

Pk(C)

δx dν(x)

de sorte que

µ−
1

dkn
(f ◦n)∗ν =

1

dkn
(f ◦n)∗µ−

1

dkn
(f ◦n)∗ν =

∫∫

Ec
f×E

c
f

(µn,x−µn,y) dµ(x)⊗ dν(y) → 0.

Il suffit donc de montrer que les préimages de deux points x et y hors de Ef
s’équidistribuent de la même manière.
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Notons Cf le lieu critique de f , Vf = f(Cf) l’ensemble des valeurs critiques de f ,

Vl =
⋃l
j=1 f

◦j(Cf) l’ensemble des valeurs critiques de f ◦l, et V∞ =
⋃

l≥1 Vl l’ensemble

post-critique de f .

Il nous faut donc montrer que pour toute fonction ϕ : Pk(C) → R continue, et tous

points x, y hors de Ef , la moyenne 〈µn,x, ϕ〉 de ϕ aux préimages n-ièmes de x est proche

de la moyenne 〈µn,y, ϕ〉 de ϕ aux préimages n-ièmes de y, pour n assez grand.

On se donne une fonction ϕ : Pk(C) → R continue et pour x ∈ Pk(C), on note

ϕn = d−kn(f ◦n)∗ϕ la moyenne de ϕ aux préimages n-ièmes. On va d’abord montrer le

Lemme 3.4. — Pour tout ε > 0, il existe l ≥ 1 tel que pour tout compact K ⊂ Pk(C) \

Vl, si n est suffisamment grand, la variation de ϕn sur K est inférieure à ε.

On va ensuite montrer le

Lemme 3.5. — Pour tout l ≥ 1 et tout x /∈ Ef , la proportion de préimages n-ièmes de

x hors de Vl (en comptant les multiplicités) tend vers 1 quand n tend vers +∞.

On conclut alors de la manière suivante. Si x et y sont hors de Ef , on choisit m

assez grand pour que la proportion de préimages m-ièmes de x et de y hors de Vl soit

supérieure à 1 − ε. La réunion de ces préimages est un compact K ⊂ Pk(C) \ Vl. Pour

n assez grand, la variation de ϕn sur K est inférieure à ε. On obtient alors facilement

|ϕm+n(x) − ϕm+n(y)| ≤ 2ε sup
Pk(C)

|ϕ| + ε.

Venons-en à la démonstration des lemmes 3.4 et 3.5.

Un disque holomorphe est dit plat générique s’il est tracé sur une droite projective

non contenue dans l’ensemble post-critique V∞. Le lemme 3.4 est un corollaire du

Lemme 3.6. — Soit ε > 0. Il existe un entier l ≥ 0 tel que sur tout disque plat

générique ∆ relativement compact dans Pk(C)\Vl, on peut construire (1−ε)dkn branches

inverses de f ◦n pour n assez grand, d’images ∆−n
i avec sup

i
Diam(∆−n

i ) −→
n→+∞

0.

Remarque 3.7. — Briend et Duval montrent qu’on peut définir (1 − ε)dkn branches

inverses d’images ∆−n
i avec Diam(∆−n

i ) = O(d−n/2).

Preuve — Soit τ le degré de Vf (l’ensemble des valeurs critiques de f). On fixe l de

sorte que 2τd−l(1 − 1/d)−1 < ε. On considère un disque holomorphe ∆ relativement

compact dans Pk(C) \ Vl et tracé sur une droite L 6⊂ V∞. Soit ∆̃ ⊃ ∆ un disque

holomorphe tracé sur L et évitant Vl.

On commence par contrôler le nombre de branches inverses de f ◦n sur ∆̃. Puisque ∆

évite Vl, on dispose de dkl branches inverses f−l
i de f ◦l sur ∆̃, d’images ∆̃−l

i = f−l
i (∆̃).

Une telle branche inverse f−l
i en engendre dk pour f ◦l+1 si ∆̃−l

i n’intersecte pas Vf . Or,

les disques ∆̃−l
i sont disjoints et tracés sur la courbe f−l(L) qui est de degré d(k−1)l.

Par le théorème de Bezout, cette droite intersecte Vf en au plus τd(k−1)l points. Ainsi,

dkl(1− τd−l) disques ∆̃−l
i évitent Vf et contribuent à dk(l+1)(1− τd−l) branches inverses
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de f ◦(l+1) sur ∆̃. En procédant par récurrence, on montre que pour n ≥ l, il y a au

moins dkn(1− τd−l(1 + d−1 + . . . d−n+l+1)) ≥ dkn(1− ε/2) branches inverses f−n
i de f ◦n

sur ∆̃, d’images ∆̃−n
i = f−n

i (∆̃).

On va maintenant contrôler l’aire de la majorité des disques ∆−n
i = f−n

i (∆). La

courbe f−n(L) étant de degré d(k−1)n, l’aire totale de f−n(L) pour la forme de Fubini-

Study ω est d(k−1)n. Comme les disques ∆̃−n
i sont disjoints sur f−n(L), au plus (ε/2)dnk

d’entre eux auront une aire supérieure à (2/ε)d−n. Ainsi, pour (1 − ε)dnk d’entre les

disques ∆̃−n
i , l’aire sera majorée par (2/ε)d−n.

Ceci est suffisant pour contrôler le diamètre des disques ∆−n
i ⊂ ∆̃−n

i . En effet, la

famille des branches inverses f−n
i : ∆̃ → ∆̃−n

i est normale (voir la remarque 3.8 ci-

dessous) et puisque l’aire des disques ∆̃−n
i tend vers 0, les seules valeurs d’adhérence

sont des constantes.

Remarque 3.8. — On peut voir que la famille des branches inverses f−n
i : ∆̃ → ∆̃−n

i

est normale, en passant aux coordonnées homogènes. En effet, si F : Ck+1 \ {0} →

Ck+1 \ {0} est un relevé de f : Pk(C) → Pk(C) et si σ : ∆̃ → Ck+1 \ {0} est une

section holomorphe, les branches inverses f−n
i : ∆̃ → ∆̃−n

i se relèvent en branches

inverses F−n
i : σ(∆̃) → F−n(σ(∆̃)). Ces branches inverses évitent un voisinage de 0

et un voisinage de ∞ qui sont super-attractifs pour F . Elles forment donc une famille

normale.

Le lemme 3.5 est un corollaire du

Lemme 3.9. — Si x n’appartient pas à Ef , alors µn,x(Cf) → 0 quand n→ +∞.

Preuve — Quitte à remplacer f par un itéré, on peut supposer que pour tout p ≥ 1,

la strate Ep de codimension pure p de Ef cöıncide avec Ap. On a alors Ak = Ek (c’est

la strate de dimension 0, une réunion finie de points avec degré local dk). Et pour

p ≤ k − 1, les composantes irréductibles de Ap \Ef sont alors de codimension ≥ p+ 1.

On peut alors montrer par récurrence descendante sur p, que µn,x(Ap) décrôıt expo-

nentiellement vite. Pour p = k, on a Ak = Ek et comme x /∈ Ef ⊃ Ek, on a µn,x(Ak) = 0

pour tout n ≥ 0.

Les composantes de Ap−1 de codimension p−1 sont les composantes de Ep−1. Comme

f−n(x) ∩ Ep−1 = ∅, on voit que f−n(x) ne rencontre Ap−1 qu’en des composantes de

codimension ≥ p. En utilisant le théorème de Bezout, on voit alors que quand n→ +∞,

Card
(
f−n(x) ∩ Ap−1

)
= O

(
dn(k−p)

)
.

Pour majorer µn,x(Ap−1), il suffit de majorer les multiplicités de f ◦n en ces points.

Fixons ρ < 1. Si les ⌊ρn⌋ premiers itérés d’un point y ∈ f−n(x) ne rencontrent

pas Ap, la multiplicité de f ◦n en y est majorée par κnp avec κp = (dp − 1)ρdk(1−ρ). La

contribution de ces points à µn,x(Ap−1) est donc majorée par

κnp · Card (f−n(x) ∩ Ap−1)

dkn
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qui décrôıt exponentiellement vite si on choisit ρ < 1 suffisamment proche de 1 pour

que κp < dp.

Pour les autres points, on utilise l’hypothèse de récurrence. On sait que µn,x(Ap)

décrôıt exponentiellement vite : µn,x(Ap) = O(λnp ). On en déduit qu’en comptant

les multiplicités, le nombre de points y ∈ f−n(x) pour lesquels il existe j ≤ ρn avec

f ◦j(y) ∈ Ap est un O(λ
(1−ρ)n
p · dkn). Leur contribution à µn,x(Ap−1) est donc O(λ

(1−ρ)n
p )

qui décrôıt exponentiellement vite.

3.3. Mélange

Proposition 3.10. — La mesure µf est mélangeante, et donc ergodique.

Preuve — La convergence de µn,x vers µf se traduit dualement de la manière suivante :

si ϕ est une fonction continue sur Pk(C), alors sur Ec,

d−kn(f ◦n)∗ϕ→

∫

Pk(C)

ϕ dµf .

Si ψ est une autre fonction continue, on aura donc
∫

Pk(C)

ϕ · (ψ ◦ f ◦n) dµf =

∫

Pk(C)

ϕ · (ψ ◦ f ◦n) d
(f ◦n)∗µf
dkn

=

∫

Pk(C)

ϕ d
(f ◦n)∗(ψµf)

dkn

=

∫

Pk(C)

(f ◦n)∗ϕ

dkn
ψ dµf

→

(∫

Pk(C)

ϕ dµf

)(∫

Pk(C)

ψ dµf

)

.

C’est le mélange.

Dans [10], Dinh et Sibony montrent que µf est K-mélangeante, c’est-à-dire que pour

toute fonction ϕ ∈ L2(µf), on a

sup
‖ψ‖L2(µf )

∣
∣
∣
∣

∫

Pk(C)

ϕ · (ψ ◦ f ◦n) dµf −

(∫

Pk(C)

ϕ dµf

)(∫

Pk(C)

ψ dµf

)∣
∣
∣
∣
→ 0.

Ils montrent également que la mesure µf est exponentiellement mélangeante et que la

vitesse de mélange est d’ordre d−n : il existe une constante A > 0 telle que pour toute

fonction ψ ∈ L∞(µf), et toute fonction ϕ de classe C2, on a
∣
∣
∣
∣

∫

Pk(C)

ϕ · (ψ ◦ f ◦n) dµf −

(∫

Pk(C)

ϕ dµf

)(∫

Pk(C)

ψ dµf

)∣
∣
∣
∣
≤ A‖ψ‖∞‖ϕ‖C2d−n.

Antérieurement, Fornæss et Sibony [14] avaient montré que la vitesse était d’ordre

(d − ε)−n. Dinh et Sibony ont depuis montré que dans le cas où ϕ est une fonction
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lipschitzienne, la mesure est encore exponentiellement mélangeante et la vitesse de

mélange est d’ordre d−n/2:
∣
∣
∣
∣

∫

Pk(C)

ϕ · (ψ ◦ f ◦n) dµf −

(∫

Pk(C)

ϕ dµf

)(∫

Pk(C)

ψ dµf

)∣
∣
∣
∣
≤ A‖ψ‖∞‖ϕ‖Lipd

−n/2.

4. PROPRIÉTÉS ENTROPIQUES DE LA MESURE D’ÉQUILIBRE

Nous allons maintenant montrer que la mesure d’équilibre µf est l’unique mesure

d’entropie maximale de f .

4.1. Entropie topologique et entropie métrique

Si X est un espace compact et métrisable, et si f : X → X est une applica-

tion continue, l’entropie de f est censée mesurer la rapidité à laquelle on acquiert

de l’information sur la position d’un point x ∈ X quand on observe (avec une certaine

imprécision) la trajectoire pendant longtemps.

4.1.1. Entropie métrique. — Si X est muni d’une mesure de probabilité µ, savoir que

x appartient à un ensemble A ⊂ X est censé fournir une quantité d’information égale

à log 1
µ(A)

. Un questionnaire qui définit une partition mesurable U de X en sous-

ensembles Ai correspondant aux réponses possibles procure une quantité d’information

moyenne égale à

hµ(U) =
∑

i

µ(Ai) log
1

µ(Ai)
.

Supposons que µ soit f -invariante et que l’on observe la trajectoire d’un point x sous

itération de f pendant un temps n. On répond alors au questionnaire pour xj = f ◦j(x),

j = 0, . . . , n−1. Ceci définit une partition
∨nU de X. L’entropie métrique de f définie

à partir de U et de µ est alors

hµ(U , f) = lim
n→+∞

1

n
hµ

(∨n
U
)

.

Cette limite existe et est un infimum car la suite hµ (
∨nU) est sous-additive (une suite

(un) de nombres réels et positifs est sous-additive si un+n′ ≤ un + un′ pour tous n, n′;

pour une telle suite, la limite lim 1
n
un existe et est un infimum).

L’entropie de f par rapport à la mesure f -invariante µ est alors définie par

hµ(f) = sup{hµ(U , f) ; U une partition mesurable de X avec hµ(U) < +∞}.

Si µ et ν sont deux mesures f -invariantes, alors pour t ∈ [0, 1], on a

htµ+(1−t)ν(f) = thµ(f) + (1 − t)hν(f).

L’entropie métrique de la réunion de deux ensembles invariants est donc la somme des

entropies de chaque ensemble pondéré par sa mesure.
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4.1.2. Entropie topologique. — Quand aucune mesure particulière n’intervient, on peut

alors définir l’entropie topologique en comptant le nombre de réponses possibles. Si U

est un recouvrement de X par des ouverts, on définit

#∗U = min{Card(V) ; où V est un recouvrement de X contenu dans U}.

On pose f ∗U = {f−1(U)}U∈U . Si U et V sont deux recouvrements de X par des ouverts,

on pose U ∨ V = {U ∩ V }U∈U ,V ∈V . On pose
∨n

U = U ∨ f ∗U ∨ . . . ∨ (f ◦n−1)∗U .

Un élément non vide W = U0 ∩ f
−1(U1)∩ . . .∩ f

−(n−1)(Un−1) de
∨nU correspond à un

n-itinéraire dans U , c’est-à-dire une suite (U0, . . . , Un−1) telle qu’il existe x ∈ X avec

f ◦i(x) ∈ Ui pour i = 0, . . . , n− 1.

On définit l’entropie topologique de f par rapport à U de la manière suivante :

htop(U , f) = lim
1

n
log #∗

∨n
U .

Cette limite existe et est un infimum car

#∗
∨n+n′

U ≤
(

#∗
∨n

U
)(

#∗
∨n′

U

)

et donc, le log est une fonction sous-additive de n. On définit l’entropie topologique

de f par

htop(f) = sup
U
htop(U , f).

Cette définition ne dépend clairement que de la topologie sur X.

4.1.3. Espaces métrisables. — Si X est métrisable, on peut donner des caractérisations

de l’entropie métrique et de l’entropie topologique faisant intervenir la distance d

définissant la topologie sur X. Pour n ≥ 1, on définit la distance dynamique dn par

dn(x, y) = max
0≤j≤n−1

{d(f ◦j(x), f ◦j(y))}.

La distance dn mesure la distance entre les n-orbites de x et de y dans l’espace produit

Xn. On note Bn(x, r) les boules dynamiques associées.

Dans le cas où µ est une mesure ergodique, un théorème de Brin et Katok [8] per-

met de définir l’entropie métrique en terme de la décroissance des masses des boules

dynamiques Bn(x, r).

Théorème 4.1 (Brin-Katok). — Pour µ presque tout x, on a

hµ(f) = sup
ε>0

lim inf
n→+∞

−
1

n
logµ(Bn(x, ε)).

Une manière de définir l’entropie topologique consiste à considérer des ensembles F

qui sont (n, ε)-séparés, c’est-à-dire tels que pour toute paire de points (x, y) ∈ F 2, on

ait dn(x, y) ≥ ε. On pose alors

hd(f, ε) = lim sup
n→+∞

1

n
logNd(f, ε, n),
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où Nd(f, ε, n) est le nombre maximal de points de X dans un ensemble (n, ε)-séparé.

On a alors la propriété suivante :

htop(f) = lim
ε→0

hd(f, ε) = sup
ε>0

hd(f, ε).

4.1.4. Le principe variationnel. — Historiquement, l’entropie topologique a été intro-

duite après l’entropie métrique. Bien qu’il y ait des analogies entre les définitions,

l’absence d’une mesure canonique de la taille des ensembles invariants amène à des

différences entre les deux notions. Par exemple, l’entropie métrique de f sur la réunion

de deux ensembles invariants est un barycentre des entropies sur chaque ensemble,

pondéré par les mesures de chaque ensemble. L’entropie topologique de f sur la réunion

de deux ensembles invariants est le maximum de l’entropie topologique sur chaque en-

semble. Par conséquent, l’entropie topologique mesure la complexité dynamique maxi-

male, alors que l’entropie métrique mesure une complexité moyenne. Il est donc naturel

d’espérer que l’entropie métrique soit inférieure à l’entropie topologique. Le principe

variationnel dit que l’entropie topologique est le supremum des entropies métriques :

htop(f) = sup{hµ(f) ; µ mesure de probabilité f -invariante}.

Le principe variationnel pose la question, centrale en théorie ergodique, de l’existence

et de l’unicité d’une mesure µ d’entropie maximale, c’est-à-dire telle que hµ(f) =

htop(f). Nous allons voir plus loin que dans le cas d’un endomorphisme holomorphe

f : Pk(C) → Pk(C), la mesure d’équilibre µf est l’unique mesure d’entropie maximale.

Nous aurons besoin d’une version relative du principe variationnel. L’entropie topolo-

gique se localise naturellement. Si on considère un ensemble Y ⊂ X non nécessairement

invariant, on définit l’entropie de f relative à Y par:

htop(f |Y ) = sup
ε>0

lim sup
n→+∞

1

n
log
(
max{Card(F ) ; F (n, ε)-séparé, F ⊂ Y }

)
.

On regarde donc la rapidité de croissance du nombre de n-orbites ε discernables en

partant de Y . Mais on ne demande pas à ce que l’orbite reste dans Y . On a alors le

Lemme 4.2 (Principe variationnel relatif). — Si µ est une mesure ergodique et si Y

est un ensemble mesurable tel que µ(Y ) > 0, alors

hµ(f) ≤ htop(f |Y ).

4.2. La mesure d’équilibre d’un endomorphisme de Pk(C) est une mesure

d’entropie maximale

Commençons par rappeler le théorème suivant dû à Misiurewicz et Przytycki [23].

Théorème 4.3. — Si X est une variété compacte orientable et f : X → X est une

application de classe C1, alors htop(f) ≥ log |degf |.
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Preuve — Soient d une distance définissant la topologie sur X, ω une forme vo-

lume, α ∈ ]0, 1[, L = supX |Jacf | ; posons ε = L−α/(α−1). Considérons l’ensemble

B = {x ∈ X ; |Jacf(x)| ≥ ε}.

(1) Il existe δ > 0 tel que si x 6= y sont dans B et d(x, y) < δ, alors f(x) 6= f(y).

(2) Supposons maintenant que x est une valeur régulière de f ◦n. On construit alors un

ensemble (n, δ)-séparé dans f−n(x) de la manière suivante. D’abord, comme x est une

valeur régulière de f , f−1(x) contient au moinsN = |degf | préimages. Si N d’entre elles

sont dans B, on dit qu’on a une bonne transition et on pose Q1 = {ces N préimages}.

Sinon, on dit qu’on a une mauvaise transition et on pose Q1 = {y} avec y ∈ Bc

et f(y) = x. Chaque élément de Q1 est une valeur régulière de f ◦n−1 et on peut

recommencer la même procédure pour tous les y ∈ Q1. En collectant ainsi tous les

ensembles obtenus, on définit Q2 ∈ f−2(x). En itérant le procédé on obtient un ensemble

Qn ∈ f−n(x) qui est (n, δ)-séparé.

(3) Si x ∈ X \ f ◦n(A) avec

A =
{
y ∈ X ; Card(B ∩ {y, f(y), . . . , fn−1(y)}) ≤ αn

}
,

on a beaucoup de bonnes transitions. En effet, si x /∈ f ◦n(A), alors Qn∩A = ∅, et pour

passer de x à n’importe quel point y ∈ Qn, on a au moins ⌊αn⌋+ 1 bonnes transitions.

Par conséquent Card(Qn) ≥ Nαn.

(4) Il ne reste plus qu’à démontrer que, pour tout n, on peut trouver une valeur

régulière x ∈ X \ f ◦n(A). Le cardinal maximal d’un ensemble (n, δ)-séparé sera alors

minoré par Nαn et on aura htop(f) ≥ α logN pour tout α ∈ ]0, 1[.

Si y ∈ A, alors

|Jacf ◦n(y)| =

n−1∏

j=0

|Jacf(f ◦j(x))| < Lαnεn−αn = 1

(par choix de ε). Donc le volume de f ◦n(A) est strictement inférieur au volume de X

et d’après le théorème de Sard, il existe une valeur régulière x ∈ X \ f ◦n(A).

Corollaire 4.4. — Si f : Pk(C) → Pk(C) est un endomorphisme holomorphe de

degré algébrique d, son entropie topologique est minorée par k log d.

La majoration de l’entropie d’un endomorphisme holomorphe de Pk(C) est due à

Gromov [17]. Il montre que l’entropie topologique de f est majorée par lov(f), où

lov(f) est le taux de croissance du volume du graphe itéré de f .

Définition 4.5. — On pose

Γn =
{(
x, f(x), . . . , f ◦n−1(x)

)
, x ∈ Pk(C)

}

et on définit

lov(f) = lim sup
n→+∞

1

n
log(Vol(Γn)) = lim sup

n→+∞

1

n
log

(∫

Γn

ω∧k
n

)

,
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où ωn est la forme de Kähler sur Pk(C)
n

induite par la forme de Fubini-Study sur

chaque facteur.

Lemme 4.6. — Si f : Pk(C) → Pk(C) est un endomorphisme holomorphe de degré

algébrique d, on a lov(f) = k log d.

Preuve — C’est un calcul cohomologique. On a

Vol(Γn) =

∫

Γn

ω∧k
n =

∫

Pk(C)

(ω + f ∗ω + . . . (f ◦n−1)∗ω)∧k

=
∑

i∈{0,...,n−1}k

∫

Pk(C)

(f ◦i1)∗ω ∧ . . . ∧ (f ◦ik−1)∗ω

=
∑

i∈{0,...,n−1}k

di1+...+ik−1

= (1 + d+ . . .+ dn−1)k =

(
dn − 1

d− 1

)k

.

Par conséquent,

lovf = lim sup
n→+∞

k

n
log

dn − 1

d− 1
= k log d.

Théorème 4.7. — Si f : Pk(C) → Pk(C) est un endomorphisme holomorphe, on a

htop(f) ≤ lov(f).

Preuve — La démonstration repose sur le théorème de Lelong [20]. Un ensemble

(n, ε)-séparé F donne, via ses n-orbites, un ensemble ε-séparé G dans le graphe itéré

Γn pour la distance produit, qui n’est autre que la distance dynamique dn. On a donc

Vol(Γn) ≥
∑

y∈G

Vol(Bn(y, ε/2) ∩ Γn),

puisque les boules Bn(y, ε/2) sont disjointes. Le théorème de Lelong fournit une mino-

ration indépendante de n et de y du volume de Γn dans ces boules :

Vol(Bn(y, ε/2) ∩ Γn) ≥ c.

On en déduit que

1

n
log(Vol(Γn)) ≥

log c

n
+

1

n
log(max{Card(F ), F (n, ε)-séparé}.

Ceci donne la majoration souhaitée.

En combinant les résultats de cette partie, on obtient le théorème suivant.

Théorème 4.8. — Si f : Pk(C) → Pk(C) est un endomorphisme holomorphe de degré

algébrique d, son entropie topologique est égale à k log d.
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Nous allons maintenant voir que puisque la mesure d’équilibre µf est de jacobien

constant égal à dk (pour tout borélien B sur lequel f est injective, on a µf(B) =

d−kµf(f(B))), elle est d’entropie maximale.

D’après le théorème 4.1 de Brin et Katok, il suffit d’expliciter, pour α > 0, un borélien

Xα de mesure non nulle, avec µf(Bn(x, ε)) ≤ d−kn(1−α) pour x dans Xα et n assez grand.

On choisit un voisinage U de l’ensemble des valeurs critiques de f , assez petit pour que

µf(U) ≤ α/2. On pose alors

Xn(α) = {x ∈ Pk(C) ; Card{j ; f ◦j(x) ∈ U} ≤ nα}

et

Xα = lim inf
n→+∞

Xn(α).

D’après le théorème de Birkhoff, pour µf presque tout x, on a

lim
n→+∞

Card{j ∈ [0, n− 1] ; f ◦j(x) ∈ U}

n
= lim

n→+∞

n−1∑

j=0

1U ◦ f ◦j(x) = µf(U) ≤ α/2.

Par conséquent, µf(Xα) = 1. La masse des boules dynamiques centrées sur Xα

s’estiment par récurrence grâce à la propriété de jacobien constant de µf . Soient x ∈ Xα

et ε < d(V, ∂U). Si f ◦j+1(x) /∈ U , ce qui arrive au moins n(1 − α) fois, f réalise une

injection de Bn−j(f
◦j(x), ε) dans Bn−j−1(f

◦j+1(x), ε). On a alors

µf
(
Bn−j(f

◦j(x), ε)
)
≤ d−kµf

(
Bn−j−1(f

◦j+1(x), ε)
)
.

Sinon, on a toujours, par invariance de µf ,

µf
(
Bn−j(f

◦j(x), ε)
)
≤ µf

(
Bn−j−1(f

◦j+1(x), ε)
)
.

On a donc

µf(Bn(x, ε)) ≤ d−kn(1−α).

4.3. Unicité de la mesure d’entropie maximale

Dans cette partie, nous allons montrer que la mesure d’équilibre est l’unique mesure

d’entropie maximale. Nous supposerons qu’il existe une mesure ergodique ν 6= µf
d’entropie maximale k log d et nous chercherons une contradiction.

Lemme 4.9. — La mesure ν ne charge pas l’ensemble des valeurs critiques Vf .

Preuve — L’argument de Gromov s’adapte pour démontrer que

htop(f |Vf) ≤ lov(f |Vf) = lim sup
n→+∞

1

n
log(Vol(Γn|Vf)).

Le même calcul cohomologique que dans la preuve du lemme 4.6 montre que

Vol(Γn|Vf) = τ

(
dn − 1

d− 1

)k−1
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où τ est le degré de Vf . On voit donc que lov(f |V ) ≤ (k − 1) log d. D’après le principe

variationnel relatif, si ν chargeait Vf , on aurait

hν(f) = k log d ≤ htop(f |Vf) ≤ (k − 1) log d,

d’où une contradiction.

On voit donc que ν ne charge pas l’ensemble exceptionnel Ef . La mesure ν n’est

donc pas un point fixe de l’opérateur d−kf ∗. Elle n’est pas de jacobien constant dk.

On peut alors paver Pk(C) \ Vf par des simplexes S à bords de mesure nulle pour ν.

Soit U =
⋃

S

◦

S. La préimage de chaque simplexe S est une union disjointe de dk

composantes S1, . . . , Sdk que l’on indexe de sorte que ν(S1) ≥ . . . ≥ ν(Sdk). Pour

j = 1, . . . , dk, on pose

Uj =
⋃

S

Sj .

On a ainsi f−1(U) = U1 ⊔ . . .⊔Udk et f : Uj → U est bijective. Comme ν est invariante

mais pas de jacobien constant dk, on peut supposer, quitte à prendre un pavage de

Pk(C) \ Vf par des simplexes suffisamment petits, que ν(U1) > d−k.

On peut alors trouver σ > d−k et un ouvert O relativement compact dans U1 tels

que ν(O) > σ. On choisit ε > 0 suffisamment petit pour que le ε-voisinage de O soit

contenu dans U1. Soit X l’ensemble des points visitant assez souvent O :

X = {x ∈ Pk(C) ; rn(x) ≥ σn pour n ≥ m},

avec

rn(x) = Card({j ∈ [0, n− 1] ; f ◦j(x) ∈ O} =
n−1∑

j=0

1O ◦ f ◦j(x).

D’après le théorème de Birkhoff, on sait que pour ν presque tout x, on a

lim
n→+∞

rn(x)

n
=

∫

Pk(C)

1O dν = ν(O) > σ.

On peut donc prendre m assez grand pour que ν(X) > 0.

D’après le principe variationnel relatif, on a donc

k log d = hν(f) ≤ htop(f |X).

L’argument de Gromov s’adapte pour démontrer que

htop(f |X) ≤ lim sup
n→+∞

1

n
log(Vol(Γn|X)ε)),

où (Γn|X)ε est le ε-voisinage de la restriction de Γn à X dans Γn. On va montrer qu’il

existe τ < 1 tel que pour n assez grand, on a

Vol((Γn|X)ε) = O(dτkn).

On en déduira alors que

k log d ≤ htop(f |X) ≤ τk log d,

ce qui donnera la contradiction recherchée.
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Pour estimer le volume de (Γn|X)ε, on introduit le codage suivant. À un ensemble

de volume nul près, {U1, . . . , Udk} est une partition de Pk(C). Pour α ∈ {1, . . . , dk}n,

on note

U−n
α = {x ∈ Pk(C) ; f ◦j(x) ∈ Uαj

pour j ∈ [0, n− 1]}

et

Γn(α) = Γn ∩ (Uα0 × . . .× Uαn−1).

À des ensembles de volume nul près, {U−n
α }α∈{1,...,dk}n et {Γn(α)}α∈{1,...,dk}n sont respec-

tivement des partitions de Pk(C) et de Γn. Puisque la restriction de f à chaque Uj est

injective, la restriction de f ◦j à chaque U−n
α est injective pour j ∈ [0, n− 1]. Le point

x appartient à U−n
α si et seulement si sa n-orbite (x, . . . , fn−1(x)) appartient à Γn(α).

On a donc
∫

Γn(α)

ω∧k
n =

∫

U−n
α

(ω + . . .+ (f ◦n−1)∗ω)∧k.

De plus, si une n-orbite (y, . . . , fn−1(y)) ∈ Γn est dans le ε-voisinage de (Γn|X)ε, il

existe un x ∈ X tel que d(f ◦j(x), f ◦j(y)) ≤ ε pour tout j ∈ [0, n − 1]. Si f ◦j(x) ∈ O

alors f ◦j(y) ∈ O par choix de ε. Par conséquent, on a l’inclusion

(Γn|X)ε ⊂
⋃

α∈Σn

Γn(α),

avec

Σn = {α ∈ {1, . . . , dk}n ; Card({j ; αj = 1}) ≥ σn}.

Lemme 4.10. — Il existe ρ < 1 tel que

Card(Σn) ≤ (dkρ)n.

Preuve — On a

Card(Σn) =
∑

σn≤j≤n

n!

j!(n− j)!
(dk − 1)n−j.

Il suffit alors de majorer en utilisant la formule de Stirling.

Maintenant, on a

Vol((Γn|X)ε) ≤
∑

α∈Σn

∫

Γn(α)

ω∧k
n

≤
∑

i∈{1,...,n−1}k

∑

α∈Σn

∫

U−n
α

(f ◦i1)∗ω ∧ . . . ∧ (f ◦ik)∗ω.

On choisit λ tel que ρ < λ < 1. On scinde la somme sur i ∈ {1, . . . , n− 1}k en deux

parties. L’une sur {⌊λn⌋, . . . , n− 1}k et l’autre sur le complémentaire.
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Pour i ∈ {⌊λn⌋, . . . , n− 1}k on a, en posant q = ⌊λn⌋,
∫

U−n
α

(f ◦i1)∗ω ∧ . . . ∧ (f ◦ik)∗ω =

∫

U−n
α

(f ◦q)∗
(
(f ◦i1−q)∗ω ∧ . . . ∧ (f ◦ik−q)∗ω

)

≤

∫

Pk(C)

(f ◦i1−q)∗ω ∧ . . . ∧ (f ◦ik−q)∗ω

= di1+...+ik−kq ≤ dkn(1−λ).

La première somme est donc majorée par

nkCard(Σn)d
k(1−λ)n ≤ nk(dk(1+ρ−λ))n.

Pour i /∈ {⌊λn⌋, . . . , n− 1}k on majore globalement la deuxième somme en utilisant

le fait que les U−n
α sont deux à deux disjoints. On a

∑

α∈Σn

∫

U−n
α

(f ◦i1)∗ω ∧ . . . ∧ (f ◦ik)∗ω ≤

∫

Pk(C)

(f ◦i1)∗ω ∧ . . . ∧ (f ◦ik)∗ω

= di1+...+ik ≤ d(k−1)(n−1)+λn+1.

La deuxième somme est donc majorée par nk(dk−1+λ)n. On a donc

Vol((Γn|X)ε) ≤ nk(dk(1+ρ−λ))n + nk(dk−1+λ)n = O(dτn)

avec

τ = max{1 + ρ− λ, k − 1 + λ} < 1.

5. POINTS PÉRIODIQUES RÉPULSIFS

Nous allons maintenant montrer que la mesure d’équilibre reflète la distribution des

points périodiques répulsifs. Avant les travaux de Briend et Duval, on ne savait pas

montrer que tout endomorphisme de Pk(C) admet un cycle répulsif. Briend et Duval

montrent non seulement qu’il y en a toujours un, mais qu’il y en a une infinité et qu’ils

sont denses dans le support de la mesure d’équilibre.

Le lemme clé est le suivant.

Lemme 5.1. — Soit ε > 0. Il existe l tel que pour tout x ∈ Pk(C)\Vl, il existe une boule

B(x, r) sur laquelle on peut définir (1 − ε)dkn branches inverses f−n
i de f ◦n, d’images

B−n
i avec sup

i
Diam(B−n

i ) −→
n→+∞

0.

Remarque 5.2. — Il est possible de montrer qu’on peut définir (1 − ε)dkn branches

inverses d’images B−n
i avec Diam(B−n

i ) = O(d−n/2) (voir par exemple [10], Prop. 3.4.7).
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Nous allons d’abord expliquer comment utiliser ce lemme. On pose

νn =
1

dnk

∑

f◦n(y)=y, y répulsif

δy.

Le nombre total de points périodiques de période n comptés avec multiplicités est
dn(k+1)−1

d−1
. On voit donc que la masse totale de νn est bornée. A priori, cette masse

pourrait être nulle (s’il n’y avait pas de point périodique répulsif de période n). Con-

sidérons une valeur d’adhérence ν de la suite de mesures νn. La masse totale de la

mesure ν est alors majorée par 1.

Fixons ε > 0. Considérons l comme dans le lemme 5.1 et pour x hors de Vl, soit

B = B(x, r) une boule sur laquelle on peut définir (1 − ε)dkn branches inverses f−n
i de

f ◦n, d’images B−n
i avec sup

i
Diam(B−n

i ) → 0 quand n→ +∞. Nous allons montrer que

ν(B) ≥ (1 − 3ε)2µf(B).

La mesure d’équilibre µf ne charge pas les ensembles algébriques (proposition 1.14).

Elle ne charge donc pas l’ensemble Vl. On en déduit que ν ≥ (1 − 3ε)2µf . Comme ceci

est vrai pour tout ε > 0, on a ν ≥ µf . Comme µf est une mesure de probabilité et

comme la masse de ν est majorée par 1, on en déduit que ν = µf . On a donc

1

dnk

∑

f◦n(y)=y, y répulsif

δy −→
n→+∞

µf .

Montrons maintenant que ν(B) ≥ (1 − 3ε)2µf(B). On doit montrer que pour n

assez grand, le nombre de points périodiques répulsifs de période n contenus dans B est

supérieur à dnk(1 − 3ε)2µf(B). Pour cela, il suffit de montrer que le nombre de boules

B−n
i relativement compactes dans B est supérieur à dnk(1 − 3ε)2µf(B). En effet, si

B−n
i est relativement compacte dans B, alors f−n

i : B → B−n
i est contractante et a un

point fixe attractif dans B−n
i . Ce point est un point périodique répulsif de période n

pour f . Comme les B−n
i sont deux à deux disjointes, les points périodiques répulsifs

ainsi obtenus sont tous distincts.

Donnons-nous une boule B′ relativement compacte dans B telle que µf(B
′) ≥

(1− ε)µf(B). Si n est assez grand, le diamètre des boules B−n
i est petit, et toute boule

B−n
i qui intersecte B′ est relativement compacte dans B. Il suffirait donc de montrer

que la boule B′ contient au moins dnk(1 − 3ε)2µf(B) points x−ni = f−n
i (x). Comme

la mesure d’équilibre reflète la distribution des préimages de x, la boule B′ contient

au moins dnk(1 − 2ε)µf(B) préimages n-ièmes de x pour n assez grand. Le problème

majeur est que nous avons 〈〈 jeté 〉〉 εdnk de ces préimages. Étant donné que la taille de

la boule B est déterminée par ε, rien n’empêche µf(B) d’être de l’ordre de grandeur

de ε, et donc, il se pourrait qu’aucun des points x−ni ne se trouve dans la boule B′.

On peut cependant s’en sortir en procédant comme suit. On pose ε′ = εµf(B). Pour

cet ε′, il existe l′ tel que pour tout y ∈ Pk(C) \ Vl′, il existe une boule B(y, r′y) sur

laquelle on peut définir (1 − ε′)dkm branches inverses f ◦m dont les images ont un petit

diamètre. La mesure µf ne charge pas les ensembles algébriques. On peut donc trouver
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un voisinage ouvert U ′ de Vl′ dont la masse est inférieure à ε (le ε de départ). Comme

Pk(C) \ U ′ est compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de boules B(y, r′y/2).

On choisit alors n assez grand pour que

– les boules B−n
i aient un diamètre suffisamment petit de sorte que

x−ni ∈ B(y, r′y/2) =⇒ B−n
i ⊂ B(y, r′y)

(ceci est possible car on a un nombre fini de boules B(y, r′y/2) et que le diamètre

des boules B−n
i tend vers 0 quand n tend vers +∞) et

– le nombre de préimages n-ièmes de x contenues dans le voisinage U ′ de Vl′ soit

inférieur à 2εdnk (ceci est possible car µn,x(U
′) → µf(U

′) ≤ ε).

On a alors (1−3ε)dnk branches inverses f−n
i de f ◦n sur B, telles que pour tout i, la boule

B−n
i = f−n

i (B) est contenue dans une des boules B(y, r′y). Pour chaque i et pourm assez

grand, on peut alors construire (1 − ε′)dmk branches inverses de f ◦m sur B−n
i d’images

B
−(n+m)
j ayant un diamètre strictement inférieur à la distance de B′ au bord de B.

Utilisons le fait que µm,x−n
i

→ µf quand m→ +∞. Quand m→ +∞, la proportion de

préimages m-ièmes de x−ni contenues dans B′ tend vers µf(B
′) ≥ (1 − ε)µf(B). Pour

m assez grand, le nombre de préimages m-ièmes de x−ni contenues dans B′ est donc

supérieur à (1−2ε)µf(B)dmk. On en a 〈〈 jeté 〉〉 ε′dmk = εµf(B)dmk. Il y a donc au moins

(1 − 3ε)µf(B)dmk branches inverses de f ◦m sur B−n
i qui ont des images relativement

compactes dans B.

En faisant le total sur les (1 − 3ε)dnk points x−ni , on obtient (1 − 3ε)dnk·

(1 − 3ε)µf(B)dmk branches inverses f
−(n+m)
j de f ◦(n+m) sur B d’images B

−(n+m)
j

relativement compactes dans B. Ces branches inverses produisent, comme expliqué

ci-dessus, (1 − 3ε)2µf(B)d(n+m)k points répulsifs de période n+m dans B et on a donc,

pour n et m assez grands,

νn+m(B) ≥ (1 − 3ε)2µf(B).

Venons-en maintenant à la démonstration du lemme 5.1. On procède essentiellement

comme dans le lemme 3.6, avec cependant quelques modifications. La démonstration

que nous présentons nous a été expliquée par Julien Duval.

Preuve du lemme 5.1 — Soient ε > 0 et l ≥ 1 grand. Soient x ∈ Pk(C) \ Vl et r0
assez petit pour que B0 = B(x, r0) évite Vl. On peut alors définir dkl branches inverses

f−l
i de f ◦l sur B0.

On ne va pas montrer qu’une grosse proportion des boules B−l
i = f−l

i (B0) n’intersecte

pas l’ensemble Vf des valeurs critiques. Mais on va montrer que c’est vrai si on s’autorise

à diminuer le rayon de la boule de départ. Considérons la suite décroissante rn définie

par

rn+1 = rn −
r0

2(n+ 1)2
.
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Cette suite converge vers r = r0(1 − π2/12) > 0. Posons B1 = B(x, r1) et supposons

que f−l
i (B1) intersecte Vf . Alors, d’après le théorème de Lelong, on a

Vol
(
f ◦l(f−l

i (B1) ∩ Vf)
)
≥ c(r0 − r1)

2(k−1),

où c est une constante universelle. Or, ce volume est donné par l’intégrale
∫

f−l
i (B1)∩Vf

(f ◦l)∗ω∧k−1.

La somme pour toutes les branches inverses f−l
i est donc majorée par

∫

Vf

(f ◦l)∗ω∧k−1 = τdl(k−1),

où τ est le degré de Vf . Parmi les dlk ensembles f−l
i (B1), il y en a au plus

τdl(k−1)

c(r0 − r1)2(k−1)

qui intersectent Vf . Les autres contribuent chacun à dlk branches inverses de f ◦l+1 sur

B1. On a donc

dlk
(

1 −
τ

cdl(r0 − r1)2(k−1)

)

branches inverses de f ◦l+1 sur Bl+1. En procédant par récurrence, on montre que pour

n ≥ l, il y a au moins

dkn

(

1 −
τ22(k−1)

cdlr
2(k−1)
0

(

1 +
24(k−1)

d
+ . . .+

(n− l)4(k−1)

dn−l−1

))

branches inverses de f ◦n sur B(x, rn−l). Si on prend l assez grand, on a donc (1−ε/2)dkn

branches inverses f−n
i de f ◦n sur B(x, r).

Nous allons maintenant contrôler le diamètre des boules B−n
i = f−n

i (B(x, r′)) pour

r′ < r. Donnons-nous une famille dénombrable de droites Lj passant par x telles que la

réunion des disques ∆j = Lj ∩ B(x, r) soit dense dans B(x, r). Pour chaque n et pour

chaque j ≤ n, on oublie les branches inverses pour lesquelles

Aire(f−n
i (∆j)) ≥

2n

εdn
.

On en oublie au plus n fois εdnk/(2n) (voir la preuve du lemme 3.6). Donc, il reste

(1 − ε)dkn branches inverses f−n
i . Ces branches inverses sont telles que pour j ≤ n, on

a Aire(f−n
i (∆j)) = O

(
nd−n

)
.

Pour n ≥ 1, on a donc gardé (1 − ε)dnk branches inverses f−n
i telles que

Aire(f−n
i (∆j)) −→

n→+∞
0.

Les branches inverses f−n
i : B(x, r) → Pk(C) forment une famille normale (l’argument

est le même que celui de la remarque 3.8). Les valeurs d’adhérence sont constantes le

long de chaque disque ∆j . Elles sont donc constantes sur B(x, r) puisque les disques

∆j sont denses dans B(x, r).
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LEMME FONDAMENTAL ET ENDOSCOPIE,

UNE APPROCHE GÉOMÉTRIQUE

[d’après Gérard Laumon et Ngô Bao Châu]

par Jean-François DAT

Malgré son nom, le 〈〈 lemme fondamenta 〉〉 de Langlands et Shelstad est un énoncé

conjectural, ou plutôt une famille d’énoncés conjecturaux. Il est de nature locale au sens

arithmétique, i.e. il concerne des objets relatifs à un corps local, mais est apparu dans

les deux problèmes majeurs, de nature globale, du fameux 〈〈programme de Langlands 〉〉 :

le principe de fonctorialité et l’expression des fonctions L de variétés de Shimura en

termes automorphes. En effet, les méthodes initiées par Langlands pour chacun de ces

problèmes reposent sur la formule des traces d’Arthur-Selberg : on cherche à comparer

deux telles formules pour deux groupes différents dans le cas de la fonctorialité, ou bien

une seule, pour un groupe donné, avec la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz

pour sa variété de Shimura associée. Mais la formule des traces d’Arthur-Selberg n’est

pas en général le bon outil pour appliquer cette méthode, elle est 〈〈 instable 〉〉 (cf. 1.3).

Pour la stabiliser, Langlands [25], à la suite de travaux avec Labesse [24] et Shelstad,

a créé la théorie d’endoscopie qui repose sur deux conjectures 〈〈 locales 〉〉, relevant de

l’analyse harmonique sur les groupes p-adiques : le transfert et le lemme fondamental.

Depuis vingt-cinq ans, beaucoup de mathématiques ont été écrites, soit pour résoudre

ces conjectures, soit pour aller au-delà, en les admettant.

Expliquons brièvement la nature de ces conjectures en renvoyant le lecteur à 1.6 pour

un énoncé détaillé. Langlands et Shelstad ont défini la notion de groupe endoscopique

d’un groupe p-adique G et pour un tel groupe, disons H , deux familles de distribu-

tions dépendant d’une classe de conjugaison 〈〈stable 〉〉 γ semi-simple et 〈〈G-régulière 〉〉

dans H : l’intégrale orbitale 〈〈 stable 〉〉 SOγ sur H et l’intégrale orbitale 〈〈endoscopique 〉〉

O
G|H
γ sur G. La conjecture de transfert prévoit l’existence, pour chaque fonction lisse

à support compact fG sur G, d’une fonction semblable fH sur H telle que SOγ(fG) =

O
G|H
γ (fH) pour tout γ. Lorsque les groupes G et H sont quasi déployés et non-

ramifiés, et donc munis de sous-groupes 〈〈hyperspéciaux 〉〉 (cf. 1.1), le lemme fonda-

mental prévoit, lui, que lorsque fG est la fonction caractéristique d’un sous-groupe
〈〈hyperspécial 〉〉 de G, alors on peut prendre pour fH la fonction caractéristique d’un

sous-groupe 〈〈hyperspécial 〉〉 de H .

Waldspurger a introduit une variante du lemme fondamental où les intégrales or-

bitales sont prises sur les algèbres de Lie et non sur les groupes. Ses travaux [35] et [37]

ont la conséquence remarquable suivante (cf. 1.7) : pour résoudre les conjectures de
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transfert de Langlands-Shelstad relatives à un groupe réductif G sur un corps p-adique,

il suffit de savoir résoudre le lemme fondamental dans sa version 〈〈algèbres de Lie 〉〉 pour

toute forme quasi déployée non-ramifiée du système de racines absolu du centralisateur

connexe d’un élément semi-simple de G, sur un corps Fp′d((T )) avec p′ 〈〈grand 〉〉.

Ce dernier problème a l’avantage de pouvoir être traduit en termes géométriques.

En effet les distributions SOγ et O
G|H
γ sont des combinaisons linéaires d’intégrales or-

bitales ; dans le cas d’un groupe classique –associé à un espace vectoriel muni d’une

forme symplectique, symétrique ou hermitienne– évaluer l’intégrale orbitale au point x

de l’algèbre de Lie en la fonction caractéristique d’un compact hyperspécial revient à

compter certains réseaux stables sous x et qui sont 〈〈autoduaux 〉〉 pour la forme con-

sidérée. Lorsqu’on est sur un corps de séries formelles F = k((T )), les réseaux sont
〈〈classifiés 〉〉 par la grassmannienne affine (une ind-variété sur k ) et ceux qui sont sta-

bles sous x par la fibre de Springer affine telle que définie par Kazhdan et Lusztig

dans [16]. Ainsi, Goresky, Kottwitz et Macpherson ont interprété dans [11] l’évaluation

de SOγ, resp. de O
G|H
γ , en la fonction caractéristique d’un compact hyperspécial de

Lie(H), resp. de Lie(G), comme la trace alternée de Frobenius sur certains morceaux

des groupes de cohomologie d’un quotient de la fibre de Springer affine de H en γ, resp.

des groupes de cohomologie d’un système local 〈〈endoscopique 〉〉 sur un quotient de la fi-

bre de Springer affine de G en un élément γ′ ∈ Lie(G) associé à γ. Le problème est alors

de comparer ces morceaux de groupes de cohomologie ! Les trois auteurs précédents ont

résolu, modulo une conjecture de pureté cohomologique des fibres de Springer affines,

le cas très particulier où le tore centralisateur de γ est non ramifié, et ont introduit un

outil qui sera fondamental pour tous les travaux ultérieurs : la cohomologie équivariante

sous un certain tore adapté à la situation. Laumon [28] a ensuite résolu le cas où G est

un groupe unitaire, sans restriction sur γ mais toujours sous la conjecture de pureté,

en introduisant de manière ad hoc un argument de déformation.

Ces approches géométriques sont de nature purement locales, et butent sur un obsta-

cle, la conjecture de pureté, qui ne sera pas forcément facile à lever. Récemment, Ngô

[33] a introduit une nouvelle approche géométrique, de nature globale, basée sur la fibra-

tion de Hitchin [15] introduite par ce dernier dans un tout autre contexte. Elle permet

d’interpréter très naturellement le procédé de pré-stabilisation de Langlands-Kottwitz,

cf. 1.4, qui est historiquement la motivation globale à l’origine du lemme fondamental.

Elle fournit à la fois un moyen de contourner le problème de la pureté et de déformer

de manière naturelle une situation locale donnée. Cette approche vaut a priori pour un

groupe général, mais n’a pour l’instant été poussée jusqu’au bout, c’est-à-dire jusqu’à

la preuve du lemme fondamental, que dans le cas des groupes unitaires dans l’article

[30] de Laumon et Ngô. Signalons enfin qu’elle utilise de manière cruciale le langage

des champs algébriques.

Le but principal de l’exposé est de présenter l’approche de Laumon et Ngô. Cepen-

dant, comme l’énoncé du lemme fondamental n’a rien d’immédiatement 〈〈naturel 〉〉,

il a paru souhaitable de commencer par une présentation succincte de la théorie



940–03

d’endoscopie et de ses motivations. On évoquera d’ailleurs autant la théorie globale

que locale, puisque l’approche de Ngô est de nature globale.

L’auteur remercie P.-H. Chaudouard, J.-P. Labesse, G. Laumon et Ngô B.C. pour

leur aide dans la préparation de cet exposé.

1. ENDOSCOPIE : UNE BRÈVE INTRODUCTION

1.1. Notations

Nous aurons à considérer deux contextes différents, l’un global et l’autre local, pour

lesquels certaines notations seront similaires.

Contexte local : F est un corps local non-archimédien, donc soit Fq((T )), soit une

extension finie de Qp. Un groupe réductif connexe G sur F est quasi-déployé et non-

ramifié (i.e. déployé sur une extension non-ramifiée) si et seulement si G se prolonge en

un groupe lisse à fibres réductives connexes sur l’anneau des entiers OF . Un sous-groupe

hyperspécial de G(F ) est alors par définition un groupe de la forme G(OF ) pour un tel

prolongement. C’est un sous-groupe compact maximal du groupe localement compact

G(F ). Sous ces hypothèses, on normalisera toujours les mesures de Haar sur ce dernier

de sorte que la mesure d’un sous-groupe hyperspécial soit 1.

Contexte global : F est un corps global, donc une extension finie de Q ou de Fq(T ),

dont on note OF l’anneau des entiers et P(F ) l’ensemble des places. Pour toute place

v ∈ P(F ), on note Fv le complété en v et Ov son anneau d’entiers. On note aussi

AF :=
∏′

v Fv l’anneau topologique localement compact des adèles.

Soit G un groupe réductif connexe sur F . On peut le prolonger en un groupe lisse à

fibres réductives connexes sur OF [ 1
N

] pour un élément non-nul N de OF . On peut alors

parler de G(Ov) pour v ∈ P(F ) ne divisant pas N . On définit G(AF ) comme le produit

restreint
∏′

v G(Fv) relativement aux G(Ov). C’est un groupe localement compact. On

le munira de la mesure 〈〈canonique 〉〉 de Tamagawa dont la définition précise n’a pas

d’importance ici, et qui se décompose en un produit dx =
∏′

v dxv de mesures de Haar

locales qui, aux places v ne divisant pas N , sont normalisées comme au paragraphe

précédent (sauf éventuellement en une place si N = 1 et F est un corps de fonctions).

Rappelons que le plongement diagonal G(F ) →֒ G(AF ) fait de G(F ) un sous-groupe

discret de G(AF ) qui est de covolume fini si et seulement si le centre Z de G est

anisotrope, et qui est cocompact si et seulement si G lui-même est anisotrope.

Enfin nous fixerons une clôture séparable F de F et noterons Γ le groupe de Galois

correspondant et Γv le groupe de décomposition en v ∈ P(F ). Nous supposerons

toujours que la caractéristique de F est 〈〈assez grande pour G 〉〉 (première à l’ordre de

son groupe de Weyl en particulier) pour éviter les soucis d’inséparabilité.
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1.2. Quelques mots sur la formule des traces

Le contexte ici est global. Supposons, pour simplifier, le centre Z de G anisotrope

sur F . Soit C∞
c (G(AF )) l’espace des fonctions complexes lisses à support compact sur

G(AF ). De telles fonctions sont toujours de la forme fS ⊗ (⊗v∈P(F )\S1G(Ov)) pour un

ensemble fini S ⊂ P(F ) et une fonction fS ∈ C∞
c (

∏

v∈S G(Fv)). Si f ∈ C∞
c (G(AF )), la

représentation ρ de G(AF ) sur l’espace L2(G(F )\G(AF )) et la mesure dx induisent un

opérateur ρ(f), intégral de noyau

Kf(x, y) =
∑

γ∈G(F )

f(x−1γy).

Lorsque G est F -anisotrope, et donc G(F )\G(AF ) est compact, l’opérateur ρ(f) est

traçable et sa trace est l’intégrale de son noyau sur la diagonale. Un simple calcul

fournit alors la 〈〈 formule des traces 〉〉 pour G(AF ) :

Tr(ρ(f)) =
∑

γ∈G(F )/conj

∫

Gγ(F )\G(AF )

f(x−1γx)dx

=
∑

γ∈G(F )/conj

voldy(Gγ(F )\Gγ(AF ))

∫

Gγ(AF )\G(AF )

f(x−1γx)dx/dy.

Nous avons noté Gγ le (groupe algébrique) centralisateur de γ dans G. Notons que

l’extraction du volume à la seconde ligne permet d’utiliser des calculs locaux, puisque

lorsque f = ⊗vfv, on a le produit (dont presque tous les facteurs sont égaux à 1)
∫

Gγ(AF )\G(AF )

f(x−1γx)dx/dy =
∏

v

∫

Gγ(Fv)\G(Fv)

fv(x
−1
v γxv)dxv/dyv.

Le terme de gauche est l’intégrale orbitale globale de f sur la classe de conjugaison de γ,

et sera encore noté Oγ(f). De même, les intégrales orbitales locales du terme de droite

seront notées Oγ(fv), v ∈ P(F ). Enfin on posera τ(Gγ) := voldy(Gγ(F )\Gγ(AF )) ; de

par nos conventions, c’est le nombre de Tamagawa de Gγ , si celui-ci est connexe. Par

la suite on supposera souvent Gder simplement connexe, ce qui assurera la connexité

des centralisateurs.

Lorsque G n’est plus supposé F -anisotrope, la formule des traces est beaucoup plus

compliquée et n’est d’ailleurs pas une expression de la trace d’un opérateur. Il s’agit

tout de même d’une égalité entre deux distributions sur G(AF ), l’une renfermant des

informations spectrales, comme la trace sur le spectre automorphe discret, l’autre des

informations 〈〈géométriques 〉〉 comme les intégrales orbitales le long de classes de conju-

gaison semi-simples de G(F ). Un peu plus précisément, le côté géométrique s’écrit :
∑

γ∈G(F )ell/conj

τ(Gγ)Oγ(f) + autres termes.

Nous ne nous occuperons pas dans cet exposé des 〈〈autres termes 〉〉, qui sont importants

pour le but ultime mais qui pour certaines applications peuvent être annulés en choi-

sissant bien la fonction-test f (cf. [19] par exemple). Puisqu’il faut définir l’ensemble
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G(F )ell qui apparâıt dans la sommation ci-dessus, on en profite pour introduire un peu

de vocabulaire. Un élément γ ∈ G(F ) est dit

– régulier si son centralisateur est de dimension minimale (égale au rang de G).

– fortement régulier si ce centralisateur est un tore.

– elliptique s’il est contenu dans un F -tore F -anisotrope 〈〈modulo le centre 〉〉
(1). Un

tel tore sera lui-même dit 〈〈elliptique 〉〉 par la suite.

Par exemple, lorsque G = GL(N), un élément de G(F ) est semi-simple régulier et

elliptique si et seulement si son polynôme caractéristique est irréductible. Les tores

elliptiques de GL(N) sont de la forme ResF ′|F Gm pour une extension séparable F ′|F de

degré N . Si G = UE|F (N) est le groupe unitaire (quasi déployé) associé à l’extension

quadratique E de F , alors les tores elliptiques sont de la forme
∏r

i=1 ResFi|F UEi|Fi
(1) où

les Fi sont des extensions séparables de F disjointes de E telles que
∑r

i=1 deg(Fi|F ) = N .

1.3. Pourquoi la stabilisation

Tentons d’expliquer brièvement l’origine des problèmes que nous allons présenter par

la suite. La discussion qui suit est de nature informelle et contient des simplifications

nécessairement abusives. Pour plus de détails et plus de rigueur, le lecteur pourra

consulter [8] sur les formes et représentations automorphes et [7] sur les L-groupes et

la fonctorialité.

Une représentation automorphe de G(AF ) est par définition un sous-quotient irréduc-

tible de la représentation régulière de ce groupe dans un certain espace de fonctions sur

G(F )\G(AF ) qui sont dites aussi automorphes et qui généralisent la notion classique de

forme modulaire que l’on a lorsque G = GL(2). De même que ces dernières, les formes

automorphes recèlent des propriétés arithmétiques cachées et très intéressantes. Notons

qu’une représentation automorphe se décompose de manière essentiellement unique en

un produit tensoriel 〈〈 restreint 〉〉 Π =
⊗′

v πv de représentations irréductibles des groupes

locaux G(Fv).

Le principe de fonctorialité que Langlands a imaginé en 1967 permet de transférer

ces représentations d’un groupe à un autre. À G réductif connexe sur F on associe

un groupe algébrique complexe LG := Ĝ ⋊ Γ où Ĝ est 〈〈 le 〉〉 groupe réductif connexe

sur C de système de racines basé dual de celui de G, et Γ agit par automorphismes

extérieurs, via l’action sur le système de racines basé que l’on déduit de la F -structure

rationnelle sur G. Ainsi, LG ne détermine pas G mais seulement sa forme intérieure

quasi déployée. Le principe de fonctorialité prévoit que tout morphisme de L-groupes
LH −→ LG doit induire un transfert des représentations automorphes de H vers celles

de G, qui est décrit explicitement sur presque tous les facteurs locaux πv (cf. [7, 16.2]).

Parmi les conséquences mirifiques qu’aurait (un cas particulier de) cet énoncé, on peut

citer la conjecture d’Artin sur les fonctions L de représentations galoisiennes.

(1)Avec cette définition, un élément elliptique est en particulier semi-simple.



940–06

Langlands a aussi initié une stratégie pour attaquer la fonctorialité dans certains

contextes favorables(2) qui repose sur la formule des traces d’Arthur-Selberg évoquée au

paragraphe précédent. Dans certaines situations de transfert, on peut faire correspondre

les classes de conjugaison semi-simples des deux groupes H(F ) et G(F ), et ce de manière

Γ-équivariante. C’est par exemple le cas lorsque le morphisme de L-groupes induit

un morphisme Γ-équivariant T̂H/W
bH −→ T̂G/W

bG où TH et TG sont des F -tores

maximaux de H et G et W
bH , W

bG les groupes de Weyl correspondants.

Conjugaison stable : supposons pour simplifier que Gder est simplement connexe et

disons que deux éléments semi-simples de G(F ) sont stablement conjugués s’ils sont

conjugués dans G(F ). Par exemple, si G = GL(N) ou UE|F (N), deux éléments semi-

simples sont stablement conjugués si et seulement si ils ont même polynôme carac-

téristique. Dans le cas de GL(N), ils sont alors conjugués, mais dans le cas UE|F (N),

ils ne le sont pas nécessairement.

Par la discussion précédente, un morphisme des L-groupes induit parfois une cor-

respondance entre classes de conjugaison stables d’éléments semi-simples de G(F ) et

H(F ). L’idée est alors de déduire le transfert spectral que l’on cherche d’un transfert

géométrique des intégrales orbitales, grâce à la formule des traces d’Arthur-Selberg.

Malheureusement cette dernière, dans sa forme originale, n’est pas stablement inva-

riante. On est donc amené à la modifier (la 〈〈stabiliser 〉〉) pour l’adapter aux besoins

de la stratégie de Langlands. Ce travail a été entrepris par Labesse, Langlands [25],

prolongé par Kottwitz [18][17], Kottwitz-Shelstad [21], Labesse [23][22], et bien sûr,

Arthur [3], [2] et [4].

1.4. La pré-stabilisation de Langlands-Kottwitz

À titre d’exemple et de motivation pour le lemme fondamental, mais aussi pour

comprendre la pertinence de l’approche géométrique de Ngô, décrivons la première

partie de la stratégie de Langlands pour stabiliser la contribution

T regell
G (f) :=

∑

γ∈G(F )regell

/conj

τ(Gγ)Oγ(f) , f = ⊗′
vfv ∈ C∞

c (G(AF ))

des termes elliptiques réguliers au côté géométrique de la formule des traces. On suppose

Gder simplement connexe, pour simplifier les énoncés. Commençons par la remarque

suivante : la classe de conjugaison de γ (elliptique régulier) s’identifie à G(F )/Gγ(F )

tandis que la classe stable s’identifie à G/Gγ(F ) (points rationnels de la F -variété

quotient G/Gγ). Il est donc naturel de définir l’intégrale orbitale stable :

SOγ(f) :=

∫

G/Gγ(AF )

f(xγx−1)dx =
∏

v

∫

G/Gγ(Fv)

fv(xvγx−1
v )dxv.

(2)On peut citer deux autres stratégies : l’une basée sur les théorèmes inverses 〈〈 à la Weil 〉〉 de Piatetski-

Shapiro, l’autre basée sur la correspondance Theta de Howe.



940–07

La fonction x 7→ f(xγx−1) est définie sur G/Gγ(AF ) via la bijection (G(AF )/Gγ(AF ))Γ ≃

G/Gγ(AF ) sur laquelle nous laissons le lecteur méditer. Les mesures G(Fv)-invariantes

sur chaque G/Gγ(Fv) sont déterminées par celles qu’on a choisies sur G(Fv) et Gγ(Fv)

puisqu’on a une partition G/Gγ(Fv) = ⊔γ′∼stγG(Fv)/Gγ′(Fv) de l’orbite stable en or-

bites ordinaires et des isomorphismes Gγ′ ≃ Gγ pour γ′ ∈ G(Fv) stablement conjugué

à γ. Les facteurs locaux sont presque tous égaux à 1 en vertu d’un résultat de Kottwitz

[18, 7.1]. Enfin, l’expression SOγ(f) ne dépend que de la classe stable de γ.

On voudrait maintenant comparer les expressions :
∑

γ′∈G(F )/conj,γ′∼stγ

τ(Gγ′)Oγ′(f) et SOγ(f)

et pour cela on doit exprimer le terme de gauche comme une certaine intégrale sur

G/Gγ(AF ).

Il est instructif de regarder d’abord le problème local associé, qui consiste à écrire

l’intégrale orbitale Oγ(fv) comme une intégrale sur G/Gγ(F ). Pour cela, il faut carac-

tériser l’image de l’injection G(F )/Gγ(F ) →֒ G/Gγ(F ) de la classe de conjugaison

de γ dans sa classe stable. En fait, on dispose pour tout F -corps K d’une application

cobord

G/Gγ(K)
invK(γ,−)
−→ ker

(
H1(K,Gγ) −→ H1(K,G)

)
=: ∂1(K,Gγ,G)

qui induit une bijection entre l’ensemble G(K)\(G/Gγ)(K) des classes de conjugaison

dans la classe stable et ∂1(K,Gγ,G), et qui envoie la classe de conjugaison de γ sur

l’élément 〈〈neutre 〉〉 de ∂1(K,Gγ,G). En d’autres termes,

Oγ(fv) =

∫

G/Gγ(Fv)

δe,invFv (γ,x)fv(xγx−1).

Dans notre situation et lorsque v est non-archimédienne, ∂1(Fv,Gγ ,G) est un groupe

abélien fini. On peut alors faire une transformation de Fourier en introduisant son dual

K(γ)v pour obtenir

Oγ(fv) = |K(γ)v|
−1

∑

κ∈K(γ)v

∫

G/Gγ(Fv)

〈κ, invFv(γ, x)〉fv(xγx−1)dx

=: |K(γ)v|
−1

∑

κ∈K(γ)v

Oκ
γ(fv).

Les termes Oκ
γ(fv) sont appelés κ-intégrales orbitales.

Revenons au problème global, et introduisons l’application 〈〈canonique 〉〉

φγ : G(F )\(G/Gγ)(F ) −→ G(AF )\(G/Gγ)(AF ).

Un résultat de Borel-Serre montre la finitude des fibres de cette application, et puisque

τ(G′
γ) = τ(Gγ) pour γ′ stablement conjugué à γ, on peut alors réécrire

(1)
∑

γ′∈G(F )/conj,γ′∼stγ

τ(Gγ′)Oγ′(f) = τ(Gγ)

∫

G/Gγ(AF )

|φ−1
γ (x)|f(xγx−1)dx.



940–08

Traduisons alors φγ en termes de cohomologie galoisienne : d’après ce qui a été dit dans

la discussion du cas local ci-dessus, elle s’identifie à la flèche naturelle

(2) ∂1(F,Gγ,G) −→
⊕

v

∂1(Fv,Gγ,G).

Supposons, pour simplifier encore un peu, que G est semi-simple (et toujours simple-

ment connexe). Dans le cas non-archimédien, le théorème de Kneser-Bruhat-Tits selon

lequel H1(Fv,G) = 0 et la dualité de Tate-Nakayama appliquée au tore Gγ nous don-

nent alors une injection ∂1(Fv,Gγ,G) →֒ X∗(Gγ)Γv . Un morphisme analogue existe

pour v archimédienne, et par composition et somme on en déduit une flèche

(3)
⊕

v

∂1(Fv,Gγ,G) −→ X∗(Gγ)Γ,

ce dernier groupe étant fini, puisque Gγ est F -anisotrope. Nous noterons K(γ) le groupe

dual de X∗(Gγ)Γ.

Théorème 1.1 (Langlands, Kottwitz). — L’image de l’application (2) cöıncide avec

le noyau de la flèche (3). Ses fibres ont pour cardinal τ(G)τ(Gγ)
−1|K(γ)|, les τ désignant

les nombres de Tamagawa.

Ce théorème est valable sans hypothèse de semi-simplicité, mais la définition générale

de K(γ) est plus compliquée. Notons maintenant inv(γ,−) la composée

G/Gγ(AF ) =

′∏

v

G/Gγ(Fv)
⊕invv−→

⊕

v

∂1(Fv,Gγ ,G) −→ K(γ)∗.

Par le théorème précédent, on peut reformuler (1) en

∑

γ′∈G(F )/conj,γ′∼stγ

τ(Gγ′)Oγ′(f) = τ(G)|K(γ)|

∫

G/Gγ(AF )

δinv(γ,x),0f(xγx−1)dx,

ce qui par transformation de Fourier sous le groupe K(γ), nous donne :

(4)
∑

γ′∈G(F )/conj,γ′∼stγ

τ(Gγ′)Oγ′(f) = τ(G)
∑

κ∈K(γ)

Oκ
γ(f)

où

Oκ
γ(f) =

∫

G/Gγ(AF )

〈κ, inv(γ, x)〉f(xγx−1)dx =
∏

v

Oκ
γ(fv).

L’expression ci-dessus est la κ-intégrale orbitale globale. Il est bon de souligner que

celle-ci ne dépend que de la classe stable de γ dans G(F ), tandis que les κ-intégrales

orbitales locales dépendent d’un point-base dans la classe stable : si γv est stablement

conjugué à γ dans G(Fv), alors Oκ
γv

(fv) = 〈κ, invFv(γ, γv)〉O
κ
γ(fv).
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1.5. Endoscopie et transfert global

On a obtenu l’expression

T regell
G (f) = τ(G)

∑

γ∈G(F )regell
/st

∑

κ∈K(γ)

Oκ
γ (f).

Le but de l’endoscopie est d’exprimer les κ-intégrales orbitales comme des intégrales

stables sur des groupes quasi déployés de dimension inférieure ou égale à celle de

G. Pour cela, introduisons le système de racines absolu Φ = (X∗, Σ, X∗, Σ
∨) et le

groupe de Weyl WG de G, et rappelons qu’on a une bijection canonique G(F )ss
/conj

∼
−→

(X∗⊗F
×
)/WG. Ainsi, si s est un caractère de X∗, 〈〈 le 〉〉 groupe réductif connexe Gs sur

F de système de racines Φs := (X∗, Σs, X∗, Σ
∨
s ) où Σ∨

s := ker (s) ∩ Σ∨ est muni d’une

application

(5) Gs(F )ss
/conj

φ
−→ G(F )ss

/conj

de 〈〈 transfert 〉〉 des classes de conjugaison semi-simples. Si une classe γ dans G(F ) est

fortement régulière, la conjugaison dans G induit des isomorphismes canoniques entre

les centralisateurs dans G des divers éléments de cette classe, et on peut donc noter

sans ambigüıté Gγ le centralisateur 〈〈commun 〉〉. Appelons 〈〈G-régulière 〉〉 toute classe

semi-simple δ de Gs(F ) dont l’image φ(δ) est fortement régulière dans G. Pour une

telle classe, on a un isomorphisme canonique

(6) (Gs)δ
∼
−→ Gφ(δ).

Enfin, la conjugaison des tores maximaux dans Gs permet de transporter sans ambigüıté

le caractère s de X∗ à X∗((Gs)δ), ce qui par l’isomorphisme précédent fournit encore

un caractère

(7) s : X∗(Gφ(δ)) −→ C×.

La théorie de l’endoscopie s’intéresse aux structures F -rationnelles sur Gs telles que

les applications (5), (6) et (7) soient Γ-invariantes. Voici une manière concrète de les

construire : la structure F -rationnelle de G induit toute une famille d’actions de Γ

sur Φ. Pour se fixer les idées, on peut choisir l’unique telle action qui stabilise une

base ∆ préalablement choisie de Σ ; toutes les autres s’en déduisent par composition

de WG ⋊ Γ −→ Aut(Φ) avec une section Γ −→ WG ⋊ Γ.

Définition 1.2. — Une donnée endoscopique(3) est un couple (s, ρ) où s est un carac-

tère de X∗ et ρ : Γ −→ WG ⋊ Γ est une section d’image contenue dans le fixateur

(WG ⋊ Γ)s de s. Elle est dite elliptique si X
WGs⋊ρΓ
∗ = {0}.

(3)Cette définition ne cöıncide avec la référence [17, par. 7] que sous l’hypothèse simplificatrice de semi-

simplicité et simple connexité de G . Il est probable que l’on puisse plus généralement se contenter de

cette version simplifiée dès que le groupe G satisfait le principe de Hasse, et à condition d’adapter la

notion d’isomorphisme de données endoscopiques. Par ailleurs, nous avons préféré éviter d’utiliser le

L-groupe, comme dans [22] et [14].
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Il y a une notion d’isomorphisme de données endoscopiques que nous passons sous

silence. La donnée de ρ induit une action Γ −→ Aut(Φs) qui détermine sur Gs une

F -structure quasi déployée que nous noterons Gs,ρ, et pour laquelle les applications (5),

(6) et (7) sont Γ-invariantes. On peut remarquer que lorsque s est le caractère trivial

et ρ la section triviale, le groupe Gs,ρ est la forme intérieure quasi déployée de G.

Partons maintenant d’une classe stable G-régulière δ de Gs,ρ(F ) ; par Γ-équivariance

de (5), la classe φ(δ) ∈ G(F )ss
conj contient au plus une classe stable γ de G(F ), et

exactement une lorsque G est quasi-déployé avec Gder simplement connexe, en vertu

d’un résultat de Steinberg-Kottwitz. On a donc une application partielle

Gs,ρ(F )G−reg
/st

//___ G(F )reg
/st

dont les fibres sont finies. Par Γ-invariance de (7), le caractère s induit un caractère

X∗(Gγ)Γ −→ C∗ que nous noterons κ. On notera symboliquement (s, ρ, δ) 7→ (γ, κ)

l’application partielle à fibres finies ainsi obtenue.

Conjecture 1.3 (Transfert). — Soient (s, ρ) une donnée endoscopique et f ∈

C∞
c (G(AF )). Il existe une fonction fs,ρ ∈ C∞

c (Gs,ρ(AF )) telle que pour toute classe

stable elliptique G-régulière δ de Gs,ρ(F ), on ait

SOδ(fs,ρ) = Oκ
γ(f),

si (s, ρ, δ) 7→ (γ, κ).

En admettant cette conjecture et en étudiant les fibres de l’application (s, ρ, δ) 7→

(γ, κ), Langlands a montré la formule (pour F un corps de nombres)

(8) T regell
G (f) =

∑

(s,ρ)/∼

ι(G, s, ρ)ST G−regell
Gs,ρ

(fs,ρ)

où la somme porte sur les classes d’équivalence de données endoscopiques elliptiques et

ST G−regell
Gs,ρ

(g) := τ(Gs,ρ)
∑

γ∈Gs,ρ(F )G−regell

/conj. st.

SOγ(g), pour g ∈ C∞
c (Gs,ρ(AF )).

La formule (8) est la 〈〈 stabilisation de la partie elliptique régulière de la formule des

traces de G sur F 〉〉 [25]. Elle sert de modèle pour la stabilisation de toute la partie

elliptique [18], de toute la formule des traces [3][2][4], et des analogues tordus [21] et

[22]. Tous ces travaux supposent la conjecture de transfert (éventuellement une variante

tordue) vérifiée.

En guise de (brèves) explications sur la preuve de la formule (8), nous allons vérifier

que l’application partielle (s, ρ, δ) 7→ (γ, κ) est surjective. Fixons donc une classe sta-

ble γ de G(F ) et un caractère κ de X∗(Gγ)Γ. Puisque Gγ est un tore maximal de

G, on a une WG-classe de conjugaison canonique d’isomorphismes X∗(Gγ)
∼
−→ X∗

de groupes abéliens. Choisissons un tel isomorphisme : il permet de transporter κ

en un caractère sκ de X∗ et l’action de Γ sur X∗(Gγ) en une action sur X∗ ; cette

dernière est donnée par une section ργ : Γ −→ WG ⋊ Γ d’image contenue dans le
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fixateur (WG ⋊Γ)sκ , puisque κ était lui-même Γ-invariant. On obtient donc une donnée

endoscopique (sκ, ργ), qui est elliptique si et seulement si γ l’est. De plus, la Gsκ,ργ (F )-

classe de conjugaison de F -plongements Gγ →֒ Gsκ,ργ déterminée par l’isomorphisme

X∗(Gγ)
∼
−→ X∗ est, par construction, Γ-stable. Puisque Gsκ,ργ est quasi-déployé, le

résultat de Steinberg-Kottwitz mentionné plus haut assure alors l’existence dans cette

classe d’un F -plongement de Gγ dans Gsκ,ργ , qui est donc bien défini à conjugaison

stable près. Posons alors γsκ,ργ la classe stable image de γ par ce plongement. On a

bien (sκ, ργ, γsκ,ργ) 7→ (γ, κ). Notons que cette construction dépend du choix initial de

l’isomorphisme X∗(Gγ)
∼
−→ X∗. Néanmoins, on peut vérifier que les triplets (s, ρ, δ)

au-dessus de (γ, κ) sont tous 〈〈 isomorphes 〉〉 à des triplets de la forme (sκ, ργ , γ
′).

1.6. Transfert local et lemme fondamental

Puisque les intégrales orbitales stables et les κ-intégrales orbitales sont produits de

facteurs locaux analogues, une manière d’établir (et d’expliciter un peu) le transfert de

la conjecture 1.3 est de le déduire de transferts locaux à toutes les places. La forme

näıve que prendrait un tel transfert serait (avec les notations de 1.3) : 〈〈 étant donnée

fv ∈ C∞
c (G(Fv)), il existe f ′

v ∈ C∞
c (Gs,ρ(Fv)) telle que pour toute classe Gv-régulière

δ dans Gs,ρ(Fv), on ait SOδ(f
′
v) = Oκ

γ(fv) si (s, ρ, δ) 7→ (κ, δ) 〉〉. Mais ceci n’est pas

possible pour au moins deux raisons : tout d’abord les κ-intégrales orbitales dépendent

d’un point-base dans la classe stable γ, donc un seul choix de point-base est permis et

il faut trouver un moyen de le déterminer. D’autre part, les intégrales orbitales Oγ(f),

en tant que fonction de γ élément semi-simple régulier, 〈〈explosent 〉〉 au voisinage des

éléments singuliers. Ainsi quand δ approche un élément Gv-singulier mais régulier,

SOδ(f
′
v) reste bornée tandis que Oγ(fv) 〈〈explose 〉〉, ce qui empêche évidemment l’égalité

des deux expressions.

Une possibilité pour résoudre ces problèmes est d’introduire des facteurs ∆v(δ, γ)

qui dépendent de la classe stable de δ et de la classe ordinaire de γ. En prenant en

compte toutes les contraintes de la situation, Langlands et Shelstad [26] ont trouvé une

définition de ces facteurs, et les ont appelés facteurs de transfert. La conjecture locale

prend alors la forme suivante, où l’on se place dans un contexte local (voir introduction),

avec une définition des données endoscopiques et des applications (s, ρ, δ) 7→ (γ, κ)

analogues au cas global :

Conjecture 1.4 (Transfert local). — Soient (s, ρ) une donnée endoscopique de G

sur F et f ∈ C∞
c (G(F )). Il existe une fonction fs,ρ ∈ C∞

c (Gs,ρ(F )) telle que pour

toute classe stable fortement G-régulière δ de Gs,ρ(F ) et toute classe ordinaire γ de

G(F ), on ait

SOδ(fs,ρ) = ∆(δ, γ)Oκ
γ (f),

si (s, ρ, δ) 7→ (γ, κ). (4)

(4)Pour renouer avec les notations de l’introduction, il faut poser O
G|H

δ
:= ∆(δ, γ)Oκ

γ si H = Gs,ρ.
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Pour que cette conjecture locale serve à la conjecture globale, il faut deux choses :

d’une part, dans un contexte global, le produit des facteurs de transfert locaux doit

être égal à 1 : ceci fait partie des contraintes que s’étaient fixées Langlands et Shel-

stad. D’autre part, aux places non-ramifiées, les fonctions caractéristiques des compacts

hyperspéciaux intervenant dans la définition des groupes adéliques doivent se correspon-

dre. On est donc amené au supplément suivant :

Conjecture 1.5 (Lemme fondamental). — Soient G un groupe non ramifié sur F et

(s, ρ) une donnée endoscopique non-ramifiée. Alors pour toute classe stable fortement

G-régulière δ de Gs,ρ(F ) et toute classe ordinaire γ de G(F ), on a

SOδ(1Gs,ρ(O)) = ∆(δ, γ)Oκ
γ (1G(O)),

si (s, ρ, δ) 7→ (γ, κ).

En fait les facteurs de transfert ne sont définis qu’à un multiple près, ce qui n’est

pas gênant pour la conjecture de transfert mais l’est pour le lemme fondamental, une

fois les choix de mesures naturels effectués. Dans le cas G quasi-déployé, la définition

de Langlands-Shelstad associe à tout choix d’épinglage de G sur F une normalisation

des facteurs de transfert. D’autre part, l’énoncé du lemme fondamental dépend de

prolongements entiers réductifs connexes de G et Gs,ρ ; il faut choisir ces prolongements

entiers de façon compatible à l’épinglage dont dépendent les facteurs de transfert, cf.

[12, 7.1].

Le facteur de transfert ∆(δ, γ) est le produit d’une puissance de p, un quotient de

discriminants faciles à définir, et d’une racine de l’unité (qui est même un signe pour les

groupes classiques) qui, elle, est difficile à définir. Nous ne donnerons pas sa définition

générale, mais signalons qu’il a été calculé par Waldspurger [36] pour tous les groupes

classiques. De plus, dans le cas non-ramifié, une définition générale plus simple a été

proposée par Hales [12] et dans le cas des algèbres de Lie, une caractérisation agréable

a été donnée par Kottwitz dans [20].

Pour un peu plus de détails et d’exemples sur le lemme fondamental, nous recom-

mandons [14], qui toutefois recule aussi devant les facteurs de transfert. On y trouvera

une (courte) liste des cas particuliers du lemme fondamental (non tordu) connus jusqu’à

présent, la seule famille de groupes, SL(n), n ∈ N, étant due à Waldspurger [38].

1.7. Les réductions de Waldspurger (après Langlands-Shelstad et Hales)

La variante 〈〈algèbres de Lie 〉〉 du lemme fondamental introduite par Waldspurger est

formellement analogue à l’énoncé 1.5 sauf que les fonctions-test sont 1gs,ρ(O) et 1g(O) et

les classes de conjugaison γ et δ sont respectivement dans les algèbres de Lie rationnelles

g(F ) et gs,ρ(F ). Les centralisateurs de tels éléments sont toujours connexes, et il n’y a

donc pas lieu de parler de 〈〈 fortement 〉〉 régulier.

Lorsque le corps F est de caractéristique nulle (une extension finie de Qp), Walds-

purger a montré [35], à la suite des travaux de Langlands-Shelstad [27] et de Hales [13],

que pour résoudre la conjecture de transfert pour une paire endoscopique (G, (s, ρ))
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sur F , il suffit de connâıtre la version 〈〈algèbres de Lie 〉〉 du lemme fondamental pour

certaines familles de paires endoscopiques non-ramifiées (G′, (s′, ρ′)) de même système

de racines absolu qu’un centralisateur d’élément semi-simple dans G, et définies sur

d’autres corps locaux F ′ de caractéristique nulle, dont on peut de plus supposer les

caractéristiques résiduelles supérieures à un entier donné.

Par ailleurs, il a montré récemment [37] qu’en supposant la caractéristique résiduelle

assez grande (avec minorant explicite en fonction du système de racines de G), l’énoncé

du lemme fondamental pour les algèbres de Lie ne dépend que du corps résiduel. Plus

précisément : notons k le corps résiduel de F et fixons un prolongement de G en

un groupe réductif connexe sur OF . Puisque OF et k[[T ]] ont des groupes de Galois

isomorphes (à Ẑ), G détermine un 〈〈unique 〉〉 groupe réductif G′ sur k[[T ]] et chaque

donnée endoscopique non-ramifiée de G se transfère à G′. Waldspurger définit alors

une correspondance δ ↔ δ′ entre classes de conjugaison stable dans gs,ρ(F )G−reg et

gs′,ρ′(k((T )))G−reg, de sorte qu’on a les égalités SOδ(1H(OF )) = SOδ′(1H′(k[[T ]])) et

∆(δ, γ)Oκ
δ (1G(OF )) = ∆(δ′, γ′)Oκ′

δ′ (1G′(k[[T ]])) (pour n’importe quels γ, γ′ dans la classe

stable associée à δ, resp. δ′).

Soulignons une conséquence de tout ceci, reposant sur le fait que le centralisateur

d’un élément semi-simple dans GL(N) est un produit de GL(m). Pour résoudre les

conjectures de transfert globales ou locales de Langlands-Shelstad relatives aux groupes

unitaires sur un corps de nombres ou p-adique, il suffit de savoir résoudre le lemme

fondamental dans sa version 〈〈algèbres de Lie 〉〉 pour tout groupe unitaire non-ramifié

sur F(p′)d((T )) avec p′ 〈〈grand 〉〉.

1.8. Le lemme fondamental pour les groupes unitaires

Pour conclure cette partie, nous explicitons l’énoncé du lemme fondamental pour l’al-

gèbre de Lie d’un groupe unitaire non-ramifié d’égales caractéristiques, sous la forme

qui est démontrée par Laumon et Ngô. Fixons une puissance q d’un nombre premier

p > 2 et posons F := Fq((T )).

1.8.1. Groupes unitaires. — Pour n ∈ N, notons Φn la matrice ayant des 1 sur l’anti-

diagonale et des 0 ailleurs. À toute extension quadratique F ′/F , on associe le schéma

en groupes réductifs unitaire quasi-déployé en n variables sur F défini par

UF ′|F (n)(R) =
{
g ∈ GLn(R ⊗F F ′), Φn.τ(tg−1).Φ−1

n = g
}

pour toute F -algèbre R, et où τ désigne l’élément non trivial de Gal(F ′/F ). On

note UF ′|F (n) := UF ′|F (n)(F ) les points rationnels et uF ′|F (n) l’algèbre de Lie. Ces

groupes ont un centre compact et un groupe dérivé simplement connexe. Lorsque F ′

est 〈〈 l 〉〉’extension quadratique non-ramifiée de F , on note simplement U(n) à la place

de UF ′|F (n). Dans ce cas, on le prolonge en un schéma en groupes réductifs connexe sur

O = OF , en remplaçant simplement F par O et F ′ par OF ′ dans la définition ci-dessus.
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1.8.2. Tores elliptiques. — On a déjà signalé que les tores maximaux elliptiques

de U(n) sont de la forme TI,(Fi) :=
∏

i∈I ResFi|FUF ′

i |Fi
(1) où les Fi sont des ex-

tensions séparables de F disjointes de F ′ (i.e. de degré résiduel impair) telles que
∑

i∈I deg(Fi|F ) = n et F ′
i = FiF

′ est l’extension quadratique non ramifiée de Fi. Nous

allons décrire les classes de conjugaison de F -plongements TI,(Fi) →֒ U(n) dans une

classe stable fixée. On a pour tout F, F ′, n des isomorphismes

H1(F,UF ′|F (n))
∼
−→ F×/NrF ′|F (F ′×) ≃ Z/2Z

et ce groupe de cohomologie ne fait rien d’autre que classifier les classes d’équivalence

de formes hermitiennes sur F ′n par leur discriminant. Ainsi

∂1(F,TI,(Fi),U(n)) ≃ ker
(
(Z/2Z)I −→ Z/2Z

)

où le morphisme de droite est le morphisme somme. Concrètement, soient (λi)i∈I ∈

∂1(F,TI,(Fi),U(n)) ; choisissons des éléments ci ∈ Fi tels que la forme hermitienne

Ψi,ci
: (x, y) 7→ TrF ′

i |F
′(cix

τy) sur le F ′-espace vectoriel F ′
i soit de discriminant λi.

Alors les F -espaces hermitiens (F ′n, Φn) et (⊕iF
′
i ,⊕iΨi,ci

) sont isomorphes, et tout

isomorphisme induit un F -plongement TI,(Fi) →֒ U(n). Deux tels isomorphismes sont

conjugués et, en faisant varier (λi)i∈I , on obtient ainsi les classes de conjugaison dans

la classe stable associée à un isomorphisme F ′-linéaire ⊕iF
′
i

∼
−→ (F ′)n.

1.8.3. Éléments elliptiques réguliers. — Un élément de l’algèbre de Lie rationnelle de

TI,(Fi) est un I-uplet γI = (γi)i∈I avec γi ∈ F ′
i vérifiant γi + γτ

i = 0. Un tel élément

est régulier (pour tout F -plongement TI,(Fi) →֒ U(n)) si γi engendre F ′
i sur F ′ et les

polynômes minimaux Pi(X) des γi sont premiers entre eux, deux à deux. Pour les

besoins du lemme fondamental, on peut supposer que γi ∈ OF ′

i
pour tout i.

1.8.4. Intégrales orbitales. — Fixons λI := (λi)i∈I ∈ ∂1(F,TI,(Fi),U(n)) et un

F -plongement associé ι : TI,(Fi) →֒ U(n). On notera OλI
γI

l’intégrale orbitale

Oι(γI)(1u(n)(O)), qui ne dépend bien sûr pas du choix de ι. Alors on a

OλI
γI

= |{x ∈ U(n)(O)\U(n)(F ), t.q. Ad(x)(ι(γI)) ∈ u(n)(O)}|

= |{réseaux autoduaux M ⊂ (F ′)n, t.q. ι(γI)M ⊆ M}|

= |{réseaux MI ⊂ F ′
I , t.q. (MI)

⊥cI = MI et γIMI ⊂ MI}|.

Précisons la dernière ligne : on compte les OF ′-réseaux MI dans le F ′-espace vectoriel

F ′
I := ⊕iF

′
i , autoduaux pour une forme hermitienne ⊕iΨi,ci

comme dans 1.8.2, et stables

par γI . Cette formulation se prête bien à l’approche géométrique initiée dans [11] via

les fibres de Springer affines.

L’approche de Laumon [28] et Laumon-Ngô commence par la réinterprétation sui-

vante du comptage ci-dessus. Un réseau MI de F ′
I stable par γI est simplement un idéal

fractionnaire de l’anneau AI := OF ′[γI ] ⊂ OF ′

I
(qui a pour anneau total de fractions

F ′
I). En termes géométriques, c’est un point rationnel de la jacobienne compactifiée

du germe de courbe Spf(AI). Soit c0
I ∈ FI un générateur du module dualisant relatif
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de AI sur OF ′. Un calcul montre que l’orthogonal de AI pour la forme hermitienne

ΨI,cI
:= ⊕iΨi,ci

est donné par la formule (AI)
⊥cI = c0

Ic
−1
I AI . On a donc la formule

OλI
γI

= |{idéaux fractionnaires MI de l’anneau AI tels que MI = c0
Ic

−1
I M−1

I }|.

1.8.5. Groupes endoscopiques et lemme fondamental. — Les groupes endoscopiques

non-ramifiés elliptiques de U(n) sont tous de la forme U(n1)×U(n2) pour une partition

n = n1 + n2. Fixons donc un tore F -anisotrope TI,(Fi) qui se décompose en un produit

TI1,(Fi) × TI2,(Fi) pour une partition I = I1 ⊔ I2 telle que
∑

i∈I1
deg(Fi|F ) = n1, puis

un élément γI = (γI1, γI2) de son algèbre de Lie. Par les paragraphes précédents, cet

élément détermine une classe stable de U(n1) × U(n2) et une classe stable de U(n).

D’après le calcul ci-dessus, l’intégrale orbitale stable de γI dans U(n1) × U(n2) est

SOγI
=

∑

λI1
,λI2

O
λI1
γI1

O
λI2
γI2

où (λI1, λI2) ∈ ∂1(F,TI1,(Fi),U(n)) × ∂1(F,TI2,(Fi),U(n)).

Par ailleurs le caractère endoscopique κ de ∂1(F,TI,(Fi),U(n)) déterminé par le

groupe endoscopique U(n1) × U(n2) est le caractère ∂1(F,TI,(Fi),U(n)) −→ Z/2Z de

noyau ∂1(F,TI1,(Fi),U(n1))× ∂1(F,TI2,(Fi),U(n2)). Pour former la κ-intégale orbitale,

il faut choisir un point-base dans la classe stable. Laumon et Ngô choisissent un point

dans le noyau de κ. On pose donc

Oκ
γI

=
∑

λI

κ(λI)O
λI
γI

où λI ∈ ∂1(F,TI,(Fi),U(n)).

Introduisons maintenant l’ingrédient principal pour définir le facteur de transfert :

pour i 6= j dans I on définit un entier rij par une des égalités

rij := valF ′(Res(Pi, Pj)) = fi valE′

i
(Pj(γi)) = fj valE′

j
(Pi(γj))

= [OF ′[γi] ⊕OF ′[γj] : OF ′[γi ⊕ γj]]

où Pi désigne le polynôme minimal de γi et fi le degré résiduel de Fi.

Théorème 1.6 (Laumon, Ngô). — Supposons p > n. Avec les notations ci-dessus,

on a l’égalité

Oκ
γI

= (−1)rqrSOγI

où

r =
∑

i1∈I1,i2∈I2

ri1i2.

Notons que l’entier r s’interprète aussi comme le nombre d’intersection des germes de

courbes Spf(AI1 = Fq2[[X]](T )/PI1(T )) et Spf(AI2 = Fq2[[X]](T )/PI2(T )) dans le germe

de surface Spf(Fq2 [[X, T ]]).
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2. FIBRATION DE HITCHIN ET FORMULE DES TRACES

2.1. Quelques mots sur les champs algébriques

Il est hors de question de donner une définition en forme, pour laquelle nous renvoyons

à [29], mais d’en donner un début d’intuition, indispensable pour la suite. Rappelons

qu’un groupöıde est une (petite) catégorie dont toutes les flèches sont inversibles. Soient

S un schéma et Sch/S la catégorie des S-schémas que l’on munit de la topologie étale.

Un S-champ X est un 〈〈 faisceau en groupöıdes 〉〉 sur Sch/S. Ceci veut signifier qu’à

tout S-schéma T −→ S on associe un groupöıde X(T ), à tout S-morphisme T ′ −→ T

un foncteur X(T ) −→ X(T ′) avec des compatibilités 〈〈 à isomorphisme canonique près 〉〉

pour la composition, et de sorte que pour tout S-morphisme étale surjectif T ′ f
−→ T ,

les données de descente sur les morphismes et sur les objets de X(T ′) relativement

à f soient effectives. Les S-champs sont les objets d’une 2-catégorie dont les 1 et

2-morphismes sont faciles à deviner.

Champs quotients : Lorsque G est un S-schéma en groupes opérant sur un

S-schéma X, on peut définir un champ quotient [X/G]. Si T est un S-schéma,

[X/G](T ) est la catégorie dont les objets sont les couples (P, α), où P est un GT -

torseur sur T et α : P −→ XT est un T -morphisme G-équivariant. Un morphisme

(P, α) −→ (P ′, α′) est un morphisme de torseurs β tel que α′β = α. Enfin si T ′ −→ T ,
〈〈 le 〉〉 foncteur [X/G](T ) −→ [X/G](T ′) est donné par produit fibré. Comme cas

particulier, on a X = S avec action triviale ; le champ quotient [S/G] est alors appelé

le classifiant et parfois noté B(G/S).

Remarque : Se donner une flèche α comme ci-dessus revient à se donner une section

T −→ XT ×G
T P de T dans le produit G-contracté de XT et P .

Exemples : Si G = Gm, se donner un morphisme T −→ B(Gm) = B(Gm/Spec (Z))

revient à se donner un fibré inversible sur T . Si G = GL(n), un morphisme T −→

B(GL(n)) est représenté par un fibré vectoriel de rang n.

La notion de champ algébrique (au sens d’Artin) est plus délicate à introduire rapide-

ment. Contentons-nous de dire qu’un S-champ algébrique est à un S-champ ce qu’un

S-espace algébrique est à un faisceau sur Sch/S : un objet 〈〈de nature géométrique 〉〉,

auquel on peut associer un topos muni d’un faisceau d’anneaux structural, des modules

quasi-cohérents, des groupes de Chow, de K-théorie... et surtout un formalisme de co-

homologie étale semblable à celui des schémas, mais sensiblement moins complet(5). Il

y a une notion renforcée d’algébricité due à Deligne-Mumford, où l’on demande grosso

modo que les groupes d’automorphismes des objets soient finis.

Exemples : La définition d’algébricité montre immédiatement qu’un quotient [X/G]

est algébrique (resp. de Deligne-Mumford) si G est lisse (resp. étale), séparé et de

présentation finie. Plus difficile est le résultat suivant (qui requiert la théorie des

schémas Quot de Grothendieck) : supposons de plus que G se plonge dans GL(n)S

(5)Signalons ici que Laumon et Ngô admettent certaines propriétés de ce formalisme qui ne se trouvent

pas nécessairement dans la littérature.
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et soit S
π

−→ Z un morphisme projectif tel qu’après tout changement de base Z ′ −→ Z,

on ait OZ′

∼
−→ π∗(OS′). Alors, le Z-champ 〈〈poussé en avant 〉〉 π∗[X/G] est algébrique.

Mise en garde : supposons que le préfaisceau quotient X/G soit représentable par un

schéma. On a alors une flèche canonique [X/G] −→ X/G qui n’est un isomorphisme

(i.e. une équivalence de catégories) que si G agit librement.

2.2. L’espace de Hitchin

2.2.1. Les objets. — On pose k = Fq et on en fixe une clôture algébrique k. Soit X

une courbe projective lisse et géométriquement connexe sur k. On note η = Spec (F )

son point générique. Les places de F correspondent aux points fermés de X ; on notera

donc |X| à la place de P(F ). On se donne ensuite un schéma en groupes lisse à fibres

réductives connexes G sur X. Son algèbre de Lie, Lie(G), est un OX -module localement

libre dont on note g le fibré vectoriel associé. Enfin, on se donne un diviseur effectif

D =
∑

v∈|X| dv[v] sur X dont on note TD 〈〈 le 〉〉 Gm-torseur associé.

Le groupe multiplicatif Gm opère par homothéties sur g, ce qui permet de tordre

g par le diviseur D, en posant gD := g ×Gm TD qui est le fibré vectoriel associé à

Lie(X)⊗OX(D). Comme cette action de Gm commute à l’action adjointe de G, on tord

de la même manière le X-champ quotient [g/G] par D et on note [g/G]D le X-champ

ainsi obtenu.

Exemple : Dans le cas G = GL(n)×k X, le groupöıde [g/G]D(S) pour S −→ X classifie

les paires (E , φ) où E est un OS-module localement libre de rang n et φ : E −→ E(D)

un morphisme OS-linéaire.

2.2.2. Un comptage remarquable. — En vertu d’un théorème de Lang selon lequel

l’ensemble pointé H1(Ov, G) = 0 est trivial, la suite d’ensembles pointés

H1(X, G) −→ H1(F, G) −→
⊕

v∈|X|

H1(Fv, G)

est exacte. Nous supposerons dorénavant pour simplifier certains énoncés que le noyau

ker (H1(F, G) −→
⊕

v∈|X| H
1(Fv, G)) est trivial. Ceci est par exemple vérifié pour les

groupes semi-simples adjoints ou simplement connexes, et pour les groupes unitaires.

Le point de départ de l’approche de Ngô est l’〈〈observation 〉〉 suivante :

Proposition 2.1 (Ngô [33]). — Le groupöıde [g/G]D(X) est équivalent au groupöıde

CD dont les objets sont les couples (γ, (gv)v∈|X|) où

– gv ∈ G(Fv)/G(Ov) presque partout triviaux,

– γ ∈ g(F ), tel que ad(gv)
−1γ ∈ ̟−dv

v g(Ov)

et où HomC

(
(γ, (gv)v∈|X|), (γ

′, (g′
v)v∈|X|)

)
:= {x ∈ G(F ), γ′ = ad(x)γ et g′

v = xgv}, la

composition étant donnée par la multiplication dans G(F ).

Démonstration. — Soit (γ, (gv)v∈|X|) un couple comme dans l’énoncé. Si U est un

ouvert de X tel que gv soit trivial pour v ∈ |U |, la donnée des gv permet de recoller 〈〈 à

la Beauville-Lazslo 〉〉 le GU -torseur trivial GU aux torseurs triviaux Gv, v ∈ X \ U . On
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obtient ainsi un G-torseur E sur X et la condition sur les gv permet d’identifier γ à une

section φ de Lie(Aut(E))⊗OX(D), c’est-à-dire à une section de gD×
GE. La paire (E, φ)

ainsi obtenue est un objet de [g/G]D(X), qui est bien défini à isomorphisme unique près

puisque E est par construction trivialisé sur F . Le procédé est donc fonctoriel et on

vérifie facilement qu’il est pleinement fidèle et essentiellement surjectif.

Pour voir se dessiner une conséquence remarquable, notons Cssreg
D , resp. Cell

D , la sous-

catégorie pleine de CD correspondant à la condition γ ∈ g(F )ssreg, resp. γ ∈ g(F )ell.

Alors si le centre de Gη est anisotrope, Cell
D est un groupöıde essentiellement fini de

cardinal

|Cell
D | =

∑

γ∈g(F )ell
/ad

∫

G(AF )/Gγ(F )

1D(ad(x)γ)dx

si la mesure sur G(AF ) vaut 1 sur
∏

v G(Ov) et 1D désigne la fonction ⊗v1̟−dv
v Ov

. On

retrouve donc l’analogue pour l’algèbre de Lie de la partie elliptique de la formule des

traces, telle qu’elle apparâıt dans les travaux de Waldspurger [35] !

Pour rendre utilisable cette formule, posons MD := (πX)∗([g/G]D) le k-champ poussé

en avant par X
πX−→ Spec (k). Il associe donc à tout k-schéma S le groupöıde des paires

(E, φ) où E est un G-torseur sur X×k S et φ une section de Lie(Aut(E))⊗OX(D). Une

telle paire est dite 〈〈de Hitchin 〉〉. MD est un champ algébrique, cf. 2.1, appelé 〈〈espace de

Hitchin 〉〉. Il n’est pas de type fini mais on aimerait définir un sous-k-champ de type fini

Mell
D tel que l’équivalence de la proposition 2.1 induise une équivalence Cell

D
∼
−→ Mell

D (k).

Ceci permettrait d’utiliser une formule cohomologique de type Grothendieck-Lefschetz

pour étudier les termes elliptiques de la formule des traces ci-dessus.

2.3. La fibration de Hitchin

2.3.1. Un théorème de Chevalley. — Donnons-nous un groupe réductif connexe

déployé G0 sur k et choisissons un tore maximal T0 de groupe de Weyl W0 défini

sur k. Nous supposerons toujours que la caractéristique p de k est première à l’ordre

du groupe de Weyl de G0. Chevalley a montré que l’inclusion d’algèbres de Lie t0 →֒ g0

induit un isomorphisme de k-algèbres Gal(k/k)-équivariant k[t0]
W0(k) ∼

−→ k[g0]
G0(k).

Cet isomorphisme définit un k-morphisme G0-équivariant g0 −→ t0/W0 qui in-

duit à son tour pour tout corps algébriquement clos K contenant k une bijection

g0(K)ssreg
/ad

∼
−→ (treg

0 /W0)(K), où t
reg
0 = t0 ∩ g

reg
0 désigne l’ouvert des éléments

W0-réguliers. Pour un corps non-algébriquement clos, il subsiste une bijection

g0(K)ssreg
/st

∼
−→ (treg

0 /W0)(K) où la source désigne l’ensemble des classes stables

semi-simples régulières de g0(K).

Exemple : Dans le cas G0 = GL(n), on a des isomorphismes

k[t0]
W0 ≃ k[X1, · · · , Xn]Sn = k[Σ1, · · · , Σn]

où les Σi sont les polynômes symétriques 〈〈 élémentaires 〉〉. Soit x ∈ GLn(K), et Px(T ) =

T n + a1T
n−1 + · · · + an ∈ K[T ] son polynôme caractéristique, alors l’élément de
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(t0/W0)(K) correspondant est défini par Σi 7→ ai pour tout i. Ainsi t0/W0 peut être vu

comme 〈〈 l’espace des polynômes caractéristiques 〉〉.

2.3.2. Hypothèses sur G. — Pour mettre en famille la construction de Chevalley, nous

supposerons dorénavant que G est une forme extérieure d’un groupe constant G0×k X.

Une telle forme est déterminée par un revêtement étale galoisien fini X ′ −→ X et

une action de Gal(X ′/X) sur la donnée radicielle basée (X∗, ∆, X∗, ∆∨) associée à G0.

En effet, celle-ci équivaut à une action de Gal(X ′/X) sur G0 ×X X ′ qui preserve un

épinglage, laquelle permet de descendre G0 ×X X ′ et son épinglage de X ′ à X. On

fixera un tore maximal T . Le groupe W := NG(T )/T est étale sur X, isomorphe à

W0 ×k X ′ sur X ′. Nous dirons par la suite que G est 〈〈constant 〉〉 si X ′ = X.

Exemple des groupes unitaires : Supposons k de caractéristique 6= 2. Soit X ′ π
−→ X

un revêtement étale de degré 2 avec X ′ géométriquement connexe, et τ l’élément non-

trivial de Gal(X ′/X). On définit un X-schéma en groupes du type décrit ci-dessus avec

G0 = GL(n) en posant pour tout S −→ X

UX′|X(n)(S) =
{
g ∈ GLn(H0(X ′ ×X S,OX′×XS)), Φn.τ(tg−1).Φ−1

n = g
}

où Φn est la matrice définie en 1.8.1. Dans ce cas MD(S) classifie les triplets (E , Φ, θ)

où E est un fibré vectoriel de rang n sur X ′ ×k S muni d’une forme hermitienne, i.e.

un isomorphisme Φ : E
∼
−→ τ ∗E∨ (dual) tel que tΦ = τ ∗Φ, et θ : E −→ E(2D) est un

morphisme hermitien, i.e. tel que Φ(2D) ◦ θ + τ ∗(tθ)(2D) ◦ Φ = 0.

2.3.3. Définition du morphisme de Hitchin. — Sous les hypothèses précédentes et en

notant t l’algèbre de Lie du tore T , on obtient par descente du théorème de Chevalley de

2.3.1 un X-morphisme G-équivariant g −→ t/W qui se factorise par le champ quotient

[g/G] −→ t/W (6). Faisant agir Gm par homothéties sur t, action qui commute à

celle de W , on a aussi une forme tordue [g/G]D −→ tD/W . Posons alors AD :=

πX∗(tD/W ) (où πX : X −→ Spec (k) est le morphisme structural). Puisque X est

propre et tD/W est un fibré affine sur X, AD est un k-espace affine. En poussant en

avant le morphisme de Chevalley par πX , on obtient la fibration de Hitchin MD
f

−→ AD

qui est un morphisme de k-champs.

Exemple des groupes unitaires (suite) : en globalisant et tordant la description de

t0/W0 pour G0 = GL(n), on constate que (tD/W )×XX ′ −→ X ′ est le fibré affine associé

au OX′-module localement libre
⊕n

i=1 OX′(2iD). Pour descendre à X, introduisons le

OX-module inversible LD := π∗(OX′)τ=−1 ⊗OX(2D). Alors on vérifie que (tD/W ) −→

X est le fibré affine associé au OX-module localement libre
⊕n

i=1 L
⊗i
D .

On en déduit que AD est le k-schéma affine associé au k-espace vectoriel

n⊕

i=1

H0(X,L⊗i
D ) =

n⊕

i=1

H0(X ′,OX′(2iD))τ∗=(−1)i

(6)Noter que t/W est un X-schéma plus grossier que le champ quotient [t/W ] et qu’il n’est pas possible

de relever ce morphisme en [g/G] −→ [t/W ].
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et que le morphisme de Hitchin envoie le triplet hermitien (E , Φ, θ) dans MD(k) sur les

coefficients (a1, · · · , an) du polynôme caractéristique Pθ(T ) de θ.

2.3.4. Ouvert des points génériquement semi-simples réguliers. — Soient Areg
D l’ouvert

de AD défini par

Areg
D (S) = {X ×k S

a
−→ tD/W, t.q. a|η×kS ∈ (treg

η /Wη)(η ×k S)}

pour tout S-schéma k, et Mreg
D son 〈〈 image réciproque 〉〉 par f . Alors l’équivalence de

groupöıdes de la proposition 2.1 se restreint à une équivalence Cssreg
D

∼
−→ Mreg

D (k).

2.3.5. Exemple des groupes unitaires : courbes spectrales. — Nous avons vu qu’un

élément a ∈ AD(k) est un polynôme dont les coefficients sont des sections des puissances

d’un OX -module inversible LD. La courbe spectrale Ya est par définition le lieu des zéros

de ce polynôme dans l’espace total du fibré en droites Σ0
D := VX(L⊗−1

D ) sur X.

Plus généralement et plus précisément, soit S
a

−→ tD/W un S-point de tD/W . Il est

donné par un n-uplet a = (a1, · · · , an) ∈
⊕n

i=0 H0(S,OS ⊗OX
L⊗i

D ). Complétons-le par

la section identité a0 pour obtenir un élément de HomOX

(
L⊗−n

D ,OS ⊗ (
⊕n

i=0 L
⊗i−n
D )

)
.

On définit alors le 〈〈 revêtement spectral 〉〉 Ya de S comme le sous-S-schéma fermé

de V(L−1
D ) ×X S dont l’idéal est engendré par l’image de ce morphisme dans

OS ⊗ SymOX
(L⊗−1

D ). La flèche Ya −→ S est donc un revêtement fini de degré n. En

particulier, pour a = IdtD/W , on a un revêtement spectral universel YtD/W −→ tD/W .

La flèche canonique X ×k AD −→ tD/W fournit donc le revêtement spectral Σ0
D ×k

AD ⊃ YD −→ X ×k AD, fini de degré n, et la composée YD −→ AD est une courbe

projective relative, appelée 〈〈courbe spectrale universelle 〉〉. Pour a ∈ AD(k), on en

déduit la courbe spectrale Ya sur k, qui est un revêtement fini de degré n sur X ×k k.

On vérifie alors que a ∈ Areg
D (k) si et seulement si Ya est génériquement étale au-

dessus de X ×k k, et ceci équivaut encore, lorsque p > n, à ce que Ya soit réduite.

2.4. Centralisateurs et champs de Picard

2.4.1. Centralisateurs réguliers. — Reprenons le contexte de 2.3.1 et notons χ : g0 −→

t0/W0 le morphisme de Chevalley. Le schéma en groupes relatif sur g0 des centralisateurs

I0 := {(x, g) ∈ g0 × G0, ad(g)x = x}

n’est pas plat sur g0 mais sa restriction Ireg
0 au-dessus de g

reg
0 est lisse et commutative.

Par descente fidèlement plate pour le morphisme χ|greg
0

: g
reg
0 −→ t0/W0, on construit

un schéma en groupes relatif lisse J0 sur t0/W0 muni d’un isomorphisme χ∗(J0)|greg
0

∼
−→

Ireg
0 . Ce dernier se prolonge de manière unique, 〈〈par normalité 〉〉, en un morphisme

χ∗(J0) −→ I0. Par ailleurs, Kostant a construit des sections du morphisme de Chevalley

t0/W0 −→ g0 d’image contenue dans g
reg
0 ; ainsi pour chaque telle section ξ, on a un

isomorphisme J0
∼
−→ ξ∗I0.

Exemple : Dans le cas G0 = GL(n), si a ∈ (t0/W0)(K) et Pa(T ) = (T n + a1T
n−1 +

· · ·+ a0) ∈ K[T ] est le polynôme correspondant, alors J0,a est le K-schéma en groupes
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associé au groupe des inversibles de l’algèbre K[T ]/Pa(T ). En d’autres termes, si

Ya = Spec (K[T ]/Pa(T ))
βa
−→ Spec (K), alors J0,a = βa∗Gm.

Revenons maintenant au contexte de 2.3.2. Notons encore I ⊂ g × G le schéma des

centralisateurs sur lequel G agit par g(γ, h) = (Ad(g)γ, ghg−1). On obtient en passant

au quotient un morphisme représentable de champs [I/G] −→ [g/G] que l’on pourrait

appeler 〈〈classifiant des automorphismes de [g/G] 〉〉 puisque si S
e

−→ [g/G] est un objet

de [g/G](S) donné par un couple (P, α) comme dans 2.1, alors la fibre e∗[I/G] −→ S est

le S-schéma des automorphismes de la paire (P, α). Notons aussi [χ] : [g/G] −→ t/W

le morphisme de Chevalley descendu au champ quotient. On construit comme dans

le cas constant un schéma en groupes lisse relatif J sur t/W , muni d’un morphisme

[χ]∗(J) → [I/G] qui est un isomorphisme au-dessus de [greg/G]. On peut aussi tout

tordre par D pour obtenir JD sur tD/W et [χ]∗D(JD) → [I/G]D. Enfin, on peut adapter

[33, par. 2] la construction des sections de Kostant à notre situation relative tordue

et obtenir ainsi des sections tD/W −→ g
reg
D ; cela suppose l’existence et le choix d’une

racine carrée de D.

Exemple des groupes unitaires : La description qu’on a donnée de J0 dans le cas

GL(n) suggère d’utiliser le revêtement spectral. Notons en effet β la flèche Y ′
tD/W =

YtD/W ×X X ′ −→ tD/W ; alors JD = β∗(Gm)τ=−1
.

2.4.2. Action du champ de Picard relatif. — Commençons par un peu d’abstract non-

sense. Si T est un faisceau en groupes commutatifs au-dessus d’un schéma X , le

X -champ classifiant B(T /X ) est muni d’une structure supplémentaire induite par le

produit contracté des T -torseurs : pour S −→ X , l’ensemble des objets de B(T /X )(S)

est ainsi muni d’une structure de groupe, compatible en un certain sens avec les mor-

phismes. Une telle structure a été formalisée par Deligne et appelée 〈〈catégorie de

Picard 〉〉. Une fois convenablement faisceautisée, on obtient la notion de 〈〈champ de

Picard 〉〉 dont B(T /X ) est un exemple. On peut aussi définir la notion d’action d’une

catégorie de Picard sur une catégorie, qui au niveau des objets revient à la notion

habituelle d’action d’un groupe sur un ensemble. Cette notion se prolonge à son tour

en celle d’action d’un champ de Picard sur un champ.

Dans notre situation, le morphisme [χ]∗(J) → [I/G] induit une action naturelle du

champ de Picard B(J/(t/W )) sur le champ [g/G], au-dessus de t/W . Décrivons-la

sur les objets. Fixons un X-schéma S, une section S
e

−→ [g/G] donnée par une paire

(P, α) comme en 2.1, et une section S −→ B(J/(t/W )) donnée par un ([χ] ◦ e)∗(J)-

torseur J . Le morphisme [χ]∗(J) → [I/G] permet de transférer le ([χ] ◦ e)∗J-torseur

J en un e∗[I/G]-torseur I et puisque e∗[I/G] opère sur la paire (P, α), on peut tordre

celle-ci par I. Ceci définit l’action sur les objets. Comme d’habitude, on peut tordre la

construction par D et pousser par πX ; on obtient un champ de Picard relatif PD −→ AD

qui agit sur MD, relativement au-dessus de AD.

2.4.3. Exemple des groupes unitaires. — Dans le cas unitaire, la courbe spectrale per-

met d’interpréter géométriquement le champ de Picard PD et son action sur MD. En
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effet, l’isomorphisme JD ≃ β∗(Gm)τ=−1
donné plus haut induit un isomorphisme de

champs de Picard PD ≃ (PicY ′

D/AD
)τ=⊗−1

où PicY ′

D/AD
désigne le champ de Picard re-

latif 〈〈usuel 〉〉 des OY ′

D
-modules inversibles. Ainsi, si S −→ AD, la catégorie PD(S)

a pour objets les couples (F , ι) où F est un OY ′

D×AD
S-module inversible et ι est un

isomorphisme F
∼
−→ τ ∗F−1 tel que ι = τ ∗(ι⊗−1).

Pour décrire l’action sur le champ MD, on va se restreindre à l’ouvert Areg
D au-dessus

duquel la courbe YD est à fibres géométriquement réduites. On note encore Y ′
D pour

Y ′
D×AD

Areg
D de sorte que Preg

D := PD×AD
Areg

D = (PicY ′

D/Areg
D

)τ=⊗−1
. Introduisons alors le

champ de Picard 〈〈compactifié 〉〉 PicY ′

D/Areg
D

qui classifie les OY ′

D
-modules cohérents sans

torsion de rang 1 relatifs (i.e. qui sont OAreg
D

-plats et dont la restriction à chaque fibre

de Y ′
D −→ Areg

D est sans torsion et de rang 1 en tout point générique). Malgré son nom,

celui-ci n’est pas un champ de Picard au sens général précédent mais est muni d’une

action (par produit tensoriel) du champ de Picard PicY ′

D/Areg
D

. Si l’on munit PicY ′

D/Areg
D

de la dualité F 7→ F∨ := HomOY ′

D

(F , ωY ′

D/(X′⊗Areg
D )) (module dualisant relatif), on peut

définir le champ Preg
D := (PicY ′

D/Areg
D

)τ=∨

dont les objets au-dessus de S −→ Areg
D sont

les couples (F , ι) avec F ∈ PicY ′

D/Areg
D

(S) et ι un isomorphisme F
∼
−→ τ ∗F∨ tel que

ι = τ ∗(ι∨). L’action précédente par produit tensoriel induit une action de Preg
D sur Preg

D .

Maintenant on remarque que si S
a

−→ AD et F est un OY ′

a
-module sans torsion de

rang 1 relatif, alors en notant p′a : Y ′
a −→ X ′ ×k S le revêtement spectral de degré n, le

OX′×kS-module E := p′a∗(F) est localement libre de rang n. De plus, si ι : F
∼
−→ τ ∗F∨

est comme ci-dessus, alors Φ := p′a∗(ι) est une structure hermitienne sur E . Enfin, on

définit un morphisme hermitien θ : E −→ E(2D) grâce au morphisme

OX′×kS(−2D) −→ p′a∗(OY ′

a
) −→ EndOX′

×kS
(E) ,

la flèche de gauche venant de la définition de Y ′
a comme courbe tracée sur le fibré en

droites V(OX′×kS(−2D)). On a donc défini un morphisme Preg
D −→ Mreg

D .

Proposition 2.2 ([30], prop. 2.6.1). — Le morphisme de Areg
D -champs Preg

D −→

Mreg
D défini ci-dessus est un isomorphisme équivariant sous l’action de (PicY ′

D/Areg
D

)τ=⊗−1

identifié à Preg
D .

Il s’agit d’une variante d’un résultat original de Hitchin et de Beauville, Narasimhan

et Ramanan [5].

2.4.4. Quotients. — Voici une étape délicate des travaux de Laumon et Ngô. On

voudrait définir un champ quotient [MD/PD] au-dessus de AD. Rappelons comment

on peut construire le champ quotient [X/G] associé à l’action d’un faisceau en groupes

sur un faisceau : pour tout schéma test S on considère la catégorie quotient X(S)/G(S)

dont les objets sont X(S) et les flèches sont données par l’action de G(S). La règle S 7→

X(S)/G(S) définit un 〈〈pré-champ 〉〉 dont le champ associé peut se décrire comme on

l’a fait en 2.1. Lorsque l’action de G est libre, les catégories quotients sont 〈〈discrètes 〉〉,

i.e. équivalentes à des ensembles, et le champ quotient est essentiellement un faisceau.
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Supposons maintenant que X, resp. G, soit un champ, resp. un champ de Picard. Par

analogie ou généralisation(7) de l’exemple précédent, le quotient sera un 2-champ, au

sens de [9], associé au 2-préchamp qui à S associe la 2-catégorie (2-groupöıde, en fait)

quotient de la catégorie X(S) par la catégorie de Picard G(S). Mais lorsque G agit
〈〈 librement 〉〉 en un certain sens sur X, les 2-catégories quotients sont équivalentes à des

1-catégories et le 2-champ quotient est essentiellement un 1-champ. C’est par exemple le

cas si pour tous objets x, g de X(S)×G(S), le morphisme AutG(S)(g) −→ AutX(S)(gx)

est injectif. La catégorie quotient X(S)/G(S) se décrit alors comme suit : les objets

sont ceux de X(S) et les flèches x1 −→ x2 sont les classes d’équivalence de paires

(g, α) où g ∈ G(S) et α : gx1
∼
−→ x2, la relation d’équivalence étant induite par les

(iso)morphismes de G(S).

Cette condition est vérifiée pour l’action de Preg
D sur Mreg

D et on peut donc définir un

champ quotient [Mreg
D /Preg

D ].

2.5. Étude ponctuelle et pré-stabilisation

Dans cette section, on fixe une 〈〈caractéristique 〉〉 a ∈ Areg
D (k) et on s’intéresse à la

fibre Ma de MD au-dessus de a. C’est un k-champ algébrique, localement de type

fini sur lequel agit le k-champ de Picard Pa = PD ×AD ,a k, lui aussi algébrique et

localement de type fini. Si Ca désigne la sous-catégorie pleine de la catégorie CD de la

proposition 2.1 dont les objets sont les couples (γ, (gv)v∈|X|) tels que γ ∈ g(F ) s’envoie

sur a|η ∈ (treg/W )(F ) par le morphisme de Chevalley (rappelons que de tels γ forment

une classe de conjugaison stable), alors l’équivalence de catégories de ce même lemme

induit une équivalence Ca
∼
−→ Ma(k).

On dit que a est géométriquement elliptique si la classe stable γ qui lui correspond

est elliptique dans g(F ⊗k k) (et pas seulement dans g(F )). Avec cette définition, on

vérifie [30, 2.8.1] et [33, par. 7](8) que de tels a sont les k-points d’un sous-k-schéma

ouvert Aell
D ⊂ Areg

D , qui est non-vide dès que le degré de D est suffisamment grand.

Lorsque a ∈ Aell
D (k) et le centre de G|F est F -anisotrope, le groupöıde Ma(k) est donc

essentiellement fini et son cardinal est donné par

|Ma(k)| =
∑

{γ 7→a}/ad

∫

G(AF )/Gγ (F )

1D(ad(x)γ)dx,

où {γ 7→ a} désigne la classe de conjugaison stable (régulière elliptique) associée

à a. Nous allons voir comment l’action de Pa permet de pré-stabiliser comme en 1.4

l’expression ci-dessus.

Nous verrons plus loin que lorsque a est elliptique et le centre de Gη est anisotrope,

le champ Pa est de type fini, de sorte que son cardinal |Pa(k)| est fini. À partir de la

(7)Pour laquelle l’auteur ne connâıt pas de référence...
(8)Les références à [33] concernent la version de février 2005 de cet article dont la version définitive

sera probablement sensiblement différente.
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définition des (2)-catégories quotients, on vérifie alors la formule agréable

|Ma(k)| = |Pa(k)||Ma(k)/Pa(k)|.

Par analogie avec la discussion de 1.4, celle-ci invite donc à étudier le foncteur cano-

nique Ma(k)/Pa(k)
can
−→ [Ma/Pa](k). Celui-ci est pleinement fidèle, puisque S 7→

Ma(S)/Pa(S) est déja un préchamp. Il suffit donc de déterminer son image essentielle.

Introduisons l’ensemble H1(k,Pa) des classes d’équivalences de Pa-torseurs sur k. Le

morphisme de 2-champs [Ma/Pa] −→ [k/Pa] associe à tout objet m ∈ [Ma/Pa](k)

un invariant inv(m) ∈ H1(k,Pa) et l’objet m est dans l’image essentielle de can si et

seulement si cet invariant est 〈〈nul 〉〉. Encore une fois, nous verrons ci-dessous que lorsque

a est elliptique et le centre de G|F est anisotrope, H1(k,Pa) est un groupe abélien fini.

Sous ces hypothèses et suivant la même idée présentée en 1.4, on peut donc effectuer

une transformation de Fourier

(9) |Ma(k)| =
|Pa(k)|

|H1(k,Pa)|

∑

κ∈H1(k,Pa)∗

∑

m∈[Ma/Pa](k)/∼

〈inv(m), κ〉

|Aut(m)(k)|

où la notation /∼ désigne l’ensemble des classes d’isomorphisme d’objets. La ressem-

blance avec la formule (4) n’est pas seulement formelle. Pour nous en convaincre, nous

allons calculer H1(k,Pa), décomposer en produit de facteurs locaux et vérifier que pour

κ = 1 on obtient bien l’intégrale orbitale stable.

Commençons par le groupe H1(k,Pa). Rappelons que si H est un groupe algébrique

lisse sur k, alors l’application canonique H1(k, H) −→ H1(k, π0(H)) est un isomor-

phisme, car k est de dimension cohomologique 6 1. De même le champ de Picard

Pa a une composante neutre P0
a et un faisceau quotient 〈〈des composantes connexes 〉〉

π0(Pa) := Pa/P
0
a . Ngô montre alors l’isomorphisme H1(k,Pa)

∼
−→ H1(k, π0(Pa)) =

π0(Pa)(k)σ où σ désigne le Frobenius et la notation en indice les coinvariants. En par-

ticulier, pour a elliptique, on en déduit que |Pa(k)|
|H1(k,Pa)|

= |P0
a(k)|. Il reste donc à décrire

π0(Pa).

Notons Ja := a∗J le schéma en groupes sur X déduit de a : X −→ t/W ; sa

fibre générique Ja,η est F -isomorphe au tore centralisateur d’un élément quelconque de

la classe stable dans g(F ) associée à a. Pour un groupe algébrique H défini sur un

corps K dont on a fixé une clôture algébrique K, convenons de désigner par X∗(H) le

groupe des K-cocaractères de H , qui est donc muni d’une action de Gal(K/K). Notons

Γ := Gal(F |F ⊗k k) ⊂ Γ = Gal(F/F ).

Proposition 2.3 ([33], sect. 6). — Il existe un morphisme surjectif

ξa : X∗(Ja,η)Γ −→ π0(Pa)(k)

qui induit donc un morphisme surjectif X∗(Ja,η)Γ −→ H1(k,Pa). Ces morphismes sont

des isomorphismes si le X-schéma Ja est à fibres géométriques connexes, ce qui est par

exemple vérifié lorsque G0 est semi-simple de type adjoint, ou lorsque G0 = GL(n).
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Démonstration. — Puisque Ja est lisse sur X, il admet une composante neutre J0
a .

Considérons le k-champ 0Pa poussé en avant par πX du classifiant des J0
a -torseurs. Ngô

montre qu’on a une suite exacte de groupes abéliens

H0(X ×k k, π0(Ja)) −→ π0(
0Pa)(k) −→ π0(Pa)(k) −→ 0.

Considérons ensuite le modèle de Néron connexe J ′
a qui prolonge Ja,η sur X et P ′

a

le k-champ obtenu en poussant en avant son classifiant par πX . On montre que le

morphisme canonique J0
a −→ J ′

a induit un isomorphisme π0(
0Pa)(k)

∼
−→ π0(P

′
a)(k). Il

fait ensuite appel à un résultat de Kottwitz pour prouver l’existence d’un isomorphisme
〈〈canonique 〉〉 X∗(Ja,η)Γ

∼
−→ π0(P

′
a)(k).

On en déduit comme annoncé plus haut que π0(Pa) et H1(k,Pa) sont des groupes

abéliens finis si et seulement si a ∈ Aell
D (k) et le centre de Gη est F -anisotrope.

Pour décomposer la formule (9) en produit de facteurs locaux, introduisons les ana-

logues locaux Ma,v et Pa,v pour v ∈ |X|, définis de la même manière que Ma et Pa

mais en remplaçant X par son complété formel Xv en v. On a alors le spectaculaire

Théorème 2.4 ([33], th. 4.5). — Pour a ∈ Areg
D (k), le morphisme de k-champs 〈〈de

restriction 〉〉

[Ma/Pa] −→
∏

v

[Ma,v/Pa,v]

est un isomorphisme. Plus précisément, pour tout k-schéma S, le foncteur de
〈〈restriction 〉〉 Ma(S)/Pa(S) −→

∏

v Ma,v(S)/Pa,v(S) est une équivalence de catégories.

Dans les deux cas, les facteurs associés aux v ∈ |X| dont l’image par a : X −→ t/W

est dans treg
v /Wv (presque tous puisque a ∈ Areg

D (k)), sont triviaux.

Démonstration. — (idée) Expliquons d’abord la dernière assertion. Une section de

Kostant t/W
ξ

−→ greg induit un t/W -isomorphisme (G × (t/W ))/J
∼
−→ greg, d’où un

isomorphisme [(t/W )/J ] = B(J/(t/W ))
∼
−→ [greg/G]. Ce dernier est B(J/(t/W ))-

équivariant et montre donc que l’action du champ de Picard B(J/(t/W )) sur [greg/G]

au-dessus de t/W est 〈〈 simplement transitive 〉〉. Ainsi lorsque a(v) est dans treg/W ,

le champ Ma,v est un sous-champ de πX∗([g
reg/G]) et par conséquent Pa,v agit

〈〈 simplement transitivement 〉〉 sur Ma,v de sorte que [Ma,v/Pa,v] est trivial (ce genre

d’arguments se trouve aussi dans [10]).

Passons à l’étude de Ma(S)/Pa(S) −→
∏

v Ma,v(S)/Pa,v(S). La catégorie de gauche

a pour objets les paires de Hitchin (E, φ) sur X ×k S de caractéristique a et pour mor-

phismes (E, φ) −→ (E ′, φ′) les classes d’équivalences de couples (J , α) où J est un

Ja-torseur et α : J (E, φ)
∼
−→ (E ′, φ′). Idem pour les termes du produit en rem-

plaçant X par Xv. Dans la preuve de Ngô, il faut d’abord choisir un point-base dans

Ma(S), par exemple l’image de a par une section de Kostant. On introduit ensuite

une variante M•
a,v de Ma,v où l’on rajoute une rigidification par ce point-base au point

générique de Xv. Comme on tue ainsi les automorphismes, on obtient un faisceau,

qui n’est autre que celui qui définit la fibre de Springer affine associée au point-base.
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De même on définit une version rigidifiée P•
a,v de Pa,v. On a alors un foncteur d’oubli

des rigidifications M•
a,v(S)/P•

a,v(S) −→ Ma,v(S)/Pa,v(S) qui est une équivalence de

catégories. Par recollement formel au point-base choisi, on a un foncteur dans l’autre

sens
∏

v M
•
a,v(S)/P•

a,v(S) −→ Ma(S)/Pa(S), qui est pleinement fidèle. Lorsque S est

un k-schéma, on montre qu’il est aussi essentiellement surjectif.

Ce théorème permet de réécrire la formule (9) sous la forme

|Ma(k)| = |P0
a(k)|

∑

κ∈(π0(Pa)(k)∗)
σ

∏

v∈|X|




∑

mv∈[Ma,v/Pa,v](k)/∼

〈inv(mv), κ〉

|Aut(mv)(k)|



 ,

où la définition de l’accouplement local 〈inv(mv), κ〉 dépend du choix d’une 〈〈 section 〉〉

[Ma,v/Pa,v] −→ [Ma/Pa] qui est obtenue comme dans la preuve ci-dessus en intro-

duisant des rigidifications génériques par un point-base dans Ma(k). Pour faire un tel

choix de manière 〈〈uniforme en a 〉〉, on utilise une section de Kostant. Un comptage

comme dans [11] montre alors que les termes locaux sont les κ-intégrales orbitales des

fonctions 1̟−dv
v g(Ov) sur l’orbite associée à a :

∑

mv∈[Ma,v/Pa,v](k)/∼

〈inv(mv), κ〉

|Aut(mv)(k)|
= Oκ

a(1̟−dv
v g(Ov)),

à condition de normaliser la mesure de Haar sur Ja(Fv) par vol(Ja(Ov)) = 1.

L’action de Pa a donc à la fois permis de pré-stabiliser et de rendre 〈〈 locale”

l’expression de |Ma(k)|. Ce qu’on a gagné par rapport à la situation de 1.4, c’est la

possibilité d’utiliser des outils cohomologiques, comme par exemple :

Proposition 2.5. — Soit Ma := k ⊗k Ma.

1. L’action de Pa sur Ma induit une action de π0(Pa)(k) sur les groupes de coho-

mologies Hn(Ma, Ql).

2. Pour tout caractère κ : π0(Pa)(k) −→ Q
∗

l , notons Hn(Ma, Ql)κ la partie

κ-équivariante de la cohomologie. Si κ = σ(κ), on a

∑

n

(−1)nTr
(
σ, Hn(Ma, Ql)κ

)
= |P0

a(k)|
∑

m∈[Ma/Pa](k)/∼

〈inv(m), κ〉

|Aut(m)(k)|

et si κ 6= σ(κ), alors la somme de gauche est nulle.

Démonstration. — Le i) est un 〈〈 lemme d’homotopie 〉〉 [30, 3.2.3] qui montre que la

partie connexe de Pa agit trivialement sur la cohomologie. Le ii) est une variation sur

la formule de points fixes de Grothendieck-Lefschetz [30, App. C] (notons que Ma est

un k-champ de Deligne-Mumford, comme on le verra ci-dessous).

Néanmoins, en ayant fixé a comme on l’a fait, on se retrouve au même point que

dans les approches locales de Goresky, Kottwitz, MacPherson [11] et Laumon [28] :

leurs stratégies pour étudier la cohomologie et la comparer aux analogues endoscopiques

requièrent une propriété de pureté qui pour l’instant est hors de portée. Pour contourner
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le problème, l’idée introduite par Ngô consiste à faire une étude locale au voisinage de a

dans Aell
D .

2.6. Étude locale et endoscopie

On suppose toujours le centre de Gη anisotrope. La proposition suivante est espérée

en toute généralité, mais est pour l’instant prouvée au cas par cas pour les groupes

classiques.

Proposition 2.6. — 1. Mreg
D est lisse sur k ([30, 2.5.2] et [33]).

2. Mell
D

fell

−→ Aell
D est propre de type fini (cas par cas, [30, 2.8.1], [33] et [32]).

3. Mell
D est un k-champ de Deligne-Mumford (cas par cas [30, 2.8.1], [33] et [32]).

La preuve de la lissité utilise des travaux de Biswas et Ramanan [6], et les deux autres

points apparaissent aussi chez Faltings, [10].

Considérons maintenant f ell
∗ Ql := Rf ell

∗ Ql. Par le troisième point, c’est un objet de

Db
c(A

ell
D , Ql). D’après les deux premiers points, c’est un complexe pur de poids 0 au sens

de Deligne. En particulier, ses faisceaux de cohomologie perverse pHn(f ell
∗ Ql), n ∈ N

sont purs de poids n.

Soit maintenant R, resp R, l’hensélisé, resp. l’hensélisé strict, de Aell
D en a ; notons

MR, PR, etc. les restrictions à R de MD, PD, etc. Par le même lemme d’homotopie

que pour le (1) de la proposition 2.5, on a une action de π0(PR)(R) = π0(Pa)(k) sur

les faisceaux pervers pHn(fR,∗Ql)|R et on peut donc définir leur partie κ-isotypique.

Lorsque κ = σ(κ), ceci définit un facteur direct pHn(fR,∗Ql)κ de pHn(fR,∗Ql). La

considération de ces faisceaux pervers est toute aussi bonne pour le but final, en vertu

du

Lemme 2.7 ([30], 3.10.1). — Soit κ : π0(Pa)(k) −→ C∗ fixe par σ. On a l’égalité

∑

n

(−1)nTr
(
σ, Hn(Ma, Ql)κ

)
=

∑

n,m

(−1)n+mTr (σ, Hn((pHm(fR,∗Ql)κ)a)) .

Un des points-clef pour le lien avec les groupes endoscopiques est l’estimation (élé-

mentaire) du support de pHn(fR,∗Ql)κ.

Lemme 2.8 ([33], cor 8.2). — Soit κ : π0(Pa)(k) −→ C∗ fixe par σ. Le support de
pHn(fR,∗Ql)κ est le fermé de R formé des points b ∈ R tels que κ se factorise par le

morphisme de restriction

π0(Pa)(k)σ = π0(PR)(R)σ −→ π0(Pb)(k(b))σ

où k(b) est le corps résiduel en b et k(b) = k ⊗ k(b).
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2.6.1. Groupes endoscopiques. — Reprenons les notations de 1.5 et adoptons la

définition simplifiée de donnée endoscopique qu’on y trouve. Disons qu’une telle

donnée (s, ρ) est géométrique si ρ se factorise par Γ = Gal(η/η) −→ π1(η, X). Le

groupe endoscopique Gs,ρ se prolonge alors en un groupe Gs,ρ sur X du type décrit en

2.3.2. On peut donc le munir d’une paire (Ts,ρ, Bs,ρ), définir sa fibration de Hitchin, etc.

Par construction du groupe endoscopique, on a un morphisme ts,ρ/Ws,ρ −→ t/W , qui

est simplement la version géométrique pour les algèbres de Lie du procédé de transfert

des classes de conjugaison stables de Gs,ρ vers G. Ce morphisme induit un morphisme

AD,(s,ρ)
ιsρ
−→ AD. Par commodité nous omettrons l’indice D dans la suite.

Proposition 2.9 ([33], prop. 10.1). — Soit AG−reg
s,ρ l’image réciproque de Areg. Le

morphisme

ιs,ρ : AG−reg
s,ρ −→ Areg

est fini et non-ramifié. Les images de ces morphismes sont deux à deux dis-

jointes, lorsque (s, ρ) parcourt les classes d’isomorphisme de données endoscopiques

géométriques.

Fixons maintenant un caractère κ : π0(Pa)(k) −→ C∗ invariant par σ, qui induit

donc, grâce à la proposition 2.3, un caractère κ de X∗(Ja,η)Γ. Nous avons expliqué à

la fin de la section 1.5 comment la paire (a, κ) détermine (à isomorphisme près) une

donnée endoscopique (sκ, ρa). Il n’est pas du tout évident qu’une telle donnée soit
〈〈géométrique 〉〉 (ce serait en général faux si κ ne se factorisait pas par π0(Pa)(k)).

Proposition 2.10 ([33], lem. 10.4). — La donnée endoscopique (sκ, ρa) est géo-

métrique.

Démonstration. — On se ramène d’abord par descente au cas où G est constant sur X

(donc égal à G0 ×k X). Dans le cas où G0 est adjoint, on sait (on peut le vérifier sur

la définition 1.2 en utilisant le fait que (WG)s = WGs) que les groupes endoscopiques

de Gη = G0 ×k F sont déployés et se prolongent donc en des groupes constants sur X.

La difficulté de la preuve de Ngô consiste à se ramener au cas adjoint. Cela utilise un

lemme de Kottwitz.

Abrégeons (s, ρ) := (sκ, ρa), fixons a′ ∈ AG−reg
s,ρ (k) d’image a dans Aell(k) et notons S

l’hensélisé de AG−reg
s,ρ en a′. Par la proposition 2.9, le morphisme ιs,ρ : S −→ R est une

immersion fermée.

Théorème 2.11 ([33], th. 10.2). — Le support des faisceaux pervers pHn(fR,∗Ql)κ sur

R est inclus dans l’image ιs,ρ(S).

Démonstration. — Comme dans le résultat précédent, la preuve est plus simple dans le

cas adjoint et une des difficultés est de se ramener à ce cas. Nous n’esquissons les argu-

ments que dans ce cas G adjoint, de sorte qu’on a l’isomorphisme de la proposition 2.3

X∗(Ja,η)Γ
∼
−→ π0(Pa)(k)σ. Plus généralement, pour un point b pas nécessairement fermé

de R, on a encore un isomorphisme X∗(Jb,η)Γb

∼
−→ π0(Pb)(k(b))σ qui est indépendant
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du choix de la clôture algébrique de F ⊗ k(b) telle que Γb := Gal(F ⊗k k(b)/F ⊗k k(b)).

De plus le morphisme de restriction π0(Pa)(k)σ −→ π0(Pb)(k(b))σ correspond via ces

isomorphismes au morphisme canonique X∗(Ja,η)Γ −→ X∗(Jb,η)Γb
. Ainsi d’après le

lemme 2.8, si b est dans le support de pHn(fR,∗Ql)κ, alors κ, vu comme caractère de

X∗(Jb,η), doit être fixe par Γb.

Traduisons en langage endoscopique : si X∗(Jb,η)
∼
−→ X∗ est un isomorphisme dans

la WG-classe canonique qui envoie κ sur s, alors le cocycle Γb −→ WG ⋊ Γb qui décrit

l’action de Γb transportée sur X∗ a son image dans le fixateur (WG ⋊ Γb)s de s, et ce

dernier cöıncide avec son sous-groupe WGs ⋊ Γb car le groupe est supposé adjoint.

Ceci équivaut à dire que le F ⊗ k(b)-point b|η×k(b) de t/W se relève à ts,ρ/Ws,ρ. Par

adhérence schématique, on en déduit que la k(b)-section b : X × k(b) −→ t/W se relève

en une section b′ : X × k(b) −→ ts,ρ/Ws,ρ.

Voici une conséquence importante : le faisceau pervers i∗s,ρ(
pHn(fR,∗Ql)κ) est pur

de poids n. La conjecture suivante est un analogue géométrique de la conjecture de

transfert pour les fonctions-test 1D :

Conjecture 2.12 (Laumon, Ngô). — (Pour les groupes classiques.) Il existe un

système local L sur S en Z-modules libres de rang 1 et quadratique, un entier r et un

isomorphisme de faisceaux pervers gradués

pH•(f s,ρ
S,∗Ql)1

∼
−→ L⊗ pH•(fR,∗Ql)κ[−2r](−r).

Ici pH• désigne la somme des pHn et est gradué par le degré n ; le crochet désigne un

décalage dans la graduation. Le lien avec la conjecture de transfert est le suivant : en

prenant la trace alternée de Frobenius en la fibre géométrique fermée de chaque côté,

on obtient la formule

|P0
s,ρ,a′(k)|SOa′(1D) = |P0

a(k)|εLqrOκ
a(1D)

où εL est un signe. En principe, les termes |P0| se simplifient en compensant les deux

normalisations différentes des mesures de Haar sur Ja,η(AF ) (rappelons que l’une dépend

du modèle entier Ja′ de Ja′,η = Ja,η et l’autre dépend de Ja). Le facteur εLqr dépend

du diviseur D selon la formule

εLqr =
∏

v∈|X|

∆v(̟
dv
v γ′, ̟dv

v γ)

∆v(γ′, γ)

où γ′ 7→ a′, γ 7→ a sont des éléments des classes de conjugaisons respectives et les ∆v

sont les facteurs de transferts locaux. On peut le calculer explicitement à partir de [36].

Le seul cas résolu est celui des groupes unitaires, par Laumon et Ngô.
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3. GROUPES UNITAIRES

Dans cette partie nous précisons l’énoncé de la conjecture 2.12 pour les groupes uni-

taires, et en esquissons la preuve. On expliquera ensuite comment s’en déduit le lemme

fondamental. Auparavant, il nous faut expliciter les notions introduites précédemment.

3.1. Énoncé du théorème

3.1.1. Lien avec les deux sections précédentes. — Nous fixerons une fois pour toutes

le diviseur D de degré suffisamment grand, et l’omettrons des notations. Soient

a ∈ Areg(k) et a le point géométrique associé. On a alors la courbe spectrale Ya ⊂ Σ0,

voir 2.3.5, qui est un revêtement de degré n de X et son changement de base Y ′
a

au-dessus de X ′. On vérifie que a est géométriquement elliptique si et seulement si

l’application Irr(Y ′
a) −→ Irr(Ya) induite sur les ensembles de composantes irréductibles

géométriques est bijective. Ensuite, soit par application de la proposition 2.3, soit par

un raisonnement plus géométrique [30, 2.8.2], on vérifie que π0(Pa)(k) ≃ (Z/2Z)Irr(Ya).

Un caractère κ fixe sous σ est donc de la forme (di)i∈Irr(Ya)
7→ (−1)

P

i∈I di pour un

sous-ensemble I de Irr(Ya). Si n1 désigne la somme des degrés des composantes Ya,i,

i ∈ I, alors le groupe endoscopique H associé à κ est U(n1) × U(n − n1 =: n2) et le

morphisme AH −→ A s’identifie au morphisme
⊕n1

i=1 H0(X,L⊗i
D ) ×

⊕n2

i=1 H0(X,L⊗i
D ) →

⊕n
i=1 H0(X,L⊗i

D )

(a1, a2) 7→ a

où les composantes de a sont données par l’égalité de polynômes

(T n1 + a1,1T
n1−1 + · · ·+ a1,n1)(T

n2 + a2,1T
n2−1 + · · ·+ a2,n2) = (T n + a1T

n−1 + · · ·+ an).

3.1.2. Contexte et notations. — Nous nous restreindrons dorénavant au cas où

| Irr(Ya) | = | Irr(Ya) | = 2, et κ est un des deux caractères κi : (d1, d2) 7→ (−1)di pour

i = 1, 2. Tout ce qui suit peut se généraliser sans difficultés au cas général, et l’était

d’ailleurs dans une première version de [30].

Ainsi Ya est réunion de deux composantes géométriquement irréductibles Ya1 et Ya2

de degrés respectifs n1 et n2 avec n1 + n2 = n. Le groupe endoscopique est donc

H := U(n1)×U(n2). Pour retrouver les notations de [30], nous noterons f : M −→ A,

resp. g : N −→ AH , la fibration de Hitchin du groupe G = U(n), resp. de son

groupe endoscopique H = U(n1) × U(n2), ainsi que P −→ A, resp. Q −→ AH , les

champs de Picards respectifs. En fait, comme dans la dernière section de la partie 2,

nous fixerons (a1, a2) dans la préimage de a et noterons S, resp. R, l’hensélisé de AH

en (a1, a2), resp. de A en a. On sait que le morphisme S −→ R est une immersion

fermée. Les changements de base à S seront notés par un indice. On a donc les

S-champs fS : MS −→ S, gS : NS −→ S, PS, QS et les courbes spectrales relatives

YS = Y1,S ∪ Y2,S tracées sur la même surface réglée Σ0
S := V(LD) ×k S au-dessus de

XS := X ×k S.

Nous allons préciser l’énoncé de la conjecture 2.12 pour les groupes unitaires.
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3.1.3. L’entier r et le système local. — Soit ZS l’intersection de Y1,S et Y2,S dans YS.

C’est un sous-schéma fermé de YS qui est fini et plat sur S, de degré

r = 2n1n2deg(D).

On a aussi le revêtement étale quadratique Z ′
S au-dessus de ZS, déduit de X ′ −→ X.

Ce revêtement définit un système local LZ′/Z en Z-modules libres de rang 1 et de carré

trivial sur ZS comme le conoyau de la flèche d’adjonction ZZS
−→ prZ′

S→ZS ,∗(ZZ′

S
).

Comme ZS est hensélien, LZ′/Z est géométriquement constant (i.e. constant sur k×kZ).

Soit S♮ l’ouvert de S dont les points géométriques b sont ceux où les courbes Y1,b et

Y2,b se coupent transversalement dans Σ0
S et où, en tout point de l’intersection Zb, les

revêtements Yi,b −→ Xb sont étales. Cet ouvert est non-vide d’après [30, 2.9.1]. En

particulier, l’intersection ZS♮
est étale au-dessus de S♮. On définit alors

LZ′

♮/Z♮/S♮
:=

( r∧

prZS♮
→S♮,∗LZ′

♮/Z♮

)⊗−1

⊗

( r∧

prZS♮
→S♮,∗ZZ♮

)

.

C’est un système local en Z-modules libres de rang 1 de carré trivial qui est géométrique-

ment constant sur S♮ et qui donc se prolonge en un objet similaire LZ′/Z/S sur S tout

entier. Un tel objet est entièrement déterminé par la valeur propre de Frobenius, qui

est simplement un signe.

Pour comprendre pourquoi une telle chose apparâıt dans le théorème ci-dessous, il

faudra rentrer un peu dans la preuve.

Théorème 3.1 ([30], th. 3.9.3). — Pour chacun des deux caractères κ considérés en

3.1.2, il existe un isomorphisme de faisceaux pervers gradués :

pH•(fS,∗Ql)κ
∼
−→ LZ′/Z/S ⊗ZS

pH•(gS,∗Ql)κ[−2r](−r).

3.2. Éléments de la preuve

Après avoir souligné quelques spécificités du cas unitaire, nous introduirons 〈〈 le 〉〉 tore,

son action, et la cohomologie équivariante. Ces outils fondamentaux ont été introduits

par Goresky, Kottwitz et MacPherson [11] dans leur approche du lemme fondamental

via les fibres de Springer. Ici, on a besoin de variantes 〈〈 relatives 〉〉 au-dessus de S.

Viendra ensuite la 〈〈glissade 〉〉 qui est un analogue de l’argument de déformation que

Laumon avait introduit dans [28]. Cet argument ramènera le problème de S à S♮. Pour

résoudre le problème au-dessus de S♮, on verra apparâıtre des idées réminiscentes de

[31].

3.2.1. Spécificités du cas unitaire. — Rappelons en termes imprécis le contenu de la

proposition 2.2 :

– Le champ PS classifie les Y ′
S-modules inversibles 〈〈unitaires 〉〉 et agit par produit

tensoriel sur le champ MS qui classifie les Y ′
S-modules sans torsion de rang 1

〈〈unitaires 〉〉.
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– Le champ QS classifie les (Y ′
1,S ⊔ Y ′

2,S)-modules inversibles 〈〈unitaires 〉〉 et agit par

produit tensoriel sur le champ NS qui classifie les (Y ′
1,S⊔Y ′

2,S)-modules sans torsion
〈〈unitaires 〉〉 de rang 1.

Notons alors ν : Y1,S ⊔ Y2,S −→ YS le morphisme de la courbe spectrale endo-

scopique vers la courbe spectrale. On a donc un morphisme NS
ν∗−→ MS qui envoie

((F1, ι1), (F2, ι2)) sur (F1⊕F2, ι1⊕ ι2) et un morphisme 〈〈dans l’autre sens 〉〉 PS
ν∗

−→ QS

qui consiste simplement à tirer en arrière le YS-module inversible unitaire (F , ι). De

plus, le morphisme ν∗ est ν∗-équivariant au sens où il existe un isomorphisme canonique

ν∗(ν
∗(F , ιF) ⊗ (G, ιG))

∼
−→ (F , ιF) ⊗ ν∗(G, ιG)).

Le morphisme ν∗ peut aussi s’expliciter en termes de triplets de Hitchin (E , Φ, θ). Il

consiste simplement à envoyer le couple de fibrés unitaires (Ei, Φi) de rangs respectifs

n1 et n2 sur leur somme directe et le couple de morphismes θi sur leur somme directe.

Cette possibilité de plonger l’espace de Hitchin endoscopique dans l’espace de Hitchin,

qui vient du fait qu’on peut plonger le groupe endoscopique dans le groupe, est très

particulière aux groupes unitaires.

On vérifie aisément que le morphisme ν∗ est une immersion fermée. Un des points-clef

est qu’on peut aussi caractériser son image de manière agréable.

3.2.2. Le tore. — Nous voulons construire un tore TS dans le noyau du morphisme

PS −→ QS. Posons KS := prZ′

S→S,∗(GmZ′

S
)τ=−1

. La suite exacte 0 −→ GmY ′

S
−→

GmY ′

1,S
×GmY ′

2,S
−→ GmZ′

S
−→ 0 fournit une flèche de bord KS −→ PS dont la composée

avec PS −→ QS est nulle : une section de KS fournit une donnée de recollement des

modules inversibles triviaux sur Y1,S et Y2,S avec structures unitaires triviales. Comme

S est hensélien, on peut prolonger le sous-tore maximal de la fibre fermée et noter

TS →֒ KS ce tore.

Proposition 3.2 ([30], prop. 3.3.1). — L’image de l’immersion fermée ν∗ : NS −→

MS est le lieu des points fixes de TS agissant sur MS via le morphisme TS −→ PS .

Démonstration. — Le terme 〈〈 lieu des points fixes 〉〉 dans notre contexte catégorique

désigne 〈〈 la sous-catégorie pleine des objets isomorphes à leurs translatés 〉〉. On va

tenter d’expliquer la preuve pour GL(n), en négligeant les structures unitaires. Soit b

un point géométrique de S. Pour tout z ∈ Zb et i = 1, 2, notons O
[[z]]
Yi,b

le complété formel

de l’anneau local de Yi,b en z et O
((z))
Yi,b

son anneau total des fractions. Alors la donnée

de F ∈ MS(b) est équivalente à la donnée de ses restrictions F0
i , i = 1, 2, aux ouverts

Yi,b \ Zb et, pour chaque z ∈ Zb, d’un O
[[z]]
Yb

-réseau Fz de (F0
1 ⊗O

((z))
Y1,b

) ⊕ (F0
2 ⊗O

((z))
Y2,b

).

Un tel objet F est isomorphe à un objet de NS(b) si et seulement si les Fz sont des

O
[[z]]
Y1,b

× O
[[z]]
Y2,b

-réseaux, i.e. si et seulement si les Fz sont de la forme Fz = F1,z ⊕ F2,z

pour des O
[[z]]
Yi,b

-réseaux Fi,z.

Par définition de T , il existe un isomorphisme (k(b)×)Za −→ Tb(k(b)) de sorte que le

terme ty ∈ k(b)× associé à y ∈ Za envoie, pour tout z ∈ Zb se spécialisant en y, le réseau
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Fz sur le réseau t.Fz := (ty, 1)Fz. Donc les deux modules F et t.F sont isomorphes si

et seulement si , pour tout z ∈ Zb, le réseau Fz est décomposé en Fz = F1,z ⊕ F2,z.

3.2.3. Cohomologie équivariante. — Il y a plusieurs manières de la définir, mais dans

le contexte présent, la plus naturelle utilise le langage des champs. On a ici besoin

d’une notion relative (sur S). On s’intéresse donc aux complexes fT
S,∗Ql et gT

S,∗Ql, où

fT
S : [MS/TS] −→ S et gT

S : [NS/TS] −→ S sont les morphismes structuraux des

champs quotients [MS/TS] et [NS/TS]. Remarquons que ces complexes ne sont en

général pas cohomologiquement bornés.

Notons EN/T le TS-torseur 〈〈canonique 〉〉 au-dessus de [NS/TS], image réciproque du

torseur universel par le morphisme [g] : [NS/TS] −→ B(TS/S) déduit de g par passage

au quotient. Si µ est une section sur S du faisceau étale X∗(TS) des caractères de

TS, alors µ permet de pousser EN/T en un Gm-torseur dont la classe de Chern est un

morphisme Ql [NS/TS ] −→ Ql[NS/TS ][2](1) de faisceaux étales sur [NS/TS]. En appliquant

gT
S,∗, en passant à la cohomologie perverse, et en faisceautisant, on obtient un morphisme

X∗(TS) ⊗ZS

pH•(gT
S,∗Ql) −→

pH•(gT
S,∗Ql)[2](1)

qui munit la somme formelle de faisceaux pervers pH•(gT
S,∗Ql) d’une structure de module

gradué sur l’anneau étale gradué Sym•(X∗(TS) ⊗ Ql(−1)) (à condition de graduer ce

dernier par l’indice 2•). De même pH•(fT
S,∗Ql) est muni d’une telle structure.

Comme TS agit trivialement sur NS, on a un isomorphisme canonique

pH•(gT
S,∗Ql)

∼
−→ pH•(gS,∗Ql) ⊗Ql

Sym•(X∗(TS) ⊗ Ql(−1))

qui montre que la cohomologie ordinaire et la cohomologie équivariante se déterminent

l’une l’autre. Du côté de fT
S et fS, on a :

Proposition 3.3. — Grâce à la pureté de pH•(fS,∗Ql)κ (propositions 2.6 et 2.11),

1. [30, A.1.1] il existe un isomorphisme Sym•(X∗(TS) ⊗ Ql(−1))-équivariant

pH•(fT
S,∗Ql)κ

∼
−→ pH•(fS,∗Ql)κ ⊗ Sym•(X∗(TS) ⊗ Ql(−1)).

2. [30, A.1.3] la flèche de restriction pH•(fT
S,∗Ql)κ −→ pH•(gT

S,∗Ql)κ est injective.

Le premier point dit que la κ-partie de la cohomologie ordinaire de fS et celle de la

cohomologie équivariante se déterminent l’une l’autre. Le deuxième point est une va-

riante l-adique, champêtre, et perverse d’un théorème d’Atiyah-Borel-Segal. Il montre

en particulier que les pHn(fT
S,∗Ql)κ sont eux aussi purs.

3.2.4. 〈〈Glissade 〉〉 et réduction à l’ouvert S♮. — La proposition suivante permet de

ramener l’énoncé du théorème 3.1 à l’énoncé analogue où l’on remplace S par S♮. On

notera fS♮
, gS♮

, etc. les restrictions à S♮ des objets correspondants relatifs à S.

Proposition 3.4. — Notons j l’immersion ouverte S♮ →֒ S. Pour tout n ∈ Z, il y a

des isomorphismes canoniques de faisceaux pervers

j!∗
pHn(fS♮,∗Ql)κ

∼
−→ pHn(fS,∗Ql)κ et j!∗

pHn(gS♮,∗Ql)κ
∼
−→ pHn(gS,∗Ql)κ.



940–34

(j!∗ désigne le prolongement intermédiaire de Deligne).

Démonstration. — Grâce au (1) de la proposition précédente, on peut déduire

l’énoncé ci-dessus de l’énoncé analogue pour fT
S,∗ et gT

S,∗ par réduction modulo l’idéal

d’augmentation de l’anneau Sym•(X∗(TS) ⊗ Ql(−1)). D’après [1, 1.4.25], un faisceau

pervers K sur S est isomorphe au prolongement intermédiaire de sa restriction j!∗j
∗K si

et seulement si il n’a ni quotient ni sous-objet supporté par S \S♮. Sur l’hensélisé strict

de S, les faisceaux pervers pHn(fT
S♮

Ql)κ et pHn(gT
S♮

Ql)κ sont semi-simples, puisqu’ils

sont purs. Comme le premier s’injecte dans le second par le (2) de la proposition

précédente, il suffit donc de prouver que pHn(gT
S♮

Ql)κ n’a pas de sous-objet supporté

par S \ S♮.

Ici intervient l’argument de 〈〈glissade 〉〉 ou de 〈〈déformation 〉〉. En termes imprécis, il

consiste à remarquer que pour b = (b1, b2) un point géométrique de S, la fibre de Hitchin

Nb ne dépend que des courbes Yb1 et Yb2 , et pas de la manière dont elles s’intersectent.

On peut donc glisser, 〈〈 à cohomologie constante 〉〉, du point b ∈ S où l’intersection peut

être compliquée à un point de S♮, où elle est le plus simple possible. En formalisant ceci

[30, 3.9.1], on en déduit que le support de tout sous-objet de pHn(gT
S♮

Ql)κ rencontre S♮.

3.2.5. Stratégie sur S♮. — Rappelons que le tore TS est par définition contenu dans

le S-schéma en groupes commutatifs KS de 3.2.2. Au-dessus de S♮, KS♮
:= KS ×S S♮

est lui-même un tore, de dimension r, qui contient en général strictement TS♮
. De

même que dans le (1) de la proposition 3.3, on récupère la κ-partie de la cohomologie
pH•(fS♮,∗Ql)κ par réduction de celle de la cohomologie équivariante pH•(fK

S♮,∗
Ql)κ mo-

dulo l’idéal d’augmentation de l’algèbre Sym•(X∗(KS♮
) ⊗ Ql(−1)). Ainsi pour prouver

l’énoncé du théorème 3.1, il suffit de prouver l’énoncé analogue où l’on remplace fS,∗

par fK
S♮,∗

et gS,∗ par gK
S♮,∗

(et bien sûr LZ′/Z/S par LZ′

♮/Z♮/S♮
).

De même que dans le (2) de la proposition 3.3, la flèche restriction pH•(fK
S♮,∗

Ql)κ −→
pH•(gK

S♮,∗
Ql)κ est injective, et le problème est donc de décrire son image. En fait, la

preuve de ce point (2) fournit un conoyau au morphisme de restriction, à savoir le

morphisme cobord pH•(gK
S♮,∗

Ql)κ −→ pH•(fK
S♮,∗

([j]!Ql))κ[1] où [j] désigne l’immersion

ouverte du complémentaire de [NS♮
/KS♮

] dans [MS♮
/KS♮

]. Pour étudier ce conoyau,

Laumon et Ngô introduisent en [30, 3.5] un certain KS♮
-torseur E12 sur NS♮

, qui appa-

raissait déja dans [31]. Définissons ce torseur ; soit U♮ un S♮-schéma et ((F1, ι1), (F2, ι2))

un objet de NS♮
(U♮). Comme ZU♮

est étale sur U♮, les restrictions Fi|ZU♮
sont des OZU♮

-

modules inversibles et le produit E := F1|ZU♮
⊗ F2|ZU♮

⊗−1 est muni d’un isomorphisme

ι1 ⊗ ι−1
2 : τ ∗E

∼
−→ E⊗−1. Un tel OZU♮

-module inversible E définit un KU♮
-torseur. On

obtient de la sorte un morphisme NS♮
−→ B(KS♮

/S♮). En tirant en arrière le torseur

universel, on obtient le KS♮
-torseur E12 sur NS♮

annoncé.

À l’aide de ce torseur E12, nous allons construire une flèche injective

(10) LZ′

♮/Z♮/S♮
⊗ZS♮

pH•(gK
S♮,∗

Ql)κ[−2r](−r) −→ pH•(gK
S♮,∗

Ql)κ,
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puis il faudra expliquer pourquoi l’image de cette flèche cöıncide avec l’image de la

restriction pH•(fK
S♮,∗

Ql)κ −→ pH•(gK
S♮,∗

Ql)κ, ce qui achèvera la preuve du théorème.

3.2.6. Construction de la flèche (10). — Le formalisme des classes de Chern (cf. 3.2.3)

appliqué à E12 munit pH•(gS♮,∗Ql) d’une action e12 de l’anneau gradué Sym•(X∗(KS♮
)⊗

Ql(−1)). En quotientant E12 par l’action de KS♮
on obtient un KS♮

-torseur E12/KS♮
,

au-dessus de [NS♮
/KS♮

] (différent du KS♮
torseur 〈〈canonique 〉〉 E[N/K]), qui munit donc

pH•(gK
S♮,∗

Ql) d’une action eK
12 de Sym•(X∗(KS♮

) ⊗ Ql(−1)). Le lien entre cette action

et l’action canonique est le suivant : l’isomorphisme canonique

pH•(gK
S♮,∗

Ql)
∼
−→ pH•(gS♮,∗Ql) ⊗Ql

Sym•(X∗(KS♮
) ⊗ Ql(−1))

est Sym•(X∗(KS♮
) ⊗ Ql(−1))-équivariant pour l’action eK

12 sur le terme de gauche et

l’action (e12⊗mult)◦∆ sur le terme de droite, en notant ∆ la comultiplication Sym• −→

Sym• ⊗ Sym•, cf. [30, A.2.1]. On en déduit que pH•(gK
S♮,∗

Ql) est sans torsion pour

l’action de eK
12.

L’action eK
12 fournit en particulier un morphisme

Symr(X∗(KS♮
)) ⊗ZS♮

pH•(gK
S♮,∗

Ql) −→
pH•(gK

S♮,∗
Ql)[2r](r).

La flèche (10) que l’on veut définir sera la κ-partie de la composée du morphisme ci-

dessus avec le plongement

(11) LZ′

♮/Z♮/S♮
−→ Symr(X∗(KS♮

))

que nous définissons maintenant.

Rappelons que KS♮
est la partie 〈〈τ -impaire 〉〉 de prZ′

♮→S♮,∗Gm, et introduisons tempo-

rairement sa partie τ -paire K ′
S♮

. La structure d’anneau de X∗(Gm) = EndZ′

♮
(Gm) induit

une action X∗(KS♮
) ⊗ X∗(K

′
S♮

) −→ X∗(KS♮
) de la partie paire sur la partie impaire.

Par dualité et puissance tensorielle, on a une action TensrX∗(KS♮
)⊗TensrX∗(K

′
S♮

) −→

TensrX∗(KS♮
) qui envoie

∧r X∗(KS♮
)⊗

∧r X∗(K
′
S♮

) dans Symr(X∗(KS♮
)) (on a plongé

∧r et Symr dans Tensr respectivement par les morphismes 〈〈trace alternée 〉〉 et 〈〈 trace 〉〉

sous le groupe symétrique Sr). Maintenant, l’isomorphisme canonique Z
∼
−→ X∗(Gm)

d’anneaux étales sur Z ′
S♮

induit, par construction, un isomorphisme LZ′

♮/Z♮/S♮

∼
−→

∧r X∗(KS♮
) ⊗

∧r X∗(K
′
S♮

). Ceci achève de définir la flèche (11) et donc la flèche (10).

Cette flèche (10) est injective puisque l’action eK
12 est sans torsion.

3.2.7. Fin de la preuve. — Il s’agit de prouver que la flèche injective (10) et la

flèche injective de restriction pH•(fK
S♮,∗

Ql)κ −→ pH•(gK
S♮,∗

Ql)κ ont la même image dans
pH•(gK

S♮,∗
Ql)κ.

Supposons un instant que r = 1, de sorte que Z♮ ≃ S♮, KS♮
≃ UZ′

♮/S♮
(1) et LZ′

♮/Z♮/S♮
≃

X∗(K♮). Posons S ′
♮ := Z ′

♮ et changeons tout le monde de base. Le choix d’une section

S ′
♮

z′
−→ Z ′

♮×S♮
S ′

♮ induit un isomorphisme KS′

♮

∼
−→ Gm, de sorte que E ′

12 := E12×S♮
S ′

♮ est

simplement un Gm-torseur au-dessus de NS′

♮
. Notons P′

12 la compactification projective

relative de E ′
12, qui est donc un fibré en droites projectives au-dessus de NS′

♮
. Si U ′

♮ est
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un S ′
♮-schéma, une section U ′

♮ −→ P12 est la donnée d’une paire ((F1, ι1), (F2, ι2)) dans

NS′

♮
(U ′

♮) plus un facteur direct de rang 1 de F1,z′ ⊕F2,z′. Ce facteur direct détermine un

sous-OYU′

♮

-module sans torsion de rang 1 F →֒ F1 ⊕ F2. L’amalgamé de F et τ ∗(F∨)

au-dessus de F1 ⊕ F2 est muni d’une structure unitaire évidente et définit un objet de

MS′

♮
(U ′

♮). On obtient ainsi un morphisme P′
12 −→ MS′

♮
qui envoie isomorphiquement

E ′
12 sur le complémentaire de NS′

♮
et qui identifie les sections 0 et ∞ de P′

12. L’image de

l’immersion NS′

♮
→֒ MS′

♮
est justement cette section double. On a donc une prise sur

le complémentaire de NS′

♮
dans MS′

♮
. La cohomologie de cette situation géométrique

assez simple est étudiée dans l’appendice A.2 de [30]. Après descente subtile de S ′
♮ à

S♮, on en déduit le résultat cherché dans ce cas r = 1.

Le jeu est alors de se ramener à cette situation r = 1. L’idée est de faire intersecter

les courbes Y1 et Y2 〈〈petit à petit 〉〉 en considérant une suite de courbes intermédiaires

entre Y1

⊔
Y2 et Y . La réalisation formelle de ce programme est assez technique et

occupe les six pages de la section 3.6. de [30].

3.3. Le lemme fondamental

Comme on l’a mentionné après la conjecture 2.12, on obtient en prenant les traces

de Frobenius des deux côtés de l’isomorphisme du théorème 3.1 une égalité entre une

intégrale orbitale stable sur H = UX′|X(n1) × UX′|X(n2) et une κ-intégrale orbitale sur

G = UX′|X(n). Cela fournit un transfert explicite des fonctions 1D sur G vers son groupe

endoscopique H et il est possible que l’on puisse en déduire le lemme fondamental par

des arguments de formule des traces et d’approximation du local par le global. Toutefois,

la stratégie suivie par Laumon et Ngô est de nature plus géométrique.

3.3.1. Conséquence numérique du théorème 3.1. — On fixe a ∈ Aell
D (k). Le théo-

rème 2.4 montre comment le quotient [Ma/Pa] se décompose en un produit d’analogues

locaux indexés par les points fermés de X. Dans le cas unitaire, on peut raffiner cette

décomposition en un produit indexé par les points fermés de la courbe spectrale Ya.

Notons en effet Ay l’anneau semi-local avec involution τ complété de Y ′
a le long de

l’image réciproque de y ∈ |Ya| et introduisons les classifiants Ma,y, resp. Pa,y, des

Ay-modules sans torsion de rang 1 〈〈unitaires 〉〉, resp. inversibles 〈〈unitaires 〉〉. Lorsque

y est un point lisse, le quotient de Ma,y par Pa,y est bien sûr trivial. La même preuve

que pour le théorème 2.4 fournit alors un isomorphisme de k-champs [Ma/Pa]
∼
−→

∏

y∈Y sing [Ma,y/Pa,y]. Lorsque a = (a1, a2) et y ∈ Ya1 ou y ∈ Ya2 , on définit de même

A1,y et A2,y, puis les classifiants Na,y et Qa,y, et on a une décomposition [Na/Qa]
∼
−→

∏

y∈Y sing [Na,y/Qa,y].

De même que dans la discussion qui suit le théorème 2.4, on a besoin de sections

[Ma,y/Pa,y] −→ [Ma/Pa] pour définir les accouplements 〈inv(my), κ〉 pour my un objet

de [Ma,y/Pa,y]. Ces sections s’obtiennent en introduisant des versions génériquement

rigidifiées M•
a,y et P•

a,y par un point-base bien choisi. Laumon et Ngô utilisent un
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point de Kostant du groupe endoscopique qui se décrit concrètement comme (K, ιK) :=

ν∗((K1, ιK1)(K2, ιK2)) où, pour α = 1, 2, on prend Kα := pr∗Y ′

aα
→X′OX′((n − 1)D) qui

est une racine carrée du dualisant relatif ωY ′

aα
/X′ et qui provient de X, donc est muni

d’une structure unitaire ια (de descente).

Corollaire 3.5 ([30], th. 3.10.6). — Sous les mêmes hypothèses que le théorème 3.1,

notons Z inerte l’ensemble des points fermés de Z qui sont inertes dans Z ′ et, pour chaque

tel point, rz la longueur de la k(z)-algèbre artinienne OZ,z. Alors on a l’égalité

∏

z∈Zinerte



|P0
a,z(k)|

∑

mz∈[Ma,z/Pa,z ](k)/∼

〈inv(mz), κ〉

Aut(mz)





=
∏

z∈Zinerte



(−|k(z)|)rz |Q0
a,z(k)|

∑

nz∈[Na,z/Qa,z ](k)/∼

1

Aut(nz)





Démonstration. — En prenant la trace de Frobenius du théorème 3.1, on obtient la

formule

|P0
a(k)|

∏

y∈Y sing




∑

my

〈inv(my), κ〉

Aut(my)



 = εZ′/Z/S qr|Q0
a(k)|

∏

y∈Y sing




∑

ny

1

Aut(ny)





où εZ′/Z/S est le signe de Frobenius qui détermine LZ′/Z/S. Le lemme [30, 3.4.1] montre

que ce signe est la parité de
∑

z∈Zinerte rz. On a aussi par définition qr =
∏

y∈Y sing |k(y)|ry

si on convient de poser ry = 0 pour y ∈ Y sing \ Z. Les termes |P0
a(k)| et |Q0

a(k)| ne se

décomposent pas en produits de termes locaux, mais en explicitant le quotient [Q0
a/P

0
a ],

on montre que leur quotient se décompose en un tel produit.

Il reste alors à montrer que, pour y ∈ Y sing \ Z inerte, on a l’égalité

|P0
a,y(k)|

∑

my

〈inv(my), κ〉

Aut(my)
= |k(y)||Q0

a,y(k)|
∑

ny

1

Aut(ny)
.

Pour y hors de Z, c’est immédiat. Pour y ∈ Z \ Z inerte, il faut faire un calcul, qui

rappelle la descente des intégrales orbitales.

3.3.2. Plongement d’une situation locale dans une situation globale. — On fixe ici la

courbe X, son revêtement X ′ que l’on suppose décomposé en un point x∞, et un diviseur

de degré assez grand 〉〉. On a alors la surface réglée Σ0
D −→ X.

On se donne ensuite un contexte local comme dans 1.8.1. On a donc F = Fq[[x]],

F ′ son extension quadratique non-ramifiée, des extensions séparables (Fi)i∈I de F dis-

jointes de F ′ et des élément entiers γi ∈ F ′
i tels que γi + τ(γi) = 0. On se donne aussi

une partition I = I1 ⊔ I2 et on pose AIα =
∏

i∈Iα
OF ′[γi] pour α = 1, 2.

Proposition 3.6 ([30], prop. 4.6.1). — Il existe des entiers non-nuls N = N1 + N2,

une caractéristique (a1, a2) ∈ AH(k) pour le groupe endoscopique H := UX′|X(N1) ×

UX′|X(N2) de G = UX′|X(N) telle que les courbes spectrales associées Ya1 et Ya2 soient
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géométriquement irréductibles, et un point rationnel z0 de l’intersection Z de Ya1 et Ya2

dans la surface réglée Σ0
D, ayant les propriétés suivantes :

– en tout point fermé z ∈ Z \ z0, les courbes spectrales se coupent transversalement.

– z0 est inerte dans Z ′, de préimage un point fermé noté z′0 ∈ Z ′. Alors x0 est aussi

inerte dans X ′, et on note x′
0 ∈ X ′ le point fermé au-dessus.

– Il existe des isomorphismes compatibles aux involutions et compatibles entre eux

• ÔX′,x′

0

∼
−→ OF ′

• Aα,z0 = ÔY ′

aα
,z′0

∼
−→ AIα =

∏

i∈Iα
OF ′[γi] pour α = 1, 2.

La preuve de cette proposition utilise un lemme d’approximation local-global [30, 4.2]

et un théorème à la Bertini sur les corps finis, dû à Poonen [34].

3.3.3. Fin de la preuve du lemme fondamental. — Il faut étudier l’égalité donnée par le

corollaire 3.5 dans la situation de la proposition ci-dessus. Une description explicite [30,

4.6] des catégories quotients [Ma,z/Pa,z] montre que les termes indexés par Z inerte \ z0

des deux côtés sont égaux. Il subsiste donc une égalité des deux termes indexés par z0.

La même description montre aussi les égalités suivantes (tout a été fait pour) :

|Q0
a,z0

(k)|
∑

nz0∈[Na,z0/Qa,z0 ](k)/∼

1

Aut(nz0)
= SOH

γI

et

|P0
a,z0

(k)|
∑

mz0∈[Ma,z0/Pa,z0 ](k)/∼

〈inv(mz0), κ〉

Aut(mz0)
= Oκ

γI
.

Le lemme fondamental (théorème 1.6) en découle.
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INTRODUCTION

La théorie algébrique des formes quadratiques (par opposition à la théorie

arithmétique dans la lignée de Legendre, Gauss, Hermite, Minkowski, Hasse. . . )

est l’étude des formes quadratiques sur un corps quelconque : l’article fondateur est

celui de Witt ([69], 1937). Elle a connu un développement par à-coups, impulsé par les

idées nouvelles et fondamentales introduites successivement par un petit nombre de

mathématiciens. Il s’agit maintenant d’une théorie foisonnante, en pleine clarification,

où cependant les méthodes les plus sophistiquées voisinent toujours de manière un
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peu mystérieuse avec les plus élémentaires, donnant parfois des démonstrations très

différentes d’un même théorème.

Qu’est-ce que la théorie des formes quadratiques sur un corps F ? Sous un angle,

il s’agit de l’étude des polynômes homogènes de degré 2. Le point de vue de Witt

était qu’on peut munir ces polynômes d’une somme et d’un produit, en considérant la

somme directe et le produit tensoriel des espaces vectoriels sous-jacents : on obtient

ainsi l’anneau de Witt (ou plus exactement de Witt-Grothendieck) de F . La tentation

de placer ainsi la théorie dans le contexte plus général de l’étude des formes de degré

d est trompeuse : pour d ≥ 3, la situation devient trop rigide et l’anneau obtenu est

essentiellement inintéressant (cf. [20](1)).

D’un autre point de vue, la quadrique projective des zéros d’une forme quadra-

tique q est un cas particulier de variété projective homogène (ici, sous l’action du groupe

SO(q)) ; en particulier c’est une variété rationnelle. L’étude de l’isotropie de cette qua-

drique sur les extensions de F est centrale dans la théorie. Quoique d’autres variétés

projectives homogènes soient naturellement attachées à des structures algébriques (par

exemple les variétés de Severi-Brauer), il n’y a pas d’autre famille de telles variétés qui

soit représentée par des structures algébriques qu’on puisse additionner et multiplier

comme les formes quadratiques. Ceci donne sa richesse et sa spécificité à la théorie, qui

se trouve naturellement au confluent de deux mondes (formes et variétés de drapeaux

généralisées).

Pendant longtemps, cette théorie a pu passer pour une curiosité à mi-chemin entre

l’(( arithmétique des corps )) et une géométrie algébrique relativement élémentaire. Elle

est en train de trouver sa vraie place : d’une part elle intervient de manière essentielle

dans la démonstration de la conjecture de Milnor par Voevodsky ([66], voir [30] pour

un rapport dans ce Séminaire). D’autre part, elle est intrinsèquement présente dans la

théorie homotopique des schémas de Morel-Voevodsky [49] : ce fait, anticipé par Rost,

est illustré par le théorème fondamental de Morel (cf. [48, rem. 6.4.2]) selon lequel

l’anneau des endomorphismes de l’objet unité de la catégorie homotopique stable des

F -schémas n’est autre que l’anneau de Witt-Grothendieck de F , lorsque F est parfait

de caractéristique 6= 2.

Par ailleurs, la théorie des formes quadratiques sur un schéma, qui était longtemps

restée embryonnaire après le travail de fondements de Knebusch dans les années 1970,

connâıt depuis une dizaine d’années un développement spectaculaire grâce aux résultats

de Balmer, Walter et d’autres, obtenus à l’aide des catégories triangulées à dualité [7, 8].

Ce n’est pas le lieu d’en parler ici, mais cela confirme que la théorie arrive à maturité.

Dans cet exposé, j’ai voulu d’abord offrir un survol de la théorie telle qu’elle s’est

développée jusqu’au milieu des années 1990 : mal connue des non spécialistes, elle

présente une élégance et une originalité qui, j’espère, séduiront certains lecteurs comme

(1)Par exemple, d’après un résultat remontant à Camille Jordan, si F est de caractéristique zéro, le

groupe des automorphismes d’une telle forme est fini dès que l’hypersurface projective correspondante

est lisse ; voir [55] pour une démonstration moderne et un peu plus générale.
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elles m’ont séduit moi-même. (Ne pouvant être exhaustif dans un tel exposé, je me suis

néanmoins limité aux aspects directement liés aux derniers développements : ainsi, les

travaux d’Elman-Lam ou ceux sur les corps ordonnés ne sont pas mentionnés.) Ensuite

expliquer les développements de nature motivique (ou pour être plus terre à terre,

faisant intervenir les correspondances algébriques) qui la révolutionnent depuis un peu

moins de 10 ans, et les illustrer par des applications frappantes qui semblaient hors de

portée avant l’apparition de ces méthodes.

J’ai essayé de donner un traitement aussi géométrique que possible de la théorie ; en

particulier, chaque fois que cela a été possible je me suis efforcé de la placer dans le

contexte plus général des variétés projectives homogènes (voir ci-dessus).

Ce rapport étant déjà excessivement long, j’ai été conduit à faire des choix cornéliens.

En particulier, j’ai renoncé à exposer la partie de la théorie faisant intervenir les inva-

riants supérieurs des formes quadratiques, c’est-à-dire la seconde conjecture de Milnor

([50] ; cf. [30, (2) à la fin de l’introduction]). On n’y trouvera que de brèves allusions

ici ou là, voir notamment remarques 6.9 et 11.32. Un avantage de ce choix est que les

résultats expliqués ici sont tous de démonstrations (( élémentaires )), n’utilisant pas la

théorie homotopique des schémas.

Je remercie Yves André, Hélène Esnault, Detlev Hoffmann et Alexander Vishik pour

leur aide dans la préparation de ce texte, ainsi que Nikita Karpenko, Jean-Pierre Serre

et Tamás Szamuely pour diverses remarques le concernant. Je remercie également le

CIMAT de Guanajuato, où il a été en partie conçu, pour son hospitalité et pour les

excellentes conditions de travail dont j’ai bénéficié.

On travaille sur un corps F de caractéristique 6= 2. On note F̄ une clôture séparable

de F .

PARTIE I

FORMES QUADRATIQUES

1. DÉFINITIONS ET NOTATIONS

Une forme quadratique sur F est un espace vectoriel V muni d’une applica-

tion q : V → F telle que q(λx) = λ2q(x) pour (λ, x) ∈ F × V et que q̌(x, y) :=
1
2

(
q(x + y) − q(x) − q(y)

)
(la forme polaire de q) soit bilinéaire : V est l’espace

sous-jacent à q ; sa dimension est appelée la dimension de q, et notée dim q. On a les

notions classiques de vecteurs orthogonaux et d’orthogonal X⊥ d’une partie X de V .

On dit que q est non dégénérée si V ⊥ = {0}.

À partir de maintenant, (( forme quadratique )) signifie forme quadratique de

dimension finie, non dégénérée.
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Un morphisme de (V, q) vers (V ′, q′) est une application linéaire f : V → V ′ telle que

q′ ◦ f = q : alors f est automatiquement injective et f(V ) est facteur direct orthogonal

de V ′. Si f est un isomorphisme, on dit que c’est une isométrie. On note q ≃ q′ s’il

existe une isométrie entre q et q′, et q ≤ q′ s’il existe un morphisme de q vers q′ (i.e. si

q est isométrique à une sous-forme de q′). On note O(q) le groupe des isométries d’une

forme quadratique q : c’est le groupe orthogonal de q.

On dit aussi que deux formes q, q′ sur F sont semblables s’il existe a ∈ F ∗ tel que

q ≃ aq′.

On peut additionner et multiplier les formes quadratiques :

– Somme directe orthogonale : (V, q) ⊥ (V ′, q′) = (V⊕V ′, q ⊥ q′), où (q ⊥ q′)(x, x′) =

q(x) + q′(x′).

– Produit tensoriel : en termes de formes polaires, (V, q̌)⊗ (V ′, q̌′) = (V ⊗V ′, q̌⊗ q̌′),

où (q̌ ⊗ q̌′)(x⊗ x′, y ⊗ y′) = q̌(x, y)q̌′(x′, y′).

On peut aussi étendre les scalaires de F à une extension quelconque K de F : on

notera cette opération q 7→ qK .

Si (V, q) est une forme quadratique, par le choix d’une base (ei) de V , q correspond

à un polynôme Q =
∑

i aiT
2
i +

∑

i<j 2aijTiTj, où ai = q(ei) et ai,j = q̌(ei, ej). Si

dim q ≥ 3, Q est irréductible et définit une hypersurface lisse Xq ⊂ P(V ) : la quadrique

associée à q. On a dimXq = dim q − 2. Si dim q = 2, Xq n’est plus (géométriquement)

irréductible, mais consiste en deux points rationnels ou un point quadratique de P(V ).

Deux quadriques Xq et Xq′ sont isomorphes si et seulement si q et q′ sont semblables.

2. LA THÉORIE DE WITT

2.1. Base orthogonale et théorème de simplification

Théorème 2.1. — a) Toute forme quadratique q possède une base orthogonale.

b) Soient q, q1, q2 trois formes quadratiques sur F . Si q ⊥ q1 ≃ q ⊥ q2, alors q1 ≃ q2.

La partie a) de ce théorème est bien connue et sa démonstration se perd dans la nuit

des temps. La partie b) (théorème de simplification) est essentiellement équivalente

au fait que, si dim q = n, tout élément de O(q) est produit de n réflexions. Elle est

couramment attribuée à Witt [69] ; toutefois, Scharlau [54, §2](2) a fait observer qu’elle

avait été obtenue 30 ans auparavant par Dickson [15] (très probablement sans que Witt

en ait conscience).

Si (e1, . . . , en) est une base orthogonale de q et x =
∑
xiei, on a q(x) = a1x

2
1 + · · ·+

anx
2
n avec ai = q(ei) ∈ F ∗. On résume ceci par la notation q ≃ 〈a1, . . . , an〉.

(2)Je remercie Serre de m’avoir indiqué cette référence.
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2.2. Indice de Witt

Soit q une forme quadratique d’espace vectoriel sous-jacent V . Un vecteur x ∈ V

est isotrope si q(x) = 0. Un sous-espace W ⊂ V est totalement isotrope si q|W = 0.

La forme q est isotrope s’il existe un vecteur isotrope 6= 0, anisotrope si elle n’est pas

isotrope.

On appelle plan hyperbolique, et on note H, la forme quadratique de dimension 2,

d’espace vectoriel sous-jacent F 2, définie par q(x, y) = xy ((x, y) ∈ F 2). Pour tout

a ∈ F ∗, on a H ≃ 〈a,−a〉 ; toute forme quadratique isotrope de dimension 2 est iso-

métrique à H. On dit qu’une forme h est hyperbolique si h ≃ mH pour m convenable.

Théorème 2.2. — Toute forme quadratique q se décompose de manière unique (à

isométrie près) en somme directe orthogonale qan ⊥ h, où qan est anisotrope et h est

hyperbolique.

Ce théorème, dû à Witt [69], se déduit facilement du théorème 2.1. Il ramène dans

une large mesure l’étude des formes quadratiques à celle des formes quadratiques aniso-

tropes. On en déduit immédiatement que, si (V, q) est une forme quadratique, tous les

sous-espaces totalement isotropes maximaux de V ont la même dimension : c’est l’indice

de Witt de q, noté i(q). Avec la notation du théorème 2.2, on a i(q) = 1
2
dimh ≤ 1

2
dim q.

La forme q est hyperbolique si et seulement si i(q) = 1
2
dim q. Notons le lemme suivant,

fort utile et qui donne une idée de l’esprit du sujet :

Lemme 2.3. — a) Soient q, q′ deux formes quadratiques anisotropes, et soit n =

i(q ⊥ −q′). Alors il existe des formes quadratiques ϕ, q1, q
′
1, avec dimϕ = n, telles que

q ≃ ϕ ⊥ q1, q′ ≃ ϕ ⊥ q′1.

b) Soient q une forme quadratique sur F et q′ ≤ q, de codimension r. Alors i(q′) ≥

i(q) − r. En particulier, si dim q′ > dim q − i(q) alors q′ est isotrope.

Voici une démonstration de b) : soient V l’espace sous-jacent à q, W le sous-espace

de V correspondant à q′ et H ⊂ V un sous-espace totalement isotrope de dimension

i(q). Alors codimH(W ∩H) ≤ r.

2.3. Anneau de Witt

Définition 2.4. — Deux formes quadratiques q, q′ sont équivalentes au sens de Witt

si qan ≃ q′an ; on note cette relation q ∼ q′.

L’équivalence de Witt respecte la somme et le produit des formes quadratiques, d’où

Définition 2.5. — L’anneau de Witt de F , noté W (F ), est l’anneau des classes

d’équivalence de la relation ∼, pour l’addition et la multiplication induites respecti-

vement par ⊥ et ⊗.



941–06

D’après le théorème 2.2, une forme quadratique est caractérisée, à isométrie près,

par sa dimension et sa classe dans W (F ). On a parfois besoin de considérer une va-

riante de l’anneau de Witt, l’anneau de Witt-Grothendieck : c’est l’anneau des classes

d’équivalence de la relation ≃ de l’introduction, pour l’addition et la multiplication

induites respectivement par ⊥ et ⊗. Il est noté (ici) Ŵ (F ). Il est clair qu’on a un ho-

momorphisme surjectif Ŵ (F ) →W (F ), de noyau isomorphe à Z (engendré par la classe

du plan hyperbolique). D’après le théorème 2.1 a), ces deux anneaux sont engendrés

par les classes des formes quadratiques de dimension 1, et il est facile d’en donner en

fait une présentation (cf. [45, ch. II]).

3. LE THÉORÈME DE SPRINGER

Théorème 3.1 ([57]). — Soit q une forme quadratique anisotrope sur F , et soit E/F

une extension finie de degré impair. Alors qE est encore anisotrope.

Ce théorème avait été conjecturé par Witt. Il est contenu dans un théorème plus

récent de Swan [58] et Karpenko [32, prop. 2.6] :

Théorème 3.2. — Soit X une quadrique anisotrope sur F , et soit x ∈ X un point

fermé de degré 2. Alors tout 0-cycle sur X est linéairement équivalent à un multiple

de x.

Utilisons l’argument de Springer pour démontrer ce théorème(3) : soit 〈a0, . . . , ad+1〉

une équation de X, où d = dimX, et X ⊂ Pd+1 le plongement projectif associé. Pour

commencer, on peut trouver une droite l ⊂ Pd+1 telle que l ∩ X = {x}. Ensuite, on

voit que tout point fermé est linéairement équivalent à un point fermé à corps résiduel

séparable (si la caractéristique est p > 0 avec p impair, utiliser l’endomorphisme (( de

Frobenius )) (y0 : . . . : yd+1) 7→ (a
p−1
2

0 yp
0 : . . . : a

p−1
2

d+1y
p
d+1)). Soit maintenant y ∈ X un

point fermé à corps résiduel séparable, de degré n : le choix d’un élément primitif α

de F (y) fournit des polynômes p0, . . . , pd+1 de degrés < n tels que (y0 : . . . : yd+1) =

(p0(α) : . . . : pd+1(α)) ; on peut d’ailleurs supposer les pi premiers entre eux dans leur

ensemble. Soit C la courbe rationnelle définie par les pi : elle est de degré m < n. De plus

C n’est pas contenue dans X, sans quoi X aurait un point rationnel. Par conséquent,

Z = C ∩X est un 0-cycle effectif de X, de degré 2m et contenant y. Comme C ∼ ml,

on a Z ∼ mx (∼ désigne l’équivalence linéaire). Mais Z − y est un 0-cycle effectif de

degré 2m− n < n : si n = 2, on a nécessairement Z = y et, si n > 2, les autres points

fermés intervenant dans Z−y sont de degrés < n. Par récurrence, Z−y est linéairement

équivalent à un multiple de x, donc aussi y.

(3)Je remercie Hélène Esnault pour une remarque éclairante à ce sujet.
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4. LA THÉORIE DE PFISTER : PUISSANCES DE I

L’anneau W (F ) est muni d’une augmentation (( dimension modulo 2 ))

dim : W (F ) → Z/2.

On note IF = Ker dim : c’est l’idéal fondamental de W (F ). On note traditionnelle-

ment ses puissances InF .

4.1. Formes de Pfister

Il est clair que IF est engendré additivement par les formes binaires 〈1,−a〉, et donc

que InF est engendré additivement par les formes

≪ a1, . . . , an ≫:= 〈1,−a1〉 ⊗ · · · ⊗ 〈1,−an〉.

Ces formes sont appelées n-formes de Pfister. Le premier, Pfister a reconnu que ce

sont les pierres de touche de la théorie des formes quadratiques. Il en a démontré des

propriétés remarquables :

Théorème 4.1 ([52, Theorem 2]). — Pour toute n-forme de Pfister ϕ, ϕ(x) 6= 0 ⇒

ϕ ≃ ϕ(x)ϕ. En particulier, les valeurs non nulles de ϕ forment un sous-groupe de F ∗.

On a même mieux : toute forme anisotrope multiplicative en ce sens est une forme

de Pfister. Cela se déduit du théorème 4.3 ci-dessous.

Pour n = 1, 2, 3, on dispose classiquement d’algèbres expliquant le théorème 4.1

(extensions quadratiques de F , quaternions, octonions) : ce n’est plus le cas pour n > 3.

D’ailleurs, pour ces valeurs de n, les formules implicites dans le théorème 4.1 contiennent

des dénominateurs.

Du théorème 4.1, Pfister déduit facilement :

Corollaire 4.2. — a) Une forme de Pfister isotrope est hyperbolique.

b) Deux formes de Pfister semblables sont isométriques.

4.2. Théorèmes de Cassels-Pfister

Il s’agit de trois théorèmes dits de représentation. Soit (V, q) une F -forme quadra-

tique et soit A une F -algèbre commutative : on dit que q représente a ∈ A sur A s’il

existe
→
a ∈ A ⊗F V tel que q(

→
a) = a. Notation : a ∈ D(qA). La partie a) du théorème

ci-dessous avait été initialement démontrée par Cassels pour des sommes de carrés ; la

version générale et la suite sont dus à Pfister [52].

Théorème 4.3. — a) Soient q une forme quadratique sur F et f ∈ F [T ] − {0}. Si q

représente f sur F (T ), alors q représente déjà f sur F [T ].

b) Soient q = 〈a1, . . . , an〉 une forme anisotrope sur F (n ≥ 2), q′ = 〈a2, . . . , an〉 et

d ∈ F ∗. Alors d ∈ D(q′) ⇐⇒ d+ a1T
2 ∈ D(qF (T )).

c) Soient q, ϕ deux formes quadratiques sur F , avec q anisotrope. Soient V l’espace
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vectoriel sous-jacent à ϕ et K = F (V ∗), de sorte que ϕ peut être vu comme élément

de K. Alors ϕ ∈ D(qK) ⇐⇒ ϕ ≤ q.

4.3. Le discriminant

À part la dimension modulo 2, c’est le seul invariant que nous utiliserons. Si

q = 〈a1, . . . , an〉, on pose

d±q = (−1)
n(n−1)

2 a1 . . . an ∈ F ∗/F ∗2.

C’est le discriminant de q : il ne dépend que de la classe de q dans W (F ). Il inter-

viendra implicitement à cause du lemme suivant :

Lemme 4.4. — a) L’application q 7→ d±q induit un isomorphisme IF/I2F
∼

−→

F ∗/F ∗2.

b) Soient q, q′ deux formes de dimension impaire. Alors il existe un scalaire a tel que

q ⊥ −aq′ ∈ I2F .

5. CORPS DE FONCTIONS DE QUADRIQUES

Soit q une forme quadratique sur F , et soit X = Xq la quadrique projective associée :

c’est une variété F -rationnelle si et seulement si q est isotrope (cela résulte facilement du

théorème 2.2). On note en général F (q) le corps des fonctions F (X). C’est un invariant

important de q (ou de X). On peut dire que, tenant compte des travaux antérieurs de

Pfister, son utilisation systématique remonte véritablement à Arason [6, 4].

5.1. Théorème de la sous-forme

Proposition 5.1. — Soient q, ϕ deux formes quadratiques sur F , avec ϕ anisotrope

et dim q = n > 2. Supposons ϕF (q) ∼ 0. Alors, pour tout b ∈ F ∗ représenté par q, on a

bq(T1, . . . , Tn)ϕK ≃ ϕK

où K = F (T1, . . . , Tn).

Cette proposition se démontre facilement par réduction à une extension quadratique.

Knebusch [42] en a démontré la réciproque.

Du théorème 4.3 c) et de la proposition 5.1, on déduit l’important théorème suivant,

appelé théorème d’Arason-Cassels-Pfister ou simplement théorème de la sous-forme :

Théorème 5.2. — Soient q, ϕ deux formes quadratiques sur F , avec ϕ anisotrope et

dim q > 2. Supposons ϕF (q) ∼ 0. Alors, pour tout (a, b) ∈ D(q) ×D(ϕ), on a abq ≤ ϕ.

En particulier, dimϕ ≥ dim q.

Corollaire 5.3 (Arason [4, Satz 1.3]). — Si dans le théorème 5.2, on suppose que q

est une forme de Pfister, alors ϕ ≃ q ⊗ ρ pour ρ ∈W (F ) convenable.

Cela se voit par récurrence sur dim q, en notant que qF (q) ∼ 0 par le corollaire 4.2.
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5.2. Théorème d’Arason-Pfister

C’est le suivant :

Théorème 5.4 ([6]). — Soit q anisotrope sur F telle que q ∈ InF pour n ≥ 0. Alors,

dim q ≥ 2n.

De ce théorème il résulte immédiatement que
⋂
InF = {0}. Donnons-en la démons-

tration : Écrivons q = ±ϕ1 + · · · + ±ϕr dans W (F ), où les ϕi sont des n-formes de

Pfister. Puisque q est anisotrope, on a r > 0. Procédons par récurrence sur r. Si r = 1

et dim q < 2n, on a ±ϕ1 ≃ q ⊥ mH pour m > 0 convenable ; alors ϕ1 est hyperbolique

(corollaire 4.2) et q aussi, absurde. Si r > 1, posons K = F (ϕr). Distinguons deux cas :

1. qK est hyperbolique. Par le corollaire 5.3, il existe ρ tel que q ≃ ϕr ⊗ ρ. En

particulier, 2n = dimϕr| dim q, d’où dim q ≥ 2n.

2. qK n’est pas hyperbolique. Soit q′ = (qK)an. Alors q′ = ±ϕ1 + · · · + ±ϕr−1 dans

W (K). Par récurrence sur r, dim q′ ≥ 2n ; alors dim q ≥ 2n également.

6. LA THÉORIE DE KNEBUSCH : DÉPLOIEMENT GÉNÉRIQUE

Dans [43] et [44], Knebusch développe une théorie de déploiement générique pour les

formes quadratiques, qui peut se voir comme une conceptualisation et une extension

des résultats précédents. Elle conduit à la définition de deux invariants numériques

importants des formes quadratiques : la hauteur et le degré.

6.1. Tours de déploiement génériques ; hauteur

Considérons une forme quadratique q sur F . On associe à q un entier h = ht(q) et

une suite (Fi, qi)0≤i≤h, où Fi est une extension de F et qi est une forme quadratique sur

Fi, de la manière suivante :

(i) q0 = qan, F0 = F .

(ii) Supposons Fi et qi définis. Si dim qi = 0 ou 1, alors i = h. Sinon, Fi+1 = Fi(qi) et

qi+1 = ((qi)Fi+1
)an.

Définition 6.1. — L’entier ht(q) s’appelle la hauteur de q (4). La suite F = F0 ⊂

F1 ⊂ · · · ⊂ Fh s’appelle la tour de déploiement canonique de q. La forme qi s’appelle le

i-ième noyau de q. Le corps Fh−1 (resp. Fh) s’appelle le corps dominant (resp. corps de

déploiement canonique) de q. On note, pour n > 0

in(q) = i((qn−1)Fn)

c’est le n-ième indice de Witt supérieur de q. La suite

(i1(q), . . . , ih(q))

(4)Nous utilisons ici la notation ht(q) plutôt que h(q) pour éviter toute confusion avec le motif de la

quadrique X définie par q, qui sera noté h(X).
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s’appelle la suite de déploiement de q.

Si X est la quadrique définie par q, on notera aussi in(X) := in(q).

Comme dim q ≥ dim q0 > dim q1 > . . . , l’entier h est bien défini ; comme les dim qi
ont la même parité que dim q, ht(q) ≤ 1

2
dim q.

(( Suite de déploiement )) est, faute de mieux, une traduction française de (( Split-

ting pattern )), terminologie introduite par Hurrelbrink et Rehmann. Signalons que

leur définition diffère de la nôtre, qui est celle de Vishik : ils utilisent plutôt la suite

(i1(q), i1(q) + i2(q), . . . ). Quant à Hoffmann et Izhboldin, ils préfèrent utiliser la suite

(dim q0, . . . , dim qh). On prendra donc garde que la terminologie recouvre plusieurs

définitions (aux contenus équivalents) dans la littérature.

Pour alléger, introduisons la notation

diman q = dim qan.

Théorème 6.2 (Knebusch [43, th. 5.1]). — Soient q une forme quadratique sur F et

K/F une extension quelconque. Alors il existe un unique i ∈ {0, . . . , ht(q)} tel que

diman qK = dim qi.

L’unicité est claire. Knebusch démontre l’existence en utilisant sa théorie de la spé-

cialisation des formes quadratiques [42](5) : donnons-en une démonstration directe. Soit

i le plus petit entier tel que dim qi ≤ diman qK . Il faut montrer que dim qi = diman qK .

Posons, pour tout j < h, Kj = KFj . Pour j < i, (qj)Kj
∼ qKj

est isotrope ; alors

Kj+1/Kj est transcendante pure (voir début du §5). Il en résulte que Ki/K est trans-

cendante pure, d’où il résulte facilement que ((qK)an)Ki
est anisotrope. Mais alors

(6.1) diman qKi
= diman qK ≥ dim qi ≥ diman(qi)Ki

et

(qKi
)an ≃ ((qi)Ki

)an.

Par conséquent il y a partout égalité dans (6.1).

Définition 6.3. — Une suite F = K0 ⊂ · · · ⊂ Kh est une tour de déploiement

générique de q si elle possède la propriété du théorème 6.2 avec qi = (qKi
)an et si les

extensions Ki+1/Ki sont régulières.

(Dans [43], Knebusch demande de plus que, pour toute extension E/F , il existe

une F -place de Ki vers E ayant (( bonne réduction )) en qi, où i est l’entier tel que

diman qE = dim qi, mais cette propriété est automatique puisque l’extension composée

EKi/E est transcendante pure, cf. remarque au début du §5.)

La définition suivante, due à Izhboldin, est particulièrement importante.

(5)Il démontre plus : il existe une F -place λ : Fi 99K K telle que qi ait bonne réduction en λ et que

λ(qi) ≃ qK .
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Définition 6.4. — Supposons q anisotrope. La dimension essentielle de Xq est

dimesXq = dimXq − i1(q) + 1.

Nous poserons aussi

dimes q = dim q − i1(q) + 1.

Le lemme suivant est conséquence immédiate du lemme 2.3 b).

Lemme 6.5. — Soient q une forme anisotrope et q′ ≤ q. Supposons que dim q′ ≥

dimes q. Alors q′F (q) est isotrope.

Nous verrons plus loin (§8.2) que la réciproque est vraie.

6.2. Interprétation en termes de groupes algébriques

Kersten et Rehmann [41] ont généralisé la notion de tour de déploiement générique

dans le contexte des groupes algébriques linéaires.

Soit G un F -groupe réductif connexe, de diagramme de Dynkin ∆, et soit Θ un sous-

ensemble de ∆. Une extension K/F est un Θ-corps de déploiement de G si GK contient

un K-sous-groupe parabolique P de type Θ ; K est dit générique si tout Θ-corps de

déploiement de G est une F -spécialisation de K (au sens des F -places). L’existence

d’un tel K se démontre ainsi : étant donné P (défini sur une clôture séparable F̄ de F ),

l’espace projectif homogène VΘ = GF̄/P est défini sur une plus petite extension finie

séparable FΘ de F : l’extension minimale telle que la ∗-action de Gal(F̄ /FΘ) sur ∆

laisse Θ invariant. On a alors K = FΘ(VΘ).

Dans le cas d’une forme quadratique (V, q), avec dim q = n ≥ 3, le groupe G = SO(q)

est de rang i(q). Si i(q) ≥ i, alors SO(q) opère transitivement sur l’ensemble des sous-

espaces totalement isotropes de V de dimension i ; si i < n/2, le stabilisateur de l’un

d’entre eux est un sous-groupe parabolique Pi correspondant à ∆ − {αi}, où αi est la

i-ème racine. Réciproquement, si Pi est rationnel sur F on a i(q) ≥ i. La variété Vi =

G/Pi correspondante est la (( grassmannienne quadratique )) des sous-espaces totalement

isotropes de rang i de V . (Dans le cas i = n/2, c’est plus compliqué.) Sans hypothèse

sur i(q), une tour de déploiement générique de q est (( contenue )) dans la suite de corps

Ki = F (Vi) : elle est plus (( économique )) que celle de la définition 6.1 en ce que ses

degrés de transcendance sont plus petits, cf. [41, p. 61].

6.3. Formes de hauteur 1 ; degré

La proposition suivante est due indépendamment à Knebusch et Wadsworth ([43,

démonstration du th. 5.8], [67]) :

Proposition 6.6. — Une forme q est de hauteur 1 si et seulement si elle est

– semblable à une forme de Pfister au cas où dim q est paire ;

– semblable à une sous-forme de codimension 1 d’une forme de Pfister au cas où

dim q est impaire.
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Elle conduit immédiatement à la

Définition 6.7. — Soit q une forme quadratique sur F .

a) Si dim q est impaire, le degré de q est deg(q) = 0.

b) Si dim q est paire et non hyperbolique, soit Fh−1 son corps dominant. Par la proposi-

tion 6.6, qh−1 est semblable à une forme de Pfister τ : τ est appelée forme dominante

de q. Si dim τ = 2n, le degré de q est l’entier deg(q) = n.

c) Si q ∼ 0, deg(q) = ∞.

Cette notion est intéressante à cause du théorème suivant, dû à Knebusch [43, th. 6.4].

Théorème 6.8. — Pour tout n ≥ 0, l’ensemble

Jn(F ) = {q ∈W (F )| deg(q) ≥ n}

est un idéal de W (F ) contenant InF .

(Si a ∈ F ∗ et q ∈ Jn(F ), il est clair que 〈a〉q ∈ Jn(F ), et de même il est clair que

Jn(F ) contient les n-formes de Pfister ; la difficulté est de voir que Jn(F ) est stable par

addition.)

Remarque 6.9. — En fait, on a Jn(F ) = InF : ce théorème est dû à Orlov-Vishik-

Voevodsky [50]. Leur démonstration repose sur les techniques de [66], donc sur la théorie

homotopique des schémas. Il n’en sera pas fait usage ici.

Le théorème 6.8 fournit une nouvelle démonstration du théorème 5.4 : si q ∈ InF − {0},

alors deg(q) ≥ n, donc dim(q) ≥ 2n. On a de plus le complément suivant :

Corollaire 6.10. — Soit q de dimension 2n. Si q ∈ Jn(F ), alors q est semblable à

une forme de Pfister.

Comme application de la théorie de Knebusch, mentionnons le raffinement suivant

du théorème de la sous-forme 5.2 :

Théorème 6.11 (cf. [43, prop. 6.11], [5, Satz 18]). — Soit ϕ une forme quadratique

sur F de dimension paire, de corps dominant L et de forme dominante τ . Soit q une

autre forme sur F . Alors deg(ϕF (q)) > deg ϕ si et seulement si qL est semblable à une

sous-forme de τ . En particulier, en posant n = deg(ϕ) :

(i) Si dim q > 2n, on a deg(ϕF (q)) = deg ϕ.

(ii) Si dim q = 2n, on a deg(ϕF (q)) > degϕ si et seulement si q est semblable à une

forme de Pfister τ0 telle que (τ0)L ≃ τ .

En particulier, ϕF (q) ∼ 0 ⇒ dim q ≤ 2deg(ϕ).

Dans la même direction on a le théorème sensationnel suivant, dû à Fitzgerald [17,

th. 1.6] :
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Théorème 6.12. — Soient q, ϕ deux formes quadratiques sur F , avec ϕ 6∼ 0. Sup-

posons que ϕF (q) ∼ 0 et que ϕ ne soit pas semblable à une forme de Pfister. Alors

dimϕ− 2deg(ϕ) ≥ 2 dim q.

6.4. Voisines de Pfister ; formes excellentes

Les notations suivantes sont très utiles :

Notation 6.13. — Pour un entier n, on note l(n) l’unique entier tel que 2l(n)−1 <

n ≤ 2l(n). Pour une forme quadratique q, on note l(q) = l(dim q).

La définition suivante est due à Knebusch [44].

Définition 6.14. — Soient q une forme quadratique et ϕ une n-forme de Pfister

(éventuellement isotropes). La forme q est dite voisine de ϕ si

(i) dim q > 2n−1

(ii) q est semblable à une sous-forme de ϕ.

Une forme q′ telle que q ⊥ q′ soit semblable à ϕ s’appelle forme complémentaire de q.

Noter que n = l(q). En utilisant le théorème d’Arason-Pfister, on démontre facile-

ment :

Théorème 6.15 ([44, p. 3]). — Les formes ϕ et q′ de la définition 6.14 sont unique-

ment déterminées par q.

Knebusch démontre ensuite :

Théorème 6.16. — Pour une F -forme quadratique q, les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) Pour toute extension K/F , la forme (qK)an est définie sur F .

(ii) Pour tout i, la forme qi de la définition 6.1 est définie sur F .

(iii) Il existe des F -formes de Pfister τ1, . . . , τh (h = ht(q)), telles que τj | τj−1 pour

j ∈ [1, h], des F -formes q′0, . . . , q
′
i et un scalaire a tels que q′0 = qan et que, pour

tout j ∈ [1, h], on ait q′j−1 ⊥ −q′j ≃ (−1)j+1aτj.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on a

[q] = a([τ1] − [τ2] + · · ·+ (−1)h+1[τh])

dans W (F ).

Définition 6.17. — Une forme vérifiant les conditions équivalentes du théorème 6.16

est dite excellente.



941–14

Les formes excellentes peuvent être considérées comme les plus simples des formes

quadratiques. Par exemple, la suite de déploiement S d’une forme excellente q (en

termes de dimensions anisotropes) ne dépend que de n = dim q, à savoir :

S = {n, c(n), c(c(n)), . . .}

où, pour tout k ∈ N, c(k) = 2l(k) − k (notation 6.13).

7. ÉQUIVALENCE BIRATIONNELLE STABLE

7.1. Généralités

Soit X une variété projective homogène. Les conditions suivantes sont équivalentes

[9, th. 21.20] :

(i) X a un point rationnel.

(ii) Il existe une F -place de F (X) vers F .

(iii) X est une variété F -rationnelle, i.e. l’extension F (X)/F est transcendante pure.

Soit Y une autre variété ; de ce qui précède, il résulte que les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) X a un point rationnel sur F (Y ) ; autrement dit, il existe une application

F -rationnelle de Y vers X.

(ii) Il existe une F -place de F (X) vers F (Y ).

(iii) X × Y est Y -birationnel à Pn × Y (n = dimX).

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que Y domine X et on écrit Y < X ou

X 4 Y . Cette relation est particulièrement intéressante quand Y est aussi projective

homogène : la condition (ii) montre qu’elle définit une relation de préordre sur la famille

de ces variétés. La relation d’équivalence associée est l’équivalence birationnelle stable :

nous la noterons ici ≈ (d’autres auteurs utilisent la notation
st
∼).

Nous utiliserons principalement les relations 4 et ≈ dans le cas des quadriques. On

notera q 4 q′ pour Xq 4 Xq′, etc. On a les propriétés évidentes suivantes (la troisième

résultant du lemme 6.5) :

Lemme 7.1. — a) La relation 4 (resp. ≈) définit une relation de préordre (resp. d’équi-

valence) sur (l’ensemble sous-jacent à l’anneau) W (F ).

b) q′ ≤ q ⇒ q′ 4 q.

c) Si q′ ≤ q et dim q′ ≥ dimes q, alors q′ ≈ q.

De ce lemme, du corollaire 4.2 et du théorème 5.2, on déduit facilement :
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Théorème 7.2. — Soient π une forme de Pfister, q une voisine de π et q′ une forme

quadratique anisotrope sur F . Alors,

a) q ≈ π.

b) q′ 4 q ⇐⇒ q′ est semblable à une sous-forme de π.

c) q′ ≈ q ⇐ q′ est voisine de π.

En fait l’implication ⇒ dans c) est également vraie, mais c’est un résultat plus pro-

fond, cas particulier immédiat du théorème de Hoffmann qui suit.

7.2. Théorème de Hoffmann

C’est le suivant :

Théorème 7.3. — Si q 4 q′, alors l(q) ≤ l(q′) (cf. notation 6.13). En d’autres termes,

s’il existe n tel que dim q′ ≤ 2n < dim q, alors q′F (q) est anisotrope.

Pour la démonstation originelle on pourra se reporter à [21] ; une démonstration un

peu plus simple, mais dans le même esprit, se trouve dans [23]. On peut aussi déduire

ce théorème de la formule du degré de Rost [46, th. 5.3.1] (cette observation est due

à Rost). Nous déduirons au §8 le théorème de Hoffmann de résultats plus fins obtenus

ultérieurement (corollaire 8.3 et théorème 8.5).

Corollaire 7.4. — Pour toute q anisotrope, on a dimes q > 2l(q)−1.

Pour voir ceci, prendre une sous-forme q′ ≤ q de dimension 2l(q)−1 et appliquer le

lemme 7.1 c) et le théorème 7.3. On a même [21, 23] :

Proposition 7.5. — Pour q anisotrope, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) dimes q = 2l(q)−1 + 1 ;

(ii) il existe K/F tel que qK soit voisine d’une K-forme de Pfister et ht(qK) = ht(q).

Une forme vérifiant les propriétés de la proposition 7.5 est dite à déploiement maximal

(i1(q) prend la plus grande valeur possible) : ces formes sont donc (( stablement )) des

voisines de Pfister, mais on a des exemples de formes à déploiement maximal qui ne

sont pas des voisines de Pfister (par exemple de dimension 5). Toutefois, quand dim q

est (( proche )) de 2l(q), une forme à déploiement maximal est une voisine de Pfister.

Conjecturalement c’est le cas quand dim q > 5 · 2l(q)−3, ce qui est connu pour l(q) ≤ 4 ;

pour l(q) > 4, c’est le cas quand dim q ≥ 2l(q) − 7 [25, th. 1.7].

8. QUATRE RÉSULTATS FONDAMENTAUX

Jusqu’à maintenant, les résultats énoncés avaient été obtenus par des méthodes

ne faisant intervenir que des résultats élémentaires d’algèbre commutative, voire de

théorie des corps. Par contre, la démonstration des suivants utilise les correspondances

algébriques, quoique de manière élémentaire pour une large part.
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8.1. Dimension des formes dans In

Théorème 8.1. — Soit q ∈ InF , anisotrope. Alors

– soit dim q ≥ 2n+1 (et dim q est paire) ;

– soit dim q est de la forme 2n+1 − 2i pour un entier i ∈ [1, n].

De plus, toutes les dimensions visées sont atteintes.

Ce théorème généralise le théorème d’Arason-Pfister ; il avait été conjecturé par Vi-

shik. La dernière partie est relativement facile. Il est dû à Vishik et à Karpenko,

seule la démonstration de Karpenko étant rédigée [37]. Le cas particulier disant que

dim q > 2n ⇒ dim q ≥ 2n + 2n−1 avait été démontré par Pfister pour n = 3, par Hoff-

mann pour n = 4 et par Vishik pour tout n [62, th. 6.4] en utilisant le théorème 11.31

ci-dessous. Voir aussi dans [40, th. 4.4] une démonstration de ce cas particulier due à

Hoffmann et ne reposant que sur le corollaire 8.3 ci-dessous. Le théorème 8.1 rappelle

de manière frappante le comportement des premières classes de Stiefel-Whitney non

nulles d’un fibré quadratique (ou réel), cf. [28, prop. 1.1 (c)].

8.2. Dimension essentielle des quadriques

Théorème 8.2. — Soient X une quadrique anisotrope et Y une F -variété propre

(éventuellement singulière) dont tous les points fermés sont de degré pair. Supposons

que YF (X) ait un point fermé de degré impair. Alors

1. dim(Y ) ≥ dimes(X) ;

2. si dim(Y ) = dimes(X), XF (Y ) est isotrope.

Corollaire 8.3. — Soient q, q′ deux formes quadratiques anisotropes telles que

q 4 q′. Alors

1. dimes q ≤ dimes q
′ ;

2. dimes q = dimes q
′ ⇒ q ≈ q′.

Ces résultats sont dus à Karpenko-Merkurjev [40] ; le corollaire 8.3 avait été conjecturé

par Izhboldin. Mutatis mutandis, l’énoncé du théorème 8.2 est exactement le même que

celui d’un résultat annoncé par Voevodsky dans une lettre à Rost [30, th. 9.3](6). Plus

précisément, chez Voevodsky :

– Y est lisse ;

– F est de caractéristique 0 ;

– l’énoncé vaut pour un nombre premier l quelconque ;

– X est supposé être une (( (vn, l)-variété )) (voir loc. cit. ) et la conclusion de (1) est

dimY ≥ dimX.

(6)Dans loc. cit. , il faut lire (( tout morphisme au-dessus de Z(l) )).
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(Une quadrique de dimension d est une (vn, 2)-variété si et seulement si d = 2n − 1 :

pour l = 2, le théorème 8.2 n’est donc pas recouvert par celui de Voevodsky, même

pour i1(X) = 1 et même sous les hypothèses additionnelles de ce dernier sur F et Y .)

Le cas particulier suivant avait été obtenu antérieurement par Vishik ([62, cor. 4.9],

cf. §11.4 ci-dessous) :

Corollaire 8.4. — q ≈ q′ ⇒ dimes q = dimes q
′.

L’hypothèse est en particulier vérifiée si q ≤ q′ et q′ 4 q, ce qui fournit la réciproque

promise du lemme 6.5.

Pour la démonstration du théorème 8.2, voir §12.1.

8.3. Une borne pour i1(q)

Théorème 8.5. — Pour toute forme anisotrope q, on a i1(q) ≤ | dimes q−1|−1
2 , où | |2

est la valuation dyadique.

Ce théorème est dû à Karpenko [36] ; il avait été conjecturé par Hoffmann. En parti-

culier, i1(q) = 1 si dimes q est paire. Une autre formulation est la suivante : il existe un

entier n tel que i1(q) − 1 soit le reste de la division de dim q − 1 par 2n.

Pour tout entier m, notons

mes = m− 1 + |m− 1|−1
2 .

Un peu d’arithmétique élémentaire montre que l(m) = l(mes) (cf. notation 6.13) :

ainsi, le théorème 8.5 implique le corollaire 7.4. Il en découle que le corollaire 8.3 et le

théorème 8.5 impliquent le théorème de Hoffmann 7.3. (Leurs démonstrations n’utilisent

pas ce théorème !)

Pour la démonstration du théorème 8.5, voir §12.2.

8.4. Une relation entre les indices de Witt supérieurs

Théorème 8.6. — Soit q une forme quadratique de hauteur h, et soient i1, . . . , ih
ses indices de Witt supérieurs. Notons v2 la valuation dyadique. Alors, pour tout

q ∈ [1, h− 1], on a

v2(iq) ≥ inf (v2(iq+1), . . . , v2(ih)) − 1.

Si de plus dim q est paire et l’entier iq + 2(iq+1 + · · ·+ ih) n’est pas une puissance de 2,

on a

v2(iq) ≤ sup (v2(iq+1), . . . , v2(ih)) .

Ce théorème est dû à Karpenko [38]. Il en déduit une autre démonstration du

théorème 8.1 : si q est un contre-exemple à ce théorème, on se ramène en montant

dans sa tour de déploiement générique à supposer que q1, . . . , qh en vérifient la conclu-

sion, ce qui contredit la borne inférieure du théorème 8.6.
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9. TROIS APPLICATIONS

9.1. Dimension des formes de hauteur 2

Théorème 9.1. — Soit q une forme anisotrope de hauteur 2 et de degré n ≥ 0. Alors

a) Si n = 0, dim q est de la forme 2a − 2b + 1 et i1(q) est de la forme 2a−1 − 2b + 1 pour

a > b > 1 (le cas a = b+ 1 est permis).

b) Si n > 0, on a

dim q ∈ {2n + 2n−1, 2n+1, 2r+1 − 2n(r > n)}.

Ce théorème est dû à Vishik [61, th. 3.1]. Donnons-en une autre démontration, repo-

sant sur les théorèmes 8.5 et 8.6 :

Démonstration. — Traitons b) : le cas de a) se traite de même. D’après la proposi-

tion 6.6, on a dim q1 = dim q − 2i1(q) = 2n. Appliquons le théorème 8.5 : il existe r tel

que i1(q) ≤ 2r et dim q − 1 ≡ i1(q) − 1 (mod 2r). Deux cas se présentent :

1. r > n. Alors i1(q) = 2r − 2n, donc dim q = 2r+1 − 2n.

2. r ≤ n. On a i1(q) ≡ 0 (mod 2r), donc i1(q) = 2r et dim q = 2n + 2r+1.

Cette alternative avait été obtenue antérieurement par Vishik dans sa thèse, au moins

quand −1 est un carré [60, Statement 6.2]. On applique maintenant le théorème 8.6, qui

montre que (2) n’est possible que pour r ≥ n− 2 (noter que, pour r = n, on retrouve

le cas r = n+ 1 de (1)).

Plus précisément, on conjecture (par exemple [60, Question 6.4]) :

Conjecture 9.2. — Une forme anisotrope q de hauteur 2 et de degré n > 0 est d’un

des trois types suivants :

(i) excellente ;

(ii) q ≃ ϕ⊗ ψ, où ϕ est une (n− 1)-forme de Pfister et dimψ = 4, ψ 6∈ I2F ;

(iii) q ≃ ϕ⊗ ψ, où ϕ est une (n − 2)-forme de Pfister et dimψ = 6, ψ ∈ I2F (on dit

que ψ est une forme d’Albert).

Cette conjecture est connue pour n = 1 (Knebusch, [44, §10]) et pour n = 2 [29].

Remarque 9.3 (Cette remarque et le lemme qui la suit sont entièrement dus à Hoffmann)

Dans le cas n = 0, la situation est un peu différente. D’après Knebusch [43, §10], q

est excellente dès que sa forme dominante est définie sur F : il obtient ainsi le théo-

rème 9.1 a) dans ce cas particulier. D’autre part, si dim q = 5, elle est de hauteur 2

mais pas excellente en général (par exemple si q est une sous-forme d’une forme d’Albert

anisotrope, cf. conjecture 9.2 (iiii)). Mais par ailleurs, le théorème 9.1 a) entrâıne que

q est à déploiement maximal si a > b + 1. Pour a = b + 1, q est excellente d’après le

lemme 9.4 ci-dessous. La conjecture mentionnée à la fin du §7 implique ainsi que q doit

être excellente en toute dimension 6= 5. C’est par exemple vrai pour a ≤ 4 ou pour

b ≤ 3.
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Lemme 9.4. — Soit q une forme de hauteur 2 et de dimension 2b + 1, avec b ≥ 3.

Alors q est excellente.

Démonstration. — Comme q est de hauteur 2, il existe un scalaire u ∈ F ∗
1 tel que

q1 ⊥ 〈u〉 soit semblable à une b-forme de Pfister (proposition 6.6). En fait, la classe

de carrés u est définie sur F (pour le voir, on peut l’interpréter comme le discriminant

de q1, et donc de q). Soit q′ = q ⊥ 〈u〉. Notons que q′ ∈ I2F , donc que deg(q′) ≥ 2.

Évidemment, on a deg(q′) ≤ b. Supposons que deg(q′) < b. Alors il existe une extension

L telle que

4 ≤ diman(q
′
L) ≤ 2b−1

et donc

1 < 3 ≤ diman(qL) ≤ 2b−1 + 1 < 2b − 1 (car b ≥ 3)

Or par hypothèse, les seules dimensions (( anisotropes )) possibles de q sont 1, 2b − 1,

2b + 1. D’où une contradiction.

Par conséquent, deg(q′) = b. Comme b ≥ 3, le théorème 8.1 implique que diman q
′ = 2b

(observer qu’a priori diman(q
′) ≥ 2b par construction de q′). Ainsi q = q′′ + 〈−u〉 avec q′′

semblable à une b-forme de Pfister.

9.2. Une borne pour l’indice de Witt

Théorème 9.5. — Supposons que q 4 q′ où q et q′ sont deux formes anisotropes.

Alors

i(q′F (q)) − i1(q
′) ≤ dimes q

′ − dimes q.

Ce théorème est dû à Karpenko-Merkurjev [40, cor. 4.2] ; une variante tout aussi

frappante est dim q′ − i(q′F (q)) + 1 ≥ dimes q. Voici leur démonstration : posons X = Xq

et Y = Xq′. Si dimes(X) = 0, l’énoncé est trivial. Sinon, soit Y ′ une sous-quadrique de

Y de dimension dimes(X) − 1. Puisque dimes(Y
′) < dim(Y ′) < dimes(X), la quadrique

Y ′ reste anisotrope sur F (X) par la première partie du corollaire 8.3. Donc, d’après le

lemme 2.3 b), on a i(YF (X)) ≤ codimY (Y ′) = dim(Y ) − dimes(X) + 1, d’où l’inégalité.

9.3. Degré de transcendance d’un corps d’isotropie générique

Par définition, un corps d’isotropie générique d’une forme anisotrope q est un corps

de type K1, où (Ki) est une tour de déploiement générique au sens de la définition 6.3.

Théorème 9.6. — Le plus petit degré de transcendance d’un corps d’isotropie

générique K de q est égal à dimes(Xq)(= dimes(q) − 2).

Ce théorème est encore dû à Karpenko-Merkurjev [40, th. 4.3] (ils utilisent la termi-

nologie (( corps de déploiement générique )), attribuée par Knebusch au corps Kh de la

définition 6.3). Il le déduisent facilement du théorème 8.2 : nous renvoyons à loc. cit.

pour les détails.
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PARTIE II

CYCLES ALGÉBRIQUES

10. FORMES QUADRATIQUES ET MOTIFS : RÉSULTATS DE BASE

10.1. Motifs de Chow

Nous nous dispenserons de rappeler en détail la construction de la catégorie des

motifs de Chow, celle-ci étant maintenant bien connue et ayant fait l’objet d’excellentes

expositions, y compris dans ce Séminaire [47, 14, 56, 1]. Rappelons seulement que :

1. On part de la catégorie des F -variétés projectives lisses.

2. On (( agrandit )) celle-ci en gardant les mêmes objets mais en prenant comme mor-

phismes les correspondances de Chow : Si X est purement de dimension d, les

correspondances de X vers une autre variété Y sont les éléments du groupe de

Chow CHd(X×Y ). La catégorie obtenue est additive. Elle est munie d’une struc-

ture monöıdale symétrique, induite par le produit des variétés, et bilinéaire par

rapport à l’addition des correspondances (on dira qu’elle est tensorielle). La cor-

respondance (( graphe d’un morphisme )) définit un foncteur (covariant, avec nos

conventions) de la catégorie de (1) vers cette catégorie.

3. On agrandit la catégorie de (2) en adjoignant des noyaux aux endomorphismes

idempotents (enveloppe pseudo-abélienne ou karoubienne). La catégorie obtenue

est celle des motifs de Chow effectifs. Elles est encore tensorielle et notée Moteff(F ).

Si X est une variété projective lisse, on note h(X) son image dans Moteff(F ).

4. Dans Moteff(F ), on a une décomposition canonique h(P1) = 1 ⊕ L, où 1 =

h(SpecF ) et L est le motif de Lefschetz. On passe de Moteff(F ) à Mot(F ), catégorie

des motifs de Chow, en inversant L pour la structure monöıdale. Si M ∈ Mot(F )

et n ∈ Z, nous noterons ici

M(n) := M ⊗ L⊗n.

La catégorie Mot(F ) est rigide, ce qui signifie qu’elle porte une dualité parfaite re-

lativement à sa structure tensorielle : on notera M∨ le dual d’un motif M (7). Dans

les applications arithmético-géométriques des motifs, il est fréquent de tensoriser les

groupes de morphismes par Q : ici, au contraire, il est très important de les considérer

à coefficients entiers. En fait nous aurons à considérer des variantes à coefficients finis :

si p est un nombre premier, on note

Moteff(F,Fp), Mot(F,Fp)

(7)On prendra garde au fait que, dans [62], Vishik utilise cette notation dans un sens différent : si N

est un facteur direct du motif d’une quadrique de dimension d, ce qu’il note N∨ correspond à ce que

nous notons N∨(d).
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les catégories définies comme ci-dessus en prenant comme groupes de correspondances

les groupes CHd(X × Y )/p. La catégorie Mot(F,Fp) est encore rigide.

Notation 10.1. — Pour M ∈ Mot(F ), on note δ(M) ∈ Z la dimension de M (au

sens des catégories rigides : c’est la trace de l’identité). De même pour M ∈ Mot(F,Fp) ;

on a alors δ(M) ∈ Fp.

On sait que, si M = h(X) pour une variété projective lisse X, δ(h(X)) est la ca-

ractéristique d’Euler-Poincaré de X par rapport à une cohomologie de Weil quelconque.

10.2. Variétés cellulaires et motifs de Tate purs

Soit X une variété projective lisse de dimension d admettant une décomposition

cellulaire : cela signifie que X admet une stratification par des espaces affines. Le motif

de X a alors une description très simple : les groupes de Chow de X sont libres de type

fini et

(10.1) h(X) ≃
d⊕

n=0

CHn(X) ⊗ Ln.

De plus, les accouplements CHn(X)×CHd−n(X) → Z donnés par le produit d’inter-

section sont parfaits. La première assertion (vraie sans supposer X projective ni lisse) se

montre par dévissage et récurrence sur le nombre de cellules (c’est un cas très particulier

de la proposition 10.7 ci-dessous) ; la seconde, qui revient à une formule de Künneth via

le principe d’identité de Manin, se démontre de la même manière ; enfin la troisième se

déduit de (10.1) par dualité (voir ci-dessous). Ainsi, h(X) est somme directe de motifs

de la forme Ln : on dit que h(X) est un motif de Tate pur.

La sous-catégorie pleine des motifs de Tate purs est très simple : on a

(10.2) Hom(Lm, Ln) =

{

Z si m = n

0 si m 6= n.

Ainsi, les Hom sont des groupes abéliens libres de type fini, et sont invariants par

extension des scalaires. Il est également clair que

(10.3) δ(Ln) = 1 pour tout n (cf. notation (10.1)).

Plus généralement, soit X une variété projective lisse telle que h(X) soit un motif

de Tate pur. Alors les groupes de Chow de X sont des Z-modules libres de type fini,

comme le montre la formule

Hom(Ln, h(X)) = CHn(X).

Ces groupes sont en dualité parfaite, comme il résulte des formules (10.2) et de la

dualité sur h(X). La formule (10.1) reste vraie.

Si F est séparablement clos et que l est un nombre premier différent de la ca-

ractéristique de F , on a Hj
ét(X,Zl) = 0 pour j impair et la classe de cycle CH i(X) ⊗

Zl → H2i
ét (X,Zl(i)) est bijective : c’est évident en considérant le foncteur de réalisation
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l-adique. Les groupes de Chow forment donc (pour une telle X) une (( cohomologie de

Weil )) à coefficients entiers. De plus, l’équivalence rationnelle cöıncide avec l’équivalence

numérique.

On peut pousser plus loin l’analogie : on a des isomorphismes de Künneth pour toute

autre variété projective lisse Y (évidents en considérant une fois de plus le motif de X) :

(10.4) CHn(X × Y ) ≃
⊕

i+j=n

CHi(X) ⊗ CHj(Y ).

En tenant compte de la dualité sur les groupes de Chow de X donnée ci-dessus, on

obtient ainsi une description canonique de Hom(h(X), h(Y )) :

(10.5) Hom(h(X), h(Y )) ≃
∏

i≥0

Hom(CHi(X), CHi(Y )).

10.3. Motifs géométriquement de Tate purs

Définition 10.2. — Un motif M ∈ Mot(F ) est géométriquement de Tate pur si

M̄ ∈ Mot(F̄ ) est un motif de Tate pur. On note Mot(F )tate la sous-catégorie pleine de

Mot(F ) formée des motifs géométriquement de Tate purs. Si p est un nombre premier,

on définit de même la catégorie Mot(F,Fp)tate.

La catégorie Mot(F )tate est visiblement une sous-catégorie rigide de Mot(F ), stable

par facteurs directs, de même que Mot(F,Fp)tate dans Mot(F,Fp).

De même que, dans le cas classique, on peut définir l’équivalence numérique dans

Mot(F,Fp) et Mot(F,Fp)tate : pour M,N ∈ Mot(F,Fp), introduisons

N (M,N) = {f : M → N | ∀g : N →M, tr(gf) = 0}

où tr est la trace, donnée par la structure rigide de Mot(F,Fp) : c’est un idéal monöıdal

de cette catégorie (cf. [2, lemme 7.1.1]) et on définit Motnum(F,Fp) comme l’enveloppe

pseudo-abélienne de Mot(F,Fp)/N , et de même pour Motnum(F,Fp)tate.

Donnons-nous un nombre premier p. Si F est séparablement clos, le foncteur cano-

nique Mot(F,Fp)tate → Motnum(F,Fp)tate est une équivalence de catégories (N = 0).

On prendra garde au fait que le foncteur d’extension des scalaires

H : Mot(F,Fp)tate → Mot(F̄ ,Fp)tate

n’induit pas un foncteur de Motnum(F,Fp)tate vers Motnum(F̄ ,Fp)tate (voir ci-dessous).

L’analogie avec la situation classique est tentante : définissons l’équivalence homolo-

gique sur Mot(F,Fp)tate comme le noyau de H , et Mothom(F,Fp)tate comme l’enveloppe
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pseudo-abélienne de Mot(F,Fp)tate/Ker(H). On est donc dans la situation suivante :

(10.6)

Mot(F,Fp)tate
H

−−−→ Mot(F̄ ,Fp)tate

Π



y ≀



y

Mothom(F,Fp)tate
H̄

−−−→ Motnum(F̄ ,Fp)tate


y

Motnum(F,Fp)tate

où le foncteur H̄ est (par définition) fidèle. L’argument de Jannsen [27] (cf. aussi [1,

prop. 2.6] ou [3, th. 1]) donne :

Proposition 10.3. — La catégorie Motnum(F,Fp)tate est abélienne semi-simple.

Malheureusement, pour M ∈ Mothom(F,Fp)tate, il n’est pas vrai en général que

N (M,M) soit égal au radical de End(M) ; c’est même loin d’être le cas :

Proposition 10.4. — Soit X une quadrique anisotrope. Alors l’image de h(X) dans

Motnum(F,F2)tate est égale à 0.

Démonstration. — Il suffit de voir que tout endomorphisme de h(X) dans Mot(F,F2)tate

est de trace nulle. Cela découle immédiatement du fait que tout 0-cycle sur X ×X est

de degré pair, ce qui résulte du théorème 3.2.

Ceci limite fortement l’intérêt de la proposition 10.3. Néanmoins, la proposition 10.4

a une conséquence intéressante :

Lemme 10.5. — Soit N un facteur direct de h(X), où X est une quadrique anisotrope.

Alors δ(N) est pair (voir notation 10.1).

En effet, δ(N) = tr(πN), où πN ∈ End(h(X)) est le projecteur définissant N ; le

lemme résulte donc immédiatement de la proposition 10.4.

D’après (10.3), cela veut dire que le nombre de motifs de Tate intervenant dans H(N)

est pair.

10.4. Variétés projectives homogènes

Soit X une variété projective homogène sous un groupe réductif connexe G. Si G est

déployé, X admet une décomposition cellulaire [12] et on est dans la situation du §10.2.

C’est par exemple le cas si X est une quadrique hyperbolique. En général on est dans la

situation du §10.3.

Si G n’est pas déployé mais que X a un point rationnel, on peut décomposer par-

tiellement le motif de X. Par exemple, si X est une quadrique isotrope définie par la

forme quadratique q ≃ H ⊥ q′, on a

(10.7) h(X) ≃ 1 ⊕ h(X ′)(1) ⊕ Ld
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où d = dimX et X ′ est la quadrique d’équation q′ = 0. Ce résultat est dû à Rost [53].

Il montre que h(X) (( contient )) l’indice de Witt i = i(q) : en itérant, on obtient une

décomposition

(10.8) h(X) ≃ 1 ⊕ L⊕ · · · ⊕ Li−1 ⊕ h(Y )(i) ⊕ Ld−i+1 ⊕ · · · ⊕ Ld

où Y est une quadrique dont l’équation est donnée par la partie anisotrope de q. De

plus,

Lemme 10.6. — h(X) ne contient pas Li en facteur direct.

En effet

Hom(Li, h(X)) = Hom(1, h(Y )) = CH0(Y )

et

Hom(h(X), Li) = Hom(h(Y ), 1) = CH0(Y ).

La composition des correspondances

Hom(h(X), Li) × Hom(Li, h(X)) → Hom(Li, Li) = Hom(1, 1)

correspond au produit d’intersection CH0(Y ) × CH0(Y ) → Z. Or le théorème 3.2

montre que ce produit est d’image 2Z.

La décomposition (10.7) a été généralisée par Karpenko, puis par Chernousov-Gille-

Merkurjev au cas d’une variété projective homogène quelconque ayant un point ration-

nel :

Proposition 10.7 ([33, th. 6.5 et cor. 6.11] ; [13, th. 7.1]). — Soit X une variété

projective lisse admettant une filtration

∅ = X−1 ⊂ X0 ⊂ · · · ⊂ Xn = X

où les Xi sont fermés et où, pour tout i ∈ [0, n], Xi−Xi−1 est fibré sur une variété pro-

jective lisse Yi à fibres des espaces affines de dimension ai. Alors on a un isomorphisme

canonique dans Mot(F )

h(X) ≃
n⊕

i=0

h(Yi)(ai).

La manière la plus agréable (mais certainement pas la moins chère) de comprendre

la démonstration de cette proposition est de se placer dans la catégorie triangulée des

motifs géométriques DM eff
gm(F ) de Voevodsky ([63], voir aussi l’exposé Bourbaki de

Friedlander [18, §3]) : rappelons que dans cette catégorie, le motif M(U) d’une variété

lisse U est défini et que la catégorie Moteff(F ) s’y plonge de manière pleinement fidèle

d’après [64]. Traitons le cas n = 1 : c’est de toute façon le cas essentiel. On a le triangle

exact de Gysin

M(X −X0) →M(X) →M(X0)(c)[2c]
+
→ .
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Soit p : X − X0 → Y1 la projection de l’énoncé. Par invariance homotopique, le

morphisme M(p) est un isomorphisme. Le point est alors que l’adhérence dans X × Y1

du graphe de p fournit une correspondance de Chow qui scinde ce triangle exact. On

obtient ensuite la proposition en dualisant.

Il en résulte :

Théorème 10.8 ([13, th. 7.4]). — Soit X une variété projective homogène ayant un

point rationnel. Écrivons X = G/P , où G est semi-simple adjoint et P est un sous-

groupe parabolique de G défini sur F (c’est toujours possible). Alors on a un isomor-

phisme canonique dans Mot(F ), de la forme

h(X) =
⊕

δ∈∆

h(Zδ)(l(δ))

où ∆ est l’ensemble (fini) des cöınvariants de l’action de Galois sur (P\X)(F̄ ) et où

l(δ), Zδ sont un certain entier ≥ 0 et une certaine variété projective homogène associés

à δ.

Karpenko avait obtenu auparavant ce théorème dans le cas où G est classique [33].

En itérant, il en résulte que le motif de Chow d’une variété projective homogène est

somme directe canonique de tordus à la Tate de motifs de Chow de variétés projectives

homogènes anisotropes.

10.5. Le théorème de nilpotence de Rost

Notation 10.9. — On note Mot(F )hmg la sous-catégorie épaisse (c’est-à-dire pleine,

additive et stable par facteurs directs) de Mot(F ) engendrée par les h(X)(n), où n ∈ Z

et X est une variété projective homogène. On note de même Mot(F,Fp)hmg la catégorie

correspondante à coefficients Fp.

La catégorie Mot(F )hmg est visiblement stable par produit tensoriel et par dual ;

d’après les remarques du début du §10.4, c’est une sous-catégorie pleine de Mot(F )tate.

Mêmes remarques à coefficients finis.

Théorème 10.10. — Pour M,N ∈ Mot(F )hmg, notons I(M,N) l’ensemble des homo-

morphismes f de M vers N tels que fF̄ = 0. Alors, pour tout M ∈ Mot(F )hmg, I(M,M)

est un idéal nilpotent de End(M).

Ce théorème est dû à Chernousov–Gille–Merkurjev [13, th. 8.2] ; dans le cas où M

est le motif d’une quadrique, c’est le célèbre théorème de nilpotence de Rost. Pour

le démontrer, on peut visiblement supposer que M est somme de motifs de la forme

h(X)(n) pour X projective homogène (cas que considèrent les auteurs). De plus, d’après

un lemme de Nagata et Higman (cf. [2, lemme 7.2.8]), il suffit de montrer qu’il existe

un entier d tel que fd = 0 pour tout f ∈ I(h(X), h(X)). En utilisant le théorème 10.8,

on se ramène facilement au théorème suivant :
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Théorème 10.11. — Soient X, Y deux variétés projectives lisses et f ∈ Endh(X).

Supposons que f agisse trivialement sur CH∗(XF (y)) pour tout point y ∈ Y . Alors

fdimY +1 agit trivialement sur CH∗(Y ×X).

Ce théorème est dû à Brosnan [11, th. 3.1] ; le cas CHdimY (Y ×X) avait été démontré

par Rost. Soit (FnCH∗(Y × X))n≥0 la filtration de CH∗(Y × X) par la dimension du

support de Y . Si (grn)n≥0 est le gradué associé, il suffit de montrer que f agit triviale-

ment sur grn pour tout n. Brosnan le démontre en généralisant légèrement la compo-

sition classique des correspondances, autorisant trois variétés X1, X2, X3 quelconques à

condition que la variété intermédiaire X2 soit projective lisse. Pour ce faire, il utilise la

formule

f ◦ g = (p13)∗ϕ
!(g ⊗ f)

où ϕ est l’immersion régulièreX1×X2×X3 → X1×X2×X2×X3 donnée par la diagonale

deX2 et ϕ! est le morphisme de Gysin correspondant [19, ch. 6]. Essentiellement, cela lui

permet de faire opérer la correspondance f sur la suite spectrale de niveau qui aboutit

à la filtration (Fn) (8). Rost, quant à lui, utilisait une suite spectrale obtenue à l’aide de

sa théorie des modules de cycles.

Remarques 10.12. — a) Comme le groupe End(MF̄ ) est libre de type fini, I(M) est

aussi le sous-groupe de torsion de End(M) comme le montre un argument de transfert

bien connu.

b) Les théorèmes 10.8 et 10.10 s’étendent aux motifs à coefficients dans Fp, avec les

mêmes démonstrations.

c) J’ignore si le théorème 10.10 s’étend à tous les objets de Mot(F )tate. Même perplexité

à coefficients finis.

Puisque les Hom dans Mot(F̄ ,Fp)tate sont de dimension finie, la remarque 10.12 b)

entrâıne :

Corollaire 10.13. — Soit p un nombre premier. Alors la catégorie Mot(F,Fp)hmg

est de Wedderburn au sens de [2, I.2] : pour tout objet M , l’anneau End(M) est exten-

sion d’une Fp-algèbre semi-simple par un idéal nilpotent. En particulier le théorème

de Krull-Schmidt est vrai : tout objet est somme directe d’un nombre fini d’objets

indécomposables, uniques à isomorphisme près.

La preuve du corollaire suivant est standard :

Corollaire 10.14 (cf. [13, cor. 8.3]). — Soit M ∈ Mot(F )hmg, soit K/F une exten-

sion, et soit (pi) ∈ Im (End(M) → End(MK)) une famille de projecteurs orthogonaux de

somme 1. Alors les pi se relèvent en une famille de projecteurs orthogonaux de somme 1

de End(M), de manière unique à conjugaison près.

Cet énoncé reste vrai à coefficients finis.

(8)Sa formulation est plus élémentaire.
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On aimerait pouvoir également démontrer que le foncteur d’extension des scalaires

Mot(F ) → Mot(F̄ ) est conservatif. Il faut faire un peu attention car ce foncteur n’est

pas plein. Le problème est de montrer que, si f est un morphisme tel que fK soit un

isomorphisme, l’inverse de fK est défini sur F : on s’en tire essentiellement quand on sait

ceci a priori ou quand la source et le but de f sont égaux. Ce problème est de même

nature que pour la conjecture standard B. Cela donne l’énoncé un peu désagréable

suivant.

Corollaire 10.15. — a) Soient M,N ∈ Mot(F )hmg, K/F une extension, et

f : M → N , g : N → M deux morphismes tels que (gf)K soit un isomorphisme. Alors

gf est un isomorphisme. Si (fg)K est également un isomorphisme, alors f et g sont

des isomorphismes.

b) Si N est indécomposable, il suffit de demander que (gf)K soit un isomorphisme

pour que f et g soient des isomorphismes.

c) [13, cor. 8.4] Soient X, Y deux variétés projectives homogènes, K/F une extension

et f ∈ Hom(h(X), h(Y )). Si fK est un isomorphisme, alors f est un isomorphisme.

Ces énoncés restent vrais à coefficients finis.

Démonstration. — a) On se ramène immédiatement au cas M = N, g = 1. Quitte à

agrandir K, on peut supposer que MK est un motif de Tate mixte. Alors End(MK)

est produit d’algèbres de matrices Mi sur Z ; en observant que le terme constant du

polynôme caractéristique de l’image de fK dans Mi est égal à ±1 (c’est le déterminant),

on voit que l’inverse de fK est donné par un polynôme Q(fK). En considérant fQ(f),

on se ramène au cas où fK = 1 ; alors f est unipotent, donc inversible.

b) En utilisant a), on se ramène au cas où (gf)K = 1. Alors (fg)K est idempotent,

donc égal à 0 ou 1 par hypothèse. Mais (fg)K = 0 est impossible : cela entrâınerait que

gK = (gfg)K = 0, contredisant (gf)K = 1.

c) On peut encore supposer que X et Y sont déployées sur K. En considérant

le motif de Tate de poids maximal intervenant dans h(XK) et h(YK), on remarque

que nécessairement dimX = dimY . Alors la transposée de f définit un morphisme

g : h(Y ) → h(X) et gK est évidemment un isomorphisme. On est donc ramené au

cas a).

Dans la veine de (10.6), la définition suivante clarifie bien les choses et sera utile plus

loin :

Définition 10.16. — a) On note Mothom(F )hmg le quotient de la catégorie Mot(F )hmg

par l’idéal I du théorème 10.10.

b) Soit p un nombre premier. On note Mothom(F,Fp)hmg l’image essentielle de

Mot(F,Fp)hmg dans Mothom(F,Fp)tate (cf. (10.6) et notation 10.9).

Par définition, les morphismes dans la catégorie Mothom(F )hmg (resp. Mothom(F,Fp)hmg),

entre des motifs de variétés h(X) et h(Y ), disons, sont formés de l’image de

CHdimX(X × Y ) dans CHdimX(X̄ × Ȳ ) (resp. dans CHdimX(X̄ × Ȳ )/p). Le



941–28

théorème 10.10 et sa version modulo p montrent, comme ci-dessus, que les foncteurs

Mot(F )hmg → Mothom(F )hmg et Mot(F,Fp)hmg → Mothom(F,Fp)hmg sont conservatifs

et que l’image d’un motif indécomposable est indécomposable. Le corollaire 10.15 et

les remarques le précédant concernent la conservativité partielle ( ?) des foncteurs

Mothom(F )hmg → Mothom(F̄ )hmg et Mothom(F,Fp)hmg → Mothom(F̄ ,Fp)hmg.

10.6. La multiplicité d’une correspondance

Soit α : h(X) → h(Y ) une correspondance entre variétés projectives lisses. Il existe

un unique entier µ(α) tel que (pY )∗ ◦ α = µ(α)(pX)∗, où pX et pY sont les morphismes

structuraux : c’est la multiplicité de α. Cette fonction a les propriétés évidentes sui-

vantes :

1. µ(α+ β) = µ(α) + µ(β).

2. µ(α ◦ β) = µ(α)µ(β).

3. µ(α⊗ β) = µ(α)µ(β).

4. Si α est le graphe d’une application rationnelle, µ(α) = 1.

En particulier, si X = Y et que π est une correspondance idempotente, on a µ(π) = 0

ou 1 ; le second cas se produit si et seulement si la composition

N → h(X) → 1,

où N est le facteur direct défini par π, est non triviale.

On peut aussi définir la multiplicité d’une correspondance α ∈ CHdimX(X × Y ),

où X et Y sont des variétés quelconques avec Y propre : c’est l’entier µ(α) tel que

p∗α = µ(α)[X] ∈ CHdimX(X), où p est la projection X × Y → Y . Elle cöıncide avec la

précédente dans le cas projectif lisse.

10.7. Opérations de Steenrod sur les groupes de Chow

Dans [65], Voevodsky définit des opérations de Steenrod en cohomologie motivique

modulo p : pour p = 2, ces opérations jouent un rôle essentiel dans sa preuve de la

conjecture de Milnor ([66], voir aussi [30, §6]). En comptant les degrés, on observe que

les plus importantes d’entre elles préservent les groupes de Chow modulo p

CH i(X)/p = H2i(X,Z/p(i))

pour X une F -variété lisse. Il est tentant d’essayer de les définir directement dans

ce cadre, en évitant la théorie homotopique des schémas : cela correspond d’ailleurs

à une question de Fulton [19, ex. 19.2.8]. C’est ce qu’a fait Brosnan dans sa thèse

[10](9). Sa construction et les propriétés principales de ces opérations (pour p = 2)

sont reformulées lucidement et succinctement par Karpenko dans [36, §2], suivant des

remarques de Merkurjev :

(9)Brosnan ne démontre pas que ses opérations cöıncident avec celles de Voevodsky.



941–29

Au moins pour les variétés quasi projectives lisses X, Brosnan suit exactement la

construction de Steenrod, en utilisant les groupes de Chow équivariants définis par

Edidin et Graham [16] (voir aussi Totaro [59]). Il obtient ainsi des opérations

Si : CHn(X)/2 → CHn+i(X)/2

(en cohomologie modulo 2, Si correspondrait à l’opération de Steenrod Sq2i). Ces

opérations ont les propriétés suivantes :

1. L’opération de Steenrod totale S =
∑
Si est un endomorphisme de l’anneau

CH∗(X)/2.

2. S est contravariant pour les morphismes quelconques. Compte tenu de (1), cela

fournit la formule de Cartan pour les cross-produits de cycles.

3. Sur CHn(X)/2, Si est égal à

– 0 pour n < i ;

– l’élévation au carré pour n = i.

4. Si = 0 pour i < 0 ; S0 est l’identité.

5. Formule de Riemann-Roch : si f : Y → X est un morphisme propre et α ∈

CH∗(Y )/2, on a

f∗(S(α) · c(−TY )) = S(f∗α) · c(−TX)

où TX et TY sont respectivement les fibrés tangents de X et Y et c désigne la

classe de Chern totale (les expressions −TX et −TY ayant un sens dans K0(X) et

K0(Y )).

Dans le cas où f est une immersion fermée et où α est la classe de Y , la formule de

Riemann-Roch se réduit à la formule de Wu :

(10.9) S([Y ]) = f∗c(N)

où N est le fibré normal de l’immersion f .

10.8. Le motif d’une quadrique déployée

Soit X une quadrique déployée de dimension d et d’équation q = 0. L’anneau de

Chow de X admet une description très simple : on a

(10.10) CH i(X) =







Zhi si i < d/2

Zld−i si i > d/2

Zl1 ⊕ Zl2 si i = d/2

où h est la classe d’une section hyperplane de X et, si j < d/2, lj désigne la classe

d’un sous-espace projectif de X de dimension j. Pour j = d/2 (donc d pair), on a deux

telles familles de sous-espaces l1 et l2, qui sont permutées par l’action de O(q). Plus

précisément :
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Lemme 10.17. — a) Soit u ∈ O(q). Alors u opère trivialement sur CH i(X) si i 6= d/2.

Si i = d/2, u opère trivialement sur CH i(X) si u ∈ SO(q) et échange l1 et l2 si

u 6∈ SO(q).

b) L’application naturelle O(q) → End(h(X)) est triviale si d est impair et se factorise

(non trivialement) à travers le déterminant si d est pair.

(Il suffit de tester a) sur les réflexions puisque celles-ci engendrent O(q), ce qui est

facile ; b) résulte de a) puisque End(h(X)) opère fidèlement sur les CH i(X), cf. (10.5)

ci-dessous.)

On a de plus les relations (cf. par exemple [32])

hi = 2ld−i (i > d/2)

hd/2 = l1 + l2 si d est pair

〈hi, ld−i〉 = 1 (i < d/2)

〈l1, l2〉 =

{

0 si d ≡ 0 (mod 4)

1 si d ≡ 2 (mod 4)
(10.11)

〈la, la〉 =

{

1 si d ≡ 0 (mod 4)

0 si d ≡ 2 (mod 4)
pour a = 1, 2.

Ceci permet de donner une formule explicite pour les (( projecteurs de Künneth )) πi

de X selon la décomposition (10.4) (πi projette sur CHi(X)) :

(10.12) πi =







li × hi si i < d/2

hd−i × ld−i si i > d/2

l1 × l1 + l2 × l2 si i = d/2 et d ≡ 0 (mod 4)

l1 × l2 + l2 × l1 si i = d/2 et d ≡ 2 (mod 4).

Bien entendu, tous ces calculs restent valables modulo 2.

Remarque 10.18. — (10.10) et (10.11) sont des cas particuliers de [51, prop. 1], qui

permettrait de généraliser la formule (10.12) à une variété projective homogène déployée

quelconque.

Les opérations de Steenrod opèrent de la manière suivante sur les images de h et

des li dans les groupes de Chow modulo 2 :

S(hi) = hi(1 + h)i (i ≥ 0)(10.13)

S(ld−i) = ld−i(1 + h)i+1 (i ≥ d/2).

(La première formule se réduit au cas i = 1 par la propriété (1) du §10.7 ; elle est alors

évidente compte tenu de (3) et (4). Quant à la deuxième formule, elle est démontrée

par exemple par Karpenko dans [36, cor. 3.3] au moyen de la formule de Wu (10.9).

Noter également que hi = 0 pour i > d/2 d’après les relations (10.11), de sorte que la

contradiction entre les deux formules pour i = d/2 quand d est pair n’est qu’apparente !)
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11. FORMES QUADRATIQUES ET MOTIFS : THÉORIES DE ROST

ET DE VISHIK

Dans cette section, nous exposons les résultats de Rost et Vishik sur la structure

du motif d’une quadrique. Ils reposent sur le théorème de nilpotence de Rost (théo-

rème 10.10), que Rost a démontré pour calculer le motif d’une quadrique de Pfister

(théorème 11.14). Ce calcul a ensuite été vastement généralisé par Vishik dans sa thèse

[60]. Vishik y travaille apparemment dans la catégorie DM eff
− (F ) des motifs triangulés

de Voevodsky, mais l’article [62], sur lequel nous nous reposons, clarifie les choses et

montre que tout se passe en fait dans la catégorie des motifs purs et résulte de calculs

remarquablement élémentaires (à l’exception d’un résultat, le théorème 11.31 qui utilise

les opérations de Steenrod motiviques).

11.1. Facteurs directs du motif d’une quadrique, d’après Vishik

Soit X une quadrique anisotrope de dimension d. Notons

– h(X) son motif dans Mot(F )hmg ;

– h(X,F2) son motif dans Mot(F,F2)hmg ;

– hhom(X) son motif dans Mothom(F )hmg ;

– hhom(X,F2) son motif dans Mothom(F,F2)hmg.

On notera aussi X̄ = X ×F F̄ et on ne distinguera pas h(X̄) et hhom(X̄), ni h(X̄,F2)

et hhom(X̄,F2).

D’après le corollaire 10.14, les facteurs directs de h(X) (resp. de h(X,F2)) sont

en correspondance bijective, à isomorphisme près, avec ceux de hhom(X) (resp. de

hhom(X,F2)). Vishik démontre de plus que les facteurs directs de hhom(X) et de

hhom(X,F2) sont aussi en correspondance bijective. Son raisonnement pour relever

des projecteurs modulo 2 en des projecteurs entiers est assez délicat dans le cas où d

est pair : nous en donnons l’essentiel en 11.1.2. En réalité, toutes les applications aux

formes quadratiques utilisent les groupes de Chow modulo 2, et même les groupes Hom

dans Mothom(F,F2)hmg : la distinction entre le cas entier et le cas modulo 2 n’a donc

pas une grande importance en pratique.

11.1.1. Le cas de dimension impaire. — Si d est impair, la situation est relativement

simple : pour tout i ∈ [0, d], la correspondance 2πi (cf. (10.12)) est rationnelle sur F ,

représentée par le cycle hd−i × hi. En particulier, End(hhom(X)) = Im(End(h(X)) →

End(h(X̄))) contient 2 End(h(X̄)). Pour comprendre cette image on peut donc réduire

modulo 2 ; d’après (10.5), on a un isomorphisme d’anneaux

End(h(X̄,F2)) ≃
d∏

i=0

F2.
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L’image End(hhom(X,F2)) de End(hhom(X)) dans cet anneau correspond donc à une

partition P de {0, . . . , d}, et tout idempotent de End(hhom(X,F2)) se relève en un

idempotent de End(hhom(X)), unique puisque cette algèbre est commutative.

Explicitement, soit I une partie de {0, . . . , d} telle que la correspondance πI :=
∑

i∈I πi soit définie sur F : alors les I minimaux forment la partition en question. En

appliquant le corollaire 10.14, on obtient que les (πI)I∈P se relèvent en des projecteurs

orthogonaux π̃I de somme 1 dans End(h(X)), de manière unique à conjugaison près.

En particulier, les π̃I définissent une décomposition

h(X) ≃
⊕

I∈P

N(I)

en somme directe de motifs indécomposables, unique à isomorphisme près. On a

N(I)F̄ ≃
⊕

i∈I

L⊗i.

Vishik note N 7→ Λ(N) la bijection inverse de I 7→ N(I) : il appelle Λ(N) le support

du facteur direct indécomposable N .

Énonçons une partie de ce qui précède :

Proposition 11.1. — Supposons d impair. Alors l’algèbre End(hhom(X,F2)) est com-

mutative et semi-simple. En particulier,

(i) Tout facteur direct indécomposable de hhom(X,F2) apparâıt avec multiplicité 1.

(ii) Si N,N ′ sont deux facteurs directs indécomposables non isomorphes de hhom(X,F2),

on a Hom(N,N ′) = 0.

11.1.2. Le cas de dimension paire. — Le premier résultat difficile de Vishik est que la

description précédente s’étend (essentiellement) au cas pair.

Théorème 11.2. — Soit X une quadrique non hyperbolique de dimension paire d.

Alors

a) Le radical de End(hhom(X,F2)) est engendré par θ := 1 − τ , où τ est (le graphe

d’ )une réflexion quelconque.

b) L’algèbre quotient est commutative.

c) Tout système d’idempotents orthogonaux de somme 1 de End(hhom(X,F2)) se relève

dans End(hhom(X)), de manière unique à conjugaison près.

En particulier, tout facteur direct indécomposable de h(X) apparâıt avec multiplicité 1.

Ce théorème est (essentiellement) le contenu de [62, Sublemma 5.11]. Voici une dé-

monstration de a) et b) : d’après (10.5), End(h(X)) est une sous-algèbre de

d∏

i=0

End(CH i(X̄)/2) =
∏

i6=d/2

F2 ×M2(F2).
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L’image de θ dans cette algèbre est nulle dans chaque facteur F2, et vaut θ̄ =

(
1 1

1 1

)

dans M2(F2) (lemme 10.17).

CommeX n’est pas hyperbolique, tous les éléments de CHd/2(X)/2 sont de degré pair

(cf. remarques suivant (10.7)). En particulier, pour tout ψ ∈ End(h(X)), ψ(hd/2) est de

degré pair ; autrement dit, si

(
a b

c d

)

est l’image de ψ dans M2(F2), on a a+b+c+d = 0.

Notons A la sous-algèbre de M2(F2) définie par cette condition.

Lemme 11.3 (Vishik). — Pour x ∈ A, soit x, soit x+ θ̄ est idempotent.

Ce lemme entrâıne que soit ψ, soit ψ+ θ est idempotent. Pour conclure la preuve de

a) et b), il suffit de montrer que θ est dans le radical de End(h(X)) : mais il est clair

que θ̄ est de carré nul et que son produit avec toute matrice de A est un multiple de θ.

Quant à c), il n’apparâıt pas sous cette forme dans [62], mais voici une manière

de le déduire des calculs qui y sont faits. Tout d’abord, l’énoncé de c) est vrai pour

l’homomorphisme End(h(X̄)) → End(h(X̄,F2)) (vérification facile) ; ceci implique c)

au cas ou l’on a

(11.1) 2 End(h(X̄)) ⊂ End(hhom(X)).

Lemme 11.4. — (11.1) est vrai dans les cas suivants :

(i) End(hhom(X)) contient un élément ψ tel que tr(ψ | CHd/2(X̄)) soit impair.

(ii) Le groupe de Galois absolu GF opère non trivialement sur CH∗(X̄) (c’est-à-dire

sur CHd/2(X̄)).

Démonstration. — (i) est [62, sublemma 5.7] : nous renvoyons à loc. cit. pour la dé-

monstration, très technique. (ii) Si l’action de GF n’est pas triviale, GF permute l1 et

l2, donc opère comme O(q) ; alors EndGF
(CHd/2(X̄)) = Z⊕Zθ et (11.1) est vérifié.

Déduisons-en c) : le cas intéressant est celui où la condition du lemme 11.4 n’est pas

vérifiée. Soit ε ∈ End(hhom(X,F2)) un idempotent. L’hypothèse implique que la trace

de ε opérant sur CHd/2(X̄)/2 est égale à 0. Donc ε opère sur ce groupe comme 0 ou

l’identité. Quitte à le remplacer par 1 − ε, on peut supposer qu’il opère trivialement.

Or X est déployée par une extension multiquadratique de F : il existe donc un entier

s tel que 2s End(h(X̄))GF = 2s End(h(X̄)) ⊂ End(hhom(X)).

Soit As l’image de End(hhom(X)) dans End(h(X̄))/2s. Comme le noyau de As →
End(hhom(X,F2)) est nilpotent, ε se relève en un idempotent εs ∈ As, dont l’ac-

tion sur CHd/2(X̄)/2s est nécessairement triviale. Par conséquent, l’image de εs dans

End(h(X̄))/2s se relève en un idempotent ε de End(h(X̄)), et on a automatiquement

ε ∈ End(hhom(X)).

Pour compléter cette description, il faut encore étudier les homomorphismes entre

facteurs directs indécomposables. Notons π1
d/2 et π2

d/2 les deux idempotents de A de
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somme 1 (voir la définition de A juste avant le lemme 11.3)

π1
d/2 =

(
1 1

0 0

)

, π2
d/2 =

(
0 1

0 1

)

.

On a

π1
d/2θ̄ = 0, π2

d/2θ̄ = θ̄, θ̄π1
d/2 = θ̄, θ̄π2

d/2 = 0.

Deux cas se présentent donc :

Proposition 11.5. — a) Supposons que, dans End(h(X))/〈θ〉, un idempotent indé-

composable ε contienne π1
d/2 + π2

d/2. Alors, si Nε est le facteur direct correspondant

de h(X), on a End(Nε) = F2 ⊕ F2εθε. Pour tout autre facteur direct indécomposable

N , on a End(N) = F2, et Hom(N,N ′) = 0 si N et N ′ sont deux facteurs directs

indécomposables non isomorphes.

b) Supposons que, dans End(h(X))/〈θ〉, un idempotent indécomposable ε1 contienne

π1
d/2 et qu’un autre idempotent indécomposable ε2 contienne π2

d/2. Soient N1 et N2 les

facteurs directs de h(X) correspondants. Alors, pour tout facteur direct indécomposable

N de h(X), on a End(N) = F2. Si N,N ′ sont deux facteurs directs indécomposables

non isomorphes, on a Hom(N,N ′) = 0, sauf si (N,N ′) = (N1, N2) auquel cas

Hom(N1, N2) = π2
d/2θπ

1
d/2F2 6= 0.

Remarque 11.6. — Comme me l’a fait observer Vishik, il est facile de donner un

exemple de deux facteurs directs indécomposables M,N de motifs de quadriques

(différentes) tels que dim Hom(M,N) ≥ 3 dans Mothom(F,F2)hmg : prenons une forme

quadratique q de dimension d + 2 avec d ≥ 5, de quadrique associée X, telle que

N = hhom(X,F2) soit indécomposable (par exemple q générique). On voit facilement

que Im(CH2(X × X) → CH2(X̄ × X̄)/2 a pour base (h2 × 1, h × h, 1 × h2) où h est

une section hyperplane. Mais

Hom(N(d− 2), N) = Hom(N(d− 2), N∨(d)) = Hom(N ⊗N,L2)

est égal à ce groupe. (Noter que N(d − 2) est facteur direct de h(Y ), où Y est la

quadrique définie par q ⊥ (d− 2)H, cf. (10.8).)

11.1.3. Les diagrammes de Vishik. — On a vu en 11.1.1 que, si la dimension d de la

quadrique X est impaire, les facteurs directs indécomposables de h(X) sont en bijection

avec une certaine partition de l’ensemble des motifs de Tate intervenant dans H(h(X)),

qui peut être identifié à {0, . . . , d}. Lorsque d est pair, le même énoncé est vrai d’après

11.1.2, mais on ne peut plus identifier cet ensemble à un ensemble d’entiers puisque Ld/2

intervient avec multiplicité 2. En fait, comme le remarque Vishik, ces deux facteurs sont

dissymétriques. Plus précisément, il fait le choix suivant :

πup = l1 × (l1 + l2)

πlo = πd/2 − πup (cf. (10.12)).

(Ainsi, πup opère comme π2
d/2 sur CH2(X̄)/2 si d ≡ 2 (mod 4) et comme π2

d/2 + θ̄ si

d ≡ 0 (mod 4).) Il note Lup et Llo les deux facteurs directs correspondants : la restriction
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de degX à CHd/2(L
up) (cf. 11.1.4) est nulle tandis que sa restriction à CHd/2(Llo) est

non nulle. Il note Λ(X) l’ensemble de ces motifs de Tate : ainsi, pour tout facteur direct

M de h(X), on peut identifier l’ensemble Λ(M) des motifs de Tate intervenant dans

H(X) à un sous-ensemble de Λ(X), et M est déterminé par Λ(M) à isomorphisme près.

Énonçons ceci explicitement, pour référence ultérieure :

Proposition 11.7. — Soient N,N ′ deux facteurs directs du motif d’une même qua-

drique. Si Λ(N) ∩ Λ(N ′) 6= ∅, alors N ≃ N ′.

Pour représenter la décomposition de h(X) en facteurs directs indécomposables, Vi-

shik dessine des diagrammes fondés sur cette description. Ainsi, voici un diagramme

représentant la décomposition motivique d’une quadrique définie par une 3-forme de

Pfister :
•

• • • • • •

•

11.1.4. Le caractère de Vishik. — Vishik a introduit un critère très pratique pour

démontrer un isomorphisme entre motifs indécomposables :

Définition 11.8. — Soit X une quadrique. On note degX l’homomorphisme

degX : CH∗(X̄)/2 → F2

prenant la valeur 1 sur tous les générateurs apparaissant dans (10.10). C’est le caractère

de Vishik.

On a le lemme trivial suivant :

Lemme 11.9. — Si dimX est paire, degX ◦θ = 0, où θ est comme dans le théorème

11.2.

On en déduit :

Théorème 11.10 ([62, th. 3.8]). — Soient X1, X2 deux quadriques et a1, a2 deux en-

tiers ≥ 0. Soient α : h(X1)(a1) → h(X2)(a2) et β : h(X2)(a2) → h(X1)(a1) deux mor-

phismes de Mot(F,F2), et soit r ≥ 0 tels que (degX1
◦β◦α)|CHr(X̄1)/2 6= 0. Alors il existe

des facteurs directs indécomposables N1 et N2 de h(X1)(a1) et h(X2)(a2), isomorphes,

tels que Lr ∈ Λ(N1) et Lr ∈ Λ(N2).

Démonstration. — Tout d’abord, on peut se ramener à a1 = a2 = 0 en remplacant X1 et

X2 par X ′
1 et X ′

2, oùX ′
i est d’équation aiH ⊥ qi si Xi est d’équation qi (cf. (10.8)). Choi-

sissons maintenant des décompositions en somme de facteurs directs indécomposables

h(X1) ≃
⊕

s∈S

N1
s , h(X2) ≃

⊕

t∈T

N2
t .

Travaillons dans Mothom(F,F2)hmg. Sur les décompositions ci-dessus, les morphismes

Π(α) et Π(β) ont des écritures matricielles (αst) et (βts) (voir (10.6) pour se rappeler la

définition des foncteurs H et Π). De même, Π(β◦α) a une écriture matricielle ((β◦α)ss′).
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De plus, la proposition 11.5 implique que, modulo θ si dimX est paire, cette matrice

est diagonale. L’hypothèse et le lemme 11.9 impliquent donc qu’il existe s0 tel que

(β ◦ α)s0s0 =
∑

t∈T

βts0αs0t ≡ 1 (mod 〈θ〉).

Par conséquent, il existe aussi un t0 tel que βt0s0αs0t0 ≡ 1 (mod 〈θ〉). Soient N1 = N1
s0

et N2 = N2
t0 : le corollaire 10.15 b) implique que N1 ≃ N2. De plus, l’hypothèse implique

immédiatement que Lr ∈ Λ(N1) et Lr ∈ Λ(N2).

11.2. Premières applications

Définition 11.11. — Pour toute quadrique anisotrope X, on note N0(X) l’unique

facteur direct indécomposable de h(X) tel que 1 ∈ Λ(N0(X)) : c’est le motif initial

de X.

Théorème 11.12. — Soient X, Y deux quadriques anisotropes. Alors X ≈ Y ⇐⇒

N0(X) ≃ N0(Y ).

L’implication ⇒ est le corollaire 3.9 de [62]. Voici la démonstration de Vishik : choi-

sissons un point rationnel p ∈ Y (F (X)) et un point rationnel q ∈ X(F (Y )). Alors p

et q correspondent à des appplications rationnelles p : X  Y et q : Y  X. Soient

α : h(X) → h(Y ) et β : h(Y ) → h(X) les correspondances données respectivement

par (l’adhérence du) graphe de p et de q. Il est immédiat que la condition du théorème

11.10 est vérifiée avec r = 0.

Je n’ai pas trouvé l’implication ⇐ dans [62], mais sa démonstration est facile : soit

ϕ : N0(X) → N0(Y ) un isomorphisme. Il induit un morphisme

h(X) → N0(X)
ϕ

−→ N0(Y ) → h(Y )

qui induit évidemment un isomorphisme CH0(X̄)
∼

−→ CH0(Ȳ ). Par le théorème 3.2,

tout point rationnel de X (sur une extension de F ) fournit un point rationnel de Y ,

donc X 4 Y , et de même Y 4 X.

Théorème 11.13. — Soit X une quadrique anisotrope. Alors h(X) contient

i1(X)−1
⊕

i=0

N0(X)(i)

en facteur direct (cf. la définition 6.1 pour se rappeler la définition de i1(X)).

C’est le corollaire 3.10 de [62]. Vishik le démontre ainsi : comme les N0(X)(i) sont

visiblement deux à deux non isomorphes, il suffit de montrer que chacun est facteur

direct de h(X). Fixons i < i1(X). Dans XF (X), choisissons un sous-espace projectif de

dimension i. Son adhérence dansX×X définit une correspondance α : h(X)(i) → h(X).

D’autre part, considérons une section plane de codimension i de X, et plongeons-la

diagonalement dans X × X : cela définit une correspondance β : h(X) → h(X)(i). Il

est alors facile de voir que la condition du théorème 11.10 est vérifiée avec r = i.
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11.3. Le motif de Rost

Théorème 11.14. — Soit ϕ une n-forme de Pfister anisotrope, et soit X = Xϕ la

quadrique associée. Alors il existe un unique motif M = Mϕ tel que

(i) MF̄ ≃ 1 ⊕ L⊗(2n−1−1) ;

(ii) h(X) ≃
2n−1−1⊕

i=0

M(i).

Ce théorème est dû à Rost [53]. Le motif Mϕ est appelé le motif de Rost associé à ϕ :

il joue un rôle clé dans la démonstration par Voevodsky de la conjecture de Milnor (cf.

[30, §8.1]).

Voici comment Vishik le déduit du théorème 11.13 : nous allons voir que Mϕ =

N0(Xϕ). Partons de ce dernier motif (noté N pour simplifier). Comme i1(Xϕ) = 2n−1,

h(Xϕ) contient

M =
2n−1−1⊕

i=0

N(i)

en facteur direct. D’autre part, le lemme 10.5 implique que H(N) contient au moins

deux motifs de Tate. En comptant, on voit successivement que

– le nombre de motifs de Tate intervenant dans M est ≥ le nombre de motifs de

Tate intervenant dans h(X) ;

– M = h(X) ;

– H(N) contient exactement deux motifs de Tate ;

– le motif de Tate 6= 1 intervenant dans H(N) est nécessairement L2n−1−1.

On a le complément suivant :

Lemme 11.15. — Posons d = 2n − 2 = dimX. Alors le facteur Ld/2 contenu dans

Λ(Mϕ) est Lup.

C’est le point clé du contenu de [62, §5.7] (démonstration de la propo-

sition 4.8). Le raisonnement de Vishik est le suivant : Λ(Mϕ(d/2)) contient Ld,

donc CHd(H(Mϕ(d/2))) = CHd(X̄) = CH0(X̄), dont le générateur est évidemment

défini sur le corps de base. Il en est donc de même pour le générateur de

CHd/2(H(Mϕ)) = CHd(H(Mϕ(d/2))). Comme X n’est pas hyperbolique, ce générateur

est nécessairement hd/2, et donc degX(CHd/2(H(Mϕ))) = 0.

Avant d’énoncer un corollaire, donnons une définition :

Définition 11.16. — Soit N un facteur direct de h(X). On note :

– a(N) le plus petit entier a tel que La ∈ Λ(N).

– b(N) le plus grand entier b tel que Lb ∈ Λ(N).

– t(N) = b(N) − a(N) (c’est la taille de N).
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Corollaire 11.17. — Soit X une quadrique anisotrope de dimension d. Soit

a < i1(X), et soit N un facteur direct indécomposable de h(X) tel que La ∈ Λ(N). Si

a < d/2, on a N ≃ N0(X)(a). Si a = d/2, on a N ≃ N0(X)(a) ou N ≃ N0(X) selon

que La = Llo ou que La = Lup.

Cet énoncé recouvre le contenu de [62, §5.7]. Pour le démontrer, rappelons que

N0(X)(a) est facteur direct de h(X) d’après le théorème 11.13. Si a < d/2, Λ(N) ∩

Λ(N0(X)(a)) 6= ∅, d’où l’assertion. Supposons maintenant a = d/2. Alors d/2 < i1(X),

donc d’après la proposition 6.6, X est définie par une forme de Pfister. D’après le

théorème 11.14, h(X) contient exactement deux motifs indécomposables N ′ tels que

Ld/2 ∈ Λ(N ′), à savoir N ′ = N0(X) et N ′ = N0(X)(d/2). L’énoncé résulte donc du

lemme 11.15.

11.4. La taille du motif initial

Théorème 11.18. — Soit X une quadrique anisotrope. Alors :

a) t(N0(X)) = dimes(X).

b) N0(X) ≃ N0(X)∨(dimes(X)).

La première partie de ce théorème est le corollaire 4.7 de [62] ; la deuxième partie

est un cas particulier du théorème 4.19 de loc. cit. La démonstration se fait en deux

étapes :

1) Le cas i1(X) = 1.

2) Réduction au cas 1).

Pour l’étape 1), nous proposons la démonstration suivante, différente de celle de

Vishik : posons N = N0(X) et K = F (X). D’après (10.7), on a

h(X)K ≃ 1 ⊕ h(X1)(1) ⊕ Ld

où X1 est la quadrique anisotrope définie par q1. On a aussi

NK ≃ 1 ⊕N ′.

D’autre part,

δ(N) = δ(NK) = 1 + δ(N ′)

est pair (lemme 10.5), donc δ(N ′) est impair. En réappliquant le lemme 10.5, il en résulte

que N ′ n’est pas facteur direct de h(X1)(1). Mais alors on a forcément Ld ∈ Λ(N), ce

qui démontre a).

Pour b), on observe que N∨(d) est facteur direct de h(X)∨(d) ≃ h(X) et que, d’après

a), Λ(N) ∩ Λ(N∨(d)) 6= ∅ et on conclut par la proposition 11.7.

L’étape 2) est une méthode devenue classique dans le sujet. Il y a plusieurs manières

de faire cette réduction : dans [26, dém. du lemme 7.9], Izhboldin utilise une technique

générique. Vishik, pour sa part, démontre que X contient une sous-quadrique Y telle

que X ≈ Y et i1(Y ) = 1 [62, sublemma 5.25]. Si i1(X) = 1, il n’y a rien à démontrer.
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Supposons que i1(X) > 1. Alors toute sous-quadrique Z de codimension 1 est stable-

ment birationnellement équivalente à X (lemme 7.1 c)) et on s’en tire par récurrence sur

d = dimX.

Le théorème 11.12 montre maintenant que N0(X) ≃ N0(Y ). D’après le théo-

rème 11.13, N0(X)(i1(X) − 1) est facteur direct de h(X), ce qui implique a priori

que b = b(N0(X)) ≤ dimes(X). Pour montrer l’inégalité inverse, Vishik observe que le

lemme 10.6 implique d’abord que b > d/2, puis que b > d− i1(X) parce que NF (X), et

donc h(X)F (X), contient un facteur direct isomorphe à Lb.

Le corollaire 8.4 découle immédiatement des théorèmes 11.12 et 11.18. On déduit

aussi du théorème 11.18 le corollaire suivant, dû à Karpenko [34, th. 6.4] :

Corollaire 11.19. — Soit α une correspondance de X vers elle-même, où X est

une quadrique anisotrope telle que i1(X) = 1. Alors µ(α) ≡ µ(αt) (mod 2), où αt est

la correspondance transposée et µ est la multiplicité (cf. 10.6).

Démonstration. — Soit π le projecteur définissant N0(X) : on a µ(π) = 1 (cf. fin de

10.6). On a donc par 10.6 (2)

µ(α) = µ(παπ).

Le théorème 11.18 implique en particulier que π = πt. On a donc

(παπ)t = παtπ.

Rappelons que End(N0(X)) = F2 ou F2⊕F2θ, où θ = 1−τ ∈ End(h(X)) est l’élément

du théorème 11.2 (proposition 11.5). Soit A = End(N0(X)) dans le premier cas et

A = End(N0(X))/〈θ〉 dans le second. Remarquons que θt = θ, donc la transposition

induit une involution de A ≃ F2, et cette involution est nécessairement l’identité. Ainsi

(παπ)t = παπ dans A.

D’autre part, µ(θ) = µ(1) − µ(τ∗) = 0 par 10.6 (4). On obtient donc finalement,

modulo 2 :

µ(α) = µ(παπ) = µ((παπ)t) = µ(παtπ) = µ(αt)

comme demandé.

11.5. Motifs supérieurs

Soit X une quadrique anisotrope de dimension d, d’équation q = 0, et soit (i1, . . . , ih)

sa suite de déploiement (définition 6.1). Pour 0 ≤ r ≤ h, posons également

Ir =

r∑

t=1

it.

Ainsi Ir est l’indice de Witt de qFr (voir encore définition 6.1).
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Théorème 11.20. — Soit r ∈ [0, h[. Supposons qu’il existe un facteur direct indécom-

posable N de h(X) tel que a(N) ∈ [Ir, Ir+1[. Alors :

a) Pour tout j ∈ [Ir, Ir+1[, N(j − a(N)) est facteur direct de h(X).

b) On a t(N) = dimes(Xr).

c) On a N ≃ N∨(2a(N) − dimes(Xr)).

Ce théorème est équivalent à [62, th. 4.13 et cor. 4.14]. Pour démontrer a), Vishik

distingue deux cas : j ≥ a(N) et j ≤ a(N). Dans le premier, la démonstration est

analogue à celle du théorème 11.13 ([62, §5.8] ; il utilise les motifs des grassmanniennes

quadratiques du §6.2). Ensuite, il ramène le deuxième au premier par dualité.

Nous proposons la démonstration suivante de b), un peu différente de celle de Vishik :

dans le cas r = 0, c’est déjà connu (théorème 11.13, corollaire 11.17, théorème 11.18).

À partir de là, on procède par récurrence sur r de la manière suivante.

Lemme 11.21 (cf. [62, sublemma 5.29]). — b(N) ≤ d− Ir.

En effet, supposons le contraire. Alors a(N∨(d)) = d − b(N) < ir. Observons que

N∨(d) est facteur direct (indécomposable) de h(X)∨(d) ≃ h(X). Par récurrence, on a

t(N) = t(N∨(d)) = dimes(Xs) = d− Is + 1

pour un s < r. Mais alors

b(N) = a(N) + d− Is + 1 ≥ d+ Ir − Is + 1 > d+ 1

ce qui est impossible.

Le lemme 11.21 implique que NFr est un facteur direct de h(Xr)(Ir). Par conséquent,

N ′ = NFr(−Ir) est facteur direct de h(Xr), et a(N ′) < i1(Xr). Il résulte du corollaire

11.17 que N ′ contient N0(Xr)(a(N
′)) en facteur direct, et d’après le théorème 11.18 que

t(N) = t(N ′) ≥ dimes(Xr).

Grâce à la partie a) du théorème 11.20, on peut supposer que a(N) = Ir+1 − 1. Alors

t(N) ≥ dimes(Xr) ⇒ b(N) ≥ Ir+1 + dim(Xr)− ir+1 = d− Ir, donc b(N) = d− Ir grâce

au lemme 11.21, d’où b). Enfin, pour c), on remarque que d − b(N) ∈ [Ir, Ir+1[ et on

applique la proposition 11.7.

Corollaire 11.22. — Pour N comme dans le théorème 11.20, on a b(N) ≥ d/2.

En effet, on a

b(N) = a(N) + t(N) ≥ Ir + dimesXr = Ir + d− 2Ir − ir+1 + 1 = d− Ir+1 + 1

et cet entier est toujours ≥ d/2.

Le corollaire 11.22 implique par dualité que a(N) ≤ d/2 pour tout facteur direct

indécomposable N de h(X) : ainsi le théorème 11.20 décrit tous ces facteurs directs.

En particulier :

Corollaire 11.23 ([62, th. 4.19]). — Tout facteur direct indécomposable N du motif

d’une quadrique est polarisable : il existe un entier r tel que N∨ ≃ N(r).
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On en déduit :

Corollaire 11.24. — Soient N,N ′ deux facteurs directs indécomposables de motifs

de quadriques et soit f : N → N ′ un morphisme. Supposons que fK soit un isomor-

phisme, où K/F est une extension. Alors f est un isomorphisme.

Démonstration. — En tenant compte du corollaire 11.23, c’est la même que celle du

corollaire 10.15 c) (on observe d’abord que, nécessairement, a(N) = a(N ′) et b(N) =

b(N ′)).

Remarque 11.25. — D’après le corollaire 11.17, pour N comme dans le théorème 11.20,

NFr contient un twist N0(Xr)(a) de N0(Xr) en facteur direct. Vishik m’a donné un

exemple où NFr 6= N0(Xr)(a) bien que t(N) = t(N0(Xr)(a)) : il prend une sous-forme q

de codimension 1 d’une forme p de dimension 12 telle que p ∈ I3F . SiX est la quadrique

correspondante (de dimension 9), on a h(X) = N0(X) ⊕ N où N est indécomposable

(avec Λ(N) = {L,L3, L6, L8}). Mais q1 est une voisine de Pfister (ce résulat est dû à

Izhboldin), donc N0(X1) est un motif binaire d’après le théorème 11.14, ce qui montre

que NF1 est décomposable. cf. [62, p. 77].

11.6. Équivalence motivique

Théorème 11.26. — Soient q, p deux formes quadratiques, m,n ≥ 0 et X, Y les qua-

driques associées. Supposons que, pour toute extension K/F , les conditions i(pK) > n

et i(qK) > m soient équivalentes. Supposons que h(Y ) admette un facteur direct

indécomposable N tel que a(N) = n. Alors h(X) admet N(m − n) comme facteur

direct.

C’est le théorème 4.17 de [62]. Sa preuve est dans [62, §5.9] : c’est une généralisation

de celle de l’implication ⇒ dans le théorème 11.12, qui repose également sur le théo-

rème 11.10 et utilise les grassmanniennes quadratiques. En voici deux corollaires :

Corollaire 11.27. — Soit X une quadrique anisotrope, et soit r ∈ [0, h[ où h est

la hauteur de X. On prend les notations de la définition 6.1. Supposons qu’il existe

une quadrique anisotrope Y telle que Y ≈ X(r+1), où X(r+1) est une grassmannienne

quadratique de corps des fonctions équivalent à Fr+1 (cf. §6.2). Alors l’hypothèse du

théorème 11.20 est vérifiée.

C’est le cas particulier n = 0 du théorème 11.26.

Corollaire 11.28 (Équivalence motivique). — Soient X, Y deux quadriques aniso-

tropes de la même dimension. Alors h(X) ≃ h(Y ) si et seulement si i(XK) = i(YK)

pour toute extension K/F .

C’est l’un des plus beaux résultats de Vishik, le théorème 4.18 de [62]. La nécessité

résulte facilement du théorème 11.26 ; pour la suffisance, Vishik remarque simplement

que le motif deX (ou celui de Y ) (( code )) les indices de Witt supérieurs (cf. lemme 10.6).

Izhboldin a remarqué :
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Proposition 11.29 ([24, cor. 2.9]). — Si dans le corollaire 11.28 la dimension com-

mune de X et Y est impaire, alors ses deux conditions équivalentes équivalent encore

à X ≃ Y .

En effet, choisissons deux équations q, q′ de X et Y . Quitte à multiplier q′ par un

scalaire, on peut supposer que q ⊥ −q′ ∈ I2F (lemme 4.4). Par hypothèse, le corps F1 =

F (q) est un corps d’isotropie générique commun à q et q′. Par récurrence sur la hauteur

commune de q et q′, on peut supposer que q1 ≃ q′1 ; autrement dit, (q ⊥ −q′)F1 ∼ 0.

En appliquant le théorème 6.12 de Fitzgerald (ou la version plus faible obtenue plus

élémentairement par Izhboldin dans [24, cor. 1.2]), on en déduit que q ⊥ −q′ est soit

hyperbolique, soit semblable à une forme de Pfister. Mais le deuxième cas est impossible

puisque dim q = dim q′ est impaire.

11.7. La taille d’un motif binaire

Définition 11.30. — Un motif N ∈ Mot(F )tate est binaire si H(N) est de la forme

La ⊕ Lb.

Le théorème suivant est l’un des résultats les plus profonds de Vishik :

Théorème 11.31 ([62, th. 4.20]). — Soit N un motif binaire, facteur direct du motif

d’une quadrique anisotrope X. Alors t(N) est de la forme 2n − 1.

Sa démonstration originelle [60, dém. de Statement 6.1] utilise les opérations de Steen-

rod motiviques de Voevodsky : elle est reproduite dans [25, th. 6.1]. Plus récemment,

Karpenko et Merkurjev ont donné dans [39] une démonstration n’utilisant que les

opérations construites par Brosnan (cf. 10.7).

Remarque 11.32. — Vishik prouve plus : si dimesX = 2n − 1 (cas auquel on peut

toujours se ramener), alors Ker(Hn+1(F,Z/2) → Hn+1(F (X),Z/2)) 6= 0. Karpenko

et Merkurjev ne retrouvent pas ce complément. Il est directement lié à la conjecture

ci-dessous (cf. [31, (( conjecture )) énoncée après le corollaire 2 de l’introduction] : cette

conjecture prédit que le noyau précédent est engendré par un symbole (a1, . . . , an+1)).

Pour des compléments là-dessus, nous renvoyons à l’article [25] d’Izhboldin et Vishik.

Conjecture 11.33. — Soit N un facteur direct indécomposable binaire du motif

d’une quadrique, de taille 2n − 1. Alors il existe une (n + 1)-forme de Pfister ϕ telle

que N soit de la forme N0(Xϕ)(a).

C’est la conjecture 4.21 de [62], cf. aussi [35, conj. 1.6] : elle implique que, si tous les

facteurs indécomposables de h(X) sont binaires, la quadrique anisotrope X est définie

par une forme excellente. Elle est connue pour n ≤ 2 (facilement) et pour n = 3

(Karpenko [35]).
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11.8. Compléments sur le motif initial

Soit X une quadrique anisotrope. La proposition 11.7 montre que les termes de

Λ(N0(X)) contrôlent dans une certaine mesure quels motifs supérieurs interviennent

dans le théorème 11.20, et présentent donc une interaction avec la suite de déploiement

de X. Vishik a explicité cette observation dans un certain nombre de théorèmes.

Notation 11.34. — Gardons les notations du théorème 11.20. Soit r ∈ [0, h[. On

note

Λr(X) = {n ∈ [Ir, Ir+1[| L
n ∈ Λ(N0(X))}.

(Vishik emploie le terme r-th shell pour désigner l’ensemble [Ir, Ir+1[.)

Théorème 11.35. — a) Soit r ∈]1, h]. Si ir < i1, alors Λr(X) = ∅.

b) Si i2 n’est pas divisible par i1, alors Λ2(X) = ∅.

Théorème 11.36. — Supposons que Λr(X) = ∅ pour tout r > 0. Alors N0(X) est

binaire.

Théorème 11.37. — Supposons que h(X1) ≃
⊕i2−1

l=0 N0(X1)(l) (on pourrait dire que

h(X1) est engendré par N0(X1)). Alors soit h(X) ≃
⊕i1−1

l=0 N0(X)(l), soit N0(X) est

binaire (les deux cas étant possibles simultanément).

Ce sont respectivement les théorèmes 7.7, 7.8 et 7.9 de [62] : ils se démontrent par des

arguments de comptage. Nous renvoyons à [62, §7] pour les démonstrations, ou laissons

au lecteur le plaisir de les reconstituer à partir des résultats exposés précédemment.

Nous leur ajoutons :

Théorème 11.38. — Supposons que, pour tout r ∈ [0, h[, il existe un facteur di-

rect indécomposable N de h(X) tel que a(N) ∈ [Ir, Ir+1[. Alors tous les facteurs di-

rects indécomposables de h(X) sont binaires, et donc aussi tous les N0(Xr) (cf. re-

marque 11.25).

La démonstration est du même tonneau, cf. celle du théorème 11.14.

À tous ces résultats on peut bien sûr ajouter ceux sur la taille des motifs supérieurs

(théorème 11.18) et d’un motif binaire (théorème 11.31). Dans [62, §7], Vishik utilise

ceci en conjonction avec des théorèmes de structure d’autres auteurs pour déterminer

toutes les suites de déploiement possibles pour les formes de dimension paire ≤ 12 ou

impaire ≤ 21. (Hoffmann [22] avait auparavant traité le cas de toutes les formes de

dimension ≤ 10.)
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12. QUELQUES DÉMONSTRATIONS

12.1. Démonstration du théorème 8.2

La démonstration de Karpenko et Merkurjev n’utilise pas les opérations de Steenrod

ni la théorie de Vishik ; nous allons la simplifier très légèrement en utilisant cette théorie,

ce qui nous permet de considérer le corollaire 8.4 comme connu, cf. remarque juste avant

le corollaire 11.19, ainsi que ce dernier énoncé. Le corollaire 8.4 montre que l’énoncé du

théorème 8.2 est stablement birationnel en X, et la réciproque du lemme 6.5 nous réduit

alors au cas où i1(X) = 1, ce que font Karpenko et Merkurjev plus élémentairement. Ils

démontrent alors (1) et (2) simultanément par double récurrence sur n = dimX+dimY ,

le cas n = 0 étant trivial.

Soit α ∈ CHd(X × Y ) la correspondance donnée par le graphe Z de l’application

rationnelle X  Y déduite d’un point fermé de YF (X) de degré impair : alors µ(α) est

impair.

Supposons d’abord dimX = dimY =: d et démontrons (2) : nous allons en fait

montrer que µ(αt) est impair. Supposons le contraire ; soit x ∈ X un point de degré 2 :

quitte à modifier α par un multiple de x × Y , on peut alors supposer que µ(αt) = 0.

Comme deg : CH0(XF (Y )) → Z est injectif (théorème 3.2), cela implique que α provient

d’une correspondance α′ ∈ CHd(X×Y ′) avec Y ′ un fermé propre de Y , et µ(α′) = µ(α)

est impair. Choisissant un cycle représentant α′, on peut supposer ce cycle irréductible

et donc aussi Y ′. Mais dimY ′ < dimY = dimX, ce qui contredit (1) par récurrence

sur n.

Cette partie de la démonstration utilise seulement le fait que X est une quadrique,

mais pas encore l’hypothèse i1(X) = 1 ; elle va intervenir maintenant.

Démontrons maintenant (1). Supposons au contraire que dimY < dimX. Karpenko

et Merkurjev se ramènent d’abord au cas où Z → Y est surjectif en remplaçant Y par

l’image de Z. Leur stratégie est alors la suivante :

(i) Produire une correspondance γ : Y → X de multiplicité impaire.

(ii) À l’aide de α et γ, fabriquer une correspondance δ : X → X telle que µ(δ) soit

impaire mais µ(δt) = 0, ce qui contredira le corollaire 11.19.

Pour (i), ils font intervenir une astuce : quitte à faire une extension transcendante

pure, ce qui ne change pas la situation, on peut supposer que X contient une sous-

quadrique X ′ de même dimension que Y et vérifiant encore i1(X) = 1 (cette construc-

tion est due à Izhboldin ; nous y avons fait allusion au §11.4). Si ι : X ′ → X est

l’immersion fermée correspondante, ils prennent

γ = ι∗ι
∗(αt)

qui est bien de multiplicité impaire grâce à (2), par récurrence.

Pour (ii), comme dans la démonstration de (2) on peut (( extraire )) de γ une corres-

pondance γ′ de support T irréductible, tel que la projection T → Y soit surjective de
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degré générique impair. Choisissons maintenant une variété propre S munie de mor-

phismes S → T, S → Z génériquement finis, le second étant de degré générique impair

(prendre pour S une composante irréductible convenable de T ×Y Z). Les deux projec-

tions (passant par Z et par T ) S → X fournissent la correspondance δ cherchée (on a

µ(δt) = 0 parce que γ n’est pas dominante).

(Comme ils le remarquent, si Y est lisse il suffit de prendre la composée γ ◦ α ; on

s’en tire dans le cas général en approximant cette construction, parce que le problème

est birationnel.)

12.2. Démonstration du théorème 8.5

Cette démonstration utilise les opérations de Steenrod (plus précisément une

opération) et, implicitement, la théorie de Vishik, mais Karpenko exprime sa

démonstration en termes de cycles algébriques sans parler de motifs. Nous allons

la résumer. Cela donnera une idée de sa démonstration du théorème 8.6, qui est de la

même eau mais en plus compliqué.

Karpenko raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe une quadrique aniso-

trope X de dimension d telle que i1 := i1(X) > 2r, où r = v2(d − i1 + 2). Quitte

à prendre une section hyperplane itérée, on peut supposer i1 = 2r + 1 sans changer

d− i1 (réciproque du lemme 6.5). En particulier, on remarque que d est impair.

Posons

ei =

{

hi si i < d/2

ld−i si i > d/2

cf. (10.10). Dans CHd−2r
(X̄ × X̄)/2, tout cycle α s’écrit

α =

d∑

i=0

αie
i × ed−2r−i, αi ∈ F2.

Karpenko exhibe un cycle α, défini sur F , tel que αd−2r = 1 : pour cela il prend le

même cycle que Vishik dans la démonstration du théorème 11.13, à savoir l’adhérence

dans X × X d’un sous-espace projectif de dimension 2r de XF (X). Observant que

ei × ed−2r−i = hi × hd−2r−i est défini sur F pour d/2 − 2r < i < d/2, il modifie α

de façon à assurer αi = 0 pour ces valeurs de i.

Comme 2r < i1 ≤ d/2, e2
r

est défini sur F . Le cycle β = α · (e0 × e2
r
) s’écrit

∑
βie

i×ed−i, avec βi = αi pour i ∈ [0, d−2r] : ceci résulte de la normalisation ci-dessus

et des formules (10.11). Considérant maintenant β comme une correspondance de X

vers lui-même, les théorèmes 11.13 et 11.18 impliquent

(12.1) βi = βd−i1+1+i = βd−2r+i pour i ∈ [0, 2r].

Comme on a évidemment βi = 0 pour i ∈ [d − 2r + 1, d], (12.1) implique que βi = 0

pour i ∈ [1, 2r], et donc que

(12.2) α1 = · · · = α2r = 0

(remarquer que 2r ≤ d− 2r).
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Karpenko considère maintenant la correspondance de degré 0 γ = S2r
(α). Il va obtenir

une contradiction en montrant par un calcul que (avec des notations analogues aux

précédentes) γd = 0, et par un autre calcul que γd = 1.

Pour le premier calcul, en réappliquant (12.1), il suffit de montrer que γ2r = 0 :

mais cela découle trivialement de (12.2) en appliquant simplement les propriétés (2)

(formule de Cartan), (3) (pour n = 0) et (4) des opérations de Steenrod (§10.7). Pour

le second calcul, l’égalité αd−2r = 1 (qui n’a pas encore été utilisée !) implique que

S2r
(ed−2r

× e0) = γd(e
d × e0), et donc que S2r

(ed−2r
) = γde

d ou encore S2r
(l2r) = γdl0.

Mais en appliquant (10.13), on obtient

S2d

(l2r) =

(
d− 2r + 1

2r

)

l0

et

(
d− 2r + 1

2r

)

est impair.

RÉFÉRENCES
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[10] P. Brosnan, Steenrod operations in Chow theory, Trans. AMS 355 (2003), 1869–

1903.

[11] P. Brosnan, A short proof of Rost nilpotence via refined correspondences, Doc.

Math. 8 (2003) 69–78.



941–47
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[19] W. Fulton, Intersection theory, Springer, 1984 (2ème édition, 1998).

[20] D.K. Harrison, A Grothendieck ring of higher degree forms, J. Algebra 35 (1975),

123–138.

[21] D.W. Hoffmann, Isotropy of quadratic forms over the function field of a quadric,

Math. Z. 220 (1995), 461–476.

[22] D.W. Hoffmann, Splitting patterns and invariants of quadratic forms, Math. Nachr.

190 (1998), 149–168.

[23] J. Hurrelbrink, U. Rehmann, Splitting patterns of quadratic forms, Math. Nachr.

176 (1995), 111–127.

[24] O. Izhboldin, Motivic equivalence of quadratic forms, Doc. Math. 3 (1998), 341–

351.

[25] O. Izhboldin, A. Vishik, Quadratic forms with absolutely maximal splitting, in Qua-

dratic forms and their applications (Dublin, 1999), Contemp. Math. 272, AMS,

2000, 103–125.

[26] O. Izhboldin, Fields of u-invariant 9, Ann. of Math. 154 (2001), 529–587.

[27] U. Jannsen, Motives, numerical equivalence and semi-simplicity, Invent. Math. 107

(1992), 447–452.

[28] B. Kahn, The total Stiefel-Whitney class of a regular representation, J. of Alg. 144

(1991), 214–247.

[29] B. Kahn, Formes quadratiques de hauteur et de degré 2, Indag. Mathem. 7 (1996),
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to quadratic forms, prépublication, 2000, www.math.uiuc.edu/K-theory/454.

[51] E. Peyre, Corps de fonctions de variétés homogènes et cohomologie galoisienne, C.

R. Acad. Sci. Paris 321 (1995), 891–896.

[52] A. Pfister, Multiplikative quadratische Formen, Arch. Math. 16 (1965), 363–370.

[53] M. Rost, Some new results on the Chow groups of quadrics, prépublication, Re-
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CORRESPONDANCES DE HECKE, ACTION DE GALOIS

ET LA CONJECTURE D’ANDRÉ–OORT

[d’après Edixhoven et Yafaev]

par Rutger NOOT

1. INTRODUCTION

Il y a une analogie très forte entre les conjectures de Manin–Mumford et d’André–

Oort, dont la première est en effet un théorème dû à Raynaud. Dans les deux cas, on

considère une certaine classe de variétés algébriques : les variétés abéliennes dans la

première et les variétés de Shimura dans la deuxième conjecture. Dans chaque cas, on

définit ensuite la notion de sous-variété (irréductible) spéciale. Dans le cas de variétés

abéliennes, on parlera de sous-variétés de torsion, dans le cas des variétés de Shimura de

sous-variétés de type Hodge. Une sous-variété spéciale de dimension nulle est un point

spécial. Les définitions, dans le cas des variétés de Shimura, peuvent être consultées

dans les paragraphes 2.1 et 2.2, l’analogie avec la conjecture de Manin–Mumford sera

expliquée en détail dans 3.1. Les deux conjectures s’énoncent alors de la manière sui-

vante.

Conjecture 1.1 (cf. Conjecture 2.3). — Soient S une variété de l’espèce considérée

et Σ ⊂ S un ensemble de points spéciaux. Alors les composantes irréductibles de

l’adhérence de Zariski de Σ sont des sous-variétés spéciales de S.

On reviendra plus tard, dans les paragraphes 3.1 et 5.1, sur l’analogie entre ces deux

conjectures. La suite de cette introduction sera consacrée au cas le plus simple où la

conjecture d’André–Oort n’est pas triviale. Cet exemple sera développé, dans le langage

plus savant des variétés de Shimura, dans le paragraphe 5.2.

Soit H = {τ ∈ C | Im(τ) > 0} le demi-plan de Poincaré. Le groupe SL2(R) opère sur

H par les transformations de Moebius. Cette action est transitive et induit une action

fidèle de groupe quotient SL2(R)/{±1}. On obtient une action de Γ = SL2(Z) sur H

et on peut montrer que le quotient Γ\H est une variété analytique. C’est le premier

exemple d’une variété de Shimura. La fonction modulaire j : H → C (dont on peut

trouver la définition dans [36, Chap. VII] par exemple) est Γ-invariante et elle induit

L’auteur a bénéficié du soutien du programme MRTN de l’Union Européenne, dans le cadre du réseau

Arithmetic Algebraic Geometry (contrat MRTN-CT2003-504917).
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un isomorphisme Γ\H ∼= C. Un élément z du quotient Γ\H est dit spécial si c’est la

classe d’un élément τ ∈ H qui est algébrique sur Q de degré 2, donc nécessairement

quadratique imaginaire. On note que cette condition ne dépend pas du représentant τ

choisi. De même, un point z ∈ C est spécial si c’est l’image d’un élément spécial de

Γ\H sous l’isomorphisme ci-dessus. Dans ce cas, on dit aussi que z est un invariant

modulaire singulier. Les points spéciaux de C sont donc les nombres j(τ) avec τ ∈ H

quadratique imaginaire. On peut montrer, et cela traduit un principe général dans la

théorie de variétés de Shimura, que tout point spécial de C est un nombre algébrique.

La théorie présentée ci-dessus possède une interprétation naturelle en termes de

courbes elliptiques. Pour tout τ ∈ H, le quotient Eτ = C/(Z + τZ) est une courbe

elliptique complexe et toute courbe elliptique sur C est isomorphe à une courbe de cette

forme. Deux courbes Eτ et Eτ ′ sont isomorphes si et seulement si j(τ) = j(τ ′), de sorte

que l’invariant modulaire j(τ) définit une bijection entre l’ensemble des classes d’isomor-

phisme de courbes elliptiques complexes et C. En plus, pour F ⊂ C algébriquement clos,

une courbe elliptique peut être définie sur F si et seulement si son invariant modulaire

appartient à F . Une courbe elliptique est de type CM si son anneau d’endomorphismes

End(Eτ ) n’est pas réduit à Z. Pour la courbe Eτ (avec τ ∈ H) cela est le cas si et seule-

ment si τ est quadratique imaginaire et End(Eτ ) est alors un ordre dans le corps Q(τ).

Les points spéciaux de C sont donc les points correspondant aux courbes elliptiques de

type CM. Comme une courbe de type CM peut être définie sur Q, cela implique que

les points spéciaux de C sont algébriques.

La conjecture d’André–Oort étant triviale pour la variété de Shimura que l’on vient

d’introduire, on va considérer dans la suite le produit de cette variété avec elle-même,

c’est-à-dire qu’on regarde C×C comme quotient de H×H sous l’action de Γ× Γ. Les

points spéciaux sont alors les (z,z′) ∈ C2 avec z et z′ spéciaux. La seule sous-variété de

C2 de dimension 2 est C2 et celle-ci est de type Hodge.

On distingue deux types de courbes (irréductibles) dans C2 de type Hodge. La courbe

{z}×C resp. C×{z′} est de type Hodge si et seulement si z, resp. z′, est spécial. Pour

tout entier N , il existe une courbe de type Hodge Ỹ0(N) ⊂ C2 du deuxième type : Ỹ0(N)

est l’image de H dans C sous l’application τ 7→ (j(Nτ),j(τ)). Pour montrer que cette

image est bien une courbe algébrique on utilise le fait que l’application τ 7→ (j(Nτ),j(τ))

se factorise par le quotient de H pour un sous-groupe arithmétique de Γ. Le fait que

cette définition ad hoc cöıncide avec la définition donnée dans 2.2 est (mal) justifié

dans le paragraphe 5.2 (alinéa suivant le théorème 5.3) et aussi (beaucoup mieux) dans

Edixhoven [19, §2]. Notons aussi que Ỹ0(N) est seulement birationnellement équivalente

à la courbe modulaire Y0(N).

Maintenant qu’on sait ce que veut dire la conjecture d’André–Oort pour C2, passons

aux résultats connus dans ce cas. Pour la variété de Shimura C2, la conjecture 1.1

a été prouvée par André [4] sous une condition supplémentaire sur l’ensemble Σ et

indépendamment par Edixhoven [17] sous l’hypothèse de Riemann généralisée. André [5]

a ensuite réussi à enlever la condition sur Σ, donnant une démonstration inconditionnelle
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dans ce cas. La démonstration d’Edixhoven est reprise dans [19], qui donne aussi une

variante (corollaire du théorème 7.1) où l’hypothèse de Riemann a été remplacée par une

condition sur Σ. Dans le paragraphe 5.2 on reviendra sur les idées de la démonstration

d’André. Quant à la démonstration d’Edixhoven, celle-ci a été généralisée par Edixhoven

et Yafaev et s’applique maintenant, toujours sous des conditions supplémentaires, à

beaucoup d’autres variétés de Shimura. Elle fait l’objet de la section 7.

On termine l’introduction en donnant les idées principales de cette méthode, ap-

pliquée au cas de C2. Il est suffisant de montrer que toute courbe algébrique irréductible

Z ⊂ C2 contenant un ensemble infini Σ de points spéciaux est de type Hodge. Soit Z

une telle courbe. Comme les points spéciaux sont algébriques, la courbe Z est définie

sur un corps de nombres F , c’est-à-dire que c’est une courbe Z ⊂ A2
F . Si une des deux

projections de Z est réduite à un point, alors ce point est spécial et l’énoncé est triviale-

ment vérifié. On peut donc se borner au cas contraire où il faut montrer que Z = Ỹ0(N)

pour un certain entier N . Supposons que cela ne soit pas le cas et essayons d’en déduire

une contradiction.

Pour tout entier m, la courbe Ỹ0(m) ⊂ C2 est une correspondance Tm : C → C,

agissant sur les sous-ensembles X ⊂ C par TmX = π2(π
−1
1 (X)), où les πi : Ỹ0(m) → C

sont les restrictions des projections C2 → C. Le produit Tm,m = Tm × Tm : C2 → C2

est alors aussi une correspondance. Il suffit de trouver un nombre premier p tel que

Tp,pZ = Z. En effet, si Tp,pZ = Z, alors la Tp,p-orbite de tout élément de Z est contenue

dans Z. Comme toutes les Tp,p-orbites sont denses dans C2, cela implique que Z = C2,

contredisant le fait que Z est une courbe. La conjecture est alors prouvée pour C2.

Il reste à trouver le nombre premier p avec cette propriété miraculeuse. L’argument

se déroule en trois étapes.

1. On montre que si l’intersection Z ∩ Tp,pZ est finie, alors son ordre est majoré par

c(p+ 1)2 (pour une constante c > 0).

2. Le fait que Z 6= Ỹ0(N) pour tout N implique, via un théorème d’André sur le

groupe de monodromie algébrique, que Tp,pZ est irréductible pour p > M , avec M

assez grand. On utilise ici un cas particulier du théorème 7.5.

3. On se sert d’une description explicite de l’action du groupe de Galois absolu ΓF de

F sur les points spéciaux pour montrer qu’il existe un z ∈ Σ et un nombre premier

p > M tels que Tp,pz contient un conjugué galoisien de z et tels que l’ordre de la

ΓF -orbite de z est supérieur à c(p+ 1)2.

La dernière étape nécessite une version effective du théorème de Chebotarev qui n’a

été prouvé que sous l’hypothèse de Riemann généralisée, ce qui explique que le résultat

dépend de GRH. Alternativement, une condition assez forte sur les points spéciaux dans

Σ implique aussi l’existence de z et p, voir le théorème 7.1 et sa démonstration. Il faut

aussi souligner que Tp,pỸ0(N) n’est irréductible pour aucun nombre premier p et entier

N > 0, donc l’hypothèse que Z ne soit pas une courbe modulaire est essentielle dans la

deuxième étape.
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Comme Z et Tp,pZ sont définis sur F , la dernière étape implique que Z ∩ Tp,pZ

contient toute l’orbite ΓF ·z. En combinant la minoration de l’ordre de cette orbite avec

la majoration de l’intersection établie dans la première étape on déduit que Z ∩ Tp,pZ

est infini. Comme Z et Tp,pZ sont irréductibles on conclut que Z = Tp,pZ.

Remerciements. Je remercie tous ceux qui m’ont aidé dans la préparation de cet

exposé et en particulier Bas Edixhoven pour sa relecture rapide et minutieuse du ma-

nuscrit.

2. LA CONJECTURE

2.1. Variétés de Shimura

Une variété de Shimura connexe est un quotient d’un domaine hermitien symétrique

par l’action d’un groupe arithmétique. Une variété de Shimura générale est une réunion

disjointe de variétés de Shimura connexes. Même si la conjecture d’André–Oort peut

s’énoncer dans toute sa généralité pour les variétés de Shimura connexes, on utilisera le

langage adélique de Deligne [15] et [16] parce que c’est le cadre naturel pour introduire

les opérateurs de Hecke et les lois de réciprocité. Pour les détails du résumé succinct

suivant, le lecteur est renvoyé aux deux articles de Deligne. Les notations introduites

resteront en vigueur dans tout ce texte.

Notons C× = ResC/RGm le tore sur R obtenu par restriction de scalaires. Ce tore est

caractérisé par la propriété que C×(A) = (C⊗A)× pour toute R-algèbre A. Une donnée

de Shimura est un couple (G,X), où G est un groupe linéaire algébrique réductif sur

Q et X ⊂ HomR−grp(C
×,GR) une G(R)-classe de conjugaison telle que les conditions

habituelles [16, 2.1.1.{1,2,3}] soient vérifiées. Pour la suite, on fixe une donnée de Shi-

mura (G,X). Les composantes connexes de X sont alors des (produits de) domaines

hermitiens symétriques, en particulier X possède une structure complexe naturelle. Il

est clair que les composantes de X sont toutes isomorphes entre elles et on en fixe une,

notée X+.

Soit A (resp. Af ) l’anneau des adèles (finis) de Q, de sorte que A = R × Af et

Af = Ẑ⊗Z Q où Ẑ est le complété profini de Z. Pour tout sous-groupe compact ouvert

K ⊂ G(Af) on considère le quotient

ShK(G,X)C(C) = G(Q)\ (X ×G(Af)/K) ,

où G(Q) opère sur X par conjugaison (c’est-à-dire par composition avec des auto-

morphismes intérieurs) et sur G(Af)/K par translation à gauche. Chaque composante

connexe de ShK(G,X)C(C) est isomorphe à un quotient de X+ par l’action d’un groupe

arithmétique. Plus précisément, soient G(R)+ la composante connexe de G(R) pour la

topologie euclidienne et G(Q)+ = G(Q)∩G(R)+, alors ShK(G,X)C(C) est une réunion

disjointe finie de quotients Γg\X
+ avec g ∈ G(Af) et Γg = gKg−1 ∩ G(Q)+. Ce quo-

tient ShK(G,X)C(C) est un espace analytique et il résulte d’un théorème de Baily et

Borel que c’est la variété des points complexes d’une variété algébrique complexe quasi
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projective ShK(G,X)C. Cette variété est lisse pour K, et donc les Γg, assez petits. Cela

est le cas en particulier si les Γg sont sans torsion.

Les variétés de Shimura ShK(G,X)C forment un système projectif indexé par les

sous-groupes compacts ouverts K ⊂ G(Af) et leur limite projective est un C-schéma

Sh(G,X)C avec une action continue du groupe G(Af). L’action de g ∈ G(Af ) sera notée

(1) Sh(G,X)C
·g
−−−→ Sh(G,X)C.

Par construction de Sh(G,X)C, la variété ShK(G,X)C est le quotient de Sh(G,X)C par

l’action de K. Dans 6.2 on reviendra plus amplement sur cette action de G(Af).

2.2. Sous-variétés de type Hodge et points spéciaux

On définit de façon évidente la notion de morphisme f : (H,Y )→ (G,X) de données

de Shimura. Un tel morphisme induit un morphisme de schémas

(2) Sh(f) : Sh(H,Y )C → Sh(G,X)C.

Une sous-variété irréductible fermée Z ⊂ ShK(G,X)C est appelée une sous-variété de

type Hodge s’il existe un morphisme f : (H,Y ) → (G,X) de données de Shimura et

un élément g ∈ G(Af) tels que Z soit une composante irréductible de l’image d’un

morphisme composé

(3) Sh(H,Y )C
Sh(f)
−−−→ Sh(G,X)C

·g
−−−→ Sh(G,X)C −−−→ ShK(G,X)C.

Il n’est pas difficile de montrer (voir 6.2 pour plus de détails) que l’image d’une telle

application est une sous-variété fermée, pas nécessairement irréductible, de ShK(G,X)C.

Chaque composante irréductible de l’image de Sh(H,Y )C est l’image d’une composante

connexe de Sh(H,Y )C.

Dans le cas particulier où H est un tore, la variété Sh(H,Y )C est de dimension nulle,

donc les sous-variétés de type Hodge obtenues à partir de la construction précédente

appliquée à (H,Y ) sont des points. Les points obtenus de cette manière sont les points

spéciaux de ShK(G,X)C. Les conditions imposées à une donnée de Shimura (H,Y )

impliquent que les points spéciaux d’une variété de Shimura sont exactement les sous-

variétés de type Hodge de dimension nulle. Une caractérisation équivalente des points

spéciaux est obtenue en utilisant la notion de groupe de Mumford–Tate.

Définition 2.1. — Pour h ∈ X, son groupe de Mumford–Tate MT(h) est le plus

petit sous-groupe algébrique H ⊂ G (défini sur Q) tel que h : C× → GR se factorise

par HR.

Pour un point s ∈ ShK(G,X)C(C), on choisit un représentant (h,a) ∈ X ×G(Af) et

on définit le groupe de Mumford–Tate MT(s) de s comme étant MT(h).

Soient les notations comme dans la définition. Si (h′,a′) ∈ X × G(Af) est un autre

représentant de s, alors MT(h′) est conjugué à MT(h) par un élément de G(Q) donc

MT(s) est défini à isomorphisme près (comme groupe algébrique sur Q) et à conjugaison
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près comme sous-groupe de G. Tout groupe de Mumford–Tate est réductif donc un

groupe de Mumford–Tate est commutatif si et seulement si c’est un tore.

Lemme 2.2. — Un point s ∈ ShK(G,X)C(C) est spécial si et seulement si MT(s) est

un tore.

On peut maintenant formuler la conjecture d’André–Oort.

Conjecture 2.3 (André–Oort). — Fixons une donnée de Shimura (G,X) et un sous-

groupe compact ouvert K ⊂ G(Af). Soit Σ ⊂ ShK(G,X)C(C) un ensemble de points

spéciaux. Alors chaque composante irréductible de l’adhérence de Zariski de Σ dans

ShK(G,X)C est une sous-variété de type Hodge.

On obtient un énoncé équivalent en considérant des variétés de Shimura connexes.

2.3. Densité de l’ensemble des points spéciaux

Notons tout de suite que la réciproque de la conjecture est vraie et qu’on a même

un énoncé bien plus fort. Soit ShK(G,X)C une variété de Shimura. Il suit de [15, §5]

qu’il existe h ∈ X tel que MT(h) soit un tore et que, pour un tel h, l’ensemble des

points spéciaux de la forme (h,a) avec a ∈ G(Af) soit dense dans ShK(G,X)C(C) pour

la topologie euclidienne. Ce fait joue un rle important dans l’approche de la conjecture

qui fait l’objet de cet exposé. On en déduit aussi, trivialement, que l’ensemble de tous

les points spéciaux d’une variété de type Hodge est dense pour la topologie euclidienne.

3. HISTORIQUE

3.1. Analogie avec le théorème de Raynaud

La conjecture implique que si Z est une courbe irréductible fermée dans une variété de

Shimura contenant un nombre infini de points spéciaux, alors Z est une sous-variété de

type Hodge. Ce cas particulier figure dans [2, X.4.5] en tant que 〈〈Problem 3 〉〉. Dans ce

livre, André souligne l’analogie avec le théorème de Raynaud [34]. Ce théorème affirme

qu’une courbe fermée dans une variété abélienne complexe A contenant un nombre

infini de points de torsion de A(C) est une translatée d’une courbe elliptique E ⊂ A

par un point de torsion de A(C).

Raynaud [35] a généralisé ce théorème à des sous-variétés quelconques de A contenant

un sous-ensemble Zariski-dense de points de torsion, prouvant qu’une telle sous-variété

est une sous-variété de torsion, c’est-à-dire un translaté d’une sous-variété abélienne par

un point de torsion. Il a ainsi résolu la conjecture de Manin–Mumford. Dans l’intro-

duction, on a souligné l’analogie entre la conjecture 2.3 et le théorème de Raynaud via

le dictionnaire traduisant 〈〈variété de Shimura 〉〉 en 〈〈variété abélienne 〉〉, 〈〈point spécial 〉〉

en 〈〈point de torsion 〉〉 et 〈〈 sous-variété de type Hodge 〉〉 en 〈〈 sous-variété de torsion 〉〉.

Dans 5.1 on verra comment cette comparaison peut être poussée plus loin.
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Hindry [21] et [22] montre des variantes quantitatives du théorème de Raynaud, pour

des variétés abéliennes et des groupes algébriques commutatifs définis sur un corps

de nombres F . Sa stratégie repose sur le fait que l’image de l’action du groupe de

Galois absolu ΓF sur l’ensemble des points de torsion contient beaucoup d’homothéties

et sur un argument d’intersection. Ainsi, la stratégie de Hindry présente une analogie

remarquable avec l’approche de la conjecture d’André–Oort par Edixhoven et Yafaev.

La conjecture de Manin–Mumford a été généralisée par Bogomolov qui considère une

variété abélienne A sur un corps de nombres et demande si toute sous-variété X ⊂ A

munie d’un ensemble Zariski-dense de points de X(Q) de hauteurs 〈〈assez petites 〉〉 est

de torsion. La conjecture de Bogomolov a été démontrée par Szpiro, Ullmo et Zhang,

par des méthodes d’équidistribution, voir [1] pour un compte rendu des méthodes.

Des travaux récents de Clozel et Ullmo mettent en œuvre des idées analogues dans le

contexte des variétés de Shimura. On reviendra là-dessus dans le paragraphe 5.3.

3.2. Espaces de modules de variétés abéliennes

Dans de nombreux cas, une variété de Shimura peut être interprétée comme un

espace de modules de variétés abéliennes polarisées de dimension donnée, munies d’une

structure de niveau et éventuellement de certaines structures supplémentaires. Du point

de vue de la conjecture 2.3, il est suffisant de considérer le cas où on n’impose pas de

structure supplémentaire, voir 6.3.

Soient g ≥ 1 un entier, V un Z-module libre de rang 2g muni d’une forme symplec-

tique parfaite ψ = 〈·,·〉 et GSp2g = GSp(VQ,ψ) le groupe des similitudes de la forme

induite sur VQ = V ⊗Z Q. Soit h : C× → GSp2g/R un morphisme définissant sur VR une

structure de C-espace vectoriel tel que 〈x,h(i)x〉 > 0 pour tout 0 6= x ∈ VR et soit Xg la

GSp2g(R)-classe de conjugaison de h. Pour n ≥ 1, on définitKn ⊂ GSp2g(Ẑ) ⊂ GSp2g(A
f)

comme le noyau de la projection GSp2g(Ẑ) → GSp2g(Z/nZ). La variété de Shimura

ShKn(GSp2g,Xg)C s’identifie alors à l’espace de modules Ag,n/C des variétés abéliennes

complexes principalement polarisées de dimension g, munies d’une structure de ni-

veau n, cf. [15]. En ce qui concerne la structure de niveau, il faut l’interpréter comme

une structure de niveau symplectique 〈〈de Jacobi 〉〉 comme définie dans [27, 1.4].

Comme il est expliqué dans [26, §2], les sous-variétés de Ag,n/C de type Hodge sont les

sous-variétés irréductibles fermées maximales où certaines classes dans la cohomologie

du schéma abélien universel sont des classes de Hodge. Les sous-variétés maximales

où la variété abélienne correspondante admet des endomorphismes supplémentaires en

sont des cas particuliers.

Les points spéciaux de Ag,n/C sont les points correspondant aux variétés abéliennes de

type CM. Rappelons qu’une variété abélienne simple A/C est de type CM si

dim End(A)⊗Z Q = 2 dimA et qu’en général, une variété abélienne est de type CM si

elle est isogène à un produit de variétés abéliennes simples de type CM. On peut définir

le groupe de Mumford–Tate d’une variété abélienne A/C (à isomorphisme près) comme

le groupe de Mumford–Tate du point de Ag,n/C correspondant à A, voir la définition 2.1.
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On peut montrer qu’une variété abélienne est de type CM si et seulement si son groupe

de Mumford–Tate est un tore.

Dans le cas particulier d’une variété de modules, la conjecture 2.3 affirme que toute

sous-variété irréductible fermée Z ⊂ Ag,n/C telle que Z(C) contienne un ensemble

Zariski-dense de points correspondant à des variétés abéliennes de type CM est une

sous-variété de type Hodge. Cette version de la conjecture est émise par Oort dans [31]

et [32], voir aussi la thèse de Moonen [25] et les deux publications [26] et [27] issues de

cette thèse. Le contenu des deux derniers articles, lié à la conjecture d’André–Oort, fait

l’objet de 5.1.

3.3. Généralisations

Dans [4, 3.2] et [6], André évoque la question suivante, qui généralise simultanément la

conjecture 2.3 et le théorème de Raynaud cité en 3.1. On considère un groupe algébrique

linéaire connexe G sur Q, un sous-groupe maximal compact K∞ ⊂ G(R) contenant un

R-tore maximal et un sous-groupe de congruence Γ ⊂ G(Q). On suppose cette fois-ci

que le quotient X = G(R)/K∞ possède une structure complexe G(R)+-invariante et

que S(C) = Γ\X est l’ensemble de points d’une variété algébrique complexe S.

Une variété spéciale Z ⊂ S est une sous-variété fermée telle que Z(C) soit l’image

de gH(R) ⊂ G(R) dans S(C), pour g ∈ G(Q) et H ⊂ G un sous-groupe algébrique tel

que H(R) ∩K∞ soit un sous-groupe compact maximal de H(R). Un point spécial est

encore une sous-variété spéciale de dimension nulle.

L’énoncé de la conjecture d’André–Oort se généralise par la question suivante.

Question 3.1 (André). — Une sous-variété fermée Z ⊂ S est-elle spéciale si et seule-

ment si Z(C) contient un sous-ensemble Zariski-dense de points spéciaux?

Cette question généralise la conjecture aux variétés de Shimura mixtes et elle généralise

aussi l’énoncé du théorème de Raynaud. En effet, si n est assez grand, la variété de

modules Ag,n/C porte un schéma abélien universel Xg → Ag,n/C. L’espace total Xg

peut être obtenu par la construction esquissée ci-dessus. Dans cet exemple, les points

spéciaux de Xg(C) sont les points de torsion dans les fibres de Xg au-dessus des points

spéciaux de Ag,n/C. Les sous-variétés spéciales irréductibles sont les familles Z → Z

avec Z ⊂ Ag,n/C une sous-variété irréductible de type Hodge et Z l’adhérence dans Xg

d’une sous-variété de torsion de la fibre générique de Xg ×Z. Dans [4], André traite le

cas particulier d’un pinceau de courbes elliptiques, voir aussi [6].

Pink [33] propose une variante généralisant à la fois la conjecture 2.3 aux variétés de

Shimura mixtes, avec l’hypothèse supplémentaire que tous les points spéciaux appar-

tiennent à une seule orbite de Hecke généralisée, et impliquant la conjecture de Mordell–

Lang. Très récemment, Pink a proposé une autre question qui implique la conjecture

de Mordell–Lang et la conjecture d’André–Oort pour les variétés de Shimura mixtes,

en toute généralité.
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Une variante de la conjecture 2.3 pour le produit de deux courbes modulaires de

Drinfeld a été prouvée par Breuer [7]. La méthode de Breuer est basée sur celle d’Edix-

hoven et Yafaev. Dans le cas des courbes modulaires de Drinfeld, cette méthode donne

un résultat inconditionnel parce que l’hypothèse de Riemann généralisée est vraie pour

les corps de fonctions sur un corps fini.

4. QUELQUES APPLICATIONS

4.1. Jacobiennes de type CM

Les deux auteurs André [2] et Oort [31], [32] de la conjecture évoquent la relation

entre leur variante de la conjecture et une conjecture de Coleman [12] concernant les

jacobiennes de type CM. Il s’agit du problème suivant.

Conjecture 4.1 (Coleman). — Soit g ≥ 4 un entier. Il n’existe alors, à isomor-

phisme près, qu’un nombre fini de courbes projectives et lisses C/C de genre g telles

que Jac(C) soit de type CM.

En associant à une courbe sa variété jacobienne, on définit un morphisme de l’espace

de modules des courbes algébriques de genre g vers Ag,1/C. Soient Tg/C l’image de

ce morphisme et T g/C l’adhérence de Zariski de Tg/C. En admettant la conjecture

d’André–Oort, la conjecture de Coleman est équivalente à ce que T g/C ne contient

aucune sous-variété de type Hodge de dimension strictement positive qui rencontre

Tg/C. Or, les exemples donnés dans [14] montrent que pour g = 4,6 la variété T g/C

contient bien de telles sous-variétés. Cela est aussi valable pour g = 7 car Oort a

remarqué que les méthodes de [14] s’appliquent aussi à la famille de courbes lisses

définie par y9 = x(x − 1)(x − λ). Il s’ensuit que la conjecture de Coleman est fausse

pour g = 4,6 et 7. La conjecture de Coleman et la question suivante restent toutefois

ouvertes et intéressantes pour g ≥ 8.

Question 4.2 (Oort [31], [32]). — Quelles sont les variétés de type Hodge de dimen-

sion strictement positive qui sont contenues dans T g/C et qui rencontrent Tg/C ?

Pour répondre à la question, il faut comparer les dimensions des espaces de déforma-

tions de courbes munies d’une collection de classes de Hodge aux dimensions des espaces

de déformations de variétés abéliennes avec les classes de Hodge correspondantes. Ce

problème pourrait être un peu plus accessible que la conjecture de Coleman. Pour

prouver la conjecture de Coleman par cette méthode, on aurait bien entendu besoin de

la conjecture d’André–Oort.
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4.2. Transcendance et valeurs spéciales de fonctions hypergéométriques

Pour a,b,c ∈ Q avec −c 6∈ N, Wolfart [38] considère la fonction hypergéométrique

multivaluée sur P1\{0,1,∞} définie pour |z| < 1 par

F (a,b,c; z) = 1 +
ab

c
z +

a(a+ 1)b(b+ 1)

2!c(c+ 1)
z2 + · · · .

La fonction F (a,b,c; z) est solution de l’équation différentielle hypergéométrique. Wol-

fart s’intéresse alors au théorème suivant.

Théorème 4.3. — Soient Ea,b,c = {ξ ∈ Q\{0,1} | ∃F (a,b,c; ξ) ∈ Q} et ∆ le groupe

de monodromie de l’équation différentielle hypergéométrique (ce groupe est muni d’une

représentation fidèle naturelle). Alors

– Ea,b,c = Q\{0,1} si et seulement si ∆ est fini,

– Ea,b,c $ Q\{0,1} est infini si et seulement si ∆ est un groupe arithmétique et

– Ea,b,c est fini dans tous les autres cas.

La démonstration de Wolfart comportait une lacune, découverte par Gubler, qui a été

comblée par Cohen et Wüstholz [11] en utilisant le cas particulier de la conjecture 2.3

prouvé par Edixhoven et Yafaev ([20] et le théorème 7.1 ci-après).

Indiquons brièvement comment on se ramène à la conjecture d’André–Oort. Si ∆ est

fini, alors F (a,b,c; z) est algébrique sur Q(z). On supposera dans la suite que ∆ est

infini. La stratégie est d’exprimer F (a,b,c; z) comme le quotient d’une période d’une

courbe algébrique Ca,b,c,z et une période d’une courbe algébrique Da,b,c. La courbe Da,b,c

est une courbe de Fermat qui ne dépend pas de z et la période associée vient d’une

variété abélienne de type CM.

La période de Ca,b,c,z est associée à une partie convenable Az de sa jacobienne, dont

la dimension g est indépendante de z. L’application qui envoie z ∈ C\{0,1} vers Az

définit un morphisme P1
C → Ag/C. Soit Za,b,c ⊂ Ag/C l’image de cette application. D’une

part, on montre que Za,b,c est une sous-variété de type Hodge si et seulement si ∆ est

un groupe arithmétique.

D’autre part, on déduit d’un théorème profond de Wüstholz que z et F (a,b,c; z) sont

algébriques si et seulement si Az et la jacobienne de Da,b,c ont un facteur simple en

commun. Dans ce cas, Az est de type CM, avec une algèbre d’endomorphismes qui ne

dépend pas de z. Si Z est de type Hodge, alors Az est de ce type pour un nombre infini

de z. Réciproquement, si Ea,b,c est infini, alors Z(C) contient un nombre infini de points

spéciaux et la conjecture 2.3 affirme que cela est le cas (si et) seulement si Z est de

type Hodge. Comme les fibres de type CM ont la même algèbre d’endomorphismes, le

théorème 7.1 fait déjà l’affaire et la preuve du théorème est achevée.
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4.3. Une conjecture de Mazur

Vatsal et Cornut ont obtenu des résultats importants liés à une conjecture de Mazur

concernant les sous-groupes d’une courbe elliptique E engendrés par les images des

points de Heegner, via une paramétrisation modulaire de E. Dans [13], Cornut montre

qu’une partie de son résultat peut être déduit assez facilement du cas particulier de la

conjecture d’André–Oort prouvé par Moonen (théorème 5.2).

5. AUTRES APPROCHES

5.1. Les variétés de type Hodge sont formellement linéaires

On considère à nouveau l’espace de modules des variétés abéliennes principalement

polarisées de dimension g. Il existe un tel espace de modules (grossier) sur Z ; on le

note Ag,1 = Ag,1/Z. Pour tout corps algébriquement clos k, l’ensemble Ag,1(k) est en

bijection avec l’ensemble des classes d’isomorphisme des variétés abéliennes principale-

ment polarisées sur k. En particulier, l’espace de modules Ag,1/C sur C considéré en 3.2

s’identifie à la fibre complexe Ag,1 ⊗Z C.

Dans le reste de ce paragraphe, on fixe un entier n suffisamment grand pour que

l’espace de modules des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g

munies d’une structure de niveau n soit un espace de modules fin. On note Ag,n cet

espace de modules sur Z[1/n]. En fixant un nombre premier p ne divisant pas n, le corps

k = Fp et un point x ∈ Ag,n(k), on forme le complété formel Âg,n de Ag,n/W (k) en x,

où W (k) désigne l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans k. Pour tout anneau

local complet R avec corps résiduel k, l’ensemble Âg,n(R) s’identifie à l’ensemble des

points de Ag,n(R) dont la réduction modulo l’idéal maximal mR de R est égale à x.

Supposons que le point x correspond à une variété abélienne ordinaire A/k, ce qui

veut dire que le groupe de p-torsion de A(k) est de dimension maximale, isomorphe à

(Z/pZ)g. La théorie de Serre–Tate montre que, dans ce cas, Âg,n est un groupe formel,

isomorphe à Ĝd
m, avec d = dimZ Ag,n = g(g − 1)/2. Ici Ĝm est le complété du groupe

multiplicatif en l’élément neutre, de sorte que, pour tout R comme ci-dessus, on a

Ĝm(R) = (1 + mR)×. Les points de Âg,n(R) correspondant aux variétés abéliennes de

type CM sont exactement les points de torsion pour cette structure de groupe formel.

Si Z ⊂ Ag,n/C est une sous-variété, on note Z son adhérence dans Ag,n et si x ∈ Z(k),

alors le complété de ZW (k) en x est un sous-schéma formel Ẑ ⊂ Âg,n.

Théorème 5.1 ([29] et Moonen [27]). — Soient Z, Z et Ẑ comme ci-dessus ; suppo-

sons que x ∈ Z(k) correspond à une variété abélienne ordinaire. Alors Z ⊂ Ag,n/C est

de type Hodge si et seulement si toute composante de Ẑ ⊂ Âg,n
∼= Ĝd

m est le translaté

d’un sous-tore par un point de torsion.
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Tout cela renforce encore l’analogie avec le théorème de Raynaud donné par le dic-

tionnaire du 3.1. L’analogue du théorème de Raynaud pour les tores formels est vrai

et, en utilisant Moonen [27, 3.7] et la proposition 6.7, cela implique le résultat suivant.

Théorème 5.2 (Moonen). — Soit Σ ⊂ Ag,1(Q) un ensemble de points spéciaux. Soit

p un nombre premier tel que pour tout s ∈ Σ il existe une place p-adique de Q où la

variété abélienne correspondant à s a bonne réduction ordinaire. Pour s ∈ Σ donné,

soit s0 le point de Ag,1 correspondant à cette réduction et supposons que chaque s ∈ Σ

est l’élément neutre du complété de Ag,1 en s0. Alors les composantes irréductibles de

l’adhérence de Zariski de Σ sont de type Hodge.

Pour s ∈ Σ, soit Ends l’anneau des endomorphismes de la variété abélienne corres-

pondante. Les conditions du théorème sont alors vérifiées si Ends ⊗Z Fp
∼= ⊕iMni

(Fp)

pour tout s ∈ Σ.

5.2. Le cas de C2

On fixe H = GL2, on prend pour Y la G(R)-classe de conjugaison d’un morphisme

déduit de l’action naturelle de C× sur C ∼= R2 et on définit L ⊂ GL2(Af) comme le

stabilisateur d’un réseau Ẑ2 ⊂ A2
f . La variété de Shimura ShL(H,Y )C s’identifie alors

à l’espace de modules des courbes elliptiques, donc ShL(H,Y )C
∼= A1

C. Comme dans

l’introduction, on s’intéresse à la conjecture 2.3 pour la variété de Shimura

A2
C = ShL(H,Y )C × ShL(H,Y )C = ShK(G,X)C,

où G = H×H , X = Y ×Y et K = L×L. Elle est interprétée comme espace de modules

de produits E × E ′ avec E et E ′ des courbes elliptiques complexes. Pour toute courbe

elliptique E/C, on note j(E) son invariant modulaire et pour j ∈ A1(C), on notera Ej

une courbe elliptique complexe d’invariant modulaire j. Rappelons de l’introduction et

du paragraphe 3.2 que j est spécial si et seulement si Ej est de type CM.

La courbe modulaire Y0(N) est l’espace de modules de triplets (E,E ′,ι) où E et E ′

sont des courbes elliptiques complexes et ι : E → E ′ est une isogénie dont le noyau

est cyclique d’ordre N . L’application (E,E ′,ι) 7→ (j(E),j(E ′)) définit un morphisme

Y0(N) → A2
C dont l’image est une sous-variété de type Hodge. Cette image est la

courbe Ỹ0(N) définie dans l’introduction. Avec les notations du paragraphe 2.2, c’est

l’image de l’application (3) associée à l’inclusion diagonale f : (H,Y ) → (G,X) et

g = (( N 0
0 1 ) , ( 1 0

0 1 )).

Théorème 5.3 (André [5]). — Soit Z ⊂ A2
C une courbe algébrique irréductible, qui ne

soit ni une droite horizontale ni une droite verticale. Alors Z est l’image d’une courbe

modulaire Y0(N) si et seulement si Z contient une infinité de points (j,j ′) tels que j et

j′ soient spéciaux.

Comme on a vu dans l’introduction, ceci prouve la conjecture 2.3 pour la variété

de Shimura A2
C. Cela implique aussi le fait que les sous-variétés de type Hodge de A2

C

différentes des droites horizontales et verticales sont les courbes modulaires, plongées
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dans A2
C comme ci-dessus. Notons qu’il n’est pas nécessaire de recourir à la conjecture

d’André–Oort pour prouver ce fait, voir Edixhoven [19]. Des variantes du théorème 5.3

prouvées avec la méthode d’Edixhoven et Yafaev se trouvent dans Edixhoven [17] et

[19].

Dans sa démonstration, André utilise une toute autre méthode, tellement élégante

qu’il serait dommage de ne pas en donner un résumé. Soit Z comme dans l’énoncé et

soit Σ un ensemble infini de points spéciaux dans Z. D’après le lemme 6.1, Z est alors

définie sur un corps de nombres. En la remplaçant par la réunion de ses conjugués sous

l’action du groupe de Galois ΓQ = AutQ(Q), on se ramène au cas où Z est définie

et irréductible sur Q (mais pas absolument irréductible). André montre ensuite que

l’on peut extraire de Σ une suite ((jn,j
′
n)) telle que Ejn et Ej′n admettent le même

corps de multiplications complexes Fn et que la 〈〈distance 〉〉 entre On = End(Ejn) et

End(Ej′n) ⊂ Fn soit bornée. Comme Z est définie sur Q, on peut remplacer chaque

((jn,j
′
n)) par un conjugué sous l’action du groupe de Galois. On se ramène ainsi au

cas où Ejn = C/On. On montre ensuite qu’en passant encore à une suite extraite, on

peut supposer que (jn,j
′
n) → (∞,∞) et que tous les points (jn,j

′
n) appartiennent à

la même branche de Z passant par (∞,∞). Les arguments précis utilisés ici sont loin

d’être triviaux, le raisonnement repose entre autres sur un résultat de Masser en théorie

de transcendance. C’est cette partie de la démonstration qui manquait dans le travail

antérieur d’André [4].

On montre maintenant assez facilement que, après avoir remplacé la suite par une

suite extraite, on peut choisir les périodes τn de Ejn et τ ′n de Ej′n sous la forme

τn =
cn + fn

√
dn

2
, τ ′n =

bn + ffn

√
dn

2an

avec f,an,bn,fn entiers an ≥ |bn| et cn = 0 ou 1. Comme les points (jn,j
′
n) appartiennent à

la même branche d’une courbe algébrique, on obtient via le développement de Puiseux

une comparaison des ordres de croissance log |jn| ≈ ρ log |j′n|. Le développement de

Fourier de l’invariant modulaire en fonction de la période τ donne des estimations

log |jn| ≈ πfn

√

|dn| et log |j′n| ≈ (f/an)πfn

√

|dn|. En combinant les deux estimations on

montre d’abord que (an) est stationnaire et on se ramène ensuite trivialement au cas où

les suites (bn) et (cn) le sont aussi. Cela implique que pour n≫ 0, on a τ ′n = (k+ lτn)/m

pour certains entiers k,l,m et on en déduit que Z contient l’image de Y0(lm). Cette

méthode se généralise sans trop de difficulté au cas d’une courbe Z ⊂ An
C.

5.3. Méthodes d’équidistribution

Dans une série de publications qui a commencée avec [10], Clozel et Ullmo proposent

une approche de la conjecture d’André–Oort basée sur des méthodes ergodiques dans

l’esprit de Ratner et Margulis. Ce travail se rapproche des résultats liés aux conjectures

de Manin–Mumford et (surtout) de Bogomolov signalés dans le paragraphe 3.1. Ullmo

[37] en donne un résumé qui souligne cette analogie.
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Un problème important est que les résultats de Clozel et Ullmo sont pour l’instant

valables pour les orbites de points spéciaux sous les correspondances de Hecke provenant

du groupe de Mumford–Tate du point spécial en question. Pour avoir une application

naturelle à la conjecture 2.3, on aurait besoin des énoncés analogues pour les orbites

sous l’action du groupe de Galois.

Dans la suite, on se restreint à deux résultats de Clozel et Ullmo. On considère

d’abord, à nouveau, les sous-variétés de type Hodge de A2
C et on conserve les notations

de la section précédente. On note dµ la mesure de Poincaré sur C = A1(C). C’est

la mesure déduite de la mesure hyperbolique H-invariante sur Y . Pour une courbe

irréductible fermée Z ⊂ A2
C qui n’est ni une droite horizontale, ni une droite verticale,

on note Z∗µ la mesure sur C image directe de dµ par la correspondance définie par Z,

concrètement ∫

C

fdZ∗µ =
1

d1

∫

C

∑

y tel que
π1(y)=x

f(π2(y))dµ,

où πi : Z → C est la i-ième projection et d1 est le degré de π1.

Théorème 5.4 (Clozel–Ullmo [8]). — On a Z∗µ = µ si et seulement si Z est l’image

d’une courbe Y0(N).

Supposons maintenant que Z ⊂ A2
C est une courbe contenant une suite dense (sn)

de points spéciaux. Comme dans la démonstration du théorème 5.3, on peut supposer

que Z soit définie sur Q. Dans [8, 2.4], Clozel et Ullmo proposent la piste suivante pour

tenter de montrer que Z vérifie la condition du théorème 5.4 et de résoudre ainsi la

conjecture 2.3 pour Z. Dans la suite on désigne, pour tout sous-ensemble fini E de Z, par

∆E = 1
|E|

∑

s∈E δs la mesure de Dirac normalisée associée. Chaque sn correspond à un

produit de deux courbes elliptiques et, comme dans la démonstration du théorème 5.3,

on se ramène au cas où ces deux courbes ont multiplication complexe par le même

corps Fn. En utilisant des résultats de Duke et de Clozel–Ullmo, on peut montrer que,

en passant à une suite extraite, la suite de mesures (∆ΓFn ·sn) converge faiblement vers

une mesure dν telle que (π1)∗dν = dµ et (π2)∗dν = dµ. Pour en déduire la conjecture

d’André–Oort pour A2
C, via le théorème 5.4, on devrait montrer que ce fait implique

que Z préserve la mesure dµ. Ce problème est encore ouvert.

La conjecture d’André–Oort a la conséquence suivante pour les sous-variétés d’une

variété de Shimura. Soient ShK(G,X)C une variété de Shimura et Y ⊂ ShK(G,X)C une

sous-variété. Soit Σ l’ensemble des points spéciaux de Y (C). La conjecture 2.3 implique

alors que l’adhérence de Σ est une réunion finie ∪r
i=1Si de sous-variétés de type Hodge

Si ⊂ Y , maximales par construction. Si S ′ ⊂ Y est une sous-variété de type Hodge, alors

la densité des points spéciaux de S ′(C) résultant du paragraphe 2.3 implique que S ′ est

contenue dans une des Si. Réciproquement, si dans toute sous-variété Y ⊂ ShK(G,X)C

il existe une réunion finie ∪r
i=1Si de sous-variétés de type Hodge qui contient toute sous-

variété de type Hodge S ′ ⊂ Y , alors la conjecture 2.3 est vraie pour Y . À noter que
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cette condition inclut le cas où S ′ ou certaines Si sont de dimension nulle, c’est-à-dire

des points spéciaux.

En utilisant des méthodes ergodiques, Clozel et Ullmo montrent la variante suivante

de cette propriété conjecturale. Dans ce théorème, où G est supposé adjoint, une sous-

variété fortement spéciale S ⊂ ShK(G,X)C est une sous-variété de type Hodge qui est

l’image d’une application composée (3) de 2.2 pour un groupe semi-simple H qui n’est

pas contenu dans un Q-sous-groupe parabolique propre de G. En particulier, un point

spécial n’est pas une sous-variété fortement spéciale.

Théorème 5.5 (Clozel–Ullmo [9]). — Soit Y ⊂ ShK(G,X)C comme avant ; supposons

de plus que G est un groupe adjoint. Il existe alors un ensemble fini {S1, . . . ,Sn} de

sous-variétés fortement spéciales de dimensions strictement positives tel que toute sous-

variété fortement spéciale S ′ ⊂ Y (avec dimS ′ > 0) soit contenue dans une des Si.

Le rapport d’Ullmo [37] donne une excellente introduction au sujet de cette section,

même si la publication [9] a évolué depuis la parution du rapport en question. Pour

terminer ce paragraphe, il est signalé que les questions d’équidistribution sont également

étudiées dans Zhang [42] et Jiang, Li et Zhang [23].

6. COMPLÉMENTS SUR LES VARIÉTÉS DE SHIMURA

6.1. Modèles canoniques et lois de réciprocité

On associe à la donnée de Shimura (G,X) son corps dual 1, un corps de nombres

E = E(G,X) ⊂ C, voir [16, 2.2] pour la définition. D’après des travaux de Shimura,

Deligne, Borovoi et Milne, la variété de Shimura Sh(G,X)C admet un modèle canonique

Sh(G,X) sur E, voir [28, §2] pour un compte rendu des arguments. Ce modèle canonique

est un E-schéma tel que Sh(G,X)C = Sh(G,X) ⊗E C et tel que l’action de G(Af) sur

Sh(G,X)C, définie par les applications (1) dans 2.1, se descende en une action sur

Sh(G,X). Tout cela implique que, pour tout sous-groupe compact ouvert K ⊂ G(Af),

la variété ShK(G,X)C admet également un modèle (canonique) sur E et que chaque

composante connexe de cette variété admet un modèle sur un corps de nombres. Par

abus de langage, on parlera également de modèle canonique s’agissant d’une variété

obtenue par extension de scalaires à partir d’un modèle canonique et d’une composante

connexe d’une telle variété.

Le modèle canonique doit vérifier les conditions de [16, 2.2.5] exigeant que les points

spéciaux soient algébriques et décrivant l’action du groupe de Galois sur ces points. De

ces conditions on déduit sans peine que les morphismes de variétés de Shimura Sh(f)

définis par le diagramme (2) dans 2.2 sont définis sur le composé E(H,Y )E(G,X) ⊂ C

des corps duaux des données de Shimura en jeu. La même chose est vraie pour la suite

des applications (3), donc pour toute sous-variété de type Hodge SC ⊂ ShK(G,X)C il

1. Reflex field en anglais.
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existe une extension finie F ⊃ E(G,X) contenue dans C telle que SC provienne, par

extension de scalaires, d’une sous-variété S ⊂ ShK(G,X)F .

Comme les points spéciaux sont algébriques, on a également le lemme suivant.

Lemme 6.1. — Soient (G,X) une donnée de Shimura, K ⊂ G(Af) un sous-groupe

compact ouvert et ZC ⊂ ShK(G,X)C une sous-variété irréductible et fermée contenant

un ensemble Zariski-dense de points spéciaux. Alors il existe un corps de nombres F

avec E(G,X) ⊂ F ⊂ C tel que ZC ⊂ ShK(G,X)C provienne par extension de scalaires

d’une sous-variété Z ⊂ ShK(G,X)F .

Remarque 6.2. — Considérons à nouveau le groupe de similitudes symplectiques GSp2g,

la donnée de Shimura (GSp2g,Xg) et les sous-groupes Kn ⊂ GSp(Ẑ) introduits dans 3.2.

On a vu que la variété de Shimura ShKn(GSp2g,Xg)C peut être identifiée à l’espace de

modules Ag,n/C de variétés abéliennes complexes munies d’une structure de niveau n.

Comme le problème de modules admet une solution (grossière) sur Q, on obtient un

modèle Ag,n/Q de Ag,n/C = ShKn(GSp2g,Xg)C. La théorie de la multiplication complexe

des variétés abéliennes permet de montrer qu’il s’agit du modèle canonique. Bien en-

tendu, la définition d’un modèle canonique est conçue pour que cela soit le cas.

Dans la suite on se servira de la description de l’action du groupe de Galois sur

l’ensemble des points spéciaux d’une variété de Shimura. Celle-ci est déduite de la loi

de réciprocité décrivant l’action du groupe de Galois sur la variété de Shimura associée

à un tore. Pour décrire cette loi, soient T un Q-tore et h : C× → TR un morphisme tels

que (T,{h}) constitue une donnée de Shimura. Le modèle canonique Sh(T,{h}) est un

E = E(T,{h})-schéma profini et sa donnée est donc équivalente à celle de l’ensemble

Sh(T,{h})(E) muni de l’action continue de ΓE = AutE(E).

L’inclusion R ⊂ C induit un morphisme de groupes C×(R)→ C×(C) et les caractères

z et z̄ : C×
C → Gm/C sont définis par la condition que les composés

C× = C×(R) −−−→ C×(C)
z,z̄
−−−→ Gm(C) = C×

soient respectivement l’identité et la conjugaison complexe 2. On définit le cocaractère

r : Gm/C → C×
C comme le dual du caractère z. On pose

(4) µC = h ◦ r : Gm/C → TC

et on définit le corps de nombres E = E(T,{h}) ⊂ C comme le corps de définition de µC.

Le cocaractère µC provient par extension de scalaires d’un morphisme µ : Gm/E → TE .

Le morphisme r(T,h) est défini par

(5) r(T,h) : E× = ResE/QGm/E

ResE/Qµ
−−−−−→ ResE/QTE

NE/Q
−−−→ T,

2. La confusion occasionnée ici par le fait que C× désigne à la fois un groupe algébrique réel et le

groupe multiplicatif du corps C ne semble pas insurmontable.
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où ResE/Q est la restriction de scalaires. Cette définition suit [24] où il est signalé que

la définition donnée par Deligne [15] et [16] comporte une erreur de signe 3.

La théorie des corps de classes fournit une identification Γab
E = π0 (E×(Q)\E×(A)),

qu’on normalise de sorte qu’une uniformisante en une place v corresponde au frobenius

géométrique en v. L’action de σ ∈ Γab
E sur

Sh(T,{h})(E) = lim
K⊂T (Af )

ShK(T,{h})(E) = limT (Q)\T (Af)/K = T (Q)\T (Af)

est la translation par la projection de r(T,h)(σ).

Lemme 6.3. — L’image de r(T,h) : E× → T est le groupe de Mumford–Tate de h.

Démonstration. — L’image T ′ de r(T,h) est le tore engendré par les conjugués de µC

sous l’action de Aut(C), donc T ′ est le plus petit Q-sous-groupe de T tel que µC se

factorise par T ′. Il s’ensuit que c’est aussi le plus petit sous-groupe de T tel que h se

factorise par T ′, c’est-à-dire le groupe de Mumford–Tate de h.

6.2. Correspondances de Hecke

Fixons une donnée de Shimura (G,X) et des sous-groupes K1,K2 ⊂ G(Af ) compacts

ouverts. Le groupe G(Af ) opère sur Sh(G,X), donc pour tout g ∈ G(Af) on a un

diagramme, défini sur E(G,X),

ShK1(G,X)
πK1←−−− Sh(G,X)

·g
−−−→ Sh(G,X)

πK2−−−→ ShK2(G,X).

Comme πK1 et πK2 ◦ ·g se factorisent par ShKg(G,X) pour le sous-groupe compact

ouvert Kg = K1 ∩ gK2g
−1, l’image Tg de Sh(G,X) dans ShK1(G,X) × ShK2(G,X) est

une correspondance (telle que les projections de Tg sur les deux facteurs soient finies).

On la note Tg : ShK1(G,X) → ShK2(G,X) et on observe que Tg ne dépend que de la

classe de g dans K1\G(Af)/K2.

Pour toute extension F ⊃ E et toute sous-variété fermée Z ⊂ ShK1(G,X)F on

écrira TgZ = (πK2 ◦ ·g)(π
−1
1 Z) ; c’est une sous-variété fermée de ShK2(G,X)F (mais pas

nécessairement irréductible, même si Z l’est). Cette notation sera utilisée en particulier

pour des ensembles de points fermés. Pour x ∈ ShK1(G,X)(C) on choisit h ∈ X tel que

x est la classe d’un élément (h,a) ∈ X ×G(Af) et alors

Tgx = {(h,ag) ∈ ShK2(G,X)(C) | a ∈ G(Af) tel que (h,a) = x ∈ ShK1(G,X)(C)}.

Edixhoven montre le théorème suivant.

Théorème 6.4 (Edixhoven [18], Theorem 7.2). — Avec les notations introduites ci-

dessus, supposons que Zi ⊂ ShKi
(G,X)C (pour i = 1,2) soient des sous-variétés fermées

dont une (au moins) est de dimension ≤ 1. Il existe alors un entier c tel que pour tout

g ∈ G(Af) pour lequel TgZ1 ∩ Z2 est fini on ait

|TgZ1 ∩ Z2| ≤ c deg
(
ShKg(G,X)C → ShK1(G,X)C

)
.

3. Noter également qu’entre [15] et [16] se produisent plusieurs changements de conventions affectant

cette question, voir [24].
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La démonstration se trouve dans la section 7 de [18], qui peut être lue indépendam-

ment du reste de l’article cité. On se ramène à un calcul dans ShKg(G,X)C en prenant les

images réciproques de TgZ1 et de Z2. L’idée est d’utiliser ensuite les compactifications

de Baily–Borel des variétés de Shimura et les fibrés en droites amples construites par

Baily et Borel. On se ramène ainsi au calcul des degrés des Zi par rapport aux fibrés

en question.

Corollaire 6.5. — Soient K ⊂ G(Af) compact ouvert et Z ⊂ ShK(G,X)C une

courbe fermée. Alors il existe un entier c tel que pour tout g ∈ G(Af) pour lequel

TgZ ∩ Z est fini on ait

|TgZ ∩ Z| ≤ c|K ∩ gKg−1|.

De manière analogue à la construction donnée ci-dessus, on définit les correspon-

dances de Hecke sur les variétés de Shimura connexes. Avec les notations précédentes,

fixons une composante X+ de X comme dans 2.1 et posons Γi = Ki ∩ G(Q)+ ; soit

Si
∼= Γi\X

+ l’image de X+ dans ShKi
(G,X)C. Alors tout élément g ∈ G(Q) définit une

correspondance de S1 vers S2 via le diagramme

(6) S1

πΓ1←−−− X+ g·
−−−→ X+

πΓ2−−−→ S2.

Comme c’était le cas ci-dessus, la projection πΓ1 et le composé πΓ2 ◦ g· se factorisent

par des morphismes entre variétés algébriques, ici Γg\X
+ → Si avec Γg = Γ ∩ g−1Γg.

On aura à se servir du lemme suivant, dont la démonstration est élémentaire.

Lemme 6.6. — Avec les notations en vigueur ci-dessus, soit g ∈ G(Af) et soient les

gi ∈ G(Q)+ tels que

G(Q)+ ∩K1gK2 =
∐

i

Γ1g
−1
i Γ2.

Alors les composantes connexes de Tg ∩ (S1 × S2) sont les Tgi
.

6.3. Modification de (G,X) et de K

Soient (G,X) une donnée de Shimura et K ⊂ G(Af) un sous-groupe compact ouvert.

Pour montrer (un cas particulier de) la conjecture d’André–Oort, pour la variété de

Shimura ShK(G,X)C, il s’avère souvent utile de remplacer K et G par d’autres groupes.

On donnera ici quelques arguments tirés de [20, §2] permettant de telles modifications

dans les hypothèses.

Si K ′ ⊃ K est un sous-groupe compact ouvert de G(Af), alors

ShK(G,X)C → ShK ′(G,X)C

est un morphisme fini et une sous-variété irréductible de ShK(G,X)C est de type Hodge

si et seulement si son image l’est. Cela est vrai en particulier pour un point spécial et

il s’ensuit :

Proposition 6.7. — La conjecture 2.3 pour un ensemble de points spéciaux Σ dans

ShK(G,X)C est équivalente à la conjecture pour l’image de Σ dans ShK ′(G,X)C.
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La discussion suivante est basée sur Moonen [26, 2.8 et 2.9] et Edixhoven–Yafaev

[20, §2]. Soit Z ⊂ ShK(G,X)C une sous-variété irréductible. Il existe alors un sous-

groupe H ⊂ G, un morphisme de données de Shimura (H,Y ) → (G,X) et un élément

g ∈ G(Af) tels que Z soit contenu dans l’image de l’application (3) de 2.2 et que H

soit le groupe de Mumford–Tate générique sur Z. La composante irréductible S de

l’image de (3) contenant Z est la plus petite sous-variété de type Hodge de ShK(G,X)C

contenant Z. L’application (3) se factorise par ShL(H,Y )C pour un sous-groupe compact

ouvert L ⊂ H(Af) et comme ci-dessus, l’application

ShL(H,Y )C → ShK(G,X)C

a la propriété qu’une sous-variété irréductible (resp. un point) de ShK(G,X)C est de

type Hodge (resp. spécial) si et seulement si son image l’est.

Proposition 6.8. — Soient Z ⊂ ShK(G,X)C une sous-variété irréductible fermée et

Σ un ensemble de points spéciaux, Zariski-dense dans Z. Pour montrer la conjecture 2.3

pour Z, on peut supposer que Z contient un point s avec MT(s) = G et que la plus petite

sous-variété de type Hodge contenant Z est une composante connexe de ShK(G,X)C.

Définition 6.9. — Si Z ⊂ ShK(G,X)C vérifie les conditions du théorème on dira que

Z est Hodge générique.

Un énoncé similaire est valable pour le passage au groupe adjoint. Pour toute donnée

de Shimura (G,X) on définit Xad comme la Gad(R) classe de conjugaison dans

Hom(C×,Gad
R ) contenant l’image de X et (Gad,Xad) est alors aussi une donnée de Shi-

mura. Il existe des sous-groupes compacts ouverts K ⊂ G(Af) et Kad ⊂ Gad(Af)

tels que Kad contienne l’image de K. Le morphisme ShK(G,X)C → ShKad(Gad,Xad)C

est alors fini et respecte les sous-variétés de type Hodge et les points spéciaux. Cela

implique :

Proposition 6.10. — Soient les notations comme dans la proposition 6.8. Pour mon-

trer la conjecture 2.3 pour Z, on peut remplacer G par son groupe adjoint et Z et Σ par

leurs images Zad et Σad dans ShKad(Gad,Xad). En outre, Z est Hodge générique si et

seulement si Zad l’est.

7. L’APPROCHE D’EDIXHOVEN ET YAFAEV

7.1. Énoncés

Dans les différents résultats obtenus par Edixhoven [17], [18], Edixhoven–Yafaev [20]

et Yafaev [39], [40], [41] on peut distinguer deux types d’hypothèses. Dans certains

cas, on supposera que l’hypothèse de Riemann généralisée (GRH) soit vérifiée pour

une classe de corps de nombres qui dépend des variétés de Shimura considérées. Dans

d’autres cas, on impose une condition supplémentaire sur les points spéciaux contenus
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dans Σ. La stratégie des démonstrations est toutefois très proche d’un cas à l’autre. On

cite d’abord les principaux résultats.

Théorème 7.1 (Edixhoven–Yafaev [20], Yafaev [40]). — Soient (G,X) une donnée de

Shimura et K ⊂ G(Af) un sous-groupe compact ouvert. Soit Z ⊂ ShK(G,X)C une

courbe irréductible fermée contenant un ensemble infini Σ de points spéciaux.

Supposons que tous les groupes de Mumford–Tate MT(s) (voir définition 2.1) avec

s ∈ Σ sont isomorphes. Alors Z est une sous-variété de type Hodge.

Sous une condition un peu plus restrictive sur Σ, le théorème 7.1 est montré dans [20,

1.2]. L’énoncé donné ici est prouvé dans [40, Theorem 1.3]. Le théorème 2.2 de [18] est

maintenant le cas particulier du théorème 7.1 où la variété de Shimura est une surface

modulaire de Hilbert. C’est l’analogue du théorème 7.2 avec condition sur Σ au lieu de

GRH.

L’hypothèse sur les points spéciaux en vigueur dans le théorème ci-dessus peut sou-

vent être remplacée par l’hypothèse de Riemann généralisée. Ainsi le théorème 5.3, qui

traite le cas de C2, a été démontré par Edixhoven [17, Theorem 1.1] en admettant GRH

pour les corps quadratiques imaginaires. La démonstration dans ce cas a été esquissée

dans l’introduction. Le théorème d’Edixhoven a été généralisé par Yafaev [39] à certains

autres produits de deux courbes de Shimura. Un deuxième exemple est le théorème sui-

vant qui concerne les surfaces modulaires de Hilbert. On introduit d’abord la notation

nécessaire.

Soient F une extension quadratique réelle de Q et G = ResF/QGL2/F . L’action de C×

sur R2 ∼= C induit un morphisme C× → GL2/R dont on déduit

h : C× → GR = GL2
2/R.

Soit X la G(R)-classe de conjugaison de h. Alors (G,X) est une donnée de Shimura et

pour K ⊂ G(Af) compact ouvert, on définit la surface modulaire de Hilbert ShK(G,X)C

associée à F .

Théorème 7.2 (Edixhoven [18]). — Supposons que l’hypothèse de Riemann générali-

sée soit vérifiée. Soient ShK(G,X)C une surface modulaire de Hilbert et Z une courbe

dans ShK(G,X)C contenant un ensemble infini de points spéciaux. Alors Z est une

sous-variété de type Hodge.

Remarque 7.3. — Dans la prépublication [40], Yafaev annonce que ce théorème est

valable pour toute variété de Shimura. C’est-à-dire que sous l’hypothèse de Riemann

généralisée, une courbe Z ⊂ ShK(G,X)C contenant un ensemble infini de points spéciaux

est une sous-variété de type Hodge, quelle que soit la variété de Shimura ShK(G,X)C.

La démonstration suit la méthode de la démonstration du théorème 7.1 en l’améliorant

sur plusieurs points.
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7.2. La stratégie de la démonstration

Les démonstrations des théorèmes cités dans le paragraphe précédent reposent sur la

caractérisation suivante des sous-variétés de type Hodge, donnée dans [20, 7.1].

Critère 7.4. — Soient (G,X) une donnée de Shimura, K ⊂ G(Af) un sous-groupe

compact ouvert assez petit et Z ⊂ ShK(G,X)C une sous-variété irréductible et fermée.

On suppose que G est adjoint et que Z est Hodge générique (dans le sens de la

définition 6.9). Comme dans 2.1, une composante X+ de X est fixée et S désigne

l’image de X+ dans ShK(G,X)C.

Soient p un nombre premier, g ∈ G(Qp) ; définissons les gi ∈ G(Q)+ comme dans le

lemme 6.6, de sorte que les Tgi
sont les composantes connexes de Tg sur S. Supposons

que

1. les Tgi
Z et les Tg−1

i
Z sont irréductibles,

2. pour tout s ∈ S(C) et tout gi, l’orbite

(7)
⋃

n≥0

(

Tgi
+ Tg−1

i

)n

(s)

est dense dans S pour la topologie euclidienne et

3. Z ⊂ TgZ.

Alors Z = S, en particulier Z est de type Hodge.

Démonstration. — Supposons que les trois conditions du critère soient vérifiées. Comme

Z ⊂ S et les Tgi
sont des correspondances S → S, on a Z ⊂ ∪Tgi

Z. Soit i tel que

Z ⊂ Tgi
Z. La condition 7.4.1 implique alors que Z = Tgi

Z, que Tg−1
i
Z = Tg−1

i
Tgi
Z ⊃ Z

et donc que Z = Tgi
Z = Tg−1

i
Z. Il s’ensuit que pour s ∈ Z(C), la (Tgi

+ Tg−1
i

)-orbite

de s est contenue dans Z et 7.4.2 implique alors que Z = S.

7.3. Les conditions 7.4.1 et 7.4.2

Dans cette section on verra comment on peut établir les deux premières conditions

du critère 7.4. Dans les deux cas, (G,X) est une donnée de Shimura avec G semi-simple

et adjoint et K ⊂ G(Af) est un sous-groupe compact ouvert. On écrit X+, G(R)+,

G(Q)+, Γ = K ∩G(Q)+ comme dans 2.1 et, comme avant, S = Γ\X+ désigne l’image

de X+ dans ShK(G,X)C. On suppose que K est assez petit pour que Γ opère librement

sur X+ et que K est le produit de sous-groupes compacts ouverts Kp ⊂ G(Qp).

Théorème 7.5 ([20], Theorem 5.1). — Avec les hypothèses ci-dessus, supposons que

Z ⊂ ShK(G,X)C soit une sous-variété fermée, irréductible et Hodge générique (dans le

sens de la définition 6.9) contenant un point spécial. Il existe alors un entier N1 tel

que, pour tout g ∈ G(Q)+ dont l’image dans G(Qℓ) est dans Kℓ pour tout ℓ divisant

N1, l’image TgZ soit irréductible. Ici Tg est la correspondance de Hecke sur S définie

par g.
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Esquisse de la démonstration.. — On reprend les notations de 6.2 pour la construction

de Tg et on considère l’équation (6) avec S1 = S2 = S = Γ\X+ et Sg = Γg\X
+ où

Γg = Γ∩g−1Γg. La correspondance Tg étant l’image de Sg dans S×S, il suffit de montrer

que, sous les conditions du théorème, l’image réciproque Zg de Z dans Sg est connexe.

Pour le faire, on peut remplacer (et on remplace) Z et Zg par leurs sous-variétés de

points lisses.

On fixe un élément z ∈ Z(C) dont le groupe de Mumford–Tate est égal à G. Le

revêtement Zg → Z correspond au π1(Z,z)-ensemble Γg\Γ et il suffit de montrer que,

toujours sous les conditions du théorème, l’action de π1(Z,z) sur Γg\Γ est transi-

tive. Pour le faire, on construit une variation de Z-structures de Hodge sur S dont

on considère la fibre Λz en z. Un théorème d’André [3, Proposition 2] implique que

l’adhérence de Zariski de l’image de la représentation de monodromie de π1(Z,z) sur

Λz ⊗ Q (le groupe de monodromie algébrique) cöıncide avec l’adhérence de Zariski de

l’image de la représentation de π1(S,z) sur Λz ⊗Q.

On invoque ensuite un théorème de Nori [30, 5.3] qui assure l’existence d’un entier N1

tel que pour tout m premier à N1, les images de π1(Z,z) et de π1(S,z) dans GL(Λz/mΛz)

cöıncident. Tout cela permet de montrer que si g vérifie les hypothèses de 7.5, avec N1

comme ci-dessus, alors l’action de π1(Z,z) est transitive, prouvant ainsi l’énoncé. La

démonstration détaillée attend le lecteur curieux dans [20, §5].

Théorème 7.6. — On conserve les notations fixées avant le théorème 7.5 et on

décompose G = G1 × · · · × Gr comme produit de facteurs simples. Il existe un en-

tier N2 tel que pour tout nombre premier p ≥ N2 l’énoncé suivant soit vérifié. Soit

g ∈ G(Qp) un élément dont la projection dans aucun Gj(Qp) ne soit contenue dans un

sous-groupe compact et soient les gi ∈ G(Q)+ comme dans le lemme 6.6. Alors pour

tout i et tout s ∈ S(C), la (Tgi
+ Tg−1

i
)-orbite de s (donnée par (7)) est dense dans S

pour la topologie euclidienne.

La démonstration est donnée dans [20, §6].

7.4. Orbites galoisiennes des points spéciaux

Soient (G,X) une donnée de Shimura avec G adjoint et K ⊂ G(Af ) un sous-groupe

compact ouvert. On fixe une représentation fidèle Q-linéaire V de G et un réseau VZ ⊂ V

tel que K stabilise VZ⊗ Ẑ ⊂ V ⊗Af . Pour tout sous-groupe algébrique H ⊂ G, on note

HZ l’adhérence de H dans GL(VZ). Si T ⊂ G est un tore, Mauvais(T ) est l’ensemble de

nombres premiers p tels que la fibre de TZ en caractéristique p ne soit pas un tore.

Soit R ⊂ G(Af ) un ensemble de représentants (dont 1G) pour l’ensemble (fini) des

doubles classes G(Q)\G(Af)/K. Pour tout s ∈ ShK(G,X)(C) on fixe un représentant

(hs,as) ∈ X ×G(Af) avec as ∈ R.

Théorème 7.7. — Avec les notations introduites ci-dessus, soient F ⊂ C un corps de

nombres contenant le corps dual E(G,X) et ShK(G,X) le modèle canonique sur F de

la variété de Shimura ShK(G,X)C.
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Soit s0 ∈ ShK(G,X)(Q) un point spécial. Il existe alors des constantes c1 et c2 > 0

telles que pour tout s ∈ ShK(G,X)(Q) avec MT(s) ∼= MT(s0) on ait l’inégalité

|ΓF · s| > c1
∏

p∈Mauvais(MT(hs))

c2p.

Remarque 7.8. — Noter que les tores MT(hs) ⊂ G dépendent du choix des hs et que

les ensembles Mauvais(MT(hs)) dépendent en plus du choix de la représentation V et

du réseau VZ.

Remarque 7.9. — L’amélioration du théorème 7.7 (sous l’hypothèse de Riemann géné-

ralisée) est un des ingrédients principaux du travail de Yafaev [40] menant au résultat

annoncé dans la remarque 7.3.

Esquisse de la démonstration. — Remarquons pour commencer que pour montrer le

théorème, on peut modifier K et F à volonté. De plus, il suffit de prouver le théorème

avec chaque s remplacé par une image sous la correspondance Ta−1
s

car R étant fini,

le degré des Ta−1
s

est uniformément borné. Cela permet de supposer que as = 1G pour

tout s et que chaque s est dans l’image de Sh(MT(hs),{hs})→ ShK(G,X).

Dans la proposition suivante, Σs0 désigne l’ensemble des s ∈ ShK(G,X)(Q) avec

MT(s) ∼= MT(s0). Via la représentation G → GL(V ), on considère les hs comme des

applications C× → GL(VR).

Proposition 7.10 (Yafaev [40]). — L’ensemble des hs : C× → GL(VR) avec s ∈ Σs0

est une réunion finie de GL(V )-classes de conjugaison.

Démonstration. — Comme G est adjoint, chaque morphisme h ∈ X est déterminé par

le morphisme

µh/C = h ◦ r : Gm/C → C×
C → GC ⊂ GL(VC)

défini comme dans 6.1, formule (4). Il suffit donc de montrer que l’ensemble des GL(V )-

classes de conjugaison dans l’ensemble des µhs est fini, pour s parcourant Σs0 . Tous les

µhs, pour s ∈ ShK(G,X)(C), sont conjugués sous G(C), donc l’ensemble des poids de

µhs sur VC ne dépend pas de s.

Pour tout tore T sur Q, notons X∗(T ) (resp. X∗(T )) le groupe de (co)caractères de T ,

muni de l’action naturelle à gauche du groupe de Galois absolu ΓQ. L’accouplement

naturel 〈·,·〉 : X∗(T )×X∗(T )→ Z vérifie 〈xσ,yσ〉 = 〈x,y〉 pour tout σ ∈ ΓQ. Le groupe

ΓQ opère sur tous les MT(s) avec s ∈ Σs0 via le même quotient fini ΓQ.

Soit s ∈ Σs0. Comme MT(s) est le groupe de Mumford–Tate de s, les conjugués

galoisiens de µs engendrent X∗(MT(s))⊗Q et on en déduit une surjection de ΓQ-modules

(à gauche) Q[ΓQ]→ X∗(MT(s))⊗Q. Cela donne une injection X∗(MT(s)) ⊂ Z[ΓQ] de

ΓQ-modules. Soit Πs ⊂ X∗(MT(s)) ⊂ Z[ΓQ] l’ensemble des caractères intervenant dans

la représentation de MT(s)Q sur VQ. Comme Πs est ΓQ-invariant, on a

〈µσ
hs
,Πs〉 = 〈µσ

hs
,Πσ

s 〉 = 〈µhs,Πs〉
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pour tout σ ∈ ΓQ. Comme 〈µhs,Πs〉 est l’ensemble des poids de µhs agissant sur VC,

celui-ci ne dépend pas de s. Les µσ
hs

constituent une base de X∗(MT(s))⊗Q, donc cela

ne laisse qu’un nombre fini de possibilités pour Πs (pour s parcourant Σs0).

Pour montrer que l’ensemble des classes de GL(V )-conjugaison des µhs est fini, on

peut maintenant supposer que Πs ne dépend pas de s. Comme Πs engendre X∗(MT(s))

en tant que sous-module de Z[ΓQ], il s’ensuit que X∗(MT(s)) ⊂ Z[ΓQ] ne dépend pas

de s. On obtient une identification des tores MT(s) qui, par construction, est compatible

avec les cocaractères µhs. En passant à un sous-ensemble infini, on peut supposer que la

multiplicité de chaque χ ∈ Πs dans la représentation de MT(s)Q sur VQ est indépendante

de s. Les tores MT(s) sont alors conjugués dans GL(V ) et il en est de même pour

les µhs.

Soit Σ′
s0

l’ensemble des s tels que hs soit le conjugué de hs0 par un élément ts ∈ GL(V ).

Grce à la proposition, il suffit de prouver le théorème 7.7 pour s parcourant Σ′
s0

. Pour

tout élément s ∈ Σ′
s0

, la conjugaison par ts est un isomorphisme de données de Shimura

(MT(hs0),{hs0})
∼= (MT(hs),{hs}) et les corps duaux des (MT(hs),{hs}) cöıncident avec

le même corps E ⊂ C. Les isomorphismes des données de Shimura sont compatibles

avec les lois de réciprocité (définies dans 6.1, formule (5)).

On contemple le diagramme commutatif suivant (d’applications entre ensembles)

Sh(MT(hs0),{hs0})(C) −−−→ ShK(G,X)(C)

Sh(innts)

x





y

Sh(MT(hs),{hs})(C)
fs
−−−→ GLn(Q)\

(

Y ×GLn(Af)/GLn(Ẑ)
)

.

La flèche Sh(innts) vient de l’isomorphisme entre modèles canoniques, les points com-

plexes des variétés dans la colonne de gauche sont Q-rationnels et Sh(innts) est ΓE-

équivariant. La première flèche horizontale vient aussi d’un morphisme entre modèles

canoniques et on voit assez facilement (cf. [20, 4.2]) que, pour prouver le théorème, il

suffit de donner une borne inférieure pour l’ordre de la (Ẑ ⊗ OE)×-orbite de s dans

ShK(G,X)(C), pour l’action de (Ẑ⊗ OE)× donnée par r(MT(hs),{hs}).

En ce qui concerne l’ensemble GLn(Q)\(Y×GLn(Af)/GLn(Ẑ)), on a identifié V ∼= Qn,

noté par ρ : G → GLn/Q le morphisme déduit de la représentation de G sur V et

défini Y comme la classe de conjugaison de morphismes C× → GLn/R contenant

l’image de X. Cela définit la deuxième colonne du diagramme et permet de définir

fs comme l’application rendant le carré commutatif. Cette application est déduite

de la composée ρ|MT(hs) ◦ innts en passant au quotient. Dans [20, §4] l’estimation de

l’orbite de s provient d’une minoration de l’ordre de l’orbite de l’image de s dans

GLn(Q)\(Y × GLn(Af)/GLn(Ẑ)) sous l’action de (Ẑ ⊗ OE)× via la loi de réciprocité

r(MT(hs),hs). On se ramène au calcul de l’orbite de ts dans GLn(Af)/GLn(Ẑ) sous

l’action de (Ẑ⊗OE)× donnée par r(MT(hs0),hs0)
m pour un entier m assez grand. Ceci

est achevé par un calcul long mais explicite qui occupe [20, 4.3 et 4.4].
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7.5. Fin de la démonstration du théorème 7.1

Les différentes propositions dans 6.3 permettent de se ramener au cas où le groupe G

est adjoint, Z est Hodge générique et K est le produit de sous-groupes compacts ouverts

Kp ⊂ G(Qp). En appliquant une correspondance de Hecke, on peut en outre supposer

que

(8) Z ⊂ S ⊂ ShK(G,X)C

avec S l’image dans ShK(G,X) d’une composante connexe fixée X+ de X. On fixe, pour

tout s ∈ Σ, un élément hs ∈ X+ tel que s = (hs,1) ∈ ShK(G,X)C(C). Le lemme 6.1

montre que les variétés et les inclusions de l’équation (8) sont définies sur un corps de

nombres F ⊂ C et on en fixe un modèle sur F . On supposera aussi que tous les tores

MT(s), pour s ∈ Σ, sont décomposés sur F . Comme dans le paragraphe 7.4 on fixe

une représentation fidèle Q-linéaire V de G et un réseau VZ ⊂ V de sorte que l’on peut

prendre l’adhérence HZ de tout sous-groupe H ⊂ G et définir Mauvais(T ) pour tout

tore T ⊂ G comme dans 7.4. Dans la suite de la démonstration, on note m(s) l’ordre

de l’ensemble Mauvais(MT(hs)) et on distingue deux possibilités.

Le cas où m(s) est borné. — Pour tout nombre premier, p soit Σp l’ensemble des s ∈ Σ

tels que MT(hs)Fp soit un tore. Supposons que m(s) < B pour tout s ∈ Σ. Pour tout

ensemble E de nombres premiers avec |E| = B, on a alors ∪p∈EΣp = Σ et pour au

moins un p ∈ E l’ensemble Σp est donc dense dans Z. Il y a donc au plus B − 1

nombres premiers tels que Σp ne soit pas Zariski-dense. Il s’ensuit qu’il existe une

infinité de nombres premiers p supérieurs à N1 (comme dans le théorème 7.5), et à N2

(du théorème 7.6), avec GFp lisse, Kp = GZ(Zp) et Σp ⊂ Z Zariski-dense et tels que tous

les MT(hs)Qp (pour s ∈ Σ) soient scindés. Seule la dernière condition pourrait exclure un

ensemble infini de nombres premiers, mais le théorème de Chebotarev implique qu’elle

est vérifiée pour un ensemble de p avec une densité positive.

En utilisant [20, Proposition 7.3.1] on se ramène au cas où les tores MT(hs)Zp (pour

s ∈ Σp) sont conjugués sous Kp. On fixe un élément s0 ∈ Σp et, pour tout s ∈ Σp, un

transporteur ts ∈ Kp tel que MT(hs) = tsMT(hs0)t
−1
s . Dans [20, 7.3], il est montré qu’il

existe g ∈ MT(hs0)(Qp) dans l’image de ΓF (via le morphisme de réciprocité) vérifiant

les conditions du théorème 7.6. La démonstration utilise les faits que r(MT(hs0),{hs0})

est une surjection (de groupes algébriques) et que MT(hs0)Qp est scindé.

Pour tout s ∈ Σp, le conjugué tsgt
−1
s ∈ MT(hs) est dans l’image de ΓF par

le morphisme de réciprocité donc (hs,tsgt−1
s ) ∈ ΓF · s. Comme on a également

(hs,tsgt−1
s ) = (hs,tsg) ∈ Tgs, on conclut que ΓF · s rencontre TgZ. Comme TgZ est

définie sur F , cela implique que s ∈ TgZ.

On a montré que Σp ⊂ TgZ(C) et cela implique que Z ⊂ TgZ. Les conditions du

critère 7.4 étant vérifiées, le théorème est démontré dans ce premier cas.

Remarque 7.11. — Les résultats de la section 7.4 concernant les orbites galoisiennes

n’ont pas été utilisés dans le cas qui vient d’être traité. On ne s’est pas non plus servi

de l’hypothèse que Z soit une courbe.
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Le cas où m(s) n’est pas borné. — Pour les détails le lecteur est renvoyé à [20, 7.4]. En

utilisant le corollaire 6.5 et une étude de l’action des tores MT(s)Zp sur VZp on montre

le lemme suivant, voir [20, Corollary 7.4.4].

Lemme 7.12. — Il existe un entier k avec la propriété suivante. Soient s ∈ Σ et p un

nombre premier tels que MT(hs)Qp soit scindé et p 6∈ Mauvais(MT(hs)). Alors il existe

un g ∈ MT(hs)(Qp) appartenant à r(MT(hs),{hs})(Qp⊗F ), vérifiant les conditions du

théorème 7.6 et tel que |TgZ ∩ Z| ≤ pk si cette intersection est finie.

Soit k comme dans le lemme. Comme m(s) devient arbitrairement grand, le théorème

de Chebotarev implique l’existence d’un élément s ∈ Σ et d’un nombre premier p

vérifiant les conditions du lemme, avec p ≥ N1 et N2 (comme dans les théorèmes 7.5

et 7.6) et tels que la minoration de |ΓF · s| établie dans le théorème 7.7 soit supérieure

à pk. Pour l’élément g fourni par le lemme ci-dessus, le fait que g appartient à l’image

de ΓF assure que Tgs contient un conjugué de s sous ΓF et donc que ΓF · s ⊂ TgZ ∩Z.

Il s’ensuit que l’intersection TgZ ∩Z ne peut pas être finie et comme Z est irréductible

on en déduit que Z ⊂ TgZ. L’élément g vérifie les conditions du critère 7.4 et la

démonstration du théorème est achevée.

7.6. Esquisse de la démonstration du théorème 7.2

Rappelons les notations en vigueur dans le théorème 7.2. On a fixé une extension

quadratique réelle F de Q, posé G = ResF/QGL2/F , construit un morphisme

h : C× → GR = GL2
2/R

et défini X comme la G(R) classe de conjugaison de h. Le groupe G admet un modèle

naturel sur Z, à savoir GZ = ResOF /ZGL2/OF
et on pose K = GZ(Ẑ). La variété de

Shimura ShK(G,X)C admet alors un modèle canonique sur Q. On se donne un corps de

nombres F et une courbe irréductible fermée Z ⊂ ShK(G,X)F contenant un ensemble

infini Σ de points spéciaux. Il faut montrer que Z est de type Hodge.

Dans [18] on travaille avec la donnée de Shimura (G,X) et avec une donnée de Shimura

(G′,X ′) associée à un sous-groupe G′ ⊂ G. Ici on essayera de se ramener autant que

possible à la méthode exposée ci-dessus. On passe donc à la donnée de Shimura adjointe

(Gad,Xad) en remarquant que celle-ci est aussi la donnée de Shimura adjointe de (G′,X ′).

Le groupe Gad hérite d’un modèle entier Gad
Z et on prend Kad = Gad

Z (Ẑ). L’image

de Z dans ShKad(Gad,Xad) est notée Zad. Si Zad n’est pas Hodge générique, alors le

théorème 7.2 est trivialement valable et on supposera dans la suite qu’on se trouve

dans le cas restant : Zad ⊂ ShKad(Gad,Xad) est Hodge générique. Il suffit de montrer

que Zad est une composante de ShKad(Gad,Xad), car cela implique que Zad est de type

Hodge. Alternativement, si Zad est une composante de ShKad(Gad,Xad), cela contredit

le fait que Zad soit une courbe. En tout cas, le théorème sera prouvé.
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On a G(Qp) = GL2(K ⊗Q Qp). Le critère 7.4 sera appliqué à la correspondance de

Hecke T ad
p associée à l’image dans Gad(Af ) d’un élément de la forme

(
p 0

0 1

)

∈ GL2(K ⊗Qp) = G(Qp) ⊂ G(Af),

avec p premier. Les théorèmes 7.5 et 7.6 impliquent l’existence de constantes N1 et N2

tels que les conditions 7.4.1 et 7.4.2 soient vérifiées pour p ≥ N = max(N1,N2).

Pour que la condition 7.4.3 soit vérifiée, on utilise la même idée que ci-dessus, c’est-

à-dire qu’on choisira p tel que l’intersection T ad
p Zad ∩ Zad ne puisse pas être propre. Si

cette intersection est propre, alors la borne supérieure pour |T ad
p Zad ∩ Zad| fournie par

le corollaire 6.5 est de la forme c1p
k pour une constante c1 > 0 et un entier k.

Il reste à trouver une minoration |T ad
p Zad ∩ Zad| et pour cela on suivra [18]. En

particulier, on se place à nouveau dans ShK(G,X)F où il suffit maintenant de trouver

une estimation de |TpZ∩Z|. La variété ShK(G,X) peut être interprétée comme espace de

modules de variétés abéliennes munies d’une injection OK ⊂ End(A) vérifiant certaines

conditions. Pour tout s ∈ ShK(G,X), on note Rs l’anneau EndOK
(As) où As est la

variété abélienne correspondant à s. Par des arguments similaires à ceux utilisés dans

le paragraphe 7.5, Edixhoven montre dans [18, Lemma 8.1] que si s ∈ Z(Q) est un

point spécial et p un nombre premier tels que Rs soit scindé au-dessus de p, on a

ΓF · s ⊂ TpZ ∩ Z.

Le théorème 7.7 trouve un analogue dans [18, Theorem 6.2] 4 qui donne une estimation

|ΓF · s| > c2ds où ds = |discr(Rs)|
1/4−ε et c2 > 0. On peut montrer que, pour s ∈ Σ, le

nombre ds devient arbitrairement grand. L’hypothèse de Riemann généralisée implique

une version effective du théorème de Chebotarev dont on déduit que, pour ds assez

grand, il existe des nombres premiers p tels que Rs⊗Fp
∼= Fn

p et vérifiant une estimation

de valeur polynomiale en log ds. Toujours pour ds assez grand on en déduit l’existence

d’un nombre premier p tel que c2ds > c1p
2. Pour un tel p on a Z ⊂ TpZ et le critère 7.4

implique alors le théorème.

8. SOUS-VARIÉTÉS DE DIMENSION SUPÉRIEURE

8.1. Travaux de Moonen et de Yafaev

Le premier cas particulier de la conjecture d’André–Oort qui ait été prouvé est dû

à Moonen, voir le paragraphe 5.1. Ses résultats sont valables pour des sous-variétés de

dimension arbitraire dans les variétés de Shimura. Les énoncés prouvés par la méthode

d’Edixhoven et Yafaev traités jusqu’ici sont limités au cas des courbes contenues dans

les variétés de Shimura. Toutefois, en généralisant la démonstration du théorème 7.1,

4. Historiquement, le théorème 7.7 est postérieur à [18].
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en particulier le cas où la fonction m(s) est bornée, et en adaptant les théorèmes 7.5

et 7.6, Yafaev [41] prouve la généralisation suivante du théorème 5.2.

Théorème 8.1. — Soient (G,X) une donnée de Shimura (G,X) et K ⊂ G(Af) un

sous-groupe compact ouvert. On fixe une représentation fidèle Q-linéaire V de G muni

d’un réseau VZ ⊂ V et, en utilisant cette représentation, on identifie G avec un sous-

groupe fermé de GLn/Q.

Soit ΣX ⊂ X un ensemble de points spéciaux. Supposons qu’il existe un nombre

premier p vérifiant la condition que pour tout s ∈ ΣX il existe un sous-tore Ms
∼= Gm/Qp

de MT(s)Qp tel que

– l’ensemble des poids de Ms agissant sur VQp est uniformément borné en s,

– pour aucun quotient non trivial T de MT(s), l’image de Ms dans TQp ne soit

triviale et

– l’adhérence de Ms dans GLn/Zp est isomorphe à Gm/Zp .

Alors pour tout g ∈ G(Af) les composantes irréductibles de l’adhérence de l’image de

ΣX × {g} dans ShK(G,X)C sont de type Hodge.

8.2. Le cas de Cn

Signalons encore que la méthode d’André esquissée dans le paragraphe 5.2 permet

de montrer la conjecture d’André–Oort inconditionnellement pour les courbes dans

An
C. Dans [19] Edixhoven adapte sa méthode au cas d’une sous-variété de dimension

quelconque de An
C contenant un sous-ensemble dense de points spéciaux.

Dans la section précédente, le fait que la sous-variété Z est une courbe est essentiel

dans la fin de la démonstration : pour appliquer le critère 7.4 il faut que Z ⊂ TgZ,

pour une correspondance de Hecke convenable Tg. Pour montrer cette inclusion dans

le cas où Z est une courbe irréductible, il suffit de montrer que l’intersection ne peut

pas être finie. On verra ici, de manière succincte, comment l’approche d’Edixhoven [17]

peut être généralisée pour des sous-ensembles de points spéciaux dans An
C, vu comme

produit n copies de la courbe modulaire. Dans la suite on note, comme dans 5.2, A1

la variété de modules (grossière) des courbes elliptiques. On a alors les trois résultats

suivants, dus à Edixhoven [19].

Théorème 8.2. — Soit Σ ⊂ An(C) un ensemble de points spéciaux. Supposons que

l’hypothèse de Riemann généralisée soit vérifiée. Alors les composantes irréductibles de

l’adhérence de Σ sont de type Hodge.

Théorème 8.3. — Soit Σ ⊂ An(C) un ensemble de points spéciaux tels que les variétés

abéliennes (toutes produits de courbes elliptiques) correspondantes soient toutes isogènes.

Alors les composantes irréductibles de l’adhérence de Σ sont de type Hodge.
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D’après la proposition 6.7, ces théorèmes impliquent :

Corollaire 8.4. — Soit (GL2,Y ) la donnée de Shimura considérée en 5.2. Alors les

énoncés ci-dessus restent valables si chaque facteur A1 est remplacé par une courbe

modulaire Xi = ShKi
(GL2,Y ), pour des sous-groupes compacts ouverts Ki ⊂ GL2(Af).

Dans [19], les énoncés sont formulés en termes d’une description explicite des sous-

variétés de type Hodge. Pour donner cette description, on décrit d’abord deux types

particuliers : Un point de A1
C est de type Hodge si et seulement si c’est un point spécial.

Une courbe dans An
C est de type Hodge si et seulement si c’est une composante connexe

de l’image de A1
C par un produit (Tg1 , . . . ,Tgn) : A1

C → An
C de correspondances de Hecke

associées à des éléments gi ∈ GL2(Q). En général, une sous-variété de An
C est de type

Hodge si et seulement si, après une permutation des facteurs, c’est un produit de sous-

variétés des deux types précédents. Cette description est utilisée pour établir la ca-

ractérisation des sous-variétés de An
C de type Hodge donnée dans la proposition 8.6.

Définition 8.5. — Pour I ⊂ {1, . . . ,n}, soit pI : An → AI la projection sur les fac-

teurs indexés par I. Soit Z ⊂ An
C une sous-variété fermée irréductible. Alors un sous-

ensemble I ⊂ {1, . . . ,n} est minimal pour Z si dim pIZ < |I| mais dim pJZ = |J | pour

tout J $ I.

Proposition 8.6. — Soit Z ⊂ An
C une sous-variété fermée irréductible. Alors Z est

de type Hodge si et seulement si, pour tout I ⊂ {1, . . . ,n} qui est minimal pour Z, on

a |I| ≤ 2 et pIZ est de type Hodge.

On passe au résumé de la démonstration des deux théorèmes. On fixe un ensemble de

points spéciaux Σ ⊂ An(C) et on définit Z comme l’adhérence de Σ. On peut supposer

que Z est irréductible. Pour tout entier m, notons Tm la correspondance de Hecke

associée à l’élément ( m 0
0 1 )n ∈ GL2(Af)

n. Une des innovations principales de [19] est le

théorème 8.7.

Théorème 8.7. — Si Σ vérifie les conditions d’un des théorèmes 8.2 ou 8.3, alors

pour tout s ∈ Σ, sauf un nombre fini, il existe une courbe C ⊂ Z de type Hodge avec

s ∈ C(C).

Esquisse de la démonstration. — L’idée centrale est de couper Z avec son image TpZ

pour un nombre premier p convenable. Comme dans la dernière partie de la démonstra-

tion du théorème 7.1, présentée dans 7.5, on doit choisir p de sorte que Z1 = Z ∩ TpZ

contienne s et que l’orbite galoisienne de s soit assez grande pour pouvoir déduire par

un argument d’intersection que Z1 est de dimension strictement positive.

Si dimZ1 = dimZ, alors Z ⊂ TpZ et on montre que Z est de type Hodge en appli-

quant [19, Theorem 4.1] qui est un analogue de la combinaison des théorèmes 7.5 et 7.6

avec le critère 7.4. Le théorème 8.7 est évident dans ce cas. Si dimZ1 < dimZ, alors

on répète l’opération. On ne sait pas si Z1 contient un sous-ensemble dense de points
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spéciaux, mais l’orbite de s sous l’action du groupe de Galois suffit pour appliquer les

arguments ci-dessus.

Les théorèmes 8.2 et 8.3 sont prouvés en appliquant la proposition 8.6. Clairement,

le théorème 8.7 implique que si I est minimal pour Z et |I| ≤ 2, alors pIZ est de type

Hodge.

Le fait qu’il n’existe pas de sous-ensemble I ⊂ {1, . . . ,n} d’ordre au moins 3 qui est

minimal pour Z est un peu plus difficile à montrer, voir [19, §9].
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metic and geometry, Vol. I, édité par M. Artin et J. Tate, tome 35 de Progr. Math.,

pages 327–352. Birkhäuser, 1983.
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CLASSES DE COHOMOLOGIE POSITIVES DANS LES VARIÉTÉS

KÄHLÉRIENNES COMPACTES

[d’après Boucksom, Demailly, Nakayama, Păun, Peternell...]

par Olivier DEBARRE

1. INTRODUCTION

Soit X une variété(1) complexe compacte. On dit qu’une forme différentielle ω de type

(1, 1) sur X est définie positive si la forme hermitienne h définie par

h(x, y) = ω(x, iy) − iω(x, y)

l’est, c’est-à-dire si elle définit une métrique hermitienne sur X. Lorsque ω est de plus

fermée, on dit que h définit une métrique de Kähler sur X. La classe de cohomologie

de Dolbeault de ω dans H1,1(X,R) est dite classe de Kähler, et ces classes forment

un premier cône(2) convexe ouvert Kah(X) dans l’espace vectoriel réel de dimension

finie H1,1(X,R). Si L est un fibré en droites holomorphe sur X, la courbure d’une

métrique hermitienne sur L est une forme différentielle réelle fermée de type (1, 1) dont

un multiple représente la première classe de Chern de L. Pour que cette classe soit une

classe de Kähler, il faut et il suffit que L soit ample.

Mais les éléments de H1,1(X,R) sont aussi les classes des courants réels fermés de

type (1, 1) sur X, pour lesquels on a une notion similaire, mais plus faible, de positivité

(cf. § 3.1). Les classes correspondantes forment un second cône convexe fermé, plus

grand, dans H1,1(X,R) ; on le note Peftr(X). Lorsqu’on a affaire à la première classe

de Chern d’un fibré en droites holomorphe sur X, cette seconde notion de positivité

correspond à la positivité du courant de courbure d’une métrique singulière sur L, ou

encore, du point de vue algébrique, au fait que les puissances tensorielles positives de

L ont (( beaucoup )) de sections holomorphes(3).

L’étude, lorsque X est une variété kählérienne compacte, de la géométrie de ces deux

cônes est l’objet de cet exposé.

Les premières classes de Chern des fibrés en droites holomorphes sur X engendrent

un sous-espace vectoriel de H1,1(X,R), qui peut être strict ; on le note N1(X,R). Ses

(1)Toutes nos variétés seront toujours, sauf mention explicite du contraire, supposées lisses.
(2)Un cône est une partie stable par multiplication par R+∗.
(3)La positivité est en fait un peu plus faible que cette propriété. La différence entre les deux est

essentielle et source de moult difficultés.
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éléments sont dits classes (( algébriques )). Les traces de nos deux cônes sur N1(X,R) sont

notées Amp(X) (cône ample) et Pef(X) (cône pseudo-effectif) respectivement. Lorsque

X est projective, le cône dual de Amp(X) dans l’espace vectoriel dual N1(X,R)∨ est

le cône fermé engendré par les classes de courbes algébriques de X, aussi dit (( cône de

Mori )) de X, dont on sait qu’il reflète une grande partie de la géométrie de X.

Ces cônes ont été étudiés à l’aide de techniques de géométrie algébrique (qui ne

donnent accès qu’aux classes algébriques, mais sont souvent aussi valables sur les

variétés singulières) et, plus récemment, de techniques d’analyse complexe, qui per-

mettent de traiter toutes les classes, sur les variétés lisses. Pour donner un exemple,

on sait depuis longtemps caractériser de façon numérique (c’est-à-dire en termes de

nombres d’intersection) les classes amples : c’est le célèbre critère de Nakai (valable sur

tous les schémas propres). Ce n’est que récemment que la caractérisation analogue des

classes de Kähler sur les variétés kählériennes compactes (lisses) a été démontrée par

Demailly et Păun (§ 2.4).

Un autre problème, de nature algébrique celui-ci, résolu récemment est la descrip-

tion du cône dual de Pef(X) dans N1(X,R)∨ : Boucksom, Demailly, Păun et Peternell

ont montré qu’il est engendré par les classes de courbes mobiles, c’est-à-dire dont les

déformations recouvrent X (§ 4.2). La démonstration fait intervenir plusieurs construc-

tions qu’il m’a paru utile de détailler.

La première est celle de (( volume )) d’une classe. Pour les classes algébriques, par

exemple pour la première classe de Chern d’un fibré en droites L sur X, il s’agit es-

sentiellement d’une mesure asymptotique de la dimension de l’espace des sections des

puissances tensorielles positives de L (cf. § 5.1 et § 5.3 pour l’extension aux classes

transcendantes). On définit ainsi une fonction continue vol : H1,1(X,R) → R+ dont la

nature reste mystérieuse.

Le second ingrédient est la décomposition de Zariski. Celui-ci exprime, lorsque X

est une surface algébrique, toute classe algébrique comme la somme d’une classe nef

(limite d’amples) de même volume et d’une classe effective dite négative, orthogonale à

la partie positive (§ 5.2). Cette décomposition a des implications si importantes qu’on

a longtemps—et vainement—tenté de l’étendre en dimension supérieure. Nakayama a

montré que ce n’est pas possible, même si l’on permet des modifications de X.

On peut néanmoins montrer l’existence d’une décomposition (( approchée )) (th. 5.3

et 5.4) qui suffit pour démontrer la caractérisation du cône dual de Pef(X) mentionnée

plus haut. Il s’agit d’une décomposition sur une modification de X en la somme d’une

classe ample de volume proche et d’une classe effective, qui est alors automatiquement

(( presque orthogonale )) (en un sens convenable) à la première.

Je termine en décrivant dans le § 7 une autre extension du résultat de Zariski en

dimension supérieure, due à Nakayama pour les classes algébriques, puis à Bouck-

som en général : la décomposition de Zariski divisorielle. Il s’agit d’une décomposition

en la somme d’une classe nef (( en codimension 1 )) de même volume et d’une classe

(( exceptionnelle )).
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Les applications de ces résultats sont multiples. Même si de nombreux exemples

montrent que la situation en dimension supérieure est infiniment plus compliquée que ce

qui se passe sur les surfaces, Huybrechts et Boucksom ont montré, comme conséquence

des résultats et techniques présentés ici, que tout se passe admirablement bien pour les

variétés hyperkählériennes (définies dans l’exemple 2.4), où une forme bilinéaire définie

par Beauville et Bogomolov joue le rôle du produit d’intersection sur les surfaces. Nous

expliquons leurs résultats sous forme d’une série d’exemples.

Voici une autre conséquence importante du théorème de dualité (cor. 4.3) : pour

qu’une variété projective ne soit pas recouverte par des courbes rationnelles, il faut et il

suffit que sa classe canonique soit dans l’adhérence du cône effectif. On s’attend alors à

ce qu’un multiple de la classe canonique soit effectif. C’est peut-être le moment de parler

de cette classe, qui est la grande absente de ces notes. Mori et Kawamata ont su montrer

l’importance et la spécificité de cette classe et l’utiliser avec brio dans leurs théorèmes du

cône et de rationalité. De nombreux exemples exhibent des classes pathologiques, mais

on pense (ou on espère) que la classe canonique devrait se comporter raisonnablement.

Beaucoup de travail reste à faire dans cette direction !

La littérature qui concerne les questions abordées ici étant en général bien écrite,

il m’a paru inutile de la recopier ici (à deux exceptions près). J’ai préféré donner à

ces notes la forme d’un survol, en présentant les deux points de vue, algébrique et

analytique, l’un après l’autre, le tout assaisonné de nombreux exemples.

Je remercie pour leurs précieux conseils Arnaud Beauville, Sébastien Boucksom, Jean-

Pierre Demailly, Daniel Huybrechts, Robert Lazarsfeld, Mihai Păun et Mihnea Popa.

Dans tout l’exposé, X est une variété complexe compacte de dimension n.

2. CÔNE AMPLE ET CÔNE DE KÄHLER

2.1. Quelques définitions

Soit L un fibré en droites sur X (toujours sous-entendu holomorphe) ; on note

H0(X, L) l’espace vectoriel de ses sections holomorphes. Le fibré L est ample s’il existe

un plongement de X dans un espace projectif PN tel que OPN (1) se restreint à X en

un puissance tensorielle positive de L. L’amplitude est une propriété numérique : elle

ne dépend que de la première classe de Chern c1(L) ∈ H2(X,R) (cf. § 2.4).

Un diviseur sur X est une combinaison linéaire formelle D =
∑

E tEE, à coefficients

entiers, d’hypersurfaces analytiques irréductibles de X. Il est dit effectif lorsque tous les

coefficients sont positifs ; on écrit alors D > 0. Il est dit premier si une seule hypersurface

irréductible apparâıt dans D et qu’elle a coefficient 1 ; on confond alors souvent D avec

cette hypersurface. On considérera aussi des Q-diviseurs (on permet des coefficients

rationnels), et même des R-diviseurs. On note ⌊D⌋ le diviseur obtenu en prenant la

partie entière de ses coefficients, c’est-à-dire
∑

E[tE ]E ; le support de D est la réunion
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des hypersurfaces irréductibles de X affectées d’un coefficient non nul dans D. Les

composantes irréductibles d’un diviseur sont par définition celles de son support.

Toute fonction méromorphe f sur X a un diviseur (celui de ses pôles et zéros), noté

div(f) ; les diviseurs de ce type sont dits principaux. Deux diviseurs sont linéairement

équivalents si leur différence est principale.

À tout diviseur D sur X, on associe un fibré en droites sur X, noté LD, dont les

sections locales sont les fonctions méromorphes f dont le diviseur satisfait div(f)+D >

0. Inversement, toute section méromorphe non nulle s d’un fibré en droites L a un

diviseur Ds, et L est isomorphe à LDs . On dit que D est ample si LD l’est. On notera

H0(X, D) au lieu de H0(X, LD). Si D′ est un autre diviseur, LD′ est isomorphe à LD

si et seulement si D′ est linéairement équivalent à D. L’ensemble |D| des diviseurs

linéairement équivalents à D s’identifie à l’espace projectif P
(
H0(X, D)

)
.

Tout diviseur D a une classe de cohomologie [D] ∈ H2(X,R), et c1(LD) = [D]. Noter

que l’addition des diviseurs se traduit par le produit tensoriel des fibrés en droites

associés, et l’opposé par le dual.

2.2. Classes amples et classes de Kähler

Une métrique hermitienne h sur X est donnée en coordonnées locales (z1, . . . , zn) par

h =
∑

j,k

hjkdzj ⊗ dz̄k

où (hjk) est une matrice hermitienne de fonctions locales de classe C ∞ à valeurs dans C,

définie positive en chaque point. On lui associe la forme différentielle réelle ω = − Im(h),

de type (1, 1), donnée localement par

ω = i
∑

j,k

hjkdzj ∧ dz̄k

Une forme de ce type est dite définie positive. On dit que la métrique h (ou la 2-forme

ω) est une métrique de Kähler si ω est une forme différentielle fermée. S’il existe une

telle métrique sur la variété X, celle-ci est dite kählérienne. Via la théorie de Hodge,

toute forme de Kähler ω a une classe de cohomologie de de Rham(4)

[ω] ∈ H1,1(X,R) ⊂ H2(X,R)

L’ensemble des classes de (formes de) Kähler est un cône convexe ouvert

Kah(X) ⊂ H1,1(X,R)

(4)Une grande partie des constructions de cet exposé peuvent être faites sur une variété complexe

compacte générale, pas nécessairement kählérienne, au prix de complications techniques. L’espace de

cohomologie de Dolbeault H1,1(X,R) est remplacé par

H1
∂∂̄

(X,R) = {formes de type (1, 1) réelles d-fermées}
/

{formes de type (1, 1) réelles ∂∂̄-exactes}

Je renvoie à [Bo4] et [Bo3] les lecteurs intéressés.



943–05

On fait maintenant intervenir la structure entière de H2(X,R). Le groupe abélien libre

de type fini

N1(X) = H1,1(X,R) ∩ (Im(H2(X,Z) → H2(X,R)))

est appelé groupe de Néron–Severi de X. Le théorème de Hodge nous dit que c’est

l’ensemble des premières classes de Chern des fibrés en droites sur X.

Si X est une sous-variété d’un espace projectif (on dit qu’elle est projective), la

restriction à X de la forme de Fubini–Study est une forme de Kähler sur X dont la

classe est entière, c’est-à-dire dans N1(X). Inversement, si N1(X) contient une classe de

Kähler, le théorème de plongement de Kodaira entrâıne que la variété X est projective

(donc algébrique par le théorème de Chow). Plus précisément, si N1(X,R) est le sous-

espace vectoriel réel de H1,1(X,R) engendré par N1(X), le cône

Amp(X) = Kah(X) ∩ N1(X,R)

est le cône engendré par les classes (de diviseurs) amples sur X.

2.3. Classes nefs

Si X est projective, on montre que les éléments de Amp(X) sont les classes de fibrés

en droites numériquement effectifs (ou nefs) sur X, c’est-à-dire ceux dont le degré sur

toute courbe est positif. Un fibré en droites nef L a des propriétés cohomologiques

asymptotiques particulières : il vérifie le théorème de Fujita ([Lz1], Theorem 1.4.40)

hi(X, L⊗m) = O(mn−i) pour tout i > 0,

qui entrâıne, avec le théorème de Riemann–Roch,

(1) h0(X, L⊗m) =
c1(L)n

n!
mn + O(mn−1)

Par extension, lorsque X n’est que kählérienne, les éléments de Kah(X) sont aussi

dits nefs. L’estimation (1) reste valable ; c’est une conséquence des inégalités de Morse

holomorphes de Demailly ([De1]).

En toute généralité, on dira qu’une classe ξ ∈ H1,1(X,R) est nef si, une forme réelle

ω de type (1, 1) définie positive (non nécessairement fermée) sur X étant fixée, il existe

pour tout ε > 0 une forme ωε dans ξ, réelle de type (1, 1), telle que ωε + εω est positive.

2.4. Caractérisation numérique du cône de Kähler

Le critère de Nakai–Moishezon–Kleiman (cf. [Lz1], 1.2.B, pour une démonstration et

un historique) caractérise numériquement le cône ample : un fibré en droites L sur une

variété projective X est ample si et seulement si

c1(L)dim(Y ) · [Y ] > 0 pour toute sous-variété algébrique Y de X.

La caractérisation correspondante des classes amples de N1(X,R) (non nécessairement

entières) est un joli théorème de Campana et Peternell ([CP]).

Les deux résultats suivants généralisent ces critères aux classes transcendantes.
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Théorème 2.1 (Demailly–Păun, [DP]). — Soit X une variété kählérienne compacte.

Le cône Kah(X) est une composante connexe de l’ensemble des classes ξ ∈ H1,1(X,R)

qui vérifient

(2)

∫

Y

ξdim(Y ) > 0 pour toute sous-variété analytique Y de X.

La classe d’une forme de Kähler ω vérifie ces propriétés :
∫

X
ωn n’est autre que le

volume de la variété X pour la métrique associée, il est donc strictement positif. De

même la restriction de ω à une sous-variété analytique Y de X est encore une forme de

Kähler, de sorte que
∫

Y
ωdim(Y ) est aussi strictement positif.

Schéma de preuve — On veut montrer que le cône de Kähler est fermé dans l’en-

semble des classes vérifiant la propriété (2). On utilise quelques concepts de la théorie

des courants définis dans le § 3.

Soit ω une forme de Kähler sur X. Étant donnée une sous-variété analytique Y de

X de codimension p, on construit tout d’abord une famille (ωε)ε>0 de formes de Kähler

dans la même classe que ω, qui a la propriété que tout courant T limite faible de (ωp
ε)

quand ε tend vers 0 vérifie T > cTY , avec c > 0.

Soit ξ une forme réelle de type (1, 1) dont la classe est dans l’adhérence de Kah(X),

donc nef, et qui vérifie
∫

X
ξn > 0.

Le théorème de Yau montre que l’on peut résoudre l’équation de Monge–Ampère

(ξ + εω + i∂∂̄ϕε)
n = cεω

n
ε

dès que cε =
∫

X
(ξ + εω)n

/ ∫

X
ωn. La forme αε = ξ + εω + i∂∂̄ϕε a même classe que

ξ + εω. Le fait que l’on ait limε→0+ cε > 0 permet de montrer que toute limite faible T

de (αp
ε) quand ε tend vers 0, qui est donc dans la classe [ξ]p, vérifie encore T > cTY ,

avec c > 0.

En appliquant cette construction au cas où Y est la diagonale de X×X, on construit

un courant de Kähler dans [ξ]. On peut dire que le théorème de Yau permet de trouver

dans [ξ] un courant strictement positif partout sous une hypothèse de stricte positivité

en moyenne.

En raisonnant par récurrence sur n, on montre ensuite que l’hypothèse (2) entrâıne

que la restriction de [ξ] à toute sous-variété analytique propre de X contient une forme

de Kähler. On conclut, en utilisant un résultat antérieur de Păun, que la classe [ξ]

elle-même contient une forme de Kähler.

Pour les détails, je renvoie le lecteur à l’article original [DP] ou à [De3]. �

Exemple 2.2 (Tores complexes). — Soit X un tore complexe, c’est-à-dire le quotient de

Cn par un réseau Γ. L’espace H1,1(X,R) s’identifie à l’espace vectoriel réel des formes

hermitiennes sur Cn, et N1(X) au groupe de celles qui sont entières sur Γ. Le cône

Kah(X) est le cône des formes hermitiennes définies positives.
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Lorsque Γ est (( très général )), on a N1(X) = 0 et X ne contient aucune sous-variété

analytique autre qu’elle-même et ses sous-ensembles finis. La condition du théorème se

réduit à
∫

X
ξn > 0, ce qui signifie que la forme hermitienne associée est non dégénérée.

L’ensemble des classes vérifiant cette propriété n’est donc pas nécessairement

connexe, mais il l’est si X est projective, comme on peut le déduire de la variante

suivante du théorème.

Corollaire 2.3. — Soient X une variété kählérienne compacte et ω une forme de

Kähler sur X. Le cône Kah(X) est l’ensemble des classes ξ ∈ H1,1(X,R) telles que
∫

Y
ξk ∧ ωdim(Y )−k > 0 pour toute sous-variété analytique Y

de X et tout k ∈ {1, . . . , dim(Y )}.

Preuve — L’hypothèse entrâıne que tω + ξ vérifie la condition du théorème 2.1 pour

tout t > 0. Sa classe reste donc dans la même composante connexe. Comme c’est une

forme de Kähler pour t ≫ 0, il en est de même pour ξ. �

Buchdahl ([Bu], cor. 15) et Lamari ([L1], [L2]), indépendamment, avaient aupara-

vant démontré ce critère pour toutes les surfaces complexes compactes, même non

kählériennes, en utilisant des métriques de Gauduchon (c’est-à-dire des métriques dont

la (1, 1) forme associée ω vérifie ∂∂̄ωn−1 = 0).

Exemple 2.4 (Variétés hyperkählériennes). — La variété X est dite hyperkählérienne

si elle est compacte, kählérienne, simplement connexe, et que l’ensemble des 2-formes

holomorphes sur X est de dimension 1, engendré par une forme σ qui est non dégénérée

en chaque point ([B], [H1]). Ce sont les analogues en toute dimension (paire) des surfaces

K3. L’espace vectoriel H2(X,R) est muni d’une forme bilinéaire non dégénérée qX dite

de Beauville–Bogomolov qui généralise le produit d’intersection pour une surface K3(5).

Elle est entière sur H2(X,Z) et sa signature sur H1,1(X,R) est (1, h1,1(X)−1). Le cône

Kah(X) est contenu dans

{ξ ∈ H1,1(X, R) | qX(ξ, ξ) > 0}

donc dans l’une de ses deux composantes connexes ; on la note C (X).

• Critère de projectivité. Huybrechts déduit du théorème ci-dessus le critère

suivant ([H1])

X projective ⇐⇒ ∃ξ ∈ N1(X) qX(ξ, ξ) > 0 ⇐⇒ C (X) ∩ N1(X,R) 6= ∅.

Le point essentiel consiste à montrer qu’un fibré en droites L sur X vérifiant

qX(c1(L), c1(L)) > 0 satisfait la propriété (3) ci-dessous, ce qui entrâıne que X est

projective (cf. § 3.4).

(5)Sur H1,1(X,R), elle est définie par qX(ξ, ξ′) =
∫

X
ξ ∧ ξ′ ∧ (σ∧σ)n/2−1, où σ est normalisée de façon

convenable.
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• Cône de Kähler. On a ([H2], [Bo1])

Kah(X) = {ξ ∈ C (X) |

∫

C

ξ > 0 pour toute courbe C rationnelle sur X}

Lorsque X est une surface K3 algébrique, la structure du cône Pef(X) est très bien

connue ([Kov]).

Déformation du cône de Kähler

Je me contente de citer le résultat suivant ([DP], Theorem 5.1), qui dit que dans une

famille de variétés kählériennes compactes, le cône de Kähler d’une fibre très générale

est (( constant )).

Théorème 2.5. — Soit X → S une famille de variétés kählériennes compactes. Pour

s très général dans S(6), les cônes Kah(Xs) ⊂ H1,1(Xs,R) sont invariants par transport

parallèle pour la composante de type (1, 1) de la connexion de Gauss–Manin.

3. CÔNES PSEUDO-EFFECTIFS

3.1. Courants réels de type (1, 1)

Un courant sur X est une forme différentielle dont les coefficients sont des distribu-

tions. Un courant T est dit fermé si dT = 0(7). Il a alors une classe [T ] dans H•(X,R)(8).

Un courant de type (1, 1)

T = i
∑

j,k

Tj,k dzj ∧ dz̄k

est dit positif si la distribution
∑

j,k λjλ̄kTj,k est une mesure positive pour tous complexes

λ1, . . . , λn.

Un courant fermé T de type (1, 1) s’écrit localement i∂∂̄ϕ, où ϕ est une fonction

réelle (et il est positif si et seulement si ϕ est pluri-sous-harmonique). Cela permet de

définir son image inverse par une application holomorphe surjective µ : X ′ → X, en

posant localement µ∗T = i∂∂̄(ϕ ◦ µ) (c’est bien indépendant du choix de ϕ).

Toute hypersurface analytique D de X définit un courant

TD : γ 7−→

∫

D

γ

qui est positif fermé de type (1, 1). Cette définition s’étend par linéarité à tout R-

diviseur. On a [TD] = [D] dans H1,1(X,R).

(6)C’est-à-dire pour s en dehors de la réunion d’une famille dénombrable de sous-variétés analytiques

de S distinctes de S.
(7)Comme pour les distributions, dT est le courant défini par 〈dT, γ〉 = −〈T, dγ〉.
(8)On montre que les groupes de cohomologie de de Rham ou de Dolbeault peuvent être définis soit à

partir de formes différentielles, soit à partir de courants.
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3.2. Métriques sur les fibrés en droites

Soit L un fibré en droites sur X. Dans une carte locale, une métrique hermitienne h

sur L s’écrit

h(x, t) = |t|2e−2ϕ(x) avec x ∈ X, t ∈ C,

où ϕ (le (( poids ))) est une fonction de classe C ∞. La relation

Θh(L) =
i

π
∂∂̄ϕ

définit une forme fermée réelle de type (1, 1) sur X qui est la courbure de h ; sa classe

de cohomologie de de Rham est c1(L).

On parlera de métrique singulière sur L lorsque ϕ n’est que localement intégrable.

On définit par la même formule son courant de courbure ; sa classe est encore c1(L).

Tout courant fermé réel de type (1, 1) dans c1(L) qui peut s’écrire comme la somme

d’une forme réelle de type (1, 1) et d’un courant positif est le courant de courbure d’une

métrique singulière sur L.

Le théorème de Kodaira dit que

• L est ample si et seulement s’il admet une métrique lisse à courbure définie positive.

Demailly démontre, en utilisant des estimées L2 ([De2] ; [De3], Theorem 1.2), que

• L est pseudo-effectif si et seulement s’il admet une métrique singulière à courant

de courbure positif.

Attention, un fibré nef n’admet pas toujours de métrique lisse à courbure positive(9) !

3.3. Classes effectives et pseudo-effectives

On note Eff(X) ⊂ N1(X,R) le cône convexe engendré par les classes des hyper-

surfaces analytiques de X et Pef(X) son adhérence, souvent appelé (( cône pseudo-

effectif ))
(10).

Pour définir l’analogue transcendant de ce cône, on s’inspire de la discussion du §

précédent : une classe dans H1,1(X,R) est dite pseudo-effective si c’est la classe d’un

courant fermé de type (1, 1) positif. On appelle cône pseudo-effectif transcendant le cône

convexe fermé

Pef tr(X) ⊂ H1,1(X,R)

des classes pseudo-effectives. Si X est projective, on a

Pef tr(X) ∩ N1(X,R) = Pef(X)

(9)C’est le cas par exemple du fibré associé à la section d’auto-intersection nulle de la surface réglée

non triviale au-dessus d’une courbe elliptique ([DPS]). Il n’y a pas ce genre de problème pour les

pseudo-effectifs à cause de la compacité faible des courants positifs de classe bornée.
(10)La terminologie n’est pas très heureuse, mais il semble malheureusement trop tard pour la changer.
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On a ainsi un diagramme

Amp(X) ⊂ Pef(X) ⊂ N1(X,R)

∩ ∩ ∩

Kah(X) ⊂ Pef tr(X) ⊂ H1,1(X,R)

où les carrés sont cartésiens.

Exemple 3.1 (Fibrés projectifs sur une courbe). — Soient E un fibré vectoriel de rang

au moins 2 sur une courbe projective C et π : P(E) → C le fibré projectif associé. Les

espaces vectoriels H1,1(X,R) et N1(X,R) cöıncident et sont de dimension 2 : ils sont

engendré par la classe d’une section et celle d’une fibre de π. Cette dernière engendre

une face commune des cônes plans Nef(X) et Pef(X).

Miyaoka a montré que ces cônes cöıncident si et seulement si le fibré vectoriel E est

semi-stable.

Exemple 3.2 (Surfaces). — Lorsque X est une surface kählérienne, on a à notre dispo-

sition le produit d’intersection sur H2(X,R). Le cône {ξ ∈ H1,1(X,R) | ξ2 > 0} a deux

composantes connexes. On note C (X) celle qui contient Kah(X). On a(11)

C (X) ⊂ Pef tr(X)

Exemple 3.3 (Conjecture de Nagata). — Soit Xr l’éclaté de P2 en r points très

généraux. Soient E la somme des diviseurs exceptionnels et H l’image inverse d’une

droite. On pose

tnef = min{t | −E + tH nef} , tpef = min{t | −E + tH pseudo-effectif}

On a tpeftnef = r et tpef 6

√
r 6 tnef . Nagata conjecture dans [N] que l’on a égalité pour

tout r > 9.

La conjecture est démontrée lorsque r est un carré parfait. Les valeurs de tpef et tnef

sont connues pour r 6 9 ; elles sont rationnelles. McDuff et Polterovich ont montré dans

[McP] que ce problème était intimement lié au problème des empilements symplectiques,

ce qui leur permet de déterminer, pour r 6 9, le meilleur taux de remplissage de la

variété symplectique P2 à l’aide de r boules symplectiques standard de même rayon.

Pour r > 9, ce problème a été résolu dans [Bi1] (cf. aussi [Bi2]).

Exemple 3.4 (Variétés hyperkählériennes). — Avec les définitions et notations du § 2.4,

Huybrechts déduit du théorème 2.1 que C (X) est contenu dans l’intérieur du cône

Pef tr(X). On a donc

Nef tr(X) ⊂ C (X) ⊂ Pef tr(X)

et tous ces cônes sont égaux pour une déformation très générale de X ([H2]).

(11)Pour les classes algébriques, c’est une conséquence du théorème de Riemann-Roch. Le cas général

est démontré dans [Bo3], § 4.2.1.
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3.4. Classes grandes

On dit qu’un élément de H1,1(X,R) est grand ((( big )) en anglais) s’il est dans

l’intérieur du cône pseudo-effectif. On note

Bigtr(X) = ˚Peftr(X) ⊂ H1,1(X,R) et Big(X) = ˚Pef(X) ⊂ N1(X,R)

les cônes correspondants. La terminologie provient du fait que (la première classe de

Chern d’) un fibré en droites L est grand si et seulement s’il existe une constante c > 0

telle que

(3) h0(X, L⊗m) > cmn pour tout m ≫ 0.

On peut terminer la discussion du § 3.2 : un fibré en droites L est

• grand si et seulement s’il admet une métrique singulière à courant de courbure

T dit de Kähler(12), c’est-à-dire tel que T − ω soit positif pour une forme définie

positive convenable ω.

Théorème 3.5. — Soit X une variété complexe compacte.

• Pour que X soit une variété de Fujiki (c’est-à-dire biméromorphe à une variété

kählérienne), il faut et il suffit que le cône Bigtr(X) ne soit pas vide.

• Pour que X soit une variété de Moishezon (c’est-à-dire biméromorphe à une

variété projective), il faut et il suffit que le cône Big(X) ne soit pas vide.

Le premier point est un autre résultat de [DP], pour la démonstration duquel on

utilise la cohomologie ∂∂̄ (cf. note 4). Le second est facile : les multiples suffisamment

grands d’un fibré en droites grand définissent une application birationnelle entre X et

une sous-variété (projective) d’un espace projectif. Rappelons qu’une variété kählérienne

compacte de Moishezon est projective.

4. CÔNES DUAUX

Supposons X kählérienne. La dualité de Poincaré permet d’identifier Hn−1,n−1(X,R)

(que l’on notera parfois H1,1(X,R)) au dual de H1,1(X,R), et le sous-espace vectoriel

N1(X,R) engendré par

N1(X) = Hn−1,n−1(X,R) ∩ (Im(H2n−2(X,Z) → H2n−2(X,R)))

au dual de N1(X,R).

Étant donné un cône C dans un espace vectoriel réel H de dimension finie, on définit

son dual par

C
∨ = {ξ∨ ∈ H∨ | 〈ξ∨, ξ〉 > 0 pour tout ξ ∈ C }

C’est un cône convexe fermé dans H∨. Si C n’est pas d’intérieur vide, on a C ∨ =

(C )∨ = (C̊ )∨. Si C est convexe, on a (C ∨)∨ = C .

(12)Là encore, la terminologie est mauvaise : la classe d’un courant de Kähler est grande, pas de Kähler !
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4.1. Dual du cône ample et du cône de Kähler

Lorsque X est projective, le cône Amp(X)∨ est le cône fermé engendré par les classes

des courbes algébriques dans X (critère de Kleiman). L’analogue (( transcendant )) est le

corollaire 2.3 : si X est kählérienne, le cône Kah(X)∨ ⊂ H1,1(X,R) est le cône convexe

fermé engendré par les

[Y ] ∧ ωdim(Y )−1

où ω décrit l’ensemble des formes de Kähler sur X, et Y celui des sous-variétés analy-

tiques de X.

4.2. Dual du cône pseudo-effectif

Supposons X projective. Une courbe (irréductible réduite) C dans X est dite mobile

s’il existe une modification µ : X ′ → X et des diviseurs très amples H ′
1, . . . , H

′
n−1 sur

X ′ tels que

C = µ∗(H
′
1 ∩ · · · ∩ H ′

n−1)

Les déformations de C recouvrent X. De plus, étant donnée une hypersurface Z de X,

il existe une déformation de C qui n’est pas contenue dans Z, ce qui montre qu’une

classe mobile est positive sur tout élément de Pef(X).

Théorème 4.1 ([BDPP]). — Soit X une variété projective. Le cône Pef(X)∨ ⊂
N1(X,R) est le cône convexe fermé engendré par les classes de courbes mobiles.

Un diviseur qui est de degré positif sur toute courbe mobile est donc pseudo-effectif.

La preuve sera donnée dans le § 6.

Lorsque X est une variété kählérienne compacte, on conjecture que le cône Pef tr(X)∨

est le cône convexe fermé engendré par les classes des courants du type

µ∗(ω
′
1 ∧ · · · ∧ ω′

n−1)

où µ : X ′ → X est une composition d’éclatements à centre lisse et les ω′
j sont des formes

de Kähler sur X ′. Cette conjecture a été démontrée dans des cas particuliers ([BDPP],

Corollary 10.13), entre autres lorsque X est une surface ou une variété hyperkählérienne.

Exemple 4.2 (Surfaces). — Lorsque X est une surface, on a H1,1(X,R) = H1,1(X,R).

Les classes mobiles sont nefs, et elles engendrent le cône Nef(X). Avec les notations de

l’exemple 3.2, on a ([Bo3], Theorem 4.1)

Nef tr(X) = Peftr(X)∨ ⊂ C (X) = C (X)
∨
⊂ Pef tr(X) = Neftr(X)∨

Corollaire 4.3. — Pour qu’une variété projective X soit recouverte par des courbes

rationnelles, il faut et il suffit que sa classe canonique KX ne soit pas pseudo-effective.
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Preuve — Si KX n’est pas pseudo-effectif, il existe par le théorème 4.1 une courbe dont

les déformations recouvrent X et sur laquelle KX est de degré strictement négatif. Étant

donnée une courbe C telle que KX ·C < 0, un résultat de Miyaoka et Mori ([MM]), basé

sur le célèbre (( lemme de cassage )) de ce dernier, dit qu’il existe une courbe rationnelle

dans X qui passe par un point donné arbitraire de C. Dans notre cas, cela entrâıne que

X est recouverte par des courbes rationnelles.

Inversement, si X est recouverte par des courbes rationnelles, le fibré normal à une de

ces courbes C générale est engendré par ses sections, de sorte que KX ·C est strictement

négatif. Soit H un Q-diviseur ample vérifiant (KX + H) · C < 0. Tout diviseur effectif

de classe m(KX + H), avec m > 0, doit donc contenir C. Il est donc nul ; cela montre

que KX + H n’est pas grand, donc que KX n’est pas pseudo-effectif. �

Plus généralement, on conjecture (ce serait une conséquence du programme du modèle

minimal de Mori) que X est recouverte par des courbes rationnelles si et seulement si

sa dimension de Kodaira est −∞, c’est-à-dire si H0(X, mKX) = 0 pour tout m > 0.

L’implication directe est facile. Pour la réciproque, il reste donc à montrer que si KX

est pseudo-effectif, un de ses multiples a une section non nulle. Noter que c’est très

particulier au diviseur canonique : il existe des classes pseudo-effectives dont aucun

multiple (entier) n’est effectif.

Campana et Păun, dans un travail récent, déduisent du corollaire précédent que

toute variété projective X admettant une application dominante Cn → X de degré

fini est recouverte par des courbes rationnelles (on conjecture l’unirationalité de X).

Cela s’applique en particulier aux compactifications de Cn, c’est-à-dire aux variétés

complexes compactes dont un ouvert de Zariski est analytiquement isomorphe à Cn.

Lorsque n = 2, ce résultat est dû à Kodaira ([Ko], Theorem 5).

Corollaire 4.4 (Campana–Păun). — Toute compactification projective de Cn est re-

couverte par des courbes rationnelles.

Preuve — Soient X une telle compactification et ϕ : Cn → X une fonction holomorphe

qui induit un isomorphisme analytique entre Cn et un ouvert de Zariski U de X. Une

métrique de Kähler ω sur X induit une métrique hermitienne h sur ωX .

Supposons ωX pseudo-effectif ; il existe alors une fonction f ∈ L1(X) telle que

(4) Θh(ωX) +
i

π
∂∂̄f > 0

comme courant, et f est semi-continue supérieurement, donc majorée sur X. Le jacobien

Jacϕ induit une section holomorphe du fibré en droites ϕ∗ω−1
X sur Cn. On a donc

ϕ∗Θh(ωX) =
i

π
∂∂̄ log ‖ Jacϕ ‖

2

En prenant l’image inverse de (4) par ϕ, on obtient

i∂∂̄ log
(

‖ Jacϕ ‖
2ef◦ϕ

)

> 0
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ce qui signifie que la fonction τ = ‖ Jacϕ ‖
2ef◦ϕ est pluri-sous-harmonique sur Cn. Le

théorème de changement de variables donne par ailleurs
∫

Cn

τ dλ 6 esupX f

∫

Cn

‖ Jacϕ ‖
2 dλ = esupX f

∫

Cn

ϕ∗ωn = esupX f

∫

X

ωn

où λ est la mesure de Lebesgue sur Cn. En conclusion, la fonction positive τ est

intégrable sur Cn par rapport à λ. Des arguments standard de convexité montrent

que τ est identiquement nulle, ce qui est absurde (la fonction f ne peut valoir −∞ sur

un ouvert non vide de X).

Il s’ensuit que ωX n’est pas pseudo-effectif, donc que X est recouverte par des courbes

rationnelles (cor. 4.3). �

Je voudrais aussi mentionner une conjecture de Green et Griffiths ([De4], Conjecture

3.6), qui énonce qu’une variété est de type général si et seulement si elle n’est pas

(( mesure hyperbolique )), c’est-à-dire s’il n’existe pas de suite d’applications holomorphes

fr : ∆(1)n−1 × ∆(r) → X telle que ‖ Jacfr(0)‖ > 1 pour tout r ∈ N (on a noté ∆(r) le

disque complexe de centre 0 et de rayon r).

Le sens direct est dû à Kobayashi–Ochiai et Griffiths, indépendamment ([De4], Co-

rollary 3.5). Pour la réciproque, on notera qu’une variété recouverte par des courbes

rationnelles n’est pas mesure hyperbolique. Il reste donc à exclure le cas où KX est sur

le bord du cône pseudo-effectif.

5. VOLUME ET DÉCOMPOSITIONS DE ZARISKI

La démonstration du théorème 4.1 utilise la notion de (( volume )) d’un fibré en droites

sur une variété kählérienne compacte X.

5.1. Volume d’un fibré en droites

Soit L un fibré en droites sur une variété kählérienne compacte X. On montre que la

suite
h0(X, L⊗m)

mn/n!

converge lorsque m tend vers +∞. On note vol(L) sa limite (le (( volume )) de L). Celle-ci

ne dépend que de la première classe de Chern de L.

Comme de plus vol(L⊗m) = m vol(L), on peut étendre par homogénéité le volume à

une fonction sur N1(X,Q), qui se trouve être localement lipschitzienne ([Lz1], Theorem

2.2.44). On l’étend par continuité en une fonction continue vol : N1(X,R) → R. Elle

vérifie

ξ ∈ Big(X) ⇐⇒ vol(ξ) > 0

Si L est un fibré en droites nef sur X, l’estimation (1) entrâıne vol(L) = c1(L)n. On a

donc, par continuité de la fonction volume,

(5) vol(ξ) = ξn pour tout ξ ∈ Nef(X).
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On aura aussi besoin des propriétés suivantes du volume : pour tout ξ dans N1(X,R),

pour toute modification µ : X ′ → X et pour tout e ∈ Pef(X), on a ([Lz1], Examples

2.2.48 et 2.2.49)

(6) vol(ξ + e) > vol(ξ) , vol(µ∗ξ) = vol(ξ)

Enfin, la fonction volume satisfait l’inégalité

vol(ξ1 + · · ·+ ξn)
1
n > vol(ξ1)

1
n + · · · + vol(ξn)

1
n

pour toutes classes ξ1, . . . , ξn dans Pef(X,R)(13).

Exemple 5.1. — Soit X l’éclaté de Pn en un point. Soient E le diviseur exceptionnel et

H l’image inverse dans X d’un hyperplan. On a H1,1(X,R) = N1(X,R) et cet espace

vectoriel est engendré par les classes [H ] et [E]. Nos cônes sont donc plans. On a

Amp(X) = {x[H ] − y[E] | x > y > 0}

Eff(X) = {x[H ] − y[E] | x > 0, x > y}

On a d’autre part

Hn = 1 , (−E)n = −1 , H · E = 0

Le volume est donné sur Nef(X) par

vol(x[H ] − y[E]) = (x[H ] − y[E])n = xn − yn

Si p et q sont des entiers positifs, qE est fixe dans le système linéaire |pH + qE|. On a

donc vol(pH + qE) = vol(pH) = pn. On en déduit

vol(x[H ] − y[E]) =







xn − yn si x > y > 0 ;

xn si x > 0, y 6 0 ;

0 sinon.

Plus généralement, si X est une variété torique, Pef(X) est un cône polyédral qui

admet une partition en un nombre fini de sous-cônes polyédraux sur chacun desquels

le volume est une fonction polynomiale ([ELMNP]).

Nombre d’auto-intersection mobile. On peut donner du volume d’un diviseur grand

D l’interprétation géométrique suivante. Soit Base(D) le lieu base de D (c’est-à-dire

l’intersection de tous les éléments du système linéaire |D|). On pose

D[n] = Card(D1 ∩ · · · ∩ Dn ∩ (X Base(D)))

(13)Cette inégalité se déduit de l’inégalité dite de Teissier–Hovanskii,

(7) (ξ1 · · · ξn)n
> (ξn

1 )
1

n · · · (ξn

n
)

1

n

valable pour toutes classes nefs ξ1, . . . , ξn dans N1(X,R), qui s’obtient à partir du théorème de l’indice

de Hodge.
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où D1, . . . , Dn sont des éléments généraux de |D|. Si |D| est sans point base, cela vaut

donc Dn. On a alors ([Lz2], Definition 11.4.10 ; comparer avec (5))

vol(D) = lim
m→+∞

(mD)[n]

mn

5.2. Décompositions de Zariski

On dit qu’un diviseur D sur X a une décomposition de Zariski s’il existe des Q-

diviseurs P et N , respectivement nef et effectif, tels que D = P + N et que l’inclusion

H0(X, ⌊mP ⌋) →֒ H0(X, mD)

soit bijective pour tout entier m > 0.

Zariski établit dans [Z] l’existence d’une telle décomposition lorsque X est une surface

algébrique et que D est effectif(14). C’est d’ailleurs sans doute la première apparition

des Q-diviseurs (la décomposition n’est pas nécessairement entière, comme le montre

l’exemple ci-dessous). Fujita étend dans [F] ce résultat aux diviseurs pseudo-effectifs.

Si on a une telle décomposition, vol(D) = P n. Sur une surface projective, le volume

prend donc des valeurs rationnelles sur les points rationnels ; de plus, c’est localement

une fonction polynomiale quadratique ([BKS]).

Exemple 5.2 ([Lz1], Example 2.3.20). — Soit X la surface obtenue en éclatant trois

points colinéaires sur P2. Soient E1, E2 et E3 les diviseurs exceptionnels et H l’image

inverse dans X d’une droite. Le diviseur

D = 3H − 2E1 − 2E2 − 2E3

est grand. Sa décomposition de Zariski est donnée par

P =
1

2
(3H − E1 − E2 − E3) , N =

3

2
(H − E1 − E2 − E3)

et vol(D) = P 2 = 3/2.

Cutkosky a construit un exemple de fibré en droites sur une variété projective de

dimension 3 dont le volume est irrationnel ([C] ; [CS] ; [Lz1], Example 2.3.8). Il existe

aussi une variété projective de dimension 3 pour laquelle la fonction volume n’est pas

localement polynomiale ([BKS]). Le résultat de Zariski ne s’étend donc pas tel quel aux

variétés de dimension supérieure. On pourrait simplement demander qu’il existe une

modification µ : X ′ → X et une décomposition

µ∗D = P + N

en somme de R-diviseurs avec P nef, N effectif (sur X ′), telles que l’inclusion

H0(X ′, ⌊mP ⌋) →֒ H0(X ′, mµ∗D) = H0(X, mD)

(14)Zariski caractérise en fait P—la partie positive—et N—la partie négative—de la façon suivante à

l’aide du produit d’intersection entre diviseurs :

• P est orthogonal à chaque composante de N ;

• la matrice d’intersection des composantes de N est définie négative.
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soit bijective pour tout entier m > 0. Hélas, même une telle décomposition n’existe pas

toujours ([Ny1])(15). On doit se contenter du résultat suivant ([F]).

Théorème 5.3 (Décomposition de Zariski approchée). — Soient X une variété pro-

jective et ξ ∈ Big(X). Étant donné ε > 0, il existe une modification µ : X ′ → X

avec

µ∗ξ = a + e

où a est ample et e effectif (sur X ′), avec

vol(ξ) > vol(a) > vol(ξ) − ε

Je renvoie à [Lz2], § 11.4 pour la preuve. Il faut noter que si ce résultat semble

proche de l’existence d’une (( vraie )) décomposition de Zariski, il apporte beaucoup

moins d’informations. En particulier, contrairement à celle-ci, il n’est d’aucune utilité

pour étudier, pour un diviseur D sur X, l’anneau
⊕

m>0 H0(X, mD), le but originel de

Zariski.

Dans la décomposition de Zariski sur une surface, les deux morceaux sont orthogo-

naux (cf. note 14). Dans une décomposition de Zariski approchée, ils restent (( presque

orthogonaux )) (en un sens convenable). C’est l’objet du théorème suivant ([BDPP]),

qui avait été essentiellement conjecturé par Nakamaye.

Théorème 5.4. — Soit X une variété projective. Soit ξ ∈ Big(X) et soit µ : X ′ → X

une modification telle que µ∗ξ = a+e, avec a ample et e effectif. Soit enfin h une classe

ample sur X telle que h ± ξ est ample. On a

(an−1 · e)2
6 20hn

(
vol(ξ) − vol(a)

)

Preuve — Nous suivons [BDPP], § 5 et [Lz2], § 11.4. Pour 0 6 t 6 1, on a vol(ξ) =

vol(a + e) > vol(a + te). Nous allons étudier la fonction t 7→ vol(a + te) sur l’intervalle

[0, 1]. Écrivons a + te comme différence de deux classes amples

a + te = pt − qt , avec pt = a + tµ∗(ξ + h) et qt = t(a + µ∗h).

Lemme 5.5. — Soit X une variété projective de dimension n. Pour tous ξ et ξ′ dans

Nef(X), on a

vol(ξ − ξ′) > ξn − nξn−1ξ′

Preuve rapide du lemme — Par continuité et homogénéité, on peut supposer que

ξ et ξ′ sont les classes de diviseurs D et E très amples. On choisit alors E1, . . . , Em

distincts dans le système linéaire |E|. La suite exacte

0 → H0(X, m(D − E)) → H0(X, mD) →
m⊕

j=1

H0(Ej , D|Ej
)

(15)En revanche, il est conjecturé qu’un diviseur canonique possède toujours une décomposition de

Zariski. C’est équivalent au fait que l’anneau canonique est de type fini ([K]).
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permet, avec l’estimation (1), de conclure(16). �

On en déduit

vol(a + te) > pn
t − npn−1

t qt

On a d’une part

pn
t = (a + t(a + e + µ∗h))n

> an + ntan−1(a + e + µ∗h)

et d’autre part

pn−1
t qt = t(a + t(a + e + µ∗h))n−1(a + µ∗h)

= t
n−1∑

k=0

tkan−1−k(a + e + µ∗h)k(a + µ∗h)

(
n − 1

k

)

On vérifie que si a1, . . . , an, a′
1, . . . , a

′
n sont nefs et a′

1 − a1, . . . , a
′
n − an effectifs, on a

(8) a1 · · ·an 6 (a1 + a′
1) · · · (an + a′

n)

Comme µ∗h − a, 2µ∗h − (a + e + µ∗h) et 2µ∗h − (a + µ∗h) sont nefs, on en déduit

pn−1
t · qt 6 tan−1(a + µ∗h) +

n−1∑

k=1

(2t)k+1µ∗hn

(
n − 1

k

)

6 tan−1(a + µ∗h) + 4(n − 1)(1 + 2t)n−2t2hn

Pour 0 6 t 6
1

10n
, on a 4(n − 1)(1 + 2t)n−2

6 5n, de sorte que

vol(a + te) > an + ntan−1e − 5n2t2hn

Le membre de droite de cette inégalité est maximal pour t = t0 = an−1e
10nhn , qui est bien

6
1

10n
par (8). On en déduit

vol(ξ) = vol(a + e) > vol(a + t0e) > an +
(an−1e)2

20hn

ce qui montre le théorème. �

(16)L’analogue de ce lemme pour des classes de Kähler quelconques n’est pas connu. On a quand même

([BDPP], Theorem 10.4)

vol(ξ − ξ′) > ξn −
(n + 1)2

4
ξn−1ξ′

lorsque ξ est une classe de Kähler et ξ′ une classe ample.
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5.3. Volume d’une classe réelle de type (1, 1)

On peut partir de la décomposition de Zariski approchée pour définir le volume d’une

classe réelle de type (1, 1) sur une variété kählérienne compacte. Pour ξ dans H1,1(X,R),

on pose vol(ξ) = 0 si ξ 6∈ Bigtr(X), et sinon(17)

vol(ξ) = sup
ω

∫

X

ωn

où le supremum est pris sur tous les courants de Kähler T dans ξ à singularités

analytiques(18), toutes les modifications µ : X ′ → X et toutes les décompositions

µ∗T = ω + [E] avec ω forme de Kähler sur X ′ et E Q-diviseur effectif sur X ′.

Lorsque ω est une forme de Kähler, on a vol(ω) = ωn (c’est donc le volume de X

pour la métrique associée, d’où la terminologie). Cette définition du volume cöıncide

avec la définition précédente sur Pef(X).

Théorème 5.6 (Boucksom, [Bo2]). — La fonction

vol : H1,1(X,R) −→ R

ainsi définie est continue, et

ξ ∈ Bigtr(X) ⇐⇒ vol(ξ) > 0

La démonstration repose sur la même technique de dégénérescence d’équation de

Monge-Ampère utilisée dans la preuve du théorème 2.1.

6. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 4.1

Nous suivons [BDPP], § 5 et [Lz2], § 11.4. On a déjà vu que le cône Pef(X) est

contenu dans le cône dual de l’ensemble des classes mobiles. Si l’inclusion est stricte, il

existe une classe ξ dans la frontière de Pef(X) et dans l’intérieur du cône dual. Soit h

une classe ample telle que h ± 2ξ est ample. Il existe ε > 0 tel que ξ − εh soit encore

dans le cône dual ; on a donc

(9) (ξ − εh) · γ > 0

(17)C’est la version de [BDPP], Definition 3.2. Boucksom montre que la classe grande ξ contient un

courant Tmin positif (( à singularités minimales )) (non unique) et que vol(ξ) est l’intégrale sur l’ouvert

où les coefficients de Tmin sont bornés du courant T n

min (bien défini sur ce lieu).
(18)Les courants de Kähler sont définis dans le § 3.4. Un courant T réel de type (1, 1) est dit à

(( singularités analytiques )), ou à (( pôles logarithmiques )), s’il s’écrit localement comme la somme d’une

forme différentielle de type (1, 1) et d’un courant du type ic∂∂̄ log(|f1|2 + · · · + |fr|2), où f1, . . . , fr

sont des fonctions holomorphes et c > 0. Sur la modification de X obtenue en éclatant l’idéal (global)

engendré (localement) par f1, . . . , fr, l’image inverse de T est somme d’une forme lisse et d’un diviseur.
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pour toute courbe mobile γ. Prenons δ ∈ ]0, 1
2
[. Comme ξ est pseudo-effective, on a

vol(ξ+δh) > vol(δh) = δnhn > 0. Il existe donc une décomposition de Zariski approchée

(th. 5.3)

(10) µ∗
δ(ξ + δh) = aδ + eδ , vol(aδ) > max{vol(ξ + δh) − δ2n,

1

2
δnhn}

où µδ : X ′
δ → X est une modification. Considérons la classe mobile

γδ = µδ∗(a
n−1
δ )

En utilisant la formule de projection et l’inégalité (7), on obtient

h · γδ = µ∗
δh · an−1

δ > (hn)
1
n (an

δ )
n−1

n

D’autre part,

ξ · γδ 6 (ξ + δh) · γδ = µ∗
δ(ξ + δh) · an−1

δ = (aδ + eδ) · a
n−1
δ

Comme h ± (ξ + δh) est ample, le théorème 5.4 entrâıne, avec (10),

eδ · a
n−1
δ 6 (vol(ξ + δh) − vol(aδ))

√
20hn

6 δn
√

20hn
6 δ(2an

δ )
n−1

n

√
20hn

On en déduit, en utilisant de nouveau (10),

(11)
ξ · γδ

h · γδ
6

an
δ + δn

√
20hn

(hn)
1
n (an

δ )
n−1

n

6

an
δ + an

δ
2

hn

√
20hn

(hn)
1
n (an

δ )
n−1

n

6 C(an
δ )

1
n

où C est une constante strictement positive. On a an
δ = vol(aδ) 6 vol(ξ + δh) et

vol(ξ) = 0 puisque ξ est sur la frontière du cône pseudo-effectif ; on obtient donc par

continuité de la fonction volume limδ→0+ an
δ = 0, ce qui, avec (11), contredit (9), et

termine la démonstration du théorème 6.

7. DÉCOMPOSITION DE ZARISKI DIVISORIELLE

Même si un diviseur n’a en général pas de décomposition de Zariski, on peut quand

même (à la suite de Nakayama et Boucksom) obtenir une décomposition où la partie

positive est (( nef en codimension 1 )).

7.1. Lieu non nef pour les classes algébriques

Soit D un diviseur grand sur X. Nous voulons définir la notion de (( nef en un point ))

x de X. Il se trouve que la bonne façon de faire n’est pas de demander que D soit

de degré positif sur les courbes passant par x, mais de considérer les multiplicités des

éléments des systèmes linéaires |mD| en x. Tout d’abord, on pose

multx |D| = min
E∈|D|

multx E
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Cet entier est nul si et seulement si x n’est pas dans le lieu base de |D|. Goodman

montre ([G], Proposition 8) que D est nef si et seulement si

lim inf
m→+∞

multx |mD|

m
= 0

pour tout x dans X. La limite inférieure est en fait une limite ; on la note multx ‖D‖.

Elle ne dépend que de la classe [D], et multx ‖mD‖ = m multx ‖D‖ pour tout entier

positif m. On peut donc par homogénéité définir multx ξ pour toute classe rationnelle

grande ξ, et enfin définir une fonction

multx : Big(X) −→ R+

qui est continue ([Ny2], Lemma 1.7). Le lieu non nef de ξ est alors

{x ∈ X | multx ξ > 0}

Donnons une version plus géométrique de cette construction. On définit le lieu base

stable d’un diviseur D comme l’intersection ensembliste

B(D) =
⋂

m>0

Base |mD|

Pour tout entier positif m, on a B(D) = B(mD). On peut donc définir le lieu base

stable d’un Q-diviseur, mais on n’a pas en général B(D) = B(D′) lorsque [D] = [D′]

([ELMNP], Example 1.1). Le résultat suivant rend les calculs pratiques possibles dans

certains cas. C’est à Nakamaye qu’on doit l’idée de perturber les classes pour améliorer

le comportement du lieu base stable ([Nm1], [Nm2]).

Théorème 7.1 ([ELMNP]). — Le lieu non nef d’un R-diviseur D grand sur une

variété projective X est égal à son lieu base restreint

B−(D) =
⋃

H R−diviseur ample
D+H Q−diviseur

B(D + H) ⊂ B(D)

Ce lieu est une union dénombrable de sous-variétés de X ; il contient la réunion des

courbes sur lesquelles D est de degré strictement négatif, mais peut être plus grand

([BDPP], Remark 6.3). Il est défini pour tout R-diviseur D (pas nécessairement grand)

et ne dépend que de [D] ([Lz1], Lemma 10.3.1). On a ([ELMNP], Example 1.21)

• B−(D) = ∅ si et seulement si D est nef ;

• B−(D) 6= X si et seulement si D est pseudo-effectif.

Pour tout R-diviseur D, on pose aussi

B+(D) =
⋂

H R−diviseur ample
D+H Q−diviseur

B(D − H) ⊃ B(D)

C’est une sous-variété de X qui ne dépend que de la classe [D].
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Exemple 7.2 (Surfaces projectives). — Si X est une surface projective, D a une

décomposition de Zariski D = P + N (§ 5.2). On a B−(D) = Supp(N) et

B+(D) = B+(P ) est la réunion de toutes les courbes irréductibles de X sur les-

quelles P est de degré 0 ; il contient donc le support de N ([ELMNP], Examples 1.11

et 4.6).

L’introduction de ce dernier lieu est justifiée par le résultat suivant de Nakamaye

([Nm1] ; [Lz1], Theorem 10.3.5).

Théorème 7.3. — Si D est un diviseur nef et grand, B+(D) est la réunion de toutes

les sous-variétés irréductibles Y de X pour lesquelles

Ddim(Y ) · Y = 0

7.2. Lieu non nef général

On peut étendre les définitions précédentes au cas où X est une variété kählérienne

compacte (et même une variété complexe compacte quelconque ; [Bo3], Definition 3.3).

La notion de multiplicité sera remplacée par celle de nombre de Lelong.

Le nombre de Lelong en un point x de X d’un courant fermé réel positif T de type

(1, 1), qui s’écrit localement T = i
π
∂∂̄ϕ, est défini par

ν(T, x) = lim inf
z→x

ϕ(z)

log |z − x|
> 0

Si D est un diviseur effectif, un résultat de Thie ([T]) entrâıne ν(TD, x) = multx D.

Enfin, pour tout ξ ∈ Bigtr(X), on pose(19)

ν(ξ, x) = inf
T∈ξ

T positif

ν(T, x)

On appelle ce réel positif la multiplicité minimale de ξ en x. Si ξ ∈ Big(X), cette

définition cöıncide avec celle de multiplicité [Bo3], Theorem 5.4) :

ν(ξ, x) = multx ξ

On peut donc définir le lieu non nef d’un élément quelconque ξ de H1,1(X,R) comme(20)

B−(ξ) =

{

{x ∈ X | ν(ξ, x) > 0} si ξ ∈ Pef(X) ;

X sinon.

L’analogue du théorème 7.1 est l’égalité suivante ([BDPP], § 6) :

B−(ξ) =
⋃

ε>0

⋂

Supp(E)

(19)Avec les notations de la note 17, on a ν(ξ, x) = ν(Tmin, x). D’autre part, on peut comme dans [Bo3],

Proposition 3.2, étendre cette définition au cas ξ ∈ Peftr(X) ; la fonction ν(·, x) ainsi définie n’est pas

continue.
(20)Dans [Bo3], Definition 3.3, il est noté Enn(ξ).
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où, une forme de Kähler ω sur X étant fixée, l’intersection est prise sur tous les courants

T de classe ξ+εω et toutes les modifications µ : X ′ → X pour lesquelles µ∗T = β +[E],

où E est un diviseur effectif dans X ′ et β une forme positive fermée.

Boucksom définit dans [Bo3], Definition 3.18, pour toute classe transcendante ξ, le

lieu B+(ξ) (appelé (( lieu non kählérien )) et noté EnK(ξ) dans loc. cit.).

7.3. Encore des cônes

On peut séparer les éléments de H1,1(X,R) selon la dimension de leur lieu non nef.

Cela définit ainsi, pour chaque k ∈ {0, . . . , n − 1}, un cône ouvert convexe

Ck(X) = {ξ ∈ H1,1(X,R) | dimB+(ξ) 6 k}

et son adhérence

Ck(X) = {ξ ∈ H1,1(X,R) | dimB−(ξ) 6 k}

On a(21)

Neftr(X) = C0(X) ⊂ C1(X) ⊂ · · · ⊂ Cn−1(X) = Pef tr(X)

On peut dire des éléments de Ck(X) qu’ils sont (( nefs en codimension n − k − 1 ))
(22).

Le cône Cn−2(X) ∩ N1(X,R) a tout d’abord été considéré par Kawamata dans [K],

sous le nom de (( movable cone )), puis étudié dans [Ny2]. Boucksom étend la définition

aux classes transcendantes dans [Bo3], et le nomme (( modified nef cone )). Il montre

qu’il est engendré par les images directes de classes de Kähler sur des modifications de

X. C’est aussi le cône engendré par les classes grandes ξ telle que multD(ξ) = 0 pour

tout diviseur premier D dans X.

Exemple 7.4 (Produits symétriques d’une courbe). — Soit C une courbe projective

lisse de genre g > 2. Son n-ième produit symétrique X = Symn C est une variété

projective (lisse) de dimension n. Supposons n > 1. Lorsque C est très générale, l’espace

vectoriel N1(X,R) est de dimension 2, engendré par la classe ample x du diviseur

Symn−1 C et par la classe nef θ de l’image inverse par l’application d’Abel–Jacobi

Symn C → JnC de la polarisation canonique de la jacobienne JnC. On pose

tk = inf{t ∈ R | −θ + tx ∈ Ck(X)} > 0

La (( grande diagonale )) ∆C a pour classe 2(−θ + (g + n− 1)x) et est sur la frontière du

cône pseudo-effectif de X ([Kou], Theorem 3), de sorte que

tn−1 = g + n − 1

(21)L’égalité de gauche provient du fait que B+(ξ) n’a jamais de point isolé.
(22)Il serait intéressant de déterminer les cônes duaux (cf. § 4) des cônes Ck(X) pour prolonger ce

qui a été fait pour k = 0 et k = n − 1 dans les § 4.1 et 4.2. On pourrait penser par analogie que le

dual de Ck(X) est le cône engendré par les classes de courbes dont les déformations recouvrent une

sous-variété de X de dimension > k + 1, mais c’est déjà faux pour k = n − 2. Une caractérisation

complète du cône dual de Ck(X) vient d’être donnée dans [Pa] lorsque X est une variété torique.
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L’argument de Kouvidakis prouve en fait que la classe tout diviseur premier de X

autre que ∆C s’écrit c(−θ + tx) avec c > 0 et t > g + n − 1 + 2
n
(g + 1). Cela entrâıne

B+(−θ + tx) ⊃ ∆C pour t < g + n − 1 + 2
n
(g + 1), de sorte que

tn−2 > g + n − 1 +
2

n
(g + 1) > tn−1

La demi-droite R+(−θ + t0x) est orthogonale à la (( petite diagonale )) δC
(23). Comme

x · δC = n et θ · δC = n2g, on obtient B−(−θ + tx) ⊃ δC pour t < ng et

t0 = ng.

Calculer les pentes

uk = inf{t ∈ R | θ + tx ∈ Ck(X)} 6 0

des autres faces de ces cônes est en général beaucoup plus difficile. Lorsque n > g, elles

valent toutes 0 car θ est nef mais pas grand. Lorsque C a un g1
d avec d 6 n, la classe

θ est nef mais pas ample, donc u0 = 0. Lorsque g = 2n et que C est générale, on a

u0 = −2 ([P], Theorem 1.1).

7.4. Décomposition de Zariski divisorielle

L’idée est de (( projeter )) une classe pseudo-effective ξ sur le cône Cn−2(X) en lui

soustrayant des multiples convenables des diviseurs contenus dans son lieu non nef

B−(ξ). Pour tout diviseur premier D de X, on note(24)

ν(ξ, D) = inf
x∈D

ν(ξ, x)

On montre que ces nombres sont nuls sauf pour un nombre fini de diviseurs premiers

D ([Ny2], Corollary III.1.11 ; [Bo3], § 3.3). On pose alors(25)

Nξ =
∑

D diviseur premier

ν(ξ, D)D

On notera que Nξ est un R-diviseur, pas seulement une classe. Le théorème suivant

rassemble les résultats de [Ny2], III, § 1, dans le cas algébrique et de [Bo3], § 3.2, 3.3

et 3.7, en général.

(23)Cela résulte du fait que le morphisme

Cn −→ (J0C)(
n
2)

(p1, . . . , pn) 7−→ (pi − pj)16i<j6n

contracte exactement la petite diagonale et que l’image inverse de la polarisation produit descend en

une classe nef non ample sur X ([P], Proposition 2.2).
(24)Lorsque ξ est dans N1(X,R), la notation de [Ny2] est σD(ξ).
(25)La notation de Nakayama est Nσ(ξ).
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Théorème 7.5. — Soit ξ une classe pseudo-effective sur une variété kählérienne com-

pacte X. L’application

ρ : Pef tr(X) −→ Cn−2(X)

ξ 7−→ ξ − [Nξ]

est concave, homogène de degré 1 et continue sur Bigtr(X). Elle conserve le volume.

Si ξ ∈ Cn−2(X), on a ρ(ξ) = ξ.

Si ξ 6∈ Cn−2(X), on a ρ(ξ) ∈ ∂Cn−2(X).

La décomposition ξ = ρ(ξ) + [Nξ] est dite décomposition de Zariski divisorielle de

ξ. Le lien avec la décomposition de Zariski telle qu’elle est définie dans le § 5.2 est le

suivant : si D est un diviseur grand sur X, la décomposition D = PD +N[D], avec PD =

D−N[D], est l’unique décomposition de D en somme de R-diviseurs respectivement nef

en codimension un et effectif, telle que l’inclusion

H0(X, ⌊mPD⌋) →֒ H0(X, mD)

est bijective pour tout entier m > 0 ([Bo3], Theorem 5.5).

Si ξ ∈ Cn−1(X) Cn−2(X), les diviseurs premiers qui apparaissent avec des coeffi-

cients non nuls dans Nξ sont très rigides au sens où leurs combinaisons linéaires sont

determinées par leur classe de cohomologie ; ils sont en particulier en nombre fini. Plus

généralement, on dit qu’un R-diviseur effectif E est exceptionnel s’il vérifie les condi-

tions équivalentes suivantes ([Ny2], § 1.a ; [Bo3], Proposition 3.13)

• N[E] = E ;

• les classes des composantes irréductibles de E sont linéairement indépendantes

dans N1(X,R) et le cône convexe qu’elles engendrent ne rencontre pas Cn−2(X).

Il peut cependant y avoir une infinité (dénombrable) de diviseurs exceptionnels.

Proposition 7.6 ([Bo3], Proposition 3.15). — Soit E un R-diviseur effectif excep-

tionnel. La classe [E] contient un unique courant positif, à savoir TE. En particulier, si

E est un diviseur, on a h0(X, mE) = 1 pour tout m > 0.

Exemple 7.7 (Surfaces projectives). — Si X est une surface projective, la décomposition

de Zariski divisorielle est la décomposition de Zariski. Un R-diviseur effectif E est

exceptionnel si et seulement si la matrice des nombres d’intersection de ses compo-

santes irréductibles est définie négative ([Bo3], Theorem 4.5). C’est équivalent à dire

qu’il existe une surface projective Y et un morphisme X → Y qui contracte chaque

composante connexe de Supp(E) sur un point et qui est un isomorphisme en dehors de

ce lieu.

Exemple 7.8 (Variétés hyperkählériennes). — On a (cf. exemple 3.4)

Neftr(X) ⊂ Cn−2(X) ⊂ C (X) ⊂ Pef tr(X)
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et les cônes Cn−2(X) et Pef tr(X) sont duaux pour la forme quadratique de Beauville–

Bogomolov ([H3]). Plus précisément, une classe ξ de C (X) est dans Cn−2(X) si

qX(ξ, [D]) > 0 pour tout diviseur D de X recouvert par des courbes rationnelles.

Un R-diviseur effectif de composantes irréductibles E1, . . . , Er est exceptionnel si et

seulement si la matrice
(
qX(Ej , Ek)

)
est définie négative, et tous les diviseurs excep-

tionnels sont recouverts par des courbes rationnelles ([Bo3], Theorem 4.5 et Proposition

4.7).

On a qX

(
ρ(ξ), [Nξ]

)
= 0 et vol(ξ) = ρ(ξ)n ([Bo3], Proposition 4.12 et Theorem 4.8).

Si ξ est rationnelle, Nξ est un Q-diviseur et son volume est donc rationnel.

Exemple 7.9 (Produits symétriques d’une courbe). — Dans la situation de l’exemple

7.4, la grande diagonale est un diviseur exceptionnel.
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PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES

DANS LES NOMBRES PREMIERS

[d’après B. Green et T. Tao]

par Bernard HOST

1. INTRODUCTION

1.1. Le résultat

Le but de cet exposé est de présenter un travail récent et spectaculaire de B. Green

et T. Tao où ils montrent :

Théorème 1.1 ([GT]). — L’ensemble des nombres premiers contient des progressions

arithmétiques de toutes longueurs.

En fait Green et Tao montrent un résultat plus fort : la conclusion du théorème reste

valable si on remplace l’ensemble des nombres premiers par un sous-ensemble de densité

relative positive. De plus, la méthode employée permet de déterminer explicitement pour

tout k un entier N (très grand) tel que l’ensemble des nombres premiers plus petits que

N contienne une progression arithmétique de longueur k + 1.

Le théorème 1.1 répond à une question fort ancienne bien que difficile à dater exac-

tement. Très peu de résultats partiels étaient connus jusqu’ici ; citons celui de van der

Corput [vdC] qui a montré en 1939 l’existence d’une infinité de progressions de lon-

gueur 3 dans les nombres premiers.

En 1923, Hardy et Littlewood [HL] ont proposé une conjecture très générale sur la

répartition de certaines configurations dans les nombres premiers, qui entrâınerait une

version quantitative précise du théorème 1.1 si elle s’avérait exacte. Ce même théorème

suivrait aussi d’une résolution positive donnée à une conjecture proposée par Erdös et

Turán [ET] en 1936 :

Conjecture. — Tout sous-ensemble E de N∗ vérifiant
∑

n∈E

1

n
= +∞ contient des

progressions arithmétiques de toutes longueurs.

Cette conjecture reste totalement ouverte et les méthodes de Green et Tao ne per-

mettent pas de s’en approcher. Dans une direction voisine, Szemerédi a montré en 1975
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l’existence de progressions sous l’hypothèse plus forte de la densité positive. Rappelons

que la densité d’un ensemble d’entiers E ⊂ N est :

d∗(E) = lim sup
N→∞

1

N
Card(E ∩ [0,N − 1]) .

Le théorème de Szemerédi s’énonce :

Théorème de Szemerédi ([S]). — Tout ensemble d’entiers de densité positive contient

des progressions arithmétiques de toutes longueurs.

Il peut aussi s’exprimer en termes d’ensembles finis d’entiers :

Version finie du théorème de Szemerédi. — Pour tout entier k ≥ 2 et tout réel

δ > 0 il existe un entier N = N(k,δ) tel que tout sous-ensemble E de [0,N [ ayant au

moins δN éléments contienne une progression arithmétique de longueur k + 1.

Ce théorème ne peut évidemment pas être utilisé directement puisque les nombres pre-

miers ont une densité nulle. Cependant il tient une place centrale dans la démonstration.

1.2. La méthode

Le travail de Green et Tao comporte deux parties très différentes.

La première partie, qui est la plus longue, contient la démonstration d’une extension

de la version finie du théorème de Szemerédi (théorème 2.2).

Dans ce dernier théorème, la quantité |E|/N ≥ δ peut être vue comme la moyenne

sur [0,N [ de la fonction indicatrice de E. L’idée naturelle est de remplacer cette fonction

indicatrice par une fonction nulle en dehors de l’ensemble des nombres premiers, mais

alors cette fonction ne peut pas être choisie majorée par 1 sinon sa moyenne deviendrait

arbitrairement petite pour N grand. Green et Tao montrent un théorème de Szemerédi

modifié (théorème 2.2) qui s’applique à une fonction majorée par un 〈〈poids pseudo-

aléatoire 〉〉, c’est-à-dire par une fonction de moyenne 1 dont les corrélations sont voisines

de celles qu’on obtiendrait en tirant au hasard et indépendamment les valeurs aux points

0,1, . . . ,N −1 (section 2.2). Cette utilisation d’une majoration fait penser à la méthode

du crible.

La démonstration de ce 〈〈 théorème de Green-Tao Szemerédi 〉〉 est écrite dans le langage

des probabilités. Comme tous les espaces de probabilité sont finis et munis de la mesure

uniforme, on pourrait dire qu’elle utilise seulement des arguments de dénombrement.

Cette façon de voir serait formellement correcte mais trop réductrice. En fait la démarche

de Green et Tao s’inspire directement de la théorie ergodique, et plus précisément de la

démonstration ergodique du théorème de Szemerédi donnée par Furstenberg ([F], voir

aussi [FKO]). Dans les deux cas, le cœur de la preuve est un résultat de décomposition

(proposition 3.4) consistant à écrire une fonction comme la somme de son espérance

conditionnelle sur une σ-algèbre bien choisie et d’un reste. L’espérance conditionnelle

est 〈〈 lissée 〉〉 et dans le cas considéré par Green et Tao elle est même uniformément
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bornée, ce qui permet d’utiliser le théorème de Szemerédi classique. Le reste se com-

porte comme une oscillation aléatoire et sa contribution dans les calculs est négligeable.

Les ergodiciens reconnâıtront la façon dont les 〈〈 facteurs 〉〉 interviennent dans de nom-

breux problèmes. Pour les autres, nous ajoutons que l’article n’utilise aucun résultat

provenant de la théorie ergodique et que sa lecture ne demande aucune connaissance

dans ce domaine.

Cette inspiration ergodique dans une démonstration combinatoire est encore plus

apparente dans la nouvelle démonstration que T. Tao vient de donner du théorème

de Szemerédi [T1]. Nous ne pensons pas que cette démarche soit artificielle. Jusqu’à

présent les relations entre ces domaines se résumaient pratiquement au principe de cor-

respondance de Furstenberg qui permet de montrer, à partir de théorèmes ergodiques,

des résultats combinatoires dont beaucoup n’ont aujourd’hui pas d’autre preuve. Il

apparâıt depuis peu des ressemblances de plus en plus prononcées quoiqu’encore mal

comprises entre les objets et les méthodes des deux théories. Nous reviendrons dans ces

notes sur ce point qui mérite sans doute d’être approfondi.

Une fois démontré le théorème de Szemerédi modifié, il reste à construire un poids

pseudo-aléatoire adapté au problème posé. Il s’agit donc ici de théorie des nombres.

Dans cette partie de l’article [GT] les auteurs utilisent une fonction de von Mangoldt

tronquée et font appel à des outils sophistiqués provenant des travaux de Goldston

et Yıldırım [GY] mais, dans une note non publiée [T2], T. Tao explique comment

l’argument peut être modifié pour n’utiliser que les propriétés les plus élémentaires des

nombres premiers et de la fonction ζ . C’est cette approche que nous suivons ici en nous

inspirant de notes manuscrites de J.-C. Yoccoz.

Dans cet exposé, qui ne contient aucune démonstration complète, on se propose de

présenter de façon assez détaillée l’organisation de la preuve et de donner une idée des

méthodes employées à chaque étape. Le lecteur pressé pourra se limiter à la section 2

qui contient la formulation précise des définitions et résultats correspondant aux deux

grandes parties auxquelles on vient de faire allusion, encore que la définition des normes

de Gowers (sous-sections 3.1 et 3.2) ait son intérêt propre. Le résultat de décomposition

(proposition 3.4) est énoncé dans la sous-section 3.4 et montré dans la section 4. La

deuxième partie de la preuve, c’est-à-dire la construction du poids pseudo-aléatoire, est

contenue dans la section 5.

1.3. Conventions et notations

Quand f est une fonction définie sur un ensemble fini A, l’espérance de f sur A,

notée E(f(x) | x ∈ A) ou E(f | A), est la moyenne arithmétique de f sur A ; la même

est utilisée pour les fonctions de plusieurs variables.

Dans toute la suite, k ≥ 2 est un entier que nous considérons comme une constante.

L’objectif est de montrer l’existence d’une progression arithmétique de longueur k + 1

dans les nombres premiers. La progression est cherchée dans l’intervalle [0,N [, où N est
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un (grand) entier qu’il est souvent nécessaire de supposer premier. On identifie [0,N [

au groupe ZN = Z/NZ.

Il est crucial dans la preuve de contrôler la manière dont toutes les estimations

dépendent de N et nous adoptons les conventions suivantes. Dans chaque énoncé, N est

supposé fixé mais toutes les constantes sont indépendantes de N . Nous notons o(1) une

quantité tendant vers 0 quand N tend vers l’infini, uniformément par rapport à tous

les paramètres sauf éventuellement ceux notés en indice. La notation O(1) est employée

avec une signification similaire.

2. POIDS PSEUDO-ALÉATOIRES ET THÉORÈME DE

GREEN-TAO SZEMERÉDI

Green et Tao généralisent une formulation classique du théorème de Szemerédi, qui

est celle sous laquelle Gowers [G] l’a redémontré récemment.

Théorème 2.1. — Pour tout réel δ > 0 il existe un constante c(δ) > 0 tel que, pour

toute fonction f : ZN → R avec

0 ≤ f(x) ≤ 1 pour tout x et E
(
f | ZN

)
≥ δ

on ait

(1) E
(
f(x)f(x+ t) . . . f(x+ kt) | x,t ∈ ZN

)

≥ c(δ) .

La version finie du théorème de Szemerédi se déduit de ce théorème en prenant pour

f la fonction indicatrice d’un sous-ensemble de [0,N [. Green et Tao s’affranchissent de

la condition f ≤ 1 en la remplaçant par l’hypothèse que f est majorée par un poids

pseudo-aléatoire ; cette notion sera définie plus loin.

2.1. Les deux ingrédients de la preuve du théorème 1.1

Nous appelons 〈〈 théorème de Green-Tao Szemerédi 〉〉 l’extension suivante du théorème

de Szemerédi :

Théorème 2.2. — Soit ν : ZN → R+ un poids pseudo-aléatoire (voir la sous-section 2.2).

Pour tout réel δ > 0 il existe une constante c′(δ) > 0 satisfaisant la propriété suivante.

Pour toute fonction f : ZN → R telle que

0 ≤ f(x) ≤ ν(x) pour tout x et E
(
f | ZN

)
≥ δ

on a

(2) E
(
f(x)f(x+ t) . . . f(x+ kt) | x,t ∈ ZN

)

≥ c′(δ) − o(1) .
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La démonstration de ce théorème, qui occupe une part importante de l’article de

Green et Tao, est résumée dans les sections 3 et 4. Pour l’appliquer aux nombres pre-

miers, il faut une fonction f et un poids ν convenables dont l’existence est donnée par

le théorème suivant.

Théorème 2.3. — Il existe une constante positive δ, un poids pseudo-aléatoire ν : ZN →

R+ et une fonction f : ZN → R avec

f est nulle en dehors de l’ensemble des nombres premiers ;

0 ≤ f(x) ≤ ν(x) pour tout x ;

E(f | ZN) ≥ δ ;

‖f‖L∞ = O(1) logN .

La construction de f et ν est faite dans la section 5. Nous montrons maintenant

comment le théorème 1.1 découle des théorèmes 2.2 et 2.3.

Démonstration. — Soient δ, f et ν comme dans le théorème 2.3. Il existe un intervalle

J ⊂ [0,N [, de longueur plus petite que N/2 et tel que E(1Jf | ZN) ≥ δ/3. Nous utilisons

le théorème 2.2 avec la fonction f remplacée par 1Jf et le réel δ remplacé par δ/3.

La contribution dans l’espérance (2) des termes où t = 0 est majorée parN−1‖f‖k+1
L∞ =

o(1), et est donc inférieure à c′(δ) siN est assez grand. Il existe donc dans ce cas x,t ∈ ZN

avec t 6= 0 tels que f(x)f(x+ t) . . . f(x+ kt) 6= 0. Rappelons que dans cette expression

x,x + t, . . . ,x + kt sont considérés comme des éléments de ZN et que donc l’addition

est modulo N . Si nous considérons x et t comme des entiers appartenant à l’intervalle

[0,N [ nous obtenons que f est non nulle aux points x,x + t mod N, . . . ,x + kt mod N .

Comme elle est nulle en dehors de l’intervalle J de longueur < N/2, tous ces entiers

appartiennent à cet intervalle et on en déduit facilement qu’ils forment une progression

arithmétique non triviale de longueur k + 1. Enfin, f est nulle en dehors de l’ensemble

des nombres premiers et on a bien une progression formée de nombres premiers.

2.2. Définition des poids pseudo-aléatoires

Dans les théorèmes précédents nous avons considéré un poids pseudo-aléatoire comme

une fonction définie sur ZN . Il s’agit plus précisément de la donnée, pour chaque nombre

premier N , d’une fonction ν = νN : ZN → R+, de sorte que soient satisfaites deux

conditions asymptotiques appelées condition sur les formes linéaires et condition sur

les corrélations.

La condition sur les formes linéaires.— Ici m0,t et L sont des constantes entières (ne

dépendant que de k) que nous n’explicitons pas.

Soient m ≤ m0 un entier et ψ1, . . . ,ψm des applications de Zt
N dans ZN de la forme

(3) ψi(x) = bi +

t∑

j=1

Li,jxj
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où x = (x1, . . . ,xt) et

– pour tout i, bi est un entier;

– pour tous i,j, Li,j est un entier avec |Li,j| ≤ L;

– aucun des vecteurs (Li,j)1≤j≤t ∈ Zt n’est nul et ces vecteurs sont deux à deux non

colinéaires

alors la condition sur les formes linéaires stipule que

(4) E
(
ν(ψ1(x)) . . . ν(ψm(x)) | x ∈ Zt

N

)
= 1 + o(1) .

D’après nos conventions, la quantité o(1) tend vers 0 quandN tend vers l’infini indépendamment

du choix des fonctions ψi et en particulier du choix des bi, qui ne sont pas supposés

bornés. Remarquons que la condition des formes linéaires entrâıne que la même majo-

ration reste valable s’il y a moins de t variables. En particulier,

E(ν | ZN) = 1 + o(1) .

La condition des corrélations.— Ici encore, q0 est une constante entière que nous n’ex-

plicitons pas.

La condition sur les corrélations stipule qu’il existe une fonction τ : ZN → R+ avec

pour tout p ≥ 1, E(τ p(x) | x ∈ ZN ) = Op(1)

telle que, pour tout q ≤ q0 et tous h1, . . . ,hq ∈ ZN , distincts ou confondus, on ait

(5) E
(
ν(x+ h1)ν(x+ h2) . . . ν(x+ hq) | x ∈ ZN

)
≤

∑

1≤i≤j≤q

τ(hi − hj) .

Nous remarquons que, si ν est un poids pseudo-aléatoire, alors (1+ν)/2 en est également

un. On peut donc sans perte de généralité se restreindre au cas où ν(x) > 0 pour tout x.

3. LES NORMES DE GOWERS

3.1. La définition

Il y a quelques années Gowers a proposé une nouvelle preuve du théorème de Sze-

merédi [G] à base d’analyse harmonique et de combinatoire. Dans sa démonstration il a

introduit une suite de normes sur l’espace C(ZN ) des fonctions sur ZN à valeurs réelles

et les a utilisées pour contrôler les espérances qui apparaissent dans le théorème 2.1.

Green et Tao les utilisent également pour contrôler les espérances du théorème 2.2.

Nous donnons ici leur définition.

Pour f ∈ C(ZN ) on définit par récurrence les quantités ‖f‖Ud , d ≥ 1, par

‖f‖U1 =
∣
∣E(f | ZN)

∣
∣
∣ ;

‖f‖Ud+1 =
(

E
(
‖f · ft‖

2d

Ud | t ∈ ZN

))1/2d+1

pour d ≥ 1

où ft est la fonction x 7→ f(x+ t).
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Ces quantités peuvent être aussi données par une formule close.

Pour ω = (ω1, . . . ,ωd) ∈ {0,1}d et t = (t1, . . . ,td) ∈ Zd
N notons

ω · t = ω1t1 + ω2t2 + · · ·+ ωdtd .

On a alors

(6) ‖f‖Ud =
(

E
( ∏

ω∈{0,1}d

f(x+ ω · t
∣
∣x ∈ ZN , t ∈ Zd

N

))1/2d

.

On vérifie alors facilement que ‖f‖U2 est la norme ℓ4 de la transformée de Fourier de f

et que ‖f‖Ud+1 ≥ ‖f‖Ud pour tout d ≥ 1. De plus on obtient :

Proposition 3.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz-Gowers). — Si fω, ω ∈ {0,1}d, sont

2d fonctions réelles sur ZN on a

(7)
∣
∣
∣E

( ∏

ω∈{0,1}d

fω(x+ ω · t
∣
∣x ∈ ZN , t ∈ (ZN )d

)∣
∣
∣ ≤

∏

ω∈{0,1}d

‖fω‖Ud .

On en déduit :

Proposition 3.2. — Pour d ≥ 2 l’application f 7→ ‖f‖Ud est une norme sur C(ZN ).

On peut facilement étendre ces définitions au cas des fonctions à valeurs complexes.

3.2. Commentaires

Pour d > 2 la norme ‖·‖Ud est assez difficile à interpréter car elle ne peut apparemment

pas être exprimée au moyen des normes classiques. La définition n’est pas simplifiée par

l’usage de la transformée de Fourier ; par exemple, la norme ‖ · ‖U3 d’une fonction est

la même que celle de sa transformée de Fourier (à une normalisation près).

Cette difficulté provient sans doute du fait que ces normes ont un aspect non com-

mutatif. En effet, il est clairement possible de définir des normes similaires sur l’espace

CK(G) des fonctions continues à support compact sur un groupe abélien localement

compact G. Mais il est sans doute moins évident que la définition de la norme ‖ · ‖Ud

s’étend au cas où G est localement compact nilpotent d’ordre d − 1, et qu’elle peut

même être définie sur CK(G/Γ) lorsque Γ est un sous-groupe fermé d’un groupe G de

ce type.

D’une manière indépendante, des semi-normes ||| · |||d , d ≥ 1, ont récemment été

introduites [HK] en théorie ergodique dans l’étude de questions relatives au théorème

de Szemerédi où elles servent également à contrôler des espérances ressemblant à celles

du théorème 2.1. La définition de ces semi-normes, nettement plus compliquée, ne sera

pas donnée ici mais elle est formellement assez similaire à celle des normes de Gowers.

Ces semi-normes ont une interprétation simple : elles sont liées à l’existence de quotients

du système munis d’une structure d’espace homogène d’un groupe de Lie nilpotent.

Si on admet que les ressemblances de plus en plus nombreuses qui apparaissent entre

les deux théories ne sont pas fortuites, il est alors possible de conjecturer que les normes
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de Gowers s’interprètent au moyen d’une sorte de transformée de Fourier nilpotente,

même lorsque le groupe est abélien.

3.3. Normes de Gowers et progressions arithmétiques

La proposition suivante généralise un résultat analogue de Gowers établi sous l’hy-

pothèse plus forte que toutes les fonctions sont bornées par 1. Sa démonstration consiste

en une suite ingénieuse d’applications de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, de changements

de variables et de la condition sur les formes linéaires.

Proposition 3.3. — Soient ν un poids pseudo-aléatoire et f0,f1, . . . ,fk des fonctions

sur ZN vérifiant

|fj(x)| ≤ 1 + ν(x) pour tout x ∈ ZN et tout j avec 0 ≤ j ≤ k .

Alors
∣
∣
∣E

( k∏

j=0

fj(x+ jt)
∣
∣x,t ∈ ZN

)∣
∣
∣ ≤ 2k+1 inf

0≤j≤k
‖fj‖Uk + o(1) .

L’utilisation que font Green et Tao de cette proposition est très différente de la

manière dont Gowers utilise le résultat analogue pour les fonctions bornées.

Ce dernier procède par dichotomie.

Soient f une fonction sur ZN et c = E(f | ZN). Si ‖f−c‖Uk est petit, alors l’espérance (1)

est peu différente de l’espérance obtenue en remplaçant f par c et elle est donc grande.

Si au contraire cette norme est grande, alors Gowers montre que la restriction de f à un

sous-ensemble pas trop petit de ZN présente des régularités qui sont ensuite exploitées.

Green et Tao utilisent une décomposition, où les normes de Gowers jouent un rôle très

proche de celui joué par les semi-normes ||| · |||d dans [HK]. Lorsque f est une fonction

majorée par un poids pseudo-aléatoire, elle peut s’écrire (essentiellement) comme la

somme d’une fonction ayant une petite norme et d’une fonction bornée qui est son

espérance conditionnelle sur une σ-algèbre (proposition 3.4). La proposition 3.3 permet

alors de borner la contribution provenant de la fonction de petite norme. En théorie

ergodique on écrit chaque fonction comme somme de son espérance conditionnelle sur

une σ-algèbre adaptée et d’une fonction de semi-norme nulle. On utilise ensuite le fait

que cette σ-algèbre a une interprétation 〈〈géométrique 〉〉 assez simple.

3.4. σ-algèbres sur ZN et un résultat de décomposition

ZN étant fini, toute σ-algèbre B sur ZN est définie par une partition de cet en-

semble : les éléments de B sont les réunions d’atomes de cette partition et les fonctions

B-mesurables sont les fonctions constantes sur chaque atome. Quand f est une fonction

sur ZN , son espérance conditionnelle par rapport à B est la fonction B-mesurable définie

par

si A est l’atome de B contenant x, E(f | B)(x) = E
(
f | A

)
=

E(1A f | ZN )

E(1A | ZN)
.
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La proposition suivante est la clé de la démonstration du théorème 2.2.

Proposition 3.4. — Soit ν un poids pseudo-aléatoire. Pour tout ε > 0 il existe un

entier N0(ε) tel que pour tout N > N0(ε) on ait la propriété suivante.

Soit f une fonction sur ZN avec 0 ≤ f(x) ≤ ν(x) pour tout x. Alors il existe une

σ-algèbre B sur ZN , un sous-ensemble Ω de ZN appartenant à B avec

E(ν 1Ω | ZN) = oε(1) ;(8)

‖(1 − 1Ω) E(ν − 1 | B)‖L∞ = oε(1) ;(9)

‖(1 − 1Ω) (f − E(f | B))‖Uk ≤ ε .(10)

On donne dans la section 4 un résumé de la preuve de cette proposition. Admettant ce

résultat pour le moment, nous indiquons comment on peut en déduire le théorème 2.2.

3.5. Démonstration du théorème 2.2 à partir des propositions 3.1 et 3.4

Soient ν,f et δ comme dans le théorème. Soient ε > 0 un paramètre suffisamment

petit et B, Ω comme dans la proposition 3.4. Nous supposons que N est suffisamment

grand. Posons

g = (1 − 1Ω) E(f | B) et h = (1 − 1Ω)
(
f − E(f | B)

)
.

Comme f ≤ ν nous avons

(11)

E(g | ZN ) ≥ E(f | ZN) − E
(
1Ω E(ν | B) | ZN

)
= E(f | ZN) − E(1Ω ν | ZN) ≥ δ − oε(1)

car Ω ∈ B et d’après (8). De plus

(12) 0 ≤ g ≤ (1 − 1Ω) E(ν | B) ≤ 1 + oε(1)

d’après (9). Ainsi, |h| ≤ f + g ≤ 1 + ν + oε(1) et par ailleurs ‖h‖Uk ≤ ε d’après (10).

Comme 0 ≤ g+h ≤ f , l’espérance (2) apparaissant dans le théorème est minorée par

la même espérance avec f remplacée par g+h. Cette dernière expression s’écrit comme

somme de 2k+1 espérances de la forme

(13) E
(
f0(x)f1(x+ t) . . . fk(x+ kt) | x,t ∈ ZN

)

où chacune des fonctions fi, 0 ≤ i ≤ k, est égale à g ou à h. Ainsi, |fi| ≤ 1 + ν + oε(1)

pour tout i.

Le terme principal est celui où toutes les fonctions fi sont égales à g; en effet la

majoration (12) permet d’utiliser le théorème de Szemerédi (théorème 2.1) et la mi-

noration (11) entrâıne donc que ce terme est minoré par c
(
δ − oε(1)

)
. Tous les autres

termes ont une valeur absolue majorée par 2k+1ε+ oε(1) d’après la proposition 3.3.

En choisissant ε assez petit nous obtenons donc la minoration annoncée de l’espérance (2),

avec c′(δ) = c(δ).

Remarque. — Le résultat obtenu est plus fort que ce qui est réellement nécessaire, à sa-

voir c′(δ) > 0. Il serait sans doute possible de modifier la démonstration en affaiblissant

les conditions imposées à ν tout en conservant la propriété annoncée.
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4. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.4

Cette section est la plus technique de ces notes et les lecteurs qui ne seraient pas

intéressés par les détails sont invités à passer directement à la suivante.

4.1. Les fonctions duales

Soit f une fonction réelle sur ZN . Pour x ∈ ZN définissons

Df(x) = E

( ∏

ω∈{0,1}k

ω6=0

f(x+ ω · t)
∣
∣
∣ t ∈ Zk

N

)

où 0 représente l’élément (0,0, . . . ,0) de {0,1}k. Df est appelée la fonction duale (d’ordre

k) de f .

Écrivons 〈·,·〉 le produit scalaire sur C(ZN) donné par 〈f,g〉 = E(fg | ZN ). La

définition des normes et l’inégalité de Cauchy-Schwarz-Gowers entrâınent immédiatement :

Lemme 4.1. — Pour toute fonction f ∈ C(ZN ),

‖f‖Uk = 〈f,Df〉 = sup
{∣
∣〈f,Dg〉

∣
∣ ; g ∈ C(ZN ), ‖g‖Uk ≤ 1

}
.

Ainsi, la boule unité pour la norme duale de ‖ · ‖Uk est l’enveloppe convexe de

l’ensemble {Df ; ‖f‖Uk ≤ 1}. Cette norme duale n’est malheureusement pas une

norme d’algèbre (la norme d’un produit n’est pas majorée par le produit des normes),

ce qui simplifierait beaucoup la démonstration. Dans sa preuve du théorème de Sze-

merédi [T1], Tao construit une norme d’algèbre qui est majorée par la norme duale.

Cette construction est formellement très proche de la construction de la 〈〈tour d’exten-

sions isométriques 〉〉 de Furstenberg.

Pour comprendre le rôle joué par les fonctions duales, imaginons la situation où

nous avons une fonction f telle que ‖f‖Uk soit 〈〈grande 〉〉 et que ‖Df‖L2 ne soit pas
〈〈 trop grande 〉〉. Supposons aussi que nous savons construire une σ-algèbre B par rapport

à laquelle Df est mesurable au moins approximativement. Alors, comme le produit

scalaire de f et Df est grand, l’espérance E(f | B) aura une norme L2 assez grande.

Cette méthode est utilisée de manière itérative dans les sous-sections suivantes pour

construire la σ-algèbre de la proposition 3.4.

4.2. Poids pseudo-aléatoires et fonctions duales

Dans toute la suite de cette section, ν désigne un poids pseudo-aléatoire et nous

étudions les propriétés des fonctions duales des fonctions majorées par ν ou par 1 + ν.

Rappelons que la condition sur les formes linéaires entrâıne que E(ν | ZN ) = 1+o(1).

On a plus précisément

(14) ‖ν − 1‖Uk = o(1) .

Nous obtenons de même :
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Lemme 4.2. — Si f est une fonction sur ZN vérifiant |f | ≤ 1 + ν alors ‖Df‖L∞ ≤

22k−1 + o(1).

Nous notons désormais I un intervalle fermé borné de R tel que Df(x) ∈ I pour tout

x et toute fonction f avec |f | ≤ 1 + ν.

Proposition 4.3. — Soient m ≥ 1 un entier et f1, . . . ,fm des fonctions sur ZN

vérifiant |fi| ≤ 1 + ν pour tout i, et soit Φ une fonction continue sur le cube Im.

Alors la fonction ψ sur ZN définie par

ψ(x) = Φ
(
Df1(x), . . . ,Dfm(x)

)

satisfait la relation

〈ν − 1,ψ〉 = om,Φ(1) .

De plus, cette estimation est uniforme en Φ si l’on impose à cette fonction de rester

dans un compact au sens de la convergence uniforme.

Pour montrer cette proposition on se ramène facilement au cas où Φ(x1,x2, . . . ,xm) =

x1x2 . . . xm et on utilise la condition des corrélations. C’est le seul endroit de la preuve

où cette condition est utilisée.

4.3. Construction d’une σ-algèbre

Nous introduisons ici une construction qui sera utilisée de manière répétée dans la

section suivante pour montrer la proposition 3.4. Ici ε > 0 est un paramètre et σ ∈]0,1/2[

est un paramètre accessoire qui devra être choisi soigneusement en fonction de ε. On se

donne une fonction continue ψ : R → [0,1], à support dans [0,1] et égale à 1 sur [σ,1−σ].

Nous supposons toujours que N est suffisamment grand.

Soit f une fonction sur ZN avec |f | ≤ 1 + ν et notons F = Df .

Soient α ∈]0,1] et B la σ-algèbre dont les atomes sont les ensembles A de la forme

(15) A = {x ∈ ZN ; ε2k+1

(n+ α) ≤ F (x) < ε2k+1

(n + 1 + α)}

où n est un entier tel que cet ensemble ne soit pas vide. Le paramètre α est introduit

pour éviter les effets de bord : il pourrait en effet arriver que les valeurs de la fonction

F s’accumulent près des points nε2k+1
mais, pour un choix convenable de α, l’ensemble

E =
⋃

n∈Z

{x ∈ ZN ; ε2k+1

(n + α− σ) ≤ F (x) ≤ ε2k+1

(n+ α + σ)}

vérifie

(16) E
(
1E (1 + ν) | ZN

)
= σ O(1) .

Par construction, on a clairement,

(17)
∥
∥F − E(F | B)

∥
∥

L∞
≤ ε2k+1

Comme F est bornée (lemme 4.2), le nombre d’atomes de B est un Oε(1).
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Appelons un atome A de B mauvais si E
(
(1 + ν)1A | ZN

)
< σ1/2 et notons Ω la

réunion des mauvais atomes. Alors Ω ∈ B et

(18) E
(
(1 + ν)1Ω | ZN

)
= σ1/2Oε(1) .

Soient maintenant A un bon atome, n l’entier correspondant dans la définition (15)

et J = [ε2k+1
(n + α,ε2k+1

(n + 1 + α)[ . Posons ΦA(x) = ψ
(
ε−2k+1

(x − n − α)
)
. La

proposition 4.3 permet de majorer ΦA ◦ F et la propriété (16) permet de contrôler le

terme d’erreur 1A − ΦA ◦ F = (1J − ΦA) ◦ F . Nous obtenons

E
(
(ν(x) − 1)1A(x) | x ∈ A

)
= σ1/2Oε(1) + oε,σ(1) .

On en déduit que

(19)
∥
∥(1 − 1Ω) E(ν − 1 | B)

∥
∥

L∞
= 0ε(1) .

Supposons maintenant qu’au lieu d’une fonction f nous avons une famille finie (f1, . . . ,fm)

de fonctions vérifiant toutes |fi| ≤ 1 + ν. Alors par la même méthode nous pouvons

construire une σ-algèbre B et un ensemble Ω ∈ B vérifiant les propriétés (18) et (19) et

tels que l’approximation uniforme (17) soit valable pour chacune des fonctions Fi = Dfi,

tous les termes o(1) et O(1) dépendant aussi du nombre m de fonctions.

4.4. Une récurrence

Soit maintenant f une fonction avec 0 ≤ f ≤ ν. Nous allons utiliser la construc-

tion précédente de façon répétée, construisant de proche en proche une suite (fj) de

fonctions, une suite (Bj) de σ-algèbres et une suite (Ωj) d’ensembles appartenant à Bj .

Posons f1 = f et soient B1 la σ-algèbre grossière {∅,ZN} et Ω1 = ∅.

Supposons que les constructions ont été faites jusqu’au rang j. Nous posons

fj+1 = (1 − 1Ωj
)
(
f − E(f | Bj)

)

et distinguons deux cas.

– Si ‖fj+1‖Uk ≤ ε nous arrêtons l’algorithme;

– sinon nous employons la méthode précédente avec la famille de fonctions (f1, . . . ,fj+1)

pour définir la σ-algèbre Bj+1 et l’ensemble Ωj+1 et nous itérons l’algorithme, ce

qui est possible car |fj+1| ≤ 1 + ν, à multiplication près par un terme de la forme

1 + σ1/2Oε(1).

Montrons que cet algorithme s’arrête après un nombre borné d’étapes. S’il ne s’arrête

pas à l’étape j alors ‖fj+1‖
2k

Uk = E(fj+1 Dfj+1) ≥ ε2k

. Imaginons pour simplifier que

le petit ensemble Ωj est vide. Nous aurions alors fj+1 = f − E(f | Bj) et comme par

construction Dfj+1 est uniformément proche de E(Dfj+1 | Bj+1), cette inégalité nous

permettrait de minorer

E

((
f − E(f | Bj)

)
E(Dfj+1 | Bj+1)

)
= E

((
E(f | Bj+1) − E(f | Bj)

)
E(Dfj+1 | Bj+1)

)
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et donc aussi ‖E(f | Bj+1)−E(f | Bj)‖L2 en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Les calculs précis permettent en fait de borner inférieurement la quantité positive

‖(1 − 1Ωj+1
) E(f | Bj+1)‖

2
L2 − ‖(1 − 1Ωj

) E(f | Bj)‖
2
L2 .

Comme ‖(1 − 1Ωj
) E(f | Bj)‖L2 est majoré par ‖f‖L2, cela prouve que l’algorithme

s’arrête en temps borné.

La dernière σ-algèbre et le dernier ensemble Ω construits vérifient alors les propriétés

de la proposition 3.4.

5. UN POIDS PSEUDO-ALÉATOIRE

Il nous reste à construire une fonction f nulle en dehors des nombres premiers et un

poids pseudo-aléatoire ν vérifiant les hypothèses du théorème 2.2.

Dans cette section nous notons P l’ensemble des nombres premiers et la lettre p

désigne toujours un nombre premier. Rappelons la définition de deux fonctions clas-

siques.

– φ est la fonction indicatrice d’Euler : pour tout entier x > 0, φ(x) est le nombre

d’entiers compris entre 1 et x et premiers avec x.

– µ est la fonction de Möbius :

µ(x) =







1 si x = 0 ;

(−1)ℓ si x est le produit de ℓ nombres premiers distincts ;

0 sinon.

5.1. La fonction f et le poids ν

Nous nous donnons une fois pour toutes

– une fonction χ : R → R+, de classe C∞, à support dans [−1,1], avec χ(0) > 0 et
∫ ∞

0
(χ′(x))2 dx = 1 ;

– w = w(N) une fonction entière tendant vers l’infini très lentement, par exemple

de l’ordre de log logN .

De plus nous notons

– W = W (N) le produit des nombres premiers ≤ w(N) ;

– R = Nα où α est une constante positive suffisamment petite.

Soit b un entier qui sera défini plus bas ; définissons la fonction f sur [0,N [ par

(20) f(n) =

{
φ(W )

W
log(Wn+ b) si Wn+ b ≥ R et Wn+ b est premier

0 sinon.

Rappelons l’estimation élémentaire de Tchébytchev pour le nombre π(x) de nombres

premiers inférieurs où égaux à x:

c1
x

log x
≤ π(x) ≤ c2

x

log x
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où c1 et c2 sont des constantes positives. On en déduit (sans utiliser le théorème de

Dirichlet) qu’on peut choisir b ∈ [1,W [, premier avec W et tel que pour N assez grand

on ait E(f(n) | n ∈ [0,N [) ≥ δ, où δ > 0 est une constante.

Pour tout n entier nous posons

(21) λ(n) =
∑

d|n

µ(d)χ
( log d

logR

)

et nous définissons

(22) ν(n) =
φ(W )

W
logR · λ2(Wn+ b) .

On vérifie facilement que pour tout n ∈ [0,N [ on a 0 ≤ f(n) ≤ cν(n) pour une

certaine constante positive c. Ainsi la fonction f vérifie (à une normalisation près) les

propriétés annoncées dans le théorème 2.3.

Il reste à montrer que ν est un poids pseudo-aléatoire, c’est-à-dire que cette fonction

vérifie la condition sur les formes linéaires et la condition sur les corrélations. Nous ne

donnons pas ici la preuve de ces propriétés et nous contentons de montrer comment

obtenir l’estimation

E(ν | ZN) = 1 + o(1) .

La méthode qui suit n’est sans doute pas la plus simple possible mais elle contient les

principaux ingrédients utilisés dans la démonstration complète et éclaire le rôle joué par

le paramètre R et par la fonction χ. Intuitivement, le rôle du paramètre w est d’éliminer

les perturbations produites par les petits nombres premiers. Soit en effet p ∈ P . Les

nombres premiers se répartissent dans p − 1 classes de congruence modulo p, ce qui

cause une irrégularité d’ordre 1/p, non négligeable si p est trop petit devant N .

5.2. Une réécriture

E(ν | ZN ) est le produit par C = W−1φ(W ) logR de

(23)
∑

d,d′

µ(d)µ(d′)χ
( log d

logR

)
χ
( log d′

logR

)
E(1d,d′(x) | x ∈ ZN )

où d,d′ sont des entiers positifs et

1d,d′(x) =

{

1 si ppcm(d,d′) divise Wx+ b ;

0 sinon.

Nous évaluons E(1d,d′ | ZN ). À cause des facteurs µ(d) et µ(d′) nous pouvons nous

restreindre au cas où d et d′ sont sans carré et écrire

d =
∏

p

pωp ; d′ =
∏

p

pω′

p
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où ω = (ωp ; p ∈ P ) et ω′ = (ω′
p ; p ∈ P ) sont des suites à valeurs dans {0,1}.

Définissons Ep(η) pour p ∈ P et η ∈ {0,1} par

(24) Ep(0) = 1 ; Ep(1) = 0 si p ≤ w et Ep(1) =
1

p
si p > w .

Nous avons

(25) E(1d,d′ | ZN ) =
∏

p

Ep(max(ωp,ω
′
p)) +N−1O(1) .

En effet, s’il existe un premier p avec p ≤ w et max(ωp,ω
′
p) = 1 alors 1d,d′(x) = 0 pour

tout x puisque p divise W et est premier avec b. Dans le cas contraire la proportion des

x ∈ ZN tels que ppcm(d,d′) divise Wx+ b est 1/ ppcm(d,d′) à un N−1 O(1) près.

Nous comprenons maintenant le rôle de la troncature effectuée par la fonction χ dans

la définition de ν : pour tous les d considérés, les entiers 1, . . . ,N−1 se répartissent suffi-

samment uniformément dans les classes de congruence modulo d. En effet, la somme (23)

contient au maximum R2 termes non nuls et la somme des erreurs N−1O(1) est donc

de la forme R2N−1O(1) ; le produit par C de cette expression est un o(1) puisque R est

une petite puissance de N .

Ainsi, en reportant l’estimation (25) dans (23) et en remplaçant la fonction de Möbius

par sa définition, nous obtenons

(26) E(ν | ZN )

= o(1) + C
∑

ω,ω′

χ
(

∑

p ωp log p

logR

)

χ
(

∑

p ω
′
p log p

logR

) ∏

p

(−1)ωp+ω′

pEp(max(ωp,ω
′
p)) .

5.3. Transformée de Fourier

Dans l’article [GT], Green et Tao utilisent une troncature brutale de la somme (21)

définissant la fonction λ, comme dans les travaux de Goldston et Yıldırım. L’emploi de

la fonction lisse χ permet de se servir de la transformée de Fourier. Nous écrivons

(27) χ(x) =

∫

τ(t)e−x(1+it) dt

où τ est une fonction à décroissance rapide. La somme dans la formule (26) se met alors

aisément sous la forme

(28)

∫∫

τ(t)τ(t′)
∏

p

Zp(t,t
′) dt dt′

où, en notant

z =
1 + it

logR
et z′ =

1 + it′

logR
nous avons

Zp(t,t
′) =

∑

η,η′∈{0,1}

(−1)η+η′

Ep(max(η,η′)) p−ηz−η′z′ .
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En remplaçant les Ep par leurs valeurs (24) nous obtenons

Zp(t,t
′) =

{

1 si p ≤ w ;

1 − p−1−z − p−1−z′ + p−1−z−z′ si p > w.

Il vient alors
∏

p

Zp(t,t
′) =

∏

p>w

(
1 − p−1−z − p−1−z′ + p−1−z−z′

)

= (1 + o(1))
∏

p>w

(1 − p−1−z)(1 − p−1−z′)

1 − p−1−z−z′

car w tend vers l’infini avec N et donc

(29)
∏

p

Zp(t,t
′) = (1 + o(1))

ζ(1 + z + z′)

ζ(1 + z)ζ(1 + z′)

(∏

p≤w

(1 − p−1−z)(1 − p−1−z′)

1 − p−1−z−z′

)−1

.

Nous écrivons l’intégrale (28) comme somme de l’intégrale pour t,t′ appartenant à l’in-

tervalle J = [−(logR)1/2,(logR)1/2] et d’un reste qui est de la forme C−1o(1) à cause

de la décroissance rapide de la fonction τ .

Soient maintenant t et t′ appartenant à J .

Comme W est très petit devant (logR)1/2 nous avons

∏

p≤w

(1 − p−1−z)(1 − p−1−z′)

1 − p−1−z−z′
= (1 + o(1))

∏

p≤w

(1 − p−1) = (1 + o(1))
φ(W )

W
.

D’autre part, l’estimation élémentaire

ζ(1 + s) ∼
1

s
quand s→ 0 avec Re(s) > 0

nous donne

ζ(1 + z + z′)

ζ(1 + z)ζ(1 + z′)
= (1 + o(1))

zz′

z + z′
= (1 + o(1))

1

logR

(1 + it)(1 + it′)

2 + it+ it′
.

En reportant ces valeurs dans (29) nous obtenons
∫∫

J×J

∏

p

Zp(t,t
′) = C−1 (1 + o(1))

∫∫

J×J

τ(t)τ(t′)
(1 + it)(1 + it′)

2 + it+ it′
dt dt′ .

Comme τ est à décroissance rapide, l’intégrale de la deuxième fonction en dehors de

J × J est de un C−1 o(1) et nous obtenons
∫∫

∏

p

Zp(t,t
′) = C−1 (1 + o(1))

∫∫

τ(t)τ(t′)
(1 + it)(1 + it′)

2 + it+ it′
dt dt′ .

Cette dernière intégrale s’écrit
∫ +∞

0

ds

∫∫

τ(t)τ(t′)(1 + it)(1 + it′)e−s(2+it+it′) dt dt′ =

∫ +∞

0

(χ′(s))2 ds = 1

et on a donc bien E(ν | ZN) = 1 + o(1).
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RÉFÉRENCES

[ET] P. Erdös & T. Turán. On some sequences of integers. J. London Math. Soc. 11

(1936), 261–264.

[F] H. Furstenberg. Ergodic behavior of diagonal measures and a theorem of Sze-
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[S] E. Szemerédi. On sets of integers containing no k elements in arithmetic pro-

gression. Acta Arith. 27 (1975), 199–245.

[T1] T. Tao. A quantitative ergodic proof of Szemerédi’s theorem. Prépublication
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THE MUMFORD CONJECTURE

[after Madsen and Weiss]

by Geoffrey POWELL

1. INTRODUCTION

The Mumford conjecture concerns the cohomology of the moduli spaceMg of smooth

projective curves of genus g: Mumford constructed tautological classes κi, for i ≥ 1, in

the Chow ring CH i(Mg) with rational coefficients, which yield a natural morphism of

algebras Q[κi] → CH∗(M), in which CH∗(M) denotes the Chow ring of the moduli

spaces, stabilized with respect to the genus. The conjecture asserts that the above

morphism is an isomorphism [17, 8].

The conjecture can be reformulated in terms of the stable cohomology of the mapping

class groups (or Teichmüller modular groups) Γg [5, 16]. The mapping class group Γg

is the discrete group of isotopy classes of orientation-preserving diffeomorphisms of a

smooth, oriented surface of genus g. The group cohomology H∗(BΓg) of the mapping

class groups stabilizes in a given degree for sufficiently large genus. The stable value

identifies with the cohomology of the space BΓ∞, which is the homotopy colimit of the

system of classifying spaces BΓg,2 of the mapping class groups of curves with two marked

points, stabilized with respect to maps induced by group morphisms Γg,2 → Γg+1,2.

The moduli spaceMg can be constructed, as an analytic space, as the quotient of the

action of the group Γg upon Teichmüller space, Tg. Teichmüller space is contractible and

the action has finite isotopy groups, hence the Mumford conjecture can be restated in

terms of the Mumford-Morita-Miller characteristic classes [14, 15], κi ∈ H
2i(BΓ∞; Q).

Conjecture 1.1. — The classes κi ∈ H
2i(BΓ∞; Q) induce an isomorphism of alge-

bras α̃ : Q[κi]→ H∗(BΓ∞; Q).

The algebra H∗(BΓ∞; Q) has a Hopf algebra structure, induced by a multiplicative

structure of geometric origin on the classifying space BΓ∞. The classes κi are primitive

and non-trivial, thus the morphism α̃ is a monomorphism of Hopf algebras.

The space BΓ∞ has a structure which enriches the multiplicative structure; namely,

the space BΓ∞ has a perfect fundamental group, hence the Quillen plus construction

applies to yield a morphism BΓ∞ → BΓ+
∞, which induces an isomorphism in homology

and such that BΓ+
∞ has trivial fundamental group. Tillmann [21] showed that the
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space Z × BΓ+
∞ is an infinite loop space, hence it represents the degree zero part of a

generalized cohomology theory; the identification of the associated cohomology theory

is a problem of stable homotopy theory.

The construction of the Mumford-Morita-Miller characteristic classes uses integration

along the fibre of powers of the first Chern class of the orientation bundle of the universal

oriented surface bundle. This can be interpreted in terms of the Gysin morphism, which

is of topological origin, via the Pontrjagin-Thom construction. Madsen and Tillmann

[11] constructed a morphism of infinite loop spaces

α∞ : Z×BΓ+
∞ → Ω∞(CP∞

−1)

which lifts the construction of α̃. The infinite loop space Ω∞(CP∞
−1) is constructed

from the Thom spectrum which is associated to the complements of the canonical line

bundles on complex projective space.

The rational cohomology of the space Ω∞(CP∞
−1) is isomorphic to the rational co-

homology of the space Z× BU , where BU denotes the classifying space of the infinite

unitary group. The cohomology algebra H∗(BU ; Q) is isomorphic to the polynomial

algebra Q[κi], where the classes κi can be taken to be Chern classes, hence the Mum-

ford conjecture is implied by the following result, which is referred to as the generalized

Mumford conjecture.

Theorem 1.2 ([12]). — The morphism α∞ : Z × BΓ+
∞ → Ω∞(CP∞

−1) is a homotopy

equivalence.

The cohomology of the space Ω∞(CP∞
−1) with coefficients in a finite field Fp has been

calculated [4], using techniques of algebraic topology. The above theorem therefore

yields a calculation of the stable cohomology of the mapping class groups H∗(BΓ∞; Fp),

for any prime p.

1.1. Methods of proof

Madsen and Weiss reformulate the generalized Mumford conjecture using certain

generalized bundle theories; these are local in nature and their classifying spaces can

be constructed from realization spaces associated to sheaves of sets. In particular, they

give an interpretation of a modification of the morphism α∞ introduced in [11] as the

realization of a morphism of sheaves.

Let X denote the category of smooth manifolds, without boundary and with a count-

able basis and consider sheaves of sets on X. There is a natural notion of homotopy on

the sections of a sheaf, termed concordance; if F is a sheaf and X is a smooth manifold,

then concordance is an equivalence relation on the sections F(X), which is induced by

elements of F(X ×R), in the usual way. The set of equivalence classes for the concor-

dance relation is written as F [X]. The contravariant functor X 7→ F [X] is represented

on the homotopy category of topological spaces by a space |F|; namely F [X] ∼= [X, |F|],

where the right hand side denotes homotopy classes of morphisms of topological spaces.
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A morphism f : E → F of sheaves is defined to be a weak equivalence if the induced

morphism |f | : |E| → |F| is a weak equivalence(1) between the representing spaces.

There are two principal techniques which are used to show that a morphism be-

tween sheaves is a weak equivalence: to exhibit explicit concordances so as to obtain

an isomorphism of concordance classes or to use the relative surjectivity criterion of

Proposition A.7 to show that a morphism is a weak equivalence.

The classifying space BΓg classifies bundles with fibres which are closed oriented

surfaces, hence the source of the morphism α∞ is related to bundles of closed oriented

surfaces. This motivates consideration of the sheaf V with sections over X the set of

pairs (π, f), where π : E → X is a smooth submersion with 3-dimensional oriented

fibres and f : E → R is a smooth morphism such that (π, f) is a proper submersion.

Ehresmann’s fibration lemma implies that this is a bundle of smooth surfaces on X×R.

The definition of V can be weakened: let hV denote the sheaf with sections over X

the set of pairs (π, f̂), where π : E → X is as before and f̂ is a smooth section of

the fibrewise 1-jet bundle J1
π(E,R) → E, subject to the condition that the morphism

(π, f) : E → X × R is a proper submersion, where f denotes the underlying smooth

map, f : E → R, of f̂ . There is a morphism of sheaves α : V → hV, induced by jet

prolongation, which induces a morphism of topological spaces |α| : |V| → |hV|, which

is related to the morphism α∞.

These definitions generalize; namely it is expedient to allow mild fibrewise sin-

gularities over X × R, by considering smooth sections of the fibrewise 2-jet bundle

J2
π(E,R) → E and permitting fibrewise critical points which are of Morse type. This

gives sheaves W, hW, where W corresponds to the integrable situation, as above. Sim-

ilarly, there are sheaves Wloc, hWloc which correspond to the local situation around the

singular sets and these sheaves form a commutative diagram

V //

j2
π

��

W //

j2
π

��

Wloc

j2
π

��
hV // hW // hWloc.

(1)

The first main theorem of Vassiliev on the space of functions with moderate singu-

larities is used to show the following Theorem, which motivates the strategy of proof.

Theorem 1.3. — The morphism j2
π :W → hW is a weak equivalence.

This result is used in conjunction with the following, which is proved using bordism

theory.

Theorem 1.4. —

1. The morphism j2
π :Wloc → hWloc is a weak equivalence.

(1)(induces an isomorphism on homotopy groups)
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2. The sequence of representing spaces |hV| → |hW| → |hWloc| is a homotopy fibre

sequence(2) of infinite loop spaces.

3. There is a homotopy equivalence |hV| ≃ Ω∞(CP∞
−1).

Let F denote the homotopy fibre of |W| → |Wloc|, then it follows formally from the

homotopy invariance of the homotopy fibre construction that there is a homotopy equiv-

alence F
≃
→ |hV|. Standard methods of homotopy theory imply that the generalized

Mumford conjecture follows from:

Theorem 1.5. — There exists a morphism Z× BΓ∞ → F which induces an isomor-

phism in homology with integral coefficients.

The proof of this theorem involves replacing the singularities inherent in W by ones

in standard form and then stratifying by critical sheets; after stratification, the concor-

dance relation is imposed by a homotopical gluing construction, the homotopy colimit

over a suitable category. The proof of the theorem relies on foundational results from

homotopy theory together with the homological stability results of Harer; in particular,

the proof uses closed surfaces with boundary.

1.2. Approximations

Much of the material of [12] is developed for bundles of manifolds of arbitrary dimen-

sion, d, and with a general notion of orientation, the Θ-orientation. For the presentation

of this text, the general notion of orientation has been suppressed and the integer d is

usually taken to be two.

To avoid set-theoretic difficulties, [12] uses the notion of graphic morphisms with

respect to a fixed set in the definitions of the sheaves which are considered; moreover set-

theoretic caveats are required in various proofs. All such details have been suppressed

in this text.

2. MAPPING CLASS GROUPS

2.1. Orientation-preserving diffeomorphisms

Let F be a smooth, compact, oriented surface with boundary ∂F , then F is classified,

up to diffeomorphism, by its genus g and the number b of boundary components; write

Fg,b for a representative of the diffeomorphism class.

The topological group of orientation-preserving diffeomorphisms of F which fix the

boundary is written Diff◦(F ; ∂F ) and Diff◦
e(F ; ∂F ) denotes the connected component

which contains the identity, so that there is a canonical monomorphism of topological

groups, Diff◦
e(F ; ∂F )→ Diff◦(F ; ∂F ).

(2)A sequence of pointed spaces F → E → B is a homotopy fibre sequence if F is weakly equivalent

to the homotopy fibre of E → B. The homotopy fibre can be defined explicitly as the fibre product

E ×B PB, where PB → B is the path space fibration over B.
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Definition 2.1. — For g, b non-negative integers, the mapping class group Γg,b is the

discrete group of path components, Γg,b := π0(Diff◦(Fg,b; ∂Fg,b)).

Earle and Eells [2] proved that the topological group Diff◦
e(F ; ∂F ) is contractible,

for F a smooth, compact, oriented surface of genus g ≥ 2.

Corollary 2.2. — For g ≥ 2 an integer, there is a homotopy equivalence BΓg,b ≃

BDiff◦(Fg,b; ∂Fg,b). In particular, the classifying space BΓg,b classifies isomorphism

classes of oriented Fg,b-bundles.

There is a model for the classifying space BΓg,b constructed from Teichmüller space,

for strictly positive b. Let H(F ) denote the space of hyperbolic metrics on the surface F

with geodesic boundary such that each boundary circle has unit length. The hyperbolic

model for the moduli space of Riemann surfaces of topological type F is given by

M(F ) := H(F )/Diff◦(F ; ∂F ).

Teichmüller space is defined as the quotient T (F ) := H(F )/Diff◦
e(F ; ∂F ).

Theorem 2.3 ([2, 3]). — Let F := Fg,b be a smooth, compact, oriented surface of

genus g > 1, with b boundary components. The following statements hold.

1. The space H(F ) is contractible.

2. The space T (F ) is contractible and homeomorphic to R6g−6+2b.

3. If b > 0, the action of Γg,b on Teichmüller space T (F ) is free and BΓg,b ≃M(F ).

4. If b = 0, the action of Γg on Teichmüller space T (Fg,0) has finite isotropy groups,

hence there is a rational homotopy equivalence BΓg ≃Q M(Fg,0).

In particular, the above establishes the relation between the moduli space of Riemann

surfaces M(F ) and the mapping class group.

2.2. Stabilization

There are two basic gluing constructions which allow stabilization. Recall that F1,2

is diffeomorphic to a torus with the interiors of two disjoint disks removed and F0,1 is

diffeomorphic to a disk; gluings of smooth manifolds provide concatenation diffeomor-

phisms of oriented surfaces Fg+1,b
∼= Fg,b ∪S1 F1,2 and Fg,b

∼= Fg,b+1 ∪S1 F0,1.

There are induced natural morphisms of groups Γg,b → Γg+1,b, Γg,b+1 → Γg,b which

induce morphisms between the integral cohomologies of the respective classifying spaces.

The stability theorems of Harer and Ivanov imply that these are isomorphisms in a

stable range.

Theorem 2.4 ([7, 9]). — The natural morphisms induce isomorphisms in cohomology

H∗(BΓg,b) ∼= H∗(BΓg+1,b) ∼= H∗(BΓg+1,b+1), for ∗ < g/2− 1.

Let Γ∞,b denote the colimit of the direct system of groups Γ∗,b.

Corollary 2.5. — The group H∗(BΓ∞,b) is isomorphic to the inverse limit of the

system H∗(BΓ∗,b) and is independent of b.
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2.3. Infinite loop space structure

The classifying space BΓg,b has perfect fundamental group for g > 1 (see [6] for

the case g ≥ 2). Hence, the Quillen plus construction BΓ+
g,b is defined, with trivial

fundamental group, and there is a canonical morphism BΓg,b → BΓ+
g,b which induces

an isomorphism in homology.

The following theorem motivated the generalized Mumford conjecture [11].

Theorem 2.6 ([21]). — The space Z × BΓ+
∞,b has the structure of an infinite loop

space(3).

3. GENERALIZED BUNDLE THEORY

3.1. Submersions, fibrewise tangent bundles and jet bundles

A smooth map π : E → X between smooth manifolds is a submersion if the morphism

of tangent bundles TE → TX is surjective on fibres. The vertical tangent bundle

T πE of the submersion is a vector bundle on E and there is a short exact sequence

T πE → TE → π∗TX of vector bundles on E.

The fibres of a smooth submersion are smooth manifolds of codimension equal to the

dimension of the base. Ehresmann’s fibration lemma (see [1] for example) states:

Theorem 3.1. — Let π : E → X be a smooth submersion which is proper, then π is

a smooth fibre bundle of manifolds.

The following submersion theorem of Phillips’ for open manifolds is used.

Theorem 3.2 ([18, Theorem A]). — Let M,W be smooth manifolds such that M is

open. If there exists a smooth surjection of tangent bundles TM ։ TX, then there

exists a smooth submersion M → X. Moreover, any two smooth submersions with

differentials homotopic through vector vector bundle surjections are homotopic through

submersions.

For π : E → X a smooth submersion, let Jk
π (E,R) denote the fibrewise k-jet bundle;

this is a smooth vector bundle on E which is a quotient of the k-jet bundle Jk(E,R)

of which the fibre at z identifies with Jk(Eπ(z),R), the k-jet bundle of the fibre.

The definition implies that, for k a non-negative integer, there exists a natural surjec-

tion Jk+1
π (E,R)→ Jk

π (E,R) of vector bundles on E. The bundle J0
π(E,R) is canonically

isomorphic to the trivial bundle of rank one on E, which implies the first statement of

the following Lemma.

(3)A pointed topological space (X, ∗) has an infinite loop space structure if there exist a sequence

of pointed spaces (Xn, ∗), and weak homotopy equivalences Xn ≃ ΩXn+1, for n ≥ 0, such that

(X, ∗) = (X0, ∗). (For technical reasons, suppose all the spaces are CW complexes).
(3)(for the purposes of this exposition, suppose without boundary)
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Lemma 3.3. — Let π : E → X be a smooth submersion and let k be a non-negative

integer, then the following statements hold.

1. A smooth section f̂ of Jk
π (E,R) induces a smooth function f : E → R.

2. A smooth morphism f : E → R induces a smooth section jk
π(f) of the bundle

Jk
π (E,R).

There is a canonical identification of the fibrewise 1-jet bundle J1
π(E,R) with

J0(E,R) ⊕ T πE∗, where T πE∗ is the fibrewise cotangent bundle. In particular, there

is a canonical surjection J2
π(E,R) → T πE∗, corresponding to the linear part of the

fibrewise jet bundle. A section of J2
π(E,R) with vanishing linear part has well-defined

quadratic part, which corresponds to a quadratic form on T πE, by choice of connection.

Definition 3.4. — Let f̂ be a smooth section of the fibrewise 2-jet bundle J2
π(E,R),

where π : E → X is a smooth submersion.

1. The section f̂ is fibrewise non-singular if the linear part is a non-vanishing section

of T πE∗.

2. The section f̂ is fibrewise Morse if it has non-degenerate quadratic part whenever

the linear part vanishes.

The submanifold of singular jets in J2
π(E,R) is written Σπ(E,R).

Definition 3.5. — Let π : E → X be a smooth submersion and let f̂ be a smooth

section of the fibrewise 2-jet bundle. The fibrewise singularity set Σ(π, f̂) ⊂ E is the

inverse image f̂−1Σπ(E,R) of the submanifold of singular jets.

If f̂ identifies with the fibrewise 2-jet prolongation j2
π(f) of a smooth function f , the

fibrewise singularity set Σ(π, f̂) is written Σ(π, f).

A smooth section of the fibrewise 2-jet bundle which is fibrewise Morse is equivalent

to a smooth section of the fibrewise cotangent bundle which is transverse to the zero

section; this implies the following result.

Lemma 3.6 ([12]). — Let π : E → X be a smooth submersion and let f̂ be a smooth

section of the fibrewise 2-jet bundle, which is fibrewise Morse. Then Σ(π, f̂) is a smooth

submanifold of E and the morphism π restricts to a local diffeomorphism(4) π|Σ(π,f̂) :

Σ(π, f̂)→ X.

(4)or étale map
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3.2. The sheaves hV, hW, hWloc

Let X denote the category of smooth manifolds, without boundary and with a count-

able basis; all sheaves considered in this section are sheaves of sets on X.

The lower row of the diagram of sheaves is defined in terms of analytic data.

Definition 3.7. —

1. Let hW denote the sheaf which has sections over X the set of pairs (π, f̂), where

π : E → X is a smooth submersion of fibre dimension three, with oriented fibrewise

tangent bundle. The morphism f̂ is a smooth section of the fibrewise 2-jet bundle

J2
π(E,R) such that the following conditions are satisfied:

(a) the morphism (π, f) : E → X ×R is proper, where f denotes the underlying

smooth morphism of f̂ ;

(b) the section f̂ is fibrewise Morse.

2. Let hV denote the subsheaf of hW with sections over X given by pairs (π, f̂) for

which the section f̂ is fibrewise non-singular.

There is a variant of the sheaf hW, in which the properness hypothesis is weakened.

Definition 3.8. — Let hWloc denote the sheaf which has sections over X the set of

pairs (π, f̂), where π : E → X is a smooth submersion of fibre dimension three with

oriented fibrewise tangent bundle. The morphism f̂ is a smooth section of the fibrewise

2-jet bundle J2
π(E,R) such that the following conditions are satisfied:

1. the morphism (π, f) : E → X×R restricts to a proper morphism Σ(π, f̂)→ X×R;

2. the section f̂ is fibrewise Morse.

By construction, there are canonical morphisms of sheaves hV → hW → hWloc.

3.3. The sheaves V, W, Wloc

The upper row of diagram (1) is obtained by imposing the condition that the smooth

sections are integrable.

Definition 3.9. —

1. Let W denote the sheaf with sections over X the set of pairs (π, f) such that

π : E → X is a smooth submersion of fibre dimension three, f : E → R is a

smooth morphism and (π, j2
πf) belongs to hW(X).

2. Let V denote the subsheaf ofW which is defined by the cartesian square of sheaves:

V //

��

W

��
hV // hW.

3. Let Wloc denote the sheaf with sections over X the set of pairs (π, f), where π :

E → X is a smooth submersion of fibre dimension three and f : E → R is a

smooth morphism such that (π, j2
πf) is an element of hWloc.
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Explicit examples of sections of W are given by the constructions of Section 6. The

definitions yield diagram (1) in which the vertical morphisms are induced by fibrewise

2-jet prolongation.

4. BORDISM

This section addresses the identification of the sequence of representing spaces |hV| →

|hW| → |hWloc| by using bordism-theoretic arguments(5).

4.1. Oriented bundles with Morse-like functions

Definition 4.1. — Let d, n be non-negative integers.

1. Let G(d, n) be the space of oriented d-dimensional subspaces of Rd+n.

The space G(d, n) is a classifying space for oriented d-dimensional vector bundles

with a morphism of the total space to Rd+n which restricts to a linear embedding

on each fibre.

2. Let GW(d, n) be the space of triples (V, l, q), where V is an object of G(d, n),

l : V → R is a linear map and q : V → R is a quadratic form, which is non-

degenerate if l = 0.

The space GW(d, n) is a classifying space for oriented d-dimensional vector bun-

dles equipped with the additional structure:

(a) a morphism of the total space of the bundle to Rd+n, which is a linear em-

bedding on each fibre;

(b) a morphism from the total space to R which restricts to a Morse-like function

on each fibre; namely, on each fibre, the morphism has the form l+q : V → R,

where l is linear and q is a quadratic form, which is non-degenerate if l is

zero.

3. Let Σ(d, n) be the subspace of GW(d, n) which is given by triples of the form

(V, 0, q), where q is a non-degenerate quadratic form.

4. Let GV(d, n) be the complement GW(d, n)\Σ(d, n).

There is a diagram of inclusions

GV(d, n) →֒ GW(d, n) ←֓ Σ(d, n).(2)

Remark 4.2. —

1. There is a map GW(d, n) → G(d, n) which forgets the Morse-like function. In

particular, (2) is a diagram of spaces over G(d, n).

2. There is an inclusion G(d, n) →֒ GV(d + 1, n), which is induced by − ⊕ R via

V 7→ (V ⊕ R, l, 0), where l is the projection V ⊕ R→ R.

(5)A résumé of the classical Pontrjagin-Thom correspondence between bordism and generalized homol-

ogy theories is given in [10, Chapter 1]; the influential paper of Quillen, [18], provides the treatment

of the cohomological theory.
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3. A monomorphism Rd+n →֒ Rd+n+1 induces a natural morphism G(d, n) →

G(d, n+ 1), together with compatible natural morphisms for GV , GW , Σ.

There are tautological oriented d-dimensional bundles Tn on G(d, n) and Un on

GW(d, n). Moreover, there is a canonical monomorphism Un →֒ GW(d, n) × Rd+n

into a trivial bundle, with complement U⊥
n of dimension n; the analogous statement

holds for Tn.

Lemma 4.3. —

1. The injection G(d, n) → GV(d + 1, n) is covered by a fibrewise isomorphism of

vector bundles T⊥
n → U⊥

n |GV(d+1,n).

2. The normal bundle of the embedding Σ(d, n) →֒ GW(d, n) is isomorphic to the

dual bundle U∗
n|Σ(d,n).

3. The non-degenerate quadratic form, q, induces an isomorphism between U∗
n|Σ(d,n)

and Un|Σ(d,n).

4.2. Thom space constructions

The Thom space Th(ξ) of a vector bundle ξ is the quotient space Th(ξ) := D(ξ)/S(ξ),

where the pair (D(ξ), S(ξ)) corresponds to the disc and sphere bundles associated to ξ.(6)

For M →֒ RN an embedding with normal bundle ν such that the total space E(ν) em-

beds as a tubular neighbourhood, collapsing the complement of the tubular neighbour-

hood induces the Pontrjagin-Thom map SN → Th(ν). This construction generalizes to

give the following.

Lemma 4.4. — Let Y →֒ X be an immersion of smooth manifolds of codimension d,

with normal bundle ν, and let ξ be a vector bundle on X. Then the sequence of spaces

Th(ξ|(X − Y ))→ Th(ξ)→ Th(ξ|Y ⊕ ν) is a homotopy cofibre sequence(7).

This applies to the embedding Σ(3, n) →֒ GW(3, n) and the vector bundle U⊥
n on

GW(3, n); together with Lemma 4.3, this implies:

Lemma 4.5. — For n a non-negative integer, there is a homotopy cofibre sequence

Th(U⊥
n |GV(3, n))→ Th(U⊥

n |GW(3, n))→ Th(U⊥
n ⊕ U

∗
n|Σ(3, n)).

The Thom space Th(ξ ⊕ θ1) is homeomorphic to the suspension ΣTh(ξ), where θ

denotes the trivial bundle of rank one. In particular, a morphism of vector bundles

(6)If the base space is compact, the Thom space is homeomorphic to the one point compactification of

the total space.
(7)A sequence A → B → C of pointed topological spaces is a homotopy cofibre sequence if C is

homotopy equivalent to the mapping cone of A→ B.
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ξ ⊕ θ1 → ζ induces a morphism Th(ξ) → ΩTh(ζ), by adjunction. Such morphisms

induce the direct systems which define the infinite loop spaces below(8):

Ω∞hW := colimnΩ2+nTh(U⊥
n |GW(3,n));

Ω∞hV := colimnΩ2+nTh(U⊥
n |GV(3,n));

Ω∞hWloc := colimnΩ2+nTh(U⊥
n ⊕ U

∗
n|Σ(3,n)).

Lemma 4.5 implies the following result, which corresponds to the fact that the infinite

loop space functor Ω∞ sends stable homotopy cofibre sequences to homotopy fibre

sequences of spaces.

Proposition 4.6. — There is a homotopy fibre sequence of infinite loop spaces

Ω∞hV → Ω∞hW → Ω∞hWloc.

4.3. The morphism τ : |hW| → Ω∞hW

The construction of a morphism τ : |hW| → Ω∞hW uses auxiliary sheaves hW(r)

and Z(r) which are defined as follows.

Definition 4.7. — For X a smooth closed manifold and r a non-negative integer:

1. let hW(r)(X) denote the set of sections of hW(X) with the additional structure:

a smooth embedding ω : E → X × R × R2+r over X × R and a vertical tubular

neighbourhood N ;

2. let Z(r)(X) denote the set of maps X × R→ Ω2+rTh(U⊥
r ).

The Pontrjagin-Thom construction establishes the following result.

Lemma 4.8. — There are morphisms of sheaves hW hW(r) //oo Z(r).

The sheaves hW(r) and Z(r) form direct systems as r varies, hence there are direct

systems of the representing spaces |hW(r)|, |Z(r)|. The first statement of the following

Lemma(9) is a consequence of the Whitney embedding theorem.

Lemma 4.9. — There are weak equivalences:

1. hocolimr|hW
(r)|

≃
→ |hW|;

2. hocolimr|Z
(r)|

≃
→ Ω∞hW.

The Lemma induces a morphism τ : |hW| → Ω∞hW in the homotopy category

of pointed topological spaces. This restricts to a morphism τV : |hV| → Ω∞hV and

similar constructions define a morphism τloc : |hWloc| → Ω∞hWloc so that the following

statement holds:

(8)Cf. the construction of Thom spectra, [20].
(9)(in which hocolim denotes the homotopy colimit of the direct system, which is the derived, homotopy-

theoretic version of the direct limit)



945–12

Lemma 4.10. — There is a homotopy commutative diagram

|hV| //

τV

��

|hW|

τ

��

// |hWloc|

τloc

��
Ω∞hV // Ω∞hW // Ω∞hWloc.

4.4. Bordism approach to τ

There are bordism descriptions for the cohomology theories represented by the spaces

Ω∞hW , Ω∞hV and Ω∞hWloc.

For example, consider the case Ω∞hW ; for X a smooth manifold, the set of homotopy

classes [X,Ω∞hW ] identifies with the set of bordism classes of triples (M, g, ĝ), where

M is a closed, smooth manifold of dimension 2 + dimX and g is a morphism, M →

X × GW(3, n), such that the projection to X induces a proper morphism, M → X.

The morphism ĝ is a pull-back of vector bundles of the form

TM × R× Rj
ĝ

//

��

TX × U∞ ×Rj

��

M g
// X × GW(3, n),

for some non-negative integer j. An obstruction theory argument (see [12]) shows that

the integer j can be taken to be zero.

Let (π, f̂) represent an element of hW(X) then, up to concordance, one may suppose

that f : E → R is transverse to 0 ∈ R, so that M := f−1(0) is a submanifold of

dimension 2 + dimX and the induced morphism π : M → X is proper. The section

f̂ of the fibrewise 2-jet bundle, restricted to points of M , has the form f̂z = lz + qz
satisfying the non-degeneracy hypothesis. There is a classifying map M → GW(3,∞)

and it is straightforward to verify that this defines an element of [X,Ω∞hW].

Conversely, given a triple (M, g, ĝ) representing a bordism class, so that g : M →

X × GW(3,∞), set E := M × R and let πE denote the composite morphism E →

M → X. Phillips’ submersion theorem (Theorem 3.2) implies that this gives rise to an

element of hW(X).

At the level of concordance classes, this implies the following theorem.

Theorem 4.11. — The morphism τ : |hW| → Ω∞hW is a homotopy equivalence.

Similar considerations apply to show that τV : |hV| → Ω∞hV and τloc : |hWloc| →

Ω∞hWloc are homotopy equivalences.

Corollary 4.12. — The sequence of spaces, |hV| → |hW| → |hWloc|, is a homotopy

fibre sequence of infinite loop spaces.
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4.5. The morphism j2
π :Wloc → hWloc

The following result is proved in [12].

Theorem 4.13. — The morphism of sheaves j2
π :Wloc → hWloc induces a weak equiv-

alence between the representing spaces.

The proof is geometric in nature, using a bordism theoretic description of Wloc(X),

together with an application of Phillips’ submersion theorem, Theorem 3.2.

4.6. Identification of the space Ω∞hV and the morphism j2
π : V → hV

The morphism G(2, n) → GW(3, n) gives rise to a morphism of Thom spaces

Th(T⊥
n ) → Th(U⊥

n |GW(3,n)). The presence of the quadratic form does not affect the

homotopy type of the associated infinite loop space:

Lemma 4.14. — There is a weak equivalence Ω∞hV ≃ colimnΩ2+nTh(T⊥
n ).

A standard argument involving complexification(10) implies the following result.

Proposition 4.15. — The space |hV| is equivalent to the infinite loop space,

Ω∞CP∞
−1.

The morphism j2
π : V → hV induces a map between concordance classes V[X] →

hV[X], which is induced by a map |V| → |hV| between the representing spaces. The

space |hV| is equivalent to the space Ω∞hV (remark following Theorem 4.11) and hence

to Ω∞CP∞
−1 by Proposition 4.15.

The sheaf V can be interpreted in terms of surface bundles on X × R, by Ehres-

mann’s fibration lemma. Hence the functor X 7→ V[X] is represented by the space

∐FBDiff◦(F, ∂F ), as F ranges over diffeomorphism classes of smooth, closed oriented

surfaces (not necessarily connected). The natural transformation V[X] → hV[X] is

represented by a map α : ∐FBDiff◦(F, ∂F ) → Ω∞hV ≃ Ω∞CP∞
−1, which is related to

the morphism α∞ of the Introduction.

5. APPLICATION OF VASSILIEV’S FIRST MAIN THEOREM

Theorem 1.3 is deduced from Vassiliev’s first main theorem; the proof uses techniques

from sheaf homotopy theory.

(10)(passage from the structure group SO to U)
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5.1. Vassiliev’s first main theorem

Definition 5.1. — Let U ⊂ J2(Rr,R) denote the space of 2-jets represented by smooth

functions f : (Rr, z)→ R such that f(z) = 0 and df(z) = 0 and det(d2f(z)) = 0.

The space U corresponds to the space of 2-jets with singularities which have critical

value zero and which are not Morse.

Definition 5.2. — For N r, ∂N r a smooth, compact manifold with boundary and ψ :

N → R a smooth function such that j2ψ(z) 6∈ U in a neighbourhood of ∂N , define the

spaces:

1. Φ((N, ∂N), ψ) := {f ∈ C∞(N,R)|f ≡∂N ψ, j2f 6∈ U};

2. hΦ((N, ∂N), ψ) := {f̂ ∈ ΓJ2(N,R)|f̂ ≡∂N j2ψ, f̂ 6∈ U}.

(Here, ≡∂N indicates equality in a neighbourhood of ∂N .)

Jet prolongation defines a map j2 : Φ((N, ∂N), ψ)→ hΦ((N, ∂N), ψ). A special case

of Vassiliev’s main theorem reads as follows:

Theorem 5.3 ([23, 22]). — The map j2 : Φ((N, ∂N), ψ) → hΦ((N, ∂N), ψ) induces

an isomorphism in integral homology.

5.2. Indications on the proof of Theorem 1.3

The Whitehead theorem implies that it is sufficient to show that the morphism j2
π :

|W| → |hW| induces an isomorphism on integral homology, using the fact that the

spaces |W|, |hW| are simple(11). This fact is deduced from the existence of compatible

monoid structures on the spaces, together with the fact that |hW| has the structure of

an infinite loop space, by Theorem 1.4.

The next step is to extendW, hW to weakly equivalent sheavesW0, hW0 in which the

Morse condition is only imposed in a neighbourhood of the critical value f−1(0). There is

a canonical extension of the jet-prolongation morphism to a morphism j2
π :W0 → hW0

and it is sufficient to show that this induces an isomorphism in integral homology.

The sheavesW0, hW0 admit homotopy colimit decompositions, expressed in terms of

the functor β of Definition A.13. Theorem 1.3 is deduced by applying Proposition A.17:

the proof reduces to showing that the morphism j2
π induces a homology equivalence

between fibres over the same point. This follows from Vassiliev’s main theorem by

identifying the morphism between the fibres explicitly.

(11)A connected space is simple if it has abelian fundamental group which acts trivially on the higher

homotopy groups.
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6. ELEMENTARY MORSE SINGULARITIES

The proof of Theorem 1.5 requires an analysis of standard models for the elements

of W in terms of certain multi-elementary Morse singularities. The constructions in-

troduced here are exploited in Section 7.

6.1. Morse vector spaces and vector bundles

Definition 6.1. —

1. A Morse vector space is a pair (V, ρ), where V is a finite dimensional real vector

space equipped with an inner product and ρ : V → V is a linear, isometric invo-

lution. The involution ρ induces a decomposition V ∼= V ρ ⊕ V −ρ, u 7→ (u+, u−),

where ρ acts trivially on V ρ and by multiplication by −1 on V −ρ.

2. The Morse index of (V, ρ) is the dimension of V −ρ.

3. The Morse function of (V, ρ) is the smooth function fV : V → R given by

fV (u) := 〈u, ρu〉 ∼= ||u+||
2 − ||u−||

2.

The Morse vector spaces provide a good local model for elementary Morse functions,

namely those with a single critical point.

Definition 6.2. — For (V, ρ) a Morse vector space, the saddle of (V, ρ) is the smooth

manifold with boundary: Saddle(V, ρ) := {u ∈ V | ||u+||
2||u−||

2 ≤ 1}.

Example 6.3. — Let (V, ρ) be a Morse vector space of dimension three and of Morse

index one; the above construction yields fV : Saddle(V, ρ) → R. The function fV is

fibrewise singular; there is an isolated critical point in the fibre above 0 ∈ R and the

morphism fV restricts to a bundle of closed surfaces above R\{0}. The fibre above a

point of (0,∞) is a hyperboloid of two sheets and above (−∞, 0) is a hyperboloid of

one sheet; the singular fibre above {0} is a cone.

Lemma 6.4. — There is a smooth embedding of codimension zero:

Saddle(V, ρ)\V ρ →֒ D(V ρ)× S(V −ρ)×R

u 7→ (||u−||u+, ||u−||
−1u−, fV (u))

with complement 0 × S(V −ρ) × [0,∞). In particular, there is a diffeomorphism of the

boundary of Saddle(V, ρ) with S(V ρ)× S(V −ρ)× R.

There is an analogous smooth embedding Saddle(V, ρ)\V −ρ →֒ S(V ρ)×D(V −ρ)×R

with complement S(V ρ)× 0× (−∞, 0].

Example 6.5. — Let (V, ρ) be a Morse vector space as in Example 6.3 and let M be a

smooth, oriented, closed surface with boundary, with an embedding D2 × S0 →֒ IntM

into the interior of M . There is a smooth 3-manifold constructed by gluing:

W (M, (V, ρ)) ∼= (M◦ × R) ∪S1×S0×R Saddle(V, ρ),
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where M◦ is obtained by removing the interior of the embedded disks D2 × S0, such

that fV extends to a smooth function f̃V : W (M, (V, ρ))→ R. This defines an element

of W(∗).

For example, if M = S2 is the sphere with two disjoint embedded disks then the

bundle of surfaces over R\{0} has fibre above (0,∞) a sphere and, above (−∞, 0), a

torus. The singular fibre above {0} is topologically a sphere with two disjoint points

identified.

The notion of a Morse vector space extends to that of a Morse vector bundle.

Definition 6.6. — A Morse vector bundle over X is a triple (V, p, ρ), where p : V →

X is a smooth Riemannian vector bundle and ρ : V → V is a fibrewise linear isometric

involution over X.

The saddle of a Morse vector bundle (V, p, ρ) is the smooth manifold over X obtained

by applying the saddle construction fibrewise.

Examples 6.3 and 6.5 generalize to the parametrized situation and give examples of

sections of W(X) not in V(X).

6.2. Regularization of elementary Morse singularities

There are two standard ways of regularizing the Morse singularity of the function fV ,

by removing the embedded subspace V ρ (respectively V −ρ).

Lemma 6.7. — Let (V, ρ) be a Morse vector space. There exists a proper, regular

function:

f+
V : Saddle(V, ρ)\V ρ → R

such that f+
V agrees with fV on an open subset of Saddle(V, ρ) which contains the bound-

ary and on the subset {u ∈ Saddle(V, ρ)|fV (u) ≤ −1}.

There exists an analogous construction of a proper, regular function: f−
V :

Saddle(V, ρ)\V −ρ → R.

Remark 6.8. — The hypothesis on the open subset of agreement of f+
V is necessary for

two reasons: to ensure that smooth gluing is possible (using the neighbourhood of the

boundary) and to ensure that there is an explicit form of the restriction of f+
V to the

submanifold fV (u) = −1.

Lemma 6.9. — The functions f+
V , f−

V induce diffeomorphisms

Saddle(V, ρ)\V ρ →֒ D(V ρ)× S(V −ρ)× R,

Saddle(V, ρ)\V −ρ →֒ S(V ρ)×D(V −ρ)× R,

by u 7→ (||u−||u+, ||u−||
−1u−, f

+
V (u)) and u 7→ (||u+||

−1u+, ||u+||u−, f
−
V (u)) respectively.

The following Lemma ensures that elementary Morse functions are modelled by sad-

dles; moreover, there are standard ways to reparametrize Morse functions upon saddles.
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Lemma 6.10 ([12]). — Let N be a smooth manifold equipped with an elementary Morse

function f : N → R, with unique critical value 0 ; then there exist a Morse vector space

(V, ρ) and a codimension zero embedding λ : Saddle(V, ρ)→ N\∂N , such that fλ = fV .

Definition 6.11. — For N, f as above, the positive regularization is the pair

(N rg
+ , f

rg
+ ), where N rg

+ := N\λ(V ρ) and f rg
+ is given by patching f and f+

V . If N

is oriented, N rg
+ is given the induced orientation.

The negative regularization (N rg
− , f

rg
− ) is defined in the analogous way.

Lemma 6.12. — For (N rg
+ , f

rg
+ ) the positive regularization as above, the function f rg

+ is

smooth and proper.

6.3. Surgery and the long trace construction

The following surgery construction is related to Example 6.5; there is an evident

parametrized version of the construction.

Definition 6.13. — Let M be a smooth, compact manifold, equipped with a codimen-

sion zero embedding, e : D(V ρ) × S(V −ρ) → M\∂M , for a Morse vector space (V, ρ)

with dimV = dimM + 1.

The long trace of e is the smooth manifold trace(e) which is obtained as the pushout

of the codimension zero embeddings

Saddle(V, ρ)\V ρ � � //
� _

��

Saddle(V, ρ)

(M × R)\e(0× S(V −ρ))× [0,∞).

The long trace is equipped with the elementary Morse function which is the smooth

height function on the complement of Saddle(V, ρ) and identifies with the function fV

on the copy of Saddle(V, ρ).

The regularization constructions of the previous section give two ways in which to

regularize the function fV , which correspond to removing the subspaces V ρ (respectively

V −ρ) from the embedded copy of Saddle(V, ρ).

There is a related surgery construction which corresponds to changing the choice of

regularization:

Definition 6.14. — For e : D(V ρ) ×X S(V −ρ) →֒ M a smooth embedding, where

q : M → X is a smooth bundle of d-manifolds with an orientation of the vertical

tangent bundle and (V, ρ) is a Morse vector bundle over X, let q♭ : M ♭ → X be the

bundle of d-manifolds which is obtained by fibrewise surgery, by removing the interior

of D(V ρ)×X S(V −ρ) and gluing in S(V ρ)×X D(V −ρ).

Example 6.15. — Let M = S2 be the sphere with an embedding e : D2 × S0 →֒ M ;

the manifold M ♭ is diffeomorphic to the torus. The construction can be reversed by

inverting the rôle of the Morse index.
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7. STRATIFICATION OF THE SHEAVES W, Wloc

The proof of the generalized Mumford conjecture requires an analysis of the homotopy

fibre of the map of representing spaces, |W| → |Wloc|. This involves the formation of

homotopy colimit decompositions of the sheaves W, WT via stratifications (see Corol-

lary 7.4). The strategy of the construction is resumed in the following sequence of

results, which require the introduction of certain auxiliary sheaves.

The first step replaces the sheaves W, Wloc by sheaves L, Lloc, in which there are

standard forms for neighbourhoods of the critical points.

Proposition 7.1. — There is a commutative diagram of sheaves,

L
≃ //

��

Wµ ≃ //

��

W

��
Lloc Wµ

loc≃
oo

≃
// Wloc,

in which the horizontal morphisms are weak equivalences.

There are compatible stratifications of the sheaves L, Lloc, which give rise to diagrams

LT → L, Lloc,T → Lloc, indexed over the small category Kop. These provide homotopy

decompositions of L, Lloc respectively, by the following result, using the techniques of

Appendix A.6, where the definition of the homotopy colimit (as a sheaf) of a diagram

of sheaves is given.

Proposition 7.2. — There is a commutative diagram of sheaves

hocolimT∈KLT
≃ //

��

L

��
hocolimT∈KLloc,T ≃

// Lloc,

in which the horizontal morphisms are weak equivalences.

Corollary 7.4 is expressed in terms of diagrams of sheaves WT , Wloc,T , which are

indexed over Kop.

Proposition 7.3. — There are natural commutative diagrams of sheaves, for T ∈ K:

LT
≃ //

��

WT

��
Lloc,T ≃

// Wloc,T ,

in which the horizontal morphisms are weak equivalences.

Propositions 7.1, 7.2, 7.3 and homotopy invariance of homotopy colimits imply the

following:
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Corollary 7.4. — The homotopy fibre of the morphism |W| → |Wloc| is weakly equiv-

alent to the homotopy fibre of the morphism hocolimT∈K|WT | → hocolimT∈K|Wloc,T |.

7.1. The sheaves L and Lloc

The passage to the sheaves L, Lloc corresponds to requiring standard forms for neigh-

bourhoods of the critical points arising in W and Wloc.

Definition 7.5. — Let Lloc denote the sheaf which has sections over X the set of

triples (p, g, V ), where:

1. p is an étale map Y → X;

2. g is a smooth function Y → R such that the morphism (p, g) : Y → X × R is

proper;

3. ω : V → Y is a three-dimensional oriented Morse vector bundle.

The above definition implies that Y → X is a finite étale covering.

Definition 7.6. — Let L denote the sheaf which has sections over X the set of tuples

(p, g, V, π, f, λ) such that

1. (p, g, V ) ∈ Lloc(X);

2. (π, f) ∈ W(X);

3. λ : Saddle(V, ρ) → E is a smooth embedding such that Σ(π, f) ⊂ image(λ) and λ

respects the orientation along the fibrewise singularity set;

4. f is a function such that fλ(u) = fV (u) + g(ω(u)), so that fλ has the same

fibrewise singularity set as fV and g corresponds to the critical value function.

Tuples as above satisfy Y = Σ(π, f) and the vector bundle V → Y is isomorphic to

the restriction of T πE to Σ(π, f).

The definitions yield canonical morphisms of sheaves W L //oo Lloc . The

proof of Proposition 7.1 requires the introduction of the auxiliary sheavesWµ andWµ
loc;

the relative surjectivity criterion of Proposition A.7 is used to show that the morphisms

L → Wµ and Wµ
loc → Lloc are weak equivalences. The remaining comparisons are

straightforward.

7.2. The category K

The Morse index of a Morse vector space, (V, ρ), is an integer in the interval [0, dimV ].

When considering the regularization of elementary Morse singularities, one can attribute

an integer in {1,−1} to a critical point according to the way in which the function

is regularized, corresponding to sending the critical value either to ∞ or −∞. This

motivates the following definition:

Definition 7.7. — Let K denote the category with objects finite sets over [3] :=

{0, 1, 2, 3} and with morphisms injective maps over [3], ι : S →֒ T , together with a

function ǫ : T\ιS → {±1}. The composition of morphisms is given in the obvious way.
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A morphism inK is the composite of ‘elementary’ morphisms of the form S →֒ S∪{a},

monomorphism of sets over [3], together with the value ǫ(a) ∈ {±1}.

7.3. Stratifying - the sheaves LT and Lloc,T

The sheaves L and Lloc are stratified by taking into account the Morse index and

the possible regularizations of the fibrewise singularity sets. The following definition is

justified by the observation that, for any element (p, g, V ) of Lloc(X), the function g is

locally either bounded above or bounded below (the statement is made precise in [12]);

this follows from the properness of the morphism (p, g).

Definition 7.8. — For T an object of K, let Lloc,T denote the sheaf with sections over

X the set of tuples (p, g, V, δ, h) where:

1. (p, g, V ) ∈ Lloc(X);

2. δ : Y → {−1, 0,+1} is a continuous function;

3. h : T × X → δ−1(0) ⊂ Y is a diffeomorphism over [3] × X, where the structure

morphism Y → [3] is induced by the Morse index;

such that, for each x ∈ X, there exists a neighbourhood U of x such that g is bounded

below on p−1(U) ∩ δ−1(+1) and bounded above on p−1(U) ∩ δ−1(−1).

Remark 7.9. —

1. The function δ is locally constant; the existence of h implies that δ is constant on

each sheet of δ−1(0).

2. The data h, δ are introduced since a choice of regularization is allowed only where

the function g is locally bounded.

Lemma 7.10. — The association T 7→ Lloc,T is contravariantly functorial, where

for a generating morphism S →֒ S ∪ {a}, (p, g, V, δ, h) ∈ Lloc,S∪{a}(X) has image

(p, g, V, δ′, h′), where the subset (δ′)−1(0) corresponds to S ×X →֒ (S ∪ {a})(X) via h,

the morphism h′ is the induced morphism and the value of δ′ on {a} ×X is ǫ(a).

Definition 7.11. — For T an object of K,

1. let L′
T denote the pullback of the diagram L → Lloc ← Lloc,T ;

2. let LT denote the subsheaf of L′
T which is given by elements for which g is identi-

cally zero on δ−1(0).

These constructions yield the diagram of morphisms of sheaves

LT
//

��

L

��
Lloc,T

// Lloc,

natural in T .

Proposition 7.2 asserts that the morphisms hocolimT∈KLT → L and

hocolimT∈KLloc,T → Lloc are weak equivalences. The sheaf theoretic model for the
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homotopy colimit introduced in Definition A.13 is used, together with certain auxiliary

sheaves; the proofs appeal to the relative surjectivity criterion of Proposition A.7. The

reader is referred to [12] for the details.

7.4. The sheaves WT , Wloc,T

The sheaves WT , Wloc,T introduced in this section play a fundamental rôle in the

proof of the generalized Mumford conjecture.

Definition 7.12. — For T an object of K, let Wloc,T denote the sheaf with sections

over X the set of three-dimensional smooth, oriented Riemannian vector bundles, ω :

V → T ×X, equipped with a fibrewise linear isometric involution ρ : V → V such that

the fibres above t ×X ⊂ T × X have Morse index given by the image of t in [3]. The

sheaf structure is given by the pull-back of vector bundles.

Lemma 7.13. — The association T 7→ Wloc,T is contravariantly functorial in K.

Definition 7.14. — For T an object of K, let WT denote the sheaf with sections

over X the set of data ((V, ρ), q : M → X, e) satisfying

1. (V, ρ) is an element of Wloc,T ;

2. q : M → X is a smooth bundle of closed surfaces, with oriented vertical tangent

bundle;

3. e : D(V ρ) ×T×X S(V −ρ) → M is a smooth embedding over X, respecting the

vertical orientations.

The functoriality of W− with respect to K corresponds to the alternative choices of

regularizations. This uses the surgery construction of Definition 6.14.

Lemma 7.15. — The association T 7→ WT is contravariantly functorial in K,

with respect to the following structure for elementary morphisms in K of the form

S →֒ S ∪ {a}. An element ((V, ρ), q, e) maps to ((V ′, ρ′), q′, e′), where

1. (M ′, q′) := (M ♭, q♭) if ǫ(a) = −1, and (M ′, q′) = (M, q) otherwise;

2. (V ′, ρ′) is given by functoriality of Wloc,T ;

3. e′ is the induced embedding.

By construction, there is a forgetful map WT →Wloc,T , which is natural in T .

7.5. Relating Lloc,T and Wloc,T

There is a morphism of sheaves Lloc,T → Wloc,T which is given by (p, g, V, δ, h) 7→

h∗(V ). Similarly, there is a map Wloc,T → Lloc,T which is induced by taking δ and g to

be identically zero.

The relative surjectivity criterion of Proposition A.7 is used to show that the mor-

phism Wloc,T → Lloc,T is a weak equivalence; it is straightforward to deduce that

Lloc,T →Wloc,T is a weak equivalence.
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7.6. Regularization and the natural transformation LT →WT

A natural morphism of sheaves LT →WT is constructed by using the regularization

construction below.

Definition 7.16. — For (π, f, p, g, V, δ, h, λ) representing a section of LT (X), write

V+ for V |δ−1(1), V− for V |δ−1(−1) and V0 for V |δ−1(0).

Let (Erg, πrg, f rg) denote the structure:

1. Erg := E\λ(V ρ
+ ∪ V

ρ
0 ∪ V

−ρ
− );

2. πrg := µ|Erg;

3. f rg : Erg → R the extension of f |E\Im(λ) by f+
V on the image of V+ ∪ V0 and f−

V on

the image of V−.

Lemma 7.17. — Let (π, f, p, g, V, δ, h, λ) represent a section of LT (X), then Erg is an

open subset of E, πrg : Erg → X is a smooth submersion and f rg is regular on each

fibre of πrg. Moreover, (πrg, f rg) : Erg → X × R is a smooth, proper submersion.

Ehresmann’s fibration lemma implies that the map (πrg, f rg) : Erg → X × R is a

smooth bundle of closed, oriented surfaces.

Definition 7.18. — For (π, f, p, g, V, δ, h, λ) representing a section of LT (X), let

((V, ρ), q : M → X, e) denote the element of WT (X) defined by:

1. q : M → X is the fibre of Erg above X × {−1};
2. e : {v ∈ Saddle(V0, ρ)|fV (v) = −1} → M is the induced embedding, which has

source D(V ρ
0 )×T×X S(V −ρ

0 );

3. (V, ρ) is the object h∗(V0), considered as an object of Wloc,T (X).

Proposition 7.19. — The construction of Definition 7.18 defines a morphism of

sheaves LT →WT , which is natural in T .

Proof. — The proof of the naturality with respect to T is a verification that the functo-

rial behaviour ofWT defined in Lemma 7.15 is compatible with the functorial behaviour

of LT .

The natural morphism fits into a commutative diagram

LT
//

��

WT

��
Lloc,T

// Wloc,T ,

hence the proof of Proposition 7.3 is completed by showing that the morphism LT →WT

is a weak equivalence.

The long trace construction (Definition 6.13) induces a morphism (not natural with

respect to T ) of sheaves, WT → LT . Proposition 7.3 can be deduced from the following

result (for the proof, the reader is referred to [12]).

Proposition 7.20. — The morphism WT → LT is a weak equivalence.
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8. REFINEMENTS OF THE HOMOTOPY COLIMIT

DECOMPOSITIONS

The stratifications of the previous section require to be refined in two ways. Firstly,

it is necessary to add controlled boundaries to the 3-manifolds which are considered,

so as to allow concatenation. The second refinement reduces to the case in which the

fibres of the bundles are connected; this condition is required in Lemma 9.1.

8.1. Controlled boundaries

Let C be a non-empty closed, smooth, oriented 1-manifold. Any such manifold is

null-bordant: there exists a smooth, compact oriented 2-manifold K with boundary

∂K = C as oriented 1-manifolds.

Example 8.1. — For the application to the stable moduli space of surfaces, take C to

be the manifold S1 ∐−S1.

All of the sheaves considered in the previous section can be modified by allowing a

constant boundary derived from C. For example, consider the sheaf W.

Definition 8.2. — Let ∂W denote the sheaf with sections over X the set of pairs

(π, f), where π : E → X is a smooth submersion of fibre dimension three with ori-

ented fibrewise tangent bundle, f : E → R is a smooth map and ∂E over X × R has a

neighbourhood which is diffeomorphic to a collar on X × C × R, respecting the orien-

tation. The pair (π, f) should satisfy the properness and fibrewise Morse conditions of

Definition 3.9.

There is a natural morphism ∂W → W of sheaves, which is induced by the null-

bordism of C. The reader is referred to [12] for a proof of the following result.

Proposition 8.3. — The morphism ∂W →W is a weak equivalence of sheaves.

The definitions of all the sheaves of Section 7 generalize to the case where boundaries

are permitted, as above. The analogue of Proposition 8.3 holds in each case: the null-

bordism induces a natural morphism which is a weak equivalence. Henceforth, all such

sheaves are taken with boundary, without addition of the decoration ∂.

The definition of WT (X) becomes:

Definition 8.4. — For T an object of K, letWT denote the sheaf with sections over X

given by tuples ((V, ρ), q : M → X, e) such that :

1. (V, ρ) ∈ Wloc,T , of rank three;

2. q : M → X is a smooth bundle of closed 2-manifolds with boundary, with an

orientation of the vertical tangent bundle;

3. there exists a neighbourhood of ∂M in M which identifies over X with a collar on

X × C, respecting the orientations;
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4. e : D(V ρ)×T×X S(V −ρ)→ M is a smooth embedding over X, respecting orienta-

tions, with image disjoint from the boundary ∂M .

8.2. Concordance lifting and fibres

Proposition 8.6 below identifies the homotopy fibre of the morphism |WT | → |Wloc,T |,

by Corollary A.12, using the following concordance lifting property (see Definition A.9).

Lemma 8.5. — For T an object of K, the forgetful morphism WT → Wloc,T has the

concordance lifting property.

Fix an object (V, ρ) of Wloc,T (∗) ; this is a three-dimensional oriented Morse vector

bundle on the discrete space T . The canonical morphism X → ∗ for a smooth manifold

X, induces an associated object (V, ρ)X of Wloc,T (X), such that the structure is trivial

with respect to X.

Proposition 8.6. — For T an object of K, the fibre over (V, ρ) of the forgetful mor-

phism WT → Wloc,T is weakly equivalent to the sheaf which has sections over X the

set of smooth bundles (q : M → X) of vertically tangentially oriented compact surfaces

with collared boundary, where the boundary bundle ∂M → X identifies with

−(C ∐ S(V ρ)×T S(V −ρ))×X → X.

Proof. — By cutting the interior of the embedded thickened spheres from the fibre

bundle.

8.3. The connectivity theorem

Definition 8.7. — For T an object of K, let Wc,T denote the subsheaf of WT which

has sections over X the set of tuples ((V, ρ), q : M → X, e) such that the fibres of

M\Im(e)→ X are connected.

The construction is not functorial in T , since the extreme values {0, 3} of the Morse

index can lead to the introduction of non-connected fibres. This motivates the consider-

ation of the following decomposition of the category K.

Definition 8.8. — Let K′ denote the full subcategory of K with objects such that the

structure map T → [3] has image contained in {0, 3} and let K′′ be the full subcategory

with objects such that the structure map T → [3] has image contained in {1, 2}.

The disjoint union of finite sets induces an equivalence of categories, K′ ×K′′ → K.

Lemma 8.9. — Let Q be an arbitrary object of K, then the association S 7→ Wc,Q∐S is

contravariantly functorial in S ∈ K′′.

The product decomposition of the category K implies the following result:

Lemma 8.10. — Let T 7→ FT be a functor from Kop to sheaves on X ; then there is a

weak equivalence hocolimT∈K|FT | ≃ hocolimQ∈K′hocolimS∈K′′|FQ∐S|.
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The following technical result(12) avoids the necessity of considering the homotopy

fibre of the homotopy colimit over K′′ ofWc,Q∐S →WQ∐S, for non-trivial Q. The reader

is referred to [12] for the proof.

Lemma 8.11. — For any morphism P → Q in K′, the following commutative square

is homotopy cartesian:

hocolimS∈K′′ |WQ∐S| //

��

hocolimS∈K′′|WP∐S|

��
hocolimS∈K′′ |Wloc,Q∐S| // hocolimS∈K′′ |Wloc,P∐S|.

The connectivity theorem reads as follows:

Theorem 8.12. — The inclusion hocolimS∈K′′ |Wc,S| → hocolimS∈K′′ |WS| is a weak

equivalence.

8.4. Indications on the proof of the connectivity theorem

The proof of Theorem 8.12 is by the construction of a homotopy inverse. Fibrewise

surgery is used to make the fibres connected manifolds; this is achieved by cutting out

pairs of disks and gluing in tubes. Such surgeries can be described in terms of the

functoriality of the sheaves WT with respect to Kop.

The proof uses methods of homotopical algebra to compare the surgery techniques

which correspond to the choice of the regularization parameter {±1} for morphisms in

the category K. This reduces the proof to showing that the category which parametrizes

the multiple surgeries which make a surface connected is contractible.

The reader is referred to [12] for the proof that the classifying space is contractible,

which uses the criterion, derived from Proposition A.7, for a sheaf to be contractible.

9. THE PROOF OF THE MAIN THEOREM

Throughout this section, let C denote the manifold S1 ∐ −S1. The proof of Theo-

rem 1.2 is completed by proving that the homotopy fibre of |W| → |Wloc| is homotopy

equivalent to Z× BΓ+
∞,2.

(12)A homotopy cartesian diagram corresponds to the homotopy limit, and is a derived version of the

fibred product.
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9.1. Reduction to integral homology

The Whitehead theorem implies that it is sufficient to construct a morphism

Z×BΓ∞,2 → hfib{|W| → |Wloc|}

which induces an isomorphism in integral homology. Indeed, the morphism |W| →

|Wloc| is homotopic to a morphism of infinite loop spaces and therefore factorizes up to

homotopy across Quillen’s plus construction: Z × BΓ+
∞,2 → hfib{|W| → |Wloc|}. This

is a morphism between infinite loop spaces (not a priori an infinite loop map), which

induces an isomorphism in integral homology; the Whitehead theorem implies that it

is a weak equivalence.

9.2. Homotopy fibres for connected strata

The following result is fundamental; it follows from Proposition 8.6, restricted to the

connected case.

Lemma 9.1. — Let T be an object of K, then the homotopy fibre over any basepoint of

the localization map |Wc,T | → |Wloc,T | is homotopy equivalent to ∐gBΓg,2+2|T |.

9.3. Stabilization via the genus

The collared boundary of the total space E of an object of WT (X) allows for con-

catenation; this is a parametrized version of the concatenation used in the Harer-Ivanov

cohomological stability theorems.

Definition 9.2. — Let z ∈ Wc,∅(∗) be an oriented surface of genus one, with two

boundary components. For T an object of K:

1. let .z :WT →WT and .z :Wc,T →Wc,T denote the morphisms which are induced

by concatenation with z;

2. let z−1WT (respectively z−1Wc,T ) denote the colimit of the induced direct system

of sheaves.

The spaces represented by the colimits are weakly equivalent to the colimits of the

individual spaces, by the following result:

Lemma 9.3 ([12]). — There are natural weak equivalences |z−1WT | ≃ z−1|WT |,

|z−1Wc,T | ≃ z−1|Wc,T |.

Lemma 9.1 stabilizes to yield the following result:

Corollary 9.4. — Let T be an object of K ; then the homotopy fibre of the localization

map |z−1Wc,T | → |Wloc,T | is homotopy equivalent to Z×BΓ∞,2+2|T | over any basepoint.

For Q a fixed object of K, the associations S 7→ z−1WS, S 7→ z−1Wc,Q∐S are con-

travariantly functorial in S in K′′. Theorem 8.12 implies the following

Corollary 9.5. — The map hocolimS∈K′′ |z−1Wc,S| → hocolimS∈K′′ |z−1WS| is a

weak equivalence.
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The realization spaces of W and z−1W by the following proposition, which follows

from the fact that |W| is an infinite loop space (by Theorems 1.3 and 1.4).

Proposition 9.6. — There are weak equivalences |W| ≃ |z−1W| ≃ hocolimT∈K|z
−1WT |.

9.4. Morphisms and homology equivalences

For any small category C and any functor F− from C to a suitable category of topo-

logical spaces, Spaces, there exists a canonical morphism FC → hocolim F−, for any

object C of C.

Lemma 9.7. — Let Q be an object of K. There is a canonical morphism

Z×BΓ∞,2+2|Q| → hfib{hocolimS∈K′′ |z−1Wc,Q∐S| → hocolimS∈K′′ |Wloc,Q∐S|}.

Proof. — In the case Q = ∅, it suffices to observe that ∅ ∈ K′′ and that |z−1Wc,∅| ≃

Z × BΓ∞,2 and |Wloc,∅| ≃ ∗. The canonical morphism is the required morphism. The

general case is a straightforward modification of this argument.

The following technical result relates the homology of the homotopy fibre of a map

between spaces obtained by gluing to the homology of the homotopy fibres of the maps

between individual terms.

Proposition 9.8 ([12, 13]). — Let C be a small category and let u : G1 → G2 be a

natural transformation between functors Gi : C → Spaces.

Suppose that, for any morphism f : a → b of C, the map f∗ from any homotopy

fibre of ua to the corresponding homotopy fibre of ub induces an isomorphism in integral

homology. Then, for any object a of C, the inclusion of any homotopy fibre of ua in the

corresponding homotopy fibre of u∗ : hocolim G1 → hocolim G2 induces an isomorphism

in integer homology.

Proposition 9.9. — The canonical morphism

Z× BΓ∞,2 → hfib{hocolimS∈K′′ |z−1Wc,S| → hocolimS∈K′′ |Wloc,S|}

induces an isomorphism in integral homology.

Proof. — There is a commutative diagram of homotopy fibre sequences, for S → T a

morphism of K′′:

Z×BΓ∞,2+2|T | //

��

|z−1Wc,T | //

��

|Wloc,T |

��
Z× BΓ∞,2+2|S| // |z−1Wc,S| // |Wloc,S|

where the map of homotopy fibres corresponds geometrically to attaching tubes D1×S1

or pairs of disks D2 × S0, according to the regularization index. The Harer-Ivanov

stability theorems imply that these morphisms induce an isomorphism in homology.

The result follows by applying Proposition 9.8.
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9.5. Applying the homotopy cartesian square

Lemma 8.11 stabilizes to give the following result.

Lemma 9.10. — For any morphism P → Q in K′, the following commutative square

is homotopy cartesian:

hocolimS∈K′′|z−1WQ∐S| //

��

hocolimS∈K′′|z−1WP∐S|

��
hocolimS∈K′′|Wloc,Q∐S| // hocolimS∈K′′|Wloc,P∐S|

This allows the deduction of the following result.

Lemma 9.11. — For any object Q of K, the canonical morphism

Z× BΓ∞,2+2|Q| → hfib{hocolimS∈K′′ |z−1WQ∐S| → hocolimS∈K′′|Wloc,Q∐S|}

induces an isomorphism in integral homology.

Proof. — There is a commutative diagram

Z× BΓ∞,2+2|Q|
//

��

F //

≃

��

hocolimS∈K′′|z−1WQ∐S| //

��

hocolimS∈K′′|Wloc,Q∐S|

��
Z×BΓ∞,2

// F ′ // hocolimS∈K′′ |z−1WS | // hocolimS∈K′′ |Wloc,S|

in which F, F ′ denote the respective homotopy fibres, which are weakly equivalent, since

the right hand square is homotopy cartesian.

The left hand vertical morphism is an integral homology isomorphism, by the Harer-

Ivanov stability theorems and the bottom left hand morphism induces an isomorphism

in integral homology, by the result of the previous section and Corollary 9.4, which

implies that the term hocolimS∈K′′ |z−1WS | is equivalent to hocolimS∈K′′ |z−1Wc,S|.

The result follows.

9.6. Proof of the main theorem

The proof of the Theorem 1.5 is completed by repeating the above argument, us-

ing Proposition 9.8 together with the Harer-Ivanov stability theorem, applied to the

homotopy fibre of the morphism:

hocolimQ∈K′hocolimS∈K′′ |z−1WQ∐S| → hocolimQ∈K′hocolimS∈K′′ |Wloc,Q∐S|.

APPENDIX A

HOMOTOPY THEORY OF SHEAVES

Throughout this section, all sheaves are defined on the category X of smooth mani-

folds.
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A.1. Concordance for sheaves

Definition A.1. — Let F be a sheaf and let X be a smooth manifold. Two sections

s0, s1 ∈ F(X) are concordant if there exists a section s ∈ F(X×R) such that s = p∗Xs0

on an open neighbourhood of X × (−∞, 0] and s = p∗Xs1 on an open neighbourhood of

X × [1,∞), where pX : X × R → X is the projection. The concordance s is said to

start at s0.

Concordance defines an equivalence relation on the set F(X); the set of equivalence

classes modulo concordance is written F [X].

There is a relative version of concordance with respect to a closed subset A ⊂ X (not

necessarily a manifold) of a smooth manifold X.

Definition A.2. — For A ⊂ X a closed subset of a smooth manifold X in X,

1. let FA denote the colimit FA := colimUF(U), where U ranges over the category of

open neighbourhoods of A in X;

2. for s ∈ FA, let F(X,A; s) denote the fibre of the canonical morphism F(X)→ FA

above s.

Definition A.3. — For F , X,A, s as above, elements t0, t1 ∈ F(X,A; s) are concor-

dant relative to A if there exists an element t ∈ F(X × R, A× R; q∗s) which defines a

concordance for t0, t1 regarded as elements of F(X), where q∗s ∈ FA×R is induced by

pullback of s via the projection q : A× R→ A.

Let F [X,A; s] denote the set F(X,A; s) modulo the equivalence relation given by

concordance relative to A.

A.2. The representing space |F|

Let ∆n ⊂ Rn+1 denote the affine plane Σxi = 1, so that n 7→∆n defines a cosimplicial

smooth manifold.

Definition A.4. — For F a sheaf of sets, let |F| denote the geometric realization of

the simplicial set F(∆∗).

A point z ∈ F(∗) induces a point in |F|. The following representability statement is

fundamental.

Proposition A.5 ([12]). — For any point z ∈ F(∗), smooth manifold X and closed

subset A ⊂ X, there is a natural isomorphism F [X,A; z] ∼= [(X,A), (|F|, z)], where the

right hand side denotes homotopy classes of maps of pairs.

The following formal properties are basic.

1. The functor F 7→ |F| takes pullback squares of sheaves to pullbacks of compactly-

generated Hausdorff spaces.

2. |F1 ∐ F2| ∼= |F1| ∐ |F2|.



945–30

Definition A.6. — A morphism of sheaves of sets v : E → F is a weak equivalence

if |v| : |E| → |F| is a weak equivalence of topological spaces. This is equivalent to the

induced morphism πn(|E|, z) ∼= E [Sn, e; z] → πn(|F|, z) ∼= F [Sn, e; z] being an isomor-

phism, for all n, z.

A.3. Special weak equivalences

The following special weak equivalences resemble trivial fibrations in homotopical

algebra.

Proposition A.7 ([12]). — Let v : E → F be a morphism of sheaves of sets. Suppose

that v induces a surjection E [X,A; s]→ F [X,A; v(s)] for all smooth X and all s ∈ EA ;

then v is a weak equivalence.

Example A.8. — Let F be the terminal sheaf which is induced by the constant presheaf

with value a singleton set; for a sheaf of sets, E , there is a canonical morphism of sheaves,

E → F . The morphism induces a surjection on relative concordance classes, as in the

proposition above, if and only if any section s ∈ EA extends to an element of E [X,A; s].

This yields a criterion for a sheaf to be homotopically trivial.

A.4. The concordance lifting property

The concordance lifting property plays the rôle of the fibration hypothesis in homo-

topical algebra; it is important in considering the homotopy fibre of a morphism of

sheaves (see Corollary A.12 below).

Definition A.9. — A morphism u : E → F of sheaves has the concordance lifting

property if, for any section s ∈ E(X) and concordance h ∈ F(X × R) starting at u(s),

there exists a concordance H ∈ E(X ×R), starting at s, which lifts h.

Proposition A.10 ([12]). — Let E ×G F be the pullback of the diagram of sheaves,

E → G
u
← F . If u has the concordance lifting property, then so does E ×G F → E and

the associated diagram of spaces,

|E ×G F| //

��

|F|

|u|
��

|E| // |G|,

is homotopy cartesian.

Definition A.11. — For u : E → F a morphism of sheaves and a ∈ F(∗), let Ea

denote the fibre of u over a, which is the sheaf defined by Ea(X) := {s ∈ E(X)|u(s) = a}.

Corollary A.12 ([12]). — Let u : E → F be a morphism of sheaves which has the

concordance lifting property, then the induced diagram of spaces |Ea| → |E| → |F| is a

homotopy fibre sequence.
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A.5. Functors to small categories

Let F be a sheaf with values in the category of small categories. The nerve con-

struction [19] N•F defines a sheaf with values in the category of simplicial sets; hence

N•F(∆∗) has the structure of a bisimplicial set. This can be realized as a topological

space in a number of ways; in particular, the topological realization of the diagonal

simplicial set is weakly equivalent to the classifying space B|F| of the topological cate-

gory |F|. (Here |F| is the topological category with object space |N0F| and morphism

space |N1F|.)

Definition A.13 ([12]). — For F as above, let βF denote the sheaf of sets which has

sections over X the set of pairs (Y, φ••), where Y := {Yj|j ∈ J } is a locally finite open

cover of X, indexed by a fixed index set J , and, for nonempty finite subsets R ⊂ S,

φRS ∈ N1F(YS) is a morphism subject to cocycle conditions, where YS denotes the open

set YS :=
⋂

j∈S Yj.

The following theorem is proved in [12] and gives a sheaf theoretic model for the

classifying space B|F|.

Theorem A.14. — The spaces |βF| and B|F| are homotopy equivalent.

A.6. Homotopy colimits

Homotopy colimits are used for gluing; they behave as the derived functor of the

colimit and, in particular, satisfy a homotopy invariance property.

Definition A.15. — Let FC be a sheaf of sets, functorial in objects C of a small,

discrete category C.

1. Let C
∫
F denote the sheaf with values in small categories which associates to X the

small category with objects pairs (C,w), where C is an object of C and w ∈ FC(X).

The morphisms are defined in the usual way.

2. Let hocolimC∈C|FC | be the space

B|C

∫

F•| ≃ |β(C

∫

F•)|.

For F , C as above, it makes sense to define the homotopy colimit as a sheaf:

hocolimC∈CFC := β(C

∫

F•).

The structure of this object is made explicit in [12].

Definition A.16. — Let g : E → F be a natural transformation of sheaves of small

categories. The natural transformation, g, is a transport projection if the square

N1E //

��

N0E

��
N1F // N0F
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is a cartesian square of sheaves of sets.

The following gluing result for homotopy colimits allows the passage from local to

global.

Proposition A.17 ([12]). — Let g : E → F , g′ : E ′ → F be transport projections

between sheaves of small categories and let u : E → E ′ be a morphism of sheaves of

small categories above F . Suppose that

1. the morphisms N0E → N0F , N0E
′ → N0F have the concordance lifting property;

2. for all a ∈ F(∗), the morphism N0Ea → N0E
′
a induces a weak equivalence (respec-

tively an integral homology equivalence).

Then the morphism βu : βE → βE ′ is a weak equivalence (respectively induces an

integral homology equivalence).
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CATÉGORIES DÉRIVÉES ET GÉOMÉTRIE BIRATIONNELLE

[d’après Bondal, Orlov, Bridgeland, Kawamata...]

par Raphaël ROUQUIER

1. INTRODUCTION

L’objet principal de cet exposé est la catégorie dérivée Db(X) des faisceaux cohérents

sur une variété X. La catégorie dérivée organise l’information homologique (groupes

d’extensions entre faisceaux cohérents) et numérique (K-théorie). Nous allons étudier

son comportement au cours des opérations de (( chirurgie algébrique )) ((( flips )) et

(( flops ))).

La catégorie dérivée d’un espace projectif se décrit à partir d’une algèbre de dimen-

sion finie (Beilinson, 1978) et ceci a placé dans un cadre approprié les descriptions de

fibrés vectoriels en terme d’algèbre linéaire. À la suite de ce résultat, des descriptions

analogues (décomposition semi-orthogonale de la catégorie dérivée) ont été recherchées

pour d’autres variétés. De telles décompositions devraient apparâıtre en présence d’un

(( flip )), étape cruciale du programme de Mori de modèles minimaux (MMP) pour la

classification des variétés projectives lisses, et cela a amené en particulier la question

de l’invariance de la catégorie dérivée par (( flop )) (Bondal-Orlov, 1995). D’un autre

côté, la conjecture homologique de symétrie miroir (Kontsevich, 1994) a elle aussi posé

le problème de l’invariance birationnelle de la catégorie dérivée, pour des variétés de

Calabi-Yau. Indépendamment, la construction d’une équivalence dérivée entre une

variété abélienne et sa duale (Mukai, 1981) a montré la relation entre la réalisation

d’une variété X comme un espace de modules d’objets sur Y et la construction d’une

équivalence (ou d’un foncteur pleinement fidèle) entre la catégorie dérivée de X et celle

de Y .

Commençons par poser des problèmes sur les catégories dérivées de variétés, en sui-

vant trois points importants du MMP.

On note KX le diviseur canonique d’une variété lisse X et on considère l’équivalence

linéaire entre diviseurs. On se donne un diagramme où f et g sont des morphismes
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birationnels entre variétés projectives lisses complexes

(1) Z
f

~~~~
~

~

~

~

~ g

��@
@

@

@

@

@

@

X Y

On a une première conjecture sur les flops généralisés (cf. [8, Conjecture 4.4] et [29,

Conjecture 1.2]) :

Conjecture 1.1 (Bondal-Orlov). — Si f ∗KX ∼ g∗KY , alors Db(X) ≃ Db(Y ).

On sait que dans cette situation les nombres de Hodge cöıncident (cf. remarque 3.9).

La conjecture a une réponse positive en dimension 3 (corollaire 4.11), pour des variétés

symplectiques de dimension 4 (corollaire 4.7) et dans le cadre torique (théorème 4.15).

Pour des variétés de Calabi-Yau (ω trivial), on s’attend donc à ce que birationalité et

équivalence dérivée cöıncident, comme le prédit la conjecture de Kontsevich de symétrie

miroir [35]. La (( réciproque )) de la conjecture 1.1 n’est pas vraie (remarque 3.15).

On a une conjecture sur les flips généralisés [8, Conjecture 4.4] :

Conjecture 1.2 (Bondal-Orlov). — Si f ∗KX − g∗KY est équivalent à un diviseur

effectif, alors il existe un foncteur pleinement fidèle Db(Y ) → Db(X).

La minimisation d’une variété dans le MMP devrait alors s’interpréter comme une

minimisation de la catégorie dérivée, un modèle minimal pour une variété X devant

être construit comme un espace de module d’objets de la catégorie dérivée de X. Dans

la conjecture 1.2, il serait aussi souhaitable de savoir décrire l’orthogonal de l’image de

Db(Y ) dans Db(X).

On a enfin une conjecture de finitude [29, Conjecture 1.5] :

Conjecture 1.3 (Kawamata). — Soit X une variété projective lisse. Alors, il

n’existe qu’un nombre fini de classes d’isomorphisme de variétés projectives lisses Y

telles que Db(X) ≃ Db(Y ).

La réponse est positive en dimension ≤ 2 (cf. [14, Corollary 1.2] et [29, Theorem

1.6]) et pour X, Y des variétés abéliennes [47, Corollary 2.8].

Dans la première partie de cet exposé, nous montrons, dans la situation extrême où

le fibré canonique est ample ou anti-ample, comment reconstruire la variété à partir de

la catégorie dérivée (théorème 2.1). Nous expliquons ensuite le mécanisme de dévissage

de catégories dérivées (§2.2). Dans le §3, nous présentons la construction de transfor-

mations à noyau et les invariants transportés par les équivalences, puis nous exposons

le cas des variétés abéliennes et des surfaces, où la théorie est presque complète. La

partie §4 présente plusieurs cas de réponse positive aux conjectures 1.1 et 1.2.

Outre le livre en préparation [26], le lecteur pourra consulter [8, 18, 25, 48] pour des

exposés généraux.
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2. PROPRIÉTÉS INTERNES

2.1. Reconstruction

2.1.1. Terminologie. — Une variété sera pour nous un schéma quasi-projectif X sur C.

La plupart du temps, il s’agira de variétés projectives lisses. Les points considérés seront

toujours des points fermés.

La catégorie dérivée Db(X) est définie comme la localisation de la catégorie des com-

plexes bornés de faisceaux cohérents en la classe des quasi-isomorphismes (=morphismes

de complexes qui induisent un isomorphisme entre faisceaux de cohomologie). Ses objets

sont donc les complexes bornés de faisceaux cohérents sur X. Les flèches sont obtenues

à partir de morphismes de complexes auxquels les inverses des quasi-isomorphismes ont

été ajoutés. La catégorie Db(X) n’est pas abélienne en général, mais elle possède la

structure de catégorie triangulée : le rôle des suites exactes courtes est joué par les

triangles distingués.

Tous les foncteurs considérés entre catégories triangulées seront triangulés. Une

sous-catégorie épaisse d’une catégorie triangulée est une sous-catégorie triangulée pleine

close par facteurs directs. La sous-catégorie d’une catégorie triangulée engendrée (resp.

faiblement engendrée) par une famille d’objets est la plus petite sous-catégorie pleine

triangulée (resp. la plus petite sous-catégorie épaisse) contenant cette famille.

2.1.2. Catégories abéliennes. — Soit X une variété lisse. On sait, depuis Gabriel [23],

que la catégorie des faisceaux cohérents X-coh sur X détermine X :

– l’application qui à un fermé associe les faisceaux supportés par ce fermé induit une

bijection Z 7→ IZ de l’ensemble des fermés de X vers l’ensemble des sous-catégories

de Serre de X-coh engendrées par un objet

– la catégorie quotient X-coh /IZ est équivalente à (X − Z)-coh et son centre

s’identifie à OX(X − Z).

Suivant Thomason et Balmer [3] (voir aussi [51, Theorem 3.11]), ce principe de recons-

truction s’étend à la catégorie Db(X), si on munit celle-ci de sa structure tensorielle,

en plus de sa structure triangulée :

– l’application qui à un fermé Z de X associe la sous-catégorie pleine Db
Z(X) de

Db(X) des complexes dont les faisceaux de cohomologie sont supportés par Z est

injective, d’image l’ensemble des sous-catégories épaisses faiblement engendrées

par un élément et ⊗-idéales (i.e., stables par − ⊗ L pour tout L ∈ Db(X)) [58,

Theorem 3.15]

– la catégorie Db(X − Z) s’identifie à Db(X)/Db
Z(X) et, si X − Z est un ouvert

affine, le centre de Db(X − Z) s’identifie à OX(X − Z).
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Par conséquent, X-coh, vue comme catégorie abélienne, et Db(X), vue comme

catégorie triangulée tensorielle, ne sont pas des invariants intéressants de X !

2.1.3. Fibré canonique (anti-)ample. — La catégorie Db(X), munie de sa seule struc-

ture de catégorie triangulée, ne détermine pas la variété X, mais elle apparâıt comme

un invariant intéressant. Dans la suite, les catégories dérivées seront considérées avec

leur seule structure triangulée (voir à ce sujet §3.1.4). Le premier exemple (Mukai) est

celui de l’équivalence dérivée entre une variété abélienne et sa duale (théorème 3.11).

Bondal et Orlov démontrent que lorsque le fibré canonique ωX est ample ou anti-

ample, alors la variété est déterminée par sa catégorie dérivée [7, Theorem 2.5].

Théorème 2.1 (Bondal-Orlov). — Soit X une variété projective lisse telle que ωX

ou ω−1
X est ample. Si Y est une variété projective lisse et si on a une équivalence de

catégories triangulées Db(X-coh) ≃ Db(Y -coh), alors X ≃ Y .

Un point crucial est joué dans la preuve par la notion de foncteur de Serre [5, §3].

Soit T une catégorie C-linéaire telle que dim Hom(M, N) < ∞ pour tous M, N ∈ T .

Un foncteur de Serre est la donnée d’une auto-équivalence S : T
∼
−→T et d’isomorphismes

bifonctoriels pour tous M, N ∈ T :

Hom(M, N)
∼
−→Hom(N, SM)∗.

Si on voit T comme une (( algèbre avec plusieurs objets )), alors ceci correspond à la

notion d’algèbre de Frobenius.

Un foncteur de Serre, s’il existe, est unique à isomorphisme unique près. Par

conséquent, une équivalence de catégories commute avec les foncteurs de Serre. En

outre, si T est une catégorie triangulée, alors un foncteur de Serre est automatiquement

triangulé.

La définition est motivée par la dualité de Serre :

Théorème 2.2. — Si X est une variété projective lisse purement de dimension n,

alors S = ωX [n] ⊗− est un foncteur de Serre pour Db(X).

Preuves du théorème 2.1 (esquisses) —

On se ramène facilement au cas où X et Y sont connexes (cf. proposition 2.4) et

on fixe une équivalence F : Db(X)
∼
−→Db(Y ). On suppose ωX ample (preuve identique

dans l’autre cas). Le théorème résulterait immédiatement de l’invariance des algèbres

canoniques, si on savait que ωY était ample (cf. §3.2.2).

• 1ère approche [7]. Sur une variété projective lisse connexe Z, pour tout point z et

tout i ∈ Z, les C = Oz[i] ∈ Db(Z)(1) vérifient

(2) S(C) ≃ C[dim Z], EndDb(Z)(C) = C et Hom(C, C[i]) = 0 pour i < 0.

Sur la variété X où ωX est ample, les conditions (2) caractérisent les objets Ox[i]

dans Db(X). On en déduit que l’ensemble {F (Ox)[i]}i,x contient les Oy[j] pour y ∈ Y

(1)Oz est le faisceau gratte-ciel en z
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et j ∈ Z. Si F (Ox) n’est pas de cette forme, il est orthogonal aux Oy[j], donc il est nul.

On déduit alors que F envoie tout Ox[i] sur un Oy[j] et ceci induit une bijection entre

points de X et de Y . On caractérise ensuite les faisceaux inversibles décalés sur une

variété lisse Z comme les C ∈ Db(Z) tels que pour tout z ∈ Z, il existe n ∈ Z tel que

Hom(L,Oz[n]) ≃ C et Hom(L,Oz[i]) = 0 pour i 6= n.

On en déduit que F envoie un faisceau inversible sur un faisceau inversible décalé. Soit

L ∈ Pic(X). Quitte à décaler F , alors on peut supposer F (L) ∈ Pic(Y ). L’algèbre
⊕

i≥0 Hom(L, Si(L)[−i dim X]) est isomorphe à l’algèbre canonique de X et les ouverts

définis par ses éléments forment une base de la topologie de X. Cette algèbre est

isomorphe à l’algèbre définie de la même façon pour Y et elle donne donc une base de

la topologie de Y . Ceci montre que ωY est ample et que les algèbres canoniques de X

et Y sont isomorphes.

• 2ème approche [25, §4]. On commence comme ci-dessus par vérifier que les Ox[i]

s’envoient sur des Oy[j]. La suite de la preuve n’utilise plus que ωX est ample. On

utilise le théorème 3.7 plus bas qui affirme qu’il existe K ∈ Db(Y ×X) tel que F = ΦK .

Alors, le lemme 3.1 plus bas montre que Y ≃ X.

• 3ème approche [51, §3.2.4]. Soit I une sous-catégorie épaisse de Db(X). Si I est

stable par L−1⊗− pour un faisceau ample L, alors elle est ⊗-idéale. Cette propriété est

donc équivalente à la stabilité sous S−1. Par conséquent, l’ensemble des fermés de X se

retrouve à partir de Db(X) (à partir de sa seule structure triangulée). Pour tout fermé

Z de Y , il existe donc un fermé Z ′ de X tel que F (Db
Z′(X)) = Db

Z(Y ). On montre

que cette injection de l’ensemble des fermés de Y vers ceux de X se restreint en une

bijection Y → X d’inverse continu. On identifie enfin les faisceaux d’anneaux.�

Bondal et Orlov [7, Theorem 3.1] déterminent le groupe Aut(Db(X)) des classes

d’isomorphisme d’auto-équivalences de Db(X) lorsque ω±
X est ample (ceci est par exem-

ple fourni par la deuxième preuve du théorème 2.1) :

Aut(Db(X)) = Pic(X) ⋊ Aut(X) × Z.

2.2. Décompositions semi-orthogonales

2.2.1. Décompositions partielles. — Considérons la forme d’Euler sur la K-théorie

K0(X).

〈[F ], [G]〉 =
∑

i≥0

(−1)i dim Exti(F ,G).

Nous allons décrire l’analogue, pour la catégorie dérivée, d’une base triangulaire pour

cette forme, ou plus généralement d’une décomposition semi-orthogonale de K0(X).

Soit I une sous-catégorie épaisse d’une catégorie triangulée T . On pose ⊥I = {C ∈

T |Hom(C, I) = 0 pour tout I ∈ I} et I⊥ = {C ∈ T |Hom(I, C) = 0 pour tout I ∈ I}.

On dit que 〈I⊥, I〉 est une décomposition semi-orthogonale de T lorsque pour tout objet

C de T , il existe un triangle distingué C1 → C → C2  avec C1 ∈ I et C2 ∈ I⊥. Ceci
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revient à demander que le foncteur canonique I⊥ → T /I soit une équivalence ou à

demander que le foncteur d’inclusion I → T ait un adjoint à droite.

Lorsque I⊥ = 〈K,J 〉, on écrit T = 〈K,J , I〉 et on généralise aux décompositions

T = 〈I1, . . . , Im〉.

L’existence d’un (( générateur fort )) pour Db(X) fournit un théorème de représentabilité

à la Brown pour les foncteurs cohomologiques sur Db(X) (cf. [5] et [9]) et on obtient

un théorème général d’existence de décompositions :

Théorème 2.3 (Bondal, Kapranov, Van den Bergh). — Soient X une variété projec-

tive lisse et I = Db(X) une sous-catégorie triangulée pleine d’une catégorie trian-

gulée T . Alors, le foncteur d’inclusion I → T a des adjoints à gauche et à droite, i.e.,

on a des décompositions semi-orthogonales T = 〈I⊥, I〉 et T = 〈I, ⊥I〉.

Une décomposition orthogonale de Db(X) correspond à une décomposition de X en

union de composantes connexes :

Proposition 2.4. — Soit X une variété connexe. Soient I1 et I2 deux sous-catégories

épaisses de Db(X) telles que Db(X) = I1⊕I2 (i.e., Db(X) = 〈I1, I2〉 = 〈I2, I1〉). Alors,

I1 = 0 ou I2 = 0.

Preuve — Un objet indécomposable de Db(X) est dans I1 ou dans I2. Soient r, s

tels que OX ∈ Ir et {r, s} = {1, 2}. Soit Xi = {x ∈ X | Ox ∈ Ii}. Si x ∈ Xs,

alors Hom(OX ,Ox) = 0, ce qui est impossible, donc Xs = ∅. Si C ∈ Is, alors

Hom(C,Ox[i]) = 0 pour tout x ∈ X et tout i ∈ Z, donc C = 0.�

Remarque 2.5. — Soit T une catégorie triangulée avec un foncteur de Serre S et

T = 〈I, I⊥〉 une décomposition semi-orthogonale. Alors, T = 〈⊥I, I〉 et ⊥I = S−1(I⊥).

Considérons en particulier T = Db(X) où X est une variété projective lisse connexe

de Calabi-Yau. Alors, il n’y a pas de décomposition semi-orthogonale non triviale de

Db(X), car une telle décomposition serait une décomposition orthogonale.

2.2.2. Décompositions complètes. — Voyons le cas particulier d’une suite exception-

nelle d’objets. C’est une suite (C1, . . . , Cm) d’objets de T telle que

– Hom(Ci, Cj[r]) = 0 pour r ∈ Z et i > j

– Hom(Ci, Ci[r]) = 0 pour r 6= 0

– End(Ci) = C.

On dit que la suite est complète si elle engendre T .

Soit (C1, . . . , Cm) une suite exceptionnelle complète. Notons Ii la sous-catégorie

triangulée de T engendrée par Ci. Nous noterons Db(A) la catégorie dérivée bornée des

modules de type fini sur une algèbre A.

On a une équivalence Ci ⊗C − : Db(C)
∼
−→Ii et une décomposition semi-orthogonale

T = 〈I1, . . . , Im〉. Réciproquement, toute décomposition semi-orthogonale en

des catégories équivalentes à Db(C) provient d’une suite exceptionnelle d’objets.

L’ensemble {[Ci]} forme une base de K0(T ). Si T est localement de type fini (i.e., si
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dim
⊕

i Hom(M, N [i]) < ∞ pour tous M, N ∈ T ), alors la matrice de la forme d’Euler

dans la base {[Ci]} est triangulaire.

Exemple 2.6. — Soit X = Pn. Beilinson [4] montre que (O(−n),O(−n+1), . . . ,O(0))

est une suite exceptionnelle complète. L’orthogonalité est claire. La résolution de la

diagonale ∆ ⊂ Pn × Pn :

0 → O(−n)⊠ Ωn(n) → · · · → O(−1)⊠ Ω1(1) → O ⊠O → O∆ → 0

décrit le foncteur identité de Db(Pn) comme extension de foncteurs O(−i) ⊗ H∗(Ωi(i) ⊗−)

et ceci démontre l’engendrement. Soient F =
⊕n

i=0 O(−i) et A = End(F), une algèbre

de dimension finie. Alors, on a en plus ici Ext>0(F ,F) = 0 et on déduit que le foncteur

R Hom(F ,−) : Db(Pn) → Db(A) est une équivalence.

Nous renvoyons le lecteur à [24] pour un article de synthèse, consacré en particulier

aux espaces projectifs et aux surfaces de Del Pezzo.

2.2.3. Minimisation. — Kapranov a construit des suites exceptionnelles complètes

pour les quadriques projectives lisses et les variétés de drapeaux de type A [27] (cf.

[53] pour un survol des constructions pour les variétés de Fano).

King [34, Conjecture 9.3] conjecture que toute variété torique complète lisse X admet

une suite (L1, . . . , Ln) de fibrés en droites telle que Ext>0(Li, Lj) = 0 pour tous i, j et

les Li engendrent Db(X) (alors, Db(X) est équivalente à Db(A), où A = End(
⊕

i Li)).

Kawamata [33] démontre l’existence d’une suite exceptionnelle complète de faisceaux

pour toute variété torique projective lisse.

Dès que K0(X) n’est pas de type fini, Db(X) ne peut être équivalente à la catégorie

dérivée d’une algèbre de dimension finie. On montre par contre que pour toute

variété X, il existe une dg-algèbre (=algèbre différentielle graduée) A dont la catégorie

des complexes parfaits est équivalente à Db(X) (cf. Keller, Thomason, Neeman,

Kontsevich, Bondal-Van den Bergh, [52, Proposition 3.14 et Theorem 7.39]).

La recherche de modèles minimaux est reliée à la minimisation de la catégorie dérivée.

On cherche une suite exceptionnelle L1, . . . , Ln avec n maximal. Soit I la sous-catégorie

triangulée de Db(X) engendrée par les Li. Alors, Db(X) = 〈I, I⊥〉 et la géométrie de X

devrait être en partie contrôlée par la catégorie triangulée T = I⊥. Il serait intéressant

d’étudier l’indépendance de T du choix de L1, . . . , Ln et même son indépendance bi-

rationnelle (cf. [37]). La catégorie T apparâıt parfois comme la catégorie dérivée d’une

variété X ′, de dimension inférieure ou égale (cf. [38] pour un exemple de variété de

Fano X de dimension 3 où X ′ est une courbe de genre 7). L’exemple le plus simple est

celui d’un éclatement de centre un espace projectif (cf. théorème 4.2).



946–08

3. COMPARAISONS

3.1. Transformations à noyau

3.1.1. Définition. — L’idée des transformations à noyau est la suivante : on se donne

une fonction φ : X × Y → C. On a alors une application des fonctions sur Y vers les

fonctions sur X donnée par f 7→ (x 7→
∫

Y
f(y)φ(x, y)dy).

Cette construction a un analogue pour les faisceaux cohérents (les mêmes construc-

tions pour les faisceaux constructibles ou les D-modules sont classiques). Soient X et Y

deux variétés projectives lisses et p : X × Y → X, q : X × Y → Y les deux projections.

X × Y
p

{{ww
w

w

w

w

w

w

w q

##G
G

G

G

G

G

G

G

G

X Y

Soit K ∈ Db(X × Y ). On définit alors le foncteur (dit de (( Fourier-Mukai ))) ΦK :

Db(Y ) → Db(X) par

ΦK(C) = Rp∗(K ⊗L q∗C).

Soit K∨ = RHom(K,OX×Y ) ∈ Db(Y × X). Si X et Y sont de dimension pure, alors

les foncteurs ΦK∨⊗p∗ωX [dimX] et ΦK∨⊗q∗ωY [dimY ] sont respectivement adjoints à gauche

et à droite de ΦK .

Soient Z une autre variété projective lisse et L ∈ Db(Y × Z).

X × Y × Z
p12

wwpp

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p23

''N
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N

N

N

N

N

N
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N

N

p13

��
X × Y X × Z Y × Z

On pose K ◦ L = Rp13∗(p
∗
12K ⊗L p∗23L). On a alors un isomorphisme canonique

ΦK ◦ ΦL
∼
−→ΦK◦L.

Le lemme classique suivant permet de reconnâıtre quand K provient d’un isomor-

phisme de variétés (cf. [25, Corollary 4.3]).

Lemme 3.1. — On suppose que Y est connexe et que pour tout y ∈ Y , il existe x ∈ X

et n ∈ Z tels que ΦK(Oy) ≃ Ox[n]. Alors, il existe un morphisme σ : Y → X de graphe

Γσ et il existe L ∈ Pic(Y ) et m ∈ Z tels que K ≃ OΓσ ⊗ q∗L[m].

Si ΦK est une équivalence, alors σ est un isomorphisme.

Preuve (esquisse) — Soit y ∈ Y d’anneau local Omy et soit n ∈ Z tel que K⊗L
OY

Oy est

concentré en degré −n. Le lemme de Nakayama montre que q∗(K ⊗OY
Omy) ≃ Omy [n].

Il existe alors un voisinage ouvert U de y tel que q∗(K⊗OY
OU) ≃ OU [n] et on obtient un

morphisme U → X. Ceux-ci se recollent en σ : Y → X avec les propriétés voulues. Si

ΦK est une équivalence, alors K∨ ⊗ p∗ωX [dim X] définit un morphisme X → Y inverse

de σ.�
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3.1.2. Pleine fidélité. — La pleine fidélité du foncteur ΦK peut se tester sur une famille

d’objets appropriée (cf. [11, Theorems 5.1 and 5.4]). Nous utilisons ici les faisceaux

gratte-ciel [6, Theorem 1.1], le point-clef étant qu’un objet orthogonal (à gauche ou à

droite) aux faisceaux gratte-ciel et à leurs décalés est nul.

Proposition 3.2 (Bondal-Orlov). — Soit K ∈ Db(X×Y ). Le foncteur ΦK est pleine-

ment fidèle si et seulement si pour tous y, y′ ∈ Y , on a

Hom(ΦK(Oy), ΦK(Oy′)[i]) =

{

0 sauf si y = y′ et 0 ≤ i ≤ dim Y

k si y = y′ et i = 0.

C’est une équivalence si en plus ΦK(Oy) ⊗ ωX ≃ ΦK(Oy) pour tout y ∈ Y .

Cette proposition montre que lorsque X et Y ont des fermés stricts Z et Z ′ en dehors

desquels K est le faisceau de structure du graphe d’un isomorphisme Y − Z ′ ∼−→X − Z,

alors le critère précédent peut se vérifier en remplaçant X et Y par leurs complétés

formels le long de Z et Z ′. Ceci permet de substituer à X et Y des modèles préférés, à

condition de garder les mêmes complétés formels (cf. la preuve du théorème 4.6).

Un cas particulier de pleine fidélité est fourni par le résultat suivant, qui se déduit

immédiatement de la formule de projection.

Proposition 3.3. — Soit f : V → W un morphisme entre variétés projectives lisses.

Si le morphisme canonique OW → Rf∗OV est un isomorphisme, alors Lf ∗ : Db(W ) →

Db(V ) est pleinement fidèle.

3.1.3. Familles. — Soient X ′, Y ′ deux variétés projectives lisses et K ′ ∈ Db(X ′ × Y ′).

Alors, on a le résultat classique (cf. [48, Proposition 2.1.7]) :

Proposition 3.4. — Si ΦK : Db(Y ) → Db(X) et ΦK ′ : Db(Y ′) → Db(X ′) sont pleine-

ment fidèles (resp. sont des équivalences), alors ΦK⊠K ′ : Db(Y × Y ′) → Db(X × X ′)

est pleinement fidèle (resp. est une équivalence).

Soient p : X → S et q : Y → S des morphismes projectifs lisses entre variétés

projectives lisses. Soient s0 ∈ S, X0 = p−1(s0) et Y0 = q−1(s0). Soient i : X0 → X,

j : Y0 → Y et k : X×S Y → X×Y les immersions fermées. Les propriétés d’une famille

de noyaux se spécialisent [19, Proposition 6.2] :

Proposition 3.5 (Chen). — Soit K ∈ Db(X ×S Y ) tel que Φk∗K : Db(Y ) → Db(X)

soit pleinement fidèle (resp. soit une équivalence). Alors, ΦL(i×j)∗K : Db(Y0) → Db(X0)

est pleinement fidèle (resp. est une équivalence).

Ce résultat permet de vérifier dans certains cas qu’un noyau donne une équivalence

par déformation (cf. par exemple §4.4).

Remarque 3.6. — Soit ΦK : Db(Y ) → Db(X) un foncteur pleinement fidèle. Alors, on

doit penser à Y comme l’espace de modules fin de {F (Oy)}y∈Y et à K comme l’objet

universel associé.
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3.1.4. Représentabilité. — L’imperfection des axiomes des catégories triangulées rend

la preuve du résultat suivant délicate (cf. [46], [48, Theorem 3.2.1] et [9, Theorem 1.1]

qui assure l’existence d’adjoints ; cf. [31, Theorem 1.1] pour une extension aux champs

de Deligne-Mumford et une autre preuve).

Théorème 3.7 (Orlov). — Soit F : Db(Y ) → Db(X) un foncteur pleinement fidèle.

Alors, il existe un unique K ∈ Db(X × Y ) tel que F ≃ ΦK .

Une approche préférable à ce problème (et à ceux de §3.2) consiste à considérer

une structure plus riche que celle de catégorie triangulée, celle de dg-catégorie (les

Hom sont munis d’une structure de complexe d’espaces vectoriels) dont le (( H0
)) est la

catégorie dérivée de départ [59]. On dispose d’une dg-catégorie Lcoh(X) dont le (( H0
))

est Db(X). Toen montre que la dg-catégorie des foncteurs de Lcoh(Y ) vers Lcoh(X) est

(quasi-)équivalente à Lcoh(X × Y ) [59, Theorem 8.15] et ceci fournit un analogue du

théorème 3.7, pour des foncteurs non nécessairement pleinement fidèles. Les foncteurs

Db(Y ) → Db(X) obtenus sont alors tous du type ΦK et réciproquement tout foncteur

de ce type provient d’un foncteur défini au niveau des dg-catégories.

3.2. Invariants d’une équivalence

3.2.1. Soit F : Db(Y )
∼
−→Db(X) une équivalence, avec X et Y projectives lisses con-

nexes. D’après le théorème 3.7, il existe K ∈ Db(X × Y ) tel que F ≃ ΦK .

La commutation de F avec les foncteurs de Serre montre que dim X = dim Y et que

ωX et ωY ont le même ordre [14, Lemma 2.1].

Un argument de rigidité montre que F induit un isomorphisme de groupes algébriques

Pic0(Y ) ⋊ Aut0(Y )
∼
−→Pic0(X) ⋊ Aut0(X), où Aut0(X) est la composante neutre de

Aut(X) (cf. théorème 3.11 pour un cas où les deux facteurs sont échangés).

3.2.2. Cohomologie. — Passons maintenant à des invariants du type cohomologie ou

algèbre canonique (cf. [42, Theorem 4.9], [16], [17], [29, Theorem 2.3] et [48, Theorem

2.1.8]).

Soit HAi,k(X) = Exti
X×X(O∆X , i∗ω

k
X) où i : ∆X → X × X est l’inclusion de la dia-

gonale. Soit HA(X) =
⊕

i,k HAi,k(X). On munit HA(X) d’une structure d’algèbre bi-

graduée via les isomorphismes canoniques Exti
X×X(i∗ω

r
X , i∗ω

s
X)

∼
−→Exti

X×X(O∆X , i∗ω
s−r
X ).

On a HAi,k(X) =(( Hom(SX , Sk
X [i−k dim X]) )), où le terme de droite doit être compris

comme le H0 d’un complexe de Hom’s pris au niveau des dg-catégories.

On a HAi,k(X) ≃
⊕

p+q=i H
p(X, ΛqTX ⊗ ωk

X) (cf. [36] et [54, Corollary 2.6]), où TX

est le fibré tangent. En particulier,
⊕

k≥0 HA0,k(X) est isomorphe à l’algèbre canonique

R(X) =
⊕

k≥0 H0(X, ωk
X).

Théorème 3.8. — F induit un isomorphisme d’algèbres graduées HA(Y )
∼
−→HA(X).

En particulier, F induit un isomorphisme gradué entre les algèbres canoniques

R(Y )
∼
−→R(X) et un isomorphisme entre les espaces vectoriels de cohomologie

H∗(Y,C)
∼
−→H∗(X,C).
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Preuve (esquisse) — On utilise l’équivalence ΦK⊠L : Db(Y × Y )
∼
−→Db(X × X) où

L = K∨ ⊗ p∗ωX [dim X] ≃ K∨ ⊗ q∗ωY [dim Y ] vu dans Db(X × Y ).�

L’isomorphisme H∗(X,C)
∼
−→H∗(Y,C) n’est pas compatible à la multiplication ni à

la graduation classique, en général. Il est par contre compatible à la graduation donnée

par nH(X,C) =
⊕

p−q=n Hp(X, Ωq
X).

Remarque 3.9. — On s’attend tout de même à l’égalité des nombres de Hodge de X

et Y (cf. [15, §1.3]). Dans la situation de la conjecture 1.1, la formule de changement

de variable pour l’intégration motivique montre que les variétés X et Y ont les mêmes

nombres de Hodge (Kontsevich, Batyrev et Denef–Loeser), cf. [50, §4] et [39].

On déduit du théorème 3.8 l’invariance de la dimension de Kodaira. On déduit aussi

que si κ(X, ωX) = dim X (i.e., X de type général) ou κ(X, ω−1
X ) = dim X, alors X et

Y sont birationnelles.

Via le théorème de Grothendieck-Riemann-Roch, on obtient l’invariance de la coho-

mologie à coefficients rationnels.

Soit L ∈ Db(X × Y ). Soit ch : K0(X) → H∗(X,Q) la classe de Chern et soit tdX la

classe de Todd de X. On définit un morphisme

φL : H∗(Y,Q) → H∗(X,Q), ξ 7→ p∗

(

p∗(
√

tdX) · ch([L]) · q∗(
√

tdY ) · q∗(ξ))
)

.

Ce morphisme est gradué pour la graduation nH et on a φL◦L′ = φL ◦ φL′ .

Lorsque L = K, alors ce morphisme est un isomorphisme et sa complexification est

l’isomorphisme du théorème 3.8.

La transformation ΦL induit un morphisme [ΦL] : K0(Y ) → K0(X) et on a un

diagramme commutatif

K0(Y )
[ΦL]

//

ch(−)·
√

tdY

��

K0(X)

ch(−)·
√

tdX

��
H∗(Y,Q)

φL

// H∗(X,Q)

Remarque 3.10. — Hille et Van den Bergh [25, Remark 3.4] mentionnent l’invariance

de la K-théorie topologique par équivalence dérivée et en déduisent l’invariance de

H∗(X,Z) dans H∗(X,Q) pour les courbes, les surfaces K3 et les variétés abéliennes.

3.3. Variétés abéliennes

Le résultat suivant de Mukai [41, Theorem 2.2] est le point de départ des travaux sur

les équivalences entre catégories dérivées de faisceaux cohérents.

Soient A une variété abélienne et Â = Pic0(A) sa variété abélienne duale. On note P

le fibré de Poincaré sur A × Â.

Théorème 3.11 (Mukai). — Le foncteur ΦP : Db(Â-coh) → Db(A-coh) est une

équivalence.
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Preuve — On vérifie les conditions de la proposition 3.2. Pour x ∈ Â, alors ΦK(Ox) est

un fibré en droites Lx de degré 0 sur A. Puisque H∗(L) = 0 pour tout L ∈ Pic0(A) non

trivial, on déduit que ΦP est pleinement fidèle, et donc une équivalence, car ωA ≃ OA.�

On décrit maintenant toutes les équivalences dérivées entre variétés abéliennes (cf.

[47], [48, §5] et [49, §11 et §15]).

Soit B une variété abélienne. Soit

f =

(
x y

z t

)

: B × B̂ → A × Â.

On pose

f̃ =

(
t̂ −ŷ

−ẑ x̂

)

: A × Â → B × B̂.

On note U(B × B̂, A × Â) l’ensemble des isomorphismes f : B × B̂
∼
−→A × Â tels que

f−1 = f̃ .

Soient a ∈ A et α ∈ Â. On note ma : A → A, b 7→ a + b. On pose Φa,α =

Lα ⊗ ma∗(−) : Db(A)
∼
−→Db(A).

Théorème 3.12 (Polishchuk, Orlov). — Soit F : Db(B)
∼
−→Db(A) une équivalence.

Alors, il existe σ ∈ U(B × B̂, A × Â) tel que

(3) Φσ(b,β) = F ◦ Φb,β ◦ F−1 pour tous b ∈ B et β ∈ B̂.

Réciproquement, soit σ ∈ U(B × B̂, A × Â). Alors, il existe une équivalence F :

Db(B)
∼
−→Db(A) vérifiant (3).

Preuve (éléments) — L’invariance de Aut0 ×Pic0 (cf. §3.2) fournit un isomorphisme

B × B̂
∼
−→A × Â, dont on vérifie qu’il a la propriété voulue. La réciproque requiert la

construction d’un fibré simple semi-homogène de pente donnée.�

On obtient alors une description explicite du groupe des auto-équivalences. On a une

suite exacte de groupes

0 → (A × Â)(C) × Z → Aut(Db(A)) → U(A × Â, A × Â) → 1.

Remarque 3.13. — On peut conjecturer qu’une variété projective lisse dérivé-

équivalente à une variété abélienne est une variété abélienne.

3.4. Surfaces

Notons tout d’abord que le cas des courbes n’est pas intéressant ! Deux courbes

projectives lisses sont dérivé-équivalentes si et seulement si elles sont isomorphes : en

genre 6= 1, le théorème 2.1 donne le résultat. Pour les courbes elliptiques, on le déduit

par exemple de l’invariance de la structure de Hodge entière.

Nous décrivons brièvement la situation pour les surfaces. Les démonstrations deman-

dent une analyse minutieuse suivant la classification des surfaces minimales.
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Soient X et Y deux surfaces projectives lisses connexes non isomorphes. On suppose

que X est minimale, i.e., ne contient pas de P1 avec auto-intersection −1. On a une

description précise des cas d’équivalences dérivées [15] (cf. [42, 46] pour les K3).

Théorème 3.14 (Bridgeland-Maciocia). — On a Db(X) ≃ Db(Y ) si et seulement si

une des assertions suivantes est vraie

– X et Y sont toutes deux abéliennes (ou toutes deux des K3) et il existe une

isométrie entre leurs réseaux transcendants compatible avec les structures de Hodge

– X et Y sont des surfaces elliptiques et Y est un schéma de Picard relatif de la

fibration elliptique de X[10].

Remarque 3.15. — La K-équivalence entre deux variétés projectives lisses X et Y

(= existence d’un diagramme (1) avec f ∗KX ∼ g∗KY ) implique que les variétés sont

isomorphes en codimension 1. Si deux surfaces sont K-équivalentes, elles sont donc

isomorphes. Uehara [60] construit des exemples de surfaces elliptiques birationnelles et

dérivé-équivalentes mais qui ne sont pas isomorphes, donc pas K-équivalentes non plus.

4. FLIPS ET FLOPS

4.1. Introduction

Un cas particulier de la conjecture 1.1 est celui d’un flop. Ce cas est important car une

des conjectures du MMP est que deux modèles minimaux birationnels sont connectés

par une suite de flops.

Un flop est un diagramme

X

f ��@
@

@

@

@

@

@

@

X+

f+}}||
|

|

|

|

|

|

X̄

où

– X̄ est une variété projective de Gorenstein,

– f et f+ sont des résolutions crépantes (i.e., f ∗ωX̄ ≃ ωX et (f+)∗ωX̄ ≃ ωX+) dont

le lieu exceptionnel est de codimension ≥ 2 et

– il existe un diviseur D sur X tel que −D est relativement f -ample et le transformé

strict de D est relativement f+-ample.

Le morphisme f détermine uniquement f+ (car X+ = Proj
⊕

m≥0 OX̄(f∗(mD)),

indépendant de D). La conjecture 1.1 prédit que Db(X) ≃ Db(X+) et donc que X+

peut se construire comme un espace de module d’objets de Db(X) (cf. §4.5 pour la

dimension 3). Cette approche pourrait aussi s’appliquer pour les flips.
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Nous allons voir des exemples (§4.3, §4.4.1 et §4.5) où la transformation de noyau

OX×X̄X+ est une équivalence Db(X+)
∼
−→Db(X). Néanmoins, nous verrons dans §4.4.2

une situation où cette transformation n’est pas une équivalence.

4.2. Éclatements

4.2.1. Fibrés projectifs. — Soit E un fibré vectoriel de rang r ≥ 1 sur une variété

projective lisse Y et soit q : P(E) → Y le fibré projectif associé.

La proposition suivante [45, Theorem 2.6] fournit une version relative de l’exemple 2.6.

Proposition 4.1 (Orlov). — On a une décomposition semi-orthogonale

Db(P(E)) = 〈Db(Y )−r+1, D
b(Y )−r+2, . . . , D

b(Y )0〉,

où Db(Y )d est l’image de Db(Y ) par le foncteur pleinement fidèle Oq(d) ⊗ q∗(−).

Preuve (esquisse) — La pleine fidélité est fournie par la proposition 3.3. Soient C, D ∈

Db(Y ) et L ∈ Db(P(E)). On a

Hom(q∗C, L ⊗L q∗D) ≃ Hom(C,Rq∗(L ⊗L q∗D)) ≃ Hom(C, (Rq∗L) ⊗L D).

La semi-orthogonalité résulte alors de l’annulation de Rq∗Oq(i) pour −1 ≥ i ≥ −r + 1.

Soit T la sous-catégorie triangulée de Db(P(E)) engendrée par Db(Y )−r+1, . . . , D
b(Y )0.

Soient y ∈ Y et F = q−1(y). Les faisceaux OF (−r + 1), . . . ,OF (0) engendrent Db(F )

(exemple 2.6), donc, vus comme faisceaux sur P(E), ils engendrent Db
F (P(E)). Par

conséquent, Db
F (P(E)) ⊂ T et en particulier Ox ∈ T pour x ∈ F . On en déduit que

⊥T = 0, d’où T = Db(P(E)) par le théorème 2.3.�

4.2.2. Décomposition pour un éclatement. — Soient maintenant X une variété projec-

tive lisse et Y une sous-variété fermée lisse de X purement de codimension r ≥ 2. Soit

NY/X le fibré normal de Y dans X. Soient X̃ l’éclatée de X le long de Y et Ỹ ≃ P(NY/X)

le diviseur exceptionnel, image inverse de Y dans X̃. On a un diagramme commutatif

Ỹ
� �

j
//

q

��

X̃

p

��
Y

� �

i
// X

Le théorème suivant décrit comment la catégorie dérivée grossit par éclatement [45,

Theorem 4.3].

Théorème 4.2 (Orlov). — On a une décomposition semi-orthogonale

Db(X̃) = 〈Db(Y )−r+1, D
b(Y )−r+2, . . . , D

b(Y )−1, D
b(X)0〉

où Db(Y )d = j∗(Oq(d) ⊗ q∗Db(Y )) et Db(X)0 = Lp∗Db(X). Les foncteurs canoniques

induisent des équivalences Db(X)
∼
−→Db(X)0 et Db(Y )

∼
−→Db(Y )d pour tout d.
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Preuve (esquisse) — Un point utile est l’existence, pour tout C ∈ Db(Ỹ ), d’un triangle

distingué

(4) C ⊗Oq(1) → Lj∗j∗C → C  .

La proposition 3.3 montre que Lp∗ : Db(X) → Db(X̃) est pleinement fidèle. Pour

l’équivalence Db(Y )
∼
−→Db(Y )d, la proposition 4.1 ramène le problème à montrer que

Hom(Lj∗j∗OF ,OF [i]) = 0 pour toute fibre F de q et tout i 6= 0. Le triangle distingué

(4) ramène l’annulation recherchée à celles de H∗(Pr−1,O(−1)) et H>0(Pr−1,O).

La semi-orthogonalité de T = 〈Db(Y )−r+1, D
b(Y )−r+2, . . . , D

b(Y )−1, D
b(X)0〉

s’établit par la même technique que dans la preuve de la proposition 4.1.

Il reste à établir que ⊥T est nul. Soit y ∈ Y . On a Ldp∗Oy ≃ Ωd
p−1(y)(d) pour

0 ≤ d ≤ r−1 et Ldp∗Oy = 0 pour d ≥ r. On a H∗(Pr−1, Ωd(d)) = 0 pour 1 ≤ d ≤ r−1

et la résolution de la diagonale dans Pr−1 (cf. l’exemple 2.6) montre que, pour 1 ≤ d ≤

r−1, Ωd(d) est dans la sous-catégorie de Db(Pr−1) engendrée par O(−r+1), . . . ,O(−1).

Par conséquent, le cône du morphisme canonique Lp∗Oy → Op−1(y) est dans T , donc

finalement Op−1(y) est dans T et on termine comme pour la proposition 4.1.�

Remarque 4.3. — Les arguments essentiels pour les deux résultats précédents appa-

raissent aussi dans les travaux de Thomason [56, 57] qui s’intéresse à la K-théorie

supérieure.

4.3. Flips et flops standard

Soient X une variété projective lisse et Y une sous-variété fermée isomorphe à Pk

telle que NY/X ≃ OY (−1)l+1 avec 1 ≤ l ≤ k. Soit p : X̃ → X l’éclatée de X le long

de Y . Le diviseur exceptionnel Ỹ est isomorphe à Pk ×Pl et on a NỸ /X̃ ≃ O(−1,−1).

Soit p+ : X̃ → X+ la contraction de Ỹ sur Pl. On suppose que X+ est une variété

projective. Soient f : X → X̄ et f+ : X+ → X̄ les contractions de Pk et Pl sur un

point. Ils fournissent l’exemple le plus simple de flip (et de flop lorsque k = l). On a

X̃ ≃ X ×X̄ X+.

Ỹ ≃ Pk × Pl
� _

j

�� ''O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

wwoo

o

o

o

o

o

o

o

o

o

Pk ≃ Y� _

��

X̃

p
wwoo

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

p+

''P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P Y + ≃ Pl
� _

��
X

f
''P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P X+

f+

wwnn

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

X̄

Les conjectures 1.1 et 1.2 sont connues dans ce cas (cf. [6, Theorem 3.6] et [48,

Theorem 2.2.9]) :
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Théorème 4.4 (Bondal-Orlov). — Le foncteur ΦOX̃
= Rp∗L(p+)∗ : Db(X+) → Db(X)

est pleinement fidèle et c’est une équivalence si l = k.

Preuve (esquisse) — Soit A (resp. B) la sous-catégorie triangulée pleine de Db(X̃)

engendrée par les j∗O(r, s) avec r = 0 et −l ≤ s ≤ −1 (resp. −k ≤ r < 0 et

−l ≤ s ≤ −1). Les décompositions du théorème 4.2 et de l’exemple 2.6 donnent une

décomposition semi-orthogonale (Lp∗D(X))⊥ = 〈B,A〉. On a B ⊂ (L(p+)∗Db(X+))⊥.

Puisque (ωX̃)|Ỹ ≃ O(−k,−l), on a aussi A ⊗ ωX̃ ⊂ (L(p+)∗Db(X+))⊥, donc A ⊂
⊥(L(p+)∗Db(X+)).

Soit C ∈ Db(X+) et soit C̄ le cône du morphisme canonique Lp∗Rp∗(L(p+)∗C) →

L(p+)∗C. On a C̄ ∈ (Lp∗D(X))⊥ ∩ ⊥B = A. Par conséquent, le morphisme canonique

Hom(C, D) → Hom(Rp∗L(p+)∗C,Rp∗L(p+)∗D)

est un isomorphisme pour tout D ∈ Db(X+).

Supposons maintenant k = l. Soit p! = Lp∗(−) ⊗ ωX̃/X [k]. Le foncteur Rp+
∗ p!

est adjoint à droite de Rp∗L(p+)∗. On montre, comme ci-dessus, que Rp+
∗ (ωX̃/X [k] ⊗

Lp∗(−)) est pleinement fidèle et finalement Rp∗L(p+)∗ est une équivalence.�

Remarque 4.5. — Il devrait en fait être vrai que Db(X)/Rp∗L(p+)∗Db(X+) a une suite

exceptionnelle complète de longueur k − l.

4.4. Flop de Mukai

4.4.1. Soit X une variété projective lisse de dimension 2n ≥ 4. Soit i : Y = Pn →֒ X

une immersion fermée. On suppose NY/X ≃ Ω1
Y . On considère comme précédemment

l’éclatement p : X̃ → X. Soit Y ∨ l’espace projectif dual. Alors, le diviseur exceptionnel

Ỹ s’identifie à la variété d’incidence dans Y × Y ∨ et on a NỸ /X̃ ≃ O(−1,−1)|Ỹ . On a

alors une contraction p+ : X̃ → X+ de Ỹ sur Y ∨ et on suppose X+ projective.

Le foncteur Rp∗L(p+)∗ : Db(X+) → Db(X) n’est pas une équivalence (cf. [29, Propo-

sition 5.12] et [43, Corollary 2.2]). Par contre, un autre noyau fournit une équivalence

(cf. [29, Corollary 5.7] et [43, Theorem 4.4]).

Soient f : X → X̄ et f+ : X+ → X̄ les contractions de Y et Y + sur un point (flop

de Mukai). Soit X̂ = X ×X̄ X+. Alors, X̂ = X̃ ∪ (Y × Y +) ⊂ X ×X+ et l’intersection

est à croisements normaux.

X̂
π

����
�

�

�

�

�

�

π+

  B
B

B

B

B

B

B

B

X

f ��@
@

@

@

@

@

@

@

X+

f+}}||
|

|

|

|

|

|

X̄

Théorème 4.6 (Kawamata, Namikawa). — Le foncteur ΦO
X̂

= Rπ∗L(π+)∗ :

Db(X+) → Db(X) est une équivalence.
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Preuve (esquisse) — Il suffit de traiter le cas où X = Spec Ω1
Y et i : Y → X est la

section nulle, car cela ne change pas le complété formel de X le long de Y (cf. §3.1.2).

La non-projectivité de X ne pose pas de problème nouveau. Soit X = SpecOY (−1)n+1.

La suite exacte 0 → Ω1
Y → OY (−1)n+1 → OY → 0 fournit un morphisme lisse X → A1

et la fibre de 0 s’identifie à X.

On a NY/X ≃ OY (−1)n+1 et on a alors un flop standard X̃ → X+ (cf. §4.3). Le

foncteur ΦO
X̃

: Db(X+) → Db(X ) est une équivalence et il résulte de la proposition 3.5

que ΦO
X̂

est une équivalence.�

Deux variétés projectives symplectiques birationnelles de dimension 4 sont connectées

par une suite de flops de Mukai ([63, Theorem 1.2], [20, §8] ; il faut en fait permettre

la contraction simultanée de plusieurs P2 disjoints pour que les variétés intermédiaires

restent projectives [62]). On déduit alors ([43, Corollary 4.5] et [29, Remark 5.13]) :

Corollaire 4.7 (Kawamata, Namikawa). — Deux variétés projectives symplectiques

birationnelles de dimension 4 sont dérivé-équivalentes.

4.4.2. Flop de Mukai stratifié. — Markman [40] a étudié une généralisation du flop

de Mukai. Nous suivons ici la présentation de [44] et ne donnons que la version

(( linéarisée )).

Soit V un espace vectoriel de dimension n et soit G(V, r) la grassmannienne des sous-

espaces de dimension r de V , où r est un entier ≤ n/2. Soient X = T ∗G(V, r) et X̄ la

sous-variété fermée de EndC(V ) des endomorphismes a tels que a2 = 0 et rang(a) ≤ r.

On identifie T ∗G(V, r) à la variété des paires (W, φ) où W est un sous-espace de dimen-

sion r de V et φ ∈ Hom(V/W, W ). On dispose d’une application moment f : X → X̄

qui envoie (W, φ) sur la composition a : V ։ V/W
φ
−→ W →֒ V . L’application moment

est un isomorphisme au-dessus de l’ouvert des endomorphismes de rang r. On dispose

de même d’une application moment f+ : X+ = T ∗G(V, n − r) → X̄.

Le noyau (( évident )) ne fournit pas une équivalence dérivée, bien que sa classe dans

K0 soit adéquate [44, Theorem 2.7 et Observation 4.9] :

Théorème 4.8 (Namikawa). — L’application [ΦOX×
X̄

X+ ] : K0(X
+) → K0(X) est

un isomorphisme pour tous n, r mais ΦOX×
X̄

X+ : Db(X+) → Db(X) n’est pas une

équivalence pour n = 4 et r = 2.

Dans le cas n = 4 et r = 2, Kawamata construit un noyau de la forme OX×X̄X+ ⊗L

où L est un fibré en droites, qui induit une équivalence [32].

Voyons maintenant une construction pour n, r généraux d’un noyau supporté par

X ×X̄ X+ et induisant une équivalence dérivée.
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Soit U la sous-variété ouverte de G(V, r)×G(V, n−r) des (W, W ′) tels que W∩W ′ = 0

et soit ι : U → G(V, r) × G(V, n − r) l’immersion ouverte.

U� _

ι
��

G(V, r) × G(V, n − r)
α

vvll

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

β

))S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

G(V, r) G(V, n − r)

Il est classique [28, Exercice III.15] que la transformation de noyau ι!CU induit une

équivalence entre catégories dérivées de faisceaux constructibles de C-espaces vectoriels :

Rα!(CU ⊗ β−1(−)) : Db
cons(G(V, n − r))

∼
−→Db

cons(G(V, r)).

Soit K le module de Hodge mixte correspondant à ι!CU . C’est un noyau inversible pour

les transformations entre catégories dérivées de modules de Hodge mixtes. Soit K =

Gr(K), un faisceau cohérent Gm-équivariant sur T ∗(G(V, r)×G(V, n − r)) = X ×X+.

Alors, l’inversibilité du noyau K montre que ΦK : Db(X+) → Db(X) est une équivalence

(c’est bien sûr aussi une équivalence pour les catégories Gm-équivariantes).

Il serait intéressant de décrire explicitement le faisceau K. Kashiwara a proposé une

description pour n = 4 et r = 2, qu’il faudrait comparer avec le noyau de [32].

Cette construction se généralise à des variétés de drapeaux paraboliques pour des

groupes semi-simples complexes arbitraires. Dans le cas des variétés de drapeaux com-

plets, une telle construction au niveau de la K-théorie a été effectuée par Tanisaki

[55].

On peut aussi construire une équivalence Db(X+)
∼
−→Db(X) en regroupant les

Db(T ∗G(V, r)), 0 ≤ r ≤ dim V , et en appliquant les méthodes de [21].

4.5. Dimension 3

4.5.1. On expose ici la construction de Bridgeland [12] (voir aussi [19, 29, 61]).

Considérons un flop entre variétés projectives lisses de dimension 3 :

X

f ��@
@

@

@

@

@

@

@

X+

f+}}||
|

|

|

|

|

|

X̄

Remarque 4.9. — Lorsque f ne contracte qu’une courbe irréductible C, alors C ≃ P1

et le fibré normal NC/X est O(−1) ⊕ O(−1), O ⊕ O(−2) ou O(1) ⊕ O(−3) (cf. [22,

Corollary 16.3]). Le premier cas est un flop standard (§4.3) et le second cas peut se

traiter par des méthodes similaires [6, Theorem 3.9].
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Considérons le diagramme

X ×X̄ X+

π

zzuu

u

u

u

u

u

u

u

u

π+

%%KK

K

K

K

K

K

K

K

K

X X+

Théorème 4.10 (Bridgeland). — Le foncteur Rπ∗L(π+)∗ : Db(X+) → Db(X) est

une équivalence.

Bridgeland construit le flop f+ à partir de f : la variété X+ apparâıt comme un

espace de modules fin de certains objets de Db(X) ((( faisceaux pervers ponctuels ))) et

le noyau de l’équivalence est le fibré universel. La détermination de ce fibré, et donc la

forme précise du théorème 4.10, sont dues à Chen.

Un flop généralisé entre variétés projectives lisses de dimension 3 se décompose en

une suite de flops [29, Theorem 4.6] et on en déduit :

Corollaire 4.11. — La conjecture 1.1 est vraie en dimension 3.

4.5.2. Construction du flop et équivalence. — Soit X̄ une variété projective connexe

de Gorenstein de dimension 3. Soit f : X → X̄ une résolution crépante dont le lieu

exceptionnel est union d’un nombre fini de courbes et soit D un diviseur sur X tel que

−D est relativement f -ample.

Le théorème d’annulation de Grauert-Riemenschneider montre, via la formule de

projection, que R>0f∗OX = 0. Le foncteur Lf ∗ : D(X̄) → D(X) est donc pleinement

fidèle (variante de la proposition 3.3 pour les catégories dérivées non bornées que re-

quiert la non-lissité de X̄). Soit B son image. On a une décomposition semi-orthogonale

D(X) = 〈B⊥,B〉, où B⊥ = {C ∈ D(X)|Rf∗C = 0}.

On construit une nouvelle t-structure sur D(X) en recollant la t-structure standard

de B avec celle de B⊥ décalée de 1 vers la gauche. Son cœur PerX/X̄ (une catégorie

abélienne) consiste en les C ∈ D(X) tels que

– HiC = 0 pour i 6= 0, 1

– f∗H
−1C = 0

– R1f∗H
0C = 0 et Hom(H0C, M) = 0 pour tout M ∈ B⊥ ∩ X-coh.

On a OX ∈ PerX/X̄ et on dit que E ∈ PerX/X̄ est un (( faisceau pervers ponctuel )) si

– E est un quotient de OX (dans PerX/X̄)

– la classe de Chern de E est égale à celle d’un faisceau gratte-ciel.

Soit S une variété. Une famille de faisceaux pervers ponctuels paramétrée par S est

un objet E ∈ Db(S × X) tel que Lj∗sF ∈ PerX/X̄ pour tout point (fermé) s ∈ S. Ici,

js : s × X → S × X est l’inclusion. Deux familles qui diffèrent par le produit par un

fibré inversible de S sont dites équivalentes.

On considère le foncteur qui à une variété S associe l’ensemble des classes

d’équivalence de familles de faisceaux pervers ponctuels paramétrées par S. Bridgeland
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[12, Theorem 3.8] démontre l’existence d’un espace de modules fin : le foncteur est

représentable par une variété projective M(X/X̄).

Soit U l’ouvert de X̄ des points au-dessus desquels f est un isomorphisme. Alors,

Of−1(u) est un faisceau pervers ponctuel pour tout u ∈ U . Ceci définit une immer-

sion ouverte U → M(X/X̄) et on note X+ l’adhérence de l’image (on montre en fait

que X+ = M(X/X̄)). On note f+ : X+ → X̄ le morphisme canonique. Chen [19,

Proposition 4.2] montre que OX×X̄X+ est un fibré universel.

Le théorème 4.10 admet la version plus précise suivante.

Théorème 4.12 (Bridgeland). — Le foncteur Rπ∗L(π+)∗ : Db(X+) → Db(X) est

une équivalence. En outre, f+ : X+ → X̄ est un flop : f+ est une résolution crépante

et le transformé strict de D est relativement f+-ample.

La preuve est essentiellement la même que pour la correspondance de McKay [13].

L’outil-clef est un résultat d’algèbre commutative que nous rappelons maintenant (dans

la version de [15, §5]).

Soient Z une variété irréductible et C ∈ Db(Z) non nul. Soit Supp(C) l’union des

supports des Hi(C). Soit ampl(C) l’ensemble des i ∈ Z tels qu’il existe z ∈ Z avec

Hom(C,Oz[−i]) 6= 0. La dimension homologique de C est hd(C) = sup(ampl(C)) −

inf(ampl(C)).

Théorème 4.13 ((( Nouveau théorème d’intersection ))). — On a codim Supp(C) ≤

hd(C).

Soit z ∈ Z tel que Supp(C) = {z}, H0(C) ≃ Oz et ampl(C) ⊆ [− dim Z, 0]. Alors, z

est un point lisse de Z et C ≃ Oz.

Preuve du théorème 4.12 (esquisse) — Soit pX : X × X+ → X la première

projection. Soient P = OX×X̄X+ et Pw = ΦP(Ow) pour w ∈ X+. Soient P ′ =

P∨ ⊗ p∗XωX [3] et Q = P ′ ◦ P ∈ Db(X+ × X+). On vérifie que Hom(Pw,Pw′[i]) = 0

pour tout i, lorsque f+(w) 6= f+(w′) et on montre que Hom(Pw,Pw′) = δw,w′C, d’où

Hom(Pw′,Pw[3]) ≃ δw,w′C par dualité de Serre.

Soit Q′ = Q|X+×X+−∆X+ . Le support de Q′ est contenu dans X+×X̄ X+−∆X+, donc

est de codimension ≥ 2, s’il est non vide. On a Hom(Q′,Ow,w′[i]) ≃ Hom(Pw,Pw′[i]),

donc hd(Q′) ≤ 1. Le théorème 4.13 montre alors que Q′ = 0.

Le morphisme canonique Hom(Ow,Ow[1]) → Hom(Pw,Pw[1]) est injectif (il

s’identifie à l’application de Kodaira-Spencer). On en déduit que H0(ΦQ(Ow)) ≃ Ow.

On a ampl(ΦQ(Ow)) = [−3, 0]. Le théorème 4.13 montre que ΦQ(Ow) ≃ Ow et que X+

est lisse en w. La crépance de f permet alors de conclure que ΦP est une équivalence,

via la proposition 3.2.

La crépance de f+ s’obtient en utilisant la trivialité du foncteur de Serre de Db
F (X+)

pour toute fibre F de f+ [13, Lemma 3.1]. On montre que ΦP [−1] se restreint en une

équivalence entre faisceaux cohérents sur X+ tués par Rf+
∗ et faisceaux cohérents sur X

tués par Rf∗ et l’amplitude relative du transformé strict de D s’en déduit [12, §4.6].�
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Remarque 4.14. — Il serait intéressant de voir si la même méthode fournit une construc-

tion de flips (cf. [1] pour des résultats dans cette direction, en dimension quelconque).

4.6. Variétés singulières

Les constructions pour les variétés projectives lisses ont des généralisations à une

classe plus large, dans le cadre du MMP [2, 19, 29, 30, 31, 61]. Ceci est utile pour cons-

truire des équivalences entre variétés projectives lisses, car il existe des décompositions

de flops généralisés en flops qui font intervenir des variétés singulières. Kawamata

démontre en particulier un théorème d’équivalence dérivée pour des flops particuliers

entre champs de Deligne-Mumford toriques. Il en déduit qu’un flop torique généralisé

donne lieu à une équivalence dérivée [31, Corollary 4.5] :

Théorème 4.15 (Kawamata). — Soient f : Z → X et g : Z → Y des morphismes

toriques birationnels entre variétés toriques projectives lisses tels que f ∗ωX ≃ g∗ωY .

Alors, Db(Y ) ≃ Db(X).

Mentionnons pour terminer la nécessité de considérer des variétés analytiques et

d’effectuer les constructions dans le cadre de la log-géométrie.
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[23] P. Gabriel, Des catégories abéliennes, Bull. Soc. Math. France 90 (1962), 323–448.

[24] A.L. Gorodentsev et S.A. Kuleshov, Helix theory, Mosc. Math. J. 4 (2004), 377–

440, 535.

[25] L. Hille et M. Van den Bergh, Fourier-Mukai transforms, preprint

math.AG/0402043(v2).

[26] D. Huybrechts, “Fourier-Mukai transforms in algebraic geometry”, livre en
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PREUVE DE LA CONJECTURE DE POINCARÉ EN DÉFORMANT

LA MÉTRIQUE PAR LA COURBURE DE RICCI,

D’APRÈS G. PEREL’MAN

par Gérard BESSON

INTRODUCTION

Dans un article célèbre de 1904 ([48]), H. Poincaré pose la question qu’en termes

actuels nous énonçons sous la forme de la conjecture suivante :

Conjecture 0.1. — Si M est une variété compacte sans bord simplement connexe de

dimension 3, alors M est homéomorphe à la sphère.

En dimension 3, la conclusion équivalente est que M est difféomorphe à la sphère.

De nombreux outils topologiques ont été élaborés afin de résoudre ce problème ; un

historique de ces développements est décrit dans l’article [42]. Une preuve de la conjec-

ture qui suit permettrait de compléter la compréhension des variétés de dimension 3,

compactes, connexes de groupe fondamental fini :

Conjecture 0.2. — Un groupe fini de difféomorphismes qui agit librement sur S3 est

conjugué à un sous-groupe du groupe d’isométries de la sphère canonique.

En 1982, W. Thurston a replacé ces questions dans un cadre plus général, inspiré par

la classification des surfaces. Reprenons l’énoncé de la conjecture dite de géométrisation

tel qu’il est formulé dans [57].

Conjecture 0.3. — L’intérieur de toute variété compacte de dimension 3 admet une

décomposition canonique en pièces qui portent une structure géométrique.

Dans cet énoncé la variété peut avoir un bord. Dans la suite de ce rapport nous ap-

pellerons compacte une variété compacte sans bord (le terme fermée serait plus usuel en

topologie) et toutes les variétés seront supposées orientées. La décomposition à laquelle

il est fait allusion procède en deux étapes :

1) celle qui provient du théorème de Kneser dans lequel la variété est décomposée en

une somme connexe d’un nombre fini de variétés premières. On rappelle qu’une variété

M est dite première si M = P#Q implique P = S3 ou Q = S3.

2) Celle qui provient des travaux de K. Johannson et de W. Jaco et P. Shalen et

qui consiste à découper le long de tores incompressibles. La conjecture affirme que ceci

peut être fait en sorte que les variétés à bords qui en résultent possèdent une géométrie,

c’est-à-dire une métrique riemannienne complète localement homogène. Celles-ci sont
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classifiées, il y a huit possibilités (en dimension 3). Le lecteur trouvera une intéressante

discussion de cette conjecture ainsi que des références précises dans [57] et [1].

Un des avantages de la conjecture 0.3 est qu’elle fait référence à l’existence de

métriques riemanniennes privilégiées, sur certaines régions de la variété étudiée, et

fournit ainsi des outils supplémentaires, au-delà de la topologie. En 1982, R. Hamil-

ton a introduit une méthode, que nous pouvons qualifier d’analytique, dans le but

d’aborder ces questions. Il s’agit d’étudier une équation différentielle sur l’espace des

métriques riemanniennes, nous dirons un flot, dont les solutions sont une déformation

d’une métrique quelconque qui tend à la rendre de courbure constante. L’équation

met en jeu la courbure de Ricci, qui est une notion de courbure de même nature que

la métrique, c’est-à-dire une forme bilinéaire symétrique sur chaque espace tangent.

L’équation est :
∂g

∂t
= −2 Ricg(t) ,

où g(t) désigne la métrique riemannienne qui évolue et Ricg(t) sa courbure de Ricci.

L’équation ci-dessus est inspirée par la tentative de minimiser l’intégrale de la courbure

scalaire dont ce n’est toutefois pas le flot de l’opposé du gradient ; elle est également liée

à l’équation d’évolution associée aux applications harmoniques. Le signe négatif montre

que la courbure positive est contractée et la courbure négative est dilatée, comme on

peut s’en convaincre sur les exemples de courbure constante. Remarquons que, si la

donnée initiale admet des isométries, c’est le cas pour la solution, pour tout temps de

son intervalle de vie. En d’autres termes, le groupe d’isométries ne peut que crôıtre.

Dans une série d’articles ([24], [25], [31], [29], [19], [26], [27], [28] et [30]), R. Hamil-

ton développe les outils d’analyse nécessaires à l’utilisation de sa méthode et obtient

de remarquables résultats géométriques, dont certains sont des réponses aux questions

posées ci-dessus, dans des cas particuliers. De nombreuses difficultés persistent toute-

fois, en particulier celles liées à l’étude des singularités qui peuvent apparâıtre lors de

l’évolution.

Récemment, G. Perel’man a déposé sur la toile trois articles, [44], [46] et [45] dans

lesquels une solution complète de la conjecture 0.3 est proposée. Ils apportent des idées

novatrices et puissantes à la méthode du flot de la courbure de Ricci, et surtout à la

description des régions qui deviennent singulières, c’est-à-dire où la courbure explose.

Ceci permet de pratiquer une chirurgie, déjà en grande partie décrite dans [25], de

manière efficace. On construit ainsi un flot défini pour tout temps mais pas de classe

C∞, les singularités correspondant à des temps de chirurgies. Il se peut même que la

variété disparaisse à un moment de l’évolution, on dit alors qu’elle s’éteint en temps fini.

Les articles ne sont pas très détaillés, il s’agit plutôt d’esquisses de preuve, néanmoins

assez claires. Ils font l’objet d’un intense travail de mise en place et de vérifications des

détails (et d’exégèse). L’expertise n’étant pas complètement terminée, il est difficile de

se prononcer pour l’instant (au moment où ces lignes sont écrites) sur la question de

savoir si la conjecture 0.3 est prouvée. Toutefois, le cas de la conjecture de Poincaré est

plus (( simple )) dans le schéma de G. Perel’man ; il montre, en effet, que, pour n’importe
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quelle métrique sur une variété compacte simplement connexe, le flot s’éteint en temps

fini ([45]). Une conséquence est qu’on ne pratique qu’un nombre fini de chirurgies.

L’auteur du présent texte est convaincu que les conjectures 0.1 et 0.2 sont prouvées.

Le but de ce rapport est de décrire les outils d’analyse et de géométrie nécessaires

ainsi que le schéma de la preuve des conjectures 0.1 et 0.2. Il est conçu comme in-

termédiaire entre les survols [1], [39], [42] et [43] et les notes détaillées [36], [51] et [61].

L’auteur espère qu’il peut être un guide de lecture de ces documents. Les premières

notes détaillées produites ont été celles de B. Kleiner et J. Lott, nous les conseillons

vivement à tous ceux qui souhaitent comprendre les travaux de G. Perel’man ; de même

les documents [51] et [61] sont d’une grande précision sur de nombreux points de [44].

Ce texte est écrit alors que l’auteur travaille encore à améliorer sa compréhension de

cet ensemble de travaux ; il contient certainement des erreurs qui seront expurgées dans

des versions ultérieures, déposées sur le site de l’Institut Fourier(1). Signalons enfin les

articles [47] et [2] qui s’adressent à un large public et sont d’une grande utilité.

Remerciements.— Je tiens à remercier chaleureusement L. Bessières pour le travail

que nous avons fait en commun sur cette théorie durant deux ans et les nombreuses

corrections apportées à ce texte, ainsi que B. Kleiner pour avoir répondu avec gen-

tillesse à toutes nos questions et J-.P Bourguignon, J. Lott et S. Maillot pour leurs

suggestions. Mes remerciements vont également à V. Bayle, M. Boileau, H.-D. Cao,

B. Chow, É. Ghys, L. Guillou, J.-M. Iniotakis, B. Leeb (et tout le groupe de Münich),

Ph. LeFloch, J. Porti, L. Rozoy, R. Souam et P. Topping pour des échanges fructueux.

1. DES MODÈLES JOUETS

Il existe deux modèles qui permettent de mieux se familiariser avec les rudiments

concernant les équations d’évolution géométriques. Il s’agit du raccourcissement des

courbes et du flot de la courbure sur les surfaces. Ce sont des jouets déjà assez sophis-

tiqués que nous décrivons très brièvement.

1.1. Le raccourcissement des courbes

Soit C une courbe plane fermée simple paramétrée par une fonction de classe C∞,

F0 : S1 → R2 ; on la suppose orientée positivement. Pour T > 0, on cherche une famille

F : S1× [0, T ) → R2 de classe C∞ en ses deux variables vérifiant l’équation d’évolution

suivante :

(∗c)







∂F

∂t
(x, t) = k(x, t) ~N(x, t)

F (·, 0) = F0

où ~N(x, t) (resp. k(x, t)) est le vecteur normal intérieur (resp. la courbure) de la courbe

Ft(·) = F (·, t) au point F (x, t).

(1)http ://www-fourier.ujf-grenoble.fr/GT/perelman/index.html
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Cette équation est non linéaire car k et N dépendent de F (voir la section 3). Il

est facile de vérifier qu’il s’agit ici du flot de l’opposé du gradient de la fonctionnelle

longueur ; un calcul immédiat montre que l’aire A(t) enclose par la courbe Ft (l’aire

de la composante connexe bornée) vérifie A′(t) = −2π. Le théorème principal est dû à

M. Gage et R. Hamilton [19] pour le cas où C est convexe et à M. Grayson [21] pour le

cas général. Afin d’énoncer ces résultats (en un seul théorème) définissons les quantités

kmax(t) = max{k(x, t); x ∈ S1} et, de même, kmin(t) comme minimum de la courbure

au temps t, ainsi que rmax(t) = rayon du cercle circonscrit à Ft et, de même, rmin(t)

comme le rayon du cercle inscrit dans Ft.

Théorème 1.1 ([19] et [21]). — Pour toute courbe C∞ fermée simple il existe une

unique solution de l’équation (∗c) définie sur un intervalle de temps [0, T ) où T =

A(0)/2π. La famille de courbe Ft converge, lorsque t → T , vers un point et devient

circulaire aux sens suivants :

i) le quotient kmax/kmin tend vers 1 lorsque t tend vers T ,

ii) le quotient rmax/rmin tend vers 1 lorsque t tend vers T .

De plus, pour tout n ≥ 1, la dérivée spatiale n-ième de k converge uniformément vers 0

lorsque t tend vers T . Enfin, si la courbe C est convexe elle le reste tout au long du

processus ([19]) et si C n’est pas convexe la courbe Ft le devient en un temps t < T

([21]).

Ce théorème affirme en fait que, quitte à renormaliser afin que l’aire intérieure soit

constante, la famille Ft converge dans la topologie Ck, pour tout k, vers un cercle.

Questions :

1) Si la courbe de départ est convexe, alors Ft reste dans son intérieur pour tout t.

En particulier le point limite est dans l’enveloppe convexe de C. Il serait intéressant de

déterminer sa position.

2) Ce théorème nécessite une courbe initiale régulière. Que se passe-t-il si C possède

des coins ? Dans [19] il est fait allusion à une solution possible.

3) Une extension aux corps convexes de Rn est décrite dans [33].

1.2. Le flot de la courbure sur les surfaces

On munit une surface abstraite compacte et orientable Σ d’une métrique rieman-

nienne notée g0. Dans la classe conforme de g0 il existe une métrique de courbure

constante (unique à isométrie près). On souhaite, comme précédemment, obtenir cette

(( forme )) idéale comme limite d’un flot géométrique. Si g(t) est une famille C∞ de

métriques riemanniennes sur Σ, dépendant de manière C∞ du paramètre t, on note

R(x, t) la courbure scalaire de g(t) au point x ∈ Σ ; avec les conventions habituelles,

la courbure scalaire est le double de la courbure de Gauß. La mesure riemannienne,

notée vg(t) (ou dvol), permet de définir le volume de (Σ, g(t)) et la quantité r(t) =
1

vol(Σ,g(t))

∫

Σ
R(x, t)dvg(t). On considère l’équation suivante :
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(∗s)







∂g

∂t
= (r −R)g

g(0) = g0 .

Il est facile de vérifier que le volume est constant en temps pour toute solution ; c’est

donc une version normalisée du flot de la courbure que nous considérons. On peut

également s’assurer immédiatement que toute solution g(t) est conforme à g0, pour

tout t ≥ 0. Le résultat ci-dessous est prouvé en combinant [26] et [11].

Théorème 1.2 ([26] et [11]). — Soit (Σ, g0) une surface riemannienne de classe C∞ ;

le problème (∗s) admet une solution unique définie pour t ∈ [0,+∞). La famille de

métriques g(t) converge dans la topologie Ck, pour tout k, lorsque t tend vers +∞, vers

une métrique de courbure constante conforme à g0.

Ce théorème peut être vu comme une nouvelle preuve de l’uniformisation des surfaces

compactes. C’est le cas pour toutes les surfaces de caractéristique d’Euler négative ou

nulle. Pour la sphère une étape de la preuve utilisait la structure complexe et ce n’est

que récemment que ce problème fut résolu, dans [9], conduisant ainsi à une nouvelle

preuve complète de l’uniformisation en dimension 2.

Dans le cas où la courbure est strictement négative, la preuve de la convergence est

immédiate. Il serait alors intéressant d’avoir un procédé ou un algorithme simple per-

mettant de munir une surface de caractéristique d’Euler négative (strictement) d’une

métrique de courbure négative. Le flot donnerait, alors, une métrique de courbure

constante de manière rapide (cette question a été posée à l’auteur par É. Ghys).

Le cas des orbifolds de dimension 2 est particulièrement instructif. Il est traité dans

les articles [15], [60] et [10]. Les orbifolds compactes en dimension 2 sont classées en

deux catégories (voir [50] ou [56]) : les (( bonnes )) (good) orbifolds qui admettent une

métrique de courbure constante et les (( mauvaises )) (bad) orbifolds qui n’en admettent

pas. Pour ces dernières, on montre que le flot (∗s) converge vers un soliton de Ricci

(voir [59]). La preuve du théorème 1.2 contient une étape dans laquelle on montre que

les seuls solitons sur S2 sont constants (en temps) égaux à une métrique de courbure

constante (voir [13], théorème 5.21).

1.3. Conclusion

Ces exemples ont la vertu de mettre en œuvre l’utilisation des outils de base, présentés

dans les sections suivantes, sous une forme élémentaire ; en cela ils constituent une bonne

introduction aux travaux qui suivent. Ils ne sont toutefois pas complets en ce sens où,

dans toutes ces situations, la courbure de l’objet considéré explose (c’est-à-dire tend

vers +∞) au même moment en tous les points. La situation étudiée par R. Hamilton,

en dimension 4, et G. Perel’man, en dimension 3, est radicalement différente car la

courbure scalaire peut exploser dans certaines régions de la variété alors qu’elle reste

bornée ailleurs. Il est alors nécessaire de décrire ces régions avec précision.
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2. PREMIERS RÉSULTATS EN DIMENSION 3

C’est le point de départ de l’ensemble de travaux qui est l’objet de ce texte. C’est le

premier résultat dû à R. Hamilton qui jette les bases de la méthode. On considère une

variété compacte connexe et orientable de dimension 3, notée M , munie d’une métrique

riemannienne lisse g0. On suppose le lecteur familier avec la notion de courbure de Ricci.

Pour une métrique riemannienne g nous noterons Ricg sa courbure de Ricci, qui est un

2-tenseur symétrique, dvg (ou dvol) la mesure riemannienne et R sa courbure scalaire ;

lorsque nous considérons une famille g(t), R(x, t) désigne la courbure scalaire de g(t)

au point x ∈ M . Une bonne référence pour les bases de la géométrie riemannienne

est l’ouvrage [20]. On cherche alors une famille g(t) de métriques lisses, dépendant de

manière C∞ de t, et solution du problème de Cauchy suivant :

(∗3)







∂g

∂t
= −2 Ricg(t)

g(0) = g0.

Une version normalisée peut être écrite, pour laquelle le volume de la métrique qui

évolue est fixé ; il suffit, en effet, de remplacer la première ligne de (∗3) par :

∂g

∂t
= −2 Ricg(t) +

(2

3

1

vol(M, g(t))

∫

M

R(x, t)dvg(t)(x)
)

g(t).

Nous noterons (∗′3) cette version. On passe d’une solution de (∗3) à une solution de

(∗′3) par une homothétie et un changement de temps. Nous appellerons flot de Ricci un

couple (M, g(t))) solution de (∗3). Le théorème fondateur de la théorie est le suivant :

Théorème 2.1 (R. Hamilton, [24]). — Soit M une variété compacte de dimension 3

qui admet une métrique de courbure de Ricci strictement positive. Alors, M admet une

métrique de courbure sectionnelle constante (strictement positive). En particulier, M

est difféomorphe à un quotient fini de S3.

La preuve consiste à résoudre l’équation (∗3) et à montrer que la solution renormalisée

correspondante, c’est-à-dire la solution de (∗′3), est définie pour t ∈ [0,+∞) et converge

vers une métrique de courbure constante. En fait la solution de (∗3) ne vit que pendant

un temps fini T et sa courbure explose en T . C’est le phénomène déjà observé pour

(∗c). Comme dans les modèles jouets, pour les solutions de l’équation (∗3), la courbure

explose en tous les points lorsque le temps s’approche de T .

La correspondance g −→ −2 Ricg +
(

2
3

1
vol(M,g)

∫

M
Rdvg

)

g(t) peut être interprétée

comme un champ de vecteurs sur l’espace des métriques riemanniennes sur M . Une

trajectoire de celui-ci est alors une solution de (∗′3) ; on peut espérer qu’une telle tra-

jectoire converge vers un point fixe de ce champ de vecteurs, c’est-à-dire une métrique

d’Einstein, qui, en dimension 3, ne peut qu’être de courbure constante. Il s’agit bien

entendu d’un point de vue heuristique. Toutefois, cette approche est développée dans [3].

Dans [25], R. Hamilton obtient des résultats concernant le cas où la courbure de Ricci

est supposée positive ou nulle ; dans ce cas il démontre que M est difféomorphe à un
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quotient de S3, S2 × S1 ou R3 par un groupe d’isométries sans point fixe dans leur

métrique standard.

Pour les extensions en dimension 4 on peut se référer à [25], [30] et à l’article récent

[8] qui reprend les méthodes utilisées par G. Perel’man pour corriger et étendre [30].

Un résultat optimal sous hypothèse de pincement ponctuel est obtenu dans [40]. Enfin,

en dimension n quelconque, G. Huisken montre dans [33] un théorème comparable à

2.1 avec une hypothèse plus forte sur la courbure.

3. LES OUTILS D’ANALYSE

À partir de maintenant, (M, g(t)) est une solution du flot de Ricci non normalisé

(équation (∗3)), définie sur un intervalle de temps [0, T ) (T fini ou non) et M est

une variété différentielle compacte, connexe, orientable et de dimension 3. Par abus de

langage, nous dirons que (M, g(t)) est un flot de Ricci. La majorité des résultats qui

suivent est valable en dimension n ≥ 2 à l’exception notable du théorème 3.4. Notons

que la quasi-totalité de ceux-ci est due à R. Hamilton.

3.1. Existence de solutions en temps petit

Une des premières difficultés que l’on rencontre en étudiant les équations précédentes

est l’existence en temps petit des solutions du problème de Cauchy. En effet, ces

équations ne sont que faiblement paraboliques, c’est-à-dire que le membre de gauche

de chacune d’elles est donné par un opérateur qui n’est pas fortement elliptique ; son

symbole a un noyau qui provient de l’invariance par difféomorphismes du problème.

Montrer l’existence en temps petit des solutions devient alors une tâche délicate que

R. Hamilton mène à bien dans [24]. Dans [17], D. DeTurck décrit une élégante façon

de transformer les équations ci-dessus afin qu’elles deviennent fortement paraboliques ;

dans ce cas l’existence de solutions résultent de théorèmes classiques (voir [37]). Les so-

lutions de l’équation transformée donnent des solutions de l’équation initiale par simple

transport par un difféomorphisme dépendant du paramètre t. Une interprétation en

terme d’applications harmoniques est donnée dans [29] et [13].

3.2. L’équation d’évolution des courbures

Un des outils de base est le principe du maximum. Il s’applique aux équations para-

boliques qui régissent l’évolution des différents type de courbure. Pour simplifier, nous

ne considérerons que la courbure scalaire et l’opérateur de courbure.

Rappelons que R désigne la courbure scalaire. On a alors,

∂R

∂t
+ ∆g(t)R = 2|Ric(g(t))|2g(t)

où ∆g(t) désigne le laplacien, agissant sur les fonctions, défini par la métrique g(t). La

convention adoptée est celle dite des géomètres (en dimension 1, c’est −d2/dx2). La
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norme du tenseur de Ricci est prise pour la métrique g(t) (pour la norme d’un tenseur,

le lecteur peut se reporter à [20]).

Nous noterons Rm l’opérateur de courbure, c’est-à-dire l’endomorphisme symétrique

de Λ2(T ∗M) dans lui-même ; alors,

∂Rm

∂t
+ ∆ Rm = Rm2 + Rm♯ .

Nous utilisons ici le laplacien brut, c’est-à-dire l’opposé de la trace de la dérivée cova-

riante seconde du tenseur Rm. La notation Rm2 désigne le carré de l’endomorphisme

Rm et Rm♯ désigne une expression quadratique en Rm que nous décrirons plus loin.

3.3. Existence en grand temps

Il est difficile de préciser, a priori, l’intervalle de vie d’une solution. Des estimations

existent toutefois. Les équations paraboliques ci-dessus permettent de montrer que si la

solution n’est définie qu’en temps fini, c’est-à-dire sur un intervalle [0, T ) avec T < +∞,

alors la courbure explose en T . Plus précisément,

Proposition 3.1 ([13], p. 201). — Soit g0 une métrique C∞ sur M ; alors l’équation

(∗3) a une unique solution sur un intervalle maximal, 0 ≤ t < T ≤ +∞. De plus, si

T < +∞, alors,

lim
tրT

(
sup
x∈M

|Rm(x, t)|
)

= +∞ .

La norme de Rm(x, t) est la norme d’endomorphisme, calculée à l’aide de la métrique.

La preuve se fait en constatant qu’une borne sur la courbure correspond à une borne

sur les dérivées secondes de la métrique. En conséquence, si la courbure est bornée au

voisinage de T on peut trouver une limite à g(t) lorsque t tend vers T , et poursuivre le

flot à partir de celle-ci, ce qui contredit la définition de T . Pour les détails le lecteur est

renvoyé au chapitre 6 de [13].

3.4. Principes du maximum

C’est l’outil indispensable pour l’étude des solutions de l’équation de la chaleur. Il

faut en donner ici une version vectorielle, c’est-à-dire une version pour les systèmes

paraboliques. C’est ce que fait R. Hamilton dans [24], [25] et [31]. Le lecteur intéressé

peut également consulter [13] et [14].

Considérons une équation aux dérivées partielles du type ∂s/∂t + ∆ts = F (s) et

l’équation différentielle ordinaire ds/dt = F (s). Les E.D.P. ci-dessus sont dites de

réaction-diffusion, le terme de diffusion est donné par le laplacien ; si F = 0, il

s’agit d’une équation de la chaleur qui (( étale )) les solutions. Le terme non-linéaire F (s)

est le terme de réaction qui, en l’absence de laplacien, conduit (souvent) à l’explosion

en temps fini des solutions (convergence de certaines normes vers +∞). La question est

de savoir qui de la réaction ou de la diffusion l’emportera, dans une situation donnée.
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Le principe du maximum résulte d’une comparaison entre le comportement des solu-

tions de l’équation aux dérivées partielles et la situation extrême donnée par l’équation

différentielle ordinaire.

L’équation satisfaite par la courbure scalaire peut s’écrire ∂R/∂t + ∆R ≥ 0. Le

principe du maximum scalaire le plus simple (voir [49]) conduit alors au théorème

suivant :

Théorème 3.2 (voir [13], lemme 6.8). — Soit (M, g(t)) une solution de l’équation

(∗3) ; alors la fonction Rmin(t) = min{R(x, t); x ∈M} est croissante.

Nous décrivons maintenant une version vectorielle de ce principe. Soit M munie d’une

famille C∞ de métriques g(t), pour t ∈ [0, T ], et soit π : E −→ M un fibré vectoriel

muni d’une métrique fixe et d’une famille C∞ de connexions compatibles, ∇t. Ces

données permettent de définir un laplacien agissant sur les sections de E , qui dépend

de t et que nous noterons simplement ∆. Considérons une fonction F : E × [0, T ] −→ E

de classe C∞ (pour simplifier) telle que, pour t donné, F (., t) préserve les fibres. Soit K

un fermé de E que nous supposons invariant par le transport parallèle de ∇t, pour tout

t ∈ [0, T ], et tel que Kx = K ∩ π−1(x) soit fermé et convexe. L’hypothèse clé est une

relation entre K et l’équation différentielle ordinaire d
dt
u = F (u), définie dans chaque

fibre Ex de E ; nous supposons que toute solution de celle-ci telle que u(0) ∈ Kx reste

dans Kx pour tout t ∈ [0, T ].

Théorème 3.3 ([25], [24], [29] ou [13], théorème 4.8). — Avec les hypothèses ci-des-

sus, soit s(t) une solution de l’E.D.P.

∂

∂t
s+ ∆s = F (s)

telle que s(o) ∈ K, alors, pour tout t ∈ [0, T ], s(t) ∈ K.

Pour appliquer ceci à l’opérateur de courbure il faut noter que, bien que la métrique

du fibré Λ2(T ∗M) dépende de t, une astuce, due à K. Uhlenbeck (voir [13], section 6.1),

permet de se ramener à une métrique fixe sur un fibré fixe. En chaque point x ∈ M et

t ∈ [0, T ] l’endomorphisme Rm se diagonalise et possède trois valeurs propres notées

λ(x, t) ≥ µ(x, t) ≥ ν(x, t). Avec les normalisations standards (voir [13], chapitre 6) ces

nombres sont égaux au double de la courbure sectionnelle du 2-plan correspondant et

R(x, t) = λ(x, t) + µ(x, t) + ν(x, t). On montre que les deux expressions Rm2 et Rm♯ se

diagonalisent dans la même base et ont pour valeurs propres respectives (λ2, µ2, ν2) et

(µν, λν, λµ). L’équation différentielle ordinaire prend donc une forme très simple,






dλ
dt

= λ2 + µν
dµ
dt

= µ2 + λν
dν
dt

= ν2 + λµ.

Appelons φ la fonction réciproque de x→ x log x−x. La fonction φ est croissante et va

de [−1,+∞) dans [1,+∞). En appliquant 3.3 à l’ensemble adéquat évident, on obtient
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Théorème 3.4 ([24], [25], [29] [34]). — Soit (M, g(t)) une solution de (∗3) telle que,

pour tout x ∈ M , R(x, 0) ≥ −1 et ν(x, 0) ≥ −φ(R(x, 0)) ; alors, pour tout t ∈ [0, T ] et

pour tout x ∈M , on a

ν(x, t) ≥ −φ(R(x, t)).

La courbure scalaire étant la somme des valeurs propres de Rm on en déduit

immédiatement que

Corollaire 3.5. — Sous les mêmes hypothèses,

R(x, t) + 2φ(R(x, t)) ≥ λ(x, t) ≥ ν(t, x) ≥ −φ(R(x, t)).

C’est-à-dire, la courbure scalaire contrôle le tenseur de courbure. L’hypothèse, qui est

une normalisation, est toujours réalisée à homothétie sur la métrique près. Ce résultat

est connu sous le nom de théorème de pincement de Hamilton-Ivey. Insistons sur le

fait qu’il n’est valable qu’en dimension 3 et est dû à la forme particulière du terme de

réaction dans l’équation qui gouverne l’opérateur de courbure. En dimension supérieure,

4 par exemple, la situation est sensiblement plus compliquée (voir [25], [30] et [40]).

Nous verrons plus loin une conséquence géométrique importante de cet élégant résultat

d’analyse, qui repose sur le fait que φ(x)/x → 0 lorsque x → +∞. D’autres théorèmes

de pincement peuvent être obtenus en utilisant une version où l’ensemble E dépend de

t (voir [31] et [14] pour un principe du maximum adapté à cette situation) ; ils utilisent

d’autres fonctions φ. Nous dirons d’une variété riemannienne vérifiant la conclusion du

théorème ci-dessus, pour une fonction φ, qu’elle est de courbure φ-presque positive.

3.5. Estimation des dérivées de la courbure

Le caractère régularisant des équations qui décrivent l’évolution de la courbure se

traduit par le résultat suivant :

Théorème 3.6 ([29]). — Soit (M, g(t)) un flot de Ricci, alors, pour tout α > 0 et

k ≥ 1, il existe une constante Ck (qui dépend de k et α) telle que si

|Rm(x, t)|g(t) ≤ K , pour tout x ∈M et t ∈ [0,
α

K
] ,

alors

|∇k Rm(x, t)|g(t) ≤
CkK

tk/2
, pour tout x ∈M et t ∈ (0,

α

K
] .

Les normes utilisées sont calculées à l’aide de la métrique g(t) et ∇ désigne sa

connexion de Levi-Civita. En d’autres termes, si le flot vit assez longtemps il régularise

suffisamment de sorte à obtenir un contrôle Ck de la courbure, pour tout k. Ce résultat

est valable en toute dimension. L’équation d’évolution satisfaite par la courbure scalaire

R conduit alors à un contrôle de ∂R/∂t. Ce type d’inégalités se prouve en montrant que

la quantité à estimer vérifie une équation (ou une inéquation) d’évolution parabolique

à laquelle on applique un principe du maximum.

Dans [52] et [53] (voir aussi [29], paragraphe 13), W.-X. Shi prouve une version locale

de 3.6, très importante, dans laquelle l’hypothèse et les conclusions sont vérifiées sur
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un voisinage d’un point de M . Une liste exhaustive de références peut être consultée

dans [13] page 201.

3.6. Inégalités de Harnack

Ce sont des inégalités qui permettent de comparer la courbure en deux points de

l’espace-temps M × [0, T ). Dans [27], R. Hamilton prouve une inégalité de Harnack

différentielle remarquable, dans l’esprit des résultats de P. Li et S. T. Yau ([38]). Il

s’agit d’une inégalité, portant sur un tenseur, dont nous donnons ici la conséquence

sur sa trace, dans un cas simple. Supposons que (M, g(t)) est à opérateur de courbure

positif ou nul, alors, pour tout t ∈ [0, T ) et pour tout champ de vecteurs X sur M de

classe C∞, on a :

H(X) =
∂R

∂t
+
R

t
+ 2 < X,∇R > +2 Ric(X,X) ≥ 0.

Nous dirons que (M, g(t)) est une solution antique, si elle est définie sur un inter-

valle du type (−∞, T ) (elle a un passé infini). En appliquant l’inégalité ci-dessus à la

solution translatée en temps, g̃(t) = g(t+ t0), pour t ∈ [0, T − t0), et en faisant tendre

t0 vers −∞, nous obtenons, pour une telle solution,

∂R

∂t
+ 2 < X,∇R > +2 Ric(X,X) ≥ 0.

En particulier, en prenant X = 0, on prouve que, sous ces hypothèses, ∂R
∂t

≥ 0,

c’est-à-dire que la courbure scalaire est croissante en tout point d’une solution antique

d’opérateur de courbure positif ou nul. Si la solution n’est pas antique on peut vérifier

que la quantité tR est croissante.

Une version intégrée s’énonce de la manière suivante (voir [33]) : si (M, g(t)) est à

opérateur de courbure positif ou nul, alors, pour tout t1 < t2 et x1, x2 ∈M ,

R(x2, t2) ≥ exp
(

−
d2
t1(x1, x2)

2(t2 − t1)

)

R(x1, t1) ,

où dt1 désigne la distance associée à la métrique g(t1).

Signalons une interprétation géométrique de ces inégalités dans [12].

4. LES OUTILS GÉOMÉTRIQUES

Hormis les outils standards de la géométrie riemannienne, les démonstrations faites

par R. Hamilton et G. Perel’man font appel à la notion de convergence des variétés

riemanniennes et nécessitent donc l’utilisation d’un théorème de compacité ; celui-ci

doit être adapté afin que les limites obtenues soient munies d’un flot de Ricci. Il est dû

à R. Hamilton ([28]).
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4.1. Le théorème de compacité

Décrivons d’abord la notion de convergence utilisée. Nous appellerons flot de Ricci

marqué un quadruplet M = (M, g(t), O, F ) où M est une variété connexe de dimension

n, g(t) un flot de Ricci sur M , défini pour t ∈ (α, ω), O est un point de M et F est un

repère orthonormé de (M, g(0)) en O. On suppose de plus que −∞ ≤ α < 0 < ω ≤ +∞

et que g(t) est complète pour chaque t ; nous dirons que le flot est complet.

Définition 4.1. — On dit qu’une suite Mk = (Mk, gk(t), Ok, Fk) converge vers

M∞ = (M∞, g∞(t), O∞, F∞) s’il existe

i) une suite d’ouverts Uk ⊂M∞, contenant O∞ et telle que tout compact de M∞ soit

contenu dans Uk pour k assez grand,

ii) une suite de difféomorphismes Φk : Uk −→ Vk ⊂ Mk envoyant (O∞, F∞) sur

(Ok, Fk), tels que Φ∗
kgk converge vers g∞ uniformément sur tout compact de M× (α, ω),

ainsi que toutes leurs dérivées spatiales et temporelles.

On a alors le théorème suivant :

Théorème 4.2 ([28]). — Soit Mk une suite flots de Ricci marqués complets telle que,

i) pour tout r > 0 et tout t ∈ (α, ω), il existe C(r, t) < +∞ vérifiant, pour tout

k, supBt(Ok,r)
{|Rm(gk(t))|} ≤ C(r, t), où Bt(Ok, r) désigne la boule de centre Ok et de

rayon r pour la métrique gk(t).

ii) Le rayon d’injectivité en Ok de la métrique gk(0) est borné inférieurement par une

constante strictement positive indépendamment de k.

Alors, il existe une sous-suite de Mk qui converge vers un flot de Ricci marqué complet.

Notons que le choix des repères en Ok n’a pour but que de fixer les difféomorphismes

locaux Φk. Par la suite nous ne mentionnerons plus cette donnée.

Esquisse de preuve

L’hypothèse sur la courbure et celle sur le rayon d’injectivité de la métrique gk(0) per-

mettent de faire converger, à une sous-suite près, la suite (Mk, gk(0)) pour la convergence

de Lipschitz pointée. La limite n’est, a priori, que C1,s pour 0 ≤ s < 1. Pour gagner

de la régularité on utilise les estimés de W.-X. Shi (3.5) ; en effet, l’inégalité α < 0

implique que les dérivées spatiales de gk(0) sont uniformément bornées, car en 0 le flot

a déjà vécu pendant une durée au moins égale à α/2. On construit alors une variété

C∞ limite, M∞, et les difféomorphismes locaux Φk. Les mêmes estimées permettent de

montrer que la suite gk(t) est équicontinue et bornée (pour des normes canoniques) d’où

leur convergence pour une sous-suite. Comme précédemment la convergence a lieu au

sens Cp, pour tout p ∈ N, et conduit à un flot de Ricci g∞(t). �

Dès lors, la principale difficulté est de borner inférieurement le rayon d’injectivité en

Ok. Dans certaines circonstances R. Hamilton y parvient mais, comme nous le verrons

plus loin, G. Perel’man prouve un très joli théorème général dont c’est une conséquence.
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4.2. Les dilatations paraboliques

Il s’agit d’une transformation de la solution de l’équation parabolique (∗3) qui permet

d’étudier à la (( loupe )) ce qui se passe au voisinage d’un point où la courbure scalaire

est grande. C’est une technique classique pour étudier certaines E.D.P.

Définition 4.3. — Soient (M, g(t)) un flot de Ricci défini sur [0, T ], t0 ∈ [0, T ) et

Q > 0. On appelle dilatation parabolique en t0 de rapport Q la famille de métriques,

g̃(t) = Qg
(

t0 +
t

Q

)

.

Elle vérifie l’équation (∗3) sur l’intervalle [−Qt0, (T − t0)Q).

Il est immédiat de vérifier que la transformation ci-dessus produit un nouveau flot

de Ricci et l’expression (( dilatation parabolique )) est justifiée par le fait que l’équation

parabolique est préservée. Il s’agit d’une dilatation de la métrique combinée avec une

contraction du temps (lorsque Q > 1) ainsi qu’un décalage de l’origine des temps.

Donnons un exemple d’utilisation. Soit (M, g(t)) un flot de Ricci défini sur un in-

tervalle [0, T ) où T < +∞ et soient deux suites xk ∈ M et tk ∈ [0, T ) telles que

Qk = R(xk, tk) −→ +∞ lorsque k → +∞ (ceci ne peut se produire que si tk → T ).

Nous considérons la solution g̃k(t) = Qkg(tk + t
Qk

) , définie sur [−Qktk, (T − tk)Qk). Si

Qk vérifie des hypothèses supplémentaires (voir la sous-section 5.2) et si nous pouvons

prouver que le rayon d’injectivité en xk de g̃k(0) est minoré, indépendamment de k,

alors, par le théorème de compacité précédent, il existe une sous-suite de (M, g̃k(t), xk)

convergeant vers un flot de Ricci marqué (M∞, g∞(t), x∞). Ce dernier flot est défini sur

(−∞, T∞) (où T∞ ≥ 0), il s’agit donc d’une solution antique qui représente un modèle

infinitésimal (et donc un modèle local approximatif) aux points où la courbure scalaire

explose.

5. LES RÉSULTATS DE G. PEREL’MAN I

Les références pour cette section et les suivantes sont les articles de G. Perel’man

[44], [46] et [45] ainsi que les notes écrites par J. Lott et B. Kleiner [36], par N. Sesum,

G. Tian et X. Wang [51], par P. Topping [58] et par R. Ye [61].

5.1. Le flot comme gradient d’une fonctionnelle

Le flot de la courbure extrinsèque d’une courbe (équation ∗C) est donné par l’opposé

du gradient de la longueur et celui de la courbure moyenne d’un corps convexe provient

du volume. En revanche, le flot de la courbure de Ricci n’est a priori pas un flot de

gradient. Une des premières originalités de [44] est de présenter le flot de Ricci de

sorte à le faire apparâıtre comme un flot de gradient. Plus précisément, soient (M, g)
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une variété riemannienne et f une fonction C∞ sur M à valeurs réelles ; on définit la

fonctionnelle,

F(g, f) =

∫

(R + |∇f |2)e−f dvol .

En se limitant à l’ensemble des g et f telles que la forme volume e−f dvol soit constante,

le gradient de la fonctionnelle F conduit aux équations,

∂g

∂t
= −2(Ric + Hess(f)) et

∂f

∂t
= −R + ∆f .

Toutes les expressions qui interviennent sont calculées pour la métrique g(t). En trans-

portant la famille g(t) par une famille de difféomorphismes dépendant de t, on se ramène

aisément aux deux équations :

∂g

∂t
= −2 Ric et

∂f

∂t
= −R + ∆f + |∇f |2 .

Elles n’ont en général pas de solutions car, en effet, l’équation portant sur la fonction

f est une équation de la chaleur rétrograde. L’astuce pour obtenir une solution de

ce système consiste à considérer une solution du flot de Ricci sur un intervalle [0, T ],

qui existe pour une donnée initiale C∞, et à résoudre l’équation sur f de manière

rétrograde, en imposant une donnée finale f(T ). Le long d’une telle famille (g(t), f(t)), la

fonctionnelle F est croissante et même strictement croissante, sauf si Ric + Hess(f) ≡ 0.

G. Perel’man introduit alors la fonctionnelle suivante, définie sur une variétéM munie

d’une métrique g,

W(g, f, τ) =

∫

[τ(R + |∇f |2) + f − n](4πτ)−
n
2 e−f dvol ,

où f est une fonction C∞ et τ > 0. Les variables de cette fonctionnelle sont contraintes

par la relation
∫

M
e−f

(4πτ)n/2 dvol = 1. Dans les applications au flot de Ricci, le nombre

réel τ vaut T − t pour un choix judicieux de T . La fonctionnelle W est interprétée

comme une entropie par G. Perel’man (voir [44], section 5) et a un rapport étroit avec

les inégalités de Sobolev logarithmiques. Le principe de monotonie affirme que, si g, f

et τ vérifient

∂g

∂t
= −2 Ric ,

∂f

∂t
= −R + ∆f + |∇f |2 +

n

2τ
,

dτ

dt
= −1 ,

alors W est croissante et strictement croissante sauf si Ric + Hess(f)− 1
2τ
g = 0. Ensuite

G. Perel’man définit l’invariant µ(g, τ) = inf
f
W(g, f, τ) et montre que la fonction µ

est bornée inférieurement lorsque τ varie dans un intervalle fini (0, τ0]. De plus, la

monotonicité de W montre que µ(g(t), τ0 − t) est croissante le long d’un flot de Ricci

g(t).

Les détails, principaux exemples et commentaires sont parfaitement rédigés dans

les notes [36], [51] et [58] et dépassent le cadre limité du présent rapport. Insistons

toutefois sur l’intéressante relation entre la fonctionnelle W et les inégalités de Sobolev

logarithmiques sur les variétés riemanniennes.
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5.2. Le non-effondrement local

Nous présentons ici le premier résultat important, que l’on peut trouver dans la

section 4 de [44].

Définition 5.1. — Soient M une variété de dimension n et g une métrique sur M ;

on dit que g est κ-non-effondrée à l’échelle ρ, si toute boule métrique B de rayon

0 < r < ρ, qui vérifie |Rm(x)| ≤ r−2 pour tout x ∈ B, a un volume supérieur à κrn.

Notons que λ2g est κ-non-effondrée à l’échelle λρ dès que g l’est à l’échelle ρ. Il est

aussi immédiat de vérifier qu’une limite (au sens fort décrit ci-dessus) de métriques

κ-non-effondrées à l’échelle ρ possède également cette propriété. Le résultat clé est le

théorème suivant, valable en dimension n,

Théorème 5.2 (G. Perel’man, [44] section 4). — Soit (M, g(t)) un flot de Ricci sur

une variété compacte M , défini sur un intervalle [0, T ) avec T < +∞ ; alors, il existe

κ = κ(g(0), T ) tel que, pour tout t ∈ [0, T ), g(t) est κ-non-effondrée à l’échelle T 1/2.

Le résultat 4.1 de [44] n’est pas exactement énoncé de cette manière, néanmoins le

théorème ci-dessus en résume l’esprit. L’échelle T 1/2 pourrait être remplacée par une

autre constante. Plus précisément, comme nous l’a suggéré J. Lott, le théorème ci-

dessus pourrait être énoncé sous la forme suivante : pour toute échelle ρ > 0, il existe

κ(ρ, g(0), T ) tel que g(t) est κ-non-effondrée à l’échelle ρ, pour tout t ∈ [0, T ).

Idée de la preuve

On utilise l’invariant µ de la sous-section 5.1. On montre que, s’il existe une suite de

boules Bk = Bg(tk)(xk, rk), pour r2
k ≤ T et tk → T , telles que r−nk vol(Bk, g(tk)) → 0,

alors µ(g(tk), r
2
k) → −∞. Il suffit pour cela d’exhiber une fonction fk qui minimise

W(g(tk), . , r
2
k). La monotonicité de µ le long des trajectoires du flot de Ricci implique

que µ(g(0), tk + r2
k) −→

k→+∞
−∞, ce qui contredit la propriété énoncée en 5.1 car la suite

tk + r2
k est bornée (T est fini). �

Un théorème de J. Cheeger (voir [5]) affirme que, sur l’ensemble des variétés rieman-

niennes compactes (M, g) de dimension n telles que |Rm(g)|=sup{|Rm(x)|; x ∈M}≤1,

vol(M, g) ≥ K et diam(M, g) ≤ 1, le rayon d’injectivité (global) est minoré par un

nombre strictement positif ǫ(n,K) ne dépendant que de n et K. On peut prouver une

version locale dans laquelle la variété (M, g) est remplacée par une boule de rayon 1.

Considérons alors un flot de Ricci défini sur un intervalle [0, T ), avec T < +∞ et posons

r(t) = |Rm(g(t))|−1/2. Pour tout t la métrique g̃(t) = 1
r(t)2

g(t) vérifie

i) Bg(t)(x, r(t)) = Bg̃(t)(x, 1) pour x ∈M ,

ii) |Rm(g̃(t))| = r(t)2|Rm(g(t))| ≤ 1 sur Bg̃(t)(x, 1),

iii) vol(Bg̃(t)(x, 1), g̃(t)) ≥ κ, d’après le théorème 5.2.

Le résultat de J. Cheeger énoncé ci-dessus montre que, si inj(x, g) désigne le rayon

d’injectivité en x d’une métrique g, alors inj(x, g(t)) = r(t) inj(x, g̃(t)) ≥ r(t)ǫ(n, κ),

c’est-à-dire,

|Rm(g(t))| inj2(x, g(t)) ≥ ǫ2(n, κ) ,
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pour tout x ∈ M et t ∈ [0, T ). C’est une difficulté majeure dans l’étude du flot de la

courbure de Ricci qui est levée par ce résultat sur le rayon d’injectivité.

Supposons maintenant que T < +∞ est le temps maximal de vie de la solution ; alors

|Rm(g(t))| → +∞ lorsque t → T . Choisissons des suites xk ∈ M et tk −→
k→+∞

T , telles

que

Qk = |Rm(xk, tk)| = sup{|Rm(g(t))|; t ∈ [0, tk]} −→ +∞ ,

et considérons la suite de métriques gk(t) obtenues par dilatation parabolique en tk et

de rapport Qk. En pointant en xk, elle admet une sous-suite convergente vers un flot de

Ricci ; on peut, en effet appliquer le théorème 4.2. La limite est un flot de Ricci complet

qui est une solution antique et κ-non-effondrée à toute échelle.

Donnons maintenant une autre version de ce phénomène, en dimension 3, en

considérant une suite (xk, tk) telle que la courbure scalaire vérifie :

Hk = R(xk, tk) = sup{R(x, t) ; x ∈M et t ∈ [0, tk]} −→ +∞ .

La suite hk(t) obtenue par dilatation parabolique en tk et de rapport Hk admet une

sous-suite convergente (pointée en xk) vers un flot de Ricci (M∞, h∞(t)) (pointé en x∞),

défini sur (−∞, 0]. En effet, la courbure scalaire de g(t) est minorée pour tout t car

son minimum crôıt ; de plus, pour t ≤ tk son maximum est majoré par R(xk, tk). On en

déduit que, pour t ≤ 0 fixé, la courbure scalaire de hk(t) est bornée. Le corollaire du

théorème 3.4 montre alors que les courbures sectionnelles de hk(t) sont bornées pour

t ≤ 0. Le rayon d’injectivité étant contrôlé par l’argument ci-dessus, nous pouvons

appliquer le théorème de compacité 4.2. La limite est de nouveau une solution antique

et κ-non-effondrée. Elle vérifie de plus

Proposition 5.3. — Pour tout t ≤ 0, la métrique h∞(t) est non plate et d’opérateur

de courbure positif ou nul.

Preuve

Soit y∞ ∈M∞, il est limite d’une suite yk ∈M et Rm∞(y∞, t) = limk→∞ Rmk(yk, t),

où Rmk désigne l’opérateur de courbure de hk. Or, pour t ≤ 0,

Rmk(yk, t) =
Rm(yk, tk + t

Hk
)

Hk
≥ −

φ(R(yk, tk + t
Hk

))

Hk
≥ −

φ(Hk)

Hk
→ 0
k→+∞

,

d’où la positivité de la courbure de h∞(t). De plus, comme la courbure scalaire de hk(tk)

est égale à 1 en xk, celle de h∞(0) est aussi égale à 1 en x∞ ; or si une des métriques

hk(t) était plate, elles le seraient toutes. �

Une version plus élaborée du théorème 5.2 est prouvée dans la section 8 de [44] ; elle

repose sur l’importante section 7 dans laquelle la fonctionnelle suivante est considérée.

Si (M, g(t)) est un flot de Ricci, γ une courbe C1 sur M et 0 ≤ τ1 ≤ τ = T − t ≤ τ2, on

définit

L(γ) =

∫ τ2

τ1

√
τ (R(γ(τ), τ) + |γ̇(τ)|2g(τ))dτ .



947–17

La théorie variationnelle de cette fonctionnelle est décrite en détail : formule de variation

première, seconde, champs de Jacobi et une notion de volume associée, appelée volume

réduit. La monotonicité du volume réduit est prouvée et celui-ci est alors utilisé en lieu

et place de la fonctionnelle µ. Les notions et inégalités introduites dans cette section 7

de [44] sont utilisées de manière essentielle dans [46].

5.3. Les κ-solutions

On rappelle que les variétés considérées sont de dimension 3 et orientables. Nous

considérons maintenant une famille de solutions qui sont appelées à être les modèles

locaux au voisinage des points où la courbure scalaire est grande. Elles sont déjà appa-

rues dans la section précédente comme limites de flots renormalisés et le but de cette

sous-section est d’en donner une classification.

Définition 5.4. — Soit κ > 0. Une κ-solution est une solution C∞ du flot de Ricci,

(M, g(t)), définie pour −∞ < t ≤ 0, telle que

i) M est une variété de dimension 3 qui peut être non compacte,

ii) pour chaque t, la métrique g(t) est complète, d’opérateur de courbure positif ou

nul, de courbure sectionnelle bornée supérieurement et non plate,

iii) pour chaque t, g(t) est κ-non-effondrée à toute échelle.

Les premiers exemples de κ-solutions sont S3 et S2 ×R munies de leur flot standard,

c’est-à-dire telles que la métrique au temps 0 est leur métrique canonique. En revanche,

on vérifie que le flot standard sur S2 × S1 n’est pas une κ-solution.

Nous pouvons utiliser les inégalités de Harnack différentielles et intégrées décrites

dans la sous-section 3.6. L’inégalité intégrée prouve, en particulier, que la courbure

scalaire d’une κ-solution est partout strictement positive ; en effet, s’il existe (x2, t2) tel

que R(x2, t2) = 0 alors, pour tout x1 ∈ M et tout t1 < t2, on a R(x1, t1) = 0 et g(t1)

est plate, ce qui est exclu.

Nous allons associer à chaque κ-solution, une autre solution appelée soliton.

Définition 5.5. — On appelle soliton de Ricci, ou plus simplement soliton, un flot

de Ricci g(t) tel qu’il existe une famille de difféomorphismes ψt, dépendant de manière

C∞ de t, et une fonction α(t), C∞ et strictement positive, vérifiant :

g(t) = α(t)ψ∗
t g(0) .

On dit que le soliton est contractant (resp. dilatant) si α est strictement décroissante

(resp. strictement croissante). Enfin, le soliton est dit de type gradient si dψt+s

ds |s=0
(x) =

∇g(t)ft(ψt(x)), où ft est une famille de fonctions dépendant de manière C∞ des deux

variables x et t.

Les solitons sont des points fixes du flot vu sur l’espace des métriques riemanniennes

modulo l’action des difféomorphismes. Ils généralisent la notion de métrique d’Einstein
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et sont des solutions auto-similaires. Un calcul immédiat montre qu’un soliton de type

gradient vérifie l’équation (voir [58]) :

Ricg(t) + Hessg(t) ft +
α′(t)

2α(t)
g(t) = 0 .

Soit alors une κ-solution (M, g(t)) ; G. Perel’man prouve la proposition suivante :

Proposition 5.6 ([44], 11.2). — Il existe une suite (xk, tk) telle que la famille de

métriques obtenue à partir de g(t) par dilatation parabolique en tk et de rapport −1/tk,

pointée en xk converge, lorsque tk tend vers −∞, vers un soliton contractant de type

gradient et non-plat. Nous l’appellerons soliton asymptotique de la κ-solution et le no-

terons M−∞.

Un tel soliton n’est, a priori, pas unique, mais, par abus de langage, nous parlerons

du soliton asymptotique. La preuve met en œuvre toute la théorie développée dans

le chapitre 7 de [44] et, en particulier, l’outil important qu’est le volume réduit. Les

nombreux détails ne peuvent être décrits dans ce rapport, le lecteur intéressé peut

se reporter à [36], [51] et [61]. L’idée est maintenant de classifier les κ-solutions en

classifiant leur soliton asymptotique. On montre qu’un soliton asymptotique est lui-

même une κ-solution (voir [36], 40.3).

Considérons un tel soliton asymptotique.

1) Dans le cas où M−∞ est non compact, il ne peut avoir sa courbure section-

nelle constamment strictement positive d’après le théorème suivant prouvé dans [46],

section 1 :

Théorème 5.7. — Il n’existe pas de soliton contractant de type gradient non compact

de dimension 3, orienté, complet et de courbure sectionnelle strictement positive et

bornée.

Par ailleurs, si son tenseur de courbure a un noyau, pour une valeur de t, un théorème

de R. Hamilton ([25]) montre que celui-ci est invariant par transport parallèle et en

temps ; c’est un principe du maximum fort pour les équations paraboliques vectorielles.

On prouve alors que le revêtement universel de la variété se scinde en un produit

métrique N × R, où N est une κ-solution de dimension 2. G. Perel’man prouve dans

[44], 11.3, que la seule κ-solution orientée de dimension 2 est la sphère munie de son flot

de courbure constante (nous dirons la sphère ronde). Notons qu’il invoque un résultat

de R. Hamilton dans [26], qui n’est malheureusement valable que pour le cas compact ;

il faut donc se reporter à [36] ou bien [61] pour compléter la preuve. Le soliton est

donc un quotient non-compact et orientable de S2 ×R, c’est-à-dire, S2 ×R lui-même,

muni de son flot canonique (que nous appellerons cylindrique), ou S2×Z2 R, où l’action

de Z2 est donnée par la relation (x, s) ∼ (−x,−s), la variété est alors difféomorphe à

RP 3�B̄3 (où B3 est difféomorphe à une boule euclidienne ouverte de dimension 3 et

B̄3 est son adhérence).
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2) Si M−∞ est compact et s’il se scinde localement, ce doit être un quotient de

S2 × S1 muni de son flot canonique (par l’argument précédent), or ce dernier n’est pas

une κ-solution. Il ne reste donc que le cas où l’opérateur de courbure est strictement

positif pour tous les temps. Le théorème 2.1 montre que le soliton doit tendre à être

de courbure constante et, comme il est auto-similaire, il est de courbure constante. La

variété M−∞ est un quotient de S3 munie de sa métrique canonique.

En résumé, si M−∞ est compact c’est un quotient de la sphère canonique, et s’il est

non compact c’est S2×Z2 R ou S2×R. Pour classer les κ-solutions nous aurons recours

au théorème de R. Hamilton, prouvé dans [25], qui montre qu’un flot de Ricci compact

en dimension 3 et qui est de courbure sectionnelle positive ou nulle est de l’un des trois

types suivants :

i) la métrique g(t) est plate pour tout t,

ii) le flot se scinde localement en un produit N×R, où N est une surface de courbure

strictement positive,

iii) pour tout t, g(t) est de courbure sectionnelle strictement positive.

1) Si (M, g(t)) est une κ-solution compacte, elle ne peut ni être plate (par hy-

pothèse) ni être recouverte par N × S1 (qui n’est pas une κ-solution), elle est donc de

courbure strictement positive et, par le théorème 2.1, est difféomorphe à un quotient

fini de S3. On peut encore subdiviser ce cas en deux sous-cas :

i) le soliton asymptotique est compact. Celui-ci est alors, d’après la discussion

précédente, le flot canonique sur un quotient de S3 munie de sa métrique canonique.

La κ-solution ressemble lorsque le temps se rapproche de −∞ à ce soliton. Or, le

théorème 2.1 montre que le flot tend à rendre la variété de courbure constante ; si elle

l’est en −∞, elle le sera pour tout temps. Il est aisé de formaliser cette observation.

Dans ce cas donc, la κ-solution est le flot canonique, de courbure constante pour chaque

t, sur un quotient de S3. Notons que ce quotient peut être arbitrairement petit, au sens

où il peut être un espace lenticulaire.

ii) Le soliton asymptotique est non-compact. Nous traitons ce cas ci-dessous car il

réclame une autre construction.

2) Si la κ-solution est non-compacte elle peut être localement scindée ou de

courbure sectionnelle strictement positive.

i) Si elle est localement scindée, comme précédemment, elle est isométrique au flot

canonique sur S2 × R ou bien S2 ×Z2 R. Topologiquement c’est un cylindre ou bien

RP 3�B̄3.

ii) Si elle est de courbure sectionnelle strictement positive, elle est difféomorphe à

une boule B3 (ou, ce qui revient au même, à R3) ; c’est, en effet, une conséquence d’un

théorème dû à D. Gromoll et W. Meyer (voir [5], chapitre 8 et [23], pour un survol).

C’est un cas que l’on précise également ci-dessous. En résumé seuls restent à décrire un

peu plus précisément les cas de courbure strictement positive, les autres tombant sous

le coup du scindement. Si (M, g(t)) est une κ-solution et (x0, t0) ∈ M × (−∞, 0], on
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définit la κ-solution normalisée en (x0, t0) par :

g0(t) = R(x0, t0)g(t0 +
t

R(x0, t0)
) .

C’est une dilatation parabolique de sorte que Rg0(x0, 0) = 1. On a alors,

Théorème 5.8 ([44], 11.7). — Pour tout κ > 0, l’ensemble des κ-solutions norma-

lisées est compact pour la topologie de la convergence pointée.

La topologie est celle suggérée dans l’énoncé du théorème de compacité 4.2.

Définition 5.9. — Soient (M, g) une variété riemannienne de dimension 3 et ǫ > 0.

Une partie T ⊂ M est appelée une ǫ-gorge ((( neck )) chez Hamilton et Perel’man) centrée

en x ∈ T s’il existe un difféomorphisme Ψ : T −→ S2 × (−1/ǫ, 1/ǫ), tel que Ψ(x) ∈

S2 × {0} et tel que l’image par Ψ de la métrique normalisée R(x)g (où R désigne la

courbure scalaire de g) est à distance ǫ, dans la topologie CN , du produit de la métrique

de courbure scalaire constante égale à 1 sur S2 par la métrique usuelle de l’intervalle.

Nous dirons que R(x)g est ǫ-proche du cylindre. L’expression (( ǫ-gorge )) est un rac-

courci pratique pour (( gorge de taille 2/ǫ )). Le nombre N est grand et de l’ordre de

[1/ǫ].

Revenons à la κ-solution (M, g(t)). Pour ǫ > 0 et pour un temps t, on note Mǫ(t)

l’ensemble des points qui ne sont pas centres d’une ǫ-gorge. L’étude des κ-solutions se

fait en contrôlant la géométrie des ensembles Mǫ(t). On procède grosso modo toujours

de la même manière ; si ces parties ne vérifient pas les propriétés souhaitées, on trouve

une suite de points et de temps tels que les métriques correspondantes convergent, par

le théorème de compacité ci-dessus, vers une κ-solution qui possède une droite (i.e. une

géodésique paramétrée par R et minimisante sur toute sa longueur) ; on en déduit que

la limite obtenue se scinde en un cylindre et, par conséquent, juste avant la limite, les

points choisis pour marquer la suite sont dans des ǫ-gorges, contredisant ainsi le fait

qu’ils ont été choisis dans Mǫ(t). On différencie deux cas :

i) Mǫ est contenu dans deux boules disjointes séparées par un tube ; c’est le cas

lorsque la κ-solution est compacte. Elle est alors difféomorphe à S3 ou RP 3. On pourrait

s’attendre à ce qu’apparaissent également RP 3#RP 3 ; ceci n’est pas possible car nous

sommes dans une situation où la variété est difféomorphe à un quotient de S3 et a donc

un groupe fondamental fini.

ii) Mǫ est compact et inclus dans une boule en dehors de laquelle la variété est un

tube ; on sait déjà que la κ-solution est difféomorphe à une boule B3, elle est munie de

métriques telles, qu’en dehors d’un compact, tout point est le centre d’une ǫ-gorge.

Définition 5.10. — On appelle capuchon de taille 2/ǫ, ou, plus simplement,

ǫ-capuchon ((( cap )) chez Perel’man), une métrique sur une boule euclidienne de

dimension 3, B3, ou sur RP 3�B̄3, telle que tout point en dehors d’un compact est le

centre d’une ǫ-gorge et telle que la courbure scalaire soit bornée.



947–21

Résumons ce que produit cette étude (voir [44], [36] et [51] pour les nombreux détails).

Pour un flot de Ricci, un point x et un temps t, nous noterons B(x, t, r) la boule de

centre x et de rayon r pour la métrique g(t).

Théorème 5.11 ([46] section 1.5 et [36] section 53). — Il existe ǫ0 > 0 tel que, pour

tout 0 < ǫ ≤ ǫ0, il existe une constante C1 = C1(ǫ) > 0 telle que, pour toute κ-solution

(M, g(t)) et tout (x, t), il existe un rayon r ∈ [ 1
C1R(x,t)1/2 ,

C1

R(x,t)1/2 ] et un voisinage U ,

B(x, t, r) ⊂ U ⊂ B(x, t, 2r), qui vérifie une des assertions suivantes :

a) U est une ǫ-gorge,

b) U est un ǫ-capuchon,

c) U est une variété compacte difféomorphe à S3 ou RP 3 et de courbure strictement

positive,

d) U est une variété compacte de courbure sectionnelle constante strictement positive.

On peut même contrôler la courbure scalaire et minorer le volume dans les cas a),

b) et c), par des quantités de l’ordre de R(x, t), de même que la courbure sectionnelle

dans le cas c). De plus, en utilisant le soliton asymptotique et le théorème de compacité

on prouve aussi qu’il existe κ0 > 0 et une constante universelle η > 0 tels que toute

κ-solution soit ou bien un quotient de la sphère canonique, ou bien une κ0-solution, et

qu’en chacun de ses points on ait

(5.3.1) |∇R| ≤ ηR3/2 , |
∂R

∂t
| ≤ ηR2 .

On a exclu les quotients de la sphère canonique de la possibilité d’être une κ0-solution,

car ils peuvent être très petits, des espaces lenticulaires par exemple pour lesquels

la constante κ n’est pas minorée. Ces dernières inégalités permettent de contrôler la

courbure dans un voisinage en espace-temps d’un point donné.

5.4. Le théorème des voisinages canoniques

C’est le point culminant de [44], le résultat qui permet de pratiquer la chirurgie

autorisant la poursuite du flot malgré les singularités. Utilisons, pour simplifier, une

définition donnée dans [44]

Définition 5.12. — On appelle voisinage parabolique, noté P (x, t, r,∆t), l’ensemble

des points (x′, t′) avec x′ ∈ B(x, t, r) et t′ ∈ [t, t+ ∆t] ou t′ ∈ [t+ ∆t, t] suivant le signe

de ∆t.

On a montré dans la sous-section 5.2 que, si l’on regarde une solution du flot de Ricci

au voisinage d’un maximum (en temps et en espace) de la courbure scalaire, alors la

métrique ressemble à (converge vers) une κ-solution. On prouve alors un résultat plus

précis qui permet de décrire les régions de grande courbure scalaire qui ne correspondent

pas nécessairement à des maxima
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Théorème 5.13 ([44], 12.1). — Soit ǫ > 0, κ > 0 ; il existe r0 > 0 tels que, si

(M, g(t)) est un flot de Ricci défini pour t ∈ [0, T ], de courbure φ-presque positive,

sur une variété compacte de dimension 3, κ-non-effondrée à l’échelle r0, alors, pour

tout (x0, t0), t0 ≥ 1 et Q = R(x0, t0) ≥ r−2
0 , le voisinage parabolique P (x0, t0,

1√
ǫQ
,− 1

ǫQ
)

est, après dilatation parabolique en t0 de rapport Q, ǫ-proche du voisinage correspondant

d’une κ-solution.

La proximité de deux métriques est celle utilisée dans la définition d’une gorge. On dit

qu’un voisinage parabolique est proche d’une solution si le flot sur l’intervalle considéré

est proche du flot sur la solution pour un intervalle de temps identique. L’hypothèse

t0 ≥ 1 est présente car il est nécessaire que le flot ait vécu assez longtemps (disons

1 seconde) afin de régulariser les voisinages des points de grande courbure. On peut

toujours se ramener à cette hypothèse par dilatation parabolique qui rend la courbure

petite au temps 0 ; les estimés de W.-X. Shi montrent alors que l’explosion ne survient

pas avant 1 seconde.

Nous avons simplifié l’énoncé en omettant un paramètre qui est la fonction φ de

l’inégalité de Hamilton-Ivey ; le nombre r0 dépend du choix de cette fonction (dont

nous avons donné un exemple dans le théorème 3.4). Ceci, combiné avec le théorème de

structure des κ-solutions, donne une description, comme dans 5.11, des voisinages des

points de grande courbure.

Insistons sur le fait que ce théorème affirme que l’explosion a toujours lieu le long de

sous-variétés difféomorphes à S2.

Idée de la preuve

La principale difficulté vient du fait que nous ne travaillons pas en un maximum

de la courbure scalaire. La preuve est faite par contradiction. On suppose qu’il existe

ǫ > 0, κ > 0, une suite de flots de Ricci (de dimension 3), notés (Mk, gk(t)), de cour-

bure φ-presque positive, définis sur un intervalle [0, Tk], x̂k ∈Mk, t̂k ≥ 1, rk −→ 0
k→+∞

, tels

que Mk est κ-non-effondrée aux échelles inférieures à rk, Qk = R(x̂k, t̂k) ≥ r−2
k et le

voisinage parabolique correspondant n’est pas ǫ-proche d’une κ-solution (après chan-

gement d’échelle de rapport Qk). Si un tel point de l’espace temps (x̂k, t̂k) est appelé

un mauvais point, on cherche parmi les mauvais points ceux qui ont (presque) la plus

grande courbure scalaire. On trouve une suite (xk, tk) de mauvais points tels que tout

point (y, t), t ≤ tk, vérifiant R(y, t) ≥ 2R(xk, tk) est bon. Les estimés du gradient de

la courbure scalaire en espace montrent que, dans un voisinage de ces points de taille

contrôlée, la courbure scalaire est comparable à R(xk, tk). On peut alors prendre une

limite sur ces voisinages en renormalisant les métriques comme dans la sous-section 5.2.

Il faut ensuite montrer que la limite de la suite renormalisée existe au sens de la conver-

gence pointée, c’est-à-dire sur toute boule. Par ailleurs, l’estimé sur la dérivée de la

courbure de la sous-section précédente montre que cette limite possède un (( bout )) de

flot vers les temps négatifs et il faut là encore montrer qu’elle est munie d’un flot de

Ricci qui est une solution antique. En conclusion on prouve que c’est une κ-solution,
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ce qui contredit le choix des points (xk, tk). Le théorème de compacité 4.2, dans des

formes plus générales, est utilisé plusieurs fois à chaque étape. �

6. LES TRAVAUX DE PEREL’MAN : LE FLOT AVEC CHIRURGIES

L’article [46] représente un travail techniquement difficile et qui utilise toutes les no-

tions déjà introduites dans [44]. Dans ce rapport nous ne retiendrons que la construction

du flot avec chirurgies, qui permet de franchir les singularités. C’est une idée inventée

par R. Hamilton – pour la dimension 4 dans [30] (voir aussi [29]) – qui a fait une

grande partie du travail dont une brève description suit. La seule faiblesse de l’argu-

ment développé dans [30] est que la chirurgie ne se pratique qu’aux points de courbure

(presque) maximale. Quelques arguments sont incomplets, en particulier la preuve de

la non-accumulation des chirurgies. Pour ce qui concerne la dimension 4, ceci est traité

dans la récente prépublication [8], dans laquelle la méthode développée par G. Per-

el’man, dans [46], est adaptée au contexte.

6.1. Premier temps singulier

Considérons un flot de Ricci (M, g(t)) défini sur un intervalle maximal [0, T ), où T

est fini et M est une variété compacte, connexe, sans bord, orientée et de dimension 3.

Nous supposerons g(0) normalisée pour satisfaire les hypothèses de 3.4. La courbure

de g(t) explose au voisinage de T (c’est-à-dire, son supremum tend vers +∞). Par le

théorème des voisinages canoniques, pour ǫ assez petit, il existe r = r(ǫ) > 0 tel que

tout point (x, t) vérifiant R(x, t) ≥ r−2 a un voisinage qui est soit une ǫ-gorge, soit

un ǫ-capuchon, soit une variété compacte de courbure sectionnelle strictement positive.

Dans ce dernier cas, par connexité, M est entièrement contenue dans ce voisinage et est

une variété de courbure strictement positive ; par le théorème 2.1, M peut être munie

d’une métrique de courbure constante et est donc un quotient de la sphère S3 par un

groupe d’isométries de la métrique canonique.

Dans les autres cas, les voisinages canoniques sont des gorges ou bien des capuchons.

On appelle Ω l’ensemble des points où la courbure de g(t) reste bornée lorsque t tend

vers T . Notons que Ω n’est pas nécessairement connexe mais, grâce à (5.3.1), on montre

qu’il est ouvert dans M . Au premier temps singulier, l’ensemble Ω ne peut pas avoir de

composante compacte ; en effet, cette composante serait ouverte et fermée, et M étant

connexe, elle serait égale à M en entier ; mais alors la courbure sur M serait bornée, ce

qui est incompatible avec la définition de T . Donc M�Ω est l’ensemble des points où

la courbure tend vers l’infini lorsque t tend vers T et est non vide. L’ensemble, M�Ω

peut être très compliqué ; en effet, le théorème des voisinages canoniques affirme que

l’explosion a lieu dans des gorges, le long de sphères et celles-ci pourraient très bien

s’accumuler.

L’ensemble Ω peut être vide. Si c’est le cas, en prenant un temps t très proche de T , on

constate que la variété M est entièrement recouverte par des ǫ-gorges et des ǫ-capuchons
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de courbure bornée. Lorsque deux ǫ-gorges s’intersectent, leur réunion est difféomorphe

à S2 ×R, si ǫ est choisi assez petit. De même, si une ǫ-gorge intersecte un ǫ-capuchon,

leur réunion est difféomorphe à B3 ou RP 3�B̄3. Par ailleurs les gorges et les capuchons

sont de diamètre minoré, donc, pour t < T , on peut choisir un recouvrement fini par de

tels ensembles. Cela montre que, dans ce cas, M est difféomorphe à S3, RP 3, S2 × S1

ou bien RP 3#RP 3. C’est un cas où la variété disparâıt en un temps fini.

Si Ω est non vide, la métrique g(t) converge sur Ω vers une métrique de classe

C∞ notée g(T ) (pour prouver ce fait il faut utiliser les estimés de W.-X. Shi). Le

théorème des voisinages canoniques s’applique, par continuité, à (Ω, g(T )), en chan-

geant éventuellement la constante ǫ. Pour un nombre ρ < r, considérons l’ensemble

Ω(ρ) = {(x, t) ; R(x, T ) ≤ ρ−2}. Si Ω(ρ) est vide, on conclut comme dans le cas où Ω

est vide ; on suppose donc Ω(ρ) non vide. Le nombre ρ est de la forme δr, où δ > 0

est un paramètre à choisir, qui permet d’avoir de la marge pour les opérations qui

suivent. Les inégalités 5.3.1 montrent que Ωρ est compact. Nous allons décrire Ω�Ωρ.

La définition qui suit s’applique à des chirurgies ultérieures, c’est pourquoi ii) mentionne

une composante compacte qui n’existe pas au premier temps singulier.

Définition 6.1. — Dans l’ensemble Ω, on appelle

i) ǫ-tube, une sous-variété difféomorphe à S2 × I (I est un intervalle) dont chaque

point est le centre d’une ǫ-gorge dans Ω,

ii) ǫ-tore, une composante de Ω qui est une variété fermée dont chaque point est le

centre d’une ǫ-gorge. Un ǫ-tore est difféomorphe à S2 × S1,

iii) ǫ-pointe ((( horn )) chez G. Perel’man), un sous-ensemble de Ω difféomorphe à

S2 × [0, 1) dont le bord est contenu dans Ω(ρ) et dont chaque point est le centre d’une

ǫ-gorge. La courbure scalaire de g(T ) tend vers +∞ à l’autre bout,

iv) double ǫ-pointe, une composante connexe de Ω difféomorphe à S2 × (0, 1) dont

chaque point est le centre d’une ǫ-gorge. La courbure scalaire de g(T ) tend vers l’infini

aux deux bouts,

v) ǫ-pointe encapuchonnée, une composante de Ω difféomorphe à une boule ou à

RP 3�B̄3 dont chaque point est soit dans une ǫ-gorge, soit dans un ǫ-capuchon. La

courbure scalaire tend vers l’infini au bout.

Dans la suite nous pourrons omettre la mention à ǫ pour alléger le discours. Nous

travaillons au temps T . Partons d’une gorge ou d’un capuchon dans Ω�Ω(ρ), un point

de son bord est contenu dans Ω(ρ), dans une gorge ou bien un capuchon adjacent à

la première gorge. Si c’est une gorge, en poursuivant ce procédé on ne peut s’arrêter

que lorsque l’on rencontre un capuchon ou bien Ω(ρ) ; s’il se poursuit indéfiniment on

obtient une pointe ; notons qu’on ne sait rien du diamètre des pointes qui peut être fini

ou infini. On peut résumer ceci par l’assertion suivante :

Fait 6.2. — Tout ǫ-gorge ou ǫ-capuchon de Ω�Ω(ρ) est contenu dans l’un des en-

sembles suivants :

a) un tube dont les bords sont dans Ω(ρ),



947–25

b) un capuchon dont le bord est dans Ω(ρ),

c) une pointe dont le bord est dans Ω(ρ),

d) une pointe encapuchonnée,

e) une double pointe.

Rappelons que nous avons exclu les composantes compactes de Ω pour ce premier

temps singulier. On remarque qu’un point x du bord de Ω(ρ) est contenu dans une

ǫ-gorge, c’est-à-dire un ensemble presque isométrique à S2×(− 1
ǫ
√
ρ
, 1
ǫ
√
ρ
), dont les sphères

sont de courbure presque égale à ρ. Dans ce cylindre la courbure peut osciller autour

de ρ−2, il se pourrait donc qu’il se décompose en une infinité de petits cylindres de

courbure scalaire supérieure à ρ−2 séparés par d’autres de courbure scalaire inférieure

à cette valeur. Ceci montre que l’affirmation, figurant dans [46] page 7, selon laquelle

les ǫ-tubes dont les bords rencontrent Ω(ρ) ont un volume minoré n’est pas correcte,

mais cela est sans importance pour la suite. Les ensembles de type b) ont un volume

minoré en fonction de ρ d’après 5.11 et ceux de type c), dont la courbure tend vers

l’infini au bout, contiennent une gorge de courbure de l’ordre de 2ρ−2 ; leur volume est

donc également minoré par une fonction de ρ. Par ailleurs le volume de (M, g(t)) est

majoré indépendamment de t sur l’intervalle [0, T ) car la courbure scalaire est minorée

(le minimum est croissant) et,

d vol(M, g(t))

dt
= −

∫

M

R(x, t)dvg(t) .

On en déduit que le volume de (Ω, g(T )) est fini et, par conséquent, qu’il n’y a qu’un

nombre fini de composantes de Ω contenant des points de Ω(ρ) et chacune d’elles a un

nombre fini de bouts, tous de type c) (un capuchon n’est pas un bout et un tube relie

deux parties de Ω(ρ)). Les autres composantes de Ω sont de types d) et e).

Lorsque t se rapproche de T on peut voir apparâıtre un chapelet de doubles pointes

avec d’un côté une pointe reliée à Ω(ρ) et de l’autre une pointe encapuchonnée ou

bien se terminant des deux côtés par une pointe reliée à Ω(ρ). Le nombre de doubles

pointes peut être infini. Pour un temps fixé juste avant l’explosion en T , la variété

est de diamètre fini et les gorges de diamètre contrôlé par la courbure ; on peut donc

recouvrir Ω�Ωρ par un nombre fini de gorges et de capuchons. Les chapelets précédents

proviennent donc de tubes bouchés soit par des boules ou des ensembles difféomorphes

à RP 3�B̄3, dans le premier cas, soit par des tubes reliant deux parties de l’ensemble

qui converge vers Ω(ρ), dans le second cas (figures 1 et 2 ci-dessous).
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Ω

pointe
double-pointe pointe avec capuchon

voisinage canonique

au temps T

pour t < T

Fig. 1

La topologie de M peut être reconstituée comme suit : on considère la liste Ωj ,

1 ≤ j ≤ i, des composantes connexes de Ω qui contiennent des points de Ω(ρ), on

tronque les pointes et on colle sur les bords obtenus des tubes S2×I (I est un intervalle),

ou des boules B3 ou bien des ensembles difféomorphes à RP 3�B̄3. En conséquence,

si Ω̄j désigne la compactification de Ωj qui consiste à (( fermer )) chaque pointe par un

point, alors M est difféomorphe à la somme connexe des Ω̄j (ce qui correspond au

recollement d’un tube entre deux Ωj différents) avec un nombre fini de S2 × S1 (qui

correspondent au recollement de tubes entre deux bords différents du même Ωj), un

nombre fini de RP 3 et un nombre fini de sphères (qui n’ont aucune influence sur la

topologie). Au passage nous avons fait disparâıtre M�Ω ; le théorème des voisinages

canoniques montre que si la courbure scalaire tend vers l’infini en un point qui est

dans une gorge, elle le fait sur toute la sphère de dimension deux correspondante ; la

structure des parties du complémentaire de Ω provenant des capuchons est moins claire.

au temps T

pour t < T

Ωi Ωj

Fig. 2
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Nous pouvons résumer cette section dans le diagramme suivant :

M = quotient de S3 .

ր

Ω = ∅

ց
⋃

gorges
⋃

capuchons ⇒M = S3, RP 3, RP 3#RP 3, S2 × S1 .

Ω 6= ∅ −→ M = #jΩ̄j #
fini

RP 3 #
fini

S2 × S1 .

6.2. La solution standard

La condition initiale de la solution standard est une métrique complète sur R3,

d’opérateur de courbure positif ou nul et de courbure scalaire strictement positive

qui est asymptote à un cylindre canonique et invariante par rotation. Il s’agit donc

de recoller un hémisphère de courbure scalaire constante égale à 1 à un demi-cylindre

S2 × [0,+∞) muni de la métrique produit (S2 est de courbure scalaire constante égale

à 1 également) ; le pôle de l’hémisphère est l’origine de R3 et est appelé le centre. Il

faut utiliser une partition de l’unité afin de réaliser une métrique de classe C∞ et la

métrique de l’hémisphère est alors presque ronde. Il n’y a pas unicité et l’utilisation de

l’article défini est abusive ; toutefois, nous faisons un choix que nous appellerons (( la ))

condition initiale de la solution standard. La variété n’étant pas compacte il n’est pas

immédiat qu’il existe une solution ayant cette métrique pour donnée initiale en temps

petit ; la courbure étant bornée à l’infini ce résultat est dû à W.-X. Shi ([52]). De même,

l’unicité est à prouver ([46], section 2 ou [8], appendice A). On démontre également que

la solution est définie pour t ∈ [0, 1), qu’elle est complète et invariante par rotation pour

tout t (voir [46] et [8]). Enfin, la solution standard vérifie les conclusions du théorème

5.11 et on peut montrer que sa courbure scalaire vérifie, pour tout x ∈ R3 et t ∈ [0, 1),

R(x, t) ≥ const.
1−t

.

6.3. La première chirurgie

C’est l’idée inventée par R. Hamilton pour la dimension 4, dans [30], qui est reprise par

G. Perel’man et adaptée à la dimension 3. Elle consiste à opérer une chirurgie métrique

pour éliminer les parties de la variété qui sont susceptibles de devenir des singularités.

La chirurgie se pratique sur des composantes de Ω qui contiennent des points de Ω(ρ) ;

ce faisant, nous sommes dans l’obligation d’éliminer des parties de Ω dont nous devons

contrôler la topologie. La description donnée dans la section précédente joue alors un

rôle essentiel. Insistons sur le fait que la chirurgie se pratique toujours le long de sphères

et ce n’est donc pas elle qui produira la décomposition de Jaco-Shalen-Johannson mais

plutôt celle de Kneser.

La chirurgie est faite à une échelle différente de ρ. En fait, il existe un nombre

0 < h < δρ tel que, si (x, T ) est un point qui est dans une pointe dont le bord rencontre

Ω(ρ), vérifiant R(x, T ) ≥ h−2, le voisinage parabolique P (x, T, δ−1R(x, T )−
1
2 ,−R(x, T )−1)
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est contenu dans une δ-gorge (en un sens plus fort que nous omettons de préciser).

Nous dirons que h est le paramètre de chirurgie ; il dépend des données du problème

que sont la fonction φ du théorème 3.4, celle du nombre r0 apparaissant dans 5.13,

de ǫ et δ. Tant que δ est minoré on peut choisir h minoré ; le travail de la prochaine

sous-section est justement l’existence d’un tel δ. Le nombre δ est choisi beaucoup plus

petit que ǫ.

On procède alors de la manière suivante :

a) on élimine les composantes de Ω qui ne rencontrent pas Ω(ρ). On connâıt leur

impact sur la topologie de M ,

b) dans les pointes qui rencontrent Ω(ρ) on choisit un point x tel que R(x, T ) = h−2 ;

il est le centre d’une δ-gorge (par définition de h). On coupe le long de la sphère de

dimension 2 qui le contient, c’est-à-dire la sphère centrale,

c) sur le bord libre, difféomorphe à S2, on colle un homothétique de rapport h2 d’un

voisinage de taille fixe du centre de la condition initiale de la solution standard. Le

recollement est décrit ci-dessous.

d) À partir de cette nouvelle variété on relance le flot en prenant T comme origine

des temps.
solution standard

Ω

Fig. 3

Dans [30], R. Hamilton montre que la nouvelle variété vérifie le pincement de

Hamilton-Ivey avec la même fonction φ, quitte à choisir correctement le recollement.

Nous précisons ce dernier point.

La demi-gorge sur laquelle la chirurgie est opérée est identifiée à S2 × [0, h
δ
). Soit λ

un nombre à choisir.

1) On munit S2 × [0, λ] de la métrique g de la gorge,

2) On munit S2× [λ, 2λ] de la métrique e−2fg, où f est une fonction de la coordonnée

longitudinale seulement qui vaut 0 au voisinage de λ, qui est partout très proche de 0

et qui est choisie pour que la courbure sectionnelle soit positive à partir de 2λ. On peut

également la choisir en sorte que les courbures sectionnelles de e−2fg soient supérieures

à celles de g sur l’intervalle [λ, 2λ] (voir [18] pour les détails). Par monotonie de la

fonction φ, la condition de Hamilton-Ivey est alors vérifiée sur cet intervalle. Ensuite,

3) sur S2 × [2λ, 3λ] la métrique est de la forme e−2f(ψg + (1 − ψ)h2ḡ), où ψ est une

fonction plateau de la coordonnée longitudinale qui vaut 1 au voisinage de 2λ et 0 au

voisinage de 3λ, et ḡ est la métrique de la condition initiale de la solution standard. La

fonction f étant fixée on peut choisir δ assez petit pour que la courbure sectionnelle

de cette métrique soit positive. La condition de hamilton-Yvey est alors trivialement

vérifiée. Enfin,
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4) sur S2×[3λ, c], pour 3λ ≤ c ≤ 4λ, la métrique est e−2fh2ḡ et le centre de la solution

standard correspond à la valeur c du paramètre longitudinal. Sa courbure sectionnelle

est strictement positive.

On peut décrire plus précisément ḡ comme un produit tordu sur le cylindre. Le

nombre λ est de l’ordre de h/ǫ. On choisit donc les paramètres pour que la courbure

soit supérieure à celle de g (c’est le cas pour e−2fg) ou bien que la courbure sectionnelle

soit positive ; dans les deux cas le pincement de Hamilton-Ivey est vérifié. On note

également que la distance du centre du capuchon ajouté à la sphère de chirurgie est

de l’ordre de h/ǫ. En éliminant la demi-gorge on a perdu un volume de l’ordre de h3/δ

et, en collant le capuchon standard, on l’a augmenté de l’ordre de h3/ǫ ; si δ est assez

petit devant le paramètre ǫ fixe, alors la chirurgie fait perdre une quantité de volume

de l’ordre de h3. Ce volume pourrait être récupéré très rapidement par l’évolution

ultérieure du flot ; il n’en est rien. En effet, cette chirurgie n’affecte pas le minimum

de la courbure scalaire, puisqu’elle se pratique en des régions où celle-ci est grande, et

ce minimum reste donc croissant. La formule déjà utilisée montre alors que la dérivée

logarithmique du volume de la nouvelle variété est majorée ; l’accroissement de volume

dans un intervalle de temps fini donné est donc contrôlé. Cet argument montre que ce

type de chirurgies ne peut intervenir qu’un nombre fini de fois dans un intervalle de

temps fini, tant que δ est fixé ; le nombre de chirurgies dépend de la condition initiale

et des divers choix de paramètres.

Remarque 6.3. — On peut dire que r0 est l’échelle à laquelle on contrôle la géométrie

d’un voisinage (théorème des voisinages canoniques), h est l’échelle à laquelle on effectue

la chirurgie. On pourrait effectuer la chirurgie à l’échelle ρ mais l’argument précédent

montre qu’il faut se laisser un peu de marge. Le paramètre ǫ est un paramètre de contrôle

qui décrit la proximité utilisée dans le théorème des voisinages canoniques. Il doit en

particulier être assez petit pour que la réunion de deux gorges dont l’une est centrée

sur le bord de l’autre soit difféomorphe à S2 × I ; c’est une condition indépendante de

la variété. Le paramètre δ est un paramètre de contrôle bien plus fin, nécessaire dans

la chirurgie et, en particulier, dans l’argument précédent.

L’étape suivante consiste à montrer l’existence de ce flot modifié pour tout temps.

6.4. Existence pour tout temps du flot avec chirurgies

C’est la partie où l’on choisit les paramètres r0 et δ afin de faire fonctionner le

processus. Dans [46] il est appelé (( Ricci flow with δ-cutoff )) ; nous garderons toutefois

l’expression (( flot avec chirurgies )) sachant que cela implique l’utilisation du paramètre δ

et du paramètre r0. Une variété riemannienne M , compacte orientable de dimension 3

est dite normalisée si |Rm(x)| ≤ 1, pour tout x ∈ M , et le volume de toute boule

de rayon 1 est au moins la moitié du volume de la boule unité de R3. Dans [31],

R. Hamilton montre que, pour des données initiales normalisées, la plus petite valeur
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propre de l’opérateur de courbure vérifie

(1 + t)R(x, t) ≤ (1 + t)(−ν(x, t))(ln((1 + t)(−ν(x, t)) − 3) ,

dès que −ν > 0. Ceci montre l’existence d’une fonction décroissante φ : (0,+∞) → R,

telle que φ(x) ∼ 1
ln(x)

, pour x grand, avec la propriété que

(1 + t)ν(. , t) ≥ −(1 + t)R(. , t)φ((1 + t)R(. , t)) .

Ce choix généralise celui fait pour le théorème 3.4. Il est surtout utile pour les grands

temps (et donc, comme nous le verrons plus loin, pour la géométrisation) ; il produit

les mêmes résultats que ceux prouvés dans le théorème 3.4. La chirurgie n’affecte pas

cette propriété comme nous l’avons déjà signalé.

Après la première chirurgie la nouvelle donnée initiale n’est plus normalisée, la variété

considérée n’est plus connexe et les paramètres utilisés pour la chirurgie suivante doivent

être modifiés, par exemple en les faisant dépendre du temps. Ils pourraient se dégrader

à tel point que le processus s’arrête. La condition de courbure φ-presque positive étant

préservée, la seule raison qui empêche la poursuite du flot est que le théorème des

voisinages canoniques ne soit plus vérifié pour la valeur de r0 choisie, il faut donc la

modifier (essentiellement diminuer r0) mais alors le risque est que ce nombre tende

vers 0 en un temps fini.

Nous appellerons flot de Ricci avec chirurgies sur un intervalle [0, T ) le résultat de

l’itération de la procédure décrite ci-dessus. Après la première chirurgie, la variété a

un nombre fini de composantes connexes car on ne garde de Ω que les composantes

qui intersectent Ω(ρ) ; on étudie le flot de Ricci sur chacune d’elles simultanément. On

atteint éventuellement un nouveau temps singulier et apparâıt un nouvel ensemble Ω.

On pratique une nouvelle chirurgie et on recommence, espérant poursuivre ce processus

pour tout temps. Notons que maintenant Ω peut contenir des composantes compactes.

On dira que la solution (ou une de ses composantes) est éteinte si Ω(ρ) (ou la composante

correspondante) est vide. Par commodité on considérera, dans le cas d’une extinction

totale, que le flot se poursuit pour tous les temps supérieurs en un flot sur une variété

vide. La notion de flot avec chirurgies est formalisée de manière générale dans [36], 61.1,

et peut donc être appliquée à d’autres types de chirurgies que celles décrites ci-dessus.

Le résultat principal est la proposition suivante

Proposition 6.4 ([46], 5.1). — Il existe des suites décroissantes 0 < rj < ǫ2, 0 < κj,

et δ̄j < ǫ2, pour j = 1, 2 . . . , telles que, pour toute condition initiale normalisée et toute

fonction δ(t), satisfaisant 0 < δ(t) < δ̄j pour t ∈ [2j−1ǫ, 2jǫ], le flot de Ricci avec chirur-

gies correspondant est défini pour t ∈ [0,+∞). De plus, il est κj-non-effondré et vérifie

les conclusions du théorème des voisinages canoniques à l’échelle rj sur l’intervalle de

temps t ∈ [2j−1ǫ, 2jǫ].

Remarque sur la preuve

Comme nous l’avons indiqué plus haut, la seule chose à faire est de montrer que le

théorème des voisinages canoniques est vrai avec un paramètre ne se dégradant pas
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trop vite. En cela la preuve n’est qu’une nouvelle version du théorème 5.13 tenant

compte des chirurgies. Elle est techniquement plus difficile, mais ne contient pas d’idée

fondamentalement nouvelle. On constate au passage que la constante κ doit aussi être

modifiée, ce qui est indispensable comme on peut s’en convaincre en étudiant l’exemple

du produit d’une surface hyperbolique avec S1 (exemple suggéré dans [39]). �

En conclusion, si la variété obtenue après k chirurgies est appelée Mk, M s’obtient

en faisant la somme connexe des composantes de Mk, d’un nombre fini de quotients

de S3 (par des sous-groupes finis du groupe d’isométries de la métrique ronde) et d’un

nombre fini de copies de S2 × S1.

7. TRAVAUX DE PEREL’MAN III

7.1. Extinction en temps fini

Il y a un cas où l’on peut connâıtre complètement la topologie de la variété M , c’est

celui où le flot s’éteint totalement en un temps fini. En effet, sous cette hypothèse, il

n’y a qu’un nombre fini de chirurgies et la discussion précédente montre que M est

obtenue comme somme connexe d’un nombre fini de copies de quotients de S3 (par des

sous-groupes du groupe d’isométries canonique) et de S2 × S1. Il est donc intéressant

de chercher des hypothèses impliquant cette extension. C’est ce qui est fait dans [45].

Nous présentons ici la variante due à T. Colding et W. Minicozzi (voir [16]) qui nous

semble plus simple.

Soit M une variété de dimension 3, compacte, connexe, orientée, de classe C∞ et

g(t) un flot de Ricci sans chirurgies sur M . On suppose que M est première pour la

décomposition de Kneser en somme connexe, c’est-à-dire que, si M = P1#P2, alors P1

ou P2 est homéomorphe à S3 (voir [32], théorème 1.5) ; on suppose également que M a

un groupe fondamental fini. On dit que M est irréductible si toute sphère S2 ⊂M borde

une boule. Si M est compacte, connexe, orientable, première et de groupe fondamental

fini elle est irréductible ([32], proposition 1.4) et son revêtement universel est une sphère

d’homotopie. En particulier, π3(M) 6= {0}.

Considérons une situation générale où (N, g) est une variété riemannienne compacte,

connexe et orientable ; on peut définir l’espace H = L2
1(S

2, N) des applications de S2

dans N dont la différentielle est de carré intégrable ; il suffit pour cela de plonger N

isométriquement dans Rn (voir [41]). On peut également considérer des applications à

différentielles Hölder afin d’avoir plus de régularité. Appelons i la fonction qui associe

à un point x ∈ N l’application i(x) : S2 −→ N qui envoie tout S2 sur x. Dans [41], les

auteurs montrent que si π3(N) 6= {0}, alors π1(H, i(N)) 6= {0}, c’est-à-dire : l’espace

des applications de S2 dans N modulo les applications constantes n’est pas simplement

connexe. Soit alors un chemin continu β : [0, 1] −→ C0 ∩ L2
1(S

2, N), tel que β(0) et

β(1) soient des applications constantes et que la classe d’homotopie [β] de β soit non
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triviale. On définit l’énergie

W (g) = min
γ∈[β]

max
s∈[0,1]

E(γ(s)) ,

où E(γ(s)) désigne l’énergie de l’application γ(s) de S2 dans N .

On montre que les propriétés topologiques de H impliquent que W (g) > 0, pour

toute métrique g (voir [35]). T. Colding et W. Minicozzi prouvent le résultat suivant,

pour un flot de Ricci (M, g(t)),

Théorème 7.1 ([16]). — Soit (M, g(t)) un flot de Ricci (sans chirurgies) où M est

une variété de dimension 3, compacte, connexe, orientable, première et non asphérique

(i.e. il existe k > 1 tel que πk(M) 6= {0}). Alors,

dW

dt
(g(t)) ≤ −4π +

3

4(t+ C)
W (g(t)) ,

pour C = − 3
2Rmin(0)

si Rmin(0) < 0, et C = +∞ sinon (c’est-à-dire, le terme correspon-

dant disparâıt). En particulier, le flot s’éteint en temps fini.

Notons que, bien que la fonction W ne soit pas nécessairement dérivable, on peut

donner un sens à l’expression ci-dessus. La méthode de preuve utilise des résultats

standards de la théorie des applications harmoniques et des calculs d’aires assez faciles.

G. Perel’man considère, dans [45], des classes d’homotopie d’applications de S1 dans

M . Il remplit ces applications par des disques minimaux ; toutefois, comme le problème

de Plateau est difficile à résoudre si la courbe bordante n’a pas une forme agréable, il la

(( régularise )) en lui appliquant le flot de la courbure extrinsèque décrit par M. Grayson

([22]). On peut comparer cette idée à un argument similaire utilisé dans [31].

Le théorème 7.1 s’applique au cas oùM est de groupe fondamental fini et irréductible.

Question : Peut-il s’étendre à un flot avec chirurgies ?

Admettons que ce soit le cas, cela montrerait qu’une variété irréductible de groupe

fondamental fini est un quotient fini de S3 par un groupe d’isométries canoniques. En

effet, d’après la discussion précédente, la variété est le résultat de la somme connexe

d’un nombre fini de quotients de S3 (par des sous-groupes finis du groupe d’isométrie

de la sphère canonique) et de S2 × S1 ; l’indécomposabilité implique qu’il n’y a qu’un

terme non égal à S3 dans cette suite d’opérations et la finitude du groupe fondamental

ne laisse que la possibilité d’un quotient de S3. Si la variété n’est pas première mais

de groupe fondamental fini, ses composantes dans la décomposition de Kneser sont

premières et de groupe fondamental fini, donc des quotients de S3 ; une au maximum est

non simplement connexe (sinon le groupe fondamental de M est infini). En appliquant

la discussion précédente à chaque composante on montre que M est aussi un quotient

de S3 (voir aussi la discussion du cas non irréductible dans [45] et [16]). Ceci prouverait

les conjectures 0.1 et 0.2.

Revenons à la variété compacte M irréductible et de groupe fondamental fini, munie

d’un flot de Ricci avec chirurgies non trivial (il y a au moins une chirurgie). Après la

première chirurgie, une, au plus, des composantes connexes n’est pas une sphère, nous
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l’appellerons M1 et la métrique riemannienne post-chirurgie sera désignée par g1(T ) ;

la composante connexe de Ω qui lui correspond est notée Ω1 et T désigne le premier

temps singulier. La proposition suivante permet d’adapter l’argument de T. Colding et

W. Minicozzi,

Proposition 7.2. — Il existe une équivalence d’homotopie qui contracte les distances

entre (Ω̄1, g(T )) et (M1, g1(T )).

Esquisse de preuve

Pour simplifier, supposons qu’il n’y a qu’une pointe dans Ω1 contenant des points

de Ω(ρ). On tronque la pointe comme indiqué et on remplace le demi-cylindre noté

H par un voisinage du centre de la condition initiale de la solution standard pour

obtenir M1. En utilisant les notations de la sous-section 6.3, l’application considérée

est l’identité sur (Ω�H) ∪ S2 × [0, c) et elle envoie H�S2 × [0, c) sur le centre de la

solution standard. Comme précédemment, la fonction f étant fixée, si δ est assez petit,

l’applicaton ci-dessus contracte les distances. On peut également déformer celle-ci en

un homéomorphisme de Ω̄1 sur M1.

Cet énoncé n’est pas parfaitement correct car la structure différentiable sur Ω̄1 n’a

pas été définie et donc g(T ) n’est pas définie au bout de la pointe. On peut contourner

ce problème en considérant (M, g(t)) pour t proche de T . M est homéomorphe à Ω̄1

et à M1 et si on effectue l’opération ci-dessus avec (M, g(t)), on construit une applica-

tion lipschitzienne de rapport 1 + χ(t) avec χ(t) → 0 lorsque t → T . Les arguments

qui suivent s’adaptent sans difficultés. Pour simplifier l’expression nous conservons la

formulation ci-dessus. �

Maintenant, si [β] est une classe non triviale de π1(H, i(M)), elle persiste en une

classe non triviale dans π1(H, i(M1)). De plus, grâce à la proposition ci-dessus, on voit

que son énergie vérifie

W (M1, g1(T )) ≤W (Ω̄1, g(T ))
(

ou bien ≤ lim inf
t→T

(1 + χ(t))W (M, g(t))
)
.

Le théorème 7.1 s’applique alors pour le flot sur M1 dont la donnée initiale est g1(T ).

La constante C peut éventuellement changer, mais le minimum de la courbure scalaire

étant croissant le long d’un flot de Ricci sans chirurgies et non affecté par une chirurgie

(à moins que toute la variété disparaisse), elle est croissante également le long d’un flot

avec chirurgies ; en conséquence, l’inégalité du théorème 7.1 est valable pour le flot avec

chirurgies et montre l’extinction en temps fini (par itération de l’argument précédent).

Ceci termine la preuve des conjectures 0.1 et 0.2. dkdkkdkdisd ;, , ;wsdkldkljklmsdjf

Remarque 7.3. — Les arguments ci-dessus ont été vérifiés grâce à plusieurs échanges

avec B. Kleiner et J. Lott. Je tiens à les remercier pour leur aide.
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7.2. Conclusion : vers la géométrisation des variétés de dimension 3

S’il n’y a pas extinction en temps fini la situation est beaucoup plus complexe. Il

peut, en effet, être nécessaire de pratiquer une infinité de chirurgies. Encore une fois le

premier pas a été franchi par R. Hamilton, pour un flot de Ricci sans chirurgies, dans

[31]. Nous reprenons l’énoncé tel qu’il est donné dans [43] ; le lecteur est renvoyé à [31]

pour les détails et des énoncés précis.

Théorème 7.4. — Soit (M, g(t)) un flot de Ricci sur une variété M de dimension 3,

compacte, connexe et orientée. On suppose qu’il existe pour tout t ∈ [0,+∞) et que la

courbure normalisée tRm(x, t) est bornée lorsque t tend vers l’infini. Alors, il existe un

nombre fini de variétés hyperboliques complètes Hi de volume fini, et, pour tout t assez

grand, un plongement φt :
⊔
Hi −→ M vérifiant les propriétés suivantes. L’image

réciproque de la métrique (normalisée) t−1g(t) par φt converge, uniformément sur tout

compact de
⊔
Hi, vers une métrique de courbure constante négative. Les tores des Hi,

sections des cusps, sont envoyés, par φt, sur des tores incompressibles dans M . La

métrique t−1g(t) sur le complémentaire de l’image de φt s’éffondre à courbure section-

nelle bornée en valeur absolue.

On rappelle qu’un tore est dit incompressible si son groupe fondamental s’injecte

dans celui de M . Les parties de M qui s’effondrent sont classifiées par les résultats de

J. Cheeger et M. Gromov ([6] et [7]). On ne sait pas montrer que le flot de Ricci unifor-

mise les variétés qui s’effondrent et la conclusion doit venir d’un ingrédient extérieur à

la théorie.

G. Perel’man annonce essentiellement le même résultat dans la situation plus com-

pliquée du flot avec chirurgies et où la courbure normalisée n’est plus nécessairement

bornée à l’infini. Une des difficultés supplémentaires est que le complémentaire des

variétés hyperboliques s’effondre à courbure sectionnelle minorée et leur classification

ne relève plus des travaux de J. Cheeger et M. Gromov. G. Perel’man affirme qu’en

étudiant les espaces limites de ces effondrements, qui sont des espaces d’Alexandrov de

courbure minorée (voir [4] pour une définition), il arrive à conclure. Une autre étude des

effondrements à courbure sectionnelle minorée est faite dans [55] et [54]. Insistons sur

le fait que les chirurgies ne réalisent pas la décomposition le long des tores incompres-

sibles ; de plus, s’il y en a un nombre infini, elles ont lieu dans les régions qui s’effondrent

(car leur complémentaire converge). Il manque à cette théorie, outre la vérification des

énoncés, une meilleure compréhension de l’évolution des effondrements.

L’état actuel de l’expertise ne permet pas de se prononcer sur ces développements.

Toutefois, la démarche est cohérente et compatible avec les résultats espérés. Pour ter-

miner, il faut insister sur l’apport de G. Perel’man dans le premier article ([44]) : le

non-effondrement local, l’étude des solitons contractants et des κ-solutions et la des-

cription des régions où la courbure est grande sans être maximale. Bon nombre de

ces résultats sont valables en dimension quelconque et donc utilisables dans d’autres
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contextes (voir [8], par exemple). Il est aussi important de saluer la contribution de

R. Hamilton à cet édifice dont il a posé les fondations.
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E-mail : G.Besson@ujf-grenoble.fr
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by Erwin BOLTHAUSEN

1. THE SHERRINGTON-KIRKPATRICK MODEL

We consider “Ising spins” σi ∈ {−1, 1} , i = 1, . . . , N. Spin configurations will be

denoted by σ = (σi)i=1,...,N ∈ ΣN
def
= {−1, 1}N . As the Sherrington-Kirkpatrick model

(SK-model for short) is a mean-field model, there is no geometric structure of {1, . . . , N}

assumed.

Let further Jij , 1 ≤ i < j ≤ N, be i.i.d. standard Gaussian random variables,

defined on some probability space (Ω,F ,P). These random variables form the “random

environment”. The Hamiltonian is the following random function ΣN → R :

(1) HN,ω (σ)
def
=

1
√
N

∑

1≤i<j≤N

Jij (ω)σiσj , ω ∈ Ω,

We will often drop ω and N in such expressions. Remark that for any σ, this is a

random variable, and indeed a centered Gaussian one. The covariances are given by:

E (HN (σ)HN (σ′)) =
1

N

∑

1≤i<j≤N

σiσjσ
′
iσ

′
j =

1

2N

N∑

i,j=1

σiσjσ
′
iσ

′
j −

1

2
(2)

=
N

2

(
1

N

∑N

i=1
σiσ

′
i

)2

−
1

2
.

The quantity in brackets is the so-called overlap of the two spin configurations

RN (σ, σ′)
def
=

1

N

∑N

i=1
σiσ

′
i.

The (random) Gibbs distribution GN,β,h,ω with inverse temperature β > 0, and external

field with strength h ∈ R on ΣN is defined by

GN,β,h,ω (σ)
def
=

1

ZN,β,h,ω
exp

[

βHN,ω (σ) + h
∑N

i=1
σi

]

,

where

ZN,β,h,ω
def
=
∑

σ
exp

[

βHN,ω (σ) + h
∑N

i=1
σi

]
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is the appropriate norming constant(1). h here is non-random. There exist also variants

where h is a random variable or where h
∑N

i=1 σi is replaced by
∑N

i=1 hiσi, where the

hi are random variables, e.g. hi = γgi + h, γ > 0, h ∈ R, and the gi again being

independent standard Gaussian random variables. It has some advantages to include

such a Gaussian external field, as we will see later, but for the moment, we do not

consider this possibility.

We write FN for the finite volume free energy

FN (β, h)
def
=

1

N
logZN,β,h,

which is a random variable, defined on Ω, and

fN (β, h)
def
= EFN (β, h)

its expectation, the so-called “quenched” free energy. Sometimes, “quenched” refers

to the random quantity only, but there is not much difference, as we will explain. In

contrast, the so-called “annealed” free energy is obtained by taking the expectation

inside the logarithm. By Jensen’s inequality, fN is dominated by the annealed free

energy.

Before proceeding with the discussion of the model, we try to explain why it is

interesting.

The usual models of (non-random) Ising type are defined as follows. Consider a finite

set Λ, and let ΣΛ
def
= {−1, 1}Λ . Let further A = (aij)i,j∈Λ be a real symmetric matrix,

and h = (hi)i∈Λ be a real vector. Then the Gibbs measure GA,h on ΣΛ is defined by

GΛ,A,h (σ)
def
=

1

ZΛ,A,h
exp

[
1

2

∑

i,j∈Λ
aijσiσj +

∑

i∈Λ
hiσi

]

,

where of course

ZΛ,A,h
def
=
∑

σ
exp

[
1

2

∑

i,j∈Λ
aijσiσj +

∑

i∈Λ
hiσi

]

.

Of great importance is the (finite volume) free energy, defined by

FΛ (A,h) =
1

|Λ|
logZA,h.

The importance of this quantity is coming from the fact that most of the physical

interesting quantities can be expressed through it, like mean magnetization, entropy,

etc.

The best known example is the Ising model where Λ is a finite (large) box in Zd, and

aij
def
=

{
β |i− j| = 1

0 otherwise.

(1)In contrast to the habit in physics, we do not take a minus in front of β, and we also do not apply

β to h.
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Short range models are usually rather difficult to analyze, and often a qualitatively good

approximation is obtained from mean field models where every spin interacts with any

other one on equal footing. The simplest mean-field model is the Curie-Weiss-model.

Here

aij
def
= β/ |Λ| , ∀i, j ∈ Λ.

In that case one has with N
def
= |Λ|

1

2

∑

i,j∈Λ
aijσiσj =

β

2N

{∑

i∈Λ
σi

}2

,

and anything one wants to know can be derived from the Stirling approximation, and

it becomes an easy exercise in elementary probability.

Spin glasses are models where the interactions are “disordered”, which typically

means that they are obtained as a random object. A topic which is still very poorly

understood is the case of short range random interactions, for instance when Λ =

{−n, . . . , n}d , and the aij are independent Gaussians for |i− j| = 1, and 0 other-

wise. This is the Edwards-Anderson model on which there are ongoing controversial

discussions in the physics community, the more so as it is very difficult to simulate on

computers with a reasonably large box and in interesting dimensions. The SK-model is

a mean-field model of this random interaction type, and it was invented in [18] certainly

with the aim to have a simple model with disordered interaction. The 1/
√
N factor

is easy to understand. In the Curie-Weiss model, each spin variable interacts with the

other ones with a total interaction strength of order 1. Due to the cancellations between

positive and negative J ’s, the situation is essentially the same for the SK-model.

The model is evidently closely connected with questions probabilists have been inter-

ested in for a long time, namely maxima (or minima) of (Gaussian) random vectors. For

instance, limβ→∞ (1/β) logZN,β,0 is simply maxσHN (σ) , which is just the maximum of

a family of correlated Gaussians with a simple covariance structure. Probabilists have

developed methods to investigate such questions for a long time, e.g. Dudley, Fernique,

Talagrand, and many others. It is not difficult to see that maxσHN (σ) is of order N

and to prove that there are constants 0 < C1 < C2 satisfying

lim
N→∞

P

(

C1N ≤ max
σ

HN (σ) ≤ C2N
)

= 1.

However, the standard probabilistic techniques cannot derive the exact constant,

which the Parisi-theory does, revealing a marvelous mathematical structure behind the

problem, which is still very poorly understood, to this day.

The Parisi-theory applies to many other problems besides to the SK-model, e.g. to

the assignment problem from combinatorial optimization, to the perceptron and the

Hopfield net from neural networks, to coding theory, and to others. For some of these

applications, see Nishimori [14].

Back to the SK-model, the first question one typically answers is the existence of the

free energy in the thermodynamical limit (here just N → ∞). It is however not at all
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clear that the free energy

lim
N→∞

FN (β, h)

exists. In principle, even if the limit exists, it could be a random variable. This

possibility is however ruled out by Gaussian concentration inequalities. One says that

the free energy is “self-averaging”, meaning that no randomness remains in the N → ∞

limit. For a proof of the following inequality, see for instance [12].

Proposition 1.1. — Let γn be the standard Gaussian distribution on Rn. Let

f : Rn → R be a Lipshitz continuous function with Lipshitz constant L. Then for any

u > 0

γn

(

f >

∫

fdγn + u

)

≤ exp
[
−u2/2L2

]
.

If we apply this inequality to FN (β, h), regarded as a function of the standard Gaus-

sian vector (Jij)1≤i<j≤N , then one gets

P

(∣
∣
∣
∣

1

N
logZN,β,h −

1

N
E logZN,β,h

∣
∣
∣
∣
≥ N−1/4

)

≤ 2 exp

[

−
N1/2

β2

]

.

It is therefore clear that instead of investigating limN→∞ FN (β, h) , one can as well

investigate the non-random object limN→∞ fN (β, h) . The existence of this limit had

been open for a long time, until Guerra and Toninelli [10] found a very nice, and not

so obvious superadditivity property:

(3) E logZN1+N2 ≥ E logZN1 + E logZN2 ,

from which one easily derives that

f (β, h) = lim
N→∞

fN (β, h)

exists.

For the SK-model, the inequality came somewhat as a surprise. The proof is by a

simple but very clever interpolation scheme which interpolates between the (N1 +N2)-

system, and the two independent smaller systems. Such interpolation schemes are at

the very base of the recent progress in the understanding of the SK model, as we will see

later. I am not going to prove the inequality here, but I will explain the interpolation

method in another case below (Section 3).

There are many quantities in the SK-model which are not self-averaging in the

N → ∞ limit, i.e. which stay random (or at least are believed to be so). An

example is the overlap of two independent “replicas”: Take σ, σ′ to be two independent

realizations under GN,β,h,ω for a fixed ω, and calculate RN (σ, σ′) , and then take the

Gibbs-expectation. This is still a random variable (being a function of the interaction

strengths). For small β, these random variables have a non-random limit for N → ∞,

but the limit stays random for large β.

The case h = 0 has some evident symmetry properties which make life easier, partic-

ularly in the high-temperature region. This case is however somewhat misleading. In
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particular, the high temperature behavior for h 6= 0 is far from trivial, and it is actually

of crucial importance for the understanding of the low temperature region.

For h = 0 and small enough β, the (“quenched”) free energy equals the “annealed”

free energy.

Theorem 1.2 (Aizenman-Lebowitz-Ruelle). — For h = 0, and β ≤ 1, one has

(4) f (β) = lim
N→∞

1

N
log EZN,β =

β2

4
+ log 2.

The second equation is evident:

EZN,β =
∑

σ
E exp [βHN (σ)] =

∑

σ
exp

[
β2

2
var (HN (σ))

]

= 2N exp

[
β2

2
var (HN (σ))

]

= 2N exp

[
β2

2

(
N

2
−

1

2

)]

from which the claim follows. The somewhat astonishing fact is that one can interchange

the expectation with the logarithm. Of course, by Jensen, one always has

(5) E logZN,β ≤ log EZN,β,

and therefore f (β) ≤ β2/4 + log 2. We will indeed show later that f (β) < β2/4 + log 2

for β > 1. The proof of the above result is surprisingly simple and can be done by

a second moment computation, proving that EZ2 ≤ const× (EZ)2 for β < 1, which

is easy. Together with Gaussian isoperimetry (Proposition 1.1), this proves (4). The

original proof in [1] was more complicated, but it derived also a much more detailed

picture of the remaining fluctuations of logZN .

There are other models like directed polymers for which one can prove that the

quenched free energy equals the annealed one in certain regions, but typically, this is

not possible by a simple second moment method in the full region where it is true. The

fact that a second moment computation gives the result in the SK-model up to the

correct critical value (for h = 0) is rather surprising.

For h 6= 0, “quenched=annealed” is never true, which reveals that this is a much

more interesting situation, even where β is small.

2. THE REPLICA COMPUTATION AND THE PARISI FORMULA

The first evaluation of the free energy f (β, h) was by Sherrington and Kirkpatrick

[18], who applied the so-called “replica trick”. This is based on the observation that

for a positive number x, one has log x = limn↓0 (xn − 1) /n. If X is positive random

variable, one therefore has, provided the interchange of limits with the expectation is

justified,

E logX = lim
n↓0

EXn − 1

n
.
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As integer moments are often easier to evaluate than non-integer ones, the “trick” is to

evaluate EXn for integer n, then somehow extend things analytically, and perform the

above limit. This is the folk tale how the replica trick works, but for the SK-model,

this is not quite the way it is done. In fact, one just starts the computation of EZn
N

assuming that n is an integer, but as soon as convenient, one gives up this illusion and

lets n → 0, before really finishing the computation. From computations of the integer

moments (in the N → ∞ limit), one cannot derive the value of f (β, h). I do not repeat

the computation here, as it is done in many textbooks (see e.g. [14]), and the most

interesting issue starts after the (non-rigorous) replica computation. The variational

formula one obtains from the replica trick is

(6) f (β, h) = inf
q

lim
n→0

{

−
β2

2n

∑

α<β≤n
q2
αβ +

1

n
log trσ eL(q,σ) +

β2

4

}

+ log 2,

where

L (q, σ)
def
= β2

∑

α<β
qαβσ

ασβ + h
∑

α
σα,

and where trσ means taking the average over an n-fold “replicated”spin (σ1, . . . , σn) ,

and the infimum taken over n × n-matrices. The above expression (6) lacks a proper

mathematical meaning as it is not clear what it should mean to take the n → 0 limit,

and what an n × n-matrix is for n ∼ 0: What one does is to make an appropriate

ansatz for the minimizing q-matrix, and then take a (formal) n→ 0 limit. Sherrington-

Kirkpatrick made short work of the problem and assumed that there is no sufficient

reason why the n replicas should behave “asymmetric”, and put qαβ = q, and then take

the infimum only over q ≥ 0. This leads to the so-called “replica symmetric solution”.

The computation is easy: We have that
∑

α<β q
2
αβ = n (n− 1) q2/2, and an n cancels

out. Furthermore, the n → 0 limit in this part is no longer particularly demanding:

limn→0 (n− 1) = −1. Taking the n→ 0 limit in the other part is only a bit more tricky.

A simple computation yields

1

n
log trσ eL(q,σ) = −qβ2/2 +

1

n
logE (1 + n log cosh (gβ

√
q + h)) + o (1) ,

where g is a standard Gaussian variable, and E the expectation for this Gaussian.

Expanding in n and letting n→ 0, one obtains for this −qβ2/2+E log cosh
(
gβ

√
q + h

)
.

Summing things together, we get for this “replica symmetric solution”

(7) RS (β, h)
def
= inf

q

{
β2

4
(1 − q)2 +

∫

log cosh (xβ
√
q + h)

1
√

2π
e−x

2/2dx

}

+ log 2.

For later use, we find the minimizing q. A simple computation leads to the following

fixed point equation for the optimal q :

(8) q =

∫

tanh2 (h+ β
√
qx)

1
√

2π
e−x

2/2dx.

For h = 0, q = 0 is always a solution, and for β ≤ 1, it is the only one, as one can

easily check. Therefore RS (β, 0) = β2/4 for β ≤ 1. For β > 1, there is however at least

one other solution of this fixed point equation, which follows easily by calculating the
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derivative of the expression on the right hand side at q = 0. In fact, there is just one

other solution q (β) > 0 which gives the minimum, and therefore RS (β, 0) < β2/4+log 2

for β > 1. As we will prove f (β, h) ≤ RS (β, h) for all β, h, this proves that value in

Theorem 1.2 is never correct for β > 1.

For h > 0, the equation (8) does have a unique positive solution:

Lemma 2.1. — Let β, h > 0 be arbitrary. Then (8) has a unique solution q (β, h) .

The proof is due to Guerra and is short but a bit tricky. Talagrand has it in his book

([19]).

The main question is whether f (β, h) = RS (β, h). It is certainly correct for h = 0

and β ≤ 1, as we have seen before. However, for β > 1, it is not correct. This is

far from trivial to see. It will however turn out that for h 6= 0, the formula is correct

again for small β, but not for large ones. Even the small β case is highly non-trivial.

That the solution cannot be correct for large β was already realized by Sherrington

and Kirkpatrick by calculating the entropy, which has to be positive, but it can also be

computed from the free energy, and if one uses RS, it becomes negative for large β. So

already Sherrington and Kirkpatrick concluded that their own solution is not correct

for large β.

The RS-solution is supposed to be correct for β up to the celebrated AT-line (de

Almayda-Thouless line [3]), i.e. for β satisfying

(9) β2

∫
1

cosh4
(

h+ β
√

q (β, h)x
)

1
√

2π
e−x

2/2dx < 1,

but this is not yet proved; it is now simply a nasty analytical problem, as the Parisi-

formula for f (β, h) is proved for the whole temperature region. (The above condition

comes up through a local stability computation.)

In order to overcome the problem with the replica symmetric solution for large β,

there had been various proposals for a different ansatz for the minimizing problem in (6),

no longer assuming that all the qαβ are equal. This is the famous “replica symmetry

breaking”. A particular ansatz for this is due to Parisi. The ansatz makes a very

special assumption on the matrix Q = (qαβ) , namely that it has a kind of hierarchical

organization. The question then remained if there could not be a better choice not

satisfying the Parisi-ansatz. A justification of the Parisi-ansatz before Talagrand’s proof

was the proof that it is in a sense locally stable, by computing Hessians, and that it was

the only one found having this property, but the really convincing argument was that

the outcome had interesting consequences also outside the “replica formulation”. Very

nice explanations of these issues can be found in [14]. Here just a cursory explanation

of what is going on.
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The replica symmetric ansatz fixes the matrix Q to be of the following form

Q =












0 q q · · · · · · q

0 q · · · · · · q

0 q · · · q
. . .

...

0 q

0












.

In the Parisi ansatz, one uses more complicated matrices. There are a number of

levels. In the end, this number has to go to infinity, but let us first look at the simplest

case, the case with one level of replica symmetry breaking. Here one takes a matrix of

the form: 














0 q2 q2
0 q2

0









q1 q1 q1
q1 q1 q1
q1 q1 q1









0 q2 q2
0 q2

0
















The rule is that one divides the n× n-matrix by choosing n1 ≤ n such that n/n1 is an

integer, and then one divides the matrix into (n/n1)
2 submatrices of the form n1 × n1.

The diagonal blocks get q2 above the diagonal, and the off-diagonal blocks all get q1.

In the above example, one has n = 6 and n1 = 3. Then one does the computation

analogously as above, keeps m1
def
= n1/n fixed, and lets formally n→ 0. This leads to a

variational problem. One can check that one can always assume that 0 ≤ q1 ≤ q2 ≤ 1.

For β small it turns out, that nothing new is achieved: The optimal choice for the

q’s is q1 = q2, but for large β, some q1 < q2 give a lower value. This is the “one level

symmetry breaking”, but one can proceed by dividing the q2 blocks in a similar fashion,

which leads to a “two level symmetry breaking”, and one can go on in this way with an

arbitrary number of symmetry breakings. The calculations are somewhat lengthy but

not difficult. Here is the outcome:

Let K ∈ N (the number of symmetry breakings), and then we choose parameters

(10) 0 = m0 < m1 < . . . < mK−1 < mK = 1,

(11) 0 = q0 ≤ q1 < . . . < qK < qK+1 = 1.

For i = 0, . . . , K let gi be Gaussian with variance β2 (qi+1 − qi), and set YK+1
def
=

cosh
(

h+
∑K

i=0 gi

)

. Then one defines

(12) YK
def
=
[
EK
(
Y mK
K+1

)]1/mK = EK (YK+1) ,

where EK means that one integrates out gK , so that YK still depends on g0, . . . , gK−1.

Then one defines

YK−1
def
=
[
EK−1

(
Y
mK−1

K

)]1/mK−1
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and so on, until one gets Y1. Y1 is still a random variable as it depends on g0. Remark

however, that in case q1 = 0 which we do not exclude, there is no randomness left. In

any case, we set

(13) PK (m, q; β, h)
def
= E log Y1 −

β2

4

K∑

i=1

mi

(
q2
i+1 − q2

i

)
+ log 2.

Then infm,q PK (m, q) is the value one obtains by optimizing (6) with the Parisi-ansatz

at K levels of replica symmetry breaking, and therefore, believing that first of all the

replica trick works, and secondly that the ansatz of Parisi finds the minimum, we get

(14) f (β, h) = inf
K,m,q

PK (m, q) = lim
K→∞

inf
m,q

PK (m, q) .

Theorem 2.2 (Parisi Formula). — The Parisi-formula (14) is correct for all β, h.

The proof is due to Guerra [9] who proved the upper bound, and Talagrand [20] who

then finished the proof.

In the case of the SK-model, either one has K = 1, which gives the true value in

the region where the replica-symmetric solution is correct, or one has to take K → ∞,

and therefore one has “replica symmetry breaking” at infinitely many levels. There

are other models, with the minimum assumed at one level of symmetry breaking, i.e.

K = 2. One can artificially cook up cases with arbitrary K, but K = 1, 2,∞ seem to

be the only ones coming up “naturally”. In the case K = ∞, one can phrase the limit

K → ∞ directly as a variational problem involving continuous functions q → x (q) .

The finite K case then corresponds to taking step functions x (q) = mi for q ∈ [qi, qi+1).

Here is an outline of what the physicists believe to be the picture behind the RS-

solution (K = 1), and the replica symmetry breaking (K > 1). This picture emerged

partly from another non-rigorous approach, the so-called “cavity method” which led

to the same formula for the free energy, and gave a clearer picture about the Gibbs

distribution (see [13]).

The region where the RS-solution (7) is valid is characterized by the property that

the σi under the Gibbs measure are still “fairly independent”. The h = 0 case is simple

because, due to symmetry, the expectation under the Gibbs measure is 0. For h 6= 0,

the expectation of σi under the Gibbs measure GN,β,h,ω is mi
def
= G (σi) which satisfies

Em2
i = q (β, h), q being the solution of (8), equality in the N → ∞ limit. The mi

are themselves approximately independent under the measure P. One therefore has the

following picture (for large N): The randomness of the disorder (i.e. the Jij) produces

the nearly i.i.d. random variables mi, and given the disorder, the Gibbs measure has

approximately independent spin variables σi with mean mi. The property that the σi
are approximately independent is reflected in the physics community saying that there

is just “one pure state”.

Given this picture, q (β, h) has a precise mathematical interpretation in terms of

the Gibbs measure. It is the almost sure limit (as N → ∞) of the overlaps of two
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independent realizations of the spin variables:

(15) RN (σ, σ′) =
1

N

N∑

i=1

σiσ
′
i ≃

1

N

N∑

i=1

m2
i ≃ q (β, h)

by the law of large numbers. The precise statement is as follows: Let ν
(2)
N be the measure

on ΣN × ΣN defined by

(16) ν
(2)
N (σ, σ′)

def
=

∫

P (dω)G⊗2
N,ω (σ, σ′) ,

where G⊗2 denotes the twofold product Gibbs measure. Then for small enough β

lim
N→∞

ν
(2)
N (|RN (σ, σ′) − q (β, h)| ≥ ε) = 0, ∀ε > 0.

This means that the overlap of independent replicas is self-averaging. The high-

temperature regime is now mathematically very well understood, mainly through the

work of Michel Talagrand (see [19], Chapter 2).

In the low temperature regime things become much more complicated. First of

all, the RS-solution is no longer correct, but this is only one aspect. The overlaps

are no longer self-averaging but stay random. The Gibbs distribution splits into a

“countable number of pure states”, a statement made in the physics literature which

is difficult to make mathematically precise. Essentially the “pure states” under the

Gibbs-distribution should be organized in a hierarchical way. This hierarchy somehow

reflects the hierarchical ansatz in the Parisi-matrices above. Nothing of this has been

proved mathematically, and probably not all statements made in the physics literature

should be taken (mathematically) too literally. One important aspect is “ultrametric-

ity”, which has the following precise mathematical meaning: Take three independent

realizations σ, σ′, σ′′ under the Gibbs measure. Define ν
(3)
N for the three replicas, simi-

larly as ν
(2)
N defined above. The claim is that for any ε > 0

(17) lim
N→∞

ν
(3)
N [RN (σ, σ′′) ≥ min (RN (σ, σ′) , RN (σ′, σ′′)) − ε] = 0.

There is no proof of this. Together with the so-called Ghirlanda-Guerra identities, which

I am not discussing here, this would essentially characterize the model completely.

Despite the recent progress on the SK-model in the full temperature regime, which

is explained below, much of the above picture is mathematically not understood. In

a case with one level of symmetry breaking only, the so-called p-spin SK model, there

are results by Michel Talagrand, which confirm the physicists predictions, if properly

formulated (see [19] Chapter 6).
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3. GUERRA’S INTERPOLATION SCHEME: THE REPLICA

SYMMETRIC BOUND

Much of the recent progress on the SK-model is based on a very clever argument

invented by Guerra, which leads to bounds on the free energy. These bounds are

obtained by interpolating continuously between the system one is interested in, and a

much easier one.

I will explain this in the simplest case, where one proves that the replica symmet-

ric solution is a strict bound for the free energy, for all N and in the full region of

parameters.

Theorem 3.1. — For all β > 0, h ∈ R, and N ∈ N one has

fN (β, h) ≤ RS (β, h) ,

where RS (β, h) is defined by (7).

Proof. — The proof is by interpolation. Let for an arbitrary number q ≥ 0, and t ∈ [0, 1]

H (t, σ)
def
=

√

t

N

∑

1≤i<j≤N

Jijσiσj +
√

1 − t

N∑

i=1

√
qgiσi,(18)

Φ (t, σ; β, h)
def
= βH (t, σ) + h

N∑

i=1

σi,

where gi is a set of standard Gaussian variables, independent of the J ’s. The basic

idea of this interpolation is to relate the Hamiltonian we are interested in with a much

simpler one with independent σi, which however have the right overlap structure: For

t = 0, we have, conditioned on the gi, independent spins with mean tanh
(
h + β

√
qgi
)
.

Therefore, if we take two independent realizations σ, σ′ (still conditioned on the gi), we

get

1

N

N∑

i=1

σiσ
′
i ≃

1

N

N∑

i=1

tanh2 (h+ β
√
qgi)

≃

∫

tanh2 (h + β
√
qx)

1
√

2π
e−x

2/2dx

which equals q, if we take for q the solution of (8). The clever idea by Guerra is that

one can control what happens along the path from t = 0 to t = 1. For the moment, we

have not even to assume that q is the right one, and we can just take it arbitrary ≥ 0.

We again define the partition function

ξ (t)
def
=
∑

σ
eΦ(t,σ;β,h),

and we write Gt (σ) for the corresponding Gibbs measure. Let

(19) φ (t)
def
=

1

N
E log ξ (t) .
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Remark that

φ (0) =

∫

log cosh (β
√
qx+ h)

1
√

2π
e−x

2/2dx+ log 2(20)

φ (1) = fN (β, h) .

We compute the derivative of φ (t) with respect to t.

φ′ (t) =
β

2
√
tN3/2

∑

σ
σiσj

∑

i<j

EJij
exp [Φ (t, σ)]

ξ (t)
−

√
q

2
√

1 − t

∑

σ
σi
∑

i

Egi
exp [Φ (t, σ)]

ξ (t)

= A (t) − B (t) , say.

We use Gaussian partial integration to remove the Jij , gi: If Z is a standard Gaussian,

and F : R → R any decent function, then E (ZF (Z)) = EF ′ (Z) . Applying this first to

Z = Jij, we get

EJij
exp [Φ (t, σ)]

ξ (t)
= β

√

t

N

{

E
σiσj exp [Φ (t, σ)]

ξ (t)
−
∑

τ

E
exp [Φ (t, σ) + Φ (t, τ)]

ξ (t)2 τiτj

}

.

After some elementary manipulations, we obtain

A (t) =
β2

4
E
∑

σ

exp [Φ (t, σ)]

ξ (t)
−

β2

4N2
E
∑

σ,τ

∑

i,j

σiσjτiτj
exp [Φ (t, σ) + Φ (t, τ)]

ξ (t)2 .

The first summand is simply β2/4. In the second, we remark that N−2
∑

i,j σiσjτiτj

is RN (σ, τ)2 . The summation over σ, τ is therefore just the expectation of RN (σ, τ)2

under the product Gibbs measure at parameter t. We therefore have

A (t) =
β2

4

(

1 − ν
(2)
N,t

(
R2
N (σ, τ)

))

,

where ν
(2)
N,t is the measure (16), but with the interpolated Hamiltonian at t. (We some-

times do not clearly distinguish between a measure and taking the expectation with

respect to it.) Similarly, we get

B (t) =
β2q

2

(

1 − ν
(2)
N,t (RN (σ, τ))

)

,

and therefore

dφ

dt
=
β2

4
ν

(2)
N,t

(
1 − R2

N (σ, τ) − 2q (1 −RN (σ, τ))
)

=
β2

4

{

(1 − q)2 − ν
(2)
N,t

(
(RN (σ, τ) − q)2)

}

(21)

≤
β2

4
(1 − q)2 .

φ (1) − φ (0) ≤
β2

4
(1 − q)2 .
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We therefore get from (20) for any N and any q ≥ 0

fN (β, h) ≤
β2

4
(1 − q)2 +

∫

log cosh (h+ β
√
qx)

1
√

2π
e−x

2/2dx+ log 2.

Taking the infimum over q of the right hand side implies the theorem.

The proof does not only give the desired result, but gives also an expression of the

difference, namely

(22) RS (β, h) − fN (β, h) =
β2

4

∫ 1

0

ν
(2)
N,t

(
(RN (σ, τ) − q)2) dt.

In order to prove that f (β, h) = RS (β, h), one therefore “only” has to show that for the

optimal q (i.e. the one given by (8)), one has RN (σ, τ) ≃ q with large ν
(2)
N,t-probability,

at least in the t-average. This is not true for large β, but it is true for small β, as we

will discuss later.

It should also be emphasized that the Gibbs measure Gt structurally is not much

different from the original measure. In fact it is of the form

(23)
1

Z
exp

[

β ′HN (σ) + γ
∑

i
giσi + h

∑

i
σi

]

,

where the gi are new independent Gaussians, and γ is an additional parameter.

4. DERRIDA’S RANDOM ENERGY MODEL AND RUELLE’S

CASCADES

This section is a deviation from the SK model and introduces a class of simple

models invented by Derrida which in a certain vague sense are supposed to be “universal

attractors” of much more complicated models like SK. On a mathematical level this

is very far from being understood. Nonetheless, computations on Derrida’s model (in

Ruelle’s asymptotic version) can be used to give a transparent proof of Guerra’s bound

of the free energy by the Parisi expression. We will explain this in the next section.

This application is not the only reason that we spend some space explaining Derrida’s

models. At the core lies one of the main open problems in spin glass theory, namely

the claim of universal ultrametricity. Derrida’s models are ultrametric by construction,

and as Parisi’s formula is closely connected with them, as we will see, it appears natural

to conclude, that ultrametricity should hold. However, there seems to be no promising

idea around how to prove that.

The basic difficulty of the SK-model is coming from the fact that the “energies” H (σ)

are correlated random variables. Derrida [7] realized that already something interesting

is happening assuming that they are just independent random variables having (about)

the correct variances. Therefore, we consider independent Gaussian random variables

(HN (α))α∈ΣN
. ΣN does not need to have any structure here, so we just let 1 ≤ α ≤ 2N .

In order to match the variance of the Hamiltonian in the SK-case, we should take N/2,
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but for convenience, we take variance N, and define the partition function, the free

energy, and the Gibbs measure in the usual way

(24) ZN (β)
def
=
∑

α
eβHN (α)

(25) f (β)
def
= lim

N→∞

1

N
logZN (β) , GN,β (α)

def
= ZN (β)−1 eβHN (α)

It is easy to see that the free energy is self-averaging, so that f (β) is also the limit

of the expectations, and therefore non-random. The Gibbs measure is again a random

probability distribution on ΣN , as the H (σ) are random variables. The limiting free

energy is not difficult to determine and is given by

(26) f (β) =

{
β2/2 + log 2 for β ≤ βcr =

√
2 log 2

√
2 log 2β for β ≥ βcr =

√
2 log 2.

Much more interesting is the Gibbs distribution in the N → ∞ limit. This can

be derived from a well known probabilistic result on extreme values of i.i.d. Gaussian

random variables. There exists a sequence aN ↑ ∞ (the exact value is of no importance,

they are of order
√

2 log 2N) such that the random measure
∑

α

δHN (α)−aN

converges weakly to a Poisson point process on R with intensity measure
√

2 log 2e−
√

2 log 2tdt.

We write PPP (t→ ae−at) for a Poisson point process with such a density. Remark that

there is a largest point, simply because ae−at is integrable at +∞. In contrast, there

is no smallest point, and the points are lying dense and denser the further one goes

down the negative real axis. We can represent such a point process as
∑∞

i=0 δξi , where

ξ1 > ξ2 > · · · are real-valued random variables. We also just talk of the “point process

(ξi)”, meaning
∑∞

i=0 δξi, but we tacitly always assume that the points are ordered down-

wards. (The point processes we consider will always have a largest point.) We are not

really interested in the energy levels, but rather in the Gibbs weights, which are given as

exp [βHN (α)]. As we are interested only in the relative weights, we can as well consider

exp [β (HN (α) − aN)]. Of course, we could normalize the weights to a (random) proba-

bility distribution, but it turns out to better be not too hasty with that, and to consider

first the limiting point process of these points which evidently converges in distribution

to the transformation of the point process PPP
(

t→
√

2 log 2e−
√

2 log 2t
)

obtained by

applying the mapping ξ → η
def
= eβξ to the points. This is a PPP (t→ xt−x−1) , with

the parameter x = x (β) =
√

2 log 2
/
β, i.e. we have

(27)
∑

α

δexp[β(HN (α)−aN )] → PPP
(
t→ x (β) t−x(β)−1

)
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in distribution. The PPP (t→ xt−x−1) (which of course are point processes on the

positive real line) have a number of remarkable properties which are absolutely crucial

for their appearance in the Parisi picture.

Proposition 4.1. — Assume (ηi) are the points of a PPP (t→ xt−x−1), and let

Y1, Y2, . . . be i.i.d. positive real random variables satisfying EY x < ∞, being also

independent of the point process. Set ψ (x)
def
= (EY x)1/x. Then

∑

i δψ(x)−1Yiηi
is also a

PPP (t→ xt−x−1). In plain words, multiplying the points ηi by Yi amounts to the same

(when regarded as a point process) than multiplying the points with the constant ψ (x).

(We will see that this property is at the core of the Parisi formula).

The proof is an easy exercise and I do not give it here. Note that the properties

crucially depend on the special form of the intensity measure of the Poisson process.

The property actually characterizes PPP (t→ xt−x−1) as has recently been shown by

Ruzmaikina and Aizenman [17].

In order to describe the limiting Gibbs distribution, one still has to apply a nor-

malization, and it is plausible that we can interchange the normalizing operation with

taking the limit in (27), i.e. we would like to conclude that the point process
∑

α δGN,β(α)

converges weakly to the proper normalization of PPP (t→ xt−x−1). There is however a

difficulty. Let η1 > η2 > . . . > 0 be the ordered (random) points of a PPP (t→ xt−x−1) .

We would like to apply a normalization procedure by normalizing the weights ηi, setting

ηi = ηi

/∑

j
ηj .

This we can only do if the sum converges. One easily proves the following statement

for the points of a PPP (t→ xt−x−1)
∑

j
ηj <∞ a.s.⇐⇒ x < 1.

If x < 1, we can therefore define the normalization procedure, obtaining the point

process
∑

i δηi
which we denote by N (PPP (t→ xt−x−1)) . This is no longer a Poisson

point process as is evident from the fact that the points sum up to 1. The following

result is plausible, but its proof still requires some work as the above normalization is

not a continuous operation.

Proposition 4.2. — Assume β >
√

2 log 2. Then
∑

α δGN,β(α) converges weakly to

N (PPP (t→ xt−x−1)) , where x (β) =
√

2 log 2/β.

For a proof (in a more general setting), see [6] or [19], Chap 1. The result states that

for low temperature, there are configurations α which have Gibbs weight of order 1

in the N → ∞ limit, but these Gibbs weights stay random. So the limiting Gibbs

distribution is not “self-averaging”. Furthermore, there is a “countable” number of such

configurations in the limit. More precisely: For any ε > 0 there exists a number K (ε)

such that the total Gibbs weight of the K (ε) configurations with the largest weight is

≥ 1 − ε, with P-probability larger than 1 − ε, and that uniformly in N. Furthermore

K (ε) has to go to ∞ for ε→ 0. The situation is easy to understand: For β >
√

2 log 2,
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the Gibbs weights concentrate on the configurations α for which the energies HN (α)

are maximal or close to the maximum. These energies (near the maximum) are spaced

at a distance of order 1: The second largest is below the largest by a random distance

which stays stochastically of order 1 in the N → ∞ limit. The maximum energy is

approximately at
√

2 log 2N, with some correction of order logN.

If β <
√

2 log 2, the situation is completely different. The main contribution comes

from energies approximately at a level aN, where a <
√

2 log 2 (actually a = β, by

accident). At this level, the energies are lying tightly, with exponentially small typical

spacings. Therefore, the maximum Gibbs weight for β <
√

2 log 2 is exponentially small

inN, and in order to catch a macroscopic weight one has to sum over exponentially many

individual configurations. Therefore, in the limit, “uncountable” many configurations

contribute to the Gibbs measure.

A prediction of the Parisi theory is that the point process described above is a uni-

versal object in spin glass theory and appears as the distribution of the “pure states” in

essentially all systems exhibiting “spin glass behavior”, in particular in the SK model.

It is difficult to give the notion of a “pure state”, which is often appearing in the physics

literature, a precise mathematical sense. This has been achieved only for the p-spin SK

model which has a simpler structure than the regular SK model, by Talagrand (see [19],

Chap 6).

The above model is called the “random energy model”, REM for short. It is cer-

tainly an oversimplification, and Derrida [8] a bit later introduced a model which has

hierarchical organized correlations. Shortly afterwards, Ruelle [16] in an attempt to get

a clearer mathematical picture of the physicists predictions in spin glass theory intro-

duced a point process version, which is the limiting object of Derrida’s model. This

model was then further investigated in [4] and elsewhere. These models are now called

“generalized random energy models”, or GREM for short. In contrast to the random

energy model, they have a non-trivial notion of “overlaps”.

Here is Derrida’s version. We consider a tree with 2N leaves and K branching levels,

where K stays fixed (for the moment), and we let then N → ∞. We write the elements

of the tree as α = (α1, . . . , αK) where αi ∈
{
1, . . . , 2N/K

}
. For convenience, we always

assume that N/K is an integer. We again write ΣN for the collection of such α’s.

Evidently, we have 2N elements in ΣN . For i ≤ K, we identify (α1, . . . , αi) with the

“bond” from node (α1, . . . , αi−1) to (α1, . . . , αi). To the bonds of the tree, we attach

Gaussian random variables with variances proportional to N, but depending on the

level inside the tree. We choose parameters σ2
1 , . . . , σ

2
K > 0 with

∑

i σ
2
i = 1, and for

i ≤ K, (α1, . . . , αi) as above, we choose Gaussian random variables X
(i)
α1,...,αi which

have variance σ2
iN. All these variables are independent. Then we define the random

Hamiltonian

(28) HN (α)
def
=

K∑

i=1

X(i)
α1,...,αi

,
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i.e. for any leaf of the tree we sum the independent Gaussian variables attached to the

bonds along the path from the root to this leaf.

The HN (α) are evidently Gaussians with variance N, like in the REM case, but there

are now correlations. Defining for α, α′ ∈ ΣN the overlap

R (α, α′)
def
= max {i : (α1, . . . , αi) = (α′

1, . . . , α
′
i)}

one has

EHN (α)HN (α′) = N

R(α,α′)
∑

i=1

σ2
i .

We impose the following condition

(29) σ2
1 > σ2

2 > . . . > σ2
K > 0.

If this is not satisfied, just some levels disappear in the N → ∞ limit, so we can as

well make this assumption(2). The partition function and the Gibbs weights are defined

as before in (24), (25). Despite its simplicity the model has a number of surprising

properties which can be summarized as follows:

– The limiting Gibbs measure is always that of random energy model if “properly

interpreted”. This is true despite the fact that the limiting point process of the

energy levels is not that of a random energy model, but by normalizing, the “not-

REM” part cancels out.

– The model keeps a non-trivial overlap structure of the configurations, even in the

N → ∞ limit, which also stays random (i.e. non-selfaveraging). Surprisingly

however, the overlap structure becomes stochastically independent of the Gibbs-

weights in the limit (which is not true for finite N). The overlap structure has

a simple Markovian structure as a coalescent with explicitly defined transition

probabilities, a fact worked out in [4].

– The GREM overlap structure is of direct relevance for the Sherrington-Kirkpatrick

model. It turns out that the Parisi-formula for the free energy of the SK shows up

through a “one spin perturbation” of GREMs. This aspect can be used to prove

that the Parisi-expression is an upper bound for fSK (β, h) . This will be explained

in the next section.

The free energy of the GREM can be computed (see [8]), but it is not of great

relevance for the aspects discussed here.

We now describe Ruelle’s limiting point process versions. One can perform the

N → ∞ separately on each level. On the first level, one simply has 2N/K indepen-

dent Gaussians with variance σ2
1N. After subtracting a suitable constant from these

“energies”, one arrives in the limit N → ∞, using the same argument as for the REM,

at a PPP (t→ ae−at), with a =
√

2 log 2
/√

Kσ2
1 . As we are interested in the Gibbs

distribution we can as well consider the point process where one maps the points ξ of

(2)There is a delicate issue in case of equalities in (29) which we do not address here.
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the above point process to η = exp [βξ] ∈ R+. This leads to a PPP (t→ x1t
−x1−1) on

the positive real line where x1 =
√

2 log 2
/√

Kβσ1 .

In this way, one proceeds along the tree and arrives at the following object. Set

xi (β)
def
=

√
2 log 2

√
Kβσi

.

The point process PPP (t→ x1t
−x1−1) for the first level consists of countably

many random points which we can assume to be ordered downwards. Call them

η1
1 > η1

2 > . . . > 0. For any i ∈ N, i.e. for any point from the first level, we choose

independent point processes PPP (t→ x2t
−x2−1) , whose points we again order down-

wards: η2
i,1 > η2

i,2 > . . . > 0, and in this way we proceed: For j ≤ K and i1, . . . , ij−1

fixed,
(

ηji1i2...ij

)

ij∈N
are the points of a PPP (t→ xjt

−xj−1). They are independent for

different i1, . . . , ij−1 and also for different levels j, and we again assume that for each

of these point processes, the points are ordered downwards. This is essentially Ruelle’s

cascade construction.

We can compose these point processes of the individual levels by just multiplying

the “abstract Gibbs weights” along the tree (which corresponds to summing the energy

levels of Derrida’s GREM along the tree). We therefore arrive at a point process with

random points indexed by i = (i1, . . . , iK) , ij ∈ N,

(30) ηi = η1
i1
η2
i1,i2

· . . . · ηKi1,i2,...,iK .

This is not a Poisson point process, but after normalization, surprisingly, it is simply

a normalized REM. For convenience assume β > βcr
K

def
=

√
2 log 2

/√
KσK , so that

xK (β) < 1. (If this is not satisfied, one has to collapse some of the latter levels and one

arrives essentially to the same conclusion for the remaining ones.) In that case
∑

i

ηi <∞

with probability one, and so one can normalize the point process, defining

ηi

def
=

ηi
∑

j ηj
.

Then one has the following properties:

– The point process

Ξ =
∑

i

δηi

is the normalization of a PPP (t→ xKt
−xK−1).

– The point process of the Gibbs-distributions of Derrida’s GREM converges weakly

to the point process of Ruelle’s GREM:
∑

α

δGβ(α) → Ξ,

in distribution, as N → ∞. For a proof, see [6].
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The point process Ξ does not keep track of the way the points were produced through

the tree, so it “forgets” the tree structure. This structure is however important for the

Parisi picture. The tree structure can be retained in the following way. As usual we

order the energy levels ηi downwards, i.e. we define a (random) bijection π : N → NK

such that ηπ(k) is the k-th largest element in the set {ηi} . This leads to an overlap

structure on N, by measuring the hierarchical distance between π (i) and π (i′) , i.e. we

set for i, i′ ∈ N

q (i, i′)
def
= max {r : π (i)1 = π (i′)1 , . . . , π (i)r = π (i′)r} .

This leads to a sequence of (random) partitions of N, which for k ≤ K − 1 clumps

together points in N whose π-value agrees on level k, i.e. we introduce the equivalence

relation

i ∼k i
′ ⇐⇒ q (i, i′) ≥ k,

which leads to a partition of N in the equivalence classes of ∼k . If k decreases, the

partitions become coarser. For k = 0, evidently all of N is clumped into one set.

Remarkably, this sequence of random partitions is stochastically independent of Ξ itself.

Furthermore the sequence of clustering has a very simple Markovian structure, of viewed

backwards in k (see [4]).

5. GUERRA’S REPLICA SYMMETRY BREAKING BOUND: THE

AIZENMAN-SIMS-STARR PROOF

In a remarkable paper [9], Guerra extended the bound derived in Section 3 to a

bound of f (β, h) by the Parisi solution. The proof is not very complicated, but hard

to understand without knowledge of the cascade picture introduced in the last section.

A bit later, Aizenman, Sims, and Starr [2] reproved the bound, and generalized it by

introducing what they call “random overlap structures”, which serve as an abstract

model for measures on a countable set which have a notion of “overlaps”.

Definition 5.1. — A random overlap structure R (ROSt for short) consists of

a finite or countable set A, a probability space (Γ,G,P) , and random variables ηα ≥ 0,

qα,α′ , α, α′ ∈ A, satisfying the following properties

1.
∑

α ηα <∞

2. (qα,α′) is positive definite and satisfies qα,α = 1.

The ηα play the rôle of (unnormalized) Gibbs weights, and the q’s are the abstract

overlaps.

Example 5.2. — As an example take A = ΣN
def
= {−1, 1}N . The ησ, σ ∈ ΣN , can

be arbitrary. For qσ,σ′ we take the standard overlap RN (σ, σ′), as introduced before.

We write RSK
N for this overlap structure. The q here are nonrandom. On the other

hand, we can use a (random) reordering of the set A by ordering the ησ downwards:
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η1 > η2 > . . . > η2N . After this random reordering, the q become random: q1,2 for

instance is the overlap of the two indices with the largest η-weight.

Example 5.3. — Another overlap structure is defined by Ruelle’s probability cascades

(30) introduced in the last section. Fix 0 = m0 < m1 < . . . < mK = 1. We take

A = NK , and the η are the (unnormalized) weights ηi as in the last section with

xi
def
= mi, 1 ≤ i ≤ K (see (30)). There is a slight problem because we have to take

the last parameter xK = 1, which implies that
∑

i ηi = ∞. This will not cause any

difficulties for what we do below. The overlaps are defined in the following way. Fix a

sequence 0 ≤ q (1) < q (2) < . . . < q (K) < q (K + 1) = 1, and we set

qi,i′ = q (max {k : (i1, . . . , ik) = (i′1, . . . , i
′
k)} + 1) ,

i.e. we measure the hierarchical distance on the tree, and weight it with the function q.

For this random overlap structure, we write RRuelle
K .

Given any ROSt, we attach to it families of Gaussian random variables (yα,i)α∈A, i∈N ,

(κα)α∈A by requiring

(31) E (κακα′) = q2
α,α′/2,

and the “cavity field” by

(32) E (yα,jyα′,j′) = qα,α′δj,j′.

The κ and the y are independent. In case, the q’s themselves are random variables,

these are just the conditional distributions, given (ξ, q) . It is not difficult to see that

such random variables exist. By an extension of the probability space, we can assume

that all the random variables are defined on a single probability space.

For later use, we give the construction of the cavity variables for RRuelle
K . We simply

write

(33) yi = g(0) +

K∑

k=1

g
(k)
i1,...,ik

,

where the g’s are independent centered Gaussians, with var
(
g(0)
)

= q (1) , var
(
g(k)
)

=

q (k + 1)− q (k) . Furthermore, the yi,j, j ∈ N, are independent copies of yi. The κi are

constructed in a similar way.

The above notion of a ROSt needs some explanation. The basic idea comes from

what in the physics literature is called the “cavity method”. We consider the standard

SK-Hamiltonian, but now with N +M spins, where one should think of N being much

larger than M. We then try to write the Hamiltonian in terms of the Hamiltonian on N
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spin variables acting on the M “newcomers”. We write τi = σN+i for the newcomers.

β
√
N +M

∑

i<j≤N+M

Jijσiσj + h
N+M∑

i=1

σi

=

√
N

√
N +M

β
√
N

∑

i<j≤N

Jijσiσj + h

N∑

i=1

σi +
β

√
N +M

M∑

j=1

(
N∑

i=1

Ji,N+jσi

)

τj

+
β

√
N +M

∑

i<j≤M

JN+i,N+jτiτj + h

M∑

j=1

τj .

If M ≪ N, then we can neglect the interaction among the newcomers, i.e. we can drop

the fourth summand on the right hand side above. Furthermore, we may as well replace√
N +M by

√
N in the third summand. Defining the cavity variables

yσ,j
def
=

1
√
N

N∑

i=1

Ji,N+jσi,

we see that they have exactly the right distribution as required in (32), with respect

to the random overlap structure RSK
N coming from the N system. In the first sum-

mand, we have to be more careful: N−1/2
∑

i<j≤N Jijσiσj has variance (N − 1) /2, and

(N +M)−1/2∑

i<j≤N Jijσiσj has variance (N +M)−1N(N − 1)/2 ≃ (N − 1)/2 −M/2.

We can therefore (approximately) represent the former by the latter plus an indepen-

dent Gaussian
√

M/2κσ, where (κσ)σ∈ΣN
is a field with the covariances given by (31).

If we set

ησ
def
= exp

[

β
√
N +M

∑

i<j≤N

Jijσiσj + h
N∑

i=1

σi

]

,

we see that

(34)
ZN+M

ZN
≃

∑

σ∈ΣN , τ∈ΣM
ησ exp

[
∑M

i=1 (βyσ,i + h) τi

]

∑

σ∈ΣN
ησ exp

[

β
√

M/2κα

] .

Here we have used the ROSt from the N -spin SK model (with Gibbs weights coming

from a slightly changed temperature parameter). Aizenman, Sims and Starr had the

idea to investigate the above object when the N system is replaced by an arbitrary

ROSt R, and they considered the “relative finite M free energy” in the following way

(35) GM (β, h,R)
def
=

1

M
E



log

∑

α,τ∈ΣM
ηα exp

[
∑M

j=1 (βyα,j + h) τj

]

∑

α ηα exp
[

β
√

M/2κα

]



 ,

where the E expectation is taken with respect both to the law of the random overlap

structure and the cavity variables yα,i and κα. The variant of Guerra’s theorem in the

generalized version of Aizenman, Sims and Starr is the following remarkable inequality,

which holds for any M, and any random overlap structure.
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Theorem 5.4. — For any M , and any random overlap structure R one has

(36) fM (β, h) ≤ GM (β, h,R) .

Remark 5.5. — Aizenman, Sims and Starr actually show that

f (β, h) = inf
R

lim
M→∞

GM (β, h,R) ,

which follows by plugging in the SK-random overlap structure itself, using (34), and

applying the subadditivity result of Guerra-Toninelli (3).

I am not going to prove the theorem. To a large extent it is a rerun of the computation

done above in Section 3. Here is an outline. One uses the following interpolation:

HM (τ, α, t)
def
=

√
1 − t
√
M

∑

1≤i<j≤M
Jijτiτj +

√

M (1 − t)

2
κα +

√
t
∑M

i=1
yα,iτi

and defines

ĜM (β, h, t,R)
def
=

1

M
E



log

∑

α∈A, τ∈ΣM
ηα exp

[

βHM (τ, α, t) + h
∑M

j=1 τj

]

∑

α∈A ηα exp
[

β
√

M/2κα

]



 ,

where E is taken with respect to the overlap structure and the J ’s (which are supposed

to be independent). For t = 0, the κ-part cancels, and one just gets fM (β, h) . For

t = 1, one gets GM (β, h,R) . By a computation similar to the one in Section 3, one

gets

(37)
dĜM (β, h, , t,R)

dt
=

1

2
ν

(2)
t

(

(RM (τ, τ ′) − qα,α′)
2
)

≥ 0,

which immediately implies the theorem. ν
(2)
t is to be understood in the following way:

For fixed environment (from J and the ROSt), one takes two independent copies of the

(τ, α) distributed according to

pt (τ, α)
def
=
ηα exp [βHM (τ, α, t) + h

∑

i τi]

Normalization
,

and afterwards, one takes the environment expectation.

In principle, one should of course take RSK
N as the random overlap structure, in which

case one gets f (β, h) by Guerra-Toninelli in the M → ∞ limit, as remarked above, but

one has obviously not gained much. The striking fact however is that the inequality is

true for any ROSt, and one can try to obtain good upper bounds by choosing random

overlap structures for which one can compute GM . It turns out that the good choice is

Ruelle’s RRuelle
K from Example 5.3:

Lemma 5.6. —

(38) GM

(
β, h,RRuelle

K

)
= G1

(
β, h,RRuelle

K

)
= PK (m, q; β, h) .
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Proof. — We give a sketch of the computation. We can handle numerator and de-

nominator in (35) separately. The denominator is simpler, so I will only discuss the

numerator. We take M = 1. It will be clear from the computation that for general M

the outcome is the same. With the representation of the yi by (33), we get

1

2

∑

i,τ∈Σ1

ηi exp [(βyi + h) τ ] =
∑

i

ηi cosh (βyi + h)

(39)

=
∑

(i1,...,iK)

η1
i1
η2
i1i2

· · · · · ηKi1i2...iK cosh

(

β
K∑

n=0

g
(n)
i1,...,in

+ h

)

.

We condition on η1
i1
, η2
i1i2
, . . . , ηK−1

i1i2...iK−1
and g

(1)
i1
, g

(2)
i1i2
, . . . , g

(K−1)
i1i2...iK−1

. Then
(
ηKi1i2...iK

)

iK∈N

is a PPP (t→ mKt
−mK−1) whose points are multiplied by the independent random vari-

ables
(

cosh
(

β
∑K

n=0 g
(n)
i1,...,in

+ h
))

iK
. From Proposition 4.1, we know that the condi-

tional law (conditioned on anything up to level K − 1) of the point process
(

ηKi1i2...iK cosh

(

β

K∑

n=0

g
(n)
i1,...,in

+ h

))

iK

is the same as that of
(

CK

(

β
∑K−1

n=0
g

(n)
i1,...,in

)

ηKi1i2...iK

)

iK
,

where

CK (ξ)
def
=
[
EZ coshmK

(
ξ + h+ β

√
qK+1 − qKZ

)]1/mK , ξ ∈ R,

Z being a standard Gaussian random variable, and EZ the expectation with respect

to Z. CK is a random variable which still depends on the g(n), n ≤ K − 1.

We proceed in the same way, replacing
(

CK

(

β
∑K−1

n=0 g
(n)
i1,...,in

)

ηK−1
i1i2...iK−1

)

iK−1∈N
by

(

CK−1

(

β
∑K−2

n=0 g
(n)
i1,...,in

)

ηK−1
i1i2...iK−1

)

iK−1∈N
, where

CK−1 (ξ)
def
=
[
EZC

mK−1

K

(
ξ + h+ β

√
qK−1 − qK−2Z

)]1/mK−1 ,

and so on. We finally see that multiplying the points ηi by cosh (βyi + h) amounts

(for the corresponding point process) in multiplying the points by the constant E log Y1

from (13). The denominator in (35) is simpler because there one has in every step

just an integration of a Gaussian in the exponent. We therefore see that multiplying

the points ηi by exp
[(
β/

√
2
)
κi

]
simply leads to a multiplication of the point process

by exp
[

(β2/4)
∑K

i=0mi

(
q2
i+1 − q2

i

)]

. In the definition of G1 (35), we would now like to

argue that
∑

i ηi cancels out. There is the slight difficulty that this sum diverges almost

surely, because of mK = 1, but we can choose mK slightly less than 1, in which case
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the sum is finite, and so cancels, and then we can let mK → 1 in the end. The upshot

of this computation is that

G1 (β, h,R) = E log Y1 −
β2

4

K∑

i=0

mi

(
q2
i+1 − q2

i

)
+ log 2

= PK (m, q; β, h) ,

the log 2 is coming from dividing by 2 in (39). It is evident from this computation

that we get the same for arbitrary M. (One is just having M factors of cosh (·) with

independent contents, so in every step of the above argument, the factoring remains.)

Combining this result with Theorem 5.4, one gets

fM (β, h) ≤ PK (m, q; β, h)

for any K, and any sequence m and q. Therefore

fM (β, h) ≤ inf
K,m,q

PK (m, q; β, h) .

This is Guerra’s upper bound.

6. ON TALAGRAND’S PROOF OF THE PARISI FORMULA

From (37) it is evident that one could prove the Parisi formula, provided one gets

the right hand side of this equality under control and shows that it approaches 0 by

correctly choosing a sequence of random overlap structures. A difficulty arises from

the fact that one does not know from the outset the correct random overlap structures.

In his remarkable paper [20], Talagrand had been able to finish this approach and to

prove the Parisi formula. This is too complicated to be explained in any details, but

I will sketch the strategy in the simplest situation where there is no replica symmetry

breaking, i.e. in the region where the replica symmetric formula is correct. In order to

prove that, Talagrand considers a replicated system with fixed overlap of the replicas.

As one evidently wishes to apply this to the replicated interpolated system of Section 3,

we work with measures of the type (23) with the additional parameter γ. Let therefore

Z
(2)
N (β, γ, h, u)

def
=

∑

σ,τ∈ΣN : Rn(σ,τ)=u

exp
[

β (HN (σ) +HN (τ)) −
∑

i
(h+ γgi) (σi + τi)

]

,

and

(40) rN (β, γ, h, u)
def
=

1

N
E logZ

(2)
N (β, γ, h, u) .

(One restricts u to the possible overlaps only, but this is not causing any difficulties).

The strategy is to prove first an upper bound for the free energy rN of the replicated

system with restricted overlaps again through an interpolation procedure similar to the
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proof of Guerra’s bound, obtaining a Parisi formula for the replicated system with over-

lap restrictions. The expression is more complicated than (13). To give the reader an

impression of the complexity the procedure gains quickly, I describe the modifications

which are needed. We choose K and sequences m, q as in (10), (11), but we need an-

other sequence (cj)0≤j≤K , cj ∈ [−1, 1], describing correlations. Instead of the sequence

(gi) used in (13), we now take a sequence of independent two-dimensional Gaussian

vectors (g1
i , g

2
i ), which have the same variances as before, var

(
gji
)

= β2 (qi+1 − qi), but

with correlations between g1
i and g2

i given by the ci. Then one defines the sequence

(Yj)0≤j≤K+1 by downwards recursion similar to that in (12), with additional parameter

x, x1, x2 ∈ R, starting with

YK+1 (x, x1, x2) = cosh (x) cosh

(

x1 +
K∑

i=0

g1
i

)

cosh

(

x2 +
K∑

i=0

g2
i

)

+ sinh (x) sinh

(

x1 +

K∑

i=0

g1
i

)

sinh

(

x2 +

K∑

i=0

g2
i

)

,

and finally one sets

PK (m, q, c, x; β, h, γ, u) = 2 log 2 + EY0 (x, h + γg, h+ γg) − ux−
β2

2

K∑

i=1

mi

(
q2
i+1 − q2

i

)

−
β2

2

K∑

i=1

mi

(
d2
i+1 − d2

i

)
+
β2

2
(u− dk+1)

2 ,

where g is an additional standard Gaussian, and dk
def
=
∑k−1

i=0 ci (qi+1 − qi) . Then with

(41) U (β, γ, h, u)
def
= inf

K,q,m,c,x
PK (m, q, c, x; β, h, γ, u)

one proves

(42) rN (β, γ, h, u) ≤ U (β, γ, h, u)

in a way parallel to the one for Guerra’s replica symmetry breaking bound.

Fix now some parameter (β, h). Talagrand’s strategy to show f (β, h) = RS (β, h)

(which is true only for small enough β) is to prove that for the parameter from the

interpolation in Section 3, i.e. βt =
√
tβ, γt =

√
1 − t

√
q, q being the “correct one”, i.e.

the solution of equation (8), one has

lim sup
N→∞

rN (βt, γt, h, u) < 2f (βt, γt, h) ,

for u 6= q, where f (β, γ, h) is the free energy of the slightly extended SK-model defined

in (23). By (42), this follows from

(43) U (βt, γt, h, u) < 2f (βt, γt, h) .



948–26

This would lead to the conclusion that the probability for the replicated system (at

interpolation parameter t) not to nearly match the correct q with the overlap, is neg-

ligible. By (21), this then implies that f (β, h) = RS (β, h) (essentially, of course, as

there are many details to fit in). At first sight, this seems to be a hopeless enterprise,

as on the right hand side of the desired inequality, one has the free energy one is shoot-

ing for. Talagrand however remarked that it essentially suffices to prove an inequality

where the right hand side in (43) is replaced by 2RS (βt, γt, h) .

The main line of argument is running as follows: Let ψ (β, h) be the Parisi solution,

ψ (β, h) = inf
K,q,m

PK (m, q; β, h) ,

PK from (13), and let ψ (β, γ, h) be the Parisi solution for the Hamiltonian with the

additional parameter γ. Let also RS (β, γ, h) be the replica symmetric solution for

the Hamiltonian with the additional parameter γ. Let β, h be such that ψ (β, h) =

RS (β, h) , and furthermore, that this relation is correct on our path joining the coupled

system with the uncoupled one, i.e. ψ (βt, γt, h) = RS (βt, γt, h) , with βt =
√
tβ,

γt =
√

(1 − t) q.

Assume we can prove that

(44) sup
u:|u−q|≥y

U (βt, γt, h, u) ≤ 2RS (βt, γt, h) − εy2

for some constant ε (possibly depending on β, h, but not on t), then we get

ν
(2)
N,t

{
(RN (σ, τ) − q)2 ≥ y

}
≤ eo(N) exp [2N (RS (βt, γt, h) − εy − fN (βt, γt, h))] ,

and plugging in y = C (RS (βt, γt, h) − fN (βt, γt, h)) + ε1, with C = 1/ε, ε1 > 0 arbi-

trary, we get that

ν
(2)
N,t

{
(RN (σ, τ) − q)2 ≥ C (RS (βt, γt, h) − fN (βt, γt, h)) + ε1

}

is exponentially decaying in N , uniformly in t, with a rate depending on ε1. Therefore,

we can choose N large enough (depending on β, h, ε1) such that the above probability

is small. Using that, and (22), it is then possible to prove

lim
N→∞

fN (β, h) = RS (β, h) .

(44) needs considerable work, but given Parisi-like formula (41), and the Guerra type

bound (42), it suffices to (very) cleverly plug in parameters K,m, q, c, x on the right

hand side to get the desired inequality.

One would hope that the regions where this is correct coincide with the one bounded

by the AT-line, i.e. when (9) is satisfied. This however has not yet been proved.

Anyway, Talagrand gives a not totally explicit characterization of the region in the

(β, h)-plane where this line of arguments works (see [19], p. 153), and where the replica

symmetric solution is correct.
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In a remarkable tour de force, Talagrand has been able to extend this type of ar-

guments to cover the whole temperature regime, and to verify the Parisi formula in

the whole temperature region. An apparent difficulty is coming from the fact that in

the low temperature region, one needs to let K → ∞ in the infimum (14). A very

pertinent observation of Talagrand is that along the interpolation, for any fixed t0 < 1,

one can work with finitely many symmetry breakings on [0, t0], where the number of

levels of symmetry breaking has to increase to ∞ only when t0 ↑ 1. Therefore, along the

interpolation path, one can work with a finite K, and instead of minimizing over one

parameter q as in the high temperature region, one minimizes over 2K − 1 parameters

q1, . . . , qK , m1, . . . , mK−1, and tries to use estimates like (44). It goes without saying

that the whole argument becomes more complicated than the replica symmetric case

by an order of magnitude.

7. SOME OPEN PROBLEMS

Despite the success of the approach by Guerra and Talagrand, the whole field is

still very much in its beginning, and there remain many open problems. Much of the

recent progress depends on the possibility to derive inequalities of the type explained in

Section 3 and Section 5. It is completely open if there exist similar inequalities, perhaps

only in an asymptotic sense, for other models like the perceptron, or the Hopfield

net. Talagrand had used a different method to obtain results on these models in the

high temperature region which is based on the “cavity method”. There is not space

enough here to give any explanations of this procedure (see [19], Chap. 3-5). The low

temperature region for these models seems to be completely out of reach, presently.

Another open question concerns ultrametricity, even for the SK-model, and for in-

stance to prove (17). A natural approach would be to try to somehow extend the

approach used by Talagrand for a tripled system with three replicas σ1, σ2, σ3, define a

free energy like (40) with the overlaps RN (σ1, σ2) , RN (σ1, σ3) , RN (σ1, σ3) fixed, and

derive a “Guerra type” bound, like (42) with a Parisi-formula like (41), and then to

exclude overlaps which do not satisfy the ultrametricity condition. It seems that this

natural approach leads to tremendous difficulties, and it has not been possible to make

progress along this line, at least to my knowledge.

Another approach would be more in the line of Theorem 5.4 and Remark 5.5, and

try to prove that the only random overlap structures which minimize the right hand

side of (36) are ultrametric ones. This could follow from a characterization of the

Ruelle point process through some invariance properties, like the one given in [17], but

including correlations. This had been proposed by Michael Aizenman, but first of all,

the necessary extension of [17] seems to be rather delicate, and secondly, it is not clear

to me if this really would lead to a proof of ultrametricity in the form (17).
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On a much more modest level, there has recently been some progress, namely a proof

that some natural “non-hierarchical” generalizations of the GREM are in the limit

hierarchical organized (see [5]), but it is very questionable if this sheds much light on

similar problems for instance for the SK model.
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ALGÈBRES SIMPLES CENTRALES

SUR LES CORPS DE FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

[d’après A. J. de Jong]

par Jean-Louis COLLIOT-THÉLÈNE

1. INTRODUCTION

À toute algèbre simple centrale A de dimension finie sur un corps F sont associés

deux entiers, l’indice et l’exposant. L’indice de A est le minimum des degrés [E : F ], où E

parcourt les corps, extensions finies de F , pour lesquels la E-algèbre A⊗F E est isomorphe

à une algèbre de matrices. L’exposant de A est l’ordre de la classe de A dans le groupe

de Brauer du corps F . L’exposant divise l’indice, mais ne lui est pas nécessairement égal.

Lorsque F est un corps de nombres, c’est un théorème des années 1930 qu’exposant et

indice cöıncident ([BHN]). A. J. de Jong [dJ] montre qu’ils cöıncident aussi lorsque F est

un corps de fonctions de deux variables sur le corps des complexes.

Au §1 de cet exposé, on trouvera des rappels sur les algèbres simples centrales sur un

corps, le groupe de Brauer, les extensions de ces notions au-dessus d’un schéma. On passe

en revue les propriétés connues des corps de déploiement des algèbres simples centrales

et on cite plusieurs problèmes ouverts dans cette direction, particulièrement en ce qui

concerne la relation entre exposant et indice.

Le §2 décrit l’essentiel de la démonstration de de Jong, qui passe par des déformations

d’algèbres d’Azumaya sur une surface, rendues possibles par des transformations élémen-

taires. On décrit la démonstration (( simplifiée )) évoquée à la fin de l’article de de Jong.

Cette démonstration requiert un bon théorème de type Bertini pour démarrer, mais elle

évite les études fines de variétés singulières de [dJ].

Le manque de temps, de place, et de compétence nous ont fait renoncer à décrire la

nouvelle et très intéressante preuve, par Lieblich [Lie], du théorème de de Jong dans le cas

non ramifié. Cette preuve, qui se place dans le cadre des champs algébriques, s’appuie sur

le théorème de Graber, Harris, Starr et de Jong ([GHS], [dJS1]) selon lequel une variété

(séparablement) rationnellement connexe sur un corps de fonctions d’une variable sur

un corps algébriquement clos a un point rationnel. Il est par ailleurs trop tôt pour parler
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d’une troisième démonstration, annoncée par de Jong et Starr, et qui s’inscrit dans l’étude

toute nouvelle des variétés 1-rationnellement connexes.

Au §3, on donne une liste de propriétés des groupes algébriques linéaires sur un corps de

fonctions de deux variables sur le corps des complexes que la cöıncidence entre exposant

et indice permet d’obtenir.

Les corps de fonctions de deux variables sur le corps des complexes sont de dimension

cohomologique 2. Au §4, on discute divers résultats récents sur des corps qui sont de

dimension cohomologique 3, à savoir les corps de fonctions d’une variable sur un corps

p-adique.

Pour de nombreuses discussions sur le travail de de Jong, je remercie M. Ojanguren

et R. Parimala. Je me suis en particulier fortement inspiré d’un cours donné par cette

dernière à Lens en juin 2004. Je remercie O. Gabber, P. Gille, B. Kahn, T. Szamuely

et tout particulièrement L. Moret-Bailly pour leurs critiques d’une première version du

présent texte.

2. LA THÉORIE CLASSIQUE

2.1. Algèbres simples centrales sur un corps ([A], [D], [Bki], [Bld], [GSz])

Soient k un corps et V un k-espace vectoriel de dimension finie n ≥ 1. La k-algèbre

End(V ) satisfait les propriétés suivantes :

(a) Elle est de dimension finie, n2, sur k.

(b) Son centre est k.

(c) Elle ne possède pas d’idéal bilatère non trivial.

Par le choix d’une base de V , Endk(V ) s’identifie à l’algèbre Mn(k) des matrices carrées

de dimension n sur le corps k.

Une k-algèbre simple centrale est une forme tordue d’une telle algèbre. Plus précisément :

Définition 2.1. — Une k-algèbre simple centrale est une k-algèbre de dimension finie,

de centre réduit à k, sans idéal bilatère non trivial.

Pour une k-algèbre A, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A est une k-algèbre simple centrale.

(ii) Il existe un corps K contenant k tel que la K-algèbre A ⊗k K est simple centrale.

(iii) Pour tout corps K contenant k, la K-algèbre A ⊗k K est simple centrale.

(iv) Il existe un corps K contenant k et un entier n ≥ 1 tels que la K-algèbre A ⊗k K

est K-isomorphe à une K-algèbre Mn(K).

(v) Il existe un corps K extension finie séparable de k et un entier n ≥ 1 tels que la

K-algèbre A ⊗k K est K-isomorphe à une K-algèbre Mn(K).
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Ceci implique en particulier que la dimension de A sur k est un carré, soit n2. L’entier

n est appelé le degré de A (sur k).

Un corps K comme en (iv) est dit corps de déploiement de l’algèbre A. D’après (v),

une clôture séparable de k est un corps de déploiement de A.

D’après Wedderburn, toute k-algèbre simple centrale A est isomorphe à une k-algèbre

de matrices Mr(D), où D est simple centrale à division, c’est-à-dire que c’est un corps

gauche de centre k (on emploiera indifféremment l’une ou l’autre terminologie). Un tel

corps gauche D est déterminé, comme k-algèbre, à isomorphisme non unique près.

Le degré de D sur k est appelé l’indice de A (sur k). Il est noté indk(A) = indk(D).

Soit A une k-algèbre simple centrale de degré n. Pour tout entier m avec 1 ≤ m ≤ n on

peut considérer la k-variété algébrique dont les points sur une clôture séparable ks de k

sont les idéaux à droite de A⊗k ks de ks-dimension mn. On note cette variété SB(A, m).

La k-variété SB(A, 1) est la variété de Severi-Brauer associée par F. Châtelet à la k-

algèbre simple centrale A. On a les faits suivants ([Blt]). La k-variété SB(A, m) est une

forme de la grassmannienne Grass(m, n). La k-variété SB(A, m) possède un k-point si et

seulement indk(A) divise m. Ainsi l’indice indk(A) est le plus petit entier m tel que la

k-variété SB(A, m) possède un k-point. C’est aussi le p.g.c.d. des entiers m satisfaisant

cette propriété.

Pour A = Mr(D) comme ci-dessus, et K un corps contenant k, de degré fini sur k, les

propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Être k-isomorphe à un sous-corps commutatif maximal de D.

(ii) Être de degré minimal sur k parmi toutes les extensions finies de k déployant A.

Les sous-corps commutatifs maximaux de D sont tous de degré indk(D). Il existe de

tels sous-corps qui sont séparables sur k.

L’indice indk(A) d’une k-algèbre simple centrale A peut donc aussi se définir comme le

degré commun des corps satisfaisant l’une des propriétés ci-dessus. C’est aussi le p.g.c.d.

des degrés [K : k] des extensions finies de corps K/k déployant D.

Une k-algèbre simple centrale à division D/k de degré n =
∏

i p
ni
i avec les pi premiers

distincts s’écrit comme un produit tensoriel D = D1 ⊗k · · · ⊗k Dn, chaque Di étant un

corps gauche de degré pni
i .

Rappelons la notion d’algèbre cyclique. Soit K/k une extension finie cyclique du corps

k, de degré n, soit σ un générateur de Gal(K/k) et soit b ∈ k∗. On munit le k-vectoriel

⊕n−1
i=0 K.Y i d’une structure de k-algèbre simple centrale par les relations Y n = b et Y x =

σ(x)Y pour x ∈ K. On note A = (K/k, σ, b) cette k-algèbre. Lorsque k contient une racine

n-ième de 1, soit ζn, on peut écrire K = k(α) avec αn = a ∈ k∗. Soit σ tel que σ(α) = ζnα.

On note alors A = (a, b)ζn . Cette k-algèbre, considérée par Dickson, est engendrée par

deux éléments X et Y soumis aux relations Xn = a, Y n = b, Y X = ζnXY . Pour n = 2,

on retrouve la définition des algèbres de quaternions (a, b).
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2.2. Groupe de Brauer d’un corps ([A], [Bki], [GSz], [S2])

Soient A et B deux k-algèbres simples centrales. Le produit tensoriel A ⊗k B est une

k-algèbre simple centrale. Etant donnée une k-algèbre simple centrale A, on dispose de

l’algèbre opposée Aop, et l’homomorphisme A ⊗k Aop → Endk−vect(A) qui à a ⊗ b associe

x 7→ axb est un isomorphisme de k-algèbres. Considérons l’ensemble des classes d’isomor-

phie de k-algèbres simples centrales. Si l’on introduit la relation d’équivalence (( L’algèbre

A est équivalente à l’algèbre B s’il existe des entiers r, s avec Mr(A) ≃ Ms(B) )), on voit

que le produit tensoriel induit sur les classes d’équivalence une structure de groupe abélien,

dont l’élément neutre est la classe des algèbres Mn(k) (n arbitraire). C’est le groupe de

Brauer Br(k) du corps k.

Notons Azn(k) l’ensemble des classes d’isomorphie de k-algèbres simples centrales de

degré n. On dispose d’une application naturelle Azn(k) → Br(k). Cette application est

une injection : si deux k-algèbres simples centrales A et B de même degré ont même classe

dans le groupe de Brauer, elles sont isomorphes. On a donc :

Br(k) = ∪∞
n=1Azn(k),

la loi de groupe étant induite par les produits tensoriels

Azn(k) × Azm(k) → Aznm(k).

On a une seconde définition du groupe de Brauer du corps k ([S1]). On note ks une

clôture séparable de k, g le groupe de Galois de ks sur k. Alors

Br(k) = H2(g, k∗
s).

On passe de l’une à l’autre définition en utilisant la cohomologie galoisienne de la suite

exacte de k-groupes lisses :

1 → Gm,k → GLn,k → PGLn,k → 1.

L’ensemble pointé de cohomologie galoisienne H1(k, PGLn) = H1(g, PGLn(ks)) est en

bijection avec Azn(k) ([S1], Chap. X, §4 et §5).

Une k-algèbre simple centrale A est déployée, c’est-à-dire k-isomorphe à une algèbre de

matrices sur k, si et seulement si sa classe α = [A] ∈ Br(k) est nulle. Ainsi la K-algèbre

A ⊗k K est déployée si et seulement si αK = 0 ∈ Br(K).

L’indice indk(A) d’une k-algèbre simple centrale A ne dépend que de la classe α = [A]

de A dans Br(k). Cet entier qu’on peut donc noter indk(α) est donc

(i) le plus petit degré d’une extension finie (séparable) de corps K/k telle que l’on ait

αK = 0 ∈ Br(K) ;

(ii) le p.g.c.d. des degrés des extensions finies de corps K/k (séparables) telles que l’on

ait αK = 0 ∈ Br(K).
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On définit par ailleurs l’exposant d’une k-algèbre simple centrale A comme l’exposant

de α = [A] dans le groupe de Brauer de k.

On utilise traditionnellement le mot (( exposant )) (ou parfois (( période ))) plutôt que le

mot (( ordre )) pour éviter la confusion avec les ordres (maximaux ou autres) lorsque le

corps k est le corps des fractions d’un anneau.

Proposition 2.2 (R. Brauer). — (i) L’exposant divise l’indice.

(ii) Les nombres premiers qui divisent l’indice divisent l’exposant.

Preuve — Le premier énoncé résulte de l’existence, pour une extension finie de corps

K/k, d’un homomorphisme de corestriction Br(K) → Br(k) pour lequel la composition

avec la restriction Br(k) → Br(K) est la multiplication par le degré [K : k].

Montrons le second énoncé. Soit l premier ne divisant pas l’exposant de A. Soit K/k

une extension finie galoisienne déployant A. Soit F ⊂ K le corps fixe d’un l-sous-groupe

de Sylow de Gal(K/k). L’exposant de [A ⊗k F ] ∈ Br(F ) divise celui de [A] ∈ Br(k), il

est donc premier à l. Par ailleurs la restriction de A ⊗k F à K est triviale, l’argument de

corestriction montre que la classe [A ⊗k F ] ∈ Br(F ) est annulée par [K : F ] qui est une

puissance de l. Ainsi [A ⊗k F ] = 0 ∈ Br(F ), la k-algèbre A est déployée par l’extension

F/k qui est de degré premier à l. Ainsi l ne divise pas l’indice. ¤

2.3. Algèbres d’Azumaya, cohomologie étale, ramification ([Gr], [Mi])

Nous nous contenterons ici de rappeler quelques résultats. Pour les démonstrations, on

renvoie aux trois exposés de Grothendieck [Gr] et au chapitre IV du livre de Milne [Mi].

Soit X un schéma. Une algèbre d’Azumaya sur X de degré n est un faisceau de OX-

algèbres localement libres de rang fini qui localement pour la topologie étale sur X est

isomorphe à Mn(OX).

Soit A une telle algèbre. À tout entier m avec 1 ≤ m ≤ n on associe un X-schéma

SB(A, m). C’est le schéma des OX-idéaux à droite de A qui sont localement libres de rang

mn sur X et qui sont localement facteurs directs dans A. C’est un X-schéma projectif,

lisse, à fibres connexes. Pour m = 1, c’est le schéma de Severi-Brauer ([Gr]) associé à A.

On notera Azn(X) l’ensemble des classes d’isomorphie d’algèbres d’Azumaya sur X de

degré n. Le produit tensoriel de telles OX-algèbres induit un produit

Azn(X) × Azm(X) → Azn+m(X).

Si l’on considère l’application induite sur les classes d’isomorphie, et que de plus on

considère comme triviales les algèbres de la forme End(V ) pour V un fibré vectoriel sur

X, on obtient un groupe abélien BrAz(X) (ce groupe est noté Br(X) dans [Gr]). Pour X

quasi-compact, ce groupe est de torsion.

On dispose par ailleurs du groupe de Brauer défini par Grothendieck. C’est le deuxième

groupe de cohomologie étale Br(X) = H2(X, Gm) (ce groupe est noté Br′(X) dans [Gr]).
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Si le schéma X est régulier, ou plus généralement si tout ouvert étale de X a ses anneaux

locaux factoriels, le groupe Br(X) est de torsion : ceci résulte du théorème 2.4 ci-dessous.

Pour tout schéma X, il y a un plongement naturel

BrAz(X) →֒ Br(X).

Un théorème de Gabber, dont de Jong [dJ2] a donné une démonstration, assure que si X

est quasi-compact et quasi-séparé, et possède un fibré inversible ample, alors le plongement

ci-dessus induit un isomorphisme entre BrAz(X) et le sous-groupe de torsion de Br(X).

Soit R un anneau de valuation discrète de corps des fractions K, de corps résiduel κ.

Soit n un entier inversible sur R. On dispose alors d’une suite exacte naturelle

0 → nBr(R) → nBr(K) → H1(κ,Z/n) → 0.

(Pour un groupe abélien M et un entier n > 0, on note nM = {x ∈ M, nx = 0.}.)

On note ∂R l’homomorphisme nBr(K) → H1(κ,Z/n), qu’on appelle l’application résidu.

Un élément de α ∈ nBr(K) est dit ramifié (par rapport à l’anneau de valuation discrète

R) si ∂R(α) 6= 0.

Soit R ⊂ S une inclusion locale d’anneaux de valuation discrète induisant une extension

finie K ⊂ L des corps des fractions et une extension finie κR ⊂ κS des corps résiduels.

Soit e = eS/R l’indice de ramification de S sur R. Soit n > 0 premier aux caractéristiques

résiduelles. On a alors le diagramme commutatif :

nBr(K)
∂R //

ResK,L

��

H1(κR,Z/n)

×eS/R.ResκR,κS

��

nBr(L)
∂S // H1(κS,Z/n).

Soit X un schéma noethérien intègre. Soit K le corps des fonctions rationnelles de X.

On note X(i) l’ensemble des points de codimension i de X. On note κx le corps résiduel

d’un point x ∈ X. On note µl le faisceau étale des racines l-ièmes de 1, et µ⊗2
l = µl ⊗ µl.

Proposition 2.3. — Soit X un schéma noethérien intègre, excellent, de dimension 2.

Soit l un nombre premier inversible sur X.

(i) Il existe un complexe naturel de groupes de cohomologie étale

0 → H2(X, µ⊗2
l ) → H2(K, µ⊗2

l ) → ⊕x∈X(1)H1(κx, µl) → ⊕x∈X(2)H0(κx,Z/l) → 0.

(ii) Si X est régulier, ce complexe est exact en le terme H2(K, µ⊗2
l ).

(iii) Si X est un schéma local régulier, le complexe est aussi exact en H2(X, µ⊗2
l ).
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Quelques références — Pour une description du complexe, et en particulier des

flèches dans le complexe, je renvoie à l’article de Kato [Kt] (qui décrit de tels complexes

dans un cadre bien plus large que celui utile pour le présent exposé). Pour établir les autres

énoncés on peut adjoindre les racines l-ièmes de 1, on est alors ramené à deux théorèmes

sur le groupe de Brauer, dus à Auslander-Goldman et Grothendieck. Pour X local, soit

X = Spec(R), on a H2(R, µl) = lH
2(R, Gm). L’énoncé (ii) est alors une conséquence du

théorème 2.5 ci-après, et l’énoncé (iii) une conséquence du théorème 2.4 ci-après. (Dans

le cas local régulier, on conjecture que tout le complexe est exact, ce n’est pas utile pour

notre propos.)

Théorème 2.4 ([AG], [Gr]). — Soit X un schéma noethérien intègre, et soit K son

corps des fonctions. Si X est géométriquement localement factoriel, par exemple si X est

régulier, l’homomorphisme Br(X) → Br(K) est injectif. ¤

Théorème 2.5. — Soit X un schéma régulier intègre de dimension au plus 2, et soit

K son corps des fonctions. Tout élément de Azn(K) dont l’image dans Br(K) est dans

Br(X) ⊂ Br(K) est dans l’image de l’application de restriction Azn(X) → Azn(K).

Soit n > 0 un entier inversible sur X. Si un élément de Azn(K) a une image dans

nBr(K) dont les résidus en tous les points de codimension 1 de X sont nuls, alors il

provient d’un élément de Azn(X).

Ce théorème combine un énoncé sur les anneaux de valuation discrète ([R]) et le

théorème que tout module réflexif sur un anneau local régulier de dimension 2 est li-

bre. On renvoie le lecteur à [AG], [Gr] (II, Thm. 2.1), [CTS] Cor. 6.14), [OP] (§1). ¤

Soient X et K comme dans la proposition 2.3. À tout élément α ∈ H2(K, µ⊗2
l ) on

associe son lieu de ramification : c’est l’adhérence dans X de l’ensemble des points x de

codimension 1 de X en lesquels α a un résidu non nul dans H1(κx, µl).

À tout couple d’éléments u, v ∈ K∗ on associe le symbole (u, v) ∈ H2(K, µ⊗2
l ) : c’est le

cup-produit des classes de u et v dans K∗/K∗l = H1(K, µl). Lorsque les racines l-ièmes

de 1 sont dans K, après avoir fait un choix d’une racine primitive, on trouve ainsi les

classes des algèbres cycliques dans H2(K, µl) = lBr(K).

Proposition 2.6 (Saltman [Sa1], [CTOP]). — Soit R un anneau local régulier excellent

de dimension 2, d’idéal maximal m, de corps des fractions K. Soit α ∈ H2(K, µ⊗2
l )

un élément dont le lieu de ramification sur X = Spec(R) est un diviseur strictement à

croisements normaux.

(i) Si ce lieu est vide, alors α est dans l’image de H2(R, µ⊗2
l ).

(ii) Si ce lieu est de la forme s = 0, où s ∈ m est un paramètre régulier de R (i.e. R/s

régulier), alors il existe u ∈ R∗ tel que α − (u, s) soit dans l’image de H2(R, µ⊗2
l ).

(iii) Si ce lieu est de la forme st = 0, où s et t engendrent l’idéal m, alors il existe

u, v ∈ R∗ et r ∈ Z/l tels que α− (u, s)− (v, t)− r(s, t) ∈ H2(K, µ⊗2
l ) soit dans l’image de

H2(R, µ⊗2
l ).
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Preuve — Le (i) résulte de la proposition 2.3 (ii).

Notons κs le corps des fractions de R/s. Le seul résidu non trivial de α est en s = 0,

c’est une classe ∂s(α) = ξs ∈ κ∗
s/κ

∗l
s dont l’image dans Z/l par l’application valuation est

zéro (2.3 (i)). On a la suite exacte évidente

1 → (R/s)∗/(R/s)∗l → κ∗
s/κ

∗l
s → Z/l → 0.

Il existe donc un élément us ∈ (R/s)∗ qui a pour image ξs via l’application de réduction

(R/s)∗/(R/s)∗l → κ∗
s/κ

∗l
s . L’application de réduction R∗ → (R/s)∗ est surjective (R est

un anneau local), on peut donc relever us en u ∈ R∗. Les formules usuelles pour le résidu

d’un cup-produit montrent que le résidu de (u, s) en s = 0 est ξs, et il est zéro partout

ailleurs, comme celui de α. La proposition 2.3 (ii) donne alors l’énoncé (ii).

Montrons (iii). Notons κs, resp. κt, le corps des fractions de R/s, resp. R/t, et κ le corps

résiduel en l’idéal maximal m de R. Notons ∂s : H1(κs, µl) → H0(κ,Z/l) et de même ∂t :

H1(κt, µl) → H0(κ,Z/l) les homomorphismes apparaissant dans la proposition 2.3. Soient

ξs et ξt les résidus de α en s = 0 et t = 0. Comme la proposition 2.3 donne un complexe

de groupes abéliens, on a ∂s(ξs) + ∂t(ξt) = 0 ∈ Z/l. Soit r ∈ Z avec ∂s(ξs) = r ∈ Z/l et

∂t(ξt) = −r ∈ Z/l. Procédant comme ci-dessus, on trouve u, v ∈ R∗ tels que l’image de

utr ∈ R[1/t]∗ dans κ∗
s/κ

∗l
s soit ξs et que l’image de vs−r ∈ R[1/s]∗ dans κ∗

t /κ
∗l
t soit ξt. On

vérifie que tous les résidus de

α + (s, u) + (t, v) + r(s, t) ∈ H2(K, µ⊗2
l )

aux points de codimension 1 de X sont nuls, la proposition 2.3 (ii) donne alors que cet

élément de H2(K, µ⊗2
l ) est l’image d’un (unique) élément de H2(R, µ⊗2

l ). ¤

2.4. Questions sur les corps de déploiement

Sauf mention explicite du contraire, on suppose ici que les corps considérés sont de

caractéristique zéro, ou du moins que l’indice des algèbres considérées est premier à la

caractéristique du corps de base. Etant donnés un corps k et une k-algèbre simple centrale

A, que peut-on dire sur les extensions finies de corps K/k qui déploient A ?

Il existe des k-algèbres simples centrales qui ne sont pas déployées par une extension

cyclique du corps de base (Tignol-Amitsur, Tignol-Wadsworth [TW] Exemples 3.6 et

Thm. 4.7 (v)). Un exemple simple est le produit tensoriel (x, y) ⊗k (z, t) des algèbres de

quaternions (x, y) et (z, t) sur le corps k = C(x, y, z, t) et même déjà sur le corps de séries

formelles itérées k = C((x))((y))((z))((t)).

Toute k-algèbre simple centrale A d’exposant n sur un corps k contenant une racine

primitive n-ième de 1, soit ζn, est semblable à un produit d’algèbres cycliques (a, b)ζn , elle

est en particulier déployée par une extension multicyclique de k (conséquence immédiate

du théorème de Merkur’ev et Suslin [MS]). Il en résulte que toute k-algèbre simple centrale

A est déployée par une extension résoluble de k.
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Étant donnés un corps K et une k-algèbre simple centrale à division D, on dit qu’elle

est un produit croisé si elle admet un sous-corps commutatif maximal K ⊂ D galoisien

sur k. On dit qu’elle est cyclique si elle admet un sous-corps commutatif maximal K ⊂ D

cyclique sur k.

Amitsur (1972) montra qu’il existe des algèbres à division qui ne sont pas des produits

croisés : elles ne possèdent pas de sous-corps commutatif maximal galoisien sur le corps

de base. Les indices de ses exemples ainsi que de ceux qui ont été construits par la suite

sont de la forme 2r
∏

i p
ni
i avec les pi ≥ 3 premiers, r ≥ 3, et ni ≥ 2 pour tout i. Lorsque

l’indice est premier, la question suivante est ouverte :

Problème Sur tout corps k, toute algèbre à division d’indice premier l est-elle cyclique ?

C’est le cas de façon triviale pour l = 2, c’est un résultat de Wedderburn pour l = 3,

la question est ouverte déjà pour l = 5.

Dès les années 1930, des exemples furent donnés (par Albert, Brauer, Köthe, Nakayama,

voir les références dans [CTG]) pour montrer qu’indice et exposant d’une algèbre ne

cöıncident pas nécessairement.

Un énoncé général permettant de fabriquer de tels exemples est le suivant :

Proposition 2.7 (Tignol [T]). — Soient K/k une extension cyclique de corps, σ un

générateur du groupe de Galois de K sur k et t une variable. Soit A une k-algèbre simple

centrale. On a les formules

indk(t)(Ak(t) ⊗k(t) (K(t)/k(t), σ, t)) = ind(AK).[K : k]

et

indk((t))(Ak((t)) ⊗k((t)) (K((t))/k((t)), σ, t)) = ind(AK).[K : k].

En particulier, si A est un corps gauche, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La K-algèbre AK est un corps gauche.

(ii) La k(t)-algèbre Ak(t) ⊗k(t) (K(t)/k(t), σ, t) est un corps gauche.

(iii) La k((t))-algèbre Ak((t)) ⊗k((t)) (K((t))/k((t)), σ, t) est un corps gauche. ¤

Donnons deux exemples. Sur le corps K = C(x1, . . . , xd) des fonctions rationnelles

en d variables sur le corps des complexes, le produit tensoriel d’algèbres de quaternions

A = (x1 + 2, x2)⊗K · · · ⊗K (x1 + d, xd) est un corps gauche, d’exposant 2 et d’indice 2d−1.

Il en est ainsi déjà sur le corps K = C(x1)((x2)) . . . ((xd)). Par ailleurs soit F un corps

fini de caractéristique différente de 2, et soit a ∈ F non carré. Sur le corps de fonctions

rationnelles K = F(x, y), l’algèbre (x, a) ⊗K (x + 1, y) est un corps gauche, d’exposant 2

et d’indice 4. Ces exemples font intervenir la ramification des algèbres considérées en des

valuations convenables du corps de base.
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Dans [Kr] et [CTG] on trouvera diverses constructions d’algèbres d’Azumaya A (donc

sans ramification) sur des variétés projectives, lisses, connexes X sur les complexes (de

dimension au moins 3) telles que l’exposant divise proprement l’indice de la C(X)-algèbre

obtenue par évaluation de A au point générique de X. Pour tout d ≥ 2, et tout nom-

bre premier l, O. Gabber donne des exemples de variétés projectives, lisses, connexes X

de dimension d, en fait des produits de courbes, qui possèdent une algèbre d’Azumaya

d’exposant l et d’indice (générique) ld−1.

Les exemples obtenus de cette façon sont définis sur des corps dont la dimension coho-

mologique [S2] est au moins 3. Par d’autres méthodes, pour tout entier n, Merkur’ev [M2]

construit un (très gros) corps Kn de dimension cohomologique 2 sur lequel il existe un

produit tensoriel de n algèbres de quaternions qui est un corps gauche, et donc définit un

élément de Br(Kn) d’exposant 2 et d’indice 2n.

Il existe néanmoins plusieurs classes de corps de dimension cohomologique 2 ([S2]) (ou

de dimension cohomologique virtuelle 2) pour lesquels on sait que l’indice cöıncide avec

l’exposant. Pour chacune des classes suivantes, on sait en outre que toute algèbre à division

est cyclique :

• les corps globaux et les corps locaux (Brauer-Hasse-Noether, Albert) ([BHN], [D],

[Ro])

• les corps de la forme k = F ((t)) avec F corps de caractéristique zéro et de dimension

cohomologique 1

• les corps de fractions d’anneaux locaux normaux henséliens excellents de dimension

2, à corps résiduel algébriquement clos de caractéristique zéro (Artin [Ar3], Ford-

Saltman [FS], [CTOP]).

Soit r ≥ 0 un entier. Un corps k satisfait la propriété Cr si pour toute extension

finie de corps K/k, toute forme homogène à coefficients dans K de degré d en n > dr

variables a un zéro non trivial dans K. Les corps de fonctions de r variables sur un corps

algébriquement clos sont des corps Cr (S. Lang). C’est une conséquence du théorème de

Merkur’ev et Suslin [MS] que tout corps C2 est de dimension cohomologique au plus 2.

Problème (M. Artin [Ar2], Appendix) Soit k un corps C2. Pour toute algèbre simple

centrale sur k, l’indice est-il égal à l’exposant ?

Lorsque l’on se limite aux algèbres d’indice 2-primaire ou 3-primaire, la réponse est

affirmative1. Cette conséquence du théorème de Merkur’ev et Suslin [MS] a été remarquée

par plusieurs auteurs ([Ar2], [MS]). Le cas particulier des corps de fonctions de deux

variables sur les complexes avait été établi plus tôt, par M. Artin et J. Tate ([Ar2],

Appendix), qui utilisaient un résultat de S. Bloch (1974).

1Quitte à remplacer l’hypothèse C2 par sa variante C ′
2, cf. [CTG], Prop.7.)
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Pour les corps de fonctions de deux variables sur les complexes, et les algèbres d’indice

arbitraire sur de tels corps, la réponse affirmative à cette question est le théorème de

de Jong [dJ] qui fait l’objet de cet exposé. Pour r ≤ 2, on a donc une réponse affirmative à

la question suivante (voir [CT]), où la borne suggérée est, d’après les exemples mentionnés

ci-dessus, la meilleure possible.

Problème2 Pour toute algèbre simple centrale sur un corps de fonctions de r variables

sur le corps des complexes, l’indice divise-t-il l’exposant à la puissance r − 1 ?

Les corps de fonctions de r variables sur le corps des complexes sont des corps Cr.

On peut se poser la question ci-dessus pour tout corps Cr. Les corps de fonctions de r

variables sur un corps fini sont des corps Cr+1.

Problème Pour toute algèbre simple centrale sur un corps de fonctions de r variables

sur un corps fini, l’indice divise-t-il l’exposant à la puissance r ?

Lorsque r = 1, c’est un résultat classique (Hasse).

Lorsque r = 2, c’est un résultat récent de Lieblich [Lie] que pour les algèbres non

ramifiées, d’indice premier à la caractéristique, l’indice est égal à l’exposant3. Pour une

algèbre ramifiée, la technique évoquée au début du §4 ci-dessous (méthode de Saltman)

permet alors de montrer que l’indice divise l’exposant au cube. Comme on a vu ci-dessus,

dans ce cas le mieux que l’on puisse espérer en général est que l’indice divise l’exposant

au carré.

3. LE THÉORÈME DE DE JONG

3.1. Deux invariants cohomologiques des algèbres d’Azumaya de degré n

Soient X un schéma et n > 0 un entier. L’ensemble Azn(X) des classes d’isomorphie

d’algèbres d’Azumaya de degré n sur X s’identifie à l’ensemble de cohomologie de Čech

étale H1(X, PGLn).

On a le diagramme commutatif de suites exactes de X-schémas en groupes suivant :

2Soit X une variété de dimension r sur le corps R des réels, géométriquement intègre et sans point

réel. Le corps des fonctions K = R(X) est de dimension cohomologique r mais on ne sait pas s’il est Cr.

On peut pour un tel corps poser le même problème que ci-dessus. Pour les surfaces, i.e. pour r = 2, le

problème se ramène à l’une quelconque des questions suivantes (Pfister, 1982) :

(a) Toute forme quadratique en au moins 5 variables sur un tel corps admet-elle un zéro non trivial ?

(b) Le produit tensoriel de deux algèbres de quaternions sur un tel corps est-il semblable à une algèbre

de quaternions ?
3Pour obtenir ce résultat, outre des techniques de champs algébriques il utilise les propriétés des espaces

de modules de fibrés vectoriels sur les surfaces projectives et lisses [HL].
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1

��

1

��
1 // µn //

��

SLn
//

��

PGLn
//

=

��

1

1 // Gm
//

x7→xn

��

GLn
//

det
��

PGLn
// 1

Gm

��

= // Gm

��
1 1 .

Supposons n inversible sur X. Les suites exactes ci-dessus définissent alors des suites

exactes de faisceaux pour la topologie étale sur X. De la suite horizontale médiane on

tire la suite exacte d’ensembles pointés de cohomologie de Čech étale ([Mi], Chapitre IV,

Thm. 2.5) :

H1(X, Gm) → H1(X, GLn) → H1(X, PGLn) → nH2(X, Gm). (3.1.1)

L’application composée Azn(X) = H1(X, PGLn) → H2(X, Gm) = Br(X) associe à une

algèbre d’Azumaya A sa classe [A] dans le groupe de Brauer cohomologique Br(X), classe

qui est annulée par n.

La suite exacte supérieure donne naissance à une application

cl : Azn(X) = H1(X, PGLn) → H2(X, µn).

La suite exacte verticale de gauche (suite de Kummer) donne naissance à la suite exacte

bien connue

0 → Pic(X)/n → H2(X, µn) → nBr(X) → 0.

Pour A ∈ Azn(X), la flèche de droite envoie cl(A) ∈ H2(X, µn) sur [A] ∈ nBr(X).

Lemme 3.1. — Soit X un schéma.

(a) Soit A ∈ Azn(X). Si l’on a [A] = 0 ∈ Br(X), alors il existe un fibré vectoriel V sur

X de rang n tel que A = EndX(V ).

(b) Soient V1 et V2 deux fibrés vectoriels de rang n sur X ; si l’on a un isomorphisme

d’algèbres End(V1) ≃ End(V2), alors il existe un fibré inversible L sur X et un isomor-

phisme V1 ≃ V2 ⊗ L.

(c) Soit V un fibré vectoriel sur X de rang n, A = End(V ) ∈ Azn(X). Supposons n

inversible sur X. L’image de la classe de det(V ) = ΛnV dans Pic(X) par la flèche de

Kummer Pic(X)/n → H2(X, µn) cöıncide avec l’opposé de cl(A) ∈ H2(X, µn). ¤
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Preuve — Les points (a) et (b) sont des conséquences de la suite exacte (3.1.1). Le

point (c) s’établit en considérant les suites exactes de cohomologie de Čech étales déduites

du diagramme commutatif de suites exactes de X-schémas en groupes lisses :

1 // µn // SLn
// PGLn

// 1

1 // µn

x7→x

OO

x7→(x,x−1)
//

x7→x−1

��

SLn × Gm

pr1

OO

(u,v)7→uv
//

pr2
��

GLn
//

det
��

OO

1

1 // µn // Gm
x7→xn

// Gm
// 1.

3.2. Transformations élémentaires d’algèbres d’Azumaya sur une surface

Soient X un schéma, A ∈ Azn(X) et D ⊂ X un diviseur de Cartier effectif, ID ⊂ OX

l’idéal inversible le définissant. Supposons que la restriction AD de A à D s’écrive End(V ),

avec V un fibré vectoriel sur D, et que l’on dispose d’un sous-fibré vectoriel F ⊂ V sur D

localement facteur direct. On construit alors une autre algèbre d’Azumaya A′ ∈ Azn(X),

appelée transformée élémentaire de A par rapport à F ⊂ V , de la façon suivante.

On considère la sous-algèbre B des sections de A qui préservent la filtration F ⊂ V .

Notons i : D →֒ X l’immersion fermée naturelle. On a la suite exacte de OX-modules

cohérents

0 → B → A → i∗HomD(F , Q) → 0, (3.2.1)

où Q = V /F . Notons que B contient OX ⊂ A.

Pour tout point x de X, il existe un schéma affine U et un morphisme étale U → X

d’image contenant x tel qu’après restriction à U on puisse écrire A = End(V ) avec VD ≃ V

et que de plus il existe un scindage V = F ⊕ Q avec FD = F . Sur U , AU se lit
(

End(F ) Hom(Q, F )

Hom(F, Q) End(Q)

)

On définit une algèbre d’Azumaya A′
U sur U par

(

End(F ) I−1
D ⊗Hom(Q, F )

ID ⊗Hom(F, Q) End(Q)

)

On vérifie que les algèbres A′
U pour divers U se recollent et définissent une algèbre

d’Azumaya A′ ∈ Azn(X), que l’on appelle la transformée élémentaire de A le long de

F ⊂ V . On vérifie sur la description locale ci-dessus que l’on a la suite exacte de OX-

modules cohérents

0 → B → A′ → i∗HomD((ID/I2
D) ⊗ Q, F ) → 0. (3.2.2)

Ici encore, l’inclusion B ⊂ A′ induit l’identité de OX ⊂ B vers OX ⊂ A′.
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(C’est une variante de constructions que l’on trouve dans d’autres contextes : transfor-

mations élémentaires entre ordres maximaux d’une algèbre simple centrale sur le corps

des fractions d’un anneau de valuation discrète [R], transformations élémentaires sur les

fibrés vectoriels ([HL]).)

Lemme 3.2. — Soient X un schéma connexe, D un diviseur de Cartier effectif sur X,

et i : D ⊂ X l’inclusion naturelle. Supposons donnée une suite exacte de OX-modules

cohérents

0 → V ′ → V → i∗Q → 0

où V ′ et V sont des fibrés vectoriels sur X et Q est un fibré vectoriel de rang s sur D.

L’application déterminant : det(V ′) → det(V ) identifie le fibré inversible det(V ′) avec le

sous-fibré inversible det(V ) ⊗OX(−sD) ⊂ det(V ).

Preuve — On dispose de l’inclusion naturelle de fibrés inversibles det(V ′) → det(V ).

Pour établir l’énoncé, on peut supposer le schéma X local, soit X = Spec(R) et D

défini par un élément non inversible π ∈ R. On a une surjection de R/π-modules libres

V/π → Q. En scindant celle-ci on trouve une base e1, . . . , en du R-module libre V/π telle

que es+1, . . . , en soit une base du noyau. Soient (e1, . . . , en) des relevés de e1, . . . , en dans

V . Alors (e1, . . . , en) est une base du R-module libre V et (πe1, . . . , πes, es+1, . . . , en) une

base du R-module libre V ′. L’application ΛnV ′ → ΛnV envoie le générateur évident de

ΛnV ′ sur πs.(e1 ∧ · · · ∧ en) qui est une base de det(V ) ⊗OX(−sD). ¤

Proposition 3.3. — Soient X un schéma connexe, A ∈ Azn(X), avec n inversible sur

X, et D ⊂ X un diviseur de Cartier effectif. Supposons qu’il existe un fibré vectoriel V

sur D tel que AD = End(V ), et supposons donné un sous-fibré vectoriel F ⊂ V sur D

localement facteur direct, de rang constant r. Soit A′ le transformé élémentaire de A le

long de F ⊂ V .

On a alors

cl(A′) = cl(A) − r.[D] ∈ H2(X, µn),

où [D] désigne l’image de D par l’application composée Div(X) → Pic(X)/n →֒ H2(X, µn).

Preuve (P. Gille) — Soit p : Y → X le schéma de Severi-Brauer associé à A. Soit

i : DY = D ×X Y → Y l’immersion naturelle. Sur Y , il y a une suite exacte

0 → V ′ → V → i∗Q → 0,

avec V ′ et V fibrés vectoriels sur Y et Q le fibré vectoriel de rang n − r sur DY image

réciproque de V /F par p. On a AY = End(V ) et A′
Y = End(V ′). On a donc (Lemme

3.1 (c)) cl(AY ) = −det(V ) ∈ H2(Y, µn) et cl(A′
Y ) = −det(V ′) ∈ H2(Y, µn), où l’on

utilise tacitement l’inclusion Pic(Y )/n →֒ H2(Y, µn). D’après le lemme 3.2 on a donc

cl(A′
Y ) = cl(AY ) + (n − r).[D]Y = cl(AY ) − r[D]Y ∈ H2(Y, µn). En analysant la suite

spectrale de Leray pour le morphisme p : Y → X on montre que la flèche naturelle

H2(X, µn) → H2(Y, µn) est injective. Ainsi cl(A′) = cl(A) − r.[D] ∈ H2(X, µn). ¤
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On peut aussi établir cette formule par un calcul local via des cocycles de Čech ([dJ]).

Lemme 3.4. — Soit k un corps infini. Soient D/k une courbe projective lisse géométri-

quement connexe et V un fibré vectoriel de rang n sur D. Supposons donné pour chaque

point t dans un ensemble fini T de points de D(k) un sous-espace vectoriel Ft ⊂ Vt de

dimension 1. Pour tout m > 0 suffisamment grand il existe un homomorphisme injectif

OD(−m) → V dont l’image est localement facteur direct dans V et tel que l’image de

OD(−m)t dans Vt cöıncide avec Ft.

Preuve — Soit W ⊂ V le sous-OD-module (localement libre) de V dont les sections

après évaluation en t donnent des éléments de Ft. Pour m ≫ 0, le fibré vectoriel W (m)

est engendré par ses sections. Soit E le k-vectoriel H0(D, W (m)). Notons encore E l’espace

affine défini par E. Soit Z ⊂ D×k E le fermé dont les points géométriques sont les couples

(x, e) avec e ∈ E tel que ex = 0 ∈ W (m)x. Comme W est de rang au moins 2, et que

W (m) est engendré par ses sections globales, pour x point géométrique fixé, l’ensemble

des e ∈ E satisfaisant ex = 0 est de codimension au moins 2 dans E. La codimension

de Z dans D ×k E est donc au moins 2, et le fermé Z1 ⊂ E qui est l’adhérence de la

projection de Z dans E est donc de codimension au moins 1. Choisissons un k-point de

E dans le complémentaire de Z1. Ceci définit un homomorphisme OX → W (m) et donc

un homomorphisme OX(−m) → W ⊂ V satisfaisant les propriétés annoncées. ¤

3.3. Relèvement des algèbres

Soient X un schéma et A ∈ Azn(X). La trace réduite Trred : A → OX est une applica-

tion OX-linéaire qui induit sur OX ⊂ A la multiplication par n. On note A0 ⊂ A le noyau

de la trace réduite. Lorsque n est inversible sur X, l’injection OX ⊂ A est scindée, et le

quotient A/OX est isomorphe à A0.

Théorème 3.5. — Soit X une surface connexe, projective et lisse sur un corps k algébri-

quement clos. Soit A ∈ Azn(X) avec n > 1 premier à la caractéristique de k. Il existe une

algèbre d’Azumaya A′ ∈ Azn(X), obtenue par transformation élémentaire de A, telle que

cl(A′) = cl(A) ∈ H2(X, µn) et que H2(X, A′/OX) = 0.

Preuve — Soit L un faisceau inversible sur X. L’inclusion OX ⊂ A induit une inclusion

L ⊂ A ⊗ L et donc une inclusion H0(X,L) ⊂ H0(X, A ⊗ L).

1) Pour tout élément s de H0(X, A ⊗ L) n’appartenant pas à H0(X,L) il existe une

infinité de t ∈ X(k) tels que st ne soit pas (( scalaire )), et donc tels qu’après choix d’un

isomorphisme At ≃ End(Vt) il existe un sous-espace vectoriel Ft ⊂ Vt de dimension 1 tel

que s(Ft) ne soit pas contenu dans Ft ⊗Lt. Comme H0(X, A⊗L) est de dimension finie,

on en déduit :

Il existe un ensemble fini T ⊂ X(k) et pour chaque t ∈ T un k-espace vectoriel Vt

de dimension n, un sous-espace vectoriel Ft ⊂ Vt de dimension 1 et un isomorphisme
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d’algèbres At ≃ End(Vt) tels que l’inclusion L ⊂ A ⊗ L induise une égalité

H0(X,L) = {s ∈ H0(X, A ⊗ L), st(Ft) ⊂ Ft ⊗ Lt pour tout t}.

2) Soit T ⊂ X(k) un ensemble fini de points. Une variante du théorème de Bertini

montre : Il existe une courbe lisse connexe D ⊂ X d’image nulle dans Pic(X)/nPic(X)

telle que T ⊂ D. (Il suffit de prendre une section convenable du faisceau OX(nq) pour

q > 0 assez grand.)

3) Choisissons T comme en 1) et D ⊂ X comme en 2). D’après le théorème de Tsen, le

groupe de Brauer du corps des fonctions d’une courbe définie sur un corps algébriquement

clos est nul. Le théorème 2.4 donne alors Br(D) = 04. D’après le lemme 3.1 il existe donc

un fibré vectoriel V de rang n sur D tel que AD ≃ EndD(V ). Pour t ∈ T , on a deux

isomorphismes At ≃ End(Vt) et AD,t ≃ EndD(V t). Ces deux isomorphismes sont déduits

l’un de l’autre via des isomorphismes ηt : Vt ≃ V t. Pour tout m > 0 assez grand, le lemme

3.4 assure l’existence d’un homomorphisme ϕ : F → V , avec F = OD(−m), tel qu’en

tout t ∈ T l’image de ϕt soit égale à ηt(Ft). Soit A′ ∈ Azn(X) le transformé élémentaire

de A le long de ϕ : F → V .

4) Le choix de D, de classe nulle dans Pic(X)/nPic(X), et la proposition 3.3 impliquent

cl(A′) = cl(A) ∈ H2(X, µn).

5) La suite exacte (3.2.1) donne après tensorisation avec L la suite exacte

0 → B ⊗ L → A ⊗ L → i∗HomD(F , Q) ⊗ LD → 0 (3.4.1)

La flèche composée

H0(X, B ⊗L) → H0(X, A⊗L) → H0(D, i∗HomD(F , Q) ⊗LD) →
∏

t∈T

Hom(F t, Qt) ⊗Lt

est nulle. La première flèche est clairement injective. Le noyau de la deuxième s’identifie

par construction à H0(X,L) ⊂ H0(X, A⊗L). On en conclut H0(X,L) = H0(X, B ⊗L).

En tensorisant la suite exacte (3.2.2) par le fibré inversible L on obtient la suite exacte

0 → B ⊗ L → A′ ⊗ L → i∗HomD((ID/I2
D) ⊗ Q, F ) ⊗ LD → 0. (3.4.2)

On voit maintenant que le noyau de

H0(X, A′ ⊗ L) → H0(D,HomD((ID/I2
D) ⊗ Q, F ) ⊗D LD)

s’identifie à H0(X,L) ⊂ H0(X, A′ ⊗ L).

Notons NX/D le faisceau normal de D dans X et E∗ le dual d’un OD-faisceau localement

libre E. Le OD-faisceau localement libre HomD((ID/I2
D)⊗Q, F )⊗DLD peut encore s’écrire

4Dans la démonstration du théorème de de Jong, cet argument n’est pas utilisé, car on déforme une

algèbre de classe triviale dans le groupe de Brauer, voir le début de la démonstration de la proposition

3.12.
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NX/D ⊗Q
∗
⊗F ⊗LD. Il s’injecte dans le faisceau NX/D ⊗ V

∗
⊗F ⊗LD. On a donc aussi

une injection

H0(D,HomD((ID/I2
D) ⊗ Q, F ) ⊗D LD) →֒ H0(D,NX/D ⊗ V

∗
⊗ LD ⊗ F ).

Observons alors qu’une fois fixés T, D, V on peut choisir m au point 3) aussi grand que

l’on veut pour définir ϕ : OD(−m) = F ⊂ V , et donc pour définir A′. Si l’on choisit m tel

que

H0(D,NX/D ⊗ V
∗
⊗ LD ⊗OD(−m)) = 0

et ϕ et donc A′ avec un tel m, alors H0(X,L) = H0(X, A′ ⊗ L). Comme n est inversible

sur X, ceci implique H0(X, A′0 ⊗ L) = 0.

6) Appliquons le résultat obtenu au faisceau inversible canonique L = ωX/k = Λ2(Ω1
X).

Cela donne une algèbre d’Azumaya A′ ∈ Azn(X) qui est transformée élémentaire de A,

qui satisfait cl(A) = cl(A′) ∈ H2(X, µn) et telle que H0(X, A′0 ⊗ωX/k) = 0. L’application

A′ × A′ → OX définie par (x, y) 7→ Trred(xy) induit une dualité parfaite entre les OX-

modules A′0 et A′/OX . Par dualité de Serre sur la surface projective et lisse X, le k-espace

vectoriel H2(X, A′/OX) est dual de H0(X, A′0 ⊗ ωX/k). Ainsi H2(X, A′/OX) = 0. ¤

Le théorème 3.5 va permettre d’utiliser les théorèmes de relèvement suivants.

Proposition 3.6. — Soit X → X ′ une immersion fermée de schémas définie par un

idéal I ⊂ OX′ tel que I2 = 0. L’idéal I est un OX-module. Soit A une algèbre d’Azumaya

sur X. Si l’on a H2(X, (A/OX) ⊗ I) = 0, alors il existe une algèbre d’Azumaya A′ sur

X ′ induisant A sur X. ¤

C’est un cas particulier d’un résultat général de Giraud ([Gi], Chap. VII, Théorème

1.3.1 et Remarque 1.3.1.2). ¤

Théorème 3.7. — Soit R un anneau local noethérien complet de corps résiduel k. Soit

X/Spec(R) un schéma propre et plat. Soit X0/k la fibre spéciale. Si A0 ∈ Azn(X0) satisfait

H2(X0, A0/OX0) = 0, alors il existe une algèbre d’Azumaya A ∈ Azn(X) qui induit A0

sur X0.

Cela résulte de la proposition 3.6 et du théorème d’algébrisation des modules formels

de Grothendieck (FGA, SGA 1, [EGA] III.5 Théorème 5.1.4, [Gr], III, §3, [I]). ¤

Théorème 3.8. — Soit R un anneau local hensélien de corps résiduel k. Soit X/Spec(R)

un schéma propre et plat. Soient X0/k la fibre spéciale et A0 ∈ Azn(X0). Si l’on a

H2(X0, A0/OX0) = 0, alors il existe une algèbre d’Azumaya A ∈ Azn(X) qui induit A0

sur X0.

C’est une conséquence formelle du théorème précédent et du théorème d’approxima-

tion d’Artin [Ar1]. Pour une situation similaire et quelques détails de plus, voir [CTOP],
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Theorem 1.8. On commence par se réduire au cas où R est l’hensélisée d’une Z-algèbre

de type fini en un idéal premier. Le foncteur S → H1(X ×R S, PGLn) de la catégorie

des R-algèbres commutatives vers la catégorie des ensembles est de présentation finie. Le

théorème précédent donne une classe ξ̂ ∈ H1(X×RR̂, PGLn) d’image ξ0 ∈ H1(X0, PGLn).

Le théorème d’Artin assure l’existence de ξ ∈ H1(X, PGLn) de même image que ξ̂ dans

H1(X0, PGLn), c’est-à-dire d’image ξ0. ¤

3.4. Scindage des algèbres d’Azumaya sur une surface et mise en famille

Soit k un corps. Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement intègre et

soit A ∈ Azm(X) une algèbre d’Azumaya sur X. Soit L un faisceau inversible sur X.

Notons L = Spec(Sym(L−1)) → X le fibré en droites correspondant. À toute section

σ ∈ H0(X, A ⊗ L) on associe un idéal caractéristique Iσ ⊂ OL ([OP], Lemma 2.10).

Localement sur X il est défini de la façon suivante. Soit U = Spec(R) un ouvert affine de

X sur lequel on dispose d’un isomorphisme OU ≃ LU . Soit f ∈ L(U) l’image de 1. On a

alors LU ≃ U [T ] = Spec(R[T ]) et l’idéal Iσ est engendré par le polynôme caractéristique

réduit Pf,U [T ] de σ.f−1 qui est un élément de l’algèbre d’Azumaya A(U) ∈ Azm(U). Ce

polynôme est de degré n et unitaire. Ainsi le fermé Yσ ⊂ L défini par Iσ est fini et plat

sur X, de degré m.

Théorème 3.9 (M. Artin). — Soient k un corps algébriquement clos, n un entier pre-

mier à la caractéristique de k, X une k-surface projective, lisse connexe, A ∈ Azm(X)

telle que Ak(X) est à division et L un faisceau inversible. Si L est suffisamment ample

et σ est une section suffisamment générale du fibré vectoriel A ⊗ L, alors la surface Yσ

définie ci-dessus est lisse et connexe. Pour tout tel σ, l’image réciproque de A sur Yσ a

une classe triviale dans Br(Yσ).

Ce théorème est annoncé par de Jong ([dJ], §8). Une démonstration en caractéristique

nulle est donnée par Ojanguren et Parimala ([OP]). Ceux-ci apportent de multiples

précisions sur le type de ramification auquel on peut de plus restreindre Yσ → X. Je

ne donnerai pas la démonstration de ce théorème. La première assertion est un énoncé

de type Bertini, qui utilise de façon essentielle le fait que la dimension de X est 2. La

seconde est une conséquence du théorème 2.4. ¤

En utilisant ce théorème Ojanguren et Parimala montrent ([OP]) :

Proposition 3.10. — Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, X

une k-surface projective, lisse, connexe, α ∈ Br(X). Il existe une k-variété lisse connexe

W de dimension 3, et des morphismes

W
g

//

f
��

X

A
1
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satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) Le morphisme f est lisse à fibres connexes.

(ii) Le morphisme (g, f) : W → X ×k A
1
k est quasi-fini et plat.

(iii) Il existe un voisinage de 0 ∈ A
1
k au-dessus duquel f est propre. En particulier la

surface Y = f−1(0) est projective, lisse, connexe.

(iv) On a g∗(α) = 0 ∈ Br(Y ).

(v) La fibre W1 = f−1(1) est non vide, et la restriction de g : W → X à W1 est une

immersion ouverte.

Preuve (esquisse) — D’après le théorème 2.5, il existe une algèbre d’Azumaya A ∈

Azm(X), avec m convenable, de classe α ∈ Br(X), telle que Ak(X) est à division. Soient

L, L et σ ∈ H0(X,L) comme au théorème 3.9. On choisit des sections globales distinctes

w1, . . . , wm de L. On considère le fibré en droites L×k A
1
k → X×k A

1
k, où A

1
k = Spec(k[t]).

Pour U = Spec(R) ⊂ X et f ∈ L(U) comme ci-dessus, on considère l’idéal de de R[T, t]

engendré par

Qf,U(t, T ) = (1 − t)Pf,U(T ) + t(T − w1/f) . . . (T − wm/f).

On vérifie que ces différents idéaux se recollent en un idéal sur le schéma L ×k A
1
k. Soit

Z ⊂ L ×k A
1
k le fermé défini par cet idéal. La projection Z → X ×k A

1
k est finie et

plate de degré m. L’application composée f : Z → X ×k A
1
k → A

1
k est donc propre et

plate. Sa fibre en t = 0 est la surface projective, lisse, connexe Yσ. La fibre générique

de f est donc lisse et géométriquement intègre. Comme Z → X est plat, ceci implique

que Z est intègre. La fibre au-dessus de t = 1 contient n composantes fermées distinctes

chacune birationnellement isomorphe à X via la projection sur X. En enlevant un fermé

convenable dans Z, on obtient W comme annoncé dans la proposition. ¤

Remarque 3.11. — Dans [dJ], le théorème 3.9 n’est pas utilisé. L’idée de base, qui est

de déformer un polynôme en une variable, unitaire, de degré m, qui définit l’extension

k(Y )/k(X), en un polynôme unitaire séparable de même degré avec toutes ses racines dans

k(X), est la même, mais la construction d’une bonne famille satisfaisant des propriétés

plus faibles que celles de la proposition 3.10, est alors plus délicate ([dJ], §4). De Jong y

a en particulier recours au (( théorème de la fibre réduite )) ([BLR], [dJS2]), qui avait déjà

été utilisé dans [dJS1].

3.5. Le théorème de de Jong dans le cas non ramifié

Proposition 3.12. — Soit X une surface projective, lisse, connexe sur un corps k algé-

briquement clos, n > 0 entier inversible dans k. Soit α ∈ Br(X) ⊂ Br(k(X)), d’ex-

posant n.
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Supposons qu’il existe une variété intègre W de dimension 3 et des morphismes

W
g

//

f
��

X

A
1

satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) Le morphisme f est lisse à fibres connexes.

(ii) Le morphisme f est propre au voisinage du point 0 ∈ A
1, de fibre W0 = f−1(0), et

g induit un morphisme fini et plat gW0 : W0 → X de surfaces lisses.

(iii) La restriction de g à la fibre W1 = f−1(1) est une immersion ouverte W1 →֒ X.

(iv) g∗(α)W0 = 0 ∈ Br(W0).

Alors l’indice de αk(X) ∈ Br(k(X)) est égal à n.

Preuve — Soit η ∈ H2(X, µn) d’image α ∈ nBr(X). Notons Y = W0. Soit LY un faisceau

inversible sur Y dont la classe par l’application composée δ : Pic(Y )/n → H2(Y, µn)

est l’opposé de g∗(η)Y . Qu’un tel faisceau inversible existe résulte de la suite exacte de

Kummer et de l’hypothèse (iv). Considérons l’algèbre d’Azumaya

B0 = End(LY ⊕ (OY )n−1).

Elle est de degré n. D’après le lemme 3.1 (c) on a cl(B0) = −δ(LY ) = g∗(η)Y . D’après le

théorème 3.5, une transformation élémentaire convenable de B0 produit une algèbre A0 ∈

Azn(Y ) satisfaisant cl(A0) = cl(B0) = g∗(η)Y ∈ H2(Y, µn) et H2(Y, A0/OY ) = 0. C’est un

point-clé de la démonstration. Cette nullité permet de déformer l’algèbre A0 ∈ Azn(Y ).

En utilisant le théorème d’algébrisation 3.7 puis le théorème d’approximation 3.8, on voit

qu’il existe un voisinage étale connexe h : (C ′, 0) → (C, 0) du point 0 ∈ C = A
1
k, tel que

W ′ = W ×C C ′ → C ′ soit propre et lisse, et une algèbre d’Azumaya A ∈ Azn(W ′) telle

que la fibre de A au-dessus de 0 ∈ C ′ soit isomorphe à l’algèbre A0 sur Y . (Notons que

l’algèbre A n’a pas de raison d’avoir une classe triviale dans le groupe de Brauer de W ′,

même après complétion en 0 ∈ C ′.)

La réduction de cl(A) ∈ H2(W ′, µn) au-dessus de 0 ∈ C ′ s’identifie à cl(A0) = g∗(η)Y ,

c’est-à-dire à la réduction de l’image au-dessus de 0 ∈ C ′ de la classe globale obtenue

à partir de η ∈ H2(X, µn) en prenant l’image réciproque par le morphisme composé

g′ : W ′ → W → X.

En appliquant le théorème de changement de base propre en cohomologie étale ([Mi],

VI.2.7) au morphisme W ′ → C ′, on voit qu’en remplaca̧nt (C ′, 0) par un autre voisinage

étale, encore noté (C ′, 0), on peut assurer cl(A) = g′∗(η) ∈ H2(W ′, µn).

On peut étendre le morphisme C ′ → C en un morphisme fini de courbes lisses D →

C = A
1
k. Le morphisme W ×C D → D est lisse, et comme k est algébriquement clos il

existe un point 1 ∈ D au-dessus de 1, la fibre W ′
1 en ce point est lisse, connexe, et la

projection composée W ×C D → W → X induit sur W ′
1 une immersion ouverte W ′

1 ⊂ X.
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Soit R l’anneau local de W ×C D au point générique de W ′
1. C’est un anneau de

valuation discrète, de corps des fractions K le corps des fonctions de W ′, de corps résiduel

isomorphe à k(X). De plus, la projection W ×C D → W → X induit une inclusion

k(X) →֒ R qui composée avec l’application de réduction modulo l’idéal maximal de R,

soit R → k(X), est l’identité de k(X). Soit AK ∈ Azn(K) l’image de de A ∈ Azn(W ′).

L’égalité cl(A) = g′∗(η) ∈ H2(W ′, µn) implique que la classe [AK ] ∈ Br(K) cöıncide avec

l’image de αk(X) ∈ Br(k(X)) via la flèche composée k(X) → R → K. En particulier,

[AK ] appartient à Br(R) ⊂ Br(K). L’algèbre AK est de degré n. La combinaison de ces

deux derniers faits et du théorème 2.5 (dans le cas particulier d’un anneau de valuation

discrète) assure que la spécialisation Br(R) → Br(k(X)) envoie AK sur la classe d’une

algèbre d’indice divisant n. Comme cette spécialisation est égale à αk(X), et que cette

dernière est d’exposant n, on voit que l’indice de αk(X) est n. ¤

Combinant les propositions 3.10 et 3.12, on obtient une démonstration en caractéristique

nulle du théorème :

Théorème 3.13 (de Jong). — Soit k un corps algébriquement clos. Soit X/k une sur-

face connexe, projective et lisse sur k. Soit α ∈ Br(X) d’exposant n > 0 premier à la

caractéristique de k. Alors l’indice de αk(X) est égal à n, et α est représenté par une

algèbre d’Azumaya A sur X de degré n.

La dernière assertion est une conséquence du reste du théorème et du théorème 2.5. Une

démonstration de la proposition 3.10 en caractéristique positive première à l’exposant de

l’algèbre A permettrait d’étendre la démonstration ici décrite. De Jong quant à lui établit

le résultat dans cette généralité en utilisant la mise en famille évoquée à la remarque 3.11

ci-dessus.

3.6. Le cas ramifié résulte du cas non ramifié

Théorème 3.14 (de Jong). — Soit k un corps algébriquement clos. Soit X/k une sur-

face connexe, projective et lisse sur k. Soit α ∈ Br(k(X)) d’exposant n > 0 premier à la

caractéristique de k. Alors indk(X)(α) = n.

Preuve — La décomposition des corps gauches en produits tensoriels de corps gauches

d’indices premiers entre eux permet de se ramener au cas où n = lr avec l premier.

Montrons le résultat par récurrence sur r, en supposant le résultat connu pour r = 1.

L’exposant de β = l.α ∈ Br(k(X)) est lr−1. Il existe donc une extension de corps E/k(X)

de degré lr−1 telle que l.αE = βE = 0 ∈ Br(E). La résolution des singularités des surfaces

algébriques donne l’existence d’une surface projective lisse connexe Y sur k telle que

E = k(Y ). Le résultat pour n = l premier appliqué à la surface Y assure l’existence

d’une extension de corps F/E de degré l telle que (αE)F = 0 ∈ Br(F ). Ainsi αF = 0,

et l’extension de corps F/k(X) est de degré lr. Ce type de réduction est classique ([A],

p. 175 ; [CTG], p. 132).
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On suppose désormais n = l premier, distinct de la caractéristique de k.

On va construire des morphismes

W
g

//

f
��

X

A
1

de variétés lisses connexes satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) Le morphisme f : W → A
1
k est lisse.

(ii) La fibre générique géométrique Wη de f : W → A
1
k est projective et connexe.

(iii) La fibre W0 ⊂ W de f en 0 ∈ A
1
k est non vide et la restriction de g : W → X à

W0 ⊂ W est un morphisme birationnel W0 → X.

(iv) L’image réciproque r∗(α) de α par l’application composée r : Wη → Wη → W → X,

où la dernière flèche est g, est non ramifiée sur la surface Wη (on note η le point générique

de A
1
k et η un point générique géométrique).

Supposons ces morphismes construits. De la propriété (iv) et du théorème 3.13 on

déduit qu’il existe une extension finie de corps K = k(A1) →֒ L telle que la restriction de

α à Wη ×K L soit de degré l. Le corps L est le corps des fonctions d’une courbe affine lisse

C munie d’un k-morphisme fini C → A
1
k. Comme k est algébriquement clos, il existe un

k-point M ∈ C au-dessus de 0 ∈ A
1
k. La variété Z = W ×A1 C est lisse, la fibre générique

de Z → C est géométriquement intègre, la variété Z est donc connexe. La fibre de ZM de

Z → C au-dessus du point M est lisse, connexe, la restriction de la projection Z → X à

la fibre ZM est un morphisme birationnel ZM → X.

Soit R l’anneau local de Z au point générique ξ de ZM . Le corps des fractions de R est

le corps des fonctions de Z, le corps résiduel κ est isomorphe à k(X), plus précisément le

composé Spec(κ) → Spec(R) → W → X s’identifie à l’inclusion du point générique de X

dans X. L’image réciproque sur le corps des fonctions de Z de la classe α ∈ Br(k(X)),

via la projection Z → X, est une classe dans Br(k(Z)) non ramifiée au point générique ξ

de ZM , dont la réduction sur κ s’identifie à α. Pour établir le théorème 3.14, il suffit alors

d’appliquer le théorème 2.5 dans le cas particulier du spectre d’un anneau de valuation

discrète.

Il reste donc à construire un morphisme h = (g, f) : W → X × A
1
k satisfaisant les

propriétés (i) à (iv). Quitte à remplacer la surface X par un éclaté, on peut supposer

([Li]) que le lieu de ramification de la classe α ∈ Br(k(X)) est un diviseur D stricte-

ment à croisements normaux (composantes lisses, par tout point il passe au plus deux

composantes, et dans ce cas elles se coupent transversalement).

Soit A
1 = Spec(k[t]). On cherche un revêtement génériquement cyclique h = (g, f) :

W → X × A
1
k de degré l, donné par la racine l-ième d’une fonction rationnelle ft sur

X×A
1, de telle sorte qu’au-dessus du point générique géométrique de A

1, on ait détruit la
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ramification de α, et de telle sorte qu’au-dessus du point 0 ∈ A
1
k la fibre de f contienne une

composante de multiplicité 1 birationnelle à X. En bref, on veut que la spécialisation f0 de

f soit une puissance l-ième, et on veut que le diviseur de f contienne le diviseur D à l’ordre

1 (dans le cas modéré, (( la ramification avale la ramification )) – lemme d’Abhyankar).

Lemme 3.15. — Etant donné un diviseur D ⊂ X strictement à croisements normaux, il

existe des diviseurs E et E ′ effectifs lisses tels que D + E soit linéairement équivalent à

l(D+E ′), que deux de D,E et E ′ n’aient pas de composante commune, et que D+E +E ′

soit à croisements normaux.

Preuve — Soit M un fibré inversible ample sur X. Pour r entier suffisamment grand,

le faisceau OX((l − 1)D) ⊗M⊗rl est très ample, il existe une section de ce faisceau qui

définit sur X un diviseur lisse E qui coupe D transversalement (noter que les supports

de D et de E se rencontrent nécessairement, le diviseur D + E n’est pas lisse). En outre

il existe une section de M⊗r dont le lieu des zéros est un diviseur E ′ lisse transverse à

D + E. ¤

Soit L = OX(−D − E ′). Soit s0 une section de L⊗−l de lieu des zéros D + E. Soit s1

une section de L−1 de lieu des zéros D + E ′. On dispose alors de la section sl
1 = s⊗l

1 de

L⊗−l.

Soit L̃ l’image inverse de L sur Y = X × A
1. Soit st la section de L̃⊗−l définie par

st = tlsl
1 + (1 − t)ls0,

où, par abus de notation, s0 et s1 sont les images réciproques sur X × A1 de s0 et s1.

On définit alors, de façon classique, un revêtement génériquement cyclique Y de X×A
1

de la façon suivante. On définit une structure de OX×A1-algèbre sur le fibré vectoriel

Ñ = ⊕i=l−1
i=0 L̃⊗i

en utilisant la flèche L̃⊗l → OX×A1 donnée par la section st de L̃⊗−l.

Soit U = Spec(A) un ouvert affine de X sur lequel L admet une trivialisation L ≃ OU .

Au-dessus de U , le revêtement décrit ci-dessus est isomorphe à

Spec(A[t][x]/(xl − (tlf l
1 + (1 − t)lf0))),

pour f0 et f1 dans A convenables.

On vérifie alors facilement :

(a) La variété Y est intègre.

(b) La fibre générique Yη du morphisme composé Y → X×A
1 → A

1 est géométriquement

intègre.

(c) La fibre Y1 du morphisme Y → X × A
1 → A

1 au-dessus du point t = 1 a l

composantes, chacune de multiplicité 1, chacune isomorphe à X, l’isomorphisme étant

induit par le morphisme composé Y1 ⊂ Y → X.
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La K-variété Yη ne saurait être lisse, car le lieu des zéros de la section st n’est pas

lisse : il est somme de D ×k K et d’un diviseur effectif non nul Et. Le lieu des zéros de s0

sur Y0 = X est D + E, qui est strictement à croisements normaux. Pour t général, ceci

implique (Bertini) la même propriété pour la décomposition D + Et du lieu des zéros de

st. Ceci assure que pour tout tel t, la variété Yt est normale et n’a que des singularités

de type Al−1 : une équation locale en un point singulier est analytiquement du type

A[x]/xl−uv, où u, v sont des éléments d’un système régulier de paramètres. On considère

alors la résolution minimale des singularités de la fibre générique Yη/K, soit Zη/K. Cette

résolution est lisse. La résolution Zη → Yη est donnée par l’éclatement d’un certain idéal

cohérent Iη sur Yη de support les points singuliers. On peut trouver un idéal cohérent I

sur Y dont le lieu des zéros est de dimension au plus 1 et dont la restriction à la fibre

générique est Iη. Soit Z → Y l’éclaté de Y au moyen de l’idéal I. Il existe alors un

ouvert W de Z qui satisfait les propriétés (i), (ii) et (iii) de l’énoncé (pour la propriété

(iii), il suffit d’observer qu’au-dessus des points génériques des composantes des fibres de

Y → A
1, l’éclatement via I ne modifie rien ; on utilise alors le résultat pour Y → A

1).

Il reste à établir le point (iv). La technique ici est standard ([Ar3], [FS], [CTOP]).

Revenons à la situation envisagée dans la démonstration principale. Soit L une clôture

algébrique de K = k(t). Le morphisme de L-surfaces projectives, lisses, connexes ZL → XL

est donné au point générique de XL par l’extraction de la racine l-ième de la fonction

rationnelle ft = st/s
l
1, dont le diviseur est D + Et − l(D + E ′). Le lieu de ramification

de αK ∈ Br(XK) est contenu dans DK . Le diviseur D + Et est réduit, strictement à

croisements normaux.

Soit M un point de codimension 1 de ZL. Si son image par ZL → XL n’est pas contenue

dans DL, alors αL(Z) est non ramifié en M . Si l’image de M est un point générique N

d’une composante de DK , alors αL(Z) est non ramifié en M . On a en effet le diagramme

commutatif

Br(L(Z)) // H1(κM ,Q/Z)

Br(L(X)) //

OO

H1(κN ,Q/Z)

OO

où la flèche H1(κN ,Q/Z) → H1(κM ,Q/Z) est la multiplication par l’indice de ramifica-

tion en N , qui est l.

Supposons maintenant que l’image de M soit un point fermé N de XL. Si le point

N n’appartient pas à D, alors αL(X) s’étend en une algèbre d’Azumaya au voisinage

de N donc αL(Z) est non ramifié en M . Supposons que le point N appartienne à D

mais soit sur une unique composante de D. Alors (proposition 2.6) il existe un voisinage

affine Spec(R) de N dans XL, u ∈ R∗ et s ∈ R tels que s = 0 définisse exactement D

sur Spec(R) et que αL(X) − (u, s) appartienne à Br(R) (on omet ici l’indice ζl dans la

notation d’une algèbre cyclique). On a donc ∂M(αL(Z)) = ∂M((u, s)) = uvM (s) ∈ κM/κ∗l
M .
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La classe de u dans κM/κ∗l
M est l’image de la classe de u dans O∗

XL,N/O∗l
XL,N , et l’application

naturelle O∗
XL,N/O∗l

XL,N → κM/κ∗l
M se factorise par κ∗

N/κ∗l
N = 1 (le corps résiduel κN est

séparablement clos de caractéristique différente de l.) Supposons maintenant que le point

N soit l’intersection de deux composantes de D. Il n’est donc pas sur Et. Il existe un

voisinage affine Spec(R) de N dans XL, s, t ∈ R engendrant l’idéal maximal de N , tels

que st = 0 définisse exactement D sur Spec(R) et que Et ne rencontre pas Spec(R). Sur

Spec(R) on a donc ft = csthl ∈ L(X)∗ avec c ∈ R∗ et h ∈ L(X)∗.

D’après la proposition 2.6, quitte à restreindre Spec(R), il existe des unités u, v ∈ R∗

et r ∈ Z tels que α + (s, u) + (t, v) + r(s, t) appartienne à Br(R). On a

(s, t) = (s, ftc
−1s−1h−l) = (s, ft) + (s,−c−1) ∈ Br(L(X)),

où l’on a utilisé la formule (s,−s) = 0. On peut donc écrire α ∈ Br(L(X)) comme la

somme d’éléments du type : non ramifié, (s, ft), (s, u) et (t, v) avec u et v unités. On a

L(Z) = L(X)(f
1/l
t ), donc (s, ft)L(Z) = 0. Le même argument que ci-dessus montre que

(s, u)L(Z) et (t, v)L(Z) ont des résidus triviaux en M . Ainsi αL(Z) est non ramifié en M .

Ceci établit le point (iv) et achève la démonstration du théorème de de Jong. ¤

Remarque 3.16. — Le théorème de de Jong peut se reformuler ainsi :

Soit K un corps de fonctions de deux variables sur un corps algébriquement clos. Soit A

une algèbre simple centrale sur K de degré nm et d’exposant n premiers à la caractéristique

de K. Alors la K-variété de Severi-Brauer généralisée SB(A, n) possède un K-point.

On peut se demander ce qui fait que la K-variété SB(A, n) a automatiquement un

point rationnel. Dans un travail en préparation, de Jong et Starr étudient la notion de

1-connexité rationnelle et donnent des conditions suffisantes pour qu’une K-variété pro-

jective et lisse possède automatiquement un point rationnel sur K, corps de fonctions de

deux variables sur un corps algébriquement clos. Leur résultat est un analogue du résultat

de Graber, Harris, Starr, de Jong sur l’existence de points rationnels sur les variétés

(séparablement) rationnellement connexes définies sur un corps de fonctions d’une vari-

able. Les hypothèses mises par de Jong et Starr dans le cas d’un corps de fonctions de

deux variables sont assez contraignantes, mais elles s’appliquent aux variétés SB(A, n).

4. CONSÉQUENCES POUR LES GROUPES ALGÉBRIQUES

LINÉAIRES

Soit K un corps de fonctions de deux variables sur un corps algébriquement clos de

caractéristique zéro. Pour un tel corps, les deux propriétés générales suivantes sont donc

satisfaites :
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(1) C’est un corps de dimension cohomologique cd(K) ≤ 2 ( [S2]).

(2) Sur tout corps extension finie de K, indice et exposant des algèbres simples centrales

cöıncident.

Ces deux propriétés sont satisfaites par les corps mentionnés au paragraphe 2.4, du

moins par ceux qui ne sont pas formellement réels :

• les corps p-adiques

• les corps de nombres totalement imaginaires

• les corps de la forme F ((t)), où F est un corps de caractéristique zéro de dimension

cohomologique 1

• le corps des fractions d’un anneau local intègre, excellent, hensélien, de dimension 2,

à corps résiduel algébriquement clos de caractéristique zéro ([Ar3], [FS], [CTOP]).

Un corps de fonctions de deux variables sur un corps algébriquement clos de carac-

téristique zéro, est un corps C ′
2 (théorème de Tsen-Lang), ce qui, d’après Merkur’ev et

Suslin est une propriété plus forte que la propriété (1). Comme mentionné au §2, une

autre application du théorème de Merkur’ev et Suslin montre que la propriété C ′
2 implique

qu’exposant et indice cöıncident pour les algèbres 2-primaires et 3-primaires. Introduisons

la condition suivante, plus faible que (2).

(2’) Sur tout corps L extension finie de K, indice et exposant des L-algèbres simples

centrales 2-primaires ou 3-primaires cöıncident.

Dans [CTGP], qui repose sur les travaux antérieurs de nombreux auteurs, on a étudié

de façon systématique les propriétés des corps de caractéristique zéro satisfaisant les hy-

pothèses (1) et (2), ou (1) et (2’). Les énoncés généraux suivants, extraits de [CTGP],

s’appliquent donc aux corps de fonctions de deux variables sur un corps algébriquement

clos de caractéristique zéro.

L’énoncé suivant (cf. [CTGP], Thm. 1.2) est un cas particulier de la conjecture II de

Serre ([S2], [S3]). Il rassemble des travaux successifs de Merkur’ev-Suslin, Suslin, Bayer-

Fluckiger et Parimala, P. Gille, Chernousov.

Théorème 4.1. — Soit K un corps de caractéristique zéro satisfaisant (1) et (2′). Soit

G un K-groupe algébrique semi-simple simplement connexe. Si G contient un facteur de

type E8, supposons en outre cd(Kab) ≤ 1. Alors H1(K, G) = 0.

On note ici Kab l’extension abélienne maximale de K. La question de savoir si l’on a

cd(Kab) ≤ 1 pour un corps K de fonctions de deux variables sur les complexes est ouverte.

Dire que sur un corps K (de caractéristique zéro) exposant et indice cöıncident pour

les K-algèbres simples centrales équivaut à dire que pour tout entier n ≥ 2 l’application
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bord

H1(K, PGLn) → H2(K, µn)

déduite de la suite exacte

1 → µn → SLn → PGLn → 1

est surjective. On peut donc se poser des questions analogues avec d’autres isogénies.

Une longue analyse par type de groupe (le cas 2An étant particulièrement délicat) mène

au résultat suivant, qui requiert toute l’hypothèse (2), et vaut donc pour les corps de

fonctions de deux variables sur les complexes.

Théorème 4.2 ([CTGP], Thm. 2.1). — Soit K un corps de caractéristique zéro satis-

faisant (1) et (2). Soit G un K-groupe semi-simple simplement connexe, de centre µ, de

groupe adjoint Gad. Si G contient un facteur de type E8, supposons en outre cd(Kab) ≤ 1.

(i) L’application bord H1(K, Gad) → H2(K, µ) associée à la suite exacte

1 → µ → G → Gad → 1

est une bijection.

(ii) Si le groupe G n’est pas purement de type A, alors il est isotrope.

(Ce théorème généralise des résultats classiques de Kneser sur les corps locaux et sur

les corps globaux.)

Théorème 4.3 (cf. [CTGP], Thm. 4.5 ). — Soit K un corps de caractéristique zéro sat-

isfaisant (1) et (2′). Soit G un K-groupe semi-simple simplement connexe. Si G ne contient

pas de facteur de type E8, ou si l’on a en outre cd(Kab) ≤ 1, alors G(K)/R = 1.

(Pour la notion de R-équivalence, voir [G1].)

La démonstration se fait en discutant chaque type simple. Il y a une différence marquée

entre le cas des groupes de type An et les autres types simples. Pour les autres types

simples, la K-variété sous-jacente au K-groupe G est K-birationnelle à un espace affine

(défini sur K), ce qui n’est pas le cas en général pour les groupes de type An, comme le

montre un exemple de Merkur’ev.

Le théorème 4.3 est utilisé dans la démonstration du théorème suivant, analogue d’un

résultat de P. Gille ([G1], [G2]).

Théorème 4.4 ([CTGP], Thm. 4.12 ). — Soient K un corps de fonctions de deux vari-

ables sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro et G un K-groupe linéaire

connexe sans facteur de type E8. Le groupe G(K)/R est un groupe abélien fini.

(Ici encore la condition sur E8 pourrait être omise si l’on savait établir cd(Kab) ≤ 1.)

La technique des résolutions flasques de groupes linéaires connexes permet de donner

une formule pour le groupe abélien fini G(K)/R. Je renvoie pour cela à [CTGP], §4.
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5. QUELQUES RÉSULTATS SUR LES CORPS DE FONCTIONS D’UNE

VARIABLE SUR UN CORPS p-ADIQUE

Théorème 5.1 (Saltman [Sa1]). — Soient k un corps p-adique et K un corps de fonc-

tions d’une variable sur k. Soit l premier, l 6= p. Supposons µl ⊂ k. Etant donné un

ensemble fini d’algèbres simples centrales Ai, i ∈ I, chacune d’exposant l dans le groupe

de Brauer de K, il existe f et g dans K∗ tels que l’extension K(f1/l, g1/l) déploie chacune

des algèbres Ai, i ∈ I.

L’outil de base de la démonstration est le théorème suivant.

Théorème 5.2 (Tate, Lichtenbaum, Grothendieck). — Soit O l’anneau des entiers d’un

corps p-adique et soit Y/Spec(O) un schéma connexe, régulier, propre et plat sur Spec(O),

de dimension relative 1. Alors le groupe de Brauer de Y est trivial.

En utilisant la proposition 2.3 on voit alors que le (( groupe de Brauer non ramifié ))

du corps des fonctions K d’une telle surface arithmétique Y est trivial. En particulier

si un élément A ∈ lBr(K) a la propriété que pour tout anneau de valuation discrète R

de corps des fractions K, de corps résiduel κ, le résidu δ(A) ∈ κ∗/κ∗l est trivial, alors

A = 0 ∈ Br(K). On notera que l’image du point fermé sR de Spec(R) dans Y peut être

soit le point générique d’une courbe soit un point fermé de Y .

La démonstration du théorème 5.1 est analogue dans son principe à celle de [Ar3],

[FS], [CTOP] (où là on n’extrait qu’une seule racine l-ième). On commence par écrire le

corps K comme le corps des fonctions d’un schéma X connexe, régulier, propre et plat

sur Spec(O), de dimension relative 1, choisi de telle sorte que la réunion des supports des

diviseurs de ramification des Ai soit à croisements normaux stricts sur X ; par éclatements

convenables, on peut assurer cela sur un schéma régulier excellent de dimension 2 (Lipman

[Li]). On détermine ensuite des fonctions f, g ∈ K∗ telles que les classes Ai deviennent

non ramifiées sur le corps L = K(f 1/l, g1/l), qui est le corps des fonctions d’un schéma

Y connexe, régulier, propre et plat sur Spec(O), de dimension relative 1, muni d’un

morphisme génériquement fini Y → X. Le théorème 5.2 assure alors la nullité de ces

classes dans Br(L). Pour choisir les fonctions f et g, on discute les images possibles dans

X des morphismes composés sR → Spec(R) → Y → X, pour R comme ci-dessus. Pour

le choix (délicat) des fonctions f et g, je renvoie à [Sa1] et à [HVG].

Un argument algébrique simple permet de déduire du théorème 5.1 l’énoncé suivant :

Corollaire 5.3 (Saltman [Sa1]). — Etant donnés un corps K comme ci-dessus et une

algèbre simple centrale A d’exposant n premier à p, l’indice de A divise n2.

Des exemples dus à Jacob et Tignol ([Sa1], voir aussi [KRTY]) montrent que cette borne

est en général la meilleure. Sur le corps K = Qp(x), avec p 6= 2, si a ∈ Zp est une unité qui
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n’est pas un carré, alors le produit tensoriel d’algèbres de quaternions (x, a)⊗K (x + 1, p)

est une algèbre à division, donc d’indice 4 mais d’exposant 2 (comparer avec l’exemple

donné après la proposition 2.7).

Saltman vient récemment d’analyser ce type d’exemple. Cela lui a permis de montrer :

Théorème 5.4 (Saltman [Sa2]). — Soient k un corps p-adique et K un corps de fonc-

tions d’une variable sur k. Soit D une algèbre à division sur K d’indice l premier, l 6= p.

Une telle algèbre est cyclique : D contient un sous-corps commutatif maximal cyclique sur

K.

La démonstration passe par une caractérisation des algèbres de degré l en termes de

leur ramification, sur un modèle régulier propre convenable de K sur l’anneau des entiers

du corps p-adique k. Elle utilise le théorème 5.2.

Un corps de fonctions d’une variable sur un corps local d’égale caractéristique Fl((t))

est un corps C3. En particulier, toute forme quadratique en au moins 9 variables sur un

tel corps possède un zéro non trivial. Il est donc naturel de poser la question : si K est

un corps de fonctions d’une variable sur un corps p-adique, toute forme quadratique en

au moins 9 variables possède-t-elle un zéro non trivial ?

Merkur’ev remarqua le premier qu’en combinant le théorème 5.1 (pour l = 2) sur les

corps de fonctions d’une variable sur un corps p-adique (avec p 6= 2) avec les résultats

généraux sur les formes quadratiques obtenus grâce à la K-théorie algébrique (en fait

uniquement le théorème de Merkur’ev [M1]), on obtient au moins une borne supérieure

pour la dimension d’une forme quadratique anisotrope définie sur un tel corps. Son résultat

fut amélioré par Hoffmann et Van Geel [HVG] puis par Parimala et Suresh :

Théorème 5.5 (Parimala/Suresh [PS1]). — Soit K un corps de fonctions d’une vari-

able sur un corps p-adique, avec p 6= 2. Toute forme quadratique en au moins 11 variables

sur K possède un zéro non trivial.

Avant d’indiquer le principe de la démonstration, commençons par quelques rappels.

Le groupe de Witt WK d’un corps K de caractéristique différente de 2 est par définition

l’ensemble des classes d’isomorphie de formes quadratiques non dégénérées, muni de la

somme directe orthogonale et quotienté par la classe du plan hyperbolique standard

x2 − y2. Le produit tensoriel des formes quadratiques lui donne une structure d’anneau.

L’idéal des classes de formes de rang pair est noté IK ⊂ WK. L’idéal InK est engendré

additivement par les n-formes de Pfister. L’intersection de tous les InK est réduit à zéro.

Plus précisément, toute forme anisotrope appartenant à InK a une dimension au moins

égale à 2n (Arason-Pfister). La conjecture de Milnor établie par Voevodsky implique

(Orlov-Vishik-Voevodsky) l’existence d’isomorphismes InK/In+1K ≃ Hn(K,Z/2). Dans

ces isomorphismes, une n-forme de Pfister correspond à un n-symbole.

On peut alors facilement établir l’énoncé général suivant.
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Proposition 5.6 ([Kh], [PS2]). — Soit K un corps de caractéristique différente de 2.

Soit N > 0 un entier tel que HN+1(K,Z/2) = 0 ; on suppose que pour tout entier n avec

1 ≤ n ≤ N il existe un entier λn(K) tel que tout élément de Hn(K,Z/2) est somme d’au

plus λn(K) symboles. Alors il existe un entier positif u(K) tel que toute forme quadratique

en strictement plus de u(K) variables ait un zéro non trivial.

Preuve — L’hypothèse et les rappels ci-dessus impliquent d’une part que IN+1K = 0 (et

Hm(K,Z/2) = 0 pour tout m > N), d’autre part que tout élément de InK peut s’écrire

comme une somme orthogonale de λn(K) n-formes de Pfister et d’une forme appartenant

à In+1K. Ainsi dans WK toute forme quadratique est représentée par une forme de rang

au plus 1+
∑N

n=1 2nλn(K). Ceci implique que toute forme quadratique de rang strictement

plus grand que 1 +
∑N

n=1 2nλn(K) est isotrope. ¤

La majoration obtenue peut être améliorée ([Kh] Prop. 1.2.d) :

u(K) ≤ 2 +
N∑

n=2

(2n − 2)λn(K).

Dans le cas qui nous intéresse ici, le corps K est de dimension cohomologique 3 par des

arguments généraux, en particulier H4(K,Z/2) = 0. On a la borne évidente λ1(K) = 1

(valable sur tout corps). Le théorème 5.1 pour l = 2 et un résultat d’Albert ([A], Chap. XI,

Thm. 2 ; [Ar2], Thm. 5.5) impliquent que tout élément de H2(K,Z/2) est la classe d’un

produit tensoriel de deux algèbres de quaternions, i.e. est la somme de deux symboles.

On a donc λ2(K) = 2. Il reste à majorer λ3(K). Partant du résultat de Saltman, par

des manipulations algébriques, Hoffmann et Van Geel [HVG] établissent λ3(K) ≤ 4, puis

u(K) ≤ 22. Par un argument de géométrie arithmétique, Parimala et Suresh montrent

λ3(K) = 1 :

Théorème 5.7 ([PS1]). — Pour K comme ci-dessus, toute classe dans H3(K,Z/2) est

représentable par un seul symbole (a) ∪ (b) ∪ (c).

La majoration générale ci-dessus donne alors immédiatement u(K) ≤ 12. Un travail

arithmétique plus fin permet à Parimala et Suresh d’obtenir la borne u(K) ≤ 10. L’outil

fondamental pour la démonstration de 5.7 est le résultat suivant (analogue pour le groupe

H3 du résultat 5.2), qui est un cas particulier d’un théorème de K. Kato :

Théorème 5.8 ([Kt]). — Soient k un corps p-adique avec p 6= 2 et K un corps de

fonctions d’une variable sur k. Le groupe de cohomologie non ramifié H3
nr(K,Z/2) est

nul.

Parimala et Suresh partent d’un élément quelconque α ∈ H3(K,Z/2). En considérant

un modèle régulier propre de K au-dessus de l’anneau des entiers de k, ils montrent com-

ment trouver un élément f ∈ K∗ tel que α devienne non ramifié dans H3(K(
√

f),Z/2),

donc nul dans H3(K(
√

f),Z/2) par le théorème de Kato appliqué à K(
√

f). Le théorème
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de Saltman assure alors que α est une somme d’au plus 2 symboles. Un travail arithmétique

plus précis montre que α est représenté par un seul symbole. Le théorème 5.7 répond à

une question de Serre [S3] : pour K comme ci-dessus et G le K-groupe simple déployé de

type G2, la flèche naturelle H1(K, G) → H3(K,Z/2) est une bijection.
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Bâtiment 425

F–91405 ORSAY Cédex
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GÉOMÉTRIE CONFORME EN DIMENSION 4 :
CE QUE L’ANALYSE NOUS APPREND

parChristophe MARGERIN

INTRODUCTION

Si toute variété différentielle admet une structure riemannienne – les métriques sur une
variété forment un cône de dimension infinie –, on sait que certaines propriétés algébriques
de la courbure de la connexion riemannienne se traduisent dans la topologie sous-jacente :
restrictions sur le type homologique (théorèmes d’annulation), homotopique, topologique,
voire différentiel. Toute variété riemannienne complète de courbure sectionnelle négative
ou nulle est ainsi revêtue parRn (théorème de Cartan-Hadamard) et toute variété orientable
de dimension paire compacte et de courbure sectionnelle strictement positive est aussi sim-
plement connexe (théorème de Synge). Dans une logique de classification topologique par
« géométrisation », on cherche à affaiblir la caractérisation métrique obtenue : s’il est facile
de se convaincre qu’une variété – que l’on supposera simplement connexe en dimension im-
paire – de courbure sectionnelle constante et strictement positive est une sphère, le fait qu’il
en aille de même en dimension 3 de toute variété de courbure de Ricci strictement positive –
un résultat aujourd’hui classique, dû à R. Hamilton – doit être considéré comme un « vrai »
résultat de géométrisation.

Une autre façon d’affaiblir une hypothèse de courbure consiste, au lieu de prendre une trace
« algébrique » de l’invariant, comme dans l’exemple précédent où l’on passe de la courbure
de Riemann à la courbure de Ricci, à considérer l’hypothèse « en moyenne » sur la variété :
grâce à la formule de Gauss-Bonnet on peut en dimension 2 remplacer dans la caractérisation
précédente de la sphère le signe de la courbure (de Gauss dans ce cas) par celui de son
intégrale (pour la mesure canoniquement associée à la métrique).

Le formalisme de Chern-Weil généralise à la dimension supérieure cette belle formule
en donnant des expressions des nombres caractéristiques en termes d’intégrales de traces de
polynômes en la courbure, mais les caractérisations de types topologiques ou différentiels
en termes de propriétés « en moyenne » de la courbure sont rares. D’où l’intérêt de l’énoncé
suivant, particulièrement satisfaisant.

T́̀ 1 ([CGY0]). — Toute variété différentiable de dimension4, compacte et sans
bord, admettant une métrique de courbure scalaire strictement positive et dont la norme L2
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dela courbure de Weyl et la caractéristique d’Euler sont reliées par la relation
∫

M
|W|2dvol < 16π2χ(M)

est difféomorphe à S4 ou àP4
R
.

Comme nous l’expliquons dans le préliminaire, cet énoncé est une versionL2 de la ca-
ractérisation de la sphère standard en terme du pincement faible – un invariant suffisamment
« faible » pour autoriser en tout point des courbures sectionnelles négatives – établie dans
[M].

La preuve de Chang S.-Y. A., M. Gursky et Yang P. consiste d’ailleurs à réduire leur énoncé
à celle-ci en construisant dans la classe conforme d’une métrique vérifiant les hypothèses du
théorème 1 une métrique 1/6 - faiblement pincée, l’hypothèse de [M].

La caractérisation donnée dans [M] est optimale, et on y établit la classification des géo-
métries limites. Ce théorème de rigidité admet lui aussi une versionL2.

T́̀ 2 ([CGY0]). — Toute variété différentiable de dimension4, compacte et sans
bord, admettant une métrique de courbure scalaire strictement positive et dont la norme L2

de la courbure de Weyl et la caractéristique d’Euler sont reliées par la relation
∫

|W|2dvol ≤ 16π2χ(M)

est soit difféomorphe à S4 ou àP4
R
, soit conformément équivalente au plan projectif complexe

(P2
C
, F-S) ou à un quotient du produitR × (S3, can)par un sous-groupe d’isométries.

Dans cet exposé nous ne reviendrons pas sur la preuve de l’énoncé « géométrique », [M],
obtenue par l’étude de l’invariant « pincement faible » le long des courbes intégrales de la
courbure de Ricci considérée comme champ de vecteurs sur l’espace des métriques. Ces
idées ont été remises au goût du jour par le travail de G. Perelman en dimension 3 ; elles
joueront d’ailleurs un rôle en un point crucial de l’argument, mais sous le mode mineur de
flot de Yamabe.

Nous allons plutôt présenter l’ensemble des résultats de géométrie conforme de la dimen-
sion 4 qui ont permis aux auteurs de réduire leurs énoncés à ceux établis dans [M] : un
travail technique de longue haleine, des premiers papiers sur les métriques extrémales pour
les déterminants régularisés – en particulier [CY] – à ceux, plus récents, où ils étudient un
analogue du problème de Yamabe pour un invariant scalairequadratiqueen la courbure de
Ricci ([CGY1], [CGY2]), en passant par une étude systématique des « paires conformes » –
et en particulier de « l’opérateur de Paneitz » et de sa «Q-courbure ».
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1. PRÉLIMINAIRE : UNE PREMIÈRE RÉDUCTION

La courbure riemannienne est un 4-tenseur présentant un certain nombre de symétries
qui font qu’elle peut être considérée comme une section du fibré des endomorphismes
symétriques de la puissance extérieure seconde du cotangent. Elle vérifie de plus la première
identité de Bianchi, qui exprime son orthogonalité à la puissance extérieure quatrième
du cotangent. Aux deux (seules) traces de la courbure de Riemann, la courbure de Ricci,
ric = tr24R, et la courbure scalaire, scal= tr ric , correspondent deux composantes irréduc-
tibles de l’algèbre de courbure sous l’action du groupe orthogonal, de dimensions respectives
(n2 + n− 2)/2 (= dimS2T∗M − 1) et 1 ; la projection sur la première est donnée par
σ = 1/2n(n− 1) scalg⊛g, et l’autre parρ0 = 1/(n−2) ric 0⊛g où ric0 = ric −1/nscalg re-
présente la partie sans trace de la courbure de Ricci et⊛ une suspension algébrique deS2T∗M
dansS2Λ2T∗M parfois appelée produit de Kulkarni. Ce qui reste,W := R− scal

2n(n−1)g⊛g− ric 0⊛g
n−2

est appelé courbure de Weyl et représente la projection de la courbure de Riemann,R, sur
la dernière composante irréductible, celle des tenseurs de courbure dont toutes les traces
s’annulent. Réduite à 0 en dimension 2 et 3, c’est la plus grande composante (en terme de
dimension) dès la dimension 4.

Cette composante admet une décomposition exceptionnelle sous l’action de SO(n) en di-
mensionn = 4, associée à l’action de l’opérateur de Hodge et correspondant à la décompo-
sition so(4) = so(3)⊕ so(3). Ce raffinement joue un rôle crucial dans [M], et interviendra ici
dans la discussion de la classification des métriques plates au sens de Bach, (cf. le paragraphe
4.2.2, en particulier l’identité (4.27) du Lemme 4.3), par laquelle passe la démonstration du
résultat de rigidité énoncé dans le Théorème 2.

On vérifie facilement que la courbure de Weyl est un covariant conforme :W(e2 f g) =
e2 f W(g). L’intégrale

∫

M
|W|2dvol est en particulier un invariant, et le théorème 1 donne donc

une caractérisationconformeet intégralede la sphère standard.

Rappelons que la généralisation due à Chern S.S. de la formule de Gauss-Bonnet s’énon-
çant, en dimension 4,

(1.1) 32π2χ(M) =
∫

M

(|σ|2 − |ρ0|2 + |W|2
)

dvol ,

les hypothèses des théorèmes 1 (2) se lisent donc, respectivement,

(1.2)
∫

M

(|σ|2 − |ρ0|2 − |W|2
)

dvol > (≥) 0.

Le pincement faible étant défini par (cf. [M])

PF = sup
M

|R− σ|2
scal2

,

et la décomposition de la courbure rappelée ci-dessus étant orthogonale, l’hypothèse de [M],
PF < (≤) 1/6 s’écrit donc

|R− σ|2 = |ρ0|2 + |W|2 < (≤)
scal2

6
= |σ|2 ,
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cequi revient à la positivité de l’intégrand dans l’intégrale (1.2) : les théorèmes 1 et 2 sont
bien une version «L2 » de [M], et il suffira pour les établir de démontrer l’existence d’une
métrique dont le polynôme de courbure|σ|2 − |ρ0|2 − |W|2 = scal2

6 − 2|ric0|2 − |W|2 est partout
(strictement) positif dans la classe conforme de toute métrique de courbure scalaire stricte-
ment positive satisfaisant l’hypothèse intégrale (1.2).

Il existe une combinaison de la courbure de Ricci et de la courbure scalaire particulièrement
pertinente en dimension 4,A := ric − scal

6 g = ric0 +
scal
12 g, appeléecourbure de Schouten, et

en terme de laquelle la décomposition précédente du tenseur de Riemann s’écritR = 1
2 A ⊛

g +W. Exprimé avec la courbure de Schouten, la positivité du polynôme|σ|2 − |ρ0|2 − |W|2
est encore équivalente à celle du polynôme 4σ2(A) − |W|2, oùσ2(A) représente la seconde
fonction symétrique élémentaire de l’endomorphisme symétriqueA. Notons qu’en terme de
cette fonction la formule de Chern-Gauss-Bonnet (1.1) admet la forme simple suivante

(1.3) 32π2χ(M) =
∫

M
(4σ2(A) + |W|2) dvol ,

qui nous permet de déduire de l’invariance conforme de
∫

M
|W|2 dvol celle de l’intégrale

∫

M
σ2(A) dvol, bien queσ2(A) ne soit pas lui-même un covariant conforme. Cette remarque

élémentaire est essentielle à la compréhension de la stratégie adoptée.

Dans une première partie, (le chapitre 2), nous établissons la réduction annoncée dans le
cas où la normeL2 de la courbure de Weyl eststrictementmajorée par 4π

√

χ(M) – et donc le
théorème 1. Nous commençons par une preuve dans l’esprit de celle proposée par les auteurs,
qui a le mérite de préciser comment des préoccupations essentiellement analytiques, comme
l’étude de courbures duquatrièmedegré, objets insolites de la géométrie « classique », les y
ont conduits.

Dans une seconde partie, (le chapitre 3), nous en donnons une preuve inédite, plus natu-
relle, plus simple et nettement plus rapide qui s’affranchit du recours à des opérateurs diffé-
rentiels du quatrième degré ; elle s’inspire très largement des travaux de M. Gursky et J. Via-
clovsky (en particulier de [GV]) sur la seconde fonction symétrique du tenseur de Schouten,
σ2(A). À l’issue nous discutons un corollaire intéressant de ces travaux qui donne un cri-
tère très général d’existence de métriques deQ-courbureconstante, et explicitons quelques
familles d’exemples.

Dans une dernière partie, (le chapitre 4), nous abordons l’étude du cas limite où la norme
L2 de la courbure conforme est égale à 4π

√

χ(M) et où les deux preuves précédentes de la
réduction proposée s’effondrent par dégénérescence de l’ellipticité des équations considérées.
En suivant [CGY0] nous commençons par résoudre un « problème du type Yamabe » pour les
invariants quadratiques|σ|2 − |ρ0|2 − α|W|2 = 4σ2(A) − α|W|2, α < 1, avant de construire la
solution de l’équation|σ|2 − |ρ0|2 − |W|2 ≡ 0 comme limite enα = 1 – un argument délicat
qui passe par la classification des variétés plates, au sens de Bach, dont la normeL2 de la
courbure de Weyl est égale à 4π

√

χ(M).
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2. LE CAS
∫

(4σ2(A) − |W|2) dvol > 0 : DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1

2.1. Déterminants régularisés et paires conformes

Le point de départ est une étude variationnelle plus ou moins systématique du déter-
minant régularisé d’opérateurs différentiels intrinsèquesconformément covariantsde poids
(a, b) , (a, b) ∈ R2, c’est-à-dire tels queLe2 f g = e−b f L ea f pour toute fonction infiniment
différentiablef . Si L est un opérateur différentiel intrinsèque de degréd sur une variété
compacte sans bord de dimensionn, qui est formellement auto-adjoint et de symbole prin-
cipal défini positif, le spectre de cet opérateurL est réel, discret, minoré et tend vers l’infini
commeλi ∼

i→+∞
Cid/n, i ∈ N. On introduit alors classiquement la fonctionζ spectrale deL,

ζL(s) = Σ
λ j,0
|λ j |−s, définie pour les pointss deC dont la partie réelle est assez grande, et son

extension méromorphe, à pôles simples isolés, que l’on obtient par prolongement analytique.
On appelledéterminant régularisé, et l’on note detL, la valeure−ζ

′
L(0).

En supposant de plus l’opérateurL conformément covariant et homogène – i.e. satis-
faisant Le2cg = e−dcLg pour tout réelc –, et en s’appuyant sur l’asymptotique en temps
petit de la trace du noyau de la chaleur, T. Branson et B. Ørsted, ([B-Ø], §2, en particu-
lier (2.7)), explicitent l’expression de la variation conforme du déterminant régularisé d’un
tel opérateur sur une variété compacte sans bord de dimension 4 en termes de la géomé-
trie et d’opérateurs « classiques », obtenant ainsi une généralisation de la formule dérivée
par Polyakov dans le cas particulier du laplacien sur une surface de Riemann. En posant
F( f ) := log(detLe2 f g/ detLg) – au sens régularisé précédent – ils établissent queF se décom-
pose en une combinaison linéaire de trois fonctionnelles universelles (I i)3

i=1, la dépendance en

l’opérateurL n’affectant que les coefficients (γi)3
i=1 de la décompositionF =

3
Σ
i=1
γi I i.

Dans cette décompositionI1( f ) représente une moyenne normalisée def , relative à la
densité|W|2 :

I1( f ) = 4
∫

M
|W|2 f dvol −

∫

M
|W|2dvol log

?
e4 f dvol .

L’expression de la fonctionnelleI2 implique l’opérateur introduit par Paneitz pour étudier
l’interaction entre le groupe conforme et le groupe de jauge des équations de Maxwell, que
nous représenterons par la lettreP, et la «Q-courbure » qui lui est associée : en posant

Q :=
1
4

(

(n− 2)(n+ 2)
4(n− 1)2n

scal2 − 4
|ric0|2

(n− 2)2

)

+
∆ scal

4(n− 1)
,

où d représente la différentielle extérieure,d∗ son adjoint formelL2, et ∆ = d∗d (+dd∗) le
laplacien riemannien (agissant ici sur les fonctions),P est l’opérateur différentield’ordre 4
d’expression

P := ∆2 + d∗
(

− 4ric0

n− 2
+

(n2 − 2n− 4)
2n(n− 1)

scalg

)

d + (n− 4)Q .
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Il vérifie la relation de covariance conforme

P(e2 f g) = e−
(n+4)

2 f P(g) e
(n−4)

2 f .

En faisant opérer les deux membres de cette identité sur la fonction constante égale à 1, un
élément du noyau deP0 := P− (n− 4)Q, nous trouvons

(n− 4)Q(e2 f g) = e−
(n+4)

2 f P0(g) (e
(n−4)

2 f − 1)+ (n− 4) e−4 f Q(g) ;

en nous autorisant à prolonger formellement cette expression àn ∈ R, à la dériver par rapport
à la variablen et à spécialiser enn = 4, c’est-à-dire en considérant la limite enn = 4 du
quotient par (n − 4) de cette expression, nous dérivons l’importante relation suivante (de la
dimension 4, donc)

(2.1) Q(e2 f g) = e−4 f (Q(g) +
1
2

P(g) f ) .

Cette identité peut évidemment être vérifiée de façon conventionnelle au prix d’un calcul plus
laborieux. Un tel couple (P,Q) est appelé« paire conforme », etQ, la« Q-courbure »associée
à l’opérateur covariant conformeP. Un exemple plus élémentaire de telle paire est fourni en
dimension 2 par le couple (∆, κ), où κ représente la courbure de Gauss : la variation de la
courbure dans une classe conforme est en effet régie par l’équationκ(e2 f g) = e−2 f (κ(g) + ∆ f ),
qui joue le rôle de (2.1) dans ce cas.

La construction systématique de telles paires en toute dimension, leur calcul explicite, et
l’étude de leurs propriétés est un sujet en pleine expansion (voir par exemple [F-G1], [F-G2],
[F-H], [G-J-M-S], [Be], [G-P], [G-Z]. . . , et la dernière partie du chapitre 3 où nous présentons
une construction systématique de métriques de Q-courbure constante).

En dimension 4, les expressions précédentes se spécialisent en

(2.2) P = ∆2 + d∗(−2ric+
2
3

scalg) d ,

et

(2.3) Q =
1
12

(

∆ scal − 3 |ric|2 + scal2
)

=
1
12

(

∆ scal − 3 |ric0|2 +
1
4

scal2) ,

en termes desquelles nous pouvons maintenant exprimer le second générateur de [B-Ø] :

(2.4) I2( f ) :=
∫

M
f P f dvol + 4

∫

M
Q f dvol −

∫

M
Q dvol log

?
e4 f dvol.

Le gradient deI2 étant alors clairement donné par la formule

(2.5) ∇I2( f ) = 2P f + 4Q− 4 e4 f

∫

M
Q dvol

/

∫

M
e4 f dvol ,

et l’équation (2.1) exprimant laQ-courbure dans une classe conforme s’écrivant en un point
critique f

(2.6) Q(e2 f g) = e−4 f (Q+
1
2

P f) =
∫

M
Qdvol

/

∫

M
e4 f dvol ,

les points critiques de la fonctionnelleI2 sont donc les métriques deQ-courbure constante.
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Le dernier générateur,I3, est une variante quadratique de la fonctionnelle de Yamabe :

I3( f ) := 12Y( f ) + 4
∫

f ∆ scaldvol ,

où

Y( f ) :=
∫

M
(∆ f − |d f |2)2 dvol − 1

3

∫

M
scal |d f |2 dvol .

En invoquant la formule régissant l’expression de la courbure scalaire dans une classe
conforme

(2.7) scal (e2 f g) = e−2 f (scal+ 6 (∆ f − |d f |2)) ,

on obtient pourI3 l’expression plus transparente

I3( f ) =
1
3

∫

(M, e2 f g)
scal2 dvol − 1

3

∫

(M, g)
scal2 dvol ,

qui justifie l’appellation « fonctionnelle deYamabe quadratique ». On peut se convaincre que
les points critiques deI3 sont les métriques decourbure scalaire constanteen en calculant le
gradient, égal enf à : 4e4 f (∆ scal ) (e2 f g) .

Le travail initial de Chang S.-Y. A. et Yang P. consiste en une extension à la dimension 4
du théorème de compacité de B. Osgood, R. Philipps et P. Sarnak (cf. [OPS1], et [OPS2]) qui
établit, en s’appuyant sur l’inégalité de Moser-Trudinger, que le maximum du logarithme du
déterminant régularisé du laplacien sur une surface de Riemann est atteint en « la » métrique
de courbure constante. Dans [CY], Chang S.-Y. A. et Yang P. démontrent que sur une variété

compacte sans bord de dimension 4 la fonctionnelleF =
3
Σ
i=1
γi I i atteint son minimum dès

queγ2 et γ3 sont strictement positifs et queκ := γ1

∫

M
|W|2 dvol + γ2

∫

M
Q dvol est stricte-

ment majoré par 8γ2 π
2. (On notera queκ est un invariant conforme puisque, d’après (2.3),

∫

M
Q dvol = 1

2

∫

M
σ2(A) dvol .)

Reportons pour l’instant la discussion de la preuve de cet énoncé, de toute façon encore
insuffisant pour notre objectif, et notons qu’en regroupant les expressions des gradients,∇I i ,
calculés précédemment nous obtenons pour celui de la fonctionnelleF évalué en une fonc-
tion f

4e4 f (γ1 |W|2 + γ2 Q+ γ3∆ scal − κ

vol(e2 f g)
)

.

Il reste à choisir les poidsγi de façon à annulerκ, soit γ2 = 1, et

(2.8) γ1 = −
∫

M
Q dvol

/

∫

M
|W|2 dvol = −1

2

∫

M
σ2(A) dvol

/

∫

M
|W|2 dvol ,

et à introduireδ := 8γ3 + 2/3, pour que l’équation d’Euler de la fonctionnelleF devienne

0 = γ1|W|2 + Q+
1
24

(3δ − 2)∆scal = γ1 |W|2 +
1
2
σ2(A) +

1
8
δ∆ scal .

Nous tenons ici la clé de l’approche de Chang S.-Y. A. et Yang P. ; imaginons que nous sou-
haitions, sous l’hypothèse

∫

M
σ2(A) dvol > 0, établir l’existence d’une métrique satisfaisant
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σ2(A) > 0 (ce qui est l’objet de l’article [CGY1]) : tout minimum de la fonctionnelleF est
une solution de l’équation d’Euler,

(2.9) σ2(A) = −δ/4∆ scal− 2γ1 |W|2 ,

qui pourra être utilisée commerégularisationde l’opérateur géométrique pertinent,σ2(A).

2.2. Un premier résultat d’existence

2.2.1. L’énoncé. — Trois problèmes se posent ici :

1) le théorème d’existence de [CY] requiert la positivité deγ3 et ne s’applique donc que
dans le cas oùδ > 2/3 ;

2) en supposant que l’on réussisse à résoudre l’équation régularisée (2.9)δ pour
toutes les valeurs strictement positives deδ et à passer à la limite en zéro, l’hypothèse
γ1 = −1

2

∫

M
σ2(A) dvol

/ ∫

M
|W|2 dvol < 0 entraîneraitσ2(A) = −2γ1 |W|2 ≥ 0, mais pas

nécessairement la positivitéstrictedeσ2(A) ;

3) c’est la positivité deσ2(A) − |W|2/4 = 1/4 (|σ|2 − |ρ0|2 − |W|2) – et non celle deσ2(A),
objet de [CGY0] – qui correspond à la propriétéPF(g) < 1/6 que nous prétendons établir
(cf. la discussion du préliminaire).

Concernant le second point il suffit, pour garantir la positivitéstrictedeσ2(A), de translater
l’équation d’Euler par le carré de la norme d’une 2-forme symétrique ne s’annulant nulle part
et fixée une fois pour toute,η : pour cela nous modifions la fonctionnelleF en lui ajoutant un
multiple de la fonctionnelle

I0( f ) := 4
∫

M
|η|2 f dvol −

(

∫

M
|η|2 dvol

)

log
?

M
e4 f dvol .

Le paramètreγ0 que nous introduisons ainsi, poids du générateurI0 dans l’expression de
la nouvelle fonctionnelle, permet de plus de relâcher la contrainte (2.8) et de régler ainsi la
troisième difficulté relevée ci-dessus : nous avons de fait la généralisation suivante du résultat
de compacité de [CY].

T́̀ 2.1. — Sur une variété riemannienne compacte sans bord de dimension4 le mini-

mum de la fonctionnelle H=
3
Σ
i=0
γi I i( f ) est atteint par une fonction infiniment différentiable,

f , dès queγ2 et γ3 sont strictement positifs et queκ′ = κ + γ0

∫

M
|η|2 dvol est strictement

majoré par8π2 γ2. La métrique e2 f g vérifie de plus l’identité

γ0 |η|2 + γ1 |W|2 + γ2 Q+ γ3∆ scal =
κ′

vol(e2 f g)
.

Cet énoncé regroupe un résultat decompacité, l’existence d’un minimumf dansL2,2(M)
– l’espace de Sobolev des fonctions qui sont, ainsi que leurs dérivées premières et secondes,
de carré intégrables –, et un résultat derégularité, le fait que ce minimum soit effectivement
infiniment différentiable.
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2.2.2. Compacité. — PuisqueH(0) = 0, le minimum limℓ H( fℓ), où (fℓ)ℓ∈N représente une
suite minimisante deH, est majoré par 0. Pour dériver une borne a priori sur la normeL2,2

d’une telle suite, nous commençons par minorerH( fℓ) : l’outil déterminant est une version
fine de l’inégalité de Moser-Trudinger due à D. Adams (cf. [A]) d’après laquelle

(2.10) log
?

e4( f− f̄ ) dvol ≤ 1
8π2

∫

(∆ f )2 dvol +C ;

cette majoration est uniforme surL2,2(M), la constanteC ne dépendant que de (M, g). En
posantE(g) := γ0 |η|2 + γ1 |W|2 + γ2 Q+ γ3∆ scal , nous pouvons écrire

H( f ) =
∫

M

(

4 ( f − f̄ )E + γ2 f P f
)

dvol + 12γ3 Y( f ) − κ′ log
?

M
e4( f− f̄ ) dvol ,

où κ′ =
∫

M
E dvol. Par convexité de l’application exponentielle

>
M

e4( f− f̄ )dvol ≥ 1, et nous
obtenons, dans le cas oùκ′ ≤ 0, la minoration banale

H( f ) ≥
∫

M

(

4 ( f − f̄ )E + γ2 f P f
)

dvol + 12γ3 Y( f ) ,

tandis que, dans le cas oùκ′ ≥ 0, nous invoquons l’inégalité d’Adams (2.10) pour obtenir
alors :

H( f ) ≥ −Cκ′ − κ′

8π2

∫

M
(∆ f )2 dvol +

∫

M

(

4 ( f − f̄ )E + γ2 f P f
)

dvol + 12γ3 Y( f ).

Dans tous les cas, et en posantκ′′ = max(0, κ′), pour toutε > 0, et tout entierℓ assez grand,
ℓ ≥ ℓ(ε), nous avons établi la minoration

ε > H( fℓ) ≥ −Cκ′′ +
(− κ

′′

8π2
+ γ2 + 12γ3

)

∫

M
|∆ fℓ|2 dvol − 2γ2

∫

M
ric(d fℓ, d fℓ) dvol

+(
2
3
γ2 − 4γ3)

∫

M
|d fℓ|2 scal dvol+ 12γ3

(

∫

M
|d fℓ|4 dvol − 2

∫

M
∆ fℓ |d fℓ|2 dvol

)

+ 4
∫

M
( fℓ − f̄ℓ)E dvol .

Il reste à minorer 2
∫

M
∆ fℓ |d fℓ|2 dvol parx

∫

M
|∆ fℓ|2 dvol+ 1

x

∫

M
|d fℓ|4 dvol, x ∈ R∗+, à invoquer

l’inégalité de Poincaré pour majorer
∫

M
( fℓ − f̄ℓ)E dvol parC(g)

√

∫

M
|E|2 dvol

√

∫

M
|d fℓ|2 dvol

et à conclure à l’existence d’un majorant uniforme des normes
∫

((∆ fℓ)2 + |d fℓ|4) dvol ne
dépendant que de la variété riemannienne (M, g), et des paramètresγ2 , γ3 et κ′ .

La fonctionnelleH étant clairement invariante par translation par une constante – c’est-à-
dire par homothétie sur les métriques –, on supposera sans restriction la suite minimisantefℓ
normalisée par la condition

>
e4 fℓdvol = 1, ce qui entraîne que la moyennēfℓ est négative

ou nulle. Un corollaire immédiat de l’inégalité d’Adams (2.10) et de la majoration uniforme
de

∫

(∆ fℓ)2 dvol que nous venons d’établir est l’existence d’un majorant uniforme de la suite
− f̄ℓ ; la compacité faible deL2,2 fournit alors le minimum recherché.
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2.2.3. Régularité. — L’étude de la régularité des minima des fonctionnellesF dont l’exis-
tence est établie par [CY] est précisément l’objet de [CGY3]. Le résultat, qui s’énonce comme
suit, s’applique aussi aux minima deH.

T́̀ 2.2 ([CGY3]). — Soient(M, g) une variété compacte sans bord de dimension4,
a′ et a′′ deux réels,ϕ une fonction(de la variable réelle) à croissance au plus exponentielle,
|ϕ(x)| ≤ a1 expa2|x|, (a2, a2) ∈ R2, ainsi que sa première dérivée, et b une forme bilinéaire
symétrique bornée, b∈ S2T∗M, |b(x, x)| ≤ a3|x|2, a3 ∈ R. Tout minimum d’une fonctionnelle
du typeF ( f ) :=

∫

(∆ f )2 + (a′ ∆ f + a′′ |d f |2)2 + b(d f, d f)+ ϕ( f − f̄ ) dvol est nécessairement
infiniment différentiable.

L’originalité du résultat tient au caractère de la non-linéarité de l’équation d’Euler associée.

2.2.3.1. Régularité höldérienne. — La continuité höldérienne d’un minimum est établie en
utilisant un critère de Morrey : sur une variété de dimension 4, une fonction estβ-höldérienne
dès que l’intégrale de son gradient sur toute boule de rayonr est majorée par un multiple
uniforme der3+β ; par l’inégalité de Hölder il suffit donc de majorer la normeL4 du gradient
sur toute boule de rayonr par un multiple uniforme der β, ce qu’on établit en démontrant que
la fonctiondf ,P(r) :=

∫

B(P, r)

(|Hessf |2 + |d f |4 + f 2 + |d f |2/d(P, .)2) dvol satisfait, pourr petit,
l’inéquation différentielle

d −C1rd
′ ≤ C2r

γ

oùγ est un réel strictement positif etβ etC1 sont reliés par l’identitéβ = 1
4C1

.

C’est ici qu’intervient l’hypothèse de minimisation: pour une suite minimisante (fℓ)
de la fonctionnelleH, nous avons expliqué comment obtenir une borne uniforme sur
∫

M

(

(∆ fℓ)2 + |d fℓ|4
)

dvol ; en procédant de même avec leprolongement biharmonique, h, de
f à l’intérieur de la bouleB(P, r) – défini par les identitésh ≡ f sur M \ B(P, r), ∆2h ≡ 0 sur
B(P, r) , ∂h

∂n =
∂ f
∂n et h = f sur ∂B(P, r) –, nous déduisons de la majorationH(h) ≥ H( f ), ( f

est un minimum deH par hypothèse) :
∫

B(P, r)
(|∆ f |2 + |d f |4) dvol ≤ C

∫

B(P, r)
(|∆h|2 + |dh|4) dvol +C rγ, γ > 0 .

Pour conclure, il reste à majorer le terme de droite parC1rd′ + C2rγ, où d = df ,P(r) est la
fonction introduite ci-dessus : il s’agit de contrôler la norme

∫

B(P, r)
(|∆h|2 + |dh|4) dvol à partir

de données au bord, sur lequelh coïncide avecf à l’ordre 1. C’est là une partie substantielle
de [CGY3] (en particulier §2, « Preliminary estimates for biharmonic functions ») qui utilise
une représentation – établie dans [CQ] – des dérivées troisièmes le long du bord comme
image par un opérateur pseudo-différentiel des seules donnéesh|∂B(P, r) et ∂h

∂n

∣

∣

∣

∂B(P, r)
.

2.2.3.2. Infinie régularité. — Pour passer de la régularité höldérienne d’un minimum à sa
différentiabilité à tous les ordres, les auteurs adaptent les arguments développés par R. Schoen
([S]), et K. Uhlenbeck ([SU]) dans le cadre des applications harmoniques :
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P 2.3. — Pour toute solution L2,2, f , de l’équation d’Euler deF satisfaisant, pour
tout r positif, la majoration df ,P(r) < Kr4β , 0 < β < 8, la fonction

D f ,P(r) :=
1
r4

∫

B(P, r)

(

r2−β/4 (∆ f )2 + |d f |2 + 1
)

dvol

vérifie la majoration

D f ,P(
r
2

) ≤ (

1+C r β/8
)

D f ,P(2
8−β
8+β r).

L’ hypothèse est automatiquement satisfaite par un minimum deF d’après le paragraphe
précédent. Par itération de la proposition 2.3 nous établissons alors facilement que la fonc-
tion D f ,P est majorée, uniformément enr et enP. Le critère de Morrey établit ensuite que la
norme sup de|d f | est bornée et un argument d’amorçage(« bootstrap » outremanche) relati-
vement aisé permet d’en déduire une borne uniforme pour le hessien def . L’équation d’Euler
s’écrivant∆2 f = E( f ,∇ f ,Hessf ), où les coefficients deE sont des fonctions infiniment dif-
férentiables, la théorie de la régularité elliptique « classique » nous enseigne finalement que
la fonction f est infiniment différentiable, ce qui conclut la preuve du théorème 2.2.

2.3. Résolution de la régularisation

Reprenons la stratégie exposée avant l’énoncé du théorème 2.1 et l’ayant motivé. Si cet
énoncé répond aux points 2) et 3), il n’établit cependant l’existence et la régularité d’une
solution de la régularisation (γ0| η |2 + γ1 |W|2 + γ2 Q + γ3∆ scal ) vol(e2 f g) = κ′ que dans
le cas où les paramètresγ2 et γ3 sont strictement positifs. En posantγ1 = −α/8, γ2 = 1 et
γ3 = δ/8− 1/12, l’annulation deκ′ nous dicte la valeur deγ0 ,

(2.11) γ0 = −1/2
∫

M

(

σ2(A) − α/4 |W|2
)

dvol
/

∫

M
|η|2 dvol ,

le théorème 2.1 établissant alors, pour toutδ > 2/3, l’existence d’une solution infiniment
différentiable de l’équationδ-régularisée

(2.12) σ2(A) − α
4
|W|2 + δ

4
∆ scal = −α

4
|W|2 + 2Q+ 2γ3∆ scal = −2γ0 |η|2 .

Dans le but de considérer ensuite la limite enδ = 0, nous commençons par discuter l’exis-
tence de solutions de cette équation pour des valeurs deδ arbitrairement petites. En suivant
[CGY1], qui traite du cas particulierα = 0, nous introduisons pour tout réel strictement positif
δ0, l’ensembleS := Sδ0 := {δ ∈ [δ0, 1], tel que l’équation(2.12)δ admet une solution de cour−
bure scalaire strictement positive} .

2.3.1. S n’est pas vide. — Pour δ > 2/3 nous disposons d’une solution de l’équation
(2.12)δ : sous l’hypothèse queα et

∫

M
(σ2 − α

4 |W|
2) dvol sont positifs,δ∆ scal + 1/6 scal2

l’est aussi. On démontre facilement à l’aide du principe du maximum (voir par exemple
[G1]), que cette inéquation différentielle entraîne, pourδ = 1, que la courbure scalaire est
strictement positive pourvu que l’invariant de Yamabe,µ(g), soit positif. Cette condition est
ici assurée par l’existence d’une métrique de courbure scalaire strictement positive dans la
classe conforme.
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2.3.2. S est ouvert. — Pour démontrer l’ouverture de l’ensembleS sous l’hypothèse
∫

M
(σ2(A) − α

4 |W|2) dvol > 0, on s’appuie sur le théorème d’Agmon, Douglis et Nirenberg
qui garantit l’existence d’une (essentiellement) unique solution infiniment différentiable de
l’équation (2.12)δ pour des valeurs deδ suffisamment proches d’un pointδ1 deS dès que le
noyau de la linéarisationLδ1 de l’équation (2.12)δ1 en la solutionfδ1 est réduit aux constantes.
Cette propriété découle ici de la majoration

∫

M
(Lδ1ϕ, ϕ) dvol ≥ 3

13
δ2

∫

M
|∆ϕ|2 dvol +

7
64

δ

∫

M
scal |dϕ|2 dvol ,

que l’on dérive assez facilement de l’explicitation de la linéarisationLδ1 sous l’hypothèse que
l’intégrale

∫

M
(σ2(A)− α

4 |W|
2) dvol est strictement positive. On peut d’ailleurs interpréter cette

minoration comme une généralisation d’estimations spectrales pour l’opérateur de Paneitz
dérivées antérieurement par M. Gursky (cf. [G2], et, pour aller au-delà, la discussion de la
partie 3.4).

2.3.3. S est fermé. — De l’équation (2.12)δ on déduit sans trop de difficulté l’estimation a
priori

∫

M
(δ |∆ fδ|2+ |d fδ|4) dvol ≤ C0, valable pour toute solutionfδ de (2.12)δ sous la normali-

sation
∫

M
fδ dvol = 0. C’est suffisant pour assurer la compacité faible d’une suite de solutions

fδk, δk ∈ S, δk →
k→+∞

δ, et donc l’existence d’une solution faible,fδ, dansL2,2(M).

Pour ce qui est de la régularité defδ, nous pourrons répéter l’argument utilisé pour établir
celle defδ, δ > 2/3, dès que nous disposerons de la majoration

∫

B(P,r)

(

|∆ f |2 + |d f |4
)

dvol ≤ C1

∫

B(P,r)

(

|∆h|2 + |dh|4
)

dvol +C2r
2,

oùh représente comme précédemment le prolongement biharmonique def à la bouleB(P, r),
et où les constantesCi , i ∈ {1, 2}, ne dépendent que de (M, g).

Cette estimation peut être déduite de la contraction de l’équation (2.12)δ contre la diffé-
rencef − h, en procédant aux majorations idoines dans l’expression obtenue ; on trouvera les
détails dans la quatrième partie de [CGY1], en particulier dans la preuve duLemma 4.4.

Il reste, pour conclure, à établir que la courbure scalaire dee2 fδg est strictement positive.
Puisqueδ < 1, on ne peut plus invoquer le principe du maximum de M. Gursky pour le
laplacien conforme, utilisé en 2.3.1 pour le casδ = 1. On vérifie néanmoins facilement que
scal (e2 fδg) est positif ou nul : la fonctionfδ étant par construction une limite faible au sens
L2,2 de fonctionsfδk, δk ∈ S, et la courbure scalaire dans une classe conforme étant donnée
par l’identité (cf. (2.7))

(2.13) −∆g fδk + |d fδk|2g +
1
6

scal (e2 fδk g) e2 fδk =
1
6

scal (g),

la limite fδ satisfait l’inéquation différentielle :−∆ fδ + |d fδ|2 ≤ 1/6 scal (g) ; nous en dé-
duisons la positivité annoncée : scal (e2 fδg) = e−2 fδ (scal (g) + 6∆ fδ − 6 |d fδ|2) ≥ 0. La limite
fδ satisfaisant par ailleurs l’équation (2.12)δ, notons la minorationδ∆ scal = −8γ0 |η|2 +
α|W|2 + 2 |ric0|2 − scal2/6 > −scal2/6 ; le principe du maximum (ordinaire) appliqué à cette
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inéquation différentielle démontre alors que la courbure scalaire de la métrique limite,e2 fδg,
est partout strictement positive surM .

2.4. L’équation : σ2(A) − α
4 |W|

2 + γ0 |η|2 = 0

Sous l’hypothèse
∫

M
(σ2(A) − α

4 |W|
2) dvol > 0 , nous disposons à ce point de solutions in-

finiment différentiables de l’équation (2.12)δ pour toutδ strictement positif. Nous cherchons
dans cette partie à résoudre l’équation (2.12)δ=0 en établissant des estimations a prioriuni-
formes enδ des solutionsfδ des équations (2.12)δ dans une norme suffisamment forte pour
pouvoir ensuite passer à la limiteδ → 0 dans l’équation (2.12)δ. Nous verrons qu’il semble
difficile de faire mieux queL2,5, ce qui, au vu de la non-linéarité de l’équation considérée,
est insuffisant. Nous ne pourrons conclure qu’au prix d’une ultime régularisation par un flot
parabolique, discutée en (2.4.3).

2.4.1. Estimation a priori L2,3. — Les arguments développés dans la preuve duTheorem 5.1
de [CGY1] permettent de démontrer, sous l’hypothèse

∫

M
(σ2(A) − α

4 |W|
2) dvol > 0, α ≥ 0,

l’estimation a priori, uniforme enδ ∈ (0, δ0), δ0 assez petit,

(2.14)
∫

M
|Hessfδ|3g dvol(g) +

∫

M
|d fδ|12

g dvol(g) < C .

Ceci peut sembler mesquin, mais si, pour cette majoration, le passage du cas particulierα = 0,
objet de [CGY1], au cas général est aisé dès que l’on a remarqué que, comme opérateur dif-
férentiel, f 7→ |W|2(e2 f g) est du même type quef 7→ |η|2(e2 f g), tous les deux étant des
covariants conformes de même poids−4, la démonstration du cas particulier n’en requiert
pas moins de trente pages d’estimations intégrales ingénieuses, et difficiles à résumer. On y
retrouve des idées « classiques » conduisant aux estimationsC2 pour les équations de Monge-
Ampère, bien que le passage à une équation du quatrième degré interdise dans notre cas le re-
cours systématique au principe du maximum et force celui à des estimations« en moyenne ».
Au cœur de cette discussion on trouve la minoration suivante, valable sous la même hypothèse
dès queδ est assez petit :

(2.15)
∫

M
(
scal

6
)3dvol ≤ (1+C1δ)

∫

M
|d fδ|6dvol +C2

∫

M
scal2dvol +C3 .

Pour comprendre cet énoncé, notons que letenseur gravitationnel G:= −ric + scal
2 g étant

de divergence nulle – un corollaire immédiat et classique de la seconde identité de Bianchi
– et M sans bord, pour toute fonction infiniment différentiableϕ ,

∫

M
(G,Hessϕ) dvol = 0.

Appliquée à la courbure scalaire,ϕ = scal , cette identité s’écrit alors, en utilisant l’équation
(2.12)δ et sa dérivée

∫

M
(6 tr ric3

0 + 1/12 scal3 + ordres inférieurs)dvol ≤
∫

M
(G,Hess scal) dvol ≤ 0 ;

en l’appliquant àϕ = |d fδ|2, elle devient

− 1
12

∫

M
(−6 tr ric3

0+
1
12

scal 3−6 scal|d fδ|4+ordres inf.)dvol ≤
∫

M

(

G,Hess|d fδ|2
)

dvol ≤ 0 .



950–14

Une combinaison linéaire adéquate de ces deux inégalités donne la majoration
∫

M
(
scal

6
)3dvol ≤

∫

M
(
scal

6
|d fδ|4 + ordres inférieurs)dvol,

qui « ressemble » à la majoration annoncée (2.15), dont on peut démontrer qu’elle s’en déduit.
Les étapes suivantes s’écrivent

∫

M
|Hessfδ|2|d fδ|2 dvol ≤ C

∫

M

(

δ |d fδ| + scal2 + 1
)

dvol ;

et
∫

M
|d fδ|12dvol ≤ C

(

∫

M
|d fδ|6dvol + 1

)4
.

Un important corollaire de la majoration a prioriL2,3 (2.14) et de sa démonstration que
nous venons seulement d’esquisser assure la majoration suivante

(2.16) δ

∫

(M, e2 fδg)

(

∆scal
scal

)2

dvol ≤ C .

Pour l’établir, il est important de disposer d’un minorant uniforme enδ de la courbure sca-
laire des métriquese2 fδg : par définition de l’ensembleS, scal (e2 fδg) > 0, et il suffit de mino-
rer scal2. En un minimum de la courbure scalaire, l’équation (2.12)δ entraîne la minoration :
0 ≥ δ∆ scal ≥ −8γ0 |η|2 − 1/6 scal2min ; on a alors

(2.17) scal2min(e
2 fδg) ≥ −48γ0 min(e−4 fδ |η|2g ) ≥ C > 0,

puisque les fonctionsfδ sont bornées uniformément en normeL2,3, et donc en normeCβ,
β < 2/3, d’après les inclusions de Sobolev classiques.

2.4.2. Estimation a priori L2,s, s > 5. — La dégénérescence de l’équation (2.12)δ enδ = 0
est forte : c’est le terme différentiel d’ordre principal∆ scal qui disparaît. Ceci explique en
partie le prix à payer pour dériver des bornes a priori sur les solutions qui soient uniformes
au voisinage deδ = 0. Dans ce paragraphe, nous expliquons comment passer de la borneL2,3

discutée ci-dessus à une borneL2,s, pour touts< 5.

La démarche est proche de celle que nous venons de présenter et les détails techniques plus
lourds encore (dix nouvelles pages d’estimations intégrales sauvages). On applique l’identité
∫

M
(G,Hessϕ) dvol = 0 aux puissances 1+ p , p > 0, de la courbure scalaire et pour cela on

introduit

Ip :=
∫

M

(

G,Hess scalp+1
)

dvol .

Pour préciser l’estimation obtenue en l’appliquant à|d fδ|2 nous introduisons symétriquement

II p :=
1
2

∫

M

(

G,D(scalpd|d fδ|2)
)

dvol ,

de telle sorte que, comme précédemment dans le casp = 0, nous avonsIp = II p = 0. Ip se
laisse alors décomposer en la sommeI ′p + I ′′p , où

I ′p := (p+1)
∫

M
scalp(G,Hess scal )dvol , et I ′′p := p(p+1)

∫

M
scalp−1G(dscal♯, dscal♯) dvol ;
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nous écrivons de mêmeII p = II ′p + II ′′p , où

II ′p :=
p
2

∫

M
scal p−1G(dscal♯, (d|d fδ|2)♯) dvol , et II ′′p :=

1
2

∫

M
scal p(G, Hess|d fδ|2

)

dvol .

En reportant l’équation (2.12)δ dans l’expression deI ′p, on vérifie alors facilement, dès que
γ0 etγ1 sont négatifs, la minoration suivante

I ′p ≥ I ′p,δ + (p+ 1)
∫

M
(6 scalp tr ric3

0 + scalp+1 |ric0|2) dvol

−C
∫

M
scalp+2dvol −C

∫

M
scalp

(

| d|η| |2 + | d|W| |2
)

dvol ,

où

I ′p,δ :=
3
4
δ (p+ 1)

∫

M

(

∆ scalp∆ scal + 2 scalp−1 (∆ scal )2 − 2pscalp−2|dscal|2∆ scal
)

dvol .

(Rappelons queγ1 = −α/8 est négatif ou nul par hypothèse et que l’identité (2.11) et l’hypo-
thèse

∫

M
(4σ2(A) − |W|2) dvol > 0 entraînent queγ0 est lui aussi négatif.)

Une application directe de l’inégalité de Hölder donne alors
∫

M
scalp| d|η| |2dvol ≤

(∫

M
scalp+2dvol

)p/p+2 (∫

M
| d|η| |p+2dvol

)2/p+2

.

De l’identité |η| = e−2 fδ |η|g nous déduisons, les fonctionsfδ étant bornées dansL2,3(M) ⊂
L1,12(M) uniformément enδ, que les intégrales (

∫

| d|η| |p+2
g dvolg)2/p+2 le sont aussi dès que

p ≤ 10. Le même argument vaut évidemment pour|W| et
∫

M
scalp(| d|η| |2 + |d|W| |2) dvol est

donc majoré parC (
∫

M
scalp+2dvol + 1) uniformément enδ. La minoration précédente deI ′p

s’écrit maintenant :

I ′p ≥ I ′p,δ + (p+ 1)
∫

M
(6 scalp tr ric3

0 + scalp+1 |ric0|2) dvol −C
∫

M
scalp+2 dvol −C .

PourII ′p, nous utilisons l’équation (2.12)δ pour minorer le tenseur gravitationnel : la courbure
scalaire dee2 fδg étant strictement positive,

(2.18) G ≥ 3
σ2(A)
scal

=
3

scal
(−δ

4
∆ scal − 2γ0 |η|2 +

α

4
|W|2) .

Onétablit alors sans trop de mal, pour toutε, ε > 0, et toutη, η > 0, la minoration

II ′p ≥ −
p
2
ε2

∫

M
scal p−1G(dscal♯, dscal♯) dvol−C δ ε2 η

∫

M
scalp−1(∆scal )2 dvol

−Cδ ε2η−1

∫

M
scalp−3|dscal|4dvol−C ε−6η−1(

∫

M
scalp+3dvol

)

p+1
p+3−Cpε−2(

∫

M
scal p+3dvol

)

p+2
p+3 .

ConcernantII ′′p , il faut un peu de ténacité pour dériver la majoration suivante, valable pour
toutγ ∈ R∗+,

II ′′p ≥
∫

M

scalp

4

(

−tr ric3
0 +

scal3

72

)

dvol−Cγ δ

∫

M
scalp−1(∆ scal )2 dvol

−C γ δ

∫

scalp−3 |dscal|4 dvol−C γ−1 δ

∫

M
scalp+3 dvol−C

∫

M
scalp+2 dvol−C .
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Comme dans le casp = 0 du paragraphe précédent, nous considérons la combinaison
Ip + 24 (p+ 1) II p, qui annule le coefficient du terme

∫

M
scalp tr ric3

0 dvol, apparaissant dans
l’expression de la minoration deI ′p avec le poids 6 (p+ 1) et dans celle deII ′′p avec le poids
−1/4.

De l’identité riemannienne universelle

3p
∫

M
scalp−2|dscal|2∆ scaldvol = −4

∫

M
scalp−1|Hess0 scal|2 dvol+3

∫

M
scalp−1(∆ scal )2dvol

+2(p−2)
∫

M
scalp−3|dscal|4 dvol−4(p−2)

∫

M
scalp−2Hess0(scal )

(

dscal♯, dscal♯
)

dvol

−4
∫

M
ric

(

dscal♯, dscal♯
)

dvol ,

et de l’équation (2.12)δ, en rappelant de plus queγ0 est négatif d’aprés l’identité (2.11) et
l’hypothèse

∫

M
(σ2(A) − α

4 |W|2) dvol > 0 , nous déduisons la majoration suivante, valable
pour tout réelp, p < 2 :

3(p− δ)
∫

M
scalp−2 |dscal|2∆ scaldvol

≤ 3
∫

M
scalp−1(∆ scal )2 dvol − (2− p) (

1
2
+

3
4

p)
∫

M
scal p−3 |dscal|4 dvol .

(C’est ici qu’apparaît de façon essentielle la restrictionp < 2, que l’on voit mal comment
relâcher). En invoquant à nouveau la minoration deG par−3δ

4
∆ scal
scal (cf. (2.18)), nous démon-

trons par un choix adéquat des paramètresη etε dans les relations précédentes la minoration
suivante, valable pour toutδ assez petit,

I ′p,δ + I ′′p + 24 (p+ 1) II ′p ≥

C δ

∫

M
scalp−1(∆ scal )2 dvol +C δ

∫

M
scalp−3|dscal|4 dvol −C

(

∫

M
scalp+3 dvol

)

p+2
p+3 −C .

Choisissant alorsγ suffisamment petit dans l’expression précédente de la minoration deII ′′p ,
nous établissons

Ip+24(p+1)II p ≥ (
p+ 1

6
−Cδ)

∫

M
scal p+3dvol−C(

∫

M
scalp+3dvol)

p+2
p+3−C

∫

M
scal p+2dvol−C ,

et donc, en majorant
∫

M
scalp+2dvol par C(g) (

∫

M
scalp+3dvol)

p+2
p+3 , la majoration recherchée

de
∫

scalp+3dvol, puisque nous obtenons :

(
∫

scalp+3dvol )
p+2
p+3 ≥ C1

∫

scal p+3 −C2 .

En rappelant que les solutionsfδ de la régularisation sont uniformément bornées par l’estima-
tion L2,3 du paragraphe précédent, nous déduisons alors de l’expression (2.7) de la courbure
scalaire dans une classe conforme une majoration uniforme de∆g fδ dans les normesLp+3,
pour tout réelp, 0≤ p < 2, et donc la proposition suivante :



950–17

P 2.4. — Pour tout s∈ [0, 5), les fonctions fδ, solutions de moyenne nulle des
équations régularisées(2.12)δ, 0 < δ < δ0, sont uniformément bornées en norme L2,s. Elles
le sont donc aussi pour les normes höldériennes C1, β, β < 1/5.

2.4.3. Flot de Yamabe. — La restrictionp < 2, i.e.s < 5, est intervenue crucialement dans
les majorations a priori précédente, et la borne en normeL2, s<5 à laquelle elle conduit est
pourtant encore trop faible pour permettre de passer à la limiteδ = 0 dans les équations
(2.12)δ. Il faut une idée...

C’est l’endroit où rappeler la majorationL2 uniforme (2.16) que nous pouvons écrire, en
invoquant (2.12)δ et en posantξ( fδ) := (σ2(A) − α

4 |W|
2 + 2γ0|η|2)(e2 fδg)/scal (e2 fδg),

(2.19)
∫

(M, e2 fδg)
ξ2( fδ) dvol =

δ2

16

∫

(M, e2 fδg)
(
∆ scal
scal

)2 dvol ≤ Cδ .

Il reste à invoquer l’outil régularisant universel – unflot parabolique– pour passer d’une
métriquee2 fδg satisfaisant‖ξ(e2 fδ)‖2

L2 < Cδ à une métriquehδ = e2 f̂δg satisfaisant partout sur

la variétéM la majoration|ξ(e2 f̂δ)| < C(δ), pour une fonctionC(δ) tendant vers zéro avecδ ;
nous en déduirons que le polynôme (σ2(A)− α

4 |W|
2)(e2 f̂δg) est strictement positif partout sur

M dès que le paramètreδ est assez petit. Nous détaillons ces arguments dans ce paragraphe.

T́̀ 2.5. — Soit(M, g) une variété riemannienne compacte sans bord de dimension4
de courbure scalaire strictement positive et telle que

∫

M
(4σ2(A) − |W|2) dvol > 0. Pour tout

δ suffisamment petit, il existe dans la classe conforme de toute solution e2 fδg de courbure
scalaire positive de l’équation régularisée(2.12)δ une métrique(infiniment différentiable) hδ
telle que le polynôme en la courbure de Ricciσ2(A(h)) − α/4 |W(h)|2 est partout strictement
positif.

L’intégrabilité local du champ de vecteurs

(2.20) X(h) = −scal
3

h

est un résultat classique (« flot de Yamabe ») ; les propriétés régularisantes de ce flot qui nous
seront utiles sont résumées dans l’énoncé suivant, dont nous n’utiliserons que la version de
dimension 4.

P 2.6 ([Y]). — Soient M une variété compacte sans bord et h(t), t ∈ [0,T] , où T
est un réel strictement positif, une famille de métriques sur M dont les constantes de Sobolev
sont uniformément majorées i.e. telles que toute fonction infiniment différentiableϕ sur M
satisfait la majoration

(2.21) ‖ϕ‖L2n/n−2(M, h(t)) ≤ C ‖ϕ‖L1,2(M, h(t)),

où la constante C est indépendante deϕ et de t ∈ [0,T]. Pour toute fonction positive ou
nulle sur M× [0,T] , ρ , satisfaisant l’inéquation différentielle d

dt logdvol(h(t)) ≤ ρ, et pour
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tous réels p0, p, q, p0 > 1, p ≥ p0, et q > n, toute solution de l’inéquation différentielle
∂ϕ

∂t + ∆ϕ ≤ ρ ϕ vérifie les majorations a priori

1) sup
M
|ϕ(t, .)| ≤ C1e

c1tt−n/2p0 ‖ϕ(0, .)‖Lp0 ,

2) ∀t ∈ [0,T] ,
d
dt

∫

M
ϕpdvol +

∫

M
|dϕ

p
2 |2dvol ≤ C2p

2n
q−n

∫

M
ϕpdvol ,

où la constante C2 dépend uniquement de n, q, p0 et C, la constante C1 dépendant de plus de
la normesup

[0,T]
‖ρ‖L4/2(M, ht).

Nous appliquerons cette proposition aux courbes intégrales du « flot de Yamabe » issues
des métriquese2 fδg ; notons pour cela que le « flot de Yamabe » préserve – par définition –
les classes conformes (cf. (2.21)) et que toutes les métriques que nous considérons sont donc
conformes à la métrique de référence,g.

Par définition de l’invariant de Yamabe nous avons la relation suivante

µ(g)
∫

M
ϕ4dvol(h) ≤

∫

M
|dϕ|2 dvol(h) +

∫

M
scal (h)ϕ2 dvol(h) ;

en nous restreignant à un intervalle [0,T0 (h0 = e2 fδg)] sur lequel
∫

M
scals(ht)dvol(ht) ≤

2
∫

M
scals(h0) dvol(h0) , en rappelant la borne uniforme sur les intégrales

∫

M
scals(h0) dvol(h0),

h0 = e2 fδg, établie à la proposition 2.4, et en supposants> 2, nous en déduisons la majoration

µ(g)

(∫

M
ϕ4dvol(h)

)1/2

≤ C(g)
∫

M
ϕ2dvol(h)+

1
2
µ(g)

(∫

M
ϕ4dvol(h)

)1/2

+6
∫

M
|dϕ|2dvol(h) ,

c’est-à-dire la majoration uniforme des constantes de Sobolev (2.21), requise par l’énoncé de
la proposition 2.6.

2.4.3.1. La courbure scalaire. — Une première application de la proposition 2.6 avecρ =

ϕ = scal, p = p0 = set q = 2s> 4 établit l’inéquation différentielle

d
dt

∫

M
scal s dvol ≤ C(g, s)

∫

M
scals dvol ,

et donc la majoration
∫

M
scals(ht) dvol(ht) ≤ eCt

∫

M
scals(h0) dvol(h0). D’après les estima-

tions a priori du paragraphe 2.4.2 nous disposons, pours < 5, d’une borne uniforme sur
les intégrales

∫

(M, e2 fδg)
scals dvol, et donc, par la majoration précédente, d’un minorant pour

T0 (e2 fδg) ne dépendant que des et deg – et uniforme, en particulier, enδ, δ ∈ (0, 1] –, que
nous noteronsT1, T1 > 0.

L’autre conclusion de la proposition 2.6 nous enseigne alors que la courbure scalaire admet
la majoration

(2.22) scal ≤ C(s, g) t−2/s , t ∈ [0,T1] ,
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tandis que le principe du maximum parabolique appliqué à l’équation régissant l’évolution
de la courbure scalaire le long des courbes intégrales,

(2.23)
∂

∂t
scal + ∆ scal =

1
3

scal 3 ,

garantit que le minimum de la courbure scalaire le long du « flot de Yamabe » est une fonction
monotone croissante. De la minoration uniforme (2.17) des courbures scalaires des métriques
e2 fδg nous déduisons alors l’existence d’un minorant uniforme – ne dépendant que deg – des
courbures scalaires des métriquesht , t ∈ [0,T1], le long des courbes intégrales issues des
métriquese2 fδg, δ ∈ (0, 1],

(2.24) scal (ht) ≥ C > 0 .

Remarquons finalement qu’en écrivant une courbe intégrale sous la formeh(t) = e2x(t)h(0)
l’équation du flot devient

(2.25)
∂x
∂t
= − 1

6
scal (ht) , x(0, .) = 0 .

De la borne uniforme (2.22) pour la courbure scalaire, nous déduisons immédiatement la
borne uniforme suivante pour le facteur conformex(t) :

(2.26) sup
M
|x| ≤ C(s, g) T1(s, g)1−2/s ≤ C1(s, g) .

2.4.3.2. La courbure de Ricci. — L’équation régissant la courbure de Ricci le long du « flot
de Yamabe » s’écrit

(2.27) (
∂

∂t
+ ∆) ric = −2 ric ◦ ric +

1
2
|ric|2g+ 2

3
scal ric− 1

6
scal2g+ 2W(ric) + 2 B ,

où B := − tr 13tr 25 D2W − 1/2W(ric) représente letenseur de Bach, un covariant conforme
fondamental que nous retrouverons dans l’étude du cas limite comme gradient de la fonction-
nelle‖W‖2

L2 : notons simplement pour l’instant la relationB(e2 f g) = e−2 f B(g). De l’inéquation
différentielle immédiate

(
∂

∂t
+ ∆) |ric|2 ≤ −2 |D ric|2 +C |ric|3 + 4 |W| |ric|2 + 4 |B| |ric| ,

– oùC représente une constante universelle –, de la covariance conforme des courbures de
Weyl et de Bach, et de la borne uniforme sur les modules conformes (2.26) nous déduisons
l’existence d’une constanteC1 = C(g) telle que le long d’une courbe intégrale du « flot de
Yamabe » issue d’une métriquee2 fδg solution de la régularisation (2.12)δ nous avons la ma-
joration différentielle uniforme

(
∂

∂t
+ ∆) |ric| ≤ C1|ric|2 , ∀t ∈ [0,T1] .

Nous pouvons donc encore invoquer la proposition 2.6, avec cette foisϕ = ρ/C1 = |ric|,
q = 2s> 4, etp = p0 = s, pour établir l’inéquation différentielle

d
dt

∫

M
|ric|s dvol ≤ C(s, g)

∫

M
|ric|s dvol .
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Elle s’intègre en la majoration
∫

M
|ric|s dvol ≤ ect

∫

M
|ric(h0)|s dvol(h0). Comme précé-

demment pour la courbure scalaire, nous en déduisons l’existence d’un minorant uni-
forme, T2 :=T2(s, g), 0 < T2 ≤ T1 , de la longueur du plus grand intervalle sur lequel
∫

M
|ric|sdvol ≤ 2

∫

M
|ric(h0)|sdvol(h0). Par ailleurs, la courbure de Ricci de la métriquee2 fδg

étant donnée par l’identité

(2.28) ric(e2 f g) = ric(g) − 2 Hessf − ∆ f g+ 2d f ⊗ d f − 2 |d f |2g ,

nous déduisons de la borne uniformeL2,s, s < 5, sur les solutions fδ de l’équation ré-
gularisée l’existence d’un majorant uniforme des normes

∫

(M, e2 fδg)
|ric|s dvol ; la majoration

uniforme

(2.29) sup
M
|ric(ht)| ≤ C(g) t−2/s

est alors un corollaire immédiat de celle-ci et du point 1) de la proposition 2.6.

2.4.3.3. Conclusion. — À ce point, et pour les raisons évoquées au début de cette partie 2.4,
il est naturel d’essayer d’appliquer la proposition 2.6 à l’invariantξ,

(2.30) ξ( f ) = scal−1(σ2(A) − α
4
|W|2 + 2γ0 |η|2

)

(e2 f g).

Puisque c’est la positivité deξ que nous cherchons à établir, il sera plus simple de travailler
avecξ̂ = max{−ξ, 0}. Nous devons alors vérifier les hypothèses de la proposition 2.6, et en
particulier établir pour̂ξ une inéquation différentielle de la forme (∂

∂t + ∆) ξ̂ < ρ ξ̂, pour une
solutionρ de l’inéquation différentielle (∂

∂t + ∆) logdvol ≤ ρ.

P 2.7. — Pour tout s ∈ (2, 5), la fonction ξ̂ vérifie sur l’intervalle [0,T2(s, g)]
l’inéquation différentielle( ∂

∂t + ∆) ξ̂ ≤ C(s, g) |ric| (1 + ξ̂) , où la constante C(s, g) est en
particulier indépendante de la condition initiale e2 fδg, δ > 0, du « flot de Yamabe ».

Des équations d’évolution de la courbure scalaire (2.23), de la courbure de Ricci (2.27) et
du facteur conforme (2.25) nous déduisons celle du produitξ scal :

(
∂

∂t
+ ∆) (ξ scal )=

2
3
ξ scal + |D ric0|2 −

1
12
|dscal |2 + 2 tr ric3

0 +
1
3
|ric0|2 scal

−2W(ric0, ric0) + 2 (B, ric0) + 2γ0∆ |η |2 −
α

4
∆ |W|2 .

Onvérifie alors les quatre majorations élémentaires suivantes
(1.)

|D ric0|2−
1
12
|dscal |2 ≥ − 2

scal
(d(ξ scal ), dscal)+2ξ scal |dscal

scal
|2+4γ0 | d |η| |2−

α

4
| d |W| |2 ;

(2.) 2γ0∆ |η|2 −
α

4
∆ |W|2 + 4γ0 | d |η| |2 −

α

2
|d |W|2|2 ≥ −C(g) ;

(3.) 2 scal−1 tr ric3
0 +

1
3
|ric0|2 ≥

8 |ric0|2 ξ
2
√

3 |ric0| + scal
;
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et, en invoquant la covariance conforme deW et deB, et la borne uniforme (2.26) sur la
norme sup du facteur conforme,

(4.) −2 scal−1 W(ric0, ric0) − 2 scal−1 (B, ric0) ≥ C1(g) ξ −C2(g) −C3(g) scal .

Ces majorations sont uniformes enδ ∈ (0, δ0] et valables sur [0,T2(s, g)]. Elles nous per-
mettent de dériver de l’équation d’évolution deξ l’inéquation différentielle suivante
( ∂

∂t
+∆

)

ξ ≥ 2
scal

tr ric3
0+

1
3
|ric0|2+

1
3
ξ scal−2W(ric0, ric0) scal−1−2 (B, ric0) scal−1−C(g) ≥

8 |ric0|2

2
√

3 |ric0| + scal
ξ +

(scal
3
+C1(g)

)

ξ −C2(g) −C3(g) scal .

En utilisant une fois encore la minoration uniforme de la courbure scalaire (2.24) :|ric| ≥
scal

2 ≥ C(g) > 0 , nous en déduisons quêξ = max(−ξ, 0) satisfait l’inéquation différentielle
suivante

(2.31) (
∂

∂t
+ ∆) ξ̂ ≤ c1(g)

(

(|ric0| + scal+ 1) ξ̂ + 1
)

≤ c2(g) |ric|
(

ξ̂ + 1
)

.

Pour nous débarrasser du terme constant de l’inéquation différentielle (2.31), il suffit de
soustraire dêξ une fonction adaptée de la variable réellet, ξ̂0 : la fonctionξ̂0 est par définition
constante surM et la différenceτ = ξ̂ − ξ̂0 vérifie l’inéquation

(
∂

∂t
+ ∆) τ ≤ C(g) |ric| τ +C(g) |ric| (1+ ξ̂0) −

dξ̂0

dt
,

où, d’après (2.29), sup
M
|ric| ≤ C1(g) t−2/s. Si l’on pose ξ̂0(t) = eC(s)t

s−2
s − 1 , avec C(s) =

CC1 s/(s− 2) , la fonctionτ satisfait l’inéquation différentielle (∂
∂t + ∆) τ ≤ C(g) | ric | τ ; on

peut alors invoquer la proposition 2.6, en posantϕ = τ, ρ = C(g) |ric|, p0 = 2 et q = 2s, et
conclure :

sup
M
|τ| ≤ C

t
‖ τ(0, .) ‖L2 =

C
t
‖ ξ̂(0, .) ‖L2 ≤ C

t
‖ ξ ‖L2 .

Dela majoration fondamentale (2.19) nous déduisons ensuiteξ ≥ −ξ̂0(t)− C
t

√
δ , et donc, en

rappelant la majoration (2.22) de la courbure scalaire,

σ2(A) − α
4
|W|2 ≥ −2γ0 | η |2 −C(s, g) (t1−4/s +

√
δ t−(1+2/s)) .

Ces deux dernières minorations sont valables pour toutt de l’intervalle [0,T2(s, g)] . Remar-
quons encore, en rappelant la majoration (2.26) du facteur conforme, et la définition (2.10)
deγ0, la minoration

−2γ0 | η |2 ≥ −2C1(s, g) γ0 | η |2g ≥ C2(s, g)
∫

(M, g)
(σ2(A) − α

4
|W |2 ) dvol = C3(s, g, α) > 0 ,

de telle sorte que, finalement,

σ2(A) − α
4
|W|2 ≥ c1(s, g, α) − c2(s, g) t1−4/s − c3(s, g)

√
δ t−(1+2/s) ,

où c1(s, g, α) est strictement positif. Pour tout points de l’intervalle ouvert (4,5), il reste à
considérer un pointt1 de [0,T2(s, g)] tel quec1 − c2t

1−4/s
1 est minoré parc1/2 pour conclure
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aisément à l’existence d’un réel strictement positifδ0 tel que pour tout pointδ de (0, δ0] la
courbe intégrale du flot de Yamabe issue dee2 fδg contient des métriques – par exempleh(t1)
– pour lesquelles le polynômeσ2(A) − α

4 |W|2 est, partout surM, strictement positif. Ceci
conclut la preuve du théorème 2.5 et donc celle du théorème 1.

3. UNE PREUVE PLUS SATISFAISANTE DU THÉORÈME 1

Oubliant les motivations initiales de Chang S.-Y. A., M. Gursky et Yang P. et la stratégie
de preuve qui en découle, largement discutées dans le chapitre 2, nous proposons ici une
preuve beaucoup plus courte du théorème 1. Dans des travaux contemporains de [CGY0] et
[CGY1], Guan P. et Wang G. dérivent les estimationsC2 a priori des solutions des équations
σk(A(e2 f g)) = ϕ , k ∈ {1, · · · , n}, (cf. [GW]). Même si celles-ci s’avèrent insuffisantes pour
notre propos, elles ouvrent la voie à une preuve directe du théorème 1, qui s’affranchit de
la régularisation par le terme du quatrième ordre différentiel,δ∆ scal (e2 f g), et des délicates
estimations a priori que requiert le passage à la limiteδ = 0. Dans la démonstration que nous
donnons ici nous suivons l’approche qui a permis à M. Gursky et J. Viaclovsky de donner une
preuve « simple » de [CGY1] (l’existence de métriques avecσ2(A) > 0) et la généralisons à
l’invariantσ2(A) − α

4 |W|
2, α ≥ 0.

3.1. Une nouvelle déformation de l’opérateurσ2(A) − α
4 |W|

2, α ≥ 0

Commençons par utiliser la métrique de référence,g – par opposition àe2 f g – pour iden-
tifier formes quadratiques et endomorphismes symétriques partout dans la classe conforme
deg, quelque chose comme la « jauge de Piola-Kirchoff» des mécaniciens, un outil souvent
efficace pour simplifier l’apparence des équations, mais rarement déterminant : l’équation
(σ2(A)−α/4 |W|2) (e2 f g) = ϕ devient ainsi, en utilisant la covariance conforme de la courbure
de Weyl,σ2(g−1A(e2 f g))− α/4 |W(g)|2g = ϕ e4 f . Pour des raisons techniques (cf. la discussion
de l’ellipticité par exemple) on cherchera plutôt à résoudre l’équation

(3.1) σ2(g
−1A) − α

4
|W(g)|2 = ψe−4 f , ψ > 0 ,

ce qui, dans la « jauge » initiale, reviendrait à résoudre l’équation (σ2(A) − α
4 |W|2)(e2 f g) =

ψe−8 f , ψ > 0, tout aussi naturelle, dans notre perspective, que l’équation initiale (σ2(A) −
α/4 |W|2) (e2 f g) = ϕ.

En suivant la démarche de M. Gursky et J. Viaclovsky dans leur étude du casα = 0 (voir
[GV], et, pour une variante, [LL]), nous introduisons la déformation

(3.2) Ax = ric − x
6

scalg , x ∈ R.

De l’hypothèse scal(g) > 0 nous déduisons que la forme bilinéaire symétriqueAx est définie
positive et strictement minorée par

√
6α/12 |W(g)|2g g pour x suffisamment petit (et négatif

si nécessaire), de telle sorte que la fonction

ψg := σ2(g
−1Ax0) −

α

4
|W(g)|2g
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est strictement positive pour un tel choix du réelx0. La fonction identiquement nulle fournit
alors pourx = x0 une solution de courbure scalaire strictement positive de l’équation

(3.3) σ2(g
−1Ax) −

α

4
|W(g)|2g = ψg e−4 f , α ≥ 0 .

Par un argument de connexité dans l’esprit de celui développé en 2.3 pour la résolution des
régularisations considérées dans [CGY1] et connu en analyse sous l’appellation« méthode
de la continuité », nous allons établir l’existence d’une solution de l’équation (3.3)x dans la
classe conforme de la métriqueg pour toutx, x0 ≤ x ≤ x1 ≤ 1, dès que l’invariant conforme

(3.4) C(g, x1) :=
∫

M
(σ2(A) − α

4
|W|2) dvol +

1
6

(1− x1)(2− x1) µ
2(g)

est strictement positif. (Nous rappelons que nous représentons par

(3.5) µ(g) := inf
h∈[g]

∫

M
scal(h) dvol(h)

/√

vol(h)

l’ invariant de Yamabe de la classe conforme de la métriqueg.)

Posons pour celaS = {x ∈ [x0, x1] tel que l’équation(3.3)x admet une solutionfx de ré-
gularitéC2, β, β > 0 , pour laquelle la courbure scalaire de la métriquee2 fxg est strictement
positive}.

S n’est pas vide : nous avons déjà observé quex0 ∈ S.

3.2. Ellipticité et ouverture

L’ouverture de l’ensembleS ainsi défini résultera du théorème d’inversion locale appliqué
à l’opérateur

(

C2, β → Cβ

f 7→ σ2(g−1Ax(e2 f g)) − α
4 |Wg|2g − ψg e−4 f

)

,

oùβ ∈ (0, 1), dès que nous aurons vérifié que sa linéarisation en toute solutionfx, x ∈ S, est
inversible.

De l’expression des courbures scalaire (2.13) et de Ricci (2.28) dans une classe conforme
nous déduisons sans mal l’identité

(3.6) Ax(e
2 f g) = Ax(g) + 2

(−Hessf +
(1− x)

2
∆ f g− d f ⊗ d f +

(2− x)
2
|d f |2 g

)

.

En remarquant que le gradient de la fonctiong→ σ2(g−1A(g)) est donné par le tenseur

(3.7) T(g−1Ax) = tr (g−1Ax)1d− g−1Ax ,

(une généralisation du tenseur gravitationnel, le casx = 1, exprimée dans la jauge de Piola-
Kirchoff), nous dérivons alors l’expression suivante pour la linéarisationLx, f en une solution
f de l’opérateurσ2(g−1Ax(e2 f g)) − α

4 |W(g)|2g − ψ(x) e−4 f

Lx, f (u) =
(

T(g−1A(e2 f g)),−Hessu+ (
1− x

2
)∆ug+ (2− x) (d f, du) g−2d f⊗du

)

g+4ψe−4 f u .
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En introduisant la combinaison linéaire suivante deT(a) et de sa trace,

(3.8) Tx(a) := T(a) +
1− x

2
tr (T(a)) 1d ,

nous obtenons pourLx, f (u) l’expression

−Lx, f (u) = tr
(

Tx(g
−1A(e2 f g)) ◦ (g−1Hessu)

) − (2− x) (d f, du)g tr T(g−1A(e2 f g))

+2T(g−1A(e2 f g)) (d f ♯g) (du) − 4ψg e−4 f u ,

soit encore, en posant pour une métriqueh = e2 f g

T(A(h)) = tr h A(h) h− A(h) , et Tx(A(h)) = T(A(h)) +
1− x

2
tr h T(A(h)) h ,

l’expression équivalente

(3.9) −Lx, f (u) = (Tx(A(e2 f g)),Hessu)g − (2− x) (d f, du)g tr gT(A(e2 f g))

+2
(

T(A(e2 f g)), d f ⊗ du
)

g − 4ψg e−4 f u .

L’endomorphisme symétriqueT(g−1A(e2 f g)) – et donc l’endomorphismeTx(g−1A(e2 f g))
pour x ≤ 1 – est défini positif dès queσ2(g−1Ax(e2 f g)) et trg−1Ax(e2 f g) = (1 −
3/2 x) e2 f scal(e2 f g) sont strictement positifs. Ces deux conditions étant satisfaites pour
une solutionfx, x ∈ S, puisque

(3.10) σ2(e
2 fxg) =

α

4
|W(g)|2g + ψg e−4 fx ,

où α ≥ 0 par hypothèse,−Lx, f est elliptique ; le terme d’ordre différentiel zéro−4ψe−4 f

étant strictement négatif,Lx, f est même inversible en toute solutionfx de régularitéCβ :
l’ensembleS est donc ouvert.

3.3. EstimationsC2 a priori à la Guan-Wang-Li-Li et fermeture

3.3.1. Minoration. — De l’inégalité 3 (tra)2−8σ2(a) ≥ 0 valable pour tout endomorphisme
symétrique positif ou nul, nous déduisons la majoration

8ψe−4 fx ≤ 3
(

tr g Ax(e
2 fxg)

)2
= 3

(

tr g Ax(g) + (3− 2x)∆ fx
)2 ;

puisquex ≤ 1 < 3
2, en un minimumP de fx, nous concluons : 8ψe−4 fx ≤ 3

(

tr Ax(g)
)2, c’est-

à-dire à une minoration defx ne dépendant que deg (et indépendante, en particulier, dex,
x ≥ x0, puisque trg Ax(g) = scal(g) (1− 2x

3 ) par définition, et que la courbure scalaire scal(g)
est strictement positive par hypothèse).

Comme souvent, l’inégalité de Harnack passe par une estimation a priori du gradient.



950–25

3.3.2. Gradient. — Dans ce paragraphe nous établissons que toute solutionC3 de l’équation
(3.3)x vérifie l’estimation a priori

(3.11) sup
M
|d fx| < C ,

où la constante ne dépend que de la métriqueg et d’un minorant uniforme defx, dont nous
venons d’établir l’existence.

Ces estimations reprennent celles dérivées dans [GW] (pour le casx = 1) et [LL] (pour
l’extension au casx ≤ 1). En un maximumP de la fonctionγ = |d fx|2,

(3.12) dγ(P) = 2(Dd fx, d fx) (P) = 0 ,

et le hessien deγ est négatif ou nul : Hessγ (P) = 2 tr34(D2d fx ⊗ d fx) (P) + 2 tr24(Dd fx ⊗
Dd fx) (P) ≤ 0. Nous avons déjà observé que la positivité stricte de trAx etσ2(Ax) implique
que les opérateursTx(Ax) sont, pourx ≤ 1, définis positifs ; nous en déduisons que la fonction

(3.13) (Tx(Ax),Ddγ)g = 2
(

Tx(Ax) , tr 34 (D2d fx ⊗ d fx) + tr 24 (Dd fx ⊗ Dd fx)
)

g

est négative ou nulle enP. Pour évaluer le terme d’ordre différentiel 3, nous dérivons l’équa-
tion (3.3) pour obtenir, à partir de l’identité (3.6) et de l’expression (3.7) du gradient,

tr g
14tr

g
25 T(Ax(e

2 fxg)) ⊗ (

D2d fx −
(1− x)

2
d∆ fx ⊗ g

)

= tr g
14tr

g
25 Tx(Ax(e

2 fxg)) ⊗ D2d fx

= tr g
14tr

g
25 T(Ax(e

2 fxg)) ⊗ (

D(Ax(g)) + 2 Hessfx ⊗ d fx − (2− x) tr 23 (Dd fx ⊗ d fx) ⊗ g)
)

−α
4

d|W|2 − e−4 fx dψ + 4ψe−4 fx d fx .

En contractant cette identité contred f et en remarquant qu’au maximumP deγ (cf. (3.12))
tr g

23 (Dd f ⊗ d f) (P) = 0 et que, Hessf étant un tenseur symétrique, trg
13 (Dd f ⊗ d f) (P) =

tr g
23 (Dd f ⊗ d f) (P) s’annule aussi, nous obtenons finalement l’identité suivante

(

d f ⊗ Tx(Ax(e
2 fxg)),D2d fx

)

g =

(

T(Ax(e
2 fxg)), d fx ⊗ DAx(g)

)

g −
α

4
(d|W|2 , d fx)g − e−4 fx (dψ, d fx)g + 4ψe−4 f |d fx|2g .

Elle permet, en rappelant que la fonctionψ est par hypothèse positive, d’écrire la majoration
(3.13) sous la forme

0 ≥ 1
2

(Tx(Ax(e
2 fxg)), Ddγ)g =

(

T(Ax(e
2 fxg)), d fx⊗DAx(g)

)

g−
α

4
(d|W|2, d fx)g−e−4 fx (dψ, d fx)g

+
(

Tx(Ax(e
2 fxg)), tr g

34 (D2d fx ⊗ d fx) − tr g
14 (D2d fx ⊗ d fx) + tr g

24 (Dd fx ⊗ Dd fx)
)

.

Par définition de la courbure (de la métriqueg) et par symétrie du hessien

D2d f = σ23 D2d f = σ12 ◦ σ23 D2d f − σ23 R(T∗M, g−1)(d f) ,

ce qui permet d’écrire la majoration précédente sous la forme

(3.14) 0≥ (

Tx(Ax(e
2 fxg)) , Rg(., d f

♯g
x , .d f

♯g
x )

)

g + (
1− x

2
) ricg (d f

♯g
x , d f

♯g
x ) tr gTx(Ax(e

2 fxg))

+
(

Tx(Ax(e
2 fxg)), tr 24 Dd fx ⊗ Dd fx

)

g +
(

T(Ax(e
2 fxg)), d fx ⊗ DAx(g)

)

g
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− α
4

(d|W|2, d fx)g − e−4 fx(dψ, d fx)g .

Notons la minoration suivante du facteur quadratique en le hessien :

L 3.1. — Il existe une constante strictement positive ne dépendant que de la métrique
g , ǫ(g), telle que pour tout x, x∈ [x0, 1], on a

(

Tx(Ax(e
2 fxg)), tr g

24 Dd fx ⊗ Dd fx
)

g ≥ ǫ tr gT(A(e2 fxg)) |d fx|4g .

Laproposition 1.19de [LL] établit la majoration de l’énoncé, uniformément enx, x0 ≤ x ≤ 1,
dès qu’elle est satisfaite pourx = 1, ce dernier cas correspondant auLemma 2.4de [GW]
(aveck = 2 ). Ce lemme de Guan-Wang-Li-Li permet de réécrire la majoration (3.14) sous la
forme

(3.15) 0≥ (

Tx(Ax(e
2 fxg)), Rg(., d f

♯g
x , ., d f

♯g
x )

)

g +
1− x

2
tr gTx(Ax(e

2 fxg)) ricg(d f
♯g
x , d f

♯g
x )

+
(

T(Ax(e
2 fxg)), d fx ⊗ DAx(g)

)

g −
α

4
(d|W|2, d fx)g − e−4 fx(dψ, d fx)g + ǫ tr gT(Ax(e

2 fxg)) |d fx|4g .

Il nous reste à faire les remarques élémentaires suivantes :

1.— la trace de l’identité (3.8) s’écrivant

(3.16) tr gTx(Ax(e
2 fxg)) = (3− 2x) tr gT(Ax(e

2 fxg)) ,

nous avons pour toutx, x ≤ 1,

|Tx(Ax(e
2 fxg))| ≤ |T(Ax(e

2 fxg)| + (1− x) tr gT(Ax(e
2 fxg)) ,

où nous rappelons queT(A) est donné par l’identité (3.7) ;

2.— l’identité de Newton appliquée àσ2(A) s’écrit

(3.17) (trgAx(e
2 fxg))2 − |Ax(e

2 fxg)|2g = 2σ2(g
−1Ax(e

2 fxg)) =
α

2
|W(g)|2g + 2e−4 fx ψg > 0 ;

sous l’hypothèseσ2(Ax) > 0, nous en déduisons la relation

(3.18) |T(Ax(e
2 fxg))|g ≤ 3 trg Ax(e

2 fxg) = tr g T(Ax(e
2 fxg)) .

La majoration dérivée au point 1 s’écrit donc sous cette hypothèse :

(3.19) |Tx(Ax(e
2 fxg))|g ≤ (2− x) tr g T(Ax(e

2 fxg)) ≤ (2− x0) tr g T(Ax(e
2 fxg)) .

3.— en traçant la définition (3.2) de la courbureAx nous obtenons la minoration

(3.20) 0 < scal(e2 fxg) =
3

3− 2x
e−2 fx tr gAx(e

2 fxg) ;

la minoration (3.17) entraînant la relation
(

tr g Ax(e
2 fxg)

)2 ≥ 2ψg e−4 fx +
α

2
|W(g)|2g ,

nous en déduisons alors

(3.21) trg T(Ax(e
2 fxg)) = 3 trg Ax(e

2 fxg) ≥ 3
√

2 max (

√
α

2
|W(g)|g ,

√

ψg e−2 fx) ;
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4.— il suffit de différencier l’identité (3.2) relativement à la connexion canoniqueD pour
obtenir la majoration banale suivante

(3.22) |DAx(g)|g ≤ |Dric(g)|g +
|x|
3
|dscal(g)|g ≤ C(x0) |Dric (g)|g .

Les inégalités (3.18), (3.19) et (3.22) permettent ensuite de déduire de la relation (3.15) la
majoration

ǫ(g) tr g T(Ax(e
2 fxg)) |d fx|4g

≤ tr g T(Ax(e
2 fxg))

(

C(x, |R(g)|) |d fx|2g+C(x, |DR(g)|) |d fx|g
)

+
(α

2
|W| |DW|g+|dψ|g e−4 fx

) |d fx|g .
D’après la minoration (3.21) nous pouvons majorer le dernier facteur en terme de la trace
tr g T(Ax(e2 fxg)) pour établir l’inégalité suivante

ǫ(g) |d fx|4g ≤ C(g)
(|d fx|2g + |d fx|g

)

+
1
3
(
√
α |DW|g +

|dψ|
√
ψg

e−2 fx
) |d fx|g .

La majoration uniforme dee−2 fx surM× [x0, 1] établie au paragraphe précédent nous autorise
finalement à conclure avec la majoration annoncée du supM |d fx|g, uniforme enx ∈ [x0, 1] :

|d fx|4g ≤ C(g)
(|d fx|2g + |d fx|g

) ≤ C1(g)
(|d fx|2g + 1

) ≤ 1
2
|d fx|4g +C2(g) .

3.3.3. Majoration, borne C2 uniforme et conclusion.—De la minoration uniforme enx, x0 ≤
x < 3/2 des solutionsfx des équations (3.3)x et de la majoration uniforme enx, x0 ≤ x ≤ 1,
des différentiellesd fx nous dérivons maintenant une estimation de Harnack uniforme pour
les solutionsfx, x0 ≤ x ≤ x1, sous l’hypothèse – qui intervient ici pour la première fois, et de
façon essentielle – que l’invariant conformeC(g, x1) (cf. (3.4)) est strictement positif.

L’identité élémentaireσ2(g−1Ax) = σ2(g−1A) + 3
2(1− x)(2− x)(tr (g−1A))2 permet, en invo-

quant l’équation (3.3)x, d’écrire le termee−4 fx ψ sous la forme

σ2(g
−1Ax(e

2 fxg))− α
4
|W(g)|2g = σ2(g

−1A(e2 fxg))+
3
2

(1− x)(2− x)
(

tr (g−1A(e2 fxg))
)2− α

4
|W(g)|2g

= e4 fx
(

(σ2(A(e2 fxg)) +
1
6

(1− x)(2− x) scal2 (e2 fxg) − α
4
|W(e2 fxg)|2e2 fxg

)

;

après intégration contre la forme volume de la métriqueg, nous obtenons ainsi

(3.23) sup
M
ψ

∫

(M, g)
e−4 fx dvol ≥

∫

(M, e2 fxg)
(σ2(A) − α

4
|W|2 + (1− x)(2− x)

6
scal2) dvol.

En rappelant la définition (3.5) de l’invariant de Yamabeµ(g), nous pouvons observer
l’inégalité

0 < µ(g)
√

vol(e2 fxg) ≤
∫

(M, e2 fxg)
scaldvol ≤

√

vol(e2 fxg)

√

∫

(M, e2 fxg)
scal2 dvol

que nous reformulons en la minoration suivante

(3.24)
∫

(M, e2 fxg)
scal2 dvol ≥ µ(g)2 .
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Celle-ci permet de déduire de la minoration (3.23) la majoration suivante du minimum defx :

e−4 inf fx ≥ 1
supM ψg vol(g)

(∫

M
(σ2(A) − α

4
|W|2) dvol +

(1− x)(2− x)
6

µ2(g)

)

,

etdonc, sous la condition que l’invariant conformeC introduit précédemment (voir (3.4)) est
strictement positif et en rappelant la minoration (3.11) du paragraphe précédent, uniforme en
x, x ∈ [x0, 1], de conclure à lamajorationsuivante des solutionsfx de (3.3)x, uniformeelle
aussi enx, x ∈ [x0, 1] :

(3.25) sup
M

fx ≤ inf
M

fx + sup
M
|d fx| diam(g) ≤ C(g, α) .

Il reste à invoquer les estimationsC2 de [LL] (ou alternativement de [GV2]) pour déduire
des estimationsC1 uniformes précédentes une majoration, uniforme enx, x ∈ [x0, x1], x1 ≤ 1,
du supM |Hessfx| ; ces estimations reposent – dans [LL] comme dans [GV2] – sur laconcavité
de la fonctionnelle

√

σ2(g−1Ax(e2 f g)) considérée comme fonction du hessien def , que l’on
déduit facilement de la concavité bien connue de la fonction

√
σ2 opérant sur le cône des

endomorphismes symétriques vérifiant tra > 0 etσ2(a) > 0.

De l’équation (3.3)x et de la majoration uniforme (3.25) des solutionsfx des équations
(3.3)x nous déduisons queσ2(g−1Ax(e2 fxg)) est uniformément minoré (cf. (3.10)). De l’iden-
tité 2σ2(g−1A) = (tr (g−1A))2 − |g−1A|2 = (tr (g−1A) − |g−1A|) (tr (g−1A) + |g−1A|) , et de la
majoration uniforme de|A(e2 fxg)| , conséquence des estimationsC2 uniformes et de l’identité
(3.6), nous déduisons que l’expression tr (g−1A)−|g−1A| admet un minorant strictement positif
uniforme.

L’expression (3.7) définissant l’endomorphismeT(Ax) assure qu’il est alors uniformément
minoré par un multiple strictement positif de l’identité qui minore aussi, pourx ≤ 1 , les
endomorphismesTx(Ax) d’après l’identité (3.8) les définissant, puisque la trace

tr gT(Ax(e
2trg)) = e2 fx tr e2 fxgT(Ax(e

2 fxg)) = 3e2 fx tr e2 fxgAx(e
2 fxg) = (3− 2 x) e2 fx scal(e2 fxg)

est positive ou nulle (et même strictement positive) par hypothèse.

Au vu de l’expression (3.9) de la linéarisation de l’équation (3.3)x, ceci établit l’uniforme
ellipticité de ces équations, pourx ∈ [x0, x1]. La théorie classique de N.V. Krylov et C. Evans
pour les équations concaves uniformément elliptiques assure alors l’existence d’une borne
uniformeC2, β, pour toutβ ∈ [0, 1).

La minoration uniforme deσ2(Ax(e2 fxg)) passe à la limite pour une convergenceCk, k ≥ 2
et entraîne, par les identités banales scal(e2 fxg) = 3

3−2x tr e2 fxg Ax(e2 fxg), obtenue en traçant
(3.2), etσ2(Ax(e2 fxg)) = (tre2 fxgAx(e2 fxg))2 − |Ax(e2 fxg)|2

e2 fxg
, l’existence d’un minorant stricte-

ment positif uniforme pour les courbures scalaires scal(e2 fxg) , x ∈ [x0, x1], qui vaut encore à
la limite pour une convergenceCk, k ≥ 2, établissant ainsi la fermeture deS.

L’ensembleS, qui est ouvert, fermé et non vide dans l’intervalle [x0, x1] lui est donc égal,
ce qui établit l’énoncé suivant
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T́̀ 3.2. — Soit(M, g) une variété riemannienne compacte sans bord de dimension4
dont l’invariant de Yamabeµ(g) (cf. (3.5))est strictement positif. Pour tous réelsα, α ∈ R+,
et x1, x1 ∈ (−∞, 1], pour lesquels l’invariant conforme

∫

(M, g)
(σ2(A) − α

4
|W|2) dvol +

1
6

(1− x1) (2− x1) µ(g)2

est strictement positif, et pour tout réel x, x ∈ (−∞, x1], il existe dans la classe conforme de
g une métrique de courbure scalaire strictement positive pour laquelle le polynômeσ2(Ax)−
α
4 |W|2 est (partout) strictement positif.

Le casα = 0 de cet énoncé est le théorème principal de [GV].

Le casα = 1 et x = x1 = 1 établit la réduction à [M] du théorème 1 proposée dans le
préliminaire.

3.4. Une autre application du théorème 3.2 : construction de métriques deQ-courbure
constante

Si le grand mérite de l’approche précédente consiste à s’affranchir du recours à la régu-
larisation par le terme elliptique du quatrième ordreδ∆ scal , elle n’en conduit pas moins à
un intéressant résultat d’existence de métriques deQ-courbure constante sous des hypothèses
suffisamment souples pour être satisfaites par de nombreux exemples. LaQ-courbure dont il
s’agit ici est celle de la paire conforme (P,Q) associée à l’opérateur de Paneitz, (cf. (2.2) et
(2.3) pour les définitions), un opérateur du quatrième ordre donc, dont le contenu géométrique
a été discuté dans la partie 2.1. Rappelons que la caractéristique principale de la fonctionnelle
I2 – essentiellement la forme quadratique associée à l’opérateur formellement auto-adjointP
translatée par le potentielQ (cf. (2.4)) – est d’admettre pourpoints critiquesles métriques de
Q-courbure constante(cf. (2.5)) et (2.6)).

Dans [CY], Chang S.-Y. A. et Yang P. établissent pour la fonctionnelleI2 l’analogue suivant
du théorème 2.1 ; la démonstration de ce résultat est parallèle à celle du Théorème 2.1 exposée
précédemment et repose, comme celle-ci, sur l’inégalité de Moser-Trudinger-Adams (2.10).

T́̀ 3.3 ([CY], Theorem 1.2). —Sur une variété riemannienne compacte sans bord
de dimension4, (M, g), le minimum de la fonctionnelle I2 (cf. (2.4)) est atteint par une mé-
trique de Q-courbure constante dès que l’opérateur de Paneitz P est positif ou nul et de noyau
réduit aux fonctions constantes et que l’invariant conforme

∫

M
σ2(A) dvol = 2

∫

M
Q dvol est

strictement inférieur à celui de la sphère ronde(S4, can), égal à16π2.

Dans [G2] M. Gursky démontre ensuite que la seconde hypothèse est satisfaite pour toute
variété riemannienne compacte et sans bord de dimension 4 de courbure scalaire strictement
positive qui n’est pas conforme à la sphère standard, et que la première l’est dès que la cour-
bure scalaire et l’invariant conforme

∫

M
σ2(A), dvol sont positifs ou nuls, établissant ainsi,

comme corollaire du théorème 3.3, l’existence de métriques deQ-courbure constante sous
ces seules hypothèses.
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Comme corollaire du cas particulierα = x1 = 0 du théorème 3.2, M. Gursky et J. Via-
clovsky établissent l’extension substantielle suivante de ce résultat.

T́̀ 3.4 (cf. [GV], Theorem 1.4). —Il existe une métrique de Q-courbure constante
dans la classe conforme de toute variété riemannienne compacte sans bord de dimension
4 dont la courbure scalaire et l’invariant conforme

∫

M
Q dvol + 1/6 µ(g)2 sont strictement

positifs.

Comme l’indique la discussion précédente, ces métriques sont obtenues comme minima
de la fonctionnelleI2, l’existence de ces derniers étant garantie par le théorème 3.3 dès
que l’opérateur de Paneitz est positif ou nul et de noyau réduit aux constantes. Puisque
2
∫

M
Q dvol =

∫

M
σ2(A) dvol, l’hypothèse correspond au cas particulierα = x1 = 0 du

théorème 3.2 qui assure alors l’existence dans la classe conforme d’une métrique,h, pour
laquelle la courbure scalaire etσ2(A0) sont strictement positifs. Des identitésA0 = ric (cf. la
définition (3.2) deAx) etσ2(A0) = 1/2 (trA0)2 − 1/2 |A0|2, et de la stricte positivité deσ2(A0)
et de la courbure scalaire nous déduisons la majoration

(3.26) ric (h) < scal (h) h .

(On peut aussi vérifier facilement la minoration ric (h) > −1/2 scal (h) h, intéressante dans
l’absolu, mais sans conséquence pour notre argument.) Il reste à observer que la minoration
spectrale de l’opérateur de Paneitz à laquelle nous avons réduit la preuve du théorème 3.4
est automatique dans ce cas : de l’expression (2.2) de l’opérateur de Paneitz nous déduisons
immédiatement

(3.27)
∫

M
f P f dvol =

∫

M

(

(∆ f )2 − 2 ric (d f ♯, d f ♯) +
2
3

scal |d f |2) dvol .

En contractant contre la 1-formed f , et en intégrant surM l’identité de Bochner appliquée à
d f , qui s’écrit

∆ f = dd∗d f = D∗Dd f + ric (d f ♯, .),

nous dérivons l’identité
∫

M

(

(∆ f )2 − ric (d f ♯, d f ♯) − |Hessf |2) dvol = 0 ,

que nous reportons dans (3.27) pour obtenir finalement

(3.28)
∫

M
f P f dvol =

1
3

∫

M

(

4 |Hess0 f |2 + 2 (scalg− ric )(d f ♯, d f ♯)
)

dvol,

où nous avons noté Hess0 f := Hessf + 1/4∆ f g la composante de trace nulle du hessien.

L’intégrale
∫

M
f P f dvol est donc positive ou nulle dès que ric (h) ≤ scal (h) h. Si, de plus,

∫

M
f P f dvol = 0, nous déduisons de la même identité (3.28) que la composante de trace nulle

du hessien, Hess0 f , est identiquement nulle. Un résultat classique de M. Obata assure alors
que f est constante, ou que (M, h) est de courbure sectionnelle constante ; dans ce dernier
cas l’identité (3.28) devient

∫

M
f P f dvol = 1/3

∫

M
(4 |dHess0 f |2 + 3/2 scal|d f |2) dvol, ce qui

établit que, cette fois encore,f est nécessairement constante, et conclut la démonstration de
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cette minoration spectralede l’opérateur de Paneitz sous l’hypothèse ric (h) ≤ scal (h) h, et
donc la preuve du Théorème 3.4.

Toute métrique de courbure de Ricci positive ou nulle satisfaisant évidemment l’hypothèse
de pincement de la courbure de Ricci (3.26), la minoration spectrale de l’opérateur de Paneitz
que nous venons d’établir permet d’invoquer le théorème 3.3 pour construire des métriques
de Q-courbure constante dans la classe conforme de toute telle métrique. Dans [SY], Sha
J.-P. et Yang D. en démontraient l’existence sur toute variété de dimension 4 (à homéomor-
phisme près) admettant une métrique de courbure scalaire strictement positive – c’est-à-dire,
concrètement, sur les sommes connexesa (S2×S2) et (a+b) P2

C
#bP2

C
, a, b entiers naturels.

En invoquant le théorème 3.4 nous allons élargir la classe des variétés dont on sait qu’elles
admettent des métriques deQ-courbure constante, en nous affranchissant par exemple de
l’hypothèse de simple-connexité requise dans les constructions de Sha J.P. et Yang D. .

C 3.5 (cf. [GV], Theorem 7.1). —Soient a et b deux entiers naturels,(Mi , gi)i=1,2

deux variétés riemanniennes compactes sans bord de dimension4, etµ(gi) leurs invariants de
Yamabe(cf. (3.5)).Les variétés a(S1 × S3) #bP4

R
, M1 #a (S1 × S3) , M1 #bPR et M1 # M2

admettent des métriques de Q-courbure constante dès que, respectivement,

1. 2a+ b ≤ 9 , pour la première famille;

2. µ(g1) − 4
√

3aπ > 0 , a ∈ {0, · · · , 7} et
∫

(M1,g1)
Q dvol ≥ 0 , pour la seconde famille;

3. µ(g1) − 8
√

3π > 0 , b ∈ {0, · · · , 8} et
∫

(M1,g1)
Q dvol ≥ 0 , pour la troisième;

ou

4. µ(gi) − 4
√

3π > 0 et
∫

(Mi ,gi)
Q dvol ≥ 0 , i ∈ {1, 2} , dans le dernier cas.

Les sommes connexes S2×S2 #a (S1×S3), a≤ 5 ; P2
C

#a (S1×S3), a≤ 5 ; P2
C

#bP4
R
, b ≤ 8 ;

et P2
C

#c P̄2
C

# (S1 × S3), c ∈ {3, · · · , 7}, sont ainsi des exemples de variétés admettant des
métriques de Q-courbure constante.

D’après le théorème 3.4, il suffit pour établir ce corollaire de construire sur les variétés
de l’énoncé des métriques de courbure scalaire strictement positive satisfaisant de plus à
l’hypothèse

∫

M
Q dvol = 1

2

∫

M
σ2(A) dvol > 1/6 µ(g)2.

Rappelons pour cela les constructions élémentaires suivantes

L 3.6 (cf. [K], Lemma 3.2, ou [ABKS], Proposition 4.1). —Pour toutǫ > 0, toute va-
riété riemannienne compacte et sans bord,(M, g), de dimension, n, supérieure ou égale à3,
et tout point P de M, il existe une métriqueg̃ telle que
1. g̃ est localement conformément plate(i.e. W(g̃) ≡ 0 si n≥ 4) sur un voisinage de P ;
2. |µ(g̃) − µ(g)| < ǫ ;
et
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3.
∣

∣

∣

∫

(M,g)
|W|2 dvol −

∫

(M,g̃)
|W|2 dvol

∣

∣

∣ < ǫ.

L 3.7 (cf. [K] Theorem 2). —Soientǫ > 0 et (Mi, gi)i=1,2 deux variétés riemanniennes
compactes sans bord de même dimension supérieure ou égale à3, de courbure scalaire par-
tout strictement positive, et localement conformément plates au voisinage d’un de leurs points
Pi ∈ Mi, i = 1, 2. Il existe alors sur la somme connexe M1 # M2 une métrique gǫ telle que

1. µ(M1#M2, gǫ) ≥ min
i∈{1,2}
{µ(gi)} − ǫ , et,

2.
∫

(M1#M2, gǫ)
|W|2dvol =

∫

(M1, g1)
|W|2dvol +

∫

(M2, g2)
|W|2dvol .

En particulier, siµ(Mi) := supg∈M(Mi ) µ(g)) est positif ou nul,µ(M1#M2) ≥ mini∈{1,2} µ(Mi).

Appliqué aux cylindresSn−1 × ℓ I , ℓ ∈ R∗+ , recollés en deux points de la sphère standard,
l’argument conduisant au lemme précédent démontre aussi

C 3.8. — Pour tout entier naturel a,

µ(a (Sn−1 × S1)) = µ(Sn−1 × S1) = µ(Sn) .

La démonstration de ces résultats élémentaires est sans surprise et n’a rien à voir avec les
idées discutées dans ce texte ; [K] étant rédigé avec beaucoup de soin, nous y renvoyons le
lecteur que ces énoncés laisseraient perplexes.

Reprenons la démonstration du corollaire 3.5 : de la formule de Gauss-Bonnet-Chern
(1.3) et de l’hypothèse

∫

M
σ2(A) dvol ≥ 0, nous déduisons la majoration

∫

(Mi ,gi )
|W|2dvol ≤

32π2χ(M). Pour toutǫ, ǫ > 0, le lemme 3.6 permet de modifier la métriquegi au voisinage
d’un point arbitrairePi de Mi pour l’y rendre conformément plate sans modifier de plus deǫ

ni l’invariant de Yamabeµ(gi), ni
∫

Mi
|W|2 dvol. Notonsg̃i les métriques ainsi obtenues .

Considérons pour commencer la seconde famille,M #a (S1×S3) : d’après le corollaire 3.8,
il existe sura(S1 × S3) une métrique localement conformément plate,hǫ, telle queµ(hǫ) ≥
µ(a (S1 × S3)) − ǫ = µ(S4) − ǫ ; le lemme 3.7 entraîne alors l’existence d’une métrique˜̃g sur
M #a (S′ × S3) telle que, d’une part

1. µ( ˜̃g) ≥ min
(

µ(hǫ), µ(g̃)
) − ǫ ≥ µ(g̃) − ǫ ≥ µ(g) − 2ǫ ,

où nous utilisons la majorationµ(g) ≤ µ(Sn, can) due à T. Aubin et valable pour n’importe
quelle métrique sur n’importe quelle variété compacte sans bord de dimensionn, le cas d’éga-
lité étant caractéristique – c’est le cœur de la solution du problème de Yamabe – de la sphère
conforme standard. Cette majoration intervient d’ailleurs de façon implicite dans l’énoncé du
corollaire 3.8. Et, de l’autre

2.
∫

(M#a(S1×S3), ˜̃g)
|W|2 dvol =

∫

(M, g̃)
|W|2 dvol ≤

∫

(M, g)
|W|2 dvol + ǫ .
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En posantNa = M #a (S1 × S3) , nous déduisons des deux inégalités précédentes et de la
formule de Gauss-Bonnet-Chern appliquée successivement àNa et àM, la minoration

∫

(Na, ˜̃g)
Q dvol +

1
6
µ( ˜̃g)2 = 4π2χ(Na) −

1
8

∫

(Na, ˜̃g)
|W|2 dvol +

1
6
µ( ˜̃g)2 ≥

4π2χ(Na) −
1
8

∫

(M, g̃)
|W|2 dvol +

1
6
(

µ(g̃) − ǫ)2 ≥ 4π2(χ(Na) −χ(M)
)

+
1
6

(

µ(g) − 2ǫ
)2 − ǫ

8
,

cette dernière expression étant strictement positive pour un choix convenable deǫ dès que
µ(g) > 4

√
3aπ. Ceci achève la discussion du second point du corollaire 3.5, la borne sura

provenant de la majoration de la constante de Yamabeµ(g) ≤ µ(Sn, can)= 8
√

6π rappelée
ci-dessus : elle entraîne clairementa < 8.

Pour la troisième famille on procède identiquement :P4
R

est, commeS1 × S3, localement
conformément plat. L’hypothèseµ(g) > 8

√
3π = µ(P4

R
, can) entraîne ici que le minimum

min (µ(g), µ(P4
R
, can)) est atteint parP4

R
; pour toutǫ > 0, le lemme 4 garantit alors l’existence

d’une métriquẽ̃g surNa := M #aP4
R

dont l’invariant de Yamabe est minoré par 8
√

3π − ǫ et
telle que

∫

(Na, ˜̃g)
|W|2 dvol =

∫

(M, g̃)
|W|2 dvol ≤

∫

(M, g)
|W|2 dvol + ǫ .

On conclut alors comme précédemment.
Pour la première familleNab := a (S1 × S3) #bP4

R
de l’énoncé, on reprend l’argument pré-

cédent. La première étape est même dans ce cas inutile, puisque la construction du lemme 3.7
permet de choisir la métriquegǫ localement conformément plate dès queg1 et g2 le sont.
D’après le corollaire 3.8 et la majoration deµ(g) parµ(S4),

µ(a (Sn−1 × S′)) = µ(Sn) ≥ µ(bP4
R
) ;

le lemme 3.7 assure alors l’existence d’une métrique localement conformément plate,˜̃g , dont
l’invariant de Yamabeµ( ˜̃g) est minoré parµ(bP4

R
) − ǫ ≥ µ(P4

R
) − ǫ. Nous concluons dans ce

cas par la minoration suivante
∫

(Nab, ˜̃g)
Q dvol +

1
6
µ( ˜̃g)2 = 4π2χ(Nab) −

1
8

∫

(Nab, ˜̃g)
|W|2 dvol +

1
6
µ( ˜̃g)2 ≥

4π2 (χ(a (S1 × S3)) +χ(bP4
R
) − 2

)

+
1
6
µ(P4

R
) − ǫ = 4π2(10− 2a− b) − ǫ ,

le dernier terme de cette identité étant strictement positif pour un choix adéquat deǫ dès que
les entiers naturelsa, b vérifient la relation 2a+ b ≤ 9 .

Pour le cas restant, on applique le lemme 3.6 aux deux points arbitrairesP1 (P2) de M1

(resp.M2) pour obtenir des métriques ˜gi , i = 1, 2, égales aux métriquesgi loin des points
Pi, et localement conformément plates au voisinage des pointsPi , i = 1, 2, les invariants
conformesµ(g̃i) et

∫

(Mi ,g̃i )
|W|2 dvol coïncidant – àǫ près – avec ceux des métriquesgi, i = 1, 2.

Du lemme 3.7 nous déduisons alors l’existence d’une métrique˜̃g surM1#M2 telle que

1.
∫

M1#M2

|W|2dvol =
∑

i=1,2

∫

(Mi ,g̃i )
|W|2 dvol ≤

∑

i∈{1,2}

∫

(Mi , gi )
|W|2dvol + 2ǫ ,
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et

2. µ(M1#M2, ˜̃g) ≥ min
i∈{1,2}
{µ(Mi , gi)} − ǫ .

Comme précédemment, on invoque la formule de Gauss-Bonnet-Chern pour conclure
∫

(M1#M2, ˜̃g)
Q dvol +

1
6
µ( ˜̃g) = 4π2χ(M1#M2) −

1
8

∫

(M1#M2, ˜̃g)
|W|2 dvol +

1
6
µ( ˜̃g)2 ≥

4π2 (χ(M1) +χ(M2) − 2
) − 1

8

∫

M1

|W|2 dvol − 1
8

∫

M2

|W|2 dvol +
1
6

(min
i∈{1,2}

µ(gi))
2 −Cǫ ≥

−8π2 +
1
6

(min
i∈{1,2}

µ(gi))
2 −Cǫ .

Sous l’hypothèseµ(gi) > 4
√

3π, cette dernière expression est strictement positive pour un
choix pertinent deǫ, ce qui conclut la preuve de l’énoncé principal du corollaire 3.5 .

Notons pour finir que les exemples proposés vérifient l’hypothèse de l’énoncé : c’est banal,
sauf peut-être pour le dernier pour lequel nous rappelons queP

2 #c P̄2, c ∈ {3, · · · , 8} admet
une métrique de Kähler-Einsteingc pour laquelleµ(gc) = 4π

√
18− 2c, ( cf. [G1]).

4. LE CAS LIMITE :
∫

M
(σ2(A) − |W|2/4)dvol = 0

On se ramène sans douleur au cas où
∫

M
|W|2 dvol est strictement positif en rappelant

le résultat de M. Gursky (cf. [G1]) d’après lequel toute variété de dimension 4 conformé-
ment plate de courbure scalaire strictement positive et de caractéristique d’Euler nulle (si
∫

M
σ2(A) dvol = 1

4

∫

M
|W|2 = 0, la caractéristique d’Euler deM , χ(M), s’annule nécessai-

rement d’après la formule de Chern (1.3)) est conforme à un quotient compact du produit
riemannien (S3, can)⊗ R par un sous-groupe d’isométries. Pour toutα < 1,

∫

M
(σ2(A) −

α/4 |W|2) dvol = (1− α)/4
∫

M
|W|2 dvol est alors strictement positif et il existe donc dans la

classe conforme deg, une métriquegα pour laquelleσ2(A)− α/4 |W|2 est strictement positif.
Malheureusement les estimations a priori dérivées précédemment dépendent lourdement du
paramètre

∫

M
(σ2(A) − α/4 |W|2) dvol, qui tend ici vers 0 lorsqueα approche 1 ; nous devons

donc les reprendre avant d’espérer conclure à l’existence d’une métrique pour laquelle le
polynôme 4σ2(A) − |W|2 serait partout positif ou nul (et donc nul sous notre hypothèse) en
prenant la limite d’une suite adéquate de métriquesgαk, αk→ 1.

Pour ce faire, Chang S.-Y. A., M. Gursky et Yang P. commencent par associer à chaque
α < 1 une solutiongα « canonique » du problème précédent, telle que le polynômeσ2(A) −
α/4 |W|2 est non seulement strictement positif, mais aussiconstant, une sorte dejauge, asso-
ciée à un problème de Yamabe pour l’invariant quadratiqueσ2(A) − α/4 |W|2. On démontre
pour cela le résultat plus général suivant
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4.1. Le problème de Yamabe pour un polynôme quadratique en la courbure de Ricci :
l’équation 4σ2(A) − α |W|2 = ϕ

T́̀ 4.1. — Soit α un réel positif ou nul. Sur une variété riemannienne compacte
sans bord de dimension4, (M, g), qui n’est pas conforme à la sphère standard et pour la-
quelle

∫

M
(σ2(A)− α

4 |W|
2) dvol et la courbure scalaire sont strictement positifs, il existe, pour

toute fonction infiniment différentiable et strictement positiveϕ, une métrique dans la classe
conforme de g pour laquelle

(4.1) σ2(A) − α
4
|W|2 = ϕ .

Les solutions e2 fαg de (4.1) vérifient de plus l’estimation a priori uniforme

(4.2) sup(|d fα| + efα) ≤ C ,

où la constante C ne dépend que de(M, g), et de la norme C2 et du minimum de la fonction
ϕ.

Le cas particulierα = 0 de ce résultat est l’objet de l’article [CGY2] auquel le lecteur de
[CGY0] est renvoyé en guise de preuve. L’énoncé de Chang S.-Y. A., M. Gursky et Yang P.
est en fait plus fort que celui du théorème 6 en ce qu’il affirme une majoration indépendante
du minimum deϕ. Ceci présente l’insigne avantage de faciliter la discussion du cas limite,
mais aussi l’inconvénient de conduire à la
Contradiction: Le couple (Theorem 1.1, Proposition 1.7) de [CGY0], tout comme son cas
particulier (Main Theorem, Corollary B) objet de [CGY2], estcontradictoire: soientα un
réel positif, (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord de dimension 4 de courbure
scalaire strictement positive qui n’est pas conformément équivalente à la sphère standard
(S4, can) et telle que

∫

M
(σ2(A) − α

4 |W|2) dvol > 0. Notons qu’il existe de telles variétés :
(P2
C
, F-S), satisfait par exemple les hypothèses précédentes pour toutα , 0 ≤ α < 1. D’après

[CGY0] il existe une solutionf à l’équation
(

σ2(A) − α
4 |W|2

)

(e2 f g) ≡ 1 ; l’homogénéité du
polynôme 4σ2(A) − α |W|2 entraîne par ailleurs que les métriquese2( f+a)g , a ∈ R, satis-
font alors les équations 4σ2(A) − α |W|2 = e−4a. Poura ∈ R+, les normesC2 des fonctions
(constantes)e−4a sont majorées par 1, et d’après laproposition 1.7de [CGY0] il existerait
une constante majorant supM(ef+a + |d f |) uniformément ena ≥ 0.
Cette petite remarque démontre de même que laproposition 1.7de [CGY0] et leTheorem A
de [CGY1] sont contradictoires.

On s’en tiendra donc à l’énoncé proposé ici. Sa démonstration repose sur l’énoncé du
Théorème 1, d’après lequel il existe une métrique dont le polynôme de courbureσ2(A)− α

4 |W|
2

est strictement positif dans la classe conforme de toute métrique vérifiant les hypothèses de
positivité énoncées. On procède en deux étapes, de natures très différentes.

4.1.1. Majoration C2 a priori pour les solutions de l’équationσ2(A) − α
4 |W|

2 = ϕ . —

P 4.2. — Soient(M, g) une variété riemannienne compacte sans bord de dimen-
sion4 de courbure scalaire strictement positive qui n’est pas conforme à la sphère standard
(S4, can), ϕ une fonction infiniment différentiable et strictement positive sur M, et(a, b, c)
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trois nombres réels positifs ou nuls. Toute solution f de
(

σ2(A) − α
4 |W|

2) (e2 f g) = ϕ , telle
que |ϕ|C2 ≤ a , inf ϕ ≥ b et 0 ≤ α ≤ c vérifie les majorations a priorisup(|d fα| + efα) ≤
C(a, b, c, g) et | f |C2 ≤ C(a, b, c, α, g).

Pour nous en convaincre commençons par l’estimation a priorilocaled’après laquelle toute
solution de courbure scalaire strictement positive de l’équationσ2(A) − α

4 |W|2 = ϕ sur une
boule de rayonρ, e2 f g, vérifie la majoration a priori|Hessf |B(P, ρ/2) ≤ C, où la constanteC
ne dépend que du rayonρ, des normesC2 de la métrique et deϕ, ainsi que des normes sup
de | f | et de|d f |, toute ces normes étant prises sur la bouleB(P, ρ). Il s’agit là d’une version
« localisée » d’estimations que nous avons discutées précédemment dans leur version globale
(cf. la partie 2.4 , en particulier les paragraphes 2.4.1 et 2.4.2). À partir de l’identité

(4.3)
(

G, Hess (scal )
)

=

−3∆σ2(A) + 3
( |D ric0|2 −

1
12
|dscal |2 )

+ 6 tr ric3
0 + scal |ric0|2 − 6W(ric0, ric0) − 6 (ric0, B) ,

déjà implicitement utilisée pour dériver la majoration (2.16), et de son alter ego pour
(

G, Hess|d f |2), on établit facilement l’inéquation différentielle

(

G, Hess (scal+12 |d f |2)) ≥ 1
48

(

scal +12 |d f |2)3−C(ρ , |ϕ|C2(B(p, ρ)) , |g|C2(B(P, ρ)) , | f |C1(B(P, ρ))).

Par hypothèseσ2(A) est strictement positif etG, qui est minoré par 3σ2(A)/scalg, est donc
défini positif ; le principe du maximum appliqué à l’inéquation différentielle précédente
conduit alors à une majoration de la courbure scalaire surB(P, ρ/2) en terme de la constante
figurant dans l’inéquation, et donc des seuls paramètres dont celle-ci dépend. L’expression
de la courbure scalaire dans une classe conforme (2.13) permet finalement de conclure que
les dérivées secondes sont uniformément bornées :

(4.4) sup
M
|Hessf | ≤ C(ρ, |ϕ|C2(B(P, ρ)), |g|C2(B(P, ρ)), | f |C1B(P, ρ)))

4.1.1.1. L’éclatement. — Reprenons la preuve de la proposition 4.2 et démontrons, sous les
hypothèses de l’énoncé, que l’expressionef + |d f |2 est uniformément majorée : nous aurions
sinon une suite de réels positifs ou nulsαk, une suiteϕk de fonctions uniformément minorées,
ϕk ≥ a > 0, et de normesC2 uniformément majorées,|ϕk|C2 ≤ b, une suite,fk , de solutions
du système

(

σ2(A) − αk

4 |W|
2) (e2 fkg) = ϕk et scal (e2 fkg) > 0, et une suite de points,Pk , de

M, tels que la suite

(|d fk| + efk)(Pk) = sup
M

(|d fk| + efk) := ǫ−1
k

diverge lorsquek tend vers l’infini. Choisissons un réel positif,r0 , inférieur au rayon d’in-
jectivité de (M, g) et identifions les boulesB(Pk, r0) avec « la » boule euclidienneB(r0) via
l’exponentielle de la métriqueg. En notant, pour toutǫ strictement positif,hǫ l’homothétie
de rapportǫ, introduisons pour toute fonction,f , sur la bouleB(r0) sonǫ-renormalisation,
définie sur la bouleB(r0/ǫ) par l’identité fǫ = f ◦ hǫ + logǫ ; pour tout entier positifk, la
fonction fk,ǫk est alors définie sur la bouleB(r0/ǫk) et vérifie sur cette boule la majoration

(4.5) |d fk,ǫk | + efk,ǫk ≤ 1 .
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Par construction nous avons aussi l’identité

(4.6) (|d fk,ǫk | + efk,ǫk )(0) = 1 .

Introduisons encore les métriques ˆgk = e2 fk,ǫk g◦hǫk et ˆ̂gk = g◦hǫk, définies sur la bouleB(r0/ǫk) ;
la suite (̂̂gk) converge clairement vers la métrique euclidienne (en normeCℓ, ℓ entier arbitraire,
et uniformément sur tout compact deR4), tandis que l’équation ˆg = h∗ǫk(e

2 fkg) entraîne par
« naturalité » et homogénéité du polynômeσ2(A) − α

4 |W|
2 l’ identité

(4.7) σ2(A(ĝk)) −
αk

4
|W(ĝk)|2 =

(

σ2(A) − αk

4
|W|2) (e2 fkg) ◦ hǫk = ϕk ◦ hǫk .

Si limk→+∞ efk,ǫk (0) = 0, nous introduisons la suite de métriques ˇgk, définies surB(r0/ǫk) par
ǧk := e2( fk,ǫk− fk,ǫk (0)) ˆ̂gk. En invoquant à nouveau l’homogénéité du polynômeσ2(A) − αk

4 |W|
2,

l’ équation ˇgk = e−2 fk,ǫk (0)ĝk permet d’écrire l’identité (4.7) sous la forme

(4.8) σ2(A(ǧk)) −
αk

4
|W(ǧk)|2 = e4 fk,ǫk (0)ϕk ◦ hǫk .

Pour toutRpositif, et toutk assez grand pour queǫk < r0/R, nous avons encore par construc-
tion

(4.9) |d( fk,ǫk − fk,ǫk(0))| ≤ 1 ,

(4.10) ( fk,ǫk − fk,ǫk(0))(0)= 0 ,

et donc la majoration sup
B(R)
| fk,ǫk − fk,ǫ(0)| ≤ R : sur tout compact deR4, la suite (fk,ǫk − fk,ǫk(0))

est uniformément bornée dans la topologieC1. Nous avons aussi, toujours par construction

(4.11) lim
k→+∞

|d( fk,ǫk − fk,ǫk(0))|(0) = lim
k→+∞

|d fk,ǫk |(0) = 1 .

Dans ce cas, l’estimation locale a priori (4.4) conduit à une borne uniforme sur les hessiens
des fonctions (fk,ǫk − fk,ǫk(0)) : en passant à la limite enk sur cette suite de fonctions nous
obtenons une métriqueC1,1, ǧ = e2 f̌ (Σ4

i=1dx2
i ) et, pour toutβ , β < 1, une sous-suite des

fonctions (fk,ǫk− fk,ǫk(0)) convergeant uniformément sur tout compact versf̌ dans la topologie
C1, β . De plus la métrique ˇg vérifie les équations limites (cf. 4.8)

(4.12) σ2(A(ǧ)) = 0 , scal (ǧ) ≥ 0 , et |d f̌ |(0) = lim
k→+∞

|d fk,ǫk |(0) = 1 .

Sinon lim supk efk,ǫk (0) = ℓ , 0 < ℓ ≤ 1, et une sous-suite, que nous noterons encore –
abusivement –fk,ǫk, vérifie alors quefk,ǫk(0) est minoré uniformément enk : −c ≤ fk,ǫk(0) ≤ 0,
c ∈ R∗+. Puisque par construction|d fk,ǫk| ≤ 1, la suitefk,ǫk est uniformément bornée en norme
C1 sur tout compact deR4 (nous ne considérons évidemment que les entiersk ≥ k0, où k0

est suffisamment grand pour queǫk0 < r0/R , R étant lui-même choisi tel que la bouleB(R)
contient le compact considéré). Les fonctionsϕk étant uniformément minorées par hypothèse
et α étant positif ou nul, les équations (4.7) satisfaites par les fonctionsfk,ǫk sont uniformé-
ment elliptiques : nous avons déjà discuté à plusieurs reprises la façon dont la concavité de
l’opérateur

√
σ2(A) permet de passer des bornesC2 provenant de ce qui précède et de l’esti-

mation locale (4.4) à une borne en normeC2, β, β > 0 ; nous savons aussi comment utiliser la
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théorie elliptique ordinaire pour passer de la borneC2, β à une borne uniforme dans toutes les
normesCp, p ∈ N.

Dans le cas où lim supefk,ǫk (0) = ℓ > 0, une sous-suite des fonctionsfk,ǫk converge donc, dans
les normesCm, m ∈ N, et de façon uniforme sur tout compact, vers une fonction infiniment
différentiablef satisfaisant de plus l’équation limite

(4.13) σ2(A(e2 fΣ4
i=1dx2

i )) = b > 0 , (et donc, scal (e2 f Σ4
i=1dx2

i ) > 0) ;

on notera en effet que dans l’identité (4.7) les coefficientsαk sont uniformément majorés
parc par hypothèse et que le terme|W(ĝk)|2 tend vers 0 lorsquek tend vers l’infini, puisque
la covariance conforme de la courbure de Weyl et la relation ˆgk = e2 fk,ǫk ˆ̂gk entraînent l’identité
|W(ĝk)|2 = e−4 fk,ǫk |W( ˆ̂gk)|2, où la suitefk,ǫk est uniformément bornée sur tout compact deR4, et
où les métriques (ˆ̂gk) convergent par construction vers la métrique euclidienne, plate, et donc
conformément plate.

4.1.1.2. Classification des éclatements. — Commençons par démontrer que le système
(4.12) satisfait par la métrique ˇg de R4 obtenue par l’éclatement précédent dans le cas
où limk efk,ǫk (0) = 0 n’admet aucune solution : pour toute métrique conforme à la métrique
euclidienne,g = e2 f Σ4

i=1dx2
i , pour toute fonction de troncatureη := ηR , de support la

boule B(2R), R > 0, égale à 1 surB(R), de gradient et de hessien majorés parC/R et
C/R2 respectivement, oùC, C ∈ R∗+ , est une constante universelle, on vérifie la majoration
générale (et élémentaire) suivante

∫

B(2R)

(scal
2

e2 f |d f |2 + |d f |4) η4 dvol ≤
∫

B(2R)
( f − f̄

R
)σ2(A) e4 f η4 dvol

+ C R−2

∫

B(2R)\B(R)
( f − f̄

R
) |d f |2 η2 dvol +C R

∫

B(2R)\B(R)
( f − f̄

R
) |d f |3 η3 dvol

≤
∫

B(2R)
( f − f̄

R
)σ2(A) e4 f η4 dvol +C

(

∫

B(2R)\B(R)
η4 |d f |4 dvol

)1/2
,

où par f̄
R

on représente la moyenne def sur la bouleB(2R). La métrique ˇg, satisfaisant les
équationsσ2(A(ǧ)) = 0 et scal (ˇg) ≥ 0 (cf. (4.12)), la majoration précédente s’écrit dans

ce cas particulier
∫

B(2R)
η4 |d f |4 dvol ≤ C

√

∫

B(2R)\B(R)
η4 |d f |4 dvol, et implique clairement que

la fonction f̌ est nécessairement constante, ce qui contredit l’identité|d f̌ (0)| = 1 (cf. 4.12)).
De ceci nous déduisons que lim supefk,ǫk (0) est nécessairement strictement positive et que la
métrique obtenue surR4 par éclatement satisfait donc toujours l’identité de courbure (4.13).

Nous démontrons maintenant qu’une telle métrique est nécessairement de courbure sec-
tionnelle constante, et donc l’image de la métrique d’une sphère ronde – ou d’une de ses
images par le groupe conforme – par la projection stéréographique. Cette preuve peut être
considérée comme une généralisation (pas tout à fait immédiate) de l’énoncé (facile, lui)
de M. Obata d’après lequel toute métrique de courbure scalaire constante dans la classe
conforme de la sphère ronde est en fait de courbure sectionnelle constante, le tenseur

L :=
1
4
|ric0|2g+

1
6

scal ric0 − ric2
0
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jouant ici le rôle tenu par ric0 dans l’argument de M. Obata. Notons pour commencer que
le tenseurL est non seulement clairement detrace nulle, mais aussi dedivergence nulle,
d’après la seconde identité de Bianchi : ce sont là les deux propriétés clés du tenseur ric0

dans l’argument de M. Obata. Une petite discussion algébrique démontre ensuite, sous les
hypothèsesσ2(A) > 0 et scal > 0, que la trace (L, ric0) est partout positive ou nulle – le
tenseur ric0 s’annulant de plus identiquement là où (L, ric0) = 0 –, ainsi que la majoration
|L|2 ≤ 1/3 scal (L, ric0).

En utilisant la fonction de troncatureηR introduite précédemment, ces propriétés
conduisent facilement à la majoration

∫

B(2R)

(

L, ric0
)

ef η2
R dvol ≤ C

√

∫

B(2R)\B(R)

(

L, ric0
)

ef η2
R dvol

√

∫

B(2R)
scal |d f |2 ef |dηR|2 dvol ;

pour conclure à l’annulation de ric0 – et donc à la platitude projective dee2 f Σ4
i=1dx2

i – il
reste à majorer

∫

B(2R)
scal |d f |2 ef |dηR|2 dvol indépendamment deR, c’est-à-dire à majorer

l’expressionR−2
∫

B(2R)\B(R)
scalef |d f |20 dvol0 uniformément enR (où l’indice 0 renvoie à la

métrique euclidienne). Ceci s’avère moins banal qu’attendu, la clé en étant une minoration
(asymptotique) du facteur conformee2 f de toute métrique conforme à la métrique euclidienne
et de courbure scalaire positivement minorée, qui découle de [KMPS] : dès que infM scal > 0,
et pour|x| assez grand,e2 f (x) ≥ C |x|−4 , où la constanteC = C(inf M scal ) tend vers zero avec
le minimum de la courbure scalaire, infM scal .

4.1.1.3. Conclusion. — Si la majoration uniforme de|d f |2+ef n’a pas lieu, nous disposons
d’après la discussion précédente d’une suite de fonctionsfk,ǫk convergeant vers une fonction
infiniment différentiablef telle quee2 f Σ4

i=1dx2
i est une métrique de courbure constante sur

R
4. Cette métriquee2 fΣ4

i=1dx2
i est la limiteCk, k ≥ 2, uniforme sur tout compact, des métriques

e2 fk,ǫk ˆ̂gk = ĝk = h∗ǫk(e
2 fkg) ; pour toutR> 0 nous avons donc

∫

(B(R),e2 f Σ4
i=1dx2

i )
σ2(A) dvol = lim

k→+∞

∫

B(R)
σ2(A(e2 fkg)) ◦ hǫ h∗ǫ(dvol(e2 fkg))

= lim
k→+∞

∫

(B(Pk, ǫkR),e2 fkg)
σ2(A) dvol ≤ lim

k→+∞

∫

(M, e2 fkg)
σ2(A) dvol ,

où nous avons utilisé la « naturalité » de la courbure – i.e. l’identité tautologiqueR(F∗g) =
F∗R(g), valable pour tout difféomorphismeF – (pour la première identité), et l’hypothèse
σ2(A(e2 fkg)) = ϕk +

α
4 |W(e2 fkg)|2 > 0 (pour la dernière majoration). En passant alors à la

limite sur R,R → +∞, et en rappelant l’invariance conforme de l’intégrale
∫

M
σ2(A) dvol,

nous en déduisons la minoration

16π2 =

∫

(S4, can)
σ2(A) dvol =

∫

(R4, e2 f Σ4
i=1dx2

i )
σ2(A) dvol ≤

∫

(M, g)
σ2(A) dvol .

Mais on sait que l’inégalité opposée est vraie pour toute variété compacte sans bord de di-
mension 4 et de courbure scalaire strictement positive (il suffit en fait que l’invariant de
Yamabe soit positif ou nul), et que le cas d’égalité caractérise la classe conforme de la
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sphère standard (cf. [G2], Theorem B), ce qui conclut la preuve de la majoration uniforme de
|d f |2 + e2 f annoncée :

(4.14) sup
M

( |d f |2 + e2 f ) ≤ C( |ϕ|C2, inf
M
ϕ , g) .

En intégrant alors l’équationσ2(A) − α
4 |W|2 = ϕ enune solutionf , et en rappelant que par

hypothèseα est positif ou nul, nous obtenons la minoration

0 <
∫

(M, g)
(σ2(A) − α

4
|W|2) dvol =

∫

(M, e2 f g)
(σ2(A) − α

4
|W|2) dvol =

∫

(M, e2 f g)
ϕ dvol

=

∫

(M, g)
ϕ e4 f dvol ≤ sup

M
ϕ vol(g) e4 supM f .

Ceci garantit l’existence d’un minorant du maximum, supM f , ne dépendant que deg, d’un
minorant strictement positif de

∫

M
σ2(A)− α

4 |W|
2) dvol et de supM |ϕ| (notons que

∫

(M, g)
ϕ dvol

suffirait par l’argument précédent, puisque par hypothèseϕ ≥ 0) ; d’après la majoration uni-
forme (4.14) def et de|d f |, | f | – et donc|Hessf | par l’estimation a priori locale (4.4) – sont
alors uniformément majorés par une constante ne dépendant que deg, deα, de la normeC2

deϕ, et d’un minorant deϕ , ce qui achève la démonstration de la proposition 4.2.

4.1.2. Invariance homotopique du degré de Leray-Schauder-Li. — Nous supposerons dans
ce paragraphe que (M4, g) n’est pas conformément équivalente à la sphère standard. Pour ré-
soudre l’équation 4σ2(A)−α |W|2 = ϕ nous invoquons la théorie du degré de Leray-Schauder :
Li Y.Y. introduit dans [L] un tel degré pour tout opérateur elliptique du second ordre,F, sur
une variété riemannienne compacte. La stratégie est classique (cf. [FP]) : on remarque, l’opé-
rateur (∆ + 1d) étant inversible, queF, et sa composition avec (∆ + 1d), (∆ + 1d) ◦ F,
ont les mêmes solutions, l’opérateur du quatrième degré (∆ + 1d) ◦ F présentant l’avan-
tage de pouvoir s’écrire

(

a(x, f , d f,D2 f ) ⊗ g , D4 f
)

+ C(x, f , · · · ,D3 f ), où a représente le
symbole principal de l’opérateur elliptiqueF, un 2-tenseur symétrique défini positif. En
introduisant l’opérateur linéaireL fϕ =

(

af ⊗ g, D4ϕ
)

+ C f , nous pouvons encore écrire
(∆ + 1d) ◦ F( f ) sous la formeL f ( f ). Il reste à vérifier que, pour tout entierk assez grand,
l’opérateurM f ,k := L f − C f + k (∆ + 1d) est un isomorphisme et à observer que l’opé-
rateurC f − k (∆ + 1d) est compact (deC4, α vers Cα), ce qui permet alors de considé-
rer le degré – au sens de Leray et Schauder – de la perturbation compacte de l’identité
1d + M−1

f ,k

(

C f − k (∆ + 1d)
)

. En invoquant l’invariance homotopique du degré de Leray-
Schauder on démontre que ce degré ne dépend pas dek ; par ailleurs, il « compte » bien les
solutions de notre problème puisque, (∆ + 1d) et M f ,k étant des isomorphismes,F( f ) = 0 ,
(∆+1d)F( f ) = 0 , L f ( f ) = (M f ,k+C f −k (∆+1d))f = 0 , et

(

1d+M−1
f ,k

(

C f −k (∆+1d)
))

f = 0
sont des énoncés équivalents. Comme on l’aura deviné, Li Y.Y. établit l’invariance homoto-
piquede ce degré – au moins pour une déformationuniformément elliptiqueet sous l’exis-
tence d’une borne a prioriC4, β uniforme sur les solutions. Il vérifie de plus que le degré de
l’opérateur elliptique du second ordreF coïncide, en une solutionf où la linéarisation deF
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est inversible, avec le degré en 0 du linéarisé, et que ce dernier est donné par la formule

(4.15)
∑

λi<0

(−1)βi ,

où par (λi)i∈N on représente le spectre du linéarisé enf et parβi la multiplicité de lai-ième
valeur propreλi. Bien qu’élémentaire et aujourd’hui classique, cette théorie n’en reste pas
moins élégante et bien utile.

Sous l’hypothèse de positivité du théorème 4.1 nous avons établi (et de deux façons très
différentes) l’existence d’une solutionf ♦α , α ∈ R+, à l’équationσ2(A) − α

4 |W|
2 > 0. Posons

ϕα =
(

σ2(A) − α
4 |W|2

)

(e2 f ♦α g) et introduisons la déformation

(4.16) σ2 −
α

4
|W|2 = (1− t)ϕ + t ϕα .

La minoration uniforme

(4.17) inf
M

((1− t)ϕ + t ϕα) ≥ min (inf ϕ, inf ϕα) > 0

permet d’invoquer la proposition 4.2 pour majorer uniformément les solutions de (4.16) en
termes deg, des normesC2 deϕ etϕα, et de min (infϕ, inf ϕα) uniquement. La minoration
(4.17) garantit par ailleurs que les symboles principaux sont uniformément minorés, puis-
qu’égaux au tenseur gravitationnelG = −ric + 1/2 scalg, minoré par 3σ2(A)

scal g, la borneC2

donnée par la proposition 4.2 permettant par ailleurs de majorer uniformément la courbure
scalaire.

Pour établir l’existence d’une solution de l’équation (4.16)t=0, il suffit, d’après la théorie
du degré de Li rappelée ci-dessus, de démontrer que le degré de l’équation (4.16)t=1 en sa
solution fα n’est pas nul. Pour cela il peut être utile d’écrire l’équation (4.16)t=1 sous la forme
d’unedivergence

(4.18) d∗(M( f ) d f) − ϕα (e4 f − 1) = 0 ,

où le 2-tenseur symétriqueM( f ) := G(e2 f g)+G(g)+ |d f |2g g est défini positif dès queG(e2 f g)
etG(g) le sont, en particulier lorsqueσ2(A(e2 f g)), σ2(A(g)), scal (e2 f g) et scal (g) sont stric-
tement positifs.

Pour calculer le degré de (4.18) en sa solutionf = 0, nous invoquons à nouveau l’inva-
riance homotopique du degré que nous appliquons à la déformation suivante de l’équation
(4.18)

(4.19) d∗(M( f ) d f) + ϕα = (1− t)ϕα e4 f + t ϕα

∫

(M, e2 f g)
e4 f dvol ;

nous nous ramenons ainsi à calculer le degré de l’équation (4.19)t=1 en 0 (remarquez, en
supposant sans restriction que vol(g) = 1, que f = 0 est solution de (4.19) pour toutt).

Les estimations a prioriC4,α requises par la théorie de Li Y.Y. sont établies, pourt assez
loin de 1, en raisonnant comme pour la démonstration de la proposition 4.2 ; pourt proche
de 1 (et loin de zéro, donc) les auteurs s’appuient directement sur une inégalité « classique »
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de J. Moser et N. Trudinger d’après laquelle, pour une constante universellec1, c1 > 0,
l’intégrale

∫

M
exp

( c1 | ϕ − ϕ̄ |
(
∫

M
| dϕ|4 dvol)1/4

)4/3
dvol

est uniformément majorée surL1,4((M4, g)).
La minoration

(σ2(A) − α
4
|W|2) (e2 f g) = e−4 f d∗(M( f ) d f ) = e−4 f t ϕα

∫

(M, e2 f g)
e4 f dvol + (1− t) ϕα ≥

min (e−12 supM | f |, 1) inf ϕα

permet alors de minorer uniformément le symbole principal,G , comme précédemment.
Il reste à évaluer le degré ent = 1. En intégrant surM la spécialisation ent = 1 de

l’équation (4.19) nous dérivons la condition nécessaire

(4.20)
∫

(M, e2 f g)
e4 f dvol = 1 ,

en vertu de laquelle l’équation (4.19)t=1 se simplifie pour donner l’identitéd∗(M( f ) d f) = 0.
En intégrant cette dernière contred f , on établit – la forme bilinéaire symétriqueM( f ) étant

définie positive – quef est nécessairement constante, et donc nulle d’après l’identité (4.20)
sous la normalisation, toujours possible : vol(g) = 1. Considérons alors la linéarisation de
l’équation (4.19)t=1 en la fonction identiquement nulle, son unique solution :

L0(u) = −2
(

G(g), Hessu
) − 4ϕα

∫

(M, g)
u dvol .

Puisque la fonctionϕα est strictement positive, en intégrant surM cette équation on démontre
que tout élément du noyau deL0 est d’intégrale nulle. Le tenseur gravitationnelG étant défini
positif, le principe du maximum (ou, de façon équivalente, le tenseur gravitationnel étant de
divergence nulle, l’identité−

∫

M

(

G, Hessu
)

dvol =
∫

M
G
(

du♯ , du♯
)

dvol entraîne alors que
la fonctionu est identiquement nulle. Puisque le noyau deL0 est réduit à{0}, nous pouvons
invoquer la formule (4.15) pour calculer le degré deL0 : siλ est valeur propre deL0, l’équation
L0(uλ) = λ uλ s’intègre en l’identité

(4.21) (λ + 4
∫

M
ϕα dvol)

∫

M
uλ dvol = 0 ;

−4
∫

M
ϕα dvol est effectivement valeur propre, les constantes appartenant à l’espace propre

associé. Pour les autres valeurs propres, nous déduisons de l’identité (4.21) la condition né-
cessaire

∫

M
uλ dvol = 0, et donc, en rappelant que le tenseur gravitationnel est de divergence

nulle, l’identitéλ u2
λ = (L0 uλ, uλ) = 2uλ d∗

(

G(du♯λ)
)

: ces valeurs propres, qui satisfont alors
l’identitéλ =

∫

M
G(du♯λ, du♯λ) dvol

/

∫

M
| duλ |2 dvol, sont toutes (strictement) positives. L’opé-

rateurL0 admet ainsi une unique valeur propre négative, de multiplicité nécessairement égale
à un en tant que « plus petite valeur propre » deL0 – un corollaire classique du principe du
maximum. Le degré deL0 à l’origine, calculé à l’aide de la formule (4.15), vaut donc−1.
Par les arguments qui précèdent, c’est encore le degré de l’équationσ2 − α/4 |W|2 = ϕ,
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dont nous démontrons ainsi qu’elle admet (au moins) une solution. Ceci conclut la preuve du
théorème 4.1.

4.2. Démonstration du théorème 2

4.2.1. Construction d’une solution C1, 1. — Dans les premières lignes de ce dernier cha-
pitre nous avons expliqué comment ramener le problème au cas où

∫

M
|W|2 dvol est stricte-

ment positif : nous supposerons donc désormais que la variété (M, g) n’appartient pas à la
classe conforme de la sphère standard. Pour toutα, α ∈ [0, 1),

∫

M
(σ2(A) − α/4 |W|2) dvol =

(1− α)/4
∫

M
|W|2 dvol étant strictement positif, le théorème 4.1 appliqué à la fonctionϕ ≡ 1

assure l’existence d’une solutionfα de l’équation

(4.22)
(

σ2(A) − α
4
|W|2) (e2 fαg) = 1 ,

ainsi qu’une majoration du supM(efα + |d fα| ) uniforme enα , α ∈ [0, 1). En intégrant l’équa-
tion (4.22) nous dérivons cependant la majoration banale suivante du minimum defα :

(4.23)
1− α

4

∫

M
|W|2 dvol =

∫

M
(σ2(A) − α

4
|W|2) dvol =

∫

(M, e2 fαg)
(σ2(A) − α

4
|W|2) dvol

=

∫

(M, e2 fαg)
dvol =

∫

(M, g)
e4 fα dvol ≥ e4 infM fα

∫

(M, g)
dvol ,

et concluons que nécessairement limα→1 inf M fα = −∞ : les solutionsfα ne sauraient satis-
faire les conclusions de la proposition 4.2 (cf. les commentaires faisant suite à l’énoncé du
Théorème 4.1). Par contre, en définissant pour toutα, α ∈ [0, 1), aα et f̃α par les formules

(4.24) e4aα :=
1− α

4

?
M
|W|2 dvol , et f̃α := fα − aα ,

les identités précédentes démontrent que
∫

(M, g)
e4 f̃α dvol = 1 ; nous en déduisons une mino-

ration de supM f̃α, et une majoration de infM f̃α , cette fois toutes les deux uniformes enα .
Puisque les normes des différentielles|d f̃α| = |d fα| sont aussi uniformément majorées, nous
concluons que les fonctions̃fα sont uniformément bornées : il existe une constanteC, indé-
pendante deα, α ∈ [0, 1), telle que

(4.25) sup
M
| f̃α| < C .

Les fonctionsf̃α satisfaisant les équations

(4.26)
(

σ2(A) − α
4
|W|2) (e2 f̃αg) = e4aα

(

σ2(A) − α
4
|W|2) (e2 f g) = e4aα ,

et les normesC2 des fonctions (constantes)e4aα , α ∈ [0, 1), étant uniformément bornées
d’après l’identité 4.24, la proposition 4.2 (en particulier l’estimation a priori (4.4)), garantit
alors que les fonctions (̃fα)0≤α<1 sont uniformément bornées en normeC2. Il existe donc une
métriqueC1,1, e2 f̃ g, telle que, pour toutβ ∈ [0, 1), il existe une suiteαk , αk → 1, pour
laquelle les métriquese2 f̃αk g convergent dans la topologieC1, β verse2 f̃ g. De l’équation 4.26
nous déduisons de plus que la limitee2 f̃ g vérifie, au sens faible, l’équation 4σ2(A)−|W|2 = 0.
On ne peut cependant pas espérer utiliser cette équation pour améliorer les estimationsC2
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précédentes, puisqu’elle cesse d’être elliptique là oùσ2(A) s’annule – c’est-à-dire là où la
métrique initialeg est conformément plate.

Par contre, au voisinage d’un point,P, où la courbure de Weyl de la métriqueg ne s’annule
pas, nous disposons de la minoration

σ2
(

A(e2 f̃αg)
)

=
α

4
|W(e2 f̃αg)|2 + e4aα ≥ α

4
e−4 f̃α |W(g)|2 ,

la borne uniforme (4.25) entraînant alors une minoration uniforme deσ2
(

A(e2 f̃αg)
)

sur un

voisinage deP. En écrivant l’équation sous la forme
√
σ2(A) −

√

α
4 |W|2 + e4aα , nous pou-

vons invoquer une dernière fois la théorie d’Evans et Krylov pour les équations concaves
strictement elliptiques qui établit alors l’existence de bornesC2, β uniformes,β > 0 , sur un
voisinage un peu plus petit ; pour tout entier naturell, l ∈ N, la théorie elliptique standard ga-
rantit ensuite la convergence dans la normeCl d’une sous-suitee2 f̃αk g vers la métriquee2 f̃ g,
démontrant ainsi que la métriquee2 f̃ g est infiniment différentiable en dehors des zéros de la
courbure conforme deg. Pour conclure la preuve du théorème 2, il me reste à vous convaincre
que cet ensemble|W|−1(0), le lieu des zéros de la courbure de Weyl, est nécessairementvide
dans les cas pertinents.

4.2.2. Rigidité des métriques plates au sens de Bach. — S’il existe surM une métrique telle
que

∫

M
(σ2(A) − |W|2/4)dvol > 0 , c’est-à-dire telle que

∫

M
|W|2 dvol < 16π2 χ(M), le théo-

rème 1 affirme queM est difféomorphe àS4 ou àP4
R

: pour établir le théorème 2 nous pouvons
donc supposer sans restriction que la métrique pour laquelle

∫

M
(σ2(A)− |W|2/4) dvol = 0 mi-

nimise la fonctionnelle‖W‖L2 et qu’elle satisfait à ce titre l’équation d’Euler associée, à savoir
l’annulation du tenseur de Bach,B := −tr 13tr 25 D2W − 1/2 W(ric), introduit précédemment
pour sa propriété de covariance conforme (cf. (2.27)). Une première propriété intéressante
des métriques plates au sens de Bach est l’identité intégrale suivante, inspirée par une for-
mule équivalente de A. Derdzinski pour les métriques de courbure de Weyl harmonique.

L 4.3. — Toute métrique plate au sens de Bach sur une variété compacte sans bord de
dimension4 satisfait l’identité intégrale suivante :

(4.27)
∫

M
|DW|2dvol =

∫

M

(

72 detW+ + 72 detW− − 1
2

scal |W|2 + 2W(ric0, ric0)
)

dvol .

Pour la première fois dans ce texte intervient la décomposition de la courbure en compo-
santes auto-duale,∗W+ =W+, et anti-autoduale,∗W− = −W−, sous l’action de l’opérateur∗
de Hodge. Si la preuve du lemme 4.3 n’est pas immédiate, elle n’en reste pas moins élémen-
taire, reposant essentiellement sur les deux identités de Bianchi.

Une autre propriété utile découle de l’identité (4.3), valable pour toute métrique en dimen-
sion 4, et qui, spécialisée à une métrique plate au sens de Bach, s’intègre en l’identité intégrale
suivante

(4.28)
∫

M

(

3 |Dric0|2 − 1/4 |dscal|2 + 6 tr ric3
0 + scal |ric0|2 − 6W(ric0, ric0)

)

dvol = 0 .
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Pour les métriquese2 f̃αg construites au paragraphe précédent,σ2(A) − α/4|W|2 = e4aα ≥ 0 ;
nous en déduisons facilement la minoration 3α/2 |DW|2 + 3 |Dric0|2 − 1/4 |dscal|2 ≥ 0, qui
donne après intégration, et en invoquant la combinaison linéaire adéquate des identités (4.27)
et (4.28), la majoration fondamentale suivante, valable pour toutα, α ∈ [0, 1), et toute mé-
triquee2 f̃αg solution de l’équationσ2(A) − α/4 |W|2 = e4aα , où le nombre réelaα est défini
par l’identité (4.24) :
∫

M

(

6 tr ric3
0 + scal |ric0|2 − 3(α+ 2)W(ric0, ric0)− 108α (detW+ + detW−)

(4.29)
+ 3α/4 scal|W|2) dvol ≤ 0 .

L’intégrand se réduit à 6 tr ric30 + scal |ric0|2 sur le lieu des zéros de|W| , |W|−1(0) . Ce poly-
nôme en la courbure est positif ou nul dès queσ2(A) l’est ; les métriquese2 f̃αg satisfaisant
l’équationσ2(A) − α

4 |W|2 = e4aα > 0 (cf. (4.24)), la majoration (4.29) reste donc valable si
l’on restreint l’intégrale àM4 \ |W|−1(0).

La convergenceCl , l ≥ 2, des métriquese2 f̃αg sur M \ |W|−1(0) discutée au paragraphe
précédent permet de passer à la limiteα → 1 dans l’intégrale précédente surM \ |W|−1(0)
pour établir que la limitee2 f̃ g satisfait la majoration suivante

∫

M\|W|−1(0)

(

6 tr ric3
0 + scal |ric0|2 − 9W(ric0, ric0) − 108 (detW+ + detW−)

(4.30)
+ 3/4 scal|W|2) dvol ≤ 0 .

Nous sommes ici au cœur de la preuve du théorème de rigidité : une discussion algébrique
fine, s’appuyant sur des arguments proches de ceux développés dans [M], établit que l’inté-
grand qui figure dans (4.30) est un polynôme en la courbureuniversellement positif ou nulen
dimension 4 et que son annulation en un point correspond à l’annulation, en ce même point,
soit de la partie sans trace de la courbure de Ricci, ric0, soit de la courbure conforme,W .

Puisque nous avons supposé‖W‖L2 > 0, l’image inverse de 0 par|W| est un fermé strict
deM. Considérons une composante connexe (non vide) de son complémentaire, un ouvertO
de M, sur lequel la partie sans trace de la courbure de Ricci, ric0(e2 f̃ g) est, d’après ce qui
précède, identiquement nulle. La restriction de la métriquee2 f̃ g à l’ouvert O est donc, par
définition, d’Einstein et la seconde identité de Bianchi démontre que sa courbure scalaire est
en particulier constante. De l’équation 4σ2(A) − |W|2 = 0 satisfaite pare2 f̃ g nous déduisons
alors que la norme de la courbure conforme est, elle aussi, constante surO : |W(e2 f̃ g)|2|O ≡ C.
M étant connexe par hypothèse, siO était un ouvert strict deM il existerait une suite de
pointsPi dansO convergeant vers un pointP de |W|−1(0). Pour cette suite, nous aurions par
construction :

0 < C = |W(e2 f̃ g)|2(Pi) = e−4 f̃ (Pi )|W(g)|2(Pi) .
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La métriqueg étant infiniment différentiable, sa courbure conforme l’est aussi, qui satisferait
en particulier la propriété de continuité : limi→+∞ |W(g)|2g (Pi) = |W(g)|2g (P) = 0 ; mais ceci
contredirait la continuité de la limitẽf , f̃ ∈ C1, 1, construite au paragraphe précédent.

Donc l’ouvertO coïncide avec la variétéM, la courbure conformeW ne s’annule nulle part,
et la métrique infiniment différentiablee2 f̃ gest une solution de l’équation 4σ2(A) − |W|2 ≡ 0 ;
l’argument précédent démontre de plus que sa courbure scalaire est (constante et) partout
strictement positive. On déduit alors le théorème 2 (d’un cas particulier facile) du résultat
de rigidité ([M], Theorem 2) d’après lequel toute variété riemannienne de dimension 4 com-
pacte, sans bord 1/6-faiblement pincée est, sinon difféomorphe àS4 ouP4

R
, un plan projectif

standard ou un quotient d’un produit (S3, λ can)× R , λ ∈ R∗+, par un sous-groupe cocompact
d’isométries.
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PROBLÈMES DE RECOUVREMENT ET POINTS EXCEPTIONNELS

POUR LA MARCHE ALÉATOIRE

ET LE MOUVEMENT BROWNIEN

[d’après Dembo, Peres, Rosen et Zeitouni]

par Zhan SHI

INTRODUCTION

La marche aléatoire (ou marche au hasard) sur Zd est un objet fondamental de la

théorie des probabilités. Elle représente le mouvement aléatoire d’une particule (dont

le point de départ est, disons, l’origine) qui, à chaque unité de temps, se déplace de

façon équiprobable vers l’un de ses 2d plus proches voisins. On suppose de plus que

tous les déplacements sont indépendants.

En 1960, Erdős et Taylor [17] ont posé le problème suivant pour la marche aléatoire

sur Z2 : quel est le nombre maximal de visites que la marche aléatoire peut effectuer

en un site pendant les n premières étapes ? Plus précisément, introduisons Tn(x), le

nombre de visites de la marche aléatoire au point x lors des n premières étapes, et T ∗
n ,

le maximum des variables Tn(x), c’est-à-dire T ∗
n := maxx∈Z2 Tn(x). Erdős et Taylor [17]

ont prouvé que, presque sûrement,

(1)
1

4π
≤ lim inf

n→∞

T ∗
n

(log n)2
≤ lim sup

n→∞

T ∗
n

(log n)2
≤

1

π
.

Ils ont, de plus, conjecturé le résultat suivant :

Conjecture 0.1 (Erdős et Taylor [17]). — Presque sûrement,

lim
n→∞

T ∗
n

(log n)2
=

1

π
.

Le but de cet exposé est de faire une présentation succincte et non technique des

travaux de Dembo, Peres, Rosen et Zeitouni ([5]–[13]) qui démontrent, entre autres,

cette conjecture. Ces travaux apportent également une réponse définitive à plusieurs

autres problèmes ouverts concernant la marche aléatoire et le mouvement brownien,

dont les énoncés sont d’une simplicité remarquable – à l’image de la conjecture 0.1. En

particulier, ils décrivent, de façon précise, la nature multi-fractale d’une nouvelle classe

d’ensembles de points exceptionnels liés au recouvrement d’une partie de Rd pour le

mouvement brownien.
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1. POINTS FAVORIS ET POINTS ÉPAIS

1.1. Marche aléatoire

Commençons par définir rigoureusement une marche aléatoire en dimension 2 : on

considère une trajectoire aléatoire S : N → Z2, issue de S0 = 0, telle que les accroisse-

ments ξn := Sn − Sn−1 soient des variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées, dont la loi est donnée par P (ξn = e) = 1
4
, pour tout e tel que ‖e‖ = 1, où

〈〈‖ · ‖ 〉〉 désigne la norme euclidienne sur Z2.

Posons, comme ci-dessus, Tn(x) := #{i : 0 ≤ i ≤ n, Si = x} et T ∗
n :=

maxx∈Z2 Tn(x). Voici une réponse affirmative à la conjecture 0.1:

Théorème 1.1 ([10]). — Presque sûrement,

lim
n→∞

T ∗
n

(log n)2
=

1

π
.

Rappelons que, pour tout x ∈ Z2 fixé, Tn(x) est approximativement de l’ordre de

log n lorsque n → ∞ (voir Erdős et Taylor [17] pour un énoncé précis). Un point x

tel que Tn(x) ≥ α(log n)2 (pour un α > 0) est donc 〈〈beaucoup visité 〉〉 par la marche

aléatoire. Le théorème suivant décrit la taille de l’ensemble de ces points qui sont

beaucoup visités.

Théorème 1.2 ([10]). — (i) Pour tout α ∈ ]0, 1
π
],

(2) lim
n→∞

log #{x ∈ Z2 : Tn(x) ≥ α(log n)2}

log n
= 1 − απ, p.s.

(ii) Presque sûrement, pour toute suite aléatoire (xn)n≥0 telle que Tn(xn) = T ∗
n , on a

lim
n→∞

log ‖xn‖

log n
=

1

2
.

Remarquons que (2) donne la borne inférieure cruciale qui manquait dans la conjec-

ture d’Erdős et Taylor [17].

Un point favori (à l’étape n) est un point x ∈ Z2 tel que Tn(x) = T ∗
n (notion introduite

par Erdős er Révész [15]). La seconde partie du théorème 1.2 nous dit donc que les

points favoris sont, dans l’échelle logarithmique, plutôt près de la frontière de l’ensemble

des points visités.

Il est à signaler que très peu de propriétés sont connues à ce jour pour les points

favoris de la marche aléatoire. On peut consulter le livre de Révész [23] (pages 130–

131) pour une liste de dix questions ouvertes, dont la plupart ont été reprises de l’article

d’Erdős et Révész [15]. Signalons, par exemple, l’une des questions fondamentales, à

savoir la possibilité d’avoir au moins trois points favoris au fil du temps. Cette question,

comme tant d’autres, reste sans réponse même en dimension 1, malgré un joli résultat

partiel de Tóth [28].
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1.2. Mouvement brownien

Il existe un résultat analogue à celui du théorème 1.2 pour un processus aléatoire

pour lequel le temps est continu. Pour introduire ce nouveau processus aléatoire, on

considère une marche aléatoire (Sn, n ≥ 0) à valeurs dans Zd (avec d ≥ 1 quelconque,

pour l’instant), et on effectue un changement d’échelle

W
(N)
t :=

(
d

N

)1/2

S⌊Nt⌋, t ≥ 0.

Le théorème central limite assure que pour tous 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk, (W
(N)
t1 , . . . , W

(N)
tk

)

converge en loi (lorsque N tend vers l’infini) vers (Wt1 , . . . , Wtk), où (Wt, t ≥ 0) est un

processus aléatoire à valeurs dans Rd tel que, pour tous 0 ≤ s ≤ t, Wt − Ws suit la loi

de Gauss de moyenne nulle et de matrice de covariances (t − s)Id. On peut faire en

sorte que t 7→ Wt soit une fonction continue sur R+. Le processus (Wt, t ≥ 0) porte le

nom de 〈〈mouvement brownien 〉〉.

Il est souvent plus aisé d’étudier le mouvement brownien que la marche aléatoire,

grâce, par exemple, à la propriété d’auto-similarité (ou, en franglais, propriété de
〈〈 scaling 〉〉) du mouvement brownien. On reviendra, dans la section 5.3, sur une re-

lation trajectorielle entre le mouvement brownien et la marche aléatoire, en plus de la

convergence en loi décrite ci-dessus.

Dans cette section, on suppose d = 2. Soit θ := inf{t ≥ 0 : ‖Wt‖ = 1}. Considérons

la mesure d’occupation

µθ(A) :=

∫ θ

0

1A(Wt) dt, ∀A ⊂ R2 borélien,

où 1A désigne la fonction indicatrice de A. L’analogue du théorème 1.2 pour le mouve-

ment brownien s’énonce comme suit. On note B(x, r) le disque ouvert (dans R2) centré

en x et de rayon r, et dim(A) la dimension de Hausdorff de A.

Théorème 1.3 ([10]). — (i) Pour tout a ∈ ]0, 2], on a, presque sûrement,

(3) dim

{

x ∈ R2 : lim
ε→0

µθ(B(x, ε))

ε2 log2(1/ε)
= a

}

= 2 − a.

(ii) Presque sûrement,

(4) lim
ε→0

sup
x∈R2

µθ(B(x, ε))

ε2 log2(1/ε)
= 2.

À titre de comparaison, rappelons que, typiquement, pour un point x sur la trajectoire

de (W (t), t ∈ [0, θ]), µθ(B(x, ε)) se comporte à peu près comme ε2 log(1/ε) lorsque ε

est petit (voir Ray [22] pour un énoncé précis). Un point x dans l’ensemble considéré

dans (3), qui est donc en quelque sorte 〈〈 souvent visité 〉〉, est appelé 〈〈point épais 〉〉 (thick

point en anglais).
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La partie (ii) du théorème 1.3 fournit une réponse affirmative à une conjecture de

Perkins et Taylor [21]. Perkins et Taylor ont obtenu la borne supérieure dans (4), et

une borne inférieure non optimale (quatre fois plus petite que la limite conjecturée).

2. POINTS TARDIFS ET TEMPS DE RECOUVREMENT

2.1. Marche aléatoire sur un compact

Question : Combien de temps faut-il pour qu’un graphe fini soit recouvert par une

marche aléatoire ?

Il s’agit d’un problème important en probabilités, en combinatoire, et en informa-

tique. L’exemple du tore bidimensionnel Z2
n := Z2/nZ2 est le plus célèbre, et est

précisément ce qui nous intéresse ici. Soit Cn le temps nécessaire pour que le tore Z2
n

soit recouvert par une marche aléatoire sur Z2
n.

Il y a une quinzaine d’années, Aldous et Lawler ont obtenu des bornes asymptotiques

pour Cn : lorsque n → ∞,

(5)
2

π
+ o(1) ≤

Cn

(n log n)2
≤

4

π
+ o(1), en probabilité,

la borne supérieure étant due à Aldous [1], et la borne inférieure à Lawler [19].

Aldous [1] a de plus conjecturé que la borne supérieure est optimale, ce qui a été

récemment confirmé par le théorème suivant :

Théorème 2.1 ([12]). — Si Cn désigne le temps de recouvrement de Z2
n par une

marche aléatoire sur Z2
n, alors

lim
n→∞

Cn

(n log n)2
=

4

π
, en probabilité.

Le problème du temps de recouvrement est, en quelque sorte, le dual de la conjecture

de Perkins et Taylor énoncée dans (4).

De même que pour le théorème 1.2 sur les points beaucoup visités par la marche

aléatoire, il existe un résultat analogue à celui du théorème 2.1 pour la courbe du

mouvement brownien (ou plutôt, pour son voisinage, la saucisse de Wiener).

La preuve du théorème 2.1 réserve une étude spéciale concernant les 〈〈points tardifs 〉〉

(late points en anglais) qui sont les derniers à être atteints avant le complet recou-

vrement. La preuve décrit, en outre, le spectre multi-fractal de l’ensemble des points

tardifs.

Pour plus de détails, voir [12].
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2.2. Marche aléatoire sur Z2

Passons maintenant aux problèmes de recouvrement pour la marche aléatoire sur Z2

(et non plus sur le tore).

On peut se poser deux questions.

Question 1 : Quel est le rayon ̺n du plus grand disque, centré à l’origine, recouvert

par les n premiers pas de la marche aléatoire sur Z2 ?

Question 2 : Quel est le rayon Rn du plus grand disque recouvert par les n premiers

pas de la marche aléatoire sur Z2 ?

Commençons par la question 1. Les premiers résultats, dus à Révész [23], ont montré

l’existence de constantes 0 < a < b < ∞ telles que, pour tout y > 0,

(6) e−by ≤ lim inf
n→∞

P

(
log2 ̺n

log n
≥ y

)

≤ lim sup
n→∞

P

(
log2 ̺n

log n
≥ y

)

≤ e−ay.

Révész a conjecturé l’existence d’une constante λ, sans précision sur sa valeur, telle que

P ( log2 ̺n

log n
≥ y) converge vers e−λy. Lawler [19] a prouvé (6) avec les constantes a = 2

et b = 4, et a mentionné une conjecture de Kesten qui consistait à dire que la limite

vaudrait e−4y. Ceci est confirmé par le théorème suivant :

Théorème 2.2 ([12]). — Si ̺n désigne le rayon du plus grand disque centré à l’origine

totalement recouvert par la marche aléatoire sur Z2 lors des n premières étapes, alors,

pour tout y > 0,

lim
n→∞

P

(
log2 ̺n

log n
≥ y

)

= e−4y.

On peut donc dire que, grosso modo, ̺n se comporte comme exp(
√

log n ).

Passons à la question 2.

Il apparâıt que Rn est beaucoup plus grand que ̺n. En effet, on a, presque sûrement,

pour tout n suffisamment grand,

nθ1 ≤ Rn ≤ nθ2 .

Ces deux bornes sont dues à Révész qui a démontré le résultat pour θ1 := 0, 02 ([24])

et pour θ2 := 0, 42 ([25]). Il était donc naturel de penser (Révész [24]) que Rn = nθ+o(1)

p.s., pour un certain exposant θ ∈ [θ1, θ2]. Ceci est confirmé par le résultat suivant :

Théorème 2.3 ([6]). — Soit Rn le rayon du plus grand disque recouvert par la marche

aléatoire sur Z2 dans les n premières étapes. On a, presque sûrement,

(7) lim
n→∞

log Rn

log n
=

1

4
.

Signalons que la preuve du Théorème 2.3 a permis de répondre à la question suivante :

quel est le comportement presque sûr, en limite supérieure, du temps nécessaire à la

marche aléatoire pour rencontrer un point qu’elle n’a encore jamais visité ? Il s’agissait

là d’un problème ouvert d’Erdős et Révész [16].
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3. DIMENSIONS SUPÉRIEURES

La dimension 2 est critique pour la marche aléatoire et pour le mouvement brownien,

son analogue à temps continu. C’est la raison pour laquelle l’étude de ces processus

aléatoires en dimension 2 est particulièrement compliquée. Les notes de cours de Le Gall

[20] restent une référence de base pour l’étude du mouvement brownien en dimension 2.

Sur ce sujet, de récents progrès, parmi les plus importants en théorie des probabilités,

faisant intervenir les SLE, ont été effectués depuis (voir les notes de cours de Werner

[29]).

Dans cette section, on s’intéresse au cas d ≥ 3. Soit W = (Wt, t ≥ 0) un mouvement

brownien à valeurs dans Rd, issu de W0 = 0. Il est connu que W est transient, c’est-à-

dire que, presque sûrement, ‖Wt‖ → ∞, lorsque t → ∞. On définit

µ∞(A) :=

∫ ∞

0

1A(Wt) dt, A ⊂ Rd borélien.

Soit qd le plus petit réel positif tel que J(d−2)/2(qd) = 0, où J(d−2)/2(·) désigne la fonction

de Bessel d’indice (d − 2)/2.

Théorème 3.1 ([8]). — Supposons d ≥ 3. Pour tout a ∈ ]0, 4
q2
d
], on a, presque

sûrement,

dim

{

x ∈ Rd : lim sup
ε→0

µ∞(B(x, ε))

ε2 log(1/ε)
= a

}

= 2 −
aq2

d

2
.

En plus, pour tout r > 0,

(8) lim
ε→0

sup
‖x‖≤r

µ∞(B(x, ε))

ε2 log(1/ε)
=

4

q2
d

, p.s.

Par conséquent,

sup
x∈Rd

lim sup
ε→0

µ∞(B(x, ε))

ε2 log(1/ε)
=

4

q2
d

, p.s.

L’identité (8) donne une réponse affirmative à une conjecture de Taylor [27].

La présence de la constante qd, dont la valeur dépend de la fonction de Bessel

J(d−2)/2(·), est due à une relation très curieuse, découverte par Ciesielski et Taylor

[2], entre le temps d’occupation de la boule unité par le mouvement brownien de di-

mension d ≥ 3, et le temps d’atteinte de la sphère unité par le mouvement brownien de

dimension d − 2.

Le mouvement brownien en dimension d ≥ 3 possède une propriété de 〈〈 localisation 〉〉 :

les passages de W dans B(x, ε) se trouvent, pour l’essentiel, concentrés dans un très

faible intervalle de temps (alors qu’en dimension 2, le mouvement brownien revient très

régulièrement au voisinage de x). L’énoncé précis de cette propriété peut être trouvé

dans [8]. Cette propriété facilite l’étude des points épais en dimension d ≥ 3, et permet

de se passer de la très délicate 〈〈méthode multi-échelle du second moment 〉〉 évoquée

dans la section 5.2.
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4. POINTS FINS

Soit (Wt, t ≥ 0) un mouvement brownien à valeurs dans Rd (avec d ≥ 2), issu de

B0 = 0 ∈ Rd. Fixons T > 0. Soit

µT (A) :=

∫ T

0

1A(Wt) dt, ∀A ⊂ Rd borélien.

On peut voir que pour tout point x de la trajectoire {Wt, t ∈ [0, T ]}, µT (B(x, ε)) est

au moins de l’ordre de ε2/ log(1/ε). Le résultat suivant nous confirme que cette borne

est effectivement atteinte par certains points exceptionnels, et donne la dimension de

Hausdorff de l’ensemble de ces points.

Théorème 4.1 ([9]). — Soit d ≥ 2. Fixons T > 0. Pour tout a ≥ 1, on a, presque

sûrement,

(9) dim

{

x ∈ Rd : lim inf
ε→0

µT (B(x, ε))

ε2/ log(1/ε)
= a

}

= 2 −
2

a
.

De plus,

inf
t∈ ]0,T [

lim inf
ε→0

µT (B(Wt, ε))

ε2/ log(1/ε)
= 1, p.s.

Un point x dans l’ensemble considéré dans (9), qui est donc très peu visité, est appelé
〈〈point fin 〉〉 (thin point en anglais).

5. QUELQUES IDÉES DE PREUVE

Je tâcherai ici de faire un résumé, le moins technique possible, sur les idées de base

des travaux de Dembo, Peres, Rosen et Zeitouni. Pour plus de détails, on peut consulter

les notes de cours de Dembo [4].

5.1. Difficultés essentielles

On remarque immédiatement que ces travaux répondent à des conjectures, souvent de

longue date, dont les bornes supérieures et inférieures différaient par un facteur de 4 ou

2 (conjecture d’Erdős et Taylor dans (1), conjecture de Perkins et Taylor dans (4), con-

jecture d’Aldous dans (5), conjecture de Kesten–Révész dans (6), conjecture de Révész

dans (7), conjecture de Taylor dans (8)). En réalité, certains éléments fondamentaux

manquaient à la compréhension de ces problèmes.

Prenons par exemple le théorème 1.3. On choisit un réseau de points (xj) dans

B(0, 1), et on considère

Z :=
∑

j

1

µ
θ
(B(xj ,ε))

ε2 log2(1/ε)
≥a

ff.
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Le réseau (xj) est choisi de sorte que, pout tout x, il existe xj suffisamment proche de

x tel que le temps d’occupation autour de x est approximativement celui autour de xj .

Donc, l’événement {Z ≥ 1} correspond à peu près à la situation

sup
x∈B(0,1)

µθ(B(x, ε))

ε2 log2(1/ε)
≥ a.

D’autre part, il est possible d’estimer E(Z). En utilisant la méthode du premier moment

(à savoir P (Z ≥ 1) ≤ E(Z) par l’inégalité de Markov), Perkins et Taylor [21] ont

pu obtenir une borne supérieure pour supx∈B(0,1)
µθ(B(x,ε))

ε2 log2(1/ε)
. La borne supérieure ainsi

obtenue s’est avérée être optimale.

En revanche, à cause des fortes corrélations des temps d’occupation autour de chacun

des points du réseau, E(Z2) est tellement grande que la méthode du second moment

n’aboutit pas.

Une approche naturelle est de tronquer certaines excursions (opération qui revient à

ignorer les visites trop éloignées dans le temps), ce qui réduit effectivement le moment

d’ordre 2, mais conduit hélas à une réduction simultanée de la moyenne. On obtient ainsi

le résultat de Perkins et Taylor [21] qui laisse un facteur 4 entre les bornes supérieure

et inférieure.

Cette remarque s’applique en effet à tous les problèmes cités dans cet exposé.

La principale nouveauté, dans les travaux de Dembo, Peres, Rosen et Zeitouni, a été

la mise au point d’une nouvelle méthode qui assouplit la méthode du second moment,

bien au-delà de ce qu’avait pu faire auparavant la méthode de troncature.

Nous allons expliquer, dans le paragraphe suivant, les grandes lignes de cette méthode,

dans son application au mouvement brownien en dimension 2. Le passage du mouve-

ment brownien à la marche aléatoire sera ensuite expliqué dans la section 5.3.

5.2. Méthode multi-échelle du second moment

On procède en deux étapes.

Étape 1. Commençons par étudier la marche aléatoire d’une particule sur un arbre

régulier de hauteur N , où chaque sommet, qui n’est pas une feuille, admet b descendants

immédiats.

À chaque pas, la particule se déplace de façon équiprobable vers l’un de ses b + 1

voisins, et revient sur ses pas lorsqu’elle se trouve sur une des bN feuilles de l’arbre. La

marche aléatoire part de la feuille la plus à gauche. On considère sa trajectoire jusqu’au

premier instant où elle touche la racine de l’arbre.

Une feuille x est dite 〈〈 très visitée 〉〉 par la marche aléatoire si le nombre de passages

en x est au moins de l’ordre de N2 (lorsque N est grand). On cherche désormais à

minorer le cardinal MN de l’ensemble (aléatoire) de ces feuilles très visitées.

On peut assez facilement estimer E(MN), mais il se trouve que la variance de MN

est si grande, que la méthode du second moment, une nouvelle fois, n’aboutit pas.
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L’idée va être d’introduire un sous-ensemble de l’ensemble des feuilles très visitées

dont l’espérance du cardinal sera comparable à E(MN ) mais dont la variance sera

considérablement plus faible que celle de MN !

On qualifiera les éléments de ce sous-ensemble, des feuilles 〈〈n-parfaites 〉〉. Définissons-

les.

Commençons par poser hk := ⌊k log k⌋, pour k = 2, 3, . . . , ⌊N/ log N⌋ =: n. Une

feuille x est alors dite 〈〈n-parfaite 〉〉 si, pour tout k ∈ {2, 3, . . . , n}, le nombre des ex-

cursions effectuées par la marche aléatoire, entre l’ancêtre de x à la génération hk−1 et

l’ancêtre de x à la génération hk, est approximativement k2 log k.

Il se trouve que l’espérance du cardinal de l’ensemble des feuilles 〈〈n-parfaites 〉〉 est

proche de E(MN), et que, dans le même temps, la variance de ce cardinal est bien plus

faible que celle de MN . Pour évaluer cette variance, il s’agit d’estimer la probabilité

que deux feuilles soient toutes deux 〈〈n-parfaites 〉〉. La méthode du second moment

usuelle nous permet alors de dire que le nombre total des points 〈〈n-parfaits 〉〉 est rela-

tivement proche de son espérance, ce qui nous amène finalement à une borne inférieure

satisfaisante pour MN .

Étape 2. Soit W un mouvement brownien en dimension 2. Introduisons le réseau

des points (xj) comme dans la section 5.1, et considérons, pour chaque point xj du

réseau, des disques concentriques (B(xj , εk))k≥1, centrés au point xj , où (εk) est une

suite qui décrôıt assez rapidement vers 0. On choisit en fait εk := exp(−k log k), de

sorte que log(1/εk) correspond au hk de l’étape précédente. Soit N
xj

k le nombre des

excursions effectuées par W entre les cercles ∂B(xj , εk−1) et ∂B(xj , εk).

En utilisant un résultat de grandes déviations, concernant la concentration de la

somme de variables aléatoires i.i.d. autour de sa moyenne, on peut estimer le temps

d’occupation d’une couronne à l’aide du nombre d’excursions la traversant. Il s’ensuit

que, presque sûrement, pour qu’un point xj du réseau soit épais, il suffit que N
xj

k soit

de l’ordre de k2 log k pour tout k suffisamment grand.

On conclut en reliant le problème du comptage des points épais pour W avec le

problème du comptage des feuilles 〈〈n-parfaites 〉〉. L’estimation du second moment du

cardinal des points épais du réseau se ramène à l’examen de la probabilité que deux

points du réseau soient simultanément épais. Cette question est de même nature que

celle de la probabilité que deux feuilles soient simultanément 〈〈n-parfaites 〉〉, considérée

à l’étape 1.

5.3. Passage du mouvement brownien à la marche aléatoire

Nous avons commencé cet exposé en introduisant la marche aléatoire, qui est un objet

facile à définir. Nous avons tout de même mentionné que, du point de vue technique,

il est plus facile d’étudier le mouvement brownien.

À partir d’un résultat pour le mouvement brownien, on peut souvent déduire un

résultat analogue pour la marche aléatoire, à l’aide d’un théorème célèbre dû à Komlós,
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Major et Tusnády [18], qui consiste à dire que, éventuellement sur un espace de proba-

bilité élargi, on peut construire un mouvement brownien et une marche aléatoire tels

que la différence de ces deux processus soit 〈〈 très petite 〉〉. Ce théorème de couplage,

qui porte le nom de KMT, permet souvent de faire le passage entre un résultat pour le

mouvement brownien et son analogue pour la marche aléatoire.

Le théorème de KMT est valable en dimension 1. Grâce à un argument géométrique

simple, on peut l’étendre à la dimension 2. C’est donc ce théorème classique qui est à

l’origine de la justification en dimension 2. (Attention : malgré tout, il faut encore pas

mal de travail, car théoriquement, deux processus relativement proches l’un de l’autre

peuvent avoir des mesures d’occupation très différentes.)

En dimension d ≥ 3, on utilise une version multi-dimensionnelle du théorème de

KMT, due à Einmahl [14], pour justifier le passage entre le mouvement brownien et la

marche aléatoire.

Signalons, pour terminer, qu’il est possible de reprendre la méthode présentée dans cet

exposé pour démontrer la conjecture d’Erdős–Taylor, uniquement par des considérations

sur la marche aléatoire elle-même et sans utiliser le mouvement brownien comme outil

(voir [26]).

6. QUELQUES REMARQUES

La plupart des résultats pour la marche aléatoire présentés dans cet exposé

s’appliquent en fait à une grande classe de marches aléatoires au sens général. De telles

marches ne sont pas contraintes à effectuer des pas de longueur 1. Les résultats restent

alors valables sous certaines conditions sur la taille des pas (voir [10]).

On peut également étendre quelques-uns des résultats sur le mouvement brownien à

certains processus aléatoires dont les trajectoires ne sont pas continues. Par exemple,

les résultats sur les points épais du mouvement brownien en dimension d ≥ 3 ont été

étendus pour les processus stables symétriques transients ([7]).

La méthode développée par Dembo, Peres, Rosen et Zeitouni permet de traiter

d’autres problèmes de recouvrement, par exemple, celui de la dimension de Hausdorff

des points épais liés à l’intersection de plusieurs mouvements browniens indépendants

([11]), ainsi que celui de la couverture des disques par plusieurs marches aléatoires

indépendantes ([6]), ou encore le problème du temps de recouvrement d’une variété

riemannienne compacte par le mouvement brownien ([5], [12]). Signalons aussi que

la méthode s’applique à l’étude de certaines interfaces aléatoires en mécanique statis-

tique ([3]). Par manque de temps, ces aspects n’ont pas été abordés dans cet exposé.
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[25] P. RÉVÉSZ – Covering problems. Theory Probab. Appl. 38 (1993), 367–379.

[26] J. ROSEN – A random walk proof of the Erdős–Taylor conjecture. Period. Math.
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COMPACTIFICATION DE L’ESPACE DES MODULES DES

VARIÉTÉS ABÉLIENNES PRINCIPALEMENT POLARISÉES

[d’après V. Alexeev]

par Michel BRION

INTRODUCTION

Classiquement, les variétés abéliennes complexes de dimension g munies d’une polar-

isation principale sont paramétrées par le quotient Ag du demi-espace de Siegel Hg sous

l’action du groupe symplectique entier Sp2g(Z). L’espace des modules Ag est un espace

analytique complexe de dimension g(g+ 1)/2 n’ayant que des singularités quotient par

des groupes finis. En fait, Ag est un ouvert de Zariski d’une variété projective A
min

g

(construite par Satake, Baily et Borel dans le cadre plus général des espaces locale-

ment symétriques) : la compactification minimale, dont le bord est de codimension g.

La variété A
min

g est en général bien plus singulière que Ag , mais on en connâıt des

désingularisations partielles : les compactifications toröıdales (construites pour les es-

paces localement symétriques par Ash, Mumford, Rapoport et Tai) dont le bord est un

diviseur, et qui n’ont que des singularités quotient par des groupes finis.

Toutes ces compactifications de Ag admettent des modèles sur les entiers, les com-

pactifications arithmétiques de Faltings et Chai. Cependant, elles sont construites par

des procédés ad hoc qui n’en donnent pas d’interprétation modulaire, à savoir, comme

espaces de paramètres d’objets géométriques (ce sens de l’adjectif 〈〈modulaire 〉〉 est sans

rapport avec les formes modulaires, qui ont des liens étroits avec la compactification

minimale).

Des exemples importants de variétés abéliennes principalement polarisées sont les

jacobiennes des courbes algébriques irréductibles, lisses et complètes de genre g ≥ 2.

Ces courbes admettent un espace des modules Mg dont on connâıt cette fois une com-

pactification modulaire Mg, paramétrant les courbes stables de genre arithmétique g.

En associant à chaque courbe sa jacobienne, on obtient un morphisme t : Mg → Ag qui

est injectif d’après le théorème de Torelli ; de plus, Mg, Mg et t admettent des modèles

entiers. La question se pose alors de construire une compactification modulaire et

canonique de Ag, définie sur les entiers et qui permette de compactifier le morphisme

de Torelli t.

Les travaux [2, 3, 4] d’Alexeev apportent une réponse complète à cette question. Sa

compactification A
mod

g est un espace des modules de 〈〈couples quasi-abéliens stables 〉〉 ;

il s’agit des couples (X,D) où X est une variété projective (connexe, mais non
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nécessairement irréductible) dans laquelle une variété semi-abélienne G opère avec un

nombre fini d’orbites, et D est un diviseur effectif et ample sur X qui ne contient aucune

de ces orbites. On suppose de plus que X est équidimensionnelle de dimension g et

semi-normale (c’est une petite restriction sur ses singularités) et que les stabilisateurs

de l’action de G sont des tores.

L’exemple le plus simple d’un tel couple est formé d’une variété abélienne opérant

dans elle-même par translations, et d’un diviseur thêta. Un exemple plus singulier est

celui où X est une cubique plane nodale munie de l’action du groupe multiplicatif G et

du diviseur D formé d’un point distinct du point double ; c’est une dégénérescence des

cubiques planes lisses munies d’un point, c’est-à-dire des courbes elliptiques.

À tout couple quasi-abélien stable on peut associer un complexe de polytopes con-

vexes entiers appelé son type. Les couples dont le type est un 〈〈pavage périodique par

des polytopes convexes entiers 〉〉 d’un espace vectoriel Rr, r ≤ g, sont paramétrés par la

compactification modulaire A
mod

g . Parmi ces couples, on trouve ceux associés comme

précédemment aux variétés abéliennes principalement polarisées (c’est le cas où r = 0),

et aussi les jacobiennes compactifiées des courbes stables de genre arithmétique g. Ceci

permet d’obtenir un morphisme de Torelli compactifié t̄ : Mg → A
mod

g ; son image est

contenue dans l’adhérence de Ag, une composante irréductible de A
mod

g dont la norma-

lisation est une compactification toröıdale particulière, notée A
Vor

g .

En général, A
mod

g contient d’autres composantes irréductibles [2] ; autrement dit, ce

n’est pas une compactification de Ag au sens usuel. Une description modulaire de la

〈〈composante principale 〉〉 A
Vor

g est proposée par Olsson [21] en termes de géométrie loga-

rithmique. Mais une question ouverte est de construire des compactifications modulaires

des espaces plus généraux Ag,d qui paramètrent les variétés abéliennes de dimension g

munies d’une polarisation de degré d ≥ 2 ; de même pour les espaces Ag,d,n où on se

donne aussi une structure de niveau n.

La définition des couples quasi-abéliens stables semble assez arbitraire : pourquoi

faudrait-il s’intéresser à des objets aussi singuliers ? En fait, la construction d’espaces

des modules de variétés projectives et lisses fait apparâıtre des objets très analogues :

afin de pouvoir considérer de telles variétés X dont la classe canonique KX n’est pas

ample (par exemple, les variétés abéliennes pour lesquelles KX est triviale), on est

amené à introduire des couples (X,D) où D est un diviseur effectif sur X tel que

KX +D est ample. Et pour obtenir des espaces des modules complets, il faut autoriser

des dégénérescences singulières de ces couples en des 〈〈couples stables 〉〉.

Les courbes stables pointées forment le premier exemple de tels couples ; d’autres

exemples importants sont les surfaces stables de [11]. Dans le manuscrit [1], Alexeev

formule une définition générale des couples stables, et montre que l’existence d’un es-

pace des modules complet pour ceux-ci se déduit d’un ensemble de conjectures dans

la classification des variétés algébriques : le programme de Mori logarithmique. Ces

conjectures sont toujours ouvertes en grande dimension, et la construction de A
mod

g

s’obtient par des méthodes spécifiques liées aux symétries des variétés considérées.
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Le but de ce texte est d’exposer une partie des résultats des articles [2, 3, 4, 5] avec

des prérequis modestes de géométrie algébrique (par exemple, le contenu du manuel [9]),

dans l’espoir de rendre plus accessible un sujet où foisonnent les notations, les définitions

et les concepts. C’est pourquoi on rassemble dans la première partie des résultats

classiques sur les variétés abéliennes et leurs espaces des modules, tirés des ouvrages

[13, 15, 8]. La seconde partie est consacrée à une construction de dégénérescences
〈〈maximales 〉〉 de variétés abéliennes, qui fait apparâıtre beaucoup d’ingrédients de la

compactification modulaire. Celle-ci fait l’objet de la troisième partie ; on y décrit la

structure des couples stables qu’elle classifie et on énonce les résultats principaux la

concernant, en général sans démonstration détaillée.

Je remercie R. Bacher, O. Debarre, S. Druel et tout particulièrement V. Alexeev et

G. Rémond pour des discussions très utiles et pour leurs commentaires sur les versions

successives de ce texte ; il va de soi que je suis seul responsable des erreurs et imprécisions

qui pourraient y subsister.

1. VARIÉTÉS ABÉLIENNES PRINCIPALEMENT POLARISÉES ET

LEURS ESPACES DES MODULES

Dans tout ce texte, on appelle variété un schéma réduit, connexe, séparé et de type

fini sur un corps algébriquement clos k ; avec cette convention, les variétés ne sont pas

nécessairement intègres. On appelle courbe une variété de dimension pure 1. Enfin, on

identifie chaque faisceau inversible au fibré en droites dont il est le faisceau des sections

locales.

1.1. Variétés abéliennes

Une variété complète est dite abélienne si elle est munie d’une structure de groupe

algébrique. Une telle variété A est intègre, projective et lisse, et sa loi de groupe est

commutative ; on la note additivement. De plus, la structure de groupe sur la variété A

est uniquement déterminée par la donnée de l’élément neutre 0. Pour tout a ∈ A, on

note

τa : A→ A, x 7→ x+ a

la translation par a.

Le sous-groupe du groupe de Picard de A formé des classes d’isomorphie des fibrés

algébriquement équivalents au fibré trivial est noté Pic0(A) ou A∨ ; c’est aussi une

variété abélienne, la duale de A. Tout homomorphisme de variétés abéliennes f : A→ B

définit un homomorphisme dual f∨ : B∨ → A∨, la restriction de f ∗ : Pic(B) → Pic(A).

Soit L un fibré en droites sur A. Pour tout a ∈ A, le fibré en droites L−1 ⊗ τ ∗a (L) est

algébriquement trivial ; on obtient ainsi un morphisme

λL : A→ A∨, a 7→ [L−1 ⊗ τ ∗a (L)]
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qui est en fait un homomorphisme de groupes d’après le théorème du carré

L⊗ τ ∗a+b(L) ≃ τ ∗a (L) ⊗ τ ∗b (L) pour tous a, b ∈ A.

Pour que λL soit trivial (c’est-à-dire τ ∗a (L) ≃ L pour tout a ∈ A), il faut et il suffit que

[L] ∈ Pic0(A).

Lorsque le fibré en droites L est ample, λL est une isogénie (à savoir, un homomor-

phisme de groupes algébriques, surjectif et de noyau fini) et son degré est le carré de

h0(L) := dimH0(A,L) ; de plus, H i(X,L) = 0 pour tout i ≥ 1. En particulier, A et

A∨ ont la même dimension, notée g, et le degré du fibré en droites ample L est g! h0(L).

Une polarisation de A est une isogénie

λ : A→ A∨

qui s’écrit sous la forme λL pour un fibré en droites ample L ; alors les fibrés en droitesM

tels que λ = λM ne sont autres que les translatés τ ∗a (L), a ∈ A. Les classes de ces fibrés

dans Pic(A) forment un translaté de A∨ noté Picλ(A) ; l’entier positif h0(L) = h0(τ ∗a (L))

est appelé le degré de la polarisation λ.

Une polarisation λ = λL est dite principale si c’est un isomorphisme, c’est-à-dire si

h0(L) = 1; autrement dit, L = OA(Θ) pour un diviseur Θ effectif et ample, uniquement

déterminé par L, et déterminé à translation près par λ. On dit alors que le couple

(A, λ) est une variété abélienne principalement polarisée, qu’on abrège en v.a.p.p.

Les variétés abéliennes de dimension 1 ne sont autres que les courbes de genre 1

munies d’un point, qui définit une polarisation principale. En dimension au moins 2,

certaines variétés abéliennes n’admettent aucune polarisation principale ; mais toute

variété abélienne est isogène à une v.a.p.p.

Étant données deux variétés abéliennes polarisées (A, λ) et (B, µ), un morphisme

f : (A, λ) → (B, µ) est un homomorphisme f : A → B tel que f∨ ◦ µ ◦ f = λ. Il en

résulte que f est fini, et que c’est un isomorphisme lorsque λ et µ ont le même degré.

De plus, le groupe des automorphismes Aut(A, λ) est fini et non trivial ; en fait, il

contient toujours l’involution [−1] : a 7→ −a.

La classification des v.a.p.p est intimement liée à celles des courbes :

Exemple 1.1. — Soit C une courbe complète et lisse de genre g := h1(OC) ≥ 1. Soit

J = J(C) := Pic0(C) sa jacobienne (formée des classes d’équivalence linéaire des di-

viseurs de degré 0) ; c’est une variété abélienne de dimension g. Le choix d’un point P

de C définit un morphisme

f : Cg−1 → J, (P1, . . . , Pg−1) 7→ P1 + · · · + Pg−1 − (g − 1)P

dont l’image est un diviseur irréductible Θ de J ; un autre choix de P fournit un

translaté de Θ, et ces diviseurs définissent une polarisation principale θ de J . D’après

le théorème de Torelli, la classe d’isomorphie de la courbe C est uniquement déterminée

par celle de la v.a.p.p (J, θ).
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1.2. L’espace des modules des variétés abéliennes principalement polarisées

Pour définir précisément cet espace qui paramètre les classes d’isomorphie des v.a.p.p

de dimension donnée, on a besoin de quelques notions de nature schématique.

Tous les schémas considérés sont supposés localement noethériens. Un schéma en

groupes sur un schéma de base S est un S-schéma π : G → S muni de S-morphismes

µ : G×S G → G (la multiplication), ε : S → G (l’élément neutre) et ι : G → G (l’inverse)

qui vérifient les axiomes des groupes.

Un schéma abélien sur S est un schéma en groupes π : A → S propre, lisse et à fibres

géométriques connexes (c’est-à-dire As̄ := A×S Spec κ(s̄) est connexe pour tout point

s de S, où κ(s̄) désigne une clôture algébrique du corps résiduel κ(s)). Chaque fibre

géométrique As̄ est une variété abélienne sur κ(s̄) ; on peut voir A comme une famille

de variétés abéliennes paramétrée par la base S. La loi de groupe µ est commutative et

uniquement déterminée par la section nulle ε. Lorsque S est le spectre d’un corps K,

on dit aussi que A est une variété abélienne sur K.

Tout schéma abélien π : A → S admet un dual A∨ = Pic0(A/S) ; c’est un schéma

abélien sur S, dont chaque fibre géométrique est la duale de la fibre géométrique cor-

respondante de A [8, Sec.I.1.9]. Une polarisation est un morphisme λ : A → A∨ de

schémas en groupes sur S, qui induit une polarisation λs̄ : As̄ → A∨
s̄ pour tout point

géométrique s̄. Le degré de λs̄ est constant sur toute composante connexe de S. La

polarisation est principale si ce degré est 1, c’est-à-dire si λ est un isomorphisme. On

dit alors que le couple (A, λ) est un schéma abélien principalement polarisé, abrégé en

s.a.p.p.

Parmi les s.a.p.p de dimension relative g ≥ 1 fixée, il n’existe aucun schéma universel,

dont tout autre s.a.p.p s’obtient par un unique changement de base ; en effet, comme

on l’a vu, les v.a.p.p admettent des automorphismes non triviaux. On dit que les

s.a.p.p n’ont pas d’espace des modules fin. Cependant, il existe un schéma Ag qui est la

meilleure approximation schématique de la base d’un objet universel, et dont les points

sur k ne sont autres que les classes d’isomorphie des v.a.p.p.

Plus précisément, considérons le foncteur contravariant Ag de la catégorie des schémas

vers celle des ensembles, qui à tout schéma S associe l’ensemble des classes d’isomorphie

(dans un sens évident) des s.a.p.p de dimension relative g sur S. D’après [15, Thm.7.10],

ce foncteur admet un espace des modules grossier, c’est-à-dire la donnée d’un schéma

Ag et d’un morphisme de foncteurs ϕ : Ag → hAg := Mor(−,Ag) tels que :

(i) L’application induite Ag(Spec k) → hAg(Spec k) = Ag(k) est bijective pour tout

corps algébriquement clos k.

(ii) Pour tout schéma M et tout morphisme de foncteurs ψ : Ag → hM , il existe un

unique morphisme de schémas f : Ag →M tel que ψ = f ◦ ϕ.

(On note encore f : hAg → hM la composition par f .)
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La propriété universelle (ii) détermine le schéma Ag à un unique isomorphisme près.

D’après [15, Thm.7.10] et [8, Thm.V.2.3], ce schéma est normal, plat et quasi-projectif

sur Spec Z, de dimension relative g(g + 1)/2.

De même, étant donné un entier g ≥ 2, on considère le foncteur contravariant Mg qui

à tout schéma S associe l’ensemble des classes d’isomorphie des courbes de genre g sur S,

c’est-à-dire des morphismes π : C → S propres, lisses, et dont toute fibre géométrique est

une courbe de genre g. Ce foncteur admet aussi un espace des modules grossier qu’on

note Mg ; c’est un schéma normal, plat et quasi-projectif sur Spec Z, de dimension

relative 3g − 3.

À toute courbe π : C → S de genre g on associe sa jacobienne relative J = J (C) :=

Pic0(C/S). C’est un schéma abélien sur S dont chaque fibre géométrique Js̄ est la

jacobienne J(Cs̄) ; de plus, J est projectif sur S, et les isomorphismes θs̄ : J(Cs̄) →

J(Cs̄)
∨ se globalisent en un isomorphisme θ : J → J ∨. Grâce à la propriété universelle

de Mg, on obtient donc le morphisme de Torelli t : Mg → Ag qui est injectif sur les

points géométriques (pour tout cela, voir [15]).

1.3. Variétés semi-abéliennes et théorème de réduction semi-stable

Une variété semi-abélienne est un groupe algébrique G, extension d’une variété

abélienne A par un tore T (isomorphe à un produit fini Gr
m de groupes multiplicatifs).

Un tel groupe G est connexe et commutatif, et T est son unique sous-tore maximal ; la

dimension r de T est appelée le rang de G, et A = G/T est sa partie abélienne.

Rappelons la classification des variétés semi-abéliennes. Soient Λ := Hom(T,Gm) ≃
Zr le groupe des caractères de T , et π : G → A le quotient par T . On a une

décomposition en espaces propres de T

(1) π∗(OG) =
⊕

λ∈Λ

Lλ

où chaque Lλ est un fibré en droites sur A. De plus, L0 est le fibré trivial, et la

multiplication de π∗(OG) définit des isomorphismes Lλ⊗Lµ ≃ Lλ+µ pour tous λ, µ ∈ Λ.

Enfin, chaque Lλ est algébriquement trivial, car l’action deG par multiplication préserve

la décomposition (1). On obtient donc un homomorphisme

c : Λ → A∨, λ 7→ [Lλ]

qui classifie l’extension 1 → T → G→ A→ 0.

Exemple 1.2. — Soit C une courbe complète et nodale (c’est-à-dire dont les seules

singularités sont des points doubles ordinaires). Le groupe Pic0(C) (formé des classes

d’isomorphie des fibrés en droites sur C dont la restriction à toute composante

irréductible est de degré 0) est une variété semi-abélienne de dimension g := h1(OC),

le genre arithmétique de C, et de rang d − n + 1 où d désigne le nombre des points

doubles de C, et n le nombre de ses composantes irréductibles. La partie abélienne de

Pic0(C) est la jacobienne de la normalisée C̃.
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En effet, soit f : C̃ → C la normalisation et soient C1, . . . , Cn les composantes

irréductibles de C ; alors C̃ est la réunion disjointe des normalisées C̃1, . . . , C̃n. On a

une suite exacte de faisceaux sur C

0 → OC → f∗(O eC) → F → 0

où F est un faisceau gratte-ciel de fibre k en chaque point double, et 0 ailleurs. Puisque

le morphisme f est fini, on en déduit une suite exacte longue

0 → H0(OC) = k → H0(O
eC) = kn → H0(F) = kd → H1(OC) → H1(O

eC) → 0

d’où g = d−n+1+
∑n

i=1 g(C̃i). De même, la suite exacte 0 → O∗
C → f∗(O

∗
eC
) → F∗ → 0

conduit à une suite exacte longue

(2) 1 → k∗ → (k∗)n → (k∗)d → H1(O∗
C) = Pic(C) → H1(O∗

eC
) = Pic(C̃) → 0.

D’où une suite exacte

1 → Gd−n+1
m → Pic0(C) →

n∏

i=1

J(C̃i) → 0

ce qui démontre nos assertions.

Le tore maximal de Pic0(C) se lit aussi sur le graphe dual de C. Il s’agit du graphe

non orienté, noté Γ ou Γ(C), dont les sommets sont les composantes irréductibles de C ;

deux sommets distincts Ci, Cj sont joints par autant d’arêtes que le nombre de leurs

points (doubles) communs, et un sommet Ci porte autant de boucles que le nombre

de points doubles de Ci. Le tore maximal de Pic0(C) est canoniquement isomorphe

au groupe de cohomologie H1(Γ, k∗) ; en effet, dans la suite exacte (2), l’application

(k∗)n → (k∗)d s’identifie au cobord C0(Γ, k∗) → C1(Γ, k∗). Par suite, le groupe des

caractères de ce tore est le groupe d’homologie H1(Γ,Z), et le rang de Pic0(C) est le

nombre de cycles libres du graphe Γ.

Les variétés semi-abéliennes apparaissent aussi dans les dégénérescences à un

paramètre des variétés abéliennes.

Introduisons quelques notations : soit R un anneau de valuation discrète, complet, de

corps des fractionsK, d’idéal maximal m et de corps résiduel k. Le schéma S := Spec(R)

est appelé un trait de point générique η := Spec(K) et de point fermé s := Spec(k).

Tout schéma X sur S définit ainsi une fibre générique Xη := X ×S η et une fibre

spéciale Xs := X ×S s. On choisit un générateur z de m, qu’on peut voir comme une

coordonnée locale sur le germe de courbe (S, s). Pour tout entier n strictement positif,

le quotient R′ := R[z′]/(z′n − z) est encore un anneau de valuation discrète complet,

d’idéal maximal m′ = z′R′ et de corps résiduel k ; c’est la clôture intégrale de R dans

le corps K ′ := K[z′]/(z′n − z). On dit que S ′ := SpecR′ est obtenu à partir de S par

extension finie ramifiée.

On peut maintenant énoncer le théorème de réduction semi-stable [8, Sec.I.2].
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Théorème 1.3. — Soit Aη un schéma abélien sur η (autrement dit, une variété

abélienne sur K). Alors, quitte à faire un changement de base fini ramifié S ′ → S, on

peut étendre Aη en un schéma en groupes lisse π : A → S dont la fibre spéciale As est

une variété semi-abélienne sur k ; une telle extension est unique à isomorphisme près.

L’extension π : A → S est un schéma semi-abélien, c’est-à-dire un schéma en groupes

séparé, lisse, et dont toutes les fibres géométriques sont des variétés semi-abéliennes

(dont le rang varie en général : un schéma abélien n’est pas nécessairement extension

d’une variété abélienne par un tore). D’après [8, p. 35], la donnée d’une polarisation λη

de Aη induit une polarisation λs de la partie abélienne As de la fibre spéciale, et si λη

est principale, alors λs l’est aussi.

Le théorème de réduction semi-stable admet un analogue pour les courbes de genre

g : cette fois, la fibre spéciale est une courbe stable de genre g, c’est-à-dire une courbe

complète, nodale, de genre arithmétique g, et dont le groupe des automorphismes est

fini.

Plus généralement, une courbe stable de genre g sur un schéma S est un morphisme

propre et plat π : C → S dont toutes les fibres géométriques sont des courbes stables

de genre g ; le théorème de réduction semi-stable reste valable [23]. Les courbes stables

de genre g admettent un espace des modules grossier Mg sur Spec Z, qui vérifie les

critères valuatifs de séparation et de propreté d’après ce même théorème. En fait, Mg

est projectif sur Spec Z (voir [15]) et les courbes stables de genre g sont les objets d’un

champ de Deligne–Mumford propre qui compactifie le champ des courbes de genre g

(pour ces notions, voir [12]).

1.4. Compactifications des espaces des modules des v.a.p.p.

D’après [8, Thm.V.2.3], Ag admet une compactification A
min

g dite minimale ; c’est

un schéma normal, plat et projectif sur Spec Z, qui contient Ag comme ouvert dense

et dont le bord A
min

g \ Ag est réunion disjointe de g sous-schémas localement fermés,

isomorphes respectivement à Ag−1, . . . ,A1,A0. De plus, l’adhérence de chaque Aa dans

A
min

g est isomorphe à la compactification minimale A
min

a .

Soit π : A → S une dégénérescence à un paramètre comme dans le théorème 1.3.

D’après la définition de Ag et le critère valuatif de propreté, il existe un unique

morphisme ϕ : S → A
min

g tel que ϕ(η) est la classe d’isomorphie de (Aη, λη) (vue

comme un point de Ag). Et d’après [8, Thm.V.2.3], ϕ(s) est la classe de (As, λs), un

point géométrique de Aa où a est la dimension de la partie abélienne As de la fibre

spéciale. Ainsi, la compactification minimale ne rend compte que très partiellement

des dégénérescences.

On connâıt une famille d’autres compactifications de Ag, les compactifications

toröıdales [6, 8] qui dépendent de données combinatoires qu’on va préciser. Soit V un

espace vectoriel réel de dimension g muni d’un réseau Λ. L’espace vectoriel réel Q des

formes quadratiques sur V est alors muni du réseau Γ des formes entières, c’est-à-dire

dont la forme bilinéaire symétrique associée est à valeurs entières sur Λ × Λ. (On
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convient que la forme bilinéaire B associée à une forme quadratique Q est donnée par

B(x, y) = Q(x + y) − Q(x) − Q(y)). On note Q+ le cône convexe de Q engendré par

les formes quadratiques entières et positives ; les points de Q+ ne sont autres que les

formes quadratiques positives sur V à noyau rationnel. Le groupe des automorphismes

Aut(Λ) ≃ GLg(Z) opère dans Q par changement de variables ; cette opération préserve

Γ et Q+.

Une subdivision admissible de Q+ est une famille Σ de parties de Q+ telles que :

(i) Chaque σ ∈ Σ est un cône convexe polyédral rationnel (pour le réseau Γ), et ces

cônes recouvrent Q+.

(ii) Toute face d’un cône de Σ appartient à Σ.

(iii) L’intersection de deux cônes de Σ est une face commune de ces cônes.

(iv) Σ est invariant par l’action de Aut(Λ) et ne contient qu’un nombre fini d’orbites

pour cette action.

Une subdivision admissible Σ est dite lisse lorsque tous ses cônes maximaux sont

engendrés par des bases de Γ ; elle est dite projective s’il existe une fonction continue

et convexe h : Q+ → R telle que :

(a) h(Q) > 0 pour toute forme quadratique Q définie positive.

(b) La restriction de h à chaque cône maximal de Σ s’étend en une (unique) forme

linéaire sur Q, à valeurs entières sur Γ.

(c) Les formes linéaires associées à deux cônes maximaux distincts sont distinctes.

Il existe des subdivisions admissibles, et chacune d’elles peut être raffinée en une

subdivision admissible, projective et lisse. De plus, deux subdivisions admissibles ont

toujours un raffinement commun.

À toute subdivision admissible Σ on associe une compactification A
Σ

g,C de l’espace

analytique complexe Ag,C. En général, A
Σ

g,C n’est pas un schéma sur Spec C, mais un

espace analytique complexe compact qui admet une stratification indexée par les orbites

de Aut(Λ) dans Σ. La strate associée au cône nul n’est autre que Ag,C, et l’identité de

Ag,C s’étend en un morphisme A
Σ

g,C → A
min

g,C . Pour tout raffinement Σ′ de Σ, on a aussi

un morphisme A
Σ′

g,C → A
Σ

g,C qui étend l’identité de Ag,C.

Lorsque Σ est projective, A
Σ

g,C s’obtient à partir de A
min

g,C en éclatant un certain faisceau

d’idéaux (〈〈critère de Tai 〉〉, voir [6, Sec.IV.2]) ; en particulier, A
Σ

g,C est une variété

projective. Le critère de Tai reste valable sur les entiers grâce aux résultats de [8] ;

on obtient ainsi un schéma A
Σ

g , projectif et plat sur Spec Z, qui est un modèle entier

de A
Σ

g,C. Un tel modèle entier existe aussi lorsque Σ est lisse [8, Thm.IV.5.7] ; c’est

un espace algébrique propre et plat sur Spec Z. En fait, A
Σ

g est l’espace des modules

grossiers d’un champ de Deligne–Mumford propre qui compactifie le champ des s.a.p.p.

Parmi les subdivisions admissibles, on distingue la deuxième subdivision de Voronoi

dont l’intérieur relatif de chaque cône est l’ensemble des formes quadratiques positives
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qui donnent une décomposition de Delaunay fixée de V (la définition de la décomposition

de Delaunay est rappelée en 2.1). Cette subdivision, notée Vor, est toujours projective

[3, Cor.5.12.8], mais elle n’est lisse qu’en dimension g ≤ 4 (voir [5, Sec.1.14] et ses

références). De plus, le morphisme de Torelli t : Mg → Ag se prolonge en un morphisme

t̄C : Mg,C → A
Vor

g,C

qui est un isomorphisme lorsque g = 2, mais qui n’est pas injectif dès que g ≥ 3 (voir

[19] et ses références).

2. CONSTRUCTION DE DÉGÉNÉRESCENCES MAXIMALES DES

VARIÉTÉS ABÉLIENNES PRINCIPALEMENT POLARISÉES

Les dégénérescences des variétés abéliennes π : A → S obtenues grâce au théorème

de réduction semi-stable (1.3) ont l’inconvénient de ne pas être propres en général :

il existe de telles dégénérescences, dites maximales, dont la fibre spéciale est un tore.

Mais on peut obtenir des dégénérescences propres π : X → S de la fibre générique Aη

grâce à une construction de Mumford [14], reprise et développée par Faltings et Chai

[8], puis par Alexeev et Nakamura [5]. Dans cette partie, on expose l’approche de [5]

dans le cas particulier des dégénérescences maximales des v.a.p.p. (le cas général n’en

est pas très éloigné, mais nécessite beaucoup plus de notations).

L’idée, due à Tate, est de voir Aη comme le quotient d’un tore (K∗)g par un sous-

groupe Λ ≃ Zg de périodes. On construit des compactifications partielles π̃ : X̃ → S de

(K∗)g = X̃η qui sont munies d’une action propre de Λ prolongeant son action dans (K∗)g

par multiplication, et dont la fibre spéciale X̃s est la réunion des translatés par Λ d’une

variété torique sous le tore (k∗)g. Le quotient X = X̃ /Λ est alors une dégénérescence

de Aη, propre sur S et dont la fibre spéciale admet une action de (k∗)g avec un nombre

fini d’orbites.

2.1. Décompositions de Delaunay et de Voronoi

On commence par présenter des objets de géométrie des nombres qui apparâıtront

comme données combinatoires des dégénérescences.

Soit Λ un réseau d’un espace vectoriel réel V de dimension g. Soit Q une forme

quadratique définie positive sur V . Étant donné v ∈ V , un point λ ∈ Λ est dit à

distance minimale de v si Q(v − λ) = minµ∈ΛQ(v − µ). Il existe de tels points, et ils

sont en nombre fini ; leur enveloppe convexe dans V est la cellule de Delaunay de v,

notée D(v). On a D(v + λ) = D(v) + λ pour tous v ∈ V et λ ∈ Λ.

Chaque cellule est un polytope convexe dont l’intersection avec Λ est formée de ses

sommets ; les cellules minimales ne sont autres que les points de Λ. De plus, chaque face

d’une cellule est une cellule, et l’intersection de deux cellules est une face de chacune

d’elles. Enfin, les cellules recouvrent V et ne forment qu’un nombre fini d’orbites pour

l’action de Λ par translation. On dit que les cellules de Delaunay forment un pavage
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périodique de V par des polytopes convexes entiers, la décomposition de Delaunay DelQ.

Pour une forme quadratique générale, la décomposition est une triangulation, c’est-à-

dire les cellules sont des simplexes.

Pour toute cellule de Delaunay σ, l’ensemble des v ∈ V tels que D(v) = σ est

l’intérieur relatif d’un polytope convexe noté σ∨ ou encore V (σ), et appelé la cellule

de Voronoi duale de σ. Lorsque σ est maximale, σ∨ est formée d’un point unique : le

centre de la sphère circonscrite aux sommets de σ, noté v(σ) et appelé le centre de σ.

En notant B la forme bilinéaire symétrique associée à Q (de sorte que Q(v) = 1
2
B(v, v)),

le centre de σ est l’unique solution du système d’équations linéaires

(3) B(v(σ) − λ, µ− λ) = Q(µ− λ)

où λ est un sommet fixé de σ, et µ décrit les autres sommets.

Les cellules de Voronoi forment aussi un pavage périodique de V par des polytopes

convexes (en général non entiers) ; c’est la décomposition de Voronoi VorQ. Les cellules

de Voronoi sont en bijection décroissante avec celles de Delaunay via σ 7→ σ∨ ; de plus,

dim(σ) = codim(σ∨).

Exemple 2.1. — Lorsque g = 1, la décomposition de Delaunay de V ≃ R est formée

des intervalles entiers [n, n+ 1], et celle de Voronoi, des intervalles [n− 1
2
, n + 1

2
].

Lorsque g = 2, on obtient deux décompositions de Delaunay de V ≃ R2, associées

aux réseaux carré et hexagonal. Dans le premier cas, les cellules de Delaunay maximales

sont le carré unité et ses translatés par Λ ≃ Z2 ; les cellules de Voronoi maximales sont

les translatés de ces carrés par le vecteur (1
2
, 1

2
).

Dans le deuxième cas, les cellules de Delaunay maximales sont des triangles

équilatéraux ; elles forment deux orbites sous Λ. Les cellules de Voronoi maximales

sont des hexagones réguliers.

Considérons maintenant l’application quadratique

(4) F : V → R, v 7→ Q(v) + L(v)

où L est une forme linéaire sur V . Soit P l’enveloppe convexe dans V × R des points

(λ, F (λ)) où λ ∈ Λ. On obtient alors facilement :

Lemme 2.2. — Pour tout λ ∈ Λ, le cône tangent à P en le point (λ, F (λ)) (c’est-à-dire

le cône convexe de V ×R engendré par −(λ, F (λ))+P ) est l’ensemble des (v, t) ∈ V ×R

tels que

t ≥ B(v(σ), v) + L(v) = dFv(σ)(v)

où σ parcourt les cellules de Delaunay maximales contenant λ. De plus, l’intersection

de P avec l’hyperplan d’équation t − F (λ) = dFv(σ)(v − λ) est l’enveloppe convexe des

(µ, F (µ)) où µ décrit les sommets de σ.
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Il en résulte que chaque (λ, F (λ)) est un sommet de P ; plus généralement, le bord

de P admet un pavage par des polytopes convexes P (σ) dont les projections sur V ne

sont autres que les cellules de Delaunay σ. De plus, l’éventail normal de P (formé des

cônes duaux aux cônes tangents aux sommets, ainsi que des faces de ces cônes duaux)

est formé de l’origine et des cônes engendrés par les images des cellules de Voronoi via

l’application affine injective

(−dF, 1) : V → V × R, v 7→ (−dFv, 1).

Pour tous λ ∈ Λ et v ∈ V , on pose

h(λ; v) := max
σ∋λ

dFv(σ)(v)

où σ décrit les cellules de Delaunay maximales qui contiennent λ. La fonction h(λ;−)

est linéaire sur chaque cône engendré par −λ + σ, ou encore par les vecteurs µ− λ où

µ décrit les sommets de σ. Ces vecteurs sont appelés les vecteurs de Delaunay de la

cellule maximale σ en son sommet λ.

Comme les vecteurs de Delaunay appartiennent à Λ et engendrent l’espace vectoriel

V , il existe un entier positif n tel que le réseau qu’ils engendrent contient nΛ. Le plus

petit tel entier n est appelé l’indice de nilpotence de σ en λ. Quand σ et λ varient, les

indices de nilpotence sont en nombre fini, et leur ppcm est appelé l’indice de nilpotence

de la décomposition de Delaunay. Cet indice vaut toujours 1 en dimension g ≤ 4, car

les vecteurs de Delaunay engendrent alors Λ. Mais ceci ne s’étend pas aux dimensions

g ≥ 5 ; voir [5, Sec.1.14,1.15].

2.2. Construction de compactifications partielles

On conserve les notations de 2.1 et on suppose que F est à valeurs entières sur Λ, si

bien que Q et L sont rationnelles. Les polytopes P (σ) sont alors entiers, et les centres

v(σ) sont rationnels d’après (3) ; par suite, l’éventail normal à P est rationnel. On va

associer à cet éventail une compactification partielle du tore Hom(Λ, K∗) ≃ (K∗)g, avec

les notations de 1.3.

Soit R[Λ] l’algèbre du groupe Λ sur R, c’est-à-dire le R-module libre sur les eλ, λ ∈ Λ,

muni du produit défini par eλ eµ = eλ+µ. Dans la R-algèbre graduée

R[Λ][θ] =
⊕

λ∈Λ, n∈N

Reλ θn

où θ est une indéterminée de degré 1, on considère la sous-R-algèbre S engendrée par

les monômes

ζλ := zF (λ) eλ θ (λ ∈ Λ)

ainsi que le sous-R-module R engendré par les monômes zm eλ θn tels que (λ,m) ∈ nP .

Alors R est une sous-R-algèbre graduée de R[Λ][θ], entière sur sa sous-algèbre graduée

S. De plus, S est engendrée par ses éléments de degré 1, et R0 = S0 = R. On obtient

donc un schéma

X̃ := Proj(R)
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sur S, muni d’un fibré en droites

L̃ := O
eX (1).

Soit enfin

T := SpecR[Λ]

le tore scindé sur S dont le groupe des caractères est Λ ; ce tore opère dans le schéma

X̃ , et le fibré en L̃ est T -linéarisé (c’est-à-dire l’action de T dans X̃ se relève en une

action dans l’espace total de L̃, linéaire dans les fibres).

Des propriétés des décompositions de Delaunay et de Voronoi énoncées ci-dessus, on

déduit facilement :

Proposition 2.3. — (i) Le schéma X̃ est recouvert par les ouverts affines X̃λ :=

SpecRλ, où λ ∈ Λ et Rλ := R̃[ 1
ζλ

]0 =
⋃

n∈N R̃nζ
−n
λ est la sous-R-algèbre de R[Λ]

engendrée par les monômes zm eµ tels que m ≥ h(λ;µ). Les monômes

ζλ;µ = z⌈h(λ;µ)⌉ eµ

(où ⌈x⌉ désigne le plus petit entier ≤ x) forment une base du R-module Rλ.

(ii) Toutes les R-algèbres Rλ, λ ∈ Λ, sont isomorphes et de type fini sur S. En partic-

ulier, X̃ est plat et localement de type fini sur S.

(iii) Le fibré en droites L̃ est ample sur X̃ (c’est-à-dire les ouverts associés aux sections

des puissances positives L̃n forment une base de la topologie de X̃ ).

(iv) La fibre générique X̃η n’est autre que le tore Hom(Λ, K∗) = Tη.

(v) La fibre spéciale X̃s est un schéma localement de type fini sur k, muni d’une action

du tore Ts = Hom(Λ, k∗) dont les orbites sont en bijection avec les cellules de Delaunay.

Cette bijection σ 7→ Oσ vérifie dimOσ = dim σ et Oσ ∩Oτ = Oσ∩τ . En particulier, X̃s

est connexe.

(vi) Les composantes irréductibles de X̃s sont les adhérences Oσ où σ décrit les cellules

de Delaunay maximales. La multiplicité du schéma X̃s le long de Oσ est le dénominateur

de dFv(σ) (vu comme un point de l’espace vectoriel dual V ∗, rationnel par rapport au

réseau dual Λ∗).

En particulier, X̃s est génériquement réduite lorsque chaque dFv(σ) est entier,

autrement dit, lorsque chaque B(v(σ),−) est à valeurs entières sur Λ. D’après [5,

Lem.3.12], cette condition est vérifiée si F est à valeurs dans nZ où n désigne l’indice de

nilpotence de la décomposition de Delaunay. Le changement de base S ′ → S, z = z′n

permet de remplacer F par nF ; quitte à effectuer ce changement de base, on suppose

désormais que tous les dFv(σ) sont entiers. Alors chaque fonction h(λ;−) est à valeurs

entières sur Λ. De plus, X̃s est recouvert par les ouverts affines X̃λ,s := Spec R̄λ où le

k-espace vectoriel R̄λ := Rλ/mRλ a une base formée des monômes ζ̄λ;µ (les images des

ζλ;µ = zh(λ;µ) eµ). La multiplication dans R̄λ est donnée par

ζ̄λ;µ1 · · · ζ̄λ;µn = ζ̄λ;µ1+···+µn
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si µ1, . . . , µn appartiennent au cône tangent en 0 à une même cellule de Delaunay σ ∋ 0 ;

sinon, le produit est nul.

Il en résulte aussitôt que R̄λ, et donc X̃s, est réduite. En fait, on a un résultat un

peu plus précis [3, Sec.2.3] :

Proposition 2.4. — La fibre spéciale X̃s est semi-normale.

Un schéma réduit X est dit semi-normal si, pour tout schéma réduit Y , tout mor-

phisme fini et bijectif π : Y → X qui induit des isomorphismes sur les corps résiduels

κ(π(y)) ⊆ κ(y) est un isomorphisme. Par exemple, les courbes nodales sont semi-

normales, mais non la courbe plane cuspidale d’équation homogène y2z = x3.

2.3. Action du réseau et passage au quotient

On va définir une action de Λ dans le schéma X̃ , compatible à l’action de T . Pour

cela, on se donne un homomorphisme de groupes Λ → Tη = Hom(Λ, K∗), ou encore

une application

b : Λ × Λ → K∗

telle que b(λ+µ, ν) = b(λ, ν) b(µ, ν) et b(λ, µ+ν) = b(λ, µ) b(λ, ν) pour tous λ, µ, ν ∈ Λ ;

on dit que b est bi-multiplicative. Ceci définit une action de Λ dans la K-algèbre K[Λ]

via

λ · eµ = b(λ, µ) eµ.

Pour l’étendre en une action de Λ dans la K-algèbre graduée K[Λ][θ], posons

λ · θ := f(λ) eλ θ

pour tout λ ∈ Λ, où f(λ) ∈ K∗. Ceci définit bien une action pourvu que l’application

f : Λ → K∗ soit quadratique multiplicative et que b soit l’application bi-multiplicative

associée, c’est-à-dire

f(λ+ µ) = f(λ) f(µ) b(λ, µ) pour tous λ, µ ∈ Λ.

En particulier, b est alors symétrique. Pour que cette action laisse stables les sous-

algèbres S et R, il faut et il suffit que

f(λ) = u(λ) zF (λ) où u(λ) ∈ R∗.

Alors b(λ, µ) = u(λ + µ) u(λ)−1 u(µ)−1 zB(λ,µ). Le fait que la forme quadratique Q est

définie positive équivaut donc à

(5) b(λ, λ) ∈ m pour tout λ ∈ Λ \ {0}.

On obtient ainsi une action de Λ dans X̃ qui commute à l’action de T et qui se relève

en une action dans L̃. Pour cette dernière action, on a la relation de commutation

t ◦ λ = λ(t)λ ◦ t. En d’autres termes, l’action de T × Λ sur X̃ se relève en une action

du groupe de Heisenberg (Gm,S ×S T )×Λ sur L̃. Chaque λ ∈ Λ envoie Rµ sur Rλ+µ, et

donc l’ouvert X̃µ sur X̃µ−λ. De plus, l’action induite de λ dans X̃s envoie chaque orbite

Oσ sur O−λ+σ. On en déduit :
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Proposition 2.5. — (i) Toute orbite de Λ dans X̃s rencontre la réunion des Oσ où σ

décrit les cellules de Delaunay maximales qui contiennent 0.

(ii) Le groupe Λ opère proprement dans X̃s.

(iii) Le quotient Xs := X̃s/Λ est un schéma projectif sur k, et le fibré en droites L̃s

descend en un fibré en droites ample Ls sur Xs.

En fait, d’après les propositions 2.3 et 2.4, Xs est une variété semi-normale dans

laquelle Ts opère avec un nombre fini d’orbites, indexées par les orbites de Λ dans les

cellules de Delaunay. En particulier, Xs contient un unique point fixe de Ts.

Plus généralement, on considère pour tout entier n ≥ 1 le point épaissi

Sn := SpecR/mn

et la fibre spéciale épaissie

X̃n := X̃ ×S Sn

munie du fibré en droites

L̃n := L̃ ×S Sn.

Les assertions (ii) et (iii) ci-dessus s’étendent à ces fibres [14, Thm.3.10] ; on obtient

ainsi un système inductif (Xn,Ln) qui définit un schéma formel X sur le spectre formel

de R, muni d’un fibré en droites ample L. Le couple (X,L) est donc algébrisable en un

unique schéma X , propre et plat sur S, muni d’un fibré en droites ample L. De plus,

Xη est une variété abélienne d’après [14, Cor.4.9].

On va construire une section globale non nulle de L. Pour cela, on va algébriser la

série formelle

θ̃ :=
∑

λ∈Λ

λ · θ

vue comme une section globale de L. Posons

ξλ := λ · θ = f(λ) eλ θ et ξλ;µ :=
ξλ+µ

ξλ
(λ, µ ∈ Λ)

si bien que ξλ ∈ R∗ζλ et ξλ;µ ∈ Rλ pour tout µ ∈ Λ. On vérifie alors :

Lemme 2.6. — (i) Pour tout entier n ≥ 1, les µ ∈ Λ tels que ξλ;µ /∈ mnRλ sont en

nombre fini.

(ii) ξλ;µ /∈ mRλ si et seulement si µ est un vecteur de Delaunay en 0 (autrement dit, µ

appartient à une cellule de Delaunay contenant 0).

Le quotient

θλ :=
θ̃

ξλ
=

∑

µ∈Λ

ξλ;µ

donne donc une somme finie dans chaque Rλ ⊗R R/m
n, et la famille des θλ définit une

section Λ-invariante de L̃n qui s’algébrise comme précédemment en la section cherchée,

notée θ. De plus, θs ne s’annule identiquement sur aucune orbite de Ts, car l’image
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de θλ dans R̄λ = Rλ/mRλ ne s’annule pas en l’unique point fixe de Ts dans X̃λ,s. Enfin,

θ engendre π∗(L) ; il en résulte que Lη définit une polarisation principale de Xη.

En conclusion, on a obtenu :

Théorème 2.7. — À la donnée d’une application quadratique multiplicative f : Λ → K∗

telle que l’application bi-multiplicative associée vérifie (5), on associe un schéma X

propre et plat sur S, de dimension relative g, et un diviseur de Cartier effectif et ample

D sur X tels que :

(i) La fibre générique Xη est une variété abélienne dont Dη définit une polarisation

principale.

(ii) La fibre spéciale Xs est une variété projective et semi-normale dans laquelle le

tore Ts = Hom(Λ, k∗) opère avec un nombre fini d’orbites et un unique point fixe. Le

diviseur Ds ne contient aucune de ces orbites.

Mais on notera que X n’est pas toujours une compactification de la dégénérescence

semi-stable de Xη donnée par le théorème 1.3. En effet, l’adhérence dans X de la section

nulle de Xη rencontre la fibre spéciale en un point dont l’orbite n’est pas nécessairement

de dimension maximale [5, Sec.3.25]. Il faut plutôt voir X comme une compactification

d’un torseur (ou espace principal homogène) sous une variété abélienne ; ce point de

vue sera développé dans la troisième partie.

Exemple 2.8. — Comme dans l’exemple 2.1, considérons les cas où g ≤ 2.

Lorsque Λ = Z, la fibre spéciale X̃s est une châıne infinie de courbes Cn, n ∈ Z, où

chaque Cn est isomorphe à la droite projective P1, et le point ∞ de Cn est identifié au

point 0 de Cn+1. Ainsi, Cn rencontre transversalement Cn−1 et Cn+1, et ne rencontre

aucun autre Cm. Le groupe Λ ≃ Z opère dans X̃s par translations : son générateur 1

envoie isomorphiquement chaque (Cn, 0,∞) sur (Cn+1, 0,∞). Le quotient Xs = X̃s/Λ

est une courbe nodale obtenue à partir de P1 en identifiant les points 0 et ∞, et le

diviseur Ds est un point distinct du point double. Ainsi, (π : X → S,D) réalise la

dégénérescence d’une courbe de genre 1 munie d’un point, en une courbe rationnelle

nodale munie d’un point lisse.

Lorsque Λ ≃ Z2 est le réseau carré, Xs s’obtient à partir de P1 × P1 en identi-

fiant chaque point (x, 0) avec (t x,∞), et chaque point (0, y) avec (∞, t y) où t est un

paramètre non nul. Le diviseur Ds est l’image d’une section du fibré O(1, 1) ; c’est une

courbe rationnelle avec deux points doubles, ou la réunion de deux courbes rationnelles

avec un point double chacune, qui se coupent transversalement en un point.

Enfin, lorsque Λ ≃ Z2 est le réseau hexagonal, Xs s’obtient à partir de la réunion

disjointe de deux plans projectifs (associés aux deux types de triangles) en identifiant

deux à deux les droites de coordonnées. Le diviseur Ds est l’image de la réunion disjointe

de deux droites en position générale ; il est formé de deux courbes rationnelles lisses

qui se coupent transversalement en trois points.
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3. COMPACTIFICATION MODULAIRE DE Ag ET DU MORPHISME

DE TORELLI

Dans cette partie, on présente une partie des résultats de [2, 3, 4]. On commence par

définir les couples quasi-abéliens stables, dont on donne plusieurs classes d’exemples. On

décrit la structure de ces couples et on leur associe un invariant de nature combinatoire :

le type, sous une hypothèse supplémentaire de linéarisation d’un fibré en droites. Puis

on explique comment lever cette hypothèse et définir le type en toute généralité. Enfin,

on énonce les résultats principaux concernant la compactification modulaire A
mod

g qui

paramètre les couples quasi-abéliens stables de type dit périodique de degré 1, et le

morphisme de Torelli compactifié qui à chaque courbe stable associe un couple quasi-

abélien stable de ce type.

3.1. Variétés et couples quasi-abéliens stables

Définition 3.1. — Une variété quasi-abélienne stable est une variété X munie d’une

action d’une variété semi-abélienne G telle que :

(i) X ne contient qu’un nombre fini d’orbites de G.

(ii) Pour tout point x ∈ X, le stabilisateur Gx est un tore (en particulier, le schéma Gx

est réduit).

(iii) X est équidimensionnelle de dimension g = dimG.

(iv) X est semi-normale.

Lorsque X est normale (et donc intègre), on dit que c’est une variété quasi-abélienne.

On utilisera aussi les abréviations v.q.-a.s et v.q.-a. (Bien avant que cette définition

ne soit formulée dans [3], Nakamura [16] et Namikawa [18] avaient introduit une notion

voisine, mais différente, de variété quasi-abélienne stable ; pour eux, il s’agit des fibres,

éventuellement non réduites, d’une certaine famille sur A
Vor

g,C .)

Les conditions (ii) et (iii) entrâınent que chaque composante irréductible d’une v.q.-a.s

est une compactification équivariante de la variété semi-abélienne associée. En parti-

culier, les v.q.-a.s sous une variété abélienne A ne sont autres que les torseurs sous A.

Et les v.q.-a sous un tore T ne sont autres que les variétés toriques, c’est-à-dire les

variétés normales dans lesquelles T opère avec une orbite ouverte dont le stabilisateur

est trivial (les conditions (i) et (ii) sont alors bien connues).

Les v.q.-a.s sous un tore sont appelées variétés toriques stables. Des exemples de

telles variétés sont les fibres spéciales des dégénérescences maximales construites dans

la deuxième partie.

Définition 3.2. — Un couple quasi-abélien stable est formé d’une v.q.-a.s projective

X (sous une variété semi-abélienne G) et d’un diviseur de Cartier D sur X, effectif,

ample et ne contenant aucune orbite de G.
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La variété X est dite polarisée par le fibré en droites L := OX(D). On note s la

section canonique de L dont le diviseur des zéros est D, si bien que la donnée du couple

(X,D) est équivalente à celle du triplet (X,L, s). Le degré de ce couple est h0(L).

Exemple 3.3. — En particulier, on a la notion de couple abélien (X,D) où X est un

torseur sous une variété abélienne A, et D est un diviseur effectif et ample sur X.

Les couples abéliens de degré 1 sont en correspondance biunivoque avec les variétés

abéliennes principalement polarisées. En effet, à toute v.a.p.p (A, λ) on associe la variété

X := Picλ(A) (vue comme un ensemble de diviseurs de X) et sa sous-variété D formée

des diviseurs Θ qui contiennent 0. Alors X est un torseur sous A via l’isomorphisme

λ : A → A∨ et l’action de A∨ par translations, et D s’identifie à un diviseur Θ.

Réciproquement, à tout couple abélien (X,D) de degré 1, on associe la variété abélienne

A sous-jacente à X, munie de la polarisation définie par les translatés de D.

Exemple 3.4. — Toute courbe complète et lisse C de genre g définit un couple abélien

de degré 1, formé de la variété Picg−1(C) des classes de diviseurs de degré g − 1 (un

torseur sous Pic0(C)) et de la sous-variété des classes des diviseurs effectifs.

Plus généralement, à toute courbe complète et nodale C de genre arithmétique g,

on associe d’abord la variété semi-abélienne Pic0(C) (décrite dans l’exemple 1.2), puis

la jacobienne compactifiée Jacg−1(C) ; c’est l’espace des modules des faisceaux semi-

stables de degré g − 1 sur C, c’est-à-dire des faisceaux cohérents F sur C qui sont de

rang 1 en chaque point générique et qui vérifient h0(F) = h1(F) et h0(G) ≤ h1(G) pour

tout sous-faisceau G (en particulier, un faisceau semi-stable ne contient aucun faisceau

gratte-ciel). Le groupe Pic0(C) opère dans Jacg−1(C) par produit tensoriel. Enfin, on

note Θ le sous-schéma réduit de Jacg−1(C) formé des classes des faisceaux F tels que

h0(F) 6= 0. D’après [20] et [4], le couple (Jacg−1(C),Θ) est quasi-abélien stable sous

Pic0(C) ; lorsque C est une courbe stable, le degré de ce couple est 1.

On renvoie à [20] pour l’étude détaillée d’une famille de jacobiennes compactifiées

Jacφ(C) qui contient Jacg−1(C) ; chaque Jacφ(C) est munie d’une action naturelle de

Pic0(C) qui en fait une v.q.-a.s [4, Thm.5.1].

Définition 3.5. — La v.q.-a.s polarisée (X,L) sous G est dite linéarisée si L est muni

d’une linéarisation pour le tore maximal T de G.

On rappelle qu’une linéarisation de L est la donnée d’une action de T dans l’espace

total de ce fibré en droites, qui relève l’action de T dans X, et qui est linéaire dans les

fibres. Puisque X est une variété complète, les linéarisations du fibré trivial s’identifient

au groupe des caractères de T ; ce groupe opère donc simplement transitivement dans

l’ensemble des linéarisations de L. Rappelons aussi que tout fibré en droites sur une

variété normale est linéarisable ; en particulier, toute v.q.-a polarisée est linéarisable.

Exemple 3.6. — Les couples (Xs,Ds) du théorème 2.7 sont des couples quasi-abéliens

stables ; aucun d’eux n’est linéarisable.
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En effet, lorsque X est une variété projective munie d’une action d’un tore T et d’un

fibré en droites L ample et T -linéarisé, les sections d’une grande puissance Ln donnent

une immersion T -équivariante i : X → P(V ) où V est un T -module (rationnel, de

dimension finie), et P(V ) désigne son projectivisé. Il en résulte que X est recouvert

par des ouverts affines et invariants par T ; en particulier, toute courbe de X qui est

invariante par T contient au moins deux points fixes. Mais on a vu que Xs contient un

seul point fixe de Ts.

Exemple 3.7. — Rappelons la classification des variétés toriques linéarisées (X,L) sous

un tore T : en notant Λ le groupe des caractères de T , et V l’espace vectoriel réel associé

à Λ, on a une correspondance biunivoque entre ces variétés et les polytopes convexes P

dans V , entiers par rapport au réseau Λ, et d’intérieur non vide.

La classification des couples toriques s’en déduit aisément : pour tout entier n ≥ 0, le

T -module H0(X,Ln) est somme directe de droites propres dont les poids ne sont autres

que les λ ∈ Λ ∩ nP . En particulier, tout s ∈ H0(X,L) se décompose en somme de

vecteurs propres sλ. Pour que le diviseur des zéros D de s définisse un couple torique,

il faut et il suffit que sλ 6= 0 pour chaque sommet λ de P ; en effet, cette condition

signifie que s ne s’annule en aucun point fixe de T dans X.

Enfin, les variétés toriques polarisées correspondent aux classes des polytopes con-

vexes entiers modulo les translations entières.

Définition 3.8. — Un morphisme du couple quasi-abélien stable (X,D) sous G, vers

le couple quasi-abélien stable (Y,E) sous H, est la donnée d’un homomorphisme de

groupes f : G → H et d’un morphisme ϕ : X → Y tels que ϕ est G-équivariant (pour

l’action de G dans Y via f), et ϕ∗(E) = D.

Pour un tel couple (f, ϕ), le morphisme ϕ est fini, car D et E sont amples ; lorsque

X et Y ont la même dimension, f est une isogénie. On montre que le groupe des

automorphismes de tout couple quasi-abélien stable est fini.

Voici des versions schématiques des définitions précédentes :

Définition 3.9. — Un schéma quasi-abélien stable sur un schéma S est la donnée

d’un couple (G,X ) où

(i) G est un schéma en groupes semi-abélien sur S.

(ii) X est un schéma plat, séparé et de type fini sur S, muni d’une action de G.

(iii) Chaque fibre géométrique Xs̄ est une v.q.-a.s sous Gs̄.

Lorsque le morphisme π : X → S est propre et que X est muni d’un diviseur de

Cartier effectif et relativement ample D tel que chaque (Xs̄,Ds̄) est un couple quasi-

abélien stable, on dit que (X ,D) est un couple quasi-abélien stable sur S. Un tel couple

est polarisé par le fibré en droites L := OX (D) ; il est dit de degré d si h0(Ls̄) = d pour

tout point s.
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Exemple 3.10. — Les couples (X ,D) → S du théorème 2.7 sont quasi-abéliens stables

de degré 1.

D’autres exemples sont issus des courbes stables π : C → S de genre g : d’après les

résultats de [7, Chap.VIII], il existe en effet un schéma de Picard relatif Pic0(C/S) qui

est un schéma en groupes semi-abélien ayant pour fibres géométriques les Pic0(Cs̄). Les

jacobiennes compactifiées des fibres géométriques se globalisent aussi en une jacobienne

compactifiée relative Jacg−1(C/S) ; elle est munie d’une action du schéma en groupes

Pic0(C/S) et d’un diviseur Θ qui définissent un couple quasi-abélien stable de degré 1

[4, Sec.5].

Pour tout couple quasi-abélien stable (X ,D) sur S, le diviseur Ds̄ ne contient aucune

composante irréductible de Xs̄. Il en résulte que D est plat sur S ; autrement dit, D

est un diviseur de Cartier relatif.

On a une notion évidente de morphisme entre couples quasi-abéliens stables ; de

plus, tout morphisme entre couples abéliens de même degré sur un même schéma est

un isomorphisme. L’exemple 3.3 admet une version schématique [3, Cor.3.0.7] :

Théorème 3.11. — Les couples abéliens de degré 1 forment un champ isomorphe au

champ des schémas abéliens principalement polarisés.

3.2. Variétés quasi-abéliennes stables linéarisées

On se donne une variété semi-abélienne G de tore maximal T et de partie abélienne A.

On commence par présenter une construction de v.q.-a.s sous G qui s’avéreront être des

modèles locaux des v.q.-a.s linéarisées.

Soit Y une variété torique stable sous T . Ce dernier opère dans G×Y via t · (g, y) =

(gt−1, t·y) et cette action commute à celle de G par multiplication sur le premier facteur.

Notons

X = G×T Y

le quotient ; la projection G× Y → G passe au quotient en un morphisme p : X → A

qui est une fibration localement triviale de fibre Y . Il en résulte que X est une v.q.-a.s

sous G, qu’on appelle l’induite de Y .

Proposition 3.12. — Soit (X,L) une v.q.-a.s linéarisée sous G.

(i) X est recouvert par des ouverts invariants par G et induits de variétés toriques

stables affines.

(ii) L’adhérence de toute orbite de G dans X est normale.

(iii) Toute composante irréductible de X est induite d’une variété torique.

Preuve. Soit Z une orbite fermée de G dans X. Comme X est projective, Z est

formée de points fixes de T , d’où Z ≃ G/T ≃ A. Comme X ne contient qu’un nombre

fini d’orbites, la réunion de ces orbites qui contiennent Z dans leur adhérence est un

ouvert invariant par G. En remplaçant X par cet ouvert, on peut donc supposer que

Z est l’unique orbite fermée ; c’est l’ensemble des points fixes de T . Pour tout x ∈ X,
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on a Z ⊆ G · x = G · T · x (car G/T est complet), c’est-à-dire T · x rencontre Z en ses

points fixes de T . Il en résulte qu’il existe un sous-groupe à un paramètre λ : Gm → T

(dépendant de x) tel que λ(0) · x ∈ Z, c’est-à-dire le morphisme Gm → X, t 7→ λ(t) · x

s’étend en un morphisme A1 → X qui envoie 0 sur un point de Z.

Puisque X est munie d’un fibré en droites ample et T -linéarisé, elle est isomorphe à

une sous-variété localement fermée et invariante par T du projectivisé d’un T -module,

P(V ) ; on peut supposer que Z est contenue dans P(V0) où V0 désigne le sous-espace des

points fixes de T . La projection T -invariante V → V0 donne une application rationnelle

p : P(V )− → P(V0) qui est définie en chaque x ∈ X et l’envoie sur λ(0) · x. On vérifie

que le morphisme p : X → Z obtenu ainsi est affine et G-équivariant, ce qui démontre

l’assertion (i).

Comme l’assertion (ii) est de nature locale, on peut d’après (i) supposer que G = T ,

d’où X est torique stable et affine. Soit Y l’adhérence d’une orbite de T dans X, et

νY : Ỹ → Y la normalisation. Alors Ỹ est une variété torique affine sous un quotient

de T , et νY induit une bijection entre les ensembles de T -orbites dans Ỹ et dans Y .

Grâce à la connexité des stabilisateurs Ty, y ∈ Y , il en résulte que νY induit des

isomorphismes entre les corps résiduels. De plus, les νY se recollent en ν : lim Ỹ → X

où lim désigne la limite inductive sur l’ensemble partiellement ordonné des adhérences

des orbites. Comme X est semi-normale, ν est un isomorphisme, ce qui entrâıne (ii).

Soit X ′ une composante irréductible de X. En identifiant l’orbite ouverte de X ′ à G

et en notant Y ′ l’adhérence de T dans X ′, on obtient un morphisme birationnel propre

et G-équivariant ϕ : G×T Y ′ → X ′. Montrons que ϕ est bijectif. Dans le cas contraire,

comme la restriction de ϕ à chaque fibre de p : G×T Y ′ → G/T est injective, il existe

g ∈ G \ T tel que g · Y ′ rencontre Y ′. L’intersection Y ′ ∩ g · Y ′ contient alors un point

fixe x de T . Soient x = x1, . . . , xn les points fixes de T dans Y ′. Puisque L est ample et

T -linéarisé, les poids de l’action linéaire de T dans les fibres Lx1 , . . . , Lxn sont deux à

deux distincts. Puisque G est connexe, ces poids sont constants sur chacune des orbites

G · x1, . . . , G · xn. On a donc x1 = g · x1 d’où g ∈ T , ce qui est absurde. Puisque X ′ est

normale, ϕ est un isomorphisme, ce qui démontre (iii).

Exemple 3.13. — Il existe des v.q.-a.s non induites : soit G := E × Gm où E est une

courbe elliptique, et soit X1 la variété obtenue à partir de E×P1 en identifiant E×{0}

à E × {∞} via (x, 0) = (−x,∞). On vérifie que X1 est une variété quasi-abélienne

stable sous G, qui n’admet aucun morphisme équivariant vers E.

On construit de même des exemples de v.q.-a.s linéarisées qui ne sont pas induites :

soit X2 la variété obtenue à partir de la réunion disjointe de deux exemplaires de

E×P1 via les identifications (x1, 0) = (x2, 0) et (x1,∞) = (x2 + e,∞) où e est un point

de 2-torsion de E. Alors X2 est une v.q.-a.s sous G, qui n’admet aucun morphisme

équivariant vers E. Mais X2 est linéarisée par le fibré en droites L obtenu en identifiant

deux exemplaires de M ⊗O(1) où M est un fibré en droites de degré 2 sur E (si bien

que τ ∗e (M) ≃M).
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On va déduire de la proposition 3.12 un résultat de structure des v.q.-a linéarisées.

Fixons les notations : soient π : G→ G/T = A la projection, Λ le groupe des caractères

de T , V = Λ ⊗ R, et Lλ, λ ∈ Λ les fibrés en droites sur A tels que π∗(OG) =
⊕

λ∈Λ Lλ.

Proposition 3.14. — Soit (X,L) une v.q.-a linéarisée.

(i) Il existe un unique polytope convexe entier P d’intérieur non vide dans V , et un

unique fibré en droites ample M sur A tels que

(6) X ≃ ProjA

∞⊕

n=0

⊕

λ∈Λ∩nP

Mn ⊗ Lλ et L ≃ O(1).

Toute adhérence d’une orbite de G dans X s’obtient en remplaçant P par une face F

dans (6), et ceci définit une bijection croissante entre adhérences d’orbites et faces.

(ii) On a H i(X,Ln) = 0 pour tous i ≥ 1 et n ≥ 1, et

H0(X,Ln) ≃
⊕

λ∈Λ∩nP

H0(A,Mn ⊗ Lλ)

pour tout n ≥ 0.

(iii) Soit D le diviseur des zéros de s ∈ H0(X,L). Écrivons s =
∑

λ∈Λ∩P sλ où sλ ∈

H0(A,M⊗Lλ). Pour que D ne contienne aucune orbite de G dans X, il faut et il suffit

que sλ 6= 0 pour tout sommet λ de P .

Preuve. D’après la proposition 3.12, X ≃ G ×T Y où Y est une variété torique

projective sous T ; on note p : X → A la projection. Et d’après les résultats rappelés

dans l’exemple 3.7, il existe un unique polytope convexe entier P dans V , d’intérieur

non vide, tel que

H0(Y, Ln) ≃
⊕

λ∈Λ∩nP

kλ

comme T -modules, où kλ désigne le T -module de dimension 1 et de poids λ. De plus,

H i(Y, Ln) = 0 pour tous i ≥ 1 et n ≥ 0. D’après le théorème de cohomologie et

changement de base, ceci entrâıne la décomposition en espaces propres de T

p∗(L
n) ≃

⊕

λ∈Λ∩nP

Ln,λ

où chaque Ln,λ est un fibré en droites sur A, ainsi que l’annulation des Rip∗(L
n) lorsque

i ≥ 1 et n ≥ 0. La multiplication de l’algèbre
⊕∞

n=0 p∗(L
n) se restreint en des isomor-

phismes

Ln,λ ⊗ Lp,µ ≃ Ln+p,λ+µ.

Il existe donc des fibrés en droites L0,λ (λ ∈ Λ) et L1,0 sur A, tels que Ln,λ ≃ Ln
1,0 ⊗L0,λ

chaque fois que λ ∈ nP . En considérant les restrictions à l’orbite ouverte G ≃ G×T T ,

on obtient des isomorphismes L0,λ ≃ Lλ. D’où, en posant M := L1,0 :

H i(X,Ln) ≃
⊕

λ∈Λ∩nP

H i(A,Mn ⊗ Lλ)
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pour tout i ≥ 0. Comme L est ample et chaque Lλ est algébriquement trivial, on en

déduit que M est gros (c’est-à-dire h0(Mn) crôıt comme ng) ; et comme A est une

variété abélienne, il en résulte que M est ample. Ceci entrâıne les autres assertions.

Ainsi, les v.q.-a linéarisées (X,L) (sous une variété semi-abélienne G non spécifiée)

sont classifiées par les quadruplets

(A, c, [M ], P )

où A est une variété abélienne, c : Λ → A∨ est l’homomorphisme associé à l’extension

1 → T → G → A → 0, [M ] ∈ Pic(A) est une classe ample, et P est un polytope

convexe entier dans V , d’intérieur non vide. Les adhérences des orbites de G dans X

sont en bijection croissante avec les faces de P .

Plus généralement, à toute v.q.-a.s linéarisée (X,L) on associe la famille ∆(X,L) des

polytopes associés aux adhérences de ses orbites sous G. Grâce aux propositions 3.12

et 3.14, ∆(X,L) vérifie les conditions de la

Définition 3.15. — Un complexe de polytopes convexes entiers au-dessus de V est un

espace topologique |∆| muni d’un recouvrement ∆ par des fermés, et d’une application

de référence ρ : |∆| → V telles que :

(i) La restriction de ρ à chaque P ∈ ∆ est un homéomorphisme de P sur un polytope

convexe entier dans V .

(ii) Toute face d’un P ∈ ∆ appartient à ∆.

(iii) Pour tous P,Q ∈ ∆, l’intersection P ∩Q (considérée dans |∆|) est une réunion de

faces de P et de Q.

Définition 3.16. — Le complexe (fini) ∆(X,L) est le type de la v.q.-a.s linéarisée

(X,L).

L’application de référence n’est pas nécessairement injective : pour la v.q.-a.s

linéarisée (X2, L) de l’exemple 3.8, le type est formé de deux intervalles [0, 1] recollés

en leurs extrémités.

3.3. Linéarisation de l’action d’un tore

Dans la deuxième partie, on a construit des exemples de variétés complètes X mu-

nies d’une action d’un tore T et d’un fibré en droites ample L, telles que L n’est pas

T -linéarisable mais le devient après un revêtement infini étale dont le groupe est celui

des caractères de T . En fait, ce phénomène est bien plus général, comme le montrent

les résultats de [3, Sec.4] qu’on va présenter brièvement.

Soit X une variété complète. Le foncteur contravariant qui à tout schéma S associe

le groupe Pic(X × S)/p∗2 Pic(S) est représentable par un schéma en groupes Pic(X),

localement de type fini sur Spec k. La composante neutre Pic0(X) est un schéma

en groupes de type fini ; son sous-schéma réduit Pic0(X)red est un groupe algébrique

commutatif qu’on peut identifier au groupe Pic0(X) des classes d’isomorphie des fibrés

en droites algébriquement triviaux.



952–24

Proposition 3.17. — Lorsque X est semi-normale, tout morphisme A1 → Pic(X)

est constant. De plus, Pic0(X) est une variété semi-abélienne.

Preuve. La première assertion se déduit de l’isomorphisme Pic(X × A1) ≃ p∗1 Pic(X)

vérifié pour toute variété semi-normale X (voir [24, Thm.3.6] pour le cas affine, et

[3, Lem.4.1.10] pour le cas général).

D’après un théorème de Chevalley, le groupe algébrique Pic0(X) est extension d’une

variété abélienne par un groupe algébrique linéaire G, qui est ici commutatif et connexe.

Mais on a vu que G ne contient aucun sous-groupe fermé isomorphe au groupe additif

Ga, donc G est un tore.

(Dans cet énoncé, l’hypothèse de semi-normalité est essentielle comme le montre

l’exemple de la cubique plane cuspidale munie de l’action du groupe additif.)

Soit G un groupe algébrique opérant dans la variété complète X. Pour tout fibré en

droites L sur X, on dispose d’un morphisme de polarisation

λL : G→ Pic(X), g 7→ [L−1 ⊗ g∗(L)].

C’est un morphisme de schémas, qui est constant si L admet une G-linéarisation.

Lorsque G est connexe et réduit, l’image de λL est contenue dans Pic0(X).

Proposition 3.18. — (i) Lorsque X est munie d’une action d’une variété semi-

abélienne G, le morphisme de polarisation λL est un homomorphisme de groupes pour

tout fibré en droites L sur X. Autrement dit, le théorème du carré est vérifié pour

l’action naturelle de G dans Pic(X).

(ii) Étant donné un tore T de groupe des caractères Λ, on a une correspondance biuni-

voque entre les homomorphismes T → Pic(X) et les classes d’isomorphie des Λ-torseurs

sur X, c’est-à-dire des schémas X̃ munis d’une action propre de Λ telle que X̃/Λ ≃ X.

Preuve. (i) Pour tout entier m ≥ 1, soit mPic0(X) le noyau (ensembliste) de

l’endomorphisme [L] 7→ [Lm] du groupe Pic0(X). Les mPic0(X) forment une suite

croissante de sous-groupes finis dont la réunion est dense dans Pic0(X). L’action

naturelle de G dans Pic(X) préserve chaque mPic0(X) ; puisque G est connexe,

il opère trivialement dans chaque mPic0(X) et donc dans Pic0(X). Ceci entrâıne

l’isomorphisme

g∗1(L
−1 ⊗ g∗2(L)) ≃ L−1 ⊗ g∗2(L)

pour tous g1, g2 ∈ G, et donc le théorème du carré.

(ii) s’obtient en adaptant celle de l’énoncé analogue pour les homomorphismes d’un

schéma en groupes finis vers Pic(X) [23, Prop.6.2.1].

Dans [3, Sec.4.1,4.2], la proposition 3.18 est généralisée aux schémas π : X → S

propres, plats et à fibres géométriques connexes et semi-normales. Cette généralisation

permet d’établir un résultat clé [3, Thm.4.3] :
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Théorème 3.19. — Étant donné un tore scindé T sur un schéma S, de groupe des

caractères Λ, on a une équivalence de catégories entre :

(a) Les couples (X ,L), où

(i) X est un schéma propre sur S, à fibres géométriquement connexes, réduites et

semi-normales, muni d’une action de T .

(ii) L est un fibré en droites relativement ample sur X .

(b) Les couples (X̃ , L̃), où

(i) X̃ est un schéma localement de type fini sur S, à fibres géométriquement réduites

et semi-normales, muni d’une action de T × Λ.

(ii) L̃ est un fibré en droites relativement ample sur X̃ , muni d’actions de T et de Λ

qui relèvent leurs actions dans X̃ .

(iii) Λ opère proprement dans X̃ et le quotient X̃/Λ est propre sur S, à fibres

géométriquement connexes.

(iv) Pour les actions de T et Λ dans L̃, on a la relation de commutation t◦λ = λ(t)λ◦t

pour tout point fonctoriel t de T et tout λ ∈ Λ.

Lorsque S est connexe, les composantes connexes de X̃ sont paramétrées par le groupe

des caractères du noyau de l’homomorphisme de polarisation λL : T → Pic(X /S).

En particulier, à toute v.q.-a.s polarisée (X,L) sous la variété semi-abélienne G de

tore maximal T , on associe un revêtement étale infini π : X̃ → X de groupe Λ, où X̃

est un schéma localement de type fini muni d’une action de G qui relève l’action dans X

et commute à celle de Λ. Par suite, X̃ est semi-normale et toute réunion finie de ses

composantes irréductibles est une v.q.-a.s linéarisée relativement au fibré en droites

linéarisé L̃ := π∗(L). À l’aide des propositions 3.12 et 3.14, on peut donc définir le type

∆̃ := ∆(X̃, L̃).

C’est un complexe localement fini de polytopes convexes entiers, muni d’une action de

Λ telle que l’application de référence ρ̃ : |∆̃| → V est équivariante pour l’action de Λ

par translations sur V . Le quotient ∆ := ∆̃/Λ peut être vu comme un complexe de

polytopes convexes entiers muni d’une application de référence à valeurs dans le tore

réel V/Λ.

Passons en revue quelques classes d’exemples, en commençant par les plus simples.

Exemple 3.20. — Les couples abéliens sont ceux dont le type est un point.

Exemple 3.21. — Lorsque le fibré en droites L est linéarisé, le schéma X̃ est réunion

disjointe d’exemplaires de X notés Xλ, λ ∈ Λ. L’action de chaque λ ∈ Λ dans X̃ est

donnée par les identifications Xµ → Xλ+µ. La restriction à Xλ du fibré en droites L̃ est

le fibré L muni de sa linéarisation tordue par le caractère λ.
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Exemple 3.22. — Pour la dégénérescence maximale (Xs,Ls) du théorème 2.7, l’espace

topologique |∆̃| est identifié à V par l’application de référence, qui identifie ∆̃ à la

décomposition de Delaunay DelQ.

Exemple 3.23. — On va décrire le type du couple (Jacg−1(C),Θ) associé dans l’exemple

3.4 à une courbe complète et nodale C de genre arithmétique g. Avec les notations de

cet exemple et de l’exemple 1.2, on obtient Λ = H1(Γ,Z) ⊆ C1(Γ,Z) ≃ Zd, d’où V =

H1(Γ,R) ⊆ Rd. D’après [4, Sec.2], on a encore |∆̃| ≃ V via l’application de référence,

et ∆̃ n’est autre que la décomposition de Delaunay de V relative à la restriction de la

forme quadratique standard sur Rd. Ainsi, le type est la trace sur V du pavage entier de

Rd en 〈〈cubes 〉〉 découpés par les hyperplans de coordonnées et leurs translatés entiers.

Ces deux derniers exemples motivent la

Définition 3.24. — Le type ∆̃ d’une v.q.-a.s polarisée est dit périodique de degré 1

si son application de référence est un homéomorphisme qui identifie ∆̃ à un pavage

périodique de V par des polytopes convexes entiers (au sens défini en 2.1).

En particulier, pour une v.q.-a.s polarisée (X,L) dont le type ∆̃ est périodique de

degré 1, l’ensemble des sommets des polytopes de ∆̃ n’est autre que Λ. Autrement dit,

X contient une unique orbite fermée de G, qui est alors un A-torseur.

3.4. Espaces des modules de couples stables

La classification des variétés et des couples quasi-abéliens stables peut se déduire

des résultats de 3.2 et 3.3 : grâce au théorème 3.19, on se ramène au cas linéarisé,

où les objets considérés s’obtiennent par recollement de fermés irréductibles qu’on a

déterminés dans la proposition 3.14(i). On ne détaille pas ici cette classification, pour

laquelle on renvoie à [3, Sec.1.2], mais on en énonce deux conséquences importantes :

Proposition 3.25. — Pour toute v.q.-a.s polarisée (X,L), on a H i(X,Ln) = 0

lorsque i ≥ 1 et n ≥ 1.

Pour une v.q.-a linéarisée, c’est la proposition 3.14(ii) ; le cas général en est déduit

dans [3, Thm.2.5.1,Thm.5.4.1].

Il en résulte que pour tout couple quasi-abélien stable (X ,D) sur S, le degré de

(Xs̄,Ds̄) est constant sur chaque composante connexe de S.

Théorème 3.26. — Soit (Xη,Dη) un couple quasi-abélien stable sur le point générique

d’un trait S. Alors, quitte à faire un changement de base fini ramifié, on peut étendre

(Xη,Dη) en un couple quasi-abélien stable (X ,D) sur S ; une telle extension est unique

à isomorphisme près. Lorsque le type de (Xη,Dη) est périodique de degré 1, il en est de

même du type de la fibre spéciale.
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Cet analogue du théorème de réduction semi-stable est d’abord établi pour les couples

toriques stables [3, Sec.2.8]. Le cas général est déduit dans [3, Sec.5.7] du cas torique

stable et de la construction de dégénérescences des couples abéliens obtenue dans [5]

(voir le théorème 2.7 pour les dégénérescences maximales).

Le théorème 3.26 est l’un des principaux ingrédients dans la preuve du résultat prin-

cipal de ce texte [3, Sec.1.2.H] :

Théorème 3.27. — (i) Les couples quasi-abéliens stables de dimension g et de type

périodique de degré 1 forment un champ algébrique propre Ag
mod

dont le morphisme

diagonal est fini. Les couples de type fixé forment un sous-champ localement fermé.

(ii) Le champ Ag
mod

admet un espace des modules grossier A
mod

g . C’est un es-

pace algébrique propre muni d’une stratification par le type, indexée par les classes

d’isomorphie des pavages périodiques des Rr, r = 0, 1, . . . , g, par des polytopes convexes

entiers.

(iii) La strate de A
mod

g associée à r = 0 n’est autre que Ag ; son adhérence dans A
mod

g

en est une composante irréductible dite principale, dont la normalisation est la com-

pactification toröıdale A
Vor

g associée à la deuxième subdivision de Voronoi (voir 1.4).

Indiquons les grandes lignes de la démonstration. On commence par obtenir un

résultat similaire pour les couples toriques stables linéarisés dont le type est une sub-

division d’un polytope convexe entier donné ; dans ce cas, on construit directement le

champ des modules par des méthodes de géométrie torique [3, Sec.2]. Ces méthodes

ne se transposent pas telles quelles au cas périodique de degré 1, mais elles permettent

de décrire les déformations infinitésimales des couples stables (car tout schéma semi-

abélien sur un anneau local artinien est extension d’un schéma abélien par un tore).

L’algébricité du champ Ag
mod

se déduit alors d’un critère d’Artin [12, Thm.10.10]. Et

sa propreté résulte du critère valuatif et du théorème 3.26 ; l’existence de son espace

des modules grossier s’obtient en appliquant le résultat principal de [10].

Remarque 3.28. — L’énoncé (iii) ci-dessus apparâıt dans [3, Thm.5.11.6] sous une forme

beaucoup plus simple : la composante principale de A
mod

g est isomorphe à A
Vor

g . Mais la

preuve de ce résultat, qui équivaut bien sûr à la normalité de la composante principale,

n’est pas tout à fait complète.

Le théorème 3.27 et les propriétés des jacobiennes compactifiées relatives énoncées

dans l’exemple 3.10 entrâınent aussitôt l’existence d’une version modulaire du mor-

phisme t̄C : Mg,C → A
Vor

g,C .

Théorème 3.29. — En associant à toute courbe stable π : C → S de genre g le

couple quasi-abélien stable (Jacg−1(C/S),Θ) → S, on définit un morphisme de Torelli

compactifié

t̄ : Mg → A
mod

g

dont l’image est contenue dans la composante principale.
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Remarque 3.30. — Rappelons que les strates de A
Vor

g sont paramétrées par les classes

d’isomorphie des décompositions de Delaunay des Rr où r = 0, 1, . . . , g. On montre

que lorsque g ≤ 3, tout pavage périodique de Rg par des polytopes convexes entiers est

une décomposition de Delaunay, mais qu’il n’en est plus ainsi dès que g ≥ 4 ; dans ce

dernier cas, il en résulte que A
mod

g admet des composantes irréductibles autres que la

composante principale.

Ces composantes sont analysées plus en détail dans [2] à l’aide d’une formule calculant

la dimension de la strate associée à un type donné. Il y est montré en particulier que

A
mod

g est irréductible lorsque g ≤ 3, mais que la dimension de A
mod

g crôıt au moins

comme 2g, bien plus vite que la dimension g(g + 1)/2 de la composante principale.

Ainsi, Ag est loin d’être dense dans A
mod

g lorsque g est grand. En fait, il n’est pas rare

qu’une compactification modulaire d’un espace de paramètres introduise de nouvelles

composantes irréductibles ; c’est le cas, par exemple, du schéma de Hilbert ponctuel

X [n] qui compactifie les n-uplets de points non ordonnés, deux à deux distincts, d’une

variété X de dimension au moins 3.

Remarque 3.31. — Les résultats de [3] concernent, plus généralement, les couples

abéliens stables de dimension g et degré d arbitraire ; on y montre qu’ils admettent

un espace des modules grossier, noté APg,d. En associant à chaque couple la variété

abélienne polarisée sous-jacente, on définit un morphisme

APg,d → Ag,d

qui est projectif de dimension relative d − 1 ; ici Ag,d désigne l’espace des modules

grossier des variétés abéliennes de dimension g munies d’une polarisation de degré d. Et

APg,d admet aussi une compactification modulaire AP
mod

g,d paramétrant les couples quasi-

abéliens stables dont le type est périodique de degré d, c’est-à-dire possède exactement

d composantes connexes, chacune étant identifiée par l’application de référence à un

pavage de V , périodique pour un sous-groupe d’indice d de Λ.

Cependant, la construction d’une compactification modulaire de Ag,d est une question

ouverte lorsque d ≥ 2.

De même, on dispose d’espaces des modules grossiers Ag,d,n qui paramètrent les

variétés abéliennes de dimension g munies d’une polarisation de degré d et d’une struc-

ture de niveau n, c’est-à-dire d’un isomorphisme de (Z/nZ)2g sur leur sous-groupe de

n-torsion. Lorsque n ≥ 3, il s’agit même d’espaces des modules fins (voir [15]).

Mais on ne connâıt pas de compactification des espaces Ag,d,n qui soit modulaire

au sens du théorème 3.27 (voir cependant [18, 17] pour des compactifications de cer-

tains Ag,d,n, modulaires en un sens plus faible). On ignore aussi comment définir des

structures de niveau n pour les couples quasi-abéliens stables.
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EXPLOSION POUR L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER

AU RÉGIME DU (( LOG LOG ))

[d’après Merle-Raphael]

par Nicolas BURQ

INTRODUCTION

On se propose dans cet exposé de présenter quelques résultats récents sur l’explosion

pour l’équation de Schrödinger non linéaire :

(1) i
∂

∂t
u + ∆u + |u|

4
d u = 0, (t, x) ∈ R1+d, ∆u =

d∑

j=1

∂2u

∂x2
j

.

Cette équation apparâıt dans plusieurs modèles mathématiques de phénomènes phy-

siques : la propagation d’ondes dans un milieu non linéaire, la propagation dans les

fibres optiques ou la condensation de Bose–Einstein (équation de Gross–Pitaevskii).

Elle possède (au moins formellement) trois lois de conservation :

– Conservation de la masse

(2) ‖u(t)‖L2(Rd) = ‖u(0)‖L2(Rd).

– Conservation de l’énergie

(3) E(u)(t) =

∫

Rd

(
1

2
|∇xu|

2 −
d

2d + 4
|u|

2d+4
d

)

dx = E(u)(0).

– Conservation du moment cinétique

(4) Im

(∫

∇xuu(t, x)dx

)

= Im

(∫

∇xuu(0, x)dx

)

.

Ces invariants sont reliés aux invariances de l’équation dans l’espace d’énergie H1 :

si u(t, x) est solution de (1) alors

– u(t0 + t, x0 + x) aussi (invariance par translation),

– u(t, x)eiγ aussi (invariance de phase),

– λ
d
2 u(λ2t, λx) aussi (invariance d’échelle),

– u(t, x − βt)ei β
2
·(x−β

2
t), β ∈ Rd aussi (invariance galiléenne).

Une quatrième symétrie peut-être moins évidente (et qui n’agit pas sur H1) est l’inva-

riance conforme : si u(t, x) est solution de (1) alors il en est de même de

(5) v(t, x) =
1

|t|
d
2

u(
1

t
,
x

t
)ei x2

4t .



953–02

On peut remarquer que l’application

u 7→ uλ, uλ(x) = λ
d
2 u(λx)

préserve la norme L2 : l’équation (1) est dite L2-critique (un autre choix de puissance

dans la non-linéarité donnerait une autre puissance de λ pour l’invariance d’échelle).

L’équation (1) est un système hamiltonien de dimension infinie. La partie linéaire de

l’équation, i∂t + ∆, possède des propriétés dispersives et un des points importants de

l’étude de (1) consiste à comprendre l’interaction entre ces propriétés de dispersion et

l’effet de focalisation dû à la non-linéarité. Dans ce contexte des équations dispersives,

l’équation de Schrödinger non linéaire est, avec l’équation de Korteveg–de Vries critique

(voir les travaux de Martel et Merle [MM00, MM02a, MM02b, MM04] qui ont inspiré

le travail de Merle et Raphael et l’exposé au séminaire Bourbaki de Tzvetkov [Tzv04]

sur le sujet), un modèle important pour lequel on est capable d’exhiber des solutions

explosives.

Les questions auxquelles on va s’intéresser dans cet exposé sont les suivantes :

– Existe-t-il des solutions explosives autres que celles (explicites) qui sont connues

depuis les années 60 ?

– Peut-on classifier les types d’explosion possibles ?

– Quels types d’explosion sont stables ?

Remerciements. Je remercie P. Gérard pour les discussions que j’ai eues avec lui sur

le sujet de cet exposé et P. Raphael qui a passé du temps à m’expliquer de nombreux

points de leur preuve et dont les notes de cours sur le sujet [Rap] ont été une source

d’inspiration.

1. LE CARACTÈRE BIEN POSÉ DANS H1, CRITÈRES

D’EXPLOSION ET DE NON-EXPLOSION

1.1. Non-explosion : normes L2 petites

Le caractère localement bien posé de (1) pour des données initiales L2 ou H1 (norme

quelconque) est connu depuis les travaux de Ginibre et Velo [GV79] :

Théorème 1.1. — Pour tout C > 0 il existe T > 0 tel que pour toute donnée ini-

tiale u0 ∈ H1(Rd), ‖u0‖H1 ≤ C, il existe une unique solution u ∈ C([0, T [; H1) de

l’équation (1) vérifiant u |t=0= u0.

On peut remarquer que le temps d’existence de la solution est minoré par une fonction

de la norme H1 de la donnée initiale. Si on note T le temps maximal d’existence on a

ainsi, si T < +∞

lim
t→T−0

‖u(t)‖H1 = +∞.
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On dit qu’on a explosion en temps fini de la solution. On peut aussi avoir explosion en

temps infini si

T = +∞ et lim sup
t→T−0

‖u(t)‖H1 = +∞.

Pour des données initiales petites dans L2, la solution est globale en temps : ceci est

une conséquence facile de l’inégalité de Gagliardo–Nirenberg suivante :

Proposition 1.2. — Il existe C > 0 tel que pour tout u ∈ H1(Rd), on a

∫

Rd

|u|
4
d
+2dx ≤ C

∫

Rd

|∇u|2dx

(∫

Rd

|u|2dx

) 2
d

.

En effet, on déduit de l’inégalité précédente que si la norme L2 de la donnée initiale

(et donc de la solution d’après (2)) est petite, alors

E(u(t)) ≥
1

4

∫

Rd

|∇u(t)|2dx

donc notre solution reste bornée dans H1 (compte tenu de la conservation de la norme

L2) et T = +∞.

On peut préciser la condition (( norme L2 petite )) (voir Weinstein [Wei83]).

Proposition 1.3. — On considère le problème de minimisation suivant :

m = inf
06=v∈H1

(∫

Rd |∇v|2dx
) (∫

Rd |v|
2dx
) 2

d

∫

Rd |v|
4
d
+2dx

.

Alors m est atteint pour la famille à trois paramètres de fonctions

λ
d
2 Q(λx + x0)e

iγ , (λ, x0, γ) ∈ R∗,+ × Rd × R,

où Q est l’unique solution positive radiale et exponentiellement décroissante à l’infini

du système

∆Q − Q + Q
4
d
+1 = 0, Q(r) → 0, r → +∞.

(On appelle Q (( l’état fondamental ))).

On en déduit l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg précisée :

E(v) ≥
1

2

∫

|∇v|2

(

1 −

(
‖v‖L2(Rd)

‖Q‖L2(Rd)

) 4
d

)

.

On voit immédiatement que si ‖u0‖L2(Rd) < ‖Q‖L2(Rd), les deux quantités conservées,

énergie et masse, impliquent que la norme H1 reste bornée et donc que la solution existe

globalement (en temps) :

Proposition 1.4. — Pour tout u0 ∈ H1 telle que ‖u0‖L2(Rd) < ‖Q‖L2(Rd), la solution

de (1) de donnée initiale u0 existe pour tout temps.
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Remarque 1.5. — On peut également montrer en utilisant les estimations de Strichartz

dues dans ce contexte à Ginibre et Velo [GV79] que, pour toute donnée initiale u0 ∈ L2,

il existe une solution locale en temps de (1) et que la solution est globale (T = +∞)

si la norme de la donnée initiale est petite dans L2. La question de savoir si la borne

garantissant l’existence globale est ‖Q‖L2(Rd) (comme au niveau H1) est ouverte.

1.2. Ondes solitaires et explosion à masse critique

Il est remarquable de constater que non seulement Q fournit un critère de non-

explosion, mais qu’il en établit aussi le caractère optimal. En effet, la fonction eitQ(x)

(le soliton de l’équation de Schrödinger) est clairement solution de (1). En utilisant

l’invariance conforme (5), on peut définir

S(t) =
1

|t|
d
2

Q(
x

t
)ei( 1

t
−x2

4t
),

qui est la solution de (1) de donnée initiale à t = −1 égale à Q(x)ei(x2

4
−1). Alors S(t)

vérifie

1. E(S(t)) > 0,

2. ‖S(t)‖L2(Rd) = ‖Q‖L2(Rd),

3. ‖∇S(t)‖L2(Rd) ∼
C
|t|

, t → 0, t > 0,

4. S(t) se concentre en x = 0 quand t tend vers 0 : au sens de la convergence faible

des mesures,

|S(t)|2dx → ‖Q‖2
L2(Rd)δx=0.

En fait ces propriétés caractérisent la fonction S(t).

Théorème 1.6 (Merle [Mer93]). — Soit u0 ∈ H1 telle que ‖u0‖L2(Rd) = ‖Q‖L2(Rd). On

suppose que la solution de (1) explose en temps fini. Alors aux symétries de translation,

phase, dilatation et invariance conforme près, u(t, x) = S(t, x).

1.3. Explosion à énergie négative

Une question naturelle, compte tenu du théorème 1.6 est de savoir si pour ‖u0‖L2(Rd) >

‖Q‖L2(Rd) il existe effectivement des solutions explosives de (1) (et éventuellement de

les décrire). Grâce à l’identité du viriel due à Zakharov et Shabat [ZS71],

(6)
d2

dt2

(∫

|x|2|u(t, x)|2dx

)

= 4
d

dt
Im

(∫

x∇uudx

)

= 16E0,

on a une première réponse très simple. En effet, on peut alors vérifier que si la donnée

initiale est dans l’espace du viriel

Σ = {u ∈ H1; xu ∈ L2},

alors la solution reste dans cet espace tant qu’elle existe (en tant que solution dans H1)

et vérifie (6). En particulier, si E0 < 0, la solution explose en temps fini (le terme de

gauche dans (6) est positif mais a une dérivée seconde constante strictement négative).
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Cet argument a pu être généralisé au cadre de données initiales qui ne sont plus dans

Σ mais seulement dans H1 :

Théorème 1.7. — Soit u0 ∈ H1 telle E0 < 0. Alors la solution de (1) de donnée

initiale u0 explose en temps fini si

1. d = 1 (Ogawa, Tsutsumi [OT91]) ou

2. d ≥ 2 et u0 est radiale (Nawa [Naw99]).

Un inconvénient majeur de ce résultat est qu’il fournit juste une obstruction à l’exis-

tence globale. Il ne dit rien sur l’explosion proprement dite ni sur le comportement de

la solution.

1.4. Solutions auto-similaires

Compte tenu de l’invariance par changement d’échelle de l’équation, il est naturel de

chercher des solutions sous la forme

Ub(t, x) =
1

(2b(T − t))
4
d

Qb

(

x
√

2b(T − t)

)

e−i
log(T−t)

2b

avec Qb solution de

∆Qb − Qb + ib

(
d

2
Qb + y · ∇Qb

)

+ Qb|Qb|
4
d = 0.

De telles solutions ne sont jamais dans L2 à cause d’une divergence de type logarith-

mique à l’infini :

|Qb(x)| ∼
C(b)

|x|
d
2

, |x| → +∞.

Néanmoins ces solutions joueront un rôle important dans la suite.

Un autre résultat (élémentaire) relié à cette invariance par changement d’échelle est

le suivant :

Proposition 1.8. — On considère u une solution de (1) de donnée initiale u0 ∈ H1

et explosant en temps fini, T . Alors il existe C > 0 (ne dépendant que de ‖u0‖L2(Rd))

tel que

(7) ∀t ∈ [0, T [, ‖∇u(t)‖L2(Rd) ≥
C

√
T − t

.

En effet, fixons t ∈ [0, T [ et considérons

vt(s, y) = ‖∇u(t)‖
− d

2

L2(Rd)
u(t + ‖∇u(t)‖−2

L2(Rd)
s, ‖∇u(t)‖−1

L2(Rd)
y).

La fonction vt est la solution de (1) de donnée initiale (à s = 0)

vt
0(y) = ‖∇u(t)‖

− d
2

L2(Rd)
u(t, ‖∇u(t)‖−1

L2(Rd)
y)

qui vérifie

‖vt
0‖L2(Rd) = ‖u0‖L2(Rd), ‖∇vt

0‖L2(Rd) = 1.



953–06

Donc d’après la théorie locale dans H1, il existe s0 ne dépendant que de ‖u0‖L2(Rd), tel

que vt existe pour s ∈ [0, s0]. Par conséquent,

t + ‖∇u(t)‖−2
L2(Rd)

s0 ≤ T

ce qui est (7)

1.5. Dynamique à l’explosion

La plupart des résultats sur la dynamique à l’explosion concernent le régime pertur-

batif :

u0 ∈ Bα = {u0 ∈ H1; ‖Q‖2
L2(Rd) ≤ ‖u0‖

2
L2(Rd) ≤ ‖Q‖2

L2(Rd) + α}, 0 < α << 1

On connâıt deux différents types de comportement à l’explosion pour les solutions de (1)

1. L’explosion en ‖∇u(t)‖L2(Rd) ∼ 1
T−t

dont le modèle est S(T − t) (voir aussi les

solutions construites par Bourgain et Wang [BW97]).

2. Des simulations numériques (voir les travaux de Landman, Papanicolaou, Sulem

et Sulem [LPSS88] et la monographie de Sulem-Sulem [SS99]) ont prédit dans les

années 80 l’existence de solutions explosant au régime du (( log log )) :

‖∇u(t)‖L2(Rd) ∼

(
log | log(t)|

T − t

) 1
2

.

Ces solutions apparaissent (numériquement) beaucoup plus stables que les précé-

dentes. Le premier résultat mathématique confirmant l’existence de telles solutions

est dû à Perelman [Per01] : elle construit en dimension 1 une telle solution et

démontre sa stabilité dans un certain espace strictement inclus dans H1.

La situation a été complètement clarifiée dans une série de papiers par Merle et Ra-

phael [MR03, MR04, MR05b, MR05a, Rap05].

Théorème 1.9. — On suppose d = 1. Il existe des constantes α > 0, C1, C2, C3 > 0

telles que si u0 ∈ Bα et si u(t) est la solution de (1) de donnée initiale u0 (qui existe

sur un intervalle maximal t ∈ [0, T [, T ≤ +∞), alors

1. si

EG
0 = E0(u0) −

(Im(
∫
∇u0u0dx))2

2‖u0‖2
L2(Rd)

< 0,

alors u(t) explose en temps fini (T < +∞) et on a la borne suivante sur la vitesse

d’explosion :

(8) ‖∇u(t)‖L2(Rd) ≤ C1

(
log | log(T − t)|

T − t

) 1
2

.

2. Si EG
0 = 0 et si u0 n’est pas un soliton (à translation, dilatation et changement

d’échelle près) alors u(t) explose en temps fini.

3. L’ensemble O des données initiales u0 ∈ Bα telles que u(t) explose en temps fini

avec la borne supérieure (8) est ouvert dans H1.
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4. Si u explose en temps fini et si (8) n’est pas vérifiée, alors

‖∇u(t)‖L2(Rd) ≥
C2

(T − t)
√

EG
0

5. Si u explose en temps fini, alors

(9) ‖∇u(t)‖L2(Rd) ≥ C3

(
log | log(T − t)|

T − t

) 1
2

.

Le résultat précédent se généralise au cas des dimensions d’espace d = 2, 3, 4 sous

l’hypothèse (conjecturale) :

Hypothèse spectrale 1.10. — On considère les deux opérateurs de Schrödinger

suivants :

L1 = −∆ +
2

d
(
4

d
+ 1)Q

4
d
−1y · ∇Q, L2 = −∆ +

2

d
Q

4
d
−1y · ∇Q.

On note

H(ε, ε) = (L1Reε,Reε)L2(Rd) + (L2Imε, Imε)L2(Rd), ε ∈ H1,

et pour toute distribution f ,

f1 =
d

2
f + y · ∇f, f2 = (f1)1.

Alors il existe deux constantes δ > 0 et κ < 2 telles que pour toute fonction ε ∈ H1

vérifiant les conditions d’orthogonalité

(10)
(Reε, Q)L2(Rd) = (Reε, Q1)L2(Rd) = (Reε, yQ)L2(Rd) = 0,

(Imε, Q1)L2(Rd) = (Imε, Q2)L2(Rd) = (Imε,∇Q)L2(Rd) = 0,

H(ε, ε) ≥ δ

(∫

|∇ε|2dx +

∫

|ε|2e−κ|x|dx

)

.

(On peut remarquer qu’à partir de la dimension 3, le second terme à droite dans

l’inégalité précédente est contrôlé par le premier.)

Cette propriété spectrale des opérateurs Lj a été démontrée (voir [MR05a]) en dimen-

sion d = 1 (κ = 9
5
) et vérifiée numériquement par Fibich, Merle et Raphael [FMR04]

pour d = 2, 3, 4. Elle est fausse pour d = 5, 6.

1.6. Instabilité structurelle de la loi du (( log log ))

Même si, compte tenu des simulations numériques de Landman, Papanicolaou, Sulem

et Sulem [LPSS88] et plus récemment des résultats du théorème 1.9, et en particulier

du point (3), l’explosion au régime du (( log log )) présente de manifestes propriétés de
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stabilité, ce phénomène est lié à une certaine dégénérescence de l’équation de Schrödin-

ger non linéaire (1) et est en fait structurellement instable au sens suivant : Considérons

en dimension d = 2 le système de Zakharov

(11)

{

i∂tu + ∆u − nu = 0,
1
c20

∂2
t n − ∆n − ∆|u|2 = 0.

L’équation (1) est en fait une approximation de ce système dans la limite c0 → +∞ (au

moins au niveau formel). Le système de Zakharov possède également une loi du viriel

similaire à (6) et on peut en déduire l’explosion pour une classe de données initiales (voir

les travaux de Merle [Mer96a]). On peut également exhiber une famille de solutions ex-

plosives explosant comme S(t) [GM94b, GM94a]. Cependant, l’analogie avec (1) s’arrête

là : Merle [Mer96b] a en effet démontré que toutes les solutions explosives explosent au

moins en 1/(T − t) :

‖∇u(t)‖L2(Rd) ≥
C

T − t
.

En résumé, le régime du (( log log )) n’existe pas pour le système de Zakharov et il est

donc conséquence d’une certaine dégénérescence dans la limite c0 → +∞.

L’objet de cet exposé est de présenter quelques-unes des idées permettant de

démontrer les bornes supérieure (8) et inférieure (9) dans le cas d’énergie négative

EG
0 < 0.

2. MODULATION AUTOUR DE L’ÉTAT FONDAMENTAL

Une première remarque est que l’hypothèse EG
0 < 0 implique que, quitte à faire une

transformation galiléenne, on peut supposer que

(12) E(u) < 0, Im

(∫

∇uu

)

= 0.

En effet, si u0 vérifie EG(u0) < 0, alors si

(u0)β = u0e
i β
2
·x, β = −2

Im
(∫

∇u0u0

)

‖u0‖2
L2(Rd)

,

un calcul direct montre que la solution de (1) de donnée initiale (u0)β vérifie (12).

D’autre part, l’invariance galiléenne montre que la description de l’explosion de uβ

est équivalente à la description de l’explosion de u. On supposera donc dans la suite

que (12) est vérifiée. L’analyse que Merle et Raphael conduisent est de type perturbative

(autour de l’état fondamental). La première étape consiste donc à rendre rigoureux le

fait que la solution u est proche d’une certaine modulation de cet état fondamental.

Dans le contexte de l’équation de Schrödinger, cette approche remonte aux travaux de

Weinstein [Wei83, Wei85] (voir aussi Buslaev et Perelman [BP93, BP95]). Le premier

résultat est une propriété de stabilité orbitale de l’état fondamental.
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Proposition 2.1. — Il existe α∗ > 0 et une fonction δ : α ∈]0, α∗] → R+ qui tend

vers 0 quand α tend vers 0 et tels que pour toute fonction v ∈ H1 vérifiant

(13)

∫

Q2dx ≤

∫

|v|2dx ≤

∫

Q2dx + α,

et

(14) E(v) ≤ α

∫

|∇v|2dx,

il existe (γ0, x0) ∈ R1+d tels que

‖Q − eiγ0λ
d
2
0 v(λ0x + x0)‖H1 ≤ δ(α), λ0 =

‖∇Q‖L2(Rd)

‖∇v‖L2(Rd)

.

La preuve de cette proposition est assez classique : on fait un raisonnement par

l’absurde, un argument de concentration-compacité [Lio84] permet d’extraire une sous-

suite convergente qui est, par passage à la limite, d’énergie négative, de masse critique

(égale à celle de l’état fondamental), mais n’est pas une translatée-dilatée de l’état

fondamental, ce qui contredit la proposition 1.3

On peut remarquer que l’hypothèse (13) est la plus contraignante, c’est elle qui

limite l’analyse à un régime de type (( perturbation )), tandis que l’hypothèse (14) est

automatiquement vérifiée pour tout temps pour E0 < 0 ou, si on sait a priori que la

solution explose, pour t assez proche du temps d’explosion T (puisqu’alors l’hypothèse

est vérifiée car le terme de gauche est constant tandis que celui de droite tend vers

+∞). Cette hypothèse (13) peut être relaxée (voir [MR05c]).

On va maintenant préciser cette décomposition. L’idée générale est d’utiliser un pro-

fil auto-similaire pour décrire la solution. Cependant, comme ces profils ne sont pas de

norme L2 finie, il est nécessaire de les tronquer au bon endroit. Pour cela, on intro-

duit des profils auto-similaires proches de l’état fondamental Q : on fixe un paramètre

0 < η < 1 (qui sera choisi petit par la suite) et pour b 6= 0 on définit

Rb =
2

|b|

√

1 + η, R−
b =

√

1 − η
2

|b|
.

On fixe aussi une troncature radiale φb égale à 0 pour |x| ≥ Rb et à 1 pour |x| ≤ R−
b .

Proposition 2.2. — Il existe C, η∗ > 0 et des fonctions ǫ∗(η) > 0, b∗(η) > 0 définies

pour 0 < |η| ≤ η∗ et tendant vers 0 quand η tend vers 0 tels que pour tout b < b∗(η), il

existe une unique solution radiale de l’équation

(15)

∆Qb − Qb + ib

(
d

2
Qb + y · ∇Qb

)

+ Q + b|Qb|
4
d = 0,

Pb = Qbe
i b|x|2

4 > 0 si |x| ≤ Rb,

Qb(0) ∈ [Q(0) − ǫ∗(η), Q(0) + ǫ∗(η)], Qb(Rb) = 0.
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De plus, la fonction Q̃b = Qbφb(x) est solution de

(16) ∆Q̃b − Q̃b + ib

(
d

2
Q̃b + y · ∇Q̃b

)

+ Q̃b + b|Q̃b|
4
d = Ψb,

où Ψb vérifie

∀α ∈ N, ∀β ∈ Nd, |β| ≤ 1, sup
x

|x|α∂β
x |Ψb(x)| ≤ e−

C
b .

On peut maintenant introduire une décomposition géométrique de la solution prenant

en compte sa proximité par rapport à la variété de dimension d + 3 des fonctions de la

forme

eiγλ
d
2 Q̃b(λx + x0),

où (γ, λ, b, x) sont dans un petit voisinage de (γ0, 0, 0, x0).

Proposition 2.3. — Il existe des fonctions C1 :

(λ, γ, x, b) : [t0, T [→]0, +∞[×R × Rd × R

telles que pour tout t0 ≤ t < T , si on note

ε(t, y) = eiγ(t)λ
d
2 (t)u(t, λ(t)y + x(t)) − Q̃b(t)(y)

alors ε(t) vérifie les conditions d’orthogonalité suivantes :

(17)

(

Reε, |y|2ReQ̃b

)

L2(Rd)
+
(

Imε, |y|2ImQ̃b

)

L2(Rd)
= 0

(

Reε, yReQ̃b

)

L2(Rd)
+
(

Imε, yImQ̃b

)

L2(Rd)
= 0

(

Reε, (ImQ̃b)1

)

L2(Rd)
−
(

Imε, (ReQ̃b)1

)

L2(Rd)
= 0

(

Reε, (ImQ̃b)2

)

L2(Rd)
−
(

Imε, (ReQ̃b)2

)

L2(Rd)
= 0

et de plus

(18)

∣
∣
∣
∣
1 − λ(t)

‖∇u(t)‖L2(Rd)

‖∇Q‖L2(Rd)

∣
∣
∣
∣
+ ‖ε(t)‖H1 + |b(t)| ≤ δ(α∗), lim

α∗→0
δ(α∗) = 0.

(On rappelle que (f)1 = (d
2
f + y · ∇f et (f)2 = ((f)1)1.)

Compte tenu de la proposition 2.1, la preuve de ce résultat repose essentiellement sur

le théorème des fonctions implicites. On peut remarquer que si on fait tendre b vers 0

(formellement) dans les conditions d’orthogonalités (17), en utilisant que Q̃b → Q, on

obtient

(Reε, y2Q) = (Reε, y2Q) = (Imε, Q1) = (Imε, Q2) = 0,

et que les trois dernières relations qu’on obtient apparaissent dans l’hypothèse spectrale.
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3. LA BORNE SUPÉRIEURE

3.1. Les équations en variables dilatées

On introduit le changement de variables

s =

∫ t

t(u0)

dt′

λ2(t′)
.

Compte tenu de (7), s(T ) = +∞.

On peut maintenant écrire les lois de conservation de l’énergie et du moment

linéarisées autour de Q̃b. On obtient :

Lemme 3.1. —

(19)

|2
(

Reε,ReQ̃b

)

+ 2
(

Imε, ImQ̃b

)

| ≤ C

(∫

|∇ε|2 + |ε|2e−κ|y|

)

+ e−
(1−Cη)π

b + Cλ2|E0|

|
(

Imε,∇ReQ̃b

)

| ≤ C

(∫

|∇ε|2 + |ε|2e−κ|y|

)1/2

.

On remarquera que le facteur exponentiel dans la première équation vient du calcul

explicite de l’énergie de Q̃b.

On peut également écrire les équations vérifiées par les paramètres de modulation

(λ, γ, x, b) et ε. En particulier (avec γ̃ = −s − γ)),

(20)
∂

∂s
b∂b(ReQ̃b) +

∂

∂s
(Reε) − M−(ε) + b

(
d

2
Reε + y · ∇Reε

)

=

(
∂
∂s

λ

λ
+ b

)

(ReQ̃b)1 +
∂

∂s
γ̃ImQ̃b +

∂
∂s

x

λ
· ∇(ReQ̃b)

+

(
∂
∂s

λ

λ
+ b

)(
d

2
Reε + y · ∇Reε

)

+
∂

∂s
γ̃Imε +

∂
∂s

x

λ
· ∇(Reε)1 + Im(Ψb) − R1(ε)

(21)
∂

∂s
b∂b(ImQ̃b) +

∂

∂s
(Imε) + M+(ε) + b

(
d

2
Imε + y · ∇Imε

)

=

(
∂
∂s

λ

λ
+ b

)

(ImQ̃b)1 −
∂

∂s
γ̃ReQ̃b +

∂
∂s

x

λ
· ∇(ImQ̃b)

+

(
∂
∂s

λ

λ
+ b

)(
d

2
Imε + y · ∇Imε

)

−
∂

∂s
γ̃Reε +

∂
∂s

x

λ
· ∇(Imε)1 + Im(Ψb) − R2(ε)

où

M+(ε) = −∆Reε + Reε−

(

4(ReQ̃b)
2

d|Q̃b|2
+ 1

)

|Q̃b|
4
d Reε−

(

4(ReQ̃bImQ̃b)

d|Q̃b|2

)

|Q̃b|
4
d Imε,
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M−(ε) = −∆Imε + Imε−

(

4(ReQ̃b)
2

d|Q̃b|2
+ 1

)

|Q̃b|
4
d Imε−

(

4(ReQ̃bImQ̃b)

d|Q̃b|2

)

|Q̃b|
4
d Reε,

et les termes R1;2(ε) sont des termes de reste (d’ordre supérieur en ε). Si on fait le produit

scalaire de ces équations avec les diverses quantités apparaissant dans les relations

d’orthogonalité (17), on obtient

Lemme 3.2. —

|
∂
∂s

λ

λ
+ b| + |

∂

∂s
b| ≤ C

(∫

|∇ε|2 + |ε|2e−κ|y|

)

+ e−
(1−Cη)π

b + Cλ2|E0|(22)

|
∂

∂s
γ̃ −

(Reε, L+Q2)

‖Q1‖2
L2(Rd)

| + |
∂
∂s

x

λ
| ≤ δ(α∗)

(∫

|∇ε|2 + |ε|2e−κ|y|

)1/2

(23)

+

∫

|∇ε|2 + e−
(1−Cη)π

b + Cλ2|E0|

où

L+ = −∆ + 1 − (1 +
4

d
)Q

4
d , lim

α∗→0
δ(α∗) = 0.

3.2. L’inégalité du viriel locale

Le point clef de l’analyse de Merle et Raphael consiste à localiser l’inégalité du vi-

riel (6). Le point de départ est la remarque suivante : d’après (6), on a formellement

(en intégrant par parties)

(24)

4E0t + c0 = Im

(∫

x∇uudy

)

= Im

(∫

x∇Q̃bQ̃bdy

)

+ Im

(∫

y · ∇εεdy

)

+ 2(Reε, (ImQ̃b)1)L2(Rd) − 2(Imε, (ReQ̃b)1)L2(Rd).

Mais le choix de conditions d’orthogonalité (17) garantit que le terme linéaire en ε

disparâıt. On peut par ailleurs calculer explicitement

Im

(∫

y · ∇Q̃bQ̃bdy

)

= −
b

2
‖yQ̃b‖L2(Rd) ∼ −Cb ;

on obtient alors

4E0t + c0 ∼ −Cb + Im

(∫

y · ∇εεdy

)

.

On repasse en variables s et on dérive l’identité obtenue par rapport à s. On obtient

4λ2E0 + C
∂

∂s
b =

d

ds
Im

(∫

y · ∇εεdy

)

.

En d’autres termes, pour calculer l’expression d
ds

Im
(∫

y · ∇εεdy
)

qui n’a aucun sens

(car ε est seulement dans H1), il suffit de calculer 4λ2E0 + C ∂
∂s

b. C’est exactement le

calcul que Merle et Raphael font :
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Proposition 3.3. — Il existe δ0, C > 0 tels que

(25)
∂

∂s
b ≥ δ0

(∫

|∇ε|2dy +

∫

|ε|2e−δ|y|dy

)

− Cλ2E0 − e−
C
b .

Pour démontrer cette proposition, on écrit l’équation vérifiée par ∂
∂s

b, et après

quelques calculs algébriques, on obtient

(26)
∂

∂s
b
(

(∂b(ImQ̃b), (ReQ̃b)1)L2(Rd) − (∂b(ReQ̃b), (ImQ̃b)1)L2(Rd)

− (Imε, (∂b(ReQ̃b)))L2(Rd) + (Reε, (∂b(ImQ̃b)))L2(Rd)

)

=H(ε, ε) − 2λ2E0

−
∂
∂s

x

λ
·
(

(Imε,∇(ReQ̃b)1)L2(Rd) − (Reε,∇(ImQ̃b)1)L2(Rd)

)

−

(
∂
∂s

λ

λ
+ b

)
(

(Imε, (ReQ̃b)2)L2(Rd) − (Reε, (ImQ̃b)2)L2(Rd)

)

−
∂

∂s
γ̃
(

(Reε, (ReQ̃b)1)L2(Rd) + (Imε, (ImQ̃b)1)L2(Rd)

)

− (Reε, (ReΨb)1)L2(Rd) − (Imε, (ImΨb)1)L2(Rd) + R(ε)

où R(ε) est un terme de reste contenant tous les termes d’ordre supérieur en ε qui est

contrôlé par

|R(ε)| ≤ δ(α∗)

(∫

|∇ε|2dy +

∫

|ε|2e−δ|y|dy

)

.

La contribution de

−(Reε, (ReΨb)1)L2(Rd) − (Imε, (ImΨb)1)L2(Rd)

est, compte tenu des propriétés de décroissance de la fonction Ψb, bornée par

ǫ

∫

|ε|2e−κ|y|y + Ce−
C
b .

Les conditions d’orthogonalité (17) annulent le terme

−

(
∂
∂s

λ

λ
+ b

)
(

(Imε, (ReQ̃b)2)L2(Rd) − (Reε, (ImQ̃b)2)L2(Rd)

)

.

On peut ensuite, en remarquant que Qb = Q + o(1) (b → 0) et en utilisant (23),

remplacer le terme

∂

∂s
γ̃
(

(Reε, (ReQ̃b)1)L2(Rd) + (Imε, (ImQ̃b)1)L2(Rd)

)

par
(Reε, L+Q2)

‖Q1‖2
L2(Rd)

(Reε, Q1)L2(Rd) + O

(

δ(α∗)

∫

|∇ε|2 + |ε|2e−κ|y| + e−
C
b

)

.
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D’autre part, en réutilisant (23), on a

(27)

∣
∣
∣
∣
∣

∂
∂s

x

λ
·
(

(Imε,∇(ReQ̃b)1)L2(Rd) − (Reε,∇(ImQ̃b)1)L2(Rd)

)
∣
∣
∣
∣
∣

≤ δ(α∗)

(∫

|∇ε|2dy +

∫

|ε|2e−δ|y|dy

)

.

On obtient ainsi

(28)
∂

∂s
b ≥ H(ε, ε) −

1

‖Q1‖2
L2(Rd)

(Reε, L+Q2)L2(Rd)(Reε, Q1)

− δ(α∗)

∫

|∇ε|2 + |ε|2e−κ|y| − e−
C
b .

On remarque ensuite que

H(ε, ε) −
1

‖Q1‖2
L2(Rd)

(Reε, L+Q2)L2(Rd)(Reε, Q1) = H(ε̃, ε̃)

où ε̃ = ε −
(Reε,Q1)L2(Rd)

‖Q1‖1
L2(Rd)

Q1. Mais d’après l’hypothèse spectrale,

(29) H(ε̃, ε̃) ≥ δ

(∫

|∇ε̃|2dy +

∫

|ε̃|2e−κ|y|dy

)

− (Reε̃, Q)2
L2(Rd)

− (Reε̃, yQ)2
L2(Rd) − (Imε̃, Q1)

2
L2(Rd) − (Imε̃, Q2)

2
L2(Rd) − (Imε̃,∇Q)2

L2(Rd)

≥
δ

2

(∫

|∇ε|2dy +

∫

|ε|2e−κ|y|dy

)

− C(Reε, Q)2
L2(Rd)

− (Reε, yQ)2
L2(Rd) − (Imε, Q1)

2
L2(Rd) − (Imε, Q2)

2
L2(Rd) − (Imε,∇Q)2

L2(Rd).

Il reste, pour conclure, à vérifier qu’on contrôle les termes négatifs dans le terme de

droite de l’équation précédente. Les directions

(Reε, yQ)2
L2(Rd), (Imε, Q1)

2
L2(Rd) et (Imε, Q2)

2
L2(Rd)

sont traitées grâce aux conditions d’orthogonalité (17). Par exemple :

(30) (Reε, yQ)L2(Rd) = (Reε, yRe(Q̃b))L2(Rd) + (Imε, yIm(Q̃b))L2(Rd)

+ (Reε, Q1 −Re(Q̃b))
2
L2(Rd) − (Imε, yIm(Q̃b))L2(Rd)

la condition d’orthogonalité annule le premier terme tandis que (puisque Q̃b est proche

de Q) le second est contrôlé, ce qui donne

(31) |(Reε, yQ)L2(Rd)| ≤
∣
∣
∣(Reε, Q1 −Re(Q̃b))

2
L2(Rd) − (Imε, yIm(Q̃b))L2(Rd)

∣
∣
∣

≤ δ(α∗)

(∫

|∇ε|2dy +

∫

|ε|2e−κ|x|dy

)

(rappelons que α∗ petit implique b petit aussi d’après (18)).
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Les deux autres termes, (Reε, Q)2
L2 et (Imε,∇Q)2

L2, sont estimés en utilisant (19)

(et le fait que Q est proche de Q̃b).

3.3. Une quasi-fonctionnelle de Lyapunov

On montre dans cette partie comment on déduit de l’inégalité différentielle (25),

vérifiée par b, une information sur la dynamique. On commence par remarquer que la

fonction b ne peut pas passer du signe + au signe −. En effet s’il existait un point

où b(s0) = 0, ∂
∂s

b(s0) ≤ 0, d’après (25), on aurait ε = 0 ce qui contredit l’hypothèse

d’énergie négative. D’après (22) et en utilisant (25), on obtient

∣
∣
∣
∣
∣

∂
∂s

λ

λ
+ b

∣
∣
∣
∣
∣
≤ C

∂

∂s
b + e−

C
|b| .

On intègre (et on utilise que b est petit et de signe fixe pour s ≥ s0 dans la dernière

inégalité)

(32)

∣
∣
∣
∣
log

(
λ(s)

λ(s0)

)

+

∫ s

s0

b(s)ds

∣
∣
∣
∣
≤ C(b(s) − b(s0)) +

∫ s

s0

e−
C
|b|ds ≤

1

4
+

1

2

∣
∣
∣
∣

∫ s

s0

b(s)ds

∣
∣
∣
∣
.

On en déduit que
∫ +∞

s0
b(s) = +∞ (et donc que b est strictement positive pour s assez

grand). En effet, sinon, | log(λ(s))| serait borné inférieurement, donc λ(s) serait minoré

par une constante λ0 > 0, ce qui, compte tenu de (25), impliquerait

∂

∂s
b ≥ −λ2E0 − e−

C
|b| ≥ −

1

2
λ2E0

et donc contredirait que b est borné (et même petit d’après (18)).

On peut maintenant intégrer l’inéquation

∂

∂s
b ≥ e−

C
b ⇒ −

∂
∂s

b

b2
e

C
b ≤ 1 ⇒ b(s) ≥

C

log(s)
.

Si on revient à (32), on obtient

| log(λ)| ≥ C

∫ s

s0

ds

log(s)
≥ Cs

1
2 ⇒ log | log(λ)| ≥ C log(s).

On en déduit d’abord qu’il y a bien explosion en temps fini

|λ(s)| ≤ e−sα

⇒ T =

∫ +∞

0

λ2(s)ds < +∞

puis en réutilisant (32)

(33)

T − t(s)

λ2(s)
=

∫ +∞

s

λ2(σ)

λ2(s)
dσ

≤

∫ +∞

s

e
1
4
− 1

2

R σ
s b(τ)dτdσ

≤ C log(s) ≤ C log(| log(λ)|)
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où on a utilisé la minoration b(τ) ≥ 1
log(τ)

pour obtenir l’avant-dernière inégalité. Fina-

lement on a bien obtenu la majoration annoncée

T − t(s)

λ2(s) log(| log(λ)|
≤ C ⇒ ‖∇u(t(s))‖L2(Rd) ∼ λ−1(s) ≤ C ′

√

log(| log(T − t(s))|)

T − t(s)
.

4. LA BORNE INFÉRIEURE

Nous avons obtenu dans la section précédente une inégalité

b(s) ≥
C

log(s)

et ceci est la clef pour obtenir la borne supérieure. Nous voulons maintenant obtenir

l’inégalité inverse. Curieusement, le point de départ est toujours l’inégalité (25), qu’ici

nous allons utiliser pour contrôler des termes dans un calcul de flux que nous ferons

plus tard.

4.1. Inégalité du viriel précisée

La présence dans l’inégalité (25) du terme e−
C
b est due à la présence dans (26) du

terme induit par le fait que le profil auto-similaire Qb a été tronqué pour donner Q̃b :

(34) −(Reε, (ReΨb)1)L2(Rd) − (Imε, (ImΨb)1)L2(Rd).

En fait, en raffinant l’analyse précédente, on peut démontrer l’inégalité suivante :

(35)
∂

∂s
b ≥ δ0

(∫

|∇ε|2dy +

∫

|ε|2e−δ|y|dy

)

− Cλ2E0

− e−
π(1+ǫ)

b − (Reε, (ReΨb)1)L2(Rd) − (Imε, (ImΨb)1)L2(Rd).

Pour faire disparâıtre le terme (34), il faut raffiner le profil de modulation : pour |y| ≤

2/|b|, le profil Q̃b (un objet non linéaire) modulé modélise bien la solution, tandis que

pour 2/|b| ≤ |y| ≤ eǫ/|b| nous allons introduire la radiation pour modéliser la solution :

Lemme 4.1. — Il existe une unique solution radiale, ζb de l’équation suivante :

(36)
∆ζb − ζb + ib(ζb)1 = Ψb

‖∇ζb‖L2(Rd) < +∞.

Cette solution vérifie

lim
|y|→+∞

|y|d|ζb(y)|2 = Γb, e−
(1−Cη)π

b ≤ Γb ≤ e−
(1+Cη)π

b .



953–17

On peut remarquer que la fonction ζb n’est pas dans L2 à cause d’une divergence de

type logarithmique. Il faut donc la tronquer. On fixe donc maintenant A = e
ǫ
b (ǫ > 0

sera choisi petit) et pour χ ∈ C∞
0 (R) égale à 1 pour |r| ≤ 1, χA(r) = χ(r/A), et à 0

pour |r| ≥ 2

ζ̃b = ζbχA(r), ε̃ = ε − ζ̃b.

Proposition 4.2. — Il existe δ0, C, c > 0 tels que

(37)
∂

∂s
f ≥ δ0

(∫

|∇ε̃|2dy +

∫

|ε̃|2e−δ|y|dy

)

+ cΓb − Cλ2E0 − C

∫ 2A

A

|ε|2

avec

f(s) =
b

4
‖yQ̃b‖

2
L2(Rd)+

1

2
Im

(∫

y · ∇ζ̃bζ̃b

)

+(Imε, (Reζ̃b)1)L2(Rd)−(Reε, (Imζ̃b)1)L2(Rd).

Remarque 4.3. — Si on compare les diverses inégalités de viriel obtenues, on peut re-

marquer que, dans cette dernière , f(s) ∼ b(s) (car ζ est exponentiellement petit en b),

et d’autre part que le terme exponentiel en b apparâıt maintenant avec le bon signe, le

prix à payer étant le terme C
∫ 2A

A
|ε|2.

La démonstration de ce résultat est assez proche de celle de la proposition 3.3. In-

diquons seulement comment on s’est débarrassé du terme (34). L’introduction de la

radiation ζ̃b l’a remplacé (modulo des termes négligeables) par un terme du type

(38) −(Reε, (ReF )1)L2(Rd) − (Imε, (ImF )1)L2(Rd)

où

F = [∆, χA]ζb + iby · χAζb

est supporté dans {A ≤ |y| ≤ 2A}, dont on déduit

∣
∣(Reε, (ReF )1)L2(Rd) − (Imε, (ImF )1)L2(Rd)

∣
∣ ≤ ǫΓb +

1

ǫ

∫ 2A

A

|ε|2.

4.2. Dispersion L2 à l’infini

Pour traiter le terme −
∫ 2A

A
|ε|2, il est nécessaire de comprendre comment l’excès

de masse de la donnée initiale u0 est évacué et dispersé à l’infini (en d’autres termes

comprendre comment crôıt la norme L2 de la restriction de ε à l’ensemble {|y| ≥ Cste}).

On choisit φ une fonction positive, croissante, égale à 0 pour r ≤ 1/2, à 1 pour r ≥ 3

et telle que φ′(r) ≥ 1/4 pour r ∈ [1, 2]. On définit φA(x) = φ(|x|/A). On a alors

Proposition 4.4. — Il existe C > 0 tel que

(39)
d

ds

(∫

φA(x)|ε|2
)

≥
b

C

∫ 2A

A

|ε|2 −
C

b2
λ2E0 − Γ1+ǫ

b − Γǫ
b

∫

|∇ε|2.
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Pour démontrer ce résultat, on fait le produit scalaire de (22) avec φA(x)Reε et

de (23) avec φA(x)Imε ; et on intègre par parties. On obtient

(40)
d

ds

(∫

φA|ε|
2

)

=

∫
∂

∂s
(φA)|ε|2 + b

∫

y · ∇(φA)|ε|2 + 2Im

(∫

∇φA · ∇εε

)

−

(
∂

∂s
λλ + b

)∫

y · ∇φA|ε|
2 −

∂
∂s

x

λ
·

∫

∇φA|ε|
2.

Le terme principal est

(41) b

∫

y · ∇(φA)|ε|2 ≥
b

C

∫

φ′(
y

A
)|ε|2 ≥

b

4C

∫ 2A

A

|ε|2.

Les autres termes sont des termes de reste responsables des termes de reste dans la

proposition.

On peut maintenant utiliser la conservation de la norme L2 :

(42) ‖u0‖
2
L2(Rd) = ‖Q‖2

L2(Rd) + α

= ‖φ1/2
A ε‖2

L2(Rd) + ‖(1 − φA)1/2ε‖2
L2(Rd) + ‖Q̃b‖

2
L2(Rd)

+ 2(Reε,ReQ̃b)L2(Rd) + 2(Imε, ImQ̃b)L2(Rd)

soit

(43)
d

ds

(∫

φA(x)|ε|2
)

= −
d

ds

(

‖Qb‖
2
L2(Rd) − ‖Q‖2

L2(Rd) + 2(Reε,ReQ̃b)L2(Rd) + 2(Imε, ImQ̃b)L2(Rd)

)

.

Le point important est que

‖Qb‖
2
L2(Rd) − ‖Q‖2

L2(Rd) + 2(Reε,ReQ̃b)L2(Rd) + 2(Imε, ImQ̃b)L2(Rd) ∼ b2.

On peut donc, en additionnant à l’inéquation que nous venons d’obtenir l’inéquation (37)

multipliée par ǫb obtenir une inéquation du type (avec C0 > 0)

d

ds
(−C0b

2 + ǫb2) ≥ Cb

(

Γb +

∫

|∇ε̃|2 + |ε̃|2e−δ|y| +

∫ 2A

A

|ε|2 − 2λ2E0

)

,

ce qui donne une inégalité différentielle sur b du type

d

ds
(b2) ≤ −Cb

(

Γb +

∫

|∇ε̃|2 + |ε̃|2e−δ|y| +

∫ 2A

A

|ε|2 − 2λ2E0

)

qui est le point essentiel de la preuve de la borne inférieure (9).

Remarque 4.5. — Dans cette dernière étape, nous avons utilisé de manière importante

la conservation de la norme L2, ce qui de facto élimine la possibilité d’adopter cette

approche pour une solution auto-similaire (et pour une bonne raison puisque dans ce

cas la borne inférieure est fausse).
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Remarque 4.6. — On remarquera aussi que nous avons utilisé le fait que l’énergie est

négative, ce qui permet de ne pas se préoccuper du terme −λ2E0 qui a toujours le bon

signe. En fait, dans le régime du (( log log )), ce terme est négligeable car il a pour ordre

de grandeur

λ2 ≪ e−αsβ

≪ b ∼
1

log(s)
.

C’est ce fait qui permet de (( bootstrapper )) le régime du (( log log )) (voir le point (3)

du théorème 1.9), même pour des énergies positives.
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[Rap] P. Raphael. On the blow up phenomenon for the l2 critical non linear

schrödinger equation. Préprint, 2004
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Ž. Èksper. Teoret. Fiz., 61(1) :118–134, 1971.

Nicolas BURQ

Université Paris XI
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PROJECTIVITY OF KÄHLER MANIFOLDS -

KODAIRA’S PROBLEM

[after C. Voisin]

by Daniel HUYBRECHTS

There are various geometric structures that can be studied on a topological mani-

fold M . Depending on one’s geometric taste, it is important to know whether M can be

endowed with a symplectic form, whether (special) Riemannian metrics can be found

or whether M carries an algebraic structure. Often, the existence of a certain geometric

structure imposes topological conditions on M . In other words, it may happen that

a given topological manifold does simply not allow one’s favorite geometry. E.g. if M

is compact and b2(M) = 0 the manifold M cannot be symplectic, or if b1(M) = 1 no

Kähler metrics can exist.

In order to fully understand the relation between two sorts of geometries, it is impor-

tant to know whether they impose the same topological obstructions. In other words,

does the existence of one of the two on a given manifold topological M imply the exis-

tence of the other one? This is a report on the work of Claire Voisin [11, 12] that sheds

light on an old question, usually attributed to Kodaira, that asks for the topological

relation between Kähler geometry and projective geometry.

In the following we let M be a compact manifold that can be endowed with the

structure of a complex manifold. Once a complex structure is chosen, one studies Rie-

mannian metrics g that are ‘compatible’ with it. One possible compatibility condition is

to require that g be hermitian, i.e. that the complex structure thought of as an almost

complex structure I is orthogonal with respect to g. It is not difficult to see that a

hermitian structure can always be found. It is, however, a completely different matter

to find a hermitian structure g such that its fundamental form ω := g(I , ) is closed, i.e.

g satisfies the Kähler condition. Indeed, the classical theory of Kähler manifolds shows

that the existence of a Kähler metric imposes strong conditions on the topology of M ,

which are not satisfied by arbitrary complex or symplectic manifolds. For instance, the

odd Betti numbers of a compact Kähler manifold are even, Kähler manifolds are formal

and their fundamental groups satisfy further conditions. (In contrast, if only one of the

two structures, complex or symplectic, is required, then any finitely presentable group

can be realized.)

On the other hand, Kähler manifolds are quite common. Indeed, any complex sub-

manifold of the complex projective space Pn admits a Kähler metric - the restriction

of the Fubini–Study metric is an example. Conversely, one might wonder whether a
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compact complex manifold that admits a Kähler structure can always be realized as a

complex submanifold of Pn or, in other words, whether the complex structure is projec-

tive. This is obviously not the case, general complex tori Cn/Γ (n ≥ 2) and general K3

surfaces provide counter-examples. In fact, a famous theorem of Kodaira proves that a

Kähler manifold is projective if and only if the Kähler metric can be chosen such that

the cohomology class of its fundamental form ω is integral, i.e. [ω] ∈ H2(X,Z) (see [6,

Thm. 4]).

In these examples one observes that although the given complex structure is not

projective, it becomes projective after a small deformation. Kodaira proved that in

fact any Kähler surface can be deformed to a projective surface (see [7, Thm. 23] and

[8]). Thus, as deforming the complex structure does not change the diffeomorphism type

of the manifold, there is no topological difference between compact Kähler surfaces and

algebraic surfaces. (Let us also mention that in fact any compact surface X with even

b1(X) is Kähler, i.e. for surfaces the condition to be Kähler is a topological condition.

This fails in higher dimensions, due to a famous example of Hironaka [5] of a compact

Kähler manifold that deforms to complex manifold which is no longer Kähler.) Note

in passing that a similar result holds true for symplectic manifolds: clearly, any given

symplectic form ω can be deformed to a symplectic form with integral cohomology class.

Kodaira’s problem, which apparently has never been stated by himself in this form,

asks for the higher-dimensional version of his result: Can any compact Kähler manifold

be deformed to a projective manifold?

More in the spirit of the general philosophy explained above, one could ask whether

the topological manifold underlying a compact Kähler manifold may also be endowed

with the structure of a projective manifold. This question had been open for a very

long time. As Kodaira’s arguments to prove the two-dimensional case use a great deal

of classification theory of surfaces, there was little hope to generalize them to higher

dimensions.

Recent work of Claire Voisin fills this gap [11, 12, 13]. She succeeded in showing

that topology makes a difference between compact Kähler manifolds and those that

are projective. In other words, there exist compact topological manifolds that admit

the structure of a Kähler manifold without carrying also the structure of a projective

manifold. More precisely, Voisin shows the stronger statement:

Theorem 0.1 ([11]). — In any dimension ≥ 4 there exists a compact Kähler man-

ifold X whose rational cohomology ring H∗(X,Q) cannot be realized as the rational

cohomology ring of a projective manifold.

Voisin originally worked with the integral cohomology ring H∗(X,Z), but Deligne

then pointed out the stronger version above.
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One could wonder whether the answer to these questions would be different if

the topological manifold satisfies further conditions, e.g. if it is in addition simply-

connected. Some of these questions have been addressed and answered by Voisin in

[11, 12] and we will comment on them on the way.

Although the examples are obtained by particular constructions, the principal ideas

of [11, 12] are of a more general nature and might be applicable in other situations.

The i-th cohomology of a compact Kähler manifold is naturally endowed with a Hodge

structure of weight i, which can be polarized (on the primitive part) if the manifold

is projective. The idea is to show that there exist compact Kähler manifolds whose

cohomology does not admit Hodge structures that are compatible with both, the given

cup-product and a polarization Roughly, there are three steps A-C, the first two of

which are purely Hodge-theoretical and only the last one has a geometric flavor.

(A) Certain algebraic structures on a rational vector space A are not compatible

with any polarizable Hodge structure (of weight k) on A.

Remark 0.2. — In the examples, the algebraic structure will be a specific endomor-

phism Φ : A → A, but others are in principle possible. That the algebraic structure

is not compatible with any polarizable Hodge structure means in the case of an en-

domorphism Φ that one cannot find a Hodge structure on A such that Φ becomes an

endomorphism of it and such that the Hodge structure can be polarized.

(B) Suppose
⊕

Hℓ is a graded Q-algebra whose direct summands Hℓ are Hodge

structures of weight ℓ and such that the multiplications Hℓ1 ⊗ Hℓ2 → Hℓ1+ℓ2 are ho-

momorphisms of Hodge structures. Suppose furthermore that this Q-algebra structure

allows us to detect a subspace A ⊂ Hk such that: i) A ⊂ Hk is a Hodge substructure.

ii) An algebraic structure as in (A) is compatible with this Hodge structure.

Then Hk does not admit a polarization.

Remark 0.3. — Subspaces that are defined purely in terms of the Q-algebra structure

do define Hodge substructures. We shall also need a refined version of this, which is

due to Deligne.

The compatibility in ii) is more difficult to check, but relies on the same principle.

For an endomorphism Φ the idea goes as follows: Firstly, find two Hodge substructures

A,A′ ⊂ Hk and a Hodge substructure ∆ ⊂ A ⊕ A′ ⊂ Hk which is the graph of an

isomorphism A ∼= A′. Secondly, prove that under the induced isomorphism of Hodge

structures A⊕ A ∼= A⊕ A′ the graph of Φ is a Hodge substructure.

(C) Construct compact Kähler manifolds such that the above principles apply to its

cohomology ring
⊕

Hℓ(X,Q). Then H∗(X,Q) should not be realizable by a smooth

projective variety.
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Remark 0.4. — This works best for Hodge structures of weight one (k = 1). In this

case H1(X,Q) of a smooth projective variety X admits a polarized Hodge structure.

For the Hodge structure of weight two on H2(X,Q) one needs an extra argument, for

only the primitive part of it admits a polarization.

This report roughly follows these three steps. Some of the algebraic structures in

Section 2 might seem rather ad hoc, as their geometric origin is only explained in

Section 3. However, I found it helpful for my own understanding to completely separate

the arguments that explain why certain Q-algebras cannot be realized as the cohomology

of a projective manifold from the part that contains the construction of compact Kähler

manifolds that do realize these Q-algebras.
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to C.-F. Bödigheimer, U. Görtz, M. Lehn, R. Thomas, P. Stellari, J. Stix, B. Totaro,

and T. Wedhorn for their help, comments, and suggestions.

1. HODGE STRUCTURES (OF WEIGHT ONE AND TWO)

1.1. Recollections

A Hodge structure of weight k on a Q-vector space A is given by a direct sum de-

composition

(1) AC := A⊗Q C =
⊕

p+q=k

Ap,q such that Ap,q = Aq,p.

A direct sum decomposition (1) can also be described in terms of a representation

ρ : C∗ → Gl(AR) such that the C-linear extension of ρ(z) satisfies ρ(z)|Ap,q = zpz̄q · id.

The Hodge classes of a Hodge structure of weight 2k on A are the elements in Ak,k ∩A.

We shall be particularly interested in Hodge structures of weight one and two.

Remark 1.1. — Recall that Hodge structures of weight one with Ap,q = 0 for pq 6= 0

which are integral, i.e. A = ΓQ for some lattice Γ, are in bijection with complex tori.

Indeed, to a Hodge structure of weight one on ΓQ given by ΓC = A1,0 ⊕ A0,1 one

associates the complex torus A1,0/Γ, where Γ is identified with its image under the

projection AC → A1,0.

A Q-linear map ϕ : A→ A′ is a morphism (of weight m) of Hodge structures

AC =
⊕

p+q=k

Ap,q and A′
C =

⊕

r+s=ℓ

A′r,s

of weight k and ℓ = k + 2m, respectively, if ϕ(Ap,q) ⊂ A′p+m,q+m. If the two Hodge

structures correspond to ρ : C∗ → Gl(AR) and ρ′ : C∗ → Gl(A′
R), respectively, then

this condition is equivalently expressed by ϕ(ρ(z)v) = |z|2mρ′(z)ϕ(v) for all v ∈ A and

z ∈ C∗.
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A Hodge substructure of a Hodge structure of weight k on A is given by a subspace

A′ ⊂ A such that A′
C =

⊕
(Ap,q ∩ A′

C) or, equivalently, such that A′
C ⊂ AC is in-

variant under the representation ρ : C∗ → Gl(AR) that corresponds to the given Hodge

structure on A.

The tensor product A ⊗Q A
′ of two Q-vector spaces A and A′ endowed with Hodge

structures of weight k and ℓ, respectively, comes with a natural Hodge structure of

weight (k + ℓ):

(A⊗Q A
′)r,s :=

⊕

p+p′=r,q+q′=s

Ap,q ⊗C A
′p′,q′.

In other words, the Hodge structure is given by ρ⊗ ρ′.

Note that A2 :=
∧2A1 of a Hodge structure of weight one A1 is naturally a Hodge

structure of weight two with A2,0
2 :=

∧2A1,0
1 , A1,1

2 := A1,0
1 ⊗ A0,1

1 , and A0,2
2 =

∧2A0,1
1 .

A polarization of a Hodge structure of weight oneAC = A1,0⊕A0,1 is a skew-symmetric

form q ∈
∧2A∗ such that

(2) AC ×AC
// C, (v, w) � // iq(v, w)

(where q is extended C-linearly) satisfies the Hodge–Riemann relations:

i) A1,0 and A0,1 are orthogonal with respect to (2).

ii) The restriction of (2) to A1,0 and to A0,1 is positive, respectively negative, definite.

Remark 1.2. — With this definition a polarization is always rational. Furthermore, the

form q considered as an element of the induced weight-two Hodge structure on
∧2A∗

is of type (1, 1). Since it is rational, q is a Hodge class (of weight two). Note that any

Hodge substructure of a weight-one polarized Hodge structure is naturally polarized.

Example 1.3. — Let X be a compact Kähler manifold of dimension n. The Hodge

decomposition

H1(X,C) = H1,0(X) ⊕H0,1(X)

defines a Hodge structure of weight one on H1(X,Q).

Suppose X is projective and ω ∈ H2(X,Z) is the class of a hyperplane section, then

q(α) =
∫

X
α2ωn−1 is a polarization of the natural Hodge structure of weight one on

H1(X,Q).

If we drop the condition that q be rational, then any Kähler class on a compact Kähler

manifold X would yield a form on the Hodge structure of weight one on H1(X,Q) that

satisfies the Hodge–Riemann relations i) and ii).

The notion of a polarization exists for Hodge stuctures of arbitrary weight, but we

shall only need it for weight one, explained above, and for weight two. For a Hodge

structure of weight two AC = A2,0 ⊕ A1,1 ⊕ A0,2 a polarization is a symmetric bilinear

form q ∈ S2A∗ such that:

i) The Ap,q are pairwise orthogonal with respect to (v, w) 7→ q(v, w).

ii) For 0 6= v ∈ Ap,q one has −ip−qq(v, v) > 0.
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Example 1.4. — If X is compact Kähler of dimension n, then H2(X,Q) comes with a

natural Hodge structure of weight two H2(X,C) = H2,0(X)⊕H1,1(X)⊕H0,2(X) given

by the Hodge decomposition. If X is projective and ω ∈ H2(X,Z) is the class of a

hyperplane section, then

q(α) =

∫

X

α2ωn−2

defines a polarization on the primitive cohomology

H2(X,Q)p := {α ∈ H2(X,Q) | α ∧ ωn−1 = 0}.

Note that due to the Hodge–Riemann bilinear relationH1,1(X,R) ∼= H1,1(X,R)p⊕Rω

does not contain any q-isotropic subspace of dimension ≥ 2. Also, H2(X,R) does not

contain Hodge substructures of dimension ≥ 2 which are q-isotropic.

1.2. Detecting Hodge structures algebraically

The following observation is the key to a general principle, due to Deligne, which

allows one to identify Hodge substructures algebraically.

Lemma 1.5. — Let HC =
⊕

p+q=kH
p,q be a Hodge structure of weight k on a Q-vector

space H given by a representation ρ : C∗ → Gl(HR) and let Z ⊂ HC be an algebraic

subset which is invariant under ρ(C∗). Suppose the span 〈Z ′〉 of an irreducible compo-

nent Z ′ ⊂ Z is of the form H ′ ⊗Q C with H ′ ⊂ H a Q-subspace. Then H ′ is a Hodge

substructure of H.

Proof. — Since C∗ is connected, the C∗-action leaves invariant the irreducible compo-

nents of Z. Hence, also 〈Z ′〉 is C∗-invariant. But for 〈Z ′〉 = H ′ ⊗Q C this is equivalent

to saying that H ′ ⊂ H is a Hodge substructure.

In [11, 12] the lemma is applied in various situations. The algebraic set Z is always

defined by algebraic conditions on homomorphisms of Hodge structures and thus auto-

matically invariant under C∗. Usually, one starts with several Hodge structures of weight

ℓ on Q-vector spaces Hℓ and homomorphisms of Hodge structures Hℓ1 ⊗Hℓ2 → Hℓ1+ℓ2 ,

a⊗ b 7→ a · b. (Think of the cohomology of a smooth projective variety or of a compact

Kähler manifold.)

We shall in particular encounter algebraic subsets of the form

Z1 = {α ∈ Hk
C | α2 = 0} or Z2 =

{

a ∈ Hk
C | rk

(

Hℓ
C

a· // Hk+ℓ
C

)

≤ m
}

.

Let us sketch the argument that shows that these sets are C∗-invariant in the example

Z = Z2. By definition of the Hodge structure on Hℓ1 ⊗ Hℓ2 and the hypothesis that

the multiplication a⊗ b 7→ a · b is a morphism of Hodge structures, one has ρ(z)(a) · b =

ρ(z)(a · (ρ(z−1)(b))). Thus, the endomorphism given by multiplication with ρ(z)(a)

and a, respectively, differ by automorphisms ρ(z) ∈ Gl(Hk+ℓ
R ) and ρ(z−1) ∈ Gl(Hℓ

R). In

particular, rk(ρ(z)(a)·) = rk(a·) and hence a ∈ Z if and only if ρ(z)(a) ∈ Z.

Note that it might well happen that 〈Z〉 is defined over Q, but not 〈Z ′〉.
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Let us illustrate the use of Deligne’s principle in a concrete situation that will be at

the heart of the subsequent discussion. Suppose we are given a graded Q-algebra
⊕

Hk,

an integer ℓ ∈ Z and a subspace 0 6= H ′ ⊂ Hℓ. Then define for i ≥ 1 the Q-subspace

(3) Pi :=
{

a ∈ H2 |
(

⊗iH ′ ·a // Hℓi+2

)

= 0
}

.

We shall later fix in addition an integer m > 1 and consider the two subspaces

P1 ⊂ Pm ⊂ H2

and the algebraic subset of PmC:

(4) Z := {a ∈ PmC | Ker
(

H ′
C

·a // Hℓ+2
C

)

6= 0}.

Then Z contains P1C and we denote its image in (Pm/P1)C by Z̄ (which is again alge-

braic). Furthermore, let e ∈ Z ∩ Pm be such that Cē ⊂ Z̄ is an irreducible component

of Z̄.

Corollary 1.6. — Suppose each Hk is endowed with a Hodge structure of weight k

such that the multiplications are morphisms of Hodge structures and such that H ′ ⊂ Hℓ

is a Hodge substructure. Then

i) the Pi ⊂ H2 are Hodge substructures,

ii) the element ē ∈ Pm/P1 is of type (1, 1), i.e. a Hodge class, and

iii) Ker(H ′ ·e
−→ Hℓ+2) is a Hodge substructure of Hℓ.

Proof. — The Pi can be viewed as the kernels of the morphisms of Hodge structures

H2 →
(
⊗iH ′

)∗

⊗Hℓi+2 and are, therefore, Hodge substructures of H2.

Deligne’s principle shows that Qē ⊂ Pm/P1 is a Hodge substructure. Since any weight

two Hodge structure of rank one is of pure type, one finds ē ∈ (Pm/P1)
1,1.

In order to prove iii), use the morphism of Hodge structures Pm/P1⊗H
′ → Hℓ+2.

Remark 1.7. — i) The actual description of Pm is of no importance here. We only used

P1 ⊂ Pm and the condition on e. Note that e ∈ Pm itself might be of mixed type, e.g.

it could be arbitrarily modified by rational classes in P 2,0
1 ⊕ P 0,2

1 .

ii) In the applications only the cases ℓ = 1 and ℓ = 2 will be considered and, moreover,

for ℓ = 1 we will have H ′ = H1.

2. THE IMPOSSIBLE ONES

The aim is to exhibit two specific Hodge structures of weight one respectively two

which resist polarization. Section 2.1 explains Step A of the program, whereas Sec-

tion 2.2 corresponds to Step B.
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2.1. Special endomorphisms excluding polarization

Let us start out with an endomorphism Φ ∈ End(A) of a Q-vector space A of dimen-

sion 2n. For any field Q ⊂ K we shall denote by ΦK its K-linear extension. We also

use the naturally induced endomorphisms Φ∗ and
∧2 Φ∗ of A∗ and

∧2A∗ respectively.

Denote the set of all eigenvalues of Φ by EV (Φ) := {µ1, . . . , µ2n} and by KΦ the

splitting field of the characteristic polynomial of Φ, i.e. KΦ = Q(µ1, . . . , µ2n).

Henceforth, we shall assume that:

Hypothesis 2.1. — i) µi 6∈ R for all i, and ii) G := Gal(KΦ/Q) acts as the symmetric

group S2n on EV (Φ).

Example 2.2. — It is not difficult to find explicit examples of endomorphisms Φ satis-

fying these conditions:

– Let A = Q2, hence n = 1, and Φ =

(
0 1

−1 0

)

. Then {µ1, µ2} = {±i}.

– Let A = Q4 and Φ =







0 0 0 −1

1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0







. The characteristic polynomial of Φ is x4−x+1

whose Galois group is the symmetric group (see [1, Ch.14.6]) and which clearly has no

real eigenvalues.

Remark 2.3. — Clearly, ii) implies that ΦC ∈ End(AC) can be diagonalized. It also

yields µi1 · . . . · µik 6= µj1 · . . . · µjk
for any two distinct multi-indices i1 < . . . < ik and

j1 < . . . < jk.

Lemma 2.4. — Under the assumptions of 2.1 the induced endomorphism
∧k Φ ∈

End(
∧k A) does not admit any non-trivial invariant subspace.

Proof. — Clearly, the eigenvalues of
∧k Φ are µi1 · . . . · µik, i1 < . . . < ik. Thus, if

W ⊂
∧k A is invariant under

∧k Φ, then the eigenvalues of ψ :=
∧k Φ|W are also of

this form. In particular, also ψ can be diagonalized over KΦ. Suppose W 6= 0. Then

there exists an eigenvector v ∈WKΦ
with eigenvalue say µ1 · . . . · µk.

Being defined over Q, the extension of ψ (and of
∧k Φ) to an endomorphism of WKΦ

(respectively
∧k AKΦ

) commutes with the action of the Galois group G on the scalars

KΦ. Hence, with µ1 · . . . · µk also µσ(1) · . . . · µσ(k) is an eigenvalue of ψ for any σ ∈ G.

By Remark 2.3, this shows that all µi1 · . . . · µik , i1 < . . . < ik, which are pair-

wise distinct, occur as eigenvalues of ψ. Hence, dim(W ) = dim
∧k A or, equivalently,

W =
∧k A.
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Proposition 2.5. — Suppose
∧2 Φ respects a Hodge structure of weight two on A2 :=

∧2A given by
∧2AC = A2,0

2 ⊕ A1,1
2 ⊕ A0,2

2 with A2,0
2 6= 0. If Φ satisfies 2.1, then

A1,1
2 ∩

∧2
A = {0},

which is equivalent to saying that all Hodge classes of A2 are trivial.

Proof. — As
∧2 ΦC preserves the bidegree (p, q) of elements in

∧2AC, the rational sub-

space W := A1,1
2 ∩

∧2A is
∧2 Φ-invariant. Due to the lemma one either has W =

∧2A,

which is excluded by A2,0
2 6= 0, or W = 0, which proves the assertion.

Corollary 2.6. — Suppose n ≥ 2. A Hodge structure of weight one AC = A1,0⊕A0,1

that is preserved by ΦC does not admit a polarization.

Proof. — A polarization of the Hodge structure AC = A1,0 ⊕ A0,1 would be given by a

special Hodge class q in the induced Hodge structure of weight two on
∧2A∗. However,

there are no non-trivial ones due to the proposition. (Use that Φ∗ as well satisfies 2.1.)

The assumption n ≥ 2 is needed in order to ensure that A2,0
2 6= 0.

Remark 2.7. — Observe that Φ preserves the Hodge structure if and only if its graph

ΓΦ ⊂ A⊕ A is a Hodge substructure.

Example 2.8. — If Φ satisfies i) and ii) of 2.1, one easily constructs Hodge structures

of weight one that are preserved by Φ. This will be needed when it actually comes to

constructing examples.

Pick n distinct eigenvalues λ1, . . . , λn ∈ EV (Φ) such that λi 6= λ̄j for all i, j (note

that due to i) no eigenvalue is real) and let A1,0 =
⊕n

i=1 Cvi, where the vi ∈ AC are

eigenvectors with eigenvalue λi.

With Φ being defined over Q, the complex conjugate λ̄ of an eigenvalue λ ∈ EV (Φ)

is again an eigenvalue. Thus, with A0,1 := A1,0 one has AC = A1,0 ⊕A0,1.

2.2. Identifying the special endomorphisms algebraically

We continue the discussion of Section 1.2 and combine it with endomorphisms Φ of

the type studied in Section 2.1.

Thus, consider a Q-vector space A of dimension 2n ≥ 4 together with an endomor-

phism Φ and let H∗ =
⊕4n

k=0H
k be a graded Q-algebra.

To bring both structures together, we assume that there is a graded inclusion
∧∗

(A⊕ A) ⊂ H∗

satisfying the following conditions. (We shall apply Corollary 1.6 with ℓ = 1,m = 4n−2,

and H ′ = H1.)
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Hypothesis 2.9. — i) A⊕A = H1,

ii) H2 =
∧2(A⊕ A) ⊕ P ⊕ R, where P := P4n−2 is defined as in (3) and R is some

subspace,

iii) P = P1 ⊕
⊕4

i=1 eiQ, and

iv) the kernel of the multiplication H1 ·ei−→ H3, for i = 1, . . . , 4, equals the subspaces

A⊕{0}, {0}⊕A, ∆ := {(a, a) | a ∈ A}, and the graph ΓΦ of Φ, respectively. The sum
∑

Im(·ei) ⊂ H3 is direct.

Remark 2.10. — Roughly, e1 and e2 will be used to detect certain Hodge substructures,

e3 to identify them, and e4 to view Φ as a homomorphism between them. The auxiliary

space R is later only needed in order to construct odd-dimensional examples. Due to

Remark 3.4 one could even restrict to the case P1 = 0.

Proposition 2.11. — Suppose H∗ and Φ meet the conditions of 2.9 and 2.1, respec-

tively. Then H∗ cannot be realized as the rational cohomology ring H∗(X,Q) of a

projective manifold X.

Proof. — Suppose X is a projective manifold that does realize H∗. In the following

we will simply identify H∗(X,Q) with H∗. Thus, each Hk inherits the natural Hodge

structure of weight k from Hk(X,Q) and the multiplications Hℓ1 ⊗Hℓ2 → Hℓ1+ℓ2 are

morphisms of Hodge structures.

Corollary 1.6 applies and shows that A ⊕ {0}, {0} ⊕ A, ∆, and the graph ΓΦ are

Hodge substructures of H1(X,Q). Indeed, the only thing that needs to be checked

is that the Cēi define irreducible components of Z̄ ⊂ (P/P1)C (the image of Z as in

(4)). This follows from iv): Suppose
∑
aiei ∈ Z. Then there exists 0 6= a ∈ H1 that

is annihilated by it. Thus, ai(a · ei) = 0 for i = 1, . . . , 4. If e.g. ai 6= 0 6= aj , then

a ∈ Ker(·ei) ∩ Ker(·ej). The description of the kernels shows that this is impossible.

With the identification of the two Hodge structures on A⊕ {0} and {0} ⊕ A via ∆,

the graph ΓΦ allows to view Φ as an endomorphism of the Hodge structure on A⊕{0}.

By Corollary 2.6 this Hodge structure does not admit a polarization. Hence, also

the Hodge structure H1(X,Q), of which A ⊕ {0} is a Hodge substructure, cannot be

polarized. This yields a contradiction to the projectivity of X.

We shall next present a similar result based on an analysis of Hodge structures of

weight two.

Let as before A be a Q-vector space of dimension 2n ≥ 4 together with an endomor-

phism Φ and let H∗ =
⊕4n

k=0H
k be a graded Q-algebra. We assume that there is a

graded inclusion
∧2∗(A⊕A) ⊂ H2∗ and consider B1 :=

∧2A⊕{0}, B2 := {0}⊕
∧2A,

and H ′ := B1 ⊕B2 as subspaces of H2. We shall use the notation of Corollary 1.6 with

ℓ = 2, m = 2n− 1.
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Hypothesis 2.12. — i) H2 = B1 ⊕ B2 ⊕ P with P := P2n−1 as in (3),

ii) P = Q1 ⊕Q2 ⊕ Qe1 ⊕ Qe2 for some vector space Q and P1 = 0,

iii) {α ∈ H2
C | α2 = 0} = {α ∈ B1C | α2 = 0} ∪ {α ∈ B2C | α2 = 0},

iv) α2a2n−2 = 0 for all α ∈ B1 and a ∈ P , and

v) the kernel of the multiplication B1 ⊕ B2
·ei−→ H4, i = 1, 2, is the diagonal ∆ :=

{(a, a)} ⊂
∧2A⊕

∧2A for i = 1 and the graph ΓV2 Φ for i = 2. Similarly, Ker(·ai) = Bi

for any 0 6= ai ∈ Qi. The sum Q1 · B2 +Q2 · B1 + Im(·e1) + Im(·e2) is direct.

Proposition 2.13. — Suppose H∗ and Φ meet the requirements of 2.12 and 2.1,

respectively. Then H∗ cannot be realized as the rational cohomology ring H∗(X,Q) of a

projective manifold X.

Proof. — Suppose X is a projective manifold whose rational cohomology ring H∗(X,Q)

can be identified with H∗.

Due to iii) and Lemma 1.5, B1, B2, and hence H ′ are Hodge substructures of H2.

Thus, Corollary 1.6 applies and shows that P is a Hodge substructure. (Note that
∧2A

is spanned by vectors α with α2 = 0.)

Due to v) the algebraic set Z̄ ⊂ P (see notation in Corollary 1.6) contains Cē1 and

Cē2 as two irreducible components. Indeed, if
∑
ai +

∑
ηiei ∈ Z with ai ∈ Qi, then

some 0 6= b = b1+b2 ∈ B1⊕B2 is annihilated by it. Since the sum of the multiplications

is direct, this yields a2 · b1 = a1 · b2 = ηi(a · ei) = 0. In particular, a1 6= 0 implies b2 = 0

and a2 6= 0 implies b1 = 0. Thus, if η1 = η2 = 0, then either a1 6= 0 or a2 6= 0.

Similarly, if η1 6= 0 = η2, then b1 = b2 6= 0 and, therefore, a1 = a2 = 0. Finally, the case

η1 6= 0 6= η2 is excluded by ∆ ∩ ΓV2 Φ = {(0, 0)}, which follows from µi · µj 6= 1 for all

i 6= j and n ≥ 2. (The argument shows that the other irreducible components are QiC.)

Thus, by iii) of Corollary 1.6, the diagonal and the graph of
∧2 Φ are Hodge sub-

structures of B1⊕B2. In other words,
∧2 Φ is an endomorphism of the Hodge structure

of
∧2A induced by B1 (or, equivalently, by B2).

Clearly,
∧2A contains a subspace V of dimension at least two such that 0 = α2 ∈ H4

for all α ∈ V . (For instance, take V = 〈v1 ∧ v2, v1 ∧ v3〉 if A =
⊕

Qvi.)

Hence, by the Hodge–Riemann bilinear relations this excludes V ⊂ H1,1(X) (see

Example 1.4). Therefore,
∧2,0A 6= 0 and, hence, the Hodge structure

∧2A does not

contain any Hodge class (see Proposition 2.5).

This shows that all Hodge classes of H2 are contained in P . In particular, any hyper-

plane class [ω] is contained in P . On the other hand, due to iv) one has α2.[ω]2n−2 = 0

for all α ∈ B1, but H2(X,Q) can clearly not contain a Hodge substructure of dimension

≥ 2 which is isotropic with respect to the polarization (see Example 1.4). This yields

the contradiction.
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3. CONSTRUCTION OF EXAMPLES

So far we have explained how Voisin is able to exclude certain Hodge structures on

Q-algebras from being realized by the cohomology of a projective manifold. It remains

to find compact Kähler manifolds which do realize these structures and which, therefore,

are topologically different from any projective manifold.

The first two examples are obtained as blow-ups of well-known Kähler manifolds

and the following general facts will be used tacitly throughout (see [3, 4, 14]). Let

π : X̃ → X be the blow-up of a compact complex manifold X along a submanifold

i : Y →֒ X of codimension c ≥ 2. The exceptional divisor j : E = π−1(Y ) →֒ X̃

is isomorphic to P(NY/X) and π|E equals the projection πY : P(NY/X) → Y . In the

following, cohomology will be considered with coefficients in Q.

• If X is Kähler, then X̃ is Kähler.

• If a submanifold Z ⊂ X intersects Y transversally, then the proper transform,

which is by definition the closure of π−1(Z \ Y ), is the blow-up Z̃ → Z along Y ∩ Z.

• The natural morphisms π∗ : Hk(X) → Hk(X̃) and

Hk−2(ℓ+1)(Y )
π∗

Y−→ Hk−2(ℓ+1)(E)
·hℓ

−→ Hk−2(E)
j∗
−→ Hk(X̃),

where h := c1(OπY
(1)), induce isomorphisms

Hk(X̃) ∼= Hk(X) ⊕
k−2⊕

i=k−2(c−1)

H i(Y ).

In particular, H2(X̃) ∼= H2(X) ⊕ Qe if e := [E] ∈ H2(X̃) and Y is connected.

• Moreover,

ϕe : Hk(X)
π∗

−→ Hk(X̃)
·e

−→ Hk+2(X̃)

equals

Hk(X)
i∗

−→ Hk(Y )
π∗

Y−→ Hk(E)
j∗
−→ Hk+2(X̃).

In particular, Ker(Hk(X)
ϕe
−→ Hk+2(X̃)) = Ker(Hk(X)

i∗
−→ Hk(Y )).

• If Y = Y1 ⊔ Y2 and accordingly E = E1 ⊔E2, then for k = 1 the sum
∑

Im(ϕei
) ⊂

H3(X̃) = H3(X)⊕H1(Y1)⊕H
1(Y2) is direct and similar for k = 2 the sum

∑
Im(ϕei

) ⊂

H4(X̃) ∼= H4(X) ⊕
⊕

H2(Yi) ⊕
⊕

H0(Yi) is direct. (Note that the degree zero terms

only occur if c ≥ 3.) This principle can be generalized to the case that Y1, Y2 intersect

transversally and that π : X̃ → X is obtained from first blowing-up along Y1 and then

along the proper transform of Y2.

3.1. Voisin’s first example

Let Φ be an endomorphism of a Q-vector space A of dimension 2n ≥ 4 satisfying

Hypothesis 2.1. By passing to kΦ for some 0 6= k ∈ Z if necessary, we may assume

that Φ∗ preserves a maximal lattice Γ ⊂ A∗. Consider the complex torus T := A1,0∗/Γ,

where AC = A1,0⊕A0,1 is a Hodge structure as in Example 2.8. Then there exist natural
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isomorphisms H1(T,Q) ∼= A and H1,0(T ) ∼= A1,0. The endomorphism Φ∗ induces an

endomorphism of T which shall also be denoted Φ∗.

Remark 3.1. — The complex tori T and T ×T are not projective due to Corollary 2.6,

but they are, as all other complex tori, deformation equivalent and hence homeomorphic

to abelian varieties.

Voisin’s first example constructed in [11] is a compact Kähler manifold X obtained

as a blow-up of T × T .

Consider the following submanifolds of T × T :

∆1 := {(x,−x)}, ∆2 := {(x,−Φ∗(x))}, T1 := {0} × T, T2 := T × {0},

which meet pairwise transversally. (E.g., via the first projection the tangent space of

∆1 ∩ ∆2 in an intersection point z = (x, y) is identified with Ker(id−Φ∗), but 1 is not

an eigenvalue of Φ.)

Let z1, . . . , zM ∈ T × T be the finitely many intersection points of all the pairwise

intersections. Then consider the blow-up π1 : T̃ × T → T × T in these points. The

proper transforms of the four submanifolds ∆̃1, ∆̃2, T̃1, T̃2 are pairwise disjoint submani-

folds of T̃ × T . Thus, the blow-up π2 : X → T̃ × T along the union ∆̃1 ∪ ∆̃2 ∪ T̃1 ∪ T̃2

is a compact Kähler manifold.

We shall denote by F1, . . . , FM ⊂ X the proper transform of the exceptional divisors

of π1 and by E1 → T̃1, E2 → T̃2, E3 → ∆̃1, E4 → ∆̃4 the exceptional divisors of π2.

Their cohomology classes shall be called f1, . . . , fM , e1, . . . , e4 ∈ H2(X,Q). It is the

second blow-up π2 and its exceptional classes e1, . . . , e4 that are important; the first

blow-up π1 is only needed in order to ensure the smoothness of X.

The composition π := π1 ◦ π2 : X → T × T induces a graded inclusion
∧∗(A⊕A) =

H∗(T × T,Q) ⊂ H∗(X,Q).

Proposition 3.2. — The conditions i)-iv) of 2.9 are satisfied.

Proof. — The condition i) is obvious, as X and T × T are homeomorphic away from

subsets of real codimension ≥ 2. Since H2(T × T,Q) ∼=
∧2H1(T × T,Q), one has

H2(X,Q) ∼=
∧2(A⊕A) ⊕

⊕M
i=1 Qfi ⊕

⊕4
i=1 Qei.

A class in
∧4n−2H1(X,Q) =

∧4n−2H1(T × T,Q) can be thought of as a lin-

ear combination of fundamental classes of subsets of real codimension 4n − 2 in

T × T in general position, whose pull-back clearly avoids the exceptional divisors

F1, . . . , FM , E1, . . . , E4 which all live over subsets of real codimension > 2. This

yields ii) with P = 〈f1, . . . , fM , e1, . . . , e4〉 and R = 0.

A similar argument yields iii), where P1 = 〈f1, . . . , fM〉. Finally, condition iv) is

proved by applying the above general remarks on the cohomology of a blow-up and by

using the explicit description of ∆1,∆2, T1, and T2.

Together with Proposition 2.11 this yields
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Corollary 3.3. — The rational homotopy type of the compact Kähler manifold X of

dimension 2n ≥ 4 is not realized by any projective manifold. �

Note that this time the result has been phrased in terms of the rational homotopy

type rather than in terms of the rational cohomology. Both statements are equivalent

due to [2] and the fact that the fundamental group is abelian in our situation.

Remark 3.4. — One could also avoid the initial point blow-ups and instead successively

blow-up T1, T2, ∆1, ∆2, respectively their proper transforms. The above arguments

remain valid, only that in this case P1 = 0.

In order to fully prove Theorem 0.1 it remains to construct examples of odd dimen-

sion. These are obtained as products X ′ := X × P1, where X is one of the compact

Kähler manifolds above. Once more the conditions i)-iv) of 2.9 are satisfied, but this

time R = H2(P1,Q). The rest of the argument is unaffected by this modification.

Remark 3.5. — In [11] it is first shown that the integral cohomology H∗(X,Z) of the

above constructed Kähler manifold cannot be realized by a projective manifold. The

proof of this weaker statement does not rely on Deligne’s principle, but uses the Albanese

morphism instead.

One finds in [11] also an example, due to Deligne, of a compact Kähler manifold

whose complex cohomology H∗(X,C) cannot be realized by a projective manifold. The

manifold X is again obtained as a blow-up of T × T .

3.2. Simply-connected examples

One might wonder whether the fundamental group is responsible for the fact that

the above constructed compact Kähler manifold is topologically different from any

projective manifold. This question leads Voisin to her second example, which is simply-

connected. Roughly, the simply-connected Kähler manifold is obtained from the first

one by dividing by the Z/2Z×Z/2Z-action, which is induced by the standard involution

on the two factors.

On the one hand, the construction is simpler in the sense that blowing-up T1 and T2

can be avoided, which was needed before to detect certain Hodge substructures. As it

turns out, the analogous Hodge structures in the simply-connected case can be described

directly. (As the examples will be simply-connected, one cannot work with Hodge

structures of weight one. Therefore, Voisin analyses the weight-two Hodge structure

on H2(X,Q) instead.) On the other hand, due to the (mild) singularities of T/±, the

construction is slightly more involved, as we first have to desingularize.

In [11] Voisin proceeds as follows. Start with a torus T = A1,0∗/Γ as in Section 3.1.

In particular, T comes with an endomorphism Φ∗. Next, consider the quotient T/±

of T by the standard involution z 7→ ±z and its desingularization K → T/± obtained

by a simple blow-up of all the two-torsion points. Equivalently, one may first blow-up

the two-torsion points T̃ → T and then take the quotient K = T̃ /± by the induced

involution. The latter description shows that K is smooth and Kähler. (Indeed, a
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general result of Varouchas [10] proves that for a surjection π : X → X ′ whose fibres

are all of dimension dim(X)−dim(X ′) the manifold X ′ is Kähler if X is so.) Viewing K

as the desingularization of T/±, shows that it is simply-connected, for T/± is.

The endomorphism −Φ∗ of T descends to an endomorphism −Φ̄∗ of T/± and we

consider its graph Γ−Φ̄∗ ⊂ (T/±) × (T/±).

In the last step, one first blows up K ×K along the anti-diagonal ∆1 := {(a,−a)}

and then along the proper transform Γ′ of Γ−Φ̄∗ . (Note that Γ′ is smooth. This can be

seen by passing via T̃ × T̃ → T × T .)

Thus, the resulting variety X is indeed a Kähler manifold. We let π : X → K ×K

be the composition of the two blow-ups. The two exceptional divisors E1 → ∆ and

E2 → Γ′ yield distinguished cohomology classes e1, e2 ∈ H2(X,Z).

Proposition 3.6. — Let n ≥ 3. Then the conditions i)-v) of 2.12 are satisfied.

Proof. — Since the involution of T acts trivially on H2(T,Q), one has H2(T/±,Q) ∼=
H2(T,Q) = A and H2(K,Q) = A ⊕

⊕
Qfj , where fi are the classes corresponding to

the exceptional divisors Fi over the two-torsion points.

Thus, H2(X,Q) = H2(K×K,Q)⊕Qe1 ⊕Qe2 = H2((T/±)× (T/±),Q)⊕Q1 ⊕Q2⊕
Qe1 ⊕ Qe2, where Qi is the pull-back of

⊕
Qfj under the i-th projection onto K.

It is easy to see that P := Q1 ⊕ Q2 ⊕ Qe1 ⊕ Qe2 is indeed the subspace that is

annihilated by S2n−1H2((T/±) × (T/±),Q). This proves i).

Since
∧2A is spanned by elements a with a2 = 0 and no non-trivial linear combination

of f1j := π∗
1fj, f2j := π∗

2fj , e1, and e2 has this property, condition iii) follows. It is here

that one needs the assumption n ≥ 3. The verification of condition v) is straightforward;

use the explicit description of the classes e1 and e2.

To conclude, we have to verify condition iv). One can show that for all α ∈ B1

expressions of the form α2 · P (fij, e1, e2) with P a polynomial of degree 2n − 2 are

indeed trivial. Here are a few of the necessary arguments. Firstly, fk
ij = 0 for all

k > n. Secondly, the classes fij · ek and e1 · e2 are supported over finitely many points

in (T/±) × (T/±) and, hence as α is pulled back from there, one has α · (fij · ek) =

α · (e1 · e2) = 0. Thirdly, α · f1j = 0. Thus, the only combinations that need to be

checked are α2 · e2n−2
i . We may assume that Ei = P(ΩT ) and that π|Ei

is the natural

projection p : E → T . Then one shows that ei|Ei
= c1(Op(−1)) and thus reduces

to 0 = p∗α2
T .c1(Op(−1))2n−3, which follows from c1(Op(−1))k = 0 for k ≥ n and the

assumption n ≥ 3.

Together with Proposition 2.13 this yields

Corollary 3.7. — The rational homotopy type of the compact simply-connected

Kähler manifold X of dimension 2n ≥ 6 is not realized by any projective manifold. �

Odd-dimensional examples can again be produced by taking products with P1. In

2.12 only i) and iii) have to be modified. In i) one has H2 = B1 ⊕ B2 ⊕ P ⊕ R

with R = H2(P1,Q) and in iii) RC will provide another irreducible component. The
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arguments are not affected by this modification. This yields C. Voisin’s second counter-

example:

Theorem 3.8 ([11]). — In any dimension ≥ 6 there exists a simply-connected com-

pact Kähler manifold which does not have the rational homotopy type of a projective

manifold.

Once more, instead of working with the rational homotopy type one could equivalently

say that H∗(X,Q) is not realized as the cohomology ring of a projective manifold (see

[2]).

Remark 3.9. — Inspired by Voisin’s examples, Oguiso studies in [9] simply-connected

compact Kähler manifolds of dimension d ≥ 4 which are not projective, but rigid, i.e.

which do not allow any deformations at all and, therefore, cannot be deformed to pro-

jective ones in particular. In the case of simply-connected examples one can no longer

work with Hodge structures of weight one. Thus, K3 surfaces (or, more generally, com-

pact hyperkähler manifolds) with their very special but rich Hodge structures of weight

two provide a rich reservoir of potentially interesting examples. Roughly, the special

endomorphisms of tori used by Voisin are in [9] replaced by special automorphisms of

K3 surfaces which are described completely by their action on the second cohomology.

However, the methods in [9] fall short of proving that the examples do not have

the rational homotopy type of projective manifolds. It seems likely, nevertheless, that

four-dimensional simply-connected examples could eventually be produced in this way.

3.3. The birational Kodaira problem

Right after [11] had appeared modifications of the original problem have been pro-

posed. For many problems in complex algebraic geometry it is natural not to restrict to

projective or Kähler manifolds, but to allow manifolds that are birational or bimeromor-

phic to those. Passing to a bimeromorphic model often changes the topology drastically,

but in a somewhat controlled manner. So, modifying Kodaira’s problem in this sense

seems natural also from a topological point of view.

More precisely, the compact Kähler manifolds constructed in [11] are both bimero-

morphic to compact Kähler manifolds which do have the homotopy type of projective

manifolds. E.g. in the first example, described in Section 3.1, the Kähler manifold X

was constructed as a blow-up of a torus whose underlying manifold carries also the

structure of a projective manifold. In other words, after a controlled topological modi-

fication the original topological manifold underlying X has been transformed to one

that does carry a projective structure. So, one could ask whether this is true for any

Kähler manifold. Again, the answer is negative.

Theorem 3.10 ([12]). — There exist compact Kähler manifolds X of dimension

2n ≥ 10 such that no complex manifold bimeromorphic to it has the rational homotopy

type of a projective manifold.
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The principal ideas in [12] are similar to those in [11]. Roughly, one tries to detect

certain Hodge structures in terms of the multiplicative structure of the cohomology ring

and to derive a contradiction to the existence of a polarization on the (primitive) second

cohomology of a projective manifold. Technically, the arguments are more involved and

we only give an idea of the actual construction.

The construction of the birational counter-examples in [12] starts again with the same

torus T of dimension n ≥ 4 and an endomorphism Φ satisfying 2.1. If P denotes the

Poincaré bundle on T×T̂ , then let E := P⊕P−1, PΦ := (Φ, id)∗P, and EΦ := (Φ, id)∗E.

In the next step one considers the fibre product P(E)×T× bT P(EΦ) and its quotient Q by

the action of (Z/2Z)×(Z/2Z) given by natural lifts of (−id, id) and (id,−id). Then any

Kähler desingularizationX of Q will work. Note that these examples are bimeromorphic

to a P1 × P1-bundle over K × K̂, where K → T/± is the desingularization considered

in the simply-connected case.

The reason that one is able to control in this example all bimeromorphic models

by cohomological methods is due to the fact that there exist only few subvarieties of

positive dimension.

4. FURTHER COMMENTS

This is still not the end. Why not allowing topological changes that are not obtained

by bimeromorphic maps? One could ask whether there always exists another complex

structure onX (e.g. one obtained by a deformation) such that a bimeromorphic model of

this new one has the rational homotopy type of a projective manifold. So, more formally,

if one introduces the equivalence relation between complex manifolds generated by

deformations and bimeromorphic correspondences, one might ask whether any compact

Kähler manifold is equivalent to a projective manifold.

Continuing in this direction, one could allow singular varieties or certain ramified

covers in order to enlarge the equivalence classes. Would the answer to Kodaira’s

problem be different then? Most of these questions are open for the time being, but see

the comments in [13].

In another direction, it could be interesting to see whether the birational geometry

does matter in these questions. The above counter-example for the birational Kodaira

problem is, by construction, of Kodaira dimension −∞. For the time being the tech-

niques do not seem to produce examples of non-negative Kodaira dimension.

As has been mentioned, topologically there is no difference between compact Kähler

surfaces and projective surfaces. Due to the examples of Voisin, the situation changes

drastically in dimension ≥ 4 (or rather ≥ 6 if one prefers simply-connected manifolds).

What seems open, however, is the three-dimensional case:

Does there exist a compact Kähler threefold which is not homeomorphic to a projective

manifold?
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Since we mentioned fundamental groups in the beginning, let us point out that the

following problem is also still open:

Does there exist a group that is the fundamental group of a compact Kähler manifold,

but not of a projective manifold?

A question of a more general nature is the following:

Are there topological, cohomological,... conditions that decide whether a compact

Kähler manifold can also be endowed with a complex structure which is projective?

Nothing seems to be known in this direction and the examples show that if such condi-

tions can be found at all, they cannot be formulated purely in terms of the fundamental

group.
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GENRES DE TODD ET VALEURS AUX ENTIERS

DES DÉRIVÉES DE FONCTIONS L

par Christophe SOULÉ

Le théorème de Hirzebruch-Riemann-Roch calcule la caractéristique d’Euler-Poincaré

d’un fibré holomorphe E sur une variété complexe X projective et lisse :

(1) χ(E) =

∫

X

ch(E) Td(TX) .

Dans cette identité le genre de Todd Td(·) est la classe caractéristique multiplicative

associée à la série formelle

Td(x) =
x

1 − e−x
= 1 +

x

2
+

x2

12
−

x4

720
+ · · · ,

que l’on peut aussi écrire

Td(x) = 1 −
∑

m≥0

ζ(−m)
xm+1

m!
,

où ζ(s) est la fonction zêta de Riemann. Ce lien entre le genre de Todd et les valeurs

aux entiers de la fonction zêta peut parâıtre fortuit. Mais l’analogue de l’égalité (1)

en géométrie d’Arakelov fait intervenir, en plus du genre de Todd classique, la classe

caractéristique additive associée à la série

R(x) =
∑

m≥1
m impair

(

2ζ ′(−m) +
(

1 +
1

2
+ · · · +

1

m

)

ζ(−m)

)
xm

m!
,

où ζ ′(s) est la dérivée de la fonction zêta. Et si les nombres rationnels ζ(−m) (autrement

dit les nombres de Bernoulli) apparaissent dans de nombreux calculs, il est par contre

très rare de rencontrer les nombres réels ζ ′(−m) avec m impair. Le but de cet exposé

est de montrer comment, plus généralement, les avatars du genre de Todd en géométrie

d’Arakelov permettent d’obtenir des formules, nouvelles ou déjà connues, impliquant

les valeurs aux entiers des dérivées des fonctions L de la théorie des nombres. Si X

est un schéma régulier, projectif sur un ouvert du spectre de l’anneau des entiers d’un

corps de nombres, muni d’une action du schéma en groupes G des racines n-ièmes de

l’unité, n ≥ 1, Köhler et Roessler ont démontré un analogue équivariant du théorème de

Riemann-Roch en géométrie d’Arakelov. Ce 〈〈 théorème de Lefschetz arithmétique 〉〉 [23]

comporte aussi une correction au genre de Todd équivariant habituel. Ses coefficients
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sont donnés par les valeurs aux entiers négatifs de la dérivée en s de la fonction zêta de

Lerch définie, si Re(s) > 1, par la formule

ζ(z, s) =
∑

m≥1

zm

ms
, z ∈ C , |z| = 1 .

Si χ est un caractère de Dirichlet modulo n, cette fonction est liée à la fonction L de

Dirichlet

L(χ, s) =
∑

m≥1

χ(m)

ms

par une transformée de Fourier sur le groupe (Z/n)∗. Par ailleurs, une formule célèbre

de Chowla et Selberg (étendue par Gross [19], Anderson [1] et Colmez [11] aux variétés

abéliennes de type CM) calcule les périodes d’une courbe elliptique à multiplication

complexe à l’aide des dérivées à l’origine des fonctions L de Dirichlet [12].

Köhler et Roessler ont montré que leur théorème de Lefschetz arithmétique fournit

une nouvelle preuve des formules de Chowla-Selberg, Gross, Anderson et Colmez (sans

retrouver cependant le calcul complet aux 〈〈mauvaises places 〉〉). Maillot et Roessler [30]

ont abordé le cas d’une variété quelconque sur un corps de nombres, munie d’une action

de G. Outre les résultats précédents, ils obtiennent un calcul des périodes du groupe

H2(X) quand X est une surface, et Hd(X) quand X est une hypersurface de dimen-

sion d. Leur résultat est la première confirmation, en dehors des variétés abéliennes,

d’une conjecture de Gross et Deligne sur les motifs à multiplication complexe [19].

Après avoir introduit la géométrie d’Arakelov (§1) et énoncé les théorèmes de

Riemann-Roch (§2, Th. 2.1) et de Lefschetz arithmétiques (§3, Th. 3.1), nous mon-

trerons, en suivant [29], que cette formule se simplifie énormément quand on l’applique

au complexe de De Rham d’une variété projective et lisse sur un corps de nombres X,

munie d’une action de G. Le résultat principal (§4, Th. 4.4) est une réécriture de la

transformée de Fourier de l’identité initiale. Il affirme qu’une certaine combinaison de

logarithmes de périodes de X est un multiple entier explicite de L′(χ,0)
L(χ,0)

, où χ est un

caractère de Dirichlet impair et primitif modulo n. La section 5 détaille ce calcul, et

on discute dans la section 6 le cas d’une variété abélienne. On fait alors le lien avec la

conjecture de Gross et Deligne et avec la formule de Chowla-Selberg. Il faut toutefois

signaler que les égalités ainsi obtenues ne sont pas aussi précises qu’on le souhaiterait.

Elles souffrent en effet d’une ambigüıté, due au fait que le complexe de De Rham ne

s’étend pas en général, de façon équivariante, à un modèle entier de X. L’appendice

donne par contre un exemple d’une courbe elliptique de type CM pour laquelle la

méthode fournit un résultat sans cette ambigüıté.

Pour terminer, nous évoquerons brièvement d’autres travaux reliant la géométrie

d’Arakelov aux valeurs des dérivées de fonctions L, y compris celles associées aux formes

modulaires [30] [25] [26]. C’est un domaine en plein essor.

Je tiens à remercier Maillot et Roessler pour m’avoir beaucoup aidé à préparer cet

exposé. L’exemple traité en appendice leur est dû. Je remercie aussi Burgos et Kudla

pour leurs commentaires sur ce manuscrit.
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Notation : si M est un groupe abélien et si K est un corps, on notera MK le K-espace

vectoriel M ⊗Z K.

1. GÉOMÉTRIE D’ARAKELOV

Dans cette section et la suivante nous décrivons les principales notions de la géométrie

d’Arakelov. Pour des exposés de synthèse plus détaillés, voir [36] [35] [4] et l’exposé [7]

de ce séminaire.

1.1. Appelons variété arithmétique la donnée d’un schéma X régulier et projectif

sur S = Spec(Z). La conjugaison des coordonnées munit l’ensemble X(C) des points

complexes de X d’une involution F∞ : X(C) → X(C). Pour un entier p ≥ 0 on note

Zp(X) le groupe des cycles algébriques de codimension p sur X, i.e. les combinaisons

formelles finies
∑

α

nα Zα, nα ∈ Z, où les Zα ⊂ X sont des fermés de codimension p

dans X. On note aussi Dpp(XR) (resp. App(XR)) l’espace vectoriel réel des courants

réels (resp. des formes différentielles réelles) de type (p, p) sur X(C) sur lesquel(le)s F ∗
∞

agit par multiplication par (−1)p. Un courant de Green pour le cycle Z ∈ Zp(X) est

un élément g de Dp−1,p−1(XR) tel que

(2) ddcg + δZ = ω ,

où ω ∈ App(XR), δZ ∈ Dpp(XR) est le courant d’intégration sur les points complexes

de Z , et ddc = i
2π

∂∂̄ . Le groupe de Chow arithmétique ĈH
p
(X) est engendré par les

couples (Z, g), où Z ∈ Zp(X) et g est un courant de Green de Z. On a (Z, g)+(Z ′, g′) =

(Z + Z ′, g + g′) et on impose les relations

(div(f),− log |f |2 + ∂u + ∂̄v) = 0

dans ĈH
p
(X), où u (resp. v) est un courant de type (p−2, p−1) (resp. (p−1, p−2)) et

f ∈ k(Y )∗ est n’importe quelle fonction rationnelle non nulle sur un sous-schéma fermé

intègre Y ⊂ X de codimension p − 1. Le cycle div(f) est le diviseur de f et − log |f |2

est le courant obtenu en associant à toute forme différentielle sur X(C) l’intégrale sur

Y (C) de son produit avec la fonction intégrable − log |f |2.

À tout morphisme algébrique f : X → Y entre variétés arithmétiques sont associés

des morphismes d’image inverse

f ∗ : ĈH
p
(Y ) → ĈH

p
(X) .

De plus, il existe un produit d’intersection arithmétique

ĈH
p
(X) ⊗ ĈH

q
(X) → ĈH

p+q
(X)Q .

Ce produit est compatible aux images inverses. On notera qu’au lieu de ĈH
p+q

(X)Q on

peut aussi considérer, et c’est plus naturel, le Q-espace vectoriel défini de la même façon

que ĈH
p+q

(X) mais en prenant pour générateurs les couples (Z, g), où Z ∈ Zp+q(X)Q
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et g ∈ Dp+q−1,p+q−1(XR) est un courant de Green de Z. De même pour les espaces

vectoriels ĈH
p
(X)K utilisés plus loin.

1.2. Un fibré hermitien sur X est la donnée d’un couple Ē = (E, h), où E est un fibré

algébrique sur X et h une métrique hermitienne C∞ sur le fibré holomorphe EC sur

X(C) associé à E, cette métrique étant invariante par F∞. On peut associer à tout fibré

hermitien Ē des classes caractéristiques telles que les classes de Chern ĉp(Ē) ∈ ĈH
p
(X),

le caractère de Chern

ĉh(Ē) ∈ ĈH
·
(X)Q = ⊕

p≥0
ĈH

p
(X)Q

et la classe de Todd

T̂d(Ē) ∈ ĈH
·
(X)Q .

Si par exemple L̄ = det(Ē) est la puissance extérieure maximale de E, la première

classe de Chern

ĉ1(Ē) = ĉ1(L̄) ∈ ĈH
1
(X)

est la classe du couple (div(s),− log ‖s‖2), où s est n’importe quelle section rationnelle

non nulle de s sur X et ‖s‖ la norme de cette section.

Ces classes caractéristiques vérifient les propriétés usuelles de fonctorialité, normali-

sation et comportement par produit tensoriel. Si E = E ′ ⊕E ′′ est la somme directe de

deux fibrés algébriques et si la métrique sur EC est la somme directe orthogonale des

métriques sur E ′
C et E ′′

C on a

ĉp(Ē) =
∑

i+j=p

ĉi(Ē
′) ĉj(Ē

′′) ,

ĉh(Ē) = ĉh(Ē ′) ĉh(Ē ′′) ,

et

T̂d(Ē) = T̂d(Ē ′) T̂d(Ē ′′) .

Mais ces formules ne sont plus valables en général pour une suite exacte

0 → E ′ → E → E ′′ → 0 ,

et ce quel que soit le choix des métriques sur les trois fibrés.

2. THÉORÈME DE RIEMANN-ROCH ARITHMÉTIQUE

2.1. Soit X une variété arithmétique. On définit comme suit une application Q-linéaire

d’intégration sur X
∫

X

: ĈH
·
(X)Q → R .
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L’image de la classe α d’un couple (Z, g) est nulle sauf si Z =
∑

x

nx x est un cycle de

dimension zéro et g est un courant de degré maximum sur X(C), auquel cas
∫

X

α =
∑

x

nx log(#k(x)) +
1

2

∫

X(C)

g .

On a noté #k(x) le cardinal du corps résiduel au point fermé x ∈ X (un corps fini), et

défini de g comme étant celle d’une forme cohomologue à ce courant. Le morphisme
∫

S

: ĈH
1
(S) → R

est un isomorphisme.

2.2. Soit M un Z-module de type fini et h un produit scalaire hermitien sur MC,

invariant par la conjugaison complexe. On pose

d̂eg(M̄) =

∫

S

ĉ1(det(M̄)) .

Si Mtors est le sous-groupe de torsion de M et si MR est muni de la mesure euclidienne

définie par h, on a

d̂eg(M̄) = log(#Mtors) − log vol

(
MR

M

)

.

2.3. Soit X une variété arithmétique et hX une métrique hermitienne sur le fibré

tangent TX(C), invariante par F∞. Notons ω0 ∈ A11(XR) la forme telle que

ω0 =
i

2π

∑

α,β

hX

(
∂

∂zα
,

∂

∂zβ

)

dzα dz̄β

pour tout choix d’une carte locale (zα) sur X(C). On suppose que hX est Kähler,

c’est-à-dire dω0 = 0.

Si Ē est un fibré hermitien sur X, les groupes de cohomologie Hq(X, E) sont de type

fini. Pour tout entier q ≥ 0, l’espace vectoriel complexe

Hq(X, E)C = Hq(X(C), EC)

est canoniquement isomorphe à celui des formes différentielles harmoniques de type

(0, q) sur EC. On note A0q(X(C), EC) l’espace vectoriel de toutes les différentielles C∞

de type (0, q) à coefficients dans EC. Il est muni du produit scalaire hermitien hL2 défini

par

hL2(α, β) =

∫

X(C)

(α, β)
ωd

0

d!
,

où d = dimC X(C) et (α, β) désigne le produit scalaire ponctuel associé au choix des

métriques sur X(C) et EC. La restriction de hL2 aux formes harmoniques définit un

produit scalaire hermitien sur Hq(X, E)C.
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2.4. Soient

∂̄ : A0q(X(C), EC) → A0,q+1(X(C), EC)

l’opérateur de Cauchy-Riemann et ∂̄∗ son adjoint pour la métrique L2. L’opérateur de

Laplace ∆q = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄ a un spectre discret formé de nombres réels positifs ou nuls.

On note λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ . . . ses valeurs propres strictement positives (répétées selon

leur multiplicité) et

ζq(s) =
∑

n≥1

λ−s
n

sa fonction zêta. Cette série converge si Re(s) > d, elle admet un prolongement

méromorphe au plan complexe, et n’a pas de pôle à l’origine ; on peut donc prendre sa

dérivée en zéro. On pose

T (ĒC) =
∑

q≥0

(−1)q+1q ζ ′
q(0)

(cf. [31]).

2.5. Si EC est un fibré holomorphe sur X(C) invariant par F∞, on note ch(EC) et

Td(EC) ses classes caractéristiques usuelles dans ⊕
p≥0

Hpp(XR), où Hpp(XR) est le sous-

espace de la cohomologie réelle de X(C) de type (p, p) où F∞ agit par (−1)p. On définit

aussi une classe

R(EC) ∈ ⊕
p≥0

Hpp(XR) ,

compatible aux images inverses et additive :

R(E ′
C ⊕ E ′′

C) = R(E ′
C) + R(E ′′

C) .

Si LC est un fibré inversible et x = c1(LC) ∈ H11(XR) sa première classe de Chern on

a R(LC) = R(x), où R(x) est la série formelle

R(x) =
∑

m impair
m≥1

(

2ζ ′(−m) +
(

1 +
1

2
+ · · · +

1

m

)

ζ(−m)

)
xm

m!
.

2.6. Dans la situation de 2.2 on pose

χ̂(Ē) =
∑

q≥0

(−1)q d̂eg(Hq(X, E), hL2) .

Le théorème de Riemann-Roch arithmétique [18] [7] (dans sa version 〈〈 à la Hirzebruch 〉〉)

est le suivant :

Théorème 2.1 ([18], Th. 7). — On a l’égalité entre nombres réels

χ̂(Ē) −
1

2
T (ĒC) =

∫

X

ĉh(Ē) T̂d(X) −
1

2

∫

X(C)

ch(EC) Td(TX(C)) R(TX(C)) .
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Remarques. —

i) Si X est lisse sur Z, T̂d(X) est la classe de Todd T̂d(TX, hX). En général on

la définit à l’aide du complexe tangent à X (cf. op. cit.). Elle dépend de la

métrique hX .

ii) La preuve du théorème 2.1 repose pour une large part sur les travaux d’analyse

globale de Bismut et de ses collaborateurs, dont l’article [5].

3. THÉORÈME DE LEFSCHETZ ARITHMÉTIQUE

3.1. Soit n > 1 un entier et G = Spec(Z[T ]/(T n − 1)) le schéma en groupes des racines

n-ièmes de l’unité. Supposons donnée une action

µ : G × X → X

de G sur une variété arithmétique X. On note Y = XG le schéma des points fixes de G.

C’est aussi une variété arithmétique. Soit Ē = (E, h) un fibré hermitien sur X tel que

l’action de G se prolonge à E et préserve la métrique h. L’action de G sur la restriction

de E à Y équivaut à la donnée d’une graduation

E|Y = ⊕
u∈Z/n

Eu

([16], Prop. 4.7.3). Si V est un ouvert de Y , l’action de G fournit en effet un morphisme

de OY (V )-modules :

µ∗ : E(V ) → E(V ) ⊗
Z

Z[T ]/(T n − 1) .

Si s ∈ E(V ) on pose

µ∗(s) =
∑

u∈Z/n

su ⊗ T u .

Le module Eu(V ) ⊂ E(V ), u ∈ Z/n, est celui des composantes su quand s décrit E(V ).

Les composantes Eu,C de la restriction de EC à Y (C) sont orthogonales pour la

métrique h. On les munit de la métrique induite par h.

3.2. On fixe désormais une racine n-ième primitive de l’unité γ ∈ C∗ et l’on note

g ∈ G(C) l’élément correspondant. Fixons une métrique de Kähler hX sur TX(C),

invariante par G et F∞. Pour tout entier q ≥ 0, le G-module Hq(X, E) définit une

graduation

Hq(X, E) = ⊕
u∈Z/n

Hq(X, E)u ,

orthogonale pour la métrique L2. On pose

d̂egg(H
q(X, E)) =

∑

u∈Z/n

d̂eg(Hq(X, E)u, hL2) γu
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et

χ̂g(Ē) =
∑

q≥0

(−1)q d̂egg(H
q(X, E)) .

On a aussi une décomposition orthogonale

A0q(X(C), EC) = ⊕
u∈Z/n

A0q(X(C), EC)u

et, si ζq,u(s) est la fonction zêta de la restriction de ∆q à A0q(X(C), EC)u, on pose

Tg(ĒC) =
∑

q≥0

(−1)q+1 q
∑

u∈Z/n

ζ ′
q,u(0) γu .

Les nombres χ̂g(Ē) et cette torsion analytique équivariante Tg(ĒC) sont des nombres

complexes.

3.3. Soit K = Q(γ) ⊂ C le corps cyclotomique des racines n-ièmes de l’unité. Le

caractère de Chern équivariant de la restriction de Ē à Y est

ĉhg(Ē) =
∑

u∈Z/n

ĉh(Ēu) γu ∈ ĈH
·
(Y )K .

Désignons par Λk(Ē), k ≥ 0, les puissances extérieures de Ē et posons

λ−1(Ē) =
∑

k≥0

(−1)k Λk(Ē) .

C’est un fibré hermitien virtuel, c’est-à-dire un élément du groupe abélien associé au

monöıde des fibrés hermitiens, muni de la somme directe orthogonale. On note

chg(λ−1(Ē)) =
∑

k≥0

(−1)k ĉhg(Λ
k(Ē)) .

Soit N̄∨ le fibré conormal à Y dans X, muni de la métrique induite par hX . On munit

TY (C) de la métrique hY induite par hX et l’on note T̂d(Y ) ∈ ĈH
·
(Y )Q la classe de

Todd arithmétique de (Y, hY ) (cf. 2.6, Remarque i)). On pose

T̂dg(X) = ĉhg(λ−1(N̄
∨))−1 T̂d(Y )

dans ĈH
·
(Y )K .

On définit de même des classes

chg(EC) =
∑

u∈Z/n

ch(Eu,C) γu

et

Tdg(TX(C)) = chg(λ−1(N̄
∨
C ))−1 Td(TY (C))

dans ⊕
p≥0

Hpp(YR)K .
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3.4. La genre R possède également un analogue équivariant. Pour tout nombre com-

plexe z de module un, considérons la fonction zêta de Lerch

ζ(z, s) =
∑

m≥1

zm

ms
.

Cette série converge si Re(s) > 1, et admet un prolongement méromorphe au plan

complexe. Si ζ ′(z, s) est sa dérivée par rapport à s, on introduit les séries formelles

R̃(z, x) =
∑

m≥0

(

2ζ ′(z,−m) +
(

1 +
1

2
+ · · · +

1

m

)

ζ(z,−m)

)
xm

m!

et

R(z, x) =
1

2
(R̃(z, x) − R̃(z̄,−x)) .

On note R(z, ·) la classe caractéristique additive en cohomologie complexe telle que, si

LC est un fibré holomorphe inversible on ait

R(z, LC) = R(z, c1(LC)) .

La restriction de TX(C) à Y (C) admet une graduation

TX(C)|Y (C) = ⊕
u∈Z/n

TX(C)u ,

et l’on pose

Rg(TX(C)) =
∑

u∈Z/n

R(γu, TX(C)u) .

3.5.

Théorème 3.1 ([23], Th. 7.14). — Sous les hypothèses précédentes, on a l’égalité en-

tre nombres complexes

χ̂g(Ē) −
1

2
Tg(ĒC) =

∫

Y

ĉhg(Ē) T̂dg(X) −
1

2

∫

Y (C)

chg(EC) Tdg(TX(C)) Rg(TX(C)) .

Remarques. —

i) La preuve du théorème 3.1 utilise à nouveau des résultats analytiques difficiles de

Bismut et de ses collaborateurs [2][6].

ii) Les constructions et les résultats précédents restent valables si, au lieu de

S = Spec(Z), on prend pour base S des variétés arithmétiques un ouvert dans

le spectre des entiers d’un corps de nombres. La seule différence est que les

théorèmes 2.1 et 3.1 sont alors des égalités dans les groupes ĈH
1
(S)Q et ĈH

1
(S)K

respectivement.

Si par exemple F est un corps de nombres et que l’on fixe un plongement com-

plexe F ⊂ C, on pourra prendre S = Spec(F ) et noter X(C) les points complexes

pour le plongement choisi d’une variété X projective et lisse sur F . L’involution

F∞ agit trivialement sur X(C) et l’intégration
∫

X
associe à un couple (0, g) de

dimension zéro l’intégrale de 1
2
g sur X(C). Si S ⊂ R est le Q-espace vectoriel
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engendré par les éléments log |α|, α ∈ F ∗, le théorème 2.1 est alors une égalité

dans

ĈH
1
(S)Q = R/S

et le théorème 3.1 est une égalité dans

ĈH
1
(S)K = C/C ,

où C est le K-espace vectoriel engendré dans C par les éléments log |α|, α ∈ F ∗.

4. PÉRIODES DES VARIÉTÉS À MULTIPLICATION COMPLEXE

4.1. Soient n ≥ 1 un entier, et F ⊂ C un corps de nombres plongé dans les complexes.

On suppose que F contient le corps cyclotomique K = Q(µn) des racines n-ièmes de

l’unité. Posons G = Spec(F [T ]/(T n−1)), choisissons une racine de l’unité n-ième primi-

tive γ ∈ C∗ et notons g ∈ G(K) l’élément correspondant. Choisissons une métrique de

Kähler G-invariante sur X ; soit Ω̄ le fibré hermitien des différentielles sur X. Maillot et

Roessler ont eu l’idée d’appliquer le théorème de Lefschetz arithmétique (Théorème 3.1,

Remarque ii)) au fibré hermitien virtuel λ−1(Ω̄). À cause de la proposition suivante,

son énoncé se simplifie considérablement :

Proposition 4.1. — On a

i) Tg(λ−1(Ω̄C)) = 0

ii) chg(λ−1(ΩC)) Tdg(TX(C)) = ctop(TY (C))

iii)
∫

Y
ĉhg(λ−1(Ω̄)) T̂dg(X) = 0.

La classe ctop(TY (C)) est celle dont la restriction à toute composante de Y (C) de

dimension d est égale à cd(TY (C)). On déduit de la proposition 4.1 et du théorème 3.1

l’égalité

(3) χ̂g(λ−1(Ω̄)) = −
1

2

∫

Y (C)

Rg(TX(C)) ctop(TY (C))

dans C/C. Seule la composante R
(0)
g de degré zéro de Rg intervient dans l’intégrale.

Cette formule montre que χ̂g(λ−1(Ω̄)) ne dépend pas du choix de la métrique hX .

4.2. Le groupe de Galois GK = Gal(K/Q) est canoniquement isomorphe à (Z/n)∗ par

l’application qui à σ ∈ GK associe l’élément u ∈ (Z/n)∗ tel que

σ(γ) = γu .

Si à u ∈ (Z/n)∗ on associe un des côtés de l’identité (3) où l’on a remplacé g par gu, on

obtient une fonction de (Z/n)∗ à valeurs dans C/C. Nous allons calculer les transformées

de Fourier sur (Z/n)∗ de ces deux fonctions.

Soit

χ : (Z/n)∗ → S1
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un caractère de GK , que nous supposerons primitif et impair. On prolonge χ par zéro à

l’ensemble Z/n et l’on note aussi χ(m) l’image par χ de la classe modulo n de l’entier m.

Soit

τ(χ) =
∑

σ∈GK

σ(γ) χ(σ)

la somme de Gauss associée à χ et γ.

Pour tout u ∈ Z/n, on définit comme suit des périodes

Pu(H
k(X)) ∈ C∗/F ∗ .

Si k ≥ 0 est un entier considérons la cohomologie de De Rham Hk
dR(X). C’est un

F -espace vectoriel, muni d’une action de G et donc d’une graduation

Hk
dR(X) = ⊕

u∈Z/n
Hk

dR(X)u .

Le complexifié

Hk
dR(X)u ⊗

F
C = Hk

B(X(C), C)u

admet une autre F -structure, à savoir la cohomologie de Betti (= cohomologie sin-

gulière) à coefficients dans F , notée Hk
B(X(C), F )u. Si vdR est un générateur de la

droite detF Hk
dR(X)u sur F et si vB est un générateur de la droite detF Hk

B(X(C), F )u,

l’élément Pu(H
k(X)) ∈ C∗/F ∗ est la classe du nombre complexe λ tel que

(4) vdR = λ vB

dans detC Hk(X(C), C)u. C’est une période au sens de [14], auquel on se référera pour

la comparaison des cohomologies.

Proposition 4.2. — Dans C/C on a l’égalité
∑

σ∈GK

χ(σ)
∑

p≥0,q≥0

(−1)p+q d̂egσ(g)H
q(X, Λp Ω) = −τ(χ)

∑

k≥0

(−1)k
∑

u∈(Z/n)∗

χ(u) log |Pu(H
k(X))| .

4.3. Soit L(χ, s), s ∈ C, la fonction L de Dirichlet de χ. Si Re(s) > 1, elle est donnée

par la série absolument convergente

L(χ, s) =
∑

m≥0

χ(m)

ms
.

Posons Hpq(X(C)) = Hq(X(C), Λp ΩC).

Proposition 4.3. — Dans C/C on a l’égalité

1

2

∑

σ∈GK

χ(σ)

∫

Y (C)

Rσ(g)(TX(C)) ctop(TY (C))

= τ(χ)
∑

k≥0

(−1)k L′(χ̄, 0)

L(χ̄, 0)

∑

u∈(Z/n)∗

∑

p+q=k

p dimC Hpq(X(C))u χ̄(u) .

On déduit de l’égalité (3) pour σ(g), σ ∈ GK , et des propositions 4.1, 4.2 et 4.3 (où

l’on remplace χ par son conjugué), le théorème suivant :
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Théorème 4.4 ([29] Th. 1). — Dans C/C on a l’égalité
∑

k≥0

(−1)k
∑

u∈(Z/n)∗

χ(u) log |Pu(H
k(X))|

=
∑

k≥0

(−1)k L′(χ, 0)

L(χ, 0)

∑

u∈(Z/n)∗

∑

p+q=k

p dimC(Hpq(X(C))u) χ(u) .

5. PREUVE DES PROPOSITIONS 4.1, 4.2 ET 4.3

5.1. Pour montrer la proposition 4.1, ii) et iii), on note d’abord que, si Ē ′ ⊕ Ē ′′ est la

somme directe orthogonale de deux fibrés hermitiens G-invariants sur X, on a

(5) ĉhg(λ−1(Ē
′ ⊕ Ē ′′)) = ĉhg(λ−1(Ē

′)) ĉhg(λ−1(Ē
′′)) .

Or le fibré Ω̄ est la somme directe orthogonale de TY et du fibré conormal N̄∨. Par

conséquent

(6) ĉhg(λ−1(Ω̄)) = ĉhg(λ−1(N̄
∨)) ĉh(λ−1(TY )) .

Pour tout fibré hermitien Ē sur Y on a la formule

(7) ĉh(λ−1(Ē)) =
ĉtop(Ē∨)

T̂d(Ē∨)
.

En effet la formule (5) et le principe de scindage (dans sa version arithmétique) ramènent

la preuve de cette identité au cas où Ē est de rang un, qui suit de la formule évidente

1 − ex =
−x

Td(−x)
.

Il suit du paragraphe 3.3, de (6) et de (7) que

(8) ĉhg(λ−1(Ω̄)) T̂dg(X) = ĉtop(TY ) .

Sur une composante Y0 de Y de dimension d, la classe ĉtop(TY ) est dans ĈH
d
(Y0)Q.

L’énoncé iii) de la proposition 4.1 suit donc du fait que l’intégration
∫

Y0
est nulle en

degré autres que d + 1 (cf. 2.1 et 3.5, Remarque ii)). La proposition 4.1, ii) suit de (8).

5.2. La proposition 4.1 i) est due à Ray et Singer si n = 1 [31]. Posons

Apq = A0q(X(C), Λp ΩC) .

La décomposition de Hodge

Apq = Hpq ⊕ ∂(Ap−1,q) ⊕ ∂∗(Ap+1,q) ,

où Hpq désigne les formes harmoniques, implique que le cobord ∂ : Apq → Ap+1,q induit

des isomorphismes

∂∗(Ap+1,q) → ∂(Ap,q) ,
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qui commutent à l’action de G et à celle du laplacien. Les valeurs propres de celui-ci sur

ces deux espaces interviennent avec des signes opposés dans la définition de Tg(λ−1(Ω̄C)),

d’où l’énoncé.

5.3. Pour démontrer la proposition 4.2, on utilise d’abord l’identité

(9)
∑

σ∈GK

σ(γu) χ(σ) = τ(χ) χ(u)

(valable pour tout u ∈ Z/n), pour en déduire
∑

σ∈GK

χ(σ)
∑

p,q

(−1)p+q d̂egσ(g) Hq(X, Λp Ω)(10)

=
∑

k≥0

(−1)k
∑

u∈(Z/n)∗

d̂eg(Hk
dR(X)u)

(
∑

σ∈GK

σ(γ)u χ(σ)

)

= τ(χ)
∑

k≥0

(−1)k
∑

u∈(Z/n)∗

d̂eg(Hk
dR(X)u) χ(u) .

On compare ensuite d̂eg(Hk
dR(X)u) et log |Pu(H

k(X))|, pour un choix convenable

de hX (rappelons que, d’après (3), la somme (10) ne dépend pas de hX). Soit

[H ] ∈ H2
B(X(C), K(1)) la classe d’une section hyperplane de X(C) (où K(1) est le

twist à la Tate). On supposera que [H ] est invariante par G et que (2πi)−1[H ]

est la classe [ω0] de la forme ω0 (cf. 2.3) dans H2
B(X(C), C). Le cup-produit

par [H ] vérifiant le théorème de Lefschetz vache, on peut définir un opérateur

∗ : Hk
B(X(C), K) → H2d−k

B (X(C), K(d)) par les formules habituelles, avec d = dimF (X)

(cf. par exemple [21]). Le cup-produit par (2πi) ω0 sur les formes différentielles C∞

complexes sur X(C) vérifie aussi le théorème de Lefschetz vache, et l’opérateur ∗

associé à ce cup-produit vérifie (aux signes près) les mêmes formules que son analogue

algébrique [37]. Si trB : H2d
B (X(C), K(d)) → K est le morphisme trace en cohomologie

de Betti [14], et si a, b sont les classes dans Hk
B(X(C), C) de deux formes différentielles

α et β, on a donc

trB(a ∪ ∗b) =

∫

X(C)

α ∧ ∗β = ±hL2(α, β)(2π)d .

Si vdR et vB sont des générateurs de det Hk
dR(X)u et det Hk

B(X)u respectivement on a

donc, d’après (4),

d̂eg (Hk
dR(X), hL2) = − log ‖vdR‖L2 = − log ‖vB‖B − log |λ| −

dbu

2
log(2π)

où ‖ · ‖B est la norme sur det Hk
B(X(C), C) définie par trB(a ∪∗b) (métrique de Hodge)

et bu = dimF Hk
dR(X)u. Comme ‖vB‖B est dans F ∗ et |λ| = |Pu(H

k(X))|, on trouve

que

(11) d̂eg(Hk
dR, hL2) = − log |Pu(H

k(X))| −
dbu

2
log(2π)
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dans R/ log |F ∗|. Le nombre bu ne dépend pas de u, comme on le voit en faisant agir

Gal(C/Q) sur les coefficients de Hk
B(X(C), C). La transformée de Fourier de la fonction

constante dbu

2
log(2π) est donc nulle en χ et la proposition 4.2 résulte de (10) et de (11).

5.4. Pour montrer la proposition 4.3 on remarque d’abord que, par définition (cf. 3.4),

(12) R(0)
g (TX(C)) =

∑

u∈Z/n

ru(ζ
′(γu, 0) − ζ ′(γ−u, 0)) ,

où ru est le rang du fibré TX(C)u.

Comme χ est impair, on déduit de (6) que, si Re(s) > 1,

1

2

∑

σ∈GK

(ζ(σ(γ), s) − ζ(σ(γ), s)) χ(σ)(13)

=
∑

σ∈GK

ζ(σ(γ), s) χ(σ)

=
∑

m≥1

∑

σ∈GK

σ(γ)m

ms
χ(σ)

= τ(χ)
∑

m≥1

χ̄(m)

ms

= τ(χ) L(χ̄, s) .

Les égalités (12) et (13) impliquent

(14)
∑

σ∈GF

χ(σ) R
(0)
σ(g)(TX(C)) = 2 τ(χ) L′(χ̄, 0)




∑

u∈Z/n

χ̄(u) ru



 .

Lemme — Dans C/C on a l’égalité

∫

Y (C)






r0

2
+
∑

u∈Z/n
u 6=0

γu

1 − γu
ru




 ctop(TY (C))

=

∫

Y (C)

(
∑

p≥0

(−1)p p chg(Λ
p ΩC)

)

Tdg(TX(C)) .

Preuve du Lemme — Pour tout fibré G-invariant EC sur Y (C), considérons le

polynôme

φ(EC, t) =
∑

p≥0

(−1)p chg(Λ
p EC) tp .

On a

(15) φ(E ′
C ⊕ E ′′

C, t) = φ(E ′
C, t) φ(E ′′

C, t) .
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Si EC = ⊕
j

Lj est une somme directe de fibrés inversibles telle que g agit sur Lj par

multiplication par γj ∈ C∗, on a donc, en notant φ′(EC, t) la dérivée de φ(EC, t) par

rapport à t,

(16)
∑

p≥0

(−1)p p chg(Λ
pEC) = φ′(EC, 1) = φ(EC, 1)

(
∑

j

φ′(Lj , 1)

φ(Lj, 1)

)

.

Si g agit sur un fibré inversible L par multiplication par γ on calcule, en posant x =

c1(L),

φ(L, t) = 1 − γ ex t.

Par conséquent le terme de degré 0 de φ′(L,1)
φ(L,1)

est − γ
1−γ

si γ 6= 1, et − 1
2

si γ = 1. On

déduit donc de (16) que

∑

p

(−1)p p chg(Λ
p ΩC) = −φ(ΩC, 1)

(

r0

2
+
∑

u 6=0

γu

1 − γu
ru

)

.

D’après la proposition 4.1, ii), on sait que

φ(ΩC, 1) = Tdg(TX(C))−1 ctop(TY (C)) ,

d’où le résultat.

Fin de la Preuve de la Proposition 4.3 — Si z 6= 1 on a ζ(z, 0) = z
1−z

. On

déduit donc de (13) que

(17)
∑

σ∈GK

χ(σ)
σ(γ)

1 − σ(γ)
=
∑

σ∈GK

χ(σ) ζ(σ(γ), 0) = τ(χ) L(χ̄, 0) .

D’après un théorème de Dirichlet et l’équation fonctionnelle, ce nombre est non nul

puisque χ est primitif et non trivial. Par ailleurs, la formule de Lefschetz pour les fibrés

holomorphes implique
∫

Y (C)

(
∑

p≥0

(−1)p p chg(Λ
p ΩC)

)

Tdg(TX(C))

=
∑

u∈Z/n

∑

p,q

(−1)p+q p dimC Hpq(X(C))u γu .

La transformée de Fourier de cette identité et de celle du lemme montre donc, compte

tenu de (17), de (13) et du fait que χ est nul en dehors de (Z/n)∗,
∫

Y (C)

∑

u∈(Z/n)∗

χ̄(u) ru ctop(TY (C))(18)

=
1

L(χ̄, 0)

∑

u,p,q

(−1)p+q p dimC(Hpq(X(C)u) χ̄(u) .

La proposition 4.3 suit de (14) et de (18).
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6. GÉNÉRALISATIONS DE LA FORMULE DE CHOWLA-SELBERG

6.1. Le théorème 4.4 montre que deux sommes alternées sur k ≥ 0 sont égales. Maillot

et Roessler conjecturent que cette identité est vraie terme à terme ([29], Conjecture A).

Ils le démontrent dans certains cas :

Théorème 6.1 ([29], Th. 1, Th. 2, Cor. 4.2 et Cor. 4.3). — Si k = 1, si k = 2 et

dim(X) = 2, ou si X est une hypersurface de dimension k ≥ 1, l’égalité suivante est

vraie dans C/C:
∑

u∈(Z/n)∗

χ(u) log |Pu(H
k(X))|

=
L′(χ, 0)

L(χ, 0)

∑

u∈(Z/n)∗

∑

p+q=k

(−1)k p dimC(Hpq(X(C))u) χ(u) .

6.2. L’égalité du théorème 6.1 étant compatible à la dualité de Poincaré, et triviale

pour k = 0, il suffit de la montrer pour k = 1. On pourra alors supposer que X est une

variété abélienne A sur F sur laquelle G agit par multiplication complexe (remplacer

X par sa jacobienne). On sait alors que le cup-produit

Λk H1
dR(A) → Hk

dR(A)

est un isomorphisme. Si l’on choisit sur A(C) la métrique de Kähler invariante par

translation et de volume un, ces isomorphismes sont compatibles à la métrique L2.

Sachant que, si M̄ et N̄ sont des F -espaces vectoriels hermitiens, et si r est le rang

de M ,

d̂egg(Λ
k M̄) =

(r − 1)!

(r − k)! (k − 1)!
d̂egg(M̄) ,

d̂egg(M̄ ⊕ N̄) = d̂egg(M̄) + d̂egg(N̄)

et

d̂egg(M̄
∨) = − d̂eg−g(M̄) ,

on peut calculer le terme gauche de l’égalité (3) quand X = A. On trouve ([29]

Lemma 2.10 et p. 749)

(19) χ̂g(λ−1(Ω̄)) = −N
∑

u∈Z/n

(
γu

1 − γu

)

d̂eg(H1
dR(A)u) ,

où

N =
∏

u∈Z/n

(1 − γu)bu .

Les points fixes de l’action de G sur A(C) sont en nombre fini, égal à N par le théorème

de Lefschetz pour les fibrés holomorphes. Compte tenu de (12) on a donc

(20)

∫

Y (C)

Rg(TX(C)) ctop(TY (C)) = N
∑

u∈Z/n

ru(ζ
′(γu, 0) − ζ ′(γ−u, 0)) .
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Après transformation de Fourier sur (Z/n)∗, il résulte de (3), (14), (19) et (20) que, si

χ est un caractère primitif impair de (Z/n)∗,

−L(χ̄, 0)
∑

u∈(Z/n)∗

χ̄(u) d̂eg(H1
dR(A)u) = 2 L′(χ̄, 0)(

∑

u∈(Z/n)∗

χ̄(u) ru ).

Comme ru = dimC H10(X(C))u, le théorème 6.1 résulte alors de (11).

6.3. Supposons que n = p est un nombre premier ; soit Γ(s) la fonction Gamma.

Si u ∈ (Z/n)∗ et si k ≥ 0, on note (p(u), q(u)) le type de Hodge de la droite

det(Hk(X(C), C)u). On peut trouver des nombres rationnels ε(a), a ∈ (Z/n)∗, tels que

p(u) =
∑

a∈Z/p

ε(a)

[
au

p

]

,

où [·] désigne la partie entière ([13, 35], Lemme 6.12).

Corollaire ([29]) — Si k = 1, si k = 2 = dim(X), ou si X est une hypersurface de

dimension k, pour tout u ∈ (Z/n)∗ on a l’égalité dans R/(R ∩ C) :

log |Pu(H
k(X))| = log

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∏

a∈Z/p

Γ

(

1 −
a

p

)ε(a/u)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Remarques. —

i) Pour démontrer ce corollaire, Maillot et Roessler utilisent le théorème 6.1, une

formule classique ([11], III.1.2.2) exprimant la dérivée logarithmique de L(χ, s) en

s = 0 en termes de valeurs de Γ(s) et la relation

Pu(H
k(X)) · P−u(H

k(X)) = (2πi)k

dans C∗/F ∗, qui provient de la dualité de Poincaré et du théorème de Lefschetz

vache.

ii) Une conjecture de Gross et Deligne ([19], p. 205) affirme que, pour tout en-

tier k ≥ 0, et tout u ∈ (Z/n)∗, la période Pu(H
k(X)) est le produit de

∏

a∈Z/p

Γ
(

1 − a
p

)ε(a/u)

par un élément de Q̄∗. En dehors du cas des variétés

abéliennes de type CM (i.e. k = 1), rien n’était connu avant ce corollaire.

iii) Quand k = 1, cette conjecture de Gross et Deligne est une généralisation démontrée

par Gross [19] et Anderson [1] de la formule de Chowla-Selberg [12] concernant les

périodes des courbes elliptiques de type CM. Colmez a rendu plus précis ce résultat

en calculant la hauteur de Faltings des variétés abéliennes de type CM [11]. Dans

[24], Th. 1.3, Köhler et Roessler utilisent leur théorème de Lefschetz arithmétique

sur la base S = Spec(OF [1/n]) pour retrouver la formule de Colmez, à l’addition

près d’un élément du K-espace vectoriel engendré dans C par les éléments log(p),

où p est un diviseur premier de n.
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iv) La preuve de [24] utilise un fibré ample hermitien inversible équivariant sur la

variété A. Comme me l’ont fait remarquer Maillot et Roessler, les arguments de

[29] présentés ci-dessus permettent aussi de retrouver la proposition 5.1 de [24] et

d’éviter ainsi tout calcul de torsion analytique (comparer loc. cit. avec (3), (19) et

(17)). On donnera en appendice un exemple où cette méthode conduit exactement

à la formule de Chowla-Selberg.

7. COMPLÉMENTS

7.1. Comme K ⊂ C, on peut identifier les éléments u ∈ (Z/n)∗ = Gal(K/Q) aux

plongements complexes σ : K →֒ C et réécrire l’égalité du théorème 6.1 sous la forme
∑

σ:K →֒C

χ(σ) log |Pσ(H
k(X))| =

L′(χ, 0)

L(χ, 0)

∑

σ

∑

p+q=k

(−1)k p dimC(Hpq(X(C))σ) χ(σ)

dans C/C. Maillot et Roessler conjecturent que cette identité reste vraie quand on

remplace Hk(X) par n’importe quel motif défini sur F , à coefficients dans un corps K

pas nécessairement abélien sur Q, dont tous les plongements complexes se factorisent

par F ([29], Conjecture A).

7.2. On peut étendre les théorèmes 2.1 et 3.1 à l’image directe par un morphisme

f : X → Y entre deux variétés arithmétiques tel que l’application X(C) → Y (C) induite

par f soit une submersion ([18], [17], [38] ; pour la partie analytique, voir [2] et [6]).

Maillot et Roessler en déduisent dans [30] des formules pour le caractère de Chern

arithmétique sur Y de la cohomologie de De Rham relative. Celles-ci font intervenir la

dérivée logarithmique de L(χ, s) en un entier s tel que − dim(Y/S) ≤ s ≤ 0. Dans [22]

Köhler étudie aussi cette situation et démontre un analogue arithmétique du principe

de proportionalité d’Hirzebruch.

7.3. D’autres travaux portent sur la famille universelle de variétés abéliennes sur une

variété de Shimura Y . Si Y n’est pas complète, il faut étendre la théorie d’intersection

arithmétique en imposant à la forme ω de la formule [19] d’avoir des singularités loga-

rithmiques à l’infini [8] [28] [10]. Dans ce contexte, Bost [9] et Kühn [28] ont montré

que l’auto-intersection du dualisant relatif de la courbe elliptique universelle sur X0(N)

est le produit de 2 ζ ′(−1)+ζ(−1) par [SL2(Z) : Γ0(N)]/2. On ne sait pas pour l’instant

interpréter leur formule par un théorème de Riemann-Roch arithmétique.

7.4. Des formules telles que celles évoquées en 7.2 et 7.3 résultent aussi des travaux

de Kudla et de ses collaborateurs sur la généralisation en rang supérieur de la formule

de Gross-Zagier [20] et la valeur au centre de symétrie des dérivées de fonctions L

automorphes (voir [26], [27] et l’exposé [25] de ce séminaire). Gross m’avait signalé il y a

longtemps qu’un multiple de ζ ′(2) (i.e. ζ ′(−1) par l’équation fonctionnelle) est présent

dans ses calculs avec Zagier [20] ; on peut espérer qu’une variante du théorème 2.1

permettra d’aborder ces calculs différemment.
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APPENDICE : UN EXEMPLE

Considérons la courbe elliptique E sur Q complétée de la courbe affine plane

d’équation

y2 = x3 + 6 .

Nous allons calculer la hauteur de Faltings géométrique de E. Soit X ⊂ P2
Z le schéma

projectif d’équation homogène

y2 z = x3 + 6 z3 .

C’est un modèle de E sur S = Spec(Z). Le critère jacobien montre qu’il est lisse sur S

en dehors des points fermés A et B de coordonnées (0, 0, 1) dans la fibre de X sur F2 et

F3 respectivement. On vérifie que X est un schéma régulier, et que x et y fournissent

des paramètres locaux aux points A et B. L’ouvert U = X − {A, B} est le modèle

de Néron de E sur Z ([33], Cor. 9.1). Notons i : S → U sa section nulle et i∗ ΩU la

restriction à l’origine du fibré des différentielles de U sur S. Le complexifié de i∗ ΩU est

canoniquement isomorphe à l’espace H0(E(C), ΩC) des différentielles holomorphes sur

E(C). On le munit du produit scalaire hermitien tel que la norme ‖α‖ d’une forme α

soit donnée par la formule

(A1) ‖α‖2 =
1

2π

∫

E(C)

|α ∧ ᾱ| .

Par définition ([17], [14] 1.2), la hauteur de Faltings de E sur Q est le degré du Z-module

inversible hermitien i∗(ΩU) :

(A2) h(E/Q) = d̂eg (i∗ ΩU ) .

Si ∆ est le discriminant minimal de E sur Q, la hauteur géométrique de E ([14], loc.

cit.) est donnée par la formule

(A3) hgeom(E) = h(E/Q) −
1

12
log(|∆|)

(on utilise ici [34] et le fait que E a potentiellement bonne réduction).

Soit ω le fibré dualisant relatif de X sur S, c’est-à-dire l’unique fibré inversible pro-

longeant ΩU . Si f : X → S est le morphisme de définition de X on a

ω = f ∗ i∗ ΩU ,

puisque c’est vrai sur U , et il suit de (A1), de (A2) et de la formule de projection que

(A4) h(E/Q) = d̂eg(H0(X, ω), hL2)

pour tout choix d’une métrique hX sur TX(C).

Le schéma en groupes G = Spec(Z[T ]/(T 6 − 1)) agit sur X. On suppose que hX est

F∞ et G-invariante, on choisit la racine 6-ième primitive γ = exp(2πi/6) dans C∗ et on

note g ∈ G(C) l’élément correspondant. Il agit sur le point de coordonnées homogènes

(x, y, z) par la formule

g(x, y, z) = (γ2x,−y, z) .
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Le schéma Y des points fixes de G sur X a trois composantes : A, B et l’adhérence

Y0 dans X du point (0, 1, 0) de E. On va appliquer le théorème 3.1 au fibré hermitien

virtuel λ−1(ω̄). Puisque la torsion analytique équivariante est nulle (Proposition 4.1,

i)), le terme gauche de l’égalité du théorème 3.1 est

(A5) χ̂g(λ−1(ω̄)) −
1

2
Tg(λ−1(ω̄C)) = χ̂g(λ−1(ω̄)) = χ̂g(ŌX) − χ̂g(ω̄X) .

La dualité de Grothendieck montre que H1(X, ωX) = H0(X,OX) = Z et que

H1(X,OX) = H0(X, ωX)∨. Si l’on choisit hX pour que E(C) ait volume 1, ces isomor-

phismes respectent les métriques. De plus, comme dx
y

est une différentielle invariante

sur E(C), l’action de g sur H0(X, ω)C est la multiplication par γ−1. Par conséquent

(A6) χ̂g(ŌX) − χ̂g(ω̄X) = (γ − γ−1) d̂eg(H0(X, ω), hL2) .

Calculons maintenant le côté droit de l’identité du théorème 3.1. Puisque Y0 → S est

l’identité on a

(A7)

∫

Y0

ĉhg(λ−1(ω̄)) T̂dg(X) = 0 .

Par ailleurs, le fibré tangent à A = Spec(F2) est trivial, et, puisque x et y sont des

paramètres de son anneau local dans X, la restriction à A du fibré conormal N∨ est un

espace vectoriel de dimension 2 sur F2, où g agit avec les valeurs propres γ2 et γ3. On

en déduit

(A8)

∫

A

ĉhg(λ−1(ω̄)) T̂dg(X) =
1 − γ−1

(1 − γ2)(1 − γ3)
log(2)

et, de même,

(A9)

∫

B

ĉhg(λ−1(ω̄)) T̂dg(X) =
1 − γ−1

(1 − γ2)(1 − γ3)
log(3) .

Soit χ le caractère quadratique de Q(µ6). D’après les propositions 4.1 ii) et 4.3, et la

formule de [11], III.1.2.2, on a

−
1

2

∫

Y (C)

chg(λ−1(ωC)) Tdg(TX(C)) Rg(TX(C))(A10)

= − i

(

3
√

3

2
log(Γ(1/3)/Γ(2/3))−

√
3

2
log(3) −

√
3

3
log(2)

)

.

Sachant que y2 = x3 + 6 est une équation de Weierstrass minimale globale de E ([32]

p. 172), on calcule

(A11) ∆ = −26 35 .

Il résulte du théorème 3.1 et de (A4) . . . (A11) que

hgeom(E) = −
3

2
log(Γ(1/3)/Γ(2/3)) +

1

4
log(3) ,

conformément à la formule de Chowla-Selberg ([15], 1.5).
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sity (1997), non publiée.

Christophe SOULÉ
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LA CONJECTURE DE MODULARITÉ DE SERRE :
LE CAS DE CONDUCTEUR 1

[d’après C. Khare]

par Jean-Pierre WINTENBERGER

INTRODUCTION

Soit Q la clôture algébrique de Q dans C. Notons GQ le groupe de Galois de Q/Q.
Soit p un nombre premier et soit Fp une clôture algébrique du corps à p élément. Soit
ρ : GQ → GL2(Fp) une représentation continue (donc à image finie), irréductible et
impaire (det(ρ(c)) = −1 où c est la conjugaison complexe). Nous appelons une telle
représentation galoisienne une représentation de type S.

Soit Qp une clôture algébrique du corps des nombres p-adiques Qp. Eichler, Shimura,
Deligne, Deligne et Serre ont associé aux formes modulaires (propres) pour les sous-
groupes de congruence de SL2(Z) des représentations galoisiennes GQ → GL2(Qp), dont
les réductions modulo p, lorsqu’elles sont irréductibles, sont de type S ([18], [20] ; pour
le poids 2, on pourra voir l’appendice de Conrad dans [44]). La conjecture de Serre, qui
apparaît pour la première fois en 1972 (p. 9 de [56]), dit que toute représentation de
GQ de type S est modulaire, i.e. provient comme ceci d’une forme modulaire. Elle est
énoncée dans [50] pour les représentations ρ non ramifiées en dehors de p (cas de niveau
N = 1). Dans [52], Serre énonce pour tout niveau N ce que nous appelons la forme
forte de la conjecture par opposition à sa forme qualitative. La forme forte précise le
poids k, le niveau N et le caractère ǫ d’une forme primitive pour Γ1(N) dont provient ρ.

Tate, en réponse à une lettre de Serre, prouve qu’il n’y a pas de représentation GQ →

GL2(F2) qui soit irréductible et non ramifiée hors de 2, prouvant ainsi la conjecture
pour p = 2 et N = 1 (1973, [57]). La méthode de Tate, qui repose sur une minoration
de discriminant, a été étendue par Serre au cas p = 3 et N = 1 (p. 710 de [51]), et,
sous l’hypothèse de Riemann généralisée, par Brueggeman pour p = 5 ([11]).

Grâce aux travaux de Ribet, Mazur, Carayol, Gross, Coleman-Voloch, Edixhoven,
Diamond..., on sait, pour p 6= 2, que la forme qualitative entraîne la forme forte. C’est
un grand théorème sur lequel on trouvera d’excellents rapports dans [43], [26] et [44] :
un cas de ce théorème a permis de déduire Fermat de la conjecture de Taniyama-Weil !

La démonstration, à la suite de Wiles, que toute courbe elliptique sur Q est modu-
laire, donne la conjecture de Serre pour les représentations galoisiennes ρ provenant des
points d’ordre p des courbes elliptiques sur Q. Pour ce faire, Wiles prouve des énoncés
du type suivant (〈〈MR 〉〉 : modularité des relèvements ; § 3) : si ρ : GQ → GL2(Qp)
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est géométrique, i.e. vérifie des propriétés de ramification convenables, et si la ré-
duction de ρ est du type S et modulaire, alors ρ est modulaire ([67], [64]). De plus,
Wiles utilise un argument de 〈〈changement de nombre premier 〉〉 : pour prouver que la
représentation galoisienne ρ5 : GQ → GL2(F5) sur les points d’ordre 5 de la courbe
elliptique E est modulaire, Wiles prouve l’existence d’une courbe elliptique E ′ sur Q

dont la représentation sur les points d’ordre 5 est isomorphe à ρ5, et la représentation ρ3

sur les points d’ordre 3 est irréductible. La représentation ρ3, dont l’image est résoluble,
est modulaire d’après Langlands-Tunnell ([66]). Un théorème 〈〈MR 〉〉 entraîne alors que
la représentation 3-adique associée à E ′ est modulaire, donc aussi E ′ et ρ5.

À l’aide de théorèmes 〈〈MR 〉〉 et d’un argument de 〈〈changement de nombre premier 〉〉,
Taylor prouve une version potentielle de la conjecture de Serre : une représentation
de type S provient d’une forme modulaire de Hilbert après restriction à un corps de
nombres totalement réel F ([61], [60] ; § 4). On est alors confronté à un problème
de changement de base de F à Q. Dans certains cas, on peut s’assurer que F/Q est
résoluble, et, alors le théorème de Langlands et Tunnell permet de prouver la conjec-
ture ([38], [27]). Les théorèmes de Taylor, le théorème de changement de base résoluble
d’Arthur-Clozel ([3]), et des arguments de Taylor ([63]) permettent à Dieulefait de prou-
ver que, étant donnée une représentation ρ : GQ → GL2(Qp) possédant les propriétés
d’une représentation galoisienne associée à une forme modulaire, il existe un système
compatible (ρλ) de représentations ℓ-adiques de GQ dont fait partie ρ ([24], § 6).

La conjecture de Serre entraîne qu’une représentation ρ de type S admet des relève-
ments GQ → GL2(Qp), qui de plus sont géométriques. Ramakrishna, utilisant des tech-
niques de déformations de représentations galoisiennes, le prouve dans de nombreux
cas sans supposer ρ modulaire ([41]). Khare réalise que ces techniques de déformation
et en particulier des résultats de Böckle ([7]), la version potentielle de la conjecture
de Serre due à Taylor et les théorèmes de type 〈〈MR 〉〉 pour les corps totalement réels,
permettent d’obtenir des relèvements de représentations de type S qui ont les propriétés
de ramification plus précises que celles obtenues par Ramakrishna, et qui sont prédites
par la forme forte de la conjecture de Serre.

L’existence de relèvements avec ces propriétés de ramification précises et l’existence
de systèmes compatibles, permettent d’utiliser la technique de changement de nombre
premier de Wiles. Dans [34], la conjecture de Serre pour N = 1 est prouvée pour
p = 5, 7 , et pour les poids k ≤ 14, k 6= 10 . Des stratégies sont données pour la
ramener dans le cas général à des énoncés 〈〈MR 〉〉. Utilisant des relèvements de poids 2

avec Nebentypus, Khare parvient à déduire des théorèmes 〈〈MR 〉〉 connus le cas général
de niveau (conducteur) 1 ([35] ; pour un 〈〈survey 〉〉 : [36]).

Enfin signalons que ce cercle d’idées a permis de grands progrès dans la preuve de la
conjecture d’Artin pour les représentations impaires GQ → GL2(C) ([13], [62]).

Je remercie Böckle de m’avoir communiqué son preprint [8] qui m’a beaucoup aidé
pour la rédaction du § 5. Je remercie Khare pour ses remarques sur une première
version du texte.
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1. CONJECTURES DE MODULARITÉ DE SERRE ET DE
FONTAINE-MAZUR

1.1. Représentations galoisiennes associées aux formes modulaires

Pour N entier ≥ 1, soit Γ1(N) le groupe des matrices :

(
a b

c d

)

∈ SL2(Z), c ≡ 0 mod N, a ≡ d ≡ 1 mod N.

Soit k un entier ≥ 1. Soit Sk(Γ1(N)) le C-espace vectoriel des formes modulaires
paraboliques de poids k et de niveau N . Une forme f ∈ Sk(Γ1(N)) a un développement
de Fourier à la pointe i∞ :

f(z) =
∞∑

n=1

anq
n, q = e2πiz .

Une forme primitive f est propre pour les opérateurs de Hecke Tn, n entier > 1, et
pour les opérateurs diamant 〈d〉, d ∈ (Z/NZ)∗. Elle est normalisée : a1 = 1. Pour n > 1,
an est la valeur propre de Tn. Notons ǫ : (Z/NZ)∗ → C∗ le caractère 〈d〉(f) = ǫ(d)f .
On a :

(1) : f

(
az + b

cz + d

)

= ǫ(d)(cz + d)kf(z), ∀

(
a b

c d

)

c ≡ 0 mod N,

d étant l’image de d dans (Z/NZ)∗. Les an et ǫ(d) engendrent un ordre de l’anneau des
entiers d’une extension finie Ef de Q contenue dans C ; Ef est le corps des coefficients
de f .

Eichler, Shimura, Deligne, et Deligne et Serre ont associé à f et à un plongement ι de
Ef dans Qp une représentation galoisienne : ρf,ι : GQ → GL2(Qp) qui est caractérisée
à conjugaison près par les propriétés suivantes :

- ρf,ι est non ramifiée en dehors de {p} ∪ SN , SN étant l’ensemble des premiers qui
divisent N ;

- pour ℓ /∈ {p} ∪ SN , si Frobℓ est un élément de GQ qui relève le Frobenius, on a :
tr(Frobℓ) = ι(aℓ).

Soit χp : GQ → Z∗
p le caractère cyclotomique. Le déterminant de ρf,ι est ǫχk−1

p ,
où nous avons identifié de la manière naturelle (Z/NZ)∗ avec le groupe de Galois de
l’extension cyclotomique Q(µN)/Q.

La représentation ρf,ι est impaire. En effet, il n’existe pas de forme parabolique non
nulle de poids k et de caractère ǫ si l’on n’a pas ǫ(−1)(−1)k−1 = −1, comme on le voit
en considérant la matrice −id dans (1).

La représentation ρf,ι est irréductible ([20], [42]).
Elle est géométrique : elle est non ramifiée en dehors d’un ensemble fini de premiers

et sa restriction au groupe de décomposition Dp est potentiellement semi-stable, au sens
de la théorie de Fontaine ([1]). Ceci résulte, si k 6= 1, de ce que ρf,ι apparaît dans la
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cohomologie étale d’une variété algébrique et des théorèmes de comparaison p-adiques
([65]). Pour k = 1, ρ a une image finie et est donc aussi géométrique.

1.2. La conjecture de Fontaine et Mazur ([31])

Conjecture 1.1. — Soit ρ : GQ → GL2(Qp) une représentation p-adique impaire,
irréductible et géométrique. Alors, il existe f , ι comme ci-dessus et un entier j tels que
ρ soit isomorphe à ρf,ι tordue par χj

p.

La forme f , (N, k, ǫ) et j sont bien déterminés par ρ (f à conjugaison galoisienne
près). En effet, les poids de Hodge-Tate de ρ sont (j, j+k−1). Après torsion par χ−j

p , on
se ramène au cas j = 0. Soit pour nombre premier ℓ, rℓ la représentation F -semi-simple
du groupe de Weil-Deligne WDℓ à valeurs dans GL2(Qp) qui est associée à la restriction
de ρ au groupe de décomposition Dℓ. Pour ℓ 6= p, rℓ a été définie par Grothendieck et
Deligne ([19]). Pour ℓ = p, elle a été définie par Fontaine à partir de l’action de Dp sur
le module de Dieudonné filtré associé à la représentation potentiellement semi-stable
ρ|Dp ([29]).

À rℓ est associée la partie ℓ primaire Nℓ du conducteur. On a Nℓ = 1 si et seulement
si soit ℓ 6= p et ρ est non ramifiée en ℓ, soit ℓ = p et ρ|Dp est cristalline. Le conducteur
N est le produit des Nℓ. Le caractère ǫ est défini par la formule det(ρ) = ǫχk−1

p .
Enfin f est déterminée par ρ par la formule tr(Frobℓ) = ι(aℓ) pour ℓ premier à N et p,

puisque l’on a pris soin de choisir f primitive. On peut aussi dire que la correspondance
de Langlands locale associe à rℓ une représentation πℓ de GL2(Qℓ). La représentation
automorphe associée à f a pour composantes locales les πℓ, π∞ étant la représentation
de GL2(R) correspondant aux formes modulaires de poids k.

1.3. La conjecture de Serre

Soient f et ι comme au 1.1. Notons Zp l’anneau des entiers de Qp et fixons un
isomorphisme du corps résiduel de Zp avec Fp.

On peut conjuguer ρf,ι de sorte que ρf,ι soit à valeurs dans GL2(Zp). Par
l’homomorphisme de réduction Zp → Fp, on en déduit une représentation GQ →

GL2(Fp). La semi-simplifiée de cette représentation est bien déterminée à isomor-
phisme près. On la note ρf,ι. Elle est bien sûr impaire.

On dit qu’une représentation irréductible ρ : GQ → GL2(Fp) est modulaire si elle est
isomorphe à ρf,ι, pour f et ι comme ci-dessus. La forme qualitative de la conjecture de
Serre est :

Conjecture 1.2. — Soit ρ : GQ → GL2(Fp) une représentation de type S, i.e. irré-
ductible et impaire. Alors ρ est modulaire.

C’est un fait central dans le sujet qu’une représentation ρ peut provenir de formes f de
niveaux et de poids différents. La forme forte de la conjecture définit (k(ρ), N(ρ), ǫ(ρ))

minimal, en un sens précisé, tel que ρ provienne de f de poids k(ρ), de niveau N(ρ). Si



956–05

l’on exclut certaines représentations diédrales pour p = 2 ou 3, on peut de plus imposer
que le caractère de f soit ǫ(ρ).

On peut formuler une version de la forme forte de la conjecture, en terme de formes
modulaires modulo p de Katz, qui de plus prédit quand ρ provient d’une forme modu-
laire de Katz de poids 1. Si p 6= 2, la version qualitative de la conjecture entraîne la
version forte (sous l’une ou l’autre de ses deux formes). On renvoie pour ceci au rapport
d’Edixhoven ([26]).

Le niveau N(ρ) est défini par la formule usuelle pour le conducteur d’une représenta-
tion, sauf que l’on ne tient compte que de la ramification en dehors de p. En particulier,
on a N(ρ) = 1 si et seulement si ρ est non ramifiée en dehors de p.

Le poids k(ρ) ne dépend que de l’action de la ramification en p. Notons Ip ⊂ GQ le
sous-groupe d’inertie pour une valuation p-adique de Q. La définition de k(ρ) repose
sur les propriétés que l’on connaît de l’action de Ip dans les représentations p-adiques
associées aux formes modulaires ([52],[25]). Rappelons-en quelques propriétés, pour
p 6= 2.

Soit χp : GQ → F∗
p la réduction modulo p du caractère cyclotomique ; notons encore χp

sa restriction à Ip. Soit Ψ un caractère fondamental de niveau 2 de Ip : on peut prendre

pour Ψ la restriction à Ip du caractère de Kummer pour l’extension K(p
1

(p2
−1) )/K, K

étant l’extension quadratique non ramifiée de Qp dans Qp.

On a : 2 ≤ k(ρ) ≤ p2 − 1. Il existe j entier tel que l’on ait : 2 ≤ k(χp
j ⊗ ρ) ≤ p+ 1.

On a 2 ≤ k(ρ) ≤ p+ 1 si et seulement si l’on est dans l’un des deux cas suivants :

- il existe une droite D dans l’espace V de ρ telle que Ip opère trivialement sur V/D.
L’action de Ip s’écrit alors :

(
χp

b η

0 1

)

,

avec 1 ≤ b ≤ p − 1. Si b 6= 1, on a : k(ρ) = 1 + b. Si b = 1, η est un 1-cocycle
de Z1(Ip,Fp(χp)). Sa classe de cohomologie c(η) provient par la théorie de Kummer
d’un élément de Q∗

p,nr ⊗ Fp, Qp,nr désignant l’extension maximale non ramifiée de Qp.
Soit v : Q∗

p,nr ⊗ Fp → Fp l’homomorphisme défini par la valuation. On a k(ρ) = 2 si
v(c(η)) = 0 (cas peu ramifié) et k(ρ) = p + 1 sinon (cas très ramifié). Dans le cas peu
ramifié, la restriction de ρ à Dp provient d’un schéma en groupes fini et plat sur Zp.

- on a un caractère fondamental Ψ de niveau 2 de Ip tel que l’action de Ip sur V soit
semi-simple de caractères Ψa Ψpa avec 1 ≤ a ≤ p− 1. On a : k(ρ) = a+ 1.

Le caractère det(ρ)χp
1−k(ρ) se factorise à travers Gal(Q(µN )/Q). Il s’identifie donc à

un caractère de (Z/NZ)∗, que l’on note ǫ(ρ).

La forme forte de la conjecture de Serre s’énonce :

Conjecture 1.3. — Soit ρ une représentation de type S. Alors, ρ provient d’une
forme primitive de Sk(ρ)(Γ1(N(ρ))).
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Supposons de plus que si p = 2 (resp. p = 3), ρ n’est pas induite de Q(
√
−1) (resp.

Q(
√
−3)) ; alors la conjecture dit que l’on peut supposer que le caractère de la forme

soit ǫ(ρ).

2. LE THÉORÈME DE KHARE

Khare prouve la conjecture de Serre pour le niveau 1 :

Théorème 2.1. — Soit ρ : GQ → GL2(Fp) une représentation irréductible impaire et
non ramifiée en dehors de p. Alors, ρ provient d’une forme propre de Sk(ρ)(SL2(Z)).

Remarque 2.2. — La condition de parité entraîne que Sk(SL2(Z)) est trivial si k n’est
pas pair. Le théorème de Kronecker-Weber entraîne que, pour ρ non ramifiée hors de
p, det(ρ) est une puissance de χp. La définition de k(ρ) entraîne det(ρ) = χp

k(ρ)−1. On
voit donc que la condition ρ impaire est équivalente à k(ρ) pair.

Explicitons l’énoncé pour k ≤ 12 (qui est prouvé dans [34] pour k(ρ) 6= 10). Pour
0 < k < 12, Sk(SL2(Z)) est trivial et S12(SL2(Z)) est de dimension 1, engendré par
∆ = q

∏

n≥1(1 − qn)24. Swinnerton-Dyer a prouvé que pour p 6= 2, 3, 5, 7, 691, la
représentation ρ(∆) est irréductible et qu’elle est réductible pour p = 2, 3, 5, 7, 691.
Par torsion, on voit qu’il n’existe pas de ρ de type S non ramifiée hors de p si p < 11.
Il n’existe pas de ρ de type S non ramifiée hors de p avec k(ρ) < 12, ou si k(ρ) = 12 et
p = 691. Si p ≥ 11 et k(ρ) = 12, une telle ρ provient de ∆.

L’énoncé pour k = 2 entraîne qu’il n’existe pas de schéma en groupes sur Z de
hauteur 2 tel que la représentation galoisienne associée soit irréductible.

Corollaire 1. — On suppose p 6= 2. Soit ρ de type S, avec k(ρ) = 2, N(ρ) = q, q
premier, alors ρ est modulaire.

On a le cas particulier de la conjecture de Fontaine-Mazur :

Corollaire 2. — On suppose p 6= 2. Soit ρ : GQ → GL2(Qp) une représentation
continue irréductible géométrique et impaire de poids de Hodge-Tate (0, k − 1) avec
k ≥ 2. On suppose ρ non ramifiée hors de p. On suppose de plus que la restriction ρ|Dp

de ρ au groupe de décomposition Dp est :

- soit cristalline de poids 2 ≤ k ≤ p+ 1 ;

- soit ordinaire.

Alors ρ provient d’une forme modulaire f .
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3. MODULARITÉ DES RELÈVEMENTS DE REPRÉSENTATIONS
MODULAIRES

La démonstration du théorème 2.1 nécessite des théorèmes 〈〈MR 〉〉 pour des représen-
tations du groupe de Galois des corps totalement réels.

Soit F un corps totalement réel de degré d sur Q. Le groupe GL2(F ) agit sur le
produit de d copies du demi-plan de Poincaré, ce qui permet de généraliser à GL2(F ) la
théorie des formes modulaires pour GL2(Q). On définit ainsi les formes modulaires de
Hilbert. Le poids d’une telle forme est une collection de d entiers (k1, . . . , kd) indexés
par les plongements de F dans R. Nous considérons ici les formes de poids parallèle
k = k1 = . . . = kd, k ≥ 2.

Pour f forme propre, les valeurs propres des opérateurs de Hecke engendrent une
extension finie Ef de Q. Pour f parabolique primitive et ι un plongement du corps Ef

dans Qp, on sait associer une représentation ρf,ι du groupe de Galois GF de Q/F ([58]).
Elle est impaire, i.e. pour tout g ∈ GQ, on a det(gcg−1) = −1, irréductible, non ramifée
en dehors d’un ensemble fini de premiers de F . Sous différentes hypothèses, on sait que
sa restriction aux groupes de décompositions D℘ pour ℘ idéal premier au-dessus de p
est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-Tate (0, k − 1) ([6], [59], [9]).

Soit ρ : GF → GL2(Qp) une représentation irréductible impaire, géométrique de
poids de Hodge-Tate (0, k− 1) pour les premiers de F au-dessus de p. On dit que ρ est
quasi-ordinaire si pour tout premier ℘ de F au-dessus de p, ρ|D℘ est de la forme :

(
ψ1 ∗

0 ψ2

)

avec ψ2(I℘) finie, I℘ désignant le sous-groupe d’inertie ; ρ est ordinaire si ψ2 est non
ramifié. On a la notion de forme f quasi-ordinaire (relativement à un plongement ι de
son corps des coefficients dans Qp), et pour une telle f , ρf,ι est quasi-ordinaire.

Si ρ est quasi-ordinaire, on dit que ρ est D℘-distinguée si les réductions ψ1 et ψ2

des caractères ψ1 et ψ2 sont distinctes pour tout ℘. Si ρ est D℘-distinguée et si ρ′

est un relèvement quasi-ordinaire de ρ, de caractères ψ′
1 et ψ′

2, on dit que ρ′ est un
ψ2-relèvement de ρ si les caractères ψ2 et ψ2

′
coïncident pour tout ℘.

On a :

Théorème 3.1. — Supposons p 6= 2. Soit k un entier ≥ 2. Soit F un corps de nom-
bres totalement réel. Soit ρ : GF → GL2(Qp) une représentation irréductible impaire,
géométrique et dont les poids de Hodge-Tate sont (0, k − 1) pour tout premier ℘ de F
au-dessus de p. Soit ρ la réduction de ρ (1.3).

On suppose que l’on a l’une des hypothèses suivantes :

- i) F = Q, ρ est réductible, ρ est quasi-ordinaire et Dp-distinguée ;

- ii) ρ est irréductible, ρ est quasi-ordinaire et D℘-distinguée, ρ provient par réduction
modulo p d’une forme f et d’un plongement ι de son corps des coefficients dans Qp,
f quasi-ordinaire relativement à ι, telle que ρf,ι soit un ψ2 relèvement de ρ ;
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- iii) le commutant de ρDp
est réduit aux homothéties, 2 ≤ k ≤ 2p−1, p est complète-

ment décomposé dans F , pour tout premier ℘ de F au-dessus de p, ρ|D℘ est cristalline
de poids de Hodge-Tate (0, k − 1), la restriction de ρ à F (µp) est irréductible, et ρ
provient d’une forme de Hilbert f de poids parallèle k ;

- iv) F = Q, k = 2, ρ|D℘ est potentiellement cristalline, ρ provient d’une forme
modulaire, et la restriction de ρ à F (µp) est irréductible.

Alors ρ provient d’une forme modulaire de poids parallèle k.

Les i) et ii) sont des théorèmes de Skinner-Wiles ([53], [55]). Les iii) et iv) sont
dus à Kisin ([37]). Pour F 6= Q et k > 2, le iii) nécessite la généralisation de [54] au
cas k > 2, qui n’est pas écrite (mais ce cas n’est pas nécessaire à la démonstration
du théorème de Khare). Pour un cas particulier de iii), voir Taylor ([60]). Il y a une
difficulté technique pour p = 3 ([35]). On trouvera une excellente introduction aux
théorèmes 〈〈MR 〉〉 dans [17].

4. VERSION POTENTIELLE DE LA CONJECTURE DE SERRE

Le théorème suivant de Taylor ([61], [60]) est fondamental :

Théorème 4.1. — On suppose p 6= 2. Soit ρ une représentation de type S à image
non résoluble. Supposons 2 ≤ k(ρ) ≤ p + 1 et k(ρ) 6= p. Alors, il existe une extension
finie galoisienne de Q, totalement réelle, non ramifiée en p, de degré pair, telle que ρ|GF

provienne d’une forme modulaire de Hilbert f sur F , le conducteur de f divisant p. On
peut imposer l’une ou l’autre propriété suivante :

- f est de poids parallèle k(ρ) et de conducteur 1 ;

- f est de poids parallèle 2.

Remarque 4.2. — Soit H un sous-groupe fini de PGL2(Fp). Rappelons le théorème de
Dickson : H est conjugué :

- soit à un sous-groupe des matrices triangulaires supérieures ;
- soit à PGL2(Fpr) ou à PSL2(Fpr), pour un entier r > 0 ;
- soit à A4, S4 (si p 6= 2), A5 ou au groupe diédral d’ordre 2r pour un entier r > 1

non divisible par p.
Il en résulte facilement que, si ρ est de type S et d’image non résoluble, pour toute

extension galoisienne totalement réelle de Q, ρ(GF ) n’est pas résoluble.

Donnons une idée de la preuve du théorème. Taylor considère un problème de module
classifiant les données (A, i, j, α), où :

- A est une variété abélienne de dimension d ;
- i est un plongement de l’anneau des entiers OM d’un corps de nombres M de degré

d dans End(A) ;
- j est une donnée de polarisation de A ;
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- α est une structure de niveau λL1 ou λL1L2 selon les cas. On a un premier λ de
OM au-dessus de p tel que α définisse un isomorphisme des points de λ-torsion A[λ]

avec ρ. On a L1 de caractéristique résiduelle ℓ1 6= p tel que α induise un isomorphisme
de A[L1] avec un module induit irréductible indL

Q(θ), L corps quadratique imaginaire.
Ce problème de module est représentable par un schéma X sur Q, qui est lisse,

géométriquement irréductible quasi-projectif. Les ensembles X(R), X(Qp) et X(Qℓi
)

sont non vides. Il résulte alors d’un théorème de Moret-Bailly que X a un point dans
une extension F0 de Q qui est galoisienne finie et totalement décomposée aux places
∞, p et ℓi ([40]).

On connaît par la théorie des caractères de Hecke que indL
Q(θ) est modulaire. Ce

module induit ind a été choisi de sorte qu’il reste irréductible après restriction au groupe
de Galois de F0(µℓ1) et qu’avec la représentation ℓ1-adique associée à A, il satisfasse aux
hypothèses du ii) du théorème 3.1. Il en résulte que AF0 provient d’une forme modulaire
de Hilbert f0 de poids 2.

Un théorème de Skinner-Wiles donne l’existence de F1 ⊃ F0 tel que ρ|GF1
provienne

d’une forme f1 non ramifiée hors de p ([54]). Taylor prouve par une analyse de la
réduction de A modulo les premiers de F1 au-dessus de p et par la théorie des congru-
ences entre formes modulaires que l’on peut trouver F ⊃ F1 et f vérifiant de plus les
conditions en p du théorème (c’est ici qu’intervient la condition k(ρ) 6= p).

5. RELÈVEMENTS AVEC CONDITIONS DE RAMIFICATION

On suppose p 6= 2. Soit ρ : GQ → GL2(Fp) une représentation de type S à image non
résoluble.

La conjecture de Serre entraîne l’existence d’un relèvement géométrique de ρ. Ceci
a été prouvé dans de nombreux cas par Ramakrishna sans supposer ρ modulaire ([41]).
En fait, on s’attend à pouvoir être plus précis sur la ramification des relèvements. En
effet, Diamond et Taylor prouvent dans beaucoup de cas le résultat suivant ([22], [23]).
Supposons ρ modulaire. Soit S un ensemble fini de premiers 6= p, pour tout ℓ ∈ S

une représentation τℓ : Dℓ → GL2(Qp) qui relève la restriction de ρ au groupe de
décomposition Dℓ. Alors, il existe un relèvement modulaire ρ de ρ tel que, pour tout
ℓ ∈ S, la restriction de ρ au groupe d’inertie Iℓ soit isomorphe à la restriction de τℓ à Iℓ.

Les théorèmes suivants prouvent dans certains cas l’existence de relèvements avec
conditions de ramification sans supposer que ρ est modulaire, et en incluant le cas
ℓ = p.

5.1. Relèvements minimaux

Soit ℓ un nombre premier 6= p. On sait que la restriction de ρ à Iℓ est de l’un des
types suivants :

ξ ⊗

(
1 ∗
0 1

)

,

(
ξ1 0

0 ξ2

)

, Ind
Ip

IM
(ξ),
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M étant une extension quadratique ramifiée de Qℓ, soit ℓ = 2 et l’image de I2 dans la
représentation projective ρproj associée à ρ est un sous-groupe de A4 ([21]).

Soit ρ un relèvement de ρ. Si ℓ 6= p, on dit que ρ est minimal en ℓ si la restriction de
ρ à Iℓ est soit:

ξ̃ ⊗

(
1 ∗

0 1

)

,

(
ξ̃1 0

0 ξ̃2

)

, Ind
Ip

IM
(ξ̃),

∗̃ désignant le représentant de Teichmüller de ∗, soit, si on est dans le cas ℓ = 2 et
ρproj(I2) ⊂ A4, que ρ(I2) et ρ(I2) soient isomorphes.

Si 2 ≤ k(ρ) < p + 1, on dit que ρ est minimal en p si la restriction de ρ à Ip est
cristalline de poids de Hodge-Tate (0, k(ρ) − 1). Si k(ρ) = p + 1, on dit que ρ est en p

minimal de type cristallin si la restriction de ρ à Ip est cristalline de poids de Hodge-
Tate (0, p), et minimal de type semi-stable si la restriction de ρ à Ip est semi-stable de
poids de Hodge Tate (0, 1).

Théorème 5.1 ([34]). — Soit ρ : GQ → GL2(Fp) une représentation de type S à image
non résoluble. On suppose que 2 ≤ k(ρ) ≤ p + 1 et que k(ρ) 6= p. Alors, ρ a un
relèvement qui est minimal pour tout ℓ et si k(ρ) = p+1, on peut imposer en p soit que
ρ soit minimal de type cristallin soit que ρ soit minimal de type semi-stable.

5.2. Relèvements de poids 2

Le théorème suivant correspond au fait que toute forme modulaire de poids k,
2 ≤ k ≤ p+ 1, et de niveau N premier à p, est congruente modulo p à une forme de
poids 2 pour Γ1(pN) (§ 3 de [49], prop 9.3 de [32]).

On suppose que ρ|Ip
est ordinaire, i.e. du type :

(
χp

k−1 ∗

0 1

)

,

pour un entier k avec 2 ≤ k ≤ p. Soit ωp le relèvement de Teichmüller de χp. On dit
qu’un relèvement ρ de ρ est minimal en p de poids 2 si ρ|Ip est du type :

(
ωk−2

p χp η

0 1

)

,

et, pour k(ρ) = 2, si de plus ρ|Dp est finie, i.e. provient d’un schéma en groupes fini et
plat sur Zp (le cocycle η provient via la théorie de Kummer d’une unité).

Théorème 5.2 ([35]). — Soit ρ : GQ → GL2(Fp) une représentation de type S à image
non résoluble avec k(ρ) 6= p et ρ ordinaire. Alors ρ a un relèvement qui est minimal en
tout ℓ 6= p et minimal de poids 2 en p.

Remarque 5.3. — On devrait pouvoir étendre le théorème aux cas où k(ρ) = p et ρ|Dp

non ordinaire.
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5.3. Relèvements avec Nebentypus

Le théorème suivant correspond à un théorème de Carayol qui dit que pour p ≥ 5

ou pour p = 3 (resp. p = 2) et ρ n’est pas induite de Q(
√
−3) (resp. Q(

√
−1)), si

ρ provient par réduction d’une forme propre normalisée de S2(Γ0(N), χ), et si χ et
χ′ ont même réduction modulo p, ρ provient aussi d’une forme propre normalisée de
S2(Γ0(N), χ′) ([15]).

On suppose que l’on a un premier q tel que p divise q − 1, que ρ soit ramifiée en q,
et que ρ|Iq

soit de la forme :
(
γ ∗

0 1

)

où γ est un caractère Gal(Qq(µq)/Qq) → Fp
∗
.

Soit ωq : Gal(Qq(µq)/Qq) → µq−1(Qq) le relèvement de Teichmüller du caractère
cyclotomique. On choisit un isomorphisme de µq−1(Qq) sur µq−1(Qp), de sorte que l’on
puisse voir ωq comme un caractère de Iq à valeurs dans Qp

∗
. Soit pr l’exacte puissance

de p qui divise q − 1 ; posons ηq = ω
q−1
pr

q , de sorte que ηq est un caractère d’ordre pr et
donc que sa réduction modulo p est triviale.

Théorème 5.4 ([35]). — Mêmes hypothèses que pour le théorème 5.1. Soit i un entier.
Soit γ̂ le relèvement de Teichmüller de γ. Alors ρ a un relèvement ρ qui est minimal
en tout premier ℓ 6= q et est tel que ρ|Iq soit de la forme :

(
γ̂ηi

q ∗

0 1

)

.

5.4. Esquisse de la preuve des théorèmes

Commençons par quelques rappels sur la théorie des déformations des représentations
galoisiennes ([39]).

Soit F un corps fini tel que l’image de ρ soit contenue dans GL2(F) et tel que ρ

soit irréductible comme représentation à valeurs dans GL2(F). Notons W l’anneau des
vecteurs de Witt à coefficients dans F et soit O = W pour les deux premiers théorèmes
et O = W (µpr(Qp)) pour le théorème 5.4. Notons CO la catégorie des O-algèbres R
noethériennes locales séparées et complètes avec un isomorphisme iR du corps résiduel
R/MR avec F. Les morphismes dans CO sont les morphismes f : R → R′ de O-algèbres
tels que iR′ ◦ f ≃ iR. Un relèvement de ρ est un morphisme : ρ : GQ → GL2(R)

avec un isomorphisme de ρ modMR sur ρ. Les déformations de ρ sont les classes
d’isomorphisme de tels relèvements : deux relèvements ρ et ρ′ sont donc isomorphes s’il
existe g ∈ GL2(R), g ≡ id modMR tel que ρ = int(g)(ρ′).

Pour chacun des théorèmes, on a un ensemble fini S de places de Q contenant p, ∞
et les premiers ramifiés dans ρ tel que les relèvements ρ cherchés soient ceux qui sont
non ramifiés hors de S et qui sont tels que, pour tout v ∈ S, la restriction de ρ à Iv



956–12

vérifie une condition que l’on notera Lv. On dira que les relèvements cherchés sont ceux
qui vérifient L.

Soit GS le groupe de Galois de l’extension maximale de Q qui est non ramifiée hors
de S. Le groupe GS vérifie la condition : la complétion p-adique de tout sous-groupe
ouvert de GS est engendrée topologiquement par un ensemble fini. Il en résulte que le
foncteur des déformations de ρ qui sont non ramifiées hors de S a une enveloppe, et
même est représentable puisque les endomorphismes de ρ sont réduits aux homothéties.
On note ρuniv : GS → GL2(Runiv) la déformation universelle. Pour toute O-algèbre R de
CO, on a donc une bijection de l’ensemble spec(Runiv)(R) sur l’ensemble des déformations
de ρ à valeurs dans R.

De même, pour chaque v ∈ S, on a une déformation verselle ρv,univ : Dv →
GL2(Rv,univ) de ρ|Dv

. Il n’est pas difficile de voir que l’on a un quotient RLv de Rv,univ

tel que les déformations de ρ|Dv
qui satisfont à la condition Lv sont exactement celles

qui proviennent d’un point de spec(RLv). On note Juniv/Lv le noyau de Rv,univ → RLv .
Pour v ∈ S, la restriction de ρuniv au groupe de décomposition Dv induit un mor-

phisme rv : Rv,univ → Runiv. On voit que le quotient RL de Runiv par l’idéal engendré
par les rv(Juniv/Lv) représente les déformations de ρ qui satisfont à la condition L.

L’énoncé suivant et son corollaire rassemblent des résultats dus essentiellement à
Böckle, Ramakrishna et Taylor ([7], [41], [62]).

Théorème 5.5. — On a une présentation RL = O[[T1, . . . , Th]]/(f1, . . . , fr), avec
moins de relations que de générateurs : r ≤ h.

Corollaire 3. — Si RL est, en tant que O-module, de type fini, alors RL est une
O-algèbre plate d’intersection complète, en particulier, ρ a un relèvement ρ qui vérifie
la condition L cherchée.

Esquissons la démonstration du théorème 5.5.
Il est pratique de remarquer tout d’abord que le déterminant des déformations qui

satisfont à L est fixé. En effet, la condition Lv définit un morphime η̃v : Iv → O∗ tel que,
si ρv satisfait à Lv, la restriction du déterminant de ρv à Iv a pour déterminant η̃v. Pour
v /∈ S, on pose η̃v = 1. Comme le groupe de Galois Gal(Qab/Q) de l’extension maximale
abélienne de Q est isomorphe au produit de ses sous-groupes d’inertie pour ℓ décrivant
les nombres premiers, on voit que les ηℓ définissent un caractère η : Gal(Qab/Q) → O∗

tel que les déformations qui vérifient L sont de déterminant η (la condition de parité
det(η(c)) = −1 est vérifiée car elle l’est pour ρ et que p 6= 2). On note ηv la restriction
de η au groupe de décompositions Dv. La condition det(ρ) = η définit un sous-foncteur
qui est une immersion fermée de celui des déformations qui sont non ramifiées hors
de S. On note ρη : GQ → GL2(Rη) la déformation universelle de ρ de déterminant η.
De même, pour tout v ∈ S, on note ρηv : Dv → GL2(Rηv) la déformation verselle de
déterminant ηv de ρ|Dv

.
Pour R? dans CO, on note t? le F-espace vectoriel tangent relatif et t∗? son dual. On a

donc : t∗? ≃ MR?
/(MR?

)2 + MOR?, MO désignant l’idéal maximal de O. Le choix de
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relèvements des éléments d’une base de t∗? dans MR?
permet d’écrire R? comme quotient

d’un anneau de séries formelles S? sur O qui identifie les espaces tangents tR?
et tS?

. Il
est facile de voir que deux telles présentations sont isomorphes. Si J est le noyau de
S? → R?, on pose rel(R?) = dimF(J/MR?

J). Elle ne dépend pas de la présentation :
c’est le nombre minimal de générateurs de J .

Les espaces cotangents s’identifient à des groupes de cohomologie galoisienne. En
effet, tη s’identifie à l’ensemble des déformations de ρ à valeurs dans F[ǫ]/ǫ2 qui sont
non ramifiées hors de S et de déterminant égal à celui de ρ, et tL sont celles qui vérifient
les conditions Lv. On a un isomorphisme t∗η = H1

0 := H1(GS, ad0(ρ)), où ad0(ρ) sont
les matrices de trace nulle, GS agissant par la conjugaison.

Pour tout v ∈ S, les déformations de ρ|Dv
à valeurs dans F[ǫ]/ǫ2 qui sont de détermi-

nant ηv forment un espace vectoriel qui s’identifie à H1(Dv, ad0(ρ)). On le note H1
v,0.

Celles qui vérifient Lv forment un sous-espace vectoriel de H1
v,0 que l’on note Lv. Le

sous-espace t∗L ⊂ t∗η s’identifie au sous-espace vectoriel des c ∈ H1(GS, ad0(ρ)) tels que,
pour tout v ∈ S, l’image cv de c dans H1(Dv, ad0(ρ)) appartienne à Lv. On le note H1

L.
On note h1

0, h
1
L, h1

v,0, et lv les dimensions des F-espaces vectoriels correspondants.

Soit, pour tout v ∈ S, L⊥
v le dual de Lv dans la dualité :

H1(Dp, ad0) ×H1(Dp, ad0(1)) → F,

où (1) est la torsion par le caractère cyclotomique.

On note H1
L⊥

le sous-espace vectoriel de H1(GQ, ad0(1)) formés des c dont les images
cv dans H1(Dp, ad0(1)) appartiennent à L⊥

v .

Le théorème suivant est dû à Böckle ([7]).

Théorème 5.6. — On a :

rel(RL) ≤ h1
L⊥ +

∑

v∈S

rel(RLv).

Donnons quelques indications sur la preuve. On peut écrire pour chaque v, la
O-algèbre Rηv comme un quotient d’une algèbre de séries formelles Sηv à h1

v,0 variables.
Soit Jηv le noyau. La théorie des déformations nous dit que l’on a un morphisme
surjectif (H2(GS, ad0))

∗ → Jη/MηJη et de même pour les Jηv . Il en résulte que le
noyau Jη d’une présentation de Rη est engendré topologiquement par les Jηv et par
sh2 := dim(Ш2

S(ad0)) éléments. On a donc :

rel(Rη) ≤ sh2 +
∑

v∈S

rel(Rηv).

Pour s ∈ S, notons J̃v le noyau de Sηv → Rηv → RLv . Alors, RL est le quotient de
Sη par l’idéal engendré par Jη et les J̃v. Une chasse au diagramme permet d’en déduire
que :
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rel(RL) ≤
∑

v∈S

rel(RLv) + sh2 +
∑

v∈S

(h1
ηv
− lv) − h1

η + h1
L.

La suite exacte de Poitou-Tate donne alors le théorème 5.6.
L’énoncé suivant rassemble des calculs locaux faits dans ([7], [41], [62]).

Théorème 5.7. — Pour premier ℓ ∈ S, la O-algèbre RLℓ
est lisse de dimension rela-

tive h0(Dℓ, ad0) si ℓ 6= p, et h0(Dp, ad0) + 1 si ℓ = p.

Notons dℓ la dimension de RLℓ
et d∞ = 0. Le théorème 5.6 donne alors, puisque RLv

est d’intersection complète :

rel(RL) ≤ h1
L⊥ +

∑

v∈S

(lv − dv).

On a la formule de Wiles ([67]):

h1
L − h1

L⊥ = h0(GQ, ad0) − h0(GQ, ad0(1)) +
∑

v∈S

(lv − h0(Dv, ad0)).

Les h0 globaux sont nuls. La contribution de ∞ est −1. On en déduit :

h1
L − rel(RL) ≥ −1 +

∑

ℓ∈S

(dℓ − h0(Dℓ, ad0)).

Le théorème 5.5 résulte alors du théorème 5.7.
Prouvons les théorèmes 5.1, 5.2 et 5.4.
D’après le corollaire 3, il suffit de prouver que RL/p est finie. Comme ρ est absolument

irréductible, RL/p est engendrée par les traces des images des éléments de GQ ([16]).
Par un lemme simple d’algèbre commutative, on voit alors qu’il suffit de prouver que
l’image de GQ dans GL2(RL/p) est finie ([34]).

Soit F un corps totalement réel comme dans le théorème 4.1. On considère alors
dans chacun des cas la déformation universelle GF → GL2(RF ) de la représentation
irréductible ρ|GF

, de déterminant η|GF
et satisfaisant à certaines conditions locales.

Rappelons que η est le déterminant des déformations satisfaisant L. Ces conditions
locales sont choisies de sorte qu’elles sont satisfaites par la restriction à GF de tout
relèvement ρ : GQ → GL(R) de ρ, R étant une O-algèbre de CO telle que pR = 0.
Par exemple, dans le cas des relèvements minimaux pour k(ρ) 6= p + 1, ces conditions
locales sont d’être non ramifiées pour tout premier de F qui n’est pas au-dessus de
p, et pour ℘ au-dessus de p, la condition est d’être un quotient d’une représentation
cristalline de D℘ de poids de Hodge-Tate (0, k(ρ)−1), et donc de provenir d’un module
de Fontaine-Laffaille de poids 0 et k − 1 ([30]).

Ainsi, on a un morphisme RF → RL tel que GF → GL2(RL/p) se factorise à travers
GF → GL2(RF ). Pour prouver que l’image de GQ dans GL2(RL/p) est finie, il suffit
donc de prouver que celle de GF dans GL2(RF/p) l’est. Pour ceci, il suffit de prouver
que RF est de type fini en tant que O-module. Pour ceci, on considère l’algèbre de
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Hecke T des formes modulaires de Hilbert relatives à F de poids et niveau convenables.
Par exemple, dans le cas des relèvements minimaux, le poids est k(ρ) et le niveau 1.
La représentation ρ|GF

étant modulaire, elle définit un idéal maximal de T ; soit T̂

le complété de T en cet idéal. On a un morphisme RF → T̂. Dans le cas où ρ|Dp

est irréductible, le iii) du théorème 3.1 entraîne que RF ≃ T̂, et donc que RF est un
O-module de type fini puisque T̂ l’est. Dans le cas ordinaire, comme, dans le cas ii)
de théorème 3.1, on utilise [55] qui n’implique pas que RF ≃ T̂, il faut vérifier que [55]
entraîne bien que RF est un O-module de type fini, ce qui est fait dans [35], utilisant
la théorie de Hida ([33]).

6. SYSTÈMES COMPATIBLES

Soit, comme dans le paragraphe précédent, ρ une représentation de type S à image
non résoluble. Soit ρ un relèvement de ρ comme dans l’un des théorèmes 5.1, 5.2,
5.4. Pour tout ℓ, on note rℓ la représentation du groupe de Weil-Deligne WDℓ →

GL2(Qp) associée à la représentation géométrique ρ (1.2). La conjecture de Fontaine-
Mazur entraîne que ρ devrait être membre d’un système compatible de représentations
ℓ-adiques (ρι). Le théorème suivant, moins fort, suffit pour prouver le théorème 2.1. Il
est essentiellement dû à Dieulefait ([24] ; voir aussi [68]) :

Théorème 6.1. — Il existe un corps de nombres E et, pour tout q et tout plongement
ιq : E →֒ Qq, une représentation ρι : GQ → GL2(Qq) qui est impaire, irréductible. De
plus :

- i) il existe ιp : E →֒ Qp tel que ριp soit isomorphe à ρ ;

- ii) pour ℓ et q premiers avec ℓ 6= p, q, et pour ιq plongement de E dans Qq, les
représentations du groupe de Weil-Deligne WDℓ associées à ρ et à ριq sont isomorphes,
via ι et ιq ;

- iii) On suppose que dans le cas de relèvement avec Nebentypus (5.4) on a k(ρ) = 2.
Soit ιq de caractéristique q 6= 2, p. La restriction à Ip de ριq est celle définie par rp. Si
ρ n’est pas ramifiée en q, la restriction de ριq à Dq est cristalline de même poids que ρ.
Si ρ|Iq est comme dans 5.3, ρ|Dq est soit semi-stable de poids (0, 1), soit cristalline après
restriction à Qq(µq) et de poids de Hodge-Tate (0, 1).

La preuve utilise des idées de Taylor ([63]). La version potentielle de la conjecture de
Serre (th. 4.1) donne qu’il existe F corps totalement réel galoisien sur Q tel que ρ|GF

provienne d’une forme modulaire de Hilbert f pour F . Par [3], pour tout sous-corps
F ′ de F tel que F/F ′ soit un groupe résoluble, ρ|GF ′

provient d’une forme modulaire
de Hilbert fF ′ pour F ′. L’existence de E et de ιp provient alors de l’existence des corps
des coefficients pour les formes fF ′. Grâce au théorème de Brauer, on écrit ρ comme
une somme virtuelle de tordues de représentations associées aux fF ′ et à ιp. On définit
ρι comme la somme virtuelle correspondante, ιp étant remplacé par ι. On prouve que
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c’est une vraie représentation. Les propriétés de compatibilité résultent d’un théorème
de Carayol et Taylor ([14], [58]), de Saito ([46], [45]), Breuil ([9]) et Berger ([4]).

7. PREUVE DU THÉORÈME

Pour p un premier, soit S(p) l’énoncé : une représentation ρ : GQ → GL2(Fp) de
type S non ramifiée hors de p provient d’une forme modulaire. Pour p premier 6= 2 et k
entier avec 2 ≤ k ≤ p + 1, soit S(k, p) l’énoncé : une représentation ρ : GQ → GL2(Fp)

de type S non ramifiée hors de p avec k(ρ) = k provient d’une forme modulaire. Par
torsion par une puissance du caractère cyclotomique, on voit que S(p) est la conjonction
des énoncés S(k, p). Comme, pour p 6= 2, k(ρ) est pair pour toute représentation de
type S qui est non ramifiée hors de p, on voit que l’on n’a à considérer S(k, p) que pour
k pair.

L’énoncé S(2) est un théorème de Tate. La démonstration utilise la structure des
groupes de décompositions et les minorations de discriminants. Serre a prouvé S(3) par
un argument analogue.

Théorème 7.1 (Tate, Serre). — Soit ρ une représentation continue de GQ dans
GL2(F2) (resp. GL2(F3)) qui est non ramifiée hors de 2 (resp. 3). Alors ρ est
réductible.

Comme S(2) est vrai, on suppose désormais p impair.
La stratégie pour prouver S(p) pour tout p est une récurrence. Soit ρ une représen-

tation de type S de poids k(ρ) = k. Si ρ a une image résoluble, ρ est modulaire
grâce au théorème de Langlands et Tunnell. Sinon, on relève ρ en une représentation
ρ : GQ → GL2(Qp) grâce à l’un des théorèmes du 5. On obtient grâce au théorème
6.1 un système compatible (ρι) dont ρ fait partie. On choisit un ιq de caractéristique
q et on considère la réduction ριq modulo q de ριq . Si elle est irréductible, l’hypothèse
de récurrence entraîne qu’elle est modulaire. On vérifie que l’on peut appliquer le
théorème 3.1 et ριq est modulaire (si ριq est réductible, on doit vérifier les hypothèses
du i) du théorème 3.1). Il en résulte que (ρι) est modulaire, et donc ρ.

Proposition 7.2. — i) S(2, p) et S(4, p) sont vrais.
ii) On suppose S(k, p) (donc k ≤ p + 1). Alors S(k, q) est vrai pour tout premier q

(tel que k ≤ q + 1).

En particulier, si S(p) est vrai, S(k, q) l’est pour k ≤ p + 1. Il en résulte que S(q)

l’est si q < p et, pour prouver le théorème de Khare, il suffit de prouver S(p) pour une
infinité de premiers.

Preuve de la proposition
Prouvons S(2, p). Soit ρ une représentation modulo p de type S et de poids 2. On

relève en un sytème compatible (ρι) de poids 2 non ramifié partout. On considère la
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réduction modulo 3 de ρι3 , pour ι3 de caractéristique 3. On sait par la proposition
précédente que cette réduction n’est pas irréductible. Comme son déterminant est χ3,
on voit qu’elle est isomorphe à 1 ⊕ χ3. Alors comme ρ a un poids 2 ≤ 3 − 1, il résulte
facilement de la théorie des schémas en groupes finis et plats que la restriction de ρι3

à D3 est ordinaire. Il résulte alors du i) du théorème 3.1 que ρι3 provient d’une forme
modulaire. Il en est de même de (ρλ) et par suite de ρ.

Prouvons le ii). On relève ρ de caractéristique q en ρ minimal de type cristallin, puis
on met ρ dans un système compatible (ρι). On choisit ιp de caractéristique p et on
considère la réduction ριp de ριp . La restriction de ριp à Dp est cristalline de poids de
Hodge-Tate 0 et k − 1. Il résulte de [30] que si k ≤ p − 1, on a k(ριp) = k et que,
si la restriction de ριp à Dp est réductible, alors ριp |Dp

est ordinaire. Si k = p + 1, il
résulte de [5] que soit ριp |Dp

est ordinaire, soit k(ριp) = 2 et la restriction à Dp de ριp

est irréductible.

Le i) entraîne que si k(ριp) = 2, ριp est réductible, donc aussi sa restriction à Dp. On
voit que l’on est dans l’un des cas :

- ριp est irréductible, et si k = p+ 1, ρp|Dp
est ordinaire ;

- ριp est réductible et ρp|Dp
est ordinaire.

Dans le premier cas, ριp est modulaire par hypothèse. Un lemme facile prouve que
si la restriction de ριp à Q(

√

(−1)(p−1)/2p) est réductible, ριp |Dp
est ordinaire. On voit

que les hypothèses du ii) ou du iii) du théorème 3.1 sont vérifiées et ριp est modulaire.
Dans le cas ριp réductible, le i) de 3.1 donne la modularité de ριp . On en déduit celle
de ρ. Le ii) est prouvé.

L’énoncé S(4, p) résulte du ii) et du fait que S(3) est vraie.

Proposition 7.3. — S(6, p) est vrai pour tout p ≥ 5 ; S(5) est vraie.

Preuve. La proposition précédente entraîne qu’il suffit de prouver S(6, 5), i.e. qu’il
n’existe pas de représentations de type S de poids 6 et de caractéristique 5. Soit donc
ρ5 une telle représentation. On la relève en une représentation ρ irréductible qui est
minimale de type semi-stable. Elle est donc de poids 2 semi-stable en 5. La version
potentielle de la conjecture de Serre (th. 4.1) et les i) et ii) du théorème 3.1 entraînent
qu’il existe un corps totalement réel F galoisien sur Q tel que la restriction de ρ à GF

provienne d’une forme modulaire de Hilbert pour F qui est de poids 2 et Steinberg en 5.
La représentation ρGF

provient alors d’une variété abélienne. Un argument de descente
donne que ρ provient d’une variété abélienne sur Q qui a bonne réduction hors de 5 et est
semi-stable en 5 ([34]). Mais Brumer et Kramer ont prouvé qu’une telle variété abélienne
n’existe pas ([12], voir aussi Schoof [48]). Les résultats de Brumer-Kramer et Schoof
utilisent des minorations de discriminants comme pour le théorème 7.1. L’étude de la
ramification en p est beaucoup plus délicate ; ces résultats généralisent des théorèmes
de Fontaine et Abrashkin ([28], [2]).
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7.0.1. Le cas général de conducteur 1. — On a donc prouvé S(p) pour p ≤ 5. Avec la
proposition 7.2, on voit qu’il suffit de prouver que, si p ≥ 5 et si S(p) est vrai, il existe
P > p tel que S(P ) soit vrai. On prend pour P le plus petit premier > p qui n’est pas
de Fermat : P − 1 est divisible par un premier ℓ impair, et on note ℓr la plus grande
puissance de ℓ qui divise P − 1.

La théorie analytique des nombres premiers donne les inégalités :

Lemme 1. — Posons ℓr = 2m+ 1. On a :

P

p
≤

2m+ 1

m+ 1
−

m

p(m+ 1)
, p+ 1 ≥

m+ 1

2m+ 1
(P − 1) + 2 = (P + 1) −

m

2m+ 1
(P − 1).

Soit donc ρ une représentation de type S de caractéristique P , de poids k,
2 ≤ k ≤ P + 1. Par la proposition 7.1, on connaît S(k, P ) pour k ≤ p + 1.

Si la restriction au groupe de décomposition DP est irréductible, la représentation
obtenue en tordant ρ par une puissance du caractère cyclotomique convenable est de
poids P +3−k. Il résulte de la première inégalité du lemme 1 que soit k, soit P +3−k

est ≤ p+ 1, et on conclut.
Supposons donc ρ ordinaire. On la relève en un système compatible (ρι) de poids 2

grâce aux théorèmes 5.2 et 6.1. Soit ιℓ un plongement de caractéristique ℓ et soit ριℓ la
réduction de ριℓ . Si la restriction de ριℓ à Q(µℓ) est réductible, ou si ριℓ est irréductible à
image résoluble donc modulaire par Langlands-Tunnell, on vérifie, de manière similaire
à la proposition 7.2, que le théorème 3.1 s’applique, et ριℓ est modulaire, donc aussi ρ.
Sinon, on choisit un relèvement avec Nebentypus ρ′ de ριℓ grâce au théorème 5.4. On
choisit dans le théorème 5.4 l’entier i de sorte que le caractère γ̂ηi

q soit égal à ωj
P avec :

j ∈ [
m

2m+ 1
(P − 1),

m+ 1

2m+ 1
(P − 1)],

où ωP est le représentant de Teichmüller du caractère cyclotomique Gal(QP/Q)(µP ) →

F∗
P (rappelons que l’on choisit un isomorphisme de µP−1(Qℓ) sur µP−1(QP )). On pro-

longe ρ′ en un système compatible (ρ′ι′) tel qu’il existe ι′ℓ de caractéristique ℓ avec ρ′ιℓ
isomorphe à ρ′ grâce à 6.1. On choisit ι′P de caractéristique P de sorte que ι′ℓ, ι

′
P soient

compatibles à l’identification µP−1(Qℓ) ≃ µP−1(QP ). Il résulte alors de [47] et [10] que
la réduction ρ′ιP est de poids j+2 ou P +1−j. Le choix de j et le lemme 1 font que soit
j + 2, soit P + 1− j est ≤ p+ 1. On a donc que ρ′ιP est soit modulaire, soit réductible.
On s’assure que les théorèmes 〈〈MR 〉〉 permettent d’en déduire que (ρ′ι′), puis que (ρι)

sont modulaires, donc aussi ρ. Ceci achève la preuve du théorème 2.1.
Le corollaire 1 résulte alors de la technique qui consiste à 〈〈 tuer la ramification 〉〉 ([34]).

Si q 6= 2, on relève ρ de poids 2 et de niveau q en un système compatible (ρι) qui est
minimal de poids 2. On considère ριq pour ιq de caractéristique q. On la relève en un
système compatible qui est minimal, donc n’est pas ramifié en q (mais n’est plus en
général de poids 2). On déduit du théorème 2.1 qu’il est modulaire.

Le corollaire 2 résulte du théorème et des théorèmes 〈〈MR 〉〉 ([36]).
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ÉCARTS ENTRE NOMBRES PREMIERS SUCCESSIFS

[d’après Goldston, Pintz, Yıldırım, ...]

par Emmanuel KOWALSKI

1. INTRODUCTION

Rien n’est plus commun que de remarquer l’importance de la suite infinie

2 = p1 < 3 = p2 < · · · < pn < pn+1 < · · ·

des nombres premiers dans l’imaginaire des mathématiciens et des arithméticiens tout

particulièrement. Parmi les belles questions qui restent complètement ouvertes con-

cernant les nombres premiers, celles qui ont trait aux écarts entre nombres premiers

consécutifs

γ(n) = pn+1 − pn pour n > 1

ont exercé depuis longtemps une fascination particulière.

Le point de départ d’une analyse rigoureuse de la répartition des valeurs de γ(n)

est forcément le théorème des nombres premiers. Notons π(X), comme d’habitude, le

nombre de nombres premiers p 6 X ; on a alors

π(X) ∼
X

lnX
, quand X → +∞.

De manière équivalente, le n-ième nombre premier pn vérifie

pn ∼ n lnn, quand n→ +∞,

et, 〈〈en moyenne 〉〉, la distance γ(n) entre nombres premiers consécutifs est de l’ordre de

lnn : on a

lim
N→+∞

1

N

∑

26n6N

γ(n)

lnn
= 1,

d’où en particulier :

lim inf
n→+∞

γ(n)

lnn
6 1.

L’autre source de conjectures – qui n’a pas attendu la preuve du théorème des nom-

bres premiers – consiste à 〈〈regarder 〉〉 ce qui se passe dans des tables de nombres pre-

miers. Il avait été observé(1) qu’un nombre relativement grand de paires (pn, pn+1)

(1)Dickson attribue cela à Polignac.
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vérifie pn+1 − pn = 2. En conséquence il a été conjecturé qu’une infinité de telles paires

existe. C’est la conjecture des nombres premiers jumeaux : avec la notation ci-dessus,

elle affirme que

(1) lim inf
n→+∞

γ(n) = 2.

Le thème particulier de ce rapport est celui de l’existence de petits écarts entre

nombres premiers (par opposition, par exemple, avec la question de borner γ(n) pour

tout n). Après des progrès sporadiques, dus à Erdös, Rankin, Bombieri-Davenport [2],

Huxley, Maier, en particulier, l’étude des petits écarts entre nombres premiers a été

bouleversée durant l’année 2005. Goldston, Pintz et Yıldırım [11], [13], [14] ont en effet

démontré :

Théorème 1.1 (Goldston, Pintz, Yıldırım). — On a

lim inf
n→+∞

γ(n)

lnn
= 0.

Le meilleur résultat précédemment connu était dû à Maier :

lim inf
n→+∞

γ(n)

lnn
6 0, 2484 . . .

De plus, en admettant certaines hypothèses usuelles concernant la répartition des

nombres premiers dans les progressions arithmétiques, on a des résultats vraiment spec-

taculaires :

Théorème 1.2 (Goldston, Pintz, Yıldırım). — (1) Si l’exposant de répartition θ au

sens fort de la suite des nombres premiers vérifie θ > 1/2, on a

lim inf
n→+∞

γ(n) < +∞.

(2) Si θ = 1, alors

lim inf
n→+∞

γ(n) 6 16.

L’exposant de répartition θ est défini ci-dessous (Définition 2.2). On sait que θ > 1/2 :

c’est le célèbre théorème de Bombieri-Vinogradov.

Dans la section 7, nous présenterons des énoncés plus forts et d’autres résultats

annoncés, concernant par exemple les écarts entre nombres de la forme p1p2 avec p1 6= p2

(c’est-à-dire, ayant exactement deux facteurs premiers).

Mais, pour commencer, nous allons expliquer la démonstration des théorèmes 1.1

et 1.2, après avoir présenté la base de la méthode telle qu’elle apparâıt à l’heure actuelle.

Il faut signaler que le sujet est en pleine ébullition : tous les résultats sont encore

sous forme de prépublications, et différentes variantes de la méthode apparaissent dans

chacun d’entre eux. Malgré la malencontreuse aventure de 2003, aucun doute ne subsiste

cependant quant à la validité des deux énoncés ci-dessus.

Notations. Rappelons quelques notations de théorie analytique des nombres.

– p désignera toujours un nombre premier, et n, m des entiers > 1.
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– Λ(n) désigne la fonction de von Mangoldt ; Λ(n) = 0 si n n’est pas une puissance

d’un nombre premier p et Λ(pk) = ln p. De plus,

ψ(x; q, a) =
∑

n6x
n≡a (mod q)

Λ(n).

– µ(n) désigne la fonction de Möbius, τ(n) la fonction 〈〈nombre de diviseurs 〉〉 et ϕ(n) la

fonction d’Euler. Pour n = pk, k > 1, on a µ(pk) = −1 si k = 1, 0 sinon, τ(pk) = k + 1

et ϕ(pk) = pk − pk−1.

– f ⋆ g désigne la convolution arithmétique de f et g :

f ⋆ g(n) =
∑

d|n

f(d)g(n/d) =
∑

ab=n

f(a)g(b).

–
∑♭

désigne une somme restreinte aux entiers n sans facteurs carrés.

– Les notations de Landau f = O(g) et de Vinogradov f ≪ g sont considérées

comme synonymes : f(x) = O(g(x)) pour tout x ∈ D signifie qu’il existe une cons-

tante 〈〈 implicite 〉〉 C > 0 (le plus souvent, fonction d’autres paramètres explicitement

mentionnés) telle que |f(x)| 6 Cg(x) pour tout x ∈ D. Cette définition diffère de

celle, topologique, de Bourbaki [4, Chap. V]. Par contre, nous utilisons les notations

f(x) ∼ g(x) et f = o(g) dans le sens asymptotique de loc. cit.

Remerciements. Je remercie D. Goldston, J. Pintz, C. Yıldırım, J. Sivak, R. de

la Bretèche et É. Fouvry pour leurs remarques et corrections concernant les différents

brouillons de ce texte.

2. RAPPELS DE QUELQUES NOTIONS DE CRIBLE

Cette section rappelle quelques définitions relatives aux méthodes de crible (voir par

exemple [15] pour un traitement classique très complet, [18, Ch. 6], [19, Ch. 4] pour

des exposés assez courts comportant les preuves des assertions de base, et [20], [5] pour

deux survols dans ce séminaire).

Soit A = (an), n > 1, une suite de nombres réels positifs. On note

A(x) =
∑

n6x

an

sa fonction sommatoire.

Soit P un entier, qui sera le plus souvent le produit de certains nombres premiers

bien choisis, par exemple le produit des nombres premiers p < z. Les sommes criblées

correspondantes sont

A(x, P ) =
∑

n6x
(n,P )=1

an.

L’objectif général du crible est d’estimer A(x, P ) avec la plus grande généralité possible.
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Pour aborder l’étude des sommes criblées A(x, P ), les méthodes de 〈〈petit 〉〉 crible

sont inspirées par la formule de Legendre(2) : on a

A(x, P ) =
∑

d|P

µ(d)Ad(x), avec Ad(x) =
∑

n6x
n≡0 (mod d)

an.

Bien qu’elle ne soit pas exploitable directement en général car le nombre de termes

(i.e., le nombre de diviseurs de P ) est trop grand, cette formule suggère d’étudier les

suites Ad = (and). Dans beaucoup de cas intéressants du point de vue de la théorie

multiplicative des nombres, il se dégage naturellement une approximation de Ad(x) de

la forme

(2) Ad(x) = g(d)X + rd(A; x)

où X > 0 est une fonction de x, d 7→ g(d) est une fonction arithmétique que l’on

suppose multiplicative(3) et rd(A; x) est un 〈〈reste 〉〉.

En pratique, cette approximation est assez précise pour des valeurs de d assez grandes,

disons d < D, c’est-à-dire que le reste total
∑

d<D

|rd(A; x)|

peut être estimé 〈〈suffisamment bien 〉〉. Plus précisément, la notion d’exposant de

répartition est classiquement définie :

Définition 2.1. — La suite A a un exposant de répartition au sens faible > θ si, pour

tout A > 0 et tout ε > 0, on a

(3)
∑

d<D

|rd(A; x)| ≪
X

(lnX)A

pour x > 2 et D 6 xθ−ε, la constante implicite dépendant au plus de A, ε et A.

La méthode de Goldston, Pintz et Yıldırım requiert crucialement des informations,

non seulement pour une suite A = (an), mais pour les suites 〈〈décalées 〉〉 (an+t), où t > 0

est un entier quelconque. Cela mène à un renforcement naturel de la notion d’exposant

de répartition.

Pour la définir, on généralise donc (2) en écrivant

(4)
∑

n6x
n≡t (d)

an = gt(d)X + rd(A; x, t)

oùX est encore une fonction de x et d 7→ gt(d) est pour tout t une fonction multiplicative

dont la valeur ne dépend que de t modulo d.

(2)Que l’on peut voir, au choix, comme l’expression du principe d’inclusion–exclusion, ou de la formule
∑

d|n
µ(d) = 0 si n 6= 1.

(3)Au sens où g(nm) = g(n)g(m) si (n, m) = 1.
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Définition 2.2. — Une suite A = (an) de réels positifs a un exposant de répartition

au sens fort > θ si pour tout A > 0 et tout ε > 0, on a

(5)
∑

d6D

max
t (mod d)

max
y6x

|rd(A; y, t)| ≪
X

(lnX)A
,

pour x > 2 et D 6 xθ−ε, la constante implicite pouvant dépendre de A, ε et A.

Pour le théorème 1.2, la suite concernée est la suite (Λ(n)), ou bien la fonction ca-

ractéristique des nombres premiers.

On va voir dans la preuve du théorème 1.2 qu’une notion plus faible se dégage.

Comme cela pourrait fournir une voie plus accessible à la preuve inconditionnelle de ce

résultat, il semble utile de l’isoler.

Définition 2.3. — Une suite A = (an) de réels positifs a un P -exposant de

répartition > θ si pour tout A > 0, tout ε > 0 et tout polynôme primitif F ∈ Z[X] de

degré > 1 on a
∑♭

d6D

∑

ν (mod d)
F (ν)=0

max
y6x

|rd(A; y, ν)| ≪
X

(lnX)A
,

pour x > 2 et D 6 xθ−ε, la constante implicite pouvant dépendre de A, ε, A et F .

Remarque 2.4. — Une prépublication de Pintz et Motohashi [21], parue après la

première version de ce survol, introduit explicitement une variante de cette dernière

notion dans le cas de la suite des nombres premiers, avec une plus grande flexibilité

potentiellement intéressante.

Le cas le plus important pour notre propos est celui de la suite an = Λ(n). Dans ce

cas on a pour t > 0
∑

n6x
n≡t (d)

an =
∑

n6x
n≡t (d)

Λ(n) = ψ(x; d, t),

et si (d, t) = 1 on a l’approximation

(6)
∑

n6x
n≡t (d)

an =
x

ϕ(d)
+ rd(A; x, t)

avec la borne

rd(A; x, t) ≪ x(ln x)−A

valide pour tout x > 2, d > 1, t modulo d (tel que (d, t) = 1) et tout A > 0, la constante

implicite (ineffective) dépendant seulement de A ; c’est le théorème de la progression

arithmétique sous la forme donnée par Siegel-Walfisz ([18, Cor. 5.29] par exemple).

Tenant compte des cas (d, t) 6= 1, on peut définir

X = x, gt(d) =

{

0 si (d, t) 6= 1,
1

ϕ(d)
si (d, t) = 1,
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pour avoir (4) avec

rd(A; x, t) ≪ x(ln x)−A

dans tous les cas.

Tel quel, cela ne donne qu’un exposant de répartition nul. L’ingrédient crucial pour

cribler efficacement une telle suite est le théorème de Bombieri-Vinogradov (voir par

exemple [18, Ch. 17]) :

Théorème 2.5. — Pour tout A > 0, il existe B > 0 tel que
∑

d6D

max
(a,d)=1

a (mod d)

max
y6x

∣
∣
∣ψ(y; d, a) −

y

ϕ(d)

∣
∣
∣ ≪

x

(ln x)A

pour x > 2 et D 6 x1/2(ln x)−B, la constante implicite dépendant uniquement de A.

La restriction à (a, d) = 1 étant inoffensive, cela implique que la suite (Λ(n)) a

un exposant de répartition > 1/2. La limite à 1/2 est bien comprise : c’est ce que

donnerait trivialement l’Hypothèse de Riemann Généralisée pour les fonctions L de

Dirichlet. Aller au-delà revient donc, d’une manière ou d’une autre, à obtenir des

informations sur la répartition des zéros de L(χ, s) par rapport à χ variable (voir la

section 8). Dit d’une autre manière, analytiquement, il faut aller au-delà de l’inégalité

générale du Grand Crible qui est l’un des ingrédients cruciaux de la preuve (un autre

étant (6)).

Remarque 2.6. — (1) On appellera, suivant l’usage, Conjecture d’Elliott-Halberstam la

conjecture qui énonce(4) que (Λ(n)) a un exposant de répartition (au sens fort(5)) égal

à 1.

(2) Les généralisations du théorème de Bombieri - Voir la dernière section de ce

rapport pour quelques remarques concernant des suites pour lesquelles on connâıt un

exposant de répartition > 1/2 (faible ou fort).

(3) Le P -exposant de répartition semble être une notion nouvelle. Bien entendu,

si une suite a un exposant de répartition > θ au sens fort, il en est de même pour le

P -exposant. Trouver des suites non triviales pour lesquelles le P -exposant de répartition

dépasse la limite (universelle) du grand crible semble un problème intéressant.

L’exemple de crible qui est sous-jacent à la méthode de Goldston, Pintz et Yıldırım est

lié à la 〈〈conjecture des k-uplets 〉〉 de Hardy et Littlewood. Soit k > 2 et h = (h1, . . . , hk)

un k-uplet d’entiers > 0 distincts. Le problème est de trouver les entiers n tels que

n+ h1, . . . , n+ hk soient tous premiers, autrement dit de trouver les entiers n > 1 tels

que

Fh(n) = (n+ h1) · · · (n + hk)

(4)Ce n’est pas la version originale de Elliott et Halberstam, qui est fausse, comme l’ont démontré

Friedlander et Granville.
(5)Dans la suite, on omettra parfois de préciser 〈〈au sens fort 〉〉, qui sera sous-entendu.
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possède k facteurs premiers exactement. On notera π(X,h) le nombre des n 6 X

vérifiant cette condition.

Puisque tout entier de ce type assez grand (en fonction de ε > 0) a tous ses facteurs

premiers > n > Fh(n)1/k−ε, les méthodes de crible fournissent aisément une borne

supérieure (voir par exemple [18, Th. 6.7], [15, Th. 5.7]) :

Théorème 2.7. — On a

π(X,h) 6 2kk!S(h)X(lnX)−k
(

1 +O
( ln lnX

lnX

))

pour X > 3, où

(7) S(h) =
∏

p

(

1 −
νh(p)

p

)(

1 −
1

p

)−k

,

avec νh(p) la cardinalité de l’ensemble {h1 (mod p), . . . , hk (mod p)} des réductions

modulo p des composantes de h, ce produit étant absolument convergent.

Comme dans [11], [12], [13], on dira que h est admissible si les composantes de h

sont distinctes et si S(h) 6= 0. Cela signifie qu’il n’existe pas de nombre premier p avec

νh(p) = p, c’est-à-dire qu’il n’existe pas de nombre premier p qui divise toujours l’un

au moins des entiers n + h1, . . . , n + hk. Des raisonnements heuristiques (effectués,

dans ce cas, par Hardy et Littlewood, voir [18, 13.1] ou [20, 2], par exemple, pour une

présentation moderne) suggèrent que la borne supérieure obtenue est du bon ordre de

grandeur(6) si h est admissible, et plus précisément :

Conjecture 2.8 (Hardy–Littlewood). — Si h est admissible, on a

π(X,h) ∼ S(h)X(lnX)−k quand X → +∞.

Bien entendu, le cas h = (0, 2) correspond à la conjecture des nombres premiers

jumeaux.

Le facteur(7) S(h) joue un rôle important dans la partie inconditionnelle des travaux

de Goldston, Pintz et Yıldırım (le théorème 1.1). Plus précisément, il est nécessaire de

connâıtre sa valeur moyenne lorsque h parcourt les k-uplets admissibles h = (hi) avec

1 6 hi 6 h pour k fixé. Celle-ci a été calculée par Gallagher [9].

Proposition 2.9. — Pour h > 1 et k > 1 des entiers, soit

(8) S(h, k) =
1

hk

∑∗

h=(h1,...,hk)
16hi6h

S(h)

(6) Cela peut se 〈〈deviner 〉〉 en disant que chaque n + hi a une 〈〈probabilité 〉〉 1/(lnn) d’être premier et

en supposant les différentes conditions indépendantes.
(7)Appelé parfois la 〈〈série singulière 〉〉 par référence à la terminologie employée dans la méthode du

cercle de Hardy et Littlewood.
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où
∑∗

signifie que la somme est restreinte aux k-uplets admissibles(8).

Pour tout k fixé, on a

lim
h→+∞

S(h, k) = 1.

Cela veut dire que la valeur moyenne de S(h) est 1, ce qui est cohérent avec ce qu’on

attend d’un produit eulérien. L’estimation uniforme suivante est également utile : il

existe une constante bk > 0 telle que

(9) S(h) ≪ (ln ln 10h)bk ,

pour tout k-uplet h tel que 1 6 hi 6 h pour tout i, la constante implicite ne dépendant

que de k (voir par exemple [13, Lemma 6]).

Remarque 2.10. — Ce résultat de Gallagher est lié à une conjecture concernant la

répartition de γ(n), à savoir que la suite (γ(n)/ lnn) est, pour n → +∞, équirépartie

pour la mesure e−tdt sur [0,+∞[ (〈〈distribution de Poisson 〉〉, correspondant à des nom-

bres purement aléatoires et sans corrélations). On s’attend donc à avoir

(10) lim
N→+∞

1

N
|{n 6 N | α 6

γ(n)

lnn
6 β}| =

∫ β

α

e−tdt

pour tout 0 6 α < β. Le lien avec la proposition 2.9 est que celle-ci permet de démontrer

qu’une forme forte et uniforme de la conjecture des k-uplets implique (10), en calculant

les moments nécessaires.

La loi de Poisson est aussi la répartition que l’on attend pour la suite des écarts

normalisés entre valeurs propres du laplacien sur la courbe modulaire SL(2,Z)\H ;

rappelons [20] que la répartition des écarts normalisés des zéros de ζ(s) est (conjec-

turalement) très différente(9).

3. PRINCIPE DE LA MÉTHODE

Dans cette section, nous allons présenter – comme l’auteur de ce rapport est parvenu

à le comprendre – le principe de base de la démonstration des théorèmes 1.1 et 1.2. La

description tente de présenter le raisonnement le plus naturellement du monde, mais

n’en respecte pas nécessairement la chronologie exacte. Le preprint [12] fournit plus de

détails à ce sujet.

La première chose à faire est de considérer que la conjecture des k-uplets est 〈〈plus

fondamentale 〉〉 que l’énoncé du théorème 1.1 par exemple. On va donc chercher à

aborder des formes plus faibles de cette conjecture. Il est classique d’essayer de le faire

(8)En particulier, dont les composantes hi sont distinctes ; par contre, les composantes ne sont pas

ordonnées.
(9)L’analogue du théorème 1.1 pour l’espacement moyen des parties imaginaires des zéros de ζ(s) n’est

pas connu ; d’après un résultat – en fait beaucoup plus fort – de Conrey et Iwaniec, cela impliquerait

qu’il n’existe pas de zéros de Laudau-Siegel pour les fonctions L de Dirichlet.
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en cherchant des k-uplets 〈〈presque premiers 〉〉. La première idée nouvelle est d’affaiblir

différemment la conjecture. Soit donc h un k-uplet admissible. On cherchera des

n tels que le k-uplet (n + h1, . . . , n + hk) contienne au moins deux nombres premiers.

Lorsque c’est le cas, on a évidemment 〈〈trouvé 〉〉 deux nombres premiers tels que p < p′ et

p′−p 6 max(hi−hj). Le théorème 1.2 en sera une conséquence ; quant au théorème 1.1,

un seul k-uplet ne suffisant pas, on combinera à l’aide de la proposition 2.9 l’effet de

tous ceux tels que hi 6 h, avec h = δ lnn...

Un intérêt de cet affaiblissement (qui n’en est un que si k > 3, d’ailleurs) est qu’un
〈〈détecteur 〉〉 manipulable de la condition voulue peut se décrire assez facilement. Notons

n ⊳ h la relation

〈〈 Il y a au moins deux (puissances de) nombres premiers parmi n+ h1, . . . , n + hk 〉〉,

et posons

ϑh(n) =
∑

16i6k

Λ(n+ hi).

On a alors, si hi 6 n :

(11) ϑh(n) > ln 2n implique n ⊳ h.

On va tenter de comparer(10) deux sommes, à savoir

Qg =
∑

N<n62N

ϑh(n)E(n) et Qp = (ln 3N)
∑

N<n62N

E(n)

où N > 1 et les poids E(n) > 0 sont à notre disposition. Le détecteur ci-dessus fournit

la minoration :

(k − 1)(ln 3N)
∑

N<n62N
n⊳h

E(n) > (Qg −Qp),

en particulier, si Qg > Qp, il existe au moins une valeur de n qui convient dans

l’intervalle N < n 6 2N .

C’est dans le choix des coefficients E(n) que se trouve la clé du succès des travaux

de Goldston, Pintz et Yıldırım. Il n’y a rien d’évident à ce qu’il existe un choix impli-

quant un résultat aussi fort que le théorème 1.2, et cette méthode de détection, suiv-

ant le problème, est plus ou moins efficace(11). A posteriori, l’approche peut sembler
〈〈 évidente 〉〉 (si le rédacteur de ce rapport a bien fait son travail...), mais comme souvent

en théorie analytique des nombres, il faut combiner deux ou trois idées significatives

pour obtenir un nouveau résultat vraiment convaincant.

(10)Sous la forme plus précise qui sera abordée ci-dessous, Goldston, Pintz et Yıldırım attribuent cette

formulation de leur méthode à Granville et Soundararajan.
(11)Par exemple, l’analogue du théorème 1.1 pour les écarts pn+2 − pn, que l’on est tenté d’aborder en

considérant ϑh(n)−2 ln 3N , n’est pas connu inconditionnellement ; il l’est cependant sous la conjecture

d’Elliott-Halberstam, voir théorème 7.3.



959–10

On cherche donc alors à minorer Qg et majorer Qp. On ne peut réellement espérer

qu’une chose : que Qg et Qp soient du même ordre de grandeur, mais avec

ρ = lim sup
N→+∞

Qg

Qp
> 1.

Autrement dit : la réussite dépendra d’une inégalité numérique(12). Même si, avec

le type de coefficients E(n) discutés ci-dessous, il est assez aisé de deviner la valeur

de ρ (sous la conjecture 2.8, et éventuellement d’autres) et donc de justifier de manière

plausible le choix effectué, la difficulté est de parvenir à démontrer rigoureusement que

ρ > 1.

Remarque 3.1. — La méthode de Bombieri et Davenport [2] (réinterprétée par Gold-

ston [10]) peut essentiellement se ramener à ce cadre, en changeant le détecteur et avec

E(n) = Λ(n) : il s’agit grosso modo de démontrer que

Q1 =
∑

N<n62N

( h∑

k=1

α(k)Λ(n+ 2k)
)

Λ(n),

pour certains coefficients α(k) bien choisis, est suffisamment proche de sa valeur atten-

due

Q2 =
∑

N<n62n

( h∑

k=1

α(k)S(0, 2k)
)

Λ(n) ∼
( h∑

k=1

α(k)S(0, 2k)
)

N

(donnée par la conjecture de Hardy-Littlewood) pour impliquer l’existence de nombres

premiers à distance 6 2h, lorsque h est de l’ordre de 1
4
logN . Il faut noter qu’ici les

deux sommes Q1 et Q2 sont asymptotiquement égales (conjecturalement), c’est-à-dire

que ρ = 1.

Le coefficient 1/4 est lié à l’exposant de répartition (au sens fort) des suites de nombres

premiers décalés, et est donné par le théorème de Bombieri-Vinogradov. En particulier,

comme l’observe Goldston [10], cette méthode démontrait déjà qu’une certaine forme

de la conjecture d’Elliott-Halberstam implique le théorème 1.1 (pas le théorème 1.2).

La somme Qg porte sur un support limité aux entiers n tels que {n+ h1, . . . , n+ hk}

contienne un nombre premier (ou une puissance...) au moins, alors que Qp n’a pas cette

restriction a priori. Il est donc naturel de demander à E(n) d’imposer une restriction

similaire, afin d’ajuster la 〈〈densité 〉〉 relative espérée pour Qp à celle de Qg.

Bien entendu, prendre

E ′(n) = Λ(n+ h1) · · ·Λ(n+ hk)

est le meilleur choix en principe : conjecturalement, la somme Qg construite avec E ′(n)

compte exactement (avec multiplicité k) les k-uplets de nombres premiers. Mais – c’est

(12)Cela peut être contrasté avec la méthode de 〈〈mollification 〉〉 utilisée, par exemple, par Selberg pour

minorer le nombre de zéros critiques de ζ(s). Le succès ne dépend alors que d’avoir le bon ordre de

grandeur du second moment mollifié.
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toute la question que l’on cherche à résoudre – on ne saurait pas démontrer rigoureuse-

ment les estimations nécessaires. On va donc introduire des approximations de E ′(n)

qui seront plus manipulables(13).

La recherche de la bonne approximation a procédé par tâtonnements. Il est classique

d’approcher la fonction Λ en écrivant

Λ(n) =
∑

d|n

µ(d)
(

ln
n

d

)

et en utilisant une convolution tronquée

Λ(n, x) =
∑

d|n
d6x

µ(d)
(

ln
x

d

)

,

où x > 1 est un paramètre, que l’on souhaite pouvoir prendre le plus grand possible.

La tentation est grande de choisir comme coefficients

E0(n) = Λ(n+ h1, x) · · ·Λ(n+ hk, x).

Un premier obstacle apparâıt : il n’est plus vrai que E0(n) > 0 ; cela rend impossible

de déduire d’une inégalité Qg > Qp qu’il existe n tel que n ⊳ h. On peut vouloir

contourner le problème en prenant E0(n)2 ; c’est en effet la précédente approche de

Goldston et Yıldırım. Elle s’avère insuffisante pour démontrer le théorème 1.1(14).

Il s’avère que trouver une bonne approximation nécessite de considérer le problème

plus globalement en rapport avec l’objectif recherché par la méthode considérée :

puisqu’on se contente (maintenant) d’avoir au moins deux nombres premiers dans les

k-uplets considérés, il peut être (et il est) préférable de faire appel à un poids qui tienne

compte de ce relâchement. Plutôt que E ′(n), qui 〈〈compte 〉〉 des k-uplets d’entiers

tous premiers, on utilise donc comme référence un poids qui sélectionne les k-uplets

(n + h1, . . . , n + hk) d’entiers dont le produit n’a que peu de facteurs premiers, mais

éventuellement plus que k.

Précisément, l’innovation critique de Goldston, Pintz et Yıldırım est donc d’utiliser

un poids (de type 〈〈crible 〉〉) que l’on utiliserait plutôt pour sélectionner les entiers n tels

que Fh(n) ait au plus k + ℓ facteurs premiers, où

Fh(n) = (n+ h1) · · · (n + hk)

et où le paramètre ℓ > 1 est également disponible pour être optimisé. Si ℓ reste

suffisamment petit par rapport à k, une grande proportion des k-uplets ainsi sélectionnés

vérifieront la relation n ⊳ h (même s’ils ont bien entendu davantage que k + ℓ facteurs

premiers, puisque le crible n’est pas parfait). L’interprétation exacte de ce paramètre

reste mystérieuse ; peut-être peut-on y voir une forme de 〈〈 lissage 〉〉 des k-uplets presque

premiers.

(13)Là aussi, on peut penser à la méthode de mollification pour l’étude des zéros de fonctions L.
(14)Mais c’est un des outils arithmétiques de la preuve du théorème de Green-Tao [17].
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Pour concrétiser cela, [11] utilise le poids

E(n) = Λk+ℓ(Fh(n), x)

où Λm(n, x), pour tout entier m > 1, est une troncation de la m-ième fonction de von

Mangoldt Λm, par analogie avec le cas Λ = Λ1 :

Λm(n) = (µ ⋆ lnm)(n) =
∑

d|n

µ(d)
(

ln
n

d

)m

et Λm(n, x) =
∑

d|n
d6x

µ(d)
(

ln
x

d

)m

.

Le choix de Λm(n) dans l’étude de la répartition des nombres 〈〈presque premiers 〉〉

dans une suite est largement justifié par la théorie du crible, en particulier par le
〈〈crible asymptotique 〉〉 de Bombieri où ces fonctions ont fait leur apparition. Il est facile

de voir que Λm est supportée sur les entiers ayant au plus m facteurs premiers (sans

multiplicité)(15), et Bombieri est parvenu à démontrer (entre autres) que la conjecture

d’Elliott-Halberstam implique la formule asymptotique
∑

n6X

Λ(n)Λm(n + 2) ∼ mS(0, 2)X(logX)m−1 quand X → +∞,

pour tout m > 2 (16).

Remarque 3.2. — La remarque qui suit est assez gratuite, mais puisque l’arithmétique

est une science expérimentale, il serait dommage de s’en passer. Considérons le 6-uplet

admissible h = (7, 11, 13, 17, 19, 23). Pour X = 10, 000, 000, et 1 6 k 6 6, voici le

nombre Nk d’entiers n 6 X tels que {n+ 7, . . . , n+ 23} contienne au moins k nombres

premiers, et pour 6 6 ω 6 11, le nombre Mω d’entiers n 6 X tels que Fh(n) ait ω

facteurs premiers (sans multiplicité) :

k Nk k Nk ω Mω ω Mω

1 2,917,127 2 890,130 6 19 7 381

3 160,592 4 18,479 8 3281 9 16955

5 1,092 6 17 10 58947 11 150090

Remarque 3.3. — Concernant l’introduction cruciale du paramètre ℓ, un travail de

Heath-Brown [16], lui-même inspiré par des idées de Selberg [22, §18, §23], est cité

comme influence dans [11], [12].

Peut-être une raison de l’efficacité de ce paramètre, même petit – sous la conjecture

d’Elliott-Halberstam, on prendra ℓ = 1 –, est-elle à chercher dans le fait que demander

que Fh(n) ait k + ℓ facteurs premiers avec ℓ 6= 0 n’impose plus, en particulier, que la

parité du nombre de facteurs premiers soit constante.

(15)Cela découle par récurrence de Λ1 = Λ et Λm+1 = (ln)Λm + Λ ⋆ Λm.
(16)Friedlander et Iwaniec ont considérablement développé ce crible asymptotique, en fournissant des

variantes qui peuvent traiter le cas m = 1 en ajoutant des hypothèses bilinéaires aux conditions

classiques, voir [20].
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Dans [11], Goldston, Pintz et Yıldırım évaluent donc

Qg =
∑

N<n62N

ϑh(n)Λk+ℓ(Fh(n), x)2

et

Qp = (ln 3N)
∑

N<n62N

Λk+ℓ(Fh(n), x)2.

Plutôt que de présenter ces calculs(17), nous allons utiliser un poids différent qu’ils

emploient avec Graham dans [13]. Son avantage est de permettre une évaluation

élémentaire de Qg et Qp alors que, dans [11], il est nécessaire de faire appel à

des intégrales multiples de fractions rationnelles en la fonction zéta de Riemann et

conséquemment à la zone sans zéro de celle-ci, ce qui est relativement délicat.

L’idée dans [13] est de voir le problème de maximiser Qg/Qp comme proche du type de

problème d’optimisation caractéristique du crible de Selberg, et c’est d’ailleurs – pour

un problème relativement similaire – ce qu’avait fait Selberg lui-même. On cherche

alors

E(n) = λ(Fh(n))2 où λ(n) =
∑

d|n

λd,

les coefficients λd étant à notre disposition, avec la seule contrainte que λd = 0 pour

d > x, où x (le 〈〈niveau 〉〉, dans le langage du crible) est un paramètre jouant évidemment

le même rôle que dans Λm(n, x) – qui est de la forme postulée ici.

On voit que Qg et Qp deviennent des formes quadratiques :

Qg =
∑

N<n62N

ϑh(n)
( ∑

d|Fh(n)

λd

)2

,(12)

Qp = (ln 3N)
∑

N<n62N

( ∑

d|Fh(n)

λd

)2

.(13)

La situation typique du crible de Selberg est de minimiser une forme quadratique

avec une contrainte linéaire. Ici, le problème de maximiser une forme quadratique par

rapport à une autre est différent et n’admet pas de solution 〈〈 formelle 〉〉 aussi générale.

Remarque 3.4. — Il est amusant de noter que cette méthode de comparaison de formes

quadratiques se trouve dans les travaux de Selberg et Heath-Brown déjà mentionnés, et

qu’une variante a aussi été introduite récemment par Soundararajan pour le problème

de trouver des grandes valeurs de |ζ(1
2

+ it)| ou de |L(f, 1
2
)| lorsque f parcourt une

famille de fonctions L.

Il y a aussi un goût de la méthode d’amplification de Duke, Friedlander et Iwaniec.

Puisqu’il est important de donner un nom aux choses, on peut suggérer 〈〈méthode de

(17)Les résultats sont asymptotiquement identiques à ceux qui sont obtenus ci-dessous.
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résonance 〉〉
(18), ou – plus poétiquement – 〈〈méthode d’écrémage 〉〉

(19) pour ce procédé de

détection de valeurs extrêmes.

Dans son cas, Selberg avait procédé en minimisant la 〈〈petite 〉〉 forme quadratique sous

la contrainte λ1 = 1, puis avait évalué la 〈〈grande 〉〉 forme quadratique pour ce choix de

valeurs. La stratégie dans [13] est légèrement différente ; précisément, on obtient un λd,0

de cette manière, mais ensuite il est modifié 〈〈brutalement 〉〉 pour incorporer la souplesse

du paramètre ℓ. (Le choix initial correspondant en effet à ℓ = 0.) Il est utile de préciser

que ce paramètre est spécifique à la situation des écarts entre nombres premiers, et n’a

pas d’analogue dans les autres cas mentionnés.

4. CHOIX ET ESTIMATION DES DEUX FORMES QUADRATIQUES

Considérons d’abord de manière assez générale une suite A = (an) de réels positifs

tels que la série
∑
an converge, et un k-uplet admissible h. On va étudier l’expression

(14) Q =
∑

n

an

( ∑

d|Fh(n)

λd

)2

,

vue comme forme quadratique en les variables λd, d < x.

On fait l’hypothèse que λd soit supportée sur les entiers d < x sans facteurs carrés.

Cette restriction est justifiée par l’expérience du crible de Selberg, et simplifie tech-

niquement les manipulations qui vont suivre(20).

Dans cette section, on suppose qu’un analogue de (15) est valide, sous la forme

suivante :

(15)
∑

n≡t (d)

an = gt(d)X + rd(A, t),

pour d > 1 et t modulo d, où les fonctions arithmétiques d 7→ gt(d) sont multiplicatives

et de plus gt(d) ne dépend que de t modulo d. Pour commencer, cette décomposition

est formelle, mais on verra plus bas quelles hypothèses sont faites sur les restes rd(A, t)
pour les contrôler.

(18)Où les coefficients formeraient un résonateur ; Soundararajan utilise ce nom.
(19)Où les coefficients formeraient un écrémoir.
(20)En particulier, une fonction arithmétique f multiplicative supportée sur les entiers sans facteurs

carrés est caractérisée par f(p) pour p premier, avec

f(d) = µ2(d)
∏

p|d

f(p)

et l’inverse de f pour la convolution arithmétique vérifie f⋆(−1)(d) = µ(d)f(d) pour d sans facteur

carré.
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Exemple 4.1. — Pour les applications en vue, on considérera essentiellement deux cas

de suites (an), supportées sur N < n 6 2N où N > 1 est un entier :

an = 1, X = N, gt(d) =
1

d
,

an = Λ(n+ j), X = N, gt(d) =







1

ϕ(d)
si (d, t+ j) = 1,

0 sinon

(avec j fixé).

Remarque 4.2. — Dans ce qui suit, on peut considérer le k-uplet h fixé pour le besoin

du théorème 1.2 ; autrement dit, les 〈〈constantes implicites 〉〉 peuvent alors dépendre

de h (et le théorème A.1 de l’appendice peut remplacer le théorème A.2). Pour le

théorème 1.1, inconditionnel, les termes de reste doivent être uniformes par rapport

à h, pour k et ℓ fixés ; on supposera que h vérifie

(16) 0 6 hi 6 h

et ces estimations uniformes seront exprimées en fonction du paramètre h, que l’on

supposera être > 10 (pour que log log h > 0).

On commence par une transformation formelle de la forme quadratique.

Lemme 4.3. — Avec les notations et hypothèses ci-dessus, on a

Q = XH +R

où

H =
∑

d,e<x

gh([d, e])λdλe, R =
∑

d,e<x

λdλeR[d,e](A,h),

avec

gh(d) =
∑

ν (mod d)
Fh(ν)=0

gν(d), Rd(A,h) =
∑

ν (mod d)
Fh(ν)=0

rd(A, ν)

pour tout d sans facteurs carrés.

Démonstration. — Il suffit de développer le carré et d’inverser l’ordre de sommation,

ce qui fait apparâıtre la somme intérieure
∑

n
Fh(n)≡0 ([d,e])

an =
∑

ν (mod d)
Fh(ν)=0

∑

n≡ν ([d,e])

an,

et il ne reste plus qu’à appliquer (15) à la somme sur n.

Puisque gν(d) ne dépend que de ν modulo d, le théorème chinois implique que

d 7→ gh(d) est encore multiplicative. La forme quadratique H est typique dans le crible

de Selberg. Le reste R, pour sa part, fait intervenir les quantités rd(A, ν) et pas seule-

ment rd(A) ; pour le contrôler il est donc nécessaire de comprendre la répartition de A
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dans des progressions arithmétiques de module [d, e] < x2 pour des classes de congru-

ence non fixées, et c’est de là que vient l’insuffisance de l’exposant de répartition au

sens faible.

Quoi qu’il en soit, suivant le synopsis du crible de Selberg, on procède à la diagonali-

sation de H .

Lemme 4.4. — Pour toute fonction multiplicative d 7→ g(d), on a
∑

d,e<x

g([d, e])λdλe =
∑♭

r

t(r)y2
r

où on a, pour tout r sans facteurs carrés,

t(r) =
∑

ab=r

g(a)µ(b)g(b)2 = g(r)
∏

p|r

(1 − g(p)), et yr =
∑

d

g(d)λrd.

De plus, on a la formule d’inversion

(17) λd =
∑

r

µ(r)g(r)yrd.

Démonstration. — On pose a = (d, e), donc [d, e] = ad
a

e
a
. Pour d, e sans facteurs carrés

on a (a, d/a) = (a, e/a) = 1. On somme sur a d’abord, puis sur d et e divisibles par a

et premiers entre eux. Cette condition (d, e) = 1 est détectée à l’aide de la fonction de

Möbius
∑

b|(d,e)

µ(b) =

{

1 si (d, e) = 1,

0 sinon,

et il vient
∑

d,e<x

g([d, e])λdλe =
∑

a

g(a)
∑

d,e<x/a
(d,e)=1

g(d)g(e)λadλae

=
∑

a

g(a)
∑

b

µ(b)g(b)2
∑

d,e<x/ab

g(d)g(e)λabdλabe

=
∑♭

r

t(r)y2
r .

Par inversion de Möbius on retrouve λd en fonction des variables yr à l’aide de l’inverse

de convolution j de g, à savoir

λd =
∑♭

r

j(r)yrd =
∑

r

µ(r)g(r)yrd

puisque j(r) = µ(r)g(r) pour r sans facteurs carrés.

Il est facile de minimiser H sous une contrainte linéaire. Ici, nous le faisons pour le cas

an = 1 pour N < n 6 2N . Dans ce cas, X = N , g(d) = 1/d et gh(d) = νh(d)/d où νh(d)

est le nombre de racines de Fh modulo d, ce qui cöıncide avec la description de νh(p)
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dans le théorème 2.7. On note th(r) la fonction apparaissant dans le changement de

variable (λd) 7→ (yr) :

(18) th(r) = gh(r)
∏

p|r

(1 − gh(p)) =
νh(r)

r

∏

p|r

(

1 −
νh(p)

p

)

.

La contrainte linéaire la plus simple est λ1 = 1. On déduit alors de l’inégalité de

Cauchy-Schwarz que si
∑
µ(r)gh(r)yr = λ1 = 1, on a

1 =
(∑

r

µ(r)gh(r)yr

)2

6

(∑♭

r

gh(r)2

th(r)

)(∑♭

r

th(r)y2
r

)

= H̃H(λ), avec H̃ =
∑♭

r

gh(r)2

th(r)
,

l’égalité étant obtenue, et donc H minimale, lorsque

yr =
1

H̃

µ(r)gh(r)

th(r)
, pour 1 6 r < x.

Comme expliqué dans la précédente section, on modifie ce choix en insérant un facteur

logarithme visant à 〈〈mimer 〉〉 la (k + ℓ)-ième fonction de von Mangoldt. On pose

(19) yr,ℓ =
µ(r)gh(r)

th(r)

(

ln
x

r

)ℓ

= µ(r)
∏

p|r

(

1 −
νh(p)

p

)−1(

ln
x

r

)ℓ

pour r < x, ℓ > 1 ; on a pu omettre le facteur 1/H̃ pour simplifier, en raison de

l’homogénéité des formules considérées. Les deux formes quadratiques Qg et Qp vont

maintenant être évaluées asymptotiquement pour ce choix des variables yr (et le choix

correspondant de λd).

Commençons par le terme 〈〈principal 〉〉 Hp correspondant à Qp.

Théorème 4.5. — Soit h > 3 un entier, h un k-uplet admissible vérifiant (16), ℓ > 0

un entier. Soit

Hp =
∑

d,e<x

gh([d, e])λdλe =
∑

d,e<x

νh([d, e])

[d, e]
λdλe =

∑♭

r

th(r)y2
r

la forme quadratique ci-dessus. Lorsque (λd) est donné par (19), on a

Hp(yr,ℓ) =
(2ℓ)!

(k + 2ℓ)!

1

S(h)
(log x)k+2ℓ

(

1 +O
(S(h)(ln lnh)

ln x

))

,

pour x > 2, la constante implicite ne dépendant que de k et ℓ.

Démonstration. — Il s’agit d’évaluer

(20) Hp(yr,ℓ) =
∑♭

r<x

th(r)y2
r,ℓ =

∑♭

r<x

gh(r)2

th(r)

(

ln
x

r

)2ℓ

.

Pour ℓ = 0, il s’agit de la moyenne d’une fonction multiplicative sur r < x, qui est un

sujet bien balisé, et le facteur lisse (ln x/r)2ℓ peut être traité par sommation par parties.
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Plus précisément, on a pour r sans facteurs carrés

(21)
gh(r)2

th(r)
=
νh(r)

r

∏

p|r

(

1 −
νh(p)

p

)−1

=
∏

p|r

νh(p)

p− νh(p)
.

On a
∑

p<x

νh(p)

p
ln p = k ln x+O(1)

et comme νh(p) < p, on en déduit

∑

p<x

νh(p)

p− νh(p)
ln p = k lnx+O(1),

pour x > 2, la constante implicite dépendant de k. Cela permet d’appliquer le

théorème A.2 de l’appendice ; après avoir vérifié que l’on peut prendre L ≪ ln lnh

dans (31), on termine la preuve en vérifiant que la constante c de loc. cit. est bien

égale à 1/S(h).

Passons à l’évaluation du terme principal de Qg. Il s’agit donc de calculer

k∑

i=1

∑

N<n62N

Λ(n+ hi)
( ∑

d|Fh(n)

λd

)2

,

et on le fait pour chaque i séparément. Pour la suite an = Λ(n+hi), i fixé, N < n 6 2N ,

on a (15) avec X = N ; dans le lemme 4.3, on a

∑

Fh(ν)≡0 (p)

gν(p) =
νh(p) − 1

p− 1
,

pour p premier (voir exemple 4.1), et donc le rôle de gh(d) est joué ici par

(22) g♯
h(d) =

1

ϕ(d)

∏

p|d

(νh(p) − 1),

pour d sans facteurs carrés.

Théorème 4.6. — Avec les notations et hypothèses ci-dessus, et avec Hg la forme

quadratique du lemme 4.3 pour la suite an = Λ(n+ hi) pour N < n 6 2N , on a

Hg(yr,ℓ) =
1

(ℓ+ 1)2

(2ℓ+ 2)!

(k + 2ℓ+ 1)!

1

S(h)
(ln x)k+2ℓ+1

(

1 +O
(S(h)(ln lnh)

lnx

))

,

pour x > 2, où la constante implicite ne dépend que de k et ℓ.

Démonstration. — L’idée est d’appliquer le lemme 4.4 à Hg, et d’exprimer les nouvelles

variables, disons zr, qui y apparaissent, en fonction des variables yr qui interviennent

dans la diagonalisation de Hp. Cela permet d’abord d’évaluer zr, puis ensuite Hg. Cer-

taines simplifications viennent faciliter le travail, mais c’est essentiellement un exercice

(tant que h est fixé).
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Tout d’abord, on a la diagonalisation

Hg =
∑♭

r

t♯h(r)z2
r

avec

zr =
∑

d

g♯
h(d)λrd et t♯h(r) = g♯

h(r)
∏

p|r

(1 − g♯
h(p)).

D’après l’expression (17) qui fournit λd en fonction des yr, on a donc

zr =
∑

b

(∑

de=b

g♯
h(d)µ(e)gh(e)

)

ybr.

Pour b = p, la fonction multiplicative qui apparâıt est égale à

g♯
h(p) − gh(p) =

νh(p) − 1

p− 1
−
νh(p)

p
= −

p− νh(p)

p(p− 1)
.

D’après (19) on trouve pour (yr) = (yr,ℓ) :

zr =
∑

b<x/r

µ(b)

ϕ(b)

∏

p|b

(

1 −
νh(p)

p

)µ(br)gh(br)

th(br)

(

ln
x

br

)ℓ

.

Les termes qui contribuent vérifient (b, r) = 1, ce qui permet de séparer le produit br.

En utilisant (18) on trouve

zr =
µ(r)gh(r)

th(r)

∑♭

(
b<x/r
r,b)=1

1

ϕ(b)

(

ln
x

br

)ℓ

.

Une application très simple du théorème A.2 (avec κ = 1) donne

zr =
1

ℓ+ 1

µ(r)gh(r)

th(r)

ϕ(r)

r

(

ln
x

r

)ℓ+1

+O
(

(ln ln r)
(

ln
x

r

)ℓ)

.

Le calcul de Hg(yr,ℓ) est de nouveau une application de ce même résultat. On a

t♯h(r)z2
r =

1

(ℓ+ 1)2
t♯h(r)

gh(r)2

th(r)2

(ϕ(r)

r

)2(

ln
x

r

)2ℓ+2

+ (reste).

Pour r = p premier, il vient

t♯h(r)
gh(r)2

th(r)2

(ϕ(r)

r

)2

=
νh(p) − 1

p− 1

(

1 −
νh(p) − 1

p− 1

)(

1 −
νh(p)

p

)−2(p− 1

p

)2

=
νh(p) − 1

p− νh(p)
.

Le théorème A.1 (avec κ = k−1 maintenant) et de nouvelles estimations, longues mais

élémentaires, de la contribution du reste donnent

Hg(yr,ℓ) =
1

(ℓ+ 1)2

(2ℓ+ 2)!

(k + 2ℓ+ 1)!

1

S(h)
(ln x)k+2ℓ+1

(

1 +O
(S(h)(ln lnh)

lnx

))

,
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car la constante c de loc. cit. est (encore !)

(23) c =
∏

p

(

1 −
1

p

)k−1(

1 +
νh(p) − 1

p− νh(p)

)

=
∏

p

(

1 −
1

p

)k−1 p− 1

p− νh(p)
=

1

S(h)
.

Pour être prêt à démontrer le théorème 1.2, il ne reste qu’à contrôler les termes de

reste provenant du lemme 4.3. On suppose pour cela que A s’obtient par 〈〈 localisation

dyadique 〉〉 d’une suite infinie A, c’est-à-dire que pour une suite A = (an) vérifiant (4),

on pose A = (an)N<n62N pour un certain N > 1. On écrit alors (15) avec les choix
〈〈 évidents 〉〉 des paramètres, provenant de (4), en particulier :

(24) rd(A, t) = rd(A; 2N, t) − rd(A;N, t).

Lemme 4.7. — Soit h un k-uplet. Soit A = (an) une suite de réels positifs telle que

A ait un P -exposant de répartition > θ, par exemple telle que A ait un exposant de

répartition au sens fort > θ. Supposons de plus que (λd) vérifie

(25) |λd| 6 τ(d)C1(ln 2x)C2

pour tout d < x, et que

(26) |rd(A;N, ν)| 6 d−1τ(d)C3N(ln 2N)C4

pour N > 1, d sans facteurs carrés et ν modulo d, C1,. . . , C4 étant des constantes > 0.

Alors pour A = (an)N<n62N , et avec rd(A, t) défini comme ci-dessus, on a

R =
∑

d,e<x

λdλeR[d,e](A,h) ≪ N(lnN)−A

pour tout x > 2 tel que x2 < Nθ−ε avec ε > 0, et tout A > 1. La constante implicite

dépend de (A, ε, A, C1, C2, C3, C4).

Démonstration. — On a

|R| 6

∑♭

d<x2

τx(d)
∑

ν (mod d)
Fh(ν)=0

|rd(A, ν)|

où

(27) τx(d) =
∑

[a,b]=d

|λaλb| ≪ τ(d)2+2C1(ln 2x)2C2 .

On applique alors l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir

|R|2 6

( ∑♭

d<x2

τx(d)
2

∑

ν (mod d)
Fh(ν)=0

|rd(A, ν)|
)(∑♭

d<x2

∑

ν (mod d)
Fh(ν)=0

|rd(A, ν)|
)

.

On borne |rd(A, ν)| à l’aide de (24) ; pour le premier facteur, on applique (26) et (27) ;

la somme avec des fonctions diviseurs et des logarithmes fait 〈〈perdre 〉〉 un facteur de

type (lnN)C5 avec C5 une constante assez grande. L’hypothèse x2 < Nθ−ε permet
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d’appliquer au second facteur la borne (5) définissant le P -exposant de répartition, et

cette puissance de logarithme égarée est 〈〈 récupérée 〉〉 avec toute la marge nécessaire.

Noter que (26) n’est pas une condition onéreuse ; par exemple si gν(p) 6 kp−1 et an

est bornée par une puissance de logarithme, elle sera aussitôt vérifiée. De même pour

l’estimation individuelle (25). Pour les λd discutés précédemment, on a

Lemme 4.8. — Soit h un k-uplet admissible, ℓ > 0 et (λd) donné par (19) et (17) pour

d < x. On a alors

λd ≪
1

S(h)
(ln x)k+ℓ

pour tout x > 2 et d > 2 sans facteurs carrés, la constante implicite ne dépendant que

de k et ℓ.

Voir [13, Lemma 9] ; pour h fixé, c’est à peu près évident.

Les lecteurs sont encouragés à passer à la section suivante où les résultats ci-dessus

sont appliqués à la preuve du théorème 1.2. Mais pour celle (inconditionnelle) du

théorème 1.1, un ingrédient supplémentaire similaire à ce qui précède est requis ; il

s’agit de considérer la forme quadratique (14) avec an = Λ(n+ j) pour N < n 6 2N et

j > 0, mais cette fois sous l’hypothèse que j n’est pas une composante de h. On note

Qi cette somme. Comme il s’agit de la même suite an que pour Qg on a la même forme

de (15) que dans ce cas. On écrit donc

Qi = NHi +Ri

selon le lemme 4.3. Si l’on note j le (k + 1)-uplet (h, j), on s’aperçoit alors que Hi est

donnée par

Hi =
∑

d,e<x

g♯
j([d, e])λdλe,

où la fonction d 7→ g♯
j(d) est définie par (22), pour j au lieu de h.

Théorème 4.9. — Soient h > 3, h un k-uplet admissible, j > 0 un entier qui n’est

pas une composante de h tel que j = (h, j) soit admissible et vérifie (16). Soient ℓ > 1

un entier et (λd) donné par (19), appliqué à h toujours. On a alors

Hi(yr,ℓ) =
(2ℓ)!

(k + 2ℓ)!

S(j)

S(h)2
(lnx)k+2ℓ

(

1 +O
(S(h)(ln lnh)

ln x

))

,

pour x > 2, la constante implicite ne dépendant que de k et ℓ.

Démonstration. — Formellement, cela ressemble beaucoup à ce qui précède. Le

lemme 4.4 permet de diagonaliser

Hi =
∑♭

r

t♯j(r)w
2
r

avec

wr =
∑

d

g♯
j(d)λrd =

∑

b

(∑

de=b

g♯
j(d)µ(e)gh(d)

)

ybr.
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En insérant la valeur de yr,ℓ, on trouve

wr =
µ(r)gh(r)

th(r)

∑

b<x/r
(r,b)=1

µ(b)gh(b)

th(b)

(∑

de=b

g♯
j(d)µ(e)gh(d)

)(

ln
x

br

)ℓ

.

Le point où le calcul diffère du précédent est que la série

∑

b>1
(r,b)=1

µ(b)gh(b)

th(b)

(∑

de=b

g♯
j(d)µ(e)gh(d)

)

converge ; en effet, en calculant formellement (puis en justifiant sans peine), elle est

égale à

∏

p∤r

(

1 −
1

1 − gh(p)
(g♯

j(p) − gh(p))
)

=
∏

p∤r

1 − g♯
j(p)

1 − gh(p)
,

dont la convergence provient du fait que g♯
j(p) et gh(p) sont toutes deux de l’ordre de

k/p en moyenne.

Il n’est pas très difficile de déduire de cela que

wr =
µ(r)gh(r)

th(r)

∏

p∤r

1 − g♯
j(p)

1 − gh(p)

(

ln
x

r

)ℓ

+ (reste),

= µ(r)
∏

p|r

1

1 − gh(p)

∏

p∤r

1 − g♯
j(p)

1 − gh(p)

(

ln
x

r

)ℓ

+ (reste),

= µ(r)
∏

p|r

(1 − g♯
j(p))

−1 S(j)

S(h)

(

ln
x

r

)ℓ

+ (reste)

=
µ(r)g♯

j(r)

t♯j(r)

S(j)

S(h)

(

ln
x

r

)ℓ

+ (reste).

Finalement, on a

∑♭

r

t♯j(r)w
2
r =

S(j)2

S(h)2

∑♭

r<x

g♯
j(r)

2

t♯j(r)

(

ln
x

r

)2ℓ

+ (reste).

Comme dans le théorème 4.5 (voir (20) et (21)), on a d’après le théorème A.2

∑♭

r

t♯j(r)w
2
r =

S(j)2

S(h)2

1

S(j)

(2ℓ)!

(k + 2ℓ)!

(

ln
x

r

)2ℓ+1

+ (reste)

(pour le calcul de la constante c, voir (23) appliqué à j), ce qui donne le résultat, au

terme de reste près dont il faut s’assurer qu’il est tel que décrit (c’est relativement long

mais pas du tout difficile).
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5. PREUVE DU THÉORÈME 1.2

Pour démontrer le théorème 1.2, il ne reste qu’à combiner les informations obtenues

dans la section précédente. Fixons un k-uplet admissible h, avec k > 2, et supposons que

le P -exposant de répartition de la suite des nombres premiers (donc de ses translatées)

soit > θ. Prenons de plus ℓ > 1.

Pour x = Nβ avec 2β < θ − ε, la combinaison des théorèmes 4.5 et 4.6 (appliqué

pour chaque Λ(n + hi), 1 6 i 6 k) et du lemme 4.7 permet d’affirmer qu’il existe (λd)

tels que les formes quadratiques Qg et Qp définies par (12) et (13) vérifient

Qp =
(2ℓ)!

(k + 2ℓ)!

βk+2ℓ

S(h)
N(lnN)k+2ℓ+1

(

1 +O
( 1

lnN

))

,

Qg =
k

(ℓ+ 1)2

(2ℓ+ 2)!

(k + 2ℓ+ 1)!

βk+2ℓ+1

S(h)
N(lnN)k+2ℓ+1

(

1 +O
( 1

lnN

))

pour tout N > 2, les constantes implicites dépendant ici de k et h. Donc

(28) Qg −Qp >

1

2

{ 2kβ(2ℓ+ 1)

(ℓ+ 1)(k + 2ℓ+ 1)
− 1

}βk+2ℓ

S(h)

(2ℓ)!

(k + 2ℓ)!
N(lnN)k+2ℓ+1,

pour N assez grand.

Déjà lorsque k = 7, ℓ = 1, le terme de droite est > 0 si 2β > 20/21, ce qui démontre

que la conjecture d’Elliott-Halberstam implique que pour tout 7-uplet admissible h,

il existe une infinité de n tels que n ⊳ h. Puisque h = (11, 13, 17, 19, 23, 29, 31) est

admissible, on a(21) lim inf γ(n) 6 20. Pour obtenir la première partie du théorème 1.2

(où 16 remplace 20), une astuce supplémentaire est requise (on crée une combinaison

des cas ℓ = 0 et ℓ = 1) ; voir [13, p. 44]. Noter aussi que ℓ = 0 est toujours insuffisant.

De plus la fraction rationnelle entre accolades dans (28) tend vers 2θ − 1 si k, ℓ →

+∞ avec ℓ = o(k) (par exemple, ℓ = [
√
k]). Si θ > 1/2, on peut choisir k et ℓ

tels que Qg > Qp pour tout N assez grand, ce qui démontre la première partie du

théorème 1.2(22).

6. PREUVE DU THÉORÈME 1.1

Inconditionnellement, on peut appliquer (28) pour tout β < 1/4, mais on échoue

alors tout juste. Il faut une autre idée, pas du tout évidente non plus, pour passer la

difficulté. Il s’agit de donner un petit coup de pouce à Qg en rajoutant les sommes du

type

Qi =
∑

N<n62N

Λ(n+ j)
( ∑

d|Fh(n)

λd

)2

(21)On doit aussi remarquer que la contribution à Qg−Qp des puissances de nombres premiers également

détectées par ϑh(n) est ≪ N1/2+ε pour tout ε > 0.
(22)Même remarque que ci-dessus.



959–24

considérées à la fin de la section 4, où cette fois j n’apparâıt pas dans h. Il n’y a aucune

corrélation alors à espérer entre le fait que n+ j soit premier et que Fh(n) soit presque

premier ; cela signifie, comme on l’a constaté, que le terme principal dans Qi est plus

petit par un facteur logarithmique de celui dans Qg. Mais toute somme de type Qi

apporte une contribution 〈〈 infinitésimale 〉〉 telle que la combinaison d’un grand nombre

d’entre elles finit par faire déborder le vase...

Voici le fonctionnement précis de cette idée. On considère h > 1 et on pose

ϑ′(n, h) =
∑

16j6h

Λ(n+ j),

puis on définit les quantités

Q′
g =

1

hk

∑∗

h=(h1,...,hk)
hi6h

∑

N<n62n

ϑ′(n, h)
( ∑

d|Fh(n)

λd,h

)2

,

Q′
p =

(ln 3N)

hk

∑∗

h=(h1,...,hk)
hi6h

∑

N<n62N

( ∑

d|Fh(n)

λd,h

)2

,

le symbole
∑∗

signifiant que la somme est restreinte aux k-uplets admissibles. Noter

que l’on peut s’autoriser à choisir des coefficients dépendant de h, ce qui est im-

portant puisque ceux définis dans la section précédente en dépendent effectivement.

Précisément, pour tout h on va prendre

(29) λd,h = S(h)λd

où λd est donné par (17) et (19) ; l’insertion du facteur S(h) permet par homogénéité

de simplifier la moyenne sur h en la ramenant à celle considérée par Gallagher (Propo-

sition 2.9).

On note encore que si Q′
g > Q′

p, il existe n tel que ϑ′(n, h) > ln 2N , et alors (si

h 6 N) il existe deux (puissances de) nombres premiers p < p′, N < p 6 2N , tels que

p′ − p 6 h.

Théorème 6.1. — Soient h > 1, k > 1 et ℓ > 1 des entiers. Pour chaque h, soit λd,h

défini par (29). On a alors pour tout ε > 0

Q′
p =

(2ℓ)!

(k + 2ℓ)!
N(ln x)k+2ℓ(ln 3N)S(h, k) +O(N(ln x)k+2ℓ−1+ε)

et

Q′
g =

(2ℓ)!

(k + 2ℓ)!
N(ln x)k+2ℓ+1

{ 2kS(h, k)

(ℓ+ 1)(k + 2ℓ+ 1)
+
hS(h, k + 1)

ln x

}

+O(N(ln x)k+2ℓ+ε)

où S(h, k) est défini par (8), pour tout N > 2, x > 2 tel que h 6 ln x 6 lnN , la

constante implicite dépendant de k, ℓ et ε seulement.
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Démonstration. — Le calcul de chaque terme dans Q′
p provient directement du

théorème 4.5 ; la somme sur h fait apparâıtre exactement le terme S(h, k) d’après sa

définition.

Si l’on développe ϑ′(n, h) dans Q′
g, la contribution de chacun des k-uplets h dans

lesquels j apparâıt est donnée par le théorème 4.6, et il apparâıt le coefficient

k∑

j=1

∑∗

h=(h1,...,hk)
16hi6h

hi 6=j

S(h) = kS(h, k)

en inversant l’ordre de sommation.

La dernière contribution est celle des k-uplets h et des j tels que j n’apparâıt pas

dans h. Chaque terme relève du théorème 4.9, et il apparâıt le facteur
∑

16j6k

∑∗

h=(h1,...,hk)
j 6=hi6h

S(h, j) =
∑∗

j=(h1,...,hk,hk+1)
hi6h

S(j) = S(h, k + 1).

On conclut alors de la manière suivante : en faisant la différence de Q′
g − Q′

p avec

x = Nβ le terme principal est maintenant

Ξ
(2ℓ)!

(k + 2ℓ)!
βk+2ℓN(lnN)k+2ℓ+1,

où

Ξ =
2kβ(2ℓ+ 1)S(h, k)

(ℓ+ 1)(k + 2ℓ+ 1)
+
hS(h, k + 1)

lnN
− 1.

Puisque pour k fixé on a S(h, k) → 1 et S(h, k+1) → 1, d’après le résultat de Gallagher

(Proposition 2.9), on a approximativement(23)

Ξ ≈ Ξ′ =
2kβ(2ℓ+ 1)

(ℓ+ 1)(k + 2ℓ+ 1)
+

h

lnN
− 1,

et lorsque h est grand, cela montre qu’on a gagné un facteur h/ lnN par rapport au

cas précédent (voir (28)). Puisque ce dernier argument échouait tout juste, il suffit

que h/ lnN soit strictement positif pour tout N assez grand (mais éventuellement ar-

bitrairement petit) pour pouvoir conclure.

Précisément, fixons δ > 0 arbitrairement petit et posons h = δ lnN , pour N >

exp(δ−1). La limite de Ξ′ quand k, ℓ → +∞ avec ℓ2 6 k est alors égale à 4β − 1 + δ.

On peut trouver β < 1/4 tel que 4β + δ > 1 et, cela fait, il existe k et ℓ (dépendant

seulement de δ et β) tels que Ξ′ > 0 pour tout N suffisamment grand (N est maintenant

la seule variable). On en déduit par la proposition 2.9 que Ξ > 0 également pour tout

N assez grand puisque h→ +∞ lorsque N → +∞.

(23)Le symbole ≈ est heuristique seulement.
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Faisant finalement appel au théorème de Bombieri-Vinogradov pour estimer comme

précédemment les termes de reste, on peut donc conclure que, pour tout N assez grand,

on a

Q′
g −Q′

p >

1

2
Ξ

(2ℓ)!

(k + 2ℓ)!
βk+2ℓN(lnN)k+2ℓ+1 > 0.

Par conséquent, il existe une infinité d’entiers tels que γ(n) 6 h 6 δ lnN , ce qui

signifie que

lim inf
n→+∞

γ(n)

lnn
6 δ.

Finalement, le théorème 1.1 est obtenu puisque δ est arbitrairement petit.

Remarque 6.2. — Il est à remarquer que dans cette preuve l’uniformité des estimations

de Q′
p et Q′

g par rapport au k-uplet h est absolument essentielle.

7. AUTRES RÉSULTATS

La méthode utilisée par Goldston, Pintz et Yıldırım est robuste et a un fort potentiel

d’applications au-delà de la preuve des théorèmes 1.1 et 1.2. Nous allons ici sim-

plement mentionner quelques-uns des résultats annoncés, référant aux prépublications

disponibles et à venir pour plus de détails.

En premier lieu, dans [13], Goldston, Graham, Pintz et Yıldırım démontrent que

l’exposant de répartition 1/2 n’est pas nécessairement une barrière intrinsèque : con-

cernant les écarts entre entiers n = p1p2 avec pi des nombres premiers distincts(24), ils

démontrent :

Théorème 7.1. — Soient

e1 = 6 < e2 = 10 < e3 = 15 < · · · < e278 = 7 · 137 < · · · < en < · · ·

la suite des entiers qui sont produits de deux facteurs premiers distincts. Alors on a

lim inf
n→+∞

(en+1 − en) 6 26 < +∞.

Pour mettre ce résultat en contexte, on peut remarquer que la suite (en) est plus

dense que celle des nombres premiers : on a

en ∼
n lnn

ln lnn
quand n→ +∞,

(24)À ne pas confondre avec les nombres 〈〈P2 〉〉 du crible classique, qui incluent les nombres premiers

et leurs carrés.
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ce qui suggère que l’espacement entre les en est généralement moindre qu’entre nombres

premiers(25). Pour ce théorème, l’analogue du théorème de Bombieri-Vinogradov pour

la répartition des en dans les progressions arithmétiques est suffisant.

Le résultat suivant est annoncé dans [13] et [11] :

Théorème 7.2. — On a

lim inf
n→+∞

γ(n)
√

lnn(ln lnn)2
< +∞.

Au vu de la preuve du théorème 1.1, il est naturel d’essayer d’obtenir un tel raf-

finement, car tous les paramètres disponibles n’ont pas été employés optimalement ;

autrement dit, il s’agit de préciser toutes les estimations pour les rendre uniformes par

rapport à k. Il s’agit d’une tâche extrêmement délicate, et nous n’en dirons pas plus.

Finalement, il est naturel de s’enquérir des espacements γr(n) = pn+r − pn pour tout

r > 1. La méthode, avec des adaptations, fournit des résultats, mais pas l’analogue du

théorème 1.1. Goldston, Pintz et Yıldırım [11] démontrent :

Théorème 7.3. — Soit θ > 0 tel que la suite (Λ(n)) ait un exposant de répartition

> θ ; alors on a

lim inf
n→+∞

γr(n)

lnn
6 (

√
r −

√
2θ)2,

pour r > 1, et en particulier

lim inf
n→+∞

γr(n)

lnn
6 (

√
r − 1)2.

Pour r > 11, ce n’est cependant pas le meilleur résultat connu, qui est

lim inf
n→+∞

γr(n)

lnn
6 e−γ

(

r −

√
r

2

)

où γ est la constante d’Euler. Ce résultat de J. Sivak [23] est basé sur la combinaison

de la méthode de Goldston-Yıldırım et de celle de Maier qui fournit des intervalles

(clairsemés) d’entiers contenant plus de nombres premiers qu’attendu. Goldston, Pintz

et Yıldırım [11] ont annoncé pouvoir incorporer les idées de Maier à leurs arguments,

ce qui devrait mener à

lim inf
n→+∞

γr(n)

lnn
6 e−γ(

√
r − 1)2.

(25)Toujours afin de préciser le contexte, rappelons que la plupart des nombres P2 obtenus par les

méthodes de crible vérifient une propriété additionnelle plus forte : ils n’ont 〈〈pas de petits facteurs

premiers 〉〉, ce qui ramène leur densité moyenne à celle des nombres premiers.



959–28

8. QUEL EST L’EXPOSANT DE RÉPARTITION DES NOMBRES

PREMIERS ?

Dès la preuve du théorème de Bombieri-Vinogradov et de ses généralisations à

d’autres suites, l’importance potentielle d’une amélioration de l’exposant de répartition

d’une suite au-delà de la limite du grand crible avait été reconnue. Depuis environ 1980

(le premier exemple est l’article [8] de Fouvry et Iwaniec, puis la thèse d’É. Fouvry

est une étape importante), la recherche de telles améliorations pour diverses suites

naturelles a fait l’objet d’un effort concerté de grande ampleur de la part essentiellement

de Fouvry, Iwaniec, Friedlander et Bombieri.

Au vu du théorème 1.2, la question se pose de nouveau de manière particulièrement

brûlante, et nous allons faire ici rapidement un survol de ce qui est connu concernant

ce problème.

La première remarque essentielle est de bien distinguer entre exposant de répartition

au sens faible et au sens fort (ce n’est pas toujours le cas dans la littérature). En effet,

rappelons que pour un problème de crible classique, c’est l’exposant de répartition au

sens faible qui intervient naturellement, alors que pour la méthode de Goldston, Pintz

et Yıldırım, il ne peut suffire.

Dans le cas important des nombres premiers, bien que l’exposant au sens fort soit

celui le plus discuté dans la littérature, la notion de P -exposant de répartition mérite

peut-être l’attention car, en limitant le problème d’uniformité à un ensemble de classes

modulo q assez spécial – et, en particulier, de taille raisonnable puisque de l’ordre de

(ln q)k−1 en moyenne –, il ne parâıt pas impossible qu’il soit plus accessible.

Voici déjà quelques bonnes raisons de croire que l’exposant de répartition des nombres

premiers puisse être > 1/2 :

– D’une part, l’exposant 1/2 découle, comme on l’a dit, de l’Hypothèse de Riemann

Généralisée pour les fonctions L de Dirichlet de manière triviale : on part d’une 〈〈 formule

explicite 〉〉 (voir par exemple [18, 5.66]) telle que

ψ(x; q, a) =
x

ϕ(q)
+

√
x

ϕ(q)

∑

χ (mod q)

χ̄(a)
∑

|γχ|6T

xiγχ

1
2

+ iγχ

+O
(x(ln qx)2

T

)

,

pour 1 6 T 6 x 6 X, q > 1, la constante implicite étant absolue (1
2

+ iγχ parcourt

les zéros non triviaux de L(χ, s)), et on estime 〈〈trivialement 〉〉 la somme sur les zéros

avec T = x. Il ne semble pas déraisonnable de penser que la somme sur χ donne lieu

à des compensations significatives permettant d’obtenir un exposant de répartition des

nombres premiers > 1/2 (26).

– À l’heure actuelle, le premier point relève du 〈〈wishful thinking 〉〉. Il semble beau-

coup plus convaincant à l’auteur qu’il soit connu (essentiellement) que l’exposant de

répartition au sens faible de la suite des nombres premiers est > 1/2. Précisément, on

a le théorème suivant :

(26)Dans le monde des fonctions L sur les corps finis, des résultats (relativement) similaires sont connus.
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Théorème 8.1. — Il existe θ0 > 1/2 tel que pour tout X > 2, tout x 6 X, tout A > 0

et tout B > 0 on ait
∑

d6D
(a,d)=1

γd

{

ψ(x; d, a) −
x

ϕ(d)

}

≪
X

(lnX)A

uniformément pour tout D 6 Xθ0−ε avec ε > 0, tout a tel que 1 6 |a| 6 (lnX)B,

et toute fonction arithmétique bien factorisable γd de niveau D et d’ordre fixé. La

constante implicite dépend au plus de A, B et ε.

Avec θ0 = 9/17, cela est dû à Fouvry et Iwaniec, et le meilleur résultat connu,

θ0 = 4/7, est dû à Bombieri, Friedlander et Iwaniec [3]. Dans les deux cas, un ingrédient

crucial est la théorie spectrale des formes automorphes et ses applications à l’estimation

des sommes de sommes de Kloosterman, développées par Deshouillers et Iwaniec(27).

La notion de fonction bien factorisable(28) est due à Iwaniec ; bien que l’énoncé ne

permette pas a priori de prendre pour γd le signe de ψ(x; d, a)− x
ϕ(d)

, Iwaniec a démontré

que ces fonctions permettent d’exprimer le terme d’erreur du crible 〈〈 linéaire 〉〉. Il en

résulte que cet énoncé est – du point de vue des applications usuelles – équivalent à

dire que l’exposant de répartition au sens faible (pour a fixé) est > θ0 > 1/2.

Voici une liste (sans doute incomplète) de fonctions dont l’exposant de répartition

θ au sens faible est > 1/2. Un survol du crible qui met en valeur cet aspect et ses

applications a été écrit par Fouvry [7], auquel nous renvoyons pour les références.

– Pour tout ε > 0 fixé, la fonction caractéristique des n > 1 tels que p | n implique

p > n1/6−ε (Fouvry).

– La multiplicité de représentation de n sous la forme n = a2 + b2, a appartenant

à n’importe quelle suite d’entiers 〈〈assez dense 〉〉 (Fouvry et Iwaniec) ou n = a2 + b4

(Friedlander et Iwaniec) ; ici l’exposant de répartition au sens faible est optimal.

– La multiplicité de représentation de n sous la forme n = a3 + 2b3 (Heath-Brown).

Concernant l’exposant de répartition au sens fort, on a :

– La fonction diviseur τ(n), avec θ > 2/3 (Selberg, Linnik, Hooley)(29).

– La fonction τ3(n), nombre d’écritures n = abc avec a, b, c > 1 (Friedlander–

Iwaniec)(30).

– Finalement, le seul (?) exemple connu de 〈〈 fonction caractéristique 〉〉 dont l’exposant

de répartition au sens fort soit > 1/2 est la suite (an), fonction caractéristique des

(27)L’uniformité pour |a| 6 (ln X)B n’est pas énoncée explicitement. Il est aussi possible de remplacer

la classe fixée a par la classe racine d’une équation linéaire donnée ma + n = 0 (mod d), où m > 1 et

n est un entier tel que (m, n) = 1 ; cela peut se voir comme un premier pas vers un P -exposant de

répartition. Je dois ces remarques à É. Fouvry.
(28)Une fonction arithmétique f est bien factorisable de niveau D entier et d’ordre k si f(d) = 0 pour

d > D, 0 6 f(d) 6 τ(d)k, et si pour toute factorisation D = D1D2, il existe f1, f2 d’ordre k et de

niveau D1 et D2 respectivement telles que f = f1 ⋆ f2.
(29)Les termes de reste sont même majorés individuellement ici.
(30)Même remarque.
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entiers dont la somme des chiffres en base 2 est pair, et ses variantes évidentes en

d’autres bases (Fouvry–Mauduit).

9. QUESTIONS

Comme tout progrès significatif, les idées de Goldston, Pintz et Yıldırım soulèvent un

certain nombre de nouvelles questions ; nous terminons en indiquant les plus évidentes.

– Peut-on prouver le théorème 1.2 inconditionnellement ? Ce serait un progrès specta-

culaire, et cela semble moins inimaginable qu’il y a quelques mois. Une raison d’espérer

est que l’essentiel de la méthode décrite jusqu’à présent se situe au niveau des 〈〈termes

principaux 〉〉, et ne procède à aucun travail nouveau au niveau des termes de reste

dans (4). Cela semble laisser un grand potentiel.

– Conditionnellement, quelle est la limite de la méthode ? Peut-on démontrer la conjec-

ture des nombres premiers jumeaux (sous la forme (1)) en supposant valide la conjecture

d’Elliott-Halberstam ?

– La méthode peut-elle s’étendre aux écarts entre nombres premiers vérifiant des pro-

priétés supplémentaires ? Comme cela n’a de sens que si l’on sait qu’il existe une infinité

de tels nombres premiers, le cas le plus naturel est celui des p vérifiant p ≡ a (mod q)

(avec q et a fixés) ; cela peut se traiter (c’est annoncé dans [12]) en considérant

Gh(n) = (qn + a + h1) · · · (qn + a + hk) au lieu de Fh(n). En particulier, il ne sem-

ble pas évident a priori de considérer les écarts entre nombres premiers vérifiant une

condition galoisienne (par exemple, p totalement scindé dans une extension galoisienne

K/Q fixée), ce qui serait pourtant tout à fait intéressant.

APPENDICE A : SOMMES DE FONCTIONS MULTIPLICATIVES

Voici un des théorèmes standard permettant d’évaluer asymptotiquement une somme

de fonction multiplicative.

Théorème A.1. — Soient g une fonction multiplicative positive, κ > 0 un entier tel

que
∑

p<x

g(p) ln p = κ ln x+O(1).

Alors pour tout entier ℓ > 0 et tout x > 2 on a
∑♭

d<x

g(d)
(

ln
x

d

)ℓ

= c
ℓ!

(ℓ+ κ)!
(ln x)κ+ℓ +O((lnx)ℓ+κ−1)

avec

c =
∏

p

(

1 −
1

p

)κ

(1 + g(p)),

la constante implicite dépendant seulement de g et ℓ.
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Expliquons en quelques mots d’où vient la constante c, et pourquoi elle est naturelle.

On peut essayer de démontrer ce résultat en procédant par intégration complexe, en

écrivant
∑♭

d<x

g(d)
(

ln
x

d

)ℓ

=
ℓ!

2iπ

∫

(1)

D♭
g(s)x

s ds

sℓ+1

où l’intégrale complexe est prise sur la droite verticale Re(s) = 1 et

D♭
g(s) =

∑♭

n>1

g(n)n−s =
∏

p

(1 + g(p)p−s).

L’hypothèse peut s’interpréter en disant que g(p) est égal à κ/p 〈〈en moyenne 〉〉, ce

qui suggère de comparer D♭
g(s) à ζ(s+ 1)κ, et de définir une fonction Eg(s) en posant

D♭
g(s) = ζ(s+ 1)κEg(s).

C’est effectivement possible pour Re(s) > 0 ; si Eg(s) se prolonge analytiquement

légèrement à gauche de Re(s) = 0 avec une croissance modérée, on peut déplacer le

contour d’intégration vers la droite verticale Re(s) = δ < 0, faisant apparâıtre un pôle

d’ordre ℓ+ κ+ 1 en s = 0. Le résidu se calcule alors facilement :

res
s=0

(

ζ(s+ 1)κEg(s)
xs

sℓ+1

)

=
1

(κ+ ℓ)!
Eg(0)(lnx)κ+ℓ +O((lnx)κ+ℓ−1)

=
c

(κ+ ℓ)!
(ln x)κ+ℓ +O((lnx)κ+ℓ−1),

ce qui explique la forme du terme principal ci-dessus.

En pratique, le prolongement de Eg(s) n’est pas si évident, et il est en fait possible de

démontrer l’estimation annoncée élémentairement, suivant des idées de Wirsing. Voir

[18, Th. 1.1] ou [15, Lemma 5.4] pour les détails dans le cas ℓ = 0 et [13, p. 11–12])

pour le cas général.

Terminons enfin avec une version de ce théorème uniforme par rapport à g ; elle est

nécessaire pour l’uniformité des estimations par rapport à h dans la section 4.

Théorème A.2. — Soit g une fonction multiplicative, κ > 0 un entier. On note

ρ(p) =
g(p)

1 + g(p)

et on suppose qu’il existe A1 > 0, A2 > 1, L > 1 tels que

0 6 g(p) 6 A1(30)

−L 6

∑

w<p6z

ρ(p) ln p− κ ln
z

w
6 A2.(31)

Alors on a
∑♭

d<x

g(d)
(

ln
x

d

)ℓ

= c
ℓ!

(ℓ+ κ)!
(ln x)κ+ℓ

{

1 +O
( L

ln x

)}



959–32

pour tout entier ℓ > 0 et tout x > 2, avec

c =
∏

p

(

1 −
1

p

)κ

(1 + g(p)),

la constante implicite dépendant seulement de κ, ℓ, A1, A2 et L.

C’est en fait ce qui est démontré (à des changements de notation près) dans [15,

Lemma 5.4] et [13, Lemma 5].
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INTRODUCTION

The bilinear Hilbert transform is the operator

(1) BH(f1, f2)(x) =

∫

R

f1(x− t)f2(x+ t) t−1dt

where x, t ∈ R and fj ∈ Lpj(R). If t−1 were an integrable function then this integral

would become absolutely convergent, for almost every x for appropriate exponents pj .

The question of the finiteness of the conditional integral, and of inequalities in Lp norms,

was an open problem from roughly the mid-1960’s to the late 1990’s, when Michael

Lacey and Christoph Thiele showed in a series of breakthrough papers that BH is well-

defined and bounded on appropriate Lp spaces. This operator is prototypical for a class

of multilinear operators with modulation symmetry, and their work has been followed

by significant further developments too numerous to cite in the space available.

In this expository article I discuss the background and origins of the problem, outline

the main lines of the analysis, and indicate the connection with the almost everywhere

convergence of Fourier integrals. This article is not intended as an exhaustive survey,

Supported in part by NSF grant DMS-040126.
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but merely as an introduction to the main ideas of the original articles [21],[22],[23]. I

deliberately focus on one particular operator in order to emphasize what I consider to

be the main concepts.

1. HISTORICAL BACKGROUND

1.1. Singular integrals

The most fundamental example of a Calderón-Zygmund singular integral operator is

the Hilbert transform Hf(x) = π−1
∫

R
f(x − t) t−1 dt for x ∈ R. The integral fails to

converge absolutely in general, and is defined as the limit as ε→ 0 of the integral over

|t| > ε.

H plays a fundamental role in the theory of convergence of the Fourier transform,

as well as in one-dimensional complex analysis. It satisfies Ĥf(ξ) = i sgn(ξ)f̂(ξ) for all

ξ 6= 0, where sgn(ξ) = ±1 according to whether ξ > 0 or < 0. Thus P = 1
2
(I − iH),

where I is the identity, is the projection operator onto positive frequencies: P̂ f(ξ) =

f̂(ξ)χξ>0. The “partial sum” operators P̂Nf(ξ) = f̂(ξ)χ|ξ|≤N can be synthesized out of

P together with shifts of the Fourier variable, in such a way that uniform boundedness

of PN on Lp is equivalent to boundedness of H on Lp. This is the basis of the classical

theorem of M. Riesz on Lp norm convergence of Fourier series.

Somewhat more general CZ operators can be expressed as Fourier multiplier operators

(2) T̂ f(ξ) = m(ξ)f̂(ξ) where m(rξ) ≡ m(ξ) for all r > 0

and m ∈ C∞(Rd \ {0}). General Fourier multipliers T̂ f(ξ) = m(ξ)f̂(ξ) with m ∈ L∞

preserve Lp(R) only for p = 2; there is no characterization of Lp functions in terms of

the absolute values of their Fourier coefficients for p 6= 2.

The most general Calderón-Zygmund operators in Rd lack convolution structure,

taking the form
∫

Rd K(x, y)f(y) dy where

(3) |K(x, y)| ≤ C|x− y|−d and |∇x,yK| ≤ C|x− y|−d−1;

again I slur over the issue of interpretation of this typically absolutely divergent integral.

Roughly speaking, (3) says that the portions of f, g microlocalized in phase space near

(x, ξ) and (x′, ξ′) respectively interact quite weakly unless |ξ| + |ξ′| ≤ C|x − x′|−1.

According to the uncertainty principle, any stronger restriction of this general type is

meaningless. A basic theorem [2] states that if such an operator is bounded on L2, then

it is also bounded on Lp for all p ∈ (1,∞).

The basic symmetries of this theory are translation and dilation; if K(x, y) is a

Calderón-Zygmund kernel then so are K(x − z, y − z) and rdK(rx, ry), uniformly for

all r > 0 and z ∈ Rd. The individual operators need not exhibit these symmetries, but

the class as a whole does.

A third basic symmetry, with respect to modulation, is totally lacking in this theory.

Multiplying K(x, y) by ei(ax+by) for any nonzero (a, b) ∈ R2 destroys the bound on ∇K.
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This lack of symmetry is perhaps even more apparent in (2), in the convolution case

K(x − y), where ξ = 0 plays a privileged role. Of course, such a modulation does not

affect Lp estimates, but as we will see, the bilinear Hilbert transform can be regarded as

an infinite sum of modulated Calderón-Zygmund operators with different modulating

frequencies, in such a way that boundedness of the sum cannot easily be inferred by

summing bounds for the individual summands.

1.2. Calderón’s commutator

Calderón had an abiding interest in partial differential equations with nonsmooth

coefficients and on nonsmooth domains. He had employed algebras of singular inte-

gral operators in studying PDE, for instance in his work on uniqueness in the Cauchy

problem [3]. Thus he was naturally led to investigate compositions of operators such

as the canonical example H , the operator MA of multiplication by a function A having

limited smoothness, and d
dx

. He showed in 1965 [4] that the commutator [H,MA] is

smoothing, in the sense that CA = d
dx

◦ [H,MA] is bounded on L2(R1), whenever A is

Lipschitz continuous, that is, whenever a = dA/dx ∈ L∞. Formally

(4) CAf(x) =

∫

R

f(y)
A(x) − A(y)

(x− y)2
dy,

which satisfies the Calderón-Zygmund assumptions (3) when a = dA
dx

belongs to L∞.

These operators possess translation and dilation invariance as a family, even though

individually they lack it.

Since the commutator operator is not translation-invariant, Plancherel’s theorem can

not be invoked directly to establish its L2 boundedness. A key realization of Calderón

was that it could profitably be regarded as a bilinear operator, and that the full force

of Fourier analysis and complex variables methods should be brought to bear on a.

An intriguing alternative expression is obtained by writing A(x) − A(y) = (x − y)
∫ 1

0
a(sx+ (1 − s)y) ds to obtain a decomposition CA(f) =

∫ 1

0
Cs(f, a) ds where

(5) Cs(f, a)(x) =

∫

R

f(x− t)a(x+ st)t−1 dt.

Thus bounds for Cs from L2 × L∞ to L2 would imply corresponding bounds for the

commutator operator. The special case C1 is traditionally called the bilinear Hilbert

transform, but all the operators Cs for s 6= 0,−1 have essentially the same intrinsic

qualities and stature. Calderón asked(1) whether these operators do map L2 × L∞

to L2. The problem became notorious, but was not resolved until the work of Lacey

and Thiele [21],[22] in the late 1990s.

Thought of as linear operators acting on f , Cs have nonsmooth kernels K(x, y) =

(x−y)−1a(xs+(1−s)y) which satisfy no gradient estimate. Viewed as bilinear operators,

they are singular in the sense that Cs(f, a)(x) depends on a(y1)f(y2) only for (y1, y2) in

a one-dimensional subset of R2.

(1)The question is widely attributed to Calderón, though I know of no reference.
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It is remarkable that these building blocks Cs not only retain translation and dilation

symmetry, but gain new modulation symmetries: defining Mηf(x) = eixηf(x),

(6) Cs(Msηf,Mηa) ≡ M(1+s)ηCs(f, a).

These are partial symmetries; there is no relation for Cs(Mηf,Mη̃a) unless sη = η̃.

In terms of the Fourier transform the operator is written

(7) Cs(f, a)(x) = c

∫∫

eix(ξ1+ξ2) sgn(sξ2 − ξ1)f̂(ξ1)â(ξ2) dξ1 dξ2

for a certain constant c, and the modulation symmetry is reflected in the invariance of

the Fourier multiplier sgn(sξ2−ξ1) under ξ 7→ ξ+(sη, η). This multiplier is nonsmooth

along an entire line, rather than merely at the origin.

It is (perhaps) a general principle that more symmetric operators are more difficult

to analyze; a featureless wall presents no cracks which can naturally be enlarged into

gaps. A fundamental point to look for in the discussion below is how the symmetry is

broken; see §5.

1.3. Carleson’s maximal operator

Carleson [6] proved in 1966 that for any periodic function f ∈ L2 of one real variable,

the partial sums of the Fourier series converge to f almost everywhere. The essentially

equivalent statement for the real line is that (2π)−1
∫

|ξ|≤N
f̂(ξ)eixξ dξ converges to f(x)

as N → ∞, for almost every x ∈ R. The main ingredient is an estimate for Carleson’s

maximal operator C⋆f(x) = supN<∞

∣
∣
∫

|ξ|≤N
f̂(ξ)eixξ dξ

∣
∣, which is essentially the same

as

(8) C∗f(x) = sup
N∈R

∣
∣

∫

R

f(x− t)eiNtt−1 dt
∣
∣.

Carleson proved that C∗ maps L2 to weak L2, that is, |{x : C∗f(x) > λ}| ≤ Cλ−2‖f‖2
L2

uniformly for all λ > 0 and f ∈ L2. Almost everywhere convergence follows immediately

from this inequality since it holds trivially for functions whose Fourier transforms have

compact support.

It is equivalent to establish bounds for the linear operators
∫

R
f(x − t)eiN(x)t t−1 dt

which are uniform over all measurable real-valued selection functions N . Once again

these operators enjoy forms of translation, dilation, and modulation invariance. For

instance, L(Mηf)(x) = MηL
′f(x), where L′ is obtained from L by replacing the

function N(x) by N(x) − η.

Fefferman [17] later gave a second proof of Carleson’s theorem. Lacey and Thiele

used elements of both of these analyses to prove(2)

Theorem 1.1. — Let p1, p2, q ∈ (1,∞] satisfy q−1 = p−1
1 + p−1

2 , and assume that no

more than one of these exponents is infinite. Then there exists C < ∞ such that

‖BH(f1, f2)‖Lq ≤ C‖f1‖Lp1‖f2‖Lp2 for all Schwartz class functions.

(2)Their theorem actually applies for all q > 2
3 .
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1.4. Two roads diverge

Calderón proved the bound he sought for the commutator operator without under-

standing the bilinear Hilbert transform, and went on to analyze [5] the Cauchy inte-

gral associated to Lipschitz curves with small Lipschitz constant by an extension of

those ideas. Further developments have included a vast literature on elliptic bound-

ary problems on Lipschitz domains, analytic capacity in one complex variable [27], the

work of Coifman-Meyer-Mcintosh [12] on the Cauchy integral, and the T (1) theorem of

David and Journé [13]. A theory of multilinear Calderón-Zygmund singular operators

was developed [9][10], which however does not include Cs; it encompasses operators

which have a Fourier representation like (7) with sgn(sξ2 − ξ1) replaced by functions

smooth away from ξ = 0 and satisfying m(rξ) ≡ m(ξ) for r > 0. These operators lack

modulation invariance, and are less singular. Some of that theory provides essential

building blocks for the analysis outlined here.

2. LOCALIZED FOURIER COEFFICIENTS

2.1. A frame with a preferred scale

Let ψ : R1 → C be an infinitely differentiable function supported in (0, 2) such that
∑

n∈Z ψ(t − n) ≡ 1 for all t ∈ R. Then the set of all functions {ψk,n = eiktψ(t − n) :

k, n ∈ Z} is a frame for L2(R1); for any f ∈ L2,

(9) f = c
∑

k,n

ψk,n〈f, ψk,n〉

for a certain constant c whose precise value is of no consequence for the type of in-

equality in question here. The inverse Fourier transform of ψ is a Schwartz function,

and multiplying it by (2π)−1/2 yields a function ϕ such that {ϕk,n(x) = einxϕ(x − k)}
is likewise a frame for L2. It is good intuition to think of ϕk,n(x) as being essentially

c0e
inxe−|x−k|2, although this is not quite correct because these functions lack compactly

supported Fourier transforms.

One thinks of 〈f, ϕk,n〉 as being localized Fourier coefficients. Such a frame is quite

different from celebrated wavelet bases. The lesser difference is that {ϕk,n} is not an

orthonormal system; there is some oversampling here. The significant difference is

that whereas a wavelet basis treats all scales equally, this frame prefers one scale.

An advantage of this frame, not shared by wavelet-type bases, is its invariance under

modulation by integral frequencies.

The rank one operator f 7→ 〈f, ϕk,n〉ϕk,n heuristically represents the orthogonal pro-

jection of L2(R) onto the subspace consisting of all functions g such that g is supported

in I = [k, k + 1] and ĝ is supported in ω = [n, n + 1], although this is not exactly

true. The entire phase space R × R is tiled by these sets I × ω, and corresponding to

this geometric decomposition is the analytic decomposition of the identity operator as

a sum of projections.



962–06

2.2. Scaled frames and tiles in phase space

Other frames can be constructed by scaling: For each integer r we form

{2−r/2ϕk,n(2−rx) : k, n ∈ Z}, which is likewise a frame. This corresponds to tiling R2

by rectangles I × ω where I has length 2r and ω has length 2−r.

A dyadic interval is a closed bounded subinterval of R1 of the form [k2n, (k + 1)2n]

for arbitrary integers k, n. The set of all dyadic intervals enjoys an often useful combi-

natorial property: If two such intervals do overlap, then one is contained in the other.

Definition 2.1. — A tile is a subset of the phase space R2 of the form I × ω, where

I, ω are arbitrary dyadic intervals satisfying |I| · |ω| = 1.

In contrast to dyadic intervals, no tile is properly contained in another. Tiles and dyadic

intervals are said to be nonoverlapping if their interiors are disjoint(3).

Figure 1. Two tilings of phase space. According to the uncertainty principle,

no significant refinement of either tiling is meaningful.

2.3. Decomposition of the bilinear Hilbert transform by scales

The bilinear Hilbert transform has no preferred scale; with respect to the operators

Dλf(x) = f(λx), there is the dilation symmetry BH(Dλf,Dλg) = Dλ(BH(f, g)). Thus

none of our frames is well adapted to the operator.

Let η : R → C be a smooth function supported(4) in (8, 32) such that
∑

r∈Z η(2
rξ) ≡ 1

for all ξ > 0. BH is thus decomposed as
∑

r∈ZBHr where

(10) BHr(f1, f2)(x) = c

∫

R2

eix(ξ1+ξ2) sgn(ξ1 − ξ2)η(2
r(ξ1 − ξ2))f̂1(ξ1)f̂2(ξ2) dξ1 dξ2,

plus a second, very similar, infinite sum obtained by replacing η(s) by η(−s).

There is an alternative expression

(11) BHr(f1, f2)(x) =

∫

R

f1(x+ t)f2(x− t)2−rh(2−rt) dt

(3)I will sometimes abuse language and notation by saying that intervals are disjoint when they merely

do not overlap.
(4)The precise numbers 8, 32 are of no significance; one could replace these by any A, B such that

B > 2A and A > 0 is sufficiently large.
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for a certain Schwartz function h. An immediate consequence of Hölder’s inequality is

that BHr maps Lp1 × Lp2 to Lq whenever p1, p2, q are ≥ 1 and satisfy q−1 = p−1
1 + p−1

2 .

and the scaling symmetry ensures that the operator norm is independent of r. The sole

issue is the summation over r.

BHr clearly has a preferred spatial scale, 2r, and retains the modulation invariance

of BH . For each r ∈ Z, BHr will be analyzed in terms of the frame described above

with the same parameter r. Thus one works simultaneously with infinitely many frames,

one for each scale.

2.4. Phase space decomposition of the bilinear Hilbert transform

For each r ∈ Z denote by Pr the set of all phase space tiles P = I × ω of dimensions

2r × 2−r. Consider the trilinear form Hr(f1, f2, f3) = 〈f3, BHr(f,f2)〉 for an arbitrary

test function f3. Then 〈BH(f1, f2), f3〉 =
∑∞

r=−∞Hr(f1, f2, f3).

Decompose each fk =
∑

P k∈Pr
〈fk, φP k〉φP k to obtain

Hr(f1, f2, f3) =
∑

P=(P 1,P 2,P 3)∈P3
r

βP

3∏

k=1

〈fk, φP k〉

for certain coefficients βP independent of {fk}. Upper bounds for the “interaction

amplitudes” βP are required, and elementary estimates combined with the information

that η is supported in (8, 32) give:

Lemma 2.2. — Let P = (P 1, P 2, P 3) where each P k = Ik × ωk is a phase space tile of

dimensions 2r × 2−r. Then for any finite exponent N ,

(12) |βP | ≤ CN2−r/2
(

max
k,l∈{1,2,3}

(1 + 2−r distance (Ik, Il))
)−N

and

(13) βP ≡ 0

unless the centerpoints ck of the frequency space intervals ωk satisfy c2 − c1 ∈

[2 · 2−r, 38 · 2−r] and c3 − 2c1 ∈ [10 · 2−r, 70 · 2−r].

This is a reflection of a fundamental characteristic of the bilinear Hilbert transform:

BH(eiξ1·, eiξ2·)(x) = πi sgn(ξ1 − ξ2)e
iξ3x where ξ3 = ξ1 + ξ2 .

The numbers 2, 38, 10, 70 are insignificant artifacts of certain nearly arbitrary choices.

What is important is the following consequence, which will be a source of orthogonality

in the analysis.

Fact 2.3. — Let P,Q ∈ ∪rP
3
r and suppose that βP , βQ are both nonzero. Suppose that

for some index k ∈ {1, 2, 3}, ωP k , ωQk overlap, and that |ωP k| < |ωQk|. Then for each

i 6= k, ωP i is disjoint from ωQi, and they are separated by a distance comparable to

|ωQi|.
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2.5. Nuisance technicalities involving tiles

If I, J are dyadic intervals, then either one is contained in the other, or they do not

overlap. This makes dyadic intervals well suited to stopping time arguments, in which

one begins with such an interval, subjects it to a test, and if it fails, subdivides it into

halves and subjects the two halves separately to (rescaled versions of) the same test,

repeating indefinitely.

On the other hand, the set of all dyadic intervals has no reasonable translation

invariance. Consider the interval [0, 1], which for any integer N ≥ 1 is contained in the

larger dyadic interval [0, 2N ]. These larger intervals have the unnatural feature that

they extend only to the right of [0, 1], never to the left; their union is only half of

the real axis. Thus analysis based on these intervals is likely to disregard interactions

between the two halves of the real axis. This defect is essentially reprised at every

dyadic point j2n, j, n ∈ Z.

This difficulty arises commonly and has been sidestepped in various ways by various

authors; see [6], [18], [26]. It is also helpful to thin out the sum by partitioning the set

of all dyadic intervals into finitely many subfamilies, so that for any two intervals I, J

belonging to any common subfamily, if I ⊂ J and I 6= J then |J | ≥ 2K |I| where K

is a large constant. This leads to a decomposition into finitely many suboperators, all

having the same structure.

In this exposé I will systematically slur over these technicalities, which are of no

intrinsic interest. I do not pretend to give a full proof, only a conceptually accurate

outline. Statements made below are correct, but under the proviso that these techni-

calities have been dealt with.

3. ALMOST-ORTHOGONALITY

3.1. Introduction

The space L2 plays a special role in the classical singular integral operator theory,

partly because methods relying on Hilbert space structure are available. In particular,

Plancherel’s theorem can be applied to easily establish L2 estimates for translation-

invariant operators; but it is not directly applicable to the commutator operator or its

more degenerate relatives.

A rather flexible almost-orthogonality principle was introduced by Knapp and Stein

[20], who were motivated by problems in the representation theory of semisimple groups

to establish L2 bounds for singular integral operators invariant with respect to certain

(nilpotent) Lie group structures. They showed that if an abstract operator T is decom-

posed as a sum of bounded operators Tj such that ‖TiT
∗
j ‖, ‖T

∗
i Tj‖ ≤ ci−j for all i, j ∈ Z,

then ‖T‖ ≤
∑

j c
1/2
j . A trivial case is when the summands have pairwise orthogonal

ranges, and likewise for their adjoints.
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A satisfying explanation of the L2 boundedness of Calderón-Zygmund operators was

finally obtained by David and Journé, who showed that any such (bounded) operator

can be decomposed as a sum of three parts, one of which has a natural almost-orthogonal

decomposition in the sense of Knapp and Stein. The other two parts have a different

structure, related to the concepts of Carleson measures and paraproducts [10]. It is

remarkable that on this level the ultimate understanding of the fundamental L2 estimate

rests on the theory surrounding BMO, which is one limit of Lp as p→ ∞.

3.2. Orthogonality via phase space disjointness

If two functions f, g have disjoint supports, then of course 〈f, g〉 = 0. The same

goes if f̂ , ĝ have disjoint supports. If P,Q are nonoverlapping tiles, then either ωP and

ωQ are nonoverlapping, or IP and IQ are. In the former case, 〈φP , φQ〉 = 0, but in

the latter case the two supports cannot be disjoint (both functions are real analytic).

Nonetheless, since φP (x) decays rapidly as x moves away from IP , 〈φP , φQ〉 is relatively

small if IP , IQ are far apart. Therefore one hopes to retain some form of orthogonality.

The following lemma(5) is analogous to Bessel’s inequality for Fourier coefficients, but

is slightly weakened by the necessity of a supplementary hypothesis(6) (14).

Lemma 3.1. — Let S be any set of pairwise nonoverlapping tiles. Let f ∈ L2 and

λ > 0. Suppose that for every P ∈ S,

(14) λ|IP |
1/2 ≤ |〈f, φP 〉| ≤ 2λ|IP |

1/2.

Then
∑

P∈S |〈f, φP 〉|
2 ≤ C‖f‖2

L2.

The constant C is independent of f, λ,S. An equivalent statement of the conclusion is
∑

P∈S |IP | ≤ Cλ−2‖f‖2
L2;

∑

P |IP | is a weighted count of the number of tiles satisfying

(14). For a complete proof of this fundamental fact see §8.

A localized variant is often useful: Suppose that there is given an interval J such

that IP ⊂ J for all P ∈ S. Then under hypothesis (14),

(15)
∑

P∈S

|〈f, φP 〉|
2 ≤ CM

∫

R

|f(x)|2
(

1 +
distance (x, J)

|J |

)−M

dx

for any finite M . This is natural, since |φP (x)| decays rapidly as x moves away from J .

(5)The original proofs of Lacey and Thiele [21],[22] were more complicated than the one outlined here,

in large part because they had only a weaker version of Lemma 3.1 at their disposal. Lemma 3.1, in a

slightly more sophisticated form, is in their paper [23].
(6)Without a supplementary hypothesis of some kind, Lemma 3.1 is false.
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4. TREES, TOWERS, AND MULTITREES

The set of all tiles is endowed with a partial ordering.

Definition 4.1. — P ≤ Q if and only if IP ⊂ IQ and ωP ⊃ ωQ. Also P < Q means

that P ≤ Q and P 6= Q.

Definition 4.2. — A multitile P is an ordered 3-tuple of tiles (P 1, P 2, P 3) such that

IP i = IP j for all indices i, j, and the centers of the associated frequency intervals ωP j

satisfy the constraints listed following (13).

This common interval IP k is denoted by IP . To any multitile are associated three

functions φP k, k ∈ {1, 2, 3}. For any single P , the associated three rectangles IP × ωk
P

all share the same dimensions.

4.1. Model operator

A simplified model for the sum that represents the bilinear Hilbert transform is

(16) Hmodel(f1, f2, f3) =
∑

P

|IP |
−1/2

3∏

k=1

∣
∣〈fk, φP k〉

∣
∣

where the sum ranges over all multitiles, or some large collection of multitiles.

These terms are normalized so that |IP |
−1/2

∏

k

∣
∣〈fk, φP k〉

∣
∣ ≤ C

∏

k ‖fk‖Lpk whenever
∑

k p
−1
k = 1, with C independent of P . The theorem asserts that this sum of infinitely

many uniformly bounded operators is bounded.

The condition (12) that βP is small whenever IP k , IP i are far apart has been simplified

in this model to the condition that βP = 0 whenever IP k 6= IP i. Only this model will be

discussed further; but see [21] for an explanation of how the bilinear Hilbert transform

can actually be realized as a limit of averages of such model operators.

One should regard each factor 〈fk, φP k〉 as expressing one irreducible bit of informa-

tion, and each term in the sum as being likewise irreducible. This minimality would be

lost if a single frame for L2(R) were used.

4.2. Trees, towers, and multitrees

The analysis proceeds by decomposing the full sum (16) over all multitiles into sums

over various subfamilies enjoying additional structure.

Definition 4.3. — A tower is a nonempty finite set T of tiles such that there exists

a tile top(T ) ∈ T , called the top of T , such that every P ∈ T satisfies P ≤ top(T ),

that is, IP ⊂ Itop(T ) and ωP ⊃ ωtop(T ).
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Figure 2. A tree. The x axis is horizontal; the ξ axis is vertical. Towers are

similar, except that there exists some horizontal line which crosses every

rectangle.

Figure 3. All intervals IP associated to tiles P ∈ T , where T is either a tree

or a tower. These intervals are contained in R, but each is displaced vertically

for purposes of illustration. Itop(T ) is the topmost interval. The corresponding

frequency space intervals ωP have lengths inversely proportional to |IP |. These

form a nested set if T is a tower, whereas any two of different lengths are

nonoverlapping if T is a tree.

Definition 4.4. — A tree T is a finite set of tiles with an element top(t) ∈ T , such

that for any P 6= Q ∈ T :

(i) IP ⊂ Itop(T ),

(ii) P,Q do not overlap,

(iii) if |IP | 6= |IQ| then ωP ∩ ωQ = ∅.

Moreover,

(iv) there exists ξ0 ∈ R such that distance (ωP , ξ0) ∼ |ωP | for all P ∈ T .

Definition 4.5. — Let k ∈ {1, 2, 3}. A finite set T of multitiles is said to be a k-tower

if T k = {P k : P ∈ T} is a tower. A multitree is a set of multitiles which is a k-tower

for some index k.

A k-tower has a unique topmost element top(T ), such that top(T )k is the top of the

tower T k.
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4.3. One origin of orthogonality

Plancherel’s and Parseval’s theorems and Bessel’s inequality lie at the heart of many

more sophisticated arguments in classical Fourier analysis. Here a fundamental role is

played by inequalities based on orthogonality, reflecting the principle that φP , φQ are

nearly orthogonal when the subsets P,Q of phase space do not overlap. We now discuss

one property of the set of all multitiles, which leads to families of nonoverlapping tiles

in the analysis of multilinear singular integrals.

Towers T are sets of tiles which totally lack useful almost-orthogonality, since

ωP ∩ ωQ 6= ∅ for any P,Q ∈ T . In the case where 0 ∈ ωtop(T ), the rank one

operators f 7→ 〈f, φQ〉φQ for Q ∈ T are closely analogous to averaging operators

f 7→ (|IQ|
−1

∫

IQ
f) · χIQ

(and more generally to frequency-modulated generalizations

f 7→ eixξ0(|IQ|
−1

∫

IQ
e−ixξ0f) · χIQ

(x) for ξ0 ∈ ωtop(T )). A tower could include a large

family of Q such that |IQ| → 0 and IQ approaches some point x0. For almost all such

x0, |IQ|
−1

∫

IQ
f → f(x0) by Lebesgue’s differentiation theorem. Thus for a tower, no

upper bound may be available for the coefficients |IQ|
−1/2〈f, φQ〉 beyond their uniform

boundedness.

However, in the context of multitiles, there is substantial compensation for this lack

of orthogonality.

Fact 4.6. — If a family T of multitiles is an i-tower for some i ∈ {1, 2, 3} then

{P j : P ∈ T} is a tree for any j 6= i in {1, 2, 3}.

This crucial consequence of Fact 2.3 partly explains the terminology “multitree”.

Expressions (
∑

Q∈T |〈f, φQ〉|
2)1/2, where T is a tree, are closely analogous to classical

Littlewood-Paley expressions and are central to the analysis. An important part of this

analogy is the next bound.

Lemma 4.7. — Uniformly for all trees T and all functions f ,

(17)
∑

P∈T

|〈f, φP 〉|
2 ≤ C min

(
‖f‖2

L2, |Itop(T )| ‖f‖
2
L∞

)
.

These inequalities lend Fact 4.6 great significance. The second conclusion is a localized

version of the first.

The basic principle underlying Lemma 4.7 is that since the tiles P ∈ T form a nearly

disjoint family of subsets of phase space, {φP : P ∈ T} is an almost-orthogonal family of

functions. The lemma is not quite a consequence of Lemma 3.1 on almost-orthogonality

via nonoverlapping tiles, but follows easily from a direct examination of the magnitudes

of matrix coefficients 〈φP , φQ〉 for P,Q ∈ T .
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4.4. Energy and mass of multitrees

The j-energy Ej(T ) and j-mass Mj(T ) of a multitree T are defined for j ∈ {1, 2, 3}

to be

Ej(T ) = |Itop(T )|
−1/2(

∑

P∈T

|〈fj, φP j〉|2)1/2(18)

Mj(T ) = sup
P∈T

|IP |
−1/2|〈fj, φP j〉|.(19)

The individual terms are normalized so that |IP |
−1/2|〈fj, φP j〉| ≤ CMfj(x) for x ∈ IP ,

and if {P j : P ∈ T} is a tree then Ej(T ) ≤ C‖fj‖L∞ (by Lemma 4.7).

If i, j, k are the three elements of {1, 2, 3} in any order then

(20) |HT (f1, f2, f3)| ≤ Ej(T )Ek(T )Mi(T )|Itop(T )|.

(20) is a direct consequence of definitions via Cauchy-Schwarz, and should be regarded

as a manifesto of intent rather than as a genuine estimate. Proposition 7.2 below

provides alternative upper bounds for HT , not subsumed in the mass-energy bound.

5. ORGANIZING THE TOTAL SUM INTO SUBSUMS

The stage has been set for a discussion, in this section and the next, of the heart

of the proof: a sorting algorithm, a counting problem, and a counting estimate based

on phase space orthogonality. To any finite set S of multitiles and any three functions

fj : R1 → C is associated the operator expression

(21) HS(f1, f2, f3) =
∑

P∈S

|IP |
−1/2

3∏

j=1

∣
∣〈fj, φP j〉

∣
∣.

We will partition the set of all multitiles into subsets having special structure, derive a

reasonable bound for the contribution of each subset, and sum those bounds.

5.1. The sorting algorithm’s output

In the proof we examine the sum HS of contributions of an arbitrary finite set of

multitiles S. The sorting procedure detailed below partitions the collection S into

multitrees. It constructs families Fn,i,j of multitrees, indexed by n ∈ Z and i, j ∈

{1, 2, 3}, with the following main properties:

(i) S is the disjoint union, over all n and all ordered pairs (i, j), of all T ∈ Fn,i,j.

(ii) Each T ∈ Fn,i,j is an i-tower.

(iii) For any T ∈ Fn,i,j,

(22) |HT (f1, f2, f3)| ≤ C23n|Itop(T )|.
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(iv) If j = i then

(23) |Itop(T )| ≤ 2−2n|〈fi, φtop(T )i〉|2.

(v) If j 6= i then

(24) |Itop(T )| ≤ 2−2n
∑

P∈T

|〈fj, φP j〉|2.

(vi) Each T ∈ Fn,i,j enjoys certain maximality properties.

5.2. The sorting algorithm

The algorithm seeks out the enemy in the form of subsums corresponding to i-towers;

such subsums are potentially unfavorable because of the lack of orthogonality discussed

above. We proceed to construct families Fn,i,j of multitrees T ⊂ S, for all n ∈ Z and all

(i, j) ∈ {1, 2, 3}2. The construction proceeds by descending induction on n. Begin with

a very large positive n. Order the 9 ordered pairs of indices (i, j) ∈ {1, 2, 3} arbitrarily.

Fix a small constant c0 > 0. For the first pair (i, j), if i = j then consider all i-towers

T ⊂ S such that

(i) |IP |
−1/2|〈fi, φP i〉| ≥ c02

n for every P ∈ T

(ii) T is maximal with respect to set inclusion. That is, there exists no i-tower T ′ ⊂ S

properly containing T which satisfies (i).

If there exists a nonempty i-tower T ⊂ S satisfying (i), then there also exists one

satisfying both criteria. Choose any one, T , put it into Fn,i,j, and delete all tiles P ∈ T

from S. Repeat the procedure with this reduced set S for the same pair (i, j) until no

multitrees satisfying (i) remain. Then move on to the next pair (i, j). Observe how

modulation symmetry is broken; the decomposition depends on the localized Fourier

coefficients 〈fi, φP i〉 of fi.

If j 6= i then do the same, retaining (ii) but replacing (i) by

(i)∗ Ej(T ) ≥ 2n,

and imposing a supplementary condition (iii)∗ whose role will not be visible in this

exposé(7)

Continue with a given index n until all 9 pairs (i, j) have been fully examined, and

no multitrees satisfying the criteria remain. Then replace n by n − 1, and repeat the

selection again, with n replaced by n−1 in criteria (i) and (i)∗. Continue by descending

induction on n until only tiles satisfying 〈fk, φP k〉 = 0 for all k ∈ {1, 2, 3} remain. Those

contribute nothing to the operator, and may be discarded.

(7)Criterion (iii)∗: If i < j, then a candidate i-tower T is not selected if there is some other candidate

multitree T ′ such that ωi

T
lies strictly to the left of ωi

T ′ . (An interval [a, b] is said to lie strictly to the

left of [c, d] if b ≤ c.) The same goes if i > j, with “left” replaced by “right”. The reader is urged to

disregard this point for the present. Likewise the smallness of the constant c0 in (i) plays a role which

will not be apparent at the level of detail of this exposé.
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Given a finite set S, there exists n0 so large that (i), (i)∗ cannot possibly hold with

factors of 2n0 . The induction begins with such an n0.

(23) and (24) follow directly from (i), (i)∗. Moreover Mk(T ) ≤ c02
n+1 and Ek(T ) ≤

2n+1 for all k ∈ {1, 2, 3}, because all tiles of T were available throughout the selection

of Fn,i,k, yet T was not selected. Therefore T did not satisfy the selection critera (i),

(i)∗ at stage n+ 1. (22) follows by Cauchy-Schwarz.

This purely formal discussion applies to any expression
∑

P∈S |IP |
−1/2

∏3
k=1 |ak(P )|;

the actual meaning of the coefficients ak = 〈fk, φP k〉 has not yet been exploited.

6. COUNTING MULTITREES

The total sum is the sum of the contributions of all T , and we have a bound(8) of

23n|Itop(t)| for each T , so it would suffice to have a suitable bound for

the weighted count
∑

T

|Itop(T )| of the number of multitrees

in each family Fn,i,j. Here an estimate with genuine content must finally be established.

Since an upper bound for
∑

T |Itop(T )| is required, it is advantageous to place as many

tiles as possible into each multitree, consistent with the selection criteria (i), (i)∗. This

motivates the maximality criterion (ii).

6.1. A small reduction

For each j ∈ {1, 2, 3} let Ej ⊂ R be an arbitrary measurable set with |Ej | <∞. Let

fj be any function which is ≡ 0 on R \Ej, and |fj(x)| ≤ 1 for all x ∈ Ej . The theorem

is a consequence of the following inequality via a simple interpolation argument(9).

Proposition 6.1. — There exists C <∞ such that for any finite set S of multitiles,

sets Ej, and functions fj,

(25)
∑

P∈S

|IP |
−1/2

3∏

k=1

|〈fk, φP k〉| ≤ C

3∏

k=1

|Ek|
1/pk

for any exponents pk ∈ (1,∞) satisfying
∑

k p
−1
k = 1.

(8)An important alternative bound is also available; see Proposition 7.2.
(9)Any function can be decomposed as f =

∑∞

m=−∞
2mfm where the sets fm have pairwise disjoint

supports and satisfy ‖fm‖L∞ ≤ 1. Interpolation amounts to making this substitution for fk for each

k ∈ {1, 2, 3} to produce an infinite sum of expressions of the type controlled by (25), and summing the

resulting bounds.
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6.2. Counting multitrees

Here is the crux of the entire analysis.

Lemma 6.2 (Counting multitrees). — For any n ∈ Z and i, j ∈ {1, 2, 3}, for any mea-

surable sets E1, E2, E3, the multitrees selected by the sorting algorithm satisfy

(26)
∑

T∈Fn,i,j

|Itop(T )| ≤ C2−2n|Ej |.

We will discuss only the case j = i in detail; see §7.1 for a brief discussion of the

case j 6= i. The proof combines structural information built into the sorting algorithm

with almost-orthogonality of the rank one operators f 7→ 〈f, φP k〉φP k associated to

collections of nonoverlapping (scalar) tiles P . This structural information is:

Fact 6.3. — The tiles {top(T )i : T ∈ Fn,i,i} do not overlap.

Proof. — If not, there exist two distinct i-towers T, T ′ ∈ Fn,i,i satisfying top(T )i <

top(T ′)i. If T ′ was chosen before T , we reach a contradiction because T ′ ∪ {top(T )}

is an i-tower which properly contains T ′, contradicting the maximality criterion (ii)

for T ′. If T was chosen before T ′ then (ii) is again contradicted, since T ∪ {top(T ′)} is

an i-tower (whose top is top(T ′)), which properly contains T .

By the sorting algorithm, |Itop(T )| ≤ 2−2n|〈fi, φtop(T )i〉|2 ≤ 4|Itop(T )| for all T ∈ Fn,i,i,

uniformly in n, i and in {fk}, {Ek}. Since these tiles top(T )i are nonoverlapping and

|fi| ≤ χEi
, the almost-orthogonality lemma gives

∑

T∈Fn,i,i

|Itop(T )| ≤ C2−2n
∑

T∈Fn,i,i

|〈fi, φtop(T )i〉|2 ≤ C2−2n‖fi‖
2
L2 ≤ C2−2n|Ei|,

establishing Lemma 6.2.

6.3. Summation with respect to n

By the bound of Lemma 4.7 in terms of ‖f‖L∞, the selection criteria (i), (i)∗ for

parameters (n, i, j) cannot be satisfied unless n does not exceed a certain finite n0,

independent of the functions fk and sets Ek. Therefore Fn,i,j is empty for all larger n.

Thus

(27)
∑

n

∑

i,j

∑

T∈Fn,i,j

HT (f1, f2, f3) ≤ C
∑

n≤n0

23n2−2n
3∑

k=1

|Ek| ≤ C
3∑

k=1

|Ek|.

In the case where all three sets Ej have comparable measures, this is the bound of

Proposition 6.1. Although it remains to treat the general case, this suffices to exhibit

essential elements of the analysis(10): localized Fourier decomposition, the connection

between phase space disjointness and orthogonality, sorting of tiles into towers, the

(10)It also fully proves a nontrivial result, an L1 inequality for BH(f1, f2) for arbitrary L∞ functions

fj supported on sets of boundedly finite measures.
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relation between towers and trees, the key role of the weighted count of all resulting

multitrees, and the role of orthogonality in establishing that count.

7. REFINEMENT

In this more technical section we briefly discuss two steps omitted above. The first

is the counting of multitrees of type (n, i, j) for j 6= i. The second is the refinement of

the above argument to replace the crude bound
∑3

k=1 |Ek| by
∏3

k=1 |Ek|
1/pk .

7.1. Counting multitrees of type (n, i, j) with j 6= i

The total “number”
∑

T∈Fn,i,j
|Itop(T )| of multitrees in Fn,i,j is likewise ≤ C2−2n|Ej|.

The proof relies on the following variant of the almost-orthogonality Lemma 3.1. A

collection F of trees is said to be strongly disjoint if for any T 6= T ′ ∈ F , any P ∈ T

and any Q ∈ T ′, if ωQ ⊃ ωP then not only must IQ ∩ IP = ∅, but furthermore

IQ ∩ Itop(T ) = ∅.

Lemma 7.1. — Let f ∈ L2 and λ > 0 be arbitrary. Let F be a finite collection of

strongly disjoint trees satisfying λ ≤ energy (T ) ≤ 2λ for every T ∈ F . Then

(28)
∑

T∈F

|Itop(T )| ≤ Cλ−2‖f‖2
L2 .

There is a localization in the same spirit as (15).

With this lemma in hand, the reasoning for the case j 6= i is parallel to that for j = i,

though a bit more complicated. It is almost but not quite true that {T j : T ∈ Fn,i,j},
where T j = {P j : P ∈ T}, is a strongly disjoint family of trees for any fixed n, i, j with

j 6= i. See [21] for details.

7.2. Classical trilinear bound

So far, the analysis has relied entirely on L2 estimates, but genuine Lp inequalities for

linear operators do come into play. Lp estimates are available because expressions HT

associated to multitrees T are subsumed(11) by the theory of singular integral operators,

as developed by Coifman and Meyer [9],[10]. If fk ∈ L∞ then such a sum can be

rewritten (with {1, 2, 3} = {i, j, k}) as 〈T fi, fj〉 where T is a classical singular integral

operator, associated to a kernel K which satisfies (3) with a constant C proportional

to ‖fk‖L∞.

Let Ej be measurable sets satisfying |Ej| < ∞, and let fj be measurable functions

supported on Ej satisfying |fj(x)| ≤ 1 for almost every x ∈ Ej and fj(x) = 0 for x /∈ Ej .

(11)More exactly, these expressions are modulated singular integral operators; the associated kernels K

are multiplied by factors ei(x−y)ξ for some arbitrary ξ.
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Proposition 7.2. — Let T be any multitree. For all 3-tuples of exponents pk ∈ (1,∞]

satisfying the scaling relation
∑

k p
−1
k = 1 with at most one exponent equal to ∞,

(29)
∑

P∈T

|IP |
−1/2

3∏

k=1

|〈fk, φP k〉| ≤ C

3∏

k=1

|Ek|
1/pk .

The constant C depends on the exponents but not on the sets, functions, tower, or

index l. This is of course a very particular case of Proposition 6.1.

As is often the case in this subject, a localized version is also available: |Ek| can be

replaced by
∫

Ek
(1 +

distance (x,Itop(T ))

|Itop(T )|
)−2 dx.

7.3. An alternative bound

Consider for simplicity only the case j = i. If {i, l,m} = {1, 2, 3} then using (29) in

place of the mass-energy bound for each multitree leads to an alternative bound

(30)
∑

T∈Fn,i,i

HT (f1, f2, f3) ≤ Cε2
−(1+ε)n|Em|

1−2ε|El|
ε|Ei|

ε

for arbitrarily small ε > 0.

To prove this write {1, 2, 3} = {i, l,m}. Application of the almost-orthogonality

lemma as above shows that uniformly for all dyadic intervals J ,

(31)
∑

T∈Fn,i,i:Itop(T )⊂J

|Itop(T )| ≤ C2−2n

∫

Ei

(
1 +

distance (x, J)

|J |

)−2
dx ≤ C2−2n|J |.

The John-Nirenberg lemma says that this “self-similar” inequality implies a stronger

version of itself, to the effect that
∑

T∈Fn,i,i
χItop(T )

is nearly a bounded function:

(32)

∫

J

( ∑

T∈Fn,i,i

χItop(T )

)r
≤ Cr2

−2nr|J |

uniformly for all dyadic intervals J , for any finite exponent r.

Write {1, 2, 3} = {i, l,m}. Concerning the contributions of fm, fl, classical Calderón-

Zygmund theory almost gives

(33)
∑

P∈T

|〈fm, φP m〉| |〈fl, φP l〉| ≤ C|El ∩ Itop(T )|
1/pl|Em ∩ Itop(T )|

1/pm

for any exponents in (1,∞) satisfying p−1
l + p−1

m = 1; in particular, pm can be taken to

be arbitrarily close to 1. This inequality is merely almost true; |Ej ∩Itop(T )| must be re-

placed by
∫

Ej
(1+ distance (x,I)

|I|
)−2 dx, where I = Itop(T ). This sort of routine complication

is controlled satisfactorily by the Hardy-Littlewood maximal function.

Consider all intervals J which are maximal among the collection {Itop(T ) : T ∈ Fn,i,i}

with respect to set inclusion. Combining (33) with (32) and Hölder’s inequality for each

interval J , summing over J , and finally exploiting the inclusions J ⊂ {x : M(χEi
)(x) ≥

c22n} leads to (30). Details are left to the experts.
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(30) is unfavorable for n near −∞, but the bound 2n|Ei| is still favorable for all

sufficiently negative n. To conclude the argument, modify the selection algorithm by

replacing the thresholds 2n in criteria (i), (i)∗ by 2naj where aj > 0 are parameters.

Adjusting these appropriately, depending on the relative sizes of |Ei|, |Em|, |El|, makes

the minimum of our two bounds favorable in all cases, and permits summation of the

infinite series over n.

8. PROOF OF THE ALMOST-ORTHOGONALITY LEMMA

I have emphasized the leading role played by L2 arguments based on almost-

orthogonality. The required almost-orthogonality lemma has a relatively simple proof.

First, a preliminary fact: Define hP (x) = |IP |
−1(1 + distance (x,IP )

|IP |
)−2. These functions

belong to L1(R) uniformly in P . If |IQ| ≤ |IP | then

|〈φP , φQ〉| ≤ C|IP |
1/2|IQ|

−1/2

∫

IQ

hP .

hP (x) decays rapidly as x moves away from P , on a scale comparable to |IP |.

Proof of Lemma 3.1. — Set βP = 〈f, φP 〉 and X =
∑

P∈F |βP |
2. Then

X =
∑

P

〈f, φP 〉〈φP , f〉 =
〈 ∑

P

βPφP , f
〉
≤ ‖f‖L2‖

∑

P

βPφP‖L2 .

Now

‖
∑

P

βPφP‖
2
L2 ≤ 2

∑

P

∑

Q:ωP⊂ωQ

|βPβQ〈φP , φQ〉|

because 〈φP , φQ〉 = 0 unless ωP , ωQ overlap, and dyadic intervals cannot overlap unless

one contains the other. Thus

‖
∑

P

βPφP‖
2
L2 ≤ 8λ2

∑

P

|IP |
1/2

∑

Q:ωP⊂ωQ

|IQ|
1/2|〈φP , φQ〉|

≤ Cλ2
∑

P

|IP |
∑

Q:ωP⊂ωQ

∫

IQ

hP ≤ Cλ2
∑

P

|IP |

∫

R

hP ≤ C
∑

P

|βP |
2

since the collection of all intervals IQ such that Q ∈ F and ωP ⊂ ωQ is nonoverlapping

by hypothesis. Thus X2 ≤ C‖f‖2
L2X.

9. CARLESON’S MAXIMAL OPERATOR, ACCORDING TO LACEY

AND THIELE

Here I give only a brief outline of a rather condensed treatment [23], in order to

exhibit the parallel between the analyses of the bilinear Hilbert transform and Carleson’s

maximal operator.
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Expression in terms of localized Fourier coefficients. For any dyadic interval ω,

denote by ω♭ and ω♯ the left and right halves of ω, respectively. Likewise to any tile

P = I × ω are associated the two semitiles P ♭ = I × ω♭ and P ♯ = I × ω♯.

Let functions φP be as above, with the single change that φ̂P is supported in ω♭
P .

The linearized Carleson operator
∫

R
eiN(x)tf(x− t) t−1dt is modeled by sums

(34) C∗∗(f)(x) =
∑

P

〈f, φP 〉φP (x)χ(x, P )

where χ(x, P ) = 1 if N(x) lies in ω♯
P , and = 0 otherwise. In fact, this operator can be

realized as a limit of averages of such models. The goal is an inequality |〈C∗∗(f), χE〉| ≤

C‖f‖L2|E|1/2 for all measurable sets E.

Towers. A tower T is a set of tiles for which there exists some tile top(T ) such that

for every P ∈ T , P ≤ top(T ); in this discussion top(T ) is not required to be an

element of T . ♯-towers and ♭-towers are defined in the same way, with the requirements

P ♯ ≤ top(T )♯ and P ♭ ≤ top(T )♭, respectively.

There are two fundamental sources of orthogonality. Firstly, if T is a ♭-tower, then for

any P,Q ∈ T satisfying |IP | 6= |IQ|, the intervals ω♯
P , ω

♯
Q do not overlap(12). Therefore

the sets {x ∈ E : N(x) ∈ ω♯
P} and {x ∈ E : N(x) ∈ ω♯

Q} are disjoint. Secondly, any

♯-tower T is a ♭-tree: whenever P,Q ∈ T satisfy |IP | 6= |IQ|, ω
♭
P and ω♭

Q do not overlap.

Therefore 〈φP , φQ〉 = 0.

The energy of a tower T is

(35) E(T ) = sup
T ′⊂T

|Itop(T ′)|
−1/2

( ∑

P∈T ′

|〈f, φP 〉|
2
)1/2

,

where the supremum is taken over all ♯-towers T ′ ⊂ T . The mass of a tower is

(36) M(T ) = sup
P∈T

sup
Q≥P

|IQ|
−1

∫

{x∈E:N(x)∈ωQ}

(1 + |IQ|
−1 distance (x, IQ))−2 dx.

Classical mass-energy bound for a single tower. In the analysis of the bilinear

Hilbert transform, the contribution of a single multitree was estimated by a trivial

mass-energy bound. While there is a mass-energy bound here, it is not trivial. For any

tower,

(37)
∑

P∈T

|〈f, φP 〉| · |〈φP , χN(x)∈ω♯
P
χE〉| ≤ CE(T )M(T )|Itop(T )|.

There is also a very simple alternative bound M(T ) ≤ C <∞, uniformly for all sets E,

because χE ∈ L∞ with norm 1.

(12)This is correct under the usual proviso that technicalities concerning dyadic intervals have been

appropriately dealt with.
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(37) is roughly on the level of Proposition 7.2, and is proved as follows. Any ♯-tower

is a ♭-tree, and the associated sum is essentially a (frequency-modulated generalization

of a) truncated singular integral operator

(38)

∫

|x−y|≥ε(x)

K(x, y)f(y) dy

for some function ε(x) and Calderón-Zygmund kernel K. Such truncations are basic

objects in the classical theory. On the other hand, any ♭-tower enjoys the first form of

orthogonality described above, and this leads quite easily to the upper bound (37) for

its contribution.

Sorting algorithm. As in the analysis of BH , a selection algorithm partitions any

finite set of tiles by selecting certain collections Fn,♮ of towers, for each integer n and

index ♮ ∈ {♭, ♯}. For Fn,♭ the main selection criterion is that M(T ) ≥ 22n, while for

Fn,♯ it is that E(T ) ≥ 2n. In both cases T is required to be maximal, and for Fn,♯ there

is an analogue of criterion (iii)∗.

Counting the towers. The key point is again an upper bound for the weighted number

of trees in Fn,♮.

Lemma 9.1. — Uniformly for all functions f and all measurable sets E ⊂ R satisfying

‖f‖L2 ≤ 1 and |E| ≤ 1,

(39)
∑

T∈Fn,♯∪Fn,♭

|Itop(T )| ≤ C2−2n.

For Fn,♭, (39) is essentially a bound for the Hardy-Littlewood maximal function of χE .

The proof for Fn,♯ is essentially the same as that of the counting bound for Fn,i,j with

i 6= j in the bilinear Hilbert transform analysis; the primary ingredient is the almost-

orthogonality lemma for strongly disjoint trees, Lemma 7.1. The strong disjointness of

the collection Fn,♯ of trees is a consequence of the selection algorithm.

In this argument there is no a priori upper bound on n, but summation over all n ∈ Z

yields the desired uniform upper bound anyway (the alternative bound M(T ) ≤ C <∞

is used for n ≥ 0).

10. OPEN PROBLEMS

Higher-degree multilinear operators. The bilinear Hilbert transform can be

generalized to

(40) T (f1, · · · , fm)(x) =

∫

R

m∏

k=1

fk(x− αkt) t
−1 dt

where the αj are pairwise distinct and nonzero. The analysis outlined above fails to

apply to this operator for m ≥ 3, and it is an open problem whether this formal

expression has any meaning for functions in appropriate spaces; scaling dictates that
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the natural estimate would be ‖T (f1, f2, f3)‖Lq ≤ C
∏

‖fk‖Lpk where q−1 =
∑

k p
−1
k . In

fact, for m ≥ 4, when this operator is expanded in terms of localized Fourier coefficients,

the resulting sum actually fails to converge absolutely. See [24] and the references cited

there for some positive results in this direction.

I mention in passing that for nonsingular expressions T (f1, . . . , fm)(x) =
∫ 1

−1

∏m
k=1

fk(x− αkt) dt, with no singular factor t−1, there are interesting questions (for m ≥ 3)

[7] which make contact with work of Bourgain [1] and of Katz-Tao [19] on a problem in

additive number theory related to the Kakeya problem.

Scattering for one-dimensional Dirac operators. Associated to any potential V :

R → C is the Dirac operator DV =

(
−i d

dx
V̄

V i d
dx

)

. If V has compact support then for

each λ ∈ R there exist unique scattering coefficients a(λ), b(λ) for which there exists

a solution u =

(
u1

u2

)

of the generalized eigenfunction equation DV u = λu taking the

form u(x) ≡

(
eiλx

0

)

as x→ −∞ and u(x) ≡

(
a(λ)eiλx

b(λ)e−iλx

)

as x→ +∞.

For potentials V ∈ L1(R), it is elementary that there still exist solutions with these

asymptotics, for every λ. For V ∈ Lp for 1 < p < 2, this continues to hold for Lebesgue-

almost every λ. However, there are indications [16] that the natural class of potentials

is V ∈ L2.

For any x, u(x) can be written in the form u(x) =

(
a(x, λ)eiλx

b(x, λ)e−iλx

)

where b(λ) =

limx→+∞ b(x, λ) and likewise for a. The mapping V →

(
a(x, λ)

b(x, λ)

)

is fully nonlinear. A

Taylor-type expansion about V = 0 gives the linearized expression

(41) b(x, λ) = i

∫ x

−∞

e2iλyV (y) dy plus higher-order terms.

The question is whether limx→+∞ b(x, λ) exists for almost every λ, for every V ∈ L2(R).

By writing V = f̂ we see that the linearization of this problem about V = 0 is simply

a restatement of Carleson’s theorem. Thus the almost everywhere existence of these

scattering coefficients, for general V ∈ L2, is a nonlinear extension of the problem of

almost everywhere convergence of Fourier integrals.

For 1 < p < 2, this was proved [8] using an expansion of the mapping V 7→ b(x, λ)

as an infinite sum of multilinear expressions acting on V . However, Muscalu, Tao, and

Thiele [25] have shown that even the first nonlinear expression in this series diverges

for general V ∈ L2, and the problem remains open despite an interesting positive result

of those authors concerning a related model problem.

There is an almost identical problem for one-dimensional Schrödinger operators, with

the added complication that a WKB-type phase correction must be incorporated [8].

Multilinear maximal operators. The bilinear Hilbert transform is to the Hilbert

transform as the following multilinear maximal operator is to the Hardy-Littlewood
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maximal function, which acts on functions f, g defined on R:

M(f, g)(x) = sup
r>0

r−1

∫

|t|≤r

|f(x− t)g(x+ t)| dt.

This operator obviously maps Lp×Lq to weak L1 whenever 1 < p, q and p−1 + q−1 = 1,

but a much deeper result of Lacey is that it maps Lp ×Lq to L1. Despite the “positive”

nature of the operator, the approach of Lacey relies on a combination of the machin-

ery described in this article, with an inequality developed by Bourgain in his work

on averages over subsequences in ergodic theory. Various extensions are known, but

most variants of this inequality remain open, including for instance trilinear variants

supr>0 r
−1

∫

|t|≤r
|f(x−t)g(x+ t)h(x+ct)| dt. See [14],[15] for recent work and references

on this topic.

Epilogue. There is a great more to be said, both about subsequent developments

to which other authors have made important contributions, and about other types of

multilinear operators which appear in contemporary analysis. Space-time inequalities

prevent this author from discussing those matters here. I particularly regret having

had to give short shrift to other authors’ contributions in order to discuss the themes

chosen in the space allotted.

REFERENCES

[1] J. BOURGAIN – On the dimension of Kakeya sets and related maximal inequali-

ties. Geom. Funct. Anal. 9 (1999), no. 2, 256–282.
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SUR LES REPRÉSENTATIONS DE DIMENSION FINIE

DE LA SUPER ALGÈBRE DE LIE gl(m,n)

[d’après Serganova]

par Caroline GRUSON

INTRODUCTION

Les représentations de dimension finie d’une algèbre de Lie semi-simple complexe

de dimension finie sont sommes directes de leurs composantes irréductibles. Si on fixe

une sous-algèbre de Cartan h dans une algèbre de Lie simple et une représentation

de dimension finie V de cette algèbre de Lie, les éléments de h agissent de manière

simultanément diagonalisable dans V et les valeurs propres s’organisent en des formes

linéaires sur h. Connâıtre ces formes linéaires, c’est-à-dire les poids de la représenta-

tion V , et leurs multiplicités revient à connâıtre V si V est irréductible sur l’algèbre

de Lie initiale : c’est ce qu’on appelle le caractère de V et Hermann Weyl en a donné

une formule générale, qui est une somme alternée indexée par le groupe de Weyl de la

situation.

Les algèbres de Lie Z/2Z-graduées (ou super algèbres de Lie) simples ont été clas-

sifiées par Victor Kac en 1977, [8]. Dans [9], Kac étudie la théorie des représentations

de ces algèbres et, dans le cas de gl(m,n), il introduit les modules de Kac, qui sont

de dimension finie et possèdent une formule des caractères analogue à la formule de

Weyl. Malheureusement (?), la catégorie F des représentations de gl(m,n) de dimen-

sion finie sur lesquelles une sous-algèbre de Cartan de la partie paire gl(m)×gl(n) agit de

manière diagonalisable n’est pas semi-simple : certaines représentations irréductibles,

dites atypiques, ne sont pas scindées dans les représentations où elles apparaissent

comme sous-quotients. Les autres représentations irréductibles, dites typiques, sont en

fait des modules de Kac et on dispose donc d’une formule des caractères pour eux.

Le problème de trouver le caractère des représentations atypiques de gl(m,n), resté

ouvert depuis 1977, étudié par Bernstein et Leites dans [2], a été résolu par Vera

Serganova en 1996 ([13]). Chaque représentation irréductible atypique L est quotient

propre d’un module de Kac V , et si on regarde une suite de Jordan-Hölder de ce module

de Kac, on voit apparâıtre des représentations irréductibles atypiques, qui sont dans

la même composante connexe (ou dans le même bloc) de F que L et V . Le premier

théorème (théorème 2.2) explicite ces représentations irréductibles, qui sont en nom-

bre fini. Le second théorème (théorème 2.3) exprime le caractère d’une représentation

irréductible atypique comme une somme infinie, il est donc d’un maniement plus com-

pliqué. Ce sont ces résultats qui sont exposés ici.
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La difficulté principale du cas Z/2Z-gradué provient du fait que le centre de l’algèbre

enveloppante Z(gl(m,n)) a une structure beaucoup plus compliquée que dans le cas

classique. Sergeev, dans [15], donne une description de ce centre dans le cas de gl(m,n).

Il s’agit des polynômes super symétriques. D’autre part, Z(gl(m,n)) intervient dans

des questions de géométrie algébrique étudiées par Fulton et Pragacz dans [7]. On

remarquera que les difficultés soulevées ressemblent beaucoup aux ennuis que l’on a

quand on étudie les représentations des algèbres de Lie simples en caractéristique p

(voir [5]). Plusieurs constructions établies par Serganova se font de manière analogue

en caractéristique p, même si les conclusions sont assez différentes.

Notons que Jonathan Brundan fait un lien dans [4] entre certaines catégories de

représentations du groupe quantique Uq(gl∞) et certaines catégories de gl(m,n)-

modules. Ses résultats répondent aux mêmes questions que ceux de Serganova, avec

une approche très différente, mais ne simplifient pas, hélas, les difficultés calculatoires

qu’on rencontre.

Le plan de ce texte est le suivant : dans les deux premières parties, je donne les

définitions, les notations et les résultats nécessaires pour énoncer les deux principaux

théorèmes de [13], et je traite des exemples. Les parties 3 et 4 contiennent des éléments

de la démonstration de Vera Serganova, l’induction géométrique pour le paragraphe 3

et un principe de récurrence pour 4 ; elles sont basées sur les articles [12] et [13]. Pour

terminer, au paragraphe 5, j’essaie de dépeindre l’état actuel du sujet, en particulier les

résultats de [14] et [4].

À partir du paragraphe 3, je suppose que le lecteur a une certaine familiarité avec la

théorie des représentations.

J’ai choisi de ne citer en bibliographie que les textes qui m’ont servi directement.

L’article de Brundan ([4]) contient une bibliographie très bien faite sur le sujet.

Je suis très reconnaissante envers tous ceux avec lesquels j’ai discuté de ce texte, tout

particulièrement Corinne Blondel, Michel Duflo, Laurent Gruson, Séverine Leidwanger,

Jean-François Robinet et Jerzy Weyman.

Je remercie très chaleureusement Vera Serganova pour ses réponses claires et rapi-

des à mes questions, pour sa relecture attentive de la présente rédaction et pour sa

disponibilité et sa gentillesse pendant la préparation de cet exposé.

1. LE CONTEXTE : DÉFINITIONS ET NOTATIONS

Soient m et n deux entiers supérieurs ou égaux à 1. On définit la super algèbre de

Lie g = gl(m,n) ; elle est constituée des matrices (m+ n)× (m+ n) à coefficients dans

C, munies de la Z/2Z-graduation suivante :

g0 = {( A 0
0 D ) , A ∈ gl(m,C), D ∈ gl(n,C)} ,

g1 = {( 0 B
C 0 ) , B ∈ Hom(Cn,Cm), C ∈ Hom(Cm,Cn)} ,
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et du crochet de Lie défini sur les éléments homogènes u dans gp(u) et v dans gp(v) par :

[u, v] := uv − (−1)p(u)p(v)vu

et prolongé par bilinéarité.

Ce crochet vérifie les axiomes des crochets de super algèbres de Lie (super anti-

symétrie et identité de Jacobi graduée : pour tous u, v, w homogènes dans g, on a

[u, [v, w]] + (−1)p(u)(p(v)+p(w))[v, [w, u]] + (−1)p(w)(p(u)+p(v))[w, [u, v]] = 0).

Le contexte étant Z/2Z-gradué, on utilise une indéterminée ε, de carré 1, pour

différencier les parties paires et impaires.

Définition 1.1. — Soit V = V0 ⊕ V1 un espace vectoriel Z/2Z-gradué, de (super)

dimension k+ εl (i.e. la dimension de la partie paire est k et la dimension de la partie

impaire est l) ; on notera gl(V ) la super algèbre de Lie des endomorphismes gradués

de V (qui est isomorphe à gl(k, l) par le choix d’une base homogène de V ).

On dira que V est un g-module, ou une représentation de g, si on s’est donné un

morphisme de super algèbres de Lie ρ : g → gl(V ).

On dira que la représentation V est irréductible ou simple si elle ne contient

aucune sous-représentation non triviale.

Soit h la sous-algèbre de Cartan de g0 constituée des matrices diagonales (remarquons

que h contient le centre de dimension 1 de g).

Racines de g

L’ensemble des racines de g est par définition constitué de l’ensemble ∆0 des racines

(au sens de [3]) de g0 et de l’ensemble ∆1 des poids de g1, vu comme g0-module.

Remarquons que l’on peut munir g d’une graduation sur Z, compatible avec la struc-

ture de super algèbre de Lie, en posant :

g0 = g0,

g+1 = {( 0 B
0 0 ) , B ∈ Hom(Cn,Cm)} ,

g−1 = {( 0 0
C 0 ) , C ∈ Hom(Cm,Cn)} .

Notons b0 la sous-algèbre de Borel de g0 formée des matrices triangulaires supérieures

par blocs ; alors b := b0 ⊕ g+1 est une sous-algèbre de Borel de g ce qui permet, comme

dans le cas classique, de séparer les racines de g en racines positives et négatives.

On note (Ei,j)1≤i,j≤m+n la base usuelle de g et (E∗i,j)1≤i,j≤m+n la base duale. On

appelle super trace la forme linéaire Str = E∗1,1+. . .+E
∗
m,m−E∗m+1,m+1−. . .−E

∗
m+n,m+n.

Elle est g-invariante, et permet de définir une forme bilinéaire g-invariante non dégénérée

sur g par B(u, v) := Str(v.u) pour u et v dans g. Sa restriction à h est encore non

dégénérée et on note 〈 ; 〉 le produit scalaire sur h∗ qui s’en déduit.

Si on note εi (resp. δj) l’élément E∗i,i (resp. E∗m+j,m+j) de g∗, alors les εi, 1 ≤ i ≤ m,

et les δj, 1 ≤ j ≤ n, forment une base de h∗ et on a 〈εi, εj〉 = δij, 〈δi, δj〉 = −δij et

〈εi, δj〉 = 0. On pose :
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∆+
0 = {(εi − εj), 1 ≤ i < j ≤ m} ∪ {(δi − δj), 1 ≤ i < j ≤ n},

∆+
1 = {(εi − δj), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n},

avec ∆0 = ∆+
0 ∪ −∆+

0 et ∆1 = ∆+
1 ∪ −∆+

1 . Remarquons que toutes les racines de ∆1,

qu’on appelle racines impaires, sont isotropes. Les racines de ∆0 sont dites paires.

Enfin, on notera W le groupe de Weyl de g0, identifié au produit de groupes

symétriques Sm × Sn.

Modules et poids

On étudie ici les g-modules dans lesquels la sous-algèbre de Cartan h agit de manière

diagonalisable. Tout g-module est un g0-module, par restriction. Les g-modules de

dimension finie ont des poids, qui correspondent aux valeurs propres de h agissant sur

ceux-ci. Ce sont des éléments de h∗.

Soit λ ∈ h∗ ; on dit que λ est un poids entier si les coordonnées de λ dans la base ci-

dessus sont entières (ce qui implique que 〈λ, α〉 ∈ Z, ∀α ∈ ∆0), et on note P l’ensemble

des poids entiers.

On pose ρ = 1
2
(
∑

α∈∆+
0
α−

∑

α∈∆+
1
α). On a

ρ =
1

2
((m− n− 1)ε1 + (m− n− 3)ε2 + . . . (−m− n+ 1)εm+

+ (m+ n− 1)δ1 + (m+ n− 3)δ2 + . . .+ (m− n+ 1)δn)

et, pour toute racine paire α, on pose α∨ = 2α
〈α,α〉

. On dira que λ est un poids dominant

si 〈λ, α∨〉 ∈ N, ∀α ∈ ∆+
0 . On note P+ l’ensemble des poids dominants.

Si λ = a1ε1 + . . .+ amεm + b1δ1 + . . .+ bnδn, on a :

λ ∈ P+ ⇔ λ ∈ P et a1 ≥ . . . ≥ am, b1 ≥ . . . ≥ bn.

De plus, si λ ∈ P+, on a alors λ + ρ = x1ε1 + . . . + xmεm + y1δ1 + . . . + ynδn avec

x1 > . . . > xm, xi+1 − xi ∈ Z et y1 > . . . > yn, yi+1 − yi ∈ Z.

On dispose par ailleurs d’un ordre partiel sur les poids entiers défini par : si λ et µ

sont dans P , on dit que λ ≥ µ si λ− µ peut s’écrire comme une combinaison linéaire à

coefficients dans N,
∑

αk∈∆+
0 ∪∆+

1
nkαk .

Remarque 1.2. — La catégorie des g-modules h-diagonalisables de dimension finie, F ,

munie des morphismes de g-modules de degré 0, est abélienne mais n’est pas semi-

simple, contrairement à la catégorie correspondante pour g0. D’autre part, un g-module

irréductible V de F a un plus haut poids, c’est-à-dire qu’il existe λ ∈ P+ tel que, pour

tout poids µ de V , on a λ ≥ µ.

Algèbre enveloppante et caractère infinitésimal

Comme dans le cas classique (voir [6]), on dispose de l’algèbre enveloppante de g,

U(g), d’un théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt, et du centre Z(g) de U(g). Con-

trairement à ce dont nous avons l’habitude, Z(g) n’est plus un anneau de polynômes.

L’article [15] donne une description complète de la structure de Z(g). Par le lemme

de Schur, si V est un g-module irréductible de dimension finie, tout élément z de Z(g)
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agit par un scalaire z(V ) sur V et on peut donc définir le caractère infinitésimal associé

à V sur Z(g):

χV : Z(g) → C, z 7→ z(V ).

De même, si V est un module indécomposable avec plus haut poids (par exemple un

module de Kac ou un module de Verma, voir les définitions dans l’alinéa suivant), tout

élément z de Z(g) agit par un scalaire sur V et χV est bien défini.

Construction de modules de plus haut poids

Soit λ ∈ P . On construit le module de Verma Mλ de plus haut poids λ : soit Cλ le

caractère de b qui étend trivialement le caractère λ de h. On pose :

Mλ = Ind
U(g)
U(b)Cλ.

C’est un g-module de dimension infinie qui admet un unique sous-module maximal, il

est donc indécomposable. On note Lλ son unique quotient simple, c’est le g-module

simple de plus haut poids λ, on démontre ([9]) que Lλ est de dimension finie si et

seulement si λ ∈ P+.

Remarquons maintenant que, si λ ∈ P+, alors il existe un g0-module simple de plus

haut poids λ et de dimension finie, que nous noterons Lλ(g0). On étend trivialement

l’action à g+1, ce qui nous donne un g0 ⊕ g+1-module de dimension finie. On fait enfin

une induction en posant :

Vλ = Ind
U(g)
U(g0⊕g+1)Lλ(g0).

Or l’algèbre enveloppante de g−1 est isomorphe, comme C-algèbre, à l’algèbre

extérieure de l’espace vectoriel de dimension finie g−1. En faisant cette induction, on

obtient donc un g-module de dimension finie Vλ indécomposable qui s’appelle le module

de Kac de plus haut poids λ. Le module simple Lλ est un quotient de Vλ.

Modules typiques et atypiques

Rappelons que, dans le cas classique, si a est une algèbre de Lie réductive et si on a

choisi h ⊂ b ⊂ a une sous-algèbre de Cartan contenue dans une sous-algèbre de Borel

de a, soient λ et µ deux poids entiers ; notons χλ le caractère infinitésimal associé au

a-module simple de plus haut poids λ, W le groupe de Weyl de la situation et ρ la

demi-somme des racines positives. On a :

χλ = χµ ⇐⇒ ∃w ∈W t.q. µ = w(λ+ ρ) − ρ.

Revenons à g = gl(m,n), en gardant la notation χλ pour le caractère infinitésimal

associé au module simple de plus haut poids λ, Lλ.

On introduit une relation d’équivalence sur l’ensemble des poids entiers P :

λ ∼ µ⇐⇒ χλ = χµ.
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Définition 1.3. — Proposition - Soit λ ∈ P+.

i) Si pour toute racine α dans ∆+
1 , on a 〈λ+ ρ, α〉 6= 0, alors λ (et le module simple

Lλ) est dit typique. Pour tout µ, on a alors

χλ = χµ ⇐⇒ ∃w ∈W t.q. µ = w(λ+ ρ) − ρ.

ii) Si il existe α dans ∆+
1 telle que 〈λ + ρ, α〉 = 0, alors λ (et le module simple Lλ)

est dit atypique et on a, pour tout k dans Z, χλ = χλ+kα.

Définition 1.4. — Soit λ un poids dominant atypique. On appelle degré d’atypie

de λ et on note #λ le cardinal de l’ensemble A(λ) suivant :

A(λ) := {α ∈ ∆+
1 , 〈λ+ ρ, α〉 = 0}.

Remarquons que A(λ) est constitué de racines deux à deux orthogonales et

indépendantes, ce qui fait que #λ ≤ inf(m,n).

Si λ est typique, l’ensemble A(λ) est vide et on pose #λ = 0.

Proposition 1.5. — Soit λ un poids dominant atypique, soit µ dans P . On a

χλ = χµ ⇐⇒ λ ∼ µ

λ ∼ µ ⇐⇒ λ ∼′ µ,

où ∼′ est la relation d’équivalence engendrée par :

i) λ ∼′ µ si ∃w ∈W t.q. µ = w(λ+ ρ) − ρ,

ii) Soit α ∈ ∆+
1 tel que 〈λ+ ρ, α〉 = 0 ; alors µ = λ+ α vérifie λ ∼′ µ.

De plus, si λ ∼′ µ et si µ est dominant, alors #λ = #µ.

Ceci justifie la définition plus générale suivante :

Définition 1.6. — Soit µ ∈ P ; on dira que µ est atypique de degré d’atypie #µ si il

existe λ dans P+ atypique de degré d’atypie #µ tel que λ ∼ µ.

Proposition 1.7. — Soit λ ∈ P+, λ typique. Alors le module de Kac Vλ est égal au

module simple Lλ.

Remarque 1.8. — Les modules de Kac étant des modules induits à partir de g0-modules,

on calcule aisément leur décomposition en h-modules irréductibles (ce qu’on appelle leur

caractère), donc le caractère des modules simples typiques est connu ([9]).

Blocs de F

La catégorie F se décompose en composantes connexes, les blocs de F . Dans [14],

Serganova montre que chaque bloc correspond à une valeur du caractère infinitésimal χλ.

Les modules typiques forment donc chacun un bloc, et si λ est un poids atypique, tous

les modules de dimension finie dont le caractère infinitésimal est χλ sont dans le même

bloc que le module simple Lλ. Elle montre de plus que si le degré d’atypie de λ est égal

à k, alors le bloc est équivalent au bloc maximalement atypique de gl(k, k) (c’est-à-dire

l’unique bloc contenant les modules simples de degré d’atypie égal à k ; l’unicité de

ce bloc est montrée dans [14]). Les modules de Kac étant indécomposables, tous les
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quotients simples d’une suite de Jordan-Hölder d’un module de Kac V sont dans le

même bloc que V .

2. ÉNONCÉ DES RÉSULTATS ET EXEMPLES

Soit λ un poids dominant atypique. On garde les notations du premier paragraphe.

On veut trouver les quotients simples d’une suite de Jordan-Hölder du module de

Kac Vλ. On utilise pour ce faire des opérateurs définis dans le Z-module libre K[F ]

ayant pour base les classes d’isomorphismes [Lµ] de g-modules simples h-diagonalisables

de dimension finie (c’est le groupe de Grothendieck de la catégorie F). Soit q une

indéterminée. Si V = V0 ⊕ V1 est un super espace vectoriel de dimension m + εn, on

note V Π le super espace vectoriel (V Π)0 ⊕ (V Π)1 avec (V Π)0 = V1 et (V Π)1 = V0, et on

pose, pour tout V dans F , εV = V Π. C’est un opérateur dont le carré vaut l’identité.

Soit H le C[q, ε]-module libre ayant pour base des éléments Tλ, où λ parcourt

l’ensemble des poids entiers, P .

Définition 2.1. — Soit α une racine impaire positive. On définit un opérateur σα

sur H par les axiomes suivants :

i) σα(Tλ) = 0 si 〈λ, α〉 6= 0.

ii) Si 〈λ, α〉 = 0,

σα(Tλ) = ε[ql(λ,α)−1σα(Tλ−α)]+ + εqTλ−α,

où [ ]+ désigne la partie polynomiale en q de degré strictement positif et l(λ, α) =

rk(Wλ−α)− rk(Wλ−α ∩Wλ), où rk(Wµ) désigne le rang (comme groupe de Coxeter) du

stabilisateur de µ dans W .

iii) Si 〈λ, α〉 = 0 et si λ et −α sont dans la même chambre (dans le même domaine

fondamental pour l’action de W ), alors σα(Tλ) = εqTλ−α.

On obtient ainsi les σα par récurrence. Leur définition est directement liée à la

démonstration des théorèmes, comme on le voit en analysant l’énoncé du théorème 4.3

de ce texte. Nous donnerons un peu plus loin un algorithme permettant de les calculer.

On définit ensuite des opérateurs s̃α et sα de C[q]⊗K[F ] et de K[F ] respectivement :

on définit d’abord l’opérateur C[q, ε]-linéaire Ξ : H → C[q]⊗K[F ] tel que Ξ(Tλ) = [Lλ̃−ρ]

(où λ̃ est un représentant dans P+ de la W -orbite de λ) si λ̃− ρ ∈ P+, et Ξ(Tλ) = 0 si

λ̃− ρ /∈ P+.

On pose : s̃α[Lλ] = Ξ(σα(Tλ+ρ)), l’opérateur sα étant alors obtenu en évaluant s̃α en

q = −1.

Théorème 2.2. — On a la relation suivante dans l’anneau de Grothendieck K[F ] :

[Vλ] = (
←∏

α∈∆+
1

(1 − sα))[Lλ],

où l’ordre du produit est compatible avec l’ordre partiel ≥ sur ∆+
1 .



963–08

On connâıt donc les modules simples qui interviennent dans les suites de Jordan-

Hölder des modules de Kac. De plus, on a une égalité de g0-modules entre la somme

directe des modules en question et le module de Kac.

On note Ch(F) l’anneau des caractères de la catégorie F : on le considère comme

un sous-anneau de Z[ε, {eµ}µ∈P ]. En effet, le caractère d’un g-module V = V0 ⊕ V1 est

Ch(V ) =
∑

(mie
µi + εnje

νj) où µi parcourt les poids de V0 (avec multiplicité mi) et νj

parcourt les poids de V1 (avec multiplicité nj).

On a vu que le caractère du module de Kac Vλ est connu car il s’agit d’un module

induit. On a la formule suivante :

Ch(Vλ) = Ch(Lλ(g0))
∏

α∈∆+
1

(1 + εe−α).

Soit maintenant l’application Z[ε]-linéaire de K[F ] dans Ch(F), ψ, telle que ψ[Lλ] :=

Ch(Vλ), qui à une classe d’isomorphisme de modules simples de plus haut poids λ

associe le caractère du module de Kac de plus haut poids λ. On a le

Théorème 2.3. — Soit λ un poids dominant ; on a :

Ch(Lλ) = ψ((

→∏

α∈∆+
1

(1 − sα)−1)[Lλ]),

où l’ordre du produit est compatible avec l’ordre partiel ≤ sur ∆+
1 .

Exemples

Le théorème 2.3 correspond à une inversion formelle dans la formule du théorème 2.2 ;

la formule fait apparâıtre des sommes infinies, car (1 − sα)−1 = 1 + sα + s2
α + . . .. Elle

n’aide donc pas beaucoup au calcul effectif du caractère d’un module simple atypique

donné.

Le théorème 2.2 est plus accessible au calcul ; Vera Serganova donne un algorithme

pour le calcul des sα ([13], remarque 2.5) qui se déduit de l’énoncé du théorème. Je

vais décrire cet algorithme en utilisant des diagrammes de partitions pour un poids

maximalement atypique (de degré d’atypie k) dans gl(k, k) pour un entier k ≥ 2. On

peut toujours se ramener à cette situation-là d’après le dernier alinéa du paragraphe 1.

Dans les notations précédentes, un tel poids s’écrit λ = a1ε1 + . . . + akεk + b1δ1 +

. . . + bkδk et on peut supposer qu’on a les relations ai = −bk+1−i pour 1 ≤ i ≤ k,

de sorte que les racines α1, . . . αk telles que 〈λ + ρ, αi〉 = 0 sont les αi := εk+1−i − δi
(on a α1 ≤ . . . ≤ αk, ce qui fait que l’ordre du produit dans le théorème 2.2 est

(1− sαk
) . . . (1− sα1)). Pour éviter les lourdeurs de notations, on note λ = (a1, . . . , ak).

Comme λ est dominant, on a a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ ak. Notons Dλ le diagramme obtenu

en mettant ai cases dans la i-ième ligne (avec la notation anglaise). Comme les ai ne

sont pas supposés positifs, on considère qu’on peut ajouter autant de colonnes qu’on

veut à gauche du diagramme.

Pour calculer sαk
, (ou plus exactement −sαk

) on fait la chose suivante : soit ∆

l’antidiagonale issue de la case C1 en haut à droite de Dλ. On regarde toutes les cases
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Cj qui sont à droite (au sens large) de cette antidiagonale, à droite de leur horizontale, en

bas de leur verticale (les cases Sud-Est sous l’antidiagonale ∆) et telles que la parallèle

à ∆ issue de Cj est au-dessous (au sens large) de toutes les cases Sud-Est apparues

avant Cj . Elles correspondent à des lignes i1, . . . , ir de Dλ, la ligne ij contenant aij

cases (dont Cj est la dernière). On en déduit r nouveaux diagrammes Dλ1 , . . . , Dλr , où

Dλj
est obtenu en retirant à Dλ la bordure reliant la case Cj à la case C1. Cela nous

donne r nouveaux poids λ1, . . . , λr et on calcule

−sαk
[Lλ] =

r∑

j=1

(−ε)aij
−a1+ij−1[Lλj

]

(le nombre aij − a1 + ij − 1 est la distance de la case Cj à ∆).

Exemple pour le poids λ = (4, 2, 1, 1, 1) :

−ε

les borduresétape 1

ici on a donc

+1

Pour calculer sαk−i
, on refait la même chose en oubliant les i − 1 premières lignes

de Dλ.

Si par chance λ est tel que, pour tout i, ai − ai+1 ≥ 2, alors les opérations sur le

diagramme sont triviales et on obtient la belle formule suivante :

[Vλ] = [Lλ] + ε
∑

1≤i≤k

[Lλ−αi
] +

∑

1≤i<j≤k

[Lλ−αi−αj
] + . . .+ εk[Lλ−

Pk
i=1 αi

].

Ces poids sont 〈〈 loin des murs 〉〉, ils ont un comportement régulier qu’on peut considérer

comme admirable...

Dès qu’on s’approche des murs (i.e. quand un ai − ai+1 est égal à 0 ou 1), les calculs

se compliquent fortement, des signes font leur apparition et le nombre de termes peut

crôıtre beaucoup.

L’exemple 2.6 de [13] consiste à faire tous les calculs pour le module trivial de gl(3, 3),

λ = (0, 0, 0), on trouve (après des calculs où interviennent 14 modules!!!) un résultat

plutôt élégant :

[V(0,0,0)] = [L(0,0,0)] + ε[L(0,0,−1)] + [L(0,−2,−2)] + ε[L(−3,−3,−3)].
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Plus généralement, on trouve pour le module trivial de gl(k, k) :

[V(0,...,0)] =

k∑

i=0

[L−i
Pi

j=1 αj
].

3. INDUCTION GÉOMÉTRIQUE

Soit F free la sous-catégorie pleine de F constituée des modules qui sont libres comme

U(g−1)-modules : par construction, les modules de Kac sont dans F free. On montre

facilement que tout module de F free admet une filtration finie dont les quotients suc-

cessifs sont des modules de Kac, qui, comme dans une suite de Jordan-Hölder, sont

uniquement déterminés à l’ordre près. On démontre de plus que tout module M de F

admet une résolution par des modules de F free, et cette résolution est de longueur finie

si et seulement si M ∈ Ob(F free). En particulier, les g-modules simples Lλ de F ont

une résolution dans F free qui est de longueur infinie quand λ est un poids atypique.

On peut choisir la résolution de Lλ de sorte que le premier terme soit le module de Kac

Vλ ; on a ainsi :

. . .→Mi → . . .→M1 → Vλ → Lλ → 0

et de plus (c’est le lemme 1.14 de [13]), en désignant par [Mi : Vµ] la multiplicité du

module de Kac Vµ dans une F free-filtration de Mi, si i > 0, [Mi : Vµ] 6= 0 impose µ < λ

et χµ = χλ.

Ceci signifie qu’on peut choisir la résolution de Lλ dans le bloc de Lλ.

Serganova introduit un opérateur Z[q]-linéaire de K[F ]⊗Z Z[q], U(q), dont elle donne

deux définitions (elle démontre dans [12] qu’elles sont équivalentes).

Première définition de U(q)

Soit p la sous-algèbre parabolique maximale de g obtenue en annulant toutes les

coordonnées non diagonales de la première colonne. On note g(m − 1, n) la sous su-

per algèbre de Lie de p obtenue en annulant toutes les coordonnées non diagonales

de la première ligne. C’est une sous super algèbre de Lie de g qui est isomorphe à

gl(m− 1, n) ⊕ Cε1 ; elle a donc un centre de dimension deux.

Soit t un entier. Soit M ∈ Ob(F), soit M t le sous-espace vectoriel de M engendré

par les vecteurs de poids µ avec 〈µ, ε1〉 ≥ t : c’est un sous-p-module de M et on note

Ut(M) le quotient de M par le g-module engendré par M t. Ceci définit un foncteur Ut

de la catégorie F dans elle-même qui est exact à droite ([13], lemme 4.3), ce qui fait

qu’on peut considérer la suite (Ut)i, i ≥ 1 de ses foncteurs dérivés à gauche.

Définition 3.1. — L’opérateur U(q) associe au module simple de plus haut poids λ

dans P+ la somme formelle
∑

i≥1

qi[(Ut)i(Lλ)],

où t = 〈λ, ε1〉.
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On démontre (cf. [12]) que cette somme définit un polynôme en q sur Z[ε].

Remarque 3.2. — On montre que le foncteur Ut est exact dans F free, ce qui fait que,

si V ∈ Ob(F) et si

. . .→Mi → . . .→M0 → V → 0

est une résolution de V par des modules de F free, on a (Ut)i(V ) = Hi(Ut(M•)).

Dans [13], toutes les notations sont cohomologiques, ce qui rend parfois l’interprétation

hasardeuse. J’ai pris la liberté de descendre les indices pour comprendre.

Seconde définition de U(q)

Soit (G,OG) le super groupe algébrique complexe GL(m,n) : sa super algèbre de

Lie est g ; les points G0 de G sont les éléments de GL(m,C) × GL(n,C) et l’algèbre

de Hopf OG est isomorphe à l’algèbre (super) symétrique de g, localisée en det|g0
, la

restriction du déterminant à la partie paire.

Soit (P,OP ) le sous super groupe de (G,OG) d’algèbre de Lie p : c’est le sous super

groupe fermé de (G,OG) qui fixe le premier vecteur de base de Cm à homothéties près.

On note P0 les points de P . Comme P est fermé dans G, il existe une structure de super

variété algébrique sur le quotient G/P notée (X,OX). Les points de cette super variété

sont les points de l’espace projectif Pm−1(C), qu’on notera aussi parfois G0/P0, et les

fonctions constituent l’algèbre extérieure de Cn ⊗OPm−1
OPm−1(−1) où OPm−1 désigne

l’anneau des fonctions régulières (au sens non gradué) sur l’espace projectif Pm−1(C).

Soit V un (P,OP )-module de dimension finie (il se dérive en un p-module). On

construit, de la manière habituelle ([5], I.5.8), un super fibré vectoriel V sur X, dont

on note OV le faisceau des sections, sur lequel le super groupe (G,OG) agit de manière

équivariante. On note H i(OV ) le i-ième groupe de cohomologie de ce faisceau ; c’est

un (G,OG)-module de dimension finie, qui se dérive en un g-module de dimension finie

que l’on note de la même manière.

Proposition 3.3. — Soit λ un poids dominant de g.

i) On note Vλ(p) le g(m− 1, n)-module de Kac de plus haut poids λ étendu à p et Vλ

le g-module de Kac de plus haut poids λ. On a alors :

H i(OVλ(p)∗) = 0, ∀i > 0,

H0(OVλ(p)∗) = V ∗λ .

ii) On note Lλ(p) le g(m− 1, n)-module simple de plus haut poids λ étendu à p et Lλ

le g-module simple de plus haut poids λ. On a alors :

H i(OLλ(p)∗) = ((Ut)i+1(Lλ))
∗ où t = 〈λ, ε1〉 si i > 0,

et une suite exacte :

0 → (Ut)1(Lλ) → (H0(OLλ(p)∗))
∗ → Lλ → 0.
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Remarque 3.4. — Cette proposition montre que la somme formelle de la définition 3.1

de U(q) est bien un polynôme en q sur Z[ε] puisqu’elle porte sur un nombre fini de

termes.

Corollaire 3.5. — Soit λ un poids dominant, on a l’égalité suivante dans K[F ] :

[Lλ] − U(−1)[Lλ] = Eu((OLλ(p)∗)
∗),

où Eu désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré.

Lien avec la formule des caractères

Serganova introduit dans [12] des polynômes en la variable q présentant des analo-

gies avec les polynômes de Kazhdan-Lusztig tels qu’ils apparaissent dans l’étude de la

catégorie O de [1] dans le cas d’une algèbre de Lie semi-simple complexe.

Définition 3.6. — Soit λ un poids dominant. Considérons le complexe de Koszul

S•(g−1) ⊗ Lλ ; soit µ ∈ P+. On pose :

Kλ,µ(q) :=
∑

i≥0

dim(Hi(g
−1, Lλ))µ q

i,

où (Hi(g
−1, Lλ))µ désigne la composante g0-isotypique de poids µ de Hi(g

−1, Lλ). On

appelle Kλ,µ le polynôme de Kazhdan-Lusztig associé à λ et µ.

Remarque 3.7. — La série formelle qui définit Kλ,µ est un polynôme car, pour i assez

grand, le poids µ n’apparâıt pas dans Si(g−1) ⊗ Lλ.

Remarque 3.8. — Soient λ et µ dans P+ ; on a :

Kλ,λ = 1,

Kλ,µ 6= 0 ⇒ µ ≤ λ et χλ = χµ.

Attention, il peut y avoir des suites infinies décroissantes de poids ayant même caractère

infinitésimal qui restent dans P+, par exemple, pour k dans N, λk = −kεm + kδ1.

Vera Serganova aimerait beaucoup avoir une méthode théorique de calcul de ces

polynômes, mais elle ne sait pour le moment le faire que pour q = −1 (c’est une des

raisons pour lesquelles j’ai dit dans le résumé que la compréhension de la structure des

blocs de la catégorie F est presque complète).

La démonstration du lemme qui suit (numéroté 3.4 dans [13]) est une adaptation

d’arguments de la théorie de Bernstein-Gelfand-Gelfand [1].

Lemme 3.9. — Soit λ un poids dominant ; on a l’égalité suivante dans K̃[F ] (où K̃[F ]

est un complété convenable de K[F ], voir [13], p. 622) :

[Lλ] =
∑

µ∈P+

Kλ,µ(−1)[Vµ],

ce qui donne le caractère de Lλ si les valeurs en −1 des polynômes de Kazhdan-Lusztig

sont connues.
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Notons K la matrice (infinie) constituée des Kλ,µ(−1) : elle est triangulaire inférieure

avec des 1 sur la diagonale. D’après ce qui précède, son inverse calcule les multiplicités

des modules simples [Lµ] dans une suite de Jordan-Hölder d’un module de Kac [Vλ].

Notons U l’opérateur U(q) de la définition 3.1 pris en q = −1. Si on désigne par

K[g(m− 1, n)] l’analogue de la matrice K pour l’algèbre g(m− 1, n) contenue dans p,

on a le théorème suivant :

Théorème 3.10. — On a l’égalité de matrices :

K[g(m− 1, n)] = K− KU.

Ce résultat permet de calculer K par récurrence si on connâıt l’opérateur U.

Remarque 3.11. — Tout le contenu de ce paragraphe peut se faire à l’identique si on

remplace p par p̃, la sous-algèbre parabolique maximale de g obtenue en annulant toutes

les coordonnées non diagonales de la dernière ligne. Le rôle de ε1 est alors joué par δn.

Quand on utilisera p̃, on notera tout avec un tilde sauf g(m − 1, n) transformée alors

en g(m,n− 1).

4. DESCRIPTION PAR RÉCURRENCE DE L’OPÉRATEUR U(q) ET

FIN DE LA DÉMONSTRATION

Notations et définitions

Pour 0 ≤ k ≤ m et 0 ≤ l ≤ n, on notera g(k, l) la sous-algèbre de g constituée des

matrices dont tous les coefficients qui ne sont pas sur la diagonale sont nuls sur les m−k

premières (resp. n− l dernières) lignes et colonnes (ces notations sont compatibles avec

les notations g(m− 1, n) et g(m,n− 1) introduites au paragraphe 3).

Reprenons la sous-algèbre p (resp. p̃). Soit λ un poids de P+ ; on dira que λ est

atypique relativement à p (resp. p̃) si il existe une racine impaire positive α (resp. α̃)

avec α = ε1 − δi (resp. α̃ = εj − δn) telle que 〈λ+ ρ, α〉 = 0 (resp. 〈λ+ ρ, α̃〉 = 0).

Dans le cas contraire, λ est dit typique relativement à p (resp. p̃). Notons que, comme

l’ensemble A(λ) de la définition 1.4 est constitué de racines deux à deux orthogonales,

si λ est atypique relativement à p, alors la racine α est unique.

On note Uλ,µ (resp. Ũλ,µ) le polynôme en q qui correspond à l’entrée (λ, µ) de la

matrice de l’opérateur U(q) (resp. Ũ(q)) dans K[F ] (cf. définition 3.1). On note

Uλ,µ[g(k, l)] le polynôme en q défini de manière analogue pour g(k, l).

Dans la catégorie F , pour un poids dominant λ, on notera pλ la projection sur le bloc

correspondant à la valeur χλ du caractère infinitésimal. Si V est un (P,OP )-module

et si on note OV le faisceau correspondant sur la super grassmannienne G/P , on peut

considérer les pλ(OV ) (qui ne sont pas nécessairement les mêmes que les Opλ(V )).
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Il existe un foncteur (qui dépend du choix de la sous-algèbre de Cartan, h) de F dans

elle-même, contravariant et de carré l’identité

V → V ∨,

qui conserve la décomposition en h-modules irréductibles (et donc le caractère) : soit

τ l’automorphisme de g qui, à toute matrice M , associe −strM , où, si M est une

matrice par blocs ( A B
C D ), strM =

( tA tC
−tB tD

)
. Si V est un g-module de F , on construit

un module V τ , isomorphe à V comme super espace vectoriel, sur lequel une matrice M

de g agit sur x dans V par −strM.x. On pose V ∨ = (V τ )∗.

Principe de la récurrence

On veut calculer les Uλ,µ. Pour le faire, on suppose d’une part qu’on a calculé les

opérateurs U[g(k, l)](q), et d’autre part qu’on connâıt Uλ−α,µ si λ est atypique relative-

ment à p avec α = ε1 − δj et 〈λ+ ρ, α〉 = 0. On montre dans le même mouvement que

les g-modules (Ut)i(Lλ) (t = 〈λ, ε1〉, comme dans la partie 3) sont semi-simples.

La récurrence s’initialise pour gl(1, 1) ; les poids atypiques sont de la forme λ =

aε1 − aδ1 (a est supposé entier). Ils sont tous dominants et ils sont tous dans le même

bloc. Tous les modules simples associés sont de dimension 1 ; on a la suite exacte :

0 → (Lλ−α)Π → Vλ → Lλ → 0,

où α est la racine impaire ε1 − δ1. Ceci décrit les Uλ,µ, qui sont tous nuls sauf pour

µ = λ− α pour lequel on a Uλ,λ−α(q) = εq.

Revenons au cas général.

On veut se ramener à étudier les poids λ qui sont atypiques relativement à p, la racine

α correspondante étant ε1 − δn. On montre relativement facilement les deux énoncés

suivants :

Proposition 4.1 ([13], théorème 6.2). — Supposons que λ est typique relativement à

p (resp. p̃) alors, si on note Uλ (resp. Ũλ) la matrice ligne formée des polynômes Uλ,µ

(resp. Ũλ,µ), on a Uλ = 0 (resp. Ũλ = 0).

Proposition 4.2. — Supposons que λ est atypique relativement à p, la racine α cor-

respondante étant ε1 − δk ; alors, lorsque les polynômes en q correspondants ont tous

un sens, on a :

Uλ,µ = Uλ,µ[g(m, k)].

De plus, si on fait l’hypothèse que les (Ut)i (t = 〈λ, ε1〉) du paragraphe 3 appliqués

au g(m, k)-module simple Lλ[g(m, k)] sont des g(m, k)-modules semi-simples, alors

(Ut)i(Lλ) est un g-module semi-simple.

On a un résultat analogue en transformant p en p̃ et α en α̃ = εk − δn, avec les

modifications évidentes.

On suppose maintenant que λ est atypique relativement à p pour la racine α = ε1−δn.

Trois cas de comportements relativement différents surgissent :
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Théorème 4.3 ([13], corollaire 6.26). — Soit λ un poids dominant atypique relative-

ment à p pour la racine α = ε1 − δn. On a les relations suivantes :

i) Si λ− α est dominant,

Uλ,µ = ε[q−1Uλ−α,µ]+ si µ 6= λ− α

où [ ]+ a le même sens que dans la définition 2.1, et

Uλ,λ−α = εq.

ii) Si λ− α n’est pas dominant et si

a) λ− ε1 est dominant,

Uλ,µ = εUλ−α,µ[g(m,n− 1)],

b) λ+ δn est dominant,

Uλ,µ = εUλ−α,µ[g(m− 1, n)].

iii) Si λ− α, λ− ε1, λ+ δn ne sont pas dominants,

Uλ,µ = εqUλ−α,µ[g(m− 1, n− 1)].

Je ne prétends pas donner ici une démonstration, même incomplète, de ce théorème ;

je veux juste indiquer quelques articulations de l’argument de Vera Serganova pour i),

sachant que ii) utilise le même type d’éléments. La preuve de iii) est plus technique et

compliquée.

On remarque que Lε1 (resp. L−δn) est la représentation standard (resp. stan-

dard duale) de g. L’étude du produit tensoriel avec Lε1 joue un rôle crucial dans

la démonstration :

Lemme 4.4 ([13], théorème 5.9). — Soient λ un poids dominant, χ un caractère

de Z(g) provenant d’un g-module simple de dimension finie et E le module Lε1

(resp. L−δn). On pose :

T = pχ(Lλ ⊗ E).

On a :

i) T∨ ≃ T .

ii) Si T est non nul, alors χ = χλ+εi
ou χλ+δj

(resp. χ = χλ−εi
ou χλ−δj

) pour un

certain i ∈ {1, . . . , m}, ou j ∈ {1, . . . , n}.

iii) Si #χ est égal à #λ, alors T est simple.

iv) Si T n’est pas irréductible, il a un unique sous-module simple S et, si on note X

le noyau de la projection de T∨ (= T ) vers S∨, alors X contient S et X est engendré

comme g-module par un vecteur de plus haut poids, dont on note µ le poids. On a

χµ = χ, et il existe une racine α dans ∆+
1 vérifiant 〈µ + ρ, α〉 = 0 et telle que le plus

haut poids de S est égal à µ− α.
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Notons pλ∗ la projection de F sur le bloc dont le caractère infinitésimal est celui du

dual de Lλ.

Le lien entre Uλ,µ et Uλ−α,µ provient, avec les notations du paragraphe 3, de la suite

exacte de faisceaux au-dessus du super espace projectif X = G/P :

0 → O((Lλ−α(p))Π)∗ → pλ∗(O(Lλ−ε1
(p))∗ ⊗OX

O(Lε1 )∗) → O(Lλ(p))∗ ,

qui provient du dévissage de Lε1 comme p-module :

0 → Lε1(p) → Lε1 → Lε2(p) → 0

(suite d’Euler pour le fibré tangent à X).

Le terme du milieu de cette suite exacte de faisceaux s’écrit

pλ∗(O(Lλ−ε1
(p))∗ ⊗C (Lε1)

∗).

Comme λ − ε1 est typique relativement à p, la proposition 4.1 montre que la coho-

mologie de ce faisceau est concentrée en degré 0 et est égale à (pλ(Lε1 ⊗ Lλ−ε1))
∗.

La suite exacte longue de cohomologie, associée à la suite exacte de faisceaux, donne

des isomorphismes

H i(O(Lλ(p))∗) ≃ H i+1(O((Lλ−α(p))∗)Π) si i ≥ 1 ;

donc, compte tenu de la proposition 3.3, ii), on obtient des isomorphismes

(Ut′)i+2(Lλ−α) ≃ (Ut)i+1(Lλ) si i ≥ 1,

où t = 〈λ, ε1〉, t
′ = 〈λ− α, ε1〉 (on a t′ = t− 1).

Pour i = 0, on a une suite exacte :

0 → (Ut′)2(Lλ−α) → (H0(O(Lλ(p))∗))
∗ → pλ(Lε1 ⊗ Lλ−ε1) → (H0(O(Lλ−α(p))∗))

∗ → 0.

Ces isomorphismes donnent l’égalité de i) pour les coefficients des puissances stricte-

ment supérieures à 1 de q (le terme constant est nul par la définition 3.1). Le coefficient

de q est plus difficile à trouver.

On montre dans un premier temps qu’on a l’égalité suivante dans le groupe de

Grothendieck :

[(Ut)1(Lλ)] = ε[(Ut′)2(Lλ−α)] + ε[Lλ−α] + [Rλ], (4.5(λ))

où Rλ est un g-module tel que [Rλ : Lµ] ≤ ε[(U ′t)1(Lλ−α) : Lµ] pour µ ∈ P+.

La preuve est algébrique et elle repose sur le lemme 4.4.

Pour obtenir i), il reste à voir que Rλ = 0.

On a l’égalité (4.5(λ)), et donc l’égalité (4.5(λ+ kα)) est vérifiée pour tout k ∈ N.

On montre que Rλ+kα = 0 pour k assez grand : je donne ici quelques détails.

Soit k un entier assez grand, on pose µ = λ + kα, montrons que Rµ = 0. On a la

suite exacte :

0 → (Ut)1(Lµ) → (H0(OLµ(p)∗))
∗ → Lµ → 0,

qui provient de la proposition 3.3. On montre d’abord que :
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(*) les plus hauts poids des facteurs de composition de (Ut)1(Lµ) font partie des plus

hauts poids des facteurs de composition de Lε1 ⊗ Lµ.

On peut regarder le faisceau OLµ(p)∗ comme un faisceau M au-dessus de G0/P0 =

Pm−1(C) ; les résultats de Penkov [11] permettent de construire une filtration finie

G0-équivariante de M dont les quotients Mi sont des OG0/P0
-modules, chacun provenant

d’un g0-module simple dont on notera µi le plus haut poids. De plus, les poids µ− µi

doivent être les plus hauts poids de g0-composantes de l’algèbre extérieure Λ(g+1), donc

on a µ− µi =
∑

β∈Si
β où Si est un sous-ensemble de ∆+

1 .

On applique le théorème de Borel-Weil-Bott aux faisceaux Mi : comme k est assez

grand, il n’y a pas de cohomologie en degré strictement positif, et on a :

H0
G0/P0

(Mi) = (Lµi
(g0))

∗.

La cohomologie de M est donc connue comme g0-module : elle est concentrée en degré 0

et on a :

H0
G0/P0

(M) = ⊕i(Lµi
(g0))

∗.

De plus, H0
G0/P0

(M) est un g-module égal à H0(OLµ(p)∗), donc les g0-plus hauts poids

de (H0(OLµ(p)∗))
∗ sont les µi. On doit chercher parmi les µi, qui sont les g-plus hauts

poids, c’est-à-dire les poids ν tels que χµ = χν et qui font partie des µi. Un tel ν est

nécessairement de la forme µ−
∑

β∈Sν
β avec Sν contenu dans ∆+

1 et, si β appartient à

Sν et si β = ε1 − δk, alors k = n. Ceci fait que toute racine de Sν est soit orthogonale,

soit égale à α. Alors 〈µ− ν, ε1〉 est égal à 0 ou 1, ce qui permet de montrer (*).

En utilisant le lemme 4.4, iii), on en déduit que Rµ = 0 pour k assez grand. Il reste

à voir que

Rµ = 0 ⇒ Rµ−α = 0,

ce qui se fait en reprenant les arguments algébriques aboutissant à l’égalité (4.5(λ)),

auxquels on incorpore deux ingrédients supplémentaires : l’hypothèse Rµ = 0 et le fait

que, si V est un g-module dont les facteurs de composition sont de multiplicité 1 et

vérifiant V = V ∨, alors V est semi-simple.

Pour obtenir les théorèmes 2.2 et 2.3, on remarque que les résultats de ce paragraphe

nous permettent de calculer la matrice de U et donc de calculer l’opérateur K par

récurrence (théorème 3.10). Le lien avec les opérateurs sα s’obtient en remarquant que

si α = ε1 − δn, on a les mêmes matrices pour U et sα.

5. ÉTAT DES LIEUX

Depuis [13], je connais deux développements récents du sujet.

Dans [14], Vera Serganova cite un certain nombre de résultats nouveaux, sans

démonstration. D’une part elle étudie les blocs des différentes catégories F (quand on

fait varier m et n), et montre qu’à équivalence près ils sont caractérisés par le degré

d’atypie. D’autre part, elle utilise des techniques d’induction géométrique pour obtenir

des résultats analogues à la formule des caractères pour les super algèbres de Lie de
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type orthosymplectique : dans ce cadre, les modules de Kac n’existent plus, ce qui

oblige à formuler des énoncés plus compliqués que je ne chercherai pas à décrire ici.

Le travail de Jonathan Brundan [4] décrit le groupe de Grothendieck K[F ] comme

Λm(V ∗)⊗Λn(V ) où V désigne la représentation naturelle du groupe quantique Uq(gl∞).

En utilisant la base canonique (resp. canonique duale) de Lusztig ([10]) de ce module,

il paramètre les classes d’objets simples (resp. basculants, qui sont en l’occurrence les

objets projectifs indécomposables, qui sont aussi injectifs) de F .

Cela lui permet d’obtenir une formule de multiplicité d’un module simple Lλ dans

un module de Kac Vµ, qui montre que ces multiplicités sont toujours égales à 0 ou 1.

Voici son résultat, qui est très élégant ; je le cite dans les notations que j’ai utilisées,

dans le cas maximalement atypique pour gl(n, n).

Théorème 5.1 ([4], Main theorem, p. 3). — Soit λ = a1ε1 + a2ε2 + . . . anεn − anδ1 −

. . . − a1δn un poids dominant maximalement atypique de gl(n, n). Soit (k1, . . . , kn)

un n-uplet d’entiers strictement positifs minimal dans l’ordre lexicographique pour la

propriété suivante :

pour tous (θ1, . . . θn) dans {0, 1}n, λ+
∑n

s=1 θsks(εs−δk−s) est conjugué pour l’action

w(λ+ ρ) − ρ du groupe de Weyl W à un élément Rθ(λ) de P+.

Alors la multiplicité [Vµ : Lλ] est égale à 1 si µ est un Rθ(λ), à 0 sinon.

Ce théorème permet d’obtenir un algorithme qui détermine, pour un poids dominant

maximalement atypique λ donné, quels sont les modules de Kac Vµ dont Lλ est un

sous-quotient. On remarquera toutefois que cet algorithme ne fournit pas directement

les facteurs de composition d’un module de Kac donné.

La démonstration utilise très peu la structure super, le principal argument

Z/2Z-gradué provient de l’étude des produits tensoriels d’un module de Kac Vµ

par les puissances symétriques de Lε1 et L−δn , dont il décompose les projections dans

des blocs convenables.

Dans le même article, Brundan conjecture des résultats analogues pour la catégorie O

de gl(m,n).

Parmi les nombreuses questions soulevées par les travaux de Brundan et de Serganova,

il en est une que je souhaite poser : toutes les constructions que nous avons vues ici

dépendent du choix de la sous-algèbre de Borel b de g ; il se trouve que, contrairement

au cas classique, les sous-algèbres de Borel ne sont pas toutes g-conjuguées. Si on choisit

une autre sous-algèbre de Borel b′ de g contenant b0, la catégorie F reste elle-même en

tant que catégorie, mais comme catégorie de modules de plus haut poids, elle change de

nature. Quel parti peut-on en tirer ? En effet, le choix de b semble privilégié à cause

de la Z-graduation de longueur 3 de gl(m,n), mais cette propriété disparâıt dans le cas

orthosymplectique.
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TRAVAUX DE ZINK

by William MESSING

1. INTRODUCTION AND PRELIMINARY DEFINITIONS AND
RESULTS

Fix a prime number p. All rings considered will be Z(p)-algebras. If R is a ring
we will consider p-divisible groups over R and in particular those which are formal
groups. If 1

p
∈ R, then p-divisible groups are étale and consequently given by continuous

representations ρ : π1(Spec(R)) → GLh(Zp). Hence we shall assume p is either nilpotent
in R or R is separated and complete for a topology having a neighborhood basis of 0

consisting of ideals and that p is topologically nilpotent.

With these conventions, the aim of the various Dieudonné theories is to classify the
category of p-divisible groups over R via functors to categories living in the realm of
(semi)linear algebra. One should think of them as analogous to the functor G 7→ Lie(G)

which establishes an equivalence of categories between formal groups and Lie algebras
when R is a Q-algebra. We will not give an overview of the various Dieudonné theories,
but rather concentrate on the most recent, Zink’s theory of displays. Nevertheless it
will be necessary for us to relate Zink’s theory to Cartier’s theory and to the crystalline
theory. We refer the reader to [Ta], [Ser], [Gr1], [Gr2], [Dem], [Fon1] for p-divisible
groups, to [Car1], [Car2], [Haz], [Laz], [Z1], [Z2] for Cartier theory, to [Gr1], [Gr2],
[MM], [M], [BBM], [BM1], [BM2], [dJ2], [dJM] for crystalline Dieudonné theory.

If R is a perfect field of characteristic p, these theories are, for p-divisible groups
(formal in the case of Cartier’s theory), all equivalent. Indeed it was one of Zink’s
motivations in developing his theory to relate the Cartier theory to the crystalline
theory. But, in establishing properties of his theory, he uses both the Cartier and the
crystalline theories. Hence there is a symbiotic relationship between the three theories.

We refer to [Bour] for the standard facts about the Witt vector ring, W (R). We
write wn : W (R) → R for the ghost component maps, f : W (R) → W (R) for the
Frobenius ring endomorphism and v : W (R) → W (R) for the additive Verschiebung
endomorphism. Let IR = Ker(w0) = im(v). If a ∈ R, [a] denotes its Teichmüller
representative.
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Lemma 1.1. — If R is separated and complete in the p-adic topology, then W (R) is
separated and complete in both its p-adic and IR-adic topologies. If p is nilpotent in R,
these topologies coincide and it is finer than the v-adic topology.

Definition 1.2. — A display P over R is a quadruple (P,Q, F, F1) where P is a
finitely generated projective W (R)-module, Q a submodule, F : P → P , F1 : Q → P

are f -semilinear such that

(i) IR P ⊂ Q.

(ii) 0 → Q/IR P → P/IR P → P/Q→ 0 is a split sequence of R-modules.

(iii) P is generated by im(F1).

(iv) F1(v(ξ)x) = ξ F (x) for ξ ∈W (R), x ∈ P .

If u : M → N is a f -semilinear map ofW (R)-modules, we setM (1) = W (R)⊗f,W (R)M

for the extension of scalars using f and denote by u♯ : M (1) → N the associated linear
map.

With the obvious notion of morphisms, displays form an additive category and, if we
define a morphism of displays u : P ′ → P to be an admissible monomorphism (resp.
epimorphism) provided u : P ′ → P is injective (resp. surjective) and u−1(Q) = Q′

(resp. u(Q′) = Q), we equip DisplaysR with the structure of an exact category.

Definition 1.3. — A normal decomposition for a display P over R is a direct sum
decomposition P = L⊕ T such that Q = L⊕ IR T .

If R is a p-adic ring, in particular if p is nilpotent in R, normal decompositions always
exist. This is a consequence of the fact that finitely generated projective modules can
always be lifted for surjections A → B whose kernel is a nilideal or such that A is
separated and complete for the topology given by powers of the kernel.

Examples.– (i) The display corresponding to the formal multiplicative group G =

(W (R), IR, f, v
−1).

(ii) If R = k, a perfect field of characteristic p, M 7→ PM = (M,V (M), F, V −1)

establishes an equivalence of categories between Dieudonné modules over k and displays
over k.

From now on we assume p is nilpotent in R, unless we explicitly state the contrary.

If u : R → R′ is a ring homomorphism and P is a display over R, the base changed
display u∗(P) is the display over R′, P ′ = (P ′, Q′, F ′, F ′1), where P ′ = W (R′)⊗W (R)P ,
Q′ = Ker(P ′ → R′ ⊗R P/Q), F ′ = f ⊗ F and F ′1 is determined by

F ′1
(
v(ξ) ⊗ x

)
= ξ ⊗ F (x) , ξ ∈W (R′) , x ∈ P

and

F ′1
(
ξ ⊗ y

)
= f(ξ) ⊗ F1(y) , ξ ∈W (R′) , y ∈ Q.

Using a normal decomposition, it is easy to show that F ′1 exists and P ′ is a display.
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Definition 1.4. — Let P,P ′ be displays over R. A bilinear form of displays
( , ) : P × P ′ → G is a bilinear map P × P ′ →W (R) such that v(F1y, F

′
1y
′) = (y, y′)

for y ∈ Q, y′ ∈ Q′.

If P is a display over R, its dual display P t = (P ∨, Q̂, F, F1) where P ∨ =

HomW (R)(P,W (R)), Q̂ = {z ∈ P ∨|z(Q) ⊂ IR} and F and F1 are determined by

(F1x, Fz) = f(x, z) for x ∈ Q , z ∈ P ∨

(Fx, Fz) = pf(x, z) for x ∈ P , z ∈ P ∨

(Fx, F1z) = f(x, z) for x ∈ P , z ∈ Q̂

v(F1x, F1z) = (x, z) for x ∈ Q , z ∈ Q̂.

We have a canonical isomorphism

Bil(P,P ′; G ) ≃ Hom(P ′,P t).

Proposition 1.5. — There is a unique linear map V ♯ : P → P (1) determined by
V ♯(ξFx) = pξ ⊗ x, V ♯(ξF1y) = ξ ⊗ y, for ξ ∈W (R), x ∈ P , y ∈ Q.

This is established by taking a normal decomposition P = L ⊕ T , showing that
F ♯

1 ⊕ F ♯ : L(1) ⊕ T (1) → P is bijective and defining V ♯ to be the composite

(id ⊕ p · id) ◦ (F ♯
1 ⊕ F ♯)−1 : P → L(1) ⊕ T (1) = P (1).

One has F ♯ ◦ V ♯ = p · idP , V ♯ ◦ F ♯ = p · idP (1). If P (i) is the scalar extension of P using
f i, then V ♯ gives rise to V ♯

i : P (i) → P (i+1).

Definition 1.6. — P satisfies the nilpotence condition or P is a nilpotent display
provided there is an N such that V ♯

N ◦ V ♯
N−1 ◦ · · · ◦ V

♯ is zero modulo IR + pW (R).

Remark 1.7. — In [Z5], displays were called 3n-displays (3n for “not necessarily nilpo-
tent”) and nilpotent displays were called displays. We follow Zink’s more recent termi-
nology (cf. his Paris 13 lectures of February, 2006) here. Also in [Z5], F1 was denoted
by V −1. Zink and Langer have initiated a theory of higher displays, [LZ2], in which
P = P0, Q = P1 and there are higher Pi and Fi : Pi → P . For this reason we write,
following Zink, F1 instead of his original V −1.

Remark 1.8. — Locally on Spec(R), if L⊕T is a normal decomposition we will have L
and T free modules and if T has basis {e1, . . . , ed} and L has basis {ed+1, . . . , eh}, the
map F ♯

1 ⊕F ♯ will be expressed in terms of these bases by a matrix (αij) ∈ GLh(W (R)).
Conversely any such invertible matrix will determine a display. If the matrix (αij) has
inverse (βkℓ), and B is the (h − d) × (h − d) matrix with entries in R/pR given by
B = (w0(βkℓ))mod p)k,ℓ=d+1,...,h, then P is nilpotent if and only if there is an N such
that

B(pN ) . . . B = 0,

where B(pi) is the matrix obtained by applying the i-th iterate of Frobenius to B.
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If ei is a basis for a free module over the Cartier ring, then the relations

Fei =
∑
αjiej , i = 1, . . . d ;

ei = V

(
∑
αjiej

)

, i = d+ 1, . . . h

define a reduced Cartier module. Relations of this form were called by Norman [N]
“displayed structural equations” of a reduced Cartier module. This is the origin of
Zink’s use of the term display.

Remark 1.9. — Let S
u
։ R be a surjection whose kernel is a nilideal. Let P be a

display over R. Then there is a display P ′ over S and an isomorphism u∗(P
′)
∼

−→ P.

This is proven using the fact that finitely generated projective W (R)-modules can be
lifted to finitely generated projective W (S)-modules and using normal decompositions.
Nakayama’s lemma then shows that lifting modules are determined up to isomorphism
(non-unique!).

If P/R is a nilpotent display and P ′ is a lifting to S, then P ′ is nilpotent too. This
is clear as Ker(S → R) is a nilideal.

We ask about the ambiguity in the lifting P ′ of P. If P ′ = (P ′, Q′, F ′, F ′1),

J = Ker(S
u
։ R) and α : P ′ → W (J) ⊗W (S) P

′, we define a display P ′
α over S

lifting P by P ′
α = (P ′, Q′, F ′α, F

′
1α), where F ′α(x) = F ′x − α(F ′x), for x ∈ P ′,

F ′1α(y) = F ′1y−α(F ′1y), for y ∈ Q′. Then P ′
α is a display and Zink shows any lifting of

P is isomorphic to a P ′
α.

Remark 1.10. — Assume p · 1R = 0. Let P be a display over R, P(p) be the display
over R given by (Frob)∗P. Then V ♯ commutes with F and F1 and hence defines a
morphism of display FP : P → P(p). Similarly F ♯ defines a morphism of displays
VP : P(p) → P. Of course both composites are multiplications by p.

If R → R′ is a ring homomorphism, there is an obvious notion of a descent datum
for P ′ a R′-display and, if P is a R-display, PR′ has a canonical descent datum, can.

Zink proves:

Proposition 1.11. — If R → R′ is faithfully flat and p is nilpotent in R, then
P 7→ (PR′ , can) is an equivalence of categories between Displays/R and the category
of R′-displays equipped with descent data. The same is true for nilpotent displays.

2. THE CRYSTALS ASSOCIATED TO DISPLAYS

We refer to [Ber] for a detailed discussion of crystals, crystalline cohomology,... and
recall the bare minimum here. An ideal J ⊂ A has divided powers if we are given maps
γn : J → J , n ≥ 1, satisfying axioms imposed by thinking of γn(x) as xn

n!
. The ideal

(p) ⊂ Z(p) has unique divided powers since pn

n!
∈ (p). It follows that for any ring A, p · A

has divided powers. If J ⊂ A is an ideal with divided powers we require that its divided
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powers agree with those on J ∩ pA. This is called the compatibility condition. If R
is a Z(p)-algebra, then IR ⊂ W (R) has canonical divided powers which are compatible

with those on p ·W (R). These are determined by γn
(
v(x)

)
= pn−1

n!
v(xn), [Gr2]. The

ideals vm(W (R)) are sub-divided power ideals. We refer to [Ber] for the definition of
nilpotent divided powers and to [M], [Z3] for a weaker notion.

We continue to assume p is nilpotent in R. If A is an R-algebra, a divided power
thickening of A is a surjection A′

π
։ A such that p is nilpotent in A′ and Ker(π) is

equipped with divided powers (satisfying the compatibility condition). A morphism of
divided power thickenings is a commutative diagramm

(∗) A′
π

//

ψ
��

A

φ

��

B′
eπ

// B

such that Ker(π), Ker(π̃) have divided powers, ψ(γn(x)) = γn(ψ(x)), n ≥ 1 for
x ∈ Ker π.

A crystal in modules M on R is the giving for every divided power thickening A′
π
։ A

of a A′-module, M
(A′

π
−→A)

, and for every morphism of divided power thickenings of an
isomorphism

T(ψ,φ) : B′⊗
A′

(
M

(A′
π
−→A)

) ∼
−→M

(B′
eπ
−→B)

,

these isomorphisms being required to satisfy the obvious transitivity condition.

Similarly we define a Witt-crystal on R as the giving for any divided power thick-
ening of an R-algebra

(
A′

π
−→ A

)
of a W (A′)-module K

(A′
π
−→A)

together with, for any
diagram (∗), an isomorphism

T ′(ψ,φ) : W (B′) ⊗
W (A′)

K
(A′

π
−→A)

−→ K
(B′

eπ
−→B′)

.

We want now to explain Zink’s functors

Nilpotent Displays/R −→ Crystals/R

P 7−→ DP

Nilpotent Displays/R −→ Witt crystals

P 7−→ KP .

Note first, and for later use as well, that if C is a Z(p)-algebra commutative and
associative, but not necessarily with an identity, W (C) is defined.

Assume C has divided powers; then we can divide the n-th ghost component and
write w′n = “ wn

pn ” via

w′n(γ) =

∑n
i=0 p

ixp
n−i

i

pn
=

n∑

i=0

(
pn−i − 1

)
! γpn−i(xi).



964–06

In particular if J = Ker(π), π : A′ ։ A has divided powers. The map W (J)
w′

−→ JN,
x 7−→

(
w′0(x0), w

′
1(x0, x1), . . . , w

′
n(x0, . . . , xn), . . .

)
is an isomorphism of W (A′)-modules

where the target is made into a W (A′)-module via

ξ · y =
(
w0(ξ)y0, w1(ξ)y1, . . . , wn(ξ)yn, . . .

)
, y ∈ JN.

We also refer to the yi = w′i(x) as the logarithmic coordinates and write this isomor-
phism as log : W (J)

∼
−→ JN. Then log−1(J, 0, 0, . . .) ⊂ W (J) is an ideal in W (A′)

which we abusively denote by J .
This embedding J ⊂ W (A′) depends of course on the divided power structure on J .

We have J⊕IA′ ⊂W (A′) and f(J) = (0). By using a normal decomposition, one easily
obtains the basic lemma:

Lemma 2.1. — Assuming P ′ is a display over A′, p is nilpotent in A′ and J ⊂ A′

is an ideal with divided powers, F ′1 has a unique extension to W (J) · P + Q such that
F ′1(J · P ) = (0).

Corollary 2.2. — Assume p is nilpotent in A′, J ⊂ A′ is a nilpotent ideal and P ′
1,

P ′
2 are nilpotent displays over A′. Let π : A′ → A′/J , Pi = π∗(P

′
i). Then

Hom(P ′
1,P

′
2) −→ Hom(P1,P2)

is injective and its cokernel is p-torsion. Further, if the nilradical of A′ is nilpotent,
Hom(P ′

1,P
′
2) is p-torsion free.

This result is the analogue of rigidity for p-divisible groups.

We now introduce the concept of a P-triple where P is a nilpotent display over R.
Let R′

π
։ R be a surjection whose kernel J is equipped with divided powers and where

p is nilpotent in R′.

Definition 2.3. — A P-triple over R′ is a triple (P ′, F ′, F ′1) such that P ′ is a finitely
generated projective W (R′)-module which lifts P , and if Q′ = the inverse image of Q,
F ′ : P ′ → P ′, F ′1 : Q′ → P ′ are f -semilinear and satisfy

(i) F ′ (resp. F ′1) lifts F (resp. F1).
(ii) F ′1(v(ξ) · x) = ξF ′(x), ξ ∈W (R′), x ∈ P ′.
(iii) F ′1(J · P ′) = (0).

If Pi, i = 1, 2 are nilpotent displays and Ti are Pi-triples and α : P1 → P2, there
is an obvious notion of an α-morphism α̃ : T1 → T2.

There is also the notion of base change for P-triples. If

R′
u′

//

��

S ′

��

R
u

// S

is a morphism of divided power thickenings and T is a P-triple, u′∗(T ) is a u∗(P)-
triple with P ′S′ = W (S ′) ⊗W (R) P

′ and F ′S′ , F ′1S′ determined in the obvious way.
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Theorem 2.4. — Let α : P1 → P2 be a morphism of nilpotent displays over R,
R′ → R a divided power thickening and Ti, Pi-triples over R′. Then there exists a
unique α-morphism α̃ : T1 → T2.

Using this theorem, we construct functors:

D : nilpotent displays/R −→ crystals/R

K : nilpotent displays/R −→ Witt crystals/R

If P is a nilpotent display over R and T = (P ′, F, F1) is a P-triple over the divided
power thickening R′ → R, then DP(R′) = P ′/IR′ P ′ and KP(R′) = P ′.

Let P = (P,Q, F, F1) be a nilpotent display over R. We consider its “Hodge filtra-
tion” Q/IR P ⊂ P/IR P . If R′ → R is a divided power thickening and T = (P ′, F, F1) is
a P-triple over R′, we call a lift of the Hodge filtration the giving of a direct summand
L ⊂ P ′/IR′ P ′ such that L⊗R′ R = Q/IR P . If Q′L is the inverse image of L in P ′, then
P ′ = (P ′, Q′L, F, F1) is a nilpotent display over R′ which lifts P.

Consider a divided power thickening R′ → R. Let C be the category whose objects
are pairs (P, L) where P is a nilpotent display over R and L is a direct summand of
DP(R′) lifting the Hodge filtration. A morphism φ : (P1, L1) → (P2, L2) in C is a
morphism of nilpotent displays φ : P1 → P2 such that D(φ)(R′)L1 ⊂ L2.

The following result is the analogue of [M, V (1.6)].

Proposition 2.5. — The functor nilpotent display/R′ → C given by P ′ =

(P ′, Q′, F, F1) 7→
(
P ′

R, Q
′/IR′ P ′

)
is an equivalence of categories.

If R is a ring of characteristic p, then the morphism

FP : P −→ P
(p) , VP : P

(p) −→ P

defines associated morphisms of the crystals. In particular DP is endowed with the
structure of a Dieudonné crystal in the sense of [Gr1], [Gr2], [BBM].

Let R′
π

−→ R be a divided power thickening where p is nilpotent in R′. If J = Ker(π),
then J ⊂ W (R′) has divided powers given by transport of structure via log. IR′ has
divided powers and as J + IR′ = J ⊕ IR′ , we obtain divided powers on this ideal.
Hence W (R′)

π◦w0−→ R is a (topological) divided power thickening, inducing divided power
thickenings Wn(R

′) → R.

Using the Cartier map W (R)
δ

−→ W (W (R)), characterized by wn ◦ δ = fn, n ∈ N,
Zink proves:

Proposition 2.6. — Let P be a nilpotent display. There is a canonical isomorphism

KP(R′) ≃ lim
←−

DP(Wn(R
′)).

If R has characteristic p, this isomorphism is compatible with Frobenius and
Verschiebung.
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Proposition 2.7. — Let R have characteristic p. Assume there is a topological di-
vided power thickening S → R which is a flat Zp-algebra. Then the functor P 7→
(
DP , Q/IR P

)
from nilpotent displays to filtered Dieudonné crystals is fully-faithful in

the following weak sense. Given a morphism ψ between the filtered Dieudonné crystals,
there is a morphism of displays φ inducing ψ for every divided power thickening R′ → R

which receives a map from (some) S to R′.

Remark 2.8. — The same result is true for the filtered Witt-crystals, the filtration
being given by Q̂. Also one need only assume ψ is compatible with Frobenius. Finally,
if p 6= 2, the same result holds for the nilpotent crystalline site.

3. THE FUNCTOR BT

Recall that an R-algebra N without identity is nilpotent provided Nn = (0) for some
positive integer n. There are many equivalent ways to define formal groups. For us we
will regard a formal group G over R as a functor from nilpotent R-algebras to abelian
groups satisfying:

(i) if 0 → N1 → N2 → N3 → 0 is exact (as a sequence of R-modules)

0 −→ G(N1) −→ G(N2) −→ G(N3) −→ 0

is exact;
(ii) if any R-module M is viewed as a nilpotent R-algebra (M2 = (0)), then

⊕i∈IG(Mi)
∼

−→ G
(
⊕i∈IMi

)
;

(iii) G(R) is a finitely generated projective module, R being viewed as having square
zero. This is the tangent space, denoted Lie(G).

We will define a functor BT : Displays/R −→ Formal Groups/R.

If N is a nilpotent R-algebra, let Ŵ (N) ⊂ W (N) be the W (R)-subalgebra con-
sisting of all Witt vectors almost all whose components are zero. Given a display
P = (P,Q, F, F1) over R, we set G0

P
(N) = Ŵ (N) ⊗W (R) P , G−1

P
(N) ⊂ G0

P
(N) is

the subgroup generated by {v(ξ) ⊗ x, ξ ⊗ y | ξ ∈ Ŵ (N), x ∈ P, y ∈ Q}. The functors
G−1

P
(N) and G0

P
(N) are exact in the sense of condition (i) in our definition of a formal

group.

Lemma 3.1. — (i) The map F1 : Q → P extends to a map G−1
P

(N)
F1−→ G0

P
(N)

determined by F1

(
v(ξ) ⊗ x

)
= ξ ⊗ F (x), F1

(
ξ ⊗ y

)
= f(ξ) ⊗ F1(y).

(ii) If N is equipped with nilpotent divided powers, the F1 of (i) extends to a nilpotent
endomorphism of G0

P
(N).

(iii) If i is the inclusion of G−1
P

(N) in G0
P

(N), F1−i : G−1
P

(N) → G0
P

(N) is injective.

Definition 3.2. — Let BTP be the functor on nilpotent R-algebras BTP(N) =

coker(F1 − i).
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Theorem 3.3. — (i) The functor BT takes values in the category of formal groups
and commutes with base change.

(ii) If N has nilpotent divided powers, there is a canonical isomorphism

exp : N ⊗
R

P

Q

∼
−→ BTP(N).

(iii) If P is a nilpotent display, BTP is a p-divisible formal group.
(iv) If R has characteristic p, BT transforms FP and VP to Frobenius and

Verschiebung.

Recall that the Cartier ring CR is by definition End(Ŵ )0 and that its elements
may be uniquely expressed as c =

∑

n,m≥0 V
n[an,m]Fm where, for fixed n, anm = 0

for all but finitely many m. For x ∈ Ŵ (N), c ∈ CR as above, we have x · c =
∑

n,m≥0 v
m
(
[an,m] fn(x)

)
. The Cartier module associated to a formal group G is the

left CR-module Hom(Ŵ ,G) = M(G).

Proposition 3.4. — Let P be a display over R, CR ⊗W (R) P
∼

−→ Hom
(
Ŵ ,G0

P

)
via

c ⊗ z 7−→ (x 7→ xc ⊗ z). The map G0
P

→ BTP induces a surjection CR ⊗W (R) P −→

M
(
BTP

)
whose kernel is the CR-submodule generated by

{F ⊗ x− 1 ⊗ Fx , V ⊗ F1y − 1 ⊗ y | x ∈ P , y ∈ Q}.

Recall that if G/R is a p-divisible formal group, the crystalline Dieudonné theory
associates to G a crystal as follows. For any divided power thickening R′ → R with
nilpotent divided powers and any p-divisible groupG′ liftingG, we consider the universal
extension by a vector group

0 −→ ωG∗ −→ E(G′) −→ G′ −→ 0.

By definition D(G)R′ is Lie(E(G′)) which is, up to canonical isomorphism, independent
of G′. Because G is a formal group, this definition extends to the site consisting of
divided power thickening R′

π
−→ R where Ker(π) is a nilpotent ideal [MM], [Z5].

The following is one of Zink’s main theorems.

Theorem 3.5. — (i) The functors P 7→ DP and P 7→ D(BTP) from the category of
nilpotent displays to the category of crystals (where the divided power ideals of thicken-
ings are nilpotent) are canonically isomorphic. It transforms Hodge filtration to Hodge
filtration.

(ii) If P is a nilpotent display over R, R′
π
։ R has nilpotent kernel and G′/R′ is

a p-divisible group lifting BTP , then there is a nilpotent display P ′ lifting P and an
isomorphism BTP′ → G′ lifting the identity.

With the notation of (ii),
(iii) if α : P → P̃ is a morphism of nilpotent displays over R and G̃′ is a lift to

R′ of BT
fP

with corresponding display P̃ ′, then α lifts to α′ : P → P̃ if and only if

BT (α) lifts to an homomorphism G′ → G̃′.
(iv) The functor BT from nilpotent displays to p-divisible formal groups is faithful.
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Parts (ii), (iii) of Theorem 3.5 follow from Proposition 2.5 and [M] in the case where
R′ ։ R has kernel with nilpotent divided powers. As usual this extends inductively
to the case where this kernel is a nilpotent ideal. For (iv), let α : P → P ′ induce
a : BTP → BTP′ . If a = 0, D(a) = 0. But evaluating D(a) on the thickenings
Wn(R) → R and passing to the projective limit, we find, by (i) and Proposition 2.6,
that α = 0.

4. PROPERTIES OF THE FUNCTOR BT FOR NILPOTENT
DISPLAYS

All displays in this paragraph are nilpotent. Before stating the next result recall
that a noetherian ring R is said to be a Nagata ring if, for every prime ideal p of R,
the integral closure of R/p in a finite extension of Frac(R/p) is a finitely generated
R/p-module. Examples of such rings include excellent rings. The concept of Nagata
ring is discussed in [Bour, IX, § 4] and, of course, in E.G.A. IV, § 7.7, where these rings
are called (noetherian and) universally Japanese(1).

Proposition 4.1. — (i) Let p be nilpotent R and assume the nilradical of R is nilpo-
tent. Then BT : nilpotent displays over R → p-divisible formal groups is fully faithful.

(ii) Assume R has characteristic p and admits a topological divided power thickening

S
π
։ R, i.e. J = Ker(π) has divided powers and S is separated and complete for the

linear topology defined by a sequence of sub-divided power ideals J = J1 ⊃ J2 ⊃ . . .

such that Ker(S/Jn → R) is a nilpotent ideal and S is flat as a Zp-algebra. Then BT

is fully-faithful.

Theorem 4.2. — Assume R is a Nagata ring which is separated and complete in the
p-adic topology. Then BT is an equivalence of categories between nilpotent displays over
R and p-divisible formal groups over R.

Proof.— The theorem is proved in successive steps. As each category is the projective
limit in the sense of Lim

←−
of the categories relative to R/pn, we may assume p is nilpotent

in R. Then, by Proposition 4.1, we know BT is fully-faithful. Hence we need show that
it is essentially surjective.

(i) Assume R = k a field. Let K = kp
−∞

. By classical Dieudonné theory the result is
true over K. If G/k is a p-divisible formal group, let PK be a nilpotent display over K
such that BT

(
PK

)
= GK . If C is a Cohen ring for k we choose a map C → W (K)

lifting the inclusion of k in K. Let A = W (K) ⊗C W (K), a p-torsion free ring such
that A/pA = K ⊗k K. If S = Â, the p-adic completion, then Proposition 4.1 (ii) tells
us that BT is fully-faithful over K⊗kK. Then PK is equipped by Proposition 4.1 (ii),

(1)Gabber has told me that if V is a complete height 1 valuation ring with algebraically closed fraction

field, then V {X1, . . . , Xn}[Y1, . . . , Ym] is universally Japanese, but of course not noetherian.
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with descent data and, by Proposition 1.11, there is a nilpotent display P over k which
descends PK . Then BT (P) is isomorphic to G.

(ii) R is an artin local ring. Let G/R be a p-divisible formal group. Let Pk be a
nilpotent display such that BT

(
Pk

)
= Gk. By theorem 3.5 (ii), there is a nilpotent

display P lifting Pk and an isomorphism BT (P) → G.

(iii) R is a complete local ring. By the result just used in case (ii) we may assume
R is reduced. Let Gn = G ⊗ R/mn. Then Gn = BT

(
Pn

)
and let P be the display

corresponding to the system
(
Pn

)
. We must show that P is a nilpotent display. If

H = BT (P) we look at M(H) described in Proposition 3.4, the Cartier module. We
embed R in a finite product of algebraically closed fields and hence reduce to the case
where R = k is an algebraically closed field. Then P = Pnil ⊕ Pét, where Pnil is
a nilpotent display and Pét has a basis {e1, . . . , eh}, Q = Pét and F1(ei) = ei for i =

1, . . . , h and M(BT (Pét)) has a presentation ⊕h
i=1Ck ·

ei

V ei−ei
. But V − 1 is a unit in Ck

so M
(
BT (Pét)

)
= (0) and M

(
BT (Pnil)

)
= M(BT (P)). But height(G) = rank

(
Pnil

)

and height(G) = rank(P ). Then Pnil = P, finishing the case when R is a complete
local ring.

(iv) R is a Nagata local ring. Let R̂ be its completion. We may assume R is reduced.
Then R̂ and R̂ ⊗R R̂ are both reduced [Bour, IX, § 4, théorème 3]. Given G/R, let
P̂ be a nilpotent display over R̂ such that BT (P̂) = G

bR. Using Proposition 4.1 (i),

Theorem 3.5 (iv), we see P̂ is equipped with descent data and this gives the result just
as in the case when R is a field.

(v) The general case. We may assume that the h = height of G is constant on
Spec(R). Let R′ = ΠRm, the product running over all maximal ideals of R. Then
to give a p-divisible formal group G of height h over R′ is the same as giving for
each m a p-divisible formal group Gm of height h over each Rm. Similarly to give a
display P over R′, with rank(P ) = h, is the same as giving displays Pm over each
Rm, these each having rank(Pm) = h. Both statements follow because idempotents in
Mn(R

′) are given by families of idempotents in the Mn(Rm). If all the Pm are nilpotent
displays, then P is a nilpotent display also because the exponent of nilpotency for
V ♯

m
is bounded above by h. As each Rm is a Nagata local ring we conclude from

Part (iv) that there is a nilpotent display P ′ over R′ such that BT (P ′) = GR′ . We
will be able to apply descent to finish the proof, provided we can show R′ ⊗R R

′ is
reduced (so to be able to invoke Proposition 4.1 (i), Theorem 3.5 (iv) again). For
any ring A, let Q(A) be its full ring of quotients. As R′ is faithfully flat over R,
R′⊗RR

′ →֒ Q(R′)⊗Q(R)Q(R′). As R is noetherian and reduced, Q(R) =
∏n

i=1Q(R/pi)

if {p1, . . . , pn} is the set of minimal prime ideals of R. The ring Q(R′)⊗Q(R)Q(R′) then
decomposes as the

∏n
i=1

(
Q(R′) ⊗Q(R) Q(R′)

)
⊗Q(R) Q(R/pi). As Q(R′) →֒

∏
Q(Rm),

we see that R′ ⊗R R
′ embeds into the product of the rings

∏

m

Q
(R′m

pi

)

⊗
Q(R/pi)

∏

m

Q
(R′m

pi

)

, i = 1, . . . n.
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This reduces us to showing that if K is a field and I any index set KI⊗KK
I is reduced.

This is standard as products and tensor products of separable algebras are separable.

Remark 4.3. — In [Z5], Zink stated Theorem 4.2 only for p nilpotent in R and R an
excellent local ring or R/pR of finite type over a field (which implies R is excellent).
But his proof works, as we have seen, in general. Indeed the proof shows that all we
need to assume is that if R is noetherian and reduced, for each localization Rm, R̂m and
R̂m ⊗Rm

R̂m are both reduced.

If R is a complete noetherian local ring which is normal, with fraction field K of
characteristic zero and residue field of characteristic p, then for a nilpotent display P

over R, the Tate module Tp(BTP) can be described explicitly in terms of P. Let K be
an algebraic closure of K, R the integral closure of R in K, m its maximal ideal. For
K ⊂ E ⊂ K with [E :K] finite, set Ŵ (mE) = lim

←−
Ŵ (mE/m

n
E) and Ŵ (m) = lim

−→
Ŵ (mE).

Let W (m) be the p-adic completion of Ŵ (m). Let m̃ be the p-adic completion of m.
For P a nilpotent display over R, let G = BTP and define G

0

P
to be W (m) ⊗W (R) P ,

G
−1

P
= Ker

(

W (m) ⊗
W (R)

P −→ m̃⊗
R
P/Q

)

.

As G is p-divisible we may write G = lim
−→

Gn where Gn is the kernel of pn on G. The

Tate module Tp(G) is by definition Hom
(
Qp/Zp, lim

−→
Gn(K)

)
.

Proposition 4.4. — There is an exact sequence of Gal(K/K)-modules

0 −→ Tp(G) −→ G
−1

P

F1−i−→ G
0

P
−→ 0.

5. DUALITY

We briefly sketch now the duality theory for nilpotent displays and corresponding
p-divisible formal groups. From Zink’s perspective it is based upon a canonical homo-
morphism

Bil(P,P ′; G ) −→ Biext
(
BTP , BTP′ ; Ĝm

)
.

We do not review here the formalism of biextensions referring the reader to Mumford’s
original paper [Mu], Grothendieck’s geometric and homological version of the theory
[Gr3] and Zink’s reformulation of these in his context [Z5]. Let us only say that we
have, if A, B, C are abelian groups (in a topos) and we are given exact sequences

0 −→ K1 −→ K0 −→ B −→ 0

0 −→ L1 −→ L0 −→ C −→ 0,
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an exact sequence

Hom(K0 ⊗ L0, A) −→ Hom(K0 ⊗ L1, A) ×
Hom(K1⊗L1,A)

Hom(K1 ⊗ L0, A)

−→ Biext(B,C;A) −→ Biext(K0, L0;A).

We apply this formalism to the exact sequences

0 −→ G−1
P

F1−i−→ G0
P −→ BTP −→ 0

0 −→ G−1
P′

F1−i−→ G0
P′ −→ BTP′ −→ 0

where P, P ′ are displays. Mumford proved that Biext
(
G0

P
, G0

P′, Ĝm) = (0) so every

biextension of BTP , BTP′ , by Ĝm is defined by a pair of morphism

α1 : G−1
P

⊗G0
P′ −→ Ĝm

α2 : G0
P ⊗G−1

P′ −→ Ĝm

agreeing on G−1
P

⊗G−1
P′ .

Let α ∈ Bil(P,P ′,G ). We will associate to α a pair of such homomorphisms as
follows. First, for N a nilpotent R-algebra we have

αN : G0
P

(N) ⊗G0
P′(N) −→ Ŵ (N)

defined by (ξ ⊗ x) ⊗ (ξ′ ⊗ x′) 7→ α(x⊗ x′)ξξ′.

Next recall that the Artin-Hasse exponential defines an exact sequence

0 −→ Ŵ (N)
v−id
−→ Ŵ (N)

AH
−→ Ĝm −→ 0.

Here for x ∈ Ŵ (N),

AH(x) =
[

exp

( ∞∑

n=0

wn(x)
T p

n

pn

)]

T=1
.

Then with these notations we define

α1(y, x
′) = AH

(
αN(F1y ⊗ x′)

)
, y ∈ G−1

P
(N) , x′ ∈ G0

P′(N)

α2(x, y
′) =

[
AH

(
αN(x⊗ y′)

)]−1
, x ∈ G0

P
(N) , y′ ∈ G−1

P′(N).

The verification that α1, α2 agree on G−1
P

⊗ G−1
P′ is easy. One can show that we

obtain the same biextension if F1y is replaced by y in the equation defining α1 and,
simultaneously, y′ is replaced by F1y

′ in the equation defining α2.

The category of nilpotent R-algebras is isomorphic to that of augmented R-algebras
such that the augmentation ideal is nilpotent, AugR. We endow (AugR)◦ with the fpqc
topology and consider formal groups as abelian sheaves on this site. For any abelian

sheaf F , we define a subsheaf F+ by setting F+(X) = Ker
(
F (X)

F (ε)
−→ F (Spec(R))

)
,

where ε : Spec(R) → X is the canonical section.

The homological formalism provides a canonical homomorphism Biext(B,C;A) →

Hom(B,Ext1(C,A)). We apply this taking a nilpotent display P, its dual display
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P t and the tautological α ∈ Bil(P t,P,G ). This furnishes us with a homomorphism
BTPt

χ
−→ Ext1(BTP , Ĝm).

Proposition 5.1. — The map χ defines an isomorphism of formal groups

BTPt −→ Ext1
(
BTP , Ĝm

)+
.

Remark. — In the case where P t is also a nilpotent display, this result was given in
[MM], with a completely different proof using Illusie’s thesis.

Proposition 5.2. — Assume P, P ′ are nilpotent displays and (P ′)t is also a nilpo-
tent display. Then the map Bil(P,P ′,G ) → Biext

(
BTP , BTP′ ; Ĝm

)
is an isomor-

phism.

6. DIEUDONNÉ DISPLAYS AND p-DIVISIBLE GROUPS

Assume R is a complete noetherian local ring with perfect residue field k of charac-
teristic p. If p = 2, assume in addition that 2R = (0). We will modify the definition of
a display so as to obtain an equivalence of categories

BT : Dieudonné displays/R
≈

−→ p-divisible groups/R.

If R is artinian we will consider a subring Ŵ (R) ⊂ W (R), stable under f and v,
functorial in R and having Ŵ (k) = W (k). Let m be the maximal ideal of R and let
x ∈W (k). Let yn ∈W (k) satisfy fn(yn) = x. Let ỹn ∈W (R) be any lift of yn. Then for
n ≫ 0, fn(ỹn) is independent of the choice and the map δ : W (k) → W (R) defined by
δ(x) = fn(ỹn), n large, is a ring homomorphism which is a section of W (R)

π
−→W (k).

We consider the sequence

0 −→W (m) −→ W (R)
π

−→W (k) −→ 0.

Let Ŵ (m) =
{
x0, . . . , xi, . . .) ∈ W (m) | almost all xi = 0

}
. Then Ŵ (m) is stable under

f and v and we define Ŵ (R) = {x ∈ W (R) | x − δπx ∈ Ŵ (m)}. Ŵ (m) is an ideal in
W (R) and consequently Ŵ (R) is a ring. This ring is stable under f and v. It is easy
to see that Ŵ (R) is a (non-noetherian) local ring which is separated and complete in
the topology defined by its maximal ideal Ŵ (m) + δ(p ·W (k)).

Now we define a Dieudonné display P over R in exactly the same manner as we
defined a display in Definition 1.2, replacing W (R) by Ŵ (R). Just as before there is a
map V ♯ : P → P (1) and we have

F ♯ ◦ V ♯ = p · idP , V ♯ ◦ F ♯ = p · idP (1).

We consider divided power thickenings S
π

−→ R such that for each a ∈ Ker(π) = J ,
we have γn(a) = 0 for n≫ 0 (depending on a). We have an exact sequence

0 −→ Ŵ (J) −→ Ŵ (S) −→ Ŵ (R) −→ 0.
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The condition imposed on the divided powers implies that log induces an isomorphism

log Ŵ (J)
∼

−→ J (N).

With this nilpotency assumption on the divided powers, Lemma 2.1 and Theorem 2.4
extend to Dieudonné displays. Just as before this enables us to define the Witt and
Dieudonné crystals associated to a Dieudonné display.

We have a “forgetful” functor Dieudonné displays
F
−→ displays, P 7→W (R)⊗

cW (R) P .
We say that a Dieudonné display P is nilpotent if F (P) is nilpotent. The functor

F establishes an equivalence of categories between nilpotent Dieudonné displays and
nilpotent displays. This follows easily from the fact that, for a divided power thickening
S

π
−→ R, the functor

Dieudonné displays/S −→ Dieudonné displays/R+ lifts of the Hodge filtration

is an equivalence of categories.

Proposition 6.1. — The category of nilpotent Dieudonné displays is equivalent via a
functor BT to the category of p-divisible formal group/R. If A is a finite R-algebra (so
a product of artinian local rings) and P is such a nilpotent display with base change
to A, PA = (P ′, Q′, F, F1), then we have an exact sequence

0 −→ Q′
F1−i−→ P ′ −→ BTP(A) −→ 0.

Proposition 6.2. — Let P be a finitely generated projective Ŵ (R)-module and
φ : P (1) → P (resp. φ : P → P (1)). Then there is a direct summand P tm of P (resp. a
projective quotient P ét of P ) such that φ induces on P tm (resp. on P ét) an isomorphism.
Further, if M is any Ŵ (R)-module equipped with an isomorphism ψ : M (1) →M (resp.
an isomorphism ψ : M →M (1)) and α : M → P (resp. α : P →M) and φ◦α(1) = α◦ψ
(resp. α(1) ◦ φ = ψ ◦ α), then α factors uniquely through P tm (resp. P ét).

Proposition 6.3. — Let P = (P,Q, F, F1) be a Dieudonné display.
a) P = Q⇐⇒ V ♯ is an isomorphism.
b) IR P = Q⇐⇒ F ♯ is an isomorphism.
We say P is étale if a) holds and P is of multiplicative type if b) holds.

Proposition 6.4. — Let P/R be a Dieudonné display. There is a map P → Pét

to an étale Dieudonné display which is universal with respect to morphisms from P to
étale Dieudonné displays. The map P → P ét is surjective and if P nil is its kernel, then
Pnil = (P nil, P nil ∩Q,F, F1) is a nilpotent Dieudonné display.

This proposition has a dual proposition which we do not state explicitly.
Our artin ring R is canonically a W (k)-algebra. Let k be an algebraic closure of k,

Γ = Gal(k/k) and R = R⊗W (k)W (k), equipped with its continuous action of Γ. If H is
a finitely generated free Zp-module endowed with a continuous, for its p-adic topology,
action of Γ we set

P (H) =
(

Ŵ (R) ⊗Zp H
)Γ

.
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The natural map Ŵ (R) ⊗
cW (R) P (H) → Ŵ (R) ⊗Zp H is an isomorphism. Let P(H)

be the étale Dieudonné display (P (H), Q(H), F, F1) where P (H) = Q(H) and F1 is
induced by f ⊗Zp idH on Ŵ (R) ⊗Zp H , F = p · F1.

Conversely, if P is an étale Dieudonné display over R define H(P) to be the kernel
of the Zp-linear homomorphism.

F1 − id : Ŵ (R) ⊗
cW (R) P −→ Ŵ (R) ⊗

cW (R) P.

Proposition 6.5. — These functors establish equivalences of categories between étale
Dieudonné displays over R and continuous Γ-modules, finitely generated and free as
Zp-modules.

Proposition 6.6. — Let P be a nilpotent Dieudonné display over R, P the corre-
sponding nilpotent Dieudonné display over R and CR the cokernel of F1 − i : Q → P .
Then there is an isomorphism HomΓ(H,CR)

∼
−→ Ext(P(H),P).

This is proved using Galois cohomology to establish that H1(Γ,HomZp

(
H,Q)

)
= (0).

Let G be a p-divisible group over R; we wish to associate to it a Dieudonné display.
As R is an artin local ring we have an exact sequence

0 −→ Ĝ −→ G −→ Gét −→ 0

where Gét is étale and Ĝ is a p-divisible formal group.
Write Gét = BT (H) = lim

−→
p−nH/H and Ĝ = BT

cP
, where P̂ is a nilpotent

Dieudonné display.

Proposition 6.7. — There is a canonical isomorphism

HomΓ(H, Ĝ(R))
∼

−→ Ext(BT (H), Ĝ).

Theorem 6.8. — There is an equivalence of categories

Dieudonné displays/R
≈

−→ p-divisible groups/R.

This follows from Propositions 6.1, 6.6, 6.7 and the fact that there are no non-trivial
homomorphisms in either direction between étale and nilpotent Dieudonné displays
(resp. étale and p-divisible formal groups over R).

Remark 6.9. — The following questions raised by Zink in [Z3] remain open.
(i) If G/R is a p-divisible group with associated Dieudonné displays P, is the

Dieudonné crystal associated to P (canonically) isomorphic to that associated to G by
crystalline Dieudonné theory? The answer is of course yes by Theorem 3.5 if G is a
p-divisible formal group.

(ii) Does the equivalence between p-divisible groups and Dieudonné displays respect
duality? Again this is true if G and G∗ are both p-divisible formal groups.
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(iii) The classification when R is a complete noetherian local ring is obtained by
defining Ŵ (R) = lim

←−
Ŵ (R/mn) and Dieudonné displays in the obvious manner since

p-divisible groups/R
≈

−→ LIM
←−

p-divisible groupsR/mn.

7. WINDOWS AND DIEUDONNÉ DISPLAYS

If K is a local field of characteristic zero with perfect residue field of characteristic p,
then one knows how to classify p-divisible groups over the ring of integer OK . If the
absolute ramification index e ≤ p − 2, the maximal ideal mK has nilpotent divided
powers and [Gr1] explains how to do this using the filtered Dieudonné module. A more
direct approach to this classification is given in [Fon1]. Breuil has extended this result
if p 6= 2 to the case where e is arbitrary,[Br], see also the appendix of [K]. Zink has
generalized Breuil’s result to give a classification of p-divisible groups over a local finite
flat W (k)-algebra S. When S = OK , Zink further shows that the category Breuil uses,
strongly divisible modules, is naturally equivalent to the category of Dieudonné displays
over OK . We indicate now Zink’s generalization.

Let R be a local ring with perfect residue field of characteristic p ≥ 3. Assume there
is a n such that xn = 0 for all x ∈ m. If S

π
−→ R is a divided power thickening and

S satisfies the same hypotheses we have the log : W (J)
∼

−→ JN, J = Ker(π). Let
W̃ (J) = log−1(J (N)). Then Ŵ (J) ⊂ W̃ (J) and they are equal if the γm(x) of each
x ∈ J are zero, for m ≫ 0, depending on x. Denote by W̃ (S) the subring of W (S)

generated by Ŵ (S) (cf. § 6) and W̃ (J). If A is a p-adic local ring equipped with an
homomorphism A

π
−→ R and Ker(π) has divided powers compatible with those on pA,

we define W̃ (A) = lim
←−

W̃ (A/pn), the limit over those n such that pn = 0 in R. Similarly

we define Ŵ (A).

Definition 7.1. — (i) A frame for R is a flat Zp-algebra A which is a p-adic ring
equipped with a surjection π : A → R whose kernel has divided powers and an endo-
morphism σ : A→ A which lifts Frobenius.

(ii) A Dieudonné frame for R is a frame for R which, in addition, satisfies A/pnA,
is for all n a local ring whose maximal ideal satisfies the nilpotence condition imposed

on R and the Cartier map A
δ

−→W (A) factors through W̃ (A).

(iii) A Dieudonné window for a frame (A, σ) (resp. a Dieudonné frame) is a finitely
generated projective A-module M a submodule M1 which contains JM , J = Ker(π), a
σ-linear map Φ : M → M such that M/M1 is a projective R-module, ΦM1 ⊂ pM and
M is generated by ΦM ∪ 1

p
ΦM1.

The hypothesis that A
δ

−→ W (A) factors through W̃ (A) implies that the composite

A
δ

−→W (A)
W (π)
−→ W (R)



964–18

factors through Ŵ (R). Hence we may associate to a Dieudonné window a Dieudonné
display over R as follows

P = Ŵ (R) ⊗AM

Q = ker
(

Ŵ (R) ⊗AM −→M/M1

)

F (ξ ⊗ x) = fξ ⊗ Φx , ξ ∈ Ŵ (R) , x ∈M

F1(ξ ⊗ y) = fξ ⊗ 1
p
Φy , ξ ∈ Ŵ (R) , y ∈M1

F1(vξ ⊗ x) = ξ ⊗ Φx , ξ ∈ Ŵ (R) , x ∈M.

Theorem 7.2. — Let R satisfy our hypotheses and (A, σ) be a Dieudonné frame for R.
Then the functor Dieudonné A-windows → Dieudonné displays/R is an equivalence of
categories.

This theorem is established by constructing a quasi-inverse functor. To do this one
associates to a Dieudonné display a crystal generalizing the discussion of § 6 in that we
no longer require any nilpotence condition on divided power thickenings. Lemma 2.1
and Theorem 2.4 extend to this situation. Note if the divided powers on J = ker

(
S

π
−→

R
)

are not nilpotent it is essential that one works with W̃ (S) and not Ŵ (S) for proving

Lemma 2.1 in this context. Then, if P is a Dieudonné display over R and P̃ is a triple
over A which lifts P in the sense that P̃ = (P̃ , F, F1) where P̃ is a finitely generated
free W̃ (A)-module, the window associated to P is

M = A ⊗
fW (A)

P̃ , M1 = Ker
(

M −→ R ⊗
cW (R)

P −→ P/Q
)

.

The crystal associated to P/R depends only on P = PR/p. For this Dieudonné display
we have

V
P

: P
(p)

−→ P

and this induces Φ : M → M , σ-similinear.

Let S be a finite flat local W (k)-algebra. Consider a presentation

0 −→ I −→W (k)[T1, . . . , Td] −→ S −→ 0,

where each Ti has image in the maximal ideal of S.
Let A0 = the divided power envelope of I modulo p-torsion (i.e. if K = Frac(W (k)),

the subring of K[T1, . . . , Td] generated over W (k) by
{
xn

x!
, x ∈ I

}
. We have a surjection

A0 ։ S. Let σ : W (k)[T1, . . . , Td] →W (k)[T1, . . . , Td] be f semi-linear with σ(Ti) = T pi .
Then σ leaves I + (p) stable. If J0 = Ker(A0 → S), that is the divided power ideal,
J0+pA0 has divided powers and σ extends to A0, σ lifts Frobenius. Let A be the p-adic
completion of A0. If R = S/pn S for some fixed n, then (A, σ) is a Dieudonné frame for

R since one shows that A
δ

−→ W (A) factors through W̃ (A). By Theorem 6.8 and 7.2,
Dieudonné windows for (A, σ) classify p-divisible groups over R.

Passing to the limit over n we obtain:
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Theorem 7.3. — The category of Dieudonné windows for the frame (A, σ) is equiva-
lent to the category of p-divisible groups over S.

8. FURTHER RESULTS

Zink has applied techniques from his theory of displays to give new and simpler proofs
of a purity result for p-divisible groups. This result [dJO] states the following:

Proposition 8.1 (de Jong–Oort). — Let R be a noetherian local ring of dimen-
sion ≥ 2, U the complement of the closed point in Spec(R). If G/R is a p-divisible
group which has constant Newton polygon over U , then G has constant Newton polygon
over Spec(R).

Zink’s proof of this result uses, in part, ideas of Vasiu, who proved a more general
result of [V].

Langer and Zink have developed a theory of the de Rham–Witt complex valid for X
an arbitrary scheme over a Z(p)-algebra R. This theory is related to, but not the same
as the “absolute theory” of [HM]. It generalizes the classical theory of Bloch–Illusie,
[Ill1]. If R is a ring with p nilpotent in R and X is an R-scheme there are complexes
Wn Ω•X/R of Wn

(
OX

)
/Wn(R) differential graded algebras such that

Wn

(
OX

)
= Wn Ω0

X/R , d : Wn

(
OX

)
→ Wn Ω1

X/R

satisfies d(γn(vξ)) = γn−1(vξ)d(vξ). There are algebra homomorphisms F :

Wn+1 Ω•X/R → Wn Ω•X/R and additive maps V : Wn Ω•X/R → Wn+1 Ω•X/R. If X/R

is smooth, then H∗
(
X,Wn Ω•X/R

)
is canonically isomorphic to H∗crys

(
X/Wn(R)

)
.

Passing to the inverse limit one defines WΩ•X/R. It has operators F , V , d satisfying
the standard relations FdV = d, V d = dV p, dF = pFd.

If X/R is proper and smooth, we have

H∗
(
X,WΩ•X/R

)
≃ H∗crys

(
X/W (R)

)
.

As an application we give the Zink–Langer construction of the display associated to
an abelian scheme. Let X/R be an abelian scheme of relative dimension g. Let P =

H1
crys

(
X/W (R)

)
, a projective W (R)-module of rank 2g. Consider the subcomplex of

WΩ•X/R obtained by replacing W
(
OX

)
by IX = v(

(
W (OX)

)
. Denote this complex by

IWΩ•X/R.
We have a commutative diagram

(∗) IX
d

//

V −1

��

WΩ1
X/R

d
//

F
��

WΩ2
X/R

//

pF

��

· · ·

W (OX)
d

// WΩ1
X/R

d
// WΩ2

X/R
// · · ·

Let Q be the W (R)-module obtained as the H1
(
X, IWΩ•X/R

)
.
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We have an exact sequence

0 −→ IWΩ•X/R −→WΩ•X/R −→ OX −→ 0

where OX is viewed as a complex concentrated in degree zero.

Taking H1 of this sequence we find

0 −→ Q −→ P −→ Lie(X) −→ 0.

Proposition 8.2. — Let F1 : Q→ P be the f -linear map induced by the diagram (∗).
Then P = (P,Q, F, F1) is a display over R.

We end with a question and two comments:

1) Can the de Rham–Witt complex be used to directly construct the nilpotent display
associated to a p-divisible formal group over a Nagata ring R. More generally we ask
whether using crystalline techniques will allow us to associate a Dieudonné display to
a p-divisible group over a complete noetherian local ring whose residue field is perfect
of characteristic p.

2) Breuil has, extending work of Fontaine and Conrad, classified finite flat commu-
tative p-group schemes over OK (notation as in § 7) for p 6= 2. Crystalline Dieudonné
theory is defined for such group schemes over any base where p is nilpotent and has
good faithfullness properties if the base is of characteristic p and is a reasonably nice
scheme, [BM2], [dJ1], [dJM]. Thus it seems reasonable to hope that a good theory of
displays which will classify finite flat p-group schemes can be developed.

3) In [Z5], page 132, Zink says he “would expect” that BT defines an equivalence of
categories between nilpotent displays and p-divisible formal groups over any noethe-
rian R. Recently Lau, [L], has proven this conjecture of Zink without the noetherian
hypothesis on R, requiring only that R is separated and complete for the p-adic topol-
ogy. His proof uses the Grothendieck-Illusie theory, [Ill2], of deformations of truncated
Barsotti-Tate groups.
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THE WAVE MAP PROBLEM

SMALL DATA CRITICAL REGULARITY

[after T. Tao]

by Igor RODNIANSKI

1. INTRODUCTION

The purpose of this paper is to describe the wave map problem

2φ = −φ (∂αφ · ∂αφ) ,(1)

φ|t=0 = φ0, ∂tφ|t=0 = φ1

where φ is a map φ : Rn+1 → Sm−1 ⊂ Rm, and its analogs for other target manifolds,

with a specific focus on the small data critical regularity results of T. Tao, contained

in the following

Theorem 1 ([30], [31]). — Let n ≥ 2 and s > n
2
. The solution of the Cauchy problem

(1) with initial data (φ0, φ1) ∈ (Sm−1, TSm−1) in (Ḣs, Ḣs−1) can be extended uniquely

to a global solution (φ(t), ∂tφ(t)) ∈ (Ḣs, Ḣs−1) on Rn+1 provided that the initial data

(φ0, φ1) has a sufficiently small (Ḣ
n
2 , Ḣ

n
2
−1) norm:

‖φ0‖Ḣ
n
2 (Rn)

+ ‖φ1‖Ḣ
n
2 −1(Rn)

< ǫ.

These results imply that in dimensions n ≥ 3, despite the fact that the wave map

problem is supercritical relative to a conserved energy and there exist solutions blowing

up in finite time, its classical solutions with Sm−1 target can be extended globally in

time as long as the initial data has a small scale-invariant Ḣ
n
2 norm(1). In the critical

dimension n = 2 the result is particularly exciting as it implies that a solution exists

globally as long as it has a small energy.

(1)Here and in what follows we will denote the initial data by φ[0] = (φ0, φ1) and will say that φ[0] ∈ Hs

meaning (φ0, φ1) ∈ Hs × Hs−1.
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The problem (1) arises as an Euler-Lagrange equation corresponding (formally) to the

critical points of the Lagrangian density:

(2) L [φ] =
1

2
(∂αφ · ∂βφ) mαβ ,

where mαβ is the Minkowski metric on Rn+1. The density L [φ] gives rise to the

Minkowski analog of the harmonic map problem on Rn, in which the energy density is

given by 1
2
∇φ · ∇φ and the critical points, harmonic maps φ : Rn → Sm−1, satisfy the

equation

∆φ = −φ(∇φ · ∇φ).

The equation (1) belongs to the more general class of wave map problems, in which

φ is a map from an (n + 1)-dimensional Lorentzian manifold (M , g) to a Riemannian

manifold (N , h). The map φ is a solution of the Euler-Lagrange equations:

(3) Dα∂αφ = 0,

corresponding to the Lagrangian density:

(4) L [φ] =
1

2
hij (∂αφ

i∂βφ
j) gαβ.

Here {φi} denote local coordinates on N . D is the pull-back of the Levi-Civita con-

nection on TN to the bundle φ∗(TN ). In terms of the local coordinates {φi} this

pull-back connection acting on sections of φ∗(TN ) reads:

Dα = ∇α + Γ
k

αj , Γ
k

αj = Γk
ij(φ)∂αφ

i ,(5)

where Γk
ij is the Christoffel symbol in the coordinates {φi} and ∇ is a covariant deriva-

tive on TM . The wave-map equation (3) has the form:

(6) 2gφ
k = −Γk

ij(φ) gαβ(∂αφ
i∂βφ

j).

In particular in the case of a wave map problem from Minkowski space (Rn+1, m) the

map φ verifies the equation

(7) 2φ = −Γ(φ)(∂αφ, ∂
αφ).

The wave map problem appears naturally in solid-state physics, theory of topological

solitons, Quantum Field Theory and General Relativity:

Topological solitons: One of the simplest non-trivial models with topological soliton

solutions is the (2 + 1) dimensional Lorentz invariant O(3) classical σ-model which is

nothing else but a (2+1)-dimensional wave map problem with S2 target. It arises in the

study of a continuum limit of an isotropic anti-ferromagnet, [8]. Topological solitons in

this model are the static solutions (harmonic maps from R2 → S2 of the equation

2φ = −φ(∂αφ · ∂αφ)
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which minimize the energy (conserved under evolution)

E[φ] =

∫

R2

(
|∂tφ|

2 + |∇xφ|
2
)
dx

in a given homotopy class. Such maps satisfy the Bogomol’nyi equation

∂iφ = ±ǫijφ× ∂jφ

and are thought to represent meta-stable particles, [1]. Here ǫij is an anti-symmetric

tensor in two dimensions. The important feature of this model, common to all (2 + 1)-

dimensional wave map problems, is its criticality. Both the equation and the conserved

energy E[φ] are invariant under scaling transformations φ(t, x) → φ(λt, λx). The

problem displays a fascinating interplay between the infinite dimensional wave map

dynamics defined by (1) and a finite dimensional dynamics generated by restricting

the full dynamics to the moduli space of static solutions (e.g. self-shrinking (λ → 0)

of harmonic maps), see e.g. [20], ultimately leading to the existence of large data

solutions of (1) blowing up in finite time, [23].

General Relativity: The wave map problem on a curved (2 + 1)-dimensional back-

ground with an H2 target arises in the U(1) symmetry reduction of the Einstein vacuum

equations. In this case one starts with a (M, g) Lorentzian (3+1)-dimensional manifold

with Ricci curvature

Rαβ = 0.

Under the assumption that (M, g) is invariant under the group action of U(1) which

orbits are space-like the metric g can be decomposed

g = e−2γg + e2γ(θ)2

where g is a Lorentzian metric on a (2 + 1)-dimensional manifold N = (Σ × R) and

θ = dx3 +Aadx
a with a = 0, 1, 2 local coordinates on N and x3 a coordinate along the

orbit. The equations Ra3 = 0 (and the assumption of triviality of the first cohomology

class of Σ) imply that

dA =
1

2
e−4γ ⋆ dω,

where ∗ is the Hodge dual relative to the metric g and a scalar function ω is called a

twist potential. The equation R33 = 0 implies that

2gγ +
1

2
e−4γgab∂aω ∂bω = 0,

2gω − 4gab∂aω ∂bγ = 0

which can be recognized as a wave map equation from (Σ × R, g) into the hyperbolic

space H2 with the metric

2(dγ)2 +
1

2
e−4γ(dω)2.

Note that the wave map evolves on a dynamic background with the metric g, which

itself depends on the wave map. This coupling is determined by satisfying the remaining
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equations Rab = 0. The only result available in this fully nonlinear context is a small

data global stability in the expanding direction statement for solutions with Σ a compact

surface with genus greater than one, metric g = −dt2 + t2σ with σ a metric of scalar

curvature −1 on Σ and the wave map φ = 0, see [6].

Acknowledgments: The author would like to thank Terry Tao for valuable com-

ments on this paper.

2. SUMMARY OF QUESTIONS AND RESULTS FOR THE WAVE

MAP PROBLEM FROM MINKOWSKI SPACE

Traditionally(2), as the wave map equation is a hyperbolic evolution problem, one

is interested in the questions of local and global in time existence and uniqueness of

solutions, existence of solutions blowing up in finite time and stability of static or other

“preferred”(3) solutions. The wave map equation from Minkowski space is invariant

under the scaling transformation φ(t, x) → φ(λt, λx), which also preserves the Ḣ
n
2

Sobolev norm. On this basis and in view of a geometric nature of the problem, our

experience suggests that we could expect(4) that:

Local in time solutions exist and unique for any initial data φ[0] ∈ Hs with s > n/2.

Solutions with data with a small Ḣ
n
2 -norm can be extended globally in time.

Large data classical solutions can be extended globally in time for the (2+1)-dimensional

(critical) wave map problem, where the scale invariant space Ḣ1 coincides with a con-

served energy space, at least in the case of a target manifold of negative curvature, in

analogy with the harmonic map heat flow.

Large data classical solutions can be extended globally in time for the (1+1)-dimensional

wave map problem, where the scale invariant space Ḣ
1
2 is larger (subcritical) than the

energy space.

Below we briefly (and incompletely, sometimes referring to just the final result) sum-

marize known results (a good survey of the wave map problem is given in [34]):

(2)The connection of the wave problem to QFT and GR may present an additional set of questions.
(3)An example of such a solution is φ = γ(u) where γ is a geodesic on (N , h) and u verifies the wave

equation 2u = 0.
(4)Just on the basis of presented here “evidence” perhaps a more appropriate term here would be

“hope” as in some other problems these expectations have not been yet fulfilled or simply turned out

to be wrong. For the wave map problem these expectations are more grounded due to the referred to

above geometric origin of the problem, which makes available various cancellation properties (e.g. the

expression ∂αφ · ∂αφ is an example of a null form eliminating parallel interactions of free waves).
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Existence and uniqueness of local in time solutions in Hs with s > n/2 is in [13], [15]

and [11] in dimension n = 1.

Small data global existence in Ḣ
n
2 × Ḣ

n
2 in dimensions n ≥ 2 is shown in [30], [31].

Extensions to other targets are in [14], [25], [21], [16], [17], [35].

Large data global existence for the (1 + 1)-dimensional wave map is established in [9],

[19].

Existence of large data solutions blowing up in finite time in dimensions n ≥ 3 is shown

in [24], [4].

Stability of a trivial constant wave map and geodesic wave maps is in [27] and stability

of certain (2 + 1)-dimensional spherically symmetric solutions is in [18].

For the critical (2 + 1)-dimensional wave map problem existence of solutions blowing

up in finite time was proved in [23] for the S2 target. The large data global existence

result is conjectured for the H2 target.

We should also mention that good results have been obtained for the large data critical

(2 + 1)-dimensional wave map problem for solutions with additional spherical or equi-

variant symmetry assumptions. It was shown in [7] (for geodesically convex targets),

[29] that large data global spherically symmetric solutions can be extended globally and

uniquely in time.

The k-equivariant (co-rotational) solutions of the wave map problem are considered

in the case when a target manifold is a surface of revolution. The results in [26] and

[28] imply that a solution blows up in finite time only if the energy concentrates (in

particular small energy implies regularity), blow-up can not occur at a self-similar rate

and at the blow-up a harmonic map can be “bubbled off”. We note that in the case of

the S2 target the equation for a k-equivariant wave map takes the form

∂2
t u− (∂2

r +
1

r
∂r)u+ k2 sin(2u)

2r2
= 0

for a single scalar function u satisfying the boundary conditions u(0) = 0 and u(∞) = π.

3. LOCAL SUBCRITICAL THEORY

We begin by discussing the framework for proving (subcritical) local existence and

uniqueness results for the wave map problem (7) as it already contains major elements

required for the (critical) small data global existence problem.

A general scheme for proving local existence and uniqueness in a Sobolev space Hs

can be loosely described as follows:

Identify a space X with the property that X contains solutions of the homogeneous

wave equation 2w = 0 with initial data in w[0] ∈ Hs.
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Assume a priori that a solution φ belongs to X and

(8) ‖φ‖X ≤ 2C0

for some constant C0.

Express φ via a representation

(9) φ = W (t)φ[0] − 2
−1 (Γ(φ)∂αφ · ∂αφ)) ,

where w = W (t)φ[0] is a solution of the homogeneous wave equation 2w = 0 with initial

φ[0] and v = 2
−1F denotes a solution of the inhomogeneous problem 2v = F with zero

initial data at t = 0.

Show that

(10) ‖2−1 (Γ(φ1)(∂
αφ2 · ∂αφ3)) ‖X ≤ C

for arbitrary functions ‖φi‖X ≤ 2C0.

In the energy method, in which space X is chosen to be L∞
t H

s, the representation (9)

reads

(11) φ(t) = W (t)φ[0] −

∫ t

0

W (t− s) (Γ(φ)∂αφ · ∂αφ)) (s) ds,

and the estimate (10) follows from the standard energy estimates for the wave equation

and a choice of a small time interval [0, T ] gives local well-posedness in Sobolev

spaces Hs with s > n
2

+ 1.

The Strichartz method is based on (11) and combines the energy estimates for the

solution of the wave equation with the Strichartz estimates:

‖φ‖Lq
t Lp

x
. ‖φ[0]‖Ḣs + ‖2φ‖L1

t Ḣs−1 ,

where

2

q
≤ (n− 1)(

1

2
−

1

p
), q ≥ 2, (n, q, p) 6= (3, 2,∞),(12)

1

q
+
n

p
=
n

2
− s.

The space X = L∞
t H

s ∩ L2
tW

1
∞ for n ≥ 3 and X = L∞

t H
s ∩ L4

tW
1
∞ for n = 2. Local

existence and uniqueness of solutions with initial data in Hs with s > n
2

+ 1
2

for n ≥ 3

and s > n
2

+ 3
4

for n = 2 follow by iterating the wave map equation in the spaces where

the energy norm is complemented by the Strichartz norm ‖∂φ‖L2
t L∞

x
for n ≥ 3 and

‖∂φ‖L4
t L∞

x
for n = 2, see [22].
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The Hs,δ method(5) is based on the iteration in the space X = Hs,δ with the norm

‖F‖Hs,δ = ‖(1 + |τ | + |ξ|)s(1 + ||τ | − |ξ||)δF̃ (τ, ξ)‖L2
τ,ξ

adapted to the symbol of 2 (i.e. 2Hs,δ = Hs−1,δ−1). For δ > 1/2 the space Hs,δ is

smaller than the intersection of energy space L∞
t H

s and the Lq
tL

p
x Strichartz spaces con-

sistent with Hs regularity. Iteration in Hs,δ leads to the local existence and uniqueness

results in Hs with s > n/2, see [13], [15]. The key to this result is the algebra property

Hs, 1
2
+ ·Hs−1,− 1

2
+ ⊂ Hs−1,− 1

2
+,

and the null form estimate

Q0(H
s, 1

2
+, Hs, 1

2
+) ⊂ Hs−1,− 1

2
+,

which both hold with s > n
2
. Here Hs, 1

2
+ stands for the space Hs,δ with 1/2 < δ <

1/2 + s− n/2. The null form Q0(φ, φ) = ∂∂φ ∂
αφ is precisely the expression arising in

the nonlinear term of the wave map problem. It has the property that for two solutions

of the homogeneous wave equation 2φ = 2ψ = 0 we have

2Q0(φ, ψ) = 2(φψ).

In particular Q0 eliminates parallel interactions, between φ and ψ whose space-time

Fourier transform lies on the cone |τ |2 = |ξ|2. This special structure of the nonlinearity

in the wave map problem is crucial for both the local existence and the small data

global existence results in low dimensions.

The challenge in strengthening these results to obtain a global scale-invariant critical

statement lied in the fact that it would require a scale-invariant homogeneous version

of the space H
n
2
, 1
2

‖F‖Ḣs,δ = ‖(|τ | + |ξ|)s(||τ | − |ξ||)δF̃ (τ, ξ)‖L2
τ,ξ
.

The space Ḣ
n
2

, 1
2 is not suitable (in fact it is not even well defined) for the solution

of the critical wave map problem in particular in view of the division and summation

problems one faces in the process of constructing (i.e. proving a priori estimates) the

wave map via a representation (9)

φ = W (t)φ[0] − 2
−1 (Γ(φ)(∂αφ · ∂αφ)) .

First we can modify the space Ḣ
n
2
, 1
2 by improving its summability properties relative to

the distance to the cone ||τ | − |ξ|| while keeping the space scale-invariant. We assume

(5)In the context of the well-posedness theory for hyperbolic equations the Hs,δ spaces were first used

in the work of Klainerman-Machedon [12]. They are closely connected with the Xs,b spaces introduced

and used by Bourgain for the Schrödinger and KdV equations in [2], [3].
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that the space-time Fourier transform F̃ (τ, ξ) has support in the region |ξ| ≈ 2k and

define

(13) ‖F‖
Ḣ

s,12 ,1

k

= 2ks
∑

j∈Z

2
j
2‖m(2−j ||τ | − |ξ||)F̃ (τ, ξ)‖L2

τ,ξ
,

where m is a smooth bump function supported on the interval [1/4, 4] and equal to

one on [1/2, 2]. The division problem arises already at the level of attempting to

implement the general existence scheme described above assuming that φ is a linear

combination of finitely many H
n
2
, 1
2
,1

k atoms. The summation problem requires handling

square summable combinations of H
n
2

, 1
2
,1

k pieces.

4. TATARU’S RESULT

In [32], [33] Tataru solved the division problem under the assumption that the ini-

tial has a small critical Besov norm Ḃ
n
2
2,1 instead of a larger Sobolev space Ḣ

n
2 . The

summation problem was avoided by putting together the H
n
2

, 1
2
,1

k pieces in ℓ1. Such a

space is only consistent with free waves with initial data in the smaller Besov space

Ḃ
n
2
2,1. The solution of the division problem requires enlarging the atomic space built on

H
n
2

, 1
2
,1

k atoms by adding a component which lies in a null frame space. Without going

into much details, the null frame spaces are motivated by the following observation.

Let w be a unit frequency solution of the homogeneous wave equation 2w = 0 whose

spatial Fourier support lies in an angular sector Ω. For simplicity we may assume that

w is a + wave and thus it can be represented as a superposition of the traveling waves

w =

∫

Rn

eit|ξ|+ix·ξw0(ξ) dξ =

∫

Ω

∫

λ∼1

eiλ(t+ix·ω)w0(λω)λn−1dλ dω =

∫

Ω

wω(t+ x · ω)dω,

where

wω(s) =

∫

λ∼1

eisλw0(λω)λn−1dλ.

For a fixed ω let uω = t+ x · ω denote a variable parametrizing the corresponding null

(i.e. the length of the tangent vector (1, ω) with respect to the Minkowski metric is

zero) direction and let xω denote the variables (t− x · ω, x− x · ω). Then the traveling

wave decomposition has the property that

(14)

∫

Ω

‖uω‖L2
uω

L∞

xω
. |Ω|

1
2‖w0‖L2

x

In addition for any θ 6∈ Ω

(15) ‖w‖L∞

uθ
L2

xθ
. dist(θ,Ω)−1‖w0‖L2

x
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The iteration space(6) X is composed from the Xk atoms, where each space Xk contains

functions F with spatial Fourier support in the region |ξ| ∼ 2k and

‖F‖Xk
= inf

(
‖F0‖

H
n
2 , 12 ,1

k

+
∑

ℓ∈Z+

‖Fℓ‖Yk,ℓ

)
,

where the infimum is taken with respect to all possible decompositions F = F0 +
∑

ℓ Fℓ,

the functions Fℓ are supported at distance ≤ 2k−2ℓ from the cone τ 2 = |ξ|2 in Fourier

space. Each of the spaces Yk,ℓ is also an atomic space, where

‖G‖Yk,ℓ
= 2

n
2
k inf

∞∑

m=1

|am|,

where the infimum is taken with respect to the decompositions G =
∑∞

m=1 amGm and

each atom Gm, in addition to the above requirements on its Fourier support, is assumed

to verify the following conditions. Let Kℓ denote a collection of (22ℓ(n−1)) spherical caps

of size 2−ℓ covering the unit sphere of directions in ξ space and Pκ denote the associated

projection in Fourier space on the cap κ ∈ Kℓ. Then we require that for each κ there

exists an angle ωκ 6∈ 2κ such that
∑

κ∈Kℓ

(

2−2k(dist(ωκ, κ))
−2‖2PκGm‖

2
L1

uωκ
L2

xωκ
+ (dist(ωκ, κ))

2‖PκGm‖
2
L∞

uωκ
L2

xωκ

)

≤ 1.

Thus constructed space X is shown to satisfy the following properties:

1. X ⊂ C0
t Ḃ

n
2
2,1∩C

1
t Ḃ

n
2
−1

2,1 and X contains solutions of the homogeneous wave equation

with (Ḃ
n
2
2,1 × Ḃ

n
2
−1

2,1 ) initial data.

2. X ·X ⊂ X and X · 2X ⊂ 2X – bilinear estimates.

5. TAO’S RESULT IN HIGHER DIMENSIONS

We now discuss the result contained in [30], in which the (Ḣ
n
2 critical) small data

global existence problem was completely solved for the wave map equation (1) on

Minkowski space Rn+1 for the Sm−1 target manifold in dimensions n ≥ 5. The so-

lution of the problem is particularly elegant in this case as the iteration spaces are

essentially as in the Strichartz method.

5.1. Tools

A consistent theme in [30] is micro-localization. In this context it simply means that

all involved functions(7) are decomposed into parts each oscillating with frequencies in

a given dyadic interval and all interactions are viewed in terms of interactions between

such individual pieces. The framework for this is provided by the Littlewood-Paley

(6)The description given below is somewhat imprecise as some of the spatial Fourier localizations should

be in fact space-time Fourier localizations.
(7)A wave map φ : Rn+1 → Sm−1 is viewed as an Rm-valued function with |φ| = 1.
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theory and paradifferential calculus. According to it an arbitrary function f(x) can be

decomposed with the help of the Littlewood-Paley projections Pk:

f =
∑

k∈Z

fk, fk = Pkf =

∫

Rn

eix·ξχ(2−k|ξ|)f̂(ξ) dξ

where
∑

k∈Z

χ(2−kr) = 1, ∀r 6= 0

and χ is a smooth non-negative cut-off function supported on [1/2, 2]. We set

f<k =
∑

m<k

fm, f>k =
∑

m>k

fm.

The following capture usefulness of such decompositions:

‖|∇|sfk‖Lp ∼ 2ks‖fk‖Lp , ∀ 1 ≤ p ≤ ∞,

‖|fk‖Lp . 2k(n
q
−n

p
)‖fk‖Lq , ∀ 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞.

The first relation reflects the fact that fk oscillates at the frequency 2k, while the

second is called the Bernstein inequality and is simply a prototype of the Sobolev

inequality.

The product of two different Littlewood-Paley pieces f 1
k1

and f 2
k2

can be characterized

as follows(8):

If k1 > k2 then the Fourier support f 1
k1
f 2

k2
is essentially still contained in the dyadic

region |ξ| ∼ 2k.

If k1 = k2 then the Fourier support f 1
k1
f 2

k2
is essentially still contained in the region

|ξ| ≤ 2k.

The analysis requires a micro-local version of the Strichartz spaces Sk adapted to fre-

quency localized functions and consistent with the critical Ḣ
n
2 regularity. Define the

norm in Sk by

(16) ‖ψ‖Sk
= sup

q,p
2( 1

q
+ n

p
)k
(
‖ψ‖Lq

t Lp
x

+ 2−k‖∂tψ‖Lq
t Lp

x

)
,

where the sup is taken over all Strichartz admissible exponents described in (12). The

Strichartz estimates applied to a function ψk localized at the frequency 2k imply:

(17) ‖ψk‖Sk
. ‖ψk[0]‖

Ḣ
n
2

+ 2
n−2

2
k‖2ψk‖L1

t L2
x

(8)For simplicity of exposition we will make no distinction between the relations k1 > k2 and k1 ≫ k2.
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In particular, one easily obtains the following strengthened version of the Strichartz

estimates:
(
∑

k∈Z

‖ψk‖
2
Sk

) 1
2

. ‖ψ[0]‖
Ḣ

n
2

+ ‖2ψ‖
L1

t Ḣ
n
2 −1 .

A very useful notion introduced in [30] is that of an σ-envelope: c = {ck}k∈Z ∈ ℓ2, which

has the property that

ck ≤ 2σ|k−k′|ck′, ∀ k, k′ ∈ Z.

Any ℓ2 sequence a lies under a σ-envelope c (for instance)

ck =
∑

k′∈Z

2−σ|k−k′|ak′.

In particular the sequence ‖φ[0]k‖Ḣ
n
2

associated with initial data for the wave map φ

lies under a σ-envelope c with the property that

∑

k∈Z

c2k < ǫ2.

5.2. The setup

Existence, uniqueness and propagation of regularity(9) follow from proving estimates

in the space X = S(c) defined by the norm

‖φ‖S(c) = sup
k
c−1
k ‖φk‖Sk

.

This means that assuming that

‖φk‖Sk
≤ 2C0ck

for some sufficiently large constant C0 the result will follow if one can prove the stronger

estimate

‖φk‖Sk
≤ C0ck.

As opposed to the local existence scheme one is not able to prove the estimate

‖2−1
(
Γ(φ1)(∂αφ2 · ∂αφ

3)
)
‖S(c) ≤ C0

for functions ‖φi‖S(c) ≤ 2C0. The problem requires renormalization!

(9)Restriction on the parameter σ limits propagation of regularity to the values of Sobolev exponent

n/2 < s < n/2 + σ. It is not however standard that a propagation of regularity in a Sobolev space Hs

with s > n/2 immediately implies the same statement in all higher Sobolev spaces.
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5.3. Micro-linearization of the wave-map equation

The next step is to project the wave map equation

2φ = −φ(∂αφ · ∂αφ)

on the frequency 2k with the help of Littlewood-Paley projection Pk thus deriving an

equation for φk

2φk = −
∑

k1,k2,k3

Pk (φk1(∂αφk2 · ∂
αφk3)) .

Using scale invariance each φk can be seen to satisfy the same equation as φ0

(18) 2φ0 = −
∑

k1,k2,k3∼0

P0 (φk1(∂αφk2 · ∂
αφk3))

and it suffices to prove that

‖φ0‖S0 ≤ C0c0.

(This is where the envelope idea becomes very helpful.)

Next one says that F is an acceptable error term if ‖F‖L1
t L2

x
≤ ǫC3

0c0 and thus by

Strichartz estimates (17) its contribution to the ‖φ0‖S0 is less than the allowed C0c0
and thus can be discarded.

The main contribution of the nonlinear term in (18) is identified by rewriting (18) in

the form

(19) 2φ0 = −2φ<0(∂αφ<0 · ∂
αφ0) + F,

and claiming that the term F is an acceptable error. Before tackling F one sets the

following

Rules of the game: place the terms with a higher frequency in the norm requiring

fewer(10) derivatives (e.g. L2
tL

4
x) and terms with a lower frequency in the norm re-

quiring more (e.g. L∞
t L

∞
x ). Almost all estimates will appear as if they have “extra

room” and thus are not scale invariant. This is merely an illusion due to the fact

that we measure low and high frequency relative to a fixed benchmark frequency.

That is, a low frequency will mean k < 0 while the high frequency will mean that

k > 0. The actual gain occurs only through relative ratios of frequencies of func-

tions involved in the products and is entirely consistent with an overall scale invariance.

Using the paradifferential calculus rules for products described above, one sees that

the error term essentially contains(11) low-high-high, high-high-high, high-low-high and

(10)The number of derivatives is reflected in the exponential factors placed in front of the Strichartz

norms in the definition of Sk in (16). For example the L2
t L

4
x norm “costs” only 1/2 + n/4 derivatives

while the L∞
t

L∞
x

norm requires n/2 derivatives.
(11)We will consistently ignore all the terms arising from the commutators with the Littlewood-Paley

projections.
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0-low-low interactions. For example, the low-high-high interaction can be handled as

follows (with the help of the envelope properties):
∥
∥
∥

∑

k2∼k3>0

φ<0(∂αφk2 · ∂
αφk3)

∥
∥
∥

L1
t L2

x

.

∑

k2∼k3>0

‖φ<0‖L∞

t L∞

x
‖∂αφk2‖L2

t L4
x
‖∂αφk3‖L2

t L4
x

.

∑

k2∼k3>0

2−(k2+k3)n−2
4 ‖φk2‖Sk2

‖φk3‖Sk3

. ǫC2c0
∑

k2∼k3>0

2−(k2+k3)
n−2

4
+σk2

. ǫC2c0

provided that σ is sufficiently small. Similarly for the high-low-high interactions
∥
∥
∥

∑

k1∼k2>0,k3<0

φk1(∂αφk2 · ∂
αφk3)

∥
∥
∥

L1
t L2

x

.

∑

k1∼k2,k3<0

‖∂αφk3‖L∞

t L∞

x
‖φk1‖L2

t L4
x
‖∂αφk3‖L2

t L4
x

.

∑

k1∼k2>0,k3<0

2k3−k12−(k1+k3)
n−2

4

× ‖φk1‖Sk1
‖φk2‖Sk2

‖φk3‖Sk3
. ǫ2C3c0.

The remaining cases can be treated in a similar fashion.

The principal term φ<0(∂αφ<0 · ∂
αφ0) cannot be iterated away by means of Strichartz

estimates (or even with the help of more sophisticated spaces and estimates) as can

be seen from the following argument. The term φ<0 has to be placed in L∞
t L

∞
x , which

means that one needs an estimate

‖∂αφ<0 · ∂
αφ0‖L1

t L2
x

. ‖φ<0‖L2
t Lp

x
‖φ0‖L2

t Lr
x

.

(
∑

k<0

‖φk‖
2
Sk

) 1
2

‖φ0‖S0 ,

where 1/2 = 1/p+1/r. By a scaling argument the term with φ<0 requires p ≥ 2n. The

condition 1/2 = 1/p + 1/r then implies that r ≤ 2n/(n − 1). However the admissible

Strichartz exponents (q, r) with q = 2 lie in the range [2n−1
n−3

,∞] inconsistent with

r ≤ 2n/(n− 1).

5.4. The renormalization procedure

One begins with an anti-symmetrization trick, used previously in the context of

regularity theory for harmonic maps in [10], [5]. Recall that φ takes values in a unit

sphere Sm−1 ⊂ Rm and write relative to the standard coordinates on Rm

φi
<0(∂αφ

j
<0∂

αφj
0) = Bij

α ∂
αφj

0.

The m×m matrices Bα can be anti-symmetrized as follows. The expression

∂αφ
i
<0(φ

j
<0∂

αφj
0) = ∂αφ

i
<0(∂

αφj
<0φ

j
0) − ∂αφ

i
<0∂

α(φj
<0φ

j
0).

Both of the terms on the right hand side above are error terms similar to F0 satisfying

a good L1
tL

2
x estimate. In the first term a derivative has been successfully transferred
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to a lower frequency making in a 0-low-low term. On the other hand the expression

(φj
<0φ

j
0) = P0(|φ|

2) + P0(high-high)

can be identified, modulo terms contributing to an acceptable error term, with the pro-

jection of |φ|2 on the unit frequencies. Since φ ∈ Sm−1 we have |φ| = 1 and P0(|φ|
2) = 0.

This argument allows one to replace

φi
<0(∂αφ

j
<0∂

αφj
0) = Bij

α ∂
αφj

0 = Aij
α ∂

αφj
0,

where Aα are the anti-symmetric matrices

Aα = φ<0(∂αφ<0, ·) − ∂αφ<0(φ<0, ·)

and (·, ·) is the standard scalar product on Rm. This anti-symmetry property is crucial

for the following renormalization procedure. The unit frequency part of the wave-map

φ is replaced by a new dynamic variable

w = Uφ0

with U an almost orthogonal matrix nonlinearly dependent on φ. The map w verifies

the equation

2w = −2UAα∂
αφ0 + 2∂αU∂

αφ0 + 2Uφ0

and this change of variables is motivated by the attempt to eliminate the troublesome

term Aα∂
αφ0 by setting

(20) ∂αU = UAα.

Solubility of the above transport equations depends on the Frobenius condition(12)

(21) ∂αAβ − ∂βAα + [Aα, Aβ] = 0.

Given the explicit form of Aα the condition (21) is not satisfied. However,

∂αAβ − ∂βAα + [Aα, Aβ] = [Aα, Aβ] ≈ ∂φ<0 · ∂φ<0 .

is quadratic in the derivatives of a low frequency part of φ (and thus in particular only

of size ǫ2). The equation (20) is then solved approximately with the defect giving rise

to an acceptable error term. The construction is recursive with(13)

Uk := (Pkφ(P<kφ, ·) − P<kφ(Pkφ, ·))U<k,

U<k := I +
∑

k′<k

Uk′

(12)Equation (20) would suggest that A is a trivial O(n) connection, which of course requires that its

curvature vanishes. It turns out indeed that A is a low frequency portion of the pull-back connection

φ∗(∇) on the bundle φ∗(TSm−1) over Rn+1.
(13)For technical reasons the sum in the second definition should extend only to a finite large negative

integer −M .
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This construction can be motivated by the following argument. In the original equation

for φ0 the term Aα∂
φ
0 can be replaced by ∂αΛ∂αφ0 with

Λ =
∑

k<0

(Pkφ(P<kφ, ·) − P<kφ(Pkφ, ·))

at the expense of generating an error term with an acceptable L1
tL

2
x bound: the

difference between Aα and Ãα = ∂αΛ involves terms where derivatives transferred to

terms with lower frequencies. The equation (20) then reads

∂αU = ∂αΛU

with the solution given by

U = eΛ = e
P

k<0(Pkφ(P<kφ,·)−P<kφ(Pkφ,·)) ≈

and thus if we set

U<k = e
P

k′<k(Pk′φ(P<k′φ,·)−P<k′φ(Pk′φ,·))

we have

Uk =
(
e(Pkφ(P<kφ,·)−P<kφ(Pkφ,·)) − I

)
e

P

k′<k(Pk′φ(P<k′φ,·)−P<k′φ(Pk′φ,·))

≈ (Pkφ(P<kφ, ·) − P<kφ(Pkφ, ·))U<k.

It remains to show that the remaining terms on the right hand side of the equation

for w are acceptable error terms so that

(22) 2w = F

and that the transformation U preserves the space S0. The latter follows from the

estimates

‖U‖L∞

t L∞

x
. 1, ‖U‖L∞

t L∞

x
, ‖∂αU‖L∞

t L∞

x
. ǫ.

The standard(14) Strichartz estimates applied to the equation (22) imply that

‖w‖S0 . ‖w[0]‖L2 + C3
0ǫc0 . ‖φ[0]0‖L2 + C3

0ǫc0 . 2c0

and the desired estimate for φ0 follows.

6. TAO’S RESULT IN LOWER DIMENSIONS

The (critical) small data global existence result for the wave map problem with the

Sm−1 target for the remaining dimensions 2 ≤ n ≤ 4 is contained in [31]. Given the

space constraints it is very difficult to do the justice to that paper here. The proof is

a true tour de force. We will only give a (superficial) description of the spaces used in

the proof.

(14)not quite, as the Fourier support of w is not supported on unit frequencies, since φ0 has been

distorted by U . This can be corrected however without too much difficulty.
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As the problem is shifted to the lower dimensions the dispersion properties of the wave

equation become weaker and one starts “losing” various key Strichartz estimates (e.g.

L2
tL

4
x in dimensions n ≤ 4 and even the L2

tL
∞
x in dimensions n ≤ 3). This eventually

means that the renormalization procedure has to be combined with a refinement of

ideas that led to the solution of the division problem. In particular the null structure

of the nonlinearity, which did not have much effect on the higher dimensional problem,

becomes crucial. In the iteration procedure the Strichartz based spaces are replaced

by a combination of the H
n
2
, 1
2 and null frame spaces. The iteration space X = S(c),

associated with an envelope c = {ck}, is built of the following parts:

‖φ‖S(c) = ‖φ‖L∞

t L∞

x
+ sup

k
c−1
k ‖φ‖S[k].

The first L∞ component is very important for the algebra property and reflects the fact

that the wave map φ ∈ Sm and thus |φ| = 1. The dyadic spaces S[k] in turn are defined

by the norm

‖φ‖S[k] := ‖∇x,tφ‖L∞

t Ḣ
n
2 −1 + ‖∇x,tφ‖

Ḣ
n
2 −1, 12 ,∞

k

+ sup
±

sup
ℓ>0

(
∑

κ∈Kℓ

‖Pk,±κQ
±
<k−2ℓφ‖

2
S[k,κ]

)1
2

.

The first term on the right represents the usual energy space. The second is an Hs,δ

type space where the index ∞ reflects an ℓ∞ norm with respect to a dyadic distance to

the cone |τ |2 = |ξ|2. The last ingredient is a null frame space built with the help of the

Fourier projections Pk,±κ and Q±
j restricting the Fourier transform of a function to the

region of (τ, ξ) with |τ ± |ξ|| ∼ 2j (coming from the Qj action) |ξ| ∼ 2k (coming from

Pk part) and a spherical cap ξ/|ξ| ∈ κ of size 2−ℓ for κ ∈ Kℓ. Finally the space S[k, κ]

is defined by the norm

‖φ‖S[k,κ] = 2
nk2
2 ‖φ‖NFA∗[κ] + |κ|−

1
2 2

k
2 ‖φ‖PW [κ] + 2

nk
2 ‖φ‖L∞

t L2
x
,

where

‖φ‖NFA∗[κ] = sup
ω 6∈2κ

dist(ω, κ)‖φ‖L∞

uω
L2

xω
,

is motivated by the property (15) of free waves, and the space PW [κ] is an atomic

Banach space whose atoms are functions φ with

‖φ‖L2
uω

L∞

xω
≤ 1

for some ω ∈ κ and its definition is motivated by the property (14).

One of the important new ingredients is an appearance of a true trilinear estimate

which deals with the nonlinearity φ(∂αφ · ∂
αφ) and provides an exponential gain in the

ratio of frequencies in the case where the frequency of the first term is larger than one

of the other two frequencies.
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7. EXTENSIONS TO OTHER TARGET MANIFOLDS

The work in [30], [31] has already had a serious impact on the field. In particular a

lot of effort has been concentrated on the extension of the (critical) small data global

existence result to other target manifolds.

In a more intrinsic interpretation of the wave map problem it is cast as a system of

equations for the derivatives of the wave map φ. For a given orthonormal ea on (N , h)

denote

φa
α = h(∂αφ, ea).

We set Aa
bα = h(∇φ∗(∂α)ea, eb) to be the pull-back of the Levi-Civita connection ∇ on

(N , h) to the bundle φ∗(TN ), represented by anti-symmetric matrices Aα. Then if φ

is a wave map the components Φ = (φa
α) satisfy the equation

(23) 2Φ = −2Aα · ∂αΦ + E,

where E is a term cubic in Φ. The problem (23) can be micro-linearized similar to (19).

The low frequency of the connection Aα is split with the help of a Hodge decomposition

and a Coulomb gauge. Its gradient part then renormalized following Tao’s approach.

This led to an extension of Tao’s result to a large class of target manifolds in dimensions

n ≥ 5 in [14]. Intuitively, in this picture, the procedure of a Hodge decomposition and

renormalization corresponds to a choice of an orthonormal frame ea with the property

that the connection Aα, α = 0, ..., n satisfies the Coulomb gauge condition
∑n

i=1 ∂
iAi =

0. This was made even more explicit in [25], where Tao’s work was extended to more

general targets in dimensions n ≥ 4. The geometric choice of a global Coulomb gauge

avoided a micro-linearization of the equation. Similar extension for n ≥ 4 was obtained

in [21]. In [16], [17] the results were extended to general targets in dimensions n ≥ 3

and a hyperbolic space H2 in dimension n ≥ 2. In [35] the result was extended to

targets isometrically embedded (with bounded geometry) into Rm in dimensions n ≥ 2.

REFERENCES

[1] A.A. Belavin, A.M. Polyakov, Metastable states of two-dimensional isotropic fer-

romagnets, JETP Lett. 22 (1975), 245-247 (Russian).

[2] J. Bourgain, Fourier transform restriction phenomena for certain lattice subsets

and applications to nonlinear evolution equations. I. Schrödinger equations, Geom.

Funct. Anal. 3 (1993), no. 2, 107–156.

[3] J. Bourgain, Fourier transform restriction phenomena for certain lattice subsets

and applications to nonlinear evolution equations. II. The KdV-equation, Geom.

Funct. Anal. 3 (1993), no. 3, 209–262.



965–18

[4] T. Cazenave, J. Shatah, S. Tahvildar-Zadeh, Harmonic maps of the hyperbolic

space and development of singularities in wave maps and Yang-Mills fields, Ann.

I.H.P., section A 68 (1998), no. 3, 315–349.

[5] S.Y.A Chang, L. Wang, P. Yang, Regularity of harmonic maps, Comm. Pure Appl.

Math. 52 (1999), 1099–1111.

[6] Y. Choquet-Bruhat, Future complete Einsteinian space times with U(1) symme-

try, the unpolarized case, The Einstein equations and the large scale behavior of

gravitational fields, 251–298, Birkhäuser, Basel, 2004.
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ENSEMBLES DE JULIA DE MESURE POSITIVE ET

DISQUES DE SIEGEL DES POLYNÔMES QUADRATIQUES

[d’après X. Buff et A. Chéritat]

par Jean-Christophe YOCCOZ

1. ENSEMBLES DE JULIA DE MESURE POSITIVE

1.1. Soit R une fraction rationnelle de degré d ≥ 2 opérant sur la sphère de Riemann

C = C ∪ {∞}.

Le multiplicateur d’un point périodique z0 de R, de période minimale n, est λ =

(Rn)′(z0). On dit que z0 est attractif si |λ| < 1, répulsif si |λ| > 1, indifférent si |λ| = 1.

Un point périodique indifférent est parabolique si λ = 1, rationnel si λ est racine de

l’unité, irrationnel dans le cas contraire.

L’ensemble de Fatou F (R) est l’ensemble des points z ∈ C au voisinage desquels les

itérés (Rn)n≥1 forment une famille normale. Son complémentaire dans C est l’ensemble

de Julia J(R).

L’ensemble de Fatou est ouvert et totalement invariant : R−1(F (R)) = F (R).

L’image par R d’une composante connexe de F (R) est encore une composante con-

nexe de F (R). Un célèbre théorème de D. Sullivan affirme que chaque composante

est prépériodique sous l’action de R. Il y a au plus 2d − 2 cycles de composantes

périodiques. La dynamique dans une composante fixe est d’un des 3 types suivants :

– convergence vers un point fixe attractif ;

– convergence vers un point fixe parabolique situé sur le bord de la composante ;

– dynamique quasi périodique conjuguée à une rotation irrationnelle sur un disque

(dit de Siegel) ou un anneau (dit de Herman).

L’ensemble de Julia est une partie compacte, totalement invariante, q ui n’est ja-

mais vide. C’est l’adhérence de l’ensemble des points périodiques répulsifs de R. La

dynamique y est chaotique, au moins topologiquement, dans le sens suivant : pour tout

ouvert U rencontrant J(R), il existe N ≥ 1 tel que RN(U) contienne J(R).

L’ensemble de Fatou peut être vide. C’est le cas, en particulier, pour les exemples de

Lattès déduits via la fonction de Weierstrass des endomorphismes non inversibles des

courbes elliptiques. M. Rees a montré que dans l’espace (de dimension complexe 2d−2)

des fractions rationnelles de degré d, celles pour lesquelles l’ensemble de Fatou est vide
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forment un ensemble de mesure de Lebesgue positive. Cependant, lorsque l’ensemble de

Julia n’est pas égal à la sphère de Riemann toute entière, c’est un ensemble d’intérieur

vide.

Pour un polynôme P de degré d ≥ 2, la présence d’un point fixe (super)attractif à

l’infini rend les choses un peu plus simples : l’ensemble de Fatou n’est jamais vide. On

appelle ensemble de Julia rempli l’ensemble K(P ) des points z ∈ C d’orbite bornée.

C’est une partie compacte totalement invariante de C dont le bord est égal à J(P ).

1.2. Dès le début du siècle dernier, P. Fatou suggère d’étudier les ensembles de Julia

par les méthodes de la théorie de la mesure de Borel-Lebesgue. Vers 1980, D. Sul-

livan développe et met à profit des analogies profondes entre l’itération des fractions

rationnelles et l’action des groupes kleiniens (i.e. des sous-groupes discrets de type fini

de PSL(2,C)) sur la sphère de Riemann. Pour un groupe kleinien, l’ensemble limite

joue le rôle de l’ensemble de Julia. Une conjecture d’Ahlfors, maintenant démontrée,

affirme que l’ensemble limite est de mesure nulle s’il n’est pas égal à la sphère de Rie-

mann. La question analogue pour les ensembles de Julia s’impose alors rapidement

comme l’un des problèmes majeurs de la théorie, d’autant plus qu’une réponse positive

aurait de nombreuses conséquences intéressantes. Dans les années suivantes on montre

en particulier pour de nombreuses classes de polynômes (cf. ci-dessous) que l’ensemble

de Julia est de mesure nulle.

Cependant, vers 1990, T. Nowicki et S. Van Strien d’une part, A. Douady d’autre

part, commencent à suspecter qu’il pourrait exister des polynômes dont l’ensemble de

Julia est de mesure de Lebesgue positive. T. Nowicki et S. Van Strien considèrent des

polynômes P (z) = zd + c, de grand degré d, pour lesquels l’orbite de l’unique point

critique 0 s’organise suivant une combinatoire quasipériodique dite de Fibonacci ; mais

leur programme n’aboutira pas.

A. Douady formule de son côté un programme visant à construire des polynômes

quadratiques possédant un point fixe indifférent irrationnel non linéarisable dont

l’ensemble de Julia (égal dans ce cas à l’ensemble de Julia rempli) est de mesure

positive. Dans sa thèse [9], A. Chéritat réalise des progrès majeurs qui ne laissent

plus de doute sur l’existence de tels polynômes. S’appuyant sur des travaux récents de

Inou-Shishikura [13], X. Buff et A. Chéritat ont finalement obtenu ([6], [8]) le

Théorème — Il existe des polynômes quadratiques dont l’ensemble de Julia est de

mesure de Lebesgue strictement positive.

1.3. Dans la prochaine section, nous présentons quelques préliminaires sur la dynamique

des polynômes quadratiques, en particulier ceux possédant un point fixe indifférent ir-

rationnel. Cela nous permettra d’énoncer des versions un peu plus précises du théorème

précédent. Dans la section suivante, on présente le plan de la construction, une ver-

sion simplifiée de la proposition initiale de Douady, qui comporte 3 étapes. Ces étapes

sont passées en revue au cours des 3 sections suivantes. Dans la dernière section, nous
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présenterons plusieurs résultats spectaculaires sur les disques de Siegel des polynômes

quadratiques obtenus par X. Buff et A. Chéritat, résultats qui utilisent certains des

ingrédients essentiels de la construction précédente.

Je remercie Xavier Buff, Arnaud Chéritat et Adrien Douady pour de nombreuses et

précieuses conversations, et Dominique Bidois sans laquelle ce texte n’aurait pas vu le

jour à temps.

2. RAPPELS SUR LES POLYNÔMES QUADRATIQUES

2.1. À conjugaison affine près, un polynôme quadratique s’écrit de façon unique sous

la forme

Qc(x) = x2 + c .

L’ensemble des paramètres c pour lesquels le point critique 0 a une orbite bornée

est l’ensemble de Mandelbrot M . C’est aussi l’ensemble des paramètres pour lesquels

l’ensemble de Julia rempli K(Qc) est connexe.

Quand on s’intéresse à un point fixe et à son multiplicateur, il est plus pratique

d’effectuer un revêtement ramifié c = λ/2 − λ2/4 dans le plan des paramètres et une

translation x = z+λ/2 dans le plan dynamique : le point 0 est alors fixe, de multiplica-

teur λ. Seul le cas où |λ| est égal ou voisin de 1 nous intéressant, on écrira λ = exp 2πiα

et on considérera donc la famille

Pα(z) = λz + z2 .

L’image du disque {|λ| < 1} par le revêtement λ→ c = λ/2−λ2/4 (ramifié en λ = 1

au-dessus de c = 1/4) est la cardiöıde principale de M .

2.2. Si c /∈ M , le point critique 0 s’échappe vers le point fixe attractif à l’infini ;

l’ensemble de Julia J(Qc) = K(Qc) est un ensemble de Cantor sur lequel le polynôme

est uniformément dilatant.

Si Qc possède une orbite périodique O attractive ou indifférente, alors c ∈ M et les

autres orbites périodiques sont répulsives ; si O est attractive ou indifférente rationnelle,

l’orbite du point critique 0 converge vers O ; l’intérieur de K(Qc) est alors exactement

égal au bassin de O. Si O est attractive, le polynôme Qc est uniformément dilatant sur

J(Qc). On dit que Qc est hyperbolique si c /∈M ou si Qc possède une orbite périodique

attractive (à distance finie).

2.3. Soit n un entier au moins égal à 2. On dit que Qc est n-renormalisable s’il existe

des disques topologiques U, V avec 0 ∈ U ⊂⊂ V tels que la restriction de Qn
c à U soit

un revêtement ramifié sur V de degré 2 et Qnk
c (0) appartienne à U pour tout k ≥ 0.



966–04

On dit que Qc est infiniment renormalisable s’il existe une infinité d’entiers n tels que

Qc soit n-renormalisable.

2.4. Soit Qc un polynôme quadratique possédant un point périodique indifférent irra-

tionnel x0, de période minimale N et multiplicateur λ = exp 2πiα. On dit que x0 est

linéarisable si x0 appartient à l’intérieur de K(Qc) ; on appelle alors disque de Siegel

la composante connexe ∆ de intK(Qc) qui contient x0 ; c’est un disque topologique et

toute représentation conforme α : (D, 0) → (∆, x0) conjugue la rotation Rα(z) = λ z à

la restriction de QN
c à ∆.

Lorsque x0 n’est pas linéarisable, on a K(Qc) = J(Qc) ; on dit que x0 est un point

de Cremer.

Notons

α = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .

= [a0, a1, a2 . . . ]

le développement en fraction continue de α et (pn/qn)n≥0 les réduites associées. Alors,

pour que x0 soit linéarisable, il faut et il suffit que α vérifie la condition de Brjuno

(cf. [22], [2], [23])
∑

n≥0

q−1
n log qn+1 < +∞.

On dit que α est de type constant si la suite (an)n≥0 est bornée. La condition de Brjuno

est alors satisfaite. Un théorème de Herman-Swiatek affirme que ∆ est un quasidisque

et que le point critique appartient au bord de l’orbite de ∆.

2.5. On sait que l’ensemble de Julia J(Qc) est de mesure nulle dans chacun des cas

suivants :

– Qc est hyperbolique ;

– Qc possède un point périodique indifférent rationnel ([11]) ;

– Qc n’est pas infiniment renormalisable et toutes ses orbites périodiques sont

répulsives ([15], [21]) ;

– Qc possède un point périodique indifférent irrationnel dont le multiplicateur λ =

exp 2πiα vérifie log an = O(
√
n) ([20]).

Dans tous les cas restants, Buff et Chéritat ont construit des exemples pour lesquels

l’ensemble de Julia est de mesure positive.

Théorème. — 1) Il existe des paramètres c tels que Qc a un point fixe de Cremer et

J(Qc) est de mesure positive.

2) Il existe des paramètres c tels que Qc a un disque de Siegel fixe et J(Qc) est de

mesure positive.
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3) Il existe des paramètres c tels que Qc est infiniment renormalisable et J(Qc) est

de mesure positive.

Dans la suite, nous décrirons la construction dans le cas des points de Cremer. Les

autres cas sont basés sur les mêmes méthodes, avec quelques subtilités supplémentaires.

3. PRINCIPE DE LA CONSTRUCTION

3.1. Comme on s’intéresse à des points fixes indifférents, on va écrire (cf. 2.1)

Pα(z) = λz + z2 , λ = exp 2πiα .

On notera pour simplifier Kα = K(Pα), Jα = J(Pα).

Soit N un entier assez grand, qui sera déterminé ultérieurement (voir 5). On note

C(N) l’ensemble des nombres de type constant tels que an ≥ N pour tout n ≥ 1. Pour

α = [a0, a1, . . . , an, . . . ], n ≥ 0 et A ≥ 1, on pose

α(n,A) = [a0, a1, . . . , an, A,N,N,N, . . . ]

On a donc α(n,A) ∈ C(N) si α ∈ C(N) et A ≥ N .

Proposition. — Soient α ∈ C(N), An une suite telle que lim q−1
n logAn = +∞, et soit

ε > 0. Si n est assez grand, on a

Leb(Kα(n,An)) ≥ (1 − ε)Leb(Kα)

et le disque {|z| < ε} contient un cycle périodique de Pα(n,An) distinct de {0}.

Remarque. — Cet énoncé est très probablement vrai pour tout entier N ≥ 1, mais

n’est démontré que si l’entier N est assez grand.

3.2. La proposition permet de réaliser la construction recherchée. On définit en effet

une suite (αℓ)ℓ≥0 dans C(N) comme suit. On choisit arbitrairement α0 ∈ C(N), puis on

construit αℓ+1 à partir de αℓ en posant

αℓ+1 = αℓ(n,An).

Ici, la suite (An) est choisie de façon à vérifier l’hypothèse de la proposition et

l’entier n = nℓ est choisi assez grand pour que les conclusions de la proposition soient

vérifiées avec εℓ = 2−ℓ−1. Quitte à augmenter nℓ, on peut de plus garantir que la

suite αℓ converge vers une limite irrationnelle α∞, et que le cycle périodique dans

{|z| < 2−j} − {0} garanti par la proposition pour Pαj
(pour j ≤ ℓ) soit encore contenu

dans le même disque pour Pαℓ+1
.

Le polynôme Pα∞
possède les propriétés requises : tout voisinage de 0 contient un

cycle périodique distinct de 0, donc 0 est un point de Cremer. On a donc Kα∞
= Jα∞

.

Toute valeur d’adhérence d’une suite (zℓ)ℓ≥0 vérifiant zℓ ∈ Kαℓ
appartient à Kα∞

.
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On a donc

Leb(Kα∞
) ≥ lim supLeb(Kαℓ

).

Comme le produit Π(1−εℓ) est convergent et Kα0 est d’intérieur non vide, on obtient

bien que Jα∞
est de mesure de Lebesgue positive.

3.3. La démonstration de la proposition comporte trois étapes.

Dans une première étape, on contrôle le cycle périodique voisin de 0 de Pα(n,An) au

moyen d’outils introduits par A. Chéritat. On couple ensuite ces outils aux techniques

de renormalisation introduites il y a une vingtaine d’années par Douady, Ghys et moi-

même pour faire un premier pas vers l’estimation de mesure : on montre que, pour tout

ouvert V contenu dans le disque de Siegel ∆α de Pα, et tout ε > 0, on a

Leb(V ∩ ∆α(n,An)) ≥ (
1

2
− ε)Leb(V )

si n est assez grand.

Dans une deuxième étape, on montre que pour tout ouvert W contenant ∆α, et tout

nombre α′ ∈ C(N) suffisamment proche de α, l’orbite du point critique pour Pα′ est

contenue dans W . Cette affirmation est une conséquence des résultats de renormali-

sation d’Inou-Shishikura [13] ; c’est ici qu’il est (pour l’instant) nécessaire de supposer

que l’entier N est assez grand.

Dans la troisième étape, on met à profit ce contrôle de l’orbite postcritique pour

Pα(n,An) pour obtenir l’estimation de mesure de Kα(n,An). Pour promouvoir la constante
1
2
− ε en 1 − ε, on reprend en le modifiant légèrement un argument de C. Mc Mullen.

Chacune de ces étapes est détaillée dans les trois sections suivantes.

4. EXPLOSION PARABOLIQUE ET TAILLE ASYMPTOTIQUE

4.1. Soit p/q un nombre rationnel. Écrivons au voisinage de l’origine

P q
p/q(z) = z + Azq+1 + O(zq+2) .

Le coefficient A n’est pas nul : sinon, la dynamique locale en 0 comporterait au moins

deux cycles de pétales, et chacun devrait contenir une orbite postcritique. Suivant

Chéritat, définissons la taille asymptotique par

L(p/q) = |qA|−1/q.

Pour α voisin de p/q, Pα possède au voisinage de 0 un cycle périodique de période q.

Plus précisément, en écrivant α = p/q + δq, il existe une fonction holomorphe χ = χp/q

définie au voisinage de 0 telle que les points de ce cycle périodique soient exactement

χ(δ), χ(ζα), . . . , χ(ζq−1δ)
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avec ζ = exp 2πi/q. On a

|χ′(0)| = (2πq2)1/qL(p/q)

donc la taille asymptotique exprime la vitesse de l’explosion parabolique [10].

On peut suivre le cycle périodique de période q tant qu’il n’est pas parabolique. Par

conséquent, χ est holomorphe dans un disque {|δ| < ρ(p/q)}, où r(p/q) = ρ(p/q)q est

la distance de p/q à l’ensemble des paramètres α 6= p/q pour lesquels Pα a un q-cycle

parabolique. Comme le cycle est contenu dans l’ensemble de Julia rempli, qui est uni-

formément borné dans la région considérée, la fonction χ est bornée dans {|δ| < ρ(p/q)}.

On a

1 ≥ r(p/q) ≥ q−3 ,

où la majoration est triviale et la minoration résulte d’une inégalité sur la taille des

membres de M que j’ai établie il y a 20 ans. En particulier, on a

lim
q→+∞

ρ(p/q) = 1 .

4.2. Soit α un nombre vérifiant la condition de Brjuno ; on note (pn/qn)n≥0 les réduites

de α et r(Pα) le rayon conforme du disque de Siegel ∆α (rayon de convergence de

l’application linéarisante normalisée). Après Jellouli [14], on observe que P qn

pn/qn
converge

vers l’identité uniformément sur les compacts de ∆α. En particulier P qn

pn/qn
est univalente

sur de tels compacts et on en déduit facilement

lim inf
n

L(pn/qn) ≥ r(Pα) .

Soit ρ < 1. Les fonctions χpn/qn sont définies dans {|z| < ρ} pour n assez grand et

y forment une famille normale. Toute valeur d’adhérence χ n’est pas constante d’après

l’inégalité précédente ; comme on a

χpn/qn(δ exp 2πi pn/qn) = Ppn/qn(χpn/qn(δ)) ,

la fonction χ va linéariser Pα. Comme ρ < 1 est arbitraire, on conclut après Chéritat

que (χpn/qn)n≥0 converge sur les compacts de {|z| < 1} vers le biholomorphisme

χα : {|z| < 1} → ∆α tel que χα(0) = 0 et χα(0) = r(Pα). En particulier, on a

lim L(pn/qn) = r(Pα) .

4.3. Dans le cadre de la proposition du 3.1, on a

|α(n,A) − pn/qn| ≈ q−2
n A−1.

Au vu des résultats ci-dessus, l’hypothèse de la proposition (A
1/qn
n → +∞) garantit

bien l’existence d’un qn-cycle périodique proche de 0 pour Pα(n,An) lorsque n est grand.
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4.4. Il s’agit maintenant de montrer que, pour tout ouvert V de ∆α et tout ε > 0, on a

Leb(V ∩ ∆α(n,An)) ≥ (
1

2
− ε)Leb(V )

si n est assez grand.

Introduisons

fn = χ−1
pn/qn

◦ Pα(n,An) ◦ χpn/qn ,

Cette suite tend vers Rα uniformément sur les compacts de {|z| < 1}. Posons aussi

εn = α(n,An) − pn/qn ,

ψn(z) =
zqn

zqn − εn

= v = exp 2πiq2
n|εn|w

et, pour tout ρ < 1

Xn(ρ) = ψ−1
n ({|v| <

ρqn

ρqn + |εn|
}) .

Pour tout ouvert W ⊂ {|z| < ρ} et tout ε > 0, on a clairement, si n est assez grand

Leb(W ∩Xn(ρ)) ≥ (
1

2
− ε)Leb(W ) .

Il suffit donc de montrer que, pour tout ρ < 1, Xn(ρ) est contenu dans le disque de

Siegel de fn si n est assez grand.

Posons

ξn(z) = 2πiqnz(εn − zqn)

La définition de χpn/qn permet de factoriser :

f qn
n (z) − z = ξn(z)kn(z) ,

exp((−1)n 2πi

qn
)f qn−1

n (z) − z = ξn(z)gn(z) ,

et il n’est pas difficile de voir que kn tend vers 1 uniformément sur les compacts de

{|z| < 1}, tandis que |gn|
1/qn est pour tout ε > 0 et tout ρ < 1 majoré par 1 + ε sur

{|z| < ρ} si n est assez grand.

L’image par le revêtement ramifié χn du champ de vecteurs ξn(z) ∂/∂z est le champ

2πiq2
n εn v ∂/∂v , qui se relève en (−1)n ∂

∂w
. Le domaine Xn(ρ) correspond à

Hn(ρ) = {Imw >
1

2π|εn|q2
n

log(1 + |εn|ρ
−qn)} .

Dans la coordonnée w, les applications f qn
n , f qn−1

n s’écrivent respectivement

Fn(w) = w + un(w) ,

Gn(w) = w + vn(w) −
1

q2
nεn

.
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Le contrôle de un, vn dans Hn(ρ) se déduit de celui de kn, gn. On a en particulier que

|vn|
1/qn est majoré par 1 + ε si n est assez grand ; comme |εn|

1/qn tend vers 0, c’est le

terme de translation qui domine dans Gn. On obtient surtout dans Hn(ρ)

|un(w) − 1| ≤ Bn|εn|κn(Rew) ,

avec lim
n→+∞

B1/qn
n = 1 et

κn(X) = 1 + |1 +
ρqn

ρqn + |εn|
exp(2πi q2

n|εn|X)|−1 .

Ce contrôle permet (tout juste) d’itérer suffisamment Fn pour traverser une bande

de largeur (q2
n|εn|)

−1. Cela suffit pour pouvoir utiliser les techniques de renormalisation

introduites par Douady, Ghys et moi-même et conclure qu’on peut itérer indéfiniment

les points de Hn(ρ), ce qui mène à la conclusion recherchée.

5. CONTRÔLE DE L’ORBITE CRITIQUE ET RENORMALISATION

SUIVANT INOU-SHISHIKURA

5.1. Les techniques de renormalisation évoquées précédemment s’appliquent à des

transformations (possédant un point fixe indifférent irrationnel) dont la seule ca-

ractéristique globale est d’être univalentes dans le domaine où on les considère. Cela

s’avère suffisant pour contrôler l’intérieur des disques de Siegel. Cependant, pour

presque tout nombre de rotation, le bord du disque de Siegel du polynôme quadratique

contient le point critique. Une autre difficulté associée à ces techniques est la présence

de choix arbitraires dans la définition de la renormalisation : on considère en effet

l’application de premier retour dans un secteur délimité par une courbe ℓ issue du

point fixe et son image ; pour uniformiser un tel secteur, il faut le clore par une

courbe joignant l’extrémité de ℓ à son image ; changer cette dernière courbe conjugue

l’application renormalisée.

Pour étudier de façon plus approfondie les bords des disques de Siegel des polynômes

quadratiques (et des transformations de même nature), il est donc souhaitable de tra-

vailler avec des transformations de nature plus globale qui permettent en particulier de

rigidifier l’uniformisation. Le problème est alors de trouver des classes de transforma-

tion qui soient stables pour l’application de renormalisation, de façon à ce qu’on puisse

itérer celle-ci autant qu’il est nécessaire.

Inou et Shishikura ont résolu partiellement ce problème en découvrant de telles classes

lorsque le nombre de rotation est assez petit. Pour un nombre de rotation α de type con-

stant, c’est donc seulement lorsque α ∈ C(N), avec N assez grand, qu’on pourra itérer

indéfiniment leur application de renormalisation. C’est suffisant pour la construction

de Buff et Chéritat.

5.2. Il est pratique de travailler dans une coordonnée qui rejette le point fixe à l’infini.
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Considérons la fraction rationnelle de degré 6

Q(z) = z(1 +
1

z
)6(1 −

1

z
)−4

dans {|z| > 1}. À l’infini, on a

Q(z) = z + 10 + 49z−1 + · · ·

donc ∞ est un point fixe parabolique de multiplicité minimale 2. Dans {|z| > 1}, le

seul point critique est 5 +
√

24, la valeur critique correspondante est 27. Sur le cercle

{|z| = 1}, on a aussi les points critiques −1 (de degré local 6) et 1 (de degré local 4),

les valeurs critiques correspondantes sont 0 et ∞.

Décrivons l’image du cercle {|z| = 1} (en contournant par l’extérieur les points ±1 :

on parcourt l’axe réel positif entre ε(0 < ε≪ 1) et R ≫ 1 puis on tourne 2 fois dans le

sens négatif sur {|z| = R} avant de revenir de R à ε et de tourner 3 fois sur {|z| = ε}

dans le sens positif.

Suivant Inou-Shishikura, définissons

E = {z = x+ iy , (
x− xE

aE
)2 + (

y

bE
)2 ≤ 1}

avec xE = −0.18, aE = 1.24, bE = 1.04. L’intérieur de E contient {|z| ≤ 1}. Notons F0

la classe des applications f = Q ◦ ϕ−1, où ϕ est une application univalente sur C − E

vérifiant ϕ(∞) = ∞, ϕ′(∞) = 1, et telle que ϕ(C−E) est un quasidisque ne contenant

pas 0. Le domaine de f est donc ce quasidisque et l’image est Q(C −E).

Les applications de F0 ont donc toutes un point fixe parabolique à l’infini, et il est

facile de voir qu’il est toujours de multiplicité minimale 2.

Pour α ∈ (0, 1), notons Fα la classe des transformations R−α ◦ f, f ∈ F0. Le multi-

plicateur du point fixe à l’infini est alors exp 2πiα.

Une transformation dans Fα s’écrit

f(z) = exp(−2πiα)z + c0 + 0(z−1) ,

avec |c0 − 10| ≤ 3. Pour α petit, f a un autre point fixe z∗ voisin de c0
2πiα

. Supposons

par exemple α > 0. Notons ℓ la demi-droite verticale joignant z∗ à −i ∞, U le secteur

infini délimité par ℓ et f(ℓ) ; la surface de Riemann U obtenue en recollant les bords

de U par f est isomorphe à C∗ ; on l’uniformise en envoyant les bouts correspondant

à z∗ et ∞ en 0,∞ respectivement. La coordonnée uniformisante est alors définie à

multiplication par un nombre complexe non nul près, et sera complètement déterminée

en spécifiant l’unique valeur critique de l’application renormalisée (on la prendra égale

à 27 exp(−2πiα−1)).

La renormalisation Rf de f ∈ Fα est définie au voisinage de l’infini comme

l’application de premier retour dans U , lue dans la coordonnée uniformisante w de U .

L’application Rf a un point fixe indifférent à l’infini de multiplicateur exp(−2πiα−1).
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Après conjugaison par w → w, ce multiplicateur devient exp(2πiα−1) = exp(2πiα1)

avec α−1 = a1 + α1. Inou et Shishikura ont montré que Rf appartient à Fα1 !

Plus précisément, notons V1 (resp.V−1) la région voisine de 1 (resp. de −1) qui

s’envoie par Q sur {|z| ≥ 27e4π} (resp. sur {|z| ≤ 27e−4π}).

L’ensemble E ′ = {|z| ≤ 1} ∪ V1 ∪ V−1 est contenu dans l’intérieur de E. L’image par

Q de C − E ′ est égale à {|z| > 27e−4π} ; un point z dans ce domaine qui n’est pas sur

le segment [27 e−4π, 27 e4π] a 1 image inverse par Q dans C − E ′ si |z| > 27 e4π , 3 si

|z| < 27 e4π.

Sur la surface de Riemann U , munie de sa coordonnée uniformisante normalisée w,

Inou et Shishikura construisent un quasidisque E ′
1 contenant 0 dans son intérieur tel

que

• Rf est défini sur C − E ′
1 et envoie ce domaine sur {|w| > 27 e−4π}

• il existe un isomorphisme Φ de C − E ′ sur U − E ′
1 tel que

Rf ◦ Φ = Q.

On voit que Rf est de la forme cherchée sur un domaine plus grand (car C − E

est d’adhérence compacte dans C − E ′). Cela leur permet de conclure, à l’aide d’un

argument de type lemme de Schwartz dans un espace de Teichmüller approprié, que

l’opérateur de renormalisation est uniformément contractant (à nombre de rotation

fixé). Résumons :

Théorème (Inou-Shishikura), [13]. — Si α est assez petit, l’opérateur de renor-

malisation envoie Fα dans Fα1, et est une contraction uniforme pour la distance de

Teichmüller.

Inou et Shishikura déduisent ce résultat par perturbation d’un résultat analogue pour

F0. Leur démonstration entremêle des calculs numériques délicats et des estimations

raffinées sur les fonctions univalentes.

5.3. On prend N assez grand de façon à ce que le théorème d’Inou-Shishikura s’applique

lorsque |α| < 1/N .

Soit alors α ∈ C(N). Bien que l’application z → z2(1+λz)−1 (conjuguée au polynôme

quadratique par l’inversion z → 1
z
) n’appartienne pas à Fα on peut définir sa renor-

malisée et montrer après Inou-Shishikura qu’elle appartient à Fα1 , ce qui permet donc

de définir les renormalisées de tous ordres.

Soit Wn le domaine formé des points dont l’orbite jusqu’à l’ordre qn est représentée

par la renormalisée d’ordre n (une définition précise de Wn dépend de choix arbitraires,

mais les assertions qui suivent sont indépendantes de ces choix). La suite des domaines

(Wn)n≥0 est décroissante et on peut montrer que l’intersection des Wn est exactement

égale à l’adhérence du disque de Siegel ∆α. (On utilise ici que α est de type constant :

∂∆α est un quasicercle sur lequel l’orbite postcritique est dense.)
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On peut maintenant conclure que, pour tout ouvert W contenant ∆α, on a ∆α′ ⊂W

si α′ ∈ C(N) est assez proche de α : on a en effet W n0 ⊂ W pour un entier n0 choisi

assez grand ; la continuité évidente de l’opérateur de renormalisation implique qu’on a

encore W n0(α
′) ⊂W si α′ est assez proche de α, et donc ∆α′ ⊂W .

6. FIN DE LA DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION

6.1. Il reste à voir que, pour tout ε > 0, on a

Leb(Kα(n,An)) ≥ (1 − ε)Leb(Kα)

si n est assez grand.

Comme Jα est de mesure nulle, la mesure de Lebesgue de Kα est égale à celle de son

intérieur. L’intérieur de Kα est l’union des préimages de ∆α. Il suffit donc de montrer

que pour tout ε > 0, on a

Leb(Kα(n,An) ∩ ∆α) ≥ (1 − ε)Leb(∆α)

si n est assez grand. On sait déjà d’après la section 4 qu’on a, pour tout ouvert V ⊂ ∆α,

Leb(∆α(n,An) ∩ V ) ≥ (
1

2
− ε)Leb(V )

si n est assez grand. Il est facile de se convaincre que la constante 1/2 est optimale ; donc,

pour récupérer l’autre moitié de la mesure, il faut utiliser les préimages de ∆α(n,An).

On va esquisser l’adaptation par Buff et Chéritat d’un argument de Mc Mullen [18].

Celui-ci montrait (entre autres) que, si α est de type constant, Jα est de dimension de

Hausdorff strictement inférieure à 2 et tout point du bord de ∆α est un point de densité

de Kα.

6.2. On note ∆′
α la composante de P−1(∆α) distincte de ∆α, c’est-à-dire le domaine

symétrique de ∆α par rapport au point critique.

Un voisinage W d’un point z est dit équilibré s’il existe r > 0 tel qu’on ait

B(z, C−1r) ⊂W ⊂ B(z, Cr) .

Ici et dans la suite, C désigne des constantes ne dépendant que de α.

Pour ℓ ≥ 0, on pose δℓ(z) = |P qℓ
α (z) − z|.

Comme ∆α est un quasidisque, et α est de type constant, on peut construire une

suite décroissante de domaines de Jordan Vℓ qui possède les propriétés suivantes :

(i) pour tout z ∈ ∂∆α, on a

B(z, C−1δℓ(z)) ⊂ Vℓ ;

(ii) pour tout z ∈ Vℓ − Vℓ+1, on a

B(z, C−1δℓ(z)) ⊂ Vℓ−1 − Vℓ+2 ;
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(iii) Vℓ ⊂
⋃

∂∆α

B(z, Cδℓ(z))
⋃

∆α ;

(iv) Pα(Vℓ) ⊂ int Vℓ−1 ;

(v) pour tout z ∈ Vℓ − Vℓ+1, il existe un voisinage équilibré Wz de z et un entier

m ≤ qℓ tel que P j(Wz) soit contenu dans Vℓ−1 − Vℓ+2 pour 0 ≤ j ≤ m , Pm soit

univalente de distortion bornée sur Wz, et on ait

Leb(Pm
α (Wz) ∩ ∆′

α) ≥ c0 Leb(P
m
α (Wz)) .

La densité relative uniforme de ∆α(n,An) dans ∆α et un argument de compacité im-

pliquent, si n est assez grand (ℓ étant fixé)

Leb(Pm
α(n,An)(Wz) ∩ ∆′

α(n,An)) ≥
c0
3
Leb(Pm

α(n,An)(Wz)

d’où l’on tire

Leb(Wz ∩ P
−(m+1)
α(n,An) (∆α(n,An))) ≥ c1 Leb(Wz) .

uniformément en z ∈ Vℓ − Vℓ+1 si n est assez grand.

6.3. Notons Zn,ℓ l’ensemble des points z ∈ ∆α dont l’orbite sous Pα(n,An) n’est pas

contenue dans Vℓ.

Soit u ∈ Zn,ℓ+1. D’après (iv) ci-dessus, si n est assez grand, le premier point z =

P k
α(n,An)(u) de l’orbite de u pour Pα(n,An) qui n’appartient pas à Vℓ+1 appartient à Vℓ.

D’après la section 5, l’orbite postcritique de Pα(n,An) est contenue dans Vℓ+3 si n est

assez grand. On a donc une branche inverse de P k
α(n,An) définie et à distortion bornée

sur Wz envoyant z sur u. L’image est un voisinage équilibré Wu de u. On a

Leb(Wu − Zn,ℓ−1) ≥ c2 Leb(Wu) .

Par ailleurs, on a Wu ∩ ∆α ⊂ Zn,ℓ+2 puisque Wz ∩ Vℓ+2 = ∅.

Un argument à la Vitali permet de conclure qu’il existe λ < 1 tel qu’on ait

Leb(Zn,ℓ−1) ≤ λ Leb(Zn,ℓ+2)

pour n ≥ n(ℓ). Cela suffit pour conclure qu’on a, pour tout ℓ ≥ 0

lim
n→+∞

Leb Zn,ℓ = 0 .

Pour ℓ = 0, c’est le résultat recherché. Cela conclut l’esquisse de preuve de la

proposition de la section 3.
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7. DISQUES DE SIEGEL DES POLYNÔMES QUADRATIQUES

7.1. Taille des disques

Soit α un nombre irrationnel, (pn/qn)n≥0 la suite de ses réduites. Définissons

α0 = {α} , αn = {α−1
n−1} pour n ≥ 1 ,

et posons, pour n ≥ −1

βn = (−1)n(qnα− pn) =

n∏

ℓ=0

αℓ .

La série

B(α) =
∑

n≥0

βn−1 log α−1
n

converge si et seulement si α vérifie la condition de Brjuno.

Rappelons que pour un nombre α vérifiant la condition de Brjuno, on note r(Pα) le

rayon conforme du disque de Siegel du polynôme quadratique Pα. Posons alors

Υ(α) = B(α) + log r(Pα).

Théorème (Buff-Chéritat), [4][5]. — La fonction α → Υ(α) s’étend en une fonc-

tion continue sur T = R/Z.

On notera que chacun des deux termes composant Υ est extrêmement singulier, le

premier de nature arithmétique et le second de nature géométrique.

J’avais auparavant montré [23] que Υ est minorée et qu’on a une majoration

log r(Pα) ≤ −(1 − ε)B(α) + Cε

pour tout ε > 0. X. Buff a amélioré récemment mon argument [3] et obtient ainsi de

façon élémentaire que Υ est majorée. S. Marmi avait conjecturé, suite à des expériences

numériques, que Υ est continue [16]. Une conjecture plus forte [17] est que Υ est

höldérienne d’exposant 1/2.

Buff et Chéritat donnent une définition directe de la valeur de Υ aux nombres qui ne

vérifient pas la condition de Brjuno.

Considérons d’abord un nombre irrationnel α. Posons

Φn(α) =
n∑

0

ββℓ−1
log α−1

ℓ

et notons rn(α) la distance de 0 à l’ensemble des points périodiques (distincts de 0) de

période ≤ qn. Ils ont montré qu’on a

Υ(α) = lim
n→+∞

Φn(α) + log rn(α) .
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Pour un nombre rationnel α = p/q, soit m l’entier tel que αm = 0 ; posons

Φtrunc(α) =
∑

0≤ℓ<m

βℓ−1 logα−1
ℓ .

On a alors

Υ(p/q) = Φtrunc(p/q) +
log 2π

q
+ log L(p/q)

où L(p/q) est la taille asymptotique de la section 4. La preuve de Buff et Chéritat

s’appuie principalement sur les méthodes évoquées dans la section 4.

7.2. Géométrie des disques

Perez-Marco a construit [19] des applications univalentes dans le disque unité

possédant un disque de Siegel relativement compact dont le bord est une courbe de

Jordan de classe C∞.

Par une méthode totalement différente, Buff et Chéritat ont montré que ceci se pro-

duisait dans de très nombreuses familles, y compris dans la famille des polynômes

quadratiques. Leur démonstration a été simplifiée en collaboration avec A. Avila. Une

simplification ultérieure est due à L. Geyer [12].

Théorème (Avila-Buff-Chéritat), [1] — Soient α0 un nombre de Brjuno, 0 < r <

r(Pα0), ε > 0. Il existe un ensemble de Cantor K ⊂ [α0 − ε, α0 + ε] formé de nombre

de Brjuno α tels que le disque de Siegel ∆α soit de rayon conforme égal à r et ait pour

bord une courbe de Jordan de classe C∞.

La méthode de démonstration est suffisamment souple pour obtenir d’autres classes

de régularité, par exemple des courbes de classes Cn mais pas Cn+1 [7].

On notera que, pour les nombres α du théorème ci-dessus, le point critique de Pα

ne peut se trouver sur le bord de ∆α ; d’après un théorème de Herman, cela veut dire

qu’aucun de ces nombres α ne peut vérifier la condition arithmétique H associée à la

linéarisation analytique des difféomorphismes analytiques du cercle [24].
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