par Michel CESSENAT

Ingénieur des Arts et Manufactures
Docteur en Mathématiques Statistiques et Physique Mathématique

Notions relatives aux ensembles................c..ccoooiiiiiiiiiicniccceeee A1205-2
Ensembles — 2

.2 Fonctions ou applications = 2
2. Notions relatives aux nombres — 3
2.1 Principaux ensembles de nombres = 3
2.2 Intervalles (dans R) .... — 3
2.3 Notations particuliéeres — 3
2.4 Espaces produits de nombres ou puiSsances N-iEMes .......cccecceeerreceeennnne — 4
3. Principales notions d’algébre linéaire .................ccocvnniininiincnnenns — 4
4. Principales notions relatives a la topologie — 4
4.1 Notions fondamentales = 4
4.2 Définitions de quelques sous-ensembles d'un espace topologique E.... — 5
4.3 Définitions pour des fonctions numériques (a valeurs dans R) sur E ... — 5
4.4  Principaux types d’espaces tOpPOlOGiQUES .....cceeevreeieerieeeerieeeereeeeesneeane — 5
4.5 Principales fagons de définir une topologie sur un ensemble E ............. — 6
4.6 Notions fondamentales de dualité — 7

5. Calcul intégral. Notions fondamentales de mesure

et d'INtEGration................coooiiii e — 7
6. Calcul différentiel et opérateurs différentiels linéaires ............... — 10
7. Propriétés dans les espaces vectoriels topologiques................. — 11
7.1 Notions fondamentales — 11
7.2 Principaux espaces de « suites ».. — 12
8. Notions principales relatives aux distributions................c..cccocc.... — 13
9. Principaux espaces fonctionnels — 14
9.1 Espaces de fonctions « réguliéres » (au moins continues) — 14
9.2 Espaces de fonctions intégrables.........ccceeceeieiiiiiiiieennns — 14
9.3 Espaces de Sobolev................. — 15
9.4 Espaces de distributions — 15
10. Opérateurs — 15
10.1 Notions sur les opérateurs différentiels linéaires (odl) — 15
10.2 Notions relatives aux « opérateurs » linéaires dans les espaces

de Banach (et Hilbert) — 16
10.3 Quelques opérateurs particuliers — 17
10.4 Principaux espaces d’applications (opérateurs) linéaires continues

[ o Yo T aT=T=T= TSP RPRPURPPRRNE — 17
10.5 Topologie sur des familles de parties d'un espace métrique (E, d)........ — 18
Références bibliographiques ................cocoiiiiieeee e — 20

e vocabulaire raisonné répertorie — en rappelant brievement leurs défini-
tions — des notions utiles pour un ingénieur confronté a un probleme, tant
au niveau de sa modélisation mathématique que de sa résolution effective
(théorique et numérique). L'ingénieur peut alors étre en contact avec des
mathématiciens ou des articles mathématiques dont il doit comprendre le lan-
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VOCABULAIRE DES MATHEMATIQUES

gage, ou encore mener lui-méme |’étude, ce qui I'aménera normalement a uti-
liser quelques notions mathématiques indiquées ici. Les problémes visés sont
surtout tournés vers I’analyse fonctionnelle ; ¢’est notamment le cas des syste-
mes distribués, pour des problemes avec équations aux dérivées partielles,

avec conditions aux limites et conditions initiales.

Ce vocabulaire n’a pas la prétention d’étre exhaustif et a, bien sdr, de
nombreuses lacunes. Pour combler ces lacunes, nous renvoyons le lecteur aux
articles de Sciences fondamentales, et aux références bibliographiques indiquées

a la fin de cet article.

Notations et Symboles

Symbole Définition
\4 quel que soit
3 il existe
= implique
= équivalent a (= ssi : si et seulement si)
def égal a, par définition
ie c'est-a-dire

1.1 Ensembles

Si on désigne par E un ensemble, x un élément de E, x est aussi
appelé point ; on écrit :

x€e E X appartient a £ ;
x¢& E X n'appartient pas a E;

{x€ E, P} ensemble des éléments x de E, ayant la propriété P
(la virgule peut étre remplacée par | ou par;);

FcE F partie (sous-ensemble de E) contenue dans E ; tout
élément xde Festélémentde E:V x€ F& x€ E;

c est dite l'inclusion ;

1%} ensemble vide.

Soient A, A, deux sous-ensembles de E, et plus généralement :

(Adier une famille (quelconque) de sous-ensembles de E;
on note :
AjUA, I'union de A, et A,, ie 'ensemble des éléments qui

appartiennent a A ou (non exclusif) a A, ;

E\A = ([£A le complémentaire d'une partie A dans £
= (A ={x€ E, x¢& A},

P(E) I'ensemble des parties (ie des sous-ensembles) de E.

Soient E; et E; deux ensembles, et plus généralement (E;); < ; une
famille (quelconque) d’ensembles ; on note :

EyxE, le produit cartésien de E, et E,, ie I'ensemble
des couples (xq1, xp) avec x; € Ejetxp, € Ep ;
H E. le produit cartésien de la famille (E;); . |,
it ! |e{(x,-),-el,x,-€ E,',VIEI)};
Ex E x e la puissance n-ieme de E, ie le produit cartésien
xE=E de H E;avec E;=E, Vi€ I, ie encore I'ensemble
i=1an
des n-uples (xq, Xp, ..., X,), X; € Epouri=1an.

1.2 Fonctions ou applications

Nota: le lecteur pourra se reporter aux articles Langage des ensembles et des structures
[AF 33] et Analyse fonctionnelle [A 101] du traité Sciences fondamentales.

Soit fune application d'un ensemble E dans un ensemble F: atout
élément x de E, ffait correspondre un élément f(x) de F. Suivant les
auteurs, cela s’écrit de fagcon équivalente :

fixe E5f(x)e F
x=f(x
ou x€ E~f(x)e F ou )
E—>F
f(x) est dit I'image de x par f.
Attention : on note parfois, par abus de notation, par f(x) 'application x — f(x).
On considére parfois des applications f définies seulement sur
une partie Dy de E, et non sur tout E. L'ensemble Dy est alors dit
ensemble de définition de f.

Im f= f(E) c F ensemble image de E par f, ie:
{ye F; Ixe€ E, y="f(x)}

On désigne par A un sous-ensemble de E, et B un sous-ensemble
de F; on note :

f(A) (c F) I’'ensemble image de A par f,
ie{ye F; 3xe A, y=f(x)}

-1

f (B)cE I'ensemble réciproque de B par f,

ie{xe E, f(x)e B}
f application injective ou injection : f(x) = f(x') = x= x’
ou encore V y € f(E), 3 xunique tel que y = f(x)
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ATNA, I'intersectionde A et Ay, iel’ ensemble des éléments
qui appartiennent a la fois a A eta A,
U A I'union de la famille A;={x€ E, 3 i€ Itel que
iel X € AI ;
nA. I'intersection de la famille A;={x€ E, x€ A;;
iel ! Viel};
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f application surjective ou surjection : f(E) = F
ouencoreVye F,3x€ Etel que y= f(x)
f application bijective ou bijection : fest a la fois injective
et surjective : V y € F, 3 x unique tel que y = f(x)
f application réciproque de f(si fest une application
-1
injective) : application de f(E) dans E notée f :
y€ f(E) » x€ Etel que y=f(x)

-1
f (f(x)) = x,Vx€E (ouxe Dy)
ainsi 1
fOf(y)

y,VyeImf

Si A est un sous-ensemble de E, et fune application de E dans F,
on note :

fla larestriction de fal'ensemble A: x€ A— f(x) € F.

Si E, F, G sont des ensembles, fet g des applications respective-
ment fde E dans Fet g de Fdans G, on note par :

g o f lacomposée des applications g et f, de E dans G, définie
par: (go f)(x) = g(f(x)),V xe E(ondit«grondf»);
Ig I’application identique dans E: ainsi Ig(x)=x, V x€ E.
Si fest une application injective de E dans F, on a ainsi :
-1 -1
fof=1lg, fof =l

Une application fde Edans R est généralement appelée fonction
numeérique.

Nota : le lecteur pourra se reporter a I'article Polynémes. Etudes algébriques [AF 37] du
présent traité.

2.1 Principaux ensembles de nombres

N ensemble des entiers naturels : {0, 1, 2, ...} ;

N

ensemble des entiers relatifs{..., -2,- 1,0, 1, 2, ...} ;

Q ensemble des nombres rationnels, ie ensemble
des fractions : p/gavec petqg€ Z ;

R ensemble des nombres réels ;
N, Z, @, R sont des ensembles ordonnés pour la relation <;
C ensemble des nombres complexes ;

T =R/Z ensemble des nombres réels modulo Z,

ou ensemble quotient de R par Z (identifiable

a l'intervalle [0, 1[) [on note aussi parfois

T = R/2n Z, ensemble des angles], aussi appelé

tore a une dimension.
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On utilise aussi souvent les ensembles suivants :

N* = N\{0} = {1,2, ..}

Z7* = 7\{0}
Q* = Q\{0}
R* = R\{0}
C* = C\{0}
Q* = {x€ Q, x=0}
R* = {x€ R, x = 0}

2.2 Intervalles (dans R)

[a, b] fermé={xe R, a < x < b}

la, bl ouvert={x€ R, a < x< b}

[a, bl semi-ouvert adroite={x€ R, a < x < b}
la, bl semi-ouvert a gauche ={x€ R, a < x < b}

On désigne parfois par (a, b) I'ensemble des nombres réels
compris entre a et b, bornes comprises ou non (a ne pas confondre
avec le couple (a, b)).

2.3 Notations particuliéres
2.3.1 Notations dans R

Soit A un sous-ensemble de R :

majorant de A: ytelque a< y,Vac A;
minorant de A: ytelque y < a,Va€ A,
sup A: c'est le plus petit des majorants; ie x=sup A vérifie

{as x,Vae A, et

X < y,V y majorantde A;

inf A: c’est le plus grand des minorants; ie x=inf A vérifie
x<a, Va€e A, et
{y < X, V y minorant deA-

Si I'on sait que sup A€ A, ie que A a un plus grand élément,
on note sup A par max A; de méme, si infAe A, on note
inf A par min A.

Si fest une fonction numérique définie sur un ensemble E, et si
A est un sous-ensemble de E, on note :

sup f(x) = sup f(A)
xXE A

inf  f(x) = inf f(A)
xXE A

2.3.2 Notations dans C

Soit ze C (un nombre complexe) ; on note :

zZ=Xx+iy, i =4J-1

avec x=Rez la partie réelle de z,

y=Imz la partie imaginaire de z,

p=|z| le module de z; | z| = (x? + yA)?,
6=Arg z I'argument de z défini par:z=|z| exp(i 6),

z le complexe conjugué de z, donc z = x—1iy.
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2.4 Espaces produits de nombres
ou puissances n-iemes

N7, zZn, Qn, R?, C", Tn, Rn/Z" = (R/Z)" ensembles dont les
éléments sont :

a=(aq, ag, ..., atp)

avec ;€ N, 7, Q, R, C, R/Z respectivement.

Pour a€ N7, on note souvent |a|=o04+ ay+ ...+ ¢y et pour

o o o
X = (X1, ., X,) € R7, 0nnote x* = x;" - x,° ... X,,".

|a| est alors le degré du monéme x®
Sous-ensembles particuliers de R” :

S"-T(ou S, ;) = {x€ R", |x| =(xf+...+x,,) =1} spheére

unité de R” ;
B, = {x€ R", |x| < 1} dite boule unité de R".

Notions de groupe, d’anneau, de corps, d’espace vectoriel,
d’algébre et notamment d’algébre tensorielle, algébre symétrique
et algebre extérieure (voir articles [AF 85] Algéebre linéaire et [A 125]
Calcul tensoriel du traité Sciences fondamentales).

On se reportera a ces articles pour les définitions de ces notions
fondamentales.

Le lecteur doit faire attention a la notion de vecteur (voir article
[AF 85] Algéebre linéaire) défini en mathématique comme élément
d'un espace vectoriel, lui-méme défini de facon axiomatique.

Les vecteurs utilisés parl'ingénieur ou le physicien ne sont souvent
pas des vecteurs au sens précédent, mais des éléments d'un espace
affine (ie d'un espace translaté d’un espace vectoriel) ou bien encore
des champs vectoriels. Notamment du point de vue mathématique,
une fonction réelle définie sur un intervalle I de R est un vecteur
(ie élément d'un espace vectoriel), un couple (x, y) avec xet y € R
est un vecteur et méme les scalaires x € R sont des vecteurs !

Rappelons seulement quelques propriétés utiles pour la suite.

Quelques propriétés importantes de fonctions
sur un espace vectoriel

Soient E et F deux espaces vectoriels sur R (ou C).
o Une fonction fde E dans F est dite :
— additive, si f(x+y)="f(x)+fly),Vx yeE

— linéaire, si  f(Ax+uy)=Af(x)+ufly),Vx y€e€E,
VA ne R(ouC)

— affine, s’il existe une fonction linéaire ¢ de E dans F, et un vec-
teur a € Ftels que:

fix)=¢(x)+a, VxeE

Noter qu’une fonction affine n’est pas linéaire sauf si a=0.
— homogene d’ordre o (o € R), si:

fiAx)=A%f(x),Vxe€ E,VA>0

® Pour F= R,onditque f: E>Rest:
— convexe, Si:

f(tx+(1-t) y) < tf(x)+(1-t) f(y) Vx,y€ E,V te [0,1]
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— concave, si — f est convexe
— strictement convexe, si:

fltx+(1-t)y)<tf(x)+(1-t) fly)Vx, y€ E, x=y, Vte 0, 1]

— strictement concave, si — f est strictement convexe.
o Une fonction fde E x E dans F est dite :

— bilinéaire, si elle est linéaire par rapport a chacune des
variables ;
— sesquilinéaire (pour E espace vectoriel sur C), si elle vérifie :

f(Aq X9+ Ay Xo, ¥) = Aq F(Xq, YY)+ Ay f(Xy, ¥)

f(x, 11 y1+12 yo) = Z f(x, y1)+T2 f(x, Ys)

pour tous 4,, A, € C, x, ¥, X1, X2, y1, y2 € E.

® Pour F = R ou C, on parle de forme bilinéaire et de forme ses-
quilinéaire.

o Rappel : ensemble convexe A:

tx+(1-t)ye A Vx,ye A Vte 0 1]

Nota : le lecteur pourra se reporter a l'article Analyse fonctionnelle [A 101] du traité
Sciences fondamentales.

La notion méme de topologie est particulierementimportante pour
I'ingénieur, puisqu’elle concerne tous les probléemes d'approxi-
mation.

4.1 Notions fondamentales

4.1.1 Ouverts, fermés, voisinages

Une topologie T sur un ensemble E est définie de fagon axio-
matique par la donnée d’une famille (que I'on peut noter aussi @)
de sous-ensembles de E, appelés ouverts, avec les propriétés
suivantes :

— toute réunion d’ouverts est un ouvert ;
— toute intersection d’'un nombre fini d'ouverts est un ouvert.
L'ensemble E avec T est alors dit espace topologique.

Fermeé : tout complémentaire dans E d'un ouvert.

Voisinage d’un ensemble A (resp. d'un point x € E) : toute
partie de E contenant un ouvert contenant A (resp. x).

Une topologie T sur un ensemble E peut aussi étre définie de
facon axiomatique par la donnée de la famille des fermés, ou
encore par la famille des voisinages de tout point x€ E.

Base d'une topologie G sur E: famille 8 d'ouverts telle que
tout ouvert 0 de T soit réunion d’ensembles de 4.

Base de voisinages ¢ (ou systéme fondamental de voisi-
nages) de x € E: famille de voisinages de x telle que pour tout voi-
sinage V de x, il existe un voisinage W de la famille ¢ tel que
Wc V.

Comparaison de deux topologies G, et T, : la topologie T,
est dite plus fine que G, si G; contient plus d'ouverts que G,, on
écrit: G,c G,.

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de I'lngénieur, traité Sciences fondamentales



4.1.2 Convergence et limites

Une autre notion fondamentale est celle de convergence et de
limite qui nécessite, pour une définition générale, la notion de
filtre [2] ; donnons seulement deux cas particuliers, celui des suites
et celui des fonctions continues en un point.

Convergence d’'une suite (X”)ne dans un espace topolo-

N
gique E. Un point x € E est dit limite de la suite (x,,) si, pour tout
voisinage V de x, il existe un entier Ntel que x, € V,V n> N.

On dit alors que la suite (x,) converge vers x; on note:
x = lim x,.
n—co
Valeur d’adhérence (ou point d’accumulation) d’une suite
(x,) : tout point y € E tel que pour tout voisinage V de y et pour
tout N entier, il existe n> N tel que x, € V.

Continuité en un point x; d’'une fonction f: E— F, E et
Fétant deux espaces topologiques; pour tout voisinage V,
de y = f(xp), il existe un voisinage W, de x dans Etel que f(W,) c V,,

-1
[ou encore f (V) estun voisinage de x dans E]. On note :

y = lim f(x)
X— X,

Continuité d'une fonction f: £ — F; I'image réciproque par
fde tout ouvert dans F est un ouvert dans E. Ceci est équivalent a:
fest continu en tout point xde E. Il y a bien d’autres définitions équi-
valentes telles que : I'image réciproque par f de tout fermé (resp.
voisinage) dans F est un fermé (resp. voisinage) de E.

4.2 Définitions
de quelques sous-ensembles
d’un espace topologique E

Etant donné une partie A de E, on définit :

A la fermeture de A ou I'adhérence de A ; ie I'ensemble des
points x de E tel que tout voisinage de x rencontre A (ou
encore l'intersection des fermés contenant A).

o

A I'intérieur de A, ie I'ensemble des points x de E tel que A
soit un voisinage de x (ou encore I'union des ouverts
contenus dans A).

Fr Alafrontierede A: FrA= A N(A = A\A.

Principaux sous-ensembles d’un espace E.

e Ensemble dense (dans E) : partie Atelleque A = E.

o Ensemble compact K dans un espace séparé E: de toute
famille (€;);c ; d’ouverts de E recouvrant K, ie telle que Kc ié}[gi ,

on peut extraire une famille finie (ka)k= 15y Fecouvrant K.

Il'y a plusieurs définitions équivalentes possibles. Noter une
propriété essentielle : toute suite (x,—)l.e - dans un compact K a
au moins un point d’accumulation dans K.

o Ensemble relativement compact : ensemble dont la ferme-
ture est compacte.

o Ensemble borné B dans un espace vectoriel topologique
E (EVT). Pour tout voisinage de zéro, U dans E, il existe 1 = 0
tel que :

Bc AU
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Dans un espace métrique E (8 4.4), muni d’une distance d, un

ensemble B est borné si son diamétre 6(B) = sup d(x, y) est fini.
xe B,ye B

o Ensemble connexe F dans E: E ne peut étre la réunion de
deux ensembles ouverts non vides disjoints (ie d’intersection vide) ;
ou encore : il n"existe aucun sous-ensemble non vide (et différent
de F) a la fois ouvert et fermé.

4.3 Définitions pour des fonctions
numériques (a valeurs dans R) sur E

Fonction f semi-continue inférieurement (resp. supérieure-
ment) en un point a € E: pour tout réel h, h< f(a) (resp. h> f(a)),
il existe un voisinage V de atel que h < f(x) (resp. h > f(x)),V x€ V.

Fonction semi-continue inférieurement (resp. supérieure-
ment) si la propriété précédente est vraie pour tout a€ E.

4.4 Principaux types
d’espaces topologiques

Soit E un espace topologique.

Espace séparé (ou espace de Hausdorff)

Quels que soient a, b points distincts de E, il existe un voisinage
U de a et un voisinage V de b sans point commun.

Espace compact

L'espace E est séparé, et pour toute famille d’ouverts (Q;);c |
recouvrant E (ie i;}}[), = E), il existe une sous-famille finie

recouvrant E.

Espace localement compact

L'espace E est séparé, et tout point de E posséde un voisinage
compact.

Espace métrique

Espace E muni d'une distance d (ou métrique). Cette distance
définit sur E une topologie telle que pour tout x € E, la famille :

Bp(x) ={x€ E, d(x,y) < p}, p>0

forme une base de voisinages de x.

La famille (B1/,,(x))ne N forme une base dénombrable de
voisinages de x.

Espace métrisable

Espace topologique dont la topologie peut étre définie a I'aide
d’une distance.

Espace métrique (ou métrisable) séparable

Espace métrique (ou métrisable) dans lequel il existe un ensemble
dénombrable dense (dans E).

Espace métrique complet

Un espace métrique est dit complet si toute suite de Cauchy
dans E est convergente dans E.

La notion d’espace complet peut étre généralisée a des espaces
non métriques [2] [3].
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Suite de Cauchy

Une suite (x,) dans un espace métrique E est dite suite de
Cauchy si elle vérifie la propriété suivante.

Pour tout >0, il existe Ne N tel que d(x,, x,) <€ pour
tous n et msupérieurs a N.

Espace vectoriel topologique (EVT)

Espace vectoriel E sur C (ou sur R) muni d’une topologie telle
que les applications d’addition et de multiplication par un scalaire :

{(x, V)€ EXEsx+y€E E
(A, x)€ CXE(OuRXE)—> A x€ E

sont continues.

Espace vectoriel topologique localement convexe

Un espace vectoriel topologique E est dit localement convexe s'il
existe un systeme fondamental de voisinages de 0 formé
d’ensembles convexes.

Espace de Fréchet

Un espace vectoriel topologique est un espace de Fréchet s'il est
a la fois métrisable, complet et localement convexe.

Espace normé

Espace vectoriel topologique E muni d'une norme || -||. Cette

norme définit sur E une topologie telle que les boules :
B, = {x€ E;|x| < p}, p>0
forment une base de voisinages de |'origine.

Espace normable

Espace vectoriel topologique E dont la topologie peut étre
définie a I'aide d'une norme.

Espace de Banach

Espace normé complet.

Espace préhilbertien

Espace vectoriel sur C (ou R), muni d'une forme hermitienne
positive, notée (,) (ou (|)), (le produit scalaire).

Espace hilbertien ou espace de Hilbert

Espace préhilbertien séparé et complet [la forme hermitienne,
(8 4.5), (,) définit une norme || - || par ||x|| = (x, x)"2].

Les espaces R, C, R", C" sont naturellement munis d'une
topologie : celle due a la distance euclidienne. On est amené a
utiliser les ensembles suivants :

RU{+ e} = ]- =, + ] pour lequel on ajoute simplement a la

topologie de R, la famille }% + oo], n entier, comme base de

voisinages de + « ;

R U {- o, + =} ou droite achevée, avec la famille [— il [

n entier, comme base de voisinages de —« ;
R = RU{e} (compactifié de R), c’est-a-dire R, avec sa topo-

logie, a laquelle on ajoute les familles R\ [— %, - %} comme base

de voisinages de l'infini.

Par ailleurs, pour traiter les problemes d’équations aux dérivées
partielles et pour les approximations, on est amené a définir des
topologies sur des espaces fonctionnels, sur des espaces de suites,
sur des espaces d’opérateurs (par exemple, pour traiter des
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problémes de stabilité vis-a-vis de données d’une structure), sur des
familles de sous-ensembles de R"” (pour traiter de problémes du
type optimal shape design [5]).

Les topologies sur des espaces fonctionnels interviennent souvent
de facon naturelle pour le probléeme physique considéré (conserva-
tion d’une énergie correspondant a une norme par exemple) ; les
espaces fonctionnels peuvent correspondre a des fonctions plus ou
moins réguliéres (éventuellement des distributions).

On est aussi amené a changer de topologie pour améliorer la
convergence. C'est le cas des topologies dites faibles.

4.5 Principales facons de définir
une topologie sur un ensemble E

Ecart

On appelle écart sur E toute application f de E x E dans l'inter-
valle [0, + =] vérifiant :

a)Vx€e E, flx, x)=0;

b) V xet y € E, f(x, y) = f(y, x) (symétrie) ;

c)Vx vy z€ E, f(x,y) < f(x, 2)+f(z, y) (inégalité du triangle).

Distance ou métrique

On appelle distance ou métrique sur E toute application d de
E x E dans l'intervalle [0, + o[, vérifiant :

a) dix,y)=0o x=y (deux points a distance nulle sont
identiques) ;

b) d vérifie les propriétés (b) (symétrie) et (c) (inégalité du
triangle) relatives aux écarts.

Semi-norme sur un espace vectoriel E

Une fonction xe€ E — p(x) € [0, + «[ est dite une semi-norme si
elle vérifie les conditions suivantes :

a) p est sous-additive, ie V x, y€ E, p(x+y) < p(X)+p(y) ;

b) p est positivement homogéne de degré 1, ie V x€ E et
VAeE C, p(ix)=|A p(x);

c) p(0) =0 [impliquée par (b)].

Norme (sur un espace vectoriel E)

Une semi-norme sur E est appelée une norme si:

x€ E, p(x)=0implique x=0
on note de fagon usuelle p(x) = ||x||.

Forme hermitienne positive. Produit scalaire

On appelle forme hermitienne (pour E espace vectoriel sur C, ou
symeétrique pour E espace vectoriel sur R) toute application f de
Ex E dans C (resp. R) vérifiant :

F(Xq+ Xy, ¥) = f(X, V)+F(X5, ¥), ¥V Xq, Xo, yE E
f(X, y1+Yyy) = f(X, y)+f(X, ¥)), VX, ¥y, ¥, € E
f(Ax, y) = A f(x,y)

f(x, uy) = uf(x,y) Vx,ye E, A, ue C (ou R)
f(x, y) = f(x, y)

Une forme hermitienne f sur E est positive si elle vérifie :
f(x,x) =0, Vxe€E

Alors (f(x, x))”2 est une semi-norme sur E.

Une forme hermitienne f sur E est dite définie positive, ou posi-
tive non dégénérée, si elle vérifie :

x#0= f(x, x)>0
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Alors (f(x, x))”2 est une norme sur E. On note de fagon usuelle :
f(x, y) = (x, y) ou (x|y), appelé produit scalaire de x et y

Quelques autres facons de définir une topologie sur un ensemble

e Topologie induite sur un sous-ensemble Ey d'un espace topolo-
gique (E, ©) : c'est la topologie G, sur Ey dont I'ensemble des
ouverts sont de la forme E;n O, 0 ouvertde G.

e Topologie produit sur I'espace produit Eq x E, de deux espaces
topologiques (E;, ©,;) et (E,, T,) : la famille des ensembles de la

forme 0; x 0, avec 0; € G, et 0, € T, forme une base de la topo-
logie produit.

o Transport de structure : étant donné un espace topologique
(E;, G;) et une bijection ¢ de E; sur un ensemble E,, on définit sur
E, une topologie @, par:

0c v, si ¢0)€E T

o Topologie G la moins fine sur un ensemble E rendant continue
une famille d’applications ¢; de E dans un espace topologique

(E;, @y, i€ I:I'ensemble des intersections finies des ensembles de

la forme g5,1 (0)) pour 0; € T; forme une base de la topologie ©.

4.6 Notions fondamentales de dualité

Soit E un espace vectoriel topologique (EVT) sur R ou C.

Une forme linéaire f sur E est une application linéaire de E dans
R ou C (suivant le corps de E), et on note :

fix)=<f, x>, Vx€ E

Dual (topologie) E” de E

Ensemble des formes linéaires continues sur E (si E est de
dimension infinie, toute forme linéaire n’est pas continue).

Topologie faible o (E, E’) sur E

Topologie la moins fine sur E rendant continus tous les éléments
de E'. C'est une topologie localement convexe séparée, définie par
la famille des semi-normes x € E — |<f, x>| € R*.

Ces premieres notions sont essentiellement utilisées pour
E espace localement convexe séparé, et notamment pour E
espace de Banach. Nous supposerons par la suite, pour simpli-
fier, que E est un espace de Banach. Alors la topologie faible
n’est pas métrisable. On appelle parfois, par opposition, topolo-
gie forte, la topologie initiale d'espace de Banach.

L'hypothese que E est un espace de Banach n’est pas suffi-
sante pour toutes les applications. Nous renvoyons dans le cas
ou E n’est pas un espace de Banach a [3] [2].

Dual fort ou topologie forte sur le dual d’'un espace de Banach
Espace E’, muni de la norme duale:

Ifl = sup |<f, x>|
xe E
Ix| <1
c’est un espace de Banach pour cette norme.

Bidual E” de E

C'est le dual de E’. C'est aussi un espace de Banach pour la
norme :

ISl = sup [<&, F>]
fe E
Il < 1

On peut identifier E a un sous-espace de E” par l'injection cano-
nique J: E— E" définie par:

<J X, f>E",E'=<fr X>E',E' Vxe EVfeE'
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les indices des crochets rappelant la dualité concernée.
J est une isométrie (8 10.3) de E dans E".

Espace réflexif

Un espace de Banach E est dit réflexif si JE=E" (ie on peut
identifier E a son bidual E"” par J).

La propriété essentielle des espaces de Banach réflexifs est que
la boule unité Bg={x € E, ||x|| < 1} est compacte pour la topologie
faible.

Topologie faible * sur E’, ou topologie o (E’, E)
Topologie la moins fine sur E’ rendant continues toutes les

applications :
fe E' - <f, x>, x€ E

Comme E c E”, la topologie faible * sur E’ est moins fine que la
topologie faible de E’, ie la topologie c(E’, E").

La propriété essentielle de cette topologie faible * est que la
boule unité de E’, Bg-={fe E’, |[f| < 1} est compacte pour cette
topologie. Ceci n'a d’intérét que si E' n'est pas réflexif. Noter
que E’ est réflexif si et seulement si E est réflexif.

Prédual d'un espace de Banach F

S’il existe un espace de Banach E tel que F= E’, E est dit prédual
de F.

Exemples d'espaces réflexifs : E= [P(Q), 1 < p< + o (§9.2).

Exemples d'espaces non réflexifs E= L1(Q), E= L~(Q).
L'espace E = L1 (€) n'admet pas de prédual.

Remarque : tout espace de Hilbert peut s’identifier a son dual
— par suite du théoréme de Riesz — et donc est réflexif. Cette
identification n’est pas toujours intéressante a faire : on appelle
généralement espace pivot (dans un cadre variationnel) un
espace de Hilbert H identifié a son dual ; c’est généralement le
cas des espaces H = L2(Q).

Antidual d’un espace de Hilbert (ou méme de Banach) E sur C

Ensemble des formes antilinéaires continues sur E ; ie des appli-
cations f continues de E dans C, telles que :

fAx+uy) = AfO)+Hf(y)
Vx yeE AuecC

Soit E un ensemble.

Tribu ou o - algéebre

Ensemble de parties de E, stable par les opérations du passage
au complémentaire et union dénombrable ; si s est une tribu de
parties de E, alors:

(etainsin A; € o)

JEA,VieN= UAE o ieN
ie N

{:\e AeQA=E\AE s

e d,etEe dA.

Tribu engendrée par une famille 4 de parties de E

La plus petite tribu (au sens de I'inclusion des tribus) contenant
la famille 3.
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Tribu de Borel d’un espace topologique E
La tribu engendrée par les parties ouvertes de E.

Espace mesurable

C’est un couple (E, a) avec E ensemble (non vide) et a tribu de
parties de E; les éléments de a sont appelés parties mesurables
de E.

Application mesurable fd'un espace mesurable (E, a)
dans un autre espace mesurable (F, %)

-1
Pour tout Be %, f(B)€ a.

Mesure (abstraite) sur un espace mesurable (E, a), (a valeurs
dans un espace F, F= Ru{+ o}, F=R*u{+x}ouF=R,C,
espace de Banach).

C’est une application u de a dans F, dite o - additive, ie telle que
pour toute famille dénombrable (X,-)I.‘E N d’éléments de a deux a
deux disjoints, la famille (u (X,-)),.€ n est sommable et :

u( UX,') = 2 ,U(X,')
ie N ie N

La mesure est dite réelle, réelle finie, positive (= 0), complexe,
vectorielle respectivement si F = RuU{+ e}, R, R*U{+ <}, C,
espace de Banach.

La mesure u est dite o - finie si E est réunion dénombrable
d’éléments X; de a tels que u(X;) est fini pour tout i

Espace mesuré (E, a, p)

C’est un espace mesurable (E, a) avec une mesure positive (a
valeurs dans R* U {+ «}) u, définie sur la tribu a.

Application étagée f d’un espace mesurable (E, a)
dans un ensemble F (F quelconque non vide)

Il existe une famille finie (A;);_ 1 5 , d"éléments de a deux a deux
disjoints tels que U A; = E, et la restriction de fa A; est constante

i=1an

Vi=1an

Application p -étagée f, d’'un espace mesuré (E, a, p)
dans un espace de Banach F

f est une application étagée de (E, a) dans F, telle que:

-1
w(f (F\{0})) estfini
Ou encore : il existe yje F, Aje a, j = 1Ta m (fini) tel que:

H(Aj) <+ o0

f= 2 Yjs 1,4, 14 fonction caractéristique de A]- (1)
j=1am b
Ensemble négligeable M dans un espace mesuré (E, a, n)

Une partie M de E est dite négligeable (relativement a la
mesure 1, ou u - négligeable) s’il existe A € a tel que:

McA et u(A =0
Une propriété P dans E est dite vraie pu -presque partout
(u - pp), si I'ensemble des points x de E, qui ne possédent pas cette
propriété, est négligeable.

Application pu - mesurable fde (E, a, 1) dans un espace
de Banach F

Il existe une suite (f,)hen d’applications u - étagées de
E dans F convergeant i - presque partout vers f(ie il existe une partie
u - négligeable N de E telle que pour tout x € E\ N, la suite
(f,,(x))nE y converge vers f(x)).

Ou encore : il existe une application g mesurable de E dans F, u -
presque partout égale a f.
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Intégrale d’'une fonction u - étagée

Pour toute fonction f u - étagée de (E, a, u) dans F, on définit

I'intégrale de f (relativement a u), notée ffd,u ou ff(x)du(x),
par :
deu = z W(A) y; ly;, Ajdéfinis dans la relation (1)]

j=1am

L'ensemble des fonctions u - étagées de (E, a, u) dans F étant
noté Stu(E, F), on définit une semi-norme sur Stu(E, F) par:

Ny () = f‘ﬂ du

Application u - intégrable fde (E, a, n) dans F
Il existe une suite de Cauchy (f,,)nE N d’applications u - étagées

de E dans F, convergeant u - presque partout vers f.

L'intégrale de f (pour la mesure p) notée ffdp, est définie par:

ffdy = lim and,u
n— oo
Application fde (E, a, n) dans F, u - intégrable dans A € a

Application telle que f- 14 est u - intégrable.
(avec 14 fonction caractéristique de A).

L'intégrale de f dans A, notée f fdu, est définie par :
A

f fdu = jf- Tadu
A

L'espace des fonctions pu -intégrables de E dans F est noté
1
£, (E, F).

L'espace quotient de I'espace vectoriel fffl(E, F) par le
sous-espace N des fonctions u - presque partout nulles est noté

1
L, (E F).
C’est un espace de Banach pour la norme :

i1y = [ 17 d

ou |[|-|| désigne la norme dans F, et |[f| I'application
x€ E—|f(x) € R*.

L'espace quotient considéré est I'espace des classes de fonc-
tions obtenues en identifiant deux fonctions dont la différence
appartienta N

Variation totale d’'une mesure p sur un ensemble mesurable
(E, a) avaleurs dans Favec F = R U {+ =} ou un espace de Banach.

C’est la mesure positive, notée |u|, définie pour tout A€ a, par:

lul (A) = sup Y i (X)) 2
i=0

la borne supérieure (dans R* U {+ «}) étant prise pour toutes les

familles dénombrables (X,-)I.€ N d’éléments deux a deux disjoints

de a tels que: U X;= A [la notation |u(X;)| désigne la norme
ieN

dans F de u(X;)].
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Mesure (abstraite) bornée
Mesure u telle que :

llull = sup |ul (A) < + e

A€ a

L'ensemble M (E, a ; F) des mesures bornées a valeurs dans un
espace de Banach F est un espace de Banach pour la norme ||u]|.
Mesure de Borel sur un espace localement compact E
Mesure abstraite u définie sur la tribu de Borel & de E, a valeurs
dans RuU {+ =}, ou dans un espace de Banach F telle que:
|| (K) < + 0, V Kcompact de E [avec la notation de la relation (2)]
Une mesure de Borel positive sur E est dite o - réguliére si elle
vérifie :
* u(A)=inf[u(V), Vouvert 5 Al,V A€ 3,
w(M) = sup[u(K), Kcompactc M1,
V M ouvertde Eet V M e B vérifiant u (M) < + oo.

Mesure de Radon (scalaire) p sur un espace
localement compact E
C’est une forme linéaire continue sur |I'espace €,(E) des

fonctions scalaires continues a support compact, ou encore :
u est une mesure de Radon si, V K compact de E,

|l = sup (ln(F)l, fE€ 6, (E), Ifl < 1) est fini (avec €y (E) dési-
gnant I'ensemble des fonctions de €, (E) nulles en dehors de K, et
Il = sup [Fl) .

xe K

On peut définir des mesures de Radon réelles ou complexes, ou
plus généralement a valeurs dans un espace de Banach F.

Une mesure de Radon est dite positive si :
u(p) =0, Vo=0,0€ 6.(E)
Une mesure de Radon est dite bornée si :
lulg = sup (o), € 6. (E), | ol < 1) estfinie

L'ensemble des mesures de Radon bornées sur un espace loca-
lement compact E muni de la norme ||u||g est un espace de
Banach. Cet espace noté .1 (E) s’identifie au dual de I'espace de
Banach %, (E) des fonctions continues sur E et tendant vers zéro
a l'infini, muni de la norme :

@l = sup |¢(x)]
xeE

Les mesures de Radon peuvent s’identifier a des mesures
abstraites particuliéres : notamment, pour toute mesure de Radon

positive sur E, il existe une mesure de Borel unique i (appelée
prolongement principal de u), o- réguliéere, telle que :

toute fonction réelle o € €, (E) est 1 - intégrable, et
{ fqv di = p(f)

Espace de probabilité (E, a, P)

C’est un espace mesuré, avec une mesure (positive) u= P telle
que:
u(E)=1

Mesure de Lebesgue sur R, R", etc

En tant que mesure abstraite, on peut définir la mesure de
Lebesgue ¢ sur R comme I'unique mesure positive telle que pour
tout intervalle [a, bl (aet be R, a < b):

t(la, bl) = b-a
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En tant que mesure de Radon, on peut la définir a I'aide de la
notion de primitive d'une fonction fe €_(R), par:

€(f) = f f(x)dx
R
Mesure v absolument continue par rapport a une mesure pu,
définies sur (E, a) (onnote v < u)
vV A€ atelque |u|(A) = 0 vérifie|v|(A) =0

Si et |v| sont des mesures finies, il existe une fonction fu - inté-
grable telle que :

v(A):f fdu, VA€ a
A

f est appelée dérivée de Radon-Nikodym (ou simplement densité)
dv
du
mesures o - finies) et on écrit dv=fdu (ou encore v=f- u).

de v par rapport a u, et on note f = (Ceci se généralise aux

Mesures étrangéres u et v définies sur (E, a) (on note L v)

Il existe deux ensembles A et B dans E, avec AUB=E,
AN B=, tels que pour tout X€ a, XnAet XnBeE q, et:

U(XNA) =0, v(XnB)=0

On dit que u est concentrée sur A et v est concentrée sur B.

Décomposition de Lebesgue d'une mesure v sur (E, a, pn),
p- mesure positive o - finie, avec |v| o - finie

v se décompose de maniére unigue en une somme de mesures
V1 et Vo,

V=vi+vy,avec v, <u et v,1lu

Fonction f numérique absolument continue sur un intervalle

borné I = la, b[

Pour tout £ > 0, il existe 6 > 0, tel que pour toute suite d’intervalles
la,, byl <1, deux a deux disjoints :

Y.(b,-a,) <8=|f(b,)-f(a,)|<e
n n

Ce sont aussi les fonctions f sur I dont la dérivée (au sens des
distributions) est une mesure v absolument continue par rapport a

la mesure de Lebesgue ¢ = dx sur I, on écrit fe W(I).

Fonction f numérique a variation bornée sur |
Il existe C > 0 tel que :
k-1
St )-f(t)] < C
i=0
pour toute suite fo <ty <..<tgdel

Ce sont aussi les fonctions fe L'(I) dont la dérivée [au sens des
distributions (8 9.4)] est une mesure bornée. Cela permet de définir
des intégrales dites de Stieltjes.

Mesure induite sur une partie mesurable E; d’'un espace mesuré
(E, a, p) par la mesure u

Si a, est la tribu induite par a sur E; (ie la famille des éléments
de a qui sont contenus dans E7), la restriction de p & a, est dite
mesure induite.

Mesure image

On désigne par (E;, a;), (E,, a,) deux espaces mesurables.
Soit 7 une application mesurable de E; dans E,, et u; une mesure
définie sur (E;, a;). On appelle mesure image de u, par 7, la
mesure U, sur (E,, a,) définie par:

-1
Uy(Ay) = (7 (Ay)) VA€ a,
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Une fonction fsur E, est u, - intégrable (resp. i, - mesurable) si
et seulement si fo 7 est uq - intégrable (resp. uq - mesurable), et
on a la formule de changement de variable :

JfO”dM:j fdu,
E E,

o Cas particulier : 7 = @ est une bijection d'un ouvert Ude R” sur
un ouvert ®(U) de R", de classe %' ainsi que son inverse ; alors :

fw) f(y) dy = fu f(@(x))|det (D® (x))|dx

ou det (D @(x)) désigne le jacobien de @ (8 6).

Mesure produit

Soient (Eq, ay, i), (E5, ay, u,) deux espaces mesurés, avec
11 et 1y mesures o - finies. On appelle :

a,;®a, la tribu produit de a,eta, sur E;xE,, ie la tribu
engendrée par les parties Ay x Ay, avec A, € a,, A, € a,.

1y ® Uy la mesure produit des mesures uq et u,, caractérisée

par:
11 ® Uy (Ay X Ag) = 11 (Ag) - 1 (Ag), V Aj € ag, Ay € ay.

Si f est une fonction iy ® u, intégrable sur E; x Ey, on a la
formule d’interversion des intégrales (ou théoreme de Fubini) :

jm.g fd (i, ®u,) = fE1sz F(Xxq, Xp)d g (Xq) diy (Xy)
= fE1 (sz f(Xq, Xp)du, (XZ)) dug (%)

= [ L o s o)) a0

Nota : le lecteur pourra se reporter a 'article Calcul différentiel [AF 55] du traité Sciences
fondamentales.

Soit f une fonction sur R (ou un intervalle ouvert I de R), a
valeurs réelles ou complexes, ou dans un espace de Banach Y. On
note :

la dérivée de f au point a, c’'est-a-dire la

limite (si elle existe) de M’F):——f—@—) pour

h — 0; fest alors dite dérivable en a.

ra@=3 @

n
(M (a) = d—: (a) la dérivée d’ordre n de f au point a, pour
dx f fonction n-1 fois dérivable dans un
voisinage de a, dont la (n— 1)-ieme dérivée
f(n=" est dérivable en a; ainsi
dfn-1
ax (a).

f(Mm(a) =

La fonction a€ I — f'(a) (resp. f{")(a)) (si f'(a) et f(")(a)
existent V a € I) est dite dérivée (resp. dérivée n-ieme) au sens
classique de f. La fonction fest alors dite dérivable (resp. n fois
dérivable) dans I.
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Si f est une distribution, on définit la dérivée de f (au sens des
distributions) par dualité de la dérivée usuelle dans I'espace
P (R) ou (1), ie par:

(f'o9) == (f, ¢), Yo D(R)ou D)
et aussi pour la dérivée n-ieme :
(fM, @) = (= 1) (f, pM), V o€ D(R)ou D)
Si f est une fonction réguliére, les deux définitions de dérivées

coincident ; si f n'est pas suffisamment réguliere pour que la
dérivée f'(a) existe en tout point ade I, on peut tout de méme définir

sa dérivée au sens des distributions si fe L|1oc .

Soit fune fonction définie sur un ouvert Q2de R”, a valeurs réelles
ou complexes, ou dans un espace de Banach Y. On note :

* Dif(a) ou aan (@) ou d,f(a) la dérivée partielle de f par rapport
k

a la variable x; au point a, c’est-a-dire la limite (si elle existe) de

1
7 [f(ay, ... ag+h, ag,q, . @p)— (89, @ 85y q0 - @,)1  pour
h—>0;
e
+ D*f(a)ou % ou 9, f(a), avec D*f= (D)% - (D)% ...
(D)% f, a=(oq,.., 0y), ;€ N, i=1 a n, la dérivée partielle

d’ordre | de fen a.
Les fonctions a — D, f(a) et a —» D“f(a), ..., notées naturellement

Dyf (ou of oud f) et D* f(ou w oud f) sont appelées
ax, axa U ol
dérivées partielles de f par rapport a x; et dérivée partielle d’ordre
|| de fau sens classique.
Si fest une distribution, on définit de méme les dérivées partielles
de f par rapport & x et d’ordre |o| de f par dualité, par:

<D,f, > = - <f, Dyp>, VoeE D(Q)

<Def, > = (- Dlol <f, Dep>, V 9 € F(Q)

Si f est une fonction réguliére, les deux définitions de dérivées
coincident ; si f n'est pas suffisamment réguliere, mais telle que
fe Lﬂoc(!)), on peut tout de méme définir ses dérivées partielles,
et d'ordre ||, au sens des distributions.

Dérivée de Fréchet

e f'(a) = Df(a) la dérivée de Fréchet de f au point a, c'est-a-dire
I"application linéaire continue (si elle existe) h€ R"—->Df(a)-he Y,
telle que :

f(a+h) = f(a)+Df(a)- h+|hl o(h),V he R”7,

avec |o(h)|—>0 pour h—0 (3)

La fonction f est alors dite différentiable en a. On note indiffé-
remment D f(a) - h ou Df(a) h (ie avec ou sans point).

Pour h =1 ey, e étant le k-iéme vecteur unitaire de la base cano-
nique de R”, on a:
Df(a) - ex=Difla)
La fonction f est dite différentiable (ou dérivable) dans Q si elle
est différentiable en tout point a € Q. Elle est dite continGment dif-

férentiable si I'application ae 2 —> Df(a) € Z(R", Y) est continue.
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Si fest une application différentiable de Q c R" dans R™, la fonc-
tion f est déterminée par la donnée de m fonctions différentiables
réelles sur Q, (f;);_ 15 m, et I'application linéaire Df(a) est repré-
sentée par la matrice (al-f,-(a)) dite matrice dérivée (ou matrice jaco-
bienne) de I'application fen a. Si m=n, le déterminant de cette
matrice est appelé jacobien de fen a.

e f"(a)=D2f(a) la dérivée seconde de Fréchet de f en a,
pour fapplication dérivable de QcR"—Y, telle que
f’ = Df: Q— (X, Y) soit dérivable en

ae Q: () (F)y (a) € F(X; L(X, Y)) (identifié a une appli-
cation bilinéaire, symétrique, continue de X dans Y), on écrit :

(f"(a) h) k=f"(a) (h, k) =f"(a)(k, h), VY h ke X
Avec les notations antérieures, on a:
D?f(a) (e;, ;) = 9;(9;f)(a)

et la formule dite de Taylor-Young (du second ordre) :

fla+h) = f(a)+Df(a)~h+% D2f(a) (h, h)+|h|2 o (h)

avec |o(h)| = 0 pour h—0

La fonction f est alors dite deux fois différentiable ou dérivable
en a, et deux fois différentiable ou dérivable (dans ), si cela est
vraiV a € €, enfin deux fois continiment différentiable ou dérivable
si f":a€ Q— f”(a) est continue (on écrit f” € €2 (Q)).

Si f est une application deux fois dérivable de Q2 c X dans R, le
hessien de f au point a est la matrice symétrique de D2f(a):
(9;9;f(a); j—1an

e %) (a) = D¥f(a) la dérivée de Fréchet de f d’ordre k en a, par
généralisation des situations précédentes.

Cas particulier de fonction f définie dans Q c R2 (& valeurs dans

R ou C). On définit les dérivées of et E)_f par:
0z 37

dx dy

"9z 2
Quelques opérateurs différentiels sur un ouvert 2 de R”

Gradient (grad), divergence (div), rotationnel (rot), laplacien
(A) définis respectivement en coordonnées cartésiennes par :

af_1(af .af) £_1(af .af)

3z 2 ax 'y

_(9of Of .
grad f = (ax1' an) pour f: Q— R (ou C)

d'f—naf" f: Q>R (ou CM, f(x) = ( f
iv f= '213—)(1, pour f: Q—R"(ou C"), f(x) = (f;(X), ..., f,(X))
i
rot f = (9yfy—d3fy, d5f;— 9413, d4fy — d,F;), pour Qc R3
f: Q- R3(ou C3), f(x) = (f;(x), f(x), f3(x))

2
Af=divgradf= Y a—zf,pour f: Q- R(ouC)

i=Tan 0X;

On définit aussi le d’alembertien (I sur QcR,x R} par:

2
Of= ?sz—Af, pour f: Q—> R (ou C)
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7.1 Notions fondamentales

Les propriétés visées dans ce paragraphe sont de nature partiel-
lement algébrique, partiellement topologique, concernant notam-
ment les notions d’espaces supplémentaires, de bases, de suites
convergentes et de famille sommable. Les notions indiquées sont
a priori bien connues des ingénieurs pour des espaces vectoriels
de dimension finie, mais recouvrent de nombreux piéges lorsque
la dimension est infinie.

Soit E un espace vectoriel topologique, M un sous-espace
vectoriel de E. Un sous-espace vectoriel N de E est dit :

— supplémentaire algébrique de M dans E, si I'application
(X, y) > x+ y est un isomorphisme de M x N sur E pour la structure
d’espace vectoriel (ie une application linéaire bijective de Mx N
sur E);

— supplémentaire topologique de M dans E, si I'application
(x, y) > x+ y est un isomorphisme de M x N sur E pour la structure
d’espace vectoriel topologique (ie I'application est continue,
d’inverse continu, Met Nayant les topologies de sous-espaces de E).

Cela nécessite que M et N soient des sous-espaces fermés de E.
L'espace E est alors dit somme directe de V/ et N.

Remarque : dans un espace de Banach E, un sous-espace vec-
toriel fermé M n’admet pas nécessairement de supplémentaire
topologique. Par contre, si E= H est un espace de Hilbert, tout
espace vectoriel fermé M admet, comme supplémentaire topo-
logique, I'espace orthogonal noté M° ou M :

MO=Mt={xe H (xy)=0, Yye M}

@ Série convergente dans E
Une famille (x;)._, définit une série (notée Y x;) convergente
i

dans E, s'il existe x€& E (noté Y x;ou Y x;ouencorey x;
i=0 ie N
appelé limite de la série), si pour tout voisinage V de x, il existe un
n
entier ntel que x— > x;€ V.
i=1
o Famille sommable dans E
Une famille (x;); - ; (avecI ensemble quelconque d’indices) est dite
sommable dans E s'il existe x e Etel que, pour tout voisinage Vde x,
il existe une partie finie Jy de I telle que I'on ait :

Y, x; € V pour toute partie finie J de I contenant Jg
ied
X est appelé somme de la famille (x;) et noté x = 2 X;.
iel
Pour I = N, une famille sommable est aussi dite série incondi-

tionnellement convergente (pour toute permutation o de N (ie
oest une bijection de N sur N), la série ZX ) converge vers

o(i
X = Zx,).
i=0
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Par la suite, nous nous occuperons de la notion de base dans (un
espace vectoriel topologique) E sur R ou sur C.

e Base algébrique de E

Une famille (e;);c ; d’éléments e; de E est dite base algébrique
(ou base de Hamel) de E si pour tout x € E, il existe une famille
(¢j)jc | unique d'éléments o; € R (ou C), avec un nombre fini
d’éléments non nuls, telle que :

x=Y a;e
iel
E est donc I'ensemble des combinaisons linéaires (finies) des e;;
la topologie de E n’est pas intervenue.
o Ensemble total A dans E
Le sous-espace vectoriel fermé engendré par A est identique a E,

ie 'ensemble des combinaisons linéaires (finies) d'éléments de
A est dense dans E.

o Famille topologique libre (e;); . ; dans E

Pour tout iy € I, le sous-espace vectoriel fermé V,-O engendré par
les e; d'indice i# ig ne contient pas e; .

L'ensemble des (g;) est alors dit partie topologiquement libre.
Dans un EVT E, il n'existe pas nécessairement de partie topologi-
quement libre qui soit totale !

o Base de Schauder d'un espace de Banach E (séparable),
de norme || . ||
Une suite (e;),_,, d'éléments e; de E est dite base de Schauder

de E si, pour tout xe€ E, il existe une suite unique (oz,-),.€N

d'éléments o; € R(ou C) telle que la série Z(x, e; converge
i
Vers x.

ie V.e>0,3 ntel que < ¢

n
x-Y ;€
i=0

On dit que la base de Schauder est inconditionnelle si la série
Y o; e; est une famille sommable (ie converge encore vers x aprés
une permutation arbitraire de ses termes).

Un espace de Banach séparable n‘admet pas nécessairement
une base de Schauder.

o Base orthonormale d’'un espace (pré)hilbertien E
Une famille (e;); ; d’éléments e; de E est dite base orthonormale
de E si cette famille est orthonormale et totale dans E; ie si:

llell=1, Viel (e, e)=0, Vij i#j
et I'espace vectoriel des combinaisons linéaires (finies) est dense.
Tout élément x € E s’écrit alors de fagon unique :
x= Y oje,avec o; = (X, 8), Y |og2<+eo
iel iel
Noter qu’une base orthonormale d’'un espace (pré)hilbertien
n’est pas une base algébrique !

Il n"est pas toujours possible numériquement d’utiliser une base
orthonormale d'un espace de Hilbert (notamment en théorie du
signal...). Aussi est-on amené a généraliser.

Soit I un ensemble (d’indices), et soit ¢2 (I) I'espace de Hilbert :

€2 = (o,

A . 2
e i € R(ouC), de carré sommable : 2 \a,\ < 4 oo}

iel
avec le produit scalaire :

(e, B = Y o;B;

iel
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e Structure oblique (ou frame) d'un espace de Hilbert H

Une famille (e;);c ; d’éléments e; de H est une structure oblique
de H si 'application T définie pour toute famille (¢;); < ; ayant un
nombre fini d’éléments non nuls par:

T((oy) = Z a; e;
iel
se prolonge en une application linéaire continue et surjective
(encore notée T) de €2 (I) sur H.

Cela signifie qu’il existe une constante C; = 0 telle que :

1/2
e el = € (Sei?) @

et une constante C, = 0 telle que, pour tout x € H, il existe une
suite (B),_ , € €2(I) telle que :

1/2
x=23pie et (Z\B,-V) < C,lxl (5)

et on montre alors qu'il existe des constantes Cq, C, positives
telles que :

1/2
Cilxl < (2 (%, e,-)\2> < C, x|

iel

La famille (e;);jc; est dite base de Riesz si, de plus, il
existe C3 > 0, telle que:

1/2
Saral = cs(Simp)” v, 0 @

c’est-a-dire si l'opérateur T est un isomorphisme de ¢2(I)
sur H[4].

Une base orthonormale d'un espace de Hilbert H est donc une
base de Riesz particuliere, ou T est une isométrie :

tout élément x € H s’écrit alors de fagon unique :
x= o;e;, avec (w) telleque Y || < + o,

iel iel
avec o; = (x, €;)

7.2 Principaux espaces de « suites »

L'utilisation des bases (lorsque c’est possible) permet de passer
de certains espaces fonctionnels a des espaces de suites et inver-
sement. Nous indiquons dans ce qui suit quelques espaces de suites
particulierement intéressants pour les applications. L'ensemble I des
indices peut étre, outre I'ensemble des entiers N (pour lequel on
utilise généralement le mot suite), les ensembles Z ou Z", qui
interviennent pour les développements de fonctions périodiques
(sur R ou R") en séries de Fourier.

Les éléments de la suite peuvent étre pris réels ou complexes.
Nous nous limiterons a une écriture avec les complexes.

CO  I'espace des suites (¢;); < ; avec un nombre fini d’éléments
ojnon nuls.
s  I'espace des suites (o;); < 1 a décroissance rapide :

Y (1+lihkjey| <+, YVk=0
iel

(c’est un espace de Fréchet pour la famille de semi-normes
correspondantes).
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¢P(I) I'espace des suites o= (¢); ¢ jtelles que :

1/p
ledl g :(z \Oc,-‘P> <+oo, POUrT< p<+oo
iel

ledly. = sup| oy <+, pourp = +eo
iel

(C’est un espace de Banach pour la norme correspondante)

Pour I = N, on utilise aussi I'espace :

€. (N) I'espace des suites o = (ocn)nE N E €= (N), telles que :

op— 0 pourn— + oo

qui est un sous-espace fermé de €= (N).

’

s I'espace des suites (a;); 1 a croissance lente :
il existe k> 0 tel que la suite (1 + |i|) ~¥|a;| est bornée.
C! I'espace des suites (¢;); ¢ ; (dit espace des séries formelles).

On a les inclusions naturelles :

ChcscllcePlcer?. ct=cs cCl!
P < Py

L'espace ¢P s'identifie au dual de I'espace €9, pour %+% =1,

1< p < +eo pourladualité (o, f) = Y o;B; ; de méme les espa-
iel

ces s’ et C! s’identifient resp. au dual de s et de CD,

Rappel

Une fonction f sur un ouvert Q de R” peut étre considérée

comme une distribution si fe LFOC(Q) (ie f est intégrable sur
tout compact Kde Q) ; on identifie alors fa la distribution :

QE ED(Q)—>JQ¢fdxe R (ou C) ; on note <f, o> = fg(pfdx

Les opérations de dérivation sont continues dans les espaces
de distributions.

Support d’'une distribution f dans un ouvert 2 de R”, supp f
C’est le complémentaire du plus grand ouvert o tel que :

<f,p>=0, Vo€ 9(w)

Restriction d’une distribution f (quelconque) sur 2 a un domaine
(ouvert) w c 2

C'est la distribution notée f|, définie par:
<fl, ¢> = <f, 9>, V9 D(w)

Produit d’une distribution fpar une fonction g€ 46~ (2)
C’est la distribution notée f- g définie par:

<f-g,0>=<f,g-¢0>, Vo D(Q)

(le produit de deux distributions fet g n'a pas de sens, en général).
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Produit de convolution, noté x, pour des fonctions
ou des distributions sur R”

Il est défini dans les cas suivants :

o Convolution de deux fonctions f et g sur R” (a valeurs dans
R ou C), telles que :

fe L'(R",ge LP(R"), 1< p<+o

(f* g)(x) = fw f(x-y) g(y) dy

Alors f+ ge LP(R"), et [f=gl,r < Iflp gl
supp (f* g) csupp f+suppg, et frg=g=*f

Le produit de convolution est aussi défini si :

a) fe €,(R") (continue & support compact) et g€ LEOC(R”)
alors f+ g€ €(R").

b) fe%f([R") (ie fE€K(RM), a support compact) et geLﬂOC(R")
alors f = g€ €k(R") et DkK(f=g) = (Dh f) =g.

c) fEC(R") = B(R"), et g€ Ly, (R") alors f+ g€ €= (R").

d) fe LP(R") et ge LI(R"), 1= p<ow,1< g=< o alors

1 1.1
% r(rRn - = — - =<
frge LT(RM) avec o= _o+o-T1, IF =gl < Il llgl e

o Convolution d'une fonction f et d'une distribution g: f* g est
défini si :
a) fe 9(R"), ge 9" (R") ; alors, pour tout x&€ R”, on note :

T, ¥ la fonction définie par:

Vv
7, f(y) = f(x-y), VyeR"
et on définit f+ g pour tout x € R” par:

\
f#*g(x)=<g, 1, f>;fxge € (R 7

(noté <g(y), f(x-y)>).

La propriété f* ge 6~ (R") est essentielle, car elle permet
de régulariser (c’est-a-dire, d’approcher une distribution par une
famille de fonctions réguliéres) la distribution g !

b) fe ¢ (R") et ge € (R") (ie ge 92"(R"), a support
compact) ; la méme définition (7) est utilisable, avec les mémes
propriétés.

o Convolution de deux distributions f et g dont I'une est a
support compact : alors f* g est la distribution sur R” définie par:

<f=*g, o> =<f(x) g(y), p(x+y)> Vo€ D(R")

(on a encore supp (f* g) c supp f+ supp g, ensemble des sommes
X+y, XE supp f, y € supp g, et D¥*(f= g) = (D* f) * g).

Nota : pour la notion de dérivée d'une distribution (8 6).

o Convolution de deux distributions fet g a supports convolutifs :
par exemple : supp f et supp g contenus dans un céne convexe
saillant (sur R, par exemple, supp fet supp gc R*).

Produit tensoriel de deux distributions fe %’ (Rﬂ)
etge @’(R?) noté f® g

Distribution sur R”xR™ = R"+m définie sur I'ensemble des
fonctions e P (R"xR™) a variables séparées, ie de la forme
{x, y)=@(x) yly), avec p€ 2 (R") et wye P(R™), par:

<fx g, {>=<f, p><g, v>
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Quelques distributions particuliéres

d(resp. §,) distribution de Dirac, concentrée en 0 (resp. a€ R"):

<4, 9> = ¢(0), <3, ¢>=¢(a), Voe DR

sur R, 8 = Y’, You H fonction d’Heaviside Y (x) =

0six<0
1six>0/

9.1 Espaces de fonctions « réguliéres »
(au moins continues)

Soit Q un ouvert de R”, Kun compact de R”. Les fonctions sont

ici a valeurs réelles ou complexes.

€ ()

€p(2)

6 (£2)

6, () ou 6y, (£)

€ (K)

€ e(Q),0< o<1

@0 @ (Q)

€k(Q), ke N

€k 2(Q), ke N,
O<as<1

A1205-14

espace des fonctions continues sur £. Muni
de la famille de semi-normes

P (u) = sup |u(x)
K

X€E
pour tout compact Kc £, c’est un espace
de Fréchet.

espace des fonctions continues bornées sur
Q. Cest un espace de Banach pour la

norme: [[u] = sup |u(x)|.
xe Q

espace des fonctions continues sur Q et ten-
dant vers zéro au bord de Q. C'est un
espace de Banach pour la norme précé-
dente.

espace des fonctions continues sur Q2 a sup-
port compact dans Q.

espace des fonctions continues sur le
compact K. C'est un espace de Banach pour

la norme « du sup » : [ull = sup |u(x)|.
xe K

espace des fonctions holdériennes d'ordre
asur , c'est-a-dire I'espace des fonctions u
sur Qtelles que :

lu-uml

| @ o, C'est un
Q |x-y

lull, = sup
X, Y€
espace de Banach pour la norme [|u]|,-

espace de fonctions localement héldérien-
nes d'ordre ¢, ie des fonctions f telles que

fe %% *(K) pour tout compact K de Q.

Pour o = 1, €% 1(Q) est I'espace des fonc-
tions lipschitziennes.

espace des fonctions de classe €k, ou
encore espace des fonctions dont toutes les
dérivées d'ordre < k existent et sont
continues. C’'est un espace de Fréchet pour
la famille de semi-normes :

JdP Ul

lullg, k = sup sup
! oxP

lpl = k xe K

espace des fonctions de classe €k, dont les
k-iemes dérivées appartiennent a l'espace

€0« (Q).

€= (Q)

Z(Q) espace des fonctions infiniment dérivables ;
espace de Fréchet, avec les semi-normes :

Ifl, « = sup ID=f(x)|, x € N1, Kc Q
’ xe K

6 () = 2(Q) espace des fonctions infiniment dérivables
a support compact. Une suite (fy) de % (Q)
tend vers zéro dans () siusupp fr=K
est borné et :

sup |D% fi(x)| -0, Vo€ N”

xe K

La topologie est dite « limite inductive »
d’espace de Fréchet.

H(Q) espace des fonctions homomorphes ou
analytiques de variables réelles ou com-

plexes pour QcC” : fonctions dont le
développement de Taylor en chaque point
converge dans un voisinage de ce point.

Si Q = R", on définit :

F(R™) espace des fonctions de € (R") a décrois-
sance rapide ainsi que toutes les dérivées
(VkeE N,V ae N, |x|kK|D* f(x)| -0
pour |x| — ), muni des semi-normes
Il o= sup (Ix|¥D*f(x)), k€ N, € N"
' xe R

n

Op (R™) espace des fonctions de € (R") a croissance
lente ainsi que toutes les dérivées (espace
des multiplicateurs de ).

Chaine, pour k = 1: on note par C_ les injections naturelles
continues :

D(Q) T € (2) s Gk 2 (T Q) ... €D,
Goo (2) T €0 ()T 6, ()T
DR C F(RT) Ty Oy (RM) T € (RY)

}(6(9)

Toutes ces notions, et les espaces correspondant, se généralisent
au cas de fonctions a valeurs dans un espace de Banach X; on
note alors €(2; X), €,(2; X) ...

9.2 Espaces de fonctions intégrables

Soit punréel, p = 1, et encore Q ouvert de R".

Les fonctions considérées étant a valeurs réelles ou complexes,
on note :

LP(Q) I'espace des (classes de) fonctions mesurables sur Qtelles
que la fonction x € Q — |f(x)|P soit intégrable sur Q. C'est
un espace de Banach pour la norme :

1/p
Il = Ugwf(xwdx}
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Nota : on identifie deux fonctions qui ne difféerent que sur un ensemble négligeable. Il
s'agit ici de I'intégration vis-a-vis de la mesure de Lebesgue.

L=(Q) I'espace des (classes de) fonctions mesurables sur Qtelles
que la fonction x € Q — |f(x)| soit essentiellement bornée
(ie bornée sauf sur un ensemble négligeable). C'est un
espace de Banach pour la norme :

[fll., = sup ess [f(x)]
Q

|OC () l'espace des (classes de) fonctions mesurables sur Qtelles
la fonction x€ Q— |f(x)|P soit intégrable sur tout
compact K contenu dans €. C’'est un espace de Fréchet
pour la famille de semi-normes :

1/p
I, x = (fK \f(x)\pdx)

Soit 1 une fonction positive localement intégrable sur £, on note :

I'espace des (classes de) fonctions mesurables

P
Ly telles que x € 2 — |f(x)|P u(x) soitintégrable. C'est
ou un espace de Banach pour la norme :
LP(Q; udx)

1/p
11, = (fg\f(x)\ﬂu(x)dx)

9.3 Espaces de Sobolev

Soit me N, pe [1,+ <[, s€ R. On note :

H™ () I'ensemble des fonctions ftelles que fe L2 () avec
D”fe [%(Q), YaeN" vérifiant
lal=(0q+...+ @, < m),avec, bien str, D* fdéfini au

sens des distributions.
C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

L= Y fD“f(x) D%g(x) dx

lal < m
Hy' (2) I'adhérence de % (2) dans H™(Q).
H=M(Q) I’'espace dual de H('J77 (). C'est un espace de Hilbert

pour la norme duale.

On est amené aussi pour les applications a définir
des espaces de Sobolev H° (), ou H3(I'), I'bord de
Q avec s€ R, par exemple par I'utilisation de
cartes locales en se ramenant a I'espace R” entier.

Hs (RM) I'ensemble des distributions tempérées ftelles que
la distribution (en &, variable duale de x € R"):

(1+182)52 F(&) € L2(R7)

A
f transformée de Fourier de f, donnée formelle-
ment par :

" .
(o) = fRn exp (- i & x) f(x) dx

Pour s=m ou s=-m, ie s€ Z, les définitions
données sont identiques.
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Hi o () I'ensemble des fonctions (pour s>0) ou des
distributions (pour s> 0) ftelles que f- g€ H5(Q)
[ou HS(R™) ] pour toute fonction p € P (Q).

wm P(Q) I'ensemble des fonctions fe LP(Q), telles que
D¥fe LP(Q), V o€ N7, |a] < m. C'est un espace
de Banach pour la norme :
1/p
1, p = U ¥ \D“f\ﬂdx}
lal = m
W(T’ P I'adhérence de ¥ () dans W™ P(Q)

On peut encore définir des espaces ws P(Q), pour
touts € R [10].

9.4 Espaces de distributions

D’ () I'espace des distributions sur Q, c’est-a-dire I'ensem-
ble des formes linéaires continues sur % () (a valeurs
réelles ou complexes), c’est-a-dire le dual de 2 ().

€’ (Q) I'espace des distributions sur Q, a support compact
dans Q; c'est aussi le dual de I'espace:
E(Q) = €= (Q).

Si Q = R", on définit aussi :

F’(R") Il'espace de distributions tempérées sur R”, c’est-a-
dire I'ensemble des formes linéaires continues sur
F(R").

0, (R™ I'espace des distributions a décroissance rapide, ou
espace des convoluteurs de ¥ (R").

10.1 Notions sur les opérateurs
différentiels linéaires (odl)

Soit Q un ouvert de R".

Opérateur local Pde % (2) dans 2’ ()

Opérateur tel que le support de Pu est contenu dans le support
deu Yue 9(Q).

Opérateur différentiel linéaire (odl) P
Application linéaire continue locale de % () dans 9" (Q2).

L'opérateur P s’écrit alors sous la forme P=% a, D%,

a a,
avec D*=D;..D/)

. opérateur de dérivation d’'ordre

o= (aq, ..., o) € N"et(ay) une famille de coefficients, a, € 9" (Q);

avec sur tout compact K seulement un nombre fini d’éléments non
nuls. (La famille (a,) est alors dite localement finie).

Ordre d’un odl P

m = sup {|e|, a,# 0 surQ}
Partie principale d'un odl P d’ordre fini m
D«

Pe=3 a,
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Solution élémentaire d'un odl P (a coefficients constants)
Toute distribution E telle que P E =4.

Vecteur caractéristique £€ C” d'un odl P (a coefficients
constants, d’ordre m)

Tout élément & € C" tel que P*(§) = 0,avec P*(§) = Y a, &%,
lal=m

P

5E (&

1

£ est dit caractéristique simple si 2 #0.
j

Surface caractéristique S de P

Surface (réguliere) telle que les vecteurs normaux en chaque
point de S sont vecteurs caractéristiques de P.

Un odl a coefficients constants sur R”, P est dit:
— elliptique si P*(£)#0, V &€ R"\{0};
— hypoelliptique si pour tout ouvert 2 de R” :
ue 9'(Q) et Pue () =€ (Q)=>ue €(Q)

— parabolique par rapport a un demi-espace fermé H de R”
si Padmet une solution élémentaire E dans 9’ (H) n €= (R"\{0}) ;

— hyperbolique par rapport a un céne convexe fermé saillant
C (ie tel que Cn (- C) ={0}, C de sommet 0) si P admet une solu-
tion élémentaire E a support dans C;

— hyperbolique par rapport a un demi-espace fermé Hy :

Hy = {x€ R" & -x=0} avec ;€ R", =0
si P vérifie :
a) & n'est pas un vecteur caractéristique de P,
b) P admet une solution élémentaire a support dans Hj.

Exemples types d’opérateurs :
— elliptique : le laplacien A (noté aussi A, avec indication de la

. , 092 ;
variable d'espace x € R"ou A, , = — + A, pour les variables x, t)

T
— parabolique : opérateur de la chaleur B%—AX
— hyperbolique : opérateur des ondes, le d'alembertien

— hypoelliptique : opérateur de la chaleur E%—AX, et plus géné-

ralement les opérateurs P = a%—wAX, avec w€ C,et Rew#0.

Nota : toutes ces notions se généralisent au cas des odl a coefficients non constants ; on
est aussi amené a définir et a utiliser bien d’autres types d’opérateurs. Nous renvoyons
pour cela, par exemple a [1].

10.2 Notions relatives aux « opérateurs »
linéaires dans les espaces de Banach
(et Hilbert)

On distingue essentiellement deux types d'opérateurs (applica-
tions linéaires) en se limitant ici aux espaces de Banach; on
désigne par E et F deux espaces de Banach :

a) les opérateurs linéaires continus (ou bornés) de F dans E;

b) les opérateurs linéaires non bornés dans E (on se limite alors
aF=E).
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10.2.1 Principales définitions

Un opérateur linéaire A non borné dans E est défini par la donnée
de son domaine de définition D (A) (espace vectoriel contenu dans E,
qui sera supposé dense dans E ) et de l|'application
x€ D(A) - A x€ E qui peut aussi étre donnée par son graphe,

G(A) ={(x, Ax), x€ D(A)}

qui est un sous-espace vectoriel de Ex E.
o Opérateur (linéaire) fermé A dans E

Opérateur linéaire non borné dans E, dont le graphe est fermé
dans l'espace de Banach (produit) Ex E. Cela est équivalent a:
le domaine D(A), muni de la norme:

lIxllp () = 1] + [|AX]| (ou (JIx||? + |AX][)"2), ¥ x € D(A)

est un espace de Banach [et l'injection x€ D(A) - x€ E est
continue]. L'opérateur A est alors continu de D (A) dans E.

Nota : les situations a) et b) ne sont donc pas tres différentes.

e Opérateur (linéaire) fermable A dans E

Opérateur linéaire non borné dans E, dont la fermeture du gra-
phe [dans I'espace de Banach (produit) E x E] est encore un gra-
phe.

Cela est réalisé si A a la propriété suivante : pour toute suite (x,),
X, € D(A) telle que x,, — 0 et Ax, — y dans E, alors y=0.

e Extension d’un opérateur non borné A,, de domaine D (A¢) c E
Opérateur non borné A, de domaine D (A,) c E tel que :

D(A]) cD(A,;) et Ayx=Aix, Vxe D(A)
Inversement I'opérateur A; est dit restriction de A, a D (A,).
Exemple type d’opérateur non borné : dans L2 (] ),
I =]a, blcR opérateur dérivation A = dix de domaine
D (A) = H' (I) ou Hy(I) ou €' ([a, b]...)

Nota : de nombreux opérateurs non bornés dans un espace de Banach E sont définis a
partir des opérateurs différentiels linéaires dans les espaces de distributions par restriction
au cadre considéré ou bien dans le cas des espaces de Hilbert, par utilisation d’un cadre
variationnel [1].

Soit A un opérateur linéaire continu de Fdans E.

e Lopérateur transposé, noté 'A, est un opérateur linéaire
continu de E’ dans F’ (avec E’ et F’' duaux de E et de F) défini par :
<lAg, f>=<g, Af>, Y fE F, g€ E’

(ou les crochets désignent les dualités de F' et F, et de E’ et E).
e Cas particulier trés important

F est un espace de Banach (ou méme un EVT) contenu dans E,
dense dans E, et l'injection naturelle A=J: x€ F— x€ E est
continue ; alors J est aussi I'injection naturelle :

y€ E'—> y€ F' (qui permet de considérer E' comme contenu
dans F")

Exemple type: F = 9(Q), E = [2(Q) ; alors E' identifié a L2(Q)
est contenu dans F’ = 9’ (Q) l'espace des distributions, pour Q
ouvert de R".

(Rappel de) Notations dans les deux cas considérés (A borné ou
non) :

ImA =R(A) ={ye E,d3xe D(A), y=Ax} I'image de A
ker A= N(A) = {x€ D(A), Ax=0} le noyau de A
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[on remplace D (A) par F dans ces définitions pour le cas a)l.

o (A) I’indice de nullité de A = dim ker A
B (A) I'indice de défaut de A = codim Im A (ie la dimension de
I’espace quotient F/ ImA

Si A est injectif, ie si ker A = {0}, on note : A" I'inverse de A.

10.2.2 Notions spectrales

On définit pour le cas F=E, A borné ou non.

Si E est un espace de Banach sur C on note :

p(A) I'ensemble résolvant de A, ie I'ensemble des 1 € C
tels que Al - A admette un inverse continu :
(M -A)y1e X(E);

o(A) le spectre de A = C\p(A), complémentaire de p(A) ;

op(A) I’ensemble des valeurs propres de A, ie
op(A) ={1e C, Ix€ E x#0, Ax=Ax} [ona
op(A) c o(A) mais ces deux espaces ne sont générale-
ment pas identiques] ;

R(A, A) I'opérateur résolvant de A :
R(A, A) = AI-A)'e (E) pour 1€ p(A).

Si E est un espace de Hilbert Hsur C, on note :
A* I'adjoint de A défini:
— si A est borné dans H par:

(A*x, y)=(x,Ay), Vx,ye€ H

— si A est non borné dans H, par:

D (A*) = {x € Htel que I"application y — (x, Ay) € C est continue
sur D (A) muni de la topologie de H}
(A*x, y) = (x, Ay), Yye D(A)

10.3 Quelques opérateurs particuliers

a) Un opérateur borné de F dans E est dit:
— isométrique (ou appelé isométrie) si:

[|Ax||g=|Ix|lr. ¥ x€ F(alors Im A est fermé dans E)

Soit a présent F= E un espace de Hilbert H sur C. Un opérateur
borné A dans H est dit :

(Ax, Ay) = (x,y), Vxetye H

— unitaire si
aveclm A = H

ou encore si A*A = AA* =] (application identique de H), ie A* = A1
— hermitien si :
(Ax, y) =(x, Ay), V xetye H
ou encore si A*=A
— normal si A*A = AA* (on dit que A commute avec A*)

Un projecteur est un opérateur borné P tel que P2 = P.

Il projette I'espace H sur l'espace vectoriel fermé M= PH; en
posant N=(I- P) H, I'espace H se décompose en H=M & N. Les
espaces M et N sont orthogonaux si P est hermitien.
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b) Un opérateur A non borné dans H est dit:
— symétrique si :
(Ax, y) = (x, Ay), V xetye D(A) donc l'opérateur
A¥* est une extension de I'opérateur A
(ie D(A)cD(A*) et Ax=A*x, V xe& D(A)).

Il faut bien voir la différence entre la notion d’opérateur symétrique
et celle de matrice symétrique ;

— auto-adjoint si A est symétrique et tel que :
D(A)=D(A*)
(ie A= A* avec identité des domaines).
(Le spectre d’un opérateur auto-adjoint A est réel: c(A)cR).

10.4 Principaux espaces d’applications
(opérateurs) linéaires continues
(bornées)

Soient E et F des espaces de Banach réels (ou complexes), de
normes ||-||g et ||-||r (pour plus de généralités avec des espaces vec-
toriels topologiques localement convexes séparés, [3]).

On note :

L (E, F) I'espace des applications linéaires continues (ou
encore bornées) de E dans F.
C’est un espace de Banach pour la norme (« uniforme »)

‘AHQ(E, Fy = Sup HAXHF = sup HAXHF-
Ixle =1 Ixlle <1
¥,(E, F) l'espace des applications linéaires compactes, ie
des applications A€ £ (E, F) telles que la fermeture
de lI'image de la boule unité B de E, ABg, est

compacte dans F (ce qui est équivalent a: I'image de
tout voisinage de O dans E est relativement compacte).

C’est un sous-espace fermé de £ (E, F) .

$V(E, F) l'espace des applications nucléaires de Edans F, ie
des applications A€ £ (E, F) ayant la propriété

suivante : il existe des suites (f,-),.E N Ydie (avec

f;€ E' dual de E, y;€ F) bornées dans E’ et F, et une

suite (o), _ » & =0, Y a;< + o, telles que :
i

n
Ax = lim Y o;<f, x>y; dans Y,V xe X
noe 2

Muni de la norme dite norme-trace ||Al||, :
Al = inf Za,-
i

(le inf étant pris pour toutes les représentations précé-
dentes) avec |fj|z <1, |yi|z < 1, c¢’est un espace de

Banach.

£4(E, F) I'espace des applications dégénérées de E dans F,
ie des applications A€ ¥ (E, F) dont I'image est de
dimension finie (ou encore de rang fini).

On a les inclusions naturelles continues :

Py (E, F) C5EV(E, F) Cs %, (E, FYCy % (E, F)
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Lorsque E = F, ces espaces forment des algébres d’opérateurs.
On note alors:

Ly(E) 5 L1(E) Cs £ (E) T, £ ()

Développement canonique d'un opérateur compact
Lorsque E et F sont des espaces de Hilbert (séparables), pour
tout opérateur compact A(e £, (E, F)), il existe deux familles

orthonormales ((p,-)l.E N (l//,-)ie N avec o€ E, y;€ F, et une

suite bornée (oz,-),_e N de nombres réels positifs, telles que :

Ax = z a; (X, ¢) y;, Vx€E (8)
i=0

(les réels o sont dits valeurs singulieres de A).

On peut alors aussi définir :
%2 (E, F) 'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt, ie des
applications Ae £ (E, F) telles que :

def 1/2
HAHzZe( > HAe,-HZ) <too
ie N

ou (e,  ©st une base orthonormale de E; ||A]|, est alors une
norme sur $2(E, F), qui est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire :

(A, B) = z (Ae;, Be), VY AetBe $2(E, F) (9)

ieN

(Noter que tout cela est en fait indépendant de la base ortho-
normale (e,—)l.E N choisie). Tout opérateur A€ $2(E, F) a un déve-
loppement canonique [de la forme (8)], avec:

2 1/2
1Al = (za,-) <o
i

Plus généralement on peut définir :

$P(E, F), pour 1<p<+~, l|'espace des applications
o 1/p
AE £, (E F) telles que HAHD:<2a,> <+, qui est un
i

espace de Banach pour la norme ainsi définie.
On a ainsi les inclusions naturelles continues :

SPV(E, F) C$2(E, F) CL ¥, (E, F)c, L(E F)
ot S (E, FYCs P (E, F), py = Py, | All,, = [ A,

La formule (9) a encore un sens pour tout Ae ££1(E, F) et
Be SBC(E, F), et fait aussi apparaitre I'espace EEC(E, F) comme le

dual fort de I'espace A (E, F).

Nota : pour plus de développements sur ces questions, voir notamment [3] [7] [9]. Noter
que ces opérateurs, lorsque E= F= L2(€Q), sont des opérateurs intégraux avec des noyaux
K(x, y) qui ont des propriétés trés particulieres.

La trace de tout opérateur nucléaire A dans E (ie A€ £1(E))
(de la forme A = B;B% avec By et B, € %2 (E)) est définie a I'aide
de (9) par:

tr A= (B, B})

A1205-18

Remarque : la topologie de la norme de A dans & (E, F) est
dite uniforme. C’est une topologie souvent trop forte dans les
applications et on est amené a définir et utiliser beaucoup
d’autres topologies sur I'espace &£ (E, F) telles que les topolo-
gies dites ultraforte, forte, faible et ultrafaible [9].

10.5 Topologie sur des familles de parties
d’un espace métrique (E, d)

10.5.1Quelques définitions générales

Soient A et B deux parties non vides quelconques de E.
Distance d'un point x€ E al’ensemble A:

d(x, A) = inf d(x, y)
ye A

Distance des ensembles Aet B:

dA, B)y= inf d(x,y)= inf d(x, B)
xe A, ye B xe A

Diametre de A :
6(A) = sup d(x, y)

x€ A ye A
6(A) =0 o A est réduit a un point.
Ensemble borné : §(A) < + oo,
Distance de Hausdorff 6(A, B) entre Aet B:
6(A, B) =max(p(A, B), p(B, A))
avec p(A, B) = sup d(x, B).

10.5.2 Deux applications

Soit E = R"; § définit une topologie sur I'ensemble des fermés

bornés de R”" ; une suite (Ap) _ converge vers A au sens de
Hausdorff si A,,,, A sont fermés bornés et si §(A,,, A) — 0 [la limite
de Hausdorff d'une suite (A,,,) est 'ensemble des points d’accumu-
lation des suites (x,,,) telles que x,, € A,,, V. m].

Nota : pour |'utilisation de cette topologie en Optimal Shape Design, voir [5].

Soit E un espace de Banach, M et N deux sous-espaces vectoriels

fermés de E, Sy, et Sy I'ensemble des sphéres unités de M et N. On
pose :

{ P(M, N) = p(Sy. Sy)
N
§(M, N) = max (p(Sy. Sy), P(Sy. Sy))
etsiMou N={0}, (0, N) =0, ¥V N,5(M,0)=2pour M#{0}
L'ensemble des sous-espaces vectoriels fermés de E est alors un
N
espace métrique complet pour la distance 6(M, N) [7].

Nota : soulignons que les sous-espaces M et N sont bien des espaces tels que O € Met
O € N, et non des espaces affines.
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