Juraj Hromkovic

Theoretische
Informatik

Formale Sprachen, Berechenbarkeit, Komplexitatstheorie,
Algorithmik, Kommunikation und Kryptographie

4. Auflage




Juraj Hromkovi¢

Theoretische Informatik



—Leitféden der Informatik

Herausgegeben von

Prof. Dr. Bernd Becker

Prof. Dr. Friedemann Mattern
Prof. Dr. Heinrich Miller
Prof. Dr. Wilhelm Schéafer
Prof. Dr. Dorothea Wagner
Prof. Dr. Ingo Wegener

Die Leitfaden der Informatik behandeln

= Themen aus der Theoretischen, Praktischen und Technischen
Informatik entsprechend dem aktuellen Stand der Wissenschaft in einer
systematischen und fundierten Darstellung des jeweiligen Gebietes

= Methoden und Ergebnisse der Informatik, ausgearbeitet und dargestellt
aus der Sicht der Anwendung in einer fir Anwender verstandlichen,
exakten und prazisen Form.

Die Bénde der Reihe wenden sich zum einen als Grundlage und
Erganzung zu Vorlesungen der Informatik an Studierende und Lehrende
in Informatik-Studiengéngen an Hochschulen, zum anderen an
,Praktiker®, die sich einen Uberblick iiber die Anwendungen der
Informatik (-Methoden) verschaffen wollen; sie dienen aber auch in
Wirtschaft, Industrie und Verwaltung tatigen Informatikerinnen und
Informatikern zur Fortbildung in praxisrelevanten Fragestellungen

ihres Faches.

L www.viewegteubner.de




Juraj Hromkovic

Theoretische
Informatik

Formale Sprachen, Berechenbarkeit, Komplexitatstheorie,
Algorithmik, Kommunikation und Kryptographie

4., aktualisierte Auflage

STUDIUM

P

=

VIEWEG +
TEUBNER




Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der

Deutschen Nationalbibliografie; detaillierte bibliografische Daten sind im Internet tber
<http://dnb.d-nb.de> abrufbar.

Prof. Dr. Juraj Hromkovi¢

Geboren 1958 in Bratislava, Slowakei. Studium der Mathematischen Informatik an der Komensky
Universitat, Bratislava. Promotion (1986) und Habilitation (1989) in Informatik an der Komensky
Universitat. 1990 - 1994 Gastprofessor an der Universitat Paderborn, 1994 - 1997 Professor fir
Parallelitdt an der CAU Kiel. 1997 - 2003 Professor fiir Algorithmen und Komplexitdt an der RWTH
Aachen. Seit 2001 Mitglied der Slowakischen Gesellschaft. Seit Januar 2004 Professor fiir Informatik

an der ETH Ziirich. Seit 2010 Mitglied von Academia Europaea.

Das Buch ist in der ersten Auflage unter dem Titel , Algorithmische Konzepte der Informatik®
erschienen.

1. Auflage 2001
2. Auflage 2004
3. Auflage 2007
4., aktualisierte Auflage 2011

Alle Rechte vorbehalten
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
Lektorat: Ulrich Sandten | Kerstin Hoffmann

Vieweg+Teubner Verlag ist eine Marke von Springer Fachmedien.
Springer Fachmedien ist Teil der Fachverlagsgruppe Springer Science+Business Media.
www.viewegteubner.de

5 d
i @

und Verarbeitung in elektronischen Systemen.

FECELOF Das Werk einschlieBlich aller seiner Teile ist urheberrechtlich geschutzt. Jede

Verwertung auBerhalb der engen Grenzen des Urheberrechtsgesetzes ist ohne

Zustimmung des Verlags unzuldssig und strafbar. Das gilt insbesondere fir

K & Vervielfaltigungen, Ubersetzungen, Mikroverfilmungen und die Einspeicherung
£y L?-EP.‘

Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in diesem Werk
berechtigt auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, dass solche Namen im
Sinne der Warenzeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten wéren und daher

von jedermann benutzt werden durften.

Umschlaggestaltung: KiinkelLopka Medienentwicklung, Heidelberg
Gedruckt auf saurefreiem und chlorfrei gebleichtem Papier.
Printed in Germany

ISBN 978-3-8348-0650-5



Mit einer Weisheit,

die keine Tréne kennt,

mit einer Philosophie,

die nicht zu lachen versteht,

und einer Groéfle,

die sich nicht vor Kindern verneigt,

will ich nichts zu tun haben.

Khalil Gibran

Meinen Eltern
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Vorwort

Dieses Buch ist eine einfache Einfiihrung in algorithmische Grundkonzepte der
Theoretischen Informatik. Die Theoretische Informatik ist weltweit ein fester
Bestandteil des Informatikstudiums. Im Unterschied zu den ingenieursméfig
gepragten Gebieten der Praktischen und der Technischen Informatik hebt die
Theoretische Informatik mehr die naturwissenschaftlichen und mathemati-
schen Aspekte der Informatik hervor. Gerade die mathematische Priagung ist
oft ein Grund dafiir, dass die Theoretische Informatik fiir zu schwer gehal-
ten wird und dadurch ein nicht gerade beliebter Teil der Ausbildung ist. Der
Schwierigkeitsgrad der Theoretischen Informatik ist aber meiner Meinung nach
nicht der einzige Grund ihrer Unbeliebtheit, insbesondere wenn die Studieren-
den in ihrer Beurteilung ausserdem noch das Préadikat ,,schwach motiviert®
oder sogar ,langweilig“ verwenden. Das konnte auch damit zusammenhéangen,
dass sich die Einfiihrung in die Theoretische Informatik im Grundstudium an
vielen deutschen Hochschulen auf den klassischen Stoff der Berechenbarkeit,
der Theorie der formalen Sprachen und der abstrakten Komplexitétstheorie be-
schriankt. Dass man dabei iiberwiegend nur die Konzepte und Ansichten, die
vor dem Jahr 1970 entstanden sind, vermittelt, diirfte alleine nicht schlimm
sein. Es fiihrt aber oft dazu, dass man mit einer einzigen Motivation zu viele
Vorlesungen der Art Definition — Satz — Beweis absolvieren mufl und so hal-
biert sich die Wichtigkeit dieser Motivation in den Augen der Studierenden
mit jeder weiteren Vorlesung, die ankniipft, ohne eine eigene Motivation zu
bringen.

Um Abhilfe von diesem Zustand zu schaffen, mufl man sich die Entwicklung der
Theoretischen Informatik in den letzten 30 Jahren ansehen. Es geht dabei nicht
nur darum, dass man in dieser Zeit tiefere Resultate und viele neue Konzepte
entwickelt hat, sondern insbesondere darum, dass die Theorie immer mehr auf
die Bediirfnisse der Praxis eingegangen ist. Dadurch sind die Anwendungen



6 Vorwort

der Theorie direkter geworden und die Anschaulichkeit der Motivationen ist
stark gestiegen. Die Theoretische Informatik liefert nicht-triviales Know-How,
das in vielen Féllen faszinierende und {iberraschende Anwendungen ermdoglicht.
Es ist nicht moglich, in einem Einfithrungskurs alle derartigen spektakulidren
Erkenntnisse zu prisentieren, weil einige ein zu tiefes Verstéandnis der Materie
fordern, als dass sie im Vordiplom als Ziel gestellt werden kénnen. Aber es
gibt geniigend Ideen, die in einer Einfithrung darstellbar sind, und die wesent-
lich die Denkweise eines Informatikers pragen kénnen und sollten. Dieses Buch
ist ein Versuch des Autors, zumindest teilweise seine Vision einer modernen
Einfiihrung in die algorithmischen Gebiete der Theoretischen Informatik zu
realisieren. Dabei folgt er der Richtung, die in der englischsprachigen Literatur
Mike Sipser und in der deutschsprachigen Literatur Ingo Wegener eingeschla-
gen haben, und die im Wesentlichen auf den oben prisentierten Gedanken
basiert. Die klassischen Teile der Berechenbarkeit und Komplexitéitstheorie
sind hier reduziert und dafiir einige wichtige Konzepte aus dem Bereich der
Algorithmik, Randomisierung, Kommunikation und Kryptographie eingesetzt.

Die Strategien dieses Buches heiflen ,,Einfachheit“ und ,, Weniger ist manchmal
mehr”. Fiir uns ist die Prigung des intuitiven, informellen Verstdndnisses der
Materie genau so wichtig wie prézise Formalisierung, detaillierte Beweisfithrun-
gen und Begriindungen. Didaktisch geht das Buch immer langsam vom FEin-
fachen zum Komplizierten vor. Wir versuchen, die Anzahl der Begriffe und
Definitionen zu minimieren, auch wenn wir dadurch auf die Présentation ei-
niger wichtiger Konzepte und Resultate verzichten miissen. Die Idee dahinter
ist, dass es wichtiger ist, die unterschiedlichen konzeptuellen Denkweisen und
Methoden zu prasentieren, als ein ,,vollsténdiges* Bild einer abgeschlossenen
mathematischen Theorie zu zeichnen. Da die Argumentation in diesem Buch
nicht nur auf der formalen mathematischen Ebene gefiihrt wird, sondern ins-
besondere auf das intuitive Versténdnis der Materie baut, ist das Buch auch
als Lehrmaterial fiir Fachhochschulen und Studierende, die Informatik nicht
als Hauptfach studieren, gut geeignet.

Hilfreiche Unterstiitzung Anderer hat zu der Entstehung dieses Lehrbuches
wesentlich beigetragen. Besonderer Dank gilt Dirk Bongartz, Hans-Joachim
Bockenhauer und Alexander Ferrein fiir sorgfiltiges Korrekturlesen und zahl-
reiche Verbesserungsvorschlidge. Herzlicher Dank geht an Dietmar Berwanger,
Volker Claus, Georg Schnitger, Erich Valkema und Peter Widmayer fiir Be-
merkungen und anregende Diskussionen. Alexander Ferrein und Manuel Wahle
danke ich fiir die sorgfiltige Einbettung des Manuskripts in ITEX. Mein tief-
ster Dank gilt Frau Stefanie Laux vom Teubner Verlag fiir die hervorragende
und konstruktive Zusammenarbeit. Herzlichst danke ich Ingrid Zameénikova
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fiir die Illustrationen, den einzigen vollkommenen Teil des Buches, und Tanja
fiir ihre Zitatensammlung.

Aachen, 2001 Juraj Hromkovi¢



Die Kopfe von Menschen soll man nicht P ———

mit Fakten, Namen und Formeln fiillen.

Um so etwas zu lernen,

braucht man nicht in die Schule zu gehen.

Der Zweck der Erziehung ist,

dem Menschen das Denken beizubringen,

und so eine Ausbildung, die keine Lehrbiicher ersetzen kénnen.

A. Einstein

Vorwort zur zweiten Auflage

Es freut mich sehr, dass diese alternative Einfiihrung in die Theoretische Infor-
matik so gut von Kollegen und Studenten angenommen wurde. Ich méchte hier
zunéchst allen denen herzlich danken, die Zeit gefunden haben, ihre Meinungen
iiber das Buch sowie einige Verbesserungswiinsche und Erweiterungsvorschléage
zu dufern. Ich habe dieses Buch mit Sorgfalt geschrieben, weil ich wusste, dass
der Inhalt des Buches den Rahmen der traditionellen Vorstellung der Grund-
lagen der Theoretischen Informatik sprengt. Deshalb habe ich befiirchtet, dass
es viele Kollegen als einen Verstof3 gegen {iberwiegend akzeptierte Darstellun-
gen der Informatikgrundlagen im Grundstudium bewerten wiirden. Aufler den
vielen positiven Kommentaren, die meine Sorgen schrumpfen lielen, fand ich
am Erfreulichsten (als eine echte Bestitigung des Buchkonzeptes), dass die
Leser sich {iberwiegend gerade die Erweiterung der nicht-klassischen Gebiete
wie Randomisierung und Kommunikation gewiinscht haben. Ich nahm diese
Herausforderung mit Freude an und habe versucht, gleich die erste Moglich-
keit zu nutzen, fiir die zweite Auflage das Buch sorgfiltig zu iiberarbeiten und
zu erweitern.

Das Kapitel Randomisierung wurde um einen neuen Abschnitt ergénzt, der
die Methode der Fingerabdriicke zum Entwurf von zufallsgesteuerten Algorith-
men als einen wichtigen Spezialfall der Anwendung der Methode der hédufigen
Zeugen présentiert. Die Methode der Fingerabdriicke wurde an dem randomi-
sierten Aquivalenztest fiir zwei Polynome illustriert.

Im Kapitel Kommunikation und Kryptographie kamen zwei neue Abschnitte
dazu. Der Abschnitt Digitale Unterschriften zeigt eine sehr wichtige kommer-
zielle Anwendung des vorgestellten Konzeptes der Public-Key-Kryptosysteme.
Dabei machen wir darauf aufmerksam, dass im Rahmen der klassischen Kryp-
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tographie keine Moglichkeit besteht, digitale Unterschriften ohne hohes Fil-
schungsrisiko zu leisten. Damit ist das kryptographische Konzept der offent-
lichen Schliissel eine Basis, ohne die man sich heute den sich dynamisch ent-
wickelnden Bereich des E-Commerce gar nicht vorstellen kann. Der zweite neue
Abschnitt zeigt einen Entwurf eines effizienten Telefonnetzes. Die Zielsetzung
ist dabei, die Problemstellungen und geeignete Methoden zur Losung der ge-
stellten Probleme im Bereich der Kommunikation in Netzen am Beispiel eines
eleganten Netzentwurfes zu illustrieren.

Einige Kollegen haben sich gewiinscht, in diesem Lehrmaterial auch den Be-
weis des Satzes von Cook zu lesen. Obwohl es sich um eines der grundlegensten
Resultate der Informatik handelt, vertrete ich weiter die Meinung, dass dieses
Resultat einen zu schweren Beweis fiir das Grundstudium besitzt. Trotzdem
habe ich mich entschieden, den Beweis einzufiigen, um dem besonders inter-
essierten Studierenden die Moglichkeit zu geben, diese grundsétzlich wichtige
Beweistechnik kennenzulernen. Da ich diesen Beweis nun einbetten wollte, ha-
be ich versucht, durch eine langsame Entwicklung der Beweisidee den Schwie-
rigkeitsgrad des Beweises zu abzumildern. Deswegen entstanden drei Seiten
iiber die Beschreibung von Texten und Spielkonfigurationen durch Boole’sche
Formeln, die als eine Vorbereitung fiir den Beweis des Satzes von Cook die-
nen sollen. Nach dieser Einfithrung konzentriert sich der Beweis nur auf eines,
und zwar wie man die Semantik der Berechnungen durch die Formeln effizient
ausdriicken kann.

Aufler den drei oben beschriebenen Erweiterungen wurden an vielen Stellen
Korrekturen und Verbesserungen eingearbeitet, um die Anschaulichkeit und
die Verstandlichkeit der Beweise zu erhohen. Nennenswert sind die neuen gra-
phischen Darstellungen zu den Beweisen des Satzes von Rice und der Sétze
iiber die Anwendung der Kolmogorov-Komplexitéit in der Theorie der Bere-
chenbarkeit. Eine umfangreiche Liste von Ubungsaufgaben mit ausgearbeiteten
Musterlosungen findet man unter

http://www-il.informatik.rwth-aachen.de/Veroeffentlichungen /AKdI/.

Aachen, im Oktober 2003 Juraj Hromkovic



Wenn du nicht auf das Unerwartete wartest,
findest du nichts Edles,
nichts, was schwer zu finden ist.

Heraklit
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Vorwort zur dritten Auflage C—-)

Gleich am Anfang méchte ich mich bei den zahlreichen Kollegen bedanken,
die sich Zeit fiir das Lesen und Kommentieren der zweiten Auflage genom-
men haben. Dabei war der am haufigsten geduflerte Wunsch, zusétzlich das
Thema Grammatiken zu behandeln. Obwohl dieses Thema bereits sehr gut in
mehreren Lehrbiichern behandelt wurde,! enthilt die dritte Auflage nun ein
neues Kapitel iiber Grammatiken und die Chomsky-Hierarchie. Somit bietet
dieses Lehrbuch den Dozenten ein fast vollstindiges Angebot an klassischen
Themen, das durch einige neuere Konzepte bereichert wird. Auf diese Weise
ist dieses Material sowohl fiir die Kollegen geeignet, die sich auf die klassi-
schen Grundlagen der Informatik konzentrieren, als auch fiir diejenigen, die in
der Einfiihrungsveranstaltung iiber ,, Theoretische Informatik* nicht-klassische
Gebiete vorstellen wollen.

Das neue Kapitel stellt Grammatiken als Mechanismen zur Erzeugung von
Wortern vor, und somit als eine Alternative zur endlichen Darstellung von
Sprachen. Die Schwerpunkte liegen auf dem Studium von kontextfreien Spra-
chen, die von zentralem Interesse fiir den Compilerbau sind, und auf der Aqui-
valenz zwischen Grammatiken und Turingmaschinen. Das Kapitel {iber Gram-
matiken steht ganz am Ende des Buches, aber dies bedeutet nicht, dass man
dieses Thema am Ende der Veranstaltung prasentieren miisste. Die Teile tiber
regulédre und kontextfreie Grammatiken konnen direkt im Anschluss an Kapitel
3 {iber endliche Automaten behandelt werden. Nach Kapitel 4 iiber Turing-
maschinen hat man schon alle notwendigen Vorkenntnisse, um das ganze neue
Kapitel zu meistern.

Wir sind der Meinung, dass es fiir eine erfolgreiche Vorbereitung auf eine
Priifung notwendig ist, beliebige Teile des Lerntextes inhaltlich korrekt wi-
dergeben zu kénnen und leichte Abwandlungen der im Buch vorkommenden

IDies war auch der Hauptgrund, warum wir auf die Darstellung dieser Thematik in den
ersten zwei Auflagen verzichtet haben.
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Aufgaben l6sen zu kénnen. Um die wichtigsten Grundkenntnisse hervorzuhe-
ben und dem Studierenden eine Selbstkontrolle zu ermoglichen, haben wir die
Zusammenfassungen am Ende der Kapitel um eine Liste von Kontrollfragen er-
weitert. Wir empfehlen allen Dozenten zusétzlich, die genauen Anforderungen
fiir das Studium geméf ihrer eigene Zielsetzungen schriftlich festzuhalten.

Aufler der oben beschriebenen Erweiterung wurden an einigen Stellen Korrek-
turen und verbesserte Erkldrungen eingearbeitet. In diesem Zusammenhang
mochte ich mich bei Christoph Zimmerli und Laurent Zimmerli fiir ausfiihrli-
ches Korrekturlesen der zweiten Auflage herzlich bedanken. Bester Dank geht
an Hans-Joachim Béckenhauer und Julian Tschannen fiir sorgfiltige Korrektu-
ren des neuen Kapitels und an Martin Jaggi und Philipp Zumstein fiir einige
Verbesserungsvorschlédge. Bei Nicolas Born und Manuel Wahle bedanke ich
mich fiir ihre Unterstiitzung bei der EIpX-Bearbeitung der dritten Auflage.
Besonderer Dank geht an Ulrich Sandten vom Teubner Verlag fiir eine sehr
gute und konstruktive Zusammenarbeit, in der keine Tabus fiir neue Wege
gegolten haben.

Mein herzlichster Dank geht an Karl Frey. Seine didaktischen Konzepte waren
fiir mich die interessanteste fachdidaktische Auseinandersetzung und die grofite
didaktische Bereicherung in den letzten drei Jahren.

Ziirich, im Juni 2007 Juraj Hromkovic



Die Kreativitét
ist eine Abweichung von der Norm
bei einer vollstindigen Beherrschung der Norm.

Juraj Popoviak

—

Vorwort zur vierten Auflage W

Die vierte Auflage beinhaltet keine wesentlichen Anderungen im Vergleich zur
dritten Auflage. Dafiir wurden aber zahlreiche kleine Verbesserungen vorgeno-
menn. Hier méchte ich meinen besten Dank an Bernhard Brodowsky, Martin
Kaufmann, Noah Heusser, Fnrico Kravina, Oli Frank, Simon Eugster, Ilya Vas-
silenko, Jan-Filip Zagalak und Philipp Zumstein fiir das aufmerksame Lesen
und Kommentieren der verbesserungswiirdigen Stellen richten.

Ein besonders herzlicher Dank geht an Emo Welzl fiir mehrere Jahre erfolg-
reicher Zusammenarbeit bei der gemeinsamen Durchfithrung der Vorlesung
,» Theoretische Informatik“ an der ETH und an Dennis Komm und Bjorn Stef-
fen fiir die unaufhorliche Hilfe bei den stédndigen Versuchen, die Lehrunterlagen
und somit auch dieses Buch zu verbessern.

Ziirich, im September 2010 Juraj Hromkovi¢
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Wenn du ein Schiff bauen willst,

so trommle nicht Ménner zusammen, e e .

um Holz zu beschaffen,

-
N

Auftrige zu vergeben oder Arbeit zu verteilen, \

sondern wecke in ihnen die Sehnsucht s \/

nach dem weiten, endlosen Meer!
A. de Saint-Exupéry

1 Einleitung

1.1  Informatik als wissenschaftliche Disziplin

Jeder, der Informatik studiert oder ausiibt, sollte sich von Zeit zu Zeit die
Frage stellen, wie er die Informatik definieren wiirde, und wie er die Rolle der
Informatik im Kontext aller Wissenschaft, allgemeiner Bildung und der tégli-
chen Praxis sieht. Wichtig ist dabei, dass sich mit tieferem Verstédndnis der
Natur der Informatik auch unsere Vorstellung iiber die Informatik weiterent-
wickelt. Deswegen ist es insbesondere fiir die Studierenden im Grundstudium
sehr wichtig, dass sie sich nach jedem Semester mit ihrer eigenen Vorstellung
iiber Informatik beschéftigen. Eine Hilfe zu einer solchen Auseinandersetzung
zwischen eigener Vorstellung und neu erworbenen Kenntnissen soll diese Ein-
leitung bieten.!

Versuchen wir zuerst die Frage ,, Was ist Informatik?“ zu beantworten. Ei-
ne genaue Spezifikation einer wissenschaftlichen Disziplin zu geben, ist eine
schwierige Aufgabe, die man selten vollstindig erfiillen kann. Ublicherweise
versucht man, Informatik mit der folgenden allgemeinen Aussage zu beschrei-
ben.

wInformatik ist die Wissenschaft von der algorithmischen Darstel-
lung, Verarbeitung, Speicherung und Ubertragung von Informati-

on.“

'Man beachte, dass das Folgende nur den persénlichen Ansichten und dem Wissensstand
des Autors entspricht und keinen Anspruch auf absolute Wahrheit erhebt.

J. Hromkovi", Theoretische Informatik, DOI 10.1007/ 978-3-8348-9853-1_1,
© Vieweg+Teubner Verlag [Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Obwohl diese meist akzeptierte Definition der Informatik die Information und
die Algorithmen als die Hauptobjekte der Untersuchung der Informatik fest-
legt, und den Umgang mit diesen als Ziel der Untersuchung formuliert, sagt
sie nicht genug iiber die Natur der Informatik und {iber die in der Informa-
tik benutzten Methoden aus. Eine weiterfilhrende Frage fiir die Kldrung der
Substanz der Informatik ist die folgende:

»Zu welchen Wissenschaften kann man die Informatik zuordnen?
Ist sie Metawissenschaft (wie Philosophie und Mathematik), Gei-
steswissenschaft, Naturwissenschaft oder Ingenieurwissenschaft?*

Die Antwort auf diese Frage kldrt nicht nur das Objekt der Untersuchung, son-
dern sie legt auch die Methodik und die Beitriage der Informatik fest. Die Ant-
wort ist, dass die Informatik keiner dieser Wissenschaftsgruppen vollstindig
zugeordnet werden kann. Die Informatik besitzt sowohl Aspekte einer Metawis-
senschaft, einer Naturwissenschaft als auch einer Ingenieurwissenschaft. Wir
geben hier eine kurze Begriindung fiir diese Behauptung.

Wie die Philosophie und die Mathematik studiert die Informatik allgemeine
Kategorien wie

Determinismus, Nichtdeterminismus, Zufall, Information, Wahr-
heit, Unwahrheit, Komplezitit, Sprache, Beweis, Wissen, Kommu-
nikation, Approximation, Algorithmus, Simulation usw.

und trégt zu ihrem Verstéindnis bei. Mehreren dieser Kategorien hat die Infor-
matik einen neuen Inhalt und eine neue Bedeutung gegeben.

Eine Naturwissenschaft (im Unterschied zur Philosophie und Mathematik) stu-
diert konkrete natiirliche Objekte und Prozesse, bestimmt die Grenze zwischen
Moéglichem und Unmoglichem und erforscht die quantitativen Gesetze der Na-
turprozesse. Sie modelliert, analysiert und iiberpriift die Glaubwiirdigkeit er-
zeugter Modelle durch Experimente. Alle diese Aspekte einer Naturwissen-
schaft finden sich auch in der Informatik. Die Objekte sind Information und
Algorithmen (Programme, Rechner) und die Prozesse sind die physikalisch exi-
stierenden Prozesse der Informationsverarbeitung. Versuchen wir dies an der
Entwicklung der Informatik zu dokumentieren.

Die historisch erste wichtige Forschungsfrage der Informatik war die folgende
Frage von philosophischer Bedeutung:
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FEzistieren wohldefinierte Aufgaben, die man automatisch (durch
einen Rechner, fernab von der Leistungsfahigkeit heutiger oder zu-
kiinftiger Rechner) nicht losen kann?

Die Bemiihungen, diese Frage zu beantworten, fithrten zur Griindung der In-
formatik als eigensténdige Wissenschaft. Die Antwort auf diese Frage ist posi-
tiv, und wir kennen heute viele praktisch relevante Aufgaben, die man gerne
algorithmisch (automatisch) lésen mochte, die man aber algorithmisch nicht
l16sen kann. Das liegt aber nicht daran, dass bisher niemand einen Algorithmus
(ein Programm) zur Losung dieser Aufgaben entwickelt hat, sondern dass man
solche Programme nie entwickeln wird, weil ihre Nichtexistenz mathematisch
bewiesen wurde.

Nachdem man Methoden entwickelt hat, um die Aufgaben danach zu klassifi-
zieren, ob fiir sie ein Programm als algorithmische Losung existiert oder nicht,
stellt man sich folgende naturwissenschaftliche Frage. Wie schwer sind konkre-
te algorithmische Aufgaben? Die Schwierigkeit einer Aufgabe misst man aber
nicht darin, wie schwer ein Programm fiir die Aufgabe zu entwickeln ist, oder
wie umfangreich das Programm ist. Die Schwierigkeit einer Aufgabe misst man
als den Aufwand, den man leisten muss, um die Aufgabe fiir konkrete Einga-
ben algorithmisch zu losen. Man stellte fest, dass es beliebig schwere Aufgaben
gibt, sogar solche, fiir deren Losung man mehr Energie braucht, als im ganzen
bekannten Universum zur Verfiigung steht. Es existieren also Aufgaben, fiir
deren Losung man zwar Programme schreiben kann, was aber nichts hilft, weil
ein Lauf eines solchen Programms mehr Zeit benttigt, als seit dem Urknall bis
heute vergangen ist. Die blofle Existenz eines Programms fiir eine untersuchte
Aufgabe bedeutet also nicht, dass diese Aufgabe praktisch algorithmisch losbar
ist.

Die Bemiihungen, die Aufgaben in praktisch lésbare und praktisch unldsbare
zu unterteilen, fithrten zu einigen der faszinierendsten mathematisch-naturwis-
senschaftlichen Erkenntnissen, die in der Informatik entdeckt worden sind.

Als ein Beispiel solcher Resultate konnen wir zufallsgesteuerte Algorithmen
betrachten. Die Programme (Algorithmen), wie wir sie benutzen, sind determi-
nistisch. Die Bedeutung des Wortes ,,deterministisch ist, dass das Programm
und die Problemeingabe vollstandig die Arbeit des Programms determinieren.
In jedem Augenblick ist in Abhéngigkeit von den aktuellen Daten eindeutig,
was die néchste Aktion des Programms sein wird. Zufallsgesteuerte Programme
diirfen mehrere Moglichkeiten fiir die Umsetzung ihrer Arbeit haben; welche
Moglichkeit ausgewiihlt wird, wird zuféllig entschieden. Es sieht so aus, als
ob ein zufallsgesteuertes Programm von Zeit zu Zeit eine Miinze wirft und
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abhéingig davon, ob Kopf oder Zahl gefallen ist, eine entsprechende Strategie
fiir die Suche nach dem richtigen Resultat wéhlt. Ein zufallsgesteuertes Pro-
gramm hat daher mehrere unterschiedliche Berechnungen fiir eine Eingabe.
Im Unterschied zu deterministischen Programmen, die immer eine zuverléssi-
ge Berechnung des richtigen Resultats liefern, diirfen einige Berechnungen des
zufallsgesteuerten Programms auch falsche Resultate liefern. Das Ziel ist, die
Wahrscheinlichkeit einer falschen Berechnung nach unten zu driicken, was in
gewissem Sinne bedeuten konnte, dass man versucht, den proportionalen An-
teil der Berechnungen mit falschem Resultat klein zu halten.

Auf den ersten Blick sieht ein zufallsgesteuertes Programm unzuverlissig ge-
geniiber deterministischen Programmen aus, und man kann fragen, wozu es
gut sein sollte. Es existieren aber Probleme von grofler praktischer Bedeutung,
bei denen der schnellste deterministische Algorithmus auf dem schnellsten heu-
tigen Rechner mehr Zeit zur Berechnung der Losung brauchen wiirde als die
Zeit, die seit dem Urknall bis heute vergangen ist. Die Aufgabe scheint also
praktisch unlosbar zu sein. Und dann passiert ein ,, Wunder“: ein zufallsgesteu-
erter Algorithmus, der die Aufgabe in ein paar Minuten auf einem gewdhnli-
chen Personalcomputer mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit von 1 durch Tau-
send Milliarden 16st. Kann man ein solches Programm fiir unzuverldssig hal-
ten? Ein deterministisches Programm, das eine Aufgabe in einem Tag be-
rechnet, ist unzuverlédssiger als unser zufallsgesteuertes Programm, weil die
Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Hardwarefehlers wihrend einer 24-
stiindigen Arbeit viel hoher ist als die Wahrscheinlichkeit einer fehlerhaften
Ausgabe des schnellen zufallsgesteuerten Programms. Ein konkretes Beispiel
von hoher praktischer Bedeutung ist das Problem des Primzahltests. In der
alltaglichen Anwendung von kryptographischen Public-Key Protokollen muss
man groffe Primzahlen generieren, wobei grofi rund 400 Dezimalziffern bedeu-
tet. Alle deterministischen Algorithmen fiir den Primzahltest basieren auf der
Uberpriifung der Teilbarkeit der gegebenen Zahl n. Aber schon die Anzahl der
Primzahlen kleiner als y/n fiir eine so groBe Zahl n ist grofler als die Anzahl
der Protonen im bekannten Universum und deshalb sind solche Algorithmen
praktisch uninteressant. Aber es gibt mehrere zufallsgesteuerte Algorithmen,
die den Primzahltest in einigen Minuten auf einem PC realisieren. Ein anderes
spektakuldres Beispiel ist ein Kommunikationsprotokoll fiir den Vergleich der
Inhalte zweier Datenbanken, die bei zwei weit entfernten Rechnern gespeichert
sind. Man kann mathematisch beweisen, dass jedes deterministische Kommu-
nikationsprotokoll, das die Aquivalenz der Inhalte iiberpriift, ungefihr so viele
Bits bei der Kommunikation zwischen beiden Rechnern austauschen muss, wie
die Datenbank enthélt. Betrachten wir jetzt den Fall, dass die Datenbanken
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eine Groflenordnung von 102 Bits haben. So viele Bits zu versenden ist ein
grofler Aufwand. Ein zufallsgesteuertes Kommunikationsprotokoll kann diesen
Aquivalenztest mit der Versendung einer Nachricht, die kiirzer als 2000 Bits
ist, realisieren. Die Fehlerwahrscheinlichkeit des Tests ist dabei kleiner als 1 zu
1000 Milliarden.

Warum so etwas iiberhaupt moglich ist, ist ohne Informatikvorkenntnisse nur
schwer zu erklaren. Die Suche nach den wahren Griinden fiir die Stérke der Zu-
fallssteuerung ist aber eine faszinierende mathematisch-naturwissenschaftliche
Forschungsaufgabe. Wichtig zu bemerken ist aber, dass auch hier die Natur
unser bester Lehrmeister sein kann, weil in der Natur mehr zufallsgesteuert
ablduft als man glauben wiirde. Informatiker konnen viele Beispiele fiir Syste-
me geben, bei denen die gewiinschten Eigenschaften und Verhaltensweisen nur
durch das Konzept der Zufallssteuerung erreicht werden konnen. In solchen
Beispielen muss jedes deterministische ,,hundert Prozent zuverléssige® System
mit dem erwiinschten Verhalten aus Milliarden Teilsystemen bestehen, die alle
richtig miteinander kooperieren miissen. Ein solch komplexes System, bei dem
viele Teilsysteme immer korrekt arbeiten, kann praktisch nicht realisiert wer-
den, und falls ein Fehler auftritt, ist es eine fast unlésbare Aufgabe, ihn zu fin-
den. Man braucht gar nicht dariiber nachzudenken, wie hoch die Entwicklungs-
und Herstellungskosten eines solchen Systems sein wiirden. Auf der anderen
Seite kann man ein solches System zu geringen Kosten mit dem gewiinschten
Verhalten durch ein kleines zufallsgesteuertes System realisieren, bei dem alle
Funktionen jederzeit iiberpriifbar sind und die Wahrscheinlichkeit eines fehler-
haften Verhaltens so klein ist, dass man sich in der Anwendung keine Sorgen
dariiber machen muss.

Trotz der naturwissenschaftlichen Aspekte der Informatik, die wir gerade il-
lustriert haben, ist die Informatik fiir die meisten Informatiker eine typi-
sche anwendungs- und problemorientierte Ingenieurwissenschaft. Die Informa-
tik umfasst nicht nur die technischen Aspekte des Engineering, wie

Organisation des Entwicklungsprozesses (Phasen, Meilensteine,
Dokumentation), Formulierung von strategischen Zielen und Gren-
zen, Modellierung, Beschreibung, Spezifikation, Qualitdtssicherung,
Testen, Finbettung in existierende Systeme, Wiederverwendung und
Werkzeugunterstitzung,

sondern auch die Managementaspekte wie z.B.

Teamorganisation und -leitung, Kostenvoranschlag und Kostenauf-
schliisselung,  Planung,  Produktivitit, Qualitdtsmanagement,
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Abschitzung von Zeitrahmen und Fristen, Zeit zur Markteinfihrung,
Vertragsabschluss und Marketing.

Eine Informatikerin oder ein Informatiker sollte auch ein echter pragmati-
scher Praktiker sein. Bei der Konstruktion von sehr komplexen Software- oder
Hardwaresystemen muss man oft die Entscheidung gefiihlsméBig beziiglich ei-
gener Erfahrung treffen, weil man keine Chance hat, die komplexe Realitét
vollsténdig zu modellieren und zu analysieren.

Wenn man sich das, was wir bisher {iber die Informatik geschildert haben,
durch den Kopf gehen ldsst, konnte man den Eindruck bekommen, dass das
Studium der Informatik zu schwer ist. Mathematikkenntnisse sind erforderlich
und die naturwissenschaftlichen sowie die ingenieurméfiigen Aspekte des Den-
kens sind gleichermaflen erwiinscht. Das mag stimmen, aber das ist auch der
groffte Vorteil dieser Ausbildung. Die gréfite Schwéche heutiger Wissenschaft
ist eine zu enge Spezialisierung, die dazu fiihrt, dass sich viele Wissenschaften
zu unabhéngig voneinander entwickelt haben. Die Wissenschaften entwickel-
ten eigene Sprachen, die oft sogar fiir benachbarte Wissenschaften nicht mehr
verstindlich sind. Es geht so weit, dass die standardisierte Art der Argumenta-
tion in einer Wissenschaft in einer anderen Wissenschaft als eine oberflichliche
und unzuléssige Begriindung eingestuft wird. Das macht die propagierte inter-
disziplindre Forschung ziemlich schwierig. Die Informatik ist in ihrem Kern
interdisziplinér. Sie orientiert sich an der Suche nach Problemlosungen in al-
len Bereichen des wissenschaftlichen und alltdglichen Lebens, bei denen man
Rechner anwendet oder anwenden konnte, und bedient sich dabei eines breiten
Spektrums von Verfahren, das von prézisen formalen Methoden der Mathe-
matik bis hin zum erfahrungsméfigem ,, Know-How* der Ingenieurdisziplinen
variiert. Die Moglichkeit, gleichzeitig unterschiedliche Wissenschaftssprachen
und Arten des Denkens zusammenhingend in einer Disziplin zu erlernen, ist
das Wichtigste, was die Informatikabsolventen in ihrer Ausbildung bekommen
sollen.

1.2 Eine faszinierende Theorie

Dieses Buch ist der elementaren Einfiihrung in die algorithmischen Gebiete der
Theoretischen Informatik gewidmet. Die Theoretische Informatik ist eine fas-
zinierende Wissenschaftsdisziplin, die durch spektakuléare Ergebnisse und hohe
Interdisziplinaritat wesentlich zur Entwicklung unserer Weltanschauung beige-
tragen hat. Statistisch gesehen gehort aber die Theoretische Informatik nicht
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gerade zu den Lieblingsfichern der Studierenden.Viele Studierende bezeichnen
die Theoretische Informatik sogar als eine Hiirde, die man iiberwinden muss,
um ein Diplom-Informatiker zu werden. Fiir diese Einstellung gibt es sicherlich
mehrere Griinde. Ein Grund dafiir ist, dass die Theoretische Informatik von
allen Informatikbereichen am stérksten mathematisch gepragt ist, und so einen
hoheren Schwierigkeitsgrad besitzt. Dazu kommt oft noch, dass die Studieren-
den mit einer falschen Vorstellung {iber das Informatikstudium angetreten sind
und dass wir, die Dozenten der Informatik, nicht immer die theoretischen Ver-
anstaltungen attraktiv genug verkaufen. Zuviel Druck auf eine saubere Darstel-
lung der kleinsten technischen Details von mathematischen Beweisen und zu
wenig Raum fiir Motivationen, Zusammenhénge, informelle Ideenentwicklung
in geschichtlichem Rahmen und direkten Anwendungsmoglichkeiten kénnen
das Studium auch der faszinierendsten Wissenschaftsgebiete versduern.

In der obigen Beschreibung der Informatik als einer Wissenschaft mit vielen
Gesichtern haben wir schon indirekt die Wichtigkeit der Theoretischen Infor-
matik dargestellt. Weil es aber noch weitere wichtige Griinde fiir die Unver-
zichtbarkeit des Studiums der Theoretischen Informatik in der Informatikaus-
bildung gibt, moéchten wir die wichtigsten systematisch auflisten.

1. Philosophische Tiefe

Die Theoretische Informatik erforscht Kenntnisse und bildet neue Konzepte
und Begriffe, die die ganze Wissenschaft in ihren tiefsten Grundlagen beein-
flusst. Die Theoretische Informatik gibt partielle oder vollstdndige Antworten
auf Fragen philosophischer Tiefe wie

e Existieren Probleme, die nicht automatisch (algorithmisch) l6sbar sind?
Falls ja, wo liegt die Grenze zwischen automatisch Losbarem und auto-
matisch Unlosbarem?

e Wie kann man ein zufélliges Objekt definieren?

e Konnen nichtdeterministische und zufallsgesteuerte Prozesse etwas, was
die deterministischen nicht kénnen? Ist Nichtdeterminismus und Zufall
stiarker (effizienter) als Determinismus?

e Wie kann man die Schwierigkeit von Aufgaben definieren?

e Wo ist die Grenze der ,praktischen® automatischen Losbarkeit?

e Was ist ein mathematischer Beweis, und ist es schwerer, mathematische
Beweise algorithmisch zu finden, als gegebene Beweise algorithmisch auf
Korrektheit zu iiberpriifen?

Wichtig ist dabei zu bemerken, dass viele dieser Fragestellungen eigentlich ohne
die formalen Konzepte der Algorithmen und Berechnungen nicht formulierbar
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waren. So hat die Theoretische Informatik die Sprache der Wissenschaften auch
um neue Begriffe bereichert und dadurch zur Entwicklung der Wissenschafts-
sprache beigetragen. Mehrere bekannte Grundkategorien der Wissenschaft wie
Determinismus, Zufall und Nichtdeterminismus haben neue Bedeutung gewon-
nen, und so wurden unsere allgemeinen Ansichten iiber die Welt beeinflusst.

2. Prazisnihe und spektakuldre Ergebnisse

Die Theoretische Informatik ist praxisrelevant. Auf der einen Seite liefert sie
Erkenntnisse methodologischer Natur, die unsere erste grobe Entscheidung bei
der Bearbeitung von algorithmischen Aufgaben steuern. Auf der anderen Seite
liefert sie Konzepte und Methoden, die direkt praktisch umsetzbar sind, und
ohne die viele Anwendungen unmoglich wéren. Neben dem schon erwihnten
Konzept des zufallsgesteuerten Algorithmus existieren noch viele andere ,, Wun-
der®, die in der Theoretischen Informatik entstanden sind. Es gibt schwere Op-
timierungsprobleme, bei denen man durch eine Abschwichung der Forderung,
eine optimale Losung zu liefern, einen gewaltigen Sprung von einer unrealisier-
baren Menge von Rechnerarbeit zu einer Angelegenheit von ein paar Minuten
springen kann. Dabei braucht die Abmilderung der Forderung oft nicht grofl
zu sein. Wir diirfen die Berechnung einer Losung fordern, deren Qualitéit nur
sehr wenig von der Qualitdt einer optimalen Losung abweicht. Wiirden Sie
glauben, dass es moglich ist, jemanden vom Besitz eines Geheimnisses (z.B.
eines Passwortes) zu iiberzeugen, ohne ein einziges Bit der Information iiber
dieses Geheimnis zu verraten? Wiirden Sie glauben, dass zwei Personen in ei-
nem Gesprich bestimmen koénnen, wer von ihnen élter ist, ohne dem anderen
das eigene Alter zu verraten? Wiirden Sie glauben, dass man mathematische
Beweise von mehreren tausend Seiten Léange fast mit hundertprozentiger Zu-
verldssigkeit auf Korrektheit iiberpriifen kann, obwohl man diese gar nicht liest
und nur einige wenige zufillig ausgewihlte Bits (Buchstaben) des Beweises an-
sieht? Alles das, was wir oben erwéihnt haben, ist moglich. Dies zeigt nicht nur,
dass man dank der Theorie Dinge realisieren kann, die man vorher vielleicht
fiir unmoglich gehalten hat, sondern auch, dass die Forschung in der Theoreti-
schen Informatik voller Spannung und Uberraschungen ist, und dass man auch
mit Theoretischer Informatik begeistern kann.

3. Lebensdauer von Kenntnissen

Durch die schnelle Entwicklung der Technologien &ndert sich die Welt der
berufs-praktischen Informatik stdndig. Die Halfte der dort erworbenen Kennt-
nisse iiber Produkte ist in fiinf Jahren so veraltet, dass man mit ihnen nichts
mehr anfangen kann. Daher géibe ein Studium, das sich tiberproportional dem
Wissen iiber Produkte widmet, keine hinreichende Berufsperspektive. Auf der
anderen Seite haben die Konzepte und Methoden der Theoretischen Informatik
im Durchschnitt eine wesentlich ldngere Lebensdauer von mehreren Jahrzehn-
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ten. Ein Absolvent der Informatik kann auf dieses Know-How lange aufbauen.

4. Interdisziplinaritit

Die Theoretische Informatik ist stark interdisziplindr und kann sich in vielen
spannenden Gebieten an Forschung und Entwicklung beteiligen. Genompro-
jekte, medizinische Diagnostik, Optimierung in allen Gebieten der Wirtschaft
und technischen Wissenschaften, automatische Spracherkennung und Welt-
raumforschung sind nur einige Beispiele eines groflen Spektrums von Moglich-
keiten. Neben diesen wesentlichen Beitragen der Informatik fiir andere Wis-
senschaften gibt es auch Moglichkeiten von faszinierenden Beitrigen anderer
Wissenschaften fiir die Informatik. Das Studium der Berechnungen auf der
Ebene der Mikroteilchen, die den Gesetzen der Quantenmechanik folgen, hat
als Hauptthema die Fragestellung, ob man in der Mikrowelt gewisse Berech-
nungen (Aufgabenlosungen) effizient realisieren kann, die in der Makrowelt
nicht effizient realisierbar sind. Das theoretische Modell eines Quantenrechners
ist bereits ausgearbeitet, aber die Moglichkeit einer praktischen Realisierung
ist fiir Physiker eine grofie Herausforderung mit unbekanntem Ausgang. Un-
abhéngig davon, ob dieses Projekt Erfolg haben wird, sind die Gesetze der
Mikrowelt so iiberraschend und so kontraintuitiv fiir die Menschen, die ihre
Erfahrungen in der Makrowelt gesammelt haben, dass man noch mit vielen
» Wundern“ durch die Anwendung der Kenntnisse der Quantentheorie rechnen
muss. Schon heute ist klar, dass man in der Mikrowelt sicher kommunizie-
ren kann, da jeder Versuch, die Kommunikation abzuhoren, sofort vom Sender
entdeckt und abgewehrt werden kann. Ein anderes spannendes Gebiet ist das
Rechnen mit DNS-Molekiilen. DNS-Molekiile sind Informationstriager und da-
her sollte es nicht iiberraschen, dass man sie zur Informationsspeicherung und
-iibertragung benutzen kann. Heute wissen wir schon, dass man durch che-
mische Operationen auf DNS-Molekiilen die Arbeit von Rechnern nachahmen
kann. Dies ist nicht nur theoretisch klar, mehrere solcher Simulationen von
Berechnungen durch DNS-Molekiile wurden schon in Laboratorien realisiert.
Es ist nicht auszuschliefen, dass eines Tages einige DNS-Molekiile die ganze
Arbeit eines Rechners iibernehmen konnen.

5. Denkweise

Die Mathematiker begriinden die Sonderrolle der Mathematik in der Ausbil-
dung mit der Entwicklung, Bereicherung und Prégung einer Denkweise, die der
allgemeinen Entwicklung einer Personlichkeit zugute kommen sollte. Falls die-
ser Beitrag der Mathematik anerkannt wird, dann muss man die Wichtigkeit
der Informatik fiir die allgemeine Bildung und die Bereicherung um neue Denk-
weisen in gleichem Mafle akzeptieren. Wahrend sich in letzter Zeit die Mathe-
matikausbildung leider zu stark auf das Erlernen von korrekter Beweisfiihrung
reduziert hat, fordert die Theoretische Informatik auch die Modellierung der
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Realitét und die Suche nach Konzepten und Methoden zur Lésung konkreter
Probleme. In Verbindung mit dem pragmatischen Denken eines guten Prakti-
kers ist dies das Wesentliche, was das Studium den Informatikern bieten kann.

1.3 Fiir die Studierenden

Dieses Buch ist in erster Linie fiir Sie bestimmt. Der Sinn des Buches ist nicht
nur, Ihnen einige grundlegende Konzepte der Informatik zu vermitteln, sondern
es ist auch ein Versuch, Sie fiir die Informatik zu begeistern. Wie weit diese
Zielsetzungen erfiillt werden, bleibt Thnen zu beurteilen.

In den ersten Teilen dieses Kapitels habe ich versucht, Sie davon zu iiberzeu-
gen, dass Informatik eine faszinierende Wissenschaft ist, eine Wissenschaft, die
einem sehr viel Spaf}, Spannung und Freude bereiten kann. Dass es viele Leute
gibt, die die Arbeit in der Theoretischen Informatik richtig genieflen, méchte
ich an einigen miindlich iiberlieferten (moglichen) Ausschnitten aus den Lehr-
und Forschungsveranstaltungen eines meiner Freunde illustrieren.

e _Und wenn sich dieser verdammte Fehlerfaktor dann immer noch nicht unter
0,5 driicken ldsst, dann werden wir andere Saiten aufziehen. Der wird es noch
bereuen, sich in mein Lernmodell getraut zu haben.®

e _Also heute haben wir so ein Epsilon in die Knie gezwungen. Da war was
am Dampfen, sag ich Euch. Erst haben wir eine Approximation draufgehetzt.
Erst hat es ja noch ein bisschen gezuckt. Aber dann haben wir es mit einer
semidefiniten Matrix stumpf erschlagen. Es war herrlich!*

e _Ihr sagt es, kein popliges, dahergelaufenes Lambda vergreift sich an unse-
rem My, ohne dafiir zu bezahlen. Wir machen es so richtig fertig. Es wird gar
nicht wissen, wie ihm geschieht.“

Halten Sie solche Emotionen zu einem mathematisch geprédgten Thema fiir
iibertrieben? Ich nicht. Es ist ein riesiger Spaf}, in einer solchen Vorlesung
sitzen zu diirfen, und man begreift gleich, wo die Schwierigkeiten, mit denen
man zu kdmpfen hat, liegen. Die Emotionen in Lehre und Forschung sind der
Hauptantrieb. Wenn Sie eine emotionale Beziehung zu einem Lehrthema ent-
wickeln kénnen, sind sie schon auf der Erfolgstour. Wenn Sie bisher noch keine
emotionale Beziehung zu irgendeinem Gebiet der Informatik gefunden haben,
ist es hochste Zeit, sich auf die Suche zu begeben. Falls die Suche erfolglos blei-
ben sollte, wiire es angemessen, die Suche auf Wissenschaftsdisziplinen oder
Aktivitaten auBerhalb der Informatik zu erweitern.
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Dieses Buch ist einigen Teilen der Theoretischen Informatik gewidmet. Warum
hélt man das Studium der Theoretischen Informatik fiir schwer? Es existiert
kein leichter Weg zu einem tieferen Verstdndnis und zur Beherrschung von
Methoden, die eindrucksvolle Anwendungen haben. Das sollte aber nieman-
den iiberraschen. Wenn jemand 100 Meter unter 10 Sekunden laufen oder iiber
8 Meter weit springen mochte, muss er auch lange Jahre ein ziemlich hartes
Training absolvieren. Immer wenn man etwas Besonderes erreichen will, muss
man etwas Besonderes dafiir tun. Eine Wissenschaft zu erlernen ist keine Aus-
nahme, und vielleicht haben Sie noch zusétzlich die Motivationsschwierigkeit,
dass Sie das Ziel wihrend der Bemiihung noch nicht genau sehen und seinen
Wert nicht abschétzen konnen. Es wird also viel Ausdauer gefordert und ins-
besondere Bereitschaft, jedes Thema viele Male zu iterieren, um ein immer
tiefer gehendes Versténdnis fiir die Zusammenhénge zu entwickeln.

Dieses Buch soll Thnen helfen, den Einstieg in die algorithmischen Teile der
Theoretischen Informatik zu erleichtern. Dazu benutzen wir folgende drei Kon-
zepte:

1. Einfachheit und Anschaulichkeit

Wir erklaren alles, was einfach zu erklaren ist, auch einfach. Wir vermeiden
unnotige mathematische Abstraktionen, wir versuchen also so konkret zu sein,
wie es nur geht. Dadurch schaffen wir den Einstieg mit elementaren Kennt-
nissen der Mathematik. Bei allen komplizierteren Uberlegungen und Bewei-
sen erklédren wir zuerst die Zusammenhénge und Ideen auf eine anschauliche
und informelle Weise und gehen erst dann zu formalen Begriindungen {iber.
An mit * gekennzeichneten Stellen empfehlen wir den Fachhochschulstudenten
und Nicht-Informatikern, auf die formalen Beweise zu verzichten. Auflerdem
konnen diese Gruppen zum Beispiel auf den technischen Umgang mit dem for-
malen Modell der Turing-Maschine im Teil Berechenbarkeit verzichten, und das
Verstédndnis der Grundlagen der Theorie der Berechenbarkeit iiber die Argu-
mentation auf der Ebene von Programmen (in beliebiger Programmiersprache)
erreichen.

Die Anschaulichkeit ist uns wichtiger als die Prasentation der besten bekannten
Ergebnisse. Wenn wir die Methoden und Beweisideen leichter mit schwécheren
Resultaten erklaren konnen, dann ziehen wir die Darstellung solcher Resultate
der technischen und schwer durchschaubaren Présentation stérkerer Resultate
Vor.

Im ganzen Buch folgen wir der Linie, stufenweise mit kleinen Schritten vom
Einfachen zum Komplizierten zu gehen, und vermeiden so Gedankenspriinge.
2., Weniger ist manchmal mehr® oder eine kontextsensitive Darstellung
Viele Studienpléne und Lehrbiicher gehen von der falschen Vorstellung aus,
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dem Leser in erster Linie ein gewisses Quantum an Information liefern zu
miissen. In der Vorlesung oder in den Lehrmaterialien spielt man dann ein
falsches Optimierungsspiel — in minimaler Zeit so viele Kenntnisse und Resul-
tate wie moglich zu vermitteln. Dies fithrt oft zur Présentation einer grofien
Menge von einzelnen Resultaten, die zu isoliert wirken. Dabei geht der Kontext
der ganzen Veranstaltung verloren.

Die Philosophie dieses Buches ist eine andere. Wir wollen die Denkweise der
Studierenden prégen. Deswegen ist uns die Anzahl der priasentierten Resulta-
te nicht so wichtig. Wir konzentrieren uns auf die historische Entwicklung der
informatischen Konzepte und Denkweisen, und die Présentation von Definitio-
nen, Resultaten, Beweisen und Methoden ist nur ein Mittel, um dieses Ziel zu
erreichen. Deswegen nehmen wir gerne die Reduktion der Masse des Lernstof-
fes um 20 — 30% im Vergleich zu standardisierten Vorlesungen in Kauf. Dafiir
widmen wir mehr Zeit den Motivationen, Zielsetzungen und Zusammenhéngen
zwischen der Praxis und den theoretischen Konzepten und insbesondere dem
inneren Kontext der entwickelten Theorie. Einen besonderen Schwerpunkt le-
gen wir auf die Bildung neuer Begriffe. Es ist nicht so, wie es vielleicht in
einigen Vorlesungen mathematischer Natur aussehen konnte, dass die Termi-
nologie vom Himmel gefallen ist. Die formal definierten Terme sind immer eine
Approximation oder eine Abstraktion intuitiver Begriffe, deren Formalisierung
wir brauchen, um iiberhaupt exakte Aussagen iiber gewisse Objekte und Er-
scheinungen formulieren zu kénnen, und um die Realisierung einer formal sau-
beren und eindeutigen Argumentation (Beweisfithrung) zu erméglichen. Wir
bemiihen uns hier, die Griinde zu erldutern, warum man die Begriffe so wie
hier und nicht anders formalisiert hat und wo die Grenzen ihres Nutzens liegen.

3. Unterstiitzung iterativer Arbeitsweise

An diese Strategie ist auch der Aufbau des Buches angepasst, die wiederhol-
tes Nachdenken tiber prasentierte Konzepte fordert. Jedes Kapitel fangt mit
dem Unterkapitel ,, Zielsetzungen* an, in dem das Lernziel des Kapitels in allen
Zusammenhéngen erlautert wird. Der Kern des Kapitels ist dann der Formali-
sierung der Ideen durch theoretische Konzepte und dem Studium im Rahmen
dieser Konzepte gewidmet. Bei jedem wesentlichen neuen Schritt wird auf die
wichtigsten Zusammenhinge mit deren Zielsetzungen aufmerksam gemacht.
Jedes Kapitel endet mit einer kurzen Zusammenfassung und einem Ausblick.
Dort werden noch einmal die wichtigsten Kenntnisse des Kapitels informell
wiederholt und in Zusammenhang mit anderen Teilen der Theorie gebracht.
Hier werden auch weitere Entwicklungen der theoretischen Konzepte und aus
der Literatur bekannte tiefgreifende Resultate kurz erwéhnt. Die Entfernung
des Wissenstandes von den angestrebten Forschungszielen wird auch disku-
tiert.
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Wie iiblich wird das Erlernen des Buchinhaltes durch Ubungen unterstiitzt.
Die Ubungen befinden sich hier nicht in einem gesonderten Kapitel, sondern
sind direkt an den Stellen des Textes eingefiigt, wo es am passendsten ist, {iber
sie nachzudenken. Sie dienen zur Ubung der Anwendungen der prisentierten
Methoden sowie zur Vertiefung des Verstdndnisses des Lernstoffes.

Das Ziel des Autors ist nicht nur, die Informatik als eine faszinierende Wissen-
schaft vorzustellen, sondern Thnen auch eine preiswerte Eintrittskarte in die
algorithmischen Gebiete der Informatik anzubieten. Die Voraussetzungen fiir
die Anwendung dieser Karte sind minimal. Erfahrungen mit der Programmie-
rung im Umfang eines Semesters und elementare Kenntnisse der Mathematik
sind hinreichend. Die Kenntnisse von Standardvorlesungen wie Rechnerstruk-
turen und Algorithmen und Datenstrukturen sind zwar nicht notwendig, aber
sehr hilfreich fiir das Verstdndnis konzeptueller Zusammenhénge.

1.4 Aufbau des Lehrmaterials

Aufer dieser Einleitung umfasst das Buch acht weitere Kapitel. Kapitel 2 und
3 dienen als Einstieg. In ihnen lernt man die Sprache und Ausdrucksweisen der
Theoretischen Informatik. Das Resultat der Arbeit eines Rechners kann man
immer als eine Transformation eines Textes in einen anderen Text verstehen,
weil wir die Eingaben und Ausgaben als Texte darstellen. Kapitel 2 legt die
Grundlagen fiir den Umgang mit Texten und benutzt sie, um die formale
Spezifikation algorithmischer Aufgaben zu entwickeln. Auflerdem beschéftigt
sich Kapitel 2 mit der Frage, wie man die Menge des Informationsgehaltes
eines Textes messen kann, und wann man einen Text (ein Objekt) als zuféllig
betrachten kann.

Kapitel 3 stellt die endlichen Automaten als das einfachste Modell von Be-
rechnung vor. Das Ziel ist dabei nicht der Einstieg in die Automatentheorie,
sondern nur eine Vorbereitung fiir die Definition eines formalen Modells von
Algorithmen (Programmen). Wir nutzen endliche Automaten, um eine erste
einfache Vorstellung der Kernbegriffe der Informatik wie Zustand und Kon-
figuration eines Berechnungsmodells, Berechnung, Berechnungsschritt, Deter-
minismus, Nichtdeterminismus, Beschreibungskomplexitéit und Simulation zu
vermitteln. Diese erleichtert es uns spéter, das Verstindnis dieser Begriffe fiir
das allgemeine Modell der Turing-Maschine zu gewinnen.

Kapitel 4 ist der Turing-Maschine als dem theoretischen Grundmodell des
intuitiven Begriffes Algorithmus gewidmet. Weil der technische Umgang mit
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Turing-Maschinen einer Programmierung im Maschinencode eines Rechners
entspricht, versuchen wir diesen Teil auf das Notwendigste fiir das Verstédndnis
und den Umgang mit den oben erwihnten Grundbegriffen zu beschréanken.

Kapitel 5 beschéftigt sich mit der Theorie der Berechenbarkeit. Hier stellen wir
uns die Frage, welche Aufgaben man algorithmisch (automatisch) lésen kann
und welche nicht, und présentieren einige Methoden, mit deren Hilfe wir diese
Frage fiir einige konkrete Aufgaben beantworten. Hier arbeiten wir auf zwei
Ebenen. Die erste Ebene fiihrt die Argumentation nur anhand eines intuitiven
Verstéandnisses des Begriffes Programm, die zweite Ebene argumentiert formal
iiber Turing-Maschinen.

Kapitel 6 ist der Komplexitédtstheorie gewidmet. Hier stellt man sich die Fra-
ge, wie man die Schwierigkeit algorithmischer Aufgaben misst, und ob es be-
liebig schwere algorithmisch losbare Aufgaben gibt. Die Schwierigkeit (Berech-
nungskomplezitit) messen wir als die zur Losung algorithmischer Aufgaben
notwendige Menge der Rechnerarbeit. Zuerst prasentieren wir einige wichti-
ge Grundkenntnisse, auf deren formale Beweise wir wegen ihres Schwierig-
keitsgrades in diesem Kurs verzichten. Danach zeigen wir das Konzept der
NP-Vollstindigkeit als eine Methode zur Klassifizierung algorithmischer Auf-
gaben in einfache (praktisch losbare) und schwere Aufgaben. Das Konzept
basiert auf dem Studium der Beziehung zwischen nichtdeterministischen und
deterministischen Berechnungen, welches eines der Kernforschungsthemen der
Theoretischen Informatik ist. In gewissem Rahmen zeigen wir, dass die Schwie-
rigkeit (Komplexitét), etwas nichtdeterministisch zu losen, der Schwierigkeit
einer Korrektheitspriifung ( Verifikation) eines mathematischen Beweises und
die deterministische Art, Losungen zu suchen, der Erzeugung mathematischer
Beweise entspricht. Daher ist die Frage, ob nichtdeterministische Berechnun-
gen effizienter als deterministische sein konnen, dquivalent zu der Frage, ob es
einfacher ist, einen gegebenen Beweis zu verifizieren, als ihn zu erzeugen.

Kapitel 7 beschéftigt sich mit der Algorithmentheorie.? Dieses Kapitel ist eine
Fortsetzung des Kapitels 6 und stellt folgende Frage: Was kann man mit Auf-
gaben machen, die so schwer sind, dass der beste Algorithmus Jahre brauchte,
um diese zu losen? Hier prasentieren wir Ansétze wie pseudopolynomielle Algo-
rithmen, lokale Suche, Approzimationsalgorithmen und Heuristiken wie Simu-
lated Annealing, die in der Praxis solche Probleme oft bewéltigen. Wir erklaren
die methodologischen Grundlagen solcher Methoden, die darauf basieren, dass
man durch kleine Anderungen der Losungsanforderungen oder Aufgabenspezi-

2Dabei handelt es sich nicht um die Teile der Vorlesung Algorithmen und Datenstrukturen
oder der klassischen Vorlesung iiber Algorithmen.
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fikation einen gewaltigen Sprung von einer physikalisch unrealisierbaren Menge
von Arbeit zu einer Angelegenheit von ein paar Minuten macht. Zum Beispiel
kénnen Approximationsalgorithmen gewaltige Komplexitatsspriinge ermogli-
chen. Dort weicht man von der Forderung ab, eine optimale Losung zu berech-
nen, und geht iiber zur Berechnung einer Losung, deren Qualitét sich von der
Qualitét einer optimalen Losung nicht allzu viel unterscheidet.

Im Fall der schon in Abschnitt 1.1 erwdhnten zufallsgesteuerten Algorithmen
ist man von der Forderung nach richtigen Losungen mit hundertprozentiger
Sicherheit zu der schwicheren Forderungen der Korrektheit mit grofler Wahr-
scheinlichkeit iibergegangen. Das Konzept der Randomisierung (Zufallssteue-
rung) gehort zweifellos zu den Basiskonzepten der in Kapitel 7 présentierten
Algorithmik. Weil es heute von essentieller Bedeutung fiir viele theoretische
und praktische Kernbereiche der Informatik ist, widmen wir diesem Konzept
aber ein eigenes Kapitel 8. Hier beschranken wir uns aber nicht nur auf die
Préasentation einiger eindrucksvoller Beispiele von effizienten zufallsgesteuer-
ten Algorithmen wie z.B. den randomisierten Primzahltest. Wir versuchen
dem Leser auch die Griinde fiir den Erfolg der zufallsgesteuerten Algorithmen
wenigstens teilweise zu erldutern. In diesem Rahmen stellen wir die Methode
der haufigen Zeugen und die Methode der Fingerabdriicke als grundlegende
Paradigmen des Entwurfes von zufallsgesteuerten Algorithmen vor.

Das Kapitel 9 ist Kommunikationsaufgaben gewidmet. Besonders in den letz-
ten Jahren hat die Entwicklung der Technologie die Ubertragung von riesigen
Mengen von Daten und Gespréchen ermdoglicht. Deswegen sind die algorithmi-
schen Ansétze zur Losung von Kommunikationsaufgaben ein fester und sich
dynamisch entwickelnder Bestandteil der Informatik geworden. Das Kapitel 9
bietet zunéchst einen Ausblick auf die Thematik der sicheren Kommunikati-
on. Wir beginnen mit ein paar Beispielen von Kryptosystemen und stellen das
Konzept der Public-Key-Kryptosysteme vor. Wir verwenden dieses Konzept,
um zu zeigen, wie man ohne Falschungsrisiko digitale Unterschriften leisten
kann. Dann prasentieren wir das Konzept der Zero-Knowledge-Beweissysteme,
das auch eine wichtige Rolle in kryptographischen Anwendungen spielt. Wir
schliefen dieses Kapitel mit dem Entwurf eines leistungsfihigen Telefonnetzes
ab, um die Problemstellungen in dem Bereich der Netzwerkkommunikation zu
illustrieren.

Wie im Vorwort zu dieser dritten Auflage schon vorgestellt wurde, ist das letzte
Kapitel Grammatiken als Generierungsmechanismen von Sprachen gewidmet.
Die Typen von Grammatiken werden wir nach Chomsky klassifizieren und mit
den entsprechenden Maschinenmodellen in Verbindung setzen.
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Das Tiefste, das wir erfahren kénnen, (

sind die Offenbarungen der Mystik. -

Sie sind das fundamentalste Gefiihl, 3 T J
\a"'-

das an der Wiege aller wahren Kunst und Wissenschaft steht.
Wer es nicht kennt, kann sich nicht mehr wundern;

er erlebt das tiefe Staunen nicht mehr: 1 . )
Er ist so gut wie tot ... /7
Wie eine erloschene Kerze ...

A. Einstein

2 Alphabete, Worter, Sprachen und Aufgaben

2.1  Zielsetzung

Die Rechner arbeiten im Prinzip mit Texten, die nichts anderes sind als Fol-
gen von Symbolen aus einem bestimmten Alphabet. Die Programme sind Texte
iiber dem Alphabet der Rechnertastatur, alle Informationen sind im Rechner
als Folgen von Nullen und Einsen gespeichert, Eingaben und Ausgaben sind
im Wesentlichen auch Texte (oder kénnen zumindest als Texte dargestellt wer-
den) iiber einem geeignet gewéhlten Alphabet. Aus dieser Sicht realisiert jedes
Programm eine Transformation von Eingabetexten in Ausgabetexte.

Das erste Ziel des Kapitels 2 ist, den Formalismus fiir den Umgang mit Texten
als Informationstréager einzufiihren. Dieser liefert die notwendige Grundlage,
um iiberhaupt formal die Grundbegriffe der Informatik wie algorithmisches
Problem (Aufgabe), Algorithmus (Programm), Rechner, Berechnung, Eingabe,
Ausgabe usw. definieren zu konnen. Die Grundbegriffe, die hier eingefiihrt
werden, sind Alphabet, Wort und Sprache. Ein Teil unserer Aufgabe hier ist
es, auch den Umgang mit diesen Begriffen zu {iben und so einige grundlegende
Operationen auf Texten zu erlernen.

Das zweite Ziel dieses Kapitels ist zu lernen, wie der eingefiihrte Formalis-
mus zur formalen Darstellung von algorithmischen Aufgaben genutzt werden
kann. Dabei betrachten wir iiberwiegend zwei Klassen von Aufgaben, Ent-
scheidungsprobleme und Optimierungsprobleme.

Das dritte und letzte Ziel dieses Kapitels ist, sich mit der Komprimierbarkeit
von Texten zu beschéftigen. Wir fiihren hier den Begriff der Kolmogorov-

J. Hromkovi", Theoretische Informatik, DOI 10.1007/ 978-3-8348-9853-1_2,
© Vieweg+Teubner Verlag [Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Komplexitét ein. Dank diesem konnen wir nicht nur iiber die kiirzeste Dar-
stellung von Objekten (Texten) und Komprimierbarkeit von Darstellungen
sprechen, sondern auch den Informationsinhalt von Texten messen und eine
sinnvolle Definition des Adjektivs zufillig fiir Texte geben. Dies ist ein Beitrag
der Informatik auf der philosophischen Ebene, weil er sinnvoll erklért, wann
ein Objekt oder eine Erscheinung als zuféllig eingeordnet werden kann. Ein
anderer wichtiger Punkt ist, dass die Kolmogorov-Komplexitéit ein wertvolles
Instrument zur Untersuchung von Berechnungen ist, was auch an mehreren
Stellen in diesem Buch deutlich gemacht wird.

2.2 Alphabete, Worter und Sprachen

Bei der algorithmischen Datenverarbeitung reprasentieren wir die Daten und

betrachteten Objekte durch Folgen von Symbolen. Genau wie bei der Entwick-

lung von natiirlichen Sprachen fangen wir mit der Festlegung von Symbolen an,

die wir zur Darstellung der Daten verwenden wollen. Im Folgenden bezeichnet
={0,1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen.

Definition 2.1. FEine endliche nichtleere Menge Y heifst Alphabet. Die Ele-
mente eines Alphabets werden Buchstaben (Zeichen, Symbole) genannt.

Die Bedeutung ist die gleiche wie bei natiirlichen Sprachen: Das Alphabetwird
verwendet, um eine schriftliche Darstellung einer Sprache zu erzeugen. Fiir uns
ist nur wichtig zu wissen, dass wir uns beliebige, aber nur endlich viele Symbole
aussuchen diirfen, um eine Darstellung untersuchter Objekte zu realisieren.

Wir présentieren jetzt einige der hier am hiufigsten benutzten Alphabete.

e Yoo = {0, 1} ist das Boole’sche Alphabet, mit dem die Rechner arbeiten.
e Yo ={a,b,c, ..., z} ist das lateinische Alphabet.

 Yrhustater = 2t U{A B, ..., Z,,,>,<,(,), ...,!} ist das Alphabet aller
Symbole der Rechnertastatur, wobei |, das Leersymbol ist.

o ¥, ={0,1,2,...,m—1} fiir jedes m > 1 ist ein Alphabet fiir die m-adische
Darstellung von Zahlen.

e Yigic = {0,1,2,(,),A,V,~} ist ein Alphabet, in dem man Boole’sche For-
meln gut darstellen kann.

Im Folgenden definieren wir Worter als Folgen von Buchstaben. Man bemerke,
dass der Begriff Wort in der Fachsprache der Informatik einem beliebigen
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Text entspricht und nicht nur der Bedeutung des Begriffs Wort in natiirlichen
Sprachen.

Definition 2.2. Sei X ein Alphabet. Ein Wort iber 3 ist eine endliche (even-
tuell leere) Folge von Buchstaben aus 3. Das leere Wort X ist die leere Buch-
stabenfolge. (Manchmal benutzt man € statt X.)

Die Lange |w| eines Wortes w ist die Linge des Wortes als Folge, d.h. die
Anzahl der Vorkommen von Buchstaben in w.

¥* ist die Menge aller Warter diber ¥, $t= 2% — {\}.

Die Folge 0,1,0,0,1,1 ist ein Wort iiber X0 und iiber Yrustatur, |0,1,0,0,
1,1] = 6. X ist ein Wort iiber jedem Alphabet, |\| = 0.

Verabredung. Wir werden Worter ohne Komma schreiben, d.h. statt der
Folge x1, 2o, ..., x, schreiben wir x125 ... x,. Also statt 0,1,0,0, 1, 1 benutzen
wir im Folgenden die Darstellung 010011.

Das Leersymbol |, iiber Yrrygeatur ist unterschiedlich von A, es gilt || = 1. Somit
kann der Inhalt eines Buches oder ein Programm als ein Wort tiber Yqustatur
betrachtet werden.

(Zhoot)” = {A,0,1,00,01,10, 11, 000,001,010, 100,011, ...}
{NMU{riz...a; |ie |z €N filr j =1,...,4}.

Wir sehen an diesem Beispiel, dass eine Moglichkeit, alle Worter iiber einem
Alphabet aufzuzédhlen, darin besteht, alle Worter der Liange ¢ = 0,1,2,...
hintereinander zu schreiben.

Aufgabe 2.1. Bestimme fiir jedesi € , wie viele Worter der Linge i iiber einem Alphabet
> existieren.

Aufgabe 2.2. Gegeben sei ein Alphabet ¥ = {0,1,#}. Seinen k,n positive ganze Zahlen
mit £ < n.

(i) Bestimme die Anzahl der verschiedenen Worter der Lénge n mit genau k Vorkommen
des Symbols #.

(ii) Bestimme die Anzahl der verschiedenen Worter der Linge n mit hochstens & Vorkom-
men des Symbols #.
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Worter konnen wir benutzen, um unterschiedliche Objekte wie z.B. Zahlen,
Formeln, Graphen und Programme darzustellen. Ein Wort x = x125... 2, €
(Xbool)*s T € Ypool fiir i = 1,...,n, kann als die binédre Darstellung der Zahl

Nummer(z) = Z x;- 2"
i=1

betrachtet werden. Fiir eine natiirliche Zahl m bezeichnen wir durch Bin(m) €
3 o die kiirzeste! binére Darstellung von m, also Nummer(Bin(m)) = m.

Aufgabe 2.3. Eine binére Darstellung jeder positiven Zahl beginnt mit einer 1. Wie lang
ist Bin(m) bei einer gegebenen Zahl m?

Aufgabe 2.4. Sei z € (%,,)" fiir ein m > 1. Betrachte = als m-adische Darstellung einer
Zahl Nummer,,(x). Wie berechnet man Nummer, (z)?

Eine Zahlenfolge a1, as,...,am, m € ,a; € firi=1,...,m, kann man als

Bin(ay)#Bin(az)# - - - #Bin(an,) € {0,1, #}*

darstellen.

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit der Knotenmenge V' und der Kan-
tenmenge E C {(u,v) | u,v € V, u # v}. Sei |V| = n die Kardinalitat von V.
Wir wissen, dass wir G durch eine Adjazenzmatrix Mg reprisentieren konnen.
M¢ = |a;j] hat die GréBe n x n und

Qjj = 1l — (Uz’;vj) e FE.

Daher bedeutet a;; = 1, dass die Kante (v;,v;) in G vorhanden ist, und a;; = 0
bedeutet, dass die Kante (v;, v;) in G nicht vorhanden ist. Eine Matrix kénnen
wir als ein Wort iiber dem Alphabet ¥ = {0, 1, #} représentieren. Wir schrei-
ben einfach die Zeilen von Mg hintereinander und das Symbol # benutzen
wir, um das Ende einer Zeile zu markieren. Man betrachte den Graphen in
Fig. 2.1.

!Die Forderung, dass Bin(m) das kiirzeste Wort mit Nummer (Bin(m)) = m ist, bedeutet
nur, dass das erste Symbol von Bin(m) 1 ist.
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U1 U2

Vs V4

Fig. 2.1

Die entsprechende Adjazenzmatrix ist

0011
0011
0101
0 00O

Die vorgeschlagene Kodierung als Wort tiber {0, 1, #} ist
0011#40011#010140000.

Es ist klar, dass diese Darstellung eindeutig ist, was bedeutet, dass man aus
der gegebenen Darstellung den Graphen eindeutig bestimmen kann.

Aufgabe 2.5. Die vorgeschlagene Darstellung eines G}"aphen als Wort iiber {0, 1,#} hat
die Lénge n(n + 1) fiir einen Graphen mit n Knoten. Uberlegen Sie sich eine kiirzere ein-
deutige Darstellung von Graphen iiber dem Alphabet {0, 1, #}.

Aufgabe 2.6. Entwerfen Sie eine Darstellung fiir Graphen {iber dem Alphabet ¥pq0)-

Bei algorithmischen Aufgaben sind die Eingaben oft gewichtete Graphen G =
(V.E,h), wobei h eine Funktion von £ nach  — {0} ist. Informell bedeutet
dies, dass jeder Kante e € E ein Gewicht (manchmal auch Kosten genannt)
h(e) zugeordnet ist. Wir wissen, dass auch solche Graphen durch Adjazenzma-
trizen darstellbar sind. Auch in diesem Fall bedeutet a;; = 0, dass die Kante?
{v;,v;} nicht vorhanden ist. Falls {v;,v,;} € E, dann ist a;; = h({v;,v,}) das
Gewicht der Kante {v;,v;}.

In diesem Fall kénnen wir die Gewichte a;; = h{v;, v;} bindr darstellen und
durch #-Symbole abtrennen. Um das Ende einer Zeile zu bezeichnen, kann

Die ungerichtete Kante zwischen u und v bezeichnen wir hier als {u, v}. Fiir eine gerichtete
Kante von u nach v benutzen wir die iibliche Bezeichnung (u, v).
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man zwei # hintereinander benutzen. Damit hat der gewichtete Graph in Fig.
2.2 mit der Adjazenzmatrix

— o O O
O = = O =3
S o0 O = O
(@) SN ev BN e BN o))
o ot O O

die folgende Darstellung tiber {0, 1, #}:

0111401 L0 THFTT1H0H 141404 H04 14041104044 11044141104
0#£101## 14040410140

Fig. 2.2

Weil der betrachtete Graph ungerichtet ist, gilt a;; = aj; fiir alle 7, j. In unserer
Darstellung bedeutet dies, dass die Information {iber das Gewicht jeder Kante
in dem Wort doppelt vorkommt. Deswegen reicht es aus, nur die Matrixele-
mente oberhalb der Hauptdiagonalen zu betrachten. Das resultierende Wort
iiber {0, 1, #} ist dann

L1104 104 144141 404441 1040444101,

Als letztes Beispiel betrachten wir die Darstellung von Boole’schen Formeln,
die nur die Boole’schen Operationen Negation (—), Disjunktion (V) und Kon-
junktion (A) benutzen. Im Folgenden bezeichnen wir Boole’sche Variablen in
Formeln als 1, xs, . ... Die Anzahl der moéglichen Variablen ist unendlich und
deswegen konnen wir x1, 2o, ... nicht als Buchstaben unseres Alphabets be-
nutzen. Wir benutzen daher das Alphabet Y. = {0,1,2,(,),A,V,—} und
kodieren die Boole’sche Variable x; als das Wort xBin(i) fiir jedes i € . Die



38 2 Alphabete, Worter, Sprachen und Aufgaben

restlichen Symbole der Formel iibernehmen wir eins zu eins. Damit hat die
Formel

(x1 V7)) A =(z12) A (24 V 28 V = (22))
die folgende Darstellung
(x1V x111) A =(21100) A (2100 V 21000 V —=(210)).

Eine niitzliche Operation iiber Worter ist die einfache Verkettung zweier Wor-
ter hintereinander.

Definition 2.3. Die Verkettung (Konkatenation) fir ein Alphabet 3 ist
eine Abbildung K : X* x X* — ¥*, so dass

K(z,y) =x-y=uxy
fiir alle z,y € X*.

Sei ¥ = {0,1,a,b} und seien = 0aalbb und y = 111b. Dann ist K(x,y) =
-y = 0aalbbll1b.

Bemerkung 2.1. Die Verkettung K iiber ¥ ist eine assoziative Operation
iiber ¥*, weil

Ku, K(v,w)) =u-(v-w) =uvw = (u-v) w=K(K(u,v),w)
fiir alle u, v, w € ¥*. Ferner gilt fiir jedes x € X*:
T-A=N-r =1
Also ist (3*, K, A) eine Halbgruppe (Monoid) mit dem neutralen Element .

Es ist klar, dass die Konkatenation nur fiir ein einelementiges Alphabet kom-
mutativ ist.

Bemerkung 2.2. Fiir alle z,y € ¥* gilt:
lzyl = |z -yl = || + |yl

Im Folgenden werden wir die einfache Notation zy statt der Notation K (z,y)
und z - y bevorzugen.
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Definition 2.4. Sei 3l ein Alphabet. Fiir alle v € ¥* und allei €  definieren
wir die i-te Iteration x* von = als

22 =\, ot =1z und 2t =zt
So ist zum Beispiel K (aabba, aaaaa) = aabbaaaaaa = a*b*a® = a*b*(aa)?. Wir
sehen, dass uns die eingefiihrte Notation eine kiirzere Darstellung von Wortern
erméglicht.

Im Folgenden definieren wir Teilworter eines Wortes - als zusammenhéingende
Teile von x (Fig. 2.3).

|ab... bb...clac...b ab...blb...a | |a...b bb. .. ab
"
Teilwort Prafix Suffix

Fig. 2.3

Definition 2.5. Seien v, w € X* fiir ein Alphabet 3.

v heifit ein Teilwort von w < dx,y € ¥* : w = xvy.

v heifst ein Suffix von w < dr € ¥* 1w = av.

v heifit ein Prafix von w < Jy € ¥ w = vy.

v # X\ heifit ein echtes Teilwort (Suffix, Prifix) von w genau dann, wenn
v # w, und v ist ein Teilwort (Suffix, Prifiz) von w.

Es gilt (abc)® = abcabcabe, und das Wort abe ist ein echtes Préifix von (abc)?.
Das Wort be ist ein echtes Suffix von (abc)?.

Aufgabe 2.7. Sei ¥ ein Alphabet und sei € X" fiir ein n €  — {0}. Wie viele unter-
schiedliche Teilworter kann x hochstens haben? Zahle alle unterschiedlichen Teilworter des
Wortes abbcbbab auf.

Definition 2.6. Sei x € ¥* und a € X. Dann ist |x|, definiert als die Anzahl
der Vorkommen von a in x.

Fiir jede Menge A bezeichnet |A| die Kardinalitit von A und P(A) = {5 |
S C A} die Potenzmenge von A.

Also ist |(abbab)|, = 2, |(11bb0)|o = 1. Fiir alle z € ¥* gilt

o] = la-

aex
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In diesem Buch brauchen wir oft eine feste Ordnung von allen Wértern iiber
einem gegebenen Alphabet. Die giinstigste Moglichkeit fiir uns ist, die folgende
kanonische Ordnung zu betrachten.

Definition 2.7. Sei ¥ = {s1,52,...,5n}, m > 1, ein Alphabet und sei s; <
S9 < v+ < Sy eine Ordnung auf 3. Wir definieren die kanonische Ordnung
auf X* fir u,v € ¥* wie folgt:
u<uv& lul < |v
Vo jul=wAu=x-si-u ANo=x-s;-0

fiir irgendwelche x,u', v € ¥* und i < j.

Unter dem Begriff Sprache verstehen wir jede Menge von Wortern iiber einem
festen Alphabet.

Definition 2.8. Fine Sprache L dber einem Alphabet ¥ ist eine Teilmenge
von X*. Das Komplement L der Sprache L beziiglich Y ist die Sprache ¥* — L.

Ly = 0 ist die leere Sprache.
Ly = {\} ist die einelementige Sprache, die nur aus dem leeren Wort besteht.

Sind Ly und Ly Sprachen tiber X2, so ist
Ly -Ly=LyLy={vw|veL undwé€ Ly}

die Konkatenation von Ly und Ls. Ist L eine Sprache diber %, so definieren
wir

L° .= Ly und L' ' = L' . L fir allei €
L*:ULiundU: lJ ri=L-L"
ic ie —{0}

L* nennt man den Kleene’schen Stern.

Die Folgenden Mengen sind Sprachen iiber dem Alphabet ¥ = {a, b}:

Ly =0, Ly ={\}, Ly = {)\,ab,abab}, Ly =" = {\ a,b,aaq,...},

Ls =Y"={a,b,aa,...}, Lg = {a}* = {)\, a,aa,aaa,...} ={a’|ie },

L; = {a? | p ist eine Primzahl}, Lg = {a'b*'a’ |i € },Lo =1,

Ly = ¥ = {aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb},

die Menge aller grammatisch korrekten Texte im Deutschen ist eine Sprache
iiber Xrastatur, und
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die Menge aller syntaktisch korrekten Programme in C+4++ ist eine Sprache
iiber ZTastatur-

Man bemerke, dass X' = {z € ¥* | |z| = i}, und dass LyL = Ly = 0,
Ly-L=0L.

Aufgabe 2.8. Sei L1 = {)\,ab,b*a*} und Ly = {ab, b, ab?,b*}. Welche Worter liegen in der
Sprache L1Ls?

Unser néchstes Ziel ist, den Umgang mit Sprachen ein wenig zu iiben. Weil
Sprachen Mengen sind, haben die iiblichen Operationen Vereinigung (U) und
Schnitt (N) eine klare Bedeutung. Zu diesen Operationen haben wir die Kon-
katenation und den Kleene’schen Stern hinzugefiigt. Die erste Frage, die wir
uns stellen, ist, ob Distributivgesetze beziiglich U und Konkatenation bzw.
beziiglich N und Konkatenation gelten. Fiir die Konkatenation und U gibt uns
das néchste Lemma 2.1 eine positive Antwort. Um den Beweis der Gleichheit
von zwei Mengen (Sprachen) A und B zu fiithren, benutzen wir die iiblichen
Methoden der Mengentheorie. Wir zeigen nacheinander A C B und B C A,
was A = B impliziert. Um A C B zu zeigen, reicht es zu beweisen, dass fiir
jedes Element z € A gilt, dass © € B.

Lemma 2.1. Seien Ly, Ly und Lg Sprachen tiber einem Alphabet 3. Dann gilt
LiLoU Ly Ly = Ly(Ly U Ly).

Beweis. Zuerst zeigen wir LyiLy U L1Ls C Li(Ly U L3). Die Bemerkungen in
geschweiften Klammern sind die Begriindung fiir den vorangegangenen Schritt.

Es gllt LlLQ g L1<L2 U L3>, weil

LiLy, = {zy|z€ L ANy € Ly} {Definition der Konkatenation}
- {xy\xGLl/\yELQULs} {WelnggLQULs}
= Ly-(L2UL;). {Definition der Konkatenation}

Ebenso zeigt man Ly Ly C L1(LyULs). Daraus folgt L1 LsUL Ly C Li(LyULs3).
Jetzt zeigen wir die Inklusion Li(Ls U L3) C Ly Lo U Ly L.
Sei x (S Ll(LQ U L3) Dann

re{yz|lye i Nz € LyU Ls}

{Definition der Konkatenation}
= dyeLiANdz€ LyULs, sodall x =yz



42 2 Alphabete, Worter, Sprachen und Aufgaben

= dyeliAN(Fz€ LyVvIze L), sodaBB x = yz
{Definition von U}

& (yeliNTzely:z=yz)V(Iye Li NIz € Ly:x=yz)
{Distributivgesetz fiir A, V}

& (rel{yzlyelinzel})V(zre{yz|ye LiAz€ Lz})

LiLo LiLs

{Definition der Konkatenation}

& w € L1LyULiLs. {Definition von U}

O

Jetzt wollen wir uns mit der Frage nach der Giiltigkeit des Distributivgesetzes
fiir die Konkatenation und den Schnitt beschéftigen. Vielleicht ist es auf den
ersten Blick iiberraschend, dass hier die Antwort im allgemeinen negativ ist.
Es gilt nur eine Inklusion, die wir zuerst zeigen.

Lemma 2.2. Seien Ly, Lo, Ly Sprachen diber einem Alphabet 3. Dann gilt
Ly(LonLs) € LyLyN Ly Ls.
Beweis. Sei x € L1(Ly N Ls). Dies ist dquivalent zu

xe€{yz|lye LiNz€ LyN L3}
{Definition der Konkatenation}
& Jy,zeXye LiN(z€ LyANz € Ls), sodass v = yz
{Definition von N}
y,zeX (yeLiNze€ly)N(yeE LiANz€ L3):x=yz
Jy,z € X" (yz € L1Lo) N (yz € L1L3) - x = yz
{Definition der Konkatenation}
& w € L1LyNLiLs. {Definition von N}

3

O

Um zu zeigen, dass Li(Les N L3) O LiLs N LyL3 nicht im allgemeinen gilt,
reicht es, drei konkrete Sprachen Uy, Us und Us zu finden, so dal Uy (U N
Us) C UyUy N ULU3. Die Idee fiir die Suche nach solchen Uy, Us, Us beruht
auf der Tatsache, dass die einzige Implikation in dem Beweis von Lemma 2.2
nicht umgekehrt werden kann. Wenn ein Wort = in L; L, und auch in L;L;
liegt, bedeutet das noch nicht x = yz, wobei x € Ly und z € Ly N L3. Es



2.2 Alphabete, Worter und Sprachen 43

kann passieren, dass es zwei verschiedene Zerlegungen von x gibt, so dass gilt
T =y121 =Yz Mit y1 # Yo und y1 € Ly, 21 € Ly und yy € Ly, 25 € Ls.

Lemma 2.3. FEs existieren Uy, Uy, Us € (Xpo01)*, S0 dass
UL (Us N Us) € U U, N UL Us.

Beweis. Zuerst wihlen wir Uy = {0} und Us = {10}. Damit ist Uy N U3z = ()
und damit auch Uy (Uy N Uz) = O fiir jede Sprache U;. Jetzt reicht es aus, U;
so zu wéhlen, dass U;Us N U, U3 nicht leer wird. Wir setzen U; = {\, 1}. Dann
ist UlUQ = {O, 10}, U1U3 = {10, 110} und damit UlUQ N U1U3 = {10} O

Aufgabe 2.9. Seien Lj, Ly und L3 Sprachen iiber dem Alphabet {0}. Gilt
Ll(LQ n Lg) =L1LoNLyL3?

Aufgabe 2.10. Seien L; C X7 und Lo, Ly C X3 fiir zwei Alphabete 31 und X9 mit 31 N
Yo = 0. Gilt

Li(LyN Lg) = L1 Ly N Ly Ly?

Aufgabe 2.11. Existieren Sprachen L1, Lo und L3, so dass L1 (LaNLg) endlich und Ly LoN
L1 L3 unendlich ist?

Im Folgenden iiben wir noch den Umgang mit dem Kleene’schen Stern.
Beispiel 2.1. Es ist {a}*{b}* = {a'V’ | i, € }.

Beweis. Zuerst zeigen wir {a}*{b}* C {a'V’ |i,j € }.
Sei z € {a}*{b}*. Dann

x =yz, wobei y € {a}* Az € {b}
{Definition der Konkatenation}
= r=yz wobei (Fk€ :ye{a})A@me :ze€{b}™
{Definition des Kleene’schen Stern}
r=vyz, wobei (Fk€ y=d)YA@me :z=0")
Jk,m € , so dass x = a"p™
re{adlV |ije }.

A

Jetzt zeigen wir {a'tV | i,5 € } C {a}*{b}*.
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Sei z € {a'V’ | i,j € }. Dann

x = a"b fiir irgendwelche Zahlen r, [ €
= € {a}*{b}", weil a" € {a}*, b’ € {b}".

Aufgabe 2.12. Beweisen oder widerlegen Sie: ({a}*{b}*)* = {a,b}*.

Definition 2.9. Seien 1 und X5 zwei beliebige Alphabete. Ein Homomor-
phismus von Xi nach X5 ist jede Funktion h : X7 — X5 mit den folgenden
Figenschaften:

(i) h(A) =X\ und
(i) h(uv) = h(u) - h(v) fir alle u,v € ¥5.

Wir beobachten leicht, dass es zur Spezifikation eines Homomorphismus reicht,
h(a) fiir alle Buchstaben a € ¥, festzulegen.

Aufgabe 2.13. Sei h ein Homomorphismus von ¥; nach ¥,. Beweisen Sie mit Hilfe der
Induktion, dass fiir jedes Wort x = x122...2m, v, € X1 fliri=1,...,m,

h(z) = h(z1)h(z2) ... h(xp).

Betrachten wir h(#) = 10, A(0) = 00 und h(1) = 11. Es ist klar, dass h ein
Homomorphismus von {0, 1, #} nach Xy, ist.

R(011#1014)

h(O)R(DA(L)A(F#)R(1)A(0)A(1)A(#)
= 0011111011001110.

Wir kénnen h benutzen, um jede eindeutige Darstellung von irgendwelchen
Objekten iiber {0,1,#} in eine neue eindeutige Darstellung dieser Objekte
iiber Yoo zu iiberfithren.

Aufgabe 2.14. Definieren  Sie einen  Homomorphismus von  {0,1,#} nach
Yhool; der unendlich viele unterschiedliche Wérter aus {0, 1, #}* auf das gleiche Wort aus
(Ebool)* abbildet.

Aufgabe 2.15. Definieren Sie einen injektiven Homomorphismus von jogic nach Xpaol,
um eine eindeutige Darstellung von Boole’schen Formeln iiber 3,,0 zu erzeugen.
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Aufgabe 2.16. Seien X7 und X5 zwei Alphabete. Sei h ein Homomorphismus von ¥; nach
3o. Fiir jede Sprache L C X7 definieren wir

h(L) = {h(w) | w € L}.
Seien L1, Lo C Xj. Beweisen oder widerlegen Sie die foglende Aussage:

h(L1)h(Lz) = h(L1Ly).

2.3  Algorithmische Probleme

Bevor wir den intuitiven Begriff Algorithmus durch das Modell der Turingma-
schine formal definieren, werden wir statt Algorithmus den Begriff Programm
benutzen. Wir setzen voraus, dass der Leser weifl, was ein Programm ist. In
welcher Programmiersprache es geschrieben ist, spielt hier keine Rolle. Wenn
wir Programme als Algorithmen betrachten, fordern wir jedoch, dass ein sol-
ches Programm fiir jede zuldssige Eingabe hilt und eine Ausgabe liefert. Daher
ist es fiir einen Algorithmus unzuléssig, in eine Endlosschleife zu laufen. Mit
dieser Voraussetzung realisiert ein Programm (Algorithmus) A typischerweise
eine Abbildung

A = %5
fiir irgendwelche Alphabete ¥; und 5. Dies bedeutet, dass

(i) die Eingaben als Worter kodiert sind,
(i) die Ausgaben als Worter kodiert sind und
(iii) A fiir jede Eingabe eine eindeutige Ausgabe bestimmt.

Fiir jeden Algorithmus A und jede Eingabe z bezeichnen wir mit A(x) die
Ausgabe des Algorithmus A fiir die Eingabe z. Wir sagen, dass zwei Algorith-
men (Programme) A und B &quivalent sind, falls beide iiber dem gleichen
Eingabealphabet ¥ arbeiten und A(x) = B(z) fiir alle = € 3*.

Im Folgenden présentieren wir einige grundlegende Klassen von algorithmi-
schen Problemen. Wir beginnen mit den Entscheidungsproblemen, die man
iiblicherweise benutzt, um die Theorie der Berechenbarkeit und die Komple-
xitatstheorie aufzubauen.
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Definition 2.10. Das Entscheidungsproblem (3, L) fiir ein gegebenes Al-
phabet 3 und eine gegebene Sprache L C X* ist, fir jedes x € X* zu entschei-
den, ob

x €L oderx ¢ L.

Ein Algorithmus A 16st das Entscheidungsproblem (L,Y), falls fir alle x € ¥*
gilt:

|1, falls z €L,
Alw) = { 0, falls ¢ L.

Wir sagen auch, dass A die Sprache L erkennt.

Wenn fiir eine Sprache L ein Algorithmus existiert, der L erkennt, werden wir
sagen, dass L rekursiv ist.?

Wir benutzen héufig eine Sprache L C ¥*, um eine gewisse Figenschaft von
Wortern aus ¥* (oder von Objekten, die durch die Worter dargestellt sind)
zu spezifizieren. Die Worter, die in L sind, haben diese Eigenschaft und alle
Weérter aus Lt = £* — L haben diese Eigenschaft nicht.

Ublicherweise stellen wir ein Entscheidungsproblem (X, L) wie folgt dar:

Eingabe: © € ¥*.
Ausgabe: A(z) € Epoot = {0, 1}, wobei

Alr) = 1, falls = € L (Ja, x hat die Eigenschaft),
| 0, falls ¢ L (Nein, x hat die Eigenschaft nicht).

Beispielsweise ist ({a, b}, {a™" | n € }) ein Entscheidungsproblem, das man
auch folgendermaflen darstellen kann:

FEingabe: x € {a,b}*.
Ausgabe: Ja, x = a™b™ fiir ein n €
Nein, sonst.

Beispiel 2.2. Ein bekanntes und praktisch wichtiges Entscheidungsproblem
ist der Primzahltest (Xpo01, {7 € (Zboo1)* | Nummer(x) ist eine Primzahl}).
Die iibliche Darstellung ist

3Die Rekursivitit ist ein wichtiger Begriff und deswegen geben wir spéter mit dem formalen
Modell der Berechnung eine formal préazise Definition dieses Begriffes.
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Bingabe: x € (Xpoo1)
Ausgabe: Ja, falls Nummer(z) eine Primzahl ist,
Nein, sonst.

Beispiel 2.3. Sei L = {x € (Yrastatwr)” | « ist ein syntaktisch korrektes Pro-
gramm in C++}. Wir kénnen folgendes Problem betrachten, das eine Teilauf-
gabe des Compilers ist.

Fingabe: x© € (Yrastatur) ™
Ausgabe: Ja, falls x € L,
Nein, sonst.

Beispiel 2.4. Das Problem des Hamiltonschen Kreises (HK) ist (X, HK),
wobei ¥ = {0, 1, #} und

HK = {z € X" |z kodiert einen ungerichteten Graphen,
der einen Hamiltonschen Kreis enthilt.*}.

Beispiel 2.5. Das Erfiillbarkeitsproblem von aussagenlogischen For-
meln (ERF) ist (Ziogic, ERF) mit

ERF = {z € (Xjogic)" | = kodiert eine erfiillbare Formel}.

Eine wichtige Teilklasse von Entscheidungsproblemen ist die Klasse der Aqui-
valenzprobleme. Das Aquivalenzproblem fiir Programme besteht z.B. darin,
fiir zwei Programme A und B in irgendeiner festen Programmiersprache (also
fir die Eingabe (A, B) € (X1astatur)®) zu entscheiden, ob A und B #dquivalent
sind. Ein anderes Beispiel ist, fiir zwei Boole’sche Formeln zu entscheiden, ob
beide Formeln die gleiche Boole’sche Funktion darstellen.

Definition 2.11. Seien X und I zwei Alphabete. Wir sagen, dafs ein Algo-
rithmus A eine Funktion (Transformation) f : ¥* — I'™ berechnet
(realisiert), falls

A(x) = f(x) fir alle v € ¥*.

4Zur Erinnerung, ein Hamiltonscher Kreis eines Graphen G ist ein geschlossener Weg (Kreis),
der jeden Knoten von G genau einmal enthélt.
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Die Entscheidungsprobleme sind spezielle Falle von Funktionsberechnungen,
weil das Losen eines Entscheidungsproblems bedeutet, die charakteristische
Funktion® einer Sprache zu berechnen.

Auf den ersten Blick konnte man den Eindruck bekommen, dass die Berech-
nung von Funktionen die allgemeinste Darstellung von algorithmischen Pro-
blemen ist. Die folgende Definition zeigt, dass das nicht der Fall ist.

Definition 2.12. Seien 3 und ' zwei Alphabete, und sei R C ¥* x I'* eine
Relation in ¥* und I'*. Ein Algorithmus A berechnet R (oder 16st das
Relationsproblem R), falls fiir jedes x € ¥* gilt:

(z,A(x)) € R.

Man bemerke, dass es hinreichend ist, fiir jedes gegebene x eins von potenziell
unendlich vielen y mit (z,y) € R zu finden, um ein Relationsproblem zu
l6sen. Die folgenden Beispiele zeigen, dass die Relationsprobleme nicht nur eine
mathematische Verallgemeinerung der Berechnung von Funktionen darstellen,
sondern dass wir viele derartige Probleme in der Praxis haben.

Sei Reae € (Zpool)™ X (Xbool)*, wobel (x,y) € R genau dann, wenn entweder
Nummer (y) ein Faktor® von Nummer(z) ist oder = 1, wenn Nummer(z) eine
Primzahl ist. Eine anschauliche Darstellung dieses Relationsproblems kénnte

wie folgt aussehen.

Fingabe: x© € (Zpo01)*
Ausgabe: y € (Epoo1)*, wobei y = 1 ist, falls Nummer(z) eine Primzahl ist,
und sonst Nummer(y) ein Faktor von Nummer(x) ist.

FEin anderes schweres Problem ist die Beweisherstellung. Es sei
RBeweis g (ETastatur>* X (ETastatur)*; wobei (l’,y) € RBeweiS7 wenn entweder x
eine wahre Aussage in einer bestimmten mathematischen Theorie kodiert und
y einen Beweis der durch x kodierten Aussage darstellt oder y = _, wenn x
keine wahre Aussage darstellt.

Fiir uns sind aber die Optimierungsprobleme, die einen Spezialfall von Rela-
tionsproblemen darstellen, von zentralem Interesse. Um die Struktur der Op-
timierungsprobleme anschaulich darzustellen, benutzen wir folgende Beschrei-
bung statt der Relationsdarstellung. Informell bestimmt eine Eingabe x eines

5Die charakteristische Funktion f; einer Sprache L C ¥* ist eine Funktion aus X* nach
{0,1} mit fr(x) =1 genau dann, wenn x € L.
SEine Zahl a ist ein Faktor einer Zahl b, falls a die Zahl b teilt und a ¢ {1,b}.
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Optimierungsproblems eine Menge M (z) von zulissigen Losungen fiir 2. Da-
mit bekommen wir auch eine Relation R mit (z,y) € R, wenn y eine zuléssige
Losung von z ist. Aber dieses R ist nicht das zu lésende Relationsproblem. Die
Eingabe x bestimmt zusétzlich noch den Preis fiir jedes y mit der Eigenschaft
(z,y) € R. Die Ausgabe zu x muss eine zulissige Losung mit dem giinstigsten
(je nach Aufgabenspezifizierung minimalen oder maximalen) Preis sein.

Definition 2.13. Fin Optimierungsproblem ist ein 6-Tupel U = (X, X0,
L, M, cost, goal), wobei:

(i) Xp ist ein Alphabet (genannt Eingabealphabet ),

(ii) Yo ist ein Alphabet (genannt Ausgabealphabet ),

(ii1) L C 3% ist die Sprache der zulidssigen Eingaben (als Eingaben kom-
men nur Waorter in Frage, die eine sinnvolle Bedeutung haben).
FEin x € L wird ein Problemfall (Instanz) von U, genannt.

(iv) M ist eine Funktion von L nach P(X§), und fir jedes x € L ist M(x)
die Menge der zulissigen L6sungen fiir x,

(v) cost ist eine Funktion, cost : | J,., (M(x) x {x}) = *, genannt Preis-
funktion,

(vi) goal € { Minimum, Maximum} ist das Optimierungsziel.

Fine zulissige Lisung o € M(x) heifit optimal fiir den Problemfall x des
Optimierungsproblems U, falls

cost(a, ) = Opty(x) = goal{cost(B,x) | f € M(x)}.
Ein Algorithmus A 16st U, falls fiir jedes x € L

(i) A(x) € M(z) (A(x) ist eine zulissige Losung des Problemfalls x vonU),
(i1) cost(A(x),x) = goal{cost(f,z) | € M(x)}.

Falls goal = Minimum, ist U ein Minimierungsproblem;
falls goal = Maximum, ist U ein Maximierungsproblem.

In der Definition eines Optimierungsproblems als 6-Tupel hat das Eingabe-
alphabet X; die gleiche Bedeutung wie das Alphabet von Entscheidungspro-
blemen, d.h. ¥; benutzt man, um die Instanzen von U darzustellen. Ana-
log benutzt man das Ausgabealphabet ¥ fiir die Darstellung von Ausgaben
(zuldssigen Losungen). Die Sprache L C X7 ist die Menge der Darstellungen
von Problemfillen. Dies bedeutet, dass wir uns auf das Optimierungsproblem
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und nicht auf das Entscheidungsproblem (X;, L) konzentrieren und dass wir
voraussetzen, dass eine Eingabe aus X7 — L nie vorkommen wird.

Ein Problemfall € L formuliert meistens eine Menge von Einschriankungen
und M (x) ist die Menge von Objekten (zuldssigen Losungen zu z), die diese
Einschriankungen erfiillen. In der Regel bestimmt der Problemfall x auch, wie
hoch die Kosten cost(a,x) fiir jedes « € M(x) sind. Die Aufgabe ist, in
der Menge der zuldssigen Losungen M(x) zu z eine optimale zu finden. Die
typische Schwierigkeit ist, dass die Menge M) eine so groe Méchtigkeit hat,
dass es unméglich ist, alle zuldssigen Losungen aus M(z) zu generieren und
deren Kosten zu vergleichen.

Um die Spezifikation von konkreten Optimierungsproblemen zu veranschauli-
chen, lassen wir oft die Spezifikation von Xy, 3o und die Darstellung von Daten
itber X; und Yo aus. Wir setzen einfach voraus, dass die typischen Daten wie
Zahlen, Graphen oder Formeln in der oben présentierten Darstellung vorkom-
men. Dadurch reduzieren wir die Definition eines Optimierungsproblems auf
die Spezifikation folgender vier Objekte:

e die Menge der Problemfille L, also die zuléssigen Eingaben,

e die Menge der Einschrankungen, gegeben durch jeden Problemfall z € L,
und damit M(z) fiir jedes x € L,

e die Kostenfunktion,
e das Optimierungsziel.

Beispiel 2.6. Traveling Salesman Problem (TSP)

FEingabe: Ein gewichteter vollstandiger Graph (G, c¢), wobei G = (V, E), V =
{vi,...;v}fireinne —{0},undc: F— —{0}.

{Strikt formal ist die Eingabe jedes Wort = € {0, 1, #}*, so dass x einen
gewichteten, vollstdndigen Graphen (G, c) darstellt}.

FEinschrinkungen: Fiir jeden Problemfall (G, ¢) ist M(G,¢) die Menge aller
Hamiltonscher Kreise von G mit der Kostenfunktion e. Jeder Hamil-
tonsche Kreis ldsst sich durch ein (n + 1)-Tupel von Knoten v;,, vj,, . . .,
v;,,v;, darstellen, wobei (i1, ...,4,) eine Permutation von {1,2,...,n}
ist. Man beachte, dass diese Darstellung nicht eindeutig ist.

{Eine streng formale Darstellung von M(G,c) wire die Menge aller
Worter y1#ya# ... #yn € {0,1,#} = X5 mit y; € {0,1} fir i =
1,2,...,n und {Nummer(y,), Nummer(y2), ..., Nummer(y,)} = {1, 2,
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Kosten: Fiir jeden Hamiltonschen Kreis H = vj,, vy, ..., 05,05 € M(G,c),

n
COSt((UiU <oy Vig,y vil)’ (Gv C)) = Z ¢ ({Uij’ Yit; mod n)+1}> )
j=1
d.h., die Kosten jedes Hamiltonschen Kreises ist die Summe der Gewichte
aller seiner Kanten.
Ziel: Minimum.

Fiir den Problemfall von TSP aus Fig. 2.4 gilt:

cost((vy, va, U3, V4,05, 01), (G,¢)) = 84+14+7+2+1=19
COSt((’Ul,U5,U3,UQ,U4,U1),(G,C)) = 14+414+1+1+1=5.

Der Hamiltonsche Kreis vy, vs, v3, v9, v4, v1 ist die einzige optimale Losung zu
diesem Problemfall von TSP.

Fig. 2.4

Das TSP ist ein schweres Optimierungsproblem. In der Anwendung erschei-
nen aber oft nur Problemfille, die gewisse gute Eigenschaften haben und fiir
die man bei der Suche nach einer guten Losung bessere Chancen hat. Wir sa-
gen, dass ein Optimierungsproblem U; = (X, Y0, L', M, cost, goal) ein Teil-
problem des Optimierungsproblems Us = (X7, Xo, L, M, cost, goal) ist, falls
L’ C List. Auf diese Weise definieren wir auch das metrische TSP (A-TSP)
als ein Teilproblem von TSP. Das bedeutet, dass die Einschrinkungen, die Ko-
sten und das Ziel genauso definiert sind wie bei TSP, nur die Menge der Ein-
gaben (Problemfille) wird folgendermaflen eingeschriankt: Jeder Problemfall
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(G, c) von A-TSP erfiillt die sogenannte Dreiecksungleichung, was bedeu-
tet, dass

c({u,v}) < e({u, w}) + c({w, v})

fiir alle Knoten w, v, w von G. Dies ist eine natiirliche Eigenschaft, die besagt,
dass die direkte Verbindung zwischen u und v nicht teurer sein darf als be-
liebige Umwege (Verbindungen iiber andere Knoten). Man bemerke, dass der
Problemfall in Fig. 2.4 die Dreiecksungleichung nicht erfiillt.

Aufgabe 2.17. Beweisen Sie, dass |[M((G,¢))| = (n — 1)!/2, wenn G ein Graph mit n
Knoten ist, wobei n > 2.

Eine Knoteniiberdeckung eines Graphen G = (V, E) ist jede Knotenmenge
U C V, so dass jede Kante aus F mit mindestens einem Knoten aus U inzident”
ist. Die Menge {vq,v4,v5} ist z.B. eine Knoteniiberdeckung des Graphen aus
Fig. 2.5, weil jede Kante mindestens mit einem dieser drei Knoten inzident ist.
Die Menge {v1, va, v3} ist keine Knoteniiberdeckung des Graphen aus Fig. 2.5,
weil die Kante {vy,v5} durch keinen der Knoten vy, vy und v bedeckt wird.

Aufgabe 2.18. Das Knoteniiberdeckungsproblem (minimum vertex cover problem, kurz
MIN-VCP) ist ein Minimierungsproblem, bei dem man fiir einen gegebenen (ungerichteten)
Graphen G eine Knoteniiberdeckung mit minimaler Kardinalitédt sucht.

(i) Bestimmen Sie die Menge aller Knoteniiberdeckungen des Graphen aus Fig. 2.5.
(ii) Geben Sie die formale Beschreibung des MIN-VCP an. Spezifizieren Sie dabei die
Darstellung der Eingaben und der Ausgaben iiber dem Alphabet {0, 1, #}.

U1

Vs U2

Uy U3

Fig. 2.5

"Eine Kante {u,v} ist inzident zu ihren Endpunkten u und v.
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Beispiel 2.7. Das Problem der maximalen Clique (MAX-CL)

Eine Clique eines Graphen G = (V, E) ist jede Teilmenge U C V, so dass
{{u,v} | u,v € Uyju # v} C E (die Knoten von U bilden einen vollstdndigen
Teilgraph von G). Das Problem der maximalen Clique ist, eine Clique mit
maximaler Kardinalitdt zu finden.

Fingabe: Ein (ungerichteter) Graph G = (V, E).

Einschrinkungen: M(G) ={S CV | {{u,v} |u,v € S,u # v} C E}.
Kosten: Fiir jedes S € M(G) ist cost(S,G) = |S].

Ziel: Maximum.

Aufgabe 2.19. Ein Graph T = (V, E’) heifit Spannbaum eines Graphen G = (V, E),
falls T ein Baum (ein kreisfreier zusammenhéngender Graph) und E’ C E ist. Das Gewicht
eines Spannbaumes T = (V, E’) eines gewichteten Graphen (G, c) entspricht der Summe
> ecr cle) aller Gewichte der Kanten in E’. Das Problem des minimalen Spannbaumes ist,
fiir einen gewichteten Graphen (G, c) einen Spannbaum mit dem minimalen Gewicht zu
bestimmen. Geben Sie die formale Darstellung des Problems des minimalen Spannbaumes
als Optimierungsproblem an.

Beispiel 2.8. Maximale Erfiillbarkeit (M AX-SAT)

Sei X = {w1,22,...} die Menge der Boole’schen Variablen. Die Menge der
Literale itber X ist Litxy = {z,7 | * € X}, wobei T die Negation von x
bezeichnet. Eine Klausel ist eine beliebige endliche Disjunktion von Literalen
(z.B. 1 VT3V x4 VT7). Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF),
wenn sie eine Konjunktion von Klauseln ist. Ein Beispiel einer Formel iiber X
in KNF ist

b = (.’L’l\/(EQ)/\(fl\/fg\/fg)/\ng(xg\/(Eg)/\"Eg/\(fl \/Tg)

Das Problem der maximalen Erfiillbarkeit ist, fiir eine gegebene Formel ¢ in
KNF eine Belegung ihrer Variablen zu finden, die die maximal mégliche Anzahl
von Klauseln von & erfiillt.

Eingabe: Eine Formel ® = F1 A Fo A --- A F, iiber X in KNF, wobei F; eine

Klausel fir : =1,...,mist, me€ — {0}.
FEinschrinkungen: Fiir jede Formel ® iiber {z;,, x;,, ..., 2, } ist
M(®) ={0,1}".

{Jedes a = oy ..., € M(®), o; € {0,1} fiir j = 1,...,n, stellt eine
Belegung dar, die z;; den Wert «; zuordnet. }

Kosten: Fiir jedes ® und jedes v € M(®) ist cost(a, ) die Anzahl der Klau-
seln, die durch « erfiillt werden.
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Ziel: Mazimum.
Zu der oben gegebenen Formel ® kénnen wir in der Tabelle 2.1 alle 8 Bele-

gungen der Variablen z1, xo, 3 betrachten und dadurch die optimale Lésung
bestimmen.

Tab. 2.1

r1 Xy X3 | ¥y Vo | TIVI2VI3 | To | 22V a3 | x3 | T1 VT3 | # erfiill. Klauseln
0O 0 O 0 1 1 0 0 1 3

0 0 1 0 1 1 1 1 1 5

0 1 0 1 1 0 1 0 1 4

0 1 1 1 1 0 1 1 1 5

1 0 0 1 1 1 0 0 1 4

1 0 1 1 1 1 1 1 0 5

1 1 0 1 1 0 1 0 1 4

1 1 1 1 0 0 1 1 0 3

Die optimalen Losungen sind die Belegungen 001, 011 und 101, die 5 Klauseln
von P erfiillen.

Beispiel 2.9. Ganzzahlige Lineare Programmierung (integer linear program-
ming ILP)

Hier besteht die Aufgabe darin, fiir ein gegebenes System von linearen Glei-
chungen und eine lineare Funktion von Unbekannten des linearen Systems eine
Losung dieses Systems zu berechnen, die minimal beziiglich der linearen Funk-
tion ist.

Eingabe: Eine m x n Matrix A = [a;;]i=1, m j=1,.,n» und zwei Vektoren b =
(bl,...,bm)T und ¢ = (c1,...,¢,) fir n,m €  — {0}, wobei a;;, b;, ¢;
ganze Zahlen fir:=1,...,mund j=1,...,n sind.

Einschrinkungen: M(A,b,¢) ={X = (x1,...,2,)" € ™| AX =b}.
{M(A,b,c) ist die Menge aller Losungsvektoren des linearen System
AX = b, deren Elemente nur aus natiirlichen Zahlen bestehen. }

Kosten: Fiir jedes X = (z1,...,2,) € M(A,b,c) ist

cost(X, (A, b, c)) Zcle

Ziel: Minimum.
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Aufler Entscheidungsproblemen und Optimierungproblemen betrachten wir
auch algorithmische Probleme anderer Natur. Diese haben keine Eingabe, son-
dern die Aufgabe ist, ein Wort oder eine unendliche Reihenfolge von Symbolen
Zu generieren.

Definition 2.14. Sei X ein Alphabet, und sei x € ¥X*. Wir sagen, dass ein
Algorithmus A das Wort x generiert, falls A fiir die Fingabe A die Ausgabe
x liefert.

Das folgende Progamm A generiert das Wort 100111.

A begin
write(100111);
end

Das folgende Programm A,, generiert das Wort (01)™ fiir jedes n €  — {0}.

A, begin
fort=1tondo
write(01);
end

Ein Programm, das x generiert, kann man als eine alternative Darstellung von
x betrachten. Damit kann man einige Worter im Rechner als Programme, die
diese Worter generieren, speichern.

Definition 2.15. Sei X ein Alphabet, und sei L C ¥*. A ist ein Aufzihlungs-

algorithmus fiir L, falls A fir jede Eingabe n €  — {0} die Wortfolge
1, T, ..., Ty ausqgibt, wobei x1, T, ..., x, die kanonisch n ersten Worter in L
sind.

Beispiel 2.10. Seien ¥ = {0} und L = {0 | p ist eine Primzahl}.

Eingabe: n
Ausgabe: 0%,0%,05,07,...,0P, wobei p, die n-te kleinste Primzahl ist.

Aufgabe 2.20. Beweisen Sie, dass eine Sprache L rekursiv ist genau dann, wenn ein Auf-
zéhlungsalgorithmus fiir L existiert.
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2.4  Kolmogorov-Komplexitét

In diesem Abschnitt wollen wir Worter als Informationstriger betrachten und
einen sinnvollen Weg zur Messung des Informationsgehaltes von Wértern fin-
den. Wir beschranken uns dabei auf Worter iiber dem Alphabet Xy,,. Die
intuitive Grundidee kénnte sein, einem Wort einen kleinen Informationsgehalt
zuzuordnen, falls das Wort eine kurze Darstellung hat (komprimierbar ist),
und einen grofien Informationsgehalt, wenn es so unregelmiflig (irregulér) aus-
sieht, dass man keine kiirzere Darstellung des Wortes finden kann. So scheint
das Wort

011011011011011011011011
mit der Darstellung (011)® einen kleineren Informationsgehalt als
0101101000101101001110110010

zu haben. Die Erzeugung einer kiirzeren Darstellung eines Wortes x nennen
wir eine Komprimierung von x.

Die erste Idee wire, sich eine feste Komprimierungsmethode zu iiberlegen und
dann die Lénge des resultierenden komprimierten Wortes als Maf fiir den In-
formationsgehalt zu nehmen. Natiirlich muss dabei gefordert werden, dass die
resultierende Darstellung wieder ein Wort iiber 3,1 ist, weil es sicherlich keine
Kunst ist, mit méachtigeren Alphabeten kiirzere Darstellungen zu erzeugen.

Aufgabe 2.21. Finden Sie eine injektive Abbildung H von (Xpeo1)* nach
{0,1,2,3,4}* = X, so dass

o[ > 2 |H ()| -1

fir jedes © € (Zpool)*, || > 4. Was fiir einen Komprimierungsfaktor kann man erreichen,
wenn man statt X5 das Alphabet ¥, fiir ein m > 5 nimmt?

Wenn wir als mogliche Komprimierung die Ausnutzung der Wiederholungen
der Teilworter betrachten wollen, bekommen wir zuerst Worter iiber dem Al-
phabet {0, 1, (,)} wie z.B. (011)1000 fiir (011)® oder

(0)1010(010)1(01)1101 fiir (0)*°(010)*(01)*3,
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Um diese wieder iiber Yj,.0 zu kodieren, kénnen wir einen Homomorphismus
von {0, 1, (,)} nach ¥y, wie folgt definieren:

h(0) =00, h(1)=11, h(()=10, und h())=01.
So bekommt das Wort (011)® die Darstellung
100011110111000000.

Das Problem ist, dass man unendlich viele mégliche Komprimierungsmecha-
nismen betrachten kann. Welcher soll dann aber der richtige sein? Wir kénnen
z.B. die vorgestellte Komprimierung noch so verbessern, dass wir die Darstel-
lung von Potenzen noch komprimieren. So kann ein Wort (011)143576 kiirzer
als (011)220 dargestellt werden. Diese Strategie kann man natiirlich beliebig

fortsetzen, um kurze Darstellungen fiir Worter wie (01)12% (01)222 AL
generieren. Dies bedeutet, dass, egal welche dieser Komprimierungen wir neh-
men, immer eine weitere Komprimierung existiert, die fiir unendliche viele
Worter bessere Resultate liefert. Daher konnen wir, um ein objektives Mafl
fiir den Informationsgehalt von Wértern zu bekommen, keine dieser Strategi-
en verfolgen.

Es kommt noch schlimmer. Betrachten wir folgende Komprimierungsmethode.

Fiir jedes z € (Zpo01)* konnen wir Nummer(z) eindeutig als seine Faktorisie-
rung

p?'p?' .p;;:k
fiir Primzahlen py < py < ... < pg, i1,dy,...,0p € — {0} fir j =1,2,...k
ausdriicken. Eine Darstellung von pi' - pi* - -+ - pi¥ tiber {0, 1, (,), } konnte

Bin(p1)(Bin(iy))Bin(ps)(Bin(iz)) . . . Bin(pg)(Bin(ix))

sein. Mit der Anwendung des Homomorphismus h bekommen wir wieder eine
bindre Darstellung. Die schlechte Nachricht ist, dass diese Komprimierungs-
methode unvergleichbar mit der vorherigen Methode der Wérterpotenzen ist.
Also komprimiert die erste Methode fiir einige Worter besser als die zweite
und umgekehrt.

Aufgabe 2.22. Finden Sie zwei Worter z,y € (Xp001)*, so dass

(i) die Komprimierungsmethode der Teilwérterpotenzen eine wesentlich kiirzere Darstel-
lung fiir  als die Methode der Primzahlzerlegung liefert und
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(ii) die Komprimierungsmethode der Primzahlzerlegung fiir y zu einer wesentlich kiirzeren
Darstellung fithrt als die Methode der Teilworterpotenzen.

Eine Definition des Komplexitdtsmafles muss robust sein in dem Sinne, dass
die gemessene Komplexitit eine breite Giiltigkeit hat und daher unter unter-
schiedlichen Rahmenbedingungen genutzt werden kann. Bei einer Variierung
der Komplexitét in Abhéngigkeit von der Komprimierungsmethode wiirde eine
Festlegung auf eine Methode keine Moglichkeit zu allgemeinen Aussagen iiber
den Informationsgehalt von Wortern geben. Ein Ausweg aus dieser scheinba-
ren Sackgasse hat Kolmogorov durch folgende Definition gefunden. Es ist dabei
wichtig zu beobachten, dass die Losung unseres Komprimierungsproblems ohne
die vorherige Einfithrung des Begriffs Algorithmus (Programm) nicht moglich
gewesen ware.

Definition 2.16. Fiir jedes Wort x € (Xpoo)* ist die Kolmogorov-Kom-
plexitit K (x) des Wortes x die bindre Linge des kiirzesten Pascal-Pro-
gramms, das x generiert.

Wir wissen, dass uns ein Ubersetzer fiir Pascal zu jedem Pascal-Programm sei-
nen Maschinencode generiert, der ein Wort tiber (Xp001)* ist. Fiir jedes Wort x
betrachten wir also alle (unendlich vielen) Maschinencodes von Programmen,
die x generieren und die Lénge eines kiirzesten ist die Kolmogorov-Komplexitét
von x. Ist K (z) ein guter Kandidat fiir die Definition des Informationsgehaltes
von x?7 Wenn es um die Einbeziehung aller moglichen Komprimierungsme-
thoden geht, sicherlich ja. Wir konnen zu jeder Komprimierungsmethode, die
zu x eine komprimierte Darstellung y produziert, ein Programm schreiben,
das y als Parameter (Konstante des Programms) beinhaltet, und das = aus y
(basierend auf der Komprimierungsmethode) erzeugt. Bevor wir uns aber in
diese Definition vertiefen, zeigen wir ein paar grundlegende Resultate {iber die
Kolmogorov-Komplexitdt, um mehr Verstédndnis fiir dieses Komplexitdtsmaf
Zu gewinnen.

Das erste Resultat sichert, dass K (x) nicht wesentlich linger sein darf als |z,
was natiirlich erwiinscht ist.

Lemma 2.4. Es existiert eine Konstante d, so dass fir jedes © € (Xpoo)*
K(z) < |z| +d.

Beweis. Fiir jedes 2 € (Zpoo1)* nehmen wir folgendes Programm® A,:

8Zur Vereinfachung benutzen wir im Folgenden eine Pascal-shnliche Programmiersprache,
die z.B. ohne Variablendeklaration auskommt.
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begin
write(x);
end

Die Teile begin, write, end und Kommata des Programms A, sind gleich fiir
jedes x € (Xpoo1)* und die Lénge ihrer Kodierung im Maschinencode bestimmt
die (nicht zu groBe) Konstante d. Das Wort z ist im Programm als x binér dar-
gestellt und leistet deswegen zur bindren Darstellung von A, nur den Beitrag
|z

Die letzte Frage, die noch zu beantworten bleibt, ist die folgende: “Wie er-
kennt man in der bindren Darstellung des Programmes A, den Teil, der x
entspricht?” Das Problem liegt darin, dass wir zum Beispiel die Symbole des
benutzten Alphabets Ymugater durch Folgen von 8 Nullen und Einsen binér
darstellen. Das gilt natiirlich auch fiir die Darstellung der Symbole 0 und 1
aus LTastatur- Wenn wir aber die Nullen und Einsen von x so repréisentieren
wiirden, wire die Lange von A, 8-|z|+d. Um x eins zu eins in A, darzustellen,
geben wir am Anfang der bindren Kodierung von A, zwei Zahlen £ und [ an.
Die Zahl k gibt die Lénge des Préfixes der Kodierung bis zu der Stelle an,
an der x geschrieben wird. Die Zahl [ gibt die Lénge des Suffixes der bindren
Kodierung von A, ab der Stelle an, an der dass Wort x steht. Damit ist k die
Lange der Kodierung von

begin write(

und [ ist die Lénge der Kodierung von

); end

Bemerken wir, dass die Angabe von [ und k erforderlich ist. Es reicht nicht, =
durch Sondersymbole vom Rest des Programmes zu trennen, weil die binére
Darstellung dieser Sondersymbole auch in x mehrmals vorkommen kénnte und
dadurch ware nicht eindeutig zu erkennen, wo sich z in A, befindet.

Wichtig ist noch zu beobachten, dass die Zahlen k£ und ! unabhéngig von x
sind. Deswegen diirfen wir nicht statt [ die Lange |z| von x am Anfang der
Kodierung angeben, weil Bin(|x|) die Linge [log, (Bin(|x|) 4+ 1)] hat, die von
r abhéngig ist. a
Regelméaflige Worter haben natiirlich eine kleinere Kolmogorov-Komplexitét.
Sei y, = 0" € {0,1}* fiir jedes n €  — {0}. Das folgende Programm Y,
generiert y,.
begin
for I=1to mdo
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write(0);
end

Alle Programme Y, sind gleich bis auf das n. Die Kosten fiir die binire Kodie-
rung Bin(n) von n sind [log,(n 4+ 1)]. Daher kann man behaupten, dass eine
Konstante ¢ existiert, so dass

K(yn) < [logyn] + ¢ = [logy [yn|] + ¢

fir allene —{0}.

Betrachten wir jetzt z, = 0"° € {0,1}* fiir jedes n €  — {0}. Das folgende
Programm Z,, generiert das Wort z,.

begin
M :=n;
M =M x M;
for I =1to M do
write(0);
end

Alle Programme 7, sind gleich bis auf das n. Beobachte, dass n die einzige Zahl
(Konstante) ist, die im A,, vorkommt. Die Symbole M und I bezeichnen die
Variablen und fiir die Kodierung des Programms spielt es keine Rolle, wie grof§
die Zahlen sind, die den Variablen wahrend der Ausfithrung des Programms
zugeordnet werden. Wenn d die Grole der Kodierungen von Z,, bis auf das n
ist, erhalten wir

K (2,) < [logy(n+ 1)] +d < [logy(v/]za]] +d + L.

Aufgabe 2.23. Beweisen Sie die folgende Behauptung: Es existiert eine Konstante ¢, so
dass fiir jedes n € — {0}

K ((01)2n) < flogg(n+1)] + ¢ = [log2 log, (‘(01)2n) /2)—‘ +ec.

Aufgabe 2.24. Geben Sie eine unendliche Folge von Wortern y1, y2, y3, - - - iiber Yoo mit
folgenden Eigenschaften an:

(i) lyil <lyi4a] fiir allei e —{0}, und
(ii) es existiert eine Konstante ¢, so dass

K(y:) < [log, log, log, [yil] + ¢
fir allei €  — {0} gilt.
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Aufgabe 2.25. Beweisen Sie, dass fiir jede positive Zahl m ein Wort w,, existiert, so dass

[wim| — K (wy,) > m.

Wir kénnen auch den Informationsgehalt von Zahlen messen, wenn wir die
Messung der Kolmogorov-Komplexitiat an ihrer Bindrdarstellung durchfiihren.

Definition 2.17. Die Kolmogorov-Komplexitét einer natiirlichen Zahl
n ist K(n) = K(Bin(n)).

Aufgabe 2.26. Sei n = pq eine positive Zahl. Beweisen Sie
K(n) < K(p) + K(q) +c

fiir eine Konstante ¢, die unabhéngig von n, p und q ist.

Das néchste Resultat zeigt, dass es auch nichtkomprimierbare Worter im Sinne
der Kolmogorov-Komplexitét gibt.

Lemma 2.5. Flir jede Zahln €  — {0} existiert ein Wort w,, € (Xpo01)", S0
dass

d.h., es existiert fiir jede Zahl n ein nichtkomprimierbares Wort der Linge n.

Beweis. Der Beweis basiert auf einer einfachen kombinatorischen Idee, die oft
Anwendung findet. Wir haben genau 2" Worter xy,...,Zon in (Xpoo)”. Sei,
fur i = 1,2,...,2", C-Prog(z;) € {0,1}* der Maschinencode eines Program-
mes Prog(z;), das x; generiert und K(z;) = |C-Prog(x;)| (also ist Prog(z;)
eines der kiirzesten Programme?, die x; generieren). Es ist klar, dass fiir zwei
unterschiedliche Wérter x; und z;, ¢ # j, C-Prog(z;) und C-Prog(z;) unter-
schiedlich sein miissen. Das bedeutet, dass wir 2" unterschiedliche Maschinen-
codes C-Prog(zy), C-Prog(xs), . .., C-Prog(zan) von kiirzesten Programmen fiir
T1,%2,...,Ton haben. Es geniigt zu zeigen, dass mindestens einer der Maschi-
nencodes eine Léange grofer gleich n haben muss.

Das kombinatorische Argument fiir die gewiinschte Behauptung sagt einfach,
dass es unmoglich ist 2" unterschiedliche Maschinencodes der Lénge kleiner
als n zu haben. Jeder Maschinencode ist ein Wort iiber (Xp001)*. Die Anzahl

9Man bemerke, dass es mehrere unterschiedliche kiirzeste Programme fiir z; geben kann,
und wir legen nur eines von ihnen fest.
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der Worter der Linge 7 iiber Yy,00 ist genau 2. Daher ist die Anzahl aller (un-
terschiedlichen) nichtleeren Worter iiber 3., mit einer Linge von hochstens
n—1

n—1
221':2”—2<2".
=1

Also muss es unter den 2" Wortern C-Prog(zy), ..., C-Prog(zn) mindestens
eines mit Lénge von mindestens n geben. Sei C-Prog(x;) ein solches Wort mit
|C-Prog(x;)| > n. Weil |C-Prog(z,)| = K(z;), ist x; nicht komprimierbar. O

Aufgabe 2.27. Beweisen Sie, dass fiir alle i,n € —{0}, i < n, 2" —2"~% unterschiedliche
Worter z in (Xpoo1)” existieren, so dass

K(z)>n—i.

Aufgabe 2.28. Beweisen Sie, dass es unendlich viele Zahlen m gibt, so dass K(m) >
[log, m] — 1.

Kehren wir jetzt zuriick zur Frage, ob die Kolmogorov-Komplexitét ein ge-
niigend robustes Maf fiir den Informationsgehalt von Wortern ist. Statt ei-
ner spezifischen Komprimierungsmethode haben wir ein formales Modell von
Programmen genommen, das in sich alle moglichen Komprimierungsansétze
implizit beinhaltet. Man kann aber die Festlegung auf eine Programmierspra-
che als zu groie Einschriankung sehen. Wire es fiir die Komprimierung einiger
Worter nicht giinstiger, C+4 oder Java statt Pascal zu betrachten? Spielt
nicht die Festlegung einer Programmiersprache in der Definition der Kolmogo-
rov Komplexitét eine dhnlich negative Rolle fiir die Robustheit der Messung
des Informationsgehaltes wie die Festlegung einer Komprimierungmethode?
Die Antworten auf diese Fragen sind negativ.

Wir zeigen im Folgenden einen Satz, der aussagt, dass die Festlegung auf ei-
ne Programmiersprache nur einen beschrinkten Einfluss auf die Kolmogorov-
Komplexitdt von Wortern hat und daher unsere Festlegung auf Pascal in der
Formalisierung des intuitiven Begriffs des Informationsgehalts akzeptiert wer-
den kann.

Sei, fiir jedes Wort z iiber Y., und jede Programmiersprache A, K4 ()
die Kolmogorov-Komplexitit von x beziiglich der Programmiersprache A (die
Lénge des kiirzesten Maschinencodes eines Programmes in A, das = generiert).

Satz 2.1. Seien A und B Programmiersprachen. Es existiert eine Konstante
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cap, die nur von A und B abhdngt, so dass
[Ka(z) — Kp(z)| < cap
fir alle © € (Xpool)*-

Beweis. Wir wissen, dass wir fiir beliebige Programmiersprachen A und B
einen Interpreter als ein Programm Ua_,p in B erstellen konnen, das jedes
Programm aus A in ein dquivalentes Programm in B umschreibt und dann auf
einer aktuellen Eingabe arbeiten ldsst. Fiir die Vereinfachung kann man sich fiir
die Wortgenerierung die Situation so vorstellen, dass U4, g ein Programm P in
A als einen Eingabeparameter bekommt und die gleiche Arbeit wie P realisiert.
Sei c4_,p die binare Lange des Programms Uy_,p. Sei P, ein Programm in A,
das x generiert. Dann generiert das Programm U, _, g mit Eingabe P, das Wort
x. Weil Us_,p mit Eingabe P, ein Programm in der Programmiersprache B
ist, gilt

KB(fE) < KA(Z‘)“”CAA)B. (21)

Wenn man einen Ubersetzer Ug_,4 von B nach A mit einer bindren Lénge
¢p— 4 nimmt, bekommt man fiir jedes Wort z € (Xp001)*

KA(Z‘) S KB(I‘) + CB 5 A- (22)

Wenn wir cy p als das Maximum von cs_,p und cp_,4 nehmen, implizieren
(2.1) und (2.2)

|Ka(z) — Kp(z)| < cap.

O

Nachdem wir die Kolmogorov-Komplexitit als das Mafl des Informationsge-
halts von Wortern akzeptiert haben, wollen wir uns mit der Niitzlichkeit dieses
Begriffes beschéftigen. Die Kolmogorov-Komplexitét hat viele Anwendungen,
meistens als eine effiziente Methode fiir die Herstellung von anschaulichen ma-
thematischen Beweisen. Im Folgenden présentieren wir drei Anwendungen, fiir
deren Versténdnis keine besonderen Vorkenntnisse benotigt werden.

Die erste Anwendung ist auf der grundlegenden Ebene der Begriffserzeugung.
Der Zufall ist eine der grundlegenden Kategorien der Wissenschaft und wir
werden uns mit diesem Begriff in Kapitel 8 iiber zufallsgesteuerte Algorithmen
beschéftigen. Hier stellen wir uns die Frage, wann man ein Objekt oder seine
Darstellung als Wort als zuféllig bezeichnen kann. Dabei kann die klassische
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Wahrscheinlichkeitstheorie nicht helfen, weil sie nur den Zufallserscheinungen
die Wahrscheinlichkeit ihres Eintreffens zuordnet. Wenn man zum Beispiel
Worter aus (Xp01)" zufillig beziiglich einer uniformen Wahrscheinlichkeits-
verteilung iiber (Xp001)" ziehen mochte, dann hat jedes Wort die gleiche Wahr-
scheinlichkeit gezogen zu werden. Kénnte man diese Wahrscheinlichkeiten mit
der Zufilligkeit in Verbindung bringen? Dann wére 0™ genauso zuféllig wie
ein unregelméfiges Wort und das entspricht nicht der intuitiven Vorstellung
des Adjektivs zufillig. Nach dem Waorterbuch sollte zufillig bedeuten: ,nach
keinem Plan gebaut“. Ein zufélliges Objekt hat also eine chaotische Struktur,
die keine Regularitdt besitzt. Und da sind wir mit unserem Begriff der Kom-
primierung und des Informationsgehalts gerade richtig. Ein Wort ist zufillig,
wenn fiir dieses Wort keine komprimierte Darstellung existiert, wenn es keinen
anderen Plan zu seiner Erzeugung gibt als seine vollstdndige Beschreibung.
Deswegen ist die folgende Definition bisher die beste bekannte Formalisierung
des informellen Begriffes ., zufdllig*“.

Definition 2.18. Ein Wort © € (Xpoo)* heift zufillig, falls K(z) > |x|.
FEine Zahl n heifit zufdllig, falls K(n) = K(Bin(n)) > [logy(n +1)] — 1.

Die néchste Anwendung zeigt, dass die Existenz eines Programmes, das ein
Entscheidungsproblem (301, L) 16st, zu gewissen Aussagen iiber die Kolmo-
gorov-Komplexitdt der Worter in L fithren kann. Wenn L zum Beispiel keine
zwei Worter gleicher Lénge enthélt, dann ist die Kolmogorov-Komplexitét
jedes Wortes x aus L nicht viel groBer als log, |z|.

Satz 2.2. Sei L eine Sprache iiber Yyoo. Set, fiir jedes n € — {0}, =z,
das n-te Wort in L beziiglich der kanonischen Ordnung. Wenn ein Programm
Ay eaistiert, das das Entscheidungsproblem (Yoo, L) l0st, dann gilt fir alle

ne —{0}
K(z,) < [logy(n+1)] + ¢,
wobei ¢ eine von n unabhdingige Konstante ist.

Beweis. Fiir jedes n entwerfen wir ein Programm C,,, das z, generiert. Jedes
C,, enthélt Ay als Teilprogramm. Die Beschreibung von C,, folgt.

begin
1 =0;
Ti=\;
while ¢ <n do begin
(Berechne Ay (z) mit dem Programm Ay );
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if Ap(xz) =1 then begin
1:=1+1;
z:=x;
end;
x := Nachfolger von z in kanonischer Ordnung;
end
write(z);
end.

Wir sehen, dass C), nacheinander die Worter aus (Xp001)* in kanonischer Ord-
nung generiert. Fiir jedes Wort x iiberpriift C,, mit dem Teilprogramm Ay, ob
x & L oder nicht. C,, zdhlt die Anzahl der von A; akzeptierten Worter. Es ist
klar, dass die Ausgabe von C,, das n-te Wort z, in L ist.

Wir bemerken wieder, dass alle Programme C,, gleich sind bis auf den Para-
meter n. Wenn wir die bindre Linge von C,, bis auf den Teil, der n darstellt,
mit ¢ bezeichnen, dann ist die Lénge von C), genau ¢+ [log,(n + 1)]| fur jedes
n € . Das Resultat des Satzes folgt direkt aus dieser Beobachtung. a

Um ein typisches Missverstédndnis zu vermeiden bemerken wir, dass die Lénge
des Programmes C,, nichts damit zu tun hat, wieviel Speicherplatz die Varia-
blen z, ¢ und z wahrend der Arbeit von C,, verbrauchen. Dass die Inhalte der
Variablen von C), mit der Zeit wesentlich ldngere Darstellungen als der Ma-
schinencode von C),, haben konnen, spielt dabei keine Rolle, weil diese Werte
nicht in die Beschreibung des Programmes gehoren. Der einzige Wert, der in
die Beschreibung des Programmes gehort, ist n. Aus der Sicht des Programmes
C,, ist aber n eine feste Konstante (Zahl) und wird daher als Teil des Maschi-
nencodes von C),, dargestellt. Im ndchsten Kapitel werden wir die Beweisidee
des Satzes 2.2 vertiefen.

Aufgabe 2.29. Sei p ein Polynom einer Variablen. Sei L C (X}001)* eine unendliche rekur-
sive Sprache mit der Eigenschaft |L N (Zpoo1)™| < p(m) fiir alle m € — {0}. Sei, fiir alle
n € — {0}, z, das n-te Wort in L beziiglich der kanonischen Ordnung. Wie kann man
K (z,) in |z,| nach oben beschrinken?

Die letzte Anwendung bezieht sich auf ein Resultat der Zahlentheorie, das
eine enorme Wichtigkeit fiir den Entwurf von zufallsgesteuerten Algorithmen
hat. Fiir jede positive ganze Zahl n sei Prim (n) die Anzahl der Primzahlen
kleiner gleich n. Der folgende grundlegende Satz der Zahlentheorie sagt, dass
die Primzahlen relativ dicht zwischen den natiirlich Zahlen verstreut sind. Bei
Unterstreichung der Primzahlen kénnen wir diese Haufigkeit von Primzahlen
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in folgender Folge kleiner Zahlen
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20, 21,22, 23, . ..

direkt beobachten. Im Folgenden bezeichnet p; immer die ¢-te kleinste Prim-
zahl.

Satz 2.3. Primzahlsatz

lim M =1.

n—oo n/lnn
Der Primzahlsatz ist eine der bemerkenswertesten Entdeckungen der Mathe-
matik. Er sagt, dass die Anzahl der Primzahlen ungefihr so schnell wéchst
wie die Funktion n/Inn. Fiir ,kleine“ Werte von n kann man Prim (n) genau
berechnen. Die folgende Tabelle zeigt einige solcher Werte.

n | Prim (n) Z'”ﬁfzg
103 168 | ~ 1,161
106 78498 | ~ 1,084

10° | 50847478 | ~ 1,053

Wie nah Prim (n) an n/Inn herankommt, zeigt die folgende Ungleichung

1 3< z <l L
nn—-<———<lnn—=
"3 Prim (n) 2

fiir alle n > 67.

Aufgabe 2.30. Sei p; die i-te kleinste Primzahl fiir i = 1,2, . ... Benutzen Sie Satz 2.3, um
zu beweisen, dass
Pn

lim =1.
n—oo nlnmn

Die urspriinglichen Beweise dieses Satzes (diese sind vor mehr als 100 Jah-
ren enstanden) waren sehr kompliziert und kamen nicht ohne die Benutzung
komplexer Zahlen aus. Auch die spéter vereinfachten Beweise sind zu schwer,
um sie hier zu présentieren. Dies sollte nicht iiberraschen, weil die Frage, wie
schnell die Funktion Prim (n) /(n/Inn) zu 1 mit wachsendem n konvergiert,
sehr stark mit der Riemannschen Hypothese, einem der spektakulérsten offe-
nen Probleme der Mathematik, zusammenhéngt.
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An dieser Stelle wollen wir die Niitzlichkeit der Kolmogorov-komplexitétsarti-
gen Argumentation zeigen, indem wir einen einfachen Beweis fiir eine schwiche-
re Version des Primzahlsatzes geben. Diese einfachere Version des Primzahl-
satzes ist aber stark genug, um fiir die meisten Anwendungen fiir den Entwurf
von zufallsgesteuerten Algorithmen hinreichend zu sein.

Wir zeigen zuerst ein fundamentales Resultat, das besagt, dass es unendlich
viele Primzahlen mit bestimmten Eigenschaften gibt.

Lemma 2.6. Sei ni,nq,ns,... eine steigende unendliche Folge von natirli-
chen Zahlen mit K (n;) > [logyn;|/2. Sei firi=1,2,... die Zahl ¢; die grifste
Primzahl, die die Zahl n; teilt. Dann ist die Menge Q = {¢; | i € —{0}}

unendlich.

Beweis. Wir beweisen Lemma 2.6 indirekt. Angenommen, Q = {¢; | i €

—{0}} ist eine endliche Menge. Sei p, die grofite Primzahl in (). Dann kann
man jede Zahl n; eindeutig als

ni o p;i’l . p;i’Q o e e e s p:;fl«m

fiir irgendwelche 7 1,79, ...,7m €  darstellen. Somit kann man ein einfaches
Programm A entwerfen, das fiir gegebene Parameter r;1,7; 9, ..., 7, die bindre
Darstellung von n; erzeugt. Sei ¢ die binédre Léange des Programms A aufler der
Darstellung der Parameter 7;1,...,7;,, (also die Darstellung des Teils von A,
der fiir alle ¢ €  gleich ist). Dann gilt

K(ni) <c+2-([logy(rin + 1)] + [logy(rig + 1) + - - + [logy(rim + 1)1)

fir allei €  —{0}. Die multiplikative Konstante 2 kommt, um die Kodierung
der Zahlen r;1,7;9,...,7im S0 zu gestalten, dass ihre Darstellung klar vom
Rest des Programmes trennbar ist. Weil 7; ; < log, n; fiir alle j € {1,2,...,m}
erhalten wir

K(n;) < c+2m- [log,(logyn; + 1)]
fir allei €  —{0}. Weil m und ¢ Konstanten beziiglich i sind, kann
[logyni]/2 < ¢+ 2m - [logy(logy n; + 1)]

nur fiir endlich viele Zahlen 7 gelten. Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer
Voraussetzung K (n;) > [log,n;|/2 fiir allei € . O
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Aufgabe 2.31. In Lemma 2.6 setzen wir eine unendliche steigende Folge von natiirlichen
Zahlen ni,nao,ng, ... mit der Eigenschaft K(n;) > [logyn;|/2 voraus. Wie weit kann man
diese Voraussetzung abschwiichen (d.h. [log, n;]/2 verkleinern), ohne die Aussage des Lem-
mas 2.6 zu verletzen?

Lemma 2.6 zeigt nicht nur, dass es unendlich viele Primzahlen geben muss,
sondern sogar, dass die Menge der groffiten Primzahlfaktoren einer beliebi-
gen unendlichen Folge von natiirlichen Zahlen mit nichttrivialer Kolmogorov-
Komplexitdt unendlich ist. Wir werden dieses Resultat im Beweis folgender
unterer Schranken fiir Prim (n) benutzen.

Satz 2.4.* Fir unendlich viele k €  gilt

k
> .
~ 64log, k - (log, log, k)?

Prim (k)

Beweis. Sei p; die j-te kleinste Primzahl fiir j = 1,2,.... Betrachten wir
ein beliebiges n > 2. Sei p,, der grofite Primfaktor von n. Es ist klar, dass
man aus p,, und n/p,, durch Multiplikation die Zahl n generieren kann. Es
geht auch mit noch weniger Information, namlich m und n/p,,, weil man fiir
ein gegebenes m einfach p,, mit einem Programm, das Primzahlen aufzihlt,
bestimmen kann.

Uberlegen wir uns jetzt eine eindeutige und dabei kurze Darstellung des Paares
(m,n/pn) als ein Wort iiber Xy,,. Wir kénnen nicht einfach Bin(m) und
Bin(n/pm,) konkatenieren, weil man dann nicht weif}, wo das Wort Bin(m)
in Bin(m)Bin(n/py,) endet, und somit die Darstellung nicht eindeutig wird.
Versuchen wir jetzt, m anders zu kodieren. Sei Bin(m) = ajas. .. Alog, (m+1)]
fiir a; € Ypoo fir i = 1,2, ..., [logy(m + 1)]. Dann setzen wir

Bin(m) = a;0a50a30 . . . Aflog, (m+1)]1—-10 log, (m+1)11-

Das Wort Bin(m)Bin(n/py,) kodiert eindeutig (m,n/p,,), weil das Ende der
Kodierung von m eindeutig durch die erste 1 an einer geraden Stelle bestimmt
ist. Die Lénge dieser Darstellung ist 2 [log,(m+1)] + [logy(1+ (n/pm))]. Das
ist uns aber noch zu lang und deswegen kodieren wir (m,n/p,,) als

Bin([logy(m + 1)]) Bin(m) Bin(n/pm,).

Diese Darstellung ist eindeutig, weil das Ende von Bin ([log,(m~+1)]) eindeutig
zu erkennen ist und Bin ([log,(m-+1)]) aussagt, dass die néchsten [log,(m+1)]
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Bits zum Teilwort Bin(m) gehoren. Die Liange dieser Kodierung ist

2 [log, [logy(m + 1)]] + [logy(m + 1)] + [logy(1 + (n/pm))] -

Auf diesem Prinzip aufbauend kann man unendlich viele Verbesserungen durch-
fiihren, fiir den Satz reicht eine weitere. Wir reprisentieren definitiv das Paar

(m,n/py) als

Wo@, n/pm) =
Bin([log, [logy (m + 1)]1) Bin([logy(m + 1)) Bin(m) Bin(n/pm)-

Damit ist offenbar

| Wort(m,n/pm)| = 2-[log,[log,[logy(m + 1)1
+[log, [logy(m + 1)]] (2.3)
+[logy(m + 1)] + [logy(1 + (n/pm))]-
Das Wort(m,n/pm,) betrachten wir jetzt als die Komprimierung von Bin(n).
Weil wir eine feste Komprimierungsstrategie betrachten, bekommen wir mit
demselben Argument wie in Lemma 2.5 und in Aufgabe 2.27, dass fiir alle
i € —{0} fiir mehr als die Hélfte aller Zahlen n aus {2,2/ 4+ 1,...,2"1 —1}
die Lénge von Wort(m,n/p,,) mindestens [log(n + 1)] — 1 ist. Analog hat
mehr als die Hélfte der Zahlen aus {2,2¢ 4+ 1,...,2""1 — 1} die Kolmogorov-

Komplexitidt von mindestens [logy(n + 1)] — 2. Damit erhalten wir, dass fiir
allei €  — {0} eine Zahl n;, 2' < n; <21 — 1, mit

| Wort(m,n;/pm)| > |Bin(n;)| — 1 = [logy(n; +1)] — 1
und

K(ns) > Nogy(ni +1)] —2
existiert. Also gibt es unendlich viele n mit den Eigenschaften

| Wort(m,n/pm)| > [logy(n+1)] —1 (2.4)
und

K(n) = [logy(n+1)] —2 (2.5)
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Wenn wir (2.4) fiir ein solches n in (2.3) einsetzen, erhalten wir

[logo(n +1)] =1 < 2[log,[log, [logy(m + 1)11]
+[log, [logy(m + 1)]] + [logy(m + 1)
+[logy(1 + (n/pm))]-

Weil log,(n/pm) = log, n — log, p,,, folgt daraus

logy pm < 2+ [log, log, logy (m + 1) ] + [log, logy(m + 1)
+[logy(m +1)] + 2
< 2-log,log, logy m + log, logy m + log, m + 6.

Daher ist
P < 64 -m - logy m - (log, log, m)?. (2.6)

Wegen (2.5) erfiillt unsere unendliche Folge ny, ng, ns, ... die Voraussetzung des
Lemmas 2.6. Damit gilt (2.6) fiir unendlich viele m. Das bedeutet, dass die m-
te Primzahl hochstens 64 -m-log, m - (log, log, m)? sein darf fiir unendlich viele
m. Daher gibt es m Primzahlen unter den ersten 64 - m - log, m - (log, log, m)?
natiirlichen Zahlen. Anders ausgedriickt ist

Prim (64 - m - logy m - (logy logy m)?) > m (2.7)

fiir unendlich viele m.
Setzen wir jetzt die Substitution k = 64 -m -log, m - (log, log, m)? in (2.7) ein.
Weil k > m ist, erhalten wir
k
m =
64 - logy m - (log, log, m)?
k
64 - log, k - (log, log, k)2

Prim (k) >

O

Aufgabe 2.32. Betrachte Bin([logym]) - Bin(m) - Bin(n/p,,) als die Komprimierung von
N = Py (n/Dm ). Welche untere Schranke auf Prim (k) wiirde die Anwendung dieser Kompri-
mierung im Beweis des Satzes 2.3 liefern?

Anufgabe 2.33. Was fiir ein Resultat wiirde die Darstellung
Bin([log, [log,[logy m11]) Bin([log, [logy m1) Bin([logy m]) Bin(m) Bin(n/py )
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von N = Py, - (n/pm) im Beweis von Satz 2.3 bringen?

Aufgabe 2.34.* Was ist die best mogliche untere Schranke auf Prim (k), die man mit der
Beweismethode des Satzes 2.3 bekommen kann?

Aufgabe 2.35.* Sei p1,po,ps,... die aufsteigende Folge aller Primzahlen. Zeigen Sie mit
Hilfe des Primzahlsatzes, dass eine Konstante ¢ existiert, so dass fiir alle m € — {0}

K(pm) < [logy pm] — [logy logs pim | + ¢

gilt.

2.5  Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel haben wir die Grundbegriffe Alphabet, Wort und Sprache
eingefiihrt. Ein Alphabet ist eine beliebige nichtleere endliche Menge von Sym-
bolen genau wie bei der Schrift von natiirlichen Sprachen. Der Begriff Wort
iiber einem Alphabet entspricht einem beliebigen Text, der aus den Symbolen
des Alphabets besteht. Jede Menge von Wortern iiber dem gleichen Alphabet
nennt man Sprache.

Diese Grundbegriffe benutzt man in allen Bereichen der Datenverarbeitung. Es
fingt an bei der Spezifikation algorithmischer Aufgaben, wo die Eingaben und
Ausgaben immer als Worter dargestellt werden. Ein Entscheidungsproblem ist
im Prinzip durch eine Sprache L spezifiziert. Die Aufgabe ist es zu entscheiden,
ob ein gegebenes Wort in L ist oder nicht. Ein Optimierungsproblem hat eine
kompliziertere Struktur. Ein Eingabewort kodiert eine Menge von Anforderun-
gen und die Kosten der Objekte (zuldssiger Losungen), die die Anforderungen
erfiillen. Diese Menge von Anforderungen erfiillen meistens sehr viele Losun-
gen, von denen man eine der optimalen beziiglich der Optimierungskriterien
als Ausgabe berechnen soll.

Eine verniinftige Moglichkeit, den Informationsgehalt von Wértern tiber {0, 1}
zu messen, ist die Kolmogorov-Komplexitiat. Die Kolmogorov-Komplexitét ei-
nes Wortes z ist die bindre Lénge des kiirzesten Pascal-Programms, das das
Wort x generiert. Ein Programm, das x generiert, kann man als eine kompri-
mierte Darstellung von z betrachten. Die Kolmogorov-Komplexitiat von x ist
also die Lange der kiirzesten Komprimierung von x. Die Wérter, die man nicht
komprimieren kann, kann man als zufillig betrachten. Es gibt unendlich viele
zufillige Worter tiber {0, 1}, fiir jede Lange mindestens eins. Die Kolmogorov-
Komplexitédt hilft nicht nur, den Informationsgehalt von Wortern und deren
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Grad der Zufilligkeit zu messen, sondern man kann sie als eine effiziente Me-
thode zum Beweisen neuer Resultate verwenden.

Das Studium von Alphabeten, Wortern, Sprachen und deren Darstellung ist
das Thema der Theorie der Formalen Sprachen. Diese Theorie ist eine der alte-
sten Gebiete der Informatik. Weil in der Informatik die zentralen Objekte wie
Informationen, Programme, Aussagen (Sétze), Nachrichten, Speicherinhalte,
Beweise und Berechnungen als Worter dargestellt sind, liefert die Theorie der
Formalen Sprachen die Bausteine fiir viele andere Grundgebiete der Informatik
wie Berechenbarkeit, Komplexititstheorie, Algorithmik, Kryptographie, Com-
pilerbau u.s.w. In diesem Buch haben wir uns auf minimale Kenntnisse der
Theorie der Formalen Sprachen, die hinreichend fiir die ndchsten Kapitel sind,
beschrankt. Ein Grund dafiir ist auch, dass dem Interessierten fiir die Theo-
rie der Formalen Sprachen hervorragende Lehrbiicher zur Verfiigung stehen,
und wir keinen Grund dafiir sehen, das ,hundertste* Buch zu diesem Thema
zu liefern. Warmstens empfehlen wir das erfolgreichste klassische Lehrbuch
der Theoretischen Informatik, , Introduction to Automata Theory, Languages,
and Computation“ von Hopcroft und Ullman [HU 79] und seine erweiterte
neue Version [HMU 01]. Ein anderes schon geschriebenes klassisches Buch ist
[Sal 73] von Salomaa. Von den neuesten deutschen Lehrbiichern koénnen wir
z.B. Erk und Priese [EP 00] und Wegener [Weg 05| empfehlen.

Die Idee, die Kolmogorov-Komplexitit zur Messung des Informationsgehal-
tes von Wortern einzufithren, entstand in den 60er Jahren unabhéngig bei
Kolmogorov [Kol 65, Kol 68|, und Chaitin [Cha 66, Cha 69, Cha 74]. Den um-
fassendsten Uberblick iiber dieses Thema bietet das Buch von Li und Vitényi
[LV 93], das leider fiir Anfénger sehr schwer lesbar ist. Anschauliche Beispiele
ihrer Anwendung kann man bei Schéning [Sch 95] finden.

Kontrollaufgaben

1. Sei ¥ = {0,1,2,3} ein Alphabet. Seien k,! und n positive Zahlen, k + [ < n. Wie
viele Worter iiber ¥ der Lénge n mit & Symbolen 1 und [ Symbolen 0 gibt es?

2. Definiere die Konkatenation von zwei Sprachen und den Kleene’schen Stern einer
Sprache.

3. Seien ¥ und Y5 zwei Alphabete. Definieren Sie den Begriff des Homomorphismus
von ¥; nach ¥y, Warum ist jeder Homomorphismus A durch h(z) fiir jedes z € ¥4
vollstéindig determiniert?

4. Seien Ly, Lo, L3 und L, beliebige Sprachen iiber einem Alphabet Y. Beweisen Sie
oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen.

(i) (L1ULg)-(L3ULy)=L1L3UL1LyULoL3ULyLy
(ii) (LiyNLg)-(LsNLy)=L1LsNLiLyN LaLg N LoLy
(iii) (LyULg)- (L3N Ly) = (L1L3NLyLy)U(LaLz N LoLy)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(IV) (Ll U Lg) . (L3 N L4) = Ll(Lg n L4) U LQ(Lg N L4)

Wenn eine Gleichung nicht fiir alle Sprachen gelten sollte, {iberpriifen Sie ob minde-
stens eine Inklusion gilt.

Gilt die Gleichung

0,0 = {a{d}'}" - {bla}}?

Beschreiben Sie informell die Bedeutung des Begriffes ,, Algorithmus®.

Definieren Sie folgende algorithmische Grundaufgabenstellungen: Entscheidungspro-
blem, Optimierungsproblem und Aufzihlungsproblem. Erklidren Sie, was es bedeutet,
diese Probleme zu l6sen.

Wie hingt die Existenz eines Algorithmus fiir ein Entscheidungsproblem (X, L) mit
der Existenz eines Aufzéhlungsalgorithmus fiir L zusammen?

Suchen Sie sich ein Optimierungsproblem aus und geben Sie seine vollsténdige formale
Beschreibung an.

Definieren Sie die Kolmogorov-Komplexitit von Wortern iiber {0,1}* und erkliren
Sie, warum man sich gerade fiir diese Art der Messung des Informationsgehaltes von
Woértern geeinigt hat.

Wie stark hiingt die Definition der Kolmogorov-Komplexitidt von der Wahl der Pro-
grammiersprache ab?

Wie definiert man die Kolmogorov-Komplexitéit von natiirlichen Zahlen?

Sei ¥ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Wie wiirden Sie die Kolmogorov-Komplexitét von
Wortern iiber ¥ definieren?

Betrachten Sie mehrere Moglichkeiten und diskutieren Sie ihre Vor- und Nachteile.
Warum ist die Kolmogorov-Komplexitét eines Wortes x nie wesentlich grofer als |z|
und warum ist dies erwiinscht?

Bei der Bestimmung einer oberen Schranke fiir die Kolmogorov-Komplexitit K (z)
eines Wortes x geht man meistens so vor, dass ein Programm P, zur Generierung
von z entwickelt wird um dann die bindre Lénge des Programms zu messen. Hingt
diese Messung von der Grofle des von P, wihrend der Generierung von x benutzten
Speichers ab?

Gibt es Unterschiede in der Messung der binéren Linge der folgenden zwei Program-
me, die das gleiche Wort o’ generieren?

Pl begin
M :=n;
M : =M x M x M;
for [ :=1to M do
write(0);
end

P2 begin
M:=nxnxn;
for I :=1to M do

write(0);
end
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16.

17.

18.
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Geben Sie eine unendliche Folge von Wortern yy, 42, ys, . . . iiber X0 mit folgenden
Eigenschaften an:

(1) |yil < lyit1]| fur allei €  — {0}, und

(i) es existiert eine Konstante ¢, so dass

K(y;) < logy Vyill + ¢
fir allei e — {0} gilt.

Wie sieht es es mit der Verteilung der Worter aus {0, 1}™ beziiglich deren Kolmogorov-
Komplexitit aus? Wieviele wenig komprimierbare Worter gibt es?
Erklaren Sie ohne die formalen Beweise zu wiederholen, warum die Annahme der Exi-
stenz von zu wenigen Primzahlen (z.B. Prim (k) < k/(logy k)?) zwischen natiirlichen
Zahlen zu einem Widerspruch fithrt. Was hat das mit der Darstellung der Zahlen
durch ihre Primfaktorzerlegung zu tun?
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R. Emerson

3 Endliche Automaten \

3.1  Zielsetzung

Endliche Automaten sind das einfachste Modell der Berechnungen, das man in
der Informatik betrachtet. Im Prinzip entsprechen endliche Automaten spezi-
ellen Programmen, die gewisse Entscheidungsprobleme 16sen und dabei keine
Variablen benutzen. Endliche Automaten arbeiten in Echtzeit in dem Sinne,
dass sie die Eingabe nur einmal von links nach rechts lesen, das Resultat steht
sofort nach dem Lesen des letzten Buchstabens fest.

Der Grund, endliche Automaten hier zu behandeln, ist nicht der Einstieg in
die Automatentheorie. Wir nutzen die endlichen Automaten zu didaktischen
Zwecken, um auf einfache und anschauliche Weise die Modellierung von Be-
rechnungen zu erlautern. Daher fithren wir einige Grundbegriffe der Informatik
wie Konfiguration, Berechnungsschritt, Berechnung, Simulation, Determinis-
mus und Nichtdeterminismus fiir das Modell der endlichen Automaten mit dem
Ziel ein, das grobe Verstdandnis fiir die allgemeine Bedeutung dieser Begriffe
zu gewinnen. Dies sollte uns spéter die Entwicklung des Versténdnisses dieser
Begriffe im Zusammenhang mit einem allgemeinen Modell von algorithmischen
Berechnungen erleichtern.

Wir lernen also in diesem Kapitel, wie man eine Teilklasse von Algorithmen
(Programmen) formal und dabei anschaulich modellieren und untersuchen
kann. Neben dem ersten Kontakt mit den oben erwidhnten Grundbegriffen
der Informatik lernen wir auch, was es bedeutet, einen Beweis zu fiihren, der
zeigt, dass eine konkrete Aufgabe in einer gegebenen Teilklasse von Algorith-
men nicht 16sbar ist.

J. Hromkovi", Theoretische Informatik, DOI 10.1007/ 978-3-8348-9853-1 3,
© Vieweg+Teubner Verlag [Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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3.2  Die Darstellungen der endlichen Automaten

Wenn man ein Berechnungsmodell definieren will, muss man folgende Fragen
beantworten:

1. Welche elementaren Operationen, aus denen man die Programme zusam-
menstellen kann, stehen zur Verfiigung?

2. Wieviel Speicher steht einem zur Verfiigung und wie geht man mit dem
Speicher um?

3. Wie wird die Eingabe eingegeben?

4. Wie wird die Ausgabe bestimmt (ausgegeben)?

Bei endlichen Automaten hat man keinen Speicher zur Verfiigung aufler dem
Speicher, in dem das Programm gespeichert wird und dem Zeiger, der auf die
angewendete Zeile des Programmes zeigt. Das bedeutet, dass das Programm
keine Variablen benutzen darf. Das mag iiberraschend sein, weil man fragen
kann, wie man ohne Variablen iiberhaupt rechnen kann. Die Idee dabei ist,
dass der Inhalt des Zeigers, also die Nummer der aktuellen Programmzeile, die
einzige wechselnde Information ist, und dass man mit dieser Pseudovariablen
auskommen muss.

Wenn 3 = {ay,as,...,a;} das Alphabet ist, iiber dem die Eingaben darge-
stellt sind, dann darf der endliche Automat nur den folgenden Operationstyp
benutzen:

select input = a; goto %y
input = as goto iy

mput = ay, goto iy

Die Bedeutung dieser Operation (dieses Befehls) ist, dass man das néchste
Eingabesymbol liest und mit ay, as, ..., a; vergleicht. Wenn es gleich a; ist,
setzt das Programm die Arbeit in der Zeile i; fort. Die Realisierung dieses
Befehls bedeutet automatisch, dass das gelesene Symbol geléscht wird und
man daher in der Zeile i; das néchste Symbol liest. Jede Zeile des Programms
enthélt genau einen Befehl der oben angegebenen Form. Wir numerieren die
Zeilen mit natiirlichen Zahlen 0,1,2,3,... und die Arbeit des Programmes
beginnt immer in der Zeile 0. Wenn ¥ nur aus zwei Symbolen (z.B. 1 und 0)
besteht, kann man statt des Befehls select den folgenden Befehl if ...then
...else benutzen.
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if input = 1 then goto i else goto j.

Solche Programme benutzt man, um Entscheidungsprobleme zu lésen. Die
Antwort ist durch die Zeilennummer bestimmt. Wenn ein Programm aus m
Zeilen besteht, wahlt man sich eine Teilmenge F von {0,1,2,...,m—1}. Wenn
dann nach dem Lesen der gesamten Eingabe das Programm in der j-ten Zeile
endet, und j € F, dann akzeptiert das Programm die Eingabe. Wenn j €
{0,1,2,...,m — 1} — F, dann akzeptiert das Programm die Eingabe nicht.
Die Menge aller akzeptierten Worter ist die von dem Programm akzeptierte
(erkannte) Sprache.

Betrachten wir als Beispiel folgendes Programm A, das Eingaben iiber dem
Alphabet Y., bearbeitet.

0: if input =1 then goto 1 else goto 2
1: if input = 1 then goto 0 else goto 3
2: if input = 0 then goto 0 else goto 3
3: if nput = 0 then goto 1 else goto 2

Setzen wir F' = {0,3}. Das Programm A arbeitet auf einer Eingabe 1011 wie
folgt: Es startet in der Zeile 0, und geht in die Zeile 1, nachdem es eine 1
gelesen hat. Es liest eine 0 in der ersten Zeile und geht in die dritte Zeile. In
der dritten Zeile liest es eine 1 und geht in die zweite Zeile, um in die dritte
Zeile zuriickzukehren beim Lesen einer weiteren 1. Die Berechnung ist beendet,
und weil 3 € F' gilt, wird das Wort 1011 akzeptiert.

Mit endlichen Automaten verbindet man oft die schematische Darstellung aus
Fig. 3.1. In dieser Abbildung sehen wir die drei Hauptkomponenten des Mo-
dells — ein gespeichertes Programm, ein Band mit dem Eingabewort und
einen Lesekopf, der sich auf dem Band nur von links nach rechts bewegen
kann.! Das Band (auch Eingabeband genannt) betrachtet man als einen li-
nearen Speicher fiir die Eingabe. Das Band besteht aus Feldern (Zellen). Ein
Feld ist eine elementare Speichereinheit, die ein Symbol aus dem betrachteten
Alphabet beinhalten kann.

Die oben beschriebene Klasse von Programmen benutzt man heute fast gar
nicht mehr, um endliche Automaten zu definieren, weil diese Programme wegen
des goto-Befehls keine schone Struktur haben. Daher ist diese Modellierungs-
art nicht sehr anschaulich und fiir die meisten Zwecke auch sehr unpraktisch.
Die Idee einer umgangsfreundlicheren Definition endlicher Automaten basiert

I'Die komponentenartige Darstellung von allgemeinen Berechnungsmodellen beinhaltet au-
Berdem noch einen Speicher, Schreib- und Lesezugriffsmoglichkeiten auf diesen Speicher und
eventuell ein Ausgabemedium.
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0] 1]0]0] - | 1]0]1] Eingabeband

Lesekopf

Programm

Fig. 3.1

auf folgender visueller Darstellung unseres Programms. Wir ordnen jedem Pro-
gramm A einen gerichteten markierten Graphen G(A) zu. G(A) hat genau so
viele Knoten wie das Programm A Zeilen hat, und jeder Zeile von A ist genau
ein Knoten zugeordnet, der durch die Nummer der Zeile markiert wird. Falls
das Programm A aus einer Zeile i in die Zeile 7 beim Lesen eines Symbols b
tibergeht, dann enthélt G(A) eine gerichtete Kante (7, 7) mit der Markierung
b. Weil unsere Programme ohne Variablen fiir jedes a € ¥ in jeder Zeile einen
goto-Befehl haben,? hat jeder Knoten von G(A) genau den Ausgangsgrad? 3.
Fig. 3.2 enthéilt den Graph G(A) fiir das oben beschriebene vierzeilige Pro-
gramm A. Die Zeilen aus F' sind durch Doppelkreise als abgesonderte Knoten
von G(A) gekennzeichnet. Der Knoten, der der Zeile 0 entspricht, wird durch
einen zusétzlichen Pfeil (Fig. 3.2) als der Anfangsknoten aller Berechnungen
bezeichnet.

O 0

Fig. 3.2

2Jede Zeile ist ein select iiber alle Symbole des Alphabets.
3Der Ausgangsgrad eines Knoten ist die Anzahl der gerichteten Kanten, die den Knoten
verlassen.
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Aus dieser graphischen Darstellung entwickeln wir jetzt die standardisierte for-
male Definition von endlichen Automaten. Die graphische Darstellung werden
wir aber weiterhin benutzen, weil sie eine sehr anschauliche Beschreibung von
endlichen Automaten bietet. Die folgende formale Definition ist andererseits
besser fiir das Studium der Eigenschaften endlicher Automaten und fiir die for-
male Beweisfithrung geeignet. Hierfiir &ndern wir teilweise die Terminologie.
Was wir bisher als Zeile des Programms oder als Knoten des Graphen be-
zeichnet haben, werden wir im Weiteren als Zustand des endlichen Automaten
bezeichnen. Die Kanten des Graphen, die den goto-Befehlen des Programms
entsprechen, werden durch die sogenannte Ubergangsfunktion beschrieben.

Man beachte, dass der folgenden Definition ein allgemeines Schema zugrunde
liegt, das man bei der Definition aller Rechnermodelle anwenden kann. Zuerst
definiert man eine Struktur, die die exakte Beschreibung jedes Objektes aus der
Modellklasse ermdglicht. Dann beschreibt man die Bedeutung (Semantik) die-
ser Struktur. Dies geschieht in folgender Reihenfolge. Zuerst definiert man den
Begriff der Konfiguration. Eine Konfiguration ist die vollstéandige Beschreibung
einer Situation (eines allgemeinen Zustands), in der sich das Modell befindet.
Dann definiert man einen Schritt als einen Ubergang aus einer Konfiguration in
eine andere Konfiguration, wobei dieser Ubergang durch eine elementare Akti-
on des Rechnermodells realisierbar sein muss. Eine Berechnung kann dann als
eine Folge solcher Schritte gesehen werden. Wenn man eine Berechnung defi-
niert hat, kann man jeder Eingabe das Resultat der Arbeit des Rechnermodells
als Ausgabe zuordnen.

Definition 3.1. Ein (deterministischer) endlicher Automat (EA) ist ein
Quintupel M = (Q, X, 0, qo, F'), wobei

(i) @ eine endliche Menge von Zustinden ist
{wvorher die Menge von Zeilen eines Programms ohne Variablen},
(i) X ein Alphabet, genannt Eingabealphabet, ist,
{die Bedeutung ist, das zulissige Eingaben alle Worter iber ¥ sind.}
(i1i) qo € Q der Anfangszustand ist
{worher die Zeile 0 des Programms ohne Variablen},
(wv) F C Q die Menge der akzeptierenden Zustinde® ist, und

4In der deutschsprachigen Literatur auch Endzustinde genannt. Der Begriff ,,Endzustand“
kann aber auch zu Missverstédndnissen fithren, weil die Berechnungen in einem beliebigen
Zustand enden konnen. Aulerdem entspricht der Begriff , akzeptierender Zustand* der wah-
ren Bedeutung dieses Begriffes und der Bezeichnung bei anderen Berechnungsmodellen wie
bei Turingmaschinen.
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(v) & eine Funktion aus Q x ¥ nach Q ist, die Ubergangsfunktion genannt
wird
{6(q,a) = p bedeutet, dass M in den Zustand p iibergeht, falls M im
Zustand q das Symbol a gelesen hat}.

Eine Konfiguration von M ist ein Element aus () X ¥*.

{Wenn M sich in einer Konfiguration (q,w) € @ x X* befindet, bedeutet das,
dass M im Zustand q ist und noch das Suffiv w eines Fingabewortes lesen
soll.}

Fine Konfiguration (qo, ) € {qo} X ¥* heifst die Startkonfiguration von M
auf x.

{Die Arbeit (Berechnung) von M auf x muss in der Startkonfiguration (qo, )
von x anfangen}.
Jede Konfiguration aus Q x {\} nennt man eine Endkonfiguration.

Ein Schritt von M ist eine Relation (auf Konfigurationen) 5 C (Q x £*) x
(Q x %), definiert durch

(¢, w) 7 (p.2) © w=az, a €X und §(q,a) = p.

{Ein Schritt entspricht einer Anwendung der Ubergangsfunktion auf die ak-
tuelle Konfiguration, in der man sich in einem Zustand q befindet und ein
Fingabesymbol a liest.}

Eine Berechnung C' von M ist eine endliche Folge C' = Cy, Cy, ..., C, von
Konfigurationen, so dass C; |7 Ciyq fiir alle 0 < i < n—1. C ist die Be-
rechnung von M auf einer Eingabe x € Y*, falls Cy = (qo,x) und
C, € Q x {\} eine Endkonfiguration ist. Falls C,, € F x {\}, sagen wir,
dass C' eine akzeptierende Berechnung von M auf x ist, und dass M das
Wort x akzeptiert. Falls C,, € (Q — F') x {\}, sagen wir, dass C' eine ver-
werfende Berechnung von M auf x ist, und dass M das Wort x verwirft
(nicht akzeptiert).

{Man bemerke, dass M fiir jede Eingabe x € ¥* genau eine Berechnung hat.}
Die von M akzeptierte Sprache L(M) ist definiert als

L(M):={we X" | die Berechnung von M auf w endet in
einer Endkonfiguration (g, \) mit g € F'}.

L(EA) = {L(M) | M ist ein EA} ist die Klasse der Sprachen, die von endli-
chen Automaten akzeptiert werden. L(EA) bezeichnet man auch als die Klasse
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der regulidren Sprachen, und jede Sprache L aus L(EA) wird regulir ge-
nannt.

Benutzen wir noch einmal das Programm A, um die gegebene Definition der

endlichen Automaten zu illustrieren. Der zum Programm A dquivalente EA
ist M = (Q, 3,9, qo, F') mit

Q = {90,91»(]27%}7 Y= {07 1}7 F = {qO7Q3} und
6(Q070) = (2, 5(Q07 1) = {1, 5(Q150) = {3, 5(611; 1) = qo,
0(q2,0) = qo, (g2, 1) = g3, 9(g3,0) = q1, 6(g3,1) = @o.

Anschaulicher kann man die Ubergangsfunktion § durch die folgende Tabelle
beschreiben.

Tab. 3.1
Zustand | Eingabe
0 1
4o 2 Q1
51 a3 9o
42 q g3
43 a9z

Fig. 3.3

Die anschaulichere Darstellung eines EA ist aber die schon angesprochene gra-
phische Form (Fig. 3.2), die man fiir den EA in die in Fig. 3.3 gegebene Form
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umwandeln kann. Die Berechnung von M auf der Eingabe 1011 ist

(QO7 1011) 'ﬁ (q17011) lﬁ (q37 11) 'ﬁ <q27 1) 'ﬁ <q37 /\)
Weil g5 € F, ist 1011 € L(M).

Die folgende Definition fiihrt Bezeichnungen ein, die den formalen Umgang
mit endlichen Automaten erleichtern.

Definition 3.2. Sei M = (Q, X%, 6§, qo, F) ein endlicher Automat. Wir definie-
ren b als die reflezive und transitive Hiille der Schrittrelation |57 von M;
daher ist

(q,w) K7 (p.u) < (¢ =p und w =u) oder Ik € — {0}, so dass

(i) w=ayas...au, a; €Y firi=1,2,... k und
(1) Iri,re, ..., 11 € Q, so dass
(q7w) }ﬁ (7‘17 az. .. aku) ‘7 (7"27 as. .. aku) }7 s (kalv ak“) ‘7 (Pa U)

Wir definieren 5 Q x X" = @ durch:

(i) 5(q, A) = q fiir alle ¢ € Q und

~

(11) 6(q, wa) = 6(0(q,w),a) fir allea € 3, w e ¥*, q € Q.

Die Bedeutung von (g, w) 7 (p,u) ist, dass es eine Berechnung von M gibt,
die ausgehend von der Konfiguration (¢, w) zu der Konfiguration (p,w) fiihrt.
Die Aussage S(q, w) = p bedeutet, dass, wenn M im Zustand g das Wort w
zu lesen beginnt, dann endet M im Zustand p (also (¢, w) 7 (p, A)). Daher
kénnen wir schreiben:

L(M) = {weX*|(q,w) 5 (p,A) mit p e F}
= {we x| (g, w) e F}.

Betrachten wir jetzt den EA M aus Fig. 3.3. Versuchen wir, die Sprache L(M)
zu bestimmen. Wir koénnen leicht beobachten, dass fiir Worter, die gerade
[ungerade] Anzahl von Einsen haben, M die Berechnung in ¢y oder go [¢; oder
¢3] beendet. Wenn die Anzahl der Nullen in einem x € ¥* gerade [ungerade]
ist, dann 6(go, ) € {qo, @1} [0(qo, ) € {qa,qs}]. Diese Beobachtung fithrt zu
folgender Behauptung.

Lemma 3.1. L(M) = {w € {0,1}* | |w|o + |w|; =0 (mod 2)}.
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Beweis. Zuerst bemerken wir, dass jeder EA die Menge ¥* in |@Q)| Klassen

Kl[p] = {w € 2" | 3(qo, w) = p} = {w € " | (q0,w) 57 (p, A)},

aufteilt, und es ist klar, dass (J o Kl[p] = X* und Kl[p] N Kl[g] = 0 fiir alle
p,q € Q, p # q. In dieser Terminologie gilt

L(M) = | J K.

peF

Anders ausgedriickt ist die Relation definiert durch

$R5y = 5((]07 x) = 5((107 y)

eine Aquivalenzrealtion auf ¥*, die die endlich vielen Klassen Kl[p] bestimmt

(Fig. 3.4).
Conn N

Dabher ist ein sicherer Weg, L(M) zu bestimmen, die Bestimmung von Kl[go],
Klg1], Kl[gz] und Kl[g3] unseres EA M. Zu dieser Bestimmung stellen wir die
folgende Induktionsannahme auf:

Fig. 3.4

Kllgo] = {w e {0,1}" | |w|o und |w|; sind gerade},

Klla] = {we{0,1}" | |w|o ist gerade, |w]|; ist ungerade},
Kllga] = {w € {0,1}" | |wlp ist ungerade, |w|; ist gerade} und
Kllgs] = {we{0,1}" ]| |w|o und |w|; sind ungerade}.
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Weil
Kl[go] U Kl[gs] = {w € {0,1}" | |w|o + |w|s =0 (mod 2)},

ist die Behauptung von Lemma 3.1 eine direkte Folge unserer Induktionsan-
nahme. Um den Beweis von Lemma 3.1 zu vervollstédndigen, reicht es also, die
Induktionsannahme zu beweisen. Wir zeigen dies durch Induktion beziiglich
der Eingabeldnge.

1. Induktionsanfang.
Wir beweisen die Induktionsannahme fiir alle Worter der Lénge kleiner gleich
zZwei.
= ¢o und daher ist A € Kl[go].
= ¢y und daher ist 1 € Kl[g].
= @9 und daher ist 0 € Kl[g].

7 (g2,0) 57 (g0, A) und daher ist 00 € Kl[go].
578 ) }W (g3, A) und daher ist 01 € Klgs].
) b7 (g3, A) und daher ist 10 € K1[gs].
) b7 (g0, A) und daher ist 11 € Kl[g)].

Sy S O
—~ T~
)

S
—_

o~

05

NN TN TN
QD
S oS
_— =0 o~
— o =) OO

Daher gilt die Induktionsannahme fiir die Worter der Léange 0, 1 und 2.

2. Induktionsschritt.

Wir setzen voraus, dass die Induktionsannahme fiir alle z € {0,1}*, |z] < 1,
gilt. Wir wollen beweisen, dass sie auch fir Worter der Léange ¢ + 1 gilt. Den
Induktionsschritt beweisen wir fiir alle ¢ > 2, daher gilt die Induktionsannahme
fiir alle Worter aus (Xpoo1)*.

Sei w ein beliebiges Wort aus (3p001) ™! Dann ist w = za, wobei z € ¥ und
a € ¥. Wir unterscheiden vier Moglichkeiten beziiglich der Paritéten von |z]o
und |z|;.

(a) Seien beide |z|o und |z|; gerade. Weil die Induktionsannahme 6(qo, 2) = go
fiir z impliziert (daher ist z € Kl[go]), erhalten wir

5(qo, za) = 6(6(qo, 2),a) = (g0, a) = {

Ind.

q, fallsa=1,
q2, falls a =0.

Weil |21]p gerade ist und |z1]; ungerade ist, entspricht 5(q0, z1) = ¢y der
Induktionsannahme z1 € Kl[g].

Weil |20|p ungerade ist und |20|; gerade ist, stimmt das Resultat
5(qo, 20) = ¢o mit der Induktionsannahme z0 € Kl[g,] iiberein.



3.2 Die Darstellungen der endlichen Automaten 85

(b) Seien beide |z|o und |z|; ungerade. Weil 6(qo, 2) = g5 (daher ist z € Kl[gs])
beziiglich der Induktionsannahme fiir z, erhalten wir

A~ A

- B | @, fallsa=1,
(5(@[0, Za) = 5<5<QO7 Z)’ a) [;d. 5(Q3’ CL) o { q, falls a = 0.

Dies entspricht der Induktionsannahme, dass 20 € Kl[¢;] und z1 € Kl[gy].

Die Fille (c) und (d) sind analog und wir iiberlassen diese dem Leser als
Ubung.

O

Aufgabe 3.1. Vervollstiandigen Sie den Beweis der Induktionsannahme aus Lemma 3.1
(Falle (c) und (d)).

Aufgabe 3.2. Sei L = {w € (Xpoo1)™ | |w|o ist ungerade}. Entwerfen Sie einen EA M mit
L(M) = L und beweisen Sie L(M) = L.

Aufgabe 3.3. Entwerfen Sie endliche Automaten fiir die Sprachen @, ¥* und X% fiir ein
beliebiges Alphabet . Geben Sie die formale Darstellung der Automaten als Quintupel,
sowie die graphische Darstellung an.

Wenn ein EA A geniigend anschaulich und strukturiert dargestellt wird, kann
man die Sprache L(A) auch ohne eine Beweisfithrung bestimmen. In den mei-
sten Féllen verzichtet man also auf einen formalen Beweis, wie er in Lemma
3.1 gefithrt wurde.® Aus Lemma 3.1 haben wir aber etwas Wichtiges fiir den
Entwurf eines EA gelernt. Eine gute Entwurfsstrategie ist es, die Menge al-
ler Worter aus >* in Teilklassen von Wortern mit gewissen Eigenschaften zu
zerlegen und , Uberginge® zwischen diesen Klassen beziiglich der Konkatena-
tion eines Symbols aus Y zu definieren. Betrachten wir diese Strategie fiir den
Entwurf eines EA fiir die Sprache

U={w € (Zpoa)" | |wo =3 und (Jw|; > 2 oder |w|; = 0)}.

Um |w|p = 3 verifizieren zu kénnen, muss jeder EA B mit L(B) = U fiir die
Anzahl der bisher gelesenen Nullen die Félle |w|yp = 0, |w|p = 1, |w|p = 2,
|lwlp = 3 und |w|y > 4 unterscheiden kénnen. Gleichzeitig muss B auch die
Anzahl der bisher gelesenen Einsen zdhlen, um mindestens die Félle |w|; = 0,
|lw|; = 1 und |w|; > 2 unterscheiden zu konnen. Daraus resultiert die Idee, die
Zustandsmenge

Q = {Qi,j | (S {07 172737 4}7] € {07 172}}

5Man bemerke, dass dies der Situation entspricht, in der man gewohnlicherweise des Aufwan-
des wegen auf den formalen Beweis der Korrektheit eines entworfenen Programmes verzichtet.
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zu wihlen. Die Bedeutung sollte folgende sein:
Fiir alle j € {0,1} und alle 7 € {0,1,2,3}

Kl[gi ;] = {w € (Zpoo))* | |w]o = ¢ und |w|; = j}.
Fiir alle ¢ € {0,1,2,3}

Kllgis] = {w € (Zpoa)™ | |w|o =i und |w|; > 2}.
Fiir j € {0,1}

Kl[gs;] = {w € (Zpoo)™ | Jw|o > 4 und |w|; = j}.

Kl[qsz2) = {w € (Spoo)” | [wlo > 4 und |w]; > 2}.

Es ist klar, dass goo der Anfangszustand ist. Die Ubergangsfunktion von B
kann man direkt aus der Bedeutung der Zustdnde g¢;; bestimmen, wie in
Fig. 3.5 gezeigt. Wir bemerken, dass

U = Kl[gs ] U Kl[gs 2]

und setzen daher F' = {g30,¢32}-
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Fig. 3.5

Aufgabe 3.4. (a) Beweisen Sie L(B) = U fiir den EA B aus Fig. 3.5.
(b) Entwerfen Sie einen EA A mit L(A) = U, so dass A weniger Zusténde als B hat, und
geben Sie zu jedem Zustand ¢ dieses Automaten die Klasse Kl[g] an.
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Die Methode zum Automatenentwurf, die auf der Bestimmung der Bedeutung
der Zusténde basiert, ist die grundlegendste Entwurfsstrategie fiir endliche
Automaten. Deswegen prasentieren wir noch zwei anschauliche Anwendungen
dieser Methode.

Beispiel 3.1. Unsere ndchste Aufgabe ist einen EA fiir die Sprache
L(0010) = {z0010y | =,y € {0,1}"}

zu entwerfen.

Hier ist der Entwurf ein bischen schwerer als bei einer Sprache, wo alle Worter
mit 0010 anfangen miissen. Wir brauchen festzustellen, ob 0010 irgendwo in
dem Eingabewort liegt. Die erste Idee ist so zu sagen, dass jeder EA sich
vormerken muss, wie langen Prifix von 0010 er gerade in den zuletzt gelese-
nen Buchstaben gefunden hat. Zum Beispiel, wenn das bisher gelesene Wort
011001 war, dann muss er sich merken, dass er schon 001 als Kandidaten ge-
funden hat und wenn jetzt das néchste Symbol 0 ist, dann muss er akzeptieren.
Wenn der EA den Préfix 1100 einer Eingabe gelesen hat, muss er sich vormer-
ken, dass die letzten zwei Symbole 00 passend waren®. Damit ergeben sich 5
mogliche Zusténde entsprechend der 5 Préfixen von 0010. Wir ziehen jetzt vor,
deren Bedeutung anschaulich halb formal statt genau formal zu beschreiben.

Kl[pg] kein Préfix von 0010 ist ein nicht leeres Suffix von dem
bisher gelesenen Wort z(z.B. x = X oder x endet mit 11).

Kl[p:] die Worter enden mit 0 und enthalten keinen lingeren
Prifix von 0010 als ein Suffix (z.B. sie enden mit 110).

Kl[ps] die Worter enden mit 00 und enthalten keinen lingeren
Préafix von 0010 als ihr Suffix.

Kl[ps] die Worter enden mit 001.

Kl[ps] die Worter enden mit 0010 oder beinhalten 0010 als Teil-
wort.

Dieses Konzept ergibt uns direkt die folgende Teilstruktur (Fig. 3.6) des zu
konstruierenden EA.

Dass die Folge 0010 gelesen werden muss um den einzigen akzeptierenden Zu-
stand py zu erreichen, ist offensichtlich. Wenn man p, erreicht hat, hat der EA

SIm Prizip reicht es die Zahl 2 zu speichern, weil das Wort 0010 bekannt ist und es ist klar,
dass 00 der Prifix der Lange 2 ist.
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1 0,1

)
Fig. 3.6

schon 0010 in der Eingabe gefunden und so bleiben wir in dem akzeptierenden
Zustand (0(q4,0) = (qa, 1) = qu), egal was noch kommt. Das Lesen einer Eins
in ¢qp dndert gar nichts darauf, dass wir noch keinen Préfix von 0010 in den
letzten Buchstaben gesehen haben. Um den EA zu vervollsténdigen, fehlen uns
drei Pfeile aus den Zustdnden pq, po und p3 fiir das Lesen von 1 aus p; und ps
und das Lesen von 0 aus p,. Es gibt nur eine eindeutige Moglichkeit es korrekt
zu machen (um L(0010) zu erkennen) und die ist in Fig. 3.7 gezeichnet.

1 0 0,1
1

Fig. 3.7

Wenn wir 1 in p; lesen, miissen wir unsere Suche nach 0010 neu anfangen,
weil 0 der ldngste Suffix des gelesenen Wortes ist den einen Préfix von 0010
entspricht und somit eine Eins am Ende bedeutet, dass wir keinen Préfix von
0010 aktuell haben. Damit ist

5(1017 1) = Po-

Wenn man aber in py eine 0 liest, &ndert sich nichts an der Tatsache, dass 00
der Suffix des gerade gelesenen Wortes ist und somit bleiben wir in ps, also

5(172; 0) = p2.

Wenn in p3 eine 1 kommt, endet das gelesene Wort mit zwei Einsen 11 und
somit kann das Wort am Ende keinen nichleeren Suffix von 0010 enthalten.
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Der einzige mogliche Schluss ist

5(10271) = Do-

Damit ist der EA vervollstandigt.
O

Aufgabe 3.5. Geben Sie eine genaue formale Beschreibung der Klassen der Zusténde des
EA in Fig. 3.7.

In dem Beispiel 3.1 haben wir einen EA in Fig. 3.7 entworfen, der genau die
Worter akzeptiert, die das Wort 0010 als Teilwort enthalten. Der anstrengend-
ste Teil des Entwurfes bestand in der Bestimmung der Kanten (Transitionen),
wenn die Suche nach 0010 wegen einer Unstimmigkeit unterbrochen wurde.
Dann musste man entscheiden, ob man die Suche von neu anfangen soll oder
ob der zuletzt gelesene Suffix noch ein kiirzeres Préfix von 0010 enthélt und
die weitere Suche miisste dann von entsprechender Stelle fortgesetzt werden.
Dass man da wirklich aufpassen muss, zeigt die Schwierigkeit der Klassenbe-
schreibung in Aufgabe 3.5. Man kann das Risiko in diesem Entwurfsprozess
vermeiden, in dem man sich entscheidet, einfach mehr Informationen {iber das
gelesene Wort zu speichern. Eine Idee wére, durch den Namen eines Zustan-
des die komplete Suffixe der Lange 4 zu speichern. Zum Beispiel, ein Zustand
go11o sollte alle Worter enthalten, die mit 0110 enden. In dem Augenblick
ist alles iibersichtlich und die Beschreibung der Zustandsklassen einfach, aber
wir bezahlen diese Transparenz mit der Automatengréfie. Wir haben 2¢ = 16
Zustande um alle Suffixe der Lange 4 iiber {0,1} zu speichern. Das ist noch
nicht alles. Es gibt auch kiirzere Worter, die natiirlich keinen Préfix der Lange
4 enthalten. Alle Worter kiirzer als 4 brauchen dann eigene Zustinde, was
ergibt

249224914 1=15

weitere Zustande. Weil einem EA mit 16 + 15 = 31 Zustdnden zu zeichnen zu
viel Arbeit ergibt, stellen wir eine Anwendung dieser Idee fiir die Suche nach
einem kiirzeren Teilwort vor.

Beispiel 3.2. Betrachten wir die Sprache
L ={x110y | z,y € {0,1}"}.

Wie oben angedeutet, fithren wir die Zustédnde pyp. €in, wobei in pg. die Worter
landen, die mit dem Suffix abe fiir a, b, ¢ € {0, 1} enden. Dies ist noch nicht ganz
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genau, weil fiir abc # 110 nehmen wir ein Wort mit Suffix abc in Klasse[papc]
nur dann, wenn das Wort das Teilwort 110 nicht enthélt (in einem solchen Fall
miisste aber die Akzeptanz eines solchen Wortes ldngst entschieden werden).
Wir beschreiben jetzt genau die Bedeutung aller Zusténde:

Kl[piio] = L = {z € {0,1}* | x enthélt das Teilwort 110},

Klpooo] =  {z000 | z € {0,1}* und x000 enthélt
das Teilwort 110 nicht},

Klpoo1] =  {z001 | z € {0,1}* und 2001 enthilt
das Teilwort 110 nicht},

Kllpoio] = {2010 | z € {0,1}* und 2010 enthélt
das Teilwort 110 nicht},

Klpioo) = {2100 | z € {0,1}* und 2100 enthilt
das Teilwort 110 nicht},

Klpoi1] = {2011 |z € {0,1}* und 011 enthélt
das Teilwort 110 nicht},

Klpin] =  {x101 | z € {0,1}* und 101 enthélt
das Teilwort 110 nicht},

Kllpin] = {2111 |2 € {0,1}* und x111 enthilt

das Teilwort 111 nicht}.

Dann brauchen wir die Zustiande

Dxs Pos P1, Poos Pot, Pro und piy

fiir kiirzere Worter, daher

Klps] = {A}, Kl[po] = {0}, Kl[p:] = {1},

Kl[poo] = {00}, Kl{p(n] = {01},

Kl[plo] = {10} und Kl[pn] = {11}

Der Startzustand ist offensichtlich der Zustand py und piip ist der einzige
akzeptierende Zustand.

Der resultierende EA ist in Fig. 3.8 gezeichnet. Die Verzweigungsstruktur
(Baumstruktur in der Informatik genannt) oben gibt jedem Wort der Lénge
kiirzer gleich 3 einen anderen Zustand. Alle anderen Kanten (Transitionen)
fithren zu den untersten Zusténden pgp.. Zum Beispiel, wenn ein Wort x001
um eine Null zum z0010 verldngert wird, dann muss man aus pgo1 in poig
tibergehen (d.h. §(poo1,0) = po1o)-
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Fig. 3.8

Deswegen sind die Kanten immer so gelegt, dass durch das Lesen eines wei-
teren Symbols immer der dem neuen Suffix der Lénge 3 entsprechende Zu-
stand erreicht wird. Die einzige Ausnahme ist der Zustand pi19. Da bleiben
wir, unabhéngig davon, welche Symbole noch gelesen werden, weil wir schon
das Teilwort 110 in der Eingabe festgestellt haben und alle solche Eingaben
akzeptiert werden miissen.

Der Entwurf des EA in Fig. 3.8 riecht auch nach viel Arbeit, aber die kénnte
lohnenswert sein, wenn man auf eine iibersichtliche Weise einen EA fiir eine
Sprache wie

L = {x€{0,1}" | z enthidlt mindestens eines der Wérter 000, 001
oder 110 als Teilworter}.
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entwerfen mochte. Da reicht es, den EA aus Fig. 3.8 zu nehmen, die aus pogo

und po1; ausgehende Kanten durch

d(Pooo; 0) = d(pooos 1) = pooo und d(por1,0) = 0(por1, 1) = ponn

zu ersetzen und

F = {pooo, Por1, P110}

zu wéahlen.

O

Aufgabe 3.6. Modifiziere den Automaten aus Fig. 3.8, um folgende Sprachen zu akzeptie-

I"(C;l): {zyz € {0,1}* | y € {001, 010, 100}, z, z € {0,1}*},
(b)* {zyz € {0,1}* | y € {01,100,111}, 2,z € {0,1}*},
(¢) {011 |x € {0,1}*},

(d) {zz e {0,1}* |z € {0,1}*, 2 € {001,010,100}}.

Aufgabe 3.7. Entwerfe EA fiir folgende Sprachen:
(a) {zlllly|z,y € {0,1,2}*},
(b) {«110110y | z,y € {0,1,2}*},
(¢) {x010101y | z,y € {0,1}*},
(d) {20y |2,y €{0,1}},

(e) {z0ylz|z,y,2€{0,1}},

(f)  {z e {0,1}" [[zfo > 3},

(&) {ve{0,1)*]3 ol <5},
(h)* {z001y101z | z,y,z € {0,1}*},
(i) {x0011 |z € {0,1}*},

(j) {10011 | z € {0,1}*},

(k) {1211001 |z € {0,1}*},

(1) {x11001y0 | z,y € {0,1}*}.

Aufgabe 3.8. Wende die Entwurfsstrategie aus Fig. 3.8 an, um einen EA fiir folgende

Sprachen zu entwerfen:

(a) {z €{0,1}* | = enthélt 11 als Teilwort oder endet mit dem Suffix 10},

(b) {A,0,11,2000 | x € {0,1}*},
(¢) {x € {0,1}* | x enthélt 00 oder 11 als Teilworter}.

Bestimme die entsprechenden Zustandsklassen fiir alle entworfenen Automaten.

Aufgabe 3.9. Entwerfen Sie fiir jede der folgenden Sprachen einen EA:

(a) {we{0,1,2}* | w=002122z, = € (Xpoo1)*},
(b) {w € {a,b,c}" | w=yabcabe, y € {a,b,c}"},



3.3 Simulationen 93

(¢) {w € {a,b,c}* | w= zaabby, z,y € {a,b,c}*,

(d) {we{0,1}* | jw|o =1 (mod 3) und w = z111y fir z,y € {0,1}*},

(e) {abbab’y | z,y € {a,b}"},

(f) {w € {a,b}* | w = abbz fiir ein z € {a,b}* und w = ub?v mit u,v € {a,b}*},
(g) {xy e {0,1}*|yy € {000,010,100,101}},

(h) {azyz € {0,1}* | yy € {001,010, 101, 110}}.

Die graphische Darstellung der Automaten ist zur Losung der Aufgabe ausreichend. Geben
Sie dazu zu jedem Zustand ¢ dieser Automaten die Klasse Kl[g] an.

3.3 Simulationen

Die Simulation ist einer der meist benutzten Begriffe der Informatik. Trotzdem
wurde dieser Begriff nie durch eine formale Definition festgelegt. Der Grund
dafiir ist, dass man in unterschiedlichen Bereichen den Begriff der Simulation
unterschiedlich auslegt. Die engste Interpretation dieses Begriffes fordert, dass
jeder elementare Schritt der simulierten Berechnung durch einen Schritt der
simulierenden Berechnung nachgemacht wird. Eine etwas schwéchere Forde-
rung ist, dass man einen Schritt der simulierten Berechnung durch mehrere
Schritte simulieren darf. Eine noch schwichere Form verzichtet auf die Si-
mulation einzelner Schritte und fordert nur, dass man gewisse wichtige Teile
der Berechnung nachahmt. Die allgemeinste Definition fordert nur das gleiche
Eingabe-Ausgabe-Verhalten und verzichtet vollstéandig auf die Simulation der
Wege, die von den Eingaben zur entsprechenden Ausgabe fiihren.

In diesem Teilkapitel zeigen wir eine Simulation im engen Sinne. Wir zeigen,
wie man die Berechnung von zwei endlichen Automaten mit einem EA simultan
Schritt fiir Schritt nachahmen kann.

Lemma 3.2. Sei ¥ ein Alphabet und seien My = (Q1, %, 01, qo1, F1) und My =
(Q2,%, 02, qo2, F2) zwei EA. Fiir jede Mengenoperation ® € {U,N, —} existiert
ein EA M, so dass

L(M) = L(M;) ® L(M,).

Beweis. Die Idee des Beweises ist, den EA M so zu konstruieren, dass M
gleichzeitig die Arbeit von beiden Automaten M; und M, simulieren kann.”
Die Idee der Simulation ist einfach. Die Zusténde von M werden Paare (g, p),

“Im Prinzip hat M auch keine andere Maglichkeit, weil die Mglichkeit, zuerst M; und dann
M> zu simulieren, nicht besteht (die Eingabe steht nur einmal zum Lesen zur Verfiigung).
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M1 | 5131| 5152| T; | M2 . | £L’1| £L’2| ZT; |
A A
q p
M | 131| ZL’Q| Z; |
A
(¢,p)

Fig. 3.9

wobei ¢ ein Zustand von M; und p ein Zustand von M, ist. Das erste Element
von (q,p) soll ¢ sein genau dann, wenn sich M; auch gerade im Zustand ¢
befindet. Analog soll das zweite Element des Zustandes von M p sein genau
dann, wenn M, sich im Zustand p befindet (Fig. 3.9).

Den formalen Beweis fithren wir in zwei Schritten durch. Zuerst geben wir eine
formale Konstruktion des EA M und beweisen dann, dass M beide EA M;
und My simuliert.

Die Konstruktion von M.
Sei M = (Q,%,9, qo, Fr), wobei

) Q=Q1x Qs

) q0 = (o1 Go2),

(iii) furallege Qi, p€ Qaund a € ¥, §((q,p),a) = (61(g,a), 62(p, a)),

) falls ® =U, dann ist F' = F} X Qo U Q1 X Fy

{Mindestens einer von M; und M, endet in einem akzeptierenden Zu-
stand. },

falls © =N, dann ist F' = F} x F,

{Beide M; und M, miissen akzeptieren. }, und

falls © = —, dann ist F' = F} x (Q2 — F»)

{M; muss akzeptieren und M, darf nicht akzeptieren.}.

Beweis der Behauptung L(M) = L(M;) ® L(My).
Um die Behauptung fiir jedes ® € {U, N, —} zu beweisen, reicht es, die folgende
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Gleichheit zu zeigen:

5((QQ1, qu), I’) = (31(Q017$), SQ(QOQ,J))) fiir alle x € X*. (31)
Wir beweisen (3.1) durch Induktion beziiglich |z|.

1. Induktionsanfang.

Falls z = A, ist (3.1) offenbar erfiillt.

2. Induktionsschritt.

Wir beweisen fiir jedes ¢ € , dass, wenn (3.1) erfiillt ist fiir jedes z € ¥* mit
|z| <, dann ist (3.1) erfiillt fiir jedes w € X

Sei w ein beliebiges Wort aus ¥, Dann ist w = za fiir irgendwelche z € ¥
und a € 3. Aus der Definition der Funktion ¢ erhalten wir

~ ~

5((6101,(]02),10) = 0((qo1,q02), 2a)

= 5(5“(]01,(]02)12)7@)
= 5((1(qo1, 2), 02(qo2, 2)), @)

= (6:(01(qo1, 2), a), 02(d2(qoz, 2), @)

= (SI(Q101,Za),52(q2027za))
= (51(q101,w),52(QQ02>w))

O

Aufgabe 3.10. Sei L C ¥* eine regulire Sprache. Beweisen Sie, dass auch It =L
eine regulére Sprache ist.

Die vorgestellte Simulation bietet uns eine modulare Technik zum Entwurf
von endlichen Automaten. Dieser strukturierte Ansatz ist besonders fiir grofie-
re und komplexere Automaten geeignet, weil er nicht nur den Entwurfsprozess
veranschaulicht, sondern auch die Verifikation des entworfenen Automaten ver-
einfacht. Die Idee der modularen Entwurfsstrategie ist, zuerst einfache Auto-
maten fiir einfache Sprachen zu bauen und dann aus diesen ,,Bausteinen“ den
gesuchten EA zusammenbauen. Wir illustrieren diese Entwurfsmethode durch
das folgende Beispiel.

Beispiel 3.3. Seien L; = {z € {0,1}* | |z|, ist gerade}, und L, = {z €
{0,1}* | ||, = 0 oder |z|, > 3}. Wir bauen zuerst zwei endliche Automaten
M, und My mit L(M;) = Ly und L(Ms) = Lo, die in Abbildung 3.10 und
Abbildung 3.11 dargestellt sind.
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Fig. 3.10 M;

Fig. 3.11 M>

Wie unsere Idee besagt, hat M die Zustandsmenge

{(q0; o), (905 P1); (90, P2); (0, P3), (g1, Do), (415 P1); (@1, P2), (@1, 3) }-

Um M {ibersichtlich zu zeichnen, legen wir die Zustdnde von M matrixartig
auf ein Blatt Papier (Abbildung 3.12). Die erste Zeile beinhaltet Zusténde
mit der ersten Komponente g, und die zweite Zeile Zustdnde mit ¢; als erste
Komponente. Die i-te Spalte fiir ¢ = 0, 1, 2, 3 beinhaltet die Zustéinde mit der
zweiten Komponente p;.

Jetzt muss man anhand von M; und M, die Kanten (Uberginge) bestimmen.
Zum Beispiel geht M; aus gy bei 0 in ¢; tiber und M, bleibt beim Lesen von 0
in po. Deswegen geht M aus (qo, po) beim Lesen von 0 in (qq, po) iiber.
Nachdem auf diese Weise alle Kanten bezeichnet worden sind, beobachten wir
in Abbildung 3.12, dass wir in den Spalten die Anzahl der Nullen modulo 2
rechnen und in den Zeilen die Anzahl Einsen von 0 bis 3 zihlen. Also bedeutet
der Zustand (g;,p,) fir i € {0,1},5 € {0,1,2,3}, dass der bisher gelesene
Prifix « genau j Einsen beinhaltet (wenn j = 3 mindestens 3 Einsen) und
|z|, mod 2 = 4. Damit sind alle fiir uns wichtigen Merkmale der gelesenen
Wérter in M beobachtet (gespeichert).
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1
4’ @
0 0 0 0 0
1

Welche sind die akzeptierenden Zustéinde? Das héngt davon ab, was fiir eine
Sprache wir akzeptieren wollen. Wenn wir zum Beispiel die Sprache

Fig. 3.12 M

LyN Ly = L(My) N L(Ms)
akzeptieren wollen, dann miissen wir genau dann akzeptieren
wenn beide M; und M, akzeptieren.
Das bedeutet: die akzeptierenden Zustédnde von M sind genau die Zusténde,

wo beide Komponenten akzeptierende Zustdnde von M; und M
sind.

Weil ¢y der einzige akzeptierende Zustand von M; ist und die akzeptieren-
den Zustéinde von M, die Zustdnde py und ps sind, sind die akzeptierenden
Zusténde von M

die Zusténde (qo, po) und (qo, p3)-
Wenn M die Sprache
LyU Ly = L(My) U L(Ms)
akzeptieren sollte, dann akzeptiert M genau dann, wenn

mindestens einer der endlichen Automaten M; und M, akzeptiert.



98 3 Endliche Automaten

Das bedeutet: die akzeptierenden Zusténde von M sind genau die Zustédnde

wo mindestens eine Komponente einem akzeptierenden Zustand
von M; oder M, entspricht.

Somit sind die akzeptierenden Zusténde fiir L; U Ly die folgenden Zustéande:
(90, po), (g0, P1), (90, P2), (90, P3), (41, Do), (40, D3)-

|

Aufgabe 3.11. Betrachten Sie M aus Beispiel 3.3. Bestimmen Sie die Menge der akzep-
tierenden Zustéinde, wenn M die folgenden Sprachen akzeptieren soll:

(a) L(My)— L(My)={xe€{0,1}* |2 € L(M;) und = ¢ L(M>)},

(b) L(Ms) — L(My),

(¢) {0,1}* — (L(My) N L(My)),
(d) {0,1}* — (L(M1) U L(Mz)),
(e) ({0,1}* — L(My)) U L(M>),
(f) ({0,1}* — L(Ma)) N L(My).

Aufgabe 3.12. Nutzen Sie die Methode des modularen Entwurfs, um endliche Automaten
fiir folgende Sprachen zu bauen:

{z €{0,1}* | |z|, mod 3 =1 und ||, mod 3 = 2},

{z €{0,1}* | |#|, mod 2 =1 und 1 < |z|; < 3},

{z €{0,1,2}* | |z|, mod 3 € {0,1} und (|z|; + |z|,) mod 2 = 0},

{z € {0,1}* | ||, ist gerade und z enthélt das Teilwort 0101},

{z € {0,1}* | = y00z11v fir y,z,v € {0,1}* und |z|, mod 3 = 2},

{z € {0,1,a,b}* | x enthilt das Teilwort 111 oder das Teilwort aba},

{z € {0,1}* |  beginnt mit dem Prifix 011 und = enthélt 100 als Teilwort},

{z € {0,1}* | z enthilt entweder 0101 als Teilwort oder endet mit dem Suffix 111},
{z €{0,1,2}* | |z|, ist gerade A |z|, ist ungerade A |z|, + |z|, > 2},

{z € {0,1}* | « enthilt mindestens eines der folgenden Teilworter: 0011, 110}.

a
b
c
d
e
f
g
h

N T S~

@
(J

Aufgabe 3.13. Betrachten Sie die folgenden Sprachen:

NSNS AN AN NSNS NN

Ly = {ze{0,1,2}"||z|, ist gerade},
Ly, = {xe{0,1,2}"||z|, ist ungerade},
Ly = {ze€{0,1,2}" | ||, ist gerade}.

Bauen Sie drei endliche Automaten M, My und Ms, so dass L(M;) = Ly, L(Ms) = Ly und
L(Ms;) = L3. Konnen Sie jetzt mit der modularen Entwurfstechnik einen EA M konstruie-
ren, so dass

L(M)=(LiNLy)ULs ?
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3.4 Beweise der Nichtexistenz

Um zu zeigen, dass eine Sprache L nicht reguldr ist (L ¢ L£(EA)), geniigt es
zu beweisen, dass es keinen EA gibt, der die Sprache akzeptiert. Im Allgemei-
nen zu zeigen, dass von einer gewissen Klasse von Programmen (Algorithmen)
eine konkrete Aufgabe nicht 16sbar ist (kein Programm aus der Klasse 16st die
Aufgabe), gehort zu den schwersten Problemstellungen in der Informatik. Be-
weise solcher Aussagen nennen wir Beweise der Nichtexistenz. Im Unterschied
zu konstruktiven Beweisen, bei denen man die Existenz eines Objektes mit
gewissen Eigenschaften direkt durch eine Konstruktion eines solchen Objek-
tes beweist (z.B. wir konstruieren einen EA M mit vier Zusténden, der eine
gegebene Sprache akzeptiert), kann man bei den Beweisen der Nichtexistenz
mit einer unendlichen Menge von Kandidaten (z.B. allen endlichen Automa-
ten) nicht so vorgehen, dass man alle Kandidaten einen nach dem anderen
betrachtet und tiberpriift, dass keiner die gewiinschten Eigenschaften hat. Um
die Nichtexistenz eines Objektes mit gegebenen KEigenschaften in einer un-
endlichen Klasse von Kandidaten zu beweisen, muss man fiir gew6hnlich eine
tiefgreifende Kenntnis iiber diese Klasse haben, die im Widerspruch zu den
gewiinschten Eigenschaften steht.

Weil die Klasse der endlichen Automaten eine Klasse von sehr stark einge-
schrinkten Programmen ist, sind die Beweise der Nichtexistenz der Art ,es
gibt keinen EA, der die gegebene Sprache I akzeptiert® relativ leicht. Wir
nutzen dies hier, um eine einfache Einfiihrung in die Methodik der Herstellung
von Beweisen der Nichtexistenz zu geben.

Wir wissen, dass endliche Automaten keine andere Speicherméglichkeit als den
aktuellen Zustand (Nummer der aufgerufenen Programmzeile) besitzen. Das
bedeutet fiir einen EA A, der nach dem Lesen zweier unterschiedlicher Wérter
2 und y im gleichen Zustand endet (also 0(qo, ) = 0(qo,y)), dass A in Zukunft
nicht mehr zwischen x und y unterscheiden kann. Mit anderen Worten bedeutet
dies, dass fiir alle z € ¥* gilt, dass

5A(Q0a xz) = 814((]07 yz)'

Formulieren wir diese wichtige Eigenschaft im folgenden Lemma.

Lemma 3.3. Sei A = (Q,%,04,q0, F) ein EA. Seien z,y € ¥*, v # y, so

dass

(90, %) 5 (p. A) wnd (g0, y) - (p, A)
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fiir ein p € Q (also da(qo, ) = 0a(qo,y) = p (,y € Kl[p])). Dann existiert
fir jedes z € ¥* einr € Q, so dass vz und yz € Kl[r|, also

xz € L(A) & yz € L(A).
Beweis. Aus der Existenz der Berechnungen

(a0, %) Fi~ (p, A) und (g0, y) Fi- (p, A)

von A folgt die Existenz folgender Berechnung auf zz und yz

(CJOv JJZ) l% (p7 Z) und (QO, yz) '% (pv Z)

fiir alle z € £*. Wenn r = d4(p, z) (also wenn (p, 2) Fi (r,\) die Berechnung
von A auf z ausgehend vom Zustand p) ist, dann ist die Berechnung von A auf
xz

(90, 22) B (p, 2) Fi (1, A)

und die Berechnung von A auf yz

(90, v2) b (0, 2) B (r, ).

Wenn r € F, dann sind beide Worter xz und yz in L(A). Falls r ¢ F, dann
ist zz,yz ¢ L(A). O

Lemma 3.3 ist ein Spezialfall einer Eigenschaft, die fiir jedes (deterministische)
Rechnermodell gilt. Wenn man einmal in den Berechnungen auf zwei unter-
schiedlichen Eingaben die gleiche Konfiguration® erreicht, dann ist der weitere
Verlauf beider Berechnungen identisch. Im Fall eines Entscheidungsproblems
bedeutet dies, dass entweder beide Eingaben akzeptiert werden oder beide
verworfen werden. Lemma 3.3 kann man leicht anwenden, um die Nichtregu-
laritét mehrerer Sprachen zu zeigen. Sei L = {0"1" |n € }. Intuitiv sollte L
fiir jeden EA deswegen schwer sein, weil man die Anzahl der vorkommenden
Nullen speichern sollte, um diese dann mit der Anzahl nachfolgender Einsen
vergleichen zu kénnen. Aber die Anzahl von Nullen im Préifix 0" kann belie-
big grof sein und jeder EA hat eine feste Grofle (Anzahl der Zusténde). Also
kann kein EA die vorkommenden Nullen in jedem Eingabewort zéhlen und wir

8Dies gilt nur, wenn man eine Konfiguration als vollstindige Beschreibung des allgemei-
nen Zustandes des Rechnermodells (einschlieflich des noch erreichbaren Teils der Eingabe)
betrachtet.
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brauchen nur formal auszudriicken, dass dieses Zihlen erforderlich ist, um L
zu akzeptieren.

Wir zeigen indirekt, dass L ¢ L(EA). Sei A = (Q, Xbool; 94, o, F') ein EA mit
L(A) = L. Man betrachte die Worter

0',0%,0°, ...,0@H1,

Weil die Anzahl dieser Worter |Q| + 1 ist, existieren 4,5 € {1,2,...,|Q| + 1},
1 < j,so dass

5A<Q070i) = 8A<Q070j)~
Nach Lemma 3.3 gilt
0zeLeWzel

fiir alle 2 € (Zpoo1)*. Dies gilt aber nicht, weil fiir z = 1° das Wort 0'1° € L
und das Wort 071" ¢ L.

Aufgabe 3.14. Beweisen Sie mit Hilfe von Lemma 3.3, dass die folgenden Sprachen nicht
in L(EA) sind:

(@) {we {ab} | fwla = lwls},

(b) {a"b™c"|n,me },
) {w € {0,1,#}* | w = af#z fir ein z € {0,1}*},
) A{zly € {0,137 [ |z = [yl}-

Um die Beweise der Nichtregularitdt von konkreten Sprachen anschaulich und
einfach zu machen, sucht man nach leicht {iberpriifbaren Eigenschaften, die je-
de regulére Sprache erfiillen muss. Wenn eine Sprache L eine solche Eigenschaft
nicht besitzt, weifl man direkt, dass L nicht regulér ist. Im Folgenden zeigen
wir zwei solcher Methoden zum Beweis von Aussagen der Form L ¢ L(EA).
Die erste Methode nennt man Pumping. Sie basiert auf folgender Idee. Wenn,
fiir ein Wort x und einen Zustand p eines EA A,

(p2) (0, ),

dann gilt auch

(p.2") i (2, M)
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fur allei €  (Fig. 3.13). Also kann A nicht unterscheiden, wie viele x gelesen
worden sind. Daher ist, wenn d(qo,y) = p fir ein y € ¥* und d4(p, z) = r fir
ein z € ¥* (Fig. 3.13),

(QOvyxiz) '% (p7xiz) l% (pv Z) '% (>‘a 7ﬁ)

die Berechnung von A auf yz'z fiir alle i €  (also {yz'z | i € } C Kl[r] fiir
ein 7 € ). Dies bedeutet, dass A entweder alle Worter yz'z fiir i €  (falls
r € F') akzeptiert, oder dass A kein Wort aus {yz’z | i € } akzeptiert.

RN
S —

v [z ] o] =] =
L s s

Fig. 3.13

Lemma 3.4. Das Pumping-Lemma fiir regulire Sprachen

Set L reguldr. Dann existiert eine Konstante ng € , so dass sich jedes Wort
w € X* mit lw| > ng in drei Teile y, x und z zerlegen lisst, d.h. w = yxz,
wobet

(i) |yxz| < no,
(i1) |z| > 1, und
(iii) entweder {yz*z |k € } C L oder {yz*z|ke }NL=10.

Beweis. Sei L C ¥* reguldr. Dann existiert ein EA A = (Q, X, 04, o, F'), so
dass L(A) = L. Wir setzen ng = |@Q|. Sei w € ¥* mit |w| > ng. Dann ist
W = WiWs . .. Wy, wobel w; € ¥ fliri =1,...,np und u € ¥X*. Betrachten wir
die Berechnung

(qo, wiwows . . . Wyy) IT (qu, wows ... wy,)

lT (Q27 ws ... wno) ‘7 Y ‘T (qno—b wno) ‘T (qm)v /\) (3'2)

von A auf wywsy...w,,. In den ny + 1 Konfigurationen dieser Berechnung
kommen ng + 1 Zustdnde qo,q1,q2,...,qn, vor. Weil |Q| = ng, existieren
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i,j €{0,1,...,n0}, i < j, so dass ¢; = g;. Daher lésst sich (3.2) als

(CIO7 wy - - 'wno) l% (Qi, Wit - - 'wno) ’% (Qi, Wiyt - wno) '% (qm)ﬂ )‘) (3'3)

darstellen. Wir setzen jetzt
Y=wW... W, T=Wiq1... w; Und 2 = Wj41 ... Wyl

Es ist klar, dass w = yxz. Wir iiberpriifen die Eigenschaften (i), (ii) und

(ii).

(i) yr=w;...wwii ... w; und daher |yz| = j < ny.
(i) Weil ¢ < jund |z| =7 —4,ist x # X (|z] > 1).
(iii) Wenn man die Notation y und x statt w; ... w; und w;1q ... w; in (3.3)
verwendet, sieht die Berechnung von A auf yx wie folgt aus:

(90, y7) Fi (g, @) Fi (43, M) (3.4)
Die Berechnung (3.3) impliziert

(qiv xk) ’% (in )‘)

fir alle £k € . Dann ist fiir alle k& €

(qu yxkz) ’% (inxkz) ’% (qiv Z) l% (SA(% Z)a )‘)

die Berechnung von A auf yz*z. Wir sehen, dass fiir alle & € , die
Berechnungen im gleichen Zustand 04(q;, z) enden. Falls also d4(g;, 2) €
F, dann akzeptiert A alle Worter aus {yz*z | k € }. Falls SA(qi, z2) ¢ F,
dann akzeptiert A kein Wort aus {yz*z | k € }.

O

Wie wendet man Lemma 3.4 an, um zu zeigen, dass eine Sprache nicht regulér
ist? Fiihren wir dies wieder am Beispiel der Sprache L = {0"1" | n € } vor.
Wir fithren den Beweis indirekt. Sei L regulidr. Dann existiert eine Konstante
no mit den in Lemma 3.4 beschrieben Eigenschaften, also muss jedes Wort mit
einer Linge von mindestens ng eine Zerlegung besitzen, die die Eigenschaften
(1), (ii) und (iii) erfillt. Um zu zeigen, dass L ¢ L(EA), reicht es ein hinreichend
langes Wort zu finden, fiir das keine seiner Zerlegungen die Eigenschaften (i),
(ii) und (iii) erfiillt. Wir wéhlen jetzt

w = ("01"0,
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Es ist klar, dass |w| = 2ny > ng. Es muss eine Zerlegung w = yxz von w
mit den Eigenschaften (i), (ii) und (iii) geben. Weil nach (i) |yz| < ny gilt,
ist y = 0' und 2 = 0™ fiir irgendwelche I,m € . Nach (ii) ist m # 0. Weil
w=0m1" € L, ist {yzFz | k € } = {0ro-mthmino | e} C L. Das ist
aber ein Widerspruch, weil yz°2 = yz = 0"0~™1" ¢ [, (es ist sogar so, dass
0™ 1m0 das einzige Wort aus {yz*z | k € } ist, das in L liegt).

Bei der Anwendung des Pumping-Lemmas ist es wichtig, dass wir das Wort w
frei wihlen konnen, weil das Lemma fiir alle ausreichend langen Worter gilt.
Die Wahl des Wortes w ist insbesondere wichtig aus folgenden zwei Griinden.

Erstens kann man fiir w eine ,;schlechte® Wahl treffen in dem Sinne, dass man
mit diesem Wort und der Pumping Methode die Tatsache L ¢ L£(EA) nicht
beweisen kann. Fiir die Sprache L = {0"1" | n € } ist ein Beispiel einer
schlechten Wahl das Wort

w=0"¢ L.

Es besteht die Moglichkeit, das Wort w wie folgt zu zerlegen:
w=yrzmity=0,2=0,2z=0""2

Klar, dass das Pumping Lemma fiir dieses w gilt, weil keines der Worter in
{yz"z | ke Yy={0""F|kec }

zu L gehort und so die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) erfiillt sind.

Zweitens kann man Worter wihlen, die den Beweis von L ¢ L(EA) zwar
ermoglichen, aber nicht als giinstig anzusehen sind, weil eine Menge von Arbeit
notwendig ist, um zu beweisen, dass keine Zerlegung des gewéhlten Wortes alle
drei Eigenschaften (i), (ii) und (iii) erfiillt. Als Beispiel betrachten wir die Wahl
des Wortes

w = Omo/211[no/2]

fiir die Sprache L = {0"1" | n € }. Dieses Wort konnen wir benutzen um
L ¢ L(EA) zu zeigen, aber wir miissen dabei mindestens die folgenden drei
Fille von moglichen Zerlegungen betrachten®.

9Fiir das Wort 0"0 1™ garantiert die Eigenschaft (i) des Pumping Lemmas, dass = nur aus
Nullen besteht. Fiir das Wort 0/™0/211170/2] kann 2 ein beliebiges nichtleeres Teilwort von
w sein.
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(i) y =0, =07, z=(ln/2l=m=i1no/2]

fireini € undeinme — {0}, d.h. x besteht nur aus Nullen.
{In diesem Fall kann man das gleiche Argument wie fiir das Wort w =
0" 1" nutzen, um zu zeigen, dass die Eigenschaft (iii) des Pumping Lem-
mas nicht gilt. }

(i) y= Ofmo/2l=m = 17, » = 1[m0/21-J
fiir positive ganze Zahlen m und j, daher enthélt x mindestens eine Null
und mindestens eine 1.
{In diesem Fall ist (iii) nicht erfiillt, weil z = yzrz € L und ya?z ¢ L
(ya?z = 0lmo/2115gm11m0/21=3 hat nicht die Form a*b*).}

(iil) y=0Mmo/211% x = 1™ 2 = 1[mo/2—i=m
fireini € wundeinme —{0}.
{In diesem Fall kann man die Anzahl der Einsen erhéhen ohne die Anzahl
der Nullen zu éndern und so yz'z ¢ L fiir allel € — {1}.}

Also sehen wir, dass die Wahl des Wortes 0[0/211[0/2] fijr den Beweis von
L ¢ L(EA) zu viel mehr Arbeit fithrt als die Wahl des Wortes 0m01™.

Aufgabe 3.15. Beweisen Sie durch Anwendung des Pumping-Lemmas, dass die folgenden
Sprachen nicht regulér sind:

(i) {ww |we{0,1}},

) {a"b"c" [ne 1},

) {w € {0,1}" [ fwlo = |wh},

) {a" |ne },
v) {a® |ne },

) {we{0,1}" | wlo = 2Jwh},

) Azly |2,y € {0, 1}, [z] = |y[}.

Aufgabe 3.16. Beweisen Sie folgende Version des Pumping-Lemmas:

Sei L C ¥* reguldr. Dann existiert eine Konstante ng € , so dass sich jedes Wort w € ¥*
mit |w| > ng in drei Teile w = yxz zerlegen lésst, wobei

(i) |zz| <no,

(ii) |z| > 1 und

(iii) entweder {yz*z |k € } C L oder {yz*z|ke }NL=0.

Aufgabe 3.17.* Formulieren und beweisen Sie eine allgemeinere Form des Pumping-Lemmas,
die Lemma 3.4 und das Lemma aus der Aufgabe 3.16 als Spezialfille beinhaltet.

Im Folgenden stellen wir eine Methode zum Beweis der Nichtregularitit vor,
die auf der Kolmogorov-Komplexitéit beruht. Sie zeigt auf eine andere Weise,
dass endliche Automaten nicht beliebig lange zdhlen kénnen (oder nicht so
viele Informationen iiber das bisher gelesene Wort speichern kénnen). Diese
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Methode basiert auf dem néchsten Satz, der zeigt, dass nicht nur alle Worter
einer reguléren Sprache eine kleine Kolmogorov-Komplexitdt haben, sondern
auch alle Suffixe von Wortern einer reguldren Sprache. So ist Satz 3.1 eine
Verfeinerung des Satzes 2.2 fiir regulédre Sprachen.

Satz 3.1.* Sei L C (Xpo0)* eine regulire Sprache. Sei L, = {y € (Zpool)* |
xy € L} fir jedes x € (Xpoo1)*. Dann existiert eine Konstante const, so dass
fir alle z,y € ¥*

K(y) < [logy(n+ 1) + const

falls y das n-te Wort in der Sprache L, ist.

Beweis. Weil L reguldr ist, existiert ein EA M mit L(M) = L. Die Idee des
Beweises ist dhnlich dem Beweis von Satz 2.2, aber nicht gleich. Wenn wir den
Beweis des Satzes 2.2 genau verfolgen wiirden, wiirden wir in kanonischer Rei-
henfolge alle Worter z aus (Xp001)* nacheinander generieren und fiir jedes Wort
xz durch die Simulation von M auf zz bestimmen, ob zz € L = L(M). Das
n-te akzeptierte Wort der Form xz bestimmt, dass z das n-te Wort in L, ist.
Die Schwiche dieses Ansatzes ist, dass man dem Programm zur Generierung
von y nicht nur n und M geben muss, sondern auch z. Das Wort « kann aber
eine beliebig grofe Komplexitidt K (x) im Vergleich zu K (y) haben.

Die Kernidee hier ist, dass wir einem Programm zur Generierung von y das
Wort x gar nicht geben miissen. Es geniigt, ihm den Zustand 6(qo, x) zu geben

und dann die Simulation auf den generierten Wortern z immer aus 0(qo, ) zu
starten.

Sei y das n-te Wort in L, fiir ein x € (Ey,00)*. Das Programm A, , zur Gene-
rierung von y arbeitet wie folgt:

Agy begin
z:=X; 1:=0;
while 7 < n do begin
Simuliere die Arbeit von M aus dem Zustand §(go, ) auf z;
if 6(0(qo, z),2) € F then
begini:=i+1; y:=z;
end;
z := kanonischer Nachfolger von z.
end;
write(y);
end.
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Fiir alle =,y ist A,, gleich bis auf n und den Zustand 5(%,1’). Aber den
Zustand 6(go, z) kénnen wir in die Beschreibung von M mit einem speziel-
len Zeiger auf 5((]0,:6) einbetten. Weil es nur |@Q| viele Moglichkeiten fiir den
Zeiger gibt, existiert eine Konstante const,s, die die Linge der vollstdandigen
Beschreibung von M mit dem Zeiger auf einen der Zustéinde (egal welchen)
beinhaltet. Die Lénge der Beschreibung von A, , aufier den Parametern n, M
und 6(go, ) ist eine Konstante d beziiglich 2 und y. Die Zahl n kann man in
[log,(n + 1)] Bits darstellen. Also gilt

K(y) < [logy(n+ 1)] + consty + d.
O
Wir wenden den Satz 3.1 an, um noch einmal L = {0"1" | n € } ¢ L(EA)
indirekt zu beweisen. Sei L reguldr. Fiir jedes m €  ist 1™ das erste Wort in
der Sprache

Lon ={y | 0"y € L} ={0/1"" | j € }.

Satz 3.1 folgend, existiert eine Konstante ¢ unabhéngig von m (nédmlich von
dem Wort 1), so dass

K™ < K(1) + e
Weil K (1) auch eine Konstante ist, gilt fiir eine Konstante d = K (1) + ¢
K(1m) <d (3.5)
fiir alle m €  — {0}. Dies ist aber nicht moglich, weil

(i) die Anzahl aller Programme, deren Lénge kleiner oder gleich d sind, endlich
ist (hochstens 27) und
(i) die Menge {1™ | m € } unendlich ist.

Eine andere Argumentation als zu sagen, dass endlich viele unterschiedliche
Programme nicht unendlich viele unterschiedliche Wérter generieren kénnen,
ist, die Behauptung aus Aufgabe 2.29 anzuwenden. Diese Behauptung sichert
die Existenz von unendlich vielen Zahlen m mit K (m) > [logy(m + 1)] — 1.
Weil es ein b € gibt, so dass |K(1™) — K(m)| < b fiir alle m € | steht
K(m) > [logy(m—+1)] —1 fiir unendlich viele m €  im Widerspruch zu (3.5).

Aufgabe 3.18. Wenden Sie den Satz 3.1 an, um die Nichtregularitét folgender Sprachen
zu beweisen:

() {07 |ne },
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(i) (0" |ne 3,
(iif) {w e {0,1}" | wlo =2 |wh},
(iv) {w e {0,1}* | w = xz fiir ein x € {0,1}*}.

3.5 Nichtdeterminismus

Die standardméfligen Programme sowie die bisher betrachteten endlichen Au-
tomaten sind Modelle von deterministischen Berechnungen. Determinismus be-
deutet in diesem Kontext, dass in jeder Konfiguration eindeutig festgelegt ist
(determiniert ist), was im néchsten Schritt passieren wird. Daher bestimmen
ein Programm (oder ein EA) A und seine Eingabe x vollsténdig und eindeutig
die Berechnung von A auf z. Nichtdeterminismus erlaubt in gewissen Konfi-
gurationen eine Auswahl von mehreren Aktionen (Mdoglichkeiten, die Arbeit
fortzusetzen). Dabei reicht es, wenn mindestens eine der Méglichkeiten zu dem
richtigen Resultat fithrt. Dies entspricht einem auf den ersten Blick kiinstli-
chen Spiel, so, als ob ein nichtdeterministisches Programm immer die richti-
ge Moglichkeit wahlt. Diese Wahl einer von mehreren Méoglichkeiten nennen
wir nichtdeterministische Entscheidung. Fiir ein Entscheidungsproblem
(3, L) bedeutet dies, dass ein nichtdeterministisches Programm (nichtdeter-
ministischer EA) A eine Sprache L akzeptiert, falls fiir jedes # € L mindestens
eine akzeptierende Berechnung von A auf x existiert und fiir jedes y € ¥* — L
alle Berechnungen nicht akzeptierend sind. Obwohl ein nichtdeterministisches
Programm nicht zum praktischen Einsatz geeignet scheint (und wir kein Ora-
kel haben, das uns helfen wiirde, die richtige nichtdeterministische Entschei-
dung zu treffen), hat das Studium von nichtdeterministischen Berechnungen
einen wesentlichen Beitrag zum Versténdnis von deterministischen Berechnun-
gen und zur Untersuchung der Grenze der Mdoglichkeiten, Probleme algorith-
misch zu losen, geliefert.

Die Zielsetzung dieses Teilkapitels ist es, Nichtdeterminismus auf dem Modell
der endlichen Automaten einzufithren und zu untersuchen. Dabei interessieren
uns die fiir allgemeine Berechnungsmodelle zentralen Fragen, ob man nichtde-
terministische Berechnungen deterministisch simulieren kann und falls ja, mit
welchem Berechnungsaufwand.

Fir Programme koénnte man Nichtdeterminismus z.B. mit einem Befehl
,choose goto i or goto j“ einfithren. Bei endlichen Automaten fithren wir
Nichtdeterminismus so ein, dass wir einfach aus einem Zustand mehrere Uber-
ginge fiir das gleiche Eingabesymbol erlauben (Fig. 3.14).
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Fig. 3.14

Definition 3.3. Fin nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA )
ist ein Quintupel M = (Q, 3,9, qo, F'). Dabei ist

(i) Q eine endliche Menge, Zustandsmenge genannt,

(i) ¥ ein Alphabet, Eingabealphabet genannt,
(iii) qo € QQ der Anfangszustand,

(iv) F CQ die Menge der akzeptierenden Zusténde und

(v) ¢ eine Funktion'® von Q x ¥ nach P(Q), Ubergangsfunktion genannt.

{ Wir beobachten, dass Q, ¥, qo und F' die gleiche Bedeutung wie bei einem EA
haben. Ein NEA kann aber zu einem Zustand q und einem gelesenen Zeichen
a mehrere Nachfolgezustinde oder gar keinen haben.}

Eine Konfiguration von M ist ein Element aus QQ x ¥*. Die Konfiguration
(qo, x) ist die Startkonfiguration fiir das Wort .

Ein Schritt von M ist eine Relation |57 C (Q x ¥*) x (Q X X¥), definiert
durch

(¢, w) 5 (p,x) © w=ax fir einac X und p € §(q,a).

Eine Berechnung von M ist eine endliche Reihenfolge Dy, Do, ..., Dy von
Konfigurationen, wobei D; |57 Diyq fiir i = 1,...,k — 1. Eine Berechnung
von M auf x ist eine Berechnung Co, C4, ..., C,, von M, wobei Cy = (qo, x)
und entweder C,, € Q x{\} oder C,,, = (q,ax) fir eina € ¥ und ein q € Q, so
dass 6(q,a) = 0. Cy,C4,...,C,y, ist eine akzeptierende Berechnung von M
auf x, wenn C,, = (p, \) fiir ein p € F. Falls eine akzeptierende Berechnung
von M auf x existiert, sagen wir auch, dass M das Wort x akzeptiert.

Die Relation |57 ist die reflexive und transitive Hiille"! von |5 .

10 Alternativ kann man § als eine Relation auf (Q x ¥) x Q definieren.
HGenau wie bei einem EA.
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Die Sprache

L(M) = {w € X" | (q.w) 57 (p,A) fiir einp € F}

st die von M akzeptierte Sprache.
Zu der Ubergangsfunktion § definieren wir die Funktion 8 von Q x X* in P(Q)

wie folgt:
(i)
(ii)

0N = {a} firjedes g€ Q.
(q,wa) = {p | es existiert ein r € 6(q,w), so dass p € §(r,a)}

= UT‘ES(Q,’U}) 6(T7 Cl)
fir alle g € Q,a € ¥, w € ¥*.

0
b

Wir sehen, dass ein Wort z in L(M) ist, wenn M mindestens eine akzeptie-
rende Berechnung auf x hat. Bei einer akzeptierenden Berechnung auf z wird
wie bei einem EA gefordert, dass das ganze Wort = gelesen wird und nach dem
Lesen des letzten Buchstabens M in einem akzeptierenden Zustand ist. Im Un-
terschied zu endlichen Automaten kann eine nicht akzeptierende Berechnung
enden, auch wenn die Eingabe nicht vollstdndig gelesen wurde. Dies passiert,
wenn der NEA in einem Zustand ¢ das Symbol a liest und §(p,a) = 0, d.h. es
existiert keine Moglichkeit, die Berechnung fortzusetzen.

Der Definition von & folgend sehen wir, dass 6 (qo, w) die Menge aller Zusténde
aus (Q ist, die aus ¢g durch das vollstéandige Lesen des Wortes w erreichbar
sind. Daher ist

L(M) = {w € % | (g0, w) N F # 0}

eine alternative Definition der von M akzeptierten Sprache.
Betrachten wir folgendes Beispiel eines NEA. Sei M = (Q, X, 0, qo, F'), wobei

Q={90,q,¢}, X ={0,1}, F = {g} und

(q0,0) = {qo0}, (g0, 1) = {qo0, 1 },

0(q1,0) =0, 6(q1, 1) = {ga},

0(q2,0) = {q2}, 6(a2, 1) = {¢a}-
Auf die gleiche Weise wie bei endlichen Automaten stellen wir eine graphische
Darstellung von M (Fig. 3.15) vor.

Das Wort 10110 ist in L(M), weil

(qo, 10110) f57 (g0, 0110) f57 (g0, 110) b7 (g1, 10) b7 (g2, 0) b (g2, A)
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0,1 0,1

SOSNOSNO

Fig. 3.15

eine akzeptierende Berechnung von M auf z ist.

Um entscheiden zu kénnen, ob ein NEA M ein Wort x akzeptiert, muss man
alle Berechnungen von M auf x verfolgen. Eine anschauliche Darstellung aller
Berechnungen von M auf x ist durch den sogenannten Berechnungsbaum
Bar(x) von M auf x gegeben. Die Knoten des Baumes sind Konfigurationen
von M. Die Wurzel von By (z) ist die Anfangskonfiguration von M auf z.
Die Sohne eines Knotens (¢, ) sind alle Konfigurationen, die man von (g, «)
in einem Schritt erreichen kann (d.h. alle (p, 8), so dass (¢, ) Iz (p, 8)). Ein
Blatt von Bj(z) ist entweder eine Konfiguration (r, \) oder eine Konfiguration
(s,af) mit a € 3, wobei d(s,a) = () (daher sind die Bléitter Konfigurationen,
aus denen kein weiterer Berechnungschritt moglich ist). Bei dieser Darstellung
entspricht jeder Weg von der Wurzel zu einem Blatt einer Berechnung von
M auf z. Daher gleicht die Anzahl der Blétter von By (z) genau der Anzahl
unterschiedlicher Berechnungen von M auf x.

Aufgabe 3.19. Entwerfen Sie einen NEA, der fiir jede Eingabe 2 € (Zpoo1)* genau 2071
unterschiedliche Berechnungen hat.

Ein Berechnungsbaum By, (z) von M aus Fig. 3.15 auf dem Wort x = 10110
ist in Fig. 3.16 dargestellt. Der Berechnungsbaum B,,(10110) hat vier Blétter.
Zwei Blatter (¢1,0110) und (g1, 0) entsprechen den Berechnungen, in denen es
M nicht gelungen ist, das Eingabewort vollstéindig zu lesen, weil d(g1,0) = 0.
Somit sind diese Berechnungen nicht akzeptierend. Das Blatt (go, A\) und das
Blatt (g2, \) entsprechen zwei Berechnungen, in denen das Eingabewort 10110
vollstandig gelesen wurde. Weil ¢ € F', ist die Berechnung, die in (g, A) endet,
eine akzeptierende Berechnung. Die Schlussfolgerung ist, dass 10110 € L(M).

Weil ¢, der einzige Endzustand von M ist, und die einzige Moglichkeit, von
Qo zu @2 zu gelangen, darin besteht, zwei Einsen hintereinander zu lesen, liegt
die Vermutung nahe, dass L(M) alle Worter der Form x11y, =,y € (Zpoa)*,
enthélt. Das folgende Lemma bestétigt unsere Vermutung.
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_ (9o, 10110) - {ao}
(q1,0110) (q0,0110) {0, a1}
(@ US{)N {90}
_ (%{ (a1, 1(2 {q0, a1}
(91,0). (40, 0) (a2, O)M {90 a1, 2}
(qoﬂlk)f (g2, AI)M {40, 42}

Fig. 3.16

Lemma 3.5. Sei M der NEA aus Fig. 3.15. Dann ist
L(M) == {l‘lly | T,y € (Ebool>*}-
Beweis. Wir beweisen diese Gleichheit zweier Mengen durch zwei Inklusionen.

(1) Zuerst beweisen wir {z1ly | x,y € (Zpoa)*} C L(M).

Sei w € {zlly | z,y € (Bpoa)*}, d.h., w = zlly fiir irgendwelche z,y €
(Xboo1)*. Es reicht, die Existenz einer akzeptierenden Berechung von M auf w
zu beweisen.

Da qg € 0(g0,0) N (qo, 1), existiert fiir jedes z € (Xy001)* die folgende Berech-
nung von M auf x:

(g0, 2) K7 (g0, ). (3.6)

Da g3 € 0(q2,0) N d(ga, 1), existiert fiir jedes y € (Xpo01)* die folgende Berech-
nung von M:

(92, 9) bar (g2, A). (3.7)

Daher ist die folgende Berechnung eine akzeptierende Berechnung von M auf
x1ly:

(g0, 211y) B (g0, 11y) b7 (g1, 19) bir (@2, %) 7 (g2, ).



3.5 Nichtdeterminismus 113

(il) Wir beweisen L(M) C {z1ly | z,y € (Zpool)*}-

Sei w € L(M). Daher existiert eine akzeptierende Berechnung von M auf w.
Weil die Berechnung auf w in gy anfangen und in ¢, enden muss'?, und der
einzige Weg von ¢p zu ¢ iiber ¢; fithrt, sieht eine akzeptierende Berechnung
von M auf w wie folgt aus:

(90, w) 57 (a1, 2) 7 (g2, A). (3.8)

Jede Berechnung von M kann hochstens eine Konfiguration mit dem Zustand
¢1 beinhalten, weil ¢; ¢ §(q1, a) fiir alle a € ¥y Wenn man einmal ¢; verlisst,
kann man nicht wieder zu ¢; zuriickkehren. Daher kann die Berechnung (3.8)
genauer wie folgt dargestellt werden:

(qo’ w) ’ﬁ <QO7 CLZ) }7 ((ha Z) }ﬁ (quu) ’ﬁ (qu >‘)7 (39)

wobei z = bu fir ein b € X4,4. Die einzige Moglichkeit, in Zustand ¢ zu
gelangen, ist die Anwendung der Transition ¢; € 0(go, 1), d.h. durch Lesen
einer Eins im Zustand ¢y, daher ist @ = 1 in (3.9). Weil 6(¢;,0) = () und
d(q1,1) = {qa}, ist die einzige Moglichkeit, einen Berechnungschritt aus ¢; zu
realisieren, eine Eins zu lesen, d.h. b = 1. Folglich entspricht (3.9):

(90, w) i (90, 11u) b7 (g1, 1) b7 (2, w) K7 (g2, A).

Daher muss w das Teilwort 11 beinhalten und somit gilt

w e {xlly | 2,y € (Zpoo)* }-

Aufgabe 3.20. Entwerfen Sie fiir jede der folgenden Sprachen einen NEA:
(a) {1011200y | z,y € (Zbool)*},
(b) {01,101}*,
(¢) {z € (Zbool)* | z enthilt als Teilworter 01011 und 01100},
(d) {z € (X10)* | Nummerio(z) ist teilbar durch 3}.

Bemiihen Sie sich, den NEA so einfach wie moglich zu gestalten, d.h. minimieren Sie die
Anzahl der Zusténde (Knoten) und Transitionen (Kanten).

Sei L(INEA)= {L(M) | M ist ein NEA}. Die zentrale Frage dieses Teilkapi-
tels ist, ob L(NEA) = L£(EA), genauer, ob endliche Automaten die Arbeit von
nichtdeterministischen endlichen Automaten simulieren konnen. Diese Frage
ist auch zentral fiir allgemeinere Berechnungsmodelle. Bisherige Erfahrungen
zeigen, dass die Simulation von Nichtdeterminismus durch Determinismus nur
dann realisierbar ist, wenn die Moglichkeit besteht, alle nichtdeterministischen

124, ist der einzige akzeptierende Zustand von M.
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Berechnungen eines Modells M auf einer Eingabe x durch eine deterministi-
sche Berechnung nachzuahmen. Dies gilt auch fiir endliche Automaten. Die
Idee der Simulation eines NEA M durch einen EA A basiert auf dem Prinzip
der Breitensuche in den Berechnungsbédumen von M. Die erste wichtige Vor-
aussetzung fiir eine derartige Simulation ist, dass alle Konfigurationen eines
Berechungsbaumes in einer Entfernung ¢ von der Wurzel das gleiche zweite
Element haben (weil sie alle nach dem Lesen von genau den ersten ¢ Symbolen
des Eingabewortes erreicht worden sind). Daher unterscheiden sich die Konfi-
gurationen in der gleichen Entfernung von der Wurzel nur in den Zusténden.
Obwohl die Anzahl der Konfigurationen in einer festen Entfernung ¢ von der
Wurzel exponentiell in ¢ sein kann, bedeutet dies nicht, dass wir exponentiell
viele Berechnungen simulieren miissen. Es gibt nur endlich viele Zusténde des
NEA und daher gibt es nur endlich viele unterschiedliche Konfigurationen in
der Entfernung ¢. Wenn zwei unterschiedliche Knoten « und v des Berechnungs-
baumes mit der gleichen Konfiguration C' markiert sind, sind die Teilbdume
mit der Wurzel v und v identisch, und es reicht daher aus, nur in einem der
beiden Teilbdume nach einer akzeptierenden Berechnung zu suchen (Fig. 3.17).
Mit anderen Worten reicht es fiir eine Simulation aus, fiir jede Entfernung ¢ von
der Wurzel des Berechnungsbaumes B)/(z) die Menge der dort auftretenden
Zusténde zu bestimmen. Diese Menge ist aber nichts anderes als o (qo, 2), wobei
z das Prifix des Eingabewortes mit |z| = 7 ist. Am rechten Rand von Fig. 3.16

sind die Zustandsmengen 8(6107)\) = {QO]H 5(‘]0, 1) = {QO7q1}7 5((107 10) = {(Jo},

0(qo, 101) = {qo, @1}, 0(q0, 1011) = {o, q1,¢2} und 6(go, 10110) = {go, g2} an-
gegeben, die den erreichbaren Mengen von Zustédnden nach dem Lesen des
Préfixes einer Léange ¢ fiir ¢ = 0,1, ..., 5 entsprechen.

Buy(x) :

Fig. 3.17
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Diese Beobachtung fithrt dazu, dass man als Zusténde des simulierenden (de-
terministischen) EA A beliebige Teilmengen der Zustandsmenge des NEA
M = (Q,%,9, qo, F) verwendet. Dies fiihrt dazu, dass man die folgende Kon-
struktion des endlichen Automaten A als Potenzmengenkonstruktion in
der Automatentheorie bezeichnet. Ein Zustand (P) von A fiir P C @ wird die
Bedeutung haben, dass nach der gegebenen Anzahl von Berechnungsschritten
genau die Zustédnde aus P in den Berechnungen von M auf gegebener Ein-
gabe erreichbar sind'® (P = (g, 2)). Ein Berechnungsschritt A aus einem
Zustand (P) fiir ein gelesenes Symbol a bedeutet die Bestimmung der Menge
UpeP d(p, a) — aller Zusténde, die aus irgendeinem Zustand p € P beim Lesen
von a erreichbar sind. Eine Formalisierung dieser Idee liefert der néchste Satz.

Satz 3.2. Zu jedem NEA M ezistiert ein EA A, so dass

Beweis. Sei M = (Q, %, dur, qo, F') ein NEA. Wir konstruieren einen EA A =
(Qa,%4,04,q0a, Fa) wie folgt:

(i) Qa={(P)| P CQ},

(i) X4 =%,

(iii) doA = <{CI0}>;

(iv) Fa={(P)| P CQund PNF 0},

(v) 04 ist eine Funktion aus Q4 X ¥4 nach Q) 4, die wie folgt definiert ist. Fiir
jedes (P) € Q4 und jedes a € X4,

0A((P),a) = <U(S]W(p7a)>

peEP
= ({¢eQ|3Ipe P, sodassqedylpa)}).

Es ist klar, dass A ein EA ist. Fig. 3.18 zeigt den EA A, der sich nach dieser
Potenzmengenkonstruktion aus dem NEA A aus Fig. 3.15 ergibt.'4

3Wir benutzen die Bezeichnung (P) statt P, um immer deutlich zu machen, ob wir einen
Zustand von A, der einer Menge von Zustdnden von M entspricht, oder eine Menge von
Zusténden von M betrachten.

1 Man bemerke, dass die Zustinde (0), ({¢1}), ({q2}) und ({q1,q2}) in A nicht aus ({qo})
erreichbar sind, d.h., es gibt kein Wort, dessen Bearbeitung in einem dieser Zustéinde endet.
Wenn wir also diese Zustinde aus A herausnehmen, wird das keinen Einfluss auf die von A
akzeptierte Sprache haben.
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Um L(M) = L(A) zu zeigen, reicht es, folgende Aquivalenz zu beweisen:
Vo € X : da(go,x) = P <= 04(qoa, ) = (P). (3.10)
Wir beweisen (3.10) mittels Induktion beziiglich |z|.

(i) Sei |z] =0, d.h. z = A\

Weil dp/(q0, A) = {qo} und qoa = ({q0}), gilt (3.10) fiir x = \.

(ii) Sei (3.10) giiltig fiir alle z € ¥* mit |z| < m, m € . Wir beweisen, dass
(3.10) auch fiir alle Worter aus ™! gilt.

Sei y ein beliebiges Wort aus X1, Dann ist y = xa fiir ein x € ¥™ und ein
a € 3. Nach der Definition der Funktion 4,4 gilt

da(goa, xa) = 04(0a(qos, ), a). (3.11)
Wenn wir die Induktionsannahme (3.10) fiir x anwenden, erhalten wir
04(qoa, ) = (R) < 0ur(qo, ) = R,
daher gilt

d4(qoa, ) = <5M(QO75E)> : (3.12)
Nach Definition (v) von d4 gilt

04((R) ,a) = <U on(p, a)> (3.13)

PER

fiir alle R C @ und alle a € 3. Zusammenfassend ist

5A(Q0A) IIJCL) = 5A(5A(q0147 .’.U), CL)
(3.11)

= 6A(<(§M(QO>55)>761)
o < U 5M<p’“)>

pE€dnr(go,x)
= <(§M(QO7 fa)> .

O

Im Folgenden sagen wir, dass zwei Automaten A und B dquivalent sind, falls
L(A) = L(B).
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Fig. 3.18

Aufgabe 3.21. Wenden Sie die Konstruktion aus Satz 3.2 an, um einen dquivalenten EA
zu dem NEA aus Fig. 3.19 zu erzeugen.

Aufgabe 3.22. Konstruieren Sie mittels Potenzmengenkonstruktion endliche Automaten
zu den nichtdeterministischen endlichen Automaten, die Sie in der Bearbeitung der Aufgabe
3.20 (b) und (d) entworfen haben.

Die Folge von Satz 3.2 ist, dass L(EA) = L(NEA), d. h., die (deterministischen)
endlichen Automaten sind beziiglich der Sprachakzeptierung genauso stark wie
die nichtdeterministischen endlichen Automaten. Wir bemerken aber, dass die
durch Potenzmengenkonstruktion erzeugten endlichen Automaten wesentlich
(exponentiell) groBer sind, als die gegebenen nichtdeterministischen endlichen
Automaten. Die ndchste Frage ist also, ob es Sprachen gibt, bei denen man die
Simulation von Nichtdeterminismus durch Determinismus unausweichlich mit
einem exponentiellen Wachstum der Automatengrofie bezahlen muss, oder ob
eine andere Konstruktion existiert, die die Erzeugung kleinerer dquivalenter
deterministischer Automaten sicherstellt. Wir zeigen jetzt, dass man die Po-
tenzmengenkonstruktion nicht verbessern kann. Betrachten wir die folgende
regulére Sprache

L, = {21y | € (Zhoo) "5 ¥ € (Zhoo)* '}
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fir jedes k €  — {0}. Der NEA A in Fig. 3.19 akzeptiert L; auf die Weise,
dass er fiir jedes Symbol 1 der Eingabe nichtdeterministisch im Zustand gq rét,
ob dieses Symbol das k-te Symbol vor dem Ende der Eingabe ist. Ay, verifiziert
dann deterministisch, ob diese Entscheidung korrekt war.

0,1
0 \1
&1 O

0 0 -0 0

Fig. 3.19

Aufgabe 3.23. Geben Sie eine formale Beschreibung des NEA A aus Fig. 3.19 und be-
weisen Sie, dass Ay die Sprache L akzeptiert. Konstruieren Sie fiir jedes k € — {0} einen
EA Bk mit Lk = L(Bk)

Der NEA A hat k + 1 Zustdnde. Wir beweisen jetzt, dass jeder EA, der
Ly, akzeptiert, exponentiell viele Zustande beziiglich der Grofle von Ay haben
muss.

Lemma 3.6. Firalle k € —{0} muss jeder EA, der Ly akzeptiert, minde-
stens 2% Zustinde haben.

Beweis. Sei By, = (Q, LXvool, Ok, Gok, Fr) ein EA mit L(By) = Ly. Um zu zeigen,
dass B mindestens 2 viele Zustinde haben muss, verwenden wir die gleiche
grundlegende Idee, die wir in Abschnitt 3.4 fiir die Beweise der Nichtexistenz!®
benutzt haben. Wenn 0y (qog, ) = 0x(qox, y) fiir irgendwelche Worter x und y
iiber Y001, dann gilt fiir alle 2z € (Zp001)*

xz € L(By) <= yz € L(By). (3.14)

Die Idee des Beweises ist es, eine Menge S; von Wértern zu finden, so dass
fiir keine zwei unterschiedlichen Worter x,y € Sy, die Gleichung x(qox, z) =

5Dies sollte nicht iiberraschend sein, da wir im Prinzip auch einen Nichtexistenzbeweis
fithren. Wir beweisen, dass kein EA mit weniger als 2% Zustinden fiir L;, existiert.
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Sk (qok, y) gelten darf. Dann miisste By, mindestens | S| viele Zustinde haben.!®
Wir wihlen Sy = (Xp001)* und zeigen, dass o (qok, u) paarweise unterschiedliche
Zustande fiir alle Worter u aus S, sind. Beweisen wir es indirekt. Seien

T=x1%y... 2 und Yy = Y1Y2 . .- Yk, TisYi € Zpool TUr i =1, ...k,

zwei unterschiedliche Worter aus Sy, = (Xp001)*. Setzen wir

5k(QOk,$) = 5k(£]0k>y)

voraus. Weil = # y, existiert ein j € {1,...,k}, so dass z; # y;. Ohne Be-
schrédnkung der Allgemeinheit setzen wir x; = 1 und y; = 0 voraus. Betrachten
wir jetzt z = 01, Dann ist

r2=a1... 05 11xj .. 2077 und yz =y, . Yi—10Yj1 - 07!
und daher zz € Ly und yz ¢ L. Dies ist aber ein Widerspruch zu (3.14).

Daher hat By mindestens |Sy| = 2* viele Zustéinde. O

In dem Beweis des obigen Lemmas haben wir eine einfache Beweismethode
eingefiihrt, mit der man untere Schranken fiir die Grofle von endlichen Auto-
maten zur Akzeptierung konkreter regulérer Sprachen zeigen kann. Um diese
Methode noch an einem einfachen Beispiel zu veranschaulichen, zeigen wir ihre
Anwendung fiir die reguldre Sprache

L= {elly|z,y e {0,1}},

die wir schon bei der Illustrierung der Potenzmengenkonstruktion in Fig. 3.13
betrachtet haben. Um zu zeigen, dass jeder endliche Automat fiir L mindestens
drei Zustédnde hat, suchen wir uns die folgenden drei Worter aus:

A 111

Jetzt sollen wir fiir jedes Paar (z,y) aus unterschiedlichen Woértern x,y aus
S = {\, 1,11} zeigen, dass ein Wort z existiert, so dass genau eines der Wérter
zz und yz in L ist (d.h., z und y erfiillen die Aquivalenz (3.14) nicht).

Fiir x = A und y = 1 wéhlen wir z = 1. Dann
rz=1¢ Lund yz =11 € L.

16Wenn |Sy| unendlich wire, dann wiirde dies die Nichtexistenz eines EA fiir die gegebene
Sprache bedeuten.
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Daher 6(qo, \) # 6(qo, 1) fiir jeden endlichen Automaten, der L akzeptiert.

Fiir x = X und y = 11 wéhlen wir z = 0. Dann
xz=0¢ Lund yz=110€ L

und deshalb miissen 6(go, A) und 6(go, 11) auch unterschiedlich sein.

Fiir x =1 und y = 11 wéhlen wir z = A. Dann
xz=1¢ Lundyz=11€ L

und deshalb miissen 6(qo, 1) und &(go, 11) ebenfalls unterschiedlich sein.

Zusammengefasst miissen
6(qo, A), 0(qo, 1) und (o, 11)

paarweise unterschiedlich sein fiir jeden EA A = (Q, Xpool, 0, ¢o, F'), der L
akzeptiert.

Aufgabe 3.24. Betrachte die Sprache L = {zlly | z,y € {0,1}*} und die drei Worter
A, 1,11. Bestimme fiir alle Paare z,y von unterschiedlichen Wértern aus S = {\, 1,11} die
Menge Z(z,y) C (Xpoo1)*, so dass fiir jedes z € Z(x,y)

(rz ¢ L und yz € L) oder (zz € L und yz ¢ L).

Aufgabe 3.25. Betrachte L = {x11y | z,y € {0,1}*}. Wihle S’ disjunkt zu S = {\, 1,11}
und wende S’ an, um zu zeigen, dass jeder EA fiir L mindestens drei Zustiénde hat.

Aufgabe 3.26. Sei L = {2011y | z,y € {0,1}*}.

(i) Konstruieren Sie einen NEA M mit vier Zustéinden fiir L und beweisen Sie L = L(M).

(ii) Wenden Sie auf M die Potenzmengenkonstruktion an, um so einen (deterministischen)
EA zu erhalten.

Aufgabe 3.27.* Ein EA A heifit minimal fiir die reguliire Sprache L(A), wenn kein klei-
nerer (beziiglich der Kardinalitidt der Zustandsmenge) EA B mit L(A) = L(B) existiert.
Konstruieren Sie minimale EA fiir die Sprachen aus Aufgabe 3.9 und beweisen Sie ihre
Minimalitét.

Aufgabe 3.28. Entwerfen Sie einen NEA M mit héchstens sechs Zusténden, so dass L(M) =
{0z | x € {0,1}* und z enthélt die Worter 11 oder 100 als Teilworter}.
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3.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir die endlichen Automaten als ein Modell von sehr
einfachen Berechnungen, die keine Variablen und damit keinen Speicher benut-
zen, vorgestellt. Die Zielsetzung war aber nicht, die Automaten zu studieren,
sondern an einem einfachen Beispiel das Definieren eines Berechungsmodells
zu zeigen. Die Definition beginnt mit der Beschreibung der Komponenten und
mit der Festlegung der grundlegenden Operationen (Aktionen) des Modells.
Danach definiert man den Begriff der Konfiguration, die eine vollstéandige Be-
schreibung des allgemeinen Zustands des betrachteten Berechnungsmodells zu
einem gegebenen Zeitpunkt ist. Die Durchfithrung eines Berechnungsschrit-
tes entspricht der Anwendung einer elementaren Operation des Modells auf
die aktuelle Konfiguration. So definiert man einen Schritt als einen Ubergang
aus einer Konfiguration C' zu einer anderen Konfiguration D. Der Unterschied
zwischen C' und D ist durch eine elementare Operation erzeugbar. Eine Berech-
nung beschreibt man als eine Folge von Konfigurationen mit der Eigenschaft,
dass man aus jeder Konfiguration zu ihrer Nachfolgekonfiguration in einem Be-
rechnungsschritt iibergehen kann. Eine Berechnung auf einer Eingabe x startet
in einer initialen Konfiguration, in der = als Eingabe zur Verfiigung steht. Die
letzte Konfiguration der Berechnung bestimmt das Resultat.

Bei endlichen Automaten handelt es sich um einfache Algorithmen zur Sprach-
erkennung (zur Losung von Entscheidungsproblemen), die sich zwischen (inne-
ren) Zustidnden aus einer endlichen Zustandsmenge beim Lesen von Eingabe-
symbolen bewegen. Fin endlicher Automat akzeptiert ein Eingabewort, wenn
er sich nach den Lesen des letzten Buchstabens des Eingabewortes in einem
akzeptierenden Zustand befindet.

Zu zeigen, dass ein Problem durch Algorithmen aus einer bestimmten Algo-
rithmenklasse nicht 16sbar ist, bedeutet, einen Nichtexistenzbeweis zu fiithren.
Dies fordert meistens ein tieferes Verstdndnis der Natur der betrachteten Al-
gorithmenklasse. Im Fall der endlichen Automaten basieren die Beweise von
L ¢ L(EA) auf der Tatsache, dass die Vielfiltigkeit der Worter in L so gro8 ist,
dass man sie durch die Zerlegung von >* in endlich viele Klassen nicht charak-
terisieren kann. Mit anderen Worten reichen endlich viele Zustédnde als Spei-
cher nicht aus, um alle wichtigen Eigenschaften (Charakteristika) der bisher
gelesenen Prifixe von Eingabewortern zu speichern. Diese Art der Argumenta-
tion kann man auch benutzen, um fiir eine gegebene Sprache U € L(EA) eine
untere Schranke fiir die Grofe eines jeden EA A mit L(A) = U zu beweisen.

Nichtdeterministische Algorithmenmodelle (Rechnermodelle) erlauben im Un-
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terschied zu deterministischen eine Auswahl von mehreren (endlich vielen) Ak-
tionen in jedem Berechnungsschritt. Dadurch kann ein nichtdeterministischer
Algorithmus exponentiell viele (beziiglich der Eingabelidnge) unterschiedliche
Berechnungen auf einer Eingabe haben. Die Interpretation der Arbeit eines
nichtdeterministischen Algorithmus A ist optimistisch — wir setzen voraus,
dass A in jeder nichtdeterministischen Wahl eine richtige Entscheidung trifft,
falls eine solche existiert. Dies bedeutet, dass ein nichtdeterministischer Al-
gorithmus erfolgreich bei der Losung eines Problems ist, wenn fiir jede Ein-
gabeinstanz x mindestens eine der Berechnungen von A auf x das richtige
Resultat liefert. Bei einem Entscheidungsproblem (X, L) bedeutet dies, dass
A fiir alle € L mindestens eine akzeptierende Berechnung!” auf z hat und
alle Berechnungen von A auf y fiir jedes y ¢ L nichtakzeptierend!'® sind. Im
Allgemeinen kennen wir keine effizientere Art, nichtdeterministische Algorith-
men A durch deterministische Algorithmen B zu simulieren, als alle moglichen
Berechnungen von A durch B zu simulieren. Dies ist auch der Fall bei endli-
chen Automaten, wo die Simulation einer Breitensuche im Berechnungsbaum
von A auf gegebener Eingabe entspricht. Weil B dabei nach dem Lesen eines
Prifixes z des Eingabewortes alle Zustdnde speichert, die A beim Lesen von
z erreichen kann, nennt man die Konstruktion des EA B aus dem NEA A die
Potenzmengenkonstruktion.

Dieses Kapitel ist nur einigen elementaren Aspekten der Automatentheorie ge-
widmet und erhebt deswegen keinen weiteren Anspruch, als eine Einfithrung
in dieses Gebiet zu sein. Was die Kenntnisse der Klasse regulédrer Sprachen
anbelangt, liefert diese Kapitel einen noch unwesentlicheren Beitrag. Regulére
Sprachen konnen nicht nur durch andere Automatenmodelle charakterisiert
werden, sondern auch durch weitere wichtige Mechanismen, die nicht auf Ma-
schinenmodellen (Berechnungsmodellen) basieren. Die wichtigsten Beispiele
solcher Formalisierungen sind die reguldren Grammatiken als Generierungs-
mechanismen und die algebraische Darstellung durch regulére Ausdriicke. Fiir
die Erweiterung des Kenntnisse iiber die Klasse der reguldren Sprachen emp-
fehlen wir wérmstens Hopcroft, Motwani und Ullman [HMU 01].

Kontrollaufgaben

1. Wie kann man das Modell des endlichen Automaten mit der Hilfe von Programmen
erkliren? Warum benutzen wir einen endlichen Automat nicht zur Modellierung von
Rechnern, obwohl die Rechner (wie auch alles andere was wir kennen) endlich sind?

2. Definieren Sie einen EA formal als ein Quintupel und erkldren Sie die Bedeutung der

"Eine Berechnung mit der Aussage ,,z € L“.
8Mit dem Resultat ,y ¢ L“ enden.
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Grundbegriffe der Theorie der Berechnungen, wie Konfiguration, Berechnungssschritt
und Berechnung.

3. Erkldren Sie, wie die Zusténde eines endlichen Automaten A die Menge aller Eingaben
iiber ¥* in endlich viele Klassen zerlegen. Wie kann dies beim Entwurf und der
Verifikation eines endlichen Automaten helfen? Zeigen Sie ein paar Beispiele.

4. Entwerfen Sie basierend auf der Bedeutung der Zusténde endliche Automaten fiir
folgende Sprachen:

(i) {zlllly|x,y € {0,1,2,3}*},
) {2110110y | z,y € {0,1,2}*},
) {2010101y | z,y € {0,1}*},
) {20y |2,y €{0,1}"},
) {e0ylz | 2y, 2 € {0,1)°),
) {z {0, 1} [ |z[o = 3},
(vii) {z € {0,1}7]3 < [zlo < 5},
ii) {xz001y101lz | z,y,z € {0,1}*},
) {20011 | = € {0,1}*},
) {210011 | =z € {0,1}*},
) {1211001 | =z € {0,1}*},
(xii) {x11001y0 | z,y € {0,1}*}.
Wihlen Sie sich drei dieser Sprachen aus und beweisen Sie mit Induktion die Kor-
rektheit der von Thnen entworfenen Automaten.

5. Entwerfen Sie Automaten fiir die folgenden Sprachen:

(i) {x€{0,1}* | = enthélt 11 als Teilwort oder endet mit dem Suffix 10},
(ii) {A,0,11,200 | =z € {0,1}*},
(i) {z € {0,1}* | = enthilt 00 oder 11 als Teilwort }.

6. FErkldren Sie, wie ein EA simultan mehrere endliche Automaten simulieren kann.
Wenden Sie diese Simulationstechnik an, um den modularen Entwurf von endlichen
Automaten fiir folgende Sprachen zu realisieren:

(i) {z € {0,1}* | |z|y ist gerade und x enthilt das Teilwort 001},

(if) {z € {0,1}* | x enthélt das Teilwort 000 und x enthélt das Teilwort 111},
(ii) {x €{0,1,2}* | = enthilt die Teilworte 021 und 2110},
(iv) {x €{0,1}* | |z|]1 (mod3) =1 und x endet mit dem Suffix 0011}.

7. Erkliren Sie die drei Methoden zum Beweisen, dass eine Sprache keine regulire Spra-
che ist.

8. Beweisen Sie, dass folgende Sprachen nicht reguldr sind. Wenden Sie dabei jede der
drei gelernten Methoden mindestens einmal an:

i) {0 [ne },
(i) {0m1%m0" |ne },
(i) {zy € {0,1}* | = ist ein Priifix von y},
() {a2y | o,y € 0,1}, [zl = [ylo},
(v) {0*" [ne }

9. Erkldren Sie das Konzept von nichtdeterministischen endlichen Automaten. Geben
Sie ein Beispiel eines NEA an, der auf jeder Eingabe der Lénge n exponentiell viele
unterschiedliche Berechnungen hat.
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10.

11.
12.

13.

3 Endliche Automaten

Erkldren Sie, warum deterministische endliche Automaten nichtdeterministische end-
liche Automaten (trotz der Méglichkeit vieler Berechnungen auf einer Aufgabe) si-
mulieren kénnen.
Fiir welche Sprachen ist es wesentlich einfacher einen NEA als einen EA zu entwerfen?
Entwerfen Sie nichtdeterministische endliche Automaten fiir folgende Sprachen:

(i) {z1010y | =,y € {0,1}*} U {2010 z € {0,1}*},

(ii) {z € {0,1}* | z enthilt 001 oder 110 als ein Teilwort},
(i) {z € {0,1}* | |z]1 (mod 3) =0 oder z = y101z fiir y, z € {0,1}*},
(iv) {z €{0,1,2}* | = enthélt eines der Worter 012, 00, 22, 111 als Teilwort }.
Wenden Sie die Potenzmengenkonstruktion fiir mindestens einen der entworfenen
NEAs an, um einen dquivalenten EA zu bauen.
Beweisen Sie, dass jeder EA fiir eine der folgenden Sprachen mindestens 4 Zustédnde
hat.

(i) {ze{0,1}" [ |z (mod4) = 2},

(i) {z0011y |2,y € {0,1}"},
(iii) {01210 |z € {0,1}},
(iv) {x €{0,1,2}* | |x|o ist gerade und |z|; ist teilbar durch 3}.
Konnen Sie fiir einige dieser Sprachen sogar eine hohere untere Schranke fiir die
Anzahl der Zusténde beweisen?



Die Menschen, die die Geduld haben, -
auch einfache Sachen vollkommen zu machen,
gewinnen die Fahigkeit,
auch schwere Sachen einfach zu meistern.
F. Schiller

4 Turingmaschinen

4.1  Zielsetzung

Wenn man urspriinglich in der Mathematik einen Ansatz zur Losung gewis-
ser Probleme vermitteln wollte, hat man ihn als eine mathematische Methode
formal genau beschrieben. Eine sorgfaltige Beschreibung einer Methode hatte
die Eigenschaft, dass ein Anwender gar nicht verstehen brauchte, warum die
Methode funktioniert, und trotzdem die Methode erfolgreich zur Losung seiner
Probleminstanz verwenden konnte. Die einzige Voraussetzung fiir eine erfolg-
reiche Anwendung war das Verstdndnis des mathematischen Formalismus, in
dem die Methode dargestellt wurde. Die Entwicklung des Rechners fithrte dazu,
dass man Methoden zur Losung von Problemen durch Programme beschreibt.
Der mathematische Formalismus ist hier durch die benutzte Programmierspra-
che gegeben. Das wichtigste Merkmal aber bleibt. Der Rechner, der keinen
Intellekt besitzt und daher kein Verstédndnis fiir das Problem sowie fiir die Me-
thode zu seiner Losung besitzt, kann das Programm ausfiihren und dadurch das
Problem 16sen. Deswegen kénnen wir iiber automatische oder algorithmische
Lésbarkeit von Problemen sprechen. Um zu zeigen, dass ein Problem automa-
tisch losbar ist, reicht es aus, eine Methode zu seiner Losung zu finden und
diese in Form eines Programms (Algorithmus) darzustellen. Deswegen kom-
men positive Aussagen iiber algorithmische (automatische) Problemlosbarkeit
gut ohne eine Festlegung auf eine Formalisierung des Begriffs Algorithmus aus.
Es reicht oft, eine Methode halb informell und grob zu beschreiben, und jedem
wird klar, dass sich die Methode in die Form eines Programms umsetzen lésst.
Daher ist es nicht verwunderlich, dass die Mathematik schon lange vor der
Existenz von Rechnern die Losbarkeit mathematischer Probleme mit der Exi-
stenz allgemeiner Losungsmethoden! im Sinne von ,,automatischer Losbarkeit®
verkniipft hat.

I'Heute wiirden wir Algorithmen sagen.

J. Hromkovi", Theoretische Informatik, DOI 10.1007/ 978-3-8348-9853-1_4,
© Vieweg+Teubner Verlag [Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011



126 4 Turingmaschinen

Die Notwendigkeit der Formalisierung des Begriffs Algorithmus (Losungsme-
thode) kam erst mit dem Gedanken, mathematisch die automatische Unlosbar-
keit von konkreten Problemen zu beweisen. Zu diesem Zweck hat man mehrere
Formalismen entwickelt, die sich alle als dquivalent beziiglich des Begriffs , au-
tomatische (algorithmische) Losbarkeit® erwiesen haben. Auch jede verniinf-
tige Programmiersprache ist eine zuldssige Formalisierung der automatischen
Losbarkeit. Aber solche Formalisierungen sind nicht so gut geeignet fiir Bewei-
se der Nichtexistenz von Algorithmen fiir konkrete Probleme, weil sie wegen
der Anwendungsfreundlichkeit eine Menge komplexer Operationen (Befehle)
enthalten. Daher braucht man sehr einfache Modelle, die nur ein paar ele-
mentare Operationen erlauben und trotzdem die volle Berechnungsstérke von
Programmen beliebiger Programmiersprachen besitzen. Ein solches Modell,
das sich in der Theorie zum Standard entwickelt hat, ist die Turingmaschine.
Die Zielsetzung dieses Kapitels ist, dieses Modell vorzustellen und so die Basis
fiir die Theorie der Berechenbarkeit (der algorithmischen Losbarkeit) und fiir
die Komplexitatstheorie im néchsten Kapitel zu legen.

Der Stoff dieses Kapitels ist in vier Abschnitte unterteilt. Abschnitt 4.2 stellt
das grundlegende Modell der Turingmaschine vor und iibt den Umgang mit
Turingmaschinen. Abschnitt 4.3 présentiert die Mehrband-Varianten von Tu-
ringmaschinen, die das grundlegende Modell der abstrakten Komplexitétstheo-
rie sind. In diesem Abschnitt wird auch die Aquivalenz zwischen Programmen
in einer beliebigen Programmiersprache und Turingmaschinen diskutiert. Ab-
schnitt 4.4 fiithrt die nichtdeterministische Turingmaschine ein und untersucht
die Moglichkeiten der Simulation von nichtdeterministischen Turingmaschi-
nen durch (deterministische) Turingmaschinen. Abschnitt 4.5 prasentiert ei-
ne mogliche Kodierung von Turingmaschinen als Worter itber dem Alphabet
Ebool-

4.2  Das Modell der Turingmaschine

Eine Turingmaschine kann als eine Verallgemeinerung eines EA gesehen wer-
den. Informell besteht sie (Fig. 4.1) aus

(i) einer endlichen Kontrolle, die das Programm enthélt,

(ii) einem unendlichem Band, das als Eingabeband, aber auch als Speicher
(Arbeitsband) zur Verfiigung steht, und
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(iii) einem Lese-/Schreibkopf, der sich in beiden Richtungen auf dem Band
bewegen kann.

Die Ahnlichkeit zu einem EA besteht in der Kontrolle iiber einer endlichen
Zustandsmenge und dem Band, das am Anfang das Eingabewort enthilt. Der
Hauptunterschied zwischen Turingmaschinen und endlichen Automaten be-
steht darin, dass eine Turingmaschine das Band auch als Speicher benutzen
kann und dass dieses Band unendlich lang ist. Das erreicht man dadurch, dass
der Lesekopf des EA mit einem Lese-/Schreibkopf vertauscht wird und dass
man diesem Kopf auch die Bewegung nach links erlaubt. Eine elementare Ope-
ration von Turingmaschinen kann also als folgende Aktion beschrieben werden.
Die Argumente sind

(i) der Zustand, in dem sich die Maschine befindet, und

(ii) das Symbol auf dem Feld des Bandes, auf dem sich gerade der Lese-
/Schreibkopf befindet.

Abhéngig von diesen Argumenten macht die Turingmaschine folgendes. Sie

(i) éndert den Zustand,

(i) schreibt ein Symbol auf das Feld des Bandes, von dem gerade gelesen
wurde? (dieses kann man also als ein Ersetzen des gelesenen Symbols durch
ein neues Symbol sehen), und

(iii) bewegt den Lese-/Schreibkopf ein Feld nach links oder rechts oder sie
bewegt ihn gar nicht.

o 1 2 3 i—1 i it1 non+ln+2
| ¢|x1|x2|x3| -ri71|=73i $i+1| |$n U |'J |
unendliches -~ Lese-/Schreibkopf
Band

endliche
Kontrolle
(Programm)
Fig. 4.1

2Wo sich der Lese-/Schreibkopf gerade befindet.
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Wichtig dabei ist, dass

1. das Band auf der linken Seite das Randsymbol ¢ enthélt, {iber das die Tu-
ringmaschine nach links nicht weiter gehen und welches nie durch ein anderes
Symbol ersetzt werden darf (Die Einfiihrung eines linken Randes ermoglicht
die Nummerierung der Felder des Bandes von links nach rechts, wobei wir dem
Bandfeld mit Symbol ¢ die Nummer 0 zuordnen.), und

2. das Band nach rechts unendlich ist?, wobei die nicht beschrifteten Felder
die Symbole ; enthalten.

Jetzt geben wir die formale Beschreibung einer Turingmaschine in der Weise
an, wie wir es bei der Definition von endlichen Automaten gelernt haben.
Zuerst beschreiben wir die Komponenten und die elementaren Operationen.
Dann wihlen wir eine Darstellung von Konfigurationen und definieren den
Berechnungsschritt als eine Relation auf Konfigurationen. Danach folgen die
Definitionen von Berechnung und der von der Turingmaschine akzeptierten
Sprache.

Definition 4.1. Eine Turingmaschine (kurz, TM) st ein 7-Tupel
M = (Qa 27 Fa 57 q0, Qacceptv Qreject)- Dabei ist

(i) Q eine endliche Menge, die Zustandsmenge von M genannt wird,

(i) ¥ das Eingabealphabet, wobei ¢ und das Blanksymbol |, nicht in ¥
sind
{¥ dient genau wie bei EA zur Darstellung der Eingabe.},

(i1i) T ein Alphabet, Arbeitsalphabet genannt, wobei ¥ C T, ¢,, € T,
rnQ=>0
{I" enthalt alle Symbole, die in Feldern des Bandes auftreten diirfen, d.h.
die Symbole, die M als Speicherinhalte (variable Werte) benutzt.},

() 6 (Q —{qaccept: Greject }) X I' = Q@ x I' x {L, R, N} eine Abbildung, Uber-
gangsfunktion von M genannt, mit der Eigenschaft

0(g,¢) € @ x {¢} x{R,N}

fiir alle g € Q
{8 beschreibt die elementare Operation von M. M kann eine Aktion
(¢, X,7) € QxT x{L,R,N} aus einem aktuellen Zustand p beim Lesen

3Man bemerke, dass man in endlicher Zeit héchstens endlich viele Felder des Bandes be-
schriften kann und damit die aktuelle Speichergriéie (die Anzahl der Nicht- -Felder) immer
endlich ist. Der Sinn der Forderung eines unbeschrinkten Speichers ist nur, dass man nach
Bedarf einen beliebig groflen endlichen Speicher zur Verfiigung hat.
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(v)
(vi)

(vii)

eines Symbols Y € T durchfiihren, falls 6(p,Y) = (¢, X, Z). Dies bedeu-
tet den Ubergang von p nach q, das Ersetzen von'Y durch X und die
Bewegung des Kopfes entsprechend Z. Z = L bedeutet die Bewegung des
Kopfes nach links, Z = R nach rechts und Z = N bedeutet keine Bewe-
gung. Die Eigenschaft 6(q,¢) € Q x {¢} x {R, N} verbietet das Ersetzen
des Symbols ¢ durch ein anderes Symbol und die Bewegung des Kopfes
nach links iber die Randbezeichnung ¢.},

qo € QQ der Anfangszustand,

Qaccept € @ der akzeptierende Zustand

{M hat genau einen akzeptierenden Zustand. Wenn M den Zustand
Qaccept €TTCICAE, akzeptiert M die Eingabe, egal wo sich dabei der Kopf auf
dem Band befindet. Aus Qaccept it keine Aktion von M mehr maéglich.},
Greject € Q — {Gaccept } der verwerfende Zustand

{Wenn M den Zustand gueject erreicht, dann endet damit die Berech-
nung und M verwirft die Fingabe. Das heifst insbesondere auch, dass M
nicht die komplette Eingabe lesen muss, um sie zu akzeptiern bzw. zu
verwerfen.}.

FEine Konfiguration C' von M st ein Element aus

Konf(M) = {¢}-I"-Q-TTUQ-{¢} - T'".

{Eine Konfiguration wiqawsy, wy € {¢}I*, wy € I, a € T, ¢ € Q (Fig. 4.2),
ist eine vollstdndige Beschreibung folgender Situation. M ist im Zustand q,
der Inhalt des Bandes ist wiaws - .. und der Kopf steht auf dem (|wy]|+1)-
ten Feld des Bandes und liest das Symbol a. Fine Konfiguration pcw, p € Q,
w € I', beschreibt die Situation, in der der Inhalt des Bandes ¢w . .. ist und
der Kopf auf dem O-ten Feld des Bandes steht und das Randsymbol ¢ liest.*}

¢ w1 a Wy U - - -

Fig. 4.2

4Man bemerke, dass man fiir die Darstellung der Konfigurationen zwischen mehreren guten
Méoglichkeiten wihlen kann. Z.B. kénnte man die Darstellung (¢, w,i) € Q@ x I'* X verwen-
den, um die Situation zu beschreiben, in der M im Zustand gq ist, wyy ... auf dem Band
steht und der Kopf auf dem i-ten Feld des Bandes steht.
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Eine Startkonfiguration fir ein Eingabewort x ist go¢x.

Ein Schritt von M ist eine Relation |57 auf der Menge der Konfigurationen
(k- € Konf(M) x Konf(M)) definiert durch

(i) T1T2 . L1 QLT - - Ty |57 T1T2 - T 1DYTig1 -« - - Ty
falls 0(q, ;) = (p,y,N) (Fig. 4.3(a)),
(i1) LTy .. Ti 1qT T - - - Ty i T1T2 + - Ti_oPTi 1YLt - . - Ty,
falls 6(q, ;) = (p,y, L) (Fig. 4.3(b)),
(1ii) T1T2 . L1 QTTi41 - - - T 57 T1T2 - T YPTis1 - - - Ty

falls 6(q, ;) = (p,y,R) firi <n (Fig. 4.3(c)) und
T1Ty .. T 1QTy | T1T2 - . Ty YD

falls §(q, x,) = (p,y,R) (Fig. 4.3(d)).

‘¢‘Jz1‘x2‘...‘xi,l‘xi‘ziJrl‘... Ty |« ‘¢‘x1‘z2‘...‘mi,1‘y ‘xi+1‘ ‘xn‘
—
(a)

‘(‘;‘xl‘xz“ml_l‘xz‘x“_l‘ xnﬁ. ‘¢‘I1‘$2‘...‘Ii_1y xi+1‘ ‘Inr

@ i

el o] ol mifonl o Jon] o [efmfo] ol foen] - o]
—
(¢)

HEE 7ot 2] HEEY et [u]

Fig. 4.3
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Fine Berechnung von M ist eine (potentiell unendliche) Folge von Kon-
figurationen Cy, Cy, Cs, ..., so dass C; g Ciqa fiir alle i = 0,1,2,.... Wenn
Colsr Cilgr -+ b Ci fiir eini e, dann Cy 57 C;.

Die Berechnung von M auf einer Eingabe x ist eine Berechnung, die mit
der Startkonfiguration Cy = qocz beginnt und entweder unendlich ist oder in
einer Konfiguration wiqws endet, wobei ¢ € {Gaccepts Greject } -

Die Berechnung von M auf x heifit akzeptierend, falls sie in einer akzep-
tierenden Konfiguration wigacceprw2 endet. Die Berechnung von M auf x heifit
verwerfend, wenn sie in einer verwerfenden Konfiguration wigrejectws endet.
Eine nicht-akzeptierende Berechnung von M auf x ist entweder eine ver-
werfende oder eine unendliche Berechnung von M auf x.

Die von der Turingmaschine M akzeptierte Sprache ist

L(M) ={w € & | go¢w K7 YGaccept 2, fiir irgendwelche y, z € T*}.
Wir sagen, dass M eine Funktion I : ¥X* — I'* berechnet, falls

fiir alle x € % : go¢r K7 Gaccept ¢F(2).

Eine Sprache heifit rekursiv aufzédhlbar, falls eine TM M existiert, so dass
L=L(M).

Lrg = {L(M) | M ist eine TM}

ist die Menge aller rekursiv aufzihlbaren Sprachen.’

FEine Sprache L C ¥* heifit rekursiv (entscheidbar®), falls L = L(M) fiir
eine TM M, fiir die fiir alle x € ¥* gilt:

(1) qo¢x RF Yqaccept: Ys 2 € T'*, falls x € L und
(ii) qocx }jjuqrojoctv, u,v € I', falls x ¢ L.

{Dies bedeutet, dass M keine unendlichen Berechnungen besitzt.}

Wenn (i) und (i) gelten, sagen wir, dass M auf jeder Eingabe hilt oder
dass M immer hélt.

®Die Bezeichnung Lrg kommt aus dem Englischen ,recursively enumerable®.
SGenauer miisste man sagen, dass das Entscheidungsproblem (X, L) entscheidbar ist.
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{FEine TM, die immer hilt, ist ein formales Modell des Begriffs Algorithmus.}
Lr ={L(M)| M ist eine TM, die immer hilt}

ist die Menge der rekursiven (algorithmisch erkennbaren) Sprachen.

Eine Funktion F : X7 — X5 fiir zweir Alphabete 31, %5 heifit total berechen-
bar, falls eine TM M existiert, die F' berechnet.”

Die Turingmaschinen, die immer halten, reprisentieren die Algorithmen, die
immer terminieren und die richtige Ausgabe liefern. So sind gerade die rekur-
siven Sprachen (entscheidbaren Entscheidungsprobleme) die Sprachen (Ent-
scheidungsprobleme), die algorithmisch erkennbar (lésbar) sind.

Aufgabe 4.1. Andern Sie die Definition einer TM, indem Sie als Konfiguration die Tripel
(¢,¢w,i) €  x {¢}I'™ x  nehmen. Ein Tripel (g,¢w,i) beschreibt die Situation, wenn
die TM im Zustand ¢ ist, der Bandinhalt ¢w ... ist und der Kopf auf das i-te Feld des
Bandes zeigt. Geben Sie dann eine Definition des Schrittes und der Berechnung, die mit
dieser Darstellung von Konfigurationen arbeitet.

Im Folgenden zeigen wir ein paar konkrete Turingmaschinen und dhnlich wie
bei endlichen Automaten entwickeln wir eine anschauliche graphische Darstel-
lung von Turingmaschinen. Sei

Lsitte = {w € (Zpoot)™ | w = xly, wobei |z| = |y|}.
So enthélt Lygye alle Worter ungerader Linge, die in der Mitte eine 1 haben.

Aufgabe 4.2. Beweisen Sie, dass Lygtte ¢ L(EA).

Wir beschreiben eine TM M, so dass L(M) = Lyiye. Die Idee ist, zuerst zu
iiberpriifen, ob die Eingabelénge ungerade ist und dann das mittlere Symbol
zu bestimmen. Sei M = (Q, X, T, 9, o, Gaccept Greject ), WObei

Q = {40, Geven, Godd Gaccepts Grejects 44+ 4B, q1, Qieft Gright » middle |+
¥ =4{0,1},
'=YuU{¢ U (E x{A, B}) und
9(g0:¢) = (Geven: ¢, R),
8(qo,a) = (Greject, @, N) fiir alle a € {0,1,,},
0(Geven: b)) = (Qoaa, b, R) fiir alle b € {0,1},

"Beachten Sie, dass die TM M immer hilt.
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5(Qeven> u) = (qreject> Ly N)>
3(qodd; b)) = (Geven, b, R) fiir alle b € {0,1},

0(goad,u) = (gB,u,L).

Wir beobachten, dass nach dem Lesen eines Prifixes gerader (ungerader) Linge
M im Zustand Geven (Goda) ist. Wenn also M das Symbol |, im Zustand geyen
liest, ist das Eingabewort gerader Léange und muss verworfen werden. Wenn
M das Symbol |, im Zustand ¢oqq liest, geht M in den Zustand ¢p iiber, in
dem die zweite Phase der Berechnung anfingt. In dieser Phase bestimmt M
die Mitte des Eingabewortes, indem M abwechselnd das am weitesten rechts
stehende Symbol a € {0,1} in (g,) umwandelt und das am weitesten links
stehende Symbol b € {0, 1} durch (Z) ersetzt. Dieses kann man mit folgenden

Transitionen (Ubergingen) realisieren:

d(gp,a a1, (), L) fiir alle a € {0,1},
q1,a) = (s, a, L) fir alle a € {0, 1},
6(q c = Gmiddle; C, R) fiir alle ¢ € {¢7 ( )7 (‘}4)}7

) (

) (

1,¢) (

& (Gmiadies (1)) (Greject 0, N),
(;)) = (Qaccepta L, N),

) (

) (

b) (

b) (

d) (

leddle )

M quets, @) = (quets, a, L) fiir alle a € {0, 1},
3 qeft,c) = (qa,c,R) fiir alle ¢ € {( ), ( ). ¢,
5(qa, = (Qright, ( ) R) fiir alle b € {0, 1},
& (Gright» = (Qright» b, R) fiir alle b € {0, 1},
S (Qright» qp,d,L) fiir alle d € {( ) ( )}

Die fehlenden Argumentenpaare wie z.B. (grignt, ¢) konnen nicht auftreten und
deswegen kann man die Definitionen von ¢ so vervollstindigen, dass man fiir
alle fehlenden Argumente den Ubergang nach gyeject hinzunimmt.

Wenn man einen Befehl §(q,a) = (p,b, X) fir ¢,p € @, a,b € ¥ und X €
{L, R, N} graphisch wie in der Fig. 4.4 darstellt, dann kann man die konstru-
ierte TM M wie in Fig. 4.5 darstellen. Diese graphische Darstellung ist dhnlich
zu der bei endlichen Automaten. Der Unterschied liegt nur in der Kantenbe-
schriftung, bei der zusétzlich zu dem gelesenen Symbol a noch das neue Symbol
b und die Bewegungsrichtung X notiert wird.
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1Y 51N
Gt

Fig. 4.5

Betrachten wir jetzt die Arbeit von M auf dem Eingabewort x = 1001101. Die
erste Phase der Berechnung von M auf x lduft wie folgt:

@¢1001101 7 ¢Gevenl001101 7 ¢1goaq001101 b ¢10geyen01101
b ¢100¢0aq1101 b7 ¢1001Geven 101 7 ¢10011geq401
- ¢100110geven] 7 ¢1001101 4044, F7 ¢100110g51
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Das Erreichen des Zustandes ¢g bedeutet, dass x eine ungerade Lénge hat.
Jetzt wird M abwechselnd die Symbole a am rechten Rand durch (g) und am

linken Rand durch (Z) ersetzen.

¢100110¢51 ¢10011,0( ;) 7 ¢1001g1e£: 10( )
¢100qier 110 () b7 ¢10g16:0110( )
¢1q1e00110(35) b7 ¢1en 100110 ()

Qe :100110( ) b7 ¢g4100110( )

¢(3) g 00110(2) by ()0 0110}
¢(4)00110Guigns () 5 ¢ () 001150 ;)
¢(2)001011(3) (5) Far ¢(5) 00 11.(3) (3)
e (5)0011(5) () b () 240011 () ()

TTTTTTTFTTFTFTFTTTTT

¢(,14) (A) Gright 011 (g) (;3)

(4) (2) 01 1grigne () ()
¢(4) (1)01a51(3) (5)

¢(4) ()01 (5) () (5)

¢ ()@ (1)01(5) () ()
() (1)aa01(5) (3) ()

¢ () (2) () e () (3) ()
¢() (3) () aiene () () ()
() (D) (D1 (z) (3) (5)
¢() (D (D) (5)(5) () (5)
¢(4) (%) () Gusiaae (32) () () ()

> O o

¢ (1) (3) (D) daceent 1 (5) (5) (5)-

Aufgabe 4.3. Schreiben Sie die Berechnung von der TM M aus Fig. 4.5 auf den Wortern
010011 und 101 auf.

Aufgabe 4.4. Die TM M aus Fig. 4.5 arbeitet so, dass sie die ganze Zeit die Information
iiber die urspriingliche Eingabe behélt. Nutzen Sie diese Eigenschaft aus, um M zu einer
TM M’ zu erweitern, so dass L(M') = {w € {0,1}* | w = zlx fiir ein x € {0 13}

Betrachten wir jetzt die Sprache Lp = {0*" | n € — {0}}. Eine TM, die Lp
akzeptiert, kann folgende Strategie verfolgen:
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a—a,R a—a,R

a—a,L
0—0,L

Fig. 4.6

1. Laufe iiber das Band von ¢ bis zum ersten |, (von links nach rechts) und
,1osche® jede zweite 0, d.h. ersetze sie durch a. Falls die Anzahl von Nullen auf
dem Band ungerade ist, halte im Zustand gyeject. Sonst, fahre fort mit Schritt
2.

2. Laufe iiber das Band von dem am weitesten links stehenden |, bis zum ¢
und iiberpriife, ob auf dem Band genau eine Null oder mehrere Nullen stehen.
e Falls auf dem Band genau eine Null steht, akzeptiere.

e Falls auf dem Band mindestens zwei Nullen stehen, wiederhole Schritt 1.

Die Idee dieser Strategie ist, dass man eine Zahl 2/ mit i > 1 solange ohne Rest
durch 2 teilen kann, bis man eine 1 erhélt. Eine mogliche Realisierung dieser

Strategie in Form einer TM ist A = ({qO; Gevens Godd; 415492, 43, Qaccepta Qreject}; {0}7
{0,a,¢,04}, 04, G0, Gaccept > Greject) Mit der graphischen Darstellung in Fig. 4.6.

Aufgabe 4.5. Eine andere Strategie die Sprache Lp zu erkennen ist, die Eingabe 07 im
ersten Lauf durch das Band in 071/ umzuwandeln, falls i = 2j gerade ist. Im néchsten Lauf
iiberpriift man, ob j gerade ist, indem man im positiven Fall 0717 durch 021217 ersetzt.
Akzeptiert wird nur wenn durch diese Art des Halbierens auf dem Band das Wort 01¢~!
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erzeugt wurde. Dieses Halbieren kénnte man mit der Strategie zur Suche der Mitte einer
Eingabe realisieren. Konstruieren Sie eine TM, die als eine Implementierung des beschrie-
benen Verfahrens gesehen werden kann.

Aufgabe 4.6. Entwerfen Sie Turingmaschinen fiir folgende Sprachen:
(i) A{a""[ne 1}

(ii) {z#y|z,y € {0,1}*, Nummer(z) = Nummer(y) + 1}

(i) {wtw | we (0,1},

(iv)* {07 |ne }.

Aufgabe 4.7. Entwerfen Sie Turingmaschinen, die fiir jedes Wort = € (Xp001)* im Zustand
@accept Mit folgendem Bandinhalt halten:

(i) y € (Zpool)™, so dass Nummer(y) = Nummer(x) + 1,

(i) z#z,

(ii) 2 € (Zpool)*, so dass Nummer(z) = 2 - Nummer(z),

(

iv) #H#H#.

4.3  Mehrband-Turingmaschinen und
Church’sche These

Die Turingmaschinen sind das Standardmodell der Theorie der Berechenbar-
keit, wenn es um die Klassifizierung der Entscheidungsprobleme in rekursive
(rekursiv aufzihlbare) und nicht rekursive (nicht rekursiv aufzidhlbare) geht.
Dieses Modell ist aber nicht so gut fiir die Komplexitiatstheorie geeignet. Der
Hauptpunkt der Kritik ist, dass dieses Modell nicht dem des allgemein akzep-
tierten Modells des Von-Neumann-Rechners entspricht. Dieses fordert, dass
alle Komponenten des Rechners — Speicher fiir Programm und Daten, CPU
und das Eingabemedium — physikalisch unabhéngige Teile der Rechners sind.
In dem Modell der Turingmaschine sind das Eingabemedium und der Speicher
eins — das Band. Der zweite Kritikpunkt ist die zu starke Vereinfachung in Be-
zug auf die benutzten Operationen und die Linearitiat des Speichers. Wenn man
nédmlich zwei Felderinhalte, die weit voneinander entfernt liegen, vergleichen
mochte, braucht man mindestens so viele Operationen (Berechnungsschritte)
wie die zwei Felder voneinander entfernt liegen.

Das folgende Modell der Mehrband-Turingmaschine ist das grundlegende Mo-
dell der Komplexitatstheorie. Fiir jede positive ganze Zahl k hat eine k-Band-
Turingmaschine folgende Komponenten (Fig. 4.7):

e cine endliche Kontrolle (Programm),
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e cin endliches Band mit einem Lesekopf,
e [ Arbeitsbénder, jedes mit eigenem Lese/Schreibkopf.

| ¢ | w | $ | Eingabeband

Lesekopf

Progamm

Lese-/Schreibkopfe

| ¢ | U u .. 1. Arbeitsband

| ¢ | U U ... 2. Arbeitsband

| ¢ | U u ... k-tes Arbeitsband

Fig. 4.7

Am Anfang jeder Berechnung auf einem Wort w ist die k-Band-Turingmaschine
in folgender Situation.

e Das Eingabeband enthélt ¢w$, wobei ¢ und $ die linke bzw. die rechte Seite
der Eingabe markieren.

e Der Lesekopf des Eingabebandes zeigt auf ¢.

e Der Inhalt aller Arbeitsbiander ist ¢ ... und deren Lese-/Schreibkopfe
zeigen auf ¢.

e Die endliche Kontrolle ist im Anfangszustand gq.

Wiéhrend der Berechnung diirfen sich alle & + 1 Ko6pfe in beide Richtungen
links und rechts bewegen, nur darf sich kein Kopf iiber das Randsymbol ¢ nach
links bewegen und der Lesekopf des Eingabebandes darf sich nicht iiber das
rechte Randsymbol $ nach rechts bewegen. Der Lesekopf darf nicht schreiben,
und deswegen bleibt der Inhalt ¢w$ des Eingabebandes wihrend der ganzen
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Berechnung gleich. Fiir die Feldinhalte der Arbeitsbénder betrachtet man wie
bei einer TM ein Arbeitsalphabet I'. Die Felder aller £ 4+ 1 Bénder kann man
von links nach rechts nummerieren, beginnend mit 0 bei ¢. So kann man eine
Konfiguration einer k-Band-TM M wie folgt darstellen. Eine Konfiguration

(q7w7 ivula i17u27i27 ey ukaik>
ist ein Element aus
Qx¥x x(Tx )

mit folgender Bedeutung:

e M ist im Zustand g,

e der Inhalt des Eingabebandes ist ¢w$ und der Lesekopf des Eingabebandes
zeigt auf das i-te Feld des Eingabebandes (d.h. falls w = ajas . .. a, dann liest
der Lesekopf das Symbol a;),

e fiir j € {1,2,...,k} ist der Inhalt des j-ten Bandes ¢ujiyy, . . ., und i; < |u;|
ist die Position des Feldes, auf das der Kopf des j-ten Bandes zeigt.

Die Berechnungsschritte von M koénnen mit einer Transitionsfunktion
§:Qx (2uU{e,$)) xI'* = Q x {L,R,N} x (I' x {L,R,N})*

beschrieben werden. Die Argumente (g, a, by, ..., b) € Qx (XU{¢, $}) xI'* sind
der aktuelle Zustand ¢, das gelesene Symbol a € ¥ U {¢, $} auf dem Eingabe-
band und die k Symbole by, ..., b, € I, auf denen die Kopfe der Arbeitsbiander
stehen. Diese £ Symbole werden von den Kopfen der k Arbeitsbander durch
andere Symbole ersetzt, und die Position aller £ + 1 Kopfe wird um maximal
1 gedndert. Die Eingabe w wird von M akzeptiert, falls M in der Berechnung
auf w den Sonderzustand gaccept €rreicht. Die Eingabe w wird nicht akzeptiert,
falls M die Eingabe w im Zustand geject verwirft oder die Berechnung von M
auf w nicht terminiert (unendlich ist).

Wir verzichten auf die formale Definition der k-Band-Turingmaschine. Der
oben gegebenen Beschreibung folgend ist die Herstellung einer solchen Defini-
tion eine Routinearbeit und wir iiberlassen dies dem Leser zum Training.

Anufgabe 4.8. Geben Sie eine exakte formale Definition einer k-Band-Turingmaschine. Fol-
gen Sie dabei allen Schritten der Definition von Turingmaschinen.
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Fiir jedes k €  — {0} nennen wir eine k-Band-Turingmaschine (k-Band-
TM) auch Mehrband-Turingmaschine (MTM). Weil die Operationen ei-
ner MTM ein bisschen komplexer als die elementaren Operationen einer TM
sind, kann man erwarten, dass Mehrband-Turingmaschinen gewisse Probleme
einfacher oder schneller als Turingmaschinen 16sen kénnen. Betrachten wir die
Sprache

Lgleich = {w#w ’ w e (Ebool)*}-

Eine TM, die das erste w mit dem zweiten w vergleicht, muss mit dem Kopf
iitber das Band viele Male iiber lange Entfernungen hin und her laufen.

le] = [#] v [$] el @ [# v |8]
— [ ]
Y

Fig. 4.8

Eine 1-Band-TM A kann Lgjeicn mit folgender Strategie einfach erkennen:

1. A iiberpriift, ob die Eingabe die Form z#y mit x,y € (Zpoo)* hat.® Falls
nicht, verwirft A die Eingabe.

2. Fiir die Eingabe z#y kopiert A das Wort z auf das Arbeitsband (d.h. nach
diesem Schritt enthélt das Arbeitsband ¢a (Fig. 4.8)).

3. A positioniert den Kopf des Arbeitsbandes auf ¢. Dann bewegt A simultan
beide Koépfe nach rechts und vergleicht z und y. Falls z # y, liest A in einem
der Schritte zwei unterschiedliche Symbole. In diesem Fall verwirft A die Ein-
gabe. Falls alle Paare von Symbolen gleich sind und beide Képfe gleichzeitig
erreichen, akzeptiert A die Eingabe.

Eine Transition 0(p, a,b) = (q, X, d,Y) einer 1-Band-TM kann man graphisch
wie in Fig 4.9 darstellen. Der Ubergang von p zu ¢ findet beim Lesen von a
auf dem Eingabeband und gleichzeitigem Lesen von b auf dem Arbeitsband

8Dies bedeutet, dass A wie ein EA einfach verifizieren kann, ob die Eingabe genau ein #
hat.
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. a,b—X,d,Y .

statt. Das Symbol b wird durch d ersetzt, X € {L, R, N} determiniert die Be-
wegung des Lesekopfes auf dem Eingabeband und Y € {L, R, N} determiniert
die Bewegung des Kopfes auf dem Arbeitsband.

Entsprechend dieser graphischen Darstellung (Fig. 4.9) gibt Fig. 4.10 die Be-
schreibung einer 1-Band-TM M, die eine Implementierung der oben beschrie-
benen Strategie zur Erkennung von Lgcicy ist. Die Zustinde qo, g1, g2 und greject
benutzt man zur Realisierung des ersten Schrittes der Strategie. Falls die Ein-
gabe genau ein # enthélt, erreicht M den Zustand ¢ mit dem Lesekopf auf
dem letzten Symbol der Eingabe. Sonst endet M in geject. Der Zustand go
wird benutzt, um den Lesekopf zuriick auf das linke Randsymbol ¢ zu bringen.
Im Zustand geopy kopiert M das Préfix der Eingabe bis zum # auf das Ar-
beitsband (Fig. 4.8) und im Zustand gagjust kehrt der Kopf des Arbeitsbandes
zuriick auf ¢. Der Vergleich von x und y des Eingabewortes x#y findet im
Zustand Geompare statt. Falls x = y, endet M im Zustand gaccept. Falls  und
y sich im Inhalt auf irgendeiner Position unterscheiden oder unterschiedliche
Léngen haben, endet M im Zustand geject-

Fig. 4.9

Aufgabe 4.9. Beschreiben Sie informell und auch in der Form eines Diagramms 1-Band-
Turingmaschinen, die folgende Sprachen akzeptieren:
() L={a"t"[ne },
(i) L ={w € (Znool)" | [wlo = [w]1},
iii) L={a"b"c"|ne },
iv) L={www|w e (Bpoo1)*},
(v) L={a""|ne }.

—~ o~

Wir haben jetzt zwei unterschiedliche Modelle — die TM und die MTM. Um
beide gleichzeitig benutzen zu diirfen, miissen wir deren Aquivalenz beziiglich
der Menge der akzeptierten Sprachen beweisen. Seien A und B zwei Maschinen
(TM, MTM), die mit dem gleichen Eingabealphabet ¥ arbeiten. Im Folgenden
sagen wir, dass eine Maschine A &dquivalent zu einer Maschine B ist,
falls fiir jede Eingabe x € (Xpo01)*:

(i) A akzeptiert z < B akzeptiert x,
(i) A verwirft z < B verwirft z,
(iii) A arbeitet unendlich lange auf « < B arbeitet unendlich lange auf x.
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]‘7¢%R’7¢7N
07¢_>R’7¢?N 1’¢_>R’7¢7N
¢7¢ % R’? ¢7N 07¢ % R’? ¢7N

$7¢%N7¢7N

#.,¢c—R,¢,N Q#,¢—>N,¢,N
q1

$7¢_>L7¢7N

1.¢ =L e N 1,0 - N,0,N
0.6 5L N 0,1 »N,1,N
#¢ﬁﬁéN $,0—N,0,N
’ T $,1 - N,1,N
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Fig. 4.10

Es ist klar, dass L(A) = L(B), wenn A und B dquivalent sind. Die Tatsache
L(A) = L(B) ist aber keine Garantie dafiir, dass A und B dquivalent sind.

Lemma 4.1. Zu jeder TM A existiert eine zu A dquivalente 1-Band-TM B.

Beweis. Wir beschreiben die Simulation von A durch B, ohne die formale
Konstruktion von B aus A anzugeben. B arbeitet in zwei Phasen:
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1. B kopiert die ganze Eingabe w auf das Arbeitsband.
2. B simuliert Schritt fiir Schritt die Arbeit von A auf dem Arbeitsband (dies
bedeutet, dass B auf dem unendlichen Arbeitsband genau das Gleiche tut was
A auf seinem unendlichen Eingabeband gemacht hétte).

Es ist klar, dass A und B dquivalent sind. O

Aufgabe 4.10. Geben Sie eine formale Konstruktion einer 1-Band-TM B, die dquivalent
zuTM A = (Q7 %, T, 0, qo, Gaccept Qreject) ist.

Im Folgenden werden wir meistens auf formale Konstruktionen von Turing-
maschinen und formale Beweise der Aquivalenzen (oder von L(A) = L(B))
verzichten. Der Grund ist dhnlich wie bei der Beschreibung von Algorithmen
oder bei formalen Beweisen der Korrektheit von Programmen. Wir ersparen
uns viel Kleinarbeit, wenn uns intuitiv klar ist, dass ein Programm (eine TM)
die gewiinschte Tatigkeit realisiert, und wir auf einen formalen Beweis verzich-
ten.

Lemma 4.2. Fir jede Mehrband-TM A existiert eine zu A dquivalente TM
B.

Beweis. Sei A eine k-Band-Turingmaschine fiir ein k €  — {0}. Wir zeigen,
wie sich eine TM B konstruieren ldsst, die Schritt fiir Schritt A simulieren
kann. Eine gute Strategie, um so eine Simulation zu erkléren, ist, zuerst die
Darstellung von Konfigurationen der zu simulierenden Maschine A festzulegen,
und dann erst die Simulation der einzelnen Schritte zu erkléaren.

Die Idee der Darstellung der aktuellen Konfiguration von A und B ist in Fig.
4.11 anschaulich beschrieben. B speichert die Inhalte aller k+ 1 Bander von A
auf seinem einzigen Band. Anschaulich gesehen zerlegt B sein Band in 2(k+1)
Spuren. Dies kann man wie folgt erreichen. Falls I'4 das Arbeitsalphabet von
A ist, so ist

Ip=(SU{¢&8,0}) x {u, 1 x Tax{u,tHFusau{e}

das Arbeitsalphabet von B. Fiir ein Symbol a = (ag,ay,as,... ,as.41) € I'p
sagen wir, dass a; auf der i-ten Spur liegt. Daher bestimmen die i-ten Elemente
der Symbole auf dem Band von B den Inhalt der i-ten Spur. Eine Konfiguration
(q,w,1,x1,11, T2, 1o, ..., T, i) von A ist dann in B wie folgt gespeichert. Der
Zustand g ist in der endlichen Kontrolle von B gespeichert. Die 0-te Spur des
Bandes von B enthélt ¢w$, d.h. den Inhalt des Eingabebandes von A. Fiir alle
i € {l,...,k} enthilt die (2i)-te Spur des Bandes von B das Wort ¢x;, d.h.
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den Inhalt des i-ten Arbeitsbandes von A. Fiir alle i € {1,... ,k}, bestimmt
die (2i + 1)-te Spur mit dem Symbol 1 die Position des Kopfes auf dem i-ten
Arbeitsband von A.

Ein Schritt von A kann jetzt durch folgende Prozedur von B simuliert werden:

1. B liest einmal den ganzen Inhalt seines Bandes von links nach rechts und
speichert dabei in seinem Zustand die k+1 Symbole?, die bei den k+ 1 Kopfen
von A gelesen worden sind (das sind genau die Symbole der geraden Spuren,
auf die die Symbole 1 auf den ungeraden Spuren zeigen).

2. Nach der ersten Phase kennt B das ganze Argument (der Zustand von A ist
auch in dem Zustand von B gespeichert) der Transitionsfunktion von A und
kann also genau die entsprechenden Aktionen (Kopfe bewegen, Ersetzen von
Symbolen) von A bestimmen. Diese Anderungen fiihrt B in einem Lauf iiber
sein Band von rechts nach links durch.

O

Aufgabe 4.11. Geben Sie eine formale Konstruktion einer TM an, die die Phase 1 der
Simulation eines Schrittes von A aus Lemma 4.2 realisiert.

9Dies bedeutet, dass die Zustandsmenge von B die Menge @ x (ZU{¢,$}) x T'* enthiilt, was
kein Problem ist, da diese Menge endlich ist.
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Definition 4.2. Zwei Maschinenmodelle (Maschinenklassen) A und B fiir
Entscheidungsprobleme sind Aquivalent, falls

(1) fir jede Maschine A € A eine zu A dquivalente Maschine B € B exi-
stiert, und

(ii) fiir jede Maschine C € B eine zu C' dquivalente Maschine D € A exi-
stiert.

Aufgabe 4.12. Geben Sie eine formale Definition der Aquivalenz von zwei Maschinen an,
die Funktionen von ¥* nach I'* berechnen. Formulieren Sie dazu die Definition der Aquiva-
lenz von zwei Maschinenklassen zur Berechnung von Funktionen.

Aus den Lemmata 4.1 und 4.2 erhalten wir direkt das folgende Resultat.

Satz 4.1. Die Maschinenmodelle wvon Turingmaschinen und Mehrband-
Turingmaschinen sind dquivalent.

Die Kenntnis, dass diese beiden Maschinenmodelle als gleichberechtigt zur Al-
gorithmenmodellierung betrachtet werden diirfen, erleichtert unsere Arbeit.
Wenn wir beweisen wollen, dass eine Sprache rekursiv oder rekursiv aufzéahlbar
ist, reicht es, eine Mehrband-TM fiir diese Sprache zu konstruieren (was mei-
stens einfacher ist, als eine TM zu konstruieren). Wenn wir aber zeigen wollen,
dass eine Sprache nicht rekursiv oder nicht rekursiv aufzéhlbar ist, werden wir
mit der Nichtexistenz einer entsprechenden TM argumentieren. Die Situation
ist vergleichbar damit, dass man eine héhere Programmiersprache zum Beweis
algorithmischer Losbarkeit eines gegebenen Problems benutzt, und Assembler
oder Maschinencode zum Beweis algorithmischer Unlésbarkeit benutzt. Dies
ist genau das, was im néchsten Kapitel behandelt wird.

Deswegen konnte es fiir uns auch hilfreich sein, die Aquivalenz zwischen Turing-
maschinen und einer hoheren Programmiersprache zu beweisen. Ein formaler
Beweis erfordert eine grole Menge an technischer Kleinarbeit, die sehr zeitauf-
wendig ist. Deshalb erkliren wir nur die Idee, wie man eine solche Aquivalenz
zeigt.

Dass man fiir jede TM ein dquivalentes Programm schreiben kann, glaubt hof-
fentlich jeder in der Programmierung ein bisschen erfahrene Leser. Man kann
sogar noch etwas Besseres — einen Interpreter fiir Turingmaschinen schreiben.
Ein Interpreter C'ry fiir Turingmaschinen bekommt eine Beschreibung einer
TM M in einem festgelegten Formalismus und ein Eingabewort iiber dem Ein-
gabealphabet von M. Danach simuliert Cy die Arbeit von M auf w.
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Wie kann man jetzt zu einem Programm einer komplexeren Programmier-
sprache eine TM bauen? Dazu sollte sich man den Weg der Entwicklung der
Programmiersprachen anschauen. Am Anfang hat man nur in Assembler oder
sogar noch in Maschinencode programmiert. Die einzigen erlaubten Operatio-
nen waren Vergleiche von zwei Zahlen und die arithmetischen Operationen.
Alle anderen Befehle wurden als kleine Programme aus diesem Grundreper-
toire zusammengesetzt, um dem Programmierer die Arbeit zu vereinfachen.
Deswegen werden wir keine Zweifel an der Aquivalenz von Assembler und be-
liebigen Programmiersprachen haben; insbesondere weil wir wissen, dass die
Compiler Programme in hoheren Programmiersprachen in Assembler oder Ma-
schinencode iibersetzen. Daher reicht es, die Aquivalenz zwischen Assembler
und Turingmaschinen zu beweisen. Den Assembler kann man durch sogenannte
Registermaschinen modellieren und dann diese durch Turingmaschinen simu-
lieren lassen. Diesen Weg werden wir jetzt aber nicht gehen. Wir kénnen unsere
Aufgabe noch vereinfachen. Wir kénnen Multiplikation und Division von zwei
Zahlen a und b durch Programme, die nur mit den Grundoperationen Addition
und Subtraktion arbeiten, realisieren.

Anufgabe 4.13. Schreiben Sie ein Programm, dass fiir zwei gegebene Zahlen a und b das
Produkt a - b berechnet. Dabei darf das Programm nur die Addition, die Subtraktion und
Vergleich von zwei Zahlen in Verbindung mit if ...then ...else benutzen.

Danach kann man einen Vergleich von zwei Zahlen durch Programme durch-
fihren, die nur die Operation +1 (I :=1+1), =1 (I := I — 1) und den Test
auf 0 (if / =0 then ... else ...) benutzen.

Aufgabe 4.14. Schreiben Sie ein Programm, dass den Befehl if [ > .J then goto 1 else
goto 2 nur mit Hilfe von Operationen +1, —1 und dem Test auf 0 realisiert.

Am Ende konnen wir auch noch auf Addition und Subtraktion verzichten.

Aufgabe 4.15. Schreiben Sie Programme, die fiir zwei gegebene Zahlen a,b €  die Ad-
dition a + b und die Subtraktion @ — b nur mit Hilfe der Operationen +1, —1 und dem Test
auf 0 berechnen.

Die Aufgabe, die Programme mit Operationen +1, —1 und if I = 0 then

else ... auf Mehrband-Turingmaschinen zu simulieren, ist nicht mehr
so schwer. Die Variablen werden auf den Arbeitsbdndern in der Form x4ty
gespeichert, wobei x die bindre Kodierung des Namens der Variablen [, und y
die bindre Kodierung des Wertes von [, ist. Die Operationen +1, —1 und den
Test y = 0 kann eine MTM einfach realisieren. Der einzige grofiere Aufwand
entsteht, wenn ein Band z.B. cax#y#H#z#u## ... enthilt und der Platz zur
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Speicherung des Wertes von [, in y nicht mehr reicht (mehr Felder fir y
werden gebraucht). In einem solchen Fall muss die Mehrband-TM den Inhalt
H#H#zH#uFH# ... rechts von y nach rechts verschieben, um mehr Platz fiir die
Speicherung von y zu gewinnen.

In der Theoretischen Informatik hat man Hunderte von formellen Modellen
(nicht nur in Form von Maschinenmodellen) zur Spezifikation der algorithmi-
schen Losbarkeit entwickelt. Alle verniinftigen Modelle sind dquivalent zu Tu-
ringmaschinen. Dies fiihrte zu der Formulierung der sogenannten Church’schen
These:

Church’sche These

Die Turingmaschinen sind die Formalisierung des Begriffes ,,Algo-
rithmus®, d.h. die Klasse der rekursiven Sprachen (der entscheid-
baren Entscheidungsprobleme) stimmt mit der Klasse der algorith-
misch (automatisch) erkennbaren Sprachen iberein.

Die Church’sche These ist nicht beweisbar, weil sie einer Formalisierung des
intuitiven Begriffes Algorithmus entspricht. Es ist nicht moglich zu beweisen,
dass keine andere formale Modellierung des intuitiven Begriffes Algorithmus
existiert, die

(i) unserer Intuition iiber diesen Begriff entspricht, und
(ii) die algorithmische Losung von Entscheidungsproblemen ermoglicht, die
man mit der Hilfe von Turingmaschinen nicht entscheiden kann.

Das einzige, was passieren konnte, ist, dass jemand ein solches stérkeres Modell
findet. In diesem Fall wiren die Grundlagen der Theoretischen Informatik zu
revidieren. Die Suche nach einem solchen Modell war aber bisher vergeblich,
und wir wissen heute, dass sogar das physikalische Modell des Quantenrech-

ners'® zu Turingmaschinen dquivalent ist.

Die Situation ist also dhnlich wie in der Mathematik und Physik. Wir ak-
zeptieren die Church’sche These, weil sie unserer Erfahrung entspricht, und
postulieren sie als ein Axiom. Wie wir schon bemerkt haben, hat sie die Ei-
genschaften von mathematischen Axiomen — sie kann nicht bewiesen werden,
aber man kann nicht ausschliefien, dass sie eines Tages widerlegt wird.!! Die

10Quantenrechner arbeiten nach dem Prinzip der Quantenmechanik.

HDie Widerlegung eines Axioms oder einer These sollte man nicht als , Katastrophe® be-
trachten. Solche Resultate gehoren zur Entwicklung der Wissenschaften dazu. Die bisherigen
Resultate und Kenntnisse muss man deswegen nicht verwerfen, nur relativieren. Sie gelten
einfach weiter unter der Voraussetzung, dass das Axiom gilt.
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Church’sche These ist das einzige informatikspezifische Axiom auf welchem die
Theoretische Informatik aufgebaut wird. Alle anderen benutzten Axiome sind
die Axiome der Mathematik.

4.4  Nichtdeterministische Turingmaschinen

Den Nichtdeterminismus kann man in das Modell der Turingmaschinen auf
gleichem Wege einfithren wie wir den Nichtdeterminismus bei den endlichen
Automaten eingefithrt haben. Fiir jedes Argument besteht die Moglichkeit
einer Auswahl aus endlich vielen Aktionen. Auf der Ebene der Transitions-
regeln bedeutet dies, dass die Transitionsfunktion § nicht von ¢ x I' nach
QxT'x{L,R, N} geht, sondern von @ xI' nach P(QxI'x{L,R,N}). Eine andere
formale Moglichkeit ist, § als eine Relation auf (Q xI') x (Q x I" x {L,R,N})
zu betrachten. Eine nichtdeterministische Turingmaschine M akzeptiert ein
Eingabewort w genau dann, wenn es mindestens eine akzeptierende Berech-
nung von M auf w gibt. Die formale Definition einer nichtdeterministischen
Turingmaschine folgt.

Definition 4.3. Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM) ist
ein 7- Tupel M = (Qv Ea F, 57 qo, Qacceptv QIeject); wobet

(1) Q,%,T,qo, Gaccept, Greject di€ gleiche Bedeutung wie bei einer TM haben,
und
(i) 01 (Q — {Gaccept; Greject }) X I = P(Q x T x {L,R,N}) die Ubergangs-
funktion von M ist und die folgende Eigenschaft hat:
6(p,¢) € {(g.¢. X) [ g€ Q,X € {R,N}}

fiir alle q € Q.
{Das Randsymbol darf nicht durch ein anderes Symbol ersetzt werden,
und der Kopf darf sich nicht von ¢ aus nach links bewegen.}

FEine Konfiguration von M ist ein Element aus
Konf(M) = ({¢} - I"- Q- I U(Q - {¢} - I7)

{mit der gleichen Bedeutung wie bei einer TM}.

Die Konfiguration qo¢w ist die Anfangskonfiguration fir das Wort w € X*.
Fine Konfiguration heifit akzeptierend, falls sie den Zustand Gacceps enthilt.
Fine Konfiguration heifit verwerfend, falls sie den Zustand Greject enthilt.
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Ein Schritt von M ist eine Relation |5, die auf der Menge der Konfigura-
tionen (57 C Konf(M) x Konf(M)) wie folgt definiert ist. Fiir alle p,q € Q
und alle x1,xo,... , 2,y €T,

® T1T2...2;-14T;Tj41...-Tp }7 1T .. - i APYTiy1 .- - T,
falls (p7 Y, N) S 6(q7 xi)7
® U1T2...2Ti—2,Ti-19TiTiy1 ---Tp |ﬁ T1Xg .. - X—2PTi1YTiy1 - Ty,
falls (pv Y, L) S 5<q7 xi):
® T1To...2i—14T;iTjt1...Tp |7 T1T2 .. . Tij1YPTiy1-..Tp,
falls (p,y,R) € §(q, z;) firi <n und
122 - Tp-1G4Tn |ﬁ 122 .. - Tn-1YPu,
falls (p,y,R) € d(q,xy).

Die Relation |57 ist die reflexive und transitive Hiille von |55 .

Eine Berechnung von M ist eine Folge von Konfigurationen Cy, CY, ... so
dass C; g5 Ciy1 fir i = 0,1,2,.... Eine Berechnung von M auf einer
Eingabe «x ist eine Berechnung, die mit der Anfangskonfiguration qo¢x beginnt
und die entweder unendlich ist, oder in einer Konfiguration wyqws endet, wobei
q € {qaccept, Greject } - Eine Berechnung von M auf x heifit akzeptierend, falls
sie in einer akzeptierenden Konfiguration endet. Eine Berechnung von M auf
x heifit verwerfend, falls sie in einer verwerfenden Konfiguration endet.

Die von der NTM M akzeptierte Sprache ist
L(M) = {w € ©* | qo¢w {F YGacceptz fiir irgendwelche y, z € T*}.

Aufgabe 4.16. Beschreiben und definieren Sie formal eine nichtdeterministische k-Band-
Turingmaschine fiir jedes k €  — {0}.

Anufgabe 4.17. Sei M eine nichtdeterministische Mehrband-Turingmaschine. Beschreiben
Sie eine NTM M’, so dass L(M) = L(M").

Ahnlich wie im Fall der endlichen Automaten kénnen auch bei Turingmaschi-
nen nichtdeterministische Strategien die Berechnungen vereinfachen. Betrach-
ten wir die Sprache

Lungloich = {m#y | T,y € (Zbool)*a xz 7é /\,$ 7é y}

Eine (deterministische) TM miisste Buchstabe fiir Buchstabe x und y verglei-
chen, um den Unterschied feststellen zu kénnen. Eine NTM kann die Position
i, an der sich x = z7...2, und y = ¥y ...y, unterscheiden, nichtdetermini-
stisch raten und dann die Korrektheit des Ratens durch den Vergleich von x;
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und y; verifizieren. Im Folgenden beschreiben wir eine nichtdeterministische
1-Band-TM A, die Lyngieicn akzeptiert (die formale Darstellung findet sich in
Fig. 4.12). A arbeitet auf einer Eingabe w wie folgt:

1. A iberpriift deterministisch mit einem Lauf des Lesekopfes iiber das Ein-
gabeband, ob w genau ein Symbol # enthélt (Zusténde qo, g1, Greject i Fig.
4.12). Falls das nicht der Fall ist, verwirft A die Eingabe w. Falls w = a#y
fiir z,y € (Xpool)”, setzt A die Arbeit mit Phase 2 fort (im Zustand ¢, in Fig.
4.12).

2. A stellt die Kopfe auf beiden Béndern auf ¢ (Zustand ¢ in Fig. 4.12).

3. A bewegt beide Kopfe simultan nach rechts (dabei ersetzt der Kopf auf dem
Arbeitsband die Symbole |, durch die Symbole a) und in jedem Schritt trifft
sie nichtdeterministisch die Entscheidung, ob der Unterschied in der Position
des gelesenen Feldes vorkommt oder nicht (Zustand gguess in Fig. 4.12). Falls
b € {0,1} auf dem Eingabeband gelesen wird und A rit, dass der Unterschied
an dieser Position auftritt, speichert A das Symbol b in seinem Zustand und
geht zur Phase 4 iiber (A geht in Zustand p, iiber in Fig. 4.12). Falls A das
Symbol # liest (|z| < |y| rdt), geht A in py iiber.

4. Jetzt ist die Entfernung des Kopfes von ¢ auf dem Arbeitsband gleich der
Position des gespeicherten Symboles b € {0, 1, #} in x#. A geht zuerst mit dem
Lesekopf auf # ohne den Kopf auf dem Arbeitsband zu bewegen (Zusténde py
und p; in Fig. 4.12). Danach bewegt sich in jedem weiteren Schritt der Lesekopf
nach rechts, und der Kopf auf dem Arbeitsband nach links (Zusténde sy und s;
in Fig. 4.12). Wenn der Kopf auf dem Arbeitsband ¢ erreicht, steht der Kopf des
Eingabebandes auf der geratenen Position von y. Falls das gespeicherte Symbol
b in s, ungleich dem gelesenen Symbol des Eingabebandes ist, akzeptiert A das
Eingabewort w = x#ty. A akzeptiert w auch, wenn |z| < |y| ((qaccepts N, ¢, N) €
d(py,c,N) fir alle ¢ € {0,1} in Fig. 4.12) oder wenn |z| > |y| (d(ss,$,d) =
{(Gaceept, N, d, N)} fiir alle b € {0,1},d € {a,¢} in Fig. 4.12).

Die Strategie des nichtdeterministischen Ratens und nachfolgenden determi-
nistischen Verifizieren der Korrektheit des Geratenen ist typisch fiir nichtde-
terministische Berechnungen.'? Ein anderes Beispiel ist das Akzeptieren der
Sprache

Lquad = {an2 lne }

12Wie stark man dadurch den Nichtdeterminismus charakterisieren kann, erfahren wir in
Kapitel 6.
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von einer nichtdeterministischen 2-Band-TM B. B kann zuerst fiir jede Ein-
gabe w eine Zahl n raten (n kann durch die Positionen der Kopfe auf den
Arbeitsbindern gespeichert werden) und dann |w| = n? iiberpriifen.

Aufgabe 4.18. Beschreiben Sie die Berechnungsstrategie einer nichtdeterministischen 2-
Band-TM, die Lquaa akzeptiert und implementieren Sie ihre Strategie in der Form eines
Diagramms.

Die wichtigste Frage ist nun, ob die nichtdeterministischen Turingmaschinen
Sprachen akzeptieren, die man mit (deterministischen) Turingmaschinen nicht
akzeptieren kann. Ahnlich wie bei endlichen Automaten ist die Antwort auf
diese Frage negativ, und die Simulationsstrategie basiert auf der Breitensuche
in den Berechnungsbédumen der nichtdeterministischen TM.

Definition 4.4. Sei M = (Q, %, 1,0, qo, Gaccept s Greject) €ine NTM und sei x ein
Wort diber dem Eingabealphabet > von M. Ein Berechnungsbaum T, von
M auf x ist ein (potentiell unendlicher) gerichteter Baum mit einer Wurzel,
der wie folgt definiert wird.

(i) Jeder Knoten von Ty, ist mit einer Konfiguration beschriftet.
(i) Die Wurzel ist der einzige Knoten von Ty, mit dem Eingrad 0 und ist
mit der Ausgangskonfiguration gocx beschriftet.
(iii) Jeder Knoten des Baumes, der mit einer Konfiguration C' beschriftet ist,
hat genauso viele S6hne wie C' Nachfolgekonfigurationen hat, und diese
Sohne sind mit diesen Nachfolgekonfigurationen von C markiert.

Die Definition von Berechnungsbédumen kann man natiirlich auch fiir nicht-
deterministische Mehrband-Turingmaschine verwenden.

Aufgabe 4.19. Zeichnen Sie die Berechnungsbéume der nichtdeterministischen 1-Band-
TM aus Fig. 4.12 fiir die Eingaben 01#01#1 und 01#0.

Es gibt zwei wesentliche Unterschiede zwischen den Berechnungsbdumen ei-
nes NEA und einer NTM. Die Berechnungsbdume von nichtdeterministischen
endlichen Automaten sind immer endlich, was bei nichtdeterministischen Tu-
ringmaschinen nicht immer der Fall sein muss. Zweitens miissen die Konfigu-
rationen in der gleichen Entfernung zur Wurzel eines Berechnungsbaumes Ty,
einer NTM M auf z keine Ahnlichkeiten haben und deshalb kénnen im Un-
terschied zu nichtdeterministischen endlichen Automaten die Positionen der
Kopfe auf dem Eingabeband unterschiedlich sein.

Satz 4.2. Sei M eine NTM. Dann existiert eine TM A, so dass
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(i) L(M)=L(A), und
(ii) falls M keine unendlichen Berechnungen auf Wortern aus (L(M))® hat,
dann hdlt A immer.

Beweis. Nach Lemma 4.2 geniigt es, eine 2-Band TM A mit den Eigenschaften
(i) und (ii) zu konstruieren. Wir beschrianken uns auf eine Beschreibung der
Arbeit von A und verzichten auf die formale Konstruktion. Die Strategie von
A heifit Breitensuche in den Berechnungsbdumen von M.

Eingabe: ein Wort w
Phase 1: A kopiert die Anfangskonfiguration go¢w auf das erste Arbeitsband.

Phase 2: A tiberpriift, ob das erste Band eine akzeptierende Konfiguration
enthélt. Falls ja, hélt A und akzeptiert w. Sonst setzt A die Berechnung
mit Phase 3 fort.

Phase 3: A schreibt alle Nachfolgekonfigurationen der Konfigurationen aus
dem ersten Arbeitsband auf das zweite Arbeitsband (man beachte, dass
eine NTM nur endlich viele Aktionen fiir ein gegebenes Argument zur
Wahl hat und A somit immer alle Méglichkeiten realisieren kann). Falls es
keine Nachfolgekonfigurationen gibt (das zweite Arbeitband leer bleibt),
halt A im Zustand gyeject-

Phase 4: A loscht den Inhalt des ersten Arbeitsbandes und kopiert den Inhalt
des zweiten Arbeitsbandes auf das erste. Danach 16scht A den Inhalt des
zweiten Bandes und fihrt mit Phase 2 fort.

Wir bemerken, dass nach dem i-ten Durchlauf der Phasen 3 und 4 das erste
Arbeitsband alle Konfigurationen des Berechnungsbaumes T}, mit der Ent-
fernung ¢ von der Wurzel (alle in ¢ Schritten erreichbaren Konfigurationen)
enthélt. Falls w € L(M), dann existiert eine akzeptierende Berechnung von M
auf w von einer Lange j fiir ein j € | und somit wird w nach 7 Durchldufen
der Phasen 3 und 4 in der Phase 2 akzeptiert. Falls w ¢ L(M), wird w bei A
nicht akzeptiert. Falls T, endlich ist, hélt A im Zustand greject- O

Aufgabe 4.20. Sei A die NTM aus Fig. 4.13.

(i) Geben Sie der ersten sechs Ebenen (alle Konfigurationen nach héchstens fiinf Berech-
nungsschritten) der Berechnungsbiume T4 (z) fiir © = 01 und fiir x = 0010 an.

(ii) Bestimmen Sie die Sprache L(A).
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O—>0R 0—0,N

¢%¢,R O%OR 1—1,N
Qaccept
U 1—1,N

0—0,N
1-1,N

Fig. 4.13
4.5 Kodierung von Turingmaschinen

Jedes Programm hat eine binédre Darstellung in Form des Maschinencodes. Fiir
die Transformation eines Programms, das {iber dem Alphabet Yragtatur €ntspre-
chend der Syntax der Programmiersprache gegeben ist, in den Maschinencode
sorgen Ubersetzer (Compiler). Das Ziel dieses Kapitels ist, eine einfache binére
Kodierung von Turingmaschinen zu entwickeln. Wir beginnen zunéchst damit,
dass wir eine Kodierung von Turingmaschinen iiber {0, 1, #} entwickeln.

Sei M = (Q7 2; F7 57 40, Qaccept s Qreject) eine TM7 wobei

Q = {q07 q1;-- -, 49m, Qacceph QIeject} und I' = {Ah A27 BRI AT}

Wir definieren zuerst die Kodierung der einzelnen Symbole wie folgt:

Code(q;) 1071 firi =0,1,...,m,
Code(Gaccept) = 10721,
Code(Greject) = 10™131,
Code(A;) = 110711 fiir j = 1,...,7,
Code(N) = 1110111,
Code(R) = 1110%111,
Code(L) 1110°111.

Diese Kodierung von Symbolen nutzen wir zu folgender Darstellung einzelner
Transitionen.

Code(d(p, Ai) = (g, Am, @)
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= #Code(p)Code(A;)Code(q)Code(A,,)Code(a)#

fir jede Transition d(p, 4;) = (¢, Am, ), p € {90, G, qm}, ¢ € Q, l,m €
{1,...,r}, a € {N,L,R}.

Die Kodierung der Turingmaschine M gibt zuerst die globalen Daten — die An-
zahl der Zusténde (|@]) und die Anzahl der Symbole aus dem Arbeitsalphabet
(|T'|). Danach folgt die Liste aller Transitionen. Daher

Code(M) = #0™ 340" ##Code( Transition, ) #Code( Transitions)# . . .

1—-1,R

(D Q
—
~

0—0,R

C o
1l
Co
janl=>)

)

Fig. 4.14

Aufgabe 4.21. Sei M die TM aus Fig. 4.14.
(i) Geben Sie Code(M) von M an. Gliedern Sie iibersichtlich den Code mittels Kommen-

taren.
(ii) Geben Sie die Sprache L(M) an.
(iii) Ist L(M) reguldr oder nicht? Beweisen Sie Ihre Behauptung.

Um eine Kodierung iiber ¥y,,0 zu erhalten, benutzen wir folgenden Homomor-
phismus h : {0, 1, #}* = (Zpoo)™

h(#) =01, h(0) =00, h(1)=11.
Definition 4.5. Fir jede Turingmaschine M wird
Kod(M) = h(Code(M))
die Kodierung der TM M genannt.
KodTM = {Kod(M) | M ist eine TM}

bezeichnet die Menge der Kodierungen aller Turingmaschinen.
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Es ist klar, dass die Abbildung von M auf Kod(M) injektiv ist und daher
determiniert Kod (M) eindeutig eine Turingmaschine.

Aufgabe 4.22. Beschreiben Sie ein Programm, dass jede formale Beschreibung einer TM
M nach Definition 4.5 in Code(M) umwandelt.

Aufgabe 4.23. Beschreiben Sie ein Programm, das fiir jedes Wort x € {0,1}* entscheidet,
ob x = Kod(M) fiir eine TM M.

Im Folgenden bezeichnet Aye, ein Programm (eine TM), das fiir jedes = €
(Xhoo1)” entscheidet, ob = die Kodierung einer TM ist.

Die wichtigste Beobachtung ist, dass die Festlegung auf eine Kodierung Kod (M)
von Turingmaschinen eine lineare Ordnung auf den Turingmaschinen wie folgt
definiert.

Definition 4.6. Sei © € (Xyo0)*. Fiir jedes 1 €  — {0} sagen wir, dass x
die Kodierung der i-ten TM ist, falls

(i) = =Kod(M) fir eine TM M, und
(i1) die Menge {y € (Xpool)* | y ist vor x in kanonischer Ordnung} enthdlt
genau v — 1 Wérter, die Kodierungen von Turingmaschinen sind.

Falls © = Kod(M) die Kodierung der i-ten TM ist, dann ist M die i-te
Turingmaschine M;. Die Zahl i ist die Ordnung der TM M.

Wir beobachten, dass es nicht schwer ist, fiir eine gegebene Zahl i die Kodierung
Kod(M;) der i-ten Turing Maschine zu berechnen. Sei Gen eine Funktion aus
— {0} nach (Xpoo)* definiert durch Gen(i) = Kod(M;).

Lemma 4.3. Die Funktion Gen ist total rekursiv, d.h., es existiert eine Tu-
ringmaschine (Programm) Agen, die fir eine gegebene Zahl i die Kodierung
Kod(M;) berechnet.

Beweis. Ein Programm, das Gen berechnet, kann wie folgt arbeiten.

Eingabe: eini e — {0}
Schritt 1:  z:=1 {x ist ein Wort iiber (Xpo01)*}
1:=0
Schritt 2:  while [ < do
begin benutze A, um zu entscheiden, ob x € KodTM;
if © € KodTM then begin
I =1+1;
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Yy =x
end;
x :=Nachfolger von z in kanonischer Ordnung auf (Xp00)*

end
Schritt 3:  output(y).

O

Aufgabe 4.24. Schreiben Sie ein Programm, das fiir eine gegebene Kodierung Kod(M) €
(Xboo1)* die Ordnung der TM M berechnet.

4.6  Zusammenfassung

Die Turingmaschine ist ein abstraktes Rechnermodell mit der Berechnungs-
stédrke realer Rechner. Die Komponenten einer TM sind ein unendliches Band,
eine endliche Kontrolle und ein Lese-/Schreibkopf. Das Band ist aufgeteilt in
Felder. Jedes Feld enthélt ein Symbol des Arbeitsalphabets (ein Computer-
wort). Das Band wird als das Eingabemedium der TM sowie als der Speicher
der TM benutzt. Die elementaren Aktionen (Transitionen) einer TM héngen
vom aktuellen Zustand der TM und dem Symbol ab, das der Kopf auf dem
Band liest. In einer Aktion darf die TM den Zustand dndern, das gelesene
Symbol durch ein neues ersetzen und den Kopf um ein Feld auf dem Band be-
wegen. Eine Berechnung entsteht durch eine Folge von elementaren Aktionen.
Eine TM akzeptiert (verwirft) ein Wort x, wenn sie in einem Sonderzustand
Qaccept (Greject) die Berechnung auf « beendet. Ein Wort  wird von der TM nicht
akzeptiert, wenn x verworfen wird oder wenn die Berechnung der TM auf x
unendlich ist. Die von einer TM M akzeptierte Sprache L(M) ist die Menge
aller Worter, die M akzeptiert. Eine Sprache L heif3t rekursiv aufzihlbar, falls
L = L(M) fiir eine TM M. Eine Sprache L heifit rekursiv (oder entscheidbar),
falls L = L(M) fiir eine TM M, die keine unendliche Berechnung hat (d.h. alle
Berechnungen enden entweder in guccept 0der in Greject )-

Das Modell der Mehrband-TM hat statt einem unendlichen Band (das fiir die
Eingabe sowie fiir die Speicherung von Daten bei einer TM dient) ein end-
liches Band, das nur die Eingabe enthilt, und eine endliche Anzahl von un-
endlichen Arbeitsbdndern. Die Modelle der Turingmaschinen und Mehrband-
Turingmaschinen sind dquivalent in dem Sinne, dass jede TM durch eine MTM
simuliert werden kann und umgekehrt. Diese Turingmaschinenmodelle sind
dquivalent zu Programmen in jeder geldufigen Programmiersprache.
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Die Church’sche These besagt, dass eine Turingmaschine, die keine unendliche
Berechnung ausfiihrt, die Formalisierung des intuitiven Begriffs ,, Algorithmus*
ist. Daher sind alle Probleme, die man mit Hilfe von Turingmaschinen 16sen
kann, algorithmisch (automatisch) lésbar und alle Probleme, die auf Turing-
maschinen nicht 16sbar sind, sind algorithmisch (automatisch) unlésbar. Die
Church’sche These ist ein Axiom der Informatik, daher kann sie nie bewiesen
werden. Es besteht nur die Méglichkeit, sie zu widerlegen.

Auf die gleiche Art wie bei endlichen Automaten kann man Turingmaschinen
zu nichtdeterministischen Turingmaschinen verallgemeinern. Eine nichtdeter-
ministische TM kann mehrere Berechnungen auf einer Eingabe haben. Die
Eingabe wird akzeptiert, falls mindestens eine dieser Berechnungen in gaccept
endet. Durch eine Breitensuche der Berechnungsbidume (dies entspricht der
Potenzmengenkonstruktion bei endlichen Automaten) kénnen nichtdetermi-
nistische Turingmaschinen durch deterministische Turingmaschinen simuliert
werden.

Wie Programme konnen auch Turingmaschinen eindeutig als Worter iiber Y401
dargestellt werden. Weil die Worter iiber Y., durch die kanonische Ordnung
linear geordnet sind, gewinnt man durch diese Darstellung eine lineare Ord-
nung fiir die Menge der Turingmaschinen. Fiir eine gegebene Zahl ¢ kann man
die Kodierung der i-ten TM berechnen. Ebenfalls kann man zu einer gegebenen
TM ihre Ordnung berechnen.

Die Einfithrung eines formalen Modells von Algorithmen war der erste Schritt,
der zur Griindung der Theoretischen Informatik fithrte. Diesen Fortschritt
hat Kurt Godel mit seiner grundlegenden Arbeit [God 31] initiiert. In die-
ser Arbeit wurde erstmals bewiesen, dass es mathematische Probleme gibt,
die man nicht ,automatisch“ lésen kann. Dies motivierte Church [Chu 36],
Kleene [Kle 36], Post [Pos 36] und Turing [Tur 36] zum Entwurf formaler Mo-
delle des algorithmischen Rechnens. Alle diese Modelle und auch viele andere,
die spéter definiert wurden, sind dquivalent. Die Folge dieser Aquivalenzen
ist die Church’sche These. Das Modell der Turingmaschine aus [Tur 36] wurde
zum Basismodell des Rechners in der Theoretischen Informatik, obwohl die ur-
spriinglichen Gedanken von Turing nicht gerade mit einem Rechner verkniipft
waren. Turing wollte die Verfahren (Algorithmen) zur Symbolmanipulation
priizise formalisieren. Statt an einen Rechner dachte er an einen Menschen
(menschlichen Rechner), der ein Rechenverfahren mit einem Stift auf einem
Blatt Papier ausfiihrt. Das eindimensionale Band als Speichermedium ist da-
durch motiviert, dass man auf einem Blatt zeilenweise schreibt. Die endlich
vielen Symbole, die man benutzen darf, bestimmen dann das Arbeitsalpha-
bet. Um das alles systematisch zu machen, teilte Turing das Bands in Felder
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ein, wobei jedes Feld genau ein Symbol beinhalten durfte. Der Inhalt des gan-
zen Bandes musste immer endlich sein, aber die Lange des Bandes (die Grofe
des Papiers) war unbeschréinkt. Turing setzte voraus, dass der Rechner (das
menschliche Gehirn) endlich grof§ ist, und sich somit nur in einem von end-
lich vielen moglichen Zusténde befinden kann. Daher stammt die endliche Zu-
standsmenge fiir das Modell der Turingmaschine. Aus einem &hnlichen Grund
setzte Turing voraus, dass eine Aktion eines Rechners in einem Augenblick nur
durch einen Anteil des Bandes von beschrénkter (konstanter) Grofie beeinflusst
werden kann. Weil man jede solche Aktion durch eine Folge von elementaren
Operationen, bei denen nur ein Symbol des Bandes betrachtet wird, simulie-
ren kann, fithrte Turing die Festlegung der Berechnungsschritte durch die in
Abschnitt 4.2 vorgestellte Transitionsfunktion ein.

Die Mehrband-Turingmaschine wurde von Hartmanis und Stearns [HS 65] ein-
gefithrt. Mehrband-Turingmaschinen wurden zum Basismodell fiir Berechnun-
gen in der Komplexitétstheorie. Eine hinreiflende Diskussion zu dem Thema
dieses Kapitels kann man bei Harel [Har 93] finden.

Kontrollaufgaben

1. Beschreiben Sie das Modell der Turingmaschine. Was sind die wesentlichen Unter-
schiede zu einem endlichen Automaten?

2. Definieren Sie die Begriffe ,, Konfiguration®, ,, Berechnungssschritt“ und ,, Berechnung*
einer Turingmaschine. Wie definiert man die von einer TM M akzeptierte Sprache
L(M)?

3. Was sind rekursive Sprachen und was sind rekursiv aufzéhlbare Sprachen?

4. Entwerfen Sie eine Turingmaschine fiir die Sprache {a™b"¢" | n € } und stellen sie
die TM in der Form eines Diagramms dar.

5. Was wiirde sich an der Berechnungsstiarke der Turingmaschine &ndern, wenn wir
mehrere akzeptierende Zustéinde erlauben?

6. FErklaren Sie das Konzept von Mehrband-Turingmaschinen. Warum fiihren wir dieses
Konzept ein?

7. Wie definiert man die Aquivalenz von zwei Maschinen und die Aquivalenz von zwei
Maschinenmodellen?

8. Wie wiirden Sie vorgehen, um die Aquivalenz zwischen Java und Turingmaschinen
zu zeigen?

9. Was sagt die Church’sche These aus? Warum betrachten wir die Church’sche These
als ein Axiom? Warum glauben wir an dieses Axiom?

10. Erkldren Sie das Konzept von nichtdeterministischen Turingmaschinen! Wieviele un-
terschiedliche Berechnungen kann eine NTM auf einer Eingabe der Linge n haben?

11. Geben Sie ein Beispiel einer Sprache an, fiir die es einfacher ist, eine NTM anstatt
einer TM zu entwerfen.

12. Wie kann man zu jeder NTM ein dquivalente TM bauen?
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13. Wie kann man Turingmaschinen durch Wérter itber {0,1} kodieren? Entwerfen Sie
eine eigene Kodierung fiir Turingmaschinen und schreiben Sie ein Programm, das aus
Threr Kodierung eine konkrete TM erstellt.

14. Wie kann man Turingmaschinen linear ordnen?

15. Kann man fiir eine gegebene natiirliche Zahl i algorithmisch die i-te TM konstruieren?
Kann man fiir eine gegebene TM ihre Ordnung algorithmisch bestimmen?



Hunderte von Talenten zeigen
die Grofe ihrer Epoche,

. . .
aber nur ein Genie ahnt, €
was ihr fehlt. .

¢ ;= E. Geibel %

5 Berechenbarkeit ( + /)\\V T/

5.1  Zielsetzung

Die Theorie der Berechenbarkeit ist die erste Theorie, die in der Informatik
entstanden ist. Sie entwickelte Methoden zur Klassifizierung von Problemen
in algorithmisch 16sbare und algorithmisch unlésbare. Dies bedeutet, dass die-
se Theorie uns Techniken zum Beweisen der Nichtexistenz von Algorithmen
zur Losung konkreter Probleme liefert. Das Erlernen dieser Techniken ist das
Hauptziel dieses Kapitels.

Wir beschrénken uns in diesem Kapitel auf Entscheidungsprobleme. Unser er-
stes Ziel ist es zu zeigen, dass es Sprachen gibt, die von keiner Turingmaschine
akzeptiert werden. Dies ist einfach einzusehen, wenn man begreift, dass es viel
mehr Sprachen gibt als Turingmaschinen. Aber von beiden gibt es unendlich
viele, d.h. wir miissen lernen, wie man beweisen kann, dass eine unendliche
Zahl grofler ist als eine andere. Dazu présentieren wir im Abschnitt 5.2 die
Diagonalisierungstechnik aus der Mengenlehre. Die Methode der Diagonali-
sierung ermoglicht es uns, auch fiir eine konkrete Sprache, Diagonalsprache
genannt, ihre Nichtzugehorigkeit zu Lrg zu zeigen.

Unser zweites Ziel ist es, die Methode der Reduktion vorzustellen. Diese Me-
thode ermoglicht, ausgehend von einer nichtentscheidbaren Sprache die Un-
entscheidbarkeit weiterer Sprachen zu beweisen, und stellt das Hauptinstru-
ment zur Klassifizierung der Sprachen beziiglich ihrer Entscheidbarkeit dar.
Wir wenden diese Methode an, um die Unentscheidbarkeit einiger Entschei-
dungsprobleme iiber Turingmaschinen (Programmen) in Abschnitt 5.3 zu be-
weisen. Dabei lernen wir, dass die praktisch relevante Aufgabe der Korrekt-
heitsiiberpriifung (des Testens) von Programmen ein algorithmisch unlésbares
Problem darstellt. In Abschnitt 5.4 stellen wir den Satz von Rice vor, der
besagt, dass fast alle nicht-trivialen Probleme iiber Turingmaschinen (Pro-

J. Hromkovi", Theoretische Informatik, DOI 10.1007/ 978-3-8348-9853-1_5,
© Vieweg+Teubner Verlag [Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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grammen) unentscheidbar sind. In Abschnitt 5.5 zeigen wir, dass man die
Methode der Reduktion auch zum Beweis der Unentscheidbarkeit anderer als
nur turingmaschinen-bezogener Probleme benutzen kann. Als ein Beispiel be-
weisen wir die Unentscheidbarkeit eines Entscheidungsproblems iiber einer
Art von Dominospiel, das als Post’sches Korrespondenzproblem bezeichnet
wird. Im Abschnitt 5.6 zeigen wir eine andere Methode zum Beweisen der
algorithmischen Unlosbarkeit konkreter Probleme. Diese Methode basiert auf
der Kolmogorov-Komplexitéit und kann als eine Alternative zur Diagonalisie-
rungstechnik in dem Sinne gesehen werden, dass man mittels der Kolmogorov-
Komplexitat die Unlosbarkeit eines konkreten Problems beweisen und dadurch
den Startpunkt fiir die Anwendung der Reduktionsmethode erhalten kann.

5.2  Die Methode der Diagonalisierung

Unser erstes Ziel ist es zu zeigen, dass es nicht rekursiv aufzihlbare Sprachen
gibt. Dazu wollen wir folgendes quantitative Argument benutzen. Wir wollen
zeigen, dass

die Mdichtigkeit [KodTM| der Menge aller Turingmaschinen kleiner
als die Mdichtigkeit aller Sprachen tiber Yy, ist.

Dabei bezeichnet KodTM die Menge der bindren Kodierungen aller Turing-
maschinen wie im Abschnitt 4.5 definiert.

Die Anzahl aller Turingmaschinen ist unendlich und kann von oben durch
|(Zpoo1)*| beschrinkt werden, weil KodTM C (Xp,00)*. Die Kardinalitéit aller
Sprachen iiber Y001 ist [P ((Zpoo1)*)|, was offensichtlich auch eine unendliche
Zahl ist. Um zu beweisen, dass

|(Ebool)*| < |7> ((Ebool)*))’ )

benotigen wir eine Methode zum Vergleich der Gréfen von unendlichen Zahlen
(von Miéchtigkeiten unendlicher Mengen).

Das folgende Konzept von Cantor zum Vergleich der Méchtigkeiten von zwei
(unendlichen) Mengen beriihrt die philosophischen und axiomatischen Wurzeln
der Mathematik und ist die Grundlage der modernen Mengenlehre.

Die Idee des Konzeptes von Cantor ist wie folgt. Ein Hirte hat ein Herde weif}er
Schafe und eine Herde schwarzer Schafe. Er will feststellen, welche der Herden
zahlreicher ist, also ob er mehr schwarze als weifle Schafe hat oder umgekehrt.



5.2 Die Methode der Diagonalisierung 163

Das Problem ist, er kann nur bis 5 zéhlen, was nicht ausreichend ist. Was kann
er tun? Er nimmt ein weifles uns ein schwarzes Schaf und fiithrt dieses Paar auf
eine andere Wiese Dies macht er so lange, bis eine der beiden urspriingliche
Herden aufgelost ist. Die Sorte, deren Herde noch nicht ausgeschopft ist, ist
zahlreicher. Genau diese Idee setzen wir in folgender Definition um.

Definition 5.1. Seien A und B zwei Mengen. Wir sagen, dass
|A| < |B],

falls eine injektive Funktion f von A nach B existiert. Wir sagen, dass
|A| = |B|,

falls |A| < |B| und |B| < |A| (d.h. es existiert eine Bijektion' zwischen A und
B). Wir sagen, dass

|Al < |Bl,
falls |A| < |B]| und es existiert keine injektive Abbildung von B nach A.

Zuerst beobachten wir, dass fiir endliche Mengen Definition 5.1 exakt mit un-
serem Verstandnis fiir den Vergleich der Méchtigkeiten von A und B {iberein-
stimmt (Fig. 5.1). Wenn fiir alle z, y € A mit x # y auch f(x) # f(y) gilt, dann
muss B mindestens so viele Elemente wie A haben. Wenn {f(z) | z € A} = B,
dann ist f eine Bijektion und |A| = |B|.

S

Fig. 5.1

Nach Definition 5.1 reicht es daher aus zu beweisen, dass keine injektive Ab-
bildung von der Menge aller Sprachen iiber Y00 in die Menge aller Turingma-

!Der Satz von Cantor und Bernstein sagt, dass aus der Existenz von injektiven Abbildungen
Fy: A— Bund F» : B — A die Existenz einer Bijektion zwischen A und B folgt.
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schinen existiert. Das heift, es existiert keine Abbildung von P((Xpe1)*) nach
KodTM, die jeder Sprache L eine TM M mit L(M) = L zuordnet.?

Aufgabe 5.1. Seien A, B und C Mengen. Beweisen Sie, dass |B| < |A| und |C| < |B| die
Relation |C| < |A] impliziert.

Aufgabe 5.2. Seien A und B Mengen. Beweisen Sie, dass A C B die Ungleichung |A| < | B|
impliziert.

Definition 5.1 hat aber auch ihre paradoxe Seite. Sei  gepade = {20 |7 €  }.
Nach Definition 5.1 gilt

| | = | gerade|>

weil die Funktion f: —  gerade mit f(i) = 2i fiir alle i € offensichtlich ei-
ne Bijektion ist. So haben  und  zeade gleiche Méchtigkeiten, obwohl  gerade
eine echte Teilmenge von  ist. Dies ist ein Paradoxon, das beim Vergleich der
Michtigkeiten von endlichen Mengen nicht auftreten kann. Dieses Paradox-
on widerspricht der Erfahrung aus der endlichen Welt, wo das Ganze immer
grofler ist als eines seiner Teile. Dies zeigt aber nicht, dass das Cantor’sche
Konzept zum Vergleich der Méchtigkeit von Mengen falsch ist, sondern nur,
dass die Welt unendlicher Mengen und Zahlen Gesetzen unterliegen konnte,
die den Erfahrungen aus der Behandlung endlicher Objekte nicht entsprechen.
Der Schluss | | =| gerade| scheint in der ,unendlichen Welt* richtig zu sein,
weil die Bijektion f(i) = 2i die Elemente aus und  gerade Paart, und so
erscheinen beide Mengen gleich méchtig zu sein. Vielleicht ist es wichtig, an
dieser Stelle zu bemerken, dass dieses Konzept auf der axiomatischen Ebene
liegt. Daher kann man nicht beweisen, dass dies die einzige sinnvolle (korrekte)
Moglichkeit zum Vergleich der Méchtigkeit unendlicher Mengen ist. Definiti-
on 5.1 ist nur ein Versuch, das intuitive Verstdndnis der Mathematiker fiir
den Méchtigkeitsvergleich zu formalisieren. Es ist nicht auszuschliefien, dass
jemand noch eine andere, geeignetere Formalisierung® findet. Fiir uns ist aber
nur wichtig, dass das Konzept aus Definition 5.1 dazu geeignet ist, die Existenz
von nicht rekursiv aufzéhlbaren Sprachen zu beweisen.

Aufgabe 5.3. Das Hilbert’sche Hotel besteht aus unendlich vielen Zimmern, die mit den
natiirliche Zahlen 1,2, 3, ... nummeriert sind. Das Hotel ist besetzt, also in jedem Zimmer
verweilt ein Gast. Jetzt kommt ein neuer Gast und fragt, ob er ein Zimmer bekommen kann.
Der Portier sagt locker ,,Kein Problem“. Er lisst fiir alle i = 1,2,3,... den Gast aus dem
Zimmer 7 in das Zimmer ¢ + 1 umziehen und gibt Zimmer 1 dem neuen Gast.

2Weil jede solche Abbildung injektiv sein muss.
3Dies dhnelt unserer Diskussion iiber die Church’sche These.
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(i) Gibt es auch ein Losung, wenn der Gast unbedingt das Zimmer 7 haben wollte?
(ii) Es kommen 32 neue Géste. Was macht der Portier jetzt?
(iii) Es kommt ein voll besetzter, unendlich grofier Bus an. Die Plédtze sind mit positiven
ganzen Zahlen 1,23, ... nummeriert. Kann der Portier alle unterbringen?

Im Folgenden betrachten wir  als die ,,kleinste” unendliche Menge und stellen
die Frage, welche unendlichen Mengen die gleiche Méchtigkeit wie  haben,
und ob eine unendliche Menge A mit |A| > | | existiert.

Definition 5.2. Eine Menge A heifit abzahlbar?, falls A endlich ist oder
Al =1 |.

Die intuitive Bedeutung der Abzihlbarkeit einer Menge A ist, dass man die
Elemente aus A als erstes, zweites, drittes, ... nummerieren kann. Dies ist
offensichtlich, weil jede injektive Funktion f : A —  eine lineare Ordnung
auf A bestimmt, die eine Nummerierung® ist, (ein Objekt a € A ist vor dem
Objekt b € A < f(a) < f(b)). Deswegen tiberrascht es nicht, dass (Xpeo1)*
und KodTM abzéhlbar sind.

Lemma 5.1. Sei X ein beliebiges Alphabet. Dann ist 3* abzihlbar.

Beweis. Sei ¥ = {ay,...,a,} eine beliebige endliche Menge. Man definiere eine
lineare Ordnung a; < as < --- < a,, auf X. Diese lineare Ordnung bestimmt
die kanonische Ordnung auf ¥* (vgl. Definition 2.7). Die kanonische Ordnung
auf X* ist eine Nummerierung und bestimmt daher eine injektive Funktion von
>*nach . a

Satz 5.1. Die Menge KodTM der Turingmaschinenkodierungen ist abzdihlbar.

Beweis. Satz 5.1 ist eine direkte Folge von Lemma 5.1 und der Tatsache
KodTM - (Zbool)*. a

Aufgabe 5.4. Geben Sie explizit die Nummerierung von (Xy001)* an, die der kanonischen
Ordnung auf (Xy,001)* entspricht.

4Eine #dquivalente Definition der Abzihlbarkeit einer Menge A ist folgende.
A ist abzdhlbar <> es existiert eine injektive Funktion f: A —

Dies bedeutet, dass keine unendliche Menge B mit |B| < | | existiert. Auf den Beweis
dieses Fakts verzichten wir hier.

5Eine Nummerierung auf einer Menge A determiniert eine lineare Ordnung, in der zwischen
zwei beliebigen Elementen hochstens endlich viele Elemente aus A liegen. Umgekehrt ist
eine lineare Ordnung mit dieser Eigenschaft eine Nummerierung.
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Aufgabe 5.5. Beweisen Sie, dass die Menge der ganzen Zahlen abz#hlbar ist.

Aufgabe 5.6. Sei A eine abzihlbare Menge und a ein Element mit a ¢ A. Beweisen Sie,
dass AU {a} auch abzéhlbar ist.

Aufgabe 5.7. Seien A und B zwei abzihlbare Mengen. Beweisen Sie, dass AU B abzéhlbar
ist.

Das néchste Resultat kann ein bisschen iiberraschend wirken. Wir beweisen,
dass die Méchtigkeit der Menge T der positiven rationalen Zahlen der Méch-
tigkeit von | | entspricht. Dabei weiss man, dass die rationalen Zahlen sehr
dicht nebeneinander auf der reellen Achse liegen (zwischen beliebigen rationa-
len Zahlen a und b mit a < b liegen unendlich viele rationale Zahlen ¢ mit der
Eigenschaft a < ¢ < b), und dass die natiirlichen Zahlen auf der reellen Achse
den Abstand 1 besitzen. Weil man die positiven rationalen Zahlen als £ mit

p,q € —{0} darstellen kann, wiirde man erwarten, dass | *| ungefihr | x |
ist, was nach ,,unendlich mal unendlich“ aussieht. In der endlichen Welt wiirde
man iiber den Vergleich von n? mit n sprechen. Trotzdem ist | | =| |, weil

die Elemente aus X  sich nummerieren lassen. Die folgende Methode zur
Nummerierung von rationalen Zahlen ist einfach und elegant und findet auch
Anwendung in der Theorie der Berechenbarkeit.

1 2 3 4 5 6
11(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
21 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5 (2,6)
31,1 (3,2 (3,3) (3,4 (3,5 (3,6)
41 (4,1 (42 43) (4,4 4,5 (4,6)
51 (5,1) (5,2) (53) (54) (5,5 (5,6)
61| (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5 (6,6)

Fig. 5.2

Lemma 5.2. ( —{0}) x ( —{0}) ist abzihlbar.

Beweis. Wir konstruieren eine unendliche Matrix M , wie in Fig. 5.2.
Die Matrix hat unendlich viele Zeilen und unendlich viele Spalten, die durch
natiirliche Zahlen 1,2, 3, ... nummeriert sind. An der Kreuzung der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte befindet sich das Element (i,j) € ( —{0}) x ( —{0}).
Es ist offensichtlich, dass M , alle Elemente aus (  — {0}) x ( —{0})
enthélt.
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Der Versuch, die Elemente aus ( —{0}) x ( —{0}) so zu ordnen, dass man
mit den Elementen der ersten Zeile beginnt und danach die Elemente weiterer
Zeilen nummeriert, muss scheitern, weil man wegen der Unendlichkeit der er-
sten Zeile nie zu der Nummerierung der zweiten Zeile gelangt. Eine passende
Moglichkeit, die Elemente der Matrix M , zu nummerieren, ist durch die
Zick-Zack-Linie in Fig. 5.3 gegeben. Auf diese Weise nimmt man eine endliche
Nebendiagonale nach der anderen, und es ist offensichtlich, dass jedes Element
von M  -mal eine Nummer bekommt. Die resultierende Folge ist a; = (1, 1),
g = (2, ].), az = (1,2), ay = (3, 1), as = (2,2), ag = (1,3), a7 = (4, ].),

Fig. 5.3

Formal definiert man dabei die lineare Ordnung
(a,b) < (c,d) & a+b<c+doder (a+b=c+dund b <d).

Die entsprechende Nummerierung ist

ram = ("5 )+
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weil das Element (a,b) das b-te Element auf der (a+b— 1)-sten Nebendiagona-
len ist und die Anzahl der Elemente auf den ersten a + b — 2 Nebendiagonalen

‘”zb:Q. (a+b—-2)-(1+a+b—2) [a+b—1
1 = —
: 2 2
i=1
ist. Es ist offensichtlich, dass f eine Bijektion ist. O
1 2 3 4 5 6
1
2
3
4
5
6
Fig. 5.4

Aufgabe 5.8. Um die Abzihlbarkeit der Menge ( —{0}) x ( — {0}) zu beweisen, kann
man auch die Nummerierung aus Fig. 5.4 verwenden. Bestimmen Sie die entsprechende
injektive Abbildung von (  —{0}) x ( —{0}) nach . Wie viele unterschiedliche injektive
Abbildungen von ( —{0}) x ( —{0}) nach  gibt es?

Satz 5.2. T ist abzdhlbar.

Beweis. Sei h folgende Abbildung von " nach ( —{0})x( —{0}):h (§> =

(p, q) fiir alle p, ¢ mit dem groBten gemeinsamen Teiler 1. Offensichtlich ist A
injektiv. Weil ( — {0}) x ( — {0}) nach Lemma 5.2 abzihlbar ist, ist auch
T abzihlbar. 0O

Aufgabe 5.9. In das voll besetzte undendliche Hilbert’sche Hotel kommen unendlich viele
unendlich grofie Busse. Die Busse haben Nummern 1,2,3,.... Alle Busse sind voll besetzt
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und die Plitze in jedem Bus haben die Nummern 1,2,3,.... Kann der Portier jetzt alle
unterbringen?

Aufgabe 5.10. Beweisen Sie, dass x  x  abzéhlbar ist.

Aufgabe 5.11. Seien A und B zwei abzéhlbare Mengen. Beweisen Sie, dass A x B eine
abzéhlbare Menge ist.

Trotz ihrer Dichte auf der reellen Achse sind die positiven rationalen Zahlen
abziithlbar. Nach der Aussage von Aufgabe 5.11 ist auch (- *)° fiir jedesi €  —
{0} abzdhlbar. Man konnte denken, dass alle unendlichen Mengen abzihlbar
sind. Wir zeigen jetzt, dass die Menge  der reellen Zahlen nicht abzahlbar
ist. Dazu reicht es zu zeigen, dass die Menge [0, 1] der reellen Zahlen groBer
gleich 0 und kleiner gleich 1 nicht abzéhlbar ist. Also besitzt  einen anderen,
hoheren Typ von Unendlichkeit als — und .

Satz 5.3. [0, 1] ist nicht abzihlbar.

Beweis.  Wir miissen zeigen, dass keine injektive Funktion von [0,1] nach

— {0} existiert. Wir fithren einen indirekten Beweis dieser Behauptung. Wir
setzen voraus, dass [0,1] abzéhlbar ist und dass f eine injektive Abbildung
von [0,1] nach ~ — {0} ist. Daher bestimmt f eine Nummerierung der rellen
Zahlen aus [0, 1], die wir in Fig. 5.5 verdeutlichen kénnen. Die i-te Zahl aus
[O, 1] ist a; = O.(Iﬂaigaig PN (dh f((ll) = Z), wobei Q5 Ziffern aus {0, 1, 2, ce ,9}
fir j =1,2,... sind.

f(z) z € [0,1]
1 0. Jann a2 a3 a4
2 0. as1 a2 as3 a24
3 0. a3z az2 |aszz| as
4 0. agq a4 a43 g4
i 0 a1 aio a3 [ i

Fig. 5.5

Jetzt wenden wir die sogenannte Diagonalisierungsmethode an, um zu zei-
gen, dass in der Tabelle in Fig. 5.5 mindestens eine reelle Zahl aus [0, 1] fehlt,
und daher f keine Nummerierung von [0, 1] ist. Die Auflistung der reellen
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Zahlen in Fig. 5.5 kann man als unendliche Matrix M = [a;;]i=1,.. 0o j=1,..,
terpretieren. Wir konstruieren jetzt eine reelle Zahl ¢ = 0.cicacs ... so, dass
¢ # a; und ¢; ¢ {0,9} fir alle i €  — {0}. Im Prinzip schauen wir
die Diagonale ajjassass ... von M an und wahlen fiir jedes ¢ ein festes ¢; €
{1,2,3,4,5,6,7,8} — a;;. Damit unterscheidet sich ¢ von jeder Darstellung ei-
ner reellen Zahl in Fig. 5.5 in mindestens einer Ziffer j, genauer, die Darstellung
von ¢ unterscheidet sich von der Darstellung von a; mindestens in der i-ten
Dezimalstelle hinter dem Punkt fiir allei €  — {0}. Weil die Darstellung von
c keine 0 und 9 als Ziffer enthiilt®, ist sie eindeutig, und wir kénnen schliefien,
dass ¢ # q; fir alle i € ~ — {0}. Daher ist ¢ nicht in Fig. 5.5 dargestellt und
f keine Nummerierung von Zahlen aus [0, 1]. O

Wir haben gezeigt, dass die Menge aller Turingmaschinen (Algorithmen) auf-
zéhlbar ist. Um zu zeigen, dass es Probleme gibt, die algorithmisch nicht 16sbar
sind, reicht es, die Nichtabzéhlbarkeit der Menge aller Sprachen (Entschei-
dungsprobleme) iiber {0,1} zu beweisen. Wir beweisen dies auf zwei unter-
schiedliche Arten. Zuerst zeigen wir [[0, 1]| < [P((Xboo)*)| und dann konstru-
ieren wir direkt mit der Diagonalisierungsmethode eine Sprache, die von keiner
Turingmaschine akzeptiert wird.

Satz 5.4. P((Xboo1)*) ist nicht abzihlbar.

Beweis. Wir zeigen, |P((Zpoo1)™)| > |[0,1]]. Jede reelle Zahl aus [0, 1] kann
man bindr wie folgt darstellen. Durch a = 0.a1a0a3... mit a; € ¥y fiir
1=1,2,3,... wird die Zahl

Nummer(a) = Z a;27"
i=1

dargestellt. Wir benutzen diese Darstellung, um folgende Abbildung f aus [0, 1]
in P((Zpoo1)*) zu definieren. Fiir jede bindre Darstellung a = 0.ajasas . . . einer
reellen Zahl aus [0, 1] ist

f(a) = {a1, azas, asasag, . . ., ) 10(p) 2 - A(rp)s - 3.
Offensichtlich ist f(a) eine Sprache iiber ¥,001, die genau ein Wort der Lange n
fur alle n €  — {0} enthélt. Deswegen fiihrt jeder Unterschied in einer Ziffer
zweier bindrer Darstellungen b und ¢ zu f(b) # f(c). Daher ist f injektiv und
P((Xboo1)*) nicht abzihlbar. 0

6Man bemerke, dass 1.000 und 0.999 zwei unterschiedliche Darstellungen der gleichen Zahl
1 sind.
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Korollar 5.1. |[KodTM| < |P((Xboo1)*)| und somit existieren unendlich viele
nicht rekursiv abzdhlbare Sprachen tber Yoo

Aufgabe 5.12. Beweisen Sie [[0,1]] = |P((Zboo1)*)]-

Wir benutzen jetzt die Diagonalisierungsmethode, um eine konkrete nicht re-
kursiv abzédhlbare Sprache zu konstruieren. Sei wi, ws, ws, ... die kanoni-
sche Ordnung aller Worter iiber 3,4, und sei My, My, Mjs, ... die Fol-
ge aller Turingmaschinen. Wir definieren eine unendliche Boole’sche Matrix
A= [dij]i,j:Lm,oo (Flg 56) mit

dij = 1 < M; akzeptiert wj.
Damit bestimmt die i-te Zeile d;1d;od;3 . .. der Matrix A die Sprache

L(Ml) = {wj | dij =1 fir allej € — {0}}

w1 wWa ws ce. w;

My | |dn dy2 diz ... dy

My | da daa dog ... dy

Fig. 5.6 Mz | dsi dsp |dgz| ... dy
Mz dzl di2 dz3 du

Analog zum Beweis des Satzes 5.3, in dem wir eine reelle Zahl konstruieren,
die nicht in der Nummerierung in Fig. 5.5 enthalten ist, konstruieren wir jetzt
eine Sprache Lg;,,, Diagonalsprache genannt, die keiner der Sprachen L(M;)
entspricht. Wir definieren

Ldiag = {U) € (Zbool)* | w=w; fireint e — {O} und
M; akzeptiert w; nicht}
= {we (Zpoo)" |w=w; fireini e — {0} und d;; = 0}.

Satz 5.5. Lgiag & Lre.

Beweis. Wir beweisen Lgiag ¢ Ly indirekt. Sei Lgiag € Lrp. Dann ist Lgjae =
L(M) fiir eine TM M. Weil M eine der Turingmaschinen in der Nummerierung
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aller Turingmaschinen sein muss, existiert ein ¢ €  — {0}, so dass M = M.
Aber Lgiae kann nicht gleich L(M;) sein, weil

w; € Ldiag <~ d” =0« w; ¢ L(MZ)

Aufgabe 5.13. Betrachte die Sprache

Lodiag = {w € (Zbool)” | w=1wy; fireinie —{0} und
M; akzeptiert wo; nicht (d; 2; = 0)}.

Beweisen Sie, dass Ladiag ¢ LRE-
Aufgabe 5.14. Sei fiir jedes k €

Lk,diag = {w € (Zbool)* | w = w;4) fir ein i € — {0} und
M, akzeptiert w;1y nicht (d; ;15 = 0)}.

Beweisen Sie, dass Ly, dgiag ¢ Lrg fiir jedes k €

5.3 Die Methode der Reduktion

Die Methode der Reduktion ist die am hiufigsten benutzte Methode zur Klassi-
fikation der Entscheidungsprobleme beziiglich der algorithmischen Losbarkeit.
Die Idee ist sehr einfach. Sei A ein Problem, fiir das wir beweisen wollen, dass
es nicht algorithmisch 16sbar ist. Wenn wir jetzt ein Problem B finden, von
dem schon bekannt ist, dass es nicht algorithmisch l16sbar ist, aber die algo-
rithmische Losbarkeit von A die algorithmische Losbarkeit von B implizieren
wiirde, dann kénnen wir schlieflen, dass A nicht algorithmisch 16sbar ist. Dieses
nennen wir eine Reduktion von B auf A.

Definition 5.3. Seien L; C ¥} und Ly C X5 zwei Sprachen. Wir sagen, dass
L, auf Ls rekursiv reduzierbar ist, Ly <gr Lo, falls

Ly € Lr = Ly € Lg.
Die Bezeichnung

Ly <g Ly
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entspricht der intuitiven Bedeutung, dass

Lo beziiglich der algorithmischen Ldsbarkeit mindestens so schwer
wie Ly ist”,

denn wenn Ly algorithmisch lésbar wire (d.h. Ly = L(A) fiir einen Algorith-
mus A), dann wére auch L, algorithmisch losbar (d.h. Ly = L(B) fiir einen
Algorithmus B).

Wir kennen bereits die Diagonalsprache Lgig, von der wir wissen, dass sie
nicht in Lgrg und somit auch nicht in Ly liegt. Wir brauchen jetzt konkrete
Techniken fiir die Beweise von Resultaten der Art L; <y Lo, um weitere nicht-
rekursive Sprachen zu finden. Wir stellen jetzt zwei solcher Techniken vor, die
der Definition der rekursiven Reduzierbarkeit entsprechen.

Die erste Technik wird EE-Reduktion (Eingabe-zu-Eingabe-Reduktion) ge-
nannt. Das Schema der EE-Reduktion ist in Fig. 5.7 dargestellt. Die Idee
ist, eine TM (einen Algorithmus) M zu finden, die fiir jede Eingabe « fiir das
Entscheidungsproblem (X, L) eine Eingabe y fiir das Entscheidungsproblem
(329, Ls) konstruiert, so dass die Losung des Problems (3, Ls) fiir y der Losung
des Problems (3, L;) fiir « entspricht. Das bedeutet, wenn eine TM (ein Al-
gorithmus) A fiir (X9, Ly) existiert, dann ist die Hintereinanderschaltung von
M und A eine TM (ein Algorithmus) fiir (X, Ly).

Definition 5.4. Seien Ly C Y7, Ly C 35 zwei Sprachen. Wir sagen, dass Ly
auf Ly EE-reduzierbar’ ist, Ly <gg L2, wenn eine TM M ezistiert, die
eine Abbildung fpr @ X7 — X35 mit der Figenschaft

T € L1 <:>fM(HZ'> S L2

fir alle x € X5 berechnet. Wir sagen auch, dass die TM M die Sprache L,
auf die Sprache L, reduziert.

Das néchste Lemma besagt, dass die Relation <gg ein Spezialfall der Relation
<gr ist, was bedeutet, dass es reicht, Ly <gg Lo zu zeigen, um L; <g Ls zu
beweisen.

Lemma 5.3. Seien Ly C X7, Ly C 35 zwei Sprachen. Falls Ly <gg Lo, dann
auch Ly <gr Ls.

"Die EE-Reduzierbarkeit wird in der englischsprachigen Literatur , many-one-reducibility®
genannt.
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TM B mit L(B) = L

TeT| M (z) A A(M(z))

wrEL1<M(z)ELs «

Fig. 5.7

Beweis. Sei L; <gg Lo. Um L; <R L zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass
die Existenz eines Algorithmus A (einer TM A, die immer hélt), der (die)
Ly entscheidet (Lo € Lg), die Existenz eines Algorithmus B sichert, der L;
entscheidet. Sei A eine TM, die immer hélt und L(A) = Ls. Die Voraussetzung
Ly <gg Lo impliziert die Existenz einer TM M, die fiir jedes x € X7 ein
Wort M(z) € ¥ mit der Eigenschaft x € Ly < M(z) € Ly berechnet. Wir
konstruieren eine TM B, die immer hélt und fiir die L(B) = L gilt. Die TM
B arbeitet auf einer Eingabe x € ¥; wie folgt:

(i) B simuliert die Arbeit von M auf x, bis auf dem Band das Wort M (z)
steht.

(ii) B simuliert die Arbeit von A auf M (z).
Wenn A das Wort M (x) akzeptiert, dann akzeptiert B das Wort x.
Wenn A das Wort M (x) verwirft, dann verwirft B das Wort z.

Weil A immer hélt, hdlt auch B immer und so L, € Lg. a

Aufgabe 5.15. Beweisen Sie, dass <gp eine transitive Relation ist (d.h. beweisen Sie,
dass Ly <gg Ls und Ly <gg L3 = L1 <gg L3).

Wir bemerken, dass die TM B mit L(B) = L, die TM A als ein Teilprogramm
benutzt (Fig. 5.7), und zwar so, dass B die TM A fiir jede Eingabe einmal
laufen ldsst und die Ausgabe von A als eigene Ausgabe iibernimmt. Dies ist
aber eine unnotige Einschrinkung. Im Allgemeinen kann man B so bauen, dass
B die TM A mehrmals auf unterschiedlichen Eingaben aufruft und abhingig
von den Resultaten der Arbeit von A die TM B die Entscheidung beziiglich
x € Ly trifft (Fig. 5.8).

Wir sind jetzt imstande, Beweise fiir Aussagen der Form L ¢ Ly fiir konkrete
Sprachen zu fithren. Wir fangen mit einer allgemeinen Bemerkung an, und
zwar, dass eine Sprache L in Lg ist genau dann, wenn das Komplement von
L in Ly ist.
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TM B mit L(B) = L,

r e X ™ A r €Ly

At T e

Fig. 5.8

Lemma 5.4. Sei 3 ein Alphabet. Fiir jede Sprache L C ¥* gilt:
L <g L% und Lt <y L.

Beweis. Es reicht L < L fiir jede Sprache L zu beweisen, weil (LE)C =L,
und daher impliziert Lt <y L fiir alle Sprachen L die Relation (LF)® <y L°
(wenn man statt L die Sprache LF in die Relation Lt <g L einsetzt).

Sei A ein Algorithmus, der (L,Y) entscheidet. Ein Algorithmus B, der Lt
entscheidet, ist in Fig. 5.9 dargestellt. B iibergibt seine Eingabe z € ¥* als
Eingabe an A und invertiert dann die Entscheidung von A.

In dem Formalismus der Turingmaschinen wird man einfach zu einer TM A =
(Q,%,T,0, 90, Gaccept s Greject ), die immer hilt und L akzeptiert, folgende TM B =
(Q? E) F)57 q07 qéccept7 q{reject) mlt q;ccept = Qreject; q:"eject = Qaccept ba‘uen' Well A
immer hiilt, ist es offensichtlich, dass B auch immer hiilt und L(B) = (L(A))E.
O

TM B mit L(B) = L*

g relL re Ll

™ A x¢ L v¢ LF

Fig. 5.9

Korollar 5.2. (Ldiag)ﬂ ¢ Lr.
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Beweis. Wir haben gezeigt, dass Lgiag ¢ Lre und damit auch Lg,, ¢ Lr.
Nach Lemma 5.4 ist Lgiag <gr (Ldiag)n. Weil nach Lemma 5.4 (Ldiag)g € Lr
auch Lging € Lr implizieren wiirde, kénnen wir schlieBen, dass (Ldiag)c ¢ L.
O

Aus den bisher présentierten Tatsachen kénnen wir aber nicht schlieflen, dass
(Ldiag)lj ¢ Lre. Das Gegenteil ist wahr, und somit beweisen wir L C Lgg.

Lemma 5.5. (Ldiag)ﬂ € LrE.

Beweis. Nach der Definition von Lgi,g erhalten wir

(Ldiag)c = {x € (Zpoa)" |falls z = w; fireini € — {0},
dann akzeptiert M; das Wort w; }.

Eine TM D, die (Ldiag)E akzeptiert, kann wie folgt arbeiten.

Eingabe: ein x € (Xpo01)™
(i) Berechne i, so dass x das i-te Wort w; in der kanonischen Ordnung

iber Yoo ist.

(ii) Generiere die Kodierung Kod(M;) der i-ten TM M.

(iii) Simuliere die Berechnung von M; auf dem Wort w; = .
Falls M; das Wort w; akzeptiert, dann akzeptiert D auch z.
Falls M; das Wort w; verwirft (d.h. in gueject hélt), dann hélt D und
verwirft = w; auch.
Falls M; auf w; unendlich lange arbeitet (d.h. w; ¢ L(M;)), simuliert
D die unendliche Arbeit von M; auf w;. Daher hilt D auf x nicht
und somit x ¢ L(D).

Es ist offensichtlich, dass L(D) = (Lgiag)"- 0
Korollar 5.3. (Ldiag)E € Lrg — Lr, und daher Lr C Lrg.

Im Folgenden présentieren wir weitere Sprachen, die nicht rekursiv sind, aber
in Lrg liegen (Fig. 5.10).

Definition 5.5. Die universelle Sprache ist die Sprache

Ly = {Kod(M)#w | w € (Zpoa1)” und M akzeptiert w}
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Satz 5.6. Es gibt eine TM U, universelle TM genannt, so dass

Daher gilt Ly € Lgg.

Beweis. Es reicht aus, eine 2-Band-TM U mit L(U) = Ly zu konstruieren. U
kann wie folgt auf einer Eingabe z € {0, 1, #}* arbeiten.

(i) U iiberpriift, ob z genau ein # enthélt. Falls nicht, verwirft U das Wort
z.
(ii) Sei z = y#x mit y, z € (Xpoo1)*. U tberpriift, ob y eine Kodierung einer
TM ist. Falls y keine TM kodiert, verwirft U die Eingabe y#z.
(iii) Falls y = Kod(M) fiir eine TM M, schreibt U die Anfangskonfiguration
von M auf x auf das Arbeitsband.
(iv) U simuliert schrittweise die Berechnung von M auf = wie folgt.
while der Zustand der Konfigurationen von M auf dem
Arbeitsband unterschiedlich von gaccept Und Greject it
do simuliere einen Schritt von M auf dem Arbeitsband
{die Aktion, die zu simulieren ist, kann U aus der
Kodierung Kod (M) auf dem Arbeitsband leicht ablesen}
od
if der Zustand von M ist gaccept
then U akzeptiert z = Kod(M)#x.
else U verwirft z = Kod(M)#z.

Man bemerke, dass eine unendliche Berechnung von M auf x eine unendliche
Berechnung von U auf Kod(M)#x bedeutet und U deshalb in diesem Fall die
Eingabe Kod(M)#x nicht akzeptiert. Somit ist L(U) = Ly. O

Was bedeutet eigentlich die Tatsache, dass Ly € Lgrg? Dies bedeutet die Exi-
stenz einer TM (eines Programmes) ohne Haltegarantie, die eine beliebige Tu-
ringmaschine auf einer gegebenen Eingabe simulieren kann. Dies ist aber eine
ganz natiirliche Forderung, die man als ein Axiom an jede formale Definiti-
on einer allgemeinen Algorithmenklasse stellt. Die Betriebssysteme mit ihren
Interpretern erfiillen gerade diese Aufgabe fiir die Programmiersprachen als
Berechnungsmodelle. Es wire unzuléssig, einen Interpreter (ein Betriebssy-
stem) zu erstellen, der unfihig wére, jedes syntaktisch korrekte Programm in
gegebener Programmiersprache auf einer Eingabe laufen zu lassen.

Im Folgenden beweisen wir, dass Ly ¢ Lgr. Die Bedeutung dieser Behauptung
ist, dass man im Allgemeinen nicht das Resultat der Berechnung einer TM M
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auf einer Eingabe x anders berechnen kann, als die Berechnung von M auf x zu
simulieren. Wenn aber M auf x unendlich lange arbeitet, wissen wir zu keinem
Zeitpunkt der Simulation, ob die Berechnung von M auf x unendlich ist, oder
ob M in den nédchsten Schritten halten und entscheiden wird. Deswegen konnen
wir in endlicher Zeit keine Entscheidung iiber die Zugehorigkeit von x zu L(M)
treffen.

Fig. 5.10

Die folgenden Beweise basieren auf der Reduktionsmethode. Die meisten Be-
weise prasentieren wir zweimal. Einmal anschaulich auf der Ebene von Algo-
rithmen als Programmen in irgendeiner Programmiersprache und das zweite
Mal im Formalismus der Turingmaschinen und der EE-Reduktion.

Satz 5.7. LU §é ‘CR'

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass (Ldiag)c <gr Ly. Nach Korollar 5.2 gilt
(Ldiag)E ¢ L und damit folgt Ly ¢ Lg.

Sei A ein Algorithmus (Programm), der Ly entscheidet. Wir bauen einen Al-
gorithmus B, der mit A als Teilprogramm die Sprache (Ldiag)c entscheidet.
Algorithmus B ist so strukturiert wie in Fig. 5.11 abgebildet. Fiir eine Einga-
be x € (Xpoo)* berechnet das Teilprogramm C' ein 7, so dass © = w;, und die
Kodierung Kod(M;). Die Worter Kod(M;) und z = w; bekommt A als Ein-
gabe. Die Entscheidung ,akzeptiere” oder ,verwerfe“ von A fir Kod(M;)#x
wird als das Resultat von B fiir die Eingabe x iibernommen. Offensichtlich gilt
L(B) = (Lgiag)® und B hilt immer, weil A nach der Voraussetzung immer hilt
und seine Entscheidung liefert.

Jetzt beweisen wir die Aussage in dem Formalismus der Turingmaschinen. Es
reicht zu beweisen, dass (Ldiag)c <gg Ly. Wir beschreiben eine TM M, die
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Algorithmus B mit L(B) = (Ldiag)B

T = W; w; € L(Mz) w; € (Ldiag)E
HS (Ebool)* A

C Kod(Mi) L(A) =Ly | Wi % L(M;) | w; ¢ (Ldiag)E

Fig. 5.11

eine Abbildung fi; von (Xpe01)* nach {0, 1, #}* berechnet, so dass
¢ € (Laing)* & fur(z) € Ly.

M arbeitet wie folgt. Fiir eine Eingabe x berechnet M zuerst ein i, so dass
x = w;. Danach berechnet M die Kodierung Kod(M;) der i-ten TM. M hélt
mit dem Inhalt KodEMi)#x auf dem Band. Weil z = wj;, ist es nach der
Definition von (Lgiag)” offensichtlich, dass

T =w; € (Ldiag)E & M; akzeptiert w;
= w; € L(Ml)
< Kod(M;)#x € Ly.

Aufgabe 5.16. Zeigen Sie, dass die folgende Sprache

{Kod(M)#x#0° | 2¢€{0,1}*, i€ , M hat mindestens i 4 1
Zusténde und wéhrend der Berechnung von
M auf x wird der i-te Zustand von M

mindestens einmal erreicht}

keine rekursive Sprache ist.

Wir sehen, dass eines der zentralen Probleme in der Theorie der Berechen-
barkeit stark mit dem Halten der Turingmaschinen (mit der Endlichkeit der
Berechnungen) zusammenhéngt. Fiir die Sprachen (Ldiag)E und Ly gibt es Tu-
ringmaschinen (Programme), die diese Sprachen akzeptieren, aber es gibt keine
Turingmaschinen, die (Ldiag)c und Ly entscheiden (d.h. keine unendlichen Be-
rechnungen machen). Deswegen betrachten wir jetzt das folgende Problem.
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Definition 5.6. Das Halteproblem ist das FEntscheidungsproblem
({0,1,#}*, Lu), wobei

Ly = {Kod(M)#x | x € {0,1}" und M hilt auf z}.
Aufgabe 5.17. Beweisen Sie, dass Ly € Lgrg.

Das folgende Resultat besagt, dass es keinen Algorithmus gibt, der testen kann,
ob ein gegebenes Programm immer terminiert.

Satz 5.8. LH ¢ 'CR~

Beweis. Wir fiithren zuerst einen Beweis auf der Ebene von Programmen. Wir
zeigen Ly <g Ly. Sei Ly € Lg, d.h. es existiert ein Algorithmus A, der Ly
akzeptiert. Wir beschreiben jetzt einen Algorithmus B, der mit A als Teilpro-
gramm die Sprache Ly entscheidet (Fig. 5.12). B bekommt eine Eingabe w
und benutzt ein Teilprogramm C' zum Testen, ob die Eingabe die Form y#x
mit y = Kod(M) fiir eine TM M hat.

Falls nicht, dann verwirft B die Eingabe.

Falls w = Kod(M)#z, dann gibt B dem Teilprogramm A diese Eingabe.
Falls A , M hélt nicht auf z“ antwortet, dann wei B, dass ¢ L(M) und
verwirft die Eingabe Kod(M)#x.

Algorithmus B fiir Ly

Y= .
y y#x € L
y Kod(M) Kod(M)#x M akzeptiert x U
C A M hilt aufx ] U M verﬁirft r |y#r ¢ Ly
I X o L(A) = Ln M hélt nicht auf x /
y#r & Ly
Y Falls y keine giiltige Kodierung einer TM ist

Fig. 5.12

Falls A ,, M hilt auf z* antwortet, dann simuliert B im Teilprogramm U die
Arbeit von M auf x. Weil M auf z eine endliche Berechnung hat, wird die
Simulation von U in endlicher Zeit realisiert.
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Falls die Ausgabe von U ,, M akzeptiert z* ist, dann akzeptiert B seine Eingabe
y#x = Kod(M)#x. Falls die Ausgabe von U , M verwirft z* ist, dann verwirft
B die Eingabe Kod(M)#x. Offensichtlich gilt L(B) = Ly und B hélt immer.
Daher erhalten wir Ly € Lg und so gilt Ly <g Lyu.

Wir beweisen jetzt Ly <g Lg in dem Formalismus der Turingmaschinen. Es
reicht zu zeigen, dass Ly <gg Ly. Wir beschreiben eine TM M, die Ly auf Ly
reduziert. Fiir eine Eingabe w arbeitet M wie folgt.

M iiberpriift, ob die Eingabe die Form w = Kod(M)#x fiir eine TM M und
ein & € (Xpoo)* hat.

(i) Falls w diese Form nicht hat, generiert M eine Kodierung Kod (M) einer
TM My, die fiir jede Eingabe in einer endlosen Schleife im Zustand g
lauft (6(qo,a) = (go,a,N) fir alle @ € {0,1}). Dann hélt M mit dem
Bandinhalt M (w) = Kod(M;)#z.

(ii) Falls w = Kod(M)#x, dann modifiziert M die Kodierung der TM M zu
folgender TM My mit L(Ms) = L(M). M, arbeitet genau wie M, nur
dass alle Transitionen zum Zustand greject VO M zu einem neuen Zu-
stand p umgeleitet werden, in dem M, fiir jede Eingabe in einer endlosen
Schleife lauft. Daher macht M, fiir jede Eingabe y ¢ L(M) = L(M) ei-
ne unendliche Berechnung. M beendet seine Arbeit mit dem Bandinhalt
M (w) = Kod(Ma)#x.

Wir beweisen jetzt fiir alle w € {0, 1, #}*, dass
U}ELU@M(M) ELH.

Sei w € Ly. Daher ist w = Kod(M)#x fiir eine TM M und ein Wort = €

{0,1}* und =z € L(M). Dann ist M (w) = Kod(Ms)#x mit L(Ms) = L(M) ein
Wort in Ly.

Sei w ¢ Ly. Wir unterscheiden zwei Moglichkeiten. Wenn w nicht die Form
Kod(M)#x fiir eine TM M hat, dann ist M (w) = Kod (M, )#z, wobei M; auf
keiner Eingabe hilt. Daher ist M (w) nicht in L. Wenn w die Form Kod(M)#x
fiir eine TM M hat und Kod(M)#x ¢ Ly, bedeutet das, dass z ¢ L(M). In
diesem Fall ist aber M (w) = Kod(Ms)#x, wobei M, auf keiner Eingabe aus

(Zboot)* — L(M) hiilt. Weil = ¢ L(M), gilt Kod(M)#z ¢ Ly.
(]

Aufgabe 5.18. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Lu <r (Ldiag)®,
(i) Lu <w (Ldiag)c7
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(ili) Ldiag <r Lu,
(iv) (Ldiag)c <r Lu,
(V) LH SR LU.

Betrachten wir jetzt die Sprache
Lempty = {Kod(M) | L(M) = 0},

die die Kodierungen aller Turingmaschinen enthélt, die die leere Menge (kein
Wort) akzeptieren. Offensichtlich ist

(Lempty)® = {2 € (Zpoot)” | 2 # Kod (M) fiir alle TM M oder
x = Kod(M) und L(M) # 0}

Lemma 5.6. (Lempty)lj € LRE.

Beweis. Wir fithren zwei unterschiedliche Beweise fiir (Lempty)c € Lrg. Im
ersten Beweis zeigen wir, dass es niitzlich ist, dass Modell der nichtdetermi-
nistischen Turingmaschinen zur Verfiigung zu haben. Der zweite Beweis zeigt,
wie man die Ideen aus der Mengenlehre, speziell aus dem Beweis | | =| T,
in der Theorie der Berechenbarkeit anwenden kann.

Weil fiir jede NTM M eine TM M, existiert, so dass L(M;) = L(Ms), reicht
es zu zeigen, dass eine NTM M; mit L(M,) = (Lempty)c existiert. M, arbeitet
auf einer Eingabe x wie folgt.

(i) M, tiberpriift deterministisch, ob z = Kod(M) fiir eine TM M.
Falls x keine TM kodiert, akzeptiert M; das Wort .

(ii) Falls + = Kod(M) fiir eine TM M, wahlt M; nichtdeterministisch ein
Wort y € (Xpoo1)* und simuliert deterministisch die Berechnung von M
auf y.

(iii) Falls M das Wort y akzeptiert (d.h. L(M) # 0), so akzeptiert M; die
Eingabe z = Kod(M).
Falls M das Wort y verwirft, akzeptiert M; in diesem Lauf die Eingabe
x nicht.
Falls die Berechnung von M auf y unendlich ist, rechnet M; auch in

diesem Lauf auf x unendlich lange und akzeptiert so dass Wort x =
Kod(M) in diesem Lauf nicht.

Nach Schritt (i) akzeptiert M; alle Worter, die keine TM kodieren.
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Falls z = Kod(M) und L(M) # ), dann existiert ein Wort y mit y € L(M).
Deswegen existiert eine Berechnung von M; auf x = Kod(M), in der = akzep-
tiert wird.

Falls # € Lempty, dann existiert keine akzeptierende Berechnung von M; auf x,
und so schlieBen wir, dass L(M;) = (Lempiy)°-

Im zweiten Beweis von (Lcmpty)ﬂ € Lrg konstruieren wir direkt eine (determi-
nistische) TM A, die (Lempty)E akzeptiert. A arbeitet auf einer Eingabe w wie
folgt.

(i) Falls w keine Kodierung einer Turingmaschine ist, so akzeptiert A die
Eingabe w.

(ii) Falls w = Kod(M) fiir eine TM M, arbeitet A wie folgt.
A konstruiert systematisch (in der Reihenfolge aus Fig. 5.3 oder Fig. 5.4)
alle Paare (i,7) € ( —{0}) x ( —{0}). Fiir jedes Paar (i, j) generiert
A das i-te Wort w; iiber dem Eingabealphabet der TM M und simuliert
j Berechnungsschritte von M auf w;.
Falls fiir ein (k,1) die TM M das Wort wy, in  Schritten akzeptiert, hélt A
und akzeptiert seine Eingabe w = Kod(M). Sonst arbeitet A unendlich
lange und akzeptiert damit die Eingabe w nicht.

Der Kernpunkt der Beweisidee ist, dass wenn ein Wort y mit y € L(M) exi-
stiert, dann ist y = wy, fiir ein £ €  — {0} und die akzeptierende Berechnung
von M auf y hat eine endliche Lénge [. Damit garantiert die systematische
Uberpriifung aller Paare (i, j) in Phase (ii) der Arbeit von A das Akzeptieren
von Kod(M), falls L(M) # . Somit ist L(A) = (Lempiy)®- 0

Im Folgenden zeigen wir, dass (Lempty)ﬂ ¢ Lr. Dies entspricht der Nichtexistenz
eines Algorithmus zur Uberpriifung, ob ein gegebenes Programm eine leere
Menge akzeptiert. Daher kénnen wir im Allgemeinen nicht die Korrektheit
von Programmen testen. Dies geht sogar in den Féllen nicht, in denen es
sich um triviale Aufgabenstellungen handelt (z.B. eine konstante Funktion
zu berechnen).

Lemma 5.7. (Lempty)c ¢ LR.

Beweis. Wir zeigen Ly <gg (Lempty)ﬁ. Wir beschreiben jetzt eine TM A, die
Ly auf (Lempiy)° reduziert (Fig. 5.13). Fiir jede Eingabe o € {0, 1, #}* arbeitet
A wie folgt.

(i) Falls 2 nicht die Form Kod(M)#w fiir eine TM M und ein w € (Xp001)*
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hat, dann schreibt A das Wort A(z) = Kod(B,) auf das Band, wobei
B, eine TM ist, die iiber Y, arbeitet und die leere Menge () akzeptiert

(L(Bz) = 0).

(ii) Falls z = Kod(M)#w fiir eine TM M und ein Wort w € (X,001)*, gene-
riert A die Kodierung Kod(B,) einer TM B, als seine Ausgabe. Die TM
B, arbeitet fiir jede Eingabe y (unabhéngig von dem Inhalt der eigenen
Eingabe y) wie folgt.

(a) B, generiert x = Kod(M)#w auf dem Band.

{Das Wort z kann durch die Zusténde und die 6-Funktion von B,

beschrieben werden}.
(b) B, simuliert die Arbeit von M auf w.

Falls M das Wort w akzeptiert, akzeptiert B, seine Eingabe y.

Falls M das Wort w verwirft, verwirft B, seine Eingabe y.

Falls M auf w nicht hélt, dann arbeitet auch B, unendlich lange.

Folglich akzeptiert B, seine Eingabe y nicht.
Wir beweisen jetzt, dass
x € Ly < A(x) = Kod(B,)

fir alle x € {0, 1, #}*.

€ (Lempty)”

Sei x € Ly. Daher x = Kod(M)#w fir eine TM M und w € L(M). In diesem
Fall L(B,) = (Zhoo)* # 0 und somit Kod(B,) € (Lempty)"-

Sei x ¢ Ly. Dann hat 2 entweder nicht die Form Kod(M')#z fiir eine TM M’
und ein z € {0, 1}* oder x = Kod(M)#w fiir eine TM M und w ¢ L(M). In

beiden Fillen gilt L(B,) = § und somit Kod(B,) ¢ (Lempty)"- O
T | Kod(M) L(B,) #0 | M akzeptiert w
Kod(B,)| TM E
w L(E) = | L(B;) =0 | M akzeptiert w nicht
(Lempty)D

Fig. 5.13

Korollar 5.4. Leypy ¢ Li.

Beweis. Wenn Leyty € Lr wire, miisste nach Lemma 5.4 auch (Lempty)c € Lgr

sein.

O
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Anufgabe 5.19.* Beweisen Sie, dass die folgenden Sprachen nicht in Lrp sind:

(a) Lemptya
(b) (Ln)S,
(c) (Lu)®.

Die niichste Folgerung aus Lemma 5.7 ist, dass das Aquivalenzproblem fiir zwei
Turingmaschinen unentscheidbar ist. Man kann also kein Programm entwerfen,
das fiir zwei gegebene Programme testen kann, ob die Programme das gleiche
Problem 16sen (die gleiche semantische Bedeutung haben).

Korollar 5.5. Die Sprache Lyq = {Kod(M)#Kod(M) | L(M) = L(M)} ist
nicht entscheidbar (d.h. Lyg ¢ Lr).

Beweis. Die Beweisidee ist einfach, weil Leypty als ein Spezialfall von Lgq be-
trachtet werden kann. Formal reicht es zu zeigen, dass Lempty <gr Lpq. Es ist
einfach, eine TM A zu konstruieren, die fiir eine Eingabe Kod(M) die Ausgabe
Kod(M)#Kod(C') generiert, wobei C' eine feste triviale TM mit L(C') = 0) ist.
Es ist klar, dass

Kod(M)#Kod(C) € Liq < L(M) = L(C) = 0 < Kod(M) € Lenpiy-

O

Aufgabe 5.20. Beweisen Sie, dass die Sprache {Kod(M)#Kod(M) | L(M) C L(M')}
nicht in LR ist.

5.4 Satz von Rice

Im letzten Abschnitt haben wir festgestellt, dass das Testen von Programmen
ein sehr schweres Problem ist. Fiir ein Programm A und eine Eingabe des
Programmes x ist es unentscheidbar, ob A auf x terminiert. Daher kénnen wir
Programme nicht algorithmisch testen, um zu verifizieren, ob ein gegebenes
Programm fiir jede Eingabe terminiert (einem Algorithmus entspricht). Das
triviale Entscheidungsproblem, ob ein gegebenes Programm keine Eingabe ak-
zeptiert (ob L(M) = () fiir eine TM M) ist auch unentscheidbar. Dies ldsst
uns ahnen, dass es nicht viele Testprobleme {iber Programmen gibt, die ent-
scheidbar sind. Die Zielsetzung dieses Abschnittes ist zu zeigen, dass alle in
gewissem Sinne nichttrivialen Probleme iiber Programmen (Turingmaschinen)
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unentscheidbar sind. Was mit dem Begriff nichttrivial gemeint ist, spezifiert
die folgende Definition.

Definition 5.7. Eine Sprache L C {Kod(M) | M ist eine TM} heifit se-
mantisch nichttriviales Entscheidungsproblem iiber Turingmaschi-
nen, falls folgende Bedingungen gelten:

(i) Es gibt eine TM My, so dass Kod(My) € L (daher L #0),
(i) Es gibt eine TM M, so dass Kod(Msy) ¢ L (daher enthdlt L nicht die
Kodierungen aller Turingmaschinen),
(i11) fir zwei Turingmaschinen A und B impliziert L(A) = L(B)

Kod(A) € L < Kod(B) € L.

Bevor wir zum Beweis der Unentscheidbarkeit semantisch nichttrivialer Ent-
scheidungsprobleme iibergehen, betrachten wir aus technischen Griinden noch
die folgende Sprache

Ly = {Kod(M) | M halt auf A}
als ein spezifisches Halteproblem.

Lemma 5.8. Ly ¢ Lr.

Beweis. Wir zeigen Ly <gg Ly Eine TM A kann Ly auf Ly wie folgt
reduzieren. Fiir eine Eingabe x, die nicht die Form Kod(M)#w hat, generiert
A eine einfache TM H,, die auf jeder Eingabe unendlich lauft. Falls x =
Kod(M)#w fiir eine TM M und ein Wort w, generiert A eine Kodierung
Kod(H,) einer TM H,, die wie folgt arbeitet:

1. Ohne die eigene Eingabe y anzuschauen, generiert die TM H, das Wort
r = Kod(M)#w auf dem Band.

2. H, simuliert die Berechnung von M auf w. Falls M auf w halt, dann hélt
H, auch und akzeptiert die eigene Eingabe. Falls die Berechnung von M auf
w unendlich ist, dann arbeitet H, auch unendlich lange.

Offensichtlich

x € Ly r = Kod(M)#w und M halt auf w
H, halt immer (fiir jede eigene Eingabe )
H, halt auf A

Kod(H,) € Ly

rt e
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fiir jedes = € {0, 1, #}*. 0

Satz 5.9.* Satz von Rice

Jedes semantisch nichttriviale Entscheidungsproblem tiber Turingmaschinen ist
unentscheidbar.

Beweis. Sei L ein beliebiges semantisch nichttriviales Entscheidungsproblem
iiber Turingmaschinen. Wir zeigen entweder Ly y <gg L oder Ly ) <gg LL.

Sei My eine TM mit der Eigenschaft, dass L(My) = (. Wir unterscheiden jetzt
zwei Moglichkeiten beziiglich der Zugehorigkeit von Kod(Mjy) zu L:

I. Sei Kod(My) € L. In diesem Fall beweisen wir
Ly <gr LE.

Nach (ii) von Definition 5.7 existiert eine TM M, so dass Kod(M) ¢ L. Wir

beschreiben jetzt die Arbeit einer TM S, die Ly ) auf LY reduziert. Fiir jede

Eingabe = € (Xp001)* berechnet S

(i) entweder S(z) = Kod(M’) mit L(M') = L(My) = 0 (wenn = ¢ Ly,),
also Kod(M') ¢ LE.

(ii) oder S(z) = Kod(M’') mit L(M') = L(M) (wenn x € Lg,), also

Kod(M') € L.

S fihrt die Berechnung auf folgende Weise durch (Fig. 5.14):
Eingabe: ein © € (Xpoo1)*.

1. S iberprift, ob z = Kod(M) fiir eine TM M. Falls  keine Kodierung
einer TM ist, schreibt S das Wort S(z) = Kod (M) auf das Band (Fig.
5.14).

2. Falls x = Kod(M) fiir eine TM M, dann generiert S die Kodierung
Kod(M') einer TM M’, die wie folgt arbeitet.

(a) Das Eingabealphabet vom M’ ist ¥3; also das Eingabealphabet der
TM M mit Kod(M) ¢ L, d.h. Kod(M) € L°.

(b) Fiir jedes y € (X37)* generiert M’ das Wort = Kod(M) auf dem
Band hinter y (also wird y dabei nicht {iberschrieben) und simuliert
die Berechnung von M auf \.

Falls M auf A nicht hélt (d.h. Kod(M) ¢ Ly ), dann hélt auch M’
auf y nicht, und deshalb y ¢ L(M’).
{Weil diese Simulation der Berechnung von M auf A unabhéngig von
der Eingabe y von M’ lauft, ist L(M') = () = L(Mp) und damit
Kod(M') € L, also Kod(M') ¢ Lt}



188 5 Berechenbarkeit

Falls M auf A halt (d.h. Kod(M) € Lp,), dann generiert M’ die
Kodierung Kod(M) der TM M auf dem Band. Dann simuliert M’
die Arbeit von M auf der eigenen Eingabe y € (X37)*. M’ akzeptiert
y genau dann, wenn M das Wort y akzeptiert.
{][:Damit L(M') = L(M) und daher Kod(M') ¢ L, also Kod(M') €
L*.}

Wir sehen, dass (Fig. 5.14)

x € LH7,\ = S(LE) € LC
fir alle x € (Xpo01)* und somit
Ly <gg Lt

I1. Sei Kod(Mjy) ¢ L.

Nach Bedingung (i) der Definition 5.7 muss eine TM M existieren, so dass
Kod(M ) € L. Jetzt kann auf die gleiche Weise Ly <gg L bewiesen werden
wie Ly ) <gg LY in Teil I bewiesen wurde. M spielt dabei die Rolle von M.

O

Aufgabe 5.21. Fiihren Sie einen detaillierten Beweis von Ly x <gg L, falls Kod(Mjy) ¢ L.

Der Satz von Rice hat folgende Konsequenz. Sei L eine beliebige rekursive
Sprache und sei

Kod; = {Kod(M) | M ist eine TM und L(M) = L}

die Sprache der Kodierungen aller Turingmaschinen, die die Sprache L akzep-
tieren. Weil L rekursiv ist, ist Kody # ). Offensichtlich existieren Turingma-
schinen, deren Kodierung nicht in Kody, ist, und Kod,, erfiillt die Bedingung
(iii) von Definition 5.7. Damit ist Kody, ein semantisch nichttriviales Problem
tiber Turingmaschinen, und nach dem Satz von Rice ist Kody, ¢ Lg. Dies be-
deutet, dass wir fiir kein algorithmisch 16sbares Problem algorithmisch testen
konnen, ob ein entworfener Algorithmus eine korrekte Losung des Problems
ist. Die Verifikation von Programmen ist also eine schwere Aufgabe, und des-
wegen ist ein gut strukturierter und modularer Entwurf von Programmen so
wichtig fiir die Zuverléssigkeit des entstehenden Softwareproduktes.

Aufgabe 5.22. Beweisen Sie die folgende Aussage. Sei ¥ ein Alphabet und sei L C X*.

L,Lc € Lrg & L € Ly.
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eine TM fir LH,)\

x ist keine Ko-
dierung einer TM

falls © = Kod(M) fir eine TM M,
dann generiert S eine TM M’.

M’ simuliert M auf \.
Falls M auf X hélt,

simuliert M’ die Arbeit von M

auf eigener Eingabe.

S(z) = Kod(Mjy)
{My ¢ L%}

A

A

{L(M') =
Kod(M) € L°
wenn M auf A hélt.}

S(z) = Kod(M")

{L(M'") = 0 = L(My) wenn
M auf X nicht hélt}

L(M) mit

eine TM, die
Lt akzeptiert
JA NEIN
S(zx) e L S(z) ¢ LF
y \
y \
M hilt auf A M hélt nicht auf A.

Fig. 5.14

189
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5.5  Das Post’sche Korrespondenzproblem

In den letzten Abschnitten haben wir gezeigt, dass fast alle Probleme iiber Tu-
ringmaschinen (Programmen) unentscheidbar sind. Eine berechtigte Frage ist
aber, ob man auch natiirliche unentscheidbare Probleme auflerhalb der Welt
der Turingmaschinen hat. Die Antwort auf diese Frage ist positiv, und die
Zielsetzung dieses Abschnittes ist zu zeigen, wie man mit der Hilfe von Reduk-
tionen die Beweise der Unentscheidbarkeit aus der Welt der Turingmaschinen
in die Welt der Spiele iibertragen kann.

T T2 Ty

Y1 Y2 Un

Fig. 5.15

Wir betrachten jetzt folgendes Dominospiel. Man hat eine endliche Menge von
Dominosteinen (Fig. 5.15), wobei ein Dominosteintyp immer ein Paar (z,y)
ist, wobei x und y Worter iiber einem gleichen Alphabet ¥ sind. Von jedem
Dominosteintyp stehen beliebig viele® Dominosteine zur Verfiigung. Die Frage
ist, ob es moglich ist, einige Steine nebeneinander so zusammenzusetzen, dass
oben (durch das erste Element der Paare bestimmt) das gleiche Wort wie unten
(durch das zweite Element der Paare bestimmt) steht. Veranschaulichen wir
uns das am folgenden Beispiel.

Seien s; = (1,#0), s = (0,01), s3 = (#0,0), s4 = (01#,#) die Domino-
steintypen eines Dominospieles iiber {0, 1, #} . Die graphische Darstellung der
Dominosteintypen s1, so, s3 und sy ist in Fig. 5.16 gegeben.

Fig. 5.16

1 0 #0 014
#0 01 0 #
S1 S2 S3 S4

8Unendlich viele.
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Dieses Dominospiel hat eine Losung, und zwar die Folge ss, s1, 83, S2, s4. Mit
dieser Folge bekommen wir die Darstellung des Wortes 01400014 (Fig. 5.17
und 5.18).

0 1 #0 0 01#
01 #0 0 01 #
S9 S1 S3 S92 Sq
Fig. 5.17
0 \; # 0 0 0 1 #
—
0 1 # 0 0 0 1 i
So S1 S3 S92 Sq
Fig. 5.18

Fiir das Dominospiel s; = (00,001), s, = (0,001), s3 = (1,11) gibt es keine
Losung, weil alle zweiten Elemente der Dominosteintypen lénger sind als die
entsprechenden ersten Elemente.

Dieses Dominospiel nennt man das Post’sche Korrespondenzproblem, und seine
formale Definition als Entscheidungsproblem ist wie folgt.

Definition 5.8. Sei ¥ ein Alphabet. Fine Instanz des Post’schen Kor-

respondenzproblems dber ¥ ist ein Paar (A, B), wobei A = wy,...,wy,
B =xy,...,x fir eink € — {0}, w;,x; € X* firi=1,... k. Fir jedes
ie{l,...,k} wird (w;,z;) ein Dominosteintyp genannt.

Wir sagen, dass die Instanz (A, B) des Post’schen Korrespondenzproblems eine
Losung hat, fallsm €  —{0} und iy, i, ... ,im € —{0} existieren, so dass

Wi Wiy - o Wy, = Tj 1Ty -+ - Ty -

Das Post’sche Korrespondenzproblem (PKP) ist zu entscheiden, ob eine
gegebene Instanz von PKP eine Lésung hat oder nicht.
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Lemma 5.9. Fulls eine Instanz (A, B) des PKP eine Lisung hat, dann hat
(A, B) unendlich viele Lisungen.

Beweis. Falls iy,1s,...,i; eine Losung des Instanz (A, B) ist, dann ist auch
(i1, 2, ..., i) eine Losung fiir jedes j €  — {0}. 0

Aufgabe 5.23. Definieren Sie das PKP als ein Entscheidungsproblem
(Lpr, Ebool) fiir eine Sprache LPKP g (Ebool)*' Beweisen Sie LPKP S ERE«

Aufgabe 5.24. Beweisen Sie, dass die Instanz ((10,011,101), (101,11,011)) des PKP keine
Losung hat.

Aufgabe 5.25. Hat die Instanz ((1,1110111,101), (111,1110,01)) des PKP eine Losung?

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass das PKP unentscheidbar ist. Die Idee des Be-
weises basiert auf der Tatsache, dass unser Dominospiel geniigende
Ausdrucksstéirke hat, um Berechnungen von Turingmaschinen simulieren zu
kénnen. Aus rein technischen Griinden betrachten wir zuerst eine Spezialform
des PKP, bei dem das Dominospiel immer mit dem ersten Dominosteintyp
anfangen muss.

Definition 5.9. Sei X ein Alphabet. Fine Instanz des modifizierten Post’-
schen Korrespondenzproblems iber ¥ ist ein Paar (C,D), wobei C' =
Uty ooy U, D=wv1,... 0 fireink e —{0}, uj,v; € 5* furi=1,... k.

Wir sagen, dass die Instanz (C, D) des modifizierten Post’schen Korrespon-
denzproblems eine Lésung hat, falls m € und ji,j2,...,Jjm €  — {0}
existieren, so dass

ulujlujz e Ujm = Ul’l)lej2 e ’Ujm.
Das modifizierte Post’sche Korrespondenzproblem (MPKP) ist zu

entscheiden, ob eine gegebene Instanz des MPKP tber einem beliebigen 33 eine
Lésung hat.

Betrachten wir folgende Instanz (A, B) des PKP. Seien A = 0,11,1, B =
001,1,11, d.h. s; = (0,001), so = (11,1) und s3 = (1,11). Offensichtlich
ist s9s3 eine Losung des PKP. Wenn wir (A, B) als eine Instanz des MPKP
betrachten, dann stellen wir fest, dass (A, B) keine Losung hat. Dies bedeutet,
dass es fiir ein gegebenes Dominospiel (A, B) wichtig ist, ob (A, B) als eine
Instanz des PKP oder des MPKP zu betrachten ist.

Aufgabe 5.26. Beweisen Sie, dass die Instanz  ((0,11,1),(001,1,11)) des
MPKP keine Losung hat.
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Lemma 5.10. Fulls das PKP entscheidbar ist, dann ist auch das MPKP ent-
scheidbar.

Beweis. Sei (A, B) eine Instanz des MPKP. Wir konstruieren eine Instanz
(C, D) des PKP, so dass

MPKP(A, B) hat eine Losung < PKP(C, D) hat eine Losung.

Sei A=wq,...,wg, B=m1,...,2, k € —{0}, wj,z; € X* firi=1,....k
und ein Alphabet . Sei ¢ ¢ X. Wir konstruieren eine Instanz (C, D) des PKP
iiber dem Alphabet ¥; = ¥ U {¢, $}.

Zuerst, definieren wir zwei Homomorphismen hj, und hr von X* nach ] wie
folgt. Fiir alle a € ¥ ist
hi,(a) = ¢a und hg(a) = ac.

Wir sehen, dass hr, das Symbol ¢ links neben jeden Buchstaben setzt und hgr
das Symbol ¢ rechts neben jeden Buchstaben setzt. Z.B. ist fiir das Wort 0110
hy,(0110) = ¢0¢1¢1¢0 und hgr(0110) = 0¢1¢1¢0c¢.

Wir setzen C' = y1, 42, ..., Ykao und D = 29, 2o, ..., Zk12, WObei
B = ¢hR(w1) 21 = hL(xl)
Y2 = hR(’w1) 22 = hL(Il)
Ys = hR(’wz) zZ3 = hL(l"Q)
Yir1 = hr(w;) Zigr = ho(x)
Yer1 = hr(wy) 2k = hi(xg)
Ytz = 9§ Zhpo = ¢3.

Zum Beispiel ist fiir die Instanz ((0,11,1), (001, 1,11)) des MPKP die entspre-
chende Instanz des PKP

((¢0¢,0¢, 1¢1e, 1¢, $), (¢0¢0¢L, ¢0¢0¢L, ¢1, ¢1¢1, ¢3)).

Es ist offensichtlich, dass eine TM (ein Algorithmus) die Konstruktion von
(C, D) aus (A, B) realisieren kann. Es bleibt also zu zeigen, dass entweder bei-
de MPKP(A, B) und PKP(C, D) Losungen besitzen oder beide keine Losung
haben.
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1. Zuerst beweisen wir, dass man aus jeder Losung fir MPKP(A, B) eine
Losung fir PKP(C, D) bestimmen kann. Sei iy,1s,...,%, eine Losung fiir
MPKP(A, B). Daher ist

U = W Wi, Wiy - . - Wy, = T1T41 T4y - - - T

Die entsprechende Indexfolge 2,i; + 1,15 + 1,... i, + 1 fiir PKP(C, D) ent-

spricht der Anwendung von hg auf wyw;, w;, . .. w;, und hy, auf rix, 2, ... 24
Damit ist

m*

¢hr(u) = CYaliy 11 - Vi 11 = 222041+ - - Zipyp1C = hp(u)e.
Daher unterscheiden sich

hr(w) = yoUiy 41 - - - Yi,,+1 und hy(u) = 292,41 - - - i, 41

nur in dem ersten Symbol ¢ und dem letzten Symbol ¢. Weil in der Kon-
struktion y; = ¢ys und z; = 29, ersetzen wir den ersten Index 2 durch 1. So
bekommen wir die Folge 1,4 + 1,95+ 1,...,4,, + 1, fiir die

Y1Yir +1Yia 11 -+ Yo+l = 21251 41%i541 + - - Zipy+1C

gilt. Um eine Losung des PKP zu erhalten, konkatenieren wir von rechts den
(k + 2)-ten Dominostein ($, ¢$). Damit gilt

Y1Yii+1Yi0+1 - - - Yip+1Yk4+2 = 21201410041 - « - Zipy+12k+2

und damit ist 1,47 + 1,79+ 1,... 4, + 1,k + 2 eine Losung von PKP(C, D).
2. Wir miissen noch beweisen, dass die Existenz einer Losung fiir PKP(C, D)
die Existenz einer Losung fir MPKP(A, B) impliziert. Zuerst bemerken wir,
dass alle z; mit ¢ anfangen und von den y;’s nur y; mit ¢ anfingt. Damit
muss jede Losung fiir PKP(C, D) mit dem ersten Dominostein anfangen. Weil
die einzigen zwei Dominosteine mit gleichem letzten Symbol die (k + 2)-ten
Dominosteintypen sind, muss jede Losung von PKP(C, D) mit dem Index k+2
enden.

Sei 1, j1, 2, - - -, Jm, k + 2 eine Losung fir PKP(C, D). Wir behaupten, dass

lvjl_lan_la"'ajm_]-

die Losung von MPKP(A, B) ist. Die Begriindung ist, dass die Entfernung
der Symbole ¢ und $ aus v1y;,Yj, - - - Yj, Yer2 zum Wort wiw;, _1wj,—1 ... wj, 1
fiuhrt, und die Entfernung der Symbole ¢ und $ aus 2125, 2, ... 25, 2k42 i
T1Tj, 1T jy—1 - .. Tj,—1Tk42 Tesultiert. Weil 1,71,... 7,k + 2 eine Losung von
PKP(C, D) ist, gilt

Y1, yjlyj2 Ce yjmyk-‘rQ = lej1zj2 Ce ijZk+2.
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Dies impliziert
WiWj) —1Wjy—1 - - - Wy, —1 = L1Xj; —1Ljp—1 + - - Ly —1-
Damit ist 1,77 — 1,52 — 1,..., j,, — 1 eine Losung von MPKP(A, B).
O

Aufgabe 5.27. Beweisen Sie, dass die Entscheidbarkeit von MPKP die Entscheidbarkeit
von PKP impliziert.

Wir beweisen jetzt die Unendscheidbarkeit von MPKP, indem wir zeigen, dass
man mit diesem Dominospiel die Berechnung einer TM auf einer Eingabe si-
mulieren kann.

Lemma 5.11.* Die Entscheidbarkeit von MPKP impliziert die Entscheid-
barkeit von Ly.

Beweis. Sei x € {0,1,#}*. Wir konstruieren eine Instanz (A, B) des MPKP,
so dass

x € Ly & MPKP(A, B) hat eine Losung,.

Wenn z nicht die Form Kod(M)#w hat (d.h. x ¢ Ly), dann setzen wir A = 0
und B = 1. Es ist klar, dass ein Dominospiel mit einem einzigen Dominostein-
typ (0,1) keine Losung hat.

Sei z = Kod(M)#w fir eine TM M = (Q,%,T',0, g0, Gaccept Greject) und ein
Wort w € ¥*. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit diirfen wir voraussetzen,
dass M in jedem Schritt den Kopf bewegt. Wir beschreiben die Konstruktion
von MPKP(C, D) zu M und w in vier Schritten. Jeder Schritt bestimmt ei-
ne Gruppe von Dominosteintypen mit spezifischer Bedeutung. Die grobe Idee
ist, mit der B-Liste die Berechnung von M auf w zu simulieren und mit der
A-Liste die Berechnung mit einer Verspdtung von einer Konfiguration zu si-
mulieren. Dadurch kann man Dominosteintypen benutzen, bei denen das erste
Element das Argument (den Zustand und das gelesene Symbol) bestimmt und
das zweite Element die Nachfolgekonfiguration entsprechend der J-Funktion
beschreibt. Durch spezielle Dominosteintypen wird die Moglichkeit gegeben,
die Verspétung von A nachzuholen, wenn die Berechnung in gaccept endet.

Sei # ein neues Symbol, das nicht in I' enthalten ist.

1. Die erste Gruppe enthélt nur einen Dominosteintyp
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Dieser Dominostein startet die Simulation der Berechnung von M auf w. Un-
ten steht die Ausgangskonfiguration von M auf w und oben haben wir die
Verspatung goCw#.

2. Die zweite Gruppe enthiélt folgende |I'| + 1 Dominosteintypen:

(X,X) firalle X el
(#. #).

Diese Gruppe benutzt man zum Kopieren der Teile von Konfigurationen, die
sich in einem Schritt nicht &ndern.

3. Die dritte Gruppe dient zur Simulation der Berechnungsschritte von M.
Fiir alle ¢ € Q — {qaccept }, P € @, X,Y, Z € I" nehmen wir folgende Domino-
steintypen:

(¢X,Yp) falls 0(q,X) = (p,Y,R)
(ZgX,pZY)  falls 6(q, X) = (p,Y,L)
(¢#.,Yp#)  falls 6(q,u) = (p. Y, R)
(Zg#,pZY#)  falls 0(q,u) = (p, Y, L).

Dieses ermoglicht, oben die Konfiguration von unten zu kopieren und unten
mit dem Vorsprung die Nachfolgerkonfiguration zu generieren.

4. Die vierte Gruppe von Dominosteinen ermoglicht es, die unten entwickelte
Berechnung oben nachzuholen, falls unten die Berechnung in dem akzeptie-
renden Zustand Gaccept geendet hat. Mit folgenden Dominosteintypen kann der
Zustand @aceept die Symbole aus I'U {¢} ,schlucken”. Fiir alle X, Y € I'U {¢}
nehmen wir

(X Qaccept Y» qaccept)
(X Qaccept ) Qaccept)
(Qaccept Ya q:mcept ) .

Wenn guecept unten alle Bandsymbole geschluckt hat, ist der Vorsprung unten
auf Gaccept# geschrumpft. Der folgende Dominosteintyp

(Qaccept ##a #)

ermoglicht das definitive Nachholen des Wortinhaltes von unten bei dem Wort
oben.

[lustrieren wir die Konstruktion einer MPKP-Instanz (A, B) fiir die TM M =

({QO> 41, Qaccept Qreject}a {07 1}7 {¢7 0, 17 I_I}; 5M7 Gaccept s Qreject) in Flg 5.19. Die kon-
struierten Dominosteintypen fiir die Eingabe 01 sind die folgenden:
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I—-1,R 1—1,R

\_l_>U7L u—>u,L

Fig. 5.19

(i) Die erste Gruppe:

(ii) Die zweite Gruppe:

(0,0), (1,1), (¢, ¢), (8, 8), (3, #)-
(iii) Die dritte Gruppe:
(401, 1q0) (900, 0q1), (qo¢, ¢1)
(1%#; Qacceptl#)a (OQO#, Qaccepto#)
(QIlv 1q1)a (q107 0q0)7 (1Q1#1 Qrejectl#)a (OQI#a Qreject0#>'
(iv) Die vierte Gruppe:
(Oqacceptoa Qaccept)v (]-Qamcceptla Qaccept)v (IQacceptov qaccept)v
(OQacceptla qaccept)7 (OQaccept7 Qaccept); (1Qaccept7 Qaccept)y
<Qaccept07 Qaccept)7 (Qaccept]-a Qaccept)v
(¢Qaccept7 Qaccept)7 (Qaccept¢7 Qaccept)7
E¢Qaccepta> Qaccept); (aq;mcept¢; Qaccept) le' aue ac {07 1};

Qaccept ##7 #) .

Der Anfang der Simulation der Berechnung von M auf 01 durch das Domino-
spiel (A, B) ist in Fig. 5.20 gezeigt.
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#lao ¢lo[1|#] ¢l 0]1|#][¢|o]aw 1][#[¢l0]1 @ #| -
#do ¢ 0 1 #[¢ao[1]#]¢]0 dof1[#][¢0]1 do|#]¢]0]daccent 1 #

Fig. 5.20
# W ¢ Gaccept | # | Qaccept F#H H#
\
# ¢ 0 Qaccept 1 # | ¢ | Gaccept m +#
Fig. 5.21

In Fig. 5.21 ist die Phase des Schrumpfens gezeigt, in der der Wortinhalt oben
den Wortinhalt unten nachholt.

Es ist offensichtlich, dass das MPKP(A, B) aus einer gegebenen TM M und
einem Wort w algorithmisch erzeugt werden kann.

Es bleibt zu beweisen, dass die folgende Aquivalenz gilt:
M akzeptiert w < MPKP(A, B) hat eine Losung.

Um unnotige technische Details zu vermeiden, bleiben wir bei einer halbinfor-
mellen Begriindung.

Wenn w € L(M), dann existiert eine akzeptierende Berechnung von M auf
w. Zu dieser Berechnung kann man eine Losung des MPKP(A, B) wie folgt
bauen. Die Losung beginnt mit dem Dominostein (#, #qo¢w#) der ersten
Gruppe. Dann benutzen wir Dominosteine aus Gruppe 2, um die Symbole der
Konfigurationen zu kopieren, die im néchsten Schritt unverdndert bleiben. Die
Dominosteine aus Gruppe 3 werden benutzt, um die Nachfolgekonfiguration
unten zu erzeugen. Nach jedem Symbol # ist das Wort unten um genau eine
Konfiguration ldnger als das Wort oben, das ein Préfix des Wortes unten ist.
Wenn man unten die akzeptierende Konfiguration mit gecept €rreicht, ermogli-
chen die Dominosteine der vierten Gruppe dem Wort oben, das Wort unten
nachzuholen und so eine Losung des MPKP(A, B) zu erhalten.

Sei w ¢ L(M). Jede Losung des MPKP(A, B) muss mit dem Dominostein
(#, #qocw#) der ersten Gruppe anfangen. Weil die Steine der Gruppe 2 und
3 nur solche Anderungen der letzten Konfiguration unten ermdoglichen, die
einem Berechnungsschritt entsprechen, wird der Zustand gaccept nie als Sym-
bol im Wort unten auftreten. Dann bleibt aber der untere Teil immer ldnger
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als der obere Teil der gelegten Dominosteine. Also gibt es keine Losung des
MPKP(A, B). ad

Aufgabe 5.28. Schreiben Sie ein MPKP(A, B) zu der TM in Fig. 4.6.

Aufgabe 5.29. Sei (A, B) eine Instanz des MPKP fiir eine TM M und ein Wort w nach
der Konstruktion des Lemmas 5.11. Beweisen Sie durch Induktion folgende Aussage:

Falls w € L(M), dann existiert eine Folge von Indizes, so dass

(i) der untere Teil der gelegten Dominosteine die komplette Berechnung von M auf w
enthélt, wobei die einzelnen Konfigurationen durch das Symbol # getrennt sind, und

(ii) der obere Teil der gelegten Dominosteine ist ein echter Priifix des unteren Teils, der
die ganze Berechnung bis auf die letzte Konfiguration enthélt.

Satz 5.10. Das PKP ist unentscheidbar.

Beweis. Nach Lemma 5.11 ist MPKP unentscheidbar und nach Lemma 5.10
ist PKP mindestens so schwer wie MPKP. O

Aufgabe 5.30.* Betrachten Sie eine beschrinkte Version des PKP, bei dem alle Domino-
steintypen iiber dem festen einelementigen Alphabet {0} definiert sind. Ist dieses Problem
entscheidbar?

5.6 Die Methode der Kolmogorov-Komplexitét

In Abschnitt 5.2 haben wir die Methode der Diagonalisierung angewendet, um
das erste algorithmisch unlésbare Problem Lgi,s zu finden. Damit haben wir
einen Startpunkt fiir den Aufbau der Theorie der Berechenbarkeit erzeugt, von
dem aus man mittels der Methode der Reduktion in den Abschnitten 5.3, 5.4
und 5.5 die Unentscheidbarkeit weiterer Probleme beweisen konnte. Die Ziel-
setzung dieses Abschnittes ist es, einen alternativen Weg fiir den Aufbau der
Theorie der Berechenbarkeit anzudeuten. Ohne jede Voraussetzung iiber die
Existenz eines algorithmisch unlésbaren Problems, benutzen wir die Theorie
der Kolmogorov-Komplexitat, um zu zeigen, dass kein Algorithmus existiert,
der die Kolmogorov-Komplexitit K (x) des Wortes x fiir jedes 2 € (Zpoo)*
berechnen kann. Ausgehend von diesem Startpunkt kann man dann wieder
mittels der Reduktionsmethode die Unentscheidbarkeit von allen in den vori-
gen Abschnitten vorgestellten unentscheidbaren Sprachen beweisen.
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Satz 5.11. Das Problem, fiir jedes © € (Xpo01)* die Kolmogorov-Komplexitit
K (x) von x zu berechnen, ist algorithmisch unldsbar.’

Beweis. Wir beweisen dies indirekt. Sei A ein Algorithmus, der fiir jedes
r € (Zpoo)* das Wort K (z) berechnet. Sei x,, das erste Wort beziiglich der
kanonischen Ordnung iiber ¥y,0 mit K (x,) > n. Wir beschreiben nun einen
Algorithmus B,, n €  — {0}, der

(i) A als ein Teilprogramm benutzt, und
(i) fiir die leere Eingabe A das Wort x,, generiert.

B,, arbeitet wie folgt.

B, begin x := A

Berechne K () mit dem Algorithmus A;

while K (x) <n do
begin x := Nachfolger von z in kanonischer Ordnung;

Berechne K () mit dem Algorithmus A

end;

output(z)

end

Offensichtlich berechnet B, das Wort z, fiir alle n € . Wir beobachten,
dass alle Algorithmen B,, bis auf die Zahl n identisch sind. Sei ¢ die Linge des
Maschinencodes von B,, bis auf n. Dann ist die binére Lénge von B,, héchstens

[logon] + ¢

fir allen €  und fiir eine Konstante ¢ unabhéngig von n, da der Algorithmus
A eine konstante Grofie hat. Weil B,, das Wort x,, generiert, gilt

K(z,) < [logyn] +¢
fir alle n €  — {0}. Nach der Definition von z,, gilt aber
K(z,) >n

9Wenn man K als eine Funktion von (X001)* nach (3pe01)* statt als Funktion von (Speo1)*
nach betrachtet (dies bedeutet, dass K(x) die bindre Kodierung der Kolmogorov-
Komplexitidt von x wire), dann besagt Satz 5.11, dass die Funktion K nicht total rekursiv
ist.
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fir allen €  — {0}. Die Ungleichung

[logon] +c¢> K(x,) >n

kann hochstens fiir endlich viele Zahlen n €  — {0} gelten und somit ha-
ben wir einen Widerspruch zu der Voraussetzung, dass ein Algorithmus A zur
Berechnung von K (z) existiert. O

Aufgabe 5.31. Beweisen Sie, dass das Problem, fiir jede Zahl n € — {0} das erste Wort
2, mit K(x,) > n zu generieren, ein algorithmisch unlésbares Problem ist.

Um zu zeigen, dass man mittels der Reduktionsmethode zum Beweis der Un-
entscheidbarkeit der grundlegenden Sprachen wie Ly, Ly, Lempty usw. iiberge-
hen kann, reduzieren wir die Berechnung der Funktion K auf das Halteproblem.
Das folgende Lemma bietet einen alternativen Beweis der Tatsache Ly ¢ Lg
aus dem Satz 5.8.

Lemma 5.12. Fulls Ly € Ly, dann ezistiert ein Algorithmus zur Berechnung
der Kolmogorov-Komplezitit K (x) fir jedes x € (Zpool)*-

Beweis. Sei Ly € Lr und sei H ein Algorithmus, der Ly entscheidet. Der
folgende Algorithmus A (Fig. 5.22) berechnet K (z) fiir jedes x € (Xpo01)*

A generiert in kanonischer Folge die Worter wy, wo, ws, . ... Fiir jedes i iiber-
priift A, ob w; die bindre Kodierung eines Pascal-Programmes M ist (Fig.
5.22). Falls w; = Kod(M) fiir ein Pascal-Programm M, wendet A das Teilpro-
gramm H an, um festzustellen, ob M auf dem Wort A hélt. Falls M auf dem
Wort A hélt, simuliert A die Arbeit von M auf A (Fig. 5.22). Falls M mit der
Ausgabe u = M () endet, iiberpriift A, ob u = 2. Falls v = z, dann gibt A
die Ausgabe K (z) = |w;| aus.

Wenn |w;| die Ausgabe von A fiir die Eingabe z ist, dann ist w; das kiirzeste
Wort mit der Eigenschaft w; = Kod(M) fiir ein Pascal-Programm M, und
M generiert x. Damit hat A die Kolmogorov-Komplexitit von x tatséchlich
bestimmt. O

Aufgabe 5.32. Beweisen Sie folgende Aussagen:

(i) Falls Ly € Lg, dann existiert ein Algorithmus zur Berechnung von K(zx) fiir jedes
HAS (Zbool)*-

(i) Falls Lempty € Lr, dann existiert ein Algorithmus zur Berechnung von K (z) fiir jedes
T e (Ebool)*~
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Algorithmus A x e {0,1}*
mit A(z) = K(z)
fir alle x € {0,1}* ¢

w

> ein Generator fir
w1, Wa, W3, . ..

1=1+1 wj
Y
NEIN Testen, ob
R w; = Kod (M) fiir ein
Pascal-Programm M

A iKod(M) = w;

Lol

Y

™ H
L(H) = Ly

NEIN |JA

M halt nicht
auf A\ \

Simulation von

M auf A
‘M(A)

Testen, ob
M\ =z

NEIN |JA

} [Kod(10)

Fig. 5.22
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5.7  Zusammenfassung

Die beweistechnischen Grundlagen der Theorie der Berechenbarkeit liegen in
der Mengenlehre. Die grundlegenden Konzepte sind

e der Vergleich von unendlichen Zahlen,
e die Methode der Diagonalisierung und
e die Methode der Reduktion.

Eine Menge A hat eine Méchtigkeit, die mindestens so grof ist wie die Méchtig-
keit einer Menge B, wenn eine injektive Abbildung von B nach A existiert. Fiir
jede unendliche Menge A gilt |A| = |[Ax A| und daher | | =] T|. Die kleinste
unendliche Menge ist , und jede Menge C' mit |C] < | | heifit abzdhlbar.
Jede Menge B mit |B| > | | heifit nicht aufidhlbar.

Die Menge aller Turingmaschinen (Programme) ist abzdhlbar, und die Menge
aller Sprachen (Probleme) ist nicht abzdhlbar. Damit sind die meisten Pro-
bleme nicht algorithmisch 16sbar. Falls |A| < |B| fiir zwei unendliche Mengen
A und B gilt, ermoglicht uns die Diagonalisierungstechnik, ein Element aus
B — A zu konstruieren.

Eine Sprache L, die von einer Turingmaschine akzeptiert wird, heifit rekur-
siv aufzdhlbar. Eine Sprache L mit L = L(M) fiir eine TM M, die auf jeder
Eingabe in gaccept 0der greject hélt, heifit rekursiv oder auch entscheidbar. Die
Diagonalisierungsmethode ermdéglicht es uns, eine Sprache Lgiag, Diagonalspra-
che genannt, zu konstruieren, die nicht rekursiv aufzihlbar ist.

Mit Hilfe der Methode der Reduktion kann man zeigen, dass einige Probleme
beziiglich Rekursivitidt mindestens so schwer wie Lgj,e und damit nicht rekur-
siv sind. Die wichtigsten Beispiele nichtrekursiver Entscheidungsprobleme sind
die universelle Sprache und das Halteproblem. Die universelle Sprache enthélt
alle Worter, die eine TM M und ein Wort w kodieren und w € L(M). Das
Halteproblem ist zu entscheiden, ob fiir eine TM M und ein Wort w die TM
M auf w halt.

Der Satz von Rice besagt, dass jedes nichttriviale Entscheidungsproblem nicht
rekursiv ist. Daher gibt es keine Algorithmen zum Testen von Programmen
auf Korrektheit und Terminierung. Mit der Methode der Reduktion kann man
Beweise der Unentscheidbarkeit auch auflerhalb der Welt der Probleme {iber
Turingmaschinen fiithren. Ein Beispiel hierfiir ist das Post’sche Korrespondenz-
problem.
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Die Motivation, die Entscheidbarkeit und Unentscheidbarkeit zu studieren,
stammt urspriinglich von dem bekannten Mathematiker David Hilbert. An-
fang des 19. Jahrhunderts formulierte er einen Forschungsplan, dessen Ziel die
Entwicklung eines Formalismus war, in dem man alle mathematischen Pro-
bleme 16sen konnte. Kurt Godel [God 31] bewies 1931, dass der Hilbert’sche
Plan nicht realisierbar ist, weil jede mathematische Theorie, die mindestens die
Préadikatenlogik erster Stufe enthilt, unentscheidbar ist. Diese fundamentale
Arbeit [God 31] fithrte zur Formalisierung des Begriffs Algorithmus und legte
die Grundlage der Theorie der Berechenbarkeit.

Die Unentscheidbarkeit der universellen Sprache hat Turing in [Tur 36] be-
wiesen. In [Ric 53] veréffentliche Rice den nach ihm benannten Satz. Die Un-
entscheidbarkeit des Post’schen Korrespondenzproblems wurde von Post in
[Pos 46] gezeigt.

Als weiterfithrende Literatur iiber die elementaren Grundlagen der Theorie der
Berechenbarkeit hinaus empfehlen wir wéarmstens die entsprechenden Kapitel
in [HU 79, HMU 01, Sip 97].

Wenn man die EE-Reduktion benutzt, um die Aquivalenz zwischen Proble-
men beziiglich der Rekursivitidt zu definieren, zerfillt die Menge der nicht-
rekursiven Sprachen in unendlich viele Klassen £;, ¢ = 1,2,.... Wenn eine
Sprache L in L; ist, bedeutet dies, dass L nicht entscheidbar bleiben wiirde,
auch wenn wir fiir alle unentscheidbaren Probleme aus den Klassen L1, Lo, .. .,
L; 1 Algorithmen hétten. Interessanterweise gibt es praktische Probleme, die
in hohere Klassen dieser Hierarchie gehdren. Fiir eine Vertiefung der Theorie
der Berechenbarkeit empfehlen wir die klassischen Biicher von Trakhtenbrot
[Tra 63] und Rogers [Rog 67].

Kontrollaufgaben

1. Erklaren Sie das Cantor’sche Konzept zum Vergleich der Méchtigkeiten zweier Men-
gen. Warum betrachten wir dieses Konzept als natiirlich?

2. Was ist der Hauptunterschied zwischen endlichen und unendlichen Mengen? (Oder
wie wiirden Sie eine unendliche Menge definieren?)

3. Wann ist eine Menge abzéhlbar? Geben Sie mehrere Beispiele von abzéhlbaren Men-
gen an. Wann ist ein Sprache rekursiv und wann ist sie rekursiv aufzéhlbar?

4. Warum ergibt das kartesische Produkt zweier abzdhlbarer Mengen eine abz#hlbare
Menge?

5. Erkldren Sie die Diagonalisierungsmethode. Beweisen Sie, dass es Sprachen gibt, die
keine endliche Darstellung haben.

6. Die reellen sowie die rationalen Zahlen liegen auf der Zahlenachse. Beide Zahlenmen-
gen und haben die Eigenschaft, dass zwischen zwei beliebigen Zahlen unendlich
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10.

11.

12.

13.

viele Zahlen aus dieser entsprechenden Menge liegen. Trotzdem gibt es mehr reelle
Zahlen als rationale Zahlen (| | <| ).

Wie ist das moglich? Was ist der Hauptunterschied zwischen rationalen und reellen
Zahlen beziiglich ihrer Darstellungsmoglichkeiten?
Wann sagen wir, dass eine Sprache L; auf eine Sprache Lo reduzierbar ist? Wie
wendet man das Konzept der Reduzierbarkeit an, um zu zeigen, dass eine Sprache
nicht rekursiv ist?

Sei f(z) = c eine konstante Funktion von — nach fiir eine Konstante ¢ € . Bewei-
sen Sie, dass es fiir eine gegebene TM (ein gegebenes Programm) nicht entscheidbar
ist, ob sie (es) die Funktion f berechnet.
Wie baut man eine Instanz des modifizierten Post’schen Korrespondenzproblems fiir
eine gegebene Turingmaschine?

Um das erste nichtrekursive Problem zu finden, wendet man iiblicherweise die Dia-
gonalisierungsmethode an. Wie kann man dies ohne die Diagonalisierungsmethode
schaffen?

Die Kolmogorov-Komplexitéit eines Wortes ist wohl definiert. Warum kann man sie
nicht algorithmisch fiir jedes Wort bestimmen?
Beweisen Sie folgende Aussagen:

(i) Wenn Ly € Ly wire, dann koénnte man fiir jede Zahl n €  die Kolmogorov-

Komplexitidt K (n) bestimmen.
(ii) Falls Ly rekursiv (entscheidbar) wire, so wire K (n) fiir jede Zahl n €  algo-
rithmisch berechenbar.
Betrachten Sie die Sprache

Lo = {(w,z) | K(w) < Nummer(x), w,z € {0,1}*}.

Beweisen Sie dass Lk, unentscheidbar ist. Ist Lko rekursiv aufzdhlbar?



Es gibt keinen grofleren Schaden
als verlorene Zeit.
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Michelangelo

V

6 Komplexititstheorie

|

6.1  Zielsetzung

Die Theorie der Berechenbarkeit liefert uns Methoden zur Klassifizierung von
Problemen beziiglich ihrer algorithmischen Losbarkeit. So ist ein Problem algo-
rithmisch lésbar, wenn ein Algorithmus zur Losung dieses Problems existiert,
und ein Problem ist algorithmisch unlosbar, wenn kein Algorithmus fiir dieses
Problem existiert.

Die Komplexitétstheorie ist eine Fortsetzung der Theorie der Berechenbarkeit
in dem Sinne, dass sie eine feinere Einteilung der Klasse algorithmisch 16sba-
rer Probleme anstrebt. In den sechziger Jahren, als der Einsatz von Rechnern
zur Losung von Problemen nicht mehr nur auf ein paar Forschungsinstitute
beschrinkt war, stellte man fest, dass alleine die Existenz eines Algorithmus
zur Losung eines Problems noch keine Garantie fiir eine erfolgreiche rechnerun-
terstiitzte Losung des Problems ist. Es gab viele praxisrelevante, algorithmisch
losbare Probleme, fiir die alle entworfenen Programme tagelang auf gegebenen
Eingaben ohne Erfolg arbeiteten. In solchen Féllen stiirzte der Rechner ab,
bevor er zu irgendeinem Resultat kam. Dies warf die Frage auf, ob dieser Mis-
serfolg eine Folge unserer Unfihigkeit ist, einen effizienten Ansatz zur Losung
des betrachteten Problems zu finden, oder aber, ob es sich um eine inhérente
Eigenschaft des Problems handelt, die keine effiziente algorithmische Losung
des Problems zulésst. Dies fithrte dazu, dass man anfing, die Schwierigkeit der
algorithmisch 16sbaren Probleme beziiglich des Rechenaufwandes zu messen,
um so die Probleme nach deren Schwierigkeitsgrad zu klassifizieren.

Die Komplexitétstheorie ist die Theorie der quantitativen Gesetze und Gren-
zen der algorithmischen Informationsverarbeitung. Diese Theorie hat auch ei-
ne physikalische Dimension. Zum Beispiel hélt man ein 1sbares Problem fiir
,praktisch unlosbar”, wenn die praktische Ausfithrung eines Algorithmus zur

J. Hromkovi", Theoretische Informatik, DOI 10.1007/ 978-3-8348-9853-1_6,
© Vieweg+Teubner Verlag [Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011



6.1 Zielsetzung 207

Losung des Problems mehr Energie brauchte, als es im ganzen bekannten Uni-
versum gibt. Die Hauptziele der Komplexitdtstheorie sind:

(i) Die Bestimmung der Berechnungskomplexitéten (Zeitkomplexitét als die
Anzahl der Rechenoperationen, Speicherplatzkomplexitit) konkreter Proble-
me.

(ii) Die Spezifikation der Klasse ,,praktisch* (effizient) 16sbarer Probleme und
die Entwicklung von Methoden zur Klassifikation der algorithmisch l6sbaren
Probleme in ,,praktisch losbare” und , praktisch unlésbare*.

(iii) Vergleiche der Effizienz (der Berechnungsstirke) von deterministischen,
nichtdeterministischen und zufallsgesteuerten (randomisierten) Algorithmen.

In unserer ersten Begegnung mit der Komplexitéatstheorie in diesem Kapitel
beschranken wir uns auf folgende Zielsetzung. In Abschnitt 6.2 lernen wir,
wie man die Komplexitéitsmafle in dem Berechnungsmodell der Turingmaschi-
ne definiert (d.h. wie man die Komplexitiat misst) und welche Eigenschaften
diese Mafle haben. In Abschnitt 6.3 definieren wir die grundlegenden Komple-
xitétsklassen als Klassen von Sprachen, die mit der gegebenen Komplexitét
entscheidbar sind. Hier diskutieren wir auch die Spezifikation der Klasse prak-
tisch losbarer Probleme. In Abschnitt 6.4 zeigen wir, wie man die Komple-
xitédt von nichtdeterministischen Berechnungen misst, und wir definieren die
fundamentalen nichtdeterministischen Komplexitétsklassen. Abschnitt 6.5 ist
dem Vergleich der Effizienz von deterministischen und nichtdeterministischen
Berechnungen gewidmet. Dieser Vergleich beriihrt die philosophischen Grund-
lagen der Mathematik. Wir zeigen, dass die Komplexitidt von nichtdetermi-
nistischen Berechnungen der Komplexitéit des deterministischen Verifizierens
(Korrektheitspriifung) eines gegebenen mathematischen Beweises entspricht,
und dass die deterministische Komplexitéit der Komplexitdat der Herstellung
eines mathematischen Beweises entspricht. Damit ist die Frage, ob nichtdeter-
ministische Algorithmen effizienter als die deterministischen Algorithmen sein
konnen, dquivalent zu der Frage, ob es einfacher ist, mathematische Beweise
algorithmisch zu verifizieren als sie algorithmisch herzustellen. Abschnitt 6.6
stellt das Konzept der NP-Vollstdndigkeit vor, das uns eine Methode zum Be-
weisen gewisser Schwierigkeitsgrade konkreter Probleme beziiglich praktischer
Losbarkeit liefert.
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6.2 Komplexititsmafle

Zur Definition der Komplexitdtsmafle benutzen wir das Modell der Mehrband-
Turingmaschine. Die Griinde dafiir sind, dass dieses Berechnungsmodell einer-
seits einfach genug ist und andererseits dem grundlegenden Rechnermodell
der von-Neumann-Maschine entspricht. Wie wir spéter sehen werden, ist das
Modell der Mehrband-Turingmaschine fiir die Komplexititsmessung robust
genug in dem Sinne, dass die fundamentalen Resultate {iber derart definier-
ter Komplexitét auch fiir die Komplexitdt der Ausfithrung von Programmen
in beliebigen Programmiersprachen giiltig sind. Damit sind sie insbesondere
von allgemeiner Giiltigkeit fiir die Klassifizierung von Problemen in ,,praktisch
losbare® und ,,praktisch unlésbare*.

Hier definieren wir zwei grundlegende Komplexitéitsmafle — die Zeitkomplexitit
und die Speicherplatzkomplexitéit. Die Zeitkomplexitéit einer Berechnung ent-
spricht der Anzahl der elementaren Operationen, die in dieser Berechnung
ausgefithrt werden. Damit steht sie in linearer Beziehung zu der Energie, die
die Ausfithrung der Berechnung auf einem Rechner kosten wiirde. Die Spei-
cherplatzkomplexitét ist die GroBe des benutzten Speichers, ausgedriickt in
der Anzahl der gespeicherten Rechnerworter. In den auf Turingmaschinen ba-
sierten Modellen bestimmt das Arbeitsalphabet die GroBie des Rechnerwortes,
weil die Symbole des Arbeitsalphabetes genau die erlaubten Inhalte der Rech-
nerworter darstellen.

Definition 6.1. Sei M eine Mehrband-Turingmaschine oder TM, die immer
hdlt. Sei ¥ das Fingabealphabet von M. Seix € ¥* und sei D = C1,Cy, ..., Cy,
die Berechnung von M auf x. Dann ist die Zeitkomplexitéit Timeps(x) der
Berechnung von M auf x definiert durch

Timeps(x) =k — 1,

d.h. durch die Anzahl der Berechnungsschritte in D.

Die Zeitkomplexitiat von M ist die Funktion Timey; : — , definiert
durch

Timeps(n) = max{Timey (z) | x € ¥"}.

Wir bemerken, dass Timey (n) fir jedes n € die minimale Zeitkomple-
xitéit ist, mit der M jede Probleminstanz der Linge n 16st. Anders ausge-
driickt ist Timeps(n) die Zeitkomplexitiat der lingsten Berechnung auf Ein-
gaben der Linge n (auf der ,schwersten Probleminstanz aus >"). Deswegen
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nennt man diese Art der Komplexitatsmessung ,die Komplezitit im schlech-
testen Fall®. Fine andere Moglichkeit wére z.B., die durchschnittliche Kom-
plexitit auf Wortern der Liange n zu betrachten. Die zwei Hauptgriinde fiir
die Art der Messung aus Definition 6.1 sind folgende. Die Menschen wollen oft
die maximale Sicherheit haben, und die Komplexitédt im schlechtesten Fall gibt
uns die Garantie, dass jede Eingabe (Probleminstanz) der Gréfie n durch M in
Timeys(n) gelost wird. Der andere praktische Grund ist, dass die Analyse der
Komplexitit eines Algorithmus im schlechtesten Fall meist einfacher ist als ei-
ne Komplexitédtsanalyse im durchschnittlichen Fall. Wir werden uns deswegen
in diesem Buch auf die Komplexitdt im schlechtesten Fall beschréanken.

Definition 6.2. Sei k €  — {0}. Sei M eine k-Band-Turingmaschine, die
immer hdlt. Sei

C=(q,x,i,00,01,Q9, 09, ... ,0k,1f)
mit 0 <i<|z|+1und0<i; <|aj|+1firj=1,....k

eine Konfiguration von M. Die Speicherplatzkomplexitit von C ist!
Spacey;(C) = max{|a;| | i =1,...,k}.

Sei C1,Cs, ..., Cy die Berechnung von M auf x. Die Speicherplatzkomple-
xitat von M auf x ist

Space,, (x) = max{Space,, (C;) |i=1,...,1}.

Die Speicherplatzkomplexitit von M ist eine Funktion Space,; : —
definiert durch

Space,,;(n) = max{Space,,(z) | x € ¥"}.

Es konnte tiberraschen, dass wir die Speicherplatzkomplexitét einer Konfigura-
tion als die maximale beschriftete Lange eines Arbeitsbandes statt der Summe
der beschrifteten Langen aller Arbeitsbander definiert haben. Im Prinzip ist es
egal, welche der beiden Moglichkeiten man zur Definition der Speicherplatz-
komplexitit verwendet. Lemma 4.2 sagt uns, dass man k& Bénder mit einem
Band simulieren kann. Dabei ist die beschriftete Lange des Bandes genau das
Maximum der beschrifteten Léngen der simulierten Bénder. Diese Beobach-
tung fiihrt uns zur folgenden Aussage.

'Man bemerke, dass die Speicherplatzkomplexitiit nicht von der Linge des Eingabealphabets
abhangt.
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Lemma 6.1. Sei k eine positive ganze Zahl. Fir jede k-Band-TM A die im-
mer hdlt, existiert eine dquivalente 1-Band-TM B, so dass

Spacep(n) < Spacey(n).

Der Grund fiir diese Eigenschaft der Speicherplatzkomplexitét ist, dass die
Michtigkeit des Arbeitsalphabetes von M (die Linge der Rechnerwortes) kei-
nen Einfluss auf Space,,(n) hat. Daher ist diese Definition nicht zur Untersu-
chung von Unterschieden in der Gréfle eines konstanten multiplikativen Faktors
geeignet.

Lemma 6.2. Sei k eine positive ganze Zahl. Fir jede k-Band-TM A existiert
eine k-Band-TM B so, dass L(A) = L(B) und

Space 4(n)

2.
5 +

Spaceg(n) <
Beweis. Wir liefern nur die Idee des Beweises. Sei I' 4 das Arbeitsalphabet von
A. Wir konstruieren das Arbeitsalphabet I'g von B, so dass I'g alle Symbole
aus I'y x I'4 enthélt. Wenn «q, as, ..., oy, der Inhalt des i-ten Bandes von A
ist, i € {1,2,...,k}, und der Kopf auf «; zeigt, enthélt das i-te Band von B
das Wort

(o)) (o)

falls m gerade ist, und

() - ()

a2 o7} u

falls m ungerade ist. Der Kopf des Bandes zeigt auf das Tupel, das a; enthlt?,
und in dem Zustand speichert B, auf welches der zwei Symbole in dem Tupel
der Kopf auf dem i-ten Band von A zeigt. Offensichtlich ist es fiir B kein

Problem, die Schritte von A einen nach dem anderen zu simulieren, und die
Speicherplatzkomplexitit von B ist hochstens 1+ [Space,(n)/2]. ]

Durch iterative Anwendung von Lemma 6.2 ist es moglich, fiir jede Kon-
stante £ und jede Mehrband-Turingmaschine M eine dquivalente Mehrband-
Turingmaschine zu bauen, die eine k-mal kleinere Speicherplatzkomplexitét als
M hat.

2Dies ist (a(:il)’ falls 7 ungerade, und (O‘(Z_l), falls ¢ gerade ist.
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Die Situation bei der Zeitkomplexitéit ist dhnlich. Bei der Messung geht die
Grofle des Arbeitsalphabetes auch nicht ein. Transitionen iiber méchtigen Al-
phabeten entsprechen aber zweifellos komplizierteren Operationen als Tran-
sitionen iiber kleineren Alphabeten. Dies fiithrt auch zu der Moglichkeit, die
Arbeit von Mehrband-Turingmaschinen um einen konstanten Faktor zu be-
schleunigen, wie es in der folgenden Aufgabe formuliert wird.

Anufgabe 6.1. Beweisen Sie die folgende Behauptung:

Sei M eine Mehrband-Turingmaschine, die immer hélt. Dann existiert eine zu M dquivalente
Mehrband-Turingmaschine A mit

Time(n) < TI%M(M + 2n.

Die Aussagen des Lemmas 6.2 und der Aufgabe 6.1 zeigen, dass die vorgestell-
te Art der Komplexitdtsmessung relativ grob ist. Fiir unsere Ziele entsteht
dadurch kein Nachteil, weil die Unterschiede zwischen den Komplexitéitsma-
Ben unterschiedlicher Berechnungsmodelle oft sogar grofler sind, als man durch
einen konstanten Faktor ausdriicken kann, und wir sind primér an Resultaten
interessiert, die fiir alle verniinftigen Maschinenmodelle gelten. Deswegen ist
uns das asymptotische Verhalten der Funktionen Timej; und Space,; wichti-
ger als eine genaue Bestimmung derer Funktionswerte. Fiir die asymptotische
Analyse von Komplexitiatsfunktionen benutzen wir die iibliche -, O-, ©- und
o-Notation.

Definition 6.3. Fiir jede Funktion f: — T definieren wir

O(f(n)) = {r: — *|3Inge ,3ce , sodass
fir allen >ng: r(n) <c- f(n)}.

Fiir jede Funktionr € O(f(n)) sagen wir, dass r asymptotisch nicht schnel-
ler wichst als f.

Fiir jede Funktion g: — T definieren wir
Q(g(n)) = {s: — T|3Inge ,3de , sodass

fir allen > ng : s(n) > é ~g(n)}.

Fiir jede Funktion s € Q(g(n)) sagen wir, dass s asymptotisch mindestens
so schnell wichst wie g.
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Fiir jede Funktion h : — T definieren wir

O(h(n)) = {¢: — *|3e,dng€ , sodass firallen > ny:
S h(n) < g(n) < ¢ h(n)).

= O(h(n)) N Qh(n)).

Falls g € ©(h(n)) sagen wir, dass g und h asymptotisch gleich sind.

Seien f und g zwei Funktionen von — nach *. Falls

im M =
5 gy

dann sagen wir, dass g asymptotisch schneller wichst als f und wir
schreiben f(n) = o(g(n)).

Aufgabe 6.2. Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? Begriinden Sie Thre Antwort.

i) 207 € ©(2) fiir jede positive Konstante b €

(i) 2™ € ©(2""*) fiir jede positive Konstante a €

ii)

iii) log,n € ©(log, n) fiir alle reellen Zahlen b, ¢ > 1.
)
)

——~

i
iv) (n+1)l e O(n!).
(v) log(n!) € ©(n-logn).
Aufgabe 6.3. Beweisen Sie fiir alle Funktionen f und g: — T, dass folgende Aussagen
gelten:

(i) fe€ O(g) und g € O(h) impliziert f € O(h).

(ii) f € O(g) < geQf)

(iii) fe€O(g) < ge0(f) = 0(f) =06(g).

Betrachten wir jetzt die TM M aus Fig. 4.5, die die Sprache Ly akzeptiert.
M 1auft vom linken bis zum rechten Rand des Bandes und zuriick und bewegt
dabei den linken Rand ein Feld nach rechts und den rechten Rand ein Feld nach
links. Auf diese Weise bestimmt A das mittlere Feld. Die Zeitkomplexitit von
Timey, von M ist offensichtlich in O(n?).

Aufgabe 6.4. Bestimmen Sie fiir die TM aus Fig. 4.5 Time;(n) genau.

Aufgabe 6.5. Entwerfen Sie eine 1-Band-Turingmaschine B mit L(B) = Lytte und Timeg(n) €
O(n).

Aufgabe 6.6. Analysieren Sie asymptotisch die Zeitkomplexitéit der TM A aus Fig. 4.6,
die die Sprache Lp akzeptiert.
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Die 1-Band-Turingmaschine A aus Fig. 4.10 akzeptiert die Sprache Lgjeich =
{w#w | w € (Xpoo)*}, indem das Préfix des Eingabewortes bis zum # auf das
Arbeitsband kopiert und dann der Inhalt des Arbeitsbandes mit dem Suffix
des Eingabewortes nach dem # verglichen wird. Offensichtlich ist Time4(n) <
3-n € O(n) und Space,,(n) € O(n).

Aufgabe 6.7. Entwerfen Sie eine 2-Band-Turingmaschine M mit den Eigenschaften L(M) =
Lgieich, Timeps(n) € O( n’ ) und Space,,(n) € O(logy n).

logyn

Bis jetzt haben wir die Zeitkomplexitét und die Speicherplatzkomplexitiat von
Mehrband-Turingmaschinen definiert. Was uns aber primér interessiert, ist
die Komplexitit von Problemen, um sie nach dieser Komplexitéit klassifizie-
ren zu konnen. Intuitiv wiirde man gerne sagen, dass die Zeitkomplexitét
eines Problems U der Zeitkomplexitét einer asymptotisch optimalen MTM
M (eines optimalen Algorithmus) fiir U entspricht. Unter der (asymptoti-
schen) Optimalitét von M versteht man, dass fiir jede MTM A, die U 16st,
Timey(n) € Q(Timey (n)) gilt (d.h. es existiert keine MTM fir U, die asym-
ptotisch besser als M ist). Die Idee wére also, die Komplexitét eines Problems
als die Komplexitét des ,besten® Algorithmus fiir dieses Problem zu betrach-
ten. Obwohl diese Idee natiirlich und verniinftig aussieht, zeigt folgender Satz,
dass man sie nicht zur Definition der Komplexitdt im Allgemeinen benutzen
kann. Wegen des hohen Schwierigkeitsgrades verzichten wir auf einen Beweis.

Satz 6.1. Es existiert ein Entscheidungsproblem (L,¥y001), S0 dass fir jede
MTM A, die (L, ¥p001) entscheidet, eine MTM B existiert, die (L, Ypo01) auch
entscheidet, und fir die gilt

Timeg(n) < logy(Time(n))
fiir unendlich viele n €

Satz 6.1 besagt, dass es Probleme gibt, fiir die man jeden gegebenen Algo-
rithmus fiir dieses Problem wesentlich verbessern kann®. Dies bedeutet, dass
fiir solche Probleme keine optimalen Algorithmen existieren und man deshalb
fiir diese Probleme die Komplexitédt nicht in dem oben beschriebenen Sinne
definieren kann. Deswegen spricht man in der Komplexitidtstheorie nur iiber
obere und untere Schranken fiir die Komplexitét eines Problems im Sinne der
folgenden Definition.

3Man bemerke, dass diese Verbesserungsmaoglichkeit nach Satz 6.1 zu einer unendlichen Folge
von Verbesserungen fiihrt.
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Definition 6.4. Sei L eine Sprache. Seinen f und g zwei Funktionen von
nach . Wir sagen, dass O(g(n)) eine obere Schranke fiir die Zeitkom-
plexitiat von L ist, falls eine MTM A existiert, so dass A die Sprache L
entscheidet und Timey(n) € O(g(n)).

Wir sagen, dass Q(f(n)) eine untere Schranke fiir die Zeitkomplexitét
von L ist, falls fir jede MTM B, die L entscheidet, Timeg(n) € Q(f(n)).

Fine MTM C' heifst optimal fiir L, falls Timec(n) € O(f(n)) und Q(f(n))
eine untere Schranke fir die Zeitkomplexitit von L ist.

Die Bestimmung einer oberen Schranke fiir die Zeitkomplexitét eines Problems
ist meistens nicht sehr schwer, weil es hinreichend ist, einen Algorithmus zur
Losung des Problems zu finden. Eine nichttriviale untere Schranke fiir die Kom-
plexitat konkreter Probleme zu beweisen, gehort zu den technisch schwierigsten
Aufgaben der Informatik, weil dies einen Beweis der Nichtexistenz eines effi-
zienten Algorithmus fiir das betrachtete Problem erfordert. Wie schwer diese
Aufgabe ist, kann man damit illustrieren, dass wir tausende Probleme ken-
nen, fiir die die besten bekannten Algorithmen exponentielle Zeitkomplexitit
beziiglich der Eingabelédnge haben, aber die hochsten uns bekannten unteren
Schranken fiir diese Probleme auf Mehrband-Turingmaschinen nur €2(n) sind.

Wir haben jetzt die Messung der Komplexitat fiir das Studium der abstrak-
ten Komplexitéitstheorie vorgestellt. Am Ende dieses Abschnittes diskutieren
wir noch die Arten der Messung der Komplexitidt von konkreten Programmen
(Algorithmen). Wir unterscheiden zwei fundamentale Arten der Messung — die
Messung mit uniformem Kostenmaf} und die Messung mit logarith-
mischem Kostenmaf}. Die Messung mit dem uniformen Kostenmaf ist eine
grobe Messung. Die Zeitkomplexitét ist einfach die Anzahl der durchgefithrten
Basisoperationen wie arithmetische Operationen und Zahlenvergleiche, und
die Speicherplatzkomplexitit entspricht der Anzahl der benutzten Variablen.
Dies bedeutet, dass der Preis jeder Operation 1 ist, unabhéngig von der Grofle
der Operanden. Der Hauptvorteil der Messung mit dem uniformen Kostenmafl
liegt in ihrer Einfachheit. Diese Messung ist auch angemessen, wenn in der Be-
rechnung die Operanden die Gréfle eines Rechnerwortes nicht iiberschreiten.
Falls aber die Operandengroéfie wiahrend der Berechnung wéchst, entspricht die
Messung nicht mehr dem realen Rechenaufwand. Wir illustrieren dies an fol-
gendem Beispiel. Seien a > 2 und k zwei positive ganze Zahlen. Die Aufgabe
ist, a®* zu bestimmen. Dies kann man mit dem Programm

fori=1tokdoa:=a-a
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berechnen. Das Programm berechnet tatsidchlich mit den folgenden k Multi-
plikationen

Zi=a-a d=d-a% dd=d"-a* ..., =a" 2

den Wert a2". Bei der Messung mit uniformem Kostenmaf ist die Speicher-
platzkomplexitét also 3 und die Zeitkomplexitdt O(k). Wir brauchen aber real
mindestens 2¥ Bits, um das Resultat zu speichern und mindestens Q(2%) Ope-
rationen iiber Rechnerwortern (Zahlen mit bindrer Darstellung der Lénge 32
oder 16) fester Grofle, um die Berechnung auf einem Rechner zu realisieren.
Weil diese Uberlegung fiir jedes k stimmt, bekommen wir einen exponentiel-
len Unterschied zwischen der uniformen Komplexitdt und der tatsédchlichen
Berechnungskomplexitat.

Wenn die Gréfle der Operanden in den betrachteten Berechnungen wachsen
kann, benutzt man die Messung mit dem logarithmischen Kostenmaf, die eine
sehr genaue Messung auf der Ebene von Bits ist. Die Kosten einer Operation
misst man als die Summe der Lingen der bindren Darstellungen der in den
Operationen vorkommenden Operanden, und die Zeitkomplexitét einer Be-
rechnung ist die Summe der Preise der in der Berechnung durchgefiithrten Ope-
rationen. Die Speicherplatzkomplexitit ist die Summe der Darstellungslangen
der Inhalte der benutzten Variablen. Die Messung mit logarithmischem Ko-
stenmaf} ist immer realistisch, sie kann nur manchmal sehr aufwendig sein.

6.3 Komplexititsklassen und die Klasse P

Fiir die Definition von Komplexitdtsklassen benutzen wir das Modell der
Mehrband-Turingmaschine. Wir betrachten hier Komplexitétsklassen nur als
Sprachklassen, also als Mengen von Entscheidungsproblemen.

Definition 6.5. Fiir alle Funktionen f, g von — nach * definieren wir:

TIME(f) = {L(B)| B ist eine MTM mit Timeg(n) € O(f(n))},
SPACE(g) {L(A) | A ist eine MTM mit Space,(n) € O(g(n))},
DLOG = SPACE(log,n),
P = [ JTIME(n),

PSPACE = [ JSPACE(n®),

ce
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EXPTIME = | TIME(2").

de

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit den grundlegenden Beziehungen zwi-
schen den Komplexitiatsklassen und den Eigenschaften der Zeitkomplexitit
und der Speicherplatzkomplexitét.

Lemma 6.3. Fiir jede Funktiont: — * gilt
TIME(t(n)) € SPACE(t(n)).

Beweis. Jede MTM M, die in der Zeit Timeys(n) arbeitet, kann nicht mehr
als Timeys(n) Felder eines Arbeitsbandes beschriften. Also gilt Space,;(n) <
Timey (n) fir jede MTM M. O

Korollar 6.1. P C PSPACE

Fiir die anderen Vergleiche brauchen wir den Begriff der konstruierbaren Funk-
tionen. Die Idee dabei ist, Mehrband-Turingmaschinen zu bauen, die auf sich
selbst aufpassen in dem Sinne, dass sie gewisse Komplexititsschranken in kei-
ner ihrer Berechnungen iiberschreiten.

Definition 6.6. Fine Funktion s : —  heifit platzkonstruierbar, falls
eime 1-Band-TM M existiert, so dass

(i) Spacey;(n) < s(n) fir allen € , und
(ii) fiir jede Eingabe 0", n € , generiert M das Wort 0™ auf seinem
Arbeitsband und hilt in Gaccept -

Eine Funktion t : —  heiffit zeitkonstruierbar, falls eine MTM A ewi-
stiert, so dass

(i) Timea(n) € O(t(n)), und
(ii) fiir jede Eingabe 0", n € , generiert A das Wort 0™ auf dem ersten
Arbeitsband und hélt in Gaccept -

Die meisten gewdhnlichen monotonen Funktionen mit f(n) > logy(n + 1)
(f(n) > n) sind platzkonstruierbar (zeitkonstruierbar). Z.B. kann eine 1-Band-
TM A die Funktion [log,(n + 1)] wie folgt konstruieren. A liest einmal 0" auf
dem Eingabeband von links nach rechts und speichert dabei auf dem Arbeits-
band jeweils die bindre Darstellung der aktuellen Position des Kopfes auf dem
Eingabeband, indem A fiir jede Bewegung um ein Feld nach rechts auf dem



6.3 Komplexitatsklassen und die Klasse P 217

Eingabeband zu dem Inhalt des Arbeitsbandes eine Eins addiert. Wenn der
Kopf auf dem Eingabeband das erste ; Symbol erreicht, dann hat der be-
schriftete Teil des Arbeitsbandes die Lénge [log,(n+1)]. Wenn man dann alle
Einsen auf dem Arbeitsband durch Nullen ersetzt, enthélt das Arbeitsband
das Wort og2(n+11,

Wir beobachten, dass die Benutzung einer 1-Band-TM M in der Definition
der Platzkonstruierbarkeit unwesentlich ist, weil jede MTM mit der gleichen
Speicherplatzkomplexitiat durch eine 1-Band-TM simuliert werden kann. Eine
MTM M kann die Funktion [y/n] wie folgt konstruieren. M versucht auf
einer Eingabe 07 fiir i = 1,2, ... festzustellen, ob > < n < (i + 1)?. Fiir ein
festes i kann die Uberpriifung wie folgt laufen. Das erste und das zweite Band
enthalten 0°. Dann bewegt man den Kopf auf dem Eingabeband i - i-mal nach
rechts, um festzustellen, ob i -4 > n ist. Diese i -4 Schritte nach rechts auf dem
Eingabeband realisiert man wie folgt. Der Kopf auf dem Eingabeband und der
Kopf auf dem ersten Band bewegen sich immer simultan nach rechts, der Kopf
auf dem zweiten Band bleibt stehen. Wenn der Kopf auf dem ersten Band das
Symbol |, erreicht, geht er zuriick an den linken Rand des Bandes und der
Kopf auf dem zweiten Band geht einen Schritt nach rechts. Damit wird der
Kopf auf dem Eingabeband so viele Schritte nach rechts machen, dass es dem
Produkt der Inhaltslangen der beiden Arbeitsbander entspricht.

Aufgabe 6.8. Beschreiben Sie in Form von Diagrammen die zwei oben beschriebenen
Mehrband-Turingmaschinen zur Konstruktion der Funktionen [logs(n + 1)] und [v/n].

Offensichtlich funktioniert die Idee der Multiplikation der Inhaltsldngen von
zwel Bandern auch, um zu zeigen, dass die Funktion f(n) = n? fiir ein belie-
biges ¢ €  zeitkonstruierbar ist.

Aufgabe 6.9. Beweisen Sie, dass folgende Funktionen platzkonstruierbar sind:
(i) [y/n]9 fiir jede positive ganze Zahl g,
(i) [n3],
(iii) [n?] fiir jede positive ganze Zahl g > 2,
) 27L.

(iv

Anufgabe 6.10. Zeigen Sie, dass folgende Funktionen zeitkonstruierbar sind:

(i) n’ fiir jedes j € — {0},
ii) c¢-n fiir jedes c € N — {0},
i) 2n,

)

c" fur jedes ce  —{0,1}.

(
(i
(iv
Aufgabe 6.11. Beweisen Sie die folgende Aussage. Wenn s(n) und ¢(n) zwei platzkon-
struierbare (zeitkonstruierbare) Funktionen sind, dann ist auch die Funktion ¢(n) - s(n)
platzkonstruierbar (zeitkonstruierbar).
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Das néchste Lemma zeigt, dass es fiir jede platzkonstruierbare Funktion aus-
reicht, eine MTM M mit L(M) = L mit s(n)-platzbeschrénkten Berechnungen
auf allen Eingaben aus L zu konstruieren, um die Existenz einer MTM A zu
garantieren, die ebenfalls L akzeptiert und auf allen Eingaben (also auch auf
Wortern aus LP) die Schranke s(n) fiir die Platzkomplexitit einhélt.

Lemma 6.4. Seis: —  eine platzkonstruierbare Funktion. Sei M eine
MTM mit Spacey;(z) < s(|z|) fir alle x € L(M). Dann ezistiert eine MTM
A mit L(A) = L(M) und

Space,(n) < s(n), d.h.
Space,(y) < s(|y|) fir alle y iber dem Eingabealphabet von M.

Beweis. Sei M eine k-Band-TM fiir ein £k €  — {0} mit Space,,(x) < s(|z|)
fir alle x € L(M). Sei B eine 1-Band-TM, die s konstruiert. Wir konstruieren
eine (k+1)-Band-TM A, die auf jeder Eingabe z folgendermaBen arbeitet.

(i) A interpretiert z als 0%/ und simuliert die Arbeit von B auf 0/l auf dem
(k + 1)-ten Arbeitsband. Die Simulation endet damit, dass das Wort
0°(=D auf das (k + 1)-te Band geschrieben wird.

(ii) A schreibt ein spezielles Symbol # ¢ I'y, auf die s(|z|)-te Position von
allen Arbeitsbandern.

(iii) A simuliert schrittweise die Arbeit von M auf x mit den ersten & Bandern.
Falls M versucht, ein Feld rechts von # auf einem der k& Arbeitsbandern
zu betreten, beendet A seine Berechnung in gyeject- Falls M hélt, halt A
auch in einem Zustand mit derselben Bedeutung.

Offensichtlich ist Space 4(z) < s(|z|) fiir alle Eingaben z. Wir zeigen jetzt, dass
L(A) = L(M).

Falls x € L(M), dann gilt Space,,;(x) < s(|z|). Daher simuliert A die ganze
Berechnung von M auf x und endet in gaecept- Also x € L(A).

Wenn y ¢ L(M), unterscheiden wir zwei Félle. Falls Space,;(y) < s(|y|), dann
simuliert A die ganze Berechnung von M auf y und akzeptiert dadurch y nicht.
Falls Space,;(y) > s(|y|), dann bricht A die Simulation der Berechnung von
M auf y in dem Augenblick ab, in dem M mehr als s(|y|) Speicherzellen auf
einem Arbeitsband nutzen mochte. Nach der Unterbrechung der Simulation
geht A in den Zustand gpeject iiber, also y ¢ L(A). O

Eine zu Lemma 6.4 analoge Behauptung fiir die Zeitkomplexitét gibt das fol-
gende Lemma.
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Lemma 6.5. Sei t : — eine zeitkonstruierbare Funktion. Sei M eine
MTM mit Timey (x) < t(|x|) fir alle v € L(M). Dann existiert ein MTM A
mit L(A) = L(M) und

Timey(n) € O(t(n)).
Aufgabe 6.12. Beweisen Sie Lemma 6.5.

Die obigen Lemmata zeigen, dass es fiir die Definition der Komplexitétsklassen
SPACE(s) und TIME(?) fiir eine platzkonstruierbare Funktion s und eine zeit-
konstruierbare Funkion ¢ unwesentlich ist, ob man Space;, und Time,,; einer
™™ M als

Space,;(n) = max{Spacey(z) |z € X"} und
Timey (n) = max{Timey (z) |z € X"}
oder als
Spacey,(n) = max{Space,,(z) | x € L(M) und |z| = n} und
Timey (n) = max{Timey(z) |z € L(M) und |z| = n}
definiert.

Das néchste Resultat zeigt eine wichtige Relation zwischen Speicherplatzkom-
plexitdat und Zeitkomplexitét.

Satz 6.2. Fir jede platzkonstruierbare Funktion s mit s(n) > log,n gilt

SPACE(s(n)) C | J TIME(e"™).

ce

Beweis. Sei L € SPACE(s(n)). Nach Lemma 6.2 existiert eine 1-Band-TM
M = (Q727F757 QOaQacceptaqreject)a so dass L = L(M) und Space]w(n) S S(TL)
gelten und M immer hélt.

Fiir jede Konfiguration C' = (¢, w,i,2,j) von M definieren wir die innere
Konfiguration von C als

In(C) = (q,4,, j).

Eine innere Konfiguration enthélt nur die Teile der Konfiguration, die sich
wéhrend einer Berechnung dndern kénnen. Wir haben also den Inhalt w des
Eingabebandes ausgelassen, der wiahrend der ganzen Berechnung unverdandert
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bleibt. Unsere Idee ist jetzt zu zeigen, dass es keinen Sinn macht, ldnger als
die Anzahl aller méglichen inneren Konfigurationen zu arbeiten, weil eine Be-
rechnung in eine Endlosschleife gerédt, wenn sie auf einem Wort w zwei gleiche
innere Konfigurationen enthélt.

Betrachten wir jetzt die Mengen InKonf(n) aller méglichen inneren Konfigu-
rationen (q,4,z,j) der 1-Band-TM M auf allen Eingabewortern der Lange n.
Dann muss 0 < ¢ < n+ 1, |z| < Space,,(n) < s(n) und 0 < j < Space,,(n) <
s(n) gelten. Daher

InKonfy (n)] < Q|- (n+2) - |T|%Paem(™ . Space,, (n
M

< (max{2,|Ql, |T|})**™

< Cs(n)

fiir ¢ = (max{2,|Q|, |T|})*.

Es ist klar, dass jede Berechnung D = C}, (s, Cs, ... von M auf einem Wort
w mit |w| = n, die ldnger als |InKonf,/(n)| ist, zwei identische innere Konfi-
gurationen In(C;) und In(C}) fiir i < j enthélt. Aus der Definition der inneren
Konfiguration wissen wir aber, dass dann auch die entsprechenden Konfigura-
tionen Cj; und C; identisch sind. Weil M deterministisch ist, ist

D = C\’17 c '7Ci—170i70i+17 s 7Cj—170i70i+1a s 70]'—1767,' e

eine unendliche Berechnung mit der endlosen Schleife C;, Ciq, . .., C;. Deswe-
gen hat jede endliche Berechnung von M auf einer Eingabe w hochstens die
Lénge |InKonf/(Jw|)|. Folgend der Definition der Speicherplatzklassen sind
alle Berechnungen von M endlich. Somit arbeitet M in der Zeitkomplexitét
™), a

Im Folgenden zeigen wir, dass Satz 6.2 auch dann gilt, wenn man den s(n)-
platzbeschrankten Turingmaschinen unendliche Berechnungen erlauben wiirde.
Unter dieser Lockerung der Voraussetzungen bedeutet unsere Beobachtung ins-
besondere, dass jede akzeptierende Berechnung auf einer Eingabe der Léange n
hochstens |InKonfy(n)| lang ist.

Jetzt beschreiben wir eine 3-Band-TM A mit L(A) = L(M) und Timea(n) €
O(k*™) fiir eine Konstante k. Fiir jede Eingabe w arbeitet A wie folgt.

(i) A simuliert die Konstruktion von s und schreibt 0°(“D auf das erste
Arbeitsband.
{Weil eine TM B, die s konstruiert, hochstens s(|w|) Felder des Arbeits-
bandes benutzt, existiert eine Konstante d, so dass Timeg(n) < d*™
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gilt. Damit generiert A das Wort 0°") auch in der Zeit d*™.}

(ii) A schreibt 0" auf das zweite Band in ¢*(*) Schritten (dabei wird das
dritte Arbeitsband als Hilfsspeicher benutzt).

(iii) A simuliert die Arbeit von M auf w Schritt fiir Schritt auf dem ersten
Arbeitsband. Fiir jeden simulierten Schritt 16scht A eine 0 auf dem zwei-
ten Band. Falls alle Nullen auf dem zweiten Band geléscht worden sind
und die Berechnung von M auf w nicht endet, dann hélt A in greject-
Falls M in hochstens ¢*(*D Schritten seine Berechnung auf w beendet,
dann endet A entsprechend in Gaecept 0der Greject-

Wir haben schon bemerkt, dass die Berechnungsphasen (i) und (ii) von A in
O(d*"D) bzw. O(c*"D) Zeit durchfiihrbar sind. Die Phase (iii) von A lauft
offensichtlich in Zeit O(c*(*D)  also Timea(n) € O((max{e, d})*™).

Falls € L(M), dann hat die Berechnung von M auf x héchstens die Linge
¢*®) und damit akzeptiert A nach erfolgreicher Simulation der Berechnung von
M auf z das Wort = auch. Wenn x ¢ L(M), dann wird = von A offensichtlich
verworfen.

Korollar 6.2. DLOG C P und PSPACE C EXPTIME.

Nach Korollar 6.1 und 6.2 erhalten wir die folgende fundamentale Hierarchie
von deterministischen Komplexitatsklassen.

DLOG C P C PSPACE C EXPTIME.

Zu den fundamentalsten Resultaten der Komplexitatstheorie gehoren die fol-
genden Hierachieséitze. Die Beweise dieser Sétze basieren auf einer komplizier-
ten Anwendung der Diagonalisierungsmethode, und wir verzichten deshalb auf
die Beweise in dieser Einfiihrung.

Satz 6.3.* Seien s; und so zwei Funktionen von — nach — mit folgenden
Eigenschaften:

(i) s2(n) > logyn,
(i) sq ist platzkonstruierbar und

(iii) s1(n) = o(sz2(n)).
Dann gilt SPACE(s;) € SPACE(sy).

Satz 6.4.* Seien t, und ty zwei Funktionen von nach mit folgenden
Eigenschaften:
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(i) ty ist zeitkonstruierbar und

(i) t1(n) -1ogy(ta(n)) = o(ta(n)).
Dann gilt TIME(t;) € TIME(ts).

Die Hierarchiesétze zeigen, dass es beziiglich der Komplexitét beliebig schwere
Probleme gibt. Z.B. gibt es Probleme, die nicht in TIME(2") liegen (d.h. es
existiert keine TM, die das Problem effizienter als in der Zeit 2" lésen kann).
Dass man dabei auf die Grenze des physikalisch Machbaren stofit, zeigt die
Tabelle 6.1, die das Wachstum der Funktionen 10n, 2n2, n?, 2" und n! fiir die
Eingabelédngen 10, 50, 100 und 300 zeigt. Wenn die Zahlen zu grof3 sind, geben
wir nur die Anzahl der Ziffern ihrer Dezimaldarstellung an.

Tab. 6.1
n 10 50 100 300
f(n)
10n 100 500 1000 3000
2n? 200 5000 20000 180000
n? 1000 125000 1000000 27000000
A 1024 16 Ziffern 31 Ziffern 91 Ziffern
n! ~3,6-10 65 Ziffern 158 Ziffern 615 Ziffern

Setzen wir voraus, dass unser Rechner 10° Operationen in einer Sekunde
durchfiihrt. Dann braucht ein Algorithmus A mit Timex(n) = n® 27 Sekun-
den fiir die grofite Eingabeldange 300. Wenn Timea(n) = 2", dann braucht A
schon fiir die Eingabeldange n = 50 mehr als 30 Jahre und fiir n = 100 mehr
als 3 - 106 Jahre. Die geschitzte Anzahl der abgelaufenen Sekunden seit dem
Urknall ist eine Zahl mit 21 Dezimalziffern. Wenn man diese physikalische Kon-
stante als die Grenze fiir die Zeit praktisch realisierbarer Berechnungen ansieht,
dann sind die Algorithmen mit der Zeitkomplexitat 2™ und n! nicht praktisch
durchfiihrbar fiir realistische Eingabelédngen. Keine lineare Beschleunigung der
Rechner durch neue Technologien kann daran etwas dndern, weil die exponen-
tiell wachsenden Funktionen ihren Funktionswert bei jeder Verlingerung der
Eingabeldnge um ein einziges Bit vervielfachen.

So wurde klar, dass die Probleme, die nicht unterhalb von TIME(2") liegen,
nicht praktisch 16sbar sind. Auf diese Weise entstand die fundamentale Ziel-
setzung der Komplexitdatstheorie, die Klasse der praktisch l6sbaren Probleme
zu spezifizieren und Techniken zur Klassifikation der Probleme in praktisch
l6sbare und praktisch unlésbare zu entwickeln. Im Folgenden nennen wir einen
Algorithmus A mit Time(n) € O(n°) fiir eine Konstante ¢ einen polynomi-
ellen Algorithmus.
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In den sechziger Jahren haben sich die Informatiker auf folgende Spezifikation*
geeinigt.

Ein Problem ist praktisch losbar genau dann wenn ein polynomiel-
ler Algorithmus zu seiner Lésung existiert. Die Klasse P ist die
Klasse der praktisch entscheidbaren Probleme.

Zu dieser Entscheidung fithrten im Wesentlichen folgende zwei Griinde.

1. Der erste Grund basiert mehr oder weniger auf einer praktischen Erfah-
rung. Dass die Probleme, fiir die kein polynomieller Algorithmus existiert, als
praktisch unlosbare Probleme spezifiziert werden sollen, ist aus Tabelle 6.1 er-
sichtlich. Aber ein Algorithmus mit der polynomiellen Zeitkomplexitit n!0%
ist fiir realistische Eingabegréfien noch weniger praktisch anwendbar als einer
mit der Zeitkomplexitdt 2". Darf man also ein Problem, fiir das der beste Algo-
rithmus in der Zeit n'% liuft, als praktisch losbar einordnen? Die Erfahrung
auf dem Gebiet des Algorithmenentwurfs zeigt aber, dass solche Probleme in
der Praxis nicht auftreten. Wenn man fiir ein Problem einen Algorithmus A
mit Times(n) € O(n°) fiir ein groBes ¢ gefunden hat, dann gelingt es fast im-
mer, einen anderen Algorithmus B mit Timeg(n) € O(n®), meistens sogar mit
Timeg(n) € O(n?), zu finden. Deswegen ist die Klasse P aus praktischer Sicht
nicht zu grof3, und die Probleme aus P werden als praktisch 16sbar angesehen.
2. Der zweite Grund ist theoretischer Natur. Die Definition einer wichtigen
Klasse wie die der praktisch losbaren Probleme muss robust in dem Sinne sein,
dass sie unabhéngig von dem in der Definition benutzten Rechnermodell ist.
Es darf nicht passieren, dass ein Problem aus Sicht der Programmiersprache
JAVA praktisch losbar ist, aber aus Sicht der Mehrband-Turingmaschinen
nicht. Dies wére der Fall, wenn man versuchen wiirde, die Klasse praktisch
16sbarer Probleme als solche mit einer oberen Schranke von O(nS) fiir die Zeit-
komplexitét zu definieren. Aber der Begriff der Polynomialzeit-Berechnungen
und so auch der der Klasse P ist robust genug. Die Klasse der in polynomieller
Zeit 1osbaren Probleme ist die gleiche fiir jedes bekannte Berechnungsmodell
zur Symbolmanipulation mit einem realistischen Zeitkomplexitédtsmaf. For-
mal driickt man das durch den Begriff der Polynomialzeit-Reduzierbarkeit
zwischen Berechnungsmodellen aus. Ein Berechnungsmodell A ist auf
ein Berechnungsmodell B polynomialzeit-reduzierbar, falls ein Poly-
nom p existiert, so dass fiir jeden Algorithmus A € A ein Algorithmus B €
B existiert, der das gleiche Problem wie A 16st und fiir den Timeg(n) €

4Diese Spezifikation wird heutzutage nicht mehr in genau dieser Form akzeptiert. Dieses
Thema werden wir aber ausfithrlicher im néchsten Kapitel besprechen.
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O(p(Timey(n))) gilt. Aus der Erfahrung mit Beweisen von Behauptungen wie
»A ist auf B polynomialzeit-reduzierbar® wissen wir, dass p nie schneller wach-
sen muss als n3. Als Beispiel kénnen wir die Modelle der Turingmaschinen und
der Mehrband-Turingmaschinen betrachten. Offensichtlich sind Turingmaschi-
nen polynomialzeit-reduzierbar auf Mehrband-Turingmaschinen und es reicht
p(n) = n zu wihlen (Lemma 4.1). Die Simulation in Lemma 4.2 zeigt, dass
Mehrband-Turingmaschinen auf Turingmaschinen polynomialzeit-reduzierbar
sind, und wir {iberlassen die genaue Analyse dem Leser.

Aufgabe 6.13. Analysieren Sie die Simulation aus dem Beweis des Lemmas 4.2 um fol-
gende Aussage zu beweisen.

Fiir jede MTM A mit Time,(n) > n existiert eine dquivalente TM B, so dass

Timeg(n) € O((Timea(n))?).

6.4  Nichtdeterministische Komplexititsmafle

Die nichtdeterministischen Turingmaschinen (Algorithmen) kénnen viele® un-
terschiedliche Berechnungen auf einer Eingabe machen. Diese kénnen alle sehr
unterschiedliche Komplexititen haben. Was ist dann die Komplexitéit der Ar-
beit einer nichtdeterministischen Maschine (eines nichtdeterministischen Algo-
rithmus) M auf einer Eingabe w? Wir betrachten bei nichtdeterministischen
Berechnungsmodellen die optimistische Ansicht, die besagt, dass eine nicht-
deterministische Maschine immer die beste Moglichkeit aus einer bestehenden
Auswahl wihlt. Die ,beste Wahl“ bedeutet nicht nur die richtige Wahl, die zu
dem richtigen Resultat fithrt, sondern auch die effizienteste Wahl, die mit mi-
nimaler Komplexitét zu dem richtigen Resultat fithrt. Deswegen definiert man
die nichtdeterministische Komplexitit einer Maschine M auf einer Eingabe x
als die Komplexitét der effizientesten Berechnung von M auf x mit dem rich-
tigen Resultat. Im Falle der Sprachenerkennung (der Entscheidungsprobleme)
betrachtet man nur die Komplexitdt von Berechnungen auf Wértern, die in
der Sprache liegen.

Definition 6.7. Sei M eine NTM oder eine nichtdeterministische MTM. Sei
x € L(M) C ¥*. Die Zeitkomplexitit von M auf x, Timeps(x), ist die

5Sogar unendlich (aber aufzihlbar) viele.
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Ldnge der kiirzesten akzeptierenden Berechnung von M auf x. Die Zeitkom-
plexitat von M ist die Funktion Timey, : — , definiert durch

Timeps(n) = max{Timey (z) | z € L(M) N X"}.

Ser C' = C1,0s,...,C,, eine akzeptierende Berechnung von M auf x. Sei
Space,,(C;) die Speicherplatzkomplezitit der Konfiguration C;. Wir definie-
ren

Space,,;(C) = max{Space,,(C;) | i =1,2,...,m}.
Die Speicherplatzkomplexitit von M auf x ist

Space,,(x) = min{Space,,(C) | C ist eine akzeptierende
Berechnung von M auf x.}.

Die Speicherplatzkomplexitidt von M st die Funktion Space,, : —
definiert durch

Space,,;(n) = max{Space,,(z) | x € L(M)NX"}.
Definition 6.8. Fiir alle Funktionen f,g: — T definieren wir

NTIME(f) = {L(M)| M ist eine nichtdeterministische MTM
mit Timepr(n) € O(f(n))},
NSPACE(g) = {L(M) | M ist eine nichtdeterministische MTM
mit Spacey(n) € O(g(n))},
NLOG = NSPACE(log,n),
NP = | JNTIME(n®), und

ce

NPSPACE = [ | NSPACE(n°).

ce

Zuerst zeigen wir analog zu Lemma 6.3 und Satz 6.2 die Relation zwischen der
Zeitkomplexitiat und der Speicherplatzkomplexitdt von nichtdeterministischen
Turingmaschinen.

Lemma 6.6. Fir alle Funktionen t und s mit s(n) > logyn gilt

(i) NTIME(t) C NSPACE(#)
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(ii) NSPACE(s) C |J NTIME(c*™)

ce
Beweis. Wir beweisen zuerst (i) und dann (ii).

(i) Sei L € NTIME(t). Dann existiert eine nichtdeterministische MTM M mit
L(M) = L und Timey (n) < d-t(n) fir eine Konstante d und alle gentigend
grofien n. Dies bedeutet, dass fiir jedes geniigend lange x € L(M) eine akzep-
tierende Berechnung C, von M auf x von hochstens der Lange d-t(|x|) existiert.
Weil in d - t(n) Schritten hochstens d - t(n) Felder eines Arbeitsbandes besucht
werden, ist Space,;(C;) < d - t(]z|). Damit ist aber Space,,;(n) < d - t(n) fiir
alle geniigend grofien n, also L € NSPACE(t).

(ii) Sei L € NSPACE(s). Dann existiert eine nichtdeterministische MTM A
mit L = L(M) und Space,(z) < d - s(|z|) fir eine Konstante d und alle
geniigend langen Worter # € L(A) = L. Dies bedeutet, dass fiir jedes geniigend
lange = € L(A) eine akzeptierende Berechnung C, mit Space,(C,) < d- s(|z|)
existiert. Sei C, die kiirzeste akzeptierende Berechnung von A auf z mit dieser
Eigenschaft. Mit dem gleichen Argument wie im Beweis von Satz 6.2 erhalten
wir, dass es eine Konstante k gibt, so dass die Lange von C, hoéchstens

[InKonf 4(|z|)| < k4=(eD

fiir alle geniigend langen z € L(A) ist. Wenn die Lidnge von C, grofer als
|InKonf 4(|z])| wére, dann existierten i,5 € — {0}, ¢ # j, so dass

CI — Cl, CQ, ey Cifl, 07;, Ci+17 o e ,Oj, Cj+1, o e ,Cm
und C; und C; gleiche Konfigurationen wiren. Dann ist aber die Berechnung
C;? = Cl7 027 B Ci—17 Ci? Cj+17 s 7Cm

auch eine akzeptierende Berechnung von A auf z. Das ist ein Widerspruch zur
Annahme, dass C, die kiirzeste akzeptierende Berechnung von A auf x ist.
Weil A fiir alle geniigend langen Worter x € L(A) akzeptierende Berechnungen
von hochstens der Lange

pds(zl) — (kd)s(\wl)

fiir Konstanten & und d hat, ist Timey(n) € O(c*™) fiir ¢ = k? und somit
L € NTIME(¢*™).

O

Aufgabe 6.14. Sei M eine nichtdeterministische MTM mit Timeps(n) < t(n) fiir eine
zeitkonstruierbare Funktion ¢. Beweisen Sie die Existenz einer nichtdeterministischen MTM
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A, so dass L(A) = L(M) und eine Konstante d existiert, so dass fiir jede Eingabe w € ¥*
alle Berechnungen von A auf w hochstens die Linge d - ¢(|w]) haben.

Der folgende Satz zeigt die grundlegende Relation zwischen deterministischen
und nichtdeterministischen Komplexitatsmafien.

Satz 6.5. Fiir jede Funktion t : — T und jede zeitkonstruierbare und
platzkonstruierbare Funktion s :  —  mit s(n) > logyn gilt

(i) TIME(t) C NTIME(t),
(ii) SPACE(t) C NSPACE(t), und
(i4i) NTIME(s(n)) € SPACE(s(n)) € | TIME(¢*™).

Beweis. Die Behauptungen (i) und (ii) sind offensichtlich giiltig, weil jede
MTM auch eine nichtdeterministische MTM ist.

Die Relation SPACE(s(n)) C J,. TIME(c*™) wurde in Satz 6.2 bewiesen.
Um (iii) zu beweisen, reicht es, NTIME(s(n)) C SPACE(s(n)) zu zeigen.

Sei L € NTIME(s(n)). Also gibt es eine nichtdeterministische k-Band-TM
M = (Q7 E>F76]\/[7q07qaC(:cp‘57Qr(:J'cct) mit L = L(M> und Tilne]%(n) € O(S(Tl))
Sei

r=ry =max{|6y(U)| | U = (q,a,by,...,b) €Q x (BU{¢,$}) x I*}

die obere Schranke fiir die Anzahl der moglichen Aktionen von M aus ei-
ner Konfiguration. Sei Ty, der Berechnungsbaum von M auf einer Eingabe
x € ¥*. Wenn die nichtdeterministischen Entscheidungen von M auf jedem
Argument mit 1,2, ..., r nummeriert werden, dann kann man jeder Kante von
Tar. die entsprechende Nummer zuordnen (Fig. 6.1). Wenn man dann eine
Berechnung der Lénge [ als eine Folge von Kanten (statt einer Folge von Kno-
ten) betrachtet, kann man jeder Berechnung C' der Léinge [ eindeutig ein Wort
Z = 2129...2p mit z; € {1,2,...,7} zuordnen. Fiir eine gegebene Eingabe x
von M, bestimmt z.B. die Folge 1,3,1,4 eindeutig den Préfix einer Berechnung,
bei der M im ersten Schritt die erste Wahl trifft, im zweiten die dritte, im drit-
ten die erste und im vierten Schritt die vierte Wahl. Wenn es z.B. im vierten
Schritt nur drei Moglichkeiten gab, entspricht die Folge 1,3,1,4 keiner Berech-
nung und wird als inkonsistent betrachtet. Dasselbe gilt, wenn die Berechnung
nach 1,3,1 beendet ist und kein vierter Schritt existiert.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit (Aufgabe 6.14) setzen wir voraus, dass
eine Konstante d existiert, so dass alle Berechnungen von M auf einer Eingabe



228 6 Komplexitétstheorie

Fig. 6.1

w hochstens die Lange d - s(Jw|) haben. Somit benutzt keine Berechnung von
M auf w mehr als d - s(|w|) Speicherplitze.

Jetzt beschreiben wir eine (k + 2)-Band-TM A, die alle Berechnungen von M
von hochstens der Lange |[InKonf )y, (n)| simuliert. Fiir jedes w € ¥* arbeitet A
wie folgt.

(i) A schreibt 0°0*D auf das (k + 2)-te Band.

(ii) A schreibt 0D auf das (k + 1)-te Band und 16scht dabei den Inhalt
des (k + 2)-ten Bandes.

(iii) A generiert eins nach dem anderen alle Worter z € {1,2,...,7ry}* von
hochstens der Lange d-s(|w|) auf dem (k+2)-ten Band. Fiir jedes z simu-
liert A auf den ersten k Arbeitsbdndern die entsprechende Berechnung
(falls eine solche existiert) von der nichtdeterministischen k-Band-TM
M auf w. Falls M in irgendeiner dieser simulierten Berechnungen seinen
akzeptierenden Zustand guccept erreicht, dann akzeptiert A die Eingabe
w. Falls in keiner Berechnung von M auf w der Zustand gaccept €rreicht
wird, verwirft A das Wort w.

Offensichtlich ist L(A) = L(M), weil M keine léngeren Berechnungen als d -
s(n) hat, und damit iiberpriift A im Fall des Verwerfens alle Berechnungen von
M auf der Eingabe. Space,;(n) < d - s(n) gilt, weil Space,,;(n) < Timep(n).
Somit tiberschreitet A auf den ersten k Arbeitsbandern, die zur Simulation von



6.4 Nichtdeterministische Komplexitétsmafle 229

M benutzt werden, nie die Speicherplatzkomplexitét Space,,(n) < d-s(n). Das
(k+1)-te Band benutzt genau d-s(n) Felder fiir 04D, Weil auch das (k+2)-

te Band wihrend der Simulation ein Wort aus {1,2,...,7}* von hochstens der
Lénge d - s(n) enthilt, gilt Spacey(n) < d - s(n). 0
Korollar 6.3. NP C PSPACE.

Aufgabe 6.15. Analysieren Sie die Zeitkomplexitét der (k+2)-Band-TM A aus dem Beweis
des Satzes 6.5.

Wir kennen keine effizientere allgemeine deterministische Simulation von nicht-
deterministischen Algorithmen, als systematisch alle Berechnungen eines gege-
benen nichtdeterministischen Algorithmus zu simulieren®. Dies fiithrt dann aber
beim Ubergang von Nichtdeterminismus zu Determinismus zum exponentiel-
len Wachstum der Zeitkomplexitét. So ist es in Satz 6.5, und wir beobachten
dies auch bei der Tiefensuche-basierten Simulation in Satz 4.2.

Aufgabe 6.16. Analysieren Sie die Zeitkomplexitéit der deterministischen Simulation einer
NTM aus Satz 4.2.

Der néchste Satz gibt die beste bekannte zeiteffiziente deterministische Simu-
lation von nichtdeterministischem Speicherplatz.

Satz 6.6.* Fir jede platzkonstruierbare Funktion s, s(n) > logyn, gilt

NSPACE(s(n)) € | ] TIME(c*™).

ce

Beweis. Sei M eine nichtdeterministische MTM mit L(M) = L und
Spacey;(n) € O(s(n)). Ohne Einschrankung der Allgemeinheit setzen wir Fol-
gendes voraus:

(i) Es existiert eine Konstante d, so dass fiir jede Eingabe w alle Berech-
nungen von M auf w hochstens die Speicherplatzkomplexitit d - s(n)
haben.

(ii) Fiir jede Eingabe w € L(M) hat M nur eine akzeptierende Konfigu-
ration (Gaccept; W, 0, A, ..., A, 0), d.h. bevor M in gaccept itbergeht, 16scht
M die Inhalte aller Arbeitsbidnder und stellt alle Kopfe auf das linke
Randsymbol ¢.

SHeutzutage glauben die meisten Forscher nicht an die Existenz einer wesentlich effizienteren
Simulation nichtdeterministischer Algorithmen, aber die Nichtexistenz solcher Simulations-
methoden wurde noch nicht bewiesen.
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Nach (i) wissen wir, dass es eine Konstante ¢ gibt, so dass man fiir jede Eingabe
w die Anzahl unterschiedlicher Konfigurationen mit w auf dem Eingabeband
durch

[InKonf(Jw|)| < ¢IvD

beschridnken kann. Diese Konfigurationen kann man als Cy, C1, . . ., CimKont(juw|)|
in der kanonischen Ordnung numerieren. Wir konstruieren jetzt eine MTM A
mit L(A) = L.

Fiir eine Eingabe w arbeitet A wie folgt:

(i) A konstruiert die Adjazenzmatrix M (w) des gerichteten Graphen G(w),
dessen Knoten die |InKonf(|w])| vielen verschiedenen Konfigurationen
von Berechnungen von M auf w entsprechen, und in dem zwei Knoten
C; und C; genau dann durch eine gerichtete Kante von C; nach C; ver-
bunden sind, wenn die Konfiguration C in einem Schritt von M aus C;
erreichbar ist.

(ii) Sei Cj die einzige akzeptierende Konfiguration von M auf w. Sei Cj
die Anfangskonfiguration von M auf w. Offensichtlich akzeptiert M das
Wort w genau dann, wenn ein Weg von Cy nach Cj in G(w) existiert.
Die MTM A iiberpriift, ob ein Weg von Cy nach Cj, in G(w) existiert.
Falls ja, akzeptiert A die Eingabe w, sonst verwirft A die Eingabe w.

Offensichtlich gilt L(A) = L(M). Wir analysieren jetzt die Zeitkomplexitét
von A. Um M (w) zu konstruieren, muss man

IInKonf(|w|)| - [InKonf(|w])| < ¢d=(wh . cds(wh < o2d-s(wh

Elemente m;; der Matrix M (w) bestimmen. Um m;; zu bestimmen, muss man
C; und C; generieren. Eine Konfiguration kann in der Zeit

d - s(|w|) - [InKonf(Jw|)| < 240D

generiert werden. Ob C; aus Cj in einem Schritt von M erreichbar ist, kann
man in der Zeit 2d - s(Jw|) bestimmen. So kann A den ersten Teil (i) der
Berechnung in der Zeit

CQd.s(|w|) . (202d~s(\w\) + 2% - S(‘U)D) S 612d~s(\w|)

durchfithren. Die Bestimmung der Existenz eines Weges von Cy nach Cj in
G(w) geht in polynomieller Zeit beziiglich der Kontenzahl [InKonf(|w])|. Auf
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einer MTM kann man diese Aufgabe in O(|InKonf(Jw|)|*) Schritten realisieren.
Weil

(cd's(\w\))ﬁl — C4d-s(|w|)’
ist es offensichtlich, dass Time,(n) € O((c'*)*™). 0
Korollar 6.4. NLOG C P und NPSPACE C EXPTIME.

Eine ein bisschen anspruchsvollere Suche” in dem Graph G(w) aller potentiell
moglichen Konfigurationen auf w fithrt zu folgendem Resultat.

Satz 6.7.* Satz von Savitch

Sei s mit s(n) > logy n eine platzkonstruierbare Funktion. Dann
NSPACE(s(n)) € SPACE(s(n)?).
Korollar 6.5. PSPACE = NPSPACE

Von keiner der oben abgegebenen Simulationen von nichtdeterministischen Be-
rechnungen durch deterministische Berechnungen weil man, ob es die effizi-
enteste mogliche Simulation ist. Die Zusammenfassung vorgestellter Resultate
fiihrt zu der sogenannten fundamentalen Komplexititsklassenhierarchie
der sequentiellen Berechnungen;

DLOG C NLOG C P € NP C PSPACE C EXPTIME.

Fiir jede von diesen Inklusionen ist es unbekannt, ob es eine echte Inklusion
ist. Einige echte Inklusionen miissen aber dabei sein, weil DLOG C PSPACE
und P € EXPTIME direkte Folgerungen von Hierarchiesétzen sind. Die Be-
stimmung, welche der Inklusionen echt sind, ist seit 30 Jahren das zentrale
offene Problem der Theoretischen Informatik.

6.5 Die Klasse NP und Beweisverifikation

In der fundamentalen Komplexitdtsklassenhierarchie konzentriert sich das In-
teresse auf die Relation zwischen P und NP. Das Problem, ob P = NP oder

“In der man G(w) nie komplett konstruiert, weil dies zu hohen Speicherbedarf verursachen
wiirde.
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P C NP gilt, ist das wohl bekannteste offene Problem der Informatik und
heutzutage zdhlt es auch zu den wichtigsten offenen Problemen der Mathema-
tik. Fiir dieses grofle Interesse gibt es mehrere Griinde. Einerseits verbindet
man die polynomielle Zeit mit der praktischen Losbarkeit. Wir kennen heute
itber 3000 praktisch interessante Probleme, die in NP liegen, und fiir keines
dieser Probleme ist ein deterministischer polynomieller Algorithmus bekannt.
Wir wiirden gerne wissen, ob diese Probleme auch in P oder in NP — P liegen.
Ein anderer Grund hingt mit dem fundamentalen Begriff des mathematischen
Beweises zusammen. Die Zeitkomplexitéit der deterministischen Berechnungen
entspricht in gewissem Rahmen der Komplexitéit der algorithmischen Herstel-
lung von mathematischen Beweisen, wihrend die Zeitkomplexitét nichtdeter-
ministischer Berechnungen der Komplexitét der algorithmischen Beweisverifi-
kation entspricht. So ist der Vergleich von P und NP dquivalent zu der Frage,
ob es einfacher ist, gegebene Beweise zu verifizieren als sie herzustellen. Die
Zielsetzung dieses Abschnittes ist es, den Zusammenhang zwischen der Klasse
NP und der polynomialzeit-beschrankten Beweisverifikation zu zeigen.

Skizzieren wir zuerst den Zusammenhang zwischen Berechnungen und Bewei-
sen. Sei C' eine akzeptierende Berechnung einer TM M auf einer Eingabe x.
Dann kann C' zweifellos auch als ein Beweis der Behauptung ,z € L(M)“
gesehen werden. Analog ist eine verwerfende Berechnungen einer (determini-
stischen) TM M auf einem Wort w ein Beweis der Behauptung .o ¢ L(M)“.
Von klassischen mathematischen Beweisen ist diese Vorstellung nicht weit ent-
fernt. Betrachten wir L als eine Sprache, die alle korrekten Sitze (Aussagen)
einer mathematischen Theorie enthélt. Dann ist der Beweis von ,z € L(M)*
nichts anderes als der Beweis der Korrektheit (Giiltigkeit) des Satzes x und
der Beweis von ,x ¢ L(M)“ ist der Beweis der Ungiiltigkeit von 2. Wenn z.B.
L = SAT, wobei

SAT = {z € (Ziogic)” | = kodiert eine erfiillbare Formel in KNF},

ist die Tatsache ,® € SAT“ dquivalent zu der Behauptung ,,® ist eine erfiillbare
Formel“.

Versuchen wir jetzt den Zusammenhang zwischen nichtdeterministischen Be-
rechnungen und Beweisverifikation herzustellen. Die typische nichtdetermini-
stische Berechnung startet mit dem Raten und setzt mit dem Verifizieren des
Geratenem fort. Das Geratene konnte ein Beweis von ,x € L* sein, oder es
konnte eine essentielle Information (ein Zertifikat oder ein Zeuge von ,x € L*
genannt) sein, mit deren Hilfe man den Beweis von ,z € L* effizient herstel-
len kann. Veranschaulichen wir dies wieder anhand des Erfiillbarkeitsproblems.
Fiir eine Formel ® iiber n Boole’schen Variablen z1,...,x, rit eine NTM M
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Tho

Raten

zpn=0/\ zp,=1 rn,=0/\ zp=1 )
N 2" Berechnungen
Vo e Vo
Lo Vo deterministische
I I I I
Co Co Verifikation
b6 s s )
Fig. 6.2
in den ersten n Schritten die Belegung oy, ..., a, fiir z1,...,x,. Dann berech-
net M den Wahrheitswert ®(aq,. .., ay,), um zu verifizieren, ob ay, ..., «, die

Formel ¢ wirklich erfiillt (Fig. 6.2). Falls a4, ..., a, die Formel ® erfiillt, ist
es klar, dass wir den Beweis von ,,® ist erfiillbar® effizient herstellen kénnen,
wenn uns jemand ayq, ..., q, kostenlos gibt. Der Beweis ist nichts anderes als
die Auswertung von ¢ auf ay,...,q,. Deswegen nennen wir aq,...,q, das
Zertifikat oder den Zeugen fiir die Aussage ,,® ist erfiillbar“. Die Zeitkom-
plexitiat von M ist die Zeitkomplexitidt des Ratens plus die Komplexitét des
Verifizierens. Der wesentliche Aufwand ist dabei dem Verifizieren gewidmet.

Unser Ziel ist jetzt zu zeigen, dass man alle polynomiellen nichtdeterminist-
ischen Turingmaschinen so umwandeln kann, dass sie am Anfang raten und
dann das Geratene deterministisch verifizieren. Dadurch reduziert sich die Zeit-
komplexitdt der nichtdeterministischen Algorithmen auf die Zeitkomplexitét
der Beweisverifikation (der Zertifikatiiberpriifung).

Definition 6.9. Sei L C X* eine Sprache und seip: —  eine Funktion.
Wir sagen, dass eine MTM (ein Algorithmus) A ein p-Verifizierer fiir L
ist, V(A) = L, falls A mit folgenden FEigenschaften auf allen Eingaben aus
¥ X (Bpoo)* arbeitet:

(1) Timea(w,z) < p(lw|) fir jede Eingabe (w,x) € £* X (Lpoo1)*.

(ii) Fir jedes w € L existiert ein x € (Xpool)*, so dass |z| < p(lw]) und
(w,x) € L(A) (d.h. A akzeptiert (w,x)). Das Wort x nennt man den
Beweis oder den Zeugen der Behauptung w € L.
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(111) Fiir jedes y ¢ L gilt (y,z) ¢ L(A) fiir alle z € (Xpoo1)*-

Falls p(n) € O(n¥) fiir ein k € , so sagen wir, dass A ein Polynomialzeit-
Verifizierer ist. Wir definieren die Klasse der in Polynomialzeit verifi-
zierbaren Sprachen als

VP = {V(A) | A ist ein Polynomialzeit-Verifizierer}.

Man bemerke, dass L(A) und V(A) unterschiedliche Sprachen fiir einen p-
Verifizierer A sind. Aus Definition 6.9 folgt

V(A) = {weX"| esexistiert ein x mit |z| < p(|w)),
so dass (w,z) € L(A)}.

Ein p-Verifizierer A fiir eine Sprache L ist also ein deterministischer Algorith-
mus, der fiir eine Eingabe (w,x) verifiziert, ob x ein Beweis (ein Zeuge) fiir
sw € L“ ist. A verifiziert erfolgreich (w € V(A)), wenn es einen Beweis z fiir
,w € L gibt mit |z| < p(|w]). Die Gleichheit V(A) = L fordert die Existenz
eines Beweises z fir ,w € L* mit |z| < p(|w]) fiir jedes w € L.

Beispiel 6.1. Ein O(n?)-Verifizierer A fiir SAT kann wie folgt arbeiten. Fiir
jede Eingabe (w, x) iiberpriift A zuerst, ob w die Kodierung einer Formel ®,, in
KNF ist. Falls nicht, verwirft A die Eingabe (w, x). Ansonsten berechnet A die
Anzahl n der in ®,, vorkommenden Variablen und iiberpriift ob die Lénge von
x € {0,1}* mindestens n ist. Falls x kiirzer ist als n, verwirft A seine Eingabe.
Falls |z| > n, interpretiert A die ersten n Bits von x als eine Belegung der
Variablen in ®,, und iiberpriift, ob diese Belegung die Formel ®,, erfiillt.

Beispiel 6.2. Eine k-Clique eines Graphen G mit n Knoten, k < n, ist ein
vollstandiger Teilgraph von k& Knoten in G. Sei

CLIQUE = {z#y|z,y € {0,1}", 2 kodiert einen Graphen G,,
der eine Nummer (y)-Clique enthélt}.

Ein Polynomialzeit-Verifizierer B fiir CLIQUE arbeitet wie folgt. Fiir jede
Eingabe (w, z) tiberpriift B, ob w = z#y, wobei = die Kodierung eines Gra-
phen G, und y € (Zpo01)* ist. Falls nicht, verwirft B seine Eingabe. Falls ja
und G, n Knoten vy, ..., v, hat, iiberpriift B, ob Nummer(y) < n und |z| >
[logy(n+1)] - Nummer(y) gelten. Falls nicht, verwirft B seine Eingabe (w, 2).
Falls ja, interpretiert B das Prifix von z der Linge [logy(n+1)] - Nummer(y)
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als eine Kodierung von Nummer (y) Zahlen aus {1,2, ... ,n}. B verifiziert, ob es
sich um Nummer(y) unterschiedliche Zahlen i1, 1o, ..., 1 Nummer (y) handelt und
ob die Knoten v;,, viy, . . ., Viy,000(,, €i0€0 vollstéindigen Graphen in G bilden.
Falls ja, akzeptiert B die Eingabe (w, z), ansonsten verwirft B die Eingabe.

Aufgabe 6.17. Beschreiben Sie einen Polynomialzeit-Verifizierer fiir die Sprache

COMPOSITE = {z € (Zpool)” | Nummer(z) ist keine Primzahl }.

Aufgabe 6.18. Beschreiben Sie einen Polynomialzeit-Verifizierer und eine polynomielle
NTM fiir die Sprache HK (das Problem der Hamiltonschen Kreises aus Beispiel 2.4).

Die folgende Behauptung zeigt, dass man jede polynomielle NTM in eine dqui-
valente NTM umwandeln kann, die alle nichtdeterministischen Entscheidungen
am Anfang macht und dann nur die Richtigkeit des Geratenen verifiziert.

Satz 6.8. VP = NP.

Beweis. Wir beweisen VP = NP durch die zwei Inklusionen NP C VP und
VP C NP.

(i) Zuerst zeigen wir NP C VP.

Sei L € NP, L C ¥* fiir ein Alphabet X. Damit ist L = L(M) fiir eine

polynomielle NTM M mit Timey(n) € O(n*) fiir ein &k €  — {0}. Ohne

Einschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir voraussetzen, dass M fiir jedes

Argument eine Wahl aus hochstens zwei Moglichkeiten hat. Wir beschreiben

jetzt einen Verifizierer A, der fiir eine Eingabe (z,¢) € ¥* X (3po01)* wie folgt

arbeitet;:

(a) A interpretiert ¢ als einen Navigator fiir die Simulation der nichtdeter-
ministischen Entscheidungen von M. A simuliert schrittweise die Arbeit
von M auf z. Falls M eine Wahl zwischen zwei Moglichkeiten hat, dann
wahlt A die erste Moglichkeit, falls das néchste Bit von ¢ eine 0 ist, und
A nimmt die zweite Moglichkeit, wenn das néchste Bit von ¢ eine 1 ist.
(Dies ist eine Strategie, um eine Berechnung von M auf x eindeutig durch
ein Wort zu bestimmen, die dhnlich zu der Strategie im Beweis des Satzes
6.5 ist.)

(b) Falls M noch eine nichtdeterministische Wahl hat, aber schon alle Bits
von ¢ verbraucht sind, dann héilt A und verwirft die Eingabe (z, ¢).

(c) Falls A es schafft, die durch ¢ bestimmte Berechnung von M auf z voll-
standig zu simulieren, dann akzeptiert A seine Eingabe (z, ¢) genau dann,
wenn M das Wort x in der durch ¢ bestimmten Berechnung akzeptiert.
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Wir zeigen jetzt, dass A ein Polynomialzeit-Verifizierer mit V(A) = L(M) ist.
Falls x € L(M), dann lduft die kiirzeste akzeptierende Berechnung C), von
M auf x in der Zeit O(|z|*). Dann aber existiert ein Zertifikat (Navigator) c
mit |¢| < |Ch ., das die Berechnung Cyy, bestimmt. Weil A jeden Schritt von
M in einem Schritt simuliert, lduft die Berechnung von A auf (x, ¢) in der Zeit
O(|z[").

Falls x ¢ L(M), existiert keine akzeptierende Berechnung von M auf x, und
so verwirft A die Eingaben (z,d) fiir alle d € (Xpoo1)*-

Damit ist A ein O(n*)-Verifizierer mit V (A) = L(M).

(ii) Wir zeigen jetzt VP C NP.

Sei L € VP, . C ¥* fiir ein Alphabet . Dann existiert ein Polynomialzeit-
Verifizierer A mit V(A) = L. Wir betrachten eine NTM M, die auf jeder
Eingabe x € >* wie folgt arbeitet.

(a) M generiert nichtdeterministisch ein Wort ¢ € (Xp001)*

(b) M simuliert schrittweise die Arbeit von A auf (z,¢).

(¢c) M akzeptiert z genau dann, wenn A seine Eingabe (z, ¢) akzeptiert.
Offensichtlich ist L(M) = V(A) und Timey (z) < 2 - Timea(z,¢) fiir jedes
x € L(M) und einem kiirzestem Zeugen ¢ € (Xp001)* von o € L(M). Somit
arbeitet M in polynomieller Zeit und es gilt L € NP.

O

Nach Satz 6.8 ist die Klasse NP die Klasse aller Sprachen L, die fiir jedes
x € L einen in |x| polynomiell langen Beweis von ,z € L* haben, welchen man
deterministisch in polynomieller Zeit beziiglich |x| verifizieren kann.

6.6  NP-Vollstindigkeit

Im Unterschied zur Theorie der Berechenbarkeit, bei der man iiber gut ausge-
arbeitete Methoden zur Klassifizierung der Probleme in algorithmisch 16sbare
und algorithmisch unlésbare verfiigt, hat man in der Komplexitétstheorie keine
mathematischen Methoden zur Klassifizierung konkreter Probleme beziiglich
der praktischen Losbarkeit (der Zugehorigkeit zu P) gefunden. Es fehlen aus-
reichend starke Techniken, um untere Schranken fiir die Komplexitdt konkre-
ter Probleme zu beweisen. Wie weit man von einem Beweis einer Aussage,
dass ein konkretes Problem nicht in polynomieller Zeit losbar ist, entfernt
ist, zeigt die folgende Tatsache. Die hochste bekannte untere Schranke fiir die
Zeitkomplexitdt von Mehrband-Turingmaschinen zur Losung eines konkreten
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Entscheidungsproblems aus NP ist die triviale untere Schranke® Q(n) (man
kann bisher noch nicht einmal eine untere Schranke Q(n - logn) fiir irgendein
Problem aus NP beweisen), obwohl fiir tausende Probleme aus NP die schnell-
sten bekannten Algorithmen in exponentieller Zeit laufen. Wir sind also bei
vielen Problemen, von denen wir glauben, dass Q(2") eine untere Schranke
fiir die Zeitkomplexitét ist, nicht imstande, eine hohere Schranke als Q(n) zu
beweisen.

Um diese Liicke zwischen der beweistechnischen Realitéit und dem Gewiinsch-
ten zumindests teilweise zu iiberwinden, iiberlegten die Forscher, ob man eine
Methodik zur Klassifizierung von Problemen beziiglich praktischer Losbar-
keit entwickeln konnte, wenn man sich eine zusétzliche, zwar unbewiesene
aber glaubwiirdige, Annahme erlaubt. Dies fithrte zu dem Konzept der NP-
Vollstandigkeit, dass eine solche Klassifizierung von Problemen unter der Vor-
aussetzung P C NP ermoglicht. Das Ziel dieses Abschnittes ist es, dieses Kon-
zept vorzustellen.

Zuerst diskutieren wir die Glaubwiirdigkeit der Annahme P C NP. Den theore-
tischen Hintergrund fiir diese Annahme haben wir im Abschnitt 6.5 vermittelt.
Man glaubt nicht, dass die Beweisverifizierung den gleichen Schwierigkeitsgrad
wie die Beweiserzeugung hat. Weiterhin sieht man trotz grofler Miihe keine
andere Moglichkeit, nichtdeterministische Algorithmen deterministisch zu si-
mulieren, als systematisch alle nichtdeterministischen Berechnungen zu iiber-
priifen. Weil aber die nichtdeterministischen Berechnungsbidume in ihrer Tiefe
exponentiell viele Berechnungen beinhalten konnen und die Tiefe des Bau-
mes der Zeitkomplexitéat entspricht, scheint ein exponentielles Wachstum der
Zeitkomplexitit bei einer solchen deterministischen Simulation unvermeidbar.

Ein praktischer Grund fiir die Annahme P C NP basiert auf der 40-jéhri-
gen Erfahrung in der Algorithmik. Wir kennen mehr als 3000 Probleme in NP,
viele davon sehr intensiv untersucht, fiir die die besten bekannten deterministi-
schen Algorithmen eine exponentielle Komplexitit haben. Die Algorithmiker
halten es nicht fiir sehr wahrscheinlich, dass dieser Zustand nur eine Folge ih-
rer Unfihigkeit ist, existierende effiziente Algorithmen fiir diese Probleme zu

finden.

Wir setzen jetzt P C NP fiir den Rest dieses Abschnittes voraus. Wie kann uns
das helfen, Resultate der Art L ¢ P zu zeigen? Die Idee ist, eine Klasse von
schwersten Problemen in NP zu spezifizieren. Die Spezifikation muss so erfol-
gen, dass die Zugehorigkeit eines der schwersten Probleme in P automatisch
P = NP fordert. Weil wir P # NP vorausgesetzt haben, diirfte dann keines

8Die Zeit, die man braucht, um iiberhaupt die ganze Eingabe einmal zu lesen.
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der schweren Probleme in P sein.

Ahnlich wie in der Theorie der Berechenbarkeit nutzen wir jetzt den klassischen
mathematischen Ansatz der Reduktion zur Definition der schwersten Probleme
in NP. Ein Problem L aus NP ist schwer, wenn man jedes Problem aus NP
effizient auf L reduzieren kann.

Definition 6.10. Seien Ly C X7 und Ly C 35 zwei Sprachen. Wir sagen, dass
L, polynomiell auf L, reduzierbar ist, Ly <, Lo, falls eine polynomielle
TM (ein polynomieller Algorithmus) A ezistiert (Fig. 6.3), der fir jedes Wort
x € % ein Wort A(x) € 3% berechnet®, so dass

S L1 4 A(SL‘) € Lo.
A wird eine polynomielle Reduktion von Ly auf Lo genannt.

Wir sehen, dass man die Reduktion <, aus der Reduktion <gg durch die
zusitzliche Forderung der Effizienz der Reduktion erhélt (Fig. 6.3). Wieder
bedeutet L; <, Lo, dass L, mindestens so schwer (in Bezug auf die Losbarkeit
in polynomieller Zeit) wie L, ist.

Definition 6.11. Eine Sprache L ist NP-schwer, falls fiir alle Sprachen L' €
NP gilt L' <, L.

Eine Sprache L ist NP-vollstindig, falls

(i) L€ NP, und
(i1) L ist NP-schwer.

Die Menge der NP-vollstdndigen Sprachen betrachten wir jetzt als die ge-
suchte Teilklasse von schwersten Entscheidungsproblemen in NP. Die folgende
Behauptung zeigt die gewiinschten Eigenschaften der schwersten Probleme in
NP — die leere Schnittmenge zwischen P und der Menge der NP-vollstdndigen
Sprachen, falls P C NP (Fig. 6.4).

Lemma 6.7. Fulls L € P und L ist NP-schwer, dann P = NP.

Beweis. Sei L eine NP-schwere Sprache und sei L € P. L € P impliziert die
Existenz einer polynomiellen TM M mit L = L(M). Wir beweisen, dass fiir
jede Sprache U € NP, U C ¥* fiir ein Alphabet X, eine polynomielle MTM
Ay mit L(Ay) = U existiert und deshalb U € P.

9Man bemerke, dass |A(x)| polynomiell in |z| ist, weil A in polynomieller Zeit arbeitet.
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C
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Fig. 6.3
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NP-vollstdndige Sprachen

Fig. 6.4

Da U <, L fiir jede Sprache U € NP, existiert eine polynomielle TM By, so
dass

re U<« By(x) € L.
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Wir beschreiben jetzt eine polynomielle MTM Ay mit L(Ay) = U. Fiir jede
Eingabe x € ¥* arbeitet Ay wie folgt.

(i) Ay simuliert die Arbeit von By auf 2 und berechnet By (z).

(ii) Ay simuliert die Arbeit von M auf By (x). Ay akzeptiert x genau dann,
wenn M das Wort By () akzeptiert.

Weil z € U < By(x) € L, gilt L(Ay) = U. Da Timea, () = Timeg, (x) +
Timey; (By(x)), |By(x)| polynomiell in z ist, und die Turingmaschinen By und
M in polynomieller Zeit arbeiten, arbeitet auch Ay in polynomieller Zeit. O

Wir haben jetzt die gewiinschte Definition der schwersten Probleme in NP,
vorausgesetzt, dass die Klasse der NP-vollstandigen Sprachen nicht leer ist. Der
néichste Satz zeigt, dass diese Gefahr nicht besteht, weil SAT NP-vollstandig
ist.

Die NP-Schwere von SAT sagt aus, dass die Ausdrucksstiarke von Boole’schen
Formeln in KNF sehr hoch ist, weil man fiir jede Sprache L € NP die Frage ,,Ist
xin L7 als die Frage, ob eine bestimmte Formel erfiillbar ist, ausdriicken kann.
Die Ausdrucksstarke von Formeln alleine sollte aber nicht iiberraschend sein,
weil man durch Formeln beliebige Texte beschreiben kann, und diese Texte
konnen beliebige Objekte wie Sétze, Beweise, Berechnungen usw. darstellen.
Wir illustrieren dies jetzt an einem kleinen Beispiel. Wir wollen eine Boole’sche
Formel in KNF konstruieren, die es ermdoglicht, Matrizen der Grofie 3 x 3 iiber
{=1,0,1} zu beschreiben. Sie ist genau dann erfiillbar, wenn die Matrix in
jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine 1 enthilt. Dazu wihlen wir uns
fir alle ¢,7 € {1,2,3} und alle k € {—1,0,1} die Variablen x;;; mit deren
Belegung wir dank folgender Bedeutung der 27 betrachteten Variablen eine
beliebige 3 x 3 Matrix A = (a;;); j=1,23 tber {—1,0,1} darstellen kénnen.

Tij1 = 1 < wenn Ai5 = 1

Tijo = 1 & wenn A5 = 0

Tij—1 = 1 < wenn A5 = -1
Damit kann man die Matrix
1 0
-1 0
0 1

o = O

durch die folgende Belegung der 27 Variablen eindeutig bestimmen:
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z111=L2110=0,211,-1 =0,2121=0,2120=1,212,1 =0,
2131 =0,7130=1,213-1=0,2211=0,2210=0,221,1=1,
221 =0,7220=1,2221=0,2931=1,2230=0,223_1=0,
2311 =0,2310=1,231,-1=0,2321 =1,2320=0,232 1 =0,
331 =0,2330=1,233_1=0.

Wir bemerken, dass es auch Belegungen gibt, die keine Matrix darstellen. Zum
Beispiel ist die Belegung x;11 = 1 = 21,19 so zu interpretieren, dass a;; beide
Werte 1 und 0 annimmt, was nicht zuldssig ist. Um dieses auszuschlieflen,
konstruieren wir zuerst eine Formel, die nur fiir die Belegungen erfiillt ist, die
eine 3 x 3 Matrix tiber {—1,0,1} bestimmen (d.h., jede Position der Matrix
enthélt genau einen Wert). Fiir alle ¢, j € {1,2,3} garantiert die Formel

Fij = @ijaVaoigoVag1)A

(Ziga V Tijo) A (Zija V Tij—1) A(ZijoV Tij—1)

dass genau eine der Variablen z; ;1,2 ;0,2 ;-1 den Wert 1 annimmt!® und
so der Inhalt der Position (i, j) der Matrix eindeutig bestimmt ist. Somit be-
stimmt jede Belegung, die die Formel

(I) == /\ E,j

1<i,j<3

erfiillt, eindeutig eine 3 x 3 Matrix iiber {—1,1,0}.

Fiir 1 = 1, 2, 3 garantiert die Formel

Zi = (211 VTiza Vi)

(Zitg V Tign) A (Tina V Tiga) A (Tio1 V Tisa)
dass die i-te Zeile genau eine Eins enthélt. Analog garantiert

Sj == (xl,j,l V xg’j,l V $37j71) A

(Trga V Zo1) A (141 V 1) A (T V T351)
fiir 7 = 1,2, 3, dass die j-te Spalte genau eine Fins enthélt.

ODie elementare Disjunktion i1 V Zijo V x;5—1 garantiert, dass mindestens eine der
Variablen wahr ist. Die elementare Disjunktion (Z; ;1 V Z; j0) garantiert, dass mindestens
eine der Variablen z; ;1 und x; j o den Wert 0 annimmt.
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Somit ist

on Nz~ N\ S

i=1,2,3 §=1,2,3
die gesuchte Boole’sche Formel in KNF.

Aufgabe 6.19. Geben Sie eine Menge von Boole’schen Variablen an, mit der man jede
Situation (Konfiguration) auf einem Schachbrett eindeutig bestimmen kann. Beschreiben Sie
die Konstruktion einer Formel iiber diesen Variablen, die genau dann erfiillt ist, wenn auf
dem Schachbrett genau acht Damen (und keine anderen Figuren) stehen, die sich gegenseitig
nicht bedrohen.

Mit der oben beschriebenen Strategie kann man Texte auf einem Blatt Papier
beschreiben. Das Blatt kann man sich als eine passende n x m Matrix {iber
Elementen aus Yrastatar vorstellen. Dann reichen n - m - |Erastatur| Boole’sche
Variablen, um dieses Ziel zu realisieren.

Anufgabe 6.20. Bestimmen Sie eine Menge von Variablen, mit denen man jede Textseite
der Grofle 33 x 77 darstellen kann. Beschreiben Sie die Konstruktion einer Formel mit genau
einer erfiillbaren Belegung, die dem Text auf der zweiten Seite des Buches ,, The Design and
Analysis of Computer Algorithms* von Aho, Hopcroft und Ullman entspricht.

Wir sehen also, dass wir durch Formeln beliebige Texte und somit auch Konfi-
gurationen einer TM darstellen kénnen. Der Kern des Beweises des folgenden
Satzes liegt darin, dass wir zusétzlich auch inhaltliche semantische Zusam-
menhénge des Textes, z.B. wie eine Konfiguration in einem Berechnungsschritt
einer TM aus einer anderen Konfiguration erreichbar ist, durch die Erfiillbar-
keit einer Formel ausdriicken kénnen. Wichtig ist dabei noch, dass man solche
Formeln effizient algorithmisch konstruieren kann, was auch bedeutet, dass
die Formel nicht zu lang im Bezug auf das Eingabewort der beschriebenen
Berechnung ist.

Satz 6.9.* Satz von Cook
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis. Im Beispiel 6.1 (siehe auch Fig 6.2) haben wir schon bewiesen, dass
SAT in VP=NP liegt.

Es bleibt zu zeigen, dass alle Sprachen aus NP auf SAT polynomiell reduzierbar
sind. Aus der Definition der Klasse NP folgt, dass fiir jede Sprache L € NP eine
NTM M mit L(M) = L und Timey(n) € O(n°) fiir ein ¢ €  existiert (d.h.,
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M ist eine endliche Darstellung von L, die wir als Eingabe fiir die folgende
polynomielle Reduktion benutzen diirfen). Es reicht also zu zeigen:

LFiir jede polynomielle NTM M gilt L(M) <, SAT.“

Sei M = (Q, %, 1,0, qo, Gaccept » Greject) €ine beliebige NTM mit Timey, (n) < p(n)
fir ein Polynom p. Sei @ = {qo,q1,---,¢s—1, s}, WObel ¢s—1 = Greject und g5 =
Qaccept, und sei I' = {X;,..., X,,}, X,,, = ;. Wir entwerfen eine polynomielle
Reduktion By : £ = (Ziogic)*, so dass fiir alle z € ¥* :

x € L(M) < By(x) € SAT

Sei w ein beliebiges Wort aus ¥*. By, soll eine Formel Bj,(w) konstruieren, so
dass

w € L(M) < By(w) ist erfiillbar.

Das bedeutet, dass wir eine Formel konstruieren miissen, die alle Moglichkeiten
der Arbeit von M auf w beschreibt. Die Idee ist, die Bedeutung der Variablen so
zu wihlen, dass eine Beschreibung einer beliebigen Konfiguration zu einem be-
liebigen Zeitpunkt moglich ist. Wir wissen, dass Space,,(|w|) < Timey(|w|) <
p(Jw|) und somit jede Konfiguration hichstens die Linge p(|w|) + 2 hat!!, was
fiir die gegebene Eingabe w eine feste Zahl aus  ist. Um uns die Beschreibung
zu vereinfachen, stellen wir jede Konfiguration

(¢Y1Ya...Yi1qY;...Yy)
fiir d < p(|wl) als

(Yo, . YiiaqYi . YoV .. Yy(u))

dar, wobei Y1 = Yy0 = ... = Yj(u)) = u. Somit haben alle Konfiguratio-
nen die gleiche Bandlange p(|w|) + 1. Um uns die Suche nach einer akzep-
tierenden Konfiguration zu erleichtern, erweitern wir 0 durch 0(gaccept, X) =
(Qaccept, X, V). Damit bleibt M nach dem Erreichen des akzeptierenden Zu-
standes Qaccept Weiter i Gaccept, Ohne eine Anderung vorzunehmen. Um die
Zugehorigkeit von w zu L(M) zu entscheiden, reicht es dann aus zu testen, ob
eine der Konfigurationen, die nach p(|w|) Schritten von M erreicht wird, den
Zustand @uecept enthilt.

Die Formel By (w) wird aus folgenden Variablenklassen entstehen:

1Die Konfiguration enthilt den Inhalt der Bandpositionen 0, ..., p(Jw|) und den Zustand.
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o C(i,g,t) fir 0 <i<p(Jw|), 1 <j<m,0<t<p(w|).

Die Bedeutung von C(i, j,t) ist wie folgt:

C(i,j,t) = 1 < Die i-te Position des Bandes von M enthélt das Arbeitssymbol

X, zum Zeitpunkt ¢ (nach ¢ Berechnungsschritten).

Wir beobachten, dass die Anzahl solcher Variablen genau m - ((p(|w]) + 1)? €

O((p(Jwl))?) ist.

o S{k,t) fir 0 <k <s, 0<t<p(uw|).

Die Bedeutung der Boole’schen Variable S(k,t) ist:

S(k,t) =1 < Die NTM M ist im Zustand g, zum Zeitpunkt ¢.

Die Anzahl solcher Variablen ist (s + 1) - (p(Jw]) + 1) € O(p(Jw])).

e H(i,t) fir 0 <i <p(|lw]), 0 <t <p(lwl]).

Die Bedeutung von H (i, t) ist:

H{i,t) =1 < Der Kopf von M ist auf der i-ten Position des Bandes zum
Zeitpunkt t.

Es gibt genau (p(Jw|) +1)* € O((p(|w]))?) solcher Variablen.

Wir beobachten, dass wir durch die Belegung aller Variablen mit Werten fiir
ein festes ¢ die Beschreibung einer beliebigen Konfiguration bekommen kénnen.
Zum Beispiel ldsst sich die Konfiguration

(XJOle e 'in—l qTin e 'ij(\w”)

beschreiben durch:

C(0, jo,t) = C(1,j1,t) = ... = C{p(|w|), Jp(u)),t) = 1 und C(k,1,t) = 0 fiir
alle restlichen Variablen aus dieser Klasse;

H{i,t) =1 und H(j,t) =0 fiir alle j € {0,1,...,p(Jw|)},j # 4;

S(r,ty =1und S(l,t) =0 fur allel € {0,1,...,s}, [ #r.

Wenn wir fiir jeden Zeitpunkt ¢ eine Konfiguration angeben, haben wir also
die Moglichkeit, eine beliebige Berechnung von p(Jw|) Schritten von M auf w
durch die passende Belegung der Variablen zu beschreiben. Es ist wichtig, auch
zu beobachten, dass es Belegungen der betrachteten Variablen gibt, die keine
Interpretation auf der Ebene von Berechnungen von M auf w haben. So wiirde
z.B. S(1,3) = 5(3,3) = S(7,3) = 1 und C(2,1,3) = C(2,2,3) = 1 bedeuten,
dass M im Zeitpunkt 3 (nach drei Berechnungsschritten) gleichzeitig in drei
Zusténden q1, g3, g7 ist und die zweite Position des Bandes das Symbol X;
sowie das Symbol X5 enthiilt. Diese Belegung fiir ¢ = 3 entspricht also keiner
Konfiguration.

Die Situation kann man sich auch so vorstellen, als ob man ein Blatt Papier
der Grole (p(Jw]) +2) x (p(Jw|) + 1) hétte und die Belegung der Variablen
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bestimmen wiirde, welche Buchstaben auf jede Position (7, 7), 0 <14, j < p(|w|),
geschrieben werden. Es kann ein unsinniger Text entstehen, aber es gibt auch
Belegungen, bei denen jede Zeile des Blattes eine Konfiguration beschreibt
und Belegungen, bei denen diese Folge von Konfigurationen einer Berechnung
entspricht. Diese Situation ist in Fig. 6.5 schematisch dargestellt.

Unsere Aufgabe ist jetzt, eine Formel Bj/(w) in KNF iiber den Variablen
C(i,j,t), S(k,t) und H(i,t) so zu konstruieren, dass gilt

By(w) ist erfiillbar < es existiert eine akzeptierende Berechnung
von M aufw.

By konstruiert die Formel By(z) = ANABACADANEAF AG in KNF in
folgenden sieben Schritten. Um die Konstruktion anschaulich und iibersichtlich
zu machen, beschreiben wir zuerst die Bedeutung der einzelnen Formeln A, B,

C,D, E, Fund G.

A: A soll sicherstellen, dass der Kopf zu jedem Zeitpunkt genau auf einer
Position des Bandes steht (d.h., A soll genau dann erfiillbar sein, wenn genau
eine der Variablen H (i, t) den Wert 1 hat fiir alle festen ).

B: Zu jedem Zeitpunkt ist genau ein Arbeitssymbol auf jeder Position des
Bandes.

C: Zu jedem Zeitpunkt ist M in genau einem Zustand.

D: In jedem Schritt von M von einer Konfiguration zur néchsten kann nur
das Symbol gedndert werden, auf dem der Lesekopf steht.

E: Die Anderung des Zustandes, die Bewegung des Kopfes und die Anderung
des Bandinhalts in jedem Schritt muss einer moglichen Aktion der NTM M
(der Funktion J) entsprechen.

F: F garantiert, dass die Variablen mit ¢ = 0 genau die Anfangskonfiguration
von M auf w bestimmen.

G: G garantiert, dass die letzte (((p(|w|) +1)-te) Konfiguration eine akzeptie-
rende Konfiguration ist.

Wir sehen, dass die Erfiillbarkeit von A A B A C garantiert, dass unser Blatt
in den Zeilen nur Konfigurationen enthélt. Der Teil D A E von By (z) soll
sicherstellen, dass unser Blatt zusétzlich eine Berechnung von M beschreibt.
F garantiert, dass diese Berechnung eine Berechnung von M auf w ist, und G
garantiert, dass diese Berechnung in gyecepr endet.

In unserer Konstruktion werden wir 6fter eine Formel von mehreren Variablen
brauchen, die den Wert 1 genau dann annimmt, wenn genau eine der Variablen
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Anfangskonfiguration 0
erste Konfiguration | 7eit
zweite Konfiguration 2
dritte Konfiguration 3
p(Jwl)-te Konfiguration
0 1 p(lw]) +1
Bandpositionen (Zusténde, Kopfpositionen)
Fig. 6.5
den Wert 1 hat. Seien x4, s, . . ., x, Boole’sche Variablen. Die folgende Formel

in KNF hat die gewiinschte Eigenschaft beziiglich a1, x5, ..., x,:

Ulzr, 2,y 2n) = (@ Vo V.. Vo) A N\ (@ VE))

1<ij<n
i

Der erste Teil der Formel z; V 25 V ... V x,, garantiert, dass mindestens eine
der Variablen x1,x», ...z, auf 1 gesetzt werden muss, um U zu erfiillen. Weil
der zweite Teil der Formel die elementare Disjunktion z; V 7; fiir alle Paare
i,j € {1,...,n},i # j enthilt, diirfen z; und z; nicht zugleich den Wert 1
annchmen. Daher garantiert der zweite Teil der Formel, dass hochstens eine
Variable aus {z1,...,z,} den Wert 1 annehmen darf. Wir bemerken, dass die
Lénge der Formel U(xy, x9,. .., x,) quadratisch in der Anzahl n der Variablen
ist.
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Jetzt konstruieren wir nacheinander die Formeln A, B,C, D, E, F und G.

(a) Fiir jedes t € {0,1,2,...,p(Jw|)} definieren wir

Ay = U(H{0,8), H(1, 1), ..., Hp(lw]),t)).

Ay ist nur dann erfiillt, wenn sich der Lesekopf von M zum Zeitpunkt ¢ genau
auf einer Position i € {0,1,...,p(|w|)} des Bandes befindet. Die Erfiillung der
Formel

A=AgANA A AN Ay = N\ A
0<i<p(|w|)

garantiert, dass sich der Lesekopf zu jedem Zeitpunkt ¢ € {0,1,...,p(|w]|)} auf
genau einer Position des Bandes befindet. Die Anzahl der Literale in A ist in
O((p(|w]))?), weil die Anzahl der Literale in A; quadratisch in p(|w|) + 1 ist.
(b) Fiir alle i € {0,1,2,...,p(Jw])}, t € {0,1,...,p(Jw|)} definieren wir

By, = U(Cli,1,1),C{i,2,1), ..., Cli,m, 1))

B, ist erfiillt, wenn die ¢-te Position des Bandes nach ¢ Berechnungsschritten
von M genau ein Symbol enthélt. Weil [I'| = m eine Konstante ist, ist die
Anzahl der Literale in B;; in O(1). Die Erfillung der Formel

B= A B
0<i,t<p(|wl)

garantiert, dass alle Positionen des Bandes zu jedem Zeitpunkt genau ein Sym-
bol enthalten. Die Anzahl der Literale in B ist offensichtlich in O((p(|wl))?).
(c¢) Wir definieren fiir alle ¢ € {0, 1,...,p(jw|)}

G, = U(S(0,8), S(1,8),...,S(s,1)).

Wenn eine Belegung von S(0,t),...,5(s,t) die Formel C; erfiillt, dann ist M
zum Zeitpunkt ¢ in genau einem Zustand. Weil |Q] = s+ 1 eine Konstante ist,
ist die Anzahl der Literale in C; in O(1). Offensichtlich garantiert uns

c= N\ ¢,
0<t<p(Jw|)

dass M zu jedem Zeitpunkt genau in einem Zustand ist. Die Anzahl der Literale
in C'ist in O(p(|w])).
(d) Die Formel

Diju = (C{i,j,t) < C(i, 4,6+ 1)) V H{i, 1)
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fir 0 < i < p(lw]),1 < j < m,0 <t < p(lw|) —1 sagt aus, dass ein nicht
gelesenes Symbol nicht gedndert werden darf (wenn H(i,t) = 0, dann muss
im néchsten Schritt das Symbol auf der i-ten Position unverdndert bleiben).
Offensichtlich kann man D; j, in eine KNF mit O(1) Literalen umwandeln.?
Die gesuchte Formel ist dann

D= N\ D

0<i<p(|wl)
1<j<m
0<t<p(lw])—1

und D enthilt O((p(|w]))?) Literale, da m eine Konstante ist.
(e) Wir betrachten fiir alle i € {0,1,2,...,p(Jw|)}, j € {1,...,m}, t €
{0,1,...,p(Jw)}, k€ {0,1,..., s} die Formel

Ei,j,k,t = C<Z7]7 t) \ H<27 t> \ S<k7 t)\/

V(C<i,jl,t + 1> A S<k’l,t—|— 1> VAN H(il, t+ 1>)
l

wobei [ iiber alle moglichen Aktionen der NTM M fiir das Argument (g, X;)
lauft, mit

(kavija Zl) € 5(Qkaxj)vzl € {L, R7 N} und

i =1+ @(Zl),(p(L) = _L(P(R) = 17()0(N) = 0.

E; j .+ kann man betrachten als die Disjunktion folgender vier Bedingungen:

— C(i,j,t), d.h. die i-te Position des Bandes enthélt nicht X; zum Zeitpunkt
t.
— H{i,t), d.h. der Kopf ist nicht auf der i-ten Position zum Zeitpunkt .

— S(k,t), d.h. M ist nicht im Zustand g, zum Zeitpunkt ¢.

— Die Anderung der t-ten Konfiguration entspricht einer moglichen Aktion bei
dem Argument (g, X;) und der Kopfposition 4.

Die Idee der Konstruktion von E; ;. ist jetzt offensichtlich: Wenn keine der
ersten drei Bedingungen erfiillt ist, dann ist (g, X;) das aktuelle Argument
fiir den (¢ + 1)-ten Schritt und der Kopf ist auf der i-ten Position des Bandes.
In diesem Fall miissen also die Anderungen genau nach der d-Funktion von M
fiir das Argument (g, X;) vorgenommen werden. Wenn man die [-te mogliche
Aktion (gx,, X;,, z) beim Argument (gx, X;) auswahlt, dann muss X; an der i-
ten Position durch X, ersetzt werden, der neue Zustand muss g, sein, und der
Kopf muss sich entsprechend dem z; bewegen. E; ; .+ beinhaltet O(1) Literale,

2Die Formel z <> y ist dquivalent zu der Formel (Z V y) A (z V 7). Somit ist D; ;. ¢
(CG,5,t) v O gyt + 1) Vv H iy 1) A(CG Gy t) V CGs iyt +1) vV H (i, 1))
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da [ eine Konstante ist, und deshalb hat auch die Umwandlung in KNF O(1)
Literale. Somit hat die gesuchte Formel

E= N\ Eij

0<4,t<p(|w|)
1<j<m
0<k<s

O((p(|w]))?) Literale.

(f) Die Anfangskonfiguration von M auf w muss auf dem Band ¢w haben, der
Kopf muss auf die 0-te Position des Bandes zeigen und M muss im Zustand
qo sein. Wenn w = X; X, ... X;, fir j, € {1,2,...,m}, n € und X; = ¢,
dann kann man die Anforderung, dass die Konfiguration zum Zeitpunkt 0 die
Anfangskonfiguration von M auf w ist, wie folgt ausdriicken:

F = 5(0,0) A H(0,0) A C(0,1,0)
n N Clgnoyn N\ Cldm,0)

1<r<n n+1<d<p(|wl|)

Die Anzahl der Literale in F ist in O(p(Jw|)) und F ist in KNF.
(g) Die einfache Formel

G = S(s, p(jwl))

garantiert, dass die letzte (p(|w|)-te) Konfiguration den Zustand gaccept enthélt.

Gemé$ der Konstruktion der Formel By, (w) ist es offensichtlich, dass By (w)
genau dann erfiillbar ist, wenn eine akzeptierende Berechnung von M auf w
existiert. Die Formel Bj;(w) kann algorithmisch aus den Daten M, w und
p(Jw|) generiert werden. Die Zeitkomplexitéit zur Berechnung von By (w) ist
asymptotisch in der Lange der Darstellung von By (w). Wie wir ausgerechnet
haben, ist die Anzahl der Literale in By (w) in O((p(|wl))?). Wenn wir By (w)
iber Yjgic darstellen, muss jede Variable binér kodiert werden. Weil die An-
zahl der Variablen in O((p(|w]))?) liegt, kann jede Variable durch O(log,(|w]))
Bits reprisentiert werden. Damit ist die Lénge von By (w) und somit die Zeit-
komplexitit von By in O((p(|wl]))? - logy(Jw])). Also ist By eine polynomielle
Reduktion von L(M) auf SAT. O

Im Beweis von Satz 6.9 haben wir gezeigt, dass alle Sprachen aus NP auf
SAT reduzierbar sind. Dies bedeutet nichts anderes, als dass man jede Instanz
eines Problems aus NP als das Problem der Erfiillbarkeit einer Formel darstel-
len kann. Daraus resultiert die Sichtweise, dass ,,die Sprache der Boole’schen
Formeln“ stark genug ist, um jedes Problem aus NP darzustellen.
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Die NP-Vollstindigkeit von SAT ist der Startpunkt!'® zur Klassifizierung der
Entscheidungsprobleme beziiglich ihrer Zugehorigkeit zu P. Um die NP-Voll-
stdndigkeit anderer Probleme zu beweisen, benutzen wir die Methode der Re-
duktion, die auf folgender Beobachtung basiert.

Lemma 6.8. Seien Ly und Ly zwei Sprachen. Falls Ly <, Ly und L, ist NP-
schwer, dann ist auch Ly NP-schwer.

Aufgabe 6.21. Beweisen Sie Lemma 6.8.

Im Folgenden benutzen wir Lemma 6.8, um die NP-Vollstdndigkeit einiger
Sprachen aus NP zu beweisen. Unser erstes Ziel ist zu zeigen, dass ,,die Sprache
der Graphen (Relationen)* auch ausdrucksstark genug ist, um jedes Problem
aus NP darzustellen. Zur Veranschaulichung der Argumentation werden wir
im Folgenden direkt mit Objekten wie Graphen und Formeln arbeiten, statt
streng formal iiber die Kodierungen von Graphen und Formeln zu sprechen.
Somit gilt

SAT = {®| ® ist eine erfiillbare Formel in KNF},
3SAT = {® | ® ist eine erfiillbare Formel in 3KNF},
CLIQUE = {(G,k) |G ist ein ungerichteter Graph,
der eine k-Clique enthélt}, und
VC = {(G,k)| G ist ein ungerichteter Graph mit einer
Knoteniiberdeckung der Méchtigkeit
hochstens kY,

wobei eine Knoteniiberdeckung eines Graphen G = (V, E) jede Menge von
Knoten U C V ist, so dass jede Kante aus £ mindestens einen Endpunkt in
U hat.

Sei @ eine Formel und sei ¢ eine Belegung der Variablen von ®. Im Folgenden
bezeichnen wir durch ¢(®) den Wahrheitswert von ® bei der Belegung ¢. Also
ist ® erfiillbar genau dann, wenn eine Belegung ¢ mit ¢(®) = 1 existiert.

Lemma 6.9. SAT <, CLIQUE.

IBSAT spielt also in der Komplexititstheorie eine #hnliche Rolle wie Lygjag in der Theorie
der Berechenbarkeit.
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Beweis. Sei ® = Fy AFy A\ ... AF,, eine Formel in KNF, F;, = (I;; VIV -V

Wir konstruieren eine Eingabe (G, k) des Cliquenproblems, so dass
® € SAT < (G, k) € CLIQUE.
Wir setzen

k=m

G = (V, E), wobei

V=A{[i,j]|1<i<m,1<j <k}, dh. wir nehmen einen Knoten fiir jedes
Auftreten eines Literals in @,

E = {{[i,j],[r,s]} | fiir alle [i,],[r,s] € V, miti # r und l;; # l,s}, d.h.
eine Kante {u, v} verbindet nur Knoten aus unterschiedlichen Klauseln,
vorausgesetzt das Literal von u ist nicht die Negation des Literals von v.

Betrachten wir die folgende Formel
b = (l’l \/132) AN (56'1 V Tq \/fg) N (fl \/I'3> N To.

Dann ist £ = 4 und der Graph ist in Fig. 6.6 dargestellt.

Fig. 6.6
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Es ist klar, dass (G, k) durch einen polynomiellen Algorithmus aus ® konstru-
iert werden kann.

Wir zeigen jetzt,
O ist erfillbar < G enthdlt eine Clique der Grifle k = m. (6.1)

Die Idee des Beweises ist folgende. Die Literale /;; und [, sind in G' verbun-
den, wenn beide aus unterschiedlichen Klauseln kommen (i # 7) und beide
gleichzeitig den Wert 1 annehmen koénnen. Somit entspricht eine Clique in G
der Belegungen von Variablen von @, die die Literale der Knoten der Clique
erfilllen (zu 1 auswerten). Z.B. bestimmt die Clique {[1,1],[2,1],[3,2], [4,1]}
in Fig. 6.6 die Belegung x; = 1, 3 = 1 und 7o = 1 (z2 = 0).

Wir beweisen die Aquivalenz (6.1) durch die zwei Implikationen.

(i) ,=“: Sei ® eine erfiillbare Formel. Dann existiert eine Belegung ¢, so dass
o(®) = 1. Es gilt p(F;) = 1 fiir alle i € {1,...,m}. Also existiert fiir jedes
ie{l,...,m} ein Index o; € {1,...,k;}, so dass ¢(l;n,) = 1. Wir behaupten,
dass die Knotenmenge {[i, ;] | 1 < i < m} einen vollstdndigen Teilgraphen
von G bildet.

Es ist klar, dass [1,a1],[2, 2], ... ,[m,a,,| aus unterschiedlichen Klauseln
sind.

Die Gleichheit l;,, = Zjaj fiir irgendwelche 4, j, i # j, impliziert w(lia;) 7# w(lja,)
fiir jede Belegung w, und deshalb ist ¢(liq,) = ©(lja,) = 1 nicht moglich. Also

ist lia, # ljo, fiir alle 2,5 € {1, ... ,m}, i # j, und {[i, ], [j, a;]}} € E fiir
alle 7,7 € {1, ...,m}, i # j. Somit ist {[i,a;] | 1 < i < m} eine Clique der
Grofie m.

(i) ,,<="“: Sei @ eine Clique von G mit k£ = m Knoten. Weil zwei Knoten durch
eine Kante in G nur dann verbunden sind, wenn sie zwei Literalen aus unter-
schiedlichen Klauseln entsprechen, existieren oy, as, . .., a4y, 0 € {1,2, ...k}
fir p=1,...,m, so dass {[1, 1], [2, 2], ..., [m, ]} die Knoten von @ sind.
Folgend der Konstruktion von G existiert eine Belegung ¢ der Variablen von
D, so dass ©(l1n,) = ©(l2a,) = -+ = @(lma,,) = 1. Das impliziert direkt
o(F1) = p(Fy) =+ = p(F,) =1 und so erfiillt ¢ die Formel ®.

Lemma 6.10. CLIQUE <, VC.

Beweis. Sei G = (V, E) und k eine Eingabe des Clique-Problems. Wir kon-
struieren eine Eingabe (G, m) des Vertex-Cover-Problems wie folgt:
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m=|V| -k
G = (V,E), wobei £ = {{v,u} | u,v € Vv # u,{u,v} ¢ E}.

Fig. 6.7 zeigt die Konstruktion des Graphen G aus einem gegebenen Graphen
G. Es ist klar, dass man diese Konstruktion in linearer Zeit realisieren kann.

(%1 U1

Vs (%)

Uy U3

Fig. 6.7
Um (G, k) € CLIQUE & (G, |V| — k) € VC* zu beweisen, reicht es zu zeigen
S C V ist eine Clique in G < V — S ist eine Knoteniiberdeckung in G.

In Fig. 6.7 sehen wir, dass die Clique {v1,v9,v5} von G die Knoteniiberdeckung
{v3,v4} in G bestimmt. Wir beweisen diese Behauptung durch zwei Implika-
tionen.

(i) ,=“: Sei S eine Clique in G. Also gibt es keine Kante zwischen den Knoten
aus S in G. Daher ist jede Kante aus G adjazent zu mindestens einem Knoten
in V — S. Also ist V — S eine Knoteniiberdeckung in G.

(ii) , < Sei C' C V eine Knoteniiberdeckung in G. Der Definition der Kno-
teniiberdeckung folgend ist jede Kante von G adjazent zu mindestens einem
Knoten aus C. Also gibt es keine Kante {u, v} in E fiir u,v € V —C. Deswegen
gilt {u,v} € E fir alle u,v € V—C, u # v. Somit ist V — C eine Clique in G.

O

Das folgende Resultat zeigt, dass das SAT-Problem schwer bleibt, auch wenn
man sich auf eine Teilklasse von Formeln beschrankt. Wir sagen, dass eine
Formel in 3KNF ist, falls sie in KNF ist und jede Klausel hochstens aus
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drei Literalen besteht. Das 3SAT-Problem ist zu bestimmen, ob eine For-
mel in 3KNF erfiillbar ist. Im Folgenden betrachten wir eine Belegung ¢ von
Boole’schen Variablen aus einer Menge X = {x1,...,2,} als eine Abbildung
0: X = {0,1}. Sei Y = {y1,...,y,} eine Menge Boole’scher Variablen. Wir
sagen, dass w : X UY — {0,1} eine Erweiterung von ¢ : X — {0,1} ist,
falls w(z) = ¢(2) fiir alle z € X.

Lemma 6.11. SAT <, 35AT.

Beweis. Sei F'= Fy AN Fy A ... A F,, eine Formel in KNF iiber einer Menge
von Boole’schen Variablen {zy, ..., x,}. Wir konstruieren eine Formel C' in
3KNF (alle Klauseln enthalten hochstens 3 Literale), so dass

F ist erfiillbar (F' € SAT) < C ist erfullbar (C' € 3SAT).

Die polynomielle Reduktion fithren wir fiir jede der Klauseln F1, . .., F}, einzeln
wie folgt durch:

Falls F; weniger als 4 Literale enthélt, dann setzen wir C; = F;. Sei F; =
2 V2V Vzemitk >4,z € {x,T1, -, 20, Tpn }

Wir konstruieren C; iiber Variablen {1, ... ,2u,¥i1,%i2,-.-,Yik—3}, wobei
Yis Yi2s - - > Yik—s Deue Variablen sind, die bei der Konstruktion von C; mit
j # i nicht benutzt wurden.

Ci = (1V2aVyi) AT V2 Vi) ATz V2V i)
NN Tigea V22V Yik-3) N Tig-3 V 261V 2).
Z.B. fir F;, =7, Va3V TV 27V Ty erhalten wir
Ci = (fl V I3 V y@l) A (yi,l \/EQ V yi,Q) AN (gi,Z V XTr \/fg).

Um zu zeigen, dass F' = F; A --- A F},, genau dann erfiillbar ist, wenn C' =
Ci1 A -+ A\ Cy, erfiillbar ist, reicht es, die folgende Behauptung zu beweisen.

FEine Belegung ¢ der Variablen aus {x1, ... ,x,} erfillt F; < es
ezistiert eine Erweiterung ¢’ von ¢ auf{x1, ... ,Tn,Yi1, -, Yik-3},
die C; erfiillt.
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(i) ,,=: Sei ¢ eine Belegung der Variablen in {z1, zs, ..., z,}, so dass ¢(F;) =

1. Also existiert ein j € {1,...,k} mit ¢(z;) = 1. Wir nehmen ¢’ : {z1,...,2,,

Yits - Yik—st — {0,1}, so dass

(a) @(z) =¢'(x;) firl=1,...,n,

(b) ¢'(yin) =+ =¢'(yij—2) =1, und

(©) ¢ Wij-1) == ¢ (Yir-s3) = 0.

Weil ¢'(z;) = 1, ist die (j — 1)-te Klausel von C; erfiillt. ¢'(y; ) = 1 garantiert

die Erfillung der r-ten Klausel von C; fir r = 1,...,7 — 2. ¢'(y;5) = 0 (d.h.

U;s = 1) garantiert die Erfiillung der (s + 1)-ten Klausel von Cj fiir s =

j—1,4,...,k— 3. Damit erfiillt ¢’ alle k — 2 Klauseln von Cj;.

(ii) ,<=“: Sei ¢ eine Belegung, so dass ¢(F;) = 0. Wir beweisen, dass keine

Erweiterung ¢’ von ¢ existiert, so dass ¢'(C;) = 1. ¢(F;) = 0 impliziert p(z1) =

©(z9) = -+ (z) = 0. Also muB man, um die erste Klausel zu erfiillen, fiir y;,

den Wert 1 einsetzen. Dann ist ¢'(7;;) = 0 und ¢'(y;2) mufl 1 sein, um die

zweite Klausel zu erfiillen. Auf diese Weise bekommen wir ¢'(y; 1) = ¢'(yi2) =
- = ¢ (yix—3) = 1, um diese ersten k — 3 Klauseln zu erfiillen. Dann ist

aber ¢'(7;;_3) = 0, und weil p(z,_1) = @(z) = 0, bleibt die letzte Klausel

unerfiillt.

Aufgabe 6.22. Beweisen Sie folgende polynomielle Reduktionen:

(i) VC <, CLIQUE.
(ii) 3SAT <, VC.

Das Konzept der NP-Vollsténdigkeit entwickelte sich zu der Basismethode zur
Klassifizierung der Schwierigkeit von algorithmischen Problemen. Wir kennen
heute mehr als 3000 NP-vollstédndige Probleme. Das vorgestellte Konzept der
NP-Vollstandigkeit funktioniert aber nur fiir Entscheidungsprobleme. Im Fol-
genden wollen wir dieses Konzept so modifizieren, dass es auch zur Klassi-
fizierung von Optimierungsprobleme geeignet ist. Dazu brauchen wir zuerst
Klassen von Optimierungsproblemen, die &hnliche Bedeutung wie die Klassen
P und NP fiir Entscheidungsprobleme haben. Wir beginnen mit der Klasse
NPO als Analogie zur Klasse NP fiir Optimierungsprobleme.

Definition 6.12. NPO ist die Klasse der Optimierungsprobleme, wobei
U= (2,%0,L, M, cost, goal) € NPO,

falls folgende Bedingungen erfillt sind:
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(i) LeP
{Es kann effizient verifiziert werden, ob ein x € ¥} eine zuldssige Eingabe
ist.},
(ii) es existiert ein Polynom py, so dass
(a) fiir jedes x € L und jedes y € M(z), |y| < pu(|z|)
{Die Grdfie jeder zuldssigen Lisung ist polynomiell in der Einga-
begrife.},
(b) es existiert ein polynomieller Algorithmus A, der fir jedes y € 3%
und jedes x € L mit |y| < py(|z|) entscheidet, ob y € M(z) oder
nicht.

(i1i) die Funktion cost kann man in polynomieller Zeit berechnen.

Wir sehen, dass ein Optimierungsproblem U in NPO ist, falls

1. man effizient iiberpriifen kann, ob ein gegebenes Wort ein Problemfall (eine
Instanz) von U ist,

2. die Grofe der Losungen polynomiell in der Grofle der Eingabe (des Pro-
blemfalls) ist und man in polynomieller Zeit verifizieren kann, ob ein y eine
zuldssige Losung fiir einen gegebenen Problemfall ist, und

3. man die Kosten der zuléssigen Losung effizient berechnen kann.

Der Bedingung (ii.b) folgend sehen wir die Analogie zwischen NPO und VP.
Das konzeptuell Wichtigste ist aber, dass die Bedingungen (i), (ii) und (iii)
natiirlich sind, weil sie die Schwierigkeit von U auf den Bereich der Optimie-
rung einschrénken und damit die Einordnung der praktischen Losbarkeit von
U unabhéngig machen von solchen Entscheidungsproblemen wie, ob eine Ein-
gabe eine Instanz von U représentiert oder ob y eine zuldssige Losung fiir
ist. Damit liegt der Schwierigkeitsgrad von Problemen in NPO eindeutig in der
Suche nach einer optimalen Losung in der Menge aller zuléssigen Losungen.

Die folgende Begriindung zeigt, dass MAX-SAT in NPO liegt.

*

1. Man kann effizient entscheiden, ob ein x € ¥ ;. eine Boole’sche Formel in

KNF kodiert.

2. Fiir jedes z hat jede Belegung v € {0,1}* der Variablen der Formel ®, die
Eigenschaft |a| < |z], und man kann in linearer Zeit verifizieren, ob |a| gleich
der Anzahl der Variablen in ®,, ist.

3. Fiir jede gegebene Belegung a der Variablen von &, kann man in linea-
rer Zeit beziiglich |z| die Anzahl der erfiillten Klauseln berechnen und so die
Kosten der zuldssigen Losung a bestimmen.
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Betrachten wir jetzt folgende Optimierungsprobleme. Das Problem des maxi-
malen Schnittes, MAX-CUT, ist, fiir einen Graphen G = (V, E) einen ma-
ximalen Schnitt zu finden. Ein Schnitt von G = (V, E) ist jedes Paar (11, V3)
mit V3 UV, =V und V4 NV, = 0. Der Preis eines Schnittes (V4, Va) von G ist
die Anzahl der Kanten zwischen V; und V5, d.h.

cost(Vi, Vo) = |EN{{v,u} | v e Vi,u e Va}|.

Das Problem der minimalen Knoteniiberdeckung, MIN-VC, ist, fiir einen
Graphen G eine minimale Knoteniiberdeckung (vertex cover) zu finden.

Aufgabe 6.23. Geben Sie formale Definitionen der Optimierungsprobleme MAX-CUT und
MIN-VC an und zeigen Sie, dass beide in NPO liegen.

Die folgende Definition definiert auf natiirliche Weise die Klasse PO von Opti-
mierungsproblemen, die die gleiche Bedeutung wie die Klasse P fiir Entschei-
dungsprobleme hat.

Definition 6.13. PO ist die Klasse von Optimierungsproblemen U = (¥,
Yo, L, M, cost, goal), so dass

(i) U e NPO, und
(ii) es existiert ein polynomieller Algorithmus A, so dass fir jedes x € L,
A(z) eine optimale Lisung fir x ist.

Die Definition der NP-Schwierigkeit eines Optimierungsproblems erhalten wir
jetzt durch geschickte Reduktion zu einem NP-schweren Entscheidungspro-
blem.

Definition 6.14. Sei U = (X, X0, L, M, cost, goal) ein Optimierungsproblem
aus NPO. Die Schwellenwert-Sprache fiir U ist

Langy = {(z,a) € L x ¢, | Opty(z) < Nummer(a)},
falls goal = Minimum, und
Langy = {(z,a) € L x 5}, | Opty(z) > Nummer(a)},

falls goal = Maximum.

Wir sagen, dass U NP-schwer ist, falls Lang; NP-schwer ist.
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Zuerst, zeigen wir, dass das in Definition 6.14 vorgestellte Konzept der NP-
Schwierigkeit fiir Optimierungsprobleme zum Beweisen von Aussagen der Form
U ¢ PO unter der Voraussetzung P # NP geeignet ist.

Lemma 6.12. Fulls ein Optimierungsproblem U € PO, dann Lang;; € P.

Beweis. Falls U € PO, dann existiert ein polynomieller Algorithmus A, der
fir jedes € L eine optimale Losung fiir « berechnet und damit Opty(x)
bestimmt. Also kann man A benutzen, um Langy zu entscheiden. O

Satz 6.10. Sei U € NPO. Fualls U NP-schwer ist und P # NP, dann U ¢ PO.

Beweis. Wir beweisen Satz 6.10 indirekt. Angenommen U € PO. Lemma 6.12
folgend gilt Lang; € P. Weil U NP-schwer ist, ist auch Lang; NP-schwer.
Somit ist Lang; eine NP-schwere Sprache in P, was P = NP fordert. a

Die folgenden Beispiele zeigen, dass die Definition 6.14 eine einfache Methode
zum Beweisen der NP-Schwierigkeit von Optimierungsproblemen bietet.

Lemma 6.13. MAX-SAT ist NP-schwer.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass Langyax-sar NP-schwer ist. Wir zeigen
SAT <, Langyax-sar. Sei x € L die Kodierung einer Formel @, mit m Klau-
seln. Wir nehmen (z,m) als FEingabe fiir das FEntscheidungsproblem
(Langyax-sars &°). Es ist klar, dass

(x,m) € Langyax-sar < P, ist erfiillbar.

O

Das Problem der maximalen Clique, MAX-CL, ist, fiir einen gegebenen Gra-
phen eine maximale Clique in G zu finden.

Lemma 6.14. MAX-CL ist NP-schwer.

Beweis. Man bemerke, dass CLIQUE = Langyiax-cr,- Da CLIQUE NP-schwer
ist, sind wir fertig. a

Aufgabe 6.24. Beweisen Sie, dass MAX-CUT und MIN-VC NP-schwer sind.
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6.7 Zusammenfassung

Das Hauptziel der Komplexitatstheorie ist die Klassifikation der algorithmi-
schen Probleme beziiglich der Menge der Rechnerressourcen, die benétigt wer-
den, um die Probleme zu losen. Dabei erforscht man quantitative Gesetze
der Informationsverarbeitung und die Grenze der praktischen algorithmischen
Losbarkeit.

Die wichtigsten Komplexitdtsmafle sind die Zeitkomplexitidt und die Speicher-
platzkomplexitét. Das Basismodell eines Rechners ist in der abstrakten Kom-
plexitatstheorie die Mehrband-Turingmaschine. Die Komplexitédt einer MTM
(eines Algorithmus) betrachtet man als eine Funktion f der Eingabeldnge
n, wobei f(n) die maximale Komplexitdt iiber alle Berechnungen auf Ein-
gaben der Lange n ist. Diese Komplexitdtsmessung nennt man die Messung
im schlechtesten Fall. Es existieren algorithmisch 16sbare Probleme von be-
liebig hohem Schwierigkeitsgrad. Algorithmen von exponentieller Zeitkomple-
xitdt halt man nicht fir praktisch durchfithrbar.

Die praktische Losbarkeit von Problemen wird mit der polynomiellen Zeitkom-
plexitédt verbunden. Die Klasse P ist die Menge aller Entscheidungsprobleme,
die man mit Algorithmen in polynomieller Zeit 16sen kann. Die Definition der
Klasse P ist robust in dem Sinne, dass sie unabhéngig von der Wahl des Rech-
nermodells ist.

Die Zeitkomplexitét der Arbeit einer nichtdeterministischen MTM M auf ei-
ner Eingabe w ist die Lange der kiirzesten korrekten Berechnung von M auf
w. Die typische Arbeit eines nichtdeterministischen Algorithmus besteht aus
nichtdeterministischem Raten und nachfolgender deterministischer Verifikati-
on des Geratenen. Die Klasse NP ist die Klasse aller Sprachen, die nichtde-
terministisch in polynomieller Zeit entscheidbar sind. Die Frage, ob P eine
echte Teilmenge von NP ist, ist wahrscheinlich die bekannteste bisher unbe-
antwortete Frage in der Theoretischen Informatik. Die Klasse NP enthélt viele
praktisch interessante Probleme, von denen man nicht weiss, ob sie in P lie-
gen. Man kann zeigen, dass die Frage, ob P ungleich NP ist, dquivalent zu der
Frage ist, ob es schwerer ist, mathematische Beweise algorithmisch zu finden
als gegebene Beweise algorithmisch zu verifizieren.

Es ist uns nicht gelungen, Beweistechniken fiir untere Schranken der Zeit-
komplexitit konkreter Probleme zu entwickeln. Damit fehlt uns die methodo-
logische Grundlage zur Klassifikation der Probleme in praktisch l6sbare und
praktisch unlosbare. Das Konzept der NP-Vollstédndigkeit ermoglicht uns aber,
Resultate der Art L ¢ P unter der zusitzlichen Voraussetzung P # NP zu zei-
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gen. Die NP-vollstdndigen Probleme sind die schwersten Probleme in NP in
dem Sinne, dass, wenn nur eines von ihnen in P wére, P = NP gelten miisste.

Die Hierarchiesétze wurden bei Hartmanis, Stearns und Lewis [HS 65, HSL 65]
bewiesen. Die Begriffe der polynomiellen Reduktion und der NP-Vollstandig-
keit gehen auf die Arbeiten von Cook [Coo 71] und Karp [Kar 72| zuriick. Das
klassische Buch von Garey und Johnson [GJ 79] bietet eine detaillierte Dar-
stellung der Theorie der NP-Vollstédndigkeit. Hervorragende Présentationen
des Themas ,,Praktische Losbarkeit kann man bei Lewis und Papadimitriou
[LP 78] und Stockmayer und Chandra [SC 79| finden.

Es gibt mehrere gute Biicher, die sich mit Komplexitatstheorie beschaftigen.
Eine exzellente Einfithrung in die Komplexitédtstheorie kann man in Lehr-
biichern von Hopcroft und Ullman [HU 79] und Sipser [Sip 97] finden. Eine
ausfithrliche Darstellung der Komplexitétstheorie bieten Bovet und Crescenzi
[BC 94], Papadimitriou [Pap 94| und Balcdzar, Diaz, und Gabarré [BDG 88,
BDG 90]. Von der deutschsprachigen Literatur empfehlen wir wiarmstens das
Lehrbuch von Reischuk [Rei 90].

Kontrollaufgaben

1. Wie definiert man die Komplexitéit eines Algorithmus (einer TM) im schlechtesten
Fall? Warum benutzt man am héufigsten diese Art der Komplexitdtsmessung?

2. Die Zeitkomplexitét einer Turingmaschine kann man immer durch einen konstan-
ten Faktor beschleunigen, wenn ihre Zeitkomplexitdt superlinear ist. Dies ist iiber-
raschend und kann unnatiirlich erscheinen. Hat dieses Phinomen eine natiirliche
Erklarung? Warum hat man diese ,,Schwéche“ des Turingmaschinenmodells in der
Komplexitéitstheorie akzeptiert?

3. Definieren Sie die O-, 2- und ©-Notation und erkldren Sie, warum man sich oft nur
mit einer asymptotischen Analyse zufrieden gibt.

4. Sei p(n) ein Polynom vom Grad d. Beweisen Sie, dass p(n) € O (n?) gilt. Gilt auch
p(n) € © (n?)?

5. Wir haben gelernt, die Komplexitéit von Algorithmen (Turingmaschinen) zu messen.
Jetzt mochten wir die Komplexitét von algorithmischen Problemen bestimmen. Wie
gehen wir vor? Warum kann man nicht einfach sagen, dass die Komplexitéit eines
Problems die Komplexitéit des optimalen Algorithmus fiir dieses Problem ist?

6. Bei der Messung der Komplexitét von Algorithmen (Programmen) benutzt man zwei
unterschiedliche Arten der Messung — die Messung mit dem uniformen Kostenmaf3
und die mit dem logarithmischen Kostenmaf. Diskutieren Sie die Vor- und Nachteile
dieser Mafe.

7. Welche sind die fundamentalen Komplexitétsklassen und wie werden die definiert?

Wozu ist das Konzept der Konstruierbarkeit von Funktionen niitzlich?

%

9. Was fiir Beziehungen gelten zwischen Speicherplatzkomplexititsklassen und Zeitkom-
plexitdtsklassen?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Wie definiert man nichtdeterministische Komplexititsklassen? Was fiir eine Rolle
spielen dabei die zeit- und platzkonstruierbaren Funktionen?
Welche Simulationen von nichtdeterministischer Zeitkomplexitéit durch deterministi-
sche Zeitkomplexitiat kennen Sie? Formulieren Sie die Resultate als Beziehungen zwi-
schen Komplexititsklassen und geben Sie eine detaillierte Beschreibung und Analyse
der Simulationstechniken.
Welche Griinde fiihrten dazu, dass man die Klasse P der in polynomieller Zeit 16sba~
ren Entscheidungsprobleme mit der Klasse der ,praktisch® lésbaren Probleme iden-
tifiziert? Warum hat man nicht beispielsweise die Klasse TIME (nG) gewahlt?
Erkliren Sie die zwei unterschiedlichen Moglichkeiten, die Klasse NP zu definieren.
Wie héngt die nichtdeterministische Zeitkomplexitit mit der deterministischen Kom-
plexitit der algorithmischen Beweisverifikation zusammen?
Kann man die Klasse NTIME (2™) durch die Verifizierer beschreiben, die in der Zeit
O (2™) arbeiten? Zur Begriindung Ihrer Antwort fiithren Sie einen detaillierten Beweis.
Geben Sie Polynomialzeit-Verifizierer fiir alle NP-vollsténdigen Sprachen, die Sie ken-
nen.
Beschreiben Sie das Konzept der polynomiellen Reduktion. Was sind die Ahnlichkei-
ten und die Unterschiede zur Reduktion in der Berechenbarkeit?
Geben Sie eine Menge von Boole’schen Variablen an, mit der man alle Situationen
auf einem Schachbrett beschreiben kann, in der sich nur Tiirme auf dem Schachbrett
befinden. Beschreiben Sie die Konstruktion einer Formel iiber diesen Variablen, die
genau dann erfiillt sind, wenn auf dem Schachbrett genau 8 Tiirme stehen, die sich
gegenseitig nicht bedrohen.
Sei kSAT das Erfiillungsproblem fiir Klauseln in kKNF, k €  (eine Formel in KNF
ist in kKNF, wenn alle Klauseln hochstens aus k Literalen bestehen).
Beweisen Sie folgende polynomielle Reduktionen:

(i) SAT <, 4SAT,
(ii) 5SAT <, CLIQUE,
ili) CLIQUE <, 4SAT,
iv) 4SAT <, 3SAT,
(v) 5SAT <, VC,
(vi) VC <, SAT.

Erkldren Sie, wie man das Konzept der NP-Schwere auf Optimierungsprobleme {ibe-
tragen kann.

Beweisen Sie die folgende Behauptung.

Sei U ein NP-schweres Optimierungsproblem. Falls U in polynomieller Zeit 16sbar ist,
dann gilt P = NP.



Wenn euch ein Wissenschaftler sagt: TN
,Dies ist das Ende,
hier kann man nichts mehr machen*,
dann ist er kein Wissenschaftler.
L. Gould
7 Algorithmik fiir schwere Probleme

7.1  Zielsetzung

Die Komplexitéitstheorie liefert uns die Methoden zur Klassifikation der al-
gorithmischen Probleme beziiglich ihrer Komplexitét. Die Algorithmentheorie
ist dem Entwurf von effizienten Algorithmen zur Losung konkreter Probleme
gewidmet. In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem Entwurf von Algorithmen
fir schwere (z.B. NP-schwere) Probleme beschéftigen. Das mag etwas iiberra-
schend klingen, weil nach der in Kapitel 6 vorgestellten Komplexitétstheorie
der Versuch, ein NP-schweres Problem zu l6sen, an die Grenze des physika-
lisch Machbaren stofit. Z.B. wiirde ein Algorithmus mit der Zeitkomplexitit
2™ fiir eine Eingabe der Lénge 100 mehr Zeit brauchen, als das Universum
alt ist. Auf der anderen Seite sind viele schwere Probleme von einer enormen
Wichtigkeit fiir die tédgliche Praxis, und deshalb suchen Informatiker seit iiber
30 Jahren nach einer Moglichkeit, schwere Probleme in praktischen Anwen-
dungen doch zu bearbeiten. Die Hauptidee dabei ist, ein schweres Problem
durch eine (nach Méglichkeit kleine) Modifikation oder eine Abschwiichung
der Anforderungen in ein effizient lésbares Problem umzuwandeln. Die wahre
Kunst der Algorithmik besteht darin, dass man die Moglichkeiten untersucht,
wie man durch minimale (fiir die Praxis akzeptable) Anderungen der Problem-
spezifikation oder der Anforderungen an die Problemlésung einen gewaltigen
Sprung machen kann, und zwar von einer physikalisch nicht machbaren Be-
rechnungskomplexitit zu einer Angelegenheit von wenigen Minuten auf einem
Standard-PC. Um solche Effekte, die zur Losung gegebener Probleme in der
Praxis fithren konnen, zu erzielen, kann man folgende Konzepte oder deren
Kombinationen benutzen.

Schwere Probleminstanzen im Gegensatz zu typischen Probleminstanzen.
Wir messen die Zeitkomplexitéat als Komplexitdt im schlechtesten Fall, was

J. Hromkovi", Theoretische Informatik, DOI 10.1007/ 978-3-8348-9853-1 7,
© Vieweg+Teubner Verlag [Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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bedeutet, dass die Komplexitét Time(n) die Komplexitidt der Berechnungen
auf den schwersten Probleminstanzen der Grofle n ist. Es ist aber oft so, dass
die schwersten Probleminstanzen so unnatiirlich sind, dass sie als Aufgaben-
stellungen in der Praxis gar nicht vorkommen. Deswegen ist es sinnvoll, die
Analyse der Problemkomplexitit in dem Sinne zu verfeinern, dass man die
Probleminstanzen nach ihrem Schwierigkeitsgrad klassifiziert. Eine erfolgrei-
che Klassifizierung konnte zur Spezifikation einer grofien Teilmenge von effizi-
ent l6sbaren Probleminstanzen fithren. Falls die in einer Anwendung typischen
Eingaben zu einer solchen Probleminstanzklasse gehoren, ist das Problem in
dieser Anwendung gel6st.

Exponentielle Algorithmen.

Man versucht nicht mehr, einen polynomiellen Algorithmus zu entwerfen, son-
dern einen Algorithmus mit einer exponentiellen Zeitkomplexitit. Die Idee
dabei ist, dass einige exponentielle Funktionen fiir realistische Eingabegrofien
nicht so grofile Werte annehmen. Tab. 7.1 zeigt anschaulich, dass (1.2)™ Rech-
neroperationen fiir n = 100 oder 10 - 2V" Operationen fiir n = 300 in ein paar
Sekunden durchfiihrbar sind.

Tab. 7.1
Komplexitidt | n =10 n =50 n =100 n = 300
2m 1024 16 Ziffern 31 Ziffern 91 Ziffern
2% 32 ~33-10% 16 Ziffern 46 Ziffern
(1.2)" ~ 6 ~ 9100 ~83-10% 24 Ziffern
10 - 2vn ~ 89 ~ 1345 10240 ~ 1.64 - 10°

Abschwdichung der Anforderungen.

Man kann die Anforderung, mit Sicherheit fiir jede Eingabe das richtige Resul-
tat zu berechnen, auf unterschiedliche Art und Weise abschwichen. Typische
Représentanten dieses Ansatzes sind randomisierte Algorithmen und Appro-
ximationsalgorithmen. Bei randomisierten Algorithmen tauscht man die de-
terministische Steuerung durch eine Zufallssteuerung aus. Dadurch kénnen
mit einer beschriankten Wahrscheinlichkeit falsche Resultate berechnet wer-
den. Wenn die Fehlerwahrscheinlichkeit nicht grofier als 1079 ist, dann weicht
die Zuverlassigkeit solcher randomisierten Algorithmen von der eines korrek-
ten deterministischen Algorithmus’ nicht allzu sehr ab. Die Approximationsal-
gorithmen benutzt man zur Losung von Optimierungsproblemen. Anstatt zu
fordern, eine optimale Losung zu errechnen, geht man zu der Forderung iiber,
eine Losung zu errechnen, deren Kosten (Qualitit) sich nicht allzu sehr von der
optimalen Losung unterscheiden. Beide dieser Ansétze konnen einen Sprung
von exponentieller zu polynomieller Komplexitéat erméglichen.
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Die Zielsetzung dieses Kapitels ist es, einige dieser Konzepte ansatzweise vor-
zustellen. Im Abschnitt 7.2 stellen wir die pseudopolynomiellen Algorithmen
vor, die einen speziellen Ansatz zur Spezifikation einer Teilklasse von effizient
losbaren Probleminstanzen darstellen und so als eine Methode zur Realisierung
des ersten Ansatzes gelten. Das Konzept der Approximationsalgorithmen wird
in Abschnitt 7.3 vorgestellt. In Abschnitt 7.4 prasentieren wir die lokalen Al-
gorithmen, die Moglichkeiten fiir die Realisierung aller drei oben vorgestellten
Konzepte bieten. Die lokale Suche ist die Basis fiir mehrere Heuristiken. In Ab-
schnitt 7.5 erkldren wir die Heuristik des Simulated Annealing, die auf einer
Analogie zu einem physikalischen Vorgang basiert. Dem Konzept der Rando-
misierung wird wegen seiner Wichtigkeit ein eigenes Kapitel 8 gewidmet.

7.2  Pseudopolynomielle Algorithmen

In diesem Abschnitt betrachten wir eine spezielle Klasse von Problemen, de-
ren Probleminstanzen man als Folge von Zahlen interpretieren kann. Solche
Probleme nennen wir Zahlprobleme und praktisch ist es so, dass wir jedes
Problem mit Eingaben aus {0,1,#}* mit unbeschrankter Anzahl von Sym-
bolen # in den zuldssigen Eingaben als ein Zahlproblem verstehen kénnen.
Sei

T = #HxoH .. Hr,, v € {0,1} firi=1,2,...,n
ein Wort iiber {0, 1, #}*. Wir interpretieren z als folgenden Vektor

Int(x) = (Nummer(z,), Nummer(zs), ..., Nummer(x,,))

von n natiirlichen Zahlen. Jedes graphentheoretische Problem®, deren Problem-
instanzen man durch die Adjazenzmatrix repriasentieren kann, ist ein Zahlpro-
blem, weil man jede Adjazenzmatrix als eine Folge von Nullen und Einsen
darstellen kann. Das TSP ist ein Zahlproblem, wobei die Zahlenfolge die Ko-
sten der einzelnen Kanten représentiert.

Wir definieren fiir jedes © = 1 #xo# . .. #x, mit x; € {0, 1} firi =1,2,... n,

MaxInt(x) = max{ Nummer(z;) |i=1,2,...,n}.

'Wie das Problem der Knoteniiberdeckung oder das CLIQUE-Problem.
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Die Hauptidee des Konzeptes der pseudopolynomiellen Algorithmen ist die
Suche nach Algorithmen, die effizient auf solchen Eingaben x sind, bei denen
MaxInt(x) nicht wesentlich grofer ist als |z|. Weil eine Zahl Nummer(y) ex-
ponentiell grofler ist als die Léange ihrer bindren Darstellung y, handelt es sich
um eine echte Einschrinkung.

Definition 7.1. SeiU ein Zahlproblem und sei A ein Algorithmus, der U lost.
Wir sagen, dass A ein pseudopolynomieller Algorithmus fiir U ist, falls
ein Polynom p mit zwei Variablen existiert, so dass

Timea(z) € O(p(|z], MaxInt(z)))

fiir alle Probleminstanzen x von U.

Wir bemerken gleich, dass fiir Probleminstanzen x mit MaxInt(z) < h(|x|) fiir
ein Polynom h die Zeitkomplexitit Time,(z) polynomiell in |z| ist.

Definition 7.2. Sei U ein Zahlproblem und sei h eine Funktion von — nach
. Das h-wertbeschrénkte Teilproblem von U, Wert(h)-U, ist das Pro-

blem, das man aus U durch die Einschrdinkung der Menge der zuldssigen Ein-

gaben auf die Klasse der Probleminstanzen x mit MaxInt(x) < h(|x|) erhdalt.

Die néchste Behauptung zeigt, dass man auf diese Weise grofie Klassen von
leichten Probleminstanzen eines schweren Problems spezifizieren kann.

Satz 7.1. Seild ein Zahlproblem und sei A ein pseudopolynomieller Algorith-
mus fir U. Dann existiert fir jedes Polynom h ein polynomieller Algorithmus
fiir das Problem Wert(h)-.2

Beweis. Weil A ein pseudopolynomieller Algorithmus fiir U ist, existiert ein
Polynom p mit zwei Variablen, so dass

Timey(z) € O(p(|z]), MaxInt(z))

fiir jede Probleminstanz « von Y. Weil h eine polynomielle Funktion ist, exi-
stiert eine Konstante ¢, so dass MaxInt(x) € O(|z|°) fur alle Probleminstanzen
x von Wert(h)-U. Damit ist Timey(z) € O(p(|z|,|z|?)) und somit ist A ein
polynomieller Algorithmus fiir Wert(h)-U. O

2Falls U ein Entscheidungsproblem ist, bedeutet das, dass Wert(h)-U4 € P. Falls U ein
Optimierungsproblem ist, bedeutet das, dass Wert(h)-U € PO.
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Wir zeigen die Anwendung dieses Konzeptes fiir die Losung des Rucksack-
Problems, welches das folgende NP-schwere Optimierungsproblem ist.

FEingabe: 2n + 1 positive ganze Zahlen wy, ws, ..., wy,c1, ..., Cpy, b filr ein n €
—{0}.
{Diese Zahlen représentieren n Objekte, wobei w; dass Gewicht des i-ten
Objektes und ¢; der Nutzen des i-ten Objektes fiir 1 = 1,2, ..., n ist. Die
Zahl b ist eine obere Schranke fiir das Gewicht eines Rucksacks, in den
man einige Objekte einpacken kann.}
Zulissige Losungen: Fiir jedes I = (wy,wa, ..., Wy, C1,y ..., Cp,b) ist

Zwigb}.

M(I) = {T c{1,...,n}
€T

{Eine zuléssige Losung kann jede Teilmenge der Menge aller n Objekte

sein, deren Gesamtgewicht die erlaubte Gewichtskapazitit des Rucksacks

b nicht tiberschreitet. }

Kosten: Fiir alle Eingaben [ und alle T'C M(I), ist
cost(T, 1) = Zci.
ieT
{Die Kosten einer zulédssigen Losung 7" sind der Gesamtnutzen der Ob-

jekte, die in den Rucksack eingepackt worden sind.}
Ziel: Maximum.

Wir moéchten jetzt einen pseudopolynomiellen Algorithmus fiir das Rucksack-
Problem mit der Methode der dynamischen Programmierung entwerfen. Wir
wollen die Losung einer Probleminstanz I = (wy,ws, ..., Wy, ¢1, ..., Cp,b) SO
berechnen, dass wir mit der Teilinstanz I; = (wy, ¢1, b) anfangen und {iber

Ii:(wl,wg,...,wi,cl,...,ci,b)

fir i = 2,3,...,n bis zu I = I,, kommen. Genauer, wir wollen fiir jede Instanz
I; und jedes k € {0,1,2,...,5 77, ¢;} ein Tripel

(k. Wik, Tis) € {0,1,2,...,ch} x{0,1,2,...,0} x P({L,...,i})
j=1

bestimmen, wobei W; ; das minimale Gewicht ist, bei dem man den Nutzen k
fir die Instanz I; erhalten kann. Die Menge T, C {1,...,4} ist die Menge von
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Indizes, die genau den Nutzen k bei dem Gesamtgewicht W, definiert, d.h.

Z c;j==Fk und Z w; = Wi.

JET; & JET; &

Wir bemerken, dass mehrere Indexmengen den gleichen Nutzen k& und das
gleiche Gewicht W, bestimmen koénnen. In solchen Féllen wéhlen wir beliebig
eine aus, um die Erreichbarkeit von (k, W; ) zu dokumentieren. Andererseits
kann es vorkommen, dass ein Gesamtnutzen k in I; nicht erreichbar ist. In die-
sem Fall wird kein Tripel fiir £ hergestellt. Im Folgenden bezeichnet TRIPLE;
die Menge aller Tripel fiir ;. Bemerke, dass

[TRIPLE;| <) ¢; + 1.

J=1

Ein wichtiger Punkt ist, dass man TRIPLE;,; aus TRIPLE; in der Zeit
O(TRIPLE;) berechnen kann. Um TRIPLE;;; zu berechnen, berechnet man

zuerst

SETi+1 = TP{IPLEZ U {(k + Cit1, Wi,k + Wit1, T%Jg U {Z + 1}) ’
(k, Wi, Tyx) € TRIPLE; und Wiy + w;q < b}

durch das zusétzliche Einpacken des (i + 1)-ten Objektes zu jedem Tripel in
TRIPLE;, falls dabei das Gewicht b nicht iiberschritten wird. TRIPLE; ; ist
dann eine Teilmenge von SET; 1, bei der man fiir jeden erreichbaren Nutzen
k ein Tripel aus SET; ;1 mit minimalem Gewicht fiir den Nutzen k genom-
men hat. Offensichtlich bestimmt das Tripel mit dem maximalen Nutzen in
TRIPLE,, eine optimale Losung der Probleminstanz [,,. Somit kann man den
entworfenen Algorithmus wie folgt darstellen.

Algorithmus DPR

Bingabe: I = (wy,wa, ..., Wy, C1,... ¢, 0) € ( —{0})* ! fiir eine positive
ganze Zahl n.

Phase 1. TRIPLE(1) = {(0,0,0)} U {(cy,wr, {1})} | falls w; < b}.
Phase 2. fori=1ton—1do

begin SET(i + 1) := TRIPLE(:);

for jedes (k,w,T) € TRIPLE(7) do
begin if w + w;+1 < b then
SET(i + 1) := SET(i + 1)
U{(k+civ1,w+wip, TU{i+1})};
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end
Bestimme TRIPLE(i + 1) als eine Teilmenge von SET(i + 1),
die fiir jeden erreichbaren Nutzen in SET(i + 1) genau ein
Tripel enthélt, und zwar ein Tripel mit dem minimalen
Gewicht fiir den Nutzen k.
end
Phase 3. Berechne

c:=max{k € {1,2,....,> ¢} | (k,w,T) € TRIPLE(n)}.

i=1

Ausgabe: Die Indexmenge T, so dass (¢, w,T) € TRIPLE(n).

Wir illustrieren die Arbeit des Algorithmus’ DPR an folgender Probleminstanz
I = (wy,wa,...,ws,cq,...,c5b), wobei

w1:23 U)2:15 ’LU3:15 'UJ4:33 ’LU5:32
01:33 62:23 63:11 64235 65:11

und b = 65. Offensichtlich ist I; = (23,33,65) und die einzig erreichbaren
Nutzen sind 0 und 33. Damit gilt

TRIPLE, = {(0,0,0), (33,23, {1})}.

I, = (23,15, 33,23,65) und die einzig erreichbaren Nutzwerte fiir I, sind 0, 23,
33 und 56. Somit erhélt man

TRIPLE, = {(0,0,0), (23,15,{2}), (33,23,{1}), (56,38, {1,2})}.

Es ist I3 = (23,15,15,33,23,11,65). Das Einpacken des dritten Objektes ist
fiir jedes Tripel aus TRIPLE,; moglich und bei jedem neuen Tripel erhalten
wir dabei einen neuen Nutzwert. Damit hat TRIPLE; die doppelte Méchtigkeit
wie TRIPLE, (d.h. SET5 = TRIPLE3) und

TRIPLE; = {(0,0,0), (11,15,{3}), (23,15,{2}),
(33,23,{1}), (34,30,{2,3}), (44,38, {1,3}),
(56,38, {1,2}), (67,53,{1,2,3})}.

Fiir die Tripel (44,38,{1,3}), (56,38,{1,2}) und (67,53,{1,2,3}) aus
TRIPLE3 kann man das vierte Objekt in den Rucksack nicht mehr einpacken
und so erhalten wir
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TRIPLE, = TRIPLE; U {(35,33,{4}), (46,48, {3,4}),
(58,48, {2,4}), (68,56, {1,4}), (69,63,{2,3.4})}.

Am Ende erhalten wir fiir die Instanz [ = I

TRIPLE; = {(0,0,0), (11,15,{3}), (22,47, {3,5}),
(23,15, {2}), (33,23, {1}), (34,30, {2,3}),
(35,33, {4}), (44,38, {1,3}), (45,62, {2,3,5}),
(46,48, {3,4}), (56,38, {1,2}), (58,48, {2,4}),
(67,53,{1,2,3}), (68,56, {1,4}), (69,63,{2,3,4})}.

Damit ist {2,3,4} die optimale Losung fiir I, weil (69,63, {2,3,4}) ein Tripel
mit dem maximalem Nutzwert 69 in TRIPLE; ist.

Aufgabe 7.1. Simulieren Sie die Arbeit des Algorithmus DPR fiir die Probleminstanz
(1,3,5,6,7,4,8,5,9) des Rucksack-Problems.

Im Folgenden analysieren wir die Zeitkomplexitiat des Algorithmus DPR.

Satz 7.2. Fir jede Instanz I des Rucksack-Problems ist
Timeppr(1) € O(|1]* - MaxInt(1))

und damit ist DPR ein pseudopolynomieller Algorithmus fiir das Rucksackpro-
blem.

Beweis. Die Zeitkomplexitét der ersten Phase ist in O(1). Fiir die Pro-
bleminstanz I = (wy,wy,...,wy,c1, ...,y b) berechnet DPR n — 1 Mengen
TRIPLE(i+1). Die Berechnung von TRIPLE(i+ 1) aus TRIPLE(7) kann man
in der Zeit O(|]TRIPLE(: + 1)|) durchfiihren. Weil

ITRIPLE(i +1)| < ) " ¢; < n - MaxInt([)
j=1

fiir jedes i € {0,1,...,n}, liegt die gesamte Zeitkomplexitét der zweiten Phase
in O(n? - MaxInt([)).
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Die Zeitkomplexitit der dritten Phase liegt in O(n - MaxInt(7)), weil man da
ein Maximum aus héchstens n - MaxInt(/) Werten bestimmt. Weil n < |I|,

TimerR(I) S O(’I’Q . MaXInt(I)).

O

Wir bemerken, dass pseudopolynomielle Algorithmen in der Praxis sehr er-
folgreich sein diirften. Oft sind Gewichte und Nutzen Zahlen aus einem festen
Intervall und damit unabhéngig von der Anzahl der Parameter der Problemin-
stanz. Damit konnen die pseudopolynomiellen Algorithmen auf typischen in
der Praxis auftretenden Probleminstanzen schnell die Losung liefern. Das In-
teresse aus der Praxis fiir den Entwurf von pseudopolynomiellen Algorithmen
stellt uns eine neue Klassifizierungsfrage. Fiir welche NP-schweren Probleme
existieren pseudopolynomielle Algorithmen und fiir welche gibt es keine? Wir
suchen nach einer Methode, mit der man zeigen konnte, dass ein Zahlproblem
so schwer ist, dass bei der Voraussetzung P # NP kein polynomieller Algo-
rithmus fiir Probleminstanzen mit kleinen Zahlen existiert. Das Konzept der
NP-Vollstandigkeit funktioniert auch fiir diese Anwendung.

Definition 7.3. Fin Zahlproblem U heifit stark NP-schwer, falls ein Poly-
nom p existiert, so dass Wert(p)-U NP-schwer ist.

Die folgende Behauptung zeigt, dass die starke NP-Schwierigkeit das gesuchte
Konzept fiir Beweise der Nichtexistenz von pseudopolynomiellen Algorithmen
liefert.

Satz 7.3. Seild ein stark NP-schweres Zahlproblem. Falls P # NP gilt, dann
existiert kein pseudopolynomieller Algorithmus fiir U.

Beweis. Weil U stark NP-schwer ist, existiert ein Polynom p, so dass das
Problem Wert(p)-U NP-schwer ist. Angenommen, es gibt einen pseudopolyno-
miellen Algorithmus fiir &/. Nach Satz 7.1 impliziert die Existenz eines pseudo-
polynomiellen Algorithmus fiir i/ die Existenz eines polynomiellen Algorithmus
fiir Wert(h)-U fiir jedes Polynom h. Aber das bedeutet, dass wir einen polyno-
miellen Algorithmus fiir das NP-schwere Problem Wert(p)-U/ haben und somit
P = NP gilt. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme P # NP. a

Wir konnen also wieder die Methode der Reduktion anwenden, um die Nicht-
existenz eines pseudopolynomiellen Algorithmus fiir ein gegebenes Problem zu
zeigen. Im Folgenden illustrieren wir die Anwendung der starken NP-Schwierig-
keit, indem wir zeigen, dass TSP stark NP-schwer ist. Wir benutzen dabei die
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bekannte Tatsache, dass das Entscheidungsproblem des Hamiltonschen Kreises
(HK) NP-vollsténdig ist. Das Problem HK ist zu entscheiden, ob ein gegebener
Graph einen Hamiltonschen Kreis (einen Kreis, der durch jeden Knoten des
Graphen genau einmal fiihrt) besitzt.

Lemma 7.1. Das TSP ist stark NP-schwer.
Beweis. Weil HK NP-schwer ist, reicht es
HK <, Langwers(p)-1sp

fiir das Polynom p(n) = n zu zeigen.

Sei G = (V, E) eine Eingabe von HK. Sei |V| = n fiir eine positive ganze Zahl
n. Wir konstruieren einen gewichteten vollstéandigen Graphen (K, ¢) mit K,, =
(V, Eyon) wie folgt. Eyon = {{u,v} | u,v € V,u # v} und die Gewichtsfunktion
¢: Eyon — {1,2} ist definiert durch

cle)=1 falls ce€ FE, und

cle)=2 falls c¢F.

Wir bemerken, dass GG einen Hamiltonschen Kreis genau dann enthélt, wenn
die Kosten der optimalen Losung fiir (K,,c) genau n betragen, d.h. wenn
((Kn,c),n) € Langyep)-rsp gilt. Damit entscheidet jeder Algorithmus, der
Langwert(p)-Tsp entscheidet, auch das Problem des Hamiltonschen Kreises. O

Aufgabe 7.2. Betrachten Sie die folgende Verallgemeinerung des Knoteniiberdeckungspro-
blems. Gegeben ist ein Graph G = (V, E) mit Gewichten aus  fiir jeden Knoten aus V.
Die Kosten einer Uberdeckung S C V sind die Summe der Gewichte der Knoten in S.
Das gewichtete Uberdeckungsproblem ist ein Minimierungsproblem, in dem man eine ko-
stengiinstige Uberdeckung sucht. Beweisen Sie, dass das gewichtete Uberdeckungsproblem
stark NP-schwer ist.

7.3  Approximationsalgorithmen

In diesem Abschnitt stellen wir das Konzept der Approximationsalgorithmen
zur Losung schwerer Optimierungsprobleme vor. Die Idee ist, den Sprung von
exponentieller Zeitkomplexitéit zu polynomieller Zeitkomplexitiat durch die Ab-
schwéchung der Anforderungen zu erreichen. Statt der Berechnung einer op-
timalen Losung fordern wir nur die Berechnung einer fast optimalen Losung.
Was der Begriff , fast optimal® bedeutet, legt die folgende Definition fest.
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Definition 7.4. Seild = (X1, X0, L, M, cost, goal) ein Optimierungsproblem.
Wir sagen, dass A ein zulissiger Algorithmus fiir U ist, falls fiir jedes
x € L die Ausgabe A(x) der Berechnung von A auf x eine zulissige Lisung

fir x (d.h. A(x) € M(x)) ist.

Sei A ein zuldssiger Algorithmus fiir U. Fir jedes x € L definieren wir die
Approximationsgiite Giitea(x) von A auf x durch

cost(A(x))  Opty(z) }
Opty () 7 cost(A(x)) |’

Giitea(z) = max{

wobei Opty,(x) die Kosten einer optimalen Lésung fir die Instanz x von U
sind.

Fiir jede positive Zahl § > 1 sagen wir, dass A ein d-Approximations-
algorithmus fiir U ist, falls

Gilitey(z) <6
fiir jedes x € L.

Wir illustrieren das Konzept der Approximationsalgorithmen zuerst fiir das
Problem der minimalen Knoteniiberdeckung. Die Idee ist, effizient ein maxi-
males Matching® in dem gegebenen Graphen zu finden und dann die zu diesem
Matching inzidenten Knoten als eine Knoteniiberdeckung auszugeben.

Algorithmus VCA

FEingabe: Ein Graph G = (V, E).

Phase 1. C := (;
{Wihrend der Berechnung gilt C' C V und am Ende der Berechnung
enthélt C' eine Knoteniiberdeckung fiir G.}
A=
{Wihrend der Berechnung gilt A C F und am Ende der Berechnung ist
A ein maximales Matching.}
E = F;
{Wihrend der Berechnung enthdlt £’ C E genau die Kanten, die von
dem aktuellen C' noch nicht tiiberdeckt werden. Am Ende der Berechnung
gilt E' = 0.}

3Ein Matching in G = (V, E) ist eine Menge M C E von Kanten, so dass keine zwei Kanten
aus M mit dem gleichen Knoten inzident sind. Ein Matching M ist maximal, falls fiir jedes
e € E— M die Menge M U {e} kein Matching in G ist.



7.3 Approximationsalgorithmen 273

Phase 2. while E’ # () do
begin nehme eine beliebige Kante {u,v} aus E';
C:=CU{u,v};
A= AU {{u,v}};
E' := E’ — {alle Kanten inzident zu u oder v};
end

Ausgabe: C

Betrachten wir einen méglichen Lauf des Algorithmus VCA auf dem Graphen
aus Fig. 7.1(a). Sei {b, ¢} die erste Kante, die VCA gewihlt hat. Dann wird C' =
{b,c}, A= {{b,c}} und E' = E — {{b,a}, {b,c}, {c,e}, {c.d}} (Fig. 7.1(b)).
Wenn die zweite Wahl einer Kante aus E’ auf {e, f} fallt (Fig. 7.1(c)), dann
¢ = {b, c,e,f}, A= {{b> C}v {€7f}} und B = {{dv h}’ {dag}v {hvg}}' Wenn
man in der letzten Wahl {d, g} auswihlt, dann erhélt man C' = {b,c,e, f,d, g},
A={{b,c}, {e, f}, {d,g}} und E' = ). Damit ist C' eine Knoteniiberdeckung
mit den Kosten 6. Man bemerke, dass {b,e,d, g} die optimale Knoteniiber-
deckung ist und dass diese optimale Uberdeckung bei keiner Wahl von Kanten
von VCA erreicht werden kann.

Fig. 7.1

Aufgabe 7.3. Finden Sie eine Wahl von Kanten in der zweiten Phase von VCA, so dass
die resultierende Uberdeckung C' alle Knoten von G in Fig. 7.1(a) enthiilt.

Satz 7.4. Der Algorithmus VCA ist ein 2-Approzimationsalgorithmus fiir das
MIN-VCP und Timeyca(G) € O(|E|) fir jede Probleminstanz G = (V, E).



274 7 Algorithmik fiir schwere Probleme

Beweis. Die Behauptung Timeyca(G) € O(|E|) ist offensichtlich, weil jede
Kante aus E' in VCA genau einmal betrachtet wird. Weil am Ende der Berech-
nung E’ = () gilt, berechnet VCA eine Knoteniiberdeckung in G (d.h. VCA ist
ein zuléssiger Algorithmus fiir MIN-VCP).

Um Giiteyca (G) < 2 fiir jeden Graph G zu beweisen, bemerken wir, dass |C| =
2-]A| und A ein Matching in G ist. Um |A| Kanten des Matchings A zu iiber-
decken, muss man mindestens | A| Knoten wihlen. Weil A C E| ist die Méchtig-
keit jeder Knoteniiberdeckung in G mindestens |A|, d.h. Optyyn-vep(G) > A
Daher

C 2-]A
ozl
Optymnv-ver(G)  Optyin-ver(G)
O
Aufgabe 7.4. Konstruieren Sie fiir jedes n € — {0} einen zusammenhéngenden Graphen

G, so dass die optimale Knoteniiberdeckung die Méchtigkeit n hat und der Algorithmus
VCA eine Uberdeckung mit der Méchtigkeit 2n konstruieren kann.

Ob eine Approximationsgiite von 2 hinreichend ist, hingt von der konkreten
Anwendung ab. Meistens versucht man eine viel kleinere Approximationsgiite
zu erreichen, was aber oft viel anspruchsvollere algorithmische Ideen erfordert.
Andererseits misst man die Approximationsgiite als die Approximationsgiite
im schlechtesten Fall, deshalb kann ein 2-Approximationsalgorithmus auf prak-
tisch relevanten Eingaben viel besser laufen als mit der Approximationsgiite
2.

Es gibt Optimierungsprobleme, die fiir das Konzept der Approximation zu
schwer sind, in dem Sinne, dass (P # NP vorausgesetzt) keine polynomiellen
d-Approximationsalgorithmen (fiir d > 1) fir solche Probleme existieren. In
Abschnitt 7.2 haben wir gezeigt, dass TSP zu schwer fiir das Konzept der
pseudopolynomiellen Algorithmen ist. Im Folgenden zeigen wir, dass TSP auch
mit dem Konzept der Approximation nicht zu bewéltigen ist.

Lemma 7.2. Fulls P # NP gilt, dann existiert fiir jedes d > 1 kein polynomi-
eller d-Approzimationsalgorithmus fiir TSP.

Beweis. Wir fiithren einen indirekten Beweis. Angenommen, es gibt eine Kon-
stante d €  — {0}, so dass ein polynomieller d-Approximationsalgorithmus
A fiir TSP existiert. Wir zeigen, dass dann ein polynomieller Algorithmus B
fiir das NP-vollstdndige Problem des Hamiltonschen Kreises existiert, was der
Annahme P # NP widerspricht.
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Der Algorithmus B fiir das Problem des Hamiltonschen Kreises arbeitet fiir
jede Eingabe G = (V, E) wie folgt.

(i) B konstruiert eine Instanz (K, c) des TSP, wobei
Ky =WV, E), mit FE={{u,v}uv,veV,u#v}
cle)=1, falls ee€ E,und
cley=(d—-1)-|V|+2, falls e¢FE.

(ii) B simuliert die Arbeit von A auf der Eingabe (/y|, c). Falls das Resultat
von A ein Hamiltonscher Kreis mit Kosten genau |V| ist, akzeptiert B
seine Eingabe G. Sonst verwirft A die Eingabe G.

Die Konstruktion der Instanz (K|, ¢) kann B in der Zeit O(|V'|?) durchfiihren.
Die zweite Phase von B lauft in polynomieller Zeit, weil A in polynomieller
Zeit arbeitet und die Graphen G und Ky die gleiche Groe haben.

Wir miissen noch zeigen, dass B wirklich das Problem des Hamiltonschen
Kreises entscheidet. Wir bemerken Folgendes.

(i) Wenn G einen Hamiltonschen Kreis enthélt, dann enthélt Ky einen
Hamiltonschen Kreis mit den Kosten |V, d.h. Optpgp(Kv|,c) = |V|.

(ii) Jeder Hamiltonsche Kreis in Ky, der mindestens eine Kante aus £ —
enthélt, hat mindestens die Kosten

Vi—14+Wd—-1)-|V|+2=d-|V|+1>d-|V]

Sei G = (V, E) in HK, d.h. Optygp(Ky|, ¢) = [V]. Nach (ii) hat jede zuldssige
Losung mit zu |V| unterschiedlichen Kosten mindestens die Kosten d-|V|+1 >
d-|V] und so muss der d-Approximationsalgorithmus A eine optimale Losung
mit den Kosten |V | ausgeben. Daraus folgt, dass B den Graphen G akzeptiert.
Sei G = (V, E) nicht in HK. Damit hat jede zulédssige Losung fiir (Ky|,c)
héhere Kosten als [V, also cost(A(Ky|,c)) > |V|. Deswegen verwirft B den
Graphen G. O

Um TSP mindestens teilweise zu bewéltigen, kombinieren wir das Konzept
der Approximation mit der Suche nach der Teilmenge der leichten Problem-
instanzen. Wir betrachten jetzt das metrische TSP, A-TSP, dass nur solche
Probleminstanzen des TSP enthilt, die die Dreiecksungleichung erfiillen (s.
Beispiel 2.6). Die Dreiecksungleichung ist eine natiirliche Einschrankung, die
in mehreren Anwendungsszenarien eingehalten wird. Wir zeigen jetzt einen
polynomiellen 2-Approximationsalgorithmus fiir A-TSP.
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Algorithmus SB

Fingabe: Ein vollstindiger Graph G = (V, E) mit einer Kostenfunktion ¢ :
E — T, die die Dreiecksungleichung

c({u,v}) < e({u, w}) + c({w,v})

fiir alle paarweise unterschiedlichen Knoten u, v, w € V erfiillt.

Phase 1. SB berechnet einen minimalen Spannbaum®* 7" von G beziiglich c.

Phase 2. Wihle einen beliebigen Knoten v aus V. Fiihre eine Tiefensuche von
v in T aus und nummeriere die Knoten in der Reihenfolge, in der sie
besucht worden sind. Sei H die Knotenfolge, die dieser Nummerierung
entspricht.

Ausgabe: Der Hamiltonsche Kreis H = H, v.

Wir illustrieren die Arbeit des Algorithmus SB auf der Probleminstanz G
aus Fig. 7.2(a). Ein minimaler Spannbaum 7" = ({vy, va, v3,v4,v5}, {{v1,v3},
{vi,v5}, {ve,vs}, {vs,va}} in G ist in Fig. 7.2(b) dargestellt. Fig. 7.2(c) zeigt
die Tiefensuche von v3 aus in T. Wir bemerken, dass bei der Tiefensuche jede
Kante von T' genau zweimal durchlaufen wird. Diese Tiefensuche determiniert
die Knotenfolge H = w3, vy, v1, 05,02 und so ist H = vs, vy, v1, Vs, Vg, v3 die
Ausgabe des Algorithmus SB (Fig. 7.2(d)). Die Kosten von H sind 2 + 3 +
2+ 34+ 1 = 11. Eine optimale Losung ist vs, v1, vs, vy, Vg, v3 mit den Kosten
1424242+ 1=38 (Fig. 7.2(e)).

Satz 7.5. Der Algorithmus SB st ein polynomieller 2-Approzrimations-
algorithmus fiir A-TSP.

Beweis. Analysieren wir zuerst die Zeitkomplexitat von SB. Ein minimaler
Spannbaum eines Graphen G = (V, E) kann in der Zeit O(|E|) berechnet
werden. Die Tiefensuche in einem Baum 7" = (V) E’) lauft in der Zeit O(|V]).
Somit ist Timesp(G) € O(|E|), d.h. SB arbeitet in linearer Zeit.

Jetzt beweisen wir, dass die Approximationsgiite von SB hochstens 2 ist. Sei
Hopt ein optimaler Hamiltonscher Kreis mit cost(Hopt) = Opta_pgp(G) fiir
eine Probleminstanz I = ((V, E), ¢). Sei H die Ausgabe SB(I) des Algorithmus
SB fiir die Eingabe I. Sei T' = (V, E’) der minimale Spannbaum, den SB in

4Ein Spannbaum eines Graphen G' = (V, E) ist ein Baum T = (V, E') mit E’ C E. Die
Kosten von 7" sind die Summe der Kosten aller Kanten in E'.
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Fig. 7.2

der ersten Phase konstruiert. Zuerst bemerken wir, dass

cost(T) = Z c(e) < cost(Hopt), (7.1)

ceFE’

weil die Entfernung einer Kante aus Hopy in einem Spannbaum resultiert und
T ein minimaler Spannbaum ist.

Sei W der Weg, der der Tiefensuche in T entspricht. W geht genau zweimal
durch jede Kante von 7" (einmal in jeder Richtung). Wenn cost(W) die Summe
aller Kanten des Weges W ist, dann gilt

cost(W) =2 - cost(T). (7.2)
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Die Gleichungen (7.1) und (7.2) implizieren

cost(W) < 2 - cost(Hopt)- (7.3)

Wir bemerken, dass man H aus W erhalten kann, indem man einige Teilwe-
ge u, vy, ..., v, v in W durch die Kante {u,v} (mit dem direkten Weg w,v)
ersetzt. Dieses Ersetzen kann man schrittweise durch die einfache Operation
des Ersetzens von Teilwegen von drei Knoten w, w, v durch den Weg u, v reali-
sieren. Diese einfache Operation erhcht aber die Kosten des Weges nicht, weil
dank der Dreiecksungleichung

c({u,v}) < e({u, w}) + c({w, v}).

Deswegen

cost(H) < cost(W). (7.4)

Die Ungleichungen (7.3) und (7.4) liefern zusammen

cost(H) < cost(W) < 2 - cost(Hopt)

und so
SB(I)  cost(H) <9
Opta-qsp(!)  cost(Hop) .
O
Aufgabe 7.5. Finden Sie fiir jedes n € —{0,1,2} eine Kostenfunktion ¢, fiir den

vollstdndigen Graphen K, mit n Knoten, so dass ¢, den Kanten von K, mindestens zwei
unterschiedliche Werte zuordnet und der Algorithmus SB immer eine optimale Losung aus-
rechnet.

Aufgabe 7.6.* Finden Sie fiir jede ganze Zahl n > 4 eine Instanz I,, des A-TSP mit der
Eigenschaft

SB(I,)  _ 2n-2
Opta-rsp(ln) — n+1-

Dies geschieht genau dann, wenn v1,. .., v, schon vor u besucht worden sind, aber v noch
nicht besucht wurde.
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7.4 Lokale Suche

Lokale Suche ist eine Technik fiir den Algorithmenentwurf fiir Optimierungs-
probleme. Die Idee dieser Technik ist es, fiir die gegebene Eingabe x eine
zulédssige Losung a aus M (x) auszurechnen und dann schrittweise durch kleine
(lokale) Anderungen von a zu einer besseren zulissigen Losung zu gelangen.
Was der Begriff ,kleine Anderungen“ bedeutet, wird durch den Begriff der
Nachbarschaft definiert.

Definition 7.5. Seild = (X1, X0, L, M, cost, goal) ein Optimierungsproblem.
Fiir jedes © € L ist eine Nachbarschaft in M(x) eine Funktion f, :
M(z) = P(M(x)) mit folgenden Eigenschaften:

(i) € f.(a) fir jedes o € M(z),

{Eine Lisung « ist immer in der Nachbarschaft von a.}

(i1) falls B € f,(a) fir o, € M(x), dann ist o € f,(5), und
{Wenn B in der Nachbarschaft von « liegt, dann liegt auch « in der
Nachbarschaft von (5.}

(117)  fiir alle o, f € M(x) existieren eine positive Zahl k und v1,7%a, ..., Y% €
M(z), so dass

Y € fol@),Yiz1 € fuly) firi=1,....k—1, und B € fo(V)-

{Fiir alle zulissigen Léisungen o und (B ist es mdglich, von o zu [ iber
die Nachbarschaftsrelation zu gelangen.}

Falls « € f.(B) sagen wir, dass a und  Nachbarn (bzgl. f.) in M(x) sind.
Die Menge f.(a) wird die Nachbarschaft von a in M (x) genannt.

Eine zuldssige Losung o € M(x) heifit ein lokales Optimum fiir « beziig-
lich der Nachbarschaft f., falls

cost(a)) = goal{cost(B) | B € fu(a)}.
Sei fiir jedes x € L die Funktion f, eine Nachbarschaft in M(x). Die Funktion

fUla} x M(2)) = | P(M(2)

zel zeL

definiert durch

[z, a) = fola)
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fir alle v € L und alle « € M(x) ist eine Nachbarschaft fiir U.

In der Anwendung bestimmt man die Nachbarschaft durch sogenannte lokale
Transformationen. Der Begriff ,lokal” ist dabei wichtig, weil er die Bedeu-
tung hat, dass man nur eine kleine Anderung der Spezifikation von a durch
eine lokale Transformation erlaubt. Eine lokale Transformation fiir MAX-SAT
kann z.B. die Invertierung eines Bits in der Belegung sein. Dann enthélt die
Nachbarschaft einer Losung « die Losung « selbst und alle Lésungen, die man
durch die ausgewéhlte lokale Transformation erhalten kann. Fiir eine Formel
® von fiinf Variablen ist dann

{01100, 11100, 00100, 01000,01110,01101}

die Nachbarschaft von a = 01100 beziiglich der lokalen Transformation der
Bitinvertierung.

Aufgabe 7.7. Beweisen Sie, dass die Nachbarschaft fir MAX-SAT, die durch die lokale
Transformation der Bitinvertierung bestimmt wird, die Definition 7.5 erfiillt.

Fiir das TSP kann man folgende Nachbarschaft, 2-Exchange genannt, betrach-
ten (Fig. 7.3). Wir entfernen zwei beliebige Kanten {a,b} und {c,d} mit
{a,b,c,d}| = 4 aus einem Hamiltonschen Kreis, der die Knoten a,b,c,d in
dieser Reihenfolge besucht und fiigen statt dessen die Kanten {a, d} und {b, c}
hinzu. Wir beobachten, dass wir dadurch einen neuen Hamiltonschen Kreis
erhalten und dass man die Kanten {a, b} und {c, d} durch keine anderen Kan-
ten als {a,d} und {b, ¢} austauschen kann, um einen Hamiltonschen Kreis zu
erhalten.

XD

Fig. 7.3

Aufgabe 7.8. Erfiillt 2-Exchange die Bedingungen der Definition 7.57 Begriinden Sie Thre
Behauptung.

Aufgabe 7.9. Sei H ein Hamiltonscher Kreis in einem Graphen G. Entfernen Sie beliebige
drei Kanten {a,b}, {c,d} und {e, f} mit |{a,b,c,d,e, f}| = 6 aus H. Zeichnen Sie alle
unterschiedlichen Tripel von Kanten, deren Hinzufiigen zu H wieder zu einem Hamiltonschen
Kreis in G fithrt. Wie viele Moglichkeiten gibt es bei der Entfernung von k& Kanten, die ein
Matching bilden, fiir & > 37
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Die lokale Suche beziiglich der Nachbarschaft ist nichts anderes als eine itera-
tive Bewegung von einer Losung zu einer besseren, benachbarten Losung bis
man eine zuldssige Losung S erreicht, in dessen Nachbarschaft keine bessere
Losung als § existiert. Das Schema der lokalen Suche kann man also wie folgt
formulieren.

Das Schema der lokalen Suche beziiglich einer Nachbarschaft f
Algorithmus LS(f)

FEingabe: Eine Instanz z eines Optimierungsproblems U.
Phase 1. Berechne eine zuldssige Losung o € M(z)
Phase 2. while « ist kein lokales Optimum beziiglich f, do
begin
finde ein § € f,(a), so dass
cost(f) < cost(a) falls U ein Minimierungsproblem ist und
cost(3) > cost(a) falls U ein Maximierungsproblem ist;
a:=0
end
Ausgabe: «

Wir bemerken, dass LS(f) immer ein lokales Optimum beziiglich der Nachbar-
schaft f liefert. Falls alle lokalen Optima auch globale Optima sind, garantiert
die lokale Suche die Losung des Optimierungsproblems. Dies ist der Fall bei
dem Optimierungsproblem des minimalen Spannbaumes, wenn die Nachbar-
schaft durch den Austausch einer Kante bestimmt wird.

Wenn sich die Kosten der lokalen Optima nicht zu sehr von den Kosten der
optimalen Losungen unterscheiden, kann die lokale Suche zum Entwurf eines
Approximationsalgorithmus fiihren. Dies ist der Fall bei dem Problem des
maximalen Schnittes MAX-CUT. Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Jedes
Paar (V1,V5) mit ViUV, =V und Vi NV, = () ist ein Schnitt von G. Der Preis
des Schnittes (V4, V) ist die Anzahl der Kanten zwischen den Knoten aus V;
und V5, d.h.

cost(V1, Vo), G) = |[EN{{u,v} | u e Vi,v eV}

Das Ziel ist die Maximierung. Wir betrachten lokale Transformationen, die
einen Knoten aus einer Seite auf die andere Seite schieben. Der auf lokaler
Suche basierte Algorithmus kann wie folgt beschrieben werden.
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Algorithmus LS-CUT

Fingabe: Ein Graph G = (V, E).
Phase 1. S = (.
{Wiéhrend der Berechnung betrachten wir den Schnitt (S,V — S5). Am
Anfang ist der Schnitt (0,V).}
Phase 2. while ein Knoten v € V existiert, so dass
cost(SU{v},V — (SU{v})) > cost(S,V — S), oder
cost(S — {v}, (V = 8)U{v}) > cost(S,V — S) gilt do
begin
nehme v und bringe es auf die andere Seite des Schnittes;
end

Ausgabe: (S,V —9).
Satz 7.6. LS-CUT ist ein 2-Approximationsalgorithmus fiir MAX-CUT.

Beweis. Es ist offensichtlich, dass der Algorithmus LS-CUT eine zuléssige
Losung fiir MAX-CUT ausgibt. Es bleibt zu zeigen, dass Giiters-cur(G) < 2
fir jeden Graph G = (V,E). Sei (Y1,Ys) die Ausgabe von LS-CUT. Weil
(Y1,Y3) ein lokales Maximum beziiglich des Austauschs eines Knotens ist, hat
jeder Knoten v € Y; (Y3) mindestens so viele Kanten zu Knoten in Y5 (Y1)
wie die Anzahl der Kanten zwischen v und Knoten aus Y; (Y3) ist. Damit ist
mindestens die Hélfte aller Kanten im Schnitt (Y7, Y3). Weil Optyn-cur(G)
nicht grofler als |F| sein kann, ist Giiteps-cur(G) < 2. O

Aufgabe 7.10. Beweisen Sie, dass LS-CUT ein polynomieller Algorithmus ist.

Aufgabe 7.11. Betrachten  Sie das  Problem des gewichteten  maximales
Schnittes, MAX-GEW-CUT, das eine Verallgemeinerung von MAX-CUT ist. Eine Eingabe
von MAX-GEW-CUT ist ein Graph G = (V, E) und eine Kostenfunktion ¢ : £ — | die
jeder Kante e ihre Kosten c(e) zuordnet. Die Kosten eines Schnittes sind die Summe der
Kosten der Kanten des Schnittes. Das Ziel ist, eine Losung mit maximalen Kosten zu finden.
Offensichtlich ist MAX-GEW-CUT ein Zahlproblem. Entwerfen Sie einen Algorithmus mit
lokaler Suche, der einen pseudopolynomiellen 2-Approximationsalgorithmus darstellt.

Die Algorithmen, die auf lokaler Suche basieren, nennt man lokale Algorith-
men. Die lokalen Algorithmen sind mehr oder weniger durch die Wahl der
Nachbarschaft bestimmt. Die einzigen noch freien Parameter in dem Schema
der lokalen Suche sind die Strategie nach der Suche der besseren Nachbarn
und die Entscheidung, ob man die erste gefundene bessere Losung als neue
Loésung nimmt oder ob man unbedingt die beste Losung in der Nachbarschaft
bestimmen mdchte.
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Angenommen P # NP, dann gibt es offensichtlich keine polynomiellen lokalen
Algorithmen fiir NP-schwere Optimierungsprobleme. Wir bemerken, dass die
Zeitkomplexitit eines lokalen Algorithmus als

(die Zeit der Suche in der Nachbarschaft)
X (die Anzahl der iterativen Verbesserungen)

abgeschétzt werden kann. Wir sind jetzt an folgender Frage interessiert.

Fiir welche NP-schweren Optimierungsprobleme existiert eine Nach-
barschaft F polynomieller Grifle, so dass LS(f) immer eine opti-
male Losung liefert?

Dies bedeutet, dass wir bereit sind, eine im schlechtesten Fall mégliche expo-
nentielle Anzahl von Verbesserungsiterationen in Kauf zu nehmen, falls jede
Iteration in polynomieller Zeit lduft und die Konvergenz zu einer optimalen
Losung gesichert ist. Die Idee dabei ist, dass die Vergroflerung der Nachbar-
schaften auf der einen Seite die Wahrscheinlichkeit verkleinert, an ein schwa-
ches lokales Optimum zu gelangen, auf der anderen Seite aber die Zeitkomple-
xitét einer Verbesserungsiteration erhoht. Die Frage ist, ob eine Nachbarschaft
von verniinftiger Grofe existiert, so dass jedes lokale Optimum auch ein glo-
bales Optimum ist. Diese Fragestellung wird wie folgt formalisiert.

Definition 7.6. Sei U = (X1, %0, L, M, cost, goal) ein Optimierungsproblem
und sei f eine Nachbarschaft fiirU. Eine Nachbarschaft f heifit echt, falls fir
jedes © € L jedes lokale Optimum fiir x beziiglich f, eine optimale Lisung fir
x ist.

FEine Nachbarschaft f heiffit polynomiell untersuchbar, falls ein polynomi-
eller Algorithmus existiert, der fir jedes x € L und jedes a« € M(x) eine der
besten Losungen aus f.(a) findet.

Unsere Frage kann man jetzt wie folgt formulieren:

Fiir welche Optimierungsprobleme existieren echte polynomiell un-
tersuchbare Nachbarschaften?

Das bekannteste positive Beispiel ist der Simplex-Algorithmus fiir das Problem
der linearen Programmierung. Er basiert auf der Existenz einer echten poly-
nomiell untersuchbaren Nachbarschaft, aber er kann auf einigen Problemin-
stanzen exponentielle Zeitkomplexitdt beanspruchen, weil eine exponentielle
Anzahl von Verbesserungsiterationen moglich ist.
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Anufgabe 7.12. Sei k-Exchange die Nachbarschaft fiir TSP, in der & Kanten ausgetauscht
werden konnen. Wie méchtig ist die Nachbarschaft k-Exchanges(H) eines Hamiltonschen
Kreises H, wenn G n Knoten hat?

Aufgabe 7.13.* Beweisen Sie, dass k-Exchange fiir keine Konstante k € —{0} eine echte
Nachbarschaft fiir TSP ist.

Unsere Zielsetzung ist jetzt, eine Methode vorzustellen, mit der man die Nicht-
existenz einer echten polynomiell untersuchbaren Nachbarschaft fiir Optimie-
rungsprobleme beweisen kann. Wie wir sehen werden, kann das Konzept der
starken NP-Schwierigkeit auch hier erfolgreich angewendet werden.

Definition 7.7. Seild = (X7, X0, L, M, cost, goal) ein Optimierungsproblem,
das ein Zahlproblem ist (Zahloptimierungsproblem). Wir sagen, dass U ko-
stenbeschrankt ist, falls fir jede Instanz x mit Int(xz) = (i1,ia,...,1,),
i€ firj=1,2,...,n gilt

cost(a) € {1,2,...,27:@']}

j=1
fir jede zulissige Lisung o € M(x).

Wir bemerken, dass fast jedes bekannte Zahloptimierungsproblem kostenbe-
schrankt ist und so die Forderung der Kostenbeschrankung keine grofie Ein-
schrankung der Anwendbarkeit folgender Methode bedeutet.

Satz 7.7. Sei U € NPO ein kostenbeschrinktes Zahloptimierungsproblem.
Falls P # NP gilt und U stark NP-schwer ist, dann existiert keine echte poly-
nomiell untersuchbare Nachbarschaft fiir U.

Beweis. Wir fiihren einen indirekten Beweis. Angenommen, U besitzt eine
echte polynomiell untersuchbare Nachbarschaft f. Dann kann man fiir jede
Eingabe x in einer polynomiellen Zeit p(|z|) einen Iterationsschritt von LS(f)
durchfithren. Weil &4 € NPO ist, kann man dann die Startlésung auch in
polynomieller Zeit finden. In jeder Verbesserungsiteration verbessert man die
Kosten der aktuellen zulédssigen Losung mindestens um 1, weil die Kosten der
Losungen eines kostenbeschréankten Zahlproblems nur ganze Zahlen sind. Da
die Kosten der Losungen aus dem Intervall von 1 bis Z]. elnt(z) J < n-MaxInt(z)
sind, gibt es hochstens |x| - MaxInt(z) Verbesserungsiterationen. Damit ist die
Gesamtlaufzeit des LS(f) in

Op(J2]) - 2] - MaxInt(x)).
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Weil f eine echte Nachbarschaft ist, garantiert LS(f) eine optimale Losung fiir
x. Damit ist LS(f) ein pseudopolynomieller Algorithmus fiir 4. Weil U stark
NP-schwer ist, widerspricht dies der Annahme P # NP. O

In Kapitel 6 haben wir bewiesen, dass TSP und MAX-CL stark NP-schwer
sind. Wir bemerken, dass beide Probleme kostenbeschrénkte Zahloptimierungs-
probleme sind. Damit besitzen diese Optimierungsprobleme keine echte poly-
nomiell untersuchbare Nachbarschaft. Fiir das TSP kann man sogar beweisen,

1
dass es keine echte Nachbarschaft der exponentiellen Groe 2"° besitzt.

7.5  Simulated Annealing

In diesem Abschnitt stellen wir Simulated Annealing (simulierte Abkiihlung)
als eine Heuristik zur Losung schwerer Probleme vor. Der Begriff Heuristik
bezeichnet hier eine Entwurfstechnik fiir Algorithmen, die keine Lésung von
hoher Qualitéit (guter Approximation) in verniinftiger Zeit fiir jede Eingabe
garantieren. Dies bedeutet, dass wir bei Heuristiken viel mehr von unseren An-
forderungen abgeben als in allen bisher vorgestellten Methoden. Die Hoffnung
ist dabei, dass die heuristischen Algorithmen fiir die typischen anwendungsrele-
vanten Probleminstanzen verniinftige Resultate in kurzer Zeit liefern. Trotz der
Unsicherheit beziiglich der Laufzeit und der Losungsqualitét sind die Heuristi-
ken bei den Anwendern sehr beliebt, weil sie gewisse, nicht zu unterschétzen-
de Vorteile haben. Sie sind meistens einfach und schnell zu implementieren
und zu testen, so dass die Herstellung eines heuristischen Algorithmus viel
kostengiinstiger ist als der Entwurf eines spezialisierten, auf das Problem zu-
geschnittenen Algorithmus. Zweitens sind Heuristiken robust, was bedeutet
dass sie fiir eine breite Klasse von Problemen erfolgreich arbeiten, obwohl die-
se Probleme ziemlich unterschiedliche kombinatorische Strukturen haben. Dies
bedeutet, dass eine Anderung der Problemspezifikation in dem Prozess des Al-
gorithmenentwurfs kein Problem darstellt, weil hochstens ein paar Parameter
des heuristischen Algorithmus zu dndern sind. Fiir den Entwurf eines problem-
zugeschnittenen Optimierungsalgorithmus bedeutet eine Anderung der Aufga-
benspezifikation oft eine solche Anderung der kombinatorischen Struktur, dass
man mit dem Entwurf von vorne beginnen muss.

Wenn man die lokale Suche auf ein schweres Problem anwendet, bei dem man
das Verhalten des lokalen Algorithmus nicht bestimmen kann, dann kann man
lokale Suche auch als eine Heuristik betrachten. Sie hat auch die Eigenschaft
der Robustheit, weil man sie praktisch auf jedes Optimierungsproblem anwen-
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den kann. Die grofite Schwiiche der lokalen Suche ist, dass sie in einem lokalen
Optimum endet, egal wie gut oder schlecht dieses lokale Optimum ist. Wir
wollen jetzt die Methode der lokalen Suche verbessern, indem wir die Fallen
der lokalen Optima aufheben. Dabei lassen wir uns durch die physikalische
Optimierung von Metallzusténden in der Thermodynamik inspirieren.

Der optimale Zustand eines Metalls entspricht der optimalen Kristallstruktur,
wobei alle Bindungen zwischen den elementaren Teilchen gleich stark sind.
Wenn einige Bindungen durch Belastung wesentlich schwécher und andere
starker werden, besteht Bruchgefahr und das Metall ist in einem schlechten
Zustand. Der optimale Zustand entspricht also dem Zustand mit minimaler
Energie. Die Optimierungsprozedur besteht aus folgenden zwei Phasen.

Phase 1. Dem Metall wird von auflen durch ein ,heifles Bad“ Energie zu-
gefiithrt. Dadurch schwéchen sich fast alle Bindungen und ein chaosihn-
licher Zustand entsteht.

Phase 2. Das Metall wird langsam abgekiihlt, bis es einen optimalen Zustand
mit minimaler Energie erreicht.

Diesen Optimierungsprozess kann man mit folgendem Algorithmus auf einem
Rechner simulieren. Wir bezeichnen mit E(s) die Energie des Metallzustandes
s. Sei cp die Boltzmann-Konstante.

Metropolis-Algorithmus

FEingabe: Ein Zustand s des Metalls mit der Energie E(s).

Phase 1. Bestimme die Anfangstemperatur 1T’ des heiflen Bades.

Phase 2. Generiere einen Zustand ¢ aus s durch eine zufillige kleine
Anderung (z.B. eine Positionsinderung eines Elementar-
teilchens)
if E(q) < E(s) then s:=gq

{akzeptiere ¢ als neuen Zustand}

else akzeptiere ¢ als neuen Zustand mit der Wahrscheinlichkeit
_ E(@)=E(s)
prob(s — ¢) =e BT

{d.h. bleibe im Zustand s mit der Wahrscheinlichkeit
1 — prob(s — q)}
Phase 3: Verkleinere T" passend.
if T ist nicht sehr nahe bei 0 then goto Phase 2;
else output(s);
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Zuerst beobachten wir die starke Ahnlichkeit zwischen der lokalen Suche und
dem Metropolis-Algorithmus. Der Metropolis-Algorithmus besteht aus Iterati-
onsschritten, und in einem Iterationsschritt wird ein neuer Kandidat fiir einen
aktuellen Zustand durch eine lokale Transformation bestimmt. Die wesentli-
chen Unterschiede sind folgende.

(i) Der Metropolis-Algorithmus darf mit gewisser Wahrscheinlichkeit auch in
einen schlechteren Zustand mit hoher Energie iibergehen und dadurch mogliche
lokale Minima iiberwinden.

(ii) Nicht die lokale Optimalitét, sondern der Wert von 7" entscheidet tiber die
Terminierung des Metropolis-Algorithmus.

Die Wahrscheinlichkeit prob(s — ¢) folgt den Gesetzen der Thermodynamik,
die besagen, dass die Wahrscheinlichkeit einer Verschlechterung (eines Ener-
giewachstums) um einen Wert AE

—AE
prob(AE) = es™
ist. Diese Wahrscheinlichkeit hat zwei wichtige Eigenschaften.

(a) Die Wahrscheinlichkeit prob(s — ¢) verkleinert sich mit wachsendem
E(q) — E(s), d.h. starke Verschlechterungen sind weniger wahrscheinlich als
schwéchere, und

(b) die Wahrscheinlichkeit prob(s — ¢) wéchst mit 7', d.h. starke Verschlechte-
rungen (Uberwindung von tiefen lokalen Minima) sind am Anfang bei grofiem
T wahrscheinlicher als bei kleinem 7.

Ein wichtiger Punkt ist, dass die Moglichkeit, die lokalen Minima durch Ver-
schlechterung zu iiberwinden, notwendig fiir das Erreichen des Optimums ist.
Um den Metropolis-Algorithmus zur Lésung von kombinatorischen Optimie-
rungsproblemen einzusetzen, reicht es aus, die folgende Beziehung zwischen
den Begriffen der Thermodynamik und den Bergriffen der kombinatorischen
Optimierung festzustellen.

Menge der zulédssigen Losungen
Preis einer zuldssigen Losung
eine optimale Losung

ein Programmparameter

Menge der Systemzustinde
Energie eines Zustandes
ein optimaler Zustand
Temperatur

1 1 1

Sei U = (X7,%0, L, M, cost, Minimum) ein Optimierungsproblem mit einer
Nachbarschaft f. Dann kann man die Simulation des Metropolis-Algorithmus
wie folgt beschreiben.
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Simulated Annealing beziiglich f
Algorithmus SA(f)

FEingabe: Eine Probleminstanz x € L.

Phase 1. Berechne eine zulidssige Losung o € M (x).
Wihle eine Anfangstemperatur 7.
Wihle eine Reduktionsfunktion g, abhéngig von 7" und der Anzahl der
Iterationen I.
Phase 2. I :=0;
while 7" > 0 (oder T ist nicht zu nah an 0) do
begin
wihle zuféllig ein 8 aus f.(a);
if cost(p) < cost(«) then o := 3;
else
begin

generiere zufillig eine Zahl r aus dem Intervall [0, 1];
_ cost(B)—cost(a)

if r<e ™ T  then a:=[;
end
I =1+1;
T::g(T,I);
end
end

Ausgabe: «.

Bei einer ,,verniinftigen“ Nachbarschaft und passender Wahl von 7" und ¢ kann
man beweisen, dass SA(f) das Optimum erreicht. Das Problem ist aber, dass
man die Anzahl der dazu hinreichenden Iterationen nicht einschrinken kann.
Selbst Versuche, eine Approximationsgiite nach einer gewissen Anzahl von
Operationen zu garantieren, fithrten dazu, dass man eine viel gréflere An-
zahl an Iterationen als |M(x)| fiir eine solche Garantie brauchte. Trotzdem
gibt es viele Anwendungen, bei denen Simulated Annealing akzeptable Losun-
gen liefert und deswegen wird es héufig eingesetzt. Die positive Seite ist auch,
dass die Wahl der Parameter T" und g bei dem Benutzer liegt, und so kann er
alleine iiber Prioritéten im Bezug auf den Tradeoff zwischen Laufzeiten und
Losungsqualitdt entscheiden.
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7.6  Zusammenfassung

Der Algorithmenentwurf ist fiir die Losung schwerer Probleme entscheidend,
weil die qualitativen Spriinge in der Anforderung (von exponentieller zu po-
lynomieller Komplexitit) auf die Rechnerressourcen nicht durch die Verbesse-
rung der Rechnertechnologie zu erreichen sind. Um effiziente Algorithmen fiir
schwere Probleme zu erhalten, muss man etwas auf der Ebene der Anforde-
rungen bezahlen. Entweder reduzieren wir die Menge der zuléssigen Eingaben
(d.h. wir 16sen das Problem nicht in seiner allgemeinen formalen Darstellung),
oder wir verzichten auf die Sicherheit, immer die richtige oder optimale Losung
zu bekommen. Die Kunst der Algorithmik liegt darin, groflie Gewinne auf der
Seite der Effizienz durch kleine Nachlésse in der Problemformulierung zu be-
wirken.

Pseudopolynomielle Algorithmen laufen in polynomieller Zeit auf Problemin-
stanzen von Zahlproblemen, bei denen die Zahlen eine polynomielle Gréfie in
der Eingabeldnge haben. Einen pseudopolynomiellen Algorithmus kann man
fiir das Rucksackproblem entwerfen. Das Konzept der NP-Vollstédndigkeit ist
auch hier hilfreich, um die Nichtexistenz von pseudopolynomiellen Algorith-
men unter der Annahme P # NP fiir gewisse Probleme zu beweisen.

Approximationsalgorithmen sind Algorithmen fiir Optimierungsprobleme, die
eine zuldssige Losung liefern, deren Kosten sich nicht zu viel von den Ko-
sten der optimalen Losung unterscheiden. Fiir das metrische TSP, MAX-VC
und MAX-CUT kann man polynomielle Approximationsalgorithmen entwer-
fen. Fiir das allgemeine TSP gibt es keinen polynomiellen Approximationsal-
gorithmus mit einer konstanten Approximationsgiite, falls P # NP.

Die lokalen Algorithmen fiir ein Optimierungsproblem starten mit einer zuléssi-
gen Losung und versuchen durch kleine Anderungen (lokale Transformationen)
der Losungsspezifikation iterativ zu einer besseren Lésung zu gelangen. Lokale
Algorithmen enden immer in einem lokalen Optimum beziiglich der erlaubten
lokalen Transformationen. Die Kosten der lokalen Optima kénnen sich wesent-
lich von den optimalen Kosten unterscheiden. Simulated Annealing ist eine
Heuristik, die auf der lokalen Suche aufbaut und das Verlassen der lokalen
Optima ermdoglicht. Simulated Annealing ist robust und einfach zu implemen-
tieren und wird deswegen oft in der Praxis angewendet.

Die Konzepte der pseudopolynomiellen Algorithmen fiir Zahlprobleme und der
starken NP-Schwierigkeit sind Garey und Johnson [GJ 79] zu verdanken. Der
pseudopolynomielle Algorithmus fiir das Rucksackproblem wurde von Ibar-
ra und Kim [IK 74] entworfen. Der erste Approximationsalgorithmus wurde
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von Graham [Gra 66] entworfen. Die ersten lokalen Algorithmen wurden von
Bock [Boc 58] und Croes [Cro 58] entworfen. Das Konzept der echten poly-
nomiell untersuchbaren Nachbarschaft wurde von Papadimitriou und Steig-
litz [PS 82] eingefiihrt. Der Metropolis-Algorithmus fiir die Simulation der
Abkiihlung wurde von Metropolis, A.W und M.N. Rosenbluth, A.M. und E.
Teller [MRR* 53] entdeckt. Die Moglichkeit, diesen Algorithmus in der kom-
binatorischen Optimierung anzuwenden, kam von Cerny [Cer 85] und Kirkpa-
trick, Gellat und Vecchi [KGV 83].

Eine systematische Ubersicht iiber Methoden zur Losung schwerer Probleme
ist in [Hro 01] gegeben. Zum weiteren Lesen empfehlen wir noch wirmstens Pa-
padimitriou und Steiglitz [PS 82], Cormen, Leiserson und Rivest [CLR 90] und
Schoning [Sch 01] . Zum Thema Approximationsalgorithmen sind reichhaltige
Quellen Ausiello, Crescenzi, Gambosi, Kann, Marchetti-Spaccamela und Prot-
asi [ACG™ 99], Hochbaum [Hoc 97], Mayr, Promel und Steger [MPS 98] und
Vazirani [Vaz 01].

Kontrollaufgaben

1. Die meisten bekannten NP-schweren Probleme sind interessant fiir die Praxis. Welche
grundsétzlichen Ansétze zur Losung von Instanzen von schweren Problemen gibt es?

2. FErkldren Sie das Konzept von pseudopolynomiellen Algorithmen und illustrieren Sie
es durch Anwendung auf das einfache Rucksack-Problem. Beim einfachen Rucksack-
Problem sind die Kosten und das Gewicht fiir jedes Objekt gleich (d.h. das Gewicht
entspricht dem Nutzen). Vereinfachen Sie den pseudopolynomiellen Algorithmus fiir
das allgemeine Rucksack-Problem, um einen pseudopolynomiellen Algorithmus fiir
das einfache Rucksack-Problem zu erhalten.

Fiihrt diese Vereinfachung auch zu einer geringeren Zeitkomplexitét?

3. Gibt es eine Methode, die bei der Voraussetzung P # NP die Nichtexistenz eines
pseudopolynomiellen Algorithmus fiir ein Zahlenproblem beweisen kann?

4. Erklidren Sie das Konzept von Approximationsalgorithmen. Wie misst man die Giite
eines Approximationsalgorithmus?

5. Entwerfen Sie einen Greedy Algorithmus fiir das einfache Rucksack-Problem (siche
Aufgabe Kontrollaufgabe 2). Zeigen Sie, dass der entworfene Algorithmus ein poly-
nomieller 2-Approximationsalgorithmus ist.

6. FErkldren Sie das Konzept der lokalen Suche. Schlagen Sie fiir alle hier betrachteten
NP-schweren Optimierungsprobleme ein paar Nachbarschaften vor. Fiir welche Pro-
bleme kann man die lokale Suche erfolgreich (effizient und mit Garantie eine gute
Losung zu finden) anwenden?

7. Wann ist eine Nachbarschaft echt und polynomiell durchsuchbar? Hilft und das Kon-
zept der starken NP-Schwierigkeit zu zeigen, dass gewisse Optimierungsprobleme zu
schwer fiir die lokale Suche sind?

8. Was ist die gemeinsame Grundlage und der wesentliche Unterschied zwischen loka-
ler Suche und Simulated Annealing? Was garantiert Simulated Annealing und was
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garantiert diese Methode nicht? Mit welcher Wahrscheinlichkeit akzeptiert man eine
Verschlechterung und was sind die wichtigsten Eigenschaften dieses Wahrscheinlich-
keitskriteriums?



Das Gewebe dieser Welt ist aus

Notwendigkeit und Zufall gebildet;

Die Vernunft des Menschen stellt sich zwischen beide

und weif} sie zu beherrschen;

Sie behandelt das Notwendige als den Grund ihres Daseins;
Das Zufiillige weif3 sie zu lenken, zu leiten und zu nutzen, ...

J. W. von Goethe

8 Randomisierung

8.1  Zielsetzung

Der Begriff Zufall ist einer der fundamentalsten und meist diskutierten Be-
griffe der Wissenschaft. Die grundlegende Frage ist, ob der Zufall objektiv
existiert oder ob wir diesen Begriff nur benutzen, um Ereignisse mit unbe-
kannter GesetzméafBigkeit zu erkldren und zu modellieren. Dariiber streiten die
Wissenschaftler seit der Antike. Demokrit meinte, dass

das Zufallige das Nichterkannte ist,
und dass die Natur in ihrer Grundlage determiniert ist.

Damit meinte Demokrit, dass in der Welt Ordnung herrscht und dass diese
Ordnung durch eindeutige Gesetze bestimmt ist. Epikur widersprach Demokrit
mit folgender Meinung;:

,Der Zufall ist objektiv,
er ist die eigentliche Natur der Erscheinung.“

Die Religion und die Physik vor dem 20. Jahrhundert bauten auf der kausal-
deterministischen Auffassung auf. Interessant ist zu bemerken, dass auch Al-
bert Einstein die Benutzung des Begriffs Zufall nur als Kennzeichnung des
noch nicht vollstdndigen Wissens zulieB und an die Existenz einfacher und
klarer deterministischer Naturgesetze glaubte. Die Entwicklung der Wissen-
schaft (insbesondere der Physik und der Biologie) im 20. Jahrhundert fiihrte
eher zu der Epikur’schen Weltanschauung. Die experimentelle Physik bestétig-
te die Theorie der Quantenmechanik, die auf Zufallereignissen aufgebaut ist.

J. Hromkovi", Theoretische Informatik, DOI 10.1007/ 978-3-8348-9853-1_8,
© Vieweg+Teubner Verlag [Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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In der Evolutionsbiologie zweifelt man heute nicht an der These, dass ohne
zuféllige Mutationen der DNA die Evolution nicht stattgefunden hétte. Am
besten formulierte der ungarische Mathematiker Alfréd Rényi eine moderne,
iiberwiegend akzeptierte Ansicht der Rolle des Zufalls:

LEs gibt keinen Widerspruch zwischen Kausalitdt und dem Zufall.
In der Welt herrscht der Zufall, und eben deshalb gibt es in der Welt
Ordnung und Gesetz, die sich in den Massen von zufilligen Ereig-
nissen, den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit entsprechend, entfal-
ten.

Fiir uns Informatiker ist wichtig zu begreifen, dass es sich oft lohnt, statt
vollstandig deterministischer Systeme und Algorithmen zufallsgesteuerte (ran-
domisierte) Systeme und Algorithmen zu entwerfen und zu implementieren.
Dabei geht es um nichts anderes, als von der Natur zu lernen. Es scheint eine
Tatsache zu sein, dass die Natur immer den einfachsten und effizientesten Weg
geht und dass ein solcher Weg durch die Zufallssteuerung bestimmt wird. Die
Praxis bestétigt diese Ansicht. In vielen Anwendungen konnen einfache zufalls-
gesteuerte Systeme und Algorithmen das Gewiinschte effizient und zuverléssig
leisten, obwohl jedes vollstdndig deterministische System fiir diesen Zweck so
komplex und ineffizient wére, dass jeder Versuch, es zu bauen, praktisch sinn-
los wére. Dies ist auch der Grund dafiir, dass man heutzutage die Klasse der
praktisch 16sbaren Probleme nicht mehr mit der deterministisch polynomiel-
len Zeit, sondern eher mit zufallsgesteuerten (randomisierten) polynomiellen
Algorithmen verkniipft.

Die Zielsetzung dieses Kapitels ist nicht, die Grundlage des Entwurfs von
randomisierten Algorithmen und der Komplexitiatstheorie der randomisierten
Berechnung zu préisentieren, weil dazu zu viele Vorkenntnisse aus der Wahr-
scheinlichkeitstheorie, der Komplexitédtstheorie und der Zahlentheorie notwen-
dig wiren. Wir ziehen es vor, anhand dreier Beispiele das Konzept der Zufalls-
steuerung zu veranschaulichen und dadurch auch ansatzweise ein etwas tieferes
Versténdnis fiir die iiberlegene Stérke der Zufallssteuerung der deterministi-
schen Steuerung gegeniiber zu gewinnen.

Dieses Kapitel ist wie folgt aufgebaut. In Abschnitt 8.2 prasentieren wir ei-
nige elementare Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie. In Abschnitt 8.3
entwerfen wir ein randomisiertes Kommunikationsprotokoll zum Vergleich der
Inhalte zweier grofler Datenbanken, das unvergleichbar effizienter als jedes de-
terministische Kommunikationsprotokoll fiir diese Aufgabe ist. In Abschnitt
8.4 nutzen wir das vorgestellte Kommunikationsprotokoll, um die Methode
der hiufigen Zeugen als ein Paradigma fiir den Entwurf von zufallsgesteuerten
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Algorithmen zu erklaren. Wir wenden noch einmal diese Methode an, um einen
effizienten randomisierten Algorithmus fiir den Primzahltest zu entwickeln. Da-
bei zéhlt der Primzahltest zu den wichtigsten Entscheidungsproblemen in der
Praxis und wir kennen keinen effizienten Algorithmus, der den Primzahltest
deterministisch entscheiden kann. In Abschnitt 8.5 stellen wir die Methode der
Fingerabdriicke als eine spezielle Variante der Methode der haufigen Zeugen
vor. Wir wenden diese Methode an, um effizient die Aquivalenz von zwei Po-
lynomen zu entscheiden. Wie iiblich beenden wir das Kapitel mit einer kurzen
Zusammenfassung.

8.2 Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie

Wenn ein Ereignis (eine Erscheinung) eine unumgéngliche Folge eines anderen
Ereignisses ist, dann sprechen wir von Kausalitdt oder Determinismus. Wie
wir schon in der Einleitung bemerkt haben, gibt es auch andere als vollig
bestimmte, eindeutige Ereignisse. Die Wahrscheinlichkeitstheorie wurde ent-
wickelt, um Situationen und Experimente mit mehrdeutigen Ergebnissen zu
modellieren und zu untersuchen. Einfache Beispiele solcher Experimente sind
der Miinzwurf und das Wiirfeln. Es gibt hier keine Moglichkeit, das Ergebnis
vorherzusagen, und deswegen sprechen wir von zufélligen Ereignissen. In
der Modellierung eines Wahrscheinlichkeitsexperimentes betrachten wir also
alle moglichen Ergebnisse des Experimentes, die wir elementare Ereignis-
se nennen. Aus der philosophischen Sicht ist es wichtig, dass die elementaren
Ereignisse als atomare Ergebnisse zu betrachten sind. Atomar bedeutet, dass
man ein elementares Ereignis nicht als eine Kollektion von noch einfacheren
Ergebnissen betrachten kann, und sich somit zwei elementare Ereignisse ge-
genseitig ausschlieSen. Beim Miinzwurf sind die elementaren Ereignisse ,, Kopf*
und ,,Zahl“ und beim Wiirfeln sind die elementaren Ereignisse die Zahlen ,/ 1,
524 ,3%, ,4% /5% und ,,6“. Ein Ereignis definiert man dann als eine Teilmenge
der Menge der elementaren Ereignisse. Z.B. ist {2,4, 6} das Ereignis, dass beim
Wiirfeln eine gerade Zahl fillt. Weil elementare Ereignisse auch als Ereignisse
betrachtet werden, stellt man sie, um konsistent zu bleiben, als einelementige
Mengen dar.

Im Folgenden betrachten wir nur Experimente mit einer endlichen Menge S
von elementaren Ereignissen, was die Anschaulichkeit der folgenden Defini-
tion erhoht. Wir mochten jetzt eine sinnvolle Theorie entwickeln, die jeder
Erscheinung E C S eine Wahrscheinlichkeit zuordnet. Dass diese Aufgabe gar
nicht so einfach ist, dokumentiert die Tatsache, dass man seit der Begriindung
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der Wahrscheinlichkeitstheorie in den Werken von Pascal, Fermat und Huy-
gens in der Mitte des 17. Jahrhunderts fast 300 Jahre gebraucht hat, bis eine
allgemein akzeptierte axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit von Kol-
mogorov vorgeschlagen wurde. Unsere Einschriankung der Endlichkeit von S
hilft uns, die technischen Schwierigkeiten solcher allgemeinen Definitionen zu
vermeiden. Die Idee ist, die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses als

das Verhdltnis der Summe der Wahrscheinlichkeiten der
glinstigen (darin enthaltenen) elementaren Ereignisse zu der (8.1)
Summe der Wahrscheinlichkeiten aller moglichen elementaren
Ereignisse

zu sehen. Durch diese Festlegung normiert man die Wahrscheinlichkeitswerte
in dem Sinne, dass die Wahrscheinlichkeit 1 der Sicherheit und die Wahrschein-
lichkeit 0 einem unméglichen Ereignis entspricht. Ein anderer zentraler Punkt
ist, dass die Wahrscheinlichkeiten der elementaren Ereignisse die Wahrschein-
lichkeiten aller Ereignisse eindeutig bestimmen. Bei symmetrischen Experi-
menten wie dem Wiirfeln will man allen elementaren Ereignissen die gleiche
Wahrscheinlichkeit zuordnen. Sei Wahr(E) die Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nisses F. Weil in unserem Modell als Resultat des Experimentes ein elemen-
tares Ereignis auftreten muss, setzt man Wahr(S) = 1 fiir die Menge S aller
elementaren Ereignisse. Dann haben wir beim Wiirfeln

Wahr({2}) + Wahr({4}) + Wahr({6})

Wahr({2,4,6)) =

Wahr(.S)
= Wahr({2}) + Wahr({4}) + Wahr({6})
1111
~§tstey

d.h., die Wahrscheinlichkeit, eine gerade Zahl zu werfen, ist genau 1/2. Nach
dem Wahrscheinlichkeitskonzept (8.1) erhalten wir fiir alle disjunkten Ereig-
nisse X und Y

Wahr(X) + Wahr(Y)
Wahr(S)
= Wahr(X) + Wahr(Y).

Wahr(X UY) =

Diese Uberlegungen fithren zu der folgenden axiomatischen Definition der
Wahrscheinlichkeit.
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Definition 8.1. Sei S die Menge aller elementaren Ereignisse eines Wahr-
scheinlichkeitsexperimentes. Fine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S ist
jede Funktion Wahr : P(S) — [0, 1], die folgende Bedingungen erfillt:

(i) Wahr({z}) > 0 fiir jedes elementare Ereignis x,
(i1) Wahr(S) =1, und
(11i) Wahr(X UY) = Wahr(X) + Wahr(Y") fir alle Ereignisse X, Y C S mit
XNy =90.

Wahr(X) nennt man die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X. Das
Paar (S, Wahr) wird als ein Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet. Falls
Wahr({z}) = Wahr({y}) fir alle z,y € S, nennt man Wahr die uniforme
Wahrscheinlichkeitsverteilung (oder Gleichverteilung) auf S.

Aufgabe 8.1. Beweisen Sie, dass folgende Eigenschaften fiir jeden Wahrscheinlichkeits-
raum (S, Wahr) immer gelten:
(i) Wahr(0) = 0,

(ii) Wahr(S — X) =1 — Wahr(X) fiir jedes X C S,

(iii) fir alle X, Y C S mit X CY gilt Wahr(X) < Wahr(Y),

(iv) Wahr(X UY) = Wahr(X) + Wahr(Y) — Wahr(X NY’)
< Wahr(X) + Wahr(Y) fir alle X, Y C S,

(v) Wahr(X) =73\ Wahr(z) fiir alle X C S.

Wir bemerken, dass alle Eigenschaften aus Aufgabe 8.1 unserer Zielsetzung und
damit der informellen Definition (8.1) entsprechen. Somit entspricht die Addi-
tion der Wahrscheinlichkeiten unserer intuitiven Vorstellung, dass die Wahr-
scheinlichkeit, dass irgendeines von mehreren unvereinbaren Ereignissen ein-
tritt, gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten der betrachteten Ereignisse
ist.

Was entspricht der Multiplikation zweier Wahrscheinlichkeiten? Betrachten wir
zwei Wahrscheinlichkeitsexperimente, die in dem Sinne unabhéngig sind, dass
kein Resultat eines Experimentes einen Einfluss auf das Resultat des anderen
Experimentes hat. Ein Beispiel dafiir ist, zweimal zu wiirfeln. Egal, ob wir auf
einmal mit zwei Wiirfeln spielen oder ob wir zweimal denselben Wiirfel rollen
lassen, die Resultate beeinflussen sich nicht gegenseitig. Z.B. hat eine 3 beim
ersten Wurf keinen Einfluss auf das Ergebnis des zweiten Wurfs. Wir wissen,
dass Wahr(i) = # fiir beide Experimente und fiir alle 7 € {1,2,...,6}. Be-
trachten wir jetzt die Zusammensetzung beider Zufallsexperimente (Wiirfeln)
als ein Zufallsexperiment. Die Menge der elementaren Ereignisse ist hier

SZ = {(17]) | i)j € {1,2,...,6}},
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wobei fiir ein elementares Ereignis { (4, j)} der Index i das Ergebnis des ersten
Wurfs und j das des zweiten ist. Wie soll jetzt korrekterweise die Wahrschein-
lichkeitsverteilung Wahry auf Sy aus ({1,2,...,6}, Wahr) bestimmt werden?
Wir bauen auf der Intuition auf, dass die Wahrscheinlichkeit des Eintretens
von zwei vollstdndig unabhéngigen Ereignissen gleich dem Produkt der Wahr-
scheinlichkeiten dieser Ereignisse ist und damit

Wahry({(i,j)}) = Wahr({i}) - Wahr({j}) =

|~
D=
w
(@)}

fir alle i, € {1,2,...,6}. Uberpriifen wir die Korrektheit dieser Uberlegung.
Die Menge Sy beinhaltet genau 36 elementare Ereignisse, die alle gleich wahr-
scheinlich sind. Damit ist tatséichlich Wahry({(4, j)}) = 55 fiir alle (i,7) € Ss.

Aufgabe 8.2, Seik € —{0}. Sei (S, Prob) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei Prob eine
uniforme Wahrscheinlichkeitsverteilung (Gleichverteilung) iiber S = {0,1,2,..., 28 — 1} ist.
Erzeugen Sie (S, Prob) durch k-fachen Miinzwurf.

Es bleibt zu kléaren, wie man die Wahrscheinlichkeitstheorie anwendet, um zu-
fallsgesteuerte (randomisierte) Algorithmen zu entwerfen und zu analysieren.
Dazu benutzt man zwei verschiedene Moglichkeiten. Die erste Moglichkeit ist,
mit dem Modell der NTM mit endlichen Berechnungen zu starten und jeden
nichtdeterministischen Schritt als ein Zufallsexperiment zu betrachten. Dies
bedeutet, dass man bei einer Wahl aus & Moglichkeiten jeder Méglichkeit die
Wahrscheinlichkeit % zuordnet. Dann bestimmt man die Wahrscheinlichkeit ei-
ner Berechnung als das Produkt der Wahrscheinlichkeiten aller zufélligen Ent-
scheidungen dieser Berechnung. Sei S4, die Menge aller Berechnungen einer
NTM (eines nichtdeterministischen Programms) A auf einer Eingabe z. Wenn
man jeder Berechnung C' aus S4, die oben beschriebene Wahrscheinlichkeit
Wahr(C') zuordnet, dann ist (S4,, Wahr) ein Wahrscheinlichkeitraum.

Aufgabe 8.3. Beweisen Sie, dass (S4,,, Wahr) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist.

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten der Berechnungen aus S4, mit einer
falschen Ausgabe A(z) fir die Eingabe z ist dann die Fehlerwahrschein-
lichkeit des Algorithmus A auf der Eingabe z, Fehler4(x). Die Fehler-
wahrscheinlichkeit des Algorithmus A definiert man als eine Funktion
Fehler, : —  wie folgt.

Fehler 4 (n) = max{Fehlers(x) | |x| = n}.
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AuBer den Fehlerwahrscheinlichkeiten kann man z.B. auch untersuchen, wie
grof} die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine Berechnung aus hochstens ¢(n) Schrit-
ten besteht (d.h., wie groB die Summe der Wahrscheinlichkeiten der Berech-
nungen ist, die kiirzer als t(n) sind).

Die andere Moglichkeit, die randomisierten Algorithmen zu definieren, ist ein-
fach, einen randomisierten Algorithmus als eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
iiber einer Menge deterministischer Algorithmen zu betrachten. Dies entspricht
der Vorstellung, dass man einem deterministischen Algorithmus (einer TM) A
eine Folge von Zufallsbits (ein zusétzliches Band mit einer Zufallsfolge) als
zusétzliche Eingabe gibt. Jede Folge von Zufallsbits bestimmt eindeutig eine
deterministische Berechnung von A auf der gegebenen Eingabe x. Die Zufalls-
folgen als elementare Ereignisse zu betrachten, entspricht also der Betrachtung
der Berechnungen aus S, , als elementare Ereignisse. Gewthnlicherweise ha-
ben alle Zufallsfolgen die gleiche Wahrscheinlichkeit, und somit handelt es sich
um die uniforme Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber der Menge aller Berech-
nungen aus S, ,. Die Beispiele randomisierter Algorithmen in den néchsten
zwei Abschnitten bauen auf diesem Modell der randomisierten Algorithmen
auf. Die Folgen von zufélligen Bits interpretiert man in diesen Beispielen als
eine zufillige Zahl, die dann die Berechnung und somit das Resultat der Be-
rechnung beeinflusst.

8.3  Ein randomisiertes Kommunikationsprotokoll

Die Zielsetzung dieses Abschnittes ist zu zeigen, dass randomisierte Algorith-
men wesentlich effizienter als bestmogliche deterministische Algorithmen sein
konnen. Betrachten wir die folgende Aufgabenstellung. Wir haben zwei Rech-
ner Ry und Ryy. Urspriinglich erhalten diese eine Datenbank mit gleichem In-
halt. Mit der Zeit hat sich der Inhalt dynamisch geéndert, aber wir haben
versucht, die gleichen Anderungen auf beiden Rechnern zu machen, um idea-
lerweise die gleiche Datenbank auf beiden Rechnern zu erhalten. Nach einer
gewissen Zeit wollen wir nun iberpriifen, ob Ry und Ry wirklich noch die
gleichen Daten haben. Im Allgemeinen bezeichnen wir durch n die Grofle der
Datenbank in Bits. Konkret betrachten wir ein groes n = 10'%, was bei Gen-
datenbanken eine realistische Grofle sein diirfte. Unser Ziel ist es, einen Kom-
munikationsalgorithmus (ein Protokoll) zu entwerfen, der feststellt, ob die In-
halte der Datenbanken von R; und Ry unterschiedlich oder gleich sind. Die
Komplexitdt des Kommunikationsalgorithmus messen wir in der Anzahl der
ausgetauschten Bits zwischen Ry und Ry;. Man kann beweisen, dass jedes deter-
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ministische Protokoll fiir diese Aufgabe einen Austausch von n Bits zwischen
R; und Ry nicht vermeiden kann. Also existiert kein Protokoll, das hochstens
n — 1 Kommunikationsbits benutzen darf und diese Aufgabe zuverlissig 10st.
Wenn man bei der Datenmenge mit n = 10'® noch sicherstellen sollte, dass
alle Kommunikationsbits korrekt ankommen, wiirde man auf den Versuch, die
Aufgabe auf diese Weise zu 1ésen, wahrscheinlich verzichten.

Die Losung in dieser Situation bietet folgendes zufallsgesteuertes Protokoll. Es
basiert auf dem Primzahlsatz (Satz 2.3).

R = (Ry, Ryy) (Ein zufallsgesteuertes Kommunikationsprotokoll)

Ausgangssituation: Ry hat n Bits x = xq...x,, Ry hat n Bitsy =1 ... yn.

Phase 1: Ry wahlt zuféllig mit einer uniformen Wahrscheinlichkeitsverteilung
p als eine von den Prim (n?) ~ n?/Inn? Primzahlen kleiner gleich n?.

Phase 2: Ry berechnet die Zahl s = Nummer(z) mod p und schickt die binére
Darstellung von s und p zu Ryj.

Phase 3: Nach dem Empfang von s und p berechnet Ry die Zahl
g = Nummer(y) mod p.
Falls ¢ # s, dann gibt Ry die Ausgabe ,ungleich*.
Falls ¢ = s, dann gibt Ry die Ausgabe ,,gleich*.

Jetzt analysieren wir die Arbeit von R = (Ry, Ryp). Zuerst bestimmen wir die
Komplexitit, gemessen als die Anzahl der Kommunikationsbits, und dann ana-
lysieren wir die Zuverléssigkeit (Fehlerwahrscheinlichkeit) von R = (Ry, Ry).

Die einzige Kommunikation besteht darin, dass Ry die Zahlen s und p an Ry
schickt. Weil s < p < n? gilt, ist die Linge der biniiren Nachricht 2- [log, n?] <
4 - [logyn]. Fiir n = 10'¢ sind dies héchstens 4 - 16 - [log, 10] = 256 Bits. Es
ist also eine sehr kurze Nachricht, die man problemlos zuverldssig iibertragen
kann.

Bei der Analyse der Fehlerwahrscheinlichkeit unterscheiden wir zwei Moglich-
keiten beziiglich der tatséchlichen Relation zwischen x und y.

(i) Sei z = y. Dann gilt
Nummer(z) mod p = Nummer(y) mod p

fiir alle Primzahlen p. Also gibt Ry die Antwort ,,gleich® mit Sicherheit. In
diesem Fall ist also die Fehlerwahrscheinlichkeit O.
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(ii) Sei & # y. Wir bekommen eine falsche Antwort ,gleich® nur dann, wenn
Ry eine zuféllige Primzahl p gewahlt hat, die die Eigenschaft hat, dass

z = Nummer(xz) mod p = Nummer(y) mod p

gilt. In anderer Form geschrieben:

Nummer(z) =" -p+ z und Nummer(y) =1y -p+z

fiir irgendwelche natiirliche Zahlen z’ und ¥’
Daraus folgt, dass

Nummer(z) — Nummer(y) =2"-p—vy' -p= (' —9) - p,

also dass p die Zahl | Nummer(xz) — Nummer(y)| teilt.

Also gibt unser Protokoll R = (Ry, Ryy) eine falsche Antwort nur, wenn die
gewihlte Primzahl p die Zahl | Nummer(z) — Nummer(y)| teilt. Wir wis-
sen, dass p aus Prim (n?) Primzahlen aus {2,3,...,n*} mit uniformer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung gewahlt wurde. Es ist also hilfreich festzustellen, wie
viele von diesen Prim (n?) ~ n?/Inn? Primzahlen die Zahl | Nummer(z) —
Nummer(y)| teilen kénnen. Weil die binédre Lénge von x und y gleich n ist,
gilt

w = | Nummer(x) — Nummer(y)| < 2".

Sei w = plfpi; .. .pﬁc’“, wobei p; < py < --- < pi Primzahlen und 44,14, ..., %
positive ganze Zahlen sind. Wir wissen, dass jede Zahl eine solche eindeutige
Faktorisierung besitzt. Unser Ziel ist zu beweisen, dass k < n—1. Wir beweisen
es indirekt. Angenommen, k > n.

Dann ist

w:pillp;z...pﬁf >pipo.. . Pp>1:2-3 - -n=nl>2"
Das widerspricht aber der bekannten Tatsache, dass w < 2". Also kann w
hochstens n — 1 unterschiedliche Primfaktoren haben. Weil jede Primzahl aus
{2,3,...,n?} die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, gewiihlt zu werden, ist die
Wahrscheinlichkeit, ein p zu wéhlen, das w teilt, hochstens

n—1 n—1 Inn?
Prim (n?) — n?/lnn?> = n

fiir gentigend grofie n.
Also ist die Fehlerwahrscheinlichkeit von R fiir unterschiedliche Inhalte x und

y héchstens 1“77;2, was fiir n = 10'% hochstens 0,277 - 10710 ist.
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So eine kleine Fehlerwahrscheinlichkeit ist kein ernsthaftes Risiko, aber nehmen
wir an, dass jemand sich noch eine kleinere Fehlerwahrscheinlichkeit wiinscht.
Dann kann man das Protokoll (Ry, Ry) 10-mal mit 10 unabhéngigen Wahlen
einer Primzahl wie folgt laufen lassen.

Protokoll R,

Anfangssituation: R; hat n Bits ¢ = 21 ... x, und Ry hat n Bits y = y; ... y,.
Phase 1: Ry wihlt zufillig mit uniformer Wahrscheinlichkeitsverteilung zehn
Primzahlen pq, po, ..., pio aus {2,3,...,n}.
Phase 2: Ry berechnet s; = Nummer(x) mod p; fur ¢ = 1,2,...,10 und
schickt die bindren Darstellungen von py, ps, . . ., P10, S1, S2, - - -, S10 ZU Ry1.
Phase 3: Nach dem Empfang von pq,po,..., D10, S1,S2, - - -, S10 berechnet Ry
¢; = Nummer(y) mod p; fir : = 1,2,...,10.
Falls ein 7 € {1,2,...,10} existiert, so dass ¢; # s;, dann gibt Ry die
Ausgabe ,ungleich*.
Falls ¢; = s; fiir alle j € {1,2,...,10}, dann gibt Ry die Ausgabe
»gleich“.

Wir bemerken, dass die Kommunikationskomplexitét von Rig zehnmal grofier
ist als die Komplexitit von R. In unserem Fall n = 10'? sind dies aber
hochstens 1600 Bits, was kein technisches Problem darstellt. Wie &ndert sich
aber die Fehlerwahrscheinlichkeit? Falls © = y, wird R1g wieder keinen Fehler
machen und gibt die richtige Antwort ,,gleich® mit Sicherheit.

Falls x # y wird Ryg eine falsche Antwort nur liefern, wenn alle 10 zufillig
gewéhlten Primzahlen zu den hochstens n — 1 Primzahlen, die | Nummer(x) —
Nummer (y)| teilen, gehoren.

Weil die 10 Primzahlen in 10 unabhingigen Experimenten gewihlt worden
sind, ist die Fehlerwahrscheinlichkeit hochstens

n—1 \" - Inn2\" ~ 210 (Inn)'°
Prim (n?)) — \U n B nto '

Fiir n = 10'? ist dies hochstens 0,259 - 1071%, Wenn wir bedenken, dass die
Anzahl der Mikrosekunden seit dem Urknall bis zum heutigen Tag eine 24-
stellige Zahl ist und die Anzahl von Protonen im bekannten Universum eine
79-stellige Zahl ist, kann man eine Fehlerwahrscheinlichkeit unter 1071% leich-
ten Herzens in Kauf nehmen. Auch wenn ein deterministisches Protokoll mit
Kommunikationskomplexitit 1012 Bits praktisch realisierbar wiire, ist es klar,
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dass man aus Kostengriinden das zufallsgesteuerte Protokoll implementieren
wiirde.

Die Konstruktion von Rjy aus R gibt uns eine wichtige Einsicht. Wir kénnen
die Fehlerwahrscheinlichkeit von zufallsgesteuerten Algorithmen durch mehr-
faches Durchlaufen des Algorithmus nach unten driicken. Bei einigen Algo-
rithmen, wie bei unserem Protokoll, reichen wenige Wiederholungen fiir einen
extremen Riickgang der Fehlerwahrscheinlichkeit.

Aufgabe 8.4. Betrachten Sie das Protokoll Ry, k€ — {0}, das auf der zufilligen Wahl
von k Primzahlen aus {2,3,...,n2?} basiert. Wie entwickelt sich die Fehlerwahrscheinlichkeit
von R, mit wachsendem k7?7

Aufgabe 8.5. Ein anderer Ansatz, um die Fehlerwahrscheinlichkeit nach unten zu driicken,
ist, das Protokoll R in ein Protokoll @Q,, » € —{0,1,2} umzuéndern. @, arbeitet genau
wie R, nur am Anfang wihlt @, zufillig eine Primzahl aus der Menge {2,3,...,n"} statt
aus {2,3,...,n%}. Bestimmen Sie die Komplexitit und die Fehlerwahrscheinlichkeit von Q..
fiir jedes r > 2.

Aufgabe 8.6. Sei § > 1 eine positive ganze Zahl. Entwerfen Sie ein randomisiertes Proto-
koll, das den Vergleich von zwei Datenbanken der Gréfie n mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit
von hochstens 1/¢ realisiert. Welcher der beiden Ansétze aus den Aufgaben 8.4 und 8.5 ist
effizienter beziiglich der Kommunikationskomplexitéit? Lohnt es sich mehr, mehrere kleine
Primzahlen oder eher eine (potentiell) groBere Primzahl zufillig zu wihlen?

8.4  Die Methode der hiufigen Zeugen
und der randomisierte Primzahltest

In diesem Abschnitt wollen wir zuerst nach den Griinden suchen, warum unser
zufallsgesteuertes Protokoll R unvergleichbar effizienter ist, als jedes determi-
nistische Protokoll fiir die gestellte Aufgabe sein kann. Das Protokoll R haben
wir durch eine einfache Anwendung der sogenannten Methode von h#ufigen
Zeugen gewonnen. Wir stellen diese Methode jetzt vor.

Im Allgemeinen betrachtet man ein Entscheidungsproblem, bei dem man ent-
scheiden soll, ob eine gegebene Eingabe eine gewisse Eigenschaft hat oder
nicht. Setzen wir noch voraus, dass wir keinen effizienten deterministischen
Algorithmus fiir die Aufgabe gefunden haben (oder sogar, dass kein effizienter
Algorithmus fiir die Aufgabe existiert). Bei einer Anwendung der Methode der
hiufigen Zeugen fangt man jetzt mit der Suche nach einer passenden Definition
von Zeugen an. Ein Zeuge (vgl. Definition 6.9) sollte eine Zusatzinformation
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zur Eingabe sein, mit deren Hilfe man effizient deterministisch beweisen kann,
dass die Eingabe die gewiinschte Eigenschaft hat (oder dass die Eingabe die
Eigenschaft nicht hat). In unserem Beispiel war eine Primzahl p der Zeuge fiir
den Unterschied zwischen = und y (d.h. Zeuge von = # y), falls

Nummer(z) mod p # Nummer(y) mod p.

Wenn man also ein solches p geschenkt bekommt, kann man effizient den Fakt
»& ist unterschiedlich von y“ beweisen. In der Realitdt konnen wir auf ein
solches Geschenk nicht hoffen und schlimmer noch, wir konnen uns den Zeu-
gen nicht alleine effizient deterministisch ausrechnen (sonst hétten wir einen
effizienten deterministischen Algorithmus fiir die Aufgabe). Um einen effizi-
enten randomisierten Algorithmus zu entwerfen, brauchen wir fiir jede Einga-
be eine Menge von Zeugenkandidaten, von denen ausreichend viele wirklich
Zeugen sind. In unserem Beispiel sind Kandidaten fiir Zeugen alle ungefihr
n?/Inn? Primzahlen kleiner gleich n?. Von diesen Kandidaten sind minde-
77,2

stens "7 — (n— 1) Zeugen und somit ist die Wahrscheinlichkeit, einen Zeugen

aus der Kandidatenmenge zufillig zu ziehen, mindestens

n? 2
2o —(n—1 Inn
n? nﬁ ) >1- .

Inn? n

Das ist sehr giinstig, weil dieser Wert sehr nahe an 1 ist. Aber auch wenn die
Wahrscheinlichkeit, einen Zeugen zu ziehen, nur 1/2 wire, sind die Zeugen
noch immer ausreichend h#ufig. Es reicht in diesem Fall aus, einfach mehrere
Zufallsversuche zu machen. Dadurch wéchst die Wahrscheinlichkeit schnell,
in mindestens einem der Versuche einen Zeugen zu bekommen, was fiir uns
hinreichend ist.

Jetzt kann man noch fragen, wie es moglich ist, dass wir einen Zeugen nicht
deterministisch schnell finden konnen, wenn es so viele zwischen den Zeugen-
kandidaten gibt. Eine Mdoglichkeit wére doch, systematisch der Reihe nach
alle Kandidaten auf eine so geschickte Weise durchzuprobieren, dass man nach
kurzer Zeit einen Zeugen findet. Das Problem ist aber, dass fiir jede Eingabe
die Zeugen anders zwischen den Zeugenkandidaten verteilt sein kénnen. Wenn
man sich also auf eine Durchsuchungsstrategie festlegt, kénnte man immer
Eingaben finden, bei denen die Strategie versagt.

Betrachten wir unser Beispiel. Hier kann man sogar beweisen, dass keine Stra-
tegie existiert, die effizient einen Zeugen fiir jede Eingabe (z,y) findet. Um dies
zu veranschaulichen, nehmen wir die einfache Strategie, die die Primzahlen ei-
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ne nach der anderen beginnend mit der kleinsten ausprobiert. Es ist klar, dass
spétestens nach n Proben ein Zeuge gefunden werden muss, weil héchstens
n — 1 Nicht-Zeugen zwischen den Kandidaten sind. Leider bedeuten n Proben
eine Kommunikationskomplexitédt von n - 4 - log, n, was wir uns nicht leisten
konnen. Warum haben wir nicht immer die Moglichkeit, nach ein paar Proben
einen Zeugen zu finden? Weil unsere Strategie bei folgenden Eingaben (z,y)
mit Nummer(z) — Nummer(y) = p1-ps - -+ + pg, wobei k = oz und
p1 < po--- < pi die kleinsten Primzahlen sind, k + 1 Proben braucht, um
einen Zeugen zu finden. Man kann sich leicht vorstellen, dass man bei jeder
anderen Aufzéhlung der Primzahlen spezifische Eingaben findet, fiir die viele
Proben notwendig werden, um einen Zeugen zu finden.

Die Methode der haufigen Zeugen ist eine erfolgreiche starke Methode zum
Entwurf von zufallsgesteuerten Algorithmen. Der effiziente zufallsgesteuerte
Primzahltest basiert auf dieser Methode, und der Primzahltest gehort zu den
wichtigsten algorithmischen Aufgaben von grofler praktischer Bedeutung. Die
besten bekannten deterministischen Algorithmen wiirden fiir das Testen grofier
Zahlen, die in der Kryptographie verwendet werden, nicht in Milliarden von
Jahren fertig. Zu erkldren, wie man hier die Zeugen definiert, ist eine zu kom-
plexe Aufgabe fiir diese Einfithrung und daher ist unsere Zielsetzung viel be-
scheidener. Wir zeigen nur, wie man den randomisierten Primzahltest fiir un-
gerade Zahlen n mit ungeradem "7*1 effizient machen kann.

Zuerst klaren wir, was bei den zahlentheoretischen Problemen effizient bedeu-
tet. Fiir eine Zahl n ist die EingabegroBe [log,(n + 1)]. Ein polynomieller
Algorithmus fiir den Primzahltest fiir n muss also eine polynomielle Laufzeit
beziiglich [logy(n + 1)] haben. In der Praxis testen wir Zahlen von mehreren
Hunderten von Ziffern (z.B. log,n ~ 500) und deswegen kann man sich eine
exponentielle Komplexitét in log, n nicht leisten. Somit ist der naive determi-
nistische Algorithmus, der iiberpriift, ob eine der Zahlen aus {2,3,..., [v/n]}

die gegebene Zahl n teilt, von exponentieller Komplexitéit (mindestens /n =
logg n
7 ). Bei diesem Einsatz ist ein Zeuge der Tatsache ,p ist keine Primzahl®

jede natiirliche Zahl m > 1,m # p, die p teilt. Solche Zeugen' sind aber im
Allgemeinen nicht haufig. Wenn n = p-¢ fiir zwei Primzahlen p und ¢, dann hat
n nur zwei Zeugen p und ¢ in der Kandidatenmenge der Méchtigkeit Q(y/n).
Deswegen muss man versuchen, Zeugen auf eine neue Art zu bestimmen.

IDie auf der klassischen Definition von Primzahlen basieren.
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Satz 8.1. Satz von Fermat

Fiir jede Primzahl p und jede natirliche Zahl a mit ggT(a,p) = 1 gilt

1

a’” mod p=1.

Beweis. In dem Beweis nutzen wir die Tatsache, dass jede Zahl eine eindeutige
Zerlegung in Primzahlfaktoren hat. Weil p eine Primzahl ist, gilt

c-d modp=0<c¢ modp=0oderd modp=20 (8.2)

fir alle natiirlichen Zahlen ¢ und d.

Sei a eine beliebige Zahl mit ggT(a, p) = 1. Betrachten wir die Zahlen
my=1-a, m=2-a, ..., my_1=(p—1) a

Wir behaupten, dass
m, mod p # m, mod p

fir alle w,v € {1,...,p — 1} mit u # v. Wir beweisen dies indirekt.

Angenommen
m, mod p=m, mod p

fiir irgendwelche u,v € {1,...,p — 1}, u > v. Dann teilt p die Zahl
My — My = (u—0) - a.

Das ist aber nicht moglich, weil v — v < p und nach der Voraussetzung des
Satzes ggT(a,p) = 1 ist. Somit

|{m; mod p, my modp, ..., m,_; modp} =p—1.

Jetzt behaupten wir, dass keine der Zahlen m; mod p eine 0 ist. Falls
m, modp=(u-a) modp=0

fir ein u gelten wiirde, dann wére nach (8.2)

u mod p =0 oder a mod p = 0.
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Die Primzahl p kann aber keine der Zahlen uw und a teilen, weil u < p und
ggT(a,p) = 1. Somit gilt

{m; mod p,my modp,...,m,; modp}={1,2,...,p—1}. (83)
Betrachten wir jetzt die Zahl

M=y Mg - My
Der Definition von m; folgend ist

m=1-a-2-a----(p—1)-a=1-2--- - (p—1)-a"". (8.4)
Aus (8.3) erhalten wir

m modp=1-2-----(p—1) mod p. (8.5)
Die Gleichungen (8.4) und (8.5) implizieren

1-2- - -(p=1)-a*! modp=1-2-----(p—1) mod p,
d.h.
-1

a’” mod p=1.

Eine Verfeinerung des Fermatschen Satzes ist die folgende Behauptung

,p ist eine Primzahl“ <& o’ mod p € {1,p— 1}
fir allea € {1,...,p— 1}.

Diese Behauptung liefert eine neue Definition von Primzahlen. Nach dieser
Definition kommen als Zeugen fiir die Tatsache ,n ist keine Primzahl® die
Zahlen a in Frage, fiir die a"T modn ¢ {1,n — 1} gilt. Der folgende Satz
besagt, dass solche Zeugen fiir gewisse Zahlen n hinreichend héufig sind.
Satz 8.2. Fiir jede ungerade natirliche Zahl n mit ungeradem "Tfl (d.h.
n mod 4 = 3) gilt

(i) falls n eine Primzahl ist, dann

n

a'T mod n € {1,n — 1} fir allea € {1,...,n — 1} und
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(ii) falls n keine Primzahl ist, dann
a"T modn ¢ {l,n—1}

fiir mindestens eine Hilfte der Zahlen a aus {1,...,n — 1}.

Aufgabe 8.7.* Beweisen Sie Satz 8.2.

Somit haben wir fiir Zahlen m, die keine Primzahlen sind, und fiir die
m mod 4 = 3 gilt die Wahrscheinlichkeit %, in einem Zufallsversuch einen
Zeugen ihrer Nichtzugehorigkeit zu den Primzahlen zu wéhlen. Um mit dieser
Definition von Zeugen definitiv einverstanden zu sein, miissen wir noch fest-
stellen, dass a7 mod n effizient zu berechnen ist. Wir kénnen uns natiirlich
nicht leisten, %—mal mit a zu multiplizieren, weil dann die Anzahl der Opera-
tionen exponentiell in [log, n] wire. Wenn wir a” mod p zu berechnen haben
und b = 2* gilt, dann kann dies mit der Methode des wiederholten Quadrierens

mit k& Multiplikationen wie folgt berechnet werden:

a> modp = a-a modp,

a®* modp = (a® modp)-(a*> modp) mod p,
a® modp = (a* modp)-(a* modp) mod p,

2ok 9k—1

a® modp = (a mod p)* mod p.

Im Allgemeinen sei b= S5 b; - 2071 (d.h. b = Nummer (byby_, ... by)) fiir ein
ke —{0}undb; € {0,1} fiir i = 1,..., k. Dann ist offensichtlich

90 ol .02 ok—1
ab:abIQ‘ab22'ab32'...'abk2 )

Um a® mod p zu berechnen, berechnet man zuerst alle Zahlen a; = o> mod p
durch wiederholtes Quadrieren. Danach multipliziert man mod p alle Zahlen
a;, fir die b; = 1 gilt. Die Anwendung dieses Ansatzes fiir die Berechnung
von a"= mod n fiir ein @ € {1,...,n — 1} bedeutet, dass man wihrend der
ganzen Berechnung nur mit Zahlen aus {0,1,...,n — 1} arbeitet, also mit
Zahlen der binédren Lénge [log, n]. Offensichtlich ist die Anzahl der Multipli-
kationen solcher Zahlen hier kleiner als 2 - [log, 251] € O(log, n). Nach dem
logarithmischen Kostenmaf} ist die gesamte Komplexitédt der Berechnung von
a"T (mod n) in O((logyn)?). Damit erhalten wir folgenden randomisierten
Algorithmus fiir den Primzahltest.
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Solovay-Strassen-Algorithmus
FEingabe: Eine ungerade Zahl n mit ungeradem ”7_1
Phase 1. Wihle zufillig beziiglich der uniformen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung ein a € {1,2,...,n — 1}
Phase 2. Berechne z := "% (mod n).
Phase 3. if x € {1,n — 1} then output (,Primzahl®);
else output (,keine Primzahl®);

Analysieren wir die Fehlerwahrscheinlichkeit dieses randomisierten Primzahl-
tests. Falls n eine Primzahl ist, gilt nach (i) von Satz 8.2, dass

n—1

az (modn) e {l,n—1}

fur alle a € {1,...,n — 1} und somit ist die Ausgabe des Algorithmus immer
,Primzahl®“ (d.h. die Fehlerwahrscheinlichkeit ist gleich 0).

Falls n keine Primzahl ist, ist die Wahrscheinlichkeit, dass a kein Zeuge dieser
Tatsache ist, nach (i) des Satzes 8.2 gleich 3. Damit ist die Fehlerwahrschein-
lichkeit in diesem Fall % Diese Fehlerwahrscheinlichkeit ist offensichtlich zu
grof}, aber wenn wir statt eines a zwanzig Zahlen aq, ..., as unabhingig aus

n—1

{1,n—1} wihlen und die Antwort ,,Primzahl“ nur geben, wenn a, > mod n €
{1,n—1} fur alle ¢ € {1,...,20}, dann ist die Fehlerwahrscheinlichkeit kleiner
als 1076,

Aufgabe 8.8. Sei k£ € |k > 2. Wie weit kann man die Fehlerwahrscheinlichkeit des
Solovay-Strassen-Algorithmus reduzieren, wenn man statt einem Versuch einen Zeugen zu
finden, k£ unabhéingige Versuche macht? Begriinden Sie Thre Antwort.

8.5  Die Methode der Fingerabdriicke und
die Aquivalenz von zwei Polynomen

In Abschnitt 8.3 haben wir die Methode der hdufigen Zeugen benutzt, um
zwei grofie Zahlen Nummer(xz) und Nummer(y) mittels eines randomisierten
Kommunikationsprotokolls zu vergleichen. Die dort vorgestellte spezielle An-
wendung der Methode der hidufigen Zeugen nennt man auch die Methode der
Fingerabdriicke, die man allgemein wie folgt darstellen kann.
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Schema der Methode der Fingerabdriicke

Aufgabe: Entscheide die Aquivalenz (im gegebenen Sinne) von zwei Objekten
O und Os, deren genaue Darstellung sehr umfangreich ist.

Phase 1: Sei M eine ,,geeignete* Menge von Abbildungen von vollstdndigen
Darstellungen betrachteter Objekte in partielle Darstellungen dieser Ob-
jekte.

Wihle zufillig eine Abbildung h aus M.

Phase 2: Berechne h(O;) und h(O3).

h(O;) nennt man den Fingerabdruck von O; fir i = 1, 2.

Phase 3:  if h(O;) = h(O3) then output ,,0; und O, sind dquivalent;

else output ,,0; und O, sind nicht dquivalent*;

In unserem Beispiel in Abschnitt 8.3 waren O; und O, zwei grofie Zahlen von
n Bits (n = 10'?). Die Menge M war

{h, | hy(m) = m mod p fiir alle m € | p ist eine Primzahl,p < n?}.

Fiir die zufillig gewéhlte Primzahl p waren h,(O;) = Oy mod p und h,(0,) =
0O, mod p die Fingerabdriicke von O; und O,.

Der Kernpunkt der Methode ist, dass h,(O;) im Vergleich zu O; eine wesentlich
kiirzere Darstellung hat, und dadurch der Vergleich von h,(O;) und h,(Os)
wesentlich einfacher ist als der Vergleich von O; und O,. Das kann man aber
nur dadurch erreichen, dass h,(O;) keine vollstiandige Beschreibung von O; ist.
Also muss man dass Risiko einer fehlerhaften Entscheidung in Kauf nehmen.
Der Rest der Grundidee basiert auf dem Prinzip der Methode der hdufigen
Zeugen. Die Menge M ist die Menge der Kandidaten fiir einen Zeugen der
Nicht-Aquivalenz von O; und O,. Wenn fiir jedes Paar von unterschiedlichen
Objekten O; und Oy in M zahlreiche? Zeugen von O; # O, vorhanden sind,
kann man die Fehlerwahrscheinlichkeit beliebig nach unten driicken. Die Kunst
der Anwendung der Methode der Fingerabdriicke besteht in der geeigneten
Wahl der Menge M. Einerseits sollen die Fingerabdriicke so kurz wie mdoglich
sein, um einen effizienten Vergleich zu ermdoglichen. Andererseits sollen sie so
viele Informationen wie moglich iiber die abgebildeten Objekte enthalten®, um
die Wahrscheinlichkeit des Verlustes des Unterschiedes zwischen O und O, in
den Fingerabdriicken h(O;) und h(Os) gering zu halten. Somit muss bei der
Wahl von M immer der Tradeoff zwischen dem Grad der ,Komprimierung*

%beziiglich |M]|
3Daher kommt auch der Name der Methode, weil bei Menschen Fingerabdriicke als eine fast
eindeutige Identifikation gelten.
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von O zu h(O) und der Fehlerwahrscheinlichkeit im Auge behalten werden. In
unserer Anwendung dieser Methode in Abschnitt 8.3 gelang es uns, mit zu 0
strebender Fehlerwahrscheinlichkeit einen exponentiellen Sprung zwischen der
Darstellung von O und h(O), namlich |h(O)| € O(log, |O|), zu schaffen.

Im Folgenden wollen wir ein Aquivalenzproblem betrachten, fiir das kein (de-
terministischer) polynomieller Algorithmus bekannt ist, und das man effizient
randomisiert mit der Methode der Fingerabdriicke 16sen kann. Das Problem
ist das Aquivalenzproblem von zwei Polynomen von mehreren Variablen iiber
einem endlichen Kérper . Zwei Polynome P (zy,...,z,) und Py(xq, ..., ;)
heiBen dquivalent iiber , falls fiir alle (aq,...,a,) € ( )"

Pi(aq,...,a,) = Pa(ay,...,a,) (modp).

Fiir dieses Aquivalenzproblem ist kein polynomieller Algorithmus bekannt. Es
kann jemand widersprechen, dass so ein Vergleich doch einfach ist; es reicht
aus, nur die Koeffizienten bei gleichen Termen zu vergleichen. Zwei Polynome
sind genau dann gleich, wenn die Koeffizienten bei allen Termen gleich sind.
Die Schwierigkeit des Aquivalenztests liegt aber darin, dass fiir einen solchen
einfachen Vergleich beide Polynome in der Normalform vorliegen miissen. Die
Normalform eines Polynoms von n Variablen z1, x, ..., 2, und Grad* d ist

d d d
i1 i2 7
E E e E ch,iz,...ﬂﬁ Xy Ty e xn".

i1=0i2=0 in=0

Die Polynome fiir unseren Aquivalenztest diirfen aber in einer beliebigen Form,
wie z.B.

10 0

P(xy1, 02, 73,74, 25, 76) = (21 + 22)" - (23 — 954)7 (5 + $6)2

eingegeben werden. Wenn wir uns an die binomische Formel
" /n
k. on—k
(z1 +22)" = E (k) SRR
k=0

erinnern, wird uns klar, dass P(z1,xa, x3, %4, T5, ) genau 10 -7 - 20 = 1400
Terme (mit Koeffizienten ungleich 0) hat. Also kann eine Normalform eines Po-
lynoms exponentiell langer sein als seine eingegebene Darstellung und somit

4Der Grad eines Polynoms von mehreren Variablen ist das Maximum der Grade der einzelnen
Variablen.
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kann man die Normalform im Allgemeinen nicht in polynomieller Zeit erzeu-
gen. Wir miissen versuchen, die Polynome ohne Erzeugung der Normalform zu
vergleichen. Wir wahlen dazu eine sehr einfache Strategie. Fiir zwei Polynome
Pi(xq,...,2,) und Py(xq,...,2,), ist ein a = (o, ..., o) € ()" ein Zeuge
von

WPz, . xy) £ Py(xy, .. x,)"
wenn
Pi(on,...,a,) mod p # Py(ay,. .., a,) mod p.
In der Sprache der Methode der Fingerabdriicke ist
ho(Py) = Py(aq, ..., an) mod p

der Fingerabdruck von P;. Damit ist der folgende einfache randomisierte Al-
gorithmus bestimmt:

Algorithmus AQP

Eingabe: Eine Primzahl p und zwei Polynome P, und P; iiber n Variablen
T1,... &y, n € — {0}, und vom Grad hochstens d, d €
Phase 1: Wihle zufillig® ein o = (aq,...,a5) € ()™
Phase 2: Berechne die Fingerabdriicke
ho(P1) = Pi(aq,...,a,) mod p, und
ho(Py) = Py(ay, ..., a,) mod p.
Phase 3:  if ho(P;) = ho(FP2) then output , P = P“;
else output , P £ P“;

Untersuchen wir jetzt die Fehlerwahrscheinlichkeit von dem Algorithmus AQP.
Falls P, und P, équivalent iiber , sind, dann gilt

Pi(oyq,...,a,) = Py(aq,...,a,) (modp)
fir alle (aq, a9, ..., ;) € ()" Somit ist die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir die
Eingaben P, P, mit P, = P, gleich 0.

Seinen P; und P, zwei Polynome, die nicht dquivalent sind. Wir zeigen jetzt,
dass die Fehlerwahrscheinlichkeit kleiner als 1/2 ist, wenn p > 2nd ist. Die

n

Sbeziiglich der Gleichverteilung iiber ( ,)



312 8 Randomisierung
Frage

Pi(zy,...,2,) = Pa(x1,...,2,)
ist dquivalent zu der Frage

Q1 ..., xn) = Pi(z1,...,2,) — Po(21,...,2,) = 0.

Das heif3t, wenn P, und P, nicht dquivalent sind, dann ist das Polynom ) nicht
identisch zu 0. Unser Ziel ist jetzt zu zeigen, dass die Anzahl der Nullstellen
eines Polynomes ) #Z 0 von n Variablen und Grad d beschrankt ist. Dadurch
gibt es geniigend viele Zeugen a € ( ,)" mit Q(o) # 0 (mod p) (d.h. mit
Pi(a) # Py(«) (mod p)). Wir fangen mit dem bekannten Satz iiber die Anzahl
von Nullstellen fiir Polynome mit einer Variablen an.

Satz 8.3. Seid €  und sei P(x) ein Polynom einer Variablen x vom Grad
d tber einem beliebigen Korper. Dann ist entweder P(x) tberall gleich 0 oder
P hat hichstens d Wurzeln (Nullstellen).

Beweis. Wir beweisen den Satz mit Induktion beziiglich d.

(i) Seid = 0. Dann ist P(x) = c fiir eine Konstante c. Falls ¢ # 0, dann hat
P(z) keine Nullstelle.

(ii) Sei die Behauptung des Satzes giiltig fiir d — 1, d > 1. Wir beweisen sie
fiir d. Sei P(z) # 0 und sei a eine Nullstelle von P. Dann ist

P(z) = (x —a)- P'(x)

wobei P'(z) = % ein Polynom vom Grad d—1 ist. Mit der Induktions-

annahme hat P’(x) hochstens d—1 Nullstellen. Somit hat P(x) hochstens
d Nullstellen.

O

Jetzt sind wir bereit den Beweis zu fiithren, dass es geniigend viele Zeugen
(Nichtnullstellen von Q(z1, . .., 2z,) = Py(z1,...,2,)—Py(xy, ..., x,)) der Nicht-
dquivalenz von unterschiedlichen P, und P, iiber , fiir eine geniigend grofie
Primzahl p gibt.

Satz 8.4. Seip eine Primzahl, und seienn,d € —{0}. Sei Q(z1,...,2,) Z0
ein Polynom tiber , mit n Variablen x1,...,x,, wobei jede Variable in )
hichstens Grad d hat. Dann hat Q hichstens n - d - p"~1 Nullstellen.
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Beweis. Wir beweisen den Satz per Induktion beziiglich der Anzahl n der
Variablen.

(i)
(i)

Sei n = 1. Nach Satz 8.3 hat Q(z1) hochstens d =n-d-p"~t (fiir n = 1)
Nullstellen.

Sei die Induktionsannahme giiltig fir n — 1, n €  — {0}. Wir beweisen
sie fiir n. Wir konnen Q) als

Q(zy,x9,...,x,) = Qo(wa,...xy) +x1- QT2 ..., 20) + ...
+x§l~Qd(azg,...,xn)

d
= szl Qi ..., xy)
=0

fiir irgendwelche Polynome

QO($27---$7L)7 Ql(x%"'vxn)y ) Qd(x%'"axn)

ausdriicken.

Falls Q(o, ag,...,0,) = 0 (mod p) fiir ein a = (aq,...,0,) € ( )",

dann gilt entweder

(a) Qi(ag,...,0,) =0 (modp) firallei=0,1,...,d, oder

(b) es existiert ein j € {0,1,...,d} mit Q;(as,...,a,) Z 0 (mod p)
und oy ist eine Nullstelle des Polynoms

Q(l‘l) = Qo(OCQ, v Oén) + 21 - Ql(O(Q, . ,Odn) + ...
+x{f : Qd(a27 s ,Oén)
in einer Variablen x;.
Wir zdhlen jetzt getrennt die Anzahl der Nullstellen im Falle (a) und

(b).

Weil Q(xq,...,x,) # 0, existiert eine Zahl k£ € {0,1,...,d}, so dass
Qr(xa,...,x,) # 0. Nach der Induktionsannahme ist die Anzahl der
Nullstellen von @, hochstens (n—1)-d-p™~2. Dann gibt es aber hichstens
(n—1)-d-p"? Elemente @ = (ag,...,a,) € ( )" ', so dass Q;(a) =
0 (mod p) fiir alle i € {0,1,2,...,d}. Weil der Wert oy von x; kei-
nen Einfluss auf die Bedingung (a) hat und somit frei wihlbar ist, gibt
es hochstens p- (n — 1) -d-p*2 = (n—1)-d-p* ' Elemente a =
(a1, 9,...,a,) € ()", die die Eigenschaft (a) haben.

Weil Q(x1) # 0, hat @ nach Satz 8.3 hochstens d Nullstellen (d.h.
hochstens d Werte a; €, mit Q(a;) = 0 (mod p)). Deswegen gibt es
héchstens d-p"~! Werte v = (v, aa, ..., ) € ()", die die Bedingung
(b) erfiillen.
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Zusammenfassend hat Q(x1,. .., x,) hochstens
(n—1-d-p"t4+d-p"t=n-d-p!

Nullstellen. O

Korollar 8.1. Sei p eine Primzahl, und seien n,d €  — {0}. Fir jedes Po-
lynom Q(x1,...,x,) #Z 0 dber , vom Grad hichstens d gibt es mindestens

<1_ n- d) o
p
Zeugen von Q % 0.

Beweis. Die Anzahl der Elemente in ( ,)" ist genau p” und nach Satz 8.4
sind héchstens n-d-p"~! davon keine Zeugen. Somit ist die Anzahl der Zeugen
mindestens

d
pr—n-d-p"t <1_n> p".
p

Damit ist die Wahrscheinlichkeit des Ziehens eines Zeugen aus p" Elementen
von ( ,)" mindestens

(-5

Fir p > 2nd ist diese Wahrscheinlichkeit grofier als 1/2. Durch wiederholtes
zufilliges Ziehen aus ()" kann man die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens
ein Zeuge fiir @ # 0 (d.h. fur Py(z1,...,2,) #Z Pa(21,...,2,)) gefunden wird,
beliebig nah an 1 bringen.

O

Fiir mehrere Anwendungen des Algorithmus AQP ist es wichtig, dass die Prim-
zahl p frei wihlbar ist. Dieser Freiheitsgrad kommt dadurch zustande, dass man
das Aquivalenzproblem fiir einige Objekte auf den Vergleich von zwei Polyno-
men reduzieren kann, ohne dabei Bedingungen an den Kérper, iiber dem die
Polynome verglichen werden sollen, zu stellen.
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8.6 Zusammenfassung

Einen randomisierten (zufallsgesteuerten) Algorithmus kann man als einen
nichtdeterministischen Algorithmus mit zugeordneten Wahrscheinlichkeiten fiir
die Verzweigung der Berechnungen oder als eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
iiber deterministischen Algorithmen betrachten. Die Zufallssteuerung ist das
inhérente Prinzip von Naturprozessen, das sich durch Einfachheit und Effizi-
enz auszeichnet. Nicht anders ist es in der Algorithmik, wo man durch einfache
randomisierte Algorithmen Probleme viel effizienter als mit den besten deter-
ministischen Algorithmen lésen kann.

Am Beispiel des Entwurfs eines Kommunikationsprotokolls fiir den Vergleich
der Inhalte von zwei Datenbanken haben wir gesehen, dass Randomisierung
exponentiell effizienter als Determinismus sein kann. Die Grundidee des Ent-
wurfs eines effizienten randomisierten Protokolls basierte auf der Methode der
héufigen Zeugen. Ein Zeuge ist eine Zusatzinformation zur Eingabe, mit de-
ren Hilfe man das Resultat effizient berechnen kann, obwohl kein effizienter
Losungsansatz ohne einen Zeugen moglich (oder bekannt) ist. Fiir die erfolgrei-
che Anwendung der Methode der hiufigen Zeugen ist es wichtig, dass man fiir
jede Eingabe (Probleminstanz) eine Menge von Zeugenkandidaten bestimmen
kann und dass ein grofler Anteil der Kandidaten Zeugen sind. Einen Zeugen
kann man dann einfach durch (wiederholtes) zufilliges Ziehen aus der Menge
der Zeugenkandidaten mit grofler Wahrscheinlichkeit gewinnen. Der Grund,
warum man durch systematisches deterministisches Durchsuchen der Menge
der Zeugenkandidaten einen Zeugen nicht effizient finden kann, liegt darin,
dass die Zeugen in der Kandidatenmenge regellos verteilt sind. Bei diesem
,chaotischen® Struktur der Kandidatenmenge riskiert jeder deterministische
Suchalgorithmus zu viele Fehlversuche bei der Suche nach einem Zeugen. Die
Kunst diese Methode anzuwenden liegt in einer geeigneten Definition von Zeu-
gen. Wir haben gezeigt, wie man Zeugen definieren kann, um einen effizienten
randomisierten Primzahltest fiir ungerade Zahlen n mit ungeradem w Al
entwickeln. Fiir den Primzahltest kann man unsere Definition von Zeugen so
weiter entwickeln, dass man effizient den Primzahltest fiir alle natiirlichen Zah-
len durchfiithren kann.

Ein Spezialfall der Methode der hiufigen Zeugen ist die Methode der Finger-
abdriicke fiir die Losung von Aquivalenzproblemen. Die Idee ist, komplexen
Objekten mit umfangreicher Darstellung durch eine zuféllige Abbildung soge-
nannte Fingerabdriicke (kurze partielle Darstellungen) zuzuordnen, und so den
Aquivalenztest auf den effizient durchfithrbaren Vergleich der Fingerabdriicke
zu reduzieren. Die zufillig ausgesuchten Abbildungen spielen in diesem Fall die
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Rolle der Zeugen. Auf diese Weise kann man einen effizienten randomisierten
Test fiir die Aquivalenz von zwei Polynomen entwickeln. Fiir diesen Aquiva-
lenztest ist kein (deternunlstlscher) polynomieller Algorithmus bekannt, und
es gibt mehrere weitere Aquivalenztests, die sich effizient zu den Verglelch von
zwei Polynomen reduzieren lassen.

Eine ausfiihrliche Ubersicht iiber randomisierte Algorithmen kann man in dem
Buch [MR 95] von Motwani und Raghavan finden, dass aber fiir Anfinger auf-
grund des technischen Schwierigkeitsgrades eher ungeeignet ist. Eine Einfiih-
rung in das Gebiet des Entwurfes von randomisierten Algorithmen ist im Ka-
pitel 5 von [Hro 01] gegeben. Eine ausfiihrliche Darstellung der Methoden fiir
den Entwurf von zufallsgesteuerten Systemen, die durch viele anschauliche Bei-
spiele transparent gemacht werden, ist in [Hro 04] zu finden. Mehr iiber die
zufallsgesteuerten Kommunikationsprotokolle kann man in [Hro 97] erfahren.
Eine anschaulich prisentierte Anwendung des randomisierten Aquivalenztests
von zwei Polynomen fiir den semantischen Vergleich von zwei Datenstruktu-
ren zur Représentierung von Boole’schen Funktionen findet man in [Sip 97].
Eine eindrucksvolle Ubersicht iiber die Konzepte im Bereich des Entwurfs von
randomisierten Algorithmen hat Karp in [Kar 91] zusammengestellt.

Kontrollaufgaben

1. Um Zufallsexperimente zu modellieren fithrten wir den Begriff des Wahrscheinlich-
keitsraums ein. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist gegeben durch die Menge S aller
moglichen Ergebnisse (Endresultate, elementare Ereignisse) des Experiments und
durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber S, die jedem Ergebnis (elementaren Er-
eignis) seine Wahrscheinlichkeit zuordnet. Die Wahrscheinlichkeit eines elementaren
Ereignisse ist der erwartete Anteil der Versuche, die mit diesem elementaren Er-
eignis enden. Welche Konsequenzen hat diese Bedeutung der Wahrscheinlichkeit fiir
die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten beliebiger Ereignisse, falls S endlich (oder
abzihlbar) ist?

2. Modellieren Sie das Experiment des fiinffachen Miinzwurfs. Wie hoch ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Anzahl der gefallenen Kopfe und die Anzahl der gefallenen
Zahlen sich hochstens um 1 unterscheidet?

3. Wie modelliert man randomisierte Algorithmen? Was entspricht hier einem Wahr-
scheinlichkeitsraum?

4. Bertachten Sie folgende Aufgabe. Zwei Rechner haben jeweils ein Wort mit einer
Lange von 18 Bits gespeichert und sollen feststellen, ob die Wérter gleich sind. Sie be-
nutzen dazu das zufallsgesteuerte Kommunikationsprotokoll R. Aus wievielen Prim-
zahlen wird zufillig eine gew#hlt? Konnen sie alle auflisten? Wieviele Bits werden
kommuniziert und wie grofl ist die Fehlerwahrscheinlichkeit? Lohnt es sich hier das
Protokoll Ry anzuwenden?

5. Analysieren Sie die Komplexitiat und die Fehlerwahrscheinlichkeit einer Modifikation
des Protokolls R, in dem R statt aus PRIM (nQ) aus der Menge PRIM ([n3/2j) eine
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Primzahl zuféllig wéhlt. Wie dndert sich die Fehlerwahrscheinlichkeit, wenn man die
Primzahl aus PRIM (n - (Inn)?) oder aus PRIM (100 - n - Inn) wihlt?

6. Erkldren Sie die Grundidee der Methode der héiufigen Zeugen. Wie kann man diese
Methode zum Entwurf eines randomisierten Algorithmus fiir den Primzahltest an-
wenden?

7. Erkldren Sie die Grundidee der Methode der Fingerabdriicke. Wie kann man diese
Methode zum Vergleich von zwei Polynomen anwenden?

8. Betrachten wir das randomisierte Protokoll zum Vergleich von zwei n-Bit Strings
a=ay...ap und b = by ... by, a;,b; € {0,1} fiir i = 1,...,n. Sei p eine Primzahl.
Wir betrachten die Polynome

P,(x) = Zaixi_l und Py(z) = Zbimi_l
i=1 i=1

iiber . Offensichtlich sind @ und b genau dann gleich, wenn P, () und P,(x) iden-
tisch sind. Nutzen Sie diese Tatsache und den Algorithmus AQP um ein neues zu-
fallgesteuertes Protokoll fiir den Vergleich von a und b zu entwerfen. Wie beeinflusst
die Wahl von p die Fehlerwahrscheinlichkeit und die Kommunikationskomplexitét?
Gibt es eine Wahl von p, so dass das neue Protokoll ,effizienter” als R eine kleine
Fehlerwahrscheinlichkeit garantiert?



Ihre Idee ist echt wahnsinnig.
Die Grundfrage ist, ob sie wahnsinnig genug ist,
um wahrhaftig sein zu kénnen.

N. Bohr

9 Kommunikation und Kryptographie

9.1 Zielsetzung

Im 20. Jahrhundert hat sich die theoretische Informatik iiberwiegend der Un-
tersuchung der sequentiellen Rechnermodelle gewidmet, die der Vorstellung
von Neumanns entsprechen. Was sollten die zukiinftigen Kernprobleme der
Informatik sein? Die Vernetzung der Rechner konfrontiert den Nutzer nicht
mehr nur mit einem einzelnen Rechner, sondern mit einer uniibersichtlichen
vernetzten Welt von vielen asynchronen und unvorhersehbaren Aktivitéten.
Das Verstandnis vom Rechnen in der vernetzten Welt ist derzeit nicht sehr tief
und seine Entwicklung wird eine der Hauptaufgaben der Informatik sein. Die
Vielfalt der Forschungsfragen, die im Zusammenhang mit verteiltem Rechnen,
Kooperation und Kommunikation zwischen Rechnern, Prozessen und Men-
schen gestellt worden sind, kann man in dieser beschrinkten Ubersicht gar
nicht vorstellen. Die Probleme, bezogen auf den Entwurf und die Analyse von
effizienten Kommunikationsalgorithmen (Protokollen) und auf den Entwurf
von leistungsfahigen Netzen, sind stark von den zugénglichen Technologien
abhéangig. Diese Technologien entwickelten sich schnell von klassischen Telefon-
verbindungen bis hin zu optischen Netzen, und jede Technologie ist an anderen
Problemen und Fragestellungen interessiert. Weil wir keine Moglichkeit sehen,
eine kurze, verstindliche Ubersicht iiber dieses Thema zu geben, beschrénken
wir uns hier auf ein Beispiel eines Netzentwurfes und konzentrieren uns mehr
auf das Gebiet der Kryptographie, das sich mit der sicheren Kommunikation
in Netzen beschiftigt.

Unsere erste Zielsetzung ist, den Leser mit einigen grundlegenden Konzepten
und Ideen aus dem Gebiet der Kryptologie bekannt zu machen. Dabei halten
wir auch die gerade Linie der kontinuierlichen Entwicklung der informatik-
bezogenen Konzepte in diesem Buch ein, weil die wesentlichen Fortschritte
der Kryptographie auf den in den vorhergehenden Kapiteln vorgestellten Kon-
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zepten der Komplexitatstheorie, Algorithmik und Randomisierung aufbauen.
AuBlerdem ist gerade die Kryptographie das Gebiet, das bis zu einem gewis-
sen Grad kontraintuitive Resultate bereitstellt und dadurch auf eindrucksvolle
Weise Moglichkeiten ertfinet, von denen die meisten Anwender nicht zu traum-
en wagten.

Die Organisation dieses Kapitels ist wie folgt gestaltet. Abschnitt 9.2 ist ei-
ner informellen Vorstellung der klassischen Kryptosysteme gewidmet. Der Ab-
schnitt 9.3 stellt das Konzept der Public-Key-Kryptosysteme vor und illu-
striert es anhand des RSA-Kryptosystems. In Abschnit 9.4 wenden wir das
Konzept der Public-Key-Kryptosysteme an, um zwei Protokolle fiir digitale
Unterschriften zu entwerfen. In Abschnitt 9.5 lernen wir interaktive Protokolle
und Zero-Knowledge-Beweissysteme kennen, mit denen man effizient Beweise
verifizieren kann, ohne sie zu lesen. Abschnitt 9.6 prisentiert den Entwurf eines
Kommunikationsnetzes.

9.2 Klassische Kryptosysteme

Kryptologie bezeichnet urspriinglich die Lehre der Geheimsprachen. Innerhalb
der Kryptologie unterscheidet man zwischen der Kryptographie, der Wissen-
schaft, Kryptosysteme zu entwickeln, und der Kryptoanalyse, der Kunst, diese
zu brechen. Hier beschéftigen wir uns nur mit der Kryptographie. Das betrach-
tete Szenario ist in Fig. 9.1 dargestellt.

Schliissel Schliissel
Klar- l Krypto-

l Klar-
‘ Verschliisselung tex ‘Entschh'isselung & Empfinger
Kryptoanalytiker

Fig. 9.1

Eine Person, genannt Sender, will eine geheime Nachricht einer anderen Per-
son, genannt Empfanger, zuschicken. Die geheime Nachricht ist in Form eines
Textes dargestellt und wir nennen diesen Text Klartext. Um zu verhindern,
dass ein Unbefugter, der auf irgendeinem Weg in den Besitz der Nachricht
gelangt, den geheimen Inhalt lesen kann, schickt man die Nachricht in einer
chiffrierten (verschliisselten) Form. Die Art der Chiffrierung (Verschliisselung)
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ist ein gemeinsames Geheimnis des Senders und des Empfingers, und die Ver-
schliisselung wird mit Hilfe eines sogenannten Schliissels durchgefiihrt. Der
verschliisselte Klartext heifit Kryptotext. Nach dem Empfang wird der Kryp-
totext entschliisselt, und das Ergebnis der Entschliisselung ist der urspriingli-
che Klartext.

Formal ist ein Kryptosystem ein Tripel (K, A, S), wobei K die Menge aller er-
laubten Klartexte, A die Menge aller moglichen Kryptotexte und S die Menge
der Schliissel ist. Oft ist & = 3™ fiir ein m €  und ein Alphabet 3, d.h.,
dass man den zu verschliisselnden Text in Blocke der Liange m aufteilt und
jeden Block einzeln verschliisselt. In diesem Fall ist auch A = I'* fiir ein k €

und ein Alphabet I'. Jeder Schliissel o € § bestimmt eindeutig eine injektive
Funktion E, von K nach A. Die Verschliisselung entspricht also der Berech-
nung von E,(z) fiir einen Klartext = € K und die Entschliisselung entspricht
der Berechnung von E*(c) fiir einen Kryptotext ¢ € A. Die inverse Funktion

E.! zu der Funktion E, bezeichnet man gewdhnlich mit D,,.

Die Anforderungen an ein Kryptosystem sind:

(i) Die Funktion E, und D, sollen effizient berechenbar sein, und

(ii) ohne a zu kennen ist es unmdoglich oder zumindest im komplexitétstheo-
retischen Sinne schwer, aus einem gegebenen Kryptotext E,(z) den Klartext
x zu berechnen.

Wahrscheinlich ist CAESAR das einfachste Kryptosystem. Seien die Klartexte
Worter iiber dem lateinischen Alphabet mit 26 Buchstaben. Die Menge der
Schliissel S ist {0,1,2,...,25}. Fiir einen gegebenen Schliissel k € S ersetzt
man bei der Verschliisselung jeden Buchstaben des Klartextes durch einen
Buchstaben, der in der alphabetischen Ordnung um k Positionen weiter hinten
liegt. Am Ende des Alphabets geht man zyklisch wieder zum Anfang. So erhilt
man fiir £ = 3 und den Klartext

KRYPTOGRAPHIEISTFASZINIEREND
den Kryptotext
NUBSWRJUDSKLHLVWIDVCLQLHUHQG.

Dieses Kryptosystem ist aber leicht zu brechen. Wenn man weif3, dass es sich
um CAESAR handelt, reicht es aus, alle 26 moglichen Schliissel durchzu-
probieren. Schwerer kann man es dem Kryptoanalytiker machen, indem man
Schliissel aus {0,1,...,26}™ fir ein m €  — {0} betrachtet. Fiir einen sol-
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chen Schliissel @ = ay,an, ..., q,, zerteilt man den Klartext in Blocke der
Lange m und ersetzt den i-ten Buchstaben jedes Blocks durch den Buchsta-
ben, der in der alphabetischen Ordnung um «; Positionen weiter hinten liegt.
Falls a = 3, 1,6, dann erhélt man fiir den Klartext

K RY PT OO GURAUPHIFE
316 316 3 1 6 3 1 6 3

den Kryptotext
N S FESUUJSGSIT O H.

Dieses Kryptosystem kann man auch brechen, wenn man z.B. die Kenntnis der
Haufigkeit des Auftretens der Buchstaben in konkreten natiirlichen Alphabe-
ten einsetzt. Es existieren aber auch klassische Kryptosysteme, die sehr schnell
arbeiten und die man mit dem heutigen Wissen nicht brechen kann. Der Nach-
teil der klassischen Kryptosysteme liegt darin, dass sie auf einem gemeinsamen
Geheimnis von Sender und Empfianger basieren. Die Kenntnis des Verschliisse-
lungsmechanismus impliziert direkt auch die Kenntnis des Entschliisselungs-
mechanismus (h#ufig sind die Schliissel fiir beide Verfahren gleich). Das bedeu-
tet, dass der Sender und der Empfanger sich zuerst auf einen festen Schliissel
einigen miissen, ohne iiber ein Kryptosystem zur sicheren Kommunikation zu
verfiigen. Wie man dieses Problem losen kann, ist das Thema des néchsten
Abschnitts.

9.3  Public-Key-Kryptosysteme und RSA

Die in Abschnitt 9.2 vorgestellten klassischen Kryptosysteme nennt man auch
symmetrische Kryptosysteme, weil man mit Kenntnis des Verschliisselungs-
verfahrens (Entschliisselungsverfahrens) einfach die Entschliisselungsprozedur
(Verschliisselungsprozedur) ableiten kann. Damit sind Sender und Empfénger
gleichwertig und teilen sich den Schliissel als ein gemeinsames Geheimnis. Au-
Ber dem bereits erwidhnten Problem der Realisierung einer sicheren Einigung
auf einen gemeinsamen Schliissel hat das System noch eine andere Schwéche.
Wenn man ein Kommunikationssystem hat, in dem sich mehrere Teilnehmer
den gleichen Schliissel teilen, reicht ein Verréter, und die Sicherheit der gesam-
ten Kommunikation bricht zusammen. Eine revolutioniire Idee zur Uberwin-
dung dieses Problems basiert auf einer komplexitétstheoretischen Uberlegung.
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Fiir die Verschliisselung sucht man eine sogenannte Einweg-Funktion f die
folgende Eigenschaften haben soll:

(1) f 1st effizient berechenbar,

(i) f~! ist nicht effizient berechenbar, und

(iii) f~! ist effizient berechenbar, falls man eine geheime Information kennt
(in Analogie zu Zeugen und Zertifikaten in Kapitel 6 und 8).

Wenn man eine solche Einweg-Funktion f hétte, konnte der Empfanger f
verdffentlichen, und die Sender konnten f zur Verschliisselung der Nachrichten
benutzen. Trotz der Veroffentlichung von f (z.B. in einem Telefonbuch) sichert
uns die Eigenschaft (ii), dass niemand die Kryptotexte entschliisseln kann. Nur
der Empfanger, der als einziger eine geheime zusétzliche Information iiber f
besitzt, kann die Kryptotexte entschliisseln. Kryptosysteme, die auf diesem
Prinzip basieren, nennt man Public-Key-Kryptosysteme (Kryptosysteme
mit einem offentlichen Schliissel).

Die Frage ist, ob solche Einweg-Funktionen {iberhaupt existieren. Man kénnte
sogar meinen, dass die Antwort nein sein sollte, weil die drei Eigenschaften (i),
(ii) und (iii) fiir eine Funktion f zusammen unnatiirlich aussehen. Dass die
Idee doch nicht so abwegig ist, zeigt das folgende Beispiel.

Tab. 9.1

Name Telefonnummer
K | Knuth 00128143752946
R | Rivest 00173411020745
Y | Yao 00127345912233
P | Papadimitriou 00372453008122
T | Thomas 00492417738429
O | Ogden 00012739226541
G | Garey 00012228915020
R | Rabin 00048327450028
A | Adleman 00173555248001
P | Papadimitriou 00372453008122
H | Hopcroft 00013782442358
I | Ibarra 00124327010098
E | Edmonds 00183274553211

Betrachten wir die folgende Verschliisselung. Jeder Buchstabe wird einzeln
durch eine Folge von 14 Dezimalziffern verschliisselt. Fiir jeden Buchstaben
wahlt man nichtdeterministisch aus irgendeinem Telefonbuch einen Namen,
der mit diesem Buchstaben anfingt, und die entsprechende Telefonnummer
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nimmt man in den Kryptotext auf. Falls die Nummer weniger als 14 Ziffern
hat, setzt man an den Anfang entsprechend viele Nullen. Tab. 9.1 enthélt
eine Tabelle, die zeigt, wie man auf diese Weise das Wort Kryptographie ver-
schliisseln kann. Vorausgesetzt, dass alle aufler dem Empfinger nur klassische
Telefonbiicher haben, die nach dem Namen sortiert sind, ist es eine sehr auf-
wendige Aufgabe, die Telefonnummer in dem Telefonbuch zu finden, um den
der Nummer zugehorigen Namen zu erfahren!. Nur der Empfinger, der ein
nach Telefonnummern sortiertes Welttelefonbuch besitzt, kann effizient den
Kryptotext entschliisseln.

Das vorgestellte Beispiel ist nur eine Ideenillustration und wir wollen es nicht
ernsthaft als ein Kryptosystem in Betracht ziehen. Bevor wir aber einen ernst-
haften Entwurf eines Kryptosystems mit 6ffentlichen Schliisseln vorstellen, ge-
ben wir eine formale Definition einer Einweg-Funktion.

Definition 9.1. Seien ¥ und I' zwei Alphabete. Eine Funktion f : ¥X* — T'*
heifit Einweg-Funktion, falls sie folgende Figenschaften hat.

(i) Es existieren Konstanten ¢ und d aus — — {0}, so dass fir alle x € ¥*,
Loje| < [f(x)| < d- .
{Das bedeutet nur, dass |x| und |f(z)| in linearer Relation stehen.}
(ii) Die Funktion f kann man in polynomieller Zeit berechnen.
(iii) Fir jeden randomisierten polynomiellen Algorithmus A und jedes k €
—{0} existiert eine Konstante nay, so dass fir jedes n > nay und ein
zufillig ausgesuchtes w € X" die Wahrscheinlichkeit?, dass A(f(w)) =
w, kleiner als n=F ist.
{Diese Bedingung sichert, dass polynomiell viele unabhdngig wiederholte
Laufe eines randomisierten polynomiellen Algorithmus nicht zur Berech-
nung von f~' mit konstanter Fehlerwahrscheinlichkeit fiihren kénnen.}

Bisher hat man von keiner Funktion bewiesen, dass sie eine Einweg-Funktion
ist. Dies héngt hauptsichlich mit dem Schwierigkeitsgrad von Beweisen un-
terer Schranken in der Komplexitétstheorie zusammen. Trotzdem kennt man
einige plausible Kandidaten. Ein Kandidat ist das Potenzieren modulo einer
natiirlichen Zahl n, das man, wie in Kapitel 8 gezeigt wurde, effizient berech-
nen kann. Die inverse Funktion ist der diskrete Logarithmus (das Auflésen der

Man koénnte auch auf die Idee kommen, die Telefonnummer einfach anzurufen. Abgesehen
von den Kosten fiir die Anrufe kann man sich auch schnell in einem Experiment davon
iiberzeugen, dass dieser Weg keinen einfachen Erfolg garantiert.

2Die Wahrscheinlichkeit betrachtet man iiber zufillige Entscheidungen von A sowie iiber die
zufiillige Wahl von w.
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Gleichung ¢® mod n = b nach der Unbekannten x), fiir deren Berechnung kein
effizienter (randomisierter) Algorithmus bekannt ist. Ein anderer Kandidat fiir
eine Einweg-Funktion ist die Multiplikation von zwei Zahlen, die offensichtlich
effizient berechenbar ist. Die inverse Funktion ist die Faktorisierung, fiir die
kein effizienter Algorithmus bekannt ist. Auf der Schwierigkeit der Faktori-
sierung basiert das folgende Public-Key-Kryptosystem RSA, dass nach seinen
Erfindern Rivest, Shamir und Adleman benannt wurde. Sei ggT(a, b) fir zwei
Zahlen a,b €  der gréfite gemeinsame Teiler von ¢ und b.

Der Empfianger bestimmt die Verschliisselung und die Entschliisselung durch
folgende Berechnung. Er generiert zufillig zwei groe Primzahlen® p und ¢ und
berechnet?

n=p-qund p(n)=(p—1)-(¢—1).

Danach wéhlt er ein grofles d > 1, so dass

geT(d, p(n)) =1 (9.1)
gilt und berechnet die Zahl e, 1 < e < ¢(n), so dass

e-d mod p(n) = 1. (9.2)

Die Zahlen n und e bilden den 6ffentlichen Schliissel und die Zahlen p, g, ¢(n)
und d bleiben das Geheimnis des Empféangers. Bei der Chiffrierung betrachten
wir Klartext als eine Dezimalzahl, die kleiner als n ist. Wenn der Klartext
lénger ist oder anders dargestellt wird, wandelt man ihn zuerst injektiv in eine
Folge von Dezimalzahlen der Lange [log,,n] — 1 um und dann verschliisselt
man die Dezimalzahlen der Linge [log,on] — 1 einzeln. Fiir eine Zahl w €
{0,1,...,n — 1} ist die Verschliisselungsfunktion

Een(w) = w® mod n.
Fiir einen Kryptotext c¢ ist die Entschliisselungsfunktion
Dan(c) = ¢ mod n.

Wie wir schon in Kapitel 8 gezeigt haben, sind E, ,, und Dg,, durch die Methode
des wiederholten Quadrierens effizient berechenbar. Dank des randomisierten

3GroB bedeutet mehrere hundert Bits lang.
“Hierbei ist ¢ die sogenannte Euler’sche Funktion. Fiir jede Zahl n ist ¢(n) die Anzahl von
Zahlen a € | so dass ggT(a,n) =1 und a < n.
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Primzahltests aus Abschnitt 8.4 kann man auch zufillige Primzahlen effizient
generieren. Die Zahlen d und e kann man mit Hilfe des Euklidischen Algo-
rithmus ebenfalls effizient berechnen® und somit ist die gesamte Schliisselbe-
rechnung des Empfingers effizient durchfithrbar. Man kennt keinen effizienten
(randomisierten) Algorithmus, der aus der Kenntnis von e und n eine der Zah-
len d, p, g oder ¢(n) berechnen kann. Die Kenntnis einer dieser vier geheimen
Zahlen reicht allerdings aus, um alle restlichen effizient zu berechnen. Genauso
kennt man keinen effizienten Algorithmus, der aus E, ,,(z), e und n (ohne d zu
kennen) den Klartext « bestimmen kann.

Jetzt wollen wir zeigen, dass RSA wirklich funktioniert, d.h., dass
Din(Een(w)) =w

fiir alle w < n. Dazu benutzen wir den FEuler’schen Satz, der eine Verallgemei-
nerung des Fermat’schen Satzes ist.

Satz 9.1. Satz von Euler

Seien w und n zwei positive natirliche Zahlen mit ggT(w,n) = 1, und sei
o(n) die Euler’sche Zahl von n (p(n) = [{a € {1,2,...,n} | ggT(a,n) = 1}|).
Dann gilt

w?™ modn = 1.

Der Euler’sche Satz ist eine Folgerung aus Resultaten der Gruppentheorie,
die besagen, dass die Ordnung jedes Elementes die Ordnung der Gruppe teilt,
und dass die zyklische Gruppe (Z/(n))* modulo n die Ordnung ¢(n) hat.
Nach der Definition der Ordnung von Elementen einer Gruppe gilt fiir jedes
w € (Z/(n))* mit einer Ordnung k

w® modn = 1.

Weil ¢(n) = k- b fiir eine positive natiirliche Zahl b, erhalten wir
w?™ modn = wF® modn

= (w* modn)® modn

= (1) modn = 1.

5Genauer: d wird als eine grofie Zahl zufillig gewahlt. Dann wird getestet, ob d teilerfremd
mit ¢(n) ist. Falls nicht, wihlt man ein neues d. Da es hinreichend viele zu ¢(n) teilerfremde
Zahlen gibt, wird d schnell gefunden. Die Zahl e wird automatisch durch den Euklidischen
Algotithmus zum Testen von ggT(d, p(n)) = 1 mitbestimmt.
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Anufgabe 9.1. Fiihren Sie einen alternativen Beweis des Euler’schen Satzes, indem Sie den
Beweis des Fermat’schen Satzes aus dem Abschnitt 8.4 verallgemeinern. Das heifit, beweisen
Sie Folgendes.

Seien 1, %2,...,Tpm) € {1,2,...,n — 1} alle Zahlen b mit der Eigenschaft ggT(b,n) = 1.
Dann ist fiir jedes a € {1,2,...,n — 1},

(az; mod n, axe mod n, ..., a,(,) mod n)
eine Permutation von x1, %2, ..., Ty(n)-

Jetzt sind wir bereit, die Korrektheit von RSA zu beweisen.

Satz 9.2. Seien p,q,n,e und d wie in RSA bestimmt. Dann gilt fir alle
nattirlichen Zahlen w kleiner als n

Dan(Een(w)) = w mod n = w.

Beweis. Nach der Wahl von d und e beziiglich (9.1) und (9.2) gilt

e-d=j-po(n)+1 (9.3)
fir ein j € —{0}. Wir miissen also beweisen, dass
w M mod n = w (9.4)

fiir alle w < n. Wir unterscheiden drei Moglichkeiten beziiglich der Relation
zwischen p, ¢ und w.

(i) Keine der Primzahlen p,q teilt w.
Wenn p und ¢ die Zahl w nicht teilen und w < p - ¢, dann

gegT(p-qw) =1

und damit sind die Voraussetzungen der Euler’schen Satzes fiir n = p - ¢ und
w erfiillt. Daher ist

w?™ modn =1
und
w?™ mod n = 1. (9.5)

Wenn man beide Seiten von (9.5) mit w multipliziert, erhélt man die ange-
strebte Gleichung (9.4).
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(ii) FEine der Primzahlen p und q teilt w, und die andere teilt w nicht.
0.B.d.A. setzen wir voraus, dass p die Zahl w teilt und dann ¢ die Zahl w nicht
teilt. Aus dem Satz von Fermat folgt w? ! mod ¢ = 1, was w4 D®=1) mod ¢ =
1 impliziert, d.h.

w?™ mod ¢ =1
und somit

w*?™ mod ¢ = 1. (9.6)
Weil p die Zahl w teilt, gilt (9.6) auch modulo n =p - ¢, d.h.

w?™ mod n = 1.

Durch Multiplizieren mit w erreicht man auch hier das gewiinschte Ergebnis.
(iii) Beide Zahlen p und q teilen w.

Diese Moglichkeit kann nicht auftreten, weil p und ¢ Primzahlen sind und
p-q>w.

O

Die Public-Key-Kryptosysteme haben viele Vorteile gegeniiber den symmetri-
schen Kryptosystemen, weil sie uns die Herstellung von sicheren Kommuni-
kationsprotokollen fiir unterschiedliche Aufgaben ermoglichen (wie z.B. digi-
tale Unterschriften), die man mit symmetrischen Kryptosystemen nicht 16sen
konnte. Die klassischen symmetrischen Kryptosysteme haben aber auch einen
wesentlichen Vorteil gegeniiber den Public-Key-Kryptosystemen. Insbesonde-
re auch aufgrund der Hardwarerealisierung sind sie in der Praxis oft 100-mal
schneller als Public-Key-Verfahren. Das fiihrt meistens dazu, dass man ein
Public-Key-Kryptosystem nur zum Austausch eines Schliissels fiir ein sym-
metrisches Kryptosystem verwendet und den Rest der Kommunikation mit
symmetrischen Kryptosystemen realisiert.

9.4  Digitale Unterschriften

Um eine einfache Anwendung der Public-Key-Kryptosysteme zu zeigen, stel-
len wir zwei einfache Protokolle fiir digitale (elektronische) Unterschriften vor.
Handschriftliche Unterschriften sind juristisch gesehen eine Art Echtheitsga-
rantie. In der digitalen Kommunikation kann man aber keine handschriftlichen
Unterschriften leisten. Auflerdem hétte man gerne noch filschungssicherere
Unterschriften, als es die handschriftlichen sind.
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Betrachten wir folgendes Szenario. Ein Kunde K will der Bank B eine Echt-
heitsgarantie fiir eine Uberweisung von seinem Konto geben, oder ein anderes
Dokument fiir die Bank unterschreiben. Wir stellen folgende natiirliche Forde-
rungen an Kommunikationsprotokolle fiir solche digitalen Unterschriften.

(i) B muss von der Echtheit der Unterschrift von K iiberzeugt werden. So-
wohl B als auch K miissen vor einem Dritten (Félscher) F' geschiitzt
werden, der sich als K gegeniiber B ausgeben mochte.

(ii) K sollte vor solchen Aktivitdten von B geschiitzt werden, bei denen B
behauptet, ein unterschriebenes Dokument von K zu haben, obwohl K
dieses Dokument nicht unterschrieben hat (d.h. B darf es nicht erlernen
konnen, die Unterschrift von K zu filschen).

Aufgabe 9.2. Entwerfen Sie ein Kommunikationsprotokoll fiir digitale Unterschriften, dass
auf einem klassischen Kryptosystem basiert und die Erfiillung der Forderung (i) garantiert.

Die Eigenschaft (ii) ist schwerer als (i) zu erfiillen, weil sie auf den ersten Blick
kontraintuitiv aussieht. Einerseits soll B von der Echtheit der Unterschrift
von K iiberzeugt werden, und fiir die Uberpriifung muss er etwas iiber die
Generierung (Erzeugung) der Unterschrift wissen. Andererseits darf B nicht
zu viel iiber die Art, wie K unterschreibt, wissen, weil sonst B die Unterschrift
von K nachmachen konnte.

Die folgende einfache Losung bietet das Konzept der Public-Key-Kryptosys-
teme.

Der Kunde K hat ein Public-Key-Kryptosystem mit der Verschliisselungsfunk-
tion Ex und der Entschliisselungsfunktion Dy . Die Bank B kennt die 6ffent-
liche Verschliisselungsfunktion Ex. Dann kann K wie folgt eine Unterschrift
leisten. K nimmt das Dokument w und schickt (w, Dg(w)) an B. B iiberpriift
dann mit dem Test ,w = Ex(Dg(w))* die Echtheit der Unterschrift. Weil kein
anderer aufler K die Nachricht D (w) berechnen kann, ist B von der Echtheit
der Unterschrift (w, Dg(w)) iiberzeugt. Damit ist die Forderung (i) erfiillt.
Weil der Schliissel Ej 6ffentlich ist, hat auch B noch zusétzlich die Mo6glich-
keit, jeden Dritten® mit dem Paar (w, Dy(w)) iiberzeugen zu kiénnen, dass K
das Dokument w unterschrieben hat. Die Forderung (ii) ist auch erfiillt, weil
die Kenntnis von (w, Dg(w)) B nicht helfen kann, ein anderes Dokument u mit
Dk (u) zu unterschreiben.

Aufgabe 9.3. Das vorgestellte Protokoll hélt das Dokument w nicht geheim. Jeder, der
lauscht, kann w lernen. Stellen wir also die folgende zusétzliche Bedingung.

Sder Ex kennt und mit Sicherheit weif, dass es der 6ffentliche Schliissel von K ist
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(iii) Kein Dritter, der die Kommunikation zwischen B und K belauscht, darf den Inhalt
des unterschriebenen Dokumentes erfahren.

Entwerfen Sie ein Kommunikationsprotokoll, das alle drei Bedingungen (i), (ii) und (iii)
erfiillt.

Betrachten wir jetzt eine kompliziertere Version von digitalen Unterschriften,
die man das Authentizititsproblem nennt. Hier braucht man kein Doku-
ment zu unterschreiben, sondern man muss nur den anderen von seiner eigenen
Identitét iiberzeugen. Die Forderungen an ein Kommunikationsprotokoll fiir
die Authentifizierung sind wie folgt:

(i’) genau wie (i)

(ii") K sollte von solchen Aktivitdten von B geschiitzt werden, bei denen B
sich gegeniiber einem Dritten als K ausgeben mochte”.

Unser Kommunikationsprotokoll ist nicht fiir das Authentizitdtsproblem ge-
eignet. B lernt die Unterschrift (w, Dg(w)) in dieser elektronischen Kommu-
nikation und kann sich in der Kommunikation mit einem Dritten mit dieser
Unterschrift als K ausgeben. Es gibt Situationen, in denen so etwas sehr un-
erwiinscht ist. Aufferdem kann irgendjemand der Kommunikation lauschen und
dabei auch das Paar (w, D (w)) lernen. Er kann dann ebenfalls mit der 6ffentli-
chen Verschliisselungfunktion Ex die Echtheit der Unterschrift iiberpriifen und
sich dann als K ausgeben.

Die Losung des Authentizitédtsproblems findet man in der Einbeziehung zwei-
er Public-Key-Kryptosysteme. K besitzt das bereits erwdhnte Kryptosystem
(Dg, Ex) und B hat ein anderes Public-Key-Kryptosystem(Dg, Eg). Die Ver-
schliisselungfunktionen Ex und Ep sind o6ffentlich, und damit auch sowohl K
als auch B bekannt. Die Funktion Dy ist das Geheimnis von K und die Funk-
tion Dp ist das Geheimnis von B. K leistet seine Unterschrift entsprechend
dem folgenden Protokoll.

"Also ist (ii’) #hnlich zu (ii), weil es eine Forderung gegen potentielle Filschung der Unter-
schrift von K durch B ist.
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e B wihlt zufillig eine Zahl w und schickt Ex(w) an K.

e K berechnet w durch D (Ex(w)).
K berechnet ¢ = Eg(Dg(w)) und schickt es an B.

e B iiberpriift, ob w = Ex(Dp(c)) = Ex(Dp(Eg(Dk(w)))).

Es ist offensichtlich, dass B von der Echtheit der Unterschrift von K iiberzeugt
ist. K ist der Einzige, der D kennt und somit der Einzige, der aus Ex(w)
die Zahl w bestimmen kann, und so die Nachricht Dg(w) und somit auch
Ep(Dg(w)) erzeugen kann.

Die Nachricht Ex(w) kann niemand aufler K entschliisseln und die Nach-
richt Eg(Dg(w)) kann niemand auBler B entschliisseln. Deswegen kann kein
Lauscher F' die Unterschrift (w, Eg(Dg(w))) lernen und deren Echtheit iiber-
priifen. Damit ist die Bedingung (i) erfiillt.

B lernt in dieser Kommunikation die Unterschrift (w, Eg(Dg(w))). Durch meh-
rere Auftrage von K kann B mehrere solche Paare kennenlernen. Das hilft ihm
aber nicht dabei, sich als K auszugeben. Wenn man in dem ganzen Netz unter
diesem Protokoll arbeitet, wird jeder Dritte C' zuerst Ex(u) an B, der sich als
K ausgibt, schicken. Weil B kein Dg besitzt, kann er u nicht bestimmen. B
kann hochstens fiir alle gespeicherten Paare (w, Ep(Dg(w))) den Wert Ex (w)
berechnen und mit Ex (u) vergleichen. Falls Ex(w) = Ek (u) ist, hat B Gliick
gehabt und kann sich als K ausgeben. Weil aber u zufillig als eine Zahl von
mehreren hundert Dezimalziffern gewahlt wurde, ist die Wahrscheinlichkeit
des Erfolges von B auch bei einer groflen Unterschriftensammlung kleiner als
1 durch die Anzahl der Protonen im bekannten Universum. Diese Wahrschein-
lichkeit kann man noch geringer halten, indem man regelméfig die Schliissel
andert.®

Aufgabe 9.4. Betrachten Sie das Authentizitdtsproblem, bei dem man eine Unterschrift
leistet, um sich als Person K auszugeben, und nicht um ein Dokument zu unterschreiben.
In diesem Fall arbeitet das vorgestellte Protokoll mit grofier Wahrscheinlichkeit zuverléssig.
Bewirken Sie durch eine kleine Anderung dieses Protokolles, dass die Wahrscheinlichkeit,
dass sich B als K gegeniiber einem Dritten ausgeben kann, gleich 0 ist. Dies muss unabhéngig
davon gelten, wie grofl die Liste der von B gesammelten Unterschriften von K ist.

8Es gibt auch bessere Protokolle fiir digitale Unterschriften, deren Vorstellung aber den
Rahmen dieses Lehrbuches sprengen wiirde. Die weiterfithrende Literatur ist im Abschnitt
9.7 angegeben.
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9.5 Interaktive Beweissysteme
und Zero-Knowledge-Beweise

In Kapitel 6 haben wir gelernt, dass jede Sprache aus NP einen polynomiellen
Verifizierer hat. Dies bedeutet, dass alle Aussagen x € L fiir ein L € NP einen
Beweis polynomieller Linge in || haben, und dass dieser Beweis in polyno-
mieller Zeit verifiziert werden kann, d.h., dass beziiglich der Verifikation die
Sprachen aus NP leicht sind. In Kapitel 8 gelangten wir zu der Einsicht, dass
man die praktische Losbarkeit mit randomisierten polynomiellen Berechnun-
gen statt mit deterministischen polynomiellen Berechnungen verkniipfen sollte.
So entsteht die Frage, fiir welche Sprachen (Entscheidungsprobleme) man Be-
weise , praktisch® verifizieren kann. Um diese Fragestellung zu untersuchen,
betrachten wir folgendes Kommunikationsprotokoll.

Wir haben zwei Teilnehmer — den Beweiser und den Verifizierer. Der Bewei-
ser ist ein Algorithmus (eine TM), der keiner Komplexititseinschrinkung un-
terliegt. Der Verifizierer ist ein randomisierter polynomieller Algorithmus (eine
randomisierte polynomielle TM). Fiir eine Sprache L erhalten beide Teilneh-
mer die gleiche Eingabe x. Der Verifizierer und der Beweiser diirfen kommuni-
zieren, indem sie Nachrichten (Worter) polynomieller Lange in |z| austauschen.
Der Beweiser mit unbeschrankter Berechnungsstérke will den Verifizierer von
der Tatsache ,,x € L“ {iberzeugen, und zu diesem Zweck darf er auch liigen
(falsche Aussagen produzieren). Die Aufgabe des Verifizierers ist es, Fragen an
den Beweiser zu stellen, so dass er mit hoher Wahrscheinlichkeit bestimmen
kann, ob der Beweiser einen Beweis von ,,x € L“ hat oder nicht. Die Anzahl
der Kommunikationsrunden ist hochstens polynomiell in |z| und die gesamte
Berechnung des Verifizierers lauft in polynomieller Zeit. Der Verifizierer muss
die Kommunikation mit der Entscheidung x € L oder x ¢ L beenden. Dieses
Kommunikationsprotokoll zwischen Beweiser und Verifizierer nennt man ein
interaktives Beweissystem.

Definition 9.2. Sei L C ¥* fiir ein Alphabet 3. Wir sagen, dass L ein in-
teraktives Beweissystem besitzt, falls ein Verifizierer (randomisierter po-
lynomieller Algorithmus) V' ezistiert, so dass fiir alle x € ¥* gilt:

(i) falls x € L, dann ezistiert ein Beweiser B, so dass V' nach der Kom-
munikation mit B das Wort x mit der Wahrscheinlichkeit gréofier als %
akzeptiert, und
{Wenn x € L, existiert ein Beweiser, der einen Beweis von ,x € L*
hat, und diesen Beweis kann der Verifizierer effizient tiberpriifen.}
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(i1) falls x ¢ L, dann endet fiir jeden Beweiser B die Kommunikation zwi-
schen V' und B mit dem Verwerfen von x mit einer Wahrscheinlichkeit
grofer als %

{Wenn x ¢ L, gibt es keinen Beweis von ,x € L* und so muss jede
Strategie, den Verifizierer vom ungiltigen ,x € L*“ zu iberzeugen, mit
hoher Wahrscheinlichkeit entdeckt werden.}

Wir definieren die Klasse IP durch

IP = {L | L besitzt ein interaktives Beweissystem}.

Die Beschrankung der Fehlerwahrscheinlichkeit in Definition 9.2 ist nicht ent-
scheidend. Nach O(|z|) unabhéingigen Wiederholungen der Kommunikation
eines interaktiven Beweissystems kann man die Fehlerwahrscheinlichkeit un-
ter 27171 driicken, und so #ndert die Forderung der richtigen Ausgabe mit einer
Wabhrscheinlichkeit von mindestens 1 —271I nichts an der Definition der Klasse
IP.

Das folgende Resultat haben wir schon vorhergesagt.
Lemma 9.1. NP C IP.

Beweis. Weil NP = VP gilt, existiert fiir jede Sprache L € NP und jedes
x € L ein Zeuge (Beweis, Zertifikat) ¢ von ,» € L* mit einer in |z| polyno-
miellen Linge. Ein Beweiser, der ¢ besitzt, schickt einfach ¢ dem Verifizierer,
der in polynomieller Zeit deterministisch mit Sicherheit die Tatsache ,x € L“
tiberpriift. Wenn x ¢ L, existiert kein Beweis von ,,x € L* und so gibt es keine
Maoglichkeit, den deterministischen Verifizierer in polynomieller Zeit in |z| von
X € L* zu iiberzeugen. O

Die Frage ist jetzt, ob es auch interaktive Beweissysteme fiir Sprachen gibt,
die auflerhalb NP liegen. Wir betrachten folgendes Problem. Gegeben sind
zwei Graphen G und G5, und man soll entscheiden, ob G und G5 isomorph?
sind. Das Problem der Graphenisomorphie ist in NP, weil man den Isomorphis-
mus nichtdeterministisch erraten und dann effizient deterministisch verifizieren
kann. Von dem komplementéren Problem weifl man nicht, ob es in NP liegt.
Die Vermutung ist eher negativ, weil man nicht glaubt, dass das nichtdeter-
ministische Raten fiir die Uberpriifung der Nichtexistenz eines Isomorphismus

9Zwei Graphen sind isomorph, wenn man die Knoten eines der Graphen so nummerieren
kann, dass man einen Graph bekommt, der identisch mit dem anderen Graphen ist.
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zwischen zwei gegebenen Graphen hilfreich sein konnte. Sei
NICHTISO = {(G1,G3) | G1 und Gy sind nicht isomorph}.

Wir beschreiben jetzt ein interaktives Beweissystem fiir NICHTISO. Sei (G,
Gs) eine Eingabe hierfiir. Der Verifizierer V' iiberpriift zuerst, ob G und Gy
die gleiche Anzahl von Kanten und Knoten haben. Falls nicht, akzeptiert V'
die Eingabe (G4, G2) mit Sicherheit. Wenn G; und G5 die gleiche Anzahl von
Kanten und Knoten haben, wahlt V' zufillig ein ¢ € {1,2} und eine Permuta-
tion (j1,72,...,Jn) von (1,2,...,n), wobei n die Anzahl der Knoten ist, beide
mit uniformer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Dann nimmt V' den Graphen G;
und permutiert seine Knoten entsprechend (ji, ja, - . ., jn). Den resultierenden
Graphen G;(j1, j2, - - -, jn) schickt V' zu dem Beweiser B mit der Aufforderung
zu deklarieren, ob G;(j1, J2, - - -, jn) isomorph zu G oder zu Gq ist. Wenn G
und Gy nicht isomorph sind, kann B erkennen (berechnen), dass G; isomorph
zu Gi(J1, j2, - -, Jn) ist und schickt die richtige Antwort ¢ zu V. Falls aber G
und G5 isomorph sind, hat B keine Moglichkeit auszurechnen, welche zuféllige
Zahl ¢ der Verifizierer gezogen hat. Dem Beweiser bleibt nicht anderes iibrig,
als ein j € {1,2} zu raten und an V' zu schicken. Die Wahrscheinlichkeit, dass
j =1 ist % Falls j # 4, verwirft V die Eingabe. Falls j = 4, wiederholt V
die Kommunikation mit einem neuen zuféllig gewahlten ¢ und mit einer neuen
zufillig gewéhlten Permutation. Wenn danach der Beweiser wieder die rich-
tige Antwort gibt, dann akzeptiert V' die Eingabe (G, G3). Wenn die zweite
Antwort falsch ist, dann verwirft V' die Eingabe.

Wir zeigen jetzt, dass das beschriebene Protokoll ein interaktives Beweissys-
tem fiir NICHTISO ist. Falls (G1,Gy) € NICHTISO, existiert ein Beweiser,
der zwischen G| und G5 unterscheiden kann und deswegen gibt er immer die
richtige Antwort. Daher akzeptiert V' die Eingabe (G, G2) mit Sicherheit. Falls
(G1,G3) ¢ NICHTISO, kann kein Beweiser zwischen G und Gy beziiglich Iso-
morphie unterscheiden. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Beweiser trotzdem
zweimal die richtige Antwort rat, ist % . % = i. Damit ist die Fehlerwahrschein-
lichkeit in diesem Fall i. Wenn der Verifizierer k& Anfragen an B stellen wiirde,

wiirde sich die Fehlerwahrscheinlichkeit auf 2=* reduzieren.

Wie stark das randomisierte Verifizieren wirklich ist, zeigt das folgende Resul-
tat.

Satz 9.3.* Satz von Shamir

IP = PSPACE.
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Das Bemerkenswerte an diesem Resultat ist, dass die Aussagen ,x € L* fiir
die Sprachen L € PSPACE exponentiell lange Beweise haben diirfen, die man
wegen ihrer Lange nicht vollsténdig tibertragen und lesen kann, und trotzdem
kann man deren Existenz in polynomieller Zeit randomisiert iiberpriifen.*’

Als letztes mochten wir die Zero-Knowledge-Beweissysteme betrachten, die
kryptographische Anwendungen haben. Hier verzichten wir auf die formale
Definition. Die Idee besteht in der zusétzlichen Forderung an das Beweissy-
stem, dass der Verifizierer in der Kommunikation mit dem Beweiser nichts
(kein einziges Bit) lernt auler dem, was er sich auch alleine ohne Kommunika-
tion mit dem Beweiser ausrechnen kann'!. Dies bedeutet unter anderem, dass
V' kein Bit des Beweises, in dessen Besitz sich der Beweiser befindet, erfihrt.

Zero-Knowledge-Beweissysteme sind von grofler praktischer Bedeutung. Eine
mogliche Anwendung liegt z.B. in folgender Situation. Wir wollen eine Zu-
gangskontrolle fiir einen Rechner konstruieren, die nur die Benutzung mit giilti-
gem Passwort zuldsst, aber dabei die Anonymitit des Nutzers nicht verletzt.
Dies bedeutet, dass der Benutzer in die Rolle des Beweisers schliipft und ver-
sucht, die Zugangskontrolle (den Verifizierer) davon zu iiberzeugen, dass er im
Besitz eines Passwortes ist, ohne ein einziges Bit dieses Passwortes zu verraten.
Eine andere Anwendung fiir Zero-Knowledge-Beweissysteme ist die Verwen-
dung privater Informationen einer anderen Person zur Berechnung, ohne die
Daten dabei zu lernen. Stellen wir uns vor, dass der Verifizierer einen Funkti-
onswert f(z,y) berechnen will und dabei nur den Wert y kennt. Der Beweiser
kennt x und ist bereit, dem Verifizierer zu helfen, aber nur unter der Bedingung;,
dass der Verifizierer kein einziges Bit von x erfahrt. Fiir welche Funktionen und
Entscheidungsprobleme es Zero-Knowledge-Beweissysteme gibt, ist eine span-
nende Frage. Es ist fiir uns manchmal iiberraschend, wie viele Problemstel-
lungen man mit den Zero-Knowledge Beweissystemen bewéltigen kann. Zum
Beispiel kann man beweisen, dass jede Sprache aus NP ein Zero-Knowledge-
Beweissystem hat. Wegen des Schwierigkeitsgrades und der umfangreichen
benotigten Vorkenntnisse verzichten wir auf die Beweise und stellen nur ein
Zero-Knowledge-Beweissystem fiir den Graphenisomorphismus vor.

0Die Tatsache L € PSPACE besagt nur, dass die Beweise von ,,z € L* eine polynomielle
,,Breite* haben, wobei die Breite eines Beweises als die Lange der lingsten Aussagen in einer
Folge dquivalenter Aussagen betrachtet wird.

1Dijeses ,,nichts lernen*“ formalisiert man so, dass man die gesamte Kommunikation zwischen
V und B als einen Wahrscheinlichkeitsraum betrachtet, wobei die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung durch die zufélligen Entscheidungen von V' bestimmt wird. Ein interaktives Beweis-
system ist dann Zero-Knowledge, wenn eine randomisierte polynomielle TM M existiert, die
diese Kommunikation mit der gleichen Wahrscheinlichkeitsverteilung generiert.
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Fingabe: (G, Gs) fir B und V. Sei n die Anzahl der Knoten in G; und Gs.

B: Der Beweiser wihlt zufillig ein ¢ € {1,2} und eine Permutation 7 =
(J1,J2y -+, Jn) von (1,2,...,n). Danach wendet er 7 auf G; an und schickt
den resultierenden Graphen G;(7) an den Verifizierer.

V' Der Verifizierer withlt zufillig ein j € {1,2} und schickt es an den Beweiser.
Dies entspricht der Anforderung, einen Beweis fiir den Isomorphismus
von G;(m) und G; zu liefern.

B: Falls Gy und G, isomorph sind, bestimmt der Beweiser den Isomorphismus
J, so dass G;j(0) = G;(m) und schickt ¢ an den Verifizierer.
Falls G; und G5 nicht isomorph sind und ¢ = j, dann schickt der Beweiser
die Permutation § = 7. Sonst (wenn kein Isomorphismus zwischen G;
und G;(7) existiert) schickt der Beweiser ebenfalls § = .

V: Der Verifizierer akzeptiert (G, G2) genau dann, wenn G,(0) = G;(m).

Analysieren wir zuerst, ob dieses Protokoll ein interaktives Beweissystem ist.
Falls G1 und G5 isomorph sind, kann der Beweiser immer eine Permutation &
finden, so dass G(0) = G;(m) gilt. Damit akzeptiert V' die Eingabe (G, G2)
mit Sicherheit (d.h. mit der Fehlerwahrscheinlichkeit 0). Falls G; und G5 nicht
isomorph sind, kann B ein § mit G;(§) = G;(7) nur dann schicken, wenn ¢ = j.
Die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ = j fiir zwei zufillige Zahlen 4,j € {1,2}, ist
genau % Das k-malige Wiederholen dieses Protokolls, in dem V' nur akzeptiert
wenn er k-mal die richtige Antwort bekommt, driickt die Fehlerwahrscheinlich-
keit auf 27,

Weil wir die formale Definition von Zero-Knowledge-Beweissystemen nicht ge-
geben haben, konnen wir auch keinen formalen Beweis dieser Eigenschaft eines
Beweissystems fiithren. Trotzdem kénnen wir intuitiv gut verstehen, warum die-
ses Protokoll ein Zero-Knowledge-Beweissystem ist. Uber den Isomorphismus
zwischen G und G; (sofern einer existiert) wird in der Kommunikation nichts
verraten. Die erste Kommunikationsnachricht G;(7) kann man als ein Zufalls-
ereignis betrachten, dass durch die zuféllige Wahl von ¢ und 7 bestimmt wird.
Die zweite Nachricht j ist auch eine Zufallszahl und die Permutation ¢ ist
ebenfalls durch die zufillig ausgesuchte Permutation 7w bestimmt (J ist ent-
weder direkt 7 oder eine Anwendung der zufilligen Permutation 7 auf den
Isomorphismus zwischen G und G3). Damit bildet fiir ein festes (G, G3) die
Menge aller méglichen Kommunikationen (G;(7), j,0) zwischen B und V' einen
Wahrscheinlichkeitsraum. Man kann zeigen, dass der Verifizierer die Tripel
(Gi(m),7,0) auch alleine mit gleicher Wahrscheinlichkeitsverteilung erzeugen
kann. Daher kann der Verifizierer die Arbeit des Beweisers simulieren und so-
mit kann er aus der Kommunikation nichts anderes erfahren, als das, was er
auch alleine berechnen kann.
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9.6 Entwurf eines Kommunikationsnetzes

Die Kommunikation zwischen unterschiedlichen Objekten wie Menschen, Rech-
nern, Prozessoren eines Parallelrechners usw. kann man durch unterschiedliche
Verbindungsarten realisieren. Jede Technologie stellt andere Moglichkeiten und
andere Einschrankungen dar und deswegen muss man sich bei dem Entwurf von
Telegraphennetzen, festen und drahtlosen Telefonnetzen, optischen Glasfaser-
netzen, parallelen Rechnern usw. jeweils mit anderen Problemen beschéftigen.
Eine Vielfalt von Problemstellungen tritt auch bei dem Entwurf von Kommu-
nikationsstrategien in gegebenen Netzen auf. Diese Vielfalt ist zu grof3, um sie
systematisch in einem Abschnitt darzustellen. Deswegen ist unsere Zielsetzung
hier viel bescheidener. Wir wollen die Art der Problemstellung anhand eines
beispielhaften Entwurfes eines festen Verbindungsnetzes illustrieren.

Betrachten wir die folgende Aufgabenstellung. Wir haben 2n Teilnehmer

Loy, L1y oy Tn—1,Y0, Y15+ - -5 Yn—1,

die wir als Knoten eines Netzes darstellen. Wir sollen zwischen den z-Teilneh-
mern g, Ty, ...,Tn—1 und den y-Teilnehmern yg, 41, ..., yn—1 €in Netz bauen,
so dass jederzeit jeder der x-Teilnehmer eine Verbindung fiir ein Gespréich
mit einem ausgewéhlten y-Teilnehmer bekommen kann. Das Netz betrach-
tet man als einen Graphen G' = (V, E), o, %1, ..., Tn—1,Y0,Y1s---Yn—1 € V
und die Bereitstellung einer Verbindung von z; zu y; bedeutet, einen Weg
Ti, V1, ..., Un,Yy; zwischen x; und y; in G zu finden, bei dem keine Kante die-
ses Weges fiir Gespréche zwischen anderen Paaren von Knoten benutzt wird.
Dies bedeutet, dass jede Kante zu jedem Zeitpunkt nur ausschlieflich fiir ein
einziges Gespréch benutzt werden darf.

Die einfachste Losung wiirde aus jedem Knoten xz; eine Verbindung zu jedem
y-Teilnehmer ziehen. Dadurch bekommt man einen vollstdndigen bipartiten
Graphen, wie fiir n = 4 in Fig. 9.2 dargestellt. Diese Losung ist aber prak-
tisch nicht realisierbar. Erstens hat man n? Kanten fiir 2n Teilnehmer, was fiir
n = 10000 die Anzahl der Verbindungsdréhte auf 100 Millionen wachsen l&sst.
AufBler den hohen Herstellungskosten und der hohen Kabelzahl, die das Netz
uniibersichtlich erscheinen lassen, kann man so ein Netz auch aus technologi-
schen Griinden nicht realisieren. Die Anzahl der zu einem Knoten inzidenten
Kanten (der Knotengrad) muss eine Konstante sein, d.h. darf nicht mit der
Anzahl der Teilnehmer wachsen.

Formulieren wir jetzt genauer die Anforderungen an eine mogliche praktika-
ble Losung. Jeder Knoten des Netzes darf hochstens den Grad 4 haben, die
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To T T2 T3
Yo n Y2 Y3
Fig. 9.2
LO(v) RO(v) LO(v) RO(v)
vin LLRR vin LRRL
Zustand Zustand
LU (v) RU (v) LU(v) RU(v)
(a) (b)
Fig. 9.3

Teilnehmerknoten haben hochstens den Grad 2. Im Folgenden nennen wir die
Knoten, die nicht den Teilnehmern entsprechen, die Schaltungsknoten. Die
Schaltungsknoten sind von der Struktur her alle gleich (Fig 9.3) und sehr ein-
fach. Jeder Schaltungsknoten v hat genau 4 inzidente Kanten LO(v), LU(v),
RO(v) und RU(v). Der Knoten v kann in einem von zwei Zustdnden LLRR
oder LRRL sein. Wenn v in dem LLRR Zustand ist, bedeutet das, dass die
Kanten LO(v) und LU (v) miteinander verbunden sind, und auch die Kanten
RO(v) und RU(v) (Fig 9.3(a)). Wenn v in dem Zustand LRRL ist, liegen
LO(v) und RU(v) auf einem gemeinsamen Kommunikationsweg und RO(v)
verkniipft mit LU(v) ist ein Teil eines anderen Kommunikationsweges (Fig
9.3(b)). Ein z-Teilnehmerknoten u hat nur zwei Kanten L(u) und R(u) und
er kann sich alleine entscheiden, welche von diesen beiden er fiir die Kommu-
nikation benutzen will. Damit hat v auch zwei Zustdnde L und R beziiglich
der Kante, die er zur Kommunikation benutzt. Die erlaubten Kommunikati-
onsanforderungen an das Netz sind durch eine Permutation (ig,%1,...,%,1)
von (0,1,...,n — 1) gegeben. Eine Kommunikationsaufgabe (ig,i1,...,%, 1)
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bedeutet, dass der z-Teilnehmer z; mit dem y-Teilnehmer y;, sprechen will
fir j = 0,1,...,n — 1. Wir fordern, dass man fiir jede der n! Permutatio-
nen (ig,...,4,—1) eine solche Zustandszuordnung der Schaltungsknoten finden
kann, dass die n Gespréiche (zo, Yi,), (€1, Yi,)s - - -5 (Tn-1,¥;, ,) simultan statt-
finden konnen. Ein Netz mit 2n Teilnehmern, das alle Permutationen von
(0,1,...,n — 1) realisieren kann, nennt man n-Permutationsnetzwerk. Im
Prinzip bedeutet dies, dass eine Festlegung von n kantendisjunkten Wegen
zwischen z; und y;; fiir j = 0,1,...,n — 1 moglich ist. Wir bemerken, dass die
Vereinigung von Knoten z; und y; zu einem Knoten fiir ¢ = 0,1,...,n —1 zu
einem Telefonnetz fithrt, in dem beliebige Paare von Teilnehmern kommuni-
zieren konnen.

Als die Kosten eines Permutationsnetzwerkes betrachten wir die Anzahl der
Schaltungsknoten'? und diese Kosten wollen wir natiirlich minimieren. Der
zweite Parameter, den wir auch in dem Entwurf minimieren wollen, ist die
Lange des langsten Pfades zwischen einem z-Teilnehmer und einem y-Teilneh-
mer. Schon wére es auch, eine regelméfige, iiberschaubare Verbindungsstruk-
tur zu erzeugen, insbesondere wiinschenswert wire die sogenannte Modula-
ritdt. Modularitdt bedeutet, dass man die Netze fiir 2n Teilnehmer als Bau-
steine fiir die Herstellung von Netzen mit mehr (z.B. mit 4n) Teilnehmern
benutzen kann. Die Modularitéit verringert offensichtlich die Kosten zukiinfti-
ger Netzwerkerweiterungen und ist damit auch von grofier Bedeutung.

Das Netz in Fig 9.4 stellt eine preiswerte Losung fiir die acht Teilnehmer
X0, T1, T2, T3, Yo, Y1, Y2, ys dar. Die Anzahl der Schaltungsknoten ist nur 4 und
alle Kommunikationswege zwischen z-Teilnehmern und y-Teilnehmern haben
genau die Lange 2. Die Zusténde der Knoten des 4-Permutationsnetzwerkes in
Fig. 9.4 bestimmen die Realisierung der Permutation (3,0,2,1).

Aufgabe 9.5. Beweisen Sie, dass das Netz in Fig. 9.4 eine Losung unseres Entwurfproblems
darstellt.

Unsere Zielsetzung ist jetzt, ein asymptotisch optimales Netzwerk fiir diese
Kommunikationsaufgabe zu entwerfen. Zuerst zeigen wir, dass jedes Netz fiir
2n Teilnehmer mindestens Q(nlogn) Schaltungsknoten haben muss.

Satz 9.4. Sein €  — {0}. Jedes n-Permutationsnetzwerk hat mindestens
Q(nlogn) Schaltungsknoten.

Beweis. Sein € —{0} und sei Net,, ein n-Permutationsnetzwerk. Wenn man
in Net, eine Permutation realisieren will, muss man eine passende Zuordnung

12und damit auch die Anzahl der Kanten (Verbindungsdriihte)
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(0,00)| R (0,01)| L (0,10)| R (0,11)| L
(1,00) (1,01) (1,10) (1,11)
(2,00) (2,01) (2,10) (2,11)

Yo W Y2 Ys

Fig. 9.4

der Zusténde fiir die Knoten des Netzes finden. Zwei unterschiedliche Permuta-
tionen erfordern offensichtlich unterschiedliche Zustandszuordnungen. Damit
muss die Anzahl der moglichen Zustandszuordnungen in Net,, mindestens n!,
also die Anzahl der Permutationen von n Elementen, sein.

Sei m die Anzahl der Schaltungsknoten in Net,,.

Die Anzahl unterschiedlicher Zustandszuordnungen in Net,, ist genau 2" - 2™.
Damit ist

n!

22" >l (dh. 2" >

),

und somit!? gilt

m > logy(n!) —n>n-logn —n-(lne+1) € Q(nlogn).
O

Aufgabe 9.6. Beweisen Sie, dass jedes n-Permutationsnetzwerk mindestens einen Weg der
Lange log, n zwischen z-Teilnehmern und y-Teilnehmern beinhalten muss.

Um ein n-Permutationsnetzwerk einer Grofie in O(nlogn) zu entwerfen, be-
ginnen wir mit sogenannten r-dimensionalen Schmetterlingen'* But, fiir
jedes r € . But, = (V;, E,), wobei

13Entsprechend der Stirling’schen Formel n! ~ Z—: -/ 2mn.
M pyutterfly in der englischsprachigen Literatur
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V., = {@w)]|ie{0,1,...,r}, we {0,1}"}, und
E. = {{ti,w),(i+Lw)}|ie{0,1,...,r—=1}}U
{{(,zay), (i + 1,2by)} | i € {0,1,...,r — 1}, x € {0,1},
a,b€{0,1},a # b,y € {0,1}7 1.

Der 2-dimensionale Schmetterling But, ist in Fig. 9.4 dargestellt. Eine an-
schauliche Darstellung von But, legt die (r+ 1) - 2" Knoten von But, als eine
Matrix von 7 + 1 Zeilen und 2" Spalten an. Auf der Position (4, j) der Matrix
liegt genau der Knoten (7, w) mit Nummer(w) = j. Eine Kante liegt zwischen
(i,2) und (i + 1,y) nur dann wenn entweder @ = y gilt (die vertikalen Kanten,
die in jeder Spalte von oben nach unten laufen), oder wenn sich x und y nur
im i-ten Bit unterscheiden (Fig. 9.4).

Wenn man fiir j = 0,1,...,2" — 1 dem Teilnehmer z; den Knoten (0, w) mit
Nummer (w) = j und dem Teilnehmer y; den Knoten (r, w’) mit Nummer (w")
= j zuordnet, dann enthélt But, fiir jedes Paar (z4,y.), d,c € {0,1,...,2"—1},
folgenden Weg zwischen z,; und y.. Seien

Nummer(apay . ..a,—1) = d und Nummer(boby ...b._1) = ¢

fiir irgendwelche ay, b, € {0,1} fiir & = 0,1,...,r — 1. Damit entspricht der
Knoten (0, apay ...a,—1) den Teilnehmer x4 und der Knoten (r,boby ...b,_1)
entspricht dem Teilnehmer y.. Wenn ag = by gilt, startet der Weg mit der ver-
tikalen Kante {(0, apay ... a,—1), (1, apa; . ..a,—1)}. Wenn ag # by, dann nimmt
man die Kante {(0,apa; ...a,_1),(1,bpa ...a,_1)}. Damit erreicht man nach
dem ersten Zug in beiden Féllen den Knoten (1,bpa; .. .a,—1). Im Allgemeinen
erreicht der Weg von (0, a; .. .a,_1) nach (r,bob; ...b,_1) nach k Kantenziigen
den Knoten (k,bob; ... bg 1050k +10k42 - . . a,;) und wird mit der Kante

{(k’, bobl . bk_lakakﬂ . ar_1>, (k’ + 1, bobl . bkakH . ar_l)}

fort gesetzt. Damit sorgt die s-te Kante fiir die Umstellung des s-ten Bits as
auf das s-te Zielbit b,.

In But, kann man also jeden z-Teilnehmer mit einem beliebigen y-Teilnehmer
verbinden. Leider reicht das Netzwerk nicht aus, um eine beliebige Permutation
zu realisieren. Uber den Knoten

(L%J s boby . b 2y@lr2) 41 - - Gro1)
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fithren in unserer Strategie alle Wege mit einem Zielknoten aus der Menge

{(T’,bobl...er/QjeLr/QJ_;’_l...67-_1) ‘ e;j 6{0,1}
fir j= 5] +1,...,r =1}

und mit einem Startknoten aus der Menge
{(0, f0f1 ce fLT/QJa/LT/QJJ’,l PR ¢ 7o | ’ fi S {0, 1} fiir i = O, 1, ey {%J}

Es gibt bis zu 22! solcher Wege, aber wir diirfen iiber einen Knoten hochstens
zwei Wege fiihren.

Wir nutzen jetzt die r-dimensionalen Schmetterlinge als Bausteine zum Ent-
wurf eines 2"-Permutationsnetzes, das man Benes-Netzwerk nennt. Das r-
dimensionale Benes-Netzwerk Benes, erhilt man, wenn man zwei r-dimensio-
nale But,-Netzwerke A und B zusammentfiigt, indem man die entsprechenden
Knoten der r-ten (letzten) Zeilen von A und B miteinander verschmilzt. Fig.
9.5 zeigt Beness. Wir sehen, dass das Benes, 2r + 1 Zeilen hat, die ersten
r 4+ 1 Zeilen bilden ein But,.-Netz und die letzten r + 1 Zeilen bilden auch ein
But,-Netz. Fig. 9.7 zeigt eine rekursive Definition des Benes,-Netzes aus zwei
Benes,_1-Netzen.

Aufgabe 9.7. Geben Sie fiir jedes 7 €  — {0} eine formale Beschreibung von Benes, als
einen Graphen an.

Satz 9.5. Fiir jedes r €  — {0} ist Benes, ein 2"-Permutationsnetzwertk.

Beweis. Wir zeigen, dass man fiir jede Permutation (i, . .., i2r—1) 2" Wege von
x; nach y;, fiir j =0,1,...2" — 1 so wéhlen kann, dass keine Kante auf mehr
als einem Weg liegt und jeder Knoten auf genau einem Weg liegt!®. Damit ist
offensichtlich, dass eine Zustandszuordnung fiir die Knoten existiert, die die
Kommunikation realisiert, die durch die Permutation (i, ..., i3 _1) bestimmt
ist.

Wir beweisen diese Aussage mit Induktion beziiglich 7.

(i) Seir=1.

Dann ist (Fig. 9.6) Benes; offensichtlich ein 2-Permutationsnetzwerk.'6
(i) Seir > 2.

Wir setzen voraus, dass fiir jede Permutation von (0,1,...,2""1 —1) im

15Solche Gruppen von Wegen nennt man paarweise knotendisjunkte Wege.
6Bemerke, dass fiir 7 = 1 sogar But, hinreichend ist.
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Benes,_1-Netz 2"~! knotendisjunkte Wege zwischen den 2"~! z-Teilneh-
mern und den 277! y-Teilnehmern existieren. Wir konnen jetzt Benes,
als ein Netz ansehen (Fig. 9.7), das aus zwei Benes,_;-Netzen A und B
und aus zwei ,ersten Zeilen“ von But, besteht.

o T Tor—1_1 LTor—1 Tor-141 Tor—1

Benes,_1 Benes,_1

Yo W Yor—1_1 Yor—1 Yor—147 Yor—1

Fig. 9.7

Dank der Induktionsvoraussetzung ist es hinreichend, eine solche Kom-
munikationsstrategie zu finden, dass genau die Hilfte!” der Wege iiber
den Netzteil Benes,_; A gehen wird, und dass die Kommunikationsauf-
gaben fiir A und B genau zwei Permutationen von (0,1,...,2"71 — 1)
entsprechen. Um dieses zu garantieren, reicht es aus, die Wege in den
ersten und letzten Zwischenzeilen von Benes, so zu wahlen, dass kein
Knoten v in den ersten Zeilen von A und B (also in der zweiten Zeile
von Benes,) auf zwei Wegen liegt (nur eine Kante zwischen v und der
O-ten Zeile von Benes, darf benutzt werden), und dass kein Knoten u
aus der letzten Zeile von A und B auf zwei Wegen liegt (nur eine der
Kanten von u zu den y-Teilnehmern darf benutzt werden). Formal kann
man diese Forderung wie folgt ausdriicken:
(1) Firallei € {0,1,...,2 '} miissen die zwei Wege von x; und x;, 9r—1
unterschiedliche Benes,_1-Netze benutzen (ein Weg muss iiber A
und ein Weg muss iiber B gefithrt werden (Fig. 9.8(a))).

Talso 271 viele
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(2) Fiir alle j € {0,1,...,2"'} miissen die zwei Wege nach y; und
Yj4or—1 liber unterschiedliche Benes,_1-Netze gefiihrt werden (Fig.

9.8(a)).
0 | Yi
4 X
w | 4
O/ \O ijrQr—l
xi+2'r'—1 C/ \O B
(a)
Zo T ]
/3 yi27«71
P | Yio+2r—1 mod 27
Tor—1 | O
o Yigry+2r—1
Mo Yio

(b)

Fig. 9.8 Eine transponierte Darstellung des Benes,-Netzes.

Im Folgenden zeigen wir, dass man die Wege einfach einen nach dem an-
deren bestimmen kann. Sei (ig,1,...,92-_1) eine beliebige Permutation von
(0,1,...,2" — 1). Wir nehmen jetzt die Paare (xo,y;,) und (zyr-1, ¥, _,) und
legen den Weg von z nach y;, iiber A und den Weg von xy-—1 nach y;
iiber B (Fig. 9.8(b)). Falls |ig—1 — ] = 277!, entstehen dabei keine Nach-
folgerforderungen. Falls |igr—1 — 4g] # 277! miissen wir wegen (2) den Weg
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nach y;,12r-1 moa 2 Uiber B und den Weg nach y; ., 1901 moa 2 Uiber A leiten
(Fig. 9.8(b)). Dadurch konnen wieder Anforderungen an die Fithrung von zwei
Wegen aus den Knoten 4901 mod 2r Und Tgyor—1 poq or filr

ig = (igr—1 +2"7") mod 2" und iy = (ip +2"") mod 2"

entstehen.'®

Wir sehen, dass die Fortsetzung dieser Strategie immer in hochstens zwei
erfilllbaren Anforderungen auf die Fithrung von zwei Wegen resultiert. Ein
Weg muss iiber A und ein Weg muss iiber B gefiihrt werden. Damit kann
die vorgestellte Strategie erfolgreich die Wege zur Realisierung der gegebenen
Permutation bestimmen. O

Aufgabe 9.8. Bestimmen Sie die Wege in Beness, die die Permutationen (72130564),
(01237654) und (07162534) realisieren.

Mit dem Satz 9.5 haben wir unsere Zielsetzung erfiillt. Benes, ist ein 2'-
Permutationsnetzwerk mit insgesamt (2r + 1) - 2" Knoten und r - 2”72 Kan-
ten.! Zusitzlich haben die Benes-Netzwerke eine regelméfBige Struktur mit
hohem Grad an Modularitat (Fig. 9.7). Die Entfernung zwischen beliebigen
z-Teilnehmern und einem y-Teilnehmer betragt genau 2r und ist daher loga-
rithmisch in der Anzahl der Teilnehmer.

Aufgabe 9.9.* Sei G = (V, E) ein Graph. Ein balancierter Schnitt von G ist ein Paar
(W1, Va), so dass

(i) V=MUVy, V1NV, =10, und
(i) —1<[Vi|—=|Vo| <1

Die Kosten eines Schnittes (V7, V3) sind
cost(Vi, Vo) = [EN{{v,u} | v € Vi,u € Va},

d.h. die Anzahl der Kanten zwischen V; und V5. Die Bisektionsbreite von G misst die
Kosten des minimalen balancierten Schnittes. Im Netzwerkdesign wird der Entwurf von Net-
zen mit moglichst grofier Bisektion angestrebt. Eine grofle Bisektion von G garantiert, dass
bei jeder Zerlegung von G in ungefihr zwei gleich grofle Teile hinreichend viele Kommuni-
kationskanéle zwischen diesen Teilen vorhanden sind. Beweisen Sie, dass But, und Benes,
eine Bisektionsbreite in £(2") haben.?°

18Falls [((¢ +2"71) mod 27) — ((s +2"71) mod 27)| # 271,

19Damit ist die Anzahl der Schaltungsknoten in O(n - log, n), wenn n der Anzahl der Teil-
nehmer entspricht.

20Die Bisektionsbreite ist ungefihr so hoch wie die Anzahl der Teilnehmer, oder anders

ausgedriickt, ist die Bisektionsbreite in Q(&), wobei m die Anzahl der Knoten ist.
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9.7 Zusammenfassung

Die Kryptographie beschéaftigt sich mit dem Entwurf von Kryptosystemen, die
einen sicheren Austausch von geheimen Informationen erméglichen. Bei den
klassischen (symmetrischen) Kryptosystemen bestimmt der Schliissel das Ver-
schliisselungsverfahren sowie das Entschliisselungsverfahren, und somit ist der
Schliissel das gemeinsame Geheimnis von Sender und Empfanger. Public-Key-
Kryptosysteme arbeiten mit einem 6ffentlichen Verschliisselungs-Schliissel, weil
dessen Kenntnis keine Hilfe zur Entschliisselung darstellt. Die Public-Key-
Kryptosysteme basieren auf der Idee der Einweg-Funktionen. Eine Einweg-
Funktion ist effizient berechenbar, aber die zugehorige inverse Funktion ist oh-
ne zusétzliches Wissen (ein Geheimnis, das nur der Empfénger besitzt) nicht
effizient berechenbar. Kandidaten fiir Einweg-Funktionen sind die Multiplikati-
on, deren inverse Funktion die Faktorisierung ist, und die Potenzierung modulo
einer natiirlichen Zahl n, deren inverse Funktion der diskrete Logarithmus ist.

Interaktive Beweissysteme ermoglichen effizient auf randomisierte Weise die
Uberpriifung der Existenz von Beweisen. Alle Sprachen in PSPACE haben
interaktive Beweissysteme. Zero-Knowledge-Beweissysteme ermdglichen es, zu
tiberpriifen, ob andere Personen im Besitz eines Beweises (Geheimnisses) sind,
ohne ein einziges Bit des Beweises zu lernen. Alle Sprachen in NP haben Zero-
Knowledge-Beweissysteme.

Die Qualitdt von Verbindungsnetzen wird auch an der Menge der zu iiber-
tragenden Daten oder der Menge von realisierten Kommunikationsanforde-
rungen in einem kurzen Zeitraum gemessen. Der Entwurf eines Netzes, das
optimal beziiglich gegebener Qualitéitsparameter sein sollte, fithrt meistens auf
nichttriviale Optimierungsprobleme, die man mit den Methoden der diskreten
Mathematik zu lésen versucht.

Das Konzept der Public-Key-Kryptosysteme wurde erstmals von Diffie und
Hellman [DH 76| vorgeschlagen. Das bekannte RSA-Kryptosystem ist nach
seinen Erfindern Rivest, Shamir und Adleman [RSA 78] benannt. Die interak-
tiven und Zero-Knowledge-Beweissysteme gehen auf Goldwasser, Micali und
Rackoff [GMR 85] zuriick. Shamir [Sha 92] war der erste, der I[P = PSPACE
bewiesen hat.

Das Benes-Netzwerk hat Benes in seinen Arbeiten iiber Telefonnetze [Ben 64,
Ben 65] entworfen. Die Tatsache, dass Benes-Netzwerke Permutationsnetze
sind, wurde von Waksman [Wak 68| bewiesen.

Fiir eine anschauliche didaktisch gute Einleitung in die Kryptographie empfeh-
len wir wirmstens Delfs und Knebl [DK 02] und Salomaa [Sal 96]. Ausfiihrli-
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chere Auskunft {iber interaktive Systeme kann man in Lehrbiichern von Bovet
und Crescenzi [BC 94] und Sipser [Sip 97] finden. Ausfiihrliche Informationen
iiber Kommunikationsprobleme in Netzen kann man im hervorragenden und
umfangreichen Lehrbuch von Leighton [Lei 92] und in dem Ubersichtsartikel
von Hromkovi¢, Klasing, Monien und Peine [HKMP 96] finden.

Kontrollaufgaben

1.

10.
11.

Was ist ein Kryptosystem? Wie kann man den Grad seiner Sicherheit messen?
Erkldaren Sie das Konzept der Einweg-Funktionen. Welche Kandidaten fiir Einweg-
Funktionen kennen Sie?

Erkldaren Sie, wie man ein RSA baut und beweisen Sie die Eindeutigkeit der RSA-
Kodierung.

Wie koénnen Public-Key-Kryptosysteme angewendet werden, um Protokolle fiir digi-
tale Unterschriften zu entwerfen? Warum ist das Authentizitidtsproblem schwerer als
das Problem der digitalen Unterschrift?

Erkldren Sie das Konzept von interaktiven Beweissystemen. Wie definiert man ein
Zero-Knowledge-Beweissystem? Wo konnen solche Systeme Anwendungen finden?
Warum unterscheiden sich die Beweissysteme fiir das Graphenisomorphieproblem und
das Graphennichtisomorphieproblem so stark? Bei welchem dieser zwei Beweissyste-
me ist ein berechnungs-stiarkerer Beweiser gefordert?

Was ist ein n-Permutationsnetzwerk? Entwerfen Sie ein 3-Permutationsnetzwerk und
ein 7-Permutationsnetzwerk.

Zeichnen Sie einen 4-dimensionalen Schmetterling. Erkldren Sie anschaulich, wie man
aus einem k-dimensionalen Schmetterling einen (k + 1)-dimensionalen Schmetterling
bauen kann.

Zeichnen Sie Beness.

Beweisen Sie, dass Beness ein 8-Permutationsnetzwerk ist.

Bestimmen Sie die Wege in , die die Permutationen (4 32 1), (412 3) und (314 2)
realisieren.
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10 Grammatiken und Chomsky-Hierarchie

10.1 Zielsetzung

Das Thema Grammatiken gehort in die Theorie der formalen Sprachen, die
eines der éltesten Gebiete der Informatik ist. Der Begriff “Grammatik” liegt
in dem Schnittpunkt zwischen Linguistik und Informatik und wurde sogar auch
in der Evolutionsbiologie zur Wachstumsmodellierung eingesetzt.

Das Konzept von Grammatiken ist einfach. Unsere bisherigen Berechnungsmo-
delle wie endliche Automaten und Turingmaschinen haben wir als Akzeptoren
von Sprachen betrachtet. Diese Modelle sind eine Moglichkeit, unendliche Ob-
jekte wie Sprachen (oder Mengen) auf endliche Weise zu beschreiben. Eine
Maschine A, die eine Sprache L = L(A) akzeptiert, ist eine eindeutige endli-
che Représentation der Sprache L. Grammatiken bieten einen anderen Weg,
unendliche Sprachen auf endliche Weise eindeutig zu beschreiben. Gramma-
tiken sind Mechanismen zur Generierung (Erzeugung) von Wértern. Fir die
Menge L aller Worter, die ein solcher Mechanismus erzeugt, ist der Mechanis-
mus eine Beschreibung von L. Fiir die Linguisten ist diese Art von Mechanis-
mus deswegen von grofer Bedeutung, weil sie auf diese Weise versuchen, die
Mengen von syntaktisch (grammatisch) korrekten Texten in konkreten natiirli-
chen Sprachen zu beschreiben, und auf diese Weise ein formales Mittel fiir
die Untersuchung und die automatische Ubersetzung von natiirlichen Spra-
chen gewinnen. Die Bedeutung in der Informatik beschréinkt sich nicht nur auf
die Méglichkeit, iiberschaubar unendliche Objekte zu beschreiben. Sogenannte
kontextfreie Grammatiken, die eine einfache spezielle Art von Grammatiken
darstellen, nutzt man, um Programmiersprachen darzustellen. So entsprechen
die durch solche Grammatiken generierten Worter syntaktisch korrekten Pro-
grammen in der modellierten Programmiersprache. Damit ist das Konzept der
kontextfreien Grammatiken zentral fiir den Compilerbau. Aus der Sicht der
Berechenbarkeit ist es wichtig zu bemerken, dass die Menge der Sprachen, die

J. Hromkovi", Theoretische Informatik, DOI 10.1007/ 978-3-8348-9853-1_10,
© Vieweg+Teubner Verlag [Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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durch allgemeine Grammatiken erzeugbar sind, genau der Menge der rekursiv
aufzéhlbaren Sprachen entspricht. Damit ist das Konzept von Grammatiken
genau so stark wie das Konzept von Turingmaschinen, was eine weitere Bestéti-
gung der Church’schen These ist.

Das Kapitel ist wie folgt gegliedert. In Abschnitt 10.2 stellen wir das Konzept
von Grammatiken vor. Die Zielsetzung ist es zu erkléren, wie der Generierungs-
mechanismus von Grammatiken funktioniert und in welche Klassen man die
Menge aller Grammatiken einteilt und warum die Grammatiken klassifiziert
werden.

Abschnitt 10.3 behandelt die einfachste Klasse von Grammatiken, die soge-
nannten reguliaren Grammatiken. Wir zeigen, dass diese Grammatiken ge-
nau die Klasse der reguldren Sprachen generieren und somit in der Beschrei-
bungsstérke dquivalent zu den endlichen Automaten sind. Zusammen mit dem
Erlernen des Entwurfs von reguldren Grammatiken sind es die Hauptzielset-
zungen dieses Abschnittes.

Abschnitt 10.4 ist von zentraler Bedeutung fiir dieses Kapitel. Die Zielset-
zung ist zu zeigen, dass die kontextfreien Grammatiken eine natiirliche Art
einer nichtdeterministischen Rekursion sind. Auf der Suche nach einem Be-
rechnungsmodell, das genau die bei kontextfreien Grammatiken generierten
Sprachen akzeptieren kann, landen wir bei nichtdeterministischen Kellerau-
tomaten. Der Keller ist gerade die Datenstruktur, die wir in der Informatik
benutzen, um Rekursion zu modellieren und implementieren. Auflerdem ler-
nen wir hier kontextfreie Grammatiken zu entwerfen, spezielle Normalformen
zu konstruieren und das Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen, das ein
Instrument zum Beweisen der Nichtkontextfreiheit einer Sprache darstellt.

In Abschnitt 10.5 beschéftigen wir uns mit den allgemeinen (unbeschrénkten)
Grammatiken und mit den sogenannten kontextsensitiven Grammatiken. Das
Hauptziel ist, die Aquivalenz zwischen den Konzepten von Grammatiken und
Turingmaschinen zu zeigen und damit den Glauben in die Church’sche These
noch zu verstirken. Weiter bemerken wir, dass das Konzept der kontextsen-
sitiven Grammatiken genau den nichtdeterministischen Turingmaschinen mit
linearem Speicherplatz entspricht.

Dieses Kapitel wurde auf den Wunsch einiger Leser fiir die dritte Auflage des
Buches hinzugefiigt. Die Idee war dabei, die Abdeckung des klassischen Stoffs
der Theoretischen Informatik fiir einen Anfingerkurs zu garantieren. Damit
sollte die fiir einige Kollegen zu starke Fokussierung auf die neueren Informa-
tikkonzepte kompensiert werden und das Buch auch fiir klassisch gestaltete
Grundvorlesungen iiber Theoretische Informatik als fast vollstdndiges Mate-
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rial zur Verfiigung stehen. In der Vorlesung kann dieses Kapitel auch schon
direkt nach Kapitel 4 iiber Turingmaschinen eingesetzt werden. Die Teile iiber
regulidre und kontextfreie Grammatiken sind auch dazu geeignet, direkt nach
Kapitel 3 iiber endliche Automaten behandelt zu werden. Bei einer stark ein-
geschriinkten! Nutzung dieses Kapitels empfehlen wir, nur das Konzept der
allgemeinen und der kontextfreien Grammatiken in die Vorlesung aufzuneh-
men, weil gerade die Aquivalenz zu den Turingmaschinen und das Konzept
der Rekursion mit der Anwendung in Compilerbau die wichtigsten? Beitrige
dieses Kapitels sind.

10.2 Das Konzept der Grammatiken

Die Zielsetzung dieses Kapitels ist, zunédchst die Grammatiken als ein weiteres
Konzept zur formalen Beschreibung von Sprachen vorzustellen. Bisher haben
wir die Sprachen entweder durch die Beschreibung der Eigenschaften der in der
Sprache enthaltenen Wérter oder durch Automaten oder Maschinen, die diese
Sprachen erkennen, spezifiziert. In diesem Kapitel wollen wir eine neue forma-
le Beschreibungsmethode vorstellen. Diese Methode basiert auf einem Erzeu-
gungsverfahren. Mechanismen zur Erzeugung von gewissen Objekten werden
in der Mathematik oft zum axiomatischen Definieren von Objektklassen ver-
wendet. Nehmen wir als Beispiel die Definition einer Booleschen Formel iiber
einer Variablenmenge {x, xs,...,2,}:

(i) Die Konstanten 0 und 1 und die Variablen z1, zo, ..., z, sind Boolesche
Formeln.
(ii) Wenn A eine Boolesche Formel ist, dann ist auch —A (die Negation von
A) eine Boolesche Formel.
(iii) Wenn A und B Boolesche Formeln sind, dann sind auch

(AV B) und (AN B)

Boolesche Formeln.
(iv) Kein Objekt, das sich nicht durch die Anwendung der Regeln (i), (ii) und
(iii) erzeugen lésst, ist eine Boolesche Formel iiber {xy,xo, ..., x,}.

'Das Material in diesem Buch iibersteigt die Kapazitét einer Einfiihrungsveranstaltung iiber
Theoretische Informatik. Wenn man sich auch fiir die Vorstellung neuerer Konzepte entschei-
det, muss man auf die Vorstellung einiger Teilbereiche der klassischen Themen verzichten.
2Aus der Sicht der Informatik.
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Auf die oben beschriebene Weise haben wir eine axiomatische Definition von
Booleschen Formeln iiber der Variablenmenge {z1,...,z,} und den logischen
Verkniipfungen —,V und A erhalten. Natiirlich kénnen wir solche Booleschen
Formeln als Worter tiber dem Alphabet {0, 1,21, 29, ..., 25,7, V, A, (,)} be-
trachten und somit bestimmt der angegebene Erzeugungsmechanismus die
Sprache aller Booleschen Formeln tiber {x;, zo, ..., z,} mit den logischen Ope-
rationen der Negation, der Disjunktion und der Konjunktion.

Das folgende Beispiel préasentiert ein Erzeugungsverfahren fiir eine Sprache
iiber {a, b}, die zu den typischen hier behandelten Sprachen gehort.

Beispiel 10.1. Wir betrachten das folgende Erzeugungsverfahren fiir eine Spra-
che L iiber dem Alphabet {a,b}:

(i) Ae L.
(ii) Falls z € L, dann ist auch azb € L.
(iii) Keine anderen als die durch (i) und (ii) erzeugten Worter gehoren zu L.

Wir bemerken, dass wir, beginnend mit z = X nach (i), durch dreimaliges
Anwenden der Regel (ii) zu dem Wort a®0® kommen. Die Hypothese liegt nah,
dass

L={dV]ie }.
Wir beweisen dies durch separate Beweise fiir beide Inklusionen.

(i) Wir zeigen, dass {a'b" | i€ } C L.
Wir beweisen a’b’ € L fiir alle i €  mittels Induktion beziiglich i.
Induktionsanfang: Fiir i = 0 haben wir a'b’ = a°° = \. Nach der
Regel (i) ist A in L.
Induktionsschritt: Nach der Induktionsannahme ist a*~*6*~! in L. Wir
sollen zeigen, dass auch @b’ € L. Wenn man z gleich a'~'b'~! setzt,
folgert die Regel (ii), dass auch axb = aa’'0*"'b = a’b’ in L sein muss.
(i) Wir zeigen, dass L C {a'b" |1 € }.
Wir beobachten, dass L nach den Regeln (i) und (ii) nur Wérter gerader
Linge enthalten kann.?> Wir zeigen mittels Induktion beziiglich i, dass
fir alle s €  der String a'b’ das einzige Wort der Linge 2i in L ist.
Induktionsanfang: Sei i = 0. Das Wort a°® = \ ist das einzige Wort
der Lénge 0 in L.
Induktionsschritt: Unter der Induktionsannahme, dass fiir alle j €

3Ein formaler Induktionsbeweis dieser Tatsache ist offensichtlich.



352 10 Grammatiken und Chomsky-Hierarchie

{0,1,...,4 — 1} der String a/t’ das einzige Wort der Linge 2j in L ist,
folgern wir nach (ii) und (iii), dass a’d’ das einzige Wort der Linge 2i in
L ist. O

Aufgabe 10.1. Sei L wie folgt definiert:

(i) Ae L.

(ii) Falls € L, dann sind auch azb und bza in L.

(iii) Falls z,y € L, dann ist auch zy in L.

(iv) Keine anderen Worter gehoren zu L als diejenigen, die man durch die Anwendung der
Regeln (i), (ii) und (iii) erzeugen kann.

Welche Sprache L wird auf diese Weise generiert? Beweisen Sie ihre Behauptung.

Aufgabe 10.2. Geben Sie Erzeugungsmechanismen zur Generierung folgender Sprachen
an:
i) {zabby | z,y € {a,b}*},
(ii) {zly | |z] = |y| und z,y € {0,1,2}"},
(iii) {«1110 | z € {0,1}*},
(iv) {ze{0,1}" [|zl, = 3}.

Das Konzept der Grammatiken basiert auf der vorgestellten Idee der axio-
matischen Definition, ist aber etwas anders umgesetzt. Man betrachtet zuerst
zwei disjunkte Alphabete Y1 und X y. Die Symbole aus Y7 werden Terminal-
symbole genannt und entsprechen der bisherigen Nutzung zur Gestaltung von
Wortern aus der betrachteten Sprache. Die Symbole aus ¥ werden Nicht-
terminalsymbole (oder kurz Nichtterminale) genannt. Die Nichtterminale
spielen die Rolle von Variablen und diirfen in den Wortern der generierten
Sprache nicht auftreten. Nichtterminale oder Worter, die Nichtterminalsymbo-
le enthalten, diirfen durch andere Worter ersetzt werden. Wie und was ersetzt
wird, wird durch die sogenannten Regeln (auch Produktionen oder Ablei-
tungsregeln genannt) bestimmt, die den Regeln eines axiomatischen Systems
entsprechen. Grob betrachtet, ist eine Grammatik eine Menge von Regeln. Eine
Regel ist zum Beispiel

X = aXb.

Diese Regel besagt, dass man jedes Auftreten des Nichtterminals X durch a Xb
ersetzen darf. Wenn man zu dieser Regel noch die Regel X — A nimmt, die
das Nichtterminal X durch das leere Wort A ersetzt (also X 16scht), dann kann
man durch diese zwei Regeln, ausgehend von X, ein beliebiges Wort aus L =
{a'b' | i € } erzeugen. Das Konzept von Grammatiken fordert, dass man bei
der Generierung von Woértern immer mit einem fest gegebenen ausgezeichneten
Nichtterminal anfangen muss und die gegebenen Regeln so lange anwendet, bis
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das generierte Wort kein Nichtterminalsymbol mehr enthéilt. Wenn man ein
Wort iiber Y7 erreicht, ist der Erzeugungsprozess beendet und das generierte
Wort gehort in die Menge der durch die Grammatik erzeugten Worter.

Fiir den Rest dieses Kapitels legen wir die Nutzung der vorkommenden Sym-
bole fest.

(i) Fir die Terminalsymbole nutzen wir die Kleinbuchstaben a, b, ¢, d, e und

die Ziffern.

(ii) Die GroBibuchstaben, vorzugsweise A, B,C, D, X,Y, Z, nutzen wir, um
Nichtterminale zu bezeichnen.

(iii) Mit den Kleinbuchstaben u, v, w, x,y und z werden Worter iiber 1 be-
zeichnet.

(iv) Die griechischen Buchstaben wie «, 5 und v werden fiir beliebige Worter
iiber X U Xy verwendet.

Jetzt fithren wir eine formale Definition einer Grammatik ein. Ahnlich wie
bei Maschinenmodellen definieren wir zuerst eine Struktur (in diesem Fall ein
4-Tupel) und dann ihre Semantik durch die Beschreibung ihrer Dynamik.

Definition 10.1.

(i) Fine Grammatik G ist ein 4-Tupel G = (X, X1, P, S), wobei:

(a) Yy ist ein Alphabet, genannt Nichtterminalalphabet oder die
Menge der Nichtterminale von G. Die Symbole aus ¥ nennt
man Nichtterminale.

(b) Xt ist ein Alphabet, genannt Terminalalphabet oder die Menge
der Terminalsymbole von G. Die Symbole aus Xr nennt man
Terminalsymbole. Es gilt

EN N ET - @

(¢c) S € Xn heifit Startsymbol oder Startnichtterminal.

{Jede Generierung eines Wortes muss mit dem Wort S starten.}

(d) P ist eine endliche Teilmenge von S*¥NN3* X X* fir 3 = Yy U
St ist die Menge der Ableitungsregeln von G. Die Elemente
von P heiffen Regeln oder auch Produktionen. Stalt (o, 3) € P
schreiben wir auch

a —a /69
in Worten: o« kann in G durch 3 ersetzt werden.
{Es ist wichtig zu beobachten, dass fir alle (o, 5) € P das Wort
«a mindestens ein Nichtterminalsymbol aus X enthalten muss, was
durch o € X*XN3* gefordert wird. Die Bedeutung ist, dass in einem
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(i)

(iii)
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Wort yaw mit v,w € ¥* a durch B ersetzt werden kann, wodurch
das Wort ~vfw entsteht.}

Seien 7,0 € (Xy UXp)*. Wir sagen, dass 6 aus v in einem Ablei-
tungsschritt in G ableitbar ist (oder dass vy in G in 0 tbergeht),

Y = 67

genau dann, wenn wy und we aus (Xy U Xr)* und eine Regel (o, ) € P
existieren, so dass

v = wiaws und 0 = wyPws.
Wir sagen, dass & aus v in G ableitbar ist,
v = 0

genau dann, wenn
(a) entweder v =19,
(b) oder einn e —{0} undn+1 Worter wo,wr,...,w, € (ExyUXr)*
existieren, so dass
v =wg,0 =w, und w; =g wiyq firi=0,1,2,...,n— 1.
{Somit ist =¢, eine reflexive und transitive Hiille von =¢, wenn man

=¢ als eine Relation auf Wortern betrachtet.}
Eine Folge von Ableitungsschritten

Wy =g W1 =g W2 =g ... =g Wy

heifit eine Ableitung in G.
Falls S =¢ w fir eimn Wort w € ¥, dann sagen wir, dass w von G
erzeugt wird. Die von G erzeugte Sprache ist

L(G)={weX;|S = w}

Im Folgenden nutzen wir die Bezeichnung o =%, 3 fiir eine Ableitung a =, 3,
die aus genau ¢ Ableitungsschritten besteht.

Beispiel 10.2. Sei G = (Xy, X7, P, S), wobei

(i)
(i)
(i)

Xy ={5},
ET: {aab}v
P={S—\ S—SS, S—aSh, S— bSa}.
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Ein Beispiel einer Ableitung des Wortes baabaabb in G ist

S =a SS =G SaSb =G SaSSh =G bSaaSSh
=g baaSSb =g baabSaSb =5 baabaSh
=¢a baabaaSbb =g baabaabb.

Der erste Ableitungsschritt entspricht der Anwendung der Regel S — SS
zustande. In dem zweiten Ableitungsschritt wurde geméfl S — a.Sbh das zweite
S von links ersetzt. Die Regel S — 5SS wurde zur Ersetzung des zweiten S im
dritten Schritt angewendet. Im vierten Schritt haben wir das erste S von links
nach der Regel S — bSa durch bSa ersetzt, und so weiter.

Wir vermuten, dass

L(G) = Lge = {w € {a,b}" [ [wla = |wls}-

Die Tatsache, dass L(G) nur Worter mit einer gleichen Anzahl von a’s und
b’s generieren kann, ist offensichtlich, weil jede Regel die gleiche Anzahl von
a’s und b’s erzeugt. Es bleibt also nur zu iiberpriifen, ob in G alle Worter mit
gleicher Anzahl von a’s und b’s ableitbar sind.

Wir zeigen dies mit Induktion beziiglich der Wortlange, die fiir alle Worter in
Lge gerade ist.

(i) Induktionsanfang: Sei n = 0. Das Wort A € Ly kann man durch die

Regel S — X in einem Berechnungsschritt S = A erzeugen. Somit gilt
S =5 A
und A € L(G).

(ii) Sei Ly N UM (2r)! € L(G) fiireinn € —{0}. Wir sollen zeigen, dass
alle Worter der Lénge 2n aus Ly, auch in L(G) sind. Formal bedeutet
dies, dass wir fiir jedes Wort z aus Ly N {a,b}*" die Existenz einer
Ableitung von z in G begriinden miissen. Sei = ein beliebiges Wort aus
Lge N {a,b}*". Wir unterscheiden 4 Fille beziiglich des ersten und des
letzten Symbols von z.

(ii.1) Sei x = ayb. Weil |y| = 2n — 2 und |y|, = |ys, existiert nach Induktions-
annahme eine Ableitung

S =5y
in G. Somit gibt es folgende Ableitung
S =¢ aSb =5 ayb=vx

von r in G.
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(ii.2) Der Fall = bya ist analog zu (ii.1). Statt der Regel S — aSb wendet
man die Regel S — bSa im ersten Ableitungsschritt an.
(ii.3) Sei x = aya. Weil |z|, = |z|, = n, gilt

n=ylp = |yl +2.
Damit muss es eine Zerlegung von y
Yy =uv
geben, so dass
lulp = |u|, + 1 und |v|, = |v]|, + 1.
Damit gilt
xr = auva, au € Ly und va € L.
Nach der Induktionsannahme existieren Ableitungen
S =¢ auund S =7 va
von au und va in G. Damit erhalten wir die Ableitung

S =¢ SS = auS = awa=x

von z in G.
(ii.4) Der Fall z = byb fiir ein y € (X7)?" 2 kann analog zu dem Fall (ii.3)
geldst werden. O

Aufgabe 10.3. Betrachten Sie die folgende Grammatik G = (Xy, X7, P,S), wobeil Xy =
{S,A,B},Yr = {a,b} und

P ={ S—\ S— ASB, S— BSA, S— ABS,
S — SAB, S— BAS, S— SBA, S — S8S,
A —a, B—b}.

Welche Sprache wird durch G erzeugt? Begriinden Sie ihre Behauptung.

Wir beobachten, dass Grammatiken nichtdeterministische Erzeugungsmecha-
nismen sind. Fiir den Nichtdeterminismus bestehen zwei Griinde. Zuerst diirfen
mehrere Regeln existieren, die die gleiche linke Seite haben. Wir haben die
freie Wahl, eine von diesen Regeln anzuwenden, falls die linke Seite der Regel
irgendwo als Teilwort in dem bisher abgeleiteten Wort vorhanden ist. Zwei-
tens konnen mehrere linke Seiten von Regeln als Teilworter auftreten, und es
ist nicht festgelegt, welches von den Teilwortern als erstes ersetzt wird. Zum
Beispiel zerstort die Anwendung der Regel aX — by im Wort aaaXbb die
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Moglichkeit, im néchsten Ableitungsschritt die Regel Xb — X Z anzuwenden,
obwohl diese Regel fiir das Wort aaa Xbb anwendbar ist.

Beispiel 10.3. Hier mochten wir eine Grammatik fiir die Sprache
Lsa = {w € {a,b}" | [w], = 3}

konstruieren. Wir betrachten die Grammatik G = ({5, X}, {a,b}, P, S) mit 3
Regeln. Mit der Regel

S — XaXaXaX
garantieren wir, dass genau 3 Symbole a erzeugt werden. Mit den Regeln
X = Aund X — bX
ermoglichen wir es, aus jedem Nichtterminal X ein beliebiges Wort aus {b}*
Zu generieren.
Im Folgenden fithren wir einen formalen Beweis von L(G) = Ls,.
(i) Zuerst zeigen wir Ly, C L(G).
Sei x € Ls,. Dann ist
z = bablabtab™
fiir irgendwelche 7, j, k,m € . Um zu zeigen, dass x € L(G), konstruie-
ren wir eine Ableitung von z in G.

S =g XaXaXaX :>iG bXaXaXaX =¢ baXaXaX
=7, baXaXaX = bablaXaX =f Vabab*XaX
=¢ babab’aX =7 babab’ab™X =g bablab*ab™.

(ii) Wir zeigen L(G) C Ls,.
Sei w ein beliebiges Wort aus L(G). Dies bedeutet, dass eine Ableitung

S =g W =g W = ... =g W =W

von w € {a,b}* in G existiert. Um w € L3, zu zeigen, beweisen wir
zuerst mittels Induktion, dass

wi € ({b}" {X, A} -a)* - {0} {X, A}

fir allei =1,2,...,n.

Weil wir aus S starten und es nur die eine Regel S — XaXaXaX
zur Ersetzung von S gibt, ist w; = XaXaXaX und somit hat w; die
gewiinschte Form.
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Sei w;—1 in ({b}* - {X, A} - a)® - {b}* - {X, A} fiir ein i < n. Wir zeigen,
dass auch w; die gewiinschte Form hat.

Weil X das einzige Nichtterminal in w;_; ist, wird bei w;_; =¢ w; die
Regel X — X oder X — bX angewendet. Somit gilt

wi € ({b}"-{X, A} -a)” - {0} - {X, A}
Weil
({0} - {X, A} -a) - {b} - {X A} N {a, b} = Lag,

erhalten wir w € Ls,. O

Aufgabe 10.4. Entwerfen Sie Grammatiken fiir die folgenden Sprachen:

(i) {we{0,1}" [|wh =2},
(ii) {w e {a,b}* | w=zabbay, =,y € {a,b} "},
(i) {w €{0,1}* | |w|o ist gerade}.

Bisher haben wir nur Grammatiken fiir einfache formale Sprachen betrachtet.
Die Linguisten versuchen, die Grammatiken zur syntaktischen Beschreibung
natiirlicher Sprachen zu nutzen. Fiir diesen Zweck betrachtet man die soge-
nannten syntaktischen Kategorien wie (Satz), (Text), (Nomen) und (Adjektiv)
als Nichtterminalsymbole. Beachten Sie, dass (Nomen) ein Symbol darstellt,
aus dem man ein beliebiges Nomen ableiten kann. Die Terminalsymbole sind
alle Worter aus dem Worterbuch. Somit nutzen wir z.B. [Brot] als ein Termi-
nalsymbol, das dem deutschen Wort “Brot” entspricht. Mit Regeln wie

(Text) — (Satz)(Text)
(Satz) — (Subjekt)(Verb)(Objekt)
(Subjekt) — (Adjektiv)(Nomen)
(Nomen) — [Vater]
(Adjektiv) — [lieber]

kann man Texte in der Sprache erzeugen.

In der Informatik benutzt man Grammatiken im Compilerbau, um syntak-
tisch korrekte Programme einer Programmiersprache zu beschreiben. Die De-
finition von Programmiersprachen durch relativ einfache Grammatiken hat die
Konstruktion von effizienten Compilern wesentlich vereinfacht. Zum Beispiel
préasentieren die folgenden Regeln



10.2 Das Konzept der Grammatiken 359

(Ausdruck) — (Ausdruck) + (Ausdruck)
(Ausdruck) — (Ausdruck) — (Ausdruck)
(Ausdruck) — (Ausdruck) % (Ausdruck)
(Ausdruck) — (Ausdruck) / (Ausdruck)
(Ausdruck) —  ((Ausdruck))

(Ausdruck) — [id]

das System zur Erzeugung von arithmetischen Ausdriicken. Das einzige Nicht-
terminal ist (Ausdruck) und die Terminalsymbole sind die arithmetischen Ope-
rationen +, —, %, /, die Klammern ( und ) und das Zeichen [id] fiir den Ope-
randen.

Aufgabe 10.5. Schreiben Sie eine Ableitung des arithmetischen Ausdruckes (id + id) =
((id)/(id — id)) durch die Anwendung der oben angegebenen Regeln.

Alle bisher vorgestellten Beispiele von Grammatiken haben einfache Regeln
verwendet, bei denen auf der linken Seite immer nur ein Nichtterminal stand.
Es geht aber nicht immer so einfach. Regeln wie

aXbcSX — Saa, abXba — aXZ

sind manchmal nicht zu vermeiden, wenn man zum Beispiel eine Berechnung
einer Turingmaschine nachahmen will.*

In der Literatur unterscheidet man viele spezielle Grammatikklassen. Hier be-
trachten wir nur vier Basisklassen, die die sogenannte Chomsky-Hierarchie
bilden.

Definition 10.2. Sei G = (Xy, X7, P, S) eine Grammatik.

(i) G heifst Typ-0-Grammatik.
{ Typ-0-Grammatiken stellen die Klasse der allgemeinen, uneingeschrank-
ten Grammatiken dar.}

(i) G heifit kontextsensitive oder Typ-1-Grammatik, falls fir alle Paa-

re (o, 8) € P
la] < [B]

4Wie dies geht, zeigen wir im Abschnitt 10.5.
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gilt.

{Also kann man kein Teilwort o durch ein kirzeres Teilwort [3 ersetzen}.
(iii) G heifit kontextfrei oder Typ-2-Grammatik, falls fir alle Regeln

(o, ) € P

[ AS ZN undﬁé (ZNUZT)*

gilt.
{Also haben alle Regeln die Form X — [ fiir ein Nichtterminal X }.

(iv) G heifst reguldr oder Typ-3-Grammatik, falls fir alle Regeln («, §) €
P

a€Xyund B € X, -ENyUET

gilt.
{Die Regeln einer reqularen Grammatik haben die Form X — u oder
X —uY fireinueh XY € Xy}

Fiiri = 0,1,2,3 ist eine Sprache L vom Typ i genau dann, wenn sie von
einer Grammatik G vom Typ i erzeugt wird. Die Familie aller Sprachen
vom Typ @ wird mit L; bezeichnet.

Zum Beispiel ist die Grammatik

G3 = ({S, X}, {a,b},{S — abX, X = bX, X — a*},9)
eine reguldre Grammatik. Die Grammatik

Gy = ({5, A, B}, {a,b},{S — abbAB, A — a, B — bA},S5)

ist kontextfrei, aber nicht regulér, weil S — abbAB keine regulire Regel ist.
Die restlichen Regeln A — a und B — bA sind regular. Die Grammatik

G = ({5, A}, {a,b},{S — aAb, aA — Sb, A — a},95)

ist kontextsensitiv, aber nicht kontextfrei, weil aA — Sb keine kontextfreie
Regel ist. Die Grammatik

Go = ({5, X,Y},{0,1},{S — XSY, SY — 11, X — A, 00X —
S11, 0Y1 — 00}, S)

ist eine Typ-0-Grammatik, die nicht kontextsensitiv ist, weil sie die soge-
nannten verkiirzenden Regeln X — A und 0Y'1 — 00 enthélt.
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Das Hauptinteresse liegt in den Begriffen kontextsensitiv und kontextfrei. Die
Definition 10.2 spiegelt die Klassifikation der Grammatiken nach dem Lingui-
sten Chomsky wieder. Die Kontextfreiheit bedeutet, dass man ein Nichtter-
minal X durch ein Wort o unabhéngig davon ersetzen kann, wo sich das X
in dem bisher abgeleiteten Wort befindet und welche Symbole seine Nachbarn
sind. Im Kontrast dazu stehen die kontextsensitiven Regeln, wo das Ersetzen
eines Nichtterminals von seiner Umgebung abhéngt. Zum Beispiel besagen die
Regeln

aaX — aabY, bX — b, Xbb — Zabb
folgendes:

- X kann durch bY ersetzt werden, falls links von X das Wort aa steht,

- X kann durch A ersetzt werden (geloscht werden), wenn b links von X steht
(bemerke, dass diese Regel auch nicht kontextsensitiv ist), und

- X kann durch Za ersetzt werden, wenn das Wort bb rechts von X steht.

Wenn die drei oben geschriebenen Regeln die einzigen Regeln mit X auf der
linken Seite sind, dann bedeutet dies, dass man bei allen anderen “Umgebun-
gen” von X das Nichtterminal X nicht ersetzen darf. Bei einer Regel wie

aXZb— SYbb

ist es natiirlich schwer, iiber die Ersetzung eines Nichtterminals in einer Um-
gebung zu sprechen. Das ist die bedauerliche Folge des présentierten Forma-
lismus, den man heute gewohnlicherweise benutzt. Urspriinglich war die kon-
textsensitive Grammatik durch Regeln der Form

(o, X, ) =

definiert, wobei die Bedeutung war, dass X durch v ersetzt werden darf, wenn
« links und S rechts von X stehen. In unserem Formalismus wiirde die Regel
als

aXp — ayp

geschrieben. Es kann gezeigt werden, dass diese zwei unterschiedlichen Defini-
tionen der kontextsensitiven Ableitungsregel zu der gleichen Klasse der kon-
textsensitiven Sprachen fithren.

Der Hauptunterschied zwischen den kontextfreien und reguldren Grammatiken
ist zunéchst, dass die rechte Seite einer reguldren Regel immer hochstens ein
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Nichtterminal enthélt. Dadurch kann es in einer Ableitung nie dazu kommen,
dass ein abgeleitetes Wort aus (Xy U Xr)* zwei oder mehrere Nichttermina-
le enthélt. Zweitens darf sich das Nichtterminal auf der rechten Seite einer
reguldren Regel nur als das letzte Symbol rechts befinden. Damit sind alle
ableitbaren Worter einer reguldren Grammatik von der Form

uX oder u

fiir ein v € ¥} und X € Ey.

Der wesentlichste Unterschied zwischen kontextsensitiven Grammatiken und
Typ-0-Grammatiken ist, dass die kontextsensitiven Grammatiken keine ver-
kiirzenden Regeln @ — [ mit |§| < |a| enthalten. Wie wir sehen werden,
spielt dieser Unterschied eine wichtige Rolle. Die allgemeinen Grammatiken
konnen beliebige Speicherinhalte oder Konfigurationen eines Rechners generie-
ren und damit durch Ableitungen beliebige Berechnungen simulieren. Fiir die
Simulation kénnen sie beliebig viel Speicherplatz verwenden und nach dem die
Berechnung beendet wurde, kénnten die Typ-0-Grammatiken die letzte Konfi-
guration der Berechnungssimulation zu der ausgerechneten Ausgabe schrump-
fen lassen. Im Gegensatz dazu konnen die kontextsensitiven Grammatiken nie
Worter aus (X UX7)* in der Ableitung verwenden, die langer als das erzeugte
Terminalwort sind.

In den folgenden Abschnitten werden wir die Nutzung und die Beschreibungs-
stiarke der eingefiihrten vier Grammatiktypen untersuchen.

10.3 Regulire Grammatiken und endliche Automaten

Die Zielsetzung dieses Abschnittes ist es, die Abgeschlossenheit der Sprach-
klasse L3 zu untersuchen und danach zu zeigen, dass L3 genau der Menge
L(EA) der reguldren Sprachen entspricht.

Wir beginnen mit einer einfachen Beobachtung.

Lemma 10.1. L3 enthdlt alle endlichen Sprachen.

Beweis. Sei L = {wy,ws, ..., wy} eine endliche Sprache iiber einem Alphabet
>.. Wir konstruieren eine regulidre Grammatik G wie folgt:

G={5}%{S —w,S = wy....,5 =5 w},9).
Offensichtlich gilt L(G) = L. O
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Aufgabe 10.6. Beweisen Sie im Formalismus der endlichen Automaten, dass £ (EA) alle
endlichen Sprachen enthélt. Gelingt Thnen auch ein so einfacher Beweis wie in Lemma 10.17

Wir sagen, dass eine Sprachklasse £ abgeschlossen beziiglich einer bindren
Operation () iiber Sprachen ist, falls fiir alle Ly, Ly € L

LiOlLy el

gilt.
Wir sagen, dass eine Sprachklasse £ abgeschlossen beziiglich einer uniren
Operation O ist, falls fiir jede Sprache L € L

OL)e L

gilt.

In der Theorie der formalen Sprachen betrachtet man die bindren Opera-
tionen Vereinigung (U), Schnitt (N) und Konkatenation (-) und die unéren
Operationen Kleene’scher Stern (*), Kleene’sches +, Homomorphismus und
Komplement. Der Begriff der Abgeschlossenheit kommt aus der Algebra, wo
gefordert wird, dass alle algebraischen Strukturen (Algebren) wie Halbgrup-
pen oder Korper abgeschlossen beziiglich der betrachteten Operationen sind.
Die Klasse L3 ist eine ,nette” Klasse, weil sie beziiglich der meisten grund-
legenden Operationen abgeschlossen ist. Im Folgenden dokumentieren wir die
Abgeschlossenheit beziiglich einiger Operationen, fiir die diese Eigenschaft ins-
besondere leicht {iber das Konzept der Grammatiken zu beweisen ist. Wir er-
innern daran, dass wir im Abschnitt 3.3 die Abgeschlossenheit von L(EA)
beziiglich U, N und Komplementbildung bewiesen haben.

Lemma 10.2. L3 ist abgeschlossen beziiglich Vereinigung.

Beweis. Seien L und L' zwei beliebige Sprachen aus L£3. Dann gibt es zwei
reguliire Grammatiken

G: (EN,ET,P,S) und G/:( ?V’ /T,PI,S/),

so dass L(G) = L und L(G’') = L'. Weil die Nichtterminale nach Bedarf
umbenannt werden diirfen, nehmen wir ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit
an, dass Yy NXh = 0.

Wir konstruieren eine Grammatik

" "o pn Qi
G :( N> TvPaS)
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mit
L(G") = L(G) U L(G").

Die Idee ist sehr einfach. Wir nehmen ein neues Startsymbol S” ¢ ¥y UY/; und
erlauben, es durch die Startsymbole der Grammatiken G und G’ zu ersetzen.
Wenn wir dann P und P’ zur neuen Menge der Regeln vereinigen, erhalten
wir die gewiinschte Grammatik G”. Formal sieht dies folgendermassen aus:

o= {S"UuXyuUy,
¥o= YpUX,, und
P" = PUP'U{S"— 5,5 — 5}

Es bleibt zu beweisen, dass L(G”) = L(G) U L(G') gilt. Wir zeigen die ent-
sprechenden Inklusionen einzeln.

(i) Wir zeigen L(G) U L(G") € L(G").
Sei x ein beliebiges Wort aus L(G) U L(G’). Ohne Einschrénkung der
Allgemeinheit nehmen wir an, dass x € L(G). Dann existiert eine Ablei-
tung

S=tx
von z in G. Die folgende Ableitung
S” =g S :>27u x

ist die Ableitung von z in G”, weil G” alle Regeln von G besitzt.
(i) Wir zeigen L(G") C L(G) U L(G").
Sei x ein beliebiges Wort in L(G"). Sei

S// =>qr A =g Qg =g ... =g Oy =T

eine Ableitung von z in G”. Wir haben nur die Regeln S” — S’ und
S” — S mit der linken Seite S”. Deswegen gibt es nur zwei Moglichkeiten
fiir a1, entweder oy = S oder a; = 5’.

Falls a; = S, dann ist

S =an g =g ... =g Oy =X

auch eine Ableitung in G, weil ¥y N Y, = 0. Somit ist = in L(G).
Falls oy = 57, ist diese Ableitung mit S’ statt S auch eine Ableitung von
z in G’ und somit = € L(G").
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Lemma 10.3. L3 ist abgeschlossen beziiglich Konkatenation.

Beweis. Seien L und L' zwei beliebige Sprachen aus L3. Seien
G = (EN,ET,P,S> und G/ == ( 3\,, /T,P/,SI)

zwei regulidre Grammatiken mit L(G) = L, L(G') = L' und Xy N3}, = (. Wir
konstruieren eine Grammatik

G/l — ( I]([’ %’P//’ SII)
mit
L(G") = L(G) - L(G").

Die Idee der Konstruktion ist wie folgt: Wir setzen S” = S und lassen G”
die Ableitungen von G bis zum letzten Ableitungsschritt nachmachen. Eine
Ableitung endet immer durch die Anwendung einer Regel A — w, wobei w
ein Terminalwort (w € X7.) ist. Wir ersetzen jede solche Regel A — w in G
durch eine neue Regel A — wS’ in G”. Dadurch kann in G” Ableitung eines
Wortes aus L(G') angehiingt werden.® Eine formale Konstruktion von G” kann
wie folgt beschrieben werden:

S0 = Sy UL,
S = SpU,
S" = S, und

P" = PUPNIyxZL-Zy)U{A = wS|A—we Pwe Xk}
Den Beweis von L(G") = L(G) - L(G’) iiberlassen wir dem Leser. O
Aufgabe 10.7. Vervollstindigen Sie den Beweis von Lemma 10.3.

Aufgabe 10.8. Verwenden Sie die Beweisidee aus Lemma 10.3, um zu zeigen, dass L3
abgeschlossen beziiglich des Kleene’schen Sterns ist.

Aufgabe 10.9. Konstruieren Sie eine reguldre Grammatik fiir folgende Sprachen:
(i) {abbraaaybba| x,y € {a,b,c}*},

(ii) {aabbz| z € {a,b}* und |z|, = 3},

(i) {zaabby| z,y € {a,b}*,|zy|y ist gerade }.

5Und nicht nur das. Es kann in G” kein Wort abgeleitet werden, das nicht einen Suffix aus
G’ enthalt.
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Fiithren Sie auch die Beweise um zu zeigen, dass die von IThnen konstruierten Grammatiken
tatséchlich die Sprache erzeugen.

Wir wollen jetzt zeigen, dass L3 = L(E'A), indem wir zu jedem endlichen Au-
tomaten eine dquivalente reguldre Grammatik konstruieren und umgekehrt zu
jeder reguldren Grammatik einen dquivalenten endlichen Automaten entwer-
fen. Wir beginnen mit der einfacheren Richtung.

Satz 10.1. Zu jedem endlichen Automaten A existiert eine requlire Gramma-
tik G mit L(A) = L(G).

Beweis. Sei A = (Q,%,9,q, F) ein endlicher Automat. Wir konstruieren eine
reguldre Grammatik G = (X, X7, P, S) mit L(G) = L(A). Die Idee ist, jede
Berechnung von A auf einem Wort durch eine Ableitung dieses Wortes in G
zu simulieren. Der endliche Automat liest in jedem Berechnungsschritt einen
Buchstaben a aus der Eingabe und dndert dabei den Zustand. Die Grammatik
G kann diesen Schritt durch einen Ableitungsschritt simulieren, in dem a er-
zeugt wird. Die Zustédnde von A werden in dieser Situation zu den Nichttermi-
nalen von GG. Wenn A in einem akzeptierenden Zustand endet, dann akzeptiert
A das gelesene Wort. Also erlauben wir G nur dann zu terminieren, wenn das
aktuelle Nichtterminal einem akzeptierenden Zustand entspricht. Die formale
Konstruktion sieht wie folgt aus:

Xy = Q
Yr = X2
S = q

P = {p—aq|firalleac X pqecQ, sodass d(p,a)=q}
U{s = Al s € F'}.

Wir beweisen jetzt L(G) = L(A).
(i) Wir zeigen L(A) C L(G).
Sei x = ajas . .. ay, fir a; € ¥ ein beliebiges Wort in L(A). Sei

(qo, a0z ...ay) Fa (q,ag...a,) Fa (qo,as...an) Fa...
l_A (Qn—la an) }_A (an /\)
eine akzeptierende Berechnung (¢, € F) von A auf .

Weil 0(g;, ai+1) = qip1 die Existenz der Regel ¢; — a;11¢i+1 in G impli-
ziert und g, € F die Regel g, — A in P fordert, erhalten wir die folgende



10.3 Regulire Grammatiken und endliche Automaten 367

Ableitung von x in G:
Qo =G a1q1 =G A102@2 =G 01020343 =G - - - =G
Ay ...0p-19n—1 =G a1 ...An-10pnqy =G A1 ...0p—10y.

(ii) L(G) C L(A) zu zeigen, iiberlassen wir dem Leser.

Aufgabe 10.10. Vervollstdndigen Sie den Beweis des Satzes 10.1.

Aus dem Beweis des Satzes 10.1 sehen wir, dass die Nichtterminale beim Ent-
wurf von reguldren Grammatiken die gleiche Rolle spielen kénnen wie die
Zusténde beim Entwurf von endlichen Automaten. In dem Zustand haben
wir immer die notwendige Information iiber den bisher gelesenen Prifix der
Eingabe gespeichert. Analog kann das aktuelle Nichtterminal der Tréger der
gleichen Information {iber den bisher erzeugten Préfix sein. Wir illustrieren
dies durch folgendes Beispiel.

Beispiel 10.4. Im Beispiel 10.3 haben wir fiir die Sprache
LSa = {U} € {a‘7b}*| |w|a = 3}

eine Grammatik konstruiert. Diese Grammatik ist aber nicht reguldr, weil die
Regel S — XaXaXaX dieser Grammatik nicht regulér ist. Wir konstruieren
eine reguldre Grammatik

H = ({X07X17X2aX3}a{aa b}aP7 XO)a

wobei die Bedeutung des Nichtterminals X ist, dass bisher ¢ Symbole a erzeugt
worden sind. Um ein beliebiges Wort aus Ls, zu generieren, verwenden wir die
Regel

X, — bX;

fir i« = 0,1,2,3, um jederzeit eine beliebige Anzahl von b’s generieren zu
konnen. Die Regeln

XO — G,Xl, X1 — CLXQ, Xy — CLX3

garantieren uns, dass die Anzahl der erzeugten Symbole a durch das Nichtter-
minal X; gespeichert wird. Mit der Regel

Xg-))\
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garantieren wir, dass eine Ableitung in A nur dann mit einem Wort aus {a, b}*
terminieren kann, wenn genau drei Symbole a generiert worden sind. Ein Bei-
spiel einer Ableitung fiir das Wort bbabbbaabbb ist

XO =g bX() =g beO =g bbaX1 :>§{ bbabbe1 =g bbabbban
=y bbabbbaa X3 iz bbabbbaabbbX3 =i bbabbbaabbb.

Zu zeigen, dass Ls, = L(H) gilt, wird dem Leser iiberlassen. O
Aufgabe 10.11. Beweisen Sie L3, = L(H) fiir die Grammatik H aus Beispiel 10.4.

Aufgabe 10.12. Entwerfen Sie regulére Grammatiken fiir folgende Sprachen:
(i) {x €{0,1}*| |z|o ist gerade und |z|; ist ungerade},

(ii) {z € {0,1}*] |x|]o (mod 3) =1},

(i) {z € {a,b}*| [z]o > 2 und |z[, (mod 3) = 0},

(iv) {x =90101z| y,z € {0,1}*, |y|o ist gerade, |z|; ist ungerade}.

Die Idee der Simulation eines endlichen Automaten durch eine reguldre Gram-
matik war einfach; die Nichtterminale haben als Informationstriager die Rolle
der Zusténde iibernommen. Diese Idee mochten wir auch gerne fiir den Weg
von reguldren Grammatiken zu endlichen Automaten benutzen. Wenn eine
reguldre Grammatik nur Regeln der Form

X —aund X — aY (10.1)

fiir ein Terminalsymbol a hétte, wire es moglich, direkt einen dquivalenten
nichtdeterministischen endlichen Automaten zu bauen. Fiir die Regel X — aY
wiirde man zum Beispiel Y € (X, a) nehmen, und fiir die Regel X — a
definiert man g € §(X, a) fiir einen akzeptierenden Zustand g mit d(qr, b) =
() fiir alle Terminalsymbole b.

Leider schaffen wir es nicht, die Regeln der Form

X—=Y, X =\ X —uY fir |ul > 2

direkt in die Konstruktion eines NEA umzusetzen. Die Beweisidee, die wir
hier verfolgen, besteht darin, zuerst zu zeigen, dass jede reguldre Grammatik
in eine dquivalente regulire Grammatik, die nur die Regeln der Form (10.1)
hat, transformiert werden kann.

Definition 10.3. FEine regulire Grammatik G = (Xy, X7, P,S) heifft nor-
miert, wenn alle Regeln der Grammatik nur eine der folgenden drei Formen
haben.:
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(i) S — X, wobei S das Startsymbol ist,
(ii)) A —a fir A€ Xy unda € X, und
(ii) B — bC fir B,C € ¥y und b € Y.

Um zu zeigen, dass zu jeder reguldren Grammatik eine dquivalente normierte
Grammatik existiert, ersetzen wir die unerwiinschten Regelformen eine nach
der anderen.

Zuerst ersetzen wir die Regeln X — Y, die wir Kettenregeln nennen.

Lemma 10.4. Fiir jede regulire Grammatik G existiert eine dquivalente re-
guldre Grammatik G', so dass G' keine Regel der Form X — Y fir zwei
Nichtterminale X undY enthdlt.

Beweis. Sei G = (X, Xr, P, S) eine beliebige reguldre Grammatik. Fiir jedes
Nichtterminal A € ¥y bestimmen wir die Menge K (A) der Nichtterminale,
die von A ausgehend durch die ausschliefliche Anwendung der Kettenregel
erreicht werden konnen. Formal geschrieben,

K(A) ={D e ¥y| A=( D}.

Die Menge K(A) kann algorithmisch auf folgende Weise berechnet werden:
Setze

Ko(A) = {A} und
Ki1(A) = Ki(A)u{BeXy|3Ce€K;(A)sodass C — B € P}

firi=0,1,...,|2Xx| — 2. Dann gilt offensichtlich

(o¢]

K(A) = Kisy1(4) = | Ki(A).

i=1
Die Idee der Konstruktion von G’ ist, dass man die Ableitungsteile
A=cAi=cAr=¢...=c Ay =c
in G durch einen Ableitungsschritt
A=g a

in G’ ersetzt. Das kann man erreichen durch das Hinzufiigen der Regel A — «
fiir alle rechten Seiten o € X% UXT - Xy der Regeln, deren linke Seiten in K (A)
liegen.
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Die formale Konstruktion sieht wie folgt aus: G' = (X, X7, P', S), wobei

€ X:UYEYy und
P =|PuU A a € 2pUp I
< AgN{ “ 3C € K(A) mit C — « N N

Wir verzichten auf den formalen Beweis der Aquivalenz L(G) = L(G"). O
Aufgabe 10.13. Betrachten wir die folgende Grammatik

G = ({Xo, X1, X2, X3}, {a,0}, P, Xo})
mit

P={Xy— X1,X0— X3, X1 = aX1,X; = X0, X1 = A,

X3 — bbX3, X35 — Xo, X3 = Xo, Xo = A}

Verwenden Sie die Konstruktion aus Lemma 10.4, um alle Kettenregeln von G zu beseitigen.

Als Néchstes beseitigen wir alle Regeln A — A fiir alle Nichtterminale A, die
nicht gleich dem Startsymbol S sind. Wir bemerken, dass S — A nicht entfernt
werden kann, weil dann keine Mo6glichkeit mehr besteht, das leere Wort aus
der Sprache L(G) zu generieren.

Lemma 10.5. Fiir jede reguldre Grammatik G existiert eine dquivalente Gram-
matik G', die keine Regel A — X fiir ein Nichtterminal A, welches nicht gleich
dem Startsymbol ist, enthdlt.

Beweis. Wir nehmen im Folgenden an, dass die erzeugte Sprache das Wort A
nicht beinhaltet und somit die Regel S — X nicht auftritt. Die Aussage konnte
auch ohne diese Annahme bewiesen werden, aber der Beweis wiirde dadurch
sehr viel technischer werden. Sei G = (Xy, X7, P, S) eine beliebige regulire
Grammatik, die keine Kettenregeln besitzt, und seien

A= N Ay = A L A — A

alle Regeln in P aus (Xx — {S}) x {\}. Wir konstruieren eine reguldre Gram-
matik G = (Xy, X7, P',S) mit

P = (P—{A; = X\ Ay =\ ... A, = A}
k
u | H{B—w|l B—wA; eP}

i=1
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Die Idee der Konstruktion ist, dass die Regeln B — wA; und A; — A eine
Ableitung

B =g wA;, =qw

in G ermoglichen. Mit dem Einfithren der Regel B — w kann die Gramma-
tik G’ ohne die Regel A; — A diese Ableitung durch einen Ableitungsschritt
nachahmen.

Wir beweisen jetzt, dass L(G) = L(G’). Wie iiblich beweisen wir die entspre-
chenden Inklusionen separat.

(i) Wir zeigen L(G) C L(G").
Sei z ein beliebiges Wort aus L(G) und sei
S =g wiB] =q¢wuwyBy =g ... =qcwiwy ... B,
=0 WiWs ... Wy—oWp-1Bn_1 =g WiWs ... Wy_oWp_1W, = T
mit w; € 3% und B; € ¥y fiir i = 1,2,...,n — 1 eine Ableitung von z in

G.

Falls w, # A, sind alle Regeln, die in S =% z benutzt werden®, in
P—{A; — X\ ..., Ar — A} und somit ist diese Ableitung auch eine
Ableitung in G'.

Falls w,, = A, war die letzte angewandte Regel in der Ableitung B,,_1 —
A. Dann sieht die Ableitung von x in G’ folgendermassen aus:

S =¢ wBi =g ...=g wiws... Wy_oB, -
=q Wp...WpoWyp_1=21T.
Die ersten n — 2 Ableitungsschritte gleichen den ersten n — 2 Ableitungs-
schritten in G und der letzte Ableitungsschritt wurde durch die Regel

B,_5 — w,_1 € P' realisiert. Die Regel B,,_s — w,_1 ist in P’, weil die
Regeln

Bn—2 — wn—an—l und Bn—l — A

in P sind.
(ii) Wir zeigen L(G") C L(G).
Sei z ein beliebiges Wort aus L(G’) und sei

S :>Zv w1 D =g wiws = x

5Bemerken Sie, dass in einer Ableitung einer reguliren Grammatik hochstens einmal eine
Regel der Form A — X\ angewendet werden kann.
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fiir ein D € Xy und wy, wy € 3% eine Ableitung von z in G'. Der Teil der
Ableitung S =7, w; D benutzt nur Regeln aus P, weil D € ¥y. Somit
gilt

S :>*G w D.

Falls D — ws € P, dann gilt auch w; D =¢ wjwy = .
Falls D — wy ¢ P, dann existiert ein A; € ¥ so dass

D—>U)2Ai, Al—>)\€P
Dann ist
S :>Zv U)lD =a wlngi =q WiWy =T

eine Ableitung von x in G.
]

Aufgabe 10.14. Im Beispiel 10.4 haben wir eine regulire Grammatik fiir die Sprache L3,
konstruiert. Diese Grammatik enthilt die Regel X3 — A. Beniitzen Sie Lemma 10.5, um
diese Regel zu eliminieren.

Aufgabe 10.15. In der Aufgabe 10.13 haben Sie eine Grammatik ohne Kettenregel kon-
struiert. Diese Grammatik enthélt aber mehrere Regeln der Form X — A. Konstruieren Sie
nach Lemma 10.5 eine dquivalente reguléire Grammatik, die keine solche Regel aufler S — A
enthlt.

Jetzt sind wir soweit, dass wir unsere Hauptbehauptung iiber die Formen der
reguldren Grammatiken formulieren kénnen.

Satz 10.2. Zu jeder requldren Grammatik existiert eine dquivalente normierte
requldre Grammatik.

Beweis. Sei G eine beliebige regulidre Grammatik. Wenn man die Konstruk-
tionen aus Lemmata 10.4 und 10.5 anwendet, erhalten wir eine regulére Gram-
matik

Go = (XN, 27, Py, S)
mit folgenden Eigenschaften:

(i) L(Gy) = L(G) und

(ii) P enthalt nur Regeln folgender Formen:
(iL1) S — A,
(ii.2) A— wfirein A€ Xy und w € (Xp)",
(i.3) B — uC fir B,C € ¥y und u € (X7)*.
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Um eine Grammatik in normierter Form zu erhalten, miissen wir die Regeln
A — w mit |[w| > 2 und B — wC mit |u| > 2 durch Regeln der Form
D — aund D — aX fiir a € g ersetzen. Um unnétige schwer durchschaubare
formale Konstruktionsbeschreibungen zu vermeiden, zeigen wir nur, wie man
solche Regeln eine nach der anderen ersetzen kann. Sei

A — wws ... w, B

eine Regel aus P mit k > 2,w; € Xy fiiri = 1,..., k. Wir nehmen neue” Nicht-
terminalsymbole Aj, Ao, ..., Aj_1 und ersetzen diese Regel durch die Regeln

A — wiAy, Ay — waAs, ..., Ap_9 = wp_1Ax_1, Ap_1 — wipB.
Analog wird eine Regel

C — ugug ... Uy,
mit m > 2,u; € Yp fiir i = 1,..., m, durch die Regeln

C = uC,Cr = usCy, ..., Ch_s = Upm-1Cm_1,Cr_1 — U

ersetzt. Bei der Ersetzung jeder unerwiinschten Regel muss man darauf achten,
dass immer neue Nichtterminalsymbole genommen werden (also existiert nur
eine Regel mit A; auf der linken Seite, und zwar A; — w;1A;+1 und A; wird
nirgendwo anders verwendet). Wenn man dies einhélt, ist es offensichtlich, dass
man dadurch eine zu Gy dquivalente Grammatik erzeugt. ad

Aufgabe 10.16. Betrachten wir die Grammatik G aus Aufgabe 10.13. Konstruieren Sie
eine zu G dquivalente normierte regulire Grammatik.

Aufgabe 10.17. Betrachten wir die Grammatik
G=({S, X1,X5,X3},{0,1}, P, S)
mit
P={8—0S, S—15 S—01S5 S — 1110X;, X; — 0X3,

X1 — ].Xl, X1 — 0001X2, X2 — ].XQ, X2 — OO].].Xg,

X3 — 0X3, X3 — 1)(37 Xg — 0, X3 — 1}

7Symbole, die nicht in X5 U X7 vorhanden sind
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Konstruieren Sie eine zu G #quivalente normierte reguliare Grammatik. Welche Sprache
erzeugt G?

Jetzt prasentieren wir das Hauptresultat: Die Konzepte der reguliaren Gram-
matiken und der endlichen Automaten definieren die gleiche Klasse von re-
guléren Sprachen.

Satz 10.3. L3 = L(EA).

Beweis. Der Satz 10.1 besagt, dass man zu jedem EA eine dquivalente regulére
Grammatik konstruieren kann. Somit gilt

L(EA) C L.

Uns bleibt zu zeigen, dass L3 C L(EFA). Sei L eine beliebige Sprache aus
L3. Aus dem Satz 10.2 wissen wir, dass L = L(G) fiir eine normierte regulére
Grammatik G. Weil zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten ein
dquivalenter EA existiert®, reicht es, einen zu G #quivalenten nichtdetermini-
stischen endlichen Automaten M zu konstruieren.

Die Idee der Konstruktion basiert auf der Umkehrung der Konstruktion aus
Satz 10.2 (Fig. 10.1). Sei G = (Xy, X7, P, S) die normierte regulidre Gramma-
tik mit L(G) = L. Wir konstruieren

M = (EN U {QF}7ZT;67 Sv F)a

wobel

P {qr} falls S — \ ¢ P,
| {gr,S} fallsS—NeP

5(qr,a) =0 fir alle a€ Xp,
Y €§(X,a) falls X —aY € P, X,Y € ¥y, a € X,
qr € 6(X,a) falls X —aeP, XeEXy, a€ Xy

Wir beweisen jetzt L(G) = L(M).

(i) Wir zeigen L(G) C L(M).
Wir nehmen im Folgenden an, dass das Startsymbol S nicht auf einer

8Potenzmengenkonstruktion aus Satz 3.2
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Fig. 10.1 Der Schritt des NEA M, der der Anwendung der Regel X — aY in der Ableitung
von G entspricht.

rechten Regelseite auftaucht. Sei x = wyw, ... w, fir w; € Xr ein belie-
biges nichtleeres Wort aus L(G). Sei

S =g wiAl =g wiwels =g ... =g W W ... Wp_1An_1
=G WiWsy ... Wy,

eine Ableitung von x in G. In dieser Ableitung wurden nacheinander die
Regeln

S = wi Ay, Ap = weAg, . Apo = w1 Apy, Apt = wy,
von G angewendet. Der Konstruktion von M folgend, gilt
Ay €6(S,w1), Az € 0(Ay,wa), ..., An1 € (An_g, wy1),

qr S 5(An—1; wn)

Dadurch ergibt sich folgende akzeptierende Berechnung von M auf x:

(S, wiwy ... wp_gwy) Far (Ar,we . wp—qwy,)
Far (A2,w3 .- -wnflwn) VAR oV (An727wnflwn)
l_M (Anfly wn) l_M (QFv A)

Falls A € L(G), dann kann es nur mit der Regel S — X € P erzeugt
werden. Dann ist aber S € F' und somit A € L(M).

(i) L(M) C L(G) zu zeigen geht analog, und wir iiberlassen es dem Leser.
O

Aufgabe 10.18. Vervollstdndigen Sie den Beweis des Satzes 10.3, indem Sie die Tatsache
L(M) C L(G) formal beweisen.

Aufgabe 10.19. Betrachten Sie die Grammatik H aus Beispiel 10.4. Konstruieren Sie einen
zu H aquivalenten endlichen Automaten.
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Aufgabe 10.20. In Aufgabe 10.9 haben Sie reguléire Grammatiken fiir drei reguléire Spra-
chen entworfen. Wandeln Sie zuerst die von Thnen entworfenen Grammatiken in dquivalente
normierte regulére Grammatiken um und konstruieren Sie dann mit Hilfe des Satzes 10.3
dquivalente nichtdeterministische endliche Automaten.

Aufgabe 10.21. In Abschnitt 3.4 haben wir das Pumping-Lemma fiir regulidre Sprachen
als eine Methode zum Beweisen der Nichtregularitéit von Sprachen entwickelt. Der Beweis
basierte auf der Tatsache, dass in jeder geniigend langen Berechnung sich zwei Zustédnde
wiederholen miissen. Somit entsteht die Moglichkeit eine Schleife zu bilden, die beliebig vie-
le Male wiederholt werden darf, ohne dass es der Automat merken kann. Lange Ableitungen
von reguldren Grammatiken kénnen auch nicht die Wiederholung von Nichtterminalen ver-
meiden. Benutzen Sie diese Eigenschaft, um das Pumping-Lemma in dem Formalismus der
Grammatiken zu beweisen.

10.4 Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten

Wie wir schon erwéahnt haben, sind die kontextfreien Grammatiken die Gram-
matiken, die uns als Informatiker am meisten interessieren. Die Klasse £y (in
der Literatur auch als Lo bezeichnet) der durch kontextfreie Grammatiken
erzeugbaren Sprachen nennt man die Klasse von kontextfreien Sprachen. Die
Zielsetzungen dieses Abschnittes sind:

- Die Beschreibungsstérke der kontextfreien Grammatiken zu untersuchen und
dabei dhnlich wie bei regulédren Sprachen eine Pumping-Methode zu entwickeln,
mit der man die Nichtexistenz von kontextfreien Grammatiken fiir gewisse kon-
krete Sprachen zeigen kann (also die Tatsache L ¢ Lo beweisen kann).

- Die Kellerautomaten als ein Maschinenmodell einzufiihren, das genau die
Beschreibungsstérke von kontextfreien Grammatiken hat.

Zuerst beobachten wir, dass® L3 C Lo, d.h. es gibt kontextfreie Sprachen, die
keine reguléren Sprachen sind.

Betrachten wir die Grammatik
G = ({S},{0,1}, P, S),
wobel

P={S—\S— 051}

9Die Inklusion L3 C L, ist offensichtlich, weil regulire Grammatiken ein Spezialfall von
kontextfreien Grammatiken sind.
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Wir sehen sofort, dass L(G) = {0"1" | n € }, was keine regulédre Sprache ist.

Eine andere hiufig benutzte kontextfreie, aber nicht reguldre Sprache ist die
Sprache

Lr = {ww® | we {0,1}*}.

Diese Sprache kann anschaulich durch die folgende kontextfreie Grammatik
Gr=({5},{0,1},{S — \,S — 050, S — 151}, 5)

erzeugt werden.

Aufgabe 10.22. Beweisen Sie Lg = L(Gr).

Aufgabe 10.23. Betrachten Sie die Sprache der Palindrome
Lp={we {0,1}* | w=w"}.

Konstruieren Sie eine kontextfreie Grammatik G mit L(G) = Lp. Beweisen Sie, dass Lp
keine regulére Sprache ist.

Die in diesem Abschnitt bisher betrachteten kontextfreien Grammatiken waren
sehr einfach, weil alle rechten Seiten der Regeln jeweils nur ein Nichtterminal
enthalten haben. Damit ist in jeder Ableitung solcher Grammatiken immer nur
ein Nichtterminal in den erzeugten nichtterminalen Wortern. Solche einfachen
Regeln reichen aber nicht aus, um jede Sprache aus L zu erzeugen. Im Beispiel
10.2 brauchten wir fiir die Sprache Ly = {w € {a,b}" | |w|, = |wl|,} auch die
Regel S — SS. Das folgende Beispiel zeigt eine andere Strategie um Ly zu
generieren.

Beispiel 10.5. Wir betrachten die folgende Grammatik:
G ={{S, A, B},{a,b}, P,S}.

Die Bedeutung des Auftretens eines Nichtterminals A ist, dass wir die Generie-
rung eines Symbols a schulden, um die Anzahl von a’s und b’s auszugleichen.
Analog bedeutet das Vorhandensein eines B in einem nichtterminalen Wort,
dass wir fiir den Ausgleich ein b schulden.

Wir nehmen zuerst die Regeln:

S— A S —aBund S — bA.
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Damit kann man Worter generieren, die mit a oder mit b anfangen, und wenn
a [b] generiert wurde, deutet B [A] das Schulden fiir die Generierung eines b [a]
an. Die Regeln

A—a, A—aS, B—b, B—bS

ermoglichen dann, den Ausgleich zu erreichen. Wenn aber in dem generier-
ten Wort das néchste Symbol unterschiedlich von dem Ausgleichssymbol ist,
nutzen wir die folgenden Regeln

A —bAA, B — aBB,

die das FErfassen hoherer Verschuldung in der Generierung von a’s oder b’s
garantieren. O

Aufgabe 10.24. Beweisen Sie, dass die kontextfreie Grammatik aus Beispiel 10.5 die Spra-
che Ly = {w € {a,b}* | |w|, = |w|p} erzeugt.

Aus dem Grund, dass in den Ableitungen von kontextfreien Grammatiken
mehrere Nichtterminale in einem Wort auftreten diirfen, suchen wir eine iiber-
schaubare Darstellung von Ableitungen, die unabhéngig von der Wahl des als
néchsten zu ersetzenden Nichtterminals ist.

Definition 10.4. Sei G = (X, %7, P,S) eine kontextfreie Grammatik und
sei x ein Wort aus L(G). Sei @ eine Ableitung von x in G. Der Syntax-
baum (Ableitungsbaum) Tq der Ableitung @ ist ein markierter Baum mit
folgenden FEigenschaften:

(i) Tq hat eine Wurzel, die mit S markiert ist.
(ii) Jeder Knoten von Tg ist mit einem Symbol aus ¥y UXr U{\} markiert.
(1i1) Innere Knoten sind mit Symbolen aus ¥ markiert.

(i) Alle Blitter sind mit Symbolen aus Xp U {\} markiert, und von links
nach rechts gelesen ergeben sie genau das Wort x.

(v) Fir den ersten Ableitungsschritt S — B1fa ... 0By, Bi € EnUXr, erhdlt S
genau r Sohne vy, vs, . .., v, die von links nach rechts mit 51, Ba, ..., 5,
markiert werden.

(vi) Fliir jede Anwendung einer Regel A — ayas ... ay in Q hat der entspre-
chende innere Knoten v mit der Markierung A genau k Sohne vy, vq, . . .,
Vg, die von links nach rechts mit den Symbolen oy, s, ..., qr markiert
sind (o, € Sy Uy firi=1,2,...,k).

Wir sagen auch, dass Ty ein Syntazbaum zur Generierung von x in G ist.
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Wir veranschaulichen diese Definition mit einem Beispiel. Sei

G = {{S},{(,),+,—,*,/, [Zd]},P,S}
mit

{(S—S+858—>85-5S—S%S8— 5/,
S = (S), S — [id]}

die Grammatik zur Erzeugung von arithmetischen Ausdriicken.

S

SN
/

N N

S * S
SN _\ / \\
S+ s id] id]
[ / \\
id] id] ‘ ‘
id] id]
Fig. 10.2

Der Ableitungsbaum (Syntaxbaum) 7" in Fig. 10.2 entspricht der Ableitung

S =¢ S+S5 =¢ (9)+S5 =¢ (Sx95+S5
=¢ (9*%S*xS)+S =¢ ([id*S*xS5)+ S5
=¢ ([id] x[id] «S)+ S =¢ ([id] % [id] = [id]) + S
=¢ ([id]  [id] % [id)) + (S) =¢ ([id] * [id] * [id]) + (S/5)
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=q  ([id] * [id] x [id]) + ([id]/5)

=q  ([id] * [id] = [id]) + ([id]/(5))

=q  ([id] * [id] = [id]) + ([id] /(S = 5))
=& ([id] « [id] « [id]) + ([id]/([id] — [id]))

Wir beobachten, dass jede Ableitung eindeutig einen Syntaxbaum bestimmt.
Andererseits konnen mehrere unterschiedliche Ableitungen zu dem gleichen
Syntaxbaum fithren. Zum Beispiel ist die hier vorgestellte Ableitung eine so-
genannte Linksableitung, weil immer das am weitesten links stehende Nicht-
terminal in dem aktuellen Wort ersetzt wird. Das wird aber nicht gefordert.
Durch die Ersetzung des am weitesten rechts stehenden Nichtterminals erhélt
man eine andere Ableitung.

Aufgabe 10.25. Schreiben Sie eine Rechtsableitung fiir den Syntaxbaum in Bild 10.2,
in der immer das am weitesten rechts stehende Nichtterminal zuerst ersetzt wird.

Aufgabe 10.26. Sei G eine kontextfreie Grammatik. Fiir ein Wort z € L(G) kénnen un-
terschiedliche Syntaxbdume zur Generierung von z in GG existieren. Konstruieren Sie eine
kontextfreie Grammatik G fiir die Sprache L = {0"1" | n € }, so dass fiir jedes z € L—{\}
mindestens zwei unterschiedliche Syntaxbdume zur Generierung von x in G existieren.

Aufgabe 10.27. Sei G eine beliebige kontextfreie Grammatik. Konstruieren Sie eine kon-
textfreie Grammatik G’, so dass L(G) = L(G’) und G’ fiir jedes nichtleere Wort = € L(G)
genau doppelt soviele unterschiedliche Syntaxbéume zur Generierung von z hat als G.

Mit dhnlichem Vorgehen wie bei reguldren Grammatiken kann man jede kon-
textfreie Grammatik so modifizieren, dass sie keine Regeln der Form X — A
(auBler S — ) und keine Kettenregeln enthélt.

Aufgabe 10.28. Sei G eine kontextfreie Grammatik. Konstruieren Sie eine zu G dquiva-
lente kontextfreie Grammatik, die keine Regeln der Form X — A fiir X unterschiedlich von
dem Startsymbol enthélt.

Aufgabe 10.29. Sei G eine kontextfreie Grammatik ohne Regeln der Form X — A fiir X
unterschiedlich von dem Startsymbol. Konstruieren Sie eine zu G #dquivalente kontextfreie
Grammatik, die keine Kettenregel enthélt.

Aufgabe 10.30. Sei G = (Xn, X7, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Ein Nichtterminal
X € ¥y nennt man nutzlos oder ein nutzloses Symbol, wenn X in keiner aus S startenden
Ableitung auftritt'® (nicht erreichbar ist). Schreiben Sie einen Algorithmus, der fiir eine
gegebene Grammatik G effizient alle nutzlosen Symbole findet.

ODas bedeutet, dass ein X € Yy nicht nutzlos ist, wenn eine Ableitung S =& aXp fir
irgendwelche «, 8 € (X5 UXr)* existiert.
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Geméf der Definition von nutzlosen Symbolen in Aufgabe 10.30 ist es offen-
sichtlich, dass das Entfernen aller nutzlosen Symbole aus ¥ und aller Regeln,
die nutzlose Symbole beinhalten, keinen Einfluss auf die durch G generierte
Sprache hat. Im Folgenden sagen wir, dass eine kontextfreie Grammatik G
normiert ist, falls G

(i) keine nutzlosen Symbole,
(i) keine Regeln der Form X — A, und
(iii) keine Kettenregeln

enthilt. Ausgehend aus den normierten kontextfreien Grammatiken kann man
noch ,,regulérere” Formen erreichen.

Definition 10.5. Sei G = (X, 21, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Wir
sagen, dass G in Chomsky-Normalform ist, falls alle Regeln von der Form

A — BC firA B,C e Xy, oder
A — a firAeXyunda€ Xp

sind. Wir sagen, dass G in Greibach-Normalform ist, wenn alle Produk-
tionen von der Form

A — aa firAeXy,a€ Xy und o € Xy
sind.

Satz 10.4. Fiir jede kontextfreie Grammatik G mit A ¢ L(G) existieren zu G
dquivalente Grammatiken in Chomsky-Normalform und in Greibach-Normal-
form.

Der formale Beweis von Satz 10.4 ist zu technisch!! und so verzichten wir auf
ihn in dieser Einfiihrung in die Theorie der formalen Sprachen. Wir deuten
nur an, wie man eine Chomsky-Normalform erzeugen kann. Zuerst werden
nutzlose Symbole, dann (X — X) Produktionen'? und Kettenproduktionen
entfernt. Die normierte kontextfreie Grammatik hat dann Regeln

A — aund A — « fir |of > 2.

Die Regel A — a fiir A € Xy und a € X7 ist schon in Chomsky-Normalform.
Wie man die Regeln A — «a fir a € (x5 UXp)*, |a| > 2, ersetzt, erkldren wir

Hinsbhesondere die Konstruktion einer Grammatik in Greibach-Normalform.
12Weil A ¢ L(G), brauchen wir S — A auch nicht.
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anschaulich an einigen Regelbeispielen. Zuerst nehmen wir fiir jedes a € Yp
ein neues Nichtterminal X, und erweitern P um die Produktion

X, — a.

Danach ersetzen wir alle Terminalsymbole a in den rechten Seiten der Pro-
duktionen durch die entsprechenden Nichtterminale X,. Auf diese Weise wird,
zum Beispiel, die Regel

A — bBCaaAc
durch die Regel
A — X,BCX,X,AX,
ersetzt. Jetzt haben alle Regeln die Form
A — aoder A — « fiir ein a € (Z§)7, o] > 2.

Es bleibt noch iibrig, jede Produktion A — VY5 ... Y, mit k > 2und Y; € Xy
fir ¢ = 1,...,k zu ersetzen. Wir nehmen fiir diese Regel k& — 2 neue Nicht-
terminale Zy, Z3, ..., Zx_1, wobei die Bedeutung von Z; ist, dass man aus Z;
nichts anderes als Y;Y; 1 ... Y}, ableiten kann. Dann ersetzen wir

A—=YY;... Y,
durch die Regeln
A—=Y1Zs, Zo = Yols, ..., Zi = YiZip1, ..., Zr1 — VeV

Wenn man diese Prozedur fiir jede Regel A — « mit |a| > 2 mit immer
neuen Nichtterminalen Z; realisiert, erhélt man eine kontextfreie Grammatik
in Chomsky-Normalform.

Aufgabe 10.31. Wir haben im Beispiel 10.5 eine kontextfreie Grammatik fiir die Sprache
Ly gesehen. Wenn wir in dieser Grammatik auf die Regel S — A verzichten, akzeptiert
diese Grammatik die Sprache Ly —{A}. Konstruiere aus dieser Grammatik eine dquivalente
Grammatik in Chomsky-Normalform.

Unsere néichste Aufgabe ist es, eine Methode zu entwickeln, mit der man fiir
konkrete Sprachen L die Tatsache L ¢ Lo (L ist nicht kontextfrei) beweisen
kann. Die Strategie ist #hnlich wie bei reguléren Sprachen. Eine Wiederholung



10.4 Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten 383

eines Nichtterminals X in der Ableitung aus diesem Nichtterminal fiihrt zur
Moglichkeit, das entsprechende Stiick der Ableitung

X ="aXp
beliebig oft zu wiederholen und dadurch Worter
o' X

fiir ein beliebiges ¢ abzuleiten. Der Unterschied zu den reguldren Sprachen ist
der, dass man, anstatt auf einer Stelle zu ,pumpen”, auf zwei Stellen gleich-
zeitig ,,pumpt”.

Lemma 10.6. Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen
Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine nur von L abhdngige Konstante
ny, so dass fir alle Worter z € L mit |z| > ny eine Zerlegung

Z = uway
von z existiert, so dass

(1) |ox| > 1,
(ii) |vwz| < np, und
(iii) {w'wz'y|ie }C L.

Beweis. Sei G = (Xn,Xr, P, S) eine normierte kontextfreie Grammatik mit
L(G) = L — {\}. Sei m die maximale Léinge der rechten Seite einer Produk-
tion und damit die maximale Méchtigkeit!® moglicher Verzweigungen in den
Ableitungsbdumen von GG. Wir wihlen

ng = mPPNHL

Fiir jedes z € L mit |z| > n, muss jeder Ableitungsbaum fiir z genau |z|
Bldtter haben und somit ist die Tiefe (die maximale Pfadlinge zwischen der
Wurzel und einem Blatt) mindestens

Sn|+ 1.

Betrachten wir einen Pfad mit maximaler Linge von der Wurzel zu einem
Blatt, daher von der Linge mindestens |X |+ 1. Auf diesem Weg muss minde-
stens ein Nichtterminal als Markierung zweimal vorkommen. Wir suchen die

Bdie Anzahl der aus einem Knoten ausgehenden Kanten
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Fig. 10.3

erste Wiederholung eines Nichtterminals ausgehend von dem Blatt in Rich-
tung der Wurzel. Damit finden wir zwei Knoten v; und vy (Fig. 10.3), so dass
folgendes gilt:

(i) v; und vy haben die gleiche Markierung A € Xy
(ii) vy und vy liegen auf einem Pfad zwischen einem Blatt und der Wurzel
und vy ist ndher an der Wurzel als v,.
(i) Der Teil des Pfades von v; zu dem Blatt hat eine Lénge von hochstens
|XN| + 1.

Gemaf Fig. 10.3 erhalten wir die Zerlegung von z. Ausgehend von S existiert
eine Ableitung

S =7 wAy mit u,y € 3. (10.2)
Wenn man den Teilbaum mit der Wurzel v, betrachtet, gibt es eine Ableitung

A ={ wmit w € X7 (10.3)
Der Teilbaum mit der Wurzel v, garantiert die Existenz der Ableitung

A =¢ vAx =¢ vwr (10.4)
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fiir v, x € ¥%. Zusammenfassend definiert die Ableitung

S =4 uAy =¢ wAzy = uwwwzy (10.5)
die Zerlegung

Z = uvwary

von z. Weil G eine normierte kontextfreie Grammatik ist, ist die Linge der
rechten Seite der in v, ausgesuchten Regel mindestens 2. Weil keine Regeln
X — X vorkommen, kénnen v und x nicht beide leer sein. Somit gilt (i), d.h.
lvz| > 1.

Weil der Pfad von v; iiber v, zu dem Blatt die Lénge hochstens [Xy|+ 1 hat!?,
ist die Anzahl der Blatter des Teilbaumes mit der Wurzel v; und Verzwei-
gungsgrad hochstens m durch

ng = m/EnI+L

von oben beschriankt. Also gilt
lvwz| < ny,

und somit ist (ii) erfiillt.
Wenn man die Ableitungen (10.2) und (10.3) kombiniert, erhélt man die Ab-
leitung

S =i uAy =5 uwy = uwwwr’y

von wwy und somit ist uv’way in L.

Wenn wir mit der Ableitung (10.2) beginnen, dann i-mal den ersten Teil von
(10.4) anwenden und am Ende die Ableitung (10.3) einsetzen, erhalten wir die
Ableitung

S =5 uAy =5 wAzy =4 .. =5 w'Ar'y =5 wiwr'y

von wv'wzr'y in G fiir jedes i €  — {0}. Somit gilt auch (iii) und das Lemma
wurde bewiesen. ad

4Man bemerke, dass dank unserer Voraussetzung dieser Pfad der lingste in dem Teilbaum
mit der Wurzel vy ist.
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Bei der Anwendung des Pumping-Lemmas fiir kontextfreie Sprachen geht man
genauso vor wie bei der Anwendung des Pumping-Lemmas fiir regulédre Spra-
chen. Fiir eine gegebene Sprache L wollen wir zeigen, dass das Pumping-
Lemma fiir L nicht gilt. Fiir eine gegebene Sprache L haben wir zuerst die
Wabhl eines geniigend langen Wortes 2z aus L, weil das Pumping-Lemma fiir al-
le ausreichend langen Worter gelten muss. Dann miissen wir beweisen, dass fiir
jede Zerlegung von z = wvwzy, die (i) und (ii) erfiillt, die Bedingung (iii) nicht
gilt. Wir présentieren eine Anwendung dieser Strategie in folgendem Beispiel.

Beispiel 10.6. Wir zeigen, dass die Sprache
L={a"V"c"|ne }

keine kontextfreie Sprache ist. Wir nutzen das Pumping-Lemma fiir kontext-
freie Sprachen, um einen indirekten Beweis zu fithren. Nehmen wir also an,
L sei kontextfrei, weswegen das Pumping-Lemma fiir L gilt. Wahlen wir das
Wort

z=a"t ",

das offensichtlich langer als die durch das Lemma gegebene Konstante ny, ist.
Offensichtlich beinhaltet jede Zerlegung von z = wvwzy mit der Eigenschaft
(i) Jowz| < ng in dem Teilwort vwz und somit in v und = hochstens zwei
unterschiedliche Buchstaben. Weil nach (i) |vz| > 1 gilt, enthélt das Wort

uvwry

keinesfalls die gleiche Anzahl a’s, b’s und ¢’s. Somit ist uvwx?y nicht in L und
die Bedingung (iii) des Pumping-Lemmas ist nicht erfiillt, was einen Wider-
spruch zur Voraussetzung darstellt. O

Aufgabe 10.32. Beweisen Sie, dass die folgenden Sprachen keine kontextfreien Sprachen
sind.
(i) {o"1m0" |ne },
(ii) {a"b"c™|m <mn, mne },
(iii) {a’¥c* |i,j,k € ,k=max{i,j}},
(iv) {ww | w e {0,1}*},
(v) {01 |ie }.

Aufgabe 10.33. Die folgenden Sprachen sind kontextfrei. Deswegen kann man ihre Kon-
textfreiheit mit dem Pumping-Lemma nicht widerlegen. Wenn man trotzdem versuchen
wiirde, mit dem Pumping-Lemma die Nichtkontextfreiheit dieser Sprachen zu beweisen, wird
man offensichtlich scheitern. Erklidren Sie in Detail wo der Beweisversuch scheitert.
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(i) {0,001,00001},
(ii) {0"1"[ne },
(i) {w € {a,b}* | |wlo = [w]p}.

Aufgabe 10.34. In dem Beweis des Pumping-Lemmas fiir kontextfreie Sprachen haben wir
die normierten kontextfreien Grammatiken benutzt. Schreiben Sie den Beweis um, in dem
Sie die Grammatik fiir L in Chomsky-Normalform annehmen. Wo und wie vereinfacht dies
den Beweis?

Es gibt Situationen, wo es sehr schwer oder umsténdlich ist, das Pumping-
Lemma fiir den Beweis von L ¢ L, anzuwenden. Dieses Instrument fiir das
Beweisen der Nichtexistenz einer kontextfreien Grammatik fiir eine gegebene
Sprache L kann man verbessern, indem man sich in dem ausgesuchten Wort
einige (aber mindestens ny viele) Symbole markiert und dann nur die Zer-
legungen betrachtet, die (i) und (ii) fiir die Anzahl der markierten Symbole
erfiillen. Diese Uberlegung fiihrt zum folgenden Lemma.

Lemma 10.7. Lemma von Ogden

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine nur von L abhdngige Konstante
nr, so dass fir alle Worter z € L mit |z| > ny und alle Markierungen von
mindestens ny Buchstaben in z eine Zerlequng

Z = uvwry
von z existiert, so dass

(i) vx mindestens einen markierten Buchstaben enthdlt,
(ii) vwzx hichstens ng, markierte Buchstaben enthdlt, und
(iii) {w'wz'y|ie } C L.

Aufgabe 10.35. Beweisen Sie das Lemma von Ogden.

[Hinweis: Nehmen Sie eine Grammatik in Chomsky-Normalform als eine Darstellung von L.
Wiihlen Sie einen Pfad in dem Syntaxbaum fiir z ausgehend von der Wurzel und der Kante
folgend, die zu einem Teilbaum mit mehreren markierten Symbolen fiihrt.

Der Vorteil des Lemmas von Ogden liegt nicht nur darin, dass man die Beweise
von L ¢ L, vereinfachen kann. Der Hauptvorteil des Lemmas von Ogden ist,
dass seine Anwendung fiir einige Sprachen zu dem Beweis L ¢ L fiihrt, obwohl
diese Tatsache mit dem Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen nicht zu
beweisen ist.

Beispiel 10.7. Betrachten wir die Sprache
L= {a"b'dd" | n,l,j,ke —{0}, I=j=Fk}u{bcd}"
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Zuerst, zeigen wir, dass das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen nicht
helfen kann, um L ¢ £, nachzuweisen. Sei z ein beliebiges'® Wort aus L. Wir
unterscheiden zwei Félle.

(i) Das Wort z enthdlt kein Symbol a.
Dann ist uwo'wa'y in L fiir alle i € fiir jede Zerlegung z = uvwxy von
z, weil {b, ¢, d}* C L.

(ii) Das Wort z enthdlt mindestens ein Symbol a,
d.h. z = a™dd” fiir n,l, 5,k € ,n>1,1 =7 =k. In diesem Fall gibt
es folgende Zerlegung von z:

z=wowry mit u=\,v=\w=\z=aund y = a" b,

die alle drei Bedingungen (i), (ii) und (iii) des Pumping Lemmas erfiillt,
weil insbesondere

w'wrly = a" P ddY € L.

Also gibt es fiir jedes Wort z € L eine Zerlegung des Wortes z, so dass die
Bedingungen (i), (ii) und (iii) des Pumping Lemmas erfiillt sind. Trotzdem ist
L keine kontextfreie Sprache, und wir zeigen dies mit Hilfe des Lemmas von
Ogden.

Sei
z=abldd € L mit 1 > ny.

Wir markieren alle Symbole des Teilwortes bc'd. Aus der Bedingung (ii) des
Lemmas von Ogden erhalten wir, dass jede Zerlegung 2z = wvwxy von z die
Eigenschaft hat, dass vwx entweder kein Symbol b oder kein Symbol d enthélt.
Weil vz mindestens ein markiertes Symbol enthélt, wird in dem Wort

uvwry

mindestens eine Anzahl eines Buchstaben e € {b, ¢, d} erhoht ohne eine andere
Anzahl eines Buchstaben h € {b, ¢, d} — {e} zu erhdhen. Damit gilt uv?wz?y ¢
L. O

Aufgabe 10.36. Finden Sie eine andere Sprache L ¢ Lo, fiir die keine Anwendung des
Pumping-Lemmas zu dem Beweis von L ¢ Lo fithren kann, fiir die aber die Nichtkontext-
freiheit von L durch das Lemma von Ogden bewiesen werden kann.

5Wir fordern sogar nicht, dass |z| > nr.
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Anufgabe 10.37. Beweisen Sie mit der Hilfe des Lemmas von Ogden, dass folgende Spra-
chen nicht kontextfrei sind.

() {abick [Lj ke 1+ j,j#kundl#k},
(i) {0"1m0% | n,m,k € ,m =max{n,k}},
(iii) {0"172% |n,k € ,k#n}.

Zur Beschreibung von reguléren Sprachen haben wir Berechnungsmodelle wie
endliche Automaten und nichtdeterministische endliche Automaten sowie den
Generierungsmechanismus von regulédren Grammatiken kennengelernt. Die kon-
textfreien Grammatiken stellen eine natiirliche und einfache Form von Generie-
rungsverfahren dar und unsere néchste Frage ist, ob man fiir die entsprechende
Klasse von kontextfreien Sprachen auch ein Berechnungsmodell finden kann,
das genau die Sprachen dieser Klasse akzeptiert. Anders gesagt, wir hétten
gerne eine Klasse von Maschinen, so dass fiir jede kontextfreie Grammatik G
eine zu G dquivalente Maschine aus dieser Klasse existiert und umgekehrt.
Im Folgenden zeigen wir, dass ein solches Berechnungsmodell existiert. Dabei
ist das Wichtigste, dass dieses zu kontextfreien Grammatiken dquivalente Ma-
schinenmodell nicht kiinstlich erzeugt wird. Das Umgekehrte gilt. Das Modell
ist im Gegenteil unter den Maschinenmodellen genauso natiirlich, wie die kon-
textfreien Grammatiken unter den Grammatiken. Dieses Berechnungsmodell
heifit nichtdeterministischer Kellerautomat. Es nutzt die Datenstruktur des
Kellers (last-in-first-out Speicherstrategie), die die natiirlichste Datenstruktur
zur Implementierung von rekursiven Programmen ist.

Wir beschreiben zuerst das Modell von nichtdeterministischen Kellerautoma-
ten auf eine anschauliche, nicht vollstindig formale Weise. Ein Kellerautomat

L[ Jal T T ] [ ] ‘Eingabeband
Ein-Weg Lesekopf

endliche q
Kontrolle

Fig. 10.4
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hat ein Eingabeband, das am Anfang das Eingabewort enthélt. Dieses Einga-
beband kann genau wie bei endlichen Automaten nur eingeschrinkt benutzt
werden. Der Lesekopf kann aus dem Eingabeband nur lesen und darf sich
nur von links nach rechts bewegen. Dadurch dient das Eingabeband nur zum
Einlesen der Eingabe und kann nicht als Speicher benutzt werden.!6 Es gibt
aber einen Unterschied zu endlichen Automaten in der Arbeit mit dem Ein-
gabeband. Ein Kellerautomat ist nicht gezwungen, sich nach dem Lesen eines
Buchstabens aus dem Eingabeband mit dem Lesekopf nach rechts zu bewe-
gen. Er kann mit dem Kopf gewisse Zeit auf dem gleichen Feld des Bandes
stehen bleiben und in dieser Zeit einige Rechnungen auf den Daten im Keller
durchfithren. Die endliche Kontrolle ist wie bei allen bisherigen Rechnermodel-
len durch eine endliche Menge von Zusténden gesteuert. Den Keller kann man
als potenziell unendliches Band mit eingeschrankter Nutzung betrachten. Der
Kellerautomat kann nur auf das Top-Symbol ganz oben im Keller zugreifen
und somit nur dieses Symbol lesen (Bild 10.4). Wenn man den Keller nicht
vertikal wie in Bild 10.4, sondern horizontal wie in Bild 10.5 zeichnet, dann
bedeutet es, dass man nur den Inhalt der rechtesten nicht-leeren Zelle des Ban-
des lesen kann. Wenn man sich irgendwelche Daten anschauen will, die tiefer

zl [ 1 .. [ [x]

Keller unendlich viele

leere Speicherzellen

Fig. 10.5

in dem Keller vorliegen, dann geht dies nur so, dass man zuerst dariiber lie-
gende Daten 16schen und dadurch auch unwiderruflich vergessen muss, um die
gewiinschten Daten ganz oben zugreifbar im Keller zu haben. Genauer gesagt
hat die Transitionsfunktion drei Argumente:

- das gelesene Symbol auf dem Eingabeband,
- den Zustand der endlichen Kontrolle,
- das Top-Symbol des Kellers.

In einer Aktion kann der Kellerautomat den Zustand dndern, den Lesekopf ein
Feld nach rechts bewegen und das Top-Symbol X des Kellers durch ein Wort
a ersetzen. Wenn das Wort « das leere Wort A ist, dann betrachten wir dies
als das Loschen des Top-Symbols X, was die Schrumpfung des Kellerinhaltes

6Wie es bei der Turingmaschine ist.
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bedeutet. Wenn das Top-Symbol X durch ein nichtleeres Wort o = Y1 Y5 ... Y}
ersetzt wird, dann steht danach Y; in dem Feld, wo X vorher stand, und die

nichsten k£ — 1 Symbole Y5, ..., Y} liegen jeweils in den nachfolgenden!” &k — 1
Feldern des Kellers.

Wenn die ganze Eingabe gelesen wurde,'® betrachtet man zwei Moglichkeiten,
das Akzeptieren der Eingabe zu definieren. Eine Moglichkeit ist, die Akzep-
tierung iiber eine ausgezeichnete Menge von akzeptierenden Zusténden zu de-
finieren wie bei endlichen Automaten. Die zweite Moglichkeit, die wir auch
in der folgenden formalen Definition vorziehen, ist zu akzeptieren, wenn der
Keller leer ist (geleert wurde). Am Anfang jeder Berechnung steht im Keller
ein einziges Sonderzeichen Z; und so weil der Kellerautomat, wann er ganz
unten im Keller ist und entscheidet selbst, ob er dieses letzte Zeichen in dem
Keller 16schen will oder nicht.

Definition 10.6. Fin nichtdeterministischer Kellerautomat'® (NPdA)
ist ein 6-Tupel M = (Q, %, 1,0, qo, Zo), wobei die Elemente des Tupels folgende
Bedeutung haben:

(i) Q ist eine endliche Menge, die Zustandsmenge genannt wird,
(i1) X ist das Eingabealphabet
{wie iblich werden genau alle Worter aus ¥* als mdgliche Eingaben be-
trachtet},
(iii) T ist das Kelleralphabet®
{T" beinhaltet alle Symbole, die im Laufe von Berechnungen im Keller
auftreten diirfen},
(iv) qo € Q ist der Anfangszustand
{mit der gleichen Bedeutung wie bei endlichen Automaten},
(v) Zy €T ist das Initialisierungssymbol des Kellers
{Jede Berechnung von M startet in qo mit Zy als einzigem Inhalt des
Kellers},
(vi) & ist eine Abbildung von Q x (¥ U{A}) x I' in endliche Teilmengen von
Q xI'*.
{Wenn man X als zweites Argument hat, widerspiegelt dies die Situation,
in der M das Eingabesymbol nicht lesen will und damit in seiner Aktion
den Lesekopf nicht bewegen wird. Wenn das zweite Argument ein Symbol

7yorher leeren

8wie bei endlichen Automaten

Ypushdown automaton im Englischen

20analog zu dem Arbeitsalphabet einer Turingmaschine
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a € % ist, wird der Lesekopf immer automatisch ein Feld nach rechts
voranschreiten}.

Eine Konfiguration von M ist ein Tripel
(g, w,a) € Q x X x I'™,
wobei

- q € Q der aktuelle Zustand ist,

- w € X* der bisher nicht gelesene Teil der Eingabe ist,
{Der Lesekopf zeigt auf das Feld mit dem ersten Symbol von w, falls w # \}

-« € I'™ der aktuelle Kellerinhalt ist.

Ein Schritt by von M ist eine Relation auf Konfigurationen, definiert durch

(i) (q,aw,aX) by (p,w,af)
wenn (p, 5) € 6(q,a,X) firp,q € Q,a € L, X €' und o, € T'*
{M liest im Zustand q das Eingabesymbol a und das Kellersymbol X.
Danach geht M in den Zustand p, bewegt den Lesekopf ein Feld nach
rechts und ersetzt das Top-Symbol X des Kellers durch 5}, und

(M) (Q7 w, O[X) Y (p7 w, Oéﬁ)
falls (p, B) € 6(g. A, X)
{M entscheidet sich im Zustand q, kein Eingabesymbol zu lesen, und
deswegen dndert M nur den Zustand und ersetzt X durch § im Keller,
ohne den Lesekopf auf dem Fingabeband zu bewegen}.

Eine endliche Berechnung von M ist eine Folge von Konfigurationen C1,
Co,...,Ch, s0 dass C; bpp Ciyq fiiri = 1,2,...,m — 1 gilt. Fiir jedes Wort
T e X" st

(QO7 xZ, ZO)

die Anfangskonfiguration von M auf x.

FEine Berechnung Cy,C4,...,Cy,, von M heifit eine akzeptierende Berech-
nung von M auf x, falls

Co = (qo,x, Zy) und Cyp, = (p, A\, A)
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fiir irgendeinen Zustand p € Q. Wie diblich®* bezeichnet =%, die reflexive und
transitive Hiille von der Relation ;.

Die von den Kellerautomaten M akzeptierte Sprache L(M) ist defi-
niert durch

L(M) ={w € X" | (qo,w, Zy) b3y (p, A, \) fiir ein p € Q}.

Wir beobachten, dass ein NPdA mit leerem Keller nicht arbeiten kann. Wenn
daher in einer Berechnung der Keller geleert wurde und das Eingabewort noch
nicht zu Ende gelesen wurde, wird in dieser Berechnung die Eingabe nicht
akzeptiert.

Andererseits liegt unten im Keller am Anfang das Sonderzeichen Zj, und wenn
der NPdA dieses Initialisierungssymbol nirgendwo anders verwendet oder es
nie durch ein anderes Symbol ersetzt, dann weifl er immer, wann er auf dem
untersten Boden des Kellers ist.??

Eine andere wichtige Bemerkung ist, dass ein NPdA auf einer Eingabe auch
unendliche Berechnungen haben kann. Dies kommt dadurch zustande, dass er
beliebig viele Schritte machen kann, ohne ein Eingabesymbol zu lesen (soge-
nannte A-Schritte). Zusétzlich sollen wir nicht vergessen, dass die Grofie des
Kellers nicht beschréankt ist.

Ein NPdA benutzt zwei Moglichkeiten zur nichtdeterministischen Verzweigung
von Berechnungen. Zuerst kann er sich entscheiden, ob er das Eingabesymbol
liest oder einen A-Schritt realisieren will. In diesen beiden Féllen kann er sich
fiir die gegebenen Argumente aus einer endlichen Menge von Aktionen eine
aussuchen.

Im Folgenden geben wir zwei Beispiele von Kellerautomaten.

Beispiel 10.8. Wir bauen einen NPdA fiir die nicht reguldre Sprache L =
{0"1™ |n € }. Sei

M = ({QO7 q1, q2}7 {07 1}7 {07 Z0}7 57 4o, ZO)

Um A akzeptieren zu kénnen, nehmen wir

(g0, A, Zo) = {(q0, A), (q1, Z0) }-

2Lywie bei endlichen Automaten und Turingmaschinen

22 Also trifft er gezielt die Entscheidung, den Keller zu leeren.



394 10 Grammatiken und Chomsky-Hierarchie

Im Zustand ¢; realisieren wir die Speicherung der Anzahl der Nullen des ldng-
sten Prifixes der Eingabe, das nur aus Nullen besteht:

6(q1,0,Z0) = {(aq1,Z00)},
5((]1’070) {(QDOO)}
Bei dem ersten Auftreten des Symbols 1 wechselt M in den Zustand g, und

16scht in diesem Zustand jeweils eine Null aus dem Keller fiir jede gelesene 1
auf dem Eingabeband.

0(q1,1,0) = {(g2, N},
5(Q271,0) = {(Qz,)\)}-

Durch
0(q2,0,X) =0 fir X €{0,Z}

garantieren wir, dass kein Wort mit mehr als einem Wechsel zwischen Nullen
und Einsen bearbeitet und so akzeptiert werden kann. Mit der Aktion

0(q2, A, Zo) = {(q2,\) }

akzeptieren wir alle Worter der Form 0™1™ fiir n > 1. Wenn 0™1" nur ein
echtes Prifix der Eingabe ist, wird die Eingabe nicht akzeptiert, weil M mit
dem leeren Keller nicht weiterarbeiten kann. Im Detail bedeutet dies, dass wir
fiir alle nicht eingegebenen Argumente die Menge der moglichen Aktionen auf
() setzen.

Als Beispiel einer akzeptierenden Berechnung geben wir die Berechnung

(q07 03137 ZO) I_M (Q17 03137 ZO) }_M (qh 02137 ZOO) |_M (qla 0137 ZOOO)
Far (g1, 12, Z5000) oy (g2, 12, Zo00) Far (g2, 1, Z60) Fas (g2, A, Zo)
l_M (Q27 /\7 )\)

von M auf 0313. O

Aufgabe 10.38. Entwerfen Sie einen NPdA fiir die Sprache {0"1" | n € —{0}}, der nur
einen Zustand hat.

Aufgabe 10.39. Beweisen Sie, dass der Automat aus Beispiel 10.8 wirklich die Sprache
L = {0"1"™ | n € } akzeptiert. Im Einzelnen bedeutet dies zu zeigen, dass fiir jedes
Wort 0"1™ eine akzeptierende Berechnung von M existiert und dass eine akzeptierende
Berechnung nur auf einem Wort aus L vorkommen kann.
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Aufgabe 10.40. Entwerfen Sie nichtdeterministische Kellerautomaten fiir die folgenden
Sprachen:

(1) {0n12n+3 ‘ nc }7
(i) {0°172% |4, 5,ke , k>i+j},
(iii) {0°192% |i,5,k € , i=j oder k = 2i}.

Beispiel 10.9. Betrachten wir die Sprache
Lp = {w#w® [w e {0,1}"}

iiber dem Alphabet {0,1,#}. Wir beschreiben einen NPdA M mit L(M) =
L, ohne die detaillierte Darstellung von § anzugeben. M arbeitet auf einer
Eingabe z#y mit = € {0,1}* wie folgt. Jeder gelesene Buchstabe auf dem
Eingabeband wird zuerst im Keller gespeichert. Somit erreicht M einmal die
Konfiguration

(QOa #ya ZOx)

Nach dem ersten Lesen von # &dndert M den Zustand und beginnt, das ober-
ste Kellersymbol mit dem gelesenen Eingabesymbol zu vergleichen. Wenn die
Symbole iibereinstimmen, wird das oberste Kellersymbol geloscht. Auf diese
Weise kann man iiberpriifen, ob y = ¥, weil das Wort z so in dem Keller
gespeichert wird, dass es vom Ende zum Anfang aus dem Keller gelesen wird.
Wenn M den Kellerboden mit dem Symbol Zj erreicht, erhélt er die Moglich-
keit, in einem A-Schritt den Keller zu leeren. O

Anufgabe 10.41. Geben Sie eine formale Beschreibung des NPdA aus Beispiel 10.9 an.

Aufgabe 10.42. Entwerfen Sie nichtdeterministische Kellerautomaten fiir die folgenden
Sprachen:

() {ww® |w e {a,b}*},
(i) {wuw® | w € {a,b}*,u € {0,1}*},
) {w e {0,1}" [ wlo = [w]i},

) {w € {0,1}* | |wlo < 3|lw|y +4}.

(i
(iv

Aufgabe 10.43.* Definieren Sie einen nichtdeterministischen Kellerautomaten, der &hn-
lich wie ein NEA mit akzeptierenden Zustdnden akzeptiert, d.h. er akzeptiert, wenn das
ganze Eingabewort gelesen wurde und er sich in einem akzeptierenden Zustand befindet.
Zeigen Sie, dass dieses Modell von NPdA dquivalent zu unserem Modell ist, d.h. zu jedem
NPdA, der mit akzeptierenden Zustinden akzeptiert, existiert ein dquivalenter NPdA, der
mit dem leeren Keller akzeptiert, und umgekehrt.



396 10 Grammatiken und Chomsky-Hierarchie

Jetzt zeigen wir, dass die NPdAs genau die Klasse der kontextfreien Sprachen
akzeptieren. Wir beginnen mit der einfacheren Richtung, zu jeder kontextfreien
Grammatik einen dquivalenten NPdA zu konstruieren.

Lemma 10.8. Sei L eine kontextfreie Sprache, die A nicht enthdlt. Dann exi-
stiert ein NPdA M, so dass L = L(M) gilt.

Beweis. Sei G = (X, %7, P,S) eine kontextfreie Grammatik in Greibach-
Normalform mit L = L(G). Die Idee ist, einen NPdA M mit nur einem Zustand
zu konstruieren, so dass fiir jede Ableitung?

S = wa

mit w € X% und a € X% eine Berechnung von M existiert, in der bisher
das Wort w gelesen wurde und der Keller das Wort o enthilt. Dieses soll
deswegen moglich sein, weil G in jedem Ableitungsschritt ein Terminalsymbol
generiert, was man durch das Lesen dieses Symbols auf dem Eingabeband von
M nachahmen kann.

Formal setzen wir M = ({qo}, X1, XN, 0, qo, S), wobei
5(qo,a, A) = {(q0, ™) | A — aa € P}

fur alle a € Y7 und A € Xy.
Wir beweisen jetzt L(G) = L(M), indem wir fiir jedes i €  zeigen:

“G kann genau dann in ¢ Linksableitungsschritten die Wortform
wy ... wia fiir w; € Bpund a0 € X erreichen (d.h. S =4 wy ... w;a),
wenn M in ¢ Schritten w;y ... w; lesen und dabei die Konfiguration
(qo, x, &) fiir ein beliebiges x erreichen kann.”

Wir beweisen diese Aussage mit Induktion beziiglich i. Fiir i« = 0 ist die Be-
hauptung trivial. Sei nun ¢ > 1 und die Behauptung gelte fiir alle j < .

Sei

1

S :>g wiws . .. wi,lAﬁ = WWa. .. wi,lwi’yﬁ

2Wir bemerken, dass alle Worter einer Linksableitung einer Grammatik in Greibach-
Normalform aus X7, - ¥}, sein miissen.
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die Linksableitung von w; . .. w;« in G mit o = v5. In dem letzten Ableitungs-
schritt wurde die Regel

A — wyy
angewendet. Aus der Konstruktion von M folgt dann (Fig. 10.6)
(90,7™) € 6(qo0, wi, A) (10.6)

Durch die Induktionsannahme und die Anwendung von (10.6) erhalten wir fiir
ein beliebiges x € X7,

(q();wl”-wi—lwimus) l_11\21 (QO>wixaﬁRA) l_M (QOV%.?/BR’YR)‘

Weil gfiyft = (v8)f = off, ist damit der Beweis abgeschlossen.
Die Beweisrichtung von einer Berechnung von M zu einer Linksableitung von
G ist analog und wir iiberlassen dies dem Leser. O

Wyl Wo| ... | w;| T wy|wa| .. | W x

/

qo A — wyy do

Fig. 10.6 Der Berechnungsschritt des NPdA M, der der Anwendung der Regel A — w;~ in
der Ableitung von G entspricht.

Aufgabe 10.44. Erweitern Sie die Aussage von Lemma 10.8 auch fiir kontextfreie Spra-
chen, die A beinhalten.

Jetzt wollen wir zu jedem NPdA M eine zu M #quivalente kontextfreie Gram-
matik konstruieren. Zuerst bemerken wir, dass diese Aufgabe einfach ist, wenn
M nur einen Zustand hat, also wenn M unabhéngig von seinen Zustédnden
arbeitet.

Lemma 10.9. Sei M ein NPdA mit nur einem Zustand. Dann ist L(M) kon-
textfrei.
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Aufgabe 10.45. Beweisen Sie Lemma 10.9.
[Hinweis: Die Konstruktion von G aus M ist nur eine Umkehrung der Konstruktion von M
aus G in Lemma 10.8].

Was konnen wir aber bei allgemeinen nichtdeterministischen Kellerautoma-
ten tun? Uberraschenderweise kénnen wir zu jedem NPdA einen dquivalenten
konstruieren, der nur einen Zustand besitzt. Die Idee ist dabei, die durch die
Zusténde gespeicherte Information in dem Keller zu speichern. Zum Beispiel
statt einem obersten Symbol X in den Keller, wiirde man das Symbol (X, q)
schreiben, wobei ¢ der aktuelle Zustand ist. Das geht so weit gut in Berech-
nungsschritten, in denen man etwas in den Keller schreibt. Wenn man aber
nur das oberste Kellersymbol 16scht, besteht die Moglichkeit nicht, den aktu-
ellen Zustand in das oberste Symbol hineinzuschreiben (einzukodieren). Das
folgende Lemma zeigt uns, wie man diese Schwierigkeit mit Hilfe des Nichtde-
terminismus iiberwinden kann.

Lemma 10.10. Fiir jeden nichtdeterministischen Kellerautomat M existiert
ein dquivalenter nichtdeterministischer Kellerautomat My, der nur einen Zu-
stand hat.

Beweis. Sei M = (Q,%,T,0,qo, Zy) mit |Q] > 1 ein Kellerautomat. Unsere
Aufgabe ist jetzt, einen Kellerautomaten

Ml = (Q1723F17517Q(1)»Z&>

mit Q1 = {¢}} und L(M) = L(M,) zu konstruieren. Die einfachste Idee wiire,
die Arbeitssymbole aus I'y als Paare (p, A) € @ x I' zu betrachten und auf
diese Weise den aktuellen Zustand p € ) immer in dem obersten Kellersym-
bol zur Verfiigung zu haben. Diese Idee funktioniert aber nicht, weil bei der
Simulation von Berechnungsschritten, in denen das oberste Kellersymbol ohne
Ersatz geloscht wird, keine Moglichkeit besteht, den neuen aktuellen Zustand
zu speichern (die Information {iber diesen Zustand zu bewahren). Deswegen
wéhlen wir

Fl = Q x I' x Q)
wobei die Bedeutung von
A/ = (CL A7p> € F1

ist, dass der Kellerautomat M das Symbol A nur bei einem Ubergang vom
Zustand ¢ in den Zustand p loschen darf. Wenn A’ das oberste Symbol des
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Kellers von M, ist, ist ¢ der aktuelle Zustand von M.

Wie soll uns diese Idee mit einem zweiten gespeicherten Zustand

helfen?

399

Wir wollen immer darauf achten, dass der Kellerinhalt wie in Fig. 10.7 aussieht.

q Ay y4!
P1 Ay D2
P2 As P3
P3 Ay P4
pi Ay pin

Piv1 Aiga Pigo

Fig. 10.7

Formal bedeutet dies, wenn ein Tripel (g, A, p) direkt {iber einem Tripel (r, B, s)
im Keller liegt, so muss p = r sein. Wenn dies so ist und wir das Ldschen von
Ay in M (von (¢, A,p) in M;) nur beim Ubergang von ¢ nach p erlauben, dann
enthélt das neue oberste Kellersymbol (r, B, s) = (p, B, s) den aktuellen neuen

Zustand p.

Wie erreicht man, dass der Keller immer einen Inhalt wie in Fig.

10.7 enthdlt?

Dazu nutzt man den Nichtdeterminismus von M;. Wenn M aus dem Zustand
r nach s tibergeht und dabei das oberste Kellersymbol A durch CDE ersetzt
(d.h. (s,CDE) € §(r,a, A) fiir ein a € ¥), dann ersetzt M; das oberste Sym-

bol?*
(r, A, h)
durch die drei Symbole

(s,C,0O)

24Wenn (7, A, s) nicht das oberste Symbol ist, dann scheitert A/, in dieser Berechnung.
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fiir alle Moglichkeiten, O und A aus () zu wihlen und damit zu raten, bei
welchen Ubergéingen diese Symbole geldscht werden diirfen. Wichtig ist zu
bemerken, dass der aktuelle Zustand s als erstes Element des obersten Tri-
pels steht und dass die ehemalige Position von den iiberschriebenen (r, A, h)
nur beim Ubergang in denselben Zustand h geldscht werden kann. Weil unter
(r, A, h) irgendein (h, -, ) liegt, liegt jetzt (h,-,-) unter (A, £, h) und damit ist
die Konsistenz gewéhrleistet.

Jetzt setzen wir dieses Konzept in die formale Konstruktion von M; um.

Q1 = {Qé},
I, = {Z} UQxTxQ,
1(ap: A Zg) = {(a0, (@0, Z0,49)) | 4 € Q},
61((]37 a, (Tv A7 h)) = {<qév ((87 Bh 52)(327 B27 53) cee (57717 Bm7 h))R) |
fiir alle (s, (B1Bs ... Bn)™) € 8(r,a, A)
und alle s, 83,...,5m € Q}
U {(ah, N | (B, A) € 8(r,a, A)}

fir allea € SU{N\}, A€ T, r s,h€Q (siehe Fig. 10.8 und Fig. 10.9). O

Lemmata 10.8, 10.9 und 10.10 ergeben zusammen das folgende Resultat.

Satz 10.5. Die nichtdeterministischen Kellerautomaten erkennen genau die
Klasse von konteztfreien Sprachen (d.h. die Formalismen von nichtdetermini-
stischen Kellerautomaten und kontextfreien Grammatiken sind beziglich ihrer
Beschreibungsstirke dquivalent).

Aufgabe 10.46. Betrachten Sie den NPdA M mit L(M) = {0"1" | n € } aus Beispiel
10.8. Wenden Sie die Konstruktion aus Lemma 10.10 an, um einen dquivalenten NPdA M
mit nur einem Zustand zu konstruieren.
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T Talo] o] T Tal5] o]
r — s
A By
D By
Bm,
D
Fig. 10.8
\Tm " e o]
a — a
r A h s By S9
h D u 59 B2 S3

Sm—1 Bmfl Sm
Sm B, h

Fig. 10.9
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10.5 Allgemeine Grammatiken und Turingmaschinen

Grammatiken ohne Einschriankungen sind ein starker Generierungsmechanis-
mus. Die Zielsetzung dieses Abschnittes ist zu zeigen, dass allgemeine Gram-
matiken der stirkste Formalismus zur Sprachgenerierung sind. Wir zeigen dies
durch den Beweis ihrer Aquivalenz zu Turingmaschinen, was gleichzeitig die
Church’sche These untermauert.

Um die Intuition fiir die Stérke der allgemeinen Grammatiken zu gewinnen,
starten wir &hnlich wie bei Turingmaschinen und konstruieren eine Grammatik
fiir die Sprache

L={0"|ne }.
Sei G = (Xn, %7, P,S) mit ¥y = {0} und Xy = {A, B,C, D, S}.
Wir beginnen mit den Startregeln

S — CAOD und S — 0,

die uns ermdoglichen, das Wort 0 abzuleiten und die Anfangsform C'A0D mit
einer 0 zu erzeugen. Die néchste Idee ist, die Anzahl Nullen zu verdoppeln,
indem A in der bisher abgeleiteten Form von links nach rechts “wandert” und
jede 0 gegen zwei Nullen austauscht.

A0 — 004, AD — BD.

Ahnlich kann B von rechts nach links wandern und die Anzahl der Nullen
wieder verdoppeln.

0B — B00, CB — CA.

Am Rande der bisher abgeleiteten Form kann man sich entscheiden, die Ab-
leitung zu beenden, indem man alle Nichtterminalsymbole 16scht. Am linken
Rand erreicht man es durch die Regel

CB— X\ D— A\

Wenn man sich am rechten Rand entscheidet, die Ableitung zu beenden, dann
kann man folgende Regel benutzen:

AD — X\, C — A
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Anufgabe 10.47. Die Regeln D — X\ und C' — A in der oben beschriebenen Gramma-
tik kann man unabhéingig davon anwenden, wo sich A oder B in der bisher abgeleiteten
Form befinden. Warum gehen wir dabei kein Risiko ein, dass eine unerwiinschte Anzahl von
Symbolen 0 generiert wird?

Aufgabe 10.48. Konstruieren Sie eine Grammatik fiir folgende Sprachen:

(i) {a"b"g"lne I

(i) {0"17* [ne  —{o0}},

(ii) {0*" [ne },

(iv) {a'¥c* | k=i-j, ki,je —{0}},
(v) {07 | p € PRIM}.

v

Die Konstruktion der Grammatik G deutet auf die Ahnlichkeit zu Turingma-
schinen hin. Ahnlich wie der Zustand in einer Konfiguration iiber das Band
wandert, bewegen sich die Nichtterminale A und B iiber die bisher abgeleite-
te Form. Also besteht die Moglichkeit, durch Nichtterminale die Zusténde zu
reprasentieren und die Arbeit einer Turingmaschine nachzuahmen.

Satz 10.6. ERE == Eo,

d.h. die Menge der rekursiv aufzihlbaren Sprachen ist genau die gleiche Men-
ge wie die Menge aller Sprachen, die durch Grammatiken generiert werden
konnen.

Beweis. Wir fithren den Beweis, indem wir nacheinander £y € Lgg und
Lre C Ly zeigen.

(i) Lo C Lge.

Sei G eine beliebige Grammatik. Wir sollen eine TM M konstruieren, so
dass L(G) = L(M) gilt. Weil die Idee sehr anschaulich ist, verzichten wir
auf die formale Konstruktion von M.
Ohne Einschriankung der Allgemeinheit betrachten wir M als eine nicht-
deterministische 1-Band-TM. Die 1-Band-TM M soll fiir jede gegebene
Eingabe w € L auf dem Eingabeband akzeptieren.?® Dies schafft sie, in-
dem sie eine Ableitung aus S in G auf dem Arbeitsband nachahmt und
das Resultat mit der Eingabe vergleicht.
Genauer kann dies wie folgt ablaufen. M schreibt S auf das Arbeitsband.
Dann geht M wiederholt wie folgt vor.

1. M wihlt nichtdeterministisch eine nichtleere Position ¢ auf dem

Arbeitsband und eine Regel o — 3 aus G.%%

2Fiir eine Eingabe w ¢ L kann M verwerfen oder unendlich lange arbeiten.
26 M kann die Regel o — 3 in seinem Zustand speichern.
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2. M {iberpriift, ob v auf dem Band rechts von der i-ten Position liegt.
Wenn nicht, endet M in g,cject. Wenn ja, ersetzt?” M das Teilwort
a durch g.

3. M iberpriift, ob der Inhalt des Arbeitsbandes ein Terminalwort
ist. Falls nein, setzt M mit Schritt 1 fort. Falls ja, vergleicht M das
Eingabewort mit dem abgeleiteten Wort auf dem Arbeitsband. Falls
die Worter gleich sind, akzeptiert M die Eingabe. Sonst verwirft M
die Eingabe.

(ii) Lre C Lo.

Sei M = (Q,%,T,0, o, Gaccepts Greject) €ine TM. Eine Grammatik G kann
M so simulieren, dass G zuerst “doppelspurig” ein beliebiges Wort er-
zeugt. Die obere Spur beinhaltet das Wort, die untere Spur die Start-
konfiguration von M auf diesem Wort. Dieses kann durch folgende Regel
fiir alle a € ¥ bewirkt werden.

S—= (), S—=(2)A,

a
qoa qoa

A=A A=), A= ()0
C= ()¢ C= (5)

Somit erhalten wir die Ableitung

. a az\ (as an_1\ (an\ [ BY’
o <QOG1> <a2> (as) <an—1> (an> <B>

fiir ein beliebiges Wort ajas...a, (a; € X fir ¢ = 1,...,n) und ein
beliebiges 7 € . Dabei ist j so eine nichtdeterministisch geratene Zahl,
dass die TM M bei der Arbeit auf der Eingabe ay,as. .. a, genau n + j
Zellen des Bandes benutzt. Der grofie Buchstabe B symbolisiert eine
leere Zelle des Bandes. Danach simuliert G auf der unteren Spur die
Berechnung der TM M auf aqas. .. a,. Die Simulation kann man durch
folgende Regeln realisieren:

Fir alle a,b € XU{B}, p,q e Q, X,Y,Z € 'U{B},sodass (p,Y,R) €
0(q, X), nehmen wir die Regel

()(2) ~ ()62)

2"Wenn |a| # |8, erfordert dies natiirlich die Verschiebung des Suffixes des Arbeitsbandes
rechts von o.
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Fiir alle (p,Y, L) € 0(¢, X') nehmen wir

(2)(x) = () ()

Fiir alle (p,Y, N) € §(¢, X) nehmen wir

() = (o)

Falls M den Zustand queeepr e€rreicht, ist ay...a, in L(M) und somit
muss G dieses Terminalwort ableiten. Dies erreichen wir durch folgende
Regeln, die die untere Spur verwischen.

< “ >—>a, <b)a—>ba, a<b>—>ab7 B — A
Qaccept® @ [0}

fir alle a,b € XU {B}, a € 'U{B}.
Auf den formalen Beweis der Korrektheit dieser Konstruktion verzichten
wir hier.

Aufgabe 10.49. Beweise, dass

L1 = NSPACE(n).

10.6 Zusammenfassung

Grammatiken sind Mechanismen zur Generierung von Sprachen und damit
fiir eine endliche Darstellung von Sprachen eine Alternative zu Maschinenmo-
dellen. Die Ausdrucksstirke von allgemeinen Grammatiken gleicht der Aus-
drucksstérke der Turingmaschinen, was eine weitere Unterstiitzung der Glaub-
wiirdigkeit der Church’schen These ist.

Die Grammatiken werden nach Chomsky klassifiziert. Die einfachste Form sind
die reguldren Grammatiken, die genau die Beschreibungsstéirke von endlichen
Automaten haben.

Die wichtigste Klasse von Grammatiken sind die kontextfreien Grammatiken.
Aus linguistischer Sicht ist diese Klasse wichtig, weil die kontextfreien Regeln
der Ersetzung von Nichtterminalsymbolen unabhéngig von deren Umgebung
(Kontext) entsprechen, und der Grad der Kontextsensitivitit zentral fiir die



406 10 Grammatiken und Chomsky-Hierarchie

Untersuchung der Generierung von natiirlichen Sprachen ist. In der Informatik
kann man Programmiersprachen mit Hilfe von kontextfreien Grammatiken be-
schreiben, und damit sind die kontextfreien Grammatiken ein wichtiges Werk-
zeug zum Compilerbau. Die nichtdeterministischen Kellerautomaten stellen ein
natiirliches Rechenmodell zur Implementierung der Rekursion dar und sind in
ihrer Beschreibungsstérke dquivalent zu den kontextfreien Grammatiken.

Die Klasse der regulédren Sprachen ist eine echte Teilmenge der Menge der kon-
textfreien Sprachen, was relativ einfach durch die Anwendung der Pumping-
technik bewiesen werden kann. Diese pumpingbasierte Beweismethode kann
man weiterentwickeln, um Instrumente zu bauen, mit denen man die Nicht-
kontextfreiheit von Sprachen beweisen kann. Dank der Anwendung der Pum-
pingtechniken wissen wir, dass die Klasse der kontextfreien Sprachen eine echte
Teilmenge der Klasse der kontextsensitiven Sprachen ist.

Kontrollaufgaben

1. Erkldaren Sie das Konzept von Grammatiken. Was ist eine Ableitung? Generiert jede
Ableitung in einer Grammatik G ein Terminalwort aus L(G)?

2. Die Grammatiken sind nichtdeterministische Generierungsmechanismen. Wo iiberall
tritt der Nichtdeterminismus auf?

3. Welche Grammatiktypen kennen wir und nach welchen Kriterien werden sie klassifi-
ziert?

4. Wir konnen die Nichtterminale reguldrer Grammatiken als Informationstriger deuten,
die die wichtigsten Merkmale des bisher abgeleiteten Préfixes reprisentieren. Dies
bietet uns eine dhnliche Entwurfsmethode von reguldren Grammatiken wie wir durch
die Zuordnung der Bedeutung einzelnen Zustinden fiir den Entwurf von endlichen
Automaten gewonnen haben. Nutzen Sie diese Strategie um reguldre Grammatiken
fiir die reguléren Sprachen aus Aufgabe 3.5 zu entwerfen. Beweisen Sie die Korrektheit
fiir mindestens eine der entworfenen Grammatiken.

5. Welche Abgeschlossenheitseigenschaften der Klasse £3 = L£(FA) kann man einfach
mittels reguldren Grammatiken beweisen? Fiir welche Operationen iiber Sprachen
wiirde man eher die endlichen Automaten benutzen?

6. Beschreiben Sie Algorithmen, die Folgendes tun:

(i) Entfernung aller nutzlosen Symbole aus einer Grammatik.
(ii) Entfernung aller Kettenregeln aus einer regulédren Grammatik.
(iii) Entfernung aller Regeln X — X aus einer reguliren Grammatik.

7. Obwohl endliche Automaten ein Maschinenmodell sind und regulidre Grammatiken
einen Generierungsmechanismus darstellen, haben diese Modelle eine starke Ahnlich-
keit in ihrer Arbeitsweise. Wie wiirden Sie diese Ahnlichkeit spezifizieren und wie
nutzt man sie zur gegenseitigen Simulation aus?

8. Entwerfen Sie kontextfreie Grammatiken fiir die folgenden Sprachen:

(i) {a'Vckd |i,j, ki€ ,i#jund k=2l},
(i) {a'¥c*d | i, j,k,l€ , j#koderi#l},
(iii) {a'WcFd | i, 4, k1€ | j#kundi#]l},
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(iv) {0"12"2¢ | n,ie },
(v) {0192% [ij ke ,i+k=j},
(vi) {w000111w® | w € {0,1}*}.
Wandeln Sie die entworfenen kontextfreien Grammatiken in die Chomsky-Normalform
um.
9. Entwerfen Sie eine kontextfreie Grammatik fiir die Sprache

L={a"b'd | n,i,je ,i+j=n},

die fiir jedes Wort aus L mindestens zwei unterschiedliche Ableitungsbdume hat.
10. Welche der folgenden Sprachen ist kontextfrei? Beweisen Sie ihre Behauptung:

(i) {wom1mwf |we {0,1,}*, ne 1},
(i) {wwRw | w e {0,1}*},

(i) {o"1™|ne },

(iv) {wwfuuf | u,w € {0,1}*},

(v) {aibickd | i ki€ | itl=j+k},

(vi) {a"b™c*d®™ |n,me  }.

11. Fiihren Sie den Beweis des Pumping-Lemmas fiir kontextfreie Sprachen, in dem Sie
annehmen, dass Sie eine Grammatik in Chomsky-Normalform haben. Wie wird durch
diese Annahme der Beweis vereinfacht?

Wiire es auch eine Erleichterung, eine Grammatik in Greibach-Normalform zu neh-
men?

12. Entwerfen Sie nichtdeterministische Kellerautomaten, die die Sprachen aus Kontroll-
aufgabe 8 akzeptieren. Wandeln Sie mindestens einen dieser Kellerautomaten in einen
dquivalenten NPdA, der nur einen Zustand hat. Konstruieren Sie dann zu diesem
NPdA mit einem Zustand eine dquivalente kontextfreie Grammatik.

13. Konstruieren Sie eine kontextsensitive Grammatik fiir die Sprachen {0%" | n € }
und {a"b"c" | ne }.
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